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Περίληψη

Η μονότονη απεικόνιση ενός γραφήματος G, είναι μια ευθύγραμμη απεικόνιση του G έτσι ώστε
κάθε ζευγάρι κορυφών να συνδέεται, μέσω ενός μονοπατιού που είναι μονότονο ως προς κάποια
κατεύθυνση. Μια ευθύγραμμη απεικόνιση Γ ενός δένδρου T είναι κυρτή, αν αντικαταστήσουμε κάθε
φύλλο με μια ημιευθεία, το επίπεδο διαμερίζεται σε μη-φραγμένα κυρτά πολύγωνα.

Τα δένδρα, σαν μια ειδική κατηγορία γραφημάτων, έχουν υπάρξει το επίκεντρο αρκετών άρθρων
και πρόσφατα οι He και He [He17] περιέγραψαν πώς να παράγουμε μια μονότονη απεικόνιση ενός
δένδρου με n κόμβους σε ένα πλέγμα μεγέθους 12n× 12n.

Στην παρούσα διπλωματική εργασία, παρουσιάζουμε έναν απλό αλγόριθμο ο οποίος κατασκευά-
ζει για κάθε ριζωμένο δένδρο μια μονότονη απεικόνιση σε πλέγμα μεγέθους το πολύ

⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
×⌊

3
4 (n+ 1)

⌋
. Επιπλέον, περιγράφουμε πως να κατασκευάσουμε μια κυρτή απεικόνιση ενός δένδρου

σε πλέγμα με μέγεθος το πολύ n× n.
Δεν κάνουμε χρήση κάποιας τεχνικής βασισμένης στη θεωρία αριθμών, το οποίο αποτελεί ένα

κοινό χαρακτηριστικό όλων των προηγούμενων προσεγγίσεων, αλλά κάνουμε χρήση μερικών απλών
γεγονότων από τη γεωμετρία, τα οποία μπορούν να εκφραστούν πιο αναλυτικά.

Στο τελευταίο κεφάλαιο, εξετάζουμε ένα διαφορετικό θέμα. Αρχικά, αποδεικνύουμε ένα φράγμα
συγκέντρωσης για τον αριθμό των σημείων που κυριαρχούν απευθείας την αρχή των αξόνων στον
d-διάστατο χώρο κάτω από μερικές συνθήκες ”ανεξαρτησίας”. Έπειτα συνεχίζουμε περιγράφοντας
πως να κατασκευάσουμε ένα συνεκτικό γράφημα δεδομένου ενός συνόλου σημείων στον d-διάστατο
χώρο. Μετά, παρουσιάζουμε έναν απλό αλγόριθμο τοπικής δρομολόγησης, όπου η απόσταση που
διανύεται είναι το πολύ

√
d φορές η ευκλείδεια απόσταση μεταξύ των ακραίων σημείων. Στο τέλος,

συγκεντρωνόμαστε στην μέση ανάλυση των ιδιοτήτων του συνδετικού δικτύου.

Λέξεις κλειδιά

απεικόνιση γραφημάτων, υπολογιστική γεωμετρία, μονότονη απεικόνιση, κυρτή απεικόνιση, συνδε-
τικό δίκτυο, τοπική δρομολόγηση.
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Abstract

A monotone drawing of a graph G is a straight-line drawing of G such that every pair of vertices
is connected by a path that is monotone with respect to some direction. A straight-line drawing Γ of
a tree T is convex, if every edge to a leaf is substituted by a ray, the (unbounded) faces form convex
regions.

Trees, as a special class of graphs, have been the focus of several papers and, recently, He and
He [He17] showed how to produce a monotone drawing of an arbitrary n-vertex tree that is contained
in a 12n× 12n grid.

In this diploma thesis, we present a simple algorithm that constructs for each arbitrary rooted tree
a monotone drawing on a grid of size at most

⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
×
⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
. Moreover we describe how

to construct a convex tree drawing in a grid of size at most n× n.
We do not employ number theory techniques, a common characteristic of all previous approaches,

but we rather utilize some simple facts from geometry that can be more analytically expressed.
In the last chapter we study a different subject; starting by proving a concentration bound on the

number of points that direct dominate the origin in the d-space under certain ”independent” assump-
tions, we then proceed to describe how to construct a spanning graph given a point set in the d-space.
Then we present a simple local routing algorithm where the distance traversed by the algorithm is at
most

√
d times the euclidean distance between the endpoints. Finally we concentrate on the average-

case analysis of the properties of the spanning graph.

Key words

graph drawing, computational geometry, monotone drawing, convex drawing, spanner, local routing.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Πρόλογος

Στην παρούσα διπλωματική εργασία, ασχολούμαστε, κυρίως, με θέματα που αφορούν την απει-
κόνιση γραφημάτων και την υπολογιστική γεωμετρία. Θα παρουσιάσουμε μια σύντομη περίληψη με
θέματα που ασχολείται ο κάθε κλάδος, καθώς και μερικούς τομείς στους οποίους βρίσκουν εφαρμο-
γές.

Η υπολογιστική γεωμετρία, είναι ο κλάδος της επιστήμης των υπολογιστών ο οποίος ασχολείται
με την ανάλυση και σχεδίαση αλγορίθμων οι οποίοι μπορούν να περιγραφούν με βάση τη γεωμετρία.
Η υπολογιστική γεωμετρία, βρίσκει πολλές εφαρμογές, κυρίως, στους τομείς της ρομποτικής, του
γεωγραφικού συστήματος πληροφορίας, των γραφικών και πολλών άλλων.

Η απεικόνιση γραφημάτων, είναι ο κλάδος της επιστήμης των υπολογιστών ο οποίος ασχολείται
με την αναπαράσταση δομικών σχέσεων μεταξύ αντικειμένων. Η απεικόνιση γραφημάτων βρίσκει
εφαρμογές σε πολλούς τομείς της επιστήμης των υπολογιστών, όπως στις βάσεις δεδομένων, στη
σχεδίαση VLSI και σε οποιοδήποτε τομέα απαιτείται οπτικοποίηση ενός συνόλου σχέσεων αντικει-
μένων (π.χ. χάρτης σταθμού του μετρό, γενεαλογικά δένδρα).

1.2 Ορισμοί & Εισαγωγικά

Σε αυτή την ενότητα θα δώσουμε τους ορισμούς που θα χρειαστούμε.
Ένα απλό γράφημα είναι ένα διατεταγμένο ζευγάρι G = (V,E) που αποτελείται από ένα σύ-

νολο κόμβων V και ένα σύνολο ακμών E μη-διατεταγμένων ζευγαριών στοιχείων του V . Περίπατος
ονομάζεται μια ακολουθία v1 v2 . . . vk όταν (vi, Vi+1) ∈ E για i = 1, . . . , k − 1. Μονοπάτι ονο-
μάζεται ένας περίπατος χωρίς επαναλαμβανόμενες κορυφές. Περιήγηση ονομάζεται ένας περίπατος
όταν η πρώτη κορυφή της ακολουθίας ταυτίζεται με την τελευταία (v1, v2, . . . , vk = v1). Κύκλος
ονομάζεται μια περιήγηση χωρίς επαναλαμβανόμενες κορυφές, με εξαίρεση την πρώτη κορυφή της
ακολουθίας. Ένα γράφημα είναι συνεκτικό αν για κάθε ζευγάρι u, v διαφορετικών κορυφών, υπάρχει
μονοπάτι από το u στο v.

Δένδρο είναι ένα απλό και συνεκτικό γράφημα το οποίο δεν περιέχει κύκλους και συμβολίζεται
συνήθως με T . Δάσος είναι ένα απλό και μη-συνεκτικό γράφημα το οποίο δεν περιέχει κύκλους. Κάθε
κορυφή ενός δένδρου με βαθμό 1 λέγεται και φύλλο του δένδρου.

Μία απεικόνιση (drawing) Γ ενός γραφήματος G, είναι μια απεικόνιση της κάθε κορυφής σε ένα
σημείο του χώρου και κάθε ακμής σε μία καμπύλη μεταξύ δύο κορυφών.

Μία ευθύγραμμη απεικόνιση (straight-line drawing) Γ ενός γραφήματος G, είναι μια απεικόνιση
της κάθε κορυφής σε ένα σημείο του χώρου και κάθε ακμής σε ένα ευθύγραμμο τμήμα μεταξύ δύο
κορυφών. Ένα γεωμετρικό γράφημα (geometric graph), είναι ένα γράφημα G με μία Ευθύγραμμη
Απεικόνιση Γ, όπου το βάρος της κάθε ακμής είναι η Ευκλείδεια απόσταση μεταξύ των άκρων της.

Μία επίπεδη απεικόνιση (planar drawing) Γ ενός γραφήματοςG, είναι μια απεικόνιση τουG όπου
οι ακμές του δεν τέμνονται εκτός από τις άκρες τους. Ένα γράφημα G είναι επίπεδο (planar) αν έχει
μια επίπεδη απεικόνιση. Ένα επίπεδο γράφημα Γ χωρίζει το επίπεδο σε τοπολογικά συνδεδεμένες
περιοχές, τις όψεις (faces). Η μη-φραγμένη όψη ενός γραφήματος είναι η εξωτερική όψη (outer face).
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Μια εξωεπίπεδη απεικόνιση (outerplanar drawing) Γ ενός γραφήματος G, είναι μια επίπεδη απεικό-
νιση του G όπου όλες οι κορυφές του βρίσκονται στην εξωτερική όψη. Μία όψη f ορίζεται ως η
κυκλική λίστα των κορυφών και ακμών που συναντώνται, διασχίζοντας τα σύνορά της με ωρολο-
γιακή φορά, αν η f είναι εσωτερική όψη, και με αντι-ωρολογιακή φορά, αν η f είναι η εξωτερική
όψη. Μια ενσωμάτωση (embedding) ϕ ενός γραφήματος G είναι μια κλάση ισοδυναμίας των όψεων
του G.

Μία απεικόνιση που διατηρεί την ενσωμάτωση (embedding-preserving drawing) Γϕ ενός γραφή-
ματος G είναι μια απεικόνιση η οποία έχει την συγκεκριμένη ενσωμάτωση ϕ.

Ορίζουμε ως
−→
ab την ημιευθεία από το a στο b και ως d(u, v) την Ευκλείδεια απόσταση δύο ση-

μείων..

1.2.1 Ειδικές Κατηγορίες Μονοπατιών

Οι επόμενοι ορισμοί αφορούν γεωμετρικά γραφήματα.
Ένα μονοπάτι P = {p0, p1, . . . , pn} είναι μονότονο (monotone), αν υπάρχει μια ευθεία l έτσι

ώστε οι προβολές των κορυφών του P στην l, να εμφανίζονται στην l με την ίδια σειρά όπως στο P.
Ένα μονοπάτι P = {p0, p1, . . . , pn} είναι ισχυρά μονότονο (strongly monotone), αν οι προβολές

των κορυφών του P στην −−→p0pn, εμφανίζονται στην −−→p0pn με την ίδια σειρά όπως στο P.
Ένα μονοπάτι P = {p0, p1, . . . , pn} είναι φθίνον κατά απόσταση (distance decreasing), αν ισχύει

d(pi, pn) > d(pi+1, pn) για i = 1, . . . , n− 1.
Ένα μονοπάτιP = {p0, p1, . . . , pn} είναι αύξον κατά τόξο (increasing-chord), αν για οποιοδήποτε

σημεία a, b, c, d που τα διασχίζουμε με αυτήν την σειρά στο P, ισχύει πως d(a, d) > d(b, c).
Ένα μονοπάτι P = {p0, p1, . . . , pn} είναι αυτό-προσεγγιζόμενο (self-approaching), αν για οποιο-

δήποτε σημεία a, b, c που τα διασχίζουμε με αυτήν την σειρά στο P, ισχύει πως d(a, c) > d(b, c).
Ένα μονοπάτι P = {p0, p1, . . . , pn} είναι β-μονότονο (β-monotone), αν όλες οι ακμές (pi, pi+1)

περιέχονται στην κυρτή περιοχή, που ορίζεται από δυο ημιευθείες με κλίσεις β+45◦ και β− 45◦, οι
οποίες διέρχονται από το σημείο (0, 0).

Ένα μονοπάτι P = {p0, p1, . . . , pn} είναι μονότονο κατά γωνία (angle-monotone), αν υπάρχει
αριθμός β έτσι ώστε να είναι β −monotone.

Ένα μονοπάτι P = {p0, p1, . . . , pn} είναι β-μονότονο με εύρος γ (β-monotone with width γ)
όπου γ < 180◦, αν όλες οι ακμές (pi, pi+1) περιέχονται στην κυρτή περιοχή, που ορίζεται από δυο
ημιευθεία με κλίσεις β + γ

2 και β −
γ
2 , οι οποίες διέρχονται από το σημείο (0, 0).

Ένα μονοπάτιP = {p0, p1, . . . , pn} είναι γενικευμένο μονότονο κατά γωνία με εύρος γ (generalized
angle-monotone with width γ) όπου γ < 180◦, αν υπάρχει αριθμός β έτσι ώστε να είναι β-monotone
with width γ.

Στα Σχήματα 1.1-1.6 στη σελίδα 21 υπάρχει ένα παράδειγμα μονοπατιού για κάθε κατηγορία.
Στο Σχήμα 1.7 στη σελίδα 21 παρουσιάζουμε τις σχέσεις που επικρατούν ανάμεσα στις κατηγορίες
μονοπατιών.

1.2.2 Ειδικές Κατηγορίες Απεικονίσεων με Έμφαση στις Ιδιότητες Μονοπατιών

Τώρα, θα περιγράψουμε μερικούς θεμελιώδεις τύπων απεικονίσεων.
Μια ευθύγραμμη απεικόνισηΓ ενός γραφήματοςG είναι αυστηρά κυρτή / ελαστικά κυρτή (strictly

convex / non-strictly convex), αν όλες οι όψεις του, συμπεριλαμβανομένης και της εξωτερικής όψης,
είναι αυστηρά / ελαστικά κυρτά πολύγωνα (τα αυστηρά κυρτά πολύγωνα έχουν τις εσωτερικές τους
τις γωνίες μικρότερες από 180◦)

Μια ευθύγραμμη απεικόνιση Γ, ενός δένδρου T , είναι αυστηρά κυρτή (strictly convex), αν κάθε
μεγιστοτικό σύνολο παράλληλων ακμών αποτελεί ένα συνευθειακό μονοπάτι και αντικαθιστώντας
κάθε φύλο από το u στο v με μια ημιευθεία από το u δια μέσου του v, χωρίζεται το επίπεδο σε μη-
φραγμένα κυρτά πολύγωνα.

Μια απεικόνιση Γ, ενός γραφήματος G, είναι μονότονη (monotone), αν για κάθε δύο κορυφές u
και v, υπάρχει κάποιο μονότονο μονοπάτι.
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μονοπάτι

p0

p1

p2

p3

p4

Σχήμα 1.5: Αύξον κατά τόξο μονοπάτι
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Σχήμα 1.6:Μονότονο κατά γωνία μο-
νοπάτι

Μονότονα κατά γωνία Αύξον κατά τόξο Αυτό-προσεγγιζόμενο Φθίνον κατά απόσταση

Ισχυρά μονότονα Μονότονα

Σχήμα 1.7: Σχέσεις μεταξύ των κατηγοριών των μονοπατιών. Οι ακμές δείχνουν το υπερσύνολό.

Μια απεικόνιση Γ, ενός γραφήματος G, είναι ισχυρά μονότονη (strongly monotone), αν για κάθε
δύο κορυφές u και v, υπάρχει κάποιο ισχυρά μονότονο μονοπάτι.

Μια απεικόνιση Γ, ενός γραφήματος G, είναι άπληστη (greedy), αν για κάθε δύο κορυφές u και
v, υπάρχει κάποιο φθίνον κατά απόσταση μονοπάτι.

Μια απεικόνισηΓ, ενός γραφήματοςG, είναι αυτό-προσεγγιζόμενη (self-approaching), αν για κάθε
δύο κορυφές u και v, υπάρχει κάποιο αυτό-προσεγγιζόμενο μονοπάτι.

Μια απεικόνιση Γ, ενός γραφήματος G, είναι αύξουσα κατά τόξο (increasing-chord), αν για κάθε
δύο κορυφές u και v, υπάρχει κάποιο αύξον κατά τόξο μονοπάτι.

Μια απεικόνιση Γ, ενός γραφήματοςG, είναι μονότονη κατά γωνία (angle-monotone), αν για κάθε
δύο κορυφές u και v, υπάρχει κάποιο μονότονο κατά γωνία μονοπάτι.

Μια απεικόνισηΓ, ενός γραφήματοςG, είναι γενικευμένο μονότονο κατά γωνία (generalized angle
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monotone), αν για κάθε δύο κορυφές u και v, υπάρχει κάποιο γενικευμένο μονότονο κατά γωνία μο-
νοπάτι.

Στην σελίδα 22, έχουμε δύο παραδείγματα μερικών απεικονίσεων. Πιο συγκεκριμένα, στο Σχήμα 1.8
υπάρχει ένα παράδειγμα μιας ελαστικά κυρτής απεικόνιση ενός γραφήματος και στο Σχήμα 1.9 υπάρ-
χει ένα παράδειγμα μιας αυστηρά κυρτής απεικόνισης ενός δένδρου. Στο Σχήμα 1.10 στην σελίδα 23
παρουσιάζουμε τις σχέσεις που επικρατούν ανάμεσα στις κατηγορίες απεικονίσεων.

Σχήμα 1.8: Ελαστικά κυρτή απεικόνιση γραφήματος

Σχήμα 1.9: Αυστηρά κυρτή απεικόνιση δένδρου
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Μονότονες κατά γωνία Αύξουσα κατά τόξο Αυτό-προσεγγιζόμενα ΄Απληστες

Ισχυρά μονότονες

Μονότονες

Αυστηρά κυρτές απεικονίσεις δένδρων

Ελαστικά κυρτές απεικονίσεις γραφημάτων
1

Σχήμα 1.10: Σχέσεις μεταξύ των κατηγοριών των απεικονίσεων. Οι ακμές δείχνουν το υπερσύνολό.

Κατηγορία Απεικόνισης Αναφορά
Aυστηρά Κυρτά Γραφήματα [Ange12]
Ελαστικά Κυρτά Γραφήματα 1 [Ange12]

Αυστηρά Κυρτά Δένδρα [Ange12]

Πίνακας 1.1: Κατηγορίες απεικονίσεων οι οποίες είναι μονότονες

1.3 Κίνητρα & Αποτελέσματα

Μερικά από τα συνηθισμένα προβλήματα στην απεικόνιση γραφημάτων είναι τα εξής:
Πρόβλημα Αναγνώρισης. Δεδομένου μιας απεικόνισηςΓ ενός γραφήματοςG, ανήκει η απεικόνιση

σε μια συγκεκριμένη κατηγορία; (π.χ. Είναι το γεωμετρικό γράφημα G μονότονο;).
Πρόβλημα Ενσωμάτωσης. Δεδομένου ενός γραφήματος G, μπορούμε να βρούμε μια απεικόνισή

του ώστε να ανήκει σε μια συγκεκριμένη κατηγορία; (π.χ. Δέχεται το γράφημα G άπληστη ενσωμά-
τωση;). Ένα ύπο-πρόβλημα αυτής της κατηγορίας είναι ποιες κλάσεις γραφημάτων δέχονται κάποια
συγκεκριμένη απεικόνιση.

Πρόβλημα Κατασκευής. Δεδομένου ενός συνόλου από σημεία στο επίπεδο, πρέπει να κατασκευά-
σουμε ένα γεωμετρικό γράφημα με κάποιους περιορισμούς (π.χ. Δεδομένου ενός γραφήματος με κά-
ποια ενσωμάτωση Gϕ, μπορούμε να κατασκευάσουμε μια μονότονη απεικόνιση που διατηρεί την
ενσωμάτωση.).

1.3.1 Μονότονες Απεικονίσεις

Κίνητρα

Οι μονότονες απεικονίσεις προτάθηκαν από τους Angelini et al. σαν ένα νέο μέσο οπτικοποίησης
γραφημάτων [Ange12]. Αυτή η μέθοδος παρακινείται και από πειράματα: παρατηρήθηκε πως η ”γε-
ωδαιτική τάση” (μονοπάτια που ακολουθούν μια συγκεκριμένη κατεύθυνση) είναι σημαντική στην
κατανόηση της δομής ενός γραφήματος [Huan09].

Υπάρχουσα Δουλειά

Κατηγορίες απεικονίσεων οι οποίες είναι μονότονες περιλαμβάνονται στον Πίνακα 1.1. Κατηγο-
ρίες γραφημάτων που έχουν μονότονη απεικόνιση περιλαμβάνονται στον Πίνακα 1.2. Κατηγορίες
γραφημάτων που δέχονται μονότονη απεικόνιση που διατηρεί την ενσωμάτωση περιλαμβάνονται
στον Πίνακα 1.3.

1 Με την προϋπόθεση πως κάθε μεγιστοτικό σύνολο παράλληλων ακμών αποτελεί ένα συνευθειακό μονοπάτι
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Κατηγορία Γραφημάτων Μέγεθος Επιπέδου Σημειώσεις Αναφορά
Συνεκτικά Γραφήματα

⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
×
⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
Απεικόνιση Δένδρου [Oiko17a]

Επίπεδα Συνεκτικά O(n2)×O(n) Η απεικόνιση είναι [Hoss15]
Γραφήματα επίπεδη

Πίνακας 1.2: Κατηγορίες γραφημάτων που έχουν μονότονη απεικόνιση

Κατηγορία Γραφημάτων Μέγεθος Επιπέδου Σημειώσεις Αναφορά
Επίπεδα Συνεκτικά O(n2)×O(n) Curve− Complexity ≤ 2 [Ange15]

Γραφήματα
Εξωεπίπεδα Συνεκτικά O(n2)×O(n) Ευθύγραμμη απεικόνιση [Ange15]

Γραφήματα
Επίπεδα 2-συνεκτικά Εκθετικό ως προς Ευθύγραμμη απεικόνιση [Ange15]

Γραφήματα το μέγεθος

Πίνακας 1.3: Κατηγορίες γραφημάτων που δέχονται μονότονη απεικόνιση που διατηρεί την ενσω-
μάτωση

1.3.2 Άπληστες Απεικονίσεις

Κίνητρα

Οι άπληστες απεικονίσεις προτάθηκαν από τους Rao et al. σαν μια καινούργια μέθοδος δρομολό-
γησης [Rao03]. Η άπληστη δρομολόγηση είναι ένα πρωτόκολλο, όπου ο κάθε κόμβος προωθεί ένα
πακέτο στον γείτονα του, ο οποίος είναι πιο κοντά από τον ίδιο στον τελικό προορισμό, ως προς
μια μετρική συνάρτηση. Είναι φυσιολογικό να δοκιμάσουμε άπληστη δρομολόγηση σε εικονικές συ-
ντεταγμένες, όπως προτάθηκε τους Rao et al. [Rao03] αφού λαμβάνει υπόψιν της τις τοπολογικές
ιδιότητες του γραφήματος.

Υπάρχουσα Δουλειά

Η επόμενη εικασία σχετικά με τις άπληστες απεικονίσεις προτάθηκε από τους Papadimitriou &
Ratajczak:

Εικασία 1. [Papa05] Κάθε επίπεδο και 3-συνεκτικό γράφημα διαθέτει άπληστη απεικόνιση.

Η εικασία αποδείχθηκε ανεξάρτητα από τους Leighton & Moitra [Leig10] και Angelini et al
[Ange10].

Ένα μειονέκτημα της απόδειξης είναι πως η απεικόνιση απαιτεί O(n · log(n)) bits στη χειρότερη
περίπτωση, το οποίο παρακίνησε την μελέτη περιληπτικών ενσωματώσεων με την άπληστη δρομο-
λόγηση. Οι Jiun-Jie Wang και Xin He απέδειξαν πως κάθε 3-συνεκτικό επίπεδο γράφημα μπορεί
να ενσωματωθεί με μόνο O(log(n)) bits στη χειρότερη περίπτωση, σε μια κυρτή απεικόνιση. Στην
απόδειξή τους εγκατέλειψαν την ευκλείδεια μετρική απόστασης.

1.3.3 Αυτό-Προσεγγιζόμενες & Αύξουσα Κατά Τόξο Απεικονίσεις

Κίνητρα

Παρότι που στις άπληστες απεικονίσεις, το να φτάνεις πιο κοντά στον προορισμό σου σε κάθε
βήμα, είναι μια επιθυμητή ιδιότητα, αυτό δεν αληθεύει για τα ενδιάμεσα σημεία στα μονοπάτια. Λόγω
αυτού, ένα φθίνον κατά απόσταση μονοπάτι μπορεί να έχει μη-φραγμένη διαστολή (dilation) (λόγω
μήκους μονοπατιού προς λόγω ευκλείδειας απόστασης μεταξύ των άκρων). Παρακινημένοι από αυτό,
οι Alamdari et al. [Alam12] εισήγαγαν τις αυτό-προσεγγιζόμενες / αύξουσ κατά τόξο απεικονίσεις όπως
περιγράφηκαν στην Υπό-Ενότητα 1.2.1, βασισμένοι στα έργα Self-Approaching Curves των Icking et
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al. και Curves with Increasing Chord του Rote [Icki99, Rote94]. Τα αυτό-προσεγγιζόμενα και αύξον
κατά τόξο μονοπάτια εγγυούνται μια μέγιστη διαστολή 5.333 / 2.094 αντίστοιχα [Icki99, Rote94].

Υπάρχουσα Δουλειά

Πρέπει να τονίσουμε πως ένα μονοπάτι από το u στο v είναι αύξον κατά τόξο ανν το μονοπάτι
από το u στο v και το μονοπάτι από το v στο u είναι αυτό-προσεγγιζόμενο [Alam12].

Πρόβλημα Αναγνώρισης:Ηαναγνώριση αν ένα μονοπάτι είναι αυτό-προσεγγιζόμενο / αύξον κατά
τόξο μπορεί να γίνει αποδοτικά στις δύο και τρεις διαστάσεις [Alam12], αλλά να αποφανθούμε αν
ένα αυτό-προσεγγιζόμενο / αύξον κατά τόξο μονοπάτι υπάρχει μεταξύ δυο κορυφών ενός γραφήματος
είναι NP-hard [Alam12]. Επιπλέον μπορούμε να αποφανθούμε για τα μονότονα κατά γωνία μονοπάτια
σε ένα γράφημα G(V,E) σε O(|V | · |E|2) χρόνο [Boni16].

Πρόβλημα Ενσωμάτωσης: Τα δένδρα τα οποία έχουν αυτό-προσεγγιζόμενη / αύξουσα κατά τόξο
απεικόνιση έχουν περιγραφεί στο [Alam12].

Πρόβλημα Κατασκευής: Δεδομένου ενός συνόλου από σημεία P , ένα αύξον κατά τόξο επίπεδο
γράφημα μπορεί να κατασκευαστεί με ένα υπερσύνολο σημείων P ′ όπου, P ⊆ P ′ και |P ′| ∈ O(P )
[Dehk15]. Στο ίδιο άρθρο, απέδειξαν πως κάθε για κάθε κυρτό σύνολο σημείων P , μπορούμε να
κατασκευάσουμε ένα αύξον κατά τόξο γεωμετρικό γράφημα G(P, S), όπου |S| ∈ O(|P | · log |P |)

1.4 Οργάνωση Διπλωματικής

Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζουμε τρεις αλγορίθμους για μονότονη απεικόνιση δένδρων και τους
κατηγοριοποιούμε ανάλογα με το μέγεθος πλέγματος και τον αριθμό των τεταρτημορίων που χρησι-
μοποιούν. Οι αλγόριθμοι έχουν ήδη παρουσιαστεί στα [Oiko17b][Oiko17a]. Στο Κεφάλαιο 3 παρου-
σιάζουμε έναν τρόπο κατασκευής ενός συνεκτικού γραφήματος με βάση ένα σύνολο σημείων. Επι-
κεντρωνόμαστε στην μέση ανάλυση των ιδιοτήτων του γραφήματος και παρουσιάζουμε έναν απλό
και φυσικό αλγόριθμο για τοπική δρομολόγηση.
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Κεφάλαιο 2

Απλή & Συμπαγής Μονότονη Απεικόνιση Δένδρων

2.1 Εισαγωγή

Η μονότονη απεικόνιση γραφημάτων έχει κεντρίσει το ενδιαφέρον των ερευνητών και αρκετά
ενδιαφέροντα αποτελέσματα έχουν ανακαλυφθεί. Δεδομένου ενός επίπεδου γραφήματος G με δεδο-
μένη ενσωμάτωση, μια επίπεδη μονότονη απεικόνιση του G μπορεί να κατασκευαστεί, αλλά με την
εμφάνιση μερικών καμπυλών σε κάποιες ακμές (δηλαδή πλέον δεν είναι ευθύγραμμη απεικόνιση)
[Ange15]. Όταν επιλέγουμε εμείς την ενσωμάτωση του γραφήματος, υπάρχει μια μονότονη απεικό-
νιση οποιουδήποτε επίπεδου γραφήματος χωρίς καμπύλες [Hoss15].

Ένας τρόπος για να βρούμε μαι μονότονη απεικόνιση ενός γραφήματος είναι να βρούμε μια μονό-
τονη απεικόνιση ενός συνεκτικού δένδρου της. Για αυτόν τον λόγο, το πρόβλημα εύρεσης μονότονης
απεικόνισης ενός δένδρου έχει υπάρξει θέμα αρκετών πρόσφατων άρθρων, ξεκινώντας από την δου-
λεία των Angelini et al. [Ange12] οι οποίοι εισήγαγαν την ιδέα της μονότονης απεικόνισης γραφημά-
των. Οι Carlson and Eppstein μελέτησαν τις κυρτές απεικονίσεις των δένδρων [Carl06]. Οι Angelini et
al. [Ange12] περιέγραψαν δύο αλγορίθμους βασισμένοι σε ιδέες της θεωρίας αριθμών και πιο συγκε-
κριμένα των Stern-Brocot δένδρων [Ster58, Broc60], [Grah94, Sect. 4.5]. Ο πρώτος αλγόριθμος χρη-
σιμοποιεί πλέγμα μεγέθους O(n1.6)×O(n1.6) (BFS-based αλγόριθμος) ενώ ο δεύτερος αλγόριθμος
χρησιμοποιεί πλέγμα μεγέθους O(n) × O(n2) (DFS-based αλγόριθμος). Αργότερα, οι Kindermann
et al. [Kind14] περιέγραψαν έναν αλγόριθμο βασισμένο στις ακολουθίες Farey ([Grah94, Sect. 4.5])
ο οποίος χρησιμοποιεί πλέγμα μεγέθουςO(n1.5)×O(n1.5), επιπλέον η απεικόνισή τους είναι κυρτή.
Οι He και He [He15] περιέγραψαν έναν αλγόριθμο βασισμένο στις ακολουθίες Farey και μείωσαν το
απαιτούμενο μέγεθος πλέγματος σε O(n1.205)×O(n1.205), το οποίο ήταν το πρώτο αποτέλεσμα που
χρησιμοποιούσε εμβαδόν απεικόνισης μικρότερο απόO(n3). Πρόσφατα, οι He και He [He16] πρώτα
μείωσαν το μέγεθος πλέγματος για μονότονη απεικόνιση δένδρου σε O(n · log(n))× O(n · log(n))
και, σε ένα επόμενο άρθρο, σε O(n)×O(n) [He17]. Η μονότονης τους απεικόνιση για δένδρα χρη-
σιμοποιεί πλέγμα μεγέθους το πολύ 12n× 12n το οποίο είναι ασυμπτωτικά βέλτιστο αφού υπάρχουν
δένδρα το οποία χρειάζονται πλέγμα μεγέθους τουλάχιστον n

9 ×
n
9 [He17].

Η συνεισφορά μας:Περιγράφουμε έναν απλό αλγόριθμο ο οποίος δέχεται για είσοδο ένα δένδρο
T με n κόμβους, και δίνει ως έξοδο μια μονότονη απεικόνιση του T σε ένα πλέγμα το πολύ n × n
αν δεν έχουμε ορίσει ρίζα του δένδρου. Αν μπορούμε να ορίσουμε ρίζα του δένδρου, περιγράφουμε
έναν αλγόριθμο ο οποίος δίνει στην έξοδο του μια μονότονη απεικόνιση του T σε πλέγμα μεγέθους
το πολύ n× n

2 . Στο τέλος, αν μπορούμε να αλλάξουμε την ενσωμάτωση και να διαλέξουμε την ρίζα
του T , περιγράφουμε έναν αλγόριθμο ο οποίος δίνει στην έξοδο του μια μονότονη απεικόνιση του T
σε ένα πλέγμα μεγέθους

⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
×
⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
. Μερικά από τα αποτελέσματα του κεφαλαίου

παρουσιάστηκαν στο [Oiko17b].
Το συγκεκριμένο κεφάλαιο έχει την εξής οργάνωση: Στην Ενότητα 2.2 παρέχουμε μερικούς ορι-

σμούς και κάποια από την υπάρχουσα δουλειά πάνω στο πρόβλημα της μονότονη απεικόνισης δέν-
δρων. Στην Ενότητα 2.3 περιγράφουμε ένα υπόβαθρο που όλοι οι αλγόριθμοι μας χρησιμοποιούν.
ΣτηνΥπό-Ενότητα 2.3.1 περιγράφουμε τον αλγόριθμο που δίνει ως έξοδοn×n μονότονη απεικόνιση.
ΣτηνΥπό-Ενότητα 2.3.2 περιγράφουμε τον αλγόριθμο που δίνει ως έξοδοn×n

2 μονότονη απεικόνιση.
Στην Ενότητα 2.4 περιγράφουμε πως να τροποποιήσουμε τον αλγόριθμο της Υπό-Ενότητας 2.3.1
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για να έχουμε μια κυρτή απεικόνιση. Στην Ενότητα 2.5 περιγράφουμε τον αλγόριθμο που συνδυά-
ζει και τους δύο αλγορίθμους των Υπό-Ενότητα 2.3.1 και Υπό-Ενότητα 2.3.2 και δίνει ως έξοδο⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
×
⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
μονότονη απεικόνιση. Συνοψίζουμε στην Ενότητα 2.6.

2.2 Ορισμοί & Εισαγωγικά

Έστω Γ η απεικόνιση ενός γραφήματος G και (u, v) μια ακμή από τον κόμβο u στο κόμβο v στο
G. Η κλίση της ακμής (u, v), ορίζεται ως slope(u, v), και είναι η γωνία που διαγράφεται από μια αντί-
ωρολογιακή περιστροφή μιας οριζόντιας ημιευθείας η οποία ξεκινάει από το u και κατευθύνεται προς
τις θετικές συντεταγμένες του άξονα-x, μέχρι να συμπίπτει με την ημιευθεία η οποία ξεκινάει από το
u και διέρχεται από το v. Θεωρούμε τις γωνίες οι οποίες απέχουν πολλαπλάσιο του 2π ισοδύναμες.
Παρατηρούμε πως slope(u, v) = slope(v, u)− π. Υπάρχουν μόνο επίπεδες μονότονες απεικονίσεις
δένδρων, καθώς όπως αποδείχθηκε, από τους Angelini et al., οι μονότονες απεικονίσεις δένδρων είναι
και επίπεδες [Ange12].

Έστω T δένδρο, με ρίζα τον κόμβο r. Ορίζουμε ως Tu το υπό-δένδρο του T με ρίζα τον κόμβο u.
Ως T u

v ορίζουμε το δένδρο που αποτελείται από την ακμή (u, v) και το Tv, όταν το v είναι παιδί του
u. Ως |Tu| ορίζουμε τον αριθμό τον αριθμό των κόμβων του Tu. Στο υπόλοιπο κεφάλαιο, υποθέτουμε
πως όλες οι ακμές του δένδρου απομακρύνονται από την ρίζα. Επιπλέον, ορίζουμε ως [ statement ]
την συνάρτηση η οποία έχει τιμή 1 όταν το statement είναι αληθές, διαφορετικά έχει τιμή 0. Επίσης,
παρουσιάζουμε δύο τριγωνομετρικές συναρτήσεις τις οποίες θα χρησιμοποιήσουμε αργότερα:

tan(a− b)=
tan(a)− tan(b)

1 + tan(a) · tan(b)
(2.1)

tan(a)> a , when 0 < a <
π

2
(2.2)

2.2.1 Ξένες Κατά Κλίση Απεικονίσεις Δένδρων

Οι Angelini et al. [Ange12] όρισαν την έννοια των ξένων κατά κλίσεων (slope-disjoint) απεικο-
νίσεων δένδρων. Έστω Γ απεικόνιση ενός ριζωμένου δένδρου T . Η απεικόνιση Γ ονομάζεται ξένη
κατά κλίση απεικόνιση του T αν ισχύουν οι επόμενες συνθήκες:

1. Για κάθε κόμβο u ∈ T , υπάρχουν δύο γωνίες a1(u) και a2(u), με 0 < a1(u) < a2(u) < π έτσι
ώστε κάθε ακμή e η οποία ανήκει είτε ανήκει στο Tu είτε εισέρχεται στο u από τον πατέρα του,
ισχύει πως a1(u) < slope(e) < a2(u).

2. Για κάθε ζευγάρι κόμβων u, v ∈ T όπου ο v είναι παιδί του u, ισχύει πως a1(u) < a1(v) <
a2(v) < a2(u).

3. Για κάθε ζευγάρι κόμβων v1, v2 οι οποίοι έχουν ίδιο πατέρα, ισχύει πως a1(v1) < a2(v1) <
a1(v2) < a2(v2) ή a1(v2) < a2(v2) < a1(v1) < a2(v1).

Η ιδέα στην οποία βασίζεται ο ορισμός των ξένων κατά κλίσεων απεικονίσεων δένδρων είναι πως
όλες οι ακμές στο υπό-δεντρό Tu όπως και οι ακμές που εισέρχονται στο u από τον πατέρα του έχουν
κλίσεις οι οποίες είναι εντός του εύρους γωνίας (angle range) ⟨a1(u), a2(u)⟩ τα οποία έχουν ορισθεί
για την γωνία u. Ως ⟨a1(u), a2(u)⟩ ορίζουμε το εύρος γωνίας του u όπου a1(u) και a2(u) είναι τα όρια
της. Η κυρτή γωνία που σχηματίζεται μεταξύ των ημιευθειών με κλίσεις a1(u) και a2(u) ορίζεται ως
ϕu = a2(u)− a1(u) και αποκαλείται το μήκος του εύρους γωνίας (range length) του u.

Παρουσιάζουμε δύο αποτελέσματα των Angelini et al. [Ange12].

Θεώρημα 1 (Angelini et al.[Ange12]). Κάθε μονότονη απεικόνιση ενός δένδρου είναι και επίπεδη.

Θεώρημα 2 (Angelini et al.[Ange12]). Κάθε ξένη κατά κλίση απεικόνιση ενός δένδρου είναι μονότονη.
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Για να απλοποιήσουμε την περιγραφή του αλγορίθμου μας, επεκτείνουμε τον ορισμό των ξέ-
νων κατά κλίσεων απεικονίσεων δένδρων επιτρέποντας τα εύρη γωνιών συγγενικών κόμβων (σχέση
πατέρα-γιου ή κοινού πατέρα) να μοιράζονται το ίδιο όριο εύρους γωνίας.

Μια απεικόνιση Γ ενός ριζωμένου δένδρου T ονομάζεται ελαστικά ξένη κατά κλίση (non-strictly
slope-disjoint) απεικόνιση αν ισχύουν οι εξής συνθήκες:

1. Για κάθε κόμβο u ∈ T , υπάρχουν δυο γωνίες a1(u) και a2(u), με 0 ≤ a1(u) < a2(u) ≤ π
έτσι ώστε κάθε ακμή e η οποία ανήκει είτε ανήκει στο Tu είτε εισέρχεται στο u από τον πατέρα
του, ισχύει πως a1(u) < slope(e) < a2(u).

2. Για κάθε ζευγάρι κόμβων u, v ∈ T όπου ο v είναι παιδί του u, ισχύει πως a1(u) ≤ a1(v) <
a2(v) ≤ a2(u).

3. Για κάθε ζευγάρι κόμβων v1, v2 οι οποίοι έχουν ίδιο πατέρα, ισχύει πως a1(v1) < a2(v1) ≤
a1(v2) < a2(v2) ή a1(v2) < a2(v2) ≤ a1(v1) < a2(v1).

Στον επεκταμένο μας ορισμό, επιτρέπουμε τα εύρη γωνιών συγγενικών κόμβων (σχέση πατέρα-
γιου ή κοινού πατέρα) να μοιράζονται το ίδιο όριο εύρους γωνίας. Σημειώνουμε πως αντικαθιστώ-
ντας το “≤” σύμβολο του ορισμού μας με το “<” σύμβολο δίνει τον αρχικό ορισμό των Angelini et.
al. [Ange12] για τις ξένες κατά κλίση απεικονίσεις δένδρων.

Λήμμα 1. Κάθε ελαστική ξένη κατά κλίση απεικόνιση ενός δένδρου T είναι και ξένη κατά κλίση απει-
κόνιση.

Απόδειξη. Διαισθητικά, το θεώρημα ισχύει αφού πάντα μπορούμε να μεταβάλλουμε (με μια μικρο-
ποσότητα) τα εύρη γωνιών των κόμβων οι οποίοι μοιράζονται κάποιο όριο εύρους γωνίας, έτσι ώστε
μετά την μεταβολή να μην υπάρχουν δύο κόμβοι του δένδρου με ίδιο όριο εύρους γωνίας. Σημειώ-
νουμε πώς η πραγματική απεικόνιση του δένδρου δεν αλλάζει. Μόνο τα εύρη γωνιών μεταβάλλονται.

Πιο επίσημα, έστω Γ μια ελαστική ξένη κατά κλίση απεικόνιση ενός δένδρου T με ρίζα τον κόμβο
r. Δείχνουμε πως να υπολογίσουμε για κάθε κόμβο u τα νέα εύρη γωνιών ⟨b1(u), b2(u)⟩ έτσι ώστε η
καινούργια απεικόνιση του T με τα καινούργια εύρη γωνιών να είναι ξένη κατά κλίση.

Έστω e(u) είναι η ακμή η οποία συνδέει τον πατέρα του u με τον u στο T , όπου u ∈ T\r.
Χρησιμοποιούμε τους επόμενους ορισμούς:

δ1=minu∈T\r (slope(e(u))− a1(u))

δ2=minu∈T\r (a2(u)− slope(e(u)))

δ =min(δ1, δ2)

Για κάθε κόμβο u ∈ T\r ισχύει πως:

slope(e)− a1(u) ≥ δ (2.3)
a2(u)− slope(e) ≥ δ (2.4)

Λόγω της Ιδιότητας-1 της ελαστικής ξένης κατά κλίσης απεικόνισης, έχουμε πως δ1, δ2 > 0 και
έπεται δ > 0. Προσθέτοντας τις δύο προηγούμενες ανισότητες έχουμε,

(2.3) + (2.4)⇒a2(u)− a1(u) ≥ 2δ όπου u ∈ T\r (2.5)

Μπορούμε εύκολα να παρατηρήσουμε πως για κάθε απόγονο v της ρίζας r ∈ T , ισχύει με επα-
γωγική χρήση της Ιδιότητας-2 των ελαστικών ξένων κατά κλίσεων απεικονίσεων,

a1(r) ≤ a1(v) (2.6)
a2(r) ≥ a2(v) (2.7)
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Και επομένως αφαιρώντας (2.7) from (2.6) έχουμε,

(2.7)− (2.6)⇒a2(r)− a1(r) ≥ a2(v)− a1(v)
(2.5)

≥ 2δ

Επομένως για κάθε κόμβο u ∈ T ισχύει πως:

a2(u)− a1(u) ≥ 2δ (2.8)

Έστω η ρίζα r του T ότι βρίσκεται στο επίπεδο-0, έστω u κόμβος στο επίπεδο-i, i > 0 και έστω
h το ύψος του δένδρου T . Ορίζουμε τα εύρη γωνιών ⟨b1(u), b2(u)⟩ για κάθε κόμβο u ∈ T ως εξής:

b1(u) =

{
a1(r) αν u = r

a1(u) + δ · i
h+1 αν u ̸= r

b2(u) =

{
a2(r) αν u = r

a2(u)− δ · i
h+1 αν u ̸= r

Πρώτα, αποδεικνύουμε πως οι νέες παράμετροι b1, b2 ικανοποιούν της Ιδιότητα-2 των ξένων
κατά κλίσεων απεικονίσεων. Έστω u ένας κόμβος στο επίπεδο-i ο οποίος ανήκει στο T και v το παιδί
του. Λόγω της Ιδιότητας-2 των ελαστικών ξένων κατά κλίσεων απεικονίσεων, ισχύει πως:

a1(u) ≤ a1(v)⇒a1(u) + δ · i

h+ 1
< a1(v) + δ · i+ 1

h+ 1
⇔b1(u) < b1(v)

Όμοια, έχουμε πως b2(v) < b2(u). Επιπλέον έχουμε,

b2(v)− b1(v)= a2(v)− δ · i+ 1

h+ 1
−
(
a1(v) + δ · i+ 1

h+ 1

)
= (a2(v)− a1(v))− 2δ · i+ 1

h+ 1
(2.8)

≥ 2δ − 2δ · i+ 1

h+ 1

= 2δ ·
(
1− i+ 1

h+ 1

)
= 2δ · h− i

h+ 1
> 0

⇒ b2(v) > b1(v)

Η τελευταία ανισότητα ισχύει επειδή ο κόμβος u έχει τουλάχιστον ένα παιδί το οποίο σημαίνει
πως ο κόμβος u είναι στο επίπεδο-i έτσι ώστε i < h. Οπότε η Ιδιότητα-2 ισχύει.

Έπειτα, δείχνουμε πως οι καινούργιες παράμετροι b1, b2 ικανοποιούν την Ιδιότητα-3 των ξένων
κατά κλίσεων απεικονίσεων. Έστω v1, και v2 δύο κόμβοι στο επίπεδο-i με τον ίδιο πατέρα. Από
την Ιδιότητα-3 των ελαστικών ξένων κατά κλίσεων απεικονίσεων έχουμε πως a1(v1) < a2(v1) ≤
a1(v2) < a2(v2) ή a1(v2) < a2(v2) ≤ a1(v1) < a2(v1). Οι δύο περιπτώσεις είναι συμμετρικές, οπότε
θα αποδείξουμε πως b1(v1) < b2(v1) < b1(v2) < b2(v2) όταν a1(v1) < a2(v1) ≤ a1(v2) < a2(v2).
Στην απόδειξη της Ιδιότητας-2 δείξαμε πως b1(v1) < b2(v1) και b1(v2) < b2(v2) οπότε μένει να
αποδείξουμε πως b2(v1) < b1(v2). Έχουμε πως

a2(v1) ≤ a1(v2)⇒a2(v1)− δ · i

h+ 1
< a1(v2) + δ · i

h+ 1
⇔b2(v1) < b1(v2)

Τώρα, μας μένει να αποδείξουμε την Ιδιότητα-1 των ξένων κατά κλίσεων απεικονίσεων. Οι πα-
ράμετροι a1 και a2 ικανοποιούν την Ιδιότητα-1 των ελαστικών ξένων κατά κλίσεων απεικονίσεων,
για κάθε κορυφή u στο επίπεδο-i και για κάθε ακμή e η οποία ανήκει στο Tu είτε εισέρχεται στο u
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από τον πατέρα του, ισχύει πως (2.3). Από τον ορισμό των b1, έχουμε πως b1(u) = a1(u) + δ · i
h+1

το οποίο σημαίνει πως,

a1(u) = b1(u)− δ · i

h+ 1
(2.9)

(2.3)
(2.9)⇔ slope(e)−

(
b1(u)− δ · i

h+ 1

)
≥ δ

⇔ slope(e)− b1(u) ≥ δ ·
(
1− i

h+ 1

)
⇔ slope(e)− b1(u) ≥ δ ·

(
h+ 1− i

h+ 1

)
⇒ slope(e)− b1(u) > 0

Η τελευταία ανισότητα ισχύει επειδή δ > 0 και ο κόμβος u είναι στο επίπεδο-i και αφού i ≤ h,
έπεται πως i < h+ 1.

Με όμοιο τρόπο δείχνουμε πως b2(u) − slope(e) > 0 και συνοψίζοντας ισχύει πως b1(u) <
slope(e) < b2(u). Οπότε η Ιδιότητα-1 των ξένων κατά κλίσεων απεικονίσεων ικανοποιείται.

Θεώρημα 3. Κάθε ελαστική ξένη κατά κλίση απεικόνιση ενός δένδρου είναι μονότονη και επίπεδη.
Απόδειξη. Λόγω του Λήμματος 1 κάθε ελαστική ξένη κατά κλίση απεικόνιση ενός δένδρου T είναι
ξένη κατά κλίση και από το Θεώρημα 1 και το Θεώρημα 2 είναι μονότονο και επίπεδο.

2.2.2 Τοποθέτηση Σημείων στο Πλέγμα

Με βάση την γεωμετρία, αποδεικνύουμε πως είναι πάντα εφικτό να εντοπίσουμε σημεία σε ένα
πλέγμα τα οποία ικανοποιούν μερικές ιδιότητες με βάση την τοποθεσία τους.

Λήμμα 2. Έστω δύο γωνίες θ1, θ2 όπου 0 ≤ θ1 < θ2 ≤ π
4 και έστω d =

⌈
1

θ2−θ1

⌉
. Τότε, για την

ακμή e η οποία συνδέει την αρχή του πλέγματος (0, 0) στο σημείο p = (d, ⌊tan(θ1) · d+ 1⌋) ισχύει
πως θ1 < slope(e) < θ2.
Απόδειξη. Έστω l1 και l2 οι ημιευθείες από την αρχή του πλέγματος με κλίσεις θ1 και θ2 αντίστοιχα.
Έστω a και b τα σημεία τομείς των l1 και l2 με την ευθεία x = d αντίστοιχα. Αποδεικνύουμε
πως |ab| > 1, οπότε ένα σημείο του πλέγματος πρέπει να κείτεται μεταξύ των a και b, αφού η x-
συντεταγμένη είναι ακέραια και το ευθύγραμμο τμήμα ab είναι παράλληλο στο y-άξονα όπως φαίνε-
ται στο Σχήμα 2.1.

Λόγο της (2.1), ισχύει πως tan(a) − tan(b) = tan(a − b) · (1 + tan(a)tan(b)) και επομένως,
για 0 ≤ a, b ≤ π

2 ισχύει πως:

tan(a)− tan(b) > tan(a− b), όταν 0 ≤ a, b ≤ π

2
(2.10)

Οι συντεταγμένες του σημείου a είναι (d, tan(θ1) · d) και οι συντεταγμένες του σημείου b είναι
(d, tan(θ2) · d). Οπότε,

|ab|= tan(θ2) · d− tan(θ1) · d
= (tan(θ2)− tan(θ1)) · d
(2.10)
> tan(θ2 − θ1) · d

(2.2)

≥ (θ2 − θ1) · d

= (θ2 − θ1) ·
⌈

1

θ2 − θ1

⌉
≥ (θ2 − θ1) ·

1

θ2 − θ1
= 1
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Δεδομένου πως |ab| > 1, το σημείο του πλέγματος p = (d, ⌊tan(θ1) · d+ 1⌋) κείτεται μέσα στον
κυκλικό τομέα που ορίζεται από τις ημιευθείες l1 και l2 και αποδεικνύει το λήμμα.

θ1

θ2

b

a

p

x = d

l2

l1

Σχήμα 2.1: Γεωμετρική αναπαράσταση για
το Λήμμα 2.

(2, 1)
(1, 1)

(1, 2)

arctan(12)

π
4 − arctan(12)

arctan(12)

Σχήμα 2.2: Σημεία, κλίσεις και κυκλικοί το-
μείς που χρησιμοποιήθηκαν για
το Λήμμα 3.

Λήμμα 3. Έστω γωνίες θ1, θ2 όπου 0 ≤ θ1 < θ2 ≤ π
2 και έστω d =

⌈
1

θ2−θ1

⌉
. Τότε, ένα σημείο του

πλέγματος p, για το οποίο η ακμή e η οποία συνδέει την αρχή του πλέγματος (0, 0) στο p, ικανοποιεί την
σχέση θ1 < slope(e) < θ2, μπορεί να εντοπιστεί ως εξής:

θ2 − θ1 >
π
4 : p = (1, 1)

π
4 ≥ θ2 − θ1 > arctan(12) :


p = (1, 2) αν θ1 ≥ π

4

p = (1, 1) αν π
4 > θ1 ≥ arctan(12)

p = (2, 1) αν arctan(12) > θ1

arctan(12) ≥ θ2 − θ1 :


p = (d, ⌊tan(θ1) · d+ 1⌋) αν π

4 ≥ θ2 > θ1 ≥ 0

p = (1, 1) αν θ2 >
π
4 > θ1

p = (
⌊
tan(π2 − θ2) · d+ 1

⌋
, d) αν θ2 > θ1 ≥ π

4

Επιπλέον, αν p = (x, y) είναι το σημείο που ψάχνουμε, τότε ισχύει πως:

max(x, y) ≤ π

2
· 1

θ2 − θ1

Απόδειξη. Παραπέμπουμε στο Σχήμα 2.2 για τα σημεία, τις κλίσεις και τους κυκλικούς τομείς σχε-
τικά με το Λήμμα 3. Για κάθε περίπτωση, αποδεικνύουμε πως τα σημεία που εντοπίζουμε στην δια-
τύπωση του λήμματος, ικανοποιούν τις συνθήκες “κλίσης” (“θ1 < slope(e) < θ2”) και “μήκους”
(“max(x, y) < . . .”).

Περίπτωση-1: θ2 − θ1 >
π
4 . Το σημείο (1, 1) εντοπίζεται από το λήμμα. Σε αυτήν την περίπτωση, η

ακμή e από την αρχή (0, 0) στο (1, 1) έχει κλίση π
4 . Για τη συνθήκη “κλίσης”, επειδή 0 ≤ θ1 <

θ2 ≤ π
2 και θ2− θ1 >

π
4 , αρκεί να δείξουμε πως θ1 <

π
4 < θ2 το οποίο έπεται θ1 < slope(e) <

θ2. Αν θ1 > π
4 έχουμε πως,

θ2 − θ1 >
π

4
⇔ θ2> θ1 +

π

4

>
π

4
+

π

4

=
π

2
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Μια καθαρή αντίφαση. Οπότε, θ1 < π
4 . Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε πως θ2 > π

4 .

Για τη συνθήκη “μήκους”, πρέπει να δείξουμε πως,

max(1, 1) = 1 ≤ π

2
· 1

θ2 − θ1

Αυτό είναι αληθές αφού,

0 ≤ θ1 < θ2 ≤
π

2
⇒ θ2 − θ1≤

π

2

⇔ 1

θ2 − θ1
≥ 1

π
2

⇔π

2

1

θ2 − θ1
≥ π

2
· 1π

2

= 1

Περίπτωση-2: π
4 ≥ θ2 − θ1 > arctan(12). Πρώτα αποδεικνύουμε τη συνθήκη “κλίσης”.

Για την περίπτωση όπου arctan(12) > θ1, το σημείο που εντοπίζεται από το λήμμα είναι το
(2, 1). Σημειώνουμε πως η κλίση της ακμής e από την αρχή (0, 0) στο (2, 1) είναι slope(e) =
arctan(12). Τότε από υπόθεση:

θ2 − θ1 > arctan

(
1

2

)
⇔ θ2> θ1 + arctan

(
1

2

)
≥ arctan

(
1

2

)

Έπεται πως θ1 < arctan(12) < θ2 ⇒ θ1 < slope(e) < θ2.

Για την περίπτωση που π
4 > θ1 ≥ arctan(12), το σημείο που εντοπίζεται από το λήμμα εί-

ναι το (1, 1). Σημειώνουμε πως η ακμή e από την αρχή (0, 0) στο (1, 1) είναι slope(e) = π
4 .

Σημειώνουμε επίσης πως arctan(12) >
π
8 και από υπόθεση:

θ2 − θ1 > arctan

(
1

2

)
⇔ θ2> θ1 + arctan

(
1

2

)
≥ arctan

(
1

2

)
+ arctan

(
1

2

)
= 2 · arctan

(
1

2

)
> 2 · π

8

=
π

4

Έπεται πως θ1 < π
4 < θ2 ⇒ θ1 < slope(e) < θ2.

Για την περίπτωση που θ1 ≥ π
4 το σημείο που εντοπίζεται από το λήμμα είναι το (1, 2). Ση-

μειώνουμε πως η κλίση της ακμής e από την αρχή (0, 0) στο (1, 2) είναι slope(e) = arctan(2).
Θέλουμε να αποδείξουμε πως θ1 < arctan(2) < θ2. Αυτό μπορεί εύκολα να αποδειχθεί αν
λάβουμε υπόψιν μας πως arctan(2) = π

2 − arctan(12) όπως και ότι 2 · arctan(
1
2) >

π
4 .

Για τη συνθήκη “μήκους”, αρκεί να δείξουμε πως:

max(max(2, 1),max(1, 1),max(1, 2)) = 2 ≤ π

2
· 1

θ2 − θ1
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Το οποίο είναι αληθές αφού,

θ2 − θ1 ≤ π

4

⇔ 1

θ2 − θ1
≥ 1

π
4

⇔π

2

1

θ2 − θ1
≥ π

2
· 1π

4

= 2

Περίπτωση-3: arctan(12) ≥ θ2 − θ1. Πρώτα αποδεικνύουμε τη συνθήκη “κλίσης”. Στην περίπτωση
που π

4 ≥ θ2 > θ1 ≥ 0, από το Λήμμα 2, το σημείο που εντοπίζεται ικανοποιεί τη συνθήκη
“κλίσης”. Το ίδιο ισχύει στη συμμετρική περίπτωση όπου θ2 > θ1 ≥ π

4 . Στην περίπτωση που
θ2 >

π
4 > θ1 η συνθήκη “κλίσης” ισχύει τετριμμένα αφού η ακμή που συνδέει την αρχή (0, 0)

στο (1, 1) έχει κλίση π
4 .

Για τη συνθήκη “μήκους”, παρατηρούμε πως σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει πως,

max(x, y) ≤ d=

⌈
1

θ2 − θ1

⌉
<

1

θ2 − θ1
+ 1

Αλλά επιπλέον έχουμε πως:

1

x
+ 1 ≤ π

2
· 1
x
, where 0 ≤ x ≤ π

2
− 1 (2.11)

Και αφού θ2 − θ1 ≤ arctan
(
1
2

)
< π

2 − 1 συμπεραίνουμε πως,

max(x, y) <
1

θ2 − θ1
+ 1

(2.11)
<

π

2
· 1

θ2 − θ1

Το λήμμα τώρα θεωρείται αποδεδειγμένο.

2.3 Υπόβαθρο για Μονότονη Απεικόνιση Δένδρων

Οαλγόριθμος απεικόνισης δένδρων παράγει μια ελαστική ξένη κατά κλίση απεικόνιση δένδρου, η
οποία από το Θεώρημα 3 είναι μονότονη. Για να είμαστε σε θέση να περιγράψουμε μια ελαστική ξένη
κατά κλίση απεικόνιση ενός δένδρου, χρειάζεται να αντιστοιχίσουμε κάθε κόμβο u του δένδρου σε
ένα σημείο του πλέγματος, όπως και να του ορίσουμε δύο γωνίες a1(u), a2(u) όπου a2(u) > a1(u).
Για κάθε κόμβο του δένδρου, το σημείο που του αντιστοιχούμε στο πλέγμα και οι δύο γωνίες πρέπει
να είναι έτσι ορισμένες ώστε να ικανοποιούνται και οι 3 ιδιότητες των ελαστικών ξένων κατά κλίσεων
απεικονίσεων.

Η βασική ιδέα του αλγορίθμου μας είναι να χωρίσουμε, όσο πιο ισορροπημένα μπορούμε, τα εύρη
γωνιών ⟨a1(u), a2(u)⟩ της κορυφής u στα παιδιά της βασιζόμενοι στο μέγεθος του υπό-δένδρου με
ρίζα τα παιδιά του. Η επόμενη στρατηγική αποτελεί μαι επίσημη διατύπωση αυτής της ιδέας.

Στρατηγική 1. Έστω u μια κορυφή η οποία δεν είναι φύλλο ενός δένδρου T με n κορυφές όπου έχουμε
ήδη ορίσει τιμές για τα a1(u) και a2(u), όπου a1(u) < a2(u). Έστω v1, v2, . . . , vm, m ≥ 1 τα παιδιά
του u.

Αναθέτουμε εύρη γωνιών στα παιδιά του u με τον εξής τρόπο:
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a1(vi) =

{
a1(u) αν i = 1

a2(vi−1) αν 1 < i ≤ m

a2(vi) = a1(vi) + (a2(u)− a1(u)) ·
|Tvi |

|Tu|−1 , 1 ≤ i ≤ m

Φαίνεται πως η Στρατηγική 1 ικανοποιείς την Ιδιότητα-2 και Ιδιότητα-3 της ελαστικά ξένη κατά
κλίσης απεικόνισης. Το επόμενο λήμμα το αποδεικνύει.

Λήμμα 4. Έστω u κόμβος ενός ριζωμένου δένδρου T , όπου έχουμε ορίσει ήδη τιμές για τα a1(u) και
a2(u), όπου a1(u) < a2(u). Έστω v1, v2, . . . , vm, m ≥ 1, τα παιδιά του u στο T . Αν αναθέσουμε τιμές
για τα εύρη γωνιών των παιδιών του u σύμφωνα με την Στρατηγική 1, τότε ικανοποιείται η Ιδιότητα-2
και η Ιδιότητα-3 της ελαστικά ξένης κατά κλίσης απεικόνισης.

Απόδειξη. Για να αποδείξουμε την Ιδιότητα-3, χρειάζεται να δείξουμε πως για κάθε k, l, 1 ≤ k <
l ≤ m, ισχύει: a1(vk) < a2(vk) ≤ a1(vl) < a2(vl). Για κάθε j, 1 ≤ j ≤ m, έχουμε πως,

a2(vj)=a1(vj) + (a2(u)− a1(u)) ·
|Tvj |
|Tu| − 1

>a1(vj)

Η τελευταία ανισότητα ισχύει από την υπόθεση πως a2(u) − a1(u) > 0 και επειδή το μέγεθος
του ριζωμένου δένδρου είναι πάντα θετικό. Επομένως,

a1(v1)< a2(v1)

= a1(v2)

< a2(v2)

= a1(v3)
...
< a2(vm−1)

= a1(vm)

< a2(vm)

Επομένως, για κάθε k, l, 1 ≤ k < l ≤ m, ισχύει πως a1(vk) < a2(vk) ≤ a1(vl) < a2(vl) και η
Ιδιότητα-3 ικανοποιείται.

Για να αποδείξουμε την Ιδιότητα-2, αφού έχουμε αποδείξει πως a1(v1) < a2(v1) ≤ a1(v2) <
. . . < a2(vm−1) ≤ a1(vm) < a2(vm), αρκεί να δείξουμε πως a1(u) ≤ a1(v1) και a2(vm) ≤
a2(u). Το πρώτο κομμάτι ισχύει τετριμμένα αφού a1(v1) = a1(u) εξ ορισμού. Το δεύτερο κομμάτι,
χρησιμοποιώντας επικολλημένα την ανάθεση για τα a1 και a2

a2(vm) = a1(v1) + (a2(u)− a1(u))

∑m
i=1 |Tvi |
|Tu| − 1

Αφού το μέγεθος του υπό-δένδρου με ρίζα το u, είναι το άθροισμα των μεγεθών των υπό-δένδρων
με ρίζα τα παιδιά του u αυξημένα με την ρίζα u, ισχύει πώς |Tu| =

∑n
i=1 |Tvi | + 1. Έπεται πως

a2(vm) = a2(u) και η Ιδιότητα-2 ικανοποιείται.

Παρατήρηση 1. Αν ο κόμβος u έχει μόνο ένα παιδί, έστω v1, τότε σύμφωνα με την Στρατηγική 1
αναθέτουμε a1(v1) = a1(u) και a2(v1) = a2(u), το οποίο σημαίνει πως το παιδί “κληρονομεί” το
εύρος γωνίας του πατέρα.
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2.3.1 Μονότονη Απεικόνιση Δένδρων σε Ένα Τεταρτημόριο σε Πλέγμα Μεγέθους
n× n

Ο αλγόριθμος 2.1 περιγράφει τον αλγόριθμο μας για μονότονη απεικόνιση δένδρων. Περιέχει
τρία βήματα: Διαδικασία ΑνάθεσηΓωνίας η οποία αναθέτει εύρη γωνιών στους κόμβους του δέν-
δρου σύμφωνα με την Στρατηγική 1, Διαδικασία ΑπεικόνισηΚόμβων η οποία αναθέτει κάθε κόμβο
του δένδρου σε ένα σημείο του πλέγματος σύμφωνα με το Λήμμα 3 και Διαδικασία Ισορροπημέ-
νηΜονότονηΑπεικόνισηΔένδρου η οποία απεικονίζει τη ρίζα στο σημείο του πλέγματος (0, 0) με
εύρος γωνίας

⟨
0, π2

⟩
και ξεκινάει την διαδικασία απεικόνισης του δένδρου. Χρησιμοποιούμε την με-

ταβλητή ελέγχου ”Κυρτότητα”, η οποία όταν είναι αληθής παράγει μια σχεδόν κυρτή απεικόνιση ενός
δένδρου. Στην Ενότητα 2.4 περιγράφουμε πως, εκμεταλλευόμαστε την σχεδόν κυρτή απεικόνιση του
Αλγορίθμου 2.1, παράγουμε τελικά μια κυρτή απεικόνιση.

Αλγόριθμος 2.1: Ισορροπημένη Μονότονη Απεικόνιση Δένδρου
1: Διαδικασία ΙσορροπημένηΜονότονηΑπεικόνισηΔένδρου
2: Είσοδος: Ένα δένδρο T με n κόμβους με ρίζα την κορυφή r.
3: Έξοδος: Μια μονότονη απεικόνιση του T σε πλέγμα μεγέθους το πολύ n× n.
4: a1(r)← 0, a2(r)← π

2
5: ΑνάθεσηΓωνίας(r, a1(r), a2(r))
6: Απεικόνισε το r στο (0, 0)
7: ΑπεικόνισηΚόμβων(r)
8:
9: Διαδικασία ΑνάθεσηΓωνίας(u, a1, a2)
10: Είσοδος: Κόμβος u και τα όρια του εύρους γωνίας ⟨a1, a2⟩ που έχουν ανατεθεί στο u.
11: Δράση: Αναθέτει εύρη γωνιών στους κόμβους του Tu.
12: για κάθε παιδί vi του u :
13: Ανάθεσε a1(vi), a2(vi) όπως περιγράφηκε στην Στρατηγική 1.
14: ΑνάθεσηΓωνίας(vi, a1(vi), a2(vi))
15:
16: Διαδικασία ΑπεικόνισηΚόμβων(u)
17: Είσοδος: Μια κορυφή u η οποία έχει ήδη απεικονιστεί και έχουν ανατεθεί εύρη γωνιών για όλους

τους κόμβους του Tu.
18: Δράση: Απεικονίζει τους κόμβους του Tu.
19: για κάθε παιδί vi του u :
20: Εύρεση ενός έγκυρου ζεύγους (x, y) όπως περιγράψαμε στο Λήμμα 3 όπου θ1 ←

a1(u) και θ2 ← a2(u)
21: Έστω (ux, uy) οι συντεταγμένες του u και e η ακμή που συνδέει τον πατέρα του u στο u
22: Αν a1(vi) ≤ slope(e) ≤ a2(vi) και Κυρτότητα == Αληθής:
23: Απεικόνισε το vi στο (ux + x′, uy + y′)
24: Αλλιώς:
25: Απεικόνισε το vi στο (ux + x, uy + y)
26: ΑπεικόνισηΚόμβων(vi)

Παρατήρηση 2. Έστω κορυφή u στο T\r με εύρος γωνίας ⟨θ1, θ2⟩, το διάνυσμα e = (x, y) που συνδέει
τον πατέρα του u στο u από τον Αλγόριθμο 2.1, ισχύει πως:

max(x, y) ≤ π

2
· 1

θ2 − θ1

Απόδειξη. Αν επιλέξουμε την σχεδόν κυρτή απεικόνιση, η ακμή e είναι είτε από τον παππού του u
στον πατέρα του u, ή ένα νέο έγκυρο ζεύγος επιλέγεται από το Λήμμα 3. Αν δεν επιλέγουμε να έχουμε
μια σχεδόν κυρτή απεικόνιση, ένα έγκυρο ζεύγος ανατίθεται από το Λήμμα 3.
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Στην πρώτη περίπτωση, η ακμή e = (x, y) ανατίθεται σε έναν πρόγονο του u σύμφωνα με το
Λήμμα 3. Έστω κορυφή v με εύρος γωνίας < θ′1, θ

′
2 > ο απόγονος του u που του ανατέθηκε, αφού

το μήκος εύρους γωνίας του v είναι τουλάχιστον όσο το εύρος γωνίας του u, ισχύει πως:

max(x, y) ≤ π

2
· 1

θ′2 − θ′1
≤ π

2
· 1

θ2 − θ1

Στην δεύτερη περίπτωση, η ανισότητα ικανοποιείται από το Λήμμα 3.
Και στις δύο περιπτώσεις, η Ιδιότητα-1 της ελαστικά ξένης κατά κλίσης απεικόνισης δένδρου

ικανοποιείται.

Λήμμα 5. Η απεικόνιση που παράγεται από τον Αλγόριθμο 2.1 είναι μονότονη και επίπεδη.

Απόδειξη. Η ανάθεση για τα εύρη γωνιών μέσω της Στρατηγικής 1 ικανοποιεί την Ιδιότητα-2 και
Ιδιότητα-3 της ελαστικά ξένης κατά κλίσης απεικόνισης όπως αποδείξαμε στο Λήμμα 4. Επιπλέον, η
ανάθεση των κόμβων σε σημεία του πλέγματος ικανοποιεί την Ιδιότητα-1 της ελαστικά ξένης κατά
κλίσης απεικόνισης όπως αποδείχθηκε στην Παρατήρηση 2. Επομένως, η απεικόνιση που παράγεται
από τον Αλγόριθμο 2.1 είναι ελαστικά ξένη κατά κλίση και λόγω από το Θεώρημα 3 μονότονη και
επίπεδη.

Τώρα, μας μένει να βρούμε ένα φράγμα για το μέγεθος του πλέγματος που χρησιμοποιείται από
τον Αλγόριθμο 2.1. Η απόδειξή μας χρησιμοποιεί επαγωγή στον αριθμό των κόμβων του δένδρου που
έχουν περισσότερα από ένα παιδιά.

Λήμμα 6. Έστω ριζωμένο δένδρο T και u ∈ T ένας κόμβος στο T . Θεωρούμε ϕu = a2(u) − a1(u)
όπως αναθέτεται από τον Αλγόριθμο 2.1. Τότε το μήκος του πλέγματος που παράγεται από τον Αλγό-
ριθμο 2.1 για την απεικόνιση του υπό-δέντρου Tu φράζεται από:

(|Tu| − 1) · π
2
· 1

ϕu

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε επαγωγή στον αριθμό των κόμβων που έχουν τουλάχιστον δύο παιδιά.
Έστω i ο αριθμός των κόμβων στο Tu με τουλάχιστον δύο παιδιά.

Επαγωγική Βάση (i=0): Σε αυτήν την περίπτωση, το Tu είναι ένα μονοπάτι και από την Παρατή-
ρηση 1, ο Αλγόριθμος 2.1 αναθέτει σε κάθε κόμβο το ίδιο εύρος γωνίας. Από αυτήν την παρα-
τήρηση, για κάθε κόμβο v ∈ Tu, ισχύει πως a2(v)− a1(v) = a2(u)− a1(u) = ϕu, επομένως
από την Παρατήρηση 2 κάθε ακμή επεκτείνει το πλέγμα μας το πολύ:

π

2
· 1

ϕu

Αφού το δένδρο μας έχει |Tu| κόμβους, επεκτείνουμε το πλέγμα μας |Tu| − 1 φορές, επομένως
το μήκος του πλέγματος που απαιτείται για την απεικόνιση είναι το πολύ:

(|Tu| − 1) · π
2
· 1

ϕu

Η επαγωγική βάση έχει πλέον διευθετηθεί.

Επαγωγικό Βήμα: Υποθέτουμε πως, κάθε υπό-δένδρο ριζωμένο σε κόμβο με το πολύ i κόμβους να
έχουν τουλάχιστον δυο παιδιά, η υπόθεση ισχύει. Αποδεικνύουμε πως, για κάθε υπό-δένδρο
ριζωμένο σε κόμβο u με i+ 1 κόμβους με τουλάχιστον δυο παιδιά, η υπόθεση ισχύει. Πρώτα,
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αποδεικνύουμε πως η μόνη περίπτωση που μας ενδιαφέρει είναι όταν το υπό-δένδρο είναι ρι-
ζωμένο σε κόμβο με τουλάχιστον δύο παιδιά. Υποθέτουμε πως το Tu είναι η ένωση ενός μο-
νοπατιού που ξεκινάει από το u τελειώνει στο v όπου ο κάθε κόμβος έχει ακριβώς ένα παιδί
εκτός από τον v και του υπό-δένδρου Tv. Από υπόθεση, ο αριθμός των κόμβων στο Tv που
έχουν τουλάχιστον δύο παιδιά είναι i + 1 αφού όλοι οι κόμβοι στο μονοπάτι από το u στο v
έχουν ακριβώς ένα παιδί. Αν η υπόθεση ισχύει για το v, από την Παρατήρηση 1 έχουμε πως
a2(v) = a2(u) και a1(v) = a1(u), τότε

ϕv = a2(v)− a1(v) = a2(u)− a1(u) = ϕu (2.12)

Το μέγεθος πλέγματος που απαιτείται για το Tv είναι,

(|Tv| − 1) · π
2
· 1

ϕv

(2.12)
= (|Tv| − 1) · π

2
· 1

ϕu

Επιπλέον το μέγεθος πλέγματος που απαιτείται για το μονοπάτι από το u στο v, που περιέχει
|Tu| − |Tv| κόμβους είναι,

(|Tu| − |Tv|) ·
π

2
· 1

ϕu

Επομένως το συνολικό μήκος του πλέγματος είναι το πολύ:

(|Tv| − 1) · π
2
· 1

ϕu

Οπότε είναι αρκετό να αποδείξουμε μόνο την περίπτωση στην οποία η ρίζα του υπό-δένδρου
είναι τουλάχιστον δύο παιδιά.
Έστω u κόμβος στο T έτσι ώστε ο u έχει τουλάχιστον δύο παιδιά και το Tu έχει i+1 κόμβους
με τουλάχιστον δύο παιδιά. Έστω v1, v2, . . . , vm τα παιδιά του u, σημειώνουμε πως το μεγα-
λύτερο πλέγμα που χρησιμοποιείται σε οποιοδήποτε από τα T u

vj , 1 ≤ j ≤ m 1 , καθορίζει το
μέγεθος πλέγματος που απαιτείται από την απεικόνιση του Tu αφού τα υπό-δένδρα ριζωμένα σε
παιδιά του u απεικονίζονται εσωτερικά σε μη-επικαλυπτόμενους (αλλά πιθανός εφαπτόμενους)
κυκλικούς τομείς. Η παραπάνω πρόταση ισχύει επειδή όλα τα πλέγματα που χρησιμοποιούνται
για τα υπό-δένδρα, έχουν το ίδιο αρχικό σημείο (u) και όλοι οι κυκλικοί τομείς κείτονται στο
πρώτο τεταρτημόριο αφού ο Αλγόριθμος 2.1 αναθέτει στη ρίζα εύρος γωνίας

⟨
0, π2

⟩
. Επομέ-

νως, το μέγεθος του πλέγματος που απαιτείται για να απεικονίσουμε το Tu είναι το μέγιστο
μέγεθος πλέγματος που απαιτείται για να ζωγραφίσουμε οποιοδήποτε T u

vj . Για κάθε κόμβο vj ,
αφού ο κόμβος u έχει τουλάχιστον δύο παιδιά, ισχύει πως ο αριθμός τον κόμβων στο Tvj με
τουλάχιστον δύο παιδιά είναι το πολύ i, επομένως η επαγωγική υπόθεση ισχύει. Επομένως η
υπόθεση ισχύει για το Tvj το οποίο απεικονίζεται σε πλέγμα με μήκος φραγμένο από,

(|Tvj | − 1) · π
2
· 1

ϕvj

Η ακμή που συνδέει το u στο vj , από την Παρατήρηση 2 απαιτεί πλέγμα που φράζεται από,

π

2
· 1

ϕvj

1 Υπενθυμίζουμε πως με Tu
v ορίζουμε το δένδρο που αποτελείται από την ακμή (u, v) και το Tv , όταν το v είναι παιδί

του u
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Επομένως το συνολικό μήκος πλέγματος που απαιτείται φράζεται από:

|Tvj | ·
π

2
· 1

ϕvj

Παρατηρώντας πώς,

ϕvj =
|Tvj |
|Tu| − 1

· ϕu (Από την Στρατηγική 1) (2.13)

Το συνολικό πλέγμα που απαιτείται μπορεί να επαναδιατυπωθεί ως:

|Tvj | ·
π

2
· 1

ϕvj

(2.13)
= |Tvj | ·

π

2
· 1

|Tvj |
|Tu|−1 · ϕu

= (|Tu| − 1) · π
2
· 1

ϕu

Επομένως η πρόταση ισχύει για το επαγωγικό βήμα. Η απόδειξη του λήμματος τώρα είναι
πλήρης.

Θεώρημα 4. Δεδομένου ενός ριζωμένου δένδρου T με n κόμβους, ο Αλγόριθμος 2.1 παράγει μια μο-
νότονη απεικόνιση χρησιμοποιώντας ένα πλέγμα μεγέθους το πολύ n× n.

Απόδειξη. Το γεγονός πως η απεικόνιση είναι μονότονη ισχύει άμεσα από τοΛήμμα 5. Εφαρμόζοντας
το Λήμμα 6, με τη ρίζα, όπου ισχύει θ2 = π

2 και θ1 = 0, έχουμε ότι στη χειρότερη περίπτωση η
απεικόνιση του T χρειάζεται μήκος πλέγματος το πολύ:

(n− 1) · π
2
· 1π

2

= n− 1

Οπότε το απαιτούμενο πλέγμα έχει το πολύ μέγεθος n× n.

Στα Σχήματα 2.3-2.7 στην Σελίδα 40 παρουσιάζουμε κάποιες απεικονίσεις που παράγονται από
τον Αλγόριθμο 2.1.

2.3.2 Μονότονη Απεικόνιση Δένδρων σε Δύο Τεταρτημόρια σε Πλέγμα Μεγέθους
n× n

2

Τώρα, παρουσιάζουμε την περίπτωση στην οποία δεν έχει οριστεί ρίζα στο δένδρο που μας δίνεται
ως είσοδος. Η δυνατότητα να επιλέξουμε τη ρίζα, μας βοηθάει να μειώσουμε το απαιτούμενο πλέγμα
σε n× n

2 . Για να το καταφέρουμε αυτό, θα κάνουμε χρήση δύο τεταρτημορίων.
Ξεκινάμε περιγράφοντας ποιον κόμβο θα χρησιμοποιήσουμε ως ρίζα για το δένδρο μας. Μια

επιθυμητή ιδιότητα για τη ρίζα που θα ορίσουμε, με βάση την φύση του αλγορίθμου μας είναι τα
παιδιά της να έχουν όσο πιο πολύ ισορροπημένο αριθμό κόμβων στα υπό-δεντρά τους γίνεται.

Έστω T αν δένδρο χωρίς ορισμένη ρίζα.Έστω u ∈ T ένας κόμβος έτσι ώστε, αν ριζώσουμε το
T στο u, τότε για κάθε παιδί v του u, για το μέγεθος του υπό-δένδρου Tv ισχύει |Tv| ≤ n

2 . Τότε ο
κόμβος u λέγεται ρίζα βαρύτητας του T . Επομένως αν ένα δένδρο T με n κόμβους είναι ριζωμένο σε
μια ρίζα βαρύτητας r, τότε δεν υπάρχει κόμβος u ∈ T\r έτσι ώστε |Tu| > n

2 . Επιπλέον αν n ≥ 3,
τότε ο r έχει τουλάχιστον δύο παιδιά.

Τώρα αποδεικνύουμε πως κάθε δένδρο έχει μια ρίζα βαρύτητας.

Λήμμα 7. Έστω T δένδρο με n κόμβους στο οποίο δεν έχει οριστεί ρίζα. Ο Αλγόριθμος 2.2 πάντα
τερματίζει.
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Grid Size: 12 x 12 (15 nodes)

Σχήμα 2.3: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.1
για πλήρες δυαδικό δένδρο 3-
επιπέδων (15 κόμβοι).

Grid Size: 9 x 9 (13 nodes)

Σχήμα 2.4: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.1
για πλήρες τριαδικό δένδρο 2-
επιπέδων (13 κόμβοι).

Grid Size: 21 x 29 (29 nodes)

Σχήμα 2.5: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.1
για το πλήρες δυαδικό δένδρο 3-
επιπέδων και μονοπάτι (29 κόμ-
βοι).

Grid Size: 17 x 25 (25 nodes)

Σχήμα 2.6: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.1
για το πλήρες τριαδικό δένδρο 2-
επιπέδων και μονοπάτι (25 κόμ-
βοι).

Grid Size: 6 x 6 (8 nodes)

Σχήμα 2.7: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.1 για
το δένδρο που χρησιμοποιήθηκε
στο [He16, He17].
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Αλγόριθμος 2.2: Υπολογισμός ρίζας βαρύτητας
Διαδικασία ΕντοπισμόςΡίζαςΒαρύτητας(T)
Είσοδος: Ένα δένδρο T χωρίς ρίζα.
Έξοδος: Μια ρίζα βαρύτητας r του T .

r ← Τυχαίος κόμβως u ∈ T
Ενώ το r δεν είναι ρίζα βαρύτητας :

r ← τον κόμβο συνδεδεμένο στο r με το μέγιστο μέγεθος συνεκτικής συνιστώσας χωρίς τον
r.

Απόδειξη. Σε κάθε επανάληψη, ο Αλγόριθμος 2.2 πλησιάζει πιο κοντά στο να βρει μια ρίζα βαρύτη-
τας. Έστω u ∈ T , ορίζουμε ως V (u) να είναι το μέγιστο μέγεθος ενός συνδεδεμένου υπό-γραφήματος
του T , το οποίο δεν περιέχει το u. Παρατηρούμε πως ο κόμβος u είναι ρίζα βαρύτητας αν V (u) ≤ n

2 .
Σε κάθε επανάληψη, η τιμή του V μειώνεται μέχρι να εντοπίσουμε μια ρίζα βαρύτητας. Αν ο u δεν
είναι ρίζα βαρύτητας, τότε ο κόμβος r συνδεδεμένος στο u με μέγιστο μέγεθος συνδεδεμένου υπό-
γραφήματος έχει τουλάχιστον n+1

2 μέγεθος. Ο κόμβος r επιλέγεται για την επόμενη επανάληψη, απο-
δεικνύουμε πως V (r) < V (u). Αφού το μέγιστο συνδεδεμένο υπό-γράφημα που περιέχει το u αλλά
όχι το r έχει μέγεθος το πολύ n− n+1

2 = n−1
2 < V (u), και για κάθε άλλο μεγιστοτικό υπό-γράφημα

που δεν περιέχει το r είναι λιγότερο από V (u), η υπόθεση είναι αληθής.
Τώρα είναι προφανές πως η τιμή του V μειώνεται με κάθε επανάληψη μέχρι να επιλεχθεί μια ρίζα

βαρύτητας.

Ριζώνοντας ένα δένδρο σε μια ρίζα βαρύτητας, μας παρέχει ένα άνω φράγμα για το μέγεθος κάθε
μήκους εύρους γωνίας ενός δένδρου ριζωμένου σε ένα παιδί της ρίζας. Η επόμενη παρατήρηση επι-
σημοποιεί αυτήν την πρόταση.

Παρατήρηση 3. Έστω δένδρο T με n κορυφές ριζωμένο σε μια ρίζα βαρύτητας r. Έστω ⟨θ1, θ2⟩ το
εύρος γωνίας του r. Η Στρατηγική 1 αναθέτει σε κάθε κόμβο u ∈ T\r μήκος εύρους γωνίας το πολύ
θ2−θ1

2 · n−[n is περιττό]
n−1

2.

Απόδειξη. Έστω δένδρο T μεn κόμβους ριζωμένο σε μια ρίζα βαρύτητας r. Αφού το T είναι ριζωμένο
σε μι ρίζα βαρύτητας, αν το n είναι άρτιο τότε για κάθε κόμβο u ∈ T\r , ισχύει πως |Tu| ≤ n

2 .
Επιπλέον αν το n είναι περιττό τότε για κάθε κόμβο u ∈ T\r, ισχύει πως |Tu| ≤ n−1

2 αφού το μήκος
ενός υπό-δένδρου πρέπει να είναι ακέραιος. Τα φράγματα για την περίπτωση που το n είναι περιττό
ή άρτιο μπορεί να συνοψιστεί ως: |Tu| ≤ n−[n είναι περιττό]

2 . Η Στρατηγική 1 αναθέτει στο u:

a2(u)− a1(u)=(θ2 − θ1) ·
|Tu|
n− 1

≤(θ2 − θ1) ·
n−[n είναι περιττό]

2

n− 1

=
θ2 − θ1

2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1

Παρατήρηση 4. Έστω δένδρο T ριζωμένο σε μια ρίζα βαρύτητας r, αν υποθέσουμε ότι το T περιέχει
περισσότερους από δύο κόμβους, η ρίζα έχει τουλάχιστον δύο παιδιά.

Απόδειξη. Αν υποθέσουμε πως το r έχει μόνο ένα γείτονα τον v, τότε |Tv| = |T | − 1 > |T |
2 , μια

αντιπαράθεση αφού υποθέσαμε ότι ο r είναι ρίζα βαρύτητας.

Θα χρησιμοποιήσουμε την Στρατηγική 1 για την ανάθεση γωνιών, αλλά θα αναθέσουμε στη ρίζα
βαρύτητας του δένδρου T με εύρος γωνία ⟨0, π⟩. Τώρα παρουσιάζουμε μια επέκταση για το Λήμμα 3

2 Υπενθυμίζουμε πως το [ statement ] είναι ίσο με 1 αν το statement είναι αληθές, διαφορετικά είναι 0.
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για να καλύψουμε την περίπτωση όπου έχουμε αναθέσει σε ένα κόμβο εύρος γωνίας ⟨θ1, θ2⟩ όπου
θ2 >

π
2 .

Λήμμα 8. Θεωρούμε τις γωνίες β1, β2 όπου 0 ≤ β1 < β2 ≤ π. Τότε, το σημείο του πλέγματος p έτσι
ώστε η ακμή e που συνδέει την αρχή του πλέγματος (0, 0) στο p ικανοποιεί την σχέση β1 < slope(e) <
β2, μπορεί να εντοπιστεί ως εξής:

p =



(0, 1) αν β1 < π
2 < β2

(x, y) αν β2 ≤ π
2 , όπου (x, y) είναι ένα έγκυρο ζεύγος σύμφωνα με το Λήμμα 3

όπου θ1 ← β1 και θ2 ← β2

(−x, y) αν β1 ≥ π
2 , όπου (x, y) είναι ένα έγκυρο ζεύγος σύμφωνα με το Λήμμα 3

όπου θ1 ← π − β2 και θ2 ← π − β1

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε το λήμμα παίρνοντας περιπτώσεις για την τιμή του β1 και του β2.

Περίπτωση-1: β1 < π
2 < β2. Είναι προφανές πως β1 < π

2 < β2 ⇔ β1 < slope(e) < β2.

Περίπτωση-2: β2 ≤ π
2 . Από το Λήμμα 3 ισχύει πως θ1 < slope(e) < θ2 ⇔ β1 < slope(e) < β2.

Περίπτωση-3: β1 ≥ π
2 . Έστω e′ η ακμή που συνδέει την αρχή του πλέγματος στο(x, y). Πρέπει να

σημειώσουμε πως η κλίση της e είναι slope(e) = π − slope(e′). Απο το Λήμμα 3 ισχύει πως:

θ1< slope(e′) < θ2

⇔π − β2< slope(e′) < π − β1

⇔ β1<π − slope(e′)< β2

⇔ β1< slope(e) < β2

Το λήμμα έχει πλέον αποδειχθεί.

Ο Αλγόριθμος 2.3 περιγράφει την περίπτωση όπου στο δένδρο που θέλουμε να απεικονίσουμε
δεν του έχει ήδη οριστεί ρίζα. Αποτελείται από τρία στάδια: Διαδικασία ΑνάθεσηΓωνίας (ίδια με τον
Αλγόριθμο 2.1) η οποία αναθέτει εύρη γωνιών στους κόμβους του δένδρου σύμφωνα με την Στρα-
τηγική 1, Διαδικασία ΕπεκταμένηΑπεικόνισηΚόμβων η οποία αναθέτει σε κάθε κόμβο του δένδρου
ένα σημείο του πλέγματος σύμφωνα με το Λήμμα 8 και Διαδικασία ΜονότονηΑπεικόνισηΔένδρου-
ΧωρίςΡίζα η οποία αναθέτει ένα κόμβο ως ρίζα και το απεικονίζει στο σημείο (0, 0) με εύρος γωνίας
⟨0, π⟩ και ξεκινάει τη διαδικασία απεικόνισης δένδρου.

Η επόμενη παρατήρηση μας βοηθάει να καταλάβουμε την σύνδεση μεταξύ του Αλγόριθμου 2.3
και του Αλγόριθμου 2.1.

Παρατήρηση 5. Έστω κόμβος u με εύρος γωνίας ⟨a1(u), a2(u)⟩, ο Αλγόριθμος 2.3 απεικονίζει το Tu

με τον εξής τρόπο:

• αν a2(u) ≤ π
2 : Ο Αλγόριθμος 2.3 απεικονίζει το Tu με τον ίδιο τρόπο με τον Αλγόριθμο 2.1 στο

πρώτο τεταρτημόριο.

• αν a1(u) ≥ π
2 : Ο Αλγόριθμος 2.3 απεικονίζει το Tu στο δεύτερο τεταρτημόριο ως την ανάκλαση

στον άξονα y′y της απεικόνισης που παράγει ο Αλγόριθμος 2.1 για το Tu αν αντιστρέψουμε την
σειρά των παιδιών κάθε κόμβου v ∈ Tu .

• αν a1(u) < π
2 < a2(u): Ο Αλγόριθμος 2.3 απεικονίζει το u στο άξονα y′y. Αφού σε όλα τα παιδιά

τους έχουν ανατεθεί μη-επικαλυπτόμενοι κυκλικοί τομείς, το πολύ ένα παιδί περιέχει την γωνία
π
2 στο εσωτερικό του εύρους γωνίας της και σύμφωνα με τις δύο προηγούμενες παρατηρήσεις, τα
άλλα παιδιά απεικονίζονται στο πρώτο ή στο δεύτερο τεταρτημόριο.
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Αλγόριθμος 2.3:Μονότονη Απεικόνιση Δένδρου Χωρίς Ρίζα
1: ΔιαδικασίαΜονότονηΑπεικόνισηΔένδρουΧωρίςΡίζα
2: Είσοδος: Ένα δένδρο T χωρίς ρίζα με n κόμβους.
3: Έξοδος: Μια μονότονη απεικόνιση του T σε πλέγμα μεγέθους το πολύ n× 1

2n.
4: r ← ΕντοπισμόςΡίζαςΒαρύτητας(T ) (Εντοπίζει μια ρίζα βαρύτητας σύμφωνα με τον Αλγό-

ριθμο 2.2)
5: a1(r)← 0, a2(r)← π
6: ΑνάθεσηΓωνίας(r, a1(r), a2(r))
7: Draw r at (0, 0)
8: ΕπεκταμένηΑπεικόνισηΚόμβων(r)
9:
10: Διαδικασία ΑνάθεσηΓωνίας(u, a1, a2)
11: Είσοδος: Κόμβος u και τα όρια του εύρους γωνίας ⟨a1, a2⟩ που έχουν ανατεθεί στο u.
12: Δράση: Αναθέτει εύρη γωνιών στους κόμβους του Tu.
13: για κάθε παιδί vi του u :
14: Ανάθεσε a1(vi), a2(vi) όπως περιγράφηκε στην Στρατηγική 1.
15: ΑνάθεσηΓωνίας(vi, a1(vi), a2(vi))
16:
17: Διαδικασία ΕπεκταμένηΑπεικόνισηΚόμβων(u)
18: Είσοδος: Μια κορυφή u η οποία έχει ήδη απεικονιστεί και έχουν ανατεθεί εύρη γωνιών για όλους

τους κόμβους Tu.
19: Δράση: Απεικονίζει τους κόμβους του Tu.
20: για κάθε παιδί vi του u :
21: Εύρεση ενός έγκυρου ζεύγους (x, y) όπως περιγράψαμε στο Λήμμα 8 όπου β1 ←

a1(u) και β2 ← a2(u)
22: Αν το u έχει απεικονιστεί στο (ux, uy), τότε απεικονίζουμε το vi στο (ux + x, uy + y)
23: ΕπεκταμένηΑπεικόνισηΚόμβων(vi)

Αν συνδυάσουμε την Παρατήρηση 3 με το Λήμμα 8, μπορούμε να αποκτήσουμε ένα άνω φράγμα
για το μήκος κάθε ακμής που παράγεται από τον Αλγόριθμο 2.3.

Λήμμα 9. Έστω δένδρο T με n κόμβους ριζωμένα σε μια ρίζα βαρύτητας r. Έστω u κόμβος στο T\r
με εύρος γωνίας ⟨θ1, θ2⟩ και το διάνυσμα e = (x, y) που συνδέει τον πατέρα του u στο u σύμφωνα με
τον Αλγόριθμο 2.3, ισχύει πως:

max(|x|, y) ≤ π

2
· 1

θ2 − θ2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Λήμμα 8 η y-συντεταγμένη είναι πάντα θετική αλλά το πρόσημο της x-
συντεταγμένης εξαρτάται από το εύρος γωνίας του u όπως σημειώσαμε στην Παρατήρηση 5.

Αν θ1 < π
2 < θ2: Το διάνυσμα που συνδέει το u στον πατέρα του είναι το e = (0, 1), επομένως

max(|x|, y) = 1. Από την Παρατήρηση 3, αφού το u έχει πατέρα, το u δεν μπορεί να είναι
η ρίζα του δένδρου και επομένως το u έχει το πολύ μήκος εύρους γωνίας π

2 ·
n−[n είναι περιττό]

n−1 ,
επομένως:

π

2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
≥θ2 − θ1

⇒π

2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

θ2 − θ1
≥1

⇒π

2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

θ2 − θ1
≥max(x, y)
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Διαφορετικά: Οι άλλες δύο περιπτώσεις όπου θ2 ≤ π
2 ή θ1 ≥

π
2 , παρατηρώντας πως

n−[n is odd]
n−1 ≥ 1,

το Λήμμα 8 χρησιμοποιεί το Λήμμα 3 και το φράγμα ισχύει.

Το λήμμα τώρα έχει αποδειχθεί.

Λήμμα 10. Η απεικόνιση του παράγεται από τον Αλγόριθμο 2.3 είναι μονότονη και επίπεδη.

Απόδειξη. Η Στρατηγική 1 που αναθέτει εύρη γωνιών, ικανοποιεί την Ιδιότητα-2 και Ιδιότητα-3 της
ελαστικής ξένης κατά κλίσης απεικόνισης όπως αποδείξαμε στο Λήμμα 4. Επιπλέον, η ανάθεση κόμ-
βων σε σημεία του πλέγματος ικανοποιεί την Ιδιότητα-1 της ελαστικής ξένης κατά κλίση απεικόνισης
όπως αποδείξαμε στο Λήμμα 8. Επομένως, η απεικόνιση που παράγεται από τον Αλγόριθμο 2.3 είναι
ελαστικά ξένη κατά κλίση και από το Θεώρημα 3, είναι μονότονη και επίπεδη.

Αρκεί να αποδείξουμε ένα φράγμα για το μέγεθος πλέγματος που χρησιμοποιείται από τον Αλ-
γόριθμο 2.3. Η απόδειξή μας, βασίζεται σε επαγωγή στον αριθμό των κόμβων του δένδρου με περισ-
σότερα από ένα παιδιά.

Λήμμα 11. Έστω δένδρο T με n κόμβους ριζωμένο σε μια ρίζα βαρύτητας r και G η απεικόνιση που
παράγεται από τον Αλγόριθμο 2.3. Κάθε κόμβος u με εύρος γωνίας ⟨a1(u), a2(u)⟩, ο Αλγόριθμος 2.3
απεικονίζει το u στον άξονα y′y. Έστω GR

u (αντίστοιχα GL
u ) η απεικόνιση του υπό-δένδρου Tu που

κείτεται στο πρώτα τεταρτημόριο συμπεριλαμβανομένου του άξονα y′y (αντίστοιχα στο δεύτερο τεταρ-
τημόριο συμπεριλαμβανομένου και του άξονα y′y). Το GR

u και το GL
u απεικονίζονται σε πλέγματα με

μήκος το πολύ:

(|Tu| − 1) · π
2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

ϕu

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε επαγωγή ως προς τον αριθμό των κόμβων που έχουν τουλάχιστον δύο
παιδιά, όμοια με την απόδειξη από το Λήμμα 6 αλλά αντί να χρησιμοποιήσουμε το φράγμα για το
μέγεθος από το Λήμμα 3, χρησιμοποιούμε το Λήμμα 9. Έστω i ο αριθμός των κόμβων στο Tu που
έχουν τουλάχιστον δύο παιδιά.

Επαγωγική Βάση (i=0): Στην περίπτωση που το Tu είναι ένα μονοπάτι, από την Παρατήρηση 1, ο
Αλγόριθμος 2.3 αναθέτει σε κάθε κόμβο το ίδιο εύρος γωνίας. Αφού a1(u) < π

2 < a2(u),
για κάθε κόμβο v ∈ Tu το διάνυσμα που συνδέει το v στον πατέρα του είναι το e = (0, 1).
Επομένως οΑλγόριθμος 2.3 απεικονίζει τοTu στον άξονα y′y και έχει μήκος |Tu|−1. Επομένως
το GR

u και το GL
u αποτελείται από ένα μονοπάτι στον άξονα y′y με μήκος |Tu| − 1.

Σύμφωνα με την Παρατήρηση 3, αφού ο Αλγόριθμος 2.3 αναθέτει στη ρίζα βαρύτητας με εύρος
γωνίας ⟨0, π⟩ και σύμφωνα με την Παρατήρηση 4 αν ο κόμβος u δεν είναι ρίζα, τότε έχει μήκος
εύρους γωνίας το πολύ a2(u) − a1(u) ≤ π

2 ·
n−[n είναι περιττό]

n−1 ⇒ 1 ≤ π
2 ·

n−[n είναι περιττό]
n−1 ·

1
a2(u)−a1(u)

και επομένως το μήκος του πλέγματος που απαιτείται για το GR
u και το GL

u είναι:

(|Tu| − 1)

≤(|Tu| − 1) · π
2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

a2(u)− a1(u)

Η επαγωγική βάση έχει πλέον διευθετηθεί.

Επαγωγικό Βήμα: Αποδεικνύουμε το φράγμα για το μήκος του πλέγματος για τοGR
u επειδή η από-

δειξη για το GL
u είναι συμμετρική.

Πρώτα αποδεικνύουμε ότι η μόνη περίπτωση που μας ενδιαφέρει είναι όταν ο u έχει περισσό-
τερα τουλάχιστον δύο παιδιά. Αν ο u έχει μόνο ένα παιδί το v τότε από την Παρατήρηση 1, ο v
περιλαμβάνει το π

2 στο εύρος γωνίας του, επομένως το διάνυσμα που συνδέει το u στο v είναι το
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e = (0, 1). Αν υποθέσουμε πως η επαγωγική υπόθεση ισχύει για το v, τότε το μήκος του πλέγ-
ματος του GR

u φράζεται από το μήκος του πλέγματος του GR
v και το μήκος του διανύσματος

που συνδέει το u στο v. Επομένως το μήκος του πλέγματος του GR
u φράζεται από:

(|Tv| − 1) · π
2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

ϕv
+ 1

=(|Tu| − 2) · π
2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

ϕu
+ 1

Επιπλέον από την Παρατήρηση 3, αφού ο Αλγόριθμος 2.3 αναθέτει στη ρίζα βαρύτητας εύρος
γωνίας ⟨0, π⟩ και από την Παρατήρηση 4 ο κόμβος u δεν είναι ρίζα, έχει το πολύ μήκος εύρους
γωνίας a2(u) − a1(u) ≤ π

2 ·
n−[n είναι περιττός]

n−1 ⇒ 1 ≤ π
2 ·

n−[n είναι περιττός]
n−1 · 1

a2(u)−a1(u)
και

επομένως το μήκος του πλέγματος είναι:

(|Tu| − 2) · π
2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

ϕu
+ 1

≤(|Tu| − 2) · π
2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

ϕu
+

π

2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

ϕu

=(|Tu| − 1) · π
2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

ϕu

Επομένως η μόνη περίπτωση που μας ενδιαφέρει είναι όταν ο u έχει τουλάχιστον δύο παιδιά.
Έστω u κόμβος στο T με τουλάχιστον δύο παιδιά και το υπό-δένδρο Tu έχει i + 1 κόμβους
με τουλάχιστον δύο παιδιά. Έστω v1, v2, . . . , vm τα παιδιά του u στα οποία η απεικόνιση του
Tvj κείτεται στο πρώτο τεταρτημόριο συμπεριλαμβανομένου και του άξονα y′y, σύμφωνα με
την Παρατήρηση 5 το εύρος γωνίας για κάθε vj πρέπει να είναι της μορφής ⟨a1(vj), a2(vj)⟩
όπου a2(vj) ≤ π

2 or a1(vj) < π
2 < a2(vj). Σημειώνουμε πως το μεγαλύτερο πλέγμα στο

πρώτο τεταρτημόριο που χρησιμοποιεί οποιοδήποτε από τα T u
vj , 1 ≤ j ≤ m, 3 προσδιορίζει το

μέγεθος του πλέγματος που χρησιμοποιεί η απεικόνιση του Tu στο πρώτο τεταρτημόριο αφού
τα υπό-δένδρα ριζωμένα σε παιδιά του u απεικονίζονται εσωτερικά σε μη-επικαλυπτόμενους
(αλλά πιθανός εφαπτόμενους) κυκλικούς τομείς. Η παραπάνω πρόταση ισχύει επειδή όλα τα
πλέγματα που χρησιμοποιούνται για τα υπό-δένδρα έχουν το ίδιο αρχικό σημείο (u) και μας
ενδιαφέρουν μόνο κυκλικοί τομείς, οι οποίοι κείτονται μερικώς στο πρώτο τεταρτημόριο συ-
μπεριλαμβανομένου και του άξονα y′y. Επομένως, το μέγεθος πλέγματος που απαιτείται για να
απεικονίσουμε το Tu είναι το μέγιστο από τα πλέγματα που απαιτούνται για να απεικονίσουμε
οποιοδήποτε από τα T u

vj . Για κάθε κόμβο vj με εύρος γωνίας ⟨a1(vj), a2(vj)⟩, αν a2(vj) ≤
π
2 ,

παρατηρώντας πως n−[n είναι περιττό]
n−1 ≥ 1 τότε η πρόταση ισχύει από το Λήμμα 6. Για τον κόμβο

vj (υπάρχει το πολύ ένας τέτοιος κόμβος) όπου a1(vj) < π
2 < a2(vj), ο αριθμός των κόμβων

στο Tvj με τουλάχιστον δύο παιδιά είναι το πολύ i, επομένως η επαγωγική υπόθεση ισχύει για
τοGR

vj . Επομένως, η υπόθεση ισχύει για το πρώτο τεταρτημόριο για οποιοδήποτε Tvj , το οποίο
απεικονίζεται με μήκος πλέγματος που φράζεται από,

(|Tvj | − 1) · π
2
· n− [n είναι περιττή]

n− 1
· 1

ϕvj

Η ακμή που συνδέει το u στο vj , σύμφωνα με το Λήμμα 8 απαιτεί ένα πλέγμα με μέγεθος το
πολύ,

3 Υπενθυμίζουμε πως με Tu
v ορίζουμε το δένδρο που αποτελείται από την ακμή (u, v) και το Tv , όταν το v είναι παιδί

του u
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π

2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

ϕvj

Επομένως το συνολικό πλέγμα έχει μήκος το που φράζεται το πολύ από:

|Tvj | ·
π

2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

ϕvj

Παρατηρώντας πως,

ϕvj =
|Tvj |
|Tu| − 1

· ϕu (Από την Στρατηγική 1) (2.14)

Το συνολικό πλέγμα που απαιτείται μπορεί να επαναδιατυπωθεί ως:

|Tvj | ·
π

2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

ϕvj

(2.14)
= |Tvj | ·

π

2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

|Tvj |
|Tu|−1 · ϕu

= (|Tu| − 1) · π
2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1

ϕu

Επομένως η πρόταση ισχύει για το επαγωγικό βήμα. Η απόδειξη του λήμματος τώρα είναι
πλήρης.

Τώρα είμαστε έτοιμοι να κλείσουμε αυτήν την υπό-ενότητα.

Θεώρημα 5. Έστω ένα μη-ριζωμένο δένδρο T με n κόμβους, ο Αλγόριθμος 2.3 παράγει μια μονότονη
απεικόνιση σε πλέγμα μεγέθους το πολύ:

n×n+ 1

2
όταν το n είναι περιττό

n+ 1×n

2
+ 1 όταν το n είναι άρτιο

Απόδειξη. Η ιδιότητα της μονότονης απεικόνισης είναι άμεση από το Λήμμα 10. Εφαρμόζοντας το
Λήμμα 11 με ρίζα βαρύτητας τον κόμβο r, όπου ο Αλγόριθμος 2.3 αναθέτει a2(r) = π και a1(r) =
0, έχουμε πως στην χειρότερη περίπτωση η απεικόνιση του T αποτελείται απο το GR

r στο πρώτο
τεταρτημόριο και το GL

r στο δεύτερο τεταρτημόριο, και το καθένα χρησιμοποιεί πλέγμα το πολύ:

(n− 1) · π
2
· n− [n είναι περιττό]

n− 1
· 1
π
=

n− [n είναι περιττό]
2

Το συνολικό πλάτος του πλέγματος που απεικονίζει ο Αλγόριθμος 2.3 το T είναι το άθροισμα από
τα πλάτη τουGR

r και τουGL
r . Το συνολικό ύψος του πλέγματος που απεικονίζει ο Αλγόριθμος 2.3 το

T είναι το μέγιστο ύψος μεταξύ του GR
r και του GL

r . Επομένως, το συνολικό μέγεθος του πλέγματος
που χρησιμοποιεί ο Αλγόριθμος 2.3 φράζεται από:

n+ 1− [n είναι άρτιος]× n− [n είναι άρτιος]
2

+ 1

Επομένως όταν το n είναι περιττός, το μέγεθος του πλέγματος φράζεται από το n× n+1
2 και όταν

το n είναι άρτιος το μέγεθος πλέγματος φράζεται από το n+ 1× n
2 + 1.

Στα Σχήματα 2.8-2.12 στην Σελίδα 47 παρουσιάζουμε μερικές απεικονίσεις που παράγονται από
τον Αλγόριθμο 2.3.
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Grid Size: 13 x 7 (15 nodes)

Σχήμα 2.8: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.3
για πλήρες δυαδικό δένδρο 3-
επιπέδων (15 κόμβοι).

Grid Size: 9 x 5 (13 nodes)

Σχήμα 2.9: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.3
για πλήρες τριαδικό δένδρο 2-
επιπέδων (13 κόμβοι).

Grid Size: 26 x 15 (29 nodes)

Σχήμα 2.10: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.3
για το πλήρες δυαδικό δένδρο 3-
επιπέδων και μονοπάτι (29 κόμ-
βοι).

Grid Size: 21 x 13 (25 nodes)

Σχήμα 2.11: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.3
για το πλήρες τριαδικό δένδρο
2-επιπέδων και μονοπάτι (25
κόμβοι).

Grid Size: 6 x 3 (8 nodes)

Σχήμα 2.12: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.3
για το δένδρο που χρησιμοποι-
ήθηκε στο [He16, He17].

2.4 Κυρτή Απεικόνιση Δένδρων

Σε αυτή την ενότητα, παρουσιάζουμε πώς να εκμεταλλευτούμε τον Αλγόριθμο 2.1 για να παρά-
γουμε μια κυρτή απεικόνιση δένδρου.

Αποδεικνύουμε ένα σημαντικό λήμμα και κάνουμε μια παρατήρηση που μας βοηθάει να αποδεί-
ξουμε πως η απεικόνιση είναι κυρτή.

Λήμμα 12. Έστω η απεικόνιση Γ που παράγεται από τον Αλγόριθμο 2.1 για ένα δένδρο T όταν η
μεταβλητή κυρτότητας είναι αληθής. Έστω κόμβος u στο T εκτός από την ρίζα, τότε για οποιοδήποτε
δύο διαδοχικές ακμές του u, η γωνία μεταξύ τους είναι το πολύ π.
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Αλγόριθμος 2.4: Αλγόριθμος Κυρτής Απεικόνισης Δένδρου
1: Διαδικασία ΚυρτήΑπεικόνισηΔένδρου(T )
2: Είσοδος: Ένα δένδρο T με n κόμβους.
3: Έξοδος: Μια κυρτή απεικόνιση του T σε πλέγμα μεγέθους το πολύ n× n.
4: Αναθέτουμε ως ρίζα του T έναν κόμβο με βαθμό 1
5: Αλγόριθμος 2.1(T)

u

v

Σχήμα 2.13: Αναπαράσταση της πρώτης πε-
ρίπτωσης για το Λήμμα 12.

u

u1

u2

Σχήμα 2.14: Αναπαράσταση της δεύτερης
περίπτωσης για το Λήμμα 12.

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε το λήμμα λαμβάνοντας δύο περιπτώσεις, αναλόγως αν υπάρχει παιδί του
u στο οποίο η ακμή που το συνδέει με το u, έχει την ίδια κλίση με την ακμή που συνδέει τον πατέρα
του u στον u. Σημειώνουμε πως αυτό εξαρτάται αναλόγως με το αν η κλίση που συνδέει τον πατέρα
του u στο u, κείτεται εντός του εύρους γωνίας ενός παιδιού του u ή βρίσκεται στο όριο του εύρους
γωνίας.

Στην πρώτη περίπτωση, το λήμμα ισχύει. Στην δεύτερη περίπτωση, η κλίση της ακμής από τον
πατέρα του u στον u πρέπει να βρίσκεται στο όριο του εύρους γωνίας δύο παιδιών του u. Αναπαρι-
στούμε και τις δύο περιπτώσεις στα Σχήματα 2.13,2.14 και παρατηρούμε πως και στις δύο περιπτώσεις
το λήμμα ικανοποιείται

Τώρα είμαστε σε θέση να αποδείξουμε το τελικό θεώρημα.

Θεώρημα 6. Έστω δένδρο T με n κορυφές, η απεικόνιση που παράγεται από τον Αλγόριθμο 2.4 για
τον T είναι κυρτή, επίπεδη, μονότονη και περιέχεται σε πλέγμα μεγέθους το πολύ n× n.

Απόδειξη. Η επιπεδότητα και η μονοτοπία της απεικόνισης, είναι άμεση συνέπεια από το Λήμμα 5.
Η απεικόνιση περιέχεται σε πλέγμα μεγέθους το πολύ n× n από το Θεώρημα 4.
Τώρα αποδεικνύουμε την κυρτότητα της απεικόνισης. Επειδή έχουμε αναθέσει ως ρίζα, κόμβο

με βαθμό 1, από το Λήμμα 12 έχουμε πως αν αντικαταστίσουμε κάθε φύλλο με μια ημιευθεία, τότε
οι μη-φραγμένες όψεις διαμερίζουν το επίπεδο σε μη-φραγμένα κυρτά πολύγωνα.

Στα Σχήματα 2.15-2.18 στην Σελίδα 49 παρουσιάζουμε μερικές απεικονίσεις που παράγονται από
τον Αλγόριθμο 2.4.

2.5 Μονότονη Απεικόνιση Δένδρων σε Πλέγμα Μεγέθους⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
×
⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
Τώρα είμαστε σε θέση να περιγράψουμε τονΑλγόριθμο 2.5, ο οποίος συνδυάζει τονΑλγόριθμο 2.1

και τον Αλγόριθμο 2.3. Η βασική διαίσθηση του αλγόριθμου είναι ότι αρχικά βρίσκουμε μια ρίζα
βαρύτητας, και μετά προσπαθούμε να μοιράσουμε τα παιδιά της ρίζας σε δύο γκρούπ όσο πιο ισοζυ-
γιασμένα γίνεται, και τα απεικονίζουμε σε δύο ανεξάρτητες περιοχές.

Λήμμα 13. Έστω δένδρο T με n κορυφές ριζωμένο σε μία ρίζα βαρύτητας r, μπορούμε να βρούμε δύο
συνεκτικές συνιστώσες οι οποίες περιέχουν όλους τους κόμβους του T και έχουν μόνο την r ως κοινή
κορυφή. Επιπλέον, το μέγεθος κάθε συνεκτικής συνιστώσας φράζεται από το 2

3 · n+ 1
3 .
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Grid Size: 12 x 11 (15 nodes)

Σχήμα 2.15: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.4
για πλήρες δυαδικό δένδρο 3-
επιπέδων (15 κόμβοι).

Grid Size: 10 x 10 (13 nodes)

Σχήμα 2.16: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.4
για πλήρες τριαδικό δένδρο 2-
επιπέδων (13 κόμβοι).

Grid Size: 25 x 26 (29 nodes)

Σχήμα 2.17: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.4
για το πλήρες δυαδικό δένδρο 3-
επιπέδων και μονοπάτι (29 κόμ-
βοι).

Grid Size: 21 x 21 (25 nodes)

Σχήμα 2.18: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.4
για το πλήρες τριαδικό δένδρο
2-επιπέδων και μονοπάτι (25
κόμβοι).

Απόδειξη. Αφού το T είναι ριζωμένο σε μια ρίζα βαρύτητας, τότε το μέγεθος κάθε υπό-δένδρου ριζω-
μένο σε παιδί του r φράζεται από το n

2 . Έστωm το μέγιστο μέγεθος υπό-δένδρου ριζωμένο σε παιδί
του r, όπουm ≤ n

2 . Το αποδεικνύουμε παίρνοντας περιπτώσεις για την τιμή τουm.

Αν n−1
3 ≤ m ≤ n

2 : Ένας τρόπος να δημιουργήσουμε τις συνεκτικές συνιστώσες είναι το πρώτο γκρουπ
να περιέχει μόνο το υπό-δένδρο ριζωμένο στο παιδί του r με μέγεθοςm Το άλλο γκρουπ απο-
τελείται από τα υπόλοιπα υπό-δένδρα ριζωμένα σε παιδιά του r και έχουν συνολικό μέγεθος
n − 1 −m. Αφού n−1

3 ≤ m ≤ n
2 ⇔

n
2 − 1 ≤ n − 1 −m ≤ 2·n−2

3 , αν προσθέσουμε τη ρίζα
βαρύτητας και στα δύο γκρουπ, τότε το μέγεθος κάθε γκρουπ φράζεται από 2·n+1

3 , επομένως
αυτή η περίπτωση αποδείχθηκε.
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r

Απεικόνιση του T1

Απεικόνιση του T2

r′

Απεικόνιση του GL
r′

Απεικόνιση του GR
r′

Σχήμα 2.19: Παράδειγμα πως ο Αλγόριθμος 2.5 απεικονίζει το T1 και το
T2.

Ανm < n−1
3 : Σε αυτήν την περίπτωση, σχηματίζουμε κάθε γκρουπ με την εξής στρατηγική: ελέγ-

χουμε κάθε παιδί του r σε αύξουσα σειρά μεγέθους υπό-δένδρου αν το ριζώναμε σε αυτό και
το τοποθετούμε στο γκρουπ με το μικρότερο μέγεθος. Στο τέλος, η διαφορά μεταξύ των δύο
γκρουπ είναι, το πολύ, το μέγεθος του μεγαλύτερου υπό-δένδρου, δηλαδήm. Επομένως, στην
περίπτωση που έχουμε μοιράσει τα παιδιά του r, εκτός από το μεγαλύτερο, ομοιόμορφα στα
δύο γκρουπ, και μετά τοποθετούμε το μεγαλύτερο υπό-δένδρο μεγέθουςm, το μέγεθος του με-
γαλύτερου γκρουπ φράζεται από n−1−m

2 +m = n+m−1
2 < 2·n−2

3 . Όταν προσθέτουμε τη ρίζα
βαρύτητας και στα δύο γκρουπ, τότε το μέγεθος του μεγαλύτερου γκρουπ είναι το πολύ 2·n+1

3 .
Επομένως, και αυτή η περίπτωση αποδείχθηκε

Το λήμμα τώρα έχει αποδειχθεί.

Τώρα είμαστε σε θέση να παρουσιάσουμε την ιδέα που βασίζεται ο Αλγόριθμος 2.5. Έστω T το
δένδρο στην είσοδο μας με ρίζα βαρύτητας r. Πρώτα βρίσκουμε τα γκρουπ σύμφωνα με το Λήμμα 13,
έστω T1 και T2 τα δύο γκρουπ όπου χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε πως |T1| ≥ |T2|. Απει-
κονίζουμε το δένδρο σε δύο βήματα, Βήμα 1: Απεικονίζουμε το T1 σύμφωνα με τον Αλγόριθμο 2.3,
αλλά τοποθετούμε το μονοπάτι από τη ρίζα του T1 μέχρι το r πάνω στον άξονα x′x με την κατάλ-
ληλη αλλαγή στην ενσωμάτωση του δένδρου. Βήμα 2: Απεικονίζουμε το T2 σύμφωνα με τον Αλγό-
ριθμο 2.1. Τότε συνδυάζουμε τις απεικονίσεις από το Βήμα 1 με την ανάκλαση στον άξονα x′x της
απεικόνισης που παράγεται από το Βήμα 2. Ο τρόπος που συνδυάζουμε τις απεικονίσεις από το Βήμα
1 και το Βήμα 2 παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.19. Η απεικόνιση που παράγεται είναι μονότονη και το
μέγεθος του πλέγματος φράζεται από

⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
×
⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
.

Η επόμενη στρατηγική αλλάζει την ενσωμάτωση του T1 και τοποθετεί το μονοπάτι από τη ρίζα
βαρύτητας του T1 μέχρι το r πάνω στον άξονα x′xστην αριστερή πλευρά.

Στρατηγική 2. Στο δένδρο T1 τοποθετούμε κάθε κόμβο στο μονοπάτι από τη ρίζα βαρύτητας του T1

μέχρι το r ως το τελευταίο παιδί του πατέρα του. Με αυτόν τον τρόπο, η Στρατηγική 1 αναθέτει κάθε
κόμβο μεταξύ της ρίζας βαρύτητας και του r εύρος γωνίας στην μορφή ⟨θ1, π⟩. Επιπλέον κάθε ακμή
στο μονοπάτι από τη ρίζα βαρύτητας του T1 μέχρι το r κείτεται στον άξονα x και πιο συγκεκριμένα,
το διάνυσμα που συνδέει κάποιον κόμβο u που ανήκει στο μονοπάτι με τον πατέρα του, είναι το e =
(−1, 0).

Παρατήρηση 6. Κάνουμε δύο παρατηρήσεις, πρώτα πως κάθε ακμή e που συνδέει έναν κόμβο u με
τον πατέρα του με κλίση slope(e) = π παραμένει μέσα στο εύρος γωνίας του u αλλά αγγίζει στα όρια
του. Δεύτερον, το μήκος κάθε τέτοιας ακμή είναι 1 και είναι μικρότερο δυνατόν μήκος.
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Με βάση αυτές τις παρατηρήσεις, μπορούμε να δούμε πως αφού το Λήμμα 11 ενδιαφέρεται μόνο
αν η ακμή e είναι εντός του εύρους γωνίας του u (να είναι εφαπτόμενο στο όριο δεν είναι παραβίαση
αυτής της συνθήκης) και να έχει φραγμένο μήκος. Επομένως το Λήμμα 11 εξακολουθεί να ισχύει και
επομένως το Θεώρημα 5 είναι έγκυρο.

Αλγόριθμος 2.5: Αλγόριθμος Μονότονης Απεικόνισης Δένδρου
1: ΔιαδικασίαΜονότονηΑπεικόνισηΔένδρου
2: Είσοδος: Μή-ριζωμένο δένδρο T με n κόβμους.
3: Έξοδος: Μια μονότονη απεικόνιση του T σε πλέγμα μεγέθους το πολύ n× 1

2n.
4: Δημιούργησε τα γκρουπ T1 και T2 σύμφωνα με το Λήμμα 13 όπου υποθέτουμε πως |T2| ≥
|T1|.

5: Απεικόνισε το T1 σύμφωνα με τον Αλγόριθμο 2.3 με τις τροποποιήσεις της Στρατηγικής 2.
6: Απεικόνισε την ανάκλαση πάνω στον άξονα x του T2 σύμφωνα με τον Αλγόριθμο 2.1.

Θεώρημα 7. Δεδομένου ενός δένδρου T με n κόμβους, ο Αλγόριθμος 2.5 απεικονίζει το δένδρο σε ένα
πλέγμα μεγέθους με μήκος το πολύ

⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
×
⌊
3
4 (n+ 1)

⌋
.

Απόδειξη. Από τις τροποποιήσεις στην απεικόνιση του T1 από την Στρατηγική 2, ο κόμβος r κείτε-
ται στο δεύτερο τεταρτημόριο αν υποθέσουμε ότι η ρίζα βαρύτητας του T1 βρίσκεται στην αρχή των
αξόνων. Επιπλέον το T2 απεικονίζεται στο τέταρτο τεταρτημόριο αν υποθέσουμε ότι ο r βρίσκεται
στην αρχή των αξόνων. Στην χειρότερη περίπτωση το μέγεθος του πλέγματος για την συνολική απει-
κόνιση, είναι όταν η ρίζα βαρύτητας του T1 ταυτίζεται με τον r. Σε αυτήν την περίπτωση, το ύψος
του πλέγματος που απαιτείται είναι το πολύ το άθροισμα του ύψους κάθε από τα δύο δένδρα και του
πλάτους του πλέγματος που χρησιμοποιείται είναι κατά πόσο το πλάτος του T2 εξέχει του T1 στον
άξονα x. Έστω r′ η ρίζα βαρύτητας του T1, σύμφωνα με την Παρατήρηση 6, το μήκος του πλέγματος
του GR

r′ στο πρώτο τεταρτημόριο και του GL
r′ στο δεύτερο τεταρτημόριο είναι

|T1|
2 ενώ στο τέταρτο

τεταρτημόριο σύμφωνα με το Λήμμα 6 είναι |T2|−1. Επομένως το συνολικό πλάτος πλέγματος είναι
max(|T1|, |T1|

2 + |T2| − 1) και το συνολικό ύψος πλέγματος είναι |T1|
2 + |T2| − 1. Αποδεικνύουμε το

λήμμα παίρνοντας περιπτώσεις αν |T1|
2 > |T2| − 1:

Αν |T1|
2 > |T2| − 1: Σε αυτήν την περίπτωση είναι προφανές ότι η μεγαλύτερη πλευρά του πλέγματος
είναι το πλάτος με τιμή |T1|.
Πρώτα παρατηρούμε πως,

|T1|+ |T2| = n+ 1 (Μετράμε τη ρίζα βαρύτητας δύο φορές) (2.15)

Αφού υποθέσαμε πως:

|T1|
2

> |T2| − 1

⇒ |T1|+ |T2|
2

>
3

2
· |T2| − 1

(2.15)⇒ n+ 1

2
>

3

2
· |T2| − 1

⇒ 1

3
· n+ 1> |T2|

Επιπλέον αφού,

|T2| = n+ 1− |T1|
( 13)

≥ n+ 1−
(
2

3
· n+

1

3

)
≥ 1

3
· n+

2

3
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Παρατηρούμε πως n
3 + 2

3 ≤ |T2| < n
3 + 1 ⇒ n + 2 ≤ 3 · |T2| < n + 3. Επειδή 3 · |T2|

είναι ακέραιος, ο μόνος έγκυρος ακέραιος που ικανοποιεί αυτές τις ανισότητες είναι 3 · |T2| =
n+ 2⇒ |T2| = n

3 + 2
3 . Άρα |T1| = n+ 1−

(
1
3 · n+ 2

3

)
= 2

3 · n+ 1
3 .

Επομένως το πλέγμα που απαιτείται φράζεται από:

2

3
· n+

4

3
× 2

3
· n+

4

3

Το οποίο για οποιοδήποτε n ≥ 7 είναι μικρότερο από:

3

4
· n+

3

4
× 3

4
· n+

3

4

Τώρα αντιμετωπίζουμε την περίπτωση όταν n < 7.

Σημειώνουμε πως ένας ακόμα περιορισμός που πρέπει να ικανοποιηθεί είναι πως το |T2| πρέπει
να είναι ακέραιος, επομένως το n πρέπει να έχει την μορφή n = 3 ·k+1, όπου k είναι φυσικός
αριθμός. Για n < 7, η μόνες έγκυρες περιπτώσεις που χρειάζεται να διερευνήσουμε είναι n = 1
ή n = 4.

Στην περίπτωση που n = 1, το μέγεθος πλέγματος είναι τετριμμένα 1× 1 το οποίο είναι ίσο με⌊
3
4 · 2

⌋
×
⌊
3
4 · 2

⌋
= 1× 1, επομένως αυτή η περίπτωση επιβεβαιώθηκε.

Στην περίπτωση που n = 4, παρατηρούμε πως τα δένδρα με τέσσερις κόμβους μπορούν να
χωρισθούν σε δύο κατηγορίες, τα δένδρα με δύο φίλα ή τρία φίλα. Και οι δύο κατηγορίες έχουν
μοναδική τοπολογία η οποία μπορεί να απεικονισθεί σε πλέγμα μεγέθους 3× 3 το οποίο είναι
ίσο με

⌊
3
4 · 5

⌋
×
⌊
3
4 · 5

⌋
= 3× 3.

Επομένως η πρόταση ισχύει.

Αν |T1|
2 ≤ |T2| − 1: Το μήκος του πλέγματος που χρειάζεται είναι:

|T1|
2

+ |T2| − 1

=
|T1|+ |T2|

2
+
|T2|
2
− 1

(2.15)
=

n+ 1

2
+
|T2|
2
− 1

|T2|≤|T1|
≤ n+ 1

2
+

n+ 1

4
− 1

=
3n− 1

4

Επομένως το μέγεθος πλέγματος που απαιτείται είναι,

3

4
· n+

3

4
× 3

4
· n+

3

4

Αφού το φράγμα για το μέγεθος πλέγματος πρέπει να είναι ακέραιος, το πάτωμα του φράγματος
φράζει το μέγεθος πλέγματος. Επομένως το μέγεθος πλέγματος είναι:⌊

3

4
· (n+ 1)

⌋
×
⌊
3

4
· (n+ 1)

⌋

Θεώρημα 8. Η απεικόνιση που παράγεται από τον Αλγόριθμο 2.5 είναι επίπεδη και μονότονη.
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Απόδειξη. Για να αποδείξουμε το λήμμα, πρώτα αποδεικνύουμε πως για κάθε ζεύγος κόμβων στο T1

ή στο T2, υπάρχει μονότονη μονοπάτι και μετά αποδεικνύουμε πως για κάθε κόμβο στο T1 και στο
T2, υπάρχει μονότονο μονοπάτι.

Έστω u, v οι κόμβοι που θέλουμε να εξετάσουμε αν υπάρχει μονότονο μονοπάτι μεταξύ τους.

Αν u ∈ T2 και v ∈ T2: Ο ισχυρισμός αποδεικνύεται άμεσα από το Λήμμα 5.

Αν u ∈ T1 και v ∈ T1: Η μόνη παραβίαση από το Λήμμα 5, είναι πως για κάθε κόμβο u που βρίσκε-
ται στο μονοπάτι από τη ρίζα βαρύτητας μέχρι το r, η ακμή e που συνδέει το u στον πατέρα
του έχει κλίση slope(e) = π. Αυτό παραβιάζει την Ιδιότητα-1 της non-strictly slope disjoint
απεικόνισης, αφού από την Στρατηγική 2 έχουμε πως a2(u) = π και slope(e) = a2(u) = π.
Επομένως για μερικούς κόμβους u με εύρος γωνίας στην μορφή ⟨a1(u), a2(u)⟩, η ακμή e που
συνδέει το u στον πατέρα του, ισχύει πώς a1(u) < slope(e) ≤ a2(u).

Μπορούμε να περιστρέψουμε ωρολογιακά κάθε ακμή κατά μια γωνία ϵ > 0. Για κάθε ακμή e,
αν ορίσουμε slope(e) την κλίση της ακμής e στην αρχική απεικόνιση και slope′(e) την κλίση
της ακμής e στην νέα περιστραμμένη απεικόνιση, ισχύει πως slope′(e) = slope(e)− ϵ.

Για κάθε κόμβο u με εύρος γωνίας της μορφής ⟨a1(u), a2(u)⟩, κάθε ακμή e που συνδέει το u
στον πατέρα της, αφού το ϵ > 0 είναι αμελητέο, ισχύει πώς:

a1(u)< slope(e) ≤ a2(u)

⇒a1(u)− ϵ< slope′(e)≤ a2(u)− ϵ

⇒ a1(u)< slope′(e)< a2(u)

Αφού όλες οι ιδιότητες των non-strictly slope disjoint απεικονίσεων ικανοποιούνται και από το
Θεώρημα 3 η πρόταση ισχύει.

Αν u ∈ T1 και v ∈ T2: Σημειώνουμε πως σε κάθε δένδρο, το μονοπάτι μεταξύ δύο κόμβων είναι
μοναδικό και είναι η σύνδεση του μονοπατιού από το u στο r και από το r στο v. Αν υποθέσουμε
πως το r είναι στο κέντρο, οι ακμές μεταξύ του u και του r κείτονται στο δεύτερο τεταρτημόριο,
ενώ οι ακμές μεταξύ του r και του v κείτονται στα πρώτα δύο τεταρτημόρια με την εξαίρεση
των ακμών στο μονοπάτι από το r μέχρι τη ρίζα βαρύτητας, οι οποίες κείτονται στον άξονα
x. Το μονοπάτι είναι μονότονο ως προς μια ευθεία με κλίση π

2 + ϵ όπου ϵ > 0. Αυτό ισχύει
αφού όλες οι ακμές μεταξύ των u και του v κείτονται στο δεύτερο τεταρτημόριο και μπορούν
να διασχιστούν. Επίσης οι ακμές στο πρώτο τεταρτημόριο μπορούν να προσπελαστούν αφού
το ϵ είναι αμελητέο και δεν υπάρχει ακμή στον άξονα x.

Αφού αποδείξαμε ότι η απεικόνιση του T είναι μονότονη, σύμφωνα με το Θεώρημα 1 είναι και
επίπεδο.

Το λήμμα τώρα έχει αποδειχθεί.

Στα Σχήματα 2.20-2.24 στην Σελίδα 54 παρουσιάζουμε μερικές απεικονίσεις που παράγονται από
τον Αλγόριθμο 2.3.

2.6 Επίλογος & Ανοιχτά Προβλήματα

Δείξαμε πως να παράγουμε μια μονότονη απεικόνιση ενός δένδρου με n κόμβους σε πλέγμα με
μέγεθος το πολύ n×n στην περίπτωση που μας έχει δοθεί η ρίζα και σε

⌊
3
4 · (n+ 1)

⌋
×
⌊
3
4 · (n+ 1)

⌋
στην περίπτωση που μπορούμε να διαλέξουμε εμείς τη ρίζα και να αλλάξουμε την ενσωμάτωση. Τα
επόμενα προβλήματα πάνω σε μονότονα δένδρα έχουν ενδιαφέρον να μελετηθούν:

1. Οι He και He [He17] περιέγραψαν ένα δένδρο που χρειαζόταν για την μονότονη απεικόνισή
του μέγεθος πλέγματος τουλάχιστον n

9 ×
n
9 . Υπάρχει δένδρο που απαιτεί μεγαλύτερο πλέγμα;
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Grid Size: 10 x 11 (15 nodes)

Σχήμα 2.20: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.5
για πλήρες δυαδικό δένδρο 3-
επιπέδων (15 κόμβοι).

Grid Size: 7 x 7 (13 nodes)

Σχήμα 2.21: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.5
για πλήρες τριαδικό δένδρο 2-
επιπέδων (13 κόμβοι).

Grid Size: 21 x 21 (29 nodes)

Σχήμα 2.22: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.5
για το πλήρες δυαδικό δένδρο 3-
επιπέδων και μονοπάτι (29 κόμ-
βοι).

Grid Size: 17 x 17 (25 nodes)

Σχήμα 2.23: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.5
για το πλήρες τριαδικό δένδρο
2-επιπέδων και μονοπάτι (25
κόμβοι).

Grid Size: 4 x 6 (8 nodes)

Σχήμα 2.24: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.5
για το δένδρο που χρησιμοποι-
ήθηκε στο [He16, He17].

Grid Size: 5 x 7 (9 nodes)

Σχήμα 2.25: Η έξοδος του Αλγόριθμου 2.5
για μονοπάτι μήκους 8 (9 κόμ-
βοι).
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2. Η γωνιακή ανάλυση της απεικόνισης που παράγεται δεν έχει μελετηθεί. Υπάρχει κάποιος συμ-
βιβασμός μεταξύ της γωνιακής ανάλυσης και του μεγέθους του πλέγματος της μονότονης απει-
κόνισης;
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Κεφάλαιο 3

Πέρα Από Την Απευθείας Κυριαρχία: Μέση Ανάλυση
Επίδοσης Τοπικής Δρομολόγηση

3.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο, καλύπτουμε ένα ενδιαφέρον πρόβλημα της υπολογιστικής γεωμετρίας, δε-
δομένου ενός συνόλου σημείων P στο Rd όπου το βάρος μιας ακμής μεταξύ δύο σημείων είναι η
ευκλείδεια απόσταση μεταξύ τους, πως να κατασκευάσουμε ένα συνεκτικό γράφημα που συνδέει
όλα τα σημεία του P έτσι ώστε να μπορούμε να βρούμε μια διαδρομή από ένα κόμβο σε οποιοδήποτε
άλλο μόνο με τοπικές πληροφορίες σε κάθε ενδιάμεσο κόμβο.

Η τοπική δρομολόγηση θα πρέπει να γίνεται με φυσικό τρόπο έτσι ώστε να μπορούμε να έχουμε
έναν μικρό συνεκτικό παράγοντα (spanning factor) (ο μέγιστος λόγος μεταξύ του μήκους του μονο-
πατιού που και της ευκλείδειας απόστασης μεταξύ των άκρων του).

Μια επιθυμητή ιδιότητα για το κατασκευασμένο δίκτυο G(V,E) είναι να έχει έναν μικρό βαθμό
∆(G) (μέγιστος βαθμός των κορυφών του) και αριθμό βημάτων hop(G) (hop count) (μέγιστος αριθ-
μός βημάτων (hops) μεταξύ δύο κορυφών στο γράφημα). Η πρώτη ιδιότητα μας εγγυάται πως κάθε
κόμβος χρειάζεται να αποθηκεύει ένα μικρό τμήμα των γειτόνων του στην μνήμη του και η δεύτερη
ιδιότητα μας εγγυάται πως κατά την διάρκεια της δρομολόγησης ενός πακέτου, δεν θα αφιερώσει
πολύ χρόνο στην διαδικασία προώθησης. Οι Giannopoulos et. al. [Gian10] απέδειξαν πως το να υπο-
λογίσουμε ένα συνδετικό γράφημα με ελάχιστο συνεκτικό παράγοντα με βάση ένα σύνολο σημείων
στο επίπεδο, φράζοντας τον αριθμό των ακμών, είναι NP-δύσκολο πρόβλημα.

Ανακαλούμε μερικούς ορισμούς από τον Klein [Klei86] αφού ένα μεγάλο ποσοστό της ανάλυσής
μας αναφέρεται σε αυτές:

Ορισμός 1. Δεδομένου δύο σημείων a = (a1, a2, . . . , ad) και b = (b1, b2, . . . , bd) στο Rd, λέμε πως
το a κυριαρχεί (dominates) b, (a ⪰ b) ανν ai ≥ bi για όλα τα 1 ≤ i ≤ d και a ̸= b.

Ορισμός 2. Δεδομένου ενός συνόλου σημείων P στοRd και δύο σημείων a και b στο P , λέμε πως το a
κυριαρχεί απευθείας το (directly dominates) b με βάση το P (a ≻ b) ανν a ⪰ b και δεν υπάρχει σημείο
c ∈ (P − {a, b}) έτσι ώστε a ⪰ c ⪰ b.

Επεκτείνουμε τον Ορισμό 1 και τον Ορισμό 2 έτσι ώστε να καλύπτουν κάθε ένα από τα 2d υπερ-
μόρια (orthants).

Ορισμός 3. Δεδομένου δύο σημείων a = (a1, a2, . . . , ad) και b = (b1, b2, . . . , bd) στο Rd, λέμε πως
το a κυριαρχεί (dominates) το b στην c = c1c2 . . . cd κατεύθυνση όπου ci = {0, 1}, (a ⪰c b) ανν για
κάθε 1 ≤ i ≤ d ισχύει πως:

ai

{
≥ bi αν ci = 1
≤ bi αν ci = 0

Ορισμός 4. Δεδομένου ενός συνόλου σημείων P στο Rd και δύο σημείων u και v στο P , λέμε πώς το
a κυριαρχεί απευθείας το (directly dominates) b με βάση το P στην c = c1c2 . . . cd κατεύθυνση όπου
ci = {0, 1}, (a ≻c b) ανν x ⪰c y και δεν υπάρχει σημείο a ∈ (P − {x, y}) έτσι ώστε x ⪰c a ⪰c y.
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p

Σχήμα 3.1: Παράδειγμα απευθείας κυριαρχίας σε όλες τις κατευθύνσεις στο επίπεδο.

Παρατηρούμε πως κάθε διακριτό c αντιστοιχεί σε διακριτό υπερμόριο. Επιπλέον ισχύουν οι επό-
μενες ταυτότητες:

a ≻ b⇔ a ≻11...1 b

a ⪰ b⇔ a ⪰11...1 b

Στο Σχήμα 3.1 παρουσιάζουμε ένα παράδειγμα της γενικευμένης κυριαρχίας στο επίπεδο.Με ”×”
σημειώνουμε τα σημεία που κυριαρχούν απευθείας το p σε κάποια κατεύθυνση και με ”◦” σημειώ-
νουμε τα σημεία που δεν κυριαρχούν απευθείας το p.

Τώρα είμαστε έτοιμοι να κάνουμε μια αφηρημένη περιγραφή πως να κατασκευάσουμε το συ-
νεκτικό γράφημα. Ο προτεινόμενος αλγόριθμος μας ακολουθεί έναν φυσικό τρόπο κατασκευής του
γραφήματος. Στο συνεκτικό δίκτυο με κόμβους τα σημεία του συνόλου P , προσθέτουμε μια ακμή
μεταξύ δύο κορυφών u, v ∈ P αν υπάρχει κάποια κατεύθυνση c έτσι ώστε u ⪰c v ή v ⪰c u με βάση
το P . Αποδεικνύουμε πως ο τρόπος που κατασκευάζουμε το γράφημα μαζί με το αλγόριθμο τοπικής
δρομολόγησης, εγγυάται ένα συνεκτικό παράγοντα το πολύ

√
d στοRd. Επιπλέον αποδεικνύουμε πως

κάτω από κάποιες ελαστικές υποθέσεις ”ανεξαρτησίας” για τα σημεία P , ένα αρκετά χαμηλό ∆(G)
και hop(G) μπορεί να εγγυηθεί με πολύ μεγάλη πιθανότητα. Στα Σχήματα 3.2,3.3 παρουσιάζουμε
δύο παραδείγματα του κατασκευασμένου γραφήματος στο επίπεδο.

Σχήμα 3.2: Παράδειγμα του κατασκευασμέ-
νου γραφήματος από ένα τυχαίο
σύνολο σημείων.

Σχήμα 3.3: Άλλο παράδειγμα του κατα-
σκευασμένου γραφήματος από
ένα τυχαίο σύνολο σημείων.

Σε αυτό το κεφάλαιο, ασχολούμαστε με την μέση-ανάλυση του ∆(G), hop(G) και τον συνε-
κτικό παράγοντα ; και όχι με τον αλγόριθμο για να βρίσκουμε αποδοτικά τις ακμές του γραφήματος.
Αρκετά άρθρα έχουν ασχοληθεί με αποδοτικούς αλγορίθμους για τον εντοπισμό ζευγαριών σημείων
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που κυριαρχεί απευθείας το ένα το άλλο στο δισδιάστατο και τρισδιάστατο χώρο ([Kung75], [Bent78],
[Over88], [Guti89], [Berg92], [Mast17]) και μπορούν εύκολα να επεκταθούν για να καλύψουν την πε-
ρίπτωση της απευθείας κυριαρχίας κάτω από κάποια κατεύθυνση στον δισδιάστατο και τρισδιάστατο
χώρο αντίστοιχα.

Οι Bentley et. al. [Bent78] και ο Buchta [Buch89] απέδειξαν πως ο μέσος αριθμός των μεγίστων σε
ένα σύνολο διανυσμάτων στο Rd είναι O

(
(ln(n))d−1

)
, σημειώνουμε πως ο μέσος αριθμός των με-

γίστων σε ένα σύνολο διανυσμάτων στοRd είναι ο ίδιο με τον μέσο αριθμό των σημείων που κυριαρ-
χούν απευθείας ένα άλλο σημείο σε κάποια κατεύθυνση. Ο Klein απέδειξε πως ο μέσος αριθμός των
ζευγαριών σημείων που κυριαρχούνται απευθείας σε ένα σύνολο n σημείων που κατανέμονται στο
Rd ανεξάρτητα σύμφωνα με την ομοιόμορφη κατανομή, είναι ασυμπτωτικά ίση με O

(
n·logd−1(n)

(d−1)!

)
[Klei86].

3.2 Εισαγωγικά

Παρουσιάζουμε μερικές ανισότητες που θα χρησιμοποιήσουμε αργότερα. Αρχικά, παρουσιά-
ζουμε την ανισότητα του Markov. Έστω X μια μη-αρνητική τυχαία μεταβλητή, τότε για κάθε μη-
αρνητικό α:

Pr [X ≥ α] ≤ E [X]

α

Επιπλέον θα χρησιμοποιήσουμε τα φράγματα Chernoff. Έστω X =
∑n

i=1Xi, όπου X1, . . . , Xn

είναι ανεξάρτητες δοκιμές Bernoulli, τότε αν µ = E [X], για κάθε μη-αρνητικό δ:

Pr [X ≥ (1 + δ)µ] ≤ e−
µδ2

2+δ για κάθε δ > 0

Pr [X ≤ (1− δ)µ] ≤ e−
µδ2

2 για κάθε 0 < δ < 1

Μια σημαντική ανισότητα που θα χρησιμοποιούμε κατά την διάρκεια αυτού του κεφαλαίο είναι
η ανισότητα του Φράγματος-Ένωσης (Union-Bound), η οποία ορίζει πως για κάθε πεπερασμένο ή
αριθμήσιμο σύνολο γεγονότων, η πιθανότητα τουλάχιστον ένα από τα γεγονότα να συμβεί είναι το
πολύ ίση με το άθροισμα των μεμονωμένων γεγονότων:

Pr

[∪
i

Ai

]
≤
∑
i

Pr [Ai]

Η τελευταία ανισότητα βασισμένη στην θεωρία πιθανοτήτων είναι οι κανόνας του De Morgan.
Δεδομένου δύο γεγονότων A και B, ισχύουν τα εξής:

Pr [A ∪B] = 1− Pr [¬A ∩ ¬B]

Pr [A ∩B] = 1− Pr [¬A ∪ ¬B]

Μια άλλη ανισότητα που θα βασιστούμε, είναι η Ανισότητα Cauchy-Schwarz η οποία για οποια-
δήποτε δύο διανύσματα u =< u1, u2, . . . , ud > και v =< v1, v2, . . . , vd >, φράζει:

d∑
i=1

uivi ≤

√√√√ d∑
j=1

|uj |2
d∑

k=1

|uk|2

Άλλη σημαντική ανισότητα είναι η Ανισότητα Αριθμητικού Μέσου - Γεωμετρικού Μέσου (Ανι-
σότητα ΑΜ-ΓΜ) που αποδείχτηκε από τον Cauchy. Για κάθε σειρά μη-αρνητικών πραγματικών αριθ-
μόν x1, x2, . . . , xd, ισχύει η επόμενη ανισότητα:

d

√√√√ d∏
i=1

xi ≤
∑d

i=1 xi
d

⇔
d∏

i=1

xi ≤

(∑d
i=1 xi
d

)d
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Η τελευταία ανισότητα που χρησιμοποιούμε είναι η εξής:

Hn − 1 < ln(n) < Hn (3.1)

Θα παρουσιάσουμε μια σύντομη απόδειξη για την (3.1).

Απόδειξη. Έστω f(x) = 1
x , αφού η f(x) είναι φθίνουσα, ισχύει το εξής:

n∑
i=2

f(i) <

∫ n

1
f(x)d(x) <

n−1∑
i=1

f(i)

⇒ Hn − 1 < ln(n) < Hn−1 < Hn

Όταν χρησιμοποιούμε τις τέσσερις πρώτες ανισότητες, τις αποκαλούμε με το όνομά τους. Την
τελευταία ανισότητα την αποκαλούμε με τον αριθμό της, αφού όσο γνωρίζουμε δεν έχει κάποια ονο-
μασία.

Εδώ θα δώσουμε μερικές συμβολισμούς που θα χρησιμοποιήσουμε σε αυτό το κεφάλαιο. ΜεHn

ορίζουμε το άθροισμα των πρώτον n όρων της αρμονικής σειράς. Έστω P ένα αυθαίρετο διατεταγ-
μένο σύνολο, με P π ορίζουμε τα σημεία του P αναδιατεταγμένα μέσω του π και με P π

k ορίζουμε
τα πρώτα k σημεία του P π. Για δύο οποιοδήποτε σημεία u, b στο Rd, μέσω d(u, v) ορίζουμε την
ευκλείδεια απόσταση μεταξύ των σημείων u και v στο Rd.

Τώρα αποδεικνύουμε πως ένα μονοπάτι στο οποίο κάθε επόμενος κόμβος κυριαρχεί τον προη-
γούμενο, διασχίζει το πολύ

√
d φορές την ευκλείδεια απόσταση μεταξύ των άκρων του.

Θεώρημα 9. Έστω A = {p1, p2, . . . , pn, } σημεία στο Rd έτσι ώστε pi+1 ⪰ pi για κάθε 1 ≤ i < n.
Τότε

∑n−1
i=1 d (pi, pi+1) ≤

√
d · d (p1, pn).

Απόδειξη. Έστω a = (a1, a2, . . . , ad) και b = (b1, b2, . . . , bd) δύο σημεία έτσι ώστε b ⪰ a. Αρχικά
σημειώνουμε πως:

d (a, b) =

√√√√ d∑
j=1

(bj − aj)
2 ≤

d∑
j=1

|bj − aj | =
d∑

j=1

(bj − aj) (3.2)

Η απόδειξη είναι άμεση αν τετραγωνίσουμε και τις δύο μεριές τις ανισότητας και αφού υποθέσαμε
πως b ⪰ a, έχουμε πως bj ≥ aj το οποίο έπεται πως |bj − aj | = bj − aj .

Αν υποθέσουμε πως για κάθε σημείο pi = (ai,1, ai,2, . . . , ai,d), τότε έχουμε:

n−1∑
i=1

d (pi, pi+1)
(3.2)

≤
n−1∑
i=1

 d∑
j=1

(ai+1,j − ai,j)


=

d∑
j=1

(
n−1∑
i=1

(ai+1,j − ai,j)

)

=
d∑

j=1

(
n−1∑
i=1

ai+1,j −
n−1∑
i=1

ai,j

)

=
d∑

j=1

(an,j − a1,j) (3.3)

Τώρα προσπαθούμε να φράξουμε τον όρο
∑d

j=1 (an,j − a1,j). Από την ανισότηταCauchy-Swartz,
για κάθε σειρά u = ⟨u1, . . . , ud⟩ και v = ⟨v1, v2, . . . , vd⟩ με d όρους έχουμε πως:

d∑
i=1

uivi ≤

√√√√( d∑
i=1

u2i

)(
d∑

i=1

v2i

)
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Αν θέσουμε ui = an,i − a1,i και vi = 1, τότε έχουμε:

d∑
i=1

(an,i − a1,i) ≤

√√√√( d∑
i=1

(an,i − a1,i)
2

)
· d =

√
d · d (pn, p1) (3.4)

Συνδυάζοντας τις ανισότητες (3.3) και (3.4) καταλήγουμε στο ζητούμενο:

(3.3)
(3.4)⇒

n−1∑
i=1

d (pi, pi+1) ≤
√
d · d (pn, p1)

3.3 Φράγμα Συγκέντρωσης για τον Αριθμό των Σημείων που
Κυριαρχούν Απευθείας την Αρχή τών Αξώνων

Σε αυτό το κεφάλαιο στρέφουμε την προσοχή μας για να βρούμε ιδιότητες για την κατανομή του
μεγέθους του υποσυνόλου ενός συνόλου σημείων P τα οποία κυριαρχούν απευθείας την αρχή των
αξόνων με βάση το P . Κάτω από κάποιες υποθέσεις ”ανεξαρτησίας”, ο αριθμός των μεγίστων σε
ένα σύνολο διανυσμάτων και το μέγεθος του μέγιστου υποσυνόλου το οποίο κυριαρχεί απευθείας
την αρχή των αξόνων, μοιράζονται την ίδια κατανομή. Μια διαίσθηση πίσω από αυτήν την ιδέα είναι
πώς ο αριθμός των μεγίστων σε ένα σύνολο διανυσμάτων είναι το μέγιστο υποσύνολο το οποίο κυ-
ριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων στην 11 . . . 1 κατεύθυνση. Επεκτείνουμε τα αποτελέσματα
των Bentley et. al. [Bent78] και του Buchta [Buch89] οι οποίοι απέδειξαν πως ο μέσος αριθμός των
μεγίστων στο Rd κάτω από κάποιες συνθήκες ”ανεξαρτησίας” είναι O

(
logd−1(n)

)
.

Τώρα είμαστε σε θέση να παρουσιάσουμε την απόδειξη για το φράγμα των αριθμών των σημείων
που κυριαρχούν απευθείας την αρχή των αξόνων. Η διαίσθηση στην απόδειξη είναι πως μπορούμε να
φράξουμε με πολύ μεγάλη πιθανότητα, την πιθανότητα ένα σημείο το οποίο κατανέμεται ”ανεξάρ-
τητα” να κυριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων με βάση τα ήδη υπάρχον σημεία.

Λήμμα 14. Έστω σύνολο P μεm σημεία στο Rd έτσι ώστε όλα τα σημεία στο P κυριαρχούν την αρχή
των αξόνων και έστω n ≥ m. Αν τα σημεία στο P κατανέμονται ανεξάρτητα και κάθε συντεταγμένη
κατανέμεται ανεξάρτητα στο Rd και ακολουθεί ομοιόμορφη κατανομή στο στο (0, 1), τότε για κάθε
διάνυσμα (i1, i2, . . . , id−1) με μη-αρνητικούς όρους, με πιθανότητα το πολύ 1

nk , δεν υπάρχει σημείο
p = (p1, p2, . . . , pd) στο P έτσι ώστε

pj ≤ 2−ij αν 1 ≤ j < d

pd ≤ min
(
1, k · 2i ln(n)

m

)
διαφορετικά

όπου i =
∑d

j=1 ik.

Απόδειξη. Η πιθανότητα ένα σημείο στο Rd όπου κάθε του συντεταγμένη του κατανέμεται ανεξάρ-
τητα και ακολουθεί ομοιόμορφη κατανομή στο (0, 1), να μην κείτεται στην απαγορευμένη περιοχή
είναι

∏d
j=1

1

2ij
·min

(
1, k · 2i ln(n)m

)
≤ k ln(n)

m . Παρατηρώντας πως:

1− x ≤ ex (3.5)

Επειδή όλα τα m σημεία κατανέμονται ανεξάρτητα, η πιθανότητα κανένα από τα m σημεία να κεί-
τονται στην απαγορευμένη περιοχή είναι:
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(
1− k · ln(n)

m

)m(3.5)

≤ e−k· ln(n)
m

·m

= e−k·ln(n)

=
1

nk

Με την βοήθεια από το Λήμμα 14, μπορούμε να φράξουμε την πιθανότητα πως συγκεκριμένοι
υποχώροι περιέχουν τουλάχιστον ένα σημείο. Το επόμενο λήμμα φράζει την πιθανότητα ένα σημείο
να κυριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων.

Λήμμα 15. Έστω σύνολοP μεm σημεία στοRd έτσι ώστε όλα τα σημεία στοP να κυριαρχούν την αρχή
των αξόνων και έστω n ≥ m. Αν τα σημεία στο P κατανέμονται ανεξάρτητα και κάθε συντεταγμένη
κατανέμεται ανεξάρτητα στοRd και ακολουθεί ομοιόμορφη κατανομή στο στο (0, 1), τότε με πιθανότητα
τουλάχιστον 1− ⌈log2(m)⌉d−1

nk , ένα νέο σημείο p στοRd όπου κάθε συντεταγμένη κατανέμεται ανεξάρτητα
και ακολουθεί ομοιόμορφη κατανομή στο στο (0, 1), έχει πιθανότητα το πολύ d

m + k ln(n)
m + k lnd(n)

m να
κυριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων με βάση το P .

Απόδειξη. Η απόδειξη χωρίζεται σε δύο μέρη, στο πρώτο μέρος με βοήθεια από το Λήμμα 14 αποδει-
κνύουμε πως με πιθανότητα τουλάχιστον 1− ⌈log2(m)⌉d−1

nk , υπάρχουν ⌈log2(m)⌉d−1 σημεία σε συγκε-
κριμένους υποχώρους. Στο δεύτερο μέρος δεδομένου της ύπαρξης αυτών των σημείων, η πιθανότητα
ενός νέου σημείου να κυριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων είναι το πολύ d

m + k ln(n)
m + k lnd(n)

m .
Ορίζουμε ως A(i1, i2, . . . , id−1) το γεγονός πως τουλάχιστον ένα σημείο p = (p1, p2, . . . , pd)

που ανήκει στο P να κείτεται στον υποχώρο:

pj ≤ 2−ij αν 1 ≤ j < d

pd ≤ min
(
1, k · 2i ln(n)

m

)
διαφορετικά

όπου i =
∑d

k=1 ik. Σημειώνουμε πως το Λήμμα 14 μεταφράζεται ωςPr [¬A(i1, i2, . . . , id−1)] ≤ 1
nk .

Θέτοντας ij = 1, 2, . . . , ⌈log2(m)⌉ για κάθε 1 ≤ j ≤ d − 1, θέλουμε να εκτιμήσουμε την πιθανό-
τητα τουλάχιστον ένα σημείο στο P να κείτεται σε κάθε έναν από τους ⌈log2(m)⌉d−1 υποχώρους(
Pr

[ ∩
i1,i2,...id−1

A(i1, i2, . . . , id−1)

])
. Εφαρμόζοντας τον κανόνα του Φράγματος-Ένωσης έχουμε

πως:

Pr

 ∪
i1,...id−1

¬A(i1, . . . , id−1)

 ≤ ⌈log2(m)⌉d−1

nk

Εφαρμόζοντας τον κανόνα De-Morgan Rule, έχουμε πως:

Pr

 ∩
i1,...id−1

A(i1, . . . , id−1)

= 1− Pr

 ∪
i1,...id−1

¬A(i1, . . . , id−1)


≥ 1− ⌈log2(m)⌉d−1

nk

Επομένως με πιθανότητα τουλάχιστον 1− ⌈log2(m)⌉d−1

nk , υπάρχει ένα σημείο σε κάθε έναν από τους
⌈log2(m)⌉d−1 υποχώρους. Σημειώνουμε πως η ”χειρότερη” περίπτωση με την έννοια της κυριαρχίας
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για ένα σημείο p = (p1, p2, . . . , pd) σε κάθε υποχώρο είναι όταν:

pj = 2−ij if 1 ≤ j < d

pd = min
(
1, k · 2i ln(n)

m

)
otherwise

Αυτό είναι αληθές επειδή για οποιοδήποτε άλλο σημείο u σε αυτόν τον υποχώρο και ένα τυχαίο
σημείο v, έχουμε πω αν v ≻ p⇒ v ≻ u, η αντίθετη κατεύθυνση δεν είναι πάντα αληθής.

Από εδώ και πέρα θα αναφερόμαστε στα ⌈log2(m)⌉d−1 σημεία ως τα ”διαλεγμένα” σημεία. Η
πιθανότητα ένα νέο σημείο να κυριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων είναι τουλάχιστον η πιθα-
νότητα το νέο σημείο να κυριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων με βάση τα ”διαλεγμένα” σημεία
με την πιθανότητα να υπάρχουν. Προκειμένου το νέο σημείο u να κυριαρχεί απευθείας την αρχή
των αξόνων στην δεύτερη περίπτωση, πρέπει κανένα από τα ”επιλεγμένα” σημεία να μην το κυριαρ-
χεί. Η ελάχιστη τιμή για κάθε μία από τις d − 1 συντεταγμένες των ”επιλεγμένων” σημείων είναι
2−⌈log2(m)⌉ ≤ 2− log2(m) = 1

m . Επομένως αν τουλάχιστον μία από τις πρώτες d − 1 συντεταγμένες
του u είναι μικρότερη από 1

m , τότε u κυριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων. Εφαρμόζοντας τον
κανόνα του Φράγματος-Ένωσης στην πιθανότητα τουλάχιστον μια από τις πρώτες d − 1 συντεταγ-
μένες είναι μικρότερη από 1

m είναι το πολύ d−1
m < d

m , αφού κάθε μία από τις συντεταγμένες του
κατανέμεται ανεξάρτητα και ακολουθεί ομοιόμορφη κατανομή στο (0, 1).

Αν υποθέσουμε πως κάθε μία από τις πρώτες d−1 συντεταγμένες του u είναι μεγαλύτερη από 1
m ,

τότε τουλάχιστον ένα από τα ”επιλεγμένα” σημεία κυριαρχεί το u στις πρώτες d− 1 συντεταγμένες.
Σημειώνουμε πως ανάμεσα στα ”επιλεγμένα” σημεία που κυριαρχούν το u, αυτό με τις μεγαλύτερες
τιμές σε κάθε από τις d − 1 συντεταγμένες είναι πιο πιθανό να κυριαρχεί το u. Αυτό είναι αλήθεια
επειδή η τελευταία συντεταγμένη του u πρέπει να είναι μεγαλύτερη από min

(
1, k · 2i ln(n)m

)
, το οποίο

είναι μέγιστο με την μεγιστοτική τιμή του (i1, i2, . . . , id−1). Κάθε ένα από τα ”επιλεγμένα” σημεία
με δείκτες (i1, i2, . . . , id) κυριαρχούν μεγιστοτικά τα σημεία στοRd−1 σε κάθε συντεταγμένη από το
2−ik μέχρι το 2−(ik−1), επομένως η πιθανότητα κάποιο από τα ”επιλεγμένα” να κυριαρχούν μεγιστο-
τικά το u στις πρώτες d− 1 συντεταγμένες είναι:

d∏
k=1

(
2−(ik−1) − 2−ik

)
=

d∏
k=1

(
2−ik+1 − 2−ik

)
=

d∏
k=1

2−ik

= 2−i (3.6)

όπου i =
∑d

j=1 ii. Επιπλέον, η πιθανότητα το u να κυριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων, το
οποίο σημαίνει να μην κυριαρχείται από κανένα από τα ”επιλεγμένα” σημεία, είναι η πιθανότητα να
κυριαρχείται από κάποιο από τα ”επιλεγμένα” σημεία με μεγιστοτικούς δείκτες και έχει την τελευταία
συντεταγμένη μικρότερη. Επομένως η πιθανότητα το u να κυριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων,
όταν κυριαρχείται στο Rd−1 από ένα από τα ”επιλεγμένα” σημεία είναι:

(3.6)⇒ 2−i ·min
(
1, k · 2i ln(n)

m

)
≤ 2−i · k · 2i ln(n)

m

= k · ln(n)
m

(3.7)

Με βάση τα ”επιλεγμένα” σημεία, η πιθανότητα ένα νέο σημείο να κυριαρχεί απευθείας την αρχή
των αξόνων είναι είτε όταν τουλάχιστον μια από τις πρώτες d−1 συντεταγμένες είναι μικρότερη από
1
m ή για κάθε ένα από τα ”επιλεγμένα” σημεία στον υποχώρο που το κυριαρχεί μεγιστοτικά, να έχει
μικρότερη την τελευταία συντεταγμένη. Η πιθανότητα ένα νέο σημείο να κυριαρχεί απευθείας την
αρχή των αξόνων και να κυριαρχείται μεγιστοτικά από ένα από τα ”επιλεγμένα” σημεία, σύμφωνα
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με την σχέση (3.7) είναι k · ln(n)m . Επομένως μέσω του κανόνα Φράγματος-Ένωσης η πιθανότητα το
u να κυριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων είναι το πολύ:

d

m
+ ⌈log2(m)⌉d−1 · k · ln(n)

m
≤ d

m
+

k ln(n)
m

+
k lnd(n)

m

με πιθανότητα ⌈log2(m)⌉d−1

nk .

Τώρα είμαστε σε θέση να αποδείξουμε πως με πολύ μεγάλη πιθανότητα, μπορούμε να φράξουμε
τον αριθμό των σημείων που κυριαρχούν απευθείας την αρχή των αξόνων σε ένα σύνολοP με κάποιες
υποθέσεις ”ανεξαρτησίας”.

Λήμμα 16. Έστω σύνολο P με n σημεία στο Rd έτσι ώστε κάθε σημείο στο P κυριαρχεί την αρχή των
αξόνων p = (0, 0, . . . , 0) και έστω A = |{a : a ∈ P και a ≻ p}|. Αν τα σημεία στο P κατανέμονται
ανεξάρτητα και κάθε συντεταγμένη κατανέμεται ανεξάρτητα στο Rd, τότε:

Pr
[
A ≥ 3 ·

(
(d− 1) · (ln(n) + 1) + 3k · lnd(n)

)]
≤ ⌈log2(n)⌉

d−1

nk−1
+

1

n2(d−1)

Απόδειξη. Επιλέγουμε την αναδιάταξη π των σημείων του P , έτσι ώστε να έχουν διαταχθεί σε αύ-
ξουσα σειρά με βάση την πρώτη τους συντεταγμένη, σημειώνουμε πως P π

n = P π.
Έστω P π = {p1, p2, . . . , pn}, επειδή τα σημεία στο P π ταξινομούνται σε αύξουσα σειρά με βάση

την πρώτη τους συντεταγμένη, για κάθε δύο σημεία pi = (a1, a2, . . . , ad) και pj = (b1, b2, . . . , bd)
έτσι ώστε i < j, ισχύει πως a1 < b1 το οποίο σημαίνει πως το pj δεν μπορεί να κυριαρχεί το pi.
Επομένως η πιθανότητα το pi να κυριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων στο Rd, είναι το pi να
μην κυριαρχείται από κάποιο σημείο στο P π

i−1.
ΈστωBi η τυχαία μεταβλητή έτσι ώστεBi = 1 αν το pi κυριαρχεί απευθείας την αρχή των αξόνων

με βάση την νέα διάταξη, διαφορετικά Bi = 0, παρατηρούμε πως A =
∑n

i=1Bi. Επειδή έχουμε
υποθέσει πως τα σημεία στο P κατανέμονται ανεξάρτητα και κάθε τους συντεταγμένη κατανέμεται
ανεξάρτητα, έχουμε πως το pi πρέπει να μην κυριαρχείται στις πρώτες d − 1 συντεταγμένες από
κάποιο σημείο στο P π

i−1. Σύμφωνα με το Λήμμα 15 έχουμε πως:

Pr

[
Bi ≥

d− 1

i
+ k · ln(n)

i
+ k · ln

d−1(n)

i

]
≤ ⌈log2(i)⌉

d−1

nk

Εφαρμόζοντας τον κανόνα του Φράγματος-Ένωσης έχουμε πως:

Pr

 ∪
i=1,...,n

Bi ≥
d− 1

i
+ k · ln(n)

i
+ k · ln

d−1(n)

i

 ≤ n∑
i=1

⌈log2(i)⌉
d−1

nk
≤ ⌈log2(n)⌉

d−1

nk−1

Εφαρμόζοντας τον κανόνα του De-Morgan έχουμε πως:

Pr

 ∩
i=1,...,n

Bi ≤
d− 1

i
+ k · ln(n)

i
+ k · ln

d−1(n)

i


=1− Pr

 ∪
i=1,...,n

Bi ≥
d− 1

i
+ k · ln(n)

i
+ k · ln

d−1(n)

i


≥1− ⌈log2(n)⌉

d−1

nk−1
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Επομένως με πιθανότητα τουλάχιστον 1− ⌈log2(n)⌉
d−1

nk−1 , έχουμε πωςBi ≤ d−1
i +k· ln(n)i +k· ln

d−1(n)
i .

Έστω τυχαία μεταβλητή C η οποία είναι το άθροισμα n ανεξάρτητων δοκιμών Bernoulli Ci, όπου
Ci =

d−1
i + k · ln

d−1(n)
i + k · ln

d−1(n)
i . Επομένως με πιθανότητα τουλάχιστον 1− ⌈log2(n)⌉

d−1

nk−1 , έχουμε

πως Pr [Ci = 1] ≥ Pr [Bi = 1] το οποίο σημαίνει πως Pr [C > A] ≥ 1− ⌈log2(n)⌉
d−1

nk−1 .

Επιπλέον, σημειώνουμε πωςE [Ci] = min
(
1, d−1

i + k · ln(n)i + k · ln
d−1(n)

i

)
. Μπορούμε να υπο-

θέσουμε πωςE [Ci] =
d−1
i +k · ln(n)i +k · ln

d−1(n)
i (ανE [Ci] > 1 τότε μπορούμε να υποθέσουμε πως η

τυχαία μεταβλητή είναι το άθροισμα ⌈E [Ci]⌉ ανεξάρτητων τυχαίων δοκιμών Bernoulli όπου η αναμε-
νόμενη τιμή για τις πρώτες ⌊E [Ci]⌋ μεταβλητές, είναι 1 και για την τελευταία είναιE [Ci]−⌊E [Ci]⌋).
Μπορούμε να βρούμε ένα κάτω φράγμα για την μέση τιμή:

E [C] =
n∑

i=1

E [Ci]

=

n∑
i=1

d− 1

i
+ k · ln(n)

i
+ k · ln

d−1(n)

i

= (d− 1) ·Hn + k · ln(n) ·Hn + k · lnd−1(n) ·Hn

(3.1)

≤ (d− 1) · (ln(n) + 1) + k ·
(
ln(n) + ln2(n) + lnd−1(n) + lnd(n)

)
2≤ln(n)
≤ (d− 1) · (ln(n) + 1) + 3k · lnd(n) (3.8)

Επιπλέον θα χρειαστούμε ένα κάτω φράγμα για την μέση τιμή:

E [C]=

n∑
i=1

E [Ci]

= (d− 1) ·Hn + k · ln(n) ·Hn + k · lnd−1(n) ·Hn

(3.1)

≥ ln(n) ·
(
(d− 1) + k · ln(n) + k · lnd−1(n)

)
≥ ln(n) · (d− 1) (3.9)

Εφαρμόζοντας το φράγμα Chernoff με µ = (d− 1) ·Hn + k · ln(n) ·Hn + k · lnd−1(n) ·Hn και
δ = 2, έχουμε πως:

Pr
[
A ≥ (1 + δ)(d− 1) · ln(n) + k · ln2(n) + k · lnd(n)

]
≤ e−2 δ2

2+δ
µ

⇒ Pr
[
A ≥ 3

(
(d− 1) · ln2(n) + k · ln(n) + k · lnd(n)

)]
= e−2 4

4
µ

≤ e−2ln(n)·((d−1)+k·lnd−1(n))

= n−2((d−1)+k·lnd−1(n))

≤ n−2(d−1)

Εφαρμόζοντας τον κανόνα Φράγματος-Ένωσης το λήμμα τώρα αποδείχθηκε. Σημειώνουμε πως
αν το σύνολο P περιέχει k < n σημεία, η ίδια ανισότητα ισχύει.

3.4 Φράγμα Συγκέντρωσης για τον Αριθμό Βημάτων

Τώρα θα εξερευνήσουμε το μέγιστο αριθμό βημάτων του γραφήματος μας. Για να καταφέρουμε
να έχουμε μικρό αριθμό βημάτων στο γράφημα, χρησιμοποιούμε τον Αλγόριθμο 3.1.

Στο Σχήμα 3.4 παρουσιάζουμε ένα παράδειγμα ενός μονοπατιού από το p στο p′ όπως παράγεται
από τον Αλγόριθμο 3.1.

Πρώτα αποδεικνύουμε ένα λήμμα το οποίο αποτελεί θεμέλιο στην απόδειξή μας.
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p

p1

p2

p3

p′

Σχήμα 3.4: Παράδειγμα του μονοπατιού από το p στο p′, όπως παράγεται από τον Αλγόριθμο 3.1.

Αλγόριθμος 3.1: Τοπική Δρομολόγηση
Διαδικασία ΤοπικήΔρομολόγηση(T)
Είσοδος: Τρέχον κόμβος: p, Τελικός κόμβος προορισμού p′ = (a1, a2, . . . , ad) ∈ Rd και λίστα
κόμβων L τους οποίους κυριαρχεί απευθείας ο p.
Έξοδος: Επόμενος κόμβος u.
για κάθε κόμβο v = (a1, a2, . . . , ad) ∈ L :
Ανάθεσε τον κόμβο u στον κόμβο στην L με ελάχιστο ad έτσι ώστε p′ ⪰ p

Λήμμα 17. Για ένα σημείο u = (u1, u2, . . . ud) στοRd, αν a1, a2, . . . ad κατανέμονται ανεξάρτητα και
ακολουθούν την ομοιόμορφη κατανομή στο (0, 1), τότε Pr

[∏d
j=1 1− uj ≤ 1

2d

]
≥ 1

2 .

Απόδειξη. Για κάθε σημείο u = (u1, u2, . . . ud) έτσι ώστε
∑d

j=1 uj ≤
d
2 , για το σημείο u′ =

(1− u1, 1− u2, . . . , 1− ud) ισχύει πως
∑d

j=1 1 − uj ≥ d − d
2 = d

2 . Επιπλέον, για οποιοδήποτε
σημείο u = (u1, u2, . . . ud) έτσι λωστε

∑d
j=1 uj ≥

d
2 ⇒

∑d
j=1 1− uj ≤ d

2 , τότε από την ανισότητα
ΑΜ-ΓΜ έχουμε πως:

d∏
j=1

1− uj ≤

(∑d
j=1 1− uj

d

)d

≤

(
d
2

d

)d

=
1

2d

Επομένως, για ένα τυχαίο σημείο u = (u1, u2, . . . , ud) έτσι ώστε τα u1, u2, . . . ud κατανέμονται
ανεξάρτητα και ακολουθούν ομοιόμορφη κατανομή στο (0, 1), ισχύει το εξής:

Pr

 d∏
j=1

1− uj ≤
1

2d

 ≥ 1

2

Λήμμα 18. Έστω τυχαία μεταβλητή A ακολουθεί διωνυμική κατανομή με παραμέτρους B (n, p), τότε
Pr [A ≤ max (2np, 1)] > 1

2

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε την ανισότητα Markov λαμβάνοντας περιπτώσεις ανάλογα με το
αν np > 1.
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Αν np ≤ 1: Από την ανισότητα Markov έχουμε πως:

Pr [B(n, p) ≥ 2] ≤ E [B(n, p)]

2
=

np

2
≤ 1

2

Το οποίο σημαίνει πως:

Pr [B(n, p) ≤ 1] = Pr [B(n, p) < 2] = 1− Pr [B(n, p) ≥ 2] ≥ 1

2

Αν np > 1: Από την ανισότητα Markov έχουμε πως:

Pr [B(n, p) > 2 · E [B(n, p)]]< Pr [B(n, p) ≥ 2 · E [B(n, p)]]

≤ E [B(n, p)]

2 · E [B(n, p)]

≤ 1

2

Το οποίο σημαίνει πως:

Pr [B(n, p) ≤ 2 · np]= Pr [B(n, p) ≤ 2 · E [B(n, p)]]

= 1− Pr [B(n, p) > 2 · E [B(n, p)]]

≥ 1

2

Συνοψίζοντας τις δύο παραπάνω περιπτώσεις, με πιθανότητα τουλάχιστον 1
2 έχουμε πως B(n, p) ≤

max (2np, 1).

Το επόμενο λήμμα είναι πολύ χρήσιμο επειδή μας βοηθάει να φράξουμε τον αριθμό των εκτιμώ-
μενων σημείων που κυριαρχούν το επόμενο σημείο που προωθούμε.

Λήμμα 19. Έστω σύνολο P με n σημεία και δύο σημεία p και p′ στο Rd έτσι ώστε για οποιοδήποτε
σημείο a ∈ P ισχύει πως a ⪰ p και p′ ⪰ a. Έστω u ο κόμβος εξόδου από τον Αλγόριθμο 3.1 και
A = {a : a ∈ P και a ⪰ u}. Αν τα σημεία στο P κατανέμονται ανεξάρτητα και κάθε συντεταγμένη
τους ακολουθεί την ομοιόμορφη κατανομή στο (0, 1), τότε:

Pr
[
|A| ≤ max

( n

2d−1
, 1
)]
≥ 1

4

Απόδειξη. Έστω u = (u1, u2, . . . , ud) το σημείο που επιλέχτηκε από τον Αλγόριθμο 3.1. Αφού
έχουμε υποθέσει πως τα σημεία στο P κατανέμονται ανεξάρτητα και κάθε τους συντεταγμένη κα-
τανέμεται ανεξάρτητα και κανένα άλλο σημείο v ∈ P έτσι ώστε p ⪰ v μπορεί να κυριαρχηθεί από
το u επειδή το u έχει την ελάχιστη τελευταία συντεταγμένη, υποθέτουμε πως u1, u2, . . . , ud−1 κατα-
νέμονται ανεξάρτητα και ακολουθούν την ομοιόμορφη κατανομή στο (0, 1).

Σημειώνουμε πως
∏d−1

j=1 1 − uj είναι η πιθανότητα ένα σημείο v = (v1, v2, . . . vd) στο P εκτός
από το u να κυριαρχεί το u. Αυτό είναι αληθές επειδή από τον τρόπο που επιλέγεται το u, ισχύει
πως vd > ud και Pr [v ⪰ u] = Pr [vj > uj , για d− 1 ≥ j ≥ 1] =

∏d−1
j=1 1 − uj αφού κάθε συντε-

ταγμένη κατανέμεται ανεξάρτητα και ακολουθεί ομοιόμορφη κατανομή στο (0, 1). Επομένως από το
Λήμμα 17 έχουμε πως Pr

[
Pr [v ⪰ u] ≤ 1

2d

]
≥ 1

2 για κάθε σημείο v στο P εκτός από το u.
Δεδομένου πως Pr [v ⪰ u] ≤ 1

2d
για κάθε σημείο στο P εκτός του u, και επειδή τα σημεία στο

P κατανέμονται ανεξάρτητα, ο αριθμός των σημείων που κυριαρχούν το u ακολουθεί διωνυμική
κατανομή B

(
n− 1, 1

2d

)
. Από το Λήμμα 18 έχουμε πως:

Pr

[
B

(
n− 1,

1

2d

)
≤ max

( n

2d−1
, 1
)]
≥ 1

2
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Επειδή όλες οι συντεταγμένες του u εκτός από την τελευταία κατανέμονται ανεξάρτητα, οι πιθανό-
τητες:

Pr [v ⪰ u] ≤ 1

2d
για κάθε σημείο στο P εκτός από το u

Pr

[
B

(
n− 1,

1

2d

)
≤ max

( n

2d−1
, 1
)]

είναι ανεξάρτητες, τότε Pr
[
|A| ≤ max

(
n

2d−1 , 1
)]
≥ 1

4 το οποίο γίνεται όταν και τα δύο συμβάντα
συμβαίνουν.

Τώρα είμαι έτοιμοι να αποδείξουμε πως με πολύ μεγάλη πιθανότητα, μπορούμε να φράξουμε τον
αριθμό των βημάτων που πραγματοποιούνται από τον Αλγόριθμο 3.1.

Λήμμα 20. Έστω σύνολο P με n σημεία και σημεία p, p′ στο Rd έτσι ώστε για κάθε σημείο a ∈ P
ισχύει πως a ⪰ p και p′ ⪰ a. Έστω A = {p, p1, p2, . . . , pk, p′} οι κόμβοι που ο Αλγόριθμος 3.1 εξάγει
μέχρι να φτάσει τον προορισμό του, τον κόμβο p′. Αν τα σημεία στο P κατανέμονται ανεξάρτητα και
κάθε τους συντεταγμένη κατανέμεται ανεξάρτητα στο Rd, τότε:

Pr [|A| ≥ 24 · ⌈log2(n)⌉] ≤
1

n3

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε πως σε κάθε βήμα i, το pi =
(0, 0, . . . , 0) και p′ = (1, 1, . . . , 1) και για κάθε σημείο u = (u1, u2, . . . , ud) ∈ P , το uj ακολουθεί
ομοιόμορφη κατανομή στο (0, 1). Αυτό είναι αληθές αφού υποθέσαμε πως τα σημεία στο P κατα-
νέμονται ανεξάρτητα και κάθε συντεταγμένη κατανέμεται ανεξάρτητα στο Rd, τότε το μόνο πράγμα
που έχει σημασία για τον αλγόριθμο είναι σειρά της κάθε συντεταγμένης, το οποίο είναι ανεξάρτητο
από την κατανομή που ακολουθεί, επομένως μπορούμε να υποθέσουμε πως ακολουθούν ομοιόμορφη
κατανομή στο (0, 1) αφού όλες οι κατανομές έχουν την ίδια πιθανότητα εμφάνισης μιας συγκεκριμέ-
νης διάταξης.

Αρχικά σημειώνουμε πως το πολύ
⌈
log2(n)
d−1

⌉
σημεία στο A έτσι ώστε τα σημεία που παραμένουν

να κυριαρχούν μειώνονται με γεωμετρικό λόγο 1
2d−1 . Από το Λήμμα 19 έχουμε πως η πιθανότητα να

βρούμε ένα τέτοιο σημείο είναι τουλάχιστον 1
4 και ανεξάρτητα. Από αυτήν την παρατήρηση σημειώ-

νουμε πως Pr [A < k] ≥ Pr
[
NB

(⌈
log2(n)
d−1

⌉
, 14

)
< k

]
όπου NB(r, p) είναι η αρνητική διωνυμική

κατανομή με παραμέτρους r και p.
Η μέση τιμή των αριθμό των βημάτων που χρειάζονται είναι

E

[
NB

(⌈
log2(n)
d− 1

⌉
,
1

4

)]
=

1

4
·
⌈
log2(n)
d− 1

⌉
· 1

1− 1
4

=

⌈
log2(n)
d− 1

⌉
· 1
3

Πρώτα από όλα σημειώνουμε πώς αφού d ≥ 2 έχουμε πως:

Pr

[
NB

(⌈
log2(n)
d− 1

⌉
,
1

4

)
> k

]
< Pr

[
NB

(
⌈log2(n)⌉ ,

1

4

)
> k

]
Επιπλέον παρατηρούμε πως Pr [NB (a, p) ≥ n] = Pr [B (n, p) < a], το οποίο σημαίνει πως:

Pr

[
NB

(
⌈log2(n)⌉ ,

1

4

)
> k

]
= Pr

[
B

(
k,

1

4

)
< ⌈log2(n)⌉

]
Αν θέσουμε k = 4c ⌈log2(n)⌉ όπου c μια θετική σταθερά, έχουμε πωςE

[
B(k, 14)

]
= c ⌈log2(n)⌉.

Μπορούμε να επιβεβαιώσουμε πως θέτοντας c = 6 και δ = 5
6 έχουμε πως:

c(1− δ) = 1 (3.10)

log2(e) ·
cδ2

2
> 3 (3.11)
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Επιπλέον από το φράγμα Chernoff έχουμε πως:

Pr [B (k, n) < (1− δ) c ⌈log2(n)⌉]<
1

ec log2(n)·
δ2

2

=
1

nlog2(e)·
cδ2

2

(3.10),(3.11)⇒ Pr [B (k, n) < ⌈log2(n)⌉]<
1

n3

Επομένως όταν k = 24 · ⌈log2(n)⌉ έχουμε πως:

Pr

[
NB

(
⌈log2(n)⌉ ,

1

4

)
≥ 24 · ⌈log2(n)⌉

]
= Pr [B (24 · ⌈log2(n)⌉ , n) < ⌈log2(n)⌉]

≤ 1

n3

3.5 Συνοψίζοντας

Μέχρι στιγμή έχουμε ασχοληθεί μόνο με σημεία που κυριαρχούν απευθείας την αρχή των αξό-
νων (κυριαρχούν απευθείας στην 00 . . . 0 κατεύθυνση) και ο αλγόριθμος δρομολόγησης αναφέρεται
όταν ο προορισμός κυριαρχεί την πηγή (κυριαρχεί στην 00 . . . 0 κατεύθυνση). Οι υπόλοιπες 2d − 1
κατευθύνσεις είναι συμμετρικές με την 00 . . . 0 κατεύθυνση αν σκεφτούμε το σύμβολο ”≤” και τον
αντικαταστήσουμε με το ”≥”, το οποίο ουσιαστικά αντιστρέφει την σειρά. Επομένως η ανάλυση που
κάναμε στην 00 . . . 0 κατεύθυνση εφαρμόζεται σε όλες τις κατευθύνσεις.

Θεώρημα 10. Έστω σύνολο P με n σημεία στο Rd. Έστω G(P,E) ένα γράφημα όπου

E = {(u, v) : ∃c έτσι ώστε u ≻c v ή v ≻c u}

Τότε για k > 2 ισχύουν τα εξής:

Pr [h(G) ≥ 24 · ⌈log2(n)⌉] ≤
1

n

Pr
[
∆(G) ≥ 3 · 2d

(
(d− 1) · (ln(n) + 1) + 3k · lnd(n)

)]
≤ 2d · ⌈log2(n)⌉

d−1

nk−2
+

2d

n2(d−1)−1

Απόδειξη. Τοφράγμα για τοh(G) αποδεικνύεται αν εφαρμόσουμε την ανισότηταΦράγματος-Ένωσης
με τα

(
n
2

)
ζευγάρια, όπου το καθένα έχει πιθανότητα το πολύ 1

n3 να συμβεί, σύμφωνα με το Λήμμα 20.
Το φράγμα για το ∆(G) αποδεικνύεται αν εφαρμόσουμε την ανισότητα Φράγματος-Ένωσης

αθροίζοντας για κάθε μια από τις 2d κατευθύνσεις, και για κάθε μια από τις n κορυφές με πιθανότητα
το πολύ:

Pr
[
A ≥ 3 ·

(
(d− 1) · (ln(n) + 1) + 3k · lnd(n)

)]
≤ ⌈log2(n)⌉

d−1

nk−1
+

1

n3

σύμφωνα με το Λήμμα 16.
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