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Περίληψη

Η υπολογιστική θεωρία της κοινωνικής επιλογής είναι ένας πρόσφατα δημιουργηθείς κλάδος
της θεωρητικής επιστήμης των υπολογιστών, που μελετάει την υπολογιστική πολυπλοκότητα σε
προβλήματα ψηφοφοριών. Αυτή η περιοχή έχει προσελκύσει το ενδιαφέρον των ερευνητών τα
τελευταία χρόνια λόγω των ποικίλων εφαρμογών της σε εκλογές, στην εύρεση των επικρατέστερων
υποψηφίων, στα συστήματα προτάσεων κλπ.

Στόχος αυτής της διπλωματικής εργασίας είναι η διεξοδική πειραματική αξιολόγηση των κα-
νόνων ψηφοφορίας για την εκλογή επιτροπών που χρησιμοποιούνται στις προαναφερθείσες εφαρ-
μογές. Για τον λόγο αυτό υλοποιήσαμε τους πιο διάσημους κανόνες εκλογής επιτροπών - SNTV,
STV, Bloc, k-Borda, Chamberlin-Courant, Monroe - και τους αξιολογήσαμε με γνώμονα ιδιότητες
που αποζητώνται στα αποτελέσματα των εφαρμογών (π.χ. ποικιλομορφία, αναλογική αντιπρο-
σωπευτικότητα κλπ.). Σκοπός μας είναι η πλήρης κατανόηση και εύρεση των πλέον κατάλληλων
κανόνων για τις παραπάνω εφαρμογές. Για να το πετύχουμε αυτό, εκτελούμε αρχικά ένα πείραμα
εκλογών στο δισδιάστατο χώρο, έτσι ώστε να υπάρχει η δυνατότητα οπτικοποίησης τόσο των
προτιμήσεων των ψηφοφόρων και όσο και των αποτελεσμάτων των κανόνων.

Επιπλέον, σχεδιάζουμε και υλοποιούμε αποδοτικούς ευρεστικούς αλγορίθμους για τους κανό-
νες που υπολογιστικά ανήκουν στο NP (Chamberlin-Courant και Monroe), αξιολογούμε τα απο-
τελέσματα και σχολιάζουμε τις αδυναμίες των αλγορίθμων μας. Στη συνέχεια, αξιολογούμε τους
κανόνες και τους αλγορίθμους μας σύμφωνα με την ικανότητα τους να βρίσκουν ευσταθείς επι-
τροπές. Μελετάμε αν το αποτέλεσμα τους μπορεί να επηρεαστεί από την ελεγχόμενη μεταφορά ή
από την προσθήκη ενός ψηφοφόρου. Ερμηνεύουμε τα αποτελέσματά μας σύμφωνα με τις έννοιες
της χειραγώγησης, του ελέγχου και της αποκάλυψης πληροφοριών για τον επιπλέον ψηφοφόρο.

Τέλος, σχεδιάζουμε ένα πείραμα για την μελέτη δεδομένων προερχόμενων από πραγματικές
ψηφοφορίες. Περιγράφουμε τη λογική που κρύβεται πίσω από τις σχεδιαστικές μας αποφάσεις
και πώς η δυσκολία εύρεσης κατάλληλων δεδομένων για την μελέτη κανόνων όπως οι Chamberlin-
Courant και Monroe, οδηγεί την έρευνα μας σε διαφορετικά μονοπάτια.

Λέξεις κλειδιά

υπολογιστική θεωρία της κοινωνικής επιλογής, κανόνες εκλογής επιτροπών, ευρεστικοί αλγόριθ-
μοι, ευστάθεια, χειραγώγηση, αποκάλυψη πληροφοριών, επικρατέστεροι υποψήφιοι, ποικιλομορ-
φία, αναλογική αντιπροσωπευτικότητα
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Abstract

Computational Social Choice is a new branch of theoretical computer science, that studies the
computational complexity of preference aggregation problems, which formed only in early 2000’s.
is field has gained an enormous aention over the last years due to its various applications in
parliamentary elections, portfolio selection, candidate short listing, recommendation systems, etc.

is diploma thesis aims to perform a thorough experimental evaluation of multiwinner voting
rules that are used in the aforementioned applications. erefore we implement the most popular
multiwinner voting rules - SNTV, STV, Bloc, k-Borda, Chamberlin-Courant, Monroe - and evaluate
them with respect to several properties relevant to these applications objectives (e.g. diversity, pro-
portional representation, etc.). e objective is to fully understand which multiwinner voting rules
fit beer each of the applications above. Firstly we perform an experiment with elections generated
according to the two-dimensional space, in order to appropriately visualize the preferences of the
voters and the aggregated outputs of the rules.

Moreover, we design and implement efficient heuristics for multiwinner rules whose outcome
is NP-hard computable (e.g. Chamberlin-Courant and Monroe), examine the produced outputs and
comment on the heuristics’ weaknesses. Aerwards, we evaluate the multiwinner voting rules and
our heuristics according to their ability to find stable commiees. We study if the outcome can be
affected by the controlled movement of a voter or by the addition of a voter. We interpret the results
under the concepts of manipulation, control, and disclosure of information.

Finally, we design an experiment for processing real election data, we describe the reasoning
behind our design decisions and how the difficulty of finding appropriate data for rules such as
Chamberlin- Courant and Monroe, lead us to different paths of future research.

Key words

computational social choice, multiwinner vote rules, heuristics, aggregation rules, stability, ma-
nipulation, disclosure of information, diversity, shortlisting, proportional representation
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Chapter 1

Introduction

1.1 Motivation

e multiwinner election is the process of electing a commiee, i.e. a subset of the candidates
(objects or individuals), in order to represent the voters in a certain way. Everyday business deci-
sions, elections, etc. are trying to aggregate individual and possibly conflicting preference profiles
into a collective preference profile. But if there are many different ways to aggregate these prefer-
ences, how do we find a commiee of representatives that satisfy criteria such as representativity
and accountability? How do we ensure that this outcome is not manipulated by a certain person?
How will each user benefit from the outcome according to his or her own preferences?

e last few years these questions are troubling researchers of the recently formed field of Com-
putational Social Choice. ere have been many theoretical evaluations over the variety of the mul-
tiwinner voting rules. Each one of them satisfies different criteria and on many occasions, it is
particularly designed for different applications. Choosing a good multiwinner voting rule is not
trivial and before choosing one we should ask ourselves what are the needed properties and how
the outcome will be used.

Consequently, there has been a classification of the multiwinner election according to the main
properties that the outcome must have. ese properties are proportional representation (when the
composition of the commiee should globally reflect the will of the voters), diversity (when the
composition of the commiee should recognize the variety of voters) and fairness (for applications
such as shortlisting, i.e. when similar candidates must be either selected or rejected both). Another
property that is vastly studied is this of stability, in many different interpretations e.g. manipulation.
us, we decided to make a thorough experimental evaluation of multiwinner voting rules in a
simpler domain, i.e. two-dimensional space, according to these properties.

Another challenge in the field of Computational Social Choice is some of the voting rules’ com-
putational complexity. Many of the rules are NP-hard computable and therefore not applicable to
large sets due to time or/and space constraints. Many heuristics and approximation algorithms are
proposed and aerward studied under the same theoretical and algorithmic properties. Hence, we
created our own heuristics to evaluate for the requested algorithmic properties.
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efield of Computational Social Choice is still young and offers many challenges, especially for
multiwinner elections.e importance of this field is still being establishedwith already applications
in the recommendation systems, for web search engines to decide which pages to display for a given
query, etc.

1.2 esis contribution

In the context of this thesis, we analyze the most popular multi-winner voting rules. During
our experiments in the two-dimensional space, we compared the rules, highlighted their design
and feature similarities and differences, and evaluated them with respect to several properties, i.e.
proportional representation and diversity . Special focus has been given to the property of stability,
as it is essential inmany different applications.Within the scope of thiswork, we limited our research
to the two experiments regarding stability, the movement of a voter and the addition of a new one.

Some of themulti-winner voting rules thatwere studied, areNP-hard to compute i.e., Chamberlin-
Courant and Monroe. Instead of running long and massive simulations in order to evaluate these
algorithms, we designed and implemented bespoke heuristics focussing on efficiency. ese heuris-
tics were later evaluated with respect to the same properties, and their results were thoroughly
compared against the baseline with respect to theur accuracy. Designing well-defined heuristics and
approximation algorithms for NP-hard problems is an active and challenging domain of research,
especially for the Monroe rule, due to the challenging and specific requirements.

Finally, we extended our experiments in the multidimensional space, which is more applicable
to real life problems. We successfully implemented the voting rules and adapted our heuristics in
order to handle real-life data. e discrete multidimensional space created the challege, due to the
lack of relative positions between the candidates and the voters, which we overcame in this work.
e validation of the approach was succesful over the available dataset. at being said, the lack of
appropriate data large scale dataset, proved to be a limitation of the validation proccess. e data
selection in order to fully validate the approach described in this thesis is part of active research and
is le as future work.

1.3 Chapter outline

In chapter 2, we present the theoretical background upon which the work is based, clarifying
concepts and terminologies introduced later in the dissertation. More specifically, we present the
concepts of computational social choice, we discuss the known multiwinner voting rules and de-
scribe applications and the desirable properties according to them.

In chapter 3, we describe the experimental procedure and the reasoning behind our design deci-
sions for the experiments in two-dimensional space. In the second part of this chapter, we compare
and contrast the multiwinner voting rules according to properties e.g. diversity, and discuss the
suitability and expected problems for the use of each voting rule. We also include graphical repre-
sentations and comments for some of the results of the experimental runs.

In chapter 4 we propose our own heuristics for Chamberlin-Courant and Monroe rules, whose
outcome is NP-hard to compute, based on their intrinsic properties. We examine the produced out-
comes and decide if our algorithms are good enough, commenting their weaknesses.
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In chapter 5, we evaluate the multiwinner voting rules according to the ability to find stable
commiees. In the first part of the chapter, we study if the outcome can be affected by the movement
of one random voter, while in the second part by the addition of a voter.

In chapter 6, we describe the experimental procedure and the reasoning behind our design de-
cisions for processing real election data. In the second part of this chapter, we present the results,
commenting how our design decisions affected the outcomes.

In chapter 7, we list planned improvements to our heuristics and propose different approaches
that could be implemented and offer performance gains to the election process. Finally, we present
possible extension in the study of stability and propose future research paths.
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Chapter 2

Baground

2.1 Introduction

Every day in our lives we may watch the results of an election or even be part of one as voters or
candidates. In our everyday experience, we associate the word elections with politics, but there are
manymore voting procedures.Wemaywant to elect a representative, find the best day and hour for a
meeting or even find thewinner of a contest as Eurovision. Each one of the aforementioned examples
characterizes a different seing, due to the usage of different voting rules and different objectives.
In most of the political systems, we elect the representatives with Single Nontransferable Vote rule,
while in Doodle approval voting is used [1]. In Eurovision song contest, a variation of Borda voting
rule is applied to select the winner. Sporting activities apply various multi-criteria methods in their
championship regulations,e.g. Formula 1 racing uses a variation of the Borda method in order to
assign points to the candidates and find the winner [2].

e following examples, even if the nature of the examples differs, the objective remains the
same: “find (elect) the winner” and they are called single-winner elections. at being said, there is
another family of elections, where the objective is to choose a group of candidates, i.e. a commit-
tee. ese are called multiwinner elections and they are far more widespread and varied than the
single-winner ones. Parliamentary elections, business decisions, portfolio/movie selection, recom-
mendation systems, shortlisting are only some scenarios of multiwinner elections and require rules
with different principles.

ere are three main types of multiwinner elections [3] based on their objective:

1. shortlisting,

2. selecting a diverse commiee, and

3. proportional representation.

In the next sections, we will analyze each category, give examples and aerward comment on
the challenges of the multiwinner elections. Lastly, we will present the rules that we used in our
experiments.
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2.2 ree Main Types of Multiwinner Elections

2.2.1 Shortlisting

Prior to deciding the winner of a contest, the receiver of an award, the selection of the ideal
candidate for a job, etc., there is typically a procedure that finds the finalists. e shortlisting rules
(also called screening rules [4]) are those rules who can be thought as preliminary selections of
candidates for the subsequent ultimate choice of a single candidate. Since only one candidate will be
ultimately selected, it must be the best one.e individuals with the highest quality should be picked
and any dependencies and interactions of the candidates should not maer (we assume that the
voters understand any special requirements, e.g. a level of diversity in order to avoid discriminations
in the group of finalists, and that these are reflected in the voters’ preference orders) [5], i.e. two
similar candidates should either be both elected or eliminated¹. e finalists are then evaluated far
more accurately, e.g. with an interview, and the final choice is made; hence this procedure is beyond
the scope of shortlisting.

For shortlisting, we could give an example from academia. Consider a situation where a doctoral
position is filled at a university. e assigned faculty members rank applicants in order to create a
short-list of those to be invited for an interview [3]. Another example could be the procedure of
choosing the nominees for an Oscar award. We describe the procedure simplified; there are certain
criteria in order to be nominated, i.e. to become a potential nominee and aerward a voting pro-
cedure that turns the potential nominee into an official nominee. Finally, the winners are decided
with a new voting procedure, as the nominee of each category with the most votes.

2.2.2 Selecting a Diverse Committee

ere are many examples of elections where we primely care about the diversity of the elected
commiee. In these cases the candidates cannot be evaluated independently, i.e. if there are two
similar candidates then we may either select one of them or neither (if there are beer options), but
we should not select them both.

e problem of electing a diverse commiee resembles the facility location problem. Consider
the task of selecting locations for fire stations in a city. Even though there is a point that minimizes
the driving distance for all the points in the city, we do not want to build all the fire stations in that
point; we would rather prefer to distribute them more uniformly so that each point of the city is
close to a fire station.

We will give an example for selecting a diverse commiee from business decisions that must
be made. Consider a situation where a store has limited storage space for DVDs. Let assume there
is a fixed number of different DVD’s that the owners can procure. One of the best strategies is to
source a set of DVD’s which is as diverse as possible, keeping in mind that each customer should
see something appealing to them.

¹ Possible exception could be boundary cases. We will study such cases in the following chapters, as they can affect
the outcome.
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2.2.3 Proportional Representation

e best-known type of multiwinner elections are parliamentary elections, where an important
desideratum is the proportional representation of the views of the society (i.e. the voters). us
the main objective of proportional representation is to find a commiee of k-representatives, each
associated with an equally sized constituency of approximately n/k voters (where n is the total
number of voters).

An example could be similar to the one used in the previous section. Consider again a situation
where a store, with limited storage space for DVD’s. Let assume there is a fixed number of different
DVD’s that they can procure and each one must be bought in an exact number. One of the best
strategies is to source the k DVD’s that are found appealing in n/k customers, keeping in mind that
each customer should find a DVD to buy.

2.3 Challenges

We will focus on two challenges that multiwinner elections lead to [5]. e first point of focus
has already been mentioned in this chapter and pertains to the problem of the selection of the ap-
propriate voting rule for a particular application (or generally for an election type). How can a user
choose a good voting rule for his or her application?ere are several answers to this question. First,
there are some voting rules which are designed for certain tasks (e.g. Monroe rule). Secondly, there
is an approach of seeking axiomatic properties in order to judge the suitability of a multiwinner
vote rule for a particular application[3], e.g. to check whether a rule for finding a proportional com-
miee satisfies Dumme’s proportionality [6]. Finally, one can use empirical analysis to compare
different rules under particular conditions, including theoretical and experimental evaluations [7],
[8], or considering what various rules do on certain simpler domains, where their behavior can be
interpreted intuitively [9]. All the approaches above are important and the choice of a voting rule
should take all of them into account.

e second point of focus regards our ability to compute the results of multiwinner elections.
In the single-winner seing, almost all prominent voting rules are polynomial-time computable,
although there are important exceptions, such as the rules of Dodgson [10], Young [11] and Ke-
meny [12]. For the multiwinner seing, the situation is much more complex. ere is a number of
polynomial-time computable rules, butmany interesting ones are NP-hard, e.g. Chamberlin-Courant
[13] and Monroe [14] rules. We can approach this problem either through fast heuristics or approx-
imation algorithms, deterministic or randomized. Such algorithms can be viewed as new, easy to
compute, rules, which even sometimes correspond to previously known voting rules.us, we study
axiomatic properties of the rules defined by such approximation algorithms, just as we do for the
original voting rules.

2.4 Definition of Multiwinner Voting Rules

In this Diploma esis, we implement the most popular multiwinner voting rules e.g., Single
Nontransferable Vote, Single Transferable Vote, Bloc, k-Borda, Monroe, Chamberlin–Courant rules.
We present the algorithms and the concepts behind every rule.
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2.4.1 Single Nontransferable Vote Rule (SNTV)

is rule is themultiwinner version of plurality voting rule.e votes are assigned to candidates
by voters’ first preference. e k candidates that are elected to the commiee, are these with the
highest plurality scores.
Example. Let us consider the following simple example. We have a 6 voters and a set of candidates
C = {a, b, c, d, e}. Our objective is to elect a commiee with k = 2 members.

voter ballot
v1 : b ≻ a ≻ c ≻ d ≻ e
v2 : e ≻ a ≻ b ≻ d ≻ c
v3 : d ≻ a ≻ b ≻ c ≻ e
v4 : c ≻ b ≻ d ≻ e ≻ a
v5 : c ≻ b ≻ e ≻ a ≻ d
v6 : b ≻ d ≻ c ≻ e ≻ a

Table 2.1: e voters preferences over the set of candidates

For SNTV rule only the first preference maers. As a result v1 gives one vote to candidate b, v2
one vote to candidate a, etc. We present the results in the following table and the elected commiee
is {b, c}.

Candidates
a b c d e

Total Votes 0 2 2 1 1

Table 2.2: Results of SNTV rule for the example of table 2.1

2.4.2 Single Transferable Vote Rule (STV)

e multiwinner version of this rule proceeds as follows: at each stage, the votes are assigned
to candidates by voters’ first preference. If candidates, whose plurality score is at least equal to a
computed quota, exist, then they are elected to the commiee and all the excess votes are transferred
from winners to hopefuls. Otherwise one or more candidates with the lowest plurality scores are
dropped from all ballots and their votes are transferred to hopefuls². We repeat this process until all
the seats of the commiee are full.

In this rule, any candidate, in order to be elected, must have a minimum number of votes - quota.
e quota we used is the following:

quota = floor
(valid votes to cast

seats to fill + 1

)
+ 1

e excess votes are transfered from winners to hopefuls according to the following formula:(votes for second preference

total votes of winner

)
∗ surplus votes

² At this point we ignore the procedure of transferring the votes or how we handle the ties while removing candidates.
For more information please see section 3.2.
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eSingle transferable votemethod exists in a number of different formulations and has complex
mechanisms behind it [15]. e exact algorithm we used is presented in figure 2.1.

Figure 2.1: Single Transferable Vote rule [16]

When a candidate is eliminated, the votes, gained from election or elimination of other candidates
are being transferred to the candidate’s next preferences. is process repeats until either a winner
is found for every seat or there are as many seats as the remaining candidates.
Example. We will use the example where a set of preferences of 99995 voters are given [16]. Let
assume that four seats will be filled. In the table 2.3 first row gives column identification.e second
row is the number of voters with each preference. e third row gives first preference of each set of
voters. Lower preferences are given in descending order through the tenth row.

I II III IV V VI VII VIII IX X XI XII XIII XIV XV XVI XVII XVIII
4111 3500 100 2722 10490 10511 13936 1595 8000 7639 4000 12051 4095 3153 2422 1020 2150 8500
A A A A B B C D D E E F G G G H H H
C D D H A C H C G F H B A A A C E F
H G G C C H D H E D B H C D H D G E
E C C G H F F F H H C G H H E E C G
G H H F E G E B B B G E B C F G F A
D E B D G A A E F G D C D E B B B C
F B F E F E B G C A A A F B D A A D
B F E B D D G A A C F D E F C F D B

Table 2.3: Preference ranking of 99995 voters.
Bold indicates preferences considered by STV rule

e quota is 20000. Candidate cB has 210001 first-place votes, exceeding the quota with residual
of 1001 votes. A fraction of (20000/21001 or 0.952) of each vote is sufficient to seat candidate cB .e
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remainder of each vote is distributed to candidates cA and cC each voter’s second preference. Table
2.4 presents the number of votes held by each candidate through the various rounds of the election,
elimination, and transfer. A number in bold indicates a candidate’s election, while an underlined
number indicates a candidate’s elimination. e elected commiee is [B,C,G,H].

Round A B C D E F G H
1 10433 21001 13936 9595 11639 12051 9670 11670
2 10933 - 14437 9595 11639 12051 9670 11670
3 10933 - 16032 - 11639 12051 17670 11670
4 - - 20643 - 11639 12051 21270 14392
5 - - - - 12116 12051 - 14828
6 - - - - 12116 - - 27879
7 - - - - 19995 - - -

Table 2.4: STV rule’s votes for each candidate in every round

2.4.3 Bloc Rule

is rule is the multiwinner version of k-approval voting rule. Voters assign a fixed number of
points among the candidates. e k candidates who maximize the number of points are declared
winners and are elected to the commiee.
Example. Let us consider again the example of table 2.1. Since the elected commiee will have two
members each voter chooses his favorite two voters and gives a vote in each of them. Voter v1 gives
one vote to candidate b and one to candidate a, voter v2 gives one vote to candidate e and one to
candidate a, etc. e final results are in table 2.5 and the elected commiee is {a, b}.

Candidates
a b c d e

Total Votes 3 4 2 2 1

Table 2.5: Results of Bloc rule for the example of table 2.1

2.4.4 k-Borda Rule

is rule, proposed by Borda, proceeds as follows: each voter ranks all candidates, and each
candidate is given a number of points equal to the number candidates ranked bellow them.³. e k
candidates with the highest Borda score are declared winners.
Example. Let us consider once again the example of table 2.1. Voter v1 gives four points to candidate
b, three points to candidate a, two points to candidate d and finally one point to candidate d, etc.
vote to candidate b and one to candidate a, voter v2 gives four points to candidate e, three points to
candidate a, two points to candidate b and finally one point to candidate d, etc. e final results are
in the table 2.6 and the elected commiee is {b, c}.

³ is is known as asymmetric Borda score.ere are also symmetric Borda scoreswhere the scores of then alternatives
are n

2
, n−1

2
, ..., 0, ...,−n−1

2
,−n

2
. Regardless of using asymmetric or symmetric Borda scores the outcome remains the

same.
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Candidates
a b c d e

Total Votes 10 18 13 11 8

Table 2.6: Results of k-Borda rule for the example of table 2.1

2.4.5 Chamberlin-Courant rule (β-CC)

For each voter i and each item c there is a misrepresentation value µi,c , representing the degree
towhich item cmisrepresents voter i. A positionalmisrepresentation functionmakes use of a scoring
vector s = ⟨s1, . . . , sp⟩ such that s1 ≤ · · · ≤ sp. In particular, the Borda scoring vector sB is defined
by sk = k for all k. By posi(c) we mean the position of item c in i’s preference ranking (from 1 for
the most preferred item to p for the least preferred one). e misrepresentation function induced
by s is µi,c = sposi(c). Intuitively, si is the amount of dissatisfaction that a voter derives from being
represented by an alternative that she ranks in position i.

An assignment function πmaps every voter to an item in the selected subset S.emisrepresen-
tation of voter i under π is µi,π(i). Once individual misrepresentation has been defined, we need to
define the utilitarianism (global misrepresentation is the sum of all individual misrepresentation) of
the society when selecting a subset S of items. Formally, the global misrepresentation of assignment
π is defined as:

µU (π) =
∑
i≤π

µi,π(i)

eChamberlin-Courant scheme [13] simply outputs the commiee of size k that minimizes µU .
Because there is no constraint on the assignment function, every voter is assigned to her preferred
item in the selected subset S. at is, π(i) = arg minc∈Sµi,c . en, her misrepresentation when
selecting the feasible subset S is equal to mui,S = minc∈Sµi,c . e best commiee is then the
feasible subset S minimizing µU (π) (under utilitarianism) [17].

A simplified definition of the rule could be the following: each voter is assigned to her preferred
candidate in the selected commiee.e selected commiee consists of the candidates that minimize
the voters’ misrepresentation.

2.4.6 Monroe rule (β-Monroe)

e Monroe scheme [14] additionally from Chamberlin-Courant requires that the assignment
π is balanced: each candidate in S must be assigned to at least n/k voters. Formally, the Monroe
scheme selects the allocation π minimizing µU (π) subject to the constraints |π−1(s)| ≥ ⌊nk ⌋ for all
s ∈ Range(π) [17].

A simplified definition for this rule could be the following: each voter is assigned to her preferred
candidate in the selected commiee and the assignment of the voters to their preferred candidate is
balanced. e selected commiee consists of the candidates that minimize the voters’ misrepresen-
tation.
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Chapter 3

Design & Implementation of the Experiment over the

Two-Dimensional Space

Trying to gain some beer understanding of some known multiwinner voting rules, we per-
form a thorough experimental evaluation, at first, in elections that are generated within the two-
dimensional space. A two-dimensional space experiment [9] not only help us visualize the outcome
of the voting rules, but also, through the visualization, check if our intuition according to the rules
agrees with our results.

3.1 Election

3.1.1 Experimental Setup

In these experiments, our objective is to elect a commiee ( a subset of candidates) that repre-
sents the voters in a certain way. As described in the previous chapter, in different applications a
different mutiwinner voting rule should be used, as different applications require different proper-
ties of the outcome. e two-dimensional setup helps us visualize the outcome of the commiee in
an apparent and easy to comprehend fashion, resulting in the identification of each rule’s possible
weakness, and the properties each rule satisfies. With these in mind, we can compare the voting
rules and determine which rule is beer suited for each application, regarding the properties.

For every election’s simulation, a set of 1000 voters and 1000 candidates is generated according
to a certain distribution. Each voter and candidate is represented as points in the Euclidean Domain.
For every voter, there is a preference order of the candidates. A commiee of 20 members is elected
for every rule. We inspect thoroughly the outcome of each rule, compare them and evaluate the
rules in regard to their behavior.

e number of both the voters and candidates is deliberately the same and big enough for a 20
member commiee to have a meaning through to the following reasons:

1. e number of candidates should be big enough in order to study the weaknesses of rules such
as Single Nontransferable Vote rule.

2. e commiee should have enough members to study properties such as proportional repre-
sentation or diversity.

3. e voter’s number should be big enough for rules such as Chamberlin-Courant and Monroe
is meaningful to be used.
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3.1.2 Distribution of Voters & Candidates

e voters, as well as the candidates, are generated as points in the Euclidean Domain according
to some distribution. us, each one of them is represented by a pair of numbers (x, y), the coordi-
nates of the point, that define its exact location on a two-dimensional plane. In the experiment, we
aim to understand the behavior of the multiwinner voting rules according to the combination of the
distributions. Different distributions are used, e.g., uniform distribution, either as a disc or square,
and Gaussian (normal) with different mean and variance, as well as for their combinations.

We studied various cases, including cases where the quota of voters (or candidates) that was
generated according to each of the combined distributions were not equal. It is important to note
that the distributions might not span the whole Euclidean domain, neither should voters and can-
didates span the same space. Especially in case of a combination of distributions the least possible
overlap was sometimes required to get a clear image of the output. A detailed list of the distributions
presented in this diploma thesis follows.

• Gaussian
Ideal points are generated using symmetric Gaussian distributionwithmean (0,0) and standard
deviation 1.

• Uniform Square
Ideal points are distributed uniformly on the square [-3,3]x[-3,3].

• Unifrom Disc
Ideal points are distributed uniformly on the disc with center (0,0) and radius 3.

• 4-Gaussian
Ideal points are generated using four symmetric Gaussian distributions with standard devia-
tion 0.5, but with different mean values, namely, (-1,0), (1,0), (0,-1) and (0,1); each mean is used
to generate 25% of the points.

• 2-Gaussian unequal
Ideal points are generated using two symmetric Gaussian distributions. e means and the
standard deviations differ; each mean is used to generate a different percentage of the points.

• 3-Gaussian unequal
Ideal points are generated using three symmetric Gaussian distributions. e means and the
standard deviations differ; each mean is used to generate a different percentage of the points.

3.1.3 Interpretation of the position at the two-dimensional plane

Each voter’s ranking is generated according to the location of the certain voter and all the can-
didates on the two-dimensional plane. We consider that the distance of the voter and each candidate
represents how the voter the misrepresentation of the voter for this candidate. Smaller the distance
from a candidate, bigger the benefit for the voter. us, the ranking for a certain voter is generated
from the ascending order of the distance from each candidate.

3.1.4 Assumptions

Some of the social choice functions that are used require randomness either in the initialization
of some data or in the tie-breaking schema. As a result, it is vital to make some essential assumptions
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to be able to completely predict the behavior of the algorithms from the input. It is also necessary
to make some assumptions about the way we choose a candidate and fill the commiee’s positions,
in a way that we can «measure» differences between similar inputs.

3.1.4.1 Random Generation & Tie-Breaking Seme

ere are four main approaches for dealing with ties [17]:

1. Use a fixed ordering of the alternatives (or a designed voter) to break all ties.

2. Use a randomized mechanism to break all ties.

3. Deal with set-value outcomes directly.

4. Ignore or suppress the issue (assume no ties exist).

Each of the above aforementioned approaches have a different problem. As a result we should con-
sider the aspects of our experiment in order to choose which is one to use.

As mentioned previously, the locations of both voters and candidates are generated according to
some distribution. e series in which each point is generated is random concerning the location of
each point on the two-dimensional plane. is does not affect the space of the experiment, notwith-
standing it is of high importance as a tie-breaking schema. All the algorithms require sorting of the
candidates according to their votes. It becomes clear that a way of predetermining the tie-breaking
method is needed.

As the generation of points happens randomly, we can presume that the correlation between
each point and its place in the array of the points is also random. We keep locked the series of each
point’s generation for each simulation independently of the voting rule. is correlation determines
the way all the ties are to be handled. In case of a tie, the first generated point will have priority.
is way the tie-breaking schema is predetermined, but with the required amount of randomness.

3.1.4.2 Random Initialization

Some of the multiwinner voting rules need a random initialization of the commiee. To be able
to have comparable outcomes, we must keep locked the voters’ initial positions in each simulation
independently of the voting rule, as well as the initial random chosen commiees. e made initial
choice can affect the outcome. Aer experiments, we decided to use different initialization tech-
niques for every rule, in order to achieve beer results. Hence, the initializations were made only
one time per voters distribution, regardless of the candidates’ distributions.

3.1.4.3 Determinism

e«lock» of each point to a certain place in the array gives us another great advantage. Running
the same algorithm asmany times with same input, we always produce the same output. Subtracting
the randomness in as many aspects as possible, the results may be characterized as deterministic,
due to the fact that we always have the same sequence of states.
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3.1.4.4 Ties in the Output (Last Place’s Ties)

Another necessary assumption regards the permission of ties in the commiee’s last place. If we
choose to ignore or handle them, the outcome will consist of exactly k winners. On the other hand,
if we allow them, more than k winners may come up. is choice is of high importance, especially
for the study of the stability property, where we must be able to detect real from apparent changes
in the outcome.

For example, let assume there is a tie between two candidates in the last position. We could
either choose to elect both of them or either one of them. Should we consider the results different?
In words of representativity may seem irrelevant but in words of stability, it is not.

We choose the laer choice, that of not allowing any ties in the outcome. e measurement of
how stable an outcome is affected by our assumptions. erefore, we must be very careful with our
conclusions, as a bias exist and a single voter manipulability is an inappropriate test[17] if we do
not interpret the results taking into consideration this bias. is will be analyzed vastly in chapter
5.

3.2 Results, Comments & Comparison of the Rules

3.2.1 Single Nontransferable Vote Rule

e Single Nontransferable Vote rule is widely used in every aspect of our lives. It is a well-
known algorithm for parliamentary elections and other applicationswhere representativity is needed.

Figure 3.1 SNTV rule’s outcome

As described in the previous chapter the Single
Nontransferable Vote rule takes into considera-
tion only the first preference of the voters. But
how does this affect the results? Can we find
any special paerns in the outcomes? And if
yes, how can this affect the suitability of this
rule over different applications?

In the adjacent example (figure 3.1), where
the voters are generated from a Gaussian distri-
bution and the candidates from a Uniform Disc
distribution looks like that this rule can achieve
representativity.

However, aer simulations with different
combinations of distributions for voters and
candidates, we point out that this property is not guaranteed due to the very nature of the algo-
rithm. More specifically, if we generate voters from a uniform distribution, while the candidates are
generated from a Gaussian, we observe that the results do not achieve proportional representation.

In the above examples, the elected commiee tends to outline the candidates’ distribution. e
voters are generated from uniform distributions and, therefore, are uniformly distributed over the
two-dimensional space. On the other hand, the candidates are generated fromGaussian distributions
and, hence, there are parts of the two-dimensional space with higher density and others with lower.
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Figure 3.2: SNTV rule outlines the candidates’ distribution

It is easy to understand that in the places with high density of candidates, the votes are dis-
tributed among them. However, in the places with a low density of candidates, e.g. the outlines
of the normal distributions, the votes are distributed among fewer candidates. Given the fact that
the voters’ distributions span more widely in comparison to the candidates’ distribution, there are
more voters that prefer the distribution’s outline candidates.ese two observations can explain this
phenomenon, with which we can come across in different cases as well, even in the single-winner
elections.

A real-life example can be derived from elections, where the people are divided between two
“similar” candidates and as a result none of them is elected, even though they have more votes of
the winner cumulative.

Another interesting example is the following. In both cases the voters’ distribution is the same
and the candidates’ distributions are uniform square and uniform disc, respectively. In the first case,
all the elected candidates locate in the dense normal distribution in the upper le corner, as expected,
and the sparse distribution of the voters seems to be unsatisfied. In the second case, we notice that the
sparse distribution is represented, which should happen if we wanted proportional representation.
e astonishing observation is that some of the remotest voters are represented, even though the
elected candidate can represent only one voter.

Figure 3.3: SNTV rule’s outcome vastly depends on the candidates distribution
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is example can point out the importance of the candidates’ set. When only a few candidates
are suitable for the majority of voters, candidates who represent the slightest amount of voters can
be elected.

3.2.2 Single Transferable Vote Rule

e Single Transferable Vote rule has voters rank individual candidates in order of preference.
During the count, as candidates are elected or eliminated, surplus or discarded votes that would
otherwise be wasted are transferred to other candidates according to the preferences. is system
provides approximately proportional representation and enables voters to vote across party lines
and to elect independent candidates.

e Single Transferable Vote rule is sensitive to the series of candidates’ election and elimination.
Even the slightest change to this series affects the outcome. erefore, even the slightest variation
of the rule, even the slightest implementation decision of the algorithm, can affect and as a result
alter the outcome.

For example, let assume that we chose to elect only the candidate with the highest first-place
votes who received at least the quota, transfer the excess votes and then count the first place votes
for each candidate in order to elect the next candidate, instead of electing all the candidates who
received the quota at once, the results differ. Another important choice is the identification of the
candidate with the fewest first-place votes. In case of a tie, which candidate do we remove first?is
choice could be made randomly, but this could result in different outcomes for the exact same input.
In chapter 5 we examine the stability of each rule. In order to do so for Single Transferable Vote
rule, we have to remove the randomness from it. As a result, we always eliminate the last candidate,
according to the sorting, where the ties are broken according to a predetermined way, considering
the starting positions.

(a) (b)

Figure 3.4: Different outcomes for slightly different versions of STV rule

Single Transferable Vote rule is a method of calculating election results that is said to guarantee
proportional representation for solid coalitions - sets of voters who share a set of most preferred
candidates - under reasonable conditions¹ [16]. is can be explained since Single Transferable Vote

¹ We will examine more thoroughly this assumption in section 3.2.7
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minimizes wasted votes, transferring surplus votes to the hopeful candidates.

(a) (b)

Figure 3.5: STV rule’s outcomes indicate that STV rule guarantees proportional representation

However is a highly problematic rule, due to its dependency on the series that the candidates
are elected or eliminated.

3.2.3 Bloc Rule

In Bloc rule, voters are selecting their k favorite candidates. From the outcome we can observe
that the elected candidates form lile groups, which tend to locate in areas where the candidates’
density is low, for example near the edges of candidates’ distribution (with the precondition that
candidates’ distribution spans the area that the voters’ distribution spans).

(a) (b)

Figure 3.6: Bloc rules’ outcome consist near the edges of small groups

As we can see in the above outcomes the elected commiee does not seem to represent the
majority of the voters. is is a consequence of the nature of the rule. In places where the density of
the candidates is high, the votes tend to split among similar candidates and as a result, the candidates
are not elected.
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Figure 3.7 Bloc rule’s outcome depends on the
density of the candidates’ distribution

e only way for more voters to be repre-
sented is to have a sparse distribution of candi-
dates in the locations where voters distribution
is dense, as happens in the adjacent example.

But even then the results are not able to be
diverse enough and fail to represent the major-
ity of the voters, in the preponderance of the
cases.

Hence, this rule is not suitable for appli-
cation where diversity or representativity is
needed, On the other hand, the fairness of the
rule cannot be doubted, because all the similar
candidates will be either elected or rejected.

3.2.4 k-Borda Rule

k-Borda rule determines the outcome of the election by giving each candidate, for each ballot,
a number of points corresponding to the number of candidates ranked lower. Once all votes have
been counted the k candidates with the most points are the winners. e single winner Borda rule is

Figure 3.8 k-Borda rule’s outcome

described as consensus based voting system
and is used when proportional representation
is needed. to find the k most acceptable candi-
dates over the set.

e suitability for this rule for shortlisting
is justified by a paern in the outcomes: the
elected commiee tends to be located in the
center of mass of the voters’ set, as long as the
candidates’ set allows it.

is paern also justifies this rule’s unsuit-
ability for elections: even though the results
may be broadly more acceptable, all the elected
candidates are located in the same place. As a
result, all the candidates are similar and there is
not diversity nor proportional representation of
the voters’ set.
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,

Figure 3.9: k-Borda rule chooses candidates located to the voters’ center of mass

3.2.5 Chamberlin-Courant Rule ²

Chamberlin-Courant rule pursues to elect the candidates that minimize the voters’ misrepre-
sentation. us, candidates are located in the center of each cluster. Due to the fact that there are
no restrictions on the population of each cluster, the commiee members are spanned in such a
way that covers the maximum area in the voters’ distribution. On the other hand, due to the same
fact, we cannot determine the type of the voters’ distribution as the outcome reminds a uniform
distribution, as long as the candidates’ distribution allows it.

(a) (b) (c)

Figure 3.10: Chamberlin-Courant rule’s outcomes
Voters follow a 4-Gaussian distribution while the candidates follow (a) Gaussian, (b) Uniform Disc,

and (c) 2-Gaussian Unequal distributions
² e results presented in this section correspond to Chamberlin-Courant heuristic, whi we analyze in section

4.1 Nonetheless, the observations represent the original rule as well, unless it is noted differently.
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In our heuristic, when the candidates’ distribution does not span enough to cover the whole
voters’ distribution, the elected candidates are the ones closer to the centers of the clusters. e
NP-hard Chamberlin-Courant algorithm would choose candidates distributed more evenly.

(a) (b)

Figure 3.11: Chamberlin-Courant rule’s outcome, when candidates’ do not span enough
Voters follow a 2-Gaussian Unequal distribution, while candidates follow (a) 2-Gaussian Unequal,

and (b) 4-Gaussian distribution

3.2.6 Monroe Rule ³

Monroe rule pursues to elect the candidates that minimize the voters’ misrepresentation. us,
candidates are located in the center of each one of the equally sized clusters. Due to the fact of the
restrictions over the population of each cluster, in contrast with the Chamberlin-Courant rule, we
are able to define the type of the voters’ distribution, as Monroe rule is underlying it.

(a) (b) (c)

Figure 3.12: Monroe rule’s outcomes underlines voters’ distribution
Voters and candidates follow the same distribution: (a) Gaussian, (b) 4-Gaussian, (c) Uniform Disc

However, this can only happen under two conditions: 1.there are enough seats in the commiee,
and 2.the distributions have enough members to be represented, as in this rule the minorities cannot
be represented if they have not the necessary population in order to form their own cluster.

³ e results presented in this section correspond to Monroe heuristic, whi we analyze in section 4.2.1 Nonethe-
less, the observations represent the original rule as well, unless noted differently.
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3.2.7 Comparisons of Single Transferable Vote, Chamberlin-Courant & Monroe rules

Aer the rules’ description and some basic comments, we find it appropriate to compare thor-
oughly the Single Transferable Vote, the Chamberlin-Courant and the Monroe rule, in order to de-
termine when they tend to coincide.

Monroe algorithm resembles Chamberlin-Courant rule, with only difference that in Monroe
algorithm in every commiee member, there are assigned the same number of voters. As a result, in
cases where voters follow a Uniform distribution the results of both Chamberlin-Courant and the
Monroe rule are similar and we are not able to distinguish which outcome correspond to each rule.

(a) Single Transferable Vote rule (b) Chamberlin-Courant rule (c) Monroe rule

Figure 3.13: Comparisons for uniform distribution

In the above images, we can see that both Chamberlin-Courant andMonroe rules’ outcomes, the
elected candidates seem to be evenly distributed. However, the Single Transferable Vote rule elected
candidates are elected with no regular arrangement across space, due to the elimination series.

On the other hand, when the voters follow a Gaussian distribution, we notice the difference
between Chamberlin-Courant and Monroe rule. Monroe rule’s outcome underlines the voter’s dis-
tribution, while Chamberlin-Courant rule’s outcome tends to span the whole voter’s space in regular
arrangement across space.

(a) Single Transferable Vote rule (b) Chamberlin-Courant rule (c) Monroe rule

Figure 3.14: Comparisons for normal distribution
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Single Transferable Vote rule is said to guarantee proportional representation and in the above
example, it is once again proved, even if the candidates are distributed, in a more random way, than
in the Monroe rule. Studying simple test cases we conclude that Single Transferable Vote rule’s
outcomes resemble the Monroe rule’s outcomes and this confirms the characterization a rule good
for election. But what happens for test cases, where voters consist of two unequal distributions and
one distribution is vastly smaller than the other, but big enough to have its own representative in
Monroe rule.

(a) Single Transferable Vote rule (b) Chamberlin-Courant rule (c) Monroe rule

(d) Single Transferable Vote rule (e) Chamberlin-Courant rule (f) Monroe rule

Figure 3.15: Comparisons for unequal normal distributions
For all images the voters are the same. e candidates for images (a), (b) and (c) are the same and

follow a uniform square distribution, while for images (d), (e) and () a uniform disc.

In the above images, the voters are generated by 95% from a Gaussian distribution with mean
(0,0) and standard deviation 1 and by 5% from a Gaussian distribution with mean (-1.2,1.8) and stan-
dard deviation 0.25. From this example, it became apparent, that in cases where voters are generated
from more than one distributions, even when the density of the distributions is the same, the Single
Transferable Vote fails to guarantee a representative for the small distribution, even though there
should be one.

Studying a different example, where voters are generated by 95% from a Gaussian distribution
with mean (-2.5,2.5) and standard deviation 0.25 and by 5% from a Gaussian distribution with mean
(0,0) and standard deviation 1, we also had some interesting observations.
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While the candidates’ distribution spans the area that the voters’ distribution spans, we can see
that the Single Transferable Vote may assign one candidate (figure 3.16 (a)) or more (figure 3.16 (d)).
It is important that proportionally, only one candidate should be assigned in the small distribution.
e ideal representative would be the closest one to the mean of the small distribution. However,
in figure 3.16 (a) due to the elimination series of the candidates an extreme candidate is elected.
Additionally, in figure 3.16 (d) two candidates near the ideal location of the candidate are elected.

(a) Single Transferable Vote rule (b) Chamberlin-Courant rule (c) Monroe rule

(d) Single Transferable Vote rule (e) Chamberlin-Courant rule (f) Monroe rule

(g) Single Transferable Vote rule (h) Chamberlin-Courant rule (i) Monroe rule

Figure 3.16: Comparisons for unequal normal distributions
For all images the voters are the same. e candidates for images (a), (b) and (c) are the same and
follow a uniform square distribution, for images (d), (e) and () follow voters’ distribution, while for

images (g), (h) and (j) follow a 4-Gaussian distribution.
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On the other hand, when the candidates’ distribution is not spanned enough to cover the area
that the voters’ distribution span, the outcome of the Single Transferable Vote resembles more the
outcomes of Chamberlin-Courant rule than this of Monroe. e majority of the elected candidates
are representing a 5% of the voters, which belong to a sparse distribution.is outcome could be even
closer to the ideal outcome of the Chamberlin-Courant rule than the outcome of our Chamberlin-
Courant rule’s heuristic.

erefore, aer our experiments, we have confirmed that Single Transferable Vote rule cannot
guarantee proportional representations when minority groups exist. e outcome may benefit the
minorities at the expense of the vast majority or even promote some extreme candidates, due to the
series of elimination.

3.2.8 Comparisons over Properties of Rules

When making a selection by a voting rule, a desirable requirement is that of proportional repre-
sentation. Proportional representation stipulates that voters should get representation in a commit-
tee or parliament according to the strengths of their numbers. It is widely accepted that proportional
representation is the fairest way to reflect the diversity of opinions among the voters. [18]. e eval-
uation of the rules with respect to proportional representation follows summarized in the following
table.

Proportional Representation
Best Case Average Case Worst Case

SNTV 3 7 7

STV 3 3 7

Bloc 7 7 7

k-Borda 3 7 7

CC (h) 3 D 7

Monroe (h) 3 3 D

Table 3.1: Proportional representation
3/ 7 indicates that the rule achieves/does not achieve proportional representation. D indicates

that the rule may or may not achieve proportional representation according to the initialization of
the heuristic.

We also evaluated the rules with respect to the diversity of the elected candidates.

Diversity
Best Case Average Case Worst Case

SNTV 3 3 7

STV 3 3 7

Bloc 7 7 7

k-Borda 7 7 7

CC (h) 3 3 D

Monroe (h) 3 D 7

Table 3.2: Diversity
3/ 7 indicates that the rule achieves/does not achieve diversity. D indicates that the rule may or

may not achieve diversity according to the initialization of the heuristic.
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Chapter 4

Heuristics for NP-hard Rules

Some of the multiwinner voting rules that we chose to study are NP-hard to compute and as a
result, the election of the commiee cannot happen in polynomial time. Τhus, for the algorithms
of Chamberlin-Courant and Monroe, we made our own heuristics and tried to decide whether the
outcomes ¹ produced by our heuristics were good enough, according to the expected results.

4.1 Chamberlin-Courant Rule

4.1.1 Chamberlin-Courant Heuristic

In Chamberlin-Courant rule, every voter is assigned to her preferred candidate in the selected
commiee. e selected commiee consists of the candidates that minimize the voters’ misrepre-
sentation. For our experiment the misrepresentation is reflected by the distance between the voter
and his representative.

Chamberlin-Courant multiwinner voting rule may be received as a cluster analysis problem,
similar to k-means. Consequently, the k-means algorithm, which is used to partition the input data
set into k partitions (clusters), can be a simple and fast algorithm for this problem, although it offers
no approximation guarantees at all [19].

(a) 1st random initialization (b) 2nd random initialization (c) k-means++ initialization

Figure 4.1: Non-equivalent results for Chamberlin-Courant heuristic
with different initializations.

¹ We note that in this chapter’s images we chose not to visualize the set of candidates in order to have a more clear
outcome.e candidates were generated from a Uniform Square distribution.e purple dots represent the voters and the
bigger black dots the elected candidates, which are located nearest to the points that our algorithm proposes as winners.
As a result, if the distribution of candidates differed, the visualized outcome would differ as well.
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We used the following algorithm (algorithm 1), which is an adjustment of k-means algorithm
for our problem.

Algorithm 1 Chamberlin-Courant rule’s heuristic algorithm

1. Arbitrarily choose an initial k centers C = {c1, c2, . . . , ck}.

2. For each i ∈ {1, . . . , k}, set the cluster Ci to be the set of points inX that are closer to ci than
they are to cj for all j ̸= i.

3. For each i ∈ {1, . . . , k}, set ci to be the center of mass of all points in Ci : ci =
1

|Ci|
∑

x∈Ci
x.

4. Repeat Steps 2 and 3 until C no longer changes.

With the following addition²:

5. For each ci find the closer candidates and declare them winners.

It is standard practice to choose the initial centers uniformly at random fromX . But the k-means
algorithm’s results depend on the initialization points and are different. In most cases the outcomes
can be perceived as equivalent, measuring the misrepresentation of the voters. Nevertheless, in test
cases with no proportional participation of each distribution in the input data or distributions with
different density, the outcomes from different initialization points were far from equivalent (figures
4.1 (a) and (b)).

4.1.2 Initialization Tenique

Wanting to study this kind of cases, we created specially designed tests in order to see if the
results will be improved by choosing the initialized centers in a specific way and not uniformly in
random. In particular, let D(x) denote the shortest distance from a data point (voters) to the closest
center we have already chosen. e algorithm used was the k-means++ algorithm[19].

Algorithm 2 Chamberlin-Courant rule’s heuristic algorithm (k-means++ initialization technique)

1a. Take one center c1 chosen uniformly at random from X.

1b. Take a new center ci choosing x ∈ X with probability D(x)2∑
x∈X D(x)2

.

1c. Repeat Step 1b until we have taken k centers altogether.

2-5. Proceed as with the algorithm 1.

e results in the symmetrical test-cases were as expected equivalent again, but in our specially
designed cases were conspicuously improved (figure 4.1 (c)). e figures 4.2 (a), (b) and (c) reveal the
importance of the initialization centers as well.

² In the Chamberlin-Courant rule, we want to find the candidates that minimize the voters’ misrepresentation. On the
other hand, the k-means is used to partition the data into k clusters. From the k-means or k-means++ algorithm we can
find the ideal candidates to be elected. As a result, we must add an extra step in order to make the transition from the
ideal to the existing candidates.
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(a) Outcome with random
initialization

(b) Outcome with different
initialization

(c) Outcome with k-means++
initialization

Figure 4.2: Results for Chamberlin-Courant heuristic before and aer k-means++ initialization.

4.1.3 Proposed Algorithm

Let D(x) denote the shortest distance from a data point (voters) to the closest center we have
already chosen. e algorithm 3 is the proposed heuritic for Chamberlin-Courant rule.

Algorithm 3 Chamberlin-Courant rule’s proposed heuristic algorithm

1a. Take one center c1 chosen uniformly at random from X.

1b. Take a new center ci choosing x ∈ X with probability D(x)2∑
x∈X D(x)2

.

1c. Repeat Step 1b until we have taken k centers altogether.

2. For each i ∈ {1, . . . , k}, set the cluster Ci to be the set of points inX that are closer to ci than
they are to cj for all j ̸= i.

3. For each i ∈ {1, . . . , k}, set ci to be the center of mass of all points in Ci : ci =
1

|Ci|
∑

x∈Ci
x.

4. Repeat Steps 2 and 3 until C no longer changes.

5. For each ci find the closer candidates and declare them winners.

4.1.4 Proposed Algorithm’s Weakness

e proposed algorithm finds the ideal clusters regardless of the candidates’ distributions and
then finds the closest candidates in the proposed cluster centers. If the candidates span the space
that voters span, this produces outcomes close to the ideal. But when this is not happening, the
outcome can differ from the ideal³. Instead of distributing the candidates in the space that the two
distributions overlap, many elected candidates are located in the same place, trying to reach the
ideal points.

³ is phenomenon was also remarked in the section 3.2, both in Chamberlin-Courant rule’s and Comparisons sub-
sections.
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(a) (b) (c)

Figure 4.3: e weakness of the proposed heuristic for Chamberlin-Courant rule

4.1.5 Computational Complexity

Since this rule is NP-hard and we use a heuristic based on a clustering algorithm there are no
approximation guarantees, since the number of repetitions until the algorithm converges varies.

Notwithstanding, we can compute the computational complexity for every step of the algorithm
except the number of repetitions of steps 2 - 4 that the algorithm will need to converge. Let k denote
the number of the commiee Members, v denote the number of voters and c denote the number of
the candidates. In our experiment k << v and v ≈ c.

For steps 1a - 1c (initialization) we have:

O(k · v) = O(v)

For steps 2 - 4 we have:

O(v + k · v + v + k + k2) = O((2 + k) · v + k + k2)) = O(v)

Finally for step 5 (elect commiee of candidates) we have:

O(k · c) = O(k · v) = O(v)
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4.2 Monroe Rule

4.2.1 Monroe Heuristic Algorithm

Monroe rule, as described in the section 2.4, apart from the Chamberlin-Courant rule require-
ments, additionally requires that the assignment of each voter to his preferred candidate is balanced.

Due to the similarities of these two algorithms, we decided to base our heuristic for Monroe in
the k-means algorithm as well. In order to correct the analogies we tried a k-means based heuristic
with a simple twist: we force exactly n

k members in each cluster and no voter is allowed to exist in
more than one clusters.

In the elected commiee we used a queue of {voter, committee position, distance} tuples,
sorted by distance in order to match the voters to their representatives. Every voter was matched
with the representative (center of the cluster) that was nearest to, with the condition of not being
already a member of a cluster. e algorithm used follows (algorithm 4).

Algorithm 4 Monroe rule’s heuristic algorithm

1. Arbitrarily choose an initial k centers C = {c1, c2, . . . , ck}.

2. For each i ∈ {1, . . . , k}, set the cluster Ci to be the set of n
k points in X that are closer to ci

than they are to cj for all j ̸= i.

3. For each i ∈ {1, . . . , k}, set ci to be the center of mass of all points in Ci : ci =
1

|Ci|
∑

x∈Ci
x.

4. Repeat Steps 2 and 3 until C no longer changes.

5. For each center ci find the closer candidate and declare them winners.

e initial centers are chosen once more uniformly at random from X and the ties are broken
arbitrarily but in a consistent way. ere are three important questions regarding the proposed
algorithm:

1. Is there an optimized initialization technique?

2. What is the most effective way to assign each voter in a cluster?

3. Does the algorithm converge in every single case?

4.2.1.1 Convergence of the proposed algorithm

As far as the convergence of the algorithm, it is not guaranteed. We noticed that the only way of
the algorithms non-convergence is to loop infinitely, i.e. a sequence of points chosen for a commiee
which loops infinitely. is problem derived from the discrete space of our handling of the problem,
only n

k voters could be assigned to each cluster and in each loop, one or more voters were changing
clusters only to end up in the same cluster started.

ere were two options to handle this problem, either we could choose the looping state with
the smaller misrepresentation or find a real converge point. We chose to follow the second direction
and solve the problem by transferring it to continuous space. Finding in a greedy way the center
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of mass of the matching cluster centers of the looped commiees and starting the algorithms with
these initial centers we could see that the algorithm had already come to converge.

4.2.1.2 Assignment of voters in a cluster

We tried two different approaches that resemble the breadth-first and depth-first search algo-
rithms. Aerwards, we present the two approaches and analyze the advantages and disadvantages
of each.

In both approaches, for each cluster center ci there is a sorted list of the voters in ascending
order according to their distance from the ci. What differs is the synchronization mechanism for
enforcing limits of how many voters can a cluster gain at once. e cluster centers can be described
as being in a queue, waiting to acquire a lock in order to gain voters.

◦ Breadth-first approa
In this approach, once a cluster center acquires the lock it chooses the nearest voter that has
not been assigned already in a cluster, releases the lock and goes back in the end of the queue
waiting to get the lock again.

◦ Depth-first approa
In this approach, once a cluster center acquires the lock it chooses the nearest n

k voters that
have not been assigned already in a cluster and then releases the lock.

(a) Breadth First Approach (b) Depth First Approach

Figure 4.4: Assignment of candidates with different approaches for Monroe heuristic for the same
voters, candidates and initialization points (chosen uniformly at random)

10% of the voters is generated from a sparse Symmetric Gaussian Distribution with mean (0,0) and
standard deviation 1 and 90% from a Symmetric Gaussian Distribution of a symmetric Gaussian

distribution with mean (-2.5,2,5) and standard deviation 0.25

e breadth-first approach works well in most of the inputs. But it has a weak spot for inputs
that are a combination of distributions and a small part of the input comes from a sparse distribution
with big standard deviation. On the other hand, the depth-first approach, statistically speaking, has
beer results for inputs as the one described above, given the same initialization points, but has the
problem of overfiing. In simple and symmetrical inputs it works poorly.
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As we will describe later, the results of the two approaches depend on the initial centers. As
a result, we can improve the chance of success of the breadth-first approach if we find the proper
initialization points and this is why we propose this approach over the depth-first.

4.2.1.3 Initial k centers

As in the Chamberlin-Courant heuristic, different starting positions produce different outcomes.
It is important to identify once again the cases were the results are not equivalent. We noticed that
similar test cases used for the Chamberlin-Courant rule can be used to study the importance of the
initialization centers. In most of the cases, even in more complex ones without symmetry, the results
for different initialization centers were equivalent.
Complex examples of equivalent results. [ 1 ] e first test case has the voters’ points generated
from a symmetric Gaussian distribution with mean (0,0) and standard deviation 1 by 95% and from
a symmetric Gaussian distribution with mean (1.78, 1.7) and standard deviation 0.25 by 5%. As ex-
pected our heuristic can always distinct the two distributions and assign one representative for the
second distribution as it should. For different initialization points, the results are equivalent.

Figure 4.5: Equivalent results for Monroe heuristic [ 1 ]

Figure 4.6: Equivalent results for Monroe heuristic [ 2 ]

[ 2 ] Another complex test case has the voters generated from a symmetric Gaussian distribution
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with mean (1, -1.5) and standard deviation 0.75 by 30% and the other 70% from a symmetric Gaussian
distribution with mean (-1, -1,5) and standard deviation 0.5.
Complex examples with non-equivalent results. [ 3 ] In the following example the voters are gen-
erated from a symmetric Gaussian distribution with mean (0,0) and standard deviation 1 by 5% and
the other 95% from a symmetric Gaussian distribution with mean (1.78, 1.7) and standard deviation
0.25. We chose to have a sparse distribution with exactly 5% of the points to test if our heuristic
could assign a representative for this distribution, as the ratio allows only one cluster. As we can
see in the following images different starting positions do make a difference, assigning zero to one
cluster centers for this distribution.
[ 4 ]A similar test case follows, with the voters being generated from a symmetric Gaussian distribu-
tion with mean (0,0) and standard deviation 1 by 10% and the other 90% from a symmetric Gaussian
distribution with mean (2.5, 2.5) and standard deviation 0.25. is time the sparse distribution has
the 10% of the points, allowing two cluster centers to be assigned.e initialization points may result
in zero to two representatives to be assigned in the sparse distribution.

(a) One representative (b) Zero representatives

Figure 4.7: Non-equivalent results for Monroe heuristic [ 3 ]

(a) Two representatives (b) Zero representatives

Figure 4.8: Non-equivalent results for Monroe heuristic [ 4 ]
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4.2.2 Different Initialization Teniques

In order to find a beer way to initialize the k centers we focus on the following test case: the
voters are generated from a symmetric Gaussian distribution with mean (0,0) and standard deviation
1 by 5% and the other 95% from a symmetric Gaussian distribution with mean (-2.5, 2.5) and standard
deviation 0.25. e optimal results for the algorithm would be one representative assigned to the
sparse distribution and the remaining nineteen to the other one.

Figure 4.9: Optimal results for Monroe heuristic

At first, the initial centers were chosen uniformly at random. is had about 50% chance of
assigning a representative for the sparse distribution. As a result, we needed to improve the success
rate and tried the following initialization techniques.

4.2.2.1 k-means++ Initialization Tenique

Wewanted to confirm that the k-means++ initialization technique, as described in section 4.1, is
not proper for this algorithm as well. Aer many tests, we could see that this initialization technique
improved the success rates of the depth-first approach, but without meaning, wherefore it did not
make a significant difference in the average-case scenario.

For the breadth-first approach, that we decided to follow, the success rate in this particular
example has zeroed. As a result, for our proposed algorithm, we could abandon this technique with
safety.

If we only change the D(x) definition to sum of distances from a data point to the centers, we
have already chosen and useD(x) instead ofD(x)2 the rates go up to 20% which is still not enough
and as a result, we can abandon this initialization as well.

4.2.2.2 Adjustment of k-means++ Initialization Tenique for Monroe Heuristic

As imagined the aforementioned techniquewas proper for Chamberlin-Courant heuristic, due to
the nature of its objective: to achieve maximum spreading of the initial points. In Monroe’s heuristic
case the objective is different: to achieve maximum spreading of the initial centers proportional to
the clusters’ number of members.

57



As a result, we used k-means++ initialization technique with a simple twist. Aer the selection
of a cluster center, the n

k − 1 nearest points are removed from the X and they are perceived as the
cluster’s members. e proposed algorithm can now be described as follows (algorithm 5). With
this technique, we were able to achieve 72% success rate in the above test case, but this was still not
enough.

Algorithm 5 Monroe rule’s heuristic algorithm (adjusted initialization technique)

1a. Take one center c1 chosen uniformly at random fromX and remove fromX the nearest n
k −1

points.

1b. Take a new center ci choosing x ∈ X with probability D(x)2∑
x∈X D(x)2

.

1c. Remove from X the nearest n
k − 1 points.

1d. Repeat Steps 1b-1c until we have taken k centers altogether.

2-5. Proceed as with the algorithm 4.

4.2.2.3 Better Adjustment of k-means++ Initialization Tenique for Monroe Heuristic

Wanting to optimize even more the appropriate initialization technique for this algorithm we
added onemore step in the aforementioned algorithm. Inmost of the cases, the chosen centers would
not be the “true” representatives for the cluster, as it could be far from the center of mass. As a result
we decided that it is important to add another step in the initialization of algorithm 5, in order to
improve the success rates (algorithm 6). With this initialization technique the success rates reached
92%.

Algorithm 6 Monroe rule’s heuristic algorithm (improved adjusted initialization technique)

1a. Take one center c1 chosen uniformly at random fromX , find the center of mass of the nearest
n
k points (including c1) and replace the c1 with the nearest point of center’s mass. Remove the
points from X .

1b. Take a new center ci choosing x ∈ X with probability D(x)2∑
x∈X D(x)2

.

1c. Find the center of mass of the nearest n
k points (including ci). Replace ci, if needed, with the

nearest cluster’s point of the center of mass.

1d. Remove from X the cluster’s members.

1e. Repeat Steps 1b-1d until we have taken k centers altogether.

2-4. Proceed as with the algorithm 4.

4.2.2.4 Similar initializations

In this particular test case, the success rates reach 92% with the aforementioned initialization
technique. Another similar technique that has equally high success rates is if we use D(x) instead
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ofD(x)2 andD(x) denotes the sum of the distances from a data point (voter) to the centers we have
already chosen following the procedure presented in section 4.2.2.3. High rates can also be achieved
either if we only use D(x) instead of D(x)2 or only change the definition of D(x), following the
procedure presented in section 4.2.2.2 or 4.2.2.3.

4.2.3 Proposed Algorithm

In order to complete the proposed algorithm for Monroe rule we should add an extra step to
deal with the loop detection and incorporate the breadth first approach.

Let D(x) denote the shortest distance from a data point (voter) to the closest center we have
already chosen. e proposed heuristic for Monroe rule is the following (algorithm 7).

Algorithm 7 Monroe rule’s proposed heuristic algorithm

1a. Take one center c1 chosen uniformly at random fromX , find the center of mass of the nearest
n
k points (including c1) and replace the c1 with the nearest point of center’s mass. Remove the
points from X .

1b. Take a new center ci choosing x ∈ X with probability D(x)2∑
x∈X D(x)2

.

1c. Find the center of mass of the nearest n
k points (including ci). Replace ci, if needed, with the

nearest cluster’s point of the center of mass.

1d. Remove from X the cluster’s members.

1e. Repeat Steps 1b-1d until we have taken k centers altogether.

2. For each i ∈ {1, . . . , k}, set the cluster Ci to be the set of n
k points in X that are closer to ci

than they are to cj for all j ̸= i, chosen one at the time.

3. For each i ∈ {1, . . . , k}, set ci to be the center of mass of all points in Ci : ci =
1

|Ci|
∑

x∈Ci
x.

4. Repeat Steps 2 and 3 until C no longer changes or loop is detected.

5. In case of loop, find the center of mass of all cij : ci = 1
j

∑
j∈loop ci.

6. For each center ci find the closer candidate and declare them winners.

4.2.4 Proposed Algorithm’s Weakness

Unlike the Chamberlin-Courant heuristic, Monroe heuristic in cases where the candidates do
not span the whole space that voters span has the same behavior as the Monroe rule: e candi-
dates are trying to reach the ideal points, due to the restriction of balanced clusters. If the elected
candidates, spanned the space that the two distribution overlap, as in Chamberlin-Courant rule,
the misrepresentation would rise as the elected candidates would move away from the voters, they
represent.

In this algorithm, the weakness falls in the detection of the minorities and assignment of a repre-
sentative. In the above sections, a single test case was examined in order to improve our algorithm.
Yet if we use similar but different test cases, where the sparse and the dense distributions overlap,
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keeping the same proportions (95% and 5% respectively) the success rates differ. e more the two
distributions overlap the lower the success rates.

At this point, we should underline that while the means of distributions come closer, the need
of distinguishing the distributions is becoming smaller and eventually, it reaches zero when the two
means coincide.

4.2.5 Computational Complexity

Since this rule is NP-hard and we use a heuristic based on a clustering algorithm there are no
approximation guarantees, since the number of repetitions until the algorithm converges varies.

Notwithstanding, we can compute the computational complexity for every step of the algorithm
except the number of repetitions of steps 2 - 4 that the algorithm will need to converge. Let k denote
the number of the commiee Members, v denote the number of voters and c denote the number of
the candidates. In our experiment k << v and v ≈ c.

For steps 1a - 1e (initialization) we have:

O(k · v) = O(v)

For steps 2 - 4 we have:

O(v + k · v + k · v · log(v) + k + v + k2) = O((2 + k + log(v)) · v + k + k2)) = O(v · log(v))

For step 5 assuming that a loop was detected and x states are repeated we have:

O(x · k)

Finally for step 6 (elect commiee of candidates) we have:

O(k · c) = O(k · v) = O(v)
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Chapter 5

Stability

5.1 Introduction

A desirable property of commiee election’s rules is the stability of the outcome. A need for a
stable commiee is very simple: can a certain voter manipulate the results and if yes to what extent?
Can immorality and new voters added in the election change the outcome?

e stability of the system can be interpreted in a different way; the resistance of the voting rule
to manipulation [20], [21]. Over the last 10 years there is a surge of interest regarding the complexity
of strategic behavior in multiwinner elections. For some rules, e.g. SNTV and Bloc [22],[23], it is
proven that the manipulation is in P, while for others, e.g. STV [24], evidence are given that are
computationally resistant to manipulation. Specific aention has also been devoted to the resistance
of control [22], [23], [25], [26].

We choose to make a thorough experimental evaluation of the rules we implemented under two
scenarios:

1. e controlled movement of a random voter (manipulation by a strategic voter)

2. e addition of a new voter (control by a strategic voter)

Our purpose is to examine if in either case, a rule is practically manipulable/controllable by a
strategic voter in our experiment and if yes, under which conditions. is can happen by character-
izing the rules stable/unstable in our experiment.

We can also interpret our results in other ways, e.g. in case of either one of the two scenarios
caused differences in the outcome can we extract any information over the strategic voter by com-
paring the outcomes? Is the instability of the outcome based on a strategical behavior and comes as
planned or is it in an unexpected way?
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5.2 Controlled Movement of a Voter

Trying to measure the stability of a system, we basically want to see if no new players (voters)
are removed or added in the game (election), how a movement of a certain voter will affect the
outcome. But the movement cannot be unlimited and we must determine the willingness of a voter
to move from the voter’s real position and the voter’s real benefits and misrepresentation.

5.2.1 Experimental Setup

We have, once again, a set of 1000 voters and 1000 candidates generated according to a certain
distribution.e voters and candidates are represented as points in the Euclidean Domain. For every
voter, there is a preference order of the candidates. A commiee of 20 members is elected for every
rule. We choose a random voter p which is moved in a random direction inside the limits of the
allowed movement and then we elect the 20-membered commiee for every rule with the new
ranking for voter p. en we compare the outcomes.

e movement of the voter must be controlled. If the voter could move unlimitedly it would
be like we have removed and put a new one in her place. As a result, we decided that the voter p
could move as much as p wants given the fact that p’s first preference would not change. is can
be mathematically described by the following formula

0 < movement <
distance(c2)− distance(c1)

2

wherefore the movement of the voter cannot be bigger than half of the difference of the distances
with p’s first two preferred candidates. is was the only restriction that could ensure that the first
preference would not change, whatever the direction of the movement.

is restriction must be received with extreme caution. Due to the nature of our experimental
setup, there is a bias that we must take into consideration while studying the results. e movement
may seem that restricts the voter p only by locking his first preference but also does not let p to
change freely his other preferences, since we keep the location of the candidates locked.e changes
in his ranking vastly depend on the candidates’ distribution.

5.2.2 Results

In this section’s images, the voters are represented by purple dots and the candidates by black
dots. e elected candidates in the first experiment are represented by big black dots and in the
second experiment (aer the movement of the voter) are represented by big cyan dots. If the elected
commiees coincide, the cyan dots seem like having a black outline. If not, each cyan dot without a
black outline is associated with a black dot.
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5.2.2.1 Single Nontransferable Vote rule

Figure 5.1 Single Nontransferable Vote rule -
stable

As expected Single Nontransferable Vote
rule is completely unaffected by this kind of
movement of a certain voter. As this rule can
only be affected by the first choice of each voter,
any movement that does not change the first
preference, cannot affect the outcome.

5.2.2.2 Single Transferable Vote rule

e Single Transferable Vote rule is really sensitive to every movement. However a such a move-
ment, that does not affect the first place votes and does not cause noticeable differences in the rank-
ings, rarely causes differences in the outcomes. As a result, we can say that this rule is stable in this
kind of movement.

Nevertheless, if even one change happens in the order the candidates are elected or rejected, the
two outcomes would be entirely different.

Figure 5.2: Single Transferable Vote rule - stable
5.2.2.3 Bloc rule

Bloc rule is also unaffected by such a small movement of one voter. is result is also expected,
as in this rule each voter approves k candidates. e movement of the voter may change the ranking
series of the top k candidates, but if there is only a rearrangement and the top k candidates stay the
same, the outcome cannot be affected. Even if some of the top k ranked candidates changed, in order
to affect the outcome there should be a tie-breaking or tie-creating situation in the last position aer
the voter’s movement.
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Figure 5.3: Bloc rule - stable

5.2.2.4 k-Borda rule

Figure 5.4 k-Borda rule - stable

k-Borda rule takes into consideration the
whole ranking of each voter. Consequently, a
voter’s movement changes the points each can-
didate is assigned by this voter’s rank. Nonethe-
less, this cannot affect the outcome.

k-Borda rule always declares winners that
are closer to the center of mass of the voters.
And as expected, one small movement is not
enough to change the outcome, due to the fact
that the nearest candidates to the center of mass
of the voters’ set always have the most votes.

5.2.2.5 Chamberlin-Courant rule

Naturally, we cannot talk about the stability of the Chamberlin-Courant rule rather than the
stability of our heuristic. e results for the Chamberlin-Courant rule indicates that our heuristic is
almost stable.

is conclusion comes under a certain condition: in both experiments, the initial place of the
commiees (initial centers) must be the same. As it was described in section 4.1 our algorithm start-
ing from different initial centers can converge in different points. erefore, if we ignored this con-
dition the heuristic would appear unstable.

Another important thing to note is the difficulty of more than one cluster center to change. Our
heuristic uses k-means in order to find the center of the unequal clusters. Aer k-means converge
and the centers stabilize, our algorithm finds the nearest candidates to the centers of the clusters
and returns them as the elected commiee. us, a way for an elected member to change is a center
to move closer to another candidate.

Due to the small movement of only one voter, it is difficult for the clusters to change, but not
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impossible, even though this movement tends to zero. ere are cases that a movement of a single
voter, even though it is so small, can affect the outcome, as the voter moves in a different cluster
and as a result some of the points that the algorithm converge differ. erefore, our algorithm, as
a clustering algorithm, cannot be described as perfectly stable since the movement of a point may
lead in extreme cases in an entirely different outcome.

(a) stable (b) almost stable (c) unstable

Figure 5.5: Chamberlin-Courant heuristic - almost stable

5.2.2.6 Monroe rule

Monroe rule is NP-hard, as well, and we study the stability of our heuristic, under the same
conditions as in Chamberlin-Courant heuristic: the initial centers are the same in both conductions
of the experiment. e results indicate that Monroe’s heuristic is unstable under this condition.

As we can see in the results there are cases that the outcome is perfectly stable, but this is not
the average case. In the average case, the outcome is unstable. Even such a small movement of only
one voter, due to the restriction of the size of the clusters, may result in the movement of the voter
in a different cluster which can cause linked movements among the clusters and as a result different
convergence points.

(a) stable (b) unstable

Figure 5.6: Monroe heuristic - unstable

As we described, while we analyzed Chamberlin-Courant heuristic’s stability, due to the move-
ment of the voter, if there are not exchanges of voters among the clusters, there is a small movement
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of the cluster’s center, which represents the voter who moved.is movement is proportional to the
movement of the voter and may or not result in a movement of the commiee.is fully depends on
the candidates’ distribution. If a candidate, who locates closer to the new center of the cluster, than
the formerly elected candidate, exists we notice a movement of an elected member of the commiee.
We should also note that the movement of this member also depends on the candidates’ distribution.
If a change occurs, the more sparse the distribution, the bigger the change.

(a) stable (b) almost stable

Figure 5.7: Movement of a single elected member depends on the candidates’ distribution

An interesting observation is how the stability or non-stability of the outcome is perceived ac-
cording to the span of candidates and voters in the two-dimensional space. When the candidates’
distribution do not span the space spanned by the voters’ distribution the results appear to be per-
fectly stable. While the candidates’ distribution starts to span the space which voters’ distribution
spans, the outcome starts to be less stable, up to the point that the two distributions overlap and
the outcome is unstable. As a result, we have come to the conclusion that some of the stable re-
sults are isolated cases, which exploit the fact that the heuristic does not take into consideration the
candidates positions.is observation is the key to our decision to characterize this rule as unstable¹.

(a) stable (b) almost stable (c) unstable

Figure 5.8: e stability of Monroe heuristic as the two distributions start to overlap

¹ In the Chamberlin-Courant heuristic there are outcomes that are not stable enough and do not let us characterize the
rule as perfectly stable. However, due to the fact that we could not detect such a paern as we see in Monroe heuristic,
we believe that the stable outcomes are truly stable or almost stable and that the unstable results are isolated cases.
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5.2.3 Conclusions

As it became clear, some of the voting rules, e.g. SNTV, Borda, k-Bloc, where complete unaffected
by such a small movement that may change some places in the ranking but not the first one. is
can be easily explained if we think the nature of these rules.

SNTV can only be affected by the first choice of each voter. Given the fact that this would not
change, this rule is insusceptible in this kind of movement. Bloc, on the other hand, can be affected
only from the k-first preferences. But the allowed movement does not cause tremendous changes
in the first positions and each one of the first k positions is awarded in one point exactly. As a
result, a change between the third and fourth place does not affect the outcome. Borda may take
into consideration the whole ranking but the result can be taken as fixed as it always coalesces in
the center of mass of the voters’ distribution as long as the candidates’ distribution allows.

An unexpected result was the stability of STV in a small movement like that. Even though STV
rule is really sensitive to everymovement, nomaer how small or big, this movement does not affect
the outcomes. However, this conclusion comes with a lile skepticism. If this movement results in a
change in the order the candidates are elected or rejected, the outcome would be entirely different
and the rule would appear unstable.

eChamberlin-Courant heuristic can be characterized as stable as well.ere are some extreme
cases where the results may differ, but these constitute the minority. On the other hand, Monroe’s
heuristic is unstable even with such a small movement. is was not unexpected though. e re-
strictions of this algorithm, make Monroe heuristic so sensible to make even such a small movement
significant enough to change the clusters.
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5.3 New Voter’s Addition

We also wanted to measure how stable each rule is, according to the addition of a new voter.
is case, also covers the movement of a voter in larger extend, thus in this scenario we generate a
new voter according to the existing distribution.

5.3.1 Experiment

We have, once again, a set of 1000 voters and 1000 candidates generated according to a certain
distribution.e voters and candidates are represented as points in the Euclidean Domain. For every
voter, there is a preference order of the candidates. A commiee of 20 members is elected for every
rule. A new voter p is added in the set of voters and we elect the 20-membered commiee for every
rule with the new set of 1001 voters. en we compare the outcomes.

As mentioned earlier, the addition of the new voter happens according to the existing distri-
bution. But each addition may have more or less impact on the outcome due to the randomness in
the generation process. As it becomes clear, it is of high importance to find a way to measure the
stability of a rule in comparison to the addition, as some additions affect the outcome more.

Regardless of the tendency of the outcome to be affected, we do not expect great changes. We
only expect, in most rules, differentiation in the last places of the outcome. As for this expectation,
it can be easily explained. e ties are solved by a predetermined way, but if a tie exists in the last
places of the commiee, there are elected as many candidates as the free positions. As a result in
many cases, one candidate that compeer in the last place but is not elected may gain a vote that will
help her overcome the tie.

And here comes the big question: Do we really have a change in the commiee? Or do we
incorrectly think that? Wider research must be done in this area, because if we choose to fill not
only the needed positions, there are more questions to ask, e.g., if there is a tie in the second place
do we deal with it as only one position is filled or as both the second and third positions are filled?
e solution might be to find all the equivalent outcomes and compare the new outcome with each
one of them. e pair with fewer differences is the real comparison item.

Another interesting question is if all rules can be judged under the same conditions or if this
is unjust and as a result, our conclusions would be biased. Lastly, we would like to see which rules
tend to reveal information about the additional voter, by comparing the two elected commiees,
knowing where the new voter locates.

5.3.2 Results

e images in this section follow the same paern as above. e voters are represented by pur-
ple dots and the candidates by black ones. e additional voter is represented by a big purple dot.
e elected candidates in the first experiment are represented by big black dots and in the second
experiment (aer the addition of the voter) are represented by big cyan dots. If the elected commit-
tees coincide, the cyan dots seem like having a black outline. If not, each cyan dot without a black
outline is associated with a black dot.
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5.3.2.1 Single Nontransferable Vote rule

Figure 5.9 Single Nontransferable Vote rule -
stable

We expected that the Single Nontransfer-
able Vote rule stable under the addition of one
voter and our expectations were confirmed. We
also expected, that the outcome could be af-
fected by most one change in the elected com-
miee. As the rule takes into consideration only
the first preference of the voters, the addition of
only one voter, and as a result of only one vote,
can affect the outcome only by promoting one
candidate by one rank.

ere are two important questions regard-
ing this result. Is there a way to measure the im-
pact of a certain voter? And most importantly
can we extract any information regarding the
new voter by comparing the two outcomes?

As for the first question, the answer is no. We cannot find a metric to measure the impact on
the commiee. One voter’s addition may result in a small or big change in the candidate who is
substituted by the newly elected member.

(a) (b)

Figure 5.10: Conclusions over Single Nontransferable Vote rule
1. We can extract information for the new voter by comparing the two commiees

2. We cannot measure the impact of the voter’s addition.

Concerning the second question, if a change occurs in the elected commiee aer the addition
of a voter, we can extract information about the new voter. It is obvious in the above images, that the
new candidate (the only cyan dot without outline) locates closer to the new voter (large purple dot)
than any other candidate (small black dots). As a result, even if we didn’t visualize the new voter,
we would be able to guess that the new voter locates very close to the elected candidate.
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5.3.2.2 Single Transferable Vote rule

e Single Transferable Vote rule seems unstable under the addition of one voter. is rule, as
we mentioned earlier, is really sensitive and even a change in the series of the candidates’ election
or elimination can change the entire outcome. Even though there were many stable outcomes, we
could not characterize the rule as stable, not because of the existence of many unstable results, but
due to the very nature of the rule.

Due to the instability the unpredictable results of a single voter’s addition, there is no way to
gain information about the voter.

(a) stable (b) almost stable (c) unstable

Figure 5.11: Single Transferable Vote rule - unstable
We cannot extract any information for the additional voter

An interesting observation can arise from the comparison of two almost similar versions of the
Single Transferable Vote rule. e only thing we changed from the algorithm described in 3.2.2 was
the way we transferred the votes of the eliminated candidates. In the first version, we transferred
the votes, which the candidate gained from elimination or election of other candidates, evenly, with
votes to transfer
remaining voters for each voters’ next preference. In the second version, all the “transferred” votes
are moving to the candidate that the most voters prefer most next.

(a) (b)

Figure 5.12: Different results for different versions of Single Transferable Vote rule
In both images the same voters and candidates are used
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In both algorithms, the results were almost the in many cases the same, but there were also
differences, e.g. in the same test case one rule may be more stable than the other, etc. However,
neither of these versions were stable, and there was no paern in order to characterize one version
more stable than the other.

5.3.2.3 Bloc rule

Figure 5.13 Bloc rule - stable

Bloc rule is stable with the addition of one
extra voter. In the majority of the results, the
outcomes are perfectly stable. When the two
commiees did not fully coincide, they differed
by only one elected candidate. Aer a more
thorough evaluation, even though the results
indicated that only one elected candidate may
alter, this only happened when in the k−1 first
positions of the commiee, the elected candi-
dates have more votes than the last elected can-
didate. Otherwise, i.e. if l elected candidates are
tying in the final l positions, the addition of one
voter could potentially change l places in the
commiee.

e bigger the impact, the bigger the extraction of information over the additional voter’s pref-
erences. From the following images, we can conclude that the newly elected candidate is always
closer to the additional voter than the one replaced². If we assume a scenario where more than one
candidates differ in the two commiees, this could only restrict the area that the additional candidate
locates and as a result, we could have more information over the additional voter’s preferences.

(a) (b)

Figure 5.14: Conclusion over the Bloc rule
We can extract information for the additional voter by comparing the two commiees.

² e additional voter can distance at most equal the old and newly elected candidates. As a result, we can mathemat-
ically describe the part of the space that the new voter locates.
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5.3.2.4 k-Borda rule

k-Borda rule is also a stable rule. e commiee can be affected but the results reveal that only
one elected candidate can alter. However, even though we characterize the rule as stable, we know
that the two commiees can differ by more than one position. is is an extreme case, though. It
would need all the other votes to aggregate in a specific outcome, in order to be possible for the
additional voter to change more than one positions of the commiee.

(a) (b)

Figure 5.15: k-Borda rule - stable

We can extract some general information for the additional voter, but it is really general, as we
only know that the new voter is further away from the replaced candidate than the newly elected.
Although we cannot make any estimations over the candidates’ exact location, if we do not know
any information such as the aggregated ranks for the elected members before and aer the addition
of the voter.

5.3.2.5 Chamberlin-Courant rule

As mentioned earlier, the Chamberlin-Courant rule is NP-hard and as a result, we are studying
the stability of our heuristic. We expect Chamberlin-Courant to be almost stable and the location of
the additional voter, in relation with the existing voters and the density of the voters’ distribution
one this area to affect the outcome.

An important observation is that the outcome that our algorithm suggests will be always af-
fected from the addition of the voter. However, this may not be visible, according to the candidates’
distribution. e same proposed outcome may seem stable, almost stable or unstable, due to the
different candidates’ positions. And even though the outcome is never fully changed, the outcome
cannot be characterized as stable, as one or more convergence’s points change.

An interesting observation is that out heuristic does not use candidates location, till the al-
gorithm suggest an outcome and finds the closer candidates. As a result, we cannot extract any
information for the additional voter, even though we know that something has changed.
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(a) (b) (c)

Figure 5.16: Chamberlin-Courant heuristic - unstable
e voters remain the same, while the candidates’ distributions differ: (a) 4-Gaussian, (b) Uniform

Disc, and (c) Uniform Square

5.3.2.6 Monroe rule

Figure 5.17 Monroe heuristic - unstable

As mentioned earlier, Monroe rule is NP-
hard and as a result, we are studying the stabil-
ity of our heuristic. We expected that Monroe
would be completely unstable with the addition
of a voter. And the results confirmed it.

However, this may characterize this rule
over our conditions, but it may be an unfair
characterization due to the nature of the rule.
While in the initial experiment there could be
nomore than 50 candidates per cluster, while an
additional voter was added, one cluster should
include an extra candidate. is is absolutely
certain that would change the results because
it would lead in different convergence’s points.
As a result, this criterion is not a proper one, or
even a fair one, for this rule.

5.3.3 Conclusions

In this chapter, we came to conclusions regarding the stability of the rule’s outcomes when a
new voter is added, the revelation of information regarding the new voter and the fairness of judging
all the rules under the same criteria.

As far for the stability of the rules, we concluded that Single Nontransferable Vote, Bloc, and
k-Borda rule can be characterized as stable. Normally, if the outcome is not perfectly stable only
one voter can change. In Bloc and k-Borda rule, more can potentially change, but under extremely
specific conditions.

e Single Transferable Vote rule is unstable, as the addition of a voter can change the series
of candidates’ election or elimination. Chamberlin-Courant is unstable as well, as the addition of a
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voter can change the convergence points more easily as the movement of a voter. Lastly, Monroe
rule is perfectly unstable, as expected. e addition of the voter changes almost every cluster.

As far as the disclosure of information regarding the additional voter, only the stable ones are
able to reveal anything about the location of the voter. e more stable the rule the more the infor-
mation it reveals, when the outcome is not perfectly stable. e rules reveal information in reverse
order they can potentially be affected by only one voter, i.e. Single Nontransferable Vote reveals the
location of the voter, while k-Borda and Bloc reveal general information, which in case of Bloc can
be narrow down the possible locations.

Finally, as far as the fairness of judging all the rules under the same criteria, the only rule that
we could claim that was unfairly treated is Monroe heuristic, because the size of clusters change
and as a result, the instability of the rule is anticipated. Still the results regarding the stability of
Monroe heuristic for the movement of a voter, affirm that Monroe’s heuristic is unstable under most
conditions and this is only one of them.
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5.4 Summary of Stability Results

Stability
Best case Average case Worst case

Movement
of Voter

Additional
Voter

Movement
of Voter

Additional
Voter

Movement
of Voter

Additional
Voter

SNTV 3 3 3 3 3 D

STV 3 3 3 7 7 7

Bloc 3 3 3 3 D D

k-Borda 3 3 3 3 D D

CC 3 3 D 7 7 7

Monroe 3 3 7 7 7 7

Table 5.1: Stability of Multiwiner Vote Rules
3 indicates that the rule is perfectly stable, while 7 indicates that the rule is unstable. D indicates

that the rule is stable but there can be potentially a small change (under certain conditions).

Regarding the disclosure of information over the additional voter, we can summarize the results
in the following table. It is noted that an instability over the outcomes, either small or big, is assumed.

Rules
SNTV STV Bloc k-Borda CC Monroe

Disclosure of
Information 3 7 3 3 7 7

Table 5.2: Disclosure of information over the additional voter
3 and 7 indicate that the rule does or does not disclose any information over the additional voter.
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Chapter 6

Design & Implementation of the Experiment over the

Multi-Dimensional Space

We also wanted to study examples closer to real life where we only have the voters’ rankings.
We could create our own test but we choose to use real election sets from “PrefLib: A Library for
Preferences”[27]. is is a reference library of preference data and links. ey have aempted to
unify the formaing of the data as much as possible. ey currently have 10 types of data in 3
formats. More details about the formation we choose to study are given later in the chapter.

6.1 Election

6.1.1 Experimental Setup

For every simulation, a certain set of voters and candidates, where provided. All the test cases
from PrefLib that were used, came from the SOC (Strict Orders - Complete List) package, meaning
that for every voter a preference order of the candidates, with no ties, is given. Our objective is to
elect a commiee ( a subset of candidates) that represents in a certain way the voters. Since both the
voters and candidates number differ per experiment, so does the commiee members, which range
from 3 to 5. We rejected many test cases that had up to 5 candidates or voters. us, we ended up
with the following test cases.

1 ED−00006−00000003
2 ED−00006−00000004
3 ED−00006−00000007
4 ED−00006−00000008
5 ED−00006−00000011
6 ED−00006−00000012
7 ED−00006−00000018
8 ED−00006−00000021
9 ED−00006−00000022

10 ED−00006−00000028
11 ED−00006−00000029
12 ED−00006−00000032
13 ED−00006−00000033

14 ED−00006−00000034
15 ED−00006−00000035
16 ED−00006−00000036
17 ED−00006−00000037
18 ED−00006−00000044
19 ED−00006−00000046
20 ED−00006−00000048
21 ED−00009−00000001
22 ED−00009−00000002
23 ED−00012−00000001
24 ED−00014−00000001
25 ED−00032−00000002
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In order to study the stability, we copied the test cases twice and edited them, the first time
by editing one random voter (without changing the first ranked candidate) and the second time by
adding one extra voter.

6.1.2 Representation of the Voters & Candidates

In the previous experiment, where both voters and candidates were represented as points in
the Euclidean Domain, we generated the rankings and the voters’ misrepresentation from a certain
candidate was defined as the distance between the voter and the candidate. e bigger the distance
the less the benefit for the voter.

But in this experiment, we do not have two-dimensional coordinates. Instead, we only have
the rankings of the voters. Notwithstanding that for the SNTV, STV, k-Borda and Bloc rules, the
rankings are enough, since it is the only thing we need in order to assign the votes and find the
winners, this is not the case for Chamberlin-Courant and Monroe rules. ese rules are trying to
minimize the misrepresentation of the voters and as a result, we need to interpret the rankings into
misrepresentation with a utilization function, that can be linear, convex or have any other form that
may be appropriate at given time.

Moreover, Chamberlin-Courant and Monroe rules are NP-hard. As a result, we used the heuris-
tics presented in chapter 4. Our heuristics use the location of the voters in order to create the pro-
posed clusters and then and only use the candidate’s positions in order to find the ones closer to
the clusters’ centers. In order to be able to use the same algorithms, we interpreted the rankings as
locations in a multi-dimensional space. In each experiment there were n dimensions, where n is the
number of candidates and each candidate Ci is represented as a vector in basis with the following
form:

C0 = [ 1 0 0 · · · 0 ], C1 = [ 0 1 0 · · · 0 ], . . . , Cn−1 = [ 0 0 0 · · · 1 ].

As a result each voter Vj is represented as:

Vj = [ c0j c1j c2j · · · c(n−1)j ],

where cij is the position that voter Vj ranked candidate Ci and 1 ≤ cij ≤ n.
With these in mind, we were able to use the same exact algorithms, with one differentiation.

We decided to use L1 distance metric (Manhaan distance metric) instead of L2 distance met-
ric (Euclidean distance metric) while calculating the distances since it works beer in the multi-
dimensional space[28]. is way we have a simple linear utilization function.

We also used an exponential utilization function where each voter Vj is represented as:

Vj = [ 2c0j−1 2c1j−1 2c2j−1 · · · 2c(n−1)j−1 ]

However, aer the experiments, we rejected the exponential utilization function for Chamberlin-
Courant heuristic, because the algorithm develops the inability to converge. Further research must
be done for the appropriate utilization function.
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6.2 Results

e given test cases due to the small number of candidates or/and voters do not let us study
properties such as diversity or proportional representation.

In terms of stability, there is no point for studying rules that use only the rankings, because
we have already tested them in chapter 5, since the seing is not affected by the representation of
the voters in two- and multi-dimensional space. e only thing that the experiment revealed for
the SNTV, STV, Bloc and Borda rules is the extent of our conclusions since the weight of each vote
changes due to the change of the voters’ and candidates’ number.

Chamberlin-Courant and Monroe heuristics, on the other hand, are based on clustering algo-
rithms. erefore the number of voters, candidates and as a result of commiee’s members render
the test cases inappropriate for our study.

An interesting conclusion that came up from the experiments was that in test cases that the
rankings were taken from races, almost all the rules had the same outcome. is can be explained
by the fact that there is an “objective” ranking (and as a result “objective” winners) and all the voters
are trying to approach it. Hence, the small number of the test-cases make us skeptical about our
conclusion and further research must be done.
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Chapter 7

Future Work

We approached the topic of multiwinner voting rules mainly in the two-dimensional spatial
domain. We focused on the heuristics of the NP-hard rules and on the property of stability. is
work can be further extended and improved in various ways.

One step of action would be to examine different clustering approaches, e.g. hierarchical ag-
glomerative clustering approach [29], in order to build different successful heuristics or approxima-
tion algorithms. is is an active domain of research, especially for Monroe rule due to the built-in
restrictions it has.

Secondly, one possible extension could be in the study of stability. Our study was restricted in
two basic cases, i.e. the limited movement of one voter and the addition of a voter. is could be
expanded in other directions as well, such as the removal of a voter or even a candidate. Due to the
interpretation of stability in different ways, e.g. manipulation, control [30], etc. we are interested
in all the different cases. Another interesting approach would be to evaluate the scalability of the
difficulty of manipulating the results.

Moreover, another interesting approach is based on the challenges of the field. Many voting
rules, e.g. k-Borda, Chamberlin-Courant, Monroe, etc. require full preference rankings provided by
voters, and with a large number of candidates, such information might be infeasible. As a result,
it is difficult to find suitable election samples for studying such rules. Besides, the lack of suitable
samples was our problem in our study for multiwinner elections in multi-dimensional space. It is
thus natural to study multiwinner voting rules for the case that only partial preference is available.
is can also have huge effect to problems were only partial preferences are available but the whole
”true” ranking must be revealed (similar to the problem of having noisy votes [31] and try to find
the ”true” ranking).

Finally, a challenging approach would be to find a way to present the results and to classify
the candidates who lost. In most of the cases it is easy to say who won the election, but sometimes
more information is needed, e.g. the candidates may wish to know how well did they do even if
they lost. is can be really challenging for some rules, e.g. Single Transferable Vote rules, due to
the complexity of rule. Studies must be made in order to find a way to evaluate the results, rules
weaknesses and the success of the candidates. In this approach, the algorithmic properties of the
rules (diversity, proportional representation, fairness) can be a really useful and valuable asset.
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Μέρος II

Ελληνικό Κείμενο

Συγκριτική Αξιολόγηση Κανόνων Ψηφοφορίας για την

Εκλογή Επιτροπών





Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Κίνητρο

Ως εκλογή επιτροπών ορίζεται η διαδικασία εκλογής ενός υποσυνόλου των υποψηφίων (αντι-
κειμένων ή ατόμων) ως αντιπροσώπων. Σε καθημερινές επιχειρηματικές αποφάσεις, στις εκλογές
κλπ. στόχος είναι η δημιουργία ενός συλλογικού προφίλ προτίμησης από ένα σύνολο ατομικών
και ενδεχομένως αντικρουόμενων προφίλ. Αν όμως η δημιουργία του συλλογικού προφίλ μπορεί
να γίνει με πολλούς και διαφορετικούς τρόπους, πώς βρίσκουμε το προφίλ, δηλαδή μια επιτροπή
αντιπροσώπων που ικανοποιεί κριτήρια όπως η αντιπροσωπευτικότητα; Πώς μπορούμε να δια-
σφαλίσουμε ότι αυτό το αποτέλεσμα δεν θα είναι χειραγωγήσιμο από ένα συγκεκριμένο άτομο ή
ότι ο κάθε χρήστης θα ωφεληθεί από το αποτέλεσμα σύμφωνα με τις δικές του προτιμήσεις;

Τα τελευταία χρόνια, τα ερωτήματα αυτά, απασχολούν τους ερευνητές του πρόσφατα δια-
μορφωμένου πεδίου της Υπολογιστικής Θεωρίας της Κοινωνικής Επιλογής, το οποίο προσφέρει
πολλές προκλήσεις, ειδικά για τις εκλογές επιτροπών. Η σημασία αυτού του πεδίου καθορίζεται
ήδη με εφαρμογές σε συστήματα προτάσεων, σε διαδικτυακές μηχανές αναζήτησης για την από-
φαση των σελίδων που εμφανίζονται για κάποιο query, κλπ. Έτσι, έχουν γίνει διάφορες θεωρητικές
αξιολογήσεις των ποικίλων κανόνων ψηφοφορίας για την εκλογή επιτροπών, καθένας από τους
οποίους ικανοποιεί διαφορετικά κριτήρια και σε πολλές περιπτώσεις είναι ιδιαίτερα σχεδιασμένος
για συγκεκριμένες εφαρμογές. Η επιλογή ενός καλού κανόνα ψηφοφορίας για την εκλογή επιτρο-
πών δεν είναι τετριμμένη υπόθεση και πριν από αυτή, θα πρέπει να αναρωτηθούμε το είδος της
εφαρμογής που θα τον χρησιμοποιήσουμε και αν υπάρχουν απαραίτητες ιδιότητες που θέλουμε η
επιτροπή να ικανοποιεί.

Για τον προαναφερθέντα λόγο, έγινε μια ταξινόμηση των κανόνων για την εκλογή επιτροπών,
σύμφωνα με τις βασικές ιδιότητες που η επιτροπή θα πρέπει να ικανοποιεί. Αυτές οι ιδιότητες εί-
ναι αναλογική αντιπροσώπευση (η σύνθεση της επιτροπής θα πρέπει να αντανακλά σε γενικές
γραμμές τη βούληση των ψηφοφόρων), η ποικιλομορφία (η σύνθεση της επιτροπής θα πρέπει να
αντανακλά την ποικιλία των ψηφοφόρων) και η δικαιοσύνη (για εφαρμογές εύρεσης των επικρατέ-
στερων υποψηφίων - finalist). Μια ακόμη ιδιότητα που έχει μελετηθεί είναι η αντίσταση στη χειρα-
γώγηση. Έτσι αποφασίσαμε να προβούμε σε μια διεξοδική πειραματική αξιολόγηση των κανόνων
ψηφοφορίας για την εκλογή επιτροπών στο δισδιάστατο χώρο, σύμφωνα με αυτές τις ιδιότητες.

Τέλος, σημαντική πρόκληση στον τομέα της Υπολογιστικής Θεωρίας της Κοινωνικής Επιλο-
γής αποτελεί η υπολογιστική πολυπλοκότητα κάποιων κανόνων, οι οποίοι ανήκουν στο NP και
επομένως δεν μπορούν να εφαρμοστούν σε μεγάλο αριθμό δεδομένων λόγω περιορισμών χρόνου
ή/και χώρου. Πολλοί προσεγγιστικοί και ευρετικοί αλγόριθμοι έχουν προταθεί για τους NP-hard
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κανόνες και κατόπιν μελετηθεί σύμφωνα με θεωρητικές και αλγοριθμικές ιδιότητες. Ως εκ τούτου,
δημιουργήσαμε τους δικούς μας ευρετικούς αλγορίθμους για να τους αξιολογήσουμε, σύμφωνα με
τις ζητούμενες αλγοριθμικές ιδιότητες.

1.2 Συνεισφορά της Εργασίας

Στα πλαίσια αυτής της διπλωματικής εργασίας, αναλύσαμε τους πιο γνωστούς κανόνες ψηφο-
φορίας. Κατά τη διάρκεια των πειραμάτων μας στο δισδιάστατο χώρο, συγκρίναμε τους κανόνες,
τονίσαμε τις ομοιότητες και διαφορές τους ως προς τα χαρακτηριστικά και το σχεδιασμό και τους
αξιολογήσαμε σύμφωνα με ιδιότητες όπως η αναλογική αντιπροσωπευτικότητα και η ποικιλομορ-
φία. Ιδιαίτερη βάση δόθηκε στην ιδιότητα της ευστάθειας, καθώς είναι απαραίτητη σε πολλές
εφαρμογές. Στα πλαίσια της εργασίας μας, περιορίσαμε τη μελέτη της ευστάθεια στις ακόλουθες
δύο περιπτώσεις: τη μετακίνηση ενός ψηφοφόρου και την προσθήκη ενός νέου.

Μερικοί από τους κανόνες που μελετήσαμε, ανήκουν υπολογιστικά στοNP (Chamberlin-Courant
και Monroe). Αντί λοιπόν να τρέχουμε μεγάλες και μακροχρόνιες προσομοιώσεις για την αξιολό-
γηση αυτών των κανόνων, σχεδιάσαμε και μετέπειτα υλοποιήσαμε δικούς μας ευρετικούς αλγο-
ρίθμους με έμφαση στην αποτελεσματικότητα. Αυτοί οι ευρετικοί αλγόριθμοι μετέπειτα αξιολογή-
θηκαν σύμφωνα με την ικανοποίηση των ίδιων ιδιοτήτων και τα αποτελέσματα τους συγκρίθηκαν
αναλυτικά με τα αναμενόμενα δίνοντας έμφαση στην ακρίβεια. Ο σχεδιασμός προσεγγιστικών και
ευρετικών αλγορίθμων για NP-hard προβλήματα αποτελεί ενεργό και γεμάτο προκλήσεις πεδίο
έρευνας, ειδικά για τον κανόνα του Monroe λόγω ιδιαίτερα συγκεκριμένων και ιδιαίτερων απαι-
τήσεων του.

Τέλος, επεκτείναμε την έρευνα μας στον πολυδιάστατο χώρο, που αντιστοιχεί σε πραγματικά
προβλήματα και εφαρμογές. Επιτυχημένα υλοποιήσαμε τους κανόνες ψηφοφορίας και προσαρμό-
σαμε τους ευρετικούς μας αλγόριθμους ώστε να μπορούν να χρησιμοποιούν πραγματικά δεδομένα.
Ο διακριτός πολυδιάστατος χώρος αποτέλεσε πρόκληση, λόγω της έλλειψης σχετικών θέσεων με-
ταξύ των ψηφοφόρων και υποψηφίων, την οποία ξεπεράσαμε στην εργασία μας. Η επαλήθευση
της προσέγγισης μας ήταν επιτυχημένη στα διαθέσιμα δεδομένα. Ωστόσο, η έλλειψη δεδομένων
μεγάλης κλίμακας, αποδείχτηκε να είναι περιοριστικός παράγοντας της εργασίας μας. Η συλ-
λογή δεδομένων για την πλήρη επιβεβαίωση και επαλήθευση της προσέγγισης που περιγράφεται
σε αυτή την εργασία αποτελεί μέρος ενεργούς έρευνας και σημειώνεται ως μελλοντική έρευνα.

1.3 Οργάνωση Ελληνικού Κειμένου

Στο κεφάλαιο 2, παρουσιάζουμε το θεωρητικό υπόβαθρο στο οποίο βασίζεται η εργασία, διευ-
κρινίζοντας τις έννοιες και τις ορολογίες που εισάγονται αργότερα στην εργασία. Συγκεκριμένα,
παρουσιάζουμε έννοιες της υπολογιστικής θεωρίας της κοινωνικής επιλογής, δίνουμε ορισμούς
των κανόνων ψηφοφορίας για την εκλογή επιτροπών που χρησιμοποιήσαμε, και περιγράφουμε τις
εφαρμογές τους, σε συνδυασμό με τις επιθυμητές ιδιότητες των αποτελεσμάτων.

Στο κεφάλαιο 3, περιγράφουμε την πειραματική διαδικασία και τις σχεδιαστικές αποφάσεις
για το πείραμα στο δισδιάστατο χώρο. Στη συνέχεια, συγκρίνουμε και αντιπαραβάλλουμε τους κα-
νόνες ψηφοφορίας εκλογής επιτροπών σύμφωνα με ιδιότητες όπως η ποικιλομορφία και συζητάμε
την καταλληλότητα και τα αναμενόμενα προβλήματα από την χρήση κάθε κανόνα ψηφοφορίας.
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Παραθέτουμε επίσης γραφικές αναπαραστάσεις και εκτεταμένο σχολιασμό για ορισμένα από τα
πειραματικά μας αποτελέσματα.

Στο κεφάλαιο 4 προτείνουμε τους δικούς μας ευρετικούς αλγορίθμους για τους NP-hard κα-
νόνες Chamberlin-Courant και Monroe με βάση τις εγγενείς ιδιότητές των κανόνων. Εξετάζουμε
τα παραγόμενα αποτελέσματα και σχολιάζουμε την επιτυχία των αλγορίθμων μας, καθώς και τις
αδυναμίες τους.

Στο κεφάλαιο 5, αξιολογούμε τους κανόνες ψηφοφορίας εκλογής επιτροπών σύμφωνα με την
ικανότητα τους να βρεθούν σταθερές επιτροπές. Εξετάζουμε αρχικά, εάν το αποτέλεσμα μπορεί να
επηρεαστεί από την κίνηση ενός τυχαίου ψηφοφόρου, και στη συνέχεια, από την προσθήκη ενός
ψηφοφόρου.

Στο κεφάλαιο 6, περιγράφουμε την πειραματική διαδικασία και τις σχεδιαστικές αποφάσεις
του πειράματος για την χρήση πραγματικών δεδομένων από εκλογές.

Στο κεφάλαιο 7, αναφέρουμε βελτιώσεις στους ευρετικούς αλγορίθμους, προτείνουμε διαφο-
ρετικές προσεγγίσεις που μπορούν να υλοποιηθούν και να προσφέρουν κέρδη όσον αφορά την
απόδοση των αλγορίθμων. Τέλος, παρουσιάζουμε πιθανές προεκτάσεις της μελέτης της ευστά-
θειας και μελλοντικές κατευθύνσεις σχετικής έρευνας.
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Κεφάλαιο 2

Θεωρητικό Υπόβαθρο

2.1 Εισαγωγή

Όλοι μας, κάποια στιγμή στη ζωή μας, έχουμε λάβει μέρος σε κάποια εκλογική διαδικασία, είτε
ως ψηφοφόροι είτε ως υποψήφιοι. Οι βουλευτικές εκλογές είναι ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα
και ίσως το πρώτο που περνάει από το μυαλό κάποιου ακούγοντας τον όρο «εκλογές». Ωστόσο
υπάρχουν πολλά ακόμα παραδείγματα από την καθημερινή ζωή, όπως η εύρεση της ιδανικής μέ-
ρας και ώρας για κάποια συνάντηση ή η εύρεση του νικητή σε κάποιο διαγωνισμό, π.χ. Eurovision.
Καθένα από τα παραπάνω παραδείγματα αποτελεί μέλος μιας διαφορετικής κατηγορίας εκλογών,
λόγω του διαφορετικού κανόνα ψηφοφορίας που χρησιμοποιείται και των επιθυμητών ιδιοτήτων
του αποτελέσματος. Στα περισσότερα πολιτικά συστήματα, εκλέγουμε εκπροσώπους με τον κα-
νόνα Single Nontransferable Vote (απλή αναλογική), ενώ στο Doodle χρησιμοποιείται ο κανόνας
approval [1]. Στο διαγωνισμό τραγουδιού της Eurovision, εφαρμόζεται μία παραλλαγή του κανόνα
ψηφοφορίας Borda, για την επιλογή του νικητή.

Στα παραπάνω παραδείγματα, ακόμη και αν η φύση τους διαφέρει, ο στόχος παραμένει ο ίδιος:
«εύρεση (επιλογή) του νικητή». Οι κανόνες ψηφοφορίας που χρησιμοποιούνται στα παραπάνω πα-
ραδείγματα αποτελούν κανόνες ψηφοφορίας για την εύρεση νικητή (Single Winner Voting Rules).
Τούτου λεχθέντος, υπάρχει και μια άλλη οικογένεια εκλογών, με στόχο την εκλογή μιας ομάδα υπο-
ψηφίων, δηλαδή μιας επιτροπής. Αυτοί είναι οι κανόνες ψηφοφορίας για την εκλογή επιτροπών
(Multi Winner Voting Rules) και αντιστοιχούν σε πιο περίπλοκες και ποικίλες καταστάσεις και
εφαρμογές. Οι βουλευτικές εκλογές, διάφορες επιχειρηματικές αποφάσεις, δημιουργία portfolio,
επιλογή ταινιών, συστήματα συστάσεων, εύρεση finalist είναι μόνο μερικά σενάρια εκλογών για
επιτροπές και απαιτούν κανόνες με διαφορετικές αρχές.

Έτσι, οι εκλογές επιτροπών έχουν χωριστεί σε τρεις κύριες κατηγορίες [3] με βάση το στόχο
τους:

1. εύρεση επιτροπής με τους επικρατέστερους υποψηφίους (finalist),

2. εύρεση επιτροπής με γνώμονα την ποικιλομορφία,

3. εύρεση επιτροπής με γνώμονα την αναλογική αντιπροσώπευση των ψηφοφόρων.

Στις επόμενες ενότητες, θα αναλύσουμε τις παραπάνω κατηγορίες, δίνοντας παραδείγματα και
σχολιάζοντας τις προκλήσεις που υπάρχουν στις εκλογές επιτροπών. Επίσης θα παρουσιάσουμε
τους κανόνες που χρησιμοποιήσαμε στα πειράματα μας.
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2.2 Κύριοι Τύποι Εκλογών Επιτροπών

2.2.1 Εύρεση Επιτροπής με Γνώμονα την Εύρεση των Επικρατέστερων
Υποψηφίων (shortlisting)

Πριν την εύρεση του νικητή ενός διαγωνισμού, του παραλήπτη ενός βραβείου, την επιλογή
του ιδανικού υποψήφιου για μία θέση εργασίας κλπ., υπάρχει συνήθως μία διαδικασία προεπι-
λογής για την εύρεση των επικρατέστερων υποψηφίων (finalist). Οι κανόνες αυτοί (ονομάζονται
shortlisting ή screening rules [4]), μπορούν να οριστούν ως εκλογές επιτροπών, που έχουν ως στόχο
την επακόλουθη επιλογή ενός υποψηφίου. Δεδομένου ότι μόνο ένας υποψήφιος θα επιλεγεί τελικά,
τα άτομα που θα εκλεγούν, θα πρέπει να είναι τα καλύτερα, με την υψηλότερη καταλληλότητα,
ανεξάρτητα από αλληλεπιδράσεις μεταξύ των υποψηφίων (υποθέτουμε ότι οι ψηφοφόροι κατανο-
ούν τυχόν ειδικές απαιτήσεις, π.χ. ένα επίπεδο ποικιλομορφίας προκειμένου να αποφευχθούν οι
διακρίσεις στην ομάδα των finalist, και ότι αυτές αντικατοπτρίζονται στις προτιμήσεις των ψηφο-
φόρων) [5], δηλαδή δύο παρόμοιοι υποψήφιοι πρέπει είτε να εκλεγούν είτε να εξαλειφθούν ¹. Στη
συνέχεια οι finalist αξιολογούνται αυστηρότερα, π.χ. με μια συνέντευξη, και επιλέγεται ο νικητής,
διαδικασία που είναι πέρα από την διαδικασία του shortlisting.

Για την κατηγορία της εύρεσης των επικρατέστερων υποψηφίων, δίνουμε ένα παράδειγμα από
τον ακαδημαϊκό χώρο. Ας εξετάσουμε μία κατάσταση, όπου μία μεταδιδακτορική θέση ανοίγει σε
ένα πανεπιστήμιο. Τα κατάλληλα μέλη από το πανεπιστήμιο κατατάσσουν τους αιτούντες, προ-
κειμένου να δημιουργηθεί ένας κατάλογος (λίστα) των υποψηφίων, οι οποίοι στη συνέχεια θα κλη-
θούν για συνέντευξη [3]. Ένα άλλο παράδειγμα, είναι η διαδικασία της επιλογής των υποψηφίων
για κάποιο βραβείο Όσκαρ. Η απλουστευμένη διαδικασία είναι η ακόλουθη: υπάρχουν ορισμένα
κριτήρια που κάποιος πιθανός υποψήφιος πρέπει να πληροί και έπειτα από μια διαδικασία ψη-
φοφορίας επιλέγονται οι πιθανοί υποψήφιοι που τελικά ορίζονται ως επίσημοι υποψήφιοι για το
βραβείο. Τέλος, ο νικητής αποφασίζεται, μέσω μίας νέας διαδικασίας ψηφοφορίας, ως υποψήφιος
με τους περισσότερους ψήφους, διαδικασία που όπως αναφέρθηκε ξεφεύγει από το shortlisting.

2.2.2 Επιλογή Επιτροπής με Γνώμονα την Ύπαρξη Ποικιλομορφίας (diversity)

Υπάρχουν πολλά παραδείγματα εκλογών, στις οποίες πρωταρχικά αποζητούμε την ποικιλο-
μορφία στην εκλεγμένη επιτροπή. Σε αυτές, οι υποψήφιοι δεν μπορούν να αξιολογηθούν ανεξάρ-
τητα, δηλαδή εάν υπάρχουν δύο παρόμοιοι υποψήφιοι τότε πρέπει είτε να επιλεγεί ένας από αυτούς
είτε κανένας (αν υπάρχουν καλύτερες επιλογές), αλλά σε καμία περίπτωση δεν πρέπει να επιλε-
γούν και οι δύο.

Το πρόβλημα της εκλογής επιτροπής με ποικιλομορφία θυμίζει το Facility Location Problem.
Ας εξετάσουμε λοιπόν, το ακόλουθο πρόβλημα. Θέλουμε να τοποθετήσουμε πυροσβεστικούς σταθ-
μούς στην πόλη. Παρόλο που υπάρχει ένα σημείο που ελαχιστοποιεί την απόσταση από το σύνολο
των σημείων στην πόλη, δεν θέλουμε να οικοδομήσουμε όλους τους πυροσβεστικούς σταθμούς σε
αυτό. Αντίθετα προτιμούμε να τα διανείμουμε ομοιόμορφα, έτσι ώστε κάθε σημείο της πόλης να
βρίσκεται κοντά σε έναν πυροσβεστικό σταθμό. Ένα άλλο παράδειγμα από τον τομέα των επιχει-
ρηματικών αποφάσεων, είναι το ακόλουθο. Έστω ότι ο ιδιοκτήτης ενός καταστήματος με περιορι-
σμένο χώρο αποθήκευσης γιαDVD, πρέπει να προμηθευτεί ένα συγκεκριμένο αριθμό διαφορετικών

¹ Πιθανή εξαίρεση αποτελούν οι συνοριακές περιπτώσεις, τις οποίες θα εξετάσουμε στις επόμενες ενότητες.
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ταινιών. Μια από τις καλύτερες στρατηγικές είναι να επιλέξει ένα σύνολο ταινιών με τη μεγαλύ-
τερη δυνατή ποικιλομορφία, έχοντας κατά νου ότι κάθε πελάτης πρέπει να μπορεί να βρει κάτι
που του αρέσει.

2.2.3 Επιλογή Επιτροπής με Γνώμονα την Αναλογική Αντιπροσώπευση των
Ψηφοφόρων (proportional representation)

Ο πιο γνωστός τύπος εκλογών για τη εύρεση επιτροπών είναι οι βουλευτικές εκλογές, όπου
σημαντικό αίτημα είναι η αναλογική αντιπροσώπευση των απόψεων της κοινωνίας (δηλαδή των
ψηφοφόρων) και ιδανικά η εύρεση μίας επιτροπής k-αντιπροσώπων, όπου καθένας από αυτούς
αντιπροσωπεύει περίπου n/k ψηφοφόρους (όπου n είναι ο συνολικός αριθμός των ψηφοφόρων).
Αυτός είναι άλλωστε και ο αυστηρός ορισμός της ιδιότητας αναλογικής αντιπροσωπευτικότητας.

Για την ιδιότητα της αναλογικής αντιπροσωπευτικότητας, δίνουμε ένα παράδειγμα, παρόμοιο
με αυτό της ποικιλομορφίας. Ας εξετάσουμε και πάλι την περίπτωση του καταστήματος με τον
περιορισμένο χώρο αποθήκευσης DVD. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ένας συγκεκριμένος αριθμός
διαφορετικών ταινιών που οι ιδιοκτήτες μπορούν να προμηθευτούν, και η κάθε διαφορετική ταινία
μπορεί να αγοραστεί μόνο σε ομάδες των n/k. Η καλύτερη στρατηγική για να μεγιστοποιήσουμε
το κέρδος είναι η προμήθεια των k ταινιών που περίπου n/k πελάτες θα βρουν ελκυστικά, έχοντας
κατά νου ότι κάθε πελάτης πρέπει να βρει ένα DVD για να αγοράσει.

2.3 Προκλήσεις

Θα επικεντρωθούμε στις ακόλουθες προκλήσεις που αφορούν τις εκλογές επιτροπών [5]. Η
πρώτη αφορά το πρόβλημα της επιλογής του κατάλληλου κανόνα ψηφοφορίας σε μία συγκε-
κριμένη εφαρμογή (ή γενικότερα για έναν τύπο εκλογών). Πώς μπορεί, λοιπόν, ένας χρήστης να
επιλέξει έναν καλό κανόνα ψηφοφορίας για την εφαρμογή του; Υπάρχουν πολλές απαντήσεις
στην ερώτηση αυτή. Αρχικά, υπάρχουν ορισμένοι κανόνες ψηφοφορίας οι οποίοι έχουν σχεδιαστεί
για να ικανοποιούν ορισμένες ιδιότητες (π.χ. κανόνας Monroe και αναλογική αντιπροσωπευτικό-
τητα). Μία διαφορετική προσέγγιση, αποτελεί η μελέτη αξιωματικών ιδιοτήτων για να κρίνουμε
την καταλληλότητα ενός κανόνα ψηφοφορίας για μια συγκεκριμένη εφαρμογή [3] (π.χ. έλεγχο
για την ικανοποίησης της ιδιότητας της αναλογικής αντιπροσωπευτικότητας μέσω της ιδιότη-
τας του Dumme [6]. Τέλος, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε εμπειρική ανάλυση για τη σύγκριση
διαφορετικών κανόνων υπό συγκεκριμένες συνθήκες, συμπεριλαμβανομένων θεωρητικών και πει-
ραματικών αξιολογήσεων [7], [8], ή μπορούμε να εξετάσουμε την συμπεριφορά των κανόνων σε
απλούστερους τομείς, όπου μπορεί η συμπεριφορά τους να ερμηνεύεται διαισθητικά [9]. Όλες οι
παραπάνω προσεγγίσεις είναι σημαντικές και η επιλογή ενός κανόνα ψηφοφορίας θα πρέπει να
γίνεται λαμβάνοντας τες υπόψιν.

Η δεύτερη αφορά την ικανότητά μας να υπολογίζουμε τα αποτελέσματα των ψηφοφοριών σε
πολυωνυμικό χρόνο. Από τους κανόνες για την εύρεση νικητή, σχεδόν όλοι υπολογιστικά ανήκουν
στο P, αν και υπάρχουν σημαντικές εξαιρέσεις, όπως οι κανόνες του Dodgson [10], Young [11] και
Kemeny [12]. Για την εύρεση επιτροπής, η κατάσταση είναι πιο περίπλοκη. Υπάρχουν πολλοί κα-
νόνες που τα αποτελέσματα υπολογίζονται σε πολυωνυμικό χρόνο, αλλά οι πιο ενδιαφέροντες κα-
νόνες είναι NP-hard, π.χ. Chamberlin-Courant [13] και Monroe [14]. Το πρόβλημα αυτό μπορούμε
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να το προσεγγίσουμε είτε με γρήγορους ευρετικούς αλγορίθμους είτε με αλγόριθμους προσέγγισης.
Τέτοιοι αλγόριθμοι μπορούν να θεωρηθούν ως νέοι, εύκολοι υπολογιστικά κανόνες. Έτσι μελετάμε
τις αξιωματικές ιδιότητες των κανόνων που ορίζονται από τέτοιους αλγόριθμους προσέγγισης,
ακριβώς όπως κάνουμε και για τους αρχικούς κανόνες ψηφοφορίας.

2.4 Ορισμός των Κανόνων Ψηφοφορίας για την Εκλογή Επιτροπών

Σε αυτή τη διπλωματική εργασία, εφαρμόζουμε τους πιο δημοφιλείς κανόνες ψηφοφορίας για
την εκλογή επιτροπών π.χ., Single Nontransferable Vote, Single Transferable Vote, Bloc, k-Borda,
Monroe, Chamberlin–Courant. Στην ενότητα αυτή, παρουσιάζουμε τους αλγορίθμους και τις έν-
νοιες πίσω από κάθε κανόνα.

2.4.1 Κανόνας Single Nontransferable Vote (SNTV)

Ο κανόνας αποτελεί την έκδοση του κανόνα της πλειοψηφίας για την εκλογή επιτροπών. Κάθε
ψηφοφόρος δίνει ένα ψήφο στον αγαπημένο του υποψήφιο και τελικά οι k υποψήφιοι με τους πε-
ρισσότερους ψήφους εκλέγονται.
Παράδειγμα. Ας εξετάσουμε το ακόλουθο απλό παράδειγμα. Έχουμε 6 ψηφοφόρους και ένα σύ-
νολο υποψηφίων C = {a, b, c, d, e}. Στόχος μας είναι να εκλέξουμε μια επιτροπή με k = 2 μέλη.

Ψηφοφόρος Σειρά Κατάταξης
v1 : b ≻ a ≻ c ≻ d ≻ e
v2 : e ≻ a ≻ b ≻ d ≻ c
v3 : d ≻ a ≻ b ≻ c ≻ e
v4 : c ≻ b ≻ d ≻ e ≻ a
v5 : c ≻ b ≻ e ≻ a ≻ d
v6 : b ≻ d ≻ c ≻ e ≻ a

Πίνακας 2.1: Οι προτιμήσεις των ψηφοφόρων στο σύνολο των υποψηφίων

Για τον κανόνα SNTV μόνο η πρώτη προτίμηση των ψηφοφόρων έχει σημασία. Ως αποτέλεσμα, ο
ψηφοφόρος v1 δίνει ένα ψήφο στον υποψήφιο b, ο v2 μία ψήφο στον υποψήφιο a, κλπ. Τα αποτε-
λέσματα παρουσιάζονται στον πίνακα 2.2 και τελικά προκύπτει η επιτροπή {b, c}.

Υποψήφιοι
a b c d e

Συνολικοί Ψήφοι 0 2 2 1 1

Πίνακας 2.2: Αποτελέσματα του κανόνα SNTV για το παράδειγμα του πίνακα 2.1

2.4.2 Κανόνας Single Transferable Vote (STV)

Ο κανόνας χωρίζεται σε πολλούς γύρους εκτέλεσης. Σε κάθε γύρο, οι ψήφοι αποδίδονται στους
υποψήφιους σύμφωνα με την πρώτη προτίμηση των ψηφοφόρων. Εάν υπάρχουν υποψήφιοι, οι
οποίοι συγκεντρώνουν τουλάχιστον ίσο αριθμό ψήφων με κάποιο συγκεκριμένο αριθμό, τότε αυτοί
εκλέγονται στην επιτροπή και όλοι οι επιπλέον ψήφοι τους μεταφέρονται από τους νικητές² στους

² Ως νικητές ορίζονται οι υποψήφιοι που έχουν εκλεχθεί.
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εναπομείναντες³ υποψηφίους. Διαφορετικά, ένας ή περισσότεροι υποψήφιοι με τους λιγότερους
ψήφους αφαιρούνται από τη διαδικασία και οι ψήφοι τους μεταφέρονται στους εναπομείναντες
υποψηφίους⁴. Η διαδικασία αυτή επαναλαμβάνεται, έως ότου να συμπληρωθούν όλες οι θέσεις
της επιτροπής.

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, οποιοσδήποτε υποψήφιος, προκειμένου να εκλεγεί, πρέπει να
έχει ένα ελάχιστο αριθμό ψήφων (quota). Συγκεκριμένα,

quota = floor
(valid votes to cast

seats to fill + 1

)
+ 1

Οι επιπλέον ψήφοι μεταφέρονται από τους νικητές στους εναπομείναντες σύμφωνα στον ακόλουθο
τύπο: (voted for second preference

votes of the winner

)
∗ extra votes

Για τον κανόνα STV υπάρχουν διαφορετικές παραλλαγές με περίπλοκους μηχανισμούς [15]. Ο
ακριβής αλγόριθμος που χρησιμοποιήσαμε παρουσιάζεται στο σχήμα 2.1.

Εικόνα 2.1: Κανόνας Single Transferable Vote [16]

Όταν ένας υποψήφιος αφαιρείται, οι ψήφοι του (πρώτης προτίμησης ή αυτοί που αποκτήθηκαν από
την εκλογή ή την κατάργηση άλλων υποψηφίων) μεταφέρονται στους υποψηφίους που αποτελούν
την επόμενη προτίμηση. Η διαδικασία αυτή επαναλαμβάνεται έως ότου να βρεθεί ένας νικητής για
κάθε θέση ή ο αριθμός των υποψηφίων να ισούται με τις ελεύθερες θέσεις ή ο συνολικός αριθμός

³ Οι υποψήφιοι που δεν έχουν εκλεγεί ή αφαιρεθεί από τη διαδικασία (hopefuls).
⁴ Σε αυτό το σημείο αγνοούμε τη διαδικασία με την οποία μεταβιβάζονται οι ψήφοι και τον τρόπο χειρισμού των

ισοπαλιών στη διαδικασία αφαίρεσης υποψηφίων. Για περισσότερες πληροφορίες, ανατρέξτε στην ενότητα 3.2.
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ψήφων να είναι μικρότερος από το quota.
Παράδειγμα. Παραθέτουμε ένα παράδειγμα, όπου έχουμε τις προτιμήσεις 99995 ψηφοφόρων [16]
και ζητούμενο είναι η εκλογή μίας επιτροπής τεσσάρων μελών. Στον πίνακα 2.3 η πρώτη γραμμή
δηλώνει τον δείκτη της στήλης για τη συγκεκριμένη σειρά προτιμήσεων. Στη δεύτερη γραμμή
υπάρχει ο αριθμός των ψηφοφόρων με αυτή τη σειρά προτιμήσεων. Στην τρίτη φαίνεται η πρώτη
προτίμηση κάθε ομάδας ψηφοφόρων. Οι επόμενες προτιμήσεις βρίσκονται σε φθίνουσα σειρά στις
επόμενες γραμμές.

I II III IV V VI VII VIII IX X XI XII XIII XIV XV XVI XVII XVIII
4111 3500 100 2722 10490 10511 13936 1595 8000 7639 4000 12051 4095 3153 2422 1020 2150 8500
A A A A B B C D D E E F G G G H H H
C D D H A C H C G F H B A A A C E F
H G G C C H D H E D B H C D H D G E
E C C G H F F F H H C G H H E E C G
G H H F E G E B B B G E B C F G F A
D E B D G A A E F G D C D E B B B C
F B F E F E B G C A A A F B D A A D
B F E B D D G A A C F D E F C F D B

Πίνακας 2.3: Σειρές κατάταξης των υποψηφίων από τους 99995 ψηφοφόρους.
Η έντονη γραφή δηλώνει ότι η συγκεκριμένη θέση έχει ληφθεί υπόψιν από τον κανόνα STV

Στο παράδειγμα αυτό ισχύει quota = 20000. Ο υποψήφιος cB έχει 21001 ψήφους πρώτης προ-
τίμησης, υπερβαίνοντας το quota κατά 1001 ψήφους. Ένα κλάσμα 20000/21001 ή 0.952 από κάθε
ψήφο, αρκεί για να εκλεχθεί ο υποψήφιος cB . Το υπόλοιπο ποσοστό του κάθε ψήφου διανέμεται
στους υποψηφίους cA και cC , καθώς έχουν τη δεύτερη θέση στις προτιμήσεις των ψηφοφόρων που
συμμετείχαν στην εκλογή του cB . Στον πίνακα 2.4 παρουσιάζεται ο αριθμός των ψήφων που έχει
κάθε υποψήφιος στον κάθε γύρο των εκλογών. Οι αριθμοί με έντονους χαρακτήρες δηλώνουν την
εκλογή του υποψηφίου, ενώ οι υπογραμμισμένοι την κατάργησή του. Τελικά προκύπτει η ακόλουθη
επιτροπή [B,C,G,H].

Γύρος A B C D E F G H
1 10433 21001 13936 9595 11639 12051 9670 11670
2 10933 - 14437 9595 11639 12051 9670 11670
3 10933 - 16032 - 11639 12051 17670 11670
4 - - 20643 - 11639 12051 21270 14392
5 - - - - 12116 12051 - 14828
6 - - - - 12116 - - 27879
7 - - - - 19995 - - -

Πίνακας 2.4: Οι ψήφοι κάθε υποψηφίου σε κάθε γύρο στου κανόνα STV

2.4.3 Κανόνας Bloc

Στον κανόνα αυτό οι ψηφοφόροι δίνουν ένα ψήφο στους k προτιμότερους υποψηφίους. Τελικά
οι k υποψήφιοι με τους περισσότερους ψήφους δηλώνονται νικητές και εκλέγονται στην επιτροπή.
Παράδειγμα. Ας εξετάσουμε και πάλι το παράδειγμα του πίνακα 2.1. Δεδομένου ότι η εκλεγμένη
επιτροπή θα έχει δύο μέλη, κάθε ψηφοφόρος επιλέγει τους δύο υποψηφίους που προτιμάει και δίνει
μία ψήφο στον καθένα από αυτούς. Δηλαδή, ο ψηφοφόρος v1 δίνει μία ψήφο στον υποψήφιο b και
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μία στον υποψήφιο a, ο ψηφοφόρος v2 δίνει μία ψήφο στον υποψήφιο e και μία στον υποψήφιο a,
κλπ. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στον πίνακα 2.5 και τελικά προκύπτει η επιτροπή {a, b}.

Υποψήφιοι
a b c d e

Συνολικοί Ψήφοι 3 4 2 2 1

Πίνακας 2.5: Αποτελέσματα του κανόνα Bloc για το παράδειγμα του πίνακα 2.1

2.4.4 Κανόνας k-Borda

Στον κανόνα αυτό, που προτάθηκε από τον Borda, κάθε ψηφοφόρος τοποθετεί τους υποψη-
φίους σε μία λίστα σύμφωνα με φθίνουσα σειρά προτίμησης. Οι υποψήφιοι λαμβάνουν από κάθε
ψηφοφόρο, αριθμό ψήφων ίσο με τον αριθμό των υποψηφίων που κατατάχθηκαν κάτω από αυτόν⁵.
Οι k υποψήφιοι με το υψηλότερο Borda score είναι οι νικητές.
Παράδειγμα. Ας εξετάσουμε και πάλι το παράδειγμα του πίνακα 2.1. Ο ψηφοφόρος v1 δίνει τέσ-
σερις ψήφους στον υποψήφιο b, τρεις ψήφους στον υποψήφιο a, δύο ψήφους στον υποψήφιο d

και τέλος ένα ψήφο στον υποψήφιο d, κλπ. Τα αποτελέσματα βρίσκονται στον πίνακα 2.6 και η
εκλεγμένη επιτροπή είναι {b, c}.

Υποψήφιοι
a b c d e

Συνολικοί Ψήφοι 10 18 13 11 8

Πίνακας 2.6: Αποτελέσματα του κανόνα k-Borda για το παράδειγμα του πίνακα 2.1

2.4.5 Κανόνας Chamberlin-Courant (β-CC)

Για κάθε ψηφοφόρο i και κάθε υποψήφιο c υπάρχει μία τιμή μη αντιπροσώπευσης µi,c, που δη-
λώνει το βαθμό στον οποίο κάθε υποψήφιος c δεν αντιπροσωπεύει τον ψηφοφόρο i. Μία συνάρτηση
μη αντιπροσώπευσης που βασίζεται στη θέση, κάνει χρήση ενός διανύσματος s = ⟨s1, . . . , sp⟩ έτσι
ώστε να ισχύει s1 ≤ · · · ≤ sp . Συγκεκριμένα, ένα τέτοιο διάνυσμα είναι αυτό του κανόνα Borda
sB όπου ισχύει sk = k για κάθε k. Με το posi(c) συμβολίζουμε τη θέση που κατέχει ο υποψήφιος c
στη σειρά προτίμησης του ψηφοφόρου i (όπου 1 είναι ο πρώτος υποψήφιος στη σειρά προτίμησης
και p ο τελευταίος). Η συνάρτηση μη αντιπροσώπευσης που αντιστοιχεί στο s είναι µi,c = sposi(c).
Ενστικτωδώς, το si ερμηνεύεται ως ο βαθμός μη ικανοποίησης του ψηφοφόρου αν εκπροσωπηθεί
από έναν υποψήφιο που έχει τοποθετήσει στην θέση i.

Έστω μία συνάρτηση αντιστοίχισης π συνδέει κάθε ψηφοφόρο με έναν υποψήφιο στο υποσύ-
νολο S. Η μη αντιπροσώπευση του ψηφοφόρου i σύμφωνα με την π είναι µi,π(i). Αφότου οριστεί η
μη αντιπροσώπευση του κάθε ψηφοφόρου, πρέπει να ορίστεί και η ολική μη αντιπροσώπευση της
κοινωνίας (utilitarianism), δηλαδή το άθροισμα όλων των ατομικών βαθμών μη αντιπροσώπευσης,
όταν επιλεγεί ένα υποσύνολο S των υποψηφίων. Επίσημα, η ολική μη αντιπροσώπευση υπό την

⁵ Αυτό είναι γνωστό ως asymmetric Borda score. Υπάρχει και symmetric Borda score, όπου οι ψήφοι στους n υπο-
ψηφίους δίνονται ως n

2
, n−1

2
, ..., 0, ...,−n−1

2
,−n

2
ανάλογα με τη σειρά κατάταξης. Ανεξάρτητα από ποια από τις δύο

συναρτήσεις θα χρησιμοποιήσουμε, το αποτέλεσμα παραμένει το ίδιο.
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αντιστοίχιση π ορίζεται ως:
µU (π) =

∑
i≤π

µi,π(i)

Ο κανόνας Chamberlin-Courant [13] δίνει ως έξοδο, την επιτροπή μεγέθους k που ελαχιστο-
ποιεί µU . Επειδή δεν υπάρχει περιορισμός στην συνάρτηση αντιστοίχισης, κάθε ψηφοφόρος αντι-
στοιχίζεται απλώς στον προτιμότερο υποψήφιο στο υποσύνολοS. Για αυτό,π(i) = argminc∈Sµi,c

. Τότε, η μη εκπροσώπευση από την επιλογή του εφικτού υποσυνόλου S ισούται με το mui,S =

minc∈Sµi,c . Η καλύτερη επιτροπή είναι λοιπόν το εφικτό υποσύνολο S που ελαχιστοποιεί το
µU (π) (utilitarianism) [17].

Ένας απλοποιημένος ορισμός για τον κανόνα αυτό είναι ο ακόλουθος: : «Κάθε ψηφοφόρος
δηλώνει κατά πόσο δεν τον εκπροσωπεί ένας υποψήφιος. Κάθε ψηφοφόρος ορίζεται πως εκπρο-
σωπείται από τον υποψήφιο που προτιμάει περισσότερο σε κάθε επιτροπή. Νικητές ορίζονται οι
υποψήφιοι που ελαχιστοποιούν τη μη αντιπροσώπευση των ψηφοφόρων.»

2.4.6 Κανόνας Monroe (β-Monroe)

Στον κανόνα Monroe [14], εκτός από τις απαιτήσεις του κανόνα Chamberlin-Courant, υπάρ-
χει επιπλέον η απαίτηση για την ισοζυγισμένη αντιστοίχιση π του κάθε ψηφοφόρου με τα μέλη
της επιτροπής: σε κάθε υποψήφιο στο S πρέπει να αντιστοιχιστούν τουλάχιστον n/k ψηφοφόροι.
Επίσημα, ο κανόνας Monroe, επιλέγει την αντιστοίχιση π που ελαχιστοποιεί το µU (π) σύμφωνα
με τους περιορισμούς |π−1(s)| ≥ ⌊nk ⌋ για όλα τα s ∈ Range(π) [17].

Ένας απλοποιημένος ορισμός για τον κανόνα είναι ο ακόλουθος: «Κάθε ψηφοφόρος δηλώνει
κατά πόσο δεν τον εκπροσωπεί ένας υποψήφιος. Κάθε ψηφοφόρος ορίζεται πως εκπροσωπείται
από τον υποψήφιο που προτιμάει περισσότερο σε κάθε δυνατή επιτροπή, με τέτοιο τρόπο που τα
μέλη της επιτροπής να εκπροσωπούν ίσο αριθμό ψηφοφόρων. Νικητές ορίζονται οι υποψήφιοι που
ελαχιστοποιούν τη μη αντιπροσώπευση των ψηφοφόρων.»
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Κεφάλαιο 3

Σχεδιασμός & Υλοποίηση του Πειράματος στο

Δισδιάστατο Χώρο

Στην προσπάθεια μας να αποκτήσουμε καλύτερη κατανόηση μερικών από των πιο διάσημων
κανόνων εκλογής επιτροπών, εκτελέσαμε μια διεξοδική πειραματική μελέτη, αρχικά στο δισδιά-
στατο χώρο. Ένα πείραμα στο δισδιάστατο χώρο [9] μας βοηθάει να οπτικοποιήσουμε τα αποτε-
λέσματα των κανόνων ψηφοφορίας, αλλά και γενικότερα τις προτιμήσεις των ψηφοφόρων.

3.1 Πείραμα

3.1.1 Πειραματική Διαδικασία

Σε αυτά τα πειράματα, σκοπός μας είναι να εκλέξουμε μία επιτροπή (ένα υποσύνολο των υπο-
ψηφίων), που εκπροσωπεί τους ψηφορόρους με συγκεκριμένο τρόπο. Όπως περιγράφηκε στην
προηγούμενη ενότητα, σε κάθε εφαρμογή θα έπρεπε να χρησιμοποιείται διαφορετικός κανόνας,
καθώς ζητούμενο είναι κάθε φορά το αποτέλεσμα να ικανοποιεί διαφορετικές ιδιότητες που εξαρ-
τώνται από το είδος της εφαρμογής. Το δισδιάστατο επίπεδο μας βοηθάει να οπτικοποιήσουμε το
αποτέλεσμα με έναν ξεκάθαρο και εύληπτο τρόπο, και έτσι να εντοπίσουμε πιθανές αδυναμίες του
κανόνα, καθώς και ιδιότητες που ικανοποιούνται (π.χ. αναλογική αντιπροσωπευτικότητα). Μπο-
ρούμε λοιπόν, να συγκρίνουμε τους κανόνες και να αποφασίσουμε ποιος είναι καταλληλότερος
για κάθε εφαρμογή, ανάλογα με τις ιδιότητες που εξασφαλίζουν πως ικανοποιεί το αποτέλεσμα.

Για κάθε προσομοίωση εκλογών, ένα σύνολο από 1000 ψηφοφόρους και 1000 υποψήφιους πα-
ράγονται, ακολουθώντας συγκεκριμένες κατανομές, ως σημεία στον ευκλείδειο χώρο. Για κάθε
ψηφοφόρο υπάρχει μία φθίνουσα σειρά κατάταξης των υποψηφίων σύμφωνα με τη σειρά προτί-
μησης και τελικά μία επιτροπή 20 ατόμων εκλέγεται από κάθε κανόνα. Στη συνέχεια, συγκρίνουμε
τα αποτελέσματα και αξιολογούμε τους κανόνες σύμφωνα με αυτά.

Ο αριθμός των ψηφοφόρων και υποψηφίων είναι στοχευμένα ο ίδιος και αρκετά μεγάλος για
τους ακόλουθους λόγους.

1. Ο αριθμός των υποψήφιων πρέπει να είναι αρκετά μεγάλος για να μελετήσουμε τις αδυναμίες
των κανόνων.

2. Η επιτροπή πρέπει να έχει αρκετά μέλη για μελετήσουμε ιδιότητες όπως η αναλογική αντι-
προσωπευτικότητα ή η ποικιλομορφία. Για να έχει νόημα η επιτροπή 20 ατόμων λοιπόν, απα-
ραίτητος είναι ο αρκετά μεγαλύτερος ο αριθμός των υποψηφίων.

3. Ο αριθμός των ψηφοφόρων πρέπει να είναι αρκετά μεγάλος για να έχει νόημα η μελέτη NP-
hard κανόνων όπως ο Chamberlin-Courant και ο Monroe.
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3.1.2 Κατανομή των Ψηφοφόρων & Υποψηφίων στο Χώρο

Οι ψηφοφόροι, όπως και οι υποψήφιοι, παράγονται ως σημεία στον ευκλείδειο χώρο σύμφωνα
με συγκεκριμένες κατανομές. Καθένας από αυτούς, λοιπόν, αναπαρίσταται από ένα ζεύγος (x, y),
τις συντεταγμένες του σημείου, που ορίζουν την ακριβή του θέση στο δισδιάστατο χώρο. Σε αυτό το
πείραμα, στοχεύουμε στην κατανόηση της συμπεριφοράς των κανόνων ανάλογα με τις κατανομές
που χρησιμοποιήθηκαν - γκαουσιανή κατανομή (με διαφορετικές τιμές διασποράς και μέσης τιμής),
ομοιόμορφη κατανομή, σε μορφή κυκλικού δίσκου ή τετραγώνου, καθώς και συνδυασμοί τους.

Μελετήσαμε ποικίλες περιπτώσεις, συμπεριλαμβανομένων περιπτώσεων όπου οι υποψήφιοι
(ή/και οι ψηφοφόροι) παρήχθησαν από συνδυασμό κατανομών σε άνισα ποσοστά. Είναι σημαντικό
να σημειωθεί, ότι οι κατανομές μπορεί να μην καλύπτουν όλο το χώρο, ούτε να επικαλύπτονται
μεταξύ τους. Συγκεκριμένα χρησιμοποιήθηκαν οι παρακάτω κατανομές.

• Gaussian (Γκαουσιανή)
Ιδανικά σημεία παράγονται από μία συμμετρική γκαουσιανή κατανομή με μέση τιμή (0,0) και
απόκλιση 1.

• Uniform Square (Ομοιόμορφη σε μορφή τετραγώνου)
Ιδάνικά σημεία παράγονται ομοιόμορφα στο τετράγωνο [-3,3]x[-3,3].

• Unifrom Disc (Ομοιόμορφη σε μορφή κυκλικού δίσκου)
Ιδανικά σημεία παράγονται ομοιόμορφα στον κυκλικό δίσκο με κέντρο το (0,0) και ακτίνα 3.

• 4-Gaussian
Ιδανικά σημεία παράγονται από τέσσερις συμμετρικές γκαουσιανές κατανομές με απόκλιση
0,5, αλλά με διαφορετικές μέσες τιμές, συγκεκριμένα (-1,0), (1,0), (0,-1) και (0,1). Καθεμία χρη-
σιμοποιείται για την παραγωγή του 25% των σημείων.

• 2-Gaussian unequal
Ιδανικά σημεία παράγονται από δύο συμμετρικές γκαουσιανές κατανομές, καθεμία με διαφο-
ρετική μέση τιμή ή/και απόκλιση. Καθεμία χρησιμοποιείται για την παραγωγή διαφορετικού
ποσοστού των σημείων.

• 3-Gaussian unequal
Ιδανικά σημεία παράγονται από τρεις συμμετρικές γκαουσιανές κατανομές, καθεμία με δια-
φορετική μέση τιμή ή/και απόκλιση. Καθεμία χρησιμοποιείται για την παραγωγή διαφορετι-
κού ποσοστού των σημείων.

3.1.3 Ερμηνεία της Θέσης στο Δισδιάστατο Χώρο

Η σειρά κατάταξης των υποψηφίων από κάθε ψηφοφόρο προκύπτει από τη θέση τους στο δισ-
διάστατο χώρο. Συγκεκριμένα θεωρούμε πως η απόσταση ενός ψηφοφόρου από τον κάθε υποψήφιο
δείχνει τον βαθμό στον οποίο ο ψηφοφόρος δεν αντιπροσωπεύεται. Όσο μικρότερη η απόσταση,
τόσο μεγαλύτερο το όφελος για τον ψηφοφόρο. Έτσι, πρώτος στις προτιμήσεις του ψηφοφόρου
κατατάσσεται ο κοντινότερος υποψήφιος κοκ.

3.1.4 Θεωρήσεις

Μερικές από τις συναρτήσεις που χρησιμοποιήσαμε απαιτούν τυχαιότητα στην αρχικοποίηση
δεδομένων ή στην λύση των ισοπαλιών. Επομένως, είναι απαραίτητο να γίνουν μερικές θεωρήσεις
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για να μπορούμε να προβλέψουμε τη συμπεριφορά των αλγορίθμων για συγκεκριμένα δεδομένα
εισόδου. Απαραίτητο είναι επίσης να γίνουν κάποιες θεωρήσεις για την επιλογή του τρόπου με
τον οποίο συμπληρώνονται οι θέσεις της επιτροπής, έτσι ώστε να μπορούμε να διακρίνουμε τις
πραγματικές διαφορές στις επιτροπές.

3.1.4.1 Λύση Ισοπαλιών

Όλοι οι αλγόριθμοι απαιτούν ταξινόμηση των ψηφοφόρων, συνήθως σύμφωνα με τον αριθμό
ψήφων. Είναι ξεκάθαρο λοιπόν πως χρειάζεται ένας μηχανισμός λύσης των ισοπαλιών. Τέσσερις
είναι οι βασικές προσεγγίσεις του τρόπου λύσης των ισοπαλιών [17]:

1. Να χρησιμοποιήσουμε μια προαποφασισμένη σειρά για τη λύση των ισοπαλιών.
2. Να χρησιμοποιήσουμε ένα τυχαιοποιημένο μηχανισμό για τη λύση των ισοπαλιών.
3. Να καταλήξουμε σε ομαδα αποτελέσματων.
4. Να αγνοήσουμε τις ισοπαλίες, να θεωρήσουμε πως δεν υπάρχουν.
Καθεμία από τις προαναφερθείσες προσεγγίσεις έχει διαφορετικά προβλήματα. Για να απο-

φασίσουμε λοιπόν ποια θα χρησιμοποιήσουμε, πρέπει να λάβουμε υπόψη τα χαρακτηριστικά του
πειράματος.

Όπως έχει αναφερθεί, οι τοποθεσίες των ψηφοφόρων και υποψηφίων παράγονται σύμφωνα
με κάποια κατανομή. Η σειρά με την οποία παράγονται είναι τυχαία σε σχέση με τη θέση του
σημείου στο χώρο. Αυτό δεν επηρεάζει το πείραμά μας, μπορεί ωστόσο να χρησιμοποιηθεί για το
μηχανισμό λύσης των ισοπαλιών. Κρατάμε λοιπόν την σειρά με την οποία δημιουργήθηκε κάθε
σημείο κλειδωμένη σε ένα διάνυσμα, και η σειρά αυτή αποτελεί την προαποφασισμένη σειρά με
την οποία λύνουμε τις ισοπαλίες, διατηρώντας παράλληλα την απαραίτητη δόση τυχαιότητας.

3.1.4.2 Τυχαίες Αρχικοποιήσεις

Κάποιοι από τους κανόνες εκλογής επιτροπών απαιτούν τυχαία αρχικοποίηση της επιτροπής,
η οποία επηρεάζει τα αποτελέσματα. Για να είναι ωστόσο συγκρίσιμα τα αποτελέσματα, κρατάμε
τις αρχικές θέσεις σταθερές ανεξάρτητα από τον κανόνα. Στην πορεία των πειραμάτων, αποφασί-
σαμε να χρησιμοποιήσουμε διαφορετική αρχικοποίηση για κάθε κανόνα, για να έχουμε καλύτερα
αποτελέσματα. Ωστόσο, η αρχικοποίηση για κάθε κανόνα γίνεται μονάχα μία φορά ανά κατανομή
ψηφοφόρων, ανεξάρτητα από την κατανομή των υποψηφίων.

3.1.4.3 Ντετερμινισμός

Το «κλείδωμα» κάθε σημείου σε συγκεκριμένη θέση στα αρχικά διανύσματα προσφέρει ακόμα
ένα πλεονέκτημα: όσες φορές κι αν εφαρόσουμε ένα συγκεκριμένο κανόνα στην ίδια είσοδο θα
έχουμε πάντα την ίδια έξοδο (επιτροπή). Αφαιρώντας την τυχαιότητα στο μεγαλύτερο δυνατό
βαθμό, οι κανόνες χαρακτηρίζονται ως ντετερμινιστικοί.

3.1.4.4 Ισοπαλίες στο Αποτέλεσμα (Ισοπαλίες της Τελευταίας Θέσης)

Άλλη μία απαραίτητη θεώρηση αφορά τις ισοπαλίες στην τελευταία θέση της επιτροπής. Αν
τις αγνοήσουμε ή τις αντιμετωπίσουμε με κάποιο μηχανισμό, η επιτροπή θα αποτελείται από ακρι-
βώς k υποψήφιους. Εναλλακτικά, ο αριθμός των εκλεγμένων υποψηφίων μπορεί να υπερβαίνει τους
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k. Αυτή η απόφαση έχει ιδιαίτερη σημασία, ιδιαίτερα για τη μελέτη της ιδιότητας της ευστάθειας,
όπου πρέπει να μπορούμε να διακρίνουμε τις πραγματικές διαφορές των επιτροπών.

Ας υποθέσουμε για παράδειγμα, ότι υπάρχει ισοπαλία μεταξύ δύο υποψηφίων για την τελευ-
ταία κενή θέση της επιτροπής. Μπορούμε να επιλέξουμε είτε να εκλεγούν και οι δύο είτε μόνο
ο ένας τους. Έτσι προκύπτει το ακόλουθο ερώτημα. Πρέπει να θεωρηθούν διαφορετικά αυτά τα
αποτελέσματα; Για την έννοια της αντιπροσωπευτικότητας ίσως να είναι αδιάφορο, αλλά για την
έννοια της ευστάθειας δεν είναι.

Επιλέξαμε λοιπόν να μην επιτρέπονται οι ισοπαλίες και συγκεκριμένα να λύονται με προκαθο-
ρισμένο τρόπο. Η μέτρηση της ευστάθειας έχει επηρεάσει λοιπόν τις θεωρήσεις του πειράματος,
και πρέπει επομένως να είμαστε ιδιαίτερα προσεκτικοί με τα συμπεράσματά μας, καθώς υπάρχει
κάποιου είδους «προκατάληψη (bias)» και η χειραγώγηση από έναν υποψήφιο είναι ακατάλληλο
τεστ [17] αν δεν ερμηνεύσουμε τα αποτελέσματα λαμβάνοντας υπόψη μας τις «προκαταλήψεις».
Περισσότερη ανάλυση σχετικά με την ευστάθεια ακολουθεί στο κεφάλαιο 5.

3.2 Αποτελέσματα, Σχολιασμός & Σύγκριση των Κανόνων

3.2.1 Κανόνας Single Nontransferable Vote

Ο κανόνας Single Nontransferable Vote χρησιμοποιείται καθημερινά στις ζωές μας. Είναι ένας
πολύ γνωστός αλγόριθμος για την εκλογή επιτροπών, όπου απαραίτητη είναι η αντιπροσωπευτι-
κότητα.

Εικόνα 3.1: Αποτέλεσμα του κανόνα SNTV

Όπως περιγράφηκε στην ενότητα 2.4 ο SNTV
λαμβάνει υπόψιν μόνο την πρώτη προτίμηση
των ψηφοφόρων. Πώς όμως αυτό επηρεάζει
τα αποτελέσματα; Υπάρχουν ιδιαίτερα μοτίβα
που τα χαρακτηρίζουν; και αν ναι, πώς αυτό
επηρεάζει την καταλληλότητα του κανόνα για
διαφορετικές εφαρμογές;

Στο παράδειγμα της εικόνας 3.1, όπου οι
ψηφοφόροι ακολουθούν κανονική κατανομή
και οι υποψήφιοι ομοιόμορφη σε μορφή κυκλι-
κού δίσκου φαίνεται ότι ο κανόνας εξασφαλίζει
την αντιπροσωπευτικότητα.

Ωστόσο, μετά από πειράματα με διαφορετικούς συνδυασμούς κατανομών, είναι ξεκάθαρο ότι
η ιδιότητα δεν είναι εξασφαλισμένη λόγω της φύσης του κανόνα. Συγκεκριμένα, όταν οι ψηφοφό-
ροι ακολουθούν ομοιόμορφη κατανομή, ενώ οι υποψήφιοι κανονική, παρατηρούμε ότι τα αποτελέ-
σματα δεν ικανοποιούν την ιδιότητα της αναλογικής αντιπροσωπευτικότητας.

Στα παραδείγματα των εικόνων 3.2, η εκλεχθείσα επιτροπή τείνει να βρίσκεται στο περίγραμμα
της κατανομής των υποψηφίων. Καθώς οι ψηφοφόροι ακολουθούν ομοιόμορφη κατανομή, είναι
ομοιόμορφα κατανεμημένοι στο δισδιάστατο επίπεδο. Αντίθετα, οι υποψήφιοι ακολουθούν κανο-
νική κατανομή και επομένως υπάρχουν σημεία του επιπέδου στα οποία υπάρχει μεγαλύτερη συ-
γκέντρωση υποψήφιων από άλλα.

Είναι φυσικό λοιπόν, στα σημεία με μεγαλύτερη πυκνότητα υποψηφίων, οι ψήφοι να μοιρά-
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Εικόνα 3.2: Το αποτέλεσμα του SNTV σχηματίζει το περίγραμμα της κατανομής των υποψηφίων

ζονται μεταξύ μεγάλου αριθμού των υποψήφιων, ενώ στα σημεία με μικρότερη πυκνότητα υπο-
ψήφιων, π.χ. στα άκρα της κατανομής, οι ψήφοι να μοιράζονται μεταξύ μικρότερου αριθμού υπο-
ψηφίων. Αν λάβουμε υπόψη και το γεγονός ότι οι ψηφοφόροι καλύπτουν μεγαλύτερο μέρος του
επιπέδου, υπάρχουν περισσότεροι ψηφοφόροι που προτιμούν τους «ακραίους» υποψήφιους. Αυ-
τές οι δυο παρατηρήσεις, εξηγούν αυτό το φαινόμενο, που μπορεί να εμφανιστεί ακόμα και σε
εκλογές για την εύρεση ενός μόνο νικητή.

Χαρακτηριστικό παράδειγμα, είναι αυτό των εκλογών, όπου οι ψηφοφόροι υποστηρίζουν δύο
«παρόμοιους» υποψήφιους, με αποτέλεσμα να εκλεγεί ένας τρίτος υποψήφιος ,παρόλο που αθροι-
στικά οι δυο τους μπορεί να έχουν μεγαλύτερη υποστήριξη από τον νικητή.

Εικόνα 3.3: Το αποτέλεσμα του SNTV επηρεάζεται σημαντικά από την κατανομή των υποψηφίων

Ένα ακόμη ενδιαφέρον παράδειγμα είναι το αυτό της εικόνας 3.3. Και στις δύο περιπτώσεις
έχουμε ακριβώς τους ίδιους ψηφοφόρους, ενώ οι κατανομές των υποψηφίων είναι ομοιόμορφες
σε μορφή τετραγώνου και κυκλικού δίσκου αντίστοιχα. Στην πρώτη περίπτωση, όλοι οι υποψή-
φιοι που εκλέχθηκαν βρίσκονται στην πάνω αριστερή γωνία, όπου βρίσκονται οι περισσότεροι
ψηφοφόροι, ενώ οι ψηφοφόροι που ανήκουν στην αραιή κατανομή φαίνεται να μην εκπροσωπού-
νται (ικανοποιούνται). Αντίθετα, στην δεύτερη περίπτωση, παρατηρούμε ότι οι ψηφοφόροι της
αραιής κατανομής εκπροσωπούνται, όπως είναι αναμενόμενο και επιθυμητό. Εντυπωσιακό φαινό-
μενο είναι ότι υπάρχουν εκπρόσωποι των πιο ακραίων ψηφοφόρων, ακόμα κι αν ένας υποψήφιος
εκπροσωπεί μονάχα ένα ψηφοφόρο.

Το παράδειγμα αυτό δείχνει την σημασία του συνόλου των υποψηφίων. Όταν υπάρχουν λίγοι
υποψήφιοι που ικανοποιούν το μεγαλύτερο μέρος των ψηφοφόρων, υποψήφιοι που ικανοποιούν
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ελάχιστους ψηφοφόρους μπορεί τελικά να εκλεγούν.

3.2.2 Single Transferable Vote Rule

Στον κανόνα Single Transferable Vote, οι ψηφοφόροι τοποθετούν με φθίνουσα σειρά προτίμη-
σης τους υποψήφιους. Κατά την καταμέτρηση των ψήφων, καθώς οι υποψήφιοι εκλέγονται ή απορ-
ρίπτονται, οι επιπλέον και οι ψήφοι που εναλλακτικά θα χάνονταν, μεταβιβάζονται στους άλλους
υποψήφιους, ανάλογα με τις προτιμήσεις των ψηφοφόρων. Αυτό το σύστημα, παρέχει προσεγγι-
στικά αναλογική αντιπροσωπευτικότητα και επιτρέπει στους ψηφοφόρους να ψηφίζουν ανεξάρ-
τητα από τα πολιτικά κόμματα και να εκλέγουν ανεξάρτητους υποψήφιους.

Ο κανόνας STV είναι ευαίσθητος προς τη σειρά εκλογής και απόρριψης των υποψηφίων. Ακόμη
και η παραμικρή αλλαγή της σειράς αυτής, επηρεάζει το αποτέλεσμα. Έτσι, ακόμα και η πιο μικρή
απόφαση στην υλοποίηση του αλγορίθμου, επηρεάζει, και επομένως αλλάζει, το αποτέλεσμα.

Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να εκλέξουμε μόνο τον υποψήφιο με τους περισ-
σότερους ψήφους, που πήρε τουλάχιστον το quota των ψήφων, να μεταβιβάσουμε τους επιπλέον
ψήφους και στη συνέχεια να μετρήσουμε ξανά τους ψήφους για να βρούμε τον επόμενο υποψήφιο
που θα εκλεγεί ή απορριφθεί, αντί να εκλέξουμε ταυτόχρονα όλους τους υποψήφιους που έλαβαν
περισσότερους ψήφους από το quota (εικόνα 3.4 (a) και (b)). Μία επίσης σημαντική επιλογή εί-
ναι η επιλογή του υποψηφίου με τις λιγότερες ψήφους. Σε περίπτωση ισοπαλίας ποιος υποψήφιος
πρέπει να αφαιρεθεί πρώτος; Αυτή η επιλογή θα μπορούσε να συμβεί με τυχαίο τρόπο. Ωστόσο,
αυτό θα οδηγούσε σε διαφορετικά αποτελέσματα, αν τρέχαμε τον αλγόριθμο για ακριβώς την ίδια
είσοδο παραπάνω από μία φορές. Στο κεφάλαιο 5 εξετάζουμε την ευστάθεια κάθε κανόνα. Για να
μπορέσουμε να μελετήσουμε τον STV λοιπόν, απαραίτητο είναι να περιορίσουμε κατά το δυνατόν
την τυχαιότητα του κανόνα. Έτσι, πάντοτε απορρίπτουμε τον τελευταίο υποψήφιο, ανάλογα με
την ταξινόμηση που έχει γίνει, όπου οι ισοπαλίες λύονται με προκαθορισμένο τρόπο¹.

(a) (b)

Εικόνα 3.4: Διαφορετικά αποτελέσματα για κοντινές παραλλαγές του κανόνα STV

Ο κανόνας STV είναι μια μέθοδος για τον υπολογισμό των αποτελεσμάτων εκλογών, η οποία
λέγεται πως εγγυάται την αναλογική αντιπροσωπευτικότητα για στερεούς συνασπισμούς ψηφο-
φόρων – ομάδες ψηφοφόρων που μοιράζονται την πρώτη τους προτίμηση - κάτω από λογικές

¹ Στην ταξινόμηση λαμβάνουμε υπόψιν τις θέσεις των υποψηφίων στο αρχικό διάνυσμα, στο οποίο είναι αποθηκευ-
μένοι με τη σειρά που παρήχθησαν.
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συνθήκες² [16]. Αυτό εξηγείται καθώς ο κανόνας STV ελαχιστοποιεί τις σπαταλημένες ψήφους,
μεταφέροντας τις επιπλέον ψήφους στους εναπομείναντες υποψήφιους.

(a) (b)

Εικόνα 3.5: Ο STV δείχνει να εγγυάται την αναλογική αντιπροσωπευτικότητα

Ωστόσο, πρόκειται για έναν ιδιαίτερα προβληματικό κανόνα, εξαιτίας της εξάρτησης του από
τη σειρά εκλογής ή απόρριψης των υποψηφίων.

3.2.3 Κανόνας Bloc

Στον κανόνα Bloc, οι ψηφοφόροι επιλέγουν τους k αγαπημένους τους υποψήφιους. Στα αποτε-
λέσματα παρατηρούμε ότι οι εκλεγμένες επιτροπές αποτελούνται από μικρές ομάδες υποψηφίων,
που συνήθως βρίσκονται σε περιοχές που η πυκνότητα των υποψηφίων είναι μικρή, π.χ. κοντά στις
άκρες της κατανομής των υποψηφίων³.

(a) (b)

Εικόνα 3.6: Οι εκλεγμένοι υποψήφιοι από τον κανόνα Bloc σχηματίζουν ομάδες κοντά στις άκρες
της κατανομής των υποψηφίων.

Όπως βλέπουμε στις εικόνες 3.6 (a) και (b), η εκλεχθείσα επιτροπή, δεν φαίνεται να ικανοποιεί
την πλειοψηφία των ψηφοφόρων. Αυτό είναι άμεση συνέπεια της φύσης του κανόνα. Σε περιο-
χές που η πυκνότητα των υποψηφίων είναι μεγάλη, οι ψήφοι τείνουν να διασπώνται ανάμεσα σε
παρόμοιους υποψήφιους και ως αποτέλεσμα οι υποψήφιοι τελικά να μην εκλέγονται.

² Η υπόθεση αυτή, εξετάζεται αναλυτικά στην ενότητα 3.2.7
³ Προϋπόθεση αποτελεί η κατανομή των ψηφοφόρων να καλύπτει την περιοχή που καλύπτει η κατανομή των υπο-

ψηφίων.
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Ο μόνος τρόπος για να εκπροσωπηθούν περισσότεροι ψηφοφόροι, είναι η κατανομή των υπο-
ψηφίων να είναι αραιή στις περιοχές που η κατανομή των ψηφοφόρων είναι πυκνή, όπως συμβαίνει
στο παράδειγμα της εικόνας 3.7.

Εικόνα 3.7: Τα αποτελέσματα του κανόνα Bloc
εξαρτώνται από την πυκνότητα της
κατανομής των υποψηφίων

Ακόμα και τότε ωστόσο, η επιτροπή δεν
εμφανίζει αρκετή ποικιλομορφία και αποτυγ-
χάνει να εκπροσωπήσει την πλειοψηφία των
ψηφοφόρων, στην πλειονότητα των περιπτώ-
σεων.

Ο κανόνας αυτός λοιπόν, δεν είναι κατάλ-
ληλος για περιπτώσεις που αποζητάται ποικι-
λομορφία στην επιτροπή και αναλογική αντι-
προσωπευτικότητα. Αντίθετα, η δικαιοσύνη
του κανόνα, δεν μπορεί να αμφισβητηθεί, κα-
θώς όλοι οι παρόμοιοι υποψήφιοι είτε απορρί-
πτονται είτε εκλέγονται.

3.2.4 Κανόνας k-Borda

Ο κανόνας k-Borda αποφασίζει το αποτέλεσμα των εκλογών, δίνοντας σε κάθε υποψήφιο, για
τη σειρά κατάταξης κάθε ψηφοφόρου, τόσους ψήφους, όσος και ο αριθμός των υποψηφίων που
ο ψηφοφόρος κατέταξε κατώτερα. Όταν όλοι οι ψήφοι έχουν καταμετρηθεί, οι k υποψήφιοι με
τους περισσότερους ψήφους εκλέγονται. Η εκδοχή του κανόνα του Borda για την εκλογή ενός
νικητή μόνο περιγράφεται ως σύστημα ψηφοφορίας που βασίζεται στην επικρατούσα άποψη και
χρησιμοποιείται για περιπτώσεις που απαραίτητη είναι η αναλογική αντιπροσωπευτικόττα.

Εικόνα 3.8: Αποτελέσματα του κανόνα k-Borda

Η καταλληλότητα του κανόνα αυτού για
την εύρεση των επικρατέστερων υποψήφιων
(ή πιο αποδεκτών) αιτιολογείται από το ακό-
λουθο μοτίβο: η εκλεχθείσα επιτροπή, τείνει να
βρίσκεται στο κέντρο μάζας των ψηφοφόρων
όσο η κατανομή των υποψηφίων το επιτρέπει
(εικόνα 3.9).

Αυτό το μοτίβο δικαιολογεί και την ακα-
ταλληλότητα του κανόνα αυτού για εκλογές.
Παρόλο που η επιτροπή θα ήταν ευρέως πε-
ρισσότερο αποδεκτή, όλα τα μέλη της θα βρί-
σκονται στο ίδιο περίπου σημείο. Έτσι, όλοι
οι εκλεχθέντες υποψήφιοι θα είναι παρόμοιοι
και δεν θα υπάρχει ούτε ποικιλομορφία ούτε
αναλογική αντιπροσωπευτικότητα των ψηφο-
φόρων.
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Εικόνα 3.9: Ο κανόνας k-Borda επιλέγει υποψήφιους που βρίσκονται κοντά στο κέντρο της μάζας
της κατανομής των ψηφοφόρων

3.2.5 Κανόνας Chamberlin-Courant⁴

Ο κανόνας Chamberlin-Courant εκλέγει τους υποψήφιους που ελαχιστοποιούν την μη εκπρο-
σώπηση των ψηφοφόρων, δημιουργώντας ομάδες ψηφοφόρων. Έτσι, οι υποψήφιοι που εκλέγονται,
βρίσκονται ιδανικά στο κέντρο κάθε ομάδας. Εφόσον, δεν υπάρχουν περιορισμοί στο μέγεθος κάθε

(a) (b) (c)

Εικόνα 3.10: Αποτελέσματα του κανόνα Chamberlin-Courant
Οι ψηφοφόροι ακολουθούν κατανομή 4-Gaussian, ενώ οι υποψήφιοι (a) Gaussian, (b) Uniform

Disc, and (c) 2-Gaussian Unequal

⁴ Τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται σε αυτή την ενότητα είναι του ευρετικού αλγόριθμου του
Chamberlin-Courant, τόν οποίο αναλύουμε στην ενότητα 4.1 Παρόλα αυτά, οι παρατηρήσεις που παρουσιά-
ζονται αντιπροσωπεύουν και τον πραγματικό κανόνα, εκτός και αν σημειωθεί διαφορετικά.
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ομάδας, τα μέλη της επιτροπής καλύπτουν την μέγιστη δυνατή περιοχή που καλύπτει η περιοχή
των ψηφοφόρων. Για το λόγο αυτό, δεν μπορούμε να προσδιορίσουμε την κατανομή των ψηφοφό-
ρων, καθώς το αποτέλεσμα θυμίζει ομοιόμορφη κατανομή, εφόσον το επιτρέπει η κατανομή των
υποψηφίων.

Στον ευρετικό μας αλγόριθμο, όταν η κατανομή των υποψηφίων δεν καλύπτει ολόκληρη την
περιοχή που καλύπτει η κατανομή των ψηφοφόρων, οι εκλεγμένοι υποψήφιοι, είναι αυτοί που βρί-
σκονται κοντινότερα στο κέντρο των ομάδων. Ο NP-hard Chamberlin-Courant, θα επέλεγε ωστόσο
τους ψηφοφόρους περισσότερο ομοιόμορφα.

(a) (b)

Εικόνα 3.11: Το αποτέλεσμα του Chamberlin-Courant, όταν η κατανομή των υποψηφίων δεν κα-
λύπτει το χώρο που καλύπτει η κατανομή των ψηφοφόρων

Οι ψηφοφόροι ακολουθούν 2-Gaussian Unequal κατανομή, ενώ οι υποψήφιοι ακολουθούν (a)
2-Gaussian Unequal, και (b) 4-Gaussian

3.2.6 Κανόνας Monroe⁵

Ο κανόνας Monroe εκλέγει τους υποψήφιους που ελαχιστοποιούν την μη εκπροσώπηση των
ψηφοφόρων, δημιουργώντας ισοπληθείς ομάδες ψηφοφόρων. Έτσι, οι ψηφοφόροι που εκλέγονται,
βρίσκονται στο κέντρο κάθε ομάδας. Εξαιτίας του περιορισμού στον αριθμό του πληθυσμού των
ομάδων, σε αντίθεση με τον κανόνα του Chamberlin-Courant, εντοπίζουμε το είδος της κατανομής
των ψηφοφόρων, καθώς ο κανόνας του Monroe την σκιαγραφεί. Ωστόσο, αυτό μπορεί να συμβεί
μόνο κάτω από δύο προϋποθέσεις:

1. η επιτροπή να είναι αρκετά μεγάλη, και
2. οι κατανομές να έχουν αρκετά μέλη για να εκπροσωπηθούν, καθώς σε αυτόν τον κανόνα, οι

μειοψηφίες δεν εκπροσωπούνται εάν o πληθυσμός τους δεν δικαιολογεί τη δημιουργία δικής
τους ομάδας.

⁵ Τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται σε αυτή την ενότητα είναι του ευρετικού αλγόριθμου του Monroe,
που αναλύουμε στην ενότητα 4.2 Παρόλα αυτά, οι παρατηρήσεις αντιπροσωπεύουν και τον πραγματικό κα-
νόνα, εκτός και αν σημειώνεται διαφορετικά.
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(a) (b) (c)

Εικόνα 3.12: Το αποτέλεσμα του κανόνα του Monroe σκιαγραφεί την κατανομή των ψηφοφόρων
Οι υποψήφιοι και ψηφοφόροι ακολουθούν την ίδια κατανομή: (a) Gaussian, (b) 4-Gaussian, (c)

Uniform Disc

3.2.7 Σύγκριση των Κανόνων Single Transferable Vote, Chamberlin-Courant &
Monroe

Έπειτα από την περιγραφή και σχολιασμό των κανόνων, θεωρούμε απαραίτητο να συγκρί-
νουμε εκτενώς τους κανόνες Single Transferable Vote, Chamberlin-Courant και Monroe, για να
εντοπίσουμε πότε τείνουν να έχουν τα ίδια αποτελέσματα.

Ο κανόνας του Monroe θυμίζει τον Chamberlin-Courant, με μόνη διαφορά ότι στον κανόνα
του Monroe, κάθε μέλος της επιτροπής εκπροσωπεί τον ίδιο αριθμό ψηφοφόρων. Έτσι, όταν οι
ψηφοφόροι ακολουθούν ομοιόμορφη κατανομή, τα αποτελέσματα και για τους δύο κανόνες είναι
παρόμοια και δεν διακρίνουμε ποιο αποτέλεσμα αντιστοιχεί στον κάθε κανόνα.

(a) Single Transferable Vote (b) Chamberlin-Courant (c) Monroe

Εικόνα 3.13: Συγκρίσεις για ομοιόμορφη κατανομή των ψηφοφόρων

Στις εικόνες 3.13 (a), (b), (c) βλέπουμε ότι τα μέλη της επιτροπής είναι ομοιόμορφα κατα-
νεμημένα στο χώρο για τους κανόνες Monroe και Chamberlin-Courant. Για τον κανόνα Single
Transferable Vote, τα μέλη της επιτροπής βρίσκονται στο χώρο με περισσότερη αταξία, εξαιτίας
της σειράς απόρριψης και εκλογής των υποψηφίων.

Αντίθετα, όταν οι ψηφοφόροι ακολουθούν κανονικές κατανομές, ξεκάθαρη είναι η διαφορά με-
ταξύ των αποτελεσμάτων των κανόνων των Chamberlin-Courant και Monroe. Ο Monroe, τείνει να
σκιαγραφήσει την κατανομή (εικόνα 3.14 (c)), ενώ ο Chamberlin-Courant να καλύψει ομοιόμορφα
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το χώρο που καλύπτει η κατανομή των ψηφοφόρων (εικόνα 3.14 (b)).

(a) Single Transferable Vote (b) Chamberlin-Courant (c) Monroe

Εικόνα 3.14: Συγκρίσεις για κανονική κατανομή των ψηφοφόρων
Ο κανόνας Single Transferable Vote, λέγεται πως εγγυάται την αναλογική αντιπροσωπευτι-

κότητα. Στο παράδειγμα της εικόνας 3.14 (a) φαίνεται πως ισχύει, ακόμα και αν τα μέλη της επι-
τροπής κατανέμονται με πιο άτακτο τρόπο από ό,τι στον κανόνα του Monroe. Μελετώντας απλά
παραδείγματα, καταλήγουμε πως τα αποτελέσματα του κανόνα Single Transferable Vote στη μέση
περίπτωση προσεγγίζουν αυτά του Monroe, επιβεβαιώνοντας έτσι τον χαρακτηρισμό του ως κα-
λού κανόνα για εκλογές.

Τι συμβαίνει ωστόσο, σε περιπτώσεις που οι ψηφοφόροι ακολουθούν δύο διαφορετικές κατα-
νομές, σε διαφορετικό ποσοστό , όπου το ένα είναι πολύ μικρότερο από το άλλο, αλλά αρκετά
μεγάλο για να έχει εκπρόσωπο στον κανόνα Monroe;

(a) Single Transferable Vote (b) Chamberlin-Courant (c) Monroe

(d) Single Transferable Vote (e) Chamberlin-Courant (f) Monroe

Εικόνα 3.15: Συγκρίσεις για άνισες κανονικές κατανομές ψηφοφόρων
Σε όλες τις εικόνες οι ψηφοφόροι είναι οι ίδιοι Οι υποψήφιοι των εικόνων (a), (b) και (c) είναι οι
ίδιοι και ακολουθούν κατανομή Uniform Square, ενώ για τις εικόνες (d), (e) και () Uniform Disc.
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Στα παραδείγματα των εικόνων 3.15 οι ψηφοφόροι παράγονται κατά 95% από κανονική κατα-
νομή με μέση τιμή (0,0) και απόκλιση 1, και κατά 5% από κανονική κατανομή με μέση τιμή (-1.2,1.8)
και απόκλιση 0.25. Στο παράδειγμα αυτό, γίνεται ξεκάθαρο, ότι σε περιπτώσεις που οι ψηφοφό-
ροι παράγονται από παραπάνω από μία κατανομές, ακόμα και αν η πυκνότητά τους είναι ίδια,
ο κανόνας Single Transferable Vote, αποτυγχάνει να εγγυηθεί την αντιπροσώπευση της «μικρής»
κατανομής, ακόμα κι όταν πρέπει να υπάρχει.

Μελετήσαμε επίσης την περίπτωση όπου οι ψηφοφόροι παράγονται κατά 95% από κανονική
κατανομή με μέση τιμή (-2.5,2.5) και απόκλιση 0.25, και κατά 5% από κανονική κατανομή με μέση
τιμή (0,0) και απόκλιση 1.

(a) Single Transferable Vote (b) Chamberlin-Courant (c) Monroe

(d) Single Transferable Vote (e) Chamberlin-Courant (f) Monroe

(g) Single Transferable Vote (h) Chamberlin-Courant (i) Monroe

Εικόνα 3.16: Συγκρίσεις για άνισες κανονικές κατανομές ψηφοφόρων
Σε όλες τις εικόνες οι ψηφοφόροι είναι οι ίδιοι Οι υποψήφιοι των εικόνων (a), (b) και (c) είναι οι
ίδιοι και ακολουθούν κατανομή Uniform Square, στις εικόνες (d), (e) και () ακολουθούν την

κατανομή των ψηφοφόρων, ενώ στις εικόνες (g), (h) και (j) ακολουθούν κατανομή 4-Gaussian.
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Εφόσον η κατανομή των υποψηφίων καλύπτει την περιοχή που οι βρίσκονται οι ψηφοφόροι,
μπορούμε να δούμε ότι ο κανόνας Single Transferable Vote μπορεί να αντιστοιχίσει έναν εκπρό-
σωπο (εικόνα 3.16 (a)) ή περισσότερους (εικόνα 3.16 (d)), ενώ αναλογικά μονο ένας εκπρόσωπος θα
έπρεπε να αντιστοιχιστεί στην μικρή κατανομή. Ο ιδανικός μάλιστα εκπρόσωπος είναι ο υποψή-
φιος που βρίσκεται κοντινότερα στη μέση τιμή της κατανομής. Παρόλα αυτά, στην εικόνα 3.16 (a)
λόγω της σειράς απόρριψης των υποψηφίων εκλέγεται ένας ακραίος υποψήφιος, ενώ στην εικόνα
3.16 (d) εκλέγονται δύο υποψήφιοι κοντά στην τοποθεσία που βρίσκεται ο ιδανικός εκπρόσωπος.

Όταν η κατανομή των υποψηφίων δεν καλύπτει όλο το χώρο που καλύπτει η κατανομή των
ψηφοφόρων, το αποτέλεσμα του κανόνα Single Transferable Vote θυμίζει περισσότερο τα αποτε-
λέσματα του Chamberlin-Courant παρά του Monroe. Η πλειοψηφία των εκλεχθέντων υποψηφίων
εκπροσωπεί το 5% των ψηφοφόρων, που ανήκουν στην αραιή κατανομή. Το αποτέλεσμα αυτό μάλι-
στα είναι κοντινότερο στο ιδανικό αποτέλεσμα του Chamberlin-Courant από ό,τι το αποτέλεσμα
του ευρετικού μας αλγόριθμου⁶. Επομένως, με τα πειράματά μας επιβεβαιώνεται ότι ο κανόνας
Single Transferable Vote δεν μπορεί να εγγυηθεί πλήρως την αναλογική αντιπροσωπευτικότητα
όταν υπάρχουν ομάδες μειονοτήτων. Το αποτέλεσμα μπορεί να ευνοεί κάποιες μειονότητες σε βά-
ρος της πλειοψηφίας ή ακόμα και να ευνοήσει ακραίους υποψήφιους, λόγω της σειράς απόρριψης
υποψηφίων.

3.2.8 Συγκρίσεις των Κανόνων σύμφωνα με τις Ιδιότητες

Όταν επιλέγουμε έναν κανόνα εκλογής επιτροπών, συνηθισμένο προαπαιτούμενο της επιτρο-
πής είναι να ικανοποιεί την αναλογική αντιπροσωπευτικότητα. Η αναλογική αντιπροσωπευτικό-
τητα προβλέπει ότι οι ψηφοφόροι θα εκπροσωπηθούν σε μία επιτροπή ανάλογα με τα ποσοστά
τους. Άλλωστε, είναι ευρέως αποδεκτό ότι η αναλογική αντιπροσωπευτικότητα είναι ο πιο τίμιος
τρόπος να αντικατοπτριστούν οι διαφορετικές απόψεις των ψηφοφόρων [18]. Η συνεπτυγμένη
αξιολόγηση των κανόνων με γνώμονα το σεβασμό τους στην αναλογική αντιπροσώπευση ακο-
λουθεί στον πίνακα 3.1.

Αναλογική Αντιπροσωπευτικότητα
Καλύτερη Περίπτωση Μέση Περίπτωση Χειρότερη Περίπτωση

SNTV 3 7 7

STV 3 3 7

Bloc 7 7 7

k-Borda 3 7 7

CC (h) 3 D 7

Monroe (h) 3 3 D

Πίνακας 3.1: Αναλογική αντιπροσωπευτικότητα
Τα 3/ 7 δείχνουν ότι ένας κανόνας πετυχαίνει/δεν πετυχαίνει την αναλογική

αντιπροσωπευτικότητα. Το D δείχνει ότι ένας κανόνας μπορεί να επιτύχει ή οχι την αναλογική
αντιπροσωπευτικότητα στην επιτροπή λόγω της αρχικοποίησης του ευρετικού αλγόριθμου.

Επιπλέον αξιολογήσαμε τους κανόνες με γνώμονα την ποικιλομορφία στην εκλεχθείσα επιτροπή.
Τα αποτελέσματα βρίσκονται συγκεντρωμένα στον πίνακα 3.2.

⁶ Στην ενότητα 4.1 παρουσιάζεται αυτή η αδυναμία του ευρετικού μας αλγόριθμου.
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Ποικιλομορφία
Καλύτερη Περίπτωση Μέση Περίπτωση Χειρότερη Περίπτωση

SNTV 3 3 7

STV 3 3 7

Bloc 7 7 7

k-Borda 7 7 7

CC (h) 3 3 D

Monroe (h) 3 D 7

Πίνακας 3.2: Ποικιλομορφία
Τα 3/ 7 δείχνουν ότι ο κανόνας πετυχαίνει/δεν πετυχαίνει την ποικιλομορφία. Το D δείχνει ότι

ένας κανόνας μπορεί να επιτύχει ή όχι την ποικιλομορφία στην επιτροπή λόγω της
αρχικοποίησης του ευρετικού αλγόριθμου.
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Κεφάλαιο 4

Ευρετικοί Αλγόριθμοι για τους NP-hard Κανόνες

Μερικοί από τους κανόνες που μελετήσαμε ανήκουν υπολογιστικά στο NP και ως αποτέλεσμα
δεν μπορούμε να βρούμε την επιτροπή σε πολυωνυμικό χρόνο. Έτσι, για τους κανόνες Chamberlin-
Courant και Monroe, δημιουργήσαμε τους δικούς μας ευρετικούς αλγορίθμους και κρίναμε αν τα
αποτελέσματα¹ των αλγορίθμων μας ήταν αρκετά κοντινά στα αναμενόμενα.

4.1 Κανόνας Chamberlin-Courant

4.1.1 Ευρετικός Αλγόριθμος για τον Κανόνα Chamberlin-Courant

Στον κανόνα Chamberlin-Courant, κάθε ψηφοφόρος αντιστοιχίζεται στον προτιμητέο του υπο-
ψήφιο σε κάθε δυνατή επιτροπή. Η τελική επιτροπή αποτελείται από τους υποψήφιους που ελαχι-
στοποιούν την μη αντιπροσωπευτικότητα² των ψηφοφόρων.

Ο κανόνας Chamberlin-Courant μπορεί να γίνει αντιληπτός ως ένα πρόβλημα ομαδοποίησης,
παρόμοιο με αυτό του k-means. Συνεπώς, ο αλγόριθμος k-means³, κατάλληλα τροποποιημένος,
είναι ένας απλός και γρήγορος αλγόριθμος που επιλύει το πρόβλημα, χωρίς ωστόσο να προσφέρει
καμία εγγύηση προσέγγισης του πραγματικού αλγορίθμου [19].

(a) 1η τυχαία αρχικοποίηση (b) 2η τυχαία αρχικοποίηση (c) Αρχικοποίηση k-means++

Εικόνα 4.1: Μη ισοδύναμα αποτελέσματα για τον ευρετικό αλγόριθμο του κανόνα Chamberlin-
Courant εξαιτίας διαφορετικών αρχικοποιήσεων

¹ Σημειώνεται ότι στις περισσότερες εικόνες αυτού του κεφαλαίου, δεν εμφανίζονται οι υποψήφιοι για να είναι πιο
ξεκάθαρο το αποτέλεσμα. Τότε, οι υποψήφιοι έχουν παραχθεί σύμφωνα ομοιόμορφη κατανομή. Οι μοβ κουκκίδες αναπα-
ριστούν τους ψηφοφόρους, ενώ οι μαύρες τους εκλεγμένους υποψήφιους, δηλαδή αυτούς που βρίσκονται κοντινότερα
στα σημεία που προτείνουν οι αλγόριθμοί μας. Κατά συνέπεια, αν οι κατανομές των υποψηφίων διέφεραν, τα αποτελέ-
σματα θα διέφεραν επίσης.

² Στο πείραμά μας, η μη αντιπροσωπευτικότητα ορίζεται ως την απόσταση του ψηφοφόρου από τον υποψήφιο που
τον εκπροσωπεί.

³ Ο αλγόριθμος k-means χρησιμοποιείται για να ομαδοποιήσει τα δεδομένα εισόδου σε k ομάδες (clusters).
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Ακολουθεί ο αλγόριθμος που χρησιμοποιήσαμε (αλγόριθμος 1), που αποτελεί προσαρμογή του
k-means για τα δεδομένα του προβλήματος.

Αλγόριθμος 1 Ευρετικός αλγόριθμος του κανόνα Chamberlin-Courant

1. Τυχαία διάλεξε ως αρχικά k κέντρα C = {c1, c2, . . . , ck}.

2. Για κάθε i ∈ {1, . . . , k}, θέσε το cluster Ci ως το σύνολο των σημείων στοX που βρίσκονται
κοντινότερα στο ci από ότι στο cj για κάθε j ̸= i.

3. Για κάθε i ∈ {1, . . . , k}, θέσε ci το κέντρο της μάζας όλων των σημείων στο Ci : ci =
1

|Ci|
∑

x∈Ci
x.

4. Επανάλαβε τα βήματα 2 και 3 έως ότου το C να μην αλλάζει.

Με την παρακάτω προσθήκη για την εύρεση της επιτροπής⁴:

5. Βρες τους κοντινότερους υποψήφιους στα εκλεγμένα κέντρα των clusters.

Συνήθης τακτική για την αρχική επιλογή των κέντρων από τοX , είναι η τυχαία επιλογή k ση-
μείων, όταν όλα τα σημεία μπορούν να επιλεγούν με την ίδια πιθανότητα. Στον αλγόριθμο k-means,
τα αποτελέσματα επηρεάζονται από την αρχικοποίηση των κέντρων. Παρόλο που στις περισσό-
τερες περιπτώσεις τα αποτελέσματα θεωρούνται ισοδύναμα, αν μετρήσουμε την μη εκπροσώπηση
των ψηφοφόρων, υπάρχουν περιπτώσεις που τα αποτελέσματα ποικίλουν (εικόνες 4.1c (a) και (b)).

4.1.2 Τεχνική Αρχικοποίησης

Θέλοντας να μελετήσουμε περιπτώσεις με μη ισοδύναμα αποτελέσματα, δημιουργήσαμε ειδικά
σχεδιασμένα τεστ για να ελέγξουμε κατά πόσο μπορούμε να βελτιώσουμε τα αποτελέσματα δια-
λέγοντας τα αρχικά κέντρα με στοχευμένο τρόπο και όχι τυχαία. Μία από τις αρχικοποιήσεις που
δοκιμάσαμε είναι αυτή που χρησιμοποιείται στον αλγόριθμο k-means++ [19] και αποτέλεσε την
βέλτιστη αρχικοποίηση, την οποία χρησιμοποιούμε τελικά και στον προτεινόμενο ευρετικό αλγό-
ριθμο. Αυτός περιγράφεται στην συνέχεια (αλγόριθμος 2).

Αλγόριθμος 2 Ευρετικός αλγόριθμος του κανόνα Chamberlin-Courant (αρχικοποίηση k-means++)

1a. Πάρε τυχαία ένα κέντρο c1 από το X .

1b. Πάρε ένα νέο κέντρο ci διαλέγοντας x ∈ X με πιθανότητα D(x)2∑
x∈X D(x)2

, όπου ως D(x) ορίζε-
ται η κοντινότερη απόσταση του κάθε σημείου από τα κέντρα που έχουν ήδη εκλεγεί.

1c. Επανέλαβε το βήμα 1b μέχρι να επιλεγούν k κέντρα.

2-5. Συνέχισε όπως στον αλγόριθμο 1.

⁴ Στον κανόνα Chamberlin-Courant, στόχος είναι η εύρεση των υποψηφίων που ελαχιστοποιούν την μη αντιπροσώ-
πευση των ψηφοφόρων. Αντίθετα ο αλγόριθμος k-means χρησιμοποιείται για την ομαδοποίηση των δεδομένων σε k
ομάδες. Επομένως, από τον αλγόριθμο k-means μπορούμε να βρούμε τους ιδανικούς υποψήφιους για τα δεδομένα μας,
και κατά συνέπεια απαραίτητη είναι η προσθήκη ενός βήματος για τη μετάβαση από τους ιδανικούς στους υπάρχοντες
υποψήφιους.
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Τα αποτελέσματα στα συμμετρικά τεστ ήταν και πάλι ισοδύναμα, ωστόσο στα ειδικά σχεδια-
σμένα τεστ μας υπήρξε εκθετική βελτίωση (εικόνα 4.1c (c)). Στις εικόνες 4.2 (a),(b) και (c) είναι
επίσης φανερή η σημασία της αρχικοποίησης των κέντρων.

(a) Τυχαία αρχικοποίηση (b) Στοχευμένη αρχικοποίηση (c) Αρχικοποίηση k-means++

Εικόνα 4.2: Αποτελέσματα για τον ευρετικό αλγόριθμο του Chamberlin-Courant πριν και μετά την
αρχικοποίηση του k-means++

4.1.3 Προτεινόμενος Ευρετικός Αλγόριθμος

Ο προτεινόμενος ευρετικός αλγόριθμος, ακολουθεί (αλγόριθμος 3).

Αλγόριθμος 3 Προτεινόμενος ευρετικός αλγόριθμος του κανόνα Chamberlin-Courant

1a. Πάρε τυχαία ένα κέντρο c1 από το X .

1b. Πάρε ένα νέο κέντρο ci διαλέγοντας x ∈ X με πιθανότητα D(x)2∑
x∈X D(x)2

, όπου ως D(x) ορίζε-
ται η κοντινότερη απόσταση του κάθε σημείου από τα κέντρα που έχουν ήδη εκλεγεί.

1c. Επανέλαβε το βήμα 1b μέχρι να επιλεγούν k κέντρα.

3. Για κάθε i ∈ {1, . . . , k}, θέσε ci το κέντρο της μάζας όλων των σημείων στο Ci : ci =
1

|Ci|
∑

x∈Ci
x.

4. Επανάλαβε τα βήματα 2 και 3 έως ότου το C να μην αλλάζει.

5. Βρες τους κοντινότερους υποψηφίους στα εκλεγμένα κέντρα των clusters.

4.1.4 Αδυναμία του Προτεινόμενου Αλγορίθμου

Ο προτεινόμενος αλγόριθμος βρίσκει τα ιδανικά κέντρα, ανεξάρτητα από την κατανομή των
υποψηφίων και, στο τέλος μόνο, βρίσκει τους κοντινότερους υποψηφίους στα ιδανικά κέντρα. Στην
περίπτωση που οι υποψήφιοι καλύπτουν τον χώρο που βρίσκονται οι ψηφοφόροι, τα αποτελέσματα
τείνουν στα ιδανικά. Σε αντίθετη περίπτωση όμως τα αποτελέσματα μπορεί να διαφέρουν σημα-
ντικά, καθώς τα εκλεγμένα μέλη της επιτροπής, αντί να έχουν κατανεμηθεί στην περιοχή που επι-
καλύπτονται οι δύο κατανομές, τοποθετούνται σε κοντινά σημεία, προσπαθώντας να πλησιάσουν
τα ιδανικά σημεία. Αυτό το φαινόμενο γίνεται περισσότερο κατανοητό στις εικόνες 4.3.

115



Εικόνα 4.3: Αδυναμία του προτεινόμενου ευρετικού αλγορίθμου του κανόνα Chamberlin-Courant

4.1.5 Υπολογιστική Πολυπλοκότητα

Καθώς ο κανόνας Chamberlin-Courant ανήκει υπολογιστικά στο NP και ο ευρετικός μας αλγό-
ριθμος βασίζεται σε ένα αλγόριθμο ομαδοποίησης, δεν υπάρχουν εγγυήσεις για την υπολογιστική
του πολυπλοκότητα, καθώς ο αριθμός των επαναλήψεων που θα γίνουν μέχρι τη σύγκλιση του
αλγορίθμου ποικίλουν. Ωστόσο, μπορούμε να υπολογίσουμε την υπολογιστική πολυπλοκότητα
κάθε βήματος, χωρίς να λάβουμε υπόψιν τον αριθμό των επαναλήψεων. Ας συμβολίσουμε με k

τον αριθμό των μελών της επιτροπής, με v τον αριθμό των ψηφοφόρων και με c τον αριθμό των
υποψηφίων. Στο πείραμα μας επιπλέον ισχύει ότι k << v και v ≈ c.
Για τα βήματα 1a - 1c (αρχικοποίηση) έχουμε:

O(k · v) = O(v)

Για τα βήματα 2 - 4 έχουμε:

O(v + k · v + v + k + k2) = O((2 + k) · v + k + k2)) = O(v)

Τέλος, για το βήμα 5 (εύρεση των μελών της επιτροπής) έχουμε:

O(k · c) = O(k · v) = O(v)
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4.2 Κανόνας Monroe

4.2.1 Ευρετικός Αλγόριθμος για τον Κανόνα Monroe

Στον κανόνα Monroe, όπως περιγράφτηκε στην ενότητα 2.4, εκτός από τις απαιτήσεις του
κανόνα Chamberlin-Courant, υπάρχει επιπλέον η απαίτηση για την ισοζυγισμένη αντιστοίχιση
του κάθε ψηφοφόρου με τα μέλη της επιτροπής.

Λόγω των ομοιοτήτων των δύο κανόνων, αποφασίσαμε να βασίσουμε και τον ευρετικό αλγό-
ριθμο για τον κανόνα Monroe στον αλγόριθμο k-means. Προκειμένου να διορθώσουμε τις αναλο-
γίες των ομάδων, θέτουμε στον αλγόριθμο τον παρακάτω περιορισμό: κάθε ομάδα πρέπει να έχει
ακριβώς n

k μέλη και κανένας ψηφοφόρος δεν μπορεί να ανήκει σε παραπάνω από μία ομάδες.
Για την αντιστοίχιση των ψηφοφόρων με τους αντιπροσώπους τους, χρησιμοποιήσαμε μία

ουρά από συνδυασμούς {voter, committee position, distance}, ταξινομημένους σύμφωνα με την
απόσταση. Κάθε ψηφοφόρος αντιστοιχιζόταν με τον αντιπρόσωπο (κέντρο της ομάδας) που βρι-
σκόταν κοντινότερα, με την προϋπόθεση να μην ανήκει ήδη σε κάποιο cluster και να υπάρχει δια-
θέσιμη θέση. Ο αλγόριθμος που χρησιμοποιήθηκε ήταν ο ακόλουθος (αλγόριθμος 4).

Αλγόριθμος 4 Ευρετικός αλγόριθμος του κανόνα Monroe

1. Τυχαία διάλεξε ως αρχικά k κέντρα C = {c1, c2, . . . , ck}.

2. Για κάθε i ∈ {1, . . . , k}, θέσε το clusterCi ως τα n
k σημεία στοX που βρίσκονται κοντινότερα

στο ci από ότι στο cj για κάθε j ̸= i.

3. Για κάθε i ∈ {1, . . . , k}, θέσε ci να είναι το κέντρο της μάζας όλων των σημείων στο Ci :
ci =

1
|Ci|

∑
x∈Ci

x.

4. Επανάλαβε τα βήματα 2 και 3 έως ότου το C να μην αλλάζει.

5. Βρες τους κοντινότερους υποψηφίους στα εκλεγμένα κέντρα των clusters.

Τα αρχικά κέντρα επιλέχθηκαν και πάλι τυχαία από τοX και οι ισοπαλίες επιλύονταν αυθαί-
ρετα με προεπιλεγμένο τρόπο. Υπάρχουν τρία σημαντικά ερωτήματα γύρω από τον προτεινόμενο
αλγόριθμο.

1. Υπάρχει βέλτιστη τεχνική αρχικοποίησης;

2. Ποιος είναι ο αποδοτικότερος τρόπος αντιστοίχισης των ψηφοφόρων στα cluster;

3. Συγκλίνει πάντοτε ο αλγόριθμος;

4.2.1.1 Σύγκλιση του Προτεινόμενου Αλγορίθμου

Όσον αφορά τη σύγκλιση του αλγορίθμου, αυτή δεν είναι εξασφαλισμένη. Παρατηρήσαμε,
ωστόσο, ότι ο μόνος τρόπος για να μην συγκλίνει ο αλγόριθμος είναι η ύπαρξη ατέρμονος βρό-
χου. Αυτό συμβαίνει όταν μία ακολουθία από πιθανές επιτροπές επαναλαμβάνεται επ’ άπειρον και
οφείλεται στη διακριτή φύση του προβλήματος: ακριβώς n

k ψηφοφόροι πρέπει να αντιστοιχιστούν
σε κάθε ομάδα σε κάθε επανάληψη και ένας ή περισσότεροι ψηφοφόροι αλλάζουν ομάδες, μόνο
για να καταλήξουν και πάλι στις αρχικές θέσεις μετά από ορισμένες επαναλήψεις.
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Υπάρχουν δύο τρόποι για την επίλυση του προβλήματος, είτε να επιλέξουμε την επιτροπή με
τη μικρότερη μη αντιπροσώπευση από αυτές που επαναλαμβάνονται είτε να βρούμε το αληθινό
σημείο σύγκλισης. Αποφασίσαμε να ακολουθήσουμε τη δεύτερη κατεύθυνση και να λύσουμε το
πρόβλημα μεταθέτοντας το στον συνεχή χώρο, αντιστοιχίζοντας με άπληστο τρόπο τα κέντρα
των ομάδων από τις διαφορετικές επιτροπές που επαναλαμβάνονται και βρίσκοντας το κέντρο
βάρους τους. Η επιτροπή που καταλήγαμε αποτελούσε σημείο σύγκλισης, καθώς αν ξεκινούσαμε
τον αλγόριθμο από εκείνα τα σημεία βλέπαμε ότι είχε ήδη συγκλίνει.

4.2.1.2 Αντιστοίχιση των Ψηφοφόρων στις Ομάδες

Δοκιμάσαμε δύο διαφορετικές προσεγγίσεις που θυμίζουν την αναζήτηση κατά πλάτος και
κατά βάθος. Στη συνέχεια, παρουσιάζονται οι δύο προσεγγίσεις, καθώς και τα πλεονεκτήματα και
μειονεκτήματα της καθεμίας.

Και στις δύο προσεγγίσεις, για κάθε κέντρο των ομάδων ci υπάρχει μία ταξινομημένη λίστα
των ψηφοφόρων σε αύξουσα σειρά σύμφωνα με την απόσταση τους από το ci. Αυτό που διαφέρει
είναι ο μηχανισμός που περιορίζει τον αριθμό των υποψηφίων που αντιστοιχίζονται σε κάθε ομάδα
τη φορά. Τα κέντρα τον ομάδων μπορούν να περιγραφούν ως μέλη μίας ουράς, που αναμένουν να
πάρουν το lock για να επιλέξουν ψηφοφόρους.

◦ Προσέγγιση κατά πλάτος (Breadth-first approa)
Σε αυτή την προσέγγιση, μόλις ένα κέντρο πάρει το lock, διαλέγει τον κοντινότερο ψηφοφόρο
που δεν έχει ήδη αντιστοιχιστεί σε κάποια ομάδα, απελευθερώνει το lock και τοποθετείται
ξανά στο τέλος της ουράς περιμένοντας να αποκτήσει το lock.

◦ Προσέγγιση κατά βάθος (Depth-first approa)
Σε αυτή την προσέγγιση, μόλις ένα κέντρο πάρει το lock, επιλέγει τους κοντινότερους n

k

ψηφοφόρους που δεν έχουν αντιστοιχιστεί σε κάποια ομάδα και τότε απελευθερώνει το lock
και αφαιρείται από την ουρά.

Η κατά πλάτος προσέγγιση έχει καλά αποτελέσματα για τις περισσότερες εισόδους, ωστόσο
παρουσιάζει αδυναμία για εισόδους που αποτελούνται από συνδυασμούς κατανομών, με ένα μικρό
μέρος της εισόδου να έχει παραχθεί από αραιή κατανομή με μεγάλη διασπορά. Αντιθέτως, η κατά
βάθος προσέγγιση, για ιδιαίτερες εισόδους, όπως αυτή που περιγράφηκε παραπάνω, εμφανίζει
στατιστικά καλύτερα αποτελέσματα. Ωστόσο, στην πληθώρα των εισόδων και ειδικά σε απλές
και συμμετρικές, αποτυγχάνει.

Τα αποτελέσματα, όποια προσέγγιση και αν χρησιμοποιήσουμε εξαρτώνται από την αρχικο-
ποίηση των κέντρων. Επομένως μπορούμε να βελτιώσουμε τις πιθανότητες επιτυχίας της κατά
πλάτος προσέγγισης στις ειδικές εισόδους, αν βρούμε τα κατάλληλα σημεία αρχικοποίησης. Έτσι,
διαλέγουμε την κατά πλάτος προσέγγιση.

4.2.1.3 Τεχνική Αρχικοποίησης

Όπως και στον ευρετικό αλγόριθμο του Chamberlin-Courant, έτσι και στον ευρετικό αλγό-
ριθμο του Monroe, διαφορετικά σημεία αρχικοποίησης οδηγούν σε διαφορετικά αποτελέσματα.
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(a) Κατά πλάτος προσέγγιση (b) Κατά βάθος προσέγγιση

Εικόνα 4.4: Προτεινόμενες επιτροπές διαφορετικών προσεγγίσεων του ευρετικού αλγόριθμου του
Monroe για τους ίδιους ψηφοφόρους, υποψηφίους και σημεία αρχικοποίησης

10% από τους ψηφοφόρους παρήχθησαν με συμμετρική γκαουσιανή κατανομή με μέση τιμή (0,0)
και απόκλιση 1 και 90% από συμμετρική γκαουσιανή κατανομή με μέση τιμή (-2.5,2,5) και

απόκλιση 0.25

Σημαντικό είναι να εντοπίσουμε τις περιπτώσεις όπου τα αποτελέσματα δεν είναι ισοδύναμα. Πα-
ρατηρούμε ότι παρόμοια τεστ με αυτά που χρησιμοποιήθηκαν στον κανόνα Chamberlin-Courant,
μπορούν να χρησιμοποιηθούν και για την μελέτη του Monroe.

[ 1 ] Σύνθετο παράδειγμα με ισοδύναμααποτελέσματα. Στο παρακάτω παράδειγμα οι ψηφοφό-
ροι έχουν παραχθεί από μία συμμετρική γκαουσιανή κατανομή με μέση τιμή (1, -1.5) και απόκλιση
0.75 κατά 30% και κατά 70% από μία συμμετρική γκαουσιανή κατανομή με μέση τιμή (-1, -1,5) και
απόκλιση 0.5.

Εικόνα 4.5: Ισοδύναμα αποτελέσματα του ευρετικού αλγόριθμου του κανόνα [ 1 ]

[ 2 ] Σύνθετο παράδειγμα με μη ισοδύναμα αποτελέσματα. Στο παρακάτω παράδειγμα οι ψη-
φοφόροι παράγονται από μία συμμετρική γκαουσιανή κατανομή με μέση τιμή (0,0) και απόκλιση
1 κατά 10% και κατά 90% από μία συμμετρική γκαουσιανή κατανομή με μέση τιμή (2.5, 2.5) και
απόκλιση 0.25. Επομένως, το 10% των ψηφοφόρων αντιστοιχούν στην αραιή κατανομή, και ως
αποτέλεσμα δύο ομάδες (δύο κέντρα) θα έπρεπε να αντιστοιχιστούν σε αυτούς τους ψηφοφόρους.
Τα σημεία αρχικοποίησης μπορούν να οδηγήσουν σε 0 έως 2 εκπρόσωπους για αυτή την κατανομή.
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(a) Δύο εκπρόσωποι για το 10%
(b) Κανένας εκπρόσωπος για το

10%

Εικόνα 4.6: Μη ισοδύναμα αποτελέσματα του ευρετικού αλγόριθμου του κανόνα Monroe [ 2 ]

4.2.2 Διαφορετικές Τεχνικές Αρχικοποίησης

Προκειμένου να βρούμε την ιδανική αρχικοποίηση για τον αλγόριθμο μας επικεντρωθήκαμε
στην παρακάτω είσοδο (εικόνα 4.7): οι ψηφοφόροι παράγονται από μία συμμετρική γκαουσιανή
κατανομή με μέση τιμή (0,0) και απόκλιση 1 κατά 5% και κατά 95% από μία συμμετρική γκαουσιανή
κατανομή με μέση τιμή (-2.5, 2.5) και απόκλιση 0.25. Τα ιδανικά αποτελέσματα αντιστοιχίζουν έναν
ακριβώς εκπρόσωπο στην αραιή κατανομή και τους υπόλοιπους 19 στην άλλη.

Εικόνα 4.7: Βέλτιστα αποτελέσματα του ευρετικού αλγόριθμου του κανόνα Monroe

Αρχικά, τα κέντρα επιλέγονταν τυχαία. Αυτό οδηγούσε σε 50% πιθανότητα να εκλεγεί ένας
εκπρόσωπος για την αραιή κατανομή. Προσπαθήσαμε λοιπόν να βελτιώσουμε τα ποσοστά επιτυ-
χίας, κάνοντας χρήση των παρακάτω τεχνικών αρχικοποίησης.

4.2.2.1 Τεχνική Αρχικοποίησης k-means++

Αρχικά δοκιμάσαμε την τεχνική αρχικοποίησης του αλγόριθμου k-means++ όπως περιγρά-
φηκε στην ενότητα 4.1, για να επιβεβαιώσουμε πως δεν είναι κατάλληλη για αυτόν τον αλγόριθμο.
Μετά από δοκιμές, παρατηρήσαμε ότι βελτιώνονταν τα ποσοστά επιτυχίας για την κατά βάθος
προσέγγιση, χωρίς ωστόσο να υπάρχει μεγάλη βελτίωση στη μέση περίπτωση. Αντίθετα, για την
προσέγγιση κατά πλάτος, που τελικά αποφασίσαμε να ακολουθήσουμε, τα ποσοστά επιτυχίας
πρακτικά μηδενίστηκαν. Επομένως, για τον αλγόριθμό μας, μπορούμε να εγκαταλείψουμε τη συ-
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γκεκριμένη τεχνική.
Αν ωςD(x) ορίσουμε το άθροισμα των αποστάσεων από ένα σημείο και τα επιλεγμένα κέντρα

και χρησιμοποιήσουμε το D(x) αντί του D(x)2 τα ποσοστά ανεβαίνουν στο 20%, δηλαδή αρκετά
μικρό ποσοστό και ως αποτέλεσμα εγκαταλείπουμε και αυτή την τεχνική.

4.2.2.2 Προσαρμογή της Αρχικοποίησης του Αλγορίθμου k-means++ για τον Eυρετικό
Αλγόριθμο του Monroe

Όπως είναι λογικό, η αρχικοποίηση του k-means++ ήταν κατάλληλη για τον ευρετικό αλ-
γόριθμο του Chamberlin-Courant, εξαιτίας της φύσης του στόχου της αρχικοποίησης (πρέπει να
επιτύχει τη μέγιστη διασπορά των αρχικών κέντρων). Ωστόσο, για τον ευρετικό αλγόριθμο του
Monroe, ο στόχος της αρχικοποίησης διαφέρει, καθώς πρέπει να επιτύχει τη μέγιστη διασπορά
των αρχικών κέντρων αναλογικά με τον αριθμό των μελών της ομάδας.

Επομένως, τροποποιήσαμε την αρχικοποίηση του k-means++ με τον ακόλουθο τρόπο.Μετά την
επιλογή του πρώτου κέντρου, τα n

k − 1 κοντινότερα σημεία αφαιρούνται από το X και ορίζονται
ως τα μέλη της ομάδας. Ακολουθεί μία περιγραφή του αλγορίθμου με την παραπάνω αρχικοποίηση
(αλγόριθμος 5).

Αλγόριθμος 5 Ευρετικός αλγόριθμος του κανόνα Monroe (τροποποιημένη αρχικοποίηση)

1a. Πάρε ένα κέντρο c1 ομοιόμορφα τυχαία από το X και αφαίρεσε από το X τα κοντινότερα
n
k − 1 σημεία.

1b. Πάρε ένα νέο κέντρο ci διαλέγοντας x ∈ X με πιθανότητα D(x)2∑
x∈X D(x)2

, όπου D(x) η κοντι-
νότερη απόσταση του κάθε σημείου από τα κέντρα που έχουν ήδη εκλεγεί.

1c. Αφαίρεσε από το X τα κοντινότερα n
k − 1 σημεία.

1d. Επανάλαβε τα βήματα 1b-1c μέχρι να επιλεγούν k κέντρα.

2-5. Συνέχισε όπως στον αλγόριθμο 4

Με την τεχνική αυτή, επιτύχαμε 72% ποσοστά επιτυχίας για τη συγκεκριμένη είσοδο, ωστόσο
υπήρχαν ακόμα περιθώρια βελτίωσης.

4.2.2.3 Βελτιωμένη Προσαρμογή της Αρχικοποίησης του Αλγόριθμου k-means++ για τον
Ευρετικό Αλγόριθμο του Monroe

Παρατηρήσαμε ότι στις περισσότερες περιπτώσεις, τα εκλεγμένα κέντρα δεν αποτελούν τους
«πραγματικούς» εκπρόσωπους της κάθε ομάδας, καθώς βρίσκονται μακρυά από το κέντρο μάζας.
Έτσι αποφασίσαμε προσθέσουμε ένα επιπλέον βήμα στον αλγόριθμο 5, για να βελτιώσουμε ακόμα
περισσότερο τα αποτελέσματα (βλ. αλγόριθμο 6). Με αυτή την τεχνική αρχικοποίησης τα ποσοστά
επιτυχίας έφτασαν το 92%.
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Αλγόριθμος 6 Ευρετικός αλγόριθμος του κανόνα Monroe (βελτιωμένη τροποποιημένη αρχικοποί-
ηση)

1a. Πάρε ένα κέντρο c1 ομοιόμορφα τυχαία από τοX , βρες το κέντρο μάζας από τα κοντινότερα
n
k σημεία (εμπεριέχοντας το c1) και αντικατέστησε το c1 με το κοντινότερο σημείο στο κέντρο
μάζας. Αφαίρεσε τα σημεία από το X .

1b. Πάρε ένα νέο κέντρο ci διαλέγοντας x ∈ X με πιθανότητα D(x)2∑
x∈X D(x)2

, όπου D(x) η κοντι-
νότερη απόσταση του κάθε σημείου από τα κέντρα που έχουν ήδη εκλεγεί.

1c. Βρες το κέντρο μάζας από τα κοντινότερα n
k σημεία (εμπεριέχοντας το ci). Αντικατέστησε το

ci, αν χρειάζεται, με το κοντινότερο σημείο του cluster με το κέντρο μάζας.

1d. Αφαίρεσε από το X τα μέλη του cluster.

1e. Επανάλαβε τα βήματα 1b-1d μέχρι να επιλεγούν k κέντρα.

2-5. Συνέχισε όπως στον αλγόριθμο 4

4.2.2.4 Παρόμοιες Τεχνικές Αρχικοποίησης

Στην συγκεκριμένη είσοδο, πετύχαμε ποσοστά επιτυχίας 92% με την αρχικοποίηση που περι-
γράφεται στον αλγόριθμο 6. Μπορούμε να επιτύχουμε αντίστοιχα ποσοστά με παρόμοιες τεχνικές,
για παράδειγμα αν ορίσουμε το D(x) ως το άθροισμα των αποστάσεων του ψηφοφόρου με τα κέ-
ντρα που έχουν ήδη εκλεγεί ή/και χρησιμοποιήσουμε το D(x) αντί για D(x)2, ακολουθώντας τα
βήματα του αλγορίθμου 6.

4.2.3 Προτεινόμενος Αλγόριθμος

Για να ολοκληρώσουμε τον προτεινόμενο αλγόριθμο προσθέτουμε ένα ακόμα βήμα για την
περίπτωση εντοπισμού ατέρμονος βρόχου και ενσωματώνουμε την κατά πλάτος προσέγγιση. Ο
αλγόριθμος 7 αποτελεί τον προτεινόμενο αλγόριθμο.

4.2.4 Αδυναμία του Προτεινόμενου Αλγόριθμου

Στον ευρετικό αλγόριθμο του Monroe, αδυναμία αποτελεί ο εντοπισμός των μειονοτήτων και
η αντιστοίχισή τους σε έναν αντιπρόσωπο. Στις παραπάνω ενότητες, επικεντρωθήκαμε σε ένα
τεστ για να βελτιώσουμε τον αλγόριθμό μας. Ωστόσο, σε παρεμφερείς εισόδους, καθώς η αραιή
(95%) και πυκνή (5%) κατανομή αρχίζουν και επικαλύπτονται, τα ποσοστά επιτυχίας διαφέρουν
και συγκεκριμένα όσο περισσότερο επικαλύπτονται τόσο περισσότερο μειώνονται τα ποσοστά
επιτυχίας. Στο σημείο αυτό σημειώνεται ότι καθώς η μέση τιμή της μία κατανομής πλησιάζει την
άλλη, η ανάγκη διάκρισης των κατανομών μειώνεται και τελικά μηδενίζεται όταν οι μέσες τιμές
ταυτιστούν.

4.2.5 Υπολογιστική Πολυπλοκότητα

Καθώς ο κανόνας Monroe ανήκει υπολογιστικά στο NP και ο ευρετικός μας αλγόριθμος βασί-
ζεται σε έναν αλγόριθμο ομαδοποίησης, δεν υπάρχουν εγγυήσεις για την υπολογιστική του πολυ-
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Αλγόριθμος 7 Προτεινόμενος ευρετικός αλγόριθμος του κανόνα Monroe

1a. Πάρε ένα κέντρο c1 ομοιόμορφα τυχαία από τοX , βρες το κέντρο μάζας από τα κοντινότερα
n
k σημεία (εμπεριέχοντας το c1) και αντικατέστησε το c1 με το κοντινότερο σημείο στο κέντρο
μάζας. Αφαίρεσε τα σημεία από το X .

1b. Πάρε ένα νέο κέντρο ci διαλέγοντας x ∈ X με πιθανότητα D(x)2∑
x∈X D(x)2

, όπου D(x) η κοντι-
νότερη απόσταση του κάθε σημείου από τα κέντρα που έχουν ήδη εκλεγεί.

1c. Βρες το κέντρο μάζας από τα κοντινότερα n
k σημεία (εμπεριέχοντας το ci). Αντικατέστησε το

ci, αν χρειάζεται, με το κοντινότερο σημείο του cluster με το κέντρο μάζας.

1d. Αφαίρεσε από το X τα μέλη του cluster.

1e. Επανέλαβε τα βήματα 1b-1d μέχρι να επιλεγούν k κέντρα.

2. Για κάθε i ∈ {1, . . . , k}, θέσε το clusterCi ως τα n
k σημεία στοX που βρίσκονται κοντινότερα

στο ci από ότι στο cj για κάθε j ̸= iσύμφωνα με την κατά πλάτος προσέγγιση.

3. Για κάθε i ∈ {1, . . . , k}, θέσε ci να είναι το κέντρο της μάζας όλων των σημείων στο Ci :
ci =

1
|Ci|

∑
x∈Ci

x.

4. Επανάλαβε τα βήματα 2 και 3 έως ότου το C να μην αλλάζει.

5. Σε περίπτωση βρόχου, αντιστοίχισε τα κέντρα με άπληστο τρόπο και βρες το κέντρο μάζας
όλων των cij : ci = 1

j

∑
j∈loop ci.

6. Βρες τους κοντινότερους υποηφίους στα εκλεγμένα κέντρα των clusters.

πλοκότητα, καθώς ο αριθμός των επαναλήψεων που θα γίνουν μέχρι τη σύγκλιση του αλγορίθμου
ποικίλουν. Ωστόσο, μπορούμε να υπολογίσουμε την υπολογιστική πολυπλοκότητα κάθε βήματος,
χωρίς να λάβουμε υπόψιν τον αριθμό των επαναλήψεων. Ας συμβολίσουμε με k τον αριθμό των
μελών της επιτροπής, με v τον αριθμό των ψηφοφόρων και με c τον αριθμό των υποψηφίων. Στο
πείραμά μας επιπλέον ισχύει ότι k << v και v ≈ c.
Για τα βήματα 1a - 1e (αρχικοποίηση) έχουμε:

O(k · v) = O(v)

Για τα βήματα 2 - 4 έχουμε:

O(v + k · v + k · v · log(v) + k + v + k2) = O((2 + k + log(v)) · v + k + k2)) = O(v · log(v))

Για το βήμα 5 αν θεωρήσουμε πως έχει εντοπιστεί καποιος βρόχος και x επιτροπές (καταστάσεις)
επαναλαμβάνονται, έχουμε:

O(x · k)

Τέλος, για το βήμα 6 (εύρεση των μελών της επιτροπής):

O(k · c) = O(k · v) = O(v)
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Κεφάλαιο 5

Ευστάθεια

5.1 Εισαγωγή

Μία επιθυμητή ιδιότητα σε έναν κανόνα εκλογής επιτροπών είναι η ευστάθεια του αποτελέ-
σματος. Η ανάγκης ύπαρξης σταθερής επιτροπής γίνεται εύκολα κατανοητή: μπορεί ένας συγκε-
κριμένος ψηφοφόρος ή η προσθήκη ψηφοφόρων να επηρεάσει το αποτέλεσμα της ψηφοφορίας;
και αν ναι, σε τι βαθμό;

Η ευστάθεια του συστήματος μπορεί να ερμηνευτεί και με έναν διαφορετικό τρόπο, την αντί-
σταση του κανόνα ψηφοφορίας στην χειραγώγηση [20], [21]. Τα τελευταία 10 χρόνια υπάρχει
συσσώρευση ενδιαφέροντος όσον αφορά την πολυπλοκότητα στην στρατηγική συμπεριφορά σε
εκλογές επιτροπών. Για μερικούς κανόνες, όπως οι SNTV και Bloc [22],[23], έχει αποδειχθεί ότι η
χειραγώγηση βρίσκεται στο P, ενώ για άλλους, όπως ο STV [24], υπάρχουν αποδείξεις ότι υπο-
λογιστικά αντιστέκεται στη χειραγώγηση. Προσοχή έχει δοθεί και στο θέμα της αντίστασης στον
έλεγχο [22], [23], [25], [26].

Επιλέξαμε να κάνουμε μία εκτενή πειραματική μελέτη των κανόνων που μελετήσαμε στα ακό-
λουθα δύο σενάρια:

1. Την ελεγχόμενη μετακίνηση ενός τυχαίου ψηφοφόρου (χειραγώγηση από έναν ψηφοφόρο)

2. Την προσθήκη ενός νέου ψηφοφόρου (έλεγχος από έναν ψηφοφόρο)

Σκοπός μας είναι να μελετήσουμε αν το αποτέλεσμα ενός κανόνα είναι πρακτικά χειραγω-
γήσιμο στις παραπάνω περιπτώσεις, και αν ναι, κάτω από ποιες προϋποθέσεις. Μέσω αυτής της
μελέτης χαρακτηρίζουμε τους κανόνες ως ευσταθείς ή ασταθείς σύμφωνα με τους όρους του πει-
ράματός μας. Ερμηνεύουμε επίσης τα αποτελέσματά μας με άλλους τρόπους, για παράδειγμα με-
λετάμε αν σε περίπτωση αστάθειας μπορούμε να εξάγουμε πληροφορίες για τον ψηφοφόρο που
προκάλεσε την αλλαγή, αν η αστάθεια του αποτελέσματος μπορεί να προβλεφθεί και επομένως
να θεωρηθεί στρατηγική συμπεριφορά ψηφοφόρου ή αν είναι μη αναμενόμενη, κλπ.

5.2 Ελεγχόμενη Μετακίνηση ενός Ψηφοφόρου

Μετρώντας την ευστάθεια του συστήματος, πρακτικά προσπαθούμε να μελετήσουμε πώς η
μετακίνηση ενός συγκεκριμένου ψηφοφόρου μπορεί να επηρεάσει το αποτέλεσμα, αν δεν προστεθεί
ή αφαιρεθεί κάποιος παίκτης από την εκλογική διαδικασία. Ωστόσο η κίνηση ενός ψηφοφόρου
δεν μπορεί να είναι απεριόριστη και πρέπει να προσδιορίσουμε την προθυμία του ψηφοφόρου να
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μετακινηθεί από την πραγματική του θέση και κατά συνέπεια από τα πραγματικά του συμφέροντα
και την εκπροσώπησή του.

5.2.1 Πειραματική Διάταξη

Η διάταξη του πειράματος, αποτελείται και πάλι από ένα σύνολο 1000 ψηφοφόρων και 1000
υποψηφίων που έχουν παραχθεί σύμφωνα με κάποια κατανομή ως σημεία στο δισδιάστατο χώρο.
Για κάθε ψηφοφόρο υπάρχει η σειρά κατάταξης για όλους τους υποψήφιους και τελικά εκλέγεται
μία επιτροπή με 20 μέλη με κάθε κανόνα. Στη συνέχεια διαλέγουμε έναν τυχαίο ψηφοφόρο p και
τον μετακινούμε μέσα στα εκάστοτε όρια προς τυχαία κατεύθυνση. Επαναλαμβάνουμε το πείραμα
και στη συνέχεια συγκρίνουμε τα αποτελέσματα.

Η κίνηση του τυχαίου ψηφοφόρου p είναι ελεγχόμενη, διότι σε αντίθετη περίπτωση θα ήταν
σαν να έχουμε έναν τελείως διαφορετικό υποψήφιο. Επομένως ο p κινείται ελεύθερα προς τυχαία
κατεύθυνση μέσα στα ακόλουθα όρια:

0 < movement <
distance(c2)− distance(c1)

2
,

δηλαδή η μετακίνηση δεν μπορεί να ξεπερνά το μισό της διαφοράς των αποστάσεων του p με τις
δύο πρώτες προτιμήσεις του, έτσι ώστε να εξασφαλίσουμε ότι η πρώτη του προτίμηση παραμέ-
νει σταθερή. Πρέπει ωστόσο να είμαστε προσεκτικοί με αυτόν τον περιορισμό στην ερμηνεία των
αποτελεσμάτων μας, καθώς διατηρούμε τις θέσεις των υποψηφίων σταθερές και επομένως η δια-
φοροποίηση του ψηφοφόρου εξαρτάται από τη θέση των υποψηφίων.

5.2.2 Αποτελέσματα

Στις εικόνες που ακολουθούν οι ψηφοφόροι συμβολίζονται με μοβ κουκκίδες ενώ οι υποψή-
φιοι με μαύρες. Τα μέλη της επιτροπής του αρχικού πειράματος συμβολίζονται με μεγάλες μαύρες
κουκκίδες, ενώ μετά τη μετακίνηση του τυχαίου ψηφοφόρου με γαλάζιες. Αν οι δύο επιτροπές ταυτί-
ζονται όλες οι γαλάζιες κουκκίδες παρουσιάζονται με μαύρο περίγραμμα. Σε αντίθετη περίπτωση,
για κάθε γαλάζια κουκκίδα χωρίς περίγραμμα υπάρχει μία αντίστοιχη μαύρη.

5.2.2.1 Κανόνας Single Nontransferable Vote

Εικόνα 5.1: Κανόνας SNTV - ευσταθής

Όπως ήταν αναμενόμενο, το αποτέλεσμα του
κανόνα Single Nontransferable Vote δεν επηρεάζε-
ται από μία τέτοια αλλαγή, καθώς ο κανόνας λαμ-
βάνει υπόψη μόνο την πρώτη προτίμηση των ψηφο-
φόρων.
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5.2.2.2 Κανόνας Single Transferable Vote

Εικόνα 5.2: Κανόνας STV - ευσταθής

Ο κανόνας Single Transferable Vote rule είναι
ευαίσθητος σε οποιαδήποτε αλλαγή. Παρόλα αυτά,
μία τέτοια αλλαγή, σπάνια επηρεάζει στο αποτέ-
λεσμα και κατά συνέπεια μπορούμε να χαρακτηρί-
σουμε τον κανόνα ως ευσταθή. Ωστόσο, αν γινόταν
έστω και μία αλλαγή στη σειρά επιλογής ή απόρ-
ριψης των υποψηφίων, τα αποτελέσματα μπορεί να
διέφεραν ολότελα.

5.2.2.3 Κανόνας Bloc

Εικόνα 5.3: Κανόνας Bloc - ευσταθής

Όπως ήταν αναμενόμενο, τα αποτελέσματα του
κανόνα Bloc, φαίνονται επίσης ανεπηρέαστα από
τη μικρή κίνηση ενός μόνο ψηφοφόρου. Η κίνηση
μπορεί να προκαλέσει αλλαγές στη σειρά κατάτα-
ξης των υποψηφίων, ωστόσο σε μεγάλο βαθμό οι αλ-
λαγές αυτές σχετίζονται με αντιμεταθέσεις υποψη-
φίων και ως κατά συνέπεια οι k προτιμότεροι υπο-
ψήφιοι παραμένουν σταθεροί. Ακόμα και αν κάποιοι
από τους προτιμότερους υποψήφιους αλλάξουν, για
να επηρεαστεί το αποτέλεσμα πρέπει να υπάρξει
μία δημιουργία ή λύση μιας ισοψηφίας στην «τελευ-
ταία» θέση μετά την μετακίνηση του ψηφοφόρου.

5.2.2.4 Κανόνας k-Borda

Εικόνα 5.4: Κανόνας k-Borda - ευσταθής

Ο κανόνας k-Borda λαμβάνει υπόψη την πλήρη
σειρά κατάταξης. Παρόλο που η μετακίνηση του
ψηφοφόρου αλλάζει τη σειρά κατάταξης του ψηφο-
φόρου, το αποτέλεσμα δεν φαίνεται να επηρεάζεται.
Η εκλεχθείσα επιτροπή αποτελείται από τους υπο-
ψήφιους που βρίσκονται πιο κοντά στο κέντρο μά-
ζας των ψηφοφόρων. Όπως είναι αναμενόμενο λοι-
πόν, μια τόσο μικρή μετακίνηση ενός ψηφοφόρου
δεν αρκεί για να επηρεάσει το κέντρο μάζας και και
ως κατά συνέπεια να επηρεάσει το αποτέλεσμα.

5.2.2.5 Κανόνας Chamberlin-Courant

Όπως είναι φυσικό, δεν μπορούμε να μιλήσουμε για ευστάθεια του κανόναChamberlin-Courant,
αλλά για την ευστάθεια του ευρετικού μας αλγόριθμου. Τα αποτελέσματα φανερώνουν πως ο αλ-
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γόριθμός μας είναι σχεδόν ευσταθής, υπό την παρακάτω προϋπόθεση: τα αρχικά κέντρα και στα
δύο πειράματα είναι τα ίδια. Όπως έχει περιγραφτεί και στην ενότητα 4.1, τα σημεία σύγκλισης
του αλγορίθμου εξαρτώνται από τα σημεία αρχικοποίησης, και συνεπώς αν αγνοούσαμε την πα-
ραπάνω προϋπόθεση, ο αλγόριθμος θα κρινόταν ασταθής.

Σημαντικό είναι να τονιστεί η δυσκολία της εμφανούς αλλαγής στην επιτροπή. Καθώς χρη-
σιμοποιούμε τον αλγόριθμο k-means για να βρούμε τα κέντρα των ομάδων των ψηφοφόρων, και
μόνο μετά την σύγκλιση βρίσκουμε τους κοντινότερους υποψήφιους σε αυτά, προκειμένου να φα-
νεί η αλλαγή πρέπει κάποιο κέντρο να βρεθεί πιο κοντά σε κάποιον άλλον υποψήφιο, μετά την
εκτέλεση του δεύτερου πειράματος. Εξαιτίας δε, της μικρής μετακίνησης μονάχα ενός ψηφοφόρου,
είναι δύσκολο να αλλάξουν οι ομάδες (clusters), αν και όχι απίθανο. Σε ορισμένες περιπτώσεις
η μετακίνηση του ψηφοφόρου, όσο μικρή και να είναι, μπορεί να οδηγήσει στην μετακίνηση του
σε διαφορετική ομάδα και ως κατά συνέπεια σε διαφορετικά σημεία σύγκλισης του αλγορίθμου.
Για αυτό και ο αλγόριθμός μας, σαν clustering αλγόριθμος, δεν μπορεί να περιγραφεί ως «τέλεια»
ευσταθής, καθώς μία μικρή αλλαγή, σε σπάνιες περιπτώσεις, μπορεί να οδηγήσει σε τελείως δια-
φορετικό αποτέλεσμα.

(a) ευσταθής (b) «σχεδόν» ευσταθής (c) ασταθής

Εικόνα 5.5: Ευρετικός αλγόριθμος Chamberlin-Courant - «σχεδόν» ευσταθής

5.2.2.6 Κανόνας Monroe

Και πάλι μελετάμε την ευστάθεια του ευρετικού μας αλγόριθμου, υπό την παρακάτω προϋπό-
θεση: τα αρχικά κέντρα και στα δύο πειράματα να είναι ίδια. Τα αποτελέσματα δείχνουν πως ο
αλγόριθμος μας είναι ασταθής ακόμα και υπό από αυτή την συνθήκη.

Όπως μπορούμε να δούμε στην εικόνα 5.6a υπάρχουν περιπτώσεις που το τα αποτελέσματα
δείχνουν πως ο αλγόριθμος είναι ευσταθής. Ωστόσο στην μέση περίπτωση ο αλγόριθμος είναι
ασταθής (εικόνα 5.6b), διότι ακόμα και μια τόσο μικρή κίνηση ενός μόνο ψηφοφόρου, εξαιτίας του
περιορισμού των μελών κάθε ομάδας, μπορεί να οδηγήσει στην μετακίνηση του ψηφοφόρου σε δια-
φορετική ομάδα, προκαλώντας αλυσιδωτές μεταφορές και ως κατά συνέπεια τελείως διαφορετικά
σημεία σύγκλισης.

Όπως περιγράψαμε στην ανάλυση της ευστάθειας του ευρετικού αλγορίθμου για τον κανόνα
Chamberlin-Courant, αν η μετακίνηση του ψηφοφόρου δεν οδηγήσει σε ανταλλαγές ψηφοφόρων
στις ομάδες, προκαλείται μόνο μια μικρή μετατόπιση του κέντρου της ομάδας που ανήκει ο ψη-
φοφόρος, που μπορεί να οδηγήσει ή να μην οδηγήσει σε αλλαγή της επιτροπής. Αυτό εξαρτάται
πλήρως από τους υποψηφίους. Αν ο υποψήφιος που βρίσκεται πιο κοντά στο νέο κέντρο, διαφέρει
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(a) stable (b) unstable

Εικόνα 5.6: Ευρετικός αλγόριθμος Monroe - ασταθής

από τον προηγούμενο υποψήφιο που είχε εκλεχθεί, τότε και μόνο τότε παρατηρούμε την αλλαγή.
Σημειώνεται επίσης ότι ο βαθμός που η αλλαγή θα είναι ορατή οφείλεται στην ίδια την κατανομή.

Μια ενδιαφέρουσα παρατήρηση λοιπόν είναι πως ο βαθμός που η ευστάθεια ή η αστάθεια του
αποτελέσματος γίνεται αντιληπτή, εξαρτάται από τον τρόπο που οι ψηφοφόροι και υποψήφιοι
κατανέμονται στον δισδιάστατο χώρο.

(a) ευσταθής (b) «σχεδόν» ευσταθής (c) ασταθής

Εικόνα 5.7: Η ευστάθεια του ευρετικού αλγόριθμου του Monroe καθώς οι κατανομές αρχίζουν να
επικαλύπτονται

Όταν η κατανομή των υποψηφίων δεν καλύπτει την περιοχή που καταλαμβάνουν οι ψηφοφό-
ροι ο αλγόριθμος φαίνεται ευσταθής (εικόνα 5.7 (a)). Καθώς ο χώρος που κατανέμονται οι υποψή-
φιοι τείνει να επικαλύψει τον χώρο που κατανέμονται οι ψηφοφόροι ο αλγόριθμος παρουσιάζεται
λιγότερο ευσταθής (εικόνα 5.7 (b)). Όταν οι κατανομές των υποψηφίων και των ψηφοφόρων ταυτί-
ζονται ο αλγόριθμος είναι ασταθής (εικόνα 5.7 (c)). Επομένως καταλήγουμε στο συμπέρασμα, ότι
τα ευσταθή αποτελέσματα αποτελούν μεμονωμένες περιπτώσεις, οι οποίες οφείλονται στο γεγο-
νός ότι ο ευρετικός αλγόριθμος δεν λαμβάνει υπόψη τις θέσεις των υποψηφίων για τη δημιουργία
των ομάδων. Έτσι λοιπόν χαρακτηρίζουμε τον ευρετικό αλγόριθμο για τον Monroe ως ασταθή¹.

¹ Στον ευρετικό αλγόριθμο του κανόνα Chamberlin-Courant υπάρχουν αποτελέσματα τα οποία δεν είναι αρκετά
ευσταθή ώστε να χαρακτηρίσουμε τον αλγόριθμο ως απόλυτα ευσταθή. Ωστόσο, δεδομένου ότι δεν εντοπίσαμε κάποιο
μοτίβο όπως στον ευρετικό αλγόριθμο του Monroe, θεωρούμε πως τα ευσταθή ή «σχεδόν» ευσταθή αποτελέσματα είναι
η μέση περίπτωση και τα ασταθή μεμονωμένες περιπτώσεις.
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5.3 Προσθήκη ενός Νέου Ψηφοφόρου

Επίσης θέλαμε να μελετήσουμε την ευστάθεια των κανόνων, στην περίπτωση της προσθήκης
ενός νέου υποψηφίου. Αυτή η περίπτωση μπορεί επίσης να καλύψει τη μη ελεγχόμενη μετακίνηση
ενός ψηφοφόρου, καθώς ο νέος ψηφοφόρος παράγεται σύμφωνα με την υπάρχουσα κατανομή.

5.3.1 Πειραματική Διάταξη

Η διάταξη του πειράματος, αποτελείται και πάλι από ένα σύνολο 1000 ψηφοφόρων και 1000
υποψηφίων που έχουν παραχθεί σύμφωνα με κάποια κατανομή ως σημεία στο δισδιάστατο χώρο.
Για κάθε ψηφοφόρο υπάρχει η σειρά κατάταξης για όλους τους υποψήφιους και τελικά εκλέγε-
ται μία επιτροπή με 20 μέλη με κάθε κανόνα. Στη συνέχεια προσθέτουμε έναν νέο ψηφοφόρο p

και εκτελούμε και πάλι το πείραμα, αυτή τη φορά με 1001 ψηφοφόρους. Τέλος, συγκρίνουμε τα
αποτελέσματα.

H προσθήκη του επιπλέον ψηφοφόρου γίνεται σύμφωνα με την υπάρχουσα κατανομή των
ψηφοφόρων. Ωστόσο, η προσθήκη αυτή μπορεί να έχει μεγαλύτερη ή μικρότερη βαρύτητα, που
οφείλεται στην τυχαιότητα της διαδικασίας παραγωγής του σημείου. Επομένως, χρήζει ιδιαίτε-
ρης σημασίας η εύρεση ενός τρόπου μέτρησης της ευστάθειας σε σύγκριση με τη βαρύτητα της
προσθήκης του ψηφοφόρου.

Ανεξάρτητα από την τάση του αποτελέσματος να επηρεαστεί, δεν αναμένουμε μεγάλες αλλα-
γές στο αποτέλεσμα. Στους περισσότερους κανόνες, αναμένουμε να επηρεαστεί μόνο η τελευταία
θέση, εξαιτίας της ύπαρξης ή δημιουργίας ισοπαλιών (για παράδειγμα αν υπάρχουν δύο υποψή-
φιοι που ισοβαθμούν για την τελευταία θέση της επιτροπής, αλλά μόνο μία ελεύθερη θέση, μετά
την προσθήκη του νέου ψηφοφόρου μπορεί ο υποψήφιος που δεν άνηκε στην επιτροπή να κερδίσει
την ψήφο που θα εξασφαλίσει τη λύση της ισοπαλίας και τελικά την εκλογή του).

Το παραπάνω οδηγεί σε ένα πολύ σημαντικό ερώτημα: «Υπάρχει πραγματικά αλλαγή στην
επιτροπή ή πρόκειται για μία λανθασμένη θεώρηση;». Θα πρέπει να γίνει επιπλέον μελέτη για αυτό
το θέμα, καθώς νέα ερωτήματα γεννώνται, π.χ. αν θεωρήσουμε πως όλοι οι υποψήφιοι που ισοβαθ-
μούν στην τελευταία θέση εκλέγονται ανεξαρτήτως των ελεύθερων θέσεων, τότε πώς πρέπει να
αντιμετωπίζουμε τις ισοβαθμίες στις προηγούμενες θέσεις κλπ. Λύση για όλα αυτά τα ερωτήματα
αποτελεί η εύρεση όλων των ισοδύναμων αποτελεσμάτων και να συγκρίνουμε το νέο αποτέλεσμα
με τα προηγούμενα. Τα πραγματικά αποτελέσματα προς σύγκριση είναι αυτά με τις μικρότερες
διαφορές.

Ένα ακόμα ενδιαφέρον ερώτημα για μελέτη είναι αν όλοι οι κανόνες μπορούν να κριθούν με
τα ίδια κριτήρια ή αν είναι άδικο, και ως αποτέλεσμα τα αποτελέσματα μας βεβιασμένα. Τέλος,
ενδιαφέρον παρουσιάζει η μελέτη των κανόνων ως προς το αν μπορούμε να εξάγουμε πληροφορίες
για τον νέο ψηφοφόρο, από την σύγκριση των δύο επιτροπών.

5.3.2 Αποτελέσματα

Στις εικόνες που ακολουθούν οι ψηφοφόροι συμβολίζονται με μοβ κουκκίδες, ο νέος ψηφοφό-
ρος με μεγάλη μοβ κουκκίδα ενώ οι υποψήφιοι με μαύρες. Τα μέλη της επιτροπής από το αρχικό
πείραμα συμβολίζονται με μεγάλες μαύρες κουκκίδες, ενώ από το δεύτερο πείραμα (δηλαδή μετά
τη μετακίνηση του τυχαίου ψηφοφόρου) με γαλάζιες. Αν οι δύο επιτροπές ταυτίζονται όλες οι γα-
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λάζιες κουκκίδες παρουσιάζονται με μαύρο περίγραμμα. Σε αντίθετη περίπτωση, για κάθε γαλάζια
κουκκίδα χωρίς περίγραμμα υπάρχει μία αντίστοιχη μαύρη.

5.3.2.1 Κανόνας Single Nontransferable Vote

Εικόνα 5.8: Κανόνας SNTV - σταθερός

Όπως ήταν αναμενόμενο, ο κανόνας SNTV
είναι ευσταθής υπό την προσθήκη ενός νέου
ψηφοφόρου. Καθώς ο κανόνας λαμβάνει υπόψη
μόνο την πρώτη προτίμηση των ψηφοφόρων, η
προσθήκη ενός ψηφοφόρου μπορεί να επηρε-
άσει το αποτέλεσμα μόνο με την αύξηση των
ψήφων ενός μόνο υποψηφίου κατά ένα. Έτσι,
μπορεί να αλλάξει το πολύ μία θέση. Υπάρχουν
δύο σημαντικά συμπεράσματα.

1. Δεν μπορούμε να βρούμε κατάλληλη με-
τρική για να μετρήσουμε την επίδραση
στην επιτροπή. Η προσθήκη ενός ψηφοφόρου μπορεί να οδηγήσει σε μία μικρή ή μεγάλη
αλλαγή, συγκρίνοντας τον νεοεκλεχθέντα υποψήφιο με αυτόν που αντικατέστησε.

2. Αν υπάρξει μία αλλαγή στην επιτροπή που εκλέχθηκε μετά την προσθήκη του νέου ψηφο-
φόρου, μπορούμε να εξάγουμε πληροφορίες για αυτόν, συγκρίνοντας τις δύο επιτροπές. Στις
εικόνες 5.9 είναι φανερό, ότι ο νεοεκλεχθείς υποψήφιος (η μοναδική γαλάζια κουκκίδα χωρίς
περίγραμμα) βρίσκεται πιο κοντά στον νέο ψηφοφόρο (μεγάλη μοβ κουκκίδα) από οποιοδή-
ποτε άλλον υποψήφιο (μικρές μαύρες κουκκίδες). Επομένως, ακόμα και αν δεν διαχωρίζαμε
τον επιπλέον ψηφοφόρο με κουκκίδα διαφορετικού μεγέθους, θα μπορούσαμε να μαντέψουμε
την τοποθεσία του, καθώς πρέπει να βρίσκεται πολύ κοντά στον εκλεχθέντα υποψήφιο.

(a) (b)

Εικόνα 5.9: Συμπεράσματα σχετικά με τον κανόνα SΝTV
1. Δεν μπορούμε να μετρήσουμε την επίδραση της προσθήκης ενός ψηφοφόρου.

2. Μπορούμε να εξάγουμε πληροφορίες από την προσθήκη ενός ψηφοφόρου.

5.3.2.2 Κανόνας Single Transferable Vote

Ο κανόνας Single Transferable Vote είναι ασταθής κάτω από την προσθήκη ενός ψηφοφόρου.
Όπως έχει ήδη αναφερθεί, ο κανόνας είναι ευαίσθητος σε οποιαδήποτε αλλαγή. Ακόμη και μία
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διαφορά στη σειρά εκλογής ή απόρριψης των υποψηφίων μπορεί να οδηγήσει σε τελείως διαφο-
ρετικό αποτέλεσμα. Έτσι, ακόμα και αν σε πολλές περιπτώσεις τα αποτελέσματα ήταν ευσταθή,
ο κανόνας χαρακτηρίζεται ως ασταθής λόγω της φύσης του.

(a) ευσταθής (b) «σχεδόν» ευσταθής (c) ασταθής

Εικόνα 5.10: Κανόνας STV - ασταθής
Δεν μπορούμε να εξάγουμε πληροφορίες σχετικά με τον πρόσθετο ψηφοφόρο

Εξαιτίας αυτής του της αστάθειας τα αποτελέσματα είναι απρόβλεπτα, μη συγκρίσιμα και ως
εκ τούτου δεν μπορούμε να εξάγουμε πληροφορίες για τον επιπλέον ψηφοφόρο.

5.3.2.3 Κανόνας Bloc

Εικόνα 5.11: Κανόνας Bloc - ευσταθής

Ο κανόνας Bloc είναι ευσταθής κατά την
προσθήκη ενός ψηφοφόρου. Στην πλειονότητα
των αποτελεσμάτων, μάλιστα, ήταν «τέλεια»
ευσταθής. Όταν οι δύο επιτροπές δεν ταυτί-
ζονταν πλήρως, διέφεραν μόνο ως προς έναν
υποψήφιο. Μετά από εκτεταμένη ανάλυση, πα-
ρόλο που τα αποτελέσματα έδειχναν πως μόνο
μία από τις θέσεις της επιτροπής μπορεί να αλ-
λάξει, αυτό συμβαίνει μόνο αν στις k− 1 πρώ-
τες θέσεις της επιτροπής οι υποψήφιοι έχουν
περισσότερες ψήφους από τον τελευταίο υπο-
ψήφιο που εκλέχθηκε. Σε αντίθετη περίπτωση,
δηλαδή αν l υποψήφιοι ισοβαθμούν στις τελευ-
ταίες l θέσεις της επιτροπής, η προσθήκη ενός ψηφοφόρου θα μπορούσε να αλλάξει και τις l θέσεις
στην επιτροπή.

Όσο μεγαλύτερη είναι η επίδραση του ψηφοφόρου τόσες περισσότερες πληροφορίες μπορούμε
να εξάγουμε για τον επιπλέον ψηφοφόρο. Από την εικόνα 5.12 μπορούμε να συμπεράνουμε ότι ο
νέος υποψήφιος που εκλέχθηκε στην επιτροπή βρίσκεται κοντινότερα στον επιπλέον ψηφοφόρο,
παρά σε αυτόν που αντικαταστάθηκε. Αν θεωρήσουμε ότι οι δύο επιτροπές διέφεραν σε παραπάνω
από έναν υποψήφιους, η περιοχή στην οποία θα μπορούσε να βρίσκεται ο νέος ψηφοφόρος περιο-
ρίζεται περισσότερο και κατά συνέπεια έχουμε περισσότερες πληροφορίες για τις προτιμήσεις
του.
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Εικόνα 5.12: Συμπεράσματα για τον κανόνα Bloc
Μπορούμε να εξάγουμε πληροφορίες για τον επιπλέον ψηφοφόρο αν συγκρίνουμε τις δύο

επιτροπές.

5.3.2.4 Κανόνας k-Borda

Ο κανόνας k-Borda είναι επίσης ευσταθής. Ξέρουμε ότι δυνητικά μπορούν να επηρεαστούν
περισσότερες από μία θέσεις της επιτροπής. Ωστόσο τα πειραματικά αποτελέσματα δείχνουν ότι
στην πράξη, η αλλαγή περισσότερων από μία θέσεων της επιτροπής, αποτελεί ακραία περίπτωση,
καθώς απαιτεί ιδιαίτερα συγκεκριμένα αποτελέσματα πριν την προσθήκη του ψηφοφόρου, έτσι
ώστε να μπορεί ο ψηφοφόρος να επηρεάσει περισσότερες θέσεις.

(a) (b)

Εικόνα 5.13: Κανόνας k-Borda - ευσταθής

Σχετικά με τον επιπλέον ψηφοφόρο, μπορούμε να εξάγουμε γενικές πληροφορίες, καθώς το
μόνο που γνωρίζουμε είναι ότι ο ψηφοφόρος βρίσκεται κοντινότερα (προτιμάει περισσότερο) το
νέο μέλος της επιτροπής από το μέλος που αντικαταστάθηκε. Παρόλα αυτά δεν μπορούμε να κά-
νουμε υποθέσεις για την πραγματική θέση του ψηφοφόρου, αν δεν γνωρίζουμε πληροφορίες για
τον συνολικό αριθμό των ψήφων του κάθε υποψήφιου πριν και μετά την προσθήκη του νέου ψη-
φοφόρου.

5.3.2.5 Κανόνας Chamberlin-Courant

Όπως έχει αναφερθεί, ο κανόνας Chamberlin-Courant είναι NP-hard και επομένως μελετάμε
την ευστάθεια του ευρετικού μας αλγορίθμου.
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(a) (b) (c)

Εικόνα 5.14: Ευρετικός αλγόριθμος για τον κανόνα Chamberlin-Courant - ασταθής
Οι ψηφοφόροι παραμένουν οι ίδιοι, ενώ οι κατανομές των υποψηφίων αλλάζουν: (α) 4-Gaussian,

(β) Uniform Disc, and (β) Uniform Square

Σημαντικό σε αυτό το σημείο, είναι να διευκρινίσουμε ότι τα κέντρα που προτείνει ο αλγόριθ-
μος πάντοτε επηρεάζονται από την προσθήκη ενός ψηφοφόρου. Ωστόσο, αυτό μπορεί να μην είναι
εμφανές, καθώς αυτό εξαρτάται από τις θέσεις των υποψηφίων (αναζητούμε τους κοντινότερους
υποψήφιους στα κέντρα). Ενώ ο αλγόριθμος προτείνει τα ίδια κέντρα, το αποτέλεσμα μπορεί να
εμφανίζεται ασταθές, «σχεδόν» ευσταθές ή ευσταθές (εικόνες 5.14 (a), (b), (c) αντίστοιχα). Καθώς
λοιπόν τα αποτελέσματα δεν αλλάζουν σε μεγάλο βαθμό, δεν μπορούμε να ορίσουμε το αποτέ-
λεσμα ως ευσταθές καθώς ένα ή περισσότερα σημεία σύγκλισης αλλάζουν. Καταλήγουμε λοιπόν
στο χαρακτηρισμό του αλγορίθμου ως ασταθή. Για τον ίδιο λόγο, δεν μπορούμε να εξάγουμε και
πληροφορίες για τον επιπλέον ψηφοφόρο, ακόμα κι αν ξέρουμε ότι κάτι έχει αλλάξει.

5.3.2.6 Monroe rule

Εικόνα 5.15: Ευρετικός αλγόριθμος για τον
κανόνα Monroe - ασταθής

Όπως έχει αναφερθεί, ο κανόνας Monroe είναι
NP-hard και επομένως μελετάμε την ευστάθεια του
ευρετικού μας αλγορίθμου. Αναμένουμε ότι ο αλγό-
ριθμος είναι ασταθής υπό την προσθήκη ενός ψη-
φοφόρου. Τα αποτελέσματα το επιβεβαιώνουν.

Παρόλο που μελετάμε και κατόπιν χαρακτη-
ρίζουμε τον αλγόριθμο υπό τις ίδιες συνθήκες με
τους άλλους κανόνες, ο χαρακτηρισμός του φαίνε-
ται άδικος εξαιτίας της φύσης του κανόνα: ενώ στο
αρχικό πείραμα σε κάθε μέλος της επιτροπής αντι-
στοιχούν 50 ψηφοφόροι, μετά την προσθήκη του ψη-
φοφόρου, σε ένα μέλος της επιτροπής αντιστοιχούν
51 ψηφοφόροι. Αυτό εγγυημένα αλλάζει τα αποτελέσματα, καθώς οδηγεί σε διαφορετικά σημεία
σύγκλισης. Επομένως, ο χαρακτηρισμός του αλγόριθμου, που προκύπτει από τη σύγκριση των δύο
επιτροπών, είναι άδικος. Ωστόσο, καθώς ο αλγόριθμος είναι ασταθής ακόμα και στην περίπτωση
της μετακίνησης ενός ψηφοφόρου, επιβεβαιώνεται ότι ο αλγόριθμος είναι ασταθής στις περισσό-
τερες περιπτώσεις και επομένως δεν χρήζει επιπλέον μελέτης.
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5.4 Σύνοψη των Αποτελεσμάτων

Τα αποτελέσματα σχετικά με την ευστάθεια συνοψίζονται στον πίνακα 5.1.

Ευστάθεια
Καλύτερη περίπτωση Μέση περίπτωση Χειρότερη περίπτωση

Μετακίνηση
Ψηφοφόρου

Προσθήκη
Ψηφοφόρου

Μετακίνηση
Ψηφοφόρου

Προσθήκη
Ψηφοφόρου

Μετακίνηση
Ψηφοφόρου

Προσθήκη
Ψηφοφόρου

SNTV 3 3 3 3 3 D

STV 3 3 3 7 7 7

Bloc 3 3 3 3 D D

k-Borda 3 3 3 3 D D

CC 3 3 D 7 7 7

Monroe 3 3 7 7 7 7

Πίνακας 5.1: Ευστάθεια των κανόνων εκλογής επιτροπών
Το 3 δηλώνει ότι ο κανόνας είναι ευσταθής, ενώ το 7 δηλώνει ότι ο κανόνας είναι ασταθής. Το D

δηλώνει ότι ο κανόνας είναι ευσταθής, αλλά εν δυνάμει μπορεί να υπάρξει μικρή αλλαγή κάτω
από συγκεκριμένες προϋποθέσεις.

Σχετικά με την αποκάλυψη πληροφοριών για τον επιπλέον ψηφοφόρο, μπορούμε να συνοψί-
σουμε τα αποτελέσματα στον πίνακα 5.2. Σημειώνεται ότι απαραίτητη είναι κάποια αλλαγή στα
αποτελέσματα για να εξάγουμε πληροφορίες.

Κανόνες
SNTV STV Bloc k-Borda CC Monroe

Αποκάλυψη
Πληροφοριών 3 7 3 3 7 7

Πίνακας 5.2: Αποκάλυψη πληροφοριών για τον νέο ψηφοφόρο
Το 3 δηλώνει ότι ο κανόνας αποκαλύπτει πληροφορίες για τον επιπρόσθετο ψηφοφόρο, ενώ το 7

δηλώνει ότι ο κανόνας δεν αποκαλύπτει πληροφορίες για τον πρόσθετο ψηφοφόρο.
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Κεφάλαιο 6

Σχεδιασμός & Υλοποίηση του Πειράματος σε

Πολυδιάστατο Χώρο

Ζητούμενο ήταν και η μελέτη πρακτικών εφαρμογών των κανόνων. Θα μπορούσαμε να παρά-
ξουμε τις δικές μας εισόδους, ωστόσο προτιμήσαμε την μελέτη πραγματικών δεδομένων, προερ-
χόμενα από την ηλεκτρονική βιβλιοθήκη “PrefLib: A Library for Preferences”[27]. Σε αυτή, έχουν
ομαδοποιήσει τα δεδομένα και μορφολογία τους όσο το δυνατόν περισσότερο¹

6.1 Πείραμα

6.1.1 Πειραματική Διαδικασία

Για κάθε προσομοίωση εκλογών δόθηκε ένα σύνολο ψηφοφόρων και υποψηφίων. Όλα τα δε-
δομένα που χρησιμοποιήθηκαν από την PrefLib προήλθαν από το πακέτο SOC (Strict Orders -
Complete List), που σημαίνει ότι για κάθε ψηφοφόρο, δίνεται η πλήρη σειρά κατάταξης των υπο-
ψηφίων, χωρίς ισοπαλίες. Σκοπός μας είναι να εκλέξουμε μία επιτροπή (ένα υποσύνολο των υπο-
ψηφίων), που εκπροσωπεί τους υποψήφιους με συγκεκριμένο τρόπο. Καθώς όμως ο αριθμός των
υποψηφίων και ψηφοφόρων διαφέρει σε κάθε είσοδο, διαφέρει και το μέγεθος της επιτροπής (3 με 5
άτομα). Για το λόγο αυτό απορρίφθηκαν πολλές είσοδοι, λόγω του μικρού αριθμού των υποψηφίων,
και τελικά κρατήσαμε μόνο τις ακόλουθες.

1 ED−00006−00000003
2 ED−00006−00000004
3 ED−00006−00000007
4 ED−00006−00000008
5 ED−00006−00000011
6 ED−00006−00000012
7 ED−00006−00000018
8 ED−00006−00000021
9 ED−00006−00000022

10 ED−00006−00000028
11 ED−00006−00000029
12 ED−00006−00000032
13 ED−00006−00000033

14 ED−00006−00000034
15 ED−00006−00000035
16 ED−00006−00000036
17 ED−00006−00000037
18 ED−00006−00000044
19 ED−00006−00000046
20 ED−00006−00000048
21 ED−00009−00000001
22 ED−00009−00000002
23 ED−00012−00000001
24 ED−00014−00000001
25 ED−00032−00000002

¹ Αυτή τη στιγμή υπάρχουν 10 τύποι δεδομένων σε 3 διαφορετικές μορφές. Περισσότερες λεπτομέρειες σχετικά με τις
επιλογές μας ακολουθούν στις επόμενες ενότητες
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Για να μελετήσουμε την ευστάθεια, αντιγράψαμε τις εισόδους και τις επεξεργαστήκαμε με δύο
διαφορετικούς τρόπους. Την πρώτη φορά επεξεργαστήκαμε τις προτιμήσεις ενός τυχαίου ψηφοφό-
ρου (χωρίς να αλλάξουμε την πρώτη του προτίμηση) και τη δεύτερη προσθέτοντας έναν ψηφοφόρο.

6.1.2 Αναπαράσταση των Ψηφοφόρων & Υποψηφίων

Στο προηγούμενο πείραμα, όπου και οι ψηφοφόροι και οι υποψήφιοι αναπαρίστανται ως ση-
μεία στο δισδιάστατο χώρο, παίρναμε τη σειρά κατάταξης και το βαθμό μη αντιπροσώπευσης των
ψηφοφόρων από την απόσταση των ψηφοφόρων - υποψηφίων. Όσο μεγαλύτερη η απόσταση, τόσο
μικρότερο κέρδος για τον ψηφοφόρο.

Ωστόσο στο πείραμα αυτό, δεν έχουμε συντεταγμένες. Αντίθετα έχουμε μόνο τη σειρά κατά-
ταξης. Παρόλο που για ορισμένους κανόνες (SNTV, STV, k-Borda και Bloc) η σειρά κατάταξης
αρκεί, δεν ισχύει για όλους. Στους κανόνες Chamberlin-Courant και Monroe, στόχος είναι η ελα-
χιστοποίηση της μη αντιπροσώπευσης των ψηφοφόρων και ως αποτέλεσμα, πρέπει να ερμηνεύ-
σουμε τη σειρά κατάταξης στο βαθμό μη αντιπροσώπευσης. Για να γίνει αυτό, χρησιμοποιούμε
μία συνάρτηση αντιστοίχισης, που μπορεί να είναι γραμμική, κυρτή, ή να έχει οποιαδήποτε άλλη
κατάλληλη μορφή. Επιπλέον, οι κανόνες Chamberlin-Courant και Monroe ανήκουν υπολογιστικά
στο NP. Έτσι, χρησιμοποιήσαμε τους ευρετικούς αλγόριθμους που παρουσιάσαμε στο κεφάλαιο
4. Ωστόσο, οι αλγόριθμοι μας χρησιμοποιούν τη θέση των ψηφοφόρων για να δημιουργήσουν τις
ομάδες και μόνο στο τέλος τη θέση των υποψηφίων για να βρουν τους κοντινότερους στα κέντρα
των ομάδων, και που τελικά θα αποτελέσουν την επιτροπή. Προκειμένου να χρησιμοποιήσουμε
τους ίδιους αλγόριθμους, ερμηνεύσαμε τις σειρές κατάταξης ως θέσεις στον πολυδιάστατο χώρο.
Σε κάθε πείραμα υπήρχαν n διαστάσεις, όπου n ο αριθμός των υποψηφίων και ο κάθε υποψήφιος
Ci εκπροσωπείται από ένα διάνυσμα βάσης με την ακόλουθη μορφή:

C0 = [ 1 0 0 · · · 0 ], C1 = [ 0 1 0 · · · 0 ], . . . , Cn−1 = [ 0 0 0 · · · 1 ].

Ετσι, κάθε ψηφοφόρος Vj εκπροσωπείται από το ένα διάνυσμα:

Vj = [ c0j c1j c2j · · · c(n−1)j ],

όπου cij η θέση που ο ψηφοφόρος Vj κατέταξε τον υποψήφιο Ci και 1 ≤ cij ≤ n.
Με τον τρόπο αυτό, μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε τους ίδιους αλγόριθμους, με μια δια-

φορά. Αποφασίσαμε να χρησιμοποιήσουμε για τη μέτρηση των αποστάσεων νόρμαL1 (Manhaan
distance metric) αντί για νόρμα L2 (Euclidean distance metric) για τον υπολογισμό των αποστα-
σεων, καθως δουλεύει καλύτερα σε πολυδιάστατο χώρο [28].

Η συνάρτηση αντιστοίχισης της σειράς κατάταξης σε συντεταγμένες, που περιγράψαμε πα-
ραπάνω, είναι η πιο απλή γραμμική συνάρτηση που θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε. Χρησι-
μοποιήσαμε και εκθετική συνάρτηση αντιστοίχισης όπου κάθε ψηφοφόρος Vj εκπροσωπείται από
το διάνυσμα:

Vj = [ 2c0j−1 2c1j−1 2c2j−1 · · · 2c(n−1)j−1 ]

Ωστόσο, μετά από πειράματα, απορρίψαμε την εκθετική συνάρτηση για τον ευρετικό αλγό-
ριθμο του Chamberlin-Courant, διότι χάνει την ικανότητα της σύγκλισης. Περαιτέρω έρευνα πρέ-
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πει να γίνει για την εύρεση της ιδανικής συνάρτησης αντιστοίχισης.

6.2 Αποτελέσματα

Οι συγκεκριμένες είσοδοι, εξαιτίας του μικρού αριθμού υποψηφίων ή/και ψηφοφόρων δεν μας
επέτρεψαν να μελετήσουμε ιδιότητες όπως η αναλογική αντιπροσώπευση. Σχετικά με την ευστά-
θεια, δεν υπήρχε νόημα να μελετήσουμε τους κανόνες που χρησιμοποιούν μόνο τη σειρά κατάτα-
ξης, καθώς έχουν ήδη μελετηθεί στο κεφάλαιο 5, καθώς δεν έχει σημασία αν έχουμε δισδιάστατο
ή πολυδιάστατο χώρο. Το μόνο που διέφερε στα πειράματα για τους κανόνες SNTV, STV, Bloc
και Borda είναι ο βαθμός που κάθε ψήφος μπορεί να επηρεάσει το αποτέλεσμα, καθώς άλλαζε ο
αριθμός των ψηφοφόρων και υποψήφιων.

Αντίθετα, οι ευρετικοί αλγόριθμοι των κανόνων Chamberlin-Courant και Monroe, βασίζονται
σε αλγόριθμους ομαδοποίησης. Επομένως, ο αριθμός των ψηφοφόρων, υποψηφίων και ως κατά
συνέπεια, των μελών της επιτροπής, καθιστά τις εισόδους ακατάλληλες για την έρευνα μας.

Μια ενδιαφέρουσα παρατήρηση, που προέκυψε από τα πειράματά μας, είναι πως στα πραγμα-
τικά δεδομένα όλοι οι κανόνες είχαν σχεδόν τα ίδια αποτελέσματα. Αυτό εξηγείται από το γεγονός
ότι υπάρχει μια αντικειμενική αλήθεια, δηλαδή αντικειμενική σειρά κατάταξης (και ως κατά συνέ-
πεια αντικειμενικοί νικητές) , καθώς τα δεδομένα προέκυπταν κυρίως από αγώνες. Παρόλα αυτά,
ο μικρός αριθμός των εισόδων που εξετάστηκαν, μας καθιστά σκεπτικούς για την συγκεκριμένη
παρατήρηση και εκτεταμένη έρευνα θα πρέπει να γίνει προκειμένου να επιβεβαιωθεί η παρατή-
ρηση.
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Κεφάλαιο 7

Μελλοντικές Κατευθύνσεις

Προσεγγίσαμε το θέμα των κανόνων ψηφοφορίας για την εκλογή επιτροπών κυρίως στο δισ-
διάστατο επίπεδο. Επικεντρωθήκαμε σε ευρετικούς αλγόριθμους για NP-hard κανόνες και στη με-
λέτη της ιδιότητας της ευστάθειας. Η δουλειά μας θα μπορούσε να επεκταθεί με ποικίλους τρόπους.

Μια δυνατή επέκταση είναι η μελέτη εφαρμογής διαφορετικών αλγορίθμων ομαδοποίησης, π.χ.
hierarchical agglomerative clustering [29], προκειμένου να δημιουργήσουμε διαφορετικούς επιτυ-
χημένους ευρετικούς και προσεγγιστικούς αλγορίθμους. Πρόκειται για έναν ενεργό τομέα έρευνας,
ειδικά για τον κανόνα του Monroe, εξαιτίας των ιδιαίτερων περιορισμών του.

Δεύτερον, θα μπορούσε να επεκταθεί η μελέτη της ευστάθειας. Τα πειράματά μας ήταν περιο-
ρισμένα σε δύο βασικές περιπτώσεις, την περιορισμένη κίνηση ενός ψηφοφόρου και την προσθήκη
ενός ψηφοφόρου. Θα μπορούσαν να μελετηθούν κι άλλες περιπτώσεις, όπως η αφαίρεση ενός ψη-
φοφόρου ή ακόμα και ενός υποψηφίου. Εξαιτίας των διαφορετικών αποστάσεων που μπορούν να
δοθούν στην έννοια της ευστάθειας, π.χ. χειραγώγηση, έλεγχος [30], κ.λ.π. μας ενδιαφέρουν όλες
οι δυνατές περιπτώσεις.

Μια ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα επέκταση, οφείλεται στις προκλήσεις του τομέα. Πολλοί κανό-
νες, όπως οι k-Borda, Chamberlin-Courant, Monroe, κ.λ.π. απαιτούν τη γνώση της πλήρης σειράς
κατάταξης των υποψηφίων από όλους τους ψηφοφόρους, πράγμα δύσκολο για μεγάλο αριθμό υπο-
ψηφίων. Επομένως, είναι δύσκολο να βρούμε κατάλληλα δεδομένα εκλογών για τη μελέτη τέτοιων
κανόνων. Άλλωστε, αυτό ήταν και το πρόβλημα μας στο πείραμα στον πολυδιάστατο χώρο. Είναι
λοιπόν φυσικό να μελετήσουμε τους κανόνες ψηφοφορίας για την εκλογή επιτροπών στην περί-
πτωση που υπάρχουν σειρές κατάταξης μη πλήρεις. Τότε, η πραγματική σειρά κατάταξης πρέπει
να βρεθεί (παρόμοιο με το πρόβλημα της ύπαρξης ψήφων με θόρυβο [31]).

Τέλος, μια ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα προσέγγιση είναι να βρούμε ένα τρόπο να παρουσιάσουμε
τα αποτελέσματα και να κατατάξουμε τους ηττημένους υποψήφιους. στις περισσότερες περιπτώ-
σεις είναι εύκολο να εντοπίσει κάνεις το νικητή των εκλογών, αλλά υπάρχουν φορές που απαιτού-
νται περισσότερες πληροφορίες, π.χ. όταν κάποιος υποψήφιος θέλει να ξέρει πόσο καλά τα πήγε
παρόλο που έχασε. Αυτό μπορεί να είναι ιδιαιτέρα δύσκολο για ορισμένους κανόνες, όπως για τον
Single Transferable Vote rules, εξαιτίας της πολυπλοκότητας του. Εκτεταμένες μελέτες πρέπει να
γίνουν, προκειμένου να βρεθεί ένας τρόπος για την αξιολόγηση των αποτελεσμάτων, των αδυ-
ναμιών των κανόνων και το βαθμό επιτυχίας των υποψηφίων. Στη μελέτη αυτή, οι αλγοριθμικές
ιδιότητες των κανόνων (ποικιλομορφία, αναλογική αντιπροσωπευτικότητα, fairness) αποτελούν
έναν χρήσιμο και πολύτιμο βοήθημα [5].
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