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Πρόλογος  
 
 

Η Στατική αποτελεί τη βάση της επιστήµης του Πολιτικού Μηχανικού. Οι 
φορείς σχεδιάζονται µε κριτήριο την διατήρηση της ακεραιότητας τους κατά την 
προβλεπόµενη διάρκεια ζωής τους, υπό το σύνολο των εξωτερικών δράσεων. 
Ανάλογα µε τους σκοπούς που καλούνται να υπηρετούν οι κατασκευές, 
επιλέγεται η µορφή τους και τα χρησιµοποιούµενα υλικά. Η πληθώρα των 
επιλογών των δοµικών φορέων είναι ανεξάντλητη και βασίζεται τόσο σε στατικά 
όσο και αισθητικά κριτήρια.  

Κατά την διάρκεια του πενταετή κύκλου σπουδών στο Ε.Μ.Π δόθηκε 
ιδιαίτερη έµφαση στους γραµµικούς φορείς ενώ οι αναφορές σε άλλους τύπους 
φορέων όπως οι καµπύλοι φορείς ήταν περιορισµένες. Σκοπός της παρούσας 
διπλωµατικής εργασίας είναι η ουσιαστική κατανόηση της στατικής 
συµπεριφοράς καλωδιωτών και τοξοτών φορέων οι οποίοι έχουν ευρεία 
εφαρµογή σε έργα Πολιτικού Μηχανικού κυρίως µεγάλης κλίµακας.     

Ιδιαίτερες ευχαριστίες οφείλω προς τον επιβλέποντα καθηγητή µου κ. Λ. 
Σταυρίδη ο οποίος τόσο κατά τη διάρκεια των σπουδών όσο και κατά την 
εκπόνηση της παρούσας εργασίας συνέβαλε καθοριστικά στην καλλιέργεια της 
στατικής αντίληψής µου. Με την καθοδήγησή του και µε την βοήθεια των 
συγγραµµάτων του η εξοικείωση µε νέα προς εµένα κεφάλαια της Στατικής έγινε 
ευκολότερη και ουσιαστικότερη. 

Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω την οικογένειά µου, για την συµπαράσταση 
και την υποστήριξη που µου προσφέρει πάντα, καθώς επίσης και την 
συµφοιτήτριά µου Χριστίνα για την πολύτιµη βοήθειά της κατά τη διάρκεια των 
σπουδών µου. 
 
 

                                                                              Κωνσταντίνος  Γεωργιάδης  
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Κεφάλαιο 1 
 
 
   Εισαγωγή 
 

Στην  παρούσα εργασία παρουσιάζεται µία αναλυτική µέθοδος για την άµεση 
ποσοτική εκτίµηση της όλης στατικής συµπεριφοράς ταινιωτών προεντεταµένων 
φορέων. Οι φορείς αυτοί αποτελούνται από καλώδια που σε όλο το µήκος τους 
επενδύονται µε µια ταινία σκυροδέµατος µικρού σχετικά  πάχους το οποίο 
προεντείνεται δηµιουργώντας ένα ανεστραµµένο τόξο. Η κατασκευαστική λύση των 
ταινιωτών προεντεταµένων φορέων έχει εφαρµοστεί τόσο για την κάλυψη µεγάλων 
χώρων µε µορφή στεγών όσο και για την κατασκευή πεζογεφυρών.  
   Προκειµένου το πρόβληµα αυτό να γίνει καλύτερα αντιληπτό από τον 
αναγνώστη προηγείται η περιγραφή της στατικής συµπεριφοράς των σχοινοειδών 
φορέων. Πιο συγκεκριµένα, περιγράφεται η συµπεριφορά τοξοτών και καλωδιωτών 
φορέων, η ανάγκη ακαµπτοποίησης των ελεύθερα αναρτηµένων καλωδίων καθώς και 
η κατασκευαστική διάταξη των ταινιωτών προεντεταµένων φορέων στην οποία 
οδηγούµαστε.  
   Η µαθηµατική ανάλυση  είναι βασισµένη σε µια αποκαθιστάµενη αναλογία 
µεταξύ της συµπεριφοράς του συστήµατος καλωδίου-σκυροδέµατος µε την 
συµπεριφορά των κρεµαστών γεφυρών. Ακολουθώντας αυτή την αναλογία, η 
ανάλυση του ταινιωτού προεντεταµένου συστήµατος επιτυγχάνεται µε τη χρήση 
τριών αδιάστατων παραµέτρων και συγκεκριµένα τον λόγο του πάχους της ταινίας 
προς το µήκος του ανοίγµατος (λόγος λεπτότητας α), τον λόγο της συνολικής 
διατοµής των καλωδίων προς την ορθογωνική διατοµή του φορέα (λόγος διατοµών ρ) 
και τέλος τον λόγο του βέλους στο µέσο του παραβολικού τόξου προς το µήκος του 
ανοίγµατος (λόγος χθαµαλότητας λ). Η συγκεκριµένη ανάλυση, βασισµένη σε µία 
αριθµητική διαδικασία, γίνεται µε ένα απλό λογισµικό και επιτρέπει τον άµεσο 
καθορισµό της έντασης και της παραµόρφωσης του συστήµατος λόγω ενός 
επιβεβληµένου κινητού φορτίου.  
   Οπωσδήποτε, η ανάπτυξη της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων για την 
ανάλυση των φορέων, λόγω της ακρίβειας των αποτελεσµάτων  και της ταχύτητας 
εκτέλεσης πολύπλοκων αναλύσεων περιόρισε τέτοιους  τρόπους υπολογισµού που 
είναι βασισµένοι στη θεωρία παραµορφώσεων. Ωστόσο η µέθοδος της αριθµητικής 
διακριτοποίησης του φορέα αδυνατεί να καταδείξει από ποσοτικής και από ποιοτικής 
πλευράς τη σχετική επιρροή των διαφόρων παραµέτρων σχεδιασµού. Αντιθέτως, η 
συγκεκριµένη αναλυτική µέθοδος επιτρέπει µία παραµετρική µελέτη που καταλήγει 
σε χαρακτηριστικά διαγράµµατα που δείχνουν την επιρροή των παραπάνω 
σχεδιαστικών παραµέτρων στην όλη στατική ένταση και συµπεριφορά, έτσι ώστε να 
µπορούν να χρησιµοποιηθούν άµεσα στον προκαταρκτικό σχεδιασµό, δηλαδή την 
προµελέτη του έργου.   
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Κεφάλαιο 2 
 
 
   Σχοινοειδείς φορείς 

 
Από την µηχανική γνωρίζουµε ότι η ανάπτυξη καµπτικών ροπών σε ένα 

φορέα προκαλεί τριγωνική γραµµική κατανοµή των τάσεων καθ’ ύψος της διατοµής. 
Καταλαβαίνουµε λοιπόν ότι δεν µπορεί να είναι εκµεταλλεύσιµη η εντατική 
ικανότητα όλων των ινών της διατοµής, αφού η ελαστική ανάλυση σταµατά µόλις  οι 
ακραίες ίνες φτάσουν το όριο διαρροής του υλικού. Για αυτό το λόγο η κάµψη δεν 
είναι γενικά επιθυµητή στις κατασκευές. Αντίθετα υπό την ανάπτυξη µόνο αξονικής 
έντασης οι ίνες της διατοµής εντείνονται οµοιόµορφα γεγονός που οδηγεί σε πλήρη 
εκµετάλλευση του υλικού του φορέα. 

Το πρόβληµα που γεννάται όµως είναι ο καθορισµός της µορφής του φορέα ο 
οποίος θα στηρίζεται αρθρωτά σε δύο προκαθορισµένα σηµεία  µε απόσταση L, ώστε 
για µία συγκεκριµένη φόρτιση να αναπτύσσει µόνο αξονική ένταση. Πρακτικά το 
πρόβληµα µπορεί να λυθεί µε τη θεώρηση ενός απολύτως εύκαµπτου µέσου (όπως το 
σχοινί) το οποίο στηρίζεται στα δεδοµένα σηµεία και φορτίζεται µε τυχαία φορτία. Η 
µορφή την οποία θα πάρει θα ικανοποιεί την παραπάνω προϋπόθεση δηλαδή την 
ανάπτυξη µόνο αξονικών εφελκυστικών δυνάµεων. Στην περίπτωση που το 
διατιθέµενο υλικό δεν αντέχει εφελκυσµό, θεωρείται η κατοπτρική στατική εικόνα 
που είναι απόλυτα ισοδύναµη µε εκείνη του σχοινιού, µε τη διαφορά ότι τα φορτία θα 
προκαλούν την ανάπτυξη µόνο αξονικών θλιπτικών δυνάµεων. Από αυτή την απλή 
σκέψη προκύπτουν οι λεγόµενοι σχοινοειδής φορείς όπως τα τόξα και τα καλώδια 
που χρησιµοποιούνται ως κατασκευαστικές λύσεις σε ένα ευρύ φάσµα εφαρµογών. 

 
Σχήµα 2.1   
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Η αναζήτηση της γεωµετρικής µορφής ενός τέτοιου φορέα γίνεται 
απλούστερη µε την παρατήρηση ότι οι κατακόρυφες συνιστώσες των αντιδράσεων θα 
ισούνται µε τις αντιδράσεις της αντίστοιχης αµφιερείστου δοκού. Άµεση συνέπεια 
αυτού είναι ότι η καµπτική ροπή του φορέα σε ένα σηµείο του µε απόσταση y(x) από 
την οριζόντια, θα ισούται µε την καµπτική ροπή���(�) της αµφιέριστης δοκού 
µειωµένη κατά το µέγεθος Η�y(x). 
 
   Έτσι θα είναι ���� � ��(�)	
 � ���) 

 
Σχήµα 2.2 

 
 
   η συνοριακή συνθήκη ���� � � οδηγεί στη σχέση 
              ���� � �����
  

 
η οποία δηλώνει ότι η αναζητούµενη µορφή είναι οµοιόθετη προς το διάγραµµα των 
καµπτικών ροπών της αντίστοιχης αµφιέρειστης δοκού κατά τον συντελεστή 1/�
 ο 
οποίος αρχικά είναι άγνωστος.Ο καθορισµός του απαιτεί τον προσδιορισµό και ενός 
τρίτου σηµείου από το οποίο θα διέρχεται ο φορέας. Το τρίτο αυτό σηµείο µπορεί να 
είναι οποιοδήποτε όπως για παράδειγµα η κορυφή του σε οριζόντια απόσταση ��� από 
το Α οπότε, µε συγκεκριµένο πλέον το�������) θα έχουµε  
                   
 � �������������� 
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     και άρα, ���� � �������������� � ����� 

 
Η καµπύλη αυτή ονοµάζεται γραµµή πιέσεων και προκύπτει ανάλογα µε τη 

φόρτιση. Για την παραλαβή συγκεντρωµένων φορτίων οδηγούµαστε σε πολυγωνικό 
διάγραµµα ��και άρα πολυγωνικό σχοινοειδή φορέα ενώ για την παραλαβή 
οµοιόµορφα κατανεµηµένου κατακόρυφου φορτίου προκύπτει παραβολικό 
διάγραµµα ροπών και αντίστοιχη µορφή φορέα. 
    Πρέπει να τονισθεί ότι για την περίπτωση των τοξοτών φορέων, µία 
συγκεκριµένη γραµµή πιέσεων οδηγεί σε αποκλειστικά αξονική ένταση µόνο για τη 
φόρτιση που προκάλεσε το συγκεκριµένο διάγραµµα ροπών µε βάση το οποίο 
µορφώθηκε ο φορέας. Οποιαδήποτε άλλη φόρτιση θα αναπτύξει κάµψη στο τόξο και 
έτσι αυτό θα πάψει να λειτουργεί ως σχοινοειδής φορέας. Πρέπει επίσης να 
επισηµανθεί ότι δεν αρκεί η φόρτιση να είναι σύµφωνη µε τη γραµµή πιέσεων αλλά 
και ο φορέας να µην αποκλίνει από τη σχοινοειδή µορφή. Οποιαδήποτε 
διαφοροποίηση της γεωµετρίας του τόξου από τη γραµµή πιέσεων π.χ. λόγω 
υποχώρησης κάποιας στηρίξεως υπό τα εξωτερικά φορτία οδηγεί σε κάµψη.  

Αντίθετα στην περίπτωση των καλωδιωτών φορέων για διαφοροποίηση της 
φόρτισης από τη γραµµή πιέσεως, λόγω ελλείψεως καµπτικής στιβαρότητας του 
καλωδίου, θα σχηµατιστεί µια νέα σχοινοειδής µορφή του φορέα µε αποκλειστικά 
εφελκυστικές δυνάµεις. Η αυτόµατη προσαρµογή του καλωδίου στη σχοινοειδή 
µορφή έχει σαν άµεση απόρροια την δραµατική αλλαγή της γεωµετρίας του πράγµα 
που αποτελεί σοβαρό µειονέκτηµα των ελεύθερα αναρτηµένων καλωδίων. Οι δύο 
αυτές οικογένειες σχοινοειδών µορφών είναι µεταξύ τους κατοπτρικές. 
    Στη συνέχεια γίνεται µία αναλυτικότερη περιγραφή της στατικής 
συµπεριφοράς τοξοτών και καλωδιωτών φορέων µε ιδιαίτερη έµφαση στις 
δυνατότητες και τις αδυναµίες της λειτουργίας τους και το πως αυτές καθορίζουν την 
επιλογή της βέλτιστης κατασκευαστικής λύσης σε προβλήµατα κάλυψης µεγάλων 
ανοιγµάτων (π.χ. γέφυρες, στέγαστρα κ.α.). 
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Κεφάλαιο 3 
 
 
   Τοξωτοί φορείς  
 

Τα τόξα είναι σχοινοειδείς φορείς που αναλαµβάνουν τη µεταφορά 
κατακόρυφων φορτίων από το άνοιγµα στα άκρα τους µέσω αξονικών θλιπτικών 
δυνάµεων. Για να επιτευχθεί αυτό είναι απαραίτητο η κεντροβαρική γραµµή του 
τόξου να ακολουθεί επακριβώς τη γραµµή πιέσεως για τα φορτία αυτά. Υπάρχουν 
άπειρες γραµµές πιέσεως για µία δεδοµένη κατακόρυφη φόρτιση g που όλες 
υπακούουν στην εξίσωση : 
 
 ���� � � � �������� 
 
δηλαδή κάθε οµοιόθετο διάγραµµα προς το διάγραµµα ροπών της αµφιέρειστης είναι 
και µία γραµµή πιέσεως. Η αντίστοιχη αναπτυσσόµενη οριζόντια συνιστώσα της 
αξονικής δύναµης στα άκρα της γραµµής πιέσεως ισούται µε  ���. Άρα όσο 
ψηλότερο είναι ένα τόξο, δηλαδή όσο µεγαλύτερο ��έχει, τόσο µικρότερη οριζόντια 
ώθηση παρουσιάζει 

 
Σχήµα 3.1 
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Για παράδειγµα σε τόξο µε ύψος  f  θα έχουµε  
  � � ����������� 

                       και � � �����������  

 
Γενικά είναι σκόπιµο η µόρφωση ενός τόξου να ακολουθεί τη γραµµή πιέσεως 

για τα µόνιµα φορτία ώστε να περιορίζεται όσο γίνεται περισσότερο η κάµψη που 
αναπτύσσεται µε την άσκηση επιπλέον κινητών φορτίων. 

 
Σχήµα 3.2 

   
Είναι κατανοητό ότι αν σε ένα τόξο που έχει σχεδιαστεί έτσι ώστε η γεωµετρία του 
να συµπίπτει µε τη γραµµή πιέσεως για τα µόνιµα φορτία g, ασκηθεί ένα επιπρόσθετο 
κινητό φορτίο p σε τυχαία διάταξη, η κεντροβαρική του γραµµή δεν θα συµπίπτει 
πλέον µε τη γραµµή πιέσεως που αντιστοιχεί στην νέα φόρτιση (p+g), µε αποτέλεσµα 
την ανάπτυξη κάµψης. Η νέα γραµµή πιέσεως ορίζεται ώστε να διέρχεται από ένα 
ενδιάµεσο σηµείο του τόξου µε µηδενική καµπτική ένταση. 

Ο καθορισµός των εφελκυόµενων και των θλιβόµενων ινών από την κάµψη 
συνάγεται από την σχετική θέση της γραµµής πιέσεως ως προς το εξεταζόµενο, κάθε 
φορά, σηµείο του φορέα. Το µέγεθος της  ροπής που προκύπτει από τις θλιπτικές 
δυνάµεις της  νέας γραµµής πιέσεως ως προς το θεωρούµενο σηµείο του τόξου, 
εξαρτάται από την απόσταση της συνισταµένης θλιπτικής δύναµης από το κέντρο 
βάρους της διατοµής. Γενικά η κάµψη δε είναι απαγορευτική ακόµα και σε υλικά που 
δεν έχουν αντοχή σε εφελκυσµό εφόσον η συνισταµένη θλιπτική δύναµη σε κάθε 
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σηµείο ασκείται εντός του πυρήνα της διατοµής, αναπτύσσοντας έτσι µόνο θλιπτικές 
τάσεις στη διατοµή αυτή.  

Για να γίνει καλύτερα αντιληπτή αυτή η συµπεριφορά παρουσιάζεται ένα 
παράδειγµα τυπικού  διαρθρωτού τόξου το οποίο φορτίζεται από οµοιόµορφο µόνιµο 
φορτίο g σε όλο το µήκος του και από κάποιο επιπρόσθετο κινητό φορτίο p. 

 

Σχήµα 3.3 
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 Γνωρίζουµε ότι οποιαδήποτε διαµόρφωση του τόξου ακολουθεί το διάγραµµα 
ροπών της αµφιέρειστης, δηλαδή οποιαδήποτε παραβολή ��� βαθµού που περνά από 
τις στηρίξεις, αναπτύσσει υπό τα µόνιµα φορτία, µόνο αξονική θλιπτική ένταση 
ανεξάρτητα από τις συνθήκες στήριξης του φορέα. Με τον καθορισµό του ύψους του 
τόξου f ,η εξίσωση της γραµµής πιέσεως, άρα και της κεντροβαρικής γραµµής του 
τόξου θα έχει τη µορφή: 
  
 ���� � � � �� � �� � ����� 

 
  ενώ η οριζόντια συνιστώσα της αντίδρασης θα είναι    
 
                    
 � � � ��� � �  

 
από την ισορροπία προκύπτει ότι την ίδια τιµή έχει και η συνισταµένη αξονική 
δύναµη στην κορυφή του τόξου.   
 
       Η διάταξη του κινητού φορτίου σε όλο το µήκος του τόξου, δεδοµένου ότι η 
γεωµετρία του τόξου θα εξακολουθεί να συµπίπτει µε τη γραµµή πιέσεως που 
αντιστοιχεί στη φόρτιση (g+p), αυξάνει µόνο την αξονική του ένταση χωρίς να 
προκαλεί καµία κάµψη. Η δυσµενέστερη διάταξη από πλευράς κάµψης είναι το 
κινητό φορτίο p να εκτίνεται στο µισό του ανοίγµατος του φορέα. Για να 
διευκολυνθεί η επίλυση αναλύουµε τη φόρτιση αυτή σε µία συµµετρική �� �� � και σε 
µία αντισυµµετρική��� �� �. Όπως είδαµε προηγουµένως η συµµετρική φόρτιση σε 
όλο το µήκος του φορέα απλά θα αυξήσει την αξονική θλίψη χωρίς να προκαλέσει 
κάµψη. Από την άλλη µεριά η αντισυµµετρική φόρτιση προκαλεί µηδενισµό της 
αξονικής έντασης στην κορυφή του τόξου και κατά συνέπεια µηδενισµό των 
οριζόντιων αξονικών συνιστωσών των αντιδράσεων στήριξης. Ταυτόχρονα η 
καµπτική ροπή και η κατακόρυφη µετατόπιση στο µέσο του τόξου είναι επίσης 
µηδενικές. Με αυτό τον τρόπο είναι δυνατή όπως γνωρίζουµε η θεώρηση του µισού 
φορέα µε την κατάλληλη συνοριακή συνθήκη στο µέσον, δηλαδή κύλιση. Άρα η νέα 
γραµµή πιέσεως που αντιστοιχεί στη φόρτιση (p+g), που όπως αναφέρθηκε είναι 
αναγκαίο να περνά από τρία σηµεία µε µηδενική καµπτική ένταση, θα διέρχεται  από 
τα άκρα και το µέσο του τόξου. Μπορεί να καθοριστεί έτσι το κατάλληλα 
πολλαπλασιασµένο διάγραµµα ροπών της αµφιέρειστης ώστε η γραµµή πιέσεως να 
περνάει από τα τρία αυτά σηµεία. Η νέα καµπύλη που προκύπτει από τη θεώρηση 
έχει τη µορφή: 
 
 � ��� � ���!"����� � ��!"��� 
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Γίνεται έτσι ορατό, από την απόκλιση της αρχικής κεντροβαρικής γραµµής 
του τόξου από την νέα (σχήµα 3.3), ότι  οι κάτω ίνες του αριστερού ηµίσεως του 
τόξου εφελκύονται ενώ οι κάτω ίνες του δεξιού ηµίσεως θλίβονται. Από την απουσία 
οριζόντιων δυνάµεων στο µέσο και στα άκρα του τόξου για την αντισυµµετρική 
φόρτιση��� �� � συµπερένουµε ότι η µέγιστη καµπτική ροπή αναπτύσεται στο τέταρτο 
του συνολικού µήκους L  και ισούται µε: 
                                      �# � ����� � ������� � � � ��$%  

  
Η αντίστοιχη θλιπτική δύναµη στο σηµείο αυτό είναι: 
 
                               
 � �& ' ���� � ��� � �  

 
 
 
 

 
 

Σχήµα 3.4 
 
 
 
 
 
 



13 
 

         Στην περίπτωση του αµφίπακτου τόξου λόγω της αντισυµµετρικής  φόρτισης 
αναπόφευκτα αναπτύσσονται καµπτικές ροπές στις στηρίξεις που προκαλούν 
εφελκυσµό στις αντίστοιχες άνω και κάτω ίνες. Η καµπτική ένταση που προκύπτει 
στη στήριξη διαφέρει ελάχιστα από αυτή της µονόπακτης δοκού και για τόξα µε 
κατασκευαστικό ύψος περί το 1/10 κυµαίνεται σε τιµές περί το �()*�� � �(��+���. 
 

 
Σχήµα 3.5 

 
        Γενικά στα τόξα επιδιώκεται η ανάπτυξη µόνο θλιπτικών τάσεων ή τάσεων που 
δεν ξεπερνούν την εφελκυστική αντοχή του υλικού από το οποίο είναι 
κατασκευασµένη η διατοµή. Η επιδίωξη αυτή για ορθογωνική διατοµή χωρίς 
εφελκυστική αντοχή καθορίζεται από τη σχέση: 
   
                       ,$ - �
  

   
από την οποία µε αντικατάσταση της δύναµης και της ροπής της δυσµενέστερης 
διατοµής µπορεί να προκύψει το οριακό κινητό φορτίο ώστε στη διατοµή να 
αναπτύσσονται µόνο θλιπτικές τάσεις. 
      Η παραπάνω ανάλυση της στατικής συµπεριφοράς του τυπικού τόξου έγινε µε 
σκοπό την καλύτερη κατανόηση της συµπεριφοράς του ανεστραµµένου τόξου που 
αποτελεί το φέρον στοιχείο των ταινιωτών προεντεταµένων κατασκευών που 
εξετάζονται στη συνέχεια. 
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Κεφάλαιο 4 
 
 
   Καλωδιωτοί φορείς 
   

Το καλώδιο αποτελεί γενικά το πιο αποτελεσµατικό φέρον στοιχείο από 
πλευράς εκµεταλλεύσεως της διατιθέµενης αντοχής, εξαιτίας της αυτόµατης 
προσαρµογής του στη σχοινοειδή µορφή για οποιαδήποτε διάταξη φορτίσεως. Όπως 
προαναφέρθηκε η ιδεώδης εκµετάλλευση του υλικού του φορέα γίνεται µόνο όταν οι 
ίνες των διατοµών του εντείνονται οµοιόµορφα και αυτό σηµαίνει ανάπτυξη µόνο 
αξονικής έντασης. 

Το συστατικό στοιχείο των καλωδιωτών φορέων είναι τα χαλύβδινα καλώδια 
υψηλής αντοχής που παρουσιάζουν ιδιαίτερα ευνοϊκές φέρουσες ιδιότητες. Η υψηλή 
αντοχή των καλωδίων, επιτρέπει µε µικρές διατοµές την παραλαβή µεγάλων 
αξονικών δυνάµεων, υπό τους πλέον οικονοµικούς όρους (τιµή/προσφερόµενη 
αντοχή). Τα καλώδια παρουσιάζουν µία σχεδόν απόλυτη ευκαµψία εξαιτίας του 
µεγάλου µήκους τους σε σχέση µε τη διατοµή τους. Για τον λόγο αυτό αδυνατούν να 
προσφέρουν αντίσταση τόσο σε καµπτικές ροπές όσο και σε θλιπτικές δυνάµεις 
αναπτύσσοντας µόνο εφελκυσµό και επιτρέποντας την παραλαβή µεγάλων φορτίων, 
δεδοµένου ότι δεν υφίσταται ο κίνδυνος του λυγισµού.  

Το ελεύθερα αναρτηµένο καλώδιο µε την άσκηση οµοιόµορφου µόνιµου 
φορτίου g παίρνει αυτόµατα τη µορφή του διαγράµµατος ροπών της απλής  
αµφιέρειστης δοκού για τo φορτίο αυτό. Με την οριστικοποίηση της εφαρµοζόµενης 
δύναµης τανύσεως P στα άκρα του καλωδίου  σχηµατίζεται ένα συγκεκριµένο βέλος  
f στο µέσο του το οποίο καθορίζει τη µορφή του. Άρα µε την άσκηση του ιδίου 
βάρους του, το οποίο θεωρείται οµοιόµορφο σε όλο το µήκος του ανοίγµατος, η 
οριζόντια συνιστώσα της  δύναµη αγκυρώσεως  P  στα άκρα του καλωδίου είναι 
� � �& � ������ � �� και η µορφή του υπακούει στην εξίσωση της καµπύλης  ���� � �������� , που εδώ είναι παραβολή ���βαθµού. 

Με την άσκηση ενός επιπρόσθετου κινητού φορτίου p µε περιορισµένο µήκος, 
στο καλώδιο προκαλείται επιπλέον παραµόρφωση . και επιπλέον οριζόντια 
συνιστώσα 
" στη δύναµη αγκυρώσεως αναγκάζοντας το να πάρει έτσι µια νέα 
σχοινοειδή µορφή. Η νέα γεωµετρία του καλωδίου προκύπτει από την επαλληλία των 
τεταγµένων που προκύπτουν από τις δύο φορτίσεις �� ' &�.  
    
     Έτσι έχουµε: 
                           � ' . � ����� ' "���
� ' 
"  

 
και βάσει της γνωστής σχέσης του y λαµβάνονται οι επί πλέον παραµορφώσεις . 
συναρτήσει της επιπλέον οριζόντιας δύναµης του καλωδίου 
                        . � ����� 	 
" � �
� ' 
"  
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Σχήµα 4.1 

 

 
Σχήµα 4.2 
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Για τον προσδιορισµό των δύο αυτών αγνώστων χρησιµοποιείται η σχέση που 
συνδέει την επιµήκυνση του καλωδίου µε τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά του βάσει 
του νόµου του Hooke. Η σχέση αυτή είναι η καταστατική εξίσωση του καλωδίου που 
δίνεται µε πολύ καλή προσέγγιση από τον ακόλουθο τύπο: 
 
"/0 � 10 � �2 � &
" � 3 .�4�5

�  

 
 
όπου, για λόγους χθαµαλότητας του καλωδίου περί το 1/10, ισχύει ικανοποιητικά  
                          �2 � � � 6� ' � � 7��8�9 
  

Σηµειώνεται πάντως ότι το µήκος �2 δεν αντιπροσοπεύει το µήκος του 
καλωδίου το οποίο δίνεται µε πολύ καλή ακρίβεια από τη σχέση 
 �0 � � � 6� ' �: � 7��8�9 
 
Με την αντικατάσταση της σχέσης του . στην καταστατική εξίσωση του καλωδίου 
µπορεί να προσδιοριστεί η επιπλέον δύναµη 
" του καλωδίου και εν συνεχεία η 
επιπλέον παραµόρφωση .. 

Γίνεται έτσι µια πρώτη προσέγγιση της συµπεριφοράς του ελεύθερα 
αναρτηµένου καλωδίου υπό τη δράση µόνιµου και κινητού φορτίου µε σκοπό την 
ευκολότερη κατανόηση της αλληλεπίδρασής του µε την ταινία του σκυροδέµατος 
όπως παρουσιάζεται παρακάτω. 
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Κεφάλαιο 5 
 
 
   Η ακαµπτοποίηση του ανηρτηµένου καλωδίου 
   

 Οι Καλωδιωτοί φορείς  έχουν ένα ευρύ φάσµα εφαρµογών, αλλά 
διακρίνονται κυρίως για την οικονοµική κάλυψη µεγάλων χώρων µε µορφή στεγών 
και για την αποτελεσµατικότητά τους ως βασικά φέροντα µέλη γεφυρών πολύ 
µεγάλων ανοιγµάτων. Προκύπτει όµως η ανάγκη περιορισµού της υπερβολικής 
παραµορφωσιµότητας λόγω των επιπρόσθετων κινητών φορτίων εξαιτίας της 
µεγάλης ευκαµψίας που παρουσιάζουν. Το πρόβληµα αυτό σχετίζεται άµεσα µε τη 
στατική λειτουργία του καλωδίου προβάλλοντας έτσι την άµεση ανάγκη 
ακαµπτοποίησης του. 

Η ακαµπτοποίηση των ελεύθερα ανηρτηµένων καλωδίων µπορεί να γίνει είτε 
µε την προσάρτηση µιας οριζόντιας δοκού που περιορίζει δραστικά την 
παραµορφωσιµότητα τους, χάρις στην κατάλληλα επιλεγµένη καµπτική της 
στιβαρότητα (διαµόρφωση που οδηγεί άµεσα στην κατασκευαστική λύση της 
κρεµαστής γέφυρας), είτε επενδύοντας τα σε όλο το µήκος τους µε µια ταινία 
σκυροδέµατος µικρού σχετικά  πάχους και προεντείνοντάς την µε κατάλληλη 
δύναµη, ώστε το ανεστραµµένο τόξο που προκύπτει µε αυτό τον τρόπο, να τεθεί υπό 
µία θλιπτική τάση λόγω των δυνάµεων εκτροπής προς τα άνω.  

Με αυτόν τον τρόπο, τα φορτία βαρύτητας που θα ασκηθούν στη συνέχεια, θα 
προκαλέσουν βέβαια στο ανεστραµµένο τόξο εφελκυστικές τάσεις, αυτές όµως θα 
υπερκαλυφθούν από τις θλιπτικές τάσεις που προϋπάρχουν σε αυτό λόγω 
προεντάσεως. Ταυτόχρονα, τα τυχόν επιπρόσθετα κινητά φορτία που εφαρµόζονται 
αργότερα, µπορούν να παραλαµβάνονται χωρίς υπερβολικές παραµορφώσεις, χάρις 
στην ενεργή καµπτική στιβαρότητα του τόξου που αποκτά µέσω της αναπτυσσόµενης 
θλιπτικής του έντασης. 

 Θεωρούµε ότι η διατοµή της ταινίας σκυροδέµατος είναι ορθογωνική µε 
πλάτος b και ύψος d, ενώ η συνολική διατοµή των καλωδίων που περιβάλλονται από 
αυτήν είναι��/". Επίσης δεχόµαστε ότι αρχικά τα καλώδια δεν έχουν καµία πρόσφυση 
µε το σκυρόδεµα. Έτσι µε τη σκυροδέτηση, το θεωρούµενο «ενοποιηµένο καλώδιο» 
διατοµής �/"�παραλαµβάνει το σύνολο των φορτίων από το ίδιο βάρος του 
σκυροδέµατος και των καλωδίων του φορέα g και προκειµένου να υπάρχει στο 
καλυπτόµενο άνοιγµα L το προδιαγεγραµµένο βέλος  f  η εφαρµοζόµενη στο καλώδιο 
δύναµη τανύσεως προκύπτει: 

 
� � & � ��� � �  

         
  Με την τάνυση του καλωδίου  µετά την σκλήρυνση του σκυροδέµατος µε µία 
επί πλέον δύναµη προεντάσεως ίση µε�
" το ανεστραµµένο τόξο διατοµής �; � 4� 
που προκύπτει θα δέχεται από το καλώδιο σε όλο το µήκος του οµοιόµορφο φορτίο 
εκτροπής <=�προς τα πάνω ίσo µε: <= � 
>?  
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Έτσι  θα αναπτυχθεί οµοιόµορφη τάση θλίψεως @= που δίνεται από τη σχέση: 
 @= � <= � ��� � � � �; � � 

 
Για κάθε επιπλέον ασκούµενο καθολικό φορτίο � που εκτείνεται σε όλο το 

µήκος του ανοίγµατος (δηλαδή κινητό ή περαιτέρω µόνιµο), εφόσον αυτό είναι 
µικρότερο από το <=, το τόξο θα δέχεται συνολικό φορτίο προς τα πάνω ίσο µε��<= 	��, δηλαδή θα βρίσκεται πάντα υπό θλίψη χωρίς καµπτική λειτουργία. Ταυτόχρονα 
τα τυχόν φορτία υπό πιέσεως προς τα άνω λόγω ανέµου, παραλαµβάνονται κανονικά 
από την καθεαυτού λειτουργία του ως τυπικού τόξου.  

Βεβαίως η θεώρηση αυτή είναι απλοποιητική, για τον λόγο ότι το καλώδιο και 
το σκυρόδεµα αποτελούν ένα σύστηµα που παραλαµβάνει από κοινού τα όποια επί 
πλέον φορτία, οπότε τίθεται άµεσα το πρόβληµα του καθορισµού της κατανοµής της 
προκαλούµενης έντασης ανάµεσα στο καλώδιο και στην ταινία του σκυροδέµατος. 
Το πρόβληµα αυτό γίνεται εντονότερο όταν το κινητό φορτίο δεν εκτείνεται σε όλο 
το µήκος αλλά µόνο µέχρι το µέσον του ανοίγµατος, διάταξη που γενικά προκύπτει 
σαν δυσµενέστερη. Τότε για την εκτίµηση της καµπτικής έντασης του τόξου θα 
πρέπει απαραίτητα να εξεταστεί η συνδυασµένη λειτουργία του µε το καλώδιο. 

Σχετικά τώρα µε την ανάλυση του συστήµατος, θα πρέπει οπωσδήποτε να 
ληφθεί κατάλληλα υπόψιν η γεωµετρική µη γραµµικότητα της συµπεριφοράς που 
απορρέει από την αλληλεπίδραση της ταινίας του σκυροδέµατος µε το ίδιο το 
καλώδιο. Θέµατα που υπεισέρχονται επίσης στην ανάλυση της συµπεριφοράς και που 
θα πρέπει να λαµβάνονται υπόψιν στο σχεδιασµό, είναι η επιρροή του ερπυσµού 
λόγω υψηλών θλιπτικών τάσεων του σκυροδέµατος καθώς και ενδεχόµενες 
ταλαντώσεις. 
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Κεφάλαιο 6 
 
 
   Το πρόβληµα της ανηρτηµένης δοκού 
   
   Όπως έγινε αντιληπτό λόγω της µεγάλης ευκαµψίας του το µεµονωµένο 
καλώδιο είναι από µόνο του λειτουργικά άχρηστο για τη γεφύρωση ενός ανοίγµατος. 
Η κατασκευαστική λύση της κρεµαστής γέφυρας αφενός εξυπηρετεί την διέλευση 
των οχηµάτων και αφετέρου παρέχει την κατάλληλη καµπτική στιβαρότητα στο 
σύστηµα για τον περιορισµό των παραµορφώσεων. Η ανάρτηση του καταστρώµατος  
γίνεται µέσω κατακόρυφων εφελκυόµενων στοιχείων (αναρτήρων) σε µικρές 
αποστάσεις, κατά µήκος των δύο ελευθέρων διαµήκων παρειών. Το κατάστρωµα 
λόγω του πολύ µεγάλου µήκους του σε σχέση µε το πλάτος του µπορεί να θεωρηθεί 
σαν µια ιδιαίτερα εύκαµπτη δοκός. Η σχετική ευκαµψία καλωδίου και δοκού σε 
σύγκριση µε τη µεγάλη στιβαρότητα που εµφανίζουν οι αναρτήρες στο επίπεδο τους 
µας επιτρέπει να τους θεωρούµε πρακτικά απαραµόρφωτους στο επίπεδο αυτό. 
Άµεση συνέπεια της θεώρησης αυτής είναι η κοινή παραµόρφωση καλωδίου και 
δοκού σύµφωνα µε το συµβιβαστό των παραµορφώσεων. Η τάνυση 
��του καλωδίου 
ρυθµίζεται µε βάση το επιθυµητό βέλος  f  έτσι ώστε µε την άσκηση του συνολικού 
µόνιµου φορτίου g (συµπεριλαµβανοµένου  και του ίδιου βάρους του καλωδίου), το 
κατάστρωµα να βρίσκεται σε απόλυτη οριζόντια επιπεδότητα. Η δύναµη τανύσεως 
δίνεται από τη σχέση: 
� � & � ��� � �  

          
Εξαιτίας της οριζόντιας επιπεδότητας του καταστρώµατος υπό τη δράση των µονίµων 
φορτίων και δεδοµένου των µικρών αποστάσεων µεταξύ των αναρτήρων η 
θεωρούµενη δοκός δεν αναπτύσσει αρχικά καµία καµπτική ένταση. Με την επιβολή 
όµως ενός επί πλέον κινητού φορτίου p πάνω στην δοκό το καλώδιο τείνει να 
παραµορφωθεί. Όπως εξηγήθηκε  η επί πλέον παραµόρφωση  n του καλωδίου θα 
αναπτύσσεται ακριβώς η ίδια και στη δοκό.  

Ο σχεδιασµός  της δοκού έγκειται στη διαστασιολόγηση έτσι ώστε µε την 
υφιστάµενη ακαµψία της αφενός να περιορίζει την παραµόρφωση του καλωδίου 
λόγω της επιβολής επιπλέον κινητών φορτίων p και αφετέρου  να είναι σε θέσει να 
παραλάβει την κάµψη που αναπτύσσεται. 
   Όπως γίνεται κατανοητό, µε την δράση ενός επιπλέον κινητού φορτίου p 
παρατηρείται  πέρα από την καµπτική ένταση της δοκού και αύξηση της οριζόντιας 
συνιστώσας του καλωδίου 
". Για είναι δυνατός ο καθορισµός  των εν λόγω µεγεθών 
είναι αναγκαίο να ληφθεί υπόψιν  η θεωρία ΙΙας  τάξεως, δηλαδή της θεώρησης της 
παραµορφωµένης γεωµετρίας του συστήµατος. 
   Η δοκός ισορροπεί υπό τα εξής φορτία 
• Ίδιο βάρος & (µόνιµα φορτία), ασκούµενο προς τα κάτω 
• Κινητό φορτίο � ασκούµενο σε συγκεκριµένο µήκος, προς τα κάτω 
• ∆ράσεις �0���των εφελκυόµενων αναρτήρων, προς τα πάνω 
Τα φορτία & και � µπορούν να θεωρούνται οµοιόµορφα, αντίθετα το φορτίο��0��� 
µεταβάλλεται κατά το µήκος της δοκού. Αυτό άγεται από το γεγονός ότι µε την 
επιβολή του επιπρόσθετου κινητού φορτίου p στη δοκό το καλώδιο υποχρεώνεται 
µέσω των αναρτήρων να παραµορφωθεί κατακόρυφα όσο και η δοκός και 
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δεδοµένου ότι οι αναρτήρες δεν εντείνονται οµοιόµορφα, το καλώδιο θα δεχθεί εκ 
µέρους τους ανοµοιόµορφες δυνάµεις, που το οδηγούν σε µία νέα σχοινοειδή µορφή 
διαφορετική της παραβολικής. Οι ίδιες δυνάµεις προφανώς ασκούνται µε αντίθετη 
φορά και στη δοκό και αποτελούν ακριβώς τις δράσεις��0���. 

Σχήµα 6.1 
 
 

Με την υπόθεση ότι οι αποστάσεις µεταξύ των αναρτήρων είναι αρκετά 
µικρές σε σχέση µε το συνολικό άνοιγµα δικαιολογείται  η θεώρηση του �0��� ως 
κατανεµηµένου φορτίου επί της δοκού. Αν µετά την άσκηση του κινητού φορτίου η 
νέα γεωµετρία του προφίλ του καλωδίου δίνεται από τη συνάρτηση�A��� και η νέα 
οριζόντια συνιστώσα της αξονικής δύναµης του καλωδίου είναι � από την 
κατακόρυφη ισορροπία στοιχειώδους τµήµατος του καλωδίου προκύπτει: 
 �0��� � 	 4�A4�� � 
 

 
   Στην σχέση αυτή ο όρος��0��� παριστάνει την ασκούµενη δύναµη στο 
καλώδιο προς τα κάτω, ενώ ο όρος��	 4�A 4���  παριστάνει την  καµπυλότητα � ?�   
του καλωδίου και αποτελεί έναν θετικό αριθµό. Ισχύει δηλαδή γενικά � � 
 ��� ?�� ���όπως επιβεβαιώνεται και από όλες τις µέχρι τώρα εκφράσεις της σχοινοειδούς 
συµπεριφοράς. Στην προκειµένη περίπτωση η νέα σχοινοειδής µορφή του καλωδίου 
και η τελική οριζόντια συνιστώσα της αξονικής δύναµης του καλωδίου δίνονται 
αντίστοιχα από τις σχέσεις 
 A��� � ���� ' B���     και        
 � 
� '�
" 
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    Άρα σύµφωνα µε τα παραπάνω, το συνολικό φορτίο ��0��� υπό το οποίο και 
ισορροπεί η δοκός , θεωρούµενο ως θετικό προς τα κάτω, είναι: 
 ���� � 	�0��� ' & ' � 
 
   Από τη γνωστή σχέση ισορροπίας  4�� 4��� � 	�����  συνδέεται το φορτίο 
αυτό µε την καµπτική ένταση M της δοκού. Με βάση την καταστατική σχέση που 
διέπει την κάµψη της δοκού ���� � 1C � �� ?� � η οποία σύµφωνα µε τα 
προηγούµενα τροποποιήται σε     ���� � 	1C � �4.� 4��� � προκύπτει τελικά:  
                                          4��4�� � 	1C � 4.D4�D 
 
Και συνεπώς: 
                                        1C � �4.D4�D � ���� 

 
Το φορτίο ���� µετά από αντικατάσταση της παραπάνω έκφρασης του��0���  

γράφεται:  
                 
                        ���� � E4��4�� ' 4�.4��F � G
� ' 
"H ' & ' � 

 
και τελικά: ���� � 4.�4�� � G
� ' 
"H ' 
" � 4��4�� ' � 

 
 

Η καµπυλότητα του καλωδίου υπό τα µόνιµα φορτία όπως γνωρίζουµε δίνεται 
από τη σχέση � ?� � � � � ��� . Άρα δεδοµένου ότι ο όρος 4�� 4���  ισούται µε την 
αρνητική καµπυλότητα του καλωδίου η διαφορική εξίσωση της ανηρτηµένης δοκού 
του καταστώµατος παίρνει την τελική της µορφή  
 1C � 4D.4�D 	 4�.4�� � G
� ' 
"H � � 	 
"?  
 
   Παρατηρείται ότι η τελική µορφή της διαφορικής εξίσωσης της αναρτηµένης 
δοκού είναι ίδια µε την διαφορική εξίσωση µιας αµφιέρειστης δοκού που 
υποβάλλεται σε εγκάρσιο φορτίο µε ταυτόχρονη παρουσία εφελκυστικών δυνάµεων 
P καθ’ όλο το καµπυλωµένο µήκος της, σύµφωνα µε τη θεωρία ΙΙας  τάξεως, που 
είναι: 
                               �1C � �4ID4�D 	 J � 4I�4�� � ���� 
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Από αυτή τη σηµαντική παρατήρηση οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η 
βασική διαφορική εξίσωση της ανηρτηµένης δοκού µπορεί να αναγνωριστεί σαν η 
διαφορική εξίσωση µιας πλασµατικής αµφιέρειστης δοκού που υποβάλλεται σε ένα 
εγκάρσιο φορτίο �� 	 
" ?� � καθώς και σε ένα αξονικό φορτίο��
� ' 
"�.  
 

Σχήµα 6.2 
 

 
 Με βάση αυτή την αναλογία το .��� µπορεί να προσδιοριστεί ικανοποιητικά 

από τη σχέση 
             . � KL � �� ' M 

 
όπου το�KL εκφράζει την ελαστική γραµµή της απλής αµφιέρειστης µε το εγκάρσιο 
φορτίο �� 	 
" ?� �  και το ξ ισούται µε  
 M � �
� ' 
"� J0N�  
 
 όπου  J0N � O� � 1C ���   είναι το φορτίο λυγισµού της δοκού. 
   
   Είναι κατανοητό ότι για την επιβολή ενός κινητού φορτίου p µε συγκεκριµένο 
µέγεθος και έκταση πάνω στην ανηρτηµένη δοκό, η αναπτυσσόµενη δύναµη 
" στο 
καλώδιο επιβάλλεται να είναι τέτοια ώστε η ελαστική γραµµή .��� που θα προκύψει 
από την επίλυση της πλασµατικής εφελκυόµενης δοκού, να ικανοποιεί και την 
καταστατική εξίσωση της παραµόρφωσης του καλωδίου δηλαδή 
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"/0 � 10 � �2 � &
� � 3.�4�5
�  

                                          
Είναι σκόπιµο να αναφερθεί ότι η ακριβής µορφή της καταστατικής εξίσωσης 

του καλωδίου είναι  
     
                               � 
"/0 � 10 � �2 � &
� � 3 .�4� 	5

�
�� � 34�.4��

5
� � .�4� 

 
η παράλειψη όµως του δευτέρου ολοκληρώµατος στο δεξιό µέλος έχει διαπιστωθεί 
ότι για µεγάλα ανοίγµατα δεν επηρεάζει την ακρίβεια των υπολογισµών. Εν 
προκειµένω για την περίπτωση της κρεµαστής γέφυρας όπου ο λόγος χθαµαλότητας λ 
κυµαίνεται µεταξύ 1/8 και 1/12 το µήκος �2 δίνεται µε πολύ καλή προσέγγιση από 
την έκφραση  
 ������2 � � � P �QRSTU ' � � V� � �QRSUW 
 
Όπου α είναι η κλίση της χορδής του καλωδίου, που για την εξεταζόµενη περίπτωση 
είναι µηδέν. ∆ηλαδή προκύπτει 
                           � �2 � � � X� ' � � V�Y 
 
Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως το µήκος �2 δεν εκφράζει το µήκος του 
καλωδίου �0, το οποίο δίνεται προσεγγιστικά από τη σχέση   
                  � �0 � � � P� ' �: � V�W 
      
 
  Σύµφωνα την συνήθη πρακτική για τις ανάγκες της προδιαστασιολόγησης , 
εξετάζονται δύο περιπτώσεις για την επιβολή του κινητού φορτίου p. Η πρώτη 
περίπτωση είναι το κινητό φορτίο να ασκείται στο ακραίο ήµισυ της δοκού, διάταξη 
που αποσκοπεί στον καθορισµό της µέγιστης παραµόρφωσης . του καλωδίου και της 
δοκού και κατά συνέπεια στη µέγιστη καµπτική της ένταση. Η δεύτερη περίπτωση 
είναι το κινητό φορτίο να ασκείται σε όλο το µήκος της δοκού, διάταξη που οδηγεί 
στον καθορισµό της µέγιστης δύναµης του καλωδίου. 
   Στην πρώτη περίπτωση η φόρτιση p είναι ισοδύναµη µε τη δράση ενός συµµετρικού 
φορτίου �� �� � πάνω σε όλο το µήκος του ανοίγµατος, και ενός αντισυµµετρικού 
φορτίου �� �� �. Η ελαστική γραµµή .��� της πλασµατικής εφελκυόµενης δοκού 
µπορεί να θεωρηθεί ότι προκύπτει από την επαλληλία της ελαστικής γραµµής .2Z[ 
λόγω συµµετρικής φόρτισης �� � 	 
" ?���  σε όλο το µήκος και της ελαστικής 
γραµµής .\]^ λόγω της αντισυµµετρικής φόρτισης �� �� �. Πρέπει να σηµειωθεί ότι 
εφόσον το αξονικό φορτίο διατηρείται σταθερό στα επιµέρους συστήµατα ισχύει η 
επαλληλία κατά την θεωρία ΙΙας  τάξεως.  
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Σχήµα 6.3 

 
Σύµφωνα µε τα παραπάνω η καταστατική εξίσωση του καλωδίου γράφεται  � 
"/0 � 10 � �2 � &
� � _3.2Z[4�5

� ' 3.\]^4�5
� ` 

  
∆εδοµένου ότι το �.\]^ είναι αντισυµµετρική συνάρτηση είναι 
 

3.\]^4� � �5
�  

  Άρα 
                           
"/0 � 10 � �2 � &
� � 3.2Z[4�5

�  

 
Προφανώς η σχέση ισχύει και για τη δεύτερη περίπτωση όπου το κινητό φορτίο p 
εκτίνεται σε όλο άνοιγµα. Η αντίστοιχη φόρτιση της πλασµατικής ισοδύναµης δοκού 
είναι G� 	 
" ?� H  σε όλο το µήκος της. 
    Σύµφωνα µε τα προηγούµενα το�.2Z[ µπορεί να προσδιοριστεί µε πολύ καλή 
ακρίβεια από τη σχέση .2Z[ � KL � �� ' M 
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 Όπου το�KL�παριστάνει την ελαστική γραµµή της απλής αµφιέρειστης δοκού κάτω 
από το εγκάρσιο φορτίο �G�a 	 
" ?� H µε το���a  να ισούται µε � �� ��για την φόρτιση 
του ενός ηµίσεως του ανοίγµατος είτε µε  � για την φόρτιση ολόκληρου του 
ανοίγµατος.  
   Η ελαστική γραµµή �KL�µιάς απλής δοκού σύµφωνα µε το θεώρηµα του 
Mohr, ταυτίζεται µε το διάγραµµα των καµπτικών της ροπών όταν αυτή φορτισθεί µε ��L� 1C�� , όπου το διάγραµµα ροπών �L� για την περίπτωση της αµφιέρειστης δοκού 
είναι παραβολικό µε µέγιστη τιµή  G�a 	 
" ?� H � �� �� . Έτσι προκύπτει : 
 
                                KL��� � G�a 	 
" ?� H � �D�% � 1C � Pb��cD 	 � � b��cT ' b��cW 
 
 

Αντικαθιστώντας στην καταστατική εξίσωση, προκύπτει η παρακάτω 
αλγεβρική εξίσωση ως προς τον άγνωστο 
": 
  
                                �
"/0 � 10 � �2 � &
� � dG�a 	 
" ?� H � �e��� � 1C �� ' 
� ' 
"J0N

f 

 
    Εισάγονται εδώ οι ακόλουθες αδιάστατες παράµετροι 
  
 g � 
� � ��1C h�������i � �a& h�������j � 
�/0 � 10 
 

Καθώς και η άγνωστη παράµετρος του προβλήµατος: 
   k � 
"
� 

 
    Η παράµετρος ευκαµψίας g παριστάνει το λόγο του βέλους της αµφιέρειστης 
δοκού λόγω µονίµου φορτίου προς την κρέµαση του βέλους, πολλαπλασιασµένο µε 
τον παράγοντα (48/5), ενώ η παράµετρος ε παριστάνει την ανηγµένη µήκυνση του 
καλωδίου στο χαµηλότερο σηµείο του υπό το µόνιµο φορτίο g. Με βάση τα 
παραπάνω προκύπτει: 
 l� ' EO�g ' m ' �F � l 	 i � m � � 

     
  Όπου     m � � � O��+ � j � �� V� ' ��  
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έτσι το Ζ µπορεί άµεσα να προσδιοριστεί από την έκφραση:  
 l � 	n ' on� ' p 
όπου n � 7��8 � EO�g ' m ' �F 

 
και                                                p � i � m 
 

Προσδιορίζοντας την Ζ είναι δυνατός ο υπολογισµός της επιπλέον δύναµης 
του καλωδίου 
" λόγο του κινητού φορτίου καθώς και της συνολικής µέγιστης ροπής 
και παραµόρφωσης που αναπτύσονται στο φορέα. Γνωρίζοντας ότι η παραµόρφωση 
n(x) µιας απλής δοκού λόγω εγκάρσιου και αξονικού φορτίου q και H αντίστοιχα 
δίνεται από τη σχέση:  

.��� � �
 � qrstu��� � �� 	 � � ���� � rstu��� � ��� 	 ��� ' � � �� 	 ��� v 
όπου  

� � w
1C 

 
Και λαµβάνοντας υπόψιν τη σχέση: 
 � � 	1C � 4.�4�� 

 
Προκύπτει 
 �[\x � y� � �i 	 l�z� � Prstu��z�%�rstu��z��� 	 �W ' � � iz� � P �rstu��z�%� 	 �W{�|�  

 
όπου                             �|� � I � ���  

    και 
                                             B[\x� � � � V � �i 	 l��l ' �� � z� � 6rstu��z�%�rstu��z��� ' : � z�:� 	 �9 ' � � V � i�l ' �� � z�

� 6 �rstu��z�%� ' z�:� 	 �9 
 
 
    Η µαθηµατική προσέγγιση της παραπάνω διάταξης αποτελεί τη βάσει για την 
ανάλυση του ακαµπτοποιηµένου καλωδίου. Το πρόβληµα αυτό έχει ήδη µελετηθεί 
και προγραµµατιστεί, αλλά η αναφορά του ήταν αναγκαία για την καλύτερη 
κατανόηση του προβλήµατος των προεντεταµένων ταινιωτών φορέων λόγω της 
αναλογίας στη συµπεριφορά τους όπως διατυπώνεται παρακάτω. 
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Κεφάλαιο 7 
 
 
  Το πρόβληµα του ταινιωτού προεντεταµένου συστήµατος  
 
  Όπως αναφέρθηκε σε προηγούµενη παράγραφο το σύστηµα των ταινιωτών 
προεντεταµένων φορέων έχει εφαρµοστεί κυρίως για την κατασκευή πεζογεφυρών 
και τη στέγαση µεγάλων επιφανειών. Στην πρώτη εφαρµογή για λειτουργικούς 
λόγους (για να είναι βατή η γέφυρα από πεζούς), τίθεται αυτόµατα ο περιορισµός 
µέγιστης  κλίσεως γύρω στο 8% πράγµα που σηµαίνει τον περιορισµό του λόγου 
χθαµαλότητας σε τιµές περί το 1/50. Αντίθετα στην κατασκευή στεγών υπάρχει 
δυνατότητα διακύµανσης του λόγου χθαµαλότητας λ σε ένα πολύ µεγαλύτερο εύρος 
φτάνοντας τιµές περί το 1/8. 

Για την εκτίµηση της εντατικής κατάστασης του ανεστραµµένου τόξου 
σκυροδέµατος και του εντεταγµένου σε αυτό καλωδίου εξαιτίας ενός επιπρόσθετου 
κινητού φορτίου είναι απαραίτητο να ληφθεί υπόψιν η συνδυασµένη λειτουργία 
καλωδίου και τόξου. Η παρατήρηση ότι η παραµόρφωση καλωδίου και τόξου 
επιβάλλεται να είναι κοινή, από το συµβιβαστό των παραµορφώσεων, και εξαρτάται 
τόσο από την αξονική στιβαρότητα του καλωδίου όσο και από την καµπτική 
στιβαρότητα του τόξου, οδηγεί στο συµπέρασµα ότι το σύστηµα είναι ανάλογο του 
συστήµατος της ανηρτηµένης δοκού. Με βάση αυτή την παρατήρηση και 
υποθέτοντας ότι µεταξύ καλωδίου και περιβάλλοντος σκυροδέµατος δεν υπάρχει 
πρόσφυση η διάταξη της κρεµαστής γέφυρας µπορεί να χρησιµοποιηθεί σα µοντέλο 
για την ανάλυση του εξεταζόµενου συστήµατος. 
    Το προφίλ του καλωδίου θεωρείται παραβολικό και διαµορφώνεται από το 
προκαθορισµένο βέλος  f   στο µέσο του ανοίγµατος ορίζοντας έτσι το λόγο 
χθαµαλότητας  V � �� ������������� 
 και την καµπυλότητα του καλωδίου����������������� 
 �? � �V� ��������� 
 ��� Σηµαντική διαφορά σε σχέση µε την κρεµαστή γέφυρα είναι ότι η κρέµαση 
διατηρείται, εκτός από το ίδιο βάρος της ταινίας του σκυροδέµατος και του καλωδίου 
που προκαλεί αρχική δύναµη στο καλώδιο���, και από το επιπρόσθετο οµοιόµορφο 
φορτίο�<= που ασκήται στο καλώδιο προς τα κάτω και προκαλείται από την επιπλέον 
επιβαλλόµενη δύναµη προέντασης 
= 
                                   <=� � 
=? ������:� 

 
Εποµένως στο πλασµατικό σύστηµα αναρτήσεως µπορεί να θεωρηθεί ότι το αρχικά 
ασκούµενο µόνιµο φορτίο στη δοκό ακαµψίας είναι: 
 I � & ' <=������%� 
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Σχήµα 7.1 
                                                       
 
    Η καµπτική στιβαρότητα του τόξου προέρχεται από τη θλιπτική κατάσταση 
στην οποία επιβάλλεται λόγω του προς τα πάνω ασκούµενου φορτίου��<= 
(αντιφορτίου) εξαιτίας της προέντασης. Αυτή η καµπτική στιβαρότητα εκφράζεται µε 
την ποσότητα (ΕΙ) και είναι αντίστοιχη της καµπτικής στιβαρότητας που προσφέρει η 
δοκός ακαµψίας στο σύστηµα της κρεµαστής γέφυρας µε ίδια διατοµή. Στην 
προκειµένη περίπτωση η διατοµή θεωρείται ορθογωνική �; � }�, όπου b παριστάνει το 
µοναδιαίο πλάτος και t το πάχος της ταινίας του σκυροδέµατος. 
    Υποθέτοντας ότι το προφίλ του καλωδίου έχει µια αρχική γεωµετρία η οποία 
περιγράφεται από µια συνάρτηση y(x), µε την άσκηση κινητού φορτίου σε 
περιορισµένο µήκος (ώστε η φόρτιση να µην είναι σύµφωνη µε τη γραµµή πιέσεων) η 
αρχική γεωµετρία αλλάζει. Το καλώδιο παραµορφώνεται µαζί µε τη δοκό κατά n(x), 
αυξάνοντας ταυτόχρονα την αξονική του δύναµη κατά��
". Η νέα γεωµετρία του 
καλωδίου περιγράφεται από την έκφραση: 
   A��� � ���� ' .��������+� 
                         

Η κατακόρυφη ισορροπία ενός στοιχειώδους τµήµατος του καλωδίου, 
κατ’αντιστοιχία µε την αναρτηµένη δοκό, απαιτεί την παρουσία µιας κατανεµηµένης 
δύναµης µε φορά προς τα κάτω ίσης µε: 
 �0��� � 	 4�A4�� � G
| ' 
"H�����$� 
                                                    
όπου 
"�η πρόσθετη δύναµη λόγω του κινητού φορτίου και 
| η συνολική αρχική 
δύναµη του καλωδίου λόγω του µόνιµου φορτίου w, δηλαδή 
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          �| � 
� ' 
= � I � �� � V ������*� 

 
Συνεπώς το συνολικό φορτίο που θα ασκείται στη δοκό θα είναι  
 ���� � 	�0��� ' I ' ��������� 
 
Η παραµόρφωση της δοκού n(x) υπακούει στην κλασσική εξίσωση  
    
                                          1C � 4.D4�D � ����������)� 

 
η οποία από τις σχέσεις (4,5,6) και µε τη θεώρηση ότι ο όρος( 4���4��) 
είναι η αρνητική καµπυλότητα του καλωδίου υπό το φορτίο w, γράφεται  
 
 1C � 4.D4�D 	 4�.4�� � G
| ' 
"H � � 	 
"? ��������� 

 
Γίνεται έτσι ορατό ότι η εξίσωση αυτή αποτελεί την κλασσική διαφορική 

εξίσωση των κρεµαστών γεφυρών κάτω από µόνιµο φορτίο w, και όπως δείχθηκε 
στην προηγούµενη παράγραφο, µπορεί να θεωρηθεί σαν η εξίσωση µιας απλής 
αµφιέρειστης δοκού µε εγκάρσιο φορτίο      �� 	 
"�?���υποκείµενη σε ένα αξονικό 
εφελκυστικό φορτίο    G
| ' 
"H σύµφωνα µε τη θεωρία ΙΙας τάξης.  

 
Σχήµα 7.2 
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Η αύξηση της δύναµης 
"�του καλωδίου όπως δείχθηκε προηγουµένως 

συνδέεται µε πολύ καλή προσέγγιση µε την επιπρόσθετη δύναµη του καλωδίου µέσω 
της σχέσης  
                                �"/010 � � � �� ' � � ��� � �? � 3 .5� 4���������� 

 
      
   Η υποχρέωση της παραµόρφωσης της εφελκυόµενης δοκού σύµφωνα µε την 
εξίσωση (10) να ικανοποιεί την καταστατική εξίσωση του καλωδίου οδηγεί στον 
προσδιορισµό της άγνωστης ποσότητας�
". 
   Σηµειώνεται εδώ ότι η παραµόρφωση n(x) µιας απλής αµφιέρειστης δοκού µε 
εγκάρσιο φορτίο q και αξονική εφελκυστική δύναµη Η, δίνεται σύµφωνα µε τη 
θεωρία ΙΙας από την έκφραση 
 
  
                                         

.��� � �
 � qrstu��� � �� 	 � � ���� � rstu��� � ��� 	 ��� ' � � �� 	 ��� v��������� 

 
 
 
Ενώ στην περίπτωση που παρουσιάζεται µία συγκεντρωµένη ροπή Μ στο αριστερό ή 
στο δεξιό άκρο της δοκού έχουµε αντίστοιχα :  
 
 
  .��� � �
 � P~ 	 �� 	 S�.,�� � � 	 � � ��S�.,�� � �� W 
 
   ή                                                                                                     (13) .��� � �
 � P�� 	 S�.,�� � ��S�.,�� � ��W 
   όπου  
 

� � w
1C �������%� 
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Σχήµα 7.3 

 
 
 
   Γενικά τέτοιου είδους ταινιωτοί φορείς µπορεί να κατασκευάζονται είτε 
αρθρωτοί είτε πακτωµένοι στα άκρα τους ανάλογα µε το σκοπό που εξυπηρετούν. 
Αντίστοιχα λοιπόν µε τις ισχύουσες συνοριακές συνθήκες του ταινιωτού τόξου 
προκύπτει και η ισοδύναµη δοκός ακαµψίας (αµφιέρειστη ή αµφίπακτη). Αναφέρεται 
πάντως ότι προτιµάται οι ταινιωτές γέφυρες να κατασκευάζονται µε πακτωµένα άκρα 
ενώ οι ταινιωτές στεγάσεις µε αρθρωτά. Στην παρούσα µελέτη εξετάζονται και οι δύο 
περιπτώσεις στήριξης µε σκοπό την εξαγωγή χρήσιµων συµπερασµάτων. Όπως και 
στην αναρτηµένη δοκό η ένταση και η παραµόρφωση του συστήµατος διέπεται από 
τις ακόλουθες αδιάστατες παραµέτρους  
                                    g � 
| � ��1C ���h�����i � �I ������h����j � 
|/0 � 10 �������+� 

 
ενώ σαν άγνωστη παράµετρος του προβλήµατος εισάγεται η   
 l � 
"
| �������$� 
 
Όπου στις παραπάνω εκφράσεις 
|�είναι η δύναµη του καλωδίου λόγω του µόνιµου 
φορτίου w.   
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Αµφιαρθρωτή δοκός ακαµψίας 
    
 

Η αµφιέρειστη δοκός ακαµψίας εξετάζεται πρώτα δεδοµένου ότι αποτελεί τη 
βάση για την αριθµητική επίλυση και της αµφίπακτης δοκού. 
Από την αντικατάσταση της ακριβούς έκφρασης της παραµόρφωσης n(x) όπως αυτή 
προκύπτει από την εξίσωση (12) στο σύστηµα εξισώσεων (10) και (11) οδηγούµαστε 
στην εξίσωση 
 k � j � �� ' � � V�� � $% � V� i 	 ll ' � � P � � t��u��z���zT � rstu��z��� 	 �z� ' ���W����*� 
 
όπου    
                               ����z � og � �k ' ��    (18) 
 
    Η εξίσωση αυτή δεν είναι άµεσα επιλύσιµη, αλλά µπορεί να λυθεί µε τη 
µέθοδο διαδοχικών προσεγγίσεων. Παρόλα αυτά ακολουθείται η ίδια διαδικασία µε 
την κρεµαστή γέφυρα όπου η άγνωστη παράµετρος Ζ προσδιορίζεται µε πολύ 
ικανοποιητική ακρίβεια από την ακόλουθη αλγεβρική εξίσωση  k� ' EO�g ' m ' �F � l 	 i � m � ��������)� 

                 όπου 
                              m � � � O��+ � j � ���V� ' ���������� 

 
Τώρα το Ζ µπορεί να προσδιοριστεί άµεσα από την έκφραση 
                           
                                           l � 	n ' on� ' p��������� 
     µε 
                                    n � 7��8 � EO�g ' m ' �F��������� 

      και                           
                                 p � i � m�������:� 
 
    Αξίζει να σηµειωθεί εδώ ότι η τιµή του Ζ που προκύπτει µε αυτό τον τρόπο 
διαπιστώνεται ότι διαφέρει από την ακριβή λύση της εξίσωσης (17) λιγότερο από 
0,1%, πράγµα που καθιστά την λύση απόλυτα ικανοποιητική.   
    Έχει ήδη αναφερθεί ότι για τον υπολογισµό των µέγιστων τιµών της έντασης 
λαµβάνονται υπόψιν δύο διατάξεις του κινητού φορτίου 

1. Για τον προσδιορισµό της µέγιστης δύναµης του καλωδίου το κινητό φορτίο 
εκτείνεται σε όλο το µήκος της δοκού. 

2. Για τον προσδιορισµό της µέγιστης καµπτικής ροπής του ανοίγµατος �[\x �και για τη µέγιστη παραµόρφωση�B[\x, το κινητό φορτίο p εκτείνεται 
στο ακραίο ήµισυ του κεντρικού ανοίγµατος. 
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     Οι ποσότητες �[\x και �B[\x �αναφέρονται περίπου στο τέταρτο του 
ανοίγµατος και µπορούν να καθοριστούν άµεσα από την εξίσωση (12), βάσει εκείνης 
της τιµής του Ζ που προκύπτει από την εξίσωση (19) λαµβάνοντας υπόψιν την µισή 
τιµή της παραµέτρου γ. Έτσι χωρίζοντας τη φόρτιση σε ένα συµµετρικό και ένα 
αντισυµµετρικό τµήµα όπως αναλυτικά εξηγήθηκε προηγουµένως, παρατηρούµε ότι 
η αντισυµµετρική φόρτιση δεν αναπτύσσει επιπρόσθετη δύναµη στο καλώδιο και 
συνεπώς η δοκός συµπεριφέρεται σαν αµφιέρειστη µε µισό άνοιγµα και µισό φορτίο. 
Επαλληλίζοντας τώρα τα αντίστοιχα µεγέθη στο τέταρτο του ανοίγµατος της πλήρους 
δοκού και στο µέσο της δοκού µε το µισό µήκος ανοίγµατος βάσει της εξίσωσης (12) 
και λαµβάνοντας υπόψιν τη σχέση 
                                           � � 	1C � 4.�4�� �������%� 

 
προκύπτουν οι ακόλουθες εκφράσεις που δίνουν τη µέγιστη καµπτική ένταση και τη 
µέγιστη παραµόρφωση στο τέταρτο του ανοίγµατος συναρτήσει των εισηγµένων 
αδιάστατων παραµέτρων. 
 �[\x � y� � �i 	 l�z� � Prstu��z�%�rstu��z��� 	 �W ' � � iz� � P �rstu��z�%� 	 �W{�|� �������+� 

                               
όπου                             �|� � I � ��� �������$� 

    και 
                                         B[\x� � � � V � �i 	 l��l ' �� � z� � 6rstu��z�%�rstu��z��� ' : � z�:� 	 �9 ' � � V � i�l ' �� � z�

� 6 �rstu��z�%� ' z�:� 	 �9�������*� 
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∆οκός ακαµψίας µε πακτωµένα άκρα 
 
 
  Σύµφωνα µε τις σχέσεις που προκύπτουν για την παραµόρφωση της δοκού µε 
δύο ίσες ροπές �2 στα άκρα η οποία υποβάλλεται σε ένα διάµηκες φορτίο 
 και σε 
ένα εγκάρσιο φορτίο � έχουµε  
   
      

B��� � �
 � qrstu��� � �� 	 � � ���� � rstu��� � ��� 	 ��� ' � � �� 	 ��� v ' �2

� q� 	 rstu��� � �� 	 � � ��rstu��� � ��� v��������� 

 
   Στην προκειµένη περίπτωση οι καµπτικές ροπές �2�καθορίζονται από τις 
συνθήκες πακτώσεως �4.�4�� � �. Λαµβάνοντας επίσης  τις τιµές του αξονικού και 
του εγκάρσιου φορτίου, όπως αυτές προέκυψαν προηγουµένως, δηλαδή 
 �G
| ' 
"H και � � �� 	 
"�?�, µέσω των εξισώσεων (15) και (16) καταλήγουµε 
στην παρακάτω έκφραση της ροπής  και της παραµόρφωσης 
 �2 � I � �� � i 	 lz� � P� 	 z� � ���u��z���W�������)� 

   
                                        
και    

B��� � �V�z� � i 	 ll ' ��rstu��z� 	 z � ���rstu��z��� 	 � ' z��� � � � �� 	 ���
' P� 	 z� � ���u��z���W � q� 	 rstu��z� 	 z � ���rstu��z��� v�������:�� 

                                            
Με την αντικατάσταση της παραπάνω έκφρασης του n(x) στην καταστατική 

εξίσωση του καλωδίου προκύπτει η παρακάτω εξίσωση για τον καθορισµό της 
άγνωστης παραµέτρου Ζ 
 �� � k � j � 7� ' �� � V�8 � l ' �i 	 l � �z� 	 �� � z � ���u��z��� ' ���������:�� 

                                    
Όπως γίνεται ορατό η παραπάνω εξίσωση δεν είναι άµεσα επιλύσιµη. Λόγω 

της αδυναµίας προσεγγίσεως του προβλήµατος µε βάσει την απλοποιητική 
διαδικασία που χρησιµοποιήθηκε στην περίπτωση του αµφιαρθρωτού συστήµατος, 
ακολουθείται η µέθοδος των διαδοχικών προσεγγίσεων για την εύρεση της ακριβούς 
λύσης του προβλήµατος. Η διαδικασία επιταχύνεται αρκετά αν σαν τιµή εκκινήσεως k� ληφθεί εκείνη που προκύπτει από την προηγούµενη περίπτωση της αµφιαρθρωτής 
σύµφωνα µε τη εξίσωση (19). Η τιµή της λύσεως Ζ από την εξίσωση (31) είναι 
πάντοτε µικρότερη από την τιµή k��και η διαφορά τους δεν ξεπερνά το 8%. 



35 
 

    Από την αντικατάσταση του Ζ, όπως αυτό υπολογίζεται από την παραπάνω 
διαδικασία, στη σχέση (29) προσδιορίζεται η τιµή της καµπτικής ροπής στο 
πακτωµένο άκρο της δοκού η οποία προκαλεί εφελκυσµό των άνω ινών. Αντίστοιχα η 
καµπτική ροπή στο µέσο του ανοίγµατος µε βάση τη σχέση 
                                         � � 	1C � 4.�4�� 

  
προσδιορίζεται από την εξίσωση 
 2"\] � I � �� � i 	 lz� � P� 	 z� � t��u��z���W������:�� 

    
και η αντίστοιχη παραµόρφωση µε βάσει την εξίσωση (26) προκύπτει 
 B�x�5���� � � � V � i 	 ll ' � � � �z� ' �� � z � ���u������ � q �rstu��z�� 	 �v ' ���������::� 

     
   Από την συµπεριφορά των τόξων γνωρίζουµε ότι τα παραβολικά τόξα  δεν 
αναπτύσσουν καµία κάµψη όταν υποβάλλονται σε οµοιόµορφη εγκάρσια φόρτιση 
δεδοµένου ότι η µορφή τους θα εξακολουθεί να συµπίπτει µε τη γραµµή πιέσεως της 
φόρτισης αυτής. Με τη θεώρηση λοιπόν ότι το ανεστραµµένο τόξο έχει παραβολική 
µορφή, και µε την υπόθεση ότι δεν παρεκκλίνει αισθητά από τη µορφή αυτή υπό τη 
δράση των φορτίων, συµπεραίνουµε ότι τα οµοιόµορφα σε όλο το µήκος φορτία 
(µόνιµα ή κινητά) καθώς και τα αντιφορτία <= λόγω προέντασης δεν προκαλούν 
ροπές στα πακτωµένα άκρα. Αξίζει να σηµειωθεί εδώ ότι δεν ισχύει το ίδιο και στα 
κυκλικά τόξα τα οποία αναπτύσσουν ροπές, και σε ορισµένες περιπτώσεις 
σηµαντικές, στα άκρα τους υπό την δράση οµοιόµορφου εγκάρσιου φορτίου. Για το 
λόγο αυτό πρέπει να είµαστε ιδιαιτέρα προσεκτικοί ώστε η υπολογιστική θεώρηση να 
µην αποκλίνει, όσο αυτό είναι δυνατό, από την κατασκευαστική πραγµατικότητα. 
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Παράµετροι σχεδιασµού και εκτίµηση της εντάσεως 
 
 
   Αναφέρθηκε ήδη ότι η µελέτη του προβλήµατος γίνεται µε τη βοήθεια των 
ακόλουθων σχεδιαστικών παραµέτρων:  
 

• Τον λόγο λεπτότητας α δηλαδή τον λόγο του πάχους της ταινίας του 
σκυροδέµατος προς το µήκος του ανοίγµατος που δίνεται από τη σχέση: 
 � � }�������:%� 

 
• Τον λόγο των διατοµών ρ δηλαδή τον λόγο της συνολικής διατοµής των 

καλωδίων προς την ορθογωνική διατοµή µοναδιαίου πλάτους της ταινίας του 
σκυροδέµατος που δίνεται από τη σχέση:  

                                       p � �0; � } ������:+� 
 
• Τον λόγο χθαµαλότητας λ δηλαδή τον λόγο του βέλους στο µέσο του 

παραβολικού τόξου προς το µήκος του ανοίγµατος που δίνεται από τη σχέση: 
                                      V � �� ������:$� 

  
   Επίσης σηµειώνεται ότι το κινητό φορτίο για την περίπτωση αυτή λαµβάνεται           
ίσο µε:  � � �h+�����������:*� 

 
 

Τώρα λοιπόν µε τη βοήθεια των παραπάνω σχεδιαστικών παραµέτρων 
το πλασµατικό φορτίο w καθώς και το φορτίο εκτροπής <= εκφράζονται µε τη 
βοήθεια των σχέσεων 
    
                                  I � & ' <= � � � V � p � @"�������:�� 
                              
                                  <= 	 & � � � V � p � @"� 	 i0 � � � �������:)� 
 

Όπου i0 είναι το ίδιο βάρος του σκυροδέµατος �i0 � �+����T� και @"��είναι 
η εφαρµοζόµενη τάση στο καλώδιο κατά τη διαδικασία της προέντασης. 
Αντίστοιχα εκφράζονται και οι δυνάµεις 
 
| � � � p � @"� � �������%�� 
 
= � 7@"� � p 	 i0 � �� � V 8 � � � �������%�� 
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Προκύπτουν έτσι οι τρείς αδιάστατες παράµετροι των σχέσεων (15) µε τη 
µορφή των σχέσεων:    
 g � ��10 � �� � @"� � p���h���i � �� � � � V � @"� ���h���j � @"��� ������%�� 

 
   Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι τόσο οι καµπτικές ροπές και οι θλιπτικές δυνάµεις 
του σκυροδέµατος όσο και η συνολική δύναµη του καλωδίου µπορούν να 
υπολογιστούν επί τη βάσει των τριών αυτών αδιάστατων παραµέτρων. Έτσι 
έχουµε: 
 
Αµφιαρθρωτό  

 
 �[\x � y� � �i 	 l�z� � Prstu��z�%�rstu��z��� 	 �W ' � � iz� � P �rstu��z�%� 	 �W{�|�  

 
 ���B[\x� � �V�i 	 l��l ' �� � z� 6rstu��z�%�rstu��z��� ' : � z�:� 	 �9 ' �Vi�l ' �� � z�

� ����� 6 �rstu��z�%� ' z�:� 	 �9 
 
όπως αποδείχθηκε προηγουµένως από τις σχέσεις (25) και (27). 
      

Επίσης η ενεργός θλιπτική δύναµη ανά µονάδα πλάτους��0���]� προκύπτει 
από τη τη δύναµη εκτροπής <= και το κινητό φορτίο � ως: 
     �0���]� � �<= 	 �� � �� � V ������%:� 

 
Τέλος η συνολική δύναµη του καλωδίου ���]�του αρθρωτού τόξου γράφεται  
 ���]� � G� ' k��]�H � p � � � @"� � ������%%� 
                             
 
 όπου�k��]��υπολογίζεται από την προηγούµενη διαδικασία για την  αµφιαρθρωτή  
δοκό µε το κινητό φορτίο να εκτίνεται σε όλο το άνοιγµα.   
 
Αµφίπακτο 
 
                2"\] � I � �� � i 	 lz� � P� 	 z� � t��u��z���W������:�� 

 B�x�5���� � � � V � i 	 ll ' � � � �z� ' �� � z � ���u� bz�c � q �rstu bz�c 	 �v ' �������::� 
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 �2 � I � �� � i 	 lz� � P� 	 z� � ���u��z���W�������)� 

 
Επίσης η ενεργός θλιπτική δύναµη ανά µονάδα πλάτους �0���x για το 

πακτωµένο τόξο εκφράζεται ως  
 
                                     �0���x � �\N0� 	 ��������%+� 
  
όπου �\N0��παριστάνει τη θλιπτική δύναµη λόγω των πιέσεων εκτροπής <= πάνω στο 
τόξο, και γράφεται: 
                
 �\N0� � <= � �� � V ������%$� 

 
και �� παριστάνει την εφελκυστική δύναµη που τίνει να επιβάλει το κινητό φορτίο 
στο ανεστραµµένο τόξο, συµπεριλαµβανοµένων και των δράσεων των καµπτικών 
ροπών �2 και�2"\], και είναι: 
 �� � � � �� � V ' �2 	 2"\]V � � ������%*� 

                                        
Τέλος η συνολική δύναµη που αναλαµβάνεται από το καλώδιο του πακτωµένου 
τόξου γράφεται  
                                         ����x � G� ' k��xH � p � � � @"� � ������%�� 
  
µε την παράµετρο k��x�να αντιστοιχεί στην τιµή του Ζ που προκύπτει µε την 
προηγούµενη διαδικασία για πακτωµένη δοκό και κινητό φορτίο εκτεινόµενο σε όλο 
το µήκος της. 
 
    Έτσι λοιπόν προκειµένου να διαστασιολογήσουµε την ορθογωνική διατοµή 
µοναδιαίου πλάτους της ταινιωτής κατασκευής για την περίπτωση της των αρθρωτών 
στηρίξεων χρησιµοποιούµε το συνδυασµό ροπής και θλιπτικής δύναµης 
(�[\x,��0���]�) γιά τα (L/4) του ανοίγµατος που είναι ο δυσµενέστερος. Από την 
άλλη για την διαστασιολόγηση του αµφίπακτου τόξου µοναδιαίου πλάτους είναι 
αναγκαίο να ληφθεί υπόψιν ο συνδυασµός ροπής και αξονικής τόσο στο µέσο του 
ανοίγµατος όσο και στις στηρίξεις. Για τις στηρίξεις του τόξου λαµβάνεται ο 
συνδυασµός (�2,��0���x), ενώ για το µέσο του ανοίγµατος  επιλέγεται ως 
δυσµενέστερος ο συνδιασµός (�[\x,��0���x) , όπου �[\x �η ροπή του αµφιαρθρωτού 
τόξου για λόγους ασφαλείας σε περίπτωση πλαστικοποίησης των στηρίξεων. Aπό τις 
σχέσεις για το αµφιαρθρωτό και το αµφίπακτο τόξο αντίστοιχα, προκύπτει το εµβαδό 
της απαιτούµενης διατοµής του χάλυβα προεντάσεως για την ανάληψη της συνολικής 
δύναµης του καλωδίου. Με βάση την απαίτηση αυτή επιλέγεται η διατοµή και ο 
αριθµός των τενόντων που θα τοποθετηθούν τελικά στο µοναδιαίο πλάτος της ταινίας 
σκυροδέµατος, µέσα από ένα προεπιλεγµένο σύστηµα προέντασης και σύµφωνα µε 
τους ισχύοντες κανονισµούς. 
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    Υπενθυµίζεται ότι η παρούσα εργασία είναι στα πλαίσια της 
προδιαστασιολόγησης και για τον λόγω αυτό η παράλειψη της συνάφειας µεταξύ 
χάλυβα και περιβάλλοντος σκυροδέµατος δεν αποτελεί πρόβληµα, αφού έτσι κι 
αλλιώς είναι παραδοχή προς την πλευρά της ασφαλείας. 
 
   Η παραπάνω µαθηµατική διαδικασία έχει προγραµµατιστεί µε σκοπό την 
άµεση εξαγωγή των αποτελεσµάτων µε τη βοήθεια Η/Υ.Το πρόγραµµα έχει γραφεί 
σε γλώσσα προγραµµατισµού FORTRAN και παρατίθεται στη συνέχεια. Για την 
καλύτερη εποπτεία της υπολογιστικής διαδικασίας παρουσιάζονται τα ακόλουθα 
βήµατα που είναι άµεσα εκτελέσιµα από τον Η/Υ: 

• Εισαγωγή µήκους ανοίγµατος L, λόγου λεπτότητας α, λόγου διατοµών ρ, 
λόγου χθαµαλότητας λ και πρόσθετου µόνιµου φορτίου. 

• Καθορισµός  w και <= �από τις εξισώσεις (38) και (39) αντίστοιχα 
• Καθορισµός των αδιάστατων παραµέτρων από τις εξισώσεις (42) 

 
Αµφιαρθρωτό 

 
• Καθορισµός του k��]�από την εξίσωση (19) 
• Καθορισµός του �[\x από την εξίσωση (25), βάσει του k��]� 
• Καθορισµός του �0���]�από την εξίσωση (43) 
• Καθορισµός του ���]�από την εξίσωση (44) 
 

Αµφίπακτο 
 

• Καθορισµός του k��x από την εξίσωση (31) 
• Καθορισµός του �2 και του 2"\] από την εξίσωση (29) και (32),  βάσει του k��x 
• Καθορισµός του �0���x από την εξίσωση (45) 
• Καθορισµός του ���x από την εξίσωση (48) 
 

 
    
    Σηµειώνεται πάντως ότι οι παραπάνω ανάλυση γίνεται για συγκεκριµένη 
ποιότητα χάλυβα και σκυροδέµατος που εισάγονται σαν σταθερές και υπάρχει 
δυνατότητα να διαφοροποιηθούν µόνο κατά τη διαδικασία του προγραµµατισµού. 
Επίσης θεωρήθηκε ότι κατά την προένταση τα καλώδια τανύθηκαν στο 60% της 
τάσης διαρροής.  
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Κεφάλαιο 8 
 
 
∆ιαγράµµατα σχεδιασµού 
  
          Το ανωτέρω λογισµικό δίνει τη δυνατότητα µιας παραµετρικής µελέτης του 
προβλήµατος, τόσο του αµφίπακτου όσο και του αµφιαρθρωτού τόξου. Πιο 
συγκεκριµένα δείχνει την επιρροή των τριών παραµέτρων σχεδιασµού (λ, ρ, α) στην 
ένταση και την παραµόρφωση του συστήµατος συναρτήσει του µήκους του 
ανοίγµατος. Η διακύµανση των τιµών των παραµέτρων είναι: 
 

• V � �(�$��(�% 
• p � �(�����(��+ 
• � � �(�����(��+ 
 �

Για µήκος ανοίγµατος από 30m έως 120m και σταθεροποιώντας κάθε φορά τις δύο 
από τις τρείς παραµέτρους σε µια µέση τιµή, υπό την δράση ενός επιπλέον κινητού 
φορτίου��� � �h+����� προέκυψαν τα ακόλουθα διαγράµµατα που προσφέρουν µια 
εποπτική θεώρηση του προβλήµατος. 
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Αρχικά κρατώντας σταθερά τον λόγο λεπτότητας α=0.004 και τον λόγο 
διατοµών ρ=0.020 και µεταβάλλοντας τον λόγο χθαµαλότητας λ από 0.06 έως 0.14 
προκύπτουν τα ακόλουθα διαγράµµατα.  

 

 
∆ιάγραµµα  1.  Αξονική δύναµη καλωδίου (α=0.004 , ρ=0.020) 

   Στο διάγραµµα αυτό φαίνεται η επιρροή του λόγου χθαµαλότητας στην 
αξονική δύναµη του καλωδίου συναρτήσει του ανοίγµατος. Για συγκεκριµένο λόγο 
χθαµαλότητας λ η αξονική ένταση του καλωδίου µεταβάλλεται γραµµικά µε το µήκος 
του ανοίγµατος. Παρατηρείται επίσης ότι όσο ο λόγος λ αυξάνεται, δηλαδή το τόξο 
γίνεται πιο καµπύλο, η εφελκυστική δύναµη που καλείται να παραλάβει το 
ενοποιηµένο καλώδιο εξαιτίας του κινητού φορτίου µειώνεται. Η µείωση αυτή 
γίνεται ιδιαίτερα αισθητή σε µεγαλύτερα ανοίγµατα. 
 

 
∆ιάγραµµα  2.  Αξονική δύναµη καλωδίου (α=0.004 , ρ=0.020) 

 
Η περίπτωση του αµφίπακτου φορέα ελάχιστα διαφέρει από τον αµφιαρθρωτό 

όσον αφορά την αξονική ένταση του καλωδίου.   
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∆ιάγραµµα  3.  Μέγιστη Καµπτική ροπή ανοίγµατος (α=0.004 , ρ=0.020) 

 
   Εδώ παρουσιάζεται η µεταβολή της µέγιστης ροπής του ανοίγµατος στην 
περίπτωση του αµφιαρθρωτού τόξου συναρτήσει του µήκους του ανοίγµατος για 
διάφορες τιµές του λόγου λ. Η µεταβολή αυτή είναι µη γραµµική  και δεν 
επηρεάζεται ιδιαίτερα από τον λόγο χθαµαλότητας λ ειδικά σε µικρότερα ανοίγµατα. 
 
 
 

 
∆ιάγραµµα  4.  Καµπτική ροπή πακτώσεως (α=0.004 , ρ=0.020) 

 
Στο διάγραµµα αυτό φαίνεται η µεγάλη επιρροή του λόγου χθαµαλότητας στη 

ροπή στηρίξεως καθώς αυξάνεται το µήκος του ανοίγµατος. Αναφέρεται 
χαρακτηριστικά ότι για µήκος ανοίγµατος 120m  η ροπή που αναπτύσσεται για 
λ=0.14 είναι τέσσερις φορές µικρότερη από αυτή που προκύπτει για λ=0.06. 
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∆ιάγραµµα  5.  Αξονική δύναµη τόξου (α=0.004 , ρ=0.020) 

  
 
 

 
∆ιάγραµµα  6.  Αξονική δύναµη τόξου (α=0.004 , ρ=0.020) 

 
 

Η αξονική δύναµη του τόξου έχει πρακτικά ίδια µεταβολή συναρτήσει του 
ανοίγµατος τόσο στο αµφίπακτο όσο και στο αµφιαρθρωτό τόξο. Με την αύξηση της 
καµπυλότητας του φορέα, το τόξο καλείται να παραλάβει µεγαλύτερη αξονική 
ένταση για το ίδιο άνοιγµα. Το φαινόµενο αυτό γίνεται εντονότερο σε µεγαλύτερα 
ανοίγµατα. Σηµειώνεται χαρακτηριστικά ότι για µήκος ανοίγµατος 120m 
µία µικρή µεταβολή του λόγου χθαµαλότητας από την τιµή λ=0.06 στην λ=0.08 
επιφέρει αύξηση της αξονικής δύναµης που καλείται να παραλάβει το σκυρόδεµα 
περί τα 1000kN.  
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∆ιάγραµµα  7.  Μέγιστο ανηγµένο βέλος (α=0.004 , ρ=0.020) 

 
 

 
∆ιάγραµµα  8.  Μέγιστο ανηγµένο βέλος (α=0.004 , ρ=0.020) 

 
 

Τέλος φαίνεται ότι το µέγιστο ανηγµένο βέλος και στις δύο περιπτώσεις είναι 
γραµµικά ανεξάρτητο από το µήκος του ανοίγµατος. Με την αύξηση του λόγου 
χθαµαλότητας παρατηρείται σηµαντική µείωση του µέγιστου ανοιγµένου βέλους. 
Καθώς αυξάνεται η καµπυλότητα του τόξου η µείωση αυτή γίνεται λιγότερο 
σηµαντική. Σηµειώνεται τέλος ότι το µέγιστο ανηγµένο βέλος στην περίπτωση του 
αµφιαρθρωτού τόξου είναι  κατά µία τάξη µεγέθους µεγαλύτερο από ότι στο 
αµφίπακτο για το ίδιο λόγο χθαµαλότητας λ. 
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Κρατώντας σταθερά το λόγο χθαµαλότητας λ=0.10 και το λόγο λεπτότητας 
α=0.004 και µεταβάλλοντας το ρ από 0.001 έως 0.025 προκύπτουν τα ακόλουθα 
διαγράµµατα. 
 

 
∆ιάγραµµα  9.  Αξονική δύναµη καλωδίου (α=0.004 , λ=0.10) 

 
Στο διάγραµµα φαίνεται ότι η αξονική δύναµη του καλωδίου είναι γραµµικά 

ανάλογη µε το µήκος του ανοίγµατος και ανεξάρτητη από το λόγο των διατοµών.  
 

 
∆ιάγραµµα  10.  Αξονική δύναµη καλωδίου (α=0.004 , λ=0.10) 

 
Το διάγραµµα του πακτωµένου πρακτικά ταυτίζεται µε αυτό του αρθρωτού 

άρα επιβεβαιώνεται και εδώ ότι η αξονική ένταση του καλωδίου δεν εξαρτάται από 
τις συνθήκες στήριξης. 
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∆ιάγραµµα  11.  Μέγιστη Καµπτική ροπή ανοίγµατος (α=0.004 , λ=0.10) 

 
   Η µέγιστη ροπή του ανοίγµατος αυξάνεται µη γραµµικά µε την αύξηση του 
µήκους του ανοίγµατος. Καθώς το εµβαδό του χάλυβα αυξάνεται, δηλαδή ο λόγος ρ 
µεγαλώνει, η ροπή που καλείται να παραλάβει το σκυρόδεµα µικραίνει. Παρατηρείται 
ότι ο λόγος των διατοµών επηρεάζει περισσότερο τη ροπή αυτή όσο το άνοιγµα 
γίνεται µεγαλύτερο. 
 

 
∆ιάγραµµα  12.  Καµπτική ροπή πακτώσεως (α=0.004 , λ=0.10) 

 
Αντίστοιχη συµπεριφορά παρατηρείται και στη στήριξη του αµφίπακτου 

τόξου. Για µεγαλύτερο λόγο διατοµών η ροπή που αναπτύσσεται στη στήριξη είναι 
µικρότερη και ιδιαίτερα όταν το µήκος του ανοίγµατος αυξάνεται. 
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∆ιάγραµµα  13.  Αξονική δύναµη τόξου (α=0.004 , λ=0.10) 

 
 

 
∆ιάγραµµα  14.  Αξονική δύναµη τόξου (α=0.004 , λ=0.10) 

 
   Όπως και προηγουµένως, φαίνεται ότι η αξονική δύναµη του τόξου είναι 
γραµµικώς αυξανόµενη µε το µήκος του ανοίγµατος. Παρατηρείται όµως η µεγάλη 
επιρροή του λόγου ρ στην αξονική δύναµη που απαιτείται να παραληφθεί από το 
σκυρόδεµα. Όσο το εµβαδό των καλωδίων σε σχέση µε την διατοµή του 
σκυροδέµατος αυξάνεται τόσο µεγαλύτερη αξονική δύναµη καλείται να παραλάβει η 
διατοµή. Η µεταβολή της αξονικής δύναµης του τόξου είναι ανεξάρτητη των 
συνοριακών συνθηκών. 
 
 
 
 
 

Αρθρωτό

0
1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
8000
9000

10000

0 20 40 60 80 100 120 140

L  (m)

N
c 

 (k
N

) ρ=0.010

ρ=0.015

ρ=0.020

ρ=0.025

Πακτωµένο

0
1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
8000
9000

10000

0 20 40 60 80 100 120 140

L  (m)

N
c 

 (k
N

) ρ=0.010

ρ=0.015

ρ=0.020

ρ=0.025



48 
 

 

 
∆ιάγραµµα  15.  Μέγιστο ανηγµένο βέλος (α=0.004 , λ=0.10) 

 
 

 
∆ιάγραµµα  16.  Μέγιστο ανηγµένο βέλος (α=0.004 , λ=0.10) 

 
Όπως διαπιστώθηκε και προηγουµένως το µέγιστο ανηγµένο βέλος είναι 

ανεξάρτητο από το µήκος του ανοίγµατος. Σηµαντική είναι όµως η µείωση του 
βέλους µε την αύξηση του λόγου διατοµών ρ. Τέλος αναφέρεται ότι για κοινό λόγο ρ 
το αρθρωτό τόξο σηµειώνει παραµορφώσεις κατά µία τάξη µεγέθους µεγαλύτερες 
από ότι το πακτωµένο. 
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Ολοκληρώνοντας την παραµετρική µελέτη διατηρούµε σταθερό το λόγο 

χθαµαλότητας λ=0.10 και τον λόγο διατοµών ρ=0.020 και µεταβάλουµε τον λόγο 
λεπτότητας α από 0.002 έως 0.005. Τα διαγράµµατα που προκύπτουν είναι τα 
ακόλουθα. 
 

 
∆ιάγραµµα  17.  Αξονική δύναµη καλωδίου (ρ=0.020 , λ=0.10) 

 
∆ιαπιστώνεται ότι η αξονική δύναµη του καλωδίου είναι ανεξάρτητη και από 

τον λόγο λεπτότητας. Ταυτόχρονα επιβεβαιώνεται ότι και εδώ αυξάνεται γραµµικά µε 
το µήκος του ανοίγµατος και δεν εξαρτάται από τις συνθήκες στήριξης.  
 
   

 
∆ιάγραµµα  18.  Αξονική δύναµη καλωδίου (ρ=0.020 , λ=0.10) 
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∆ιάγραµµα  19.  Μέγιστη Καµπτική ροπή ανοίγµατος (ρ=0.020 , λ=0.10) 

 
Καθώς το πάχος της διατοµής προς το αντίστοιχο µήκος του ανοίγµατος 

αυξάνεται η διατοµή καλείται να παραλάβει µεγαλύτερη ροπή. Ενδεικτικά 
αναφέρεται ότι για το ίδιο άνοιγµα (π.χ. 100m) διπλάσιο πάχος διατοµής αντιστοιχεί 
σε τέσσερις φορές µεγαλύτερη ροπή. 
 
 

 
∆ιάγραµµα  20.  Καµπτική ροπή πακτώσεως (ρ=0.020 , λ=0.10) 

  
Αντίστοιχα η καµπτική ροπή που αναπτύσσεται στη στήριξη του πακτωµένου 

τόξου αυξάνεται καθώς αυξάνεται ο λόγος λεπτότητας. Γενικά οι ροπές στις στηρίξεις 
εφελκύουν τις πάνω ίνες του ανεστραµµένου τόξου. 
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∆ιάγραµµα  21.  Αξονική δύναµη τόξου (ρ=0.020 , λ=0.10) 

 
 
 

 
∆ιάγραµµα  22.  Αξονική δύναµη τόξου (ρ=0.020 , λ=0.10) 

 
 

Από τα διαγράµµατα αυτά διαπιστώνεται ότι ο λόγος λεπτότητας επηρεάζει 
την αξονική δύναµη που απαιτείται να αναληφθεί από το τόξο. Όσο το πάχος της 
διατοµής αυξάνεται σε σχέση µε το άνοιγµα τόσο µεγαλύτερη είναι η αξονική δύναµη 
του φορέα. Πρακτικά για διπλάσιο πάχος διατοµής απαιτείται να παραληφθεί 
διπλάσια αξονική δύναµη. 
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   Τέλος παρουσιάζεται η επιρροή του λόγου λεπτότητας α στη µέγιστη 
ανηγµένη παραµόρφωση του φορέα. 
 

 
∆ιάγραµµα  23.  Μέγιστο ανηγµένο βέλος (ρ=0.020 , λ=0.10) 

 
  Από το διάγραµµα φαίνεται ότι µε την αύξηση του πάχους της διατοµής σε 
σχέση µε το άνοιγµα η µέγιστη παραµόρφωση του φορέα µειώνεται σηµαντικά. 
 

 
∆ιάγραµµα  24.  Μέγιστο ανηγµένο βέλος (ρ=0.020 , λ=0.10) 

 
   Παρόµοια συµπεριφορά παρατηρείται και στο πακτωµένο τόξο, µε τις 
παραµορφώσεις να κυµαίνονται σε µία τάξη µεγέθους µικρότερα επίπεδα. Και εδώ 
φαίνεται ότι οι µέγιστη ανοιγµένη παραµόρφωση είναι ανεξάρτητη από το άνοιγµα.  
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Κεφάλαιο 9 
 
 
   Αριθµητική εφαρµογή 
 

Για την κάλυψη ανοίγµατος ��� σχεδιάζεται ταινιωτός φορέας πάχους ��Q� 
και κρέµαση στο µέσον του ανοίγµατος ��. Επίσης σύµφωνα µε το σύστηµα 
προέντασης BBRV επιλέγεται προεντεταµένος χάλυβας συνολικής 
διατοµής�%�:+��� µε κατάλληλη διάταξη. Έτσι προκύπτουν οι σχεδιαστικές 
παράµετροι V � �(��h � � �(���+������p � �(�����. Υπό την δράση του µόνιµου 
φορτίου λόγω ίδιου βάρους και του επιπλέον κινητού φορτίου λόγω χιονιού � ��(+���� αναπτύσεται η ακόλουθη εντατική κατάσταση. Αρχικά στο καλώδιο 
αναπτύσεται δύναµη       
| � %�$$(+$�� ενώ υπό την δράση του κινητού φορτίου 
αυξάνεται κατά �" � ��:(:�� καταλήγοντας σε µιά συνολική δύναµη καλωδίου 
�� � %�)�(�$��. Η αντίστοιχη αναπτυσόµενη τάση των καλωδίων είναι @ ����:($$���JU. Όσον αφορά στο τόξο σκυροδέµατος αυτό αναπτύσσει µέγιστη 
καµπτική ροπή ανοίγµατος �[\x � $(+:��� και αντίστοιχη θλιπτική αξονική 
δύναµη �0 � ::�$(+$��. Για τον συνδιασµό αυτό δύναµης και ροπής ισχύει ��� � ,�$ άρα δεν αναπτύσσονται εφελκυστικές τάσεις στη διατοµή οπότε 
τοποθετείται ο ελάχιστος χαλαρός κατασκευαστικός οπλισµός σύµφωνα µε τον 
κανονισµό. Ο ανωτέρω σχεδιασµός είναι αποδεκτός αφού δεν οδηγεί σε αστοχία, 
ωστόσο δεν αποτελεί την βέλτιστη επιλογή για την κάλυψη του ανοίγµατος. Για την 
επιλογή του οικονοµικότερου σχεδιασµού είναι αναγκαία µια διαδικασία 
βελτιστοποίησης που θα αξιοποιεί στο µέγιστο τις αντοχές των υλικών.       
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Κεφάλαιο 10 
 
 
   Συµπεράσµατα 
 

Από τις ανωτέρω παρατηρήσεις µπορούν εύκολα να εξαχθούν τα ακόλουθα 
συµπεράσµατα για τα εντατικά µεγέθη καλωδίου και τόξου καθώς και για την 
παραµόρφωση του συστήµατος. 
 
 
Αξονική δύναµη καλωδίου 
" 
 

Η επιπρόσθετη αξονική δύναµη που αναπτύσσει το καλώδιο εξαιτίας του 
επιπλέον κινητού φορτίου αυξάνεται γραµµικά µε την αύξηση του µήκους του 
ανοίγµατος. Επίσης είναι ανεξάρτητη των συνοριακών συνθηκών, του λόγου 
λεπτότητας α και του λόγου των διατοµών ρ. Τέλος επηρεάζεται από τον λόγο 
χθαµαλότητας λ. Με την αύξηση της καµπυλότητας του ανεστραµµένου τόξου η 
αξονική δύναµη του καλωδίου λόγο του επιπλέον κινητού φορτίου µικραίνει. 
 
 
Ροπή στηρίξεως αµφίπακτου τόξου��2 
 

Η ροπή που αναπτύσσεται στο πακτωµένο άκρο του τόξου εξαιτίας του 
κινητού φορτίου αυξάνεται παραβολικά µε την αύξηση του ανοίγµατος. Επίσης 
αυξάνεται µε την αύξηση του λόγου λεπτότητας α. Τέλος από τα διαγράµµατα 
φαίνεται ότι µε την αύξηση της καµπυλότητας  και του ποσοστού των τενόντων στην 
διατοµή  (δηλαδή του ρ) , η ροπή στηρίξεως µειώνεται. 
 
 
Ροπή ανοίγµατος αµφιαρθρωτού τόξου �[\x 
 

Η ροπή που αναπτύσσεται στο άνοιγµα και συγκεκριµένα στα (L/4) που όπως 
δείχθηκε είναι η δυσµενέστερη θέση, υπό την δράση του κινητού φορτίου, αυξάνεται 
παραβολικά µε την αύξηση του ανοίγµατος. Επίσης αυξάνεται µε την αύξηση του 
λόγου λεπτότητας α. Από τα διαγράµµατα διαπιστώνεται ότι δεν παρουσιάζει µεγάλη 
ευαισθησία στην µεταβολή του λόγου χθαµαλότητας. Τέλος φαίνεται ότι µε την 
αύξηση του λόγου των διατοµών ρ η µέγιστη ροπή που αναπτύσσεται στο άνοιγµα 
µειώνεται.  
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Αξονική δύναµη τόξου �0 
 

 Η συνολική αξονική δύναµη που ασκείται στο τόξο είναι γραµµικά 
αυξανόµενη µε την αύξηση του µήκους του ανοίγµατος. Ταυτόχρονα παρατηρείται 
µια δραµατική αύξηση της θλιπτικής αυτής δύναµης του τόξου µε την αύξηση των 
παραµέτρων α και ρ, ενώ λιγότερο ευαίσθητη φαίνεται να είναι στην αύξηση της 
παραµέτρου λ. Τέλος διαπιστώνεται ότι είναι ανεξάρτητη από τις συνθήκες στήριξης 
του τόξου. 
 
 
Μέγιστη ανηγµένη παραµόρφωση �. ���  
 
   Η µέγιστη ανηγµένη παραµόρφωση εξαιτίας ενός επιπλέον κινητού φορτίου 
είναι ανεξάρτητη από το µήκος του ανοίγµατος. Γενικά µειώνεται µε την αύξηση και 
των τριών παραµέτρων σχεδιασµού α, ρ, λ. Φαίνεται τέλος ότι οι συνθήκες στήριξης 
αποτελούν ένα σηµαντικό παράγοντα σχεδιασµού αφού οι παραµορφώσεις στο 
αµφιαρθρωτό τόξο είναι κατά τάξη µεγέθους µεγαλύτερες από ότι στο αµφίπακτο.     
 
 
   Μέσω των ανωτέρω συµπερασµάτων γίνεται δυνατή η ουσιαστική κατανόηση 
και η ποιοτική αντίληψη της επιρροής των παραµέτρων σχεδιασµού στην όλη 
στατική συµπεριφορά του φορέα. Για την κάλυψη ενός δεδοµένου ανοίγµατος ο 
σχεδιασµός του φορέα γίνεται ευκολότερος γνωρίζοντας πώς οι λόγοι λ, ρ και α 
καθορίζουν την ένταση και την παραµόρφωση του φορέα. Μια διαδικασία 
βελτιστοποίησης των τριών αυτών παραµέτρων θα οδηγούσε στο σχεδιασµό του 
συστήµατος καλωδίου-τόξου υπό τους πλέον οικονοµικούς όρους για δεδοµένες 
ποιότητες χάλυβα και σκυροδέµατος. Εν προκειµένω η µελέτη περιορίστηκε στην 
γενικότερη εκτίµηση της συµπεριφοράς του συστήµατος, όµως αποτελεί τη βάση για 
την διαδικασία βελτιστοποίησης των σχεδιαστικών παραµέτρων η οποία προτείνεται 
να γίνει στο µέλλον.        
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Παράρτηµα 
 
 
Λογισµικό  Fortran 
 
  PROGRAM RIBBONPAR00 
C     RATIO OF CABLE SAG (CL) 
C     MAIN SPAN (XL) 
C     THINNESS RATIO (DL) 
C     LIVE LOAD (PL) 
C     SPECIFIC WEIGHT OF CONCRETE (GC) 
C     WORKING PRESTRESSING STEEL STRESS (SP0) 
C     RATIO OF PRESTRESSING STEEL AREA (RO) 
C     MODULUS OF ELASTICITY  OF RIBBON (EC)  
C     MODULUS OF ELASTICITY OF CABLE (E0) 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
      PI=4.0*DATAN(1.D+0) 
C      OPEN (2,FILE='RIBBONPARF') 
 
 
1     WRITE (*,*)  '     Span length (m) ?'  
      READ (*,*) XL 
      WRITE (*,*)  '     Slenderness ratio ?' 
       READ  (*,*) DL 
      WRITE (*,*) '    Prestressing steel ratio ?' 
      READ  (*,*)  RO 
      WRITE (*,*) '    Additional dead load (kN/m2) ?' 
      READ  (*,*)  ADD 
      WRITE(*,*)     '    Curvature ratio?' 
      READ(*,*) B 
  
 
 
      GC=25.0 
 EC=30000000.0   
            E0=200000000.0 
 SP0=960000.0 
C 
      PL=1.5+ADD 
C      B=B0*(1.0-BC*FC*(1.0+3.0/(16.0*B0**2))/EC) 
      GL=8.0*B*DL*RO*SP0 
      GLV=GL-GC*XL*DL 
      HG=GL*XL/(8.0*B) 
      HV=XL*DL*(SP0*RO-GC*XL/(8.0*B))   
      G=12.0*SP0*RO/(EC*DL**2)  
      Q=PL/GL 
 RR=SP0/E0 
      FIXED01=0 
 SPAN01=0 
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      COMPRES01=(GLV*XL**2/8.0-1.50*FIXED01)/(B*XL) 
C     SUSPENSION BEAM PROCESS  
      BK=8.*PI**2/(15.*RR*(1./B**2+8.))  
      SBK=1./(8.*B**2)+1.0 
C     ESTIMATION OF CABLE FORCE        
      A=(PI**2/G+BK+1.)/2. 
 C=Q*BK 
 Z0=-A+DSQRT(A**2+C) 
C WRITE (2,*) '     Z0 =',Z0 
C 
C     CENTRALLY LOADED-FIXED 
      CALL SOLVE (Z0,G,Q,RR,SBK,B,Z) 
C 
      SK=DSQRT((Z+1.0)*G) 
      RECON=Z*(Z+1.)*RR*SBK/(8.0*(Q-Z)) 
 1-1.0/SK**2+1.0/(2.0*SK*DTANH(SK/2.))-1.0/12.0 
C 
      HP=HG*Z 
 HPol=(1+Z)*HG 
      DMOMPL=GL*XL**2*(Q-Z)*(1.0-SK/(2.0*DTANH(SK/2.0)))/SK**2 
      DMSPANPL=GL*XL**2*(Q-Z)*(1.0-SK/(2.0*DSINH(SK/2.0)))/SK**2 
C 
      DMSUPRIB=DMOMPL+FIXED01 
      DMSPANRIB=DMSPANPL+SPAN01 
C 
      TENSPL=(PL*XL**2/8.0+DMOMPL-DMSPANPL)/(B*XL)  
 COMPPL=COMPRES01-TENSPL 
C 
C 
C WRITE (2,*) '   Initial rise/span  =', B0 
C WRITE (2,*) '   Final rise/span  =', B 
      WRITE (*,*) '   ' 
C WRITE (2,*) '   XL  =', XL 
C WRITE (2,*) '   ALPHA  =', DL 
 WRITE (*,*) '           Hp = ',HP  
      WRITE (*,*) '           Hpol=',HPol  
C WRITE (2,*) '   RO  =', RO 
C WRITE (2,*) '   PL  =', PL 
C WRITE (2,*) '   HV  =', HV 
C WRITE (2,*) '   HP  =', HP 
C WRITE (2,*) '   G  =', G 
C WRITE (2,*) '   Q  =', Q 
C WRITE (2,*) '   EPSILON  =', RR 
C WRITE (2,*) '   D =', SK 
C      WRITE (2,*) '   FIXED01 =',FIXED01 
C      WRITE (2,*) '   FIXED02 =',FIXED02 
C WRITE (2,*) '   M support-susp =', DMOMPL 
C WRITE (2,*) '   M span-susp =', DMSPANPL 
      WRITE (*,*) 'Ms  =',DMOMPL 
 WRITE (*,*) 'Mfix  =',FIXED01 
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 WRITE (*,*) '   M support =', DMSUPRIB 
C WRITE (2,*) '   M span-ribbon =', DMSPANRIB 
      WRITE (*,*) '   Compression-fix =',COMPPL 
      DLHTA=8.0*B*((Q-Z)/(Z+1))*(1/(2.0*SK*DTANH(SK/2.0))* 
     1(1/DCOSH(SK/2.0)-1.0)+1.0/8.0) 
C      DHTAL2=(Q-Z0)*8.*B/(SK0**2*(Z+1))*(1/DCOSH(SK0/2.)-1.0+SK0**2/8.) 
 WRITE (*,*) '  HTA/XL-fixed =   ',DLHTA    
C      WRITE (*,*) '  HTA/XL-hing=   ',DHTAL2 
C 
C     RIBBON HINGED  
C 
 Q=Q/2. 
C     NEW ESTIMATION OF CABLE FORCE        
      A=(PI**2/G+BK+1.)/2. 
 C=Q*BK 
 Z=-A+DSQRT(A**2+C) 
C      MAXIMUM SPAN BENDING MOMENT (HALF LOADED BEAM) 
 
C     DIMENSIONLESS  MOMENT EVALUATION 
      DSK=DSQRT(G*(Z+1.)) 
      DMDL1=-((8.*(Q-Z))/(G*(Z+1.)))*(DCOSH(DSK/4.)/DCOSH(DSK/2.)-1.) 
      DMDL2=-(8.*Q/(G*(Z+1.)))*(1./DCOSH(DSK/4.)-1.) 
 DMTOT=DMDL1+DMDL2 
      GMOM0=GL*XL**2/8.0 
      SPANMAXMOM=DMTOT*GMOM0 
      COMPHING=(GLV-PL)*XL/(8.0*B) 
      COMPHINGRATIO=COMPHING/(HG-HV) 
      DMSPANRATIO=(8.0*SPANMAXMOM)/(PL*XL**2) 
      HP0=Z0*HG 
      HP0ol=(Z0+1)*HG 
 WRITE (*,*) '                Hp-hing =',HP0 
 WRITE (*,*) '                Hp-hingol=',HP0ol 
 WRITE (*,*) '                maxMspan  =',SPANMAXMOM 
      WRITE (*,*) '                Compression-hing =',COMPHING 
C     DIMENSIONLESS  MAXIMUM DEFLECTION 
      DHDL1=(8.*B*(Q-Z)/((Z+1.)*DSK*2))*(DCOSH(DSK/4.)/DCOSH(DSK/2.) 
 1-1.+3.*DSK**2/32.) 
 DHDL2=(8.*B*Q/((Z+1.)*DSK**2))*(1./DCOSH(DSK/4.)-1.+DSK**2/32.) 
      DHMAX=DHDL1+DHDL2 
 WRITE (*,*) '                HTA/XL-max-hinged   ',DHMAX    
      WRITE (*,*) '   ' 
C 
      GO TO 1 
      STOP 
      END 
C 
C      
      SUBROUTINE SOLVE (Z0,G,Q,RR,SBK,B,Z) 
      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
      DO 40 K=1,100 
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 Z1=Z0-(K/100.)*Z0 
 Z2=Z0-((K+1)/100.)*Z0 
      SK1=DSQRT((Z1+1.0)*G) 
      SK2=DSQRT((Z2+1.0)*G) 
C    
      RECON1=Z1*(Z1+1.)*RR*SBK/(8.0*(Q-Z1)) 
 1-1.0/SK1**2+1.0/(2.0*SK1*DTANH(SK1/2.))-1.0/12.0 
      RECON2=Z2*(Z2+1.)*RR*SBK/(8.0*(Q-Z2)) 
 1-1.0/SK2**2+1.0/(2.0*SK2*DTANH(SK2/2.))-1.0/12.0 
C 
      POINT=RECON1*RECON2 
      IF (POINT) 50,50,40  
40    CONTINUE 
50    AAA=DABS(RECON1)*DABS(Z1-Z2)/(DABS(RECON1)+DABS(RECON2)) 
      Z=Z1-AAA 
      RETURN 
 END 
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