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          ΔΙΑΓΩΓΗ 

 

  Σν αληηθείκελν ηεο ελ ιφγσ δηπισκαηηθήο εξγαζίαο είλαη ε αλαθνξά δηαθφξσλ 

ζεσξεκάησλ γηα ηελ χπαξμε ησλ νξζνγψλησλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ. Αθνινπζεί κηα 

ηζηνξηθή αλαδξνκή: 

  Σν 1779 , ν L .Euler έζεζε έλαλ απιφ καζεκαηηθφ γξίθν ,ιεγφκελν σο ην 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ ΣΩΝ 36 ΑΞΗΩΜΑΣΗΚΩΝ.36 αμησκαηηθνί επηιεγκέλνη απφ έμη 

δηαθνξεηηθνχο ηεξαξρηθνχο βαζκνχο θαη έμη δηαθνξεηηθψλ ηαγκάησλ ζηξαηνχ(έλαλ 

απφ θάζε ηεξαξρηθφ βαζκφ απφ θάζε ηάγκα)πξέπεη λα ηνπνζεηεζνχλ ζε έλα 

ηεηξάγσλν έηζη ψζηε ζε θάζε νξηδφληηα θαη θάζεηε γξακκή λα ππάξμνπλ έμη 

αμησκαηηθνί απφ θάζε βαζκφ θαη θάζε ηάγκα. Καηαγξάθνληαο κνλάρα ηνπο βαζκνχο 

ησλ αμησκαηηθψλ ην ηεηξάγσλν πνπ απνθηάηαη είλαη έλα Λαηηληθφ ηεηξάγσλν. 

Καηαγξάθνληαο κφλν ηα ηάγκαηα είλαη θαη πάιη έλα Λαηηληθφ ηεηξάγσλν . Αιιά ηα 

δχν Λαηηληθά ηεηξάγσλα φηαλ ππεξηεζνχλ ,  ηα δεπγάξηα δελ είλαη φια δηαθνξεηηθά 

κεηαμχ ηνπο , άξα δελ είλαη νξζνγψληα. Ο Euler θαηάθεξε λα θαηαζθεπάζεη δεχγε 

νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ γηα θάζε ηάμε πεξηηηνχ βαζκνχ θαη γηα θάζε 

ηάμε δηαηξέζηκε κε ην ηέζζεξα αιιά δελ θαηάθεξε λα θαηαζθεπάζεη θαλέλα δεχγνο 

νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο 4θ+2 , θ≥0 φπνπ θ-αθέξαηνο. Πξνέβιεςε 

ινηπφλ πσο δελ ππάξρνπλ νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηέηνηαο ηάμεο. 

  Σν πξφβιεκα απηφ απαζρφιεζε γηα πνιιά ρξφληα ηνπο καζεκαηηθνχο ψζπνπ ην 

1900 ν Tarry εμαληιψληαο φιεο ηηο δπλαηέο ηνπνζεηήζεηο απέδεημε φηη δελ ππάξρεη 

ιχζε ζην πξφβιεκα θαη πσο ε εηθαζία ηνπ Euler είλαη ζσζηή. 

  Πνιχ αξγφηεξα νη R.C.Bose , S.S.Shrikhande θαη E.T.Parker (1960) απέδεημαλ φηη ε 

εηθαζία ηνπ Euler ήηαλ ιαλζαζκέλε γηα φιεο ηεο ηάμεηο n ηεο κνξθήο n=4k+2 εθηφο 

απφ n=2 ή n=6παξέρνληαο κηα θαηαζθεπαζηηθή κέζνδν δεχγνπο νξζνγσλίσλ 

Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ γηα φιεο απηέο ηηο ηάμεηο. Ζ απφδεημή ηνπο ήηαλ καθξνζθειήο 

θαη εκπεξηείρε έλλνηεο απφ ηε ζεσξία ηνπ πεηξακαηηθνχ ζρεδηαζκνχ (experimental 

design). Δληνχηνηο , ππνθίλεζε αδηακθηζβήηεηα ηελ πεξαηηέξσ έξεπλα ζηε δνκή θαη 

ηηο ηδηφηεηεο ησλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ. Άιιν έλα θέληξν ήηαλ ην απμαλφκελν 

ελδηαθέξνλ ζηε ζεσξία ηνπ πεπεξαζκέλνπ πξνβνιηθνχ επηπέδνπ (finite projective 

plane). Σν πνιχ γλσζηφ ζηνλ θφζκν , ηειεπηαία Sudoku , είλαη έλα εηδηθφ Λαηηληθφ 

ηεηξάγσλν. 
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                      Κεθάλαιο 1
ο
 : Λαηινικά Σεηπάγωνα 

 

1.1 .ΟΡΙΜΟ 

  Έλα Λαηηληθφ ηεηξάγσλν ηάμεο n είλαη έλαο πίλαθαο nxn κε αθξηβψο  n δηαθνξεηηθά 

ζχκβνια φπνπ θάζε ζχκβνιν εκθαλίδεηαη κία θνξά ζε θάζε γξακκή θαη κία θνξά ζε 

θάζε ζηήιε. 

  Έλα παξάδεηγκα Λαηηληθνχ ηεηξαγψλνπ ηάμεο 4 θαίλεηαη ζην ζρήκα 1. 

               

                    

  1  2  3  4 

  4  1  2  3 

  3  4  1  2 

  2  3  4  1 

                                                    ρήκα 1 

  Έλαο απιφο ηξφπνο θαηαζθεπήο ελφο Λαηηληθνχ ηεηξαγψλνπ είλαη ε δεκηνπξγία ηεο 

πξψηεο γξακκήο ηνπνζεηψληαο ηα ζχκβνια ζε ηπραία ζεηξά , θαη έπεηηα ε κεηάζεζε 

ηεο πξψηεο γξακκήο πξνο ηα δεμηά (ή ηα αξηζηεξά) θαηά 1,2,…,n-1 ζέζεηο ψζηε λα 

δεκηνπξγεζνχλ θαη νη ππφινηπεο n-1 γξακκέο. 

  Έλα ιαηηληθφ ηεηξάγσλν ζα ιέκε φηη είλαη ζε θαλνληθή κνξθή αλ ε πξψηε ηνπ 

γξακκή θαη ζηήιε είλαη ζε θπζηθή ζεηξά. Μπνξνχκε εχθνια λα θαλνληθνπνηήζνπκε 

έλα Λαηηληθφ ηεηξάγσλν κε αληηκεηαζέζεηο ησλ γξακκψλ θαη ησλ ζηειψλ ηνπ. Γηα 

παξάδεηγκα ην Λαηηληθφ ηεηξάγσλν ηνπ ζρήκαηνο 1 θαίλεηαη θαλνληθνπνηεκέλν ζην 

ζρήκα 2 , αθνχ αληηκεηαζέζακε ηε 2
ε
 

γξακκή κε ηε 4
ε
. 

                                                   

 

 

 

                                                                  ρήκα 2 
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 1  2   3  4  

 2  3  4  1 

 3  4  1  2 

 4  1  2  3 



1.2 . ΛΑΣΙΝΙΚΑ ΟΡΘΟΓΩΝΙΑ 

 

  Θεσξνχκε ην ζχλνιν S κε ηα n–ζηνηρεία  1,2,…, n . Έλα Λαηηληθφ νξζνγψλην κε 

ζηνηρεία 1,2,…,n είλαη έλαο rxn πίλαθαο  

                                                    Α=( )    ,   i=1,2,…,r 

                                                                        j=1,2,…,n 

   κε ηελ απαίηεζε θάζε γξακκή ηνπ Α λα είλαη κηα κεηάζεζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ S θαη 

θάζε ζηήιε ηνπ Α είλαη κία r-κεηάζεζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ S. Πξνθαλψο , θάζε ζηήιε 

ζα πεξηέρεη δηαθνξεηηθά ζηνηρεία θαη αθφκε  r≤n. 

  Έλα Λαηηληθφ νξζνγψλην είλαη ζε θαλνληθή κνξθή αλ ε πξψηε ηνπ γξακκή είλαη ε  

1,2,…,n. Αλ L(r,n) είλαη ην πιήζνο ησλ rxn Λαηηληθψλ νξζνγσλίσλ θαη  K(r,n) ην 

πιήζνο ησλ Λαηηληθψλ νξζνγσλίσλ ζε θαλνληθή κνξθή ηφηε πξνθαλψο       

L(r,n)=n!K(r,n). 

 Σα 2xn νξζνγψληα ζε θαλνληθή κνξθή ζπκπίπηνπλ  κε ηηο αλαδηαηάμεηο ησλ n 

αληηθεηκέλσλ θη έρνπκε K(2,n)=  

 Δπίζεο νη αξηζκνί   ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ δεπγψλ ηνπ Lucas κεηξνχλ ηα 

3xn Λαηηληθά νξζνγψληα κε δχν πξψηεο γξακκέο  

                                                     

 Μία απιή αλαθνξά γίλεηαη ζην φηη νη Erdos-Kaplansky(1946) βξήθαλ ηνλ 

παξαθάησ αζπκπησηηθφ ηχπν: 

                   Αλ  r<    ηφηε  L(r,n)  

           Καη έθαλαλ ηελ εηθαζία φηη ν ηχπνο ηζρχεη θαη γηα r<  , πξάγκα ην νπνίν                                                                 

           απέδεημε ν Yamamoto ην 1951. 

 Αλ r=n ην ιαηηληθφ νξζνγψλην νλνκάδεηαη Λαηηληθφ ηεηξάγσλν ηάμεο n. 

 

    Σίζεηαη ινηπφλ ην εξψηεκα  : 

 Αλ έρνπκε έλα  rxn ιαηηληθφ νξζνγψλην ηφηε κπνξνχκε λα ην επεθηείλνπκε ζε έλα 

(r+1)xn Λαηηληθφ νξζνγψλην θαη αλ επαλαιάβνπκε ηε δηαδηθαζία ζε έλα nxn 

Λαηηληθφ ηεηξάγσλν? 
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  Ζ απάληεζε είλαη φηη απηφ γίλεηαη πάληα ,πξάγκα ην νπνίν πξνθχπηεη ζαλ άκεζε 

ζπλέπεηα ηνπ ζεσξήκαηνο  ηνπ γάκνπ ηνπ P.Hall. 

         ΘΔΩΡΖΜΑ  P.Hall 

  Μία αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα λα έρεη ιχζε ην πξφβιεκα ηνπ γάκνπ είλαη 

θάζε ζχλνιν θ αγνξηψλ λα γλσξίδεη (αζξνηζηηθά) ηνπιάρηζηνλ θ θνξίηζηα (1≤k≤m) 

φπνπ  m ην πιήζνο ησλ αγνξηψλ. 

  Σν πξφβιεκα ηνπ γάκνπ: Αλ έρνπκε έλα πεπεξαζκέλν ζχλνιν αγνξηψλ θαη θάζε 

αγφξη γλσξίδεη νξηζκέλα θνξίηζηα πνηνπο πεξηνξηζκνχο πξέπεη λα έρνπκε ψζηε λα 

θαηαθέξνπκε ηα αγφξηα λα παληξεπηνχλ φια έηζη ψζηε θάζε αγφξη λα παληξεπηεί 

γλσζηφ ηνπ θνξίηζη? 

   Ζ θαηαζθεπή απηή καο δίλεη έλα φρη θαιφ θάησ θξάγκα γηα ην πιήζνο  ησλ 

Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο n. 

  Τπάξρνπλ n! ην πιήζνο 1xn Λαηηληθά νξζνγψληα. Σν θαζέλα απφ απηά κπνξεί λα 

επεθηαζεί κε ηνπιάρηζηνλ (n-1)! ηξφπνπο ζε ιαηηληθφ νξζνγψλην 2xn. Άξα ππάξρνπλ 

ηνπιάρηζηνλ n!(n-1)! Λαηηληθά νξζνγψληα ηάμεο 2xn. Σν επηρείξεκα απηφ 

επαλαιακβάλεηαη θαη θηάλνπκε ζην φηη : 

                                     ≥n!(n-1)! … 1! 

 Αλ ζπκβνιίζνπκε κε   ην πιήζνο ησλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ n ηάμεο κε ηελ 

πξψηε γξακκή θαη ζηήιε ζε θαλνληθή κνξθή έρνπκε : 

                                     ≥(n-2)!(n-3)! … 1! 
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1.3 .ΠΛΗΘΟ ΛΑΣΙΝΙΚΩΝ ΣΔΣΡΑΓΩΝΩΝ 

 

Σν πιήζνο ησλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο n είλαη n!(n-1)! θνξέο ην πιήζνο ησλ 

θαλνληθνπνηεκέλσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ. Ο παξαθάησ πίλαθαο καο πιεξνθνξεί 

γηα ηνλ αθξηβή αξηζκφ ησλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ζε θαλνληθή κνξθή κέρξη θαη 

ηάμεο 10. 

 

                                                     ΠΗΝΑΚΑ  1 

 

Παρατηροφμε λοιπόν ότι το πλήθοσ των Λατινικών τετραγώνων ςε κανονική μορφή 

αυξάνεται δραματικά όςο αυξάνεται η τάξη n. 

 

 

 

1.4 .ΔΙΓΗ ΛΑΣΙΝΙΚΩΝ ΣΔΣΡΑΓΩΝΩΝ 

  Σα είδε ησλ ιαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ είλαη ηα εμήο : 

 Γιαγώνιο Λαηινικό ηεηπάγωνο(diagonal Latin square) ηάμεο n είλαη έλα 

ιαηηληθφ ηεηξάγσλν ζην νπνίν θαλέλα ζχκβνιν δελ εκθαλίδεηαη πάλσ απφ κία 

θνξά ζε νπνηαδήπνηε απφ ηηο δχν θχξηεο δηαγσλίνπο ηνπ. 

 Γχν ιαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο n νλνκάδνληαη οπθογώνια (orthogonal Latin 

squares) εάλ ε ππέξζεζή ηνπο απνηειείηαη απφ  δηαθνξεηηθά δεχγε 

ζπκβφισλ ή παξφκνηα εάλ ε ππέξζεζή ηνπο πεξηιακβάλεη φινπο ηνπο  

δπλαηνχο                                                                                                          8 

n Καλνληθνπνηεκέλα ιαηηληθά                    

ηεηξάγσλα ηάμεο n     

             Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο n 

 1                            1                                      1 

 2                            1                                      2 

 3                            1                                     12 

 4                            4                                    576 

 5                          56                                 161280 

 6                        9408                              812851200 

 7                   16942080                          61479419904000 

 8               535281401856                  1087760324590829566800 

 9           377597570964258816           5524751496156892842531225600 

10    7580721483160132811489280  9982437658213039871725064756920320000 



 

ζπλδπαζκνχο  ησλ ζπκβφισλ ησλ δχν Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ. 

 K>2 Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο n νλνκάδνληαη αμοιβαίωρ οπθογώνια 

(mutually orthogonal Latin squares) εάλ είλαη αλά δχν νξζνγψληα.                                                                                

 Οπθογώνιο Λαηινικό ηεηπάγωνο με ηον εαςηό ηος (self-orthogonal 

Latin square) είλαη έλα Λαηηληθφ ηεηξάγσλν νξζνγψλην κε ηνλ αλάζηξνθφ 

ηνπ. 

 Έλα διπλό οπθογώνιο Λαηινικό ηεηπάγωνο με ηον εαςηό ηος (double 

self-orthogonal Latin square)είλαη έλα Λαηηληθφ ηεηξάγσλν νξζνγψλην κε 

ηνλ αλάζηξνθφ ηνπ θαη κε ηνλ αλάζηξνθν ηνπ αλάζηξνθνχ ηνπ. Έλα δηπιφ 

νξζνγψλην Λαηηληθφ ηεηξάγσλν κε ηνλ εαπηφ ηνπ είλαη ηαπηφρξνλα θαη 

δηαγψλην Λαηηληθφ ηεηξάγσλν. 

 Σέλειο Λαηινικό ηεηπάγωνο (perfect Latin square) ηάμεο   ,είλαη έλα 

δηαγψλην Λαηηληθφ ηεηξάγσλν ηάμεο  νπνίν θάζε ζχκβνιν εκθαλίδεηαη 

κία θνξά ζε θάζε θχξην ππνηεηξάγσλν. 

 

  Σν ππνηεηξάγσλν   ελφο ιαηηληθνχ ηεηξαγψλνπ ηάμεο  νξίδεηαη σο έλα nxn 

ηεηξάγσλν ηνπ νπνίνπ ην πάλσ αξηζηεξά θειί έρεη ζπληεηαγκέλεο (i,j). 

  To θχξην ππνηεηξάγσλν   νξίδεηαη σο ην ππνηεηξάγσλν γηα ην νπνίν ηζρχεη 

i=0modn θαη j=0modn 

  Σν πνιχ γλσζηφ ζε φινπο Sudokuείλαη έλα ηέιεην Λαηηληθφ ηεηξάγσλν ηάμεο 9 ή 

ζπαληφηεξα 16 ζην νπνίν φκσο δελ είλαη πξνυπφζεζε ε κε εκθάληζε θαλελφο 

πάλσ απφ κία θνξά ζε νπνηαδήπνηε απφ ηηο δχν θχξηεο δηαγσλίνπο ηνπ. 

  Δπίζεο ηα νξζνγψληα ιαηηληθά ηεηξάγσλα νλνκάδνληαη θαη Δλληνο-Λαηινικά 

ηεηξάγσλα(Graecolatin square). Έζησ φηη έρνπκε δχν νξζνγψληα Λαηηληθά 

ηεηξάγσλα . Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ζην δεχηεξν απφ απηά ηα κηθξά γξάκκαηα ηνπ 

Διιεληθνχ αιθάβεηνπ θαη γξάςνπκε ηα δχν ηεηξάγσλα καδί ,ηφηε απηφ πνπ 

πξνθχπηεη είλαη ην Διιελν-ιαηηληθφ ηεηξάγσλν. 
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  Σα δχν νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα είλαη :   

 

       Α          B          C          D                                  A          D          C          B 

       Β           Α         D          C                                  C          B           A         D 

       C           D         A          B                                  B          C           D         A 

       D           C         B          A                                  D          A           B         C 

 

 

 

Γίλεηαη παξαθάησ ην Διιελν-ιαηηληθφ ηεηξάγσλν πνπ ζρεκαηίδεηαη απφ ηα 

πξνεγνχκελα ιαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 4 : 

 

                                      Aα          Bδ          Cγ          Dβ 

                                      Bγ          Aβ          Dα          Cδ 

                                      Cβ          Dγ          Aδ          Bα 

                                      Dδ          Cα          Bβ          Aγ 

 

  Αλ ην πξφβιεκα ηνπ Euler αθνξνχζε 16 αμησκαηηθνχο , 4 απφ θάζε εζληθφηεηα 

θαη απφ θάζε βαζκφ , ην παξαπάλσ Διιελν-ιαηηληθφ ηεηξάγσλν ζα ήηαλ ν 

δεηνχκελνο ζρεκαηηζκφο  , φπνπ ζηα έζλε γηα παξάδεηγκα έρνπκε αληηζηνηρίζεη 

ηα ιαηηληθά γξάκκαηα θαη ζηνπο βαζκνχο ηα ειιεληθά γξάκκαηα. 
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               Κεθάλαιο 2
ο
 : Οπθογώνια Λαηινικά Σεηπάγωνα 

 

2.1 .ΟΡΙΜΟ ΟΡΘΟΓΩΝΙΩΝ ΛΑΣΙΝΙΚΩΝ ΣΔΣΡΑΓΩΝΩΝ 

  Γχν Λαηηληθά ηεηξάγσλα κε ηνλ ίδην αξηζκφ γξακκάησλ ,ζα ιέγνληαη (ακνηβαία) 

οπθογώνια (mutually orthogonal) ,αλ ζηηο ζέζεηο φπνπ ζην πξψην ηεηξάγσλν είλαη 

έλα ζπγθεθξηκέλν γξάκκα , ζην δεχηεξν  βξίζθνληαη φια ηα γξάκκαηα. 

 Έλα παξάδεηγκα νξζνγψλησλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο 3 θαίλεηαη ζην ζρήκα  3.  

 

 

                                                                                                   

                                                          

 

                     

                                                      Τπέξζεζε  ,     

 

  

                                                  

                                                                          ρήκα  3. 

 

 

2.2 .ΤΠΑΡΞΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΩΝ ΛΑΣΙΝΙΚΩΝ ΣΔΣΡΑΓΩΝΩΝ 

 Σάξη 1 : Σν κνλαδηθφ Λαηηληθφ ηεηξάγσλν ηάμεο 1 είλαη νξζνγψλην κε ηνλ 

εαπηφ ηνπ  (self-orthogonal) αιιά δελ παξνπζηάδεη θακία πξαθηηθή ζεκαζία. 

 Σάξη 2 : Οξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 2 δελ ππάξρνπλ . Τπάξρνπλ  
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 1  2  3 

 3  1  2 

 2  3  1 

 1  2  3 

 2  3  1 

 3  1  2 

(1,1) (2,2) (3,3) 

(2,3) (3,1) (1,2) 

(3,2) (1,3) (2,1) 



δχν Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 2 ην θαη ην πνπ φκσο δελ     

είλαη νξζνγψληα κεηαμχ ηνπο δηφηη ε ππέξζεζή ηνπο δελ ζρεκαηίδεη ηα (1,1) 

θαη (2,2). 

 Σάξη n (φπνπ n–πεξηηηφο) : Τπάξρνπλ Λαηηληθά ηεηξάγσλα πεξηηηήο ηάμεο 

θαη είλαη γεληθά εχθνιν λα θαηαζθεπαζηνχλ. 

 Σάξη 6 : Όπσο έγηλε αλαθνξά θαη ζηελ εηζαγσγή , ν Euler απφ ην 1779 

πξνέβιεςε φηη δελ ππάξρνπλ Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 6 θαη ε εηθαζία ηνπ 

ηεθκεξηψζεθε ην 1900 απφ ηνλ G.Tarry. 

 Σάξη n (φπνπ n-άξηηνο θαη δηάθνξνο ηνπ 2 θαη ηνπ 6) : Έρεη απνδεηρζεί ε 

χπαξμε Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηέηνηαο ηάμεο αιιά είλαη θαη γεληθά δχζθνιε 

ε θαηαζθεπή ηνπο. 

 

 

 

2.3 .ΟΡΘΟΓΩΝΙΑ ΛΑΣΙΝΙΚΑ ΣΔΣΡΑΓΩΝΑ ΣΑΞΗ κ ΚΑΙ ΒΙΒ 

ΥΔΓΙΑΜΟΙ 

 

 

  Σα ακνηβαία νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα κπνξνχλ πάληνηε λα γξαθνχλ 

ζε θαλνληθή κνξθή ρσξίο λα δηαηαξαρζεί ε ζρέζε νξζνγσληφηεηαο. Πξάγκαηη 

αξθεί λα κεηνλνκάζνπκε ηα γξάκκαηα ηνπ ελφο κε ην άιιν , έηζη ψζηε ζηελ 

πξψηε γξακκή λα είλαη ηα γξάκκαηα κε αιθαβεηηθή ζεηξά. Π.ρ.  γηα λα 

κεηαηξέςνπκε ζε θαλνληθή κνξθή ηα ακνηβαία νξζνγψληα Λαηηληθά 

ηεηξάγσλα πνπ δίλνληαη παξαθάησ θάλνπκε ζην πξψην ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ : 

 

               C→A    ,  D→B   , A→C   ,  B→D    ,  E→E 

 

Καη ζην δεχηεξν κεηαζρεκαηηζκφ : 

  

              A→A    ,  D→B    ,  C→C   , E→D     ,  B→E 

 

 

C      D      A      B      E                                     A      D      C      E      B 

D      A      B      E      C                                     C      E      B      A      D 

A      B      E      C      D                                     B      A      D      C      E 

B      E      C      D      A                                     D      C      E      B      A 

E      C      D      A      B                                     E      B      A      D      C 
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Σα κεηαζρεκαηηζκέλα ηψξα ζε θαλνληθή κνξθή νξζνγψληα κεηαμχ ηνπο 

Λαηηληθά ηεηξάγσλα είλαη : 

 

 

 

A      B      C      D      E                                  A      B      C      D      E 

B      C      D      E      A                                  C      D      E      A      B 

C      D      E      A      B                                  E      A      B      C      D 

D      E      A      B      C                                  B      C      D      E      A 

E      A      B      C      D                                  D      E      A      B      C 

 

 

   Σν πξφβιεκα ησλ 36 αμησκαηηθψλ ζρεηίδεηαη κε ηελ χπαξμε νξζνγψλησλ 

Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ . Αλ ππήξρε ιχζε ζην πξφβιεκα θαη ζπκβνιίζνπκε 

ηηο εζληθφηεηεο θαη ηνπο βαζκνχο ησλ έμη αμησκαηηθψλ  κε γξάκκαηα , ηφηε ζα 

παίξλακε δχν Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 6 νξζνγψληα κεηαμχ ηνπο. Ζ κε 

χπαξμε ιχζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ 36 αμησκαηηθψλ απνδεηθλχεη επνκέλσο 

φηη δελ ππάξρνπλ νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 6. Σίζεηαη ινηπφλ ην 

εξψηεκα   :    «Πφζα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο θ ππάξρνπλ , ηέηνηα ψζηε 

αλά δχν λα είλαη ακνηβαία νξζνγψληα ?» 

  Σν παξαθάησ ζεψξεκα ζρεηίδεηαη άκεζα κε απηφ ην εξψηεκα.           

 

 

ΘΔΩΡΗΜΑ   1 

Τπάξρνπλ ην πνιχ θ-1 νξζνγψληα κεηαμχ ηνπο αλά δχν Λαηηληθά ηεηξάγσλα 

ηάμεο θ. 

 

Απόδειξη: 

 

Έζησ φηη ππάξρνπλ θ δηαθεθξηκέλα νξζνγψληα κεηαμχ ηνπο αλά δχν Λαηηληθά 

ηεηξάγσλα ηάμεο θ , ηα νπνία ζπκβνιίδνληαη ,  ,…,   . 

Μεηαζρεκαηίδνπκε πξψηα ηα ηεηξάγσλα (αλ ρξεηάδεηαη) , έηζη ψζηε λα είλαη 

ζε θαλνληθή κνξθή θαη κεηνλνκάδνπκε ηα γξάκκαηα ψζηε λα αληηζηνηρνχλ 

ζηνπο αξηζκνχο  1,2,3,…,θ .Έηζη ζε θαζέλα απφ ηα ηεηξάγσλα ζηε ζέζε (1,j) 

ζα ππάξρεη ν αξηζκφο j . Σα θ ηεηξάγσλα είλαη αλά δχν νξζνγψληα θαη ζηε 

ζέζε (1,1) έρνπλ ηνλ αξηζκφ 1 . Άξα ζηε ζέζε (2,1) ζα πξέπεη λα ππάξρεη 

αξηζκφο δηάθνξνο ηνπ 1 ζε νπνηνδήπνηε απφ ηα Λαηηληθά ηεηξάγσλα , δηφηη 

αιιηψο ζα ππήξρε ην ίδην ζχκβνιν ζηελ πξψηε ζηήιε. 

  Θα δείμνπκε ηψξα φηη ζηε ζέζε (2,1) πξέπεη λα ππάξρνπλ δηαθνξεηηθά 

ζχκβνια . Αο ππνζέζνπκε αληίζεηα φηη ηα ηεηξάγσλα   θαη   έρνπλ ζηε 

ζέζε (2,1) ηνλ ίδην αξηζκφ , έζησ ηνλ ι. Σα ίδηα ηεηξάγσλα φκσο έρνπλ ζηε  
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ζέζε (1,ι) ηνλ αξηζκφ ι ιφγσ ηεο ηνπνζέηεζήο ηνπο. Δπνκέλσο ζε δχν απφ ηηο 

ζέζεηο ηνπ ηεηξαγψλνπ  ζηηο νπνίεο ππάξρεη ην ι , ζην άιιν  δε 

βξίζθνληαη δηαθνξεηηθά ζχκβνια , φπσο φθεηιαλ ιφγσ ηεο νξζνγσληφηεηαο . 

  Άξα φια ηα ηεηξάγσλα έρνπλ ζηε ζέζε (2,1) δηαθνξεηηθά ζχκβνια . Σα 

ηεηξάγσλα φκσο είλαη ζε πιήζνο θ , ελψ ηα δηαζέζηκα ζχκβνια είλαη θ-1 (ηα 

δηάθνξα ηνπ 1) . Απφ ηελ αξρή ηεο θαηαζθεπήο πξνθχπηεη ηψξα φηη ζα 

ππάξρνπλ δχν ηεηξάγσλα κε ην ίδην ζχκβνιν ζηε ζέζε (2,1) , ην νπνίν είλαη 

άηνπν φπσο απνδείρζεθε πξηλ. Δπνκέλσο δελ ππάξρνπλ θ αλά δχν νξζνγψληα 

Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο θ , άξα ζα ππάξρνπλ κέρξη ην πνιχ θ-1 ,φπσο 

δηαηππψλεηαη ζην ζεψξεκα 1 .                                                                          ▄ 

 

 

Όπσο αλαθέξζεθε ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο φπσο γηα θ=2,6 πνπ δελ ππάξρνπλ 

ακνηβαία νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα . Δχινγν είλαη ινηπφλ ην εξψηεκα 

ζε πνηεο πεξηπηψζεηο ,(γηα πνηα θ δειαδή) κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί ην 

κέγηζην πιήζνο νξζνγσλίσλ αλά δχν Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ πνπ 

θαζνξίζηεθε ζην πξνεγνχκελν ζεψξεκα . Οη ΒΗΒ ζρεδηαζκνί δίλνπλ κία 

απάληεζε ζε απηφ ην εξψηεκα . 

 

 

ΘΔΩΡΗΜΑ  2 

Αλ ππάξρεη ν ( , +k,k+1,k, 1) ΒΗΒ ζρεδηαζκφο , ηφηε ππάξρνπλ θ-1 

νξζνγψληα αλά δχν Λαηηληθά ηεηξάγσλα θαη αληίζηξνθα . 

 

 

Απόδειξη : 

 

Γηα ηελ απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο , πεξηγξάθνπκε ηελ θαηαζθεπή ησλ θ-1 

νξζνγσλίσλ αλά δχν Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ απφ ηνλ ΒΗΒ ζρεδηαζκφ πνπ 

δφζεθε ζηε δηαηχπσζε ηνπ ζεσξήκαηνο. 

  Ζ χπαξμε απηνχ ηνπ ζρεδηαζκνχ , ηζνδπλακεί κε ηελ χπαξμε ηνπ 

πεπεξαζκέλνπ αθθηληθνχ ή νκνπαξαιιειηθνχ επηπέδνπ ηάμεο θ. Σν επίπεδν 

απηφ έρεη θ+1 δέζκεο παξαιιήισλ γξακκψλ , θάζε κία απφ ηηο νπνίεο έρεη 

απφ θ παξάιιειεο γξακκέο . Δπεηδή θάζε γξακκή πεξηέρεη αθξηβψο θ ζεκεία , 

έρνπκε φηη θ παξάιιειεο γξακκέο θάζε δέζκεο ζα πεξηέρνπλ φια ηα  

δηαθνξεηηθά ζεκεία ηνπ επηπέδνπ ηάμεο θ . 

  Θεσξνχκε ζηελ ζπλέρεηα κία απφ ηηο δέζκεο θαη αληηζηνηρνχκε ην γξάκκα Α 

ζε φια ηα ζεκεία ηεο πξψηεο γξακκήο , ην γξάκκα Β ζε φια ηα ζεκεία ηεο 

δεχηεξεο γξακκήο , ην C ζηα ζεκεία ηεο ηξίηεο γξακκήο θ . ι . π . έσο ην Κ 

ζηα ζεκεία ηεο θ-ηάμεο γξακκήο . ηελ ζπλέρεηα αληηζηνηρνχκε ζηα ζεκεία  
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ησλ άιισλ δεζκψλ ηα ζεκεία κε ηα γξάκκαηα πνπ θαζνξίζηεθαλ πξηλ . Με 

ηνλ ηξφπν απηφ απφ θάζε δέζκε ζα ζρεκαηηζζεί έλα ηεηξάγσλν κε ηα πξψηα θ 

γξάκκαηα ηνπ Λαηηληθνχ αιθαβήηνπ . Απφ ηα θ ηεηξάγσλα πνπ ζα 

ζρεκαηηζζνχλ έηζη ηα θ-1 ζα είλαη ηα δεηνχκελα νξζνγψληα αλά δχν ιαηηληθά 

ηεηξάγσλα ελψ ην έλα είηε ζα ηαπηίδεηαη κε θάπνην απφ ηα άιια , είηε δε ζα 

είλαη θαλ Λαηηληθφ ηεηξάγσλν αθνχ ζα έρεη ζε θάζε ζηήιε αθξηβψο ην ίδην 

γξάκκα .                                                                                                            ▄ 

 

 

Παπάδειγμα  1 

  Θα εθαξκφζνπκε ηελ πξνεγνχκελε θαηαζθεπή ζηελ πεξίπησζε θ=3 . 

 

Λύζη : 

 

  Θεσξνχκε ηνλ (9,12,4,3,1) ΒΗΒ ζρεδηαζκφ : 

 

               ={1,2,3}                     ={2,5,8}               ={3,4,8} 

 

              ={4,5,6}                      ={3,6,9}               ={1,6,8} 

 

              ={7,8,9}                      ={1,5,9}               ={3,5,7} 

 

              ={1,4,7}                      ={2,6,7}               ={2,4,9} 

 

Οη παξάκεηξνη ηνπ ζρεδηαζκνχ απηνχ ηαπηίδνληαη κε ηηο παξακέηξνπο ηνπ 

αθθηληθνχ επηπέδνπ ηάμεο 3 . Γηαπηζηψλεηαη εχθνια φηη νη δέζκεο ησλ 

παξαιιήισλ γξακκψλ ηνπ είλαη : 

 

 

                1     2     3                   1     4     7                1     5     9                    1     6     8   

                4     5     6                   2     5     8                2     6     7                    3     5     7 

                7     8     9                   3     6     9                3     4     8                    2     4     9 
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χκθσλα κε ηα πξνεγνχκελα ζηνπο αξηζκνχο 1,2,3,…,9 αληηζηνηρνχλ κε ηελ ζεηξά 

ηα γξάκκαηα 

                     

                                A     B     C     C     A     B     B     C     A 

 

Άξα νη παξαπάλσ δέζκεο ζα δψζνπλ αληίζηνηρα ηα ηεηξάγσλα : 

 

   A     B     C                  A     B     C                                                       

   C     A     B                  C     A     B                                                       

   B     C     A                  B     C     A                                                      

 

Ζ Σξίηε δέζκε δελ αληηζηνηρεί ζε Λαηηληθφ ηεηξάγσλν.                                           ▄ 

 

Σψξα ζα αζρνιεζνχκε κε ηελ αληίζηξνθε θαηαζθεπή  , ηελ θαηαζθεπή δειαδή ελφο 

ΒΗΒ ζρεδηαζκνχ απφ ηελ χπαξμε θ-1 νξζνγψλησλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ. Όπσο 

πξνθχπηεη απφ ηα πξνεγνχκελα ν ζρεδηαζκφο ζα πεξηέρεη  ζχκβνια πνπ κπνξνχκε 

λα ζεσξήζνπκε φηη είλαη νη πξψηνη  θπζηθνί αξηζκνί . ρεκαηίδνπκε ηα πξψηα θ 

κπινθ ηνπ δεηνχκελνπ ζρεδηαζκνχ , ζεσξψληαο φηη ην πξψην πεξηέρεη ηνπο πξψηνπο 

θ αξηζκνχο , ην δεχηεξν ηνπο επφκελνπο θ . ι . π . Σα επφκελα θ κπινθ ζρεκαηίδνληαη 

σο εμήο : ην πξψην ζεσξνχκε φηη είλαη ηα ζχκβνια πνπ αθήλνπλ ππφινηπν 1 ζηε 

δηαίξεζε κε ην θ , ζην δεχηεξν φζα αθήλνπλ ππφινηπν 2 , θ . ν . θ . 

Γηα ηα ππφινηπα κπινθ ρξεζηκνπνηνχκε ηα δνζκέλα Λαηηληθά ηεηξάγσλα . Πξάγκαηη 

επηζέηνληαο θάζε έλα απφ ηα νξζνγψληα αλά δχν Λαηηληθά ηεηξάγσλα ζην ηεηξάγσλν 

πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα θ πξψηα κπινθ πνπ ήδε έρνπκε ζρεκαηίζεη νξίδνπκε ηα κπινθ 

ζεσξψληαο φηη πεξηέρνπλ εθείλα ηα ζχκβνια πνπ αληηζηνηρνχλ ζην ίδην γξάκκα . 

  Ζ θαηαζθεπή θαίλεηαη ζην παξαθάησ παξάδεηγκα : 
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Παπάδειγμα  2 

  Θα εθαξκφζνπκε ηελ πξνεγνχκελε θαηαζθεπή γηα θ=4 απηή ηε θνξά . Θα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα ηελ θαηαζθεπή ηα ηξία ακνηβαία νξζνγψληα Λαηηληθά 

ηεηξάγσλα ηάμεο 4 : 

 

    A     B     C     D                           A     D     C     B                         A     C     D     B 

    B     A     D     C                           C     B     A     D                         B     D     C     A 

    C     D     A     B                           B     C     D     A                         C     A     B     D 

    D     C     B     A                           D     A     B     C                         D     B     A     C 

 

ρεκαηίδνπκε πξψηα ηα 8 κπινθ ηνπ ζρεδηαζκνχ φπσο γξάςακε πξνεγνπκέλσο : 

          : 1      2      3    4                              : 1   5    9    13 

          : 5      6     7     8                             : 2   6   10   14 

          : 9     10   11   12                             : 3   7   11   15 

          : 13   14   15   16                             : 4   8   12   16 

 

Δπηζέηνληαο ηψξα ην ηεηξάγσλν ησλ 16 αξηζκψλ πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα πξψηα ηέζζεξα 

κπινθ ζην πξψην απφ ηα ηξία Λαηηληθά ηεηξάγσλα , ζρεκαηίδνληαη άιια ηέζζεξα 

κπινθ ηνπ ζρεδηαζκνχ . Πξάγκαηη παξαηεξνχκε φηη ζηηο ζέζεηο πνπ ππάξρνπλ ηα Α 

ζην Λαηηληθφ ηεηξάγσλν ππάξρνπλ νη αξηζκνί 1 , 6 , 11 , 16 . Απηνί ζεσξνχληαη φηη 

ζπληζηνχλ ην  . 

  Όκνηα ζηηο ζέζεηο ησλ Β ππάξρνπλ νη αξηζκνί  2 , 5 , 12 , 15 νη νπνίνη ζπληζηνχλ ην 

  θ . ι . π . Δπαλαιακβάλνπκε ην ίδην θαη γηα ηα άιια δχν κπινθ θαη ηειηθά 

έρνπκε : 
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   : 1     6     11     16                   : 1     7     12     14           : 1     8     10     15 

  : 2     5     12     15                   : 4     6      9      15           : 4     5     11     14 

  : 3     8      9      14                   : 3     5     10     16           : 2     7      9      16 

  : 4     7     10     13                   : 2     8     11     13          : 3     6     12     13 

 

  εκεηψλνπκε φηη ζα βξίζθακε ηνλ ίδην ζρεδηαζκφ αλ επηζέηακε ηα Λαηηληθά 

ηεηξάγσλα ζην ηεηξάγσλν πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα κπινθ   ,  ,  ,  .                  ▄ 

 

   Ζ πξνεγνχκελε κέζνδνο θαηαζθεπήο ΒΗΒ ζρεδηαζκψλ κε ηε βνήζεηα Λαηηληθψλ 

ηεηξαγψλσλ νθείιεηαη ζηνλ Yates . Γη’ απηφ πνιιέο θνξέο αλαθεξφκαζηε ζηνπο 

ζρεδηαζκνχο απηνχο σο ζρεδηαζκνχο ηνπ Yates . 

 

2.4 .ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΑ ΠΟΤ ΥΡΗΙΜΟΠΟΙΟΤΝΣΑΙ ΛΑΣΙΝΙΚΑ 

ΣΔΣΡΑΓΩΝΑ 

 

 Ποδοζθαιπικό ππωηάθλημα 

  Σα Λαηηληθά ηεηξάγσλα κπνξνχλ εχθνια λα παξαζηήζνπλ έλα πνδνζθαηξηθφ 

πξσηάζιεκα κε 2n νκάδεο ζε 2n-1 γχξνπο . Πξάγκαηη νξίδνπκε ηνλ 2n x 2n πίλαθα                  

A=( ) σο εμήο : 

                              =2n   ,   =k             i≠j 

  φπνπ  ε νκάδα i θαη ε νκάδα j ζα παίμνπλ κεηαμχ ηνπο ηελ εκέξα θ (ζηνλ γχξν θ) . 

  Αθνχ θάζε νκάδα δίλεη έλαλ αγψλα ζε θάζε γχξν έπεηαη φηη θάζε γξακκή  (θαη 

ζηήιε) ηνπ Α ζα πεξηέρεη φινπο ηνπο αθέξαηνπο 1,2,…,2n αθξηβψο κία θνξά  , άξα ν 

Α είλαη έλα Λαηηληθφ ηεηξάγσλν . 

  Σν πνδνζθαηξηθφ πξσηάζιεκα κε 2n=8 νκάδεο :  

 

 

                                                                                                                                    18 

 



 

           Ζκέξα  1 :  1 ,     27 ,     36 ,     45 

                        2 :  2 ,     31 ,     47 ,     56 

                        3 :  3 ,     42 ,     51 ,     67 

                        4 :  4 ,     53 ,     62 ,     71 

                        5 :  5 ,     64 ,     73 ,     12 

                        6 :  6 ,     75 ,     14 ,     23 

                        7 :  7 ,     16 ,     25 ,     34 

   

παξίζηαληαη  απφ ην Λαηηληθφ ηεηξάγσλν : 

  

                       8          5          2          6          3          7          4          1 

                       5          8          6          3          7          4          1          2 

                       2          6          8          7          4          1          5          3 

                       6          3          7          8          1          5          2          4 

                       3          7          4          1          8          2          6          5 

                       7          4          1          5          2          8          3          6 

                       4          1          5          2          6          3          8          7 

                       1          2          3          4          5          6          7          8 

   

φπνπ ζέζακε 8 αληί γηα  . Παξαηεξνχκε φηη ε δηαγψληνο είλαη ζηαζεξά ίζε κε 8 θαη 

=  γηα θάζε δεχγνο  i , j , δειαδή έρνπκε ζπκκεηξία σο πξνο ηε δηαγψλην . Αιιά 

θαη αληίζηξνθα , θάζε ζπκκεηξηθφ Λαηηληθφ ηεηξάγσλν ηάμεο 2n κε ζηαζεξή θχξηα 

δηαγψλην κπνξεί λα δψζεη έλα επηιχζηκν πνδνζθαηξηθφ πξσηάζιεκα γηα 2n νκάδεο 

ζε 2n-1 γχξνπο . 
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  Γεσκεηξηθά νη αγψλεο θάζε γχξνπ παξηζηάλνληαη απφ έλα θαλνληθφ n-1-γσλν(ηηο   

n-1 νκάδεο) , φπνπ ζην θέληξν ηνπ ζέηνπκε ηελ n-ζηε νκάδα (ηελ ) 

 

 

                       ·1 

 

7· - - - - - - - - - - - - - - - - -  ·2 

                       ·  

6·  - - - - - - - - - - - - - - - - - ·3 

 

          5· - - - - - - - - ·4 

 

  Οη αγψλεο ηνπ 1
νπ

 γχξνπ είλαη νη 1 θαη νη «θάζεηεο» ρνξδέο ηε δηεχζπλζε απηή 

ησλ 27 , 36 , 45 . Σν ίδην ηζρχεη θαη γηα ηνπο άιινπο γχξνπο . 

 

  Σν πνδνζθαηξηθφ πξσηάζιεκα κε 2n νκάδεο (ζε 2n-1 γχξνπο) είλαη έλαο επηιχζηκνο 

(2n , 2 , 1) ζρεδηαζκφο θαη κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε 2n-1 θιάζεηο (ηνπο γχξνπο) φπνπ νη 

νκάδεο παίδνπλ φιεο αλά δχν κία κφλν θνξά κεηαμχ ηνπο . 

 

                     

 

 

Δθαπμογή Λαηινικών ηεηπαγώνων με ιζηοπικό ενδιαθέπον 

 Ο Palluel ην 1778 ρξεζηκνπνίεζε ην Λαηηληθφ ηεηξάγσλν : 
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                       A          B          C          D 

                       D          A          B          C 

                       C          D          A          B 

                       B          C          D          A 

 

  Έλα πξφβαην απφ ηελ θάζε ξάηζα  είρε θάπνηα δίαηηα απφ 4 δηαθνξεηηθέο δίαηηεο . 

Αλ νη γξακκέο αληηζηνηρνχλ ζε ξάηζεο θαη νη ζηήιεο ζε δίαηηεο ηφηε ην ηεηξάγσλν 

καο δείρλεη πψο λα επηιέμνπκε 4 πξφβαηα γηα ζθάμηκν ζε 4 δηαθνξεηηθέο κέξεο A , B 

, C , D  φπνπ θάζε κέξα ζα ζθάμνπκε 4 πξφβαηα φια δηαθνξεηηθήο ξάηζαο θαη 

δηαθνξεηηθήο δίαηηαο . 

 

 

2.5 .ΘΔΩΡΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΣΟ ΠΛΗΘΟ ΣΩΝ ΟΡΘΟΓΩΝΙΩΝ ΛΑΣΙΝΙΚΩΝ 

ΣΔΣΡΑΓΩΝΩΝ 

 

  ΘΔΩΡΗΜΑ  2.5.1 

    Έζησ  ,  , … ,   έλα ζχλνιν t ην πιήζνο νξζνγψλησλ Λαηηληθψλ 

ηεηξαγψλσλ ηάμεο n≥3 . Σφηε t≤n-1 . 

 

 Απόδειξη : 

  Έζησ  ,  , … ,  έλα ζχλνιν νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο n. 

  Γξάθνπκε θαη ηα t ην πιήζνο Λαηηληθά ηεηξάγσλα ζε θαλνληθή κνξθή , δειαδή φια 

ζα έρνπλ ζαλ πξψηε γξακκή ηελ 1,2,…,n . Ζ κεηάζεζε απηή δελ επεξεάδεη ζε ηίπνηα 

ηελ ακνηβαία νξζνγσληφηεηα ησλ ηεηξαγψλσλ . Αο ζεσξήζνπκε ηψξα ην ζηνηρείν ζηε 

ζέζε (2,1) ησλ t ηεηξαγψλσλ . Καλέλα απφ ηα t απηά ζηνηρεία δε κπνξεί λα είλαη ν                                                                                                                                   

αξηζκφο 1 δηφηη ηφηε ε ππέξζεζε ζα καο έδηλε δχν θνξέο ην δεχγνο (1,1) . Δπίζεο δχν 

απ’ απηά ηα ζηνηρεία δε κπνξνχλ λα ζπκπίπηνπλ γηα ηνλ ίδην ιφγν . Άξα ζα έρνπκε  

n-1 ην πνιχ ακνηβαία νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα .                                            ▄ 

 

  Σν επφκελν ζεψξεκα καο ιέεη φηη ην θξάγκα ηνπ ζεσξήκαηνο  2.5.1 κπνξεί λα 

επηηεπρζεί φηαλ ην n είλαη δχλακε πξψηνπ αξηζκνχ . 
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  ηελ απφδεημε ζεσξνχκε γλσζηφ φηη έλα πεπεξαζκέλν ζψκα   φπνπ  p πξψηνο θαη 

a θπζηθφο . Αιιά θαη αληίζηξνθα γηα θάζε πξψην p θαη θπζηθφ a ππάξρεη έλα κφλν 

ζψκα κε  ζηνηρεία ην νλνκαδφκελν ζψκα Galois GF ( ) . Γηα a=1 ην ζψκα απηφ 

ζπκπίπηεη κε ην  . Σνχην είλαη έλα απφ ηα ειάρηζηα πνπ δεκνζίεπζε ν κεγάινο 

καζεκαηηθφο E.Galois (1811-1832) ελ δσή. 

 

 ΘΔΩΡΗΜΑ  2.5.2 

  Αλ n≥3 θαη  n=  (φπνπ p πξψηνο θαη a θπζηθφο) ηφηε ππάξρεη έλα ζχλνιν n-1 

νξζνγψλησλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο n . 

 

  Απόδειξη : 

  Θα θαηαζθεπάζνπκε έλα ζχλνιν  ,  , … ,   κε n=  ακνηβαία νξζνγψλησλ 

Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ . 

  Έζησ ην ζψκα Galois κε  ζηνηρεία , νπφηε GF( )={  ,  , … , } κε n=  

θαη έζησ ‘+’ θαη ‘·’ νη δχν πξάμεηο ηνπ ζψκαηνο ,  ην νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο 

δεχηεξεο πξάμεο (ην πνιιαπιαζηαζηηθφ νπδέηεξν ζηνηρείν) θαη b ηεο πξψηεο . 

  Θα κπνξνχζακε επίζεο λα ζέζνπκε =1 , =0 . Καηαζθεπάδνπκε έλα ζχλνιν    

,  , … ,   nxn ηεηξαγψλσλ κε ζηνηρεία πνπ λα δίλνληαη απφ ηηο n-1 ην πιήζνο 

ζρέζεηο  : 

 

                =  ·  +                             i , j =1,2,…,n-1,n 

                                                                        e=1,2,…,n-1                                                                                                                          

 

 Καζέλα απφ ηα n-1 ηεηξάγσλα είλαη έλα Λαηηληθφ ηεηξάγσλν . Πξάγκαηη αο 

ππνζέζνπκε φηη ππάξρνπλ δχν ίζα ζηνηρεία ζηελ i-ηάμεο γξακκή ηνπ  , 

δειαδή φηη   

                                    =        γηα θάπνηα j θαη  k . 

             Αιιά ηφηε  ·  +   =   ·  +                            

                                              Γειαδή έρνπκε  =  θαη    j=k  . 

             Οκνίσο αλ ην  έρεη δχν ίζα ζηνηρεία ζε θάπνηα ζηήιε  , δειαδή 
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      =    γηα θάπνηα j θαη k .Αιιά ηφηε · + = · +  

                           Οπφηε έρνπκε    :   ·  = ·   

             θη επεηδή ην ζηνηρείν ≠  (δηφηη  e=1,2,…,n-1) ην ζψκα ζα πεξηέρεη ην            

            αληίζηξνθν ηνπ  νπφηε πνιιαπιαζηάδνληαο κε απηφ έρνπκε   άξα  

           πάιη j=k . 

 Σα n-1 Λαηηληθά ηεηξάγσλα ,  , … ,  είλαη θαη νξζνγψληα . 

Πξάγκαηη αλ ππνζέζνπκε φηη θαηά ηελ ππέξζεζε ησλ   θαη  κε  e≠f  είρακε : 

 

              (    ,   )  =  (   ,   ) 

Γειαδή   =                θαη             =  

 

Οπφηε έρνπκε :      ·  +  = · +   (1)          

                       θαη 

                              ·  +  = · +   (2)          

                                                                                                                       

Αθαηξψληαο θαηά κέιε ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) (φπνπ ππελζπκίδνπκε φηη ε 

αθαίξεζε είλαη ε πξφζζεζε ηνπ πξνζζεηηθνχ αληίζηξνθνπ ζηνηρείνπ) έρνπκε : 

                                  (  -  ) ·   =  (  -  ) ·  

 

Αιιά αθνχ ≠  έρνπκε   -  ≠   ην ζψκα ζα πεξηέρεη ην αληίζηξνθν ηνπ  

 -  , νπφηε πνιιαπιαζηάδνληαο κε απηφ έρνπκε : 

 

                               =        i=k . 

Ζ ζρέζε (1) γίλεηαη :  ·  +  =   ·  +  

          νπφηε έρνπκε  :    =   ⇔   j = e . 
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Άξα θαηαιήγνπκε ζην φηη ην ζχλνιν ,  , … ,   κε  n=   πνπ 

θαηαζθεπάζακε είλαη πξάγκαηη έλα ζχλνιν ακνηβαία νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ 

ηεηξαγψλσλ .                                                                                                          ▄ 

 

Όηαλ ηψξα ν αξηζκφο n δελ είλαη δχλακε πξψηνπ απνηειεί έλα πξφβιεκα ην 

νπνίν είλαη αθφκε αλνηρηφ , αιιά ην επφκελν ζεψξεκα δίλεη έλα θάησ θξάγκα γηα 

ην πιήζνο ησλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ζ’ έλα νξζνγψλην ζχλνιν . 

  Σν παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί απνηειεί ηελ θαηαζθεπή ζηελ νπνία ζηεξίδεηαη ε 

απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο 2.5.3 πνπ ζα αθνινπζήζεη . 

 

Παπάδειγμα 

 

  Έζησ            =          θαη          =  

  

δχν νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 3 (ηα κφλα δχν απφ ην ζεψξεκα 2.5.2)  

θαη :                                                                                                                                                                                                                                         

 

         =                 θαη                =            

 

    δχν νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 4 (δχν απφ ηα 3 απφ ην ζεψξεκα 2.5.1) . 

Σν ηξίην είλαη : 

 

                                                =  
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Θεσξνχκε ηνλ  4x4 πίλαθα  (  ,  ) κε ζηνηρεία δηαηεηαγκέλα δεχγε  : 

 

 

 

       (  ,  ) =  

 

Άξα ζην παξάδεηγκά καο έρνπκε : 

 

                   (  ,  ) =  

                                                                                                                                    

   Θεσξνχκε ηψξα ηνλ 12x12 πίλαθα  πνπ απνηειείηαη απφ 9 κπινθ : 

 

 =  

 

  Δλψ ρξεζηκνπνηψληαο ζηε δεχηεξε ζέζε ησλ δεπγψλ ηνλ πίλαθα  κπνξνχκε λα 

θαηαζθεπάζνπκε  ηνλ 12x12 πίλαθα  . 

  Έηζη θαηαζθεπάδνπκε δχν 12x12 πίλαθεο , νη νπνίνη κάιηζηα απφ ην ζεψξεκα 2.5.3 

απνηεινχλ νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 12 απφ δχν απφ ηα ηξία νξζνγψληα 

Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 4 . Παξαηεξνχκε φηη ην ζεψξεκα 2.5.2 δελ εμππεξεηεί 

δηφηη ν αξηζκφο 12 δελ είλαη δχλακε πξψηνπ . Βέβαηα ν αξηζκφο 2 απέρεη πνιχ απφ 

ηνλ  n-1=12-1=11 .                                                                                                        ▄ 
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ΘΔΩΡΗΜΑ  2.5.3 

  Αλ ππάξρεη έλα ζχλνιν r νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο  θαη έλα 

ζχλνιν πάιη r νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο  , ηφηε ππάξρεη έλα 

ζχλνιν r νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο  . 

 

  Απόδειξη : 

Έζησ ,  ,  , … ,  έλα ζχλνιν r νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο 

 θαη  ,  ,  , … ,  έλα ζχλνιν r νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο 

 . Καηαζθεπάδνπκε έλα ζχλνιν r ηεηξαγψλσλ  ,  , … ,  ηάμεο  : 

 

                              =  

                                                                                                                                                                                                                                                               

φπνπ  e=1,2,…,r θαη (  ,  )  έλαο  x  πίλαθαο δηαηεηαγκέλσλ δεπγψλ φπνπ 

ζηελ ηνκή ηεο θ γξακκήο ηνπ θαη ηεο 1
εο

 ζηήιεο ηνπ είλαη ην δεχγνο  (  ,  ) γηα 

k=1,2,…,  θαη l=1,2,…,  . 

 Οη πίλαθεο =1,2,…,r είλαη Λαηηληθά ηεηξάγσλα δηφηη απφ ηελ θαηαζθεπή 

ηνπο νπνηαδήπνηε δχν ζηνηρεία ζηελ ίδηα γξακκή ή ζηήιε δηαθέξνπλ είηε 

ζηελ πξψηε είηε ζηε δεχηεξε ζπληεηαγκέλε . 

 Θα δείμνπκε φηη ηα r ην πιήζνο Λαηηληθά ηεηξάγσλα  απνηεινχλ νξζνγψλην 

ζχλνιν .  

 Πξάγκαηη αλ γηα ηα Λαηηληθά ηεηξάγσλα  θαη  είρακε : 

      

                                   (  ,  ) = ( ,  ) 

               θαη 

                                  (  ,  ) = (  ,  ) 

ηφηε  ε πξψηε εμίζσζε  δίλεη  =    θαη   =  
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θαη ε δεχηεξε εμίζσζε δίλεη  =   θαη   =   

αιιά επεηδή ηα  θαη   είλαη νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα έρνπκε i=p θαη  

j=q ελψ επεηδή ηα  θαη   είλαη νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα k=s  θαη  l=t. ▄ 

 

Πόπιζμα : 

Έζησ n =  ·  · … ·   ε αλάιπζε ζε πξψηνπο παξάγνληεο ηνπ ηπρφληνο 

ζεηηθνχ αθέξαηνπ n (φπνπ  δηαθνξεηηθνί πξψηνη θαη  θπζηθνί ) . Έζησ r ην 

ειάρηζην ησλ θ παξαζηάζεσλ (  -1) , (  -1) , … , (  -1) . Σφηε ππάξρνπλ r 

ην πιήζνο νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο n .  

                                                                                                                               

Απόδειξη : 

Απφ ην ζεψξεκα 2.5.2 ζα ππάξρεη έλα ζχλνιν  -1 νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ 

ηεηξαγψλσλ ηάμεο  , έλα ζχλνιν   -1 νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ 

ηάμεο    ,     …    , θη έλα ζχλνιν  -1 νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ 

ηάμεο   .  

  Αο πάξνπκε r ην πιήζνο απφ ηα νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηνπ θαζελφο 

απφ ηα θ ζχλνια . Αλ ην r είλαη ην ειάρηζην κία ηέηνηα εθινγή επηηπγράλεηαη θαη 

γηα ηα θ ζχλνια . Αιιά ηφηε απφ ην ζεψξεκα 2.5.3 έρνπκε έλα ζχλνιν r 

νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο n .                                                        ▄ 

  Αλ ζηελ αλάιπζε ηνπ n έρνπκε φηη ν εθζέηεο ηνπ παξάγνληα 2 είλαη 0  ή  ≥2 

ηφηε r≥2 θαη απφ ην πφξηζκα πνπ πξναλαθέξακε ζα έρνπκε ηελ χπαξμε δχν 

νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο n .  

  Αλ φκσο ν εθζέηεο ηνπ 2 είλαη 1 ηφηε r=1 θαη ην ζεψξεκα δε βγάδεη 

ζπκπέξαζκα. Γειαδή αλ n≠2mod4 (n:6,10,14,…) ηφηε έρνπκε κία απφ ηηο 

γλσζηφηεξεο εηθαζίεο ηεο πλδπαζηηθήο θη έλα απφ ηα ζεκαληηθφηεξα 

επηηεχγκαηά ηεο .  

  Τπάξρνπλ δχν νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 6 ? Ζ εξψηεζε 

πξσηνηέζεθε  απφ ηνλ Euler κε ηε κνξθή ηνπ πεξίθεκνπ πξνβιήκαηνο ησλ 36 

αμησκαηηθψλ . Καζέλα απφ ηα έμη δηαθνξεηηθά ζπληάγκαηα έζησ ηα a , b , c , d , e 

, f  έρεη έμη αμησκαηηθνχο δηαθνξεηηθψλ βαζκψλ  έζησ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 . Δίλαη 

δπλαηφλ νη 36 απηνί αμησκαηηθνί λα ηνπνζεηεζνχλ ζε έλαλ 6x6 ζρεκαηηζκφ έηζη 

ψζηε ε θάζε γξακκή θαη ε θάζε ζηήιε ηνπ ζρεκαηηζκνχ λα πεξηέρεη έλαλ κφλν 

αμησκαηηθφ απφ θάζε βαζκφ θαη απφ θάζε ζχληαγκα (ζχκθσλα κε ηελ παξάδνζε  
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ε ίδηα ε Μεγάιε Αηθαηεξίλε ,ζηελ απιή ηεο νπνίαο δνχζε ν Euler ,ηνπ δήηεζε ηνλ 

ζρεκαηηζκφ απηφ ) . Αλ ν θαζέλαο απφ ηνπο 36 αμησκαηηθνχο πεξηγξάθεηαη απφ 

ην δεχγνο (αξηζκφο , γξάκκα) φπνπ ε πξψηε ζπληεηαγκέλε πεξηγξάθεη ην βαζκφ 

ηνπ θαη ε δεχηεξε ην ζχληαγκά ηνπ , ηφηε ην πξφβιεκα ηνπ Euler αλάγεηαη ζην λα 

θαηαζθεπάζνπκε έλα δεχγνο νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο 6 . 

  Ο Euler ην 1782 έθαλε ηελ εηθαζία φηη δελ ππάξρνπλ δχν νξζνγψληα Λαηηληθά 

ηεηξάγσλα ηάμεο 6 , αιιά θαη φηη δελ ππάξρνπλ δχν νξζνγψληα Λαηηληθά 

ηεηξάγσλα ηάμεο n=2mod4 .                                                                                                                              

  Σν δεχηεξν κέξνο ηεο εηθαζίαο έρεη λα θάλεη κε ηελ απφδεημε ησλ Bose , 

Shrikhande θαη Parker ην 1960 πνπ ζα αζρνιεζνχκε ζην επφκελν θεθάιαην , νη 

νπνίνη απέδεημαλ φηη ηζρχεη ην αληίζεην απφ φηη αλακελφηαλ θαη απφ φηη απέδεημε 

ν Tarry ζηελ εηδηθή πεξίπησζε n=6 . 

 

 

                       Κεθάλαιο 3
ο
  :Θεώπημα Ryser 

 

3.1 .ΙΣΟΡΙΚΑ ΣΟΙΥΔΙΑ 

 

3.1.1 Sharadchandra Shrikhande Shankar  

  Ο Sharadchandra Shrikhande Shamar (γελλεκέλνο ζηηο 19 Οθησβξίνπ ηνπ 1917) 

είλαη έλαο  Ηλδφο καζεκαηηθφο κε αλαγλσξηζκέλα επηηεχγκαηα ζηε ζπλδπαζηηθή . 

Δίλαη μερσξηζηφο γηα ην έξγν ηνπ , φπνπ αλαθάιπςε καδί κε RC Bose  θαη  

T.Parker φηη γηα n=2mod4 θαη n>6 ππάξρνπλ δχν νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα 

ηάμεο n . Απηφ φκσο έδσζε αξλεηηθή απάληεζε ζηελ πεξίθεκε εηθαζία πνπ 

πξαγκαηνπνηήζεθε απφ ηνλ Leonhard Euler ην 1782 φηη δελ ππάξρνπλ δχν 

νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο n=2mod4 . Ζ εηδηθφηεηά ηνπ ήηαλ ζηελ 

ζπλδπαζηηθή θαη ζηνπο ζηαηηζηηθνχο ζρεδηαζκνχο . Σν γξάθεκα ηνπ Shrikhande 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηνπο ζηαηηζηηθνχο ζρεδηαζκνχο θαη είλαη ην παξαθάησ : 
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                                       Γράφημα Shrikhande 

                                                                                                                                                                                  

 

  Ο Shrikhande πήξε ην δηδαθηνξηθφ ηνπ ην 1950 απφ ην παλεπηζηήκην ηεο 

Βφξεηαο Καξνιίλαο ζην Σζάπει Υηι , ππφ ηε δηεχζπλζε ηνπ RC Bose . Γίδαμε ζε 

δηάθνξα παλεπηζηήκηα ησλ ΖΠΑ θαη ηεο Ηλδίαο . Ήηαλ θαζεγεηήο ησλ 

καζεκαηηθψλ ζην Παλεπηζηήκην Bonaras Hindu θαη ηδξπηήο ηνπ ηκήκαηνο ησλ 

καζεκαηηθψλ ηνπ Παλεπηζηεκίνπ ηεο Βνκβάεο έσο φηνπ απνζχξζεθε ην 1978 . Ο 

γηνο ηνπ είλαη θαζεγεηήο ηεο ζπλδπαζηηθήο ζην Central Michigan University . 

 

 

3.1.2 Ernest Tilden Parker 

  Ο Ernest Tilden Parker είλαη επίηηκνο θαζεγεηήο ζην παλεπηζηήκην ηνπ Οράην. 

Όπσο θαη ν Shrikhande έηζη θαη ν Parker είλαη γλσζηφο γηα ηελ αλαθάιπςε πσο 

ππάξρνπλ δχν νξζνγψληα Λαηηληθά ηάμεο n=2mod4 , ην νπνίν δηέςεπζε ηελ 

εηθαζία ηνπ Euler απφ ην 1782 . Δίλαη επίζεο γλσζηφο (κε KB Reid) γηα ηε 

δηάςεπζε ηεο εηθαζίαο ζρεηηθά κε ηα πξσηαζιήκαηα απφ ηνπο Erdos θαη Moser . 

Ο Parker έιαβε ην δηδαθηνξηθφ ηνπ γηα ην έξγν ηνπ «On Quadruply Transitive 

Groups» ζην Ohio State University ην 1957 . Δπηβιέπσλ ηνπ ήηαλ ν Marshall 

Hall,Jr . 
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3.1.3 Raj Chandra Bose 

 

                                              

                                                                   RC Bose 

  Ο Raj Chandra Bose (19 Ηνπλίνπ 1901 – 31  Οθησβξίνπ 1987) ήηαλ Ηλδφο 

καζεκαηηθφο θαη είλαη γλσζηφο γηα ηε δνπιεηά ηνπ ζηε ζεσξία ζρεδηαζκψλ θαη 

ζηε ζεσξία ησλ θσδηθψλ δηφξζσζεο ζθαικάησλ φπνπ νη θψδηθεο  BCH έρνπλ ελ 

κέξεη ην φλνκά ηνπ .                                                                                                                               

  Δπίζεο είλαη γλσζηφο γηα ηε δνπιεηά ηνπ καδί κε ηνπο SS Shrikhande θαη T.Parker 

γηα ηελ αλαθάιπςε φηη ππάξρνπλ δχν νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 

n=2mod4 πνπ απέδεημε αξλεηηθά ηελ εηθαζία  ηνπ Euler . 

  Ο Bose γελλήζεθε ζην Hoshangabad ηεο Ηλδίαο θαη ήηαλ ν πξψηνο απφ ηα πέληε 

αδέξθηα ηνπ . Έραζε λσξίο ηνπο γνλείο ηνπ θαη ζε πνιχ δχζθνιεο ζπλζήθεο ζπλέρηζε 

λα κειεηά κέρξη πνπ ήξζε πξψηνο ζηηο εμεηάζεηο ζηα καζεκαηηθά ζην παλεπηζηήκην 

ηεο Καιθνχηαο .Βξήθε δνπιεηά σο ιέθηνξαο ζην Κνιιέγην Asutosh ζηελ Καιθνχηα 

θαη θαηάθεξε λα δεκνζηεχζεη νξηζκέλεο εξγαζίεο γηα ηε δηαθνξηθή γεσκεηξία ησλ 

θπξηψλ θακππιψλ . 

  Ο Bose ζηελ αθαδεκατθή ηνπ δσή είρε πιήξε απαζρφιεζε ζην Ηλδηθφ ηαηηζηηθφ 

Ηλζηηηνχην , θαη ην 1940 πήγε ζην παλεπηζηήκην ηεο Καιθνχηαο  , φπνπ ην 1945 έγηλε 

επηθεθαιήο ηνπ ηκήκαηνο ηεο ηαηηζηηθήο . 
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3.1.4 Herbert John  Ryser  

   

                                            

                                                 Herbert John Ryser 

 

    Ο Herbert John Ryser (28 Ηνπιίνπ 1923 , Milwaukee , Wisconsin – 12 Ηνπιίνπ 

1985 , Pasadena , California) ήηαλ θαζεγεηήο ησλ καζεκαηηθψλ θαη ζεσξείηαη σο έλα 

απφ ηηο ζεκαληηθφηεξεο κνξθέο ζηελ πλδπαζηηθή ζηνλ 20
ν
 αηψλα .                                                                                                                                   

  Ο Ryser γελλήζεθε ζηελ νηθνγέλεηα ηνπ Fred θαη Edna (Huels) Ryser . Έιαβε ην ΒΑ 

(1945) ,ΜΑ (1947) θαη Ph.D (1948) απφ ην παλεπηζηήκην ηνπ Wisconsin .Ζ δηαηξηβή 

ηνπ δηδαθηνξηθνχ ηνπ «Οξζνινγηθνί Γηαλπζκαηηθνί Υψξνη» επνπηεπφηαλ απφ ηνπο 

CJ Everett θαη Cyrus C.MacDuffee . Μεηά ην δηδαθηνξηθφ ηνπ , πέξαζε έλα έηνο ζην 

Princeton ζην Institute for Advanced Study θαη ζηελ ζπλέρεηα πήγε ζην Ohio State 

University .Σν 1962 πήξε θαζεγεζία ζην Syracuse University θαη ην 1967 

κεηαθφκηζε ζην Caltech . 

  Ο Ryser ζπλέβαιε ζηε ζεσξία ησλ ζπλδπαζηηθψλ ζρεδηαζκψλ  , ζηα πεπεξαζκέλα 

ζπζηήκαηα , ζηηο ιεηηνπξγίεο ζπλδπαζηηθήο θαη ζε πνιιά άιια ζέκαηα ζηελ 

πλδπαζηηθή . Γηα πνιιά ρξφληα ππεξέηεζε σο ζπληάθηεο ησλ πεξηνδηθψλ ηεο 

πλδπαζηηθήο ,ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο θαη ηεο Άιγεβξαο . 
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    3.2 .ΘΔΩΡΗΜΑ  RYSER 

 

Οη δηάζεκνη καζεκαηηθνί Bose , Shrikhande θαη Parker απέδεημαλ φηη : 

  « Γηα n=2mod4 θαη n>6 ππάξρνπλ δχν νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο n». 

  Ζ απφδεημε απηή είλαη πνιχ καθξνζθειήο θαη πνιχπινθε γη’ απηφ ζα δψζνπκε κία 

απιή θαηαζθεπή ζηελ εηδηθή πεξίπησζε n=10mod12 , ε νπνία νθείιεηαη ζηνλ 

H.J.Ryser . Πξηλ απφ απηφ ζα απνδείμνπκε ην παξαθάησ ιήκκα .  

 

  Λήμμα 

    Γηα n≥3 θαη t≥2 έλα ζχλνιν t νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο n 

ηζνδπλακεί κε έλαλ  x t+2 πίλαθα : 

                         ( )          i=1,2,…,  

                                          j=1,2,…,t+2 

 

                 φπνπ     {1,2,…,n}  θαη νη γξακκέο θάζε    x 2   ππνπίλαθα ηνπ Α 

είλαη ηα   δηαηεηαγκέλα δεχγε ηνπ ζπλφινπ   {1,2,…,n}  . 

                                                                                                                                      

 

Απόδειξη : 

 

Έζησ ν πίλαθαο Α . Μεηαζέηνπκε ηηο γξακκέο ηνπ έηζη ψζηε ηα ζηνηρεία ησλ δχν 

πξψησλ ζηειψλ λα είλαη ηα δεχγε (1,1) , (1,2) , … , (1,n) , … , (n,1) , (n,2) , … , 

(n,n). Απηφ είλαη δπλαηφ αθνχ έρνπκε   γξακκέο , φζεο θαη ηα δεχγε . 

  Αθνινχζσο γηα e=3,4,…,t+2 νξίδνπκε έλαλ nxn πίλαθα  σο εμήο : 

Ζ πξψηε γξακκή ηνπ  ζπκπιεξψλεη ηα πξψηα n ζηνηρεία ηεο ζηήιεο e ηνπ πίλαθα 

Α , ε δεχηεξε γξακκή ηνπ  ζπκπιεξψλεη ηα ζηνηρεία ηεο ζηήιεο e ηνπ Α απφ ηε 

γξακκή n+1 σο ηε γξακκή  2n θ . ν . θ . σο ηελ ηειεπηαία γξακκή ηνπ  ε νπνία 

ζπκπιεξψλεη ηα ηειεπηαία n ζηνηρεία ηεο ζηήιεο e ηνπ Α . 
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                                    =   →    

 

      Αιιά ηφηε νη ζηήιεο  ,  ,  , … ,  απνηεινχλ έλα ζχλνιν t νξζνγσλίσλ 

Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο n . Ζ ζηήιε 1 ηνπ Α καο εμαζθαιίδεη φηη νη πίλαθεο  

δελ έρνπλ δχν ίζα ζηνηρεία ζε θάπνηα γξακκή , ελψ ε ζηήιε 2 καο εμαζθαιίδεη φηη νη 

πίλαθεο δελ έρνπλ δχν ίζα ζηνηρεία ζε θάπνηα  ζηήιε . 

  Δπίζεο γηα e≠f ηα Λαηηληθά ηεηξάγσλα  θαη  είλαη νξζνγψληα απφ ηελ 

θαηαζθεπή ησλ ζηειψλ e θαη f ηνπ Α . Ζ αληίζηξνθε πξφηαζε απνδεηθλχεηαη επίζεο 

κε ην ίδην επηρείξεκα .                                                                                                  ▄                                                                                                                                   

 

  χκθσλα κε ηα πξνεγνχκελα αθνινπζεί ην παξάδεηγκα : 

Παπάδειγμα 

 

Γχν νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 3 καο δίλνπλ ηνλ 9x4 πίλαθα Α : 

 

                                              A =  

 

                                                                                                                                      33 

 



  Σξία νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο 4 καο δίλνπλ ηνλ 16x5 πίλαθα Α : 

 

 

                                          A =  

                                                                                                                                                                                                                                                         

 

                                        ΘΔΩΡΗΜΑ   RYSER         

 

  «Έζησ n=10mod12 . Σφηε ππάξρνπλ δχν νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο n». 

Παξαηεξνχκε ινηπφλ φηη ην Θ.Ryser δίλεη ηηο ηηκέο n = 10,22,34,46,… ηηκέο νη νπνίεο 

πεξηιακβάλνληαη ζην ζεψξεκα ησλ Bose , Shrikhande , Parker . Γη’ απηφ ινηπφλ θαη 

απνηειεί κία εηδηθή πεξίπησζε  απηνχ ηνπ ζεσξήκαηνο . 

 

  Απόδειξη : 

 

  Έζησ φηη ν αθέξαηνο m είλαη ηέηνηνο ψζηε λα ππάξρνπλ δχν νξζνγψληα Λαηηληθά 

ηεηξάγσλα ηάμεο m . Γηα i=0,1,…,2m νξίδνπκε ην δηάλπζκα : 
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           = (i,i,…,i) 

           = (i+1,i+2,…,i+m) 

           = (i-1,i-2,…,i-m) 

  Σν θαζέλα απφ ηα δηαλχζκαηα απηά έρεη m ην πιήζνο ζπληεηαγκέλεο θαη νη 

ζπληεηαγκέλεο είλαη αθέξαηνη θαηά κέηξν 2m+1 . 

  ρεκαηίδνπκε ηα έμη δηαλχζκαηα γηα θάζε i κε ζηνηρεία ηηο δηαθνξέο ησλ νκσλχκσλ 

ζπληεηαγκέλσλ ησλ ηξηψλ δηαλπζκάησλ πάληα mod2m+1 , δειαδή : 

                

           D =  -  = (2m,2m-1,…,m+1)                     κε m ζπληεηαγκέλεο 

            =  -  = (1  ,  2  ,  …  ,  m)                     κε m ζπληεηαγκέλεο 

           E =  -  = (1  ,  2  ,  …  ,  m)                       κε m ζπληεηαγκέλεο 

            =  -  = (2m,2m-1,…,m+1)                   κε m ζπληεηαγκέλεο 

           F =  -  = (2  ,  4  ,  …  ,  2m)                     κε m ζπληεηαγκέλεο 

            =  -  = (2m-1,2m-3,…,1)                      κε m ζπληεηαγκέλεο 

                                                                                                                                    

  Σψξα θαηαζθεπάδνπκε απφ απηά ηα έμη δηαλχζκαηα γηα θάζε i  ηα ηξία δηαλχζκαηα 

κε m(2m+1) ζπληεηαγκέλεο : 

            

      A = (  ,  , … ,  ) = ( 0 , 0 , … , 0 , 1 , 1 , … , 1 , … , 2m , 2m , … , 2m ) 

      B = (  ,  , … ,  ) = ( 1 , 2 , … , m , 2 , 3 , … , m+1 , … , 0 , 1 , … , m-1 ) 

      C = (   , … ,  ) = ( 2m , 2m-1 , … , m+1 , … , 2m-1 , 2m-2 , … , m ) 

 

 

  Μεηά ζρεκαηίδνπκε ηα έμη δηαλχζκαηα κε ζπληεηαγκέλεο ηηο δηαθνξέο mod2m+1 

,δειαδή έρνπκε: 
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                 A – B = ( D , D , … , D )                   κε m(2m+1) ζπληεηαγκέλεο 

                 B – A = (  ,  , … ,  )               κε m(2m+1) ζπληεηαγκέλεο 

                 A – C = ( E , E , … , E )                    κε m(2m+1) ζπληεηαγκέλεο 

                 C – A = (  ,  , … ,  )                κε m(2m+1) ζπληεηαγκέλεο 

                 B – C = ( F , F , … , F )                     κε m(2m+1) ζπληεηαγκέλεο 

                 C – B = (  ,  , … ,  )                 κε m(2m+1) ζπληεηαγκέλεο 

 

  Έζησ ηψξα Υ = (  ,  , … ,  ) κία κεηάζεζε ησλ m ζηνηρείσλ {  ,  , … , 

} . Καηαζθεπάδνπκε ην δηάλπζκα Y = ( X , X , … , X ) φπνπ νη ζπληεηαγκέλεο 

ηνπ είλαη 2m+1 θνξέο ε κεηάζεζε Υ , δειαδή ην δηάλπζκα Τ έρεη ζπλνιηθά m(2m+1) 

ζπληεηαγκέλεο φπσο θαη ηα A , B , C κφλν πνπ ηα ζηνηρεία ηνπ Τ αλήθνπλ ζην 

ζχλνιν {  ,  , … ,  } .                                                                                                                                  

  Απφ ηα A , B , C θαη Τ θαηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα G κε 4 γξακκέο θαη 4m(2m+1) 

ζηήιεο πνπ έρεη ηε κνξθή : 

 

                                              G =  

 

Έζησ   έλαο  2 x 4m(2m+1) ππνπίλαθαο ηνπ G . Ο  ζα πεξηέρεη ππνρξεσηηθά ζαλ 

ππνπίλαθα θάπνηνλ απφ ηνπο : 

 

                                                                        

 

 ηνλ πξψην αλ επηιέμνπκε ν  λα έρεη π.ρ. ηελ 1
ε
 θαη ηελ 4

ε
  γξακκή ηνπ G . 

 ην δεχηεξν αλ επηιέμνπκε ν  λα έρεη π.ρ. ηελ 1
ε
 θαη ηελ 3

ε
 γξακκή ηνπ G . 

 ηνλ ηξίην αλ επηιέμνπκε ν  λα έρεη π.ρ. ηελ 1
ε
 θαη ηε 2

ε
 γξακκή ηνπ G . 
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  Δθφζνλ ν  πεξηέρεη ηνλ ππνπίλαθα              ζα πεξηέρεη θαη ηηο ζηήιεο  : 

 

                               θαη                    κε       i = 0,1,…,2m(mod2m+1) 

                                                                                  j = 1,2,…,m 

Αιιά επίζεο ν πεξηέρεη καδί κε ηνλ       θαη ηνλ ππνπίλαθα    , καδί  

κε ηνλ         ηνλ        θαη καδί κε ηνλ       ηνλ        .                                                                                                                                  

  Παξαηεξνχκε φηη αλ i≠k ηφηε ην i-k (mod2m+1) είλαη ζπληεηαγκέλε ηνπ D ή ηνπ . 

Δπίζεο ηνπ Δ ή ηνπ  θαη ηνπ F ή ηνπ  . 

  Αλ γηα παξάδεηγκα ε δηαθνξά i-k (mod2m+1) είλαη κία ζπληεηαγκέλε  ηνπ D ηφηε ε 

δηαθνξά i-k (mod2m+1) εκθαλίδεηαη 2m+1 θνξέο ζην δηάλπζκα  Α–Β πνπ 

απνηειείηαη απφ 2m+1 θνξέο ην D . Αιιά νη ζέζεηο ηεο δηαθνξάο i-k (mod2m+1) ζην 

Α-Β είλαη ηέηνηεο ψζηε ν πίλαθαο  πεξηέρεη κία ζηήιε ηεο κνξθήο   . 

  Σν ίδην επηρείξεκα ηζρχεη αλ ε δηαθνξά i-k (mod2m+1) είλαη κία ζπληεηαγκέλε ηνπ 

 , Δ θ.ν.θ. Άξα ν πίλαθαο  πεξηέρεη κία ζηήιε ηεο κνξθήο  γηα φια ηα δεχγε 

i≠k κε i,k=0,1,…,2m (mod2m+1) . 

  ηελ αξρή ηεο απφδεημεο φκσο ζεσξήζακε φηη ν αθέξαηνο m είλαη ηέηνηνο ψζηε λα 

ππάξρνπλ δχν νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο m . Θεσξψ ηνλ πίλαθα ηάμεο 

4x  κε ζηνηρεία ηα  ,  , … ,   ηέηνηo  ψζηε ν αλάζηξνθνο ηνπ Ζ΄ λα 

ηθαλνπνηεί ην ιήκκα πνπ αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο . 

  Σψξα θαηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα Ε πνπ έρεη ηε κνξθή : 

 

                                 G =   

 

  Ο  G είλαη ηάμεο  4x4m(2m+1) 

  O H είλαη ηάμεο  4x  
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πξνζζέζακε θαη ηηο 4 γξακκέο  0,1,…,2m  άξα ν Ε έρεη 4 γξακκέο θαη 

4x4m(2m+1)+ +2m+1 =   ζηήιεο .  

   Θεσξνχκε ηψξα ηηο ζηήιεο ελφο 2x  ππνπίλαθα ηνπ Ε νη νπνίεο : 

 

1. Θα αλήθνπλ ζην θνκκάηη ηνπ Ε πνπ αλήθεη ζην G άξα ζα είλαη ηεο κνξθήο 

φπσο είδακε πξηλ : 

                                                                                                                                

i.           θαη                    κε      i = 0,1,…,2m(mod2m+1) 

                                                                        j = 1,2,…,m 

ii.           κε             i≠k         θαη        i,k=0,1,…,2m (mod2m+1) 

 

2. Θα αλήθνπλ ζην θνκκάηη ηνπ Ε πνπ αλήθεη ζην Ζ άξα ζα είλαη ηεο κνξθήο : 

 

                                   i , j  1,2,…,m.                                                               

   Θα αλήθνπλ ζην ηξίην θνκκάηη ηνπ Ε άξα ζα είλαη ηεο κνξθήο : 

  

                                            κε     i = 0,1,…,2m. 

 

  Σα ζηνηρεία ηνπ Ε  [θαη ηνπ 2x    ππνπίλαθά  ηνπ] ζα είλαη ηεο κνξθήο 

0,1,…,2m  θαη  ,  , … ,  . 

  Άξα θάζε 2x  ππνπίλαθαο ηνπ Ε απνηειείηαη απφ ζηνηρεία ηεο κνξθήο 

0,1,…,2m  θαη  ,  , … ,  άξα ζπλνιηθά 3m+1 ζηνηρεία θαη πεξηέρεη θαη ηα 

   δπλαηά δηαηεηαγκέλα δεχγε απφ ην (3m+1) ζχλνιν {0,1,…,2m,  ,  , 

… , } . Ο αλάζηξνθνο πίλαθαο Ε΄ ηνπ Ε δειαδή ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο ηνπ 

πξνεγνχκελνπ ιήκκαηνο γηα t=2 θαη n=3m+1 . Άξα ζα ππάξρνπλ δχν νξζνγψληα 

Λαηηληθά ηεηξάγσλα ηάμεο n=3m+1 πνπ ζα ηα δηαβάζνπκε απφ ηηο δχν ηειεπηαίεο 

ζηήιεο ηνπ αλάζηξνθνπ Ε΄ ηνπ πίλαθα Ε .(Μία ζηήιε καο δίλεη έλα Λαηηληθφ 

ηεηξάγσλν). Αλ πάξνπκε m=3(mod4) ζα έρνπκε n=10(mod12) .                                 ▄ 
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  Παπάδειγμα 

Γηα m=3 ε παξαπάλσ θαηαζθεπή καο δίλεη ηα εμήο δχν νξζνγψληα Λαηηληθά 

ηεηξάγσλα ηάμεο 10 . Ζ θαηαζθεπή πνπ νδεγεί ζε πίλαθα Ε΄ ηάμεο 100x4 ζηηο δχν 

ηειεπηαίεο ζηήιεο ηνπ νπνίνπ ζα δηαβάζνπκε ηα δχν νξζνγψληα Λαηηληθά ηεηξάγσλα 

Α θαη Β πξνθαλψο απαηηεί ρξήζε ππνινγηζηή . 

 

 

                    Α =  

 

 

 

 

                     B =  
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  Παξαηεξνχκε φηη νη δχν πίλαθεο δελ είλαη ν έλαο αλάζηξνθνο ηνπ άιινπ . Ο θάησ 

δεμηά 2x2 ππνπίλαθαο θαηαζηξέθεη ηελ ζπκκεηξία . 

  Αθφκε δελ έρεη θαηαζθεπαζηεί έλα ζχλνιν 3 νξζνγσλίσλ Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ 

ηάμεο 10 . Αλ ζπκβνιίζνπκε κε N(n) ην κεγαιχηεξν δπλαηφ πιήζνο νξζνγσλίσλ 

Λαηηληθψλ ηεηξαγψλσλ ηάμεο n ηζρχεη : 

 

                                     N(n) ≥ 3    γηα θάζε    n ≠ 2,3,6 θαη 10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                 40 



 

 

                                      Β Ι Β Λ Ι Ο Γ Ρ Α Φ Ι Α  

 

1. Cameron P.J. , Hirschfeld , J.W.P and Hughes , D.R. (editors) , (1981) . 

Finite geometries and designs . Cambridge University Press , Cambridge . 

2. Hall , M. Jr. , (1986) . Combinatorial theory , second edition . J. Wiley and  

Sons  , New York . 

 

3. Hughes , D.R. and Piper , F.C. (1985). Design theory . Cambridge 

University Press , Cambridge. 

 

4. Lam , C. , Thiel , L. and Swiercz , S , (1989) . The non-existence of a finite 

projective plane of order 10 . Canad. J. Math. 41 , 1117 – 1123. 

 

 

5. Ryser , H.J. (1963) . Combinatorial Mathematics .The Carus Mathematical 

Monographs , N. 14, The Mathematical Association of America , Rahway , 

New Jersey . 

 

6. Street , A.P. and Street, D.J. , (1987). Combinatorics of experimental design. 

Oxford University Press , New York. 

 

 

7. Κοςκοςβίνορ – Παπαϊωάννος . Θεσξία ρεδηαζκψλ 

 

8. Brendan D. Mckay , Ian M. Wanless . On the number of Latin squares 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                            41 


