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Εισαγωγή

Η Θεωρία κρίσιμων σημείων σχετίζεται με μεταβολικά προβλήματα συνοριακών
τιμών, δηλ. με προβλήματα των οποίων οι λύσεις αποτελούν κρίσιμα σημεία κάποιου
διαφορίσιμου συναρτησιακού πάνω από κατάλληλο χώρο Banach (συναρτησιακό
ενέργειας). Το συναρτησιακό ενέργειας ενδέχεται να μην έχει ολικά ακρότατα
(ακόμη κι αν είναι κάτω ή άνω φραγμένο), οπότε φυσιολογικά αναζητά κανείς
κρίσιμα σημεία που είναι τοπικά ακρότατα ή σαγματικά. Μέχρι και τις αρχές του
εικοστού αιώνα, οι μαθηματικοί μελετούσαν την ύπαρξη ολικών ελαχίστων για
συναρτησιακά που είναι κάτω φραγμένα. Ο Birkhof (1917) πρώτος μελέτησε την
ύπαρξη κρίσιμων σημείων για συναρτησιακά που δεν είναι κάτω φραγμένα, με χρήση
μεθόδων τύπου min-max. Πιο συστηματικά εργάστηκαν προς αυτή την κατεύθυνση
τη δεκαετία του ‘30 οι Ljusternik-Schnirelmann και Morse στην περίπτωση
συναρτησιακών ορισμένων σε χώρους πεπερασμένης διάστασης. Τη δεκαετία του ’60,
οι θεωρίες των παραπάνω ερευνητών επεκτάθηκαν και στην άπειρη διάσταση από
τους Palais και Smale. Σε αντιστάθμισμα της έλλειψης τοπικής συμπάγειας, οι
Palais και Smale εισήγαγαν μια ιδιότητα συμπάγειας πάνω στο υπό μελέτη
συναρτησιακό, γνωστή στη βιβλιογραφία ως συνθήκη Palais-Smale. Η ερευνητική
τους δουλειά άνοιξε το δρόμο για τη μοντέρνα Θεωρία κρίσιμων σημείων της οποίας
χαρακτηριστικό αποτέλεσμα είναι το Θεώρημα Mountain Pass που οφείλεται στους
Ambrosetti- Rabinowitz (1973).

Η παρούσα εργασία αποτελεί μια προσπάθεια ανάδειξης μιας σειράς βασικών
εννοιών και αποτελεσμάτων της Θεωρίας κρίσιμων σημείων, καθώς κι επιλεγμένων
εφαρμογών τους. Συνδυάζοντας παλαιότερα κλασικά αποτελέσματα της μη
Γραμμικής Συναρτησιακής Ανάλυσης και της Τοπολογίας με νεότερα, όπως το
Θεώρημα Παραμόρφωσης και το Θεώρημα Mountain Pass, μελετάμε μια ευρεία
κλάση μη γραμμικών ελλειπτικών προβλημάτων με Dirichlet συνοριακές συνθήκες.

Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζονται κάποια προπαρασκευαστικά στοιχεία
αναφορικά με τους χώρους Sobolev. Αρχικά υπενθυμίζονται ο ορισμοί των
συνεχών συναρτήσεων με συμπαγή φορέα και των χώρων Στη συνέχεια γίνεται
αναφορά στο Μεταβολικό Λήμμα (Variational Lemma) και στην έννοια της
γενικευμένης παραγώγου ολοκληρώσιμων συναρτήσεων, με την παράθεση
συγκεκριμένων παραδειγμάτων. Ακολούθως δίνονται οι ορισμοί των χώρων Sobolev

και σε ανοικτά διαστήματα του ℝ και σε ανοικτά υποσύνολα του
. Παρουσιάζεται η ανισότητα Poincaré και η απόδειξή της, καθώς και το

βασικό Θεώρημα ενσφήνωσης του Sobolev. Τέλος, παρατίθενται ο ορισμός και οι
βασικές ιδιότητες της πρωταρχικής ιδιοτιμής της Dirichlet αρνητικής p-λαπλασιανής,
οι οποίες χρησιμοποιούνται στις εφαρμογές του 4ου κεφαλαίου.

Στην πρώτη παράγραφο του δευτέρου κεφαλαίου, δίνουμε τον ορισμό της Fréchet
παραγώγου συναρτησιακών και τελεστών πάνω σε χώρους Banach και παραθέτουμε
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με αποδείξεις βασικά αποτελέσματα του λογισμού συναρτησιακών κλάσης . Στη
δεύτερη παράγραφο του ιδίου κεφαλαίου, αποδεικνύουμε βασικές ιδιότητες του
τελεστή Nemytskii και υπολογίζουμε την Fréchet παράγωγο μιας κλάσης
ολοκληρωτικών συναρτησιακών, που σχετίζονται με τη μελέτη προβλημάτων
συνοριακών τιμών.

Στην πρώτη παράγραφο του κεφαλαίου 3, περιλαμβάνεται η Mεταβολική Αρχή
του Ekeland με απόδειξη και πορίσματα αυτής και οι συνθήκες συμπάγειας Palais–
Smale και Cerami για συναρτησιακά πάνω από χώρους Banach. Τα παραπάνω μας
οδηγούν στο κατώφλι της Θεωρίας Κρίσιμων Σημείων. Συγκεκριμένα, στο τέλος της
παραγράφου 3.1, καταλήγουμε σε ενδιαφέροντα συμπεράσματα για τις συνέπειες
των παραπάνω συνθηκών σε κάτω φραγμένα συναρτησιακά καθώς και για τη σχέση
που συνδέει τις παραπάνω συνθήκες με την πιεστικότητα. Στη δεύτερη παράγραφο
του Κεφ.3, διατυπώνουμε το Θεώρημα Παραμόρφωσης (Deformation Theorem) και
αποδεικνύουμε μια εκδοχή του για τοπικά Lipschitz συναρτησιακά ορισμένα σε
χώρους Hilbert. Τέλος, παρουσιάζουμε το Θεώρημα Mountain Pass με την
απόδειξή του.

Στο τελευταίο κεφάλαιο, αποδεικνύεται η ύπαρξη μη τετριμμένων ασθενών λύσεων
για μια ευρεία κλάση μη γραμμικών ελλειπτικών προβλημάτων με Dirichlet
συνοριακές συνθήκες. Μελετάμε τις περιπτώσεις όπου το αντίστοιχο ενεργειακό
συναρτησιακό είναι είτε πιεστικό (coercive) είτε αντιπιεστικό (anti-coercive). Στη
δεύτερη περίπτωση, τα προβλήματα που εξετάζονται είναι υπερ-γραμμικά (super-
linear problems) και η διαταραχή του β’ μέλους ικανοποιεί την κλασική συνθήκη
Ambrosetti-Rabinowitz.

Η εργασία κλείνει με το Παράρτημα, στο οποίο παρουσιάζονται ορισμοί και
θεωρήματα προς διευκόλυνση του αναγνώστη.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
ΧΩΡΟΙ SOBOLEV-ΠΡΩΤΗ ΙΔΙΟΤΙΜΗ

1.1 Συνεχείς συναρτήσεις με συμπαγή φορέα.

Έστω NR )1( N ανοικτό. Mε συμβολίζουμε το μέτρο Lebesgue πάνω
στο . Ορίζουμε το σύνολο :

={ : / συνεχής}
και έστω . Φορέας της είναι το σύνολο:

= ⊂ .

Εν συνεχεία ορίζονται τα παρακάτω σύνολα:

( )={ ( ) : συμπαγές υποσύνολο του } ,

)={ ( ): όλες οι μερικές παράγωγοι της μέχρι τάξης για 1
είναι συνεχείς} ,

( )= ( ) ), .

Παράδειγμα 1.1.1
Έστω =( 1,1) και 0< <1.

Ορίζουμε τη συνάρτηση =

Τότε =[ ] και (-1,1).

Πρόταση 1.1.2
Έστω ανοικτό. Είναι γνωστό ότι = .
Θεωρούμε μία συνάρτηση (Ω) και τη συνάρτηση : , με

(x)=

Τότε ( .

Απόδειξη
Έστω .
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Αν , = και άρα η είναι συνεχής στο .
Aν , επιλέγουμε τέτοιο ώστε , όπου = και
εξετάζουμε το σύνολο τιμών της για .
Αν ,
Aν , τότε επειδή έχουμε και άρα (
Συνεπώς για και άρα η είναι συνεχής .
Άρα ). □

Tαυτίζουμε κάθε με την επέκταση της στο , η οποία μηδενίζεται στο
. Ισχύει επίσης ότι

1.2 Οι χώροι ανοικτό.

Α) Οι χώροι
Για oρίζεται ο χώρος ως εξής:

μετρήσιμη ώστε }

με τη νόρμα:

Ο ( ) είναι χώρος Banach.

B) O χώρος
Μία συνάρτηση oνομάζεται ουσιωδώς φραγμένη, αν υπάρχει με

, ώστε σχεδόν .
Ορίζεται ο χώρος:

μετρήσιμη, oυσιωδώς φραγμένη}

με τη νόρμα:

ουσιώδες φράγμα της .

Ο ( ) είναι χώρος Banach.
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Πρόταση 1.2.1
Ισχύει , για 1 .

Aπόδειξη
Εξετάζουμε την περίπτωση 1 (η είναι άμεση).
Έστω και . Eίναι

.

H τελευταία ανισότητα ισχύει επειδή το είναι συμπαγές και άρα . □

Σχόλιο:
H προϋπόθεση να έχει η συμπαγή φορέα μέσα στο είναι απαραίτητη. Π.χ. αν

με συνεχής στο και το γενικευμένο ολοκλήρωμα

αποκλίνει. Άρα

Θεώρημα 1.2.2 (Lusin)
Aν , τότε ο χώρος ( είναι πυκνός στον ως προς την νόρμα.
Το Θεώρημα 1 δεν ισχύει για (βλ. Παράδειγμα 2).

Θεώρημα 1.2.3
Αν , τότε ο χώρος ( είναι πυκνός στον ως προς την νόρμα.

Παράδειγμα 2
Θα βρούμε συνάρτηση που δεν ταυτίζεται σχεδόν παντού με μία συνεχή
συνάρτηση, και άρα δεν ανήκει στο .
Θεωρούμε το ανοικτό διάστημα και τη συνάρτηση

Έστω ότι υπάρχει έτσι ώστε

(1)

Θεωρούμε το σύνολο

Επειδή η είναι συνεχής, το σύνολο είναι ανοικτό. Ισχύει

.
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Άρα

.

Όμως λόγω της (1) οι και είναι σχεδόν παντού ίσες. Συμπεραίνουμε ότι
σχεδόν παντού, άτοπο, διότι η λαμβάνει και τις δύο τιμές σε

διαστήματα μη μηδενικού μέτρου.

1.2.4 Μεταβολικό Λήμμα

Έστω ανοικτό και συνάρτηση Lebesgue ολοκληρώσιμη πάνω σε
κάθε συμπαγές υποσύνολο του , δηλαδή . Υποθέτουμε ότι:

.

Τότε σχεδόν παντού.

1.3 Η έννοια της γενικευμένης παραγώγου

Αρχικά παραθέτουμε ένα κίνητρο για την αναζήτηση της γενικευμένης παραγώγου
μιας συνάρτησης.
Αναζητούμε συνάρτηση που να ικανοποιεί το παρακάτω πρόβλημα συνοριακών
τιμών, για μια δεδομένη :

Έστω μία κλασική λύση του παραπάνω προβλήματος.
Tότε, για κάθε (με και άρα ισχύει:

(2)

Mε παραγοντική ολοκλήρωση η (2) δίνει:

(3)
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Ο πρώτος όρος μηδενίζεται λόγω συμπαγούς φορέα της μέσα στο (0,1) και άρα η (3)
γίνεται:

. (4)

Μία συνάρτηση με και που ικανοποιεί την (4)
ονομάζεται ασθενής λύση του παραπάνω προβλήματος συνοριακών τιμών.

Ορισμός 1.3.1
Έστω ανοικτό διάστημα ⊆ , δηλαδή η είναι ολοκληρώσιμη
πάνω σε κάθε συμπαγές υποσύνολο του . Η συνάρτηση ονομάζεται
γενικευμένη παράγωγος της , αν ισχύει:

. (5)

Πρόταση 1.3.2
Έστω που ικανοποιούν την (5). Τότε σχεδόν παντού
στο .
Απόδειξη
Από την υπόθεση, ισχύει:

(6)

και

. (7)

Αν αφαιρέσουμε τις (6), (7) κατά μέλη προκύπτει:
σχεδόν παντού (Μεταβολικό Λήμμα).

□

Άρα, εάν η έχει γενικευμένη παράγωγο, τότε αυτή είναι μοναδική σχεδόν
παντού και συμβολίζεται με .

Παράδειγμα 1.3.3
Έστω συνάρτηση παραγωγίσιμη σε κάθε με . Tότε η είναι και
γενικευμένη παράγωγος της .

Απόδειξη
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Θεωρούμε διάστημα με και συνάρτηση παραγωγίσιμη
σε κάθε με . Έστω . Τότε η συνάρτηση είναι
παραγωγίσιμη, και λόγω του γενικευμένου Θεωρήματος του
Διαφορικού Λογισμού ισχύει:

.

Επομένως

Συνεπώς η είναι γενικευμένη παράγωγος της . □

Παράδειγμα 1.3.4
Έστω η συνάρτηση oρισμένη στο διάστημα . Τότε η
γενικευμένη παράγωγος της είναι η

Απόδειξη
Έστω . Τότε και

□

Παράδειγμα 1.3.5
Η συνάρτηση

δεν έχει γενικευμένη παράγωγο.

Απόδειξη
Υποθέτουμε ότι η έχει γενικευμένη παράγωγο . Τότε για κάθε

ισχύει:
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Έστω πραγματικός αριθμός . Επιλέγουμε συνάρτηση τέτοια
ώστε να ισχύουν

και

[Για την κατασκευή της εργαζόμαστε κάνοντας χρήση ομαλοποίησης με συνέλιξη
ως εξής: θεωρούμε τη συνάρτηση με

Αποδεικνύεται ότι ενώ προφανώς
Στη συνέχεια θέτουμε και

, t ℝ.

Τότε, και

Τέλος, θέτουμε

Είναι

και

Είναι

Άρα
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Αλλά . Επομένως

Επειδή η είναι ολοκληρώσιμη, το τελευταίο ολοκλήρωμα τείνει στο 0 καθώς .
Άρα καταλήξαμε σε άτοπο. □

Ορισμός 1.3.6
Έστω ανοικτό σύνολο ( ) με στοιχεία .
Έστω .
Η έχει γενικευμένη μερική παράγωγο ως προς τη μεταβλητή , 1 , αν

υπάρχει συνάρτηση , έτσι ώστε ισχύει

Συμβολίζουμε:

H αν υπάρχει, είναι μοναδική σχεδόν παντού λόγω του Μεταβολικού Λήμματος.

1.4 Χώροι Sobolev και ανοικτό διάστημα

Ο χώρος Sobolev oρίζεται ως εξής:

η έχει γενικευμένη παράγωγο

Για , θέτουμε .
Ο χώρος για εφοδιάζεται με τη νόρμα:

Εναλλακτικά εφοδιάζεται με την ισοδύναμη νόρμα:
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Ο χώρος για εφοδιάζεται με τη νόρμα:

Ο χώρος είναι χώρος Hilbert και εφοδιάζεται με το εσωτερικό
γινόμενο

, με

Η αντίστοιχη νόρμα του είναι η

Στη συνέχεια παρουσιάζονται μερικές βασικές ιδιότητες των χώρων .

α) Ο είναι χώρος Βanach για

Aπόδειξη
Έστω ακολουθία Cauchy στον . Τότε, οι και είναι ακολουθίες
Cauchy στον . Άρα υπάρχουν συναρτήσεις τέτοιες ώστε και

στον
Επιλέγουμε . Eίναι:

(8)

Eπειδή

είναι

(9)

Ομοίως
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(10)

Oι (8), (9) και (10) δίνουν:

,

Άρα και .

□

β) Ο είναι ανακλαστικός για

Aπόδειξη
Ο χώρος γινομένου ( ( εφοδιασμένος με τη νόρμα

είναι ανακλαστικός. Ο τελεστής που ορίζεται με είναι
ισομετρία από το χώρο Banach στον . Άρα ο είναι κλειστός
υπόχωρος του , οπότε ο είναι ανακλαστικός και συνεπώς ο
είναι ανακλαστικός. □

γ) Ο είναι διαχωρίσιμος για

Aπόδειξη
Ο χώρος γινομένου ( ( είναι διαχωρίσιμος. Άρα ο είναι
διαχωρίσιμος και συνεπώς ο είναι διαχωρίσιμος.

□

Θεώρημα 1.4 Έστω συνάρτηση . Tότε, υπάρχει συνάρτηση
τέτοια ώστε

, σχεδόν παντού.

Το παραπάνω θεώρημα δεν ισχύει σε ανώτερη διάσταση.
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1.5 Χώροι Sobolev , .

Σε ό,τι ακολουθεί, με συμβολίζουμε το ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενο στο
χώρο
Έστω ανοικτό σύνολο και . Ο χώρος Sobolev oρίζεται ως
εξής:

η έχει γενικευμένες μερικές παραγώγους ,

που ανήκουν στον .

Ισοδύναμα ορίζεται ως εξής:

,

Ο είναι γραμμικός χώρος. Για γράφουμε .
Για γράφουμε:

και

Έστω και . O εφοδιάζεται με τη νόρμα:

Ειδικότερα, ο χώρος ( εφοδιάζεται με το εσωτερικό γινόμενο

και με την αντίστοιχη νόρμα

Για , o εφοδιάζεται με τη νόρμα

.
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Πρόταση 1.5.1
Ο είναι χώρος Banach, διαχωρίσιμος για και

ανακλαστικός για . Eιδικότερα, ο είναι χώρος Hilbert.

Ακολούθως δίνεται ο ορισμός του λείου συνόρου, ή του συνόρου κλάσης .

Oρισμός 1.5.6
Έστω ανοικτό. Το σύνορο του είναι κλάσης , εάν τοπικά και ως
προς κατάλληλο σύστημα συντεταγμένων, το είναι το γράφημα μιας
συνάρτησης . Επιπλέον απαιτείται το να κείται «προς τη μία πλευρά»
του . Για παράδειγμα, αν θεωρήσουμε το σύνολο

), το σύνορό του δεν είναι λείο διότι το κείται «και προς τις
δύο πλευρές» του .
Ένας αυστηρότερος ορισμός του λείου συνόρου δίνεται ακολούθως:
Το ονομάζεται κλάσης , αν για κάθε υπάρχουν ανοικτά σύνολα

με : αμφιδιαφόριση και ώστε

και

Πρόταση 1.5.7
Αν και το είναι κλάσης , τότε
και οι γενικευμένες παράγωγοι ταυτίζονται με τις κλασικές μερικές παραγώγους.

Απόδειξη
Για και από τον τύπο απόκλισης προκύπτει ότι

,

όπου το μοναδιαίο διάνυσμα της εξωτερικής καθέτου στο το
επιφανειακό μέτρο Hausdorff πάνω στο . □

Ειδικότερα, αν το είναι φραγμένο, τότε . Πράγματι, αν ,
τότε για και . Άρα
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Παρατήρηση για τη σύγκλιση σε χώρους Sobolev
Ισχύουν οι παρακάτω ισοδυναμίες:

α) και

β) στον ⇔ στον και στον

Σχόλιο
Εάν το είναι διάστασης μεγαλύτερης από 1, οι συναρτήσεις των χώρων Sobolev

εν γένει δεν ταυτίζονται σ.π. με συνεχείς συναρτήσεις. Αυτό
επιβεβαιώνεται από το παρακάτω :

Παράδειγμα 1.5.8
Έστω και το σύνολο . Θεωρούμε τη
συνάρτηση

H δεν ταυτίζεται σχεδόν παντού με καμμία συνεχή συνάρτηση στο

Ισχύει

και για και ,

.

Θέτουμε

Για , θα δείξουμε ότι η είναι γενικευμένη μερική παράγωγος της στο

Θεωρούμε το σύνολο
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και το σύνορό του

όπου

Έστω (επομένως . Από τον τύπο της απόκλισης προκύπτει ότι

, (11)

όπου το μοναδιαίο διάνυσμα της εξωτερικής καθέτου στο και το
επιφανειακό μέτρο Hausdorff πάνω στο . Έχουμε

Στην παραπάνω σχέση, είναι το μέτρο Hausdorff του
.

Παρατηρούμε ότι

[Πράγματι, αν , τότε είναι

Αν , τότε

Από το Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης του Lebesgue προκύπτει ότι:

και
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Επομένως η (11) δίνει

Για κατάλληλο ισχύει . Πράγματι

.

(12)

Εξετάζοντας την ειδική περίπτωση για και θέτοντας και
το β’ μέλος της (12) γίνεται

για

Γενικά, το β’ μέλος της (12) γράφεται

για

Συνοψίζοντας, αν τότε .

□
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1.6 Ο χώρος Sobolev , .

O χώρος ορίζεται ως η κλειστότητα του χώρου στον χώρο .
Δηλαδή,

Αποδεικνύεται ότι ο χώρος είναι επίσης πυκνός στον . Άρα
ισοδύναμα:

Δηλαδή, για μία συνάρτηση που ανήκει στον ισχύει:

Ο είναι κλειστός γραμμικός υπόχωρος του . Εφοδιασμένος με τη
νόρμα είναι χώρος Banach, διαχωρίσιμος για και ανακλαστικός για

.
Για , o είναι χώρος Hilbert εφοδιασμένος με το εσωτερικό
γινόμενο

.

Με δεδομένο ότι μία συνάρτηση ορίζεται σχεδόν παντού, οι συναρτήσεις
του είναι χονδρικά συναρτήσεις που μηδενίζονται στο σύνορο (βλ.
και Θ.4 παρακάτω).

Σχόλιο
Όταν , αποδεικνύεται ότι
Όταν το είναι γνήσιο υποσύνολο του , οι χώροι και δεν
ταυτίζονται εν γένει.

Παράδειγμα 1.6.1
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Έστω ανοικτό, φραγμένο με σύνορο κλάσης Eπιλέγουμε
με Θέτουμε

Tότε, και . Aπό τον τύπο του Green,

Θεώρημα 1.6.2
Υποθέτουμε ότι το είναι τάξεως . Έστω με 1 .
Ισχύει το ακόλουθο:

στο ⇔

1.7 H ανισότητα Poincaré

Έστω ( ) ανοικτό, φραγμένο και . Tότε υπάρχει σταθερά
, η οποία εξαρτάται μόνο από τα και , τέτοια ώστε:

Απόδειξη
Θα αποδείξουμε την ανισότητα αρχικά στην περίπτωση που το είναι ανοικτό
τετράγωνο, δηλαδή , με και .
 Για , . Θεωρώ συνάρτηση . Για κάθε

ισχύει:

Επειδή , . Άρα
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=

(

Άρα

,

 Για , . Έστω . Τότε ισχύει:

⇒

.

Με ολοκλήρωση ως προς προκύπτει:

(13)

Εν συνεχεία με ολοκλήρωση ως προς η (13) δίνει:

 Για
Τα στοιχεία του είναι της μορφής , .
Για κάθε ζεύγος , το . Eπομένως
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(14)

Ολοκληρώνοντας την (14) ως προς προκύπτει:

Εν συνεχεία ολοκληρώνοντας ως προς έχουμε ότι:

,

Έστω τυχαίο ανοικτό, φραγμένο σύνολο και . Επιλέγουμε
ανοικτό τετράγωνο , με , ώστε . Θεωρούμε τη
φυσιολογική επέκταση

.

Αποδεικνύεται ότι και

Τότε,

.

Η διάσταση του τετραγώνου εξαρτάται από το .
Λόγω πυκνότητας του στον , περνώντας σε όρια συμπεραίνουμε ότι
σε οποιοδήποτε ανοικτό σύνολο και για κάθε συνάρτηση

ισχύει η ανισότητα Poincaré.
□

Ως συνέπεια της ανισότητας Poincaré προκύπτει ότι ,

.
(15)
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Ταυτόχρονα, από τον ορισμό της ,

(16)

Οι (15) και (16) δείχνουν ότι οι νόρμες και είναι ισοδύναμες στον
.

Ειδικότερα, αν , ένα ισοδύναμο εσωτερικό γινόμενο στον είναι το εξής:

1.8 Βασικό Θεώρημα Ενσφήνωσης του Sobolev

Έστω σύνολο ανοικτό, φραγμένο με σύνορο κλάσεως Tότε ο χώρος
ενσφηνώνεται στο χώρο

 Συνεχώς, αν , όπου:

 Συμπαγώς, αν .

Ειδικότερα, ο χώρος ενσφηνώνεται στο χώρο συμπαγώς.
Με τον ίδιο τρόπο ενσφηνώνεται ο χώρος στο χώρο , όμως στην
περίπτωση αυτή δεν απαιτείται ομαλότητα στο σύνορο του .

1.9 1η ιδιοτιμή της (- ,

Έστω ανοικτό, φραγμένο σύνολο με σύνορο κλάσης
Θεωρούμε το διαφορικό τελεστή -Λαπλασιανή

Oρισμός 1.9.1
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Ένας πραγματικός αριθμός λέγεται ιδιοτιμή της με Dirichlet συνοριακές

συνθήκες, ή ιδιοτιμή της (- , , αν το πρόβλημα συνοριακών τιμών

έχει μία τουλάχιστον ασθενή λύση με
Εάν ιδιοτιμή της ) και μία ασθενής λύση του παραπάνω

προβλήματος, τότε η λέγεται -ιδιοσυνάρτηση της .

Σχόλιο 1.9.2
Εάν ιδιοτιμή και -ιδιοσυνάρτηση της ), τότε ισχύει:

Eιδικότερα, αν θέσουμε , παίρνουμε

(17)

Άρα οι ιδιοτιμές της ) περιέχονται στο σύνολο

.

Ενδιαφερόμαστε για τη μικρότερη ιδιοτιμή. Με βάση το προηγούμενο σχόλιο,
φυσιολογικά εισάγουμε τον αριθμό

(18)

Λόγω της ανισότητας Poincaré, ισχύει

Πρόταση 1.9.3
Στην (18), το είναι ελάχιστο.
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Απόδειξη
Επιλέγουμε ακολουθία ώστε . Tότε,

η είναι φραγμένη στον . Επειδή ο είναι ανακλαστικός,
περνώντας σε υπακολουθίες και αξιοποιώντας το θεώρημα του Sobolev περί
συμπαγούς ενσφήνωσης του στον , μπορούμε να υποθέσουμε ότι

στον και στον

Τότε

και

,

Συνεπώς

□

H παραπάνω έκφραση ονομάζεται πηλίκο του Rayleigh.

Πρόταση 1.9.4
α) Το είναι η μικρότερη ιδιοτιμή της ).

β) Εάν , τότε ισχύει η ισοδυναμία:

-ιδιοσυνάρτηση ⇔ .

Aπόδειξη
α) Έστω ιδιοτιμή και -ιδιοσυνάρτηση. Τότε, σύμφωνα και με την Πρόταση 1,

Θα δείξουμε ότι το είναι ιδιοτιμή. Πράγματι, θέτουμε

(19)
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Επιλέγουμε ώστε

Τότε ισχύει

Άρα, το είναι σημείο ολικού ελαχίστου του , οπότε
Μετά από παραγώγιση της (19) και αντικατάσταση (βλ. Παράρτημα, § 4, συνέπεια
(β) Πρότασης 3) προκύπτει:

Άρα η είναι -ιδιοσυνάρτηση.

β) Έστω -ιδιοσυνάρτηση. Λόγω της (17), ισχύει

.

Αντίστροφα, έστω ώστε . Θεωρούμε πάλι το

συναρτησιακό και εργαζόμαστε όπως στην απόδειξη

του (α) για να καταλήξουμε στο ότι η είναι -ιδιοσυνάρτηση.
□
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 2.1
ΔΙΑΦΟΡΙΣΙΜΟΤΗΤΑ ΣΕ ΧΩΡΟΥΣ BANACH

ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΙ

- Τα στοιχεία του 1, NR N , θα συμβολίζονται με  Nzzzz ,...,, 21 .
- Για κάθε μετρήσιμο σύνολο NRE  , θα συμβολίζουμε με E το μέτρο

Lebesgue του E .
- Με    ,, NR θα συμβολίζεται το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο και η συνήθης

νόρμα, αντιστοίχως, του NR .
- Έστω X ένας χώρος Banach και *X ο δυικός του. Αν Xu , ** Xu  τότε
γράφουμε uu ,* αντί για  uu * .

- Έστω XU  ανοικτό και Uu 0 . Για “μικρό” h , (για παράδειγμα

 UXudh \,0 ) τότε και Uhu 0 .

1. Fréchet διαφορίσιμες συναρτήσεις (ορισμοί, βασικές ιδιότητες &
παραδείγματα).

Αρχικά, θα υπενθυμίσουμε βασικούς ορισμούς και προτάσεις για τη διαφορισιμότητα
του κλασικού λογισμού.

Έστω  1 NRU N , ανοικτό. Μια συνάρτηση RU : καλείται

διαφορίσιμη σε ένα σημείο Uu 0 , αν οι μερικές παράγωγοι

  Nju
x j



 1,0


υπάρχουν

και
      

,0
,

lim
0




 h
huuhu NRooo

h



όπου        



















00

2

0

1

,...,, u
x

u
x

u
x

uo

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είναι η κλίση (gradient) της  στο 0u .

Σημείωση 1: Αν η RU : είναι διαφορίσιμη στο Uu 0 , τότε η
απεικόνιση

   NRo huh ,
είναι ένα φραγμένο γραμμικό συναρτησιακό του NR το οποίο καλείται Fréchet
παράγωγος της  στο 0u και συμβολίζεται με  ou' . Τότε μπορούμε να
γράφουμε

     .,,,' N
Roo Rhhuhu N  

H παραπάνω έννοια της διαφορισιμότητας μπορεί να επεκταθεί και για συναρτησιακά
που είναι ορισμένα σε χώρους Hilbert.

Ορισμός 1: Έστω H ένας χώρος Hilbert εφοδιασμένος με το εσωτερικό γινόμενο
 , και με την αντίστοιχη νόρμα  . Ας υποθέσουμε ότι το HU  είναι

ανοικτό και Uu 0 . Ένα συναρτησιακό RU : λέγεται Fréchet

διαφορίσιμο στο 0u , αν υπάρχει διάνυσμα   Huo  :

      
.0

,
lim

0



 h

huuhu NRooo

h



Σημείωση 2: Αν η RU : είναι Fréchet διαφορίσιμη στο 0u ,τότε το

διάνυσμα  ou είναι μοναδικά ορισμένο (δες Σημείωση 3 παρακάτω) και

καλείται κλίση της της  στο 0u . Ακόμα, η απεικόνιση

  huh o ,
είναι ένα φραγμένο γραμμικό συναρτησιακό τουH το οποίο καλείται Fréchet
παράγωγος της  στο 0u και συμβολίζεται με  ou' . Τότε μπορούμε να
γράφουμε

     Hhhuhu oo  ,,,' 
και

     
.0

,'
lim

0



 h

huuhu ooo

h



Η προηγούμενη σημείωση οδηγεί στην επόμενη επέκταση του Ορισμού 1 στη
περίπτωση που έχουμε χώρους Banach:
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Ορισμός 2: Έστω  ,X ένας χώρος Banach, XU  ανοικτό και Uu 0 .

Ένα συναρτησιακό RU : λέγεται Fréchet διαφορίσιμο στο 0u , αν

υπάρχει   *' Xuo  :

     
.0

,'
lim

0



 h

huuhu ooo

h


(1)

Το φραγμένο γραμμικό συναρτησιακό  0' u καλείται Fréchet παράγωγος του

 στο 0u .
Tέλος, θα επεκτείνουμε την έννοια της διαφορισιμότητας σε συναρτήσεις ανάμεσα σε
δύο χώρους Banach:

Ορισμός 3: Έστω YX , δύο χώροι Banach, XU  ανοικτό και Uu 0 .

Ένα συναρτησιακό YU : λέγεται Fréchet διαφορίσιμο στο 0u , αν υπάρχει

φραγμένος γραμμικός τελεστής   YXuo :' :

      
.0

'
lim

0



 h

huuhu ooo

h


(2)

O φραγμένος γραμμικός τελεστής  0' u καλείται Fréchet παράγωγος του 
στο 0u .

Σημείωση 3: O φραγμένος γραμμικός τελεστής  0' u είναι μοναδικά ορισμένος.

Πράγματι, υποθέτουμε ότι YXA : είναι ένας φραγμένος γραμμικός τελεστής
τέτοιος ώστε:

     
.0lim

0



 h

hAuhu oo

h


(3)

Από τις σχέσεις (2), (3) έχουμε 0
)(

lim
0


 h

hB
h

, όπου  0' uAB  .

Θα δείξουμε ότι .0B
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Έστω Xu με 1u . Θέτουμε ,...2,1,1
 nu

n
hn

Ακόμα, 0  n
nh και έτσι    

0
n

n

h
hB

uB καθώς n .

Σημείωση 4: Έστω ένα συναρτησιακό YU : Fréchet διαφορίσιμο στο 0u .

Τότε για “μικρό” h , έχουμε

      )()(' hwhuuhu ooo   με 0
)(

lim
0


 h

hw
h

. (4)

Σημείωση 5: Έστω X ένας χώρος Banach, I ένα ανοικτό διάστημα του R και

XI : μια συνεχής συνάρτηση (Μια τέτοια συνάρτηση καλείται καμπύλη
στον X ).

Υπενθυμίζουμε ότι η  λέγεται διαφορίσιμη με την κλασική έννοια σε ένα σημείο

It 0 , ανν

το     000

1lim tht
hh

 


υπάρχει στον .X
Σε αυτή την περίπτωση, το παραπάνω όριο καλείται κλασσική παράγωγος της  στο

It 0 και συμβολίζεται με  0t .

Εύκολα αποδεικνύεται ότι μια καμπύλη XI : είναι Fréchet διαφορίσιμη

στο It 0 αν και μόνο αν είναι διαφορίσιμη στο It 0 με την κλασική έννοια.
Τότε,

  .),()(' 00 Rhthht   

Aς σημειωθεί ότι τυπικά το  0' t διαφέρει από το )( 0t καθώς εξ’ ορισμού το

 0' t είναι μια φραγμένη γραμμική συνάρτηση από τοR στον X , ενώ το

)( 0t είναι ένα διάνυσμα στον .X
Συγκεκριμένα, ισχύει     00 1' tt   .
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Πρόταση 5: Έστω YX , δύο χώροι Banach, το XU  ανοικτό, Uu 0 και

U: Fréchet διαφορίσιμη στο 0u .

Τότε η  είναι συνεχής στο 0u .

Απόδειξη: Για “μικρό” h , η (4) δίνει

        

   
0'

'

0



h
o

ooo

h
h
hw

hu

hwhuuhu





□

Πρόταση 5 [Κανόνας της αλυσίδας]: Έστω ZYX ,, χώροι Banach,
YVXU  , ανοικτά σύνολα και συναρτήσεις YU : , ZV : με

  .VU  Αν η  είναι Fréchet διαφορίσιμη στο Uuo  και η  είναι

Fréchet διαφορίσιμη στο Vu )( 0 ,τότε η σύνθεση   είναι επίσης Fréchet

διαφορίσιμη στο 0u με

        .''' 000 uuu   

Απόδειξη: Αφού η  είναι Fréchet διαφορίσιμη στο Uuo  , για “μικρό” h
μπορούμε να γράφουμε

       ,)()(' hyhwhuuhu ooo   (5)

με 0
)(

lim
0


 h

hw
h

(6)

και 0)(lim
0




hy
h

(7)

Αφού η  είναι Fréchet διαφορίσιμη στο )( ou , από την (7), για “μικρό” h
μπορούμε να γράφουμε
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              ),(' 1 hwhyuuhyu ooo  

ή             ),(' 1 hwhyuuhu ooo   (8)

με .0
)(
)(

lim 1

0


 hy
hw

h
(9)

Tότε, από τις σχέσεις (5) και (8) , για “μικρό” h έχουμε:

             ),('' 2 hwhuuuhu oooo   (10)

όπου       ).(')( 12 hwhwuhw o  

Όμως τότε,

  

    

       













h
hw

u
hy
hw

h
hw

u

h
hy

hy
hw

h
hw

u

h
hw

h
hw

u
h
hw

oo

o

o

)(
'

)()(
'

)()()(
'

)()(
'

)(

1

1

12







(δες (5)).

Εξ αιτίας των (6), (9), το δεξί μέλος της τελευταίας ανισότητας τείνει στο 0 καθώς
.0h Aυτό, σε συνδυασμό με τη σχέση (10), αποδεικνύουν την Πρόταση 5.

□

Πρόταση 6: Έστω   ,,H ένας χώρος Hilbert και RHH : μια
διγραμμική, συμμετρική και συνεχής απεικόνιση. Τότε το συναρτησιακό

   uuu ,
2
1  , Hu

είναι Fréchet διαφορίσιμο σε κάθε σημείο του H με

   huhu ,,'   , για κάθε ., Hhu 
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Απόδειξη: Για κάθε Hhu , ,

            huhhuuhuhuuhu ,,
2
1,,

2
1  

[η RHH : είναι διγραμμική, συμμετρική ].

Επιπλέον, αφού η  είναι συνεχής, 0C :

  .,,, HvuvuCvu 
Τότε για κάθε Hvu , , με 0h ,

       
0

22
,,




hC
h
hh

h
huuhu 

καθώς .0h

□

Πόρισμα 7: Έστω   ,,H ένας χώρος Hilbert. Τότε το συναρτησιακό

 
2

2u
u  , Hu

είναι Fréchet διαφορίσιμο σε κάθε σημείο του H με

   huhu ,,'  , για κάθε ., Hhu 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ:
i. Άμεσα από τον ορισμό 3 προκύπτει ότι κάθε φραγμένη γραμμική συνάρτηση 

μεταξύ δύο χώρων Banach YX , είναι Fréchet διαφορίσιμη σε κάθε σημείο του
X και .,)(' Xuu 

ii. Έστω   2LH , όπου )1(  NR N ανοικτό.Τότε το

συναρτησιακό   dzzuuu 22

2
)(

2
1

2
1




 , ,Hu

είναι Fréchet διαφορίσιμο σε κάθε σημείο του H με

  


 dzzhzuhu )()(,' , για κάθε ., Hhu 

Αυτό έπεται από το πόρισμα 7.
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iii. Έστω   2,1
0WH ή  2,1W , όπου )1(  NR N ανοικτό.

Τότε το συναρτησιακό

  dzzuuu 22

2
)(

2
1

2
1




 , ,Hu

είναι Fréchet διαφορίσιμο σε κάθε σημείο του H με

   


 dzzhzuhu NR)(),(,' , για κάθε ., Hhu 

Πράγματι, ορίζουμε τη διγραμμική συμμετρική μορφή RHH : με

   


 dzzhzuvu NR)(),(, για κάθε ., Hvu 

Από την ανισότητα Cauchy-Schwartz έπεται ότι η  είναι καλά ορισμένη και
συνεχής, επομένως μπορεί να εφαρμοστεί η Πρόταση 6.
iv. Έστω   ,,H ένας χώρος Hilbert. Τότε, το συναρτησιακό

  uu  , Hu
είναι Fréchet διαφορίσιμο σε κάθε σημείο του  0\H με

   
u
huhu ,,'  , για κάθε Hhu , με .0u

Πράγματι,   , όπου

 ),0: ),0[  , ,)( tt   ),0: H ,
2)( uu 

και ,0,
2

1)(  t
t

t    huhu ,2,'  για κάθε Hhu , .

Tώρα, από τον κανόνα της αλυσίδας (Πρόταση 5) για   ,,0\ HhHu 

          
u
huhu

u
huuhu ,,2

2
1''))(('

2
 

[δες και Σημείωση 5].

v. Έστω   ,,H ένας χώρος Hilbert και 1p . Τότε το συναρτησιακό

  p

p uu  , Hu
είναι Fréchet διαφορίσιμο σε κάθε σημείο του H με
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   
.,

0,0
0,,

,'
2

Hh
u
uhuup

hu
p

p 
















Πράγματι,  pp  , όπου

  ),0),0: p , ,)( 2
p

p tt   ),0: H ,
2)( uu 

και

και ,0,
2

)( 12   ttpt
p

p    huhu ,2,'  για κάθε Hhu , .

Tώρα, από τον κανόνα της αλυσίδας (Πρόταση 5) για   ,,0\ HhHu 

            huuphuuphuuhu p
p

pp ,,2
2

''))((' 2122 

 

[δες και Σημείωση 5].

Επίσης,

,0
)0()( 1


 ppp h
h

h 
καθώς .0h

Ορισμός 8: Έστω X ένας χώρος Banach και XU  ένα ανοικτό. Ένα

συναρτησιακό RU: λέγεται κλάσης 1C , αν είναι Fréchet διαφορίσιμο σε

κάθε σημείο του U και η απεικόνιση *)(' XuuU   είναι συνεχής.

Η κλάση όλων των 1C συναρτήσεων στο U , συμβολίζεται με  .1 UC

Πρόταση 9 (Θεώρημα Μέσης Τιμής): Έστω X ένας χώρος Banach, XU 
ανοικτό και κυρτό σύνολο και  UC 1 .

Τότε, για κάθε Uuu 10 , έχουμε τον τύπο

       
1

0
011001 .,1' dtuutuutuu 

Απόδειξη: Έστω Uuu 10 , . Θεωρούμε το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα

10 ,uu , δηλαδή την καμπύλη U]1,0[: που ορίζεται ως

  101)( tuutt  , ].1,0[t
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Eύκολα αποδεικνύεται ότι   ,01 uut  για κάθε ]1,0[t και άρα,

)())((' 01 uuhht  , για κάθε ]1,0[t , Rh [δες και Σημείωση 5].

Tώρα θεωρούμε τη συνάρτηση R ]1,0[:  . Από τον κανόνα της

αλυσίδας, έχουμε ότι για κάθε ]1,0[t , Rh ,

             ,,'''' 01 uuthhttht  

το οποίο σημαίνει [δες Σημείωση 5] ότι για κάθε ]1,0[t ,

   .,')( 01 uutt  
Aλλά αφού  UC 1 , τότε και   1,01C , οπότε

,)()0()1(
1

0

dtt  

απ’όπου άμεσα προκύπτει το ζητούμενο. □

Πόρισμα 10: Έστω X ένας χώρος Banach, XU  ένα ανοικτό και

συνεκτικό σύνολο και  UC 1 με ,0)(' u Uu . Τότε η  είναι
σταθερή.

Απόδειξη: Έστω Uu 0 σταθερό. Θέτουμε

 .)()(: 0uuUuW  
Προφανώς το W είναι κλειστό με την σχετική τοπολογία του U .
Aρκεί να δείξουμε ότι το W είναι και ανοικτό, διότι τότε, λόγω της συνεκτικότητας
του U , θα προκύψει UW  .
Προς τούτο, επιλέγουμε ένα Wu 1 και 0r με   Uru  ,1 .

Aφού 0' στο ανοικτό κυρτό σύνολο  ru ,1 , από την Πρόταση 9

έχουμε ότι  .,),()( 11 ruuuu 
Aλλά )()( 01 uu   άρα,  .,),()( 10 ruuuu 
Έτσι,   Wru  ,1 κι άρα το το W είναι ανοικτό.

□
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ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 2.2
Tελεστής Nemytskii - Ολοκληρωτικά Συναρτησιακά

Έστω  1 NR N , ανοικτό και φραγμένο σύνολο και μια συνεχής
συνάρτηση RR: που ικανοποιεί την αυξητική συνθήκη:

    2

1

1: ctctfH p



για κάθε Rt , όπου 1p και

21,cc

θετικές σταθερές.

Εφεξής, με q θα συμβολίζουμε το συζυγή εκθέτη του 1p , δηλαδή

.1,
1

111



 q
p
pq

qp

Πρόταση 11: Υπό τη συνθήκη (Η), υπάρχουν 0',' 21 cc τέτοια ώστε

  '' 21 ctctf pq
 , για κάθε .Rt

Άρα, για κάθε )( pLu , η συνάρτηση    ufuf  ανήκει στον

)(qL .

Aπόδειξη: Η κυρτότητα της απεικόνισης
qtt ),0[ συνεπάγεται ότι

  .,,2 1 Rststst qqqq
  (11)

H υπόθεση (Η) σε συνδυασμό με τη σχέση (11) δίνει

  .,222)( 2
1

1
1

2

)1(

1
1 Rtctcctctf qqpqqqpqqqq

 

Τότε θέτουμε .2',2' 2
1

21
1

1
qqqq cccc   □

Oρισμός 12: Έστω RRf : μια συνεχής συνάρτηση που ικανοποιεί την (Η).

Ο τελεστής Nemytskii της f είναι ο τελεστής     *:  pp
f LL με

      


 dzzhzufhuN f ,  .,  pLhu
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Aς σημειώσουμε ότι αν η f ικανοποιεί την (Η), τότε ο τελεστής f είναι καλά
ορισμένος (Πρόταση 11 και ανισότητα Hӧlder ).

Πρόταση 13: Υπό τη συνθήκη (Η), ο τελεστής Nemytskii fN είναι συνεχής και
φραγμένος, δηλαδή απεικονίζει φραγμένα σύνολα σε φραγμένα.

Aπόδειξη: Από την ανισότητα Hӧlder έχουμε
         

qff vfufvNuN 
*

  pLvu, (12)

και
    

qf ufuN 
*

 . pLu (13)

Αρχικά, θα δείξουμε τη συνέχεια:
Έστω ακολουθία    

p
nn Lu 1 τέτοια ώστε uun  στον  .pL

Περνώντας σε υπακολουθίες, μπορούμε να υποθέσουμε ότι
)()( zuzun  σχεδόν παντού (σ.π.) στο  (14)

και ότι για κάποια   ,Ω  pLw
)()(),()( zwzuzwzun  , 1n και σχεδόν για όλα τα .z (15)

Από την (14) προκύπτει ότι σχεδόν για όλα τα z ,

    ,0)()( 
q

n zufzuf για n
(η f είναι συνεχής).
Aκόμα, για κάθε 1n και σχεδόν για όλα τα z , έχουμε

            
 
   











1
21

2121
1

1

~),(~')('2
')('')('2

2

Lwzwczwc
czucczuc

zufzufzufzuf

pq

pp

n
q

qq

n
qq

n

(βλ. (15)).
Τα παραπάνω μας επιτρέπουν να χρησιμοποιήσουμε το Θεώρημα Κυριαρχημένης
Σύγκλισης του Lebesgue απ΄όπου προκύπτει

   


 ,0)()( dzzufzuf q

n για n .

H τελευταία σύγκλιση, σε συνδυασμό με τη σχέση (12) δίνει
    0

*
 uNuN fnf , για n .

Έτσι, ο fN είναι συνεχής.
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Θα δείξουμε τώρα ότι ο fN είναι φραγμένος.

Έστω 0r σταθερό. Τότε για κάθε u στον  pL με ru
p
 έχουμε

     Ω'' 21 cdzzucdzzuf pq
 



σχεδόν για όλα τα z

.'' 21 r
p Mcrc 

Τώρα η σχέση (13) συνεπάγεται

  ,sup
1

*




q
rf

ru
MuN

p

δηλαδή ο fN είναι φραγμένος.
□

Η έννοια του τελεστή Nemytskii μπορεί να επεκταθεί και στις διανυσματικές
συναρτήσεις.

Έστω  1:  NRRf NN μια συνεχής συνάρτηση που ικανοποιεί την εξής
αυξητική συνθήκη:

    2

1

1: ccfH p


 για κάθε NR , όπου 1p και 21,cc
θετικές σταθερές.

Η παρακάτω πρόταση είναι παρόμοια με την Πρόταση 11 (παραλείπουμε την
απόδειξη):

Πρόταση 14: Υπό τη συνθήκη  H , υπάρχουν 0',' 21 cc τέτοια ώστε

  21 '' ccf pq
  , για κάθε NR

Άρα, για κάθε  Np RLu , , η συνάρτηση    ufuf  βρίσκεται στον

 Nq RL , .

Ορισμός 15: Έστω  1:  NRRf NN μια συνεχής συνάρτηση που

ικανοποιεί την  H . Ο τελεστής Nemytskii της f είναι ο τελεστής

    *,,: NpNp

f
RLRLN 

που ορίζεται ως
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        dzzhzufhuN NRf 


 ,,  .,, Np RLhu 

Ας σημειώσουμε ότι αν η f ικανοποιεί την  H , τότε ο fN είναι καλά

ορισμένος (Χρησιμοποιούμε την Πρόταση 14 και τις ανισότητες Cauchy-Schwarz &
Hӧlder).

Η παρακάτω πρόταση είναι παρόμοια με την Πρόταση 13 (παραλείπουμε την
απόδειξη):

Πρόταση 16: Υπό τη συνθήκη  H ,o τελεστής Nemytskii fN είναι συνεχής και

φραγμένος, δηλαδή απεικονίζει φραγμένα σύνολα σε φραγμένα.

Τώρα θα υπολογίσουμε την Fréchet παράγωγο μιας κλάσης ολοκληρωτικών
συναρτησιακών που σχετίζονται με τη μελέτη προβλημάτων συνοριακών τιμών.

Πρόταση 17: Έστω  NRCF 1 με NN RRfF  : που ικανοποιεί

την  H . Τότε το συναρτησιακό

    dzzuFu 


 ,  Np RLu ,

είναι κλάσης 1C στον  Np RL , με FN' , δηλαδή

        dzzhzuFhu NR


 ,,'  .,, Np RLhu 

Απόδειξη: Από το Θεώρημα Μέσης Τιμής (πρόταση 9), έχουμε ότι NR  ,

        dttFFF
NR

 
1

0

,  . (16)

Ειδικότερα, NR ,

      ,0,
1

0

FdttFF
NR

  

άρα,

     0
1

0
2

11
1 FdtctcF pp  

 
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 .02
1 Fc
p
c p

 

Έπεται ότι,  Np RLu , ισχύει     Np RLuF , και συνεπώς το
συναρτησιακό  είναι καλά ορισμένο.

Τώρα, έστω  Np RLhu ,,0  . Από την σχέση (16) έχουμε

            .,
1

0
000 dzdtzhzhtzuFuhu

NR
 
 



  

Τότε,         ,,,
1

0
000 dzdttzGhuNuhu F  


 



  (17)

όπου
             ,,, 00 NRzhzuFzhtzuFtzG  ].1,0[,  tz

Iσχυριζόμαστε ότι η G ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος
Fubini-Tonneli(Brezis[1], p. (79)).

Πράγματι, για κάθε ]1,0[t ,

          


pq
huFhtuFdztzG 00,

και η απεικόνιση       huNhtuNdxtzGt FF ,,]1,0[ 00 


 

είναι συνεχής και άρα ολοκληρώσιμη. [Υπενθυμίζουμε ότι NN RRfF  :
ικανοποιεί την  H , επομένως ικανοποιεί και τα συμπεράσματα των Προτάσεων 14
και 16].

Τώρα, η (17) δίνει

          dthuNhtuNhuNuhu FFF   
1

0
00000 ,,

η οποία συνεπάγεται ότι

     


 
1

0

000 ,)(
,

dttS
h

huNuhu
h

p

F
(18)

όπου     ].1,0[,)(
*00   tuNhtuNtS FFh

Από την Πρόταση 16, συμπεραίνουμε ότι
]1,0[,0)(lim

0



ttS

hh
p

και ότι
    ]1,0[,1:sup thtS

ph
.
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Aπό το Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης του Lebesgue, έπεται ότι

0)(lim
1

0
0


dttS

hh
p

.

Άρα, από την (18) προκύπτει το ζητούμενο. □

Πόρισμα 18: Έστω RRf : συνεχής που ικανοποιεί την υπόθεση  H .
Θέτουμε

    .,
0

RtdssftF
t

 

Τότε το συναρτησιακό   RLp Ω: που ορίζεται ως

      


 pLudzzuFu ,

είναι κλάσης 1C στον  pL με fN' , δηλαδή,

      dzzhzufhu 


,' ,   pLhu, .

Πόρισμα 19: Το συναρτησιακό     p

pN
NNp

N u
p

ujRRLj 1,,: 

είναι κλάσης 1C με

         dzzhzuzuhuj NR

p

N ,,' 2


 ,  .,, Np RLhu 

Ειδικότερα, το συναρτησιακό

  RLj p :   p

p
u

p
uj 1


είναι κλάσης 1C με

       dzzhzuzuhuj p 2,' 


  .,  pLhu

Απόδειξη: Oρίζουμε   .,,: N

p

N R
p

FRRF  


 Tότε

 NRCF 1 με   Np RF 
  ,2

(δες Παράδειγμα (v)).
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Προφανώς, το F ικανοποιεί την υπόθεση  H κι έτσι εφαρμόζεται η Πρόταση
17.

□

Πόρισμα 20: Το συναρτησιακό

    p

p

p u
p

uJRWJ 
1,: ,1

0

είναι κλάσης 1C με

         dzzhzuzuhuJ NR

p





 ,,' 2

,  ., ,1

0  pWhu

Απόδειξη: Έχουμε ,LjJ N  όπου    Npp RLWL ,: ,1
0  με

   ., ,1
0  pWuuuL Να σημειωθεί ότι ο L είναι γραμμικός και

φραγμένος κι έτσι     pWuLuL ,1
0,' . Τώρα, από τον κανόνα της

αλυσίδας (Πρόταση 5) έχουμε ότι

     
       dzzhzuzu

hujhuLuLjhuJ

NR

p

NN







 ,

,'))((',)(','
2

  pWhu ,1

0, (βλ. Πρόταση 19).
□
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 3.1
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΚΡΙΣΙΜΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ

Θεώρημα 3.1.1 (Mεταβολική Αρχή του Ekeland)

Έστω  dX , ένας πλήρης μετρικός χώρος και   RX: μια κάτω
ημισυνεχής και κάτω φραγμένη, με  .Τότε, για 0 και Xu τέτοιο
ώστε  

X
u inf)( και 0 , μπορούμε να βρούμε X τέτοιο ώστε

   u  ,   vud ,
και

),()()( ydy 

  για κάθε Xy  .

Απόδειξη: Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι 1 (εναλλακτικά
θεωρούμε μια ισοδύναμη μετρική dd



1
 ).

Eισάγουμε τη σχέση ''''  στον X όπου

xy  αν και μόνο αν      ., xyxdy   (1)

Προφανώς η ''''  είναι σχέση μερικής διάταξης στον X (διότι είναι ανακλαστική,
αντισυμμετρική και μεταβατική ).

Με επαγωγή, κατασκευάζουμε μια ακολουθία   Xu nn 0 ως εξής:

Έστω uu 0 και υποθέτουμε ότι έχουν επιλεγεί οι όροι nuuu ,...,, 10 .

Αν  nn uhXhL  : , επιλέγουμε nn Lu 1 τέτοιο ώστε

1
1inf)( 1 

 n
u

nL
n  . (2)

H κάτω ημισυνέχεια της  συνεπάγεται ότι τα σύνολα nL είναι κλειστά. Επιπλέον,

nn LL 1 (αφού nn uu 1 ).

Ισχυρισμός 1: diam 0nL καθώς n→∞.
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Έστω 1 nLh . Tότε nn uuh  1 και άρα από τις (1) και (2) έχουμε

     
1

1)(
1

1inf, 11 



  n

h
n

huhud
nL

nn 

Άρα, 0
)1(

2
1 


 n

diamLn 
για n .

Εφόσον ο X είναι πλήρης μετρικός χώρος, από το θεώρημα τομής του Cantor και
τον Ισχυρισμό 1 έχουμε  


n

n
L

0
 για κάποιο .X

Ειδικότερα, 0L , οπότε uu  0 κι άρα

       uudu   , [δες (3.1.1)].

Επίσης,     .1infinf1)()(1, 






 







 uud

Το  είναι ελαχιστικό (minimal) για την διάταξη  .
Πράγματι, αν z , τότε nuz  για κάθε 0n κι έτσι  


n

n
Lz

0
 ,

συνεπώς z . Επομένως, ),()()( ydy 

  για κάθε

.Xy  [Πράγματι αν Xy με vy  , τότε δεν ισχύει η (1). ].

Σημείωση 3.1.2 Από το θεώρημα 3.1.1, οι σχέσεις “    ,ud ” και

“ ),()()( yvdy

  για κάθε Xy ” είναι συμπληρωματικές, με

την εξής έννοια:

- Αν το 0 είναι “μεγάλο”, τότε η ανισότητα    ,ud παρέχει μικρή
πληροφορία για το πού βρίσκεται το  , ενώ η ανισότητα

“ ),()()( yvdy

  για κάθε Xy ” γίνεται πιο ακριβής με το  να

τείνει να γίνει ολικό ελάχιστο της  , αφού

η διαταραχή ),( vd

 είναι πολύ “μικρή”.

- Η κατάσταση αυτή αντιστρέφεται αν το 0 είναι “μικρό”.
Δύο σημαντικές ειδικές περιπτώσεις είναι όταν το 1 (τότε αδιαφορούμε για τα
όρια μεταβολής του  ) και όταν το   (όπου τότε παίρνουμε πληροφορίες και
από τις δύο ανισότητες).
Παρακάτω παραθέτουμε και τις δύο αυτές περιπτώσεις σαν πορίσματα του
θεωρήματος 3.1.1.
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Η ανισότητα “ ),()()( yvdy   για κάθε Xy “ έχει ιδιαίτερη σημασία
όταν η  είναι διαφορίσιμη σε έναν χώρο Banach. Αυτό θα δειχθεί παρακάτω, στα
Πορίσματα 3.1.5 και 3.1.6.

Πόρισμα 3.1.3 Αν  dX , και   RX: είναι όπως στο θεώρημα
3.1.1, τότε για κάθε 0 μπορούμε να βρίσκουμε X τέτοιο ώστε

  
X
inf)( και ),()()( ydy    για κάθε .Xy

Πόρισμα 3.1.4 Αν  dX , και   RX: όπως στο θεώρημα

3.1.1 και 0 και Xu  που ικανοποιεί

,inf)(   
X

u
τότε μπορούμε να βρούμε X , τέτοιο ώστε

   ),(),()( udu και ),()()( ydy   
για κάθε .Xy 

Πόρισμα 3.1.5 Αν X χώρος Banach και RX : , κάτω φραγμένη και

Frechet διαφορίσιμη, τότε για κάθε 0 υπάρχει X τέτοιο ώστε

  
X
inf)( και   )(' .

Πόρισμα 3.1.6 Αν X και  όπως στο πόρισμα 3.1.5 και 0 και Xu 

με ,inf)(   
X

u τότε υπάρχει X , τέτοιο ώστε

   uu ),()( και   )(' .

Σημείωση 3.1.7 Tο προηγούμενο πόρισμα εγγυάται την ύπαρξη ελαχιστοποιητικής
ακολουθίας   Xx nn 1 με 0)(' nx στον *X .

Αυτό οδηγεί στην παρακάτω συνθήκη συμπάγειας για συναρτήσεις ),(1 RXC
που μας οδηγεί στο κατώφλι της Θεωρίας Κρίσιμων Σημείων.

Ορισμός 3.1.8 Έστω  ,X ένας χώρος Banach και ),(1 RXC .

a) Η ϕ ικανοποιεί τη συνθήκη Palais–Smale σε επίπεδο Rc (συνθήκη (PS)c)
αν κάθε ακολουθία   Xx nn 1 με cxn )( στο R και

0)(' nx στον *X έχει ισχυρά συγκλίνουσα υπακολουθία.
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Λέμε ότι η  ικανοποιεί τη συνθήκη Palais–Smale (PS) αν ικανοποιεί τη συνθήκη
Palais–Smale σε κάθε επίπεδο Rc .

b) Η  ικανοποιεί τη συνθήκη Cerami σε επίπεδο Rc (συνθήκη (C)c),

αν κάθε ακολουθία   Xx nn 1 με cxn )( στο R και

  0)('1  nn xx  στον *X έχει ισχυρά συγκλίνουσα υπακολουθία.

Λέμε ότι η  ικανοποιεί τη συνθήκη Cerami (συνθήκη (C)) αν ικανοποιεί τη
συνθήκη Cerami σε κάθε επίπεδο .Rc

Σημείωση 3.1.9 Η συνθήκη (C)c είναι ασθενέστερη της συνθήκης (PS)c.

Η επόμενη επέκταση του θεωρήματος 3.1.1 ταιριάζει στην συνθήκη (C).

Θεώρημα 3.1.10 Έστω   RR: μια συνεχής, αύξουσα συνάρτηση τέτοια

ώστε 




ds
s0 )(1

1


.

Έστω  dX , ένας πλήρης μετρικός χώρος, Xxo  και μια κάτω ημισυνεχής

συνάρτηση }{:  RX που είναι κάτω φραγμένη με  .
Αν 0 και Xu που ικανοποιεί

 
X

u inf)(
και 0 , θέτουμε ),( 00 uxdr  και σταθεροποιούμε 0r τέτοιο ώστε







rr

r

ds
s

0

0 )(1
1 


.

Τότε, υπάρχει X τέτοιο ώστε rrxvdu  00 ),(),()(  και

    .),,(
,1

)()(
0

Xyyvd
vxd

y 




 (3)

Σημείωση 3.1.11 Αν 0 , ux 0 και r , τότε το θεώρημα 3.1.10
ταυτίζεται με το θεώρημα 3.1.1.

Πόρισμα 3.1.12 Έστω   RR: μια συνεχής, αύξουσα συνάρτηση τέτοια

ώστε 




ds
s0 )(1

1


.
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Έστω X χώρος Banach και RX : κάτω φραγμένη Fréchet διαφορίσιμη
συνάρτηση. Αν 0 και u με

 
X

u inf)(
και 0 και 0r , με

 


r

ds
s0 )(1

1 


,

τότε υπάρχει X τέτοιο ώστε ruu   ),()( και

  v




1

)(' .

Πόρισμα 3.1.13 Αν  , και X όπως στο πόρισμα 3.1.12, τότε για κάθε 0 ,

υπάρχει X τέτοιο ώστε

  
X
inf)( και  

 

v


1

)(' .

Πόρισμα 3.1.14 Αν  , και X όπως στο πόρισμα 3.1.12, τότε η  έχει μια

ελαχιστοποιητική ακολουθία   Xx nn 1 με    0)('1  nn xx  στον

.*X

Συνδυάζοντας αυτό το πόρισμα με τη συνθήκη(C)c για 
X

c inf προκύπτει το

παρακάτω.

Πόρισμα 3.1.15 Αν ο X είναι χώρος Banach και ),(1 RXC κάτω

φραγμένη που ικανοποιεί τη συνθήκη (C)c για 
X

c inf , τότε υπάρχει Xx
τέτοιο ώστε


X

x inf)(  .

Aπόδειξη: Εξαιτίας του πορίσματος 3.1.14 (με   rr  ), υπάρχει ακολουθία

  Xx nn 1 με 
Xn cx inf)(  και   0)('1  nn xx  στον *X .

Αφού η  ικανοποιεί τη συνθήκη (C)c, περνώντας σε μια υπακολουθία, μπορούμε

να υποθέσουμε ότι xxn  στον X . Τότε 
X

x inf)(  .

□
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Η επόμενη πρόταση μας δίνει μια ενδιαφέρουσα σχέση ανάμεσα στη συνθήκη (C)c
και την πιεστικότητα της  .

Πρόταση 3.1.16 Αν ο X είναι χώρος Banach και η  XC 1 είναι κάτω
φραγμένη και ικανοποιεί την συνθήκη (C), τότε η  είναι πιεστική, δηλαδή

)(x καθώς x .

Απόδειξη: Ας υποθέσουμε αντιθέτως ότι η  δεν είναι πιεστική. Tότε υπάρχει

Rc και ακολουθία   Xu nn 1 τέτοια ώστε

n
cun

1)(  και  12  n
n eu . (4)

Eφαρμόζοντας το πόρισμα 3.1.12 με

  rr  , 1,,inf1
 n

X
ern

n
c 

και παίρνουμε μια ακολουθία   Xnn 1 τέτοια ώστε

1),()(  n
nnnn euu  και

  .1,
1

inf1

)(' 



 n

n
n

c

n

X

n 


 (5)

Aπό τις σχέσεις (4) και (5),
1 n

nnnn euu 
το οποίο δίνει n ,ενώ cn

n



)(suplim  και

  0)('1  nn  στον *X . Αυτό όμως είναι άτοπο, διότι η  ικανοποιεί
τη συνθήκη (C). □

Το παραπάνω αποτέλεσμα οδηγεί στην ακόλουθη σύγκριση των δύο συνθηκών
συμπάγειας του ορισμού 3.1.8.

Πρόταση 3.1.17: Αν X είναι χώρος Banach και  RXC ,1 κάτω φραγμένη,
τότε οι συνθήκες (PS) και (C) είναι ισοδύναμες.

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουμε ότι η συνθήκη (C) έπεται τη συνθήκη (PS)
(σημείωση 3.1.9).
Έστω ακολουθία   Xx nn 1 με  )( nx φραγμένη και 0)(' nx στον

*X .
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Τότε εξαιτίας της πρότασης 3.1.16, η   1nnx είναι φραγμένη και άρα

  0)('1  nn xx  στον *X .

Αφού η  ικανοποιεί τη συνθήκη (C), υπάρχει ισχυρά συγκλίνουσα υπακολουθία

της   1nnx . Έτσι, η  ικανοποιεί τη συνθήκη (PS).
□

Τέλος, θα αναφέρουμε μια συνέπεια της συνθήκης (PS) για συναρτησιακά που είναι
κάτω φραγμένα.

Πρόταση 3.1.18: Αν X είναι χώρος Banach και  RXC ,1 είναι κάτω

φραγμένη που ικανοποιεί τη συνθήκη (PS) για 
X

c inf , τότε κάθε

ελαχιστοποιητική ακολουθία   1nnu της  έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, της

οποίας το όριο είναι σημείο ολικού ελαχίστου της  .

Απόδειξη: Περνώντας σε υπακολουθία, μπορούμε να υποθέσουμε ότι

2

1inf)(
n

u
Xn  

για κάθε .1n Από το πόρισμα 3.1.6, υπάρχει ακολουθία   Xnn 1
με 

Xnn
inf)(lim 


, 0)('lim 

 nn
 και

n
u nn

1
 για κάθε .1n (6)

Eφόσον η  ικανοποιεί τη συνθήκη (PS)c , η ακολουθία   1nn έχει συγκλίνουσα

υπακολουθία  
1knk

 . Τότε, όμως, η τρίτη ανισότητα της σχέσης (6) συνεπάγεται

ότι η  
kn

u συγκλίνει. Από τη συνέχεια της  , έπεται ότι το όριό της είναι σημείο

ολικού ελαχίστου της  .
□



52

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 3.2
ΘΕΩΡΗΜΑ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗΣ-ΑΣΘΕΝΗΣ
ΕΚΔΟΧΗ(DEFORMATION THEOREM) ΚΑΙ ΘΕΩΡΗΜΑ
MOUNTAIN PASS

Ορισμός 3.2.1
Έστω YX , χώροι με νόρμα και XU  ένα μη κενό ανοικτό σύνολο.
Μια απεικόνιση YUF : ονομάζεται Lipschitz αν και μόνο αν  0
τέτοιο ώστε

vuMvFuF  )()( Uvu  , .

Αν η YUF : είναι Lipschitz, ο αριθμός














 vuUvu
vu
vFuF

UFLip ,,,
)()(

sup),(

λέγεται σταθερά Lipschitz της F επί του συνόλου U .

Ορισμός 3.2.2 Μια απεικόνιση YUF : ονομάζεται τοπικά Lipschitz αν και
μόνο αν Uuo   0r : Uruo  ],[ και η F είναι Lipschitz στη

μπάλα ],[ ruo .

Πρόταση 3.2.3 Έστω ,: YUF  RUg : δύο τοπικά Lipschitz
απεικονίσεις. Τότε
i. Η Fg  είναι τοπικά Lipschitz

ii. Aν 0g τότε η F
g


1
είναι τοπικά Lipschitz πάνω στο ανοικτό σύνολο

 0)(/  uguU o .

Απόδειξη

i. Έστω Uuo  . Επιλέγουμε 0, 21 rr ώστε οι gF , να είναι Lipschitz στις

μπάλες Ururu oo  ],[],,[ 21 με σταθερές Lipschitz 21,
αντίστοιχα. Θέτουμε ),max( 21 MM και ),min( 21 rrr  .

Για κάθε ],[, ruvu o ,

  vuvFugM

vFvgugvFuFugvFvguFug





)()(

)()()()()()()()()()(
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και

)()()()()()( ooooo ugMruguuMugugugug  ,

.)()( ovFMrvF 

Άρα για κάθε ],[, ruvu o ,

  .)()(2)()()()( vuvFugrvFvguFug oo 

ii. Έστω Uuo  . Επιλέγουμε 0r ώστε oo Uru  ],[ και η g να είναι

Lipschitz στη μπάλα ].,[ ruo Θέτουμε  ],[ ruo
gLip


 ,

0)(
2
1

1  ougr . Επιλέγουμε 




 rM
rR ,min0 1 . Τότε, για κάθε

],[ Ruu o ,

112)()()()( ruuMrugugugug ooo 

κι επομένως για κάθε ],[ Ruu o ,

vu
r
M

vgug
vgug

vgug






2
1)()(

)()(
)(

1
)(

1
.

Άρα η
g
1

είναι τοπικά Lipschitz στο .oU Aπό το (i) η F
g


1
είναι τοπικά

Lipschitz στο .oU □

Πρόταση 3.2.4 Έστω XA . Τότε, η απεικόνιση
 AaaxAxdXx  :inf),( είναι Lipschitz.

[H απόδειξη βασίζεται στην τριγωνική ανισότητα].
Αν A κλειστό σύνολο, τότε  0),(:  AxdXxA .

Θεώρημα 3.2.5 ( Cauchy- Lipschitz-Picard)

Έστω U ένα ανοικτό μη κενό σύνολο σε ένα χώρο Banach X και Uxo  ,

Rto  . Τότε το πρόβλημα αρχικών τιμών

 







oo xtx
txFtx

)(
))(('

με XUF : τοπικά Lipschitz
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έχει μοναδική τοπική 1C λύση ),,(  oo txuu ορισμένη σε κάποιο μεγιστικό

ανοικτό διάστημα   RtxJJ o  ,0 που περιέχει το 0t .
Υποθέτουμε ακόμα ότι, το  Ju περιέχεται σ’ένα κλειστό υποσύνολο του U
και ότι :0, 21  cc

  21 cucuF  , .Uu
Tότε η u ορίζεται παντού, δηλαδή .RJ 

Λήμμα 3.2.6 Έστω  XC 1 που ικανοποιεί τη συνθήκη Palais-Smale. Αν το

Rc δεν είναι κρίσιμη τιμή της  , τότε για κάθε 0 ,   ,0 τέτοιο
ώστε

  .0)(:)('inf   cuu

Απόδειξη: Υποθέτουμε το αντίθετο, δηλαδη ότι 0 τέτοιο ώστε
  ,0 ,

  .0)(:)('inf   cuu

Για κάθε 1n υπάρχει ακολουθία   Xu nn 1 με

n
un

1)('  , .
2

)(
n

cun
 

Τότε cun )( , 0)(' nu uun
PS


)(

(περνώντας σε υπακολουθίες)

0)('),(  uuc  ΑΤΟΠΟ.
□

Ορισμός 3.2.7 Έστω  XC 1 και .Rc Τότε το σύνολο

 cuXuc  )(:
καλείται sublevel σύνολο του  στο c .

Ορισμός 3.2.8 Έστω   ,,H ένας χώρος Hilbert και  HC 1 .
Για κάθε Hu , από το θεώρημα αναπαράστασης του Riesz, ! διάνυσμα

Hu  )( τέτοιο ώστε Hh ,

 huhu ),(),('   , )(')( uu   .

Tο διάνυσμα )(u ονομάζεται κλίση του  στο u .
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Θεώρημα 3.2.9 (Θ.Παραμόρφωσης-Ασθενής εκδοχή) Έστω  XC 1 που
ικανοποιεί τη συνθήκη (PS) και Rc που δεν είναι κρίσιμη τιμή της  . Τότε για

κάθε 0 ,   ,0 και : συνεχής έτσι ώστε

      cc και ,)( uu  .2  cu

Aπόδειξη: Η απόδειξη θα γίνει στην ειδική περίπτωση όπου HX  ένας χώρος
Hilbert και η απεικόνιση )(uu  είναι τοπικά Lipschitz.

Έστω 0 . Εξαιτίας του Λήμματος 3.2.6.   ,0 :

  0)(inf 


mu  .2)(:   cuXuA
Θέτουμε   2)(:  cuu ,    cuuC )(: .

Tότε τα B,C είναι κλειστά και  C .

Oρίζουμε :  με  
),(),(

),(
CudBud

Budu


 .

Τότε η  είναι καλά ορισμένη και τοπικά Lipschitz [δες Πρoτάσεις 3.2.3, 3.2.4]

[Σημ. ότι 0),(),(,  CudBudHu .



56

Επιπλέον, 10   και 0


 , .1
C


Θέτουμε, :F με


















.\,0

,
)(
)()(

)(
2

AHu

Au
u
uu

uF 


Από τις προτάσεις 3.2.3, 3.2.4, η F είναι τοπικά Lipschitz και Hu ,

m
uF 1)(  ,   .0

,0
),(

)(),( 








Au
Auu

uFu




Ειδικότερα,

 ,Cu   1)(),(  uFu , ,
)(
)()( 2u
uuF









.1cύ 

 ,Bu 0)( uF αφού 0


 .

Τώρα, από το θεώρημα 3.2.5(C-L-P) έπεται ότι Hx ,
   HCxu ),,0[,! 1  τέτοιο ώστε

  
 







xxu
ttxuFtxu

0,
0,,),(

.

Eπιπλέον, 0t , η απεικόνιση ),( txux είναι συνεχής.

Έχουμε,            0,,,,  txuFtxutxu
dt
d  , Hx , 0t

Άρα, Hx , η συνάρτηση   txut ,),0[  είναι φθίνουσα.
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Oρίζουμε : με .),2,()( Hxxux  

Tότε, η  είναι συνεχής απεικόνιση.

 Θα δείξουμε ότι   .    cc

Έστω   cx . Aντιθέτως, υποθέτουμε ότι     cxu )2,( .
Τότε ]2,0[ s ,

     
   .2,
,0,)(







cxu
sxuxuxc

Άρα ]2,0[ s , Csxu ),( , οπότε

             



2

0

2,,,0,2, dssxuFsxuxuxu

     ccxxu 22)(2, , ΑΤΟΠΟ.
□

Θεώρημα 3.2.10 (Mountain Pass Theorem)

Έστω  XC 1 που ικανοποιεί τη συνθήκη (PS) και 0r ,

Xuu 10 , τέτοια ώστε

ruu  10 ,    rruu
muuu 


)(inf,max

10
10  .

Θέτουμε    10 )1(,)0(:,1,0 uuXC   ,

))((maxinf
]1,0[

tc
t


 

 .

Tότε, rmc  και υπάρχει Xu ~ τέτοιο ώστε

  0~' u ,   cu ~ .

[Έτσι, 0
~ uu  , 1

~ uu  ].
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Απόδειξη: Έστω  . Τότε το   1,0 είναι συνεκτικό και τέμνει τα

ανοικτά ξένα σύνολα  ruB ,0 και  ruB ,\ 0 στα 10 ,uu αντίστοιχα.

Επομένως,       ruB ,1,0 0 .

Άρα, υπάρχει    ruuu  0:1,0

     rrt
mcmut 




]1,0[
max

Στη συνέχεια, υποθέτουμε ότι το c δεν είναι κρίσιμη τιμή της  .

Επιλέγουμε     10 ,max0 uumr   .

Από το Θεώρημα Παραμόρφωσης (Θ.3.2.10), 







2
,0  ,  XXC ,

με       cc και .,)( 2  cuuu
Τώρα επιλέγουμε  τέτοιο ώστε 


 cmax .

Τότε, για κάθε ]1,0[t ,   ct)( .

Θέτουμε    ].1,0[,)(~  ttt  Τότε,

 XC ],1,0[~ ,     00)0()0(~ uu   ,

    .)1()1(~ 11 uu  

Σημ. ότι       2,max 10  ccmuu r

    .,, 11
2

10 uuuuuu oo
c    

Άρα, .~  Αλλά για κάθε ]1,0[t   ct)(~ άρα




 cc
~

max . □
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

Έστω NR  1N ένα ανοικτό, φραγμένο και συνεκτικό χωρίο με σύνορο

 κλάσης 1C και RRf : τύπου Καραθεοδωρή, δηλαδή Rt ,

η συνάρτηση  tzfz , είναι μετρήσιμη και σχεδόν για κάθε z , η

συνάρτηση  tzft , είναι συνεχής. Υποθέτουμε ότι   00, zf σχεδόν
παντού(σ.π.) και επιπλέον:

Η(i):   2

1

1, ctctzf r


 Rtz  , με

0, 21 cc , .1,
,

,
*1 










 p

pN

pN
pN

Np
pr

Aναζητούμε μη τετριμμένες ασθενείς λύσεις στο παρακάτω Πρόβλημα Συνοριακών
Τιμών(ΠΣΤ):

   










0

)(,
u

zuzfzup


 ..

(P)

Υπενθυμίζουμε ότι μια συνάρτηση   pWu ,1
0 λέγεται ασθενής λύση του

προβλήματος (P), αν

              






p
R

p Whdzzhzuzfdzzhzuzu N
,1

0

2 ,,,
.

[Προφανώς, η μηδενική συνάρτηση είναι τετριμμένη λύση του (P)].

Εξετάζουμε αρχικά την περίπτωση όπου το αντίστοιχο ενεργειακό συναρτησιακό 
είναι πιεστικό, δηλαδή,   


u

u
lim .

Θεώρημα 4.1 Επιπλέον της Η(i), υποθέτουμε τα εξής:
Η(ii):

 
pp

t
ήάώ

t
tzpF




1

,suplim
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ομοιόμορφα στα z , όπου     
t

RtdsszftzF
0

.,,,

Η(iii):
 

10

,inflim 
 pt t

tzpF
ομοιόμορφα στα z .

Τότε το (P) έχει τουλάχιστον μια ασθενή λύση 0u .

Απόδειξη: Θεωρούμε το συναρτησιακό ενέργειας   RW p ,1
0: με

     .,1



 dzzuzFu
p

u p

p


Tότε,    pWC ,1
0

1 και τα κρίσιμα σημεία του  είναι οι ασθενείς λύσεις
του (P). Αυτό προκύπτει χρησιμοποιώντας το πόρισμα 20 του κεφ.2, καθώς και μια
επέκταση του πορ. 18 του κεφ.2 που καλύπτει την περίπτωση που η f εξαρτάται
και από το .z

Ισχυρισμός 1: Το  είναι w-l.s.c, δηλαδή     p
n WXu ,1

0 με uu
w

n 

ισχύει    nn
uu  inflim .

Αρχικά υπενθυμίζουμε ότι η
p

uu  είναι νόρμα στονX . Στη συνέχεια

θεωρούμε ακολουθία   Xun  τέτοια ώστε uu w
n  στον .X

Επιλέγουμε ** Xu  με   uuuu  ** ,1 (θεώρημα Hahn-Banach).

Έχουμε,   1,*  nuuu nn , επομένως

    .infliminflim ** uuuuuu nnnn


Άρα το συναρτησιακό
p

p
u

p
u 

1 είναι w-l.s.c.

Αρκεί να δείξουμε ότι το συναρτησιακό   


dzzuzFu , είναι ισχυρά

συνεχές. Προς τούτο, επιλέγουμε     p
n Wu ,1

0 τέτοια ώστε uu w
n 

στον  .,1
0 pW Από τη συμπάγεια της ενσφήνωσης     rp LW ,1

0 έπεται

ότι uun  ισχυρά στον  rL . Περνώντας σε υπακολουθίες, μπορούμε να

υποθέσουμε ότι για κάποια   

rLh ,

       zuzuzhzu nn
n

 ,sup σ.π. στο  .

Η Η(i) δίνει ότι για κάθε 1n και σχεδόν για όλα τα z , έχουμε

          zhczh
r
czuczu

r
czuzF r

n

r

nn 2
1

2
1,  .
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Ακόμα,      zuzFzuzF n ,,  σ.π. στον  .,1
0 pW Τέλος, από το

θεώρημα Κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue,
      . , ,lim 



 dzzuzFdzzuzF nn

Ισχυρισμός 2: Το  είναι πιεστικό.

Πράγματι, επιλέγουμε ένα  τέτοιο ώστε
 

1

,suplim  


p
t t

tzpF
.

Τότε υπάρχει 0M : Mt  ,

  ,,
p
t

tzF
p

 για σχεδόν όλα τα .z (1)

Τώρα, από την Η(i), έπεται ότι για ,Mt 

  ., 2
1

2
1

M

rr

cMc
r
Mctc

r
tc

tzF 

Έτσι, για κάθε Rt ,   ., M

p

c
p
t

tzF   (2)

Επομένως,   pWu ,1
0 , χρησιμοποιώντας τη σχέση (2) και το πηλίκο του

Rayleigh(βλ. Κεφ.1, σχέση (18)), έχουμε:

.11

1

1)(

1

1

)2(

 













 p
pu

M

p

p

M

p

p

p

p

Rayleigh

M

p

p

p

p

cu
p

cu
p

u
p

cu
p

u
p

u









Από το θεώρημα Weierstrass (βλ. Παράρτημα), υπάρχει   pWu ,1
00 τέτοιο

ώστε

      .:min ,1
00  pWuuu 
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Προφανώς,    0' 0u 0u ασθενής λύση του (P).

Ισχυρισμός 3: 0u .

Πράγματι, επιλέγουμε 0 τέτοιο ώστε
  .,inflim 10

 
 pt t

tzpF

Τότε 0 τέτοιο ώστε
p
ttzF
p

),( ,  ,0t , σ.π. στο . (3)

Έστω )(ˆ 1
1 Cu μια 1 -ιδιοσυνάρτηση της p (βλ. [2], Prop.9.47, p.250)

με 1ˆ1 
p

u .

Eπιλέγουμε ένα μικρό 0t με 
1ût .

Τότε,

   

 

0

)(ˆ,

)(ˆ,ˆˆ

1
1

)3(

11

111


















pp
p

p

p

p

p

t
p

t
pp

t

dzzutzF
p
t

dzzutzFu
p
tut







άρα   .0)0(0ˆ)( 010  uutu  □

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ: Οι παρακάτω συναρτήσεις   )(, tftzf  ικανοποιούν τις
υποθέσεις Η(i), Η(ii), Η(iii).

i. ttbttatf qp 22)( 
 , .1,0,0, 1 pqaba  

ii.















1,

1,
)(

22

22

tttbtta

tttbtta
tf

pq

qp

.1,0,0, 1 pqaba  
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Στη συνέχεια, θα εξετάσουμε προβλήματα για τα οποία το συναρτησιακό ενέργειας
 δεν είναι πιεστικό. Ειδικότερα θα μελετήσουμε την περίπτωση όπου το  είναι

anti-coercive, δηλαδή :   pWe ,1
0 με    tte .

Tο Θεώρημα Mountain Pass είναι πολύ χρήσιμο προς αυτή την κατεύθυνση.

Ορισμός 4.2 : Έστω X ένας χώρος Banach και RX : ένα συναρτησιακό.

Λέμε ότι το  έχει την γεωμετρία του Mountain Pass Theorem(GMPT) κοντά

στο Xu 0 αν και μόνο αν Xu  1 και 0 τέτοιο ώστε

 10 uu ,       .inf,max
0

10 uuu
uu






Πρόταση 4.3 : Υπό την Η(i), υποθέτουμε ακόμα ότι rp  και

Η΄(ii):
 

1
0

,suplim 


p
t t

tzpF
, ομοιόμορφα για όλα σχεδόν τα .z

Η΄(iii):
 

1

,inflim 
 pt t

tzpF
, ομοιόμορφα για όλα σχεδόν τα .z

Τότε, το συναρτησιακό ενέργειας έχει τη GMPT κοντά στο 0. Ειδικότερα, το 
είναι anti-coercive.

Aπόδειξη:
Έστω   pWu ,1

0 με

    


 dzzuzFu
p

u p

p
,1 ,    

t

dsszftzF
0

.,,

Από την Η΄(ii) , θα υπάρχει 0 , τέτοιο ώστε
  .,suplim 1

0
 


p

t t
tzpF

Τότε 0 : t  
p
t

tzF
p

 , για όλα σχεδόν τα z .
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Για t , από την Η(i) έχουμε

  r

rrrr

tc
t

c
r
tct

c
r
tc

tc
r
tc

tzF 32
1

2
1

2
1, 














 σ.π.

στο  , για κάποιο .03 c

Συνοψίζοντας, έχουμε   rp tct
p

tzF 3, 


, Rt , σ.π. στο . (4)

Tώρα, για κάθε )(,1
0  pWu ,

.11

1

1)(

3

1

3

1

3

r

r

p

p

r

r

p

p

p

p

Rayleigh

r

r

p

p

p

p

ucu
p

ucu
p

u
p

ucu
p

u
p

u























Aλλά )()(,1
0  rp LW με συνεχή ενσφήνωση άρα υπάρχει 03 c ώστε

)(,1
0  pWu ,

r

p

r

r
ucuc  33 .

Επομένως, )(,1
0  pWu ,

 ,
11)(

34

3

1

pr

p

p

p

r

p

p

p

uccu

ucu
p

u
















για κάποιο .04 c (Σημ. ότι  1 ).

Eπιλέγουμε 0 τέτοιο ώστε
3

4

'c
cpr  (σημ. ότι pr  ) .

Για     0, 34   prp

p
ccuu 

   00inf 





u
pu

(5)
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Ισχυρισμός: Το  είναι anti-coercive.

Πράγματι, επιλέγουμε 0 τέτοιο ώστε
  .,inflim 1 

 pt t
tzpF

Τότε 0M :   ., pt
p

tzFMt 


Επιπλέον,

  .,0 2
1

2
1

)(

M

rriH

cMc
r
Mctc

r
tctzFMt 

Eπομένως,   0,,  tct
p

tzF M
p

(6)

όπου .M
p

M cM
p

c 


Έστω )(ˆ 1
1 Cu μια 1 -ιδιοσυνάρτηση της p με 0ˆ1 u στο 

(βλ. [2], Prop.9.47, p.250) και .1ˆ1 
p

u .Tότε για κάθε ,0t

   .,ˆ)ˆ( 1
111  


 t

M
ppp

p

p

ct
p

t
p

dzztuzFu
p
tut 

(Σημ. ότι .1   )
Άρα, το  είναι anti-coercive.

Τώρα, μπορούμε να επιλέξουμε
p

u
t

1ˆ



με   .0ˆ1 ut

Tότε η (5) συνεπάγεται

   1ˆ)0(0inf utu
pu







και   .1 
p

tu

Επομένως η  έχει τη GMPT κοντά στο 0. □

Σημείωση: Υπό τις υποθέσεις Η(i), Η΄(ii), Η΄(iii) και αν το συναρτησιακό
ενέργειας  ικανοποιεί τη συνθήκη (PS), μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα

Mountain Pass, το οποίο οδηγεί στην ύπαρξη ενός κρίσιμου σημείου û του  με

    ).0(0infˆ 





uu
pu

Προφανώς τότε, η û είναι μια μη τετριμμένη ασθενής λύση του (Ρ).
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Mια ικανή συνθήκη που μας εξασφαλίζει ότι το  ικανοποιεί τη συνθήκη
Palais-Smale(PS) είναι η συνθήκη Ambrosetti-Rabinowitz (AR):

 p :0M   MttzFtztf  ,,),( 
oμοιόμορφα για όλα σχεδόν τα .z

(συνθήκη AR) :0 oc

  tctzF o, ,
  Mttc
t
tzf p

op
 


,,

1

 oμοιόμορφα στο  .

Eιδικότερα, .)(),(lim
1

p
t
tzf

pt





Mια τέτοια ),( tzf καλείται  1p superlinear στο .

Ας παρατηρήσουμε ότι όταν ισχύει η συνθήκη (AR), τότε  



t

pt
tzf

1

),(
,

πιο “γρήγορα” από το tln .

Θεώρημα 4.4 (superlinear πρόβλημα)

Επιπλέον της Η(i), υποθέτουμε ακόμα ότι rp  και

Η΄(ii):
 

1
0

,suplim 


p
t t

tzpF
, ομοιόμορφα για όλα σχεδόν τα .z

Η΄΄(iii): (συνθήκη AR) :0,  Mp ),(),( tzFtztf  ,

Mt  ομοιόμορφα για όλα σχεδόν τα .z

Tότε το ΠΣΤ (P) έχει τουλάχιστον μια μη τετριμμένη ασθενή λύση.

(Σημ. ότι Η΄΄(iii) Η΄(iii) ).

Απόδειξη: Από την πρόταση 4.3 και τη σχετική σημείωση, αρκεί να δείξουμε ότι το
ενεργειακό συναρτησιακό  ικανοποιεί τη συνθήκη (PS).

Προς τούτο, έστω     p
n Wu ,1

0 τέτοια ώστε )(sup n
n

u με

.0)('
*
nu

Tότε υπάρχει 01 c και    1,0n ,    0n έτσι ώστε
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  1)(,1 cdzzuzFu
p n

p

pn  


, ,1n (7)

    
pnnn hdzzhzuzfhu

,1
,,  



,   pWhn ,1
0,1 (8)

όπου

        .,,,, ,1
0

2





 p

R

p Whudzzhzuzuhu N

Για nuh '''' , η (8) δίνει

  ,1,)()(,
,1

 


nudzzuzuzfu
pnnnn

p

pn  ενώ η (7) δίνει

  1)(, pcdzzuzFpu n

p

pn  


.

Προσθέτοντας τις δυο ανισότητες έχουμε

     .1,)(,)()(,
,11 



nupcdzzuzpFzuzuzf
pnnnnn  (9)

Για Mt  ,    tzFptzpFtztf ,),(),(   και

για Mt  , ,),( 2121

)(

CMcMctctctztf rr
iH



,),( 2121 CMc
r
Mctc

r
t

ctzF
rr



Άρα, για κάθε Rt ,       CtzFptzpFtztf 2,,),(  

   

   
 

 
.sup

1.

1)(,

1,2)(,

1

,1

)7(

10

,13

,11

)9(

3




























pn
n

p

pn

p

pn

pnnn

p

pnn

c

n

u

uconstu

uc
p

dzzuzF

nuCpcdzzuzFp

n






 

Περνώντας σε υπακολουθίες, μπορούμε να υποθέσουμε ότι

uu
w

n  στον  pW ,1
0 .
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Αλλά τότε   0,'  uuu nn . Επειδή όμως ο τελεστής ΄ είναι τύπου  S

(βλ.Παράρτημα, Πρ.6), παίρνουμε ότι uun  (ισχυρά) στον  pW ,1
0 .

□

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ:

  .*,0,0,, 1

22 prpttttzf rp


 

Έχουμε,   ., r
p

t
rp

t
tzF 



Eπιλέγουμε  .,rp Tότε

 

       







t

rp

rp

rp
rp

r
r
t

p
p
t

r
t

p
t

tttzFtztf








 ,),(

Άρα, η f ικανοποιεί τη συνθήκη (AR) H΄΄(ii).
Eπιπλέον,

 
1

0,  
 tpr

p t
r
p

t
tzpF

άρα πληρούται η Η΄(ii).
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

ΘΕΩΡΗΜΑWeierstrass

Έστω X ανακλαστικός χώρος Banach και RX : ώστε

  πιεστικό, δηλαδή   

u

u
lim

  w-l.s.c. , δηλαδή   Xun  με uu
w

n  ισχύει    nn
uu  inflim .

Τότε το  έχει ολικό ελάχιστο.

Απόδειξη: Θέτουμε      ,:inf Xuum  .
Επιλέγουμε ακολουθία   Xun  με   mun  .
Ισχυρισμός: n

n
usup . Πράγματι, αν όχι, περνώντας σε υπακολουθία μπορούμε να

υποθέσουμε ότι nu . Aλλά επειδή  πιεστικό,
   mun ΑΤΟΠΟ.

Επειδή τώρα ο X ανακλαστικός, υπάρχει υπακολουθία

□

ΤΕΛΕΣΤΕΣ ΜΟΝΟΤΟΝΟΥ ΤΥΠΟΥ

Έστω  ,X χώρος Banach και *: XX  .
Ο τελεστής Α λέγεται

 Μονότονος, ανν .0,,,  vuAvAuXvu

 Ψευδομονότονος, ανν   Xun  με ,0,suplim,  uuAuXuu nn
n

w

n

ισχύει

.,,, uAuuAuAuu nn

w

n 

 
     

 o

ok
n

o

cslw

o

w

kok

um

umuu

uuXuu

n

nn















inflim

:
...
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AuAu

Auu

Xvvuvu

w

n 



 

)2(

*

,,,

 Τύπου  S , ανν   Xun  με ,0,suplim,  uuAuXuu nn
n

w

n

ισχύει uun


 (ισχυρά) στον .X

 Ισχυρά συνεχής, ανν   Xun  με ,Xuu
w

n  ισχύει 0 XAuun
δηλαδή Auun  ισχυρά στον *X .

Πρόταση 1: Εάν X ανακλαστικός και *: XX  μονότονος, συνεχής και
φραγμένος (δηλαδή απεικονίζει φραγμένα υποσύνολα του Χ σε φραγμένα υποσύνολα
του *X ), τότε ο  ψευδομονότονος.

Απόδειξη: Έστω   Xun  με 0,suplim,  uuAuXuu nn
n

w

n (1)

Επειδή  φραγμένος, η  nu φραγμένη ακολουθία στον *X . Αλλά αφού X
ανακλαστικός τότε και X ανακλαστικός, άρα περνώντας σε υπακολουθίες

μπορούμε να υποθέσουμε ότι υπάρχει  Xu ώστε  uu
w

n στον X .
(2)

Λόγω μονοτονίας του  , έχουμε
wuuuuuwuuwuw nnnnnn  ,,,, , Xwn  ,1 (3)

Η σχέση (3), λόγω των (1), (2) και για n δίνει
Xuwuuwuw   ,,,

(4)
Για κάθε 0,  tXv , θέτουμε στην (4) όπου tvuwt  κι έχουμε

Xvvuvwt   ,,, .

Για 0t και λόγω της συνέχειας του  , παίρνουμε
.,,, Xvvuvu  

Θέτοντας v στη θέση του v παίρνουμε

(5)

H (3) για uw '''' δίνει

1,,,

,,





nuuuu

uuuuuu

nnn

nnn

Οπότε για n και λόγω των (1) και (5) παίρνουμε
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   uAuuAuuAuuAu nnnnnnn
,,inflim,,inflim0 

Δηλαδή .,inflim, nnn
uAuuu  (6)

Ταυτόχρονα, 1n

(7)

Οι (6) και (7) δίνουν uAuuAu nn ,,  (8)

Οι (5) και (8) ολοκληρώνουν την απόδειξη. □

Έστω nR ανοικτό, φραγμένο με σύνορο  κλάσης 1C .

Θεωρούμε τον τελεστή      
 pWWA pp

pp 1,: ,1,1

με
       dzzvzuzuvuA n

p

p 





  ,,
2   pWvu ,1

0, (9)

Πρόταση 2: Ο pA που δίνεται από τη σχέση (9) είναι μονότονος.

Απόδειξη: Έστω   pWvu ,1, . Έχουμε

   

.

,

1

11

p

p

p

ppp
p

p

p

vu

dzzvdzzuvuA































Όμοια, ., 1

p

p

pp uvuvA  

Άρα,

    0,

,,

,,,,,

11

11













pp

p

p

p

ppp

p

p

pp

p

p

p

p

p

p

pp
p

p

p

p

pppppp

vuvuvuvAuA

uvvuvu

uvAvuAvu

uvAvuAvvAuuAvuvAuA

επειδή η συνάρτηση 1ptt είναι αύξουσα στο  ,0 . □

uAuuu

uuuuuuu

nn
n

nnnnn

,,suplim

,,,
)5(),1(




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Πρόταση 3: Ο τελεστής pA που δίνεται από την (9) είναι ψευδομονότονος.

Απόδειξη: Λόγω των προτάσεων (1), (2) αρκεί να δείξω ότι ο pA είναι συνεχής και
φραγμένος.
Θεωρούμε η συνάρτηση RRg : με tttg p 2)(  και τον τελεστή Nemytskii

     npnp
g RLRLN ,,:

με          dzzhzuzuhuN nR

p

g ,, 2




Γνωρίζουμε ότι ο τελεστής gN είναι γραμμικός και φραγμένος.

Θεωρούμε επιπλέον τον τελεστή    npp RLWe ,: ,1 
με   uue 

O e είναι γραμμική ισομετρία.

Θεωρούμε και τον δυϊκό τελεστή        pnp WRLe ,1,: .
O e είναι γραμμικός και φραγμένος.

Τότε,
eNeA gp oo

Και συνεπώς ο pA είναι φραγμένος, συνεχής κι άρα ψευδομονότονος.
□

Πρόταση 4: Ο pA είναι τύπου  S .

Απόδειξη: Έστω     p
n Wu ,1 με uu

w

n  , 0,suplim uuuA nnp
n

.

Λόγω της πρότασης (3), έχουμε
uuAuuA pnnp ,, 

ή
p

p

p

pn uu  (10)

Αλλά, uu
w

n  μέσα στον ομοιόμορφα κυρτό χώρο Banach  np RL , , oπότε
λόγω της (10) παίρνουμε

0
pn uu (11)

Ταυτόχρονα, 0
pn uu , λόγω της συμπαγούς ενσφήνωσης     

pp LW ,1 ,

οπότε λόγω της (11) παίρνουμε 0
,1


pn uu . □

Πρόταση 5: Έστω X χώρος Banach και  XXBA :, τελεστές. Αν ο A είναι
τύπου  S και ο B είναι ισχυρά συνεχής, τότε ο BA είναι τύπου  S .
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Απόδειξη: Έστω   Xun  με uu
w

n  , 0,suplim  uuBuAu nnn
n

.

Επειδή ο B ισχυρά συνεχής, έχουμε BuBun   και άρα
0, uuBu nn

Συνεπώς, 0,suplim uuAu nn
n

κι αφού A είναι τύπου  S παίρνουμε,

uun  ισχυρά στον .X □

Πρόταση 6: Έστω RRf : τύπου Καραθεοδωρή με

    .,1, 1 Rttctzf r



.. στο  , όπου c θετική σταθερά και











 

pN

pN
pN

Np
pr

,

,
1

Θεωρούμε τον τελεστή
     pp WWT ,1,1:

με     dzzvzufvuAvTu p 


 ,, .

Τότε, ο T είναι τύπου  S .

Απόδειξη: Θεωρούμε τον τελεστή
     pp WWB ,1,1:

με        


p
p WvudzzvzufvuAvBu ,1,,,,

Tότε, BAT p  , οπότε λόγω των προτάσεων (4), (5) αρκεί να δείξω ότι ο B είναι
ισχυρά συνεχής.
Παρατηρούμε ότι

iNiB f oo
όπου :
       uuiLWi rp  ,: ,1

      rr
f LLN : , ο τελεστής Nemytskii που αντιστοιχεί στην f .

Γνωρίζουμε ότι ο i είναι ισχυρά συνεχής γραμμικός τελεστής, λόγω της συμπαγούς
ενσφήνωσης     

rp LW ,1   pr1

Το ίδιο θα ισχύει και για τον δυϊκό τελεστή
      .: ,1   pr WLi

Επιπλέον, ο fN είναι συνεχής. Άρα ο B είναι ισχυρά συνεχής.
□
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