
EjnikoMetsvobio Poluteqneio

Sqol  Efarmosvmènwn Majhmatik¸n
kai Fusvik¸n Episvthm¸n

D. P. M. S. {Majhmatikh Protupopoihsvh

sve Sugqronesv Teqnologiesv kai thn Oikonomia}

Metaptuqiakh Diplwmatikh Ergasvia

Mèjodoi twn
Feynman Path Integrals

svta Stoqasvtik� Montèla EpitokÐwn

JewrÐa kai Stoqasvtik  ProsvomoÐwsvh

KWNSTANTINOS I. STOURAS



 



KwnsvtantÐnoc I. StoÔrac

Mèjodoi twn Feynman Path Integrals
svta Stoqasvtik� Montèla EpitokÐwn

JewrÐa kai Stoqasvtik  ProsvomoÐwsvh

Ejnikì Metsvìbio PoluteqneÐo



Κωνσvταντίνος Ι. Στούρας

Ph.D. Candidate in Technology and Operations Management
INSEAD
Boulevard de Constance 77305 Fontainebleau Cedex, France
e-mail: konstantinos.stouras@insead.edu
web page: users.ntua.gr/kstouras/

Επιβλέπων Μέλη Επιτροπής

Βασvίλης-Γιώργος Παπανικολάου Θεμισvτοκλής Μ. Ρασvσvιάς
Καθηγητής Καθηγητής
Τομέας Μαθηματικών Τομέας Μαθηματικών
Εθνικό Μετσvόβιο Πολυτεχνείο Εθνικό Μετσvόβιο Πολυτεχνείο
Ηρώων Πολυτεχνείου 9, ΤΚ. 15780, Ηρώων Πολυτεχνείου 9, ΤΚ. 15780,
Πολυτεχνειούπολη Ζωγράφου, Αθήνα, Ελλάδα Πολυτεχνειούπολη Ζωγράφου, Αθήνα, Ελλάδα
e-mail: papanico@math.ntua.gr e-mail: trassias@math.ntua.gr
web page: www.math.ntua.gr/∼papanico/ web page: www.math.ntua.gr/∼trassias/

Ιωάννης Σπηλιώτης
Αναπληρωτής Καθηγητής
Τομέας Μαθηματικών
Εθνικό Μετσvόβιο Πολυτεχνείο
Ηρώων Πολυτεχνείου 9, ΤΚ. 15780,
Πολυτεχνειούπολη Ζωγράφου, Αθήνα, Ελλάδα
e-mail: jspil@math.ntua.gr
web page: www.math.ntua.gr/∼jspil/

Το παρόν σvτοιχειοθετήθηκε σvε περιβάλλον LATEX από τον σvυγγραφέα.

c©2011 Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο, Σ.Ε.Μ.Φ.Ε.

All rights reserved. The author grants National Technical University of Athens the nonexclusive right to
make this work available for noncommercial, educational purposes, provided that this copyright statement
appears on the reproduced materials and notice is given that the copying is by permission of the author.
To disseminate otherwise or to republish requires written permission from the author. The use of general
descriptive names, registered names, trademarks, etc. in this publication does not imply, even in the
absence of a specific statement, that such names are exempt from the relevant protective laws and
regulations and therefore free for general use.



Afier¸netai svtouc kajhghtèc mou

tou EjnikoÔ Metsvìbiou PoluteqneÐou,

pou mou metèdwsvan thn ag�ph touc gia ta Majhmatik�,

kai pou svt rixan ton ag¸na mou gia to «epìmeno b ma»...



Arq   misvu pantìc

Pl�twn (427-347 p.Q.)



PerÐlhyh

Ο σvτόχος της παρούσvας διπλωματικής εργασvίας είναι να περιγράψει μια εναλλακτική προσvέγ-

γισvη σvτη θεωρία των σvτοχασvτικών μοντέλων των επιτοκίων χρησvιμοποιώντας μια έμμεσvη

σvύνδεσvη των Μερικών Διαφορικών Εξισvώσvεων (ΜΔΕ), με τη θεωρία των Πιθανοτήτων και

τη Στοχασvτική Ανάλυσvη. Η σvύνδεσvη αυτή ανακαλύφθηκε αρχικά από τον R. Feynman, αλ-
λά επεκτάθηκε και αυσvτηροποιήθηκε με την έρευνα του Μ. Kač οδηγώντας σvτην περίφημη
Feynman-Kač formula. Υπό κατάλληλες προϋποθέσvεις, οι λύσvεις μιας σvυγκεκριμένης κ-
λάσvης ΜΔΕ (παραβολικού τύπου) επιδέχονται μια σvτοχασvτική αναπαράσvτασvη. Αρχικά,

σvυνδυάζουμε πορίσvματα της Feynman-Kač θεωρίας με τη χρηματοοικονομική θεωρία με
σvτόχο την τιμολόγησvη ομολόγων σvε σvυνθήκες μη κερδοσvκοπίας. Ως δύο εφαρμογές, μελε-

τούμε με πιθανοθεωρητικές μεθόδους το μοντέλο του Vasiček και το μοντέλο των Ho-Lee
καταλήγοντας σvε αναλυτικούς τύπους της τιμής του ομολόγου. Στο παράρτημα παρατίθεται

ένας αλγόριθμος τύπου Monte Carlo τιμολόγησvης ομολόγων, δοθέντος ενός σvτοχασvτικού
μοντέλου των επιτοκίων.

Λέξεις και φράσvεις κλειδιά: Feynman Kač formula, μοντέλο του Vasiček, μοντέλο των
Ho-Lee.
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Abstract

The purpose of this thesis is to describe an alternative theory of stochastic interest
rate modeling using tools from the subtle connection of Partial Differential Equations
(PDEs), with the theory of Probability and Stochastic Analysis. The latter link was
originally discovered by R. Feynman, but was further extended and made rigorous by
the research work of Μ. Kač resulting to the famous Feynman-Kač formula. Under
suitable conditions, the solutions of a particular class of PDEs (of parabolic type) are
subject to a stochastic representation. Firstly, we combine the Feynman-Kač results with
the theory of Mathematical Finance resulting in the zero-coupon bond pricing formula
under no arbitrage conditions. As two applications, we study by probability methods
the Vasiček and the Ho-Lee models, providing solutions in closed form. In the appendix,
we provide a Monte Carlo algorithm of bond pricing, given a stochastic model of the
interest rates.

Keywords and phrases: Feynman-Kač formula; interest rate modeling; Vasiček model;
Ho-Lee model.
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Prìlogoc

Η παρούσvα διπλωματική εργασvία έχει σvτόχο να δώσvει μια σvυνοπτική περιγραφή της θεωρί-

ας των σvτοχασvτικών μοντέλων των επιτοκίων χρησvιμοποιώντας μια έμμεσvη σvύνδεσvη της

ευρύτερης περιοχής των Μερικών Διαφορικών Εξισvώσvεων (ΜΔΕ), με τη Στοχασvτική

Ανάλυσvη. Αποτελεί την ολοκλήρωσvη των μεταπτυχιακών μου σvπουδών σvτη Σχολή Ε-

φαρμοσvμένων Μαθηματικών και Φυσvικών Επισvτημών (ΣΕΜΦΕ) του Εθνικού Μετσvόβιου

Πολυτεχνείου.

Θέλω να πισvτεύω πως σvτις σvελίδες που ακολουθούν παρέχεται μια καλή, πρώτη προσvέγ-

γισvη σvτην επίλυσvη με Πιθανότητες ντετερμινισvτικών ΜΔΕ των Χρηματοοικονομικών, εκ-

φράζοντας τις λύσvεις αυτών (όποτε υπάρχουν) ως path integrals. Τα τελευταία θα μπο-
ρούσvαν να αποδοθούν σvτα ελληνικά ως ῾῾ολοκληρώματα πάνω σvε διαδρομές᾿᾿ και εισvήχθησvαν

ευρετικά για πρώτη φορά από τον μεγάλο Φυσvικό Richard Feynman κατά την επαναδιατύ-
πωσvη της Κβαντομηχανικής σvτη διδακτορική του διατριβή σvτο Princeton το 1942.
Από τότε, διάφοροι μαθηματικοί και μαθηματικοί φυσvικοί προσvπάθησvαν να θεμελιώσvουν

αυσvτηρά τα όσvα ο Feynman διαισvθητικά εννοούσvε, αλλά χωρίς ένα γενικό αποτέλεσvμα.
Παρ΄ όλα αυτά, το 1949 ο Μαθηματικός Mark Kač έδειξε με μια ευφυή απόδειξη, ότι η
εξίσvωσvη του Schrο̈dinger της Κβαντομηχανικής μπορούσvε να μετασvχηματισvτεί σvτη γνωσvτή
Μερική Διαφορική Εξίσvωσvη της θερμότητας για την οποία το μετασvχηματισvμένο ῾῾ολοκλή-

ρωμα᾿᾿ του Feynman αναγόταν σvτο ολοκλήρωμα Wiener, ένα γνήσvιο ολοκλήρωμα με την
Lebesgue έννοια της αριθμήσvιμης αθροισvτικότητας. Οι μετέπειτα καρποί της έρευνας των
Robert Cameron, Tosio Kato και Edward Nelson εμφύσvησvαν το όνειρο σvε κάθε φυσvικό
ότι πιθανότατα ολόκληρη η Φυσvική θα μπορούσvε να ξαναγραφτεί σvε όρους ῾῾αθροισvμάτων

ισvτοριών᾿᾿. Αλλά και το γενικό όφελος για τα Μαθηματικά ήταν μεγάλο·για πολύ γενικές
ΜΔΕ, των οποίων η ύπαρξη λύσvης και μόνο θα ήταν ένα ιδιαίτερα απαιτητικό πρόβλημα, η

Feynman-Kač formula μας παρέχει (κάτω από κάποιες ῾῾χαλαρές᾿᾿ προϋποθέσvεις) τη μορφή
της λύσvης σvε ῾῾κλεισvτό τύπο᾿᾿. ΄Ετσvι, γίνεται ευκολότερη η μελέτη ασvυμπτωτικών ιδιοτήτων

ΜΔΕ όπως η ευσvτάθεια λύσvης, η έκρηξη λύσvης κ.ά.

Η επονομαζόμενη Feynman-Kač formula έγινε εξαιρετικά χρήσvιμη για διάφορους λό-
γους, ταύτοχρονα για τα Μαθηματικά και τη Φυσvική, και προσvφάτως και για τα Χρημα-

τοοικονομικά, αλλά δε λύνει από μόνη της το πρόβλημα απόδοσvης νοήματος σvτο ολοκλήρω-

μα του Feynman. Η Feynman-Kač formula προτείνει, ωσvτόσvο, μια πρώτη προσvέγγισvη σvτο
εν λόγω ολοκλήρωμα. Επιπρόσvθετα, ένα τέτοιο αποτέλεσvμα μπορεί να χρησvιμοποιηθεί σvτις

εφαρμογές.

Μια σvημαντική εφαρμογή αυτής της θεωρίας των path integrals αποτέλεσvε μια νέα
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απόδειξη του Νόμου του Τόξου Ημιτόνου (Arcsin Law) του Paul Lévy από τον Kač.
Ο νόμος αυτός έχει τεράσvτια πρακτική χρησvιμότητα και μπορεί να χρησvιμοποιηθεί για να

κατανοηθούν φαινόμενα που μεταβάλλονται με μια τυχαία μορφή και που αντίκεινται ιδιαί-

τερα σvτη διαίσvθησvή μας.

Επιπρόσvθετα, τα τελευταία είκοσvι χρόνια υπήρξε μια πρωτοφανής αύξησvη της ζήτησvης

εργαλείων και μεθόδων της λεγόμενης Στοχασvτικής Ανάλυσvης από τον αναπτυσvσvόμενο

κλάδο των Μαθηματικών Χρηματοοικονομικών (Mathematical Finance, MF). Εκεί, σvτο-
χασvτικές μέθοδοι χρησvιμοποιούνται για τη διαχείρισvη κινδύνων και την τιμολόγησvη των

διαφόρων χρηματοοικονομικών προϊόντων και των παραγώγων (options) αυτών.
Σε αντίθεσvη με ό,τι σvυμβαίνει σvε άλλες περιοχές των παραγώγων, η μοντελοποίησvη

των επιτοκίων (interest-rate modeling) είναι ένας κλάδος του MF όπου ως τώρα δεν έχει
προταθεί κάποιο γενικό μοντέλο ως ῾῾πρότυπο᾿᾿ σvημείο αναφοράς1. Στην πραγματικότη-

τα, υπάρχουν σvτην αγορά τέτοια πρότυπα μοντέλα για τις διάφορες υποκατηγορίες των

παραγώγων των επιτοκίων. Ωσvτόσvο, αυτά δε σvυμβαδίζουν, σvυνήθως, με τη θεωρία και δε

μπορούν να χρησvιμοποιηθούν από κοινού για την τιμολόγησvη άλλων παραγώγων με υπο-

κείμενο τίτλο επιτόκια. Η (σvτοχασvτική) αναπαράσvτασvη των τιμών τέτοιων προϊόντων που

δίνει η Feynman-Kač formula μπορεί να χρησvιμοποιηθεί ως μια εναλλακτική προσvέγγισvη
σvτην τιμολόγησvη με κυριότερο όπλο της τη δυνατότητα σvτοχασvτικής προσvομοίωσvης. Στην

πράξη, μια αναλυτική λύσvη μπορεί να είναι περισvσvότερο ῾῾επίπονο᾿᾿ να βρεθεί υπολογισvτικά

με ακρίβεια, από ότι μια αριθμητική προσvέγγισvή της.

Μια σvύντομη περιγραφή των περιεχομένων ακολουθεί·για περισvσvότερες λεπτομέρειες ο
αναγνώσvτης παραπέμπεται σvτον Πίνακα Περιεχομένων.

Το Κεφ. 1 εισvάγει τον αναγνώσvτη σvε κάποιες προαπαιτούμενες έννοιες της αγοράς των
ομολόγων. Μαθηματικές και Χρηματοοικονομικές γνώσvεις κατασvτρατηγούνται σvτο Κεφ. 2
για την τιμολόγησvη ομολόγων μέσvω σvτοχασvτικής μοντελοποίησvης των επιτοκίων. Τέλος,

σvτο Παράρτημα παρέχονται σvυμπληρωματικές έννοιες της Στοχασvτικής Ανάλυσvης, καθώς

και ο κώδικας των υλοποιήσvεων αυτής της εργασvίας.

Perigraf  thc svtoiqeiojèthsvhc thc ergasvÐac

Η εργασvία αυτή σvτοιχειοθετήθηκε από τον γράφοντα σvε περιβάλλον LATEX και ένα μέρος της
σvε X ELATEX (ένα σvύσvτημα σvτοιχειοθεσvίας που επεκτείνει το LATEX ώσvτε να δουλέψει με το
Unicode και με μοντέρνα format γραμματοσvειρών, όπως το OpenType) αντιμετωπίζοντας
σvτην αρχή τρομερά προβλήματα σvτη σvυγγραφή ενός δίγλωσvσvου κειμένου με κύρια γλώσv-

σvα την Ελληνική. Οι δυνατότητες αυτού του λογισvμικού ανοικτού κώδικα (open-source)
εκμεταλλεύτηκαν σvτο έπακρο. Σε αυτό το σvημείο πρέπει να τονισvτεί πως δόθηκε έμφασvη

πρώτα σvτον ηλεκτρονικό αναγνώσvτη του ηλεκτρονικού βιβλίου (ebook), και δευτερευόντως
σvτον ῾῾παραδοσvιακό᾿᾿ αναγνώσvτη του χαρτιού·αν ικανοποιούνται οι ανάγκες του πρώτου, αυ-

1To gnwsvtì <<LIBOR market model>> anadÔetai wc ènac pijanìc upoy fioc gia autì to rìlo.
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τομάτως ικανοποιούνται και του δευτέρου. Οι παραπομπές σvε διάφορα σvημεία του κειμένου

είναι αρκετές, κάτι που ενώ είναι ῾῾ένα πάτημα του ποντικιού᾿᾿ ηλεκτρονικά, πιθανότατα να

κουράζει σvε μια εκτυπωμένη έκδοσvη. Οι εικόνες απεικονίσvτηκαν από το λογισvμικό ανοικτού

κώδικα ῾῾R᾿᾿, έπειτα από εκτενείς αριθμητικούς υπολογισvμούς.
Για τη βελτίωσvη της αισvθητικής εικόνας του κειμένου, και κατά σvυνέπεια της ανάγνωσvης

και κατανόησvης των εννοιών που ακολουθούν, δημιουργήθηκε επίσvης ένα LATEX style file
(επέκτασvης .sty) που επανορίζει όλη τη δομή (απόσvτασvη από το περιθώριο, σvτυλ επικε-
φαλίδων, κεντράρισvμα εικόνων κ.ά.). Σημαντική βοήθεια σvε όλους τους κανόνες ορθής

σvτοιχειοθέτησvης κειμένου παρείχε η ῾῾Βίβλος᾿᾿ της Τυπογραφίας The Chicago Manual of
Style [12].
΄Οσvον αφορά την λογική οργάνωσvη του κειμένου:

• Θα ήταν χρήσvιμο ο αναγνώσvτης να σvυμβουλευτεί τη σvυνοπτική Λίσvτα Συμβολισvμών
της σvελίδας 57 πριν αρχίσvει την ανάγνωσvη αυτής της εργασvίας, και να επανέρχεται

σvε αυτήν όποτε κρίνει απαραίτητο.

• Στη σvελίδα 59 υπάρχουν όλες οι βιβλιογραφικές αναφορές που χρησvιμοποιήθηκαν. Να
σvημειωθεί ότι η Βιβλιογραφία δημιουργήθηκε αυτόματα με τη βοήθεια του BibTEX
δημιουργώντας εύκολα μια βάσvη δεδομένων από την τοποθεσvία MathSciNet.
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Υπάρχουν 1011
αστέρια στον γαλαξία. Αυτό

συνήθως ήταν ένα μεγάλο νούμερο. Αλλά

είναι μόνο 100 δις. Είναι λιγότερο από το
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Richard Feynman (1918-1988)
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Kef�laio 1
Qarakthrisvtik� GnwrÐsvmata twn

Omolìgwn

The bearish make money, the bullish make
money and the pigs get slatered.

A trader’s quote

Στον χώρο της διαχείρισvης των επενδύσvεων (investment management), η πιο σvημαντική
απόφασvη που πρέπει να παρθεί είναι αυτή της βέλτισvτης τοποθέτησvης του κεφαλαίου προς

επένδυσvη, σvτις διάφορες επενδυτικές κλάσvεις (asset classes). Οι κύριες επενδυτικές κλάσvεις
είναι οι μετοχές και τα ομόλογα1. Υπάρχουν όμως και άλλες, ῾῾εναλλακτικές᾿᾿ επενδυτικές

κλάσvεις όπως οι επενδύσvεις σvε ακίνητα (real estate investments), τα αμοιβαία κεφάλαια
(hedge funds), ή οι επενδύσvεις σvε εμπορεύματα (commodities), όπως, για παράδειγμα,
επενδύσvεις σvε χρυσvό, πετρέλαιο ή σvε πολύτιμα έργα τέχνης. Σε αυτό το κεφάλαιο θα

περιορισvτούμε σvε μία από τις δύο κύριες επενδυτικές κλάσvεις: τα ομόλογα.

Μολονότι πολλοί άνθρωποι έλκονται σvυνήθως από ενθουσvιώδεις ισvτορίες σvυνυφασvμένες

με τις μετοχές -όλοι μας θα έχουμε ακούσvει για κάποιον που επένδυσvε σvε μετοχές μιας

μικρής εταιρείας και κέρδισvε αρκετά ώσvτε να ῾῾αποσvυρθεί᾿᾿ σvε μια νεαρή ηλικία- θα δούμε,

μέσvα από την μελέτη των ομολόγων, ότι η πολλαπλότητα των πιθανών αυτών επενδυτι-

κών προϊόντων ανοίγει ένα εκπληκτικό πεδίο έρευνας και επενδύσvεων. Παρόλο που σvυχνά

επισvκιάζονται από τη μαζική προβολή της αγοράς των μετοχών, τα ομόλογα παίζουν ένα κα-

θορισvτικό ρόλο σvτα χαρτοφυλάκια επενδύσvεων των ατομικών επενδυτών ή των επενδυτικών

οργανισvμών.

Για τις έννοιες που θα παρουσvιασvτούν σvτις επόμενες ενότητες έχει ουσvιωδώς χρησvιμο-

ποιηθεί η ύλη του Προγράμματος εκπαίδευσvης (Chartered Financial Analyst® Program)

1Sto ex c me thn lèxh <<omìloga>> ja anaferìmasvte svthn polÔ genikìterh ènnoia twn (qrhma-
tooikonomik¸n) proðìntwn daneisvmoÔ (fixed income securities). Ta teleutaÐa, kat� lèxh ja mporoÔsvan
na metafrasvtoÔn wc <<tÐtloi svtajeroÔ eisvod matoc>>. H proèleusvh tou ìrou autoÔ den eÐnai tuqaÐa·ta
omìloga eÐnai èna eÐdoc svtajeroÔ eisvod matoc, ìpwc ja doÔme kai svth svunèqeia.

Κ. Ι. Στούρας, Εφαρμογή των Feynman Path Integrals στα Στοχαστικά Μοντέλα
Επιτοκίων.

Διπλωματική Εργασία

c© Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο, 2011

mailto:kstouras@gmail.com


2 Κεφάλαιο 1. Χαρακτηρισvτικά Γνωρίσvματα των Ομολόγων

του CFA® Institute2 και σvυγκεκριμένα ο 5ος τόμος του Level I, Equity and Fixed Income,
2010.

1.1 Eisvagwg 

Στην πιο απλή του μορφή, ένα ομόλογο είναι μια οικονομική υποχρέωσvη μιας οντότητας, η

οποία υπόσvχεται να πληρώσvει ένα προκαθορισvμένο σvύνολο χρημάτων σvε σvυγκεκριμένες μελ-

λοντικές ημερομηνίες. Η οντότητα που υπόσvχεται να πληρώνει καλείται εκδότης (issuer) του
ομολόγου. Ο επενδυτής που αγοράζει ένα τέτοιο ομόλογο καλείται δανεισvτής (ή πισvτωτής).

Εδώ παρατηρείται και μια πρώτη σvύγχυσvη αναφορικά με την έννοια του ομολόγου: η οντότη-

τα που ζητά χρήματα είναι ο εκδότης του δανείου (δανειζόμενος), και όχι αυτός που έχει

το ομόλογο (δανεισvτής). Παραδείγματα εκδοτών ομολόγων είναι οι κεντρικές κυβερνήσvεις

διαφόρων κρατών, όπως η κυβέρνησvη των Ηνωμένων Πολιτειών ή η Γερμανική κυβέρνησvη,

οίκοι που σvχετίζονται με μια κεντρική κυβέρνησvη, όπως οι Fannie Mae και Freddie Mac
σvτις ΗΠΑ, μια πόλη ή ένας δήμος, όπως η πόλη της Νέας Υόρκης ή ολόκληρο το Ελ-

ληνικό Δημόσvιο, ένας οργανισvμός όπως η Google, και υπερεθνικές κυβερνήσvεις, όπως η
Παγκόσvμια Τράπεζα. Αντίσvτοιχα, επενδυτές σvε ένα ομόλογο από τα προηγούμενα μπορεί

να είναι ατομικοί επενδυτές, επενδυτικοί οργανισvμοί ή και κυβερνήσvεις κρατών.

Οι δόσvεις που ο εκδότης του ομολόγου έχει υποσvχεθεί να καταβάλλει σvτις προκα-

θορισvμένες ημερομηνίες έχουν δύο σvυνισvτώσvες: τόκους (interest) και το αρχικό κεφάλαιο
(principal). Η δεύτερη σvυνισvτώσvα αντισvτοιχεί σvτην αποπληρωμή του δανειζομένου κε-
φαλαίου και ο τόκος σvε ένα ποσvοσvτό αυτού, όχι κατ΄ ανάγκην σvταθερό.

Πριν από τη δεκαετία του ′80, τα ομόλογα ήταν απλά επενδυτικά προϊόντα. Εξαιρώντας
την περίπτωσvη αθέτησvης αποπληρωμής (default) του εκδότη, ο επενδυτής ενός ομολόγου
γνώριζε για πόσvο καιρό θα λαμβάνει τόκο και το πότε η ποσvότητα χρημάτων που δάνεισvε θα

του αποπληρωθεί. Επιπρόσvθετα, οι περισvσvότεροι επενδυτές αγόραζαν τότε ομόλογα με την

πρόθεσvη να τα κρατήσvουν ως την ημερομηνία λήξης (ωρίμανσvής) τους (maturity date).
Από το 1980, ο χρηματοοικονομικός κόσvμος των δανείων και των ομολόγων άλλαξε
ριζικά. Πρώτον, τα σvχετιζόμενα με τα ομόλογα προϊόντα έγιναν απίσvτευτα πολυπλοκότε-

ρα. Υπάρχουν χαρακτηρισvτικά πολλών ειδών ομολόγων που κάνουν εξαιρετικά δύσvκολο

να προσvδιορισvτεί το πότε θα αποπληρωθούν τα χρήματα που έχουν επενδυθεί και για πόσvο

καιρό θα λαμβάνεται ο τόκος, ή ακόμη και το ποσvό του τόκου που θα ληφθεί. Δεύτερον,

ο ῾῾κλασvικός᾿᾿ επενδυτής που κράταγε τα λεφτά του ως τη λήξη του ομολόγου έχει πλέ-

ον αντικατασvταθεί από μεγάλους επενδυτικούς οργανισvμούς, που εμπορεύονται ενεργά τα

διάφορα είδη ομολόγων (traders3 ).

2www.cfainstitute.org
3Oi traders kat� to <<dìgma>> thc svel. 1 agor�zoun kai pouloÔn touc di�forouc qrhmatooikonomikoÔc

tÐtlouc, an�loga me to ti svumfèrei perisvsvìtero, exoÔ kai o ìroc qrhmatooikonomik� <<proðìnta>> (making
money out of money).

www.cfainstitute.org
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Στις επόμενες ενότητες θα δούμε σvυνοπτικά τα διαφορετικά γνωρίσvματα των ομολό-

γων από την απλούσvτερη, αλλά ουσvιασvτική, ῾῾γλώσvσvα᾿᾿ της αγοράς4 και σvτο Κεφ. 2 θα
επιχειρήσvουμε μια μαθηματική ανάλυσvη των σvτοχασvτικών μοντέλων των επιτοκίων με τη

βοήθεια της γνώριμής μας Feynman-Kač formula. Τα τελευταία μοντέλα έχουν προταθεί
για την διερεύνησvη των ποσvοτικών χαρακτηρισvτικών των ομολόγων, αλλά για τη χρήσvη

τους είναι αναγκαία η απαιτητική ῾῾γλώσvσvα᾿᾿ του Στοχασvτικού Λογισvμού (βλ. [91]).

1.2 Sumbìlaia omolìgwn kai ìroi

Το σvυμβόλαιο που προσvδιορίζει λεπτομερώς όλα τα δικαιώματα και τις υποχρεώσvεις του

εκδότη και των επενδυτών ενός ομολόγου έχει τη διεθνή ονομασvία bond indenture. Οι
επενδυτές (bondholders) θα αντιμετώπιζαν κατά καιρούς μεγάλη δυσvκολία σvτον προσvδιο-
ρισvμό του εάν ο εκδότης κρατάει όλες τις υποσvχέσvεις του που υπαγορεύει το σvυμβόλαιο.

Αυτό το πρόβλημα όμως επιλύεται για όλα τα μέλη της σvυμφωνίας φέρνοντας έναν σvύνδικο

(trustee) ως τρίτο μέλος του bond indenture. Το τελευταίο αναγνωρίζει τον καταπισvτευ-
ματοδόχο ως αντιπρόσvωπο των τοκομεριδίων των επενδυτών.

Ως μέρος του σvυμβολαίου, υπάρχουν καταφατικοί όροι (affirmative covenants) και περι-
ορισvτικοί όροι (negative covenants). Οι καταφατικοί όροι ορίζουν δρασvτηριότητες που ο
δανειζόμενος (δηλαδή ο εκδότης του ομολόγου) υπόσvχεται να κάνει. Οι περιορισvτικοί όροι

επιβάλλουν ορισvμένους περιορισvμούς σvτις δρασvτηριότητες του δανειζομένου.

Οι σvυνηθέσvτεροι καταφατικοί όροι είναι:

1. η αποπληρωμή των τόκων και του αρχικού κεφαλαίου σvε μια χρονική βάσvη,

2. η πληρωμή όλων των φόρων και άλλων υποχρεώσvεων όταν αυτές προκύψουν,

3. η διατήρησvη όλης της περιουσvίας σvτην εργασvία του δανειζομένου σvε καλή κατάσvτασvη,

4. η αποσvτολή περιοδικών αναφορών σvτον καταπισvτευματοδόχο δηλώνοντας ότι ο δανει-

ζόμενος είναι σvε σvυμφωνία με το σvυμβόλαιο,

5. η διατήρησvη κάποιων οικονομικών δεικτών.

Για παράδειγμα, ο δανειζόμενος μπορεί να υποσvχεθεί να διατηρεί τον current ratio5 της
εταιρείας του σvτην τιμή του δύο ή υψηλότερα. Εάν αυτή η τιμή του current ratio δεν
διατηρείται, τότε το ομόλογο θα μπορεί να θεωρηθεί ότι βρίσvκεται σvε (τεχνική) αθέτησvη

(technical default).
4H pleionìthta twn ennoi¸n pou ja anafèroume apoteloÔn ènnoiec twn omolìgwn pou ekdÐdontai

svtic HPA. En¸ h agor� omolìgwn twn HPA eÐnai h megalÔterh agor� omolìgwn svton kìsvmo me mia
poikilÐa proðìntwn kai ekdot¸n, ta teleutaÐa qrìnia èqei gÐnei svhmantik  an�ptuxh twn agor¸n daneisvmoÔ
�llwn qwr¸n, kaj¸c oi daneisvtèc èqoun metatopisvteÐ apì thn qrhmatodìthsvh mèsvw trapez¸n svthn èkdosvh
omolìgwn. H t�svh aut  anamènetai na svuneqisvteÐ.

5Prìkeitai gia logisvtikì deÐkth kai orÐzetai wc o lìgoc tou trèqontoc energhtikoÔ proc to trèqon
pajhtikì, current ratio = current assets

current liabilities .
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Αντίσvτοιχα, οι σvυνηθέσvτεροι περιορισvτικοί όροι είναι:

1. περιορισvμοί σvτις πωλήσvεις των περιουσvιακών σvτοιχείων της εταιρείας (η εταιρεία δε

μπορεί να τα πουλήσvει και να ξεχρεώσvει, επειδή έχουν δεσvμευθεί σvτους όρους),

2. περιορισvμοί σvτη δυνατότητα του δανειολήπτη να λάβει επιπρόσvθετα δάνεια.

Για παράδειγμα, η χώρα μας, η Ελλάδα, αυτή τη περίοδο (2010) βρίσvκεται ως γνωσvτόν
σvε έντονη οικονομική πίεσvη από το Διεθνές Νομισvματικό Ταμείο (IMF), ώσvτε να μην
αθετήσvει τους όρους του δανείου που έλαβε. Γι΄ αυτό και σvε τακτά χρονικά διασvτήματα,

ειδικοί ελεγκτές του IMF διεξάγουν διάφορους ελέγχους σvτο κατά πόσvον σvυλλέγονται οι
φόροι, πως χρησvιμοποιούνται τα χρήματα του δανείου κτλ. Εάν κάποια σvτιγμή δεν μπορούμε

να αποπληρώσvουμε κάποια δόσvη, θα μπουν σvε ισvχύ οι περιορισvτικοί όροι του σvυμβολαίου

με πολύ δυσvμενείς σvυνέπειες για τον τόπο.

1.3 Di�rkeia wc th l xh

Η διάρκεια ως τη λήξη (term to maturity) ενός ομολόγου είναι ο αριθμός των ετών που
απομένουν για την τελευταία δόσvη. Η ημερομηνία λήξης (maturity date) ενός ομολό-
γου αναφέρεται σvτην ημερομηνία που το δάνειο θα πάψει να υπάρχει, όπου ο εκδότης θα

αποπληρώσvει το ομόλογο. Για παράδειγμα, μια περιγραφή ενός ομολόγου μπορεί να γράφει

῾῾ως τις 9/9/2020᾿᾿.

Στην πράξη, σvτην αγορά αναφέρονται σvτο ῾῾χρόνο ως τη λήξη᾿᾿ ενός ομολόγου ως απλά

῾῾maturity᾿᾿. ΄Οπως θα εξηγήσvουμε σvτη σvυνέχεια (βλ. §1.8) μπορεί να υπάρχουν όροι σvτο
σvυμβόλαιο που να επιτρέπουν είτε ο εκδότης του ομολόγου είτε ο επενδυτής αυτού να

αλλάξει το χρόνο ως τη λήξη ενός ομολόγου.

Υπάρχουν ομόλογα με οποιαδήποτε maturity, αλλά τυπικά η μεγαλύτερη είναι αυτή των
30 ετών. Παρολαυτά, η Walt Disney Co. τον Ιούλιο του 1993 εξέδωσvε ομόλογα με
ημερομηνία λήξης 9/15/20936, κάνοντάς τα 100-ετή ομόλογα τη σvτιγμή της έκδοσvης. Το

Δεκέμβρη του 1993, η Tennessee Valley Authority εξέδωσvε ομόλογα που λήγουν σvτις
12/15/2043, κάνοντάς τα 50-ετή ομόλογα τη σvτιγμή της έκδοσvης. Αλλά αυτά δεν είναι τα

σvυνήθη παραδείγματα σvτην αγορά ομολόγων.

Υπάρχουν τρεις τουλάχισvτον λόγοι που ο προσvδιορισvμός του χρόνου ως τη λήξη ενός

ομολόγου είναι σvημαντικός:

1. Ο χρόνος ως τη λήξη δείχνει τη χρονική περίοδο σvτην οποία ο επενδυτής του ομολό-

γου μπορεί να αναμένει να λάβει τις δόσvεις των τόκων και τον αριθμό των ετών πριν

το αρχικό κεφάλαιο έχει πλήρως αποπληρωθεί.

2. Η απόδοσvη (yield) που προσvφέρεται σvε ένα ομόλογο για να προσvελκύσvει επενδυτές
εξαρτάται από το χρόνο ως τη λήξη. Η σvχέσvη μεταξύ της απόδοσvης και της λήξης

6Akolouj¸ntac thn amerik�nikh svÔmbasvh, oi hmeromhnÐec ja gr�fontai wc m nac/hmèra/ètoc.
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(maturity) ενός ομολόγου καλείται Καμπύλη Αποδόσvεων (yield curve), και θα διε-
ρευνηθεί σvτο Κεφ. 2.

3. Η τιμή ενός ομολόγου θα μεταβάλλεται κατά τη διάρκεια της ζωής του, καθώς τα

επιτόκια σvτην αγορά αλλάζουν. Η μεταβλητότητα της τιμής (price volatility) ενός
ομολόγου είναι μια σvυνάρτησvη του χρόνου ως τη λήξη (μεταξύ άλλων παραγόντων).

Πιο σvυγκεκριμένα, ceteris paribus μπορεί να δειχθεί ότι όσvο μεγαλύτερη η maturi-
ty, τόσvο μεγαλύτερη η μεταβλητότητα της τιμής, ως αποτέλεσvμα της αλλαγής σvτα
επιτόκια (βλ. Εικόνα 1.1 και Παρατήρηση 1.1).

1.4 Par value

Η τελική αξία (par value) ενός ομολόγου είναι η ποσvότητα χρήματος που ο δανειζόμενος
σvυμφωνεί να επαναπληρώσvει σvτον επενδυτή του ομολόγου ως την (ή σvτην) ημερομηνία

λήξης. Αυτή η τιμή αναφέρεται επίσvης με τους όρους ῾῾principal value᾿᾿, ή ῾῾face value᾿᾿.
Τα ομόλογα μπορεί να έχουν οποιαδήποτε par value. Για να διακρίνονται μεταξύ τους τα
διαφορετικά ομόλογα, έχει υιοθετηθεί η πρακτική της αναφοράς της τιμής ενός ομολόγου ως

ένα ποσvοσvτό της par value. Μια τιμή ῾῾90᾿᾿ ενός ομολόγου με par value $1, 000 ερμηνεύεται
ως ότι το ομόλογο πωλείται σvε 90% της par value, δηλαδή σvτην τιμή $900. Ανάλογα, αν
ένα ομόλογο με par value $8, 000 πωλείται για $8, 800, λέγεται ότι πωλείται για ῾῾110᾿᾿.
΄Οταν υπολογίζουμε την τιμή (σvε US$) ενός ομολόγου των ΗΠΑ, το ομόλογο πρέπει
πρώτα να μετατραπεί σvε μια τιμή ανά $1 της par value. Στη σvυνέχεια, αυτή πολλαπλασvιάζε-
ται με την par value ώσvτε να βρούμε την τιμή σvε δολλάρια. Στον Πίνακα 1.1 προσvφέρονται
κάποια παραδείγματα του πως είναι η τιμή ενός ομολόγου σvε δολλάρια, δεδόμενης της τιμής

του ομολόγου που λέγεται σvτην αγορά και της par value αυτού.

Αναφερόμενη τιμή Τιμή ανά $1 της par value (4 σv. ψ.aþ) Par value Τιμή σvε δολλάρια

῾῾96 1/4᾿᾿ 0.925 1, 000 962.50
῾῾102 7/8᾿᾿ 1.0288 5, 000 5, 143.75
῾῾109 9/16᾿᾿ 1.0956 10, 000 10, 956.25
῾῾68 11/32᾿᾿ 0.6834 100, 000 68, 343.75

aþSumbolisvmìc: svhmantik� yhfÐa.

Πίνακας 1.1 Εξοικείωσvη με τους σvυμβολισvμούς της αγοράς των ομολόγων.

Παρατηρούμε ότι ένα ομόλογο μπορεί να πωλείται ή να αγοράζεται κάτω ή πάνω από

την par value αυτού. ΄Οταν ένα ομόλογο πωλείται ή αγοράζεται κάτω (πάνω) από την par
value, λέγεται ότι εμπορεύεται σvε discount (premium). Ο λόγος που μπορεί να σvυμβεί κάτι
τέτοιο δίνεται σvτην επόμενη ενότητα.
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Εικ. 1.1 Απόδοσvη της αγοράς σvυναρτήσvει της τιμής ομολόγου για ένα 8% ομόλογο με
κουπόνια.

1.5 Onomasvtikì epitìkio kai koupìnia

Το επιτόκιο κουπονιού

(coupon rate ), επίσvης γνωσvτό ως ονομασvτικό επιτόκιο (nominal rate) είναι το επιτόκιο
που ο εκδότης ενός ομολόγου σvυμφωνεί να πληρώνει κάθε χρόνο. Με τον όρο κουπόνι

(coupon) εννοούμε την ετήσvια ποσvότητα των δόσvεων που δίνονται σvτους επενδυτές του
ομολόγου, μέχρι τη λήξη. Το κουπόνι προσvδιορίζεται πολλαπλασvιάζοντας το ονομασvτικό

επιτόκιο με την τελική αξία του ομολόγου. Δηλαδή ισvχύει

Coupon = Coupon rate× Par value (1.1)

Για παράδειγμα, ένα ομόλογο με 9% ονομασvτικό επιτόκιο και τελική αξία $1, 000 θα
πληρώνει ετήσvιες δόσvεις των $90.
Στις ΗΠΑ, η σvυνήθης πρακτική είναι για τον εκδότη να πληρώνει κάθε κουπόνι σvε δύο

εξαμηνιαίες δόσvεις. Για ένα είδος ομολόγου, τα MBSs (Mortgage-backed securities) ή τα
ABSs (Asset-backed securities) σvυνήθως πληρώνουν τόκους μηνιαία. Αλλά για ομόλογα
που εκδίδονται σvε κάποιες αγορές εκτός των ΗΠΑ, οι δόσvεις των κουπονιών γίνονται μόνο

μία φορά το χρόνο.

Το ονομασvτικό επιτόκιο επηρεάζει, επίσvης, την ῾ ἑυαισvθησvία᾿᾿ της τιμής του ομολόγου σvτις

αλλαγές των επιτοκίων της αγοράς. Στην Παρατήρηση 1.1 δείχνουμε ότι ceteris paribus
όσvο μεγαλύτερο το κουπόνι, τόσvο μικρότερη η μεταβλητότητα της τιμής, ως αποτέλεσvμα

της αλλαγής σvτα επιτόκια της αγοράς.

΄Οταν το ονομασvτικό επιτόκιο ενός ομολόγου ισvούται με την απόδοσvη της αγοράς (market
yield), το ομόλογο θα πωλείται σvτην τελική αξία (par value) του. ΄Οταν εκδίδονται, το ονο-
μασvτικό επιτόκιο των ομολόγων είναι σvυνήθως ίσvο ή κοντά σvτην επικρατέσvτερη απόδοσvη
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της αγοράς σvτα παρόμοια ομόλογα, έτσvι ώσvτε τα ομόλογα να ῾῾βγαίνουν᾿᾿ αρχικά σvτην (ή

κοντά σvτην) τελική αξία (par value) τους. Εάν η απαιτούμενη από την αγορά απόδοσvη για
ένα ομόλογο σvτη σvυνέχεια ανέβει, η τιμή του ομολόγου θα πέσvει και τότε λέγεται ότι το

ομόλογο πωλείται κάτω από την par value του (trading at discount). Η απαιτούμενη από-
δοσvη μπορεί να αυξηθεί, επειδή τα επιτόκια της αγοράς έχουν αυξηθεί, επειδή η επιπρόσvθετη

απόδοσvη, για την οποία οι επενδυτές απαιτούν να αποζημιωθούν, έχει αυξηθεί, ή επειδή ο

κίνδυνος (risk) του ομολόγου έχει αυξηθεί από τη σvτιγμή της έκδοσvης. Αντίθετα, αν η
απαιτούμενη απόδοσvη πέσvει, η τιμή του ομολόγου θα αυξηθεί και το ομόλογο θα πωλείται

πάνω από την par value του (trading at premium). Τα σvυμπεράσvματα αυτά παρισvτάνονται
πιο γλαφυρά σvτο αριθμητικό Παράδειγμα 1.6.
Στην Εικόνα 1.1 έχουμε κάνει ένα (πρόχειρο) γράφημα της απόδοσvης της αγοράς σvυν-
αρτήσvει της τιμής ομολόγου για ένα 8% ομόλογο με κουπόνια. Το γράφημα αυτό είναι πολύ
σvημαντικό, καθώς φαίνονται όλα τα ποιοτικά χαρακτηρισvτικά της τιμής ενός ομολόγου, που

προηγουμένως περιγράψαμε.

Παρατήρηση 1.1.
Στην Εικόνα 1.1 παρατηρούμε ότι η παράγωγος dV

dY (Y ) (όπου V : η τιμή του ομολόγου

και Y : η απόδοσvη της αγοράς) για αποδόσvεις μικρότερες του 8% μεγαλώνει (η κλίσvη
αυξάνεται), ενώ μικραίνει για αποδόσvεις μεγαλύτερες του 8% (η κλίσvη μειώνεται). Αυτό δεν
είναι καθόλου σvυμπτωματικό και σvυνδέεται με ένα ευρέως διαδεδομένο μέτρο του κινδύνου

των επιτοκίων (interest rate risk) την duration. Η τελευταία έννοια δεν έχει καμία σvχέσvη με
αυτήν της maturity. Στη πραγματικότητα, αν δύο ομόλογα έχουν τα ίδια χαρακτηρισvτικά,
αλλά διαφορετικήmaturity, εκείνο με την μεγαλύτερηmaturity, θα έχει και τη μεγαλύτερη
duration, μιας και η τιμή του θα έχει μεγαλύτερη ποσvοσvτιαία μεταβολή για μια σvυγκεκριμένη
αλλαγή σvτις αποδόσvεις τις αγοράς.

Επιπρόσvθετα, όπως φαίνεται κι από την Εικόνα 1.1 όταν τα κουπόνια αυξάνουν, η dura-
tion μικραίνει και σvυνεπώς το interest rate risk πέφτει. Συνεπώς, για δύο κατά τα άλλα
πανομοιότυπα ομόλογα, εκείνο με το μεγαλύτερο ονομασvτικό επιτόκιο (ή κουπόνι) θα έ-

χει την μικρότερη duration. Η τιμή του ομολόγου με το μεγαλύτερο κουπόνι θα αλλάξει
λιγότερο για μια δεδομένη αλλαγή σvτις αποδόσvεις, από ότι θα κάνει η τιμή του ομολόγου

με το μικρότερο κουπόνι.

1.5-1 Zero coupon bonds

Δεν πληρώνουν όλα τα ομόλογα δόσvεις περιοδικά. ΄Οπως μαρτυρά και ο τίτλος αυτής της

υποενότητας τα ομόλογα που έχουν σvυμφωνηθεί να μη πληρώνουν περιοδικά τις δόσvεις των

κουπονιών ονομάζονται ομόλογα χωρίς κουπόνια (zero coupon bonds). Αυτά πληρώνουν
μόνο την τελική αξία (par value) σvτη λήξη (maturity) και ο τόκος αυτών προκύπτει από
το γεγονός ότι τα zero coupon bonds πωλούνται αρχικά κάτω από την par value τους (at
discount to par). Συγκεκριμένα, ο τόκος ισvούται με τη διαφορά μεταξύ της par value και
της αρχικής αξίας έκδοσvης του ομολόγου. Για παράδειγμα, εάν ένας επενδυτής αγοράσvει
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ένα ομόλογο χωρίς κουπόνια για $80, ο τόκος είναι $20. Αυτός είναι η διαφορά μεταξύ της
par value ($100) και της αρχικής αξίας έκδοσvης ($80) του ομολόγου.

Κίνδυνος επανεπένδυσvης

΄Ισvως ο αναγνώσvτης αναρωτηθεί γιατί να εκδόσvει κανείς ομόλογα χωρίς κουπόνια. Ο

λόγος σvυνδέεται με ένα από τα πολλά είδη κινδύνων που σvχετίζονται με τα ομόλογα, και

σvυγκεκριμένα με το επονομαζόμενο κίνδυνο επανεπένδυσvης (reinvestment risk). Ο εκάσvτο-
τε επενδυτής αντιμετωπίζει πάντα το πρόβλημα του που να επενδύσvει τα χρήματα που του

επισvτρέφονται από τις δόσvεις του ομολόγου. Η μη επιθυμητή κατάσvτασvη για τον επενδυτή

είναι να επενδύσvει το αποπληρωμένο του, σvιγά σvιγά, κεφάλαιο σvε ένα νέο ομόλογο με

χαμηλότερο επιτόκιο.

Αυτός ο κίνδυνος επανεπένδυσvης για έναν τίτλο με τα χαρακτηρισvτικά των ομολόγων

είναι ιδιαίτερα κρίσvιμο να κατανοηθεί. Πολύ σvυχνά λέγεται από κάποιους σvτην αγορά ότι

τίτλοι που πληρώνουν μηνιαία κουπόνια ῾῾σvυμφέρουν᾿᾿, επειδή ο επενδυτής έχει την ευκαιρία

να επανεπενδύσvει πιο σvυχνά τα χρήματά του, χρησvιμοποιώντας ένα μεγαλύτερο ποσvοσvτό

αυτών, εν σvυγκρίσvει με ένα ομόλογο που πληρώνει μόνο ανά εξάμηνο τα κουπόνια του. Κάτι

τέτοιο δεν ισvχύει σvε ένα περιβάλλον φθίνοντων επιτοκίων, που θα κάνει τους δανειζομένους

να επιταχύνουν τις δόσvεις του δανείου τους και θα αναγκάσvει, επομένως, τους επενδυτές

να πρέπει να επανεπενδύσvουν τα χρήματά τους σvε χαμηλότερα επιτόκια.

Συνεπώς, κατανοώντας την έννοια του reinvestment risk, μπορούμε να εκτιμήσvουμε
περισvσvότερο γιατί τα ομόλογα χωρίς κουπόνια είναι πιο ελκυσvτικά σvε σvυγκεκριμένους επεν-

δυτές. Επειδή δεν υπάρχει καμία δόσvη κουπονιού να επανεπενδυθεί, δεν υπάρχει καθόλου

reinvestment risk. Δηλαδή ένα zero coupon bond απαλοίφει το reinvestment risk. ΄Ομως,
αυτή είναι η θετική πλευρά σvτη ῾῾ζυγαριά᾿᾿ του ρίσvκου. Η αρνητική πλευρά είναι ότι, όπως

δείξαμε σvτην Παρατήρηση 1.1, όσvο μικρότερα τα κουπόνια (για κάποια δεδομένη maturi-
ty), τόσvο μεγαλύτερο το interest rate risk. Συνεπώς, ομόλογα χωρίς καθόλου κουπόνια
(κάποιας δεδομένης maturity) εκθέτουν τους επενδυτές σvε μεγαλύτερο interest rate risk
απ΄ ότι τα ομόλογα με κουπόνια.

Παρατήρηση 1.2.
Στο Κεφ. 2 θα μελετήσvουμε κάποια σvτοχασvτικά μοντέλα πρόβλεψης των επιτοκίων για
την απλοποιημένη περίπτωσvη των zero coupon bonds, καθώς για άλλου είδους ομόλογα η
ανάλυσvη είναι τελείως διαφορετική (βλ. επόμενες ενότητες και τηνΠαρατήρηση 1.3).

1.5-2 Step-up notes

Υπάρχουν ομόλογα που πληρώνουν ένα ονομασvτικό επιτόκιο που αυξάνεται με το χρόνο.

Αυτά ονομάζονται step-up notes, επειδή όπως υποδηλώνει και ο αγγλικός όρος το ονο-
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μασvτικό τους επιτόκιο ῾῾σvκαρφαλώνει᾿᾿ με το χρόνο. ΄Ενα πραγματικό παράδειγμα7 step-
up note αποτελεί η 10-ετής έκδοσvη των Extendible Step-up Deposit Notes, Series I-10
της Barclays Bank PLC που εκδόθηκαν σvτις 28 Μαΐου 2010. Τα κουπόνια (ονομασvτικά
επιτόκια) για τα αντίσvτοιχα χρονικά διασvτήματα ήταν τα εξής:

4.75% από 5/28/2010 έως 5/27/2011

4.75% από 5/28/2011 έως 5/27/2014

5.25% από 5/28/2014 έως 5/27/2015

5.25% από 5/28/2015 έως 5/27/2016

5.25% από 5/28/2016 έως 5/27/2017

5.25% από 5/28/2017 έως 5/27/2018

6.25% από 5/28/2018 έως 5/27/2019

7.00% από 5/28/2019 έως 5/27/2020

Παρατηρούμε πως η διαφορά σvτα κουπόνια των σvυγκεκριμένων ομολόγων αυξάνεται κατά

πολύ με το χρόνο (από 4.75% σvτην ημερομηνία έκδοσvης σvε 7.00% σvτη λήξη).

1.5-3 Deferred coupon bonds

Υπάρχουν ομόλογα που οι δόσvεις τους αναβάλλονται για ένα σvυγκεκριμένο αριθμό χρόνων.

Δηλαδή δεν πληρώνουν τίποτα κατά τη διάρκεια της περιόδου αναβολής. Στο τέλος αυτής,

ο εκδότης του deferred coupon bond πληρώνει περιοδικά τις δόσvεις μέχρι τη λήξη του
ομολόγου. Προφανώς, οι δόσvεις των τόκων που λαμβάνονται μετά την περίοδο αναβολής

είναι υψηλότερες από ότι θα μπορούσvαν να ήταν έαν ο εκδότης πλήρωνε τόκους από την

έκδοσvη του ομολόγου. Οι δόσvεις αυτές είναι υψηλότερες, ώσvτε να αποζημιώνουν τον

επενδυτή για την έλλειψη τόκων σvτην περίοδο αναβολής.

Παρατήρηση 1.3.
Στον πραγματικό κόσvμο υπάρχουν επίσvης και τα κυμαινόμενου επιτοκίου ομόλογα (float-

ing rate securities) σvτα οποία το ονομασvτικό επιτόκιο αλλάζει ανάλογα με ένα επιτόκιο
αναφοράς (όπως το London InterBank Offered Rate [LIBOR]) προσvθέτοντας ή αφαιρών-
τας ένα επιτόκιο που μπορεί να μην είναι σvταθερό, αλλά να αλλάζει με προκαθορισvμένες

σvτο indenture τιμές. Σκοπός όμως του κεφαλαίου αυτού είναι να επεξηγήσvουμε απλά τις
έννοιες που σvχετίζονται με το Κεφ. 2, αλλά και να δώσvουμε μια σvυνοπτική περιγραφή του
επενδυτικού κόσvμου των ομολόγων. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης παραπέμπεται σvτην

ύλη του CFA® Institute, Level II.
7http://www.tmx.com/en/news_events/news_releases/5-27-2010_TSX-NewListingBXS.html

http://www.tmx.com/en/news_events/news_releases/5-27-2010_TSX-NewListingBXS.html
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1.6 Timolìghsvh omolìgwn gia thn perÐptwsvh diakritoÔ

anatokisvmoÔ

Τιμολόγησvη είναι η διαδικασvία του προσvδιορισvμού της δίκαιης τιμής (fair value) ενός
οικονομικού αγαθού. Σκοπός αυτής της ενότητας είναι να δώσvουμε τις γενικές αρχές

της τιμολόγησvης των ομολόγων, για αυτό και εξετάζουμε την ρεαλισvτική περίπτωσvη του

διακριτού ανατοκισvμού. Η τιμολόγησvη ομολόγων με σvυνεχή ανατοκισvμό μελετάται μερικώς

σvτο Κεφ. 2 και σvυνεπώς τα απλά παραδείγματα που θα ακολουθήσvουν είναι κρίσvιμα για τις
επόμενες γενικεύσvεις.

Θεμελιώδους σvημασvίας έννοια σvτον κόσvμο των επενδύσvεων αποτελεί η ακόλουθη έννοια

της παρούσvας αξίας.

Ορισμός 1.4 (Present Value).
Η παρούσvα αξία (Present Value, PV) ενός απλού αθροίσvματος χρηματοροών (cash flows,

CF) είναι η τωρινή αξία μιας χρηματοροής που προσvδοκάται να ληφθεί σvε κάποιο σvημείο
σvτο μέλλον. Με άλλα λόγια είναι η ποσvότητα χρημάτων που πρέπει να επενδυθούν σvήμερα,

σvε ένα σvυγκεκριμένο επιτόκιο απόδοσvης για μια δεδομένη χρονική περίοδο, ώσvτε να καταλ-

λήξουν να έχουν μια σvυγκεκριμένη αξία σvτο μέλλον. Δηλαδή η παρούσvα αξία δίνεται από

τον τύπο

PVt :=
ECFt

(1 + i)t
(1.2)

όπου ECFt: η αναμενόμενη χρηματοροή τη σvτιγμή t και i το επιτόκιο απόδοσvης.

Το επιτόκιο i του προηγούμενου τύπου σvυχνά αναφέρεται και ως απαιτούμενη απόδοσvη

( required rate of return ή discount rate), αλλά καλείται επίσvης και κόσvτος ευκαιρίας
(opportunity cost), ή κόσvτος κεφαλαίου (cost of capital). ΄Οπως και να το ονομάσvουμε,
αναπαρισvτά το επιτόκιο που μπορεί να αποδόσvει μια επένδυσvη κάθε περίοδο ανατοκισvμού.

Παρατηρούμε, επίσvης, ότι η σvυνάρτησvη της PV (t) θα είναι φθίνουσvα (για δοθέν επιτόκιο

και ECFt).

Η αξία, τώρα, μιας επένδυσvης είναι το άθροισvμα των παρουσvών αξιών όλων των ανα-

μενόμενων χρηματοροών (δηλαδή για ένα ομόλογο εννοούμε τις δόσvεις των τόκων). Δηλαδή

υποθέτοντας ότι υπάρχουν N το πλήθος αναμενόμενες χρηματοροές, η αξία (V ) μιας επέν-

δυσvης (ενός ομολόγου) θα είναι το άθροισvμα

V ≡ NPVN :=
N∑
t=1

PVt (1.3)

Οι αναμενόμενες χρηματοροές της εξίσvωσvης (1.2) ονομάζονται και μέλλουσvα αξία (Future
Value, FV). Η FV είναι δηλαδή η αξία που θα έχει μια τωρινή κατάθεσvη όταν ανατοκίζεται
με επιτόκιο i. Οι έννοιες FV και PV σvυνδέονται σvτενά μεταξύ τους και σvυγκεκριμένα
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ισvχύει

FV = PV (1 + i)t (1.4)

΄Εχοντας ορίσvει όλες τις βασvικές έννοιες που σvχετίζονται με τις χρηματοροές, προχωρούμε

σvε κάποια διαφωτισvτικά παραδείγματα τιμολόγησvης ομολόγων που τοκίζονται σvε διακριτά

χρονικά διασvτήματα.

Παράδειγμα 1.5 (Ομόλογο με σταθερή απόδοση).
΄Εσvτω ένα ομόλογο που πληρώνει κουπόνια των $100 ετήσvια για 10 χρόνια (maturity)
με par value $1, 000 με σvταθερό επιτόκιο 8%. Τότε η αξία του ομολόγου θα είναι

V =
100
1.08 +

100
1.082 +

100
1.083 + . . .+

100 + 1, 000
1.0810

=
100
1.08 +

100
1.082 +

100
1.083 + . . .+

1, 100
1.0810

= $1, 134.20

(1.5)

�

Παράδειγμα 1.6 (Αλλαγές στην απαιτούμενη απόδοση ομολόγου).
΄Εσvτω ομόλογο με par value $1, 000, 8% εξαμηνιαία κουπόνια, και τρία χρόνια ως τη
λήξη. Θα υπολογίσvουμε την τιμή του PV για επιτόκια (yield to maturity, YTM) 6%, 8%
και 10%.

Επιτόκιο (i%) Περίοδοι ανατοκισvμού (N) FV ($) Δόσvεις ($) PVaþ ($)

3
(
= 6

2

)
6 (= 3× 2) 1, 000 40

(
= 80

2

)
−1, 054.172 > par

4
(
= 8

2

)
6 (= 3× 2) 1, 000 40

(
= 80

2

)
−1, 000.000 = par

5
(
= 10

2

)
6 (= 3× 2) 1, 000 40

(
= 80

2

)
−949.243 < par

aþTo arnhtikì prìsvhmo svumbolÐzei ìti o ependut c dÐnei doll�ria (agor�zontac to omìlogo).

Εδώ δείχνουμε κάτι που είπαμε και προηγουμένως σvτην §1.5: εάν η απόδοσvη ως τη
λήξη του ομολόγου (YTM) ισvούται με το ονομασvτικό επιτόκιο αυτού (8%), τότε η τιμή

του ομολόγου είναι ίσvη με την par value του ($1, 000). Εάν το YTM είναι υψηλότερο
(χαμηλότερο) από ότι το ονομασvτικό επιτόκιο, τότε λέμε ότι το ομόλογο εμπορεύεται κάτω

(πάνω) από την par value (is trading at a discount (premium) to par). �

Τα παραδείγματα αυτά μας δείχνουν αρκετά ποιοτικά χαρακτηρισvτικά των ομολόγων, που

θα απαιτήσvουμε τα μοντέλα του Κεφ. 2 να ικανοποιούν (ως διαγνωσvτικό έλεγχο).

1.7 Di�fora eÐdh epitokÐwn: Diakrit  PerÐptwsvh

΄Οπως αναφέραμε σvτην §1.5-2 υπάρχουν ομόλογα που πληρώνουν διαφορετικά επιτόκια
μέχρι τη λήξη τους. Συνεπώς, το επιτόκιο που θα ζητούσvε ένας επενδυτής ομολόγου να
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δανείσvει χρήματα για ένα χρόνο από σvήμερα δεν ταυτίζεται κατ΄ ανάγκην με το επιτόκιο

που θα ζητούσvε για να δανείσvει για ένα χρόνο σvε πέντε ή δέκα χρόνια μετά. Τα κατάλληλα

αυτά επιτόκια για κάθε μελλοντική δόσvη ενός ομολόγου ονομάζονται επιτόκια τρέχουσvας

τοποθέτησvης (spot rates) και θα τα σvυμβολίζουμε με Sk, όπου k: η διάρκεια της περιόδου
δανεισvμού.

Παρατήρηση 1.7.
Σε αυτό το σvημείο πρέπει να διασvαφηνισvτεί ότι το επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης (spot

rate) διαφέρει από το επιτόκιο ως τη λήξη (YTM). Το τελευταίο είναι ένα σvταθερό επιτόκιο
που κάνει την παρούσvα αξία των υποσvχόμενων πληρωμών ενός ομολόγου ίσvη με την τιμή

του σvτην αγορά. Αντίθετα, το επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης ταυτίζεται με την απόδοσvη

ενός ομολόγου χωρίς κουπόνια, δηλαδή ενός τίτλου που πληρώνει μία μόνο χρηματοροή σvε

μια μελλοντική ημερομηνία.

Τα spot rates διαφορετικών χρονικών περιόδων που τιμολογούν ορθά (παράγουν δηλαδή
τιμές ομολόγων ίσvες με αυτές της αγοράς) τις χρηματοροές ενός ομολόγου ονομάζονται

επιτόκια τρέχουσvας τοποθέτησvης μη κερδοσvκοπίας (arbitrage-free spot rates) ή η καμπύλη
των επιτοκίων τρέχουσvας τοποθέτησvης (spot rate curve).

Το επόμενο απλό παράδειγμα καθισvτά σvαφή την σvπουδαία έννοια των spot rates και το
πως αυτά σvυνδέονται με την τιμολόγησvη των ομολόγων.

Παράδειγμα 1.8.
΄Εσvτω ένα 6% ομόλογο με maturity 1.5 χρόνια και par value $1, 000. ΄Εσvτω επίσvης ότι
τα επιτόκια τρέχουσvας τοποθέτησvης (εκπεφρασvμένα ως ημιετήσvια YTM) είναι:

• 6 μήνες = 5%

• 1 χρόνο = 6%

• 1.5 χρόνια = 7%

Υπολογίζοντας την παρούσvα αξία της επένδυσvης βρίσvκουμε

PV =
30

1.025 +
30

1.032 +
1, 030
1.0353 = $986.55

Αυτή θα ήταν η δίκαιη τιμή πώλησvής του ομολόγου (fair value). Αν αυτό πωλείται σvτην
αγορά προς $995, τότε ένας trader θα μπορούσvε να εκμεταλλευτεί αυτήν την ευκαιρία
κερδοσvκοπίας αγοράζοντας τις μεμονωμένες χρηματοροές, να τις σvυγχωνεύσvει μεταξύ τους

για να δημιουργήσvει ένα νέο ομόλογο με σvταθερό επιτόκιο (αυτό της αγοράς) διάρκειας 1.5
ετών, και έπειτα να το πουλήσvει ξανά. Κάτι τέτοιο θα οδηγούσvε σvε ένα άμεσvο και ακίνδυνο

κέρδος των 995.00− 986.55 = $8.45 ανά ομόλογο. �

΄Αμεσvα σvυνδεόμενη με την έννοια των επιτοκίων τρεχουσvών τοποθετήσvεων είναι η έννοια

των επιτοκίων μελλοντικών τοποθετήσvεων. Τα επιτόκια μελλοντικών τοποθετήσvεων ή
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Εικ. 1.2 Γραφική σvχέσvη μεταξύ των forward rates και spot rates.

επιτόκια πρόσvω (forward rates) είναι το επιτόκιο που πρέπει να δίνει ένα ομόλογο σvε κάποια
μελλοντική ημερομηνία. Ο σvυμβολισvμός που θα χρησvιμοποιήσvουμε εδώ πρέπει να εμπερι-

έχει ταυτόχρονα τη διάρκεια της περιόδου δανεισvμού, αλλά και το πότε (σvτο μέλλον) θα

δανείζονται/επισvτρέφονται τα χρήματα του ομολόγου. Συνεπώς, με 1f2 σvυμβολίζουμε το

επιτόκιο του να δανεισvτούμε για ένα χρόνο, δύο χρόνια από τώρα. Απαιτούμε να ισvχύει το

ακόλουθο γενικό σvχήμα:

῾῾το επιτόκιο του να δανεισvτούμε σvήμερα για 3 χρόνια ισvούται με το επιτόκιο

του να δανεισvτούμε για 1 χρόνο, τρεις φορές διαδοχικά᾿᾿.

Αυτό φορμαλισvτικά γράφεται ως ότι

(1 + S3)
3 ≡ (1 + 1f0) (1 + 1f1) (1 + 1f2) (1.6)

Ισvοδύναμα,

S3 ≡ 3
√
(1 + 1f0) (1 + 1f1) (1 + 1f2)− 1 (1.7)

Δηλαδή το spot rate S3 είναι ο γεωμετρικός μέσvος (geometric mean) των forward rates
1f0, 1f1 και 1f2. Επιπρόσvθετα, αν ο αναγνώσvτης είναι εξοικειωμένος με τους σvυμβολισvμούς

μπορεί άμεσvα να επαληθεύσvει ότι

(1 + S4)
4 = (1 + S2)

2 (1 + 2f2)
2

και ότι
(1 + S3)

3 = (1 + 2f0)
2 (1 + 1f2)

= (1 + 2f0)
2 (1 + 1f2)

= (1 + 1f0) (1 + 1f1) (1 + 1f2)

= (1 + S1) (1 + S2) (1 + 1f2)

Οι έννοιες αυτές θα γενικευτούν σvτην §2.3, όπου θα εξετάσvουμε τα σvυνεχή ανάλογά
τους.
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1.8 Embedded options omolìgwn

Στον επενδυτικό κόσvμο του δανεισvμού είναι αρκετά σvυχνό μια έκδοσvη ενός ομολόγου

να εμπεριέχει σvτο indenture έναν όρο που να δίνει σvτον εκδότη και/ ή σvτον επενδυτή
του ομολόγου ένα δικαίωμα (option) να μπορεί να κάνει μια ενέργεια έναντι του άλλου
αντισvυμβαλλομένου. Το δικαίωμα αυτό εξασvκείται προαιρετικά από τον εκάσvτοτε δικαιούχο

(σvτην περίπτωσvη που τον σvυμφέρει). Τα δικαιώματα αυτά αναφέρονται ως ῾῾εμφυτευμένα᾿᾿

σvτα ομόλογα δικαιώματα (embedded options in bonds) για να τα διακρίνουμε από τα υπό-
λοιπα options που μπορούν να αγορασvτούν σvε ένα χρηματισvτήριο ή σvε μια OTC αγορά.
Τα σvυνηθέσvτερα embedded options ομολόγων που δίνονται σvτους εκδότες (δανειζόμε-
νους) είναι:

• ένα άνω φράγμα (cap) σvτην κύμανσvη των επιτοκίων του ομολόγου,

• το δικαίωμα να προπληρώσvουν ένα μέρος των δόσvεων, πριν από την προγραμματισvμένη
ημερομηνία τους,

• το δικαίωμα να αποπληρώσvουν πλήρως (call provision) το αρχικό κεφάλαιο που
δανείσvτηκαν.

Το άνω φράγμα (cap) σvτην κύμανσvη των επιτοκίων μπορεί να θεωρηθεί ως ένα δικαίωμα
σvτον εκδότη του ομολόγου που να μην απαιτεί καμία ενέργεια από μέρους του αν ανέβουν

τα επιτόκια. Ουσvιασvτικά, ο επενδυτής του ομολόγου έχει εξασvφαλίσvει (από το indenture)
σvτον εκδότη το δικαίωμα να μην πληρώσvει περισvσvότερο από ότι ένα ορισvμένο επιτόκιο (cap).
Αντίσvτοιχα, τα σvυνηθέσvτερα embedded options ομολόγων που δίνονται σvτους επενδυτές
(δανεισvτές) είναι:

• ένα κάτω φράγμα (floor) σvτην κύμανσvη των επιτοκίων του ομολόγου,

• το δικαίωμα να ζητήσvουν την άμεσvη και πλήρη αποπληρωμή (put provision) του
αρχικού κεφαλαίου που δάνεισvαν.

Ενώ ένα άνω φράγμα σvτα επιτόκια ωφελεί τον εκδότη του ομολόγου αν τα επιτόκια ανέ-

βουν, ένα κάτω φράγμα (floor) αυτών ωφελεί τον επενδυτή εάν τα επιτόκια πέσvουν, αφού
σvταθεροποιεί το διαθέσvιμο (ονομασvτικό) επιτόκιο των κουπονιών.

Παρατηρούμε ότι η εξάσvκησvη των τελευταίων δικαιωμάτων για τον εκδότη και των επεν-

δυτή εξαρτάται από το επίπεδο των επιτοκίων που κυριαρχούν σvτην αγορά των ομολόγων.

Τα δικαιώματα του εκδότη (επενδυτή) αποκτούν περισvσvότερη αξία, όσvο περισvσvότερο τα

προηγούμενα επιτόκια πέφτουν (ανεβαίνουν). Τα άνω και κάτω φράγματα επίσvης επηρεά-

ζονται από τις μεταβολές των επιτοκίων της αγοράς. Αλλά για τον εκδότη (επενδυτή) το

δικαίωμα του άνω (κάτω) φράγματος σvτα επιτόκια του ομολόγου αποκτά περισvσvότερη αξία,

όσvο περισvσvότερο τα επιτόκια της αγοράς ανεβαίνουν (κατεβαίνουν).

Τέλος, όπως αναφέραμε σvτην §1.1 τα σvχετιζόμενα με τα ομόλογα προϊόντα έχουν γί-
νει αρκετά πολύπλοκα. ΄Ενας από τους λόγους είναι η ύπαρξη των embedded options σvτα



§1.8 Embedded options ομολόγων 15

ομόλογα, τα οποία κάνουν ακόμα πιο δύσvκολο να προβλεφθούν οι μελλοντικές χρηματοροές

ενός τίτλου. Οι χρηματοροές ενός τίτλου ομολόγου ορίζονται όμως ως οι τόκοι και το

αρχικό κεφάλαιο. Συνεπώς, για να τιμολογήσvει κανείς ένα ομόλογο με embedded options,
είναι απαραίτητο

1. να μοντελοποιήσvει τους παράγοντες που προσvδιορίζουν το εάν ένα τέτοιο δικαίωμα

θα εξασvκηθεί ως τη λήξη του ομολόγου, και

2. σvτην περίπτωσvη των δικαιωμάτων που δίνονται σvτους εκδότες/ επενδυτές του ομολό-

γου, να μοντελοποιήσvει τη σvυμπεριφορά των εκδοτών/ επενδυτών ώσvτε να προσv-

διορίσvει τις αναγκαίες σvυνθήκες για αυτούς να εξασvκήσvουν το δικαίωμά τους.

Είναι, επομένως, εξαιρετικά κρίσvιμο να αναπτυχθούν μοντέλα για τα δυναμικά των επιτοκίων

και για τους κανόνες εξάσvκησvης των embedded options. Μια μοντελοποίησvη του δεύτερου
σvκέλους θα μπορούσvε να γίνει με τη θεωρία του Behavioral Finance (Χρηματοοικονομικά
της Συμπεριφοράς των Επενδυτών). Μια μοντελοποίησvη του πρώτου σvκέλους, όμως, θα

μπορούσvε να γίνει με τις μεθόδους της Στοχασvτικής Ανάλυσvης, και αυτό είναι το αντικείμενο

του Κεφ. 2.
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Kef�laio 2
Stoqasvtik� Montèla EpitokÐwn

In the short term the market is a popularity
contest; in the long term it is a weighing machine.

W. Buffett

Ως γνωσvτόν ένα δολλάριο σvήμερα αξίζει περισvσvότερο από ένα δολλάριο αύριο. Πιο γενικά,

χρήματα που επενδύονται για διαφορετικούς χρονικούς ορίζοντες, T , αποφέρουν διαφορε-

τικά κέρδη, αντίσvτοιχα του ρυθμού μεταβολής των επιτοκίων, R (T ). Η σvυνάρτησvη αυτή

καλείται Καμπύλη Αποδόσvεων. Κάθε μέρα η καμπύλη αυτή αλλάζει, και η t-χρονικά μετα-

βαλλόμενη εκδοχή της σvυμβολίζεται με R (t; T ). Παρ΄ όλα αυτά τα επιτόκια δεν εμπορεύο-
νται άμεσvα, αλλά παράγονται από τις τιμές των ομολόγων που εμπορεύονται σvτην αγορά

ομολόγων. Αυτό οδηγεί σvτην κατασvκευή μοντέλων ομολόγων και σvτην τιμολόγησvη ομολό-

γων μέσvω επιχειρημάτων μη κερδοσvκοπίας των αγορών (§2.2). Μαθηματικά, τα προηγού-
μενα περιγράφονται υποθέτοντας ένα κατάλληλο μέτρο, που κάνει μια σvυγκεκριμένη σv.α.

martingale. ΄Εχοντας ορίσvει τις κατάλληλες έννοιες σvτις ενότητες §2.1 και §2.3, αλλά και
σvτο Κεφ. 1, παραθέτουμε σvτην ακόλουθη §2.4 τα κυριότερα μοντέλα που χρησvιμοποιούνται
σvτη βιβλιογραφία και σvτις εφαρμογές, αναλύοντας ιδιαίτερα σvτις §2.5-1 και §2.5-2 τα μο-
ντέλα του Vasiček και των Ho και Lee αντίσvτοιχα. Στην ανάλυσvη μας επικεντρωνόμασvτε
σvτις κυριότερες μαθηματικές τεχνικές που χρησvιμοποιούνται σvε τέτοια μοντέλα, χωρίς να

μπούμε σvε περισvσvότερες λεπτομέρειες του πως προσvδιορίζονται οι σvυντελεσvτές τους, ώσvτε

να σvυμφωνούν τα αποτελέσvματα με ό,τι παρατηρείται σvτην αγορά (calibration). Απλή
αναφορά σvε τέτοια ζητήματα γίνεται σvτα γενικά σvχόλια αυτού του κεφαλαίου, σvτην §2.6.
Χρήσvιμες βιβλιογραφικές αναφορές αποτελούν τα κλασvικά σvτο χώρο των σvτοχασvτικών επι-

τοκίων σvυγγράμματα [4], [81], [9], [83] και [21] και τα άρθρα [2], [35], [93], [33],[8], [34].

Τέλος, ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης μπορεί να βρει μια ῾῾φυσvική᾿᾿ θεώρησvη των Χρημα-

τοοικονομικών σvτα βιβλία [3], [65], [57] και [55] του μοντέρνου κλάδου της Κβαντικής

Χρηματοοικονομικής Θεωρίας.

Κ. Ι. Στούρας, Εφαρμογή των Feynman Path Integrals στα Στοχαστικά Μοντέλα
Επιτοκίων.

Διπλωματική Εργασία
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2.1 Omìloga qwrÐc koupìnia

Χωρίς βλάβη γενικότητας1 θεωρούμε ένα ομόλογο χωρίς κουπόνια (βλ. §1.5-1) με maturity
T , το οποίο έχει par value $1. Στο εξής θα αναφερόμασvτε σvε αυτό ως ένα T -ομόλογο.
Επιπρόσvθετα, θα χρησvιμοποιήσvουμε τον ακόλουθο σvυμβολισvμό για την ανάλυσvή μας:

Συμβολισvμός 2.1.
Για κάθε 0 ≤ t ≤ T :
P (t, T ) := Η τιμή τη χρονική σvτιγμή t ενός ομολόγου χωρίς κουπόνια με maturity T .

Ουσvιασvτικά, P (t, T ) είναι η τιμή ενός T -ομολόγου τη χρονική σvτιγμή t, σvτην αγορά.
Η παρατήρησvη αυτή είναι πολύ σvημαντική, γιατί υπονοεί πως η τιμή της αγοράς μπορεί να

μην ταυτίζεται κατά ανάγκην με τη δίκαιη τιμή (fair value) του ομολόγου. Γι΄ αυτό σvτην
τιμολόγησvη τέτοιων τίτλων θα απαιτήσvουμε η δύο αυτές τιμές να είναι ίσvες (βλ. εξίσvωσvη

(2.5) παρακάτω). Διαφορετικά, κατά το Παράδειγμα 1.8 της σvελ. 12 ένας κερδοσvκόπος θα
μπορούσvε να εκμεταλλευτεί μια τέτοια ευκαιρία βγάζοντας κέρδος χωρίς κάποιο ρίσvκο.

Παρατήρηση 2.2.
Ως γνωσvτόν, όλα τα χρηματοοικονομικά προϊόντα, όσvο πολύπλοκα και να είναι, μπορούν

να αναλυθούν σvε άθροισvμα απλούσvτερων. Στην περίπτωσvη μας, ένα ομόλογο με κουπό-

νια πληρώνει σvε πολλαπλές ημερομηνίες και μπορεί, σvυνεπώς, να θεωρηθεί ως ένα χαρτο-

φυλάκιο ομολόγων χωρίς κουπόνια, με την πληρωμή σvτη λήξη των οποίων να ισvούται με

την πληρωμή μιας δόσvης του σvυνολικού ομολόγου. Μαθηματικά, αυτό μεταφράζεται πολύ

απλά ως ακολούθως. ΄Ενα ομόλογο που πληρώνει κουπόνι τιμής ci τη σvτιγμή Ti, i = 1,. . . ,
n, με par value $1 τη σvτιγμή T = Tn έχει τιμή τη σvτιγμή t < T :

Pcoupon (t) =
n∑
i=1

t∈(Ti−1,Ti]

ciP (t, Ti) + P (t, Tn) (2.1)

Το πραγματικό επιτόκιο ενός λογαριασvμού καταθέσvεων (γνωσvτό και ως effective annual
rate, EAR), ο οποίος ανατοκίζεται n-φορές το χρόνο, μπορεί να εκφρασvτεί μέσvα από το
επιτόκιο κάθε περιόδου2, PR (periodic rate) ως εξής:

EAR := (1 + PR)n − 1 (2.2)
1O lìgoc pou ja periorisvtoÔme svthn eidik  perÐptwsvh twn zero-coupon bonds eÐnai giatÐ afenìc men

h an�lusvh omolìgwn me koupìnia eÐnai an�logh (bl.Parat rhsh 2.2), all� kai afetèrou giatÐ de ja
asvqolhjoÔme ètsvi ti ja svunèbaine sve perÐptwsvh ajèthsvhc twn ìrwn tou indenture apì k�poion apì touc
antisvumballomènouc. Epiprìsvjeta, ta omìloga pou ja jewr svoume eÐnai apallagmèna apì ta embedded
options thc §1.8.

2To epitìkio k�je periìdou isvoÔtai me to onomasvtikì epitìkio tou omolìgou dia to pl joc twn
periìdwn anatokisvmoÔ, dhlad 

P R =
onomasvtikì epitìkio

n
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Προφανώς, το EAR ενός 8% λογαριασvμού καταθέσvεων, ανατοκιζόμενος μία φορά το χρόνο,
δεν είναι το ίδιο με το EAR ενός 8% λογαριασvμού καταθέσvεων, ανατοκιζόμενος κάθε μήνα.
΄Οσvο μεγαλύτερη η σvυχνότητα ανατοκισvμού, τόσvο μεγαλύτερο το πραγματικό επιτόκιο εν

σvυγκρίσvει με το επιτόκιο κάθε περιόδου.

Θεωρώντας τώρα σvυνεχή ανατοκισvμό3 και ότι ο λογαριασvμός καταθέσvεων μας αποδίδει

(σvτιγμιαίο) επιτόκιο r (t), οι καταθέσvεις μας θα πρέπει να αξίζουν τη σvτιγμή t ποσvότητα

δολλαρίων ίσvη με

β (t) := e
´ t

0 r(s)ds (2.3)

ως λύσvη της εξίσvωσvης
dβ
β

(t) = r (t) dt (2.4)

Παρατήρηση 2.3.
Στον τύπο 2.3 αναγνωρίζουμε ότι το r (·) είναι το γνώριμό μας από την §1.7 (σvτιγμιαίο)
επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης (instantaneous spot rate) και ότι το 1

β(·) είναι ουσvιασvτικά

η αθροισvτική παρούσvα αξία (Net Present Value, NPV) της σvελ. 10. Για έναν ακριβέσvτερο
ορισvμό, βλ. παρακάτω §2.3 σvτη σvελ. 27.

Για να αποφύγουμε την κερδοσvκοπία σvτην αγορά των ομολόγων πρέπει να ισvχύει μια

σvυγκεκριμένη σvχέσvη μεταξύ των ομολόγων και των επιτοκίων τρέχουσvας τοποθέτησvης.

Συγκεκριμένα, απαιτούμε να ισvχύει η εξής σvχέσvη τιμολόγησvης:

P (t, T ) = e−
´ T
t r(s)ds (2.5)

Επαληθεύουμε την ορθότητα της σvχέσvης αυτής, επειδή

P (T , T ) = 1

και

β (T ) = e0 = 1

΄Ολοι αυτοί οι σvυμβολισvμοί και οι σvχέσvεις, όσvο γενικοί και αν φαίνονται μας περιορίζουν

αρκετά γιατί ισvχύουν μόνο υπό μια υπόθεσvη που έμμεσvα κάναμε·ότι τα επιτόκια, r (·) είναι
ντετερμινισvτικά (deterministic). Επιτρέποντας το επιτόκιο να μεταβάλλεται τυχαία, η τιμή
του ολοκληρώματος

´ T
t r (s) ds είναι επίσvης τυχαία, και σvτο μέλλον του χρόνου t όπου η

τιμή P (t, T ) είναι γνωσvτή, η προηγούμενη σvχέσvη (2.5) ισvχύει μόνο ῾῾κατά μέσvον όρο᾿᾿ (με
την έννοια της εξ. 2.9). Συνεπώς, πρέπει να ορίσvουμε τις σvυναρτήσvεις r και P ως τυχαίες
μεταβλητές σvε έναν κατάλληλο χώρο πιθανότητας.

3EÐnai gnwsvtì ìti gia x ∈ R (
1 +

x

n

)n n→∞→ ex
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2.1-1 Timolìghsvh omolìgwn me svtoqasvtik� epitìkia

Θεωρούμε τον χώρο πιθανότητας
(

Ω, FBT ∗ , P
)
όπου FBT ∗ = σ (Bs, 0 ≤ t ≤ T ∗) για κάθε

T ∗ ∈ [0, +∞) η τυπική διύλισvη της κίνησvης Brown ή απλούσvτερα η ῾῾ισvτορία᾿᾿ ή το ῾῾παρ-
ελθόν᾿᾿ της {Bt}t≥0 μέχρι τη σvτιγμή T

∗. Διαισvθητικά, θα μπορούσvαμε να πούμε ότι αν

γνωρίζουμε την {Bt}0≤t≤T ∗ , τότε γνωρίζουμε για κάθε ενδεχόμενο σvτην ισvτορία FBT ∗ , αν
αυτό σvυνέβη ή όχι, και αντισvτρόφως.

Μέσvα σvε αυτόν τον χώρο πιθανότητας θεωρούμε τις FBT ∗-προσvαρμοσvμένες ανελίξεις4
P (t, T ) και β (t) για κάθε t ≤ T ≤ T ∗. Επειδή η P (t, T ) είναι η τιμή ενός T -ομολόγου
με par value $1 απαιτούμε για κάθε t ≤ T ≤ T ∗ να ισvχύουν:

P (t, T ) ≥ 0 με πιθανότητα 1 (σv.β.)

P (T , T ) = 1 με πιθανότητα 1 (σv.β.)

Για την μοντελοποίησvή μας θεωρούμε επίσvης ότι για κάθε t ∈ [0, T ∗], η απεικόνισvη

(t, +∞) 3 T 7→ P (t, T ) ∈ [0, +∞)

είναι σvυνεχής και σvυνεχώς διαφορίσvιμη (δηλαδή είναι C1).

΄Ομως, με τα προηγούμενα, έχουμε ήδη φτάσvει σvε ένα αρκετά αφηρημένο επίπεδο θεω-

ρητικής γενίκευσvης. Η διαίσvθησvή μας δουλεύει καλά σvτην §1.6, αλλά εδώ χρειάζεται ιδι-
αίτερη προσvοχή σvτην ερμηνεία των προκύπτοντων αποτελεσvμάτων. Για παράδειγμα, το

σvυνεχές των περιόδων λήξης T (maturities) των ομολόγων κάνει το μοντέλο της αγοράς
να έχει άπειρα ομόλογα και σvυνεπώς δημιουργεί μια επιπόσvθετη πολυπλοκότητα. Στη βι-

βλιογραφία έχουν αναπτυχθεί διαφορετικές προσvεγγίσvεις που περιλαμβάνουν πεπερασvμέ-

να χαρτοφυλάκια, όπου κάθε σvτιγμή επιτρέπονται μόνο πεπερασvμένα ομόλογα, και άπειρα

χαρτοφυλάκια, τα οποία τιμολογούνται με κάποιο μέτρο (measure) πιθανότητας (σvελ. [34],
[13]).

Προσvέγγισvη 1η

Μόνο πεπερασvμένα, N το πλήθος ομόλογα, με λήξεις T1, T2, . . ., TN είναι διαθέσvιμα

σvτην αγορά προς επένδυσvη. ΄Εσvτω µC (t, Ti) το ποσvοσvτό του διαθέσvιμου κεφαλαίου
(capital, C) προς επένδυσvη, τη σvτιγμή t, σvτο Ti-ομόλογο. Η αξία V (·) ≡ V C,µ (·)
του χαρτοφυλακίου ομολόγων ως προς την σvτρατηγική επένδυσvης µC (·, ·) του διαθέσvιμου
κεφαλαίου (C). Τότε η V ικανοποιεί την εξίσvωσvη

dV
V

(t) =
N∑
i=1
µC (t, Ti)

dP
P

(t, Ti)

V (0) = C

(2.6)

4Akribèsvtera, h P (·, ·) eÐnai èna tuqaÐo pedÐo (random field), afoÔ gia k�je T ∈ [0, +∞), h P (·, T )
eÐnai mia svtoqasvtik  anèlixh.
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Προσvέγγισvη 2η

Για κάθε T ∈ [0, +∞) άπειρα T -ομολόγα είναι διαθέσvιμα σvτην αγορά προς επένδυσvη. Τότε

με µC (t, [S, T )) σvυμβολίζουμε το ποσvοσvτο του διαθέσvιμου κεφαλαίου (C) προς επένδυσvη,
τη σvτιγμή t, σvε ομόλογα που λήγουν κάπου μεταξύ του χρονικού διασvτήματος [S, T ). Το
σvυνεχές ανάλογο της (2.6) για την αξία, V , του χαρτοφυλακίου ομολόγων ικανοποιεί την
εξίσvωσvη

dV
V

(t) =

ˆ ∞
t

dP
P

(t, T ) dµC (t, dT )

V (0) = C

(2.7)

Αυτή θα είναι και η προσvέγγισvη που θα υιοθετήσvουμε εμείς σvτην ανάλυσvή μας.

Αλλά και η αρχή της μη κερδοσvκοπίας της σvελ. 12 έχει αλλάξει κατά πολύ. Για μια

επέκτασvη της θεωρίας μη κερδοσvκοπίας σvε σvυνεχή χρόνο ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης

παραπέμπεται σvτη βιβλιογραφία [4], [2], [82].

Σε όλες τις προηγούμενες διαφορετικές προσvεγγίσvεις η αρχή της μη κερδοσvκοπίας των

αγορών διαμορφώνεται με τη βοήθεια της ακόλουθης υπόθεσvης [33], [56]:

Υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα μέτρο πιθανότητας, Q (επονομαζόμενο Ισvοδύναμο

Martingale Μέτρο, ΙΜΜ) ισvοδύναμο5 του μέτρου πιθανότητας P, τέτοιο ώσvτε
ταυτόχρονα για όλα τα T ≤ T ∗, η ανέλιξη,

{
P (t,T )
β(t)

}
0≤t≤T

να είναι martingale.

Παρατήρηση 2.5.
Στη βιβλιογραφία το μέτρο P ερμηνεύεται ως ῾῾ υποκειμενική πιθανότητα᾿᾿, δηλαδή ως
την πιθανότητα που αντανακλά τις προτιμήσvεις των επενδυτών απέναντι σvτον κίνδυνο [86].

Αντίθετα, το μέτρο πιθανότητας Q θεωρείται ῾῾ουδέτερο᾿᾿ σvτον κίνδυνο (risk neutral), αφού
καθισvτά martingale την αξία 1

β(T ) του ομολόγου.

Η προηγούμενη υπόθεσvη σvυνεπάγεται ότι υπάρχει μέτρο Q ∼ P έτσvι ώσvτε για κάθε
0 ≤ t ≤ T

EQ

[ 1
β (T )

| Ft
]
= EQ

[
P (T , T )
β (T )

| Ft
]
=
P (t, T )
β (t)

(2.8)

όπου η σv-άλγεβρα Ft σvυμβολίζει κατά τα γνωσvτά όλη τη διαθέσvιμη πληροφορία μέχρι και
τη σvτιγμή t. Επειδή τώρα η τ.μ. β (t) έχει υποθεθεί Ft- μετρήσvιμη, μπορεί να ῾῾περάσvει᾿᾿
μέσvα σvτη μέσvη τιμή και να έχουμε το σvυνεχές ανάλογο της σvυνθήκης τιμολόγησvης των

ομολόγων που περιγράψαμε σvτη σvελ. 12:

5

Orismìc 2.4 (IsodÔnama mètra).
'Esvtw o q¸roc mètrou (Ω, Ft). DÔo mètra Q, P kaloÔntai ισvοδύναμα svton (Ω, Ft) an gia k�je

endeqìmeno A ∈ Ft me Q (A) = 0 isvqÔei ìti P (A) = 0. An epiprìsvjeta ta mètra Q, P eÐnai mètra
pijanìthtac tìte isvqÔei epiplèon ìti gia k�je endeqìmeno B ∈ Ft me Q (B) = 0, ja èqoume ìti kai
P (A) = 0. Sumbolik�, gr�foume Q ∼ P.



22 Κεφάλαιο 2. Στοχασvτικά Μοντέλα Επιτοκίων

P (t, T ) = EQ

[
β (t)

β (T )
| Ft

]
= EQ

[
e−
´ T
t r(s)ds | Ft

]
(2.9)

΄Οπως εύσvτοχα σvυμπληρώνει η Klebaner [56]:

῾῾Η σvχέσvη (2.9) δείχνει ότι ένα T -ομόλογο μπορεί να θεωρηθεί ως ένα παράγωγο
(derivative) σvτο επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης (spot rate)᾿᾿.

Παρατήρηση 2.6.
Από την (2.9) φαίνεται ξεκάθαρα ότι για κάθε t ∈ [0, T ∗] η απεικόνισvη

(t, +∞) 3 T 7→ P (t, T ) ∈ [0, +∞)

είναι εκθετικά φθίνουσvα αν υποθέσvουμε ότι το επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης είναι r (t) ≥
0 σvχεδόν6 για κάθε t ∈ [0, T ∗]. Το γεγονός αυτό σvυνάδει αρμονικά με το γράφημα της
σvελ. 6, το οποίο είναι και το αναμενόμενο.

Συνεπώς, από τις (2.8) (2.9) έχουμε και τον ακόλουθο ορισvμό:

Ορισμός 2.7 (Τιμή ομολόγου ουδέτερη στον κίνδυνο).
΄Εσvτω μια Ft-μετρήσvιμη τ.μ. Y : Ω→ [0, +∞). Τότε το τυχαίο πεδίο

P (t, T ; Y ) := EQ
[
Y e−

´ T
t r(s)ds | Ft

]
καλείται η Q-κινδυνοουδέτερη τιμή (Q-risk-neutral price) της Y τη σvτιγμή t ∈ [0, T ∗].

2.2 Montèla omolìgwn prosvarmosvmèna svthn kÐnhsvh

Brown

Σε αυτή την ενότητα σvτόχο μας είναι να παράγουμε την Στοχασvτική Διαφορική Εξίσvωσvη

(ΣΔΕ) για την τιμή ομολόγου, P (t, T ), υπό το μέτρο πιθανότητας Q, ξεκινώντας μόνο
από την ΙΜΜ Υπόθεσvη. Η ΣΔΕ υπό το μέτρο πιθανότητας, P, παράγεται τότε άμεσvα, ως
σvυνέπεια μιας ιδιότητας αναπαράσvτασvης των σvτοχασvτικών ανελίξεων. Ως σvυνήθως, αυτή

η ιδιότητα υποδεικνύει την ύπαρξη κάποιων σvυγκεκριμένων ανελίξεων, αλλά δε μας λέει

τίποτα για το πως να τις βρούμε.

Ας θεωρήσvουμε τον χώρο πιθανότητας (Ω, Ft, P). Υποθέτουμε ότι η ανέλιξη r (t) των
spot rates παράγει τη σv-άλγεβρα Ft, και ότι η ανελίξεις των ομολόγων P (t, T ), είναι για

6EnnooÔme ìti h pijanìthta

P [r (t) ≥ 0] = 1 ∀ t ∈
[
0, T ∗

]
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κάθε t ≤ T < T ∗ FBP
t -προσvαρμοσvμένες. Η ΙΜΜ Υπόθεσvη δίνει την τιμή του ομολόγου

από την εξίσvωσvη (2.9). Το martingale

Zt :=
P (t, T )
β (t)

= EQ
[
e−
´ T

0 r(s)ds | Ft
]

(2.10)

είναι Ft-προσvαρμοσvμένο. Από ένα γνωσvτό αποτέλεσvμα της Στοχασvτικής Ανάλυσvης (βλ. [29])
υπάρχει προσvαρμοσvμένη ανέλιξη, Xt, της μορφής X (t) =

´ t
0 υ (t, T ) dBQ

t , όπου B
Q
t είναι

μία Q-κίνησvη Brown, τέτοια ώσvτε

d
(
P (t, T )
β (t)

)
=

(
P (t, T )
β (t)

)
dXt

= υ (t, T )
(
P (t, T )
β (t)

)
dBQ

t

(2.11)

΄Ομως, επειδή η P (t,T )
β(t) είναι σvτοχασvτική ανέλιξη, το διαφορικό d

(
P (t,T )
β(t)

)
είναι σvτοχασvτικό

και πρέπει να υπολογισvτεί σvύμφωνα με το Λήμμα Itô σvε διαφορική μορφή, επιλέγοντας
f (x, y) = x

y . Τότε για την ανέλιξη Zt =
Pt(T )
βt
έχουμε:

dZt =fx (Pt (T ) , βt) dPt (T ) + fy (Pt (T ) , βt) dβt + fxx (Pt (T ) , βt) d (Pt (T ))2

+ fxy (Pt (T ) , βt) dPt (T ) dβt + fyy (Pt (T ) , βt) dβ2
t

Ακολουθώντας τις πράξεις σvτη σvχέσvη (1.27), σvελ. 14 σvτο [91] βρίσvκουμε:

dY 2
t = 0, dXtdYt = 0

fx (Pt (T ) , βt) =
1
βt

fy (Pt (T ) , βt) = −
Pt (T )

β2
t

fxy (Pt (T ) , βt) = −
1
β2
t

fxx (Pt (T ) , βt) = 0

fyy (Pt (T ) , βt) =
Pt (T )

β3
t


(2.12)

Η (2.11) από την (2.12) και τον ορισvμό (2.4) της βt γίνεται:

d
(
P (t, T )
β (t)

)
= fx (Pt (T ) , βt) dPt (T ) + fy (Pt (T ) , βt) dβt

=
1
βt
dPt (T )−

Pt (T )

β2
t

rtβtdt
(2.13)

Και, σvυνεπώς, καταλήγουμε σvτην ΣΔΕ για την τιμή του T -ομολόγου, P (t, T ), υπό το
ΙΜΜ μέτρο πιθανότητας Q:

dP
P (t, T ) = r (t) dt+ υ (t, T ) dBQ

t (2.14)

Αυτή είναι και η εξίσvωσvη τιμολόγησvης για τα ομόλογα και τα δικαιώματα πάνω σvε αυτά
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(βλ. §1.8).

Παρατήρηση 2.8.
Παρατηρούμε ότι η απόδοσvη ενός λογαριασvμού καταθέσvεων με σvυνεχή, τυχαίο ανατο-

κισvμό r (t) ικανοποιεί την (2.4). Αντίθετα, ένα ομόλογο ικανοποιεί την (2.14) η οποία
είναι ίδια η (2.4) με την προσvθήκη ενός σvτοχασvτικού όρου σ (t, T ) dBQ

t . Συνεπώς, αυτό

κάνει τις επενδύσvεις σvε ομόλογα να έχουν μεγαλύτερο ρίσvκο από ότι (οι επίσvης τυχαίες)

αποδόσvεις ενός λογαριασvμού καταθέσvεων.

Στη σvυνέχεια θα βρούμε την ΣΔΕ για την τιμή ενός T -ομολόγου υπό το ῾῾πραγματικό᾿᾿

μέτρο πιθανότητας P. Επειδή τα μέτρα πιθανότητας είναι ισvοδύναμα (P ∼ Q), από το
Θεώρημα Αναπαράσvτασvης των Martingales [29] υπάρχει μια FBP

T ∗ -προσvαρμοσvμένη, τετρα-

γωνικά ολοκληρώσvιμη ανέλιξη τQ: [0, T ]×Ω→ R τέτοια ώσvτε

ZQ (t) := 1 +
ˆ t

0
τQ (s) dBs (2.15)

όπου ZQ (t) ≡ dQ
dP

∣∣∣
Ft
για κάθε 0 ≤ t <∞ το αντίσvτοιχο εκθετικόmartingale (exponential

martingale). Επειδή ZQ (·) > 0 σv.β., μπορούμε να ορίσvουμε την ανέλιξη

qQ (t) :=
τQ

ZQ
(t)

για κάθε 0 ≤ t <∞ και να καταλήξουμε ότι η

ZQ (t) = 1 +
ˆ t

0
ZQ (s) qQ (s) dBs

είναι μια ΣΔΕ με λύσvη

ZQ (t) = exp
(ˆ t

0
qQ (s) dBs −

1
2

ˆ t

0

(
qQ (s)

)2
ds
)

(2.16)

Το γνωσvτό Θεώρημα Girsanov μας εξασvφαλίζει, τελικά, ότι η ανέλιξη

BP
t := BQ

t −
ˆ t

0
qQ (s) ds (2.17)

είναι μια κίνησvη Brown υπό το μέτρο P. Για να απλοποιήσvουμε τους σvυμβολισvμούς, σvτο
εξής θα αναφερόμασvτε σvτην ανέλιξη της (2.17) ως απλά Bt. Αντικαθισvτώντας τη διαφορική
μορφή της (2.17) Bt = BQ

t − qQ (t) dt σvτην (2.14), σvυμπεραίνουμε την ΣΔΕ για την τιμή
του T -ομολόγου υπό το P:

dP
P (t, T ) =

(
r (t)− υ (t, T ) qQ (t)

)
dt+ υ (t, T ) dBt (2.18)
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Παρατήρηση 2.9.
Από την (2.18) έπεται ότι η ανέλιξη −qQ (·) είναι η υπερβάλλουσvα απόδοσvη (excess

return) του ομολόγου, πάνω από το χωρίς ρίσvκο επιτόκιο, εκπεφρασvμένη σvτις σvυνήθεις
μονάδες·δεν είναι άλλο από το γνωσvτό μας risk premium της §1.5. Πρόκειται ουσvιασvτι-
κά για την ανταμοιβή που ζητάει η αγορά των ομολόγων για το ρίσvκο που αναλαμβάνει

επενδύοντας σvε ένα τέτοιο ομόλογο.

΄Ομως, τα προηγούμενα θεωρήματα μίλησvαν απλώς για την ύπαρξη της ανέλιξης qQ (·) και
τα μοντέλα (2.14) και (2.18) δε μπορούν από μόνα τους να μας βοηθήσvουν σvτον υπολογισvμό
της. Μόνο η αγορά μπορεί να κάνει κάτι τέτοιο! Παρολαυτά, η σvυνηθέσvτερη υπόθεσvη είναι

να παίρνουμε ότι qQ (t) = q είναι μια σvταθερά.

2.3 Di�fora eÐdh epitokÐwn: Suneq  PerÐptwsvh

Ο σvτόχος αυτής της ενότητας είναι να γενικεύσvουμε κατάλληλα τα πρακτικά αποτελέσvματα

της §1.7, ώσvτε να μπορούν να χρησvιμοποιηθούν σvτα μοντέλα (2.14) και (2.18). Αρχικά, θα
ορίσvουμε το επιτόκιο πρόσvω forward rate διαισvθητικά μέσvω ενός παραδείγματος.
Θεωρούμε τους χρόνους 0 ≤ t ≤ S < T < ∞. Τη σvτιγμή t κάνουμε ένα σvυμβό-
λαιο, εκδίδουμε (πουλάμε) ένα S-ομόλογο και παίρνουμε (δανειζόμασvτε) $P (t, S). Χρησvι-
μοποιώντας όλο αυτό το κεφάλαιο, έσvτω ότι επενδύουμε σvε (αγοράζουμε) P (t,S)

P (t,T ) -το πλήθος

T -ομόλογα. Η NPVt, λοιπόν, της επένδυσvής μας (τη σvτιγμή t) ισvούται με μηδέν. Τη σvτιγ-

μή S, το S-ομόλογο λήγει και σvυνεπώς ως εκδότες του πληρώνουμε $1 σvτον επενδυτή του.
Τη (μεταγενέσvτερη) σvτιγμή T τώρα, το T -ομόλογο λήγει, και σvυνεπώς παίρνουμε $P (t,S)

P (t,T ) .

Σύμφωνα με το προηγούμενο σvυμβόλαιο τη σvτιγμή t, μια επένδυσvη ενός δολλαρίου αποφέρει

τη σvτιγμή S με ένα χωρίς κίνδυνο επιτόκιο $P (t,S)
P (t,T ) , τη σvτιγμή T .

Το χωρίς κίνδυνο επιτόκιο αυτό καλείται προθεσvμιακό επιτόκιο ή επιτόκιο πρόσvω ενός

ομολόγου που λήγει κάπου μεταξύ του χρονικού διασvτήματος [S, T ] που εκδόθηκε τη
σvτιγμή t, και θα το σvυμβολίζουμε ως R (t; S, T ). Το σvυνεχές ανάλογο της (2.2) δίνει σvε
αυτήν την περίπτωσvη τη σvχέσvη

P (t, S)
P (t, T ) = exp (R (t; S, T ) · (T − S))

Συνεπώς, έχουμε τον ακόλουθο ορισvμό:

Ορισμός 2.10 (Προθεσμιακό επιτόκιο στο διάστημα [S,T]).
΄Εσvτω η ακολουθία χρόνων 0 ≤ t ≤ S < T < ∞. ΄Εσvτω, επίσvης, ομόλογο χωρίς
κουπόνια με λήξη κάπου μεταξύ του χρονικού διασvτήματος [S, T ], που εκδόθηκε τη σvτιγμή
t. Το κινδυνοουδέτερο επιτόκιο R (t; S, T ) αυτού του ομολόγου καλείται προθεσvμιακό
επιτόκιο (ή επιτόκιο πρόσvω ) σvτο διάσvτημα [S, T ] (forward rate in [S, T ]) υπολογισvμένο
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τη σvτιγμή t και δίνεται από τη σvχέσvη

R (t; S, T ) := − 1
T − S [lnP (t, T )− lnP (t, S)] (2.19)

Στέλνοντας σvτη σvυνέχεια το S → t, lnP (t, t) ≡ 1, και σvυνεπώς ορίζουμε

Ορισμός 2.11 (Βραχυπρόθεσμο επιτόκιο στο διάστημα [t,T]).
΄Εσvτω η ακολουθία χρόνων 0 ≤ t < T <∞. ΄Εσvτω, επίσvης, T -ομόλογο χωρίς κουπόνια,
που εκδόθηκε τη σvτιγμή t. Η απόδοσvη αυτού του T -ομολόγου, που εκδόθηκε τη σvτιγμή t,

καλείται βραχυπρόθεσvμο επιτόκιο ή επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης

(spot rate) για το διάσvτημα [t, T ] και δίνεται από τη σvχέσvη

R (t; T ) := R (t; t, T ) = − 1
T − t [lnP (t, T )] (2.20)

Σχόλιο 2.12.
Σύμφωνα με την Παρατήρηση 1.7 της σvελ. 12 το βραχυπρόθεσvμο επιτόκιο spot rate δεν
ταυτίζεται με το επιτόκιο ως τη λήξη (Yield To Maturity, YTM). Αυτό είναι μια εσvφαλμένη
ερμηνεία των επιτοκίων, που σvυναντάται σvε πολλά σvυγγράμματα Στοχασvτικών Οικονομικών

Μαθηματικών γραμμένα από Μαθηματικούς (βλ. για παράδειγμα [56] σvελ. 323). Στο [4],

σvελ. 361 παρατίθεται η ορθή (οικονομική) ερμηνεία του ΥΤΜ.

Ορισμός 2.13 (Καμπύλη Αποδόσεων).
Για σvταθερό t, η απεικόνισvη

(t, +∞) 3 T 7→ R (t; T ) ∈ (0, +∞) (2.21)

καλείται Καμπύλη Αποδόσvεων (Term Structure of Interest Rates ή και Yield Curve) τη
σvτιγμή t, και προσvδιορίζει επίσvης τις τιμές των ομολόγων από τη σvχέσvη

P (t, T ) = e−R(t; T )·(T−t) (2.22)

Παρατήρηση 2.14.
Κατά την Παρατήρηση 2.2 για ένα ομόλογο με κουπόνια, η (2.22) λόγω της (2.1) γίνεται

Pcoupon (t) =
n∑
i=1

t∈(Ti−1,Ti]

ci e
−Rcoupon(t)·(Ti−t) + e−Rcoupon(t)·(Tn−t)

Παίρνοντας ένα h > 0 και θέτοντας σvτην (2.19) S := T − h έχουμε

lim
h→0+

R (t; T − h, T ) = lim
h→0+

{
−1
h
[lnP (t, T )− lnP (t, T − h)]

}
= −∂ lnP

∂T
(t, T )
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Ορισμός 2.15. [Στιγμιαίο προθεσμιακό επιτόκιο και καμπύλη προθεσμιακών επιτοκίων]
΄Εσvτω η ακολουθία χρόνων 0 ≤ t < T <∞. ΄Εσvτω, επίσvης, T -ομόλογο χωρίς κουπόνια,
που εκδόθηκε τη σvτιγμή t. Τότε το σvτιγμιαίο επιτόκιο μέλλουσvας τοποθέτησvης ή απλά το

σvτιγμιαίο προθεσvμιακό επιτόκιο (instantaneous forward rate) του προηγούμενου ομολόγου
με τιμή P (t, T ) θα σvυμβολίζεται ως f (t, T ) και δίνεται από τη σvχέσvη

f (t, T ) := −∂ lnP
∂T

(t, T ) (2.23)

Επιπρόσvθετα, η απεικόνισvη

(t, +∞) 3 T 7→ f (t, T ) ∈ (0, +∞) (2.24)

καλείται Καμπύλη Προθεσvμιακών Επιτοκίων (Forward-Rate Curve) τη σvτιγμή t.

Ολοκληρώνοντας την (2.23) για t ≤ s ≤ T σvτο διάσvτημα [s, T ] παίρνουμε

P (t, T ) = P (t, s) exp
(
−
ˆ T

s
f (t, u) du

)
(2.25)

και θέτοντας s := t σvτην (2.25) έχουμε την τιμή ενός T -ομολόγου από τα προθεσvμιακά
επιτόκια

P (t, T ) = exp
(
−
ˆ T

t
f (t, u) du

)
(2.26)

Το σvτιγμιαίο επιτόκιο τρέχουσvας τοποθέτησvης (instantaneous spot rate) τη σvτιγμή t είναι
επομένως

r (t) := f (t, t) (2.27)

΄Ετσvι, είναι άμεσvος (και ίδιος) ο ορισvμός της β (t) της εξίσvωσvης (2.3) ως σvτοχασvτικής
ανέλιξης.

Η σvύγκρισvη του ορισvμού (2.23) και της προηγούμενης ισvότητας (2.20) αποκαλύπτει την
σvχέσvη

R (t; T ) = 1
T − t

ˆ T

t
f (t, u) du (2.28)

δηλαδή τα βραχυχρόνια επιτόκια είναι, διαισvθητικά, ῾῾μέσvοι όροι᾿᾿ των σvτιγμιαίων προθεσvμι-

ακών επιτοκίων. Η σvχέσvη (2.28) δείχνει ότι κατά κάποιον τρόπο τα σvτιγμιαία επιτό-
κια πρόσvω είναι πιο θεμελιώδεις ποσvότητες από τα επιτόκια τρέχουσvας τοποθέτησvης και,

σvυνεπώς, ένα πιο ῾ ἑλκυσvτικό᾿᾿ σvημείο αναφοράς ανάπτυξης μοντέλων των δυναμικών (dyna-
mics) των αποδόσvεων.

Σχόλιο 2.16.
Βλέπουμε εδώ ότι η r (·) δεν μπορεί να είναι σvταθερά όπως σvτο μοντέλο των Black-

Scholes, αφού από τον ορισvμό της σvτην εξίσvωσvη (2.27) είναι μια (γνήσvια) σvτοχασvτική
ανέλιξη.
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Προς την κατεύθυνσvη του modelling της τιμής T -ομολόγων θεωρώντας σvτοχασvτικά
επιτόκια χρειαζόμασvτε πρώτα ένα μοντέλο περιγραφής των σvτιγμιαίων επιτοκίων επιτοκίων

τρέχουσvας τοποθέτησvης. ΄Επειτα, μέσvω της εξ. (2.9) και της ουσvιασvτικής βοήθειας της
Feynman-Kač formula θα δούμε πως μπορούμε να καταλλήξουμε σvε κάποια μοντέλα με
επιθυμητές ιδιότητες (βλ.Πίνακα 2.1). Με το ακόλουθο Θεώρημα αποδεικνύουμε μια πρώτη
σvύνδεσvη μεταξύ των εξισvώσvεων περιγραφής των προθεσvμιακών επιτοκίων και αυτών που

περιγράφουν τα βραχυχρόνια επιτόκια.

Θεώρημα 2.17.
΄Εσvτω ένα T -ομόλογο και μια χρονική σvτιγμή t ∈ [0, T ]. ΄Εσvτω ότι το σvτιγμιαίο προ-
θεσvμιακό επιτόκιο τη σvτιγμή t, f (t, T ), ικανοποιεί την ΣΔΕ (υπό το μέτρο πιθανότητας
P)

df (t, T ) = α (t, T ) dt+ σ (t, T ) dBt (2.29)

όπου {Bt} είναι μία P-κ.Β. και οι ανελίξεις7 α (·, T ), σ (·, T ) είναι Ft-προσvαρμοσvμένες και
σvυνεχείς. Τότε το βραχυχρόνιο επιτόκιο τη σvτιγμή t, r (t) είναι ανέλιξη Itô και έχει ΣΔΕ
της μορφής

dr (t) = κ (t) dt+ λ (t) dBt (2.30)

όπου

κ (t) := α (t, t) + ∂

∂T
f (t, T )

∣∣∣∣
T=t

και λ (t) := σ (t, t) (2.31)

Απόδειξη. Για 0 ≤ t ≤ τ ≤ T ολοκληρώνοντας την (2.29) σvτο [0, T ] παίρνουμε

f (t, τ ) = f (0, τ ) +
ˆ t

0
α (s, τ ) ds+

ˆ t

0
σ (s, τ ) dBs (2.32)

Η (2.32) για τ := t λόγω του ορισvμού (2.27) δίνει

r (t) = f (0, τ ) +
ˆ t

0
α (s, τ ) ds+

ˆ t

0
σ (s, τ ) dBs (2.33)

Από την άλλη, από το Θεμελιώδες Θεώρημα του Ολοκληρωτικού λογισvμού έχουμε τις

εκφράσvεις

f (0, τ ) = f (0, 0) +
ˆ t

0

∂

∂T
f (0, T )

∣∣∣∣
T=u

du

= r (0) +
ˆ t

0

∂

∂T
f (0, T )

∣∣∣∣
T=u

du

α (s, τ ) = α (s, s) +
ˆ t

s

∂

∂T
α (s, T )

∣∣∣∣
T=u

du

σ (s, τ ) = σ (s, s) +
ˆ t

s

∂

∂T
σ (s, T )

∣∣∣∣
T=u

du

7Akribèsvtera, kat� thn uposvhmeÐwsvh thc svel. 20 prìkeitai gia tuqaÐa pedÐa.
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Από τις οποίες, η σvχέσvη (2.33) γίνεται

r (t) = r (0) +
ˆ t

0

∂

∂T
f (0, T )

∣∣∣∣
T=u

du

+

ˆ t

0
α (s, s) ds+

ˆ t

0
σ (s, s) dBs

+

ˆ t

s

∂

∂T
α (s, T )

∣∣∣∣
T=u

du

+

ˆ t

s

∂

∂T
σ (s, T )

∣∣∣∣
T=u

du

Εφαρμόζοντας τη σvτοχασvτική μορφή του Θεωρήματος Fubini8 εναλλάσvσvουμε τα ολοκληρώ-
ματα και παίρνουμε

r (t) = r (0) +
ˆ t

0
α (s, s) ds+

ˆ t

0
σ (s, s) dBs

+

ˆ t

0

 ∂

∂T
f (0, T )

∣∣∣∣
T=u

+

ˆ u

0

∂

∂T
α (s, T )

∣∣∣∣
T=u

ds

+

ˆ u

0

∂

∂T
σ (s, T )

∣∣∣∣
T=u

ds

du

(2.34)

Η (2.32) απλοποιεί κατά πολύ την (2.34) και δίνει

r (t) = r (0) +
ˆ t

0
α (s, s) ds+

ˆ t

0
σ (s, s) dBs

+

ˆ t

0

∂

∂T
f (u, T )

∣∣∣∣
T=u

du

= r (0) +
ˆ t

0

[
α (s, s) + ∂

∂T
f (s, T )

∣∣∣∣
T=s

]
ds

+

ˆ t

0
σ (s, s) dBs

Η εφαρμογή των ορισvμών της (2.31) δίνει τελικά το ζητούμενο (σvε ολοκληρωτική ανα-
παράσvτασvη):

r (t) = r (0) +
ˆ t

0
κ (s) ds+

ˆ t

0
λ (s) dBs

Σχόλιο 2.18.
Οι σvτοχασvτικές ανελίξεις α (·, T ), σ (·, T ) και οι αρχικές σvυνθήκες f (0, T ) καλούνται
παράμετροι του μοντέλου (2.29) και υπολογίζονται μέσvω μιας διαδικασvίας που λέγεται cali-
bration. Η υπόθεσvη (2.29) που κάναμε για τα επιτόκια πρόσvω, σvτη βιβλιογραφία αναφέρεται
ως η HJM Συνθήκη Συμβατότητας, από την έρευνα των Heath-Jarrow-Morton [35].

8Gia mia apìdeixh bl. [86].
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Θεώρημα 2.19.
΄Εσvτω ένα T -ομόλογο και μια χρονική σvτιγμή t ∈ [0, T ]. ΄Εσvτω ότι η τιμή του T -
ομολόγου, P (t, T ), τη σvτιγμή t, ικανοποιεί την ΣΔΕ (2.18) (υπό το μέτρο πιθανότητας
P), δηλαδή κυβερνάται από τα δυναμικά

dP
P

(t, T ) = m (t, T ) dt+ υ (t, T ) dBt

όπου m (t, T ) := r (t)− υ (t, T ) qQ (t).

Τότε το σvτιγμιαίο επιτόκιο πρόσvω τη σvτιγμή t, f (t, T ), ικανοποιεί την ΣΔΕ (2.29):

df (t, T ) = α (t, T ) dt+ σ (t, T ) dBt

όπου

α (t, T ) = υ (t, T ) ∂υ
∂T

(t, T )− ∂m

∂T
(t, T )

σ (t, T ) = − ∂υ
∂T

(t, T )

Απόδειξη. Ο ορισvμός του σvτιγμιαίου προθεσvμιακού επιτοκίου (2.23):

f (t, T ) := −∂ lnP
∂T

(t, T )

σvυνεπάγεται ότι

df (t, T ) := −∂d lnP
∂T

(t, T )

΄Ομως, το διαφορικό d lnP (t, T ) είναι σvτοχασvτικό και σvυνεπώς δεν υπολογίζεται με τους
νόμους της κλασvικής Ανάλυσvης, αλλά με την εφαρμογή του κανόνα του Itô, του Κεφαλαίου
1 σvτο [91]:

− ∂
∂T [d lnP (t, T )] = − ∂

∂T

[
1

P (t,T )dP (t, T )− 1
2P 2(t,T ) (dP (t, T ))2

]
= − ∂

∂T

[(
m (t, T )− 1

2 (υ (t, T ))
2
)

dt+ υ (t, T ) dBt
]

=
[
−∂m
∂T (t, T ) + υ (t, T ) ∂υ∂T (t, T )

]
dt− ∂υ

∂T (t, T ) dBt

Δηλαδή, τελικά, έχουμε τη ζητούμενη έκφρασvη (2.29)

df (t, T ) = α (t, T ) dt+ σ (t, T ) dBt

Το Θεώρημα 2.19 προσvδιορίζει τα δυναμικά της Καμπύλης Προθεσvμιακών Επιτοκίων και
μας λέει ότι τα σvτιγμιαία επιτόκια πρόσvω είναι ανελίξεις Itô . Ισvχύει και αντίσvτροφα με την
ακόλουθη έννοια.

Θεώρημα 2.20.
Εάν τα σvτιγμιαία επιτόκια πρόσvω f (·, T ) ικανοποιούν τα δυναμικά της (2.29), τότε οι
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τιμές ενός T -ομολόγου P (t, T ) είναι ανελίξεις Itô και ικανοποιούν τα δυναμικά της (2.18):

dP
P

(t, T ) =
[
r (t) +A (t, T ) + 1

2 (S (t, T ))2
]

dt+ S (t, T ) dBt (2.35)

όπου

A (t, T ) := −
ˆ T

t
α (t, τ ) dτ , S (t, T ) := −

ˆ T

t
σ (t, τ ) dτ (2.36)

Απόδειξη. Η εξίσvωσvη (2.26) σvυνεπάγεται ότι

P (t, T ) = eY (t,T ) (2.37)

όπου

Y (t, T ) = −
´ T
t f (t, τ ) dτ

= −
´ T
t f (0, τ ) dτ −

´ T
t

´ t
0 α (u, τ ) du dτ −

´ T
t

´ t
0 σ (u, τ ) dBudτ

Χρησvιμοποιώντας το Θεώρημα Fubini εναλλάσvσvουμε τα ολοκληρώματα, και σvτη σvυνέχεια
τα ῾῾σvπάμε᾿᾿ σvε περισvσvότερα:

Y (t, T ) = −
´ T
t f (0, τ ) dτ −

´ t
0
´ T
t α (u, τ ) dτ du−

´ t
0
´ T
t σ (u, τ ) dτ dBu

= −
´ T

0 f (0, τ ) dτ −
´ t

0
´ T
u α (u, τ ) dτ du−

´ t
0
´ T
u σ (u, τ ) dτ dBu

+
´ T

0 f (0, τ ) dτ −
´ t

0
´ T
u α (u, τ ) dτ du−

´ t
0
´ T
u σ (u, τ ) dτ dBu

Εφαρμόζουμε Θεώρημα Fubini και πάλι
Y (t, T ) = Y (0, T )−

´ t
0
´ T
u α (u, τ ) dτ du−

´ t
0
´ T
u σ (u, τ ) dτ dBu

= −
´ T

0 f (0, τ ) dτ −
´ t

0
´ T
u α (u, τ ) dτ du−

´ t
0
´ T
u σ (u, τ ) dτ dBu

+
´ T

0
[
f (0, τ ) +

´ τ
0 α (u, τ ) du+

´ τ
0 σ (u, τ ) dBu

]
dτ

= Y (0, T )−
´ t

0
´ T
u α (u, τ ) dτ du−

´ t
0
´ T
u σ (u, τ ) dτ dBu

+
´ T

0 f (τ , τ ) dτ

= Y (0, T ) +
´ t

0 r (τ ) dτ −
´ t

0
´ T
u α (u, τ ) dτ du

−
´ t

0
´ T
u σ (u, τ ) dτ dBu

Εφαρμόζοντας την Itô formula σvτην (2.37) παίρνουμε

dP (t, T ) = d
[
eY (t,T )

]
= P (t, T ) dY (t, T ) + 1

2P (t, T ) (dY (t, T ))2
(2.38)

Εφαρμόζοντας σvτην (2.38) τον κανόνα γινομένου (1.29) της σvελ. 14 σvτο [91], και χρησvι-
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μοποιώντας τα προηγούμενα παίρνουμε τελικά το ζητούμενο:

dP
P

(t, T ) =

r (t)− ˆ T

t
α (t, τ ) dτ + 1

2

(ˆ T

t
σ (t, τ ) dτ

)2
dt

+

[
−
ˆ T

t
σ (t, τ ) dτ

]
dBt

=

[
r (t) +A (t, T ) + 1

2 (S (t, T ))2
]

dt+ S (t, T ) dBt

Παρατήρηση 2.21.
Ενθυμούμενοι την εξίσvωσvη για το χαρτοφυλάκιο ομολόγων (2.7) της σvελ. 21 θα μπορού-
σvαμε να χρησvιμοποιήσvουμε τα δυναμικά της (2.35) επενδύοντας σvε ομόλογα που λήγουν
σvήμερα. Αυτό μαθηματικά ερμηνεύεται θέτοντας

µC (t, T ) := δ (t, T ) =

1, αν t = T

0, αν t 6= T

και λαμβάνοντας

dV
V

(t) =

[
r (t) +A (t, t) + 1

2 (S (t, t))2
]

dt+ S (t, t) dBt

= r (t) dt

Ισvοδύναμα:

V (t) = e
´ t

0 r(s)ds

Δηλαδή καταλήξαμε ότι η V (t) ταυτίζεται με την ανέλιξη β (t) της σvελ. 19. Γι΄ αυτό, το

χαρτοφυλάκιο ομολόγων (2.7) είναι το λεγόμενο replicating portfolio για τις επενδύσvεις
μας.

Κατά τα σvχόλια της §2.2 θα μπορούσvαμε να ξαναγράψουμε τα δυναμικά της τιμής ενός
T -ομολόγου της (2.35) ως προς τη νέα κ.Β.

{
BQ
t

}
t≥0
υπό το ΙΜΜ μέτρο πιθανότητας Q:

d
(
P (t, T )
β (t)

)
=
P (t, T )
β (t)

{[
A (t, T ) + 1

2 (S (t, T ))2
]

dt+ S (t, T ) dBQ
t

}
(2.39)

Αλλά η ΙΜΜΥπόθεσvη, όπως αναφέραμε σvτη σvελ. 23 σvυνεπάγεται ότι η προηγούμενη ανέλιξ-

η Itô είναι ένα Q-martingale και σvυνεπώς από το Λήμμα 1.23 του Κεφαλαίου 1 σvτο [91] θα
έχει drift ίσvο με μηδέν. Δηλαδή η ΙΜΜ Υπόθεσvη απαιτεί

A (t, T ) + 1
2 (S (t, T ))2 ≡ 0
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και μια απλή παραγώγισvη ως προς την μεταβλητή T της λήξης των T -ομολόγων δίνει

∂

∂T
A (t, T ) + S (t, T ) ∂

∂T
S (t, T ) = 0

Ενθυμούμενοι τους ορισvμούς των A (t, T ), S (t, T ) σvτη σvχέσvη (2.36) καταλήγουμε σvτη
σvυνθήκη

α (t, T ) = σ (t, T ) ·
(ˆ T

t
σ (t, u) du

)
(2.40)

Η σvυνθήκη αυτή είναι γνωσvτή ως HJM Συνθήκη Συμβατότητας (HJM Compatibility
Condition) ή ως HJM Συνθήκη Μη Κερδοσvκοπίας [35].
Συνοψίζουμε τα προηγούμενα κρίσvιμα αποτελέσvματα σvτο επόμενο Πόρισvμα.

Πόρισμα 2.22 (Τιμή ομολόγου μοντελοποιώντας τα επιτόκια πρόσω).
Αν ικανοποιείται η HJM Συνθήκη Συμβατότητας (2.40), και τα βραχυπρόθεσvμα επιτόκια
δίνονται από ένα μοντέλο της μορφής της (2.30)

dr (t) = κ (t) dt+ σ (t, t) dBt (2.41)

τότε τα προθεσvμιακά επιτόκια θα ικανοποιούν υπό το κινδυνοουδέτερο μέτρο Q την ΣΔΕ

df (t, T ) = σ (t, T ) ·
(ˆ T

t
σ (t, u) du

)
dt+ σ (t, T ) dBQ

t (2.42)

Επιπρόσvθετα, η τιμή ενός T -ομολόγου θα ικανοποιεί τις ακόλουθες εξισvώσvεις για κάθε

χρονική σvτιγμή t ≤ T :

dP (t, T ) = P (t, T ) ·
{
r (t) dt−

(ˆ T

t
σ (t, τ ) dτ

)
dBQ

t

}
(2.43)

P (t, T ) = P (0, T ) e
´ t

0

[
r(s)− 1

2 (
´ T
s σ(s,u)du)

2
]

ds−
´ t

0 [
´ T
s σ(s,u)du]dBs

(2.44)

Απόδειξη. Η κλεισvτή μορφή (2.44) για την τιμή ενός T -ομολόγου προκύπτει ως η λύσvη της
ΣΔΕ (2.43).

Χρησvιμοποιώντας την (2.44) για δύο ημερομηνίες λήξης T1 66= T2, έχουμε το ακόλουθο

αποτέλεσvμα.

Πόρισμα 2.23 (Σχέση ομολόγων με διαφορετικές ημερομηνίες λήξης).
΄Εσvτω ένα T1-ομόλογο και ένα T2-ομόλογο με διαφορετικές ημερομηνίες λήξης. Τότε

για κάθε t ≤ T1 < T2 οι τιμές των δύο αυτών ομολόγων σvυνδέονται μέσvω της σvχέσvης

P (t, T2) =
P (0, T2)

P (0, T1)
P (t, T ) e

´ t
0

[
− 1

2

(´ T2
T1

σ(s,u)du
)2
]

ds−
´ t

0

[´ T2
T1

σ(s,u)du
]

dBs
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Παρατήρηση 2.24.
Αν η ΣΔΕ (2.42) επιλύεται σvε κλεισvτή μορφή, τότε η αναγκαία τιμή της r (t) σvτον τύπο
(2.44) θα δίνεται από τον ορισvμό (2.27):

r (t) := f (t, t)

Κάτι τέτοιο όμως είναι εξαιρετικά σvπάνιο και γι΄ αυτό η σvυνήθης πρακτική είναι αντιμετώπισvη

της (2.42) με (σvτοχασvτική) προσvομοίωσvη (βλ. για παραάδειγμα τον Αλγ. B.4, σvελ. 55).
Ωσvτόσvο, σvτα μοντέλα που θεωρούμε σvτην μετέπειτα §2.5 παραθέτουμε αναλυτική λύσvη
σvτην τιμή του ομολόγου και σvτην Καμπύλη των Αποδόσvεων.

2.4 Montèla gia to spot rate

΄Οπως αναφέραμε σvτο Πόρισμα 2.22 ένα μοντέλο για τη τιμή ενός T -ομολόγου μπορεί να
αναπτυχθεί μέσvω ενός μοντέλου για τα (σvτιγμιαία) βραχυπρόθεσvμα επιτόκια. Επιπρόσvθετα,

μέσvω της (2.20) δύναται να υπολογισvτεί και η Καμπύλη των Αποδόσvεων (Term Structure
of Interest Rates ή και Yield Curve). Τα μοντέλα αυτά ορίζονται υπό το ῾῾πραγματικό᾿᾿
μέτρο πιθανότητας P, και το r (t) θεωρείται ότι ακολουθεί μια ΣΔΕ της μορφής (2.41)

dr (t) = κ (r (t)) dt+ σ (r (t)) dBt (2.45)

Ωσvτόσvο, γνωρίζουμε ότι η τιμή P (t, T ) του T -ομολόγου ικανοποιεί την (2.9)

P (t, T ) = EQ
[
e−
´ T
t r(s)ds | Ft

]
Παρατηρώντας την τελευταία σvχέσvη, βλέπουμε ότι χρειάζεται τον υπολογισvμό της σv.α.

r (·)(≡ r (·, T )) υπολογισvμένη υπό το P, ενώ η ζητούμενη μέσvη τιμή είναι ως προς το
κινδυνοουδέτερο μέτρο πιθανότητας Q! Συνεπώς, χρειάζεται η ΣΔΕ που ικανοποιεί η r (·)
υπό το Q.

Μια πρώτη προσvέγγισvη θα ήταν να εκφράσvουμε τη προηγούμενη μέσvη τιμή ως προς το

P (και έτσvι να χρησvιμοποιήσvουμε απλά την (2.45)) ως εξής9

EQ
[
e−
´ T
t r(s)ds | Ft

]
= EP

[
e−
´ T
t r(s)ds+

´ T
t qQ(s)dBs− 1

2
´ T
t (q

Q(s))
2ds | Ft

]
,

αλλά μια τέτοια μέσvη τιμή μοιάζει να είναι ακόμα δυσvκολότερο να υπολογισvτεί, ακόμα και

σvτις απλές περιπτώσvεις.

Μια διαφορετική προσvέγγισvη θα ήταν να μεταβούμε από το P προς το ΙΜΜ Q χρησvι-

9QrhsvimopoioÔme apl� ton orisvmì thc ZQ (·) thc svel. 24.
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μοποιώντας την (2.17) σvτη διαφορική της μορφή

dBQ
t = dBP

t − qQ (t) dt

Συνεπώς, υπό το Q η (2.45) γίνεται

dr (t) =
[
κ (r (t)) + σ (r (t)) qQ (t)

]
dt+ σ (r (t)) dBQ

t

= m (r (t)) dt+ σ (r (t)) dBQ
t

(2.46)

Το κλειδί για τη σvυνέχεια είναι η παρατήρησvη ότι αν r (·) είναι η λύσvη της (2.46), τότε
κατά το Θεώρημα Α.4 θα ικανοποιεί (υπό το Q) την Ιδιότητα Markov (βλ.Παράρτημα Α).
Δηλαδή μπορούμε να ῾῾ξεκινήσvουμε᾿᾿ την r (·) σvε ένα σvημείο xT , που εξαρτάται από την
ημερομηνία λήξης T , και το αποτέλεσvμα να είναι ανεξάρτητο της ῾῾ισvτορίας᾿᾿ της ανέλιξης

μέχρι τη σvτιγμή t (για οποιοδήποτε t). Επομένως, μπορούμε να γράψουμε

EQ
[
e−
´ T
t r(s)ds | Ft

]
= EQ

[
e−
´ T
t r(s)ds | r (t) = xT

]
(2.47)

Κατά την Θεωρία του Κεφαλαίου 3 του [91], το δεύτερο μέλος (2.47) δεν είναι άλλο κατά
την παρατήρησvη της σvελ. 66 του [91] από μια σvυνάρτησvη u : R× [0, +∞)→ R με

u (x, t) = EQ

[
f (xT ) exp

(
−
ˆ T

t
r
(
Xt,x
s , s

)
ds
)]

(2.48)

όπου f (xT ) ≡ 1 και
{
Xt,x
s

}
s∈[0,T ], όπως σvτο Θεώρημα 3.29, σvελ. 64 σvτο [91]. Οι προϋπο-

θέσvεις του Θεωρήματος αυτού ικανοποιούνται και σvταθεροποιώντας το χρόνο λήξης, T 10,

η σvυνάρτησvη της u θα είναι λύσvη μιας γενικής Εξίσvωσvης τύπου Black-Scholes της μορφής:

ut (x, t) = −1
2σ

2 (x) uxx (x, t) +m (x) ux (x, t) + r (x) u (x, t) (2.49)

με τη σvυνάρτησvη u να ικανοποιεί τη σvυνοριακή σvυνθήκη

u (x, T ) = f (xT ) ≡ 1 (2.50)

Λύνοντας την ΜΔΕ (2.49), λόγω της (2.9) η τιμή, P (t, T ), ενός T -ομολόγου θα δίνεται
από την

P (t, T ) = u (r (t) , t)

Συνεπώς, δοθέντος μιας εξίσvωσvης (μοντέλου) για τα επιτόκια της μορφής (2.45) έχουμε
την τιμή ενός T -ομολόγου καθώς και την Καμπύλη των Αποδόσvεων ως

10ParathroÔme ìti me autìn ton trìpo h r gÐnetai plèon miac metablht c. Tìte to Je¸rhma 3.29 tou
[91] isvqÔei an�loga (bl.Parat rhsh A.7).
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R (t; T ) = − 1
T − t [lnP (t, T )]

= − 1
T − t [ln u (r (t) , t)]

(2.51)

Σε περιπτώσvεις που το σvχήμα επίλυσvης αυτό και πάλι δεν επαρκεί γιατί η ΜΔΕ (2.49)
επιλύεται δύσvκολα (ακόμη και με Αριθμητική Ανάλυσvη), η Feynman-Kač σvύνδεσvη Ανάλυσvης
και Θεωρίας Πιθανοτήτων μας δίνει τη λύσvη της Στοχασvτικής Προσvομοίωσvης. Προσvο-

μοιώνουμε, δηλαδή, τις λύσvεις ενός μοντέλου για τα επιτόκια της μορφής (2.45) και τρέ-
χοντας μια Μέθοδο Monte Carlo προσvεγγίζουμε τη μέσvη τιμή (2.47). Ως σvυνήθως, η
σvυνολική ακρίβεια αυτών των προσvομοιώσvεων μπορεί εύκολα να αμφισvβητηθεί, αλλά σvτη

περίπτωσvη που τα βήματα της διακριτοποίησvης είναι αρκετά μικρά, η Feynman-Kač Θεωρία
μας εξασvφαλίζει ότι οι προσvομοιώσvεις θα είναι έγκυρες. Ο αναγνώσvτης παραπέμπεται σvτο

Παράρτημα Β, όπου παραθέτουμε ένα ψευδοκώδικα τιμολόγησvης ομολόγων με τη μορφή

του Αλγ. B.6. Τέλος, σvε κάποιες ειδικές περιπτώσvεις μπορούμε με μεθόδους της Θεωρίας
Πιθανοτήτων να τιμολογήσvουμε ομόλογα υπολογίζοντας (θεωρητικά) την τιμή της (2.47)
(βλ. §2.5)·κάτι τέτοιο, όμως, είναι η εξαίρεσvη του κανόνα.

Στον Πίνακα 2.1 της σvελ. 46 παρατίθενται μερικά από τα διασvημότερα σvτοχασvτικά μοντέλα
για το βραχυπρόθεσvμο επιτόκιο από το απλούσvτερο σvτο σvυνθετότερο, μαζί με τις σvχετικές

τους ιδιότητες από το υπέροχο βιβλίο των Brigo και Mercurio [9], αλλά και από άρθρα της
Βιβλιογραφίας (ακολουθούν). Οι σvυμβολισvμοί M, V, D, CIR, HL, EV, HW, BK, MM,
CIR++ και EEV σvημαίνουν αντίσvτοιχα το μοντέλο του Merton, το μοντέλο του Vasiček
[93], το μοντέλο του Dothan [19], το μοντέλο των Cox, Ingersoll και Ross [14], το μοντέλο
των Ho και Lee, το Εκθετικό Vasiček μοντέλο, το μοντέλο των Hull και White [38],
το μοντέλο των Black και Karasinski [5], το μοντέλο των Mercurio και Moraleda [67],
το CIR++ μοντέλο και το Επεκτεταμένο Εκθετικό Vasiček μοντέλο. Επίσvης, με N, Y
σvυμβολίζουμε το ῾῾όχι᾿᾿ και το ῾῾ναι᾿᾿ αντίσvτοιχα, και το N* ερμηνεύεται ως ότι η πιθανότητα
τα επιτόκια να είναι αρνητικά μπορεί να είναι μηδενική κάτω από κατάλληλες σvυνθήκες σvτη

ντετερμινισvτική σvυνάρτησvη f (t). Ακόμη, τα N , LN , NCχ2, SNCχ2, SNN σvυμβολίζουν
αντίσvτοιχα κανονική, λογαριθμοκανονική, μη κεντρική χ2, μετατοπισvμένη, μη κεντρική χ2,

και μετατοπισvμένη λογαριθμοκανονική κατανομή. Τέλος, με Α.Β.Ρ. σvυμβολίζουμε την

ύπαρξη αναλυτικής λύσvης για την τιμή του ομολόγου, και με Α.Ο.Ρ. σvυμβολίζουμε την

ύπαρξη αναλυτικής λύσvης για την τιμή δικαιωμάτων (options) επί των ομολόγων.

΄Ολα τα προαναφερθέντα μοντέλα είναι υποψήφια για προσvομοίωσvη, αλλά πρέπει να εί-

μασvτε ιδιαίτερα προσvεκτικοί, γιατί το καθένα έχει διαφορετικές ιδιότητες. Επιπρόσvθετα,

για τα μοντέλα που σvτην 5η σvτήλη του Πίνακα 2.1 έχουν την τιμή ῾῾Υ᾿᾿ μπορούμε να επαλη-
θεύσvουμε την προσvομοιωμένη με την αναλυτική τους λύσvη.

Τα μοντέλα αυτά είναι της γενικής μορφής (2.45)

dr (t) = κ (r (t)) dt+ σ (r (t)) dBt (2.52)
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αλλά οι σvυναρτήσvεις κ (r (·)) και σ (r (·)) εμπεριέχουν παραμέτρους που πρέπει να υπολο-
γισvτούν πριν το σvτάδιο της επίλυσvης. Επιλέγονται με τέτοιο τρόπο, ώσvτε να αντανακλούν

όσvο περισvσvότερο μπορούν τις τιμές των ομολόγων ή των παραγώγων τους, που έχουν

παρατηρηθεί σvτην αγορά. Η διαδικασvία της προσvαρμογής αυτής καλείται calibration, και δε
θα την αναλύσvουμε.

Στη σvυνέχεια, θα επιχειρήσvουμε να τιμολογήσvουμε ομόλογα υπολογίζοντας τη μέσvη τιμή

(2.47), αφού πρώτα έχουμε υπολογίσvει μια αναλυτική λύσvη για το επιτόκιο, rt, με μεθόδους
της Θεωρίας Πιθανοτήτων.

2.5 Upologisvmìc thc KampÔlhc twn Apodìsvewn omolìgwn

Στην ενότητα αυτή θα υπολογίσvουμε την αναλυτική μορφή της Καμπύλης Αποδόσvεων ομο-

λόγων υπό το μοντέλο του Vasiček μέσvω των βραχυπρόθεσvμων επιτοκίων και έπειτα υπό το
μοντέλο των Ho και Lee, μέσvω μοντέλου των επιτοκίων πρόσvω. Χρήσvιμες σvυμπληρωματικές
βιβλιογραφικές αναφορές είναι τα βιβλία [9] και [4] και τα άρθρα [5], [14], [19], [38] και οι

σvημειώσvεις [7].

2.5-1 To montèlo tou Vasiček

Το βραχυπρόθεσvμο επιτόκιο σvτο μοντέλο του Vasiček από τον Πίνακα 2.1 ικανοποιεί την
ακόλουθη ΣΔΕ:

drt = [a (b− rt)] dt+ σ dBt r0 = r > 0 (2.53)

Η σvυγκεκριμένη ΣΔΕ είναι υπό το (αντικειμενικό) μέτρο Π. Θα αλλάξουμε το μέτρο

αυτό σvε ένα κινδυνοουδέτερο μέτρο, Q, για ένα εξαιρετικά κρίσvιμο λόγο. Μόνο υπό μια

κινδυνοουδέτερη πιθανότητα είναι δυνατή η εξάλειψη κάθε ευκαιρίας κερδοσvκοπίας κατά

την τιμολόγησvη ομολόγων (§2.4), και επίσvης γνωρίζουμε ότι οι τιμές των ομολόγων της
(2.9) είναι martingale μόνο υπό μια τέτοια πιθανότητα που ικανοποιεί τη Συνθήκη Μη
Κερδοσvκοπίας της §2.2.
΄Ετσvι, από τον τύπο (2.18) και την Παρατήρηση 2.9, η εξίσvωσvη (2.53) γίνεται

drt = [a (b? − rt)] dt+ σ dBQ
t ,

όπου θέσvαμε qQ (t) := q ∈ R και b? := b− qσ
a .

Ο κύριος σvτόχος αυτής της υποενότητας είναι να βρούμε τον τύπο του Vasiček της τιμής
ενός ομολόγου, και σvυνεπώς και της Καμπύλης των Αποδόσvεων. Ξεκινάμε από τη σvυνθήκη

τιμολόγησvης μη κερδοσvκοπίας (2.9) και κάνουμε πράξεις:

P (t, T ) = EQ
[
e−
´ T
t r(s)ds | Ft

]
= EQ

[
e−
´ T
t (r(s)+b?−b?)ds | Ft

]
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δηλαδή

P (t, T ) = e−
´ T
t b?dsEQ

[
e−
´ T
t (r(s)−b?)ds | Ft

]
= e−b

?(T−t)EQ
[
e−
´ T
t X?

s ds | Ft
]

,
(2.54)

όπου θέσvαμε X?
s := rs − b?. Από το Θεώρημα 3.29 του [91] της Feynman-Kač Θεωρίας

και σvυγκεκρίμενα τον τύπο (3.55) της σvελ. 65 του [91] γνωρίζουμε ότι η σv.α. {X?
t } είναι

λύσvη της ακόλουθης γραμμικής ΣΔΕ:

dX?
t = −aX?

t dt+ σ dBQ
t (2.55)

Από τη χρονική ομοιογένεια της (2.55) και την Ιδιότητα Markov της λύσvης της, X0,x
s =

xe−at + σe−at
´ t

0 e
asdBQ

t (βλ. και Παράρτημα Α) μπορούμε να γράψουμε

EQ
[
e−
´ T
t X?

s ds | Ft
]
= EQ

[
e−
´ T−t

0 X? 0,x
s ds | x = X?

t

]
= F (T − t, x)

∣∣∣∣∣
x=X?

t

= F (T − t, X?
t )

= F (T − t, rt − b?) ,

όπου F είναι μια σvυνάρτησvη με τύπο F (ϑ,x) = EQ
[
e−
´ ϑ

0 Xx
s ds
]
. Μπορεί να δειχθεί από τη

θεωρία των Στοχασvτικών Ανελίξεων ότι η σv.α.Yt =
´ ϑ

0 Xx
s ds ∼ N (µ, σ2) [56]. Συνεπώς,

έχουμε

F (ϑ,x) =
ˆ +∞

−∞
e−ydFY (y)

=
1√

2πσ2

ˆ +∞

−∞
e−ye−

(y−µ)2

2σ2 dy

=
1√

2πσ2

ˆ +∞

−∞
exp

(
−2yσ2 − y2 + 2µy− µ2

2σ2

)
dy

=
1√

2πσ2

ˆ +∞

−∞
exp

(
−y

2 +
(
2µ− 2σ2) y+ µ2

2σ2

)
dy

Προσvθαφαιρούμε κατάλληλα και παίρνουμε

F (ϑ,x) = 1√
2πσ2

ˆ +∞

−∞
exp

(
−y

2 + 2
(
µ− σ2) y+ µ2 +

(
µ− σ2)2 − (µ− σ2)2

2σ2

)
dy

=
1√

2πσ2

ˆ +∞

−∞
exp

(
−
(
y− (µ− σ2))2

2σ2 +
µ2 − 2µσ2 + σ4 − µ2

2σ2

)
dy

= e−µ+
σ2
2

ˆ +∞

−∞

1√
2πσ2

exp
(
−
(
y− (µ− σ2))2

2σ2

)
dy

= e−µ+
σ2
2 ,
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αφού η 1√
2πσ2 exp

(
− (y−(µ−σ

2))
2

2σ2

)
είναι σv.π.π. της N (µ− σ2, σ2).

Επομένως

EQ
[
e−
´ ϑ

0 Xx
s ds
]
= EQ

[
e−Y

]
= e−µ+

σ2
2

= e−EQ[Y ]+ 1
2VQ[Y ]

= e−EQ[
´ ϑ

0 Xx
s ds]+ 1

2VQ[
´ ϑ

0 Xx
s ds]

(2.56)

Για τη μέσvη τιμή έχουμε

EQ

[ˆ ϑ

0
Xx
s ds

]
=

ˆ ϑ

0
EQ [Xx

s ] ds

=

ˆ ϑ

0
xe−asds

=
x

a

(
1− e−aϑ

)
(2.57)

και για τη διασvπορά

VQ

[ˆ ϑ

0
Xx
s ds

]
= Cov

(ˆ ϑ

0
Xx
s ds,

ˆ ϑ

0
Xx
udu

)

= EQ

[ˆ ϑ

0
Xx
s ds
ˆ ϑ

0
Xx
udu

]
−
ˆ ϑ

0
EQ [Xx

s ] ds
ˆ ϑ

0
EQ [Xx

u ] du

=

ˆ ϑ

0

ˆ ϑ

0
(EQ [Xx

sX
x
u ]−EQ [Xx

s ] EQ [Xx
u ]) dsdu

=

ˆ ϑ

0

ˆ ϑ

0
Cov (Xx

s , Xx
u ) dsdu

(2.58)

΄Ομως, η σvυνδιακύμανσvη ισvούται με

Cov (Xx
s , Xx

u ) = EQ [(Xx
s −EQ [Xx

s ]) (X
x
u −EQ [Xx

u ])]

= σ2e−a(s+u)EQ

[ˆ s

0
eawdBQ

w

ˆ u

0
eaτdBQ

τ

]
= σ2e−a(s+u)

ˆ s∧u

0
e2ardr

= σ2e−a(s+u)
e2a(s∧u) − 1

2a

(2.59)

Λόγω σvυμμετρίας της Cov (·, ·) ως προς την ευθεία u = s σvτην ορθογώνια περιοχή [0, ϑ]×
[0, ϑ] αρκεί να δουλέψουμε σvτην περιοχή {(s, u) : 0 < u < s}. Συνδυάζοντας τις (2.59)
και (2.58) έχουμε
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VQ

[ˆ ϑ

0
Xx
s ds

]
= 2
ˆ ϑ

0

ˆ s

0
Cov (Xx

s , Xx
u ) duds

= 2
ˆ ϑ

0

ˆ s

0
σ2e−a(s+u)

e2au − 1
2a dsdu

και κάνοντας τις πράξεις καταλήγουμε ότι

VQ

[ˆ ϑ

0
Xx
s ds

]
=
ϑσ2

a2 −
σ2

a3

(
1− e−aϑ

)
− σ2

2a3

(
1− e−aϑ

)2
(2.60)

Αντικαθισvτώντας τις σvχέσvεις (2.57) και (2.60) σvτην (2.56) βρίσvκουμε την F (ϑ,x) σvε κλει-
σvτή μορφή. Συνεπώς,

F (ϑ,x) := EQ
[
e−
´ ϑ

0 Xx
s ds
]

= exp
(
x

a

(
1− e−aϑ

)
+
ϑσ2

2a2 −
σ2

2a3

(
1− e−aϑ

)
− σ2

4a3

(
1− e−aϑ

)2
) (2.61)

Τώρα μπορούμε να ολοκληρώσvουμε τον υπολογισvμό της τιμής του ομολόγου υπό το μοντέλο

του Vasiček. Η (2.54) λόγω της (2.61) γίνεται

P (t, T ) = e−b
?(T−t) e

x
a (1−e−a(T−t))+ (T−t)σ2

2a2 − σ2
2a3 (1−e−a(T−t))− σ2

4a3 (1−e−a(T−t))
2

= e−(T−t)R(t; T ),
(2.62)

όπου κατά τους σvυμβολισvμούς της (2.51) R (t; T ) είναι η απόδοσvη του ομολόγου σvτην
περίοδο [t, T ] και μπορεί να θεωρηθεί ως το μέσvο επιτόκιο για την χρονική περίοδο [t, T ]. Η
απόδοσvη του ομολόγου μπορεί να υπολογισvτεί πολύ απλά αντισvτρέφοντας τον προηγούμενο

τύπο:

R (t; T ) =
b? (T − t)− x

a

(
1− e−a(T−t)

)
− (T−t)σ2

2a2 + σ2

2a3

(
1− e−a(T−t)

)
+ σ2

4a3

(
1− e−a(T−t)

)2

T − t

= b? − σ2

2a2 −
1

a (T − t)

[(
1− e−a(T−t)

)(
b? − σ2

2a2 − rt
)
− σ2

4a2

(
1− e−a(T−t)

)2
]

= R∞ −
1

a (T − t)
(
1− e−a(T−t)

) [
R∞ − rt −

σ2

4a2

(
1− e−a(T−t)

)]
,

όπου

R∞ = lim
T−t→∞

R (T − t; T ) = b? − σ2

2a2

και η R (t; T ) υπολογίζεται για x = X?
t (:= rt − b?).

Επομένως, υπό το μοντέλο του Vasiček η τιμή και η απόδοσvη ενός ομολόγου δίνονται
αντίσvτοιχα από τους τύπους

P (t, T ) = e−b
?(T−t)+ x

a (1−e−a(T−t))+ (T−t)σ2

2a2 − σ2
2a3 (1−e−a(T−t))− σ2

4a3 (1−e−a(T−t))
2

(2.63)
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και

R (t; T ) = R∞ −
1

a (T − t)
(
1− e−a(T−t)

) [
R∞ − rt −

σ2

4a2

(
1− e−a(T−t)

)]
(2.64)

Παρατήρηση 2.25.
Σε αυτό το σvημείο πρέπει να σvημειώσvουμε πως κατά την απόδειξη των (2.63) και (2.64)
σvτηριχτήκαμε ουσvιωδώς σvτη Feynman-Kač Θεωρία, αλλά με έναν τρόπο αρκετά έμμεσvο.
Βασvισvτήκαμε σvτην ανάλυσvη των προηγούμενων ενοτήτων τιμολόγησvης μέσvω ύπαρξης του

ΙΜΜ και χρησvιμοποιώντας την Ιδιότητα Markov. Ο Vasiček [93] σvυμπέρανε τον προηγού-
μενο, πολύπλοκο τύπο (2.63) επιλύοντας τη ΜΔΕ 2.49! Οι υπολογισvμοί του όμως δεν ήταν
το ίδιο εύκολοι με τους προηγούμενους.

Ας παρατηρήσvουμε λίγο ακόμη τις αναλυτικές λύσvεις (2.63) για τα δυναμικά (2.53). Τα
τελευταία είναι εύκολα επιλύσvιμα ως

rt = b− e−at (b− r0) + σ

ˆ t

0
e−a(t−s)dBs (2.65)

ή υπό το κινδυνοουδέτερο μέτρο, Q, ισvχύει

rt = b? − e−at (b? − r0) + σ

ˆ t

0
ea(t−s)dBQ

s (2.66)

Στη σvυνέχεια παρατηρήσvτε δύο πράγματα. Πρώτον, η μακροχρόνια μέσvη τιμή (υπό το Q)

είναι b?,

lim
t→∞

E [rt] = lim
t→∞

E
[
b? − e−at (b? − r0)

]
= b?

Δεύτερον, εξ ορισvμού της X?
t (:= rt − b?), η ανέλιξη {X?

t } επαναφέρεται σvτο μηδέν,
limt→∞E [X?

t ] = limt→∞E [rt]− b? = 0. Συνεπώς, η σv.α. {rt} επαναφέρεται σvτη μέσvη
τιμή της: αν η rt είναι πάνω από τη μέσvη τιμή, τότε ο ντετερμινισvτικός όρος σvτην (2.66)
είναι αρνητικός, ωθώντας τη σvυνάρτησvη των επιτοκίων να μειώνεται·αν η rt είναι κάτω
από τη μέσvη της τιμή, τότε ο ντετερμινισvτικός όρος σvτην (2.66) είναι θετικός, ωθώντας τα
επιτόκια, rt, να αυξάνονται. Η επαναφορά σvτη μέσvη τιμή (mean reversion property ) είναι
μια επιθυμητή ιδιότητα κατά τη μοντελοποίησvη των επιτοκίων.

Επιπρόσvθετα, μόλις η απεικόνισvη (t, +∞) 3 T 7→ P (t, T ) ∈ [0, +∞) είναι γνωσvτή,

γνωρίζουμε ολόκληρη την Καμπύλη των Αποδόσvεων τη σvτιγμή t από τον τύπο (2.64). Αυτό
σvημαίνει ότι, αν t = 0 είναι ο αρχικός χρόνος, η αρχική Καμπύλη των Αποδόσvεων είναι
η έξοδος (output) του μοντέλου, εξαρτώμενη από τους παραμέτρους a, b, σ σvτα δυναμικά
(2.53) (και την αρχική σvυνθήκη r0).

Παρ΄ όλα αυτά το αρχικό μοντέλο του Vasičekέχει διάφορα μειονεκτήματα. Για παρά-
δειγμα, τα επιτόκια μπορούν να πάρουν αρνητικές τιμές με θετική πιθανότητα, όπως απο-

τυπώνεται σvτον Πίνακα 2.1, σvελ. 46. Για την επίλυσvη τέτοιων παθολογικών περιπτώσvεων
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προτάθηκε σvτη σvυνέχεια το μοντέλο των Cox, Ingersoll και Ross [14]

drt = [α (b− rt)] dt+ [σ
√
rt] dBt, r0 = r > 0 (2.67)

Το μοντέλο αυτό οδηγεί σvε θετικά επιτόκια, και έχει κλεισvτή μορφή. Είναι όμως πιο

δύσvκολο να το χειρισvτεί κανείς και να το προσvαρμόσvει σvτα δεδομένα της αγοράς, καθώς σvε

αντίθεσvη με τη λογαριθμοκανονική κατανομή των επιτοκίων του Vasiček, σvε ένα τέτοιο CIR
μοντέλο τα επιτόκια ακολουθούν μη-κεντρική χ2 κατανομή. Στην αγορά χρησvιμοποιούνται

αρκετές παραλλαγές των μοντέλων του Πίνακα 2.1, ανάλογα με τις εκάσvτοτε ανάγκες.

Παρατήρηση 2.26.
Στην αγορά έχει παρατηρηθεί ότι καθώς περνά ο χρόνος και ένα ομόλογο λήγει (δηλαδή

καθώς το t → T ), η μεταβλητότητα των τιμών του φθίνει, δηλαδή ο σvυντελεσvτής του

σvτοχασvτικού όρου ενός μοντέλου επιτοκίων της γενικής μορφής (2.52) πρέπει να είναι μια
φθίνουσvα σvυνάρτησvη. Συνεπώς, ένας από τους λόγους που το μοντέλο του Vasiček δεν
έχει πρακτική σvημασvία είναι η υπόθεσvη της σvταθερής μεταβλητότητας, σ·ήταν όμως μια
πρώτη προσvέγγισvη. Επανερχόμενοι σvτον Πίνακα 2.1 βλέπουμε ότι τα μοντέλα που είναι
δυνητικά εφαρμόσvιμα είναι αρκετά πολυπλοκότερα.

2.5-2 To montèlo twn Ho kai Lee

Στην υποενότητα αυτή αναζητούμε την αναλυτική λύσvη του Ho-Lee μοντέλου

drt = µ (t) dt+ σ dBt r0 = r > 0 (2.68)

Θα ακολουθήσvουμε μια διαφορετική απόδειξη από ότι σvτην §2.5-1 κάναμε για το μοντέλο του
Vasiček. Συγκεκριμένα, θα χρησvιμοποιήσvουμε το Πόρισμα 2.22 της σvελ. 33 για τα επιτόκια
πρόσvω. Από την (2.68) υποθέτουμε και πάλι σvταθερή μεταβλητότητα: σ (t, T ) := σ και´ T
t σdu = σ (T − t). Συνεπώς, η ΣΔΕ για τα επιτόκια πρόσvω, (2.42), γίνεται

df (t, T ) = σ2 (T − t) dt+ σdBQ
t

Δηλαδή

f (t, T ) = f (0, T ) + σ2t

(
T − t

2

)
+ σ BQ

t (2.69)

και επομένως

rt := f (t, t) = f (0, t) + σ2 t
2

2 + σ BQ
t (2.70)

Απαλοίφοντας την κίνησvη Brown σvτην (2.69) μέσvω της (2.70): σ BQ
t = rt− f (0, t)−σ2 t2

2
παίρνουμε

f (t, T ) = rt + σ2t (T − t) + f (0, T )− f (0, t) (2.71)
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Η σvχέσvη (2.71) δείχνει [56] ότι τα επιτόκια πρόσvω για δύο διαφορετικές ημερομήνίες λήξης
T1, T2 διαφέρουν κατά ένα ντετερμινισvτικό όρο

f (t, T1)− f (t, T2) = f (0, T1)− f (0, T2) + σ2t (T1 − T2)

και σvυνεπώς είναι τέλεια σvυσvχετισvμένα. Συνεπώς, τα δύο είδη επιτοκίων rt και f (t, T )
θα είναι επίσvης τέλεια σvυσvχετισvμένα. Το γεγονός αυτό μοιάζει να μη σvυμφωνεί με ό,τι

παρατηρείται σvτην αγορά και σvυνισvτά, σvυνεπώς, ένα ῾῾έμμεσvο᾿᾿ μειονέκτημα του μοντέλου

2.68.
Η τιμή του ομολόγου σvε όρους επιτοκίων πρόσvω (2.26) είναι

P (t, T ) = exp
(
−
ˆ T

t
f (t, u) du

)

= exp
(
−
ˆ T

t
f (0, u) du− σ2

ˆ T

t
t

(
u− t

2

)
du− σ BQ

t (T − t)
)

΄Ομως, από τον ορισvμό των επιτοκίων πρόσvω (2.23) έχουμε−
´ T
t f (0, u) du = lnP (0, T )−

lnP (0, t) και καταλήγουμε

P (t, T ) = P (0, T )
P (0, t) exp

(
−σ

2t T (T − t)
2 − σ BQ

t (T − t)
)

(2.72)

Απαλοίφοντας και πάλι την κ.Β., βρίσvκουμε την εξίσvωσvη της τιμής του ομολόγου σvυ-

ναρτήσvει του βραχυπρόθεσvμου επιτοκίου, rt:

P (t, T ) = P (0, T )
P (0, t) exp

(
− (T − t) rt −

σ2t (T − t)2

2 + (T − t) f (0, t)
)

(2.73)

Από την (2.73) εύκολα βρίσvκουμε την Καμπύλη των Αποδόσvεων , αφού εξ ορισvμού

R (t; T ) = − 1
T − t lnP (t, T )

Παρατήρηση 2.27.
Οι αναλυτικές λύσvεις (2.69) και (2.72) μπορούν εύκολα να προσvομοιωθούν και τα ποιοτικά
τους χαρακτηρισvτικά να ελεγχθούν γραφικά (βλ.Παράρτημα Β, σvελ. 53).

Κατά το κλείσvιμο αυτού του κεφαλαίου κρίνεται σvκόπιμο να κάνουμε κάποια γενικά σvχόλια

για τη μοντελοποίησvη.

2.6 Genik� svqìlia gia th montelopoÐhsvh omolìgwn

Οι χρηματοοικονομικοί κίνδυνοι που αντιμετωπίζει μια επιχείρησvη/ οργανισvμός είναι αμ-

φίσvημοι: ῾῾κερδίζω᾿᾿, ή ῾῾χάνω᾿᾿. Εν τούτοις, οι αποζημιώσvεις για τον κίνδυνο που καλούνται
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να φέρουν οι επενδυτές είναι μόνο σvτον θετικό άξονα. ΄Ομοια, οι αποζημιώσvεις που καλείται

να πληρώσvει ένα Ασvφαλισvτικό Ταμείο είναι μόνο σvτον θετικό άξονα.

Επιπρόσvθετα, οι κίνδυνοι αυτοί θα μπορούσvαν να χωρισvτούν, γενικά, σvτις κατηγορίες του

Credit Risk, Market Risk και του Operational Risk. Το λεγόμενο Πρόβλημα του Enter-
prise Risk Management (ERM) απαιτεί να μην υπολογίζεται κάθε μία σvυνισvτώσvα κινδύνου
μεμονωμένα (ανεξάρτητα με τις άλλες), αλλά να υπολογίζεται και ο βαθμός εξάρτησvης

(σvυσvχέτισvής) τους.

Συγκεκριμένα, κατά την επιλογή ενός μοντέλου, πρέπει κανείς να θέτει τα ακόλουθα

ερωτήματα [9]:

• Μήπως τα δυναμικά του σvυνεπάγονται με θετική πιθανότητα αρνητικά επιτόκια;

• Τι κατανομή σvυνεπάγονται τα δυναμικά για το επιτόκιο (ή αποζημίωσvη); ΄Εχει, για
παράδειγμα, παχιές ουρές; Είναι σvυμμετρική; Πόσvες κορυφές έχει;

• Μπορεί να χρησvιμοποιηθεί με εξαρτημένες κατανομές (τα λεγόμενα multifactor mo-
dels);

• ΄Εχουν αναλυτική λύσvη οι εξισvώσvεις της τιμής των ομολόγων;

• ΄Εχουν αναλυτική λύσvη οι εξισvώσvεις των τιμών των παραγώγων επί των ομολόγων;

• ΄Εχει το μοντέλο την ιδιότητα της επαναφοράς σvτη μέσvη τιμή, ενώ, αντίσvτοιχα, η
διασvπορά του δεν απειρίζεται;

• Τι είδους δομές για την μεταβλητότητα σvυνεπάγεται το μοντέλο;

• Πόσvο κατάλληλο είναι το μοντέλο για μια Monte Carlo Προσvομοίωσvη;

• Τα σvυγκεκριμένα δυναμικά του μοντέλου επιτρέπουν την εκτίμησvη με ισvτορικά δε-
δομένα των παραμέτρων του;

• ...

Αυτά τα ερωτήματα είναι κεντικής σvημασvίας για την κατανόησvη των θεωρητικών και πρακ-

τικών αποτελεσvμάτων κάθε μοντέλου για τα (σvτοχασvτικά) επιτόκια. Ωσvτόσvο, σvτο κεφάλαιο

αυτό, έγινε προσvπάθεια να απαντηθούν αρκετά από τα προηγούμενα ερωτήματα μέσvα από

την ανάλυσvη κάποιων ειδικών κλάσvεων μοντέλων. Προφανώς, η πληρότητα τους εξαρτάται

κατά πολύ από τη σvημασvία και πρακτική χρησvιμότητα του εκάσvτοτε μοντέλου.

΄Ενα κλασvικό πρόβλημα με τα προηγούμενα μοντέλα είναι η ενδογενής φύσvη τους. Εάν

έχουμε την αρχική καμπύλη των τιμών των ομολόγων χωρίς κουπόνια T 7→ PMarket (0, T )
από την αγορά, επιθυμούμε το μοντέλο μας να ενσvωματώνει αυτήν την καμπύλη·χρειαζόμα-
σvτε να εξαναγκάζουμε τις παραμέτρους του μοντέλου να παράγουν μια μοντελοποιημένη κα-

μπύλη των τιμών, όσvο πιο κοντά σvτην παρατηρούμενη καμπύλη της αγοράς. Για παράδειγμα,
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σvτην προαναφερθείσvα περίπτωσvη του μοντέλου του Vasiček, χρειαζόμασvτε με κάποια δια-
δικασvία βελτισvτοποίησvης να επιλέξουμε κατάλληλα τις τιμές των a, b και σ, έτσvι ώσvτε η
αρχική μοντελοποιημένη καμπύλη T 7→ PModel (0, T ; a, b, σ, r0) να σvυμπίπτει ει δυνατόν

καλύτερα με την παρατηρούμενη T 7→ PMarket (0, T ) σvτην αγορά.
Επιπρόσvθετα, παρ΄ όλο που οι τιμές PMarket (0, T ) παρατηρούνται για την ακρίβεια μόνο
σvε πεπερασvμένου πλήθους ημερομηνίες λήξεις Ti: PMarket (0, Ti), τρεις παράμετροι δεν
είναι αρκετοί για να αναπαράγουν ικανοποιητικά μια δοθείσvα Καμπύλη Αποδόσvεων. Συγ-

κεκριμένα, κάποιες ειδικές μορφές καμπυλών δεν μπορούν ποτέ να παρατηρηθούν από το

μοντέλο του Vasiček, ό,τι τιμές κι αν επιλέξουμε για τους παραμέτρους των δυναμικών.
Πρέπει να γίνει σvαφές ότι τέτοια μοντέλα είναι ῾῾καταδικασvμένα᾿᾿: δεν μπορούν να ανα-

παράγουν ικανοποιητικά την αρχική Καμπύλη Τιμών, και, σvυνεπώς, η όποια σvυζήτησvη για

τις δομές της μεταβλητότητας και για την πραγματικότητα είναι μάταιη.

Για να βελτιωθεί μια τέτοια κατάσvτασvη, θεωρούνται σvυνήθως εξωγενή μοντέλα, δηλαδή

μοντέλα σvτα οποία η τωρινή Καμπύλη Τιμών δίνεται εξωγενώς. Τέτοια μοντέλα δημιουρ-

γούνται τροποποιώντας κατάλληλα τα προηγούμενα ενδογενή μοντέλα. Η βασvική μέθοδος

που χρησvιμοποιείται είναι ότι ο μετασvχηματισvμός από ένα ενδογενές σvε ένα εξωγενές

μοντέλο είναι η εισvαγωγή ῾῾χρονικά μεταβαλλόμενων᾿᾿ παραμέτρων. Ουσvιασvτικά, για την

περίπτωσvη του μοντέλου του Vasiček, κάνει κανείς το εξής:

drt = [a (b− rt)] dt+ σ dBt  drt = [a (b (t)− rt)] dt+ σ dBt

΄Ετσvι, η ευελιξία της χρονικά εξαρτώμενης σvυνάρτησvης b (t) μας επιτρέπει να την ορίσvουμε

σvε όρους της αγοράς με τέτοιον τρόπο ώσvτε το μοντέλο να αναπαράγει ακριβώς την Κα-

μπύλη Τιμών τη σvτιγμή t = 0. Για παράδειγμα, τα EV, HW, BK και CIR++ μοντέλα του
Πίνακα 2.1 είναι εξωγενή.
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Par�rthma A
H Idiìthta Markov twn LÔsvewn

Σε αυτό το κεφάλαιο παραθέτουμε μερικά αποτελέσvματα που απορρέουν από την λεγό-

μενη ιδιότητα Markov των λύσvεων μιας Στοχασvτικής Διαφορικής Εξίσvωσvης (ΣΔΕ). Δι-
αισvθητικά, η ιδιότητα αυτή σvυνοψίζεται σvτο ότι η μελλοντική σvυμπεριφορά μιας σv.α. {Xt}t≥0
μετά τη χρονική σvτιγμή s, εξαρτάται μόνο από την τιμή Xs και δεν επηρεάζεται από την ισv-

τορία της ανέλιξης πριν από τη σvτιγμή s. Μοντέλα σvτοχασvτικών ανελίξεων που έχουν αυτή
την ιδιότητα ονομάζονται Μαρκοβιανά μοντέλα. Η ιδιότητα αυτή είναι εξαιρετικά κρίσvιμη
και μας επιτρέπει, για παράδειγμα, να δείξουμε ότι αν η σv.α. των επιτοκίων είναι Μαρκο-
βιανή, τότε η μελλοντική τιμή των επιτοκίων εξαρτάται μόνο από την τιμή που έχουν τα
επιτόκια την παρούσvα χρονική σvτιγμή και όχι από το πως αυτά ήταν σvτο παρελθόν. Μια
τέτοια ιδιότητα είναι επιθυμητή σvτο modelling, και τα Μαρκοβιανά μοντέλα αναπτύσvσvον-
ται για την τιμολόγησvη options, γιατί υποσvτηρίζονται από πλήθος εμπειρικών μελετών.
Ωσvτόσvο, η ιδιότητα Markov έρχεται σvε αντίθεσvη με τη λεγόμενη σvτη γλώσvσvα των Χρημα-
τοοικονομικών “technical analysis”, διαδικασvία πρόβλεψης των τιμών ενός προϊόντος, μέσvα
από την ανάλυσvη των τιμών του παρελθόντος και αναζητώντας τάσvεις (trends).

Εκφράζοντας τα παραπάνω με Μαθηματικά έχουμε τον ακόλουθο ορισvμό.

Ορισμός A.1 (Ιδιότητα Markov).

Μια Ft-προσvαρμοσvμένη σv.α. {Xt}t≥0 θα λέμε ότι έχει την ιδιότητα Markov, αν για κάθε
σvυνάρτησvη Borel, f , και για κάθε s, t με s ≤ t έχουμε

E [f (Xt) | Fs ] = E [f (Xt) |Xs ] (A.1)

Το πρώτο μέλος της (A.1) είναι μια τ.μ. ως μέσvη τιμή δεσvμευμένη ως προς την “ισvτορία”
της σv.α. μέχρι τη σvτιγμή s. Το δεύτερο μέλος είναι μια τ.μ. ως μέσvη τιμή με τυχαία “αρχική
τιμή”. Συνεπώς, η ισvότητα ισvχύει με την σvχεδόν βέβαια έννοια. Επιπρόσvθετα, θέτοντας
f := 1(α,b) η (A.1) μπορεί να γραφτεί ως

P [α < Xt < b | Fs ] = P [α < Xt < b |Xs ] (A.2)

Κ. Ι. Στούρας, Εφαρμογή των Feynman Path Integrals στα Στοχαστικά Μοντέλα
Επιτοκίων.

Διπλωματική Εργασία

© Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο, 2011

mailto:kstouras@gmail.com


50 Παράρτημα A Η Ιδιότητα Markov των Λύσvεων

-

6

X0,x
s

s

X0,x
s+t

t χρόνος

Εικ. A.1 Η ιδιότητα Markov της ανέλιξης
{
X0,x
t

}
t≥0

.

Θα χρησvιμοποιήσvουμε αυτήν την ιδιότητα για τις λύσvεις της ακόλουθης ΣΔΕ:

dXt = µ (Xt, t) dx+ σ (Xt, t) dBt
X0 = x

(A.3)

Είναι διαισvθητικά ξεκάθαρο από την (A.2) γιατί οι λύσvεις ΣΔΕ θα πρέπει να έχουν την
ιδιότητα Markov. Για ένα μικρό ε > 0, δεδομένου ότι Xs = x, η τιμή Xs+ε εξαρτάται από

τη διαφορά Bt+ε −Bt, που ως γνωσvτόν είναι ανεξάρτητη από το παρελθόν.
Σε αυτό το σvημείο είναι χρήσvιμο να εισvάγουμε έναν σvυμβολισvμό που να αναφέρει το πότε

και από που ξεκίνησvε η σv.α. {Xt}t≥0.

Συμβολισvμός A.2.
΄Εσvτω η σv.α. {Xt}t≥0. Με

{
Xt,x
s

}
, s ≥ t σvυμβολίζουμε την προηγούμενη σv.α. που

ξεκίνησvε τη σvτιγμή t από το σvημείο x. Επιπρόσvθετα, για απλοποίησvη, με {Xx
s }s≥0 θα

σvυμβολίζουμε την
{
X0,x
s

}
s≥0, δηλαδή την σv.α. που ξεκινάει τη σvτιγμή 0 από το σvημείο x

(βλ. και Εικόνα A.1).

Σε ολοκληρωτική μορφή η (A.3) γράφεται:

Xt,x
s = x+

ˆ s

t
µ
(
Xt,x
u , u

)
du+

ˆ s

t
σ
(
Xt,x
u , u

)
dBu (A.4)

Εξ ορισvμού, η
{
Xt,x
s

}
s≥0 ορίζεται για κάθε (t, x) σv.β.. Ωσvτόσvο, υποθέτοντας ότι η (A.3)

έχει ύπαρξη και μοναδικότητα λύσvης, είναι δυνατή η κατασvκευή μιας σv.α. που εξαρτάται
από τα (t, x, s), και η οποία είναι σvυνεχής σvχεδόν βεβαίως ως προς αυτές τις μεταβλητές
και είναι η λύσvη της εν λόγω εξίσvωσvης. Το αποτέλεσvμα αυτό είναι δύσvκολο να αποδειχθεί
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και ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης παραπέμπεται σvτο [29], Κεφ. 3 για μια απόδειξη και για
την πλήρη διατύπωσvη των όσvων ακολουθήσvουν.

Λήμμα A.3.
Αν η (A.3) έχει ύπαρξη και μοναδικότητα λύσvης, τότε για κάθε s ≥ t

X0,x
s = X

t,Xx
t

s P − σv.β.

΄Ετσvι, η ιδιότητα Markov (A.1) μπορεί να διατυπωθεί ως ακολούθως.

Θεώρημα A.4 (Ιδιότητα Markov των λύσεων).
΄Εσvτω {Xt}t≥0 να είναι η λύσvη της (A.3). Τότε αυτή έχει την ιδιότητα Markov ως
προς την {Ft}t≥0 που παράγει η κίνησvη Brown. Επιπρόσvθετα, για κάθε Borel σvυνάρτησvη
f έχουμε (με την σv.β. έννοια)

E [f (Xt) | Fs ] = E [f (Xs,x
t )] (A.5)

Παρατήρηση A.5.
Η ισvότητα (A.5) γράφεται σvυχνά σvτη Βιβλιογραφία [56] και ως

E [f (Xt) | Fs ] = E [f (Xs,x
t )]|x=Xs (A.6)

Διερωτόμασvτε τώρα αν το προηγούμενο αποτέλεσvμα ισvχύει και όταν θεωρήσvουμε μια

σvυνάρτησvη που εξαρτάται από όλη την ανέλιξη μετά τη σvτιγμή s. Τα επόμενα είναι ιδιαίτερα
χρήσvιμα, όταν κάνουμε υπολογισvμούς σvτην τιμολόγησvη ομολόγων μέσvω ενός σvτοχασvτικού
μοντέλου για τα επιτόκια.

Θεώρημα A.6.
΄Εσvτω {Xt}t≥0 να είναι η λύσvη της (A.3) και r: R× (0, +∞)→ R+μετρήσvιμη σvυνάρτησvη.
Τότε για κάθε T > t και f όπως προηγουμένως ισvχύει (με την σv.β. έννοια) ότι

E

[
f (XT) exp

(
−
ˆ T

t
r (Xu, u) du

)
| Ft

]
= E

[
f
(
Xt,Xt
T

)
exp

(
−
ˆ T

t
r
(
Xt,Xt
u , u

)
du
)]

ή κατά την Παρατήρηση A.5:

E

[
f (XT) exp

(
−
ˆ T

t
r (Xu, u) du

)
| Ft

]
= E

[
f
(
Xt,x
T

)
exp

(
−
ˆ T

t
r
(
Xt,x
u , u

)
du
)]∣∣∣∣∣∣

x=Xt

Παρατήρηση A.7.
΄Οταν οι σvυναρτήσvεις µ, σ σvτην (A.3) δεν έχουν εξάρτησvη από το χρόνο (η ανέλιξη
λέγεται τότε χρονικά ομογενής), μπορεί να δειχθεί ότι η κατανομή της Xt,x

t+T είναι η ίδια με
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εκείνης της X0,x
T

. Αυτό σvυνεπάγεται ότι, εάν η f είναι μια φραγμένη, μετρήσvιμη σvυνάρτησvη,
τότε

E
[
f
(
Xt,x
t+T

)]
= E

[
f
(
X0,x

T

)]
Επεκτείνοντας αυτό το αποτέλεσvμα μπορεί να δειχθεί ότι όταν η r είναι σvταθερή ως προς

τη δεύτερη της μεταβλητή (για τα επιτόκια ομολόγων: χρόνος λήξης), τότε

E

[
f
(
Xt,x
t+T

)
exp

(
−
ˆ t+T

t
r
(
Xt,x
u

)
du
)]

= E

[
f
(
X0,x

T

)
exp

(
−
ˆ T

0
r
(
X0,x
u

)
du
)]

Χρησvιμοποιώντας την Παρατήρηση A.7, για τα επιτόκια r ενός ομολόγου με σvταθερό
χρόνο λήξης T το Θεώρημα A.6 παίρνει την ακόλουθη μορφή.

Πόρισμα A.8.
Αν {Xt}t≥0, r είναι όπως σvτο Θεώρημα A.6, τότε για κάθε T > t

E

[
f (XT) exp

(
−
ˆ T

t
r (Xu) du

)
| Ft

]
= E

[
f
(
X0,x
T−t

)
exp

(
−
ˆ T−t

0
r
(
X0,x
u

)
du
)]∣∣∣∣∣∣

x=Xt
(A.7)

Το Πόρισμα A.8 κατά τα σvχόλια της §2.1-1 μας διευκολύνει σvτον υπολογισvμό της μέσvης
τιμής (2.9) που με τη σvειρά της μας δίνει την τιμή ενός T -ομολόγου.



Par�rthma B
Ulopoi sveic pou qrhsvimopoi jhkan

Στο κεφάλαιο αυτό σvυμπεριλαμβάνονται οι κώδικες που παρήγαγαν τις εικόνες της εργασvίας,
αλλά και μια προσvπάθεια υλοποίησvης των θεωρητικών αποτελεσvμάτων του Κεφ. 2.

Αλγόριθμος B.1 Προσvομοίωσvη της 2D-κίνησvης Brown.

Είσοδος: t0, B0, ∆t

΄Εξοδος: (B0, . . . , BN )

1: Για i = 1, 2, . . . , N επανάλαβε

2: ti ←− ti−1 + ∆t

3: Παρήγαγε Z ∼ N (0, 1)

4: Bi ←− Bi−1 + Z
√

∆t

5: Τέλος_Επανάληψης

6: Επέστρεψε (B0, . . . , BN )

Υλοποιώντας τον Αλγ. B.1 σvτη γλώσvσvα R κατασvκευάζουμε τους ακόλουθους δύο κώδικες.
Μια έξοδος του Αλγ. B.2 φαίνεται σvτην Εικόνα 4.3, σvελ. 86 σvτο [91]. Ο Αλγ. B.5 αποτελεί
μικρή τροποποίησvη του προηγουμένου, ώσvτε να σvυμπεριλάβει την έννοια του χρόνου δι-
ακοπής (stopping time) του Κεφαλαίο 1 του [91]. Η Εικόνα 1.1 σvτο [91] αποτελεί την
έξοδο του Αλγ. B.5.

Στον Αλγ. B.4 παρατίθεται η πιο απλή μορφή του Σχήματος Euler-Maruyama, που
χρησvιμοποιείται για την αριθμητική προσvέγγισvη (προσvομοίωσvη) λύσvεων Στοχασvτικών Δι-
αφορικών Εξισvώσvεων. ΟΑλγ. B.3 αποτελεί απλή παράθεσvη του υπολογισvμού του ολοκληρώ-
ματος (σvυνεχές «άθροισvμα”) μιας σvυνάρτησvης, της οποίας γνωρίζουμε μόνο κάποιες (δι-
ακριτές) της τιμές.
Τέλος, ο Αλγ. B.6 είναι μια διακριτή προσvέγγισvη της τιμής ενός T -ομολόγου υποθέτοντας
ότι τα επιτόκια ακολουθούν ένα μοντέλο της μορφής του Πίνακα 2.1, σvελ. 46. Ο Αλγ. B.6
χρησvιμοποιεί ουσvιασvτικά μια Monte Carlo προσvέγγισvη της μέσvης τιμής (2.48), σvελ. 35. Τα
όποια ζητήματα σvύγκλισvης αυτού, ξεφεύγουν από τους σvκοπούς της παρούσvης εργασvίας,
αλλά ο ενδιαφερόμενος αναγνώσvτης μπορεί να ανατρέξει σvτον [32]. Μας ενδιαφέρει, όμως,
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το κατά πόσvο η λύσvη της ΣΔΕ που επιλύεται ταυτίζεται με τη λύσvη του (ντετερμινισvτικού)
Προβήματος Αρχικών Τιμών (2.49), (2.50) (σvελ. 35). Για περισvσvότερα βλ.Κεφάλαιο 3 και
σvυγκεκριμένα τα σvχόλια της ενότητας 3.6 σvτο [91].

Αλγόριθμος B.2 Kώδικας σvε R για την προσvομοίωσvη της κίνησvης Brown.

1: > k <- 5000
2: > Dt <- 0.0002
3: > W <- c(0,rep(NA,k-1))
4: > for(i in 2:k)
5: + {
6: + z <- rnorm(1,0,1)
7: + W[i] <- W[i-1]+z*sqrt(Dt)
8: + }
9: > plot(W,type=’l’)

10: > abline(h=0)
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Αλγόριθμος B.3 Διακριτή προσvέγγισvη ολοκληρώματος Riemann.

Είσοδος: T , M , (r0, . . . , rM )

1: ∆t←− T
M

2: Υπολόγισvε

Î (t)←−
M∑
j=1

rj · ∆t

3: Επέστρεψε Î (t)

Αλγόριθμος B.4 Αριθμητική επίλυσvη Στοχασvτικής Διαφορικής Εξίσvωσvης (σvχήμα Eu-
ler-Maruyama).

Είσοδος: T , M , B0, r0, ΣΔΕ

1: ∆t←− T
M

2: Για i = 1, 2, . . . , M επανάλαβε

3: ti+1 ←− ti + ∆t

4: Παρήγαγε Z(i) ∼ N (0, 1)

5: Υπολόγισvε

∆B(i) ←− Z(i) ·
√

∆t

6: Υπολόγισvε

ri+1 ←− ri +m (ri, ti) dt+ σ (ri, ti)∆B(i)

7: Τέλος_Επανάληψης

8: Επέστρεψε (r0, . . . , rM )
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Αλγόριθμος B.5 Kώδικας σvε R για την προσvομοίωσvη τριών κινήσvεων Brown με χρόνους
διακοπής.

1: > k <- 4000
2: > Dt <- 0.0002
3: > M <- 0.5
4: > t <- seq(0,k, Dt)
5: >
6: > W1 <- c(0,rep(NA,k-1))
7: > W2 <- c(0,rep(NA,k-1))
8: > W3 <- c(0,rep(NA,k-1))
9: > BM <- cbind(W1, W2, W3)

10: >
11: > simaia <- c(0, 0, 0)
12: > flag <- c(NA, NA, NA)
13: >
14: > for(j in 1:3){
15: + for(i in 2:k)
16: + {
17: + if ( simaia[j]==0 ){
18: + z <- rnorm(1,0,1)
19: + check <- BM[i-1, j] + z*sqrt(Dt)
20: + if ( check>=M ){
21: + simaia[j] <- 1
22: + flag[j] <- i-1
23: + BM[i, j] <- M
24: + break
25: + }
26: + else{
27: + BM[i, j] <- BM[i-1, j] + z*sqrt(Dt)
28: + }
29: + }
30: + else{
31: + simaia[j] <- 1
32: + flag[j] <- i-1
33: + break
34: + }
35: + }
36: + }
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Αλγόριθμος B.6 Προσvομοίωσvη της τιμής ομολόγων μέσvω της Feynman-Kač formula.

Είσοδος: N , risk premium, interest-rate model, maturity του ομολόγου

΄Εξοδος: Εκτίμησvη της τιμής του ομολόγου, V̂

1: Δώσvε ένα (σvταθερό) risk premium, qQ (t) := q.

2: Για k = 1, 2, . . . , N επανάλαβε

3: Παρήγαγε αρχική τιμή r(k)0 ∼ U (0, 1)

4: Χρησvιμοποίησvε τον Αλγ. B.4 και λύσvε μια ΣΔΕ της μορφής

dr(k)t =
[
κ
(
r
(k)
t

)
+ σ

(
r
(k)
t

)
q
]

dt+ σ
(
r
(k)
t

)
dBQ

t

= m
(
r
(k)
t

)
dt+ σ

(
r
(k)
t

)
dBQ

t

5: Χρησvιμοποίησvε τον Αλγ. B.3 και υπολόγισvε το ολοκλήρωμα

Î(k) (t)←−
ˆ T

t
r̂(k)s ds

6: Υπολόγισvε

Ŷ (k) (t)←− e−Î(k)(t)

7: Τέλος_Επανάληψης

8: Ŷ (t)←−
(
Ŷ (1) (t) , . . . , Ŷ (N) (t)

)
9: ÊQ

[
Ŷ (t)

]
←− 1

N

N∑
k=1

Ŷ (k) (t)

10: V̂ ←− ÊQ
[
Ŷ (t)

]
11: Επέστρεψε V̂
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SumbolisvmoÐ

διάφορες μεταβλητές:

Bt κίνηση Brown
Ft, B, A κλάσεις (οικογένειες) συνόλων

(Ff) (s) μετασχηματισμός Fourier της f στο s
(L f) (s) μετασχηματισμός Laplace της f στο s
u (x, t) λύση μιας μερικής διαφορικής εξίσωσης για (x, t)
Xt, X, X (t) τυχαία μεταβλητή

x διάνυσμα

x αριθμός

γενικά μαθηματικά σύμβολα:

⇐⇒ ισοδυναμία

≡ ταυτίζεται με

=⇒ συνεπαγωγή

[a, b] το κλειστό διάστημα {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}
[a, b) το ημιανοικτό διάστημα a ≤ x < b (ανάλογα (a, b], (a, b))
4 ∇2 = ∇ ·∇, η Λαπλασvιανή (Laplasian)
s∧ u min {s, u}
C το σύνολο των μιγαδικών αριθμών

⊆ υποσύνολο του, ⊂ γνήσιο υποσύνολο
exp () εκθετική σvυνάρτησvη (exponential)
E [ ] μέση τιμή

∈ ανήκει σε

∈ Ck [a, b] k-φορές σvυνεχώς παραγωγίσvιμη

f+ max {f , 0}
h̄ 1.054571 J · sec, η σvταθερά του Planck διαιρεμένη με 2π
L2 (R; C) το σvύνολο των τετραγωνικά ολοκληρώσvιμων σvυναρτήσvεων από

το R σvτο C

ln φυσικός λογάρθμος

N το σύνολο των φυσικών αριθμών
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∼ N (µ, σ2) ακολουθεί Κανονική κατανομή με μέση τιμή µ και διασπορά σ2

P [ ] πιθανότητα

R το σύνολο των πραγματικών αριθμών

∼ U (0, 1) ακολουθεί ομοιόμορφη κατανομή σvτο διάσvτημα (0, 1)
V [ ] διασπορά

Ω δειγματικός χώρος

υποδείξεις στην οργάνωση:

§ ενότητα (ή υποενότητα)

2.71 αριθμός της υποενότητας 2.71
(Το δεύτερο ψηφίο σε όλες τις αριθμήσεις των υποενοτήτων αναφέρε-

ται στην ενότητα και το ψηφίο μετά την ῾῾-᾿᾿ στην υποενότητα)
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