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Περύληψη 

 
Αντικεύμενο αυτόσ τησ διπλωματικόσ εργαςύασ εύναι η βελτιςτοπούηςη επιπϋδων 

δικτυωμϊτων. ΢υγκεκριμϋνα, εύναι η βελτιςτοπούηςη ωσ προσ το ςχόμα του δικτυώματοσ 

(shape optimization) και την διαςταςιολόγηςη (size optimization), με βαςικό κριτόριο 

την ελαχιςτοπούηςη βϊρουσ του φορϋα. Έτςι, γρϊφτηκαν δύο όμοια προγρϊμματα ςτη 

γλώςςα Matlab, τα Optim_XY.m και Optim_A.m αντύςτοιχα με τα προαναφερθϋντα εύδη 

βελτιςτοπούηςησ. Επιπλϋον το Optim_A, με κατϊλληλη ειςαγωγό των δεδομϋνων, μπορεύ 

να πραγματοποιόςει και βελτιςτοπούηςη τοπολογύασ (topology optimization). Η ςτατικό 

επύλυςη γύνεται με την μϋθοδο ϊμεςησ δυςκαμψύασ χρηςιμοποιώντασ το μητρώο ατϋνειασ 

τησ επύπεδησ ρϊβδου. Η βελτιςτοπούηςη γύνεται με τα εργαλεύα βελτιςτοπούηςησ του 

Matlab (Matlab optimization toolbox). Για τον ϋλεγχο τησ αποτελεςματικότητασ κϊθε 

κώδικα, παρϋχονται παραδεύγματα εφαρμογόσ του. Σα αποτελϋςματα ςυγκρύνονται με 

αυτϊ ϊλλων δημοςιευμϋνων αλγορύθμων. Σϋλοσ γύνεται μια ςύγκριςη τησ αριθμητικόσ και 

τησ αναλυτικόσ επύλυςησ του προβλόματοσ. 
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Abstract 

 
This diploma thesis is addressing the size and shape optimization of plane trusses. 

In addition, it handles indirecetly truss topology optimization. Two codes are developed in 

Matlab language to address these problems, using the Matlab Optimization Toolbox. The 

sensitivity analysis, which constitutes the main core of the optimization algorithms, is 

treated both analytically and numerically based on finite difference method. Results are 

presented for size, shape and topology optimization, which demonstrate the validity and 

efficiency of the method in offering improved designs. 
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Κεφϊλαιο 1: Ειςαγωγό 

 

1.1) Σο πρόβλημα βελτιςτοπούηςησ ςτισ καταςκευϋσ 
Βαςικόσ ςκοπόσ ςτο επϊγγελμα του πολιτικού, αλλϊ και οποιουδόποτε ϊλλου, 

μηχανικού δεν εύναι απλϊ ο ςχεδιαςμόσ ενόσ ϋργου. Εύναι ο ςχεδιαςμόσ του με το ελϊχιςτο 

δυνατό κόςτοσ. Η οικονομικότερη λύςη δεν εύναι προφανόσ διότι εξαρτϊται από πολλϋσ 

μεταβλητϋσ και καθορύζεται από απαιτόςεισ καταςκευαςιμότητασ, λειτουργικότητασ, 

ανθεκτικότητασ και αιςθητικόσ. Έτςι ο ςχεδιαςμόσ ανϊγεται ςε ϋνα πρόβλημα επιλογόσ 

διαφόρων εναλλακτικών λύςεων, δοκιμόσ και αξιολόγηςόσ τουσ ώςτε να βρεθεύ η πιο 

ικανοποιητικό (βϋλτιςτη). Κατϋςτη αναγκαύο λοιπόν να αναπτυχθούν μϋθοδοι που 

καθοδηγούν τον μηχανικό ςτην αναζότηςη τησ  βϋλτιςτησ λύςησ με γρηγορότερο τρόπο 

από αυτόν τησ ‘τυφλόσ’ επιλογόσ και δοκιμόσ διαφόρων εναλλακτικών. Ο τομϋασ των 

μαθηματικών που αςχολεύται με την ανϊπτυξη αλγορύθμων για αυτόν τον ςκοπό εύναι η 

βελτιςτοπούηςη. 

 Η βελτιςτοπούηςη καταςκευών αποςκοπεύ ςτην μόρφωςη ενόσ φορϋα που 

εκμεταλλεύεται πλόρωσ την αντοχό του υλικού, με την ςύγχρονη ικανοπούηςη των 

καταςκευαςτικών και αρχιτεκτονικών απαιτόςεων. Σο πιο ςυνηθιςμϋνο κριτόριο κόςτουσ 

για την βελτιςτοπούηςη καταςκευών εύναι το βϊροσ τησ καταςκευόσ, αφού ελαφρύτεροσ 

φορϋασ ςυνεπϊγεται μικρότερο κόςτοσ καταςκευόσ αλλϊ και μεγαλύτερη αςφϊλεια ϋναντι 

ςειςμού. Διακρύνονται 3 εύδη βελτιςτοπούηςησ: 

α) Βελτιςτοπούηςη διαςταςιολόγηςησ (size optimization). 

 β) Βελτιςτοπούηςη ςχόματοσ (shape optimization). 

 γ) Βελτιςτοπούηςη τοπολογύασ (topology optimization). 

΢την ςυνϋχεια γύνεται περιγραφό του καθενόσ. 
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α) Βελτιςτοπούηςη διαςταςιολόγηςησ (size optimization). 

 ΢ε αυτόν την περύπτωςη εύναι δεδομϋνη η γεωμετρύα του φορϋα, δηλαδό οι κόμβοι 

και ο αριθμόσ των μελών του. Αναζητούνται οι διαςτϊςεισ των μελών ώςτε η 

ανακατανομό των εςωτερικών μεγεθών, λόγω τησ αλλαγόσ των δυςκαμψιών, να 

οδηγόςουν τον φορϋα ςτην βϋλτιςτη εκμετϊλλευςη του υλικού, με ανϊπτυξη τησ μεγύςτησ 

δυνατόσ ϋνταςησ, με ςύγχρονο ϋλεγχο παραμορφώςεων για την υπό εξϋταςη φόρτιςη. 

 Π.χ. : Ο πρόβολοσ του ςχόματοσ για την ςυγκεκριμϋνη φόρτιςη ϋχει ςταθερό 

τϋμνουςα και ροπό κϊμψησ γραμμικϊ μεταβαλλόμενη από μηδϋν ςτο ελεύθερο ϊκρο, ωσ 

την τιμό τησ ροπόσ αντύδραςησ ςτη ςτόριξη. Άρα θα όταν προτιμότερη μια διατομό που 

ξεκινϊει από μια τιμό ςτην ςτόριξη και μικραύνει όςο απομακρύνεται από αυτόν. Έτςι 

γύνεται καλύτερη εκμετϊλλευςησ τησ ροπόσ αντοχόσ ςε κϊθε ςημεύο, με την ανϊπτυξη όςο 

το δυνατόν μεγαλύτερων, κοντϊ ςτην διαρροό τϊςεων. 

 

 

 

΢χόμα 1.1 Βελτιςτοπούηςη διαςταςιολόγηςησ ςε πρόβολο. 
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α) Βελτιςτοπούηςη ςχόματοσ (shape optimization). 

 ΢ε αυτόν την περύπτωςη εύναι δεδομϋνοσ ο αριθμόσ των μελών και οι διαςτϊςεισ 

τουσ. Βαςιςμϋνοσ ςε μια αρχικό γεωμετρύα, ο αλγόριθμοσ μεταβϊλλονται οι κόμβοι του 

φορϋα. Σα μϋλη αλλϊζουν μόκοσ και προςανατολιςμό, γύνεται ϋτςι αλλαγό των 

δυςκαμψιών τουσ και τελικϊ ανακατανομό των εςωτερικών μεγεθών. Αναζητεύται ϋτςι 

ϋνα ςχόμα του φορϋα που θα οδηγόςει τα ςτοιχεύα ςτην ανϊπτυξη τησ μεγύςτησ δυνατόσ 

ϋνταςησ, με ςύγχρονο ϋλεγχο παραμορφώςεων για την υπό εξϋταςη φόρτιςη. 

Π.χ. : Ο δικτυωτόσ φορϋασ γϋφυρασ  του ςχόματοσ για την ςυγκεκριμϋνη φόρτιςη 

καλεύται να παραλϊβει μια ‘ροπό κϊμψησ’ (ςχεδόν) παραβολικϊ μεταβαλλόμενη, από 

μηδϋν ςτισ ςτηρύξεισ ωσ μια μϋγιςτη τιμό ςτο μϋςο. Ωσ δικτυωτόσ φορϋασ παραλαμβϊνει 

την ροπό αυτό με τισ αξονικϋσ δυνϊμεισ των ρϊβδων του. Άρα ο φορϋασ του δευτϋρου 

ςχόματοσ, με μεταβαλλόμενο ύψοσ από 0 ςτα ϊκρα ωσ μια τιμό ςτο μϋςο, εύναι 

προτιμότεροσ από τον πρώτο, αφού δεν ϋχει περύςςιεσ αξονικϋσ αντοχϋσ.  

 

 

 

 

 

΢χόμα 1.2 Βελτιςτοπούηςη ςχόματοσ ςε δικτύωμα. 
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α) Βελτιςτοπούηςη τοπολογύασ (topology optimization). 

 ΢ε αυτόν την περύπτωςη εύναι δεδομϋνη μια γεωμετρύα πολλών ςταθερών κόμβων 

και μελών. Ο αλγόριθμοσ, αφαιρώντασ κόμβουσ και μϋλη, προςπαθεύ να βρει τον ελϊχιςτο 

αριθμό ςτοιχεύων και κόμβων που μαζύ θα μορφώςουν τον φορϋα με την μϋγιςτη δυνατό 

ϋνταςη, με ςύγχρονο ϋλεγχο παραμορφώςεων. 

Π.χ. : Ο δικτυωτόσ φορϋασ του πρώτου ςχόματοσ ϋχει 14 κόμβουσ και 31 ρϊβδουσ. Η 

αναζότηςη ελαφρύτερου φορϋα οδηγεύ ςτον φορϋα του δεύτερου ςχόματοσ, που ϋχει 7 

κόμβουσ και 11 ρϊβδουσ. Ο αλγόριθμοσ αφαύρεςε οριςμϋνουσ κόμβουσ και ρϊβδουσ, ώςτε 

οι εναπομϋνουςεσ ρϊβδοι να εξαντλούν όςο το δυνατόν περιςςότερο τισ αντοχϋσ τουσ. 

 

 

 

 

΢χόμα 1.3 Βελτιςτοπούηςη τοπολογύασ ςε δικτύωμα. 
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1.2) Δομό τησ εργαςύασ 

 Παρακϊτω παρουςιϊζεται η δομό τησ εργαςύασ και γύνεται ςυνοπτικό παρουςύαςη 

του κϊθε κεφαλαύου. 

ΚΕΥΑΛΑΙΟ 2: Θεωρητικϊ ςτοιχεύα 

 ΢το κεφϊλαιο αυτό γύνεται περιγραφό τησ μεθόδου ϊμεςησ ακαμψύασ ςε 

επύπεδα δικτυώματα που χρηςιμοποιόθηκε για την ςτατικό επύλυςη. Επύςησ δύνεται ο 

μαθηματικόσ οριςμόσ του προβλόματοσ βελτιςτοπούηςησ και γύνεται αναφορϊ ςε κϊποιεσ 

από τισ μεθόδουσ επύλυςόσ του, ανϊλογα με την κϊθε περύπτωςη. 

 ΚΕΥΑΛΑΙΟ 3: Προγραμματιςμόσ ςε Matlab 

 ΢το κεφϊλαιο αυτό δύνονται οριςμϋνεσ βαςικϋσ οδηγύεσ χρόςησ του Matlab 

και ο τρόποσ με τον οπούο πραγματοποιεύται η βελτιςτοπούηςη ςε αυτό. ΢την ςυνϋχεια 

περιγρϊφεται η ειςαγωγό των δεδομϋνων ςτουσ 2 κώδικεσ, Optim_A.m και Optim_XY.m, 

βελτιςτοπούηςησ διαςταςιολόγηςησ και ςχόματοσ αντύςτοιχα, και ο τρόποσ λειτουργύασ 

αυτών και των υποπρογραμμϊτων τουσ. Σϋλοσ, δύνονται παρατηρόςεισ ςτην ειςαγωγό 

δεδομϋνων. 

ΚΕΥΑΛΑΙΟ 4: Παραδεύγματα εφαρμογόσ 

 ΢το κεφϊλαιο αυτό παρουςιϊζονται τα αποτελϋςματα τησ βελτιςτοπούηςησ 
ςε οριςμϋνα παραδεύγματα. Σα παραδεύγματα εύναι εύτε τυχαύα χαρακτηριςτικϊ 
προβλόματα, εύτε κϊποια που ϋχουν δημοςιευθεύ, με παρϊλληλη ςύγκριςη λύςεων. 

ΚΕΥΑΛΑΙΟ 5: ΢ύγκριςη αναλυτικόσ – αριθμητικόσ επύλυςησ του προβλόματοσ 

 ΢το κεφϊλαιο αυτό γύνεται ςύγκριςη των 2 τελικών προγραμμϊτων, που 
κϊνουν την βελτιςτοπούηςη αριθμητικϊ, με τα 2 αρχικϊ απορριπτϋα προγρϊμματα, που 
την κϊνουν αναλυτικϊ. Υαύνονται ϋτςι τα 2 προβλόματα των αναλυτικών προγραμμϊτων, 
την ταχύτητα επύλυςησ και την δυνατότητα επύλυςησ, που οδόγηςαν ςτην επικρϊτηςη τησ 
αριθμητικόσ επύλυςησ.  
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Κεφϊλαιο 2: Θεωρητικϊ ςτοιχεύα 

 

2.1) Μϋθοδοσ ϊμεςησ δυςκαμψύασ ςε επύπεδο δικτύωμα 

 Η μϋθοδοσ ϊμεςησ δυςκαμψύασ εύναι η μϋθοδοσ παραμορφώςεων τησ κλαςςικόσ 

ςτατικόσ, γραμμϋνη ςε μητρωώκό μορφό, ώςτε να προγραμματύζεται εύκολα ςε Η/Τ. Η 

ςτατικό επύλυςη πραγματοποιεύται με την επύλυςη τησ μητρικόσ εξύςωςησ: 

{P} = [K]{Δ}  

Η ιςχύσ αυτόσ τησ εξύςωςησ εύναι η προώπόθεςη ςτατικόσ ιςορροπύασ του φορϋα. Η 

μητρωώκό ςχϋςη ςυνδϋει το μητρώο εξωτερικών δυνϊμεων [P] με τα μητρώα ακαμψύασ [K] 

και μετακινόςεων κόμβων [Δ]. Η μϋθοδοσ, ξεκινϊει με τον υπολογιςμό των μητρώων 

αυτών. Αφού γύνει αυτό, επιλύεται το ςύςτημα και προκύπτουν οι αντιδρϊςεισ ςτηρύξεωσ 

του φορϋα και οι μετακινόςεισ των κόμβων του φορϋα. Με αυτϊ τα δεδομϋνα μπορούν να 

υπολογιςτούν και τα εντατικϊ μεγϋθη ςε κϊθε μϋλοσ του. ΢ε αυτόν την εργαςύα 

εφαρμόςτηκε ςτην απλούςτερη μορφό τησ, που εύναι για την επύλυςη επιπϋδων 

δικτυωμϊτων. Αυτό εύναι και που περιγρϊφεται παρακϊτω, με ςύγχρονη παρουςύαςη του 

παραδεύγματοσ του ςχόματοσ. 

Επιπλζον αναφζρεται πωσ θ μζκοδοσ αυτι μπορεί να επεκτακεί και για τθν επίλυςθ 

χωρικϊν δικτυωμάτων ι και ραβδωτϊν φορζων. Στθν περίπτωςθ αυτι αλλάηουν τα τοπικά 

μθτρϊα δυςκαμψίασ των μελϊν ι/και, μθτρϊα μεταςχθματιςμοφ και τα διανφςματα 

μετακινιςεων και δυνάμεων, ϊςτε να αντιςτοιχοφν ςτουσ ενεργοφσ βακμοφσ ελευκερίασ του 

προβλιματοσ. Στο τζλοσ πάντα όμωσ υπολογίηεται το μθτρϊο ακαμψίασ και οι υπολογιςμοί 

τελειϊνουν με τθν επίλυςθ τθσ προθγοφμενθσ εξίςωςθσ ιςορροπίασ. 
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΢χόμα 2.1 Δικτύωμα παραδεύγματοσ. 

 

α) Καθολικό ςύςτημα ςυντεταγμϋνων, βαθμού ελευθερύασ (β.ε.) (δεςμευμϋνοι και 

ελεύθεροι), αρύθμηςη και προςανατολιςμόσ ρϊβδων δικτυώματοσ. 

Η μϋθοδοσ ξεκινϊει με τον οριςμό ενόσ καθολικού ςυςτόματοσ ςυντεταγμϋνων, που 

θα αποτελϋςει ςύςτημα αναφορϊσ για τον υπολογιςμό και την ειςαγωγό των δυνϊμεων 

και μετακινόςεων. Έπειτα γύνεται η αρύθμηςη των κόμβων και των β.ε. τουσ. Για κϊθε 

κόμβο ειςϊγονται 2 β.ε., ϋνασ ςε κϊθε θετικό διεύθυνςη του καθολικού ςυςτόματοσ. Ο 

οριςμόσ των γεωμετρικών ςτοιχεύων τελειώνει με την αρύθμηςη των ρϊβδων δικτυώματοσ 

και τον οριςμό ενόσ προςανατολιςμού κϊθε ρϊβδου. Η αρύθμηςη κόμβων και μελών 

μπορεύ να γύνει με οποιοδόποτε τρόπο, εύναι βολικό όμωσ να γύνεται με μια λογικό ςειρϊ. 

π.χ. ΢το ςχόμα 2.1 φαύνεται το βόμα αυτό.  Σο καθολικό ςύςτημα ςυντεταγμϋνων 

εύναι το O . Έχει γύνει αρύθμηςη των κόμβων, αρύθμηςη και προςανατολιςμόσ των 

ρϊβδων. Η αρύθμηςη κόμβων φαύνεται με τον αντύςτοιχο αριθμό μαύρου χρώματοσ δύπλα 

ςτον καθϋνα. Η αρύθμηςη των β.ε. φαύνεται με βϋλη και αριθμούσ κόκκινου χρώματοσ. Η 

αρύθμηςη των ρϊβδων φαύνεται με γρϊμματα μϋςα ςε κύκλουσ μαύρου χρώματοσ. Ο 

προςανατολιςμόσ των ρϊβδων φαύνεται με βϋλη μαύρου χρώματοσ πϊνω ςε κϊθε ρϊβδο. 

΢το παρϊδειγμα ϋχει δοθεύ ςκόπιμα διαφορετικόσ προςανατολιςμόσ ςε οριςμϋνεσ 

ρϊβδουσ, αφού το αποτϋλεςμα δεν επηρεϊζεται . Σο ύδιο θα μπορούςε να γύνει για τουσ 

κόμβουσ και τουσ β.ε.. Με την αρύθμηςη αυτόν όμωσ (β.ε. κατϊ (x, y) του κόμβου n εύναι οι 

(2n, 2n+1) κατϊ αντιςτοιχύα) εύναι ευκολότεροσ ο προγραμματιςμόσ τησ μεθόδου. 
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β) Μόρφωςη των τοπικών μητρώων δυςκαμψύασ [ ] κϊθε ρϊβδου, των μητρώων 

μεταςχηματιςμού [ ] κϊθε ρϊβδου και τϋλοσ του ολικού μητρώου δυςκαμψύασ του φορϋα 

[K]. 

 

΢χόμα 2.2 Ρϊβδοσ δικτυώματοσ τυχαύου προςανατολιςμού. 

 

Σο τοπικό μητρώο δυςκαμψύασ κϊθε ρϊβδου i ϋχει διαςτϊςεισ 2x2και εύναι ύςο με: 

, 

όπου  = μϋτρο ελαςτικότητασ τησ ρϊβδου, = εμβαδόν διατομόσ ρϊβδου, = μόκοσ 

ρϊβδου 

Ο αριθμόσ κϊθε μιασ γραμμόσ και ςτόλησ αντιςτοιχεύ ςε ϋναν β.ε. του τοπικού 

ςυςτόματοσ αξόνων τησ ρϊβδου. Σο τοπικό ςύςτημα αυτό ορύζεται από την διεύθυνςη του 

ϊξονα x τησ ρϊβδου και τον προςανατολιςμό που ϋχει δοθεύ ςτο πρώτο βόμα τησ μεθόδου, 

ϋτςι ώςτε το βϋλοσ του προςανατολιςμού να δεύχνει το πϋρασ τησ ρϊβδου. 

Μια ρϊβδοσ δικτυώματοσ ςυνδεδεμϋνη αρθρωτϊ ςτουσ κόμβουσ ϋχει ςτο τοπικό 

τησ ςύςτημα 2 β.ε., ϋναν αξονικό για κϊθε ϊκρο. Άρα ϋχει 2 β.ε., τον 1 που αντιςτοιχεύ ςτην 

αρχό τησ και τον 2 που αντιςτοιχεύ ςτο ϊκρο τησ. Η τιμό του ςτοιχεύου  εύναι η δύναμη 

που θα αναπτυχθεύ ςτον β.ε. i για μοναδιαύα μετακύνηςη του κόμβου j, όταν οι ϊλλοι β.ε. 

εύναι παγιωμϋνοι. Έτςι, π.χ. το ςτοιχεύο  εύναι η αξονικό δύναμη που θα αναπτυχθεύ 
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ςτον παγιωμϋνο β.ε. 1 (αρχό ρϊβδου) για μοναδιαύα αξονικό μετακύνηςη ςτον β.ε. 2 (πϋρασ 

ρϊβδου). 

Σο μητρώο μεταςχηματιςμού για ρϊβδο με γωνύα φ ωσ προσ το καθολικό ςύςτημα 

εύναι: 

 

Σο μητρώο  αλλϊζει το ςύςτημα αναφορϊσ ενόσ διανύςματοσ   καθολικόσ 

διεύθυνςησ ωσ προσ την διεύθυνςη του ϊξονϊ του και το αντύςτροφο, ςύμφωνα με την 

ςχϋςη: 

[ =  

Σο μητρώο [ ] του τοπικό ςύςτημα τησ ρϊβδου μεταςχηματύζεται ςτο [  

(διαςτϊςεισ 4x4), του καθολικού ςυςτόματοσ, ςύμφωνα με την ςχϋςη: 

[  =  

Έτςι, γνωρύζοντασ την γωνύα κλύςησ φ κϊθε ρϊβδου (ςχ. 2.2) ωσ προσ το καθολικό 

ςύςτημα αξόνων μπορεύ η δυςκαμψύα κϊθε διανύςματοσ να εκφραςτεύ ωσ προσ το 

ςύςτημα αυτό. 

Αφού μορφωθούν όλα τα καθολικϊ μητρώα δυςκαμψύασ κϊθε ςτοιχεύου, 

ςχηματύζεται το καθολικό μητρώο δυςκαμψύασ του φορϋα. Κϊθε μητρώο [  χωρύζεται ςε 

4 υπομητρώα , , ,  (διαςτϊςεισ 2x2 το καθϋνα), όπου j ςυμβολύζει την αρχό 

1 τησ ρϊβδου και το j το πϋρασ 2: 

[  

Σο καθολικό μητρώο [Κ] ϋχει διαςτϊςεισ (nxn), όπου n ο αριθμόσ των β.ε. Σο 

μητρώο υπολογύζεται με αρχικό χωριςμό του ςε n υπομητρώα μεγϋθουσ 2x2. Κϊθε ϋνα από 

αυτϊ τα υπομητρώα [  (όπου N, M οι αριθμού κόμβων) περιϋχει τουσ όρουσ , , 

, , που αντιςτοιχούν ςτουσ β.ε. J, K του κόμβου N. Κϊθε υπομητρώο υπολογύζεται 

αθρούζοντασ υπομητρώα , , , , ώςτε κϊθε ρϊβδοσ που ςτοιχεύα που 
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αντιςτοιχούν ςτουσ β.ε. J και K, να προςθϋτει το αντύςτοιχο υπομητρώο από τα , 

, ,  αντύςτοιχουσ όρουσ του [Κ]. Λόγω των μεταςχηματιςμών που ϋχουν 

προηγηθεύ, το [ ] εύναι και αυτό εκφραςμϋνο ωσ προσ το καθολικό ςύςτημα 

ςυντεταγμϋνων. 

π.χ. ΢το ςχόμα 2.1: 

        Η ρϊβδοσ 1 ϋχει γωνύα κλύςησ φ = , οπότε  

        Η ρϊβδοσ 5 ϋχει γωνύα κλύςησ φ = , οπότε  

        Σο ςτοιχεύο [ ] εύναι ύςο με [ ] =  + , αφού οι ρϊβδοι 4, ϋχουν κοινό 

πϋρασ ςτον κόμβο 6 που περιϋχει τουσ β.ε. 11, 12. 

        Σο ςτοιχεύο [ ] εύναι ύςο με [ ] = , αφού η ρϊβδοσ 4, ϋιναι η μόνη με αρχό τον 

κόμβο 5 και πϋρασ τον 6. Ομούωσ [ ] = . 

        Σο ςτοιχεύο [ ] εύναι ύςο με [ ] = , αφού οι 

ρϊβδοι 3,4 ϋχουν τον κόμβο 4 ωσ αρχό, ενώ οι ρϊβδοι 9, 10 ωσ πϋρασ. 

 

γ) Μόρφωςη των διανυςμϊτων δρϊςεων {P} και μετακινόςεων {Δ} 

Σα διανύςματα {P} και {Δ} ϋχουν διαςτϊςεισ mx1, όπου m ο αριθμόσ β.ε του φορϋα. 

Σο ςτοιχεύο { } εύναι η δύναμη που αςκεύται ςτον β.ε. i, ενώ το ςτοιχεύο εύναι η μετακύνηςη 

ςτον β.ε. i. Σα ςτοιχεύα του {P} που αντιςτοιχούν ςε παγιωμϋνουσ β.ε. (ςτηρύξεισ) εύναι ύςα 

με τισ αντιδρϊςεισ ςτηρύξεων που αναζητούνται, επομϋνωσ θϋτονται ωσ ϊγνωςτεσ 

μεταβλητϋσ. Σα ςτοιχεύα του {Δ} που αντιςτοιχούν ςε παγιωμϋνουσ β.ε. (ςτηρύξεισ) εύναι 

ύςα με 0, ενώ τα υπόλοιπα αναζητούνται και θϋτονται ύςα με ϊγνωςτεσ μεταβλητϋσ. Αν 

κϊποια δύναμη ϋχει διεύθυνςη διαφορετικό από αυτόν των β.ε. του κόμβου όπου αςκεύται, 

τότε αναλύεται ςτισ 2 ςυνιςτώςεσ ςτο καθολικό ςύςτημα αξόνων, ώςτε να εύναι 

παρϊλληλεσ ςτουσ β.ε. Ο κώδικασ δεν λύνει φορεύσ με ςτηρύξεισ υπό γωνύα ό ελατόρια. 

Επύςησ οι μόνεσ δρϊςεισ που δϋχεται εύναι επικόμβιεσ δυνϊμεισ (όχι ροπϋσ, θερμοκραςιακϋσ 

μεταβολϋσ, μετακινόςεισ κλπ.). 

π.χ. Για το ςχόμα 2.1: 



 17 
 

{P} = [   0 –P –P 0 0 0 0 0], ςτηρύξεισ ςτουσ β.ε. 1, 2, 4 δύνουν αντιδρϊςεισ οπότε 

ειςϊγονται μεταβλητϋσ , δυνϊμεισ ςτουσ β.ε. 6, 7 ειςϊγονται με αρνητικό πρόςημο επειδό 

ϋχουν αντύθετη φορϊ από την θετικό καθολικό. 

{Δ} = [0 0 0      ], ςτηρύξεισ ςτουσ β.ε. 1, 2, 4 δύνουν μηδενικϋσ 

μετακινόςεισ, οι υπόλοιποι β.ε. εύναι ελεύθεροι και ειςϊγονται ωσ μεταβλητϋσ . 

δ) Μητρώο αναδιατϊξεωσ [V] 

Σο μητρώο αναδιατϊξεωσ, διαςτϊςεωσ mxm, όπου m ο αριθμόσ β.ε. του φορϋα, 

αλλϊζει την ςειρϊ των ςτοιχεύων διανυςμϊτων και μητρώων. ΢κοπόσ εύναι τα ςτοιχεύα των 

μητρώων και διανυςμϊτων να αναταχθούν με τϋτοιο τρόπο ώςτε τα ςτοιχεύα που 

αντιςτοιχούν ςε ελεύθερουσ (free) β.ε. να προηγούνται των ςτοιχεύων που αντιςτοιχούν 

ςε δεςμευμϋνουσ (supported) β.ε. Σα διανύςματα και μητρώα αναδιατϊςςονται ςύμφωνα 

με τισ ςχϋςεισ: 

[ = [V][P] 

[ = [V][Δ] 

[ = [V][P]  

Σο μητρώο V εύναι μητρώο με ϋνα μη μηδενικό ςτοιχεύο ςε κϊθε ςτόλη και γραμμό 

ύςο με 1 και όλα τα ϊλλα ςτοιχεύα ύςα με 0. Οι αριθμού 1 τοποθετούνται ςε θϋςεισ ώςτε 

κατϊ τον πολλαπλαςιαςμό του V με ϋνα διϊνυςμα να μηδενύζονται όλοι οι ϊλλοι όροι εκτόσ 

του ςτοιχεύου που πρϋπει να αναδιαταχτεύ ςε κϊθε πολλαπλαςιαςμό γραμμόσ-ςτόλησ. 

 

π.χ. Σο μητρώο V για το ςχόμα 2.1 εύναι: 
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[V] =  

 

 

 

 



 19 
 

 

ε) Επύλυςη του ςυςτόματοσ 

΢ε αυτό το ςημεύο εύναι υπολογιςμϋνα τα διανύςματα {P}, {Δ} και το μητρώο 

ακαμψύασ [Κ] και ϋχει γύνει η αναδιϊταξη. Η ςτατικό επύλυςη ολοκληρώνεται με την 

επύλυςη του ςυςτόματοσ. Αυτό μπορεύ να γύνει πολύ εύκολα λόγω τησ αναδιϊταξησ. Λόγω 

αυτόσ η εξύςωςη ιςορροπύασ μπορεύ να μεταςχηματιςτεύ ωσ εξόσ: 

{P} = [K]{Δ}   

Σα υπομητρώα και υποδιανύςματα που ςχηματύςτηκαν μπορούν να χωρύςουν το 

ςύςτημα ςε 2 υποςυςτόματα: 

  (1) 

  (2) 

΢το (1) ο μόνοσ ϊγνωςτοσ εύναι το υπομητρώο [  (οι επικόμβιεσ μετακινόςεισ των 

ελευθϋρων β.ε.). Αφού υπολογιςτεύ αυτό, ο μόνοσ ϊγνωςτοσ ςτο (2) εύναι το μητρώο [  

(οι αντιδρϊςεισ των ςτηρύξεων). Τπολογύζονται οι ϊγνωςτοι του προβλόματοσ και η 

ςτατικό επύλυςη ολοκληρώνεται. Γνωρύζοντασ τισ μετακινόςεισ των κόμβων εύναι εύκολο 

υπολογιςτούν οι δρϊςεισ μϋςω των δυςκαμψιών [  κϊθε ρϊβδου. Μορφώνεται το 

μητρώο }, διαςτϊςεων 4x1, ακραύων μετακινόςεων κϊθε ρϊβδου (παύρνοντασ 

μετακινόςεισ από το διϊνυςμα {Δ}). Αυτό μεταςχηματύζεται ςτο τοπικό ςύςτημα τησ 

ρϊβδου i, μϋςω του [Λ] και προκύπτει το { } διαςτϊςεων 2x1 . Σϋλοσ, πολλαπλαςιϊζεται 

το μητρώο { } με το τοπικό μητρώο ακαμψύασ τησ ρϊβδου ] και προκύπτει το 

διϊνυςμα  με τισ αξονικϋσ δυνϊμεισ τησ ρϊβδου. Αυτό γύνεται για κϊθε ρϊβδο, ώςτε να 

υπολογιςτούν όλεσ οι δυνϊμεισ. 

{ } = [Λ]{ } 

{ } = [ ]{ } 

Εδώ ολοκληρώνεται η επύλυςη του δικτυώματοσ. Αυτό η διαδικαςύα γύνεται πολλϋσ 

φορϋσ όςο ο αλγόριθμοσ βελτιςτοπούηςησ μεταβϊλλει τισ μεταβλητϋσ ςχεδιαςμού, ςτην 

προςπϊθειϊ του να ςυγκλύνει ςε μια λύςη. 
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2.2) Αλγεβρικό διατύπωςη του προβλόματοσ βελτιςτοπούηςησ 

 Η μαθηματικό διατύπωςη του γενικότερου προβλόματοσ βελτιςτοπούηςησ εύναι: 

 ώςτε  

΢ε αυτόν την μαθηματικό ϋκφραςη οι μεταβλητϋσ ορύζονται ωσ εξόσ: 

α) Μεταβλητό ςχεδιαςμού x, διακριτή ή ςυνεχήσ και όρια τιμών lb, ub αυτήσ 

Ένα μαθηματικό πρόβλημα περιϋχει πολλϋσ μεταβλητϋσ. ΢ε ϋνα πρόβλημα 

βελτιςτοπούηςησ επιλϋγονται κϊποιεσ από αυτϋσ ωσ ςταθερού παρϊμετροι. Οι υπόλοιπεσ 

εύναι ελεύθερεσ να μεταβληθούν εντόσ κϊποιων προκαθοριςμϋνων ορύων ςτην πορεύα 

βελτιςτοπούηςησ. Κϊποιεσ από τισ μεταβλητϋσ μπορεύ να εύναι εξαρτημϋνεσ, δηλαδό η τιμό 

κϊποιων να προκύπτει από τισ ϊλλεσ. Αυτϋσ που θα επιλεγούν ωσ ςχεδιαςμού πρϋπει να 

εύναι κατϊ το δυνατόν ανεξϊρτητεσ, ώςτε να μην περιπλϋκεται ϊςκοπα το πρόβλημα με 

την ειςαγωγό επιπλϋον μεταβλητών. Η μεταβλητό x ςτην περύπτωςη πολλών μεταβλητών 

ςχεδιαςμού εύναι ϋνα διϊνυςμα αριθμού ςτοιχεύων όςο και οι μεταβλητϋσ. ΢την περύπτωςη 

αυτό το πρόβλημα εύναι το ύδιο, αλλϊ με μητρωώκό μορφό. 

Η μεταβλητϋσ του προβλόματοσ μπορεύ ςε κϊποιεσ περιπτώςεισ να εύναι διακριτϋσ, 

να μην μπορούν να πϊρουν οποιαδόποτε τιμό μϋςα ςτο διϊςτημα οριςμού τουσ. Η επύλυςη 

με διακριτϋσ μεταβλητϋσ ϋχει πρόςθετη υπολογιςτικό δυςκολύα. Έτςι, εύναι πιο 

ςυνηθιςμϋνο να θεωρηθούν ςυνεχεύσ και να επιλεχθούν οι διακριτϋσ τιμϋσ που εύναι όςο το 

δυνατόν κοντϊ ςτην λύςη και ικανοποιούν τουσ περιοριςμούσ. Οι τιμϋσ που θα επιλεγούν 

θα διαφϋρουν από την βϋλτιςτη λύςη αλλϊ θα εύναι πιθανότατα πιο οικονομικϋσ. 

Σα όρια τιμών lb, ub τησ μεταβλητόσ ςχεδιαςμού ορύζουν το διϊςτημα [lb, ub] μϋςα 

ςτο οπούο μπορεύ να κινηθεύ η μεταβλητό. Εύναι διανύςματα με αριθμό ςτοιχεύων όςο και 

το διϊνυςμα x. Δύνουν ϋτςι 2 περιοριςμούσ x  lb, x . Εξαρτώνται από διϊφορουσ 

εξωτερικούσ παρϊγοντεσ. Μπορεύ να εύναι οικονομικού, φυςικού κλπ. 

π.χ. Μια κούλη κυκλικό διατομό ορύζεται από τισ μεταβλητϋσ , , t, δηλαδό τισ 

εςωτερικϋσ, εξωτερικϋσ διαμϋτρουσ και το πϊχοσ τησ. Γνωρύζοντασ όμωσ μόνο 2 από αυτϋσ 

τισ μεταβλητϋσ μπορεύ κανεύσ να υπολογύςει την 3η. Έτςι αρκεύ να θεωρηθούν μόνο 2 από 
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αυτϋσ ωσ μεταβλητϋσ ςχεδιαςμού, μειώνοντασ ϋτςι την πολυπλοκότητα του προβλόματοσ. 

Η μεταβλητό εδώ εύναι {x} = { } ή {x} = { } ή {x} = {t, }, ανϊλογα με την επιλογό 

των ανεξαρτότων. Σο πιθανότερο εύναι οι διατομϋσ να επιλεγούν από κϊποιον πύνακα 

προτύπων διατομών. Έτςι οι μεταβλητϋσ εύναι διακριτϋσ και τελικϊ θα επιλεγούν οι 

κοντινότερεσ, λύγο μεγαλύτερεσ, των τιμών που προϋκυψαν. Ο πύνακασ διατομών ϋχει 

κϊποια όρια πϋρα από τα οπούα δεν υπϊρχουν διατομϋσ, εύτε για φυςικούσ λόγουσ (η 

διϊμετροσ ϋχει τόςο μικρό τιμό ώςτε για κϊποιο πϊχοσ η διατομό δεν εύναι πια κούλη, αλλϊ 

ςυμπαγόσ), εύτε για μηχανικούσ λόγουσ (ο τρόποσ καταςκευόσ τουσ δεν επιτρϋπει την 

καταςκευό πολύ μικρών παχών). Αυτό καθορύζει τα όρια των μεταβλητών που δεν πρϋπει 

ξεπεραςτούν. Η διατομό που θα προκύψει τελικϊ θα εύναι μεγαλύτερη από τησ θεωρητικϊ 

βϋλτιςτη. Εύναι όμωσ πιο οικονομικό, διότι εύναι αρκετϊ κοντϊ ςτην θεωρητικό και εύναι 

καταςκευϊςιμη με αυτοματοποιημϋνεσ μεθόδουσ ςτο εργοςτϊςιο.  

΢την βελτιςτοπούηςη διαςταςιολόγηςησ επιπϋδων δικτυωμϊτων 

επιλϋγονται ωσ μεταβλητϋσ οι διατομϋσ {A} των ρϊβδων, με όρια που βρύςκονται ςε 

πύνακεσ διατομών. ΢την βελτιςτοπούηςη ςχόματοσ επιπϋδων δικτυωμϊτων 

επιλϋγονται ωσ μεταβλητϋσ οι ςυντεταγμϋνεσ {X, Y} των κόμβων, με όρια ώςτε η 

γεωμετρύα του φορϋα να μην μεταβϊλλεται ριζικϊ. ΢την βελτιςτοπούηςη 

τοπολογύασ επιπϋδων δικτυωμϊτων μπορούν να επιλεγούν ωσ μεταβλητϋσ οι 

διατομϋσ {A} των ρϊβδων, με ελϊχιςτο όριο την τιμό 0, ώςτε οι ρϊβδοι με την τιμό 

αυτό να αφαιρούνται. 

 

β) Αντικειμενικό ςυνϊρτηςη f(x) 

Η αντικειμενικό ςυνϊρτηςη εύναι η ςυνϊρτηςη που επιδιώκεται να 

ελαχιςτοποιηθεύ. Αποτελεύ το κριτόριο βελτιςτοπούηςησ και εξαρτϊται από την μεταβλητό 

x. Όταν βρεθεύ η τιμό τησ x, όπου η f(x) ϋχει ολικό ελϊχιςτο, μϋςα ςτο πεδύο τιμών που 

ορύζεται από τουσ περιοριςμούσ, αυτό εύναι και η λύςη του προβλόματοσ. ΢ε ϋνα 

ςυγκεκριμϋνο πρόβλημα μπορεύ υπϊρχουν πολλϋσ υποψόφιεσ ςυναρτόςεισ. Πρϋπει να 

επιλεγεύ ποια από αυτϋσ ανταποκρύνεται περιςςότερο ςτον ςκοπό τησ βελτιςτοπούηςησ. 

΢την περύπτωςη που αναζητεύται η μεγιςτοπούηςη μιασ αντικειμενικόσ ςυνϊρτηςησ f(x) 

μπορεύ να λυθεύ το πρόβλημα ελαχιςτοπούηςησ τησ ςυνϊρτηςησ –f(x). Σϋλοσ, μπορεύ να 

υπϊρχουν επιπλϋον κριτόρια, που δεν εκφρϊζονται εύκολα μαθηματικϊ, και μπορούν να 

απορρύψουν μια βϋλτιςτη τιμό τησ ςυνϊρτηςησ. 

π.χ. ΢την βελτιςτοπούηςη του ςκελετού ενόσ αυτοκινότου μπορεύ να θεωρηθούν 

διαφορετικϋσ αντικειμενικϋσ ςυναρτόςεισ. Κϊποιεσ από αυτϋσ εύναι ο όγκοσ που 

καταλαμβϊνει ςυνολικϊ, το βϊροσ του και το κόςτοσ καταςκευόσ του. Επιπλϋον κριτόρια, 
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δύςκολα να εκφραςτούν μαθηματικϊ και που πρϋπει να ληφθούν υπόψιν εύναι η εμφϊνιςη 

του αυτοκινότου και ο όγκοσ του εςωτερικού χώρου των επιβατών. 

΢την βελτιςτοπούηςη καταςκευών ςυνόθωσ χρηςιμοποιεύται η μϊζα τησ 

καταςκευόσ  , όπου το εμβαδόν διατομόσ κϊθε ρϊβδου,  το μόκοσ 

κϊθε ρϊβδου, ρ η πυκνότητα του υλικού καταςκευόσ. Ελαφρύτερη καταςκευό 

οδηγεύ χρόςη λιγότερου υλικού και μικρότερων αδρανειακών δυνϊμεων λόγω 

ςειςμού. Επιπλϋον κριτόρια τησ βελτιςτοπούηςησ εύναι η αιςθητικό τησ και η 

ευκολύα/δυνατότητα καταςκευόσ. 

γ) Περιοριςμού (γραμμικού και μη) 

Οι περιοριςμού εύναι μαθηματικϋσ εκφρϊςεισ μερικών ό όλων των μεταβλητών 

ςχεδιαςμού. Η βϋλτιςτη λύςη ελαχιςτοποιεύ την αντικειμενικό ςυνϊρτηςη και ςυγχρόνωσ 

ικανοποιεύ τουσ περιοριςμούσ. Διακρύνονται ςε περιοριςμούσ ιςότητασ  και ανιςότητασ. Οι 

περιοριςμού ιςότητασ, απαιτούν, οι μεταβλητϋσ να κινούνται πϊνω ςτισ καμπύλεσ που 

ορύζονται από αυτούσ. Οι περιοριςμού ανιςότητασ, απαιτούν, οι μεταβλητϋσ να κινούνται 

κϊτω από τισ καμπύλεσ που ορύζονται από αυτούσ. Ανϊλογα με την μορφό τουσ εύναι 

γραμμικού μορφόσ , , ό μη γραμμικού μορφόσ , . Ο 

διαχωριςμόσ μεταξύ γραμμικών και μη γραμμικών περιοριςμών γύνεται διότι οι γραμμικού 

περιοριςμού αντιμετωπύζονται με διαφορετικό, ταχύτερο τρόπο απ’ ό,τι οι μη γραμμικού. 

΢την περύπτωςη περιςςοτϋρων από 1 περιοριςμών, δύνονται όλοι μαζύ ςε μορφό 

διανύςματοσ, ώςτε κϊθε ςτοιχεύο να περιϋχει την ϋκφραςη του περιοριςμού. Αν κϊποιοσ 

περιοριςμόσ δεν ϋχει κϊποια από τισ προηγούμενεσ μορφϋσ, μπορεύ εύκολα να 

κανονικοποιηθεύ ςε αυτόν. Εξαρτώνται από παρϊγοντεσ φυςικούσ, λειτουργικούσ κλπ. 

π.χ. ΢ε ϋνα πρόβλημα αμφιϋρειςτησ ορθογωνικόσ δοκού μπορεύ να τεθεύ ο ανιςοτικόσ 

περιοριςμόσ που περιορύζει το βϋλοσ κϊμψεώσ τησ υπό κϊποια φόρτιςη. Ο περιοριςμόσ 

εύναι . Αν οι μεταβλητϋσ ςχεδιαςμού εύναι το ύψοσ και πϊχοσ h, b, τησ 

διατομόσ, τότε ο περιοριςμόσ εύναι μη γραμμικόσ (  και εμφανύζεται ςε 

παρονομαςτό). Έτςι αυτόσ κανονικοποιεύται μετακινώντασ το δεύτερο μϋροσ τησ 

εξύςωςησ ςτα αριςτερϊ: . Ο περιοριςμόσ αυτόσ προϋρχεται από 

λειτουργικούσ παρϊγοντεσ (π.χ. ρωγμϋσ αν το υλικό εύναι Ω΢). 

΢την βελτιςτοπούηςη επιπϋδων δικτυωμϊτων ςυνόθωσ χρηςιμοποιούνται 

ωσ περιοριςμού, αυτού των ορθών τϊςεων σ ρϊβδων και μετακινόςεων ,  

κόμβων. Ο περιοριςμόσ τϊςεων εύναι: ,  (t = tension, c = 
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compression), ανϊ ρϊβδο. Ο δεύτεροσ εύναι: , , ανϊ κϊθε 

κατεύθυνςη κϊθε κόμβου. 

 

2.3) Γεωμετρικό διατύπωςη του προβλόματοσ βελτιςτοπούηςησ 

 Σο πρόβλημα βελτιςτοπούηςησ μπορεύ να διατυπωθεύ γεωμετρικϊ. Η αντικειμενικό 

ςυνϊρτηςη και οι περιοριςμού εκφρϊζουν καμπύλεσ ςε ϋνα πολυδιϊςτατο χώρο. Η 

αντικειμενικό ςυνϊρτηςη αναπαρύςταται από το γρϊφημϊ τησ ςτον χώρο. Οι περιοριςμού 

ιςότητασ περιορύζουν το πεδύο τιμών των μεταβλητών ςτισ καμπύλεσ που ορύζουν. Οι 

περιοριςμού ανιςότητασ χωρύζουν τον χώρο ςε 2 υποχώρουσ, ώςτε οι μεταβλητϋσ να 

κινούνται μόνο ςε ϋνα από αυτούσ. Σα όρια τιμών των μεταβλητών ορύζουν 2 ευθεύεσ και 

περιορύζουν την λύςη μϋςα ςε αυτϋσ. Έτςι, το πρόβλημα ανϊγεται ςτην αναζότηςη του 

χαμηλότερου ςημεύου x τησ καμπύλησ f(x), που ανόκει ςτισ καμπύλεσ ιςοτικών 

περιοριςμών Aeq, ceq(x), και εύναι φραγμϋνο από τισ καμπύλεσ ανιςοτικών περιοριςμών 

και τισ ευθεύεσ ορύων τιμών A, c(x) και lb, ub. ΢την περύπτωςη 1 ό 2 μεταβλητών 

ςχεδιαςμού μπορεύ να παραςταθεύ ςτο επύπεδο ό ςτον χώρο αντύςτοιχα. 

 

΢χόμα 2.3 ΢χόμα παραδεύγματοσ. 

 

π.χ. ΢το ςχόμα του παραδεύγματοσ φαύνεται το γρϊφημα μιασ ςυνϊρτηςησ f(x). Οι 2 

κατακόρυφεσ ευθεύεσ lb, ub εκφρϊζουν τα όρια τιμών τησ μεταβλητόσ x. Η ευθεύα ε 

εκφρϊζει ϋναν ανιςοτικό γραμμικό περιοριςμό, ενώ η καμπύλη c ϋναν ανιςοτικό μη 

γραμμικό περιοριςμό. Έτςι η λύςη του προβλόματοσ ανόκει ςτο ημιεπύπεδο που ορύζεται 

από αυτϋσ τισ καμπύλεσ (επιφϊνεια με όριο την κόκκινη καμπύλη). Έτςι, παρόλο που το 
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γρϊφημα ϋχει μικρότερη τιμό ςτο ςημεύο 3 και τοπικό ελϊχιςτο ςτο ςημεύο 1, η λύςη του 

προβλόματοσ εύναι το ςημεύο 2, παρόλο που δεν εύναι τοπικό ελϊχιςτο, επειδό αυτό 

ικανοποιεύ τουσ περιοριςμούσ. ΢ε προβλόματα 2 μεταβλητών γύνεται το αντύςτοιχο ςε 3-

διϊςτατο χώρο, ενώ με περιςςότερεσ από 2 ςε πολυδιϊςτατο χώρο. ΢την τελευταύα 

περύπτωςη δεν εύναι δυνατό η ςχηματικό απεικόνιςη. 

2.4) ΢υνθόκεσ Karush–Kuhn–Tucker (KKT) 

Οι ςυνθόκεσ Karush–Kuhn–Tucker (KKT) εύναι οι 3 αναγκαύεσ ςυνθόκεσ που πρϋπει 

να ικανοποιούνται ςε ϋνα ςημεύο, ώςτε αυτό να εύναι η τοπικϊ βϋλτιςτη λύςη ενόσ 

προβλόματοσ βελτιςτοπούηςησ. Οι ςυνθόκεσ για ϋνα ςημεύο  εύναι: 

α) Σο ςημεύο  πρϋπει να ικανοποιεύ τουσ περιοριςμούσ. 

β) ( ) = 0, , όπου  οι ανιςοτικού περιοριςμού και  ο 

πολλαπλαςιαςτόσ Lagrange. 

γ)  +  +  = 0. 

Ολικό ελϊχιςτο (βϋλτιςτη λύςη) 

Εφόςον ικανοποιούνται οι KKT ςυνθόκεσ ςε ϋνα ςημεύο, αυτό εύναι τοπικό ελϊχιςτο 

τησ ςυνϊρτηςησ, όχι όμωσ αναγκαύα και ολικό. Για να εύναι ςυγχρόνωσ και ολικό πρϋπει η 

ςυνϊρτηςη να εύναι κυρτό. Πρϋπει το μητρώο των δευτϋρων μερικών παραγώγων Hessian 

να εύναι θετικϊ οριςμϋνο, να ϋχει δηλαδό θετικϋσ κύριεσ ελϊςςονεσ ορύζουςεσ για όλεσ τισ 

τιμϋσ των μεταβλητών. Γεωμετρικϊ αυτό ςημαύνει ότι για οποιοδόποτε ζεύγοσ 2 ςημεύων 

ςτο ημιεπύπεδο που ορύζεται πϊνω από το γρϊφημα τησ ςυνϊρτηςησ, το ευθύγραμμο 

τμόμα που τα ενώνει δεν ϋχει κανϋνα ςημεύο εκτόσ τησ επιφϊνειασ. 
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΢χόμα 2.4 ΢το πρώτο γρϊφημα φαύνεται μια κυρτό ςυνϊρτηςη μιασ μεταβλητόσ (ευθ. τμόμα ΑΒ βρύςκεται 

ολόκληρο πϊνω από το γρϊφημα τησ f(x)). ΢το δεύτερο φαύνεται μια μη κυρτό (ευθ. τμόμα ΑΒ ϋχει ςημεύα 

που βρύςκονται κϊτω από το γρϊφημα τησ f(x)). 

 Η κυρτότητα μιασ ςυνϊρτηςησ ϋχει μεγϊλη ςημαςύα, αφού αν γνωρύζουμε ότι αυτό 

εύναι θετικό, αμϋςωσ και η λύςη που ικανοποιεύ τισ ςυνθόκεσ KKT εύναι και η 

αναζητούμενη βϋλτιςτη. ΢την περύπτωςη που η ςυνϊρτηςη δεν εύναι κυρτό, μπορούν να 

προκύψουν διαφορετικϋσ λύςεισ, από διαφορετικϊ αρχικϊ ςημεύα αναζότηςησ.  

2.5) Μϋθοδοι βελτιςτοπούηςησ 

 Έχουν αναπτυχθεύ πολλού μϋθοδοι και αλγόριθμοι βελτιςτοπούηςησ. Διακρύνονται 

πολλϊ εύδη, ανϊλογα με την μορφό του προβλόματοσ, αλλϊ και τον τρόπο επύλυςόσ του. 

Έτςι, το ύδιο πρόβλημα μπορεύ να λυθεύ με πλόθοσ αλγορύθμων, αλλϊ και πλόθοσ 

διαφορετικών προβλημϊτων μπορούν να λυθούν με κϊποιον αλγόριθμο γενικόσ χρόςεωσ. 

΢την ςυνϋχεια αναφϋρονται μερικϋσ μϋθοδοι και αλγόριθμοι και περιγρϊφεται πιο 

αναλυτικϊ η μϋθοδοσ εςωτερικού ςημεύου (interior point method), που χρηςιμοποιεύται 

από τα προγρϊμματα. 

α) Γραμμικόσ προγραμματιςμόσ (Linear Programming – LP)  

 Εύναι η απλούςτερη μορφό προβλόματοσ. Η αντικειμενικό ςυνϊρτηςη και οι 

περιοριςμού εύναι γραμμικϋσ ςυναρτόςεισ των μεταβλητών ςχεδιαςμού. Γεωμετρικϊ οι 

περιοριςμού ςχηματύζουν ϋνα πολύγωνο που περιϋχει τισ δυνατϋσ τιμϋσ των μεταβλητών. Η 

μϋθοδοσ LP εύναι ςημαντικό, όχι μόνο επειδό βρύςκει εφαρμογό ςε πολλϊ προβλόματα, 

αλλϊ και επειδό ϋνα μη γραμμικό πρόβλημα μπορεύ να προςεγγιςτεύ από μια ακολουθύα 

γραμμικών προβλημϊτων. Η κυρύαρχη μϋθοδοσ για τϋτοια προβλόματα εύναι η Simplex. 

β) Διαδοχικόσ γραμμικόσ προγραμματιςμόσ (Sequential Linear Programming – SLP) 

Αλγόριθμοι αυτόσ τησ μορφόσ προςεγγύζουν λύςεισ μη γραμμικών προβλημϊτων, 

επιλύοντασ διαδοχικϊ προβλόματα γραμμικού προγραμματιςμού. Η αντικειμενικό 

ςυνϊρτηςη και οι περιοριςμού αναπτύςςονται ςε ςειρϋσ Taylor, γραμμικών μόνο όρων. 

Γύνεται επύλυςη του γραμμικού προβλόματοσ που προκύπτει για ϋνα μικρό διϊςτημα 

τιμών των μεταβλητών και υπολογύζεται ϋνα βόμα μεταβολόσ των μεταβλητών, ώςτε να 

οριςτεύ ϋνα νϋο πρόβλημα ςε μια νϋα θϋςη. Σο πρόβλημα αυτό γραμμικοποιεύται και η 

διαδικαςύα επαναλαμβϊνεται, ώςπου μια λύςη ϋχει ςχεδόν μηδενικό μεταβολό. 

γ) Διαδοχικόσ δευτεροβϊθμιοσ προγραμματιςμόσ (Sequential Quadratic 

Programming – SQP) 

 Η μϋθοδοσ αυτό αναπτύχθηκε για την  αντιμετώπιςη δυςκολιών τησ SLP μεθόδου, 

όπωσ η δυςκολύα προςδιοριςμού των ορύων του κϊθε βόματοσ μεταβολόσ. Αντύ των ορύων 
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τησ SLP, ειςϊγεται ϋνασ δευτεροβϊθμιοσ περιοριςμόσ για την ανύχνευςη του δρόμου 

μεταβολόσ.  Η αντικειμενικό ςυνϊρτηςη μαζύ με τον δευτεροβϊθμιο περιοριςμό 

μεταςχηματύζονται ςε μια νϋα αντικειμενικό ςυνϊρτηςη δευτϋρου βαθμού, ενώ οι 

υπόλοιποι περιοριςμού γραμμικοποιούνται. Σο πρόβλημα λύνεται με μια επϋκταςη τησ 

μεθόδου Simplex ςε κϊθε βόμα, προσ την αναζότηςη τησ βϋλτιςτησ λύςησ. 

 

 

δ) Μϋθοδοσ επιτρεπτών διευθύνςεων (Feasible Direction Method – FDE) 

 Η μϋθοδοσ αυτό εφαρμόζεται ςυνόθωσ ςε προβλόματα μόνο με ανιςοτικούσ 

περιοριςμούσ. Με βϊςη μια γνωςτό επιτρεπτό τιμό προςδιορύζεται ςε κϊθε βόμα μια 

κατεύθυνςη, όπου,  για μικρό βόμα μεταβολόσ, 1) η αντικειμενικό ςυνϊρτηςη μειώνεται 

και 2) η λύςη εύναι επιτρεπτό. Γύνεται επανϊληψη του βόματοσ ώςπου να μην μπορεύ να 

βρεθεύ διεύθυνςη με τισ 2 αυτϋσ ςυνθόκεσ. 

ε) ΢τοχαςτικϋσ μϋθοδοι (Stochastic Methods – SA) 

 ΢ε αυτόν την κατηγορύα ανόκουν αλγόριθμοι που αναζητούν την βϋλτιςτη λύςη με 

ςτοχαςτικό τρόπο και όχι ακολουθώντασ κϊποια πορεύα αυςτηρώσ οριςμϋνη. Αυτό γύνεται 

με την τυχαύα επιλογό υποψηφύων λύςεων και αξιολόγηςόσ τουσ, ώςτε με επαναλόψεισ να 

προςεγγύςουν την βϋλτιςτη λύςη. 

ςτ) Γενετικού αλγόριθμοι (Genetic Algorithms – GA) 

 Η λογικό πύςω από τουσ γενετικούσ αλγορύθμουσ εύναι ο νόμοσ τησ φυςικόσ 

επιλογόσ. Ένασ γενετικόσ αλγόριθμοσ ξεκινϊει με την διαςπορϊ ενόσ πληθυςμού ςτο πεδύο 

τιμών των λύςεων. ΢ε κϊθε βόμα εκτιμϊται η δυνατότητα προςαρμογόσ (fitness) κϊποιων 

ατόμων, με την χρόςη μιασ ςυνϊρτηςησ ποιότητασ, που εξαρτϊται από την τιμό τησ 

αντικειμενικόσ ςυνϊρτηςησ ςτην θϋςη τουσ και τον αριθμό των περιοριςμών που 

παραβιϊζουν. Έτςι, επιλϋγονται τα ϊτομα με τα καλύτερα χαρακτηριςτικϊ και 

‘αναπαρϊγονται’, περνώντασ ϋτςι την πληροφορύα τουσ ςτην ‘γενιϊ’ των ατόμων του 

επόμενου βόματοσ. Η διαδικαςύα επαναλαμβϊνεται για ϋνα καθοριςμϋνο αριθμό 

επαναλόψεων ό όταν επιτευχθεύ ϋνα καθοριςμϋνο επύπεδο ποιότητασ. 
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ε) Μϋθοδοσ εςωτερικού ςημεύου (Interior Point Method – IPM) 

 ΢την μϋθοδο αυτόν ϋνα πρόβλημα βελτιςτοπούηςησ με ιςοτικούσ περιοριςμούσ 

λύνεται με την μετατροπό του ςε μια ακολουθύα μη γραμμικών προβλημϊτων χωρύσ 

περιοριςμούσ (μη φραγμϋνα). ΢ε περύπτωςη ύπαρξησ ανιςοτικών περιοριςμών, αυτού 

μπορούν να μετατραπούν ςε ιςοδύναμουσ ιςοτικούσ, ώςτε το πρόβλημα να ϋρθει ςε 

κατϊλληλη μορφό. ΢την ςυνϋχεια γύνεται απαλοιφό των περιοριςμών με την ενςωμϊτωςό 

τουσ ςτην αντικειμενικό ςυνϊρτηςη μϋςω μιασ ςυνϊρτηςησ-εμποδύου (barrier). Η 

ςυνϊρτηςη-εμπόδιο επιλϋγεται ώςτε να ϋχει την ιδιότητα να απειρύζει την τιμό τησ νϋασ 

αντικειμενικόσ ςυνϊρτηςησ, όταν η μεταβλητό ςχεδιαςμού πληςιϊζει ϋναν περιοριςμό. 

Έτςι, ςε κϊθε βόμα επύλυςησ, λύνεται ϋνα μη φραγμϋνο (ϊρα και απλούςτερο) ιςοδύναμο 

πρόβλημα, με χρόςη μη γραμμικών αλγορύθμων και υπολογιςμούσ που εμπεριϋχουν την 

πληροφορύα του περιοριςμού. Η διαδικαςύα περιγρϊφεται πιο αναλυτικϊ ςτην ςυνϋχεια. Η 

μϋθοδοσ εύναι γνωςτό και ωσ μϋθοδοσ εμποδύου (barrier method). 

Περιγραφό τησ μεθόδου εςωτερικού ςημεύου 

Σο γενικό πρόβλημα βελτιςτοπούηςησ ϋχει την μορφό: 

 ώςτε  

Με την ειςαγωγό θετικών μεταβλητών  μπορούν οι ανιςοτικού περιοριςμού να 

μετατραπούν ιςοδύναμουσ ιςοτικούσ, ςύμφωνα με τισ ςχϋςεισ: 

    

  c(x)  

Αυτού οι περιοριςμού μαζύ με τουσ όδη υπϊρχοντεσ ιςοτικούσ μπορούν να γραφούν ωσ ϋνασ 

ιςοτικόσ περιοριςμόσ: 

, για j = 1, 2,…, m, όπου m = αριθμόσ περιοριςμών 

Σο πρόβλημα ϋτςι γρϊφεται ςτην μορφό: 

 ώςτε g(x) = 0 

Ακολουθεύ η μετατροπό του προβλόματοσ ςε μη φραγμϋνο. Σο νϋο πρόβλημα ϋχει μορφό: 
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, όπου F(x) = f(x) –  

΢την ςχϋςη αυτόν: 

α)  εύναι η ςυνϊρτηςη-εμπόδιο. Όπωσ προαναφϋρθηκε πρϋπει ϋχει την ιδιότητα 

να τεύνει ςτο ϊπειρο όταν η μεταβλητό τεύνει να παραβιϊςει ϋναν περιοριςμό. Μια 

ςυνηθιςμϋνη τϋτοια ςυνϊρτηςη (που χρηςιμοποιεύ και το Matlab) εύναι ο φυςικόσ 

λογϊριθμοσ G = ln(x), που ωσ γνωςτόν . Σότε  

F(x) = f(x) –  

β) μ εύναι ϋνασ θετικόσ αριθμόσ που αποκαλεύται παρϊμετροσ τησ ςυνϊρτηςησ-

εμποδύου (barrier function parameter). Όςο μεγαλύτερη εύναι, τόςο πιο αυςτηρού εύναι και 

οι περιοριςμού. 

Για την επύλυςη του προβλόματοσ επιλύεται το πρόβλημα ελαχιςτοπούηςησ τησ 

F(x), επιλϋγοντασ μια τιμό τησ μεταβλητόσ ςχεδιαςμού, ξεκινώντασ από μια τιμό τησ 

παραμϋτρου μ. ΢ε κϊθε διαδοχικό βόμα η τιμό τησ μ μειώνεται και γύνεται ξανϊ επύλυςη, με 

αρχικό τιμό μεταβλητόσ αυτόν που προϋκυψε από την επύλυςη ςτο προηγούμενο βόμα. 

Όςο η μ τεύνει την τιμό 0, η λύςη ςυγκλύνει προσ την λύςη του αρχικού προβλόματοσ. Σο 

εμπόδιο που ειςϊγει η ςυνϊρτηςη G(x), ςτην περύπτωςη μονοδιϊςτατησ μεταβλητόσ 

φαύνεται ςτο παρϊδειγμα του ςχόματοσ, για γραμμικό αντικειμενικό ςυνϊρτηςη και 

γραμμικούσ περιοριςμούσ. 

 

΢χόμα 2.4 Γραφικό απεικόνιςη τησ μεθόδου κεντρικού ςημεύου. Αντύ τησ ςυνϊρτηςησ f(x) με τουσ 

περιοριςμούσ g(x) λύνεται το πρόβλημα ελαχιςτοπούηςησ τησ F(x) χωρύσ περιοριςμούσ, ξεκινώντασ από μια 

τιμό , που καταλόγει ςτην τιμό . Με αφετηρύα την τιμό αυτόν και μικρότερη τιμό  υπολογύζεται η τιμό 
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. Οι τιμϋσ  ςυγκλύνουν ςτην λύςη του αρχικού προβλόματοσ x*. Η κόκκινη γραμμό δεύχνει την κεντρικό 

διαδρομό. 

 Από το ςχόμα 2.4 φαύνεται επύςησ η φυςικό ςημαςύα τησ τιμόσ μ. Για οποιαδόποτε 

τιμό τησ μ η ςυνϊρτηςη-εμπόδιο, για τιμϋσ τησ x κοντϊ ςτην x*, αυξϊνει απεριόριςτα την 

τιμό τησ f(x). Δρα ϋτςι ωσ ϋνα εμπόδιο που αποτρϋπει την παραβύαςη του περιοριςμού 

g(x). Όςο μεγαλύτερη εύναι η μ, τόςο ιςχυρότερο εύναι το εμπόδιο, ώςτε η ςυνϊρτηςη να 

τηρεύ τον περιοριςμό g(x) με μεγαλύτερη αυςτηρότητα. Η αρχικό τιμό τησ μ πρϋπει να 

επιλεχθεύ, ώςτε να μην εύναι πολύ μεγϊλη αλλϊ όχι και πολύ μικρό. Από την μια αν εύναι 

πολύ μικρό, θα χρειαςτούν μικρότερεσ επαναλόψεισ για την ςύγκλιςη. Από την ϊλλη το 

υπολογιςτικό κόςτοσ θα εύναι πολύ μεγαλύτερο, γιατύ η ςυνϊρτηςη F(x) θα ϋχει πιο 

απότομη μεταβολό κοντϊ ςτην λύςη τησ επανϊληψησ (από το ςχόμα φαύνεται ότι για την 

μικρότερη τιμό , η κλύςη γύρω από το  αλλϊζει πιο απότομα,  ςε αντύθεςη με την ). 

Άρα πρϋπει να επιλεγεύ μια τιμό και κατϊλληλο μϋγεθοσ βόματοσ μεταβολόσ τησ μ ώςτε να 

εύναι ςχετικϊ μικρόσ και ο αριθμόσ επαναλόψεων, αλλϊ και ο χρόνοσ επύλυςησ κϊθε 

επανϊληψησ. 

 Η ακολουθύα των ςημεύων  ορύζει μια καμπύλη, την κεντρικό διαδρομό. Η ακριβόσ 

κύνηςη κατϊ μόκοσ τησ κεντρικόσ διαδρομόσ απαιτεύ μεγαλύτερησ ακρύβειασ και κόςτουσ 

υπολογιςμούσ. Αντύ αυτόσ, ακολουθεύται μια τεθλαςμϋνη γραμμό, που προςεγγύζει την 

κεντρικό διαδρομό με μεθόδουσ όπωσ η Newton-Raphson. Σο βόμα μεύωςησ τησ μ αλλϊζει 

ςε κϊθε επανϊληψη και γύνεται μικρότερο κοντϊ ςτην λύςη, κερδύζοντασ ϋτςι 

υπολογιςτικό κόςτοσ, χωρύσ ιδιαύτερο ςφϊλμα. 

 Κϊποια από τα πλεονεκτόματα ϋναντι ϊλλων μεθόδων εύναι: 

α) Οι λύςεισ των διαδοχικών προβλημϊτων εύναι πϊντα επιτρεπτϋσ, λόγω τησ 

ςυνϊρτηςησ εμποδύου, οπότε ο χρόνοσ υπολογιςμόσ τουσ εύναι μικρόσ. 

 β) ΢ε περύπτωςη που εύναι δύςκολο να υπολογιςτούν οι κλύςεισ των ςυναρτόςεων 

f(x), g(x), μπορεύ να γύνει ϋνασ γρόγοροσ αριθμητικόσ υπολογιςμόσ τουσ ςτισ πρώτεσ 

επαναλόψεισ (μεγϊλεσ μ) και πιο ακριβεύσ όταν οι λύςεισ ςυγκλύνουν. Έτςι δεν γύνονται 

ϊςκοπα ακριβεύσ υπολογιςμού, που ϋχουν μεγαλύτερο κόςτοσ. 

 γ) Μπορεύ να εφαρμοςτεύ ςε οποιοδόποτε πρόβλημα, με τον κατϊλληλο 

μεταςχηματιςμό του.  



 30 
 

Κεφϊλαιο 3: Προγραμματιςμόσ ΢ε 

Matlab 

 

3.1) Προγραμματιςμόσ και βελτιςτοπούηςη ςτο Matlab 

  Σο Matlab εύναι ϋνα μαθηματικό προγραμματιςτικό εργαλεύο. Η ςχετικό ευκολύα 

ςτην χρόςη του και οι υπολογιςτικϋσ του δυνατότητεσ που παρϋχει το καθιςτούν ϋνα από 

τα πιο διαδεδομϋνα εργαλεύα ςε επιςτόμονεσ και μαθηματικούσ. Ο εντοπιςμόσ 

ςυντακτικών ςφαλμϊτων, οι ϋτοιμεσ ςυναρτόςεισ και η παραγωγό διαγραμμϊτων και 

ςχημϊτων υπερϋχουν ςτα μαθηματικϊ προβλόματα, ςε ςχϋςη με ιςχυρϋσ γλώςςεσ γενικού 

προγραμματιςμού, όπωσ οι C++, Python, ενώ η λογικό γραφόσ ακολουθεύ τισ ύδιεσ ακριβώσ 

αρχϋσ. ΢την ςυνϋχεια περιγρϊφονται βαςικϋσ εντολϋσ προγραμματιςμού, όπωσ αυτϋσ 

εκτελούνται ςτο Matlab και χρηςιμοποιόθηκαν ςτην εργαςύα. 

α) Βαςικϋσ μαθηματικϋσ πρϊξεισ και εντολϋσ 

= : Ειςαγωγό τιμόσ ςε μεταβλητό 

== : ΢υμβολιςμόσ ιςότητασ μεταβλητών ό αριθμών 

<, >, <=, >= : ΢υμβολιςμόσ ςύγκριςησ (αντύςτοιχα με τα μαθηματικϊ) 

+, -, /, *: ΢υμβολιςμού πρόςθεςησ, αφαύρεςησ, διαύρεςησ και πολλαπλαςιαςμού αντύςτοιχα. 

mod(a, b) : Εύναι το υπόλοιπο τησ ευκλεύδειασ διαύρεςησ a/b, όπου a,b μεταβλητϋσ ό          

αριθμού 

div(a, b) : Εύναι το πηλύκο τησ ευκλεύδειασ διαύρεςησ a/b, όπου a,b μεταβλητϋσ ό αριθμού 

abs(a) : Εύναι η απόλυτη τιμό του 

Αν ϋχει οριςτεύ ϋνασ πύνακασ A(n x m), τότε: 

 A(i, j): Εύναι το ςτοιχεύο ςτην θϋςη i, j του πύνακα A 

 A(i:j, k:l): Εύναι ο υποπύνακασ με ςτοιχεύα που περιϋχονται ςτισ γραμμϋσ i ωσ        

      j και ςτόλεσ k ωσ l του πύνακα A 
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β) Εντολό if, elseif, else 

΢ύνταξη : if expression1 

   statements1 

  elseif  expression2 

   statements2 

  else 

   statements3 

  end 

Περιγραφι: Η εντολι if δζχεται μια ςυνκικθ expression1. Αν αυτι ικανοποιείται, τότε πραγματοποιείται θ εντολι 
statements1. Η εντολι elseif κατά περίπτωςθ μπορεί να υπάρχει είτε μια είτε περιςςότερεσ φορζσ. Αν υπάρχουν 
εντολζσ elseif ακολουκοφμενεσ από ςυνκικεσ expression2,3,4 κλπ, τότε κα γίνεται ζλεγχοσ ικανοποίθςθσ των 
ςυνκθκϊν αυτϊν κατά ςειρά γραφισ. Αν ικανοποιείται μια από αυτζσ, τότε εκτελείται θ αντίςτοιχθ εντολι 
statements2,3,4 κλπ. Η εντολι else δεν ακολουκείται από ςυνκικεσ και οι εντολζσ που υπάρχουν κάτω από αυτιν 
πραγματοποιοφνται όταν δεν ικανοποιθκεί καμιά από τισ ςυνκικεσ των προθγοφμενων εντολϊν if, elseif. Σε κάκε 
περίπτωςθ, αν εκτελεςκεί κάποια από τισ εντολζσ statements1,2,3,4 κλπ, τότε όλεσ οι υπόλοιπεσ γραμμζσ κϊδικα 
ωσ τθν εντολι end, αγνοοφνται. 

 

γ) Εντολό for, end 

Σύνταξη: for index = values 

   statements 

  end 

Περιγραφι: Η εντολι for δζχεται μια μεταβλθτι index και ζνα διάςτθμα τιμϊν values με μορφι values = i:j:k. 

Ξεκινϊντασ δίνοντασ ςτθν μεταβλθτι τθν τιμι i, εκτελείται θ εντολι statements. Στθν ςυνζχεια με ςτθν τιμι i 

προςτίκεται το βιμα j και εκτελείται ξανά θ εντολι statements. Η διαδικαςία επαναλαμβάνεται, προςκζτοντασ 

κάκε φορά το βιμα ςτθν προθγοφμενθ τιμι τθσ μεταβλθτισ, ϊςπου να ξεπεραςτεί θ τιμι k, όπου και θ 

επαναλθπτικι διαδικαςία ςυναντάει το end και τερματίηεται. 
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δ) Κϊλεςμα ςυναρτόςεων 

Σφνταξθ: function [y1,...,yN] = myfun(x1,...,xM) 

Περιγραφι: Η εντολι καλεί μια ςυνάρτθςθ που ζχει γραφεί ανεξάρτθτα από το κφριο πρόγραμμα ςε άλλο αρχείο, 

δίνοντασ ζτςι τθν δυνατότθτα να εκτελεςτοφν πολλζσ φορζσ οι ίδιεσ εντολζσ, γράφοντάσ τισ μόνο μια φορά. Οι 

μεταβλθτζσ x1,…,xM ειςάγονται ςτο αρχείο τθσ ςυνάρτθςθσ myfun και μετα τθν εκτζλεςθ τθσ ςυνάρτθςθσ 

επιςτρζφουν ςτο κφριο πρόγραμμα τιμζσ που αποκθκεφονται ςτισ μεταβλθτζσ y1,…,yN. 

ε) Ειςαγωγό δεδομϋνων από αρχεύο κειμϋνου .txt 

 Τπϊρχουν διϊφορεσ εντολϋσ για την ειςαγωγό δεδομϋνων από αρχεύο κειμϋνου. 

΢την εργαςύα αυτό χρηςιμοποιόθηκε η εντολό dlmread. 

΢ύνταξη: M = dlmread(filename,[R1 C1 R2 C2]) 

Περιγραφι: Η εντολι ανοίγει ζνα αρχείο με όνομα filename που είναι αποκθκευμζνο ςτον φάκελο του κυρίου 

προγράμματοσ. Το πρόγραμμα διαβάηει τα αρικμθτικά δεδομζνα που βρίςκονται ςτισ γραμμζσ (R1 + 1) ωσ (R2 + 

1) και ςτιλεσ (C1 + 1) ωσ (C2 + 1) . Αποκθκεφει τα δεδομζνα ςε ζνα πίνακα(ι ςτοιχείο) ονόματοσ M, με διαςτάςεισ 

(R2 – R1 + 1) x (C2 – C1+ 1). 

ςτ) ΢χηματικό απεικόνιςη ευθειών 

Η δημιουργύα νϋου παραθύρου ςχηματικόσ απεικόνιςησ γύνεται με την εντολό figure. 

΢ύνταξη: figname = figure(options) 

Περιγραφι: Η εντολι δθμιουργεί παράκυρο ςχιματοσ με ιδιότθτεσ options (όπου κακορίηεται και το όνομά του). 

Η μεταβλθτι figname χρθςιμοποιείται για τθν αναφορά του αρχείου εικόνασ αν χρειαςτεί να γίνουν αλλαγζσ ςτο 

ςχιμα. 

Επιπλϋον υπϊρχουν εντολϋσ για την αποθόκευςό και ϊνοιγμα αρχεύων ςχημϊτων: 

savefig(‘Name’) : Αποθηκεύει το τρϋχον παρϊθυρο ςτον φϊκελο του προγρϊμματοσ με 

        όνομα ‘Name’ 

openfig(‘Name’) : Ανούγει παρϊθυρο που βρύςκεται ςτον φϊκελο του προγρϊμματοσ με 

        όνομα ‘Name’ 

 Αφού υπϊρχει ανοιχτό κϊποιο παρϊθυρο ςχόματοσ με την εντολό line μπορεύ να 

ςχηματιςτεύ ευθεύα. 

΢ύνταξη:  line([xStart, xEnd], [yStart, yEnd], ‘options’) 
 
Περιγραφι: Η εντολι ςχθματίηει ευκεία ςτο με ςυντεταγμζνεσ αρχισ-τζλουσ τισ (xStart, xEnd) και (yStart, yEnd). 
Στθν κζςθ των ‘options’ ορίηονται χαρακτθριςτικά των ευκειϊν (χρϊμα, πάχοσ κλπ.). 
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ζ) Βελτιςτοπούηςη μη γραμμικού προβλόματοσ 

΢το Matlab Optimization Toolbox περιϋχεται πλόθοσ αλγορύθμων-εντολών που 

λύνουν προβλόματα βελτιςτοπούηςησ. Η εντολό fmincon που λύνει μη γραμμικϊ 

προβλόματα εύναι αυτό που χρηςιμοποιόθηκε ςτην εργαςύα αυτόν. 

΢ύνταξη: x = fmincon(fun,x0,A,b,Aeq,beq,lb,ub,nonlcon,options) 

Σα ορύςματα τησ ςυνϊρτηςησ εύναι: 

fun: ΢υνϊρτηςη που υπολογύζει την τιμό ςε κϊθε βόμα τησ αντικειμενικόσ 

ςυνϊρτηςησ  που επιδιώκεται να ελαχιςτοποιηθεύ 

x0: Η τιμό τησ μεταβλητόσ ςχεδιαςμού από την οπούα ξεκινϊει η διαδικαςύα τησ

 βελτιςτοπούηςησ 

A, b: Πύνακασ και διϊνυςμα αντύςτοιχα που ορύζουν τουσ γραμμικούσ ανιςοτικούσ  

  γραμμικούσ περιοριςμούσ ςύμφωνα με την ςχϋςη : A*x <= b 

 Aeq, beq: Πύνακασ και διϊνυςμα αντύςτοιχα που ορύζουν τουσ γραμμικούσ

 περιοριςμούσ ιςότητασ ςύμφωνα με την ςχϋςη : Aeq*x = beq 

 lb: Η ελϊχιςτη δυνατό τιμό που μπορεύ να αποδοθεύ ςτην μεταβλητό ςχεδιαςμού 

 ub: Η ελϊχιςτη δυνατό τιμό που μπορεύ να αποδοθεύ ςτην μεταβλητό ςχεδιαςμού 

 nonlcon: Εύναι ςυνϊρτηςη με ςύνταξη: 

  function[c, ceq] = nolcon(arguments) 

  

Η ςυνϊρτηςη με ορύςματα ‘arguments’ υπολογύζει τισ τιμϋσ c, ceq, δηλαδό τα 
διανύςματα που ορύζουν τισ μη γραμμικϋσ ανιςότητεσ και ιςότητεσ 
αντύςτοιχα με τισ ςχϋςεισ ςτισ μορφϋσ c(x) < 0, ceq(x) = 0. 
 

options: Ρυθμύςεισ που καθοδηγούν τον αλγόριθμο ςτον τρόπο επύλυςησ του 

προβλόματοσ και παρουςύαςησ των αποτελεςμϊτων 

O προεπιλεγμϋνοσ αλγόριθμοσ βελτιςτοπούηςησ εύναι εςωτερικού ςημεύου 

(interior point), αλλϊ δύνεται δυνατότητα επιλογόσ διαφορετικού. 

΢ημειώνεται ότι, ςε κϊθε επαναληπτικό διαδικαςύα ο αλγόριθμόσ απαιτεύ να 

γνωρύζει τισ τιμϋσ των μεταβλητών fun, A, b, Aeq, beq, c, ceq για την εκϊςτοτε τιμό 

τησ μεταβλητόσ ςχεδιαςμού. Όχι την αναλυτικό ϋκφραςη αυτών. Αυτό ςημαύνει 

ότι δεν ϋχει ςημαςύα αν η πορεύα υπολογιςμού τουσ ακολούθηςε αριθμητικό ό 
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αναλυτικό μϋθοδο. Έτςι μπορούν να λυθούν προβλόματα που δεν μπορούν να 

εκφραςτούν αναλυτικϊ. 

3.2) Προγρϊμματα βελτιςτοπούηςησ Optim_A.m και Optim_XY.m 

 Σο πρόγραμμα Optim_A.m πραγματοποιεύ ςτατικό επύλυςη και βελτιςτοπούηςη 

διαςταςιολόγηςησ, ενώ το Optim_XY.m βελτιςτοποίηςη ςχήματοσ. Σα δεδομϋνα 

διαβϊζονται από ϋνα αρχεύο κειμϋνου model_data.txt, το οπούο πρϋπει να βρύςκεται ςτον 

ύδιο φϊκελο με το κύριο πρόγραμμα. Επύςησ, ςτον ύδιο φϊκελο πρϋπει να βρύςκονται και 4 

υποπρογρϊμματα-ςυναρτόςεισ. Αυτϊ εύναι τα Element_func_A.m, Ktotal_calc_A.m, 

Obj_fun_A.m, Obj_fun_A.m και Element_func_ΧΥ.m, Ktotal_calc_ΧΥ.m, Obj_fun_ΧΥ.m, 

Obj_fun_ΧΥ.m. Σα παραπϊνω περιγρϊφονται ςε 3 ενότητεσ: 

3.2.1) Ειςαγωγό δεδομϋνων 

 Πριν την ειςαγωγό των δεδομϋνων γύνεται αρύθμηςη των κόμβων και αρύθμηςη και 

προςανατολιςμόσ των ρϊβδων, όπωσ ειπώθηκε ςτο 2ο κεφϊλαιο. Μετϊ γρϊφονται ςτο 

αρχεύο κειμϋνου model_data.txt. Η ςύνταξη του αρχεύου φαύνεται ςτην ςυνϋχεια. ΢τισ 

θϋςεισ των χαρακτόρων ‘x’ μπαύνουν αριθμητικϋσ τιμϋσ. Οι υπόλοιποι μαύροι χαρακτόρεσ 

εύναι βοηθητικού και δεν χρειϊζονται για το διϊβαςμα του αρχεύου, αν όμωσ δεν γραφούν 

πρϋπει να μπει κενό ςτην θϋςη τουσ. Η αρύθμηςη των γραμμών ςτα αριςτερϊ δεν εύναι 

αυςτηρό, διότι επηρεϊζεται από το εκϊςτοτε πρόβλημα. Γι’ αυτόν τον λόγο, πρϋπει να 

υπϊρχει ο απαραύτητησ αριθμόσ κενών (ςυμβολύζονται με γκρι γραμμοςκύαςμα εδώ) όπωσ 

παρουςιϊζονται. Σα πρϊςινα κεύμενα εύναι επεξηγητικϊ. Με μπλε γρϊμματα εύναι 

γραμμϋνεσ οι ονομαςύεσ των αντύςτοιχων μεταβλητών ςτο πρόγραμμα. 

Σο αρχεύο κειμϋνου εύναι κοινό και για τα 2 προγρϊμματα. Γι’ αυτό οι ςειρϋσ με 

κόκκινα γρϊμματα χρειϊζονται η όχι ανϊλογα με το πρόγραμμα που χρηςιμοποιεύται. Αν 

δεν απαιτούνται, τότε αγνοούνται από το πρόγραμμα, οπότε ςυμπληρώνονται με 

οτιδόποτε (όπωσ κενϊ)  
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model_data.txt 

1  MODEL_DATA_INPUT 

2              

3 ----- Element number elemn ----- 

4              

5 x   (Αριθμόσ ράβδων) 

6              

7 ----- Nod number nodn ----- 

8              

9 x   (Αριθμόσ κόμβων) 

10              

11 ----- Young Modulus E (kPa) and density (kg/m^3), (1, 2) matrix --> (E, 

density) ----- 

12              

13 x x   (Διάνυςμα μεγέθουσ 1x2 με ςτοιχεία: (1,1) = Μέτρο ελαςτικότητασ ςε kPa, 

(1,2) = πυκνότητα υλικού καταςκευήσ ςε kg/ ) 

14              

15  ----- Starting point of the area vector Area (1, elemn) for the size 

optimization, elemn = number of elements ----- 

16              

17 Area (values in m^2) 

18              

19 x x x x x ...   (Διάνυςμα μεγέθουσ 1xn, όπου n = αριθμόσ ράβδων. Κάθε ςτοιχείο 

του περιέχει την αρχική τιμή εμβαδού τησ διατομήσ τησ αντίςτοιχησ ράβδου ςε 

. Χρειάζεται μόνο για την βελτιςτοποίηςη διαςταςιολόγηςησ) 

20              

21 ----- Lower bound of area vector(1, elemn) for the size optimization, elemn = 

number of elements ----- 

22              

23 lbound (values in m^2) 

24              

25 x x x x x ...   (Διάνυςμα μεγέθουσ 1xn, όπου n = αριθμόσ ράβδων. Κάθε ςτοιχείο 

του περιέχει την ελάχιςτη τιμή που μπορεί να πάρει το εμβαδό τησ διατομήσ τησ 

αντίςτοιχησ ράβδου ςε ) κατά την βελτιςτοποίηςη. Χρειάζεται μόνο για την 

βελτιςτοποίηςη διαςταςιολόγηςησ) 

26              

27 ----- Upper bound of area vector(1, elemn) for the size optimization, elemn = 

number of elements ----- 

28              

29 ubound (values in m^2) 

30              

31 x x x x x ...   (Διάνυςμα μεγέθουσ 1xn, όπου n = αριθμόσ ράβδων. Κάθε ςτοιχείο 

του περιέχει την μέγιςτη τιμή που μπορεί να πάρει το εμβαδό τησ διατομήσ τησ 

αντίςτοιχησ ράβδου ςε ) κατά την βελτιςτοποίηςη) 

32              
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33 ----- Nod coordinates Nod(nodn, 3), nodn = number of nods, column 1 = nod, 

column 2 = x coordinate, column 3 = y coordinate ----- 

34              

35 Nod | X |  Y   (values in m) 

36              

37 x x x 

38 x x x 

39 x x x 

40 x x x ... 

(Μητρώο διαςτάςεων mx3, όπου m = αριθμόσ κόμβων που περιέχει τισ ςυντεταγμένεσ 

των κόμβων ςτο καθολικό ςύςτημα που έχει οριςτεί. Στην 1
η
 ςτήλη είναι ο 

αριθμόσ του κόμβου, ςτην 2
η
 η τετμημένη x και ςτην 3

η
 η τεταγμένη y, ςε μονάδεσ 

m) 

41              

42 ----- Connectivity matrix Con(elemn, 3), elemn = number of elements, column 1 

= element, column 2 = first nod, column 3 = last nod ----- 

43              

44 Element | First_nod | Last_nod 

45              

46 x x x 

 x x x 

 x x x 

 x x x 

 x x x ... 

(Μητρώο διαςτάςεων nx3, όπου n = αριθμόσ κόμβων που περιέχει την ςυνδεςμολογία 

των ράβδων, με βάςη την αρίθμηςη και τον προςανατολιςμό που έχουν οριςτεί. 

Στην 1
η
 ςτήλη είναι ο αριθμόσ, ςτην 2

η
 η αρχή και ςτην 3

η
 το πέρασ τησ ράβδου) 

47              

48 ----- Load vector Pload(dof, 1), dof = number of degrees of freedom, value = 0 

on a row, if there is no load or dof is fixed ----- 

49 Pload (values in kN) 

50              

51 x 

 x 

 x 

 x 

(Διάνυςμα μεγέθουσ dx1, όπου d = αριθμόσ βαθμών ελευθερίασ. Κάθε ςτοιχείο του 

αντιςτοιχεί ςτην τιμή τησ δύναμησ επί του βαθμού ελευθερίασ ςε μονάδεσ kN. 

Θετική όταν έχει την θετική φορά του καθολικού ςυςτήματοσ, διαφορετικά 

αρνητική. Δυνάμεισ μη παράλληλεσ ςτο καθολικό ςύςτημα αναλύονται ςε 

ςυνιςτώςεσ) 

52              

53 ----- Boundary conditions vector bound(1, dof), dof = number of degrees of 

freedom, value = 1 on a column if dof = fixed, or 0 if not fixed 

54              

55 bound 

56              
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57 x x x x x x ...   (Διάνυςμα μεγέθουσ 1xd, όπου d = αριθμόσ βαθμών ελευθερίασ. 

Περιέχει την πληροφορία των ςυνθηκών ςτηρίξεων. Κάθε ςτοιχείο έχει τιμή 0 ή 1, 

ανάλογα αν αντιςτοιχεί ςε αδέςμευτο ή δεςμευμένο βαθμό ελευθερίασ) 

58              

59 ----- Maximum and minimum allowed stress ----- 

60              

61 max_stress (kPa) 

62              

64 x   (Μέγιςτη επιτρεπτή τάςη, κοινή για όλεσ τισ ράβδουσ ςε kPa) 

65              

66 min_stress (kPa) 

67              

68 x   (Ελάχιςτη επιτρεπτή τάςη, κοινή για όλεσ τισ ράβδουσ ςε kPa) 

69              

70 ----- Maximum and minimum allowed displacements ----- 

71              

72 dx_max (m)   (Μέγιςτη δυνατή μετακίνηςη κόμβου λόγω των φορτίων κατά x του 

καθολικού ςυςτήματοσ ςε m. ) 

73              

74 x 

75              

76 dy_max (m)   (Μέγιςτη δυνατή μετακίνηςη κόμβου λόγω των φορτίων κατά y του 

καθολικού ςυςτήματοσ ςε m) 

77              

78 x 

89              

80 dx_min (m)   (Ελάχιςτη δυνατή μετακίνηςη κόμβου κατά x του καθολικού 

ςυςτήματοσ ςε m. Ειςάγεται αρνητική τιμή) 

81              

82 x 

83              

84 dy_min (m)   (Ελάχιςτη δυνατή μετακίνηςη κόμβου κατά y του καθολικού 

ςυςτήματοσ ςε m. Ειςάγεται αρνητική τιμή) 

85              

86 x 

87              

88 ----- Starting point of the coordinates vectors Xc(1, nodn), Yc(1, nodn) to 

draw the non-deformed truss figure nodn = number of nods. Xc, Yc are added to 

already defined coordinates ----- 

89              

90 Xc0 (values in m) 

91              

92 x x x x ...   (Διάνυςμα μεγέθουσ 1xm, όπου m = αριθμόσ κόμβων. Περιέχει τισ 

αρχικέσ μετακινήςεισ του αντίςτοιχου κόμβου κατά x, ςε μονάδεσ m, ςε ςχέςη με 

τισ αρχικέσ τιμέσ του πίνακα Nod. Όλα τα ςτοιχεία του είναι ίςα με 0.) 

Χρειάζεται μόνο για την βελτιςτοποίηςη ςχήματοσ) 

93              

94 Yc0 (values in m) 
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95              

96 x x x x ...   (Διάνυςμα μεγέθουσ 1xm, όπου m = αριθμόσ κόμβων. Περιέχει τισ 

αρχικέσ μετακινήςεισ του αντίςτοιχου κόμβου κατά y, ςε μονάδεσ m, ςε ςχέςη με 

τισ αρχικέσ τιμέσ του πίνακα Nod. Όλα τα ςτοιχεία του είναι ίςα με 0) 

Χρειάζεται μόνο για την βελτιςτοποίηςη ςχήματοσ) 

97              

98 ----- Value of Area(1, elemn), elemn = number of elements, for the shape 

optimization ----- 

99              

100 Area (values in m^2) 

101              

102 x x x x ...   (Διάνυςμα μεγέθουσ 1xn, όπου n = αριθμόσ ράβδων. Κάθε ςτοιχείο 

περιέχει την αντίςτοιχη τιμή τησ διατομήσ κάθε ράβδου ςε μονάδεσ . 

Χρειάζεται μόνο για την βελτιςτοποίηςη ςχήματοσ) 

103              

104 ----- Xclbound, Lower bound of X coordinates vector(1, nodn), values in m, for 

the shape optimization, nodn = number of nods----- 

105              

106 x x x x ...   (Διάνυςμα μεγέθουσ 1xm, όπου m = αριθμόσ κόμβων. Κάθε ςτοιχείο 

του είναι η μικρότερη μεταβολή που μπορεί να δοθεί ςτην ςυντεταγμένη x του 

αντίςτοιχου κόμβου ςτο καθολικό ςύςτημα, κατά την βελτιςτοποίηςη ςχήματοσ, ςε 

μονάδεσ m. Θετική τιμή ςημαίνει ςτην θετική φορά του καθολικού άξονα x. 

Χρειάζεται μόνο για την βελτιςτοποίηςη ςχήματοσ) 

107              

108 ----- Xcubound, Upper bound of X coordinates vector(1, nodn), values in m, for 

the shape optimization, nodn = number of nods----- 

109              

110 x x x x ...   (Διάνυςμα μεγέθουσ 1xm, όπου m = αριθμόσ κόμβων. Κάθε ςτοιχείο 

του είναι η μέγιςτη μεταβολή που μπορεί να δοθεί ςτην ςυντεταγμένη x του 

αντίςτοιχου κόμβου ςτο καθολικό ςύςτημα, κατά την βελτιςτοποίηςη ςχήματοσ, ςε 

μονάδεσ m. Θετική τιμή ςημαίνει ςτην θετική φορά του καθολικού άξονα x. 

Χρειάζεται μόνο για την βελτιςτοποίηςη ςχήματοσ) 

111              

112 ----- Yclbound, Lower bound of Y coordinates vector(1, nodn), values in m, for 

the shape optimization, nodn = number of nods----- 

113              

114 x x x x ...   (Διάνυςμα μεγέθουσ 1xm, όπου m = αριθμόσ κόμβων. Κάθε ςτοιχείο 

του είναι η μικρότερη μεταβολή που μπορεί να δοθεί ςτην ςυντεταγμένη y του 

αντίςτοιχου κόμβου ςτο καθολικό ςύςτημα, κατά την βελτιςτοποίηςη ςχήματοσ, ςε 

μονάδεσ m. Θετική τιμή ςημαίνει ςτην θετική φορά του καθολικού άξονα y. 

Χρειάζεται μόνο για την βελτιςτοποίηςη ςχήματοσ) 

115              

116 ----- Ycubound, Upper bound of Y coordinates vector(1, nodn), values in m, for 

the shape optimization, nodn = number of nods----- 

117              

118 x x x x ...   (Διάνυςμα μεγέθουσ 1xm, όπου m = αριθμόσ κόμβων. Κάθε ςτοιχείο 

του είναι η μέγιςτη μεταβολή που μπορεί να δοθεί ςτην ςυντεταγμένη y του 

αντίςτοιχου κόμβου ςτο καθολικό ςύςτήμα, κατά την βελτιςτοποίηςη ςχήματοσ, ςε 
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μονάδεσ m. Θετική τιμή ςημαίνει ςτην θετική φορά του καθολικού άξονα y. 

Χρειάζεται μόνο για την βελτιςτοποίηςη ςχήματοσ) 

119 END             

 

 

3.2.2) Κυρύο πρόγραμμα Optim_A.m και υποπρογρϊμματα 

 Σο πρόγραμμα Optim_A.m (A από το Area), με την βοόθεια των 4 

υποπρογραμμϊτων: 

α) Διαβϊζει το πρόβλημα από το αρχεύο model_data.m και ειςϊγει τα δεδομϋνα ςε 

κατϊλληλεσ μεταβλητϋσ. Οι μεταβλητϋσ ςχεδιαςμού εύναι τα εμβαδϊ των διατομών 

των ρϊβδων. ΢το πρόγραμμα ςυναντώνται ωσ μια μεταβλητό με την μορφό 

διανύςματοσ A μεγϋθουσ (1 x n), όπου n = αριθμόσ ρϊβδων, με κϊθε ςτοιχεύο του 

ύςο με την διατομό τησ αντύςτοιχησ ρϊβδου. 

 β) ΢χεδιϊζει τον φορϋα ςτην απαραμόρφωτη κατϊςταςη. 

γ) Εφαρμόζει την μϋθοδο ϊμεςησ δυςκαμψύασ για την αρχικό τιμό των διατομών. 

Με τα αποτελϋςματα ςχεδιϊζει τον φορϋα ςτην παραμορφωμϋνη κατϊςταςη. Σο 

βόμα αυτό γύνεται ώςτε ο χρόςτησ να ϋχει ϋνα ποιοτικό ςχόμα που θα φανούν 

τυχόν λϊθη ςτην ειςαγωγό δεδομϋνων. 

δ) Κϊνει βελτιςτοπούηςη διαςταςιολόγηςησ και εμφανύζει τισ βελτιςτοποιημϋνεσ 

διατομϋσ, τϊςεισ, παραμορφώςεισ και μϊζα. 

Λόγω τησ πολυπλοκότητασ του προβλόματοσ, δεν εύναι πϊντα ςύγουρο ότι η λύςη 

θα εύναι όντωσ η βϋλτιςτη. Η αρχικό επιλογό των διατομών μπορεύ να οδηγόςει ςε 

διαφορετικό λύςη, που θα εύναι όμωσ καλύτερη από την αρχικϊ επιλεγμϋνη. Επομϋνωσ, η 

κρύςη του χρόςτη πρϋπει να τον οδηγόςει ςε μια καλό επιλογό του αρχικού διανύςματοσ 

διατομών η/και ςτην επανϊληψη τησ εκτϋλεςησ με διαφορετικό αφετηρύα. 

΢την βελτιςτοπούηςη χρηςιμοποιούνται οι ευαιςθηςύεσ τησ αντικειμενικόσ 

ςυνϊρτηςησ και των περιοριςμών ωσ προσ τισ διατομϋσ. Ο υπολογιςμόσ γύνεται 

αριθμητικϊ, με την μϋθοδο των πεπεραςμϋνων διαφορών. Οι αναλυτικϋσ παρϊγωγοι ϋχουν 

πολύ μεγαλύτερο κόςτοσ υπολογιςμού και ςε οριςμϋνα προβλόματα εύναι αδύνατο να 

υπολογιςτούν. 

΢την ςυνϋχεια παρουςιϊζεται το πρόγραμμα. Σο περιεχόμενο ανϊμεςα ςε 2 κόκκινα 

βϋλη  αντιςτοιχεύ ςε μια μόνο ςειρϊ. Οι κώδικεσ ϋχουν χωριςτεύ ςε μϋρη τα οπούα 

περιγρϊφονται. 
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Optim_A.m 

tic 

 elemn = dlmread('Model_data.txt', '', [4 0 4 0]); 

 nodn = dlmread('Model_data.txt', '', [8 0 8 0]); 

 dof = 2*nodn; 

 E = dlmread('Model_data.txt', '', [12 0 12 0]); 

 density = dlmread('Model_data.txt', '', [12 1 12 1]); 

 Area = dlmread('Model_data.txt', '', [18 0 18 (elemn - 1)]); 

 lbound = dlmread('Model_data.txt', '', [24 0 24 (elemn - 1)]); 

 ubound = dlmread('Model_data.txt', '', [30 0 30 (elemn - 1)]);  

 Nod = dlmread('Model_data.txt', '', [36 0 (35 + nodn)  2]); 

 Con = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + 41) 0 (nodn + elemn + 40)  2]); Pload 

 = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + 46) 0 (nodn + elemn + dof + 45) 

0]); 

 bound = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 51) 0 (nodn + elemn + 

dof + 51) (dof - 1)]); 
 boundn = sum(bound); 

 max_stress = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 57) 0 (nodn + 

elemn + dof + 57) 0]); 
 min_stress = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 61) 0 (nodn + 

elemn + dof + 61) 0]); 
 dx_max = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 67) 0 (nodn + elemn 

+ dof + 67) 0]); 
 dy_max = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 71) 0 (nodn + elemn 

+ dof + 71) 0]); 
 dx_min = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 75) 0 (nodn + elemn 

+ dof + 75) 0]); 
 dy_min = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 79) 0 (nodn + elemn 

+ dof + 79) 0]); 
 non_deformfig = figure('Name', 'Non-deformed truss','NumberTitle','off'); 

 hold on 

 xMin = min(Nod(:, 2)); 

 xMax = max(Nod(:, 2)); 

 yMin = min(Nod(:, 3)); 

 yMax = max(Nod(:, 3)); 

 Lx = abs(xMax - xMin); 

 Ly = abs(yMax - yMin); 

 axis([xMin - Lx/1.3, xMax + Lx/1.3, yMin - Ly/1.3, yMax + Ly/1.3]); 

 for i = 1:elemn 

     yk = Nod(Con(i, 3), 3); 

     yj = Nod(Con(i, 2) , 3); 

     xk = Nod(Con(i, 3), 2); 

     xj = Nod(Con(i, 2), 2); 

     line([xj, xk], [yj, yk],... 

Β 

Α 
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           'Marker', 'o', 'Markersize', 5,... 
           'Color', 'black', 'LineWidth', 1,... 
           'LineStyle', '-'); 
     xMiddle = (xj + xk)/2; 

     yMiddle = (yj + yk)/2; 

     text(xMiddle, yMiddle, num2str(i)) 

     L(i) = sqrt((yk - yj)^2 + (xk - xj)^2); 

     f11 = atan2((yk - yj),(xk - xj)); 

     f12 = pi/2 - f11; 

     Lppt(2*i -1:2*i, 1:4) = [cos(f11) cos(f12) 0 0; 0 0 cos(f11) cos(f12)];                            

     kloc(2*i - 1:2*i, 1:2) = E*[1/L(i), -1/L(i); -1/L(i), 1/L(i)]; 

     kglob(4*i-3:4*i, 1:4) = Lppt(2*i -1:2*i, 1:4).'*kloc(2*i - 1:2*i, 

1:2)*Lppt(2*i -1:2*i, 1:4); 
 end 

 Plength = 0.1*min(L); 

 for i = 1:dof 

     if bound(i) == 1 

         if mod(i, 2) == 0 

             xStart = Nod(i/2, 2); 

             xEnd = xStart;  
             yStart = Nod(i/2, 3); 

             yEnd = yStart + Plength; 

             line([xStart, xEnd], [yStart, yEnd],... 

              'Marker', '^', 'Markersize', 2,... 
              'Color', 'red', 'LineWidth', 2,... 
              'LineStyle', '-');      
         else 

             xStart = Nod((i + 1)/2, 2); 

             xEnd = xStart + Plength; 

             yStart = Nod((i + 1)/2, 3); 

             yEnd = yStart; 

             line([xStart, xEnd], [yStart, yEnd],... 

            'Marker', '>', 'Markersize', 2,... 

              'Color', 'red', 'LineWidth', 2,... 
              'LineStyle', '-'); 
         end 

     end 

 end 

 V = zeros(dof); 

 j = 1;  

 for i = 1:dof 

     if bound(i) == 1 

         bound2(j) = i; 

         j = j + 1; 

     end 

 end 

 for i = 1:boundn  

     V(dof - boundn + i, bound2(i)) = 1; 

 end 

Γ 

Δ 

Β 
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 j = 1; 

 for i = 1:dof 

     if j <= boundn 

         if i == bound2(j) 

             j = j+1; 

         else 

             V(i-j+1, i) = 1; 

         end 

     else 

         V(i-j+1, i) = 1; 

     end 

 end 

 P = Pload; 

 for i = 1:dof 

    if P(i) ~= 0 

         if mod(i, 2) == 0 

             xStart = Nod(i/2, 2); 

             xEnd = xStart; 

             yStart = Nod(i/2, 3); 

             yEnd = yStart + Plength; 

             line([xStart, xEnd], [yStart, yEnd],... 

              'Marker', '^', 'Markersize', 2,... 
              'Color', 'blue', 'LineWidth', 2,... 
              'LineStyle', '-');      
         else 

             xStart = Nod((i + 1)/2, 2); 

             xEnd = xStart + Plength; 

             yStart = Nod((i + 1)/2, 3); 

             yEnd = yStart; 

             line([xStart, xEnd], [yStart, yEnd],... 

              'Marker', '>', 'Markersize', 2,... 
              'Color', 'blue', 'LineWidth', 2,... 
              'LineStyle', '-'); 
         end 

     end 

 end 

 savefig('Non-deformed truss') 

 [Ktotal] = Ktotal_calc_A(elemn, Area, dof, Con, kglob); %Total stiffness matrix 

 [stress, D] = Element_func_A(Area, E, V, Pload, dof, boundn, elemn, Con, Lppt, 

kloc, kglob); %Calculations for the deformed figure 
 deformfig = openfig('Non-deformed truss'); 

 set(deformfig, 'name', 'Deformed truss', 'numbertitle', 'off') 

 scalefactor = min(Lx, Ly)/(10*max(abs(D))); %%scales each deformation with the ... 

 for i = 1:elemn 

     nodj = Con(i, 2); 

     nodk = Con(i, 3); 

     xj = Nod(nodj, 2); 

     xk = Nod(nodk, 2); 

Ε 

ΣΤ 
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     yj = Nod(nodj, 3); 

     yk = Nod(nodk, 3); 

     xStart = xj + scalefactor*D((2*nodj - 1)); 

     xEnd = xk + scalefactor*D((2*nodk - 1)); 

     yStart = yj + scalefactor*D((2*nodj)); 

     yEnd = yk + scalefactor*D((2*nodk)); 

     line([xStart, xEnd], [yStart, yEnd],... 

          'Marker', 'o', 'Markersize', 5,... 
          'Color', 'black', 'LineWidth', 1,... 
          'LineStyle', '--'); 
 end 

 savefig('Deformed truss') 

 A_ineq = []; 

 b_ineq = [];  

 A_eq = [];  

 b_eq = [];  

 options = optimoptions('fmincon', 'SpecifyObjectiveGradient', true, 

'SpecifyConstraintGradient', true, 'Display', 'iter'); 
 [Optimum_Area, Minimum_Truss_Weight] = fmincon(@(Area)Obj_fun_A(Area, L, elemn, 

density), Area, A_ineq, b_ineq, A_eq, b_eq, lbound, ubound, @(Area)nonlcon_A(Area, E, 
elemn, dof, Con, V,  kloc, boundn, Lppt, Pload, nodn, kglob, min_stress, max_stress, 

dx_min, dx_max, dy_min, dy_max), options); 
toc; 
t = toc; 
 [Starting_Truss_Weight, Starting_Truss_Weight_sens] = Obj_fun_A(Area, L, elemn, 

density); 
 [Optimum_stress, Optimum_D] = Element_func_A(Optimum_Area, E, V, Pload, dof, 

boundn, elemn, Con, Lppt, kloc, kglob); 
 h = msgbox({'Elapsed time', num2str(t), ' ', 'Starting truss mass', 

num2str(Starting_Truss_Weight),'Minimum truss mass ', num2str(Minimum_Truss_Weight), 
' ', 'Area vector was changed from', num2str(Area), 'to', num2str(Optimum_Area), ' ', 
'Stress vector was changed from', num2str(stress), 'to',num2str(Optimum_stress), ' ', 
'Displacement vector was changed from', num2str(D), 'to', num2str(Optimum_D)}, 
'Optimization results'); 

 
 

 

Μϋροσ Α 
 

Γύνεται ανϊγνωςη των δεδομϋνων από το αρχεύο model_data.txt μϋςω τησ εντολόσ 

dlmread. Σα δεδομϋνα αποθηκεύονται αναλόγωσ ςε αντύςτοιχα διανύςματα. Η εντολό tic 

ξεκινϊει να χρονομετρεύ την εκτϋλεςη. 

Μϋροσ Β 
 

Δημιουργεύται ϋνα παρϊθυρο για την απεικόνιςη του φορϋα, μϋςω τησ εντολόσ 

figure. Σο μϋγεθόσ του ορύζεται λύγο μεγαλύτερο από τον φορϋα μϋςω τησ εντολόσ axis. 

ΣΤ

T 

Ζ 
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Ακολουθεύ επαναληπτικό διαδικαςύα, όπου ςχεδιϊζονται οι ρϊβδοι του φορϋα με την 

εντολό line και υπολογύζονται τα μόκη, τα μητρώα μεταςχηματιςμού τουσ και τα μητρώα 

δυςκαμψύασ τουσ ςτο τοπικό και καθολικό ςύςτημα αξόνων. Σα ςτοιχεύα των ρϊβδων 

αποθηκεύονται ςε μεταβλητϋσ διανύςματα-μητρώα, ώςτε να χρηςιμοποιηθούν αργότερα 

ςτισ επιλύςεισ. Σα μητρώα δυςκαμψύασ των ρϊβδων εδώ υπολογύζονται χωρύσ τισ διατομϋσ  

A. Αυτό γύνεται γιατύ αυτϋσ εύναι οι μόνεσ μεταβαλλόμενεσ μεταβλητϋσ κατϊ την διαδικαςύα 

τησ βελτιςτοπούηςησ. Έτςι, υπολογύζονται τα ‘μητρώα δυςκαμψύασ’ μια φορϊ και όποτε 

απαιτεύται να υπολογιςτούν τα πραγματικϊ πολλαπλαςιϊζεται η αντύςτοιχη ποςότητα με 

το εμβαδόν τησ διατομόσ. Έτςι ελαφρύνεται η υπολογιςτικό διαδικαςύα. 

Μϋροσ Γ 
 

΢χεδιϊζονται οι δεςμευμϋνοι β.ε. του δικτυώματοσ με μπλε γραμμϋσ, που ϋχουν την 

διεύθυνςη των καθολικών αξόνων που αντιςτοιχούν. Δεύχνουν πϊντα προσ τα θετικϊ των 

αξόνων, δεν δεύχνουν την πραγματικό φορϊ των αντιδρϊςεων ςτόριξησ, που μπορεύ να 

εύναι θετικό, αρνητικό ό 0. 

Μϋροσ Δ 
 

Δημιουργεύται το μητρώο αναδιατϊξεωσ που θα χρηςιμοποιηθεύ για την λύςη του 
ςυςτόματοσ ιςορροπύασ. 

 
Μϋροσ Ε 

 
΢χεδιϊζονται οι δυνϊμεισ πϊνω ςτουσ κόμβουσ του δικτυώματοσ με κόκκινεσ 

γραμμϋσ, που ϋχουν την διεύθυνςη των καθολικών αξόνων που αντιςτοιχούν. Δεύχνουν 
πϊντα προσ τα θετικϊ των αξόνων, δεν δεύχνουν την πραγματικό φορϊ των δυνϊμεων, που 
μπορεύ να εύναι θετικό ό αρνητικό. 
 

Μϋροσ ΢Σ 
 

Γύνεται μια ςτατικό επύλυςη για το αρχικό διϊνυςμα εμβαδών των διατομών, με το 
κϊλεςμα των υποπρογραμμϊτων Ktotal_calc, Element_func_A, τα οπούα υπολογύζουν το 
ολικό μητρώο του φορϋα και τισ τϊςεισ-μετακινόςεισ αντύςτοιχα. Σο μϋροσ αυτό δεν εύναι 
αναγκαύο για την βελτιςτοπούηςη. Γύνεται για να ςχεδιαςτεύ ςε ϋνα ϊλλο ςχόμα το 
δικτύωμα ςτην παραμορφωμϋνη του κατϊςταςη, ώςτε να δώςει ςτον χρόςτη ϋνα 
ποιοτικό ςχόμα για την εντόπιςη ςφαλμϊτων ςτην ειςαγωγό δεδομϋνων. 
 

Μϋροσ Ζ 
 

΢το τελευταύο μϋροσ γύνεται η βελτιςτοπούηςη μϋςω τησ εντολόσ fmincon. Σο 
πρόβλημα δεν ϋχει περιοριςμούσ ιςότητασ, επομϋνωσ τα μητρώα και διανύςματα A, b, Aeq, 
beq θϋτονται ύςα με κενϊ [ ]. Με την εντολό options αλλϊζουν οι ρυθμύςεισ του αλγορύθμου 
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ώςτε, να δεχθεύ τισ ευαιςθηςύεσ τησ αντικειμενικόσ ςυνϊρτηςησ και των περιοριςμών για 
να ςυγκλύνει πιο ευκολϊ ςτην λύςη, και να εμφανύζει την πορεύα επύλυςησ μετϊ από κϊθε 
επανϊληψη. Η τιμό τησ αντικειμενικό ςυνϊρτηςη, των περιοριςμού και των κλύςεων τουσ 
υπολογύζονται μϋςω των υποπρογραμμϊτων Obj_fun_A και nonlcon_A, ςε κϊθε επανϊληψη. 
΢το τϋλοσ παρουςιϊζονται τα αποτελϋςματα τησ βελτιςτοπούηςησ ςε παρϊθυρο, με χρόςη 
τησ εντολόσ msgbox. Η εντολό toc τερματύζει την χρονομϋτρηςη τησ εκτϋλεςησ. 
 

΢την ςυνϋχεια περιγρϊφονται τα υποπρογρϊμματα : 

 

 

 

 

Ktotal_calc_A.m 

 function [Ktotal] = Ktotal_calc_A(elemn, Area, dof, Con, kglob) 

 

 Ktotal = zeros(dof);  

 for i = 1:elemn 

 Ktotal(2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2), 2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2)) = 

Ktotal(2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2), 2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2)) + 

Area(i)*kglob(4*i-3:4*i-2, 1:2); 

  Ktotal(2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2), 2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3)) = 

Ktotal(2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2), 2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3)) + 

Area(i)*kglob(4*i-3:4*i-2, 3:4); 

  Ktotal(2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3), 2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2)) = 

Ktotal(2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3), 2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2)) + 

Area(i)*kglob(4*i-1:4*i, 1:2); 

  Ktotal(2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3), 2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3)) = 

Ktotal(2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3), 2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3)) + 

Area(i)*kglob(4*i-1:4*i, 3:4); 

 end 

 end 

 

 Σο υποπρόγραμμα ϋχει ορύςματα τον αριθμό ςτοιχεύων elemn, το διϊνυςμα των 

εμβαδών διατομών των ρϊβδων Area, τον αριθμό β.ε. dof, το μητρώο ςυνδεςμολογύασ Con, 

το μητρώο kglob που περιϋχει τα καθολικϊ μητρώα δυςκαμψύασ των ρϊβδων. Με 

επαναληπτικό διαδικαςύα υπολογύζει και επιςτρϋφει το ολικό μητρώο δυςκαμψύασ Ktotal 

του δικτυώματοσ. 
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Element_func_A.m 

 function [stress, D] = Element_func_A(Area, E, V, Pload, dof, boundn, elemn, Con, 

Lppt, kloc, kglob) 
  
 [Ktotal] = Ktotal_calc_A(elemn, Area, dof, Con, kglob); 

 P = Pload; 

 D = zeros(dof, 1); 

 Ktotal = V*Ktotal*V'; 

 P = V*P; 

 D = V*D; 

 Kff = Ktotal(1:dof - boundn, 1:dof - boundn); 

 Kfs = Ktotal(1:dof - boundn, dof - boundn + 1:dof); 

 Ksf = Ktotal(dof - boundn + 1:dof, 1:dof - boundn); 

 Kss = Ktotal(dof - boundn + 1:dof, dof - boundn + 1:dof); 

 Pf = P(1:dof - boundn , 1); 

 Ds = D(dof - boundn + 1:dof, 1); 

 Df = inv(Kff)*(Pf - Kfs*Ds); 

 Ps = Ksf*Df + Kss*Ds; 

 D(1:dof - boundn) = Df; 

 P(dof - boundn + 1:dof) = Ps; 

 P = V'*P;  

 D = V'*D; 

 Ktotal = V'*Ktotal*V; 

 Dlg = zeros([4*elemn, 1]);  
 Dll = zeros([2*elemn, 1]); 

 axialforce = zeros([elemn, 1]); 

 stress = zeros([elemn, 1]); 

 strain = zeros([elemn, 1]); 

 axf = zeros([2*elemn], 1); 

 for i = 1:elemn 

     nodj = Con(i,2); 

     nodk = Con(i,3); 

     Dlg(4*i - 3, 1) = D(nodj*2 -1); 

     Dlg(4*i - 2, 1) = D(nodj*2); 

     Dlg(4*i - 1, 1) = D(nodk*2 -1); 

     Dlg(4*i, 1) = D(nodk*2); 

     Dll(2*i - 1:2*i, 1) = Lppt(2*i - 1:2*i, 1:4)*Dlg(4*i - 3:4*i,1); 

     axf(2*i - 1:2*i, 1) = Area(i)*kloc(2*i - 1:2*i, 1:2)*Dll(2*i - 1:2*i, 1); 

axialforce(i,1) = axf(2*i, 1); 
     stress(i, 1) = axialforce(i,1)/Area(i); % = N/A 

     strain(i, 1) = stress(i,1)/E; % = N/(A*E) 

 end 

 end 

 

Σο υποπρόγραμμα ϋχει ορύςματα το διϊνυςμα των εμβαδών διατομών ρϊβδων 

Area, το μϋτρο ελαςτικότητασ E, το μητρώο αναδιατϊξεωσ V, το διϊνυςμα δυνϊμεων Pload, 

τον αριθμό ρϊβδων elemn, το μητρώο ςυνδεςμολογύασ Con, και τα μητρώα 

Α 

Β 
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μεταςχηματιςμού, τοπικόσ και καθολικόσ δυςκαμψύασ των ρϊβδων. Επιςτρϋφει τα 

διανύςματα με τισ τϊςεισ των ρϊβδων stress και μετακινόςεισ D των κόμβων. 

 

Μϋροσ Α 
 

Τπολογύζεται το ολικό μητρώο του δικτυώματοσ με το κϊλεςμα του 

υποπρογρϊμματοσ Ktotal_calc_A.m. ΢την ςυνϋχεια ακολουθεύται η μϋθοδοσ ϊμεςησ 

δυςκαμψύασ, όπου το ςύςτημα ιςορροπύασ αναδιατϊςςεται με το μητρώο V, χωρύζεται ςε 

2 υποςυςτόματα και λύνεται. Προκύπτουν οι μετακινόςεισ των ελευθϋρων κόμβων και οι 

αντιδρϊςεισ ςτόριξησ. Θετικϋσ τιμϋσ αντιςτοιχούν ςε θετικό φορϊ των καθολικών αξόνων. 

Αφού υπολογιςτούν οι αντιδρϊςεισ και μετακινόςεισ, γύνεται ακύρωςη τησ αναδιϊταξησ. 

 
Μϋροσ Β 

 

Με τισ δυνϊμεισ και μετακινόςεισ κόμβων υπολογύζονται με επαναληπτικό 

διαδικαςύα οι καθολικϋσ μετακινόςεισ των ϊκρων κϊθε ρϊβδου. Αυτϋσ μεταςχηματύζονται  

ςτο τοπικό ςύςτημα τησ κϊθε ρϊβδου και πολλαπλαςιϊζονται με το τοπικό μητρώο τησ 

καθεμιϊσ, ώςτε να προκύψουν οι αξονικϋσ δυνϊμεισ των ρϊβδων (θετικό = εφελκυςμόσ, 

αρνητικό = θλύψη). Με τον νόμο Hooke υπολογύζονται οι παραμορφώςεισ και τϊςεισ των 

ρϊβδων. 

 

Obj_fun_A.m 

 function [Truss_weight, Truss_weight_sens] = Obj_fun_A(Area, L, elemn, 

density) 

  

 Truss_weight = 0; 

 for i = 1:elemn 

     Truss_weight = Truss_weight + L(1, i)*Area(i); 

 end 

 Truss_weight = density*Truss_weight; 

 Truss_weight_sens = zeros([elemn, 1]); 

 for i = 1:elemn 

     Truss_weight_sens(i, 1) = density*L(1, i); 

 end 

 end 
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 Σο υποπρόγραμμα ϋχει ορύςματα το διϊνυςμα των εμβαδών διατομών ρϊβδων 

Area, το διϊνυςμα με τα μόκη ρϊβδων L, τον αριθμό των ρϊβδων elemn και την πυκνότητα 

του υλικού density. Τπολογύζει και επιςτρϋφει την μϊζα δικτυώματοσ Truss_weight και το 

διϊνυςμα ευαιςθηςύασ τησ ωσ προσ κϊθε διατομό Truss_weight_sens. Η ευαιςθηςύα εύναι η 

παρϊγωγοσ τησ μϊζασ ωσ προσ την διατομό και υπολογύζεται πολύ εύκολα, αφού η μϊζα 

εύναι γραμμικό ςυνϊρτηςη των διατομών. Κϊθε ςτοιχεύο του διανύςματοσ ευαιςθηςύασ 

εύναι ύςο με την πυκνότητα επύ το μόκοσ τησ αντύςτοιχησ ρϊβδου. 

 

, όπου ρ = πυκνότητα,  = εμβαδόν διατομόσ,  = μόκοσ ρϊβδου 

nonlcon_A.m 

 function [c, ceq, c_sens, ceq_sens] = nonlcon_A(Area, E, elemn, dof, Con, V, kloc, 

boundn, Lppt, Pload, nodn, kglob, min_stress, max_stress, dx_min, dx_max, dy_min, 
dy_max) 
  
 [stress2, D2] = Element_func_A(Area, E, V, Pload, dof, boundn, elemn, Con, Lppt, 

kloc, kglob); 
 c = zeros([2*elemn + 4*nodn], 1); 

 j = 1;  

 for i = 1:elemn 

    c(i, 1) = - 1 + stress2(j, 1) / min_stress; 

    j = j + 1; 

 end 

 j = 1; 

 for i = (elemn + 1):2*elemn 

    c(i, 1) = - 1 + stress2(j, 1) / max_stress; 

    j = j + 1; 

 end 

 j = 1; 

 for i = (2*elemn + 1):(2*elemn + nodn) 

     c(i, 1) = - 1 + D2(2*j - 1, 1) / dx_min; 

     j = j + 1; 

 end 

 j = 1; 

 for i = (2*elemn + nodn + 1):(2*elemn + 2*nodn) 

     c(i, 1) = - 1 + D2(2*j - 1, 1) / dx_max; 

     j = j + 1; 

 end 

 j = 1; 

 for i = (2*elemn + 2*nodn + 1):(2*elemn + 3*nodn) 

     c(i, 1) = - 1 + D2(2*j, 1) / dy_min; 

  j = j + 1; 

 end 

 j = 1; 

Α 
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 for i = (2*elemn + 3*nodn + 1):(2*elemn + 4*nodn) 

     c(i, 1) = - 1 + D2(2*j, 1) / dy_max; 

     j = j + 1; 

 end 

 c_sens = zeros([elemn, 2*elemn + 4*nodn]); 

 for i = 1:elemn; 

     Area_temp = Area; 

     Area_temp(i) = Area_temp(i) - 0.001*Area(i); 

     dArea = 0.001*Area(i); 

     [stress1, D1] = Element_func_A(Area_temp, E, V, Pload, dof, boundn, elemn,  

Con, Lppt, kloc, kglob); 
     stress_grad = (stress2 - stress1)/dArea; 

     D_grad = (D2 - D1)/dArea; 

     c_sens(i, 1:elemn) = stress_grad.'/min_stress; 

     c_sens(i, (elemn + 1):(2*elemn)) = stress_grad.'/max_stress; 

     for j = 1:nodn 

         c_sens(i, 2*elemn + j) = D_grad(2*j - 1, 1).'/dx_min; 

     end 

     for j = 1:nodn 

         c_sens(i, 2*elemn + nodn + j) = D_grad(2*j - 1, 1).'/dx_max 

     end 

     for j = 1:nodn 

         c_sens(i, 2*elemn + 2*nodn + j) = D_grad(2*j, 1).'/dy_min 

     end 

     for j = 1:nodn 

         c_sens(i, 2*elemn + 3*nodn + j) = D_grad(2*j, 1).'/dy_max; 

     end 

 end 

 ceq = []; 

 ceq_sens = []; 

 end 

 

  

Σο υποπρόγραμμα ϋχει ορύςματα το διϊνυςμα των εμβαδών διατομών ρϊβδων Area, το 

μϋτρο ελαςτικότητασ E, τον αριθμό β.ε., το μητρώο ςυνδεςμολογύασ Con, το μητρώο 

αναδιατϊξεωσ V, τα μητρώα τοπικών και καθολικών δυςκαμψιών των ρϊβδων kloc, kglob, 

τον αριθμό δεςμευμϋνων β.ε. boundn, τα μητρώα μεταςχηματιςμού των ρϊβδων Lppt, τον 

αριθμό των κόμβων nodn, την μϋγιςτη και ελϊχιςτη επιτρεπόμενη τϊςη min_stress, 

max_stress και τισ ελϊχιςτεσ και μϋγιςτεσ επιτρεπόμενεσ μετακινόςεισ κατϊ x και y dx_min, 

dx_max, dy_min, dy_max. Τπολογύζει και επιςτρϋφει το διϊνυςμα των περιοριςμών και το 

μητρώο των ευαιςθηςιών τουσ. 

 

Β 

Γ 
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Μϋροσ Α 
 

 Καλεύται το υποπρόγραμμα Element_func_A.m, ώςτε να υπολογιςτούν οι τϊςεισ και 

μετακινόςεισ stress2, D2, για τισ ςυγκεκριμϋνεσ διατομϋσ. 

΢την ςυνϋχεια ακολουθεύ επαναληπτικό διαδικαςύα όπου υπολογύζεται ϋνα 

διϊνυςμα c με την πληροφορύα των περιοριςμών. Εύναι διϊνυςμα μεγϋθουσ ((2n + 4m) x1). 

Για τον υπολογιςμό του πρϋπει πρώτα όλοι οι περιοριςμού να ϋρθουν ςτην μορφό 

, δηλαδό να κανονικοποιηθούν. Αυτό γύνεται ωσ εξόσ: 

1) Τπϊρχουν 2 περιοριςμού για κϊθε ρϊβδο, ϋνασ τησ ελϊχιςτησ και 

ϋνασ τησ μϋγιςτησ τϊςησ: 

 

                                               

2) Τπϊρχουν 4 περιοριςμού για κϊθε κόμβο, ϋνασ τησ ελϊχιςτησ και ϋνασ τησ 

μϋγιςτησ μετακύνηςησ για κϊθε κατεύθυνςη: 

 

 

 

 

Με βϊςη τισ τϊςεισ stress2, D2 οι περιοριςμού ειςϊγονται κανονικοποιημϋνοι ςτο 

διϊνυςμα c. 

Μϋροσ B 
 

 Σο μητρώο ευαιςθηςιών c_sens περιϋχει την πληροφορύα των ευαιςθηςιών τησ 

αντικειμενικόσ ςυνϊρτηςησ και των περιοριςμών ωσ προσ την κϊθε διατομό. Έχει 
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διαςτϊςεισ (n x (2n + 4m)). Σο τυχόν ςτοιχεύο c_sens(i, j) εύναι ύςο με την παρϊγωγο τησ 

ςυνϊρτηςησ περιοριςμού j, ωσ προσ την μεταβλητό διατομό τησ ρϊβδου i, όταν οι 

περιοριςμού εύναι διατεταγμϋνοι με την ύδια ςειρϊ όπωσ και για τον υπολογιςμό του c. 

Έτςι, κϊθε γραμμό αντιςτοιχεύ ςε μια ρϊβδο, ενώ κϊθε ςτόλη αντιςτοιχεύ ςε ϋναν 

περιοριςμό. Έτςι, για την γενικό μορφό πού ϋχουν οι περιοριςμού: 

, όπου q = ς ό δ και  =  ό  , 

η μορφό τησ ευαιςθηςύασ εύναι: 

 

Επομϋνωσ, πρϋπει να εύναι γνωςτό οι παρϊγωγοι των τϊςεων και μετακινόςεων. Αυτϋσ 

υπολογύζονται αριθμητικϊ με μια προςϋγγιςη πεπεραςμϋνων διαφορών. Με μια 

επαναληπτικό διαδικαςύα μειώνεται κϊθε φορϊ το εμβαδόν μιασ διατομόσ κατϊ μια μικρό 

ποςότητα d  = 0.001  και υπολογύζεται η νϋα διατομό  =  - 0.001 . Καλεύται το 

υποπρόγραμμα Element_func_A.m με όριςμα την διατομό  και υπολογύζονται οι 

τϊςεισ και μετακινόςεισ stress1, D1. Η παρϊγωγοσ προκύπτει από την διαύρεςη τησ 

διαφορϊσ του μεγϋθουσ τϊςησ ό μετακύνηςησ δq = , με την μεταβολό τησ 

διατομόσ d . Διαιρώντασ την παρϊγωγο με το αντύςτοιχο περιοριςτικό μϋγεθοσ  

προκύπτει το ςτοιχεύο του μητρώου c_sens(i, j) και με επαναλόψεισ υπολογύζεται ολόκληρο 

το μητρώο. 

 
 
 

Μϋροσ Γ 
 

 Σο διϊνυςμα ceq και το μητρώο ceq_sens περιϋχουν τουσ ιςοτικούσ περιοριςμούσ. 

Εδώ δεν υπϊρχουν, οπότε και τα 2 εύναι ύςα με [ ]. 
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3.2.3) Κυρύο πρόγραμμα Optim_XY.m και υποπρογρϊμματα  

 Σο πρόγραμμα Optim_XY (XY από τισ μεταβλητϋσ ςχεδιαςμού ςυντεταγμϋνεσ 

κόμβων X, Y) και τα αντύςτοιχα υποπρογρϊμματα λειτουργούν με την ύδια ακριβώσ λογικό 

του Optim_A.m. Διαφϋρουν ςτην ςύνταξη ςε οριςμϋνα μόνο ςημεύα λόγω των 

διαφορετικών μεταβλητών ςυνδυαςμού. Γι’ αυτό τονύζονται μόνο τα διαφορετικϊ ςημεύα 

τουσ ςε ςχϋςη με το Optim_A.m. 

 Σα διαφορετικϊ ςημεύα ςε ςχϋςη με το πρόγραμμα Optim_A.m. εύναι: 

1) Οι μεταβλητϋσ ςχεδιαςμού X, Y εύναι οι αποκλύςεισ των αρχικών κόμβων ωσ προσ 

x, y του καθολικού ςυςτόματοσ. ΢το πρόγραμμα ςυναντώνται ωσ μια μεταβλητό με 

την μορφό διανύςματοσ XYc μεγϋθουσ (1 x 2m), όπου m = αριθμόσ κόμβων. Σα 

πρώτα m ςτοιχεύα περιϋχουν τισ τιμϋσ X, ενώ τα υπόλοιπα τισ τιμϋσ Y. Έτςι, π.χ. οι 

ςυντεταγμϋνεσ του κόμβου i θα εύναι ύςεσ με ( , όπου 

,  οι αρχικϋσ ςυντεταγμϋνεσ των κόμβων, όπωσ ορύζονται από τον πύνακα Nod. 

Ίδια μορφό ϋχουν και τα αντύςτοιχα όρια των μεταβλητών. 

2) Σα μητρώα μεταςχηματιςμού και δυςκαμψύασ κϊθε ρϊβδου εύναι διαφορετικϊ 

για κϊθε τιμό των μεταβλητών, διότι αλλϊζει η γεωμετρύα του φορϋα. Γι’ αυτό δεν 

μπορούν να υπολογιςτούν μόνο μια φορϊ, όπωσ ϋγινε ςτο πρόγραμμα Optim_A.m. Ο 

υπολογιςμόσ τουσ γύνεται μϋςα ςτο υποπρόγραμμα Element_func_XY.m, όπου 

υπολογύζονται και οι τϊςεισ και οι μετακινόςεισ. 

3) ΢την βελτιςτοπούηςη τα ςτοιχεύα εύναι ύδια, πϋραν από τισ ευαιςθηςύεσ, που εύναι 

ϋνα διϊνυςμα και ϋνα μητρώο διαφορετικών διαςτϊςεων. Η ευαιςθηςύα τησ 

αντικειμενικόσ ςυνϊρτηςησ εύναι διϊνυςμα μεγϋθουσ (2m x 1), όπου m = αριθμόσ 

κόμβων. H ευαιςθηςύα των περιοριςμών εύναι μητρώο διαςτϊςεων (2m x(2n+4m)). 

4) Επειδό αλλϊζει το ςχόμα του φορϋα, αφού ολοκληρωθεύ η βελτιςτοπούηςη 

ςχηματύζεται το βϋλτιςτο ςχόμα, για να εύναι εμφανόσ η αλλαγό. 

 

Optim_XY.m 

 

 tic 

 elemn = dlmread('Model_data.txt', '', [4 0 4 0]); 

 nodn = dlmread('Model_data.txt', '', [8 0 8 0]); 

 dof = 2*nodn; 

 E = dlmread('Model_data.txt', '', [12 0 12 0]); 

 density  = dlmread('Model_data.txt', '', [12 1 12 1]); 

 Nod = dlmread('Model_data.txt', '', [36 0 (35 + nodn)  2]); 



 53 
 

 Con = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + 41) 0 (nodn + elemn + 40)  2]); 

 Pload = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + 46) 0 (nodn + elemn + dof + 

45) 0]); 
 bound = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 51) 0 (nodn + elemn + 

dof + 51) (dof - 1)]); 
 boundn = sum(bound); 

 max_stress = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 57) 0 (nodn + 

elemn + dof + 57) 0]); 
 min_stress = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 61) 0 (nodn + 

elemn + dof + 61) 0]); 
 dx_max = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 67) 0 (nodn + elemn 

+ dof + 67) 0]); 
 dy_max = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 71) 0 (nodn + elemn 

+ dof + 71) 0]); 
 dx_min = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 75) 0 (nodn + elemn 

+ dof + 75) 0]); 
 dy_min = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 79) 0 (nodn + elemn 

+ dof + 79) 0]); 
 Xc0 = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 85) 0 (nodn + elemn + 

dof + 85) (nodn - 1)]); 
 Yc0 = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 89) 0 (nodn + elemn + 

dof + 89) (nodn - 1)]); 
 XYc0 = [Xc0 Yc0]; 

 Area = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 95) 0 (nodn + elemn + 

dof + 95) (elemn - 1)]); 
 Xclbound = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 99) 0 (nodn + 

elemn + dof + 99) (nodn - 1)]); 
 Xcubound = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 103) 0 (nodn + 

elemn + dof + 103) (nodn - 1)]); 
 Yclbound = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 107) 0 (nodn + 

elemn + dof + 107) (nodn - 1)]); 
 Ycubound = dlmread('Model_data.txt', '', [(nodn + elemn + dof + 111) 0 (nodn + 

elemn + dof + 111) (nodn - 1)]); 
 XYclbound = [Xclbound Yclbound]; 

 XYcubound = [Xcubound Ycubound]; 

 non_deformfig = figure('Name', 'Non-deformed truss','NumberTitle','off'); 

 hold on 

 xMin = min(Nod(:, 2)); 

 xMax = max(Nod(:, 2)); 

 yMin = min(Nod(:, 3)); 

 yMax = max(Nod(:, 3)); 

 Lx = abs(xMax - xMin); 

 Ly = abs(yMax - yMin); 

 axis([xMin - Lx/1.3, xMax + Lx/1.3, yMin - Ly/1.3, yMax + Ly/1.3]); 

 for i = 1:elemn 

     L(i) = sqrt((Nod(Con(i, 3), 3) - Nod(Con(i, 2), 3))^2 + (Nod(Con(i, 3), 2) -  

Nod(Con(i, 2), 2))^2);  
 end 

 Plength = 0.1*min(L); 

 for i = 1:dof 
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     if bound(i) == 1 

          if mod(i, 2) == 0 

             xStart = Nod(i/2, 2); 

           xEnd = xStart;   

           yStart = Nod(i/2, 3); 

             yEnd = yStart + Plength; 

           line([xStart, xEnd], [yStart, yEnd],... 
            'Marker', '^', 'Markersize', 2,... 
             'Color', 'red', 'LineWidth', 2,... 
             'LineStyle', '-');      
         else 

             xStart = Nod((i + 1)/2, 2); 

             xEnd = xStart + Plength; 

             yStart = Nod((i + 1)/2, 3); 

             yEnd = yStart; 

             line([xStart, xEnd], [yStart, yEnd],... 

              'Marker', '>', 'Markersize', 2,... 
              'Color', 'red', 'LineWidth', 2,... 
              'LineStyle', '-'); 
         end 

     end 

 end 

 V = zeros(dof); 

 j = 1; 

 for i = 1:dof 

     if bound(i) == 1 

         bound2(j) = i; 

         j = j + 1; 

     end 

 end 

 for i = 1:boundn 

     V(dof - boundn + i, bound2(i)) = 1; 

 end 

 j = 1; 

 for i = 1:dof 

     if j <= boundn 

         if i == bound2(j) 

             j = j+1; 

         else 

             V(i-j+1, i) = 1; 

         end 

     else 

         V(i-j+1, i) = 1; 

     end 

 end 

 P = Pload; 

 for i = 1:dof 

     if P(i) ~= 0 



 55 
 

         if mod(i, 2) == 0 

              xStart = Nod(i/2, 2); 

              xEnd = xStart; 

              yStart = Nod(i/2, 3); 

              yEnd = yStart + Plength; 

              line([xStart, xEnd], [yStart, yEnd],... 

               'Marker', '^', 'Markersize', 2,... 
               'Color', 'blue', 'LineWidth', 2,... 
               'LineStyle', '-');      
         else 

           xStart = Nod((i + 1)/2, 2); 

           xEnd = xStart + Plength; 

           yStart = Nod((i + 1)/2, 3); 

           yEnd = yStart; 

           line([xStart, xEnd], [yStart, yEnd],... 

            'Marker', '>', 'Markersize', 2,... 
            'Color', 'blue', 'LineWidth', 2,... 
            'LineStyle', '-'); 
         end 

     end 

 end 

 for i = 1:elemn 

     yk = Nod(Con(i, 3), 3); 

     yj = Nod(Con(i, 2), 3); 

     xk = Nod(Con(i, 3), 2); 

     xj = Nod(Con(i, 2), 2); 

     line([xj, xk], [yj, yk],... 

           'Marker', 'o', 'Markersize', 5,... 
           'Color', 'black', 'LineWidth', 1,... 
           'LineStyle', '-'); 
     xMiddle = (xj + xk)/2; 

     yMiddle = (yj + yk)/2; 

     text(xMiddle, yMiddle, num2str(i)) 

 end 

 savefig('Non-deformed truss') 

 [stress, D] = Element_func_XY(Area, zeros(2*nodn, 1), E, V, Pload, dof, boundn, 

elemn, Con, Nod, nodn); 
 deformfig = openfig('Non-deformed truss'); 

 set(deformfig, 'name', 'Deformed truss', 'numbertitle', 'off') 

 scalefactor = min(Lx, Ly)/(10*max(abs(D))); 

 for i = 1:elemn 

     nodj = Con(i, 2); 

     nodk = Con(i, 3); 

     xj = Nod(nodj, 2); 

     xk = Nod(nodk, 2); 

     yj = Nod(nodj, 3); 

     yk = Nod(nodk, 3); 

     xStart = xj + scalefactor*D((2*nodj - 1)); 

     xEnd = xk + scalefactor*D((2*nodk - 1)); 
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     yStart = yj + scalefactor*D((2*nodj)); 

     yEnd = yk + scalefactor*D((2*nodk)); 

     line([xStart, xEnd], [yStart, yEnd],... 

           'Marker', 'o', 'Markersize', 5,... 
           'Color', 'black', 'LineWidth', 1,... 
           'LineStyle', '--'); 
 end 

 savefig('Deformed truss') 

 A_ineq = []; 

 b_ineq = []; 

 A_eq = []; 

 b_eq = []; 

 options = optimoptions('fmincon', 'SpecifyObjectiveGradient', true, 

'SpecifyConstraintGradient', true, 'Display', 'iter'); 
 [Optimum_XYc, Minimum_Truss_Weight] = fmincon(@(XYc)Obj_fun_XY(XYc, Area, elemn, 

density, Nod, Con, nodn), XYc0, A_ineq, b_ineq, A_eq, b_eq, XYclbound, XYcubound, 
@(XYc)nonlcon_XY(Area, E, XYc, elemn, dof, Nod, Con, V, boundn, Pload, nodn, 
min_stress, max_stress, dx_min, dx_max, dy_min, dy_max), options); 
 [Starting_Truss_Weight, Starting_Truss_Weight_sens] = Obj_fun_A(XYc0, Area, elemn, 

density, Nod, Con, nodn); 
 toc; 

 t = toc; 

 h = msgbox({'Elapsed time', num2str(t), ' ', 'Starting truss mass', 

   num2str(Starting_Truss_Weight), 'Minimum truss mass ', 
   num2str(Minimum_Truss_Weight),' ', 'Coordinates vector was changed from', 
   num2str(Area), 'to', num2str(Optimum_XYc), ' ', 'Stress vector was changed from', 
   num2str(stress),'to',num2str(Optimum_stress), ' ', 'Displacement vector was 
   changed from', num2str(D), 'to',num2str(Optimum_D)}, 'Optimization results'); 
 deformfig = openfig('Non-deformed truss'); 

 set(deformfig, 'name', 'Optimum truss shape', 'numbertitle', 'off') 

 for i = 1:elemn 

     yk = Nod(Con(i, 3), 3) + Optimum_XYc(nodn + Con(i, 3)); 

     yj = Nod(Con(i, 2), 3) + Optimum_XYc(nodn + Con(i, 2)); 

     xk = Nod(Con(i, 3), 2) + Optimum_XYc(Con(i, 3)); 

     xj = Nod(Con(i, 2), 2) + Optimum_XYc(Con(i, 2)); 

     line([xj, xk], [yj, yk],... 

        'Marker', 'o', 'Markersize', 7,... 
        'Color', 'blue', 'LineWidth', 1,... 
        'LineStyle', '-'); 
     xMiddle = (xj + xk)/2; 

     yMiddle = (yj + yk)/2; 

     text(xMiddle, yMiddle, num2str(i)) 

 end 

 savefig('Optumum truss shape') 

 for i = 1:nodn 

    Optimum_Nod(i, 1) = i; 

    Optimum_Nod(i, 2) = Nod(i, 2) + Optimum_XYc(i); 

    Optimum_Nod(i, 3) = Nod(i, 3) + Optimum_XYc(i + nodn); 

 end 
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 Ktotal_calc_XY.m 

 function [Ktotal] = Ktotal_calc_XY(elemn, dof, Con, kglob) 

  
 Ktotal = zeros(dof);  

 for i = 1:elemn 

    Ktotal(2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2), 2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2)) = Ktotal(2*Con(i,2)-

1:2*Con(i,2), 2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2)) + kglob(4*i-3:4*i-2, 1:2);   %% ( = Kjj ) 
    Ktotal(2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2), 2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3)) = Ktotal(2*Con(i,2)-

1:2*Con(i,2), 2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3)) + kglob(4*i-3:4*i-2, 3:4);   %% ( = Kjk ) 
    Ktotal(2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3), 2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2)) = Ktotal(2*Con(i,3)-

1:2*Con(i,3), 2*Con(i,2)-1:2*Con(i,2)) + kglob(4*i-1:4*i, 1:2);      %% ( = Kkj ) 
    Ktotal(2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3), 2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3)) = Ktotal(2*Con(i,3)-

1:2*Con(i,3), 2*Con(i,3)-1:2*Con(i,3)) + kglob(4*i-1:4*i, 3:4);      %% ( = Kkk ) 
 end 

 end 

 

Element_func_XY.m 

 function [stress, D] = Element_func_XY(Area, XYc, E, V, Pload, dof, boundn, elemn, 

Con, Nod, nodn) 
  
  for i = 1:elemn 

     yk = Nod(Con(i, 3), 3) + XYc(nodn + Con(i, 3)); 

     yj = Nod(Con(i, 2), 3) + XYc(nodn + Con(i, 2)); 

     xk = Nod(Con(i, 3), 2) + XYc(Con(i, 3)); 

     xj = Nod(Con(i, 2), 2) + XYc(Con(i, 2)); 

     L(1, i) = sqrt((yk - yj)^2 + (xk - xj)^2); 

     f11 = atan2((yk - yj),(xk - xj)); 

     f12 = pi/2 - f11; 

     Lppt(2*i -1:2*i, 1:4) = [cos(f11) cos(f12) 0 0 

                             0 0 cos(f11) cos(f12)]; 
     kloc(2*i - 1:2*i, 1:2) = E*Area(i)*[1/L(i), -1/L(i); -1/L(i), 1/L(i)]; 

  kglob(4*i-3:4*i, 1:4) = Lppt(2*i -1:2*i, 1:4).'*kloc(2*i - 1:2*i, 

1:2)*Lppt(2*I - 1:2*i, 1:4); 
 end 

 [Ktotal] = Ktotal_calc_XY(elemn, dof, Con, kglob); 

 P = Pload; 

 D = zeros(dof, 1); 

 Ktotal = V*Ktotal*V'; 

 P = V*P; 

 D = V*D; 

 Kff = Ktotal(1:dof - boundn, 1:dof - boundn); 

 Kfs = Ktotal(1:dof - boundn, dof - boundn + 1:dof); 

 Ksf = Ktotal(dof - boundn + 1:dof, 1:dof - boundn); 

 Kss = Ktotal(dof - boundn + 1:dof, dof - boundn + 1:dof); 

 Pf = P(1:dof - boundn , 1); 

 Ds = D(dof - boundn + 1:dof, 1); 
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 Df = inv(Kff)*(Pf - Kfs*Ds); 

 Ps = Ksf*Df + Kss*Ds; 

 D(1:dof - boundn) = Df; 

 P(dof - boundn + 1:dof) = Ps; 

  
 P = V'*P; 

 D = V'*D; 

 Ktotal = V'*Ktotal*V; 

 Dlg = zeros([4*elemn, 1]); 

 Dll = zeros([2*elemn, 1]); 

 axialforce = zeros([elemn, 1]); 

 stress = zeros([elemn, 1]); 

 strain = zeros([elemn, 1]); 

 axf = zeros([2*elemn], 1); 

 for i = 1:elemn 

     nodj = Con(i,2); 

     nodk = Con(i,3); 

     Dlg(4*i - 3, 1) = D(nodj*2 -1);  

     Dlg(4*i - 2, 1) = D(nodj*2); 

     Dlg(4*i - 1, 1) = D(nodk*2 -1); 

     Dlg(4*i, 1) = D(nodk*2); 

     Dll(2*i - 1:2*i, 1) = Lppt(2*i - 1:2*i, 1:4)*Dlg(4*i - 3:4*i,1); 

     axf(2*i - 1:2*i, 1) = kloc(2*i - 1:2*i, 1:2)*Dll(2*i - 1:2*i, 1); 

     axialforce(i,1) = axf(2*i, 1); 

     stress(i, 1) = axialforce(i,1)/Area(i); 

     strain(i, 1) = stress(i,1)/E; 

 end 

 end 

 

Obj_fun_XY.m 

 function [Truss_weight2, Truss_weight_sens] = Obj_fun_XY(XYc, Area, elemn, 

density, Nod, Con, nodn) 
 
 for i = 1:elemn 

     yk = Nod(Con(i, 3), 3) + XYc(nodn + Con(i, 3)); 

     yj = Nod(Con(i, 2), 3) + XYc(nodn + Con(i, 2)); 

     xk = Nod(Con(i, 3), 2) + XYc(Con(i, 3)); 

     xj = Nod(Con(i, 2), 2) + XYc(Con(i, 2)); 

     L2(1, i) = sqrt((yk - yj)^2 + (xk - xj)^2); 

 end 

 Truss_weight2 = 0; 

 for i = 1:elemn 

     Truss_weight2 = Truss_weight2 + L2(i)*Area(i); 

 end 

 Truss_weight2 = density*Truss_weight2;  

 Truss_weight_sens = zeros([2*nodn, 1]); 
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 L1 = zeros(1, elemn); 

 for i = 1:2*nodn 

     XYc_temp = XYc; 

     XYc_temp(i) = XYc_temp(i) - 0.001*XYc_temp(i); 

     dXYc = 0.001*XYc_temp(i); 

     Truss_weight1 = 0; 

     for j = 1:elemn         

         yk = Nod(Con(j, 3), 3) + XYc_temp(nodn + Con(j, 3)); 

         yj = Nod(Con(j, 2), 3) + XYc_temp(nodn + Con(j, 2)); 

         xk = Nod(Con(j, 3), 2) + XYc_temp(Con(j, 3)); 

     xj = Nod(Con(j, 2), 2) + XYc_temp(Con(j, 2)); 

     L1(1, j) = sqrt((yk - yj)^2 + (xk - xj)^2); 

     Truss_weight1 = Truss_weight1 + L1(j)*Area(j); 

     end 

     Truss_weight1 = density*Truss_weight1 

     Truss_weight_sens(i, 1) = (Truss_weight2 - Truss_weight1)/dXYc; 

 end 

 end 

 

nonlcon_XY.m 

 function [c, ceq, c_sens, ceq_sens] = nonlcon_XY(Area, E, XYc, elemn, dof, Nod, 

Con, V, boundn, Pload, nodn, min_stress, max_stress, dx_min, dx_max, dy_min, dy_max) 
 
 [stress2, D2] = Element_func_XY(Area, XYc, E, V, Pload, dof, boundn, elemn, Con, 

Nod, nodn); 
 c = zeros([2*elemn + 4*nodn], 1); 

 j = 1; 

 for i = 1:elemn 

     c(i, 1) = - 1 + stress2(j, 1) / min_stress; 

     j = j + 1; 

 end 

 j = 1; 

 for i = (elemn + 1):2*elemn 

     c(i, 1) = - 1 + stress2(j, 1) / max_stress; 

     j = j + 1; 

 end 

 j = 1; 

 for i = (2*elemn + 1):(2*elemn + nodn) 

     c(i, 1) = - 1 + D2(2*j - 1, 1) / dx_min; 

     j = j + 1; 

 end 

 j = 1; 

 for i = (2*elemn + nodn + 1):(2*elemn + 2*nodn) 

     c(i, 1) = - 1 + D2(2*j - 1, 1) / dx_max; 

     j = j + 1; 

 end 

 j = 1; 
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 for i = (2*elemn + 2*nodn + 1):(2*elemn + 3*nodn) 

     c(i, 1) = - 1 + D2(2*j, 1) / dy_min; 

     j = j + 1; 

 end 

 j = 1; 

 for i = (2*elemn + 3*nodn + 1):(2*elemn + 4*nodn) 

     c(i, 1) = - 1 + D2(2*j, 1) / dy_max; 

     j = j + 1; 

 end 

 c_sens = zeros([2*nodn, 2*elemn + 4*nodn]); 

 for i = 1:2*nodn 

     XYc_temp = XYc; 

     XYc_temp(i) = XYc_temp(i) - 0.001*XYc_temp(i); 

     dXYc = 0.001*XYc_temp(i); 

     [stress1, D1] = Element_func_XY(Area, XYc_temp, E, V, Pload, dof, boundn, 

elemn, Con, Nod, nodn); 
     stress_grad = (stress2 - stress1)/dXYc; 

     D_grad = (D2 - D1)/dXYc; 

     c_sens(i, 1:elemn) = stress_grad.'/min_stress; 

     c_sens(i, (elemn + 1):(2*elemn)) = stress_grad.'/max_stress; 

     for j = 1:nodn 

         c_sens(i, 2*elemn + j) = D_grad(2*j - 1, 1).'/dx_min; 

     end 

     for j = 1:nodn 

         c_sens(i, 2*elemn + nodn + j) = D_grad(2*j - 1, 1).'/dx_max; 

     end; 

     for j = 1:nodn 

         c_sens(i, 2*elemn + 2*nodn + j) = D_grad(2*j, 1).'/dy_min; 

     end 

     for j = 1:nodn 

         c_sens(i, 2*elemn + 3*nodn + j) = D_grad(2*j, 1).'/dy_max; 

     end 

 end 

 ceq = []; 

 ceq_sens = []; 

 end 
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3.4) Παρατηρόςεισ για την ειςαγωγό των δεδομϋνων 

 

1) Τπϊρχει περύπτωςη κϊποια από τισ μεταβλητϋσ να πρϋπει να μην πϊρει μϋροσ 

ςτην βελτιςτοπούηςη, να μεύνει δηλαδό ςταθερό. Δύο τϋτοιεσ περιπτώςεισ εύναι, να θϋλει 

κανεύσ να διατηρόςει ςταθερό μια διατομό κατϊ την βελτιςτοπούηςη διαςταςιολόγηςησ 

(γιατύ π.χ. ξϋρει ότι δεν παύρνει ϋνταςη, οπότε εξ’ αρχόσ εύναι ςύγουρο πωσ θα βϊλει μια 

ελϊχιςτη) και να θϋλει κανεύσ να μεύνουν κϊποιοι κόμβοι ακύνητοι κατϊ την 

βελτιςτοπούηςη ςχόματοσ. Αυτό γύνεται θϋτοντασ ύδια τιμό ςτα όρια ςτην αντύςτοιχη 

μεταβλητό. ΢την περύπτωςη των διατομών, τύθεται ϊνω και κϊτω τιμό ύςη με την 

επιθυμητό. ΢την περύπτωςη κόμβων τύθεται μια πολύ μικρό τιμό ςτην αντύςτοιχη 

ςυντεταγμϋνη. Δεν πρϋπει να τεθεύ τιμό 0 ςε καμύα μεταβλητό, διότι ο αλγόριθμοσ απαιτεύ 

να μπορεύ αυτό να μπει ςε παρονομαςτό για τον υπολογιςμό των ευαιςθηςιών. Γι’ αυτό, 

αντύ για 0 τύθεται μια πολύ μικρό, ςε ςχϋςη με τισ αποςτϊςεισ των κόμβων τιμό. Π.χ., για 

ϋνα δικτύωμα με κόμβουσ που απϋχουν 5m μεταξύ τουσ μπορεύ να τεθεύ τιμό 0.0001m ςτισ 

ςυντεταγμϋνεσ των κόμβων που πρϋπει να μεύνουν ακύνητοι. 

2) ΢ε πολύπλοκα προβλόματα μπορεύ η λύςη να ςυγκλύνει αρχικϊ προσ την 
βϋλτιςτη, αλλϊ ςτην ςυνϋχεια να αποκλύνει από αυτόν. Έτςι, ςτο τϋλοσ θα προκύψει μια 
λύςη καλύτερη από την αρχικό, να ϋχει όμωσ προςπεραςτεύ μια ενδεχόμενη καλύτερη μια 
κατϊ την επαναληπτικό διαδικαςύα. Επύςησ μπορεύ να μην μπορϋςουν να ικανοποιηθούν 
τα κριτόρια ςύγκλιςησ και να εκτελεςτεύ ο μϋγιςτοσ αριθμόσ επαναλόψεων. ΢την 
περύπτωςη αυτόν, μπορεύ να βρεθεύ από το παρϊθυρο εντολών (Command Window) η 
πορεύα βελτιςτοπούηςησ, δηλαδό ςτοιχεύα από την κϊθε επανϊληψη. Κϊτω από την ςτόλη 
Iter βρύςκεται ο αριθμόσ τησ επανϊληψησ, ενώ κϊτω από την ςτόλη f(x) η τιμό τησ 
αντικειμενικόσ ςυνϊρτηςησ. Μπορεύ να εντοπιςτεύ η ελϊχιςτη τιμό τησ αντικειμενικόσ 
ςυνϊρτηςησ και ο αντύςτοιχοσ αριθμόσ επανϊληψησ. ΢την ςυνϋχεια εκτελεύται η εντολό 
options με επιπλϋον την ρύθμιςη ( 'MaxIterations', x ), όπου x = η τιμό τησ 
επανϊληψησ που βρϋθηκε πριν. Μετϊ εκτελεύται πϊλι η εντολό fmincon και η διαδικαςύα 
ςταματϊει ςτην επανϊληψη x, όπου και βρύςκεται η ελϊχιςτη τιμό μϊζασ. 

 

3) Σο πρόγραμμα Optim_A.m ϋχει την δυνατότητα βελτιςτοπούηςησ τοπολογύασ. Για 

να γύνει αυτό πρϋπει να οριςτούν όλεσ οι ρϊβδοι, που θα ςχηματύςουν τον αρχικό φορϋα. 

΢την ςυνϋχεια το κϊτω όριο των διατομών τύθεται ύςο με μια πολύ μικρό τιμό, πρακτικώσ 

0, όχι ύςη με 0 γιατύ το πρόγραμμα δεν μπορεύ να υπολογύςει τισ ευαιςθηςύεσ και 

παρουςιϊζει ςφϊλμα. Εκτελεύται το πρόγραμμα και βρύςκονται από την λύςη οι ρϊβδοι 

που ϋλαβαν την τιμό του ορύου. Αυτϋσ οι ρϊβδοι ϋχουν κριθεύ ωσ ϊχρηςτεσ γι’ αυτό και 

ϋχουν πρακτικώσ μηδενικϋσ διατομϋσ. Με την αφαύρεςη των ρϊβδων προκύπτει ϋνασ 

φορϋασ βελτιςτοποιημϋνησ τοπολογύασ. 
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4) Προτεύνεται να τοποθετούνται δυνϊμεισ ςε όςο το δυνατόν κόμβουσ γύνεται. 

Ακόμα και αν κϊποιοσ β.ε. ςύμφωνα με το πρόβλημα δεν ϋχει κϊποια δύναμη, μπορεύ να 

τεθεύ μια δύναμη ςχετικϊ μικρό. Για να εξηγηθεύ αυτό υπενθυμύζεται ότι ϋνασ μηχανιςμόσ 

δεν εύναι ϋνασ φορϋασ που εύναι ανιςόρροποσ για οποιοδόποτε ςυνδυαςμό φορτύων, αλλϊ 

για ςυγκεκριμϋνουσ. Αυτό ςημαύνει πωσ ϋνασ μηχανιςμόσ για κϊποιουσ ςυνδυαςμούσ 

φορτύςεων ιςορροπεύ. Με την τοποθϋτηςη των δυνϊμεων ςτουσ β.ε. αποφεύγονται οι 

λύςεισ που οδηγούν ςε μηχανιςμό. Επιπλϋον, ςε ϋνα πραγματικό πρόβλημα πρϋπει να 

εξεταςτούν διϊφοροι ςυνδυαςμού φορτύςεων, οπότε πρϋπει να υπϊρχουν παντού 

δυνϊμεισ. Διαφορετικϊ μπορεύ να υπολογιςτεύ ϋνασ φορϋασ που να μην ιςορροπεύ ςε 

κϊποιο ςυνδυαςμό. ΢το ςχόμα φαύνεται ϋνα απλό παρϊδειγμα. 

 

΢χόμα 3.1 Απλόσ φορϋασ 2 ρϊβδων. Η δύναμη εύναι παρϊλληλη με την ρϊβδο 1, ϊρα παραλαμβϊνεται από 

αυτόν μόνο. Αυτό ςημαύνει πωσ η ρϊβδοσ 2 εύναι ϊχρηςτη. ΢την πραγματικότητα όμωσ η δύναμη P δεν θα 

εύναι η μοναδικό (π.χ. ενδεχόμενο ςειςμού). Κϊποιοσ που θα ςχεδιϊςει με την δύναμη αυτόν μόνο θα 

οδηγηθεύ ςτην διαγραφό τησ ρϊβδου 2, με αποτϋλεςμα ο φορϋασ να γύνει μηχανιςμόσ. Με την τοποθϋτηςη 

οποιονδόποτε επιπλϋον δυνϊμεων η ρϊβδοσ 2 καθύςταται αναγκαύα. 
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Κεφϊλαιο 4:  ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ 

ΕΥΑΡΜΟΓΗ΢  

 

4.1) Βελτιςτοπούηςη διαςταςιολόγηςησ 

 

α) Ιςοςτατικό δικτύωμα 5 ρϊβδων 

Ένα απλό παρϊδειγμα που χρηςιμοποιόθηκε ςαν οδηγόσ ςτην εργαςύα εύναι το απλό 

δικτύωμα του ςχόματοσ. 

Τλικό με: ρ = 7800 kg/ , E = 210 GPa. 

               

      ΢χόμα 4.1 Δικτύωμα 5 ρϊβδων του προβλόματοσ. 
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Περιοριςμού:  

   

   

Αρχικϊ επιλϋγεται μια κοινό διατομό για όλεσ τισ ρϊβδουσ μεγϋθουσ , Ο 

φορϋασ εδώ εύναι ιςοςτατικόσ, επομϋνωσ η ϋνταςό του εύναι ανεξϊρτητη από τισ διατομϋσ 

των ρϊβδων. Εύκολα φαύνεται ότι οι δυνϊμεισ 100 kN με την φορϊ που ϋχουν δύνουν μια 

ςυνιςτώςα ύςη με 141 kN, η οπούα παραλαμβϊνεται εξ’ ολοκλόρου με θλύψη από την ρϊβδο 

5. Αυτό με την ςειρϊ τησ μεταφϋρει μια οριζόντια δύναμη ύςη με 100 ςτην ρϊβδο 1, η οπούα 

την παραλαμβϊνει με εφελκυςμό. Οι ϊλλεσ ρϊβδοι εύναι αφόρτιςτεσ. Άρα η βϋλτιςτη λύςη 

προφανώσ εύναι οι ρϊβδοι 2, 3, 4 να ςχεδιαςτούν με τισ ελϊχιςτεσ δυνατϋσ διατομϋσ, και να 

αναζητηθούν οι διατομϋσ των ρϊβδων 1, 5, ώςπου παραβιαςτεύ κϊποιοσ από τουσ 

περιοριςμούσ. Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ δύνει τα ακόλουθα. 

  

΢χόμα 4.2 ΢το 1ο ςχόμα φαύνεται ο απαραμόρφωτοσ φορϋασ, ενώ ςτο 2ο ο παραμορφωμϋνοσ με 

διακεκομμϋνεσ γραμμϋσ. 

   

Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ διόρκηςε 1.1 sec και η βελτιςτοπούηςη ϋγινε ςε 12 επαναλόψεισ. 

Μϊζα πριν την βελτιςτοπούηςη: M = 1266 kg. 

Μϊζα μετϊ την βελτιςτοπούηςη: M = 30.57 kg. 

Διατομϋσ πριν την βελτιςτοπούηςη: A = [0.01, 0.01, 0.01, 0.01, 0.01]  

Διατομϋσ μετϊ την βελτιςτοπούηςη: A = [0.43, 0.01, 0.01, 0.01, 0.6]   

Σϊςεισ πριν την βελτιςτοπούηςη: ς = [10, 0, 0, 0, -14.1] MPa 

Σϊςεισ μετϊ την βελτιςτοπούηςη: ς = [235, 0, 0, 0, -235] MPa 
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Μετακινόςεισ β.ε. πριν την βελτιςτοπούηςη: D =  [0, 0, 0.143, 0, 0.547, 0, 0.547, 0] m 

Μετακινόςεισ β.ε. μετϊ την βελτιςτοπούηςη: D =  [0, 0, 3.36, 0, 10, 0, 10, 0] m 

Οι τϊςεισ των ρϊβδων και οι μετακινόςεισ των κόμβων με τισ αρχικϋσ διατομϋσ απεύχαν πολύ από τα 

επιτρεπόμενα όρια. Η βελτιςτοπούηςη μειώνει την μϊζα του δικτυώματοσ ςτο 2.4%. Οι ρϊβδοι 2, 3, 4 που 

εύναι αφόρτιςτεσ παύρνουν τισ μικρότερεσ επιτρεπτϋσ τιμϋσ διατομών, ενώ οι 1, 5 παύρνουν τισ μϋγιςτεσ που 

οριακϊ τουσ αναπτύςςουν την τϊςη διαρροόσ, όπωσ όταν αναμενόμενο. 

 

β) Δικτύωμα 7 ρϊβδων αξιολόγηςησ αλγορύθμων 

Σο παρϊδειγμα αυτό ανόκει ςτην κατηγορύα προβλημϊτων αξιολόγηςησ (benchmark 

problem). Εύναι προβλόματα που χρηςιμοποιούνται για την αξιολόγηςη τησ ικανότητασ 

αλγορύθμων και προγραμμϊτων και ςυναντϊται ςτισ περιςςότερεσ εργαςύεσ πϊνω ςτο 

θϋμα. 

Τλικό με : ρ = 276.8 kg/ , E = 68947572 kPA. 

 

 

΢χόμα 4.3 Δικτύωμα 7 ρϊβδων του προβλόματοσ αξιολόγηςησ. 

 

Περιοριςμού:   
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Μερικϊ καλϊ αποτελϋςματα για το πρόβλημα ϋχουν δοθεύ ςτισ παρακϊτω εργαςύεσ: 

1) M = 2222.22 kg, από τουσ Deb και Gulati (2001), με χρόςη γενετικού αλγορύθμου. 

2) M = 2225.35 kg, από τουσ Miguel, Lopez, Miguel(2012), με χρόςη αλγορύθμου 

πυγολαμπύδασ. 

3) M = 2241.97 kg, από τουσ Haleja και Lee (1995), με χρόςη γενετικού αλγορύθμου. 

4) M = 2295.59 kg, από τουσ Li, Huang και Liu (2006), με χρόςη αλγορύθμου ςμόνουσ 

ςωματιδύων. 

5) M = 2301.09 kg, από τουσ Kripakaran, Gupta και Baugh Jr. (2007), με χρόςη 

αλγορύθμου υβριδικόσ αναζότηςησ. 

6) M = 2322.08 kg, από τον Galante (1996), με χρόςη γενετικού αλγορύθμου. 

 ΢το πρόγραμμα ειςϊγεται κοινό αρχικό τιμό διατομών για όλεσ τισ ρϊβδουσ ύςη με 

. Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ δύνει τα ακόλουθα: 

 

΢χόμα 4.4 Απαραμόρφωτοσ φορϋασ. 
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΢χόμα 4.5 Παραμορφωμϋνοσ φορϋασ. 

 

Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ διόρκηςε 6.16 sec και η βελτιςτοπούηςη ϋγινε ςε 171 επαναλόψεισ. 

Μϊζα πριν την βελτιςτοπούηςη: M = 20863.88 kg. 

Μϊζα μετϊ την βελτιςτοπούηςη: M = 2263.77 kg. 

Διατομϋσ πριν την βελτιςτοπούηςη: A = [0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1]  

Διατομϋσ μετϊ την βελτιςτοπούηςη: A = [0.0149, 0.0132, 0.01, 0.005, 0.019, 0.014, 0.00001]   

Σϊςεισ πριν την βελτιςτοπούηςη: ς = [-8.9, -6.29, -4.45, 6.29, 8.9, 6.29, 0] MPa 

Σϊςεισ μετϊ την βελτιςτοπούηςη: ς = [-59.79, -48, -44.85, 137.46, 46.35, 44.85, 172.37] MPa 

Μετακινόςεισ β.ε. πριν την βελτιςτοπούηςη: D =  [0, 0, -1.18, -2.85, -1.77, -7.47, 0, 0, 1.18, -2.85]  m 

Μετακινόςεισ β.ε. μετϊ την βελτιςτοπούηςη: D =  [0, 0, -7.93, -41.74, -13.88, -50.8, 0, 0, 6.15, -18.88] m 

Η μϊζα δικτυώματοσ που προϋκυψε εύναι το 11% τησ αρχικόσ και ανϊμεςα ςτισ τιμϋσ M = 

2242.97 kg και M = 2295.59 kg των Haleja και Li αντύςτοιχα. 
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γ) Δικτύωμα  11 ρϊβδων 

Τλικό με : ρ = 7800 kg/ , E = 210000000 kPA. 

 

 

΢χόμα 4.6 Δικτύωμα 11 ρϊβδων. 

 

Περιοριςμού:  

   

   

΢το πρόγραμμα ειςϊγεται κοινό αρχικό τιμό διατομών για όλεσ τισ ρϊβδουσ ύςη με 

. Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ δύνει τα ακόλουθα: 

 

΢χόμα 4.7 Απαραμόρφωτοσ και παραμορφωμϋνοσ φορϋασ. 
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Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ διόρκηςε 2.43 sec και η βελτιςτοπούηςη ϋγινε ςε 44 επαναλόψεισ. 

Μϊζα πριν την βελτιςτοπούηςη: M = 9132 kg. 

Μϊζα μετϊ την βελτιςτοπούηςη: M = 930 kg. 

Διατομϋσ πριν την βελτιςτοπούηςη: A = [0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1]  

Διατομϋσ μετϊ την βελτιςτοπούηςη: A = [0.00014, 0.00043, 0.00014, 0.00029, 0.00029, 0.00032, 0.00032, 

0.00032, 0.00032, 0.00032, 0.00032]   

Σϊςεισ πριν την βελτιςτοπούηςη: ς = [-2.5, -7.5, -2.5, 5, 5, 5.6, -5.6, 5.6, 5.6, -5.6, 5.6] MPa 

Σϊςεισ μετϊ την βελτιςτοπούηςη: ς = = [-230, -171, -230, 188, 188, 230, -133, 133, 133, -133, 230] MPa 

Μετακινόςεισ β.ε. πριν την βελτιςτοπούηςη: D =  [0, 0, -0.1, -1.1, -0.5, -1.1, -0.6, 0, -0.5, -0.6, -0.3 -1.6, -

0.05, 0.6]  m 

Μετακινόςεισ β.ε. μετϊ την βελτιςτοπούηςη: D =  [0, 0, -11, -40, -19, -40, -30, 0, -24, -26, -15, -50, -6, -26] 

m 

Η μϊζα δικτυώματοσ που προϋκυψε εύναι το 10% τησ αρχικόσ. Ξεκινώντασ από μια πολύ 

κακό αρχικό εκτύμηςη το δικτύωμα βελτιςτοποιεύται ςε πολύ μικρό χρόνο. 
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4.2) Βελτιςτοπούηςη ςχόματοσ 

 

α) Δικτύωμα 18 ρϊβδων 

Σο δικτύωμα αυτό χρηςιμοποιεύται από τουσ Ahrai, Atai (2013) ςε μια εργαςύα ςχετικό με 

τον αλγόριθμο εξελικτικόσ ςτρατηγικόσ. 

Τλικό με : ρ = 2768 kg/ , E = 68947572 kPA. 

 

΢χόμα 4.8 Δικτύωμα 18 ρϊβδων. 

 

Περιοριςμού:  

   

   

   

   

   

   

Παρατόρηςη: Ο αλγόριθμοσ των Ahrai, Atai λαμβϊνει υπόψιν του τον λυγιςμό. Η παρούςα 

εργαςύα όχι, οπότε τύθεται η θλιπτικό τϊςη προςεγγιςτικϊ μικρότερη από την 

εφελκυςτικό, ύςη με 100000 kPa. Επύςησ ςτην εργαςύα των Ahrai, Atai δεν υπϊρχει 
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περιοριςμόσ μετακινόςεων κόμβων, οπότε εδώ μπαύνει ϋνασ μεγϊλοσ περιοριςμόσ ύςοσ με 

0.5 m. 

Οι διατομϋσ εύναι ύςεσ με: 

] = [2.26, 7.57, 2.26, 2.26, 2.26, 8.189, 3.76, 3.81, 2.26, 10.20, 4.68, 6.06, 2.26, 11.95, 

5.53, 8.03, 2.26, 12.90] (m^2) 

Οι Ahrai, Atai ϋτρεξαν 2 φορϋσ τον αλγόριθμο με διαφορετικό πληθυςμό (διαφορετικό 

ακρύβεια) και κατϋληξαν ςε 2 ελϊχιςτεσ τιμϋσ τησ μϊζασ του δικτυώματοσ M = 204400 kg 

και M = 166800 kg. Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ δύνει τα ακόλουθα: 

 

΢χόμα 4.9 Απαραμόρφωτοσ φορϋασ 

 

 

΢χόμα 4.10 Παραμορφωμϋνοσ φορϋασ 
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Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ διόρκηςε 2.7 sec και η βελτιςτοπούηςη ϋγινε ςε 15 επαναλόψεισ. 

Μϊζα πριν την βελτιςτοπούηςη: M = 188100 kg. 

Μϊζα μετϊ την βελτιςτοπούηςη: M = 168560 kg. 

Σϊςεισ πριν την βελτιςτοπούηςη: ς = [0.4 -0.16, -0.4, 0.4, 1.12, -0.33, -0.71,  0.7, 1.67, -0.52, -0.76, 0.88, 

2.23, -0.75, -0.81, 1.11, 2.79, -1.04] MPa 

Σϊςεισ μετϊ την βελτιςτοπούηςη: ς =  [1.23, -0.39, -0.43, 1.379, 0.84, -0.61, -0.45, 1.379, 1.379, -0.77, 

-0.57, 1.379, 1.379, -0.91, -0.52, 1.379, 1.379, -1.00] MPa 

Μετακινόςεισ β.ε. πριν την βελτιςτοπούηςη: D = [0.0326, -0.354, 0.0289, -0.298, -0.0246, -0.294, 0.0252, 

            0.223, -0.0216, -0.217, 0.0186, -0.145, -0.0167, -0.138, 

            0.0104, -0.0694, -0.00969, -0.0619, 0, 0, 0, 0]  m 

Μετακινόςεισ β.ε. μετϊ την βελτιςτοπούηςη: D = [0.063, -0.43, 0.052, -0.27, 0.01, -0.25, 0.039, -0.169, 

             0.003, -0.156, 0.0258, -0.089, -0.005, -0.079, 0.0129, 

            -0.032, -0.0043, -0.0283, 0, 0, 0, 0] m 

Η μϊζα δικτυώματοσ που προϋκυψε εύναι το 90% τησ αρχικόσ και πολύ κοντϊ ςτην 

ελϊχιςτη από τισ 2 τιμϋσ M = 166800 kg των Ahrai, Atai. ΢τα επόμενα ςχόματα φαύνεται το 

ςχόμα του βελτιςτοποιημϋνου δικτυώματοσ, όπωσ υπολογύςτηκε ςτην καθεμιϊ εργαςύα. 

 

΢χόμα 4.11 Με διαφορετικϊ χρώματα φαύνονται τα 2 ςχόματα-λύςεισ που υπολόγιςαν οι Ahrai, 

Atai. 

 

΢χόμα 4.12 Με μπλε γραμμό φαύνεται το ςχόμα του φορϋα που υπολογύςτηκε από το πρόγραμμα. 
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β) Δικτύωμα 18 ρϊβδων 

Σο δικτύωμα αυτό χρηςιμοποιεύται από τουσ Kaveh, Khayatazad (2012) από ϋναν 

αλγόριθμο τελευταύασ γενιϊσ, που ακολουθεύ την μϋθοδο Ray Optimization. Εύναι ϋνα από 

τα ανούγματα ςυνεχούσ γϋφυρασ. Λόγω ςυμμετρύασ αρκεύ να μελετηθεύ μόνο ο μιςόσ 

φορϋασ. Σα φορτύα ςτουσ κόμβουσ αποτελούνται από το ύδιο βϊροσ (10 kN) και λοιπϊ 

βϊρη (200 kN). 

Τλικό με : ρ = 7800 kg/ , E = 210000000 kPA. 

 

 

 

΢χόμα 4.13 Σο ςυμμετρικό δικτύωμα 18 ρϊβδων (ϊνω) και το μιςό του (κϊτω). 
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Περιοριςμού:  

   

  0.14  

                

   

Οι κόμβοι μετακινούνται μόνο κατϊ Y, εκτόσ του 1 που μϋνει ακύνητοσ. Ο περιοριςμόσ 

μετακινόςεων εύναι τόςο χαλαρόσ διότι δεν υπϊρχει καθόλου ςτην εργαςύα των Kaveh, 

Khayatazad. Οι διατομϋσ εύναι ύςεσ με Α = [0.21, 0.45, 0.06, 0.5, 0.06, 0.3, 0.176, 0.4100    

0.339, 0.085, 0.339, 0.006, 0.234, 0.269, 0.02, 0.085, 0.02, 0.42, 0.013]. Η εκτϋλεςη του 

προγρϊμματοσ δύνει τα ακόλουθα: 

 

΢χόμα 4.14 Απαραμόρφωτοσ φορϋασ 
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΢χόμα 4.15 Παραμορφωμϋνοσ φορϋασ 

 

Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ διόρκηςε 7.73 sec και η βελτιςτοπούηςη ϋγινε ςε 50 επαναλόψεισ. 

Μϊζα πριν την βελτιςτοπούηςη: M = 686 kg. 

Μϊζα μετϊ την βελτιςτοπούηςη: M = 595 kg. 

Σϊςεισ πριν την βελτιςτοπούηςη: ς = [-0.52, -0.25, 1.91, 0.20, -1.55, -0.16, 0.52, 0.11, -0.21, 0.05, 0.2, 

                0.028, -0.198, 0.15, 2.27, -0.34, -1.16, 0.15, 0.85] MPa 

Σϊςεισ μετϊ την βελτιςτοπούηςη: ς =  [-2.5, -2.14, 0.13, 2.5, -2.5, -2.5, 2.5, 2.2, -1.56 ,-1.9, 2.45, 

                0.44, -0.9, 2.37, 0.58, -2.4, -2.5, 1.37, 2.46] MPa 

Μετακινόςεισ β.ε. πριν την βελτιςτοπούηςη: D = [0, 0, 0, -0.0075, -0.0012, -0.0383, 0.0019, -0.0639, -0.0027, 

           -0.0737, 0.0030, -0.0788, -0.0022, -0.0837, 0.0032, -0.0887, 

           -0.0007, -0.1259, 0, -0.1446, 0, -0.1567]  m 

Μετακινόςεισ β.ε. μετϊ την βελτιςτοπούηςη: D = [0, 0, 0, -0.005, 0.002, -0.005, 0.002, -0.008, 0.001, -0.011, 

                 0.002, -0.013, -0.001, -0.018, 0.001, -0.021, 0.0003, -0.022 

            0, -0.025,  0, -0.029] m 

Η μϊζα δικτυώματοσ που προϋκυψε εύναι το 83% τησ αρχικόσ. ΢τα επόμενα ςχόματα 

φαύνεται το ςχόμα του βελτιςτοποιημϋνου δικτυώματοσ, όπωσ υπολογύςτηκε ςτην 

καθεμιϊ εργαςύα. 
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΢χόμα 4.16 Σο βϋλτιςτο ςχόμα που υπολόγιςαν οι Kaveh, Khayatazad. 

 

΢χόμα 4.17 Με μπλε γραμμό φαύνεται το ςχόμα του μιςού φορϋα που υπολογύςτηκε από το πρόγραμμα. 

 

Η εξόγηςη πύςω από αυτϊ τα ςχόματα εύναι ότι λόγω των ςυγκεκριμϋνων 

ςτηρύξεων και φορτύων, ο φορϋασ ςυμπεριφϋρεται ςαν μια αμφύπακτη δοκό που 

φορτύζεται με ομοιόμορφη φόρτιςη. ΢ε μια τϋτοια ραβδωτό δοκό αναμϋνονται μεγϊλεσ 

ροπϋσ ςτο μϋςο του ανούγματοσ και ςτισ ςτηρύξεισ. ΢την περύπτωςη δικτυωτόσ δοκού 

πρϋπει να αναπτυχθούν αντύςτοιχα ζεύγη δυνϊμεων από τισ ρϊβδουσ. Αυτό γύνεται με 

μεγϊλουσ μοχλοβραχύονεσ, ϊρα μεγϊλα ύψη ςτα ςημεύα που πρϋπει να αναπτυχθούν οι 

μϋγιςτεσ ροπϋσ. Έτςι, ςτα ϊκρα και ςτο μϋςο του ανούγματοσ τοποθετούνται μεγϊλα ύψη, 

που μειώνονται όςο μειώνεται και η ανϊγκη ανϊπτυξησ ροπών. Σο ςχόμα αυτό εύναι όμοιο 

με τησ γϋφυρασ Forth Bridge ςτην ΢κωτύα. 
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΢χόμα 4.18 Γϋφυρα Forth Bridge ςτην ΢κωτύα (1882-1890). 

 

 

γ) Δικτύωμα 37 ρϊβδων  

Σο δικτύωμα αυτό εύναι ϋνα τυπικόσ αμφιϋρειςτο δικτύωμα, γϋφυρασ που καλεύται να 

παραλϊβει ομοιόμορφο φορτύο. 

Τλικό με : ρ = 7800 kg/ , E = 210000000 kPA. 

 

 

΢χόμα 4.19 Δικτύωμα 37 ρϊβδων. 

 

Περιοριςμού:  

   

       1  

                 

    



 78 
 

Όλοι οι κϊτω κόμβοι διατηρούνται ακύνητοι, και όλοι οι κόμβοι διατηρούνται ακύνητοι 

ςτην διεύθυνςη x. Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ δύνει τα ακόλουθα: 

 

 

΢χόμα 4.20 Απαραμόρφωτοσ φορϋασ. 

 

΢χόμα 4.21 Παραμορφωμϋνοσ φορϋασ. 

 

Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ διόρκηςε 4.7 sec και η βελτιςτοπούηςη ϋγινε ςε 13 επαναλόψεισ. 

Μϊζα πριν την βελτιςτοπούηςη: M = 3209 kg. 

Μϊζα μετϊ την βελτιςτοπούηςη: M = 2988 kg. 

Σϊςεισ πριν την βελτιςτοπούηςη: ς = [0.9, 0.9, 1.6, 2.1, 2.4, 2.4, 2.1, 1.6, 0.9, 0.9, -1.6, -2.1, -2.4, -2.5 -2.5, 

              -2.4, -2.1, -1.6, -1.27, 0.2, 0.99, -0.5, 0.71, -0.3, 0.42, -0.1, 0.14, 0, 0.14, 

              -0.1, 0.42, -0.3, 0.71, -0.5, 0.99,    0.2, -1.27] MPa 

Σϊςεισ μετϊ την βελτιςτοπούηςη: ς = [215.1621  215.1621  224.5221  229.9544  233.2895  233.2895 

         229.9544  224.5221  215.1621  215.1621 -235.0000 -235.0000 

         -235.0000 -235.0000 -235.0000 -235.0000 -235.0000 -235.0000 

         -235.0000   21.0000   10.2229   16.8891 6.7848   16.9352    4.6206 

         17.8020    2.2735   17.6633    2.2735   17.8020    4.6206   16.9352 

          6.7848 16.8891   10.2229   21.0000 -235.0000] MPa 

Μετακινόςεισ β.ε. πριν την βελτιςτοπούηςη: D = [0, 0, 0.0004, -0.009, 0.001, -0.017, 0.002, -0.023, 0.003, 

           -0.027, 0.004, -0.029, 0.005, -0.027, 0.006, -0.0234, 0.007, 

           -0.017, 0.007, -0.009, 0.008, 0, 0.008, -0.009, 0.007, -0.017, 
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           0.006, -0.024, 0.005, -0.028, 0.004, -0.029, 0.003,  -0.028, 

           0.001, -0.023, 0.0004, -0.017, -0.0003, -0.009]  m 

 

 

Μετακινόςεισ β.ε. μετϊ την βελτιςτοπούηςη: D = [0         0    0.0010   -0.0162    0.0020   -0.0248    0.0031 

               -0.0303    0.0042   -0.0333    0.0053 -0.0343    0.0064 

               -0.0333    0.0075   -0.0303    0.0086   -0.0248    0.0096 

               -0.0162    0.0106 0 0.0058   -0.0162    0.0072   -0.0248 

               0.0072   -0.0302    0.0064   -0.0332    0.0053   -0.0342 

              0.0042 -0.0332    0.0035   -0.0302    0.0035   -0.0248 

               0.0049   -0.0162] m 

Η μϊζα δικτυώματοσ που προϋκυψε εύναι το 93% τησ αρχικόσ. ΢το επόμενα ςχόματα 

φαύνεται το ςχόμα του βελτιςτοποιημϋνου δικτυώματοσ. 

 

 

΢χόμα 4.22 Με μπλε γραμμό φαύνεται το ςχόμα του βελτιςτοποιημϋνου φορϋα. 

  

Σο ςχόμα αυτό εύναι πολύ ςυνηθιςμϋνο ςε δικτυωτϋσ γϋφυρεσ. Μια αμφιϋρειςτη 

δοκόσ ϋχει παραβολικό μεταβολό ροπόσ, με μϋγιςτη τιμό ςτο μϋςο τησ και μηδενικό ςτα 

ϊκρα. ΢την δικτυωτό η ροπό παραλαμβϊνεται από το ζεύγοσ δυνϊμεων των ακραύων 

ρϊβδων. Γι’ αυτό και το ύψοσ του ςχόματοσ εύναι μϋγιςτο ςτο μϋςο και μηδενικό ςτα ϊκρα. 
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δ) Δικτυωτό πλαύςιο 125 ρϊβδων 

Σο δικτύωμα αυτό εύναι ϋνα πλαύςιο 2 δοκών, που φορτύζεται με κατακόρυφα, αλλϊ και 

οριζόντια φορτύα. Όλεσ οι ρϊβδοι εύναι ύςεσ με . 

Τλικό με : ρ = 7800 kg/ , E = 210000000 kPA. 

 

 

΢χόμα 4.23 Δικτύωμα 125 ρϊβδων. 

 

Περιοριςμού:  

   

        (m) 

    (m), ςτισ ςτθρίξεισ 

   (m) 

 

 

΢χόμα 4.24 Απαραμόρφωτοσ φορϋασ 
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Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ δύνει τα ακόλουθα: 

 

΢χόμα 4.25 Παραμορφωμϋνοσ φορϋασ 

 

Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ διόρκηςε 126 sec και η βελτιςτοπούηςη ϋγινε ςε 50 επαναλόψεισ. 

Μϊζα πριν την βελτιςτοπούηςη: M = 4125  kg. 

Μϊζα μετϊ την βελτιςτοπούηςη: M = 3518 kg. 

Η μϊζα δικτυώματοσ που προϋκυψε εύναι το 85% τησ αρχικόσ. ΢το επόμενα ςχόματα 

φαύνεται το ςχόμα του βελτιςτοποιημϋνου δικτυώματοσ. 

 

 

΢χόμα 4.26 Βελτιςτοποιημϋνοσ φορϋασ 

 

΢τον φορϋα, υπό την φόρτιςη που ϋχει, αναπτύςςονται μεγϊλεσ δυνϊμεισ ςτα μϋςα των 

ανοιγμϊτων και ςτισ κορυφϋσ και πόδεσ των υποςτυλωμϊτων. Σο ςχόμα αυτό επιτρϋπει 

την ανϊπτυξη των απαραιτότων ροπών αντύςταςησ, μϋςω των μεγϊλων μοχλοβραχιόνων 

δυνϊμεων ςτα απαραύτητα ςημεύα και μικρών ςτα υπόλοιπα. Με την ειςαγωγό του 

ςχόματοσ αυτού ςτο πρόγραμμα Optim_A.m γύνεται περαιτϋρω μεύωςη του βϊρουσ. 

Μϊζα πριν την βελτιςτοπούηςη: M = 3518  kg. 

Μϊζα μετϊ την βελτιςτοπούηςη: M = 1764 kg. 

Από το παρϊδειγμα αυτό φαύνεται πωσ η διαδοχικό βελτιςτοπούηςη διαφορετικού τύπου 

μπορεύ να οδηγόςει ςε ακόμα μια καλύτερη λύςη. Με την ςχετικϊ αυθαύρετη επιλογό των 
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αρχικών διατομών και διπλό βελτιςτοπούηςη, ο τελικόσ φορϋασ ϋχει μϊζα ύςη με το 43% 

τησ αρχικόσ. 

δ) Πύργοσ μετϊδοςησ ηλεκτρικόσ ενϋργειασ 125 ρϊβδων 

Σο δικτύωμα αυτό εύναι ϋνασ πύργοσ μετϊδοςησ ηλεκτρικόσ ενϋργειασ ύψουσ 35 m. 

Υορτύζεται με ϋνα κατακόρυφο φορτύο ςτα ϊκρα του. Όλεσ οι διατομϋσ εύναι ύςεσ με 

. 

Τλικό με : ρ = 7800 kg/ , E = 210000000 kPA. 

 

΢χόμα 4.27 Δικτύωμα 125 ρϊβδων. 
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Περιοριςμού:  

 

        (m) 

    (m), ςτισ ςτθρίξεισ 

   (m) 

    (m), ςτισ ςτθρίξεισ 

Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ δύνει τα ακόλουθα: 

 

 

΢χόμα 4.28 Απαραμόρφωμοσ φορϋασ 
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΢χόμα 4.29 Παραμορφωμϋνοσ φορϋασ 
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Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ διόρκηςε 191 sec και η βελτιςτοπούηςη ϋγινε ςε 50 επαναλόψεισ. 

Μϊζα πριν την βελτιςτοπούηςη: M = 11480  kg. 

Μϊζα μετϊ την βελτιςτοπούηςη: M = 8097 kg. 

Η μϊζα δικτυώματοσ που προϋκυψε εύναι το 70.5% τησ αρχικόσ. ΢το επόμενα ςχόματα 

φαύνεται το ςχόμα του βελτιςτοποιημϋνου δικτυώματοσ. 

 

΢χόμα 4.29 Βελτιςτοποιημϋνοσ φορϋασ 
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Οι κατακόρυφεσ αποςτϊςεισ των ρϊβδων των 6 προβόλων όταν πολύ μεγϊλεσ για τισ 

ςυγκεκριμϋνεσ διατομϋσ και φορτύα. Η βελτιςτοπούηςη μεύωςε το βϊροσ του φορϋα, με την 

μεύωςη αυτών των αποςτϊςεων όπου όταν απαραύτητα, δηλαδό ςτα ϊκρα, ενώ διατόρηςε 

μεγαλύτερο ύψοσ ςτο ςημεύο ςύνδεςησ των προβόλων ςτον πύργο, όπου και 

αναπτύςςονται μεγϊλεσ ροπϋσ. Με την ειςαγωγό του ςχόματοσ αυτού ςτο πρόγραμμα 

Optim_A.m γύνεται περαιτϋρω μεύωςη του βϊρουσ. 

Μϊζα πριν την βελτιςτοπούηςη: M = 8097  kg. 

Μϊζα μετϊ την βελτιςτοπούηςη: M = 5199 kg. 

Με την διαδοχικό βελτιςτοπούηςη ο βϋλτιςτοσ φορϋασ ϋχει μϊζα ύςη με το 45% τησ 

αρχικόσ. Υαύνεται πόςο μακριϊ από την βϋλτιςτη λύςη όταν η αρχικό επιλογό διατομών 

που ϋγινε. 
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4.3) Βελτιςτοπούηςη τοπολογύασ 

Για την περύπτωςη αυτό δύνεται ϋνα μόνο παρϊδειγμα, για να δεύξει πωσ το πρόγραμμα 

βελτιςτοπούηςησ διαςταςιολόγηςησ μπορεύ να χρηςιμοποιηθεύ και για προβλόματα 

βελτιςτοπούηςησ τοπολογύασ. 

Δικτύωμα 41 ρϊβδων  

Σο δικτύωμα αυτό χρηςιμοποιεύται από τουσ Guan-Chun Luh, Chun-Yi Lin (2011) και 

Assimi, Jamali, Nariman (2017). Δύνονται οι υποψόφιοι κόμβοι και αναζητεύται η βϋλτιςτη 

τοπολογύα, δηλαδό να τοποθετηθούν οι κατϊλληλεσ ρϊβδοι, ώςτε το δικτύωμα να ϋχει την 

ελϊχιςτη μϊζα. Έτςι, ενώνονται πολλού κόμβοι μεταξύ τουσ, ώςτε να προκύψει ϋνα 

ςύνθετο δικτύωμα, το οπούο θα λυθεύ και οι ρϊβδοι που θα λϊβουν τισ μικρότερεσ διατομϋσ 

(πρακτικώσ 0) θα αφαιρεθούν. 

Τλικό με : ρ = 7800 kg/ , E = 68947573 kPA. 

 

΢χόμα 4.30 Δικτύωμα 41 ρϊβδων. 

 

Περιοριςμού:  
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Όλοι οι ρϊβδοι ϋχουν αρχικό διατομό ύςη με . ΢τον περιοριςμό ελαχύςτησ 

ρϊβδου    τϋθηκε αρκετϊ μικρό τιμό, ώςτε να εύναι κοντϊ ςτο 0. ΢το 

αρχικό πρόβλημα υπόρχαν μόνο οι κατακόρυφεσ δυνϊμεισ ύςεσ με 89 kN ςτουσ κόμβουσ 2, 

3, 4. Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ με αυτϊ τα δεδομϋνα ϋδινε ϋνα φορϋα που 

ιςορροπούςε υπό τισ 3 αυτϋσ δυνϊμεισ, όταν όμωσ αςταθόσ για ενδεχόμενεσ οριζόντιεσ 

δυνϊμεισ. Έτςι, εκτελϋςτηκε ξανϊ με την ειςαγωγό μιασ οριζόντιασ δύναμησ ύςησ με 50 kN 

ςτον κόμβο 12, όπου και προϋκυψε ο φορϋασ που ακολουθεύ. Η εκτϋλεςη του 

προγρϊμματοσ δύνει τα ακόλουθα: 

 

΢χόμα 4.31 Απαραμόρφωτοσ φορϋασ. 

 

΢χόμα 4.32 Παραμορφωμϋνοσ φορϋασ. 

Η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ διόρκηςε 7.76 sec και η βελτιςτοπούηςη ϋγινε ςε 48 επαναλόψεισ. 

Μϊζα του επιβαρυμϋνου δικτυώματοσ των 41 ρϊβδων: M = 13997  kg. 

Μϊζα μετϊ την βελτιςτοπούηςη: M = 263 kg. 
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Οι ρϊβδοι 7, 10, 12-15, 17-21, 24, 27, 28-32, 35-37 ϋλαβαν τισ ελϊχιςτεσ διατομϋσ . Με την 

αφαύρεςό τουσ προκύπτει η βϋλτιςτη τοπολογύα του δικτυώματοσ. ΢την ςυνϋχεια παρουςιϊζεται μια από τισ 

βϋλτιςτεσ τοπολογύεσ που εύναι κοινϋσ ςτισ προαναφερθεύςεσ εργαςύεσ και με αυτόν που προκύπτει εδώ. 

 

 

΢χόμα 4.33 Βϋλτιςτη τοπολογύα. 

 

Οι τϊςεισ των ρϊβδων εύναι όλεσ ύςεσ με την μϋγιςτη επιτρεπόμενη , κϊτι που γύνεται 

εύκολα ςε ϋνα ιςοςτατικό δικτύωμα, εφόςον δεν παραβιϊζονται οι περιοριςμού μετακινόςεων. 

Μετακινόςεισ β.ε. μετϊ την βελτιςτοπούηςη: D = [0, 0, 0.006, -0.031, 0.012, -0.037, 0.018, -0.031, 0.024, 0, 

             0.018, -0.006, 0.017, -0.024, 0.012, -0.031, 0.007, -0.024, 

             0.006, -0.006, 0.018, -0.018, 0.012, -0.024, 0.006, 0.018] m 

Η μϊζα δικτυώματοσ που προϋκυψε εύναι το 2% τησ αρχικόσ, αφού ϋγινε όχι μόνο 

βελτιςτοπούηςη τοπολογύασ, αλλϊ και  διαςταςιολόγθςθσ. 

Παρατιρθςθ: Ο φορζασ που προζκυψε είναι μθχανιςμόσ, γιατί οι κόμβοι 7, 9, 12 είναι αςτακείσ. Με 

τθν τοποκζτθςθ επιπλζον δυνάμεων ςτουσ κόμβουσ αυτοφσ προσ τθν φορά τθσ αςτάκειασ και τθν 

εκτζλεςθ του προγράμματοσ κα προκφψει φορζασ διαφορετικισ τοπολογίασ χωρίσ τθν αυςτάκεια του 

προθγουμζνου.asd 
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Κεφϊλαιο 5: ΢ΤΓΚΡΙ΢Η ΑΝΑΛΤΣΙΚΗ΢ – 
ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΗ΢ ΕΠΙΛΤ΢Η΢ ΣΟΤ ΠΡΟΒΛΗ-  
ΜΑΣΟ΢ 

 

 

΢το τελευταύο κεφϊλαιο παρουςιϊζεται μια πρώτη επύλυςη του προβλόματοσ που 

ϋγινε αναλυτικϊ με ςυμβολικό προγραμματιςμό. Γύνεται ςυνοπτικό περιγραφό του τρόπου 

λειτουργύασ του προγρϊμματοσ και προβλόματα που παρουςιϊςτηκαν ςτην γραφό των 

προγραμμϊτων και αντιμετωπύςτηκαν ό όχι. Σϋλοσ, ςυγκρύνονται τα αποτελϋςματα ενόσ 

επιλύςιμου προβλόματοσ, από τισ 2 επιλύςεισ. 

 

5.1) Προβλόματα ςυμβολικού προγραμματιςμού 

 Σο πρώτο πρόγραμμα που γρϊφτηκε χρηςιμοποιούςε τισ μεταβλητϋσ ςχεδιαςμού 

ωσ ςυμβολικϋσ μεταβλητϋσ. Έτςι ςτο Optim_A.m υπόρχαν μεταβλητϋσ όςεσ και οι ρϊβδοι, 

ενώ ςτο Optim_XY μεταβλητϋσ όςεσ και οι β.ε. Αυτό οδηγούςε ςε μαθηματικϊ ςυςτόματα 

πολλαπλών μεταβλητών και πεπλεγμϋνουσ τύπουσ. Προϋκυψαν 2 εύδουσ προβλόματα. Η 

δυνατότητα επύλυςησ και η ταχύτητα επύλυςησ. 

α) Δυνατότητα επύλυςησ 

 Η μϋθοδοσ ϊμεςησ δυςκαμψύασ απαιτεύ την επύλυςη ενόσ μαθηματικού ςυςτόματοσ, 

με μεταβλητϋσ τισ μετακινόςεισ κόμβων και αντιδρϊςεισ ςτόριξησ του φορϋα και επιπλϋον 

παραμϋτρουσ τισ μεταβλητϋσ ςχεδιαςμού. Αυτό γύνεται με τον υπολογιςμό και την 

αντιςτροφό του ολικού μητρώου δυςκαμψύασ. 

΢την περύπτωςη όπου παρϊμετροι εύναι οι διατομϋσ των ρϊβδων, πρϋπει να 

αντιςτραφεύ ϋνα μητρώο μεταβλητών. Ο υπολογιςμόσ αυτόσ εύναι πολύ δύςκολοσ, ακόμα 

και για ϋνα μαθηματικό εργαλεύο όπωσ το Matlab. Επειδό όμωσ η διατομό ειςϊγεται ςτην 

δυςκαμψύα με μια γραμμικό ςχϋςη, το ολικό μητρώο ϋχει και αυτό μια μορφό που μπορεύ 

να επιτρϋψει την αντιςτροφό του, ςε απλϊ προβλόματα. Όταν οι ρϊβδοι εύναι πολλϋσ, η 

αντιςτροφό εύναι αδύνατη λόγω πολυπλοκότητασ και η εκτϋλεςη του προγρϊμματοσ, μετϊ 

από πολύ ώρα υπολογιςμών, παρουςιϊζει ςφϊλμα. 

 ΢την περύπτωςη που παρϊμετροι εύναι οι αποκλύςεισ από τουσ κόμβουσ, η 

αντιςτροφό του μητρώου εύναι αδύνατη. Οι ςυναρτόςεισ εύναι υπερβολικϊ περύπλοκεσ. Σα 

μόκη ρϊβδων ςυνδϋονται με τισ μεταβλητϋσ ςχεδιαςμού με μια ςχϋςη ρύζασ αθρούςματοσ 
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τετραγώνων, ενώ τα μητρώα μεταςχηματιςμού με πεπλεγμϋνεσ τριγωνομετρικϋσ ςχϋςεισ. 

Σα μητρώα μεταςχηματιςμού καταλόγουν να ϋχουν μιγαδικό μορφό. Έτςι, κατϊ την 

αντιςτροφό του μητρώου, εκτελεύται μια διαδικαςύα που δεν καταλόγει ςε κϊποιο 

αποτϋλεςμα, ώςπου παρουςιϊζεται ςφϊλμα. 

β) Φρόνοσ επύλυςησ 

 Σο δεύτερο πρόβλημα που παρουςιϊζει η αναλυτικό επύλυςη του προβλόματοσ 

εύναι ο χρόνοσ επύλυςησ. Η διαδικαςύα υπολογιςμού ακολουθεύ αλγορύθμουσ που 

προςθϋτουν παραςιτικϋσ ποςότητεσ που ακολουθούνται ςε όλουσ τουσ υπολογιςμούσ που 

ακολουθούν. Οι ποςότητεσ αυτϋσ εύναι μικρϋσ, πρακτικώσ 0, αλλϊ επιβαρύνουν πολύ τισ 

μαθηματικϋσ πρϊξεισ. Ακόμα και η επύλυςη του πιο απλού προβλόματοσ θα χρειαςτεύ 

πολλαπλϊςιο χρόνο, απ’ ό,τι ϋνα ςύνθετο πρόβλημα που λύνεται με αριθμητικό μϋθοδο.  

Επύςησ, κατϊ το κϊλεςμα τησ εντολόσ fmincon υπϊρχει μια δυςκολύα υπολογιςμού 

των ευαιςθηςιών. Ο λόγοσ υπόκειται ςτο ότι πρϋπει να υπολογιςτούν μϋςα ςτισ 

ςυναρτόςεισ nonlcon.m. Ο υπολογιςμόσ των ευαιςθηςιών αυτών μπορεύ να γύνει με 2 

τρόπουσ: 

Ι) Με ϊμεςη παραγώγιςη τησ ςυμβολικόσ ϋκφραςησ τησ αντικειμενικόσ ςυνϊρτηςησ 

και των περιοριςμών, που εύναι και ο πιο απλόσ. 

ΙΙ) Με την χρόςη τησ μεθόδου του ψευδοφορτύου. ΢ύμφωνα με αυτόν, η διαφορικό 

μεταβολό των περιοριςμών, λόγω τησ καθεμιϊσ μεταβλητόσ ςχεδιαςμού, μπορεύ να 

υπολογιςτεύ υποθϋτοντασ ϋνα ‘ψευδοφορτύο’ το οπούο δρα πϊνω ςτο δικτύωμα. Η επύλυςη 

του ςυςτόματοσ ιςορροπύασ τότε δύνει τισ παραγώγουσ των μετατοπύςεων κόμβων. Με 

την υπόθεςη ότι αυτϋσ εύναι οι μετατοπύςεισ των κόμβων, μπορεύ να υπολογιςτούν και οι 

παρϊγωγοι των τϊςεων. Έτςι, αντύ να γύνει ςυμβολικό παραγώγιςη τησ αντικειμενικόσ 

ςυνϊρτηςησ και των περιοριςμών, γύνεται παραγώγιςη του ολικού μητρώου δυςκαμψύασ 

και των φορτύων, που υπολογύζονται πιο εύκολα και ςτην ςυνϋχεια λύνεται ϋνα ςύςτημα 

εξιςώςεων. Η εφαρμογό τησ μεθόδου φαύνεται ςτην ςυνϋχεια. 

  

 

  

, όπου  
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Στισ προηγούμενεσ ςχϋςεισ γύνεται παραγώγιςη ςτα 2 μϋλη του ςυςτόματοσ ιςορροπύασ 

ενόσ φορϋα υπό φορτύο , ωσ προσ μια μεταβλητό . Η ςχϋςη μεταςχηματύζεται ςτην 

αρχικό μορφό του ςυςτόματοσ ιςορροπύασ, με φορτύο την ποςότητα  και αγνώςτουσ 

τισ παραγώγουσ των μετακινόςεων. Έτςι, η μεταβολό ςε κϊποια μεταβλητό ςχεδιαςμού 

ιςοδυναμεύ με την ϊςκηςη του ψευδοφορτύου . Θεωρώντασ την τιμό  ωσ το 

διϊνυςμα μετακινόςεων κόμβων, μπορεύ να υπολογιςτεύ και το διϊνυςμα τϊςεων , 

μϋςω των τοπικών μητρώων των ρϊβδων. Με αυτϊ μπορούν να υπολογιςτούν οι 

ευαιςθηςύεσ των περιοριςμών. 

 Με οπουδόποτε από αυτούσ τουσ 2 τρόπουσ γύνει ο υπολογιςμόσ, προκύπτει ϋνα 

νϋο πρόβλημα υπολογιςμού τουσ. Και με τουσ 2 τρόπουσ, θα χρειαςτεύ ςε κϊποιο ςημεύο να 

παραγωγιςτεύ κϊποια ϋκφραςη, μϋςα ςτα υποπρογρϊμματα nonlcon.m, Obj_fun_A.m. Η 

παραγώγιςη γύνεται μϋςω τησ εντολόσ diff(f(x), ). Τα υποπρογρϊμματα όμωσ καλούνται 

μια φορϊ το καθϋνα ςε κϊθε επανϊληψη και η μεταβλητό δεν εύναι πια ςυμβολικό 

μεταβλητό, αλλϊ η εκϊςτοτε τιμό που ϋχει πϊρει το διϊνυςμα ςτην επανϊληψη. Έτςι η 

εντολό diff(f(x), ) αναγνωρύζεται ωσ η -η παρϊγωγοσ τησ ςυνϊρτηςησ f(x) και εύτε 

παρουςιϊζει ςφϊλμα αν η τιμό  δεν εύναι ακϋραιοσ, εύτε κϊνει λϊθοσ υπολογιςμό αν εύναι 

ακϋραιοσ. Για την αντιμετώπιςη αυτού του προβλόματοσ γύνεται αλλαγό μεταβλητόσ, 

αντικαθιςτώντασ την  με την . Η νϋα μαθηματικό ϋκφραςη που προκύπτει εύναι 

ιςοδύναμη τησ ϊλλησ, μπορεύ όμωσ να παραγωγιςθεύ. Αυτό η λύςη του προβλόματοσ όμωσ 

επιβαρύνει ακόμα περιςςότερο το πρόγραμμα, λόγω των περιςςοτϋρων ςυμβολικών 

μεταβλητών και πρϊξεων. 

Ακολουθεύ ϋνα παρϊδειγμα όπου ςυγκρύνεται το αποτϋλεςμα αναλυτικόσ επύλυςησ ενόσ 

προβλόματοσ, με αυτό τησ αριθμητικόσ. Το παρϊδειγμα εύναι το απλό δικτύωμα 5 ρϊβδων 

που επιλύθηκε ςτο κεφϊλαιο 4.  



 93 
 

 

΢χόμα 5.1 Δικτύωμα 5 ρϊβδων. 

 

Συγκρύνωντασ τα αποτελϋςματα των 2 προγραμμϊτων: 

Χρόνοσ εκτϋλεςησ 

Αριθμητικό επύλυςη: 1.1 sec  

Αναλυτικό επύλυςη: 21.41 sec 

Μϊζα 

Αριθμητικό επύλυςη: 30.57 kg  

Αναλυτικό επύλυςη: 30.57 kg 

Διατομϋσ ρϊβδων 

Αριθμητικό επύλυςη: A =  [0.43, 0.01, 0.01, 0.01, 0.6]  

Αναλυτικό επύλυςη: A =  [0.43, 0.01, 0.01, 0.01, 0.6]  

 

Σα αποτελϋςματα εύναι ακριβώσ ύδια. Ο χρόνοσ εκτϋλεςησ με αναλυτικό τρόπο εύναι 

περύπου 20 φορϋσ μεγαλύτεροσ. Από αυτό το παρϊδειγμα φαύνεται ότι η αριθμητικό 

επύλυςη υπερϋχει ωσ προσ τον χρόνο, χωρύσ να χϊνει ςτην ποιότητα. Προβλόματα πιο 

ςύνθετα, π.χ. 10 ρϊβδων, εύναι αδύνατον να υπολογιςτούν με αυτόν τον τρόπο, όπωσ και 

οπουδόποτε πρόβλημα βελτιςτοπούηςησ ςχόματοσ. Αυτό οδόγηςε και ςτην ολοκληρωτικό 

εγκατϊλειψη τησ αναλυτικόσ προςϋγγιςησ με την οπούα εύχε ξεκινόςει αυτό η εργαςύα. 
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Κεφϊλαιο 6: ΢ΤΜΠΕΡΑ΢ΜΑΣΑ 

 

 

 ΢κοπόσ αυτόσ τησ διπλωματικόσ όταν η εφαρμογό τησ τεχνολογύασ και θεωρύασ 

μαθηματικόσ βελτιςτοπούηςησ ςε δικτυωτϋσ καταςκευϋσ πολιτικού μηχανικού. 

Οι ςημαντικϋσ τροποποιόςεισ των δικτυωτών φορϋων, που οδηγούν ςτον βϋλτιςτο 

ςχεδιαςμό τουσ προκύπτουν, κατϊ ςειρϊ, από τισ βελτιςτοποιόςεισ τοπολογύασ, ςχόματοσ 

και διαςταςιολόγηςησ. Βεβαύωσ οι ςυνδυαςμού ανϊ δύο ό και τριών υποπροβλημϊτων 

αποδύδουν καλύτερα, εύτε ταυτόχρονα εύτε ςε ιεραρχικούσ κύκλουσ. 

 Η βελτιςτοπούηςη τοπολογύασ δύνει την κατεύθυνςη προσ ϋναν λιγότερο 

επιβαρυμϋνο φορϋα, που ϋχει τισ ϊκρωσ αναγκαύεσ ρϊβδουσ. Ακόμα και ςυγκριτικϊ με ϋναν 

φορϋα ύδιου βϊρουσ, αυτόσ με τισ λιγότερεσ ρϊβδουσ υπερϋχει λόγω του μικρότερου 

καταςκευαςτικού κόςτουσ. 

 Η βελτιςτοπούηςη ςχόματοσ παρϋχει βελτιωμϋνεσ διατϊξεισ με καλύτερη ςτατικό 

λειτουργύα και ικανοποιητικό αιςθητικό αποτϋλεςμα. Οι κύριεσ φορτύςεισ που 

αναδεικνύουν τα βϋλτιςτα ςχόματα καλό εύναι να δεςμεύονται από τη ςυμμετρύα. 

 Η βελτιςτοπούηςη διαςταςιολόγηςησ οδηγεύ ςτην βϋλτιςτη δυνατό εκμετϊλλευςη 

του υλικού. Ο ςχεδιαςμόσ γύνεται με την μικρότερη δυνατό ποςότητα υλικού. 

 Ο αναλυτικόσ υπολογιςμόσ των ευαιςθηςιών, αν και παρϋχει μεγαλύτερη ακρύβεια, 

ϋρχεται αντιμϋτωποσ με υπολογιςτικϊ προβλόματα, ςε ςχϋςη με τον αριθμητικό 

υπολογιςμό τουσ. Η απώλεια ακριβεύασ αποδεικνύεται αμελητϋα, από την ςύγκριςη των 

αποτελεςμϊτων των 2 μεθόδων. ΢υγχρόνωσ, οι υπολογιςτικού χρόνοι προκύπτουν 

ςυςτηματικϊ επιβαρυμϋνοι. Εύναι προφανόσ η υπεροχό των αριθμητικών, ϋναντι των 

αναλυτικών, μεθόδων.  

 Σα προγρϊμματα που αναπτύχθηκαν μπορούν να εφαρμοςτούν εύκολα και 

γρόγορα για την προμελϋτη μιασ δικτυωτόσ καταςκευόσ, όπου κύρια προβλόματα εύναι η 

αναζότηςη ενόσ ςχόματοσ και η διαςταςιολόγηςη, για μια δεςπόζουςα φόρτιςη. ΢ε 

προχωρημϋνο ςτϊδιο μελϋτησ μπορούν να γύνουν τοπικϋσ ενιςχύςεισ όπου κρύνεται 

απαραύτητο, ακολουθώντασ ςε γενικϋσ γραμμϋσ τα προηγούμενα αποτελϋςματα. 
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