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ΠΡΟΛΟΓΟ 

 

Η ςυγκεκριμζνθ διδακτορικι διατριβι, διαπραγματεφεται τθν αρικμθτικι προςομοίωςθ 

διφαςικϊν ροϊν ςταγόνων ςε κλειςτοφσ αγωγοφσ διαφόρων γεωμετριϊν και τθν μελζτθ τθσ 

κίνθςθσ και παραμόρφωςθσ των αιμοςφαιρίων ςτθν μικροκυκλοφορία του αίματοσ ωσ 

εφαρμογι. Είναι διεπιςτθμονικοφ χαρακτιρα ςτο χϊρο τθσ Βιορευςτομθχανικισ και 

υλοποιικθκε με εφαρμογι μεκόδων τθσ Τπολογιςτικισ Ρευςτομθχανικισ. το κείμενο 

γίνεται εκτενισ ειςαγωγι ςτισ επιςτθμονικζσ προκλιςεισ του κζματοσ, περιγράφονται οι 

ερευνθτικζσ μεκοδολογίεσ που χρθςιμοποιιςαμε ι αναπτφξαμε και παρουςιάηονται 

διεξοδικά αποτελζςματα τθσ ζρευνασ μασ και τα ςυμπεράςματα τθσ. 

Η παροφςα διδακτορικι διατριβι εκπονικθκε κατά το διάςτθμα 2002-2011 ςτον τομζα 

Ρευςτϊν, τθσ ςχολισ Μθχανολόγων του Ε.Μ.Π.  με δθμιουργικι διάκεςθ και επιςτθμονικό 

πνεφμα. Αποτζλεςε μια μικρι Οδφςςεια ςε νζουσ κόςμουσ για τον ςυγγραφζα. 

 Θζλω να ευχαριςτιςω κερμά τον επιβλζποντα κακθγθτι Ε.Μ.Π. κ. ωκράτθ Σςαγγάρθ που 

υπζδειξε το κζμα, με κακοδιγθςε και με ςυμπαραςτάκθκε πολφπλευρα και διαρκϊσ με 

υπομονι και ςτακερότθτα, ϊςτε να καταςτεί  εφικτό να ολοκλθρωκεί  αυτι θ προςπάκεια. 

Ευχαριςτίεσ επίςθσ οφείλω ςτουσ κακθγθτζσ Ε.Μ.Π. κ. Δθμιτριο Παπαντϊνθ και Δθμιτριο 

Μακιουλάκθ, τθσ τριμελοφσ ςυμβουλευτικισ επιτροπισ τθσ διατριβισ, για το κλίμα 

ςυνεργαςίασ,  ςτον κακθγθτι Ε.Μ.Π. κ. Γεϊργιο Μπεργελζ για τθν ενκάρρυνςθ του ςε 

αποφαςιςτικζσ ςτιγμζσ, όπωσ και ςτα άλλα μζλθ τθσ επταμελοφσ εξεταςτικισ επιτροπισ για 

τθν διάκεςθ τουσ να ςυμβάλλουν ςτθν βελτιςτοποίθςθ και τισ προοπτικζσ αυτοφ του 

πονιματοσ. Ευχαριςτϊ επίςθσ όλουσ εκείνουσ που με ενζπνευςαν ι ζγιναν μζτοχοι και 

αρωγοί ςε διάφορεσ φάςεισ αυτισ τθσ προςπάκειασ. Μνθμονεφω τθν βοικεια ςτα πρϊιμα 

ςτάδια τθσ διατριβισ του Δροσ Χριςτου Καλιακάτςου, του Μθχανολόγου Μθχανικοφ Ε.Μ.Π. 

κ. Ιωάννθ Αλεξόπουλου και του κακθγθτι Πλθροφορικισ του Σ.Ε.Ι. Λάριςασ κ. Νικολάου 

Λιόλιου. Ιδιαίτερα ευχαριςτϊ τθν οικογζνεια μου που ανζχκθκε όλθ αυτι τθν παρατεταμζνθ 

ζρευνα.   

Μζροσ τθσ διατριβισ (τριάμιςι ζτθ) εκπόνθςα ςε ειδικι άδεια υπθρεςιακισ εκπαίδευςθσ και 

ευχαριςτϊ τθν Ελλθνικι πολιτεία  και ιδιαίτερα  τουσ τότε Περιφερειακοφσ Διευκυντζσ 

Εκπαίδευςθσ Θεςςαλίασ κ. Ακανάςιο Ραοφλθ  και κ. Αργφριο Χαδοφλθ, όπωσ και τα μζλθ 

των υπθρεςιακϊν ςυμβοφλιων του ΑΠΤΔΕ Θεςςαλίασ για τθν ζγκριςθ τθσ αδείασ χωρίσ τθν 

οποία θ ανάλθψθ αυτισ τθσ προςπάκειασ κα ιταν αδιανόθτθ. 



   

 

 

 

 

 

 

 ΠΕΡΙΛΗΨΗ  

 

 

 

 

Η αρικμθτικι προςομοίωςθ και θ εμβάκυνςθ ςτθν κατανόθςθ μθχανιςμϊν τθσ 

μικροκυκλοφορίασ του αίματοσ ωσ διφαςικισ ροισ αποτελεί πρόςφορο και ευρφ 

διεπιςτθμονικό πεδίο ζρευνασ και ηθτοφμενο παρά τισ κατά καιροφσ δθμοςιεφςεισ. 

Αξιοποιϊντασ μακθματικζσ μεκοδολογίεσ και ςφγχρονεσ προτάςεισ τθσ βιβλιογραφίασ, 

υλοποιικθκε εκ μζρουσ μασ ζνα ςφγχρονο αρικμθτικό μοντζλο διφαςικισ ροισ υγροφ-

υγροφ ωσ πρόςφορο, παραςτατικό, ακριβζσ εργαλείο προςομοίωςθσ διφαςικισ ροισ 

ςταγόνων με εφαρμογι ςτθν μικροκυκλοφορία του αίματοσ που επιδζχεται εφκολα τθν 

ενςωμάτωςθ νζων παραμζτρων μοντελοποίθςθσ.  

Η αρικμθτικι μεκοδολογία προςομοίωςθσ διφαςικϊν ροϊν ςταγόνων που υλοποιιςαμε 

αποτελείται από δφο ξεχωριςτζσ μεκοδολογίεσ που ςυμπλζκονται ςε ζνα πεπλεγμζνο 

αλγόρικμο. Η πρϊτθ μεκοδολογία υπολογίηει αρικμθτικά το ςυνολικό πεδίο τθσ διφαςικισ 

ροισ με επίλυςθ των πλιρων διδιάςτατων ι αξονομετρικϊν εξιςϊςεων Navier-Stokes για 

Νευτϊνεια, αςυμπίεςτα, ςυνεκτικά ρευςτά με επιφανειακι τάςθ μεταξφ των δφο φάςεων.  

Η δεφτερθ μεκοδολογία ανιχνεφει τθν διεπιφάνεια, δθλαδι τθν καμπφλθ (επιφάνεια) που 

χωρίηει τισ δφο φάςεισ υγροφ-υγροφ (ςταγόνων και ςυνεχοφσ φάςθσ) που είναι απότομθ 

αςυνζχεια ςτο πεδίο ροισ. Επίςθσ υπολογίηει τισ ςυντεταγμζνεσ των περιγραμμάτων των 

ςταγόνων κατά τθν εξζλιξθ του φαινομζνου με αλγορίκμουσ τθσ Level-Set Method, ι 

«μεκόδου των ιςοχψϊν» των Osher & Sethian, βελτιςτοποιθμζνθ για διατιρθςθ τθσ μάηασ 

(επιφανείασ) των ςταγόνων και του πάχουσ τθσ διεπιφάνειασ των δφο φάςεων. Τα ςθμεία 

τθσ διεπιφάνειασ προςδιορίηονται από τθν εκάςτοτε μθδενικι ςυνάρτθςθ level-set ι 

«ςυνάρτθςθ των ιςοχψϊν», ι =0.  
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Η LSM προςδιορίηει τθ κζςθ, περιγράφει τθν κίνθςθ των ςθμείων τθσ διεπιφάνειασ των δφο 

ρευςτϊν ςε κάκε χρονικι ςτιγμι χρθςιμοποιϊντασ υποχρεωτικά τισ ταχφτθτεσ του πεδίου 

ροισ, όπωσ ζχουν υπολογιςτεί από τθν πρϊτθ μεκοδολογία, ενϊ παρζχει ζμμεςα τισ 

ςυνκικεσ για τθν διατφπωςθ και επίλυςθ των ανακεωρθμζνων διφαςικϊν εξιςϊςεων ορμισ 

για χρονικά εξαρτϊμενα αςυμπίεςτα πεδία, γιατί οι όροι ιξϊδουσ και επιφανειακισ τάςθσ 

είναι εξαρτθμζνεσ ςυναρτιςεισ τθσ .  

Οι διαφορικζσ εξιςϊςεισ του ςυνολικοφ πεδίου ροισ διακριτοποιοφνται επάνω ςε 

ομοιόμορφα καρτεςιανά μετατοπιςμζνα πλζγματα τφπου ΜΑC με τθν μζκοδο των 

πεπεραςμζνων διαφορϊν χρθςιμοποιϊντασ μία ςχεδόν δεφτερθσ τάξθσ ακριβείασ 

μεκοδολογία προβολϊν κατά Chorin για το πεδίο ταχυτιτων και τον αλγόρικμο SOR τθσ 

εξίςωςθσ Poisson για τον υπολογιςμό του πεδίου πιζςεων. 

Η μεκοδολογία επιτρζπει οι ςταγόνεσ να ζχουν γενικά διαφορετικό ιξϊδεσ και πυκνότθτα 

από το περιβάλλον ρευςτό και ςτθν διεπιφάνεια των ςταγόνων με το περιβάλλον ρευςτό να 

αςκοφνται δυνάμεισ επιφανειακισ τάςθσ. Τόςο το ιξϊδεσ όςο και θ πυκνότθτα του ρευςτοφ 

ορίηονται ωσ ςυναρτιςεισ τθσ κζςθσ ςτο πεδίο ροισ και τθσ ςυνάρτθςθσ .    

Η βελτιςτοποίθςθ πτυχϊν τθσ μοντελοποίθςθσ απαίτθςε τθν ενςωμάτωςθ προςκζτων 

κριτθρίων εξαςφάλιςθσ τθσ ςφγκλιςθσ του διφαςικοφ αλγορίκμου και αρικμθτικϊν 

ςχθμάτων ςτον αλγόρικμο τθσ βαςικισ μεκοδολογίασ. Οι χωρικζσ παράγωγοι τθσ 

ςυνάρτθςθσ των ιςοχψϊν  υπολογίηονται χρθςιμοποιϊντασ πζμπτθσ τάξεωσ ςχιματα 

WENO, ενϊ θ χρονικι ολοκλιρωςθ των θμιδιακριτϊν εξιςϊςεων γίνεται με ςχιματα (TVD) 

Runge-Kutta. Η μελζτθ αξονοςυμμετρικϊν περιπτϊςεων απαίτθςε τροποποίθςθ ςτουσ 

αλγορίκμουσ των εξιςϊςεων Ν-S και τθσ LSM. 

Η προςομοίωςθ ςτθρίηεται ςτθν παραμετροποίθςθ και τθν αδιαςτατοποίθςθ  

χαρακτθριςτικϊν γεωμετρικϊν και ρευςτοδυναμικϊν μεγεκϊν. Χρθςιμοποιοφνται οι   

αδιάςτατοι αρικμοί: Re, Ca, We, λ, όπου λ είναι ο λόγοσ τθσ δυναμικισ ςυνεκτικότθτασ των 

ςταγόνων προσ το περιβάλλον ρευςτό, ο αρικμόσ και θ γεωμετρικι διάταξθ των ςταγόνων 

ςτθν αρχικι κατάςταςθ και τα αδιάςτατα μεγζκθ: μζγεκοσ ςταγόνων, κ και   

εκκεντρότθτα, δ τθσ τοποκζτθςθσ του κζντρου τθσ ςταγόνασ ωσ προσ τον άξονα ι το επίπεδο 

ςυμμετρίασ του αγωγοφ. 

Για τθν υλοποίθςθ του αρικμθτικοφ διφαςικοφ αλγορίκμου και τθν παραγωγι  των 

αποτελεςμάτων τθσ διατριβισ, αναπτφχκθκε και χρθςιμοποιικθκε το λογιςμικό NaSt-LSM  

ςε Visual Fortran95 με αρχικό πυρινα (βαςικζσ τάξεισ) τισ δομζσ του λογιςμικοφ ανοικτοφ 

κϊδικα CFD μονοφαςικισ ροισ nast2d, το οποίο ςυμπλζχτθκε κατάλλθλα με δομζσ 

αλγορίκμων τθσ LSM από το λογιςμικό διφαςικισ ροισ, drop1, του τομζα ρευςτϊν του ΕΜΠ 
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και από το λογιςμικό ανοικτοφ κϊδικα  LSMLIB 1.0.1. Αναπτφχκθκαν  τρείσ εκδόςεισ του 

ΝaSt-LSM για διφαςικζσ ροζσ με πολλζσ ςταγόνεσ ςε υπολογιςτικά χωρία ςφνκετθσ 

γεωμετρίασ  και με καμπφλα όρια με χριςθ τθσ ςυμβατικισ LSM για α) διδιάςτατα πεδία 

ροισ β) αξονομετρικζσ ροζσ και γ) τισ παραπάνω ροζσ με τθν μζκοδο τθσ τοπικισ μεθόδου 

των ισοϋψϊν, LLSM.   

Με το λογιςμικό NaSt-LSM μελετικθκαν για αςυμπίεςτα μθ αναμειγνυόμενα νευτϊνεια 

ρευςτά χαρακτθριςτικζσ μεταβατικζσ διφαςικζσ διδιάςτατεσ και αξονομετρικζσ ροζσ  

ςταγόνων μζςα ςε κλειςτοφσ ευκφγραμμουσ αγωγοφσ και αγωγοφσ ςφνκετθσ γεωμετρίασ με 

ςτακερά, άκαμπτα ευκφγραμμα ι καμπφλα τοιχϊματα όπωσ μζςα ςε: ςτζνωςθ ι/και 

διαςτολι με ι χωρίσ καμπφλθ εξομάλυνςθσ, διακλάδωςθ ταφ, διπλι γωνία, τοξωτι 

ςτζνωςθ-διεφρυνςθ και κυματοειδι ςυνθμιτονοειδι ευκφγραμμο αγωγό. Οι παραπάνω 

διφαςικζσ ροζσ προςομοιϊνουν αντίςτοιχεσ ροζσ ςτθν μικροκυκλοφορία του αίματοσ.  

Πιο ςυγκεκριμζνα μοντελοποιείται και μελετάται ςε επαρκι βακμό θ λεπτομερισ κίνθςθ όχι 

αναγκαςτικά ιςομεγεκϊν διατάξεων ςταγόνων που διαςπείρονται και μεταναςτεφουν μζςα 

ςτθν πρωτεφουςα ςυνεχι φάςθ κάτω από επιλεγμζνεσ κάκε φορά ςυνκικεσ ροισ ςε πεδίο 

ροισ Hagen-Poiseuille τθσ ςυνεχοφσ φάςθσ ι ροι Couette ζωσ ότου θ παραμόρφωςθ και θ 

αλλθλεπίδραςθ των ςταγόνων κατά περίπτωςθ καταλιξει, αν είναι εφικτό, ςε ουςιαςτικά 

αμετάβλθτα περιγράμματα ςταγόνων, διάςπαςθ ι ςυνζνωςθ αυτϊν και παραγωγι 

μικροςταγονιδίων.  

 Με τον αρικμθτικό αλγόρικμο υπολογίηονται ρευςτοδυναμικά μεγζκθ ςτθν περιοχι 

ενδιαφζροντοσ ι ςε ολόκλθρο το χωρίο υπολογιςμοφ για επιλεγμζνα ςτιγμιότυπα τθσ ροισ 

χωρίσ να εξαντλείται θ μελζτθ. Απεικονίηονται αδιάςτατα μεγζκθ όπωσ: ιςοταχείσ του 

πεδίου τθσ ταχφτθτασ u , το διανυςματικό ροϊκό πεδίο (u , v ), διαμικεισ ι/και εγκάρςιεσ 

κατανομζσ (προφίλ) τθσ οριηόντιασ ι αξονικισ ταχφτθτασ u ςε επιλεγμζνεσ κζςεισ x κατά 

μικοσ του αγωγοφ ι τθσ εγκάρςιασ ταχφτθτασ v  ςε επιλεγμζνεσ κζςεισ y κατά πλάτοσ του 

αγωγοφ, όπωσ ςτθν περίπτωςθ διακλάδωςθσ ταφ, διαμικεισ κατανομζσ ι ιςοταχείσ τθσ  

πίεςθσ p .  

Η ακρίβεια και θ ευκρίνεια  των διεπιφανειϊν (περιγραμμάτων ςταγόνων ι αιμοςφαιρίων) 

που επιτεφχκθκε με το παραπάνω μοντζλο κρίνεται επαρκισ για τθν μελζτθ των 

φαινομζνων. Καταγράφονται επίςθσ οι παράμετροι παραμόρφωςθσ κατά Taylor κλπ. Οι 

παράμετροι που προςομοιϊνονται ςτουσ αλγορίκμουσ και τα παραγόμενα ρευςτοδυναμικά 

μεγζκθ τεκμθριϊνουν και ομαδοποιοφν τισ παρατθριςεισ. Επιμζρουσ αποτελζςματα 

ςυγκρίνονται και επαλθκεφονται με αρικμθτικά θ/και πειραματικά αποτελζςματα μελετϊν 

τθσ βιβλιογραφίασ για τθν τεκμθρίωςθ. Η ςφγκριςθ κεωρείται ικανοποιθτικι, αν και πολλζσ 
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φορζσ μόνο ποιοτικι λόγω ελλείψεωσ λεπτομερϊν ι επαρκϊν ςτοιχείων ι άλλων τεχνικϊν 

περιοριςμϊν. 

Επιδιϊχκθκε θ βακφτερθ κατανόθςθ των επιμζρουσ φαινομζνων και μθχανιςμϊν που 

παρατθροφνται γενικά αλλά και τθσ επίδραςθσ τθσ ςυγκεκριμζνθσ γεωμετρίασ ςτθ διφαςικι 

ροι. Μελετικθκε θ αλλθλεπίδραςθ ανάμεςα ςτισ ςταγόνεσ  που ςε κάποιεσ μεταβατικζσ 

ροζσ οδθγεί ςε ςυγχωνεφςεισ ι διαςπάςεισ. Επίςθσ διατυπϊνονται και ςυηθτοφνται 

ςυγκεκριμζνεσ διαπιςτϊςεισ για τθν φυςικι των φαινομζνων, όπωσ θ μετανάςτευςθ των 

ςταγόνων προσ τον άξονα ςυμμετρίασ ι αλλαγι του ςχιματοσ και ο περιοριςμόσ τθσ 

παραμόρφωςθσ με τθν αφξθςθ τθσ επιφανειακισ τάςθσ. Προςδιορίηονται τα ειδικά ςχιματα 

και οι κζςεισ μετανάςτευςθσ μζςα ςτον αγωγό του περιγράμματοσ των ςταγόνων. Πολλά 

επιμζρουσ ςυμπεράςματα για τθν μετανάςτευςθ και παραμόρφωςθ διατάξεων ομάδων 

ςταγόνων ι μίασ μόνο ςταγόνασ και κατά αντιςτοιχία των ζμμορφων ςυςτατικϊν του 

αίματοσ ςτισ διάφορεσ γεωμετρίεσ αγωγϊν που μελετικθκαν, παρουςιάηονται αναλυτικά 

ςτα αντίςτοιχα κεφάλαια τθσ διατριβισ. Τα ςυμπεράςματα εμπλουτίηουν τθ γνϊςθ μασ για 

τθν ςυμπεριφορά  των ερυκρϊν αιμοςφαιρίων και των λευκϊν αιμοςφαιρίων ςτο ςφςτθμα 

των τριχοειδϊν αγγείων τθσ μικροκυκλοφορίασ. 

Στο διφαςικό μοντζλο τα ερυκρά και τα λευκά αιμοςφαίρια και το πλάςμα κεωροφνται 

αςυμπίεςτα, ςυνεκτικά ρευςτά διαφορετικοφ ιξϊδουσ. Η επιφανειακι τάςθ που 

επιβάλλεται ςτθν διεπιφάνεια των δφο υγρϊν φάςεων προςομοιϊνει ςε ικανοποιθτικό 

βακμό τισ ελαςτικζσ ιδιότθτεσ τθσ μεμβράνθσ που διαχωρίηει τα ερυκρά αιμοςφαίρια από το 

πλάςμα. Τα τριχοειδι αγγεία κεωροφνται απλουςτευτικά ςυνικωσ ςαν άκαμπτοι 

διδιάςτατοι ι κυλινδρικοί ευκφγραμμοι ι ςυνθμιτονοειδείσ αγωγοί. Τα αιμοςφαίρια 

διαςπείρονται και παραμορφϊνονται μζςα ςτο πλάςμα, όπωσ ςταγόνεσ ςε περιβάλλον 

ρευςτό χωρίσ να αναμειγνφονται.  

 



   

 

 

 

 

 

 

 ABSTRACT 

 

 

The better understanding of mechanisms of microcirculation of blood as a two-phase flow is 

an appropriate and broad scientific field of research and challenge despite occasional 

publications. A modern numerical model of liquid-liquid two-phase flow was  implemented as 

appropriate, document, accurate tool simulating biphasic flow of droplets with application in 

the microcirculation. 

 The numerical simulation methodology for two-phase flow of droplets we implemented 

consists of two separate methodologies engaged together in an algorithm. The first method 

calculates the total number of two-phase flow field by solving the complete two-dimensional 

or axis-symmetric Navier-Stokes equations for Newtonian, incompressible viscous fluids with 

surface tension between the two phases. The second method detects the interface, i.e. the 

curve (surface) that separates the two phases of liquid-liquid (droplets and continuous phase) 

that is sharp discontinuity in the flow field and calculates the coordinates of the shapes of 

droplets during the evolution of the phenomenon with Level-Set Method algorithms, or 

"method of contour" of  Osher & Sethian, optimized for conservation of mass (surface) of the 

droplets. The  points on the interface are specified by the current zero level-set function  

0  . 

The LSM determines the motion of the interface at any time using the  velocities of the flow 

field, as calculated by the first method. In addition the LSM implicitly provides the conditions 

for the revised, nearly second-order, two-phase, time-dependent, 2-D or axisymmetric 

Navier-Stokes momentum equations’ solver, incorporating viscous and surface tension terms 

depending on the level-set function  .  
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The differential equations of the total flow field are discretized on MAC type Cartesian 

uniform staggered meshes with suitable finite difference schemes using an almost second 

order accurate Chorin projection method to calculate the velocity field and the SOR algorithm 

to solve the Poisson equation for the pressure. The methodology allows the droplets to have 

generally different viscosity and density than the surrounding fluid, defined as a function of 

  and in the interface be exercised surface tension forces.  

The optimization aspects of modeling required the inclusion of additional criteria to ensure 

the convergence of the two-phase algorithm. The derivatives of the level-set function are 

computed by using fifth-order WENO and second-order TVD Runge-Kutta discretization 

schemes in order to improve the accuracy and the stability of the algorithm. The study of 

axisymmetric cases required modifications to the algorithms of N-S and LSM equations. 

The deformation and the migration of various arrangements (arrays) of droplets, as they are 

carried by the primary phase into the low Reynolds number (Re), developing Hagen-Poiseuille 

laminar flow, is computed and discussed on the basis of the non-dimensional numbers and 

parameters: Capillary number (Ca), Re, Weber number (We), viscosity ratio , λ, relative 

droplet size, κ and the relative eccentricity of the initial center of the droplet, δ.  

To implement the numerical two-phase algorithm and to produce results of this thesis, the 

NaSt-LSM software was developed in Visual Fortran95 with original kernel (core classes) 

structures of open source CFD single phase flow nast2d, coupled  with appropriate structures 

to LSM algorithms of the two-phase flow software , drop1, of the fluid domain of NTUA  and 

open source code LSMLIB 1.0.1. Three versions of NaSt-LSM were developed using 

conventional LSM for a) two-dimensional flow fields b) axisymmetric flow and c) a third 

version for the above cases using the local level-set method, LLSM. 

With the software NaSt-LSM, transient, incompressible 2-D and axisymmetric two-phase 

flows of droplets of immiscible Newtonian fluids into closed straight  and complex geometry 

ducts with fixed, rigid straight or curved walls such as contraction and/or expansion with or 

without  smoothing curve; branch tees, double angle, arched contraction-expansion, cosine 

waving straight duct, were studied. These two-phase flows simulate corresponding flow in 

blood microcirculation. Specifically, the motion, dispersion, migration and deformation of 

various arrangements of droplets (or blood cells) into the primary continuous phase in 

Hagen-Poiseuille flow of continuous phase or Couette flow, are modeled and studied under 

selected conditions. 

Various fluid sizes locally in the area of interest or in the whole domain are calculated. There 

are several illustrations of dimensionless variables as: the isocontours of  velocity field, u , 
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the vector flow fields ( u , v ) ,the longitudinal and transverse distributions (profiles) of the 

horizontal velocity u at selected locations x along the duct or transverse velocity v  at 

selected locations at y  width of the duct, i.e. in branch tees, the longitudinal distributions or 

isocontours of  pressure. 

The accuracy and sharpness of interfaces (shapes of droplets or blood cells) obtained with 

this model is sufficient for the study of phenomena.  The deformation parameters by Taylor,  

are recorded. The parameters are simulated in the algorithms and the resulting fluid sizes 

document and group the observations. Partial results are compared and verified with 

numerical and/or experimental results of the literature.  

The comparison is satisfactory, although often only qualitative due to lack of detailed or 

sufficient evidence or other technical limitations. A deeper understanding of various 

phenomena and mechanisms observed in general and the effect of a specific geometry in the 

two-phase flow was attempted. The interaction of the droplets that some transient flow 

leads to mergers or splits were studied. Also specific findings for the migration of droplets to 

the axis of symmetry or change of the shape and the limitation of the deformation with 

increasing the surface tension are discussed.  

The specific shapes and the positions of migration of droplets within the duct are identified. 

Many sub conclusions for the migration and deformation of various arrangements of droplets 

or a single droplet and respectively of blood cells in the different geometries of ducts 

studied, are presented  in detail in this thesis. The findings enrich our knowledge about 

the behavior of red and white blood cells in the system of capillary microcirculation. 

 In the two-phase model, the red and white blood cells and plasma consider incompressible, 

viscous fluids of different viscosity. The surface tension imposed on the interface of two 

liquid phases simulates satisfactorily the elastic properties of the membrane that separates 

the red blood cells from plasma. The capillaries are usually simplistic as a rigid two-

dimensional cylindrical or cosine ducts. The cells are dispersed and deformed in plasma as 

liquid droplets in an ambient fluid without being  mixed.  
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1.1. ΔΙΦΑΣΙΚΕΣ ΟΕΣ  

Διφαςικι ροι υπό ςτενι ζννοια είναι ζνα ςφςτθμα που περιζχει αζρια και υγρι φάςθ του 

ιδίου ρευςτοφ με μια επιφάνεια να διαχωρίηει τισ δφο φάςεισ, όπωσ θ ροι ατμοφ και νεροφ 

ςτισ ςωλθνϊςεισ και τουσ εναλλάκτεσ των ατμοπαραγωγϊν ςτακμϊν και ςτουσ 

ατμοςτροβίλουσ, θ ανάπτυξθ φυςαλίδων ςτα δίκτυα ςωλθνϊςεων που προκαλεί τθν 

ςπθλαίωςθ (cavitation) ςτα πτερφγια αντλιϊν, ςτροβίλων και ςτισ προπζλεσ των πλοίων. 

ιμερα ο όροσ «διφαςικι ροι» 1 (two-phase flow) ζχει διευρυνκεί και αναφζρεται ςτθ ροι 

μειγμάτων δφο διαφορετικϊν ρευςτϊν, όπου οι δφο φάςεισ δεν αντιδροφν χθμικά και κάκε 

φάςθ μπορεί να είναι ςτερεά, υγρι ι αζρια όπωσ αζρασ με νερό, πετρζλαιο με φυςικό 

αζριο, λάδι με νερό, τα ςυςτατικά του αίματοσ, αζρια με ςκόνθ, λάςπθ ςε αγωγοφσ 

πετρελαίου. 

Οι διφαςικζσ ροζσ είναι δυναμικζσ μεταβατικζσ ροζσ χωρίσ να υπάρχει πάντα ιςορροπία των 

φάςεων.2 Θεωροφνται υποςφνολο των πολυφαςικϊν ροϊν (multiphase flows3), όπου 

ςυνυπάρχουν πάνω από δφο φάςεισ. Για κάκε φάςθ χωριςτά μποροφν να διατυπωκοφν οι 

εξιςϊςεισ τθσ ςυνεχείασ και τθσ ορμισ με κατάλλθλεσ καταςτατικζσ εξιςϊςεισ για τισ 

αλλθλοεπιδράςεισ μεταξφ των φάςεων και οι οριακζσ ςυνκικεσ που πεδίου ροισ. Σα 

ςπουδαία χαρακτθριςτικά τουσ ζχουν καταςτιςει τισ διφαςικζσ ροζσ ζνα ραγδαίωσ 

αναπτυςςόμενο και πολλά υποςχόμενο κλάδο τθσ ρευςτομθχανικισ, Croce et.al., 2009 με 

πάμπολλεσ περιοχζσ ερευνθτικοφ ενδιαφζροντοσ και ςυνεχϊσ αυξανόμενεσ εφαρμογζσ που 

                                                      

1
 Levy, 1999. 

2
 ε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ θ απότομθ αλλαγι τθσ ταχφτθτασ του ιχου μεταξφ των φάςεων ειςάγει 

επίςθσ και τον παράγοντα τθσ ςυμπιεςτότθτασ. 
3
 Crowe  et.al.,1998.  Wang, 2005, Crowe, 2005, Brennen, 2005. 
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ανάμεςα τουσ περιλαμβάνονται: τα κλιματικά ςυςτιματα π.χ. τα ςφννεφα, θ ροι των 

υπόγειων υδάτων, οι φυςαλίδεσ, θ βροχι, ο κυματιςμόσ, ο αφρόσ, οι πθγζσ, τα κρεμϊδθ, οι 

πετρελαιοκθλίδεσ, ο ψεκαςμόσ και θ διάςπαςθ ςε άτομα ςτθν υγρι προϊκθςθ, Lefebvre, 

1989. 

 Για τθν ςυςτθματικι τουσ μελζτθ διακρίνονται ςτισ κατθγορίεσ Διφαςικισ ροισ: Τγροφ-

Αερίου (Liquid-Gas), Τγροφ-τερεοφ (Liquid-Solid), Τγροφ-Τγροφ (Liquid-Liquid), Αερίου-

Αερίου (Gas-Gas), τερεοφ-Αερίου (Solid-Gas), τερεοφ-τερεοφ, (Solid-Solid). τθ διατριβι 

αυτι εντοπίηομε τθν μελζτθ μασ ςτθν κατθγορία διφαςικισ ροισ: Τγροφ-Τγροφ (Liquid-

Liquid) δφο μθ αναμειγνυόμενων, αςυμπίεςτων, ςυνεκτικϊν ρευςτϊν μζςα ςε κλειςτοφσ 

αγωγοφσ που ςυνδζονται με τεχνολογικζσ, γεωφυςικζσ, βιοϊατρικζσ και άλλεσ εφαρμογζσ 

όπωσ είναι θ εξαγωγι πετρελαίου από το υπζδαφοσ, θ επεξεργαςία των πολυμερϊν, 

ςυςκευζσ του κυκλοφορικοφ ςυςτιματοσ, ι μικροκυκλοφορία του αίματοσ δθλαδι θ κίνθςθ 

των κυττάρων του αίματοσ ςτα τριχοειδι αγγεία. 

 

1.2. ΔΙΦΑΣΙΚΕΣ ΟΕΣ ΥΓΟΥ – ΥΓΟΥ 

τισ διφαςικζσ ροζσ, Angeli & Hewitt, 2000, θ παραμορφϊςιμθ διεπιφάνεια των δφο 

ρευςτϊν εμφανίηει ποικιλία χαρακτθριςτικϊν διανομϊν που ονομάηονται κακεςτϊτα ροισ ι 

πρότυπα ροισ τα οποία ςυμβάλλουν ςτθν ανάπτυξθ πιο ζγκυρθσ προςομοίωςθσ. Σα 

διακζςιμα πρότυπα διφαςικισ ροισ υγροφ-υγροφ είναι ακόμθ λίγα ςε αντίκεςθ με τισ 

διφαςικζσ ροζσ αερίου-υγροφ, όπου ζχουν ςυςχετιςτεί οι ιδιότθτεσ ρευςτϊν και προτφπων 

και ςε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ ζχουν προτακεί μοντζλα μετάβαςθσ από το ζνα πρότυπο ροισ 

ςτο άλλο. Σα πρότυπα ροισ ςτισ διφαςικζσ ροζσ υγροφ-υγροφ ςε αγωγοφσ4 ζχουν 

ςυγκεκριμζνα υδροδυναμικά χαρακτθριςτικά και προδιαγράφονται (για ςωλινα 

ςυγκεκριμζνθσ διαμζτρου και προςανατολιςμοφ) από τισ ταχφτθτεσ, το ποςοςτό όγκου και 

τισ φυςικζσ ιδιότθτεσ (πυκνότθτα και ιξϊδεσ) των αντιςτοίχων φάςεων. Η προςροφθτικι 

ικανότθτα (wetting) του τοιχϊματοσ του ςωλινα είναι επίςθσ μια ςθμαντικι πειραματικι 

παράμετροσ 5.  

Brauner, (2), 1998 και Angeli & Hewitt, 2000 προτείνουν τζςςερα βαςικά πρότυπα ροισ (flow 

patterns) διφαςικισ ροισ υγροφ-υγροφ: 1. τρωματοποιθμζνθ ροι (Stratified flow) : όπου τα 

δφο ρευςτά ρζουν κατά ςτρϊματα ανάλογα με τθν πυκνότθτα τουσ και διαχωρίηονται με 

                                                      

4
  Angeli & Hewitt, 2000. 

5
 Σα περιςςότερα εργαςτθριακά πειράματα ςχετικά με τθ ροι υγροφ-υγροφ, ζχουν πραγματοποιθκεί 

με ςωλινεσ από ακρυλικι ρθτίνθ, ενϊ ςτισ περιςςότερεσ εφαρμογζσ (πετρζλαιο-αγωγοφσ φδρευςθσ, 
κ.λπ.) οι αγωγοί είναι καταςκευαςμζνοι από χάλυβα. Σα πειράματα δείχνουν ότι οι διαφορζσ που 
οφείλονται ςτο τοίχωμα είναι δυνθτικά πολφ ςθμαντικζσ. 
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ομαλι ι κυματιςτι διεπιφάνεια. 2. Μεγάλεσ επιμικεισ ι ςφαιρικζσ ςυςςωρεφςεισ (slugs)  

του ενόσ υγροφ ςτο άλλο. 3. Διαςπορζσ6 (Dispersed flow) μθ αναμειγνυόμενων υγρϊν 

(immiscible liquids), όπου ςταγόνεσ του ενόσ υγροφ διαχζονται ςτθ ςυνεχι φάςθ του 

δεφτερου υγροφ. 4. Δακτυλιοειδισ ροι (Annular flow), όταν το ζνα από τα υγρά κινείται 

διαμορφϊνοντασ ζνα πυρινα πζριξ του άξονα του αγωγοφ και το άλλο υγρό κινείται ςε μία 

δακτυλιοειδι ηϊνθ κοντά ςτο τοίχωμα του ςωλινα. Σο μοντζλο αυτό παρατθρείται όταν τα 

δφο ρευςτά ζχουν τθν ίδια πυκνότθτα ι όταν το ζνα ρευςτό ζχει πολφ μεγάλο ιξϊδεσ. ε 

πολλζσ περιπτϊςεισ, ωςτόςο, το μοντζλο ροισ αποτελείται από ζνα ςυνδυαςμό αυτϊν των 

βαςικϊν πρωτοτφπων και ςχετικοί χάρτεσ ζχουν δθμοςιευτεί Angeli & Hewitt, 2000 ςε 

αρκετζσ ωςτόςο παραλλαγζσ. το χ.1.1 (Fig.1, Brauner, 2002) δίνονται ςκίτςα διαφόρων 

πικανϊν προτφπων ροισ που παρατθροφνται ςτα οριηόντια ςυςτιματα πετρελαίου ςε νερό 

(ο/ w) ι νεροφ ςε πετρζλαιο. 

 

 

 

Σχ. 1.1. Βαςικά πρότυπα ροήσ διφαςικήσ ροήσ υγροφ-υγροφ, Fig.1, Brauner, 2002.  

a/b) Stratified flow of two separated layers (S, possibly with mixing at the interface, SM).  

c/d) Stratified layers of a free-liquid and a dispersion of the other liquid (e.g.  Do/w&w),  e/f) 

Stratified layers of a free liquid and a dispersion in the other liquid (e.g. Do/w&o;  Dw/o&w), 

g/h) Layers of  dispersions (e.g.  Dw/o&o/w), i/j) Fully dispersion or emulsion of one liquid in 

the other liquid (e.g. Dw/o or Do/w),k/l) Core-Αnnular flow - a core of one liquid within the 

other liquid (e.g. , ANw, ANo), m/n) Annular flow of a liquid with a dispersion in the core 

(DANw, DANo), ο) Core-annular flow of two dispersions (CADw or CADo), p) Intermittent flow 

(one liquid alternately occupying the pipe as a free liquid or as a dispersion, Io or Iw), q/r) 

Large elongated or spherical bubbles of one liquid in the other (SLo,Bo or SLw,Bw). 

 
Κάκε πρότυπο ροισ διαφζρει ςτθν πτϊςθ πίεςθσ, ςτθν τοπικι κακυςτζρθςθ (in situ holdup), 

το ςυντελεςτι μεταφοράσ κερμότθτασ, τθν διάβρωςθ (corrosion) και τθν ζμφραξθ (fouling) 

                                                      

6
 Αναμειξιμότα είναι όροσ τθσ χθμείασ  που αναφζρεται κυρίωσ ςτθν ιδιότθτα των υγρϊν να 

αναμειγνφονται ςε κάκε αναλογία, ςχθματίηοντασ ζνα ομογενζσ διάλυμα. Ο όροσ επίςθσ εφαρμόηεται 
και για τισ άλλεσ φάςεισ (ςτερεά και αζρια).  
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του ςωλινα. Επομζνωσ, γενικευμζνα μοντζλα τα οποία επιχειροφν να καλφψουν ολόκλθρο 

το φάςμα των διαφόρων υγρϊν ιδιοτιτων και διαφορετικά πρότυπα ροισ7 κεωροφνται 

προςεγγιςτικά. Η αποδεκτι προςζγγιςθ ςιμερα κατά τθν Brauner, 1998 ςυνίςταται ςτθν 

πρόβλεψθ του προτφπου ροισ κάτω από ςυγκεκριμζνεσ λειτουργικζσ ςυνκικεσ8 και τθν 

εφαρμογι ενόσ κατάλλθλου μοντζλου 9. 

 

1.3. ΟΕΣ ΔΙΑΣΡΟΩΝ (Dispersed Flow)  

Ζχουν γίνει πολλζσ προςπάκειεσ για καλφτερθ κατανόθςθ τθσ ρεολογικισ ςυμπεριφοράσ 

των διφαςικϊν ςυςτθμάτων υγροφ-υγροφ τθσ κατθγορίασ των διαςπορϊν. Επεκτείνοντασ 

τθν εργαςία του Einstein, 1906 (1911), ο οποίοσ μελζτθςε ζνα αραιό ετερογενζσ μείγμα 

(dilute suspension)10 από ςτερεζσ ςφαίρεσ ςε ζνα ιξϊδεσ υγρό, ο Taylor, 1932 ανάπτυξε μια 

κεωρία χοντρικοφ υπολογιςμοφ του ιξϊδουσ ενόσ αραιοφ γαλακτϊματοσ Νευτϊνειων 

υγρϊν.  

 

 

Σχ.1.2.  Γαλάκτωμα 

 

Σο γαλάκτωμα11 (emulsion) είναι ςτακερι διαςπορά, που ςυνικωσ ςυνεπάγεται τθν 

παρουςία επιφανειοδραςτικϊν ουςιϊν (surfactants)12 που αναςτζλλουν τθ ςυνζνωςθ 

                                                      

7
 Charles et.al., 1961, Charles &Lilleleht, 1966 και Theissing, 1980. 

8
 Brauner, 1998 (2), βλζπε Ενότθτα 5. 

9
 Brauner,1998 (2), βλζπε Ενότθτεσ 2,3,4. 

10
 Διαςπορά είναι ζνα ετερογενζσ ρευςτό που περιζχει ςτερεά ςωματίδια τα οποία είναι αρκετά 

μεγάλα, ςυνικωσ μεγαλφτερα από 1 μm π.χ. άμμοσ ςτο νερό. Σα ςωματίδια τθσ διαςποράσ είναι 
ορατά ςτο μικροςκόπιο και τελικά κακιηάνουν αν παραμείνουν αδιατάρακτα. ε αντίκεςθ ςτα 
κολλοειδι τα ςωματίδια είναι μικρότερα και δεν κακιηάνουν. το διάλυμα, θ διαλυμζνθ ουςία δεν 
είναι ωσ ςτερεά φάςθ  και οι δφο φάςεισ αναμειγνφονται ομογενϊσ. 
11

 Γαλάκτωμα είναι μείγμα δφο ουςιϊν που δεν αναμειγνφονται. Η μία φάςθ  διαςκορπίηεται μζςα 
ςτθν ςυνεχι φάςθ π.χ. το βοφτυρο και θ μαργαρίνθ, όπου θ ςυνεχισ υγρι 
φάςθ  περιβάλλει ςταγονίδια νεροφ (γαλάκτωμα νεροφ ςε λάδι), το  εςπρζςο, θ μαγιονζηα, θ 
φωτοευαίςκθτθ πλευρά του φωτογραφικοφ φιλμ, το λιπαντικό και ςυγχρόνωσ ψυκτικό υγρό ςτθν 
κατεργαςία των μετάλλων.  Γαλακτωματοποίθςθ είναι θ διαδικαςία με τθν οποία ςχθματίηονται τα 
γαλακτϊματα. 
12

 απουνοειδείσ ουςίεσ που μειϊνουν τθν επιφανειακι τάςθ των υγρϊν, ϊςτε το υγρό να 
απλϊνεται και να βελτιωκεί θ προςροφθτικότθτα. 
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(coalescence) των διάςπαρτων ςταγονιδίων. Διάφορεσ ερευνθτικζσ ομάδεσ13 ζχουν δείξει με 

κεωρθτικζσ μελζτεσ, ότι ρεολογικά τα γαλακτϊματα που αποτελοφνται από δφο Νευτϊνεια 

υγρά μποροφν να επιδείξουν μθ Νευτϊνεια, ιξωδοελαςτικι ςυμπεριφορά, όπωσ ιξϊδεσ που 

εξαρτάται από τθν διάτμθςθ και παραμορφϊςεισ από ορκι τάςθ. 

Οι φαινομενικά αςυνικιςτεσ ιδιότθτεσ ροισ αυτϊν των γαλακτωμάτων ζχουν προκφψει από 

τθν  παραμορφωςιμότθτα των διαςπαρμζνων ςταγονιδίων ςτθν ςυνεχι φάςθ. Γαλακτϊματα 

υψθλοφ ιξϊδουσ, που περιζχουν ζλαιο, παρζχουν το λεγόμενο λιπαντικό (lubricated) 

πρότυπο ροισ, γιατί επιτυγχάνεται δραματικι μείωςθ ςτο ιξϊδεσ τθσ διαςποράσ και πτϊςθ 

τθσ πίεςθσ με γαλακτωματοποιθτι το λάδι ςε  ςυνεχι φάςθ νεροφ, π.χ. McAuliffe, 1973, 

Pilehvari et.al., 1988. Παρατθροφνται πολλαπλά γαλακτϊματα (π.χ. o/w/o,  ςταγόνεσ 

πετρελαίου διάςπαρτεσ με ςταγονίδια φδατοσ που με τθ ςειρά τουσ διαςπείρονται ςε μια 

ςυνεχι φάςθ πετρελαίου).  

Πάντα επίςθσ ςχθματίηονται διαςπορζσ, όταν αναπτφςςονται αρκετά ζντονεσ κινιςεισ δφο 

μθ αναμειγνυόμενων υγρϊν. Ωςτόςο, ςχετικά αραιζσ διαςπορζσ μποροφν να ςχθματίηονται 

και ςε χαμθλζσ ταχφτθτεσ, λόγω τθσ ςυςκευισ που χρθςιμοποιείται για τθν ειςαγωγι των 

δφο υγρϊν ςτθ ροι του ςωλινα. τθν πραγματικότθτα, οι διαςπορζσ είναι το βαςικό 

πρότυπο ροισ ςε ανοδικζσ κατακόρυφεσ και κεκλιμζνεσ ροζσ, Brauner,1998.  

 

1.4. ΟΕΣ ΣΤΑΓΟΝΩΝ ΜΕΣΑ ΣΕ ΣΥΝΕΧΗ ΥΓΗ ΦΑΣΗ.    

Διαχρονικά πολλοί ερευνθτζσ14 μελζτθςαν τουσ μθχανιςμοφσ ςχθματιςμοφ και τα 

χαρακτθριςτικά μεγζκθ τθσ παραμόρφωςθσ των ςταγόνων, γιατί ςχετίηονται με τθ 

ρεολογικι ςυμπεριφορά15 των διφαςικϊν ςυςτθμάτων διαςπορϊν υγροφ-υγροφ με τισ 

πολλζσ εφαρμογζσ ςτθν επιςτιμθ, τθν υγεία και τθν τεχνολογία. Σζτοια ςυςτιματα ροισ 

προκφπτουν ςε πολλζσ διαδικαςίεσ επεξεργαςίασ πολυμερϊν, κακϊσ επίςθσ και ςτθ 

διφαςικι ροι μζςω πορωδϊν μζςων. Μελζτεσ ζχουν δείξει ότι τα γαλακτϊματα που 

αποτελοφνται από δφο Νευτϊνεια υγρά μποροφν να παρουςιάςουν μθ Νευτϊνεια, 

ιξωδοελαςτικι ςυμπεριφορά. Η κίνθςθ παραμορφϊςιμων ςταγόνων χαμθλοφ αρικμοφ 

Reynolds είναι ζνα βαςικό πρόβλθμα, Zinchenko et.al., 1997, που ςχετίηεται με τθν ρεολογία 

και τθν κακίηθςθ γαλακτωμάτων και τθν ςυνζνωςθ και τθν διάςπαςθ ςταγόνων. Για 

                                                      

13
 Frohlick & Sack, 1946, Oldroyd, 1953, Goddard & Miller, 1967, Roscoe, 1967, Schowalter et.al., 1968, 

Frankel & Acrivos, 1970, Choi &  Schowalter, 1975, Barthes-Biesel  & Acrivos, 1973 (2). 
14

 Ha & Leal, 2001, Angeli & Hewitt, 2000, Pal,1993, Pozrikidis, 2005, Martinez & Udell, 1990, Borhan & 
Mao, 1992, Tsai & Miksis, 1994, Manga, 1996, Olbricht & Kung, 1992, Olbricht, 1996. 
15

  Ωσ προσ τθν υδροδυναμικι ςυμπεριφορά και τα φαινόμενα μεταφοράσ, Brauner, 1998. 
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τριχοειδείσ αρικμοφσ 0 < Ca <1 θ παραμόρφωςθ μπορεί να κεωρθκεί ωσ ομαλι16 ι 

ανϊμαλθ17 διαταραχι18 (regular or singular perturbation). Η μζκοδοσ τθσ ανϊμαλθσ 

διαταραχισ19 εφαρμόςτθκε ςτο 3-D πρόβλθμα τθσ ςυνζνωςθσ ςταγόνων λόγω πεδίου 

βαρφτθτασ, Rother et.al., 1997. τισ διαςπορζσ υγροφ-υγροφ, ςτο ομογενζσ μοντζλο Angeli & 

Hewitt, 1998 θ ανάμειξθ των δφο υγρϊν αντιμετωπίηεται ωσ ζνα «ψευδορευςτό» που 

ακολουκεί τισ ςυνικεισ εξιςϊςεισ τθσ μονοφαςικισ ροισ με ιδιότθτεσ εκτιμθμζνεσ κατά 

μζςο όρο και προβλζπεται θ κλίςθ τθσ πίεςθσ ςτον αγωγό. Σο κφριο πρόβλθμα κατά τθν 

εφαρμογι αυτισ τθσ προςζγγιςθσ είναι ο υπολογιςμόσ του φαινομζνου (effective) ιξϊδουσ 

του μείγματοσ, ιδιαίτερα γιατί το ιξϊδεσ μπορεί να ζχει μθ ομαλι ςυμπεριφορά κατά τθ 

διάρκεια τθσ ροισ υγροφ-υγροφ.  

Για να εξθγιςουν τθ μετανάςτευςθ ςταγόνων ςε αγωγοφσ οι Taylor, 1934 και Leal, 1980 

μελζτθςαν τθν ςυμπεριφορά μεμονωμζνων ςταγόνων ςε γραμμικζσ και παραβολικζσ ροζσ 

με ζνα ι δφο παράλλθλα επίπεδα. Ο Taylor, 1932 ανζπτυξε μια κεωρία για τθν πρόβλεψθ 

του φαινομζνου ιξϊδουσ ενόσ αραιοφ γαλακτϊματοσ Νευτϊνειων ρευςτϊν και πρϊτοσ 

μελζτθςε πειραματικά και κεωρθτικά τθν παραμόρφωςθ ςταγόνασ ςε 2-D παραβολικι ροι 

και ςε απλι διατμθτικι ροι. Οι Taylor, 1934, Pal, 1993, παρουςίαςαν δεδομζνα για 

διαςπορζσ ελαίου ςε νερό (Do/w) ςε ςτρωτι και τυρβϊδθ οριηόντια ροι. Οι Angeli & Hewitt, 

1998, παρατθροφν ότι οι διαςπορζσ δθμιουργοφνται πάντα, όταν θ κίνθςθ δφο μθ 

αναμειγνυομζνων υγρϊν είναι αρκετά ζντονθ.  

Θεωρητικζσ μελζτεσ. Η πρϊτθ κεωρθτικι ανάλυςθ τθσ παραμόρφωςθσ ςταγόνασ ζγινε από 

τον Taylor, 1934 ενϊ μια ςειρά από κεωρθτικζσ20 μελζτεσ αναφζρονται ςτθ βιβλιογραφία. 

Όταν μία ςταγόνα αρχικοφ ςφαιρικοφ ςχιματοσ, χωρίσ άνωςθ21, διακινείται μζςα ςε ζνα 

                                                      

16
 Cox, 1969, Frankel & Acrivos, 1970, Barthes-Biesel & Acrivos, 1973 (1),  Barthes-Biesel, Acrivos 

,1973(2). 
17

 Yiantsios & Davis, 1990, Yiantsios & Davis, 1991. 
18

 τθν περίπτωςθ τθσ ανϊμαλθσ διαταραχισ  μια μικρι παράμετροσ  δεν είναι εφικτό να  
προςεγγιςτεί  από τον κακοριςμό τθσ τιμισ τθσ παραμζτρου ςτο μθδζν, ςε αντίκεςθ με τθν ομαλι 
διαταραχι, όπου θ προςζγγιςθ μπορεί να επιτευχκεί με απλι ρφκμιςθ τθσ μικρισ παραμζτρου ςτο 
μθδζν. 
19

 Η κεωρία διαταραχϊν είναι μακθματικι μζκοδοσ προςεγγιςτικοφ υπολογιςμοφ, όταν το πρόβλθμα 
δεν μπορεί να  επιλυκεί αναλυτικά και είναι γνωςτι θ ακριβισ λφςθ ςε ζνα ανάλογο πρόβλθμα. 
Εφαρμόηεται, αν είναι εφικτι θ προςκικθ ενόσ «μικροφ» όρου ςτθν μακθματικι διατφπωςθ 
του προβλιματοσ που ζχει  γνωςτι αναλυτικι λφςθ. 
20

 Choi & Schowalter, 1975, Chaffey & Brenner, 1967, Cox, 1969, Barth-Biesel & Acrivos, 1973, Turner & 
Chaffey, 1969. 
21

 Άνωςθ (buoyancy) είναι θ ανοδικι δφναμθ που αςκείται επάνω ςε ζνα πλιρωσ ι μερικϊσ 
βυκιςμζνο αντικείμενο  από το περιβάλλον ρευςτό (υγρό ι αζριο) λόγω τθσ διαφοράσ πίεςθσ του 
ρευςτοφ ανάμεςα ςτο επάνω και το κάτω μζροσ του αντικειμζνου. Η άνωςθ είναι ίςθ με το βάροσ 
του εκτοπιηομζνου ρευςτοφ και επιτρζπει ςτο αντικείμενο να επιπλζει ι τουλάχιςτον να φαίνεται πιο 
ελαφρφ. 
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άλλο υγρό ςε διατμθτικι ι παραβολικι ροι, παραμορφϊνεται και ςυχνά διαςπάται ςε 

μικρότερα ςταγονίδια για υψθλζσ τιμζσ παραμόρφωςθσ. Οι κεωρθτικζσ μελζτεσ ςυμφωνοφν 

ότι θ ςταγόνα ςε διατμθτικι ροι, παραμορφϊνεται ςε ςφαιροειδζσ, και θ παραμόρφωςθ 

εξαρτάται από το λόγο των ιξωδϊν τθσ ςταγόνασ και τθσ ςυνεχοφσ φάςθσ ςτθν οποία 

διαςπείρεται θ ςταγόνα, κακϊσ και από το λόγο των τοπικϊν διατμθτικϊν τάςεων προσ τθν 

επιφανειακι τάςθ που αςκείται ςτθν επιφάνεια μεταξφ των δφο φάςεων. Οι Bentley & Leal, 

1986, μελζτθςαν και ςυνζκριναν με κεωρθτικζσ προβλζψεισ το ςχιμα και τον 

προςανατολιςμό Νευτϊνειων ςταγόνων ςε μόνιμθ κατάςταςθ για διάφορουσ τφπουσ ροισ 

που κυμαίνονται από πλιρωσ παραβολικι ροι ςε "ςχεδόν διατμθτικι" ροι με ρυκμό 

παραμόρφωςθσ που υπερβαίνει ελαφρϊσ τθ ςτροβιλότθτα22. Επίςθσ κακόριςαν τισ κρίςιμεσ 

ςυνκικεσ π.χ. τον κρίςιμο Ca πάνω από τον οποίο δεν μποροφν να επιτευχκοφν μόνιμα 

ςχιματα ςταγόνων ςε μόνιμθ ροι. Η κεωρθτικι επεξεργαςία τθσ παραμόρφωςθσ των 

ςταγόνων είναι ιδιαίτερα περίπλοκθ και θ πλειοψθφία των μελετϊν αςχολοφνται με 

Νευτϊνεια ςυςτιματα ςταγόνων και ςυνεχοφσ μζςου.   

Ρειραματικζσ μελζτεσ. Σα πειράματα του Taylor, 1934, για παραμόρφωςθ ςταγόνασ 

ςυμφωνοφν με τθ κεωρία τόςο για τθν ομοιόμορφθ διατμθτικι ροι όςο και για τθν  

παραβολικι ροι ςε χαμθλοφσ ρυκμοφσ παραμόρφωςθσ. Οι Bartok & Mason, 1958, 1959, 

μελζτθςαν πειραματικά ςε ομοιόμορφθ διατμθτικι ροι (ροι Couette) τθν παραμόρφωςθ ςε 

ςφαιροειδι και τθν εςωτερικι κυκλοφορία ςε μεγάλεσ ςταγόνεσ, και ςυμφωνοφν με τον 

Taylor. Οι Rumscheidt & Mason, 1961, παρατθροφν ότι ςε παραβολικι ροι εμφανίηεται 

εςωτερικι κυκλοφορία μζςα ςτισ ςταγόνεσ που διαςπείρονται ςτο ςυνεχζσ  μζςο. Οι Stone 

et.al., 1986 μελζτθςαν πειραματικά τθ ςυνεχι επιμικυνςθ μεμονωμζνων ςταγόνων ςε 

μόνιμθ 2-D ροι για Ca ελαφρϊσ πάνω από τθν κρίςιμθ τιμι του Ca  κακϊσ και τθν δυναμικι 

τθσ επιφανειακισ τάςθσ τθσ τανυςμζνθσ ςταγόνασ, όταν θ ροι διακόπτεται απότομα. 

 Για μζτριεσ παραμορφϊςεισ23, κακϊσ και ςε ροζσ κυριαρχοφμενεσ από τάςεισ (δθλαδι, 

επίπεδεσ ροζσ με ρυκμό παραμόρφωςθσ μεγαλφτερο τθσ ςτροβιλότθτασ), το μικοσ τθσ 

ςταγόνασ αυξάνει εκκετικά με τον χρόνο και αυτό ςτακεροποιεί τθν κατάςταςθ τθσ  και 

εμποδίηει τθν ανάπτυξθ των τριχοειδϊν κυμάτων που κα οδθγοφςαν ςε διάςπαςθ τθσ 

ςταγόνασ ςτθ ςυνζχεια τθσ ροισ. Ωςτόςο, θ διάςπαςθ κα προκφψει μετά τθ διακοπι τθσ 

ροισ, υπό τθν προχπόκεςθ ότι θ ςταγόνα φορτίηεται πάνω από ζνα  κρίςιμο φορτίο που 

                                                      

22
 Η ςτροβιλότθτα ςτθ δυναμικι των ρευςτϊν εκφράηει τθν κυκλοφορία ι περιςτροφι ι 

πιο αυςτθρά, τθν τοπικι γωνιακι ταχφτθτα περιςτροφισ του ρευςτοφ. υνικωσ ορίηεται ωσ το  curl 
τθσ ταχφτθτασ:  ω u . 
23

 Η παραμόρφωςθ προκαλείται από τθ δράςθ των τάςεων και εκφράηει τθν αλλαγι ςτο μζγεκοσ ι/ 
και το ςχιμα. 
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εξαρτάται ςε μεγάλο βακμό από το λόγο ιξωδϊν των δφο φάςεων. Οι Stone & Leal, (1)&(2), 

1989 μελζτθςαν πειραματικά και αρικμθτικά τθν παραμόρφωςθ και τθν διάςπαςθ ςταγόνασ 

μετά από ςθμαντικι μεταβολι, τόςο ςτον ρυκμό διάτμθςθσ όςο και ςτον τφπο ροισ, από 

κρίςιμεσ ςε υποκρίςιμεσ ςυνκικεσ ροισ. Επιπλζον θ πειραματικι μελζτθ των Ha & Leal, 

2001, διαςαφθνίςει τισ μεταβατικζσ αςτακείσ ςυνκικεσ ροισ, τθν παραμόρφωςθ και τουσ 

μθχανιςμοφσ διάςπαςθσ τθσ ςταγόνασ  λόγω αναπτυςςόμενων τάςεων που προκαλείται ςε 

ροι με χαμθλό Re, αλλά για αρκετά μεγάλο Ca. 

Αριθμητική προςομοίωςη. Σα πολυφαςικά προβλιματα ροισ είναι πολφ δφςκολο να 

μοντελοποιθκοφν αρικμθτικά. τισ πολυφαςικζσ ροζσ, υπάρχουν αιχμθρζσ πολφπλοκεσ 

διεπιφάνειεσ μεταξφ των φάςεων πάνω ςτισ οποίεσ ςυντελείται μεγάλο άλμα ςτθν 

πυκνότθτα, ςτο ιξϊδεσ, ι/και ςτθν εφαπτόμενθ ταχφτθτα. Η αρικμθτικι μοντελοποίθςθ ζχει 

αποδειχκεί χριςιμο εργαλείο24 για τθ μελζτθ των διαςπορϊν ςτερεϊν και 

παραμορφϊςιμων ςωματιδίων και ςταγόνων. Οι Haberman et.al., 1958 μελζτθςαν τθν 

περίπτωςθ ςφαιρικισ ςταγόνασ ςε άπειρο ςωλινα. Οι Wang & Skalak, 1969 μελζτθςαν τθν 

περίπτωςθ μιασ άπειρθσ γραμμισ από άκαμπτεσ ςφαίρεσ ςε κυλινδρικό ςωλινα.  

Οι Hyman, & Skalak, 1970, 1972, μελζτθςαν τθν περίπτωςθ ςταγόνων υγροφ που 

παραμζνουν ςφαιρικζσ λόγω υψθλισ επιφανειακι τάςθσ και επίςθσ υπολόγιςαν το ςχιμα 

ελαφρϊσ παραμορφωμζνων Νευτϊνειων25 ςταγόνων, διαςπαρμζνων ςε  άλλο Νευτϊνειο 

υγρό, παρομοιάηοντασ τθν μετανάςτευςθ τουσ με τθν κίνθςθ τρζνου που κινείται κατά 

μικοσ του άξονα κυλινδρικοφ ςωλινα. Οι Rallison & Acrivos, 1978 ειςιγαγαν και ο Pozrikidis, 

1992, περιζγραψε τθν αρικμθτικι μζκοδο ορίου-ολοκλθρϊματοσ (boundary-integral 

method) για τθν μελζτθ παραμορφϊςιμων ςταγόνων όταν  θ παραμόρφωςθ δεν είναι μια 

μικρι διαταραχι δθλ. για ( )Ca O 1 . 

 Οι Zhou & Pozrikidis 1993, 1994 μελζτθςαν αρικμθτικά,  2-D διαςπορζσ υγρϊν ςταγόνων 

μζςα ςε ςυνεχι φάςθ με ςτακερι επιφανειακι τάςθ λόγω διαφοράσ πίεςθσ. Οι περιοριςμοί 

ςτουσ υπολογιςτικοφσ πόρουσ δεν τουσ επιτρζπει να εξετάςουν πυκνά αιωριματα με 

μεγάλο αρικμό  των ςωματιδίων, ςτα οποία το προφίλ τθσ κάκετθσ ταχφτθτασ ςτθ διατομι 

ταιριάηει με ροι plug zone. Oι Loewenberg & Hinch, 1996, ανζπτυξαν το λογιςμικό 

δυναμικισ προςομοίωςθσ ορίου-ολοκλθρϊματοσ (boundary-integral)26 και μελζτθςαν τισ 

                                                      

24
 Hyman & Skalak 1972, Brady & Bossis, (1988), Zhou & Pozrikidis, (1993) & (1994), Kaliakatsos & 

Tsangaris, 2000, Pozrikidis, 2005. 
25

 Νευτϊνειο ρευςτό, όπωσ το φδωρ, είναι το ρευςτό  ςτο οποίο θ διατμθτικι τάςθ είναι ευκζωσ 
ανάλογθ με τθν κλίςθ τθσ ταχφτθτασ ςτθν κάκετθ διεφκυνςθ ωσ προσ το επίπεδο τθσ διάτμθςθσ. το 
μθ Νευτϊνειο ρευςτό, το ιξϊδεσ μεταβάλλεται με τθν αςκοφμενθ  διατμθτικι δφναμθ. 
26

 Καινοτομία τθσ τεχνικισ τουσ είναι μία αφαίρεςθ τθσ "near-singularity", για τθ βελτίωςθ τθσ 
ςφγκλιςθσ τθσ διακριτοποίθςθσ ορίου-ολοκλθρϊματοσ για ςταγόνεσ ςε ςτενι επαφι και με τθν 
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ρεολογικζσ ιδιότθτεσ τυχαίων γαλακτωμάτων μζτριασ ςυγκζντρωςθσ ςε διατμθτικι ροι 

(μζχρι 12 ιςομεγζκεισ ςταγόνεσ ανά περιοδικό κφτταρο)  με παραμζτρουσ το κλάςμα όγκου 

ςταγόνασ φ και τον λόγο ιξωδϊν λ: για  μζτριο λ, ϊςτε το αποτζλεςμα των αλλθλεπιδράςεων 

ςτθν «μζςθ» τάςθ να είναι μικρότερο από τθν ςυνειςφορά των ςταγόνων και ςε 

περιπτϊςεισ χωρίσ ιςχυρζσ υδροδυναμικζσ αλλθλεπιδράςεισ. Ο Καλιακάτςοσ, 2000  

μελζτθςε τθν κίνθςθ μίασ ςταγόνασ μζςα ςε 2-D ροι μεταξφ παραλλιλων θμιάπειρων 

επιπζδων και ςε διακλάδωςθ Σαφ και αξονοςυμμετρικοφσ αγωγοφσ χρθςιμοποιϊντασ τθν 

μζκοδο των ιςοχψϊν (level-set). υνζκρινε με αποτελζςματα των  Audet, 1987, Martinez & 

Udell, 1990 και επιβεβαίωςε τθν επίδραςθ των αδιάςτατων παραμζτρων τθσ προςομοίωςθσ 

ςτθν παραμόρφωςθ και τθν ταχφτθτα τθσ ςταγόνασ και ςτθν επιπλζον πτϊςθ πίεςθσ 

εξαιτίασ τθσ παρουςίασ τθσ ςταγόνασ. Ο Olsson, 2006 παρουςίαςε μια νζα αρικμθτικι 

μζκοδο προςομοίωςθσ  αςυμπίεςτθσ, μθ αναμίξιμθσ διφαςικισ ροισ με επιφανειακι τάςθ. 

 

1.5. Η ΜΟΝΤΕΛΟΡΟΙΗΣΗ ΣΤΗΝ ΥΡΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ (CFD) 27 

τθν ρευςτομθχανικι ιςχφουν οι κεμελιϊδεισ νόμοι τθσ μθχανικισ που αφοροφν τθ 

διατιρθςθ τθσ μάηασ, τθσ ορμισ και τθσ ενζργειασ28. Οι αρχζσ αυτζσ διατυπϊνονται ςε 

ςφςτθμα ςυηευγμζνων, μθ γραμμικϊν μερικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων. Οι εξιςϊςεισ Navier-

Stokes ι (N-S), κακορίηουν οποιαδιποτε μονοφαςικι ροι29 , επίςθσ περιγράφουν  εκρθκτικά 

φαινόμενα (ςοκ) και  διεπιφάνειεσ. ιμερα είναι εφικτι μόνο προςεγγιςτικι αλγορικμικι 

επίλυςθ των εξιςϊςεων N-S, αφοφ θ αναλυτικι επίλυςθ τουσ δεν είναι δυνατι για τα 

περιςςότερα ρεαλιςτικά ρευςτομθχανικά προβλιματα. Αυτό είναι το αντικείμενο τθσ 

Τπολογιςτικισ Μθχανικισ Ρευςτϊν (CFD) που ζχει ζνα ευρφτατο φάςμα τεχνολογικϊν 

εφαρμογϊν. τθν βιομθχανία και τθν ζρευνα ςυμβάλλει με τθν λεπτομερι αναπαράςταςθ 

του ροϊκοφ πεδίου ςε αποτελεςματικότερο ςχεδιαςμό χωρίσ τθν ανάγκθ για επιτόπια 

πειράματα και δοκιμζσ. τθν βιοϊατρικι ζρευνα και τεχνολογία χρθςιμοποιείται για τθ 

μελζτθ του κυκλοφορικοφ και αναπνευςτικοφ ςυςτιματοσ και των ιατρικϊν ςυςκευϊν. 

                                                                                                                                                         

προςκικθ  "ελατθρίων" μεταξφ των ςθμείων του πλζγματοσ για να ςτακεροποιιςει το πλζγμα και να 
διευκολφνει τουσ μακρόχρονουσ υπολογιςμοφσ. 
27

Bhaskaran &  Collins, 2002, Μπεργελζσ ,1999, Τςαγγάρησ, 1995.  
28

 Η εξίςωςθ τθσ ενεργείασ προκφπτει με μονοδιάςτατο πολλαπλαςιαςμό τθσ εξίςωςθσ τθσ ορμισ με 
το διάνυςμα τθσ ταχφτθτασ. Άρα, θ διατιρθςθ τθσ ορμισ κεωρθτικά ςυνεπάγεται διατιρθςθ τθσ 
ενζργειασ. Παρϋόλα αυτά επειδι θ διακριτοποίθςθ διαςτρεβλϊνει το ςυνεχζσ μοντζλο θ διατιρθςθ 
τθσ δεν είναι πάντοτε εγγυθμζνθ ςε αρικμθτικζσ προςομοιϊςεισ. Μζκοδοι διακριτοποίθςθσ που 
διατθροφν τθν ενζργεια, όπωσ πεπεραςμζνων ςτοιχείων βοθκοφν να ξεπεραςτεί αυτι θ πθγι 
αςτάκειασ.  
29

 Οι εξιςϊςεισ Euler είναι οι εξιςϊςεισ N-S χωρίσ τουσ όρουσ ιξϊδουσ. Περαιτζρω απλοποίθςθ, 
διαμορφϊνει τισ πλιρεισ εξιςϊςεισ δυναμικοφ (full potential equations) με τθν αφαίρεςθ των όρων 
ςτροβιλότθτασ (vorticity) που ζτςι  γραμμικοποιοφνται ευκολότερα.  



1.12                                                                                                                                        ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Πολλζσ φορζσ πρζπει να επιλφονται ςυγχρόνωσ με τισ εξιςϊςεισ Navier-Stokes και άλλεσ 

εξιςϊςεισ που περιγράφουν μεταφορά μάηασ, χθμικζσ αντιδράςεισ, μεταφορά κερμότθτασ, 

κλπ. φγχρονα λογιςμικά30 επιτρζπουν τθν προςομοίωςθ πολφπλοκων περιπτϊςεων όπωσ 

πολυφαςικζσ ροζσ, μθ Νευτϊνεια υγρά (π.χ. αίμα), ροζσ με χθμικι αντίδραςθ (όπωσ θ 

καφςθ).  Οι προςομοιϊςεισ ςφνκετθσ ροισ αποτελοφν πρόκλθςθ, είναι επιρρεπείσ ςε 

ςφάλματα και απαιτοφν επαλικευςθ από τθν εμπειρία. Ακόμθ υπάρχουν προβλιματα που 

δεν μποροφν να μελετθκοφν οφτε με τα ςθμερινά υπολογιςτικά ςυςτιματα.  

Βαςικι αρχι ςτισ μεκόδουσ CFD είναι θ αντικατάςταςθ του υπολογιςτικοφ χωρίου του 

ςυνεχοφσ προβλιματοσ από ζνα διακριτό υπολογιςτικό πλζγμα (δίκτυο). Οι μεταβλθτζσ τθσ 

ροισ δεν ορίηονται, ςε κάκε ςθμείο του ςυνεχοφσ υπολογιςτικοφ χωρίου, αλλά μόνο  ςτα Ν 

ςθμεία (κόμβουσ) του αρικμθτικοφ πλζγματοσ, όπου εκτελοφνται και οι αρικμθτικοί 

υπολογιςμοί. Οι τιμζσ των μεταβλθτϊν ςε άλλεσ κζςεισ κακορίηονται με παρεμβολι των 

τιμϊν τουσ από τα ςθμεία του πλζγματοσ. Οι όροι των μερικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων και 

οι οριακζσ ςυνκικεσ που διζπουν το πρόβλθμα προςεγγίηονται δθλ. διακριτοποιοφνται με 

μεκόδουσ αρικμθτικισ ανάλυςθσ ςτο διακριτό χωρίο οριςμοφ με ςκοπό να ςχθματιςτεί ζνα 

μεγάλο διακριτό ςφςτθμα αλγεβρικϊν εξιςϊςεων από διακριτζσ μεταβλθτζσ. Η επίλυςθ του 

διακριτοφ ςυςτιματοσ ςτον υπολογιςτι γίνεται με τθν επιλογι κατάλλθλθσ αρικμθτικισ 

επαναλθπτικισ μεκόδου αντιςτροφισ μθτρϊου.  

Άμεςθ αρικμθτικι προςομοίωςθ είναι δυνατι για τισ εξιςϊςεισ Navier-Stokes για ςτρωτι 

και τυρβϊδθ ροι, όταν οι ςχετιηόμενεσ κλίμακεσ μικουσ μποροφν να επιλυκοφν ςτο 

αρικμθτικό πλζγμα31. Η βαςικι διαδικαςία προςομοίωςθσ περιλαμβάνει γενικά τα 

παρακάτω ςτάδια. 1. Κακορίηεται θ γεωμετρία (φυςικά όρια) του προβλιματοσ. 2. 

Καταςκευάηεται και προςαρμόηεται ςτο χωρίο οριςμοφ το αρικμθτικό πλζγμα. 3. 

Κακορίηεται το φυςικό κεωρθτικό μοντζλο και οι αντίςτοιχεσ εξιςϊςεισ. 4. Κακορίηονται με 

ακρίβεια οι οριακζσ ςυνκικεσ δθλ. οι τιμζσ των χαρακτθριςτικϊν μεταβλθτϊν ςτα όρια του 

                                                      

30 
Ιςτορικά, αρχικά  αναπτφχκθκαν μζκοδοι για να λφςουν τισ γραμμικζσ εξιςϊςεισ δυναμικοφ. τθν 

δεκαετία του '30 αναπτφχκθκαν διδιάςτατεσ μζκοδοι. Η ανάπτυξθ των υπολογιςτικϊν ςυςτθμάτων 

οδιγθςε ςε 3-D μεκόδουσ και τθν επίλυςθ των εξιςϊςεων Navier-Stokes. Αξιομνθμόνευτθ είναι θ 

ςυμβολι τθσ NASA με τα λογιςμικά Ames', ARC2D, OVERFLOW, CFL3D και του εργαςτθρίου Los 

Alamos που οδιγθςαν ςε πολυάρικμα εμπορικά και ερευνθτικά λογιςμικά. Οι δυνατότθτεσ και οι 

εφαρμογζσ αυξάνονται εκκετικά με τον χρόνο.  
31

 Αξίηει να αναφερκοφν εναλλακτικζσ μζκοδοι που δεν βαςίηονται ςε πλζγμα: Τδροδυναμικι ομαλϊν 
ςωματιδίων (Smoothed particle hydrodynamics) ι SPH : Lagrangian μζκοδοι για τθν επίλυςθ 
προβλθμάτων ρευςτϊν. Φαςματικζσ (Spectral) μζκοδοι: τεχνικζσ με τισ οποίεσ οι εξιςϊςεισ 
προβάλλονται ςε ςυναρτιςεισ βάςθσ, όπωσ οι ςφαιρικζσ, αρμονικζσ και τα πολυϊνυμα Chebyshev. 
Μζκοδοι Lattice Boltzmann (LBM) που προςομοιϊνουν ζνα ιςοδφναμο μεςοςκοπικό ςφςτθμα ςε ζνα 
καρτεςιανό πλζγμα, αντί να επιλφουν το μακροςκοπικό ςφςτθμα (ι τθν πραγματικι μικροςκοπικι 
φυςικι).  

http://en.wikipedia.org/wiki/Navier-Stokes_equations
http://en.wikipedia.org/wiki/Navier-Stokes_equations
http://en.wikipedia.org/wiki/Smoothed_particle_hydrodynamics
http://en.wikipedia.org/wiki/Spectral_method
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πεδίου ροισ, ϊςτε να κακοριςτεί ςαφϊσ το πρόβλθμα. Μια μόνο λανκαςμζνθ οριακι 

ςυνκικθ μπορεί να δϊςει τελείωσ λάκοσ αποτζλεςμα. 5. Για μεταβατικά προβλιματα, 

κακορίηονται επίςθσ αρχικζσ ςυνκικεσ. 6. Εφαρμόηονται οι διακριτζσ εξιςϊςεισ ςτα ςθμεία 

του πλζγματοσ ςτο εςωτερικό του χωρίου οριςμοφ. Για τα ςθμεία του πλζγματοσ (ι 

κφτταρα) πάνω ι κοντά ςτο όριο, γίνεται ςυνδυαςμόσ των διακριτϊν εξιςϊςεων με τισ 

οριακζσ ςυνκικεσ. Η ςτακερότθτα τθσ επιλεγμζνθσ διακριτοποίθςθσ επιτυγχάνεται γενικά 

αρικμθτικά και όχι αναλυτικά όπωσ ςτα απλά γραμμικά προβλιματα. Πρζπει επίςθσ να 

εξαςφαλίςει ότι θ διακριτοποίθςθ χειρίηεται ςωςτά τισ αςυνεχείσ λφςεισ. 7. χθματίηεται ζνα 

ςφςτθμα αλγεβρικϊν εξιςϊςεων, με αρικμό εξιςϊςεων ίςο με τον αρικμό των διακριτϊν 

ανεξάρτθτων μεταβλθτϊν. 8. Σο ςφςτθμα των εξιςϊςεων λφνεται επαναλθπτικά ςε ςτακερι 

κατάςταςθ ι μεταβατικά. 9. Σελικά ζνα λογιςμικό μετεπεξεργαςίασ χρθςιμοποιείται για τθν 

ανάλυςθ και τθν απεικόνιςθ τθσ προκφπτουςασ λφςθσ.  

 

1.6. Η ΛΕΙΤΟΥΓΙΑ ΤΩΝ ΑΙΘΜΗΤΙΚΩΝ  ΡΛΕΓΜΑΤΩΝ  

Ο επιλογι του κατάλλθλου χωρικοφ αρικμθτικοφ πλζγματοσ (grid ι mesh) ςτο οποίο κα γίνει 

θ διακριτοποίθςθ του ςυνεχοφσ ρευςτοφ είναι κεμελιϊδεσ και πολφπλοκο κζμα.  Είναι θ 

κρίςιμθ γζφυρα όπωσ χαρακτθρίηεται, γιατί ςυνδζεται με τθ φφςθ του προβλιματοσ, τθν 

ςωςτι περιγραφι πολφπλοκων γεωμετριϊν, με τθν αρικμθτικι μζκοδο διακριτοποίθςθσ 

αλλά και με τθν εκτζλεςθ ειδικϊν αλγορίκμων που δίνουν δυναμικότθτα και 

προςαρμοςτικότθτα ςτο πλζγμα. Ζνα τετράπλευρο είναι γνωςτό ωσ "κφτταρο" και ζνα 

ςθμείο του πλζγματοσ ωσ "κόμβοσ".  Σα μικρά κφτταρα που ςυνκζτων το πλζγμα μπορεί να 

ζχουν κανονικό ςχιμα (π.χ. τετράγωνο ι ορκογϊνιο ςτο 2-D, κφβοσ ι ορκογϊνιο 

παραλλθλεπίπεδο ςε 3-D), είτε ακανόνιςτο (π.χ. τρίγωνο ςτο 2-D, ι πυραμιδικό ςτερεό ςε 3-

D), οπότε επιβάλλεται κάκε κφτταρο να αποκθκευτεί χωριςτά ςτθ μνιμθ. Σο πλζγμα μπορεί 

να είναι ομοιόμορφο ι ανομοιόμορφο. Επίςθσ μποροφν οι βαςικζσ μεταβλθτζσ να ορίηονται 

ςε παρόμοια αλλά μετατοπιςμζνα μεταξφ τουσ (staggered) πλζγματα για αρικμθτικοφσ 

λόγουσ. Μία εναλλακτικι λφςθ ςτα μετατοπιςμζνα  πλζγματα είναι θ χριςθ των λεγόμενων 

ομόθετων (collοcated) πλεγμάτων, Peric et.al., 1988, ςτο οποίο τα u, v και p, υπολογίηονται 

ςτα κζντρα των κυττάρων και θ διακριτοποίθςθ τθσ μεκόδου των πεπεραςμζνων όγκων με 

παρεμβολι ειδικϊν ςχθμάτων παρεμβολισ προςδιορίηει τθν ροι ςτισ πλευρζσ των 

κυττάρων. Ζχουν επίςθσ αναπτυχκεί τεχνικζσ με κινοφμενα πλζγματα και δυνατότθτα 

Προςαρμοςτικισ Πφκνωςθσ Πλζγματοσ (Αdaptive Mesh Refinement) (AMR) για να 

επικεντρωκεί θ υπολογιςτικι προςπάκεια εκεί που χρειάηεται. Οι αρικμθτικζσ λφςεισ που 

λαμβάνονται ςε διαφορετικά πλζγματα, πρζπει να ικανοποιοφν κριτιρια ςφγκλιςθσ 
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πλζγματοσ για να είναι αποδεκτζσ. Γενικά με τθν αφξθςθ του αρικμοφ των ςθμείων του 

πλζγματοσ το λάκοσ ςτθν αρικμθτικι λφςθ μειϊνεται, βελτιϊνεται θ ςυμφωνία μεταξφ τθσ 

αρικμθτικισ και αναλυτικισ λφςθσ, αλλά αυξάνει πολφ το υπολογιςτικό κόςτοσ.  

 

1.7. ΑΛΓΟΙΘΜΟΙ ΕΡΙΛΥΣΗΣ (SOLVERS)  

Η διακριτοποίθςθ ςτο χϊρο παράγει ζνα ςφςτθμα ςυνικων διαφορικϊν εξιςϊςεων για 

αςτακι (unsteady) προβλιματα και αλγεβρικζσ εξιςϊςεισ για μόνιμα προβλιματα. Γενικά 

χρθςιμοποιοφνται πεπλεγμζνεσ ι θμι-πεπλεγμζνεσ (implicit ι semi-implicit) μζκοδοι για τθν 

ολοκλιρωςθ των ςυνικων διαφορικϊν εξιςϊςεων, ςε ζνα ςφςτθμα μθ γραμμικϊν 

αλγεβρικϊν εξιςϊςεων. Η μζκοδοσ προβολισ για τα αςυμπίεςτα ρευςτά αναπτφχκθκε 

αρχικά από τον Chorin, 1968. Η  κεντρικι ιδζα τθσ μεκόδου είναι να υπολογιςτεί θ ταχφτθτα 

ςε μια ςυγκεκριμζνθ χρονικι ςτιγμι από τα ςτοιχεία του προθγοφμενου χρονικοφ βιματοσ 

και να αγνοθκεί αρχικά θ εξίςωςθ τθσ ςυνεχείασ. Κατόπιν θ τιμι τθσ ταχφτθτασ προβάλλεται 

ςτο πεδίο των αςυμπίεςτων ροϊν, για να  ικανοποιθκοφν  οι περιοριςμοί τθσ εξίςωςθσ τθσ 

ςυνεχείασ. 

 

Μη γραμμικότητα, (Nonlinearity). Η άκρωσ μθ γραμμικι φφςθ των εξιςϊςεων που διζπουν 

τθν κίνθςθ των ρευςτϊν δυςκολεφει  τον ακριβι υπολογιςμό αρικμθτικϊν λφςεων για 

πολφπλοκεσ ροζσ με  πρακτικό ενδιαφζρον. Η εξίςωςθ διατιρθςθσ τθσ ορμισ για ζνα ρευςτό 

είναι μθ γραμμικι λόγω του ςυναγωγικοφ όρου u u . Η τφρβθ, χθμικζσ αντιδράςεισ, 

φαινόμενα μεταφοράσ κερμότθτασ και μάηασ, κίνθςθ διεπιφανειϊν ειςαγάγουν πρόςκετεσ 

μθ γραμμικότθτεσ. υνικωσ  οι εξιςϊςεισ διατιρθςθσ γραμμικοποιοφνται γφρω από τθν 

πικανι τιμι τθσ λφςθσ και εκτελείται ζνασ επαναλθπτικόσ αλγόρικμοσ μζχρι θ 

υπολογιηόμενθ λφςθ να ςυγκλίνει μζςω διαδοχικϊν προςεγγίςεων ςε ζνα ςυγκεκριμζνο 

επίπεδο ανοχισ ςφάλματοσ.  

Άμεςοι και Επαναληπτικοί Solvers, (Direct and Iterative Solvers). φάλμα ςτθ λφςθ μιασ 

μεκόδου διακριτοποίθςθσ ορίηεται θ διαφορά μεταξφ τθσ προςεγγιςτικισ και τθσ ακριβοφσ 

αναλυτικισ λφςθσ. Δφο είναι οι πθγζσ των ςφαλμάτων: τα ςφάλματα ςτρογγυλοποίθςθσ των 

δεκαδικϊν ψθφίων ςτον υπολογιςτι, και το ςφάλμα αποκοπισ ι διακριτοποίθςθσ, δθλ. θ 

διαφορά f(xi)−fi , τθσ διακριτισ λφςθσ fi από τθν ακριβι αναλυτικι λφςθ f(xi). Ζνασ άλλοσ 

παράγοντασ που κακιςτά απαραίτθτουσ τουσ επαναλθπτικοφσ αλγορίκμουσ είναι το υψθλό 

υπολογιςτικό κόςτοσ τθσ αντιςτροφισ του πίνακα ςε ςχζςθ με ζνα επαναλθπτικό αλγόρικμο 

που ςταδιακά προςεγγίηει τθν λφςθ. υχνά τα ςυςτιματα αυτά, ιδίωσ ςε 3D, είναι πολφ 
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μεγάλα για άμεςουσ32 αλγόρικμουσ επίλυςθσ. Ο επαναλθπτικόσ αλγόρικμοσ χειρίηεται ςε 

ενιαία διαδικαςία  τουσ μθ γραμμικοφσ όρουσ  και τθν  αντιςτροφι (inversion) του πίνακα. 

Κακϊσ ο αλγόρικμοσ ςυγκλίνει ςτθν κατά προςζγγιςθ λφςθ, το ςφάλμα ακριβείασ τείνει ςτο 

μθδζν. ε κάκε χρονικό βιμα, επιλφονται οι εξιςϊςεισ που διζπουν το πρόβλθμα και 

επαναλαμβάνεται θ διαδικαςία. Η πικανολογοφμενθ τιμι τθσ λφςθσ  ςε μια χρονικι ςτάκμθ 

προκφπτει  από τθν λφςθ ςτο προθγοφμενο χρονικό βιμα. 

Οι ςυμβατικζσ μζκοδοι που χρθςιμοποιοφνται  ςε CFD, όπωσ οι αλγόρικμοι SIMPLE και 

Uzawa, θ μζκοδοσ  προοδευτικισ υπερχαλάρωςθσ (Successive Over Relaxation) ι SOR  

παρουςιάηουν εξαρτϊμενουσ από το πλζγμα ρυκμοφσ ςφγκλιςθσ, αλλά μζκοδοι βαςιςμζνεσ 

ςτθν παραγοντοποίθςθ των φραγμϊν (block) LU που ςυνδυάηονται με πολλαπλό πλζγμα, 

ζχουν οδθγιςει ςε προπαραςκευαςτζσ που παραδίδουν ανεξάρτθτουσ από το πλζγμα 

ρυκμοφσ ςφγκλιςθσ, Elman et.al., 2008.  Οι μζκοδοι Krylov π.χ. GMRES, χρθςιμοποιοφνται 

κατά κανόνα με αλγορίκμουσ προπαραςκευαςτζσ, που λειτουργοφν ελαχιςτοποιϊντασ το 

υπόλοιπο πάνω ςτουσ διαδοχικοφσ υποχϊρουσ που δθμιουργοφνται από τον 

προπαραςκευαςτι (preconditioned operator). Αν είναι γνωςτι θ αναλυτικι λφςθ του 

προβλιματοσ ςυγκρίνεται με τθν  διακριτι και προκφπτει ζνα  ςφάλμα ακριβείασ. Σο 

πολλαπλό πλζγμα (Multigrid), Dendy, 1982, Zeeuw, 1990, και οι μζκοδοι Αλγεβρικοφ 

πολλαπλοφ πλζγματοσ (AMG), Trottenberg et.al., 1982, είναι ιδιαίτερα δθμοφιλείσ και ωσ 

αλγόρικμοι επίλυςθσ και ωσ προπαραςκευαςτζσ (preconditioners), λόγω τθσ αςυμπτωτικά 

βζλτιςτθσ απόδοςθσ ςε πολλά προβλιματα.33  

υμβατικοί αλγόρικμοι επίλυςθσ και προπαραςκευαςτζσ μειϊνουν αποτελεςματικά τισ 

ςυνιςτϊςεσ υψθλισ ςυχνότθτασ του υπολοίπου, αλλά οι ςυνιςτϊςεσ χαμθλισ ςυχνότθτασ 

απαιτοφν ςυνικωσ πολλζσ επαναλιψεισ για να μειωκοφν. Με τθ λειτουργία πολλαπλϊν  

πλεγμάτων μειϊνονται οι ςυνιςτϊςεσ του υπολοίπου οδθγϊντασ ςε  αρικμό επαναλιψεων 

ανεξάρτθτο από το πλζγμα. Για τα αόριςτα ςυςτιματα Benzi et.al., 2005, 

                                                      

32
 τισ εφαρμογζσ CFD αντιςτοιχοφν χιλιάδεσ ι εκατομμφρια άγνωςτοι ςτο διακριτό ςφςτθμα και θ 

αντιςτροφι του πίνακα με τον αλγόρικμο απαλοιφισ Gauss δεν προςφζρεται γιατί είναι απελπιςτικά 
χρονοβόροσ. Ζτςι, θ βελτιςτοποίθςθ τθσ διαδικαςίασ αντιςτροφισ του μθτρϊου ελαχιςτοποιεί τον 
χρόνο τθσ CPU και τθσ μνιμθσ που απαιτείται. Σο μθτρϊο που κα  αναςτραφεί είναι αραιό δθλαδι οι 
περιςςότερεσ από τισ καταχωριςεισ ςε αυτό είναι μθδενικά, αφοφ θ διακριτι εξίςωςθ ςε ςθμείο του 
πλζγματοσ ι του κυττάρου περιλαμβάνει μόνο τισ ποςότθτεσ ςε γειτονικά ςθμεία ι κφτταρα. Σο 
λογιςμικό CFD αποκθκεφει μόνο τισ μθ μθδενικζσ τιμζσ για τθν ελαχιςτοποίθςθ τθσ χριςθσ μνιμθσ 
και χρθςιμοποιεί επαναλθπτικι διαδικαςία αντιςτροφισ του πίνακα.  
33

 Η παράλλθλθ επεξεργαςία τθσ AMG, ωςτόςο, δεν είναι απλι. ε προβλιματα με μεγάλεσ 

διακυμάνςεισ τθσ πυκνότθτασ πλζγματοσ και περίπλοκθ γεωμετρία τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ, αυτόσ 
ο επιλυτισ ζχει ςαφϊσ καλφτερεσ επιδόςεισ από τθν μζκοδο Jacobi-preconditioned BiCGSTAB, ωςτόςο 
οι επιλυτζσ AMG απαιτοφν τθ ςυναρμολόγθςθ του μθτρϊου του ςυςτιματοσ.  
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προπαραςκευαςτζσ, όπωσ θ ελλιπισ παραγοντοποίθςθ LU, το πρόςκετο Schwarz, και το 

πολλαπλό πλζγμα, ζχουν κακι απόδοςθ ι αποτυγχάνουν εξ ολοκλιρου. υνεπϊσ ανάλογα 

με τθν δομι του προβλιματοσ επιλζγεται  ο αποτελεςματικόσ προπαραςκευαςτισ.  

 

Επαναληπτική Σφγκλιςη (Iterative Convergence). Κακϊσ οι επαναλιψεισ ςυγκλίνουν ςτθν 

προςεγγιςτικι λφςθ τα λάκθ γραμμικοποίθςθσ και αναςτροφισ του μθτρϊου τθσ 

προςεγγιςτικισ λφςθσ gu  αντί τθσ ακριβοφσ u  τείνουν ςτο 0. Γι’ αυτό και ςυνεχίηεται θ 

επανάλθψθ τθσ διαδικαςίασ, μζχρι κάποιο επιλεγμζνο μζτρο τθσ διαφοράσ μεταξφ gu και u , 

ι υπόλοιπο, να γίνει «αρκετά μικρό». Ωσ κριτιριο τερματιςμοφ των επαναλιψεων  μπορεί 

να κακοριςτεί  π.χ. το υπόλοιπο R  , ωσ θ RMS τιμι τθσ διαφοράσ μεταξφ των u και ug πάνω 

ςτο πλζγμα: 
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                 (1.1), 

 θ με κλιμάκωςθ να οριςτεί  το ςχετικό υπόλοιπο και όχι το απόλυτο μζτρο, διαιρϊντασ το 

απόλυτο μζγεκοσ με το μζςο όρο των τιμϊν τθσ u  ςτο χωρίο οριςμοφ 
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         (1.2.). 

 Σο επαναλθπτικό ςφάλμα ςφγκλιςθσ, πρζπει να  είναι τθσ ιδίασ τάξθσ με το λάκοσ αποκοπισ 

(truncation error) τθσ FDM, για να μθν γίνεται ςπατάλθ υπολογιςτικϊν πόρων. Αμφότερα τα 

ςφάλματα  πρζπει να είναι ςυγκρίςιμα ςτο επίπεδο ανοχισ που ζχει επιλζξει ο χριςτθσ. Η 

ςυμφωνία μεταξφ τθσ αρικμθτικισ και ακριβοφσ λφςθσ βελτιϊνεται με πφκνωςθ του 

πλζγματοσ. Η επιλογι του κριτθρίου ςφγκλιςθσ για κάκε εξίςωςθ διατιρθςθσ εξαρτάται από 

το πρόβλθμα και το λογιςμικό.  

 

Αριθμητική Σταθερότητα (Numerical Stability). ε ςφνκετα προβλιματα, οι επαναλιψεισ 

ςυγκλίνουν αργά και ςε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ, μπορεί ακόμθ και να αποκλίνουν. Οι 

προχποκζςεισ υπό τισ οποίεσ ζνασ ςυγκεκριμζνοσ αρικμθτικόσ αλγόρικμοσ ςυγκλίνει 

κακορίηονται με τθν ανάλυςθ ςτακερότθτασ (stability analysis) του αρικμθτικοφ ςχιματοσ. 
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Μια αρικμθτικι μζκοδοσ αναφζρεται ωσ ςτακερι, όταν κατά τθν επαναλθπτικι διαδικαςία 

ςυγκλίνει και ωσ αςτακισ, όταν αποκλίνει.34  

Ανάλυςθ ςτακερότθτασ ςε λογιςμικά CFD, για τθν επίλυςθ ςτακερϊν προβλθμάτων (steady 

problems), είναι θ επίλυςθ των αςτακϊν (unsteady) εξιςϊςεων και θ προϊκθςθ κατά 

βιματα (march) τθσ λφςθσ ςτο χρόνο μζχρι θ λφςθ να ςυγκλίνει  αςυμπτωτικά ςτθν ςτακερι 

κατάςταςθ (steady state). Τπάρχει ςυνικωσ ζνα μζγιςτο δυνατό χρονικό βιμα dt που 

επιτρζπει λφςθ ςε ςτακερι κατάςταςθ. Για μεγαλφτερο dt θ λφςθ γίνεται αςτακισ, λόγω 

αρικμθτικϊν ςφαλμάτων, που αυξάνονται εκκετικά ςτο χρόνο, με αποτζλεςμα θ λφςθ να 

παρεκκλίνει από το αποτζλεςμα ςε ςτακερι κατάςταςθ. Η τιμι του μζγιςτου dt, dtmax , 

εξαρτάται από το αρικμθτικό ςχιμα διακριτοποίθςθσ.  

Τπάρχουν δφο κατθγορίεσ αρικμθτικϊν ςχθμάτων διακριτοποίθςθσ τα ρθτά (explicit) και τα 

πεπλεγμζνα  (implicit), με πολφ διαφορετικά χαρακτθριςτικά ευςτάκειασ. το ρθτό ςχιμα θ 

τιμι μεταβλθτισ ςτα ςθμεία του πλζγματοσ  υπολογίηεται  άμεςα από αυτι τθν ζκφραςθ, 

χωρίσ τθν ανάγκθ για μθτρϊο αναςτροφισ. Οι τιμζσ ςε κάκε ςθμείο του πλζγματοσ μποροφν 

να ενθμερϊνονται ανεξάρτθτα και τα ςχιματα αυτά προγραμματίηονται εφκολα. Σο ρθτό 

ςχιμα είναι ςτακερό μόνο όταν ικανοποιείται θ ςυνκικθ Courant-Friedrichs-Lewy ι CFL 

1
u dt

C
dx


                             (1.3.), 

όπου C  είναι ο αρικμόσ Courant και  u είναι οι ταχφτθτεσ του πεδίου ροισ. Η ςυνκικθ CFL 

είναι ζνασ ςοβαρόσ περιοριςμόσ για τθν τιμι του dtmax. 

 το πεπλεγμζνο ςχιμα, οι τιμζσ μίασ μεταβλθτισ ςτα ςθμεία του πλζγματοσ δεν  

υπολογίηονται άμεςα αλλά απαιτείται θ επίλυςθ ενόσ ςυςτιματοσ αλγεβρικϊν εξιςϊςεων, 

προκειμζνου να υπολογιςτοφν οι τιμζσ ςε όλα τα ςθμεία του πλζγματοσ ταυτόχρονα. Επίςθσ 

τα πεπλεγμζνα ςχιματα για τισ εξιςϊςεισ Euler ι Navier-Stokes δεν είναι χωρίσ 

προχποκζςεισ ςτακερά.  Οι μθ γραμμικότθτεσ ποφ διζπουν τισ εξιςϊςεισ ςυχνά περιορίηουν 

τθν ευςτάκεια, και απαιτοφν πολφ μεγαλφτερο αρικμό Courant από ότι τα ρθτά ςχιματα, 

ανάλογα και  με το πρόβλθμα.  

Για ςτακερά προβλιματα μεγαλφτερα dt οδθγοφν ςε ταχφτερθ ςφγκλιςθ ςτθν ςτακερι 

κατάςταςθ, ϊςτε αξίηει να κακοριςτεί αρικμόσ Courant ο μεγαλφτεροσ δυνατόν, εντόσ των 

ορίων τθσ ςτακερότθτασ. Μπορεί να διαπιςτωκεί ότι απαιτείται κατά τθν εκκίνθςθ 

χαμθλότεροσ αρικμόσ Courant, όταν οι αλλαγζσ ςτθ λφςθ είναι ιδιαίτερα μθ γραμμικζσ, ο 

οποίοσ μπορεί να αυξθκεί ςτθν διάρκεια τθσ επίλυςθσ. 

                                                      

34
 Μια ακριβισ ανάλυςθ τθσ ςτακερότθτασ των εξιςϊςεων Euler ι Navier-Stokes παρζχει χριςιμεσ 

γνϊςεισ και κατά προςζγγιςθ προχποκζςεισ για τθν ςτακερότθτα. 
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1.8. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΕΣ ΔΙΑΚΙΤΟΡΟΙΗΣΗΣ 

 

 Μερικζσ από τισ ςυνθκζςτερεσ μεκόδουσ διακριτοποίθςθσ35 μερικϊν διαφορικϊν 

εξιςϊςεων ςε αλγεβρικζσ εξιςϊςεισ είναι οι παρακάτω.  

 

Μζθοδοσ Ρεπεραςμζνων Διαφορϊν (Finite Difference Method) ι FDM.  Βαςίηεται ςτθν 

διακριτοποίθςθ των μεταβλθτϊν, ςτο ομοιόμορφο πλζγμα ςτο οποίο ζχει διαιρεκεί το πεδίο 

οριςμοφ. Η FDM είναι θ μζκοδοσ36 παραγωγισ διακριτϊν εξιςϊςεων χρθςιμοποιϊντασ 

αναπτφγματα τθσ ςειράσ Taylor, δθλαδι, αντικακιςτϊντασ τισ εκφράςεισ των παραγϊγων με 

τα περίπου ιςοδφναμα πθλίκα πεπεραςμζνων διαφορϊν (difference quotients). Οι 

παράγωγοι τθσ ςυνάρτθςθσ f(x), προςεγγίηονται με όρουσ τθσ ςειράσ (πολυϊνυμου) Taylor 

με το ομϊνυμο κεϊρθμα,  

(2) ( )
20 0 0

0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1! 2! !

n
n

n

f x f x f x
f x h f x h h h R x

n


                (1.4.), 

όπου !n  είναι το παραγοντικό του νιοςτοφ όρου n, και ( )nR x  είναι ο όροσ υπολοίπου, που  

δθλϊνει τθν διαφορά ανάμεςα ςτο πολυϊνυμο Taylor, βακμοφ n και τθσ  αρχικισ 

ςυνάρτθςθσ  f(x),  π.χ. θ πρϊτθ παράγωγοσ f΄( 0x ) γράφεται για R1(x), αρκετά μικρό 

0 0 0 0
0 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f x h f x f x h f x
f x R x

h h

   
                (1.5.). 

Σο ςφάλμα ςτον υπολογιςμό των παραγϊγων των μεταβλθτϊν ςυναρτιςεων τθσ εξίςωςθσ  

διακριτοποίθςθσ λόγω των αποκομμζνων όρων τθσ ςειράσ Taylor ονομάηεται ςφάλμα 

αποκοπισ (truncation error). Σο τοπικό ςφάλμα αποκοπισ τθσ FDM ςυμβολίηεται ςαν 

μεγάλο O με όριςμα το χωρικό βιμα h, π.χ. ςφάλμα O(h), αποκαλείται πρϊτθσ τάξεωσ 

ακριβείασ, O(h2), δεφτερθσ τάξεωσ ακριβείασ κλπ. Σο υπόλοιπο τθσ ςειράσ Taylor είναι 

κατάλλθλο για τθν ανάλυςθ του τοπικοφ ςφάλματοσ αποκοπισ. Η κατά Lagrange μορφι του 

υπολοίπου του πολυωνφμου Taylor για f(x0 + h),  

 

( 1)
1

0

( )
( ) ( )

1 !

n
n

n

f
R x h h

n


  


                       (1.6.), 

για x0 < ξ < x0 + h, αποκαλφπτει τον κυρίαρχο ρόλο του τοπικοφ λάκουσ αποκοπισ. Η μζκοδοσ 

ζχει ιςτορικι ςθμαςία και είναι απλι ςτον προγραμματιςμό. Σα ςφγχρονα λογιςμικά 

                                                      

35
 Σα περιςςότερα εμπορικά CFD λογιςμικά κάνουν χριςθ πεπεραςμζνων όγκων (π.χ. το FLUENT ) ι 

μεκόδων πεπεραςμζνων ςτοιχείων (π.χ. το ANSYS ) που προςφζρονται καλφτερα για μοντελοποίθςθ 
πεδίων ροισ με ςφνκετεσ γεωμετρίεσ.  
36

 Morton & Mayers, 2005 , Rübenkönig, 2006.  

http://en.wikipedia.org/wiki/Difference_quotient
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πεπεραςμζνων διαφορϊν κάνουν χριςθ ενςωματωμζνων δομϊν  για το χειριςμό των 

πολφπλοκων γεωμετριϊν που τα κακιςτά εξαιρετικά αποτελεςματικά και ακριβι.  

 

Μζθοδοσ Ρεπεραςμζνων Πγκων, (Finite Volume Method) ι (FVM)37. τθ FVM, LeVeque, 

2002, Toro, 1999, οι τιμζσ των μεταβλθτϊν υπολογίηονται ςτουσ κόμβουσ του αρικμθτικοφ 

πλζγματοσ, όπωσ ςτθν μζκοδο των πεπεραςμζνων διαφορϊν. «Πεπεραςμζνοσ όγκοσ» είναι 

ο μικρόσ όγκοσ που περιβάλλει κάκε κόμβο ςτο πλζγμα. τθν μζκοδο, τα χωρικά 

ολοκλθρϊματα ςε μια μερικι διαφορικι εξίςωςθ που περιζχει ζναν όρο απόκλιςθσ, 

μετατρζπονται ςε επιφανειακά ολοκλθρϊματα, χρθςιμοποιϊντασ το κεϊρθμα τθσ 

απόκλιςθσ (divergence theorem). Αυτοί οι όροι υπολογίηονται ωσ παροχζσ ροισ (fluxes) ςτισ 

επιφάνειεσ κάκε πεπεραςμζνου όγκου. Επειδι θ παροχι που ειςρζει ςε ζνα δεδομζνο όγκο 

ταυτίηεται με τθν παροχι που εκρζει από τον διπλανό (adjacent) όγκο, αυτζσ οι μζκοδοι 

παρότι είναι ςυντθρθτικζσ δεν διαςφαλίηουν ότι καταλιγουν ςτθν πραγματικι λφςθ.  

Οι εξιςϊςεισ N-S διατυπϊνονται, διακριτοποιοφνται και επιλφονται ϊςτε να διαςφαλίηεται θ 

διατιρθςθ των ροϊν μζςα ςτο διακριτό όγκο ελζγχου του κυττάρου. Ζνα άλλο πλεονζκτθμα 

τθσ μεκόδου πεπεραςμζνων όγκων είναι ότι μπορεί να  διατυπωκεί εφκολα  και για μθ 

δομθμζνα πλζγματα. ε 2-D, ορίηεται ςε τριγωνικά ι τετράπλευρα κφτταρα. ε 3-D, τα 

κφτταρα είναι ςυνικωσ εξάεδρα, τετράεδρα ι πρίςματα. Η FVM ενδεχομζνωσ παρουςιάηει 

πρόβλθμα ςφγκλιςθσ από τυχόν ςτρεβλωμζνα ςτοιχεία ςε κρίςιμεσ περιοχζσ ροισ38 .   

 

H Μζθοδοs Ρεπεραςμζνων Στοιχείων, (Finite Element Method) ι FEM, είναι αρικμθτικι 

τεχνικι προςεγγιςτικισ επίλυςθσ  μερικϊν διαφορικϊν και ολοκλθρωτικϊν εξιςϊςεων 

(PDE).   Σθν αυςτθρι μακθματικι κεμελίωςθ τθσ μεκόδου39 δθμοςίευςαν οι Strang & Fix, 

1973.  H FEM, Ciarlet, 1978, αναπτφχκθκε αρχικά για να επιλφςει ςφνκετα προβλιματα 

ελαςτικότθτασ και δομικισ ανάλυςθσ ςτισ καταςκευζσ και τθν αεροναυπθγικι. ιμερα 

αποτελεί κλάδο των εφαρμοςμζνων μακθματικϊν για τθν αρικμθτικι προςομοίωςθ 

φυςικϊν ςυςτθμάτων ανάμεςα τουσ και CFD. Η προςεγγιςτικι λφςθ είτε απαλείφει τθν 

διαφορικι εξίςωςθ πλιρωσ (προβλιματα ςτακερισ κατάςταςθσ), είτε μετατρζπει τθν PDE 

ςε ζνα προςεγγιςτικό ςφςτθμα ςυνθκιςμζνων διαφορικϊν εξιςϊςεων (ordinary differential 

equations) (ODE), το οποίο ζπειτα ολοκλθρϊνεται αρικμθτικά χρθςιμοποιϊντασ 

                                                      

37
 LeVeque, 2002, Toro, 1999. 

38
 Βιβλιογραφικζσ πθγζσ: Hirsch (1990), Laney, 1998, LeVeque, 1990, Patankar, 1980, Tannehill et.al., 

1997, Wesseling, 2001.   
39

 Σθν ζννοια των ‘elements’ παρουςίαςαν αρχικά οι Hrennikoff, 1941, Courant, 1942-3. Σθν FEM 
ανζπτυξαν ο J.Argyris (δεκαετία του ’50) και ό Clough (δεκαετία του ’60). Η NASA άρχιςε τθν ανάπτυξθ 
του λογιςμικοφ NASTRAN από το 1965.  

http://en.wikipedia.org/wiki/Divergence_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/George_Fix
http://en.wikipedia.org/wiki/Richard_Courant
http://en.wikipedia.org/wiki/NASTRAN
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τυποποιθμζνεσ τεχνικζσ, όπωσ μεκόδουσ Euler, Runge-Kutta, κ.λπ. Γενικά θ ςτακερότθτα 

(stability) και θ ευρωςτία (robustness) τθσ λφςθσ, Huebner et.al., 1995 είναι καλφτερεσ ςτθ 

FEM, αν και για μερικζσ περιπτϊςεισ απαιτεί περιςςότερθ μνιμθ από τισ μεκόδουσ FVM.  

Γενικά, θ διαδικαςία ςτθ FEM είναι θ ακόλουκθ. Επιλζγεται ζνα πλζγμα για το χωρίο 

οριςμοφ από τρίγωνα, τετράγωνα ι καμπυλόγραμμα πολφγωνα. Επιλζγονται οι ςυναρτιςεισ 

βάςθσ π.χ. τμθματικά γραμμικζσ ι τμθματικά πολυωνυμικζσ, ανάλογα με τθν ανάγκθ τθσ 

λφςθσ για ομαλζσ ςυναρτιςεισ βάςθσ. Για τα δεφτερθσ τάξθσ προβλιματα ελλειπτικισ 

οριακισ τιμισ (elliptic boundary value), αρκεί απλϊσ θ ςυνζχεια τθσ τμθματικά 

πολυωνυμικισ ςυνάρτθςθσ βάςθσ (δθλ., οι παράγωγοι να είναι αςυνεχείσ.) Για υψθλότερθσ 

τάξθσ μερικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ, απαιτοφνται ομαλότερεσ ςυναρτιςεισ βάςθσ. π.χ. 

τμθματικά τετραγωνικζσ ςυναρτιςεισ βάςθσ. Ακόμθ ςε μια ςωςτά ςχεδιαςμζνθ μζκοδο 

πεπεραςμζνων ςτοιχείων το χωρίο οριςμοφ πρζπει να είναι υποςφνολο του χωρίου οριςμοφ 

για το ςυνεχζσ πρόβλθμα. Ο τρόποσ πφκνωςθσ του πλζγματοσ κακορίηει παραλλαγζσ40 τθσ 

FEM  με μεταβλθτζσ τθν διάμετρο του μεγαλφτερου ςτοιχείου h (h-FEM), p-FEM και τον 

πολυωνυμικό βακμό p των ςυναρτιςεων βάςθσ (p-FEM).  

 

Μζθοδοσ Οριακοφ Στοιχείου, (Boundary Element Method) ι BEM. Η BEM είναι μια 

αρικμθτικι υπολογιςτικι μζκοδοσ για τθν επίλυςθ γραμμικϊν PDE που ζχουν διατυπωκεί 

ςτθ μορφι οριακοφ ολοκλθρϊματοσ. Παρουςιάηει ραγδαία αφξθςθ εφαρμογϊν είτε ςαν 

αυτόνομθ ι επικουρικι μζκοδοσ ςτθ ρευςτομθχανικι, ακουςτικι, θλεκτρομαγνθτιςμό, 

μθχανικι των ρωγμϊν κλπ. Η ΒΕΜ είναι ςυχνά αποδοτικότερθ από τισ άλλεσ μεκόδουσ, ςε 

υπολογιςτικοφσ πόρουσ για προβλιματα, όπου υπάρχει μικρόσ λόγοσ επιφάνειασ προσ όγκο, 

χωρίσ αυτό να ιςχφει γενικά. Η ολοκλθρωματικι εξίςωςθ κεωρείται θ ακριβισ λφςθ του 

εξεταηομζνου προβλιματοσ. Η ιδζα υλοποιείται με τθν καταςκευι «πλζγματοσ» πάνω από 

τθ μοντελοποιοφμενθ επιφάνεια-όριο που καταλαμβάνεται από το ρευςτό.  Η BEM 

χρθςιμοποιεί τισ οριακζσ ςυνκικεσ για να αρμόςει τισ τιμζσ του ορίου ςτθν ολοκλθρωματικι 

εξίςωςθ, και όχι  ςε ολόκλθρο το χωρίο οριςμοφ τθσ PDE. το ςτάδιο τθσ μετεπεξεργαςίασ, θ 

ολοκλθρωτικι εξίςωςθ υπολογίηει άμεςα τθν αρικμθτικι λφςθ ςε οποιοδιποτε ςθμείο ςτο 

εςωτερικό τθσ περιοχισ λφςθσ. Οι διατυπϊςεισ ΒΕΜ καταλιγουν ςε πολφ δθμοφιλι μθτρϊα 

ςε ςφγκριςθ με άλλεσ μεκόδουσ, όπου οι απαιτιςεισ αποκικευςθσ και υπολογιςτικοφ 

χρόνου τείνουν να αυξθκοφν ανάλογα με το τετράγωνο του μεγζκουσ του προβλιματοσ. 

Αντίκετα, τα μθτρϊα ςτθν BEM ενϊνονται ςυνικωσ κατά ηϊνεσ γιατί τα ςτοιχεία ςυνδζονται 

                                                      

40
 h-FEM, p-FEM, hp-FEM, SFEM ή Spectral FEM, GFEM ή Generalized FEM, XFEM ή Extended FEM ,  

Meshfree FEM. 

http://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_boundary_value_problem
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μόνο τοπικά και οι απαιτιςεισ αποκικευςθσ για τα μθτρϊα των ςυςτθμάτων αυξάνονται 

ςυνικωσ αρκετά γραμμικά με το μζγεκοσ προβλιματοσ. Βελτίωςθ επιτυγχάνεται με τεχνικζσ 

ςυμπίεςθσ π.χ. πολυπολικζσ επεκτάςεισ ι προςαρμοςτικι διαγϊνια (cross) προςζγγιςθ, 

ιεραρχικζσ μιτρεσ αλλά με κόςτοσ προςτικζμενθ πολυπλοκότθτα. Σο ποςοςτό επιτυχίασ 

εξαρτάται πρωτίςτωσ από τθ φφςθ και τθν γεωμετρία του επιλυόμενου προβλιματοσ.  

Όταν απαιτοφνται ςυναρτιςεισ Green μζςα ςε γραμμικά ομογενι μζςα, περιορίηεται το 

εφροσ και θ γενικότθτα των προβλθμάτων ςτα οποία χρθςιμοποιοφνται οι BEM. Σα ςτοιχεία 

τθσ ςυνάρτθςθσ Green που ςυνδζουν ηεφγθ πθγϊν και τομζων πεδίου που ορίηονται ςτο 

πλζγμα διαμορφϊνουν ζνα μθτρϊο, το οποίο επιλφεται αρικμθτικά.41 Μθ γραμμικότθτεσ 

μποροφν να περιλθφκοφν ςτθ διατφπωςθ, αν και γενικά προχποκζτουν χωρικά 

ολοκλθρϊματα που απαιτοφν εκ προοιμίου διακριτοποίθςθ του όγκου για τθν λφςθ, 

εξαλείφοντασ ζνα από τα  ςυχνότερα αναφερόμενα πλεονεκτιματα των BEM. Μια χριςιμθ 

τεχνικι για το χωρικό ολοκλιρωμα χωρίσ να διακριτοποιθκεί ο όγκοσ είναι θ μζκοδοσ τθσ 

διπλισ-αμοιβαιότθτασ (dual-reciprocity). Η τεχνικι προςεγγίηει μζροσ του ολοκλθρϊματοσ 

χρθςιμοποιϊντασ τοπικζσ ςυναρτιςεισ παρεμβολισ και τισ παρακζτει ςε επιλεγμζνα ςθμεία 

που διανζμονται ςε όλθ τθν περιοχι όγκου (και του ορίου) και ζτςι μετατρζπει το χωρικό 

ολοκλιρωμα ςε οριακό ολοκλιρωμα.  

 

1.9. ΑΙΘΜΗΤΙΚΑ  ΣΧΗΜΑΤΑ ΥΨΗΛΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

Όταν ςτθν αρικμθτικι επίλυςθ μίασ PDE απαιτείται υψθλι ακρίβεια, ςτθν περιοχι 

απότομων διακυμάνςεων  (shocks) ι αςυνεχειϊν χρθςιμοποιοφνται υψθλισ τάξεωσ 

ακριβείασ αρικμθτικά ςχιματα, ϊςτε να εξαςφαλίηεται δεφτερθσ ι υψθλότερθσ χωρικισ 

τάξθσ ακρίβεια και οι λφςεισ να είναι χωρίσ πλαςτζσ ταλαντϊςεισ ι διαταραχζσ. Ο αρικμόσ 

των ςθμείων του πλζγματοσ που περιζχουν τθν ταλάντωςθ είναι μικρόσ ςε ςχζςθ με ζνα 

πρϊτθσ τάξεωσ ςχιμα. Σα υψθλισ τάξεωσ ακριβείασ ςχιματα χρθςιμοποιοφν ςυχνά τουσ 

περιοριςτζσ ροισ/κλίςεων (flux/slop limiters) για να περιορίςουν τθν κλίςθ γφρω από  τισ 

αςυνζχειεσ ι τισ απότομεσ διακυμάνςεισ ϊςτε να εξαςφαλιςτεί Φκίνουςα υνολικι 

Διακφμανςθ (Σotal Variation Diminishing). 

 Όλα τα λογιςμικά CFD εξαρτϊνται από το είδοσ των αρικμθτικϊν ςχθμάτων που 

χρθςιμοποιοφν για να μετατρζψουν τισ ςυνεχείσ παραγϊγουσ των εξιςϊςεων Navier-Stokes 

                                                      

41
 Οι ςυναρτιςεισ Green, είναι ςυχνά προβλθματικζσ ςτθν ολοκλιρωςθ γιατί βαςίηονται ςε λφςθ 

ςυςτθμάτων εξιςϊςεων λόγω  ιδιόμορφου φορτίου (singularity)  (π.χ. το θλεκτρικό πεδίο που 
προκφπτει από ζνα ςθμειακό φορτίο). Η αναλυτικι ολοκλιρωςθ αρκεί ςυνικωσ για ιδιόμορφα πεδία 
με ςτοιχεία απλισ γεωμετρίασ (π.χ. επίπεδα τρίγωνα). Για γενικότερα ςτοιχεία, προτιμϊνται κακαρϊσ 
αρικμθτικά ςχιματα που προςαρμόηονται ςτθν ιδιομορφία, αλλά με μεγάλο υπολογιςτικό κόςτοσ.  

http://en.wikipedia.org/wiki/Flux_limiters
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ςε διακριτι  μορφι κατάλλθλθ για υπολογιςτικά πλζγματα. Μεγάλθ ποικιλία μεκόδων 

ζχουν αναπτυχκεί, για να ςυνδυαςτοφν οι αντικρουόμενοι ςτόχοι τθσ ακρίβειασ, τθσ 

ςτακερότθτασ και τθσ υπολογιςτικισ ταχφτθτασ. Σα ςυςτιματα υψθλισ τάξθσ ακρίβειασ 

είναι πολυπλοκότερα, απαιτοφν περιςςότερα ςθμεία χωρικϊν ι χρονικϊν δεδομζνων και 

είναι πιο χρονοβόρα ςε ςχζςθ με τα χαμθλισ τάξθσ. υνυπολογίηονται ακόμθ θ επιλογι 

ρθτισ (explicit) ι πεπλεγμζνθσ (implicit) χρονικισ ολοκλιρωςθσ και θ ποςότθτα τθσ τεχνθτισ 

ι αρικμθτικισ διάχυςθσ. Αυτό κάνει τον αλγόρικμο πιο προςαρμόςιμο ςτθν περιγραφι 

πραγματικϊν προβλθμάτων, γιατί τα ςχιματα παρουςιάηουν ελάχιςτθ αρικμθτικι διάχυςθ 

κακϊσ οι μικρισ κλίμακασ κινιςεισ δεν ενιςχφονται τεχνθτά από τισ αρικμθτικζσ αςτάκειεσ. 

Σα περιςςότερα λογιςμικά Άμεςθσ Αρικμθτικισ Προςομοίωςθσ (Direct Numerical 

Simulation/Large Eddy Simulation) (DNS/LES) βαςίηονται ςε χαμθλισ τάξθσ, ρθτά αρικμθτικά 

ςχιματα που απαιτοφν τακτικζσ διορκϊςεισ για να αποφευχκεί θ υπολογιςτικι αςτοχία από 

τισ επιπτϊςεισ τθσ αρικμθτικισ διάχυςθσ και κυςιάηουν τθν ακρίβεια και τθν 

αποτελεςματικι ολοκλιρωςθ ςτο χρόνο. 

 Ιδιαίτερα επιτυχι ςχιματα υψθλισ ακριβείασ είναι τα ςχιματα VONOS , π.χ. Varonos & 

Bergeles,1998, WENO, των Jiang et.al.,1996 ,2000, ENO-Pade των Wang & Huang, 2000, 

MUSCL που χρθςιμοποιοφν  προεκβολζσ και περιοριςτζσ για να επιτφχουν επαρκι ακρίβεια 

π.χ. το αρικμθτικό ςχιμα ENO-Pade ςυνδυάηει τθν ελάχιςτθ διάχυςθ των κεντρικϊν μεκόδων 

και τισ χωρίσ ταλαντϊςεισ αςυνζχειεσ των ανάντθ μεκόδων (upwind). 

 Σα ςχιματα Pade είναι μια οικογζνεια υψθλισ τάξεωσ, ςυμπαγϊν, πεπλεγμζνων ςχθμάτων 

κεντρικϊν-διαφορϊν που είναι μθ-διαχεόμενα και ζχουν αποδειχκεί αποδοτικά και ακριβι 

ςτισ πολυάρικμεσ ροζσ, που περιζχουν κάποιεσ αςυνζχειεσ. Σα ςχιματα ENO διατθροφν μια 

υψθλι τάξθ ακρίβειασ και μθ-ταλαντωτικι ςυμπεριφορά μζςα ςτισ  αςυνζχειεσ, αλλά ζχουν 

μεγάλθ αρικμθτικι διάχυςθ ςτισ περιοχζσ με απότομεσ κλίςεισ. Ο ςυνδυαςμόσ αυτϊν των 

δφο προςεγγίςεων αποβάλλει τθ μθ φυςικι ςυμπεριφορά ταλαντϊςεων του ςχιματοσ Pade 

ςτισ αςυνζχειεσ, όπωσ είναι οι απότομεσ διακυμάνςεισ (shocks), βελτιϊνοντασ τθν απόδοςθ 

τθσ τεχνικισ ENO με λιγότερο απότομεσ περιοχζσ κλίςεων. Σο ςχιμα ENO-Pade ζχει 

ςυγκρικεί με άλλα ςχιματα υψθλισ τάξεωσ ςε διάφορεσ βαςικζσ περιπτϊςεισ ροισ με 

άριςτα αποτελζςματα και ελάχιςτθ αρικμθτικι διάχυςθ.  Επίςθσ ελζγχκθκε ςτο LESTool.  

 

1.10. ΜΟΝΤΕΛΟΡΟΙΗΣΗ ΑΣΥΜΡΙΕΣΤΩΝ ΔΙΦΑΣΙΚΩΝ ΟΩΝ 

Ελεφθερη επιφάνεια και Διεπιφάνεια. Σο πρόβλθμα που μελετάται ςτθν παροφςα ζρευνα 

ανικει ςτθν κατθγορία προβλθμάτων τθσ μθχανικισ των ρευςτϊν, των διφαςικϊν ροϊν, για 

ρευςτά που δεν αναμειγνφονται ι και γενικότερα ςτθν κατθγορία προβλθμάτων με 
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διεπιφάνεια. Διεπιφάνεια ονομάηεται ςτθ μθχανι ρευςτϊν θ επιφάνεια που διαχωρίηει δφο 

ρευςτά με διαφορετικζσ ιδιότθτεσ. υχνά ωσ ελεφκερθ επιφάνεια αναφζρεται μια 

διεπιφάνεια μεταξφ αερίου και υγροφ, γιατί θ χαμθλι πυκνότθτα αερίου (π.χ. νερό προσ 

αζρασ είναι 1000:1) επιτρζπει να αγνοθκεί θ αδράνεια του αερίου και θ μόνθ επίδραςθ που 

αςκεί το αζριο πάνω ςτθν επιφάνεια τθσ υγρισ φάςθσ είναι θ πίεςθ δθλαδι πρακτικά θ 

επιφάνεια αερίου-υγροφ δεν περιορίηεται, αλλά είναι «ελεφκερθ». Ο κυματιςμόσ, 

φαινόμενα με φυςαλίδεσ και ςταγόνεσ, φαινόμενα μεταφοράσ κερμότθτασ με αλλαγι  

φάςθσ είναι ροζσ με ελεφκερεσ επιφάνειεσ.  

Η παρουςία ενόσ ελεφκερου ι διακινοφμενου ορίου ι διεπιφάνειασ ειςάγει ςοβαρζσ 

επιπλοκζσ για κάκε τφπο αρικμθτικισ ανάλυςθσ. Ακόμθ και για τα απλοφςτερα των 

προβλθμάτων, απαιτείται ειςαγωγι ειδικϊν αρικμθτικϊν μεκόδων α) για τθν διακριτι  

αναπαράςταςθ τθσ διεπιφάνειασ και τθν περιγραφι των ςχετικϊν υλικϊν ιδιοτιτων τουσ 

όπωσ θ πυκνότθτα και το ιξϊδεσ, β) τθν παρακολοφκθςθ τθσ μεταβολισ του ςχιματοσ και 

τθσ κζςθσ τθσ διεπιφάνειασ με το χρόνο και γ) τθν εφαρμογι οριακϊν ςυνκθκϊν ςτθν 

διεπιφάνεια π.χ. Nikolopoulos, Nikas ,Bergeles, 2009, Nikolopoulos, Theodorakakos, Bergeles, 

2009, 2007, Strotos, Gavaises, Theodorakakos, Bergeles, 2008, Theodorakakos & Bergeles, 

2004. Η εφαρμογι των οριακϊν  ςυνκθκϊν ςτθ διεπιφάνεια είναι βαςικά ανεξάρτθτθ από 

τον κακοριςμό τθσ. 

 

Μοντελοποίηςη τησ επιφανειακήσ τάςησ ςτη διεπιφάνεια. Πολλά φυςικά φαινόμενα 

μποροφν να προςομοιωκοφν ωσ αςυμπίεςτθ, μθ αναμίξιμθ διφαςικι ροι με επιφανειακι 

τάςθ π.χ. θ πτϊςθ ςταγονιδίων νεροφ ςτον αζρα, τα μείγματα πετρελαίου και νεροφ μζςα 

ςε πορϊδθ μζςα, το λιωμζνο γυαλί ςτον αζρα, οι ροζσ υγροφ-υγροφ, θ μικροκυκλοφορία 

κλπ. Πρόβλθμα αναφοράσ ςτθν επιςτιμθ των διαςπορϊν, τθ  γαλακτωματοποίθςθ και τθν 

ανάμιξθ είναι θ παραμόρφωςθ ενόσ υγροφ ςταγονιδίου λόγω μιασ περιβάλλουςασ 

διατμθτικισ ροισ. Επειδι τα ρευςτά είναι μθ αναμίξιμα δθμιουργείται μια κινοφμενθ 

διεπιφάνεια μεταξφ των ρευςτϊν.  

ε τζτοια προβλιματα πολυφαςικισ ροισ μεςοκλίμακασ, τα αποτελζςματα τθσ 

επιφανειακισ τάςθσ δεν μποροφν να μθν ςυνυπολογιςτοφν, όπωσ κατά κανόνα γίνεται ςτισ 

μακροςκοπικζσ ροζσ. Οι δυνάμεισ λόγω τθσ επιφανειακισ τάςθσ διαδραματίηουν ζναν 

ουςιαςτικό ρόλο για τθ γενικι δυναμικι και κακορίηουν τθ ςυμπεριφορά παραμόρφωςθσ 

τθσ διεπιφάνειασ. Όταν ζνα υγρό ζχει υψθλι επιφανειακι τάςθ (ιςχυροφσ εςωτερικοφσ 

δεςμοφσ), ςχθματίηει  ςταγόνα, ενϊ ζνα υγρό με χαμθλι επιφανειακι τάςθ κα κατανεμθκεί 

ςε μεγαλφτερθ ζκταςθ. Η μοντελοποίθςθ τθσ επιφανειακισ τάςθσ πάνω ςε τζτοιεσ 
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διεπιφάνειεσ αποτελεί πρόκλθςθ για τισ αρικμθτικζσ μεκόδουσ, γιατί  επθρεάηει πολφ τθν 

ευςτάκεια του ςυνολικοφ διφαςικοφ αλγορίκμου και τα αποτελζςματα. 

Μια προςζγγιςθ είναι από τισ τεχνικζσ διακφμανςθσ που βαςίηονται ςτον τελεςτι Laplace–

Beltrami ςτθν ελεφκερθ επιφάνεια42. Μια άλλθ ευρζωσ χρθςιμοποιθμζνθ προςζγγιςθ είναι 

το ςχιμα υνεχοφσ Δφναμθσ Επιφάνειασ (Continuum Surface Force) (CSF)43. Εδϊ, θ 

επιφανειακι τάςθ, δθλ., θ αντίςτοιχθ ςυνκικθ ςτθν διεπιφάνεια, περιγράφεται ωσ δφναμθ 

που ενεργεί ςτα κφτταρα του πλζγματοσ που περιζχουν τθ διεπιφάνεια.  

Αυτι θ προςζγγιςθ ειςιχκθ ςτα πλαίςια των μεκόδων VOF και MAC αλλά ιςχφει άμεςα 

επίςθσ ςτθν LSM, Sussman et.al., 1994. Ακόμθ και αν, θ προςζγγιςθ CSF φζρεται να είναι 

αρκετά ιςχυρι, θ ςυμπεριφορά τθσ ςφγκλιςθσ του όρου τθσ επιφανειακισ τάςθσ με τθν 

μζκοδο CSF ςε ςυνδυαςμό με τθν LSM μζςα ςε ζνα επιλυτι πλιρουσ διφαςικισ ροισ δεν 

είναι πλιρωσ κατανοθτι, Croce et.al., 2009. Η Επιφανειακι τάςθ κάνει όλα τα δυναμικά 

προβλιματα μθ γραμμικά.  

 

1.11. ΑΙΘΜΗΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΡΕΙΓΑΦΗΣ ΔΙΕΡΙΦΑΝΕΙΩΝ ΚΑΙ ΕΛΕΥΘΕΩΝ ΟΩΝ.44 

Παρακάτω γίνεται επιςκόπθςθ βαςικϊν αρικμθτικϊν μεκόδων προςομοίωςθσ ελεφκερων 

επιφανειϊν ι διεπιφανειϊν και ςχολιαςμόσ πλεονεκτθμάτων και μειονεκτθμάτων τθσ κάκε 

μεκόδου.  

 

Μζθοδοι Ρλζγματοσ τφπου Lagrange. (Lagrangian Grid Methods). Θεωρθτικά, ο πιο απλόσ 

τρόποσ κακοριςμοφ και ανίχνευςθσ (tracking) μιασ ελεφκερθσ επιφάνειασ είναι θ καταςκευι 

ενόσ πλζγματοσ τφπου Lagrange που είναι ενςωματωμζνο και κινείται με το ρευςτό. Πολλζσ 

FEM χρθςιμοποιοφν αυτι τθν προςζγγιςθ. Επειδι το πλζγμα και το ρευςτό προχωροφν μαηί, 

το πλζγμα αυτόματα ανιχνεφει ελεφκερεσ επιφάνειεσ ι διεπιφάνειεσ, όπου είναι 

απαραίτθτο να τροποποιθκοφν οι αλγόρικμοι των εξιςϊςεων για να ςυμπεριλθφκοφν οι 

κατάλλθλεσ οριακζσ ςυνκικεσ. Εάν δεν γίνει αυτό, αναπτφςςονται αςυμμετρίεσ που τελικά 

καταςτρζφουν τθν ακρίβεια τθσ προςομοίωςθσ. 

 Ο κφριοσ περιοριςμόσ των μεκόδων Lagrange είναι ότι δεν μποροφν να ανιχνεφουν 

επιφάνειεσ που διαςπϊνται ι διαςταυρϊνονται. Απαιτείται θ ειςαγωγι τεχνικϊν 

ανακαταςκευισ του πλζγματοσ, όπωσ είναι θ Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) μζκοδοσ 

για να περιγραφοφν οι επιφανειακζσ κινιςεισ μεγάλου πλάτουσ ταλάντωςθσ, Hirt et.al., 

                                                      

42
 Bansch, 1999, Dziuk, 1988 , Dziuk, 1991, Ho & Patera, 1990, Ho & Rønquist, 1994.  

43
 Brackbill, et.al.,1992, Unverdi & Tryggvason, 1992. 

44
 Flow Science Inc.   
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1970, 1974. Οι υπόλοιπεσ μζκοδοι ελεφκερθσ επιφάνειασ που παρουςιάηονται 

χρθςιμοποιοφν ωσ βάςθ για υπολογιςμοφσ ςτακερό, πλζγμα Euler, που περιγράφει επαρκϊσ 

περίπλοκεσ κινιςεισ τθσ διεπιφάνειασ. 

 

Μζθοδοσ Δείκτη και Κυττάρου, (Marker and Cell), (MAC). Η πρϊτθ αρικμθτικι μζκοδοσ που 

χρθςιμοποιικθκε για τον προςδιοριςμό τθσ κίνθςθσ ςφνκετων ελεφκερων επιφανειϊν ςε  

ςτακερό, πλζγμα Euler από όγκουσ ελζγχου είναι θ μζκοδοσ MAC των Harlow & Welch, 

1965. Βελτιϊςεισ45 όπωσ θ παρεμβολι των πιζςεων του αερίου τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ 

μζςα ςτα κφτταρα βελτιϊνει τθν ακρίβεια ςε προβλιματα που κυριαρχοφνται από 

υδροςτατικζσ δυνάμεισ, ενϊ θ ζνταξθ των δυνάμεων τθσ επιφανειακισ τάςθσ επεκτείνει τθ 

μζκοδο ςε διφαςικζσ ροζσ κλπ, Daly, 1969, Nichols & Hirt, 1975. Εφαρμόηονται οριακζσ 

ςυνκικεσ ελεφκερθσ επιφάνειασ δθλ. θ πίεςθ του αερίου ςε όλα τα επιφανειακά κφτταρα 

και οι ςυνιςτϊςεσ τθσ ταχφτθτασ ςε όλεσ τισ κζςεισ πάνω ι αμζςωσ ζξω από τθν επιφάνεια 

για να τθρθκοφν οι προχποκζςεισ τθσ  αςυμπιεςτότθτασ και μθδενικι διατμθτικι 

επιφανειακι τάςθ.  

 Η κζςθ του ρευςτοφ εντόσ του πλζγματοσ κακορίηεται από ζνα ςφνολο ςωματιδίων 

ςιμανςθσ (δεικτϊν) που κινοφνται με το ρευςτό. ωματίδια αναφοράσ χωρίσ όγκο, βάροσ ι 

άλλεσ ιδιότθτεσ κατανζμονται ςτο πεδίο ροισ και κάκε δείκτθσ κινείται με τθν τοπικι 

ταχφτθτα του πεδίου ροισ. Σα κφτταρα του πλζγματοσ που περιζχουν δείκτεσ κεωροφνται 

ότι περιζχουν ρευςτό, ενϊ εκείνα που δεν ζχουν δείκτεσ είναι άδεια (ι κενά). Μια 

αρικμθτικι κυψζλθ που περιζχει ςωματίδια αλλά ζχει μια γειτονικι κυψζλθ που δεν 

περιζχει, κακορίηει τθν κζςθ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ. Η κζςθ και ο προςανατολιςμόσ τθσ 

επιφάνειασ εντόσ των κυττάρων δεν ιταν μζροσ τθσ αρχικισ μεκόδου MAC. Η διεπιφάνεια 

πρζπει να αναδθμιουργθκεί από τθ διανομι των δεικτϊν. Η εξζλιξθ των επιφανειϊν 

υπολογίηεται με αλγορίκμουσ που μετακινοφν τουσ δείκτεσ με παρεμβολι των τοπικϊν 

ταχυτιτων του ρευςτοφ. Ειδικοί χειριςμοί προςτζκθκαν για τον οριςμό των ιδιοτιτων του 

ρευςτοφ ςε κυψελίδεσ που πρόςφατα ςυμπλθρϊκθκαν και να ακυρϊςει τισ τιμζσ  ςε 

κφτταρα που ζχουν αδειάςει. Οι δείκτεσ δεν ανιχνεφουν τισ επιφάνειεσ ρθτά, αλλά, αντίκετα, 

ανιχνεφουν τα  κεντροειδι όγκων ρευςτοφ. Οι διεπιφάνειεσ είναι απλϊσ τα όρια των όγκων, 

εμφανίηονται, ςυγχωνεφονται ι εξαφανίηεται, όπωσ διαςπϊνται ι ενϊνονται  οι όγκοι. 

Ωςτόςο, όταν τα εν λόγω ςτοιχεία ρευςτοφ παραςφρονται ςε περιοχζσ με περίπλοκεσ πτυχζσ 

                                                      

45
Amsden & Harlow, 1970, Daly, 1967, Daly, 1969, Griebel, Dornseifer, Neunhoeffer, 1998, Griebel,  

Neunhoeffer, Regler, 1998, Harlow & Welch, 1965, Neunhoeffer, 1997, Tryggvason et.al., 2001, Unverdi 
&. Tryggvason, 1992. 
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ςε ςυγκλίνουςεσ ι αποκλίνουςεσ ροζσ ι ςε ςθμεία ςταςιμότθτασ τθσ ροισ, τα ςωματίδια-

δείκτεσ διαμορφϊνουν αφφςικα κενά ςτθ ροι. Η MAC χρθςιμοποιείται και ςε 3-D 

προςομοιϊςεισ αλλά απαιτεί μεγάλθ μνιμθ και χρόνο τθσ CPU για να φιλοξενιςει τον 

αναγκαίο αρικμό ςωματιδίων ςιμανςθσ46. 

 

Μζθοδοσ Δείκτη Επιφάνειασ, (Surface Marker Method),(SMAC). τθν SMAC για να 

περιοριςτεί θ μνιμθ και θ κατανάλωςθ του χρόνου υπολογιςμοφ λόγω των δεικτϊν τθσ 

μεκόδου MAC, τοποκετοφνται δείκτεσ μόνο πάνω ςτισ διεπιφάνειεσ και όχι ςτο εςωτερικό 

των περιοχϊν με ρευςτό. Βεβαίωσ, αυτό καταργεί τθν ιδιότθτα εντοπιςμοφ του όγκου τθσ 

μεκόδου MAC και απαιτεί επιπλζον λογικι για να κακορίηει πότε και πϊσ επιφάνειεσ 

διαςπϊνται ι ενϊνονται. Οι δείκτεσ επιφανείασ παρζχουν ζνα εφχρθςτο τρόπο εντοπιςμοφ 

τθσ επιφάνειασ μζςα ςε μια κυψελίδα για τθν εφαρμογι των οριακϊν ςυνκθκϊν. Για 2-D 

προςομοιϊςεισ, οι δείκτεσ τοποκετοφνται ςε ομοιόμορφθ απόςταςθ κατά μικοσ τθσ 

επιφάνειασ, ϊςτε να απλοποιείται ο υπολογιςμόσ των τομϊν μεταξφ των διαφόρων 

επιφανειϊν. Όμωσ, ςε 3-D, δεν υπάρχει απλόσ τρόποσ να τακτοποιθκοφν δείκτεσ ςε 

επιφάνειεσ, και αυτό είναι ζνα μείηον μειονζκτθμα τθσ (SMAC). Εμφανίηονται περιοχζσ, όπου 

επεκτείνονται επιφάνειεσ, ενϊ οι δείκτεσ δεν ςυμπλθρϊνουν το χϊρο. Χωρίσ δείκτεσ θ 

διαμόρφωςθ τθσ επιφάνειασ είναι άγνωςτθ, και δεν υπάρχει τρόποσ να προςτεκοφν δείκτεσ, 

Nichols, & Hirt ,1975.  

 

Μζθοδοσ Φψουσ Επιφανείασ, (Surface Height Method). Χαμθλοφ φψουσ κυματιςμόσ ςε ρθχά 

νερά (sloshing waves), κακϊσ και άλλεσ κινιςεισ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ κατά τθν οποία θ 

επιφάνεια δεν αποκλίνει πολφ από τθν οριηόντια διεφκυνςθ, περιγράφεται από το φψοσ Η 

τθσ επιφάνειασ ςε ςχζςθ με κάποιο υψόμετρο αναφοράσ. Η μεταβολι του φψουσ 

περιγράφεται από τθν εξίςωςθ, τθσ κίνθςθσ τθσ επιφάνειασ με τθν κίνθςθ του ρευςτοφ 

DH H H H
u v w

Dt t x y

  
   
  

                     (1.7), 

όπου (u, v, w) είναι οι ταχφτθτεσ του ρευςτοφ ςτισ κατευκφνςεισ (x,y,z). Η διακριτοποίθςθ 

τθσ εξ.(1.7) γίνεται με τθν FDM. Καταγράφονται μόνο οι τιμζσ του φψουσ ςε ζνα ςφνολο 

οριηόντιων κζςεων, και ζτςι οι απαιτιςεισ μνιμθσ για το 3-D πρόβλθμα είναι εξαιρετικά 

                                                      

46
 υνικωσ είναι απαραίτθτοι κατά μζςο όρο περίπου 16 δείκτεσ ςε κάκε κυψελίδα για να 

διαςφαλιςκεί ζνασ ακριβισ εντοπιςμόσ των επιφανειϊν που υποβάλλονται ςε μεγάλεσ 
παραμορφϊςεισ. 
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μικρζσ. H εφαρμογι των οριακϊν ςυνκθκϊν ςτθν ελεφκερθ επιφάνεια απλοποιοφνται από 

τθν παραδοχι ότι θ επιφάνεια παραμζνει ςχεδόν οριηόντια, Nichols & Hirt, 1971, 1975. 

 

Μζθοδοσ Πγκου ευςτοφ (Volume of Fluid Method), (VOF)47. Η μζκοδοσ ειςιχκθ από τουσ 

Nichols & Hirt, 1975,1981, ϊςτε οι χαρακτθριςτικζσ ςυναρτιςεισ των δφο ρευςτϊν περιοχϊν 

να προςεγγίηονται άμεςα ςτο πλζγμα από μια τμθματικά ςτακερι ςυνάρτθςθ F που 

περιγράφει το κλάςμα του όγκου του ρευςτοφ και που ορίηεται ίςθ με 1  για ςθμεία του 

πεδίου ροισ τα οποία περιζχουν ρευςτό και ίςθ με 0 ςτα υπόλοιπα ςθμεία του χωρίου. Ζτςι 

θ μζςθ τιμι τθσ F ςε μια υπολογιςτικι κυψζλθ αντιπροςωπεφει το ποςοςτό τθσ κυψζλθσ 

που περιζχει ρευςτό. Για F=1, όλθ θ κυψζλθ περιζχει ρευςτό, για F=0 θ κυψζλθ δεν περιζχει 

κακόλου ρευςτό και για  0<F<1, οι κυψζλεσ  περιζχουν τθν ελεφκερθ επιφάνεια. Η 

ςυνάρτθςθ F, εκτόσ από τθν πλθροφορία για το ποιεσ κυψζλεσ περιζχουν τθν ελεφκερθ 

επιφάνεια, μασ δίνει επίςθσ τθν διεφκυνςθ τθσ κακζτου ςτθν ελεφκερθ επιφάνεια, ςαν τθν 

διεφκυνςθ εκείνθ ςτθν οποία θ κλίςθ τθσ F ζχει τθ μζγιςτθ τιμι. Κάκε κυψελίδα (όγκοσ 

ελζγχου)  κρατεί μόνο μία τιμι για κάκε ποςότθτα ροισ (π.χ. τθν πίεςθ, τθν ταχφτθτα, τθν 

κερμοκραςία, κλπ.). Η χριςθ του κλάςματοσ όγκου ρευςτοφ ςε κάκε κυψελίδα, είναι 

επαρκισ για τον κακοριςμό των άλλων ποςοτιτων τθσ ροισ.  

Από το ποςοςτό του ρευςτοφ ςε κάκε κφτταρο είναι δυνατόν να εντοπιςτοφν επιφάνειεσ,  

κλίςεισ και καμπυλότθτεσ τθσ επιφάνειασ, διότι βρίςκονται ςε κελιά μερικϊσ γεμάτα με 

ρευςτό ι μεταξφ κυττάρων πλιρωσ γεμάτων με ρευςτό και κυττάρων που δεν ζχουν ρευςτό. 

Σο κλάςμα του όγκου πρζπει να είναι μία ςυνάρτθςθ τφπου βιματοσ (step function), δθλαδι 

με τιμι ζνα ι μθδζν. ε ζνα ςυγκεκριμζνο κφτταρο  εντοπίηεται θ κζςθ του ρευςτοφ, θ κλίςθ 

και θ καμπυλότθτα τθσ επιφάνειασ από τα κλάςματα του όγκου ςε γειτονικά κφτταρα. Δεν 

μπορεί να χρθςιμοποιθκεί μια απλι αρικμθτικι μζκοδοσ, για να μοντελοποιιςει αυτι τθν 

εξίςωςθ, επειδι αρικμθτικά λάκθ διάχυςθσ και διαςποράσ καταςτρζφουν τθν απότομθ 

φφςθ τθσ ςυνάρτθςθσ βιματοσ48 τθσ κατανομισ. Ωςτόςο, θ τεχνικι αυτι λειτουργεί ςωςτά 

και αυτό αποδεικνφεται από τον αρικμό των επιτυχϊν εφαρμογϊν τθσ VOF.  

Η εξζλιξθ ςτον χρόνο των επιφανειϊν  περιγράφεται  από τθν διαφορικι εξίςωςθ 

μεταφοράσ των κλαςμάτων όγκου ι βελτιϊςεισ τθσ μζςω του πλζγματοσ δθλ. τθσ F δθλ. 

                                                      

47
 Theodorakakos & Bergeles, 2004, Beliveau et.al. 1998,  DeBar, 1974, Gueyffier et.al., 1999,  Hirt & 

Nichols, 1981, Lafaurie et.al. 1994, Li & Renardy, 2000,  Li,  Renardy Y.,  Renardy M. , 2000, Noh & 
Woodward, 1976. 
48

 Είναι εφκολο με ακρίβεια να μοντελοποιθκεί θ εξίςωςθ ςε 1-D πρόβλημα, ϊςτε θ κατανομι  F να 
διατθρεί τισ τιμζσ μθδζν ι ζνα. Για πρόβλημα 2-D ι 3-D δεν μπορεί να γίνει ακριβισ κακοριςμόσ του 
ςχιματοσ και τθσ κζςθσ τθσ επιφάνειασ. 
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0
DF F F F F

u v z
Dt t x y z

   
    
   

                 (1.8),  

ϊςτε να διατθρείται θ φφςθ τθσ κατανομισ  τθσ ςυνάρτθςθσ βιματοσ (step function) .  

Οι οριακζσ ςυνκικεσ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ εφαρμόηονται όπωσ ςτθν μζκοδο MAC. 

Κακορίηεται θ κατάλλθλθ πίεςθ αερίου (και ιςοδφναμθ πίεςθ ςε περίπτωςθ επιφανειακισ 

τάςθσ) και προςδιορίηονται οι ςυνιςτϊςεσ τθσ ταχφτθτασ εξωτερικά τθσ επιφάνειασ ϊςτε να 

ικανοποιείται θ ςυνκικθ μθδενικισ διατμθτικισ τάςθσ πάνω ςτθν επιφάνεια. τθν πράξθ, 

δθλϊνονται πάνω ςε επιφάνειεσ κλίςεισ ταχφτθτασ αντί ςυνιςτϊςεσ ταχφτθτασ. Η 

αναδθμιουργία μιασ ομαλισ διεπιφάνειασ δθλ., ο ακριβισ υπολογιςμόσ τθσ καμπυλότθτασ 

που είναι απαραίτθτοσ για τισ προςομοιϊςεισ με επιφανειακισ τάςθ, δεν είναι αυτόματθ 

ςτθ VOF και απαιτεί περίπλοκα ςχιματα παρεμβολισ Ginzburg & Wittum, 2001,  Ginzburg 

et.al., 2002.  

Η VOF εφαρμόςτθκε και ςε πλζγματα ςυνδεδεμζνα με ςϊματα και με περιςςότερεσ από μία 

ςυναρτιςεισ κλάςματοσ ρευςτοφ, για να μοντελοποιθκοφν περιςςότερεσ ρευςτζσ φάςεισ. 

Διατθρεί τα ιςχυρά χαρακτθριςτικά τθσ μεκόδου MAC για τον εντοπιςμό όγκου, χωρίσ τθν 

ανάγκθ για μεγάλθ μνιμθ και ταχφτθτα CPU, γιατί για κάκε κυψζλθ μια κζςθ μνιμθσ απαιτεί 

μία τιμι τθσ F. Η χριςθ εντοπιςμοφ όγκου ςε αντίκεςθ με τθν ςυνάρτθςθ εντοπιςμοφ 

επιφανείασ είναι αρκετά ιςχυρι για να χειριςτεί τθν διάςπαςθ και τθν ςυνζνωςθ μαηϊν 

ρευςτοφ. Επιπλζον, επειδι θ F είναι ςυνεχισ ςυνάρτθςθ, δεν υποφζρει από τθν ζλλειψθ 

διαιρετότθτασ  που  εμφανίηουν τα διακριτά ςωματίδια.  

 

Μζθοδοσ VOF με Μεταβλητή Ρυκνότητα, (Variable-Density VOF). Μερικζσ φορζσ 

αναφζρεται ωσ μζκοδοσ VOF, επειδι χρθςιμοποιεί μια ςυνάρτθςθ κλάςματοσ του ρευςτοφ, 

ο οριςμόσ αυτόσ δεν είναι ακριβισ. Τπολογίηεται  θ ροι του ρευςτοφ και ςτισ δφο περιοχζσ 

υγροφ και αερίου με τθν αντιμετϊπιςθ τθσ ροισ ωσ ενιαίου ρευςτοφ με μεταβλθτι 

πυκνότθτα. Η ςυνάρτθςθ F χρθςιμοποιείται για τον κακοριςμό τθσ πυκνότθτασ. Οι εξιςϊςεισ 

τθσ ροισ λφνονται ςτθ ςυνολικι περιοχι υγροφ και αερίου χωρίσ να υπάρχει ανάγκθ 

κακοριςμοφ οριακϊν ςυνκθκϊν ςτθν διεπιφάνεια. το μοντζλο μεταβλθτισ πυκνότθτασ οι 

διεπιφάνειεσ μεταφζρονται με μία μζςθ ταχφτθτα49, αλλά αυτό ςυχνά οδθγεί ςε μθ 

ρεαλιςτικι κίνθςθ των διεπιφανειϊν. Η ςφγκλιςθ του πεπλεγμζνου αλγορίκμου πίεςθσ-

ταχφτθτασ είναι δφςκολθ και χρονοβόρα. Για τον ακριβι εντοπιςμό απότομων διεπιφανειϊν 

                                                      

49
 Η ευαιςκθςία του αερίου ςτισ αλλαγζσ τθσ πίεςθσ είναι ςυνικωσ πολφ μεγαλφτερθ από του υγροφ 

και ςυνεπϊσ οι ταχφτθτεσ τθσ αζριασ και υγρισ φάςθσ ςτθν διεπιφάνεια είναι ςυνικωσ πολφ 
διαφορετικζσ (αςυνζχεια ςτθν εφαπτομενικι ταχφτθτα).  
 



ΕΡΙΣΚΟΡΗΣΗ ΤΟΥ ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟΥ ΘΕΜΑΤΟΣ                                                                             1.29 

υγροφ-αερίου είναι πραγματικι ανάγκθ να αντιμετωπίηεται θ διεπιφάνεια ωσ αςυνζχεια. 

Αυτό απαιτεί μια τεχνικι κακοριςμοφ μιασ αςυνζχειασ ςτθ διεπιφάνεια, κακϊσ και ζνα 

τρόπο να επιβλθκοφν οι κατάλλθλεσ οριακζσ ςυνκικεσ πάνω ςτθ διεπιφάνεια. Είναι επίςθσ 

απαραίτθτθ θ χριςθ μίασ ειδικισ αρικμθτικισ μεκόδου για τθν ανίχνευςθ των κινιςεων τθσ 

διεπιφάνειασ μζςα ςτο πλζγμα, χωρίσ να καταςτραφεί ο χαρακτιρασ του ωσ αςυνζχεια. 

 

Μζθοδοι Οριακοφ Ολοκληρϊματοσ, (Boundary Integral Methods), (ΒΙΜ). Χρθςιμοποιοφνται 

για να μελετιςουν τθν κίνθςθ ςταγόνων μζςα ςε αγωγοφσ με ζρπουςα ροι. τισ ΒΙΜ οι 

εξιςϊςεισ Stokes, μεταςχθματίηονται ςε ολοκλθρωματικι μορφι, για τισ άγνωςτεσ 

μεταβλθτζσ πάνω ςτα όρια του πεδίου ροισ. Ζτςι θ διάςταςθ του προβλιματοσ μειϊνεται 

κατά μία τάξθ και θ επίλυςθ του προβλιματοσ ανάγεται ςτον προςδιοριςμό εκείνων των 

αγνϊςτων μεταβλθτϊν, ςτα όρια του πεδίου ροισ που δεν δίνονται από τισ οριακζσ 

ςυνκικεσ του προβλιματοσ. Ζτςι αξονοςυμμετρικά  προβλιματα ανάγονται ςε εξιςϊςεισ με 

επικαμπφλια ολοκλθρϊματα. Αφοφ υπολογιςτοφν οι τιμζσ των μεταβλθτϊν ςτα όρια του 

πεδίου ροισ, με κατάλλθλεσ ςχζςεισ υπολογίηονται οι αντίςτοιχεσ τιμζσ αυτϊν των μεγεκϊν 

ςε όλα τα ςθμεία του πεδίου ροισ. Η διεπιφάνεια, για τθν περίπτωςθ δφο μθ 

αναμειγνυόμενων ρευςτϊν, προςεγγίηεται ωσ υλικι επιφάνεια που αποτελείται από ζναν 

πεπεραςμζνο αρικμό ςτοιχείων, με γνωςτζσ ταχφτθτεσ από τθ λφςθ των ολοκλθρωτικϊν 

εξιςϊςεων. Η κζςθ τθσ διεπιφάνειασ τθν επόμενθ χρονικι ςτιγμι προςδιορίηεται από τισ 

γνωςτζσ ταχφτθτεσ των ςτοιχείων τθσ με τθν υπόκεςθ ότι θ διεπιφάνεια κινείται κάκετα 

ςτον εαυτό τθσ, με βάςθ  τθν κινθματικι εξίςωςθ 

( , )t

t


 



Y x
u n              (1.9), 

όπου  ( , )tY x  είναι το διάνυςμα κζςθσ του ςθμείου τθσ διεπιφάνειασ που τθν χρονικι 

ςτιγμι t=0 ζχει διάνυςμα κζςθσ x , t  είναι ο χρόνοσ, u  είναι θ ταχφτθτα του πεδίου ροισ 

ςτο ςυγκεκριμζνο ςθμείο τθσ διεπιφάνειασ, n  είναι το μοναδιαίο κάκετο διάνυςμα ςτθ 

διεπιφάνεια ςτο ςυγκεκριμζνο ςθμείο.  

 

Μζθοδοι Ιχνηλάτηςησ Μετϊπου, (Front Tracking Methods), (FTM). H FTM ειςιχκθ από τουσ 

Univerdi & Trygvason, 1992, για 2-D και 3-D προβλιματα, ϊςτε να μελετθκεί θ κίνθςθ 

φυςαλίδων αζρα ςε απεριόριςτο πεδίο ροισ νεροφ. Η διεπιφάνεια αναπαριςτάνεται από 

ζνα ξεχωριςτό μθ δομθμζνο πλζγμα, το οποίο κινείται ςε ςχζςθ με το ςτατικό ορκογϊνιο 

πλζγμα, ςτο οποίο επιλφονται οι εξιςϊςεισ τθσ ροισ με μια ςυνικθ FDM. Επειδι θ 

διεπιφάνεια γενικά αλλάηει ςχιμα το πλζγμα τθσ ανακαταςκευάηεται κάκε χρονικι ςτιγμι. 
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τθν διεπιφάνεια δίνεται ζνα οριςμζνο πάχοσ, λίγο μεγαλφτερο του χωρικοφ βιματοσ, μζςα 

ςτο οποίο μεταβάλλονται ομαλά οι ιδιότθτεσ των ρευςτϊν από τθν τιμι που ζχουν για 

ρευςτό τθσ ςταγόνασ, μζχρι τθν τιμι που ζχουν ςτο περιβάλλον ρευςτό. Οι τιμζσ τθσ 

ταχφτθτασ τθσ διεπιφάνειασ λαμβάνονται με παρεμβολι από τα ςθμεία του ορκογϊνιου 

ςτατικοφ πλζγματοσ και χρθςιμοποιοφνται ςτθν ςυνζχεια για να προςδιοριςτεί θ κζςθ τθσ 

διεπιφάνειασ τθν επόμενθ χρονικι ςτιγμι.  

 

Μεθοδολογία των Ιςοςταθμικϊν Επιφανειϊν, (Level-Set Method), LSM. Οι LSM 

αναπτφχκθκαν από τουσ Osher & Sethian, 1988, για τθν μελζτθ τθσ κίνθςθσ επιφανειϊν που 

κινοφνται με ταχφτθτα εξαρτϊμενθ από τθν καμπυλότθτά τουσ. Επιπλζον θ επιφάνεια 

μπορεί να ζχει μία πρόςκετθ ταχφτθτα από τθν μεταφορά τθσ από ζνα γνωςτό πεδίο 

ταχυτιτων. Οι LSM χρθςιμοποιικθκαν ςε μία ςειρά προβλθμάτων με κινοφμενεσ 

επιφάνειεσ, όπωσ ςτθ ροι ςυμπιεςτϊν αερίων, ςτθν δθμιουργία και ανάπτυξθ κρυςτάλλων, 

ςτθν μοντελοποίθςθ των εκριξεων, Aslan et.al., 1996,  ςτθν ςτερεοποίθςθ δενδριτϊν, Zhao 

et.al., 1996, ςτθ μελζτθ των μθχανιςμϊν απόκεςθσ και επίςτρωςθσ  υλικϊν,  Adasteinsson & 

Sethian, (2),  1995,  ςτθν κίνθςθ ςταγόνων  διαφορετικοφ ιξϊδουσ και πυκνότθτασ από το 

περιβάλλον ρευςτό με επιφανειακι τάςθ, Hou et.al., 1997. Πλεονζκτθμα τθσ LSM είναι ότι 

δεν επθρεάηεται από τθν μορφι διακριτοποίθςθσ τθσ διεπιφάνειασ και είναι εφικτό χωρίσ 

προςαρμογι του αλγορίκμου να κακορίηεται ο διαχωριςμόσ θ ςυνζνωςθ και κάκε αλλαγι 

τθσ τοπολογίασ και πολφπλοκθσ διεπιφάνειασ, Enright et.al., 2002. Εντοφτοισ, αυτζσ οι 

μζκοδοι παρουςιάηουν ςχετικό βακμό επιτυχίασ ςτο να προςομοιϊςουν ςωςτά ροζσ με 

μεγάλουσ ςτροβιλιςμοφσ. Επιπλζον, θ LSM μπορεί να χαρακτθριςτεί πολφ εφκαμπτθ, γιατί 

είναι ανεξάρτθτθ από τθν ανάλυςθ του αλγορίκμου του πεδίου που κακορίηει τισ δυναμικζσ 

ςυνκικεσ του προβλιματοσ.  

 Σα μειονεκτιματα τθσ VOF ζχουν ξεπεραςτεί ςτθν LSM50, όπου οι χαρακτθριςτικζσ 

ςυναρτιςεισ των δφο ρευςτϊν φάςεων διακρίνονται από το πρόςθμο μιασ ομαλισ 

βακμωτισ ςυναρτιςεωσ απόςταςθσ   από τθν διεπιφάνεια. Η διεπιφάνεια δίνεται από τθν  

μθδενικι ιςοχψι αυτισ τθσ ομαλισ ςυναρτιςεωσ 0  . Με τθν μζκοδο εξαςφαλίηεται και 

ο ςωςτόσ  υπολογιςμόσ τθσ καμπυλότθτασ πάνω ςτθν διεπιφάνεια. Η μετακίνθςθ τθσ 

διεπιφάνειασ με μια εξίςωςθ μεταφοράσ, μπορεί να οδθγιςει ςε μια ουςιαςτικι ςτρζβλωςθ 

με τθν πάροδο του χρόνου τθσ ςυναρτιςεωσ των ιςοχψϊν δθλ. θ κλίςθ τθσ μπορεί να γίνει 

πολφ μεγάλθ ι πολφ μικρι κοντά ςτθν διεπιφάνεια και ςε λανκαςμζνο υπολογιςμό τθσ 

                                                      

50
 Osher & Fedkiw, 2003, Osher & Sethian, 1988, Sethian, 1999. 
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καμπυλότθτασ, αφοφ χάνεται θ ιδιότθτα τθσ ςυναρτιςεωσ   να εκφράηει ςυνάρτθςθ 

απόςταςθσ. Αυτό επιδρά δυςμενϊσ ςτθν ςφγκλιςθ του αλγορίκμου των εξιςϊςεων N-S, όταν 

υπάρχει επιφανειακι τάςθ. Για να υπερνικθκεί αυτό το ηιτθμα πρζπει να εκτελεςκεί το 

λεγόμενο βιμα τθσ επαναρχικοποίθςθσ, όπου θ τρζχουςα ςυνάρτθςθ των ιςοχψϊν 

αντικακίςταται από μια πιο ομαλι λιγότερο παραμορφωμζνθ ςυνάρτθςθ που ζχει τθν ίδια 

μθδενικι  ιςοχψι και είναι ςυγχρόνωσ ςυνάρτθςθ απόςταςθσ.  

 

Εφαρμογζσ τησ LSM ςτισ αςυμπίεςτεσ ροζσ. Oι LSM μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν για τθν 

προςομοίωςθ τθσ κίνθςθσ ςφνκετων κινοφμενων διεπιφανειϊν ςτισ 2-D και 3-D. Οι Losasso 

et.al., 2005 ςτθν επιςκόπθςθ για τισ LSM εςτίαςαν ςτθ βελτίωςθ που ζχει ςυντελεςτεί  ςτθν 

υπολογιςτικι ακρίβεια τθσ μεκόδου και ςε εφαρμογζσ τθσ ςε αςυμπίεςτθ ροι λόγω τθσ 

δθμοτικότθτάσ τουσ και των αυςτθρϊν απαιτιςεων ακρίβειασ. Οι Sussman et.al., 1994, 

χρθςιμοποίθςαν τθν LSM ςε μια πεπλεγμζνθ μζκοδο με διφαςικζσ αςυμπίεςτεσ 2-D Navier-

Stokes εξιςϊςεισ που διακριτοποιοφνται ςε ορκογϊνιο μετατοπιςμζνο πλζγμα με μια 

δεφτερθσ τάξθσ ακριβείασ μζκοδο προβολϊν ςτο χϊρο και το χρόνο, και  μελζτθςαν τθν 

κίνθςθ αεροφυςαλίδων  κακϊσ ανζρχονται ςτο νερό και ςταγόνεσ νεροφ να πζφτουν ςτον 

αζρα για τθν περίπτωςθ περιβαλλοντικισ ροισ. Ο Καλιακάτςοσ, 2000 χρθςιμοποίθςε τθν 

παραπάνω μζκοδο για τθν μελζτθ τθσ κίνθςθσ ςταγόνασ διαφορετικοφ ιξϊδουσ από το 

περιβάλλον ρευςτό με επιφανειακι τάςθ μζςα  ςε απεριόριςτο ρευςτό.  

Οι Losasso et al., 2006 και  Zhao et al., 1996 ςυμφωνοφν ότι θ διακριτοποίθςθ τθσ εξίςωςθσ 

των ιςοχψϊν μπορεί να οδθγιςει ςε ςθμαντικι αρικμθτικι διάχυςθ που φανερϊνεται 

ςυνικωσ ωσ απϊλεια μάηασ (ι όγκου) ι χαρακτθριςτικι απϊλεια πλθροφοριϊν ςε περιοχζσ 

υψθλισ καμπυλότθτασ ι άλλεσ μθ ςωςτά επιλυόμενεσ περιοχζσ.  

H επαναρχικοποίθςθ51
, ειςάγει αρικμθτικι διάχυςθ ςτθ λφςθ και επιδεινϊνει τθν διατιρθςθ 

του όγκου, π.χ. διατιρθςθ τθσ μάηασ ςτθν αςυμπίεςτθ ροι. Για τον λόγο αυτό, διάφορεσ 

τροποποιθμζνεσ μζκοδοι επαναρχικοποίθςθσ  ζχουν αναπτυχκεί για να βελτιϊςουν τθ 

διατιρθςθ τθσ μάηασ 52. Ωςτόςο, θ αλλθλεπίδραςθ μεταξφ αυτϊν των τεχνικϊν, κακϊσ και 

ςυμπεριφορά ςφγκλιςθσ των όρων τθσ επιφανειακισ τάςθσ μζςα ςτον επιλυτι πλιρουσ 

διφαςικισ ροισ δεν είναι πλιρωσ κατανοθτι, Croce et.al., 2009. Οι Rider & Kothe, 1995 (1) & 

(2) διαπίςτωςαν ότι, όταν οι ίνεσ ρευςτοφ γίνονται πάρα πολφ λεπτζσ, για να επιλυκοφν 

                                                      

51
 Adalsteinsson & Sethian,1995, Chen et.al.,1997, Chopp,1993, Merriman et.al.,1994 ,Sussman et.al. 

1994. 
52

 Enright et.al., 2002, Peng et.al., 1999, Russo & Smereka, 2003, Sussman & Fatemi, 1999. 
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επαρκϊσ ςτο πλζγμα, οι LSM χάνουν (ι κερδίηουν) μάηα. Αυτό το λάκοσ μειϊνει τθν 

ακρίβεια τθσ υπολογιςκείςασ κζςθσ τθσ διεπιφάνειασ.  

Οι LSM, Osher & Sethian, 1988, ςχεδιάςτθκαν να ςυγχωνεφουν και να χωρίηουν τα 

χαρακτθριςτικά αυτόματα. Ωςτόςο ςτθ μθχανικι ρευςτϊν δεν υπάρχει αςυνζχεια ςτο πεδίο 

ταχφτθτασ του ρευςτοφ και για αυτό χαρακτθριςτικζσ πλθροφορίεσ του πεδίου δεν 

επιτρζπεται ποτζ να διαγραφοφν γιατί ειςάγουν ςφάλμα. Αυτι θ απροςδιοριςτία μπορεί να 

αναγκάςει τθν  LSM να υπολογίςει τθν αδφνατθ λφςθ ςτο πρόβλθμα και να πάςχει από 

υπερβολικι απϊλεια μάηασ, όταν υπάρχει ζλλειψθ πλθροφοριϊν για τθ χαρακτθριςτικι 

δομι ςτισ κακϊσ επιλυμζνεσ περιοχζσ τθσ ροισ. τθν πραγματικότθτα, αυτι είναι θ 

ςθμαντικότερθ κριτικι που επιβάλλεται ενάντια ςτισ LSM για τθν αςυμπίεςτθ ροι.  

 

1.12.  ΜΙΚΟΚΥΚΛΟΦΟΙΑ TOY AIMATΟΣ53 

1.12.1. Στοιχεία Φυςιολογίασ 

H μικροκυκλοφορία (microcirculation) είναι θ ροι μζςα ςτα τριχοειδι αιμοφόρα αγγεία του 

κυκλοφορικοφ ςυςτιματοσ. Τποςτθρίηει το μεταβολιςμό των ιςτϊν και ςυμβάλλει ςτθν 

ομοιόςταςθ του οργανιςμοφ διατθρϊντασ τθν πρζπουςα ιςορροπία μεταξφ υδροςτατικισ 

και ωςμωτικισ πίεςθσ για τθ μεταφορά κρεπτικϊν ουςιϊν, ενζργειασ και ςυςτατικϊν που 

μεταφζρουν πλθροφορία. Η «κλίμακα» τθσ μικροκυκλοφορίασ κεωρείται μεγαλφτερθ από 

τα κφτταρα και τα επιμζρουσ ςτοιχεία (π.χ. κφλινδροσ ιςτοφ Krogh) και μικρότερθ από τα 

όργανα. Η ενδοαγγειακι διάχυςθ είναι αςιμαντθ ςτο επίπεδο των τριχοειδϊν και οι 

μεταφορικζσ κινιςεισ ςτθρίηονται ςτθν υπόκεςθ Starling-Landis για ςυνολικι ιςορροπία 

μεταξφ ωςμωτικισ και υδροςτατικισ πίεςθσ. Η υπερίςχυςθ τθσ υδροςτατικισ πίεςθσ πάνω 

ςτθν ωςμωτικι πίεςθ ςτο τζλοσ των αρτθριολίων προκαλεί εκροι. 

 

                                                      

53
 Περιζχονται γενικζσ ζννοιεσ και περιγραφι που ςυνοψίηουν διάφορεσ βιβλιογραφικζσ πθγζσ, π.χ. 

Τςαγγάρησ, 1996.  
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Σχ.1.3.  Human Anatomy, 3rd. ed., Martini et.al., Fig. 22-4, p.567. 

 

Η υπερίςχυςθ τθσ ωςμωτικισ πίεςθσ πάνω ςτθν υδροςτατικι πίεςθ ςτο τζλοσ των φλεβϊν 

προκαλεί ειςροι (επιςτροφι). Η ροι ζξω από το τριχοειδζσ (Extra-capillary) εκπλφνει τον 

ιςτό και βελτιϊνει τθ μεταφορά τφπου διάχυςθσ.54  

 

               

Σχ.1.4.  Παραμόρφωςη του RBC  μζςα ςτα τριχοειδή αγγεία  (Υπολογιςμοί του R.Skalak).   

 

Η μικροκυκλοφορία είναι μία ςτοχαςτικι δομι55 από άποψθ ανατομίασ και χωρο-

χρονoεξαρτϊμενθσ μεταβλθτότθτασ (π.χ. ςτθ ρφκμιςθ τθσ λειτουργίασ τθσ μεταφοράσ ι τθν 

ανϊμαλθ λειτουργία των WBC). τισ περιςςότερεσ των περιπτϊςεων παραμετροποιείται ωσ 

κατανομι και ςε λίγουσ μόνο ιςτοφσ είναι επαρκζσ ζνα προκακοριςμζνο μοντζλο. 

                                                      

54
 Σα αγγειακά τοιχϊματα διαφοροποιοφνται ανάλογα με το ςφςτθμα και τον ςυγκεκριμζνο ιςτό (π.χ. 

φραγμόσ αίματοσ εγκεφάλου). Ενδιαφζρον παρουςιάηει θ διακυτταρικι κυκλοφορία, θ κυκλοφορία 
ςε "ςφιχτοφσ κόμβουσ» και ο κακοριςμόσ μοντζλων για τθν περιγραφι και τθν λειτουργία του χϊρου 
ζξω από τα αγγεία (extravascular), των "οργανωμζνων" ιςτϊν, όπωσ ο κφλινδροσ Krogh που 
εφαρμόηεται ςτουσ μφεσ. Ο προςδιοριςμόσ των ανοικτϊν τριχοειδϊν και θ ταχφτθτα ροισ μζςα ς’ 
αυτά. Η μελζτθ αποδιοργανωμζνων δομϊν. 
55

 Διαδικαςία θ οποία εμπλζκει τυχαία επιλεγμζνθ ακολουκία παρατθριςεων κάκε μία από τισ οποίεσ 
κεωρείται μια εκδοχι ενόσ ςτοιχείου. 
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Χρθςιμοποιοφνται ακόμθ μοντζλα τφπου Fractal και μοντζλα διακλάδωςθσ.  Τπάρχουν 

επίςθσ οι δρόμοι τθσ κλαςςικισ και τθσ γονιδιωματικισ φυςιολογίασ56. 

 

1.12.2. Η ςφςταςη και ο ρόλοσ του αίματοσ.  

Από λειτουργικισ απόψεωσ το αίμα Bitsch, 2002 είναι το υγρό τθσ ηωισ που μεταφζρει 

οξυγόνο, διοξείδιο του άνκρακα, κρεπτικά ςυςτατικά, άλατα, ορμόνεσ, προϊόντα του 

μεταβολιςμοφ και πολλά άλλα ςυςτατικά. Από φυςικισ απόψεωσ ςτθν υγρι του κατάςταςθ 

είναι εναιϊρθμα κυτταρικϊν ςτοιχείων. Περιζχει ερυκρά αιμοςφαίρια (RBC), λευκά 

αιμοςφαίρια (WBC), αιμοπετάλια και το πλάςμα. Σο ανκρϊπινο αίμα, Κουτςοφρησ et.al., 

2003, ελ.79, §2.4.)  ζχει ειδικό βάροσ περίπου 1.06 gr/cm3 και ςυνεκτικότθτα ι ιξϊδεσ ι 

εςωτερικι τριβι ι γλοιότθτα 3.5-5 cpoise. Σο πλάςμα57 είναι υδάτινο διάλυμα θλεκτρολυτϊν 

και ουδζτερων μορίων με ειδικό βάροσ 1.026 gr/cm3 που περιζχει  90% (w/w) φδωρ58, 7% 

(w/w) πρωτεΐνεσ59 και60 Αλβουμίνεσ  (Albumins) 4.5−5.7 × 10−5 g μL−1, φαιρίνεσ (Globulins)  

1.3−2.5 × 10−5 g μL−1, Ινωδογόνο  (Fibrinogen)  1.3−2.5×10−5 g μL−1. Επίςθσ Solomon et.al., 

1996, άλατα, διαλυμζνα αζρια, ορμόνεσ, γλυκόηθ, μεταβολίτεσ (metabolites), κρεπτικά 

ςυςτατικά υμπεριφζρεται61 ωσ Νευτϊνειο ρευςτό με  ςτακερι ςυνεκτικότθτα 1.8 cp (1.2 x 

10−3 Pa s). Σο πλάςμα ενϊ είναι επίςθσ εναιϊρθμα, δεν παρουςιάηει τθν ίδια μθ Νευτϊνεια 

ςυμπεριφορά με το πλιρεσ αίμα. 

Σα κυτταρικά ςυςτατικά: Σα λευκά αιμοςφαίρια (WBC) 6x103 κφτταρα62 /mm3 ι (5-10×103 μL 

63 χαρακτθρίηονται64 από υψθλό εςωτερικό ιξϊδεσ και είναι ςχεδόν ςφαιρικά  διαμζτρου65 

8−20 μm. Σα αιμοπετάλια (Platelets) με μζγεκοσ 1-2 μm, 1.5−4.0×105 μL−1   κατά 66    (3x103 

κφτταρα /mm3) 67. 

Σα ερυκροκφτταρα 68 (RBC), 5x106 κφτταρα/mm3   είναι απφρθνοι κυτταρικοί ςάκοι69 με 

ςχιμα διςκοειδϊν αμφίκοιλων παραμορφϊςιμων δίςκων διαμζτρου70 7.8 μm±0.62μm που  

                                                      

56
 Η κλαςςικι φυςιολογία εξάγει ςυμπεράςματα με επαγωγι: χωρίσ να δεςμεφεται από τισ υποδομζσ 

που χρθςιμοποιεί. Η γονιδιωματικι φυςιολογία προχωρά ςε ςυμπεράςματα με αφαίρεςθ 
λαμβάνοντασ υπόψθ μόνο  ςυμπεράςματα από τισ υποδομζσ που χρθςιμοποιεί. 
57

 Κουτςοφρησ et.al. 2003. 
58

 Fung, 1984. 
59

 Fung, 1984. 
60

 West & Todd, 1961. 
61

 Hyman & Skalak, 1972.  
62

 Κουτςοφρησ et.al. 2003.  
63

 Solomon et.al. 1996. 
64

 Hyman & Skalak, 1972.  
65

 Solomon et.al.  1996. 
66

 Solomon et.al.  1996. 
67

 Κουτςοφρησ et.al.  2003.  
68

  3.6− 5.4 × 10
6
 μL

−1  
 Solomon et.al., 1996. 
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περιζχουν ςυγκεντρωμζνο διάλυμα με 25% κατ' όγκο αιμοςφαιρίνθ και 70%  Η2Ο. To πάχοσ 

τθσ κυτταρικισ μεμβράνθσ είναι 0.81 μm±0.35μm (2.5 μm)71 . Σο ειδικό βάροσ των RBC είναι 

1.090 gr/cm3. Η κυτταρικι  μεμβράνθ72 (ςελίδα 87) είναι ανάλογθ ενόσ «μωςαϊκοφ ρευςτοφ» 

από λιπίδια, υδατάνκρακεσ και πρωτεΐνεσ. Οι υδατάνκρακεσ είναι υπεφκυνοι για το 

αρνθτικό φορτίο τθσ επιφάνειασ τθσ μεμβράνθσ.  

1.12.3. Μακροςκοπικζσ ρεολογικζσ ιδιότητεσ του αίματοσ 73 

Η διζλευςθ των ερυκρϊν αιμοςφαιρίων ςτθν μικροκυκλοφορία κεωρείται κεμελιϊδεσ 

πρόβλθμα ςτθν φυςιολογία και τθν βιορευςτομθχανικι, Skalak, et.al.,1989, γιατί 

ςυςχετίηεται με τισ ρεολογικζσ ιδιότθτεσ και τθ μεταφορά του αίματοσ ςτα τριχοειδι αγγεία,  

ςε διελεφςεισ ιςτϊν και οςτϊν αλλά και με τθν υδροδυναμικι τθσ αιματικι ροισ ςτο όλο 

κυκλοφορικό ςφςτθμα. Ενδιαφζρει άμεςα ζνα ευρφ φάςμα βιολογικϊν και μθχανολογικϊν 

εφαρμογϊν Lissant, 1974, Skalak et.al., 1989, όπωσ δίκτυα και ςυςκευζσ αιμοκάκαρςθσ, 

υποςτιριξθσ τθσ κυκλοφορίασ του αίματοσ και τθσ καρδιακισ λειτουργίασ. υςχετίηεται 

επίςθσ με ροζσ γαλακτωμάτων και αφρϊν ςε αγωγοφσ και πορϊδθ μζςα. 

Ο όροσ πλιρεσ αίμα (HWB) χρθςιμοποιείται για το αίμα που δεν ζχει τροποποιθκεί με 

οποιαδιποτε φυςικι ζννοια, π.χ. ζχουν απομακρυνκεί οι ίνεσ με ανάδευςθ. Αιματοκρίτθσ 

(hematocrit), Ηct ορίηεται ωσ θ επί τοισ εκατό κατ’ όγκο (ςτα 100 mL) περιεκτικότθτα του 

αίματοσ ςε ζμμορφα ςτοιχεία που κυρίωσ είναι τα RBC. Η  μζςθ τιμι του είναι 40−52% για 

τουσ άνδρεσ, και 35−47% για τισ γυναίκεσ. Ο αιματοκρίτθσ χρθςιμοποιείται ωσ παράμετροσ 

για τθν μοντελοποίθςθ τθσ ροισ του αίματοσ. 

Η διάμετροσ ςτα μικρά τριχοειδι, Hyman & Skalak, 1972,   είναι τθσ ιδίασ τάξεωσ με τθν 

διάμετρο των ερυκρϊν αιμοςφαιρίων, και είναι ςχετικά ανελαςτικι ςτισ φυςιολογικζσ 

πιζςεισ. Σα μικθ των τριχοειδϊν είναι τθσ τάξεωσ των 100 με 1.000 μm και θ μζςθ ταχφτθτα 

ροισ ςε τριχοειδζσ είναι τθσ τάξθσ του 1 mm/sec. Ο αρικμόσ Reynolds μίασ τυπικισ ροισ μζςα 

ςτο τριχοειδζσ είναι μικρότεροσ από το 10-2. Η μεγάλθ παραμορφωςιμότθτα τθσ μεμβράνθσ 

επιτρζπει τθν δίοδο του RBC μζςα από τριχοειδι αγγεία διαμζτρου 5 μm. Σo RBC ειςχωρεί 

και 0.5 μm μζςα ςτο ενδοκθλιακό τοίχωμα  ακόμθ και ςε τριχοειδι  διαμζτρου 2.8 μm δθλ.  

μικρότερθσ  από τθν διάμετρο του RBC.  

                                                                                                                                                         

69
 Κουτςοφρησ et.al.,  2003,. ςελ.84.  

70
 τθν βιβλιογραφία υπάρχει κάποια διακφμανςθ τθσ μζςθσ διαμζτρου των ερυκρϊν κυττάρων του 

αίματοσ μεταξφ 7-8 μm, π.χ. 7 μm, Solomon et.al. , 1996 , 8 μm , Hyman & Skalak,1972. 
71

 Hyman & Skalak, 1972.   
72

 Κουτςοφρησ et.al.  2003.  
73

 Bitsch, 2002. 
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Για μικρότερθ διάμετρο ζχει παρατθρθκεί αιμόλυςη δθλ διαςπάται θ κυτταρικι μεμβράνθ 

και ζχομε απϊλεια τθσ  αιμοςφαιρίνθσ, το λεγόμενο μθχανικό τραφμα. Επειδι το αίμα ζχει 

μακροςκοπικά πυκνότθτα 1.06 gr/cm3 , το RBC 1.10 gr/cm3 και το πλάςμα 1.03 gr/cm3 κατά 

ςυνζπεια τα κφτταρα τείνουν να κακιηάνουν με αργό ρυκμό μζςα ςτο πλάςμα, γιατί θ 

ανωςτικι δφναμθ ςτα ερυκροκφτταρα είναι μικρι ςτθν τυπικι τριχοειδι ροι. Ο ρυκμόσ 

αυτόσ εξαρτάται από το μζγεκοσ των κυττάρων. Όταν το αίμα μζνει αδιατάραχτο, 

ενεργοποιείται θ διαδικαςία που ονομάηεται πιξθ του αίματοσ από τθν πρωτεΐνθ ινωδογόνο 

του πλάςματοσ74. 

 

1.12.4. Ραραμορφωςιμότητα του RBC.  

Κατά τον Bitsch, 2002, επειδι το πλάςμα παρουςιάηει Νευτϊνεια75 ςυμπεριφορά είναι 

προφανζσ ότι τα ερυκρά αιμοςφαίρια είναι υπεφκυνα για τθν μθ Νευτϊνεια76 ςυμπεριφορά 

του αίματοσ. Σα  ερυκρά αιμοςφαίρια είναι ςχετικά μεγάλα και θ κίνθςθ τουσ τφπου Brown 

ζχει μικρι επίδραςθ ςτθ ροι. Σο ιξϊδεσ του αίματοσ μειϊνεται με τθν αφξθςθ του ρυκμοφ 

διάτμθςθσ. Αυτό το φαινόμενο μπορεί να εξθγθκεί από τθν ικανότθτα των κυττάρων του 

αίματοσ να ευκυγραμμίηονται και να παραμορφϊνονται ςτθ ροι. Σα ερυκρά αιμοςφαίρια, 

ςυντάςςονται κατά τρόπο ϊςτε θ μεγαλφτερθ διάςταςθ να είναι παράλλθλθ με τθν 

κατεφκυνςθ τθσ ροισ.  Σο κλάςμα των κυττάρων που ευκυγραμμίηονται αυξάνει με τον 

ρυκμό διάτμθςθσ. Η ροι ςταγόνων ελαίου ςε νερό, και  το αίμα διατθροφνται ςε πολφ 

υψθλό κλάςμα όγκου. υνεπϊσ ςταγονίδια και RBC ζχουν παρόμοια ελαςτικι ςυμπεριφορά. 

Ζχει παρατθρθκεί ότι, όταν θ περιεκτικότθτα τθσ διαχεόμενθσ φάςθσ υπερβαίνει το 50%, τα 

                                                      

74
 ε πειράματα απομακρφνεται ινωδογόνο για τθν πρόλθψθ τθσ πιξθσ του αίματοσ (blood clotting). 

ε πολλά ρεολογικά πειράματα ςτο πλιρεσ αίμα χορθγείται ωσ αντιπθκτικό (anticoagulant) θπαρίνθ, 
EDTA ι κιτρικό οξφ που ζχουν επίδραςθ και ςτο ιξϊδεσ του αίματοσ. Τπάρχουν 13 γνωςτοί 
παράγοντεσ που ςυμβάλλουν  ςτθν πιξθ του αίματοσ και θ διαδικαςία τθσ κρόμβωςθσ (clotting 
process) μπορεί να ςταματιςει ςε οποιοδιποτε από αυτά τα ςτάδια, Bitsch, 2002. 
75

 Όταν ζνα ρευςτό είναι Νευτϊνειο π.χ. το  νερό, θ καμπφλθ τάςεων-ρυκμοφ παραμόρφωςθσ είναι 
γραμμικι και διζρχεται από τθν αρχι των ςυντεταγμζνων με ςτακερά αναλογίασ το ιξϊδεσ .  Η 

εξίςωςθ που περιγράψει τθ ςυμπεριφορά ενόσ Νευτϊνειου ρευςτοφ είναι  
u

τ
d

dx
, όπου τ είναι θ 

διατμθτικι τάςθ που αςκείται από το ρευςτό  "drag", ςε Pa,   είναι το ιξϊδεσ του ρευςτοφ ςε Pa·s  

και 
ud

dx
 είναι θ κλίςθ τθσ ταχφτθτασ κάκετα  προσ τθν κατεφκυνςθ τθσ διάτμθςθσ ςε s

−1
. 

76
 Όταν ζνα ρευςτό είναι μθ Νευτϊνειο, το ιξϊδεσ αλλάηει με τον ρυκμό παραμόρφωςθσ και 

απαιτείται κατάλλθλοσ προςδιοριςμόσ του για να περιγράψει τθ μθχανικι ςυμπεριφορά του 
ρευςτοφ. Μελετάται  μαηί με άλλεσ ρεολογικζσ ιδιότθτεσ που αφοροφν τισ ςχζςεισ  τάςεων  και  
τανυςτϊν παραμόρφωςθσ κάτω από  διάφορεσ ςυνκικεσ ροισ, όπωσ διάτμθςθ λόγω ταλάντωςθσ, ι 
εκτατικι ροι και μπορεί να μετρθκεί πειραματικά. Οι ιδιότθτεσ μελετϊνται καλφτερα 
χρθςιμοποιϊντασ καταςτατικζσ εξιςϊςεισ για τισ τιμζσ των τάςεων, όπωσ ςυνθκίηεται ςτθν ςυνεχι 
μθχανικι. 
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περιςςότερα υγρά ςταματοφν να ρζουν ενϊ το αίμα, μπορεί να διατθρεί τθ ροι μζχρι 

αιματοκρίτθ 98%. Ωςτόςο, ζνα εναιϊρθμα  ςταγονιδίων πετρελαίου είναι πιο παχφρευςτο 

από ζνα εναιϊρθμα ερυκρϊν αιμοςφαιρίων και ςυνεπϊσ, πιςτεφεται ότι το RBC είναι 

περιςςότερο  παραμορφϊςιμο από μία ςταγόνα.  

Rouleaux (μικροί κφλινδροι), είναι ςτίβεσ ερυκρϊν αιμοςφαιρίων που ςχθματίηονται λόγω 

του χαρακτθριςτικοφ διςκοειδοφσ ςχιματοσ των κυττάρων αυτϊν μζςα ςτο αγγείο. Η 

επίπεδθ επιφάνεια του διςκοειδοφσ RBC προςφζρεται για να ζρκουν ςε επαφι τα 

ερυκροκφτταρα και να κολλιςουν μεταξφ τουσ ςχθματίηοντασ rouleux. Σο φαινόμενο 

παρουςιάηεται77, όταν θ ςυγκζντρωςθ ςτο πλάςμα είναι υψθλι ςε πρωτεΐνεσ με 

αποτζλεςμα το ESR (ποςοςτό κακίηθςθσ ερυκροκυττάρων) να είναι αυξθμζνο. Η αναιμία 

αλλοιϊνοντασ το κλάςμα των RBC ςτο πλάςμα αυξάνει το ςχθματιςμό rouleaux και 

επιταχφνει τθν κακίηθςθ. Ο ςχθματιςμόσ rouleaux κακυςτερεί με τισ πρωτεΐνεσ 

λευκωματίνεσ (albumin). Σα rouleaux μποροφν να διαςπαςτοφν ςε απλά κφτταρα ςε 

κατάςταςθ μεγάλων διατμθτικϊν παραμορφϊςεων. Σο μεγάλο ιξϊδεσ ςε χαμθλοφσ 

ρυκμοφσ διάτμθςθσ είναι ςυνζπεια ταλαντωτικϊν μικροκινιςεων. Όταν τα rouleaux 

ςπάηουν, το ιξϊδεσ μειϊνεται. Σα μικρότερα τμιματα δεν διαταράςςουν τθ ροι ςτον ίδιο 

βακμό ςε ςχζςθ με τθν μεγαλφτερθ ςτιβάδα. Ο ςχθματιςμόσ rouleaux δεν πρζπει να 

ςυγχζεται με τθν πιξθ του αίματοσ, θ τελευταία αυτι διαδικαςία είναι εντελϊσ αμετάκλθτθ, 

Tsubota, Wada, 2010. 

Ακόμθ και αν το αίμα φαίνεται να ζχει τθν ίδια λειτουργία ςε όλα τα κθλαςτικά προφανϊσ 

υπάρχουν κάποιεσ διαφορζσ. Για παράδειγμα, ςτο αίμα των βοοειδϊν τα ερυκρά 

αιμοςφαίρια δεν ςχθματίηουν rouleaux και θ ςυμπεριφορά τουσ αποκλίνει λιγότερο από του 

Νευτϊνειου ρευςτοφ ςε ςχζςθ με το HWB. Για να αναλυκεί το αίμα άλλων ειδϊν ςε 

μικροςυςτιματα, είναι απαραίτθτο να εξεταςτεί θ φφςθ των εν λόγω τφπων αίματοσ πιο 

λεπτομερϊσ. 

 Σο φαινόμενο ιξϊδεσ (apparent viscosity)78 του αίματοσ ςτθ φυςιολογία79 ςυνδζεται με τθν  

ικανότθτα παραμόρφωςθσ των ερυκρϊν αιμοςφαιρίων και τθν απρόςκοπτθ διζλευςθ τουσ 

                                                      

77
 τισ ςυνκικεσ που το δθμιουργοφν περιλαμβάνονται λοιμϊξεισ, φλεγμονζσ, κακϊςεισ του 

ςυνδετικοφ ιςτοφ και καρκίνοι. Επίςθσ παρουςιάηεται ςε διαβθτικοφσ και αποτελεί ζναν από τουσ 
αιτιϊδεισ παράγοντεσ για μικροαγγειακι ςφγκλειςθ (occlusion) ςτθν διαβθτικι αμφιβλθςτρο-
ειδοπάκεια. Οι πρωτεΐνεσ οξείασ φάςθσ ιδιαίτερα το ινωδογόνο αλλθλεπιδροφν με το ςιαλικό οξφ 
ςτθν επιφάνεια του RBC και επιτρζπουν τθ διαμόρφωςθ των rouleaux. 
78

 Σο ιξϊδεσ ενόσ υγροφ  μετρείται ςε ςυγκεκριμζνο όργανο για κακοριςμζνο ρυκμό διάτμθςθσ ωσ 
ςυνάρτθςθ του πλαςτικοφ ιξϊδουσ και του ςθμείου διαρροισ του ςυγκεκριμζνου ρευςτοφ. Σο 
φαινόμενο ιξϊδεσ ςε centipoise (cP), όπωσ κακορίηεται από το ιξωδόμετρο άμεςθσ ζνδειξθσ ιςοφται 
με το 1/2  τθσ ζνδειξθσ ςτισ 600 rpm. 
79

 Chien et.al., 1967, Fitz-Gerald, 1969.  

bword://!!ARV6FUJ2JP,albumins/
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μζςα από τα τριχοειδι από τα οποία προζρχεται ζνα ςθμαντικό μζροσ τθσ ςυνολικισ 

αντίςταςθσ τθσ ροισ του αίματοσ. τθν δρεπανοκυτταρικι αναιμία που χαρακτθρίηεται από 

αυξθμζνθ ακαμψία των ερυκροκυττάρων, παρατθρείται πολφ μεγάλθ αντίςταςθ ςτθν 

μικροκυκλοφορία. Σο ερυκρό αιμοςφαίριο είναι κανονικά αρκετά παραμορφϊςιμο και θ 

τάςθ τθσ μεμβράνθσ ενόσ RBC είναι μικρι, Fung, 1966, ωςτόςο οι ελαςτικζσ δυνάμεισ που 

τείνουν να διατθριςουν το ςχιμα του ερυκροκυττάρου κεωρείται ότι παίηουν ςτο μοντζλο 

αυτό τον ρόλο τθσ επιφανειακισ τάςθσ. Για τθν μοντελοποίθςθ των παραμορφϊςεων του 

ρευςτοφ, χρθςιμοποιοφνται καταςτατικζσ εξιςϊςεισ, Bitsch,  που περιγράφουν τισ ειδικζσ 

ιδιότθτεσ του ρευςτοφ που υπειςζρχονται ςτισ δυναμικζσ εξιςϊςεισ. Χαρακτθριςτικζσ 

εξιςϊςεισ περιζχονται ςτον πίνακα 3.2., Bitsch. Πολλζσ από αυτζσ τισ εξιςϊςεισ 

προςφζρονται για κλινικζσ χριςεισ και διάγνωςθ αςκενειϊν, γιατί  περιζχουν πλθροφορίεσ 

για τθν ακαμψία των κυττάρων του αίματοσ π.χ., θ Bi-εκκετικι εξίςωςθ περιζχει τουσ δείκτεσ 

A και D που ςχετίηονται με τθν ςτιβαδοποίθςθ και τθν παραμορφωςιμότθτα των 

ερυκροκυττάρων. Η ρεολογία του αίματοσ  μακροςκοπικά ζχει χρθςιμοποιθκεί εκτενϊσ για 

το ςκοπό αυτό, Lowe & Barbenel, 1988. Επειδι  θ διατμθτικι ροι μζχρι ςιμερα, δεν μπορεί 

να περιγραφεί από μία μόνο καταςτατικι  εξίςωςθ, είναι απαραίτθτεσ πλθροφορίεσ ςχετικζσ 

με το μζγεκοσ του ρυκμοφ παραμόρφωςθσ  ςτα αγγεία.  

Αποτζλεςμα Lindquist και Fahraeus (Fahraeus-Lindquist effect). Από το 1931 βρζκθκε ότι το 

ιξϊδεσ μειϊνεται, όταν το αίμα ρζει ςε ζνα ςωλινα με διάμετρο μικρότερθ από 500 μm, 

δθλαδι, το ιξϊδεσ ιταν χαμθλότερο ςτον ιξωδομετρικό ςωλινα παρά ςτθν τροφοδοτικι 

δεξαμενι. Η επίδραςθ αυτι είναι γνωςτι ωσ το  αποτζλεςμα Fahraeus-Lindquist. Ο Fâhraeus 

απζδωςε το φαινόμενο, ςε μείωςθ του αιματοκρίτθ. φμφωνα με τον  Fung, 1984, οι Barbee 

& Cokelet,1971, για ρυκμοφσ ροισ, όπου αναμζνεται Νευτϊνεια ςυμπεριφορά, ζδειξαν ότι 

το αποτζλεςμα Fahraeus μποροφςε να μετρθκεί για ςωλινεσ με ακτίνα μεταξφ 29 και 221 

μm. Σο φαινόμενο αυτό ςυνδζεται με τθ κεωρία τθσ ελεφκερθσ ηϊνθσ από κφτταρα κοντά 

ςτο τοίχωμα που κεωρείται όλο και μεγαλφτερθσ ςθμαςίασ ςτισ μικρζσ διαςτάςεισ. 

Διαπιςτϊκθκε επίςθσ ότι ο αιματοκρίτθσ ςτον ιξωδομετρικό ςωλινα αυξάνεται γραμμικά με 

τον αιματοκρίτθ ςτθν τροφοδοτικι δεξαμενι, Barbee & Cokelet. 

Ο Fâhraeus παρατιρθςε ότι ο ρυκμόσ τθσ ογκομετρικισ ροισ (volumetric flow rate) τθσ 

διαςπειρόμενθσ φάςθσ, δθλαδι των κυττάρων είναι μεγαλφτερθ από τον αντίςτοιχο ρυκμό 

τθσ ςυνολικισ διαςποράσ. Η διαφορά είναι πιο αιςκθτι ςε αγγεία των οποίων θ διάμετροσ 

είναι μικρότερθ από 300 μm, Gaehtgens, 1984.  Ζτςι, αν θ διαςπορά ςυλλεχκεί ςτο άκρο 

ενόσ ςωλινα, το κλάςμα του όγκου των εξαγομζνων κυττάρων, που ονομάηεται  

αιματοκρίτθσ εκκζνωςθσ (discharge), κα είναι μεγαλφτερο από το κλάςμα του όγκου ςτο 



ΕΡΙΣΚΟΡΗΣΗ ΤΟΥ ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟΥ ΘΕΜΑΤΟΣ                                                                             1.39 

εςωτερικό του ςωλινα, που ονομάηεται αιματοκρίτθσ ςωλινα. Μια ςθμαντικι επίπτωςθ 

του αποτελζςματοσ Fâhraeus είναι ότι ο ονομαςτικόσ αιματοκρίτθσ, που ταυτίηεται με τον 

αιματοκρίτθ ςωλινα ςτθν μικροκυκλοφορία κατανζμεται άνιςα ςτο καρδιαγγειακό 

ςφςτθμα. 

Η κλίςθ τθσ πίεςθσ, Secomb, 1991, που είναι θ αιτία τθσ ροισ του αίματοσ μζςα ςτα 

τριχοειδι μπορεί να εκφράηεται με τον όρο αποτελεςματικό ι φαινόμενο ιξϊδεσ. Κακϊσ θ 

διάμετροσ του αγγείου μειϊνεται, το φαινομενικό ιξϊδεσ μειϊνεται λόγω τθσ 

προαναφερκείςασ ανάπτυξθσ τθσ δακτυλιοειδοφσ ηϊνθσ χωρίσ κφτταρα, ςφμφωνα με το  

αποτζλεςμα Fâhraeus-Lindqvist. Όταν θ ακτίνα του τριχοειδοφσ γίνεται ςυγκρίςιμθ με τθ 

μζγιςτθ διάμετρο του απαραμόρφωτου  ερυκροκυττάρου, το φαινόμενο ιξϊδεσ φκάνει ςε 

ζνα ελάχιςτο και ςτθ ςυνζχεια αρχίηει να αυξάνεται, λόγω μθχανικοφ αποκλειςμοφ 

(occlusion). Φυςικά, τα ερυκροκφτταρα  ςυνωκοφνται, Halpern & Secomb, 1989, μζςα ςτα 

μικροτριχοειδι. Όταν θ ακτίνα του τριχοειδοφσ φκάςει ζνα κατϊτατο όριο που είναι 

περίπου ίςο με 1.42 μm, τα κφτταρα δεν παραμζνουν ανζπαφα κατά τθν μετακίνθςθ τουσ  

μζςω του τριχοειδοφσ, και το φαινόμενο ιξϊδεσ τθσ διαςποράσ γίνεται άπειρο. 

Αιμόλυςη. Όταν το κφτταρο διαςπείρεται ςε ζνα μζςο με χαμθλότερθ ωςμωτικι 

ςυγκζντρωςθ από το εςωτερικό του κυττάρου, διογκϊνεται και διαλφεται ςαν αποτζλεςμα 

τθσ ωςμωτικισ πίεςθσ, Bitsch, 2002. Λφςθ μπορεί να προκφψει, εάν το κφτταρο εκτεκεί ςε 

μεγάλεσ διατμθτικζσ τάςεισ. Μεγάλεσ διατμθτικζσ τάςεισ αντιςτοιχοφν, Chang et.al., 2000, 

ςε ζνα εφροσ ρυκμοφ παραμόρφωςθσ 30-90x103 s-1, αλλά θ ηθμία εξαρτάται επίςθσ από το 

χρόνο ζκκεςθσ. Διάφορεσ επιφάνειεσ μποροφν επίςθσ να επθρεάςουν τθν αιμόλυςθ. Η 

αιμόλυςθ μπορεί να ελεγχκεί πειραματικά μετρϊντασ τθν ςυγκζντρωςθ τθσ αιμοςφαιρίνθσ 

που ελευκερϊνεται ςτο εξωκυττάριο μζςο.  

 

1.13.  ΜΟΝΤΕΛΟΡΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΜΙΚΟΚΥΚΛΟΦΟΙΑΣ TOY AIMATΟΣ 

Οι κεωρθτικζσ βιορευςτοδυναμικζσ μελζτεσ του Secomb, 1991, 1995, 2003, αφοροφν   τθν 

αξονοςυμμετρικι κίνθςθ των ερυκρϊν αιμοςφαιρίων ςε κυλινδρικά τριχοειδι με δφο 

κφριουσ ςτόχουσ: να προβλζψουν τθ ςχζςθ τθσ ταχφτθτασ ροισ των ςωματιδίων προσ τθ 

ςυνολικι ροι και να  εκτιμιςουν το φαινόμενο ιξϊδεσ των διαςπορϊν.  

 

 

 

Σχ.1.5.  Παραμόρφωςη ερυθρών ςε τριχοειδή. Skalak, Branemark, 1969. 
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τουσ μικροςωλινεσ θ ροι είναι πάντα ςτρωτι, και θ εκτίμθςθ  του προφίλ τθσ ταχφτθτασ 

του αίματοσ γίνεται από τθν εξίςωςθ τθσ κίνθςθσ του και τθν καταςτατικι εξίςωςθ του 

Νεφτωνα, Bitsch. Σα ςυςτιματα ςυγκρίνονται με μελζτθ του προφίλ τθσ ταχφτθτασ ςε 

μικροςωλινα, κακϊσ παρζχουν πλθροφορίεσ για τθν καταςτατικι εξίςωςθ. π.χ. ο Fung, 

1984, πραγματοποίθςε μετριςεισ του προφίλ τθσ ταχφτθτασ ροισ του αίματοσ ςε ςωλινα με 

διάμετρο περίπου 70 μm.  Οριςμζνα από τα χαρακτθριςτικά των RBCs  που παρατιρθςε 

είναι ότι ςε χαμθλοφσ ρυκμοφσ παραμόρφωςθσ αυτά ςχθματίηουν ςτιβάδεσ και 

αναπτφςςουν μθ παραβολικά προφίλ ταχφτθτασ μζςα ςτον ςωλινα. Παραμορφϊνονται 

εφκολα ςε υψθλοφσ ρυκμοφσ παραμόρφωςθσ, και είναι πιο ευζλικτα από τισ ςταγόνεσ 

υγροφ. Ζνα άλλο ενδιαφζρον χαρακτθριςτικό είναι θ τάςθ των κυττάρων να μεταναςτεφουν 

μακριά από ςτερεζσ επιφάνειεσ. Σο φαινόμενο αυτό, που αναφζρεται ωσ τοιχωματικι 

δράςθ  (wall-effect), εξθγείται με τθν παραμορφωςιμότθτα των κυττάρων. Η τοιχωματικι 

δράςθ παρατθρείται τόςο για ςφαίρεσ υγροφ όςο και για άκαμπτεσ ςφαίρεσ ςε υψθλά 

ποςοςτά διάτμθςθσ. Η ςυγκζντρωςθ των κυττάρων είναι αυξθμζνθ προσ τθν κατεφκυνςθ τθσ 

κεντρικισ γραμμισ του αγωγοφ και πιο ζντονθ με τθν αφξθςθ του ιξϊδουσ του 

διαςπειρομζνου υγροφ.  

Ο Bitsch, 2002 μοντελοποίθςε τθν ροι του αίματοσ ςτθν μικρομετρικι κλίμακα 

χρθςιμοποιϊντασ τθ κεωρία των γενικευμζνων Νευτϊνειων ρευςτϊν, όπου το φαινόμενο 

ιξϊδεσ περιγράφεται ωσ ςυνάρτθςθ των βακμωτϊν ςτακερϊν του τανυςτι του ρυκμοφ 

παραμόρφωςθσ. Ο μθ γραμμικόσ χαρακτιρασ τθσ καταςτατικισ εξίςωςθσ μετρικθκε με 

περιςτρεφόμενο ροόμετρο και με τισ μετριςεισ καταςκευάςτθκε μια καταςτατικι εξίςωςθ 

με το εκκετικό μοντζλο, που χρθςιμοποιικθκε ςε CFD προςομοιϊςεισ μζςα ςε απλοφσ 

μικροςωλινεσ. Μελζτθςε τθν ςυςχζτιςθ ανάμεςα ςτο ιξϊδεσ και τθν απόςταςθ μεταξφ δφο 

παραλλιλων πλακϊν ςε διάτμθςθ.  

τθ ροι RBC ςτθν μικροκυκλοφορία οι παρατθριςεισ in vivo και in vitro, Skalak & 

Branemark, 1969, ζχουν δείξει ότι θ διαςπορά των κυττάρων κατά μικοσ τριχοειδοφσ με 

διάμετρο ςυγκρίςιμθ ι μικρότερθ από τθ μζγιςτθ διάμετρο των κυττάρων, ςχθματίηουν μια 

ελάχιςτα μθ αξονοςυμμετρικι διάταξθ μία ςειράσ, όπωσ φαίνεται ςτο χ.1.5. Κατά τθ 

διάρκεια τθσ κίνθςθσ υπό τθν επίδραςθ τθσ ροισ λόγω διαφοράσ πίεςθσ, θ μεμβράνθ 

περιςτρζφεται αργά γφρω από το εςωτερικό των κυττάρων. Οι ρεολογικζσ ιδιότθτεσ του 

αίματοσ ςε διατμθτικι ροι, Fung, 1984,  χαρακτθρίηεται από τον ρυκμό παραμόρφωςθσ του 

ρευςτοφ 
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όπου iv  είναι θ ταχφτθτα ςτθν κατεφκυνςθ ix . Ο ρυκμόσ διάτμθςθσ ορίηεται 0.5   old  , 

όπου  old είναι ο ρυκμόσ διάτμθςθσ ςφμφωνα με παλιά ςφμβαςθ που ακόμθ 

χρθςιμοποιείται ςτθ βιβλιογραφία. Σο φαινόμενο ιξϊδεσ δθλ. θ ςχζςθ μεταξφ διατμθτικισ 

τάςθσ και ρυκμοφ παραμόρφωςθσ, αυξάνει με τον αιματοκρίτθ, Fung, 1984. Για μθδζν 

αιματοκρίτθ όλα τα ρευςτά ςυμπεριφζρονται Νευτϊνεια. Για μικρό ρυκμό παραμόρφωςθσ 

θ ςυνάκροιςθ (ομαδοποίθςθ)  των κυττάρων ζχει μεγάλθ επιρροι ςτο ιξϊδεσ. Η επίδραςθ 

τθσ ςυνάκροιςθσ των κυττάρων είναι μζγιςτθ ςε μζτριουσ αιματοκρίτεσ και αυτό φανερϊνει  

τθ ςθμαςία τθσ ςυνάκροιςθσ και παραμόρφωςθσ των RBC για αιματοκρίτθ 45%. ε υψθλοφσ 

ρυκμοφσ διάτμθςθσ θ παραμορφωςιμότθτα είναι ςθμαντικι για το αποτζλεςμα διατμθτικισ 

αραίωςθσ (shear thinning effect). 

 

1.14. ΑΙΘΜΗΤΙΚΗ ΜΟΝΤΕΛΟΡΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΜΙΚΟΚΥΚΛΟΦΟΙΑΣ ΤΟΥ ΑΙΜΑΤΟΣ. 

Η αρικμθτικι μοντελοποίθςθ τθσ μικροκυκλοφορίασ του αίματοσ δθλ. θ ςχζςθ μεταξφ τθσ 

κίνθςθσ των ςταγόνων και τθσ κίνθςθσ των κυττάρων του αίματοσ ςε τριχοειδείσ ςωλινεσ 

αποτζλεςε κίνθτρο για τθν εκτζλεςθ αυτισ τθσ ζρευνασ και αντικείμενο εφαρμογισ των 

μεκόδων που αναπτφξαμε για τισ διφαςικζσ ροζσ. ε αρχικζσ μελζτεσ τα κφτταρα 

μοντελοποιικθκαν ωσ ςυςφαιρώματα (pellets) από ελαςτικό ςτερεό. Οι Hyman & Skalak, 

1972, μοντελοποίθςαν πρϊτοι από τθ ςκοπιά τθσ διφαςικισ ροισ, τθ ροι του αίματοσ ςτα 

τριχοειδι ωσ αξονοςυμμετρικι ροι, μζςα ςε άκαμπτο ςωλινα. Παραμορφϊςιμεσ ςταγόνεσ 

(ερυκρά και λευκά αιμοςφαίρια) ενόσ αςυμπίεςτου Νευτϊνειου υγροφ διαςπείρονται ςε 

άλλο Νευτϊνειο υγρό (πλάςμα) ςε ροι χωρίσ αδράνεια (αρικμόσ Reynolds<<1), κεωρϊντασ 

ότι επενεργεί επιφανειακι τάςθ ςτθν διεπιφάνεια των δφο ρευςτϊν. το μοντζλο αρχικά  οι 

ςταγόνεσ είναι ςφαιρικζσ, ςε κατάςταςθ θρεμίασ και ουδζτερα επιπλζουςεσ. Η διεπιφάνεια 

υγροφ-υγροφ με επιφανειακι τάςθ εκπροςωπεί το όριο ρευςτό-μεμβράνθ-ρευςτό που 

απαιτεί ταίριαςμα των ταχυτιτων του ρευςτοφ ςτο όριο δθμιουργϊντασ μια ςτακερι 

κυκλοφορία ςτο εςωτερικό των ςταγόνων80.  

Σα μθ Νευτϊνεια χαρακτθριςτικά τθσ διαςποράσ επαλθκεφτθκαν ότι είναι ποιοτικά 

παρόμοια με τα χαρακτθριςτικά τθσ ροισ του αίματοσ ςτα τριχοειδι. Η παραμόρφωςθ των 

ςταγόνων-αιμοςφαιρίων, που εξαρτάται από τθν ταχφτθτα ροισ μειϊνει ςθμαντικά τθ 

πτϊςθ πίεςθσ ςε ςχζςθ με μια διαςπορά άκαμπτων ςφαιρϊν ι ςφαιρικϊν (μθ 

                                                      

80
 τθν περίπτωςθ μεμβράνθσ μπορεί να μθν υπάρχει  αντίςτοιχθ κυκλοφορία. 
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παραμορφϊςιμων) υγρϊν ςταγόνων. Σο γεγονόσ αυτό αποτελεί ζνα μθχανιςμό μθ 

Νευτϊνειασ ςυμπεριφοράσ τθσ διαςποράσ ωσ ςφνολο, και αποδίδεται ςτθν ευελιξία των 

ςτοιχείων τθσ διαςποράσ. Σα ςχιματα των υγρϊν ςταγόνων που προκφπτουν είναι 

παρόμοια με τα ςχιματα των ερυκρϊν αιμοςφαιρίων που ζχουν παρατθρθκεί ςε ςτενό 

γυάλινο τριχοειδι ςωλινα κακϊσ και ςτα αιμοφόρα αγγεία. Σο ςχιμα των ςταγόνων ςε 

μόνιμθ κατάςταςθ διαπιςτϊνεται ότι εξαρτάται πρωτίςτωσ από τισ κάκετεσ τάςεισ ςτθ 

διεπιφάνεια όπωσ και είναι ποιοτικά παρόμοια  με τθν παραμόρφωςθ του RBC.  

Οι Zarda et.αl., 1977 χρθςιμοποιοφν τθ κεωρία λεπτοφ περιβλιματοσ (thin-shell theory) για 

να λάβουν υπόψθ τθν εικονικι μθ ςυμπιεςτότθτα και τισ ελαςτικζσ ιδιότθτεσ τθσ κυτταρικισ 

μεμβράνθσ. Οι Skalak & Tôzeren, 1980, Skalak et.al., 1989, Ôzkaya, 1986, χρθςιμοποίθςαν τισ 

FEM για τθν επίλυςθ των υδροδυναμικϊν εξιςϊςεων για χαμθλό αρικμό Reynolds γφρω από 

ςτακερά μεταφερόμενο κφτταρο. Οι Secomb81et.al. ανζπτυξαν ζνα πιο εφχρθςτο μοντζλο για 

πολφ πυκνά τοποκετθμζνα κφτταρα με τθν μζκοδο τθσ λιπαντικισ ροισ και διατφπωςαν ζνα 

πρόβλθμα οριακϊν τιμϊν με ςυνικεισ διαφορικζσ εξιςϊςεισ. Οι Hsu & Secomb, 1989, 

επεξζτειναν το μοντζλο λιπαντικισ ροισ ςτισ τρεισ διαςτάςεισ και μελζτθςαν τθν μθ 

αξονοςυμμετρικι κίνθςθ, για πολφ πυκνά τοποκετθμζνα κφτταρα, ςε κυλινδρικό τριχοειδζσ, 

ςυνεκτιμϊντασ τθν τρεμουλιαςτι κίνθςθ τθσ μεμβράνθσ. Σα αποτελζςματα τουσ ζδειξαν ότι 

θ ταχφτθτα τθσ μεμβράνθσ είναι πολφ μικρότερθ από τθν ταχφτθτα των κυττάρων, και ότι θ 

κίνθςθ τθσ μεμβράνθσ δρα για να μειωκεί θ αντίςταςθ τθσ ροισ, κατά ζνα μικρό ποςοςτό ςε 

ςχζςθ με εκείνθ ενόσ άκαμπτου κυττάρου με το ίδιο ςχιμα. Σα ςυμπεράςματα αυτά 

υποςτθρίηουν τθ φυςικι καταλλθλότθτα και τθν προβλεπτικι ικανότθτα του μοντζλου 

αξονοςυμμετρικισ ροισ που ζχει αναπτυχκεί ςτισ προθγοφμενεσ μελζτεσ. Η FEM των Zarda 

et.al.,1977 και μετζπειτα ςυγγραφζων παραβλζπουν τισ αλλθλεπιδράςεισ των 

ερυκροκυττάρων και περιγράφουν τθν κίνθςθ των επιμζρουσ κυττάρων ςαν να βρίςκονται 

ςε απομόνωςθ. Αντίκετα το μοντζλο λιπαντικισ ροισ επικεντρϊνεται ςτθν μικρι περιοχι 

μεταξφ τθσ πλευρικισ επιφάνειασ κυττάρων και τοιχωμάτων του τριχοειδοφσ και κεωρεί ότι 

θ κίνθςθ μεταξφ των γειτονικϊν κυττάρων προςομοιϊνεται καλά από τθν αδιατάραχτθ 

παραβολικι ροι Poiseuille του πραγματικοφ RBC. Σο μοντζλο λιπαντικισ ροισ αδιαφορεί για 

το απαραμόρφωτο ςχιμα του κυττάρου, κεωρϊντασ ότι, αν θ ροι διακοπεί, τα κφτταρα κα 

επανζλκουν ςτο χωρίσ τάςεισ ςχιμα τθσ ςφαίρασ. ε προςομοιϊςεισ των Secomb  et.al., 

1986, θ επιφάνεια τθσ ιςοδφναμθσ ςφαίρασ είναι ίςθ με τθν επιφάνεια των πραγματικϊν 

ερυκροκυττάρων. Ο περιοριςμόσ αυτόσ καταργικθκε, Secomb et.al., 2001, που γενίκευςαν 

επίςθσ το μοντζλο τθσ λιπαντικισ ροισ για να μοντελοποιιςουν το επιφανειακό ςτρϊμα του 
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 Secomb, 1987, Secomb & Hsu, 1996, Secomb &. Gross, 1983, Secomb et.al.,1986. 
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ενδοκθλίου. Οι Barthes-Biesel82et.al. μελζτθςαν τθν αξονοςυμμετρικι διζλευςθ  με 

απαραμόρφωτεσ ςφαιρικζσ και ςφαιροειδείσ κάψουλεσ (capsules) μζςα από  πόρουσ με 

ςωλινεσ  και ςτενϊςεισ. 

Ο Καλιακάτςοσ, 2000, μελζτθςε διδιάςτατεσ και αξονομετρικζσ ροζσ με ζνα ερυκροκφτταρο 

ςτθν μικροκυκλοφορία και ςυςτθματικά ςυνζκρινε με ςτοιχεία από διάφορα μοντζλα 

προςομοίωςθσ ροϊν ερυκρϊν αιμοςφαιρίων, Poulou, 1995, Queguiner & Barthes-Biesel, 

1997.  

Ο Pozrikidis, 2005 μελζτθςε τθν αξονοςυμμετρικι κίνθςθ των ερυκρϊν αιμοςφαιρίων ςε 

κυλινδρικό τριχοειδζσ λόγω διαφοράσ πίεςθσ. Η μακθματικι διατφπωςθ λαμβάνει υπόψθ 

τισ ςχεδόν αςυμπίεςτεσ και ελαςτικζσ ιδιότθτεσ τθσ κυτταρικισ μεμβράνθσ για 

παραμόρφωςθ ςε διάτμθςθ και κάμψθ από το αρχικό άφορτο ςχιμα του αμφίκοιλου 

δίςκου. Προςομοιϊνονται τυχαίεσ διατάξεισ κυττάρων που είναι τοποκετθμζνα ςε μία 

περιοδικι ςειρά ομοαξονικά με τριχοειδι διαφόρων διαμζτρων. Η μεταβολι του ςχιματοσ 

του RBC ςτον χρόνο από τθν ιςορροπία μζχρι ζνα πολφ παραμορφωμζνο μόνιμο ςχιμα 

υπολογίηεται για διάφορεσ ςυνκικεσ περιοδικισ αξονοςυμμετρικισ ροισ με τθν μζκοδο 

boundary-integral ςε ροι Stokes83 και τθν ςυνάρτθςθ Green χωρίσ τισ παραδοχζσ του 

λιπαντικοφ μοντζλου. Η ςχεδόν αςυμπίεςτθ και ελαςτικι ςυμπεριφορά τθσ κυτταρικισ 

μεμβράνθσ ςυνυπολογίηεται με τθν εφαρμογι κατάλλθλθσ καταςτατικισ εξίςωςθσ. Σα 

αποτελζςματα του δείχνουν τθν εξάρτθςθ του αιματοκρίτθ του αίματοσ και του φαινομζνου 

ιξϊδουσ από τθν απόςταςθ μεταξφ των κυττάρων, τθν διάμετρο του ςωλινα και τθν μζςθ 

ταχφτθτα ροισ. Επικυρϊνονται επίςθσ οι προβλζψεισ του μοντζλου τθσ λιπαντικισ κεωρίασ 

για πολφ κοντά τοποκετθμζνα κφτταρα.  

Από τισ χαρακτθριςτικζσ παρατθριςεισ, Pozrikidis, 2005, είναι  ότι ςε αυτζσ τισ διατάξεισ, 

από τθ δράςθ τθσ διαφοράσ πίεςθσ, το οπίςκιο άκρο των κυττάρων πλατφνεται (flattened), 

ενϊ το εμπρόςκιο άκρο προεξζχει (bulges). Κακϊσ θ διάμετροσ του ςωλινα γίνεται 

μεγαλφτερθ, αναπτφςςονται διπλζσ και πολλαπλζσ ςειρζσ κυττάρων και ςτθ ςυνζχεια 

πραγματοποιείται μετάβαςθ ςε ροι διαςποράσ. Ζνα ςθμαντικό χαρακτθριςτικό τθσ ροισ 

τφπου διαςποράσ είναι θ ανάπτυξθ ενόσ ςτρϊματοσ χωρίσ κφτταρα γφρω από τθν 

περιφζρεια του αγγείου λόγω τθσ αυκόρμθτθσ μετανάςτευςθσ των κυττάρων μακριά από τα 

τοιχϊματα, προσ τισ περιοχζσ χαμθλοφ ρυκμοφ παραμόρφωςθσ κοντά ςτθν αξονικι  γραμμι. 
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 Leyrat-Maurin & Barthes-Biesel, 1994,

 
Queguiner & Barthes-Biesel, 1997, Diaz & Barthes-Biesel, 

2002. 
83

 Ροι Stokes είναι ζνασ ο τφποσ ροισ, όπου οι δυνάμεισ αδράνειασ είναι μικρζσ ςε ςφγκριςθ με τισ 
ςυνεκτικζσ  δυνάμεισ. Ο αρικμόσ Reynolds είναι χαμθλόσ, π.χ. 1Re , θ ταχφτθτα του ρευςτοφ είναι 

πολφ μικρι, το ιξϊδεσ είναι πολφ μεγάλο, ι το μικοσ κλίμακασ τθσ ροισ είναι πολφ μικρό π.χ., 
ςε ςυςκευζσ MEMS, ςτθ ροι ιξωδϊν πολυμερϊν και ςτθν μικροκυκλοφορία του αίματοσ. 
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Επειδι τα κφτταρα τείνουν να ςυγκεντρωκοφν ςε αυτιν τθν περιοχι υψθλισ ταχφτθτασ, το 

ογκομετρικό ποςοςτό ροισ τουσ υπερβαίνει αυτοφ του γενικοφ ρευςτοφ. Επίςθσ υπολόγιςε 

τον αιματοκρίτθ εκκζνωςθσ με βάςθ τον αιματοκρίτθ ςωλινα και  επαλικευςε το Fâhraeus 

effect.  
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2.1.  ΣΟ ΠΛΑΙΙΟ ΣΗ ΠΡΟΟΜΟΙΩΗ 

Στο κεφάλαιο αυτό αναπτφςςεται θ γενικι μακθματικι μεκοδολογία με βάςθ τθν οποία 

υλοποιικθκαν οι ςτόχοι τθσ διατριβισ δθλαδι θ αρικμθτικι προςομοίωςθ και ο 

υπολογιςμόσ τθσ μεταβατικισ διφαςικισ ροισ ςυνεκτικϊν αςυμπίεςτων μθ 

αναμειγνυόμενων νευτϊνειων ρευςτϊν μζςα ςε κλειςτοφσ διδιάςτατουσ ι 

αξονοςυμμετρικοφσ ευκφγραμμουσ αγωγοφσ ι αγωγοφσ ςυνκετότερθσ γεωμετρίασ με 

ςτακερά, άκαμπτα τοιχϊματα π.χ. αγωγοφσ με ςτζνωςθ ι/και διεφρυνςθ, διπλι γωνία, ταφ, 

αγωγοφσ με καμπφλεσ.  

 

 

(α)                                                                     (β) 

Σχ.2.1.(α) Σχθματικι αναπαράςταςθ τριϊν παραμορφϊςιμων ςταγόνων διαςπαρμζνων ςε 

διφαςικό πεδίο ροισ λόγω διαφοράσ πίεςθσ μζςα ςε κλειςτό ευκφγραμμο αγωγό. Η αρχικι 

κατανομι ταχφτθτασ  είναι τθσ ςτρωτισ ροισ Poiseuille τθσ ςυνεχοφσ φάςθσ. Η ροι 

απεικονίηεται ςτο αρχικό και ςε επόμενο χρονικό ςτιγμιότυπο, tϋ.  (β)  Η  εκκεντρότθτα 

τοποκζτθςθσ τθσ ςταγόνασ  δ=e/h  ι δ=e/R. (Christafakis et al. , 2006). 

 

Συγκεκριμζνα μοντελοποιείται θ κίνθςθ ποικιλίασ διατάξεων ςταγόνων διαφόρων μεγεκϊν 

που διαςπείρονται και μεταναςτεφουν μζςα ςτθν πρωτεφουςα ςυνεχι φάςθ κάτω από 

επιλεγμζνεσ κάκε φορά ςυνκικεσ ροισ ςε πεδίο ροισ Hagen-Poiseuille τθσ ςυνεχοφσ φάςθσ 
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(κεφ.4,5,6,7) όπωσ ενδεικτικά παρουςιάηεται ςτο Σχ.2.1. Με τον αρικμθτικό αλγόρικμο 

(κεφ.3), που υλοποιικθκε ςε γλϊςςα προγραμματιςμοφ FORTRAN κακίςταται εφικτόσ ο 

υπολογιςμόσ πρωτογενϊν και δευτερογενϊν ρευςτοδυναμικϊν μεγεκϊν και θ μελζτθ 

πεδίων χρονικά μεταβαλλόμενθσ (μεταβατικισ) διφαςικισ ροισ υγροφ ςε υγρό, ζωσ ότου θ 

παραμόρφωςθ των ςταγόνων κατά περίπτωςθ καταλιξει, αν είναι εφικτό, ςε ουςιαςτικά 

αμετάβλθτα περιγράμματα ςταγόνων. 

Στο Σχ.2.1. τα ςφμβολα δθλϊνουν: ρb,, μb, τθν πυκνότθτα και το ιξϊδεσ των ςταγόνων και ρc, 

μc τα αντίςτοιχα μεγζκθ τθσ ςυνεχοφσ φάςθσ, e, τθν απόςταςθ του κζντρου τθσ 

ειςαχκείςασ ςταγόνασ από τον άξονα τθσ ςυμμετρίασ του αγωγοφ, h, το θμι-πλάτοσ του 

καναλιοφ ςτθν είςοδο, R, τθν ακτίνα του αντίςτοιχου αξονομετρικοφ αγωγοφ, r, τθν  αρχικι 

ακτίνα τθσ ειςαγόμενθσ κυκλικισ ςταγόνασ1 ςτθν είςοδο του αγωγοφ. Η εκκεντρότθτα 

τοποκζτθςθσ τθσ ςταγόνασ ορίηεται / h   ι / R  .  

Επίςθσ, για να περιγράφουν ποςοτικά γεωμετρικά χαρακτθριςτικά και το μζγεκοσ τθσ 

παραμόρφωςθσ τθσ ςταγόνασ,  χρθςιμοποιοφνται τα δφο βακμωτά μζτρα που ειςιγαγε ο 

Taylor, 1934, αφενόσ  θ «παράμετροσ παραμόρφωςθσ», D  

L B
D

L B
                                                                               (2.1.1.), 

όπου L, είναι  το ςτιγμιαίο μικοσ,  B το ςτιγμιαίο πλάτοσ τθσ ςταγόνασ  και αφετζρου θ 

«γωνία κλίςθσ» κ, δθλαδι θ γωνία προςανατολιςμοφ τθσ ςταγόνασ ωσ προσ τον άξονα του 

αγωγοφ, Σχ.2.1.(α).  

Η μζκοδοσ που υλοποιιςαμε ςτθν διατριβι αποτελείται ςτθν ουςία από δφο ξεχωριςτζσ 

μεκοδολογίεσ που ςυμπλζκονται κατάλλθλα ςε ζνα πεπλεγμζνο αλγόρικμο. Η πρϊτθ 

μεκοδολογία υπολογίηει αρικμθτικά το πεδίο ροισ τθσ διφαςικισ ροισ με επίλυςθ των 

πλιρων διδιάςτατων ι αξονοςυμμετρικϊν εξιςϊςεων Navier-Stokes για νευτϊνεια, 

αςυμπίεςτα, ςυνεκτικά ρευςτά με επιφανειακι τάςθ μεταξφ των δφο φάςεων. Η δεφτερθ 

μεκοδολογία είναι απαραίτθτθ για τθν ανίχνευςθ και παρακολοφκθςθ ςτον χρόνο τθσ 

επιφανείασ (καμπφλθσ) που χωρίηει τισ φάςεισ των δφο ρευςτϊν (ςταγόνων και ςυνεχοφσ 

φάςθσ) τθσ λεγόμενθσ διεπιφάνειασ. Ο υπολογιςμόσ τθσ παρζχει τισ ςυντεταγμζνεσ των 

περιγραμμάτων των ςταγόνων κατά τθν εξζλιξθ του φαινομζνου.  

Η διεπιφάνεια είναι από μακθματικι και φυςικι άποψθ μια απότομθ και περίπλοκθ 

αςυνζχεια ςτθν οποία ςυντελείται ζνα μεγάλο άλμα ςτθν πυκνότθτα, το ιξϊδεσ, τθν πίεςθ 

και τθν εφαπτομενικι ταχφτθτα. Η διεπιφάνεια των περιγραμμάτων των ςταγόνων 

                                                           

1
 κυλινδρικισ ςτο διδιάςτατο πρόβλθμα και ςφαιρικισ ςτο αξονοςυμμετρικό. 
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υλοποιείται με τουσ  αλγορίκμουσ  τθσ “Level-Set Method”, ι «μεκόδου των ιςοχψϊν» των 

Osher & Sethian, 1988 θ οποία ειςάγει τθν «ςυνάρτθςθ level-set» ι «ςυνάρτθςθ των 

ιςοχψϊν», ι απλά  . Η LSM περιγράφει ζμμεςα τοπολογικά ςφνκετεσ κινοφμενεσ 

διεπιφάνειεσ δθλ. 2D καμπφλεσ και 3D επιφάνειεσ με ακρίβεια. Από καταςκευισ ζχει τθν 

ικανότθτα να περιγράφει τθν διάςπαςθ μιασ ςταγόνασ κακϊσ και τθν ςυνζνωςθ ςταγόνων 

με ακρίβεια, όταν εξαςφαλιςτεί θ επαρκισ πυκνότθτα του αρικμθτικοφ πλζγματοσ.  

Η ςφμπλεξθ των δφο μεκοδολογιϊν είναι απαραίτθτθ από τθν φφςθ του προβλιματοσ και 

γίνεται ωσ εξισ. Η LSM προςδιορίηει τθ κζςθ, περιγράφει τθν κίνθςθ των ςθμείων τθσ 

διεπιφάνειασ των δφο ρευςτϊν ςε κάκε χρονικι ςτιγμι χρθςιμοποιϊντασ υποχρεωτικά τισ 

ταχφτθτεσ του πεδίου ροισ, όπωσ ζχουν υπολογιςτεί από τθν πρϊτθ μεκοδολογία, ενϊ 

παρζχει ζμμεςα τισ επιπρόςκετεσ αναγκαίεσ ςυνκικεσ για τθν διατφπωςθ και επίλυςθ των 

ανακεωρθμζνων διφαςικϊν εξιςϊςεων τθσ ορμισ για χρονικά εξαρτϊμενα αςυμπίεςτα 

πεδία, γιατί οι όροι ιξϊδουσ και επιφανειακισ τάςθσ είναι εξαρτθμζνεσ ςυναρτιςεισ τθσ . 

Πιο αναλυτικά θ διεπιφάνεια των δφο ρευςτϊν περιγράφεται ςαν το ςφνολο των ςθμείων 

του πεδίου ροισ, όπου μία ομαλι ςυνάρτθςθ  ζχει μθδενικι τιμι. 

 Η ςυνάρτθςθ  ορίηεται αρχικά ςε κάκε ςθμείο του πεδίου ροισ ωσ θ απόςταςθ του 

ςθμείου αυτοφ από το αρχικό ςχιμα τθσ διεπιφάνειασ, που περιγράφεται από τθν εξίςωςθ 

κφκλου,  2 2( ) ( ) 0      o o ox x y y r , όπου   ,o ox y  είναι οι ςυντεταγμζνεσ του 

κζντρου τθσ ςταγόνασ και or  είναι θ  αρχικι ακτίνα τθσ ςταγόνασ.  Για ςθμεία του πεδίου 

ροισ ςτο εςωτερικό τθσ διεπιφάνειασ θ  ζχει αρνθτικι τιμι, 0   και για ςθμεία του 

πεδίου ζξω από τθν διεπιφάνεια ζχει κετικι τιμι, 0  .  

Η μεκοδολογία επιτρζπει οι ςταγόνεσ να ζχουν διαφορετικό ιξϊδεσ και πυκνότθτα2  από το 

περιβάλλον ρευςτό και ςτθν διεπιφάνεια των ςταγόνων με το περιβάλλον ρευςτό να 

αςκοφνται δυνάμεισ επιφανειακισ τάςθσ, εξαςφαλίηοντασ ότι οι δφο υγρζσ φάςεισ δεν  

αναμειγνφονται. Τόςο το ιξϊδεσ όςο και θ πυκνότθτα του ρευςτοφ ορίηονται ωσ 

ςυναρτιςεισ τθσ κζςθσ ςτο πεδίο ροισ και τθσ ςυνάρτθςθσ   και παραμζνουν ςτακερά για 

το ίδιο ςτοιχείο ρευςτοφ κακϊσ αυτό κινείται ςτο πεδίο  ςφμφωνα με τισ εξιςϊςεισ: 

( ) 0t u                                                      (2.1.2.) 

 ( ) 0t u
     

                                                (2.1.3.). 

                                                           

2 Στθν υλοποίθςθ του αλγορίκμου γίνεται θ παραδοχι ότι θ ςταγόνα και το περιβάλλον ρευςτό ζχουν 

τθν ίδια πυκνότθτα χωρίσ αυτό να αποτελεί περιοριςμό τθσ μεκόδου. Με μικρι τροποποίθςθ ςτισ 
διακριτοποιιςεισ είναι άμεςα εφικτι και θ μελζτθ διφαςικϊν ροϊν με διαφορετικι πυκνότθτα, όπωσ 
θ μελζτθ τθσ κακίηθςθσ των ερυκρϊν αιμοςφαιρίων. 
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 Η ςυνάρτθςθ  , αφοφ θ διεπιφάνεια αποτελείται πάντοτε από τα ίδια ςτοιχεία των δφο 

ρευςτϊν, μεταβάλλεται ςτο χρόνο με βάςθ τθν εξίςωςθ  

0
D

Dt
                                                                   (2.1.4.), 

ενϊ είναι ανάγκθ να ανακαταςκευάηεται με κατάλλθλο αλγόρικμο, ϊςτε να παραμζνει 

ςυνάρτθςθ απόςταςθσ από τθν διεπιφάνεια, όπωσ ζχει αρχικά οριςκεί.  

 

2.2. ΔΙΑΣΤΠΩΗ ΣΩΝ ΚΑΣΑΣΑΣΙΚΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ  ΔΙΦΑΙΚΗ ΡΟΗ    

Ο αρικμθτικόσ αλγόρικμοσ προςομοίωςθσ τθσ μεκοδολογίασ (κεφ.3) ζχει κεωρθτικό 

υπόςτρωμα τθν μθχανικι των διφαςικϊν ροϊν υγροφ ςε υγρό που διατυπϊνεται 

μακθματικά ωσ ςφςτθμα γενικϊν καταςτατικϊν εξιςϊςεων, Croce, 2002,  Landau & Lifshitz,  

1959. Συγκεκριμζνα θ κάκε μια από τισ δφο υγρζσ φάςεισ ρευςτοφ παραμζνουν διακριτζσ 

ςτθν εξζλιξθ του φαινομζνου. 
b  και 

c  ορίηονται τα υποπεδία για τισ  ρευςτζσ φάςεισ b  

(ςταγόνεσ) και c (ςυνεχισ φάςθ), αντίςτοιχα. Η διεπιφάνεια μεταξφ των δφο ρευςτϊν που 

αντιςτοιχεί ςτα περιγράμματα των ςταγόνων ορίηεται b b c    . Το  ςυνολικό 

διφαςικό πεδίο  οριςμοφ είναι το ανοικτό χωρίο  3

b c b   
 
με ςυνεχζσ κατά 

Lipschitz3 όριο 0   .  Η διφαςικι ροι ςτουσ δφο τομείσ 
b ,

c  και τθν διεπιφάνεια b  

είναι χρονικά μεταβαλλόμενθ και περιγράφεται για κάκε φάςθ  ,i b c  τθν χρονικι ςτιγμι 

t  από τισ αςυμπίεςτεσ εξιςϊςεισ Navier-Stokes ςτo αντίςτοιχο υποπεδίο i  για t  . 

Τότε ιςχφει   

( ( ) )
u

D gi
i i i i i

D
p

Dt
                                                                             (2.2.1.), 

0ui  ςτο i  ,   ,i b c                                                                                       (2.2.2.), 

0iu  ςτο όριο 0    για  0,Tt                                                                    (2.2.3.), 

                                                           

3 Στθν πραγματικι ανάλυςθ θ  ςυνζχεια Lipschitz αποτελεί ιςχυρότερθ προχπόκεςθ για τθν 

ομαλότθτα ςυνάρτθςθσ από τθν ςυνθκιςμζνθ ςυνζχεια. Ο ρυκμόσ μεταβολισ ςυνεχοφσ Lipschitz  
ςυνάρτθςθσ ζχει όριο, δθλαδι θ κλίςθ δφο διαδοχικϊν ςθμείων ςτο γράφθμα 
τθσ  ςυνάρτθςθσ επιβάλλεται να είναι λιγότερο απότομθ από ζνα ςυγκεκριμζνο αρικμό, τθν 
λεγόμενθ  ςτακερά Lipschitz τθσ ςυνάρτθςθσ. Στθ κεωρία των διαφορικϊν εξιςϊςεων, θ ςυνζχεια 
Lipschitz είναι θ κεντρικι προχπόκεςθ του κεωριματοσ Picard-Lindelöf το οποίο εγγυάται τθν φπαρξθ 
και μοναδικότθτα τθσ λφςθσ ςε ζνα πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν. 
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0u ui
 για 0t  ςτο i ,     ,i b c                                                                         (2.2.4.), 

ωσ αρχικι ςυνκικθ, όπου ui  είναι θ ταχφτθτα του ρευςτοφ, ip  θ πίεςθ, 
i
 το δυναμικό 

ιξϊδεσ, 
i
 θ πυκνότθτα, Di

 ο τανυςτισ τάςεων λόγω του ιξϊδουσ που δίνεται από  τον τφπο 

D u u
T

i i i
 και g  είναι θ επιτάχυνςθ τθσ βαρφτθτασ. Οι τιμζσ των 

i
 και 

i
μζςα 

ςτθν κάκε φάςθ κεωροφνται ςτακερζσ.  

Ωςτόςο, το ςφςτθμα των εξιςϊςεων (2.2.1.-2.2.4.) ςφμφωνα με τθν μθχανικι του  ςυνεχοφσ 

μζςου δεν είναι ολοκλθρωμζνο αν δεν επιβλθκοφν ςυμπλθρωματικζσ οριακζσ ςυνκικεσ 

ςτθν απότομθ διεπιφάνεια b  που διαχωρίηει τισ δφο φάςεισ τθσ ροισ. Για μθ 

αναμειγνυόμενα ρευςτά αυτό δικαιολογείται από τθν διαςτατικι ανάλυςθ. Ωσ εκ τοφτου, το 

διφαςικό μοντζλο περιλαμβάνει μια μετάβαςθ ςε πυκνότθτα και ιξϊδεσ με μεταβολι ςε όλθ 

τθν διεπιφάνεια, θ οποία δεν διακζτει μάηα και επομζνωσ δεν αςκοφνται  ορκζσ τάςεισ κατά 

μικοσ τθσ. Επιπλζον, θ ταχφτθτα πρζπει να είναι ςυνεχισ ςε όλθ τθν διεπιφάνεια, δθλαδι 

επιβάλλεται θ ςυνκικθ,  

b cu u  ςτθν  b                                                                    (2.2.5.). 

Ζςτω b cn n n  δθλϊνει το κάκετο διάνυςμα ςτθν διεπιφάνεια b , κατευκυνόμενο 

εξωτερικά ςτο b .  Η τοπικι καμπυλότθτα,    δίνεται:  

1 1

R Rt s

                                                                          (2.2.6.), 

με τισ ακτίνεσ καμπυλότθτασ tR  , Rs
 κατά μικοσ των  ςυντεταγμζνων t-s, όπωσ φαίνονται 

ςτο Σχ.2.2. 

 

Σχ.2.2. Στοιχειϊδεσ τμιμα  και γεωμετρικά ςτοιχεία για τθν περιγραφι τθσ διεπιφάνειασ που 

είναι απαραίτθτα ςτουσ υπολογιςμοφσ, Croce, 2002. 
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Οι οριακζσ ςυνκικεσ για τθν επιφανειακι τάςθ ςτθ διεπιφάνεια b  μεταξφ των δφο υγρϊν 

φάςεων δίνονται από τισ ςχζςεισ 

( )b cΤ Τ n n                                                             (2.2.7.) , 

( )b cΤ Τ t
t

                                                                   (2.2.8.), 

( )b cΤ Τ s
s

                                                                   (2.2.9.), 

 όπου 
i i i ipΤ Ι D  είναι ο τανυςτισ των τάςεων, ς είναι ο ςυντελεςτισ επιφανειακισ 

τάςθσ που κακορίηεται από τισ φυςικζσ ιδιότθτεσ των δφο φάςεων. Επειδι κεωρείται ότι οι 

ιδιότθτεσ του υλικοφ, όπωσ 
i
 και 

i
 είναι ςτακερζσ ςε κάκε 

i , ο ςυντελεςτισ 

επιφανειακισ τάςθσ   είναι ςτακερόσ ςε όλο το πεδίο. Επομζνωσ ο όροσ τθσ επιφανειακισ 

τάςθσ F , όπωσ ζχει οριςτεί παραπάνω είναι θ κάκετθ ςυνιςτϊςα τθσ ςυνολικισ 

αςκοφμενθσ δφναμθσ ανά μονάδα επιφάνειασ λόγω τθσ επιφανειακισ τάςθσ. Όμωσ για 

ςτακερό μζτρο επιφανειακισ τάςθσ , οι εφαπτομενικζσ ςυνιςτϊςεσ τθσ επιφανειακισ 

τάςθσ μθδενίηονται δθλαδι   

0
t s

                                                                             (2.2.10.), 

και  άρα  οι ςχζςεισ  (2.2.7.) και  (2.2.8 .)  γράφονται   

( ) 0b cΤ Τ t                                                                      (2.2.11.), 

( ) 0b cΤ Τ s                                                                      (2.2.12.). 

Συνεπϊσ θ κάκετθ ςυνιςτϊςα F  τθσ επιφανειακισ τάςθσ αντιπροςωπεφει τθν ςυνολικι 

δφναμθ ανά μονάδα επιφάνειασ ςτθν διεπιφάνεια και επομζνωσ επιβάλλονται δυνάμεισ τθσ 

επιφανειακισ τάςθσ μόνο κατά τθν κάκετθ κατεφκυνςθ.  

Συνοψίηοντασ, επιλφονται οι εξιςϊςεισ Navier-Stokes (2.2.1.) ςε κάκε μία από τισ 

υποπεριοχζσ 
i  μόνο με τισ ςυνκικεσ (2.2.5.) και (2.2.7.), για τθν διεπιφάνεια b ενϊ οι 

εφαπτομενικζσ ςυνκικεσ  (2.2.11.) και (2.2.12.) δεν εφαρμόηονται ρθτά.  Τελικά, το πλιρεσ 

μοντζλο για προβλιματα διφαςικισ ροισ ςυμπεριλαμβανομζνθσ τθσ επιφανειακισ τάςθσ 

περιγράφεται από το παρακάτω ςφςτθμα που περιζχει τισ εξιςϊςεισ 

 

( ( ) )
u

D gi
i i i i i

D
p

Dt
                                                              (2.2.1.) 

0iu ςτο 
i                                                                                                (2.2.2.) , 

0iu  ςτο όριο 0    για  0,Tt                                                     (2.2.3.), 

0i iu u   για t=0  ςτο 
i                                                                               (2.2.4.), 
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b cu u   ςτο b                                                                                             (2.2.5.) , 

( )b cΤ Τ n n   ςτο b  για  ,i b c
                                         

 (2.2.7.) . 

 

2.3.   ΟΡΙΜΟ ΣΗ ΤΝΑΡΣΗΗ ΣΩΝ ΙΟΤΨΩΝ   . 

Βαςικό υπόβακρο τθσ LSM, όπωσ προτάκθκε από τουσ Osher and Sethian  είναι ότι ςτο n

μια κλειςτι κινοφμενθ διεπιφάνεια ( )b t  με codimension
4
 =1, που περικλείει τθν  περιοχι 

(ι ςφνολο υποπεριοχϊν) ( )b t ,  μπορεί να περιγραφεί ζμμεςα ωσ θ μθδενικι ιςοχψισ τθσ 

ςυνάρτθςθσ   ι το ςφνολο των ςθμείων ςτο χϊρο nx , όπου μθδενίηεται θ  : 

{ : ( , ) 0t x x .  H διεπιφάνεια δθλαδι δίνεται από τθν ςχζςθ  

( ) { : ( , ) 0},b t t t    x x .                                                    (2.3.1.) . 

Στθ μεκοδολογία μασ θ ςυνάρτθςθ των ιςοχψϊν (level-set) , ( , )x t  ι   ι  phi  θ οποία 

είναι ςυνεχισ ςυνάρτθςθ κατά  Lipschitz  ορίηεται με τον ςυμβατικό τρόπο5 :  

0  για   

( , ) 0  για   

0  για  

b

b

c

t

 


 
 

x

x x

x

                                                           (2.3.2.). 

Συγχρόνωσ θ  ( , )t x  κακορίηεται ωσ προςθμαςμζνθ ςυνάρτθςθ απόςταςθσ (signed distance 

function), είναι διαφορίςιμθ ςχεδόν παντοφ και  θ κλίςθ τθσ   πλθροί τθν εικονικι  

 εξίςωςθ6    

2 2 1x y    
                                                                 

 (2.3.3.), 

και υπολογίηει τθν απόςταςθ κάκε ςθμείου ( )tx  από τθν διεπιφάνεια ( )b t  και τθν ςχετικι 

κζςθ του ςθμείου (εντόσ ι εκτόσ) από αυτι.  

Η ταχφτθτα u  ι θ κάκετθ ςυνιςτϊςα τθσ ταχφτθτασ  
nu  με τθν οποία μετακινοφνται γενικϊσ 

τα ςθμεία τθσ διεπιφάνειασ ( )b t
 
επιτρζπεται να είναι ςυναρτιςεισ του χϊρου x , του 

χρόνου t , του κακζτου διανφςματοσ n , τθσ τοπικισ μζςθσ καμπυλότθτασ   ι άλλων 

χαρακτθριςτικϊν ποςοτιτων, όπωσ το μζτρο Hausdorff  τθσ διεπιφάνειασ , ( )b t  , το μζτρο 

                                                           

4
 Όταν ζνα μακθματικό αντικείμενο βρίςκεται εντόσ ι  είναι ςυνδεδεμζνο με ζνα άλλο 

αντικείμενο  διάςταςθσ  n, τότε λζγεται ότι ζχει κ codimension, αν ζχει διάςταςθ n - k. 
5
 Αναφζρονται ςτθν βιβλιογραφία και διαφορετικζσ ςυμβάςεισ οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ των 

ιςοχψϊν.  
6
 Γενικά, εικονικι  (eikonal) εξίςωςθ είναι μια μθ-γραμμικι διαφορικι εξίςωςθ που ςυναντάται ςε 

εξιςϊςεισ Hamilton-Jacobi.  Περιγράφει π.χ. τθν διάδοςθ μετϊπων κφματοσ μζςα ςε υλικά, 
όπου θ τοπικι ταχφτθτα είναι ςυνάρτθςθ τθσ κζςθσ. 
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Lesbegue του ( )b t , ( )b t  ι να επιβάλλεται από εξωτερικό πεδίο με το οποίο ςυμπλζκεται 

θ κίνθςθ τθσ ( )b t , Peng  et.al., 1999.  

Ειδικότερα ςτθν μεκοδολογία τθσ διατριβισ,  θ ςυνάρτθςθ ( )t ορίηεται ςε ολόκλθρο το 

πεδίο ροισ για κάκε χρονικι ςτιγμι t  και θ κζςθ τθσ αλλάηει ςτο χρόνο με τθν τοπικι 

ταχφτθτα του πεδίου ροισ ( )tu  ςθμείο προσ ςθμείο. Σε ζνα ςθμείο ( , )P x y του χωρίου 

οριςμοφ, θ απόλυτθ τιμι τθσ  είναι ίςθ με τθν απόςταςθ του ςθμείου αυτοφ από τθ 

διεπιφάνεια των δφο φάςεων. Αν το ςθμείο ( , )P x y  είναι εκτόσ τθσ ςταγόνασ, κα εκχωρθκεί 

ςτθ   κετικι τιμι (πρόςθμο +), ενϊ ςε ςθμείο εντόσ τθσ ςταγόνασ κα εκχωρθκεί ςτθ 

αρνθτικι τιμι (πρόςθμο -). Η διεπιφάνεια (δθλ. το περίγραμμα τθσ ςταγόνασ) αντιςτοιχεί ςε 

ςθμεία του πεδίου ροισ, όπου ιςχφει 0  .  

Επομζνωσ θ  αρχικι ςυνάρτθςθ ( ,0)x  ορίηεται ωσ εξισ: 

( ,0)x   προςθμαςμζνθ απόςταςθ του x  από τθν (0)b                          (2.3.4.). 

Με τον οριςμό τθσ  γίνεται εφικτό να διατυπωκοφν βαςικά μεγζκθ  του ρευςτοδυναμικοφ 

διφαςικοφ πεδίου ωσ ςυναρτιςεισ τθσ   και ζτςι να οριςτοφν με μία ενιαία ςυνεχι 

ςυνάρτθςθ ςε ολόκλθρο το χωρίο οριςμοφ  . Ζτςι ξεπερνιζται θ ανάγκθ και ςυγχρόνωσ 

αδυναμία για ανεξάρτθτουσ οριςμοφσ ςε κάκε φάςθ ,b c  και κοινι οριακι ςυνκικθ ςτθν 

διεπιφάνεια
 b . 

 

2.4.  ΟΡΙΜΟ ΣΩΝ ΜΕΓΕΘΩΝ : ( )  , ( )  , ( )  , ( )n , ( )H , ( )  . 

Σφμφωνα με τθν §2.3 διάφορεσ μεταβλθτζσ όπωσ οι πυκνότθτεσ i  και τα ιξϊδθ i  μποροφν 

να οριςκοφν ςε ολόκλθρο το   ςυμπεριλαμβανόμενθσ τθσ διεπιφάνειασ b  
ωσ 

ςυναρτιςεισ τθσ  , δθλαδι ( )  και ( )  . Για να περιγραφοφν και οι αςυνζχειεσ ςτθν 

διεπιφάνειασ b , χρθςιμοποιϊντασ τθ γενικευμζνθ 1D ςυνάρτθςθ Heaviside, ( )H x  για 

x    (Παράρτθμα 4)  και τθν ςχζςθ (Π.4.1.) ορίηεται ςτο   θ
 
ςυνάρτθςθ ( )H  : 

0  για   0

( ) 0.5  για  0 

1  για   0

H



 






 
                                                   

(2.4.1.). 

Με τθν ( )H   θ ςυνεχισ πυκνότθτα και το ιξϊδεσ ςτο ςυνολικό πεδίο   τθσ διφαςικισ ροισ 

εκφράηεται ςαν ςυνάρτθςθ τθσ  ,  

( ) ( ) ( )
b c b

H                                                              (2.4.2.) 

 και 
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( ) ( ) ( )        
b c b

H                                                            (2.4.3.). 

Επίςθσ ορίηεται θ 1D ςυνάρτθςθ ( )   ςτο   θ οποία  προκφπτει από τθν γενικευμζνθ 

ςυνάρτθςθ Dirac ( )x  για  x  (Παράρτθμα 4) και τθν ςχζςθ (Π.4.2.) 

0 για 0
( )

για 0


 




 

   

με τον περιοριςμό τθσ ιςοδφναμθσ ςυνκικθσ, ςχζςθ (Π.4.3.), ( ) 1d .                                             

 
Η ( )   δίνει τθν δυνατότθτα να διατυπωκεί ςαν χωρικό ολοκλιρωμα ο όροσ πθγισ τθσ 

επιφανειακισ τάςθσ (§2.5.) με εφαρμογι  τθσ ςχζςθσ  (Π.4.5.),
 

ϊςτε να ιςχφει για 

: f : 
 

( ) ( ( )) ( )δ
b

f x dx dF f x dF
 

     x                             (2.4.4.) 

Οι ( )H  , ( )   ςυμβάλουν ςτον οριςμό και κακιςτοφν εφικτό τον υπολογιςμό των 

παρακάτω γεωμετρικϊν ποςοτιτων. Ζτςι το μικοσ του τόξου τθσ καμπφλθσ 
b  δίνεται 

γενικά από τθν ςχζςθ 

  ,L d dxdyx y


                                                   
(2.4.5.)    

και ωσ ςυνάρτθςθ τθσ  ,Peng et.al. 

( ) ( )b t dx                                                      
(2.4.6.), 

( ) ( )b t H dx                                                        
(2.4.7.). 

Στισ 2-D, το ( )b t  περιγράφει τθν περίμετρο τθσ διεπιφάνειασ ( )b t  και το
 

( )b t  το 

εμβαδό ( )b t που περικλείεται εςωτερικά τθσ  διεπιφάνειασ. Αντίςτοιχα ςτισ 3-D, ( )b t  

είναι το εμβαδόν τθσ επιφανείασ του ( )b t και ( )b t
 
ο όγκοσ του ( )b t .  

Ακόμθ επειδι θ  ορίηεται ςαν ςυνάρτθςθ απόςταςθσ από τθν διεπιφάνεια, το μοναδιαίο 

κάκετο διάνυςμα  ςτθν διεπιφάνεια 
b  με κατεφκυνςθ εξωτερικά ( , )x yn nn  γράφεται   









n                                                                               (2.4.8.) 

και θ τοπικι καμπυλότθτα τθσ διεπιφάνειασ, 
1 1

R Rt s

  (2.2.6.)  εκφράηεται ωσ  

( )


  



      


n

                                               

(2.4.9.). 
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Το   επιλζγεται ϊςτε μια ςφαίρα να ζχει κετικι μζςθ καμπυλότθτα ίςθ με το αντίςτροφο 

τθσ ακτίνασ τθσ. Επίςθσ ορίηεται το μοναδιαίο εφαπτομενικό διάνυςμα s  ςτθν 
b  ωσ

( , ) ( , )x y y xs s n n  s . 

 

2.5.  ΔΙΑΣΤΠΩΗ ΣΗ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΗ ΣΑΗ ΜΕΑ ΣΙ ΕΞΙΩΕΙ ΣΗ ΟΡΜΗ. 

Για να ενςωματωκεί ι επιφανειακι τάςθ που αςκείται ςτθν διεπιφάνεια μζςα ςτισ 

διφαςικζσ εξιςϊςεισ τθσ ορμισ διατυπϊνεται θ ολοκλθρωτικι ζκφραςθ τθσ  (2.2.1.) για 

 ,i b c
 

i i i

i
i i i

D
d dF d

Dt

u
x T n g x                                                 (2.5.1.) 

Ακροίηοντασ τισ δφο εξιςϊςεισ τθσ ορμισ (2.2.1.)  προκφπτει ,  

[ ]
b c b b c

b c
b c b c

D D
d d dF dF d d

Dt Dt

u u
x x T n T n  g x g x      (2.5.2.),

 

όπου 
b ci iT T T  και b cΤ Τ Τ   ςυμβολίηει το άλμα των τιμϊν του τανυςτι των 

τάςεων T  μζςα ςτθ διεπιφάνεια b  .  Άρα  θ  (2.2.7.) γράφεται  

[ ]T n n                                                                                    (2.5.3.),
 

Επίςθσ με εφαρμογι του κεωριματοσ τθσ απόκλιςθσ  του Gauss7, ιςχφει 

dF dT n T x
                                                            

(2.5.4.).
 

Επειδι το T είναι αςυνεχζσ ςτθν διεπιφάνεια εξ αιτίασ του άλματοσ ςτο ιξϊδεσ, επομζνωσ  

και θ ςχζςθ (2.5.4.)
 
πρζπει να κατανοείται υπό τθν ζννοια των κατανομϊν  (distributions). 

Λόγω τθσ (2.2.5.) το πεδίο ταχυτιτων 
b ci iu u u  για ιξϊδθ ρευςτά είναι ςυνεχζσ και 

επίςθσ θ ( )   ςυνεχισ ςυνάρτθςθ άρα μπορεί να προκφψει θ ςχζςθ  

b c

b c
b c

D D D
d d d

Dt Dt Dt

u u u
x x x

                                       
(2.5.5.), 

Αντικακιςτϊντασ τθν (2.5.4.) και (2.5.5.) ςτθν (2.5.2.), διατυπϊνεται θ  

b

D
d d dF d

Dt

u
x T x n  g x                       (2.5.6.). 

                                                           

7 Στο  διανυςματικό λογιςμό, το κεϊρθμα του Gauss, ( )
V S

dV dS   E E , όπου E  είναι το  

διανυςματικό πεδίο, S  είναι θ κλειςτι επιφάνεια που περιβάλλει τον όγκο V ,  εκφράηει ότι θ 

εξερχόμενθ ροι ενόσ διανυςματικοφ πεδίου από μια κλειςτι επιφάνεια ιςοφται με το χωρικό 
ολοκλιρωμα τθσ απόκλιςθσ του πεδίου εντόσ τθσ περιοχισ που περικλείει θ επιφάνεια.  

http://en.wikipedia.org/wiki/Vector_calculus
http://en.wikipedia.org/wiki/Vector_calculus
http://en.wikipedia.org/wiki/Vector_calculus
http://en.wikipedia.org/wiki/Surface
http://en.wikipedia.org/wiki/Volume_integral
http://en.wikipedia.org/wiki/Volume_integral
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Η (2.5.6.) είναι θ ολοκλθρωτικι ζκφραςθ των εξιςϊςεων τθσ ορμισ για αςυμπίεςτθ 

διφαςικι ροι που περιλαμβάνει τθν επιφανειακι τάςθ ςτθ δεξιά πλευρά τθσ εξίςωςθσ ωσ 

όρο πθγισ για ολόκλθρο το πεδίο  .  

Η αντίςτοιχθ διαφορικι ζκφραςθ των διφαςικϊν εξιςϊςεων Navier-Stokes απαιτεί μια 

μζκοδο μοντελοποίθςθσ τθσ δφναμθσ τθσ επιφανειακισ τάςθσ που κατανζμεται ςε όγκο 

μικροφ πλάτουσ που ορίηεται από τθν διεπιφάνεια πεπεραςμζνου πλάτουσ. Χρθςιμοποιείται 

μια διατφπωςθ τθσ μεκοδολογία CSF , Brackbill et.al., 1992, Osher & Fedkiw, 2003, κεφ.1 ςε 

ςυνδυαςμό με τθν  LSM που δεν απαιτεί ρθτι αναςυγκρότθςθ τθσ διεπιφάνειασ8. Οι Chang 

et.al., (1996) απζδειξαν ότι ςτο πλαίςιο των LSM το επιφανειακό ολοκλιρωμα μπορεί να 

μετατραπεί ςε χωρικό ολοκλιρωμα χρθςιμοποιϊντασ τα μεγζκθ ( )  , ( )n , ( )   ωσ 

ςυναρτιςεισ τθσ   και τθν ςχζςθ (2.4.8.). Επομζνωσ  ο  όροσ F  τθσ επιφανειακισ τάςθσ  

γράφεται 

( ) ( ) ( )δ
b

dF d     
 

        n x x                                             (2.5.7.) 

 Αντικακιςτϊντασ τθν (2.5.7.) ςτθν (2.5.6.) προκφπτει θ ςχζςθ 

( ) ( )( ( ) δ  ( ) ) 0
D

d
Dt

       


         
u

T g x
                       

(2.5.8.).
 

Η ολοκλθρωματικι ζκφραςθ  (2.5.8.) περιλαμβάνει μόνο χωρικά ολοκλθρϊματα. Δεδομζνου 

ότι αυτι θ ςχζςθ ιςχφει και για οποιονδιποτε τυχαίο όγκο, με το πζραςμα ςτο όριο των 

απειροςτϊν όγκων, διατυπϊνεται  θ  ιςοδφναμθ διαφορικι ζκφραςθ 

( ) ( )( ) δ  ( ) 0
D

Dt
               

u
T g

                                   
(2.5.9.) 

Από τον οριςμό του τανυςτι των τάςεων 

pΤ Ι D                                                                       (2.5.10.), 

προκφπτει θ  διαφορικι εξίςωςθ  

( ) ( )( ) ( ( ) ) δ  ( )
D

p
Dt

                  
u

D g
              

(2.5.11.).
 

 

 

 

                                                           

8 Το μοντζλο CSF (Continuum Surface Force ) προτάκθκε για πρϊτθ φορά από τουσ Brackbill et.al., 

1992 για τισ μεκόδουσ VOF και από τουσ Unverdi et.al. για τισ μεκόδουσ MAC. Mια διατφπωςθ 
βαςιςμζνθ ςτθν LSM δεν απαιτεί ρθτι αναςυγκρότθςθ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ ςε αντίκεςθ με τισ 

μεκόδουσ VOF, όπου απαιτείται ανακαταςκευι τθσ 
b  ακόμα και με τθν διατφπωςθ CSF.  
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2.6.  ΔΙΑΣΑΣΕ ΔΙΦΑΙΚΕ ΕΞΙΩΕΙ ΣΗ ΚΙΝΗΗ (ΣΕΛΙΚΗ ΔΙΑΣΤΠΩΗ) 

Αν  
D

Dt

u
 είναι θ υλικι παράγωγοσ τθσ ταχφτθτασ τότε   

( )t

D

Dt

u
u u u

                                                                                                              
(2.6.1.)

 

και θ ςχζςθ  (2.5.11.) γράφεται 
 

( ) ( )
1 1

( ) ( ( ) ) δ  
( ) ( ) ( )

t

p
  

  
   

  


           u u u D g

         
(2.6.2.), 

Αναδιατάςςοντασ τουσ όρουσ προκφπτει  θ ςχζςθ 

( ) ( )
1 1

( ( ) )
( ) ( ) ( )

t

p
u u u D δ  g

    
(2.6.3.). 

Οι εξιςϊςεισ (2.6.3.)  είναι θ τελικι διαφορικι ζκφραςθ των διφαςικϊν εξιςϊςεων τθσ 

ορμισ ι Navier-Stokes  που διζπουν τθν κίνθςθ δφο νευτϊνειων, αςυμπίεςτων, ςυνεκτικϊν 

ρευςτϊν, μεταβαλλόμενου ιξϊδουσ και πυκνότθτασ που διαχωρίηονται από διεπιφάνεια 

επάνω ςτθν οποία αςκείται επιφανειακι τάςθ. Σε αντίςτοιχθ διατφπωςθ οδθγεί και θ 

ανάλυςθ  που περιγράφεται ςτθν Chang et.al., 1996, Di et.al., 2007. Στο αριςτερό μζλοσ ο 

όροσ 
tu  εκφράηει τισ μθ μόνιμεσ αδρανειακζσ δυνάμεισ και ο όροσ p  εκφράηει τισ 

δυνάμεισ λόγω τθσ πίεςθσ. 

   

2.7. ΑΔΙΑΣΑΣΕ ΔΙΦΑΙΚΕ ΕΞΙΩΕΙ ΣΗ ΚΙΝΗΗ   

Στουσ υπολογιςμοφσ διευκολφνουν αδιάςτατεσ εξιςϊςεισ. Παρακάτω με τθν τυπικι 

διαδικαςία αδιαςτατοποίθςθσ, οι εξιςϊςεισ (2.6.3.) αδιαςτατοποιοφνται για 2 ςτισ δφο 

διαςτάςεισ x , y  ι τθν αξονομετρικι περίπτωςθ με απλζσ αλγεβρικζσ πράξεισ. H ομοιότθτα 

των ροϊν ςτθρίηεται ςτουσ αδιάςτατουσ αρικμοφσ Re ,  , Ca ,We , Fr , ,   που ορίηονται 

με τθν παρακάτω ανάλυςθ, θ οποία μπορεί άμεςα να  επεκτακεί για 3  και ςτθν τρίτθ 

διάςταςθ z  χωρίσ πρόςκετουσ περιοριςμοφσ. Συγκεκριμζνα ορίηονται. 

Αρικμόσ Reynolds, Re : ο λόγοσ των αδρανειακϊν δυνάμεων προσ τισ ςυνεκτικζσ δυνάμεισ  

ιξϊδουσ, 

  /    c h cRe U D                                                                         (2.7.1.), 

Λόγοσ ιξωδϊν,   : ο λόγοσ ιξωδϊν των φάςεων  

/    b c                                                                                                         (2.7.2.), 

 Τριχοειδισ Αρικμόσ, Ca : ο λόγοσ των ιξωδϊν δυνάμεων προσ τισ δυνάμεισ επιφανειακισ 

τάςθσ,  
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. /    cCa U                                                                                       (2.7.3.), 

Αρικμόσ Weber, We : ο λόγοσ των αδρανειακϊν δυνάμεων προσ τισ δυνάμεισ επιφανειακισ 

τάςθσ, 

2  /    c hWe U D                                                                            (2.7.4.), 

Αρικμόσ Froude,  Fr : ο λόγοσ των αδρανειακϊν δυνάμεων προσ τισ δυνάμεισ βαρφτθτασ, 

White, 1999. 

2

h/  Fr U D g                                                                           (2.7.5.), 

Μζγεκοσ ςταγόνων,  : ο λόγοσ τθσ ακτίνασ τθσ ςταγόνασ προσ το θμιπλάτοσ του 

διδιάςτατου  ι αντίςτοιχα τθν ακτίνα του αξονοςυμμετρικοφ αγωγοφ ςτθν είςοδο του 

πεδίου ροισ 

/r h   ι  /r R                                                              (2.7.6.), 

και Εκκεντρότθτα   : ο λόγοσ τθσ απόςταςθσ του κζντρου τθσ ςταγόνασ από τθν μζςθ 

γραμμι (άξονα ςυμμετρίασ) προσ το θμιπλάτοσ του διδιάςτατου  ι αντίςτοιχα τθν ακτίνα του 

αξονοςυμμετρικοφ αγωγοφ ςτθν είςοδο του πεδίου ροισ. 

/ h   ι / R                                                                       (2.7.7.), 

όπου U  είναι θ μζςθ ταχφτθτα τθσ ροισ και το 
hD  είναι θ υδραυλικι διάμετροσ του αγωγοφ. 

Ιςχφει 2
h

D h   για  2-D ι 2
h

D R  για  αξονοςυμμετρικοφσ αγωγοφσ  (Σχ.2.1.).  

Οι χωρικζσ ςυντεταγμζνεσ αδιαςτατοποιοφνται  διά h  ι R  : 

/x x h   , /x x R  , /y y h  , ι /y y R                                     (2.7.8.), 

ο χρόνοσ διά /h U  ι /  R U :  

/t t U h    ι  /t t U R                                                                 (2.7.9.), 

οι ταχφτθτεσ διά U : 

/u u U   , /v v U                                                                           (2.7.10.), 

θ πίεςθ διά  2

cU  : 

2/ ( )cp p U                                                                                   (2.7.11.), 

θ πυκνότθτα διά 
c :   

/ c                                                                                             (2.7.12.), 

και το, ιξϊδεσ διά μc : 

/ c                                                                                                                                             (2.7.13.), 

και το, πεδίο βαρφτθτασ g  δια g : 

/ g g g                                                                                                                                      (2.7.14.), 
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όπου ( , )u vu  και  u  είναι θ  x  ςυνιςτϊςα  και v  θ y  ςυνιςτϊςα του πεδίου ταχυτιτων 

αντίςτοιχα και οι τόνοι δθλϊνουν τα αδιάςτατα μεγζκθ. Στθ ςυνζχεια του κειμζνου για 

εποπτικοφσ λόγουσ απαλείφονται οι τόνοι για τα αδιάςτατα μεγζκθ. 

 Με  τθν παραπάνω διαδικαςία αδιαςτατοποίθςθσ οι εξιςϊςεισ (2.6.3.) διαμορφϊνονται 

ςτθν ςχζςθ  

1 11 1 1
( ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
t

p

Re We Fr
Du u u g

     
(2.7.15.).

 

Οι εξιςϊςεισ (2.7.15.) αποτελοφν τθν τελικι αδιάςτατθ διαφορικι ζκφραςθ των διφαςικϊν 

εξιςϊςεων τθσ ορμισ ι Navier-Stokes που διζπουν τθν κίνθςθ δφο νευτϊνειων, 

αςυμπίεςτων, ςυνεκτικϊν ρευςτϊν, μεταβαλλόμενου ιξϊδουσ και πυκνότθτασ και 

διαχωρίηονται από διεπιφάνεια, όπου αςκείται επιφανειακι τάςθ. Αντίςτοιχθ διατφπωςθ 

προτείνεται ςτθν Di et. al., 2007. 

Επίςθσ θ εξίςωςθ τθσ ςυνεχείασ (2.2.2) γράφεται 

0u  ςτο                                                                                         (2.7.16.) ,  

εξαςφαλίηοντασ ότι τα δφο ρευςτά είναι αςυμπίεςτα. 

Η εξίςωςθ για τισ οριακζσ ςυνκικεσ  (2.2.3.) διατυπϊνεται  

0u  ςτο όριο 
0    για  0,Tt                                                     (2.7.17.), 

και θ εξίςωςθ για τισ αρχικζσ ςυνκικεσ  (2.2.4.) διατυπϊνεται  

0u u   για 0t   ςτο                                                                              (2.7.18.), 

Η επίλυςθ του ςυςτιματοσ των τεςςάρων εξιςϊςεων (2.7.15-16-17-18) υπολογίηει   

απευκείασ το πεδίο ταχυτιτων τθσ διφαςικισ ροισ, Croce et.al.,2004. Η διακριτοποίθςθ των 

παραπάνω εξιςϊςεων περιγράφεται ςτο κεφ.3. 

 

2.8. ΟΙ ΟΡΟΙ ΣΟΤ ΔΕΞΙΟΤ ΜΕΛΟΤ ΣΩΝ ΑΔΙΑΣΑΣΩΝ ΔΙΦΑΙΚΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ ΣΗ ΚΙΝΗΗ  

Οι όροι του δεξιοφ μζλουσ τθσ ςχζςθσ  (2.7.15.) χαρακτθρίηονται και περιγράφονται διακριτά 

ςτο 2 ςτισ δφο διαςτάςεισ x , y  ι τθν αξονομετρικι περίπτωςθ ωσ κάτωκι.  

 
Ο όροσ u u  εκφράηει τουσ ςυναγωγικοφσ όρουσ που είναι ταυτόςθμοι με τουσ 

αντίςτοιχουσ ςυναγωγικοφσ όρουσ ςτθ μονοφαςικι ροι και κα ςυμβολίηεται ωσ   

_ , _CONV x CONV yCONV=( ) .   Ορίηεται   

CONV u u                                                     (2.8.1.). 

Ο όροσ 
11

( ( )
( )

D
Re

 
 


 

 
 εκφράηει τουσ όρουσ ιξϊδουσ ι ςυνεκτικοφσ όρουσ και  

κα ςυμβολίηεται  ωσ  _ , _VISC x VISC yVISC=( ) . Ορίηεται   
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1
( ( ( ) )

( )
 

 
 VISC D                                       (2.8.2.).     

Ο όροσ  
11

( ) ( )
( )We

    
 


  

 
 λόγω τθσ μεκόδου CSF, εκφράηει τθν αςκοφμενθ 

επιφανειακι τάςθ ςτισ διεπιφάνειεσ ωσ όρο πθγισ, προκειμζνου να περιγράψει τα άλματα 

ςτθν πίεςθ και τισ φυςικζσ ιδιότθτεσ των δφο ρευςτϊν και κα ςυμβολίηεται  ωσ  

_ , _ST x ST yST=( ) . Ορίηεται    

    

1
ST ( ( ) ( ) )

( )
    

 
  

                                             
(2.8.3.). 

Τζλοσ ο όροσ 
1

Fr
g  εκφράηει τουσ όρουσ τθσ βαρφτθτασ και μπορεί να γραφεί  

( _ , _ )x yg g g                                                                        (2.8.4.). 

Με βάςθ τισ ζχέζεις (2.8.1.-2.-3-4.) ορίηεται θ παρακάτω διανυςματικι ςυνάρτθςθ  

( _ , _ )U x U yU   

1 1 1

Re We Fr
U CONV VISC ST g

       
 (2.8.5.), 

ϊςτε να αποτελεί το δεξιό μζλοσ τθσ (2.7.15.). 

Η (2.8.5.) αναλφεται ςτισ ςυνιςτϊςεσ τθσ U , δθλ. τισ _ , _U x U yU
 
για τισ κατευκφνςεισ 

x , y  του καρτεςιανοφ πλζγματοσ με τθν χριςθ των αντιςτοίχων ςυνιςτωςϊν των CONV ,

VISC , ST και g  όπωσ διατυπϊνονται ςτισ παρακάτω αλγεβρικζσ εξιςϊςεισ: 

1 1 1
_ _ _ _ _U x CONV x VISC x ST x x

Re We Fr
g

                  
(2.8.5.x) 

1 1 1
_ _ _ _ _U y CONV y VISC y ST y y

Re We Fr
g

                
(2.8.5.y). 

 

 

2.9. ΜΕΘΟΔΟ ΣΩΝ ΙΟΫΨΩΝ - LEVEL SET METHOD . 

2.9.1. Η ενδιάμεςη ςυνάρτηςη των ιςοχψϊν *   

Η διεπιφάνεια μεταφζρεται με το πεδίο ροισ, επομζνωσ πρζπει να λαμβάνεται υπόψθ θ 

κίνθςθ τθσ διεπιφάνειασ b  ςτθ διάρκεια του φαινομζνου. Ωσ εκ τοφτου, θ  χρονικι εξζλιξθ 

τθσ b  μοντελοποιείται ςαν απλι μεταφορά τθσ  , λόγω του υποκείμενου 

ρευςτοδυναμικοφ πεδίου ταχυτιτων  u .  Για τον υπολογιςμό τθσ κζςθσ τθσ διεπιφάνειασ ςε 

επόμενεσ χρονικζσ ςτιγμζσ, χρθςιμοποιείται θ διατφπωςθ μεταφοράσ τθσ   κατά Euler  τθσ 

αυκεντικισ εξίςωςθσ των ιςοχψϊν των Osher & Sethian, 1988,  
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0ut       ι       0ut                                                         (2.9.1.1.) , 

με αρχικι τιμι 
0
(x)  

     
0

0(x) (x, )                                                                                                 (2.9.1.2.), 

όπου 0(x, )  είναι  θ  αρχικι ςυνάρτθςθ των ιςοχψϊν όπωσ κακορίηεται για 0t . 

Για να κακοριςτεί θ κζςθ  ςθμείου x( )t  τθσ διεπιφάνειασ τθν χρονικι ςτιγμι t  επιλφεται θ 

(2.9.1.1), υπολογίηεται θ χρονοεξαρτϊμενθ ςυνάρτθςθ των ιςοχψϊν (x( ), )t t  από το  

διανυςματικό πεδίο τθσ ταχφτθτασ μεταφοράσ9 τθσ και επιλζγονται τα ςθμεία όπου 

0(x( ), )t t  .  

Συμπεραςματικά ςε κάκε χρονικό βιμα του αλγορίκμου, υπολογίηεται αρχικά το πεδίο 

ταχυτιτων τθσ ροισ και επιλφοντασ τθν εξίςωςθ (2.9.1.1) υπολογίηεται μια νζα ςυνάρτθςθ 

* θ λεγόμενθ ενδιάμεςθ ςυνάρτθςθ των ιςοχψϊν και επομζνωσ μια νζα κζςθ τθσ 

διεπιφάνειασ, από τα ςθμεία του πεδίου ροισ που πλθροφν τθν ςυνκικθ 0 * . Δθλαδι 

εξαςφαλίηεται ότι τα ςθμεία τθσ διεπιφάνειασ μετακινοφνται ςφμφωνα με το πεδίο 

ταχυτιτων τθσ ροισ. Σε πολλζσ περιπτϊςεισ ζχει παρατθρθκεί, ότι θ μεταφορά τθσ 

ςυναρτιςεωσ των ιςοχψϊν με τθν εξίςωςθ (2.9.1.1) δεν εξαςφαλίηει ότι θ νζα ςυνάρτθςθ 

0 *  ικανοποιεί τθν ςυνκικθ 1 
 

(2.3.3.) 
 

και επομζνωσ θ  *  δεν
 

παραμζνει 

προςθμαςμζνθ ςυνάρτθςθ απόςταςθσ από τθν διεπιφάνεια, όπωσ ζχει αρχικά κακοριςτεί, 

γιατί ςυχνά οι κλίςεισ τθσ *  που προκφπτουν από τθν επίλυςθ τθσ εξ. (2.9.1.1.) γίνονται 

πολφ μικρζσ ι απότομεσ ςτο μζτωπο τθσ b .  

Όμωσ ςτθν αρικμθτικι επίλυςθ του προβλιματοσ, θ διατιρθςθ τθσ   ςαν ςυνάρτθςθ 

απόςταςθσ είναι ουςιαςτικι, γιατί θ διεπιφάνεια δεν ορίηεται απολφτωσ αιχμθρι αλλά ζχει 

ζνα πεπεραςμζνο πάχοσ, 2 , τθσ τάξεωσ μεγζκουσ του χωρικοφ βιματοσ του πλζγματοσ, 

dx  ι dy .Παρατθρείται επομζνωσ αρικμθτικι διάχυςθ ςτθν εξζλιξθ του φαινομζνου, 

Sussman et.al,1994, ιδιαίτερα ςτθν μοντελοποίθςθ τθσ επιφανειακισ τάςθσ, τθσ 

καμπυλότθτασ και ςτθν διατιρθςθ τθσ μάηασ του ρευςτοφ που περικλείεται από τθν 

διεπιφάνεια. Συνοψίηοντασ, θ ενδιάμεςθ ςυνάρτθςθ των ιςοχψϊν *  που υπολογίηεται 

                                                           

9 Στθν γενικότερθ περίπτωςθ θ διεπιφάνεια ζχει και δικι τθσ κίνθςθ, ανεξάρτθτθ από τθν κίνθςθ που 

τθσ δθμιουργεί το πεδίο ροισ του ρευςτοφ, (πράγμα που δεν ςυμβαίνει ςτα προβλιματα που 
μελετϊνται ςτθν παροφςα εργαςία) με ταχφτθτα F  κάκετθ ςτθν διεπιφάνεια, τότε θ μερικι 

διαφορικι εξίςωςθ που περιγράφει τθν κίνθςθ τθσ διεπιφάνειασ είναι θ:    0F ut     .             
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από τθν εξίςωςθ μεταφοράσ (2.9.1.1) δεν είναι επαρκισ να εκφράςει τθν   τθν χρονικι 

ςτιγμι 1n  δθλαδι τθν  
1n  . 

 

2.9.2.  Η εξίςωςη επαναρχικοποίηςησ τησ ςυνάρτηςησ των ιςοχψϊν. 

Για να υπολογιςτεί ζγκυρθ προςθμαςμζνθ ςυνάρτθςθ απόςταςθσ 1n   κρίνεται αναγκαία 

διαδικαςία μετεπεξεργαςίασ τθσ * , ϊςτε να περιγραφοφν οι κλίςεισ τθσ * ςτθν περιοχι 

του μετϊπου με ακρίβεια. Η διαδικαςία είναι γνωςτι ωσ επαναρχικοποίθςθ τθσ 

ςυναρτιςεωσ των ιςοχψϊν ι απλά επαναρχικοποίθςθ και υλοποιείται ςτθν LSM ςε αρκετζσ 

παραλλαγζσ. Εδϊ  εφαρμόηεται θ διαδικαςία των Sussman et al.,1994  ωσ εξισ.  

Ζςτω θ ςυνάρτθςθ  * ( ),t t x
 

ι απλά
  * x  που προκφπτει από τθν επίλυςθ τθσ 

(2.9.1.1) τθσ οποίασ θ μθδενικι ιςοχψισ,  * ( ), 0t t x
 

υποδθλϊνει τα προςωρινά 

ςθμεία ( )tx  τθσ διεπιφάνειασ των δφο ρευςτϊν τθν χρονικι ςτιγμι t .  

Επίςθσ ζςτω θ ςυνάρτθςθ
 

( ),d t tx
 
ι απλά

 
d x

 
με αρχικι τιμι  

   ,0 *d x x  
                                                                     

 (2.9.2.1.) 

που  πλθροί τθν ςυνκικθ  

   * 0d  x x
                                                                      

(2.9.2.2.) 

και προκφπτει από τθν επίλυςθ με επαναλθπτικι διαδικαςία ςτoν ψευδοχρόνο  ςε 

ςτακερι κατάςταςθ τθσ ψευδό-μεταβατικισ εξίςωςθσ  τφπου Hamilton-Jacobi 

( *)( 1) 0
η

d
sign d


   


                                            (2.9.2.3.) 

μζχρι μόνιμθσ λφςθ τθσ, με βάςθ βζβαια κάποιο κριτιριο ςφγκλιςθσ. Η  d x  ζχει τθν ίδια 

μθδενικι ιςοχψι με τθν ενδιάμεςθ ςυνάρτθςθ ιςοχψϊν  * x  ςτα ςθμεία του χωρίου 

υπολογιςμοφ που αντιςτοιχοφν ςτθν διεπιφάνεια. Επιπλζον θ  d x
 
είναι προςθμαςμζνθ 

ςυνάρτθςθ απόςταςθσ από τθν διεπιφάνεια, γιατί ιςχφει  1d  ςτα ςθμεία του πεδίου 

ροισ εκτόσ τθσ διεπιφάνειασ. Άρα θ d x
 
είναι θ ηθτοφμενθ νζα τιμι τθσ   τθν χρονικι 

ςτιγμι 1n , δθλαδι είναι    1  nd  x x .
  

Επομζνωσ θ μθδενικι ιςοχψισ, ( ), 0d t tx
 
τθσ  ( ),d t tx

 
δθλϊνει τα πραγματικά νζα 

ςθμεία ( )tx  τθσ διεπιφάνειασ των δφο ρευςτϊν τθν χρονικι ςτιγμι t
 
και περιγράφει με 

ακρίβεια τθν νζα κζςθ τθσ διεπιφάνειασ. 
 
Ό όροσ ( *)sign d   μπορεί να εκλθφκεί μακριά 

από τθ μθδενικι ιςοχψι ωσ κίνθςθ κατά τθν κάκετθ κατεφκυνςθ. Η ( *)sign  , θ οποία 
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αναφζρεται ςτθν βιβλιογραφία και 
0( )S   είναι θ ςυνάρτθςθ πρόςθμου  και 

0( ) 1S    ςτο 

(εκτόσ τθσ διεπιφάνειασ), 
0( ) 1S    ςτο   (εντόσ τθσ διεπιφάνειασ) και 

0( ) 0S    επάνω 

ςτθν διεπιφάνεια, ϊςτε να παραμζνει 0  . Κοντά ςτθν διεπιφάνεια δεν απαιτοφνται 

επιπλζον οριακζσ ςυνκικεσ, διότι αυτό εξαςφαλίηεται για τα ςθμεία ςτο  από τα ςθμεία 

ςτο  και αντίςτροφα.   

Αντίκετα με άλλεσ μεκόδουσ, όπου θ ανάγκθ για επανακακοριςμό τθσ διεπιφάνειασ ςε κάκε 

χρονικι ςτιγμι ειςάγει μεγάλθ αρικμθτικι διάχυςθ, ο παραπάνω αλγόρικμοσ δεν απαιτεί 

τθν εφρεςθ τθσ διεπιφάνειασ ςε κάκε χρονικι ςτιγμι για να γίνει θ ανακαταςκευι τθσ   ςαν 

ςυνάρτθςθ απόςταςθσ, είναι εφκολα εφαρμόςιμοσ, απαιτεί λιγότερουσ αρικμθτικοφσ 

υπολογιςμοφσ και δίνει καλφτερα αρικμθτικά αποτελζςματα.  

 

2.9.3. Ειςαγωγθ «υβριδικθσ» μειόδου επαναπροςδιοριςμοφ τησ ςυνάρτηςησ των 

ιςοχψϊν για διατθρηςη τησ μάζασ των ςταγόνων. 

Στισ εφαρμογζσ τθσ LSM  ςε ρευςτοδυναμικά προβλιματα και ειδικότερα ςε διφαςικζσ ροζσ 

δεν επαρκεί θ διαδικαςία επαναρχικοποίθςθσ τθσ §2.9.2. για να εξαςφαλιςτεί θ διατιρθςθ 

τθσ μάηασ τθσ κάκε φάςεωσ. Για να βελτιωκεί θ διατιρθςθ τθσ μάηασ ζχουν προτακεί 

μζκοδοι επαναρχικοποίθςθσ εναλλακτικοί τθσ §2.9.2. , Sussman  et.αl. ,1999, Jiang & Peng, 

2000, Chang et.αl.,1996.  Εδϊ υλοποιικθκε αρχικά θ μζκοδοσ τθσ παραλλαγμζνθσ εξίςωςθσ 

Hamilton–Jacobi των Chang et.αl. 

 0( ( )) ( ) 0A A t P
t


  


       


                                                    (2.9.3.1.), 

 όπου P  είναι ςυντελεςτισ για τθν ςφγκλιςθ τθσ μεκόδου, 
0A  και ( )A t  είναι το 

εμβαδόν10  τθσ επιφάνειασ τθσ ςταγόνασ κατά τθν είςοδο τθσ ςτο πεδίο ροισ και ςτθν 

εκάςτοτε χρονικι ςτιγμι t  τα οποία υπολογίηονται με τθν ςχζςθ ( ) ( )b t H dx                                                        

(2.4.7.). Κριτιριο ςφγκλιςθσ ορίηεται θ ικανοποίθςθ μίασ μζγιςτθσ αποδεκτισ 

προκακοριςμζνθσ διαφοράσ 
0( )A t A  που εξαςφαλίηει τθν αποδεκτι διατιρθςθ τθσ μάηασ 

των ςταγόνων  0 0( ) / 1 1.5%A t A A   . Η ςχζςθ (2.9.3.1) βελτιϊνει πάρα πολφ τθν 

διατιρθςθ μάηασ ςε ςφγκριςθ με τθν διαδικαςία επαναρχικοποίθςθσ τθσ §2.9.2., Sussman 

et.αl.,1998, ςτισ οποίεσ παρατθρικθκε απϊλεια μάηασ  0 0( ) / 10%A t A A   ςε 

περιπτϊςεισ με μεγάλεσ παραμορφϊςεισ του ςχιματοσ τθσ διεπιφάνειασ. Όμωσ θ 

                                                           

10
 Στισ 2-D και αξονοςυμμετρικζσ διφαςικζσ ροζσ το εμβαδόν τθσ επιφάνειασ τθσ ςταγόνασ 

περιγράφει για πυκνότθτα 1  ( )  τθν μάηα τθσ ςταγόνασ. 
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ανακαταςκευαςμζνθ διεπιφάνεια δεν προκφπτει ομαλι (παρουςιάηει αρικμθτικι διάχυςθ) 

και δεν ζχει ςτακερό πάχοσ, μειϊνοντασ ζτςι τθν ακρίβεια των γεωμετρικϊν πλθροφοριϊν.  

Για τον ςκοπό αυτό ςτθ μεκοδολογία επαναρχικοποίθςθσ ειςάγεται ζνασ νζοσ «υβριδικόσ» 

αλγόρικμοσ επαναρχικοποίθςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ των ιςοχψϊν, Σχ.2.3., αποτελοφμενοσ από 

ςυνδυαςμοφσ των εξιςϊςεων (2.9.2.3.) και (2.9.3.1).  

 

Σχ. 2.3. Διάγραμμα ροισ του «υβριδικοφ» αλγορίκμου επαναρχικοποίθςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ 
των ιςοχψϊν. 

 
Ο «υβριδικόσ» αλγόρικμοσ δίνει προτεραιότθτα ςτθ μζκοδο επαναπροςδιοριςμοφ τθσ   ωσ 

ςυνάρτθςθσ απόςταςθσ από τθ διεπιφάνεια, εξίςωςθ (2.9.2.3.), ενϊ ταυτόχρονα αξιολογεί 

τθ διακφμανςθ των τιμϊν τθσ μάηασ των ςταγόνων, και επεμβαίνει όταν χρειάηεται με τθν 

εφαρμογι τθσ εξίςωςθσ (2.9.3.1) μειϊνοντασ κατά ςυνζπεια το ποςοςτό τθσ απϊλειασ μάηασ 

τθσ ςταγόνασ ςε προκακοριςμζνο επίπεδο, Σχ. 2.3.  

Συμπεραςματικά, ο νζοσ «υβριδικόσ» αλγόρικμοσ επαναρχικοποίθςθσ διατθρεί ςυγχρόνωσ 

το πάχοσ τθσ διεπιφάνειασ ςτακερό και ςε ανεκτό ποςοςτό τθ μάηα (επιφάνεια) των 

ςταγόνων ακόμθ και για πολφ μεγάλεσ παραμορφϊςεισ τθσ διεπιφάνειασ δίνοντασ καλφτερα 

αποτελζςματα από τθν εφαρμογι των εξιςϊςεων (2.9.2.3.) και (2.9.3.1) χωριςτά. Ο 

«υβριδικόσ» αλγόρικμοσ είναι απαιτθτικόσ από τθν άποψθ  υπολογιςτικοφ χρόνου και 

ρυκμοφ ςφγκλιςθσ, ωςτόςο αυτό δεν επθρεάηει ςθμαντικά τθν ςυνολικι διάρκεια των 

υπολογιςμϊν.  

 

2.9.4.  Οριςμόσ τησ τοπικθσ ςυνάρτηςησ των ιςοχψϊν, (Local Level-Set ) θ LLSM. 

Συμπλθρωματικά και εναλλακτικά ςτθν δομι τθσ μεκόδου LSM που αναπτφχκθκε όπωσ 

περιγράφεται ςτισ §2.9.1-2-3 και με διπλό ςτόχο : να μειωκεί το υπολογιςτικό φορτίο, Rider 

et.al.,1995,  που ςτθν περίπτωςθ ρευςτοδυναμικϊν πεδίων είναι επιπρόςκετα αυξθμζνο  
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χωρίσ ςυγχρόνωσ να μειωκεί θ ακρίβεια των υπολογιςμϊν, ειςάγονται ςτον αλγόρικμο οι 

τροποποιθμζνεσ εξιςϊςεισ και τα κριτιρια τθσ λεγόμενθσ τοπικισ  LSM  (LLSM) των Peng 

et.al.,1999. Η LLSM, όπωσ τεκμθριϊνεται και από άλλεσ μελζτεσ, παρζχει τθν δυνατότθτα 

επαναπροςδιοριςμοφ τθσ διεπιφάνειασ ( )b t  χρθςιμοποιϊντασ μόνο τοπικζσ τιμζσ τθσ 

 ( )t x  και τθν ταχφτθτα u  ςε μια μικρι ηϊνθ πζριξ τθσ διεπιφάνειασ ( )b t , Σχ.2.4.  Ο 

παρακάτω 2-D επαναλθπτικόσ αλγόρικμοσ μπορεί να επεκτακεί πανομοιότυπα και ςε  3-D.  

Ζςτω λοιπόν θ ςυνκικθ  

0 c C   
                                                                         

(2.9.4.1.),
 

οπου c  και C  ςτακερζσ και 0     δφο ςτακερζσ ςυγκρίςιμεσ με το χωρικό βιμα dx  

των οποίων οι τιμζσ κα οριςτοφν παρακάτω. Πζριξ τθσ 0(0)  b b  
ορίηεται ςωλινασ 0T  

πάχουσ   : 

 0 0: ( )  x xT                                                             (2.9.4.2.), 

Στθν πράξθ αρκεί μόνο θ 0( ) x  να είναι ςυνάρτθςθ απόςταςθσ 0( )d x ςτο 0T .  Στθν 

ςυνζχεια, θ  c ορίηεται ωσ ςυνάρτθςθ αποκοπισ (cut-off) για να αποφευχκοφν αρικμθτικζσ 

ταλαντϊςεισ ςτο όριο του δακτυλίου: 

 2 3

1

( ) ( ) 2 3 / ( )

0

c

  

         

  

 


    




       (2.9.4.3.), 

Υπολογίηεται αρχικά θ ενδιάμεςθ ςυνάρτθςθ *1( ) x  λφνοντασ τθν τροποποιθμζνθ εξίςωςθ 

μεταφοράσ    

( ) 0    ut c                                                               (2.9.4.4.), 

 ι ιςοδφναμα 

( ) 0     t nc u                                                             (2.9.4.5.), 

ςτο 0T  με δεδομζνο τθν αρχικι 0( ) x . Ζτςι θ ακριβισ εξίςωςθ μεταφοράσ  επιλφεται μόνο 

ςτον ςωλινα ακτίνασ  . Στθν περιοχι  0: ( )   x x
 

θ μετακίνθςθ τθσ 0( ) x   

τροποποιικθκε από τθν ςυνάρτθςθ αποκοπισ (cut-off).  Επειδι θ ταχφτθτα u  ι 
nu ορίηεται 

και πζραν του 
0

b , δεν απαιτείται επζκταςθ του u  ι 
nu  ςτο 0T . Η νζα κζςθ τθσ 

διεπιφάνειασ δίνεται από τθν 1 *1* : ( ) 0   x xb . 

 Ακολουκεί θ επαναρχικοποίθςθ  για να προκφψει θ νζα τοπικι ςυνάρτθςθ level-set  1( ) x   

από τθν *1( ) x  με τθν ιδιότθτα τθσ προςθμαςμζνθσ ςυνάρτθςθσ απόςταςθσ ςτθ γειτονιά 
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τθσ διεπιφάνειασ 1

b
 πλάτουσ  . Ζςτω 1( )d x  θ ηθτοφμενθ προςθμαςμζνθ ςυνάρτθςθ 

απόςταςθσ. Η 1( )d x  ορίηεται ςτον διευρυμζνο11  μετατοπιςμζνο  ςωλινα 1T  

 1 1: ( )T d  x x                                                                     (2.9.4.6.). 

Τότε 

1 1( ) ( ) x xd   για  1( ) xd                                                  (2.9.4.7.). 

 

 

Σχ.2.4. Στθν  LLSM οι υπολογιςμοί τθσ   εκτελοφνται μόνο ςτθν ςθμειωμζνθ περιοχι πζριξ 

τθσb
, ( Peng et.al.,1999, Fig.2). 

 

Επειδι θ διεπιφάνεια μετακινείται λιγότερο από ζνα ςθμείο του πλζγματοσ, το βιμα τθσ 

επαναρχικοποίθςθσ εκτελείται ςτο ςωλινα 0N  

 0 0: ( ) και    x x y yN dx                          (2.9.4.8.), 

υπολογίηεται θ νζα τοπικι ςυνάρτθςθ level-set 1( ) x , όπου 

1

1 1 1

1

( )

( ) ( ) ( )

( )

  

  

  

   


 




x

x x x

x

d

d d

d

                                         (2.9.4.9.), 

Στο επόμενο χρονικό βιμα  ο υπολογιςμόσ τθσ ενδιάμεςθσ ςυνάρτθςθσ *2( ) x γίνεται  ςτθν 

περιοχι του ςωλινα 1T , 

                                                           

11 Η *1  δεν επαναρχικοποιείται εξωτερικά του ςωλινα 0T , λόγω τθσ απότομθσ κλίςθσ (steep 

gradient) που αναπτφςςεται ςτθν περιοχι κοντά ςτο όριο του ςωλινα 0T
 
ςτθν κατεφκυνςθ κίνθςθσ 

τθσ διεπιφάνειασ.  



2.24                                                                                                                                  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 1 1: ( )  T x d x
                                                                      

(2.9.4.10.), 

ενϊ  θ επαναρχικοποίθςθ γίνεται  ςτθν περιοχι του ςωλινα 1N , 
 

 

 1 1: ( ) καιN dx    x x y y                                (2.9.4.11.). 

Με τθν διαδικαςία αυτι προκφπτει ςε κάκε χρονικό βιμα θ  κζςθ τθσ διεπιφάνειασ.  
 

 

 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

 

Brackbill J.U., Kothe D.B., Zemach C., (1992), A continuum method for modeling surface 
tension. J. Comp. Phys., 100:335-354. 

Chang, Y.C. Hou, T.Y., Merriman B. and Osher S.,(1996), A level set formulation of Eulerian 
interface capturing methods for incompressible flows. J. Comput. Phys., 124:449-
464. 

Christafakis A.N., Alexopoulos J.D., Tsangaris S.G., (2006), An Improved Implementation of 
Level-Set Method to the Computation of Two-Phase Incompressible Flows in Ducts., 
in Proc. Second Int.Conf. From Scientific Computing to Computational Engineering,  
Athens, Greece. 

Croce R. , Griebel M., and Schweitzer M. A., (2004), A Parallel Level-Set Approach for Two-
Phase Flow Problems with Surface Tension in Three Space Dimensions. Preprint 157, 
Sonderforschungsbereich 611, Universität Bonn. 

Croce R., (2002), Ein paralleler, dreidimensionaler Navier-Stokes-Löser für inkompressible 
Zweiphasenströmungen mit Oberflächenspannung, Hindernissen und dynamischen 
Kontaktflächen. Diplomarbeit, Institut für Angewandte Mathematik, Bonn, 
Germany, Universität Bonn. 

Di Y., Li. R., Tang T., Zhang P., (2007), Level Set Calculations for Incompressible Two-Phase 
Flows on a Dynamically Adaptive Grid. J. Sci. Comput., 31(1-2):75-98.  

Griebel M., Dornseifer T. and  Neunhoeffer T., (1998), Numerical Simulation in Fluid 
Dynamics, a Practical Introduction, SIAM, Philadelphia. 

Jiang, G.S. and Peng, D.,2000, Weighted ENO schemes for Hamilton-Jacobi equations, SIAM J. 
Sci. Comput.,  21:2126-2143. 

Landau L. and Lifshitz E., (1959), Fluid Mechanics, Pergamon Press. 
Osher S. and Fedkiw R. (2003), Level Sets Methods and Dynamic Implicit Surfaces. Springer-

Verlag, New York.  
Osher S. and Sethian J., (1988), Fronts propagating with curvature-dependent speed: 

Algorithms based on Hamilton-Jacobi formulations, J. Comput. Phys.  79:12-49. 
Peng D., Merriman B., Osher S., Zhao H., and Kang M., (1999), A PDE-based fast local level set 

method. J. Comput. Phys., 155:410-438. 
Rider W., Kothe D., (1995), Stretching and tearing interface tracking methods, in: 12th AIAA 

CFD Conference, AIAA, 95-1717 (LANL Report LA-UR-95-1145). 
Sussman M., Smereka P and Osher S (1994), A level set approach for computing solutions to   

incompressible two-phase flow.  J. Comput.  Phys.,  114:146–159. 



 ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΜΕΛΕΣΗ                                                                                                   2.25 

 

Sussman, M., Fatemi, E., Smereka, P. and Osher, S., (1998), An improved level set method 
for incompressible two phase flows. Computer and Fluids, 27:663-680. 

Sussman M. and Fatemi E., (1999), An efficient, interface-preserving level set re-distancing 
algorithm and its application to interfacial incompressible fluid flow, SIAM J. Sci. 
Comput., 20:1165-1191. 

Sussman, M., Fatemi, E., Smereka, P. and Osher, S., (1998), An improved level set method 
for incompressible two phase flows. Computer and Fluids, 27:663-680. 

Taylor G.I., (1934), The formation of emulsions in definable fields of flow, Proceedings of 
Royal  Society of  London,  Ser A, 146:501-523.  

Unverdi S. and Tryggvason G.,(1992), A front-tracking method for viscous, incompressible 
multi-fuids flow, J. Comput. Phys., 100:25-37. 

White F. M., (1999), Fluid Mechanics, 4th edition, McGraw-Hill. 
 

 

 

 

 

 

2.Σ.   ΣΤΠΟΛΟΓΙΟ  2ου  ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ  

 

L B
D

L B
                                                                                                                                (2.1.1.)

( ) 0t u                                                                                                                               (2.1.2.) 

 ( ) 0t u
     

                                                                                                                       (2.1.3.) 

0
D

Dt
                                                                                                                                            (2.1.4.) 

( ( ) )
u

D gi
i i i i i

D
p

Dt
                                                                                              (2.2.1.) 

0ui  ςτο i  ,   ,i b c                                                                                                        (2.2.2.) 

0iu  ςτο όριο 0    για  0,Tt                                                                                     (2.2.3.) 

0u ui  για t=0  ςτο i         ,i b c                                                                                         (2.2.4.) 

 b cu u  ςτθν  b                                                                                                                           (2.2.5.) 

1 1

t sR R
                                                                                                                                   (2.2.6.) 

( )b cΤ Τ n n                                                                                                           (2.2.7.) 

( )b cΤ Τ t
t

                                                                                                                        (2.2.8.)

( )b cΤ Τ s
s

                                                                                                                           (2.2.9.)  

0
t s

                                                                                                                                  (2.2.10.) 
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( ) 0b cΤ Τ t                                                                                                                       (2.2.11.)

( ) 0b cΤ Τ s                                                                                                                       (2.2.12.)
 

( ) { : ( , ) 0}b t t  x x ,  t R+ .                                                                                        (2.3.1.)

0  για   

( , ) 0  για   

0  για  

b

b

c

t

 


 
 

x

x x

x

                                                                                                         (2.3.2.)

2 2 1x y                                                                                                                        
 (2.3.3.)

( ,0)x   προςθμαςμζνθ απόςταςθ του x από τθν (0)b                                                (2.3.4.)

0  για   0

( ) 0.5  για  0 

1  για   0

H



 






 
                                                                                                                 

(2.4.1.) 

( ) ( ) ( )
b c b

H                                                                                                                              (2.4.2.)  

( ) ( ) ( )
b c b

H                                                                                                                               (2.4.3.) 

( ) ( ( )) ( )δ
f

f x dx dF f x dF
 

     x                                                                                         (2.4.4.)

   
  ,L d dxdyx y


                                                                                                                    

(2.4.5.)    

( ) ( )b t dx                                                                                                                          
(2.4.6.) 

( ) ( )b t H dx                                                                                                                           
(2.4.7.)

                                                             








n                                                                                                                                           (2.4.8.) 

( )


  



    


n

                                                                                                             

(2.4.9.) 

i i i

i

i i i

D
d dF d

Dt

u
x T n g x                                                                               (2.5.1.) 

[ ]
b c b b c

b c
b c b c

D D
d d dF dF d d

Dt Dt

u u
x x T n T n  g x g x              (2.5.2.)

 
[ ]T n n                                                                                                                                  (2.5.3.)

 
dF dT n T x

                                                                                                           
(2.5.4.)

 

b c

b c
b c

D D D
d d d

Dt Dt Dt

u u u
x x x

                                                                               
(2.5.5.) 

b

D
d d dF d

Dt

u
x T x n  g x                                                            (2.5.6.) 

( ) ( ) ( )δ
f

dF d     
 

        n x x                                                                          (2.5.7.) 

( ) ( )( ( ) δ  ( ) ) 0
D

d
Dt

       


         
u

T g x
                                                       

(2.5.8.)
 

( ) ( )( ) δ  ( ) 0
D

Dt
               

u
T g

                                                             
(2.5.9.) 

pΤ Ι D                                                                                                                               (2.5.10.) 



 ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΜΕΛΕΣΗ                                                                                                   2.27 

 

( ) ( )( ) ( ( ) ) δ  ( )
u

D g
D

p
Dt

                  
                                                  

(2.5.11.)
 

( )
u

u u ut

D

Dt                                                                                                                          
(2.6.1.)

 

( ) ( )
1 1

( ) ( ( ) ) δ  
( ) ( ) ( )

u u u D gt

p
  

  
   

  


           

                             
(2.6.2.) 

( ) ( )
1 1

( ( ) )
( ) ( ) ( )

t

p
u u u D δ  g

               
(2.6.3.) 

  /    c h cRe U D                                                                                                                         (2.7.1.) 

/    b c                                                                                                                                                                     (2.7.2.) 

. /    cCa U                                                                                                                                            (2.7.3.) 

2  /    c hWe U D                                                                                                                         (2.7.4.) 

2

h/  Fr U D g                                                                                                                             (2.7.5.) 

/r h   ι  /r R                                                                                                  (2.7.6.) 

/ h   ι / R                                                                                                                        (2.7.7.) 

/x x h   , /x x R  , /y y h  , ι /y y R                                                                             (2.7.8.) 

/t t U h    ι  /t t U R                                                                                                           (2.7.9.) 

/u u U   , /v v U                                                                                                                     (2.7.10.) 

2/ ( )cp p U                                                                                                                               (2.7.11.) 

/ c                                                                                                                                          (2.7.12.) 

/ c                                                                                                                                                                                                              (2.7.13.) 

/ g g g                                                                                                                                                                                                            (2.7.14.) 

1 1 1 1 1
( ( ( ) ) ( ( ) ( ) )

( ) ( ) ( )
t

p

Re We Fr
u u u D g

          
(2.7.15.)

 
0u  ςτο   Ω                                                                                                                            (2.7.16.) 

0u  ςτο όριο 
0    για  0,Tt                                                                                     (2.7.17.) 

0u u   για 0t   ςτο                                                                                                              (2.7.18.) 

CONV u u                                                                                                                          (2.8.1.) 

1
( ( ( ) )

( )
VISC D                                                                                                            (2.8.2.) 

1
( ( ) ( ) )

( )
ST

                                                                                                         
(2.8.3.) 

( _ , _ )x yg g g                                                                                                                              (2.8.4.) 

1 1 1

Re We Fr
U CONV VISC ST g                                                        (2.8.5.) 



2.28                                                                                                                                  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

1 1 1
_ _ _ _ _U x CONV x VISC x ST x x

Re We Fr
g

                                
(2.8.5.x) 

1 1 1
_ _ _ _ _U y CONV y VISC y ST y y

Re We Fr
g

                             
(2.8.5.y) 

0ut
    ι   ( ) 0ut

                                                                                       (2.9.1.1.)  

0( ) ( ,0)x x                                                                                                                               (2.9.1.2.) 

,0 *d x x  
                                                                                                                      

 (2.9.2.1.) 

* 0d x x
                                                                                                                      

(2.9.2.2.) 

( *)( 1) 0
η

d
sign d


   


                                                                                                  (2.9.2.3.) 

0( ( )) ( ) 0A A t P
t

                                                                                (2.9.3.1) 

0 c C   
                                                                                                                         

(2.9.4.1) 

 0 0: ( )T x x                                                                                                                   (2.9.4.2) 

2 3

1

( ) ( ) (2 3 / ( )

0

c

  

          

  




     
 

                                                      (2.9.4.3.) 

( ) 0    ut c                                                                                                                        (2.9.4.4.) 

( ) 0     t nc u                                                                                                                     (2.9.4.5.) 

 1 1: ( )T x d x                                                                                                                    (2.9.4.6.) 

1 1( ) ( )x d x    για  
1( )d x                                                                                                 (2.9.4.7.) 

 0 0: ( ) και    N x x y y dx                                                                                (2.9.4.8.) 

1

1 1 1

1

( )

( ) ( ) ( )

( )

  

  

  

   


 




d x

x d x d x

d x

                                                                                            (2.9.4.9.) 

 1 1: ( ) και    N x x y y dx                                                                     (2.9.4.10.)  

 1 1: ( )  T x d x                                                                                                                  (2.9.4.11.) 



 

  

 
 
 
 
 
 
 
 

3o ΚΕΦΑΛΑΙΟ 

 

 

 

 

ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΔΙΦΑΙΚΟ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3.2                                                                                                                                        ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

 

3o ΚΕΦΑΛΑΙΟ 

ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΔΙΦΑΙΚΟ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ 

 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΔΙΦΑΙΚΟ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ .......................................................................... 4 

3.1.  ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟ ΕΠΙΛΤΗ ΣΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ ΣΟΤ ΔΙΦΑΙΚΟΤ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΤ ... 4 

3.2.   ΚΑΘΟΡΙΜΟ ΣΟΤ ΜΕΣΑΣΟΠΙΜΕΝΟΤ ΧΩΡΙΚΟΤ ΠΛΕΓΜΑΣΟ ( STAGGERED GRID). ... 5 

3.3. Η ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ  ΠΡΟΒΟΛΗ (PROJECTION) .............................................................. 7 

3.4.  ΑΡΧΙΚΕ ΚΑΙ ΤΝΟΡΙΑΚΕ ΤΝΘΗΚΕ. ...................................................................... 12 

3.4.1.  Αρχικζσ ςυνθήκεσ του μονοφαςικοφ και του διφαςικοφ πεδίου ροήσ......... 12 

3.4.2. Αρχικόσ οριςμόσ τησ ................................................................................. 12 

3.4.3.  Οριακζσ ςυνθήκεσ....................................................................................... 13 

3.4.4. Δομζσ Δεδομζνων για την διαχείριςη Εμποδίων και ελεφθερων 

επιφανειϊν........................................................................................................... 16 

3.5. ΔΙΑΚΡΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΩΝ ΧΩΡΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 
x , 

y  
ΣΗ ΤΝΑΡΣΗΗ  . ................ 18 

3.6. ΚΑΘΟΡΙΜΟ ΣΩΝ ΦΤΙΚΩΝ ΜΕΓΕΘΩΝ ΚΑΙ ΤΠΟΛΟΓΙΜΟΙ ΕΠΙ ΣΗ ΔΙΕΠΙΦΑΝΕΙΑ .. 20 

3.7. ΔΙΑΚΡΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΩΝ  ( )H  , ( )  . ......................................................................... 21 

3.7.1.  υμβατική  διακριτοποίηςη των ( )H  , ( )  .............................................. 21 

3.7.2.  Διακριτοποίηςη τησ ( )   με την μζθοδο του Smereka............................... 22 

3.7.2.1.  Διακριτοποίηςη πρϊτησ τάξεωσ.......................................................... 25 

3.7.2.2.    Διακριτοποίηςη δεφτερησ τάξεωσ ακριβείασ..................................... 26 

3.8. ΔΙΑΚΡΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΗ ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ ( )  . .......................................................... 27 

3.9.  ΔΙΑΚΡΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΩΝ ΟΡΩΝ ΣΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ NAVIER-STOKES ............................... 29 

3.9.1. Γενικά.......................................................................................................... 29 

3.9.2.   Διακριτοποίηςη των ςυναγωγικϊν όρων................................................... 30 



 ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΔΙΦΑΙΚΟ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ                                                                         3.3 

3.9.3.   Διακριτοποίηςη των όρων ιξϊδουσ ή ςυνεκτικϊν όρων............................. 33 

3.9.4.  Διακριτοποίηςη των όρων τησ επιφανειακήσ τάςησ.................................... 36 

3.10. ΤΝΘΗΚΕ ΕΤΣΑΘΕΙΑ ΣΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ NAVIER-STOKES. ....................................... 38 

3.11. ΔΙΑΚΡΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ ΣΗ LSM. ........................................................... 39 

3.11.1. Τπολογιςμόσ ταχυτήτων ςτα κζντρα των κυψελϊν με πολυϊνυμα  

Lagrange............................................................................................................... 39 

3.11.2. Τπολογιςμόσ τησ νζασ ενδιάμεςησ ςυνάρτηςη ιςοχψϊν, * ................... 40 

3.11.3. Διακριτοποίηςη τησ εξιςϊςεωσ  επαναρχικοποίηςησ των ιςοχψϊν.......... 42 

3.11.4. Διακριτοποίηςη τησ εξίςωςησ  του υβριδικοφ αλγορίθμου τησ .............. 44 

3.11.5.  Διακριτοποιήςεισ  του  αλγορίθμου τησ τοπικήσ LSM................................ 44 

3.11.6. Χρονική διακριτοποίηςη τησ LSM............................................................... 46 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ ................................................................................................................ 46 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3.4                                                                                                                                        ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΔΙΦΑΙΚΟ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ 

 

 

 

 

3.1.  ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟ ΕΠΙΛΤΗ ΣΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ ΣΟΤ ΔΙΦΑΙΚΟΤ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΤ 

το 20 κεφάλαιο παρουςιάςτθκε διεξοδικά θ γενικι μακθματικι μεκοδολογία ςχθματιςμοφ 

του ςυςτιματοσ των μθ γραμμικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων που απαιτοφνται για να 

περιγραφοφν οι διφαςικζσ ροζσ που αποτελοφν αντικείμενο τθσ διατριβισ. το 30 κεφάλαιο 

παρουςιάηεται αναλυτικά ο αρικμθτικόσ επαναλθπτικόσ διφαςικόσ αλγόρικμοσ του 

λογιςμικοφ επίλυςθσ των εξιςϊςεων του κεφ.2 που αναπτφχκθκε ωσ υπολογιςτικό εργαλείο 

για τθν παραγωγι των ερευνθτικϊν αποτελεςμάτων τθσ διατριβισ. ε γενικζσ γραμμζσ, 

διατυπϊνονται οι διακριτζσ μορφζσ των επιμζρουσ όρων του διφαςικοφ αλγορίκμου ςτουσ 

κόμβουσ και τα κζντρα ομοιόμορφων μετατοπιςμζνων (staggered)  καρτεςιανϊν πλεγμάτων 

τφπου MAC χρθςιμοποιϊντασ τθν δόκιμθ μζκοδο των πεπεραςμζνων διαφορϊν (Finite 

Difference Method) και περιγράφονται διεξοδικά οι επιμζρουσ αναγκαίεσ διατυπϊςεισ, 

προδιαγραφζσ, παράμετροι, ςυνκικεσ και τεχνικζσ τθσ αρικμθτικισ μεκοδολογίασ τθσ 

διατριβισ. 

Σο γραμμικό ςφςτθμα υπολογιςμοφ των διφαςικϊν εξιςϊςεων N-S και τθσ εξίςωςθσ τθσ 

ςυνεχείασ από τθν επίλυςθ του οποίου προκφπτει το πεδίο ταχυτιτων και πιζςεων 

ςχθματίηεται με μία ςχεδόν δεφτερθσ τάξθσ ακριβείασ μζκοδο προβολϊν κατά Chorin για το 

πεδίο ταχυτιτων και τθν μζκοδο SOR για τον υπολογιςμό του πεδίου πιζςεων. Οι 

αλγόρικμοι τθσ μεκόδου των ιςοχψϊν (LSM), από τουσ οποίουσ προκφπτουν οι εκάςτοτε 
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τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ των ιςοχψϊν   που κακορίηουν τθν διεπιφάνεια ςε μια 

ςυγκεκριμζνθ χρονικι ςτιγμι, αντιμετωπίηονται όπωσ οι αρικμθτικοί αλγόρικμοι για τισ 

εξιςϊςεισ Hamilton-Jacobi. Οι χωρικζσ παράγωγοι τθσ ςυνάρτθςθσ των ιςοχψϊν   

υπολογίηονται χρθςιμοποιϊντασ πζμπτθσ τάξεωσ ςχιματα διακριτοποίθςθσ τφπου WENO, 

ενϊ θ χρονικι ολοκλιρωςθ των θμιδιακριτϊν εξιςϊςεων γίνεται με ςχιματα 

διακριτοποίθςθσ  (TVD)  Runge-Kutta.  

3.2.   ΚΑΘΟΡΙΜΟ ΣΟΤ ΜΕΣΑΣΟΠΙΜΕΝΟΤ ΧΩΡΙΚΟΤ ΠΛΕΓΜΑΣΟ ( STAGGERED GRID).  

Με x  ςυμβολίηεται θ οριηόντια διεφκυνςθ κατά μικοσ του αγωγοφ ςτο διδιάςτατο (2-D) 

πρόβλθμα ι αντίςτοιχα θ αξονικι διεφκυνςθ ςτο αξονοςυμμετρικό πρόβλθμα. Με y  

ςυμβολίηεται θ κάκετθ ςτθν  οριηόντια διεφκυνςθ κατά πλάτοσ του αγωγοφ ςτο διδιάςτατο 

πρόβλθμα και θ ακτινικι διεφκυνςθ ςτο αξονοςυμμετρικό πρόβλθμα. Για τθν 

διακριτοποίθςθ και επίλυςθ του ςυςτιματοσ των εξιςϊςεων του αλγορίκμου ςτθν περιοχι 

2

b c b     χρθςιμοποιείται ζνα ςφνκετο αρικμθτικό μετατοπιςμζνο1 

καρτεςιανό πλζγμα τφπου ΜΑC με τετμθμζνεσ x  τα ςθμεία ( max) 1,..., i,..,i  και τεταγμζνεσ 

y  τα ςθμεία ( max) 1,..., j,..., j , χ.3.1. το οποίο ςυναρμολογείται από τρία επιμζρουσ 

ομοιόμορφα καρτεςιανά πλζγματα για τισ ταχφτθτεσ u  και v , τισ πιζςεισ p  και τα μεγζκθ 

 ,   και  .  

Σα πλζγματα είναι μετατοπιςμζνα μεταξφ τουσ κατά απόςταςθ μιςό χωρικό βιμα / 2dx  ή 

/ 2dy , αντίςτοιχα, όπου dx  , dy  είναι το χωρικό βιμα του κάκε ανεξάρτθτου ορκογωνίου 

πλζγματοσ κατά τισ κατευκφνςεισ x  και y  αντίςτοιχα. Επομζνωσ τα μθτρϊα  των τιμϊν των 

ταχυτιτων u  και v , των πιζςεων p  και των μεγεκϊν  ,   και   του πεδίου ροισ 

ορίηονται ςε τρία ανεξάρτθτα, μετατοπιςμζνα (staggered) πλζγματα και το γραμμικό 

ςφςτθμα των εξιςϊςεων (2.7.15-16-17-18) επιλφεται ςε κάκε χρονικό βιμα με κατάλλθλα 

ςχιματα πεπεραςμζνων διαφορϊν (βλζπε και παράρτθμα Π6) για τοφσ αγνϊςτουσ u , v , p  

με τισ εκάςτοτε τιμζσ των μεταβλθτϊν  ,   και   ςτο πεδίο οριςμοφ  . 

                                                             

1 Είναι γενικά αποδεκτό π.χ. Griebel et.al., 1998, Oishi et.al., 2008, ότι ο υπολογιςμόσ των u , v , p
 

ςτα ίδια ςθμεία του πλζγματοσ καταλιγει ςε αςτάκειεσ του αλγορίκμου, ενϊ  θ μετατοπιςμζνθ 

διάταξθ οριςμοφ των ταχυτιτων u , v  και των πιζςεων p
 
ςε δομθμζνα πλζγματα διαςφαλίηει τθν 

αποςφνδεςθ των μεγεκϊν ςτον αρικμθτικό αλγόρικμο ι τθν εμφάνιςθ ταλαντϊςεων ιδιαίτερα των 

τιμϊν τθσ πίεςθσ. Οι Harlow and Welch, 1965  ειςιγαγαν τθν μορφι αυτοφ του πλζγματοσ ςτθν 

καταςκευι τθσ μεκόδου τουσ marker-and-cell (MAC) παρουςιάηοντασ για πρϊτθ φορά διάταξθ με τθν 

οποία οι εξιςϊςεισ N-S επιλφονται αξιόπιςτα χρθςιμοποιϊντασ πρωτογενείσ μεταβλθτζσ,  

McDonough, 2007.  
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(a)                                                              (β)  
 

Σχ.3.1. (a) Ομοιόμορφο καρτεςιανό μετατοπιςμζνο πλζγμα τφπου MAC  
(β) Πεδίο με οριακζσ κυψζλεσ. (Griebel et.al., 1998). 

 
τθν περιγραφι τθσ δομισ του πλζγματοσ ακολουκείται θ ορολογία των Griebel et.al., 

1998, για μονοφαςικζσ ροζσ ςε πλζγματα τφπου MAC. Κυψελίδα (  , ) i j  ορίηεται το 

ορκογϊνιο χωρίο [( 1) , ]i dx i dx    x [( 1) , ]j dy j dy   . το ςφνκετο μετατοπιςμζνο πλζγμα 

ορίηονται και διακριτοποιοφνται: οι οριηόντιεσ ταχφτθτεσ u  ςτα μζςα των δεξιϊν κακζτων 

πλευρϊν των κυψελίδων, οι κάκετεσ ταχφτθτεσ v   ςτα μζςα των οριηόντιων πλευρϊν των 

κυψελίδων, ενϊ, τα p ,  ,   και   ςτα κζντρα των κυψελίδων. Ο δείκτθσ (  , ) i j  αποδίδεται 

και περιγράφει τθν τιμι τθσ πίεςθσ ,i jp ,
 
τθσ πυκνότθτασ

 ,i j , του ιξϊδουσ ,i j  και τθσ 

ςυνάρτθςθσ των ιςοχψϊν ,i j  ςτο κζντρο τθσ κυψελίδασ (  , ) i j  που
 

αντιςτοιχεί ςτισ 

ςυντεταγμζνεσ  ( 0.5) ,( 0.5)i dx j dy    , τθν τιμι τθσ οριηόντιασ ταχφτθτασ ,i ju  ςτισ 

ςυντεταγμζνεσ  i ,( j 0.5)dx dy  
 
επάνω ςτθν δεξιά πλευρά τθσ κυψελίδασ (  , ) i j  και τθν 

τιμι τθσ κάκετθσ ταχφτθτασ ,i jv  ςτισ ςυντεταγμζνεσ  ( 0.5) ,i dx j dy   , που
 
αντιςτοιχεί ςτθν 

επάνω πλευρά τθσ κυψελίδασ (  , ) i j  , Σχ.3.1.(α).  

Με τθν παραπάνω δομι μετατοπιςμζνου πλζγματοσ όλα τα εξωτερικά ςθμεία του 

πλζγματοσ δεν ςυμπίπτουν με το όριο του πεδίου ροισ. Σα  κάκετα όρια για παράδειγμα 

δεν μεταφζρουν τιμζσ τθσ v , όπωσ επίςθσ τα οριηόντια όρια δεν μεταφζρουν τιμζσ τθσ u . 

Ειςάγεται γι' αυτό το λόγο μια επί πλζον ηϊνθ2 κυψελίδων πλζγματοσ, Σχ.3.1.(β), 

περιμετρικά του πεδίου οριςμοφ  ςε απόςταςθ μιςό χωρικό βιμα / 2dx  ή / 2dy , 

αντίςτοιχα, ϊςτε να είναι εφικτι θ εφαρμογι των οριακϊν ςυνκθκϊν με κατάλλθλεσ 

γραμμικζσ παρεμβολζσ π.χ. παίρνοντασ το μζςο όρο τιμϊν των πλθςιζςτερων ςθμείων 

                                                             

2 Ειςάγεται όμωσ ςυγχρόνωσ θ αδυναμία να κακοριςκοφν επακριβϊσ μάηα και οι ροζσ τθσ ορμισ, Mc 

Donough,2007. 
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του πλζγματοσ επί τθσ άλλθσ πλευράσ, Griebel et.al.,1998 (βλζπε παράρτθμα Π5 για 

λεπτομζρειεσ). 

 

3.3. Η ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ  ΠΡΟΒΟΛΗ (PROJECTION)        
Προκειμζνου να ςχθματιςτεί και επιλυκεί ο μονοφαςικόσ και ο αντίςτοιχοσ διφαςικόσ 

αλγόρικμοσ επίλυςθσ του ςυςτιματοσ των εξιςϊςεων (2.7.15-16-17-18) υλοποιείται μία 

ςχεδόν δεφτερθσ τάξθσ ακριβείασ μζκοδοσ προβολϊν κατά Chorin3,  (βλζπε § 1.7.)  επάνω 

ςτο ομοιόμορφο, ορκογϊνιο και μετατοπιςμζνο πλζγμα τφπου ΜΑC τθσ §3.2. Η 

μεκοδολογία αυτι προβολισ προτείνεται για 2D μονοφαςικό πεδίο ςτθν Griebel et.al., 1998 

και εφαρμόηεται τροποποιθμζνθ κατάλλθλα για να αποςυνδζςει τισ ςυνιςτϊςεσ τθσ 

ταχφτθτασ από τθν πίεςθ ςτθν μονοφαςικι και διφαςικι μεκοδολογία τθσ ζρευνασ μασ.  

 

Α. Διδιάςτατη περίπτωςη :    

Αν ( )n  είναι θ τρζχουςα χρονικι ςτιγμι και ( 1)n  θ αμζςωσ επόμενθ, τότε από τον οριςμό 

τθσ χρονικισ παραγϊγου 

( 1) ( )
u u

u
n n

t
dt

                                                  (3.3.1.). 

Οι εξιςϊςεισ N-S ,  (2.7.15) βάςει τθσ (3.3.1.)  και τθσ ςχζςθσ (2.8.5) που αντικακιςτά τουσ 

όρουσ του δεξιοφ μζλουσ τθσ (2.7.15) με τθν διανυςματικι ςυνάρτθςθ  ( _ , _ )U x U yU   

γράφεται ωσ 

( 1)
( 1) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

n
n n n n

n

p
dtu u U  

( 1)
( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

n
n n n n n

n

p
dt dtu u U

 

               (3.3.2.) 

Ορίηεται ακόμθ, θ διανυςματικι ςυνάρτθςθ ,FG ( )F G  ωσ το άκροιςμα του όρου U dt  

και τθσ  ταχφτθτασ ( )
u

n ςτο τρζχον χρονικό βιμα ( )n  

( ) ( ) ( )
FG u U

n n n dt                                                          (3.3.3.) 

και επομζνωσ οι προβολζσ ,F G   τθσ FG  ςτισ κατευκφνςεισ x και y  διατυπϊνονται 

( ) ( ) ( )_n n nF u U x dt                                                      (3.3.4.) 

( ) ( ) ( )_n n nG v U y dt                                                      (3.3.5.). 

Η  (3.3.2.) βάςει  τθσ  (3.3.3.)  μετατρζπεται  ςτθ  ςχζςθ  

                                                             

3
 Chorin, 1968, Tenam, 1969. 
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( 1)
( 1) ( ) ( )

( )( )
u FG

n
n n n

n

p
dt                            (3.3.6.) 

και επομζνωσ ο αρικμθτικόσ υπολογιςμόσ των νζων ταχυτιτων κατά τθν χρονικι ςτιγμι 

( 1)n  προχποκζτει να ζχουν υπολογιςτεί οι νζεσ τιμζσ τθσ πίεςθσ τθν ίδια  χρονικι ςτιγμι 

( 1)n  . Η ςχζςθ  (3.3.6.) αναλφεται ςτισ ςυνιςτϊςεσ 

( 1)
( 1) ( ) ( )

( )( )

n
n n nx

n

p
u F dt                                                   (3.3.7.) 

( 1)

( 1) ( ) ( )

( )( )

n

yn n n

n

p
v G dt                                                    (3.3.8.). 

Επειδι όμωσ δεν υπάρχει άμεςθ εξίςωςθ για τον υπολογιςμό τθσ πίεςθσ, καταςκευάηεται 

ζμμεςα θ κατάλλθλθ κατά περίπτωςθ εξίςωςθ τφπου Poisson με τθν πίεςθ ωσ μόνθ άγνωςτθ 

κατά τθν χρονικι ςτιγμι ( 1)n  χρθςιμοποιϊντασ τισ εξιςϊςεισ (3.3.7.) και (3.3.8.) ςε 

ςυνδυαςμό με τθν εξίςωςθ τθσ ςυνζχειασ   
( 1)

0u
n

   , (2.7.16.) κατά τθν χρονικι ςτιγμι 

( 1)n . Από τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ Poisson υπολογίηεται θ πίεςθ ( 1)np  και ςτθν 

ςυνζχεια από τισ εξιςϊςεισ Navier-Stokes (3.3.7.) και (3.3.8.) υπολογίηονται οι πραγματικζσ 

( 1)nu  και ( 1)nv . Η παραπάνω διαδικαςία εξαςφαλίηει ότι το πεδίο ταχυτιτων τθν ςτιγμι 

( 1)n  είναι ελεφκερο απόκλιςθσ (divergence free). 

Οι μερικζσ παραγωγοί για τθν πίεςθ προκφπτουν χρθςιμοποιϊντασ κεντρικζσ διαφορζσ  

ςφμφωνα με τισ ςχζςεισ  
1, ,

,

i j i j

x

i j

p pp
p

x dx

  
   

 (Π.6.7.) και 
, 1 ,

,

i j i j

y

i j

p pp
p

y dy

  
  

 
      

(Π.6.8.). Επομζνωσ θ  εξίςωςθ  (3.3.7.) για τθν διεφκυνςθ x  γράφεται:  

( )
( 1) ( ) ( 1) ( 1)

, , 1, ,( )

,

1
( )

( )

n
n n n n

i j i j i j i jn

i j

dt
u F p p

dx 

  

    
 
με  max max1: 1, 1:i i j j       (3.3.9.). 

και θ  εξίςωςθ  (3.3.8.) για τθν διεφκυνςθ y  γράφεται:  

( 1) ( ) ( 1) ( 1)

, , , 1 ,( )

,

1
( )

( )

n n n n

i j i j i j i jn

i j

dt
v G p p

dy 

  

      με  max max1: , 1: 1i i j j  

         

(3.3.10.). 

Eπίςθσ θ εξίςωςθ τθσ ςυνεχείασ (2.7.16.)  για αςυμπίεςτο ρευςτό, 0 u  γράφεται 

0
u v

x y

 
   

 
u

                                     

(3.3.11.), 

θ οποία διακριτοποιείται ςτο κζντρο κάκε κυψζλθσ ( , )i j , όπου ( ) maxi 1,..., i,..,i και 

( ) maxj 1,..., j,.., j . Οι μερικζσ παράγωγοι xu  και 
yv  υπολογίηονται με ςχιματα κεντρικϊν 

διαφορϊν από τισ ςχζςεισ 
, 1,

,

i j i j

x

i j

u uu
u

x dx

 
      

(Π.6.1.) και 
, , 1

,

i j i j

y

i j

v vv
v

y dy
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(Π.6.2.), επειδι το πεδίο ταχυτιτων είναι ςυνεχζσ και ομαλό και επάνω ςτθν διεπιφάνεια. 

Αντικακιςτϊντασ ςτθν διακριτοποιθμζνθ εξίςωςθ τθσ ςυνζχειασ  

( 1) ( 1)

, ,
0

n n

i j i ju v

x y

  
 

 
                                                

(3.3.12.), 

τισ παραπάνω εκφράςεισ (3.3.9.) και (3.3.10.) για τισ ταχφτθτεσ ςχθματίηεται θ εξίςωςθ 

τφπου Poisson για τθν πίεςθ για max max1: , 1:i i j j  , θ οποία για ( )

,( ) n

i j const  
 
γράφεται 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1, , 1, , 1 , , 1 , , 1, , , 1

2 2

2 2 ( )n n n n n n n n n n n

i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j i jp p p p p p F F G G
rhs

dx dy dt dx dy

      

     
     

    
 

  

(3.3.13.). 

Σο πεδίο πιζςεων τθσ διδιάςτατθσ περίπτωςθσ προκφπτει από τθν επίλυςθ του γραμμικοφ 

ςυςτιματοσ των αλγεβρικϊν εξιςϊςεων για τθν εξίςωςθ Poisson  επάνω ςτο αρικμθτικό 

πλζγμα ςτα ςθμεία ,i jp , ( ) maxi 1,..., i,..,i και ( ) maxj 1,..., j,.., j  με αρχικζσ και οριακζσ 

ςυνκικεσ (βλζπε §3.4.), χρθςιμοποιϊντασ τθν επαναλθπτικι μζκοδο SOR 4 που προτείνεται 

ςτθν Griebel et.al., 1998. Ορίηοντασ  

 
2

1
2rdx

dx
 , 

 
2

1
2rdy

dy


  

και  
 2 2 2rdx rdy







 
           

(3.3.14.),  

θ ςχζςθ  (3.3.13.) αναδιατάςςεται (βλζπε παράρτθμα  8) 

    
2 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, 1, 1, , 1 , 12 2
2 2

2 ( )

n n n n n

i j i j i j i j i j

dx dy
p rdx p p rdy p p rhs

dx dy

    

   


       

      

(3.3.15.). 

Σότε με τθν μζκοδο SOR 

      ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, , 1, 1, , 1 , 11 2 2n n n n n n

i j i j i j i j i j i jp p rdx p p rdy p p rhs      

            

  

(3.3.16.). 

Η παράμετροσ    επθρεάηει5 πολφ τθν ςφγκλιςθ τθσ  SOR, παίρνει τιμζσ μεταξφ 0 και 2 με 

ςυνθκζςτερεσ τιμζσ ςτα αποτελζςματα 1.60 1.85   . Η επαναλθπτικι διαδικαςία  

                                                             

4 Successive Over Relaxation (Προοδευτικήσ Υπζρ Χαλάρωςησ). Ο επιλυτισ τθσ μεκόδου SOR δεν είναι 

ο βζλτιςτοσ, γιατί ο αρικμόσ των επαναλιψεων αυξάνει πολφ κακϊσ πυκνϊνει το αρικμθτικό  πλζγμα 

αλλά ςτον διφαςικό αλγόρικμο υπειςζρχονται και πολλζσ άλλεσ χρονοβόρεσ επαναλθπτικζσ 

διαδικαςίεσ. Η μεκοδολογία μασ επιτρζπει εφκολα να δοκιμαςτοφν και άλλοι επιλυτζσ για 

βελτιςτοποίθςθ. τθν βιβλιογραφία αναφζρονται και ςυγκρίνονται πολλοί επαναλθπτικοί αλγόρικμοι 

για τθν επίλυςθ των γραμμικϊν ςυςτθμάτων ποφ αφοροφν τα πρωτογενι μεγζκθ πεδίων ροισ π.χ. 

μζκοδοι multigrids που είναι ανεξάρτθτοι από τθν πυκνότθτα του αρικμθτικοφ πλζγματοσ ι  Jacobi-

preconditioned BiCGSTAB, conjugate gradient που αντιλαμβάνονται γριγορα τθν πορεία προσ τθν 

λφςθ και επίςθσ αξιοποιοφν τθν ιδιαιτερότθτα των πολλϊν μθδενικϊν των ςυντελεςτϊν των 

αγνϊςτων του ςυςτιματοσ αποφεφγοντασ τισ ςχετικζσ πράξεισ και μειϊνοντασ ςθμαντικά τισ 

ςυνολικζσ αρικμθτικζσ πράξεισ. 
5
 τθν βιβλιογραφία προτείνεται ανάλυςθ ιδιοτιμϊν για να επιλεγεί θ βζλτιςτθ τιμι  .  
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διακόπτεται μόλισ εκτελεςτεί ο  προκακοριςμζνοσ αρικμόσ βθμάτων maxit ι όταν θ διακριτι  

L2 νόρμα του υπολοίπου 

 

1

22

,2
1 1

1 max maxi j
it

i j

i jmax max

r r eps
i j  


 
 


                          

(3.3.17.), 

όπου 0.001eps   και  

   ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, 1, , 1, , 1 , , 12 2 2 2it n n n n n n

i j i j i j i j i j i j i jr p p p rdx p p p rdy rhs     

         

  

(3.3.18.). 

Η διακριτοποίθςθ τθσ αριςτερισ πλευράσ τθσ εξίςωςθσ Poisson χωρίσ ςτακεροφσ 

ςυντελεςτζσ, όπωσ ςτθν περίπτωςθ που εξετάηονται φαινόμενα άνωςθσ, δίνεται από τθν 

ςχζςθ, βλζπε Croce et.al., 2002.  

               

1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1, , , 1, , 1 , , , 1

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

, 1, , 1,

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

i j i j i j i j

n n n n n n n n

i j i j i j i j i j i j i j i j

n n n n

i j i j i j i j

p p p p p p p p

dx dy

F F G G

dt dx dy

       
   

       

   

 

  
          

     
  

  
  

 
       

(3.3.19.), 

Οι απαιτοφμενεσ τιμζσ των 
1,
2

( )
i j

 


,
1,
2

( )
i j

 


,
1,
2

( )
i j

 


,
1,
2

( )
i j

 


 υπολογίηονται με απλι 

γραμμικι παρεμβολι των κατάλλθλων τιμϊν των  , ( )   ςτα κζντρα των γειτονικϊν 

υπολογιςτικϊν κυψελϊν  π.χ. 
 1 , ,

1,
2

( )
2

i j i j

i j

 
   




 
ι  με πολυϊνυμα παρεμβολισ 

τφπου Lagrange τρίτθσ τάξεωσ, Croce et. al., 2004 αντίςτοιχα με τθσ §3.11.1.  

 

B.  Aξονοςυμμετρική περίπτωςη.    

τθν αξονοςυμμετρικι περίπτωςθ, ιςχφει γενικά θ ανάλυςθ για το διδιάςτατο πεδίο ροισ 

και αναφζρονται μόνο οι αλλαγζσ που προκφπτουν από τθν διακριτοποίθςθ ςε κυλινδρικζσ 

ςυντεταγμζνεσ. τθν κατεφκυνςθ x  οι όροι παραμζνουν ίδιοι ενϊ οι αλλαγζσ ςτθν 

κατεφκυνςθ y  καταγράφονται παρακάτω ωσ εξισ. Η ςυνιςτϊςα ( 1)nv  τθσ ςχζςθσ  (3.3.8.) 

τροποποιείται ςτθν

  

 

( 1)

( 1) ( ) ( )

( )

( )1

( )

n

yn n n

n

yp
v G dt

y
                                           (3.3.20.) 

και διακριτοποιείται για  max max1: , 1: 1i i j j  

 

ςτθν  

( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, , , 1 , 1 , ,( )

, ,

1 1
( )

( )

n n n n n n

i j i j i j i j i j i jn

i j i j

dt
v G y p y p

y dy 

    

                  (3.3.21.), 
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όπου  ( ) 1
, 2

,n

i jy i j dy  . 

Η εξίςωςθ τθσ ςυνζχειασ (3.3.13.) τροποποιείται 

 

ςτθν 

 1
0

yvu

x y y


   

 
u                                                       (3.3.22.) 

και διακριτοποιείται για  max max1: , 1:i i j j 

 

ςτθν 

( 1) ( 1) ( 1)

, , ,

( 1)

,

1
0

n n n

i j i j i j

n

i j

u y v

x y y

  



  
  

                                         

(3.3.23.). 

Σελικά για ( )

,( ) n

i j const    ςχθματίηεται θ αξονοςυμμετρικι εξίςωςθ τφπου Poisson για τθν 

πίεςθ για max max1: , 1:i i j j   

   

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1, , , 1 , 1 , ,( )

,

( ) ( ) ( )

, , ,( )

,

1 1 1
( ) ( )

1 1

n n n n n n

i j i j i j i j i j i jn

i j

n n n

i j i j i jn

i j

p p y p y p
x dx y y dy

F y G
dt x y y

     

  

 
        

    

  
      

           

(3.3.24.). 

Βάςει τθσ (3.3.14.) θ ςχζςθ  (3.3.24.) αναδιατάςςεται (βλζπε παράρτθμα  8) 

 

 

( ) ( 1) ( 1)
2 2

, 1, 1,( 1)

, ( ) 2 2 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( )
, , 1 , 1 , 1 , 1 ,

2

2 ( ) 2

n n n

i j i j i jn

i j n n n n n n
i j i j i j i j i j i j

y rdx p pdx dy
p

y dx dy rdy y p y p y rhs

 

 

   

   

     
                   

(3.3.25.).  

Σότε με τθν μζκοδο SOR 

 
  

  

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, , 1, 1,( )

,

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( )

, 1 , 1 , 1 , 1 ,

1
2

2

n n n n

i j i j i j i jn

i j

n n n n n

i j i j i j i j i j

p p rdx p p
y

rdy y p y p y rhs


   

 

   

   


     

     

                               (3.3.26.). 

Επίςθσ 

 

 

( 1) ( 1) ( 1)

, 1, , 1,

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

, 1 , 1 , , , 1 , 1( )

,

2 2

1
2 2

it n n n

i j i j i j i j

n n n n n n

i j i j i j i j i j i jn

i j

r p p p rdx

y p y p y p rdy rhs
y

  

 

  

   

   

  
                          

(3.3.27.). 

το παράρτθμα Π8  περιζχονται ςυμπλθρωματικά ςτοιχεία για τισ διακριτοποιιςεισ. 
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3.4.  ΑΡΧΙΚΕ ΚΑΙ ΤΝΟΡΙΑΚΕ ΤΝΘΗΚΕ.   

Η μζκοδοσ απαιτεί κατάλλθλθ επιλογι αρχικϊν και οριακϊν ςυνκθκϊν για τα 

ρευςτοδυναμικά χαρακτθριςτικά  u , v  και p   τόςο ςτο μονοφαςικό όςο και ςτο διφαςικό 

πρόβλθμα αλλά και τθν ςυνάρτθςθ  των ιςοχψϊν    ςτο διφαςικό πρόβλθμα. 

3.4.1.  Αρχικζσ ςυνθήκεσ του μονοφαςικοφ και του διφαςικοφ πεδίου ροήσ. 

Για το μονοφαςικό πεδίο ροισ τθσ κυρίασ φάςθσ το ςφςτθμα των διακριτϊν αδιάςτατων 

εξιςϊςεων προκφπτει από τισ εξιςϊςεισ N-S, (2.2.1.) και τθν εξίςωςθ τθσ ςυνεχείασ 0u   

(2.2.2) οριςμζνων ςε ολόκλθρο το πεδίο ροισ  . Για κάκε διαμόρφωςθ του διδιάςτατου ι 

αξονοςυμμετρικοφ αγωγοφ επιβάλλονται αρχικζσ ςυνκικεσ 
0u u ςτο   (2.2.4) ςτθν 

χρονικι ςτιγμι
 

0t  ,
 
δθλαδι

  

   0 ,0 0i ju u u   και    0 ,0 0i jv v v 
   

ςτο
 


               
(3.4.1.), 

 με ςχετικι ακρίβεια πρόβλεψθσ του πεδίου ροισ ανάλογα με το χωρίο υπολογιςμοφ, ϊςτε 

να πλθροφται εξαρχισ θ εξίςωςθ τθσ ςυνεχείασ 0u   (2.2.2.) και ςυνεπϊσ να 

επιταχυνκεί θ ςφγκλιςθ του αλγορίκμου επίλυςθσ. Επιπλζον λόγω τθσ μεκόδου προβολισ 

§3.3.  απαιτείται και μια αυκαίρετθ τιμι πίεςθσ για το πεδίο πιζςεων  

, constanti jp      ςτο                                            (3.4.2.),
 

 
π.χ. για πεδίο ροισ ςε ευκφγραμμο οριηόντιο αγωγό τίκενται αρχικζσ ςυνκικεσ , 1i ju  ,

 

, 0i jv 
 

, 
, 0i jp  . Πριν επιλυκεί το διφαςικό πεδίο ροισ απαιτείται θ ςφγκλιςθ του 

μονοφαςικοφ πεδίου ροισ τθσ κυρίασ φάςεωσ για να υπολογιςτοφν οι τιμζσ των ,i ju , ,i jv  και 

,i jp  ςε ολόκλθρο το πεδίο ροισ χωρίσ τθν παρουςία τθσ διαςπειρόμενθσ φάςθσ. Οι τιμζσ 

που προκφπτουν από τθν επίλυςθ του μονοφαςικοφ αλγορίκμου καταγράφονται ςε αρχεία 

δεδομζνων και αποτελοφν ςτθν ςυνζχεια τισ αρχικζσ τιμζσ για τθν επίλυςθ του ςυςτιματοσ 

των διακριτϊν εξιςϊςεων του διφαςικοφ αλγορίκμου που προκφπτουν από τισ εξιςϊςεισ 

(2.7.15) και (2.7.16). 

 

3.4.2. Αρχικόσ οριςμόσ τησ . 

Μετά τθν ςφγκλιςθ του μονοφαςικοφ αλγορίκμου για τθν κυρία φάςθ, τθν χρονικι ςτιγμι 

0t  , που ειςάγεται θ δεφτερθ φάςθ ςτο χωρίο υπολογιςμϊν, ορίηεται θ αρχικι ςυνάρτθςθ 

   0 ,0 0i j   
 
τθσ μεκόδου των ιςοχψϊν LSM ςε όλα τα ςθμεία (  , ) i j  του διφαςικοφ 

πεδίου ροισ, ςτο κζντρο των υπολογιςτικϊν κυψελϊν. Όπωσ ζχει προαναφερκεί τα ςθμεία 

(  , ) i j  του πεδίου ροισ για τα οποία θ ςυνάρτθςθ  0  μθδενίηεται κακορίηουν τθν 
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διεπιφάνεια. Η διεπιφάνεια ορίηεται ωσ    0 ,0 0 0i j      με τθν υλοποίθςθ μιασ 

καμπφλθσ (όχι απαραίτθτα κλειςτισ)  π.χ. τθσ αδιαςτατοποιθμζνθσ εξίςωςθσ κφκλου  

       
2 2

,0 0 0i jx a y b       
   

  για    0t                              (3.4.3.), 

 όπου  ,a b  είναι οι ςυντεταγμζνεσ του κζντρου τθσ αρχικισ διεπιφάνειασ και 

 ,x a y b  είναι ςθμεία του χωρίου οριςμοφ εντόσ του πεδίου ροισ 

2

b c b    . Σα ςθμεία , 0i j 
 
περιγράφουν τθν κφρια ρζουςα φάςθ, ενϊ τα 

ςθμεία  , 0i j   περιγράφουν τισ ειςαγόμενεσ  ςταγόνεσ ι γενικϊσ τθν δευτερεφουςα φάςθ. 

Επιβάλλεται για όλα τα ςθμεία εκτόσ τθσ διεπιφάνειασ θ ςυνάρτθςθ των ιςοχψϊν
 
να πλθροί 

τον περιοριςμό τθσ ςυνάρτθςθσ απόςταςθσ από αυτι, άρα  

2 2
, ,(0) ( ) 0i j x y i j    

για    0t                                                    (3.4.4.) . 

 

3.4.3.  Οριακζσ ςυνθήκεσ   

Η μζκοδοσ απαιτεί κατάλλθλθ επιλογι των οριακϊν6 ςυνθηκϊν, ϊςτε να κακοριςτοφν  

πλιρωσ οι γεωμετρικζσ και φυςικζσ ιδιότθτεσ ςτα όρια του μονοφαςικοφ, εξίςωςθ (2.2.3.) ι 

του διφαςικοφ πεδίου ροισ, εξίςωςθ (2.7.17.), δθλαδι 0u  ςτο όριο 
0    για 

 0,Tt  .  Οι ςυνκικεσ αυτζσ όςο αφορά τα κινθματικά χαρακτθριςτικά τθσ ροισ δθλαδι τα 

μεγζκθ u , v  και p  είναι ίδιεσ για το μονοφαςικό και το αντίςτοιχο διφαςικό πρόβλθμα7 ςτο 

οποίο επιπρόςκετα απαιτείται και ςυνκικθ για τθν  ςυνάρτθςθ των ιςοχψϊν ,i j . Ο 

ακριβζςτεροσ τρόποσ είναι να κακορίηεται επάνω ςτο όριο θ εφαπτομενικι BTu  και θ 

κάκετοσ  (προσ τθν εξωτερικι κατεφκυνςθ) BNu  ςυνιςτϊςα τθσ ταχφτθτασ uB
, Griebel et.al., 

1998, McKee et.al., 2008.  

Για χωρία που τα όρια τουσ δεν είναι προςανατολιςμζνα παράλλθλα με τουσ άξονεσ 

ςυντεταγμζνων ο υπολογιςμόσ των BTu , BNu  απαιτεί κατάλλθλεσ παρεμβολζσ των u  και v , 

π.χ. §5.1. Μπεργελζσ,1993 που δεν ενςωματϊκθκαν8 προσ το παρόν ςτον διφαςικό 

αλγόρικμο. Λιφκθκε πρόνοια ςτα χωρία υπολογιςμοφ τα όρια τουσ να είναι πάντα 

προςανατολιςμζνα παράλλθλα με τουσ άξονεσ ςυντεταγμζνων για ςθμαντικι απλοποίθςθ 

των υπολογιςμϊν και όταν ειςάγονται ωσ όρια καμπφλεσ ι πλάγια ευκφγραμμα τμιματα να 
                                                             

6 Boundary Conditions. 
7
 Δεν μελετικθκαν φαινόμενα μεταφοράσ κερμότθτασ δθλαδι τα όρια λαμβάνονται ωσ 

ιςοκερμοκραςιακά.  
8
 τθν πυκνότθτα πλζγματοσ που χρθςιμοποιικθκε δεν παρατθρικθκε διάχυςθ ςτα περιγράμματα 

των ςταγόνων οφτε ιδιαίτερθ παραμόρφωςθ του ροϊκοφ πεδίου εκτόσ από τθν άμεςθ γειτονιά του 

τοιχϊματοσ. 
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περιγράφονται κλιμακωτά (με ςκαλοπάτια). Η ακρίβεια αυξάνεται με τθν μεγαλφτερθ 

πυκνότθτα πλζγματοσ.  

τα κάκετα όρια ιςχφει  

BNu u ,   BTu v ,
      

BNu u

n x

 


 
,
      

BTu v

n x

 


                           
(3.4.5.), 

ενϊ ςτα οριηόντια όρια ιςχφει  

BNu v ,   BTu u ,      BNu v

n y

 


 
,      BTu u

n y

 


                          

(3.4.6). 

τα ςτερεά τοιχϊματα του αγωγοφ, όπου αναπτφςςεται μεγάλθ τριβι και θ ροι 

απαγορεφεται να ειςχωριςει ςτο όριο επιβάλλεται θ «ςυνκικθ μθ ολίςκθςθσ9». Η 

εφαπτομενικι BTu  και θ κάκετοσ ςτο όριο ςυνιςτϊςα τθσ ταχφτθτασ, BNu   μθδενίηονται, 

όταν το τοίχωμα είναι ακίνθτο ι ταυτίηονται με τισ αντίςτοιχεσ ςυνιςτϊςεσ τθσ ταχφτθτασ 

του τοιχϊματοσ όταν το τοίχωμα ζχει ίδια ταχφτθτα.
  ,u

WALL WALL WALL

T Nu u .  Άρα  

0BTu  ,
 

0BNu    ι  WALL

BT Tu u ,   WALL

BN Nu u                      (3.4.7.). 

τον άξονα αξονομετρικοφ αγωγοφ ι τθν γραμμι ςυμμετρίασ 2-D ςυμμετρικοφ αγωγοφ 

γίνεται θ παραδοχι ότι δεν υπάρχει τριβι και υλοποιείται θ «ςυνκικθ Ελεφκερθσ10 

ολίςκθςθσ». Δθλαδι θ παράλλθλθ προσ τον άξονα ςυνιςτϊςα τθσ ταχφτθτασ BTu  δεν 

μεταβάλλεται ςτθν εγκάρςια  διεφκυνςθ (κάκετο διάνυςμα n  ωσ προσ τον άξονα), ενϊ θ 

κάκετοσ ςυνιςτϊςα τθσ ταχφτθτασ, 0BNu  .  

0BTu

n




  
, 

   
0BNu 

                                                     
(3.4.8.). 

Όταν το ρευςτό ειςζρχεται ςτο πεδίο ροισ με δεδομζνθ αρχικι ταχφτθτα 

( , )u
IN IN IN

T Nu u επιβάλλεται θ «ςυνκικθ ειςροισ11»,  οπότε  θ κάκετθ και θ εφαπτομενικι 

ταχφτθτα ςτθν είςοδο ορίηονται αντίςτοιχα 

IN

BT Tu u ,          
 

IN

BN Nu u
                                    

(3.4.9.).  

«υνκικθ εκροισ12»  επιβάλλεται ςτθν ζξοδο του αγωγοφ, όπου θ κλίςθ τθσ εφαπτομενικισ 

ταχφτθτασ μθδενίηεται, ενϊ θ κάκετθ ταχφτθτα BNu  υπολογίηεται για να εξαςφαλιςτεί θ 

διατιρθςθ τθσ μάηασ ι εναλλακτικά θ κλίςθ τθσ μθδενίηεται αν το ρευςτό επιτρζπεται να 

εξζρχεται ελεφκερα από το όριο. Επομζνωσ ςτισ οριακζσ κυψζλεσ οι ταχφτθτεσ κακορίηονται 

                                                             

9
 No-Slip Condition 

10
    Free – slip condition 

11   Inflow Condition 
12

 Outflow Condition 
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να ζχουν τθν ίδια τιμι με τισ ταχφτθτεσ ςτισ προθγοφμενεσ κυψζλεσ κατά τθν κάκετθ 

διεφκυνςθ ςτθν ζξοδο οπότε ιςχφει 

0BTu

n




   
 ,

      
0BNu

n




                                            
(3.4.10.). 

 «Περιοδικι13 υνκικθ ειςροισ - εκροισ» επιβάλλεται όταν ταυτίηονται οι οριακζσ ςυνκικεσ 

ςτθν είςοδο και τθν ζξοδο μιασ περιόδου μικουσ L  του πεδίου ροισ ευκυγράμμου ι 

κυματοειδοφσ  αγωγοφ που παρουςιάηει περιοδικότθτα π.χ. ςτθν x  διεφκυνςθ ενϊ θ πτϊςθ 

πίεςθσ p  μζςα ςτθν περίοδο L  κεωρείται ςτακερι και ανεξάρτθτθ του χρόνου, Zhou and 

Pozrikidis,1993 (1) ,(2), 1994.  

(0) ( )BT BTu u L ,    (0) ( )BN BNu u L ,   (0) ( )p p L                            (3.4.11.). 

τισ § 4.5.1.2. και 4.5.1.3  για διφαςικι ροι ςταγόνων ςε ευκφγραμμο αγωγό υλοποιικθκαν 

περιοδικζσ  οριακζσ  ςυνκικεσ και για τθν ςυνάρτθςθ    δθλαδι    

0, max 1,j i ju u  , 1, max,j i jv v , 1, max,j i jp p , 0, max 1,j i j             (3.4.12.). 

Η εξίςωςθ Poisson για τθν πίεςθ   ζηοp f   , απαιτεί οριακι ςυνκικθ Neumann,
 

ζηο
p

g
n


 


 , ςτθν κατεφκυνςθ του εξωτερικοφ κακζτου διανφςματοσ n  και όχι 

ςυνθήκη Dirichlet που δθλϊνει άμεςα τθν τιμι τθσ πίεςθσ ςτο όριο και είναι επιλφςιμθ μόνο 

αν ιςχφει θ ςυνκικθ ςυμβατότθτασ g ds f dx
 

      με μοναδικι λφςθ  μζχρι μια πρόςκετθ 

ςτακερά14. Επειδι ορίηεται 
0

lim( ( ) ( )) /x n x n
p

p p p
n 

 



     


, πολλαπλαςιάηοντασ τισ 

εξιςϊςεισ Navier-Stokes (3.3.7.) και (3.3.8.) με το εξωτερικό μοναδιαίο διάνυςμα 

1 2( , )Tn nn ςτο όριο   προκφπτει 

( 1)

1 2

( 1) ( 1)
n

n n
p p

p n n
x y



 
 

      
 

n     

    
( )

( 1)

1 2

( )
( 1) ( ) ( 1) ( )

n
n n n n np n nu F v Gdt

          n              (3.4.13.), 

που  παρζχει και τισ αναγκαίεσ ςυνκικεσ F ,G ςτα όρια  

0, 0,j jF u ,   max, max,i j i jF u ,       για    max1,...,j j                        (3.4.14.), 

                                                             

13
 Periodic Condition 

14
 Η παραπάνω οριακι ςυνκικθ είναι ιςοδφναμθ με τθσ μεκόδου SMAC,  Amsden & Harlow, (1),  

(2),1970, Tome & McKee, 1994  ςτθν οποία υπολογίηεται θ  ndp χρθςιμοποιϊντασ τθν εξίςωςθ τθσ 

ςυνζχειασ οπότε θ      1n n np p dp    και εναλλακτικά με ταυτόχρονο υπολογιςμό τθσ πίεςθσ και τθσ 

ταχφτθτασ με επαναλθπτικι διαδικαςία, Hirt & Cook, 1972,  Hirt et.al. 1975. 
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,0 ,0i iG v ,    , max , maxi j i jG v ,     για      max1,...,i i                       (3.4.15.) 

και τισ διακριτοποιθμζνεσ οριακζσ ςυνκικεσ τθσ πίεςθσ p για τθν  εξίςωςθ Poisson 

0, 1,j jp p ,      max 1, max,i j i jp p  ,      max1,...,j j                           (3.4.16.)      

,0 ,1i ip p ,      
max max, 1 ,i j i jp p  ,           max1,...,i i                             (3.4.17.) 

Οι εξιςϊςεισ Navier-Stokes ζχουν μοναδικι λφςθ και με οριακζσ ςυνκικεσ Dirichlet δίνονται 

οι ταχφτθτεσ αντί των παραγϊγων τουσ (ςτθν κάκετθ διεφκυνςθ του ορίου) αν ςυνδυαςτοφν 

με μια ςτακερά ωσ οριακι ςυνκικθ για τθν πίεςθ, Ladyshenskaja, 1969. Περιμετρικά του 

ορίου θ ςυνολικι ροι των ταχυτιτων τθσ διακριτοποίθςθσ πρζπει να μθδενίηεται ςφμφωνα 

με το κεϊρθμα τθσ απόκλιςθσ και το γεγονόσ ότι θ ροι είναι χωρίσ απόκλιςθ15. 

0ds dx dy
 

       u n u

       

                        (3.4.18.). 

Για τθν πίεςθ είναι αναγκαία και θ ςυνκικθ  

1 0np dx dy



  
                                                   

 (3.4.19.), 

ϊςτε να εξαςφαλιςτεί θ ςυγκριςιμότθτα των αποτελεςμάτων πίεςθσ ςε διαφορετικζσ 

χρονικζσ ςτιγμζσ,  Croce,2002. 

Επίςθσ για τθν ςυνάρτθςθ των ιςοχψϊν
 
θ

 
ςυνκικθ

 1 πρζπει να επιβάλλεται μακριά 

από τθν διεπιφάνεια. το όριο θ ςυνκικθ αυτι ζχει ιδιαίτερθ ςθμαςία ςτισ 

αξονοςυμμετρικζσ ροζσ επί του άξονα, όπου τίκεται ομογενισ οριακι ςυνκικθ τφπου 

Neumann. Η διακριτοποίθςθ με πρϊτθσ τάξθσ ακρίβειασ παράγωγο τθσ κάκετθσ παραγϊγου 

τθσ  ςτο όριο  μετατρζπει τθν ςυνκικθ Neumann ςε απλι αντιγραφι των τιμϊν τθσ  από 

τισ γειτονικέσ εςωτερικέσ κυψελίδεσ, πρακτικά πάνω ςτο όριο, όταν χρθςιμοποιοφνται 

πρϊτθσ ι δεφτερθσ τάξθσ  ςχιματα διακριτοποίθςθσ ι ςτθν ψευδό-ηϊνθ των κυψελίδων 

ςτισ διακριτοποιιςεισ με ςχιματα ΕΝΟ και WENO. Επίςθσ μακριά από τθν διεπιφάνεια 

ςυνικωσ αρκοφν απλζσ ι προςθμαςμζνεσ γραμμικζσ προεκβολζσ16  ςτισ κατευκφνςεισ x και 

y  ςτα ίδια ςθμεία του πλζγματοσ. 

 

3.4.4.    Δομζσ Δεδομζνων για την διαχείριςη Εμποδίων και ελεφθερων επιφανειϊν.    

Η ενςωμάτωςθ ςτον αλγόρικμο διφαςικϊν ροϊν ςφγχρονων Δομϊν Δεδομζνων που 

υποςτθρίηουν οι γλϊςςεσ προγραμματιςμοφ κακιςτοφν εφικτι τθν προςομοίωςθ εμποδίων 

(Obstacles) ι γενικά ςφνκετων (irregular) γεωμετρικϊν πεδίων, που ςυναντϊνται ςτθν 

                                                             

15
 divergence free. 

16
 Extrapolation. 
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μελζτθ μασ, όπου το πεδίο ροισ 2

b c b     είναι υποςφνολο του ορκογϊνιου 

καρτεςιανοφ πλζγματοσ   max1,..,i  ,  max1...j του αρικμθτικοφ ςυνολικοφ ορκογωνίου χωρίου 

οριςμοφ NUMERICAL , δθλαδι 2

NUMERICAL   .  ε κάκε κυψζλθ   i, j  του NUMERICAL  

αποδίδεται μια λογικι τιμι ενόσ μθτρϊου-πίνακα ςθμαία (Flag matrix) που χαρακτθρίηει τθν  

κυψζλθ ωσ κυψζλθ ρευςτοφ, C_F : Fluid Cell  ι κυψζλθ εμπόδιο C_B: Obstacle Cell (βλζπε 

παράρτθμα Π2).  Απαιτοφνται οριακζσ ςυνκικεσ ςε κάκε κυψζλθ θ οποία ορίηεται ωσ 

εμπόδιο, χ.3.2 που εξαρτϊνται από τον προςανατολιςμό τθσ οριακισ κυψζλθσ και τον 

αρικμό γειτονικϊν κυψελϊν με ρευςτό. Κάκε κυψζλθ-εμπόδιο ταξινομείται με βάςθ τον 

προςανατολιςμό και τον χαρακτθριςμό των γειτονικϊν κυψελϊν17. 

 

Σχ.3.2. κυψζλη με ρευςτό    , C_F : Fluid Cell  C_B: Obstacle Cell ή εμπόδιο. 

 

Επιπρόςκετα θ πολφπλοκθ διαχείριςθ ροϊν με ελεφκερθ επιφάνεια (Free Surface Flows) 

είναι εφικτι με τθν μζκοδο Marker and Cell (MAC) και τθν κατάλλθλθ υλοποίθςθ δομισ 

δεδομζνων 18 για τισ κυψζλεσ του αρικμθτικοφ πλζγματοσ NUMERICAL  που δεν περιζχουν 

ρευςτό ι εμπόδιο και ςθμαδεφονται ωσ «άδειεσ κυψζλεσ» C_Ε : Empty Cell (βλζπε 

                                                             

17
 Αρχικά εκτελείται ζνασ βρόγχοσ ςε όλεσ τισ κυψζλεσ είτε αντιςτοιχοφν ςε ρευςτό είτε ςε εμπόδιο.  

Ζπειτα εκτελείται ζνασ δεφτεροσ βρόγχοσ ςε όλεσ τισ κυψζλεσ που αντιςτοιχοφν ςε εμπόδιο και τισ 
ςθματοδοτεί ανάλογα με τον προςανατολιςμό των γειτονικϊν κυψελϊν ρευςτοφ. Οι ςθμαίεσ 
μορφοποιοφνται ςαν δυαδικοί αρικμοί και κάκε ψθφίο αποκθκεφει ςτθ μνιμθ τθν κατάςταςθ τθσ 
γειτονικισ κυψζλθσ  (center | east | west | south | north | ) και ορίηονται ςε γλϊςςα 
προγραμματιςμοφ C.  Για παράδειγμα θ ςθμαία B_NW (Boundary Cell with Fluid on the North and 
West) κα μεταφραςτεί ωσ 00101. (Δεσ παράρτθμα 2). 
18

 Με τθν ειςαγωγι των άδειων κυψελίδων είναι απαραίτθτο να αλλάξει θ δομι του πίνακα-ςθμαία 

(Flag matrix). Νζεσ  ςθμαίεσ, υλοποιοφνται ςτον πίνακα ςθμαία (Flag matrix) για να κακοριςτοφν με 

ακρίβεια οι επιφανειακζσ κυψζλεσ και οι γειτονικζσ αυτϊν π.χ. F_E : Fluid Cell with Empty Cell on the 
East. Σα υλικά ςθμεία-particles υλοποιοφνται ςαν δομζσ δεδομζνων που περιζχουν τθν  x  και  y

 
ςυντεταγμζνθ και ζναν δείκτθ (pointer) προσ το επόμενο υλικό ςθμείο-particle. Με αυτό τον τρόπο τα 
υλικά ςθμεία οργανϊνονται ςε δομι δεδομζνων τφπου μονόδρομου διαςυνδεδεμζνου κατάλογου 
(one-way linked list). (Δεσ παράρτθμα 3). Σα κάκετα n και τα εφαπτομενικά s  διανφςματα ςτθν 

επιφάνεια  υπολογίηονται αρικμθτικά ςφμφωνα με τον τφπο οριακισ κυψζλθσ που ζχει οριςτεί ςτον 

πίνακα-ςθμαία π.χ. θ κυψζλθ τφπου F_E κα ζχει     1,0 , 0,0n s  ,  ενϊ  θ κυψζλθ τφπου F_NE  κα 

ζχει  2 2, 2 2n ,

 

 2 2, 2 2 m . 
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παράρτθμα Π3). Η παρουςία ρευςτοφ-ζλεφκερθσ επιφάνειασ ι διεπιφάνειασ απαιτεί τον 

κακοριςμό οριακϊν ςυνκθκϊν ςτθν επιφάνεια του ρευςτοφ (Free Boundary Conditions). Η 

επιφανειακι τάςθ κεωρείται αμελθτζα και επομζνωσ οι ςυνιςτϊςεσ του τανυςτι των 

τάςεων ςτον αρικμθτικό υπολογιςμό των οριακϊν ςυνκθκϊν ςτθν ελεφκερθ επιφάνεια 

μποροφν να κεωρθκοφν μθδενικζσ. Επίςθσ θ ταχφτθτα και θ πίεςθ κεωροφνται μθδενικζσ. 

Ανάλογα με τθν κίνθςθ του ρευςτοφ ςε κάκε χρονικό βιμα, τροποποιείται το όριο του 

ρευςτοφ. Η περιοχι θ οποία αντιπροςωπεφει το ρευςτό καλφπτεται από ζνα ςφνολο 

“particles-υλικϊν ςθμείων”, τα οποία μετακινοφνται με τισ ταχφτθτεσ του ρευςτοφ μζςα ςτισ 

κυψζλεσ και χρθςιμοποιοφνται να ςθμαδεφςουν τισ κυψζλεσ ςε ρευςτό ι άδειο. Αυτι θ 

τεχνικι μετακίνθςθσ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ με επιπλζον προςαρμογζσ οριακϊν 

ςυνκθκϊν πιςτεφομε ότι μπορεί να ςυνδυαςτεί ςτθν παροφςα μεκοδολογία τθσ LSM για τθν 

ανίχνευςθ του μετϊπου τθσ διεπιφάνειασ  ϊςτε να προκφπτει άμεςθ ςφγκριςθ αρικμθτικϊν 

αποτελεςμάτων. 

3.5. ΔΙΑΚΡΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΩΝ ΧΩΡΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 
x , 

y  
ΣΗ ΤΝΑΡΣΗΗ  . 

Ανάλογα με τισ ειδικζσ ανάγκεσ για τθν επίτευξθ τθσ ακρίβειασ, τθσ ςτακερότθτασ και 

ςφγκλιςθσ του αλγορίκμου τθσ διφαςικισ ροισ, οι χωρικζσ παράγωγοι 
x , 

y  που 

περιλαμβάνονται ςτον υπολογιςμό τθσ καμπυλότθτασ, ςτον όρο τθσ επιφανειακισ τάςθσ, 

ςτουσ αλγορίκμουσ μεταφοράσ και επαναρχικοποίθςθσ τθσ  , υπολογίηονται με τθ χριςθ 

κατάλλθλων βιβλιοκθκϊν (υπορουτινϊν) που χρθςιμοποιοφν υψθλισ τάξεωσ ακριβείασ 

αρικμθτικά ςχιματα WENO. Τπολογίηονται οι προσ τα εμπρόσ (ςτθν κατεφκυνςθ +) και πίςω 

(ςτθν κατεφκυνςθ -) προςεγγίςεισ πζμπτθσ τάξεωσ  Hamilton-Jacobi WENO των ςυνιςτωςϊν 

x
 , 

x
 , 

y
  ,

y
 , τθσ κλίςθσ τθσ   ςτισ  χωρικζσ κατευκφνςεισ x  και y  και ο μζςοσ όροσ των 

κατάντθ (+) και ανάντθ (-)  παραγϊγων:  

0.5 ( )
x x x  

 
                                                                                   (3.5.1.)  

    και 

0.5 ( )
y y y  

 
                                                                                  (3.5.2.) . 

τθν παραπάνω διαδικαςία χρθςιμοποιοφνται για τθν καταςκευι του δυνθτικά ομαλότερου 

πολυωνφμου παρεμβολισ τθσ    οι πρϊτεσ, οι δεφτερεσ και οι τρίτεσ διαιρετζσ (divided) 

διαφορζσ  τθσ  , όπωσ ορίηονται ςε κάκε τοπικι κυψελίδα. ε κάκε κυψελίδα, τα 

πολυϊνυμα παρεμβολισ διαφοροποιοφνται, ϊςτε να προκφψουν τα τρία υποψιφια 

ςχιματα ΕΝΟ για τον κακοριςμό των προσ τα εμπρόσ ι πίςω προςεγγίςεων των χωρικϊν 

παραγϊγων 
x
 ,

x
 ,

y


,
y


 ςε κάκε κατεφκυνςθ ςυντεταγμζνων. Σο ςχιμα WENO επιλζγει 
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(δθμιουργεί) ζνα κυρτό (convex) ςυνδυαςμό19 των τριϊν υποψθφίων ςχθμάτων ΕΝΟ  για τισ
 

x
 ,

x
 ,

y
 ,

y
 . 

Εάν οποιαδιποτε από αυτζσ τισ προςεγγίςεισ παρεμβλθκεί κατά πλάτοσ μίασ αςυνζχειασ, 

ςυμμετζχει ςτον κυρτό (convex) ςυνδυαςμό με ελάχιςτθ βαρφτθτα, προκειμζνου να 

ελαχιςτοποιθκεί θ ςυμβολι και των ςφαλμάτων που προκφπτουν. Ζνα ςχιμα WENO κάνει 

χριςθ όλων των τιμϊν τθσ   από το ςφνολο των ςθμείων του πλζγματοσ  που δυνθτικά 

χρθςιμοποιείται από ζνα κατϊτερθσ τάξθσ ΕΝΟ ςχιμα. Σο αποτζλεςμα είναι ότι ςε περιοχζσ, 

όπου θ   είναι ομαλι, το ςχιμα WENO είναι ανϊτερθσ τάξθσ από τα ςυνδεδεμζνα με αυτό 

ςχιματα ΕΝΟ. Οι διακριτοποιιςεισ WENO χρθςιμοποιοφν μόνο ζνα πίνακα πεπεραςμζνθσ 

διαφοράσ ανεξάρτθτα από τθν τάξθ του ςχιματοσ. Παρακάτω, παρουςιάηεται αναλυτικά ο 

υπολογιςμόσ του όρου  n

x  
ι  

,

n

x i j
    ςτθν χρονικι ςτιγμι n του ςχιματοσ WENO πζμπτθσ 

τάξεωσ που ενςωματϊνεται ςτον αλγόρικμο διφαςικισ ροισ που ςτθν ςυνζχεια αναφζρεται 

x ι   
,x i j

  και υπολογίηεται  με τθν  ανάντθ διαδικαςία, Osher & Fedkiw, 2003. 

 
,

,,

,,

άν u 0

άν u 0

0

x i j

x i ji j

x i ji j

ά














   

   





                                                           

(3.5.3.), 

όπου x
   δθλϊνει το ανάντθ ςχιμα και x

   αναφζρεται το κατάντθ ςχιμα. Αυτά τα 

ςχιματα ορίηονται ωσ 

1 2 3 2 3 4 3 4 5
1 2 3,

7 11 - 5 5

3 6 6 6 6 3 3 6 6
x i j

q q q q q q q q q
   

        
       

                  
          

(3.5.4.), 

όπου οι q

 όροι δίνονται από τα παρακάτω ςχιματα πεπεραςμζνων διαφορϊν 

2, 3,

1 ,

i j i j

i j
q

dx

  


    ,       1, 2,

2 ,

i j i j

i j
q

dx

  


    ,         , 1,

3 ,

i j i j

i j
q

dx

  


    , 

               

1, ,

4 ,

i j i j

i j
q

dx

 


    ,             2, 1,

5 ,

i j i j

i j
q

dx

  


                                        (3.5.5.) 

και 

3, 2,

1 ,

i j i j

i j
q

dx

  


    ,       2, 1,

2 ,

i j i j

i j
q

dx

  


    ,       1, ,

3 ,

i j i j

i j
q

dx

 


    , 
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 Ο γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των ςχθμάτων  ΕΝΟ  δεν περιζχει  αρνθτικοφσ ςυντελεςτζσ 1, 2, 3 0a a a 

 
και  1 2 3 1a a a    . 
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, 1,

4 ,

i j i j

i j
q

dx

  


    ,         1, 2,

5 ,

i j i j

i j
q

dx

  


   
                                       

(3.5.6.). 

 Σα αντίςτοιχα βάρθ   κακορίηονται ωσ 

1
1

1 2 3




  




  


 
,       2

2

1 2 3




  




  


 
,    3

3

1 2 3




  




  


 
            (3.5.7.)

 
 

 με 

 
1 2

1

1 1

10 IS







 


,        

 
2 2

2

6 1

10 IS







 


,       

 
3 2

3

3 1

10 IS







 


       (3.5.8.). 

Εδϊ,  0   είναι μια ρυκμιςτικι παράμετροσ ( χρθςιμοποιείται 610  ). Επίςθσ 

IS δθλϊνει τουσ δείκτεσ εξομάλυνςθσ WENO (smoothness indicators) 

   
2 2

1 1 2 3 1 2 3

13 1
2 4 3

12 4
IS q q q q q q        

                         
 (3.5.9.), 

          
   

2 2

2 2 3 4 2 4

13 1
2 4

12 4
IS q q q q q       

                         
(3.5.10.), 

   
2 2

3 3 4 5 3 4 5

13 1
2 3 4

12 4
IS q q q q q q        

                       
(3.5.11.). 

Οι άλλεσ παράγωγοι τθσ    προςεγγίηονται αρικμθτικά με παρόμοιο τρόπο. Κοντά ςτα όρια, 

όπου δεν υπάρχουν αρκετά γειτονικά ςθμεία τθσ κυψελίδασ ( , )i j  για τον υπολογιςμό των 

επιμζρουσ ςχθμάτων των όρων q , χρθςιμοποιοφνται αυτόματα τρίτθσ τάξεωσ ςχιματα 

ΕΝΟ. 

3.6. ΚΑΘΟΡΙΜΟ ΣΩΝ ΦΤΙΚΩΝ ΜΕΓΕΘΩΝ ΚΑΙ ΤΠΟΛΟΓΙΜΟΙ ΕΠΙ ΣΗ ΔΙΕΠΙΦΑΝΕΙΑ    

Η αντικατάςταςθ τθσ διεπιφάνειασ ςτθν LSM από ζναν πεπεραςμζνο όγκο μικροφ πλάτουσ, 

εκτόσ από τθν διευκόλυνςθ τθσ αρικμθτικισ επίλυςθσ του προβλιματοσ ζχει και φυςικό 

νόθμα, Davis & Scriven, 1982. Όπωσ αναλφκθκε ςτισ § 2.2 και 2.3 θ διεπιφάνεια b  ανάμεςα 

ςτισ δφο διακριτζσ φάςεισ ρευςτϊν π.χ. τθσ ςταγόνασ και του περιβάλλοντοσ ρευςτοφ 

οριοκετεί ςτθ τριδιάςτατθ περίπτωςθ μια επιφάνεια με ςτοιχειϊδεσ πάχοσ θ οποία 

εκφυλίηεται ςε καμπφλθ με ςτοιχειϊδεσ πάχοσ ςτθν διδιάςτατθ ι αξονοςυμμετρικι 

προςομοίωςθ. Για να πλθροί τισ οριακζσ ςυνκικεσ τθσ LSM, θ διεπιφάνεια δεν 

καταςκευάηεται τελείωσ απότομθ αλλά ζχει ζνα πεπεραςμζνο πάχοσ 2 , όπου το   είναι 

μια μεταβλθτι παράμετροσ που κακορίηει το πλάτοσ των ομαλοποιθμζνων ςυναρτιςεων 

κατανομϊν του ιξϊδουσ, τθσ πυκνότθτασ (ςχζςεισ 3.6.1 και 3.6.2) και τθσ επιφανειακισ 
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τάςθσ20 πάνω ςτθν διεπιφάνεια και παραμζνει ςτακερό διαχρονικά, αλλά μειϊνεται για 

πυκνότερο χωρικό πλζγμα. υνικωσ το   κακορίηεται τουλάχιςτον μία - δφο φορζσ το 

χωρικό βιμα του αρικμθτικοφ πλζγματοσ για να παρζχει αποδεκτι ακρίβεια ςτθν 

περιγραφι τθσ διεπιφάνειασ, ομαλότθτα ςτθν μεταβολι του ιξϊδουσ, τθσ πυκνότθτασ πάνω 

ςτθν διεπιφάνεια και τελικά τθν επικυμθτι ςτακερότθτα του ςυνολικοφ αλγορίκμου. τον 

αλγόρικμο ορίηονται αρικμθτικά ομαλοποιθμζνεσ κατανομζσ ςυνεχϊν ςυναρτιςεων  για τθν 

αδιάςτατθ πυκνότθτα ( )   και το ιξϊδεσ ( )  , ςε ολόκλθρο το πεδίο ροισ  

( ) (1 ) ( )b b

c c

H
 

  
 

                                                      (3.6.1.), 

( ) (1 ) ( )
b b

c c

H
 

  
 

                                                        (3.6.2.), 

όπου b  είναι το ιξϊδεσ τθσ ςταγόνασ και c είναι το ιξϊδεσ του περιβάλλοντοσ ρευςτοφ 

(βλζπε §2.1.) και ( )H  , ( )   (βλζπε §3.7.) είναι οι εξομαλυμζνεσ (smoothed) προςεγγίςεισ 

των ςυναρτιςεων Heaviside και Dirac, Di et.al., 2007,  Osher & Fedkiw, 2003. Οι τιμζσ του 

ιξϊδουσ και τθσ πυκνότθτασ μεταβάλλονται κατά πλάτοσ τθσ διεπιφάνειασ ομαλά από το 

ιξϊδεσ και τθν πυκνότθτα του ρευςτοφ τθσ ςταγόνασ ςτο αντίςτοιχο ιξϊδεσ και τθν 

πυκνότθτα του περιβάλλοντοσ ρευςτοφ και αποφεφγονται αςυνζχειεσ κατά πλάτοσ τθσ 

διεπιφάνειασ. Για πλθρότθτα τθσ ανάλυςθσ ορίηεται ακόμθ   

 ( + ) / 2   
b c

                                                                 (3.6.3.), 

 ( - ) / 2   
b c

                                                                 (3.6.4.).  

 

3.7. ΔΙΑΚΡΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΩΝ  ( )H  , ( )  .    

3.7.1.  υμβατική  διακριτοποίηςη των ( )H  , ( )  . 

τισ εφαρμογζσ τθσ LSM ςτισ διφαςικζσ ροζσ, όπωσ και γενικότερα ςτισ μεκοδολογίεσ 

εντοπιςμοφ μετϊπου (front tracking), Tryggvason et.al., 2001, θ περιγραφι και ο 

υπολογιςμόσ των φυςικϊν ιδιοτιτων των ρευςτϊν ςτθν διεπιφάνεια βαςίηονται ςε 

διακριτζσ ςυναρτιςεισ των ( )H   ι ( )  ,  Liu et.al, 2000, Osher & Fedkiw, 2003, Peng 

et.al.,1999, Sussman et.al, 1994 κλπ. Σο ιξϊδεσ, θ πυκνότθτα, οι αςκοφμενεσ δυνάμεισ, θ 

επιφανειακι τάςθ ωσ κατανομζσ και τα  γεωμετρικά μεγζκθ, όπωσ το εμβαδό (όγκοσ) που 

                                                             

20 Η κεωρθτικά ςυγκεντρωμζνθ δφναμθ τθσ επιφανειακισ τάςθσ ςτθν διεπιφάνεια, αντικακίςταται 

από μία ιςοδφναμθ κατανεμθμζνθ δφναμθ ςε όλο τον όγκο που ορίηεται από το πλάτοσ τθσ 
διεπιφάνειασ.  
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περικλείει θ διεπιφάνεια ι το μικοσ του περιγράμματοσ (εμβαδό τθσ επιφανείασ) τθσ κλπ 

είναι τζτοιεσ μεταβλθτζσ (βλζπε §2.4). τισ περιςςότερεσ εφαρμογζσ τθσ LSM ςτθν 

βιβλιογραφία οι ςυναρτιςεισ ( )H   ι ( )   διακριτοποιοφνται ωσ μονοδιάςτατεσ 

ςυναρτιςεισ ομαλοποιθμζνεσ πάνω ςτθν διεπιφάνεια, τρόποσ που χρθςιμοποιικθκε 

ευρζωσ και ςτα αποτελζςματα των  κεφ.4,5,6,7. 

Η ςυνάρτθςθ ( )H   ορίηεται και περιγράφεται από τθν εξίςωςθ 

0
αν

1 1
( ) sin( ) αν

2 2 2
αν

1

H



  

 


 


  

 

  







   



                              
(3.7.1.), 

ενϊ θ ςυνάρτθςθ δζλτα ι ςυνάρτθςθ Dirac δ ωσ ςυνάρτθςθ τθσ  ι ( )   ορίηεται και 

περιγράφεται από τθν εξίςωςθ:  

0
αν

1 1
( ) cos( ) αν

2 2
αν

0



  

 




 
  

 

  







  



                                 
(3.7.2.). 

Οι Engquist et.al., 2005 και Calhoun & Smereka, 2004 ανζπτυξαν πρϊτθσ τάξθσ ακρίβειασ 

εκφράςεισ διακριτϊν ςυναρτιςεων δζλτα που επιλφει το πρόβλθμα ότι οι ςυναρτιςεισ 

δζλτα που εκφράηονται ωσ μονοδιάςτατθ ςυνάρτθςθ ςτθν διεπιφάνεια μπορεί να 

αςτοχιςουν να υπολογίςουν ςωςτά το μικοσ τόξου και οδθγοφν ςε κακι ςφγκλιςθ κατά τθν 

επίλυςθ ελλειπτικϊν εξιςϊςεων, Tornberg & Engquist,2004. Για τθν ακριβζςτερθ περιγραφι 

τθσ ςυνάρτθςθσ δζλτα ςε διεπιφάνειεσ οι Engquist et.al., 2005,  ανζπτυξαν μια διδιάςτατθ 

δεφτερθσ τάξθσ ακριβείασ  ςυνάρτθςθ δζλτα που βαςίηεται ςε γινόμενο ςυναρτιςεων δζλτα 

που είναι πιο ςφνκετο και εφαρμόηεται μόνο ςε δφο διαςτάςεισ.   

 

3.7.2.  Διακριτοποίηςη τησ ( )   με την μζθοδο του Smereka. 

Για τθν βελτίωςθ τθσ προςομοίωςθσ τθσ επιφανειακισ τάςθσ ςτον αλγόρικμο των 

διφαςικϊν ροϊν και τθν μελζτθ πεδίων με ζντονθ διάτμθςθ ενςωματϊςαμε εναλλακτικά για 

βελτιςτοποίθςθ των αποτελεςμάτων τθν διακριτι ςυνάρτθςθ δζλτα, που ειςθγείται ο 

Smereka,2006 ο οποίοσ παρουςίαςε για 2-D και 3-D διεπιφάνειεσ, πρϊτθσ και δεφτερθσ 

τάξθσ ακρίβειασ εκφράςεισ τθσ ςυνάρτθςθσ δζλτα που είναι διατυπωμζνεσ ωσ εκφράςεισ τθσ 

ςυνάρτηςησ των ιςοχψϊν και ζλεγξε τθν ακρίβεια τθσ μεκοδολογίασ του ςε αρικμθτικά 

παραδείγματα, ενϊ επιπλζον ο Beale (2008) τθν απόδειξε και κεωρθτικά. Η μζκοδοσ 

Smereka ειςθγείται τθν διακριτι ςυνάρτθςθ δζλτα ωσ ςφάλμα αποκοπισ, υλοποιϊντασ 

διακριτζσ Λαπλαςιανζσ ςε "ςυνάρτθςθ Green" κατά τθν επίλυςθ διαφορικϊν εξιςϊςεων ςε 
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ομοιόμορφο πλζγμα με διεπιφανειακζσ ςυνκικεσ, ςτισ οποίεσ οι ςυνκικεσ άλματοσ 

ενςωματϊνονται ςτουσ διαφορικοφσ τελεςτζσ με τθν τεχνικι τθσ Mayo ,1984,1992.  

τουσ υπολογιςμοφσ του διφαςικοφ αλγορίκμου χρθςιμοποιοφνται ζννοιεσ και όροι από τθν 

ανάλυςθ του Smereka που ωσ εκ τοφτου είναι απαραίτθτο να παρουςιαςτοφν και εδϊ.  Ζςτω 

χωρίο Ω , υποςφνολο του 2 , κλειςτι καμπφλθ (διεπιφάνεια) που περιζχεται ςε αυτι τθν 

περιοχι, δθλ.  ,  d  θ ςυνικθσ μονοδιάςτατθ ςυνάρτθςθ δζλτα Dirac και  ,d x y
 
θ 

προςθμαςμζνθ απόςταςθ από ζνα ςθμείο  ,x y  ςτθν καμπφλθ  και 
2 2

x y     θ 

Λαπλαςιανι.
 
 τισ δφο διαςτάςεισ ορίηονται :  ,i jx y θ κζςθ των ςθμείων του πλζγματοσ, h 

το βιμα του πλζγματοσ και ( , )x ya a   τα ςθμεία τθσ διεπιφάνειασ.  

Δφο διαδοχικά ςθμεία του πλζγματοσ χαρακτθρίηονται ωσ ανϊμαλα, όταν θ διεπιφάνεια 

διζρχεται ανάμεςα τουσ. Σα υπόλοιπα ςθμεία του πλζγματοσ κεωροφνται ωσ ομαλά ςθμεία.  

Ζςτω
 

 [ ]q  είναι το άλμα κατά πλάτοσ τθσ  , ο δείκτθσ  x  δθλϊνει  το άλμα ςτθν 

κατεφκυνςθ x  και ο  y  το άλμα  ςτθν  κατεφκυνςθ y , ενϊ ( , )x yn nn  και  

( , ) ( , )x y y xs s n n  s  είναι τα μοναδιαία κάκετα και εφαπτομενικά διανφςματα  ςτθν 

 (βλζπε   §2.4)  τότε 

0
[ ] lim ( ) ( )q q q a


  


   n n                                                           (3.7.3.), (*21) 21, 

[ ] ( , ) ( , )x x y x yq q a a q a a     και [ ] ( , ) ( , )y x y yq q a a q a a  
             

(3.7.4.),
 
(*22). 

από τισ οποίεσ προκφπτει θ  

   [ ] sgnx xq nq  και     [ ] sgn yy
nq q                                     (3.7.5.),  (*23). 

Η  διακριτι  ςυνάρτθςθ  Δζλτα  ,i j  προκφπτει  με τθν μελζτθ  του ελλειπτικοφ προβλιματοσ  

    , ,g dx y x y                               (3.7.6.),  (*24). 

Η (3.7.6.) γράφεται   βάςει τθσ  (3.7.3.) 

  0,g x y                                                        (3.7.7.),  (*25) 

με  ςυνκικθ άλματos   

  1ng   και    0g   ςτο  x                    (3.7.8.),  (*26), 

όπου n  είναι θ διανυςματικι (directional) παράγωγοσ ςτθν κάκετθ κατεφκυνςθ.  

Η   0g   ςυνεπάγεται     0
x y

g g  .  

                                                             

21
 τθν §3.7.  με * είναι θ αντίςτοιχθ ςχζςθ ςτθν Smereka,2006. 
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τα ομαλά ςθμεία θ δεφτερθ παράγωγοσ υπολογίηεται με το τυπικό ςχιμα κεντρικϊν  

διαφορϊν 

  2

,
, O( )i j h i j

x yg g h                                    (3.7.9.), (*27), 

όπου  ,i jx y ,    είναι οι κζςεισ του πλζγματοσ και h  είναι θ διακριτι Λαπλαςιανι πζντε 

ςθμείων, δθλαδι  

1, , 1, , 1 , , 1

, 2 2

2 2i j i j i j i j i j i j

h i j

g g g g g g
g

h h

      
            (3.7.10.),  (*28) 

Για τα ανϊμαλα ςθμεία,  ειςάγεται θ 

  , ,
, O( )i j h i j i j

x yg g h    
    

(3.7.11.), (*29). 

Οι όροι    ,
x y

g g  και  θ h  υπολογίηονται  ςτα ςθμεία τθσ διεπιφάνειασ με κατάλλθλα 

αναπτφγματα ςειράσ Taylor, γφρω από το ςθμείο  ,x ja y  ςτθν κατεφκυνςθ x  και γφρω από 

το ςθμείο  ,i yx a  ςτθν κατεφκυνςθ  y   και ςυνυπολογίηοντασ ότι θ g  ζχει αςυνεχείσ πρϊτθ 

και δεφτερθ παράγωγο κατά πλάτοσ τθσ διεπιφάνειασ.  Ορίηεται επίςθσ  

1x i xh x a

   και 
1x x ih a x

    και 1y j yh y a

  , 1y y jh a y

 
     

(3.7.12.).  

Με τθν παραπάνω διαδικαςία προκφπτει θ   

, , , , ,

x x y y

i j i j i j i j i j          
                                 

(3.7.13.), 
      

(*30)
 

ωσ γενικι ζκφραςθ για τθν διακριτι  ςυνάρτθςθ  Δζλτα  ,i j όπου
 

  22

2 1

,

3
( ) αν

2

0 διαθορεηικά


 

 


       



xxx x x x i x ix x
i j

gh g h x a x
h

           

(3.7.13.1.)
 

  22

2 1

,

3
( ) αν

2

0 διαθορεηικά


 

 


       



xxx x x x i x ix x
i j

gh g h x a x
h

             

(3.7.13.2.)
 

2 2

2 1

,

3
( ) αν

2

0 διαθορεηικά


 

 


           



yyyy y y j y jy y
i j

gh h g y a y
h

           

(3.7.13.3.)
 

2 2

2 1

,

3
( ) αν

2

0 διαθορεηικά


 

 


           



yyyy y y j y jy y
i j

gh h g y a y
h

        

(3.7.13.4.)
 

Δεδομζνου ότι  , 0i jx yg  , προκφπτει από  τισ (3.7.9.) και (3.7.11.) ότι  

2

, , O ( ) O( )h i j i j Ig h h                                          (3.7.14.) (*31) 

 για όλα τα ςθμεία του πλζγματοσ. Τπενκυμίηεται ότι O (.)I  δείχνει ζναν όρο που είναι 

διαφορετικόσ από το μθδζν μόνο ςε ανϊμαλα ςθμεία.  Η (3.7.14.)  είναι θ διακριτι μορφι 
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τθσ (3.7.6.)  και θ δεξιά πλευρά  τθσ αντιπροςωπεφει τθν διακριτι ςυνάρτθςθ δζλτα ,i j ςυν 

τουσ όρουσ ςφαλμάτων. Η ,i j  (3.7.13.)  ζχει ακρίβεια ,p   0p   κακϊσ  0h   ςφμφωνα 

με τθν 

2

,

,

( )p

i j

i j

L h O h 
                                

(3.7.15.)

 

(*1) 

ανάλογα με τθν ακρίβεια διακριτοποίθςθσ των επιμζρουσ όρων τθσ που διατυπϊνονται 

παρακάτω ωσ ςυνάρτθςθ τθσ ( , )x y =0 τθσ  LSM  που περιγράφει τθν διεπιφάνεια.  

Ορίηονται οι παράγωγοι πάνω ςτα ςθμεία ( , )i jx y  του αρικμθτικοφ  πλζγματοσ :
   

 
1, ,

,

i j i j

x i jD
h

 






 
,
        

, 1,

,

i j i j

x i jD
h

 





 ,
   

1, 1,0

,
2

i j i j

x i jD
h

 


 
 ,

 

, 1 ,

,

i j i j

y i jD
h

 





 , 
, , 1

,

i j i j

y i jD
h

 





 ,
 

, 1 , 10

,
2

i j i j

y i jD
h

 


 


           
(3.7.16.)     

    
και  

   
2 2

0 0

0 , , ,i j x i j y i jD D     
                                             

(3.7.17.)
 
, 

όπου   είναι ζνασ μικρόσ αρικμόσ ( 1010  ) ο οποίοσ αποτρζπει διαίρεςθ με το μθδζν. Οι 

παράγωγοι κατεφκυνςθσ περιγράφονται από τισ ςχζςεισ 

n x x y yn n    

        

(3.7.18.)   (*39) 

s x x y ys s    

       

(3.7.19.) (*40) 

( )x y y x sD s n s n   n s
           

(3.7.20.)
 
(*46). 

Σα άλματα ςτθν πρϊτθ παράγωγο περιγράφονται από τισ ςχζςεισ 

   x xg n
 
 ,

    y y
g n        

(3.7.21.)
 
(*41) 

 x xx
g n

   
,
   y yy

g n       
(3.7.22.)

 
(*42) 

και τα άλματα ςτθ δεφτερθ παράγωγο από τθν  ςχζςθ  

2 sgn( )xxx x
D ng        

και  
   

2 sgn( )yyy y
D ng                

(3.7.23.)
 
(*47).  

 
3.7.2.1.  Διακριτοποίηςη πρώτησ τάξεωσ. 

τθν ςχζςθ (3.7.11.) απαλείφονται τα άλματα ςτισ δεφτερεσ παραγϊγουσ με τθν παραδοχι  

2 2 0yyxx
yx

g g         . Χρθςιμοποιοφνται θ ανάλυςθ τθσ §3.7.2.  και επιπλζον οι παρακάτω 

ςχζςεισ που ςτθρίηονται ςτθν ,i j  

1, 2

,

O( )
i j

x

x i j

h h
D







 
    

, 
    

, 1 2

,

O( )
i j

y

y i j

h h
D







 
                         

(3.7.24.)
 
(*43)

 

και  
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0

,

0 ,

O( )
x i jx

x

i j

D
n h





 


  
 

   και
     

0

,

0 ,

O( )
y y i j

y

i j

D
n h



 

 


  
      

(3.7.25.)
 
(*44) 

που είναι δεφτερθσ τάξθσ ακριβείασ ςτα ςθμεία του πλζγματοσ, αλλά πρϊτθσ τάξθσ 

ακριβείασ ςτα ςθμεία τθσ διεπιφάνειασ. Σότε θ ςχζςθ (3.7.13.) διαμορφϊνεται ςτθν ςχζςθ  

  ( ) ( ) ( ) ( )
, , , , ,

x x y y
i j i j i j i j i j
          

                   
(3.7.26.)

  
(*45)    

που είναι μιασ πρϊτθσ τάξεωσ ακρίβειασ  διακριτι μορφι ,i j τθσ   με   

 
0

1, ,

, 1,( ) 2
, , 0 ,

αν 0

0 διαθορεηικά



 
 

  



 

 
 

 



i j x i j

i j i jx

i j x i j i j

D

h D

  

               (3.7.26.1.), 

  

 

0

1, ,

, 1,( ) 2
, , 0 ,

αν 0

0 διαθορεηικά



 
 

  



 

 
 

 



i j x i j

i j i jx

i j x i j i j

D

h D

                

(3.7.26.2.), 

0

, 1 ,

, , 1( ) 2
, , 0 ,

αν 0

0 διαθορεηικά



 
 

  



 

 
 

 



i j y i j

i j i jy

i j y i j i j

D

h D

             

(3.7.26.3.),  

      

 

0

, 1 ,

, , 1( ) 2
, , 0 ,

αν 0

0 διαθορεηικά



 
 

  



 

 
 

 



i j y i j

i j i jy

i j y i j i j

D

h D

              

(3.7.26.4.).

 
 

 

3.7.2.2.    Διακριτοποίηςη δεύτερησ τάξεωσ ακριβείασ.    
Για να διατυπωκεί θ ςχζςθ (3.7.13.) ςε μία δεφτερθσ τάξεωσ ακρίβειασ διακριτι μορφι ,i j , 

τα άλματα ςτισ δεφτερεσ παραγϊγουσ υπολογίηονται με πρϊτθσ τάξεωσ ακρίβειασ 

διακριτοποίθςθ ςτθ διεπιφάνεια για
 

( , )y xn n s
 
χρθςιμοποιϊντασ τισ (3.7.20.)

 
και (3.7.23.), 

γιατί όλεσ οι παράγωγοι υπολογίηονται με χριςθ ςχθμάτων κεντρικϊν διαφορϊν. Σα άλματα 

ςτισ πρϊτεσ παραγϊγουσ  x x
g

 
και

  
y y
g    υπολογίηονται όπωσ ςτθν ςχζςθ (3.7.26.) 

χρθςιμοποιϊντασ τθν  (3.7.22.)
 
και τθν  (3.7.25.)

 
που δεν επθρεάηει τθν ακρίβεια γιατί ςτουσ 

υπολογιςμοφσ απαλείφονται οι όροι  O h . Ομοίωσ και τα υποκετικά κριτιρια τθσ (3.7.13.) 

υπολογίηονται όπωσ ςτθν ςχζςθ (3.7.26.). Σα 
xh και yh  υπολογίηονται

 
μονοδιάςτατα ανά 

κατεφκυνςθ με τρίτθσ τάξεωσ ακρίβειασ ςχιματα διακριτοποίθςθσ με εκφράςεισ όπωσ τθσ 

ςχζςθσ (3.7.27.)

  

για το 
xh μεταξφ ix  and 1ix  . 



 ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΔΙΦΑΙΚΟ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ                                                                         3.27 

1

2 2
I I

x
i

x i

h h
u u

h

ά
D















 


 

                          

(3.7.27.)

   

(*49).     

 Η 1i

x iD









 

ςτθν (3.7.27.)

  

είναι θ πρϊτθσ τάξθσ ακριβείασ ζκφραςθ (3.7.24.)
 
 που εξαςφαλίηει 

τθν ευςτάκεια του αλγορίκμου, όταν θ διεπιφάνεια δεν επιλυκεί ςωςτά ςτο αρικμθτικό 

πλζγμα. Σο Iu προκφπτει από τθν επίλυςθ αναπτφγματοσ τθσ ςειράσ Taylor  

 

' " 2 31
( ) O( )

2
c c cu u u h                            (3.7.28.)   (*48), 

γφρω από το κζντρο τθσ υπολογιςτικισ κυψζλθσ που βελτιϊνει τθν ακρίβεια και εξαςφαλίηει 

x xh h h   . Είναι 
2

i

h
u x x


   

   και ο δείκτθσ δείχνει τθν τιμι ςτο κζντρο τθσ κυψζλθσ. Η 

διεπιφάνεια προςδιορίηεται από τθν  ( ) 0Iu   που επιλφεται για να κακοριςτεί θ  Iu . 

Παίρνουμε 
" 2

3

' ' 3
O( )

2

c c c
I

c c

u h
  

 
   

                                

(3.7.29.).
 

Δεδομζνου ότι το Iu  μετρείται ςε ςχζςθ με το κζντρο τθσ κυψελίδασ  ςυνεπάγεται ότι 

       2
x I

h
h u  

                                               
(3.7.30.).

 
Για τθν αρικμθτικι υλοποίθςθ του παραπάνω τφπου, χρθςιμοποιοφνται οι παρακάτω 
προςεγγίςεισ 

  4

1 1 2

1
9 9 O( )

16
c i i i i h                           (3.7.31.)            

 ' 21 O( )i i
c h

h

 
  
                                                  (3.7.32.)

 
             

'' 21 1 2

2

( )
O( )

2

i i i i
c h

h

   
     
 

                          
(3.7.33.). 

3.8. ΔΙΑΚΡΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΗ ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ ( )  .      

Ο ακριβζςτεροσ υπολογιςμόσ τθσ καμπυλότθτασ επίπεδθσ καμπφλθσ ι αξονοςυμμετρικισ 

επιφάνειασ ( )  , ( )



 





  n  ςχζςθ (2.4.5.), ςυμβάλλει ςθμαντικά ςτθν 

ευςτάκεια του διφαςικοφ αλγορίκμου, γιατί μειϊνει κατά πολφ τθν αρικμθτικι διάχυςθ των 

ςθμείων τθσ διεπιφάνειασ που αποτελεί τθν κφρια αιτία αςτοχίασ του αλγορίκμου όταν 

αςκείται επιφανειακι τάςθ μεταξφ των δφο φάςεων. Ο τελικόσ τφποσ διακριτοποίθςθσ τθσ 

( )   εξαρτάται από το ςθμείο του μετατοπιςμζνου αρικμθτικοφ πλζγματοσ (κζντρο ι 

πλευρά τθσ αρικμθτικισ κυψζλθσ) ςτο οποίο επιλφεται το βαςικό μζγεκοσ τθσ  εξίςωςθσ 

ςτθν οποία υπειςζρχεται θ ( )   και αλλάηει τισ τιμζσ τθσ  .   
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υγκεκριμζνα θ ςχζςθ (2.4.5.) μπορεί να γραφεί 

2 2

( , )
T

x y

x y

 


 







n

     

ι 

      

 

 

, ,

, ,

,
22

( , )
i j i j

i j i j

T

x y

i j

x y

 

 

  


  

n

               

(3.8.1.), 

και  βάςει τθσ ςχζςθσ  (3.7.25.)      

2 2

x x
x

x y

n
 


 




   ,         
2 2

y y

y

x y

n
 


 




                               (3.8.2.). 

Α. Διδιάςτατη περίπτωςη :  

Για  ,f gU  τότε  κατά τθν (Π.6.10.) 
f g

x y
 

 


 
U  και άρα ςτθν Διδιάςτατθ περίπτωςθ, 

ο όροσ τθσ καμπυλότθτασ διατυπϊνεται  ωσ εξισ 

2 D

,( ) x x yy

x y

 
 



  

   

 
         



    
     

       
n

  
2 2

3
2 2 2

2-D 2
( )

( )

x y

x y

yy xx xy y x   
 

  

 

   
   


n                (3.8.3.),

 

Για τον υπολογιςμό των ςυςτατικϊν ςτοιχείων 
xx ,

xy ,
yy  τθσ ( )   χρθςιμοποιοφνται 

ςυνικωσ τυπικά κεντρικά αρικμθτικά ςχιματα δεφτερθσ τάξθσ ακριβείασ. Η διακριτοποίθςθ 

των πεπεραςμζνων διαφορϊν είναι ςυνικωσ επαρκισ παρότι ςτισ αςυνζχειεσ είναι μόνο 

πρϊτθσ τάξεωσ ακριβείασ και οδθγεί ςε O( )1 / dx  ςφάλματα που αυξάνουν  με τθν 

πφκνωςθ του αρικμθτικοφ πλζγματοσ. Για τθν ςωςτι περιγραφι τθσ καμπυλότθτασ 

προςτίκεται ςτον διφαςικό αλγόρικμο θ αναγκαία αρικμθτικι ςυνκικθ λόγω του 

περιοριςμοφ του χωρικοφ βιματοσ, Osher & Fedkiw, 2003 

( )
1 1

dx dx
                 και  ( )

1 1

dy dy
   

                                    
(3.8.4.). 

B.  Aξονοςυμμετρική  περίπτωςη : 

τθν αξονοςυμμετρικι περίπτωςθ, αν  ,f gU  τότε κατά τθν (Π.6.11.)

 

f g g

x y y
  

 
 

 
U  

και άρα ο όροσ τθσ καμπυλότθτασ 
AXIS

( )  προκφπτει από τθν διακριτοποίθςθ ςε 

κυλινδρικζσ ςυντεταγμζνεσ.  
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AXIS

,( ) yx xy y

x y

n

y

 
 



 

   


       



    
       

       
n

  

2 2

3
2 2 2

2 2

2
( )

1

( )

AXIS
x y

x y

yy xx xy y x y

x y
y

   
 

 

  

 

   
  


 


n                (3.8.5.),

 

επειδι  

2 2

1y y

x y

n

y y



 

 

                                           

(3.8.6.). 

Άρα μπορεί να διατυπωκεί θ ςχζςθ 

2 D

2 2
( ) ( )

1AXIS y

x y
y


   

 




  

                       
(3.8.7.). 

Ιςχφει και εδϊ θ αρικμθτικι ςυνκικθ (3.8.4.).λόγω του περιοριςμοφ του χωρικοφ βιματοσ. 

 θμειϊςτε  ότι θ γενικότερθ πρακτικι είναι να διακριτοποιείται  το n  αντί του   και  

το 








 
αντί του 

 
,
 
αν και 1 

 
ςτθν γειτονιά ε τθσ διεπιφάνειασ. γιατί υλοποιείται  θ 

  είναι προςθμαςμζνθ ςυνάρτθςθ απόςταςθσ. (Βλζπε Croce,2002). Αυτι θ διαδικαςία 

καταλιγει ςε πιο ςτακερι διακριτοποίθςθ των κακζτων διανυςμάτων ςτθν διεπιφάνεια 

κακϊσ επίςθσ τθσ καμπυλότθτασ ςε προεξοχζσ (cusps) και τισ ακμζσ (edges). Οι προςεγγίςεισ 

των μοναδιαίων κακζτων διανυςμάτων υπολογίηονται αρικμθτικά χρθςιμοποιϊντασ 

κεντρικζσ διαφορζσ. Σο n  διακριτοποιείται επίςθσ με κεντρικζσ διαφορζσ τόςο για τισ 

παραγϊγουσ πρϊτθσ τάξεωσ όςο και για τισ παραγϊγουσ δεφτερθσ τάξεωσ. 

 

 

3.9.  ΔΙΑΚΡΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΩΝ ΟΡΩΝ ΣΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ NAVIER-STOKES    

3.9.1. Γενικά 

Σθν χρονικι ςτιγμι n  οι εξιςϊςεισ Navier-Stokes (2.7.15.) διακριτοποιοφνται 

χρθςιμοποιϊντασ ςχιματα περαςμζνων διαφορϊν πάνω ςτουσ κατάλλθλουσ κόμβουσ του 

μετατοπιςμζνου πλζγματοσ που περιγράφθκε ςτθν §3.2. υγκεκριμζνα, θ εξίςωςθ τθσ 

ορμισ διακριτοποιείται ςτα μζςα των κάκετων πλευρϊν τθσ κυψζλθσ πάνω ςτουσ 

κόμβουσ ,i j
u  για την κατεφθυνςη x  και ςτα μζςα των οριηόντιων πλευρϊν τθσ κυψζλθσ 

πάνω ςτουσ κόμβουσ ,i j
v  για την κατεφθυνςη y  .Από τον υπολογιςμό προκφπτει θ 

ενδιάμεςθ ταχφτθτα ,FG ( )F G  ςχθματίηονται οι αντίςτοιχοι όροι τθσ εξίςωςθσ Poisson  

§3.3. Όπου είναι εφικτό ςτουσ τφπουσ απαλείφεται ο εκκζτθσ n  χωρίσ να μειϊνεται θ 
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ςαφινεια. Από άποψθ κζςθσ και ςυμβόλων το αρικμθτικό πλζγμα Σχ. 3.3.  είναι το ίδιο τόςο 

για τθν διδιάςτατθ περίπτωςθ, (2-D) όςο και για τθν αξονοςυμμετρικι περίπτωςθ. 

 

 

χ. 3.3. Βαςικζσ τιμζσ ςτο αριθμητικό πλζγμα  για την διακριτοποίηςη των ( , )u v  ςτην εξίςωςη 

τησ ορμήσ. (Griebel et.al., 1998). 
 

τθ ςυνζχεια παρουςιάηεται αναλυτικά  θ διακριτοποίθςθ  των όρων του δεξιοφ μζλουσ τθσ 

εξίςωςθσ (2.8.1.) δθλαδι των όρων CONV , VISC , ST  ςτθν κατεφκυνςθ x  και y  που 

ςυνκζτουν τθν  _U x , εξίςωςθ
 
(2.8.5.x) και τθν _U y , εξίςωςθ

 
(2.8.5.y)  τθσ διανυςματικισ 

ςυνάρτθςθσ U  ,εξίςωςθ
 
(2.8.5.). το παράρτθμα Π7  περιζχονται ςυμπλθρωματικά ςτοιχεία 

για τισ διακριτοποιιςεισ. 

 

3.9.2.   Διακριτοποίηςη των ςυναγωγικϊν όρων 

Οι ςυναγωγικοί όροι CONV u u  τθσ ςχζςθσ (2.8.1.), όπου 

_ , _CONV x CONV yCONV=( )    διακριτοποιοφνται τόςο για τθν μονοφαςικι όςο και για 

τθν διφαςικι περίπτωςθ με τον ίδιο ακριβϊσ τρόπο που περιγράφεται αναλυτικά 

παρακάτω: 

Α. Διδιάςτατη περίπτωςη :  

τθν Διδιάςτατθ περίπτωςθ, οι ςυναγωγικοί όροι διατυπϊνονται  ωσ εξισ. 

( ) , , , ,
u u v v

u v u v u v u v
x y x y x y

CONV u u u u

  
,

u u v v
u v u v

x y x y

2-D
CONV u u

                         

(3.9.1.). 

Άρα ςτθν κατεφκυνςθ x   

 
2

2-D ( ) ( )
_

u uv
CONV x

x y

 
 

 
                                                          (3.9.2.) 

και ςτθν κατεφκυνςθ  y
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2

2 D ( ) ( )
_

v uv
CONV y

y x

  
 

 
                                                            (3.9.3.). 

Οι όροι των αλγεβρικϊν εξιςϊςεων (3.9.2) και (3.9.3.) διακριτοποιοφνται με ζνα ςχεδόν 

δεφτερθσ τάξθσ αρικμθτικό ςχιμα22 Griebel et al., 1998 που αποτελεί ςυνδυαςμό ςχιματοσ 

κεντρικϊν διαφορϊν με βαρφτθτα  1  και ενόσ ανάντθ23 ςχιματοσ δότθ-κυψζλθσ με 

βαρφτθτα  , όπου θ  ανάντθ παράμετροσ    επιλζγεται24 μεταξφ 0 και 1 και  

ικανοποιείται θ ςυνκικθ 

, ,

,
max ,

i j i j

i j

u dt v dt

dx dy



 

 
                                              (3.9.4.) ,  

Hirt et.al.,1975. Αναλυτικά  

    

    

2
2 2

, 1, 1, ,

,

, 1, , 1, 1, , 1, ,

( ) 1

4

4

i j i j i j i j

i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

u
u u u u

x dx

u u u u u u u u
dx



 

   


    



     

 
 
                                 (3.9.5.),  

 

      

    

, 1, , , 1 , 1 1, 1 , 1 ,

,

, 1, , , 1 , 1 1, 1 , 1 ,

( ) 1

4

                    
4

i j i j i j i j i j i j i j i j

i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

uv
v v u u v v u u

y dy

v v u u v u u u
dy



     

     


      



     

 
 
 

          

(3.9.6.) ,  

 

    

    

2
2 2

, 1, 1, ,

,

, 1, , 1, 1, , 1, ,

( ) 1

4

                    
4

i j i j i j i j

i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

v
v v v v

y dy

v v v v v v v v
dy



 

   


    



     

 
 
 

                      (3.9.7.) ,  

 

      

    

, 1, , , 1 , 1 1, 1 , 1 ,

,

, 1, , , 1 , 1 1, 1 , 1 ,

( ) 1

4

4

i j i j i j i j i j i j i j i j

i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

uv
v v u u v v u u

x dx

v v u u v u u u
dx



     

     

 
       

     

    

(3.9.8.) ,

 
 

                                                             

22
 Η διακριτοποίθςθ γίνεται ςτακερι αλλά θ τάξθ ακριβείασ τθσ πζφτει από  2O x

 
ςε  O x , 

Hackbusch,1992 . 
23

 upwind  
24

  Για  0 
 
λειτουργεί μόνο το ςχιμα των κεντρικϊν διαφορϊν και για

  
1 

  
μόνο το ανάντθ 

ςχιμα. τα αποτελζςματα ςυχνότερα χρθςιμοποιικθκαν τιμζσ του 
 
μεταξφ 0.65 και 0.85. 
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B.  Aξονοςυμμετρική  περίπτωςη :  

τθν αξονοςυμμετρικι περίπτωςθ, οι ςυναγωγικοί όροι 
AXIS

CONV προκφπτουν από τθν 

διακριτοποίθςθ ςε κυλινδρικζσ ςυντεταγμζνεσ.  

2 2

2

( ) 1 ( ) 1
,

u uv u v u uv v v v

x y y y y x y y y y

AXIS

CONV u u   .  

Άρα ςτθν κατεφκυνςθ x  (διακριτοποίθςθ πάνω  ςτουσ κόμβουσ ,i ju ) 

2
AXIS ( ) ( ) 1

_
u uv u v u

CONV x
x y y y y

   
     

   
 

AXIS 2-D 1
_ _

u v u
CONV x CONV x

y y y

  
    

 
                  (3.9.9.) 

και ςτθν κατεφκυνςθ y   (διακριτοποίθςθ πάνω  ςτουσ κόμβουσ ,i jv ) 

2
AXIS

2

( ) ( ) 1
_  

y

v uv v v
CONV y

y x y y





 
     

   
 

AXIS 2 D

2

1
_ _  

y

v v
CONV y CONV y

y y





 
    

 
              (3.9.10.) 

Οι επιπλζον όροι διακριτοποιοφνται: ςτθν κατεφκυνςθ x  (πάνω  ςτουσ κόμβουσ ,i ju ) 

 
 , , 1, , 1 1, 1

,
 /

1
2

2

i j i j i j i j i j

i j

u v v v v
uv y

j dy

      



   
 

                    

(3.9.11.), 

 , 1 , 1

21, ,
,

2

1 1

1
2

2

i j i j

i j i j
i j

u uu u

y y y y
j dy

 



    
    

         
                   

(3.9.12.), 

και ςτθν κατεφκυνςθ y  (πάνω  ςτουσ κόμβουσ ,i jv ) 

  ,

, 1,2 2

,

v1 1
 

y dy

i j

i j i j

i j

v v
v v

y y j j






 
       

   
                              (3.9.13.). 
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3.9.3.   Διακριτοποίηςη των όρων ιξϊδουσ ή ςυνεκτικϊν όρων.
    

Οι όροι ιξϊδουσ ι ςυνεκτικοί όροι ι όροι διάχυςησ (diffusive terms) τθσ ςχζςθσ (2.8.2.) 

1
( ( ( ) )

( )
VISC D  όπου VISC_x VISC_yVISC=( ,   )  διακριτοποιοφνται για τθν 

μονοφαςικι και για τθν διφαςικι περίπτωςθ με τον τρόπο που περιγράφεται αναλυτικά 

παρακάτω:  

Α. Διδιάςτατη περίπτωςη. 

τθν Διδιάςτατθ περίπτωςθ, οι όροι ιξώδουσ διατυπϊνονται  ωσ εξισ. Για το μονοφαςικό 

πεδίο τθσ κφριασ φάςθσ ςτθν κατεφκυνςθ x  (διακριτοποίθςθ πάνω ςτουσ κόμβουσ ,i ju ) 

ιςχφει θ  ςχζςθ: 

 

2 2
2

2 2

u u
VISC_x

x y

D
=                                                    (3.9.14.) 

και ςτθν κατεφκυνςθ y  (διακριτοποίθςθ πάνω  ςτουσ κόμβουσ ,i jv ) θ  ςχζςθ: 

2 2
2

2 2

v v
VISC_y

x y

D
  =

                                                    
(3.9.15.). 

το διφαςικό πεδίο ςτθν κατεφκυνςθ x  ιςχφει 

   
2 D 1

( )
2 ( ( ) ) ( ( )( ))x yx y xVISC_x u u v

 
   


                   (3.9.16.), 

θ οποία διακριτοποιείται επάνω ςτουσ κόμβουσ ,i ju ςτα μζςα των κακζτων πλευρϊν των 

κυψελϊν (ονομαςτικά κόμβοσ με δείκτθ  _VISC x  ),   Croce,2002. 

τθν κατεφκυνςθ  y   ιςχφει θ  ςχζςθ 

   
2 D 1

( )
 ( )( )) 2 ( ( ) )x yy x yVISC_y u v v
 

   


                          (3.9.17.), 

θ οποία διακριτοποιείται επάνω ςτουσ κόμβουσ ,i jv ςτα μζςα των οριηόντιων πλευρϊν των 

κυψελϊν  (ονομαςτικά κόμβοσ με δείκτθ  _VISC y  )  , Croce,2002.  

Οι απαιτοφμενεσ τιμζσ των _VISC x , _( )VISC x  , _( )VISC x  , _VISC y , _( )VISC y  , _( )VISC y   

υπολογίηονται με απλι γραμμικι παρεμβολι των κατάλλθλων τιμϊν των  , ( )  , ( )   ςτα 

κζντρα των γειτονικϊν υπολογιςτικϊν κυψελϊν ωσ εξισ  

 

_
1, ,(

,

)

2

VISC x
i j i j

i j

 
  

    ,                
_ ( , 1 ,

,

)

2

VISC y i j i j
i j

 
                       (3.9.18.), 

_
1 , ,(

,

)

2

VISC x
i j i j

i j

 
  

  ,                
_ ( , 1 ,

,

)

2

VISC y i j i j
i j

 
                  (3.9.19.), 



3.34                                                                                                                                        ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

_
1, ,(

,

)

2

VISC x
i j i j

i j

 
  

  ,                 
_ ( , 1 ,

,

)

2

VISC y
i j i j

i j

 
                     (3.9.20.). 

Ειδικά ςτισ οριακζσ κυψελίδεσ χρθςιμοποιοφνται κατάλλθλεσ προςεγγίςεισ. Για τθν 

διακριτοποίθςθ των όρων ιξϊδουσ του τανυςτι των τάςεων χρθςιμοποιικθκαν ςχιματα 

δεφτερθσ τάξθσ κεντρικϊν διαφορϊν.  

Αναλυτικά  

      2

2, 1, 1, , 1, , , 1,( )2 ( ( ) )x i j i j i j i j i j i j i j i jx dx u u u uu      
    

       
 

       (3.9.21.) 

ι εναλλακτικά 25 

      2

, 1,,1, 1, , ,
2 ( ( ) ) 2 ( ) ( ) ( )x x i j i ji ji j i j i j i j

u dx u u u u     


 
        

       

(3.9.22.), 

 

 

_

,

1, ,

, 1,

_

1, 1, 1, 1 1, 1( , 1 ,

1, 1 1, 1 1, 2 1( , , 1

([ ( )] ( ))

)

2 4

)

2

( ( )( )) VISC x

i j

i j i j

i j i j

VISC x
yy x

i j i j i j i ji j i j

i j i j i j ii j i j

y x y u v

v v v vu u

dy dy dx

v v v vu u

dy dy

u v  

 

 

 





     

      

    
 

        
     


  

  




 , 2

4

j

dx







   
   
      

                  

(3.9.23.) 

ι εναλλακτικά  

 

 

,

, 1, , 1 1, 1 , 1 , 1, ,1

, 1, , 1 1, 1 , , 1 1, 1 , 11

( ( ) ( )

( )
4

( )
4

y i jy x

i j i j i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

u v

u u v v
dy

dy dx

u u v v
dy

dy dx

 

   

   

     

       

    

      
       

      
       

            

(3.9.24.)

 

Για τον υπολογιςμό του ιξϊδουσ 1 1
2 2
,i j


 

 και 1 1
2 2
,i j


 

 ςτισ κορυφζσ των κυψελϊν ςτθν  

(3.9.24.)  χρθςιμοποιοφνται  οι τιμζσ του ιξϊδουσ ςτα κζντρα των κυψελϊν απο τισ 

ςχζςεισ: 

 1 1
2 2

, 1, , 1 1, 1,
0.25 i j i j i j i ji j

        
    

            
(3.9.25.) 

,  1 1
2 2

, 1, , 1 1, 1,
0.25 i j i j i j i ji j

        
    

             
(3.9.26.). 

 

                                                             

25 Η εναλλακτικι διακριτοποίθςθ χρθςιμοποιικθκε εξίςου ικανοποιθτικά ςτον διφαςικό αλγόρικμο 

αν και θ πρϊτθ εκδοχι φαίνεται λίγο πιο ακριβισ ειδικά για τθν διακριτοποίθςθ του ιξϊδουσ  . 
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_

,

, 2 , 1 , 1 , , 1 , , , 12

2 ( ( ) )

2 ([ ( )] )

1

( )

y y

VISC y

y y
i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

v

v

v v v v
dy

 

 

       

  

   
  

      

          (3.9.27.). 

ι  εναλλακτικά  

   

   

,

3 12 , 1 , , , 1, ,
2 2

2 ( ( ) )

2
( ) ( )

( )

y y i j

i j i j i j i ji j i j

v

v v v v
dy

 

   
  

    


     
                        

(3.9.28.). 

Επίςθσ

                

 

 

_

,

, 1 ,

, , 1

_

, 1 , 1 1, 1 1, 1( 1, ,

1, 1 1, 1 2, 1 2( , 1,

([ ( )] ( ))

)

2 4

)

2

( ( )( ))

VISC y

i j

i j i j

i j i j

VISC y
xy x

i j i j i j i ji j i j

i j i j i j ii j i j

xy x

u v

u u u uv v

dx dx dy

u u u uv v

dx dx

u v

 

 

 

 





     

      



   
 

        
     


  

  




 , 1

4

j

dy







   
   
      

           

(3.9.29.) 

ι  εναλλακτικά   βάςει  τθσ (3.9.25.) και τθσ  

 
 1 1

2 2
, 1, , 1 1, 1,

0.25 i j i j i j i ji j
        

    
                                                

(3.9.30.) 

 
 

 

,

1 , 1, , 1 1, 1 , 1 , 1, ,

1 , 1, , 1 1, 1 1, 1 1, , 1,

( ( ) ( )

( )
4

( )
4

x i jy x

i j i j i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

u v
u u v v

dx
dy dx

u u v v
dx

dy dx

 
   

   

      

        

  
      

      
  

      
      

  

        

(3.9.31.) 

 

B.  Aξονοςυμμετρική  περίπτωςη 

τθν αξονοςυμμετρικι περίπτωςθ, τόςο για τθν μονοφαςικι ροι όςο και για τθν  διφαςικι 

ροι οι όροι ιξϊδουσ , VISC_x VISC_y
AXIS AXIS AXIS

VISC =( ,   ) προκφπτουν από τουσ όρουσ 

ιξϊδουσ του διδιάςτατου πεδίου  VISC_x VISC_y
2-D

2-D 2-DVISC =( ,   )
 
αν προςτεκεί και ζνασ 

κατάλλθλοσ όροσ ςε κυλινδρικζσ ςυντεταγμζνεσ. Ζχουμε ςυγκεκριμζνα  

1 1 1
_ ( ) , _ ( - )

u v u u v
VISC x VISC y

y y y y y y

AXIS 2-D 2-D
VISC =( +      

Άρα ςτθν κατεφκυνςθ x  (διακριτοποίθςθ πάνω  ςτουσ κόμβουσ ,i ju )   
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AXIS 2-D 1 1
_ ( )

y y

u v u
VISC_x VISC x

y

 
   


                                      (3.9.32.) 

και ςτθν κατεφκυνςθ y  (διακριτοποίθςθ πάνω  ςτουσ κόμβουσ ,i jv )           

AXIS 2-D

2

1 1
_ (  )

y

v v
VISC_y VISC y

y y



 
                                        (3.9.33.). 

Η διακριτοποίθςθ των όρων ζχει περιγραφεί ςτισ ςχζςεισ  (3.9.11-12-13.). 

3.9.4.  Διακριτοποίηςη των όρων τησ επιφανειακήσ τάςησ.    

Οι όροι τθσ επιφανειακισ τάςθσ τθσ  ςχζςθσ 
1

( ) ( )
( )

 (2.8.3.), όπου 

ST_x ST_yST=( ,   ) , διακριτοποιοφνται για τθν διφαςικι περίπτωςθ με τον τρόπο που 

περιγράφεται αναλυτικά παρακάτω.  

Α. Διδιάςτατη περίπτωςη :  

Επειδι 
1

( ) ( )
( )

ST
 
ςθμαντικότατθ είναι θ αρικμθτικι διακριτοποίθςθ του 

( )  και του ( )   τθσ ( ) ( )       ςτθν γειτονία ε τθσ διεπιφάνειασ. τθν παρουςία 

αςυνεχειϊν, οι πεπεραςμζνεσ διαφορζσ οδθγοφν ςε ςφάλματα (1/ )O dx , τα οποία 

αυξάνονται με τθν πφκνωςθ του πλζγματοσ. Αν και αυτζσ οι προςεγγίςεισ δίνουν μόνο 

πρϊτθσ τάξθσ ακρίβεια, είναι επαρκείσ για πολλοφσ ςκοποφσ, Osher & Fedkiw, 2003. 

Yπολογίηονται οι απαιτοφμενεσ τιμζσ των  , ( )  , ( )  , ( )   ςτα μζςα των κακζτων 

πλευρϊν των υπολογιςτικϊν κυψελίδων πάνω ςτουσ κόμβουσ ,i ju  (ονομαςτικά κόμβοσ με 

δείκτθ _ST x )  και ςτα μζςα των οριηοντίων πλευρϊν επάνω ςτουσ κόμβουσ ,i jv  

(ονομαςτικά κόμβοσ με δείκτθ _ST y ). Αρκεί απλι γραμμικι παρεμβολι των κατάλλθλων 

τιμϊν των , ( )  , ( )  , ( )   ςτα κζντρα των γειτονικϊν υπολογιςτικϊν κυψελϊν  ωσ εξισ:  

 1, ,_

,
2

i j i jST x

i j

 


 
              

 , 1 ,_

,
2

i j i jST y

i j

 





                              (3.9.34.), 

 1, ,_

,
2

i j i jST x

i j

 
  

                      
 _ , 1 ,

,
2

ST y i j i j

i j

 


 
                            (3.9.35.), 

 1, ,_

,
2

i j i jST x

i j

 


 
                   

 _ , 1 ,

,
2

ST y i j i j

i j

 


 
                                 (3.9.36.), 

 1, ,)_

,

( ) (

2
( )

i j i jST x

i j

   
 

 
        

 , 1 ,)_

,

( ) (

2
( )

i j i jST y

i j

   
 

 
             (3.9.37.). 
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Ειδικά ςτισ οριακζσ κυψελίδεσ χρθςιμοποιοφνται κατάλλθλεσ προςεγγίςεισ. Οι χωρικζσ 

παράγωγοι x , y  τθσ ςυνάρτθςθσ   που περιλαμβάνονται ςτον υπολογιςμό τθσ 

καμπυλότθτασ (δείτε παρ. 3.8.) και  ςτο   του όρου τθσ επιφανειακισ τάςθσ τθσ ςχζςθσ  

(2.2.8.5.) υπολογίηονται με τθ χριςθ κατάλλθλων υπορουτινϊν με ςχιματα WENO τθσ §3.5. 

Με βάςθ τθν παραπάνω ανάλυςθ θ διακριτοποίθςθ των όρων τθσ επιφανειακισ τάςθσ 

προκφπτει με απλι αντικατάςταςθ γνωςτϊν αλγεβρικϊν ςχζςεων ςτθν  

1
( ) ( )

( )
ST

   
(2.8.3.)  ωσ εξισ. 

 Η x  ςυνιςτϊςα των όρων τθσ επιφανειακισ τάςθσ 

1
( ) _ ( ) ( )

( )
xST x     

 
                                               (3.9.38.), 

που διακριτοποιείται επάνω ςτουσ κόμβουσ ,i ju  ςτα μζςα των κακζτων πλευρϊν των 

κυψελϊν  μεταςχθματίηεται ςτθν  

 _ _ _
, , ,ST_x

,

1
( )_ ( ) ( )ST x ST x ST x WENO

i j i j x i j

i j

ST x     


                  (3.9.39.), 

και  θ y  ςυνιςτϊςα   των όρων τθσ επιφανειακισ τάςθσ 

1
( ) _ ( ) ( )

( )
y yST      

 
                                                          (3.9.40.), 

που διακριτοποιείται πάνω ςτουσ κόμβουσ ,i jv  ςτα μζςα των οριηόντιων πλευρϊν των 

κυψελϊν   μεταςχθματίηεται ςτθν   

 
_ _ _

, , ,ST_y

,

1
( )_ ( ) ( )

ST y ST y ST y WENO
i j i j y i j

i j

ST y     



                       (3.9.41.). 

Για τθν πλθρότθτα τθσ ανάλυςθσ μία εναλλακτικι διακριτοποίθςθ των ςχζςεων (3.9.38.)  

και (3.9.39.) για τουσ όρουσ τθσ επιφανειακισ τάςθσ και τθσ καμπυλότθτασ αξίηει να 

αναφερκεί (βλζπε παράρτθμα Π.7.3.), γιατί είναι κατά κάποιο τρόπο ι απλοφςτερθ 

δυνατότθτα χωρίσ ςχιματα υψθλισ τάξθσ WENO κλπ να διακριτοποιθκεί θ επιφανειακι 

τάςθ με κάποια αξιοπιςτία χωρίσ δθλαδι αρικμθτικι διάχυςθ26. Συπικά ςχιματα δεφτερθσ 

τάξθσ κεντρικϊν πεπεραςμζνων διαφορϊν χρθςιμοποιοφνται για τον υπολογιςμό των 

ςυνκετικϊν  των 
x , y  και  των  όρων xx , xy , yy ,

2

x ,
2

y   των 
1

,
2

( )
i j

 


και 
1

,
2

( )
i j

 


 των 

ςχζςεων (3.8.3.) και (3.8.7.). 

                                                             

26
 τα αποτελζςματα διφαςικϊν ροϊν ςταγόνων με επιφανειακι τάςθ θ διάχυςθ περιορίςτθκε 

αποφαςιςτικά όταν επιβλικθκαν ςχιματα WENO κλπ ςτον υπολογιςμό τθσ LSM χωρίσ να αλλαχκεί 
αρχικά θ εναλλακτικι διακριτοποίθςθ για τουσ όρουσ τθσ επιφανειακισ τάςθσ. 
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B.  Aξονοςυμμετρική  περίπτωςη  

τθν αξονοςυμμετρικι περίπτωςθ, οι όροι επιφανειακισ τάςθσ , 
AXIS

ST προκφπτουν από 

τουσ αντίςτοιχουσ όρουσ του διδιάςτατου πεδίου  
2-D

ST  αν τροποποιθκεί κατάλλθλα ο όροσ 

τθσ καμπυλότθτασ που προκφπτει από τθν διακριτοποίθςθ του αλγορίκμου ςε κυλινδρικζσ 

ςυντεταγμζνεσ.  

 

3.10. ΤΝΘΗΚΕ ΕΤΣΑΘΕΙΑ ΣΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ NAVIER-STOKES.    

Η ταχφτθτα του πεδίου ροισ ( 1)n
u  υπολογίηεται27 ρθτϊσ  με τθν ςχεδόν δεφτερθσ τάξθσ 

ακριβείασ μζκοδοσ προβολϊν κατά Chorin τθσ §3.3. Σθν χρονικι ςτιγμι ( 1)n  θ ταχφτθτα 

δίνεται από τισ αρχικζσ ςυνκικεσ του προβλιματοσ. 

 το μονοφαςικό πεδίο ροισ οι εξιςϊςεισ του ροϊκοφ πεδίου επιλφονται με τουσ 

αδρανειακοφσ όρουσ ενεργοφσ και πρζπει να επιβάλλεται τουλάχιςτον ο περιοριςμόσ τθσ 

ςυνκικθσ CFL 28 

min
max{ }

CFL

dx
dt

u


  

 

                                              (3.10.1.), 

ϊςτε να επιβάλλεται ςε κάκε χρονικό βιμα το ςτοιχείο του ρευςτοφ να μεταφζρεται 

λιγότερο από μια κυψζλθ του πλζγματοσ29 δθλαδι από το χωρικό βιμα ( )ndt u dx , 

( )ndt v dy . Σελικά προκειμζνου να εξαςφαλιςκεί θ αρικμθτικι ευςτάκεια του 

μονοφαςικοφ αλγορίκμου ακολουκϊντασ τθν ανάλυςθ των Τome & Mc Kee, (1994) 

προςαρμόηεται ςυνεχϊσ το χρονικό βιμα dt  ϊςτε να πλθροφνται οι περιοριςμοί  τθσ  

ςχζςθσ 

 
1

2 2

max max

1 1
, ,min

2

Re dx dy
dt

dx dy u v






 
      

            (3.10.2.), 

όπου   0,1   ,  
max , ,maxi j i ju u , 

max , ,maxi j i jv v
 
ςτο πεδίο ροισ. 

τον διφαςικό αλγόρικμο   θ φπαρξθ όρων επιφανειακισ τάςθσ και ιξϊδουσ των εξιςϊςεων 

Navier-Stokes θ/και βαρφτθτασ απαιτοφν επιπλζον μεγαλφτερουσ περιοριςμοφσ ςτο χρονικό 

βιμα τθσ μεκόδου, Peng et.al.,1999.  Αφξθςθ των δυνάμεων τθσ επιφανειακισ τάςθσ (Ca  

                                                             

27 Η ειςαγωγι ςχθμάτων πολλαπλϊν βθμάτων όπωσ δεφτερθσ τάξθσ  Adams-Bashforth  ι TVD Runge-
Kutta (βλζπε §3.11.6 ), αν και εφκολα υλοποιιςιμεσ δεν κρίκθκε απαραίτθτθ γιατί οι διφαςικζσ ροζσ 
που εξετάηονται είναι ςτρωτζσ ροζσ με πολφ χαμθλό αρικμό Re .                            
28

 Courant Friedrichs Levy 
29

 Είναι ευρφτερα αποδεκτό ότι επειδι οι διακριτοποιθμζνεσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ ζχουν δομθκεί να 
επιλφουν ροζσ μόνο μεταξφ γειτονικϊν αρικμθτικϊν κυψελίδων πρζπει να εξαςφαλίηεται με κριτιρια 
ότι θ διακριτι πλθροφορία δεν μπορεί να μετακινθκεί  περιςςότερο από μία κυψελίδα πλζγματοσ. 
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και We ) και αφξθςθ τοφ ιξϊδουσ (λόγοσ ιξϊδουσ λ ) απαιτοφν μείωςθ του χρονικοφ βιματοσ 

για να μθν αποκλίνει θ μζκοδοσ. Προκειμζνου να προςδιοριςτεί με ακρίβεια  το επαρκζσ dt , 

ζχουν ενςωματωκεί τα κριτιρια30, Croce et.al.,2004,2009 που ςυνυπολογίηουν τουσ 

παραπάνω παράγοντεσ. Οι περιοριςμοί του χρονικοφ βιματοσ για τισ ταχφτθτεσ  u , v  

γράφονται  2u

udt C   ,  2v

vdt C  και    τελικά ορίηεται 

 2 ( , )min u vdt C C


                                                        (3.10.3.), 

όπου   0,1   , 
   

2 2

2 2
max ,c b

c c

V
dx dy

 

 

 
     

,  
max , ,maxi j i ju u , 

max , ,maxi j i jv v ,
max , ,maxi j i j 

 

,   το θμιπάχοσ τθσ διεπιφάνειασ τθσ ςχζςθσ  (3.7.1.) , 

/a dx  και   

  

1
2

max max max

2

4 8x

u

b c

gu u
C V V

dx dx dx a dx

 

 




           

    
 

            (3.10.4.), 

  

1
2

max max max

2

4 8y

v

b c

gv v
C V V

dy dy dy a dy

 

 




              

 

             (3.10.5.) 

και επομζνωσ προςαρμόηεται ςυνεχϊσ το χρονικό βιμα dt .  

τα αποτελζςματα, όπου τα εξεταηόμενα προβλιματα είναι μθ μόνιμα και αναηθτείται θ 

επίλυςθ τουσ ςαν ςυνάρτθςθ του χρόνου, κάποιεσ φορζσ θ παραπάνω διαδικαςία καταλιγει 

ςε πολφ μικρό χωρικό βιμα που κακυςτερεί υπερβολικά τθν εκτζλεςθ του διφαςικοφ 

αλγορίκμου χωρίσ προφανζσ νόθμα. Για αυτό προςδιορίηεται με δοκιμζσ ζνα επαρκζσ 

χρονικό βιμα dt a dx   που εξαςφαλίηει ανεξαρτθςία αποτελεςμάτων από το χρονικό 

βιμα. Εδϊ a  είναι ζνασ αρκετά μικρόσ κετικόσ πραγματικόσ αρικμόσ, ανεξάρτθτοσ από το 

χωρικό βιμα που επιλζγεται κατά περίπτωςθ ωσ ςυντελεςτισ κλίμακασ (Osher & Fedkiw, 

2003). υχνά 0.5 CFLdt dt   είναι επαρκζσ.  

 

3.11. ΔΙΑΚΡΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ ΣΗ LSM.  
3.11.1. Τπολογιςμόσ ταχυτήτων ςτα κζντρα των κυψελϊν με πολυϊνυμα  Lagrange. 

Η επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ  μεταφοράσ 0t u  (2.9.1.1.) προχποκζτει  τον 

υπολογιςμό των ςυνιςτωςϊν του πεδίου ταχφτθτασ u  ςτα κζντρα των κυψελϊν  ,i j  

(ονομαςτικά κόμβοσ με δείκτθ lsm ). Αυτό είναι εφικτό με απλι γραμμικι παρεμβολι  των 

                                                             

30
 Tα κριτιρια τθσ §3.5.1. Sussman et al., 1994, είναι επίςθσ ςυμβατά και μποροφν να δοκιμαςτοφν 

εναλλακτικά ςτον διφαςικό αλγόρικμο. 
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αντίςτοιχων  τιμϊν των u  και v  από τα μζςα των κακζτων πλευρϊν των υπολογιςτικϊν 

κυψελίδων (κόμβοι ,i j
u ) και από τα μζςα των οριηοντίων πλευρϊν (κόμβοι ,i j

v )  ωσ εξισ.  

 , , 1

,
2

i j i jlsm

i j

u u
u 

                 
 , , 1

,
2

i j i jlsm

i j

v v
v 

                                   (3.11.1.) 

Όμωσ εμπειρικά αποδεικνφεται ότι αυξάνει θ ακρίβεια των αποτελεςμάτων και θ ευςτάκεια 

του αλγορίκμου, αν εφαρμοςτοφν πολυϊνυμα παρεμβολισ τφπου Lagrange τρίτθσ τάξεωσ  

(Croce et. al., 2002). Ζτςι ορίηεται : 

 
2, 1, , 1,,

1
9 9

16 i j i j i j i j

lsm

i ju u u u u
  

                                              (3.11.2.). 

τα όρια του υπολογιςτικοφ χωρίου χρθςιμοποιοφνται τροποποιθμζνα πολυϊνυμα 

παρεμβολισ τφπου Lagrange, αριςτεροβαρι (left-weighted):  

 ,
1, , 1, 2,

1
5 15 5

16

lsm L

i j
i j i j i j i j

u u u u u

  
   

                       

(3.11.3.). 

και δεξιοβαρι (right-weighted)  

 
3 2, 1, ,,

1
5 15 5

16 i j i j i j i j

lsm R

i ju u u u u
  

    

                                 

(3.11.4.). 

Με αντίςτοιχα ςχιματα ορίηονται τα ,

lsm

i jv , ,

lsm L

i jv  ,
,

lsm R

i jv  . 

 
 
3.11.2. Τπολογιςμόσ τησ νζασ ενδιάμεςησ ςυνάρτηςη ιςοχψϊν, * .   

φμφωνα με τθν §2.9.1. από τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ μεταφοράσ 0t u  

(2.9.1.1.)  υπολογίηεται θ νζα ενδιάμεςθ ςυνάρτθςθ των ιςοχψϊν, *  , 

t u                                                                          (3.11.5.). 

Χρθςιμοποιϊντασ το οριςμό τθσ χρονικισ παραγϊγου,  

(*) ( )n

t
dt                                                                  

(3.11.6.), 

 όπου ο δείκτθσ ( )n  δθλϊνει τθν τρζχουςα χρονικι ςτιγμι και ο δείκτθσ (*) τθν νζα 

ενδιάμεςθ χρονικι ςτιγμι και όχι τθν επόμενθ ( 1)n . Η ςχζςθ (3.11.6.) αποτελεί το 

αριςτερό ςκζλοσ (L.H.S.) τθσ (3.11.5.). O όροσ 
( )

u
n

 που αποτελεί το δεξιό ςκζλοσ 

(R.H.S.) τθσ (3.11.5.) διακριτοποιείται με τιμζσ τθσ  και τθσ u  (δεσ §3.11.1.) επάνω ςτουσ 

κόμβουσ 
,i j

p   ςτα κζντρα των υπολογιςτικϊν κυψελϊν και για τισ δφο ςυνιςτϊςεσ του όρου 

ςτισ κατευκφνςεισ x  και y . Σελικά ι  (3.11.5.) μπορεί να διατυπωκεί  

(*) ( )
( )

,
,

,

n
n

t i j
i j

i j
dt

u
                              

(3.11.7.). 
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Α. Διδιάςτατη περίπτωςη :  

 

( )

2 ( ) ( )( ) ,

n

n n xn

y

u v
D

RHS u  

2 ( )( )( ) ,
nnn

x yu v
D

RHS

                                

(3.11.8.). 

Άρα ςτθν κατεφκυνςθ x  

2 ( )( )_
nn

xRHS x u
D

      
ι     

2 ( )( )

,,
_

nn

x i ji j
RHS x u

D

            (3.11.9.) 

και ςτθν κατεφκυνςθ y  

2 ( )( )_
nn

yRHS y v
D

 
ι    

2 ( )
( )

,,
_

n
n

y i ji j
RHS y v

D

                   (3.11.10.). 

οι τιμζσ 
,i j

u , ,i j
v  υπολογίηονται ςτα κζντρα των κυψελϊν με τα πολυϊνυμα Lagrange των 

ςχζςεων (3.11.2.), (3.11.3.) και (3.11.4.), ενϊ οι τιμζσ 
,i j

x  με τα ςχιματα WENO τθσ §3.5. 

B.  Aξονοςυμμετρική περίπτωςη:      

τθν αξονοςυμμετρικι περίπτωςθ  οι όροι ( )n
AXIS

RHS ,  

( ) ( ) ( )_ , _n n nRHS x RHS y
AXIS AXIS AXIS

RHS
 

προκφπτουν από τουσ όρουσ ( )n
2-D

RHS  του διδιάςτατου πεδίου  

( ) ( ) ( )_ , _n n nRHS x RHS y
2-D 2-D 2-D

RHS
 

αν προςτεκεί και ζνασ κατάλλθλοσ όροσ ςε κυλινδρικζσ ςυντεταγμζνεσ.  υγκεκριμζνα  

( ) ( ) ( )1 1 1
_ ( ) , _ (

y y

n n nu v
RHS x RHS y

y y y y

AXIS 2-D 2-D

RHS +  - )

.

 

Άρα ςτθν κατεφκυνςθ x  (επάνω  ςτουσ κόμβουσ ,i j
p ) 

( ) ( ) 1 1
_ _ ( )

y y

n n u
RHS x RHS x

y

AXIS 2-D

+              (3.11.11.) 

και ςτθν κατεφκυνςθ y   (επάνω  ςτουσ κόμβουσ  ,i j
p ) 

( ) ( ) 1
_ _ (n n v

RHS y RHS y
y y y

AXIS 2-D

+ - )                 (3.11.12.). 

Οι επιπλζον όροι διακριτοποιοφνται: ςτθν κατεφκυνςθ x  (επάνω  ςτουσ κόμβουσ ,i j
p ) 

, ,

,

 
1

2

Langr

i j i j

i j

uu

y
j dy

  
 

    
 

                                   

(3.11.13.) 
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,

,

1

1

2

y i j

i j
y y

j dy

     
 

     
 

                                 

(3.11.14.) 

και ςτθν κατεφκυνςθ y   (επάνω  ςτουσ κόμβουσ  ,i j
p ) 

,

2 ,
,

1 1
 

1 1y

2 2

Langr

i j

y i j
i j

vv

y y
j dy j dy








                    

   

        (3.11.15.). 

το παράρτθμα Π.1.2.   περιζχονται επιπλζον ςτοιχεία για τισ διακριτοποιιςεισ τθσ * . 

 

3.11.3. Διακριτοποίηςη τησ εξιςϊςεωσ  επαναρχικοποίηςησ των ιςοχψϊν.   

φμφωνα με τθν §2.9.2.  θ ( *)( 1) 0
η

d
sign d


   


  (2.9.2.3.) επιλφεται  με επαναλθπτικι 

διαδικαςία ςτoν ψευδοχρόνο  ςε ςτακερι κατάςταςθ. Η  εξίςωςθ (2.9.2.3.) γράφεται  

( *)( 1)τd sign d                                                         (3.11.16.). 

Η ςχζςθ  

        

( 1) (*)n

d
d

                                                               (3.11.17.), 

αποτελεί το αριςτερό ςκζλοσ (L.H.S.) τθσ (3.11.16.), θ ςτιγμι (*) ορίηεται όπωσ ςτθν §3.11.2. 

ςτθν τρζχουςα ενδιάμεςθ χρονικι ςτιγμι ενϊ ( 1)n είναι θ αμζςωσ επόμενθ χρονικι ςτιγμι 

τθσ μεκόδου LSM. Σότε ο όροσ ( *)( 1)sign d  που αποτελεί το δεξιό ςκζλοσ (R.H.S.) τθσ 

(3.11.16.) διακριτοποιείται με τιμζσ τθσ *  επάνω ςτουσ κόμβουσ 
,i j

p  ςτα κζντρα των 

υπολογιςτικϊν κυψελϊν και για τισ δφο ςυνιςτϊςεσ του όρου ςτισ κατευκφνςεισ x  και y . 

Σελικά ι  (3.11.16.) μπορεί να διατυπωκεί 

( 1) (*)
(*)

, ,
,

( *)( 1)
n

i j i j
i j

sign d
d      

(3.11.18.). 

τθν υλοποίθςθ του αλγορίκμου διφαςικισ ροισ το ( *)sign  τθσ (3.11.18.) μπορεί να 

υπολογιςτεί  από μια ομαλoποιθμζνθ ςυνάρτθςθ, κακϊσ αυτό οδθγεί ςε καλφτερεσ 

ιδιότθτεσ διατιρθςθσ, και είναι πιο ςτακερι αρικμθτικά. Οι ςχζςεισ (3.11.19.), Sussman 

et.al., 1994  και (3.11.20.), Fedkiw et.al. 1999  (3.11.21.), Peng et.al. ,1999  είναι κατάλλθλεσ 

0
0 0

2 2

0

( ) ( )
( )

S sign
dx                                 

(3.11.19.),
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0
0 0

2 2

0

( ) ( )
( )

S sign                                   (3.11.20.), 

22 2

*
( *) ( *)

( *) | * |
S sign

dx

              (3.11.21.), 

όπου  ζνασ πολφ μικρόσ αρικμόσ και max{ , }dx dx dy . Σελικά χρθςιμοποιείται θ 

(3.11.21.) γιατί εξαςφαλίηει από τυχόν ελλειπι αρχικό οριςμό τθσ 
0

 ωσ ςυνάρτθςθσ 

απόςταςθσ από τθν διεπιφάνεια. Επίςθσ  διαςφαλίηεται  

( ) ( *)n 1sign sign                                            (3.11.22.). 

Σο δεξιό ςκζλοσ (R.H.S.) τθσ (3.11.16.) επιλφεται επαναλθπτικά ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ, Osher 

& Fedkiw,2003 με ζνα ςχιμα Godunov, Godunov, 1959, το οποίο επιλζγει τθν αρικμθτικι 

διακριτοποίθςθ  του όρου ( *)( 1)sign d . Οι εμπρόσ  (+) και πίςω (-) μερικζσ παράγωγοι 

τθσ  , δθλαδι
 ,x i ja D  ,

 ,x i jb D 
 
, 

,y i jc D  ,
 ,y i jd D 

 
(3.7.15.)  που χρθςιμοποιεί ο  

αλγόρικμοσ του Godunov και οι τιμζσ 
,i j

x
 και 

,i j
y  διακριτοποιοφνται  με τα ςχιματα 

WENO τθσ §3.5. Με βάςθ τισ παραπάνω ςχζςεισ ο όροσ ( 1)d αντικακίςταται , Sussman 

et al., 1994 από τθν ςυνάρτθςθ (*)( )G ,  

 

2 - 2 2 2 *

i, j

* 2 2 - 2 2 *

i, j

max(( ) ,( ) )  max(( ) ),( ) ) 1 αν 0

( ) max(( ) ,( ) )  max(( ) ),( ) ) 1 αν 0

0 Διαθορεηικά

i, j

a b c d

G a b c d

  

  (3.11.23.), 

ϊςτε (*)( ) ( 1)G d  , όπου max( ,0)a a , min( ,0)a a .  Όμοια ορίηονται τα  

, , , , , .b b c c d d  Οι διακριτοποιιςεισ είναι ίδιεσ για το διδιάςτατο και το 

αξονοςυμμετρικό πρόβλθμα. Σο κριτιριο διακοπισ τθσ επαναλθπτικισ διαδικαςίασ ςτο 

βιμα  N  ορίηεται , Sussman  et al. ,1994  

1

, , , 2

N N N

i j i j i ja
E d h

M
                      (3.11.24.), 

όπου a  είναι μία χαρακτθριςτικι απόςταςθ π.χ. το μικοσ  του πεδίου, M είναι ο αρικμόσ 

των ςθμείων του πλζγματοσ όπου 
,

N

i j a , d είναι το ψευδοχρονικό βιμα και h  είναι το 

χωρικό βιμα.  Εναλλακτικά μπορεί να χρθςιμοποιθκεί ςαν κριτιριο διακοπισ το 
,

N

i j
, 

όπου 
 
πολφ μικρόσ αρικμόσ  π.χ.  

1010  . 
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3.11.4. Διακριτοποίηςη τησ εξίςωςησ  του υβριδικοφ αλγορίθμου τησ . 

φμφωνα με τθν §2.9.2.  θ  0( ( )) ( ) 0A A t P
t


  


       


     (2.9.3.1 ),  γράφεται  

0( ( ) ) * *t A t A P ( )                                (3.11.25.) 

ι  ιςοδφναμα 

( 1) (*)

0, ,

,

( ( ) ) * *
n

t i j i j

i j

A t A P
dt

( )
     

(3.11.26.), 

όπου 
0A   και ( )A t  είναι θ επιφάνεια τθσ ςταγόνασ ςτθν αφετθρία και ςτθν  χρονικι ςτιγμι  

t   και  5P , ςυντελεςτισ για τθν ςφγκλιςθ  τθσ  μεκόδου. Η ςχζςθ 

( 1) (*)n

t
dt                                               

(3.11.27.),
 

 αποτελεί το αριςτερό ςκζλοσ (L.H.S.) τθσ (3.11.26.), όπου θ ςτιγμι (*) ορίηεται όπωσ ςτθν 

§3.11.2. ςτθν τρζχουςα ενδιάμεςθ χρονικι ςτιγμι, ενϊ ( 1)n είναι θ αμζςωσ επόμενθ 

χρονικι ςτιγμι τθσ μεκόδου LSM.  O όροσ 
0( ( ) ) * *A t A P ( )  που αποτελεί το 

δεξιό ςκζλοσ (R.H.S.) τθσ (3.11.25.) διακριτοποιείται με τιμζσ τθσ *  επάνω ςτουσ κόμβουσ 

,i j
p   ςτα κζντρα των υπολογιςτικϊν κυψελϊν και για τισ δφο ςυνιςτϊςεσ του όρου ςτισ 

κατευκφνςεισ x  και y , ενϊ οι τιμζσ *( ) ,
, ,

* , *
i j i j

x y  διακριτοποιοφνται με τα ςχιματα 

WENO τθσ §3.5. Σα ( )A t και 0A υπολογίηονται ςφμφωνα με τθν ςχζςθ (2.4.7.)
  

  ( ) ( )bA t t H t dx                              
(3.11.28.),

 

που εκφράηει το εμβαδό που περικλείεται εςωτερικά τθσ  διεπιφάνειασ   0t   και το 

  H t διακριτοποιείται ςφμφωνα  με  τθν ςχζςθ (3.7.1.). Οι διακριτοποιιςεισ είναι ίδιεσ 

για το διδιάςτατο και το αξονοςυμμετρικό πρόβλθμα ςτο οποίο απαιτείται ιδιαίτερθ 

φροντίδα ςτθν διακριτοποίθςθ των οριακϊν ςυνκθκϊν επί του άξονα του αγωγοφ. 

 

3.11.5.  Διακριτοποιήςεισ  του  αλγορίθμου τησ τοπικήσ LSM.      

Σροποποιικθκαν κατάλλθλα οι βιβλιοκικεσ του αλγορίκμου τθσ διφαςικισ μεκοδολογίασ, 

ϊςτε τα μεγζκθ που είναι ςυνάρτθςθ  τθσ   να πλθροφν τισ ςυνκικεσ που περιγράφονται 

ςτθν §2.9.4. και ενςωματϊνονται μζκοδοι που περιγράφονται αναλυτικά ςτθν Peng 

et.al.,1999 και ςτοιχεία τουσ επιγραμματικά παρουςιάηονται και εδϊ για κατανόθςθ του 

κζματοσ. Δεν προκφπτουν ανάγκεσ επιπλζον διακριτοποιιςεων. Οι τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ 

των ιςοχψϊν  και των άλλων ςχετικϊν ποςοτιτων ςτα ςθμεία του πλζγματοσ 
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αποκθκεφονται ςε 2D πίνακεσ που ςαρϊνονται, ϊςτε ο υπολογιςμόσ τθσ νζασ  ςτθ 

διαδικαςία μετάκεςθσ τθσ διεπιφάνειασ να γίνεται μόνο ςτα ςθμεία του πλζγματοσ που 

ανικουν μζςα ςτουσ ςωλινεσ τθσ μεκοδολογίασ LLSM. το παράρτθμα Π.1.3. περιζχονται 

διευκρινιςτικά ςτοιχεία για τισ διακριτοποιιςεισ. ε κάκε χρονικό ςθμείο καταςκευάηονται 

οι νζοι, μετατοπιςμζνοι ςωλινεσ. Εάν το μζτωπο κινείται αργά ςε μία χρονικι ςτιγμι, 

δίνεται θ δυνατότθτα ϊςτε θ  να μθν επαναρχικοποιείται ςε κάκε χρονικό βιμα 

υλοποιϊντασ ζνα επιπλζον ςωλινα, όπου καταγράφεται θ ςυμπεριφορά τθσ , θ κίνθςθ 

του μετϊπου και κριτιρια  επαναρχικοποίθςθσ. 

Οι πράξεισ επαρκεί να γίνονται μόνο ςτα ςθμεία του πλζγματοσ μζςα ςτον ςωλινα T  ςτθ 

φάςθ  μεταφοράσ και εντόσ του ςωλινα N  ςτθ φάςθ τθσ Επαναρχικοποίθςθσ τθσ νζασ   

που αποτελοφν ςυνικωσ μόνο ζνα μικρό κλάςμα του ςυνόλου των ςθμείων του 

πλζγματοσ. Ειςάγεται λοιπόν ζνα επιπλζον 2D μθτρϊο μάςκα, ιδίου μεγζκουσ με το μθτρϊο 

τθσ   τo οποίo διακρίνει τα ςθμεία του πλζγματοσ ςε μζςα και ζξω από τουσ ςωλινεσ και 

επίςθσ δφο ιςομεγζκθ 1D μθτρϊα index1 και Index2 που αποκθκεφουν τον δείκτθ των 

ςθμείων πλζγματοσ ςτο ςωλινα N  τθσ τάξθσ μεγζκουσ του ( )O N .  Ζτςι, o ςωλιναs 

T αντιςτοιχεί ςε ςθμεία του πλζγματοσ, όπου mask(i,j)=2 και o ςωλιναs N  αντιςτοιχεί ςε 

ςθμεία με mask(i,j)=1 ι 2 και k είναι ο αρικμόσ των ςθμείων του πλζγματοσ που 

βρίςκονται εντόσ του ςωλινα31 N .   Αν θ κίνθςθ τθσ διεπιφάνειασ περιλαμβάνει ευαίςκθτεσ 

ποςότθτεσ όπωσ παραγϊγουσ τθσ καμπυλότθτασ, πρζπει να επιλεγοφν μεγαλφτερα   και   

και  να υπολογίηονται οι ποςότθτεσ αυτζσ ςε ζνα ακόμθ μικρότερο ςωλινα πλάτουσ a , όπου 

0 a     .  Επιλζγεται 2a dx  , 4 dx   , 6 dx    για δεφτερθσ τάξθσ ςχιματα ΕΝΟ, 

ι  τρίτθσ τάξθσ ςχιματα WΕΝΟ  και 3a dx  , 6 dx   , 9 dx    για  τρίτθσ τάξθσ 

ςχιματα ΕΝΟ ι πζμπτθσ τάξθσ ςχιματα WΕΝΟ.   

 

 

 

 

                                                             

31
 Η καταςκευι  ςωλινoσ απαιτεί  2( )O N  πράξεισ  και γίνεται μόλισ μία  φορά ςε κάκε  κφριο 

βιμα. Για όλα τα υπόλοιπα βιματα, χρειαηόμαςτε μόνο ( )O N  πράξεισ δεδομζνου ότι ο υπολογιςμόσ 

γίνεται ςε ζνα 1D βρόχο. Για παράδειγμα, υλοποιείται ζνασ αλγόρικμοσ υπολογιςμοφ τθσ 
x

ςτα 

ςθμεία του πλζγματοσ μζςα ςτον  ςωλινα T , όπωσ ςτο παράρτθμα Π.1.3.Β. Αφοφ θ 
 
ενθμερωκεί 

ςτο ςωλινα T , θ  επαναρχικοποιείται ςτο ςωλινα N με ζνα αλγόρικμο όπωσ ςτο παράρτθμα  

Π.1.3.Γ. Ανάλογεσ καταςτάςεισ ιςχφουν και ςε 3D.  Ο αλγόρικμοσ αυτόσ  ζχει πολυπλοκότθτα περίπου 

( )O N ςε 2D και 2( )O N  ςε 3D.   
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3.11.6. Χρονική διακριτοποίηςη τησ LSM     

Σα αριςτερά μζλθ   των  εξιςϊςεων 
(*) ( )n

t
dt

 (3.11.6.), 
( 1) (*)n

d
d

 (3.11.17.) και 

( 1) (*)n

t
dt

 (3.11.27.) τθσ LSM διακριτοποιοφνται με κατάντθ πεπεραςμζνεσ διαφορζσ. 

Για τθν χρονικι διακριτοποίθςθ χρθςιμοποιοφνται βιβλιοκικεσ  πρϊτθσ και δεφτερθσ τάξθσ  

TVD Runge-Kutta32, Shu et.al (1988).  

Ζςτω το ςφςτθμα των Σ.Δ.Ε. (ODE),  

00

d
L( )

dt

( )




 





 

                                                                  (3.11.29.), 

όπου L  είναι χωρικόσ τελεςτισ τότε θ δεφτερθσ τάξθσ μζκοδοσ απαιτεί δφο ενδιάμεςα 

βιματα  Euler για να υπολογίςει  τελικά  τθν 1n  με τθν ςχζςθ  (3.11.29.) 

(1) ( )n ndt L                                                         (3.11.30.) 

(2) (1)[ ( ) ( )]
n n

dt L L                              (3.11.31.) 

1 (2)1

2

n n
                                                    (3.11.32.) 

Η τροποποιθμζνθ ςυνάρτθςθ  ( *)sign  ςτθν ςχζςθ  (3.11.21.) πρζπει να ενθμερϊνεται πριν 

από κάκε ενδιάμεςο βήμα Euler μζςα ςτο ςχιμα TVD Runge-Kutta. 
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ΓΕΝΙΚΑ 
 

Στο  κεφάλαιο  αυτό προςομοιϊνονται  αρικμθτικά  και μελετϊνται  διφαςικζσ ροζσ υγροφ ςε 

υγρό μζςα ςε κλειςτοφσ διδιάςτατουσ αγωγοφσ ι ςωλινεσ ςτθ βάςθ των αδιαςτάτων 

αρικμϊν, των παραμζτρων  και τθσ μεκοδολογίασ του κεφ.2.  Διάφορεσ διατάξεισ άνιςων 

μεταξφ τουσ ι ιςομεγεκϊν ςταγόνων διαςπείρονται απότομα ςτθν ςυνεχι φάςθ 

διαφορετικοφ ρευςτοφ ςε πεδίο αναπτυςςόμενθσ ςτρωτισ  ροισ χαμθλοφ αρικμοφ Re λόγω 

διαφοράσ πιζςεωσ (ροι Hagen-Poiseuille) ι διατμθτικισ  ροισ τφπου Couette.  

Υπολογίηεται και μελετάται θ χρονικά μεταβαλλόμενθ διφαςικι ροι κακϊσ και θ 

παραμόρφωςθ των περιγραμμάτων, ζωσ ότου θ παραμόρφωςθ των ςταγόνων κατά 

περίπτωςθ καταλιξει, αν είναι εφικτό, ςε ουςιαςτικά αμετάβλθτα περιγράμματα ςταγόνων. 

Παρατίκεται για αξιολόγθςθ του μοντζλου μια ςφγκριςθ αποτελεςμάτων τθσ μελζτθσ μασ 

με αρικμθτικά και πειραματικά αποτελζςματα τθσ βιβλιογραφίασ. Ενδεικτικά για τθν 

εμβάκυνςθ ςτο κζμα παρουςιάηονται για κάποιεσ από τισ περιπτϊςεισ που μελετικθκαν  

ςε ςυγκεκριμζνεσ χρονικζσ ςτιγμζσ ςτοιχεία και διαγράμματα που περιγράφουν και 

επεξθγοφν το ρευςτοδυναμικό πεδίο τα οποία προκφπτουν από τθν μετα-ανάλυςθ των 

αρχείων αποτελεςμάτων του λογιςμικοφ μασ για τα πεδία u  , v , p  .  Επίςθσ διερευνάται  θ 

αναπτυςςόμενθ ηϊνθ τφπου βφςματοσ (plug zone) ςτο προφίλ τθσ διαμικουσ ταχφτθτασ  u  

του πεδίου ταχυτιτων από τθν παρουςία των ςταγόνων. Για να προςομοιωκεί και να 

μελετθκεί μία ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ διφαςικισ ροισ ςταγόνων ςτον κλειςτό αγωγό 

απαιτοφνται ωσ δεδομζνα ο αρικμόσ ςταγόνων, οι αρχικζσ ςυντεταγμζνεσ των κζντρων τουσ 
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και οι τιμζσ των αδιάςτατων παραμζτρων k, λ, Ca, We, Re, δ, όπωσ ζχουν οριςκεί ςτθ 

παράγραφο 2.7.  

 

4.1. EΠΙΛΟΓΗ ΣΩΝ ΠΑΡΑΜΕΣΡΩΝ ΠΡΟΟΜΟΙΩΗ ΓΙΑ ΣΗΝ ΜΕΛΕΣΗ ΣΟΤ ΦΑΙΝΟΜΕΝΟΤ 

ΣΗ ΜΕΣΑΝΑΣΕΤΗ ΣΩΝ ΣΑΓΟΝΩΝ. 
 

Προθγοφμενεσ  πειραματικζσ, κεωρθτικζσ και αρικμθτικζσ μελζτεσ υποςτθρίηουν ότι θ 

παραμόρφωςθ και θ διάςπαςθ των υγρϊν ςταγόνων ςε χαμθλοφσ αρικμοφσ Reynolds 

εξαρτϊνται ςε μεγάλο βακμό από τισ ςυνκικεσ τθσ επιβαλλόμενθσ ροισ. Η  επιφανειακι 

δφναμθ που αντιςτζκεται ςτθν παραμόρφωςθ και τθν διάςπαςθ οφείλεται κυρίωσ ςτθν 

επιφανειακι τάςθ. Κατά τον  Taylor, 1934,  θ διάςπαςθ  κα προκφψει, όταν οι επιφανειακζσ 

δυνάμεισ, που επιδιϊκουν να διατθριςουν τθν ακεραιότθτα τθσ ςταγόνασ, δεν είναι 

επαρκείσ να ιςορροπιςουν τισ ιξϊδεισ δυνάμεισ που επιδιϊκουν να διαςπάςουν τισ 

ςταγόνεσ. 

 Όλεσ οι διακζςιμεσ κεωρίεσ μετανάςτευςθσ εξετάηουν μικρζσ αποκλίςεισ από το ςφαιρικό 

ι κυκλικό ςχιμα που αντιςτοιχεί ςε μικροφσ τριχοειδείσ αρικμοφσ ι μεγάλα ιξϊδθ 

ςταγόνασ.  Πιο ςυγκεκριμζνα τα αποτελζςματα των Ha and Leal, 2001, Stone et.al., 1986, 

Grace, 1982, υποςτθρίηουν τθν άποψθ ότι είναι δφςκολο να διαςπαςτοφν ςταγόνεσ  είτε με 

υψθλό είτε με χαμθλό λόγο ιξωδϊν λ (viscosity ratio)  (λ>1 ι λ<0.1), υπό τθν ζννοια ότι 

απαιτείται πολφ υψθλοφ βακμοφ επιμικυνςθ ςταγόνασ. Τα αρικμθτικά αποτελζςματα των 

Kaliakatsos & Tsangaris, 2000, ζδειξαν ότι για λ= 0.2 και  λ=5  δεν μπορεί να λθφκεί ςτακερό 

περίγραμμα ςταγόνασ.  Ευρφτερα οι Zhou and Pozrikidis παρατθροφν ότι θ ςυμπεριφορά 

διαςπορϊν από ςταγόνεσ υψθλοφ ιξϊδουσ μπορεί να διαφζρει ςθμαντικά από τθν 

ςυμπεριφορά διαςπορϊν από ςταγόνεσ χαμθλοφ ι μετρίου ιξϊδουσ.  

Στθριγμζνοι ςτα παραπάνω  ςτθν μελζτθ μασ οι τιμζσ των παραμζτρων προςομοίωςθσ 

ζχουν επιλεγεί για περιοριςμζνθ παραμόρφωςθ των ςταγόνων, ϊςτε να αποφευχκεί θ 

ακραία παραμόρφωςθ των περιγραμμάτων τουσ και να εξαςφαλιςτεί θ ανεξαρτθςία από 

τον κρίςιμο Ca, επάνω από το οποίο οι ςταγόνεσ ςυνεχίηουν να παραμορφϊνονται χωρίσ 

επίτευξθ ενόσ ςτακεροφ περιγράμματοσ και παρατθροφνται διαςπάςεισ ι ςυγχωνεφςεισ 

ςταγόνων ειδικά για μεγάλουσ χρόνουσ προςομοίωςθσ ςε περιοχζσ μακριά από τθν αρχικι 

τοποκζτθςθ τουσ μζςα ςτον αγωγό. Οι μεταβολζσ του ςχιματοσ τθσ ςταγόνασ με το 

μζγεκοσ του λόγου ιξϊδουσ δεν  μελετικθκαν ςυςτθματικά.   

Στισ περιπτϊςεισ που μελετιςαμε, το ιξϊδεσ των ςταγόνων μb κακορίηεται ςτισ 

περιςςότερεσ περιπτϊςεισ μεγαλφτερο από αυτό του περιβάλλοντοσ ρευςτοφ, μc. Η 

μεκοδολογία όμωσ λειτουργεί και για  λ<=1 με τθν ίδια ακρίβεια, όπωσ επιβεβεβαιϊνεται 
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ςτισ περιπτϊςεισ που παρατίκενται για ςφγκριςθ με βιβλιογραφικά δεδομζνα. Οι  

πυκνότθτα ρb ςταγόνων και ρc  ςυνεχοφσ φάςθσ κεωροφνται ίςεσ  (ρb = ρc ), οπότε οι 

υπολογιςμοί απλοποιοφνται. Για τισ εξεταηόμενεσ περιπτϊςεισ  του κεφαλαίου οι τιμζσ των 

παραμζτρων ςυνοψίηονται ςτον Πίνακα 4.1. Ωσ οριακζσ ςυνκικεσ του ρευςτοδυναμικοφ 

πεδίου τίκενται οι ςυνκικεσ μθ ολίςκθςθσ για τα τοιχϊματα του αγωγοφ και ειςροισ – 

εκροισ ι περιοδικζσ ανά ςυγκεκριμζνο μικοσ αγωγοφ, όπωσ ορίςτθκαν ςτθν παράγραφο 

3.4.3. Οι ςταγόνεσ κατά κανόνα ειςάγονται ςτθν αριςτερι είςοδο  του αγωγοφ. Στισ 

απεικονίςεισ των ςταγόνων οι μονάδεσ των αξόνων είναι ιςομεγζκεισ και θ 

κατεφκυνςθ ροισ  δθλϊνεται  πάντα  από  αριςτερά προσ τα δεξιά του αγωγοφ.  

Στιγμιότυπα  μεταβατικϊν ι μονίμων περιγραμμάτων ςταγόνων, ςτθν διάρκεια του 

χρόνου, παρουςιάηονται ςτθν επόμενθ παράγραφο.  

Για να περιγραφεί ποςοτικά θ γεωμετρία και το μζγεκοσ παραμόρφωςθσ των ςταγόνων 

υπολογίηονται  ςε κάκε περίπτωςθ τα δφο βακμωτά μζτρα που ειςιγαγε ο Taylor, 1934, δεσ 

κεφ.2, Σχ.2.1.(α). Συγκεκριμζνα: θ «παράμετροσ παραμόρφωςθσ»1  D= (L—B) / (L + B), όπου 

L και B είναι το μικοσ και το πλάτοσ του ςταγόνασ αντίςτοιχα και θ  «γωνία κλίςθσ»
2
 , κ  του 

προςανατολιςμοφ του ςταγόνασ ωσ προσ τον άξονα του αγωγοφ. Επίςθσ υπολογίηεται ο 

λεγόμενοσ, «λόγοσ επιμικυνςθσ»3 , E.R., που ορίηεται ωσ ο  λόγοσ του εκάςτοτε μικουσ τθσ 

παραμορφωμζνθσ ςταγόνασ προσ το μικοσ τθσ αρχικά ειςαγόμενθσ απαραμόρφωτθσ  

ςταγόνασ.  Οι παραπάνω παράμετροι που χρθςιμοποιοφνται ευρφτατα ςτθ βιβλιογραφία 

π.χ. Zhou and Pozrikidis, 1994, Stone et. al., 1986. Ο Taylor, 1934 προβλζπει ότι θ διάςπαςθ 

τθσ ςταγόνασ κα ςυντελεςτεί, όταν  θ φαινόμενθ «παράμετροσ παραμόρφωςθσ» D  

αποκτιςει τθν κρίςιμθ τιμι D=0.5. Κατά τουσ  Stone et al., 1986 για  λ=0.2, ο E.R.  ≈ 4.2, είναι 

ο κρίςιμοσ  «λόγοσ επιμικυνςθσ», ο οποίοσ εγγυάται διάςπαςθ μίασ ςταγόνασ ςαν 

επακόλουκο διακοπισ τθσ ροισ (cessation), όταν ο ρυκμόσ παραμόρφωςθσ υπερβεί μια  

κρίςιμθ τιμι κατά τθ διάρκεια τθσ διαδικαςίασ εφελκυςμοφ (stretching). Οι τιμζσ των 

αδιάςτατων παραμζτρων που εξετάςτθκαν αναγράφονται ςτον πίνακα 4.1. Οι τιμζσ αυτζσ 

εκλζχτθκαν ζτςι ϊςτε να μελετθκεί ξεχωριςτά θ επίδραςθ τθσ κάκε αδιάςτατθσ 

παραμζτρου ςτθ διφαςικι ροι και για να είναι δυνατι θ ςφγκριςθ με  αποτελζςματα ςτθν 

βιβλιογραφία.  

 

                                                           

1
 deformation parameter 

2
  inclination angle. 

3
   elongation ratio. 
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Πίνακασ 4.1. Οι τιμζσ των αδιάςτατων παραμζτρων τθσ ςταγόνασ για τισ περιπτϊςεισ που 

μελετικθκαν ςτο κεφάλαιο αυτό. 

 

Α/Α χι- 

μα 

Re We Ca λ δ κ τα-

γόνεσ 

Γεωμετρία 

01 4. 1 40 1.0 0.05 4 0 0.6&0.8 2 Αξονοςυμμετρικό 

02 4. 2 40 1.43 0.07 4 0 0.6&0.8 2 Αξονοςυμμετρικό 

03 4. 3 40 3.33 0.17 4 0 0.6&0.8 2 Αξονοςυμμετρικό 

04 4. 4 20 5 0.25 4 0 0.5 4 Αξονοςυμμετρικό 

05 4. 5 20 10 0.5 4 0 0.5 4 Αξονοςυμμετρικό 

06 4. 6 20 2.5 0.125 4 -0,125&0 0.6&0.8 2 Διδιάςτατο 

07 4.7 40 20 0.5 4 0 0.5 5 Διδιάςτατο 

08 4.8 40 12,5 0.3125 4 0 0.375 4 Διδιάςτατο 

09 4.9 40 44.44 1.11 3 -0.43&0.47 0.27 8 Διδιάςτατο 

10 4.10 40 26.67 0,67 4 ±0.45 0.25 8 Διδιάςτατο 

11 4.11 40 20 0.5 4 ±0.5&0 0.2 3 Διδιάςτατο 

12 4.12 40 10 0.25 4 ±0.5&0 0.2 3 Διδιάςτατο 

13 4.13 40 40 1 4 ±0.65&0 0.25 5 Διδιάςτατο 

14 4.14 40 20 0.5 4 ±0.65&0 0.25 5 Διδιάςτατο 

15 4.15 40 5 0.125 4 -0.5 0.375 2 Διδιάςτατο 

16 4.16 40 2,5 0.0625 4 -0.5 0.375 2 Διδιάςτατο 

17 4.17 40 5 0.125 4 0.5 0.375 2 Διδιάςτατο 

18 4.18 40 6,67 0.167 4 0.5 0.375 2 Διδιάςτατο 

19 4.19 2 2 1.0 10 0.05 0.25 1 Διδιάςτατο 

20 4.20 2 2 1.0 10 0.35 0.25 1 Διδιάςτατο 

21 4.22 2 0.4 0.2 1 0.05 0.75 2 Διδιάςτατο- 

Couette 

22 4.23 2 0.67 0.33 1 0.05 0.75 2 Διδιάςτατο- 

Couette 

23 4.24 2 2 1 1 - 0.25 7 Διδιάςτατο 

24 4.25 2 2 1 1 - 0.25 7 Διδιάςτατο 

25 4.26 0.5 0.5 1 0.51 0 0.8 1 Διδιάςτατο 

26 4.27 0.5 0.33 0.67 0.51 0&0.02 0.69&0.76 1 Διδιάςτατο 
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Μελετϊνται αναλυτικά χαρακτθριςτικζσ περιπτϊςεισ αξονοςυμμετρικϊν ςτθν §4.2 και  

διδιάςτατων διφαςικϊν ροϊν
4
 με ςταγόνεσ ςτθν §4.3. Επίςθσ παρουςιάηονται ςχιματα από 

ςτιγμιότυπα μεταβατικϊν ι μονίμων περιγραμμάτων ςταγόνων ςτθν διάρκεια του 

χρόνου. Καταγράφεται δθλαδι θ ιςτορία κίνθςθσ των ςταγόνων κατά τθν κίνθςι τουσ μζςα 

ςτον κλειςτό αγωγό ςε μια πυκνότθτα ςτιγμιότυπων που να περιγράφει επαρκϊσ το 

φαινόμενο που μελετάται.  

Η αρικμθτικι αξιοπιςτία του μοντζλου ελζγχεται  αυτόματα από τα ενςωματωμζνα ςτθν 

μεκοδολογία κριτιρια και πρακτικά από τθν ποιότθτα των περιγραμμάτων των ςταγόνων 

και τθν ικανοποίθςθ των οριακϊν ςυνκθκϊν του ρευςτοδυναμικοφ πεδίου. Η ανεξαρτθςία 

των αρικμθτικϊν υπολογιςμϊν διαςφαλίηεται από τθν αυτόματθ επιλογι του χρονικοφ 

βιματοσ ανάλογα με το χωρικό βιμα το οποίο δίνεται ςτα δεδομζνα του προβλιματοσ και 

περιορίηεται μόνο από τουσ πόρουσ του επεξεργαςτι. Κατζςτθ εφικτό να μελετιςομε 

οριακά και υπολογιςτικά χωρία τθσ τάξεωσ 600 Χ 200 = 120.000 ςθμείων του υπολογιςτικοφ 

πλζγματοσ που επιτρζπουν ςτθν LSM να περιγράψει πολφπλοκεσ πτυχϊςεισ τθσ 

διεπιφάνειασ επίςθσ ςυγχωνεφςεισ και διαςπάςεισ ςταγόνων με δθμιουργία 

μικροςταγονιδίων.  Ενδεικτικά ζχουν αναλυκεί περιςςότερο, ςυηθτοφνται και ςχολιάηονται 

οι ακόλουκεσ περιπτϊςεισ διφαςικισ ροισ.   

 

4.2. ΑΞΟΝΟΤΜΜΕΣΡΙΚΕ ΔΙΦΑΙΚΕ ΡΟΕ ΣΑΓΟΝΩΝ Ε ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΟΤ ΩΛΗΝΕ.  
 

Οι αξονοςυμμετρικζσ (axis-symmetric) διφαςικζσ ροζσ ςταγόνων ςε ευκφγραμμουσ ςωλινεσ 

μασ ενδιαφζρουν ιδιαίτερα γιατί αποτελοφν και τον πρϊτο εφικτό αρικμθτικά τρόπο 

προςομοίωςθσ διφαςικισ ροισ που απαντάται ςε κλειςτοφσ  αγωγοφσ,  όπωσ ςε ςωλινεσ 

και ςτθν μικροκυκλοφορία χωρίσ τθν χριςθ τριςδιάςτατου αρικμθτικοφ αλγορίκμου και 

φυςικά πολυπφρθνων υπολογιςτικϊν ςυςτθμάτων ικανϊν να ανταπεξζλκουν ςτο 

υπολογιςτικό φορτίο. Κακίςτανται ςυνεπϊσ πολφτιμα εργαλεία γριγορθσ αξιολόγθςθσ και 

εξαγωγισ ςυμπεραςμάτων. 

4.2.1. Διατάξεισ δφο άνιςων ςταγόνων.    

Εδϊ εξετάηονται περιπτϊςεισ διατάξεων που ςυγκροτοφνται από δφο άνιςεσ ςφαιρικζσ 

(κυκλικζσ) ςταγόνεσ όπου θ επικεφαλισ  είναι μεςαίου μεγζκουσ,  k1=0.6, και θ δεφτερθ 

μεγάλου μεγζκουσ  k2=0.8, οι οποίεσ ειςάγονται ςτο περιβάλλον ρευςτό (κφρια φάςθ), θ 

                                                           

4
 Ανά εξεταηόμενθ περίπτωςθ καταγράφονται, όπωσ κρίκθκε απαραίτθτο, για μετανάλυςθ   ςε αρχεία 

αποτελεςμάτων  τφπου (.dat) και ανα τακτά χρονικά διαςτιματα τα μεγζκθ του ροϊκοφ πεδίου u,v,p, 
ψ και ω και οι τάςεισ Txy, Txx..  
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μια πίςω από τθν άλλθ ςτθν αριςτερι είςοδο αξονοςυμμετρικοφ ευκφγραμμου αγωγοφ 

μικουσ  L=16 και ακτίνασ  R=1, ομοαξονικά κατά μικοσ του ςωλινα ςε ςυνκικεσ  Re =40, 

λ=4.0, δ=0 και με διαφορετικι κατά περίπτωςθ μόνο τθν επιφανειακι τάςθ. Στα 

Σχ.4.1.-4.3. παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα από αυτζσ τισ περιπτϊςεισ προςομοίωςθσ.  

Φαίνονται  οι χαρακτθριςτικζσ παραμορφϊςεισ του ςχιματοσ των ςταγόνων που ςυναντϊνται 

ςε τζτοιεσ ροζσ και ςχολιάηονται ευρφτατα παρακάτω.  

4.2.1.1. Δφο ςταγόνεσ: We=1, Ca=0.05. 

                  
(α)   t = 0                                                                         (β)   0.9412 

                  
(γ)   t = 1.8823                                                                (δ)   3.012 

χ.4.1. (α,β,γ,δ).   Δφο ςταγόνεσ:  Re=40,  We=1, Ca =0.05,  λ = 4,  δ=0,  k1=0.6,  k2=0.8. 

 

 

4.2.1.2.  Δφο ςταγόνεσ:  We=1.43, Ca=0.07. 
 

        
(α)   t = 0                                                   (β)   t=0.9412 

            
(γ)   t = 1.8823                                                  (δ)   t = 2.8236 

                  
(ε)   t =  3.7649                                            (ςτ)   t= 4.7061 

       
(η)   t = 5.6474                                           (θ)   t = 6.5887 

                         
     (κ)   t =7.53                                   (ι)   t= και 9.036 

x.4.2.(a,β,γ,δ,ε,ςτ,η,θ,κ,ι). Δφο ςταγόνεσ:Re=40,We=1.43,Ca=0.07, λ=4, k1=0.6 & k2=0.8. 

4.2.1.3.  Δφο ςταγόνεσ  :  We=3.33, Ca=0.17. 
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 (α)    t=0                                      (β)   t=1.8823  

 

    
                        (γ)  t =3.2943                       (δ)   t =  5.6474                                (ε)   t = 7.2476 

 
χ.4.3.(α,β,γ,δ,ε). Δφο ςταγόνεσ:

 
Re=40, We=3.33, Ca=0.17, λ=4, δ=0,  k1=0.6, k2=0.8. 

 

4.2.2. Διάταξθ τεςςάρων ιςομεγεκών ςταγόνων.  

Εδϊ εξετάηονται περιπτϊςεισ διατάξεων που ςυγκροτοφνται από τζςςαρεσ ιςομεγζκεισ 

ςφαιρικζσ (κυκλικζσ) ςταγόνεσ μεςαίου μεγζκουσ (k = 0.5) με επιφανειακι τάςθ, οι οποίεσ 

ειςάγονται ςτο περιβάλλον υγρό θ μια πίςω από τθν άλλθ ςτθν αριςτερι είςοδο 

αξονοςυμμετρικοφ ευκφγραμμου αγωγοφ L=30 και R=1 ομοαξονικά κατά μικοσ του 

ςωλινοσ. Στα παρακάτω Σχ.4.4. και Σχ.4.5. παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα από περιπτϊςεισ 

προςομοίωςθσ  για  Re = 20, λ = 4.0, δ = 0, k = 0.5 και We=5,  Ca =0.25 ςτο Σχ.4.4 και Ca=0.5,  

We =10, ςτο Σχ.4.5 αντίςτοιχα.  

 

 

χ.4.4. Τζςςερεσ ςταγόνεσ :  Re =20, Ca=0.25 , We=5,  λ=4.0,  δ=0,  k=0.5 ,  t= 0, 3.6, 8  και 12. 

 

 

χ.4.5. Σζςςερεσ ςταγόνεσ:  Re =20,  Ca = 0.5 , We =10, λ = 4,  δ=0,  k=0.5, t= 0, 3.6, 8 και 

12.8. 

 

Στθν περίπτωςθ  του χ.4.4. θ μεταβολι τθσ παραμζτρου παραμόρφωςθσ  D  κυμαίνεται5 

μεταξφ 0.03 και 0.23.  Επίςθσ θ μεταβολι του  λόγου επιμικυνςθσ,  E.R., κυμαίνεται6 μεταξφ 

                                                           

5
 Συγκεκριμζνα για  tϋ = (3.6, 8, 12) αντίςτοιχα για κάκε ςταγόνα τθσ διάταξθσ : DHEAD=(0.06, 0.19, 0.23), 

DSECOND=(0.03, 0.19, 0.19), DTHIRD=(0.03, 0.11, 0.9) , DLAST=(0.06, 0.11, 0.14).  
6
 Συγκεκριμζνα για tϋ = (3.6, 8, 12) αντίςτοιχα : E.R.HEAD=(1.13, 1.38, 1.5), E.R.SECOND=(1.06, 1.38, 1.38), 

E.R. THIRD=(1.06, 1.25, 1.38), E.R.LAST=(1.13, 1.25, 1.25).  
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1.06 και 1.5. Ομοίωσ ςτθν περίπτωςθ  του  χ.4.5. θ μεταβολι τθσ  D κυμαίνεται7 μεταξφ 0.00 

και 0.48 ενϊ θ μεταβολι του E.R. κυμαίνεται 
8
 μεταξφ 1.00 και 2.75.  

 

4.2.3. Παρατθριςεισ ςχετικζσ με τθν μετανάςτευςθ των ςταγόνων ( droplet migration) 
 

Τα αποτελζςματα και τα ςχιματα δείχνουν ότι θ παραμόρφωςθ των ςχθμάτων των 

ςταγόνων αυξάνει όλο και περιςςότερο κατά τθν παρζλευςθ του χρόνου ενϊ  το πεδίο ροισ 

παραμζνει ςε αςτακι μεταβατικι κατάςταςθ. Το πίςω άκρο τθσ ςταγόνασ πλατφνεται ςαν 

πτερφγιο, ενϊ το μπροςτινό μοιάηει με ρφγχοσ. Επίςθσ οι μικρότερεσ ςταγόνεσ  

παραμορφϊνονται λιγότερο από τισ μεγάλεσ γιατί κινοφνται με πιο μεγάλεσ ταχφτθτεσ. Τα 

παραπάνω ςχιματα δείχνουν ςθμαντικά υψθλότερθ καμπυλότθτα ςτθ μφτθ τθσ ςταγόνασ 

από ότι ςτα καταλθκτικά άκρα. Η μεγαλφτερθ μφτθ (μικρι οξεία γωνία) αντιςτοιχεί ςτο 

κεφάλι τθσ ςταγόνασ για μεγάλεσ ιδίου μεγζκουσ ςταγόνεσ. Στθν πραγματικότθτα, θ 

καμπυλότθτα ςτθ μφτθ είναι κετικι, ενϊ ςτα καταλθκτικά άκρα γίνεται ςταδιακά αρνθτικά, 

με μεγαλφτερθ καμπυλότθτα γφρω από τθν ςχεδόν κυκλικι πίςω επιφάνεια.  

Με το πζραςμα του χρόνου ςτα ςτιγμιότυπα κακίςταται προφανισ, θ αφξθςθ του 

ςυνολικοφ μικουσ τθσ διάταξθσ των ςταγόνων και τθσ απόςταςθσ μεταξφ των ςταγόνων 

ενϊ το πλάτοσ τθσ διάταξθσ παραμζνει ςχεδόν ςτακερό. Η παραμόρφωςθ και θ επιμικυνςθ 

είναι πιο εμφανείσ ςτθν επικεφαλισ ςταγόνα τθσ διάταξθσ, Σχ.4.4 και 4.5. Στο Σχ.4.5 θ 

τελευταία ςταγόνα  ςτα τελικά ςτάδια παρουςιάηει μικρι υπερφψωςθ και μεγάλθ τοπικι 

καμπυλότθτα. 

Γενικά, θ ροι ςτθν περιοχι των τοιχωμάτων του ςωλινα  επιβραδφνεται και παρατθρείται 

αφξθςθ των παραμορφϊςεων ςτισ ςταγόνεσ, ωσ αποτζλεςμα τθσ δράςθσ των διατμθτικϊν 

τάςεων και του αντίςτοιχου ρυκμοφ παραμόρφωςθσ. Σε αντίκεςθ οι περιοχζσ που 

γειτνιάηουν με τον άξονα ζχουν υψθλότερθ αξονικι ταχφτθτα με αποτζλεςμα να 

μεταφζρονται ταχφτερα κατάντθ. 

Επίςθσ επαλθκεφεται θ επίδραςθ τθσ επιφανειακισ τάςθσ, και του Ca ςτθν μείωςθ τθσ 

παραμόρφωςθσ των περιγραμμάτων των ςταγόνων. Σφμφωνα με τθ γενικι εικόνα και τισ 

αυξθμζνεσ τιμζσ των παραμζτρων παραμόρφωςθσ και του λόγου επιμικυνςθσ 

παρατθρείται ότι  όςο αυξάνει ο Ca τόςο αυξάνουν:  θ μεταβατικι αςτακισ κατάςταςθ τθσ 

διφαςικισ ροισ, θ ςθμαντικά μεγάλθ παραμόρφωςθ των περιγραμμάτων και οι υψθλζσ 

                                                           

7
 Συγκεκριμζνα για tϋ = (3.2, 8.0, 12.8) αντίςτοιχα για κάκε ςταγόνα τθσ διάταξθσ:  DHEAD=(0.11, 0.32, 

0.48), DSECOND=(0.06, 0.17, 0.28), DTHIRD=(0.03, 0.11, 0.16) , DLAST=(0.00, 0.13, 0.28).  
8
 Συγκεκριμζνα για tϋ = (3.2, 8.0, 12.8) αντίςτοιχα: E.R.HEAD=(1.25, 1.88, 2.75), E.R.SECOND=(1.13, 1.38, 

1.75), E.R.THIRD=(1.06, 1.25, 1.38), E.R.LAST=(1.00, 1.38, 1.94).  
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καμπυλότθτεσ ςτο μπροςτινό και πίςω (αρνθτικό) προφίλ είναι πιο εμφανείσ. Στθν 

περίπτωςθ αυτι, τζλοσ, οι ουρζσ των ςταγόνων  τείνουν να αποςπαςτοφν.   

Η γενικι εικόνα  και θ παραμόρφωςθ των παραπάνω περιγραμμάτων των ςταγόνων, αν 

ςυγκρικεί ποιοτικά, φαίνεται να είναι αρκετά παρόμοιεσ και ςε ςυμφωνία με προθγοφμενεσ 

πειραματικζσ παρατθριςεισ και τα αρικμθτικά αποτελζςματα των Hyman and Skalak, 1972, 

Kaliakatsos and Tsangaris, 2000 και Pozrikidis, 2005 που μελζτθςαν διαςπορζσ 

παραμορφϊςιμων ςταγόνων ςε αξονοςυμμετρικι διφαςικι ροι υγροφ ςε υγρό εξ αιτίασ 

διαφοράσ πίεςθσ διαμζςου κυλινδρικοφ ςωλινα με ςκοπό τθν διερεφνθςθ τθσ  

μετανάςτευςθσ των ερυκρϊν αιμοςφαιρίων του αίματοσ μζςα ςτα τριχοειδι αγγεία. 

 

4.3.  ΔΙΦΑΙΚΕ ΡΟΕ ΣΑΓΟΝΩΝ Ε ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΑ ΔΙΔΙΑΣΑΣΑ (2-D) ΚΑΝΑΛΙΑ 
 

4.3.1.  Διάταξθ δφο άνιςων ςταγόνων.  
 

 

(α)   t = 0                                        (β).   0.3272                                       (γ)   0.649 

  

(δ)   t =1.0782                              (ε)   1.7646                                   (ςτ)   2.3011 

 

(η)   t =2.6229                              (θ)  t = 2.9448                                (κ)  t =  3.4169 

    

                                                 (ι)   t = 3.7494                                        (κ)  t = 4.0498                                

χ.4.6. (α, β,γ,δ,ε,ςτ,η,θ,κ,κ)  Δφο ςταγόνεσ:  Re =20, We= 2.5, Ca = 0.125,  λ = 4.0,  δ1=-0,125, 

δ2=0,  k1=0.6, k2=0.8. 

Εδϊ εξετάηεται θ περίπτωςθ διάταξθσ  που ςυγκροτείται από δφο άνιςεσ κυλινδρικζσ  

(κυκλικζσ) ςταγόνεσ,  θ επικεφαλισ των οποίων είναι μεςαίου μεγζκουσ,  k1=0.6 και θ 
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δεφτερθ μεγάλου μεγζκουσ,  k2=0.8. Οι ςταγόνεσ ειςάγονται ςτο περιβάλλον ρευςτό (κφρια 

φάςθ) ζκκεντρα, θ μια πίςω από τθν άλλθ ςτθν αριςτερι είςοδο 2-D ευκφγραμμου αγωγοφ.  

Στο Σχ.4.6. παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα από αυτι τθν περίπτωςθ προςομοίωςθσ, ςε 

ςυνκικεσ  Re=20, We=2.5, Ca=0.125, λ=4.0,  δ1=-0,125, δ2=0 για μικοσ αγωγοφ L=20  

(x/h=0-20), πλάτοσ  H=2  (y/h= 0-2), h=1 και  καρτεςιανό αρικμθτικό πλζγμα 400Χ100.   

4.3.2. υμμετρικζσ διατάξεισ τεςςάρων ι  πζντε ιςομεγεκών ςταγόνων (ςτθν μζςθ γραμμι 

του αγωγοφ). 

Εδϊ εξετάηονται περιπτϊςεισ διατάξεων που ςυγκροτοφνται από τζςςαρεσ ι πζντε 

ιςομεγζκεισ κυλινδρικζσ (κυκλικζσ)  ςταγόνεσ μεςαίου μεγζκουσ  με επιφανειακι τάςθ, οι 

οποίεσ ειςάγονται ςτο περιβάλλον υγρό θ μια πίςω από τθν άλλθ ςτθν αριςτερι είςοδο 

διςδιάςτατου καναλιοφ και H=2 πάνω ςτο επίπεδο ςυμμετρίασ κατά μικοσ του αγωγοφ. Στα 

παρακάτω Σχ.4.7 και Σχ.4.8  παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα περιπτϊςεων προςομοίωςθσ για  

Re = 40, λ=4.0, δ=0 και πζντε ςταγόνεσ,  k=0.5, We=0, Ca=0.5, L=28, H=2  ςτο Σχ.4.7.  και 

τζςςερεσ ςταγόνεσ  k = 0.375, We =12.5, Ca  = 0.3125, L=30, H=2  ςτο Σχ.4.8. αντίςτοιχα.  

 

χ.4.7. Πζντε μεςαίου μεγζκουσ ςταγόνεσ: Re=40, We=20, Ca=0.5, λ=4,  δ=0,  k=0.5, t=0, 4.8, 

9.6  και 14.8. 

 

χ.4.8.Σζςςερεσ  μεςαίου μεγζκουσ ςταγόνεσ:  Re =40, We =12.5,  Ca =0.3125, λ=4.0, δ=0, 
k=0.375, t = 0, 4, 8, 12, 17.6. 

 

Στο χ.4.7. θ μεταβολι τθσ D  κυμαίνεται9 μεταξφ  0.09 και  0.50. Επιπρόςκετα θ διακφμανςθ 

του E.R. κυμαίνεται10 μεταξφ 1.19 και 2.63. Τα παραπάνω αποτελζςματα  δείχνουν μια 

αυξανόμενθ παραμόρφωςθ και επιμικυνςθ του περιγράμματοσ κάκε ςταγόνασ. Η μζγιςτθ 

παραμόρφωςθ ζχει καταγραφεί  για τθν εμπρόσ ςταγόνα. Επίςθσ, θ παραμόρφωςθ τθσ 

τελευταίασ ςταγόνασ τθσ κεντρικά τοποκετθμζνθσ ςειράσ  ςταγόνων είναι αξιοςθμείωτθ. Εν 

                                                           

9
 Συγκεκριμζνα για tϋ = (4.8, 9.6, 14.8) για κάκε ςταγόνα τθσ διάταξθσ αντιςτοίχωσ: DHEAD=(0.18, 0.32, 

0.50), DSECOND=(0.09, 0.20, 0.30), DTHIRD=(0.11, 0.16, 0.20) , DFORTH=(0.11, 0.16, 0.20) , DLAST=(0.09, 0.17, 

0.31).   
10

 Συγκεκριμζνα  για  tϋ = (3.6, 8, 12) για κάκε ςταγόνα τθσ διάταξθσ αντιςτοίχωσ: E.R.HEAD=(1.44, 1.81, 

2.63), E.R. SECOND=(1.19, 1.50, 1.75 ), E.R.THIRD=(1.25, 1.38, 1.50), E.R.FORTH=(1.25, 1.38, 1.50),  E.R.LAST= 

(1.19, 1.50, 2.00).  
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κατακλείδι είναι εμφανείσ θ αςτακισ μεταβατικι κατάςταςθ του πεδίου ροισ, οι υψθλζσ 

τιμζσ τθσ καμπυλότθτασ ςτο μετωπικό και ςτο ουραίο προφίλ (αρνθτικι), θ τάςθ διάςπαςθσ 

των ςταγόνων. 

Στο χ.4.8. θ διακφμανςθ του D κυμαίνεται 
11

 μεταξφ 0.04 και 0.08. Επιπρόςκετα το E.R.≈1 

και παραμζνει περίπου αμετάβλθτο από τθν αρχικι του  τιμι κατά τθν είςοδο ςτον αγωγό 

τθσ απαραμόρφωτθσ ςταγόνασ. Αυτό ιςχφει για όλεσ τισ ςταγόνεσ τθσ διάταξθσ. Τα 

παραπάνω αποτελζςματα  δείχνουν μια μικρι μείωςθ του πλάτουσ των ςταγόνων ειδικά 

ςτθν πρϊτθ ςταγόνα τθσ διάταξθσ. Εικονίηονται θ ψευδοςτακερι (quasi-steady) κατάςταςθ 

του πεδίου ροισ, οι ελάχιςτεσ τιμζσ τθσ καμπυλότθτασ ςτο μετωπικό και ςτο ουραίο προφίλ 

(αρνθτικι), θ διατιρθςθ των ςχθμάτων των ςταγόνων. Τα αποτελζςματα αποδεικνφουν ότι 

οι παρατθριςεισ για τισ αξονοςυμμετρικζσ περιπτϊςεισ Σχ.4.1-4.5. ιςχφουν ςε μεγάλο 

βακμό και για τισ αντίςτοιχεσ ςυμμετρικζσ διδιάςτατεσ περιπτϊςεισ των Σχ.4.7 και Σχ.4.8.  

 

4.3.3. Διάταξθ δφο ςειρών ςταγόνων θ κάκε μια  ειςαγόμενθ ςε παράλλθλθ ευκεία προσ 

τθν μζςθ γραμμι του καναλιοφ.
 
 

Εδϊ εξετάηονται δφο εναλλακτικζσ περιπτϊςεισ διατάξεων που ςυγκροτοφνται από δφο 

ςειρζσ από τζςςαρεσ ιςομεγζκεισ κυλινδρικζσ (κυκλικζσ) ςταγόνεσ μεςαίου μεγζκουσ με 

επιφανειακι τάςθ, οι οποίεσ ειςάγονται ςτο περιβάλλον υγρό θ μια πίςω από τθν άλλθ 

ςτθν αριςτερι είςοδο διδιάςτατου καναλιοφ, H=2. Τα κζντρα των ςταγόνων κάκε ςειράσ 

βρίςκονται επάνω ςε παράλλθλθ ευκεία προσ τθν μζςθ γραμμι (διάμθκεσ επίπεδο 

ςυμμετρίασ)  του καναλιοφ (αγωγοφ). 

4.3.3.1. Δφο ζκκεντρα τοποθετημζνεσ ςειρζσ ιςομεγεθών ςταγόνων. 

 

χ.4.9. Οκτϊ ςταγόνεσ: Re =40, We =44.44, Ca=1.11, λ=3, δ=-0.43 & 0.47 k=0.27, t=0, 4, 8.8, 

14.8, 22. 

Στο  Σχ.4.9. παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα για τθν περίπτωςθ προςομοίωςθσ με  Re =40, We 

=44.44, Ca=1.11, λ=3.0, δ=-0.43 & 0.47, k = 0.27 και  L=34. Σε ςχζςθ με τθν ςτάκμθ του 

επιπζδου ςυμμετρίασ του καναλιοφ, υπάρχει  μικρι κάκετθ μετάκεςθ του οριηόντιου 

επίπεδου ςυμμετρίασ τθσ αρχικισ διάταξθσ των δφο ςυςτοιχιϊν ςταγόνων. 

                                                           

11
 Συγκεκριμζνα  για  tϋ = (4, 8, 12, 17.6) για κάκε ςταγόνα τθσ διάταξθσ αντιςτοίχωσ: DHEAD=(0.04, 0.08, 

0.08, 0.08), DSECOND=0.04, DTHIRD=0.04, DLAST=0.04.  
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Η διακφμανςθ τθσ  D  κυμαίνεται12 μεταξφ 0.24 and 0.50 για τθν ςυςτοιχία ςταγόνων κοντά 

ςτο πάνω τοίχωμα του αγωγοφ (top-wall array) and μεταξφ 0.2 και  0.6 για τθν ςυςτοιχία 

ςταγόνων κοντά ςτο κάτω τοίχωμα (bottom-wall array).  Ομοίωσ θ διακφμανςθ του E.R. 

κυμαίνεται
13

 μεταξφ 1.25 and 2.38 για τθν ςυςτοιχία ςταγόνων κοντά ςτο πάνω τοίχωμα και 

μεταξφ 1.13 και 2.63 για τθν ςυςτοιχία ςταγόνων κοντά ςτο κάτω τοίχωμα. Συνεπϊσ 

καταδεικνφεται μια ςταδιακι μείωςθ ςτθν παραμόρφωςθ του περιγράμματοσ των 

ςταγόνων και για τισ δφο  διατάξεισ τθσ περιπτϊςεωσ του  Σχ.4.9. 

Επίςθσ θ μεταβολι  τθσ «γωνίασ κλίςθσ», κ  κυμαίνεται14 μεταξφ 1630 και 1440 για τθν πρϊτθ 

δυάδα ςταγόνων, μεταξφ 159
0
 και 150

0
 για τθν δεφτερθ δυάδα, μεταξφ 163

0
 και 157

0
 για τθν 

τρίτθ δυάδα και μεταξφ 166
0
 και 161

0
 για τθν τζταρτθ ι τελευταία δυάδα (last group) 

ςταγόνων. Παρομοίωσ  θ γωνία κλίςθσ κυμαίνεται μεταξφ 166
0
 και 150

0
 για τθν ςυςτοιχία 

ςταγόνων κοντά ςτο πάνω τοίχωμα και αντιςτοίχωσ μεταξφ 165
0
 και 144

0 
για τθν ςυςτοιχία 

ςταγόνων κοντά ςτο κάτω τοίχωμα. Συνεπϊσ είναι εμφανισ  μια βακμιαία αφξθςθ τθσ 

γωνίασ κλίςθσ από τθν επικεφαλισ προσ τθν τελευταία ςταγόνα κάκε διάταξθσ και για τισ 

δφο ςυςτοιχίεσ. 

 

4.3.3.2.   Δφο ςυμμετρικά τοποθετημζνεσ ςειρζσ ιςομεγεθών ςταγόνων. 

 

χ.4.10.  2-D ςυμμετρικι διάταξθ οκτϊ ιςομεγεκϊν ςταγόνων15 ςε δφο ςυςτοιχίεσ από 

τζςςερεσ ςταγόνεσ  για Re=40, We=26.67, Ca = 0.67, λ= 4, δ=±0.45, k=0.25, t=0, 3.2, 6.8, 

11.2. 

 

Στο  Σχ.4.10. παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα για τθν περίπτωςθ προςομοίωςθσ  κατά τθν οποία 

                                                           

12
 Συγκεκριμζνα για tϋ=(4, 8.8, 14.8, 22) αντιςτοίχωσ: DTOP_HEAD= (0.33, 0.24, 0.25, 0.25),  DBOTTOM_HEAD=  

(0.45, 0.27, 0.2, 0.23), DTOP_SECOND= (0.33,0.24,0.25,0.33), DBOTTOM_SECOND= (0.39, 0.33, 0.38, 0.25),  

DTOP_THIRD= (0.33, 0.39, 0.38,0.33),  DBOTTOM_THIRD= (0.39, 0.48, 0.45, 0.35),  DTOP_LAST= (0.5, 0.52, 0.38, 

0.38),  DBOTTOM_LAST= (0.6, 0.55, 0.44, 0.41).  
13

 Συγκεκριμζνα  για tϋ= (4, 8.8, 14.8, 22) αντιςτοίχωσ: E.R.TOP_HEAD= (1.75, 1.63, 1.25, 1.25), 

E.R.BOTTOM_HEAD=(2, 1.75, 1.13, 1.19), E.R.TOP_SECOND=(1.75, 1.63, 1.25, 1.38), E.R.BOTTOM_SECOND= (2, 1.75, 

1.38, 1.25),  E.R.TOP_THIRD= (1.75, 2, 1.38, 1.25), E.R.BOTTOM_THIRD= (2, 2.13, 1.63, 1.31), E.R.TOP_LAST= (2.3, 

2.38, 1.38, 1.38), E.R.BOTTOM_LAST= (2.5, 2.63, 1.63, 1.5).  
14

 Συγκεκριμζνα  για tϋ = (4, 8.8, 14.8, 22) αντιςτοίχωσ: κTOP_HEAD= (154
0
,150

0
,154

0
,153

0
) , κBOTTOM_HEAD= 

(163
0
, 150

0
, 151

0
, 144

0
), κTOP_SECOND= (159

0
, 156

0
, 152.5

0
, 157

0
), κBOTTOM_SECOND= (163

0
, 162

0
, 159.5

0
, 150

0
), 

κTOP_THIRD=(159
0
, 160

0
, 162.5

0
, 159

0
), κBOTTOM_THIRD= (163

0
, 162

0
, 160

0
, 157

0
), κTOP_LAST= (163

0
, 166

0
, 163

0
, 

162
0
), κBOTTOM_LAST=(163

0
, 165

0
, 162

0
, 161

0
).  

15
 Christafakis et al., 2009,  Fig.7. 



4.16                                                                                                                                      ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

το οριηόντιο επίπεδο ςυμμετρίασ των δφο ςυςτοιχιϊν των ςταγόνων ταυτίηεται με το 

επίπεδο ςυμμετρίασ του καναλιοφ. Επίςθσ Re=40, We=6.67, Ca=0.67, λ=4, δ=-0.45, k=0.25 

και  L=18. Η διακφμανςθ τθσ D κυμαίνεται
16

 μεταξφ 0.23 και 0.33  και θ διακφμανςθ του E.R. 

κυμαίνεται
17

 μεταξφ 1.23 και 1.39  τόςο για  τθν επάνω όςο και για τθν κάτω ςυςτοιχία. D 

και E.R. υποδθλϊνουν ςταδιακι μείωςθ τθσ παραμόρφωςθσ των ςχθμάτων των ςταγόνων 

του Σχ.4.10.  

Η διακφμανςθ τθσ γωνίασ κλίςθσ κυμαίνεται
18

 μεταξφ 155
0
 και 150

0 
για τθν δυάδα των 

επικεφαλισ ςταγόνων, μεταξφ 153
0
 και 151

0
 για τθν δεφτερθ δυάδα, μεταξφ 157

0
 και 154

0
 

για τθν τρίτθ δυάδα και μεταξφ 161
0
 και 156

0
 για τθν τζταρτθ ι τελευταία δυάδα ςταγόνων. 

Ομοίωσ θ γωνία κλίςθσ κυμαίνεται μεταξφ 1610 και 1500 και για τισ δφο ςυςτοιχίεσ 

ςταγόνων. Συνεπϊσ καταγράφεται μια βακμιαία αφξθςθ τθσ γωνίασ κλίςθσ από τθν 

μπροςτινι προσ τθν τελευταία  ςταγόνα κάκε διάταξθσ και για τισ δφο ςυςτοιχίεσ.
 

Στο 

Σχ.4.10. επαλθκεφεται θ ςυμμετρία του πεδίου ροισ, θ ιςότθτα μεταξφ των γωνιϊν κλίςθσ 

και των παραμορφϊςεων των περιγραμμάτων  των αντίςτοιχων ςταγόνων και για τισ δφο 

ςυςτοιχίεσ ςταγόνων. Ομοίωσ, ςτθν περίπτωςθ Σχ.4.9. λόγω τθσ αρχικά μικρισ αςυμμετρίασ 

ςτθν ειςαγωγι των ςυςτοιχιϊν επαλθκεφεται θ ανιςότθτα των ςχετικϊν μεγεκϊν. 

Επαλθκεφεται επίςθσ θ αναμενόμενθ επίδραςθ του Ca ςτθν παραμόρφωςθ των 

περιγραμμάτων των ςταγόνων. Σφμφωνα με τθ γενικι άποψθ και τισ αυξθμζνεσ τιμζσ των D  

και E.R. ςτο Σχ.4.9., του αυξθμζνου Ca, μπορεί να παρατθρθκοφν εφκολα θ ςθμαντικά 

μεγαλφτερθ παραμόρφωςθ ςχθμάτων (επιμικθ ςχιματα όμοια με ψάρια) και οι 

υψθλότερεσ καμπυλότθτεσ ςτα οδθγθτικά  και ςτα ουραία άκρα.  Ειδικά ςτα αρχικά ςτάδια 

τθσ εξζλιξθσ του φαινομζνου, οι πολφ υψθλζσ καμπυλότθτεσ ςτα ουραία άκρα τθσ 

τελευταίασ δυάδασ ςταγόνων των δφο ςυςτοιχιϊν δθμιουργεί τισ προχποκζςεισ για τθν 

ανάπτυξθ διαδικαςιϊν διάςπαςθσ των ςταγόνων. Επιπλζον, ςτο Σχ.4.9. του υψθλότερου 

Ca, παρατθρείται ταχφτερθ μετακίνθςθ και ςφγκλιςθ των κεντροειδϊν των ςταγόνων και 

των δφο ςυςτοιχιϊν ςτθν κεντρικι γραμμι (επίπεδο ςυμμετρίασ) του καναλιοφ. 

Μπορεί επίςθσ να παρατθρθκεί, ςτισ αρχικζσ ςτιγμζσ τθσ προςομοίωςθσ για το Σχ.4.10., μια 

προςωρινι κίνθςθ, ςαν μικρι ταλάντωςθ, προσ τα τοιχϊματα των δφο (άνω και κάτω) 

τελευταίων ςταγόνων. Ωσ εκ τοφτου τα δφο «πτερφγια» τθσ διάταξθσ των ςταγόνων 

                                                           

16
 Συγκεκριμζνα για tϋ = (3.2, 6.8, 11.2) αντιςτοίχωσ: DHEAD= (0.23, 0.23, 0.26), DSECOND= (0.23,0.23,0.23),  

DTHIRD= (0.23, 0.26, 0.23), DLAST= (0.33, 0.33, 0.33).  
17

 Συγκεκριμζνα  για tϋ = (3.2, 6.8, 11.2) αντιςτοίχωσ:  E.R.HEAD=(1.23, 1.23, 1.31),  E.R.SECOND=(1.23, 1.23, 
1.23), E.R. THIRD=(1.23, 1.31, 1.23),  E.R.LAST=(1.385,  1.385, 1.385).  
18

 Συγκεκριμζνα  για  tϋ = (3.2, 6.8, 11.2) αντιςτοίχωσ: κHEAD=(150
0
, 155

0
, 154

0
), κSECOND=(152

0
, 151

0
, 

153
0
), κTHIRD=(154

0
, 157

0
, 156

0
),  κLAST=(156

0
, 161

0
, 161

0
).  



 ΔΙΦΑΙΚΕ ΡΟΕ ΣΑΓΟΝΩΝ Ε ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΟΤ  ΑΓΩΓΟΤ                                                 4.17 

εκτελοφν μια κίνθςθ τφπου μοχλοφ με κζντρο περιςτροφισ το ενδιάμεςο ςθμείο τουσ. Αυτι 

είναι πικανϊσ επίςθσ μια μεταβατικι κατάςταςθ. Η παραπάνω κίνθςθ είναι μικρότερθ ςτθν 

περίπτωςθ Σχ.4.9.  

4.3.3.3. Παρατηρήςεισ   για τη ροή ςτα χ.4.9 και χ.4.10.  

Με τθν χρονικι εξζλιξθ του φαινομζνου μειϊνεται θ  παραμόρφωςθ ςτα ςχιματα των 

ςταγόνων δθλαδι παρατθρείται χαλάρωςθ των περιγραμμάτων των ςταγόνων και τείνει να 

εγκαταςτακεί μια ψευδο-ςτακερι μεταβατικι κατάςταςθ. Συγκεκριμζνα θ αιχμι και θ ουρά 

των ςχθμάτων των ςταγόνων φαίνεται να χάνουν τθν κετικι τουσ καμπυλότθτα και να 

χαλαρϊνουν ςε ζνα μόνιμο ςχιμα.  

Οι διαφοροποιιςεισ ςτθν κίνθςθ μεταξφ των ςταγόνων δείχνουν τθν πολυπλοκότθτα του 

μεταβατικοφ πεδίου που αναπτφςςεται. Η παραμόρφωςθ, θ επιμικυνςθ και θ γωνίεσ 

κλίςθσ των ςταγόνων αυξάνονται ςτισ δφο ανάντθ ςταγόνεσ τθσ κάκε ςειράσ. Το πικανότερο 

είναι ότι ζχουν αναπτυχκεί αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ των ςταγόνων και κάκε ςταγόνα 

δθμιουργεί προςινεμα ςυν-ρεφματα (co-currents) τα οποία διαταράςςουν τθ ροι των 

επόμενων ςταγόνων, αυξάνοντασ τοπικά τισ κλίςεισ των ταχυτιτων και τισ διατμθτικζσ 

τάςεισ, ιδίωσ όςον αφορά τθν τελευταία ςταγόνα τθσ κάκε ςειράσ. 

Κάκε ςταγόνα παίρνει  το χαρακτθριςτικό επίμθκεσ ελλειψοειδζσ ςχιμα. Ο μεγάλοσ άξονασ 

του ψευδο-ελλειψοειδοφσ είναι προςανατολιςμζνοσ προσ τθν κατεφκυνςθ τθσ ςτιγμιαίασ 

γωνία κλίςθσ. Επίςθσ, θ όλθ διάταξθ και των δφο ςειρϊν του ςε ζνα ςυγκεκριμζνο ςτάδιο, 

δίνει τθν εντφπωςθ ενόσ τραπεηοειδοφσ ςχιματοσ που ο κφριοσ του άξονασ είναι 

προςανατολιςμζνοσ προσ τθν κατεφκυνςθ του επιπζδου ςυμμετρίασ και οι δφο κεκλιμζνεσ 

του πλευρζσ ςυγκλίνουν προσ τθν κατεφκυνςθ τθσ ροισ.
   

Μπορεί να παρατθρθκεί θ μετακίνθςθ και θ ςφγκλιςθ των κεντροειδϊν των ςταγόνων και 

των δφο ςυςτοιχιϊν προσ τθν κεντρικι γραμμι (επίπεδο ςυμμετρίασ) του καναλιοφ. Οι 

ςταγόνεσ μετακινοφνται μονότονα (όχι όμωσ γραμμικά)  προσ τον άξονα ςυμμετρίασ του 

καναλιοφ ι προσ ζνα ςθμείο ιςορροπίασ ςτθν περιοχι τθσ κεντρικισ γραμμισ. Οι 

επικεφαλισ ςταγόνεσ κινοφνται προσ τον άξονα πιο ζντονα από τισ ακολουκοφςεσ ςταγόνεσ. 

Αυτό μπορεί να εξθγθκεί λόγω τθσ μικρότερθσ γωνίασ κλίςθσ των επικεφαλισ ςταγόνων. Η 

παραπάνω παρατιρθςθ ουςιαςτικά ςυμφωνεί με άλλα αποτελζςματα τθσ βιβλιογραφίασ. 

Η ανάπτυξθ  δακτυλιοειδοφσ ςτρϊματοσ ςτθν περιοχι των τοιχωμάτων του αγωγοφ χωρίσ 

ςταγόνεσ είναι επίςθσ εμφανισ. Επιπλζον, ζχει καταγραφεί θ ςταδιακι αφξθςθ τθσ γωνίασ 

κλίςθσ από τισ επικεφαλισ ςταγόνεσ προσ τισ ακολουκοφςεσ, και για τισ δφο ςυςτοιχίεσ 

ςταγόνων ςτο πάνω και κάτω τοίχωμα. Αυτό δθμιουργεί τθν υποψία ότι ο άξονασ των 
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τελευταίων ςταγόνων περιςτρζφεται αρχικά ταχφτερα και πιο απότομα από τον άξονα των 

επικεφαλισ ςταγόνων που απαιτεί περιςςότερο χρόνο για να ιςορροπιςει.   

Με τθν πάροδο του χρόνου, θ αφξθςθ του ςυνολικοφ μικουσ των δφο ςυςτοιχιϊν ςταγόνων 

και τθσ απόςταςθσ μεταξφ των ςταγόνων ςε κάκε χρονικό ςτάδιο είναι εμφανισ. 

Πικανότατα τα ανάντθ ςυν-ρεφματα διαταράςςουν τθ ροι των επόμενων ςταγόνων, 

επιβραδφνοντασ τισ επόμενεσ ςταγόνεσ τθσ κάκε ςυςτοιχίασ. Γενικά, επιβραδφνεται θ ροι 

ςτθν περιοχι των τοιχωμάτων του αγωγοφ και οι ςταγόνεσ παρουςιάηουν  αυξθμζνεσ 

παραμορφϊςεισ, ωσ αποτζλεςμα τθσ δράςθσ των διατμθτικϊν τάςεων και του αντίςτοιχου 

ρυκμοφ παραμόρφωςθσ. Σε αντίκεςθ οι περιοχζσ που γειτνιάηουν με τον άξονα ζχουν 

υψθλότερθ αξονικι ταχφτθτα, ζτςι ϊςτε να μεταφζρονται ταχφτερα κατάντθ.
 
 

 

4.3.4.  Διάταξθ τριών μικρών ςταγόνων  κατά πλάτοσ του 2-D αγωγοφ.  

 

χ.4.11.  Τρείσ ςταγόνεσ:  Re =40, We =20, Ca = 0.5, λ= 4.0, δ=±0.5,0, k=0.2, t = 0, 1.2, 2, 3.2, 

4.4, 6.8, 10. 

 

χ.4.12.  Σρείσ ςταγόνεσ:  Re =40,  We =10, Ca = 0.25, λ = 4.0, δ=±0.5,0, k=0.2, t= 0, 1.2, 2, 

3.2, 4.4, 6.8 ,10. 

Στισ εξεταηόμενεσ περιπτϊςεισ των Σχ.4.11 και Σχ.4.12 προςομοιϊνονται δφο 2-D 

περιπτϊςεισ διατάξεων τριϊν ςταγόνων με τισ ίδιεσ αδιάςτατεσ παραμζτρουσ  Re=40, λ=4.0,  

k=0.2 και We=20, Ca=0.5 ςτο Σχ.4.11 και We=0, Ca=0.25 ςτο Σχ.4.12 αντίςτοιχα. Οι 

ςταγόνεσ διαςπείρονται ςτο περιβάλλον ρευςτό ςτθν αριςτερι είςοδο του αγωγοφ. Δφο 

από αυτζσ ειςάγονται κάκετα και ςυμμετρικά τθσ μζςθσ γραμμισ  (επίπεδο ςυμμετρίασ) του 

καναλιοφ δ =± 0.5, ενϊ ςυγχρόνωσ θ τρίτθ  ςταγόνα ειςάγεται πάνω ςτθν μζςθ γραμμι δ = 0 

πίςω από τισ προθγοφμενεσ.   
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Το εφροσ μεταβολισ τθσ D  για τθν ςταγόνα πάνω ςτθν μζςθ γραμμι (center droplet) δείχνει 

μόνο μικρζσ αποκλίςεισ μεταξφ  0.075 και  -0.04 ςτο Σχ.4.11. και μεταξφ 0.13 και 0.04  ςτο  

Σχ.4.12. Αντίςτοιχα, ο E.R. δείχνει μόνο μικρζσ αποκλίςεισ γφρω από τθν τιμι 1.07 ςτο 

Σχ.4.11 και 1.01 ςτο του Σχ.4.12. Επιπλζον,  με τθν εξζλιξθ του φαινομζνου ςθμειϊνεται μια 

μικρι τάςθ για χαλάρωςθ του ςχιματοσ τθσ κεντρικισ ςταγόνασ, γιατί καταγράφεται D=0.04 

ςτο Σχ.4.12 και D=-0.04 ςτο Σχ.4.11, όπου εμφανίηεται μια μικρι ςυρρίκνωςθ κατά μικοσ 

τθσ ςταγόνασ.
 
Σε αντιδιαςτολι, για αμφότερεσ τισ πάνω και κάτω ζκκεντρα τοποκετθμζνεσ 

ςταγόνεσ, θ διακφμανςθ τθσ D κυμαίνεται19 μεταξφ 0.36 και 0.67 και δείχνει αυξανόμενθ 

παραμόρφωςθ του περιγράμματοσ τθσ ςταγόνασ ςτο Σχ.4.11. και μεταξφ 0.33 και 0.47 και 

επίςθσ δείχνει μια αρχικά αυξανόμενθ και ςτθ ςυνζχεια μειοφμενθ παραμόρφωςθ του 

περιγράμματοσ τθσ ςταγόνασ ςτο Σχ.4.12. Η επίδραςθ του Ca είναι φανερι. Αντίςτοιχθ 

μεταβολι παρουςιάηει και ο  E.R. που κυμαίνεται
20

 μεταξφ 1.29 και 2.14 ςτο  χ.4.11  και 

μεταξφ 1.33 και 1.5 ςτο χ.4.12. Η μεταβολι τθσ «γωνίασ κλίςθσ» κυμαίνεται μεταξφ 144
0
 

και 172
0 

και δείχνει μια αυξθτικι πορεία και ςφγκλιςθ των ταλαντϊςεων τθσ γωνίασ ςτισ 

161.5
0  

για αμφότερεσ τισ ζκκεντρα τοποκετθμζνεσ ςταγόνεσ του Σχ.4.11.  Στο Σχ.4.12  θ 

γωνία κυμαίνεται21 μεταξφ 1540 και 162.50. Παρατθροφνται μικρζσ αποκλίςεισ μζχρι οι 

ταλαντϊςεισ τθσ γωνίασ να ςυγκλίνουν ςτθν τιμι 1590.   

 

4.3.5. Διάταξθ πζντε μικρών ςταγόνων κατά πλάτοσ και ςτθ μζςθ γραμμι του 2-D 

αγωγοφ.  

 

χ.4.13.  Πζντε ςταγόνεσ22: Re =40, We=40, Ca=1, λ=4, δ=±0.65, 0,  k=0.25, t = 0, 2, 4 και 8. 

Στισ εξεταηόμενεσ περιπτϊςεισ των Σχ.4.13 και Σχ.4.14 προςομοιϊνονται δφο 2-D 

περιπτϊςεισ διατάξεων πζντε ςταγόνων  με τισ ίδιεσ αδιάςτατεσ παραμζτρουσ  Re=40, 

                                                           

19
 Συγκεκριμζνα  για  tϋ= (1.2, 2.0, 3.2, 4.4, 6.8 και 10.0) αντιςτοίχωσ:  D = (0.36, 0.44, 0.59, 0.63, 0.66, 

0.67) Στο χ.4.11 και  D= (0.33, 0.37, 0.47, 0.41, 0.38, 0.33) αντιςτοίχωσ ςτο χ.4.12.  
20

 Συγκεκριμζνα  για  tϋ = (1.2, 2.0, 3.2, 4.4, 6.8 και 10.0) αντιςτοίχωσ:  E.R.=(1.29, 1.46, 1.64, 1.86, 1.96, 

2.14)  ςτο  χ.4.11 και  E.R. =(1.33, 1.46, 1.5, 1.5, 1.5, 1.33) ςτο χ.4.12. αντιςτοίχωσ. 
21

 Συγκεκριμζνα  at tϋ = (1.2, 2.0, 3.2, 4.4, 6.8 και 10.0) αντιςτοίχωσ:  κ =(144
0
, 157

0
, 158.5

0 
,164

0
, 

167.5
0
, 161.5

0
) ςτο χ.4.11 και κ =(154

0
, 159

0
, 159

0 
,162.5

0
, 159

0
, 159

0
) ςτο χ.4.12. αντιςτοίχωσ. 

22
  A. Christafakis et al. / Applied Mathematical Modelling 33 (2009) 1201–1212, p1208, Fig.5. 



4.20                                                                                                                                      ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

λ=4.0, δ=±0.65, 0, k =0.25 και We=40, Ca=1, ςτο Σχ.4.13 και We =20, Ca = 0.5 ςτο Σχ.4.14 

αντίςτοιχα. Οι ςταγόνεσ διαςπείρονται ςτο περιβάλλον ρευςτό ςτθν αριςτερι είςοδο του 

αγωγοφ. Δφο από αυτζσ ειςάγονται κάκετα και ςυμμετρικά τθσ μζςθσ γραμμισ  (επίπεδο 

ςυμμετρίασ) του καναλιοφ δ=±0.65,  ενϊ ςυγχρόνωσ μια ομάδα τριϊν άλλων ςταγόνων 

ειςάγονται ςε παράταξθ πάνω ςτθν μζςθ γραμμι, δ=0.     

Το εφροσ μεταβολισ τθσ παραμζτρου  παραμόρφωςθσ  D  για τισ ςταγόνεσ πάνω ςτθν μζςθ 

γραμμι (center droplets) δείχνουν μόνο μικρζσ αποκλίςεισ  από τθ μζςθ τιμι 0.07 και για τισ 

δφο περιπτϊςεισ (αντίςτοιχα  ER=1.07 ςτο Σχ.4.13 και 1.01 ςτο Σχ.4.14.).  Επιπλζον ςτο 

Σχ.4.14. είναι φανερι με τθν εξζλιξθ του χρόνου μια μικρι τάςθ για επαναφορά του 

περιγράμματοσ τθσ ανάντθ ςτθ ροι ςταγόνασ, D = 0.05.   

 

 

χ.4.14. Πζντε ςταγόνεσ
23

:  Re=40,   We=20, Ca= 0.5, λ= 4, δ=±0.65, 0, k=0.25, tϋ = 0,2,4 και 8. 

Αντίκετα για αμφότερεσ τισ πάνω και κάτω ζκκεντρα τοποκετθμζνεσ ςταγόνεσ (top και 

bottom wall-droplets), ςτο Σχ.4.13, θ μεταβολι του D κυμαίνεται μεταξφ 0.62 και 0.74 και 

δείχνει αυξανόμενθ παραμόρφωςθ του περιγράμματοσ τθσ ςταγόνασ (αντίςτοιχα ο E.R. 

κυμαίνεται μεταξφ 2.0 και  2.6). Αντίκετα ςτο Σχ.4.14, θ D κυμαίνεται μεταξφ 0.27 και 0.5 

(αντίςτοιχα ο ER κυμαίνεται μεταξφ 1.19  και 1.36) και δείχνει μειοφμενθ παραμόρφωςθ24. 

Η επίδραςθ του Ca είναι φανερι. Η μεταβολι τθσ  κ κυμαίνεται25 μεταξφ 1640 και 1700 και 

δείχνει μια ςφγκλιςθ των ταλαντϊςεων ςτισ 1700  για αμφότερεσ τισ ζκκεντρα 

τοποκετθμζνεσ ςταγόνεσ του Σχ.4.13. Στο Σχ.4.14 παρατθροφνται μικρζσ αποκλίςεισ γφρω 

από τθ μζςθ τιμι 1590. Μποροφν να επιδειχκοφν τα παρακάτω ςυμπεράςματα ςφμφωνα με 

τα παραπάνω περιγραφόμενα αποτελζςματα  και τθν γενικι εικόνα, των  Σχ.4.11 ζωσ 

Σχ.4.14. 

Επιβεβαιϊνεται ότι θ παραμόρφωςθ και θ περιςτροφι των ςταγόνων είναι ανάλογθ του Ca.  

Για χαμθλό Ca θ παραμόρφωςθ των επιμθκυμζνων ςταγόνων διαμορφϊνει ωοειδείσ 

                                                           

23
 1208  Christafakis et al. / Applied Mathematical Modelling 33 (2009) 1201–1212, Fig. 6. 

24
 Συγκεκριμζνα  για tϋ = (2, 4, 8) αντιςτοιχεί  D= (0.62, 0.71, 0.74) και  E.R =(2.0, 2.5, 2.6) ςτο χ.4.13   

και D =(0.5, 0.47, 0.27)  και E.R. =(1.36, 1.33, 1.19) αντιςτοίχωσ  ςτο χ.4.14.  
25

 Συγκεκριμζνα για tϋ= (2,4,8) αντιςτοίχωσ:  κ=(164
0
, 169

0
, 170

0
)  για το χ.4.13  και  κ =(159

0
, 160

0
, 

159
0
) ςτο χ.4.14   αντιςτοίχωσ. 
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μορφζσ ζωσ ότου τελικά οι ςταγόνεσ επανζλκουν ςε πιο ςτακερζσ, ανακουφιςμζνεσ 

μορφζσ. Αντίκετα για υψθλό Ca θ παραμόρφωςθ των επιμθκυμζνων ςταγόνων 

διαμορφϊνει περίγραμμα αλτιρα, Σχ.4.13 και οι πλευρζσ τθσ ςταγόνασ επιπεδϊνονται 

βακμιαία ζωσ ότου τελικά θ ςταγόνα αναπτφξει μια λεπτι «μζςθ». Ζκτοτε ο ρυκμόσ 

επιμικυνςθσ αυξάνει και το πλάτοσ των κεντρικϊν και πίςω τμθμάτων τθσ ςταγόνασ 

μειϊνεται πολφ γριγορα, ενϊ, το μπροςτινό  ςκζλοσ, κατάντθ τθσ ροισ, διατθρεί το ςχεδόν 

κυκλικό περίγραμμα του και παραμορφϊνεται ελάχιςτα.  

Ο κφριοσ άξονασ κάκε ψευδό-ελλειψοειδοφσ είναι προςανατολιςμζνοσ ςτθν κατεφκυνςθ 

τθσ ςτιγμιαίασ «γωνίασ κλίςθσ» που αυξάνεται με τθν εξζλιξθ του χρόνου και τελικά 

ςτακεροποιείται ςε χαμθλότερεσ τιμζσ.  Η «γωνία κλίςθσ» αυξάνεται ελαφρϊσ με τον Ca. 

Παρατθροφνται θ ςθμαντικι  παραμόρφωςθ των ςχθμάτων (επίμθκθ ςχιματα ςαν ψάρια), 

οι υψθλζσ καμπυλότθτεσ  ςτο μπροςτινό άκρο και ςτθν ουρά των ςταγόνων που γειτνιάηουν 

με το πάνω και κάτω τοίχωμα του αγωγοφ. 

 Αυτι θ μεταβατικι εξζλιξθ περιλαμβάνει τθν ανάπτυξθ ενόσ κυματοειδοφσ περιγράμματοσ 

ςαν λεπτι μζςθ  και τελικά ςε ςθμαντικι επιμικυνςθ των ςταγόνων ςτο ζντονο  ςχιμα 

αλτιρα που φαίνεται ςτα Σχ.4.11 και Σχ.4.13. Επίςθσ ςτα Σχ.4.13 και Σχ.4.14 το ςχεδόν 

κυκλικό ςχιμα, των μεςαίου ι μικροφ μεγζκουσ, κεντρικά τοποκετθμζνων ςταγόνων 

δθμιουργεί εικόνα που μοιάηει με το πρότυπο τραίνου  ι ςτοιβάδασ νομιςμάτων, ςτο οποίο 

ζνασ πυρινασ που αποτελείται από τισ ςταγόνεσ, ςυμπεριφζρεται ωσ άκαμπτο ςϊμα με 

ταχφτθτα U ςε ροι με το προφίλ τθσ ταχφτθτασ u  να γίνεται τφπου βφςματοσ (plug-flow 

mode) που οπτικά μοιάηει με το αντίςτοιχο προφίλ τθσ τυρβϊδουσ ροισ.  

Το εφροσ διακφμανςθσ των D και E.R. δείχνουν μόνο μικρζσ αποκλίςεισ από τισ αρχικζσ 

τιμζσ. Ο παραπάνω κυλινδρικόσ πυρινασ περιβάλλεται από ζνα αργοκίνθτο δακτυλιοειδζσ 

ςτρϊμα ροισ που ςχθματίηουν οι ζκκεντρα τοποκετθμζνεσ ςταγόνεσ κοντά ςτο πάνω και 

κάτω τοίχωμα, οι οποίεσ και παραμορφϊνονται πολφ ζντονα ςχεδόν ςε ελλειψοειδζσ ςχιμα 

που μετατρζπεται ςε ζνα επιμικεσ ςχιμα όμοιο με αλτιρα, με τθν αφξθςθ του αντίςτοιχου 

Ca. Ο μεγάλοσ άξονασ του κάκε ψευδο-ελλειψοειδοφσ προςανατολίηεται προσ τθν 

κατεφκυνςθ τθσ ςτιγμιαίασ γωνίασ κλίςθσ που ςχεδόν αυξάνει με τθν εξζλιξθ του χρόνου και 

θ οποία ςτακεροποιείται τελικά ςε χαμθλότερεσ τιμζσ. Η γωνία κλίςθσ αυξάνει ελαφρϊσ με 

τον Ca. 

Στθν διάρκεια του μεταβατικοφ φαινομζνου, οι ζκκεντρα τοποκετθμζνεσ ςταγόνεσ τείνουν 

ελαφρϊσ να μεταναςτεφςουν και να ςυγκλίνουν προσ τθν κεντρικι γραμμι  του καναλιοφ ι 

του άξονα του ςωλινα και  αναπτφςςεται ζνα κενό από ςταγόνεσ δακτυλιοειδζσ ςτρϊμα 
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κοντά ςτα ςτερεά όρια. Γενικότερα οι ςταγόνεσ κοντά ςτα ςτερεά όρια παραμορφϊνονται 

πολφ εντονότερα ςε ςχζςθ με τισ κεντρικζσ ςταγόνεσ. 

Επιπλζον, παρατθρείται κακϊσ το φαινόμενο εξελίςςεται ςτον χρόνο, αφξθςθ τθσ ςυνολικισ 

ζκταςθσ, που καταλαμβάνει θ διάταξθ των ςταγόνων μζςα ςτον αγωγό. Η γενικι άποψθ και 

θ παραμόρφωςθ των ςχθμάτων των ςταγόνων, αν ςυγκρικοφν  ποιοτικά, φαίνονται να είναι 

αρκετά παρόμοια και ςυςχετίηονται με  προθγοφμενεσ  πειραματικζσ παρατθριςεισ και τα 

αρικμθτικά αποτελζςματα, των  Zhou and  Pozrikidis που κατζλθξαν ςτο ςυμπζραςμα ότι οι 

ςταγόνεσ κοντά ςτα τοιχϊματα (όρια του αγωγοφ)  παραμορφϊνονται πιο ζντονα  από τισ  

ενδιάμεςεσ ςταγόνεσ, ενϊ θ παραμόρφωςθ των ενδιάμεςων ςταγόνων δείχνει πιο 

ςθμαντικζσ χρονικζσ διαφορζσ.  

 

4.3.6.  υςτοιχία  δφο ςταγόνων ςε παράλλθλθ ευκεία προσ τθν μζςθ γραμμι. 
 

Εδϊ εξετάηονται περιπτϊςεισ διατάξεων που ςυγκροτοφν ςυςτοιχία από δφο ιςομεγζκεισ 

κυλινδρικζσ (κυκλικζσ) ςταγόνεσ  μεςαίου μεγζκουσ με επιφανειακι τάςθ, οι οποίεσ 

ειςάγονται ςτο περιβάλλον υγρό θ μια πίςω από τθν άλλθ ςτθν αριςτερι είςοδο 

διδιάςτατου καναλιοφ H=2. Τα κζντρα των ςταγόνων τθσ ςειράσ βρίςκονται πάνω ςε 

παράλλθλθ ευκεία προσ τθν μζςθ γραμμι (διάμθκεσ επίπεδο ςυμμετρίασ)  του καναλιοφ 

(αγωγοφ) με μεγάλθ εκκεντρότθτα, δ= -0.5. 

4.3.6.1. υςτοιχία δφο ςταγόνων τοποθετημζνων με μεγάλη αρνητική εκκεντρότητα 

 

χ.4.15.  Δφο ςταγόνεσ:  Re=40, We=5, Ca=0.125, λ= 4, δ=-0.5,  k=0.375,  t= 0, 3.2, 6.8, 12, 

16.4 , 21.2. 

 

χ.4.16.  Δφο ςταγόνεσ: Re =40, We=2.5, Ca = 0.0625, λ=4, δ=-0.5, k=0.375, t= 0, 3.2, 6.8, 12, 

16.4, 21.2. 

 

Στισ εξεταηόμενεσ περιπτϊςεισ των Σχ.4.15 και Σχ.4.16 προςομοιϊνονται δφο περιπτϊςεισ 

2-D (διδιάςτατοι αγωγοί), διατάξεων δφο μεςαίου μεγζκουσ ςταγόνων τοποκετθμζνων με 

μεγάλθ αρνθτικι εκκεντρότθτα με τισ ίδιεσ αδιάςτατεσ παραμζτρουσ  Re =40,  λ=4.0,  δ=-0.5,  

k=0.375  και  We=5, Ca=0.125 ςτο Σχ.4.15. και We =2,5, Ca = 0.0625 ςτο Σχ.4.16 αντίςτοιχα. 

4.3.6.2. υςτοιχία  δφο ςταγόνων τοποθετημζνων με μεγάλη θετική εκκεντρότητα. 
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Στισ εξεταηόμενεσ περιπτϊςεισ των Σχ.4.17 και Σχ.4.18 προςομοιϊνονται δφο 2-D 

περιπτϊςεισ διατάξεων δφο μεςαίου μεγζκουσ ςταγόνων τοποκετθμζνων με μεγάλθ κετικι 

εκκεντρότθτα με τισ ίδιεσ αδιάςτατεσ παραμζτρουσ  Re=40, λ=4,  δ=0.5,  k=0.375  και  We=5, 

Ca=0.125 ςτο Σχ.4.17 και We=6,67, Ca=0.167 ςτο Σχ.4.18 αντίςτοιχα.  Η γενικι άποψθ των 

Σχ.4.15 και Σχ.4.17  και οι τιμζσ των παραμζτρων που εξετάςτθκαν επαλθκεφουν επακριβϊσ 

τθν αναμενόμενθ ςυμμετρικι άποψθ των ςχθμάτων και των πεδίων ροισ για παρόμοιουσ 

αδιάςτατουσ παραμζτρουσ προςομοίωςθσ.
  

 

 

χ.4.17. Δφο ςταγόνεσ:  Re =40, We=5, Ca = 0.125, λ=4, δ=0.5, k=0.375, t = 0, 3.2, 6.8, 12.0, 

16.4, 21.2. 

 

 

χ.4.18. Δφο ςταγόνεσ:  Re=40, We=6,67, Ca=0.167,  λ=4, δ=0.5, k=0.375, t=0, 4, 8, 12, 16.4 

και 20. 

Η διακφμανςθ  τθσ  D και για τισ δφο ςταγόνεσ είναι μεταξφ 0.23 και 0.43 για τισ περιπτϊςεισ  

Σχ.4.15 και Σχ.4.17 και μεταξφ 0.17 και 0.33 ςτο Σχ.4.16. Αντίςτοιχα ςτο Σχ.4.18, θ 

διακφμανςθ  τθσ  D  είναι μεταξφ 0.23 και 0.52 για τθν επικεφαλισ ςταγόνα και μεταξφ 0.30 

και 0.52 για τθν δεφτερθ ςταγόνα κοντά ςτο πάνω τοίχωμα.  Αντίςτοιχθ είναι θ διακφμανςθ 

του E.R. και μεταβάλλεται μεταξφ 1.31 και 1.67 για τισ περιπτϊςεισ των  Σχ.4.15 και Σχ.4.17 

και μεταξφ 1.17 και 1.33 ςτο χ.4.16. Αντίςτοιχα  θ διακφμανςθ  τθσ E.R. κυμαίνεται μεταξφ 

1.33 και 1.83 για τθν επικεφαλισ ςταγόνα και μεταξφ 1.42 και 1.83 για τθν δεφτερθ ςταγόνα 

ςτο Σχ.4.18. Σε όλεσ τισ παραπάνω περιπτϊςεισ οι τιμζσ των παραμζτρων παραμόρφωςθσ  D 

και E.R δείχνουν πτωτικι πορεία με τθν πάροδο του χρόνου.  

Η γωνία  κ κυμαίνεται26 μεταξφ 1600 και 1450 για τθν επικεφαλισ ςταγόνα των περιπτϊςεων 

Σχ.4.15 και Σχ.4.17  και μεταξφ 1560 και 1460 ςτο  Σχ.4.16. Αντιςτοίχωσ θ κ κυμαίνεται27 

μεταξφ 1650 και 1480 για τθν δεφτερθ ςταγόνα των περιπτϊςεων Σχ.4.15. και  Σχ.4.17 και 

μεταξφ 1580 και 1480  ςτο  Σχ.4.16. Παρατθρείται  μια αυξθτικι τάςθ με μζγιςτο και ςτθν 

                                                           

26
 Συγκεκριμζνα  για  tϋ = (3.2, 6.8, 12, 16.4, 21.2) αντιςτοίχωσ:  κhead= (160

0
, 158

0
, 148

0
, 145

0
, 150

0
) και  

κfollowing= (165
0
, 161

0
,158

0
, 150

0
, 148

0
)  ςτο χ.4.15. και χ.4.17 και κhead= (156

0
, 152

0
, 151

0
, 146

0
, 154

0
) 

και κfollowing= (158
0
, 154

0
, 152

0
, 151

0
, 148

0
) ςτο χ.4.16 αντιςτοίχωσ.  

27
 Συγκεκριμζνα  για  tϋ = (3.2, 6.8, 12, 16.4, 21.2) αντιςτοίχωσ:  κhead= (160

0
, 158

0
, 148

0
, 145

0
, 150

0
) και  

κfollowing= (165
0
, 161

0
,158

0
, 150

0
, 148

0
)  ςτο χ.4.15. και χ.4.17  και κhead= (156

0
, 152

0
, 151

0
, 146

0
, 154

0
) 

και κfollowing= (158
0
, 154

0
, 152

0
, 151

0
, 148

0
) ςτο χ.4.16 αντιςτοίχωσ.  
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ςυνζχεια πτωτικι τάςθ των γωνιϊν κλίςθσ για αμφότερεσ τισ ζκκεντρα τοποκετθμζνεσ 

ςταγόνεσ με κακυςτζρθςθ φάςθσ ςτθν  δεφτερθ ςταγόνα. Αντιςτοίχωσ ςτο  Σχ.4.18 θ κ 
28

 

κυμαίνεται  μεταξφ 164
0
 και 153

0  
για τθν επικεφαλισ ςταγόνα  και μεταξφ 164

0
 και 154

0  
για 

τθν δεφτερθ ςταγόνα. Είναι εμφανισ μια αυξθτικι τάςθ με μζγιςτο.  

Συμπεραςματικά, ςφμφωνα με τα αποτελζςματα που περιγράφονται ανωτζρω και απο τθ 

γενικι εικόνα των Σχ.4.15 ζωσ Σχ.4.18 οι ακόλουκεσ παρατθριςεισ μποροφν να 

υποςτθριχκοφν. Επαλθκεφεται θ αναμενόμενθ  αναλογικι  επίδραςθ του τριχοειδοφσ 

αρικμοφ ςτθν παραμόρφωςθ των περιγραμμάτων των ςταγόνων. Μποροφν να 

παρατθρθκοφν εφκολα ςτθν περιοχι των τοιχωμάτων θ μεγαλφτερθ παραμόρφωςθ των 

ςχθμάτων (επίμθκθ ςχιματα που μοιάηουν με ψάρια) και οι υψθλότερεσ καμπυλότθτεσ ςτισ 

ουρζσ των ςταγόνων. Με τθν αφξθςθ του Ca διαμορφϊνεται ςτισ ςταγόνεσ ζνα κυματοειδζσ 

περίγραμμα ι μια μζςθ (ςχιμα αλτιρα)  κατά τα αρχικά ςτάδια τθσ προςομοίωςθσ, όπωσ 

απεικονίηεται ςτα Σχ.4.15, Σχ.4.17 και Σχ.4.18. 

Ο μεγάλοσ άξονασ του κάκε ψευδο-ελλειψοειδοφσ  προςανατολίηεται προσ τθν κατεφκυνςθ 

τθσ ςτιγμιαίασ γωνίασ κλίςθσ που παρουςιάηει μικροδιαφορζσ με τθν εξζλιξθ του χρόνου και 

θ οποία ςτακεροποιείται τελικά. Η γωνία κλίςθσ αυξάνει ελαφρϊσ με τον Ca.  

Τα κεντροειδι των δφο ςταγόνων τθσ ςυςτοιχίασ τείνουν ζντονα να μεταναςτεφςουν και να 

ςυγκλίνουν προσ τθν κεντρικι γραμμι του καναλιοφ (επίπεδο ςυμμετρίασ)  και 

αναπτφςςεται ζνα κενό από ςταγόνεσ δακτυλιοειδζσ ςτρϊμα κοντά ςτα ςτερεά όρια. 

Επιπλζον, κακϊσ το φαινόμενο εξελίςςεται ςτον χρόνο, παρατθρείται, αφξθςθ τθσ 

ςυνολικισ ζκταςθσ, που καταλαμβάνει θ διάταξθ των ςταγόνων μζςα ςτον αγωγό. Τζλοσ 

παρατθρείται ότι τα περιγράμματα των ςταγόνων τείνουν να ανακουφιςτοφν και να 

ςυγκλίνουν ςε μια ςτακερι κατάςταςθ με μικροδιακυμάνςεισ.  

 

4.4. ΓΕΝΙΚΕ ΠΑΡΑΣΗΡΗΕΙ ΧΕΣΙΚΕ ΜΕ ΣΗΝ ΜΕΣΑΝΑΣΕΤΗ ΣΩΝ ΣΑΓΟΝΩΝ. 
 

Τα προβλεπόμενα από τθν προςομοίωςθ  περιγράμματα των ςταγόνων και θ μετανάςτευςθ 

των ςταγόνων  (droplet migration) για επιλεγμζνεσ ςυνκικεσ ροισ, που εμφανίηονται ςτα 

παραπάνω ςχιματα, είναι ςε καλι ποιοτικι και οπτικι ςυμφωνία με τα αποτελζςματα τθσ 

βιβλιογραφίασ. Συνοπτικά οι ακόλουκεσ παρατθριςεισ μποροφν να υποςτθριχκοφν. 

1.  Η φπαρξθ ςτακερϊν και αςτακϊν επιμζρουσ λφςεων (κλάδων) για ςτακερά 

περιγράμματα ςταγόνων, που προκφπτει από τθ μθ γραμμικι εξάρτθςθ πεδίου ροισ και 

                                                           

28
 Συγκεκριμζνα  για  tϋ = (3.2, 6.8, 12, 16.4, 20) αντιςτοίχωσ:  κhead=(164

0
, 164

0
, 161

0
, 156

0
, 154

0
) και 

κfollowing=(164
0
, 164

0
, 161

0
, 156

0
, 154

0
). 
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ςχιματοσ ςταγόνασ.  Ζνα πρϊτο ςκζλοσ αντιςτοιχεί ςε ςχεδόν απαραμόρφωτεσ ςταγόνεσ, 

όπου θ παραμόρφωςθ τθσ ςταγόνασ είναι μικρι, και οι ςταγόνεσ ευκυγραμμίηονται ςτθν 

κατεφκυνςθ του άξονα. Ζνα δεφτερο ςκζλοσ από επιμικεισ ςταγόνεσ, ςτακεροποιθμζνεσ 

κατά κφριο λόγο από τριχοειδείσ δυνάμεισ χαλάρωςθσ, όπου θ παραμόρφωςθ των 

ςταγόνων είναι μεγαλφτερθ, και οι ςταγόνεσ είναι ευκυγραμμιςμζνεσ περίπου με τον άξονα 

παραμόρφωςθσ, Blawzdziewicz et.al., 2002, 2003. 

2. Κατά τθ διάρκεια τθσ ροισ οι ςταγόνεσ τείνουν να μεταναςτεφουν προσ τθν κεντρικι 

γραμμι του καναλιοφ ι τον άξονα του ςωλινα, κακϊσ και προσ το τοίχωμα του 

ςωλινα, Zhou and Pozrikidis, Goldsmith and Mason, 1962. 

 3. Επίςθσ, απεικονίηεται θ ανάπτυξθ του δακτυλιοειδοφσ ςτρϊματοσ χωρίσ ςταγόνεσ 

ςτθν γειτονιά των τοιχωμάτων που ζχει ωσ αποτζλεςμα τον προςανατολιςμό και τθ 

ςταδιακι ςφγκλιςθ των επιμθκυμζνων ςταγόνων ςτθν κεντρικι γραμμι. 

4. Η τεράςτια επίδραςθ  του Ca  ςτθν παραμόρφωςθ των ςταγόνων επαλθκεφεται. Είναι 

εμφανζσ ότι όςο μεγαλφτεροσ είναι ο Ca, τόςο μεγαλφτερθ είναι θ παραμόρφωςθ και 

περιςτροφι τθσ ςταγόνασ. Οι ςταγόνεσ κοντά ςτα τοιχϊματα παραμορφϊνεται πολφ 

εντονότερα από τισ κεντρικζσ ςταγόνεσ.  

Σε χαμθλοφσ Ca θ ςυνολικι παραμόρφωςθ των επιμθκυνόμενων ςταγόνων ςχθματίηουν 

μορφζσ περιγραμμάτων ςταγόνων που μοιάηουν με οβάλ μζχρι τελικά οι ςταγόνεσ να 

χαλαρϊςουν ςε μόνιμα ςχιματα, ενϊ ςε υψθλοφσ Ca ςχθματίηουν μορφζσ περιγραμμάτων 

που μοιάηουν με αλτιρα. Στθ δεφτερθ αυτι περίπτωςθ, οι πλευρζσ τθσ ςταγόνασ 

ιςοπεδϊνονται ςταδιακά μζχρι θ ςταγόνα να αναπτφξει τελικά μια μζςθ και από τότε ο 

ρυκμόσ επιμικυνςθσ τθσ ςταγόνασ αυξάνει και το εφροσ του κεντρικοφ και πίςω τμιματοσ 

τθσ ςταγόνασ μειϊνεται δραςτικά, ενϊ το μπροςτινό τθσ μζροσ διατθρεί το ςχεδόν ςφαιρικό 

ςχιμα και παραμορφϊνεται μόνο ελαφρϊσ. Στθν Ha & Leal, 2001 περιγράφονται και 

εξθγοφνται οι μθχανιςμοί παρόμοιων οπτικϊν παρατθριςεων. 

5.  Επιπρόςκετα θ μελζτθ ελζγχει τθν αναλογικι επίδραςθ του μεγζκουσ  τθσ ςταγόνασ ςτθν 

παραμόρφωςθ τθσ ςταγόνασ που υποςτθρίηεται ςτθν Kaliakatsos & Tsangaris, 2000. Οι 

μικρότερεσ ςταγόνεσ παραμορφϊνονται λιγότερο από το αρχικό κυκλικό ςχιμα ςε ςφγκριςθ 

με τισ μεγαλφτερεσ ςταγόνεσ. Οι μικρζσ ςταγόνεσ κινοφνται ςχεδόν με τθν ταχφτθτα του 

περιβάλλοντοσ ρευςτοφ ςτθν κεντρικι γραμμι του αγωγοφ. 
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4.5. ΤΓΚΡΙΗ ΜΕ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΑ ΔΕΔΟΜΕΝΑ  
 

Η παραμόρφωςθ και θ μετανάςτευςθ των ςταγόνων για τισ επιλεγμζνεσ ςυνκικεσ ροισ, 

που παρουςιάηονται ςτα Σχ.4.1-4.18, ςυμφωνοφν  αρκετά καλά  ποιοτικά και οπτικά με 

αποτελζςματα τθσ βιβλιογραφίασ π.χ. Zhou and Pozrikidis (1994), Ha and Leal (2001), 

Btawzdziewicz et al.(2002) και (2003), Kaliakatsos and Tsangaris (2000). Η παρατθροφμενθ 

ςυμπεριφορά του απότομου (blunting) προφίλ ταχφτθτασ και ο ςχθματιςμόσ δφο περιοχϊν 

ροισ (πυρινα και δακτυλίου) είναι επίςθσ ςε γενικι ςυμφωνία με προθγοφμενεσ  

πειραματικζσ παρατθριςεισ και κεωρθτικά μοντζλα διφαςικισ ροισ που αναπτφςςονται με 

αιτία τθν διαφορά πίεςθσ ςτα άκρα του αγωγοφ για διαςπορζσ (suspensions) που 

αποτελοφνται από άκαμπτα ι παραμορφϊςιμα ςωματίδια Skalak et al.(1989), Nott and 

Brady (1991), Zhou and Pozrikidis (1994), ι γαλακτϊματα (emulsions), Kraynik (1988).  

 

4.5 1. Αρικμθτικι ςφγκριςθ  
 

4.5 1.1.  Μία ςταγόνα για ςυνθήκεσ  Re=2, Ca=1.0, λ=10, k=0.25. 

Στα  Σχ.4.19.  και Σχ.4.20.  παρουςιάηονται  χρονικζσ ακολουκίεσ περιγραμμάτων ςταγόνασ  

ςε διδιάςτατθ διφαςικι ροι για ςυνκικεσ Re=2, Ca=1.0, λ=10, k=0.25. Οι ςταγόνεσ 

τοποκετοφνται αρχικά ςτθν είςοδο του καναλιοφ ςε δφο διαφορετικζσ ζκκεντρεσ κζςεισ 

αντίςτοιχα (α) δ = 0.05 (β) δ =0.35 για να καταςτεί εφικτι θ οπτικι και ποςοτικι ςφγκριςθ 

των παρόντων αποτελεςμάτων με τα αποτελζςματα των Fig. 14b - 14c  ςτθν  Zhou and 

Pozrikidis, 1994.   

 

χ.4.19.29  Περιγράμματα ςταγόνασ: Re=2, Ca=1, λ=10, δ=0.05, k=0.25,  t= 

0,5,10,15,20,25,32. 

 

Για δ=0.05, οι τιμζσ των παραμζτρων D, (ER) κυμαίνονται μεταξφ 0.01 και 0.1 (0.88 και 1.06) 

ςτο Σχ.4.19., ενϊ αντίςτοιχα κυμαίνονται μεταξφ  0.0 και 0.04 (0.99 και 1.06) ςτο Fig.14b των 

Zhu and Pozrikidis. Για  δ=0.35, οι τιμζσ των D, (ER) κυμαίνονται μεταξφ 0.20 και 0.33 (1.06 

και 1.41) ςτο Σχ.4.20 ενϊ αντίςτοιχα κυμαίνονται μεταξφ  0.21 και 0.29 (1.18 και 1.27) ςτο 

                                                           

29
 Δεσ και ςελ. 1208 Christafakis et al., 2009, Fig. 8. 
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Fig.14c των Zhu and Pozrikidis. Οι διακυμάνςεισ τθσ γωνίασ κλίςθσ κυμαίνεται μεταξφ 1350 

και 141
0 

 ςτο Σχ.4.20  και 138
0 

 και 147
0 

 ςτο Fig.14c των  Zhu and Pozrikidis. 

Η  ςφγκριςθ των ςτιγμιαίων περιγραμμάτων των ςταγόνων ςτθν χρονικι εξζλιξθ τθσ 

προςομοίωςθσ, θ παραμόρφωςθ και θ μετανάςτευςθ τουσ ςε ςυνδυαςμό με τισ τιμζσ  των 

παραμζτρων παραμόρφωςθσ δείχνουν αρκετι ομοιότθτα. Για τισ ςταγόνεσ πολφ κοντά ςτον 

άξονα ςυμμετρίασ, (δ=0.05) παρατθροφνται μόνο μικρζσ διακυμάνςεισ. Η μθ μθδενικι τιμι 

του αρικμοφ Re ςτα αποτελζςματα μασ οδθγεί ςε μεγαλφτερθ παραμόρφωςθ των 

ςταγόνων κοντά ςτα τοιχϊματα από τθν παραμόρφωςθ ςτθ Zhu and Pozrikidis, ςτθν οποία 

το ρευςτό κεωρείται χωρίσ αδράνεια  (Re=0) και δικαιολογεί τισ μικροαποκλίςεισ.  

 

χ.4.20.30 Περιγράμματα ςταγόνασ: Re=2, Ca=1, λ=10, δ=0.35, k=0.25,  t=0, 3, 6, 10, 15, 19, 

23, 28.8. 

 

4.5.1.2.  Διαςπορά δφο μεγάλων  ςταγόνων  ςε  Ροή  Couette. 

Μελετικθκε θ περίπτωςθ διφαςικισ ροισ  τφπου Couette με διαςπορά δφο ςταγόνων, ϊςτε 

να ιςχφουν οι ςχζςεισ για ταχφτθτεσ
31

  u=1, v=0 ςτο πάνω τοίχωμα και  u=-1, v=0 ςτο κάτω 

τοίχωμα και  με περιοδικζσ ςυνκικεσ δεξιά – αριςτερά, όπωσ ςτισ περιπτϊςεισ των Zhu and 

Pozrikidis,1993. Τα τοιχϊματα του διδιάςτατου αγωγοφ δθλαδι μετακινοφνται παράλλθλα 

με ίςεσ και αντίκετθσ κατεφκυνςθσ οριηόντιεσ ταχφτθτεσ u. Στο Σχ.4.21 το πεδίο ταχυτιτων 

ςτθν περίπτωςθ ροισ Couette επαλθκεφει τιμζσ ταχυτιτων  +1 ςτο επάνω τοίχωμα  και -1  

ςτο κάτω τοίχωμα. Μζςα ςτο πεδίο οι κατανομζσ  u/U είναι ομαλζσ καμπφλεσ που 

ςυγκλίνουν ςτθν τιμι u=0 ςτο ςθμείο τομισ των διαγωνίων  του 2-D αγωγοφ.  

Eφαρμόηονται περιοδικζσ οριακζσ ςυνκικεσ ςτο δεξιό και αριςτερό άκρο μιασ περιόδου 

ευκυγράμμου αγωγοφ μικουσ  L=4 και πλάτουσ H=2, δθλαδι κεωροφμε ότι οι οριακζσ 

ςυνκικεσ ταυτίηονται (overlapping)  ςτθν είςοδο και τθν ζξοδο του πεδίου ροισ, ϊςτε να 

ιςχφουν οι ςχζςεισ: 0, max 1,j i ju u ,
 0, max,j i jv v  , 1, max,j i jp p  , 0, max 1,  j i j .    

                                                           

30
 Δεσ και ςελ. 1209 Christafakis et al., 2009, Fig.9. 

31
 Αλγόρικμοσ  οριακισ ςυνκικθσ πάνω ςτισ πλάκεσ: 

                                do i = 0,imax+1        
                      U(i,jmax+1) = 2.0 - U(i,jmax)    !    ςτο   επάνω  τοίχωμα (όπωσ ςτο πρόβλθμα driven cavity) 
                      U(i,0) = -2.0 - U(i,1)                    !    ςτο κάτω τοίχωμα   
                                end do 
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χ.4.21. Η κατανομι των τιμϊν τθσ αδιάςτατθσ  ταχφτθτασ   u/U  (από -1 ζωσ 1) ςτο 

μονοφαςικό πεδίο  Ροισ  Couette. 1-100 είναι τα ςθμεία του υπολογιςτικοφ πλζγματοσ ςτθν 

οριηόντια διεφκυνςθ x. 

 

      

(a)  t = 0, 0.2, 0.4                                          (β)  t = 0.6, 0.8, 1.2 

 

        

(γ)  t = 1.0                                                     (δ)  t = 2.2 

χ.4.22. (α,β,γ,δ).  Δφο  ταγόνεσ ςε ροι Couette: Re=2, Ca=0.2, We=0.4, λ=1, δ=0.05, k=0.75. 

                                                                    

Με δοκιμζσ32 προςαρμόηεται ςτον αλγόρικμο μια ψευδολωρίδα κυψελίδων τθσ τάξεωσ των 

10 κυψελίδων δεξιά και αριςτερά τθσ περιόδου L που ενςωματϊνεται φαινομενικά ςτο 

                                                           

32
 Η ανάγκθ αυτι προκφπτει, επειδι χρθςιμοποιοφμε τισ διακριτοποιιςεισ WENO για τον υπολογιςμό 

τθσ  ςτα άκρα του πεδίου και για μια ηϊνθ 6 κυψελίδων από κάκε όριο θ τιμι τθσ   είναι 

προςεγγιςτικι και ειςάγει ανακρίβειεσ  όςο και να βελτιϊςομε τθν παρεμβολι των τιμϊν τθσ  .  Ζτςι 
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πεδίο, ϊςτε να υλοποιείται θ παραπάνω ςχζςθ με ακρίβεια, χωρίσ όμωσ οι τιμζσ των 

, , ,u v p
 
 μζςα ςτθν ψευδολωρίδα να λαμβάνονται υπόψθ ςτουσ υπολοίπουσ υπολογιςμοφσ 

του ρευςτοδυναμικοφ πεδίου.  

 

     

                 (α)  t= 0.02, 0.6, 1.2, 1.8, 2.4                                          (β)  t= 3.0, 3.6, 4.8, 5.52. 

 

 

(γ)   t = 1.2                                                                   ( δ)  t = 3.6 

χ.4.23. (α,β,γ,δ). Δφο  ταγόνεσ ςε ροι Couette: Re=2, Ca = 0.33, We = 0.67, λ=1, δ=0.05, 

k=0.75. 

 

Η κατάλλθλθ υλοποίθςθ των οριακϊν ςυνκθκϊν με τθν τεχνικι αυτι, επιτρζπει ςτθ 

μεκοδολογία μασ τθν μελζτθ περιπτϊςεων τθσ βιβλιογραφίασ με περιοδικζσ ςυνκικεσ, 

όπωσ τθν υλοποίθςθ των παραδοχϊν των Zhu and Pozrikidis. Συγχρόνωσ παρουςιάηει 

πρόςκετο ενδιαφζρον γιατί απελευκερϊνει υπολογιςτικοφσ πόρουσ που κακιςτοφν εφικτι 

τθν μελζτθ μεγάλων πεδίων ροισ χρθςιμοποιϊντασ πολφ μικρότερα υπολογιςτικά χωρία 

χωρίσ απϊλεια τθσ ακρίβειασ.   

Στο  Σχ.4.22 για Ca=0.2, We=0.4 και ςτο Σχ.4.23, Ca=0.33, We=0.67  παρουςιάηονται χρονικζσ 

ακολουκίεσ  περιγραμμάτων δφο ςταγόνων για ςυνκικεσ:  Re=2, λ=1.0, k=0.75  ςε 2-D ροι 

Couette. Οι ςταγόνεσ τοποκετοφνται αρχικά ςε δφο διαφορετικζσ ζκκεντρεσ κζςεισ 

αντίςτοιχα (α) δ=0.05 και ςε απόςταςθ περίπου α=0.2k για να καταςτεί εφικτι θ οπτικι και 

                                                                                                                                                                        

τα ςθμεία μίασ  ςταγόνασ που  τείνουν  να  εξζλκουν του πεδίου δεν περιγράφονται με ακρίβεια και 

από εκεί αρχίηουν λάκθ. 
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ποςοτικι ςφγκριςθ των παρόντων αποτελεςμάτων με τα αποτελζςματα των Fig.12.a,b  ςτθν  

Zhou and Pozrikidis,1993.  

4.5.1.3.  2D  ροή Poiseille 7 ςταγόνων με περιοδικζσ οριακζσ ςυνθήκεσ δεξιά και αριςτερά.  

          

(α)   t = 0                                                       (β)   t=7.72 

             

(γ)   t = 11.28                                                       (δ)   t=16.01 

 

                                                                          (ε)   t=16.824                 

χ.4.24.(α,β,γ,δ)  Διαςπορά επτά ςταγόνων ςε ροι poiseille:  Re=2, Ca=1, We=2, λ=1,  k=0.25. 

Σα περιγράμματα είναι αντίςτοιχα  με  τa Fig.9 (a),(b),(c),(d) ςτθν  Zhou and Pozrikidis (1994), 

(ε)  t=16.824 

Στο  Σχ.4.24. παρουςιάηονται  χρονικζσ  ακολουκίεσ  περιγραμμάτων (t=0,  t=7.72, t=11.28, 

t=16) τθσ χαρακτθριςτικισ διάταξθσ του Fig.9 ςελ.88 ςτθν Zhou and Pozrikidis (1994) ςε 

ςυνκικεσ ροισ Poiseille με Re=2, Ca=1.0, λ=1.0, k=0.125. Η διάταξθ αποτελείται από επτά 

ιςομεγζκεισ ςταγόνεσ αρχικά τοποκετθμζνεσ ςε τυχαίεσ ακανόνιςτεσ κζςεισ ςτο κανάλι.   

Επιλζχκθκαν περιοδικζσ οριακζσ ςυνκικεσ δεξιά και αριςτερά ςε μικοσ αγωγοφ L=4 

(περίοδοσ) και πλάτουσ,  H=2  δθλ  υπολογιςτικό χωρίο   (4X2)  και αρικμθτικό πλζγμα 

160x80 για να καταςτεί εφικτι θ οπτικι και ποςοτικι ςφγκριςθ των παρόντων 

αποτελεςμάτων με τα αποτελζςματα του Fig.9 ςελ 88 ςτθν  Zhou and Pozrikidis,1994.  
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(α)   t=0                                                     (β)   t=0.64 

            
(γ)   t=1.2801                                         (δ)   t=1.9203 

            
(ε)   t=2.5594                                              (ςτ).   t=3.1984 

         
(η)   t=3.8373                                                  (θ)   t=4.4763 

          
(κ)   t=5.1152                                                 (ι)   t=5.7542 

              
(ια)   t=6.3932                                                           (ιβ)   t=6.4826 

χ.4.25.(α,β,γ,δ,ε,ςτ,η,θ,κ,ι,ια,ιβ)  Διαςπορά επτά ςταγόνων ςε ροι Poiseille Re=2, Ca=1, 

We=2, λ=1,  k=0.25. 
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Βελτιϊνοντασ τθν ανάλυςθ του αρικμθτικοφ πλζγματοσ  ςε  250 Χ 125  λαμβάνομε τα 

περιγράμματα του Σχ.4.25. με καλφτερθ λεπτομζρεια και ακρίβεια και μποροφμε να 

παρατθριςομε τθν διάςπαςθ των ουρϊν των ςταγόνων και τθν ταυτόχρονθ ανάπτυξθ 

μικροςκοπικϊν ςταγονιδίων ςε περιοχζσ υψθλισ διάτμθςθσ κοντά ςτα τοιχϊματα.  

 

4.5.2. φγκριςθ του μοντζλου με πειραματικά  δεδομζνα του εργαςτθρίου.  

 

               

(α2)                                            (α4)                                            (α9) 

χ.4.26.( α2, α4, α9)33  Περιγράμματα ςταγόνασ ςε διφαςικι ροι μζςα ςε ευκφγραμμο 

αγωγό τετραγωνικισ διατομισ:  Re=0.5, We=0.5, Ca=1.0, λ=0.51, k=0.8, δ=0  και τα 

αντίςτοιχα ςτιγμιότυπα  του Fig. 9  a2, a4, a9  ςτθν  Mathioulakis. 

 

 

 

                               

                                                           (α)                                                    (β) 

χ.4.27.( α, β)  34 Περιγράμματα δφο ςταγόνων ςε διφαςικι ροι μζςα ςε ευκφγραμμο αγωγό 

τετραγωνικισ διατομισ:: Re = 0.5, We = 0.33, Ca = 0.67,  λ = 0.51,  k = 0.69 &0.76, δ = 0.02 

και τα αντίςτοιχα ςτιγμιότυπα  του Fig.12 (a),(b) ςτθν  Mathioulakis. 

τα Σχ.4.26. και Σχ.4.27. ςυγκρίνουμε οπτικά και ποςοτικά τα παρόντα αρικμθτικά 

αποτελζςματα με τα πειραματικά αποτελεςμάτα των  Fig.9 (a2, a4, a9) και Fig. 12 (a) and (b)  

τθσ Mathioulakis, 2005, ςτθν οποία εξετάηεται θ παραμόρφωςθ ςταγόνων ελαίου ςιλικόνθσ 

με κινθματικό ιξϊδεσ 356 cSt που διεςπάρθςαν ςτθν κφρια φάςθ από καςτορζλαιο με 

κινθματικό ιξϊδεσ 696 cSt μζςα ςε ςωλινα τετραγωνικισ διατομισ. 

                                                           

33
   Christafakis  & Tsangaris,2008, Fig.8. 
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Στο χ.4.26  παρουςιάηονται ενδεικτικά προφίλ ςταγόνων για  Re=0.5, We=0.5, Ca=1, λ=0.51, 

k = 0.8 και δ=0 και ςτο χ.4.26  για Re=0.5, We=0.33, Ca=0.67, λ=0.51,  k=0.69 & 0.76 και 

δ=0.02. Στα αρικμθτικά αποτελζςματα τθσ μεκοδολογίασ μασ, θ D κυμαίνεται μεταξφ 0.02 

και 0.07 και ο E.R. κυμαίνεται μεταξφ 1.04 και 1.18, ενϊ ςτα αντίςτοιχα πειραματικά 

αποτελζςματα θ D κυμαίνεται μεταξφ 0.03 και 0.11 και ο E.R.  μεταξφ 1.02 και 1.11. Τα 

ςτιγμιαία ςχιματα των ςταγόνων, θ παραμόρφωςθ και μετανάςτευςθ τουσ, κακϊσ και οι 

παράμετροι παραμόρφωςθσ που μετρικθκαν δείχνουν αρκετι ομοιότθτα και 

παρατθροφνται μόνο μικρζσ διαφοροποιιςεισ.  

Οι μθ μθδενικζσ τιμζσ των αρικμϊν Re και We  ςτα αποτελζςματα μασ λόγω αρικμθτικϊν 

περιοριςμϊν ςε ςφγκριςθ με τα πειραματικά αποτελζςματα ςχεδόν μθ αδρανειακϊν 

ρευςτϊν (Re0.003 and  We0.0002) ςε μικρο-ςωλινα 5x5 mm
2
, δεν φαίνεται να 

επθρεάηουν τισ παρατθριςεισ. Η ςφγκριςθ αυτι δεικνφει ςαφϊσ ότι θ παραπάνω 

αρικμθτικι μζκοδοσ είναι τουλάχιςτον εξίςου καλι ςτθν πρόβλεψθ τθσ παραμόρφωςθσ 

ςταγόνων, με αντίςτοιχεσ δθμοςιεφςεισ.  

 

4.6. ΡΕΤΣΟΔΤΝΑΜΙΚΑ ΧΑΡΑΚΣΗΡΙΣΙΚΑ ΣΟΤ ΔΙΦΑΙΚΟΤ ΠΕΔΙΟΤ ΡΟΗ (u,v,p).      

Για τισ περιπτϊςεισ που μελετικθκαν ςτο κεφάλαιο αυτό, τo λογιςμικό NaSt-LSM 

καταγράφει τα αποτελζςματα ςε αρχεία δεδομζνων  τφπου .dat και προςφζρει πολυπλθκζσ 

υλικό για περαιτζρω ανάλυςθ και επεξεργαςία των ρευςτοδυναμικϊν χαρακτθριςτικϊν του 

διφαςικοφ πεδίου ροισ.  

Ενδεικτικά για τθν εμβάκυνςθ ςτο κζμα παρουςιάηονται για κάποιεσ από τισ περιπτϊςεισ 

που μελετικθκαν  ςε ςυγκεκριμζνεσ χρονικζσ ςτιγμζσ ςτοιχεία και διαγράμματα τα οποία 

προκφπτουν από τθν μετανάλυςθ των αρχείων αποτελεςμάτων του λογιςμικοφ μασ για τα 

πεδία u,v,p.35  

 

4.6.1.  Ιςοταχείσ ςτο πεδίο ροισ. 

Στο Σχ.4.28. ςχεδιάηονται οι ιςοταχείσ (u/U) του διφαςικοφ πεδίου ροισ  του Σχ.4.1. Είναι 

εμφανισ θ μικρι τοπικι παραμόρφωςθ  ςτα περιγράμματα  των  ςταγόνων. 

                                                                                                                                                                        

34
   Christafakis  & Tsangaris,2008, Fig.9. 

35
 Επίςθσ καταγράφονται τα παράγωγα μεγζκθ ψ και ω και οι τάςεισ Txy, Txx.  

 



4.34                                                                                                                                      ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 
 

χ.4.28. Ιςοταχείσ (u/U) του διφαςικοφ πεδίου του χ.4.1. για  t=0.0376 (θ μικρι  διαταραχι 

ςκιαγραφεί το ςχιμα των ςταγόνων). 

 

4.6.2.  Η κατανομι τθσ αξονικισ ταχφτθτασ κατά μικοσ του αγωγοφ. 

 

Παρουςιάηεται θ κατανομι τθσ αξονικισ ταχφτθτασ κατά μικοσ του αγωγοφ, τόςο ςτον 

άξονα ςυμμετρίασ του αγωγοφ, όςο και ςε άλλεσ εγκάρςιεσ κζςεισ του αγωγοφ για μια 

ςυγκεκριμζνθ κζςθ των ςταγόνων ςτον αγωγό. Παρατθροφνται οι παραμορφϊςεισ τθσ u 

κοντά ςτον άξονα και οι διαφοροποιιςεισ ςτθν  κατανομι τθσ οριηόντιασ ταχφτθτασ ςε 

διάφορεσ κζςεισ του αγωγοφ, μζςα και πλθςίον τθσ ςταγόνασ. 

 

 

χ.4.29. Ιςοταχείσ του διφαςικοφ πεδίου του χ.4.2 για  t=9.036. 
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χ.4.30. Ιςοταχείσ του διφαςικοφ πεδίου του χ.4.3 για  t=7.2476. 
 

 

   

χ.4.31. Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ  αξονικισ ταχφτθτασ  u/U ςτισ εγκάρςιεσ 

κζςεισ  y/R (0 - 0.2-0.4-0.5-0.7-0.9-0.99) για το πεδίο  του χ.4.1 για  t=0.0376. 

 

 

χ.4.32. Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ  αξονικισ ταχφτθτασ  u/U ςτισ εγκάρςιεσ 

κζςεισ  y/R (0 - 0.2-0.4-0.5-0.7-0.9-0.99) για το πεδίο  του χ.4.2 για  t=9.036. 
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χ.4.33. Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ  αξονικισ ταχφτθτασ  u/U ςτισ εγκάρςιεσ 

κζςεισ  y/R (0 - 0.2-0.4-0.5-0.7-0.9-0.99) για το πεδίο  του χ.4.3  για  t=7.2476. 

 

 

 
 

χ.4.34. Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ  ταχφτθτασ  u/U ςτισ εγκάρςιεσ κζςεισ  y/h 

(0.06- 0.4-0.7-1.0 -1.30-1.60-1.94)   του χ.4.23: Ροι  Couette για  t= 5.52. 

 

4.6.3. Η εγκάρςια κατανομι (προφίλ) τθσ ταχφτθτασ u ςε επιλεγμζνεσ κζςεισ  κατά 

μικοσ του αγωγοφ. 

                 

α. χ.4.1.                                      β. χ.4.2.                                              γ. χ.4.3. 
 

χ.4.35.(α,β,γ) . Η εγκάρςια κατανομι (προφίλ) τθσ ταχφτθτασ u/U ςε επιλεγμζνεσ κατά 

μικοσ κζςεισ x/R για τα διφαςικά πεδία  α) του χ.4.1 για  t=0.0376    β) του χ.4.2 για  

t=9.036    γ)του χ.4.3  για  t=7.2476. 
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χ.4.36. Η εγκάρςια κατανομι (προφίλ) τθσ ταχφτθτασ u/U ςε επιλεγμζνεσ κατά μικοσ κζςεισ 

x/h (0-1-2-3-4)  για το διφαςικό πεδίο  ςε Ροι  Couette του χ.4.23  για  t= 5.52.
  

 

 
(α)   x/h = (0.5, 1, 1.5)                                           (β)  x/h = (2, 3, 3.9) 

χ.4.37(α,β). Η εγκάρςια κατανομι (προφίλ) τθσ ταχφτθτασ u/U ςε επιλεγμζνεσ κατά μικοσ 

κζςεισ x/h για το διφαςικά πεδίο τθσ  διαςποράσ  επτά ςταγόνων ςε ροι poiseille του χ.4.24  

για  t=16.824. 

 

4.6.4.  Η κατανομι τθσ πίεςθσ κατά μικοσ του αγωγοφ.  

        

 

χ.4.38. Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ  p ςτισ εγκάρςιεσ κζςεισ  y/R (0 - 0.5-

0.6-0.63-0.7- 0.8 -0.9)  για το πεδίο  του χ.4.1 για  t=0.0376 και θ αντίςτοιχθ για μονοφαςικι 

ροι  Poiseuille. 

 

 
 p 

για ροι  Poiseuille 
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Παρουςιάηεται θ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ  p ςε διάφορεσ  εγκάρςιεσ κζςεισ  y/h 

κατά μικοσ του αγωγοφ, τόςο ςτον άξονα ςυμμετρίασ του αγωγοφ, όςο και ςε άλλεσ 

εγκάρςιεσ κζςεισ του αγωγοφ για ζνα ςτιγμιότυπο των ςταγόνων ςτον αγωγό.  Επίςθσ 

παρουςιάηεται θ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ  p για τθν αντίςτοιχθ μονοφαςικι ροι.  

 

 

χ.4.39. Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ  p ςτισ εγκάρςιεσ κζςεισ  y/R (0 - 0.4-

0.6-0.75-0.82 -0.95) για το πεδίο  του χ.4.2  για  t=9.036 και θ αντίςτοιχθ για μονοφαςικι 

ροι  Poiseuille. 

 

 

 

χ.4.40. Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ  p ςτισ εγκάρςιεσ κζςεισ  y/R  (0 - 0.4- 

0.5 - 0.6 - 0.7- 0.8 -0.95) για το πεδίο  του χ.4.3  για  t=7.2476 και θ αντίςτοιχθ για 

μονοφαςικι ροι  Poiseuille. 

 

 
 p  

για ροι  Poiseuille 

 
 p  

για ροι  Poiseuille 
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χ.4.41. Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ p ςτισ εγκάρςιεσ κζςεισ  y/h (0.5 - 1.0- 

1.5) για το διφαςικά πεδίο τθσ  διαςποράσ  επτά ςταγόνων ςε ροι poiseille του χ.4.24  για  

t=16.824. 

 

 

        

(α)     x/h =0.2- 1-2-3 -4                                       (β)    y/h =0.0 – 0,5 - 1.0 - 1.5 - 1.95 

χ.4.42. (α,β). Κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ  p για το διφαςικό πεδίο  ςε Ροι  Couette 

του χ.4.23  για  t= 5.52. α)  Η εγκάρςια ςε επιλεγμζνεσ κατά μικοσ κζςεισ. β)  Η διαμικθσ 

κατανομι ςτισ εγκάρςιεσ κζςεισ. 

 

4.6.5.  Απεικόνιςθ του διανυςματικοφ πεδίου (u,v). 
  

 

Με τισ τεχνικζσ των προγραμμάτων γραφικϊν οι γραμμζσ ροισ και θ αναπαράςταςθ με 

βελάκια του μζτρου τθσ ταχφτθτασ ςε κάκε κζςθ του διφαςικοφ πεδίου ροισ Couette 

μποροφν να προςκζςουν ςτθν κατανόθςθ των λεπτομερειϊν τθσ ροισ. Σε αντίκεςθ θ 

αναπαράςταςθ με βελάκια του διανυςματικοφ πεδίου (u,v) ςτισ αντίςτοιχεσ χρονικζσ 

ςτιγμζσ δεν προςφζρει απεικονιςτικά κάτι ιδιαίτερο ςτθν κατανόθςθ του διφαςικοφ πεδίου 

 
 p  

για ροι  Poiseuille 
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μζςα ςτον ευκφγραμμο αγωγό, γιατί δεν ζχομε τόςο απότομεσ μεταβολζσ ταχφτθτασ και 

ςτροβιλότθτεσ που να δθμιουργοφν μεγάλθ οπτικι αντίκεςθ.
  

 

 

χ.4.43. Απεικόνθςθ του διανυςματικοφ πεδίου (u,v) για το διφαςικό πεδίο  ςε Ροι  Couette 

του χ.4.23  τθν ςτιγμι   t= 5.52. 

 

4.7. ΧΗΜΑΣΙΜΟ ΑΠΟΣΟΜΗ ΖΩΝΗ ΣΟ ΠΡΟΦΙΛ ΣΗ ΑΞΟΝΙΚΗ ΣΑΧΤΣΗΣΑ  
 

Για να μελετθκοφν τα γενικά χαρακτθριςτικά τθσ ροισ με παρουςία ςταγόνων ςυγκρίνεται 

το προφίλ τθσ οριηόντιασ ι αξονικισ ταχφτθτασ τθσ διφαςικισ ροισ κατά μικοσ του αγωγοφ  

με το αντίςτοιχο προφίλ ταχφτθτασ τθσ αντίςτοιχθσ μονοφαςικισ ροισ Hagen-Poiseuille του 

περιβάλλοντοσ ρευςτοφ. Παρατθρείται ςτο προφίλ τθσ ταχφτθτασ τθσ διφαςικισ ροισ, θ 

δθμιουργία χαρακτθριςτικισ απότομθσ ηϊνθσ τφπου βφςματοσ (plug zone) κατά το πλάτοσ 

(ι τθν διάμετρο) του αγωγοφ και μετροφνται το εφροσ τθσ διακφμανςθσ των διφαςικϊν Umax 

και θ αντίςτοιχθ αμβλφνςθ ι/και αφξθςθ ωσ ποςοςτό τθσ αντίςτοιχθσ Umax τθσ ροισ Hagen-

Poiseuille. Για περαιτζρω εμβάκυνςθ ςτθ δομι τθσ ανεπτυγμζνθσ ροισ απεικονίηονται 

προφίλ τθσ αξονικισ ταχφτθτασ, Σχ.4.44.       

Επιπλζον, μελετϊντασ ςτθ διάρκεια του χρόνου τα καταγραφζντα προφίλ τθσ ταχφτθτασ τθσ 

διφαςικισ ροισ ςτθν περιοχι των ςταγόνων, μπορεί να παρατθρθκεί μία αφξθςθ τθσ 

αξονικισ ταχφτθτασ ςε ζνα εφροσ διακυμάνςεων με άνω και κάτω κορυφζσ (peaks).  Κατά τθ 

διάρκεια τθσ προςομοίωςθσ κατά μικοσ του αγωγοφ, για τισ περιπτϊςεισ των: Σχ.4.4.-4.18., 

υπολογίηονται το εφροσ τθσ διακφμανςθσ τθσ αναπτυγμζνθσ οριηόντιασ ι αξονικισ 

ταχφτθτασ ςτθν απόςταςθ y=0.5 από τον άξονα ςυμμετρίασ, udroplet (y=0.5)  = (1.56-1.74, 1.55-
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1.69, 1.19-1.28) και θ ςχετικι αφξθςθ % =(1.3-13, 0.6-9.7, 2.6-10.3) % ςε ςφγκριςθ με τισ 

ςυγκεκριμζνεσ τιμζσ τθσ αξονικισ ταχφτθτασ (1.54,1.54,1.16) τθσ αντίςτοιχθσ ροισ Poisselle.  

Στον Πίνακα 4.2 παρουςιάηονται λεπτομερϊσ για χαρακτθριςτικζσ περιπτϊςεισ που 

μελετικθκαν προθγουμζνωσ: α) το εφροσ ηϊνθσ άμβλυνςθσ ι βφςματοσ (plug) ωσ ποςοςτό 

του πλάτουσ ι τθσ διαμζτρου του αγωγοφ, β) το εφροσ των τιμϊν τθσ Umax  ςτθν 

αναπτυγμζνθ ηϊνθ (plug zone) τθσ διφαςικισ  ροισ κατά μικοσ του αγωγοφ, κακϊσ και γ) θ 

αντίςτοιχθ άμβλυνςθ τθσ Umax ωσ ποςοςτό τθσ αντίςτοιχθσ Umax  τθσ ροισ Hagen-Poiseuille.
  

 

   

(α)   χ.4.4                               (β)   χ.4.8                               (γ)   χ.4.10 

 

 

(δ) .  χ.4.14.                           (ε)  χ.4.16. 

χ.4.44.(α,β,γ,δ,ε) Καταγραφζντα προφίλ τθσ αξονικισ ταχφτθτασ τθσ διφαςικισ ροισ 

ςτθν περιοχι των ςταγόνων  για τισ  περιπτϊςεισ :α) χ.4.4,  t=12.7  β)  χ.4.8, t=17.6, 

γ) χ.4.10,  t=11.2, δ)  χ.4.14,  t=8.0  και   ε)  χ.4.16,  t=21.2  (αςυμμετρία).           

 
Η μετροφμενθ αφξθςθ τθσ οριηόντιασ ι αξονικισ ταχφτθτασ του διφαςικοφ πεδίου ροισ, ωσ 

αποτζλεςμα τθσ παρουςίασ των ςταγόνων, είναι μια άλλθ επικφρωςθ τθσ ανάπτυξθσ τθσ 

ροισ βφςματοσ (plug zone). Το προφίλ τθσ ταχφτθτασ εξθγεί τθν εικόνα που παρατθρείται 

ςτθν κίνθςθ των ςτοιχείων του διφαςικοφ ρευςτοφ ωσ ολότθτα. Στθν εξζλιξθ του 

φαινομζνου όςο περιςςότερο ζνα ςθμείο απζχει από τον άξονα ι τθν μζςθ γραμμι τόςο 

μεγαλφτερθ είναι θ κακυςτζρθςθ ςτθν κίνθςθ του ςε ςχζςθ με τα κεντρικά ςθμεία τθσ 
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ηϊνθσ βφςματοσ που κινοφνται με τθν Umax . Δθμιουργοφνται επομζνωσ επιταχυνόμενεσ και 

επιβραδυνόμενεσ περιοχζσ ςτο πεδίο τθσ  διφαςικισ ροισ.
  

 

 

Πίνακασ 4.2.  Χαρακτθριςτικά ηώνθσ βφςματοσ ςτο προφίλ  τθσ u/U  
36

 

 

Περίπτωςθ 
χιματοσ 

4.4. 4.5. 4.7. 4.8. 4.9. 4.10 4.11 4.12 4.13 4.14 4.15 4.16 4.17 4.18 

Πλάτοσ  % ηώνθσ 
βφςματοσ 

42.5 50 45 30 35 35 25 25 30 30 32.5 32.5 32.5 35 

Umax ροισ 
Poiseuille 

2 2 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 

Σιμζσ Umax τθσ 
plug zone 

1.95 
-2.1 

1.6- 
2.0 

1.4- 
1.5 

1.39- 
1.44 

1.38- 
1.45 

1.32  
1.5 

1.42- 
1.52 

1.42- 
1.52 

1.37- 
1.53 

1.38- 
1.52 

1.34- 
1.49 

1.33- 
1.49 

1.37- 
1.52 

1.38- 
1.52 

Άμβλυνςθ %  τθσ 
Umax ςτθν ηώνθ 

βφςματοσ 

- 5 -
2.5 

0  - 
20 

0  - 
6.7 

4  -  
7.3 

3.3 -  
8 

0  -  
12 

-1.3 
- 5.3 

-1.3  
-  5.3 

-2  -  
8.7 

-1.3  
-  8 

0.67 
-10.7 

0.67- 
11.3 

-1.3  
-  8.7 

-1.3   
-  8 

 

Αυτι θ ςυμπεριφορά τθσ άμβλυνςθσ ςτο προφίλ τθσ ταχφτθτασ και θ εμφάνιςθ διφαςικισ 

ροισ, τθσ μορφισ πυρινα-δακτυλίου, είναι επίςθσ ςε γενικι ςυμφωνία με τισ προθγοφμενεσ 

πειραματικζσ παρατθριςεισ και τα κεωρθτικά μοντζλα για τθν διφαςικι ροι διαςπορϊν 

από άκαμπτα και παραμορφϊςιμα ςωματίδια εξ αιτίασ διαφοράσ πίεςθσ. Skalak 

et.al.(1989), Nott and Brady (1991), Zhou and Pozrikidis. 

Επίςθσ αντίςτοιχα προφίλ ταχφτθτασ παρατθροφνται ςε διφαςικζσ ροζσ με πολυπλθκι 

ςταγονίδια που θ αρικμθτικι μελζτθ τουσ απαιτεί  τεράςτια επεξεργαςτικι ιςχφ αλλά καλό 

είναι ζςτω να επιςθμανκεί. Ζτςι κατά τον Kraynik, 1988,  θ ανάπτυξθ ροισ βφςματοσ ςτο 

ςυνολικό πεδίο ι μια ηϊνθ ροισ βφςματοσ ςτο κζντρο του καναλιοφ, κακϊσ και μια ηϊνθ 

διατμθτικισ ροισ κοντά ςτα τοιχϊματα παρατθροφνται ςε υψθλισ ςυγκζντρωςθσ 

γαλακτϊματα που μοιάηουν με αφρό. Ωςτόςο, τα πειράματα του Kowalewski, 1980 ςε πολφ 

μικροφσ και μζτριουσ αρικμοφσ Reynolds, δίνουν ενδείξεισ, ότι θ άμβλυνςθ του προφίλ 

ταχφτθτασ ενόσ γαλακτϊματοσ από ςταγόνεσ υψθλοφ ιξϊδουσ μειϊνεται κακϊσ αυξάνεται 

το ιξϊδεσ τθσ ςταγόνασ. 

 
 

 

                                                           

36
  Δεσ και Christafakis et al., 2009. 
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το  5ο κεφάλαιο, θ μελζτθ διφαςικϊν ροϊν, υγροφ ςε υγρό με ςταγόνεσ  του 4ου κεφαλαίου, 

επεκτείνεται ςε κλειςτοφσ αγωγοφσ ςυνκετότερθσ γεωμετρίασ, τόςο διδιάςτατουσ, όςο κυρίωσ 

αξονοςυμμετρικοφσ με ςτενϊςεισ, διευρφνςεισ ι ςυνδυαςμό αυτϊν. Περιγράφονται οι 

κατάλλθλεσ οριακζσ ςυνκικεσ για τθν περιοχι των ςτενϊςεων και των διευρφνςεων και 

επίςθσ ςε κάποιεσ περιπτϊςεισ ειςάγονται ςτο ορκογϊνιο καρτεςιανό πλζγμα τοιχϊματα με 

καμπφλα όρια. Μελετάται το μονοφαςικό πεδίο του Νευτϊνειου ρευςτοφ τθσ πρωτεφουςασ 

φάςθσ χωρίσ τθν παρουςία ςταγόνων ςε πεδίο αναπτυςςόμενθσ ςτρωτισ ροισ χαμθλοφ 

αρικμοφ Re λόγω διαφοράσ πιζςεωσ ςτα άκρα του αγωγοφ. τθ ςυνζχεια διάφορεσ 

διατάξεισ άνιςων μεταξφ τουσ ι ιςομεγεκϊν ςταγόνων, Νευτϊνειου ρευςτοφ με 

διαφορετικι ςυνεκτικότθτα, διαςπείρονται απότομα ςτθν είςοδο του αγωγοφ ςτθν ςυνεχι 

(πρωτεφουςα) φάςθ. Με τθν μεκοδολογία του 2ου κεφαλαίου μελετάται θ χρονικά 

μεταβαλλόμενθ διφαςικι ροι, οι μορφζσ των περιγραμμάτων και τα αντίςτοιχα μεγζκθ 

παραμόρφωςθσ των ςταγόνων κατά Taylor, ζωσ ότου θ παραμόρφωςθ των ςταγόνων κατά 

περίπτωςθ καταλιξει, αν είναι εφικτό, ςε ουςιαςτικά αμετάβλθτα περιγράμματα ςταγόνων 

ι οριακά1 ςτθν ζναρξθ φαινομζνων διαςπάςεων ι ςυγχωνεφςεων με δθμιουργία 

μικροςταγονιδίων.  

 

                                                           

1
 Δεν αποτελεί ςτόχο τθσ μελζτθσ μασ απλϊσ παράπλευρο εφρθμα ςε τζτοιεσ ςυνκικεσ διφαςικισ 

ροισ. Σο φαινόμενο  κρίνεται ενδιαφζρον να αναφερκεί, χριηει όμωσ περαιτζρω ςυςτθματικισ 
διερεφνθςθσ ςε μεγαλφτερθ υπολογιςτικι ανάλυςθ και βιβλιογραφικι επιβεβαίωςθ.    
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Πίνακασ 5.1. Οι τιμζσ των αδιάςτατων παραμζτρων τθσ ςταγόνασ για τισ περιπτϊςεισ 

διφαςικϊν ροϊν ςε ςτενϊςεισ ι/και διευρφνςεισ  που μελετικθκαν ςτο 5ο κεφάλαιο. 

 

Α/Α Σχήμα Re We Ca λ δ κ ταγό 

νεσ 

Γεωμετρία 

01 5. 1 20 5.71 0.29 4 0 0.4 1 Διδιάςτατθ τζνωςθ με 
Λ..=0.5 

02 5. 2 20 2 0.1 4 0 0.7 3 Διδιάςτατθ τζνωςθ με 
Λ..=0.5 

03 5. 3 20 2 0.1 4 -

0.6 

0.24 4 Διδιάςτατθ  τζνωςθ με 
Λ..=0.5 

04 5. 4 20 20 1 4 0 0.8 3 Διδιάςτατθ τζνωςθ με 
Λ..=0.5 

05 5. 5 20 1 0.05 4 0 0.7 3 Διδιάςτατθ τζνωςθ με 
Λ..=0.7 

06 5. 6 20 2 0.1 4 0 0.8 & 

0.6 

2 Αξονοςυμμετρικι 
απότομθ τζνωςθ με 

Λ..=0.5 

07 5.13 20 2 0.1 4 0 0.8 & 

0.6 

2 Αξονοςυμμετρικι 
τζνωςθ  &  καμπφλθ 

εξομάλυνςθσ με 
Λ..=0.5 

08 5.20 20 4 0.2 4 0 0.8  1 Αξονοςυμμετρικι 
απότομθ Διεφρυνςθ  με 

Λ.Δ.=1:0.5 

09 5.25 20 4 0.2 4 0 0.8 & 

0.5 

2 Αξονοςυμμετρικι 
απότομθ Διεφρυνςθ  με 

Λ.Δ.=1:0.5 

10 5.37 20 2 0.1 2 0 0.6 1 Αξονοςυμμετρικι 
τοξωτι τζνωςθ - 

Διεφρυνςθ με Λ..=0.4 

11 5.41 20 2 0.1 4 0 0.6 & 

0.6 

2 Αξονοςυμμετρικι 
τζνωςθ - Διεφρυνςθ με 
Λ..=0.25 & Λ.Δ.=1:0.75 

12 5.47 20 2 0.1 4 0 0.8 1 Αξονοςυμμετρικι 
τζνωςθ - Διεφρυνςθ με 
καμπφλθ εξομάλυνςθσ 
με Λ.=0.5 &  Λ.Δ=1:0.5 

 

Για  εμβάκυνςθ ςτο κζμα, ςε πολλζσ από τισ περιπτϊςεισ που μελετικθκαν, αναπαρίςταται 

λεπτομερϊσ το ςυνολικό διφαςικό ροϊκό πεδίο ι τοπικά αποςπάςματα του ςε αρκετά 

χρονικά  ςτιγμιότυπα του μεταβατικοφ φαινομζνου. Επίςθσ παρατίκενται διαγράμματα τα 

οποία προκφπτουν από τθν μετά-ανάλυςθ των αρχείων αποτελεςμάτων του λογιςμικοφ μασ 

για τα πεδία u,v,p  που επεξθγοφν ρευςτοδυναμικά  τουσ μθχανιςμοφσ παραμόρφωςθσ και 

μετανάςτευςθσ των ςταγόνων ςτθ διφαςικι ροι. Ενδεικτικά για πλθρότθτα γίνεται ςφγκριςθ 

αποτελεςμάτων τθσ μελζτθσ μασ με αρικμθτικά και πειραματικά αποτελζςματα τθσ 
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βιβλιογραφίασ, όπωσ Chalfi & Ghiaasiaan, 2008, Doerpinghaus & Baird, 2003, Durst & Loy, 

1985, Fossa & Guglielmini, 2002, Harvie et.al. ,2006, Khayata et.al., 2000, Kojasoy et.al.,1997, 

Muradoglu & Gokaltun, 2004, Oliveira, et.al.2007, Rosengarten et.al., 2005, Shannak 

et.al.,1999, Spencer et.al.,1995, Tang et.al., 2001_(1), (2). 

5.1. ΓΕΩΜΕΣΡΙΑ ΣΟΤ ΔΙΦΑΙΚΟΤ ΠΕΔΙΟΤ ΚΑΙ ΣΩΝ ΠΑΡΑΜΕΣΡΩΝ ΠΡΟΟΜΟΙΩΗ.  

Η μετανάλυςθ και επεξεργαςία των τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ των ιςοχψϊν, των  αδιάςτατων 

ταχυτιτων και  τθσ πίεςθσ2 που καταγράφονται ςυςτθματικά προςφζρει ανά εξεταηόμενθ 

περίπτωςθ τα ρευςτοδυναμικά χαρακτθριςτικά του μονοφαςικοφ και του αντίςτοιχου 

διφαςικοφ πεδίου ροισ με ςταγόνεσ.     

 τα ςχιματα παρουςιάηονται:  

1. Η ςτιγμιαία μορφι, θ  παραμόρφωςθ και θ μετανάςτευςθ των ςταγόνων ςτα 

διάφορα ςτιγμιότυπα που προκφπτουν από αναπαράςταςθ των ιςοχψϊν τθσ 0   , 

χ.5.0. Η κατεφκυνςθ ροισ  δθλϊνεται  πάντα  από  αριςτερά προσ τα δεξιά του 

αγωγοφ. 

2. Η κατανομι τθσ οριηόντιασ ταχφτθτασ u/U κατά μικοσ του αγωγοφ, τόςο ςτον άξονα 

ςυμμετρίασ του αγωγοφ, όςο και ςε άλλεσ εγκάρςιεσ κζςεισ του αγωγοφ και θ 

εγκάρςια κατανομι (προφίλ) τθσ ταχφτθτασ u/U ςε επιλεγμζνεσ κατά μικοσ κζςεισ 

x/h ι x/R για  ςυγκεκριμζνα ςτιγμιότυπα  των ςταγόνων ςτον αγωγό. Παρατθροφνται 

οι τοπικζσ παραμορφϊςεισ τθσ u κοντά ςτον άξονα και οι διαφοροποιιςεισ ςτθν 

κατανομι τθσ ςε διάφορεσ κζςεισ του αγωγοφ μζςα και πλθςίον τθσ κάκε ςταγόνασ 

ςε ςχζςθ με το αντίςτοιχο μονοφαςικό πεδίο. 

3. Η κατανομι τθσ οριηόντιασ πίεςθσ κατά μικοσ του αγωγοφ, τόςο ςτον άξονα 

ςυμμετρίασ του αγωγοφ, όςο και ςε άλλεσ εγκάρςιεσ κζςεισ του αγωγοφ για  

ςυγκεκριμζνα ςτιγμιότυπα  των ςταγόνων ςτον αγωγό. Παρατθροφνται οι τοπικζσ 

παραμορφϊςεισ τθσ p πλθςίον τθσ κάκε ςταγόνασ ςε ςχζςθ με το αντίςτοιχο 

μονοφαςικό πεδίο. 

4. Οι  ιςοταχείσ Χ=[(u2+v2)1/2/U] ι u/U ι v/U  ολόκλθρου ι μζρουσ  του μονοφαςικοφ 

πεδίου χωρίσ ςταγόνεσ και ςτιγμιότυπα των αντιςτοίχων διφαςικϊν πεδίων για να 

φανοφν παραςτατικά λεπτομζρειεσ και διαταραχζσ του μεταβατικοφ ροϊκοφ πεδίου.  

                                                           

2
 Καταγράφονται, ανά τακτά χρονικά διαςτιματα ςε αρχεία αποτελεςμάτων τφπου (.dat) για 

μετανάλυςθ, οι τιμζσ των αδιάςτατων μεγεκϊν του ροϊκοφ πεδίου u,v,p,ψ,ω, θ ςυνάρτθςθ των 
ιςοχψϊν    και οι τιμζσ των αδιάςτατων τάςεων Txy, Txx που μασ παρζχουν δεδομζνα περαιτζρω 

ανάλυςθσ ςτο μζλλον.  
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5. Η  αναπαράςταςθ των  γραμμϊν  ροισ με βελάκια που δθλϊνουν το μζτρο και 

τθν κατεφκυνςθ τθσ ταχφτθτασ του διανυςματικοφ πεδίου (u/U,v/U) ολόκλθρου ι 

μζρουσ  του μονοφαςικοφ πεδίου χωρίσ ςταγόνεσ και ςτιγμιότυπα των αντιςτοίχων 

διφαςικϊν πεδίων.3        

 

Η μάηα των ςταγόνων, όπωσ ζχει καταγραφεί για τισ διδιάςτατεσ και για τισ 

αξονοςυμμετρικζσ περιπτϊςεισ διατθρείται ςτισ περιςςότερεσ των περιπτϊςεων ςτθν 

μζγιςτθ διαφορά  μζχρι 1.5% από τθν αρχικι τθσ τιμι.  Γίνεται ενεργοποίθςθ και μικρι χριςθ 

του υβριδικοφ αλγορίκμου διατιρθςθσ τθσ μάηασ (επιφανείασ) των ςταγόνων ςτισ 

περιπτϊςεισ που θ διαφορά ξεπερνά το κριτιριο του 1.5%  και τα ςχιματα δείχνουν ςχεδόν 

άριςτθ διατιρθςθ του πάχουσ τθσ διεπιφάνειασ. Παραμζνει προσ διερεφνθςθ τι επακριβϊσ 

ςυμβαίνει με τθ διατιρθςθ, όταν αρχίηουν οι αςτάκειεσ – διαςπάςεισ, μικροςταγονίδια ι 

μερικι ολικι ζξοδοσ ςταγόνασ, όπου για αρκετζσ επαναλιψεισ ζχομε καλι διατιρθςθ τθσ 

μάηασ, ενϊ θ εικόνα γίνεται περίπλοκθ4.  

 

                                                           

3
 Με τισ τεχνικζσ των προγραμμάτων γραφικϊν οι γραμμζσ ροισ και θ αναπαράςταςθ με βελάκια του 

μζτρου τθσ ταχφτθτασ ςε κάκε κζςθ του διφαςικοφ πεδίου ροισ μποροφν να προςκζςουν ςτθν 
κατανόθςθ των λεπτομερειϊν τθσ ροισ για να τονιςτοφν απότομεσ μεταβολζσ ταχφτθτασ και κάποιεσ 
ςτροβιλότθτεσ (ανακυκλοφορίεσ). Χρθςιμοποιοφνται εναλλακτικά πρότυπα (διαφορετικό φορμάτ) 
απεικόνιςθσ των γραμμϊν ροισ του ροϊκοφ πεδίου που παράγονται απευκείασ από το διανυςματικό 
πεδίο (u/U, v/U) και όχι από τον μακθματικό τφπο του οριςμοφ. 
4
 Σίκεται το ερϊτθμα, αν υπάρχει περίπτωςθ και κάτω από ποιζσ ςυνκικεσ ο υβριδικόσ αλγόρικμοσ 

διατιρθςθσ τθσ μάηασ να δθμιουργεί εικονικζσ μάηεσ (φανταςτικά ςθμεία) ςτθν περιοχι τθσ 
διεπιφάνειασ τθσ ςταγόνασ για να πετφχει τθν διατιρθςθ, όταν εμφανίηονται π.χ. (πολφ ςπάνια 
βζβαια)  ςθμεία με 0   ςε απίκανα ςθμεία.  Σο πιο πικανό όμωσ είναι τζτοια ςθμεία να προκφπτουν 

από κάποια ανεπιτυχι οριακι ςυνκικθ τθσ   ι κατά τθν επαναρχικοποίθςθ τθσ  , όπου απαιτοφνται 

και οι αντίςτοιχεσ τιμζσ ταχυτιτων (μθδενίηομε με τισ οριακζσ ςυνκικεσ  τισ ταχφτθτεσ ςε ολόκλθρεσ 
περιοχζσ με ςφνκετθ γεωμετρία αλλά υπάρχει τιμι τθσ  ).  

Αυτζσ τισ τιμζσ τθσ   χρειαηόμαςτε ςτον τφπο τθσ καμπυλότθτασ, οι τιμζσ τθσ οποίασ επθρεάηουν και 

τον υβριδικό αλγόρικμο διατιρθςθσ τθσ μάηασ.  Κακορίηοντασ  π.χ. 100   ςε αυτζσ τισ περιοχζσ 

γίνεται απροςδιόριςτθ θ τιμι ςτθν τοπικι καμπυλότθτα  κ και τον όρο τθσ επιφανειακισ τάςθσ. Σζτοια 
ψευδοςθμεία παρατθροφνται και με τθν μζκοδο τθσ τοπικισ level-set, ςαν είδωλα περιοχϊν του 
περιγράμματοσ τθσ ςταγόνασ και απαιτοφν, όπωσ αναφζρεται ςτθν βιβλιογραφία, εξειδικευμζνεσ 
αλγορικμικζσ μεκόδουσ διαχείριςθσ των οριακϊν ςυνκθκϊν τθσ  (masking). 
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Σχ.5.0.  Η κατανομι τθσ ςυνάρτθςθ απόςταςθσ     (level-set) ςτο χωρίο υπολογιςμοφ 

καρτεςιανοφ πλζγματοσ 900Χ 80 ςε ςτιγμιότυπο διφαςικισ ροισ ςε  Διεφρυνςθ. Οι ιςοχψείσ 

καμπφλεσ με  τιμζσ 0   αποτυπϊνουν τα περιγράμματα των ςταγόνων και το ζντονο 

ορκογϊνιο με τισ κατάλλθλεσ οριακζσ ςυνκικεσ δεν ανικει ςτο πεδίο ροισ ζχει όμωσ τιμζσ 

τθσ .  

 

5.2.  ΑΠΟΣΟΜΗ ΔΙΔΙΑΣΑΣΗ ΣΕΝΩΗ. 

τα Σχ.5.1. ζωσ Σχ.5.5. παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα μεταβατικϊν ι αμετάβλθτων 

περιγραμμάτων  ομάδων τριϊν ι τεςςάρων ςταγόνων  που διαςπείρονται ςε διφαςικι ροι 

μζςα ςε διδιάςτατουσ αγωγοφσ με απότομεσ ςτενϊςεισ. Οι ςταγόνεσ ειςάγονται ςτο 

περιβάλλον ρευςτό (κφρια φάςθ) θ μία πίςω από τθν άλλθ ςτο αριςτερό άκρο του αγωγοφ 

και ςυγκεκριμζνα πάνω ςτον άξονα ςυμμετρίασ  ςτα Σχ.5.1, Σχ.5.2, Σχ.5.4 και Σχ.5.5 ι πάνω 

ςε παράλλθλθ γραμμι προσ τον άξονα ςυμμετρίασ ςτο Σχ.5.3. 

5.2.1. Λ..=0.5. Σζςςερεσ ςταγόνεσ: Re=20, We=5.7143, Ca=0.2857, λ=4, δ=0, k=0.4. 

 

 

(α)    t = 0 και 5.4792 

                            

(β)   t = 3.596                                                    (γ)     t = 4.2809 

Σχ.5.1.(α, β, γ). 5  Τζςςερεσ ςταγόνεσ:  Re=20, We=5.7143, Ca=0.2857, λ=4, δ=0, k=0.4. 

 

                                                           

5
  Christafakis & Tsangaris,  2008.  
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5.2.2.  Λ..=0.5.  Σρείσ ςταγόνεσ:  Re=20, We=2.0,  Ca =0.1, λ=4, δ=0, k=0.7. 

                                

(α)    t = 3.0823                                                       (γ)    t= 4.4521 

           

(β)    t = 3.4248                                                     (δ)    t = 5.9928 

Σχ.5.2.(α,β,γ,δ). 6  Τρείσ ςταγόνεσ:  Re=20, We=2,  Ca=0.1, λ=4, δ=0, k=0.7. 

  

Η κατεφκυνςθ ροισ  δθλϊνεται  πάντα  από  αριςτερά προσ τα δεξιά του αγωγοφ . Οι 

διατάξεισ ςυγκροτοφνται από ιςομεγζκεισ κυλινδρικζσ (κυκλικζσ) ςταγόνεσ  διαφόρων 

μεγεκϊν. Σο μικοσ του αγωγοφ είναι L=20 (x/h=0-20), το πλάτοσ  H=2  (y/h= 0-2), h=1 και το 

καρτεςιανό αρικμθτικό πλζγμα επιλζγεται 600Χ160. τα χ.5.1. ζωσ χ.5.4. θ  απότομθ 

ςτζνωςθ, ζχει λόγο ςυςτολισ  (Λ..) ίςο με 0.5  και ςτο χ.5.5.  ο Λ..=0.7.  τα χ.5.1. και 

χ.5.2. ςτθ ςυςτολι, από τθν διακφμανςθ τθσ D μεταξφ 0.31 και 0.53 και του E.R. μεταξφ 

1.42 και 1.66 υποδθλϊνεται μια μεγάλθ παραμόρφωςθ και μια μικρι τάςθ ςτο τζλοσ για 

χαλάρωςθ των ςχθμάτων των ςταγόνων. 

 

5.2.3. Λ..=0.5.  Σζςςερεσ ςταγόνεσ:  Re=20, We=2.0,  Ca=0.1, λ=4, δ=-0.60, k=0.24. 

     

α.   t = 3.7673                   β.   t = 5.5819                            γ.    t = 7.0199 

Σχ.5.3. (α, β, γ) 7  Τζςςερεσ ςταγόνεσ:  Re =20, We=2.0,  Ca = 0.1, λ = 4.0, δ=-0.60, k=0.24. 

 

τα Σχ.5.3.(α, β, γ). τθν περιοχι τθσ  ςτζνωςθσ, θ διακφμανςθ τθσ D κυμαίνεται μεταξφ 0.18 

και 0.4. Ο E.R. κυμαίνεται μεταξφ 1.11 και 1.55 και θ γωνία κλίςθσ κυμαίνεται μεταξφ 1350 

και 1400 και υποδθλϊνει μια ςφγκλιςθ των ταλαντϊςεων τθσ γωνίασ ςτισ 1350. Οι μετριςεισ 

αυτζσ δείχνουν μείωςθ τθσ παραμόρφωςθσ και μια μικρι τάςθ για χαλάρωςθ των ςχθμάτων 

των ςταγόνων. 

                                                           

6
  Christafakis & Tsangaris, 2008. 

7
  Christafakis & Tsangaris, 2008.  



 ΔΙΦΑΙΚΕ ΡΟΕ ΣΑΓΟΝΩΝ Ε  ΑΓΩΓΟΤ ΜΕ ΣΕΝΩΗ Η/ΚΑΙ  ΔΙΕΤΡΤΝΗ                 5.9 

 

 

 

5.2.4.  Λ..=0.5. Σρείσ ςταγόνεσ:  Re=20, We=20,  Ca=1.0, λ=4.0, δ=0, k=0.8. 

 

t = 2.738 

Σχ.5.4. 8 Τρείσ ςταγόνεσ:  Re =20, We=20,  Ca = 1.0, λ = 4.0, δ=0, k=0.8. 

 

τθν είςοδο τθσ ςτζνωςθσ του χ.5.4., οι αυξθμζνοι δείκτεσ D=0.42 και ο E.R.=2.48 

ςυνθγοροφν ςτθν εικόνα τθσ αυξανόμενθσ παραμόρφωςθσ των περιγραμμάτων των πολφ 

μεγαλφτερων από τθν ςτζνωςθ ςταγόνων και τθσ «ςυμφόρθςθσ» που είναι εμφανισ ςτθν 

κίνθςθ των  ςταγόνων ςτθν είςοδο τθσ ςυςτολισ.  

 

5.2.5. Λ..=0.7.  Σρείσ ςταγόνεσ:  Re=20, We=1.0,  Ca=0.05, λ = 4, δ=0, k=0.7. 

               

                         (α)      t =  1.3699                                                    (β)          t = 2.0548 

    

                         (γ)      t =     2.5686                                                 (δ)    t =3.0813553  

      

                         (ε)       t =   3.4245                                                  (η)    t = 3.8698 

Σχ.5.5. Απότομθ Στζνωςθ με  Λ.Σ.=0.5. 9  Σρείσ ςταγόνεσ:  Re =20, We=1.0,  Ca = 0.05, λ = 4.0, 

δ=0, k=0.7. 

 

Αντίςτοιχα ςτο Λ..=0.5, όπου θ D κυμαίνεται μεταξφ 0.31 και 0.85 και ο E.R. μεταξφ 1.37 

και 3.43, υποδθλϊνεται ακόμθ εντονότερθ παραμόρφωςθ και μια μικρι τάςθ για 

ςτακεροποίθςθ των ςχθμάτων των ςταγόνων.  

 

                                                           

8
 Christafakis & Tsangaris,  2008.  

9
 Christafakis & Tsangaris,  2008.  
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5.2.6. Παρατηρήςεισ για την παραμόρφωςη και την μετανάςτευςη των ςταγόνων. 

τα χ.5.1. ωσ χ.5.4.  περιγράφεται θ ροι ςε ζνα κανάλι με απότομθ ςτζνωςθ, με λόγο 

ςυςτολισ 0.5. Οι ςταγόνεσ μεταφζρονται από το ρεφμα τθσ πρωτογενοφσ φάςθσ και τελικά 

ςτριμϊχνονται ςτθν ςτζνωςθ. Κακϊσ θ ςταγόνα μεταφζρεται προσ τθν περιοχι τθσ 

ςτζνωςθσ, το ρευςτό αναγκάηεται να κινθκεί προσ τθν κεντρικι γραμμι, όπου θ ταχφτθτα 

του ρευςτοφ είναι πολφ μεγαλφτερθ από τθν ταχφτθτα κοντά ςτα όρια και αναμζνονται 

μεγάλεσ παραμορφϊςεισ τθσ ςταγόνασ. Η επιπλζον  πτϊςθ τθσ πίεςθσ ςτθ ςτζνωςθ ωκεί τισ 

ςταγόνεσ κατάντθ τθσ ροισ και  διαμορφϊνει  ζνα οξφ άκρο ςτο μζτωπο τθσ ςταγόνασ. Η 

 ταχφτθτα ςτο πίςω μζροσ τθσ ςταγόνασ είναι μεγαλφτερθ από ότι ςτθν αιχμι. Η «ουρά» 

εμφανίηεται ςυρρικνωμζνθ κακϊσ πιζηεται  από το κφριο ρεφμα. Κοντά ςτθν κεντρικι 

γραμμι τθσ ςυςτολισ, θ ταχφτθτα των ςωματιδίων του ρευςτοφ είναι μεγαλφτερθ από τθν 

ταχφτθτα κοντά ςτα όρια. Ζτςι, θ μφτθ γίνεται μακρφτερθ  και αιχμθρότερθ.  

τα ςτιγμιότυπα του χ.5.5. επιπλζον, όπου ο λόγοσ ςυςτολισ είναι 0.7, δθλαδι θ ςτζνωςθ 

είναι πολφ πιο απότομθ, τα περιγράμματα των ςταγόνων μζςα ςτθν ςτζνωςθ φαίνονται να 

επιμθκφνονται πολφ πιο ζντονα και με τθν τάςθ να δθμιουργοφν μορφζσ αμφίκοιλεσ τφπου 

αλτιρα με λαιμό που ςταδιακά μετακινείται προσ τθν ουρά τθσ ςταγόνασ. Επίςθσ εδϊ, αν 

ςυγκρίνομε τουσ αδιάςτατουσ χρόνουσ, θ ροι φαίνεται αιςκθτά ταχφτερθ όπωσ και θ 

απομάκρυνςθ των ςταγόνων είναι αιςκθτά μεγαλφτερθ από τα ςτιγμιότυπα των χ.5.1. ωσ  

χ.5.3. 

τα ςτιγμιότυπα του χ.5.3., όπου οι ςταγόνεσ είναι τοποκετθμζνεσ ζκκεντρα ωσ προσ τον 

άξονα του αγωγοφ είναι εμφανζσ ότι οι μικροφ μεγζκουσ ςταγόνεσ κοντά ςτα ςτερεά όρια 

παραμορφϊνονται πολφ ζντονα  μζςα ςτθν ςτζνωςθ. Δθμιουργοφνται αρχικά επιμικθ-

ωοειδι ςχιματα ςταγόνων που καταλιγουν ςε χαλαρότερα ςτακερά και λιγότερο 

παραμορφωμζνα ςχιματα. Ο μεγάλοσ άξονασ του κάκε ψευτοελλειψοειδοφσ 

προςανατολίηεται προσ τθν κατεφκυνςθ τθσ προςωρινισ γωνίασ κλίςθσ που ςχεδόν αυξάνει 

με τθν πάροδο του χρόνου και τελικά ςτακεροποιείται ςε χαμθλότερεσ τιμζσ.  Κατά τθ 

διάρκεια τθσ ροισ οι ςταγόνεσ ζχουν ελαφρϊσ τθν τάςθ να μετακινοφνται προσ τθν κεντρικι 

γραμμι του καναλιοφ.  Ζτςι αναπτφςςεται μια ελεφκερθ  από ςταγόνεσ δακτυλιοειδισ ηϊνθ 

ςτθν περιοχι που γειτνιάηει με τα ςτερεά όρια.  

Σζλοσ και για τισ δφο μορφζσ αγωγϊν επαλθκεφεται ότι όςο μεγαλφτεροι είναι οι We και Ca, 

τόςο μεγαλφτερθ είναι θ παραμόρφωςθ και θ περιςτροφι των ςταγόνων και μικρότερθ 

είναι θ επίδραςθ τθσ επιφανειακισ τάςθσ. τθν περίπτωςθ τθσ μικρισ επιφανειακισ τάςθσ, 

χ.5.4.  τόςο θ αιχμι ςτο μπροςτινό τμιμα όςο και οι «ουρζσ» των ςταγόνων ζχουν μεγάλθ 

καμπυλότθτα. Όταν θ επιφανειακι τάςθ είναι αυξθμζνθ, θ αιχμι περιορίηεται και οι 
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«ουρζσ» γίνονται κοντότερεσ και παχφτερεσ ςε ςφγκριςθ με τισ περιπτϊςεισ με μικρότερθ 

επιφανειακι τάςθ. 

 

5.3.  ΑΠΟΣΟΜΗ ΑΞΟΝΟΤΜΜΕΣΡΙΚΗ ΣΕΝΩΗ.  10          

 

(α)      t =  0 

                                                

(β)          t =0.1385      

                         

(γ)      t =0.2748 

 

  (δ)      t =0.6825 

 

  (ε)      t =1.0892 

 

(ςτ)      t =1.494 

 

      (η)        t =1.8978 

Σχ.5.6.(α, β, γ,δ,ε.ςτ,η). Απότομθ αξονοςυμμετρικι Στζνωςθ.  Λ.Σ.=0.5.  Δφο  ςταγόνεσ:  

Re=20, We=2,  Ca=0.1, λ = 4, δ=0, k1=0.8 , k2=0.6. 

 

τo χ.5.6. παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα περιγραμμάτων ομάδασ δφο άνιςων κυκλικϊν 

(ςφαιρικϊν) ςταγόνων που διαςπείρονται ςε διφαςικι ροι μζςα ςε κυλινδρικό 

αξονοςυμμετρικό αγωγό με απότομθ ςτζνωςθ. Οι ςταγόνεσ ειςάγονται ςτο περιβάλλον 

                                                           

10
  Η Διδιάςτατθ τζνωςθ με καμπφλεσ εξομάλυνςθσ παραλείπεται. 
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ρευςτό (κφρια φάςθ) θ μία πίςω από τθν άλλθ ςτο αριςτερό άκρο του αγωγοφ πάνω ςτον 

άξονα ςυμμετρίασ. Η απότομθ ςτζνωςθ ςε κυλινδρικό αγωγό, ζχει λόγο ςυςτολισ  Λ..=0.5. 

Η είςοδοσ του αγωγοφ αντιςτοιχεί ςτθν μεγάλθ αδιάςτατθ διάμετρο D=2 , (R=1) του αγωγοφ 

ϊςτε y/R =0-1. Σο μικοσ του αγωγοφ είναι L=15  (x/R =0-15). Σο καρτεςιανό αρικμθτικό 

πλζγμα είναι 400Χ60. Η ςτζνωςθ αρχίηει ςτθν τετμθμζνθ κζςθ 5, (5+ ζωσ 15) και αντιςτοιχεί 

ςτθν μικρι αδιάςτατθ διάμετρο d=1, (r=0.5) του αγωγοφ ϊςτε y/R=0-0.5. Re=20, We=2, 

Ca=0.1, λ=4, k1=0.8, k2=0.6.  

τισ αξονοςυμμετρικζσ  ςτενϊςεισ των §5.3 και §5.4 και γενικότερα ςτισ περιπτϊςεισ, όπου θ 

είςοδοσ του αγωγοφ αντιςτοιχεί ςτθν μεγάλθ διάμετρο D  θ αδιαςτατοποίθςθ  γίνεται με 

τθν μεγάλθ διάμετρο D  (αδιάςτατθ τιμι τθσ ακτίνασ ( 1R ). τισ περιπτϊςεισ αυτζσ 

χρθςιμοποιικθκε παραβολικό προφίλ ωσ οριακι ςυνκικθ ειςόδου    

2
2

2
2 1 2 1inlet

inlet

D

u r
u r

u R
                             (5.1.) 

και ωσ αρχικζσ ςυνκικεσ  μζςα ςτο πεδίο ροισ οι ςχζςεισ 

( , ) 1u i j  , ( , ) 0v i j                                                    (5.2.). 

 

Η παραμόρφωςθ ςτο πρϊτο κφτταρο αυξάνει ςταδιακά μζχρι τθσ τιμισ τθσ παραμόρφωςθσ 

D=0.75 ςτθν ςτζνωςθ και ςτο δεφτερο μζχρι D=0.33 ςτθν είςοδο τθσ ςτζνωςθσ, ενϊ 

προθγουμζνωσ θ παραμόρφωςθ του είναι πολφ μικρι  D= -0.14 - 0.  

 

   

(α)                                                                                                   (β)        

Σχ.5.7.(α, β). (α) Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ αξονικισ ταχφτθτασ  u/U ςε 

επιλεγμζνεσ εγκάρςιεσ κζςεισ  y/R για το πεδίο του Σχ.5.6.(δ). (β) Η εγκάρςια κατανομι 

(προφίλ) τθσ ταχφτθτασ u/U ςε επιλεγμζνεσ κατά μικοσ κζςεισ x/R για το πεδίο  του 

Σχ.5.6.(δ). 
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(α)                                                                                                   (β)        

Σχ.5.8.(α, β). (α) Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ αξονικισ ταχφτθτασ  u/U ςε 

επιλεγμζνεσ εγκάρςιεσ κζςεισ  y/R για το πεδίο του Σχ.5.6.(ςτ). (β) Η εγκάρςια κατανομι 

(προφίλ) τθσ ταχφτθτασ u/U ςε επιλεγμζνεσ κατά μικοσ κζςεισ x/R για το πεδίο  του 

Σχ.5.6.(ςτ). 

 

 

 (α)      Σχ.5.6(ε)                                     (β)     Σχ.5.6(ε)   

      

 (γ)    Σχ.5.6(δ)                                         (δ)     Σχ.5.6(ςτ)                                      (ε)    Σχ.5.6(η)     

Σχ.5.9.(α,β,γ,δ,ε).  Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ  p ςε επιλεγμζνεσ εγκάρςιεσ 

κζςεισ  y/R για το διφαςικό πεδίο  του Σχ.5.6.(α) αδιάςτατθ p ςε ολόκλθρο το πεδίο, (β,γ,δ,ε) 

p μόνο ςτθν περιοχι τθσ ςταγόνασ.  



5.14                                                                                                                               ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

 

 

 

    

 (α)                                                                              (β)  

Σχ.5.10.(α,β). (α) Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ  p κατά μικοσ του άξονα του αγωγοφ 

(y=0) για τα διφαςικά πεδία  του Σχ.5.6.(γ,δ,ε.ςτ,η), (β) Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ αξονικισ 

ταχφτθτασ  u/U κατά μικοσ του άξονα του αγωγοφ (y=0) για τα πεδία του Σχ.5.6.(γ,δ,ε.ςτ,η). 

 

 

 

(α) 

 

(β) 

Σχ.5.11.(α, β). Απεικόνιςθ του αδιάςτατου διανυςματικοφ ροϊκοφ διφαςικοφ  πεδίου (u/U, 

v/U) του Σχ.5.6. (ε) ςτθν περιοχι τθσ ςτζνωςθσ(α)  με μεγεκυμζνθ τθν ακτινικι διάςταςθ του 

αγωγοφ, (β) ςε  κλίμακα  μικοσ:πλάτοσ αγωγοφ  1:1. 
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(α) Σχ.5.6 (γ) 

 

(β) Σχ.5.6 (δ) 

 

(γ)  Σχ.5.6 (ε) 

 

(δ) Σχ.5.6 (ςτ) 

Σχ.5.12.(α,β,γ,δ).  Ιςοταχείσ Χ=[(u2+v2)1/2/U] των διφαςικϊν πεδίων με μεγεκυμζνθ τθν 

ακτινικι διάςταςθ του αγωγοφ  του Σχ.5.6.    

το χ.5.9. παρατθρείται μεγάλθ κλίςθ τθσ πίεςθσ ςτθν περιοχι τθσ ςτζνωςθσ. Παρατθρείται 

τοπικι διαταραχι και αφξθςθ τθσ πίεςθσ ςτθν περιοχι τθσ ςταγόνασ.  
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5.4.  ΑΞΟΝΟΤΜΜΕΣΡΙΚΗ ΣΕΝΩΗ ΜΕ ΚΑΜΠΤΛΗ ΕΞΟΜΑΛΤΝΗ. 

 

(α)   t = 0     

 

(β  t=0.2749   

 

(γ)  t=0.5474 

 

(δ)   t=0.8189 

 

(ε)    t=1.0903     

 

(ςτ)     t=1.3612   

 

(η)   t=1.6311        

 

(θ)  t=1.9001 

 

(κ)    t=2.1696 

Σχ.5.13.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ). Aξονοςυμμετρικι Στζνωςθ με καμπφλεσ εξομάλυνςθσ και  

Λ.Σ.=0.5. Δφο  ςταγόνεσ:  Re=20, We=2,  Ca=0.1, λ=4, δ=0, k1=0.8, k2=0.6. 
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τo χ.5.13. παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα περιγραμμάτων ομάδασ δφο άνιςων κυκλικϊν 

(ςφαιρικϊν) ςταγόνων που διαςπείρονται ςε διφαςικι ροι μζςα ςε κυλινδρικό 

αξονοςυμμετρικό αγωγό με ςτζνωςθ που ζχει καμπφλθ εξομάλυνςθσ εκεί που αλλάηει θ 

διάμετροσ του αγωγοφ.  

    

(α)                                                                                                   (β)        

Σχ.5.14.(α,β). (α) Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ αξονικισ ταχφτθτασ  u/U ςε 

επιλεγμζνεσ εγκάρςιεσ κζςεισ  y/R για το πεδίο του Σχ.5.13.(δ), (β) Η εγκάρςια κατανομι 

(προφίλ) τθσ ταχφτθτασ u/U ςε επιλεγμζνεσ κατά μικοσ κζςεισ x/R για το πεδίο του 

Σχ.5.13.(δ). 

 

 

    

(α)                                                                                                   (β)        

Σχ.5.15.(α,β). (α) Η διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ αξονικισ ταχφτθτασ  u/U ςε 

επιλεγμζνεσ εγκάρςιεσ κζςεισ  y/R για το πεδίο του Σχ.5.13.(ςτ). (β) Η εγκάρςια κατανομι 

(προφίλ) τθσ ταχφτθτασ u/U ςε επιλεγμζνεσ κατά μικοσ κζςεισ x/R για το πεδίο  του 

Σχ.5.13.(ςτ). 

 

 

Οι ςταγόνεσ ειςάγονται ςτο περιβάλλον ρευςτό (κφρια φάςθ) θ μία πίςω από τθν άλλθ ςτο 
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αριςτερό άκρο του αγωγοφ πάνω ςτον άξονα ςυμμετρίασ. Οι ςυνκικεσ είναι οι ίδιεσ με του 

χ.5.6. τθσ απότομθσ ςτζνωςθσ Re =20, We=2, Ca=0.1 λ=4, δ=0, k1=0.8, k2=0.6, Λ..=0.5. Η 

είςοδοσ του αγωγοφ αντιςτοιχεί ςτθν μεγάλθ αδιάςτατθ διάμετρο D=2, (R=1) του αγωγοφ 

ϊςτε y/R=0-1. Σο μικοσ του αγωγοφ είναι L=15, (x/R =0-15). Σο καρτεςιανό αρικμθτικό 

πλζγμα είναι 400Χ60.  Η ςτζνωςθ αρχίηει ςτθν τετμθμζνθ κζςθ 5, (5+ ζωσ 15) και αντιςτοιχεί 

ςτθν μικρι αδιάςτατθ διάμετρο d=1, (r=0.5) του αγωγοφ ϊςτε y/R=0-0.5.  

 

 

(α) 

 

                                                                                               (β)        

Σχ.5.16.(α,β). (α) Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ  p κατά μικοσ του άξονα του αγωγοφ 

(y=0) για τα διφαςικά πεδία  του Σχ.5.13.(β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ), (β) Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ 

αξονικισ ταχφτθτασ  u/U κατά μικοσ του άξονα του αγωγοφ (y=0) για τα πεδία του 

Σχ.5.13.(γ,ε,η,θ) και του αντίςτοιχου μονοφαςικοφ πεδίου χωρίσ ςταγόνεσ (*) λίγο πριν τθν 

αρικμθτικι ςφγκλιςθ του αλγορίκμου μζςα ςτθν ςτζνωςθ.  
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(α)                                                                                                   (β)        

Σχ.5.17.(α,β). Σφγκριςθ απότομθσ και εξομαλυμζνθσ αξονοςυμμετρικισ ςτζνωςθσ.  Η 

διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ   p’ ςε επιλεγμζνεσ εγκάρςιεσ κζςεισ  y/R για το 

διφαςικό πεδίο  ςτθν περιοχι τθσ ςταγόνασ (α) του Σχ.5.13 (ε) για  t=1.0903  και (β) του 

Σχ.5.6.(ε) για  t=1.0892. 

 

   

(α) 

 

(β) 

Σχ.5.18.(α,β). Απεικόνιςθ του αδιάςτατου διανυςματικοφ ροϊκοφ διφαςικοφ  πεδίου (u/U, 

v/U) του Σχ.5.13.(ε) ςτθν περιοχι τθσ ομαλισ ςτζνωςθσ(α)  με μεγεκυμζνο το πλάτοσ του 

αγωγοφ, (β) ςε  κλίμακα  αξόνων ςχεδίαςθσ  1:1.  
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(α) Σχ.5.13.(ε) 

 

(β) Σχ.5.13.(η) 

Σχ.5.19.(α,β).  Ιςοταχείσ Χ=[(u2+v2)1/2/U] των διφαςικϊν πεδίων του Σχ.5.13. με μεγεκυμζνθ 

τθν ακτινικι διάςταςθ του αγωγοφ.  

 

Σο καμπφλο όριο δεν φαίνεται να δθμιουργεί αςτάκειεσ ςτθ ροι για τθν ςυγκεκριμζνθ 

ανάλυςθ πλζγματοσ. Ομαλοποιεί λίγο τισ κατανομζσ ταχυτιτων τοπικά ςτθν περιοχι τθσ 

ςτζνωςθσ. Για τισ αξονοςυμμετρικζσ περιπτϊςεισ που εξετάηονται θ ςτζνωςθ με λόγο 

ςυςτολισ 0.5 ςε ςυνδυαςμό με το μεγάλο μζγεκοσ τθσ ςταγόνασ είναι μια δφςκολθ 

αρικμθτικά περίπτωςθ11. Σο μικοσ τθσ ςτζνωςθσ είναι ενδεχομζνωσ πολφ μεγάλο.  

 

                                                           

11
 Ενδιαφζρον παρουςιάηει θ αντίςτοιχθ μελζτθ ςε ςτζνωςθ με μικρότερο λόγο ςυςτολισ. 
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5.5.  ΑΠΟΣΟΜΗ ΑΞΟΝΟΤΜΜΕΣΡΙΚΗ ΔΙΕΤΡΤΝΗ. 12      

5.5.1. Οριςμόσ των dRe και DRe  ςε αξονοςυμμετρικό αγωγό με διεφρυνςη.  

ε πεδίο ροισ αξονομετρικοφ αγωγοφ με απότομθ διεφρυνςθ, θ παροχι όγκου Q  

διατθρείται,  άρα  ιςχφει: 

2 2

4 4
d D

d D
Q u u                                          (5.3.), 

όπου   είναι:  d  θ  μικρι διάμετροσ  (διάμετροσ  πριν τθν διεφρυνςθ),  du  θ μζςθ ταχφτθτα 

ςτθν μικρι διάμετρο, D  θ διάμετροσ ςτθν διεφρυνςθ, Du  θ μζςθ ταχφτθτα ςτθν  διεφρυνςθ.  

Επομζνωσ μποροφν να οριςτοφν δφο διαφορετικοί αρικμοί Re ( ςχζςθ 2.7.1.) για τα δφο 

τμιματα του αγωγοφ με διαμζτρουσ d  και D  αντίςτοιχα 

d c D c
d D

c c

u d u D
Re , Re                  (5.4.). 

Από τθν  ςχζςθ (5.3)  προκφπτει θ ςχζςθ μεταξφ των dRe και DRe  

d D

D
Re Re

d
                                                    (5.5.),  

που διευκολφνει τισ βιβλιογραφικζσ  ςυγκρίςεισ13. τα αποτελζςματα των §5.5.2. και 5.5.3 

χρθςιμοποιείται ο αρικμόσ dRe Re  ςτθν είςοδο του αγωγοφ.  

 

5.5.2. Απότομη αξονοςυμμετρική Διεφρυνςη με μία ςταγόνα.         

τo χ.5.20 παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα περιγραμμάτων μίασ κυκλικισ (ςφαιρικισ) 

ςταγόνασ  που διαςπείρεται ςε διφαςικι ροι ςε ςυνκικεσ Re =20, We=4,  Ca=0.2, λ=4, δ=0, 

k=0.8, μζςα ςε κυλινδρικό αξονοςυμμετρικό αγωγό με απότομθ διεφρυνςθ με λόγο 

διαςτολισ, Λ.Δ.=2:1. Η ςταγόνα ειςάγεται ςτο περιβάλλον ρευςτό (κφρια φάςθ) ςτο 

αριςτερό άκρο του αγωγοφ επάνω ςτον άξονα ςυμμετρίασ. Η είςοδοσ του αγωγοφ 

αντιςτοιχεί ςτθν μικρι αδιάςτατθ διάμετρο d=1,(r=0.5) του αγωγοφ ϊςτε (y/R)=0-0.5. Η 

διεφρυνςθ αρχίηει ςτθν τετμθμζνθ κζςθ 7, (7+ ζωσ 20) και αντιςτοιχεί ςτθν μεγάλθ 

αδιάςτατθ διάμετρο D=2, (R=1) του αγωγοφ ϊςτε y/R =0-1. Σο μικοσ του αγωγοφ είναι L=20  

(x/R =0-20). Σο καρτεςιανό αρικμθτικό πλζγμα είναι 600Χ60.  

 

 

                                                           

12
 Η Διδιάςτατθ Διεφρυνςθ με ι χωρίσ καμπφλεσ εξομάλυνςθσ παραλείπεται. 

13 Kadja, Touzopoulos & Bergeles, 2002, Macagno & Hung, 1967, Nag & Datta, 2007, Scott  et.al., 

1986, Rosche & Back. 1976, Pollard,1981, Feuerstein et.al., 1975. 
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(α)    t=0 

 
(β)    t=2.01 

 
(γ)    t=3.01 

 
(δ)    t=3.20 

 
(ε)    t=4.00 

 
(ςτ)   t=5.01 

 
(η)    t=6.02  

 
(θ)    t=7.02  

 
(κ)   t=16.08 

 
(ι)    t=28.96 

Σχ.5.20.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι). Στιγμιότυπα διφαςικισ ροισ ςε απότομθ αξονοςυμμετρικι 

Διεφρυνςθ Λ.Δ.=2. Μία ςταγόνα :  Re=20, We=4,  Ca = 0.2, λ= 4, δ=0, k=0.8. 

 

 
Σχ.5.21. Λεπτομζρεια  ςτο ςτιγμιότυπο τθσ ςταγόνασ  του Σχ.5.20. (γ),  t=3.01. 
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 Ωσ Re  τθσ προςομοίωςθσ χρθςιμοποιείται ο 
d

Re  ςτθν είςοδο του αγωγοφ, 

20dRe Re . Ο αξονοςυμμετρικόσ μονοφαςικόσ αλγόρικμοσ ςυγκλίνει ςε παραβολικά 

προφίλ λίγο μετά τθν είςοδο με μζςθ ταχφτθτα 1du U  και μζγιςτθ ταχφτθτα 

2d maxu _  και ςτθν ζξοδο τθσ διεφρυνςθσ  με μζςθ ταχφτθτα 0.25Du  και μζγιςτθ 

ταχφτθτα 0 5D maxu _ . .  Ωσ οριακζσ ςυνκικεσ χρθςιμοποιοφνται14 οι ςχζςεισ  

(0, ) 1inlet
inlet

d

u
u u j

u
    και     (0, ) 0inlet

inlet

d

v
v v j

u
                   (5.7.) 

και ωσ αρχικζσ ςυνκικεσ οι ςυνικεισ  ςχζςεισ ( , ) 1u i j , ( , ) 0v i j  , (5.2) εντόσ του 

πεδίου ροισ. 

 

 

 
 

Σχ.5.22.  Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ αξονικισ ταχφτθτασ  u/U κατά μικοσ του άξονα του 

αγωγοφ (y=0) για το μονοφαςικό πεδίο χωρίσ τισ ςταγόνεσ και τα διφαςικά πεδία του 

Σχ.5.20.(α,β,γ,δ,ε,ςτ,κ,ι). 

                                                           

14 Ωσ οριακι ςυνκικθ ειςόδου (ςτθν μικρι διάμετρο d) μπορεί να χρθςιμοποιθκεί εναλλακτικά  θ 

ςχζςθ (5.1.) δθλαδι αδιάςτατθ ταχφτθτα με παραβολικό προφίλ  
2

2

2
2 1 4 2 1 4inlet

inlet

d

u r
u = r

u d
 , όπου  0 r 0.5 ,       (5.8.) 
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(

a)    Σχ.5.20.(a)   t=0 

 
(β)   Σχ.5.20.(β)    t=2.01 

 
(γ)    Σχ.5.20.(γ).    t=3.01 

 
                                                            (δ)    Σχ.5.20.(δ).    t=3.20 

 
(ε)      Σχ.5.20.(ε)    t=4.00 

 
(ςτ)   Σχ.5.20.(ςτ)   t=5.01 

 
                                                            (η)      Σχ.5.20.(κ)    t= 16.08 

 
                                                     (θ)   Σχ.5.20.(κ)    t= 16.08 τοπικό 

 
  (κ)  Σχ.5.20.(ι)    t=28.96 

 
(ι)   Σχ.5.20.(ι)    t=28.96  τοπικό 

Σχ.5.23 (α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι). Απεικόνιςθ, με μεγεκυμζνθ τθν ακτινικι διάςταςθ του αγωγοφ, 

των αδιάςτατων διανυςματικϊν ροϊκϊν διφαςικϊν  πεδίων (u/U, v/U) κατά μικοσ τθσ 

αξονοςυμμετρικισ  διεφρυνςθσ  του Σχ.5.20.  ςε ολόκλθρο ι  τμιμα του αγωγοφ που  

περικλείει τισ ςταγόνεσ. 
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(α)   Σχ.5.20.(a)    t=0   

                   
              (β)   Σχ.5.20.    t=1.0034                                           (γ)   Σχ.5.20.(γ)    t=3.01   

                             
                (δ)       Σχ.5.20.(δ)    t=3.20                                       (ε)   Σχ.5.20.(ε)  t=4.00 

               
                           (ςτ) Σχ.5.20.(ςτ)   t=5.01                          (η) Σχ.5.20.(η)    t=6.02   

                                 
         (θ) Σχ.5.20.(θ)    t=7.02          (κ) Σχ.5.20.(κ)   t= 16.08              (ι) Σχ.5.20.(ι)   t=28.96 

 

Σχ.5.24(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι). Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ  p κατά μικοσ του άξονα του 

αγωγοφ (y=0): (α) του μονοφαςικοφ πεδίου χωρίσ ςταγόνεσ του Σχ.5.20.(α) και  

(β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι) των διφαςικϊν πεδίων του Σχ.5.20. τοπικά  ςτθν περιοχι των ςταγόνων. 
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5.5.3. Απότομη αξονοςυμμετρική Διεφρυνςη με δφο ςταγόνεσ.       
Αντίςτοιχθ περίπτωςθ με τθσ §5.5.2.,  χ.5.20  παρουςιάηεται ςτo χ.5.25., όπου ςτιγμιότυπα 

περιγραμμάτων ομάδασ δφο άνιςων κυκλικϊν (ςφαιρικϊν)  ςταγόνων  διαςπείρονται ςε 

διφαςικι ροι ςε ςυνκικεσ 20dRe Re , We=4, Ca=0.2, λ=4, δ=0, k1=0.8, k2=0.5 μζςα ςε 

κυλινδρικό αξονοςυμμετρικό αγωγό με απότομθ διεφρυνςθ. Η απότομθ διεφρυνςθ ζχει 

λόγο διαςτολισ, Λ.Δ.=2:1.  Οι ςταγόνεσ ειςάγονται ςτο περιβάλλον ρευςτό (κφρια φάςθ) θ 

μία πίςω από τθν άλλθ ςτο αριςτερό άκρο του αγωγοφ επάνω ςτον άξονα ςυμμετρίασ.  

                                         

 

(α) 

   

(β)         t= 0.3199                                                       (γ)  t= 0.632       

 

(δ)   t= 1.3814                                                                (ε) t=2.0032        

       

(ςτ)      t=2.4778                                     (η) t=3.0701        

      

(θ)       t=3.7045                                                     (κ) t= 4.2766       

 

(ι)       t=4.4425                                           (ια) t=4.5544        

 

(ιβ)   t= 4.612       

Σχ.5.25.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι,ια,ιβ). Απότομθ αξονοςυμμετρικι Διεφρυνςθ.  Λ.Δ.=2:1.  Δφο  

ςταγόνεσ:  Re=20, We=4,  Ca = 0.2, λ = 4, δ=0, k1=0.8 , k2=0.5. 
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Η είςοδοσ του αγωγοφ αντιςτοιχεί ςτθν μικρι αδιάςτατθ διάμετρο d=1, (r=0.5) του αγωγοφ 

ϊςτε (y/R)=0-0.5. Η διεφρυνςθ αρχίηει ςτθν τετμθμζνθ κζςθ 10, (10+ ζωσ 30) και αντιςτοιχεί 

ςτθν μεγάλθ αδιάςτατθ διάμετρο D=2, (R=1) του αγωγοφ ϊςτε y/R=0-1. Σο μικοσ του 

αγωγοφ είναι L=30,  (x/R =0-30). Σο μικοσ ςτθν τζνωςθ είναι =10 και ςτθν Διεφρυνςθ 

Δ=20. Σο καρτεςιανό αρικμθτικό πλζγμα είναι 900Χ80. 

  Ο αξονοςυμμετρικόσ  μονοφαςικόσ αλγόρικμοσ ςυγκλίνει ςε παραβολικά προφίλ λίγο μετά 

τθν είςοδο με μζςθ ταχφτθτα 1du U  και μζγιςτθ ταχφτθτα 2d maxu _  και ςτθν ζξοδο 

τθσ διεφρυνςθσ με μζςθ ταχφτθτα Du 0.25  και μζγιςτθ ταχφτθτα 0 5D maxu _ . .  Ωσ οριακζσ 

ςυνκικεσ χρθςιμοποιοφνται οι ςχζςεισ (0, ) 1inletu u j  , (5.7.)   και  ( 0, ) 0i n l e tv v j  

(5.8.)  και ωσ αρχικζσ ςυνκικεσ οι ςυνικεισ  ςχζςεισ ( , ) 1u i j  , ( , ) 0v i j , (5.2) εντόσ του 

πεδίου ροισ. 

τθν πρϊτθ ςταγόνα ςτθν διεφρυνςθ θ ανακοφφιςθ του ςχιματοσ τθσ ςταγόνασ δίνει D 

αρνθτικι με ελάχιςτθ τιμι D=-0.22 ςτο χ. 5.25 (ςτ) που ςτθν ςυνζχεια τείνει να μθδενιςτεί. 

τθν δεφτερθ ςταγόνα θ παραμόρφωςθ είναι πολφ μικρι, D=0.06  ςτθν ςτζνωςθ και          

D=-0.03 ςτθν διεφρυνςθ.  

 

 
(α) Διεφρυνςθ του Σχ.5.20.  χωρίσ ςταγόνεσ 

 
(β) Διεφρυνςθ του Σχ.5.25 λίγο μετά τθν ειςαγωγι των ςταγόνων, t=0.0634. 

 
(γ) Σχ.5.25.(β) 

 
(δ) Σχ.5.25.(γ) 

 
(ε) Σχ.5.25.(δ) 



5.28                                                                                                                               ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

 
(ςτ) Σχ.5.25.(ε) 

 
(η) Σχ.5.25.(ςτ) 

 
(θ)   Σχ.5.25.(η) 

 
(κ) Σχ.5.25.(θ) 

 
(ι) Διεφρυνςθ του Σχ.5.25. για  t=3.9946 

 
(ια) Σχ.5.25.(κ) 

 
(ιβ) Σχ.5.25.(ι) 

 
(ιγ) Σχ.5.25.(ια) 

 
(ιδ) Σχ.5.25.(ιβ) 

Σχ.5.26.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι,ια,ιβ,ιγ,ιδ). Απεικόνιςθ, με μεγεκυμζνθ τθν ακτινικι διάςταςθ του 

αγωγοφ, των αδιάςτατων διανυςματικϊν ροϊκϊν διφαςικϊν  πεδίων (u/U, v/U) κατά μικοσ 

τθσ αξονοςυμμετρικισ  διεφρυνςθσ  του Σχ.5.25.  ςε τμιμα του αγωγοφ που  περικλείει τισ 

ςταγόνεσ.  
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(α) Διεφρυνςθ του Σχ.5.25. χωρίσ ςταγόνεσ 

 
(β) Σχ.5.25.(δ) 

 
(γ) Σχ.5.25.(ε) 

 
(δ) Σχ.5.25(ςτ) 

 
(ε) Σχ.5.25.(η) 

 
(ςτ) Σχ.5.25. (κ) 

 
(η) Σχ.5.25.(ιβ) 

Σχ.5.27(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η). Τοπικι απεικόνιςθ του αδιάςτατου διανυςματικοφ ροϊκοφ διφαςικοφ  

πεδίου (u/U, v/U) του Σχ.5.25. ςτθν περιοχι τθσ διεφρυνςθσ όπου εμφανίηεται θ 

ανακυκλοφορία.    

 

Σο μζγεκοσ τθσ περιοχισ ανακυκλοφορίασ για τθν διεφρυνςθ 1:2 ζχει υπολογιςτικά 

προςδιοριςτεί,  Macagno & Hung, 1967.  
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(α) Σχ.5.25.(ε) 

 

(β) Σχ.5.25.(ςτ) 

 

(γ) Σχ.5.25(η) 

Σχ.5.28.(α,β,γ).  Ιςοταχείσ Χ=[(u2+v2)1/2/U] των διφαςικϊν πεδίων με μεγεκυμζνθ τθν 

ακτινικι διάςταςθ  του αγωγοφ (α) του Σχ.5.25.(ε), (β) του Σχ.5.25.(ςτ) και  (γ) του Σχ.5.25.(η)).    

 

 

Σχ.5.25(η) 

Σχ.5.29.  Ιςοταχείσ u/U τoυ διφαςικοφ πεδίου με μεγεκυμζνθ τθν ακτινικι διάςταςθ  του 
αγωγοφ του Σχ.5.25.(η).   
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(α) Σχ.5.25.(η) 

 

 

 

 

(β) Σχ.5.25.(η) 

Σχ.5.30(α,β).  Ιςοταχείσ v/U  τoυ διφαςικοφ πεδίου με μεγεκυμζνθ τθν ακτινικι διάςταςθ  

του αγωγοφ του Σχ.5.25.(η) (α) ςτθν περιοχι τθσ διεφρυνςθσ 10-12,  (β) απόςπαςμα κοντά 

ςτον άξονα του αγωγοφ ςτο μπροςτινό μζροσ τθσ μεγάλθσ ςταγόνασ.    

 

 

 

 

 

 



5.32                                                                                                                               ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

 

 

 

            

             (α) Διεφρυνςθ του Σχ.5.25. χωρίσ ςταγόνεσ                                (β) Σχ.5.25.(δ)                       

 

 

       

  (γ) Σχ.5.25.(ε)                                                 (δ) Σχ.5.25.(ςτ) 

 

    

(ε) Σχ.5.25(η)                                                          (ςτ)      Σχ.5.25.(κ) 

Σχ.5.31.(α,β,γ,δ,ε,ςτ).  Ιςοταχείσ u/U του μονοφαςικοφ πεδίου (α) και των εκάςτοτε 

διφαςικϊν πεδίων του Σχ.5.25.  ςτθν περιοχι ανακυκλοφορίασ τθσ διεφρυνςθσ.    
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Από τισ ιςοταχείσ τθσ u ςυνιςτϊςασ τθσ ταχφτθτασ φαίνεται να υπάρχουν αρνθτικζσ u  ςτθν 

περιοχι τθσ διεφρυνςθσ που είναι ζνδειξθ για παρουςία ανακυκλοφορίασ.  

 

               
                (α) Σχ.5.25.(α) χωρίσ ςταγόνεσ και για t=0.0634            (β)  Σχ.5.25.  για t=0.0634 

       
(γ) Σχ.5.25.(β)                                            (δ) Σχ.5.25.(γ)                            (ε) Σχ.5.25.(δ) 

       
(ςτ) Σχ.5.25.(ε)                       (η) Σχ.5.25.(ςτ)                   (θ) Σχ.5.25.(η) 

               
                (κ) Σχ.5.25.(θ)                              (θ) για t= 3.9946                 (ι) Σχ.5.25.(κ)      

 
        (ια) Σχ.5.25(ι)                                  (ιβ) Σχ.5.25(ια)                                 (ιγ) Σχ.5.25(ιβ)      

 

Σχ.5.32.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι,ια,ιβ,ιγ). Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ αξονικισ ταχφτθτασ  u/U 

κατά μικοσ του άξονα του αγωγοφ (y=0) για τα διφαςικά πεδία του Σχ.5.20. κοντά  ςτθν 

περιοχι τθσ ςταγόνασ  και του αντίςτοιχου μονοφαςικοφ πεδίου χωρίσ ςταγόνεσ. 
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           (α)  Σχ.5.25.(α)   χωρίσ ςταγόνεσ        (β) Σχ.5.25.(β)  ςφνολο                 (γ) Σχ.5.25.(β) 

                     

            (δ) Σχ.5.25.  για t=0.0634                    (ε) Σχ.5.25.(γ)                        (ςτ) Σχ.5.25.(δ) 

              

(η)  Σχ.5.25.(ε)                                    (θ) Σχ.5.25.(ςτ)                                       (κ) Σχ.5.25.(η) 

         

                           (ι) Σχ.5.25.(θ)            (ια) Σχ.5.25.   για t=3.9946                (ιβ) Σχ.5.25.(κ) 

  

(ιγ) Σχ.5.25.(ι)                                      (ιδ) Σχ.5.25.(ια)                          (ιε) Σχ.5.25.(ιβ) 

Σχ.5.33.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι,ια,ιβ,ιγ,ιδ,ιε). Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ  p κατά μικοσ 

του άξονα του αγωγοφ (y=0): (α) του μονοφαςικοφ πεδίου χωρίσ ςταγόνεσ του Σχ.5.25.(α) 

λίγο πριν ολοκλθρωκεί θ αρικμθτικι ςφγκλιςθ,  (β)  του ςυνολικοφ διφαςικοφ πεδίου του 

Σχ.5.25.(β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι,ια,ιβ,ιγ,ιδ,ιε) των διφαςικϊν πεδίων του Σχ.5.25. τοπικά  ςτθν 

περιοχι των ςταγόνων.  
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τα παραπάνω αποτελζςματα, θ ανάπτυξθ του διφαςικοφ πεδίου είναι αρκετά καλι και 

ομαλι που αλλάηει ςε εικόνα διαταραχισ και αποςφνκεςθσ μετά τθν ςυνζνωςθ των 

ςταγόνων ςε μία ςταγόνα. Αρχικά οι ςταγόνεσ ειςιλκαν και παραμορφϊκθκαν ομαλά ςτθ 

διευρυμζνθ περιοχι του αγωγοφ. 

 

5.6.  AΞΟΝΟΤΜΜΕΣΡΙΚΗ ΣΟΞΩΣΗ ΣΕΝΩΗ-ΔΙΕΤΡΤΝΗ.     
το χ.5.37.  παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα περιγραμμάτων κυκλικισ (ςφαιρικισ)  ςταγόνασ  

που διαςπείρεται ςε διφαςικι ροι με ςυνκικεσ  Re =20, We=2,  Ca=0.1, λ =4, k=0.6 μζςα ςε 

κυλινδρικό αξονοςυμμετρικό αγωγό που φζρει τοξωτι15 ςτζνωςθ-διεφρυνςθ. Η ςταγόνα 

μεγζκουσ16 k=0.6 ειςάγεται ςτο περιβάλλον ρευςτό (κφρια φάςθ) ςτο αριςτερό άκρο του 

αγωγοφ επάνω ςτον άξονα ςυμμετρίασ ςτθν τετμθμζνθ  x/R =3.5. 

 Η εξίςωςθ 
2 2 2

k k TRx x + y y , όπου , 10,59.4k kx y και 60TR , περιγράφει 

τθν καμπφλθ του τοξωτοφ αγωγοφ. Σμιμα μικουσ L1=L2=3.1 ςτθν είςοδο και τθν ζξοδο του 

αγωγοφ είναι κυλινδρικό για να ελζγχεται θ ςφγκλιςθ. Η είςοδοσ και θ ζξοδοσ του αγωγοφ 

αντιςτοιχεί ςτθν μεγάλθ αδιάςτατθ διάμετρο D=2, (R=1) του αγωγοφ, ϊςτε y/R=0-1. Σο 

μικοσ του αγωγοφ είναι L=20  (x/R=0-20). Σο καρτεςιανό αρικμθτικό πλζγμα17 είναι 600Χ60. 

το μζςο του τοξωτοφ αγωγοφ αντιςτοιχεί θ μζγιςτθ ςτζνωςθ (60% τθσ αρχικισ ακτίνασ, 

R=1) και εκεί ο λόγοσ ςυςτολισ είναι,  Λ.Σ.=0.4.  

τθν είςοδο θ μζςθ ταχφτθτα U=1 και οι οριακζσ ςυνκικεσ (0, ) 1u j , (0, ) 0v j  , (5.7). 

τθν ζξοδο οι παράγωγοι των u, v μθδενίηονται. το χωρίο υπολογιςμϊν ζχουν τεκεί ωσ 

αρχικζσ ςυνκικεσ ( , ) ( , ) 0u i j v i j  από το τόξο και επάνω και ( , ) 1u i j , ( , ) 0v i j  

(5.2) μζςα ςτο πεδίο ροισ. Κρίνεται αναγκαία θ λεπτομερισ και ςυνεχισ καταγραφι τθσ 

παροχισ18 με τθν ςχζςθ  

                                                           

15
 arch channel. 

16
 Σο μζγεκοσ τθσ ςταγόνασ επιλζγεται επαρκϊσ μεγάλο για τισ παρατθριςεισ, αλλά όχι τόςο μεγάλο 

ϊςτε να δθμιουργεί τυχόν αρικμθτικά προβλιματα ςτο διάκενο μεταξφ ςταγόνασ και αγωγοφ.  
17

Ο χρόνοσ ςφγκλιςθσ μονοφαςικοφ πεδίου είναι περίπου 30 ϊρεσ. Σο υπόλοιπο ςτο κριτιριο 
ςφγκλιςθσ τθσ μεκόδου SOR. είναι περίπου 0.0014. ε δοκιμι μονοφαςικοφ πεδίου ςε τοξωτό 
αξονοςυμμετρικό αγωγό L=24, R=1 ςε καρτεςιανό πλζγμα 900Χ120 για Re=20 θ ςφγκλιςθ του 
μονοφαςικοφ αλγορίκμου είναι άριςτθ ωσ προσ τθν διατιρθςθ τθσ παροχισ, όμωσ ο διφαςικόσ 
αλγόρικμοσ ζγινε υπερβολικά  αργόσ.  
18

 Εκείνο που ουςιαςτικά άλλαξε από το αρχικό set-up (Πλζγμα  550Χ90,  ςτζνωςθ 50%), όπου ιταν 
προβλθματικι θ διατιρθςθ τθσ παροχισ είναι θ ςχζςθ dx/dy ςτα χωρικά πλζγματα. Μζνει θ 
εντφπωςθ ότι ι ανάγκθ για πυκνό πλζγμα κατά y ςε κάποιεσ περιπτϊςεισ επθρεάηει πολφ αρνθτικά 
τθν ςφγκλιςθ, ιδίωσ του διφαςικοφ αλγορίκμου ςε περιοχζσ απότομων μεταβολϊν των ( )u  , ( )v   . 
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2 ( , )i j

j

Q u i j y dy                       (5.9.) 

για αξονοςυμμετρικι ροι και όχι από τθ μζγιςτθ τιμι διότι μπορεί να μθν ζχει 

αποκαταςτακεί το παραβολικό προφίλ. Η παροχι διατθρείται με απόκλιςθ  1.0 %.   

 

 

(α)  Μορφι του  τοξωτοφ αγωγοφ 

 

Σχ.5.34. (α,β). (α)  Μορφι του  τοξωτοφ αγωγοφ, (β) Ιςοταχείσ u’= u/U  ολόκλθρου του 

μονοφαςικοφ πεδίου ροισ με μεγεκυμζνο το πλάτοσ του τοξωτοφ αγωγοφ 

 

 

Σχ.5.35.  Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ αξονικισ ταχφτθτασ  u/U κατά μικοσ του άξονα του 

αξονομετρικοφ τοξωτοφ αγωγοφ (y=0) για το μονοφαςικό πεδίο χωρίσ τισ ςταγόνεσ. 

 

 

Σχ.5.36. Απεικόνιςθ, με μεγεκυμζνο το πλάτοσ του αγωγοφ, του αδιάςτατου διανυςματικοφ 

ροϊκοφ  πεδίου (u/U, v/U) κατά μικοσ τθσ αξονοςυμμετρικοφ τοξωτοφ αγωγοφ του Σχ.5.34. 
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(α)  t=0   

 
(β)  t=0.5298 

 
(γ)  t=1.0595 

 
(δ)  t=1.5892 

 
(ε)  t=2.1169  

 
(ςτ)  t=2.6461 

 
(η)  t=3.1763 

 
(θ)  t=3.4414 

 
(κ)  t=3.6005 

 
(ι)  t=3.7065 

 
(ια)  t=4.0242 

 
(ιβ)  t=4.5526 
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(ιγ)  t=5.078 

 
(ιδ)  t=5.714 

 

Σχ.5.37.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι,ια,ιβ,ιγ,ιδ).   Λ.Σ.=0.4. Διφαςικι ροι  ςταγόνασ ςε 

αξονοςυμμετρικι τοξωτι ςτζνωςθ – διεφρυνςθ:  Μία  ςταγόνα:  Re=20, We=2,  Ca=0.1, λ=4, 

δ=0, k=0.6. 

 

Οι γραμμζσ ροισ (u’,v’) δθμιουργοφν εικόνα παραβολικοφ προφίλ ςε ολόκλθρο το 

μονοφαςικό πεδίο ροισ. 

Γενικά τα ςχιματα είναι αναμενόμενα. Κακϊσ θ μεςαίου μεγζκουσ ςταγόνα μεταφζρεται 

προσ τθν περιοχι τθσ ςτζνωςθσ, το ρευςτό αναγκάηεται να κινθκεί προσ τθν αξονικι 

γραμμι, όπου θ ταχφτθτα είναι πολφ μεγαλφτερθ από το τμιμα ειςόδου και από τθν 

ταχφτθτα κοντά ςτα τοιχϊματα. Η επιπλζον πτϊςθ τθσ πίεςθσ ςτθ ςτζνωςθ ωκεί τισ 

ςταγόνεσ κατάντθ τθσ ροισ και παρατθροφνται μεγάλεσ παραμορφϊςεισ, αναγκαςτικά 

μεγάλθ επιμικυνςθ τθσ ςταγόνασ και διαμόρφωςθ με κετικι καμπυλότθτα ςτο μζτωπο του 

κυττάρου που μοιάηει με ρφγχοσ. 

 Σα φαινόμενα υποχωροφν και αναςτρζφονται κακϊσ ο αγωγόσ διευρφνεται δθλαδι το 

μικοσ τθσ  ςταγόνασ μικραίνει μζχρι να αποκτιςει πάλι ςχεδόν κυκλικό ςχιμα, ενϊ θ 

ταχφτθτα τθσ διφαςικισ ροισ μικραίνει. Επίςθσ το ροϊκό πεδίο ζχει μεγάλθ ιδιομορφία και 

δθμιουργεί εικόνα ζντονθσ διάτμθςθσ κοντά ςτθν ςταγόνα.  

Σα ελάχιςτα «μικροςταγονίδια19», (ςχεδόν ςθμεία), που εμφανίηονται και εξαφανίηονται ςε 

απίκανα ςθμεία ςτο διφαςικό πεδίο νομίηω ότι είναι εικονικά (αρικμθτικά), δεν ζχουν 

φυςικι υπόςταςθ και άρα πρζπει να απαλειφτοφν. Σο καμπφλο όριο δεν φαίνεται να 

δθμιουργεί αςτάκειεσ ςτθ ροι για τθν ςυγκεκριμζνθ ανάλυςθ πλζγματοσ. Σο μικοσ τθσ 

ςτζνωςθσ είναι ενδεχομζνωσ πολφ μεγάλο. 

Γενικά οι ταχφτθτεσ είναι αναμενόμενου μεγζκουσ μζχρι τθν ζξοδο τθσ ςταγόνασ και θ 

παροχι διατθρείται ςχεδόν άψογα. τθν  ςτιγμι  (ιγ)  t=5.078 ενϊ θ ςταγόνα είναι ςτθν 

διεφρυνςθ εμφανίηεται τοπικι ψευδοδιαταραχι ςτθν u’=u/U  επί του άξονα ςε ςθμεία 

                                                           

19  Πρωτοεμφανίηεται  ςτο Σχ.5.37(κ),  t=3.6005  (ςτο βζλοσ ςτθ κζςθ x=17 περίπου). το  Σχ.5.37 (ιγ),  

t=5.078  υπάρχουν λίγεσ διάςπαρτεσ  ςθμειακζσ μικροςταγόνεσ ανάντθ τθσ ροισ. Σζλοσ ςτο  Σχ.5.37 

(ιδ),  t=5.714  οι όποιεσ μικροςταγόνεσ εξαφανίηονται.  
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ανάντθ τθσ ροισ πριν τθν ςτζνωςθ. Κοντά ςτθν ζξοδο τθσ ςταγόνασ, ςτθν ςτιγμι (ιδ)  t=5.714   

θ ψευδοδιαταραχι περιορίηεται πάρα πολφ.    

 

 

 

 

 

 

Σχ.5.38. Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ αξονικισ ταχφτθτασ u’=u/U κατά μικοσ του άξονα του 

αγωγοφ (y=0) για τα διφαςικά πεδία του Σχ.5.37.(β,δ,ςτ,ι,ιγ,ιδ). 
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(a)   Σχ.5.37.(η)  t=3.1763 

 
(β)   Σχ.5.37.(θ)  t=3.4414 

                                            
(γ)   Σχ.5.37.(κ)  t=3.6005 

      
(δ)   Σχ.5.37.(ι)  t=3.7065 

 
(ε)   Σχ.5.37.(ια)  t=4.0242 

(ςτ)   

Σχ.5.37.(ιβ)  t=4.5526 

 
         (η)   Σχ.5.37.(ιγ)  t=5.078 

       
(θ)   Σχ.5.37. (ιδ)  t=5.714 

 

Σχ.5.39.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ). Απεικόνιςθ, με μεγεκυμζνθ τθν ακτινικι διάςταςθ του αγωγοφ, των 

αδιάςτατων διανυςματικϊν ςυνολικϊν ροϊκϊν διφαςικϊν  πεδίων (u/U, v/U) κατά μικοσ τθσ 

αξονοςυμμετρικοφ τοξωτοφ αγωγοφ του Σχ.5.37.  
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(α)       Σχ.5.37.(α)  t=0                                                           (β)    Σχ.5.37.(γ)  t=1.0595 

 

                              
(γ)   Σχ.5.37.(ε)  t=2.1169                                        (δ)     Σχ.5.37.(θ)  t=3.4414 

       
(ε)   Σχ.5.37.(ι)  t=3.7065                                        (ςτ)    Σχ.5.37.ια)  t=4.0242 

 

        
(η)   Σχ.5.37(ιγ)  t=5.078                         (θ)      Σχ.5.37(ιδ)  t=5.714 

 

Σχ.5.40.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ). Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ p’ κατά μικοσ του άξονα του 

αξονοςυμμετρικοφ τοξωτοφ αγωγοφ (y=0): (α) του μονοφαςικοφ πεδίου χωρίσ ςταγόνεσ του 

Σχ.5.37(β)  του ςυνολικοφ διφαςικοφ πεδίου του Σχ.5.37.(γ,ε,θ,ι,ια,ιγ,ιδ).  

 

Οι γραμμζσ ροισ (u’,v’) δθμιουργοφν εικόνα παραβολικοφ προφίλ ςε ολόκλθρο το διφαςικό 

πεδίο ροισ. Γενικά ζχομε προφίλ ταχυτιτων αναμενόμενου μεγζκουσ μζχρι τθν ζξοδο τθσ 
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ςταγόνασ και θ παροχι διατθρείται ςχεδόν άψογα (1% διαφορά). Κατά τθν διζλευςθ τθσ 

ςταγόνασ δεν παρατθρείται οφτε τάςθ για δθμιουργία ανακυκλοφορίασ ςτθν περιοχι τθσ 

ςτζνωςθσ. τισ κατανομζσ τθσ  p’ κατά  μικοσ του άξονα  εμφανίηονται (εςτιάηονται με τα 

βζλθ) κάποιεσ ςτιγμιαίεσ μικροδιαταραχζσ ανάντθ τθσ ροισ που δεν ζχουν φυςικι ζννοια. 

 

5.7. ΑΠΟΣΟΜΗ ΑΞΟΝΟΤΜΜΕΣΡΙΚΗ ΣΕΝΩΗ-ΔΙΕΤΡΤΝΗ.          

 

(α)      t=0 

        

                            (β)      t =  0.2582                                                             (γ)      t =  0.5147   

           

(δ)      t =  0.7711                                                       (ε)      t =  1.02710   

           

(ςτ)      t =  1.2829                                                  (η)      t =  1.5387  

         

(θ)    t =  1.667                                                              (κ)      t =  2.0771    

Σχ.5.41.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ). Aξονοςυμμετρικι Απότομθ Στζνωςθ-Διεφρυνςθ με  Λ.Σ.=0.25 και 

Λ.Δ.=1:0.75.  Δφο  ςταγόνεσ:  Re=20, We=2,  Ca=0.1, λ=4, δ=0, k1=0.6, k2=0.6. 

 

τo Σχ.5.41. παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα περιγραμμάτων ομάδασ δφο ίςων κυκλικϊν 

(ςφαιρικϊν)  ςταγόνων  που διαςπείρονται ςε διφαςικι ροι με ςυνκικεσ  Re =20, We=2,  

Ca=0.1, λ=4, δ=0, k1=0.6, k2=0.6 μζςα ςε κυλινδρικό αξονοςυμμετρικό αγωγό με απότομθ 

ςτζνωςθ με Λ..=0.25 που ακολουκείται από απότομθ διεφρυνςθ με Λ.Δ.=1:0.75. Οι 

ςταγόνεσ ειςάγονται ςτο περιβάλλον ρευςτό (κφρια φάςθ) θ μία πίςω από τθν άλλθ ςτο 

αριςτερό άκρο του αγωγοφ πάνω ςτον άξονα ςυμμετρίασ. 20 

                                                           

20
 Η απότομθ  διδιάςτατθ τζνωςθ-Διεφρυνςθ  και θ Διδιάςτατθ τζνωςθ-Διεφρυνςθ με καμπφλεσ 

εξομάλυνςθσ παραλείπονται. 
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Σο μικοσ του αγωγοφ είναι L=12  (x/R=0-12) και το καρτεςιανό αρικμθτικό πλζγμα είναι 

400Χ60. Η ςτζνωςθ αρχίηει ςτθν τετμθμζνθ 4 (4+ ζωσ 8). Η διεφρυνςθ αρχίηει ςτθν 

τετμθμζνθ 8 (8+ ζωσ 12). τθν είςοδο και τθν ζξοδο του αγωγοφ αντιςτοιχεί θ μζγιςτθ 

αδιάςτατθ διάμετροσ D=2R=2  του αγωγοφ και άρα y/R=0-1. Αντίςτοιχα ςτθν περιοχι τθσ 

ςτζνωςθσ θ μικρι αδιάςτατθ διάμετροσ του αγωγοφ είναι d=1 και άρα y/R=0-0.5.  

τθν περίπτωςθ αυτι χρθςιμοποιικθκε παραβολικό προφίλ ωσ οριακι ςυνκικθ ειςόδου 

22 1inletu r  (5.1) και ωσ αρχικζσ ςυνκικεσ μζςα ςτο πεδίο ροισ οι ςχζςεισ ( , ) 1u i j , 

( , ) 0v i j  , (5.2).  τθν ζξοδο οι παράγωγοι των u, v μθδενίηονται.  

 

 

 

 

(α)                                                                                                               (β) 

Σχ.5.42.(α,β). Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ  p’ κατά μικοσ του άξονα του αγωγοφ (y=0): 

(α) ςτα διφαςικά πεδία  του Σχ.5.41.(β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ), (β) ςτο μονοφαςικό πεδίο του Σχ.5.41. 

χωρίσ τθν ςταγόνα.  

 

τθν πρϊτθ ςταγόνα που ειςζρχεται ςτθν διεφρυνςθ, θ D=-0.12 παραμζνει ςχετικά 

αμετάβλθτθ και ςτθν δεφτερθ που παραμορφϊνεται ςτθν ςτζνωςθ, θ D αυξάνει μζχρι 

D=0.18. τθν περίπτωςθ αυτι δεν παρατθρείται τάςθ διαταραχισ ι διάςπαςθσ του μεςαίου 

μεγζκουσ ςταγόνων. 
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(α)                                                                                          (β) 

Σχ.5.43.(α,β).(α)  Η κατανομι τθσ αδιάςτατθσ αξονικισ ταχφτθτασ  u/U κατά μικοσ του άξονα 

του αγωγοφ (y=0) για το μονοφαςικό πεδίο χωρίσ τισ ςταγόνεσ και τα διφαςικά πεδία του 

Σχ.5.41(γ,ε,η,κ) και  (β)  θ διαμικθσ κατανομι τθσ αδιάςτατθσ αξονικισ ταχφτθτασ  u/U ςε 

επιλεγμζνεσ εγκάρςιεσ κζςεισ  y/R του μονοφαςικοφ πεδίου του Σχ.5.41.  

 

 
(α)  Μονοφαςικό πεδίο του Σχ.5.41.  χωρίσ τθν ςταγόνα 

 

 
(β)  Σχ.5.41.(δ) 
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(γ)  Σχ.5.41.(ςτ) 

 

 
(δ)  Σχ.5.41(θ) 

 

 

 
(ε)  Σχ.5.41(κ) 

Σχ.5.44 (α,β,γ,δ,ε).  Ιςοταχείσ Χ=[(u2+v2)1/2/ U] με μεγεκυμζνθ τθν ακτινικι διάςταςθ του 

αγωγοφ  (α)  του μονοφαςικοφ πεδίου του Σχ.5.41  χωρίσ τθν ςταγόνα και  (β,γ,δ,ε) των 

διφαςικϊν πεδίων του Σχ.5.41.  
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(α)                    Μονοφαςικό πεδίο του Σχ.5.41.  χωρίσ τισ  ςταγόνεσ 

 

           

(β)  Σχ.5.41(γ)                                    (γ)  Σχ.5.41.(ε) 

       

(δ)  Σχ.5.41.(η)                                               (ε)  Σχ.5.41.(κ) 

 

Σχ.5.45.(α,β,γ,δ,ε).  Ιςοταχείσ u/U (α)  του μονοφαςικοφ πεδίου χωρίσ τισ ςταγόνεσ  του  

Σχ.5.41  και (β,γ,δ,ε) των εκάςτοτε διφαςικϊν πεδίων του Σχ.5.41.  ςτθν περιοχι 

ανακυκλοφορίασ τθσ διεφρυνςθσ.  

 

Από τισ ιςοταχείσ τθσ u ςυνιςτϊςασ τθσ ταχφτθτασ φαίνεται να υπάρχουν αρνθτικζσ u-

ταχφτθτεσ ςτθν περιοχι τθσ διεφρυνςθσ που είναι ζνδειξθ για παρουςία ανακυκλοφορίασ.  
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(α)  Μονοφαςικό πεδίο του Σχ.5.41.  χωρίσ τισ ςταγόνεσ 

 

(β)  Σχ.5.41.(β) 

 

(γ)  Σχ.5.41.(δ) 

 

(δ)  Σχ.5.41.(ςτ) 

 

(ε)  Σχ.5.41.(θ) 

Σχ.5.46.(α,β,γ,δ,ε). Απεικόνιςθ των αδιάςτατων διανυςματικϊν ροϊκϊν πεδίων (u/U, v/U) του 

Σχ.5.41 με μεγεκυμζνθ τθν ακτινικι διάςταςθ του αγωγοφ  (α)  του μονοφαςικοφ πεδίου του 

Σχ.5.41 χωρίσ τθν ςταγόνα και (β,γ,δ,ε) των διφαςικϊν πεδίων του Σχ.5.41.  

 

5.8.  ΑΞΟΝΟΤΜΜΕΣΡΙΚΗ ΣΕΝΩΗ- ΔΙΕΤΡΤΝΗ ΜΕ ΚΑΜΠΤΛΕ ΕΞΟΜΑΛΤΝΗ.     

τo χ.5.47.  παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα περιγραμμάτων κυκλικισ (ςφαιρικισ) ςταγόνασ  

που διαςπείρονται ςε διφαςικι ροι με ςυνκικεσ Re =20, We=2,  Ca=0.1, λ=4, δ=0, k=0.8 

μζςα ςε κυλινδρικό αξονοςυμμετρικό αγωγό με ςτζνωςθ με Λ..=0.5 που ακολουκείται από 

απότομθ διεφρυνςθ με Λ.Δ.= 1:0.5. Επιπλζον ο αγωγόσ ζχει καμπφλεσ εξομάλυνςθσ εκεί που 

αλλάηει θ διάμετροσ του. Οι ςταγόνεσ ειςάγονται ςτο περιβάλλον ρευςτό (κφρια φάςθ) ςτο 

αριςτερό άκρο του αγωγοφ πάνω ςτον άξονα ςυμμετρίασ. Σο μικοσ του αγωγοφ είναι L=20  

(x/R=0-20)  και το καρτεςιανό αρικμθτικό πλζγμα είναι 600Χ60.  Η ςτζνωςθ αρχίηει ςτθν 

τετμθμζνθ 4, (4+ ζωσ 13). Η διεφρυνςθ αρχίηει ςτθν  τετμθμζνθ 13 (13+ ζωσ 20). τθν είςοδο 

και τθν ζξοδο του αγωγοφ αντιςτοιχεί το μζγιςτο πλάτοσ  (μζγιςτθ διάμετροσ D) του αγωγοφ 
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άρα D=2R=2  (y/R =0-1). Η αδιάςτατθ τιμι τθσ ακτίνασ r είναι r=R=D/2=1. τισ περιπτϊςεισ 

αυτζσ χρθςιμοποιικθκε παραβολικό προφίλ ωσ οριακι ςυνκικθ ειςόδου 22 1inletu r  

(5.1) και ωσ αρχικζσ ςυνκικεσ μζςα ςτο πεδίο ροισ οι ςχζςεισ ( , ) 1u i j , ( , ) 0v i j  , (5.2). 

 

 

(α)  t=0 

         

 (β)  t=0.2617                                                                  (γ)  t=0.5214       

     

 (δ)  t=0.7803                                                              (ε)  t=1.0388       

   

 (ςτ)  t=1.2972                                                                 (η)  t= 1.5549      

         

 (θ)  t=1.8115                                                                  (κ)  t= 1.94      

   

 (ι)  t=  2.0685                                                                 (ια)  t= 2.197      

  

 (ιβ)  t=  2.4027                                                                  (ιγ)  t=2582       

Σχ.5.47.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι,ια,ιβ,ιγ). Aξονοςυμμετρικι Στζνωςθ-Διεφρυνςθ με  Λ.Σ.=0.25 και 

Λ.Δ.=1:0.75 και καμπφλεσ εξομάλυνςθσ.  Μία  ςταγόνα:  Re=20, We=2,  Ca=0.1, λ=4, δ=0, 

k=0.8. 

 

τθν περίπτωςθ αυτι παρατθρείται τάςθ διαταραχισ ι διάςπαςθσ τθσ μεγάλθσ ςταγόνασ 

λίγο μετά τθν είςοδο τθσ ςτθν διεφρυνςθ. 
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(α)  Σχ.5.47.(β) 

 
(β)  Σχ.5.47.(δ) 

 
(γ)  Σχ.5.47.(ςτ) 

 
(δ)  Σχ.5.47.(θ) 

 
(ε)  Σχ.5.47.(ι) 

 
(ςτ)  Σχ.5.47.(ια) 

 
(η)  Σχ.5.47.(ιβ) 

 
(θ)  Σχ.5.47.(ιγ) 

Σχ.5.48.(α,β,γ,δ,ε,ςτ,η,θ). Απεικόνιςθ ολόκλθρων  των αδιάςτατων διανυςματικϊν διφαςικϊν 

ροϊκϊν πεδίων (u/U, v/U) του Σχ.5.47. με μεγεκυμζνθ τθν ακτινικι διάςταςθ  του αγωγοφ.  
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(α)  Σχ.5.47.(ι) 

 

 

(β)  Σχ.5.47.(ια) 

 

 

(γ)  Σχ.5.47.(ιβ) 

 

 

(δ)  Σχ.5.47.(ιγ) 

Σχ.5.49.(α,β,γ,δ). Απεικόνιςθ των αδιάςτατων διανυςματικϊν διφαςικϊν ροϊκϊν πεδίων 

(u/U, v/U) ςτθν περιοχι τθσ διεφρυνςθσ του Σχ.5.47 με μεγεκυμζνο το πλάτοσ του αγωγοφ.  

 

Ίςωσ το μζγεκοσ τθσ ςταγόνασ ςτθν είςοδο είναι πολφ μεγάλο με αποτζλεςμα θ διάτμθςθ 

κοντά ςτο τοίχωμα να είναι ιδιαίτερα ιςχυρι. Από τισ ιςοταχείσ τθσ u ςυνιςτϊςασ τθσ 

ταχφτθτασ φαίνεται να υπάρχουν αρνθτικζσ u ςτθν περιοχι τθσ διεφρυνςθσ που είναι 

ζνδειξθ για παρουςία ανακυκλοφορίασ.  
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(α)  Σχ.5.47.,  t= 0.0279  λίγο μετά τθν είςοδο τθσ ςταγόνασ 

 

(β)  Σχ.5.47.(ςτ) 

 

(γ)  Σχ.5.47.(θ) 

 

(δ)  Σχ.5.47.(ιβ) 

 

(ε)  Σχ.5.47.(ιγ) 

Σχ.5.50.(α,β,γ,δ,ε). Τοπικι απεικόνιςθ του αδιάςτατου διανυςματικοφ ροϊκοφ διφαςικοφ  

πεδίου (u/U, v/U) του Σχ.5.47., ςτθν περιοχι τθσ διεφρυνςθσ, όπου εμφανίηεται θ 

ανακυκλοφορία.    
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το 6
ο
 κεφάλαιο, με εφαρμογι τθσ μεκοδολογίασ και των παραμζτρων προςομοίωςθσ του 2

ου
 

κεφαλαίου, μελετϊνται διφαςικζσ  ροζσ  με ςταγόνεσ  ςε διδιάςτατουσ κλειςτοφσ αγωγοφσ με 

διακλάδωςθ ταφ ι διπλι γωνία ςε πεδίο αναπτυςςόμενθσ ςτρωτισ ροισ, χαμθλοφ αρικμοφ 

Re λόγω διαφοράσ πιζςεωσ ςτα άκρα του αγωγοφ. Η ςφγκλιςθ του αλγορίκμου είναι πολφ 

καλι και το μετροφμενο υπόλοιπο του κριτθρίου ςφγκλιςθσ τθσ μεκόδου SOR καταγράφεται 

ακόμθ και μια τάξθ χαμθλότερο από περιπτϊςεισ ςε επιμικεισ αγωγοφσ.  Αυτό ενδεχομζνωσ 

παρατθρείται λόγω του μεγαλφτερου πλάτουσ του χωρίου υπολογιςμοφ που επιτρζπει 

παρόμοια χωρικά βιματα ςτισ κατευκφνςεισ x και y. Η διαφορά μάηασ (επιφάνειασ)  των 

ςταγόνων διατθρείται  ςτισ περιςςότερεσ των περιπτϊςεων χαμθλότερθ από τθν  μζγιςτθ 

διαφορά 1.5% του κριτθρίου, ενϊ ςε λίγεσ μόνο ςτιγμζσ ενεργοποιείται ο υβριδικόσ 

αλγόρικμοσ διατιρθςθσ τθσ μάηασ (επιφανείασ) των ςταγόνων. Σα ςχιματα δείχνουν ςχεδόν 

άριςτθ διατιρθςθ του πάχουσ τθσ διεπιφάνειασ. Ειδικότερα ςτθν περίπτωςθ τθσ 

διακλάδωςθσ ταφ με ςτόχο να διαφανεί ςαφζςτερα το ρευςτομθχανικό υπόβακρο  των 

μθχανιςμϊν παραμόρφωςθσ, μετανάςτευςθσ και διάςπαςθσ  των ςταγόνων, παρουςιάηονται 

αναλυτικά αποτελζςματα ςτθν δομι και μορφι του 5ου κεφαλαίου και αναπαρίςταται 

λεπτομερϊσ το ροϊκό πεδίο και θ κατανομι του πεδίου πιζςεων ςε πολλά ςτιγμιότυπα του 

μεταβατικοφ φαινομζνου. Ενδεικτικά για πλθρότθτα γίνεται ςφγκριςθ αποτελεςμάτων τθσ 

μελζτθσ μασ με αποτελζςματα τθσ βιβλιογραφίασ. 
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Πίνακασ 6.1.  Οι τιμζσ των αδιάςτατων παραμζτρων τθσ ςταγόνασ για τισ περιπτϊςεισ 

διφαςικϊν ροϊν ςε  αγωγοφσ με διακλάδωςθ ταφ ι  διπλι γωνία που μελετικθκαν ςτο 6ο 

κεφάλαιο. 

 

Α/Α χήμα Re We Ca λ δ κ τα-
γόνεσ 

Γεωμετρία 

01 6. 1 15 2.8571 0.14286 4 -0.0667 0.667 3 Διδιάςτατθ  
διπλι γωνία   

02 6. 2 15 4.0 0.2 4 0 0.48 4 Διδιάςτατθ  
διπλι γωνία   

03 6. 3 15 1.0 0.05 4 0 0.75 2 Διδιάςτατθ  
διπλι γωνία   

04 6. 4 20 2 0.1 4 -0.14 0.744  2 Διδιάςτατθ  
διακλάδωςθ 

ταφ  90
0
 

 

 

6.2.  ΔΙΔΙAΣΑΣΗ  ΔΙΠΛH ΓΩΝIΑ  

 

τα χ.6.1. ζωσ χ.6.3. φαίνονται ςτιγμιότυπα διφαςικισ ροισ μζςα ςε διδιάςτατουσ 

αγωγοφσ με διπλζσ γωνίεσ ςυγκεκριμζνθσ γεωμετρίασ. Απεικονίηεται θ παραμόρφωςθ των 

περιγραμμάτων ομάδων τριϊν ι τεςςάρων ςταγόνων και θ αντίςτοιχθ μετανάςτευςθ τουσ 

μζςα ςτο περιβάλλον ρευςτό (κφρια φάςθ). Η κατεφκυνςθ ροισ  δθλϊνεται  πάντα  από  

αριςτερά προσ τα δεξιά του αγωγοφ .  

 

6.2.1.  Σρείσ ςταγόνεσ:  Re=15, We=2.8571, Ca=0.14286, λ=4, δ=-0.0667, k=0.667. 

 

 

(α)     t= 0, 1.7124 και 6.5063 

 

                                
(β)    t = 4.1097                                                          (γ)      t = 5.4792 

 

Σχ.6.1.(α, β, γ). 1  Τρείσ ςταγόνεσ:  Re=15, We=2.8571, Ca=0.14286, λ = 4, δ=-0.0667, k=0.667. 

                                                           

1
  Χριςταφάκθσ,, Τςαγγάρθσ,  2008.  Σχ.6. 
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6.2.2. Σζςςερεσ ςταγόνεσ:  Re=15, We=4,  Ca=0.2, λ=4, δ=0, k=0.48. 

 

         

(α)         t= 5.1370                                     (β)            t = 5.8046 

Σχ.6.2.(α, β). Τζςςερεσ ςταγόνεσ:  Re=15, We=4,  Ca=0.2, λ=4, δ=0, k=0.48. 

 

6.2.3.  Δφο ςταγόνεσ:  Re=15, We=1,  Ca=0.05, λ=4, δ=0, k=0.75. 

 

 

(α)    t = 0, 4.0339 και 7.6497 

          

                  (β)    t = 2.4346, 5.8416  και 9.1808 

Σχ.6.3(α, β). 2  Δφο ςταγόνεσ:  Re=15, We=1,  Ca=0.05, λ=4, δ=0, k=0.75. 

                                                           

2
 Χριςταφάκθσ,, Τςαγγάρθσ , 2008. χ.7. 
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Οι ςταγόνεσ ειςάγονται ςτθν κυρία φάςθ θ μία πίςω από τθν άλλθ ςτο αριςτερό άκρο του 

αγωγοφ ςτο χ.6.3.  πάνω ςτον άξονα ςυμμετρίασ,  ενϊ ςτα χ.6.1 και χ.6.2 ζκκεντρα πάνω 

ςε παράλλθλθ γραμμι προσ τον άξονα ςυμμετρίασ. 0ι διατάξεισ ςυγκροτοφνται από 

ιςομεγζκεισ κυλινδρικζσ (κυκλικζσ) ςταγόνεσ  διαφόρων μεγεκϊν.  

 
6.2.4. Παρατηρήςεισ ςχετικζσ με την παραμόρφωςη και την μετανάςτευςη των ςταγόνων. 

τα χ.6.1. και 6.2. αναμζνεται μεγάλθ παραμόρφωςθ τθσ ςταγόνασ κακϊσ οι ςταγόνεσ 

πλθςιάηουν τθν διπλι γωνία. Σο πίςω τμιμα τθσ ςταγόνασ κοντά ςτθν πάνω γωνία 

κακυςτερεί ςταδιακά. Αυτό δθμιουργεί μια μεγάλθ και λεπτι ουρά. Οι πλευρζσ τθσ 

ςταγόνασ ςυμπιζηονται και το κεντρικό και πίςω μζροσ τθσ ςταγόνασ λεπταίνει, ενϊ το 

μπροςτινό τμιμα διατθρεί το ςχεδόν κυκλικό ςχιμα και παραμορφϊνεται ελαφρϊσ.  

το χ.6.3. επιπλζον θ μεγάλθ εγκάρςια διαδρομι επιβραδφνει τθν οριηόντια μεταφορά των 

ςταγόνων και περιορίηει τθν περιςτροφι και τθν επιμικυνςθ τουσ δθμιουργϊντασ  

μεγαλφτερθ τάςθ για τελικι χαλάρωςθ των ςχθμάτων των ςταγόνων. το χ.6.1. θ D 

κυμαίνεται από 0.33 ζωσ 0.61, ο E.R. από 1.46 ζωσ 2.00 και θ γωνία κλίςθσ κυμαίνεται πάνω 

από 160
0
 και τείνει ςτισ 180

0
. Αντίςτοιχα ςτο χ.6.3, θ D κυμαίνεται από -0.06 ζωσ 0.43, ο 

E.R. από 1.13 ζωσ 1.73 και θ πορεία τθσ ζντονθσ ταλάντωςθσ τθσ γωνίασ κλίςθσ μπορεί να 

εκφραςτεί χονδρικά από το ςχιμα 140
0
   90

0
 120

0
  180

0
.  

Αντικζτωσ ςτο χ.6.2., το ςχεδόν κυκλικό ςχιμα, των μεςαίου μεγζκουσ, κεντρικά 

τοποκετθμζνων ςταγόνων δθμιουργεί εικόνα που μοιάηει με το πρότυπο του τραίνου, ςτο 

οποίο ζνασ πυρινασ που αποτελείται από τισ ςταγόνεσ, ςυμπεριφζρεται ωσ άκαμπτο ςϊμα 

με ταχφτθτα U , ςε ροι με προφίλ ταχφτθτασ τφπου plug zone. Οι διακυμάνςεισ των D και 

E.R. δείχνουν μόνο μικρζσ αποκλίςεισ από τισ αρχικζσ τιμζσ. Σζλοσ και για τισ δφο μορφζσ 

αγωγϊν επαλθκεφεται ότι όςο μεγαλφτεροι είναι οι We και Ca, τόςο μεγαλφτερθ είναι θ 

παραμόρφωςθ και περιςτροφι των ςταγόνων και μικρότερθ είναι θ επίδραςθ τθσ 

επιφανειακισ τάςθσ.  

 

6.3.  ΑΠΟΣΟΜΗ  ΔΙΔΙΑΣΑΣΗ  ΔΙΑΚΛΑΔΩΗ ΣΑΦ  900     

τo χ.6.4. παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα περιγραμμάτων μιασ αρχικισ ομάδασ δφο ίςων 

κυκλικϊν (κυλινδρικϊν) ςταγόνων που διαςπείρονται ςε διφαςικι ροι μζςα ςε διδιάςτατο 

αγωγό με απότομθ διακλάδωςθ ταφ  900. Οι ςταγόνεσ ειςάγονται ςτο περιβάλλον ρευςτό 

(κφρια φάςθ) θ μία πίςω από τθν άλλθ ςτο αριςτερό άκρο του οριηόντιου τμιματοσ του 

αγωγοφ ζκκεντρα ςτθν κζςθ y/h=1.14 ςε ευκεία παράλλθλθ ςτον άξονα ςυμμετρίασ του 

οριηοντίου ςκζλουσ του ταφ, y/h = 1.0. Ιςχφει h=1. Σο μικοσ και το φψοσ του ταφ είναι L=12  
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(x/h=y/h=0-12). Σο πλάτοσ του αγωγοφ είναι τόςο ςτο οριηόντιο ςκζλοσ όςο και ςτθν 

διακλάδωςθ H=2h=2.  Σο καρτεςιανό αρικμθτικό πλζγμα του χωρίου υπολογιςμοφ είναι 

300Χ300. Επιλζχκθκαν ςυνκικεσ προςομοίωςθσ  Re=20, We=2, Ca=0.1, λ=4, δ=-0.14, 

k=0.744. Η διακλάδωςθ αντιςτοιχεί ςτθν κζςθ x/h=5 ζωσ 7.  

αν οριακι ςυνκικθ ειςόδου χρθςιμοποιικθκε παραβολικό προφίλ για τθν ταχφτθτα  u/U  

με μζςθ ταχφτθτα U=1 ενϊ ςαν οριακι ςυνκικθ εξόδου χρθςιμοποιικθκε παραβολικό 

προφίλ ταχφτθτασ u/U με  μζςθ ταχφτθτα U=0.4 ςτον οριηόντιο κλάδο και παραβολικό 

προφίλ ταχφτθτασ v/U  με  μζςθ ταχφτθτα U=0.6 ςτθν  διακλάδωςθ, ϊςτε να εξάςφαλίηεται 

παροχι 60% τθσ αρχικισ ςτθν διακλάδωςθ και 40% ςτο οριηόντιο ςκζλοσ του ταφ μετα τθν 

διακλάδωςθ.  

Η ςτιγμιαία μορφι, θ παραμόρφωςθ και θ μετανάςτευςθ των ςταγόνων ςτα διάφορα 

ςτιγμιότυπα  προκφπτουν από αναπαράςταςθ των ιςοχψϊν τθσ φ=0 με ελάχιςτο πάχοσ 

διεπιφάνειασ που επιλζγεται από το λογιςμικό του προγράμματοσ γραφικϊν χωρίσ χριςθ 

του προεπιλεγμζνου πάχουσ του αλγορίκμου τθσ μεκοδολογίασ που χρθςιμοποιείται ςτα 

Σχ.6.1. ζωσ Σχ.6.4.(α). Αποφεφγεται με αυτό τον τρόπο θ απεικόνιςθ και 

ψευδοςθμείων τθσ 0   πολφ κοντά ςτθν τιμι 0  , όπωσ ςε ςθμεία του 

περιγράμματοσ τθσ ςταγόνασ με μεγάλεσ παραμορφϊςεισ, πτυχϊςεισ  και περιοχζσ 

εμφανίςεωσ ςταγονιδίων που απαιτοφν ιδιαίτερθ ευκρίνεια και εμφανίηονται ςτθν 

περίπτωςθ αυτι κοντά ςτθν διακλάδωςθ.  

χετικά με τθ διακλάδωςθ τα αποτελζςματα φαίνονται καλά, αν και θ διάςπαςθ τθσ 

ςταγόνασ ςτθν ακμι δθμιουργεί μικρότερεσ ςταγόνεσ που κα ικελαν ενδεχομζνωσ και 

ακόμθ πυκνότερα πλζγματα. 

 

      
                                            (α)       t=0                                             (β)        t=0.0385     
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(γ)       t=0.3163                                (δ)      t=0.6249                          (ε)        t=0.8409 

 

  
(ςτ)       t=1.1339                               (η)      t=1.4424                       (θ)       t=1.7509 

 

  
(κ)      t=2.0594                              (ι)      t=2.368                                 (ια)       t=2.6765 

         

   
(ιβ)       t=2.985                                (ιγ)    t=3.2935                              (ιδ)      t=3.6019 

       

   
              (ιε)      t=3.9104                               (ιςτ)     t=4.5288                         (ιη)      t=4.8378         
 

     
(ιθ)     t=5.1468                                 (ικ)       t=5.4551                      (κ)      t=5.7023 
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(κα)     t=6.011                                  (κβ)     t=6.289(κη)                      (κγ)      t=6.7997 

 
 

  
(κδ)      t=7.1088                               (κε)      t=7.4178                      (κςτ)     t=8.6548 

 

 

          
(κη)      t=8.9634(κη)                             (κθ)      t=9.8582                              (κκ)      t=13.096 

 
Σχ.6.4.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι,ια,ιβ,ιγ,ιδ,ιε,ιςτ,ιη,ιθ,ικ,κ, κα, κβ, κγ,κδ,κε,κςτ,κη,κθ,κκ).Διφαςικι 
ροι ςε απότομθ διδιάςτατθ  διακλάδωςθ ταφ 900.  Δφο  ςταγόνεσ:  Re=20, We=2, Ca=0.1, 

λ=4, δ=-0.14, k=0.744. 
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                          (α) Σχ.6.4. χωρίσ ςταγόνεσ                                             (β ) Σχ.6.4.(β) 
 

    
                               (γ) Σχ.6.4. (ιγ)                                                             (δ ) Σχ.6.4.(ιε) 
 
 

      
(ε) Σχ.6.4. (κ)                                                             (ςτ) Σχ.6.4.(κβ) 
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(η) Σχ.6.4. (κδ)                                                             (θ) Σχ.6.4.(κςτ) 

 

     
                                   (κ) Σχ.6.4. (κθ)                                                  (ι) Σχ.6.4.. (κκ)  

 
Σχ.6.5.(α,β,γ,δ,ε,ςτ,η,θ,κ,ι). Ιςοταχείσ] Απεικόνιςθ των κατανομών (ιςοταχών) του πεδίου  τθσ 
αδιάςτατθσ ταχφτθτασ Χ=[(u2+v2)1/2/U  ςε ολόκλθρο το  χωρίο υπολογιςμοφ τθσ διακλάδωςθσ 

(ταφ 900) για επιλεγμζνα  ςτιγμιότυπα του Σχ.6.4.    
 
 

 
 

(α) Σχ.6.4.  χωρίσ ςταγόνεσ                                             (β ) Σχ.6.4.(β) 
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(γ) Σχ.6.4. (ιγ)                                                             (δ ) Σχ.6.4.(ιε) 

 

                
(ε) Σχ.6.4. (κ)                                                             (ςτ) Σχ.6.4.(κβ) 

 

             
(η) Σχ.6.4. (κδ)                                                             (θ) Σχ.6.4.(κςτ) 
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(κ) Σχ.6.4.(κθ)                                                                   (ι) Σχ.6.4.(κκ) 

 
Σχ.6.6.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι). Απεικόνιςθ των γραμμών ροισ που ςχθματίηονται ςτθν περιοχι 

τθσ διακλάδωςθσ (ταφ 90
0
)  από το  αδιάςτατο διανυςματικό ροϊκό πεδίο (u/U, v/U) για 
επιλεγμζνα ςτιγμιότυπα του Σχ.6.4. 

 
Από ςτιγμιότυπο ςε ςτιγμιότυπο παρατθρείται ζντονθ αλλαγι του πεδίου ροισ, 

μετανάςτευςθ και μεγάλθ αυξομείωςθ των ανακυκλοφοριϊν άμεςα ςυνυφαςμζνθ με τθν 

εκάςτοτε κζςθ των ςταγόνων ςτον αγωγό φαινόμενο που ζχομε παρατθριςει και ςε άλλεσ 

γεωμετρίεσ αγωγϊν.  

 

       
 
 (α)  Σχ.6.4.  χωρίσ ςταγόνεσ   (β) Σχ.6.4.(β)                 (γ) Σχ. 6.4.(ιγ)               (δ) Σχ.6.4.(ιε)   
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             (ε) Σχ.6.4. (κ)                 (ςτ) Σχ.6.4.(κβ)                     (η) Σχ.6.4.(κδ)            (θ) Σχ.6.4.(κςτ)      
 
 
 
 

                    
(κ) Σχ.6.4. (κθ)                         (ι) Σχ.6.4. (κκ) 

 
Σχ.6.7.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι). Απεικόνιςθ των κατανομών (προφίλ) τθσ αδιάςτατθσ εγκάρςιασ  
ταχφτθτασ  v/U ςε επιλεγμζνεσ  κζςεισ y κατά πλάτοσ του αγωγοφ που ςχθματίηονται ςτθν 
περιοχι τθσ διακλάδωςθσ (ταφ 900)   από το  αδιάςτατο διανυςματικό ροϊκό πεδίο (u/U, 

v/U) για επιλεγμζνα ςτιγμιότυπα του Σχ.6.4.    
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(α) Σχ.6.4. χωρίσ ςταγόνεσ 

 

 
                                                                                        (β ) Σχ.6.4.(β) 

 

 
                                                                                (γ) Σχ. 6.4.(ιγ)                          
  

 
(δ) Σχ. 6.4.(ιε) 

 

 
(ε) Σχ.6.4. (κ)                                                              

 

 
(ςτ) Σχ.6.4.(κβ) 

 

 
(η) Σχ.6.4.(κδ)                           
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                                                                       (θ) Σχ.6.4.(κςτ)      
 

 
(κ) Σχ.6.4. (κθ) 

 
(ι) Σχ.6.4. (κκ) 

 
Σχ.6.8.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι). Απεικόνιςθ των κατανομών (προφίλ) τθσ αδιάςτατθσ οριηόντιασ  
ταχφτθτασ  u/U ςε επιλεγμζνεσ  κζςεισ x κατά μικοσ του αγωγοφ που ςχθματίηονται ςτθν 
περιοχι τθσ διακλάδωςθσ (ταφ 900)   από το  αδιάςτατο διανυςματικό ροϊκό πεδίο (u/U, 

v/U) για  επιλεγμζνα  ςτιγμιότυπα του Σχ.6.4.    
        

 

       
                          (α) Σχ.6.4. χωρίσ ςταγόνεσ                                             (β ) Σχ.6.4.(β) 
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                                  (γ) Σχ.6.4. (η)                                                           (δ) Σχ.6.4. (ιγ)                                                              

 
 
 
 

      
                            (ε ) Σχ.6.4.(ιε)                                                  (ςτ) Σχ.6.4.(κ)                                 
 

       
                                  (η) Σχ.6.4.(κβ)                                                           (θ) Σχ.6.4.(κδ)                                                              
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                                  (κ) Σχ.6.4.(κςτ)                                                           (ι) Σχ.6.4. (κθ)                                                              
 
 
 

 
(ιa) Σχ.6.4. (κκ) 

                                                       
Σχ.6.9.(α,β,γ,δ,ε.ςτ,η,θ,κ,ι,ια). Απεικόνιςθ των κατανομών (ιςοταχών) του πεδίου  τθσ 

αδιάςτατθσ πίεςθσ p  = p/(ρc U
2
)  ςε ολόκλθρο το  χωρίο υπολογιςμοφ τθσ διακλάδωςθσ 

(ταφ 900) για επιλεγμζνα  ςτιγμιότυπα του Σχ.6.4.    

Παρατθρείται τοπικι διαταραχι και αφξθςθ τθσ πίεςθσ ςτθν περιοχι των ςταγόνων.  

 
 
 
 

6.4. ΤΓΚΡΙΗ ΜΕ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΑ ΔΕΔΟΜΕΝΑ     
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Ποιοτικι ςφγκριςθ του μονοφαςικοφ πεδίου ςε διακλάδωςθ (ταφ) του χ.6.5.(α) γίνεται 

ενδεικτικά με το χ.6.10, όπου παρουςιάηονται  (α) τα προφίλ ταχυτιτων για Re=153 και ςτο 

(β) οι γραμμζσ ροισ και φαίνεται θ ανακυκλοφορία, Θ. Πάππου
3
.  

 

                   
                              (α)                                                                                             (β) 
               

Σχ.6.10.(α,β) Διακλάδωςθ ταφ για Re=153. (α) προφίλ ταχυτιτων και (β) γραμμζσ ροισ. 
(Πάππου) 

 
Οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ που χρθςιμοποιικθκαν για τθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ ιταν. 

Παραβολικό προφίλ ταχφτθτασ u ςτθν είςοδο και v=0. τισ εξόδουσ παράγωγοι των 

ταχυτιτων κατά μικοσ μθδζν και ίςεσ πιζςεισ ςτισ εξόδουσ. Με τισ ςυγκεκριμζνεσ 

ςυνοριακζσ ςυνκικεσ είχαν αποκαταςτακεί παραβολικά προφίλ ςτισ δφο εξόδουσ και 

παροχζσ με ςχζςθ 71% και 29% περίπου ςτισ δφο εξόδουσ (οριηόντια και κατακόρυφθ). 

Επίςθσ θ ομοιότθτα των παρατθριςεων όπωσ και θ μεγάλθ ποικιλία ςτα χαρακτθριςτικά 

των ροϊν ςε διακλάδωςθ (ταφ) τόςο για το μονοφαςικό όςο και για το διφαςικό πεδίο 

αναφζρονται εκτενϊσ και ςτθν παρακάτω βιβλιογραφία.  
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7.1.  ΜΟΝΣΕΛΟΠΟΙΗΗ ΚΑΙ ΜΕΛΕΣΗ ΣΗ ΜΙΚΡΟΚΤΚΛΟΦΟΡΙΑ Ω ΔΙΦΑΙΚΗ ΡΟΗ. 

το 70 κεφάλαιο παρουςιάηεται θ αρικμθτικι μοντελοποίθςθ τθσ μικροκυκλοφορίασ του 

αίματοσ ωσ διφαςικισ ροισ ςταγόνων με αλγορίκμουσ τθσ αρικμθτικισ μεκοδολογίασ 

αξονομετρικισ διφαςικισ ροισ υγροφ ςε υγρό που αναπτφξαμε με τθν ςφμπλεξθ των 

εξιςϊςεων Navier-Stokes και των αλγορίκμων τθσ μεκόδου Level-Set. Προςομοιϊνονται ο 

αρικμόσ των ςταγόνων (αιμοςφαιρίων), διάφορα αδιάςτατα γεωμετρικά χαρακτθριςτικά τθσ 

ροισ και οι αδιάςτατοι χαρακτθριςτικοί αρικμοί: Reynolds (Re), τριχοειδήσ (Ca), Weber (We), 

λόγοσ ιξωδϊν των φάςεων (λ).   

Η μελζτθ τθσ κίνθςθσ και παραμόρφωςθσ των κυττάρων του αίματοσ ςτα τριχοειδι αγγεία 

αποτζλεςε κίνθτρο για τθν εκτζλεςθ αυτισ τθσ διατριβισ και αντικείμενο εφαρμογισ των 

μεκόδων που αναπτφξαμε για τισ διφαςικζσ ροζσ. Η διζλευςθ των ερυκρϊν αιμοςφαιρίων 

ςτθν μικροκυκλοφορία κεωρείται κεμελιϊδεσ πρόβλθμα ςτθν φυςιολογία και τθν 

βιορευςτομθχανικι, γιατί ςυςχετίηεται με τισ ρεολογικζσ ιδιότθτεσ και τθ μεταφορά του 

αίματοσ ςτα τριχοειδι αγγεία, ςε διελεφςεισ ιςτϊν αλλά και με τθν ρευςτοδυναμικι τθσ 

αιματικι ροισ ςτο όλο κυκλοφορικό ςφςτθμα.  

 Σο πλαίςιο αναφοράσ για τθν κατανόθςθ των εννοιϊν ζχει περιγραφεί ςτο 10 κεφάλαιο. 

υγκεκριμζνα, ςτθν §1.12. παρουςιάηονται εκτενϊσ ςτοιχεία φυςιολογίασ τθσ 

μικροκυκλοφορίασ, θ ςφςταςθ και ο ρόλοσ του αίματοσ με τισ μακροςκοπικζσ ρεολογικζσ 

ιδιότθτεσ του και κεμελιϊνεται θ παραμορφωςιμότθτα των ερυκρϊν αιμοςφαιρίων. Επίςθσ 

ςτθν §1.13 παρουςιάηονται ςτοιχεία κεωρθτικϊν και πειραματικϊν μελετϊν  

μοντελοποίθςθσ τθσ μικροκυκλοφορίασ του αίματοσ και ςτθν §1.14 αντίςτοιχεσ αρικμθτικζσ  

προςομοιϊςεισ. 
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 Επιγραμματικά ςφμφωνα με τθν φυςιολογία, το αίμα είναι εναιϊρθμα κυτταρικϊν 

ςτοιχείων αποτελοφμενο από το πλάςμα που παρουςιάηει Νευτϊνεια ςυμπεριφορά, τα 

λευκά αιμοςφαίρια (WBC), τα αιμοπετάλια και τα ερυκρά αιμοςφαίρια (RBC) που είναι 

υπεφκυνα για τθν μθ Νευτϊνεια ςυμπεριφορά του αίματοσ. Σο αίμα, Κουτςοφρησ et.al., 

2003,  ζχει πυκνότθτα 1.06 gr/cm3 και ιξϊδεσ 3.5-5 cpoise, το RBC, 1.10 gr/cm3 με ςχιμα 

διςκοειδϊν αμφίκοιλων παραμορφϊςιμων δίςκων διαμζτρου περίπου 7.8 μm και το 

πλάςμα 1.03 gr/cm3 με ςτακερι ςυνεκτικότθτα 1.8 cp. Η μζςθ ταχφτθτα ροισ ςε τριχοειδι 

είναι τθσ τάξθσ του 1 mm/sec. Ο αρικμόσ Reynolds μίασ τυπικισ ροισ μζςα ςε τριχοειδι 

είναι μικρότεροσ από το 10-2.  Η μεγάλθ παραμορφωςιμότθτα τθσ μεμβράνθσ επιτρζπει τθν 

δίοδο του RBC μζςα από τριχοειδι αγγεία ακόμθ και ςε τριχοειδι ίδιασ ι μικρότερθσ 

διάςταςθσ από το RBC. Η κυτταρικι μεμβράνθ είναι ανάλογθ ενόσ «μωςαϊκοφ ρευςτοφ» με 

αρνθτικό φορτίο ςτθν επιφάνειασ τθσ. To πάχοσ τθσ κυτταρικισ μεμβράνθσ είναι περίπου 

0.81 μm. Αιματοκρίτθσ (hematocrit) (Ηct) ορίηεται ωσ θ επί τοισ εκατό κατ’ όγκο 

περιεκτικότθτα του αίματοσ ςε ζμμορφα ςτοιχεία. Σα WBC χαρακτθρίηονται από υψθλό 

εςωτερικό ιξϊδεσ και είναι ςχεδόν ςφαιρικά  διαμζτρου 8−20 μm.  

το διφαςικό μοντζλο τθσ μικροκυκλοφορίασ, τα ερυκρά και τα λευκά αιμοςφαίρια όπωσ και 

το πλάςμα κεωροφνται αςυμπίεςτα, ςυνεκτικά ρευςτά διαφορετικοφ ιξϊδουσ που 

διαχωρίηονται με παραμορφϊςιμθ ελαςτικι μεμβράνθ που προςομοιϊνεται ςε 

ικανοποιθτικό βακμό με τθν  επιφανειακι τάςθ που επιβάλλεται ςτθν διεπιφάνεια των δφο 

υγρϊν φάςεων. Σα αιμοςφαίρια διαςπείρονται και παραμορφϊνονται μζςα ςτο πλάςμα, 

όπωσ ςταγόνεσ ςε περιβάλλον ρευςτό, χωρίσ να αναμειγνφονται μεταξφ τουσ ςε ςυνκικεσ 

αναπτυςςόμενθσ ςτρωτισ ροισ, χαμθλοφ αρικμοφ Reynolds τθσ ςυνεχοφσ φάςθσ, λόγω 

διαφοράσ πιζςεωσ ςτα άκρα του αγωγοφ-αγγείου. Σα τριχοειδι αγγεία που ζχουν 

πολφπλοκθ δομι και θλεκτρομθχανικζσ ιδιότθτεσ, κεωροφνται απλουςτευτικά ςαν άκαμπτοι 

κυλινδρικοί ευκφγραμμοι αγωγοί ι αγωγοί με ςτζνωςθ ι/και διεφρυνςθ ι ςυνθμιτονοειδείσ 

ευκφγραμμοι αγωγοί.  

Εδϊ  ρb, μb είναι θ πυκνότθτα και το ιξϊδεσ των κυττάρων του αίματοσ και ρc, μc  τα  

αντίςτοιχα μεγζκθ του πλάςματοσ που αποτελεί τθν ςυνεχι φάςθ. R είναι θ ακτίνα του 

αγγείου ςτθν είςοδο, r θ ακτίνα τθσ αρχικοφ κυκλικοφ κυττάρου ςτθν είςοδο του 

τριχοειδοφσ. Τποτίκεται ρb=ρc . Επίςθσ τα κριτιρια μζτρθςθσ τθσ παραμόρφωςθσ κατά Taylor 

περιγράφουν ποςοτικά το μζγεκοσ τθσ παραμόρφωςθσ του κυττάρου του αίματοσ. 
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7.2.  ΑΠΟΣΕΛΕΜΑΣΑ  ΚΑΙ  ΤΖΗΣΗΗ    

7.2.1. Aξονοςυμμετρικόσ υνημιτονοειδήσ αγωγόσ1      

 τo χ.7.1. παρουςιάηονται ςτιγμιότυπα περιγραμμάτων ομάδασ δφο άνιςων κυκλικϊν 

(ςφαιρικϊν)  αιμοςφαιρίων-ςταγόνων που διαςπείρονται ςε διφαςικι ροι με ςυνκικεσ  

Re=20, We=2, Ca=0.1, λ=4, k1=0.5, k2=0.6 μζςα ςε κυλινδρικό αξονοςυμμετρικό αγωγό με 

τοίχωμα που περιγράφεται από ςυνθμιτονοειδι καμπφλθ με εξίςωςθ 

y = 0.05×cos(4x)+0.95  για να προςομοιϊςει τθν γεωμετρία του αγγείου. Σα αιμοςφαίρια 

όπωσ ςταγόνεσ ειςάγονται ςτο πλάςμα (κφρια φάςθ) το ζνα πίςω από το άλλο ςτο αριςτερό 

άκρο του αγγείου πάνω ςτον άξονα ςυμμετρίασ. Τλοποιοφνται ςε όλο το πεδίο ροισ οι 

κατάλλθλεσ αρχικζσ ςυνκικεσ και υπολογίηεται το μονοφαςικό πεδίο τθσ κυρίασ φάςθσ 

μζςα ςτον κλειςτό κυματοειδι ςυνθμιτονοειδι αγωγό με οριακζσ ςυνκικεσ: μθ ολίςκθςθσ 

ςτα τοιχϊματα του αγωγοφ, ελεφκερθσ ολίςκθςθσ ςτον άξονα του αξονομετρικοφ αγωγοφ, 

ειςροισ ςτθν αριςτερι είςοδο και εκροισ  ςτθν ζξοδο του αγωγοφ.  

Σα u,v,p του μονοφαςικοφ πεδίου αποτελοφν  τισ αρχικζσ ςυνκικεσ για τθν μελζτθ του 

όποιου διφαςικοφ πεδίου ςτθν ςυγκεκριμζνθ γεωμετρία.  Η αδιάςτατθ τιμι τθσ ακτίνασ 

R=D/2=1.  Η είςοδοσ του αγωγοφ αντιςτοιχεί ςτθ μζγιςτθ διάμετροσ D του αγωγοφ, άρα 

(y/R=0-1). Σο μικοσ του αγωγοφ είναι L=20, (x/R=0-20) και το καρτεςιανό αρικμθτικό 

πλζγμα είναι  800Χ80.  

 

(α)      t =  0 ςε διάφορεσ αναλφςεισ 

       

(β)      t=0.185                             (γ)      t=0.3694 

    

(δ)      t=0.4616                              (ε)      t=0.6369 

Σχ.7.1.(α,β,γ,δ,ε).  Aξονοςυμμετρικόσ Συνημιτονοειδήσ αγωγόσ. Δφο  ςταγόνεσ: Re=20, We=2,  

Ca=0.1, λ=4, k1=0.5, k2=0.6. 

                                                           

1
 Χριςταφάκησ & Τςαγγάρησ,2010. 
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Οι τιμζσ τθσ παραμόρφωςθσ D είναι πολφ μικρζσ και για τα δφο μεςαίου μεγζκουσ κφτταρα. 

τθν περίπτωςθ αυτι δεν παρατθρείται τάςθ διαταραχισ ι διάςπαςθσ του μεςαίου 

μεγζκουσ ςταγόνων από τθν ειςαγωγι του κυματοειδοφσ ορίου ςτο τοίχωμα. Η ακρίβεια και 

θ ευκρίνεια  των περιγραμμάτων των διεπιφανειϊν που επιτεφχκθκε κρίνεται επαρκισ. 

 

       

(α)                    (β)                      (γ)                  

         

             (δ)    Σχ.7.1.(β) 

Σχ.7.2.(α,β,γ). Η κατανομή τησ αδιάςτατησ πίεςησ  pϋ κατά μήκοσ του άξονα του αγωγοφ (y=0) 

ςτο μονοφαςικό πεδίο του Σχ.7.1.  χωρίσ την ςταγόνα: (α) τοπική λεπτομζρεια με μεγάλη 

ανάλυςη, (β) τοπική λεπτομζρεια ςε μικρότερη ανάλυςη , (γ) ςε ολόκληρο το μήκοσ του 

αγωγοφ.  (δ). Η κατανομή τησ αδιάςτατησ πίεςησ  pϋ κατά μήκοσ του άξονα του αγωγοφ (y=0) 

ςτο διφαςικό πεδίο  του Σχ.7.1.(β). 

 

        

(α)  Μονοφαςικό πεδίο του Σχ.7.1 χωρίσ τισ  ςταγόνεσ.                 (β)  Σχ.7.1(θ). 

Σχ.7.3.(α, β). Ιςοταχείσ u/U (α)  του μονοφαςικοφ πεδίου του  Σχ.7.1. χωρίσ τισ ςταγόνεσ. 

Απόςταςη ιςοχψϊν  0.025 και (β) του διφαςικοφ πεδίου του Σχ.7.1.(ε) ςτην περιοχή του 

ςυνημιτονοειδοφσ τοιχϊματοσ. Απόςταςη ιςοχψϊν  0.02. 
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(α)  Μονοφαςικό πεδίο του Σχ.7.1.  χωρίσ την ςταγόνα 

      

(β)  Σχ.7.1.(β) 

         

         (γ)  Σχ.7.1.(ε) 

Σχ.7.4.(α,β,γ).  Ιςοταχείσ u/U (α)  του μονοφαςικοφ πεδίου του Σχ.7.1.  χωρίσ την ςταγόνα και  

(β,γ) των διφαςικϊν πεδίων του Σχ.7.1. 

 

Επίςθσ με τον αρικμθτικό διφαςικό αλγόρικμο κακίςταται εφικτόσ ο υπολογιςμόσ 

ρευςτοδυναμικϊν μεγεκϊν ςτθν περιοχι ενδιαφζροντοσ ι ςε ολόκλθρο το χωρίο 

υπολογιςμοφ για επιλεγμζνα ςτιγμιότυπα τθσ ροισ. Σα ςτοιχεία καταγράφονται και 

προκφπτουν διάφορεσ απεικονίςεισ όπωσ:  
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α) των ιςοταχϊν του πεδίου τθσ αδιάςτατθσ ταχφτθτασ u’=u/U ςτα χ.7.3 & 7.4  

β) το αδιάςτατο διανυςματικό ροϊκό πεδίο (u’=u/U, v’=v/U) ςε μορφι εγκάρςιων κατανομϊν 

(προφίλ) ςε επιλεγμζνεσ  κζςεισ x κατά μικοσ του αγωγοφ ςτο χ.7.5 και γ) οι διαμικεισ 

κατανομζσ τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ p  ςτο χ.7.2.  

 

 

(α)  Μονοφαςικό πεδίο του Σχ.7.1.  χωρίσ τισ ςταγόνεσ 

 

(β)  Σχ.7.1.(β) 

 

  (γ)  Σχ.7.1.(ε) 

Σχ.7.5.(α,β,γ). Απεικόνιςη των αδιάςτατων διανυςματικϊν ροϊκϊν πεδίων (u/U, v/U) του 

Σχ.7.1.(α)  του μονοφαςικοφ πεδίου χωρίσ την ςταγόνα και (β,γ) των διφαςικϊν πεδίων 

Σχ.7.1.(β)και 7.1.(ε)). 

 

7.2.2. Παρατηρήςεισ για την παραμόρφωςη και την μετανάςτευςη των αιμοςφαιρίων.   

Σα περιςςότερα αναλυτικά αποτελζςματα του 40, 50 και 60 κεφαλαίου, αφοροφν ςε 

ευκφγραμμουσ αγωγοφσ ι αγωγοφσ με ςφνκετθ γεωμετρία με ςτακερά, άκαμπτα 

ευκφγραμμα τοιχϊματα, όπωσ ςτενϊςεισ, διαςτολζσ, ςτενϊςεισ και διαςτολζσ, 

διακλαδϊςεισ ταφ και διπλζσ γωνίεσ και  προςφζρονται για αξιοποίθςθ ςτθν προςομοίωςθ 

και μελζτθσ τθσ μικροκυκλοφορίασ.  

Πράγματι, ενϊ ο διφαςικόσ αλγόρικμοσ από τθν δομι του είναι επαρκισ να προςομοιϊνει 

μεγάλο εφροσ ςυνκθκϊν διφαςικισ ροισ, επικεντρωκικαμε ςε ςυνκικεσ ανάλογεσ με αυτζσ 

που παρατθροφνται ςτθν μικροκυκλοφορία. Χρθςιμοποιείται ςυνικωσ ο λόγοσ ιξϊδουσ λ-4 

και κατάλλθλοι αρικμοί We, Ca που εξαςφαλίηουν επαρκι  επιφανειακι τάςθ ςτθν 

διεπιφάνεια, ϊςτε να μθν διαςπάται εφκολα όπωσ ςυμβαίνει και ςτθν λεπτι μεμβράνθ του 

ερυκροκυττάρου που παραμορφϊνεται χωρίσ να διαςπάται ςυνικωσ μζχρι διάμετρο 

τριχοειδοφσ αγγείου το 1/3 τθσ διαμζτρου του κυττάρου. Επίςθσ χρθςιμοποιείται  ςυνικωσ 

ο αρικμόσ Re=10 ι 20 που είναι αρκετά μικρόσ και ο αλγόρικμοσ ζχει δοκιμαςτεί επιτυχϊσ 
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για Re=2 (κεφ.4). Πολλζσ λοιπόν από τισ παρατθριςεισ των κεφ.4,5,6 μπορεί κάλλιςτα να 

υποςτθριχκεί ότι ιςχφουν αυτοφςιεσ και ςτθν μελζτθ τθσ μικροκυκλοφορίασ. Γενικά μπορεί 

να υποςτθριχκεί ότι το διφαςικό πεδίο ροισ ςτθν μικροκυκλοφορία παραμζνει  ςε αςτακι 

μεταβατικι κατάςταςθ.   

το χ.5.6 τθσ απότομθσ αξονοςυμμετρικισ ςτζνωςθσ με  Λ..=0.5,  δφο ςταγόνεσ: Re=20, 

We=2, Ca=0.1, λ=4, k1=0.8, k2=0.6 και ςτο χ.5.41 τθσ απότομθσ αξονοςυμμετρικισ 

τζνωςθσ-Διεφρυνςθσ με Λ..=0.25 και Λ.Δ.=1:0.75, δφο ςταγόνεσ: Re=20, We=2, Ca=0.1, 

λ=4, k1=0.6, k2=0.6 τα κφτταρα μεταφζρονται από το ρεφμα τθσ πρωτογενοφσ φάςθσ 

και τελικά ςτριμϊχνονται ςτθν ςτζνωςθ. Κακϊσ το κφτταρο μεταφζρεται προσ τθν περιοχι 

τθσ ςτζνωςθσ, το ρευςτό αναγκάηεται να κινθκεί προσ τθν αξονικι γραμμι, όπου θ 

ταχφτθτα είναι πολφ μεγαλφτερθ από το τμιμα ειςόδου και από τθν ταχφτθτα κοντά ςτα 

τοιχϊματα, χ.5.7(α,β) και χ.5.46(ε), χ.5.44(δ)). Η επιπλζον πτϊςθ τθσ πίεςθσ, χ.5.9(β) 

ωκεί τα κφτταρα κατάντθ τθσ ροισ και παρατθροφνται μεγάλεσ παραμορφϊςεισ, 

αναγκαςτικά μεγάλθ επιμικυνςθ του κυττάρου και διαμόρφωςθ με κετικι  καμπυλότθτα 

ςτο μζτωπο του κυττάρου που μοιάηει με ρφγχοσ. τα ςτιγμιότυπα του χ.5.6, όπου ο λόγοσ 

ςυςτολισ, Λ..=0.5, τα περιγράμματα των κυττάρων μζςα ςτθν ςτζνωςθ φαίνονται να 

επιμθκφνονται πολφ πιο ζντονα ςε ςχζςθ με τα ςτιγμιότυπα του χ.5.41, όπου Λ..=0.25 και 

να αναπτφςςεται ςτο πίςω μζροσ του κυττάρου εμφανισ ''ουρά-πτερφγιο'' με μεγάλθ 

αρνθτικι καμπυλότθτα και ενδείξεισ ζντονθσ διάτμθςθσ και διαχωριςμοφ τθσ ροισ. το 

χ.5.6 θ ροι φαίνεται αιςκθτά ταχφτερθ και θ απομάκρυνςθ των κυττάρων είναι αιςκθτά 

μεγαλφτερθ.  

τθν περιοχι των διευρφνςεων θ απότομθ επιβράδυνςθ τθσ ροισ, π.χ. χ.5.46(ε), χ.5.44(δ), 

χ.5.26) οδθγεί ςε ανακοφφιςθ των ςχθμάτων των κυττάρων, χ.5.41 και χ.5.25 τησ 

απότομθσ αξονοςυμμετρικισ διεφρυνςθσ, Λ.Δ.=2:1., Δφο  ςταγόνεσ:  Re=20, We=4, Ca=0.2, 

λ=4, k1=0.8, k2=0.5 και τελικά ςε ςχεδόν κυκλικά περιγράμματα. Παρατθρείται πλθςίαςμα 

και ςυςςϊρευςθ των αιμοςφαιρίων και ζντονθ τοπικι αλλαγι του διφαςικοφ πεδίου ροισ, 

χ.5.46(ε) και χ.5.26 ςε ςχζςθ με το αντίςτοιχο μονοφαςικό, χ.5.26(α) που δθμιουργεί 

προχποκζςεισ ζντονων διατμιςεων ςτθν διεπιφάνεια-μεμβράνθ.  

το χ.7.1. όπου επιχειρείται να προςομοιωκεί ακριβζςτερα το τριχοειδζσ αγγείο με 

ςυνθμιτονοειδι ευκφγραμμο αγωγό δεν παρατθρείται τάςθ διαταραχισ ι διάςπαςθσ των 

μεςαίου μεγζκουσ κυττάρων από τθν ειςαγωγι του κυματοειδοφσ ορίου ςτο τοίχωμα, που 

αποτυπϊνεται ςτθ μορφι των πεδίων ταχυτιτων, χ.7.3. και χ.7.4. και πιζςεων, χ.7.2.  

το χ.7.5. του κυματοειδοφσ αγγείου με τα μεςαίου μεγζκουσ κφτταρα που 

παραμορφϊνονται λίγο, και ςτο ευκφγραμμο τμιμα των αγγείων-αγωγϊν, χ.5.46(ε) και 
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χ.5.26, με τα μεγάλου μεγζκουσ κφτταρα που παραμορφϊνονται ζντονα αναπτφςςονται 

προφίλ ταχφτθτασ ςτθν περιοχι των κυττάρων που μοιάηουν με το αντίςτοιχο αμβλυμζνο 

προφίλ  τφπου plug zone και όχι με το παραβολικό τθσ ςτρωτισ ροισ.  

Οι παρατθριςεισ αυτζσ ςχολιάηονται αναλυτικά ςτο κεφ.4 και φαίνεται ότι επαλθκεφουν το 

γνωςτό Fâhraeus effect (§1.12.4), δθλαδι το φαινόμενο να δθμιουργείται ζνα κενό από 

ςταγόνεσ-κφτταρα δακτυλιοειδζσ ςτρϊμα κοντά ςτα τοιχϊματα λόγω τθσ μετανάςτευςθσ 

των κυττάρων προσ τισ περιοχζσ χαμθλοφ ρυκμοφ παραμόρφωςθσ ςτθν περιοχι υψθλισ 

ταχφτθτασ κοντά ςτον άξονα του τριχοειδοφσ. Η εικόνα αυτι δικαιολογεί τθν αυξθμζνθ 

ογκομετρικά ςυγκζντρωςθ ερυκροκυττάρων ςτθν μικροκυκλοφορία δθλαδι τον αυξθμζνο 

αιματοκρίτθ, ΗD ςε ςχζςθ με τον αιματοκρίτθ ΗT ςτα μεγάλα αγγεία του κυκλοφορικοφ, 

ΗD/ΗT=URBC/Upl , όπου Upl είναι θ μζςθ ταχφτθτα του πλάςματοσ και URBC είναι θ μζςθ 

ταχφτθτα του κυττάρου.  

Για να κακοριςτεί το Fahraeus effect απαιτείται ο εκάςτοτε λόγοσ Χ=Upl/URBC όπου 0.5<Χ<1 , 

ςχζςθ (11), Pozrikidis,2005 και Gaehtgens et.al., 1979. τα αποτελζςματα μασ το φαινόμενο 

γενικά ιςχφει, γιατί το κφτταρο κινείται με τθν ταχφτθτα τθσ γειτονιάσ του άξονα. Ειδικά 

μζςα ςτθν ςτζνωςθ αυτό γίνεται πολφ πιο φανερό. τθν διεφρυνςθ και τον ευκφγραμμο 

αγωγό επειδι δεν είναι τόςο μεγάλο το κφτταρο ςτα ςχιματα μασ δεν γίνεται οπτικά τόςο 

ςαφζσ. Ο αλγόρικμοσ μασ δεν υπολογίηει τθν εκάςτοτε μζςθ ταχφτθτα του RBC και του 

πλάςματοσ και  ζτςι δεν καταγράφονται μετριςεισ.  

Οι παρατθριςεισ τθσ διαςποράσ και παραμόρφωςθσ των αιμοςφαιρίων μζςα ςτο πλάςμα, 

χωρίσ να αναμειγνφονται μεταξφ τουσ ςε ςυνκικεσ αναπτυςςόμενθσ ςτρωτισ ροισ, χαμθλοφ 

Re λόγω διαφοράσ πιζςεωσ ςτα άκρα του αγωγοφ-αγγείου και θ λεπτομερισ παρουςίαςθ 

των κατανομϊν ταχυτιτων και πιζςεων του διφαςικοφ πεδίου ροισ προςφζρουν ςτθν 

περιγραφι και κατανόθςθ των φαινομζνων. Η γενικι εικόνα και θ παραμόρφωςθ των 

παραπάνω περιγραμμάτων των αιμοςφαιρίων μζςα ςτο πλάςμα, αν ςυγκρικοφν ποιοτικά, 

φαίνεται να είναι αρκετά παρόμοιεσ και ςε ςυμφωνία με προθγοφμενεσ πειραματικζσ 

παρατθριςεισ και αρικμθτικά αποτελζςματα π.χ. Καλιακάτςοσ, 2000, Kaliakatsos & 

Tsangaris, 2000, Pozrikidis, 2005, Secomb, 2003, Secomb et.al., 1986, 2002. Σα αποτελζςματα 

επίςθσ προςφζρουν νζο υλικό ςε ευκφγραμμο κυματοειδζσ τριχοειδζσ αγγείο και ςε αγγεία 

ςυνκετότερθσ γεωμετρίασ όπωσ με: ςτζνωςθ ι/και διεφρυνςθ, διακλάδωςθ ταφ ι διπλι 

γωνία.  
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8.1.  ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ - ΤΜΒΟΛΗ ΣΗ ΕΡΓΑΙΑ 

Α. Αναπτφχκθκε λογιςμικό υπολογιςμοφ διφαςικισ ροισ υγροφ ςε υγρό, ωσ ςφγχρονο, 

αξιόπιςτο εργαλείο προςομοίωςθσ ικανοποιθτικισ αρικμθτικισ ακριβείασ, ςτθ βάςθ 

ςφγχρονθσ μακθματικισ μεκοδολογίασ.  

Β. Με το λογιςμικό αυτό μελετικθκαν χαρακτθριςτικζσ διφαςικζσ ροζσ ςταγόνων ςε 

κλειςτοφσ ευκφγραμμουσ αγωγοφσ και αγωγοφσ ςφνκετθσ γεωμετρίασ και εφαρμογζσ ςτθν  

μικροκυκλοφορία του αίματοσ.  

Γ. Επιδιϊχκθκε θ βακφτερθ μελζτθ επιμζρουσ παραμζτρων διφαςικϊν ροϊν ςταγόνων ςε 

κλειςτοφσ αγωγοφσ ςφνκετθσ γεωμετρίασ και θ βελτιςτοποίθςθ τθσ μοντελοποίθςθσ με 

κατάλλθλα κριτιρια και αρικμθτικά ςχιματα και ειςαγωγι καινοτομιϊν 

 Δ.  Πραγματοποιικθκε θ ςυγγραφι και δθμοςίευςθ επιςτθμονικϊν άρκρων με 

αποτελζςματα και ςυμπεράςματα τθσ ζρευνασ τθσ διατριβισ και παριχκθ επιπλζον υλικό 

προσ δθμοςίευςθ. Αναλυτικότερα μποροφν να αναφερκοφν τα παρακάτω ςυμπεράςματα. 

 

8.1.1.  Μοντελοποίηςη τησ μικροκυκλοφορίασ ωσ διφαςικήσ ροήσ. 

Η αρικμθτικι προςομοίωςθ  πτυχϊν τθσ μικροκυκλοφορίασ ωσ διφαςικισ ροισ, που κατά 

καιροφσ ζχει επιχειρθκεί από διάφορουσ ερευνθτζσ, αλλά θ επαρκισ κατανόθςθ και 
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περιγραφι  τθσ  αποτελεί ακόμθ ηθτοφμενο, ςτάκθκε το κίνθτρο και απϊτεροσ ςκοπόσ τθσ 

διατριβισ. το διφαςικό μοντζλο τθσ μικροκυκλοφορίασ τόςο τα ερυκρά και τα λευκά 

αιμοςφαίρια όςο και το πλάςμα κεωροφνται  αςυμπίεςτα, ςυνεκτικά ρευςτά διαφορετικοφ 

ιξϊδουσ που διαχωρίηονται με παραμορφϊςιμθ μεμβράνθ. Σα αιμοςφαίρια διαςπείρονται 

και παραμορφϊνονται μζςα ςτο πλάςμα όπωσ ςταγόνεσ ςε περιβάλλον ρευςτό χωρίσ να 

αναμειγνφεται π.χ. θ αιμοςφαιρίνθ και το πλάςμα.  

Η επιφανειακι τάςθ που επιβάλλεται ςτθν διεπιφάνεια των δφο υγρϊν φάςεων 

προςομοιϊνει ςε ικανοποιθτικό βακμό τισ ελαςτικζσ ιδιότθτεσ τθσ μεμβράνθσ. Σα τριχοειδι 

αγγεία κεωροφνται απλουςτευτικά ςυνικωσ ςαν άκαμπτοι διδιάςτατοι ι κυλινδρικοί 

ευκφγραμμοι ι ςυνθμιτονοειδείσ αγωγοί. Με το παραπάνω ςκεπτικό ανάμεςα ςε 

ςφγχρονεσ προτάςεισ τθσ βιβλιογραφίασ επιλζχκθκε εκ μζρουσ μασ θ μακθματικι 

μεκοδολογία και οι αρικμθτικοί αλγόρικμοι υλοποίθςθσ τθσ οι οποίοι προςαρμόςτθκαν, 

εμπλουτίςτθκαν και ελζγχκθκαν κατάλλθλα ϊςτε να επιτευχκοφν οι επιμζρουσ ςτόχοι 

αυτισ τθσ διατριβισ.  

 

8.1.2. Μεθοδολογία αριθμητικήσ προςομοίωςησ τησ διεπιφάνειασ ςε διφαςικζσ ροζσ 

ςταγόνων.  

Η μζκοδοσ που υλοποιιςαμε αποτελείται ςτθν ουςία από δφο ξεχωριςτζσ μεκοδολογίεσ 

που ςυμπλζκονται κατάλλθλα ςε ζνα πεπλεγμζνο αλγόρικμο. Η πρϊτθ μεκοδολογία 

υπολογίηει αρικμθτικά το ςυνολικό πεδίο ροισ τθσ διφαςικισ ροισ με επίλυςθ των πλιρων 

διδιάςτατων ι αξονομετρικϊν εξιςϊςεων Navier-Stokes για Νευτϊνεια, αςυμπίεςτα, 

ςυνεκτικά ρευςτά με επιφανειακι τάςθ μεταξφ των δφο φάςεων για τθν περιγραφι των 

ιδιοτιτων τθσ  καμπφλθσ (επιφανείασ) που χωρίηει τισ φάςεισ των δφο ρευςτϊν (ςταγόνων 

και ςυνεχοφσ φάςθσ) τθσ λεγόμενθσ διεπιφάνειασ που περιγράφεται ωσ απότομθ και 

περίπλοκθ αςυνζχεια ςτο πεδίο ροισ του χωρίου υπολογιςμοφ.  

Η δεφτερθ μεκοδολογία ανιχνεφει τθν διεπιφάνεια και υπολογίηει  τισ ςυντεταγμζνεσ των 

περιγραμμάτων των ςταγόνων κατά τθν εξζλιξθ του φαινομζνου. Τλοποιείται με τουσ  

αλγορίκμουσ τθσ Level-Set Method, ι «μεκόδου των ιςοχψϊν» των Osher & Sethian, θ 

οποία ειςάγει τθν ςυνάρτθςθ level-set ι «ςυνάρτθςθ των ιςοχψϊν», ι απλά   ο 

μθδενιςμόσ τθσ οποίασ, =0 περιγράφει ζμμεςα τυπολογικά ςφνκετεσ κινοφμενεσ 

διεπιφάνειεσ με ακρίβεια.  Η LSM υλοποιείται βελτιςτοποιθμζνθ για διατιρθςθ τθσ μάηασ 

(επιφανείασ) των ςταγόνων ενϊ εξακολουκεί να ςυντθρεί το πάχοσ τθσ διεπιφάνειασ των 

δφο φάςεων.   

Η ςφμπλεξθ των δφο μεκοδολογιϊν γίνεται ωσ εξισ. Η LSM προςδιορίηει τθ κζςθ, 
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περιγράφει τθν κίνθςθ των ςθμείων τθσ διεπιφάνειασ των δφο ρευςτϊν ςε κάκε χρονικι 

ςτιγμι χρθςιμοποιϊντασ υποχρεωτικά τισ ταχφτθτεσ του πεδίου ροισ, όπωσ ζχουν 

υπολογιςτεί από τθν πρϊτθ μεκοδολογία, ενϊ παρζχει ζμμεςα τισ ςυνκικεσ για τθν 

διατφπωςθ και επίλυςθ των ανακεωρθμζνων διφαςικϊν εξιςϊςεων ορμισ για χρονικά 

εξαρτϊμενα αςυμπίεςτα πεδία, γιατί οι όροι ιξϊδουσ και επιφανειακισ τάςθσ είναι 

εξαρτθμζνεσ ςυναρτιςεισ τθσ . Οι διαφορικζσ εξιςϊςεισ του ςυνολικοφ πεδίου ροισ 

διακριτοποιοφνται με μία ςχεδόν δεφτερθσ τάξθσ ακριβείασ μεκοδολογία προβολϊν κατά 

Chorin για το πεδίο ταχυτιτων και τον αλγόρικμο  SOR  για τον υπολογιςμό των πιζςεων. 

Η διακριτοποίθςθ του ςυνολικοφ διφαςικοφ αλγορίκμου τθσ μεκοδολογίασ μασ υλοποιείται 

ςε ομοιόμορφα καρτεςιανά μετατοπιςμζνα πλζγματα τφπου ΜΑC με τθν μζκοδο των 

πεπεραςμζνων διαφορϊν. Η LSM από καταςκευισ μπορεί να περιγράψει τθν διάςπαςθ 

μιασ ςταγόνασ ςε περιςςότερεσ, κακϊσ και τθν ςυνζνωςθ ςταγόνων αρκεί να είναι επαρκισ 

θ ανάλυςθ του αρικμθτικοφ πλζγματοσ. Επίςθσ μπορεί άμεςα να γενικευκεί ςτισ τρεισ 

διαςτάςεισ.  

Η μεκοδολογία επιτρζπει γενικά  να ζχουν οι ςταγόνεσ διαφορετικό ιξϊδεσ και πυκνότθτα  

από το περιβάλλον ρευςτό και ςτθν διεπιφάνεια των ςταγόνων με το περιβάλλον ρευςτό να 

αςκοφνται δυνάμεισ επιφανειακισ τάςθσ. τθν ανάπτυξθ τθσ μεκοδολογίασ γίνεται θ 

παραδοχι ότι θ ςταγόνα και το περιβάλλον ρευςτό ζχουν τθν ίδια πυκνότθτα  χωρίσ αυτό 

να αποτελεί περιοριςμό τθσ μεκόδου. Σόςο το ιξϊδεσ όςο και θ πυκνότθτα του ρευςτοφ 

ορίηονται ωσ ςυναρτιςεισ τθσ κζςθσ ςτο πεδίο ροισ και τθσ ςυνάρτθςθσ .     
Σο εξεταηόμενο πρόβλθμα είναι ιδιαίτερα απαιτθτικό υπολογιςτικά και βελτιςτοποίθςθ 

πτυχϊν τθσ μοντελοποίθςθσ απαίτθςε τθν ενςωμάτωςθ προςκζτων κριτθρίων εξαςφάλιςθσ 

τθσ ςφγκλιςθσ του διφαςικοφ αλγορίκμου και αρικμθτικϊν ςχθμάτων ςτον αλγόρικμο τθσ 

βαςικισ μεκοδολογίασ, όπωσ εναλλακτικι μεκοδολογία χειριςμοφ τθσ διεπιφάνειασ για να 

βελτιωκεί, όταν προκφπτει ανάγκθ: α) θ διατιρθςθ μάηασ που δεν εξαςφαλίηει ωσ δεδομζνο 

θ LSM, β) θ περιγραφι του μεγζκουσ τθσ καμπυλότθτασ και του όρου τθσ επιφανειακισ 

τάςθσ ςτισ εξιςϊςεισ Ν-S και ςυνολικά γ) θ απεικόνιςθ του περιγράμματοσ τθσ ςταγόνασ ςε 

ςθμεία με απότομεσ μεταβολζσ καμπυλότθτασ.  

Οι αλγόρικμοι τθσ μεκόδου των ιςοχψϊν (LSM) αντιμετωπίηονται όπωσ οι αρικμθτικοί 

αλγόρικμοι για τισ εξιςϊςεισ Hamilton-Jacobi. Οι χωρικζσ παράγωγοι τθσ ςυνάρτθςθσ των 

ιςοχψϊν  υπολογίηονται χρθςιμοποιϊντασ πζμπτθσ τάξεωσ ςχιματα διακριτοποίθςθσ 

τφπου WENO, ενϊ θ χρονικι ολοκλιρωςθ των θμιδιακριτϊν εξιςϊςεων γίνεται με ςχιματα 

διακριτοποίθςθσ (TVD) Runge-Kutta. Η μελζτθ αξονοςυμμετρικϊν περιπτϊςεων απαίτθςε 

τροποποίθςθ ςτουσ αλγορίκμουσ των εξιςϊςεων Ν-S και τθσ LSM. 
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8.1.3.  Ανάπτυξη λογιςμικοφ αριθμητικήσ επίλυςησ διφαςικών ροών.  

Για τθν υλοποίθςθ του αλγορίκμου τθσ αρικμθτικισ μεκοδολογίασ του 3
ου

 κεφαλαίου, 

αναπτφχκθκε το λογιςμικό NaSt-LSM με ενςωματωμζνεσ ςφγχρονεσ δομζσ 

προγραμματιςμοφ μεγάλθσ κλίμακασ
1
  ςε γλϊςςα προγραμματιςμοφ Visual Fortran95 το 

οποίο δοκιμάςτθκε ςε χαρακτθριςτικζσ περιπτϊςεισ2 και χρθςιμοποιικθκε ωσ εργαλείο για 

τθν αρικμθτικι προςομοίωςθ και μελζτθ μονοφαςικισ και διφαςικισ ροισ υγροφ ςε υγρό 

τθσ διατριβισ.  

Σο λογιςμικό αυτό αποδείχκθκε αξιόπιςτο και αποτελεςματικό εργαλείο ικανοποιθτικισ 

αρικμθτικισ ακριβείασ κακϊσ είναι εφχρθςτο, ευζλικτο, ευςτακζσ, προςαρμόςιμο, 

τροποποιιςιμο και  επεκτάςιμο ςε νζεσ περιοχζσ ερευνθτικοφ ενδιαφζροντοσ. Σο NaSt-LSM 

είναι προϊόν προςαρμογισ, ςφνκεςθσ και ανάπτυξθσ με αρχικό πυρινα (βαςικζσ τάξεισ)  τισ 

δομζσ του εξειδικευμζνο λογιςμικοφ ανοικτοφ κϊδικα  CFD μονοφαςικήσ ροήσ nast2d 
3
 ςε 

                                                             

1 Ο προγραμματιςμόσ ζργων, αυτοφ του μεγζκουσ και τθσ πολυπλοκότθτασ, απαιτεί τθν χριςθ 
πολφπλοκων και εξειδικευμζνων εργαλείων πλθροφορικισ και ειδικζσ τεχνικζσ υλοποίθςθσ δομϊν 
δεδομζνων που εξαςφαλίηουν τθν λειτουργικότθτα, επιτρζπουν με αςφάλεια ςτοχευόμενεσ αλλαγζσ 
και δοκιμζσ ςε περιπτϊςεισ τροποποιιςεων και επεκτάςεων αυξάνοντασ τθν ευςτάκεια  και 
περιορίηοντασ ςτο ελάχιςτο τα ςφάλματα (bugs). Εξειδικευμζνεσ επιςτθμονικζσ βιβλιοκικεσ ανοικτοφ 
λογιςμικοφ που περιζχουν αρχεία γενικϊν  τάξεων (classes)  με  κϊδικα  γραμμζνο κυρίωσ ςε  Fortran, 
C++ και τελευταία και ςε Μatlab όπωσ τα Diffpack, Nast++, Blitz++, GrAl, κλπ, κρίνονται κατάλλθλα να 
χρθςιμοποιθκοφν ωσ πλαίςιο και περιβάλλον  προγραμματιςμοφ  για  τθν προςομοίωςθ και επίλυςθ 
μερικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων με ποικιλία μεκόδων αρικμθτικισ ανάλυςθσ. 
 Η αυτοφςια χριςθ των βιβλιοκθκϊν αυτϊν προςκροφει όμωσ ςε διάφορεσ τεχνικζσ δυςκολίεσ ,  όπωσ 
είναι   οι αςυμβατότθτεσ των compilers ι / και το ότι ζχουν ςτθκεί ςε περιβάλλον Unix ι Linux κλπ. 
που ςθμαίνει πρόςκετα προγραμματιςτικά εργαλεία, ςχετικι εμπειρία και ςυμβουλζσ ειδικϊν τθσ 
πλθροφορικισ.  
Επιμζρουσ χριςθ κϊδικα των βιβλιοκθκϊν  είναι εφικτι, αλλά απαιτεί  ςοβαρζσ και χρονοβόρεσ 
επεμβάςεισ προςαρμογισ του κϊδικα και  πλοφςια  εμπειρία  για να επιλεγοφν μόνο τα ουςιϊδθ και 
ςυμβατά ςτοιχεία χωρίσ να αχρθςτευτεί θ εκτζλεςθ του προγράμματοσ από τυχόν παράπλευρεσ μθ 
προβλζψιμεσ επιδράςεισ. Οι παρενζργειεσ αυτζσ είναι πολφ πικανόν να προκφψουν, αφενόσ από τθν  
δαιδαλϊδθ πολυπλοκότθτα διαςφνδεςθσ των πολυπλθκϊν ςτοιχείων τουσ (εκατοντάδεσ τάξεισ) και 
αφετζρου από  τθν  διαφορετικι προγραμματιςτικι φιλοςοφία των καταςκευαςτϊν τουσ. Η πτυχι 
αυτι παρουςιάηει μεγάλο ενδιαφζρον και υλικό από τζτοιεσ βιβλιοκικεσ  αξιοποιικθκε ζμμεςα ςτθν  
διατριβι.   
2
  Με τθν ειςαγωγι τθσ μεκοδολογίασ χειριςμοφ τθσ διεπιφάνειασ ζγιναν οι αναγκαίεσ  επεμβάςεισ, 

προςαρμογζσ, επεκτάςεισ και ζλεγχοι αξιοπιςτίασ του νζου λογιςμικοφ διφαςικϊν ροϊν ΝaSt-LSM 
ςτθν επίλυςθ βαςικϊν περιπτϊςεων πεδίων διφαςικϊν ροϊν. 
3
 Σο  nast2d  είναι λογιςμικό για τθν επίλυςθ των 2D εξιςϊςεων Navier-Stokes και ςυνεχείασ για 

αςυμπίεςτα ρευςτά που ςτθρίηεται ςτθν μζκοδο προβολισ Chorin για τθν χωρικι διακριτοποίθςθ  ςε 
μετατοπιςμζνο καρτεςιανό πλζγμα και ςε ρθτό αρικμθτικό ςχιμα Euler για τθν χρονικι 
διακριτοποίθςθ. υνδυάηει 1θσ τάξθσ ανάντθ ςχιμα και 2θσ τάξθσ κεντρικό ςχιμα για τουσ 
ςυναγωγικοφσ όρουσ. Ο επαναλθπτικόσ επιλυτισ SOR μπορεί να χειριςτεί πολφ πολφπλοκεσ 
γεωμετρίεσ με απλι τεχνικι αποςφνκεςθσ / καταμζτρθςθσ υπολογιςτικϊν κυψελϊν, Griebel et.al. 
1998.  Οι ςυγγραφείσ προςφζρουν από τθν ιςτοςελίδα τουσ ελεφκερο το αυκεντικό  λογιςμικό ςε  C  
και ςε Fortran 90 τθν ζκδοςθ: nast2df90 του David Pruett χωρίσ υποςτιριξθ και εγγφθςθ. 

http://www.math.jmu.edu/~dpruett
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Fortran 90, http://www.math.jmu.edu/ ~dpruett/software/, το οποίο
4
 ςυμπλζχτθκε 

κατάλλθλα  με δομζσ αλγορίκμων τθσ LSM του δόκιμου λογιςμικοφ διφαςικισ ροισ drop1
5
 

και εμπλουτίςτθκε περαιτζρω με τεκμθριωμζνουσ  αλγορίκμουσ και κριτιρια  για τουσ 

υπολογιςμοφσ τθσ LSM όπωσ π.χ. από το λογιςμικό
6
  ανοικτοφ κϊδικα

 
 LSMLIB 1.0.1 των : 

Kevin T. Chu (Serendipity Research) and Masa Prodanovic (Univ. of Texas at Austin), http:// 

ktchu.serendipityresearch.org/ software/ lsmlib/ . Ενςωματϊςαμε π.χ. αρικμθτικά ςχιματα 

τφπου WENO, TVD Runge-Kutta που δεν επιβαρφνουν όμωσ υπερβολικά τον χρόνο 

εκτζλεςθσ του ςυνολικοφ αλγορίκμου και αλγορίκμουσ με διακριτοποίθςθ δεφτερθσ τάξθσ 

ακρίβειασ για τθν ςυνάρτθςθ δ με την μζθοδο του  Smereka, 2006, όπωσ και αλγορίθμουσ 

τησ τοπικήσ μεθόδου των ιςοχψϊν Peng et.al., 1999.  

Αναπτφχκθκαν  τρείσ εκδόςεισ του ΝaSt-LSM για διφαςικζσ ροζσ με πολλζσ ςταγόνεσ ςε 

υπολογιςτικά χωρία ςφνκετθσ γεωμετρίασ  και με καμπφλα όρια με χριςθ τθσ ςυμβατικισ 

LSM για α) διδιάςτατα πεδία ροισ β) αξονοςυμμετρικζσ ροζσ και γ) τισ παραπάνω ροζσ με 

τθν μζκοδο τθσ τοπικισ μεθόδου των ιςοχψϊν LLSM. To λογιςμικό είναι επεκτάςιμο και για 

τθν επίλυςθ τριςδιάςτατων πεδίων ροισ. Επίςθσ επιδζχεται τροποποιιςεισ για τθν 

ειςαγωγι ςτο λογιςμικό νζων παραμζτρων μοντελοποίθςθσ. 

Σο λογιςμικό δζχεται ςε αρχεία δεδομζνων, αδιάςτατουσ αρικμοφσ και παραμζτρουσ και 

καταγράφει  ωσ αποτελζςματα κατά τακτά χρονικά διαςτιματα,  τισ  ςυντεταγμζνεσ  του 

περιγράμματοσ  των ςταγόνων και τα αδιάςτατα μεγζκθ u’,v’,p’,T’xy,T’xx, ω’, φ’, θ κλπ ςε 

αρχεία τφπου “.dat “.Σο λογιςμικό ΝaSt-LSM παριγαγε τα ερευνθτικά αποτελζςματα7  τθσ 

διατριβισ  μασ και τισ παρακάτω δθμοςιεφςεισ και άλλο υλικό που μπορεί να αξιολογθκεί 

                                                             

4
 Απαιτικθκε θ εκμάκθςθ τθσ ορολογίασ, τθσ λειτουργίασ, τθσ μεκοδολογίασ και των ειδικϊν 

προγραμματιςτικϊν τεχνικϊν του παραπάνω λογιςμικοφ. Ζγιναν οι αναγκαίεσ διορκϊςεισ, 
προςαρμογζσ για να γίνει το πρόγραμμα  και τα αρχεία του ςυμβατά και εκτελζςιμα και ςε 
περιβάλλον Windows  εκτόσ  από περιβάλλοντα  Unix και  Linux  για τα οποία προςφερόταν.  
Αξιολογικθκαν και ςυγκρίκθκαν ςτθν πράξθ τα αποτελζςματα του παραπάνω λογιςμικοφ ςε 
ςυγκεκριμζνεσ περιπτϊςεισ ροισ π.χ. Driven Cavity, Backward facing Step με πρότυπα δεδομζνα 
άλλων μελετϊν τθσ βιβλιογραφίασ. Δοκιμάςαμε το παραπάνω λογιςμικό επαλθκεφςαμε 
προγενζςτερα ερευνθτικά αποτελζςματα και μελετιςαμε νζεσ χαρακτθριςτικζσ περιπτϊςεισ με πολφ 
ικανοποιθτικά αποτελζςματα. 
5
 το οποίο ζχει αναπτυχκεί προγενζςτερα ςτον Σομζα Ρευςτϊν από τθν ερευνθτικι ομάδα του Κακ. . 

Σςαγγάρθ του Ε.Μ.Π και είναι γραμμζνοσ ςε Visual Fortran. Σο λογιςμικό drop1 χρθςιμοποιιςαμε για 
ςυγκρίςεισ και επαλθκεφςεισ και για τα αποτελζςματα των δθμοςιεφςεων, Α. Christafakis et.al., 2006, 
2009. 
6  Πρόκειται για ςφγχρονο λογιςμικό γραμμζνο με πολφγλωςςο προγραμματιςμό (mixed-language 
programming) π.χ. C++/Fortran77, C/Fortran77, MATLAB/C/Fortran77. Τλοποιεί τουσ βαςικοφσ 
αλγορίκμουσ και τα αρικμθτικά ςχιματα τθσ  LSM  των  Osher και Fedkiw,2002  και Sethian,1999 αλλά 
και υψηλήσ ακριβείασ τεχνικζσ τησ LSM τησ διεθνοφσ βιβλιογραφίασ, όπωσ των Peng et.al. 1999 και 
Smereka, 2006.  Η βιβλιοκικθ αποτελείται από υπορουτίνεσ  Fortran, ςυναρτιςεισ  C  και τάξεισ C++ . 
7
 Για  τθν επεξεργαςία των  αρχείων αποτελεςμάτων και  τθν παραγωγι των  γραφικϊν απεικονίςεων 

χρθςιμοποιικθκαν ςφγχρονα προγράμματα, όπωσ Matlab, Photoshop, ΜS Excel κλπ. 

http://ktchu.serendipityresearch.org/
http://www.ices.utexas.edu/~masha/
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προσ δθμοςίευςθ. 

 

8.1.4.  Μελζτη χαρακτηριςτικών  περιπτώςεων διφαςικήσ ροήσ.    

Όπωσ περιγράφθκε αναλυτικά ςτο 4
ο
,5

ο
,6

ο
 και 7

ο
 κεφάλαιο, με το λογιςμικό ΝaSt-LSM 

μελετικθκαν, αφοφ προθγουμζνωσ εξαςφαλίςτθκε θ ςφγκλιςθ του αντίςτοιχου 

μονοφαςικοφ πεδίου τθσ κφριασ φάςθσ, χαρακτθριςτικζσ μεταβατικζσ διφαςικζσ 

διδιάςτατεσ και αξονομετρικζσ ροζσ ςυνεκτικϊν αςυμπίεςτων μθ αναμειγνυόμενων 

Νευτϊνειων ρευςτϊν που ςχετίηονται με ρεαλιςτικζσ γεωμετρίεσ και φυςικά προβλιματα. 

Πιο ςυγκεκριμζνα μελετικθκαν διφαςικζσ ροζσ ςταγόνων μζςα ςε κλειςτοφσ 

ευκφγραμμουσ αγωγοφσ και αγωγοφσ ςφνκετθσ γεωμετρίασ με ςτακερά, άκαμπτα 

ευκφγραμμα ι καμπφλα τοιχϊματα όπωσ ςτενϊςεισ, διαςτολζσ, ςτενϊςεισ και διαςτολζσ με 

ι χωρίσ καμπφλεσ εξομάλυνςθσ (καμπυλόγραμμα όρια), διακλαδϊςεισ ταφ και διπλζσ 

γωνίεσ, τοξωτι ςτζνωςθ-διεφρυνςθ και μεςα ςε κυματοειδι (ςυνθμιτονοειδι) ευκφγραμμο 

αγωγό. Οι παραπάνω διφαςικζσ ροζσ προςομοιϊνουν αντίςτοιχεσ ροζσ ςτθν 

μικροκυκλοφορία του αίματοσ.  

 Πιο ςυγκεκριμζνα μοντελοποιείται και μελετάται ςε επαρκι βακμό θ λεπτομερισ κίνθςθ 

όχι αναγκαςτικά ιςομεγεκϊν διατάξεων ςταγόνων που διαςπείρονται και μεταναςτεφουν 

μζςα ςτθν πρωτεφουςα ςυνεχι φάςθ κάτω από επιλεγμζνεσ κάκε φορά ςυνκικεσ  ροισ ςε 

πεδίο ροισ Hagen-Poiseuille  τθσ ςυνεχοφσ φάςθσ  ι ροι Couette ζωσ ότου θ παραμόρφωςθ 

και θ αλλθλεπίδραςθ των ςταγόνων κατά περίπτωςθ καταλιξει, αν είναι εφικτό, ςε 

ουςιαςτικά αμετάβλθτα περιγράμματα ςταγόνων, διάςπαςθ ι ςυνζνωςθ αυτϊν και 

παραγωγι μικροςταγονιδίων.  

Επιμζρουσ χαρακτθριςτικζσ περιπτϊςεισ ςυγκρίνονται και επαλθκεφονται με πρότυπα 

δεδομζνα άλλων μελετϊν τθσ βιβλιογραφίασ θ/και με πειραματικά δεδομζνα για τθν 

τεκμθρίωςθ.  Η ςφγκριςθ κεωρείται ικανοποιθτικι αν και πολλζσ φορζσ μόνο ποιοτικι λόγω 

ελλείψεωσ λεπτομερϊν ι επαρκϊν ςτοιχείων ι άλλων τεχνικϊν περιοριςμϊν. Σα 

ςυμπεράςματα εμπλουτίηουν τθ γνϊςθ μασ για τθν ςυμπεριφορά των ερυκρϊν 

αιμοςφαιρίων και των λευκϊν αιμοςφαιρίων ςτο ςφςτθμα των τριχοειδϊν αγγείων τθσ 

μικροκυκλοφορίασ που ςτάκθκε θ αφορμι και το βακφτερο κίνθτρο τθσ ανάκεςθσ. 

Η προςομοίωςθ ςτθρίηεται ςτθν παραμετροποίθςθ και τθν αδιαςτατοποίθςθ  

χαρακτθριςτικϊν γεωμετρικϊν και ρευςτοδυναμικϊν μεγεκϊν όπωσ : Ο αρικμόσ και θ 

γεωμετρικι διάταξθ των ςταγόνων ςτθν είςοδο του αγωγοφ. Σο ςχετικό μζγεκοσ ςταγόνασ,  

κ, προσ τθν διάμετρο του ςωλινα ι τθν απόςταςθ των παραλλιλων επιπζδων αντίςτοιχα. Η 

εκκεντρότθτα, δ, τοποκζτθςθσ του κζντρου τθσ ςταγόνασ ωσ προσ το επίπεδο ι τον άξονα 
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ςυμμετρίασ του πεδίου ροισ. Ο λόγοσ λ τθσ δυναμικισ ςυνεκτικότθτασ των ςταγόνων και 

του περιβάλλοντοσ ρευςτοφ αντίςτοιχα. Οι αδιάςτατοι χαρακτθριςτικοί αρικμοί  Re, Ca, We. 

 Ιδιαίτερθ μζριμνα λαμβάνεται για τθν υλοποίθςθ των κατάλλθλων αρχικϊν και οριακϊν 

ςυνκθκϊν χωρίσ ι με  τθν παρουςία ςταγόνων. Με τον αρικμθτικό αλγόρικμο κακίςταται 

εφικτόσ ο υπολογιςμόσ πρωτογενϊν και δευτερογενϊν ρευςτοδυναμικϊν μεγεκϊν ςτθν 

περιοχι ενδιαφζροντοσ ι ςε ολόκλθρο το χωρίο υπολογιςμοφ  για επιλεγμζνα ςτιγμιότυπα 

τθσ ροισ χωρίσ να εξαντλείται θ μελζτθ.  Ζτςι προκφπτουν διάφορεσ απεικονίςεισ όπωσ : α) 

των ιςοταχϊν του πεδίου τθσ αδιάςτατθσ ταχφτθτασ Χ=*(u
2
+v

2
)

1/2
/U  ι u' ,  β) το  αδιάςτατο 

διανυςματικό ροϊκό πεδίο (u', v') και οι διαμικεισ και εγκάρςιεσ κατανομζσ (προφίλ) τθσ 

αδιάςτατθσ  οριηόντιασ  (ι αξονικισ) ταχφτθτασ  u' ςε επιλεγμζνεσ  κζςεισ x κατά μικοσ του 

αγωγοφ ι τθσ εγκάρςιασ  ταχφτθτασ  v' ςε επιλεγμζνεσ  κζςεισ  y κατά το πλάτοσ  του 

αγωγοφ, όπωσ ςτθν περίπτωςθ διακλάδωςθσ ταφ, γ) οι διαμικεισ κατανομζσ ι ιςοταχείσ  

του πεδίου  τθσ αδιάςτατθσ πίεςθσ p .  

 

8.1.5.   Εμβάθυνςη ςτη φυςική των φαινομζνων και των μηχανιςμών προςομοίωςησ. 

Όπωσ προαναφζραμε κίνθτρο και απϊτεροσ ςκοπόσ τθσ διατριβισ  είναι θ ακριβζςτερθ 

περιγραφι και θ εμβάκυνςθ ςτθν κατανόθςθ μθχανιςμϊν τθσ μικροκυκλοφορίασ που 

αποτελεί πρόςφορο και ευρφ διεπιςτθμονικό πεδίο ζρευνασ και ηθτοφμενο παρά τισ κατά 

καιροφσ δθμοςιεφςεισ. Αξιοποιϊντασ  μακθματικζσ μεκοδολογίεσ και ςφγχρονεσ προτάςεισ 

τθσ βιβλιογραφίασ για τθν αρικμθτικι προςομοίωςθ  και τθν μελζτθ πτυχϊν τθσ  αιματικισ 

ροισ ςτθν μικροκυκλοφορία υλοποιικθκε εκ μζρουσ μασ ζνα ςφγχρονο διφαςικό 

αρικμθτικό μοντζλο ωσ πρόςφορο, παραςτατικό, ακριβζσ εργαλείο προςομοίωςθσ που 

επιδζχεται εφκολα τθν ενςωμάτωςθ νζων παραμζτρων μοντελοποίθςθσ.  

Η ακρίβεια και θ ευκρίνεια  των διεπιφανειϊν (περιγραμμάτων ςταγόνων ι αιμοςφαιρίων) 

που επιτεφχκθκε με το παραπάνω μοντζλο κρίνεται επαρκισ για τθν μελζτθ των 

φαινομζνων. Καταγράφονται οι παράμετροι παραμόρφωςθσ κατά Taylor κλπ. Οι 

παράμετροι που προςομοιϊνονται ςτουσ αλγορίκμουσ και τα παραγόμενα ρευςτοδυναμικά 

μεγζκθ τεκμθριϊνουν και ομαδοποιοφν τισ παρατθριςεισ. Πολλά επιμζρουσ ςυμπεράςματα 

για τθν μετανάςτευςθ και παραμόρφωςθ διατάξεων ομάδων ςταγόνων ι μίασ μόνο 

ςταγόνασ  και κατά αντιςτοιχία των ζμμορφων ςυςτατικϊν του αίματοσ ςτισ διάφορεσ 

γεωμετρίεσ αγωγϊν που μελετικθκαν, παρουςιάηονται αναλυτικά ςτα αντίςτοιχα κεφάλαια 

τθσ διατριβισ. 

 Επιδιϊχκθκε θ βακφτερθ κατανόθςθ των επιμζρουσ φαινομζνων και μθχανιςμϊν που 

παρατθροφνται γενικά αλλά και τθσ επίδραςθσ τθσ ςυγκεκριμζνθσ γεωμετρίασ ςτθ διφαςικι 
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ροι. Μελετικθκε θ αλλθλεπίδραςθ ανάμεςα ςτισ ςταγόνεσ  που ςε κάποιεσ μεταβατικζσ 

ροζσ οδθγεί ςε ςυγχωνεφςεισ ι διαςπάςεισ. Επίςθσ διατυπϊνονται και ςυηθτοφνται 

ςυγκεκριμζνεσ διαπιςτϊςεισ για τθν φυςικι των φαινομζνων, όπωσ θ μετανάςτευςθ των 

ςταγόνων προσ τον άξονα ςυμμετρίασ ι αλλαγι του ςχιματοσ και ο περιοριςμόσ τθσ 

παραμόρφωςθσ με τθν αφξθςθ τθσ επιφανειακισ τάςθσ.  

Προςδιορίηονται τα ειδικά ςχιματα και οι κζςεισ μετανάςτευςθσ μζςα ςτον αγωγό του 

περιγράμματοσ των ςταγόνων. Χαρακτθριςτικζσ περιπτϊςεισ ςυγκρίνονται με 

αποτελζςματα τθσ βιβλιογραφίασ. Οι παρατθριςεισ ςυμφωνοφν ποιοτικά και οπτικά με 

αρικμθτικά και πειραματικά αποτελζςματα τθσ βιβλιογραφίασ και επαλθκεφουν τισ 

υπάρχουςεσ ενδείξεισ για ςυςχζτιςθ ανάμεςα ςτθν κίνθςθ μεμονωμζνων ςταγόνων και τθν 

κίνθςθ διαςπορϊν, αιωρθμάτων και  γαλακτωμάτων ςε διφαςικζσ  ροζσ υγροφ ςε υγρό.  

 

8.2. ΠΡΩΣΟΣΤΠΙΑ ΚΑΙ ΚΑΙΝΟΣΟΜΙΕ ΣΗ ΔΙΑΣΡΙΒΗ       

τθν διατριβι δόκιμεσ αρικμθτικζσ μεκοδολογίεσ υψθλισ ςτάκμθσ ςυνδυάςτθκαν 

αρμοδίωσ,  προςαρμόςτθκαν λειτουργικά ςτισ ανάγκεσ του κζματοσ και βελτιςτοποιικθκαν 

κάποιεσ πτυχζσ τουσ με πρωτότυπο τρόπο. Με το μοντζλο που αναπτφχκθκε  μελετικθκαν 

διφαςικζσ ροζσ ςε περιοχζσ τθσ ζρευνασ που τα διεκνι βιβλιογραφικά δεδομζνα είναι 

εξαιρετικά λίγα, χριηουν επαλικευςθσ, ςυμπλιρωςθσ και μεγαλφτερθσ ακρίβειασ. Πιο 

ςυγκεκριμζνα.    

1. Σο διφαςικό μοντζλο τθσ διατριβισ είναι ζνα ςφγχρονο εργαλείο που προςφζρεται 

για ακριβι ςυςτθματικι μελζτθ, περιγραφι και εμβάκυνςθ ςτθν κατανόθςθ 

μθχανιςμϊν διφαςικϊν ροϊν υγροφ-υγροφ με ςταγόνεσ και τθσ μικροκυκλοφορίασ  

που αποτελεί  ακόμθ ηθτοφμενο παρά τισ κατά καιροφσ δθμοςιεφςεισ. Προςόν τθσ 

μεκοδολογίασ είναι το ακριβζσ μακθματικό υπόςτρωμα που επιτρζπει λεπτομερι 

και ακριβι αναπαραγωγι των φαινομζνων και είναι προςαρμόςιμο ϊςτε να 

επιδζχεται εφκολα τθν ενςωμάτωςθ επιπλζον μεκοδολογιϊν και νζων παραμζτρων 

μοντελοποίθςθσ.  

2. Η ςφμπλεξθ των πλιρων εξιςϊςεων Νavier-Stokes με αλγορίκμουσ τθσ μεκόδου των 

ιςοχψϊν (LSM) για τθν περιγραφι τθσ διεπιφάνειασ ςε αρικμθτικά καρτεςιανά 

μετατοπιςμζνα πλζγματα, όπωσ περιγράφεται αναλυτικά  ςτο 2ο και 3ο κεφάλαιο, 

είναι δόκιμθ και τεκμθριωμζνθ βιβλιογραφικά. Σο διφαςικό μοντζλο που 

υλοποιικθκε ςτθρίχκθκε ςε υλικό επιμζρουσ τεκμθριωμζνων και δοκιμαςμζνων 

βιβλιοκθκϊν αλγορίκμων και δομϊν δεδομζνων που αξιολογικθκαν, 

τροποποιικθκαν, προςαρμόςτθκαν και εμπλουτίςτθκαν με επιπλζον κριτιρια, 
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ςυνκικεσ και αλγορίκμουσ, ϊςτε να απόκτθςθ τθν επικυμθτι δομι, 

λειτουργικότθτα και αξιοπιςτία. Ειδικά ζγιναν εκτενείσ αλλαγζσ ςτον διδιάςτατο 

διφαςικό αλγόρικμο και οι αναγκαίεσ διακριτοποιιςεισ  για να καταςτεί κατάλλθλοσ  

για  τθν προςομοίωςθ αξονομετρικϊν διφαςικϊν ροϊν, όπωσ ςτον αλγόρικμο τθσ 

εξίςωςθσ Poisson, ςτουσ όρουσ τθσ  επιφανειακισ τάςθσ, ςτθν περιγραφι τθσ 

καμπυλότθτασ κλπ.  

3. Αναπτφχκθκε ςε Visual Fortran95 το λογιςμικό ΝaSt-LSM μοντελοποίθςθσ διφαςικισ 

ροισ με ικανοποιθτικι αρικμθτικι ακρίβεια και ςφγχρονεσ δομζσ προγραμματιςμοφ 

το οποίο αποδείχκθκε αξιόπιςτο, εφχρθςτο, ευζλικτο, ευςτακζσ, προςαρμόςιμο, 

τροποποιιςιμο και επεκτάςιμο ςε νζεσ περιοχζσ ερευνθτικοφ ενδιαφζροντοσ. 

Πλεονζκτθμα τθσ μεκόδου ΜΑC είναι θ άμεςθ δυνατότθτα γενίκευςθσ τθσ 

μεκοδολογίασ προβολισ (projection) επίλυςθσ των εξιςϊςεων Νavier-Stokes και ο 

ςυνδυαςμόσ τθσ με τθν LSM ςτισ τρείσ διαςτάςεισ. Η δομι τθσ διφαςικισ 

μεκοδολογίασ όπωσ ζχει ςχεδιαςτεί επιτρζπει τθν άμεςθ επζκταςθ του αλγορίκμου 

για των υπολογιςμό χρονικά μεταβαλλόμενων τριδιάςτατων διφαςικϊν πεδίων 

ροισ ςε καρτεςιανά πλζγματα.  

4. Με τθν ενςωμάτωςθ κατάλλθλων αλγορίκμων-κριτθρίων ςτον πυρινα του 

λογιςμικοφ και ςφγχρονων αλγορίκμων διακριτοποίθςθσ χωρικισ και χρονικισ 

διακριτοποίθςθσ υψθλισ τάξθσ ακριβείασ αυξικθκε θ ευςτάκεια, θ ποιότθτα και θ 

ακρίβεια τθσ αρικμθτικισ μεκοδολογίασ και βελτιςτοποιικθκαν ι ακρίβεια ςτα 

περιγράμματα των ςταγόνων και θ διατιρθςθ τθσ μάηασ των ςταγόνων.  το πλαίςιο 

αυτό οι παράγωγοι τθσ ςυνάρτθςθσ των ιςοχψϊν, όπου αυτοί υπειςζρχονται ςτθν 

μεκοδολογία, υπολογίηονται με τθ χριςθ ςχθμάτων διακριτοποίθςθσ πζμπτθσ 

τάξεωσ ακριβείασ WENO και δεφτερθσ τάξθσ TVD Runge-Kutta. 

5. τθ μεκοδολογία ζχει ειςαχκεί ο λεγόμενοσ «υβριδικόσ» αλγόρικμοσ 

επαναπροςδιοριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ των ιςοχψϊν που βελτιϊνει  τθν διατιρθςθ 

τθσ μάηασ (επιφανείασ) των ςταγόνων  ςτο επικυμθτό ποςοςτό ςε ςχζςθ με τθν 

ακρίβεια τθσ αυκεντικισ LSM και για πολφ μεγάλθ παραμόρφωςθ των ςταγόνων 

ακόμθ και ςε  περιοχζσ τθσ ροισ που θ ακτίνα καμπυλότθτασ τθσ διεπιφάνειασ 

τείνει ςτο μζγεκοσ του χωρικοφ βιματοσ και δεν μπορεί να περιγραφεί επαρκϊσ. 

υγχρόνωσ o «υβριδικόσ» αλγόρικμοσ κρατά αρκετά ςτακερό το πάχοσ τθσ 

διεπιφάνειασ που εξαςφαλίηει θ αυκεντικι LSM.  

6. H ςυνάρτθςθ δ() υπολογίηεται και με διακριτοποίθςθ δεφτερθσ τάξθσ ακριβείασ 

που βελτιϊνει τθν ακρίβεια υπολογιςμοφ του όρου τθσ επιφανειακισ τάςθσ και τα 
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τοπικά ρευςτοδυναμικά χαρακτθριςτικά του πεδίου ςτο περίγραμμα τθσ ςταγόνασ, 

αφοφ μειϊνει τθν διαταραχι ςτθν ροι από τθν ειςαγωγι του όρου τθσ 

επιφανειακισ τάςθσ.   

7. Τλοποιικθκε ζνασ εναλλακτικόσ αλγόρικμοσ  «ςτενισ τοπικισ ηϊνθσ»  τθσ μεκόδου 

των ιςοχψϊν που παράγεται αυτόματα περικλείοντασ τισ ςταγόνεσ, κινείται μαηί 

τουσ και χρθςιμοποιεί τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ των ιςοχψϊν μόνο ςε μια μικρι ηϊνθ 

πζριξ τθσ διεπιφάνειασ με ικανοποιθτικι επιτάχυνςθ των υπολογιςμϊν γιατί 

χρθςιμοποιεί ανάλογα με τθν ρφκμιςθ και το 5-10 % των ςθμείων του 

υπολογιςτικοφ πλζγματοσ παρζχοντασ τθ δυνατότθτα μελζτθσ μεγαλφτερων πεδίων 

ροισ. Η απεικόνιςθ των περιγραμμάτων των ςταγόνων κρίνεται ικανοποιθτικι αν 

και επιδζχεται περαιτζρω βελτίωςθ. Όμωσ δεν εξαςφαλίςαμε ακόμθ τθν ευςτάκεια 

του πολφπλοκου αλγορίκμου και φάςθ υλοποίθςθσ χρειάηεται επιπλζον ελζγχουσ 

και δοκιμζσ. 

8. Η ανίχνευςθ τθσ διεπιφάνειασ τθσ διφαςικισ ροισ  κάκε χρονικι ςτιγμι  με τθν =0, 

που εξελίςςεται ςτον χρόνο ςε ςυνάρτθςθ με το πεδίο ταχυτιτων επιτρζπει 

μεγάλουσ λόγουσ πυκνότθτασ και ιξϊδουσ μεταξφ των δφο φάςεων και μεγάλθ 

επιφανειακι τάςθ ςτθν διεπιφάνεια επομζνωσ κακιςτά δυνατι τθ μελζτθ μεγάλθσ 

ποικιλίασ διφαςικϊν ροϊν.  

9. Σο  καμπυλόγραμμο  περίγραμμα τθσ ςταγόνασ περιγράφεται με τθν ειςαγωγι τθσ 

εξίςωςθ τθσ  καμπφλθσ άριςτα ςτο καρτεςιανό πλζγμα. Σθν χρονικι ςτιγμι t’=0 ςτο 

υπολογιςτικό χωρίο θ μζκοδοσ επιτρζπει τθν ειςαγωγι των ςυντεταγμζνων και των 

διαμζτρων κεωρθτικά απεριορίςτου αρικμοφ ςταγόνων που το ςυνολικό 

περίγραμμα τουσ αποτελεί τθν αρχικι ςυνάρτθςθ  =0.  Αρικμθτικοί περιοριςμοί  

κοντά ςτα όρια του χωρίου και θ επεξεργαςτικι ιςχφσ του υπολογιςτικοφ 

ςυςτιματοσ  μειϊνουν τον αρικμό αυτό πρακτικά ςε μερικζσ ςταγόνεσ. 

10. Μελετικθκε θ αλλθλεπίδραςθ ανάμεςα ςτισ ςταγόνεσ. Η μεκοδολογία LSM 

ανιχνεφει και παρακολουκεί αυτόματα ςυγχωνεφςεισ και διαςπάςεισ τθσ 

διεπιφάνειασ. Μόνο θ πυκνότθτα του αρικμθτικοφ πλζγματοσ επθρεάηει τθν 

ακρίβεια των αποτελεςμάτων. 

11.  Ο διφαςικόσ αλγόρικμοσ εμπλουτίςτθκε με τισ αναγκαίεσ αρχικζσ και οριακζσ 

ςυνκικεσ ϊςτε να περιγραφοφν τα χωρία υπολογιςμοφ για τθ μελζτθ διφαςικϊν 

ροϊν ςε πεδία ροισ με ςφνκετθ ευκφγραμμθ αλλά και καμπυλόγραμμθ γεωμετρία 

τοιχϊματοσ. 

12. Οι ςυγκεκριμζνεσ ςυνκικεσ και οι παραδοχζσ τθσ προςομοίωςθσ, τα αποτελζςματα 
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και τα ςυμπεράςματα  τθσ μελζτθσ  χαρακτθριςτικϊν  περιπτϊςεων διφαςικισ ροισ, 

όπωσ περιγράφεται ςτα οικεία κεφάλαια και ςυνοψίηεται ςτθν  §8.1.4. είναι ςε 

περιοχι όπου υπάρχουν λίγα βιβλιογραφικά δεδομζνα, οριςμζνα των οποίων είναι 

ελλειπι για ςφγκριςθ ι ςτθρίηονται ςε μεκοδολογίεσ πιο προςεγγιςτικζσ από τθσ 

διατριβισ. Επομζνωσ προςκζτουν δεδομζνα για τθν περιγραφι και τθν κατανόθςθ 

των φαινομζνων γενικά διφαςικϊν ροϊν ςε ςφνκετεσ γεωμετρίεσ αλλά και 

αντιςτοίχων ροϊν ςτθν μικροκυκλοφορία του αίματοσ. Η επιφανειακι τάςθ που 

επιβάλλεται ςτθν διεπιφάνεια των δφο υγρϊν φάςεων προςομοιϊνει ρεαλιςτικά ςε 

ικανοποιθτικό βακμό τισ ελαςτικζσ ιδιότθτεσ τθσ μεμβράνθσ του ερυκροφ 

αιμοςφαιρίου. Σα τριχοειδι αγγεία κεωροφνται απλουςτευτικά ςυνικωσ ςαν 

άκαμπτοι διδιάςτατοι ι κυλινδρικοί ευκφγραμμοι ι ςυνθμιτονοειδείσ κυματοειδείσ 

αγωγοί που είναι πιο ακριβζσ.  

 

8.3. ΠΡΟΟΠΣΙΚΕ - ΠΡΟΣΑΕΙ ΓΙΑ ΜΕΛΛΟΝΣΙΚΗ ΕΡΓΑΙΑ    

Με τθν ολοκλιρωςθ των εργαςιϊν τθσ διατριβισ πιςτεφομε ότι δεν ζχουν εξαντλθκεί και οι 

ερευνθτικζσ τθσ προοπτικζσ. Ειςθγοφμαςτε, τουσ παρακάτω μελλοντικοφσ ερευνθτικοφσ 

ςτόχουσ τθν υλοποίθςθ των οποίων κεωροφμε  εφικτι από μεμονωμζνο ερευνθτι ι ομάδα 

εργαςίασ με τθν διάκεςθ και του κατάλλθλου εξοπλιςμοφ.  

1. Με άμεςθ χριςθ του λογιςμικοφ διφαςικισ ροισ τθσ διατριβισ μποροφν να 

παραχκοφν ερευνθτικά αποτελζςματα για μεγάλο εφροσ διακφμανςθσ των τιμϊν 

των παραμζτρων και αρικμϊν προςομοίωςθσ που δίνει τθν δυνατότθτα μελζτθσ 

διφαςικισ ροισ και εξαγωγισ ςυμπεραςμάτων  για μεγάλθ ποικιλία Νευτϊνειων 

ρευςτϊν ςε διάφορεσ διατάξεισ διαςπορϊν και όχι κατά ανάγκθ μόνο ςε διφαςικι 

ροι ςταγόνων. Με αυτό τον τρόπο κα καταςτεί εφικτι θ εξαγωγι λεπτομερϊν 

ςυμπεραςμάτων για τισ κρίςιμεσ ςυνκικεσ που επθρεάηουν τα φαινόμενα 

διάςπαςθσ και επαναςυγκόλλθςθσ των ςταγόνων ςε εκτατικζσ ροζσ και αντίςτοιχεσ 

μελζτεσ ςτθν μικροκυκλοφορία περιοχζσ ζρευνασ για τισ οποίεσ τα βιβλιογραφικά 

δεδομζνα είναι λίγα. Η  δυνατότθτα αυτι μπορεί να ςυνδυαςτεί με τθν ςυγγραφι 

άρκρων για δθμοςίευςθ. 

2. Σο λογιςμικό διφαςικισ ροισ τθσ διατριβισ με τισ κατά περίπτωςθ αναγκαίεσ 

επεμβάςεισ ςτισ οριακζσ ςυνκικεσ επιτρζπει τθν μελζτθ διφαςικϊν ροϊν ςε 

ποικιλία γεωμετριϊν και παραλλαγζσ διαςτάςεων κλειςτϊν διδιάςτατων και 

αξονομετρικϊν αγωγϊν με ευκφγραμμα και καμπφλα όρια και αντίςτοιχεσ μελζτεσ 
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ςτθν μικροκυκλοφορία. Η δυνατότθτα αυτι μπορεί να ςυνδυαςτεί με τθν ςυγγραφι 

άρκρων για δθμοςίευςθ.  

3. Ειςαγωγι ςτον αλγόρικμο τθσ διφαςικισ ροισ παραμετρικϊν και καταςτατικϊν 

εξιςϊςεων για τθν μελζτθ περιπτϊςεων διφαςικισ ροισ με μεταβλθτό ιξϊδεσ ςε 

κάκε φάςθ, μεταξφ μθ Νευτϊνειων ρευςτϊν.  

4.  Ειςαγωγι ςτον αλγόρικμο τθσ διφαςικισ ροισ παραμετρικϊν και καταςτατικϊν 

εξιςϊςεων για τθν μελζτθ περιπτϊςεων διφαςικισ ροισ με άνωςθ θ μεταβολι τθσ 

κερμοκραςίασ, επίδραςθ τθσ βαρφτθτασ κλπ. και αντίςτοιχεσ μελζτεσ ςτθν 

μικροκυκλοφορία.         

5. Ειςαγωγι και ςυνδυαςμόσ με τθ VOF (Volume of fluid) ι άλλθ μεκοδολογία όπωσ 

ςυναντάται ςτθν βιβλιογραφία για ςφγκριςθ αποτελεςμάτων ι βελτίωςθ τθσ 

μεκοδολογίασ.  

6. Διερεφνθςθ εναλλακτικισ δυνατότθτασ επζκταςθσ μελζτθσ διφαςικϊν ροϊν και ςε 

τριδιάςτατα ρευςτοδυναμικϊν πεδία. Ωσ επικρατζςτερο ςενάριο κεωροφμε τθν 

ςφηευξθ τθσ μεκόδου των  ιςοχψϊν (LSM)  με  τθν μζκοδο ΜΑC ςτισ τρεισ 

διαςτάςεισ για τθν μελζτθ τριςδιάςτατων πεδίων διφαςικισ ροισ με επζκταςθ τθσ 

μεκοδολογίασ τθσ διατριβισ. Απαιτείται θ διατφπωςθ των αναγκαίων 

διακριτοποιιςεισ του τριςδιάςτατου αλγορίκμου πάνω ςτα μετατοπιςμζνα 

καρτεςιανά πλζγματα τφπου ΜΑC και προςαρμογι του διδιάςτατου και 

αξονομετρικοφ λογιςμικοφ τθσ διατριβισ.   

7. Επιλογι και  ειςαγωγι μεκοδολογίασ προςομοίωςθσ μεμβράνθσ  ςτθν διεπιφάνεια  

των δφο φάςεων ςυμβατϊν με τθν LSM για τθν μελζτθ κελυφϊν (capsules), 

ερυκρϊν αιμοςφαιρίων κλπ. Με τθν υλοποίθςθ αυτι το πρόβλθμα μετατρζπεται ςε 

πρόβλθμα αλλθλεπίδραςθσ ρευςτοφ - ςτερεοφ – ρευςτοφ. Τπάρχει προεργαςία ςτο 

κζμα για τθ διατφπωςθ τθσ μεμβράνθσ ωσ ςυνάρτθςθ τθσ  ςυναρτιςεωσ level-set 

και τθν χριςθ μόνο του καρτεςιανοφ χωρικοφ πλζγματοσ τθσ μεκόδου ΜΑC-LSM. 

Μελζτθ αρικμθτικϊν εφαρμογϊν. Εφαρμογι ςτθν μικροκυκλοφορία με προςκικθ 

μεμβράνθσ ςτθν επιφάνεια των αιμοςφαιρίων. 

8. Βελτιςτοποίθςθ ςε επιμζρουσ ςθμεία του διφαςικοφ αλγορίκμου: α) με 

διακριτοποίθςθ με ςχιματα WENO των ςυναγωγικϊν όρων των Νavier –Stokes ϊςτε 

να γίνει ο αλγόρικμοσ πλιρωσ δεφτερθσ τάξθσ ακριβείασ, β) βελτίωςθ τθσ 

μεκοδολογίασ περιγραφισ και τθσ διακριτοποίθςθσ  τθσ καμπυλότθτασ του  όρου 

τθσ επιφανειακισ τάςθσ τθσ διεπιφάνειασ ςτα όρια του πεδίου ροισ και ςτον 

υβριδικό αλγόρικμο επαναρχικοποίθςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ των ιςοχψϊν για τθν 
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διατιρθςθ τθσ επιφανείασ (μάηασ) των ςταγόνων, γ) προςκικθ αρικμθτικϊν 

ςχθμάτων για τθν βελτίωςθ των οριακϊν ςυνκθκϊν ςτα καμπφλα όρια των 

τοιχωμάτων.  

9. Μελζτθ  τθσ  φυςιολογίασ και πακολογίασ τθσ μικροκυκλοφορίασ του αίματοσ, για 

τθν  κατανόθςθ γενικϊν και ειδικϊν φυςικοχθμικϊν και βιοϊατρικϊν  μεγεκϊν ϊςτε 

να επεκτακεί και εμπλουτιςτεί θ μοντελοποίθςθ με νζα αντικείμενα (θλεκτρικά 

φορτία μεμβράνθσ κυττάρου και τοιχϊματοσ αγγείου, πλθρζςτερθ μοντελοποίθςθ 

τθσ μεμβράνθσ, ειςαγωγι φαινομζνων μεταφοράσ μάηασ και κερμότθτασ κλπ.).  

10. Μοντελοποίθςθ του γλυκοκάλυκα που υπάρχει ςτα τοιχϊματα των τριχοειδϊν 

αγγείων, ίςωσ με μια  επιπλζον ςυνάρτθςθ  level-set που χωρίηει το πλάςμα από τον 

γλυκοκάλυκα με μεγάλο ιξϊδεσ και επιφανειακι τάςθ. 

11. Ειςαγωγι θλεκτρικοφ φορτίου με εξιςϊςεισ Maxwell ςτον αλγόρικμο ςτθν 

διεπιφάνεια τθσ διφαςικισ ροισ ι/και ςτα τοιχϊματα των κλειςτϊν αγωγϊν για τθν 

μελζτθ τθσ επίδραςθσ του θλεκτρικοφ πεδίου ςτθν μετανάςτευςθ και 

παραμόρφωςθ των ερυκρϊν αιμοςφαιρίων που ςτθν μεμβράνθ τουσ φζρουν  

θλεκτρικό φορτίο. Επίςθσ θλεκτρικό φορτίο ζχει και ο γλυκοκάλυκασ των τριχοειδϊν 

αγγείων. 

12. Μζτρθςθ και βελτιςτοποίθςθ τθσ διατιρθςθσ  τθσ μάηασ ςε κάκε επιμζρουσ φάςθ 

τθσ διφαςικισ ροισ. 

13.  Επιλογι βζλτιςτθσ μεκοδολογίασ επίλυςθσ του αλγεβρικοφ ςυςτιματοσ τθσ 

εξίςωςθσ Poisson  του διφαςικοφ πεδίου ροισ για επιτάχυνςθ των υπολογιςμϊν. 

14. Για τθν βελτίωςθ τθσ ποιότθτασ και τθσ ακριβείασ των περιγραμμάτων των 

ςταγόνων μπορεί να προτακεί θ υλοποίθςθ αυτόματα ςτθν περιοχι των ςταγόνων 

προςαρμοςτικοφ πυκνωτικοφ κινοφμενου αρικμθτικοφ πλζγματοσ (ΑΜR), το οποίο 

χρθςιμοποιεί τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ level-set ςτθν γειτονιά τθσ  διεπιφάνειασ.  τθν 

Christafakis et.al., 2009,  περιγράφεται ζνασ  αλγόρικμοσ (AMR) που μπορεί να 

προςαρμοςτεί εφκολα με τθν μεκοδολογία μασ. Ο ςυγκεκριμζνοσ αλγόρικμοσ  

παράγει αυτόματα ζνα πυκνό πλζγμα περικλείοντασ τισ ςταγόνεσ, κινείται μαηί τουσ 

και χρθςιμοποιεί τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ των ιςοχψϊν μόνο ςε μια μικρι ηϊνθ πζριξ 

τθσ διεπιφάνειασ με ικανοποιθτικι επιτάχυνςθ των υπολογιςμϊν και δυνατότθτα 

μελζτθσ μεγαλφτερων πεδίων ροισ.  Μποροφν όμωσ να χρθςιμοποιθκοφν και 

βιβλιοκικεσ ελεφκερου λογιςμικοφ που είναι πολφπλοκεσ αλλά πολφ 

αποτελεςματικζσ και ευρφτατα αποδεκτζσ από τθν διεκνι ερευνθτικι κοινότθτα. 

15. Για τθν βελτίωςθ τθσ ποιότθτασ και τθσ ακριβείασ των περιγραμμάτων των 
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ςταγόνων εναλλακτικά μπορεί να ολοκλθρωκεί θ διαδικαςία ανάπτυξθσ του 

πολφπλοκου αλγορίκμου  «ςτενισ τοπικισ ηϊνθσ» τθσ μεκόδου των ιςοχψϊν που 

υλοποιικθκε ςτθν διατριβι με τροποποίθςθ τθσ βαςικισ μεκοδολογίασ και ιδθ  

παράγει αρχικά αποτελζςματα αλλά απαιτεί επιπλζον ελζγχουσ και κριτιρια 

ευςτακείασ.  

16. Σροποποίθςθ του αλγορίκμου διφαςικισ ροισ ι ενςωμάτωςθ ειδικϊν 

προγραμματιςτικϊν τεχνικϊν  ϊςτε να καταςτεί εφικτι θ παράλλθλθ επεξεργαςία 

του λογιςμικοφ  ςε πολυπφρθνουσ Η/Τ ι clusters. Είναι ζνα βιμα απαραίτθτο για να 

παρακολουκιςομε το ςθμερινό επίπεδο τθσ διεκνοφσ ζρευνασ.
8
  

17. Μερικι θ ολικι διαςφνδεςθ του λογιςμικοφ προςομοίωςθσ επιςτθμονικϊν και 

τεχνολογικϊν προβλθμάτων με τα προγράμματα των γραφικϊν και τθσ δυνατότθτασ 

αλλθλεπίδραςθσ τουσ ςτθν διάρκεια των υπολογιςμϊν. Ζνα πολφ ενδιαφζρον 

ςτοιχείο είναι ότι  ο πυρινασ  του ςφγχρονου λογιςμικοφ γραφικϊν και 

τριςδιάςτατων μοντζλων είναι γραμμζνο ςε OpenGL ι  DirectX ςτθν ουςία 

εφαρμογζσ με τάξεισ  κϊδικα γραμμζνου  ςε C και  C++ . Αυτι θ δυνατότθτα 

δθμιουργεί  ςκζψεισ  για  διαςφνδεςθ  του λογιςμικοφ μασ  με τα εργαλεία αυτά, 

ειδικά ςτθν φάςθ του τριδιάςτατου ςχεδιαςμοφ, όπου τα εργαλεία αυτά 

περιγράφουν άριςτα τθν τοπολογία του πεδίου και των οριακϊν ςυνκθκϊν. 

 

8.4. ΔΗΜΟΙΕΤΕΙ ΠΟΤ ΠΡΟΕΚΤΨΑΝ ΑΠΟ ΣΗΝ ΔΙΑΣΡΙΒΗ    

Πραγματοποιικθκε θ ςυγγραφι και δθμοςίευςθ επιςτθμονικϊν άρκρων με αποτελζςματα 

και ςυμπεράςματα τθσ ζρευνασ τθσ διατριβισ και παριχκθ επιπλζον υλικό προσ 

δθμοςίευςθ. Από τθν μετεπεξεργαςία των αποτελεςμάτων εξιχκθςαν, ςυμπεράςματα  και   

ςυνοδευτικζσ γραφικζσ απεικονίςεισ που επιδζχονται δθμοςίευςθσ. Σα παραπάνω ςε 

ςυνδυαςμό με τθν διερεφνθςθ και εμβάκυνςθ των πτυχϊν του κζματοσ με ενθμζρωςθ  και 

μελζτθ  βαςικϊν και ειδικϊν άρκρων, μονογραφιϊν και βιβλίων τθσ ςφγχρονθσ  Ελλθνικισ 

και διεκνοφσ βιβλιογραφίασ  και θ παρακολοφκθςθ ειδικϊν ςυνεδρίων και θμερίδων είχαν 

ωσ κατάλθξθ τθν ςυγγραφι επιςτθμονικϊν άρκρων και δθμοςίευςθ ςυμπεραςμάτων τθσ 

διεξαγόμενθσ ζρευνασ. τα άρκρα αναπτφςςονται και τεκμθριϊνονται αφενόσ το υπόβακρο 

και οι μεκοδολογίεσ που εφαρμόςτθκαν και αφετζρου παρουςιάηονται και ςχολιάηονται τα 

                                                             

8 Η LSM δεν απαιτεί ρθτι αναςυγκρότθςθ τθσ διεπιφάνειασ και άρα ζχει το πλεονζκτθμα, ο 
υπολογιςμόσ τθσ επιφανειακισ τάςθσ  να υλοποιείται εφκολα με παράλλθλο προγραμματιςμό.  
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αρικμθτικά αποτελζςματα και ςυμπεράςματα τθσ ζρευνασ  και τονίηονται τα καινοτομικά 

ςτοιχεία.  

 

Α) Διεθνή περιοδικά 

1.   Asterios N. Christafakis and Sokrates Tsangaris ," Two-phase incompressible flows of 

droplets in contractions and double bends". Άρκρο που δθμοςιεφτθκε ςτο διεκνζσ 

επιςτθμονικό περιοδικό "Engineering Applications of Computational Fluid 

Mechanics",Vol.2,No.3,pp.299–308, 2008, CSE Dept., the H.K. PolyU (The Hong Kong 

Polytechnic University), ISSN 1997-003X, (Online) http://jeacfm.cse.polyu.edu.hk. 

2. A. Christafakis, J. Alexopoulos and S. Tsangaris, "Modelling of two-phase incompressible 

flows in ducts". Άρκρο που δθμοςιεφκθκε ςτο διεκνζσ επιςτθμονικό περιοδικό "Applied 

Mathematical Modelling" Vol.33, Issue 3, March 2009, Pages 1201-1212, 

http://www.sciencedirect.com/science, (ELSEVIER).                                                                                             

 

Β) Πρακτικά Διεθνών υνεδρίων (Proceedings) 

3.   Christafakis A.N., Tsangaris S.,"Modeling of two-phase incompressible flows of droplets 

in contractions and double bends". Πρακτικά του διεκνοφσ επιςτθμονικοφ ςυνεδρίου 2nd IC-

ΕpsMsO,  Ακινα 4-7.7.2007, τόμοσ ΙΙ, ς. 629-636 LFME-2nd ICΕpsMsO, Proceedings SET No.: 

960-530090-7 ISBN (VOL.II): 960530-092-3 2007.  

Πρόγραμμα: http://www.epsmso.gr/2007/Program/day1.htm#Fluid_Mechanics_I. 

4.   A.N. Christafakis, J.D.Alexopoulos and S.G.Tsangaris, "An Improved Implementation of 

Level-Set Method to the Computation of Two-Phase Incompressible Flows in Ducts". 

Πρακτικά του διεκνοφσ επιςτθμονικοφ ςυνεδρίου 2nd IC-SCCE : From Scientific Computing 

to  Computational  Engineering ,  Ακινα 6-8.7.2006, τόμοσ Ι, ς. 238-245 ,LFME 2nd IC-SCCE 

Conference Proceedings SET No.: 960530-080-X ISBN (Vol. I): 960-530081-8 2006. 

http://air.unimi.it/bitstream/2434/64610/2/toc.pdf. Πρόγραμμα: http://www.scce.gr /2006/  

Program / Day2.htm#CFD–Session_III. 

 

Γ) Πρακτικά Εθνικών υνεδρίων  

5. Α. Χριςταφάκησ και . Σςαγγάρθσ, "Αξονοςυμμετρικζσ διφαςικζσ ροζσ ςτθν 

μικροκυκλοφορία", Πρακτικά του εκνικοφ ςυνεδρίου ΡΟΗ 2010, 7ο Πανελλινιο υνζδριο 

«Φαινόμενα Ροισ Ρευςτϊν», Θεςςαλονίκθ 12 & 13 Νοεμβρίου 2010,  Πρόγραμμα: 

http://tetraktys.meng.auth.gr /flow2010/tmp/program_flow2010.pdf, Πρακτικά: http://  

tetraktys .meng.auth.gr /flow2010/tmp/program_flow2010.pdf.  

6. Α. Χριςταφάκησ και . Σςαγγάρθσ,"Ροι ςταγόνων ςε ςτενϊςεισ και διπλζσ γωνίεσ".  

Πρακτικά τθσ 6θσ Επιςτθμονικισ  υνάντθςθσ για τισ Ερευνθτικζσ Δραςτθριότθτεσ ςτθ 

Μθχανικι Ρευςτϊν ςτθν Ελλάδα, ΡΟΗ 2008,  Κοηάνθ 28.11.2008 Πανεπιςτιμιο Δυτικισ 

Μακεδονίασ. Πρακτικά ςε CD. Πρόγραμμα : http://www.mech.uowm.gr/ flow2008/ 

ProgramROH2008.pdf . 

7. Αςτζριοσ Χριςταφάκησ, Γιάννθσ Αλεξόπουλοσ και ωκράτθσ Σςαγγάρθσ, "Μοντελοποίθςθ 

διφαςικϊν αςυμπίεςτων ροϊν ςε κλειςτοφσ αγωγοφσ".  Πρακτικά τθσ 5θσ Επιςτθμονικισ 

υνάντθςθσ για τισ Ερευνθτικζσ Δραςτθριότθτεσ ςτθ Μθχανικι Ρευςτϊν ςτθν Ελλάδα, ΡΟΗ 

http://jeacfm.cse.polyu.edu.hk/
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=PublicationURL&_tockey=%23TOC%235615%232009%23999669996%23701816%23FLA%23&_cdi=5615&_pubType=J&view=c&_auth=y&_acct=C000050221&_version=1&_urlVersion=0&_userid=10&md5=c08e0f95d9dbb167d7f565f4049eb0dd
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2006, Πάτρα 6.11.2006. Αρκρο ςτον  κατάλογο ςυγγραφζων on line Εργαςτιριο Σεχνικισ 

Θερμοδυναμικισ Σμιμα Μθχανολόγων και Αεροναυπθγϊν Μθχανικϊν Πανεπιςτιμιο 

Πατρϊν 2006. Πρακτικά ςε CD. http://www.mead.upatras.gr/ conferences/flow2006. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Π1 
 

Π.1.1.   Η ενδιάμεςη ςυνάρτηςη των ιςοχψϊν *  τησ  § 2.9.1. 

 

χζςη  (2.9.1.1.). 

Ζςτω ( )tx  θ κζςθ τυχαίου ςθμείου τθσ διεπιφάνειασ τθν χρονικι ςτιγμι t  τότε 
t

x
u

είναι θ ταχφτθτα  και άρα ιςχφει:  ( ), 0t tx . Επομζνωσ  διαφορίηοντασ με τον κανόνα τθσ 

αλυςίδασ  και με βάςθ τισ ιδιότθτεσ των τελεςτών των διανυςμάτων λαμβάνεται θ ςχζςθ: 

   

0

0

0 ( ) 0

t

t

t t

t

t

ή

x

x

u u

                (2.9.1.1.)                                

 

Π.1.2.   Διακριτοποίηςη τησ *τησ   § 3.11.2. 

 

χζςη  (3.11.13.). 
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(3.11.13.) 

χζςη  (3.11.14.). 
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,

,

1
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y i j
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y y
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(3.11.14.). 

χζςη  (3.11.15.). 
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        (3.11.15.) 

 

Π.1.3.   Διακριτοποιήςεισ  του  αλγορίθμου τησ τοπικήσ LSM τησ § 3.11.5. 

 

Α. Αλγόριθμοσ αρχικοποίηςησ μητρϊων index1 και Index2  

k=1;  

for  i=1 to Nx, for j=1 to Ny   mask(i,j)=0 ; 

if |phi(i,j)|<gamma 

mask(i,j)=2 ;    index1(k)=i;  index2(k)=j; k=k+1 ; 

else if |phi(p,q)|<gamma and mask(p,q)==0   

 for p=1-1,i+1, q=j-1,j+1   mask(p,q)=1 ;  

   index1(k)=p;  index2(k)=q; k=k+1 ; 
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Β. Αλγόριθμοσ υπολογιςμοφ του 
x


 
ςτα ςημεία του πλζγματοσ μζςα ςτον ςωλήνα Σ,  

k=1; for  i=1 to Nx,    for j=1 to Ny    mask(i,j)=0 ;  

   if |phi(i,j)|<gamma 

    mask(i,j)=2 ;    index1(k)=i;  index2(k)=j; k=k+1 ; 

  else if |phi(p,q)|<gamma and mask(p,q)==0   for p=1-1,i+1,  

    q=j-1,j+1.         

  mask(p,q)=1 q index 1(k)=p q; index 2(k)=q q; k=k+1 q 

for k =1 to K     

  if (mask (index1(k), index2(k))==2) 

       phi_x (index1(k), index2(k))=( phi(index1(k)+1, index2(k)) 

- phi(index1(k)-1,index2(k))/ (2*dx) . 

 

Γ. Αλγόριθμοσ επαναρχικοποίηςησ τησ μζςα ςτον ςωλήνα Ν 

for  k =1 to K  

      phi_new (index1(k), index2(k))= phi(index1(k), index2(k) +…     
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Π2 
 

Πίνακασ ημαία   (Flag matrix)- Εμπόδια  (Obstacles) 

 

B_N   Boundary Cell with Fluid on the North 

B_S   Boundary Cell with Fluid on the South 

B_W   Boundary Cell with Fluid on the West 

B_E   Boundary Cell with Fluid on the East 

B_NW  Boundary Cell with Fluid on the North and West 

B_NE  Boundary Cell with Fluid on the North and East 

B_SW  Boundary Cell with Fluid on the South and West 

B_SE  Boundary Cell with Fluid on the North and East 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Π3 
 

Πίνακασ-ςημαία (Flag matrix)-Ελεφθερεσ ροζσ. 

 

Οι τφποι οριακών ςυνκθκών που υλοποιοφνται.  

 

C_F  Inner Fluid Cell (not on fluid surface) 

F_N  Fluid Cell with Empty Cell on the North 

F_S  Fluid Cell with Empty Cell on the South 

F_W  Fluid Cell with Empty Cell on the West 

F_E  Fluid Cell with Empty Cell on the East 

F_NW  Fluid Cell with Empty Cell on the North and West 

F_NE  Fluid Cell with Empty Cell on the North and East 

F_SN  Fluid Cell with Empty Cell on the South and North 

F_SW  Fluid Cell with Empty Cell on the South and West 

F_SE  Fluid Cell with Empty Cell on the South and East 

F_WE  Fluid Cell with Empty Cell on the West and East 

F_ESN  Fluid Cell with Empty Cell on the East South and North 

F_WSN               Fluid Cell with Empty Cell on the West South and North 

F_EWN               Fluid Cell with Empty Cell on the East West and North 

F_EWS               Fluid Cell with Empty Cell on the East West and South 

F_EWSN Fluid Cell with Empty Cell on all four directions (isolated) 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Π4 
 

υνάρτηςεισ ( )H x   και ( )x .  

Η βθματικι ςυνάρτθςθ Heaviside, ι μοναδιαία ςυνάρτθςθ βιματοσ που ςυμβολίηεται ( )H x  

περιγράφει μια κατά τμιματα ςτακερι ςυνάρτθςθ ι ευρφτερα μια γενικευμζνθ ςυνάρτθςθ 

ι κατανομι. Αν είναι μια κατά τμιματα ςτακερι ςυνάρτθςθ αντιςτοιχίηει μια ευκεία 

γραμμι με το ςφνολο  {0, a, 1}, δθλ θ ( )H x  ορίηεται :  

                         

0  για   0

( )   για  0 

1  για   0

x

H x a x

x




 
                                                                    

(Π.4.1.),

    

 

όπου a ςυνικωσ προτιμάται 0 ι ½, ι 1. , Abramowitz and Stegun, p.1020, Bracewell,p. 61.  

H ςυνάρτθςθ ( )x  ι Dirac ι μοναδιαία κρουςτικι ςυνάρτθςθ (Bracewell, 1999), είναι 

γενικευμζνθ ςυνάρτθςθ ι κατανομι που περιγράφει μια απείρωσ απότομθ αιχμι που 

δεςμεφει μοναδιαίο εμβαδόν. Η ςυνάρτθςθ ( )x  ζχει τιμι μθδζν οπουδιποτε και για 

0x  θ τιμι τθσ απειρίηεται κατά τζτοιο τρόπο ώςτε το ολοκλιρωμα ςε όλο το πεδίο 

οριςμοφ τθσ να ιςοφται με τθν μονάδα. Γεωμετρικά εκφράηει μια ευκεία γραμμι που είναι 

μθδζν παντοφ εκτόσ από τθν αφετθρία, όπου είναι άπειρθ.  Είναι το ςυνεχζσ ανάλογο τθσ  

διακριτισ  ςυνάρτθςθσ Kronecker delta.  Άρα εξ οριςμοφ ιςχφει, McMahon,  Li, & Wong, 

0 για 0
( )

για 0

x
x

x



 

                                                         

(Π.4.2.) 

με τον περιοριςμό τθσ ιςοδφναμθσ ςυνκικθσ  

( ) 1x dx
                                                                         (Π.4.3.) 

Η ςυνάρτθςθ ( )x  ζχει τθν βαςικι ιδιότθτα να ορίηεται αυςτθρά ωσ μζτρο  

1, 0
( )

0 0

A
A

A



 

                                                                         
(Π.4.4.) 

Τότε για κάκε ςυνάρτθςθ  f  ιςχφει 

( ) ( ) (0)f x x dx f



                                                         

(Π.4.5.)
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και ευρφτερα  

( ) ( ) ( )f x x a dx f a



                                                         (Π.4.6.)

 

και ςτθν  πράξθ  

( ) ( ) ( ) για 0
a

a
f x x a dx f a




 




                                 (Π.4.7.)

 

Ιςχφει ακόμθ   

[ ( )] ( )
d

H x x
dx


                                                                             

(Π.4.8.)
 

(Bracewell 2000, p. 97), οπότε αντίςτοιχα θ ( )H x είναι το ολοκλιρωμα τθσ ( )x που μπορεί 

να διατυπωκεί και  

( ) ( )
x

H x t dt
                                                                             

(Π.4.9.), 

αν και αυτι θ ανάπτυξθ δεν ζχει νόθμα για  x = 0, ςε ολοκλθρώματα που περιζχουν τθν 

( )x , Weisstein. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Π5 
 

Λεπτομζρειεσ μετατοπιςμζνου πλζγματοσ του διφαςικοφ αλγορίθμου.  

                      

 

Σχ.Π.5.1.  Ενδιάμεςεσ  κυψζλεσ του μετατοπιςμζνου πλζγματοσ 

 

Τα Σχ. Π.5.1. (κόμβοι εςωτερικοί) και Σχ. Π.5.2. (κόμβοι ςτα όρια) δείχνουν τθν αλλθλουχία 

των μεγεκών ςτα τρία μετατοπιςμζνα πλζγματα του λογιςμικοφ NaSt2d, Griebel et al., 1998,  

που υλοποιικθκαν για τισ ανάγκεσ του μονοφαςικοφ και διφαςικοφ αλγορίκμου τθσ 

μεκοδολογίασ τθσ διατριβισ. Διευκολφνουν ςτον ζλεγχο των διακριτοποιιςεων και ςτθν 

αίςκθςθ πολφπλοκων ςχθμάτων π.χ. ςχιματα WENO, πολυωνφμων Lagrange γιατί 

περιζχουν αρκετά γειτονικά κελιά. H ςφγκριςθ με τα πλζγματα του λογιςμικοφ NaSt3d, Croce 

,i ju
2,i ju 

1,i ju 2,i ju 
1,i ju 

, 1i jp 

,i jp

,i jv

1,i jp  2,i jp 1,i jp 

1i  i1

2
i 

1i 1

2
i 

2Nast d

1i  1i  3

2
i 
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2
i i1

2
i 

....( , )cell i j

1

2
j 

j

3

2
j 

j

2j 
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2
j 

2i 
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2
i 2i  3

2
i 

2j 

3

2
i  2i 2i  3

2
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5

2
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, 2i jp 

1j 

1

2
j 

3

2
j 

1j 

1, 1i jp  2, 1i jp  

2,i jp 

2, 1i jp  

2, 2i jp  

2, 2i jp  

1

2
j  1

2
*i  3

2
i  5

2
i 

5

2
j 

1

2
*j 

1,i jv 
1,i jv  2,i jv 

1, 2i jp   1, 2i jp   2, 2i jp  

2, 2i ju  

1, 2i jp  

2, 1i jp  

1, 1i jp   , 1i jp 
2, 1i jp  

1, 1i jp  

, 2i jp  1, 2i jp   2, 2i jp  

1, 1i jp  
2, 1i ju   1, 1i ju   , 1i ju  1, 1i ju  

2, 1i ju  

2, 1i jv   1, 1i jv   , 1i jv  1, 1i jv  
2, 1i jv  

2, 2i jv  
1, 2i jv  

1, 2i ju   , 2i ju  1, 2i ju  2, 2i ju  

, 2i jv 
1, 2i jv  

2, 2i jv  

2,i jv 

2, 1i jv  

2, 1i ju  

2, 2i ju  

2, 2i jv  
1, 2i jv   , 2i jv  1, 2i jv   2, 2i jv  

1, 1i ju  

, 1i ju  1, 1i ju  

2, 1i ju  

1, 2i ju  

, 2i ju  1, 2i ju  

2, 2i ju  

1, 1i jv   , 1i jv  1, 1i jv  
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1

2
j 

1j 

2j 
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j 

3

2
j 

2j 
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0,0p

2,2u1,2u

0,0u

0,1u

1,0u 2,0u

1,1u

2,1u

0,0v

0,1v

1,0v

2,0v

0,1p

1,0p

max 1,
max
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j

u 
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i
j
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max 1
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1, max 1ju 

2,
max 1j

u


max,
max

i
j

umax 1,
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i
j
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max, max 1i jv 
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0, maxju
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0, max 1ju 

2,0p
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max 1,0ip max 1,0ip  max,0ip
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max 1j

v


2,
maxj

v
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max 1
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j
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max,
max 1
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j
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max,2iu

2,1p

2,2p

2,1v1,1v

2,2v

max 1,1iv 

max 1,0iv 

max 1,2iv 

max,0iv

max 1,1ip max,1ip

max,2ip max 1,2ip 

max 1,
max 1
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j

p 


max 1,
max

i
j

p 

max 1,
max 1
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j

p 


1,2v
0,2v

0, maxjv

0, max 1jv 

0, max 1jp 

1,2p
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max 1i 
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i  max 1i 1
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0

1, max 1jp 
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1

0

0.5

1.5

2

0

0.5

1

2.5

1
max

2
j 

max 1j 

1
max

2
j 

2

maxj

max 1j 

3
max

2
j 

....( , )cell i j

1
max

2
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3
max

2
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2
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1.51.5
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1.5

0.5

max 1j 

et.al., 2004,  προςφζρεται ωσ εποπτικό μζςο ςφγκριςθσ αρικμθτικών ςχθμάτων ςε δφο 

αρικμθτικά πλζγματα ίδιασ δομισ που διαφζρουν μόνο ςτθν ονοματολογία των κόμβων. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ. Π.5.2. Οριακζσ κυψζλεσ του μετατοπιςμζνου πλζγματοσ 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Π6     
 

χήματα πεπεραςμζνων διαφορϊν  κλπ   κεφ.3. 

 

, 1,

,

i j i j

x

i j

u uu
u

x dx

 
   

                                                                            (Π.6.1.), 

, , 1

,

i j i j

y

i j

v vv
v

y dy
                                                                             (Π.6.2.), 

 
2

1, , 1,

2 2

,

2i j i j i j

x x

i j

u u uu
u

x dx

   
  

                                                             

(Π.6.3.),

 

 
2

, 1 , , 1

2 2

,

2i j i j i j

y y
i j

u u uu
u

y dy

   
  

 
                                                          (Π.6.4.), 

 
2

1, , 1,

2 2

,

2i j i j i j

x x

i j

v v vv
v

x dx

   
  

 
                                                           (Π.6.5.), 

 
2

, 1 , , 1

2 2

,

2i j i j i j

y y
i j

v v vv
v

y dy

   
  

                                                             

(Π.6.6.), 

    
1, ,

,

i j i j

x

i j

p pp
p

x dx

  
   

                                                                      (Π.6.7.), 

    

, 1 ,

,

i j i j

y

i j

p pp
p

y dy

  
  

 
                                                                      

(Π.6.8.). 

Ζςτω μία διανυςματικι ςυνάρτθςθ Αν  ,f gU  τότε ιςχφει :   

A
f g g

x y y
 

 
 

 
U                                                                                    (Π.6.9.), 

όπου A 0  για τθν διδιάςτατθ περίπτωςθ δθλ  

f g

x y
 

 


 
U                                                                                            (Π.6.10.), 

και A 1  για το αξονο-ςυμμετρικό πρόβλθμα 

f g g

x y y
  

 
 

 
U                                                                                    (Π.6.11.). 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Π7 
 

Διακριτοποίηςη των όρων των εξιςϊςεων Navier-Stokes τησ §3.9.   

 

Αναλυτικζσ διατυπώςεισ από τισ οποίεσ προκφπτουν οι αντίςτοιχεσ ςχζςεισ τθσ 

παραγράφου. 

Π.7.1.   Διακριτοποίηςη των ςυναγωγικϊν όρων τησ  § 3.9.2.  

 

( ) , , , ,
u u v v

u v u v u v u v
x y x y x y

CONV u u u u

  
,

u u v v
u v u v

x y x y

2-D
CONV u u

                         

(3.9.1.) 

 
_ , 1 1

,
, , , 1, , 1 1, 12 2

_,

1
,

2

u v
u v u

 uv / y
1y y 2 2

dy
2

CONV x i j
i j

i j i j i j i j i j i j

CONV xi j

i j

v v v v

j

 
   




      

         
        
 

    

 
 , , 1, , 1 1, 1

,

u
 uv / y

1
2 dy

2

i j i j i j i j i j

i j

v v v v

j

      


 
   
 

                                             

(3.9.11.),

, 1 , 1

_

, 1, , ,
,

2

u u1 u 1 u 1 u 1

1y y y 2
dy

2

i j i j

CONV x

i ji j i j i j
i j

y y y dy
j

 



        
                         

   

 , 1 , 1

21, ,
,

2

u u1 u 1 u

1y y
2 dy

2

i j i j

i j i j
i j

y y
j

 



    
              

                                     

(3.9.12.) 

, ,

2 _ _

, , 1 1, , ,
, ,

2 2

, 1, , , 1, ,

1 1
, ,

2 2

v v1 1 v 1 v
 

y y y y y

v v1 1

y y dy d

i j i j

CONV y CONV y

i j i ji j i j i j
i j i j

i j i j i j i j i j i j

i j i j

v v

y y y y

v v v v

dy j dy j




 

 

 


      

                     
 


   

            
 

y




 

 

  ,

, 1,2 2

,

v1 1
 

y dy

i j

i j i j

i j

v v
v v

y y j j






  
       

   
                        (3.9.13.) 
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Π.7.2.   Διακριτοποίηςη των όρων ιξϊδουσ τησ  § 3.9.3.  

   

χζςη  (3.9.21.). Διακριτοποίθςθ του όρου 2 ( ( ) )xxu    

Χρθςιμοποιώντασ τθν  
_

1, ,(

,

)

2

VISC x
i j i j

i j

 
  

  (3.9.19.) και τισ ςχζςεισ  

, 1,

,

i j i j

x

i j

u uu
u

x dx

 
   

    (Π.6.1.),          
, 1,

,

i j i j

y

i j

v vv
v

y dy
      (Π.6.2.), 

 
    

_
,

_
,

1 _ _
1, ,1, ,

2 _ _

1, 1, , , , 1,

2 ([ ( )] )

2( ) [ ( )] [ ] [ ( )] [ ]

2( ) [ ( )] [ ( )]

2
2 [ ( )] )

( )

2 ( ( ) ) VISC x
i j

VISC x
i j

xx

VISC x VISC x
i j i ji j x i j x

VISC x VISC x

i j i j i j i j i j i j

xx

xx u

dx u u

dx u u u u

u
dx

u  

   

   

 

 


 


  

    
 

    

     

   
 

 

    2, 1, 1, ,

1, , , 1,2
[

2 2

i j i j i j i j

i j i j i j i ju u u u
     

 

 
           

 

      
2

2, 1, 1, , 1, , , 1,( )2 ( ( ) ) i j i j i j i j i j i j i j i jxx dx u u u uu     


                   (3.9.21.) 

χζςη  (3.9.23.). Διακριτοποίθςθ του όρου ( )( ))yy xu v    

 

 

_

,

,

,

, 1

,

_

_ _

, ,

1 _ _

,

1 _ _

, 1

1 _

,

([ ( )] ( ))

([ ( )] ( ) )

( ) [ ( )]

( ) [ ( )]

( ) [ ( )]

VISC x

i j

i j

i j

i j

i j

VISC x
yy x

VISC x VISC x
yi j y x i j

VISC x VISC x

i j y x

VISC x VISC x

i j y x

VISC x

i j y

u v

u v

dy u v

dy u v

dy u

 

 

 

 

 











   
 

   

     

      

      
  

,

, 1 , 1

_

1 _ _

, 1( ) [ ( )]

i j

i j i j

VISC x

x

VISC x VISC x

i j y x

v

dy u v 
 





   

        

 

Επίςθσ 

                

        

         

        

_

1 1 1 1
, , , 1

2 2 2 2

1, , 1, 1 , 1

1, , 1, 1 , 1

,

1, , , 1, 1, 1 , 1 , 1

1

2

1 1 1 1

2 2 2 2

1

4

1

(4 )

VISC x

i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

x x x xi j

x x x x

x x x x

i j i j i j i j i j i j i j

v v v v

v v v v

v v v v

v v v v v v v v
dx

    

   

   

     

   

  
     

  

    

                 
 

   _

1, 1

1, 1, 1, 1 1, 1,

1

(4 )

VISC x

i j

x i j i j i j i ji j
v v v v v

dx
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   _

1, 1 1, 1 1, 2 1, 2, 1

1

(4 )

VISC x

x i j i j i j i ji j
v v v v v

dx
       

    


                           

 

Άρα  τελικά 

 

_

,

1, ,

, 1,

_

1, 1, 1, 1 1, 1( , 1 ,

1, 1 1, 1 1, 2 1( , , 1

([ ( )] ( ))

)

2 4

)

2

( ( )( )) VISC x

i j

i j i j

i j i j

VISC x
yy x

i j i j i j i ji j i j

i j i j i j ii j i j

yy x u v

v v v vu u

dy dy dx

v v v vu u

dy dy

u v  

 

 

 





     

      

    
 

        
     


  

  




 , 2

4

j

dx







   
   
      

     

(3.9.23.) 

 

χζςη  (3.9.27.). Διακριτοποίθςθ του όρου 2 ( ( ) ) yyv  
 

Χρθςιμοποιώντασ τθν  , 1 ,_

,

( )

2

i j i jVISC y

i j

 


 
  (3.9.19.) και τισ ςχζςεισ  

, 1,

,

i j i j

x

i j

u uu
u

x dx

 
   

    (Π.6.1.),    
, 1,

,

i j i j

y

i j

v vv
v

y dy
   (Π.6.2.), 

 

_
,

1 _ _

, 1 , 1 , ,

, 1 , , , 11 _ _

, 1 ,

,

2

2 ( ( ) ) 2 ([ ( )] )

2( ) [ ( )] [ ] [ ( )] [ ]

2( ) [ ( )] [ ( )]

2

( )

VISC y
i jy yy y

VISC y VISC y

i j y i j i j y i j

i j i j i j i jVISC y VISC y

i j i j

i

v v

dy v v

v v v v
dy

dy dy

dy

   

   

   




 

 


      
 

    

    
      

   


       

        

2 , 1 , 1 ,

, 1 , , , 1

, 2 , 1 , 1 , , 1 , , , 12

2 2

1

( )

j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

v v v v

v v v v
dy

  

   

  
 

    

  
    

 

      

 

                    

χζςη  (3.9.28.).  Εναλλακτικι διακριτοποίθςθ του όρου   ,2 ( ( ) ) i jyyv     

 

    

,
3 11

, , 1 , ,
2 2

, 1 , , , 13 11
, ,

2 2

3 1
, ,, 1 , , , 12 2 2

2 ( ( ) ) 2( ) ( ) ( )

2( ) ( ) ( )

2
( ) ( )

( )

i jy i j i j i j i jy y y

i j i j i j i j
i j i j

i j i ji j i j i j i j

v dy v v

v v v v
dy

dy dy

v v v v
dy
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χζςη  (3.9.29.).  Διακριτοποίθςθ του όρου ( )( ))xy xu v  
 
 

 

_

,

,

,

_
,

_ _

, ,

1 _ _ 1 _ _

, 1,

( ( ) ( ) ([ ( )] ( ))

([ ( )] ( ) )

( ) [ ( )] ( ) [ ( )]

( )( )) VISC y

i j

i j

i j i

VISC y
x i j xy x y x

VISC y VISC y
xi j y x i j

VISC y VISC y VISC y VISC y

i j y x i j y x

xy x u v u v

u v

dx u v dx u v

u v    

 

   

 



 



           

   

             



 
       

1,

, 1,, 1,

1 _ _ 1 _ _

, 1,( ) [ ( )] ( ) [ ( )]

j

i j i ji j i j

VISC y VISC y VISC y VISC y

i j y x i j y xdx u v dx u v   


 





            

     

Επίςθσ 

                  

   

 

_

1 1 1 1
, , , 1

2 2 2 2

1, , 1, 1 , 1

1, , 1, 1 , 1

,

1,

1

2

1 1 1 1

2 2 2 2

1

4

1

(4 )

VISC y

i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

y y y yi j

y y y y

y y y y

i j

u u u u

u u u u

u u u u

u
dy

    

   

   



                   

  
                   

  

                  




        

 _

1, 1 , , 1 1, 1 1, , 1 ,

, 1 , 1 1, 1 1, 1,

1

(4 )

VISC y

i j i j i j i j i j i j i j

y i j i j i j i ji j

u u u u u u u

u u u u u
dy

      

     

      

        

                                   

 _

1, 1 1, 1 2, 1 2, 11,

1

(4 )

VISC y

y i j i j i j i ji j
u u u u u

dy
       

        
 

 

Άρα  τελικά 

 

_

,

, 1 ,

, , 1

_

, 1 , 1 1, 1 1, 1( 1, ,

1, 1 1, 1 2, 1 2( , 1,

([ ( )] ( ))

)

2 4

)

2

( ( )( ))

VISC y

i j

i j i j

i j i j

VISC y
xy x

i j i j i j i ji j i j

i j i j i j ii j i j

xy x

u v

u u u uv v

dx dx dy

u u u uv v

dx dx

u v

 

 

 

 





     

      



   
 

        
     


  

  




 , 1

4

j

dy







   
   
      

        

(3.9.29.) 
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Π.7.3.  Εναλλακτική διακριτοποίηςη των όρων τησ επιφανειακήσ τάςησ τησ  § 3.9.4.  

 

 Α. Διακριτοποιήςεισ ςτουσ κόμβουσ ,i ju  

1
( , ) , 1 1, 1 , 1, , 1 1, 1

22

0.5
(( ) 2( ) ( ))( ) i j i j i j i j i j i j i jy y

dy
                  

 

1
( , ) 2, 1, , 1, , 1,

2 2

0.5
(( ) 2( ) ( ))( ) i j i j i j i j i j i j i jx x

dx
               

 

2
1, ,2 1

( , )
2

( ) ( )
i j i j

i jx

dx

 








 

2 21
( , ) , 1 1, 1 , 1 1, 1

22

0.25
( ) (( ) ( ))i jy i j i j i j i j

dy
             

 

1, 1 1, , 1 ,1, ,1
( , )

2

( )
( ) ( )

i j i j i j i ji j i j
i jx y y

dxdydx

    


   


  
   

 

1
( , )

2
( ) i jy y 

 

1
, 1 , 1 1, 1

2

1
, , 1,

2

1
, 1 , 1 1, 1

2

0.5( )

0.5( )

0.5( )

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

  

  

  

    

 

    

 

 

 

 

1 1 1 1
, ,1 1 1 1 12 2 2 2

( , ) , ,
2 2 2 2 2

1 1 1 1
, 1 , , , 11 1 1 1 2 2 2 2

, ,
2 2 2 2

( ) 1
( )( ) ( )

1 1
( ) ( ) (( ) ( ))

i j i j
i j i j i j yy y y

i j i j i j i j

i j y i j y

dydy

dy dy dy dy

 
 

   
 

   
    

     

   


   

 
  

 

1 1 1 1 1
( , ) , 1 , , , 1

22 2 2 2 2

1 1 1 1
( , ) , 1 , , 1

22 2 2 2

1
(( ) ( )( )

1
( 2 )( )

i j i j i j i j i jy y

i j i j i j i jy y

dy

dy

   

  

      

     

     

   

 

1
( , ) , 1 1, 1 , 1, , 1 1, 1

22

0.5
(( ) 2( ) ( ))( ) i j i j i j i j i j i j i jy y

dy
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1
( , )

2
( ) i jx x 

 

1 1, ,
( , ) 1, ,

2

3 1 1 1
, , , ,

2 2 2 2

1 3 1 1 1
( , ) , , , ,

2 2 2 2 22

1 3 1 1
( , ) , , ,

2 2 2 22

1
( )( )

1
(( ) ( ))

1
(( ) ( )

1
( 2 )

( )( )

( )

( )

i j i j
i j i j i j xx x

x

i j i j i j i j

i j i j i j i j i jx x

i j i j i j i jx x

dxdx

dx dx dx

dx

dx

   

   

   

  


 

   

    

   


   

 
 

    

   

 

3
, 2, 1,

2

1
, , 1,

2

1
, , 1,

2

0.5( )

0.5( )

0.5( )

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

  

  

  

  

 

 

 

 

 
 

1 3 1 1
( , ) , , ,

2 2 2 22

1
( , ) 2, 1, , 1, , 1,

2 2

1
( 2 )( )

0.5
(( ) 2( ) ( ))( )

i j i j i j i jx x

i j i j i j i j i j i j i jx x

dx

dx

  

     

   

    

   

     

 

 

2 1
( , )

2
( ) i jy 

 

2
1 1 1 1

2 ,1 2 2 2 2
( , )

2

1 1 1 1 1 1
, , 1, , 1,

2 2 2 2 2 2

, 1 , 1, 1 1,

1 1
, , 1 , 1, 1 1,

2 2

1 1
,

2 2

0.5( ) 0.5( ) 0.5( )

0.25( ) 0.25( )

0.25( )

0.5

,
( ) ( )

i j i j
i jy

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

i j

dy

 


    

   

    



   


       

   

     

 



    

   

   





1 1 1 1
, 1, , 1,

2 2 2 2

, 1 , 1, 1 1,

1 1
, , 1 , 1, 1 1,

2 2

2 2
1

( , ) , 1 , 1, 1 1, , 1 ,22

( ) 0.5( ) 0.5( )

0.25( ) 0.25( )

0.25( )

0.25
( ) (( ) (

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

i jy i j i j i j i j i j i j i

dy

   

   

    

       

     

   

     

     

   

   

   

      1, 1 1,

2 2
1

( , ) , 1 1, 1 , 1 1, 122

0.25
(

))

) (( ) ( ))

j i j

i jy i j i j i j i j

dy
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2 1
( , )

2
( ) i jx 

 
2

1, ,2 1
( , )

2
( ) ( )

i j i j
i jx

dx

 








 

1
1, , ..( , )1, ,1 2

( , )
2

1 1
1, ... ...( , ) , ..( , 1, 1 1, , 1 ,

2 2

( )
( ) ( )

( ) ( ) .. ) (( ) ( ))

i j i j y i ji j i j
i jx y y

i j y at i j i j y at i j i j i j i j i j

dx dxdy

dxdy dxdy

  


     

 


      


  

   


 

 
1

( , )
2

( ) i jx y 
 

1, 1 1, , 1 ,1, ,1
( , )

2

( )
( ) ( )

i j i j i j i ji j i j
i jx y y

dxdydx

    


   


  
 

 

 

Β. Διακριτοποιήςεισ ςτουσ κόμβουσ ,i jv  

1
( , ) , 1 , 1, 1 1, 1, 1 1,

2 2

0.5
(( ) 2( ) ( ))( ) i j i j i j i j i j i j i jx x

dx
                  

 
1

( , ) , 2 , , 1 , 1
22

0.5
( )( ) i j i j i j i j i jy y

dy
          

 
2 21

( , ) 1, 1 1, 1, 1 1,
22

0.25
( ) (( ) ( ))i jx i j i j i j i j

dy
             

 

2 21
( , ) , 1 ,22

1
( ) ( )i jy i j i j

dy
    

 

1 1
1, 1 1, , 1 ,1, ,1

2 2( , )
2

( )
( ) ( )

i j i j i j i ji j i j
i jx y y

dxdydx

    


     


  
   

 
 

1
( , )

2
( ) i jy y 

 

, 1 ,1
( , ) , 1 ,

2

3 1 1 1
, , , ,

2 2 2 2
, 1 ,

1 3 1 1 1
( , ) , , , ,

22 2 2 2 2

1 3
( , ) ,

22

( ) 1
( ) ( )( )

1 1
(( ) ( ) ) (( ) ( ))

1
(( ) ( ))( )

1
(( )

i j i j
yi j i j i j yy y

i j i j i j i j

i j y i j y

i j i j i j i j i jy y

i j i jy y

dy dy

dy dy dy dy

dy

dy

 
 

   
 

   





 

   



    

 


   

 
   

    


1 1

, ,
2 2 2

2 )i j i j    
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3
, , 2 , 1

2

1
, , , 1

2

1
, , , 1

2

0.5( )

0.5( )

0.5( )

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

  

  

  

  

 

 

 

 

 
 

1 3 1 1
( , ) , , ,

22 2 2 2

1
( , ) , 1 1, 1 , 1, , 1 1, 1

22

1
( , ) , 2 , 1 , , 1 , , 1

22

1
( 2 )( )

0.5
(( ) 2( ) ( ))( )

0.5
(( ) 2( ) ( ))( )

i j i j i j i jy y

i j i j i j i j i j i j i jy y

i j i j i j i j i j i j i jy y

dy

dy

dy

  

     

     

   

       

    

    

     

      

 

1
( , ) , 2 , , 1 , 1

22

0.5
( )( ) i j i j i j i j i jy y

dy
          

 

 

1
( , )

2
( ) i jx x 

 
1 1 1 1

, ,1 1 1 1 1
2 2 2 2( , ) ,

2 2 2 2 2

1 1 1 1
1, , , 1,

2 2 2 2

1 1 1 1 1
( , ) 1, , , 1,

2 2 2 2 22

1
( , )

2 2

1( )
( , )( ) ( )

1
(( ) ( ))

1
(( ) ( ))( )

1
(( )

i j i j
i j i j i j xx x x

i j i j i j i j

i j i j i j i j i jx x

i jx x

dxdx

dx dx dx

dx

dx

 
 

   

   



   
    

     

      




   

 
 

    


1 1 1

1, , 1,
2 2 2

2 )i j i j i j       

 
1

, , 1 ,
2

1
1, 1, 1 1,

2

1
1, 1, 1 1,

2

0.5( )

0.5( )

0.5( )

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

  

  

  

 

    

    

 

 

 
 

1 1 1 1 1
( , ) ( , ) 1, , 1,

2 2 2 2 22 2

1
( , ) , 1 , 1, 1 1, 1, 1 1,

2 2

1 1
( ( 2 ))( ) ( )

0.5
(( ) 2( ) ( ))( )

i j i j i j i j i jx x x x

i j i j i j i j i j i j i jx x

dx dx

dx

   

     

      

       

    

     

 

 

2 1
( , )

2
( ) i jy 

 
2

, 1 ,2 2 21 1
( , ) ( , ) , 1 ,22 2

1
( )( ) ( ) ( )

i j i j

i j i jy y i j i j

dy dy
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2 1
( , )

2
( ) i jx 

 

21 1 1 1
, ,2 1

2 2 2 2( , )
2

1 1 1 1 1 1
, , 1, , 1,

2 2 2 2 2 2

, 1 , 1, 1 1,

1 1
, , 1 , 1, 1 1,

2 2
1 1

,
2 2

( ) ( )

0.5( ) 0.5( ) 0.5( )

0.25( ) 0.25( )

0.25( )

0.

i j i j
i jx

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

i j

dx

 


    

   
    



   


       

   

     

 


 

    

   

   


1 1 1 1

, 1, , 1,
2 2 2 2

, 1 , 1, 1 1,

1 1
, , 1 , 1, 1 1,

2 2

2 21
( , ) , 1 , 1, 1 1, , 1 ,

22

5( ) 0.5( ) 0.5( )
0.25( ) 0.25( )

0.25( )
0.25

( ) (( ) (

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

i jx i j i j i j i j i j i j

dy

   
   

    

       

     

   

     

     

   
   

   

       1, 1 1, ))i j i j   

 
2 21

( , ) 1, 1 1, 1, 1 1,
22

0.25
( ) (( ) ( ))i jx i j i j i j i j

dy
             

 

1
( , )

2
( ) i jx y 

 
1 1 11 1

1, , ..( , )1, ,1 2 2 22 2( , )
2

1 1 1 1
1, ... ...( , ) , ..( , 1, 1 1, , 1 ,

2 2 2 2

( )
( ) ( )

( ) ( ) .. ) (( ) ( ))

i j i j y i ji j i j
i jx y y

i j y at i j i j y at i j i j i j i j i j

dxdydx

dxdy dxdy

  


     

     


        


  

   
 

 

1 1
1, 1 1, , 1 ,1 1, ,2 2( , )

2

( )
( ) ( )

i j i j i j i ji j i j
i jx y

y dxdydx
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Π8 
 

Η μεθοδολογια  προβολησ (projection) τησ § 3.3.      

 

Αναλυτικζσ διατυπώςεισ από τισ οποίεσ προκφπτουν οι αντίςτοιχεσ ςχζςεισ τθσ 

παραγράφου. 

χζςη  (3.3.13.).   

( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

, 1, , , , 1 ,( ) ( )

, ,

( 1) ( 1) (

1, , , 1( ) ( )

, ,

1 1
( ) ( ) 0

( ) ( )

1 1
( ) (

( ) ( )

n n n n n n

i j i j i j i j i j i jn n

i j i j

n n n

i j i j i jn n

i j i j

dt dt
F p p G p p

x dx y dy

dt dt
p p p

x dx y dy

   

   

   

 

  

 

   
                

 
      

   1) ( 1) ( ) ( )

, , ,)n n n

i j i j i jp F G
x y


  

       

 
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1, , 1, , 1 , , 1 , , 1, , , 1

2 2

2 2 ( )n n n n n n n n n n n

i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j i jp p p p p p F F G G
rhs

x dy dt dx dy

 



     

     
     

    
 

   

(3.3.13.). 

 

χζςη  (3.3.14.).   

 

2 2

2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

1 1 1

2 ( )
2 2 2

1 1

2 ( ) 2 ( ) 2 2 2 ω1 1
2

dx dy

dx dydx dy dx dy dx dy

dx dy dx dy dx dy dx dy

dx dy dx dy

dx dy dx dy rdx rdy

dy dx




   

    
          

 
    

      
  
 

 

 

ω

2 2 2rdx rdy





 
                            (3.3.14.). 

 

χζςη  (3.3.15.).   

 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

1, , 1, 1, , 1, , 1, , 1,

2 2

2 ( 1) ( 1) ( 1) 2 ( 1) (

1, , 1, 1, ,

2 2

2 2 1

2 2

n n n n n n n n n n

i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j

n n n n n

i j i j i j i j i j

p p p p p p F F G G
rhs

x dy dt dx dy

dy p p p dx p p

dx dy



     

     

   

  

     
     

 

    




 

   

     

1) ( 1)

1,

2 2

2 ( 1) ( 1) ( 1) 2 ( 1) ( 1) ( 1)

1, , 1, , 1 , , 1

2 2 2 2

2 ( 1) 2 ( 1) ( 1) 2 ( 1) 2

, 1, 1, ,

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

n

i j

n n n n n n

i j i j i j i j i j i j

n n n n

i j i j i j i j

p

dx dy

dy p p p dx p p p

dx dy dx dy

dy p dy p p dx p dx

dx dy dx dy dx dy

 



     

   

   

 






     
 

 

      
  

  

 ( 1) ( 1)

, 1 , 1

2 2

n n

i j i jp p

dx dy
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2 2 ( 1) 2 ( 1) ( 1) 2 ( 1) ( 1)

, 1, 1, , 1 , 1

2 2 2 2 2 2

2 2 ( 1) 2 ( 1) ( 1) 2 ( 1) ( 1)

, 1, 1, , 1 , 1

2 2 2 2 2

( )
2

( )
2

n n n n n

i j i j i j i j i j

n n n n n

i j i j i j i j i j

dx dy p dy p p dx p p
rhs

dx dy dx dy dx dy

dx dy p dy p p dx p p

dx dy dx dy dx dy

    

   

    

   

     
    

  

     
  

  

   

2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)2 2
1, 1, , 1 , 1( 1)

, 2 2 2 22 ( )

n n n n

i j i j i j i jn

i j

rhs

p p p pdx dy
p rhs

dx dy dx dy

   

   

 

  
    

  
 

 

    
2 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, 1, 1, , 1 , 12 2
2 2

2 ( )

n n n n n

i j i j i j i j i j

dx dy
p rdx p p rdy p p rhs

dx dy

    

   


       

    

(3.3.15.). 

 
 

χζςη  (3.3.24.).   

( ) ( 1) ( 1)

, 1, ,( )

,

( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, , , 1 , 1 , ,( ) ( )

, , ,

1
( )

( )

1 1 1
( )

( )

n n n

i j i j i jn

i j

n n n n n n

i j i j i j i j i j i jn n

i j i j i j

dt
F p p

x dx

dt
y G y p y p

y y y dy

 

 

 



   

 


      

 
              

 

   

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1, , , 1 , 1 , ,( ) ( ) ( )

, , ,

( ) ( ) ( )

, , ,( )

,

1 1 1
( ) ( )

( ) ( )

1

n n n n n n

i j i j i j i j i j i jn n n

i j i j i j

n n n

i j i j i jn

i j

dt dt
p p y p y p

x dx y y dy

F y G
x y y

   

     

  

   
                

 
   

 
 

   

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1, , , 1 , 1 , ,( )

,

( ) ( ) ( )

, , ,( )

,

1 1 1
( ) ( )

1 1

n n n n n n

i j i j i j i j i j i jn

i j

n n n

i j i j i jn

i j

p p y p y p
x dx y y dy

F y G
dt x y y

     

  

 
        

    

  
      

                

(3.3.24.). 

 

χζςη  (3.3.25.).   
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