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Πρόλογος

Η εργασία αυτή βασίζεται στη θεωρία στοχαστικού χαρτοφυλακίου, μίας θεωρίας που εισήγαγε

ο E.R. Fernholz το 2002. Πρόκειται για μία μαθηματική θεωρία που αναλύει τη συμπεριφορά

των χαρτοφυλακίων και τη δομή των αγορών μετοχών. Στόχος της είναι η κατασκευή χαρτο-

φυλακίων με επιθυμητά χαρακτηριστικά βασισμένα σε μοντέλα αγορών που να προσεγγίζουν

όσο γίνεται πιο ικανοποιητικά τις πραγματικές αγορές μετοχών.

Στα πρώτα πέντε κεφάλαια αναφέρονται οι σημαντικότεροι ορισμοί και τα θεωρήματα από τη

Θεωρία Πιθανοτήτων και τη Στοχαστική Ανάλυση που θα χρειαστούμε ως μαθηματικά εργα-

λεία για τη θεμελίωση και ανάπτυξη της θεωρίας στοχαστικού χαρτοφυλακίου. Συγκεκριμένα

αναλύονται ιδιότητες μεγεθών, όπως αυτές της κίνησης Brown, των semimartingales και των

στοχαστικών ολοκληρωμάτων. Επίσης, περιγράφεται το μοντέλο Black and Scholes, το πρώτο

οικονομικό μοντέλο της εργασίας μας, και η θεωρία Girsanov, μία θεωρία αλλαγής μέτρου με

ιδιαίτερα σημαντική συνεισφορά στον τομέα των χρηματοοικονομικών μαθηματικών.

Στο Κεφάλαιο 6 γίνεται μία εισαγωγή στις βασικές έννοιες της θεωρίας στοχαστικού χαρτο-

φυλακίου, συμπεριλαμβανομένων του υπό μελέτη μοντέλου μετοχών, της έννοιας του στοχαστι-

κού χαρτοφυλακίου και της αγοράς μετοχών. Επίσης μελετάται η μακροπρόθεσμη συμπεριφορά

των χαρτοφυλακίων και αναδεικνύεται η σημαντικότητα του ρυθμού ανάπτυξης του χαρτοφυλα-

κίου στον καθορισμό της συμπεριφοράς του.

Στο Κεφάλαιο 7 αναλύεται η περίπτωση αγοράς, στην οποία η κατανομή του κεφαλαίου είναι

ευσταθής με το πέρασμα του χρόνου, με την έννοια ότι δεν συγκεντρώνεται όλο το κεφάλαιο

σε μία μόνο μετοχή. Θεωρούμε συνθήκες που εξασφαλίζουν αυτή την ιδιότητα, καθώς και τις

συνέπειες που έχει στη συμπεριφορά των χαρτοφυλακίων.

Στο Κεφάλαιο 8 αναπτύσσεται η θεωρία των συναρτησιακά παραγόμενων χαρτοφυλακίων.

Πρόκειται για μία πολύ σημαντική θεωρία, καθώς μία μεγάλη κλάση συναρτήσεων μπορεί να

χρησιμοποιηθεί για την παραγωγή χαρτοφυλακίων με επιθυμητά χαρακτηριστικά και καθορι-

σμένη συμπεριφορά. Επίσης, αναλύεται η υπόθεση μη κερδοσκοπίας των χρηματοοικονομικών

και το πως αυτή μπορεί να ανατραπεί μέσω συναρτησιακά παραγόμενων χαρτοφυλακίων.

Στο Κεφάλαιο 9 επεκτείνεται η θεωρία του προηγούμενου κεφαλαίου σε χαρτοφυλάκια που

παράγονται βασισμένα στη διάταξη των μετοχών. Τέτοια χαρτοφυλάκια λαμβάνουν υπόψιν τη

ροή του κεφαλαίου και με βάση αυτά μπορούν να εξηγηθούν δύο φαινόμενα που παρατηρούνται

στις ρεαλιστικές αγορές μετοχών, η επίδραση του μεγέθους και η συμπεριφορά της μεγαλύτερης

μετοχής.

Στο Κεφάλαιο 10 αναλύεται η έννοια της ασυμπτωτικά ευσταθούς αγοράς, ένα είδος αγο-

ράς που φαίνεται να προσεγγίζει σε μεγάλο βαθμό τη συμπεριφορά των πραγματικών αγορών

μετοχών και σχολιάζονται δύο παραδείγματα, εκ των οποίων το ένα ικανοποιεί την ιδιότητα

ευστάθειας και το άλλο όχι. Τέλος, παρουσιάζονται δύο προσεγγιστικά μοντέλα, το μοντέλο
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πρώτης και δεύτερης τάξης, και ο τρόπος εκτίμησης των παραμέτρων τους, αντίστοιχα.

Στο Κεφάλαιο 11 δίνεται μία απλή μορφή μοντέλου που παρουσιάζει διάφορα χαρακτηριστικά

των πραγματικών αγορών μετοχών. Αποδίδει μικρή μεταβλητότητα στις μεγάλες μετοχές και

μεγάλη στις μικρές, έτσι ώστε συνολικά η αγορά να είναι ευσταθής στο σύνολό της. Γίνεται

μελέτη της μακροπρόθεσμης συμπεριφοράς των μετοχών του μοντέλου και αποδεικνύεται ότι

στο μοντέλο αυτό υπάρχει δυνατότητα κερδοσκοπίας.

Στο Κεφάλαιο 12 δίνεται μία γενίκευση του προηγούμενου μοντέλου, αφού επιπλέον αποδίδει

και υψηλούς ρυθμούς ανάπτυξης στις μικρότερες μετοχές του. Στο μοντέλο αυτό, αφού γίνεται

μία ανάλυση όμοια με του Κεφαλαίου 11, καταλήγουμε στην κεντρική Πρόταση του Κεφαλαίου

που εξασφαλίζει δυνατότητα κερδοσκοπίας σε κάθε αυθαίρετα μικρό χρόνο.

Ευχαριστίες

Θα ήθελα να ευχαριστήσω θερμά τον κο Μιχάλη Λουλάκη για την πολύτιμη βοήθειά του

στην υλοποίηση της διπλωματικής μου εργασίας. Η καθοδήγηση που μου παρείχε τα τελευταία

χρόνια με βοήθησε να αναπτύξω τις γνώσεις μου και να κατανοήσω σύνθετες μαθηματικές

έννοιες. Θα ήθελα να τον ευχαριστήσω ιδιαίτερα για τον χρόνο που μου αφιέρωσε και τη

στήριξή του.

Επίσης, θα ήθελα να ευχαριστήσω τα μέλη της εξεταστικής επιτροπής, κο Βασίλη Παπα-

νικολάου και κο Δημήτρη Φουσκάκη, οι οποίοι διάβασαν και ασχολήθηκαν με τη διπλωματική

μου εργασία.

Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω ιδιαίτερα την κα Κυριακή Κυριάκη για την καθοδήγηση,

τις συμβουλές της και τη στήριξή της σε όλα τα χρόνια φοίτησής μου στο ΕΜΠ.

2



Κεφάλαιο 1

Βασικές έννοιες από τη Θεωρία

Πιθανοτήτων

1.1 Βασικοί Ορισμοί

Ορισμός 1.1.1. ΄Εστω Ω ένα μη κενό σύνολο. Μια κλάση F υποσυνόλων του Ω ονομάζεται
σ-άλγεβρα αν ικανοποιεί τα παρακάτω:

1. Ω ∈ F

2. αν A ∈ F ⇒ Ac ∈ F

3. αν An ∈ F ∀n⇒
∞⋃
n=1

An ∈ F

Πρόταση 1.1.1. Αν

{
Fi
}
i∈I
είναι οικογένεια σ-αλγεβρών υποσυνόλων του Ω, τότε

⋂
i∈I

Fi

είναι επίσης σ-άλγεβρα.

Ορισμός 1.1.2. ΄Εστω A μια κλάση υποσυνόλων του Ω. Τότε η σ(A), η σ-άλγεβρα που
παράγεται από τοA , είναι η μικρότερη σ-άλγεβρα στο Ω που περιέχει την κλάση A ως υποκλάση.

Ορισμός 1.1.3. ΄Εστω Ω ένας τοπολογικός χώρος. Borel σ-άλγεβρα στο Ω, B(Ω), είναι η
σ-άλγεβρα που παράγεται από την οικογένεια των ανοιχτών υποσυνόλων του Ω.

Συμβολισμός: B (Rn) = Bn

Ορισμός 1.1.4. ΄Εστω Ω ένα μη κενό σύνολο και F μια σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω. Η
μη αρνητική συνολοσυνάρτηση P : F → [0,+∞) καλείται μέτρο πιθανότητας αν:

1. P (Ω) = 1

2. και αν για κάθε ακολουθία {An}n∈N ξένων ανά δύο συνόλων στην F ισχύει

P

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

P (An)
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Η τριάδα (Ω,F ,P) καλείται χώρος πιθανότητας.

Σημείωση: Αν η συνολοσυνάρτηση P δεν ικανοποιεί τη σχέση 1 του παραπάνω ορισμού,

τότε ονομάζεται απλά μέτρο και η τριάδα (Ω, F , P ) καλείται χώρος μέτρου.

Πρόταση 1.1.2. Ιδιότητες μέτρου πιθανότητας

΄Εστω (Ω,F ,P) χώρος πιθανότητας. Τότε ισχύουν τα εξής:

1. P (∅) = 0

2. P (Ac) = 1− P (A) ∀A ∈ F

3. 0 ≤ P (A) ≤ 1 ∀A ∈ F

4. P (ArB) = P (A)− P (A ∩B) ∀A,B ∈ F

5. αν A,B ∈ F με A ⊂ B, τότε P (A) ≤ P (B)

6. αν A,B ∈ F , τότε P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

7. αν A1, A2, ..., An ∈ F , τότε P
(

n⋃
i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P (Ai)

Ορισμός 1.1.5. ΄Εστω (Ω,F) μετρήσιμος χώρος στον οποίο ορίζονται τα μέτρα µ, ν. Αν για
κάθε A ∈ F με µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0, τότε λέμε ότι το μέτρο ν είναι απολύτως συνεχές
ως προς το μέτρο µ και συμβολίζουμε με ν � µ.

Ορισμός 1.1.6. Ο χ.π. (Ω, F , P) ονομάζεται πλήρης αν για κάθε A ∈ F με P (A) = 0,
N ∈ F ∀ N ⊂ A

Ορισμός 1.1.7. ΄Εστω (Ω, F , P).

1. Τα A,B ∈ F ονομάζονται ανεξάρτητα αν P (A ∩B) = P (A)P (B)

2. Οι κλάσεις υποσυνόλων Ci, i ∈ I με Ci ⊂ F καλούνται ανεξάρτητες αν για κάθε n ∈ N,

i1, i2, ..., in ∈ I και κάθε Ak ∈ Cik , k = 1, 2, .., n ισχύει P

(
n⋂
k=1

Ak

)
=

n∏
k=1

P (Ak).

Ορισμός 1.1.8. ΄Εστω (Ω, F , P) χ.π. Η συνάρτηση X : Ω→ Rn
καλείται τυχαία μετα-

βλητή αν X−1(A) ∈ F ∀A ∈ Bn. Η Χ καλείται και F -μετρήσιμη.

Παρατήρηση: Η μικρότερη σ-άλγεβρα ως προς την οποία η X : Ω → Rn
είναι μετρήσιμη

συμβολίζεται με σ(Χ) και αποδεικνύεται ότι σ(X) = {X−1(B), B ∈ Bn}

Ορισμός 1.1.9. Οι τ.μ X,Y είναι ανεξάρτητες αν οι σ-άλγεβρες σ(X), σ(Y ) είναι
ανεξάρτητες.
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Πρόταση 1.1.3. Η συνάρτηση X : Ω → R είναι F -μετρήσιμη αν και μόνο αν {X ≤ t} ∈
F ∀ t ∈ R

Ορισμός 1.1.10. ΄Εστω (Ω, F , P) χ.π. και X : Ω → R τυχαία μεταβλητή. Τότε το μέτρο
πιθανότητας PX : B → [0, 1] με PX(A) = P (X ∈ A) ∀A ∈ F ονομάζεται κατανομή της Χ.

Ορισμός 1.1.11. Δύο τ.μ. X, Y : Ω→ R, λέγονται ισόνομες αν έχουν την ίδια κατανομή.
Δηλαδή, αν PX(A) = P Y (A) ∀A ∈ B .

1.2 Ολοκλήρωμα Lebesgue

΄Εστω (Ω, F , μ) χώρος μέτρου. Στο κεφάλαιο αυτό θα ορίσουμε το ολοκλήρωμα (Lebesgue)
μιας F -μετρήσιμης συνάρτησης f ως προς το μέτρο μ. Ο ορισμός του αυτού του μεγέθους θα

γίνει σε τρία βήματα.

Βήμα 1. Η f είναι μη αρνητική απλή μετρήσιμη συνάρτηση.

Αν f =
n∑
i=1

aiIAi , όπουAi ∈ F και ai ∈ [0,+∞] ∀ i = 1, .., n, τότε ορίζουμε

∫
f dµ =

n∑
i=1

aiµ(Ai)

Σύμβαση: +∞ · 0 = 0

Βήμα 2. Η f είναι μη αρνητική μετρήσιμη συνάρτηση.

Ορίζουμε

∫
fdµ = sup

{∫
s dµ : s απλή συνάρτηση με 0 ≤ s ≤ f

}
Βήμα 3. Η f είναι οποιαδήποτε μετρήσιμη συνάρτηση.

Επειδή το θετικό και αρνητικό τμήμα της f είναι μη αρνητικές μετρήσιμες συναρτήσεις και

ισχύει ότι f = f+ − f−, ορίζουμε
∫
fdµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ, όταν τουλάχιστον ένα από τα

παραπάνω ολοκληρώματα είναι πεπερασμένο.

Στην περίπτωση που το ολοκλήρωμα της |f | είναι πραγματικός αριθμός , λέμε ότι η f είναι

μ-ολοκληρώσιμη και συμβολίζουμε με f ∈ L1(Ω,F , µ).
Επιπλέον, λέμε ότι η f είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμη αν f ∈ L2(Ω,F , µ), όπου:

L2(Ω,F , µ) = {F−μετρήσιμες f :

∫
f 2dµ <∞}

Ορισμός 1.2.1. Ορίζουμε το ολοκλήρωμα της f ως προς το μέτρο µ στο A ∈ F ως :∫
A

fdµ =

∫
fIA dµ

Πρόταση 1.2.1. Ιδιότητες ολοκληρώματος Lebesgue

΄Εστω f, g ∈ L1(Ω,F , µ), a, b ∈ R. Τότε:

1.

∫
(af + bg) dµ = a

∫
f dµ+ b

∫
g dµ

5



2. Αν f ≤ g ⇒
∫
f dµ ≤

∫
g dµ

3.

∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f |dµ
4. Αν µ({f 6= g}) = 0⇒

∫
f dµ =

∫
g dµ

Αν επιπλέον, f ≥ 0, τότε:

5.
∫
f dµ = 0⇔ µ({f 6= 0}) = 0

6. Αν
∫
f dµ <∞⇒ µ({f =∞}) = 0

Θεωρήματα Σύγκλισης

Θεώρημα 1.2.1. (Μονότονης Σύγκλισης)

Αν fn αύξουσα ακολουθία μη αρνητικών μετρήσιμων συναρτήσεων τέτοια ώστε fn ↑ f ,

τότε

∫
fn dµ ↑

∫
f dµ

Θεώρημα 1.2.2. (Λήμμα Fatou)

Αν fn ακολουθία μη αρνητικών μετρήσιμων συναρτήσεων, τότε

∫
lim inf fn dµ ≤ lim inf

∫
fn dµ

Θεώρημα 1.2.3. (Αντίστροφο λήμμα Fatou)

Αν fn ακολουθία μη αρνητικών μετρήσιμων συναρτήσεων τέτοια ώστε fn ≤ g,∀n, για

κάποια g μη αρνητική μετρήσιμη συνάρτηση με

∫
g dµ <∞, τότε

∫
lim sup fn dµ ≥ lim sup

∫
fn dµ

Θεώρημα 1.2.4. (Κυριαρχημένης Σύγκλισης)

Αν fn ακολουθία μετρήσιμων συναρτήσεων: Ω→ R έτσι ώστε lim
n→∞

fn = f σχεδόν παντο-

ύ

(
µ
({
fn 9 f

})
= 0

)
και |fn(x)| ≤ g(x) σχεδόν παντού στο Ω, όπου g : Ω → [0,∞]

είναι μετρήσιμη με

∫
g dµ <∞. Τότε

∫
|f | dµ <∞ και lim

n→∞

∫
|fn − f | dµ = 0 και άρα

lim
n→+∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ
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Θεώρημα 1.2.5. (Φραγμένης Σύγκλισης)

΄Εστω (Ω, F , µ) χώρος πεπερασμένου μέτρου (µ(Ω) <∞) και fn : Ω→ R μετρήσιμη για
κάθε n ∈ N, με lim

n→∞
fn = f σχεδόν παντού και |fn| ≤M ∀n ∈ N, όπου M <∞ σταθερά. Τότε∫

|f | dµ <∞ και lim
n→∞

∫
|fn − f | dµ = 0 και άρα lim

n→+∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ

Ορισμός 1.2.2. Αν (Ω,F , P ) χώρος πιθανότητας και Χ : Ω→ R̄ τυχαία μεταβλητή, τότε

1. συμβολίζουμε το ολοκλήρωμα της Χ ως προς το μέτρο P ως: E(X) :=

∫
X dP και το

ονομάζουμε μέση ή αναμενόμενη τιμή της Χ.

2. αν επιπλέον η X ∈ L2(Ω,F , P ) ορίζουμε ως V ar(X) := E
(

(X−E(X))2
)
τη διασπορά

της Χ.

3. αν X, Y ∈ L2(Ω, F , P ) και ορίζεται η E(XY ),τότε ονομάζουμε συνδιακύμανση των
X, Y την ποσότητα Cov(X, Y ) = E [(X − E(X)) (Y − E(Y ))]

Παρατήρηση: Το ολοκλήρωμα της τ.μ. Χ στο A ∈ F θα το συμβολίζουμε με

E (X;A) :=

∫
A

X dP

Ορισμός 1.2.3. Ο χώρος Lp
Αν (Ω,F , P ) χώρος πιθανότητας και Χ : Ω→ R̄ τυχαία μεταβλητή, p ≥ 1, ορίζουμε

‖X‖p := (E(Xp))1/p
(p-νόρμα). Τότε:

X ∈ Lp(Ω,F , P )⇔ ‖X‖p <∞

΄Οταν είναι δεδομένο ποιος είναι ο χώρος πιθανότητας στον οποίο βρίσκεται η τυχαία μας μετα-

βλητή, για συντομία θα γράφουμε Lp αντί για Lp(Ω,F , P ).

Πρόταση 1.2.2. Μονοτονία των Lp
Αν 1 ≤ p ≤ q <∞, τότε Lq ⊆ Lp.

Παρατήρηση: Είναι άμεσο το ότι για τη μέση τιμή της Χ θα ισχύουν όλες οι ιδιότητες

που παραθέσαμε παραπάνω για το ολοκλήρωμα (Lebesgue) μιας μετρήσιμης συνάρτησης f .
Στη συνέχεια εισάγουμε κάποιες επιπλέον σημαντικές ιδιότητες που ικανοποιεί η μέση τιμή μιας

τυχαίας μεταβλητής.

Θεώρημα 1.2.6. Ο χώρος Lp(Ω,F , P ) με την p-νόρμα για p ≥ 1 είναι χώρος Banach.

Πόρισμα: Ο χώρος L2
με το εσωτερικό γινόμενο 〈X, Y 〉 = E(XY ) είναι χώρος Hilbert.
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Πρόταση 1.2.3. Αν (Ω, F , P ) χώρος πιθανότητας και Χ : Ω→ R̄ τυχαία μεταβλητή,τότε:

1. Ανισότητα Jensen
Αν φ: G → R κυρτή συνάρτηση σε ένα διάστημα G ⊂ R̄ και η Χ ικανοποιεί τα εξής:
E(|X|) <∞, P (X ∈ G) = 1, E(|φ(X)|) <∞, τότε E (φ(X)) ≥ φ (E(X)).

2. Ανισότητα Markov

P (|X| ≥ a) ≤ E(|X|)
a

, a > 0

3. Ανισότητα Chebyshev

Αν X ∈ L1, a > 0, τότε P (|X − E(X)| ≥ a) ≤ V ar(X)

a2

4. Ανισότητα Hölder

Αν p, q > 1 με
1

p
+

1

q
= 1, X ∈ Lp και Y ∈ Lq, τότε XY ∈ L1

και

|E(XY )| ≤ ‖X‖p‖Y ‖q.

Σημείωση: Η ανισότητα Hölder για p = q = 2 ονομάζεται ανισότητα Cauchy Schwarz.

Θεώρημα 1.2.7. .

Αν X,Y είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές στον L1
, τότε XY ∈ L1

και

E(XY ) = E(X)E(Y ). Αν επιπλέον οι X,Y ανήκουν στον L2
,τότε Cov(X, Y ) = 0 και

V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ).

1.3 Σύγκλιση τυχαίων μεταβλητών

Ορισμός 1.3.1. ΄Εστω {Xn}n∈N, X πραγματικές τυχαίες μεταβλητές στον (Ω,F , P ).

1. Xn → X σχεδόν βεβαίως (σ.β.) , αν P
(
ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

)
= 1

2. Xn → X κατά πιθανότητα, αν για κάθε ε> 0, lim
n→∞

P (ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε) = 0

3. Xn
d→ X κατά κατανομή, αν lim

n→∞
P (Xn ≤ x) = P (X ≤ x) για κάθε x στο οποίο η

συνάρτηση κατανομής F (x) = P (X ≤ x) είναι συνεχής.

4. Xn → X στον Lp για 1 ≤ p <∞, αν lim
n→∞

‖Xn −X‖p = 0

Παρατήρηση: Η σύγκλιση κατά κατανομή δεν προϋποθέτει οι τ.μ. X,Y να ορίζονται στον

ίδιο χώρο πιθανότητας.

Θεώρημα 1.3.1. ΄Εστω {Xn}n∈N, X πραγματικές τυχαίες μεταβλητές στον (Ω,F , P ). Τότε:

1. Αν Xn → X σ.β. ή στον Lp, τότε Xn → X κατά πιθανότητα.
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2. Αν Xn → X κατά πιθανότητα, τότε υπάρχει υπακολουθία Xnk της Xn, τέτοια ώστε

Xnk → X σ.β.

3. Αν Xn → X κατά πιθανότητα, τότε Xn → X κατά κατανομή (Xn
d→ X).

4. Αν Xn → X κατά πιθανότητα και υπάρχει Y ∈ Lp για κάποιο p ≥ 1 τέτοια ώστε |Xn| ≤
Y ∀n ∈ N, τότε X ∈ Lp και Xn → X στον Lp.

Θεώρημα 1.3.2. Ισχυρός Νόμος των Μεγάλων Αριθμών

΄Εστω {Xn} ανεξάρτητες, ισόνομες, πραγματικές τυχαίες μεταβλητές στον L2
. Αν Sn =

n∑
k=1

Xk,

μ= E(X1), τότε
Sn
n
→ µ σχεδόν βεβαίως.

Θεώρημα 1.3.3. Κεντρικό Οριακό Θεώρημα

΄Εστω {Xn}n∈N ανεξάρτητες, ισόνομες, πραγματικές τυχαίες μεταβλητές στον L2
. Αν Sn =

n∑
k=1

Xk,

μ= E(X1), σ2 = V ar(X1), τότε
Sn − nµ√

nσ
→ Z κατά κατανομή , όπου Z ∼ N(0, 1)

Τετραγωνική Κύμανση

΄Εστω μια στοχαστική διαδικασία {Xt}t≥0 , τότε αν π = {0 = t0 < t1 < · · · < tm(π) =
T} μια διαμέριση του [0, T ], μπορούμε να κατασκευάσουμε το άθροισμα των τετραγώνων των

προσαυξήσεων της {Xt} :
m(π)−1∑
k=0

(Xtk+1
−Xtk)

2

Τότε, αν mesh(π) = max
0≤i≤m(π)−1

(ti+1 − ti) το πλάτος της διαμέρισης, ορίζουμε

[X]T = lim
mesh(π)→0

m(π)−1∑
k=0

(Xtk+1
−Xtk)

2
κατά πιθανότητα με την έννοια ότι

Για κάθε ε > 0 ∃ δ > 0 : αν π διαμέριση του [0, T ] με mesh(π) < δ ⇒

P

∣∣∣∣∣
m(π)−1∑
k=0

(Xtk+1
−Xtk)

2 − [X]T

∣∣∣∣∣ ≥ ε

 ≤ ε

Η στοχαστική διαδικασία [X] = {[X]t, t ≥ 0} με [X]0 = 0 ονομάζεται διαδικασία τετρα-

γωνικής κύμασης της Χ και για κάθε ω είναι προφανώς μία αύξουσα συνάρτηση του t.

Ορισμός 1.3.2. Αν X,Y στοχαστικές διαδικασίες στον ίδιο χώρο πιθανότητας , τότε ορίζεται

η διαδικασία τετραγωνικής τους συνδιακύμανσης ως εξής:

[X, Y ]t = [
1

2
(X + Y )]t − [

1

2
(X − Y )]t
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Κεφάλαιο 2

Martingales

Στο κεφάλαιο αυτό θα ορίσουμε την έννοια των Martingales και των διαφόρων στοχαστικών

διαδικασιών που προκύπτουν από αυτές τις διαδικασίες. Για να το κάνουμε αυτό θα ορίσουμε

πρώτα την έννοια της δεσμευμένης μέσης τιμής και στη συνέχεια διάφορες έννοιες όπως αυτή

του χρόνου διακοπής.

2.1 Δεσμευμένη Μέση Τιμή

Θεώρημα 2.1.1. Radon−Nikodym
΄Εστω (Ω,F) μετρήσιμος χώρος στον οποίο ορίζονται δύο μέτρα µ και ν. Αν ν � µ, τότε
υπάρχει μετρήσιμη συνάρτηση f : Ω→ [0,∞), τέτοια ώστε για κάθε A ∈ F να ισχύει

ν(A) =

∫
A

fdµ

Θεώρημα 2.1.2. ΄Εστω (Ω, F ,P) χώρος πιθανότητας και τυχαία μεταβλητή X ∈ L1
. ΄Εστω

G μια υπο-σ-άλγεβρα της F . Τότε υπάρχει τυχαία μεταβλητή Y τέτοια ώστε:

1. Y να είναι G-μετρήσιμη

2. E(|Y |) <∞

3.

∫
G

Y dP =

∫
G

X dP ∀G ∈ G

Η παραπάνω τ.μ. Y είναι μοναδική με την έννοια ότι αν και μια άλλη τ.μ. Y ′ ικανοποιεί τις
παραπάνω ιδιότητες, τότε Y = Y ′ σ.β.
Η ύπαρξη εξασφαλίζεται από το Θεώρημα Radon − Nikodym, καθώς το Q : G → [0, 1] με

Q(A) =

∫
A

XdP είναι μέτρο πιθανότητας.

Ορισμός 2.1.1. Η τ.μ. Y του θεωρήματος 2.1.2 ονομάζεται υπό συνθήκη (ή δεσμευ-

μένη) μέση τιμή της Χ δεδομένης της G και συμβολίζεται με Y = E(X|G).
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Πρόταση 2.1.1. Αν X ∈ L2(Ω,F , P ), τότε η δεσμευμένη μέση τιμή Y = E(X|G) (G ⊂ F)
είναι η ορθογώνια προβολή της Χ στον L2(Ω,G, P ), με την έννοια ότι:

1. 〈Y −X,Z〉 := E ((Y −X)Z) = 0 ∀Z ∈ L2(Ω,G, P ) και

2. ‖X − Y ‖p = inf {‖X − Z‖p, Z ∈ L2(Ω,G, P )}

Πρόταση 2.1.2. Ιδιότητες της δεσμευμένης μέσης τιμής

Αν Xn ∈ L1 ∀ n,G,H ⊂ F , τότε σ.β. ισχύουν τα εξής:

1. E
(
E(X|G)

)
= E(X)

2. Αν η Χ είναι G-μετρήσιμη, τότε E (X|G) = X

3. E(aX1 + bX2|G) = aE(X1|G) + bE(X2|G) a, b ∈ R

4. Αν X ≥ 0, τότε E(X|G) ≥ 0

5. Αν 0 ≤ Xn ↑ X,τότε E(Xn|G) ↑ E(X|G)

6. Αν Xn ≥ 0, τότε E(lim inf Xn|G) ≤ lim inf E(Xn|G)

7. Αν |Xn| ≤ Z ∀n σ.β. με E(Z) <∞ και Xn → X σ.β., τότε E(Xn|G)→ E(X|G)

8. Αν φ: R→ R κυρτή και E(|φ(X)|) <∞, τότε φ(E(X|G)) ≤ E(φ(X))

9. Tower Property Αν H ⊂ G, τότε E
(
E(X|G)|H

)
= E(X|H)

10. Αν Y G-μετρήσιμη και φραγμένη, τότε E(Y X|G) = Y E(X|G)

2.2 Martingales

Ορισμός 2.2.1. Διήθηση ή διύλιση ονομάζεται κάθε αύξουσα οικογένεια {Fi}i∈I υπο-
σ-αλγεβρών της F , όπου Ι είναι ολικά διατεταγμένο σύνολο. Συνήθως I = N ή I = [0,+∞)

Ορισμός 2.2.2. Ορίζουμε Ft+ =
⋂
s>t

Fs και Ft− =
∨
s<t

Fs και λέμε ότι η {Ft} είναι δεξιά

συνεχής αν Ft+ = Ft ∀ t ≥ 0 και αριστερά συνεχής εάν Ft− = Ft ∀ t > 0

Ορισμός 2.2.3. Μια στοχαστική διαδικασία {Xt}t≥0 με τιμές στον Rd
καλείται συνεχής

αν για κάθε ω ∈Ω, η απεικόνιση t 7→ Xt(ω) είναι συνεχής συνάρτηση του t, ενώ καλείται δεξιά
συνεχής με αριστερά όρια (càdlàg) αν Xt(ω) = lim

s↘t
Xs(ω) ∀t > 0 και το αριστερό όριο

υπάρχει: Xt−(ω) = lim
s↗t

Xs(ω) υπάρχει στον Rd ∀ t > 0.

Ορισμός 2.2.4. Μια στοχαστική διαδικασία X : [0,+∞)×Ω→ R λέγεται μετρήσιμη αν
είναι μετρήσιμη ως προς τη σ-άλγεβρα B([0,+∞))⊗F .
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Ορισμός 2.2.5. Η στοχαστική διαδικασία X : [0,+∞) × Ω → R λέγεται προοδευτικά
μετρήσιμη αν για κάθε T > 0 και B ∈ B(R)0,

{(t, ω) ∈ [0, T ]× Ω : X(t, ω) ∈ B} ∈ B([0,+∞))⊗F

Ορισμός 2.2.6. ΄Εστω (Ω,F , P ) χώρος πιθανότητας και {Xt}t≥0, {Yt}t≥0 στοχαστικές ανε-

λίξεις στο χώρο αυτό. Λέμε ότι οι X, Y είναι μη διακρινόμενες αν P (Xt = Yt ∀ t ≥ 0) =
1.

Ορισμός 2.2.7. ΄Εστω (Ω,F , P ) χώρος πιθανότητας και {Xt}t≥0, {Yt}t≥0 στοχαστικές ανε-

λίξεις στο χώρο αυτό. Λέμε ότι η X είναι τροποποίηση της Y αν P (Xt = Yt) = 1 για κάθε
t ≥ 0.

Παρατήρηση: Είναι άμεσο ότι αν οι X, Y είναι μη διακρίσιμες, τότε η μία είναι τροποπο-

ίηση της άλλης.

Ορισμός 2.2.8. Η στοχαστική διαδικασία X = {Xt}t≥0 ονομάζεται προσαρμοσμένη ως

προς τη διήθηση {Ft}t≥0 αν Xt είναι Ft-μετρήσιμη για κάθε t ≥ 0.

Παρατήρηση: Αν θέσουμε FXt = σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t), τότε η X = {Xt}t≥0 είναι

FXt -προσαρμοσμένη.

Ορισμός 2.2.9. Η Ft-προσαρμοσμένη σ.δ. M = {Mt}t≥0 ονομάζεται martingale αν

1. E(|Mt|) <∞ ∀ t ≥ 0

2. E(Mt|Fs) = Ms ∀ s ≤ t.

Ορισμός 2.2.10. Στον παραπάνω ορισμό αν αντικαταστήσουμε τη (2) με τη σχέσηE(Mt|Fs) ≥
Ms ∀ s ≤ t , τότε τη σ.δ. την ονομάζουμε submartingale, ενώ αν πάρουμε την αντίστροφη
ανισότητα E(Mt|Fs) ≤Ms ∀ s ≤ t , τότε την ονομάζουμε supermartingale.

Παρατήρηση: Με βάση την towerproperty είναι άμεσο ότι αν {Mt} είναι για παράδειγμα

submartingale, τότε E(Mt) ≥ E(Ms) ≥ E(M0) ∀t ≥ s. Για τα άλλα δύο είδη ισχύουν οι

αντίστοιχες ανισότητες-ισότητες.

Ορισμός 2.2.11. Η μη αρνητική τυχαία μεταβλητή τ ονομάζεται χρόνος διακοπής, αν
{τ ≤ t} ∈ Ft ∀ t ≥ 0.

Θεώρημα 2.2.1. Αν η σ.δ. Μ είναιmartingale (αντ. submartingale, supermartingale) και
τ χ.δ. , τότε η σταματημένη διαδικασίαM τ = (Mτ∧t, t ≥ 0) είναιmartingale (αντ.submartingale,
supermartingale)

Θεώρημα 2.2.2. Θεώρημα Επιλεκτικής Διακοπής

΄Εστω τ χρόνος διακοπής και Μ supermartingale. Τότε αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

1. ο τ είναι φραγμένος
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2. ο τ είναι σχεδόν βεβαίως φραγμένος και η σ.δ. Μ είναι φραγμένη

Τότε E(Mτ ) ≤ E(M0).

Σημείωση:Αν η Μ είναι submartingale ή martingale, τότε το θεώρημα επίσης ισχύει με
την αντίστοιχη ανισότητα ή ισότητα στο συμπέρασμα.

Θεώρημα 2.2.3. ΄Εστω Μ δεξιά συνεχές submartingale τέτοιο ώστε

sup
t≥0

E(M+
t ) <∞.

Τότε υπάρχει τυχαία μεταβλητή M∞ ∈ L1
τέτοια ώστε Mt →M∞ σχεδόν βεβαίως.

2.3 Local Martingales και Semimartingales

Ορισμός 2.3.1. Η Ft-προσαρμοσμένη στοχαστική διαδικασία {Mt}t≥0 ονομάζεται τοπικό

martingale αν υπάρχει αύξουσα ακολουθία χρόνων διακοπής τ1 ≤ τ2 ≤ · · · τέτοια ώστε:

1. P (τk ↗∞) = 1

2. M τκ είναι Ft −martingale για κάθε κ.

Η Μ ονομάζεται τετραγωνικά ολοκληρώσιμο τοπικό martingale αν M τκ είναι τετραγωνικά

ολοκληρώσιμο Ft −martingale για κάθε κ.
Η ακολουθία {τk} ονομάζεται τοπικοποιούσα.

Πρόταση 2.3.1.

1. Αν η διαδικασία {Mt} είναι μη αρνητικό τοπικό martingale, τότε ηM είναι martingale.

2. Αν η διαδικασία {Mt} είναι φραγμένο τοπικό martingale, τότε η M είναι martingale.

Ορισμός 2.3.2. ΄Εστω F είναι συνάρτηση ορισμένη στο [a, b]. Ονομάζουμε συνολική κύμαν-
ση της F τη συνάρτηση VF (x), x ∈ [a, b] με

VF (x) = sup

{
n∑
i=1

|F (si)− F (si−1)| : a = s0 < s1 < · · · < sn = x

}

Λέμε ότι η F είναι φραγμένης κύμανσης στο [a, b] αν VF (b) <∞ και γράφουμε ότι η F
είναι BV (bounded variation)

Ορισμός 2.3.3. Η στοχαστική διαδικασία Χ καλείται πεπερασμένης κύμανσης (�nite va-
riation process (FV)) αν VX(ω)(T ) <∞∀ ω ∈ Ω, T > 0
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Θεώρημα 2.3.1. ΄Εστω ότι η {Ft} είναι πλήρης και δεξιά συνεχής, η Μ είναι càdlàg τοπικό
martingale και c > 0. Τότε υπάρχουν càdlàg τοπικάmartingales M̃ ,Α τέτοιες ώστε τα άλματα
της M̃ να είναι φραγμένα από το c, η Α να είναι διαδικασία FV και M = M̃ + A.

Λήμμα 2.1. Αν Μ είναι càdlàg τοπικό martingale και υπάρχει σταθερά c > 0 τέτοια ώστε
|Mt(ω)−Mt−(ω)| ≤ c για κάθε t ≥ 0, ω ∈ Ω, τότε η Μ είναι τοπικό L2−martingale.

Ορισμός 2.3.4. Η càdlàg στοχαστική διαδικασία Y καλείται semimartingale, αν υπάρχει Μ
càdlàg τοπικό martingale και V càdlàg FV διαδικασία μεM0 = V0 = 0 και Yt = Y0 +Mt+Vt

Θεώρημα 2.3.2. Αν Μ είναι δεξιά συνεχές τοπικό martingale, τότε υπάρχει η τετραγωνική
κύμανση του [Μ] και μάλιστα υπάρχει συνεχής εκδοχή αυτού.

Λήμμα 2.2. Αν M είναι δεξιά συνεχές (τοπικό) L2 − martingale και τ χρόνος διακοπής,
τότε [M τ ] = [M ]τ , με την έννοια ότι είναι μη διακρινόμενες.

Θεώρημα 2.3.3. Αν Y = Y0 +M +V càdlàg semimartingale, τότε η càdlàg τετραγωνική
κύμανση της Y υπάρχει και ισχύει ότι:

[Y ]t = [M ]t + 2[M,V ]t + [V ]t = [M ]t + 2
∑
s∈(0,t]

∆Ms∆Vs +
∑
s∈(0,t]

(∆Vs)
2 ,

όπου ∆Ms = M(s)−M(s−)

Ορισμός 2.3.5. Μία διαδικασία {At}t≥0 χαρακτηρίζεται ως αύξουσα αν είναι προσαρμο-

σμένη διαδικασία τέτοια ώστε A0(ω) = 0 σ.β. και t → At(ω) είναι αύξουσα και δεξιά συνεχής
(άρα και càdlàg).

Θεώρημα 2.3.4. ΄ΕστωΜ δεξιά συνεχές τετραγωνικά ολοκληρώσιμο (αντ. τοπικό)martingale.
Τότε υπάρχει μοναδική προσαρμοσμένη, φυσική, αύξουσα διαδικασία 〈M〉 τέτοια ώστε 〈M〉0 = 0
και η M2 − 〈M〉 να είναι (αντ. τοπικό) martingale.

Πρόταση 2.3.2. Αν Μ είναι συνεχές τετραγωνικά ολοκληρώσιμο (τοπικό) martingale, τότε

〈M〉 = [M ]

Ορισμός 2.3.6. Ολοκλήρωμα Lebesgue-Stieltjes
΄Εστω F μια BV και δεξιά συνεχής συνάρτηση στο [a, b], τότε και η VF είναι δεξιά συνεχής
και αύξουσα στο [a, b]. ΄Ετσι, μπορούμε να ορίσουμε μονοσήμαντα ένα μέτρο Borel ΛF τέτοιο

ώστε ΛF (u, v] = F (v) − F (u), a ≤ u ≤ v ≤ b. Το ολοκλήρωμα Lebesgue μιας φραγμένης

borel συνάρτησης g στο [a, b] ως προς το μέτρο ΛF είναι

∫
(a,b]

gdΛF και καλείται ολοκλήρωμα

Lebesgue Stieltjes.
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Ορισμός 2.3.7. Μια αύξουσα διαδικασία Α καλείται φυσική, αν για κάθε φραγμένο càdlàg martingale
{Mt}t≥0 ισχύει:

E

(∫
(0,t]

M(s)dΛA(s)

)
= E

(∫
(0,t]

M(s−)dΛA(s)

)
∀t ∈ (0,+∞),

όπου τα ολοκληρώματα που εμφανίζονται είναι μετρήσιμες συναρτήσεις του ω, καθώς για κάθε

ω αποτελούν το ολοκλήρωμα Lebesgue Stieltjes των s→M(s, ω), s→M(s−, ω) ως προς το
μέτρο ΛA() της s→ A(s, ω) .

Θεώρημα 2.3.5 (Doob−Meyer Decomomposition).
Αν X δεξιά συνεχές, μη αρνητικό sub −martingale, τότε υπάρχει μοναδική αύξουσα φυσική
διαδικασία Α, τέτοια ώστε η X − A να είναι martingale.

Παρατήρηση: Αν Μ είναι δεξιά συνεχές τετραγωνικά ολοκληρώσιμοmartingale, τότε επειδή

η M2
είναι δεξιά συνεχής submartingale μπορούμε ισοδύναμα να ορίσουμε τη 〈M〉 σαν τη

μοναδική φυσική αύξουσα διαδικασία που αντιστοιχεί στη M2
από τη διάσπαση Doob−Meyer.

Ορισμός 2.3.8. Αν X, Y τετραγωνικά ολοκληρώσιμα (αντ. τοπικά) martingales ορίζουμε
τη συνδιακύμανσή τους να είναι:

〈X, Y 〉 =
1

4

(
〈X + Y 〉 − 〈X − Y 〉

)

Παρατήρηση: Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό είναι άμεσο ότι η XY − 〈X, Y 〉 είναι (αντ.
τοπικό) martingale και ότι ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

Αν και X, Y, Z τετραγωνικά ολοκληρώσιμα (αντ. τοπικά) martingales, τότε:

1. 〈aX + bY, Z〉 = a〈X,Z〉+ b〈Y, Z〉 όπου a, b ∈ R

2. 〈X, Y 〉 = 〈Y,X〉

3. 〈X,X〉 = 〈X〉

Ορισμός 2.3.9. Αν Χ,Y δεξιά συνεχή semimartingales, τότε ορίζουμε 〈X, Y 〉 = 〈MX ,MY 〉
όπου MX ,MY είναι τα τοπικά−martingale τμήματα της X και Y αντίστοιχα.

2.4 Κίνηση Brown

Ορισμός 2.1. ΄Εστω (Ω, F , P ) χώρος πιθανότητας και {Ft} μια διύλισή του. Η προσαρμο-
σμένη πραγματική στοχαστική διαδικασία {Bt}t≥0 ονομάζεται κίνηση Brown αν ικανοποιεί
τα εξής:

1. Η Bt είναι συνεχής συνάρτηση του t σ.β

2. Για 0 ≤ s < t,Bt −Bs ∼ N(0, t− s) και είναι ανεξάρτητη από την Fs
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Σημείωση: Αν για την κίνηση Brown ισχύει ότι B0 = 0, τότε ονομάζεται τυπική κίνηση

Brown

Πρόταση 2.1. Συμμετρίες της κίνησης Brown
Αν Β είναι τυπική κίνηση Brown, τότε και καθεμία από τις:

1. Xt = −Bt

2. Xt =
1√
a
Bat, a > 0

3. Xt = tB1/t, t > 0 με X0 = 0

4. Xt = Bt+t0 −Bt0

είναι τυπική κίνηση Brown

Πρόταση 2.2. ΄Εστω Β τυπική κίνηση Brown ως προς τη διήθηση {Ft}, τότε οι παρακάτω
διαδικασίες:

1. Bt

2. B2
t − t

3. eaBt−
a2

2
t, a ∈ R

είναι Ft −martingales

Ορισμός 2.2. Λέμε ότι η σ.δ. {Xt}t≥0 είναι μαρκοβιανή ως προς την {Ft} αν

E [g(Xt)|Fs] = E [g(Xt)|Xs] ∀ 0 < s < t,

όπου g Borel συνάρτηση.

Ορισμός 2.3. Λέμε ότι η σ.δ. {Xt}t≥0 έχει την ισχυρή ιδιότητα Markov αν για κάθε
χρόνο διακοπής τ ισχύει ότι:

E(g(Xτ+t)|Fτ ) = E(g(Xτ+t)|Xτ ) ∀ 0 < s < t,

όπου g Borel συνάρτηση.

Πρόταση 2.3. Η κίνηση Brown έχει την ισχυρή μαρκοβιανή ιδιότητα.

Πρόταση 2.4. Αρχή της ανάκλασης

Αν a ≤ b, b > 0 και {Bt} τυπική κίνησηBrown, τότε P
(
Bt ≤ a, sup

0≤s≤t
Bt ≥ b

)
= P (Bt ≥ 2b− a)
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Θεώρημα 2.1. Η κίνηση Brown:

1. είναι σ.β. γ-Hölder συνεχής για κάθε γ < 1
2

2. σ.β δεν είναι γ-Hölder συνεχής σε κανένα σημείο για γ > 1
2

3. σ.β. δεν είναι διαφορίσιμη σε κανένα σημείο.

Πρόταση 2.5. Αν B κίνηση Brown, τότε lim
mesh(π)→0

m(π)−1∑
k=0

(Btk+1
−Btk)

2 = t στον L2

Επομένως, 〈B〉t = t.

Επιπλέον, ανB,W ανεξάρτητες κινήσειςBrown, τότε lim
mesh(π)→0

m(π)−1∑
k=0

(Btk+1
−Btk)(Wtk+1

−Wtk) =

0 στον L2

Επομένως, τελικά έχουμε ότι: 〈B,W 〉t = 0

Πόρισμα 2.1. Η κίνηση Brown σ.β. δεν είναι φραγμένης κύμανσης στο [0, T ] για κανένα
T > 0

Θεώρημα 2.2 (P.Lévy, 1948). ΄Εστω X = {Xt = (X1(t), ..., Xd(t)), t ≥ 0, Ft} συνεχής
και προσαρμοσμένη στοχαστική διαδικασία στον Rd

τέτοια ώστε για κάθε 1 ≤ k, j ≤ d η
Mk(t) = Xk(t) −Xk(0) να είναι συνεχές τοπικό Ft −martingale και 〈Mi,Mj〉t = δijt. Τότε
η X = {Xt = (X1(t), ..., Xd(t)), t ≥ 0, Ft} είναι d−διάστατη κίνηση Brown.

Θεώρημα 2.3. ΄Εστω Μ συνεχές τοπικό Ft −martingale, τέτοιο ώστε lim
t→∞

Mt = ∞ σ.β..
΄Εστω ο χρόνος διακοπής Ts = inf{t ≥ 0 : 〈M〉t > s}.Τότε η διαδικασία {MTs ,FTs} είναι
μονοδιάστατη κίνηση Brown και συγκεκριμένα έχουμε ότι σ.β. Mt = B〈M〉t , t ≥ 0.

Θεώρημα 2.4.1 (F.B.Knight(1971)). (Karatzas and Shreve(1991), pg.179)

΄Εστω M = {Mt = (M
(1)
t , ...,M

(n)
t ),Ft, t ≥ 0} συνεχής προσαρμοσμένη διαδικασία για την

οποία για κάθε i = 1, ..., n το M (i)
είναι τοπικό Ft −martingale, τέτοιο ώστε lim

t→∞
M

(i)
t = ∞

σ.β. και για 1 ≤ i < j ≤ n 〈M (i),M (j)〉t = 0.

΄Εστω επίσης, ο χρόνος διακοπής T
(i)
s = inf{t ≥ 0 : 〈M〉t > s}. Τότε οι διαδικασίες

B
(i)
t = M

(i)

T (i)(s)
, t ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n

είναι ανεξάρτητες, μονοδιάστατες κινήσεις Brown

Θεώρημα 2.4 (Νόμος του επαναλαμβανόμενου λογαρίθμου). Σχεδόν βεβαίως ισχύει ότι:

1. lim sup
t→0+

Bt√
2tlog(log(1/t))

= 1

2. lim inf
t→0+

Bt√
2tlog(log(1/t))

= 1
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3. lim sup
t→∞

Bt√
2tlog(logt)

= 1

4. lim inf
t→∞

Bt√
2tlog(logt)

= −1
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Κεφάλαιο 3

Στοχαστικό Ολοκλήρωμα

Ορισμός 3.1. ΟρίζουμεH2
0 το σύνολο των σ.δ. της μορφήςXt(ω) = X(t, ω) =

k∑
i=1

Ai(ω)I(ti,ti+1](t)

με 0 ≤ t1 < · · · < tk+1, Ai Fti-μετρήσιμες και E(A2
i ) <∞, i = 1, · · · , k

Ορισμός 3.2. Ορίζουμε H2
το σύνολο των μετρήσιμων και προσαρμοσμένων σ.δ. με

‖X‖L2(λ×P ) := E

 ∞∫
0

X2(ω, s)ds

 <∞.

Ορισμός 3.3. Αν X ∈ H2
0, τότε ορίζουμε το ολοκλήρωμα Itô της Χ ως προς την κίνηση

Brown ως I(X) :=
k∑
i=1

Ai(ω)(Bti+1
−Bti)

Συμβολισμός:

+∞∫
0

X(s, ω)dBs := I(X)

Λήμμα 3.1. Ο H2
0 είναι πυκνός υπόχωρος του H2

.

Θεώρημα 3.1. Αν X ∈ H2
και {Xn}n∈N ⊂ H2

0 με ‖X −Xn‖L2(λ×P ) → 0, τότε η ακολουθία
(I(Xn))n συγκλίνει στον L2(P ) και το όριο είναι ανεξάρτητο από την επιλογή της {Xn}.

Ορισμός 3.4. Για X ∈ H2
, ορίζουμε I(X) := lim

n→∞
I(Xn) , όπου {Xn}n∈N ⊂ H2

0 με

‖X −Xn‖L2(λ×P ) → 0.

Πρόταση 3.1. Αν X, Y ∈ H2
, τότε

1. I(aX + bY ) = aI(X) + bI(Y ), a, b ∈ R

2. E(I(X)) = 0
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Πρόταση 3.2. Ισομετρία Itô
Αν X ∈ H2

, τότε

E


 ∞∫

0

X(s, ω)dBs

2 = E

 ∞∫
0

X2(s, ω)ds


Ορισμός 3.5. Αν X ∈ H2

και X̂(s, ω) =

{
X(s, ω) s ≤ t

0 s > t
, τότε ορίζουμε:

It(X) :=

t∫
0

X(s, ω)dBs :=

∞∫
0

X̂(s, ω)dBs

Θεώρημα 3.2. Αν η {Xt} είναι μετρήσιμη, προσαρμοσμένη και E

 t∫
0

X2(s, ω)ds

 <∞ ∀ t ≥ 0,

τότε υπάρχει εκδοχή της {It(X)} η οποία με πιθανότητα 1 είναι συνεχής συνάρτηση του t και
είναι martingale.

Πρόταση 3.3. ΄Εστω τ χρόνος διακοπής. Με πιθανότητα 1 ισχύει

t∧τ∫
0

XsdBs =

t∫
0

XsI[0,τ ](s)dBs,

για κάθε t ≥ 0

Ορισμός 3.6. Ορίζουμε H2
LOC το σύνολο των μετρήσιμων, προσαρμοσμένων σ.δ. Χ τέτοιες

ώστε για κάθε t ≥ 0 να ισχύει

t∫
0

X2(s, ω)ds <∞ σχεδόν βεβαίως.

Ορισμός 3.7. ΄Εστω X : [0,∞) × Ω → R. Μία ακολουθία χρόνων διακοπής (τn) λέγεται
H2
-τοπικοποιούσα αν:

1. είναι σ.β. αύξουσα

2. P (τn ↗∞) = 1

3. X(τn) ∈ H2 ∈ N , όπου X(τn)(t, ω) = X(t, ω)I{t ≤ τ(ω)}

Παρατήρηση: Αν X ∈ H2
LOC , τότε υπάρχει H2

-τοπικοποιούσα ακολουθία χρόνων δια-

κοπής (τn). Ορίζουμε It(X) := It(X
(τn)) στο {ω ∈ Ω : t ≤ τn(ω)}.

Πρόταση 3.4. Για t > 0 σταθερό, το It(X) όπως το ορίσαμε παραπάνω, ορίζεται μονοσήμαντα
και είναι ανεξάρτητο από την επιλογή της (τn).

Πρόταση 3.5. Αν X ∈ H2
LOC , τότε η ανέλιξη (It(X))t≥0 έχει συνεχή εκδοχή και είναι

τοπικό martingale.
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Κεφάλαιο 4

Στοχαστικές Διαφορικές Εξισώσεις

4.1 Τύπος του Itô

Ορισμός 4.1. ΄Εστω (Ω, F , P ) χώρος πιθανότητας ως προς τον οποίο η B είναι d-διάστατη
κίνηση Brown και Ft = FBt , η διήθηση που παράγει η Β. Κάθε ανέλιξη X : [0,∞)× Ω→ R
ονομάζεται ανέλιξη Itô αν γράφεται ως:

Xt = X0 +

t∫
0

u(s, ω)ds+

t∫
0

v(s, ω)dBs,

όπου:

1. η X0 είναι F0-προσαρμοσμένη

2. οι u : [0,∞)×Ω→ R, v = (vi)1≤i≤d : [0,∞)×Ω→ Rd
μετρήσιμες και προσαρμοσμένες.

3. για κάθε t > 0 με πιθανότητα 1 ισχύει ότι:

t∫
0

|u(s, ω)|ds <∞ και

t∫
0

vi(s, ω)2ds <∞ ∀ i = 1, .., d

Διαφορικός συμβολισμός: dXt = u(t, ω)dt+ v(t, ω) · dBt

Θεώρημα 4.1. Ο τύπος του Itô (Μορφή 1)
΄Εστω f ∈ C2(R;R). Τότε με πιθανότητα 1,

f(Bt) = f(B0) +

t∫
0

f ′(Bs)dBs +
1

2

t∫
0

f ′′(Bs)ds

για κάθε t > 0.
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Θεώρημα 4.2. Ο τύπος του Itô (Μορφή 2)
΄Εστω f ∈ C2,1(R× [0,∞)). Τότε με πιθανότητα 1,

f(Bt, 0) = f(B0, 0) +

t∫
0

(
∂f

∂s
(Bs, s) +

1

2

∂2f

∂x2
(Bs, s)

)
ds+

t∫
0

∂f

∂x
(Bs, s)dBs

για κάθε t > 0.

Θεώρημα 4.3. Ο τύπος του Itô (Μορφή 3)
΄Εστω f ∈ C2,1(Rd × [0,∞)) και B = (B1, · · · , Bd) μία d-διάστατη κίνηση Brown. Τότε με
πιθανότητα 1,

f(Bt, 0) = f(B0, 0) +

t∫
0

(
∂f

∂s
(Bs, s) +

1

2
4xf(Bs, s)

)
ds+

t∫
0

∇xf(Bs, s) · dBs

για κάθε t > 0.

Ορισμός 4.2. ΄Εστω (Ω, F , P ) χώρος πιθανότητας ως προς τον οποίο η Β είναι d-διάστατη
κίνηση Brown και Ft = FBt , η διήθηση που παράγει η Β. Κάθε ανέλιξη X : [0,∞)×Ω→ Rm

ονομάζεται m-διάστατη ανέλιξη Itô αν γράφεται ως:

Xt = X0 +

t∫
0

U(s, ω)ds+

t∫
0

V (s, ω)dBs,

όπου:

1. η X0 είναι F0-προσαρμοσμένη

2. οι U(t, ω) = (ui(t, ω))1≤i≤m, V (t, ω) = (vi,j(t, ω))1≤i≤m 1≤j≤d μετρήσιμες και προσαρμο-

σμένες.

3. για κάθε t > 0 με πιθανότητα 1 ισχύει ότι:

t∫
0

|ui(s, ω)|ds <∞ και

t∫
0

vi,j(s, ω)2ds <∞ ∀ i = 1, ..,m , j = 1, ..., d

Σε διαφορικό συμβολισμό έχουμε dX i
t = ui(t, ω)dt+

d∑
j=1

vi,j(t, ω)dBj
t για i = 1, ...,m.
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Θεώρημα 4.4. Ο τύπος του Itô (Μορφή 4)
΄Εστω f ∈ C2(Rm) και Χ μία m-διάστατη ανέλιξη Itô. Τότε με πιθανότητα 1,

f(Xt) = f(X0) +

t∫
0

∇f(Xs) · dXs +
1

2

t∫
0

m∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(Xs)dX

i
sdX

j
s

για κάθε t > 0.
Σημείωση: Την ποσότητα dX i

sdX
j
s την υπολογίζουμε με βάση το διαφορικό συμβολισμό της

ανέλιξης και λαμβάνοντας υπόψιν μας τον παρακάτω πίνακα:

· dt dBi
t dBj

t

dt 0 0 0

dBi
t 0 dt 0

dBj
t 0 0 dt

4.2 Επίλυση στοχαστικών Δ.Ε.

Στην παράγραφο αυτή θα περιγράψουμε τρόπους επίλυσης για στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις

ειδικής μορφής. Στα παρακάτω θεωρήματα υποθέτουμε ότι η Bt είναι τυπική m-διάστατη κίνηση

Brown ως προς την πλήρη διήθηση {Ft} στον πλήρη χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ).

Ορισμός 4.2.1. ΄Εστω η στοχαστική διαφορική εξίσωση

dXt = b(t,Xt) dt+ σ(t,Xt)dBt (4.1)

όπου b : R+ × Rd → Rd, σ : R+ × Rd → Rd×m
προοδευτικά μετρήσιμες συναρτήσεις

και B m−διάστατη κίνηση Brown. Ονομάζουμε ισχυρή λύση της στοχαστικής διαφορικής
εξίσωσης (4.1) στο χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ), ως προς την κίνηση Brown {B,FBt } και
αρχική συνθήκη x0, τη διαδικασία X = {Xt, t ≥ 0} με συνεχή μονοπάτια που ικανοποιεί τα
εξής:

1. η Χ είναι προσαρμοσμένη ως προς τη διήθηση Ft = σ(x0) ∨ FBt

2. P (X0 = x0) = 1

3. για κάθε 0 ≤ t <∞, 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ m σχεδόν βεβαίως

∫ t

0

|bi(s,Xs|+ |σij(s,Xs)|2 ds <∞

4. σχεδόν βεβαίως ισχύει ότι Xt = X0 +

t∫
0

b(s,Xs) ds+

t∫
0

σ(s,Xs) dBs, 0 ≤ t <∞

Παρατήρηση: Ο όρος

∫ t

0

b(s,Xs) ds καλείται όρος τάσης και ο

∫ t

0

σ(s,Xs) dBs καλείται

όρος διάχυσης.
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Θεώρημα 4.2.1. ΄Υπαρξης και μοναδικότητας λύσης Σ.Δ.Ε

Υποθέτουμε ότι υπάρχει θετική σταθερά K τέτοια ώστε για κάθε t ≥ 0, x, y ∈ Rd
ισχύει ότι

1. ‖b(t, x)− b(t, y)‖+ ‖σ(t, x)− σ(t, y)‖ ≤ K‖x− y‖

2. ‖b(t, x)‖2 + ‖σ(t, x)‖2 ≤ K2(1 + ‖x‖2)

3. x0 τυχαίο διάνυσμα του Rd
ανεξάρτητο από τη B με E

(
‖x0‖2

)
<∞

Τότε υπάρχει μοναδική ισχυρή λύση X της (4.1). Επιπλέον, η διαδικασία X είναι τετραγωνικά
ολοκληρώσιμη.

Ορισμός 4.2.2. Ασθενής λύση της σ.δ.ε (4.1) ονομάζεται μία τριάδα (X,B), (Ω,F , P ), {Ft},
όπου

1. (Ω,F , P ) χώρος πιθανότητας, {Ft} διήθηση της F

2. X = {Xt, t ≥ 0} είναι συνεχής, προσαρμοσμένη διαδικασία στον Rd

3. B m− διάστατη κίνηση Brown και
οι (3),(4) του ορισμού (4.2.1) ικανοποιούνται.

Ορισμός 4.2.3. Λέμε ότι έχουμε μοναδικότητα με την έννοια της κατανομής πιθανότητας για

τη σ.δ.ε. (4.1) αν για κάθε δύο ασθενείς λύσεις (X,B), (Ω,F , P ), {Ft} και (X̃, B̃), (Ω̃, F̃ , P̃ ), {F̃t}
με την ίδια αρχική κατανομή, οι διαδικασίες X, X̃ έχουν την ίδια κατανομή.

Ορισμός 4.2.4. Η στοχαστική ολοκληρωτική εξίσωση (4.2) λέγεται καλά τοποθετη-

μένη, αν για κάθε αρχική συνθήκη x0 ∈ Rd
επιδέχεται ασθενή λύση μοναδική με την έννοια

της κατανομής πιθανότητας.

Xt = x0 +

t∫
0

b(Xs)ds+

t∫
0

σ(Xs)dBs, 0 ≤ t <∞ (4.2)

Για f ∈ C2(Rd), t ≥ 0 θεωρούμε τον τελεστή(
At(f)

)
(x) =

1

2

d∑
i,k=1

aik(t, x)
∂2f(x)

∂xi∂xk
+

d∑
i=1

bi(t, x)
∂f(x)

∂xi
(4.3)

όπου aik(t, x) =
m∑
j=1

σij(t, x)σkj(t, x)

Ορισμός 4.2.5. Λέμε ότι το μέτρο πιθανότητας P στο
(
C[0,∞)d,B(C[0,∞)d)

)
λύνει το

τοπικό martingale πρόβλημα MP (A, v), αν υπό το P η X0 έχει κατανομή v και για κάθε
f ∈ C2(Rd) το

M f
t = f(Xt)− f(X0)−

t∫
0

(
Asf

)
(Xs)ds, Ft, 0 ≤ t <∞

είναι συνεχές τοπικό martingale.
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Πρόταση 4.2.1. ΄Εστω P μέτρο πιθανότητας στο
(
C[0,∞)d,B(C[0,∞)d)

)
υπό το οπο-

ίο η διαδικασία M f
(4.3) είναι συνεχές, τοπικό martingale για τις επιλογές f(x) = xi και

f(x) = xixk, 1 ≤ i, k ≤ d. Τότε υπάρχει m−διάσταση κίνηση Brown B ορισμένη σε μία

επέκταση (Ω̃, F̃ , P̃ ) του
(
C[0,∞)d,B(C[0,∞)d)

)
, τέτοιο ώστε η (Xt, Bt), (Ω̃, F̃ , P̃ ), {F̃t} να

είναι ασθενής λύση της (4.1)

Πρόταση 4.2.2. Υπάρχει ασθενής λύση της σ.δ.ε. (4.1) με αρχική κατανομή μ αν και μόνο

αν το πρόβλημα τοπικού martingale MP (A, v) έχει λύση P .

Στη συνέχεια διατυπώνουμε ένα Θεώρημα ειδικής μορφής που θα χρειαστούμε στα επόμενα

κεφάλαια. Συμβολίζουμε με S+
n το σύνολο των n × n συμμετρικών και θετικά ορισμένων

πινάκων. Από τους Bass and Perkins(2002) έχουμε το εξής Θεώρημα:

Θεώρημα 4.2.2.

Θεωρούμε τον τελεστή:

Lf(x) =
n∑

i,j=1

√
xixjγij(x)

∂2f

∂xi∂xj
(x) +

n∑
i=1

bi(x)
∂f

∂xi
(x)

Αν για κάποιες σταθερές a ∈ (0, 1], c = c(a, n) > 0 ισχύουν τα εξής:

1. ο (γij)i,jj≤n : Rn
+ → S+

n είναι a−Hölder συνεχής σε συμπαγή σύνολα

2. (bi)i≤n : Rn
+ → Rn a−Hölder συνεχής σε συμπαγή σύνολα και για κάθε i ≤ n, bi(x) ≥ 0

όταν xi = 0 και

3.
∑
i 6=j
|γij(x)| ≤ cmin

i
γii(x) για κάθε x ∈ ∂Rn

+,

τότε το πρόβλημα martingale P (L, v) έχει το πολύ μία λύση. Αν επιπλέον, υπάρχει σταθερά
C > 0, τέτοια ώστε |b(x)| ≤ C(1 + |x|) για κάθε x ∈ Rn

+, τότε για το πρόβλημα martingale
έχει μοναδική λύση.

Τώρα θα ασχοληθούμε με τις τεχνικές επίλυσης Στοχαστικών Διαφορικών Εξισώσεων ει-

δικής μορφής:

Ειδικές μορφές Σ.Δ.Ε

1. Συντελεστές γραμμικοί ως προς Χ{
dXt = (b1(t)Xt + b2(t))dt+ (σ1(t)Xt + σ2(t))dBt

X0 = x0

Οι συναρτήσεις που εμφανίζονται είναι μετρήσιμες, προσαρμοσμένες και σ.β. τοπικά φραγ-

μένες.
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Μέθοδος:

Εισάγουμε τη στοχαστική ανέλιξη

{
dYt = Ytb1(t)dt+ Ytσ1(t)dBt

Y0 = 1
η οποία έχει μονα-

δική λύση.

Εισάγουμε τη στοχαστική ανέλιξη Rt = logYt, R0 = 0 και εφαρμόζοντας για αυτή τον

τύπο του Itô, έχουμε ότι: dRt = σ1(t)dBt + (b1(t)− 1
2
σ1(t)2)ds.

΄Αρα, Yt = exp

(∫ t

0

σ1(s)dBs +

∫ t

0

(b1(s)− 1

2
σ1(s)2)ds

)
.

Θέτουμε Zt = Y −1
t Xt και εφαρμόζοντας τον τύπο του Itô για την Y −1

t και αντικαθι-

στώντας τον στη φόρμουλα του Itô για τη Zt, έχουμε τελικά ότι:

dZt = Y −1
t (b2(t)− σ1(t)σ2(t)) dt+ Y −1

t σ2(t)dBt

Τέλος, έχουμε τη λύση αφού Xt = YtZt.

2. Συντελεστής διάχυσης γραμμικός ως προς Χ{
dXt = f(t,Xt)dt+ σ(t)XtdBt

X0 = x0

Οι συναρτήσεις f, σ ικανοποιούν τις συνθήκες του Θ. ΄Υπαρξης.

Μέθοδος:

Εισάγουμε τη στοχαστική ανέλιξη

{
dYt = Ytσ(t)dBt

Y0 = 1
η οποία έχει μοναδική λύση.

΄Ομοια με την προηγούμενη περίπτωση βρίσκουμε ότι: Yt = exp

(∫ t

0

σ(s)dBs −
∫ t

0

1

2
σ(s)2ds

)
.

Θέτουμε Zt = Y −1
t Xt και έχουμε ότι: dZt = Y −1

t f(t, YtZt)dt που είναι συνήθης διαφορική

εξίσωση και επομένως λύνοντας την έχουμε τη λύση Xt = YtZt

4.3 Μοντέλο Black and Scholes

Αν St, βt η τιμή τη χρονική στιγμή t μιας μετοχής και ενός ομολόγου αντίστοιχα, τότε έχουμε

τα εξής μοντέλα: {
dSt = µStdt+ σStdBt

dβt = rβtdt β0 = 1

΄Αρα, εφαρμόζοντας τον τύπο του Itô για τη log(St) παίρνουμε τελικά ότι St = S0exp (t(µ− σ2/2) + σBt)
και από τη συνήθη δ.ε. έχουμε ότι: βt = ert

Αν θεωρήσουμε ένα συμβόλαιο αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου με τιμή εξάσκησης Κ και χρόνο

εξάσκησης Τ, τότε η απόδοσή του τη χρονική στιγμή Τ θα ισούται με h(ST ) = (ST − K)+
.

Στόχος μας είναι να φτιάξουμε ένα δυναμικό χαρτοφυλάκιο (αντιστάθμισης) που τη χρονική

στιγμή Τ η αξία του να ισούται με την απόδοση του συμβολαίου προαίρεσης.
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΄Εστω at, bt ο αριθμός των μετοχών και των ομολόγων αντίστοιχα τη χρονική στιγμή t. Τότε η

αξία του χαρτοφυλακίου κάθε χρονική στιγμή θα ισούται με V (t, St) = atSt + btβt. Επομένως,

η συνθήκη αντιστάθμισης είναι VT = h(ST ). Επειδή το συμβόλαιο είναι ευρωπαϊκού τύπου

δεν υπάρχει ροή ρευστού μέχρι τη χρονική στιγμή Τ και άρα το χαρτοφυλάκιο μας πρέπει να

είναι αυτοχρηματοδοτούμενο με την έννοια ότι κάθε χρονική στιγμή η αλλαγή στην αξία του

χαρτοφυλακίου πρέπει να ισούται με το κέρδος ή τη ζημία που οφείλεται σε αλλαγή του St ή

του rt. Δηλαδή, έχουμε την επιπλέον συνθήκη (αυτοχρηματοδότησης):

dV (t, St) = atdSt + btdβt

Στο σημείο αυτό θα υποθέσουμε ότι η Vt είναι της μορφής Vt = f(t, St) για κατάλληλα ομαλή

λεία συνάρτηση f . Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις του μοντέλου στη συνθήκη αυτοχρηματο-

δότησης παίρνουμε το εξής: dVt = {atµSt + btrβt}dt+ atσStdBt,

Από την άλλη εφαρμόζοντας τον τύπο του Itô για την f(t, St) και αντικαθιστώντας τις εξισώσεις

του βασικού μοντέλου, έχουμε ότι:

dVt =

{
ft(t, St) +

1

2
fxx(t, St)σ

2S2
t + fx(t, St)µSt

}
dt+ fx(t, St)σStdBt

Εξισώνοντας τώρα τους συντελεστές και λύνοντας το σύστημα έχουμε:at = fx(t, St)

bt = 1
rβt

{
ft(t, St) + 1

2
fxx(t, St)σ

2S2
t

}
Αν αντικαταστήσουμε στη σχέση: f(t, St) = atSt + btβt τις παραπάνω σχέσεις και όπου St
θέσουμε x παίρνουμε τη διάσημη Black-Scholes Μ.Δ.Ε:

ft(t, x) = −1

2
σ2x2fxx(t, x)− rxfx(t, x) + rf(t, x)

με τη συνοριακή συνθήκη f(T, x) = h(x) για κάθε x ∈ R.
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Κεφάλαιο 5

Θεωρία Girsanov

Μπορούμε να δούμε μια στοχαστική διαδικασία με τάση(drift) σαν μία διαδικασία χωρίς τάση;

Σε αυτό το ερώτημα, όταν σχετίζεται με την κίνηση Brown, απαντάει η θεωρία Girsanov και

μας δίνει σημαντικά εργαλεία κατασκευής νέων martingales.

Μία πρώτη προσπάθεια

΄Εστω ότι έχουμε την κίνηση Brown με τάση, Xt = Bt + µt, και θέλουμε να υπολογίσουμε

την E (f(Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn)), όπου 0 < t1 < t2 < · · · < tn ≤ T, f : Rn → R Borel
φραγμένη συνάρτηση. Αν επιλέξουμε συνάρτηση g : Rn → R με f(x1, x2, · · · , xn) = g(x1, x2−
x1, · · · , xn − xn−1) , τότε επειδή Xti −Xti−1

∼ N(µ(ti − ti−1), (ti − ti−1)), έχουμε ότι:

E (f(Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn)) =∫
· · ·
∫
Rn
f(x1, · · · , xn)

∏n
i=1 exp (−{(xi − xi−1)− µ(ti − ti−1)}2/ 2(ti − ti−1))

(2π)−n/2t1
−1/2(t2 − t1)−1/2 · · · (tn − tn−1)−1/2

dx1 · · · dxn =∫
· · ·
∫
Rn
f(x1, · · · , xn)

∏n
i=1 exp (−(xi − xi−1)2/ 2(ti − ti−1))

(2π)−n/2t1
−1/2(t2 − t1)−1/2 · · · (tn − tn−1)−1/2︸ ︷︷ ︸ exp

(
µxn −

1

2
µ2tn

)
dx1 · · · dxn

σ.π.π του (Bt1 , Bt2 −Bt1 · · · , Btn −Btn−1)
Επομένως,

E

(
f(Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn)

)
= E

(
f(Bt1 , Bt2 , · · · , Btn)Mtn

)
ΗMt που εμφανίστηκε όμως είναι martingale και έτσι μας δίνει τη δυνατότητα να γράψουμε

την παραπάνω σχέση στη μορφή:

E

(
f(Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn)

)
= E

(
f(Bt1 , Bt2 , · · · , Btn)MT

)
Παρατηρούμε ότι η MT παίζει το ρόλο του διορθωτικού παράγοντα που συνδέει την κίνηση

Brown με την κίνηση Brown με τάση. Με τον τρόπο αυτό, ερωτήματα που αφορούν την

Xt = Bt + µt μπορούμε να τα μετατρέψουμε σε ερωτήματα που αφορούν μόνο τη Bt.

28



Απλό θεώρημα Girsanov

Στόχος μας είναι όπως προαναφέραμε να μπορούμε να απλοποιούμε ερωτήματα που μας

τίθενται μετατρέποντας τα σε μορφή που είναι πιο εύκολα διαχειρίσιμη από εμάς. Ο τρόπος με

τον οποίο θα επιδιώξουμε να το κάνουμε αυτό είναι αλλάζοντας την ”οπτική γωνία” από την

οποία εξετάζουμε τη στοχαστική μας διαδικασία μέσω της αλλαγής του μέτρου στο χώρο που

δουλεύουμε.

Ας προσέξουμε το εξής: Κάθε τυχαίο μονοπάτι μιας συνεχούς στοχαστικής διαδικασίας

στο [0,Τ] αντιστοιχεί σε ένα στοιχείο του χώρου C[0, T ] που επιλέχτηκε τυχαία με βάση ένα

μέτρο πιθανότητας. Αν λοιπόν, στο χώρο αυτό προσθέσουμε τη συνήθη supremum νόρμα σαν

μετρική, μπορούμε να παράγουμε στο C[0, T ] τη Borel σ-άλγεβρα. Θέτοντας λοιπόν F αυτή

τη σ-άλγεβρα και Ω := C[0, T ], τότε το μόνο που μας μένει είναι να ορίσουμε στον (Ω,F) ένα

μέτρο πιθανότητας.

΄Εστω (Xt)0≤t≤T μία συνεχής στοχαστική διαδικασία ορισμένη σε ένα χ.π. (Ω̄, F̄ , P̄ ). Τότε

ορίζοντας την απεικόνιση X : Ω̄ → C[0, T ] των μονοπατιών της (Xt), ορίζουμε σαν μέτρο

πιθανότητας στον (Ω,F) το εξής: P (A) = P̄ ({X ∈ A}) και λέμε ότι αυτό είναι το μέτρο που

επάγει η {Xt}.
Θεώρημα 5.1. (Απλό θεώρημα Girsanov : κ.Brown με τάση)

Αν η Β είναι P -κίνηση Brown και Q είναι το μέτρο που επάγει η Xt = Bt+µt στον C[0, T ],
τότε για κάθε φραγμένη Borel-μετρήσιμη συνάρτηση W στο C[0, T ] έχουμε ότι:

EQ(W ) = EP (WMT ),

όπου Mt = exp(µBt − µ2t/2))

Συνέπεια:

Αν θεωρήσουμε τη Xt = Bt − µt στον (Ω,F , P ) στον οποίο η Bt είναι τυπική κίνηση Brown,
τότε φυσικά δεν είναι martingale. Αν όμως, τη θεωρήσουμε στον (Ω,F , Q) , όπου Q(A) =
EP (IAMT ) ,τότε η Χ είναι τυπική κίνηση Brown και επομένως και martingale.

Δηλαδή η κατανομή της X είναι ένα μέτρο πιθανότητας στο C[0, T ] το οποίο είναι απολύτως

συνεχές ως προς το μέτρο Wiener με
dQ

dB
= MT . Μάλιστα επειδή η M είναι martingale για

κάθε A ∈ Ft θα ισχύει: Q(A) =

∫
A

MtdP , δηλαδή
dQ

dP

∣∣∣∣∣
t

= Mt

Θεώρημα 5.2. (Αφαίρεση γενικής τάσης)

΄Εστω

Xt = Bt +

∫ t

0

µ(s, ω)ds

όπου Β είναι P-κίνηση Brown και μ φραγμένη προσαρμοσμένη συνάρτηση στο [0,Τ].

Αν θέσουμε Mt = exp

(
−
∫ t

0

µ(ω, s)ds− 1

2

∫ t

0

µ(ω, s)2dBs

)
και ορίσουμε το μέτρο Q(A) =

EP (IAMT ) στο C[0, T ] , τότε η Χ είναι Q-κίνηση Brown.
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Θεώρημα 5.3. (Συνθήκη Novikov)

Για οποιαδήποτε µ ∈ L2
LOC [0, T ], ηMt = exp

(∫ t

0

µ(ω, s)ds− 1

2

∫ t

0

µ(ω, s)2dBs

)
είναιmartingale

αν E

[
exp

(
1

2

∫ t

0

µ(ω, s)2

)]
<∞
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Κεφάλαιο 6

Μια εισαγωγή στα στοχαστικά

χαρτοφυλάκια

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με βασικές έννοιες και ορισμούς που αφορούν τη θεωρία

του στοχαστικού χαρτοφυλακίου. Οι υποθέσεις που κάνουμε είναι ότι στην αγορά έχουμε μόνιμα

n εταιρίες, οι συναλλαγές γίνονται σε συνεχή χρόνο και ότι δεν υπάρχουν κόστη μεταφοράς ή

φόροι.

Στο μοντέλο που θα χρησιμοποιήσουμε, η πηγή τυχαιότητας είναι μια κανονική n−διάστατη
κίνηση Brown B = {Bt = (B1(t), ..., Bn(t)), t ≥ 0} στο χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ) που

θεωρούμε τη διήθηση {Ft}, την πλήρωση της {FBt }.
΄Εστω Xi(t) η τιμή της i μετοχής. Χωρίς βλάβη της γενικότητας θα θεωρούμε ότι η Xi(t)

ισούται με την κεφαλαιοποίηση της i εταιρίας. Η στοχαστική διαδικασία Xi των τιμών της i
μετοχής ορίζεται να είναι η λύση της στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης:

dlogXi(t) = γi(t)dt+
n∑
k=1

ξik(t)dBk(t), t ≥ 0, i = 1, ..., n (6.1)

όπου οι γi είναι προσαρμοσμένες, μετρήσιμες και ικανοποιούν τη σχέση

T∫
0

|γi(t)|dt <∞

σ.β. για κάθε T ∈ [0,+∞), i = 1, ..., n. Οι ξik, k = 1, ..., n είναι μετρήσιμες προσαρμοσμένες

και ικανοποιούν τα εξής:

1.

T∫
0

(ξ2
i1(t) + · · ·+ ξ2

in(t))dt <∞, ∀T ∈ [0,+∞) σ.β.

2. lim
t→∞

t−1
(
ξ2
i1(t) + · · ·+ ξ2

in(t)
)
log(logt) = 0 σ.β.

3. (ξi1(t), · · · , ξin(t)) 6= (0, ..., 0) = 0n, t ≥ 0 σ.β.

για κάθε i = 1, ..., n
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Οι συντελεστές γi ονομάζονται ρυθμοί ανάπτυξης και οι ξij διαδικασίες μεταβλη-

τότητας (volatilities).
Με βάση την (6.1), η τιμή της i μετοχής για i = 1, ..., n θα ικανοποιεί την εξίσωση:

Xi(t) = Xi(0)exp

(∫ t

0

γi(s)ds+
n∑
k=1

t∫
0

ξik(s)dBk(s)

)

Αν θεωρήσουμε τον πίνακα-στοχαστική διαδικασία ξ(t) = [ξij(t)]1≤i,j≤n και ορίσουμε στη συ-

νέχεια τη διαδικασία συνδιακύμανσης σ(t) = ξ(t)ξ(t)T , τότε η σ είναι θετικά ημιορισμένη και

έχουμε ότι:∫ T

0

|σij(t)|dt =

∫ T

0

∣∣∣ n∑
k=1

ξik(t)ξjk(t)
∣∣∣dt ≤ ∫ T

0

(
n∑
k=1

ξ2
ik(t)

)1/2( n∑
k=1

ξ2
jk(t)

)1/2

dt ≤

(∫ T

0

n∑
k=1

ξ2
ik(t)dt

)1/2(∫ T

0

n∑
k=1

ξ2
jk(t)dt

)1/2

<∞

για κάθε 1 ≤ i, j ≤ n, T ∈ [0,+∞)

Αν θέσουμε Yi(t) = logXi(t) και εφαρμόσουμε τον κανόνα του Itô στη Xi = eYi , τότε

έχουμε:

dXi(t) = Xi(t)dYi(t) +
1

2
Xi(t)(dYi(t))

2 ⇒

dXi(t) = Xi(t)

(
γi(t)dt+

n∑
k=1

ξik(t)dBk(t)

)
+

1

2
Xi(t)

n∑
k=1

ξ2
ik(t)d(t)⇒

dXi(t) = Xi(t)

(
γi(t) +

1

2
σii(t)

)
︸ ︷︷ ︸ d(t) +Xi(t)

n∑
k=1

ξik(t)dBk(t)⇒

ai(t) := ρυθμός επιστροφής

dXi(t)

Xi(t)
= ai(t)dt+

n∑
k=1

ξik(t)dBk(t) (6.2)

Ορισμός 6.1. Αγορά (market) καλείται κάθε οικογένειαM = {X1, ..., Xn} μετοχών που
ικανοποιούν την (6.1), έτσι ώστε ο σ(t) να είναι αντιστρέψιμος πίνακας για κάθε t ≥ 0 σ.β.

Παρατήρηση: Σε μία αγορά η αντιστρεψιμότητα του σ μας εξασφαλίζει ότι είναι όλες οι

ιδιοτιμές του μη μηδενικές. Σε συνδυασμό με το ότι είναι θετικά ημιορισμένος, επομένως οι

ιδιοτιμές είναι μη αρνητικοί αριθμοί, συμπεραίνουμε ότι όλες οι ιδιοτιμές του θα είναι θετικοί

αριθμοί και επομένως ο σ είναι θετικά ορισμένος πίνακας.

Παρατήρηση: Αν η διάσταση της κίνησης Brown είναι μικρότερη από το n, το πλήθος των

μετοχών, τότε ο πίνακας σ δεν είναι αντιστρέψιμος και αυτό θα σήμαινε ότι οι μετοχές είναι

εξαρτημένες με ντετερμινιστικό τρόπο.
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Ορισμός 6.2. Η αγορά M ονομάζεται μη εκφυλισμένη (nondegenerate) αν υπάρχει
ε > 0 τέτοιο ώστε

xσ(t)xT ≥ ε‖x‖2, x ∈ Rn, t ∈ [0,+∞)σ.β.

Παρατήρηση: Ο παραπάνω ορισμός μας εξασφαλίζει ότι η μεταβλητότητα της αγοράς δεν θα

γίνει ποτέ οσοδήποτε μικρή.

Ορισμός 6.3. Η αγορά M λέμε ότι έχει φραγμένη κύμανση (bounded variation) αν
υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε

xσ(t)xT ≤M‖x‖2, x ∈ Rn, t ∈ [0,+∞)σ.β.

Παρατήρηση: Αν η αγορά έχει φραγμένη κύμανση, σημαίνει ότι η μεταβλητότητά της είναι

φραγμένη και επομένως οι μετοχές δεν κινούνται ανεξέλεγκτα.

Ορισμός 6.4. Χαρτοφυλάκιο (portfolio) σε μία αγορά M είναι μία μετρήσιμη, προ-

σαρμοσμένη, διανυσματική διαδικασία π = {π(t) = (π1(t), ..., πn(t)), t ≥ 0} που είναι σ.β.
φραγμένη στο [0,+∞) και π1(t) + · · ·+ πn(t) = 1, t ∈ [0,+∞) σ.β.

Αν Zπ
είναι το ποσό που έχουμε επενδύσει σε μία αγορά n μετοχών, οι συντεταγμένες του

χαρτοφυλακίου μας π αναπαριστούν τα ποσοστά (ή αλλιώς βάρη) αυτού του ποσού που έχουμε

επενδύσει σε κάθε μία μετοχή. Επομένως, το ποσό που έχουμε επενδύσει στην i μετοχή τη

χρονική στιγμή t ισούται με πi(t)Z
π(t).

Αν η τιμή της i μετοχής μεταβληθεί κατά dXi(t), στην αξία του χαρτοφυλακίου θα προκληθεί

μια μεταβολή ίση με πi(t)Z
π(t)dXi(t)

Xi(t)
και επομένως η συνολική μεταβολή στην αξία του χαρτο-

φυλακίου θα είναι ίση με dZπ(t) =
n∑
i=1

πi(t)Z
π(t)

dXi(t)

Xi(t)
.

Από την τελευταία σχέση έχουμε ότι:
dZπ(t)

Zπ(t)
=

n∑
i=1

πi(t)
dXi(t)

Xi(t)
που μας δηλώνει ότι η στιγ-

μιαία επιστροφή στην αξία του χαρτοφυλακίου ισούται με το σταθμισμένο μέσο των στιγμιαίων

επιστροφών της τιμής της κάθε μετοχής.

Εφαρμόζοντας τον κανόνα του Itô στην Y = log(Zπ(t)), έχουμε ότι:

dlogZπ(t) =
dZπ(t)

Zπ(t)
− 1

2(Zπ(t))2
(dZπ(t))2

(6.3)

(dZπ(t))2 (6.2)= (Zπ(t))2

(
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)
n∑
k=1

ξik(t)ξjk(t)dt

)
(6.4)

(6.3)
(6.2)(6.4)

=⇒ dlogZπ(t) =

 n∑
i=1

πi(t)ai(t)︸ ︷︷ ︸−
1

2

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)︸ ︷︷ ︸
 dt+

n∑
i,k=1

πi(t)ξik(t)dBk(t)

(6.5)

aπ(t) σππ(t)
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Ορισμός 6.5.

1. Ο όρος γπ(t) = aπ(t) − 1
2
σππ(t) ονομάζεται διαδικασία ρυθμού ανάπτυξης του

χαρτοφυλακίου (portfolio growth rate process)

2. Ο όρος aπ(t) ονομάζεται διαδικασία ρυθμού επιστροφής του χαρτοφυλακίου

(portfolio rate of return process)

3. Ο όρος σππ(t) = π(t)σ(t)π(t)T ονομάζεται διαδικασία διασποράς του χαρτοφυ-
λακίου (portfolio variance process)

4. Ο όρος γ∗π(t) =
1

2

(
n∑
i=1

πi(t)σii(t)− σππ(t)

)
ονομάζεται διαδικασία εκτεταμένου

ρυθμού ανάπτυξης (excess growth rate)

Σημείωση: Η ονομασία του γ∗π προκύπτει από τη σχέση γπ(t) =
n∑
i=1

πi(t)γi(t) + γ∗π(t)

Με βάση τη σχέση (6.1) και τους νέους ορισμούς που δώσαμε, η σχέση (6.5) γίνεται:

dlogZπ(t) =
n∑
i=1

πi(t)dlogXi(t) + γ∗π(t)dt (6.6)

Η παραπάνω σχέση δηλώνει ότι η στιγμιαία λογαριθμική επιστροφή της αξίας του χαρτοφυλακίου

ισούται με το άθροισμα του σταθμισμένου μέσου των στιγμιαίων λογαριθμικών επιστροφών των

τιμών των μετοχών και του εκτεταμένου ρυθμού ανάπτυξης.

Ορισμός 6.6. Η διαδικασία {log (Xi(t)/Z
π(t)) , t ≥ 0} ονομάζεται σχετική επιστροφή

της μετοχής Xi ως προς το χαρτοφυλάκιο π.

Είναι άμεσο με βάση τις σχέσεις (6.1) και (6.5) και τις ιδιότητες των γi, πi, ξik ότι οι διαδι-

κασίες logXi(t), logZ
π(t) είναι συνεχή semimartingales. Επομένως και η διαδικασία σχετικής

επιστροφής είναι συνεχές semimartingale.
΄Ετσι έχουμε ότι:

〈 log (Xi/Z
π) , log (Xj/Z

π) 〉t = 〈logXi, logXj〉t−〈logXi, logZ
π〉t−〈logXj, logZ

π〉t+〈logZπ〉t

Με βάση την (6.1) d〈logXi, logXj〉t =
n∑
k=1

ξik(t)ξjk(t)dt = σij(t)dt

Από την (6.5) d〈log (Zπ)〉t =
n∑
k=1

(
n∑
i=1

πi(t)ξik(t)

)2

dt = (π(t)ξ(t))(π(t)ξ(t))Tdt = π(t)σ(t)π(t)T

Τέλος, με βάση τις (6.5),(6.1) έχουμε d〈logXi, logZ
π〉t =

n∑
j,k=1

ξik(t)πj(t)ξjk(t)dt =
n∑
j=1

πj(t)σij(t)dt

Θέτοντας σiπ(t) :=
n∑
j=1

πj(t)σij(t) και σππ(t) = π(t)σ(t)π(t)T , τελικά έχουμε ότι η διαδικα-

σία σχετικής συνδιακύμανσης είναι: τπij(t) = σij(t)− σiπ(t)− σjπ(t) + σππ(t)
Δηλαδή έχουμε:

d〈 log (Xi/Z
π) , log (Xj/Z

π) 〉t = τπij(t)dt (6.7)
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Παρατήρηση: Η σχέση d〈 log (Xi/Z
π) 〉t = τπii(t)dt μας δίνει ότι

τπii(t) ≥ 0 ∀t ≥ 0 (6.8)

αφού η 〈 log (Xi/Z
π) 〉t είναι αύξουσα.

Ορισμός 6.7. Το χαρτοφυλάκιο μ με βάρη

µi(t) =
Xi(t)

X1(t) + · · ·+Xn(t)
, t ∈ [0,+∞), i = 1, ..., n (6.9)

καλείται το χαρτοφυλάκιο της αγοράς (market portfolio) και τα βάρη µi καλούνται τα βάρη
της αγοράς.

Το χαρτοφυλάκιο της αγοράς είναι ένα χαρτοφυλάκιο που δίνει μεγαλύτερο βάρος στις

μεγαλύτερες μετοχές, αφού τα βάρη του είναι ίσα με το ποσοστό της αξίας της αντίστοιχης

μετοχής ως προς τη συνολική αξία των μετοχών της αγοράς. Το χαρτοφυλάκιο μ είναι μεγάλης

σημασίας, καθώς θα αποτελεί σημείο αναφοράς μας στη σύγκριση του με άλλα χαρτοφυλάκια

σε όλα τα επόμενα κεφάλαια και δεσμεύουμε το σύμβολο μ να αντιστοιχεί πάντα σε αυτό το

είδος χαρτοφυλακίου.

Για το χαρτοφυλάκιο μ έχουμε

Zµ(t) = X1(t) + · · ·+Xn(t) (6.10)

Επομένως, ισχύει ότι µi(t) = Xi(t)/Z
µ(t). ΄Αρα με βάση τη (6.7), έχουμε ότι

d〈logµi, logµj〉t = τµij(t)dt (6.11)

Εφαρμόζοντας τον τύπο του Itô για τη Yt = exp(logµi(t)) και με βάση τη σχέση (6.11) έχουμε

ότι:

dµi(t) = µi(t)dlogµi(t) +
1

2
µi(t)τ

µ
ii(t)dt (6.12)

Στο εξής, όταν αναφερόμαστε στη διαδικασία σχετικής συνδιακύμανσης του χαρτοφυλακίου της

αγοράς, θα χρησιμοποιούμε το συμβολισμό

τij(t) := τµij(t)

Ορισμός 6.8. Η διαδικασία σχετικής επιστροφής ενός χαρτοφυλακίου π σε σχέση με ένα

χαρτοφυλάκιο η ορίζεται να είναι

log (Zπ(t)/Zη(t)) , t ∈ [0,+∞)

Με βάση τη σχέση (6.6) έχουμε:

dlog (Zπ(t)/Zη(t)) =
n∑
i=1

πi(t)dlog (Xi(t)/Z
η(t)) + γ∗π(t)dt (6.13)
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και πιο συγκεκριμένα όταν η=μ (το χαρτοφυλάκιο της αγοράς):

d log (Zπ(t)/Zµ(t)) =
n∑
i=1

πi(t)dlogµi(t) + γ∗π(t)dt (6.14)

Παρατήρηση: Με βάση τη σχέση (6.13) συμπεραίνουμε ότι προκειμένου να μελετήσουμε

τη συμπεριφορά ενός χαρτοφυλακίου σε σχέση με το χαρτοφυλάκιο της αγοράς, είναι σημαντικό

να αναπτύξουμε εργαλεία μελέτης των µi και του εκτεταμένου ρυθμού ανάπτυξης.

Λήμμα 6.1. ΄Εστω Μ ένα συνεχές τοπικό martingale τέτοιο ώστε lim
t→∞

t−2〈M〉tlog(logt) =

0 σ.β. Τότε lim
t→∞

t−1M(t) = 0 σ.β

Απόδειξη. ΄Εστω M̃(t) = M(t) + W (t), t ≥ 0, όπου W μονοδιάστατη κίνηση Brown ανε-

ξάρτητη από τη Μ. Τότε M̃ είναι συνεχές τοπικό martingale με 〈M̃〉t = 〈M〉t + t. Καθώς

〈M̃〉t ≥ t ∀ t ≥ 0 ⇒ lim
t→∞
〈M̃〉t = ∞. ΄Αρα, σύμφωνα με το Θεώρημα 2.3 υπάρχει κίνηση

Brown B τέτοια ώστε B〈M̃t〉 = M̃t, t ≥ 0 σ.β. Με βάση την παραπάνω σχέση και το νόμο του

επαναλαμβανόμενου λογαρίθμου (Θεώρημα 2.4), έχουμε ότι

lim sup
t→∞

|M̃t|√
2〈M̃〉tlog(log〈M̃〉t)

= 1 σ.β. (1)

Από υπόθεση προκύπτει άμεσα ότι lim
t→∞

t−2〈M̃〉tlog(logt) = 0. Η σχέση αυτή μας δείχνει ότι η

t2 αυξάνεται πιο γρήγορα από το 〈M̃〉t άρα και το logt2 = 2logt αυξάνεται πιο γρήγορα από το

log〈M̃〉t και επομένως στο παραπάνω όριο το logt μπορεί να αντικατασταθεί από το log(〈M̃〉t):

lim
t→∞

t−2〈M̃〉tlog(log(〈M̃〉t)) = 0 σ.β. (2)

Από την (1), την αντίστοιχη σχέση της (1) για το liminf και τη σχέση (2) έπεται ότι

lim
t→∞

t−1|M̃t| = 0 σ.β. και επομένως ότι: lim
t→∞

t−1M(t) = − lim
t→∞

W (t)
t

= − lim
t→0+

tW1/t = 0

(Πρόταση 2.1(3) )

Πρόταση 6.1. Αν π χαρτοφυλάκιο στην αγοράM, τότε

lim
T→∞

1

T

(
logZπ(T )−

T∫
0

γπ(t)dt

)
= 0 σ.β.

Απόδειξη. Από τη σχέση (6.6) έχουμε ότι:

dlogZπ(t) = γπ(t)dt+
n∑

i,k=1

πi(t)ξik(t)dBk(t)⇒
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log (Zπ(T )/Zπ(0)) =

∫ T

0

γπ(t)dt+

∫ T

0

n∑
i,k=1

πi(t)ξik(t)dBk(t)

Θέτοντας V (T ) = log (Zπ(T )/Zπ(0))−
∫ T

0

γπ(t)dt =

∫ T

0

n∑
i,k=1

πi(t)ξik(t)dBk(t), έχουμε ότι η

V είναι συνεχές τοπικό martingale με 〈V 〉T = 〈logZπ〉T =

∫ T

0

σππ(t)dt

Επειδή η π είναι σ.β. φραγμένη στο [0,∞), με βάση την ιδιότητα που ικανοποιούν τα ξij έχουμε

ότι: 0 ≤ lim
t→∞

t−1σππ(t)log(logt) = lim
t→∞

t−1
n∑
k=1

(
n∑
i=1

πi(t)ξik(t)

)2

log(logt)

≤ C lim
t→∞

t−1
n∑

i,k=1

ξ2
ik(t)log(logt) = 0 σ.β.

όπου C κατάλληλη θετική σταθερά.

Επομένως,

lim
t→∞

t−2〈V 〉tlog(logt)
D.L.H.

= lim
t→∞

(
(2t)−1σππ(t)log(logt) +

〈V 〉t
2t2logt

)
= 0

Σχετικά με το δεύτερο όρο του ορίου, έχουμε ότι επειδή η 〈V 〉 είναι αύξουσα, το όριο της καθώς

t→∞ υπάρχει (πεπερασμένο ή άπειρο). Επίσης, lim
t→∞

σππ(t)

t
= 0 με βάση την παραπάνω σχέση.

Επομένως, είναι άμεσο ότι και ο δεύτερος όρος τείνει στο μηδέν σ.β.

Η απόδειξη ολοκληρώνεται με εφαρμογή του παραπάνω Λήμματος.

Σημείωση: Η παραπάνω πρόταση μας δείχνει ότι η μακροπρόθεσμη συμπεριφορά ενός χαρ-

τοφυλακίου καθορίζεται από το ρυθμό ανάπτυξης, γπ. Επομένως, ο υπολογισμός του γπ είναι

ιδιαίτερης σημασίας και εφόσον γπ(t) =
n∑
i=1

πi(t)γi(t) + γ∗π(t), ο υπολογισμός και του εκτετα-

μένου ρυθμού ανάπτυξης, γ∗π, είναι εξίσου σημαντικός.

Μια άμεση συνέπεια της παραπάνω πρότασης, αν θεωρήσουμε ότι το χαρτοφυλάκιο π στη μετοχή

X δίνει βάρος ίσο με 1 και στις υπόλοιπες 0, είναι το παρακάτω πόρισμα.

Πόρισμα 6.1. ΄Εστω X μία μετοχή με ρυθμό ανάπτυξης γ. Τότε

lim
T→∞

1

T

(
logX(T )−

T∫
0

γ(t)dt

)
= 0 σ.β.

Λήμμα 6.2. Αν π, η δύο χαρτοφυλάκια, τότε σ.β. για κάθε t ≥ 0

γ∗π(t) =
1

2

(
n∑
i=1

πi(t)τ
η
ii(t)−

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)τ
η
ij(t)

)
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Απόδειξη.

•
n∑
i=1

πi(t)τ
η
ii(t) =

n∑
i=1

πi(t)σii(t)− 2
n∑
i=1

πi(t)σiη(t) + σηη(t)

•
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)τ
η
ij(t) =

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)−
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)σiη(t)−
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)σjη(t) + σηη(t)

=
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)− 2
n∑
i=1

πi(t)σiη(t) + σηη(t)

Επομένως, γ∗π(t) =
1

2

( n∑
i=1

πi(t)σii(t)−
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t)
)

=
1

2

( n∑
i=1

πi(t)τ
η
ii(t)−

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)τ
η
ij(t)

)

Λήμμα 6.3. Αν π χαρτοφυλάκιο, τότε σ.β. για κάθε t ≥ 0

γ∗π(t) =
1

2

n∑
i=1

πi(t)τ
π
ii(t)

Απόδειξη.

Αν θεωρήσουμε ότι η = π και 1n = (1, 1, ..., 1), τότε
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)τ
π
ij(t) = π(t)τπ(t)π(t)T

= π(t)
(
σ(t)− σ(t)π(t)T1n − 1Tnπ(t)σ(t)T + 1Tnπ(t)σ(t)π(t)T1n

)
π(t)T

σ(t)=σ(t)T

= 2π(t)σ(t)π(t)T − 2π(t)σ(t)π(t)T = 0
Με βάση το Λήμμα 6.2, έχουμε το ζητούμενο.

Λήμμα 6.4. ΄Εστω π ένα χαρτοφυλάκιο. Τότε η διαδικασία σχετικής συνδιακύμανσης τπ(t)
είναι θετικά ημιορισμένος πίνακας με βαθμό n − 1 για κάθε t ∈ [0,+∞) σ.β. και ο πυρήνας
του παράγεται από το π(t).

Απόδειξη. ΄Εστω x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, x 6= 0, t ∈ [0,+∞). Τότε με βάση τον ορισμό του τπ,
έχουμε ότι:

xτπ(t)xT = xσ(t)xT −
n∑
j=1

(
n∑
i=1

xiσiπ(t)

)
xj −

n∑
j=1

(
n∑
i=1

xiσjπ(t)

)
xj + σππ(t)

(
n∑
i=1

xi

)2

= xσ(t)xT − 2xσ(t)π(t)T
n∑
i=1

xi + σππ(t)

(
n∑
i=1

xi

)2
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• Αν

n∑
i=1

xi = 0, τότε xτπ(t)xT = xσ(t)xT > 0, αφού ο σ είναι θετικά ορισμένος και x 6= 0.

• Αν

n∑
i=1

xi = a 6= 0, τότε θέτοντας y = 1
a
x, έχουμε ότι

xτπ(t)xT = a2yτπ(t)yT = a2
(
yσ(t)yT − yσ(t)π(t)T1ny

T − y1Tnπ(t)σ(t)TyT + π(t)σ(t)π(t)T
)

= a2
(
yσ(t)yT − yσ(t)π(t)T − π(t)σ(t)TyT + π(t)σ(t)π(t)T

)
σ(t)=σ(t)T

= a2 (y − π(t))σ(t) (y − π(t))T = 0 ⇔ y = π(t) ⇔ x = aπ(t)
Με βάση τις παραπάνω σχέσεις συμπεραίνουμε ότι το π(t) παράγει τον πυρήνα του τπ(t)
και ο βαθμός του πίνακα είναι n− 1.

Πρόταση 6.2. ΄Εστω π ένα χαρτοφυλάκιο με μη αρνητικά βάρη πi. Τότε

γ∗π(t) ≥ 0, t ≥ 0 σ.β.

Αν επιπλέον, πi(t) < 1 ∀ t ≥ 0 i = 1, ..., n σ.β., τότε

γ∗π(t) > 0, t ≥ 0 σ.β.

Απόδειξη. Με βάση την υπόθεση για το π και τη σχέση (6.8), το πρώτο μέρος της πρότασης

είναι προφανές.

Η επιπλέον υπόθεση μας εξασφαλίζει την ύπαρξη τουλάχιστον δύο θετικών συνιστωσών του π.
Με βάση το Λήμμα 6.4, η διαδικασία σχετικής συνδιακύμανσης τπ(t) είναι θετικά ημιορισμένος

πίνακας με βαθμό n−1 για κάθε t ∈ [0,+∞) σ.β.. Επειδή τπii(t) = eiτ
π(t)eTi i = 1, ..., n t ≥ 0,

όπου ei είναι το διάνυσμα του Rn
με μηδενικά σε όλες τις θέσεις εκτός της i που έχει το 1,

έχουμε ότι τπii(t) ≥ 0 για κάθε i = 1, ..., n t ≥ 0. Επειδή ο πίνακας έχει βαθμό n − 1, το

πολύ ένα από τα τπii(t) μπορεί να ισούται με μηδέν και καθώς για κάθε t ≥ 0 τουλάχιστον δύο

συνιστώσες του π είναι θετικές έπεται το ζητούμενο.

Παρατήρηση: Στην Πρόταση 6.2 θεωρήσαμε την περίπτωση που τα βάρη πi είναι μη

αρνητικά. Η έννοια του μη αρνητικού βάρους αντιστοιχεί στην περίπτωση που μας ανήκει

η αντίστοιχη μετοχή και προσδοκούμε την άνοδο της τιμής της. Από την άλλη ένα αρνητικό

βάρος αντιστοιχεί στην περίπτωση του short sale. Με τον όρο αυτό εννοούμε την ικανότητα

να πουλήσουμε μια μετοχή που δεν μας ανήκει, αφού τη δανειστούμε από κάποιον άλλο, με την

υποχρέωση να την αγοράσουμε ξανά και να την επιστρέψουμε στον αρχικό ιδιοκτήτη της. Σε

αυτή τη στρατηγική, αφού δανειστούμε τη μετοχή την πουλάμε στην τρέχουσα τιμή της στην

αγορά και προσδοκούμε την πτώση της τιμή της ώστε όταν την αγοράσουμε σε χαμηλότερη

τιμή να έχουμε τελικά κέρδος.

Η Πρόταση 6.2 μας δείχνει ότι σε ένα χαρτοφυλάκιο χωρίς short sales, ο ρυθμός ανάπτυξης

του χαρτοφυλακίου υπερβαίνει το σταθμισμένο μέσο των ρυθμών ανάπτυξης των επιμέρους

μετοχών.
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Κεφάλαιο 7

Συμπεριφορά της αγοράς μετοχών

και διασπορά

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με τη μελέτη της μακροπρόθεσμης συμπεριφοράς της

αγοράς και με αγορές που χαρακτηρίζονται ως διαφοροποιημένες (diverse). Με την έννοια

αυτή εννοούμε αγορές στις οποίες το κεφάλαιο κατανέμεται σε ένα μεγάλο αριθμό μετοχών.

Στη συνέχεια θα εισάγουμε ένα νέο μέγεθος που ονομάζεται εντροπία και θα είναι ένα μέτρο

της διασποράς της αγοράς. Επειδή στην πράξη μπορεί να μετρηθεί ο χρονικός μέσος όρος των

διαδικασιών που θέλουμε να εκτιμήσουμε, παρά η αναμενόμενη τιμή τους, στο κεφάλαιο αυτό

θα ασχοληθούμε με μεγέθη της μορφής: lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(t)dt αντί με την αναμενόμενη τιμή τους

E(f(t)).

Ορισμός 7.1. Η αγοράM ονομάζεται συνεπής (coherent) αν για i = 1, ..., n

lim
t→∞

t−1logµi(t) = 0, σ.β.

Ισοδύναμα αν για i = 1, ..., n

lim
t→∞

t−1 (logXi(t)− logZµ(t)) = 0, σ.β.

Παρατήρηση: Η συνθήκη της συνέπειας αποτελεί μία συνθήκη σταθερότητας της αγοράς,

υπό την έννοια ότι δεν επιτρέπει σε καμία μετοχή να μηδενιστεί γρήγορα.

Πρόταση 7.1. ΄ΕστωM αγορά n μετοχών. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

1. ηM είναι συνεπής

2. για i = 1, ..., n lim
T→∞

1

T

∫ T

0

(γi(t)− γµ(t)) dt = 0, σ.β.

3. για i, j = 1, ..., n, lim
T→∞

1

T

∫ T

0

(γi(t)− γj(t)) dt = 0, σ.β.
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Απόδειξη.

1.⇒ 2. : Από υπόθεση έχουμε ότι σ.β. lim
t→∞

t−1 (logXi(t)− logZµ(t)) = 0 i = 1, ..., n (1).

Επίσης με βάση την Πρόταση 6.1, έχουμε: lim
T→∞

1

T

(
logZµ(T )−

T∫
0

γµ(t)dt

)
= 0 σ.β. (2)

Εφαρμόζοντας την Πρόταση 6.1 για το χαρτοφυλάκιο π = ei που έχει μηδενικά σε όλες τις

θέσεις και τη μονάδα στη θέση i (δηλαδή αποτελείται μόνο από την Xi μετοχή) έχουμε ότι:

lim
T→∞

1

T

(
logXi(T )−

T∫
0

γi(t)dt

)
= 0 σ.β. (3)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (1),(2),(3) έχουμε το ζητούμενο.

2.⇒ 3. : ΄Αμεσο

3.⇒ 1. : Με βάση τη σχέση (3) από το πρώτο μέρος της απόδειξης και την υπόθεση, έχουμε

ότι σχεδόν βεβαίως:

lim
T→∞

1

T

(
logXi(T )−

T∫
0

γi(t)dt

)
= 0, i = 1, ..., n

και

lim
T→∞

1

T

T∫
0

(γi(t)− γj(t))dt = 0, i, j = 1, ..., n

Συνδυάζοντας τις παραπάνω σχέσεις για j = 1, έχουμε ότι σ.β.:

lim
T→∞

1

T

(
logXi(T )−

T∫
0

γ1(t)dt

)
= 0, i = 1, ..., n. (4)

⇒ lim
T→∞

1

T

(
log

(
max
1≤i≤n

Xi(T )

)
−

T∫
0

γ1(t)dt

)
= 0 (5)

Επιπλέον, X1(T ) ≤ X1(T ) + · · ·+Xn(T ) ≤ n max
1≤i≤n

Xi(T ) ⇒

logX1(T ) ≤ logZµ(t) ≤ logn+ log

(
max
1≤i≤n

Xi(T )

)
⇒

1

T

(
logX1(T )−

∫ T

0

γ1(T )dt

)
≤ 1

T

(
logZµ(T )−

∫ T

0

γ1(t)dt

)

≤ logn

T
+

1

T

(
log

(
max
1≤i≤n

Xi(T )

)
−
∫ T

0

γ1(t)dt

)

Καθώς T → ∞,από τις σχέσεις (4),(5) έχουμε: lim
T→∞

1

T

(
logZµ(T )−

∫ T

0

γ1(t)dt

)
= 0 σ.β.

και με βάση τη σχέση (4) καταλήγουμε στο ζητούμενο.
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Με βάση την παραπάνω Πρόταση συμπεραίνουμε πως μία αγορά είναι συνεπής αν και μόνο

αν ο χρονικός μέσος της διαφοράς των ρυθμών ανάπτυξης μεταξύ δύο οποιονδήποτε μετοχών

είναι ασυμπτωτικά μηδέν. Επομένως, καταλήγουμε εύκολα στα παρακάτω πορίσματα.

Πόρισμα 7.1. Αν σε μία αγοράM όλες οι μετοχές έχουν τον ίδιο ρυθμό ανάπτυξης, τότε η

αγορά είναι συνεπής.

Πόρισμα 7.2. Σε μία αγοράM, στην οποία όλες οι μετοχές έχουν σταθερό ρυθμό ανάπτυξης,
ηM είναι συνεπής αν και μόνο αν όλοι οι ρυθμοί ανάπτυξης είναι ίσοι μεταξύ τους.

Στη συνέχεια παραθέτουμε ένα Λήμμα που ισχυροποιεί το αποτέλεσμα της Πρότασης 6.2

του προηγούμενου κεφαλαίου στην περίπτωση μιας μη εκφυλισμένης αγοράς.

Λήμμα 7.1. ΄Εστω π χαρτοφυλάκιο με μη αρνητικά βάρη σε μία μη εκφυλισμένη αγορά. Τότε
υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε σ.β. για κάθε t ≥ 0,

γ∗π(t) ≥ ε (1− πmax(t))2 ,

όπου πmax(t) = max
1≤i≤t

πi(t)

Απόδειξη. Με βάση το Λήμμα 6.3

γ∗π(t) =
1

2

n∑
i=1

πi(t)τ
π
ii(t)

Επιπλέον, επειδή η αγορά είναι μη εκφυλισμένη, υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε

xσ(t)xT ≥ ε‖x‖2, x ∈ Rn, t ∈ [0,+∞)σ.β.

Επιλέγοντας x = x(t) = π(t)− ei(t), όπου ei(t) = (0, .., 0, 1, 0, .., 0) με το 1 στην i θέση, τότε

τπii(t) = σii(t)− 2σiπ(t) + σππ(t) = ei(t)σ(t)ei(t)
T − 2ei(t)σ(t)π(t)T + π(t)σ(t)π(t)T =

= x(t)σ(t)x(t)T ≥ ε(1− πi(t))2 ≥ ε(1− πmax(t))2
.

΄Αρα,

τπii(t) ≥ ε(1− πmax(t))2
(7.1)

Το ζητούμενο έπεται άμεσα.

Σημείωση: Το παραπάνω Λήμμα μας δείχνει κάτι σημαντικό. Μία σχέση ανάμεσα στον ε-

κτεταμένο ρυθμό ανάπτυξης γ∗π(t) και στη συνιστώσα του χαρτοφυλακίου με τη μέγιστη τιμή,

πmax(t) στο συγκεκριμένο είδος αγοράς. Ειδικότερα, δηλώνει ότι όταν το πmax(t) είναι φραγ-

μένο μακριά από το 1, τότε το γ∗π(t) είναι φραγμένο μακριά από το 0.

Το επόμενο Λήμμα δηλώνει την αντίστροφη σχέση με ισχύ σε μία αγορά φραγμένης κύμανσης.

Λήμμα 7.2. ΄Εστω π ένα χαρτοφυλάκιο σε μια αγορά φραγμένης κύμανσης, τέτοιο ώστε για
i = 1, ..., n 0 ≤ πi(t) < 1 ∀ t ∈ [0,∞) σ.β. Τότε υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε

πmax(t) ≤ 1− εγ∗π(t), t ∈ [0,∞) σ.β.
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Απόδειξη.

΄Εστω ένας ακέραιος k με 1 ≤ k ≤ n. Τότε, επειδή από υπόθεση πk(t) < 1 ∀ t ≥ 0, μπορούμε
να ορίσουμε το εξής χαρτοφυλάκιο:

ηi(t) =

{
πi(t)

1−πk(t)
, i 6= k

0 , i = k

Τότε από τον ορισμό του εκτεταμένου ρυθμού ανάπτυξης (Ορισμός 6.5) έχουμε ότι:

2γ∗π(t) =
n∑
i=1

πi(t)σii(t)−
n∑

i,j=1

πi(t)πj(t)σij(t) = πk(t)σkk(t) + (1− πk(t))
n∑
i=1

ηi(t)σii(t)

−πk(t)2σkk(t)− 2πk(t)(1− πk(t))
n∑
i=1

ηi(t)σik(t)− (1− πk(t))2
n∑

i,j=1

ηi(t)ηj(t)σij(t)

= πk(t)(1− πk(t)) (σkk(t)− 2σkη(t) + σηη(t)) + (1− πk(t)) (
n∑
i=1

ηi(t)σii(t)− σηη(t))

= πk(t)(1− πk(t)) (η(t)− ek(t))σ(t)(η(t)− ek(t))T + (1− πk(t)) (
n∑
i=1

ηi(t)σii(t)− σηη(t))

≤ (1− πk(t))x(t)σ(t)x(t)T + (1− πk(t))
n∑
i=1

ηi(t)σii(t) (1)

όπου x(t) = η(t)− ek(t).
Επειδή από υπόθεση η αγορά έχει φραγμένη κύμανση υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε

xσ(t)xT ≤M‖x‖2, x ∈ Rn, t ∈ [0,+∞)σ.β. (2)

Σύμφωνα με την παραπάνω σχέση έχουμε ότι σii(t) = ei(t)σ(t)ei(t)
T ≤M και άρα

n∑
i=1

ηi(t)σii(t) ≤M
n∑
i=1

ηi(t) = M (3)

(1)
(2),(3)⇒ 2γ∗π(t) ≤ (1− πk(t))3M, k = 1, ..., n και άρα για ε =

2

3M
έχουμε το ζητούμενο.

Πρόταση 7.2. ΄Εστω ότι η αγορά M είναι μη εκφυλισμένη και συνεπής και ότι το π είναι

σταθερά σταθμισμένο χαρτοφυλάκιο με μη αρνητικά βάρη και τουλάχιστον δύο εξ αυτών θετικά.

Τότε:

lim inf
T→∞

1

T
log (Zπ(T )/Zµ(T )) > 0, σ.β.

Σημείωση: Λέμε ότι το χαρτοφυλάκιο π είναι σταθερά σταθμισμένο αν οι διαδικασίες των βαρών

πi(t) είναι σταθερές συναρτήσεις, δηλαδή ανεξάρτητες του t.

Απόδειξη. Επειδή το π είναι σταθερά σταθμισμένο, θα ισχύει ότι πi(t) = pi, i = 1, ..., n όπου

pi μη αρνητικές σταθερές που αθροίζονται στη μονάδα. Επειδή τουλάχιστον δύο από αυτές είναι

θετικές, έχουμε ότι p := max
1≤i≤n

pi < 1 και αφού η αγορά είναι μη εκφυλισμένη, με βάση το Λήμμα

7.1 υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε σ.β. για κάθε t ≥ 0, γ∗π(t) ≥ ε (1− p)2
.

΄Αρα,

1

T

∫ T

0

γ∗π(t)dt ≥ ε(1− p)2 σ.β. (1)

43



Με βάση τη σχέση (6.14),

lim
T→∞

1

T

(
log (Zπ(T )/Zµ(T ))−

∫ T

0

γ∗π(t)dt

)
= lim

T→∞

1

T

n∑
i=1

πilogµi(T ) =
n∑
i=1

πi lim
T→∞

1

T
logµi(T ) = 0 (2)

αφού η αγορά είναι συνεπής.

Με βάση τις σχέσεις (1),(2) έπεται ότι:

lim inf
T→∞

1

T
log (Zπ(T )/Zµ(T )) ≥ ε(1− p)2.

Η παραπάνω Πρόταση μας δείχνει ότι σε μία μη εκφυλισμένη και συνεπή αγορά, η αξία ε-

νός οποιουδήποτε σταθερά-σταθμισμένου χαρτοφυλακίου ασυμπτωτικά υπερβαίνει την αξία του

χαρτοφυλακίου της αγοράς.

΄Οπως αναφέραμε στην αρχή αυτού του κεφαλαίου, θα μελετήσουμε αγορές στις οποίες το

κεφάλαιο κατανέμεται σε πολλές μετοχές και δεν συγκεντρώνεται σε λίγες μεγάλες εταιρίες.

Στην πράξη, στα οικονομικά ανεπτυγμένα κράτη εφαρμόζονται πολιτικές για να αποφευχθεί

κάτι τέτοιο, οι λεγόμενοι antitrust νόμοι. ΄Ετσι, μια συνέπεια αυτής της πολιτικής είναι να μην

ισούται η κεφαλαιοποίηση μιας μόνο εταιρίας σχεδόν με την κεφαλαιοποίηση όλης της αγοράς.

Αυτή τη συνθήκη την καταγράφουμε στον παρακάτω ορισμό:

Ορισμός 7.2. Η αγοράM λέμε ότι είναι διαφοροποιημένη αν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

µmax(t) ≤ 1− δ, t ∈ [0,∞), σ.β.

Η αγοράM λέμε ότι είναι ασθενώς διαφοροποιημένη αν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε:

1

T

∫ T

0

µmax(t)dt ≤ 1− δ, t ∈ [0,∞), σ.β.

Σε μία ισχυρή οικονομία οι παραπάνω συνθήκες αποτελούν ασθενείς εμπειρικές συνθήκες

και ικανοποιούνται πάντα. Παρ΄ όλα αυτά η επιβολή τους έχει σημαντικές μαθηματικές συνέπεις,

τις οποίες και θα μελετήσουμε στη συνέχεια.

Πρόταση 7.3.

1. Αν η αγορά M είναι μη εκφυλισμένη και διαφοροποιημένη, τότε υπάρχει δ > 0 τέτοιο
ώστε

γ∗µ(t) ≥ δ, t ∈ [0,∞), σ.β.

2. Αν η αγοράM έχει φραγμένη κύμανση και υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε γ∗µ(t) ≥ δ, ∀ t ≥
0, σ.β., τότε είναι διαφοροποιημένη.

Απόδειξη. ΄Αμεση συνέπεια από τον Ορισμό 7.2 και τα Λήμματα 7.2 και 7.1.
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Πρόταση 7.4. ΄Εστω ότι όλες οι μετοχές στην αγορά M έχουν τον ίδιο ρυθμό ανάπτυξης.

Τότε

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

γ∗µ(t)dt = 0 σ.β.

Απόδειξη.

Αφού όλες οι μετοχές στην αγοράM έχουν τον ίδιο ρυθμό ανάπτυξης γi(t) = γ(t) έπεται με

βάση το Πόρισμα 7.1 ότι η αγορά είναι συνεπής. Η σχέση γ∗µ(t) = γµ(t)−
n∑
i=1

µi(t)γi(t) με βάση

την Πρόταση 7.1 μας οδηγεί στο ζητούμενο.

Διαισθητικά ίσως να αναμέναμε ότι αν σε μία αγορά όλες οι μετοχές είχαν τον ίδιο ρυθ-

μό ανάπτυξης, τότε η διασπορά της αγοράς θα μπορούσε να εξασφαλιστεί. Παρ΄ όλα αυτά, η

προηγούμενη Πρόταση μας δείχνει ότι σε μία μη εκφυλισμένη αγορά ισχύει το ακριβώς αντίθετο.

Πόρισμα 7.3. ΄Εστω ότι η αγοράM είναι μη εκφυλισμένη. Τότε αν όλες οι μετοχές έχουν

τον ίδιο ρυθμό ανάπτυξης, η αγορά δεν είναι διαφοροποιημένη.

Απόδειξη. Με βάση τις Προτάσεις 7.3 και 7.4 έχουμε άμεσα το ζητούμενο.

Πόρισμα 7.4. ΄Εστω ότι η αγοράM είναι μη εκφυλισμένη. Τότε αν όλες οι μετοχές έχουν

σταθερούς ρυθμούς ανάπτυξης, η αγορά δεν είναι διαφοροποιημένη.

Απόδειξη. Σύμφωνα με την Πρόταση 6.1, μακροπρόθεσμα όλες οι μετοχές εκτός από αυτές

που έχουν τον υψηλότερο ρυθμό ανάπτυξης θα αναπαριστά ένα αμελητέο τμήμα της αξίας της

αγοράς. Τότε οι υπόλοιπες, αφού θα έχουν τον ίδιο ρυθμό ανάπτυξης, θα ικανοποιούν την

προηγούμενη Πρόταση και επομένως η αγορά δεν είναι διαφοροποιημένη.

Το παραπάνω πόρισμα μας δείχνει ότι το να έχουν οι μετοχές σταθερό ρυθμό ανάπτυξης

δεν είναι ικανό να διατηρήσει τη διασπορά της αγοράς. Επομένως, αυτή ακριβώς είναι και μία

αδυναμία του μοντέλου Black and Scholes. Στην πράξη μπορούμε να διατηρήσουμε τη διασπορά

επιτρέποντας την ανακατανομή του κεφαλαίου μεταξύ των εταιριών. ΄Ενας τρόπος να επιτευχθεί

αυτό είναι μέσω των μερισμάτων (dividend payments). Συγκεκριμένα, μεταξύ εταιριών με την

ίδια δυναμική ανάπτυξης, ορισμένες επιλέγουν την διανομή μέρους του κεφαλαίου τους στους

μετόχους της εταιρίας, αντί να το επανεπενδύσουν στις ίδιες.

Στη συνέχεια εισάγουμε ένα νέο μέγεθος που αποτελεί μέτρο της διασποράς της αγοράς,

τη λεγόμενη εντροπία. Πρόκειται για τη συνάρτηση με τύπο S(x) = −
n∑
i=1

xilogxi ορισμένη

στο σύνολο ∆n = {x ∈ Rn : x1 + · · ·+ xn = 1; 0 < xi < 1, i = 1, ..., n}.
Ονομάζουμε εντροπία της αγοράς τη διαδικασία {S(µ(t))}t≥0, όπου µ(t) το χαρτοφυλάκιο της

αγοράς, η οποία αποτελεί ένα μέτρο της διασποράς της αγοράς.

Πρόταση 7.5. Η αγοράM είναι διαφοροποιημένη, αν και μόνο αν υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε

S(µ(t)) ≥ ε, t ∈ [0, T ], σ.β.
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Ορισμός 7.3.

Το χαρτοφυλάκιο π με βάρη πi(t) =
−µi(t)logµi(t)

S(µ(t))
, i = 1, ..., n, t ∈ [0, T ] ονομάζεται χαρτο-

φυλάκιο της εντροπίας (entropy −weighted portfolio).

Θεώρημα 7.1.

΄Εστω µ το χαρτοφυλάκιο της αγοράς και π το χαρτοφυλάκιο της εντροπίας, και έστω Zµ, Zπ
οι

αντίστοιχες διαδικασίες αξίας των χαρτοφυλακίων. Τότε σ.β., για t ∈ [0, T ] έχουμε:

dlogS(µ(t)) = dlog (Zπ(t)/Zµ(t))−
γ∗µ(t)

S(µ(t))
dt

Απόδειξη.

Θα εφαρμόσουμε τον κανόνα του Itô στο χαρτοφυλάκιο της αγοράς µ(t) μέσω της συνάρτησης

f(x) = logS(x). ΄Ετσι, έχουμε:

dlogS(µ(t)) =
n∑
i=1

∂logS(µ(t))

∂xi
dµi(t) +

1

2

n∑
i,j=1

∂2logS(µ(t))

∂xi∂xj
dµi(t)dµj(t)

∂logS(x)

∂xi
=
−1− logxi

S(x)
,
∂2logS(x)

∂xi2
= −S(x)/xi + (1 + logxi)

2

S(x)2

και για i 6= j
∂2logS(x)

∂xi∂xj
=
−(1 + logxi)(1 + logxj)

S(x)2
.

Επομένως,

dlogS(µ(t)) = −
n∑
i=1

1 + logµi(t)

S(µ(t))
dµi(t)−

1

2

n∑
i,j=1

(1 + logµi(t))(1 + logµj(t))

S(µ(t))2
dµi(t)dµj(t)

−
n∑
i=1

1

2S(µ(t))µi(t)
(dµi(t))

2

(6.11),(6.12)
= −

n∑
i=1

logµi(t)

S(µ(t))
dµi(t)−

1

2

n∑
i,j=1

(1 + logµi(t))(1 + logµj(t))

S(µ(t))2
µi(t)µj(t)τij(t)dt

− 1

2S(µ(t))

n∑
i=1

µi(t)τii(t)dt

Επειδή το χαρτοφυλάκιο µ(t) ανήκει στον πυρήνα του τ(t) (Λήμμα 6.4), έχουμε ότι:

n∑
i,j=1

(1 + logµi(t))(1 + logµj(t))µi(t)µj(t)τij(t)dt =
n∑

i,j=1

logµi(t)logµj(t)µi(t)µj(t)τij(t)dt

Επομένως, έχουμε ότι:

dlogS(µ(t)) = −
n∑
i=1

logµi(t)

S(µ(t))
dµi(t)−

1

2

n∑
i,j=1

logµi(t)logµj(t)

S(µ(t))2
µi(t)µj(t)τij(t)dt−

1

2S(µ(t))

n∑
i=1

µi(t)τii(t)dt

46



=
n∑
i=1

πi(t)

µi(t)
dµi(t)−

1

2

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)τij(t)dt−
γ∗µ(t)

S(µ(t))
dt

(6.12)

=
n∑
i=1

πi(t)dlogµi(t)−
1

2

n∑
i=1

πi(t)τii(t)dt−
1

2

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)τij(t)dt−
γ∗µ(t)

S(µ(t))
dt

(Λήμμα 6.2 )
(6.14)

= dlog (Zπ(t)/Zµ(t))−
γ∗µ(t)

S(µ(t))
dt

Πόρισμα 7.5. ΄Εστω µ το χαρτοφυλάκιο της αγοράς και π το χαρτοφυλάκιο της εντροπίας και
έστω ότι η αγοράM είναι μη εκφυλισμένη και διαφοροποιημένη. Τότε για κατάλληλα μεγάλο T :

Zπ(T )/Zπ(0) > Zµ(T )/Zµ(0) σ.β.

Απόδειξη. Με βάση το προηγούμενο Θεώρημα έχουμε ότι:

log
(
Zπ(T )/Zπ(0)

)
= log

(
Zµ(T )/Zµ(0)

)
+ log

(
S
(
µ(T )/S(µ(0))

))
+

∫ T

0

γ∗µ(t)

S(µ(t))
dt

Επιπλέον, S(µ(0)) ≤ logn και επειδή η αγορά είναι διαφοροποιημένη με βάση την Πρόταση 7.5

υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε S(µ(t)) > ε για κάθε t ∈ [0, T ]. Επίσης, με βάση την Πρόταση 7.3,

αφού η αγορά είναι μη εκφυλισμένη και διαφοροποιημένη, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε γ∗µ(t) > δ
για κάθε t ∈ [0, T ]. ΄Αρα, σχεδόν βεβαίως έχουμε ότι:

log
(
Zπ(T )/Zπ(0)

)
> log

(
Zµ(T )/Zµ(0)

)
+ logε− loglogn+

δT

logn

Για T >
logn(loglogn− logε)

δ
έχουμε το ζητούμενο.

Το παραπάνω Πόρισμα μας δείχνει ότι η επιστροφή του χαρτοφυλακίου της εντροπίας υ-

περβαίνει την επιστροφή του χαρτοφυλακίου της αγοράς με πιθανότητα 1. Ιδιότητες αυτής

της μορφής σύμφωνα με την κλασική θεωρία ισορροπίας πρέπει να αποφεύγονται (arbitrage−
free condition). Στην πράξη, η απόδοση μερισμάτων από τις μεγάλες μετοχές μπορεί να διορ-

θώσει την παραπάνω κατάσταση.

Ορισμός 7.4. Διαδικασία ρυθμού μερισμάτων (dividend rate process) είναι μία
μετρήσιμη, προσαρμοσμένη διαδικασία δ τέτοια ώστε

t∫
0

|δ(s)|ds <∞, t ∈ [0,∞), σ.β.

Για μία μετοχή Xi που αποδίδει μερίσματα με ρυθμό δi, ορίζουμε τη διαδικασία συνολι-

κής επιστροφής X̂i ως εξής

X̂i(t) = Xi(t)exp
(∫ t

0

δi(s)ds
)
, t ∈ [0,∞) (7.2)
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ή ισοδύναμα ως

dlogX̂i(t) = dlogXi(t) + δi(t)dt, t ∈ [0,∞)

Η διαδικασία συνολικής επιστροφής X̂i αναπαριστά την αξία της επένδυσης στη μετοχή Xi με

μερίσματα που συνεχώς επανεπενδύονται.

Για κάθε χαρτοφυλάκιο π ορίζουμε τη διαδικασία ρυθμού μερισμάτων του χαρτοφυ-

λακίου ως

δπ(t) =
n∑
i=1

πi(t)δi(t), t ∈ [0,∞)

και τη διαδικασία συνολικής επιστροφής του χαρτοφυλακίου ως

Ẑπ(t) = Zπ(t)exp
( t∫

0

δπ(s)ds
)
, t ∈ [0,∞)

Επομένως, για κάθε μεμονωμένη μετοχή έχουμε ότι

dlogẐπ(t) = dlogZπ(t) + δπ(t)dt, t ∈ [0,∞)

Η διαδικασία Zπ
αναπαριστά την αξία του χαρτοφυλακίου με τα ίδια βάρη όπως του π, αλλά

στο οποίο τα μερίσματα επανεπενδύονται ποσοστιαία σε όλο το χαρτοφυλάκιο με βάση το βάρος

κάθε μετοχής.

Με βάση το Θεώρημα 7.1, έχουμε το εξής Πόρισμα

Πόρισμα 7.6. ΄Εστω μ το χαρτοφυλάκιο της αγοράς και π το χαρτοφυλάκιο της εντροπίας.
Τότε σ.β. για κάθε t ∈ [0, T ],

dlog
(
Ẑπ(t)/Ẑµ(t)

)
= dlogS(µ(t)) +

(
δπ(t)− δµ(t) +

γ∗µ(t)

S(µ(t))

)
Σύμφωνα και με την απόδειξη του Πορίσματος 7.5, παρατηρούμε ότι αν τα μερίσματα που

αποδίδει το χαρτοφυλάκιο της αγοράς είναι περισσότερα, τουλάχιστον κατά μέσο όρο χρονικά,

από τα μερίσματα του χαρτοφυλακίου π, τότε η επιστροφή του π δεν θα είναι μεγαλύτερη από την

επιστροφή του µ. Επειδή το χαρτοφυλάκιο της αγοράς δίνει μεγαλύτερο βάρος στις μεγαλύτερες

μετοχές σε σχέση με το χαρτοφυλάκιο της εντροπίας, αν οι μεγαλύτερες μετοχές αποδίδουν

περισσότερα μερίσματα, χάνεται η δυνατότητα κερδοσκοπίας που μας παρείχε το χαρτοφυλάκιο

της εντροπίας ως προς το χαρτοφυλάκιο της αγοράς.
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Κεφάλαιο 8

Συναρτησιακά παραγόμενα

χαρτοφυλάκια

Στο κεφάλαιο αυτό εισάγουμε την έννοια των συναρτησιακά παραγόμενων χαρτοφυλακίων. Με

τον όρο αυτό εννοούμε χαρτοφυλάκια που ορίζονται με βάση συναρτήσεις ορισμένες στο ∆n
και

έχουν πολύ μεγάλη σημασία, καθώς η μελέτη της συμπεριφοράς των αρχικών συναρτήσεων μας

δίνει τη δυνατότητα τελικά να μελετήσουμε τη συμπεριφορά του παραγόμενου χαρτοφυλακίου.

Ορισμός 8.1. ΄Εστω S θετική συνεχής συνάρτηση ορισμένη στο ∆n
και έστω π ένα χαρ-

τοφυλάκιο. Τότε η S παράγει το π, αν υπάρχει μετρήσιμη διαδικασία φραγμένης κύμανσης Θ
τέτοια ώστε

log (Zπ(t)/Zµ(t)) = logS(µ(t)) + Θ(t), t ∈ [0, T ] σ.β. (8.1)

Η διαδικασία Θ καλείται διαδικασία τάσης (drift process) που αντιστοιχεί στην S.
Αν η S παράγει το π, τότε η S καλείται γεννήτρια συνάρτηση του π και το π συναρτη-
σιακά παραγόμενο.

Παρατήρηση: Επειδή η Θ είναι φραγμένης κύμανσης και οι δύο άλλοι όροι της σχέσης (8.1)

συνεχείς, έχουμε ότι το logS(µ(t)) είναι συνεχές semimartingale. Επομένως η (8.1) μπορεί

να γραφτεί και στη διαφορική μορφή

dlog (Zπ(t)/Zµ(t)) = dlogS(µ(t)) + dΘ(t), t ∈ [0, T ] σ.β. (8.2)

Θεώρημα 8.1. ΄Εστω S μία θετική C2
συνάρτηση ορισμένη σε μία περιοχή U του ∆n

τέτοια ώστε για κάθε i, ο όρος xi
∂logS(x)

∂xi
να είναι φραγμένος στο ∆n

. Τότε η S παράγει

το χαρτοφυλάκιο π με βάρη

πi(t) =
(∂logS(µ(t))

∂xi
+ 1−

n∑
j=1

µj(t)
∂logS(µ(t))

∂xj

)
µi(t) (8.3)

για t ∈ [0, T ], i = 1, ..., n και διαδικασία τάσης Θ που ικανοποιεί τη σχέση

dΘ(t) =
−1

2S(µ(t))

n∑
i,j=1

∂2S(µ(t))

∂xi∂xj
µi(t)µj(t)τij(t)dt (8.4)
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Απόδειξη. Τα βάρη πi(t) της σχέσης (8.3) αθροίζονται στη μονάδα, καθώς:

n∑
i=1

πi(t) =
n∑
i=1

∂logS(µ(t))

∂xi
+

n∑
i=1

µi(t)−
n∑
j=1

µj(t)
∂logS(µ(t))

∂xj

n∑
i=1

µi(t)

n∑
i=1

µi(t)=1

= 1

Επιπροσθέτως, είναι φραγμένα με βάση την ιδιότητα που ικανοποιεί η S. Επομένως, το π είναι

πράγματι χαρτοφυλάκιο.

Επιπλέον, επειδή η διαδικασία τij ανήκει στον L1
και πολλαπλασιάζεται με συνεχείς όρους ως

προς το χρόνο t, έπεται ότι η Θ είναι φραγμένης κύμανσης.

Με βάση τη σχέση (6.14), έχουμε

dlog (Zπ(t)/Zµ(t)) =
n∑
i=1

πi(t)dlogµi(t)+γ
∗
π(t)dt

(6.12)

=
n∑
i=1

πi(t)

µi(t)
dµi(t)−

1

2

n∑
i=1

πi(t)τ
µ
ii(t)dt+γ

∗
π(t)dt

(Λήμμα 6.2)=
n∑
i=1

πi(t)

µi(t)
dµi(t)−

1

2

n∑
i,j=1

πi(t)πj(t)τ
µ
ij(t)dt

Για λόγους ευκολίας, θέτουμε φ(t) = 1−
n∑
j=1

µj(t)
∂logS(µ(t))

∂xj

=
n∑
i=1

(∂logS(µ(t))

∂xi
+ φ(t)

)
dµi(t)

−1

2

n∑
i,j=1

(∂logS(µ(t))

∂xi
+ φ(t)

)(∂logS(µ(t))

∂xj
+ φ(t)

)
µi(t)µj(t)τ

µ
ij(t)dt

n∑
i=1

dµi(t)=0

=
n∑
i=1

(∂logS(µ(t))

∂xi

)
dµi(t)− φ(t)

n∑
i=1

∂logS(µ(t))

∂xi
µi(t)

n∑
j=1

τµij(t)µj(t)dt

−φ2(t)µ(t)τµ(t)µ(t)T − 1

2

n∑
i,j=1

∂logS(µ(t))

∂xi

∂logS(µ(t))

∂xj
µi(t)µj(t)τ

µ
ij(t)dt

(Λήμμα 6.4)=
n∑
i=1

(∂logS(µ(t))

∂xi

)
dµi(t)−

1

2

n∑
i,j=1

∂logS(µ(t))

∂xi

∂logS(µ(t))

∂xj
µi(t)µj(t)τ

µ
ij(t)dt

Επιπλέον, με βάση τη φόρμουλα του Itô, έχουμε ότι:

dlogS(µ(t)) =
n∑
i=1

∂logS(µ(t))

∂xi
dµi(t) +

1

2

n∑
i,j=1

∂2logS(µ(t))

∂xi∂xj
µi(t)µj(t)τ

µ
ij(t)dt

=
n∑
i=1

∂logS(µ(t))

∂xi
dµi(t) +

1

2S(µ(t))

n∑
i,j=1

∂2S(µ(t))

∂xi∂xj
µi(t)µj(t)τ

µ
ij(t)dt

−1

2

n∑
i,j=1

∂logS(µ(t))

∂xi

∂logS(µ(t))

∂xj
µi(t)µj(t)τ

µ
ij(t)dt

Επομένως, έπεται η σχέση (8.4).
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Το παραπάνω Θεώρημα είναι πολύ σημαντικό, γιατί για μία μεγάλη κλάση συναρτήσεων μας

δίνει την ακριβή μορφή των χαρτοφυλακίων που παράγουν και της διαδικασίας τάσης τους. ΄Ετσι,

μπορούμε να επιλέξουμε συναρτήσεις που να παράγουν χαρτοφυλάκια που μας εξασφαλίζουν

μακροπρόθεσμα καλύτερη συμπεριφορά σε σχέση με το χαρτοφυλάκιο της αγοράς.

Πρόταση 8.1. ΄Εστω οι S1, S2, ..., Sk είναι συναρτήσεις, όπως στο παραπάνω Θεώρημα, που
παράγουν τα χαρτοφυλάκια π1, π2, ..., πk, αντίστοιχα, και p1, p2, ..., pk σταθερές με p1 + p2 +
· · ·+pk = 1. Τότε η συνάρτηση S = Sp11 Sp22 · · ·S

pk
k παράγει το χαρτοφυλάκιο π = p1π1 +p2π2 +

· · ·+ pkπk.

Απόδειξη.

΄Εχουμε ότι το π είναι πράγματι χαρτοφυλάκιο, αφού προφανώς κάθε συνιστώσα του είναι

φραγμένη και

n∑
i=1

πi(t) = p1

n∑
i=1

π1i(t) +p2

n∑
i=1

π2i(t) + · · ·+pk
n∑
i=1

πki(t) = p1 +p2 + · · ·+pk = 1.

Επίσης, με βάση τη σχέση (8.3)

πi(t) =
(∂logS(µ(t))

∂xi
+ 1−

n∑
j=1

µj(t)
∂logS(µ(t))

∂xj

)
µi(t)

=
( k∑
m=1

pm
∂logSm(µ(t))

∂xi
+

k∑
m=1

pm −
k∑

m=1

pm

n∑
j=1

µj(t)
∂logSm(µ(t))

∂xj

)
µi(t)

=
k∑

m=1

pm

(∂logSm(µ(t))

∂xi
+ 1−

n∑
j=1

µj(t)
∂logSm(µ(t))

∂xj

)
µi(t)

=
k∑

m=1

pmπmi(t)

Πρόταση 8.2. (i) ΄Εστω f1, ..., fn συνεχώς διαφορίσιμες πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες

σε μία περιοχή του ∆n
τέτοιες ώστε

n∑
i=1

fi(x) = 1 για κάθε x ∈ ∆n
. Αν υπάρχει συνεχώς

διαφορίσιμη πραγματική συνάρτηση F ορισμένη σε περιοχή του ∆n
τέτοια ώστε το

n∑
i=1

(fi(x)

xi
+ F (x)

)
dxi (8.5)

να είναι ακριβές διαφορικό, δηλαδή να υπάρχει διαφορίσιμη συνάρτηση G τέτοια ώστε το πα-

ραπάνω διαφορικό να γράφεται στη μορφή

n∑
i=1

∂G(x)

∂xi
dxi, τότε το χαρτοφυλάκιο π με βάρη

πi(t) = fi(µ(t)) για i = 1, ..., n και t ∈ [0, T ] είναι συναρτησιακά παραγόμενο.
(ii)Αντίστροφα, αν το χαρτοφυλάκιο π είναι συναρτησιακά παραγόμενο από μία C2

θετική συ-

νάρτηση, τότε γράφεται στη μορφή πi(t) = fi(µ(t)) για συναρτήσεις fi, i = 1, ..., n όπως στο
(i) και υπάρχει συνεχώς διαφορίσιμη πραγματική συνάρτηση F ορισμένη σε περιοχή του ∆n

τέτοια ώστε το

n∑
i=1

(fi(x)

xi
+ F (x)

)
dxi να είναι ακριβές διαφορικό.
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Απόδειξη.

(i) ΄Εστω ότι οι συναρτήσεις F, f1, ..., fn υπάρχουν και το

n∑
i=1

(
fi(x)
xi

+ Fi(x)
)
dxi είναι ακριβές

διαφορικό, δηλαδή υπάρχει συνάρτηση G τέτοια ώστε για κάθε i = 1, ..., n , x ∈ ∆n

fi(x)

xi
+ F (x) =

∂G(x)

∂xi

Θέτω S = eG, τότε η S παράγει το ζητούμενο χαρτοφυλάκιο π, αφού με βάση το Θ. 8.1 έχουμε:

πi(t) =
(∂G(µ(t))

∂xi
+ 1−

n∑
j=1

µj(t)
∂G(µ(t))

∂xj

)
µi(t)

=
(fi(µ(t))

µi(t)
+ F (µ(t)) + 1−

n∑
j=1

µj(t)
fj(µ(t))

µj(t)
− F (µ(t))

n∑
j=1

µj(t)
)
µi(t)

= fi(µ(t))
(ii) ΄Εστω ότι το χαρτοφυλάκιο π παράγεται από τη συνάρτηση S που είναι ορισμένη σε περιοχή

U του ∆n
. Ορίζω για x ∈ U και i = 1, ..., n fi(x) =

(∂logS(x)

∂xi
+ 1−

n∑
j=1

µj(t)
∂logS(x)

∂xj

)
xi

και F (x) = −1 +
n∑
j=1

µj(t)
∂logS(x)

∂xj
. Με βάση τη σχέση (8.3) είναι άμεσο ότι πi(t) = fi(µ(t))

για i = 1, ..., n και t ∈ [0, T ] σ.β. Επίσης, ισχύει ότι

n∑
i=1

(fi(x)

xi
+ F (x)

)
dxi =

n∑
i=1

∂logS(x))

∂xi
dxi

΄Ετσι, για G(x) = logS(x), έπεται το ζητούμενο.

Το Θεώρημα 8.1 μας δείχνει ότι κάθε C2
θετική συνάρτηση S ορισμένη σε μία περιοχή του

∆n
παράγει ένα χαρτοφυλάκιο. Αποδεικνύεται ότι δύο συναρτήσεις S1,S2 παράγουν το ίδιο

χαρτοφυλάκιο για κάθε τιμή του χαρτοφυλακίου της αγοράς αν και μόνο αν είναι ανάλογες στο

∆n.

Πρόταση 8.3. ΄Εστω S μία γεννήτρια συνάρτηση τέτοια ώστε για κάθε x ∈ ∆n
, ο πίνακας

Dx :=
(∂2S(x)

∂xi∂xj

)
έχει το πολύ μία θετική ιδιοτιμή, και αν υπάρχει μία θετική ιδιοτιμή, τότε το

αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα είναι κάθετο στο ∆n
. Αν π το χαρτοφυλάκιο που παράγεται από την S,

τότε πi(t) ≥ 0 για i = 1, ..., n και η τάση Θ είναι αύξουσα σχεδόν βεβαίως.
Αν επιπλέον, για κάθε x ∈ ∆n

, rank(Dx) > 1, τότε η Θ είναι γνησίως αύξουσα, σχεδόν
βεβαίως.

Απόδειξη.

΄Εστω x ∈ ∆n
. Θέτουμε x(u) = uek + (1 − u)x για 0 ≤ u < 1, όπου ek = (0, .., 1, ..., 0) με 1

στην k-θέση και 0 στις υπόλοιπες. Ορίζουμε επίσης f(u) := S(x(u)) = S(x+ u(ek − x)).
΄Ετσι έχουμε ότι:

f ′(u) =
n∑
i=1

(eki − xi)
∂S(x)

∂xi
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και

f ′′(u) =
n∑

i,j=1

(eki − xi)(ekj − xj)
∂2S(x)

∂xixj
= (ek − x)Dx(ek − x)T ≤ 0,

καθώς το ek − x είναι παράλληλο στο ∆n
και επομένως αποτελεί γραμμικό συνδυασμό ορθο-

γώνιων ανά δύο (Dx = DT
x ) ιδιοδιανυσμάτων του D που αντιστοιχούν σε μη θετικές ιδιοτι-

μές του. Επομένως, η f είναι κοίλη συνάρτηση στο [0, 1), άρα 0 < f(u) ≤ f(0) + uf ′(0)

για κάθε u ∈ [0, 1). Συνεπώς, για u→ 1+
, έχουμε ότι 0 ≤ S(x) +

∂S(x)

∂xk
−

n∑
i=1

xi
∂S(x)

∂xi

⇒ 0 ≤ 1 +
∂logS(x)

∂xk
−

n∑
i=1

xi
∂logS(x)

∂xi
για κάθε x ∈ ∆n

. ΄Αρα, η σχέση (8.3) του Θεωρήμα-

τος 8.1 συνεπάγεται ότι πk(t) ≥ 0 για κάθε t ∈ [0, T ] και επειδή k αυθαίρετο, έπεται ότι όλα τα

βάρη του χαρτοφυλακίου θα είναι μη αρνητικά.

΄Εστω t ∈ [0, T ] και x = µ(t). ΄Εστω επίσης λ1, ..., λn οι ιδιοτιμές του Dx που αντιστοιχούν

στα κανονικοποιημένα ιδιοδιανύσματά του, u1, ..., un. Επειδή ο πίνακας Dx είναι συμμετρικός

(αφού η S είναι C2
), έχουμε ότι

∂2S(µ(t))

∂xi∂xj
=

n∑
k=1

λkukiukj. Επομένως,

dΘ(t) =
−1

2S(µ(t))

n∑
i,j=1

∂2S(µ(t))

∂xi∂xj
µi(t)µj(t)τij(t)dt =

−1

2S(µ(t))

n∑
k=1

λk

n∑
i,j=1

µi(t)µj(t)ukiukjτij(t)dt (1)

Με βάση το Λήμμα 6.4, έχουμε ότι αν λk ≤ 0, τότε

n∑
i,j=1

µi(t)µj(t)ukiukjτij(t) > 0 (2)

και αν λk > 0, τότε αφού το uk =
1√
n

(1, 1, ..., 1), έχουμε ότι

n∑
i,j=1

µi(t)µj(t)ukiukjτij(t) = 0 (3)

Από (1),(2),(3) έχουμε ότι η Θ(t) είναι σ.β. αύξουσα.

Αν τώρα rank(Dx) > 1 για κάθε x ∈ ∆n
, τότε ο πίνακας Dx έχει τουλάχιστον δύο μη μηδενικές

ιδιοτιμές, επομένως τουλάχιστον μία αρνητική ιδιοτιμή και επομένως dΘ(t) > 0 σ.β., δηλαδή η

Θ είναι γνησίως αύξουσα σχεδόν βεβαίως.

Τώρα θα επεκτείνουμε την έννοια των γεννητριών συναρτήσεων σε χρονικά εξαρτώμενες

συναρτήσεις.

Ορισμός 8.2. ΄Εστω S μία θετική συνεχής συνάρτηση ορισμένη στο ∆n × [0, T ], και έστω
π ένα χαρτοφυλάκιο. Τότε η S παράγει το π αν υπάρχει μετρήσιμη, προσαρμοσμένη διαδικασία
φραγμένης κύμανσης Θ τέτοια ώστε

dlog
(
Zπ(t)/Zµ(t)

)
= dlogS(µ(t), t)− ∂logS(µ(t), t)

∂t
dt+ dΘ(t) (8.6)
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για t ∈ [0, T ] σ.β. Η διαδικασία Θ καλείται διαδικασία τάσης που αντιστοιχεί στην S.

Θεώρημα 8.2. ΄Εστω S μία θετική C2,1
συνάρτηση ορισμένη στο U× [0, T ], όπου U περιοχή

του ∆n
, και έστω ότι για κάθε i = 1, ..., n, το xi

∂logS(x, t)

∂xi
είναι φραγμένο στο ∆n × [0, T ].

Τότε η S παράγει το χαρτοφυλάκιο π με βάρη

πi(t) =
(∂logS(µ(t), t)

∂xi
+ 1−

n∑
j=1

µj(t)
∂logS(µ(t), t)

∂xj

)
µi(t) (8.7)

για t ∈ [0, T ], i = 1, ..., n και διαδικασία τάσης Θ που ικανοποιεί τη σχέση

dΘ(t) =
−1

2S(µ(t), t)

n∑
i,j=1

∂2S(µ(t), t)

∂xi∂xj
µi(t)µj(t)τij(t)dt (8.8)

Απόδειξη.

Η απόδειξη είναι αντίστοιχη με την απόδειξη του Θεωρήματος 8.1.

Μία ακόμα πολύ χρήσιμη έννοια για τα χρηματοοικονομικά είναι το μέτρο διασποράς της α-

γοράς. Είναι ένα πολύ σημαντικό μέγεθος, καθώς πρώτον είναι μετρήσιμο μέγεθος και δεύτερον

είναι χρήσιμο για την κατασκευή χαρτοφυλακίων με επιθυμητά επενδυτικά χαρακτηριστικά.

Ορισμός 8.3. Μία θετική C2
συνάρτηση ορισμένη σε μία περιοχή του ∆n

είναι μέτρο διασπο-

ράς, αν είναι συμμετρική και κοίλη. ΄Ενα χαρτοφυλάκιο που παράγεται από ένα μέτρο διασποράς

καλείται χαρτοφυλάκιο διασποράς και τα βάρη του καλούνται βάρη διασποράς.

΄Ενα από τα σημαντικότερα μέτρα διασποράς με τα οποία θα ασχοληθούμε στην πορεία είναι

το

Dp(x) =

(
n∑
i=1

xpi

)1/p

, (8.9)

για 0 < p < 1. Το Dp παράγει το χαρτοφυλάκιο με βάρη

πi(t) =
µpi (t)

(Dp(µ(t)))p
, t ∈ [0, T ]

για i = 1, ..., n. Η διαδικασία τάσης, που είναι αύξουσα, ικανοποιεί τη σχέση:

dΘ(t) = (1− p)γ∗π(t)dt, t ∈ [0, T ]

Καθώς p→ 1, το Dp−χαρτοφυλάκιο τείνει στο χαρτοφυλάκιο της αγοράς.
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8.1 Η υπόθεση μη κερδοσκοπίας

Δυνατότητα κερδοσκοπίας είναι ένας συνδυασμός επενδύσεων σε χαρτοφυλάκια, έτσι

ώστε το άθροισμα των συνολικών αρχικών αξιών των επενδύσεων να είναι μηδέν και σε δεδο-

μένη μελλοντική χρονική στιγμή Τ, το άθροισμα των αξιών να είναι μη αρνητικό με πιθανότητα

1 και θετικό με θετική πιθανότητα.

Συγκεκριμένα, αν το άθροισμα των αξιών τη χρονική στιγμή T είναι θετικό με πιθανότητα 1,

έχουμε την περίπτωση ισχυρής κερδοσκοπίας, ενώ αν είναι θετικό με θετική πιθανότητα

μικρότερης του 1, έχουμε την περίπτωση ασθενούς κερδοσκοπίας.

Η υπόθεση μη κερδοσκοπίας είναι κοινή υπόθεση στη σύγχρονη οικονομική θεωρία και παρόλο

που υπάρχουν παραδείγματα αγορών με ευκαιρίες κερδοσκοπίας, τα παραδείγματα αυτά αποτε-

λούν μαθηματικές οντότητες και δεν παριστάνουν ρεαλιστικές αγορές μετοχών. Με λίγα λόγια,

οι αγορές δεν δίνουν τη δυνατότητα κέρδους χωρίς ρίσκο.

Με τον παρακάτω ορισμό περιορίζουμε λίγο τα χαρτοφυλάκια, όπως τα ορίσαμε στον Ορισμό

6.4, που είναι αρκετά γενικός, με στόχο να εξετάσουμε τις παραπάνω έννοιες σε πιο ρεαλιστικά

χαρτοφυλάκια.

Ορισμός 8.1.1. ΄Ενα χαρτοφυλάκιο π είναι προσβάσιμο αν:

1. για κάθε i = 1, ..., n πi(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ]

2. υπάρχει σταθερά c > 0 τέτοια ώστε

Ẑπ(t)/Ẑπ(0) ≥ cẐµ(t)/Ẑµ(0), t ∈ [0, T ] σ.β.

3. υπάρχει σταθερά M τέτοια ώστε για κάθε i = 1, ..., n,

πi(t)/µi(t) ≤M, t ∈ [0, T ], σ.β.

Ορισμός 8.1.2. ΄Εστω η, ξ χαρτοφυλάκια.

Λέμε ότι το η κυριαρχεί το ξ στο [0, T ] αν Ẑη(T )/Ẑη(0) ≥ Ẑξ(T )/Ẑξ(0) με πιθανότητα 1 και

Ẑη(T )/Ẑη(0) > Ẑξ(T )/Ẑξ(0) με θετική πιθανότητα.

Λέμε ότι το η κυριαρχεί αυστηρά το ξ στο [0, T ] αν Ẑη(T )/Ẑη(0) > Ẑξ(T )/Ẑξ(0) σ.β.

΄Εστω ξ, η προσβάσιμα χαρτοφυλάκια, τέτοια ώστε το η να κυριαρχεί το ξ στο [0, T ]. Αν

αγοράσουμε μίας χρηματικής μονάδας αξία από το χαρτοφυλάκιο η πουλώντας μίας χρηματικής

μονάδας αξία από το χαρτοφυλάκιο ξ, τότε η συνολική αρχική αξία των επενδύσεών μας είναι

μηδέν. Τη χρονική στιγμή T , με βάση τον Ορισμό 8.1.2, η συνολική αξία των επενδύσεών

μας Ẑη(T )/Ẑη(0)− Ẑξ(T )/Ẑξ(0) θα είναι μη αρνητική με πιθανότητα 1 και θετική με θετική

πιθανότητα. Επομένως, το ζεύγος χαρτοφυλακίων (ξ(·), µ(·)) είναι ευκαιρία ασθενούς σχετικού

arbitrage. Στη συνέχεια παραθέτουμε ένα παράδειγμα τέτοιου ζεύγους χαρτοφυλακίων.

΄Εστω M μία αγορά χωρίς μερίσματα, μη εκφυλισμένη και ασθενώς διαφοροποιημένη στο

[0, T ]. Θεωρούμε τη συνάρτηση

S(x) = 1− 1

2

n∑
i=1

x2
i .
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Σύμφωνα με το Θεώρημα 8.1, η S παράγει το χαρτοφυλάκιο π με βάρη

πi(t) =

(
−µi(t)
S(µ(t))

+ 1 +
n∑
j=1

µ2
j(t)

S(µ(t))

)
µi(t) =

( −µi(t) + 1−
n∑
j=1

µ2
j(t)/2 +

n∑
j=1

µ2
j(t)

S(µ(t))

)
µi(t)

=

(
2− µi(t)
S(µ(t))

− 1

)
µi(t)

και διαδικασία τάσης Θ με

dΘ(t) =
1

2S(µ(t))

n∑
i=1

µ2
i (t)τii(t)dt

Είναι άμεσο ότι
1

2
< S(x) < 1 για κάθε x ∈ ∆n

και επομένως 0 < πi(t) < 3µi(t).

΄Ετσι ικανοποιούνται οι σχέσεις (1) και (3) του Ορισμού 8.1.1.

Αφού για κάθε i, τii(t) ≥ 0, έχουμε ότι η Θ είναι αύξουσα σ.β., επομένως η διαδικασία

log (Zπ(t)/Zµ(t))− logS(µ(t)) είναι σ.β. αύξουσα και άρα σ.β.

log
(
Zπ(t)/Zπ(0)

)
− log

(
Zµ(t)/Zµ(0)

)
≥ log

(
S
(
µ(t)

)
/S
(
µ(0)

))
Επειδή S(µ(t))/S(µ(0)) ≥ 1

2
, έχουμε ότι σ.β. για κάθε t ∈ [0, T ]

Zπ(t)/Zπ(0) ≥ 1

2
Zµ(t)/Zµ(0)

Επομένως, ικανοποιείται και η σχέση (2) του Ορισμού 8.1.1, επομένως το π είναι προσβάσιμο.

Θα δείξουμε ότι το π κυριαρχεί αυστηρά το µ. Επειδή η αγοράM είναι μη εκφυλισμένη, με

βάση την εξίσωση (7.1), υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε για κάθε i και t ∈ [0, T ], σ.β.

τπii(t) ≥ ε(1− πmax(t))2

Επομένως, έχουμε ότι σ.β.:

Θ(T ) =
1

2

T∫
0

1

S(µ(t))

n∑
i=1

µ2
i (t)τii(t)dt≥

ε

2

T∫
0

T∑
0

µ2
i (t)(1− µmax(t))

2dt ≥ ε

2n

T∫
0

(1− µmax(t))2dt,

αφού 1 =

(
n∑
i=1

µi(t)

)2
C−S
≤

n∑
i=1

µ2
i (t)

n∑
i=1

12 ⇒
n∑
i=1

µ2
i (t) ≥

1

n
.

Επίσης, αφού η M είναι ασθενώς διαφοροποιημένη στο [0, T ], σύμφωνα με τον ορισμό 7.2

υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

1

T

T∫
0

(1− µmax(t))dt > δ σ.β.
C−S⇒ 1

T

T∫
0

(1− µmax(t))2dt > δ2
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Επομένως έχουμε ότι σ.β.

Θ(T ) ≥ εδ2T

2n
΄Αρα,

log (Zπ(T )/Zπ(0))− log (Zµ(T )/Zµ(0)) ≥ εδ2T

2n
− log2 σ.β.

Για T >
2nlog2

εδ2
, το π κυριαρχεί αυστηρά το χαρτοφυλάκιο της αγοράς µ στο [0, T ].

Η υπόθεση απουσίας κερδοσκοπίας είναι πολύ δύσκολο να επαληθευτεί ως προς την ορ-

θότητά της εμπειρικά. Στο παραπάνω παράδειγμα, δείξαμε πως σε μία μη εκφυλισμένη, χωρίς

μερίσματα και ασθενώς διαφοροποιημένη αγορά M είναι δυνατή η ύπαρξη κερδοσκοπίας. Ας

σταθούμε στον τελευταίο χαρακτηρισμό της αγοράς. Η υπόθεση ότι η αγορά είναι ασθενώς

διαφοροποιημένη φαίνεται να συνάδει σε μεγάλο βαθμό με τη διαίσθηση μας, αλλά δεν επιβε-

βαιώνεται εμπειρικά. Επειδή το δ του ορισμού είναι αυθαίρετο, η ασθενής διαφοροποιησιμότητα

περιγράφει ένα ενδεχόμενο του οποίου η πιθανότητα πραγματοποίησης είναι τόσο μικρή, ώστε

τελικά ποτέ να μην παρατηρηθεί. Επομένως, είναι απίθανο κάποιο εμπειρικό τεστ να μας υπο-

δείξει μία τέτοια κατάσταση. Η ανάλυση που ακολουθεί βασίζεται στο [6].

Ορισμός 8.4. Υποθέτουμε ότι υπάρχει μία προοδευτικά μετρήσιμη διαδικασία θ : [0,∞) ×
Ω→ Rn

που ικανοποιεί τις σχέσεις

θ(t)ξ(t)T = a(t), t ≥ 0 (8.10)

t∫
0

‖θ(s)‖2ds <∞, t ≥ 0 (8.11)

σχεδόν βεβαίως. Τότε η θ καλείται διαδικασία σχετικού ρίσκου.

Υπό τις υποθέσεις του Ορισμού 8.4, η διαδικασία

L(t) := exp

(
−

n∑
ν=1

t∫
0

θν(s)dWν(s)−
1

2

t∫
0

‖θ(s)‖2ds

)
, t ≥ 0 (8.12)

είναι local martingale και ως θετική διαδικασία είναι και supermartingale.
Αν εφαρμόσουμε τον κανόνα του Itô στη διαδικασία Yi(t) = L(t)Xi(t), τότε έχουμε:

L(t)Xi(t) = Xi(0)exp

(
n∑
ν=1

t∫
0

ηiν(t)dWν(t)−
1

2

t∫
0

‖ηi(s)‖2ds

)

όπου ηi : [0,∞)×Ω → Rn
με ηiν(t) = θν(t)− ξiν(t) για i, ν = 1, ..., n και t ≥ 0. Επομένως,

και η διαδικασία L(t)Xi(t) θα είναι τοπικό martingale και supermartingale.
Γενικότερα, για κάθε χαρτοφυλάκιο π, έχουμε ότι:

L(t)Zπ(t) = Zπ(0)exp

(
n∑
i=1

t∫
0

ηπi (t)dWν(t)−
1

2

t∫
0

‖ηπ(s)‖2ds

)
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όπου ηπi (t) = θi(t) −
∑
j=1

ξji(t)πj(t). ΄Αρα, για κάθε χαρτοφυλάκιο π, η διαδικασία L(t)Zπ(t)

είναι τοπικό martingale και supermartingale.

Πρόταση 8.4. ΄Εστω ότι υπάρχει συνεχής, γνησίως αύξουσα συνάρτηση Γ : [0,∞)→ [0,∞)
με Γ(0) = 0, lim

t→∞
Γ(t) =∞, τέτοια ώστε σ.β. να ισχύει ότι:

Γ(t) ≤
t∫

0

γ∗µ(s)ds <∞, ∀t ≥ 0

Τότε θεωρώντας τη συνάρτηση εντροπίας S(x) = −
n∑
i=1

xilogxi και κάθε χρονικό ορίζοντα [0, T ]

που ικανοποιεί τη σχέση:

Γ−1
(
S (µ(0))

)
=: T∗ < T <∞, (8.13)

τότε υπάρχει αρκετά μεγάλος πραγματικός αριθμός c > 0, τέτοιος ώστε το χαρτοφυλάκιο με
βάρη

πi(t) =
cµi(t)− µi(t)logµi(t)

c−
n∑
j=1

µj(t)logµj(t)
, i = 1, ..., n (8.14)

να είναι ευκαιρία arbitrage σε σχέση με το χαρτοφυλάκιο της αγοράς, δηλαδή

P
(
Zπ(T ) > Zµ(T )

)
= 1

Απόδειξη.

΄Εστω c > 0 σταθερά. Εισάγουμε την τροποποιημένη συνάρτηση εντροπίας με τύπο:

Sc(x) = c+ S(x) = c−
n∑
j=1

xjlogxj

για x ∈ ∆n
. Η συνάρτηση αυτή είναι αυστηρά κοίλη και σύμφωνα με το Θεώρημα 8.1 παράγει

πράγματι το χαρτοφυλάκιο της σχέσης (8.14). Επιπλέον, το Θεώρημα 8.1 μας δίνει ότι για τη

συνάρτηση Sc έχουμε dΘ(t) =
γ∗µ(t)

Sc(µ(t))
dt.

Επομένως, έχοντας Zπ(0) = Zµ(0) = z > 0, ισχύει ότι

log

(
Zπ(T )

Zµ(T )

)
= log

(
Sc(µ(T ))

Sc(µ(0))

)
+

T∫
0

γ∗µ(t)

Sc(µ(t))
dt, (1)

Επειδή c < Sc(x) ≤ c+ logn για κάθε x ∈ ∆n
, έχουμε ότι

log

(
Sc(µ(T ))

Sc(µ(0))

)
> log

( c

Sc(µ(0))

)
> log

( c

c+ Sc(µ(0))

)
, ∀T > 0 (2)
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Επίσης, από υπόθεση, θα ισχύει ότι

Θ(T ) =

T∫
0

γ∗µ(t)

Sc(µ(t))
dt ≥ Γ(T )

c+ logn
.

Οπότε, για να υπάρχει ισχυρό arbitrage στο [0, T ], αρκεί

log
( c

c+ Sc(µ(0))

)
+

Γ(T )

c+ logn
> 0 ⇔ T > Γ−1

(
(c+ logn)log

(
1 +

Sc(µ(0))

c

))
=: T∗(c)

Παρατηρούμε ότι

lim
c→∞

(
(c+ logn)log

(
1 +

Sc(µ(0))

c

))
= Sc(µ(0)).

Επομένως, για κάθε T > T∗ υπάρχει κατάλληλα μεγάλο c = cT > 0 τέτοιο ώστε T > T∗(c) και

επομένως υπάρχει ισχυρό arbitrage σε σχέση με το χαρτοφυλάκιο της αγοράς στο [0, T ].

Παρατήρηση: Με βάση την παραπάνω απόδειξη, σχεδόν βεβαίως ισχύει ότι

Zµ(T ) ≤ Zπ(T )
(

1 +
S(µ(0))

c

)
exp
(
− Γ(T )

c+ logn

)
, ∀ T > T∗

Αν υποθέσουμε ότι υπάρχει μία διαδικασία σχετικού ρίσκου θ, όπως ορίστηκε παραπάνω (Ο-

ρισμός 8.4), τότε, αφού η διαδικασία L(t)Zπ(t) είναι supermartingale, η παραπάνω ανισότητα

μας δίνει ότι:

lim
T→∞

↓ E
(
L(T )Zπ(T )

)
= 0 (8.15)

΄Αρα,

lim
T→∞

↓ E
(
L(T )X1(T )

)
= lim

T→∞
↓ E
(
L(T )X2(T )

)
= · · · lim

T→∞
↓ E
(
L(T )Xn(T )

)
= 0 (8.16)

Δηλαδή, οι διαδικασίες L(t)Zπ(t), L(t)Xi(t) είναι αυστηρά τοπικά martingales.

Παρατήρηση: Με βάση τις Προτάσεις 8.4 και 7.3, έπεται ότι, αν η αγορά είναι διαφοροποιη-

μένη και μη εκφυλισμένη, τότε υπάρχει ευκαιρία ισχυρής κερδοσκοπίας στην αγορά στον χρονικό

ορίζοντα [0, T ] για κάθε T > T∗ =
S(µ(0))

δ
, όπου το δ > 0 προκύπτει από την Πρόταση 7.3.

Πρόταση 8.5. ΄Εστω ότι υπάρχει διαδικασία σχετικού ρίσκου θ και συνάρτηση Γ με τις
ιδιότητες της Πρότασης 8.4. ΄Εστω επίσης ότι για κάθε T > 0 υπάρχει θετική σταθερά KT

τέτοια ώστε σ.β.

T∫
0

µ(t)σ(t)µ(t)Tdt =

T∫
0

n∑
j=1

( n∑
i=1

µi(t)ξij(t)
)2

dt ≤ KT (8.17)

Τότε το εκθετικό τοπικό martingale της (8.12) είναι αυστηρά τοπικό martingale.
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Απόδειξη.

΄Εστω ότι η διαδικασία L είναι martingale. Τότε, αν W n−διάστατη P−κίνηση Brown, για

κάθε T > 0 η διαδικασία

W̃ (t) = W (t) +

t∫
0

θ(s)ds, 0 ≤ t ≤ T

είναι μία n−διάστατη κίνηση Brown υπό το μέτρο πιθανότητας P̃ (A) =

∫
A

L(T )dP (σύμφωνα

με το Θεώρημα Girsanov 5.2). Επειδή η διαδικασία Zπ
παίρνει την μορφή:

dZπ(t) = Zπ(t)
n∑
ν=1

( n∑
i=1

πi(t)ξiν(t)
)
dW̃ν(t)

για κάθε χαρτοφυλάκιο π, αν π(·) = µ(·), έχουμε ότι το Zµ
είναι P̃ −martingale. Δηλαδή,

ισοδύναμα το L(t)Zµ(t) είναι αυστηρά τοπικό martingale ως προς το μέτρο P , το οποίο είναι

άτοπο με βάση την παραπάνω παρατήρηση. Επομένως, η διαδικασία L(t) είναι αυστηρά τοπικό

martingale.

Στο σημείο αυτό, θα δώσουμε μία νέα συνθήκη ύπαρξης arbitrage. Για το σκοπό αυτό, ει-

σάγουμε την γενίκευση του υπερβάλλοντος ρυθμού ανάπτυξης (excess growth rate)
που δίνεται από τη σχέση:

γ∗π,p :=
1

2

n∑
i=1

(πi(t))
pτπii(t), (8.18)

όπου π οποιοδήποτε χαρτοφυλάκιο και p ∈ [0, 1]

Πρόταση 8.6. ΄Εστω ότι για p ∈ (0, 1), T ∈ (0,∞) και ζ ∈ (0,∞) ισχύει ότι

n1−p

p
logn+ ζ ≤

T∫
0

γ∗µ,p(t)dt <∞, σ.β.

Τότε το χαρτοφυλάκιο με βάρη

πi(t) =
p(µi(t))

p

n∑
j=1

(µj(t))
p

+ (1− p)µi(t), i = 1, ..., n

είναι μία ευκαιρία σχετικού arbitrage ως προς το χαρτοφυλάκιο της αγοράς µ.

Απόδειξη.

Αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση S(x) =
n∑
i=1

xpi στο ∆n
, τότε 1 < S(x) ≤ n1−p

και με βάση το
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Θεώρημα 8.1 η συνάρτηση αυτή παράγει το χαρτοφυλάκιο της υπόθεσης. Επιπλέον, με βάση το

ίδιο θεώρημα έχουμε ότι:

log

(
Zπ(T )

Zµ(T )

)
= log

(
Sc(µ(T ))

Sc(µ(0))

)
+ p(1− p)

T∫
0

γ∗µ,p(t)

S(µ(t))
dt

≥ −(1− p)logn+
p(1− p)
n1−p

T∫
0

γ∗µ,p(t)dt ≥
p(1− p)
n1−p ζ > 0

Επομένως, έχουμε το ζητούμενο.
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Κεφάλαιο 9

Χαρτοφυλάκια επιλεγμένα με βάση

τη διάταξη

Μεγάλης σημασίας για τη θεωρία στοχαστικού χαρτοφυλακίου είναι η κατανομή του κεφαλαίου.

Ενώ έως τώρα αναφερόμασταν στις μετοχές με το όνομά τους και συγκεκριμένα το δείκτη τους,

σχετικά με την κατανομή του κεφαλαίου είναι σημαντικό να διαχωρίζουμε τις μετοχές με βάση

τη διάταξή τους. Στο επόμενο διάγραμμα έχουμε επιλέξει τις 30 εταιρίες του Dow Jones και

θεωρώντας ότι η αγορά αποτελείται μόνο από αυτές, έχουμε διατάξει τα βάρη της αγοράς σε

φθίνουσα σειρά για τρεις χρονικές περιόδους.

Παρατηρούμε ότι από το 2008 μέχρι το 2010, υπήρχε ροή κεφαλαίου από τις μεγαλύτε-

ρες μετοχές προς τις μικρότερες. Επομένως, άμα κάποιος εκείνη την περίοδο επένδυε σε ένα

χαρτοφυλάκιο που δίνει μεγαλύτερο βάρος στις μικρότερες μετοχές, θα είχε μεγαλύτερες επι-

στροφές. Τέτοιου είδους παρατηρήσεις, οδήγησαν στην ιδέα παραγωγής χαρτοφυλακίων που

να βασίζονται στη διάταξη των μετοχών. Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι να παραθέσουμε
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ένα Θεώρημα αντίστοιχο με το 8.1.

Ορισμός 9.1. ΄ΕστωX1, X2, ..., Xn διαδικασίες. Τότε για k = 1, ..., n, η k-οστή διατεταγμένη
διαδικασία των X1, X2, ..., Xn ορίζεται ως

X(k)(t) = max
1≤i1<···<ik≤n

min
(
Xi1(t), ..., Xik(t)

)
t ∈ [0, T ]

Αν εφαρμόσουμε τον παραπάνω ορισμό στα βάρη της αγοράς, θα έχουμε ότι:

µ(1)(t) ≥ µ(2)(t) ≥ · · · ≥ µ(n)(t), t ∈ [0, T ]

Η διατεταγμένη οικογένεια των βαρών της αγοράς {µ(1)(t), ..., µ(n)(t)} καλείται κατανομή

του κεφαλαίου (capital distribution) της αγοράς τη χρονική στιγμή t.

Ορισμός 9.2. ΄Εστω X ένα συνεχές semimartingale. Τότε τοπικός χρόνος (στο 0) για τη
X είναι η διαδικασία ΛX που ορίζεται για κάθε t ∈ [0, T ] ως εξής:

ΛX(t) =
1

2

(
|X(t)| − |X(0)| −

t∫
0

sgn(X(s))dXs

)
(9.1)

όπου sgn(x) = 21(0,∞)(x)− 1

Σύμφωνα με το Θεώρημα 7.1, σελ.218 [8] ισχύει ότι η ΛX(t) είναι συνεχής και αύξουσα σ.β.

ως προς το χρόνο t και ότι ικανοποιεί σ.β. τη σχέση

1{0}(X(t))dΛX(t) = dΛX(t), t ∈ [0, T ] (9.2)

Ορισμός 9.3. Οι διαδικασίεςX1, X2, ..., Xn είναι σημειακά αμοιβαία μη τετριμμένες (pathwise mutually
nondegenerate) αν

1. για όλα τα i 6= j, το σύνολο {t : Xi(t) = Xj(t)} έχει μέτρο Lebesgue μηδέν σ.β.

2. για όλα τα i < j < k, ισχύει ότι {t : Xi(t) = Xj(t) = Xk(t)} = ∅ σ.β.

Ορισμός 9.4. ΄Εστω X συνεχές semimartingale με διάσπαση

X(t) = X(0) +MX(t) + VX(t), t ∈ [0, T ], σ.β.,

όπου MX είναι συνεχές τοπικό martingale και VX είναι συνεχής διαδικασία τοπικά φραγμένης
κύμανσης. Τότε η X είναι απόλυτα συνεχής, αν τα τυχαία προσημασμένα μέτρα dVX και
d〈X〉 στο [0, T ] είναι και τα δύο σχεδόν βεβαίως απόλυτα συνεχή ως προς το μέτρο Lebesgue.

Σημείωση: Τα μονοπάτια απόλυτα συνεχών semimartingales δεν είναι συνήθως απόλυτα

συνεχείς συναρτήσεις του t. Για παράδειγμα, η κίνηση Brown.
Τα επόμενα δύο Λήμματα είναι πολύ σημαντικά, καθώς δείχνουν πως C2

συναρτήσεις απο-

λύτως συνεχών semimartingales είναι και οι ίδιες απολύτως συνεχή semimartingales.
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Λήμμα 9.1. ΄Εστω X, Y απολύτως συνεχή semimartingales. Τότε το τυχαίο προσημασμένο
μέτρο d〈X, Y 〉 είναι σχεδόν βεβαίως απόλυτα συνεχές ως προς το μέτρο Lebesgue στο [0, T ].

Απόδειξη.

Οι διαδικασίες 〈X +X〉, 〈X − Y 〉 είναι σχεδόν βεβαίως αύξουσες στο [0, T ], με

〈X ± Y 〉t = 〈X〉t ± 2〈X, Y 〉t + 〈Y 〉t, t ∈ [0, T ], σ.β.

Αν A είναι Lebesgue μετρήσιμο υποσύνολο του [0, T ], τότε σ.β.,∫
A

d〈X〉t ± 2

∫
A

d〈X, Y 〉t +

∫
A

d〈Y 〉t =

∫
A

d〈X ± Y 〉t ≥ 0

Επομένως, σ.β.,

2

∣∣∣∣∣
∫
A

d〈X, Y 〉t

∣∣∣∣∣ ≤
∫
A

d〈X〉t +

∫
A

d〈Y 〉t

Αφού από υπόθεση οι X, Y είναι απολύτως συνεχείς, τότε με βάση τον Ορισμό 9.4 και την

παραπάνω σχέση έπεται το ζητούμενο.

Λήμμα 9.2. ΄Εστω X1, X2, ..., Xn απολύτως συνεχή semimartingales και f πραγματική C
2

συνάρτηση ορισμένη στο σύνολο τιμών του (X1, X2, ..., Xn) στον Rn
. Τότε η f(X1, X2, ..., Xn)

είναι απολύτως συνεχές semimartingale.

Απόδειξη.

Εφαρμόζοντας τον τύπο του Itô, συμπεραίνουμε ότι η Yt = f(X1(t), X2(t), ..., Xn(t)) είναι

συνεχές semimartingale με

dYt =
n∑
i=1

∂f(X1(t), X2(t), ..., Xn(t))

∂xi
dXi(t) +

1

2

n∑
i,j=1

∂2f(X1(t), X2(t), ..., Xn(t))

∂xi∂xj
d〈Xi, Xj〉t

Αν dYt = dMY (t) + dVY (t) η διάσπαση της Yt, όπως στον Ορισμό 9.4, τότε

dVY (t) =
n∑
i=1

∂f(X1(t), X2(t), ..., Xn(t))

∂xi
dVXi(t)+

1

2

n∑
i,j=1

∂2f(X1(t), X2(t), ..., Xn(t))

∂xi∂xj
d〈Xi, Xj〉t

Επειδή η f είναι C2
, οι παράγωγοί της, που εμφανίζονται στην παραπάνω σχέση, είναι σ.β.

συνεχείς και επειδή οι Xi είναι απολύτως συνεχή semimartingales από υπόθεση, με βάση το

Λήμμα 9.1, έπεται ότι και η VY είναι απόλυτα συνεχής ως προς το μέτρο Lebesgue.
Με βάση τη σχέση,

d〈Y 〉t =
n∑

i,j=1

∂f(X1(t), X2(t), ..., Xn(t))

∂xi

∂f(X1(t), X2(t), ..., Xn(t))

∂xj
d〈Xi, Xj〉t

και όμοια επιχειρηματολογία όπως προηγουμένως, έχουμε ότι και η 〈Y 〉t είναι απολύτως συνεχής

ως προς το μέτρο Lebesgue.
Με βάση τον ορισμό 9.4 έπεται το ζητούμενο.

64



Τα επόμενα δύο Λήμματα δείχνουν τη σχέση μεταξύ των των τοπικών χρόνων Λ|X|,ΛX για

ένα απολύτως συνεχές semimartingale Χ.

Λήμμα 9.3. ΄Εστω X, Y συνεχή semimartingales με τη X απολύτως συνεχή σ.β., και έστω
ότι το σύνολο {t : Yt = 0} έχει μέτρο Lebesgue μηδέν. Τότε

t∫
0

1{0}(Ys)dXs = 0, t ∈ [0, T ], σ.β.

Απόδειξη.

Αν dXt = dMX(t) + dVX(t) η διάσπαση της Χ όπως στον Ορισμό 9.4, τότε από υπόθεση το

dVX είναι απολύτως συνεχές ως προς το μέτρο Lebesgue και αφού το σύνολο {t : Yt = 0} έχει
μέτρο Lebesgue μηδέν, έπεται ότι

t∫
0

1{0}(Ys)dVX(s) = 0, t ∈ [0, T ], σ.β.

Επομένως,

t∫
0

1{0}(Ys)dXs =

t∫
0

1{0}(Ys)dMX(s) =: Ut. Αφού η MX είναι συνεχές τοπικό

martingale, η Ut είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμο τοπικό martingale και όπως και παραπάνω

καταλήγουμε στο ότι σ.β. για κάθε t ∈ [0, T ]

〈U〉t =

t∫
0

1{0}(Ys)d〈MX〉s = 0.

΄Εστω {τk} η τοπικοποιούσα ακολουθία της U . Τότε έχουμε ότι 〈U τk〉t = 〈U〉t∧τk ≤ 〈U〉t = 0
για κάθε t ∈ [0, T ], σύμφωνα με το Λήμμα 2.2 και τη μονοτονία της 〈U〉t. ΄Αρα,

E
(

(U τk
t )2

)
= E

(
〈U τk〉t

)
= 0

Επομένως, U τk
t = 0 σ.β. για κάθε t ∈ [0, T ]. Αν θεωρήσουμε, λοιπόν, κατάλληλα μεγάλο k

ώστε τk(ω) > T, τότε P (Ut = 0) = 1 για κάθε t ∈ [0, T ] και επειδή U συνεχής έπεται ότι

Ut = 0 για κάθε t ∈ [0, T ] σ.β.

Λήμμα 9.4. ΄Εστω X απόλυτα συνεχές semimartingale, τέτοιο ώστε το {t : Xt = 0} έχει
μέτρο Lebesgue μηδέν. Τότε

Λ|X|(t) = 2ΛX(t), t ∈ [0, T ] σ.β.

Απόδειξη.

Εξ΄ ορισμού σ.β.,

2ΛX(t) = |X(t)| − |X(0)| −
t∫

0

sgn(X(s))dXs (1)
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Επομένως, d|X(t)| = 2dΛX(t) + sgn(X(t))dXt σ.β. (2)

΄Αρα, με βάση την (1),

2Λ|X|(t) = |X(t)| − |X(0)| −
t∫

0

sgn(|X(s)|)d|Xs|

(1),(2)
= 2ΛX(t) +

t∫
0

sgn(X(s))dXs − 2

t∫
0

sgn(|X(s)|)dΛX(s)−
t∫

0

sgn(|X(s)|)sgn(X(s))dX(s) (3)

Επειδή |X(t)| ≥ 0 για κάθε t ∈ [0, T ] και sgn(0) = −1, έχουμε ότι

sgn(|X(t)|) = 1− 21{0}(X(t)) και επομένως, με βάση τη (9.2), έπεται ότι

t∫
0

sgn(|X(s)|)dΛX(s) = ΛX(t)− 2ΛX(t) = −ΛX(t) (4)

Επίσης, sgn(|X(t)|)sgn(X(t)) = sgn(X(t)) + 21{0}(X(t)) (5)

(3)
(4),(5)⇒ 2Λ|X|(t) = 4ΛX(t)− 2

t∫
0

1{0}(X(s))dX(s)
Λήµµα 9.3

= 4ΛX(t)

Σύμφωνα, λοιπόν, με το παραπάνω Λήμμα, οι διαδικασίες τιμών των μετοχών, η διαδικασία

αξίας του χαρτοφυλακίου της αγοράς και οι διαδικασίες βαρών της αγοράς είναι απολύτως συνεχή

semimartingales. Επειδή σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με διατεταγμένες διαδικασίες,

οι έννοιες των max,min, όταν αφορούν στοχαστικές διαδικασίες, είναι ιδιαίτερα σημαντικές.

Λήμμα 9.5. ΄ΕστωX, Y δύο σημειακά αμοιβαία μη τετριμμένα απολύτως συνεχή semimartingales.
Τότε, σ.β. για t ∈ [0, T ],

dmin
(
X(t), Y (t)

)
= 1(0,∞)(Yt −Xt)dXt + 1(0,∞)(Xt − Yt)dYt − dΛX−Y (t)

Απόδειξη.

dmin
(
X(t), Y (t)

)
=
dXt + dYt

2
− d|Xt − Yt|

2

Oρ 9.1
=

=
dXt + dYt

2
−
sgn
(
Xt − Yt

)
d
(
Xt − Yt

)
2

− dΛX−Y (t)

=
(

1− sgn(Xt − Yt)
)dXt

2
+
(

1 + sgn(Xt − Yt)
)dYt

2
− dΛX−Y (t)

= 1[0,∞)(Yt −Xt)dXt + 1(0,∞)(Xt − Yt)dYt − dΛX−Y (t)

Αφού από υπόθεση, οι X, Y είναι σημειακά αμοιβαία μη τετριμμένα, έχουμε ότι το σύνολο

{t : Yt −Xt = 0} έχει μέτρο Lebesgue μηδέν. Επειδή οι X, Y είναι επίσης απολύτως συνεχή

semimartingales, έχουμε ότι 1[0,∞)(Yt −Xt)dXt = 1(0,∞)(Yt −Xt)dXt

΄Ετσι, έπεται το ζητούμενο,
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΄Ενα όμοιο αποτέλεσμα έχουμε για τη συνάρτησηmaximum, αφούmax(x, y) = −min(−x,−y) :

Λήμμα 9.6. ΄ΕστωX, Y δύο σημειακά αμοιβαία μη τετριμμένα απολύτως συνεχή semimartingales.
Τότε, σ.β. για t ∈ [0, T ],

dmax
(
X(t), Y (t)

)
= 1(0,∞)(Xt − Yt)dXt + 1(0,∞)(Yt −Xt)dYt + dΛX−Y (t)

Πρόταση 9.1. ΄Εστω X1, X2, ..., Xn σημειακά αμοιβαία μη τετριμμένα απολύτως συνεχή

semimartingales και για t ∈ [0, T ], έστω pt τυχαία μετάθεση του {1, ..., n}, τέτοια ώστε για
κάθε k = 1, ..., n

Xpt(k)(t) = X(k)(t), (9.3)

pt(k) < pt(k + 1) αν X(k)(t) = X(k+1)(t)

Τότε οι διατεταγμένες διαδικασίες X(k), k = 1, ..., n, είναι συνεχή semimartingales τέτοια
ώστε σχεδόν βεβαίως για t ∈ [0, T ],

dX(k)(t) =
n∑
i=1

1{i}

(
pt(k)

)
dXi(t) +

1

2
dΛX(k)−X(k+1)

(t)− 1

2
dΛX(k−1)−X(k)

(t)

Απόδειξη.

Για λόγους ευκολίας, στην απόδειξη αυτή θα δείχνουμε την εξάρτηση των τυχαίων μεταβλητών

από το ω ∈ Ω. Από υπόθεση, υπάρχει Ω′ ⊂ Ω τέτοιο ώστε P (Ω′) = 1 και για κάθε ω ∈ Ω′ και
i, j, k ∈ {1, ..., n} να ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Xi(t, ω) συνεχής ως προς t

2. για i 6= j, το σύνολο {t : Xi(t, ω) = Xj(t, ω)} έχει μέτρο Lebesgue ίσο με μηδέν

3. για i < j < k, το σύνολο {t : Xi(t, ω) = Xj(t, ω) = Xk(t, ω)} = ∅

4. για i 6= j και t ∈ [0, T ],

dmin (Xi(t, ω), Xj(t, ω)) = 1(0,∞) (Xj(t, ω)−Xi(t, ω)) dXi(t, ω)

+1(0,∞) (Xi(t, ω)−Xj(t, ω)) dXj(t, ω)− dΛXi−Xj(t, ω)

5. για i 6= j και t ∈ [0, T ],,

dΛXi−Xj(t, ω) =
1

2
dΛ|Xi−Xj |(t, ω)

6. για k = 1, ..., n− 1 και t ∈ [0, T ],

dΛX(k)−X(k+1)
(t, ω) = 1{0}

(
X(k)(t, ω)−X(k+1)(t, ω)

)
dΛX(k)−X(k+1)(t,ω)
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΄Ολες οι παραπάνω σχέσεις προκύπτουν από την υπόθεση, με βάση τους Ορισμούς 9.4, 9.3, τα

Λήμματα 9.5, 9.4 και τη σχέση (9.2), αντίστοιχα.

Αν λοιπόν θεωρήσουμε ω ∈ Ω′ και k ∈ {1, ..., n}, t0 ∈ [0, T ] και m(ω) := pt0(k, ω)., τότε
πρέπει να θεωρήσουμε τις εξής δύο περιπτώσεις:

Πρώτη περίπτωση: για όλα τα j 6= m(ω)

Xj(t0, ω) 6= Xm(ω)(t0, ω)

Δεύτερη περίπτωση: υπάρχει r(ω) 6= m(ω), με 1 ≤ r(ω) ≤ n τέτοιο ώστε

Xr(ω)(t0, ω) = Xm(ω)(t0, ω)

Στην πρώτη περίπτωση, επειδή τα Xi(t, ω) i = 1, ..., n είναι συνεχείς συναρτήσεις του t, η σχέση

Xj(t, ω) 6= Xm(ω)(t, ω)

ισχύει για κάθε t σε μία περιοχή U του t0.
΄Αρα, για κάθε t ∈ U,

X(k−1)(t, ω) > X(k)(t, ω) > X(k+1)(t, ω).

Επομένως, για κάθε t ∈ U , pt(k, ω) = m(ω) και με βάση την ιδιότητα 6:

dΛX(k)−X(k+1)
(t) = dΛX(k−1)−X(k)

(t) = 0

στο U .

Κατά συνέπεια, η ζητούμενη σχέση γίνεται:

dX(k)(t, ω) = dXm(ω)(t, ω)

που ισχύει.

Στη δεύτερη περίπτωση, λόγω των σχέσεων (1) και (3), υπάρχει περιοχή U ′ ⊂ U του t0, τέτοια
ώστε για κάθε t ∈ U ′, είτε

X(k−1)(t, ω) > X(k)(t, ω) ≥ X(k+1)(t, ω) > X(k+2)(t, ω) (1),

όπου για t ∈ U ′,
X(k)(t, ω) = max{Xm(ω)(t, ω), Xr(ω)(t, ω)}

είτε

X(k−2)(t, ω) > X(k−1)(t, ω) ≥ X(k)(t, ω) > X(k+1)(t, ω) (2),

όπου για t ∈ U ′,
X(k)(t, ω) = min{Xm(ω)(t, ω), Xr(ω)(t, ω)} (3)

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε ότι ισχύει η (2). Τότε για t ∈ U ′,
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dX(k)(t, ω) = dmin{Xm(ω)(t, ω), Xr(ω)(t, ω)} =

= 1(0,∞)

(
Xr(ω)(t, ω)−Xm(ω)(t, ω)

)
dXm(ω)(t, ω)

+1(0,∞)

(
Xm(ω)(t, ω)−Xr(ω)(t, ω)

)
dXr(ω)(t, ω)− dΛXm(ω)−X(r(ω))(t, ω)

(3)
= 1{m(ω)} (pt(k, ω)) dXm(ω)(t, ω) + 1{r(ω)} (pt(k, ω)) dXr(ω)(t, ω)

−1

2
dΛ|Xm(ω)−Xr(ω)|(t, ω)

Iδ.5
= 1{m(ω)} (pt(k, ω)) dXm(ω)(t, ω) + 1{r(ω)} (pt(k, ω)) dXr(ω)(t, ω)

−1

2
dΛX(k−1)−X(k)

(t, ω)

Iδ.6
=

n∑
i=1

1{i} (pt(k, ω)) dXi(t, ω)− 1

2
dΛX(k−1)−X(k)

(t, ω)

+
1

2
dΛX(k)−X(k+1)

(t, ω)

Πόρισμα 9.1. ΄ΕστωM αγορά μετοχών X1, X2, ..., Xn, οι οποίες είναι σημειακά αμοιβαία μη

τετριμμένες. Τότε τα βάρη της αγοράς µ1, ..., µn ικανοποιούν σ.β. τη σχέση

d log µ(k)(t) =
n∑
i=1

1{i}

(
pt(k)

)
d log µi(t) +

1

2
dΛlogµ(k)−logµ(k+1)

(t)− 1

2
dΛlogµ(k−1)−logµ(k)(t)

για κάθε t ∈ [0, T ] , όπου pt τυχαία μετάθεση του {1, ..., n} όπως ορίστηκε στην (9.3)

Στο εξής θα χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό

µ(·)(t) = (µ(1)(t), ...., µ(n)(t)) t ∈ [0, T ]

και τη διαδικασία

τ(ij)(t) = τpt(i)pt(j)(t), t ∈ [0, T ]

Θεώρημα 9.1. ΄Εστω M αγορά μετοχών X1, X2, ..., Xn, οι οποίες είναι σημειακά αμοιβαία

μη τετριμμένες, έστω pt τυχαία μετάθεση του {1, ..., n}, όπως ορίστηκε στην (9.3), και έστω

S συνάρτηση ορισμένη σε περιοχή U του ∆n
. Υποθέτουμε ότι υπάρχει θετική C2

συνάρτηση

S ορισμένη στο U , τέτοια ώστε για κάθε (x1, ..., xn) ∈ U

S(x1, ..., xn) = S(x(1), ..., x(n)),

και για i = 1, ..., n, xi
∂logS(x)
∂xi

να είναι φραγμένο στο ∆n
. Τότε η S παράγει το χαρτοφυλάκιο π

για το οποίο για k = 1, ..., n,

πpt(k)(t) =
(∂logS(µ(·)(t))

∂xk
+ 1−

n∑
j=1

µ(j)(t)
∂logS(µ(·)(t))

∂xj

)
µ(k)(t) (9.4)
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για t ∈ [0, T ], i = 1, ..., n και διαδικασία τάσης Θ που ικανοποιεί τη σχέση

dΘ(t) =
−1

2S(µ(t))

n∑
i,j=1

∂2S(µ(·)(t))

∂xi∂xj
µ(i)(t)µ(j)(t)τ(ij)(t)dt (9.5)

+
1

2

n−1∑
k=1

(
πpt(k+1)(t)− πpt(k)(t)

)
dΛlogµ(k)−logµ(k+1)

(t)

για t ∈ [0, T ], σ.β.

Απόδειξη.

Η απόδειξη που ακολουθεί είναι όμοια με την απόδειξη του Θεωρήματος 8.1 και γι΄ αυτό θα

αναφερθούμε μόνο σε συγκεκριμένα σημεία που διαφοροποιούνται.

΄Οπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος 8.1, με όμοιες πράξεις αποδεικνύεται ότι το π της

σχέσης 9.5 είναι πράγματι χαρτοφυλάκιο. Σχετικά με τη διαδικασία τάσης Θ, αφού ο δεύτερος

όρος είναι το άθροισμα τοπικών χρόνων πολλαπλασιασμένων με φραγμένες συναρτήσεις, έχουμε

ότι και σε αυτή την περίπτωση η Θ είναι φραγμένης κύμανσης σ.β.

Με βάση το Πόρισμα 9.1, έχουμε ότι σ.β. για t ≥ 0

dlogµ(k)(t) =
n∑
i=1

1{i}

(
pt(k)

)
dlogµi(t) +

1

2
dΛlogµ(k)−log µ(k+1)

(t)− 1

2
dΛlogµ(k−1)−logµ(k)(t), (1)

Επομένως, από τη σχέση (6.7) προκύπτει ότι

d〈logµ(i), logµ(j)〉t =
n∑

k,l=1

1k

(
pt(i)

)
1l

(
pt(j)

)
d〈logµk, logµl〉t = τpt(i)pt(j)(t)dt = τ(ij)(t)dt

Εφαρμόζοντας τον τύπο του Itô στη µ(i)(t) = exp(logµ(i)(t)), έχουμε ότι

dµ(i)(t) = µ(i)(t)dlogµ(i)(t) +
1

2
µ(i)τ(ij)(t)dt(t) (2)

Με βάση τη σχέση (6.14), έχουμε

dlog (Zπ(t)/Zµ(t)) =
n∑
i=1

πi(t)dlogµi(t)+γ
∗
π(t)dt =

n∑
i=1

n∑
k=1

1(i)(pt(k))πpt(k)(t)dlogµi(t)+γ
∗
π(t)dt

(1),Ληµµα 6.2
=

n∑
k=1

πpt(k)(t)dlogµ(k)(t) +
1

2

n∑
k=2

πpt(k)(t)dΛlog µ(k−1)−logµ(k)(t)−
1

2

n−1∑
k=1

πpt(k)(t)dΛlogµ(k)−logµ(k+1)
(t)

+
1

2

( n∑
i=1

πpt(i)(t)τ(ii)(t)−
n∑

i,j=1

πpt(i)(t)πpt(j)(t)τ(ij)(t)
)
dt

(2)
=

n∑
k=1

πpt(k)(t)

µ(k)(t)
dµ(k)(t) +

1

2

n−1∑
k=1

(
πpt(k+1)(t)− πpt(k)(t)

)
dΛlog µ(k)−logµ(k+1)

(t)
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−1

2

n∑
i,j=1

πpt(i)(t)πpt(j)(t)τ(ij)(t)dt

Η απόδειξη ολοκληρώνεται ακολουθώντας τα ίδια βήματα όπως στην απόδειξη του Θεω-

ρήματος 8.1.

Στο παραπάνω Θεώρημα, για τη γεννήτρια συνάρτηση S, η S(µ(t)) μετράει την επίδραση που

έχουν οι αλλαγές που οφείλονται στην κατανομή του κεφαλαίου της αγοράς στο χαρτοφυλάκιο

π. Σχετικά με τη διαδικασία τάσης της σχέσης (9.5), θα αναφερόμαστε στον πρώτο όρο στα

δεξιά ως τη λεία συνιστώσα της και στο δεύτερο όρο ως τη συνιστώσα τοπικού χρόνου της.

Στη συνέχεια δίνουμε ορισμένα παραδείγματα χαρτοφυλακίων που βασίζονται στη διάταξη των

μετοχών.

Παράδειγμα 9.1 (Η μεγαλύτερη μετοχή).

΄Εστω S(x) = x(1). Τότε με βάση το Θεώρημα 9.1, η S παράγει το χαρτοφυλάκιο π με βάρη
πpt(1)(t) = 1 και πpt(k)(t) = 0 για k = 2, ..., n και διαδικασία τάσης Θ τέτοια ώστε
dΘ(t) = −1

2
dΛlogµ(1)−logµ(2)(t). Επομένως,

dlog (Zπ(t)/Zµ(t)) = dlog(µ(1)(t))−
1

2
dΛlogµ(1)−logµ(2)(t)

Επειδή µ(1)(t) < 1 και η τάση είναι φθίνουσα, μακροπρόθεσμα δεν θα είναι καλή η σχετική
συμπεριφορά του π ως προς το χαρτοφυλάκιο της αγοράς αν γίνονται πολλές αλλαγές στην
”ηγεσία” της αγοράς.

Παράδειγμα 9.2 (Η επίδραση του μεγέθους).

Με τον όρο επίδραση του μεγέθους νοείται η παρατηρούμενη τάση των μικρότερων μετοχών

να έχουν μακροπρόθεσμα υψηλότερες επιστροφές σε σχέση με τις μεγαλύτερες μετοχές. Θα

εξηγήσουμε τώρα αυτό το φαινόμενο με βάση το Θεώρημα 9.1.

΄Εστω 1 < m < n και έστω
SL(x) = x(1) + · · ·+ x(m),

δηλαδή το άθροισμα των m πρώτων μεγαλύτερων μετοχών.
Τότε, σύμφωνα με το Θεώρημα 9.1, η SL παράγει το χαρτοφυλάκιο ξ με βάρη

ξpt(k)(t) =

{
µ(k)(t)

SL(µ(k)(t))
, k ≤ m

0, k > m

για t ∈ [0, T ] και διαδικασία τάσης Θ τέτοια ώστε

dΘ(t) = −1

2
ξ(m)(t)dΛlogµ(m)−logµ(m+1)

(t)− 1

2

m−1∑
i=1

(
ξpt(i+1)(t)− ξpt(i)(t)

)
dΛlogµ(i)−logµ(i+1)

(t) =

9.2
= −1

2
ξ(m)(t)dΛlogµ(m)−logµ(m+1)

(t)
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−1

2

m−1∑
i=1

(
ξpt(i+1)(t)− ξpt(i)(t)

)
1{0}

(
ξpt(i+1)(t)− ξpt(i)(t)

)
dΛlogµ(i)−logµ(i+1)

(t)

= −1

2
ξ(m)(t)dΛlogµ(m)−logµ(m+1)

(t)

Επομένως,

dlog
(
Zξ(t)/Zµ(t)

)
= dlog(SL(µ(t)))− 1

2
ξ(m)(t)dΛlogµ(m)−logµ(m+1)

(t)

Από την άλλη αν στον τύπο της SL, θεωρήσουμε τις n−m μικρότερες μετοχές, τότε ορίζουμε
αντίστοιχα την

SR(x) = x(m+1) + · · ·+ x(n),

η οποία παράγει το χαρτοφυλάκιο η που ικανοποιεί σ.β. για t ∈ [0, T ] τη σχέση:

dlog (Zη(t)/Zµ(t)) = dlog(SR(µ(t))) +
1

2
η(m+1)(t)dΛlogµ(m)−logµ(m+1)

(t)

΄Αρα, έχουμε ότι

dlog
(
Zη(t)/Zξ(t)

)
= dlog

(
SR(µ(t))/SL(µ(t))

)
+

1

2

(
ξ(m)(t)+η(m+1)(t)

)
dΛlogµ(m)−logµ(m+1)

(t)

Η παραπάνω εξίσωση μας δείχνει ότι, αν ο ρυθμός της σχετικής κεφαλαιοποίησης των μικρών

μετοχών σε σχέση με τις μεγάλες μετοχές παραμένει σταθερός, τότε επειδή η διαδικασία τάσης

είναι αύξουσα, είναι πιθανό τελικά η επιστροφή των μικρών μετοχών να είναι μεγαλύτερη από

αυτή των μεγαλύτερων μετοχών.

Ορισμός 9.5. ΄Εστω c1, ..., cn σταθερές, που είναι είτε 0 είτε 1. ΄Ενα χαρτοφυλάκιο π με βάρη
που ικανοποιούν τη σχέση

πi(t) =
ciµi(t)

c1µ1(t) + · · · cnµn(t)
, t ∈ [0, T ],

για i = 1, ..., n, καλείται σταθμισμένο ως προς την κεφαλαιοποίηση (capitalization weighted)
χαρτοφυλάκιο.

Τα χαρτοφυλάκια ξ, η που παρήχθησαν από τις SL,SR αποτελούν παραδείγματα τέτοιων

χαρτοφυλακίων.

72



Κεφάλαιο 10

Ευστάθεια στην κατανομή του

κεφαλαίου

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε τη δομή της κατανομής του κεφαλαίου και ιδιαίτερα την

περίπτωση της ευσταθούς κατανομής. Θα κατασκευάσουμε ένα μοντέλο αγοράς μετοχών που

είναι συμβατό με την παρατηρούμενη μακροπρόθεσμη δομή της κατανομής του κεφαλαίου, χωρίς

να αναφερθούμε στο μηχανισμό που παρήγαγε την κατανομή.

Η καμπύλη κατανομής του κεφαλαίου αναφέρεται στη log − log γραφική παράσταση των

βαρών της αγοράς διατεταγμένων σε φθίνουσα σειρά, δηλαδή την καμπύλη των logµ(i) έναντι των

logi. Κάτω από ειδικές συνθήκες, σε μία αγορά, που οι μικρότερες μετοχές αντικαθίστανται με

σταθερό ρυθμό, μπορεί να δειχτεί ότι η καμπύλη κατανομής του κεφαλαίου είναι ευθεία γραμμή.

Αυτή η γραμμική log − log κατανομή των βαρών ονομάζεται κατανομή Pareto.
Αρχικά, θα παρουσιάσουμε κάποια τεχνικά αποτελέσματα, που θα χρειαστούμε για την ανάλυση

των παραπάνω.

Θεωρούμε την εξίσωση

dXt = −asgn(Xt)dt+ σdWt, (10.1)

όπου a, σ θετικές σταθερές και W η κίνηση Brown. Το a αναπαριστά το ρυθμό με τον οποίο

η Xt επαναφέρεται στην αρχή και το σ αναπαριστά το πλάτος της τυχαίας διαταραχής που

οφείλεται στην κίνησηBrown.Αφού η κίνησηBrown είναι απολύτως συνεχές semimartingale,
προφανώς και η λύση της εξίσωσης θα είναι απολύτως συνεχές semimartingale. Αν θέσουμε

Zt =
a

σ2
X
(σ2t

a2

)
κάνοντας αλλαγή μεταβλητής έχουμε ότι η εξίσωση 10.1 παίρνει τη μορφή:

dZt = −sgn(Zt)dt+ dBt (10.2)

όπου B η κίνηση Brown που ορίζεται ως: Bt =
a

σ2
W
(σ2t

a2

)
. Αποδεικνύεται ότι η ασθενής

λύση της (10.2) ασυμπτωτικά έχει πυκνότητα πιθανότητας
a

σ2
exp
(
− 2a|u|

σ2

)
και ισχύει ότι για

κάθε p > 0:

lim
T→∞

Xp(T )

T
= 0, σ.β. (10.3)
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Λήμμα 10.1. ΄Εστω X απολύτως συνεχές semimartingale τέτοιο ώστε το σύνολο {t : Xt =
0} έχει μέτρο Lebesgue μηδέν, σ.β. Υποθέτουμε ότι η X ικανοποιεί τη σχέση:

d|Xt| = −adt+ dΛ|X|(t) + σdBt, t ∈ [0,∞) σ.β., (10.4)

όπου a, σ θετικές σταθερές και B κίνηση Brown. Τότε

lim
t→∞

Λ|X|(t)

t
= a, σ.β.

και

lim
T→∞

1

T

T∫
0

|Xt|dt =
σ2

2a
, σ.β.

Απόδειξη.

Με βάση τη σχέση (9.1) και το Λήμμα 9.4, έχουμε ότι:

dΛ|X|(t) = d|Xt| − sgn(Xt)dXt, t ∈ [0,∞) σ.β.,

Επομένως, με βάση τη σχέση (10.4):

dXt = −asgn(Xt)dt+ σsgn(Xt)dBt = −asgn(Xt)dt+ σdWt,

όπου Wt =

t∫
0

sgn(Xs)dBs, t ≥ 0 κίνηση Brown.

Επομένως, η X είναι μία ασθενής λύση της (10.4) και έτσι ισχύει η (10.3). Για p = 1, έχουμε:

lim
t→∞

t−1Λ|X|(t) = lim
t→∞

t−1|Xt|+ a+ σ lim
t→∞

t−1Bt = 0 + a+ 0 = a

Εφαρμόζοντας τον τύπο του Itô στην X2
t , έχουμε ότι:

dX2
t = 2XtdXt+(dXt)

2 = −2asgn(Xt)Xtdt+2σXtdWt+σ
2dt = −2a|Xt|dt+σ2dt+2σXtdWt

΄Αρα,

lim
T→∞

1

T

T∫
0

|Xt|dt =
1

2a

(
σ2− lim

T→∞

X2(T )

T
+2σ lim

T→∞

T∫
0

XtdWt

)
10.3
=

1

2a

(
σ2+2σ lim

T→∞

1

T

T∫
0

XtdWt

)
Πρέπει, λοιπόν, να δείξουμε ότι

lim
T→∞

1

T

T∫
0

XtdWt = 0

Αν θεωρήσουμε τη διαδικασία Yt =

t∫
0

XsdWs, t ≥ 0, τότε σ.β. 〈Y 〉t =

t∫
0

X2
sds και

lim
t→∞

t−2〈Y 〉tloglogt = lim
t→∞

t−2loglogt

t∫
0

X2
sds ≤ lim

t→∞
t−3/2

t∫
0

X2
sds =

2

3
lim
t→∞

t−1/2X2
t

(10.3)

= 0

Εφαρμόζοντας το Λήμμα 6.1, έχουμε το ζητούμενο.
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Το παραπάνω Λήμμα μας δείχνει ότι αν η κίνηση της |Xt| καθορίζεται από τρεις συνιστώσες:

1. μια ανακλαστική ώθηση στην αρχή dΛ|X|(t),

2. μια ελκτική τάση −adt και

3. μια τυχαία δόνηση σdBt,

τότε υπάρχει ισορροπία μεταξύ την ανακλαστικής ώθησης και της ελκτικής τάσης. Επίσης, ο

χρονικός μέσος της |Xt| είναι ανάλογος της διακύμανσης της τυχαίας δόνησης και αντιστρόφως

ανάλογος της ελκτικής τάσης.

Τώρα θα κατασκευάσουμε ένα μοντέλο με σταθερή κατανομή κεφαλαίου. Για το σκοπό αυτό,

θεωρούμε μια συνεπή αγοράM που αποτελείται από σημειακά αμοιβαία μη τετριμμένες μετοχές

X1, ..., Xn μαζί με τα αντίστοιχα βάρη µ1, ..., µn. Με βάση τον Ορισμό 7.1, για i = 1, ..., n, θα
ισχύει ότι lim

t→∞
t−1logµi(t) = 0, σ.β. και επομένως είναι άμεσο ότι θα ισχύει επίσης και για τα

διατεταγμένα βάρη της αγοράς:

lim
t→∞

t−1logµ(i)(t) = 0, σ.β.

Για k = 1, ..., n, ορίζουμε τη διαδικασία

gk(t) = γpt(k)(t)− γµ(t), t ∈ [0,∞),

όπου, όπως και προηγουμένως, pt(k) είναι ο δείκτης της k-οστής διατεταγμένης μετοχής. Με

βάση το Πόρισμα 9.1, έχουμε ότι σ.β. για t ≥ 0

dlogµ(k)(t) =
n∑
i=1

1{i}

(
pt(k)

)
dlogµi(t) +

1

2
dΛlogµ(k)−logµ(k+1)

(t)− 1

2
dΛlog µ(k−1)−logµ(k)(t)

Αφού εξ΄ ορισμού µi(t) =
Xi(t)

Zµ(t)
, έχουμε ότι για k = 1, ..., n:

dlogµ(k)(t) =
n∑
i=1

1{i}

(
pt(k)

)
dlogXi(t)−dlogZµ(t)+

1

2
dΛlogµ(k)−log µ(k+1)

(t)−1

2
dΛlog µ(k−1)−logµ(k)(t)

(6.1)(6.5)

= γpt(k)(t)dt+
n∑
ν=1

ξpt(k)ν(t)dWν(t)− γµ(t)−
n∑

j,ν=1

µj(t)ξjν(t)dWν(t)

+
1

2
dΛlogµ(k)−logµ(k+1)

(t)− 1

2
dΛlog µ(k−1)−logµ(k)(t)

= gk(t)dt+
n∑
ν=1

ξpt(k)ν(t)dWν(t)−
n∑

j,ν=1

µj(t)ξjν(t)dWν(t)

+
1

2
dΛlogµ(k)−log µ(k+1)

(t)− 1

2
dΛlog µ(k−1)−logµ(k)(t) (10.5)
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Ορισμός 10.1. Η αγοράM είναι ασυμπτωτικά ευσταθής αν είναι συνεπής και σ.β.:

1. για k = 1, ..., n− 1, lim
t→∞

t−1Λ logµ(k)−log µ(k+1)
(t) = λk,k+1

2. για k = 1, ..., n− 1, lim
t→∞

t−1〈logµ(k) − log µ(k+1)〉t = σ2
k,k+1

όπου λk,k+1, σk,k+1 θετικές σταθερές. Για k = 0 και k = n ορίζουμε λ0,1 = λn,n+1 = 0

Θα χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό

gk = lim
T→∞

1

T

T∫
0

gk(t)dt

για να αναπαραστήσουμε τον ασυμπτωτικό σχετικό ρυθμό ανάπτυξης της X(k), για k = 1, ..., n.
Με βάση τη σχέση 10.5, το Λήμμα 6.1 και τις ιδιότητες που ικανοποιούν τα ξij, έπεται ότι:

gk =
1

2
λk−1,k −

1

2
λk,k+1 (10.6)

Επειδή λk,k+1 > 0 για k = 1, ..., n − 1, έπεται ότι g1 + · · · + gk < 0 για k = 1, ..., n − 1
και επειδή λn,n+1 = 0 ⇒ g1 + · · · + gn = 0. Επομένως, μια ασυμπτωτικά ευσταθής αγορά

χαρακτηρίζεται από τις 2n−2 παραμέτρους g1, ...,gn−1 και σ1,2, ...,σn−1,n οι οποίες ονομάζονται

χαρακτηριστικές παράμετροι του μοντέλου.

Με βάση τη σχέση (10.5), έχουμε ότι

d
(
logµ(k)(t)−logµ(k+1)(t)

)
=
(
gk(t)−gk+1(t)

)
dt−1

2
dΛlogµ(k−1)−logµ(k)(t)−

1

2
dΛlogµ(k+1)−logµ(k+2)

(t)

+dΛlogµ(k)−logµ(k+1)
(t) +

n∑
ν=1

(
ξpt(k)ν(t)− ξpt(k+1)ν(t)

)
dWν(t) (10.7)

Οι τοπικοί χρόνοι που εμφανίζονται στην εξίσωση συμμετέχουν με διαφορετικό ρόλο ο καθένας.

Οι δύο χρόνοι με αρνητικό συντελεστή δρουν σαν διαδικασίες τάσης, όπως λειτουργεί και ο όρος(
gk(t)− gk+1(t)

)
dt. Από την άλλη, ο τοπικός χρόνος με θετικό συντελεστή παίζει σημαντικό

ρόλο στην ανάκλαση του logµ(k) − logµ(k+1) στην αρχή, ώστε να αποφευχθούν οι αρνητικές

τιμές.

Ο Ορισμός 10.1 μας δείχνει ότι για μεγάλα t

Λ logµ(k)−log µ(k+1)
(t) ≈ λk,k+1t

και

〈logµ(k) − logµ(k+1)〉t ≈ σ2
k,k+1t

Με βάση αυτές τις προσεγγίσεις, προκύπτει μία ευσταθής μορφή της (10.7)

d
(
logµ(k)(t)− logµ(k+1)(t)

)
=
(
gk − gk+1

)
dt− 1

2

(
λk−1,k + λk+1,k+2

)
dt

+dΛlogµ(k)−logµ(k+1)
(t) + dMk,k+1(t),
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όπου Mk,k+1 συνεχές martingale με 〈M〉t = σ2
k,k+1t t ∈ [0,∞).

Επειδή ο ρόλος του Λlogµ(k)−logµ(k+1)
είναι διαφορετικός από το ρόλο των άλλων δύο τοπικών

χρόνων, δεν τον αντικαθιστούμε με την προσέγγισή του. Επίσης, με βάση τη σχέση (10.6)

d
(
logµ(k)(t)− logµ(k+1)(t)

)
= −λk,k+1dt+ dΛlogµ(k)−logµ(k+1)

(t) + dMk,k+1(t), (10.8)

για k = 1, ..., n − 1. Η σχέση (10.8) αποτελεί το ευσταθές μοντέλο για τις διαφορές μεταξύ

των διαδοχικών διατεταγμένων βαρών.

Με βάση το Λήμμα 10.1,

lim
T→∞

1

T

T∫
0

(
logµ(k)(t)− logµ(k+1)(t)

)
dt =

σ
2
k,k+1

2λk,k+1

σ.β. (10.9)

για k = 1, ..., n− 1.
Ας εκτιμήσουμε τώρα την κλίση της καμπύλης κατανομής τους κεφαλαίου στο logk, χρησιμο-
ποιώντας την προσέγγιση που ισχύει για k αρκετά μεγάλο: log(k + 1)− log(k) ≈ 1

k
:

lim
T→∞

1

T

T∫
0

logµ(k+1)(t)− logµ(k)(t)

log(k + 1)− log(k)
dt ≈ −

kσ2
k,k+1

2λk,k+1

σ.β. (10.10)

Επομένως, συμπεραίνουμε ότι αν τα σ
2
k,k+1,gk μεταβληθούν κατά έναν κοινό παράγοντα, τότε

δεν υπάρχει μεταβολή στην κλίση της καμπύλης. Από την άλλη, αν τα σ
2
k,k+1 μείνουν σταθερά,

ενώ τα gk πολλαπλασιαστούν με αριθμό μεγαλύτερο της μονάδας, τότε η κλίση της καμπύλης

θα διαιρεθεί με αυτόν τον αριθμό και θα μειωθεί.

Παράδειγμα 10.1 (Το μοντέλο Atlas).
΄Εστω g και σ θετικές σταθερές και έστω ότι έχουμε τις μετοχές X1, ..., Xn που ικανοποιούν

dlogXi(t) = γi(t)dt+ σdWi(t), t ≥ 0, (10.11)

όπου για i = 1, ..., n,

γi(t) = ng1{0}

(
Xi(t)−X(n)(t)

)
Ασυμπτωτικά, κάθε μετοχή θα περάσει τον ίδιο χρόνο στη τελευταία θέση ως προς τη διάταξη

των μετοχών, επομένως για i = 1, ..., n,

lim
T→∞

1

T

T∫
0

1{0}

(
Xi(t)−X(n)(t)

)
dt =

1

n

Επομένως, με βάση την Πρόταση 7.1 η αγοράM είναι συνεπής.

Επειδή lim
t→∞

t−2〈W 〉tloglogt = 0, σ.β., με βάση το Λήμμα 6.1,

lim
T→∞

1

T
logXi(T )

(10.11)

= ng lim
T→∞

1

T

T∫
0

1{0}

(
Xi(t)−X(n)(t)

)
dt = g.
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΄Αρα, τελικά

lim
T→∞

1

T
logX(i)(T ) = g

Με βάση την Πρόταση 9.1,

dlogX(n)(t) = γpt(n)(t)dt−
1

2
dΛX(n−1)−X(n)

(t) + σdBt = ngdt− 1

2
dΛX(n−1)−X(n)

(t) + σdBt

όπου Bt μία κίνηση Brown. Επομένως,

λn−1,n := lim
t→∞

t−1Λ logµ(n−1)−log µ(n)(t) = 2(n− 1)g

Για k = 1, ..., n− 1, σ.β.

dlogX(k)(t) =
1

2
dΛX(k)−X(k+1)

(t)− 1

2
dΛX(k−1)−X(k)

(t) + σdBk(t)

όπου Bt μία κίνηση Brown. Επομένως,

g =
1

2
λk,k+1 −

1

2
λk−1,k

λn−1,n=2(n−1)g⇒ λk,k+1 = 2kg, σ.β.

Επιπλέον, έχουμε ότι gk = −g για k = 1, ..., n− 1 και επομένως gn = (n− 1)g
Επίσης, από τη σχέση (10.7) είναι άμεσο ότι

σ
2
k,k+1 = 2σ2

Επομένως, η κλίση της καμπύλης κατανομής του κεφαλαίου είναι σταθερή και ίση με

−σ2/2g. Επομένως, η ασυμπτωτική κατανομή κεφαλαίου ακολουθεί την κατανομή Pareto.
Στο παράδειγμα αυτό, ολόκληρη η αγορά στηρίζεται από τις μικρότερες μετοχές, γι΄ αυτό και το

μοντέλο ονομάζεται ”Atlas”

Στη συνέχεια δίνουμε ένα παράδειγμα μιας αγοράς που δεν είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.

Παράδειγμα 10.2 (΄Ισοι ρυθμοί ανάπτυξης).

Ας υποθέσουμε ότι όλες οι μετοχές στην αγορά έχουν τον ίδιο ρυθμό ανάπτυξης. Τότε με βάση

το Πόρισμα 6.1 , για i = 1, ..., n

lim
T→∞

1

T

(
logXi(t)−

T∫
0

γ(t)dt
)

= 0, σ.β.

Επομένως,

lim
T→∞

1

T

(
logX(i)(t)−

T∫
0

γ(t)dt
)

= 0, σ.β. (1)

Η Πρόταση 9.1 συνεπάγεται ότι σ.β. για t ∈ [0,∞),

dlogX(1)(t) =
n∑
i=1

1{i}

(
pt(1)

)
dlogXi(t) +

1

2
dΛlogX(1)−logX(2)

(t)
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(6.1)

= γ(t)dt+
1

2
dΛlogX(1)−logX(2)

(t) +
n∑
ν=1

ξpt(1)ν(t)dWν(t)

Επομένως, με βάση το Λήμμα 6.1,

1

2
lim
T→∞

1

T
ΛlogX(1)−logX(2)

(T ) = lim
T→∞

1

T

(
logX(1)(T )−

T∫
0

γ(t)dt
)

(1)
= 0, σ.β.

΄Αρα, λ1,2 = 0 σ.β. ΄Ομοια για k = 1, ..., n− 1 λk,k+1 = 0 σ.β
Επομένως, η αγορά δεν είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.

΄Οπως είδαμε στην Πρόταση 7.3, μία πεπερασμένη αγορά, στην οποία όλες οι μετοχές έχουν

τον ίδιο ρυθμό ανάπτυξης, δεν μπορεί να είναι διαφοροποιημένη. Στο παράδειγμα 10.2, είδαμε

ότι ενώ οι μετοχές μπορεί να αλλάζουν ως προς τη διάταξη, η ασυμπτωτική πυκνότητα αυτών

των αλλαγών, η οποία μετριέται από το λk,k+1, είναι μηδέν. Και τα δύο παραπάνω παραδείγ-

ματα δείχνουν ότι οι μικρότερες μετοχές στην αγορά πρέπει να έχουν μεγαλύτερους ρυθμούς

ανάπτυξης από τις μεγαλύτερες, ώστε η αγορά να είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.

10.1 Μοντέλο πρώτης τάξης

Σε αυτή την παράγραφο θα παρουσιαστεί μία απλή προσέγγιση ’πρώτης τάξης’ ενός μοντέλου

αγοράς που είναι συμβατό με τις 2n − 2 χαρακτηριστικές παραμέτρους της πραγματικής αγο-

ράς. Στόχος μας είναι η κατασκευή ενός μοντέλου που να πληρεί συγκεκριμένες ιδιότητες των

πραγματικών αγορών μετοχών.

Εφόσον τα gk αναπαριστούν ρυθμούς ανάπτυξης, μπορούν να χρησιμοποιηθούν αυτούσιοι

σαν τους ρυθμούς ανάπτυξης των μετοχών στο μοντέλο πρώτης τάξης. Συγκεκριμένα, το gk
θα αποτελεί το ρυθμό ανάπτυξης της k-οστής διατεταγμένης μετοχής X(k). Από την άλλη, τα

σ
2
k,k+1 αναπαριστούν παραμέτρους διασποράς για τις διαφορές των λογαριθμικών επιστροφών

των διαδοχικών ως προς τη διάταξη μετοχών. Επομένως, δεν μπορούν να αποδοθούν απευθείας

σε μεμονωμένες μετοχές. Επίσης, τα σ
2
k,k+1 περιέχουν σχεδόν μηδαμινή πληροφορία σχετικά με

τη συνδιακύμανση των μετοχών, έτσι θα πρέπει να κάνουμε την υπόθεση ανεξαρτησίας αυτών

για να προχωρήσουμε στο μοντέλο μας.

Ορίζοντας σ
2
k να είναι η διαδικασία διασποράς της k−οστής διατεταγμένης μετοχής, υπό την

υπόθεση ανεξαρτησίας των μετοχών, θα έχουμε ότι

σ
2
k,k+1 = σ2

k + σ2
k+1

Επομένως, θα θέλαμε να βρούμε τα σ
2
k, έτσι ώστε να ικανοποιούν την παραπάνω σχέση, να

εξαρτώνται μόνο από τα σ
2
k−1,k,σ

2
k,k+1 και να είναι θετικά. Μια προσέγγιση που θα ικανοποιούσε

όλα τα παραπάνω είναι η εξής:

σ
2
k =

1

4
(σ2

k−1,k + σ2
k,k+1), k = 2, ..., n− 1 (10.12)
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σ
2
1 =

1

2
σ

2
1,2 σ

2
n =

1

2
σ

2
n−1,n

Ορίζουμε επίσης qt το αντίστροφο της μετάθεσης pt, δηλαδή όταν pt(k) = i ⇒ qt(i) = k. Τότε

το μοντέλο πρώτης τάξης της αγοράς δίνεται από τη σχέση:

dlogXi(t) = gqt(i)dt+ σqt(i)dWi(t) (10.13)

για i = 1, ..., n, όπου (W1, ...,Wn) είναι μία n-διάστατη κίνηση Brown.

Προφανώς, το μοντέλο πρώτης τάξης, όπως ορίστηκε παραπάνω, είναι ένα πολύ απλό μο-

ντέλο σε σχέση με το μοντέλο της σχέσης (6.1) που καθορίζεται από n2 + n στοχαστικές

διαδικασίες, ενώ το μοντέλο πρώτης τάξης καθορίζεται μόνο από τις 2n − 2 χαρακτηριστικές

(σταθερές) παραμέτρους του μοντέλου που προσεγγίζουμε.

Για το συγκεκριμένο μοντέλο, έχουμε ότι η διαδικασία συνδιακύμανσης είναι

σij(t) = δijσqt(i)σqt(j), t ≥ 0, σ.β.

και η εξίσωση (10.8) παίρνει τη μορφή

d
(
logµ(k)(t)− logµ(k+1)(t)

)
= −λk,k+1dt+ dΛlogµ(k)−logµ(k+1)

(t) + dNk,k+1(t),

όπου Nk,k+1 συνεχή martingales με

〈Nk,k+1〉t =
(1

4
σ

2
k−1,k +

1

2
σ

2
k,k+1 +

1

4
σ

2
k+1,k+2

)
t

για k = 2, ..., n− 1.
Επομένως, οι παράμετροι διασποράς θα είναι μία ομαλή εκδοχή των πραγματικών παραμέτρων

και έτσι δεν μπορούμε να προσδοκούμε η προσεγγιστική κατανομή κεφαλαίου που κατασκευ-

άστηκε να είναι ακριβώς ίδια με την πραγματική.

Μια ακόμη αδυναμία του μοντέλου πρώτης τάξης είναι ότι προσεγγίζει τα martingales Mk,k+1

σε σχέση με τη τετραγωνική κύμανσή τους και όχι με βάση τη συνδιακύμανσή τους 〈Mi,i+1,Mj,j+1〉.

Ας θεωρήσουμε τώρα τη συμπεριφορά ενός χαρτοφυλακίου π υπό το μοντέλο πρώτης τάξης.

Με βάση τη σχέση (6.5),

dlogZπ(t) = γπ(t)dt+
n∑

i,k=1

πi(t)ξik(t)dBk(t),

για t ∈ [0,∞) σ.β., όπου

γπ(t) =
n∑
i=1

πi(t)gqt(i) +
1

2

n∑
i=1

(πi(t)− π2
i (t))σ

2
qt(i)

για t ∈ [0,∞). Επίσης, η διαδικασία διακύμανσης του χαρτοφυλακίου π δίνεται από τη σχέση:

σππ(t) =
n∑
i=1

π2
i (t)σ

2
qt(i)
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για t ∈ [0,∞).
Αν θέσουμε

π̃j(t) = πpt(j)(t) t ∈ [0,∞), j = 1, ..., n,

τότε το π̃j(t) είναι το βάρος της j−οστής διατεταγμένης μετοχής τη χρονική στιγμή t, και θα
ονομάζεται βάρος διάταξης. Τώρα οι παραπάνω σχέσεις γίνονται:

γπ(t) =
n∑
j=1

π̃j(t) gj +
1

2

n∑
i=1

(π̃i(t)− π̃2
i (t))σ

2
i

για t ∈ [0,∞) και η διαδικασία διακύμανσης του χαρτοφυλακίου π δίνεται από τη σχέση:

σππ(t) =
n∑
i=1

π̃2
i (t)σ

2
i

Πλέον, βασιζόμενοι σε αυτές τις εξισώσεις, μπορούμε να αναπτύξουμε θεωρία χαρτοφυλακίου

όπως μέχρι τώρα, αλλά με τα βάρη του χαρτοφυλακίου να αναφέρονται στις διατεταγμένες με-

τοχές και όχι στις γνήσιες μετοχές της αγοράς.

Τα μοντέλα πρώτης τάξης είναι ασυμπτωτικά ευσταθή και αναπαράγουν με ακρίβεια τα μα-

κροπρόθεσμα χαρακτηριστικά την κατανομής κεφαλαίου της αγοράς. ΄Ομως, αυτά τα μοντέλα

είναι εργοδικά, με την έννοια ότι κάθε μετοχή ασυμπτωτικά περνάει τον ίδιο μέσο χρόνο σε

κάθε θέση, και αυτή η ιδιότητα δεν φαίνεται να ισχύει και στις πραγματικές αγορές. Αυτό ήταν

το κίνητρο για να αναπτυχθούν τα μοντέλα δεύτερης τάξης.

10.2 Μοντέλο δεύτερης τάξης

Τα μοντέλα δεύτερης τάξης είναι μοντέλα αγοράς μετοχών στα οποία κάθε μετοχή έχει σταθε-

ρές παραμέτρους ανάπτυξης και διασποράς οι οποίες εξαρτώνται από τη διάταξη και το δείκτη

της κάθε μετοχής. Στην ουσία είναι παραδείγματα υβριδικών μοντέλων ”Atlas”. Η ανάλυση

που ακολουθεί βασίζεται σε άρθρο των Fernholz, Ichiba, Karatza [5].

Το μοντέλο δεύτερης τάξης περιγράφεται από την εξής σχέση:

dlogXi(t) =
(
γi + gqt(i)

)
dt+ σqt(i)dWi(t), (10.14)

για i = 1, ..., n, όπου gk, γi, σik σταθερές και σik > 0 για i, k = 1, ..., n και Wi κίνηση Brown.
Για να είναι η αγορά ασυμπτωτικά ευσταθής, πρέπει να ικανοποιούνται οι σχέσεις:

g1 + · · ·+ gn = 0 = γ1 + · · ·+ γn

και για κάθε μετάθεση π ∈ Sn και m < n:

m∑
k=1

(gk + γπ(k)) < 0.

81



Μας ενδιαφέρει να εκτιμήσουμε τις παραμέτρους ανάπτυξης γi και gk.
Θεωρούμε τις ποσότητες

θ̂ki := lim
T→∞

1

T

T∫
0

1{0}

(
Xi(t)−X(k)(t)

)
dt (10.15)

οι οποίες ονομάζονται ασυμπτωτικοί ρυθμοί κατοχής και ορίζονται σ.β. για κάθε i, k.

Ο πίνακας θ̂ = (θ̂ki) είναι διπλά στοχαστικός. Αν συμβολίσουμε με σ̂
2
k, ĝk τις χαρακτηριστικές

παραμέτρους του μοντέλου δεύτερης τάξης, τότε στο [7] αποδείχτηκε ότι, σ.β.,

ĝk = gk +
n∑
i=1

θ̂kiγi

0 = γi +
n∑
i=1

θ̂kigk

Σε μορφή πινάκων οι παραπάνω σχέσεις παίρνουν τη μορφή:

γ = −θ̂Tg

ĝ = (Ιn − θ̂θ̂T )g

Θα θέλαμε οι ρυθμοί ανάπτυξης και ο πίνακας ρυθμών κατοχής να είναι ίδιοι με τους αντίστοιχους

της αγοράς. Επομένως, θέλουμε να λύσουμε την εξίσωση

g = (Ιn − θθT )g (10.16)

ως προς g και την εξίσωση

γ = −θTg (10.17)

ως προς γ.
Με βάση το Θεώρημα Perron − Frobenius (Perron (1907) [9]), ο συμμετρικός πίνακας θθT

θα έχει μία απλή ιδιοτιμή ίση με 1 με αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα το ε1 = (1, 1, ..., 1)T και όλες οι

υπόλοιπες ιδιοτιμές θα είναι κατά απόλυτη τιμή μικρότερες του 1. ΄Αρα, ο In − θθT έχει βαθμό

ίσο με n− 1 και ο πυρήνας του παράγεται από το ε1. Το ότι οι συνιστώσες του g αθροίζονται

στο 0 σημαίνει ότι το g είναι κάθετο στον πυρήνα και έτσι η λύση της (10.16) είναι μοναδική. Η

μορφή του θ μας εξασφαλίζει την ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης, όμως το γεγονός ότι δεν

μπορούμε να τον εκτιμήσουμε με αποδεκτή ακρίβεια, καθιστά την επίλυση της εξίσωσης (10.16)

πρακτικά αδύνατη.

Ας υποθέσουμε ότι η διαδικασία βαρών του X έχει ευσταθή κατανομή. Τότε μπορούμε

να ορίσουμε τη χρονικά-ανάστροφη αγορά X̃ με κεφαλαιοποιήσεις μετοχών X̃i(t) := Xi(−t)
και αντίστοιχα βάρη µ̃i(t) := µi(−t). ΄Ομοια με παραπάνω, ορίζονται οι αναμενόμενοι ρυθμοί

κατοχής και αφού η διαδικασία βαρών είναι στην ευσταθή της κατανομή, τα όρια της (10.15) θα

είναι τα ίδια στο συν και πλην άπειρο. Επομένως, οι προς τα πίσω και μπροστά ρυθμοί κατοχής
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θα είναι ίδιοι. Με βάση αποτελέσματα που έδωσε ο Bertoin (1987) [3] οι προς τα μπροστά και

πίσω ασυμπτωτικοί τοπικοί χρόνοι Λk,k+1 θα είναι ίσοι, επομένως και τα λk,k+1. ΄Αρα, και τα

gk. Με βάση τις σχέσεις (10.16), (10.17) τα προς τα μπρος και πίσω gk, γi θα είναι ίδια. Τέλος,

επειδή η τετραγωνική κύμανση δεν επηρεάζεται από χρονικές αναστροφές, τα προς τα μπροστά

και πίσω σk θα είναι ίδια. Επομένως, συμπεραίνουμε ότι τα μοντέλα δεύτερης τάξης για τη X
είναι τα ίδια με τα αντίστοιχα μοντέλα για τη X̃. ΄Αρα, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και τις

δύο για την εκτίμηση των παραμέτρων του μοντέλου.

Ορισμός 10.2.1. Η προς τα μπροστά ροή φk μια αγοράς στη θέση k ορίζεται για τ ≥ 0
ως εξής:

φk(τ) := lim
T→∞

1

T

T∫
0

log
(µpt(k)(t+ τ)

µ(k)(t)

)
dt

και η προς τα πίσω ροή φ̃k μια αγοράς στη θέση k ορίζεται για τ ≥ 0 ως εξής:

φ̃k(τ) := lim
T→∞

1

T

T∫
0

log
( µ̃pt(k)(t+ τ)

µ̃(k)(t)

)
dt

Αν παρατηρήσουμε μία μετοχή που κατέχει συγκεκριμένη θέση τη χρονική στιγμή μηδέν,

τότε η αναμενόμενη θέση της μετοχής θα αλλάξει με το χρόνο με βάση τη ροή της. Ας εκτι-

μήσουμε την αναμενόμενη θέση της τη χρονική στιγμή τ ∈ R ως εξής:

Rk(τ) := lim
T→∞

1

T

T∫
0

qs+τ (ps(k))ds

΄Εχουμε ότι Rk(0) = k και αν η θέση αυτή είναι ανάμεσα στις υψηλότερες θέσεις της κατάταξης,

θα αναμέναμε η ροή να είναι αρνητική, δηλαδή για τ > 0 Rk(τ) ≤ k και Rk(−τ) ≤ k.
Για την εκτίμηση των gk, θα χρησιμοποιήσουμε το μέσο όρο:

R̄k(τ) :=
[Rk(τ) + Rk(−τ)

2

]
με τις αγκύλες να αναπαριστούν τον πλησιέστερο ακέραιο του ορίσματός τους.

Αν Gk(τ) είναι ο αναμενόμενος ρυθμός ανάπτυξης τη χρονική στιγμή τ μιας μετοχής, που τη

χρονική στιγμή μηδέν κατείχε την k−θέση στη κατάταξη, τότε μπορούμε να εκτιμήσουμε τα

Gk(τ) και Gk(−τ) από την κλίση των καμπυλών των προς τα μπροστά και πίσω ροών στη θέση

k, αντίστοιχα, δηλαδή:
Gk(τ) = φ′k(τ), Gk(−τ) = φ̃′k(τ)

για τ ≥ 0, με Gk(0) = gk.
Αν χρησιμοποιήσουμε το

Ḡk(τ) :=
1

2

(
Gk(τ) + Gk(−τ)

)
στην εκτίμηση του ρυθμού ανάπτυξης gk, τότε έχουμε ότι

Ḡk(τ) ≈ gR̄k(τ) +
n∑
i=1

θ̂kiγi (10.18)
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όπου gR̄k(τ) := (l + 1− R̄k(τ))gl + (R̄k(τ)− l)gl+1 με l το ακέραιο μέρος του R̄k(τ). ΄Αρα, με

βάση τη (10.16) προκύπτει ότι:

gR̄k(τ) ≈ gk + Ḡk(τ)− gk

Επομένως, εκτιμώντας πρώτα τα gk, Ḡk(τ), R̄k(τ), μπορούμε επαναληπτικά να εκτιμήσουμε τα

gk πάνω σε μία ακολουθία δεικτών της μορφής k, R̄k(τ), R̄R̄k(τ)(τ), .....
Τέλος, μπορούμε να εκτιμήσουμε τα γi απευθείας από τη σχέση:

γi =
1

2

(
lim
T→∞

1

T

T∫
0

(dlogµi(t)− gqt(i)dt) + lim
T→∞

1

T

T∫
0

(dlogµ̃i(t)− gqt(i)dt)
)
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Κεφάλαιο 11

Αγορές σταθεροποιημένες από τη

μεταβλητότητα

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με ένα μοντέλο αγοράς, το οποίο παρουσιάζει διάφορα χα-

ρακτηριστικά των αληθινών αγορών μετοχών: Αποδίδει στις μεγαλύτερες μετοχές τη μικρότερη

μεταβλητότητα, στις μικρότερες μετοχές τη μεγαλύτερη μεταβλητότητα, σταθερούς ρυθμούς

διακύμανσης και τάσης στην αγορά ως σύνολο και σταθερό θετικό ρυθμό ανάπτυξης. Στο

κεφάλαιο αυτό θα θεωρήσουμε την πιο απλουστευμένη μορφή ενός τέτοιου μοντέλου και θα

τη γενικεύσουμε ελαφρώς στο επόμενο κεφάλαιο. Η ανάλυση που ακολουθεί βασίζεται στους

Fernholz και Karatza (2005) [6]

Η εξίσωση που περιγράφει το μοντέλο μας είναι η κάτωθι:

d(logXi(t)) =
1√
µi(t)

dWi(t), i = 1, .., n (11.1)

Στο μοντέλο αυτό παρατηρούμε ότι πράγματι στις μικρότερες μετοχές αποδίδονται οι μεγαλύτε-

ρες μεταβλητότητες (volatilities) και οι ρυθμοί ανάπτυξης είναι σταθεροί (ταυτοτικά ίσοι με το

μηδέν).

΄Αμα θεωρήσουμε το παραπάνω μοντέλο στην εξής ισοδύναμη μορφή του:

dXi(t) = Xi(t)
( dt

2µi(t)
+
dWi(t)√
µi(t)

)
τότε αντικαθιστώντας τα βάρη της αγοράς παίρνουμε το παρακάτω σύστημα στοχαστικών δια-

φορικών εξισώσεων:

dXi(t) =
1

2
(X1(t) + · · ·+Xn(t))dt+

√
Xi(t)(X1(t) + · · ·+Xn(t)) · dWi(t) (11.2)

Σύμφωνα με το Θεώρημα 4.2.2, το αντίστοιχο πρόβλημα martingale με γεννήτορα

(Af)(x) =
1

2
(x1 + ...+ xn)

n∑
i=1

(
xi
∂2f(x)

∂x2
i

+
∂f(x)

∂xi

)
, x ∈ (0,∞)n

είναι καλά τοποθετημένο. Παρακάτω θα παρουσιάσουμε σε τρία βήματα την κατασκευή της

ασθενούς λύσης αυτού του συστήματος.
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1. Ανάλυση: Αν υποθέσουμε ότι έχουμε ήδη κατασκευάσει μία ασθενή λύση Xi(t) και

θέσουμε Yi(t) = logXi(t), τότε το σύστημα (11.2) παίρνει τη μορφή:{
dYi(t) =

√
eY1(t)+···eYn(t)

eYi(t)
dWi(t)

Yi(0) = logXi(0)

για i = 1, ..., n. Επομένως, οι διαδικασίες Yi(t) είναι τοπικά martingales με τετραγωνική

κύμανση ίση με

〈Yi〉t =

t∫
0

(
eY1(s) + · · ·+ eYn(s)

eYi(s)

)
ds =: Ai(t)

και 〈Yi, Yj〉t = 0 για i 6= j. Οι συναρτήσεις Ai(·) είναι συνεχείς και γνησίως αύξουσες,

άρα αντιστρέφονται. ΄Εστω Γi οι αντίστροφες συναρτήσεις των Ai. Τότε σύμφωνα με το

Θεώρημα 2.4.1, οι διαδικασίες Bi(u) = Yi(Γi(u)), 0 ≤ u <∞ είναι ανεξάρτητες κινήσεις

Brown για i = 1, ..., n. ΄Ετσι, έχουμε ότι οι Ai ικανοποιούν τις ολοκληρωτικές εξισώσεις

Ai(t) =

t∫
0

(
eB1(A1(s)) + · · ·+ eBn(An(s))

eBi(Ai(s))

)
ds, 0 ≤ t <∞ (11.3)

2. Επιλυσιμότητα Αν υποθέσουμε, λοιπόν, τώρα ότι έχουμε n ανεξάρτητες κινήσεις

Brown B1, ..., Bn με Bi(0) = logXi(0) για i = 1, ..., n, τότε αναζητούμε n συνεχείς, γνη-

σίως αύξουσες στοχαστικές διαδικασίες A1, ..., An που να ικανοποιούν τις ολοκληρωτικές

εξισώσεις (11.3). Αν γράψουμε την (11.3) στη μορφή eBi(Ai(t))A′i(t) = eB1(A1(t)) + · · ·+ eBn(An(t))
,

τότε ισοδύναμα έχουμε

Qi(Ai(t)) :=

Ai(t)∫
0

eBi(s)ds =

t∫
0

(
eB1(A1(s)) + · · ·+ eBn(An(s))

)
ds =: A(t)

Η συνάρτηση Qi(t) =

t∫
0

eBi(s)ds είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, επομένως αντι-

στρέφεται. ΄Εστω Pi η αντίστροφή της. Τότε για 0 ≤ t <∞ και i = 1, ..., n, έχουμε

Ai(t) = Pi(A(t)), A(t) =

t∫
0

G(A(s))ds (11.4)

όπου

G(u) =
n∑
i=1

Q′i(Pi(u))

Για την επίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης (11.4) του A, εισάγουμε τη συνεχή και

γνησίως αύξουσα συνάρτηση

C(x) =

x∫
0

du

G(u)
, 0 ≤ x <∞ (11.5)

86



Τότε με βάση την (11.4), C(A(t)) = t για κάθε t ≥ 0, επομένως A(t) = C−1(t).
Αφού λοιπόν έχουμε προσδιορίσει την A(t), οι διαδικασίες Ai δίνονται από τη σχέση

Ai = Pi(A(t)).

3. Σύνθεση: ΄Εχοντας προσδιορίσει τις διαδικασίες Ai, ξεκινώντας από n ανεξάρτητες

κινήσεις Brown, θέτουμε Yi(t) = Bi(Ai(t)), t ≥ 0. Τότε προφανώς οι Yi είναι συνε-

χή, τοπικά martingales με 〈Yi, Yj〉t = Ai(t)δij και Yi(0) = logXi(0). Με βάση τα Yi,
θεωρούμε τα συνεχή, τοπικά martingales που δίνονται από τη σχέση

Wi(t) =

t∫
0

√
eYi(s)

eY1(s)+···+eYn(s)
dYi(s)

Τότε

〈Wi,Wj〉t = δij

t∫
0

eYi(s)

eY1(s)+···+eYn(s)
dAi(s) = δijt

΄Αρα και πάλι με βάση τον χαρακτηρισμό του P.Lévy, έχουμε ότι τα Wi είναι ανεξάρτητες

κινήσεις Brown και έτσι οδηγούμαστε στην επίλυση της αρχικής εξίσωσης με τα

Xi(t) = eYi(t) = eBi(Ai(t))

΄Οπως δείξαμε λοιπόν, το σύστημα (11.2) έχει ασθενή λύση. Επομένως, το μοντέλο (11.1)

είναι καλά τοποθετημένο και η πραγματική διαδικασία logXi είναι τοπικό martingale για i =
1, .., n. Επομένως, έχουμε ότι για κάθε T > 0

T <

T∫
0

1

µi(t)
dt = 〈logXi〉T <∞, σ.β.

Από το παραπάνω μοντέλο προκύπτει ότι

T∫
0

σii(t)dt = 2

T∫
0

ai(t)dt = 4

T∫
0

(θi(t))
2dt =

T∫
0

1

µi(t)
dt <∞ (11.6)

Επομένως ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις (1), (3) του μοντέλου (6.1), οι προϋποθέσεις του

ορισμού 8.4 και η αγορά είναι μη τετριμμένη.

Επιπλέον, με βάση το Λήμμα 6.3,

γµ(t) ≡ γ∗µ =
1

2

n∑
i=1

µi(t)τii(t) =
1

2

n∑
i=1

µi(t)
( 1

µi(t)
− 1
)

=
n− 1

2
=: γ∗ > 0 (11.7)

Με βάση τη σχέση (6.5),

dlogZµ(t) =
n− 1

2
dt+

n∑
i=1

√
µi(t)dWi(t)⇒
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log
(Zµ(t)

Zµ(0)

)
=
n− 1

2
t+B(t) (11.8)

όπου B(t) =
n∑
i=1

t∫
0

√
µi(s)dWi(s) κίνηση Brown, αφού είναι προφανώς τοπικό martingale

και 〈B〉t =

t∫
0

n∑
i=1

µi(s)ds = t (Χαρακτηρισμός της κίνησης Brown: P.Lévy )

Η σχέση (11.8) δηλώνει ότι παρά την ασταθή συμπεριφορά των μεμονωμένων μετοχών, η συ-

νολική συμπεριφορά της αγοράς είναι ευσταθής, γι΄ αυτό και το μοντέλο χαρακτηρίζεται ως

σταθεροποιημένο από τη μεταβλητότητα.

Αξίζει επίσης να σημειωθεί ότι ικανοποιούνται και οι υποθέσεις της Πρότασης 8.4 για Γ(t) =
n−1

2
t, επομένως στο μοντέλο (11.1) υπάρχει ευκαιρία ισχυρού arbitrage, τουλάχιστον στον

χρονικό ορίζοντα [0, T ] με T > T∗ := Γ−1(S(µ(0))) = 2S(µ(0))
n−1

.

Στη συνέχεια αυτού του κεφαλαίου, θα μελετήσουμε τη μακροπρόθεσμη συμπεριφορά των με-

τοχών του μοντέλου μας.

Με βάση τη σχέση (11.8), έχουμε ότι

X(t) = X(0)eγ
∗t+B(t)

Επομένως, λόγω της ανισότητας X(1)(t) ≤ X(t) ≤ nX(1)(t), έχουμε ότι

lim
t→∞

(1

t
logX(1)(t)

)
= lim

t→

(1

t
logX(t)

)
= γ∗, σ.β.

΄Ομως, εκτός από την ευστάθεια που παρουσιάζει συνολικά η αγορά, η κίνηση των μεμονωμένων

μετοχών δεν περιορίζεται, όπως δηλώνει η παρακάτω Πρόταση:

Πρόταση 11.1. Για i = 1, ..., n σ.β. ισχύει ότι

lim sup
t→∞

(1

t
logXi(t)

)
= γ∗, lim inf

t→∞

(1

t
logXi(t)

)
= −∞ (11.9)

Απόδειξη.

Εφαρμόζοντας την φόρμουλα του Itô στη διαδικασία
√
Xi(t), έχουμε ότι

d
√
Xi(t) =

X(t)

8
√
Xi(t)

dt+

√
X(t)

2
dWi(t), (1)

Αν θέσουμε

K(t) =

t∫
0

X(s)

4
ds (11.10)

και

Ŵi(t) =

K−1(t)∫
0

√
K ′(s)dWi(s) (11.11)
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Τότε η σχέση (1) παίρνει τη μορφή

√
Xi(t) =

√
Xi(0) +

t∫
0

dK(s)

2
√
Xi(s)

+ Ŵi(K(t))

Αν Mi(t) =

t∫
0

√
K ′(s)dWi(s), τότε 〈Ŵi, Ŵj〉t = 〈Mi,Mj〉K−1(t) = K(K−1(t))δij = tδij. ΄Α-

ρα, με βάση τον χαρακτηρισμό του P.Lévy για την κίνηση Brown, έχουμε ότι οι διαδικα-

σίες Ŵ1(t), ..., Ŵn(t) είναι ανεξάρτητες κινήσεις Brown. ΄Ετσι, αν ορίσουμε τη διαδικασία

Ri(u) =
√
Xi(K−1(u)), τότε

Ri(u) =
√
Xi(0) +

K−1(u)∫
0

X(s)

8
√
Xi(s)

ds+ Ŵi(u) =
√
Xi(0) +

u∫
0

R2
i (s)

8Ri(s)

4

R2
i (s)

ds+ Ŵi(u)

=
√
Xi(0) +

u∫
0

ds

2Ri(s)
+ Ŵi(u)

και

Xi(t) = R2
i (K(t)) (11.12)

Η διαδικασία Ri(u) αποτελεί το ακτινικό τμήμα μίας επίπεδης κίνησης Brown. Αν τώρα θέσουμε

Qi(u) = (Ri(u))2, τότε οι διαδικασίες αυτές ικανοποιούν τις στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις

dQi(u) = 2du+ 2
√
Qi(u)dŴi(u), i = 1, ..., n

Σύμφωνα με τα αποτελέσματα των Y amada −Watanabe, κάθε μία από αυτές τις εξισώσεις

επιδέχεται σημειακά μοναδική, ισχυρή λύση και επομένως και μοναδική με την έννοια του νόμου

πιθανότητας. Επιπλέον, είναι άμεσο ότι οι διαδικασίες R2
1(u), ..., R2

n(u) είναι ανεξάρτητες και

μπορούν να αναπαρασταθούν ως εξής:

(Ri(u))2 =
(
ρ

(1)
i + β

(1)
i (u)

)2

+
(
ρ

(2)
i + β

(2)
i (u)

)2

, 0 ≤ u <∞

όπου βi(·) = (β
(1)
i (·), β(2)

i (·)), i = 1, ..., n είναι ανεξάρτητες επίπεδες κινήσεις Brown με

β
(1)
i (0) = β

(2)
i (0) = 0 και

(
ρ

(1)
i

)2

+
(
ρ

(2)
i

)2

= Xi(0). Θα δείξουμε τώρα ότι κατά πιθανότητα

lim
u→∞

( logRi(u)

logu

)
=

1

2

Πράγματι, αν ρi = (ρ
(1)
i , ρ

(2)
i ), τότε

Ri(u) = ‖ρi + βi(u)‖ =
√
u
∥∥∥ ρi√

u
+
βi(u)√
u

∥∥∥ =
√
u
∥∥∥ ρi√

u
+ βi(1)

∥∥∥
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κατά κατανομή. ΄Αρα, έπεται ότι

lim
u→∞

(
logRi(u)− 1

2
logu

)
= log‖βi(1)‖

κατά κατανομή. Και άρα lim
u→∞

( logRi(u)

logu

)
=

1

2
κατά κατανομή και συνεπώς κατά πιθανότητα.

Επίσης,

lim
t→∞

logK(t)

t
= lim

t→∞

log
1∫
0

eγ
∗ut+Butdu

t
= γ∗, σ.β.

Επομένως, έχουμε και το εξής κατά πιθανότητα όριο

lim
t→∞

( logXi(t)

t

)
= 2 lim

t→∞

( logRi(u)

logu

∣∣∣
u=K(t)

· logK(t)

t

)
= γ∗, (2)

Θα δείξουμε ότι η σύγκλιση κατά πιθανότητα δεν ισχυροποιείται στις παραπάνω σχέσεις. Συ-

γκεκριμένα, θα δείξουμε ότι

lim sup
u→∞

( logRi(u)

logu

)
=

1

2
, lim inf

u→∞

( logRi(u)

logu

)
= −∞

Πράγματι, από το νόμο των επαναλαμβανόμενων λογαρίθμων έχουμε ότι

lim sup
u→∞

( Ri(u)√
2uloglogu

)
= 1 σ.β.

Επομένως, lim sup
u→∞

logRi(u)

logu
= lim

u→∞

log(2ulog(logu))

2logu
=

1

2
σ.β.

Για να υπολογίσουμε το lim inf όριο, θα βασιστούμε στο 0-1 νόμο του Spitzer(1958) [12]:

Για κάθε φθίνουσα, θετική συνάρτηση h(u) έχουμε

P
(
R(u) ≥ u1/2h(u) τελικά για όλα τα u

)
= 1 ή 0 αναλόγως με το αν συγκλίνει ή αποκλίνει η

σειρά
∞∑
k=1

1

k|logh(k)|
.

Επομένως, αν επιλέξουμε h(u) = u−loglogu, τότε η σειρά που προκύπτει αποκλίνει. Συνεπώς,

για κάθε t > 0 υπάρχει u > t τέτοιο ώστε logRi(u) < 1
2
logu− logu · log(logu) που συνεπάγεται

ότι

lim inf
u→∞

logRi(u)

logu
≤ lim inf

u→∞

1

2
− loglogu = −∞

Και επομένως, με συλλογισμό όμοιο με της σχέσης (2) προκύπτει το ζητούμενο.

Με βάση την παραπάνω Πρόταση, έχουμε ότι

lim
t→∞

(1

t
logµi(t)

)
= 0

90



κατά πιθανότητα και

lim sup
t→∞

(1

t
logµi(t)

)
= 0, lim inf

t→∞

(1

t
logµi(t)

)
= −∞

σχεδόν βεβαίως. ΄Αρα, η αγορά μας δεν είναι συνεπής, αλλά θα μπορούσαμε να την χαρακτη-

ρίσουμε ”συνεπή κατά πιθανότητα” λόγω του πρώτου ορίου.

Η παραπάνω Πρόταση μας δίνει ένα αποτέλεσμα που έρχεται σε αντίφαση με το Πόρισμα

6.1, γεγονός που μας οδηγεί στο εξής συμπέρασμα:

Πόρισμα 11.1. Το μοντέλο (11.1) δεν ικανοποιεί την προϋπόθεση (2) του ορισμού (6.1).

Δηλαδή,

P
(

lim
t→∞

loglogt

t
√
µi(t)

> 0
)
> 0

για i = 1, ..., n

Παρατήρηση 11.1.

Το εκθετικό τοπικό martingale της σχέσης (8.12) για το μοντέλο (11.1) ισούται με

L(T ) = exp

(
−

n∑
ν=1

T∫
0

1

2
√
µν(t)

dWν(t)−
1

8

T∫
0

n∑
i=1

1

µi(t)
dt

)

(11.2)

= exp

(
n∑
ν=1

log
(Xi(T )

Xi(0)

)−1/2

− 1

8

T∫
0

( n∑
i=1

Xi(t)
)( n∑

i=1

1

Xi(t)

)
dt

)

=
n∏
i=1

√
Xi(0)

Xi(T )
exp

(
− 1

8

T∫
0

( n∑
i=1

Xi(t)
)( n∑

i=1

1

Xi(t)

)
dt

)

και επειδή

T∫
0

n∑
j=1

( n∑
i=1

µi(t)ξij(t)
)2

dt =

T∫
0

n∑
j=1

µj(t)dt = T := KT , με βάση την Πρόταση 8.5,

το L(t) αποτελεί παράδειγμα αυστηρά τοπικού martingale.

Παρατήρηση 11.2.

Αν R(t) =

√
n∑
i=1

R2
i (t), τότε έχουμε την ισότητα

xeγt+B(t) = R2
(x

4

t∫
0

eγs+B(s)ds
)
, 0 ≤ t <∞

⇒
√
xe

n−1
4
t+

B(t)
2 = R

(
x

4

t∫
0

e
n−1
2
s+B(s)ds

)
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θ=t/4⇒
√
xe(n−1)θ+B̃(θ) = R

(
x

θ∫
0

e2[(n−1)s+B̃(s)]ds

)
(11.13)

όπου B̃(t) = B(4t)
2
κίνηση Brown. Η σχέση (11.13) καλείται αναπαράσταση Lamperti .

Πρόταση 11.2. Για κάθε u ≥ 0, i = 1, ..., n και δ ∈ (0, 1) έχουμε ότι

lim
u→∞

P
(
µi(K

−1(u)) ≤ 1− δ
)

= 1− δn−1

Απόδειξη.

Από την απόδειξη της Πρότασης 11.1, έχουμε ότι

µi(K
−1(u)) =

Xi(K
−1(u))

X1(K−1(u)) · · ·+Xn(K−1(u))
=

R2
i (u)

R2
1(u) + · · ·+R2

n(u)
=

Fi(u)

(n− 1) + Fi(u)

όπου Fi(u) :=
R2
i (u)

2
· 2(n− 1)∑
j 6=i

R2
j (u)

, η οποία συγκλίνει κατά κατανομή, καθώς το u → ∞, στην

ποσότητα

Fi :=
Zi/2

Yi/2(n− 1)

όπου Zi, Yi ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές της X 2
2 και X 2

2(n−1) αντίστοιχα.

Επομένως, ασυμπτωτικά (καθώς u→∞) η ποσότητα Fi(u) ακολουθεί την Fm,n με m = 2 και

k = 2(n− 1). Συγκεκριμένα,

lim
u→∞

P
(
Fi(u) ≤ x

)
= 1−

(
1 +

x

n− 1

)1−n

και επομένως,

lim
u→∞

P
(
µi(K

−1(u)) ≤ 1− δ
)

= lim
u→∞

P
(
Fi(u) ≤ (n− 1)

1− δ
δ

)
= 1− δn−1

Παρατήρηση 11.3.

Με βάση τις σχέσεις (11.4), (11.10) έχουμε

A(t) =

t∫
0

G(A(s))ds =

t∫
0

X(s)ds = 4K(t)

Επομένως, K−1(t) = A−1(4t) = C(4t). ΄Αρα,

1

P ′i (t)
= Q′i(Pi(t)) = eBi(Pi(t)) = Xi(A

−1(t)) = Xi(K
−1(t/4)) = R2

i (t/4)
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και G(t) = R2(t/4).

Επίσης, από τη σχέση (11.5) προκύπτει ότι C(t) =

t∫
0

1

G(u)
du =

t∫
0

1

R2
i (u/4)

= 4

t/4∫
0

1

R2(s)
ds

Συνεπώς,

K−1(t) = 4

t∫
0

1

R2(s)
ds

Επομένως, η αναπαράσταση Lamperti παίρνει την ισοδύναμη μορφή

R(u) =
√
xe(n−1)θ+B̃(θ)

∣∣∣∣∣
θ=

u∫
0

R−2(s)ds

93



Κεφάλαιο 12

Σχετικό arbitrage σε αγορές

σταθεροποιημένες από τη

μεταβλητότητα

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με μία γενίκευση του μοντέλου (11.1) το οποίο αποδίδει

όχι μόνο μεγάλη διακύμανση, αλλά και υψηλό ρυθμό ανάπτυξης στις μικρότερες μετοχές, πάλι

όμως με τέτοιο τρόπο, ώστε συνολικά η αγορά να έχει ευσταθή συμπεριφορά. Το εν λόγω

μοντέλο περιγράφεται από την εξής σχέση:

dlogXi(t) =
a

2µi(t)
dt+

1√
µi(t)

dWi(t), (12.1)

όπου a μη αρνητική σταθερά.

Ισοδύναμα η παραπάνω εξίσωση παίρνει τη μορφή

dXi(t) =
1 + a

2

(
X1(t) + · · ·+Xn(t)

)
dt+

√
Xi(t)

(
X1(t) + · · ·+Xn(t)

)
dWi(t)

Και πάλι λόγω του Θεωρήματος 4.2.2 έχουμε ότι το ισοδύναμο martingale πρόβλημα με

στοιχειώδη γεννήτορα

(Af)(x) =
1

2
(x1 + ...+ xn)

n∑
i=1

(
xi
∂2f(x)

∂xi∂xi
+ (1 + a)

∂f(x)

∂xi

)
, x ∈ (0,∞)n, x ∈ (0,∞)n

είναι καλά τοποθετημένο και η ασθενής λύση του παίρνει τιμές στο (0,∞)n

Για το μοντέλο αυτό έχουμε ότι

γµ(t) =
n∑
i=1

µi(t)γi(t)+γ
∗
µ(t) =

n∑
i=1

µi(t)
a

2µi(t)
+

1

2

n∑
i=1

µi(t)τii(t) =
an

2
+

1

2

n∑
i=1

µi(t)
( 1

µi(t)
−1
)
⇒

γµ(t) =
(a+ 1)n− 1

2
=: γ
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΄Ομοια με τη σχέση (11.12), έχουμε

Xi(t) = R2
i (K(t)), i = 1, ..., n

όπου και πάλι

K(t) :=

t∫
0

(X(s)

2

)
=
x

4

t∫
0

eγs+B(s)ds

και τα Ri είναι ανεξάρτητες διαδικασίες Bessel με διάσταση d = 2(1 + a), δηλαδή ικανοποιούν

τη σχέση

dRi(u) =
d− 1

2Ri(u)
du+ dŴi(u)

όπου οι Ŵi είναι ανεξάρτητες κινήσεις Brown αντίστοιχες με τις σχέσεις (11.11).

Πρόταση 12.1. Στο μοντέλο (12.1), για κάθε i = 1, ..., n ισχύει σχεδόν βεβαίως ότι:

lim
t→∞

(1

t
logXi(t)

)
= γ

lim
T→∞

1

T

T∫
0

dt

µi(t)
=

2γ

a

Απόδειξη.

Εφαρμόζοντας τη φόρμουλα του Itô στη διαδικασία logRi(u), έχουμε ότι

d(logRi(u)) =
dRi(u)

Ri(u)
− (dRi(u))2

2R2
i (u)

=
d− 1

2R2
i (u)

du+
dŴi(u)

Ri(u)
− du

2R2
i (u)

=
a

R2
i (u)

du+
dŴi(u)

Ri(u)

΄Αρα,

logRi(u) =
1

2
logXi(0) + (aθ + B̂i(θ))

∣∣∣
θ=

u∫
0

R−2
i (s)ds

,

όπου B̂i μία κίνηση Brown.
Ισοδύναμα, έχουμε την αναπαράσταση Lamperti του μοντέλου (12.1):

Ri(u) =
√
X(0)eaθ+B̂i(θ)

∣∣∣
θ=

u∫
0

R−2
i (s)ds

, 0 ≤ u <∞

Με βάση το [10] ισχύει ότι

lim
u→∞

( 1

logu

u∫
0

ds

R2
i (s)

)
=

1

2a
σ.β.

Επομένως,

lim
u→∞

logRi(u)

logu
= a lim

u→∞

1

logu

u∫
0

R2
i (s)ds+ lim

u→∞

u∫
0

R2
i (s)ds

logu
· B̂i(θ)

θ

∣∣∣
θ=

u∫
0

R−2
i (s)ds

=
1

2
, σ.β.
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΄Αρα,

lim
t→∞

1

t
logXi(t) = 1 · lim

t→∞

( logRi(u)

logu

∣∣∣
u=K(t)

· logK(t)

t

)
= γ, σ.β.

Για τη δεύτερη σχέση έχουμε ότι

T∫
0

σii(t)dt =

T∫
0

1

µii(t)
dt =

T∫
0

X(t)

Xi(t)
dt =

T∫
0

aK ′(t)

(Ri(K(t))2 =

K(T )∫
0

4du

(Ri(u))2

⇒ lim
T→∞

1

t

T∫
0

σii(t)dt =

∫
T→∞

logK(T )

T
·

(
4

logu

u∫
0

ds

R2
i (s)

)∣∣∣∣∣
u=K(t)

=
2γ

a
, σ.β.

Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη της κεντρικής Πρότασης αυτού του κεφαλαίου, θα απο-

δείξουμε ένα βοηθητικό Λήμμα που αναφέρεται σε κοίλες συναρτήσεις.

Λήμμα 12.1. ΄Εστω f κοίλη συνάρτηση στο [A,B] και a1, ..., am ∈ [A,B] τέτοια ώστε

a− (m− 1)A ≤ B, όπου a :=
m∑
i=1

ai. Τότε

m∑
i=1

f(ai) ≥ (m− 1)f(A) + f(a− (m− 1)A)

Απόδειξη.

Αν η f είναι κοίλη, τότε όπως γνωρίζουμε θα ικανοποιεί τη σχέση λf(x1) + (1 − λ)f(x2) ≤
f
(
λx1 + (1 − λ)x2

)
για κάθε 0 ≤ λ ≤ 1 και x1, x2 ∈ [A,B]. Επομένως, αν θέσουμε

λi =
ai − A
a−mA

και x1 = a − (m − 1)A, x2 = A, τότε ισχύει ότι 0 ≤ λi ≤ 1 και (1 − λi)A +

λi(a− (m− 1)A) = ai. ΄Αρα, εφαρμόζοντας την παραπάνω ιδιότητα έχουμε

f(ai) ≥ (1− λi)f(A) + λif(a− (m− 1)A)

και επομένως έπεται άμεσα το ζητούμενο.

Τέλος, ας περάσουμε στην κεντρική Πρόταση αυτού του κεφαλαίου που μας εξασφαλίζει

την ύπαρξη δυνατότητας ισχυρής κερδοσκοπίας σε κάθε αυθαίρετα μικρό χρόνο T > 0.

Πρόταση 12.2 (Banner, Fernholz(2008) [1]).

Για κάθε T > 0, στο μοντέλο αγοράς (12.1) υπάρχει δυνατότητα ισχυρής σχετικής κερδοσκοπίας
στο χρονικό ορίζοντα [0, T ].

Απόδειξη.

Η διακύμανση ως προς το χαρτοφυλάκιο της αγοράς της i μετοχής ισούται με:

τii(t) = σii(t)− 2σiµ(t) + σµµ(t) =
1

µi(t)
− 2 + 1 =

1

µi(t)
− 1 (1)
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σ.β. για i = 1, ..., n. ΄Εστω f : [0, 1] → R μία μη αρνητική, φραγμένη, αύξουσα και κοίλη

συνάρτηση που είναι C2
στο (0, 1), τέτοια ώστε η xf ′(x) να είναι φραγμένη στο (0, 1). Επίσης,

απαιτούμε η −f ′′(x)(x− x2) να είναι φθίνουσα στο (0, 1/n) και

1/n∫
0

f ′(x)

−f ′′(x)(x− x2)
dx <∞ (2)

Για την παραπάνω συνάρτηση f , ορίζουμε τη συνάρτηση S(x) =
n∑
i=1

f(xi) στο ∆n
και θεωρούμε

το χαρτοφυλάκιο π που παράγεται από αυτή σύμφωνα με το Θεώρημα 8.1. Τότε, αν θεωρήσουμε

ότι Zπ(0) = Zµ(0), έχουμε ότι:

log

(
Zπ(T )

Zµ(T )

)
= log

(
S(µ(T ))

S(µ(0))

)
+

t∫
0

1

2S(µ(s))

n∑
i=1

−f ′′(µi(s))
(
µi(s)− µ2

i (s)
)
ds

σχεδόν βεβαίως. Επειδή η f είναι κοίλη, έχουμε ότι

S(x) =
n∑
i=1

f(xi) = f(x(n)) + (n− 1)
n−1∑
i=1

1

n− 1
f(x(i)) ≤ f(x(n)) + (n− 1)f(

n−1∑
i=1

1

n− 1
x(i))

= f(x(n)) + (n− 1)f
(1− x(n)

n− 1

)
≤ nf

(x(n)

n
+
n− 1

n
·

1− x(n)

n− 1

)
= nf(1/n) (3)

Από την άλλη, αν εφαρμόσουμε το παραπάνω Λήμμα για A = x(n),m = n και ai = xi, έχουμε
ότι

S(x) =
n∑
i=1

f(xi) ≥ (n− 1)f(x(n)) + f(1− (n− 1)x(n))

Εφαρμόζοντας το ίδιο Λήμμα ξανά για A = 0, ai = x(n), i = 1, .., n−1 και an = 1−(n−1)x(n),

έχουμε ότι

S(x) =
n∑
i=1

f(xi) ≥ (n− 1)f(x(n)) + f(1− (n− 1)x(n)) ≥ (n− 1)f(0) + f(1) (4)

Με βάση τα παραπάνω έπονται οι εξής ανισότητες:

log

(
Zπ(t)

Zµ(t)

)
f ′′<0

≥ logS(µ(t))− logS(µ(0)) +

t∫
0

1

2S(µ(s))
(−f ′′(µ(n)(s))

(
µ(n)(s)− µ2

(n)(s)
)
ds

(3)(4)

≥ log

(
(n− 1)f(µ(n)(s)) + f(1− (n− 1)µ(n)(s))

)
− log(nf(1/n))

+

t∫
0

−f ′′(µ(n)(s))
(
µ(n)(s)− µ2

(n)(s)
)

2
(
f(µ(n)(s)) + (n− 1)f

(
1−µ(n)(s)
n−1

))ds
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=: S1(µ(n)(t))− log(nf(1/n)) +

t∫
0

Θ1(µ(n)(s))ds (5)

Θα δείξουμε ότι η Θ1(x) =
−f ′′(x)(x− x2)

2(f(x) + (n− 1)f( 1−x
n−1

))
είναι φθίνουσα συνάρτηση στο (0, 1/n).

Πράγματι, ο αριθμητής του κλάσματος είναι φθίνουσα συνάρτηση στο (0, 1/n), σύμφωνα με τις

απαιτήσεις που έχουμε θέσει για την f. Επίσης, η παράγωγος του παρονομαστή ισούται με

2

(
f ′(x)− f ′

(1− x
n− 1

))
και είναι θετική στο (0, 1/n), αφού η f είναι κοίλη, επομένως η f ′

φθίνουσα και για x ∈ (0, 1/n) ⇒ 1− x
n− 1

< x. Συνεπώς, ο παρονομαστής είναι αύξουσα συ-

νάρτηση στο (0, 1/n) και έτσι η Θ1 είναι πράγματι φθίνουσα.

΄Εστω τώρα ένα t0 ≥ 0. Ορίζουμε τη συνάρτηση T1(·) στο [0, 1/n] ως:

T1(x) := t0+

x∫
1/n

S ′1(s)

Θ1(s)
ds = t0+

1/n∫
x

(n− 1)f ′(s)− (n− 1)f ′(1− (n− 1)s)

(n− 1)f(s) + f(1− (n− 1)s)

(
−f ′′(s)(s− s2)

2(f(s) + (n− 1)f( 1−s
n−1

))

)−1

Το T1(0) είναι καλώς ορισμένο, καθώς, αφού η f είναι αύξουσα και με βάση τις σχέσεις (3),(4),

έχουμε:

T1(0) ≤ t0+
(n− 1)2nf(1/n)

(n− 1)f(0) + f(1)

1/n∫
0

f ′(s)

−f ′′(s)(s− s2)
ds

0<f↑
≤ t0+(n−1)2n

1/n∫
0

f ′(s)

−f ′′(s)(s− s2)
ds <∞

Από τον ορισμό της T1 προκύπτει ότι T ′1(x) = −S
′
1(x)

Θ1(x)
. ΄Ομως

S ′1(x) =
(n− 1)(f ′(x)− f ′(1− (n− 1)x))

(n− 1)f(x) + f(1− (n− 1)x)
> 0

για κάθε x ∈ (0, 1/n), αφού f ′ φθίνουσα στο (0, 1/n). Επομένως, η T1 αντιστρέφεται στο

(0, 1/n). ΄Εστω Y η αντίστροφη συνάρτηση της T1, η οποία προφανώς ορίζεται στο [t0, T1(0)].
Τότε έχουμε ότι η Y ικανοποιεί τη σχέση:{

S ′1(Y (t))Y ′(t) + Θ1(Y (t)) = 0

Y (t0) = T−1
1 (t0) = 1/n

Επομένως, ικανοποιεί την ολοκληρωτική εξίσωση

S1(Y (t)) +

t∫
t0

Θ1(Y (s))ds = log
(
nf(1/n)

)
, t ∈ [t0, T1(0)] (6)

Επιλέγουμε την f ως

f(x) :=

x∫
0

(−logt)cdt,
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όπου c θετική σταθερά. Είναι άμεσο ότι η f ικανοποιεί όλες τις απαιτήσεις που θέσαμε παραπάνω.

Τότε το άνω φράγμα για το T1(0) είναι το εξής:

T1(0) ≤ t0 + 2n(n− 1)

1/n∫
0

(−logr)c
c(−logr)c−1

r
(r − r2)

dr = t0 + 2n(n− 1)

1/n∫
0

−logr
1− r

dr = t0 +
An
c

Επιλέγουμε t0 =
T

2
και c =

2An
T

, έτσι ώστε T1(0) ≤ T και ορίζουμε τον χρόνο διακοπής

T0 = inf{t ≥ T/2 : µ(n)(t) > Y (t)}. Επειδή µ(n)(T1(0)) > 0 = Y (T1(0)) σ.β., έχουμε ότι

T0 ≤ T1(0) ≤ T σ.β. Θεωρούμε το χαρτοφυλάκιο π̃(·) με βάρη:

π̃(t) =

{
π(t), t < T0

µ(t), t ≥ T0

Τότε η σχέση (5) για t = T, γίνεται:

log
(Z π̃(T )

Zµ(T )

)
= log

(Zπ(T0)

Zµ(T0)

)
≥ S1(µ(n)(T0))− log(nf(1/n)) +

T0∫
0

Θ1(µ(n)(s))ds

Επειδή Θ1(·) φθίνουσα συνάρτηση και µ(n)(t) ≤ Y (t) στο [T/2, T0], έχουμε:

log
(Z π̃(T )

Zµ(T )

)
≥ S1(Y (T0))− log(nf(1/n)) +

T0∫
t0

Θ1(Y (T0)(s))ds+

T/2∫
0

Θ1(µ(n)(s))ds

(6)
=

T/2∫
0

Θ1(µ(n)(s))ds
µn(s)≤1/n

≥ Θ1(1/n)
T

2
> 0

Επομένως, έχουμε ισχυρό σχετικό arbitrage, αφού η ποσότητα Θ1(1/n)
T

2
είναι θετική σταθερά.
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