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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Η Λογιςτική Παλινδρόμηςη είναι μία ςτατιςτική τεχνική ανάλυςησ δεδομένων, η οποία 

βρίςκει ευρεία εφαρμογή ςτισ μέρεσ μασ. Σε αυτήν την εργαςία αςχοληθήκαμε τόςο με 

το απλό όςο και το πολλαπλό μοντέλο λογιςτικήσ παλινδρόμηςησ. Παράλληλα, 

αναπτύξαμε διάφορεσ μεθόδουσ ανάλυςησ και ςυμπίεςησ δεδομένων, προκειμένου να 

δειχθούν οι ςχέςεισ των μεταβλητών.  

Στο πρώτο κεφάλαιο αναφέραμε περιληπτικά τα μοντέλα τησ λογιςτικήσ 

παλινδρόμηςησ (απλό και πολλαπλό). Αςχοληθήκαμε κυρίωσ με την μορφή του 

μοντέλου, την προςαρμογή του και με τουσ ελέγχουσ που χρειάζεται να 

πραγματοποιηθούν. 

Το δεύτερο κεφάλαιο αφορά την ανάλυςη κυρίων ςυνιςτωςών, μία μέθοδο που 

χρηςιμοποιήθηκε ςε αυτήν την εργαςία κυρίωσ για την ςυμπίεςη των δεδομένων μασ 

και την απλοποίηςη του μοντέλου μασ.      

Στο τρίτο κεφάλαιο κάνουμε μια αναφορά ςτην ανάλυςη ςυςτάδων και τα μέτρα 

ομοιότητασ. Στο κεφάλαιο αυτό δίνεται και ένα μικρό παράδειγμα για την πλήρη 

κατανόηςη των εννοιών.  

Τέλοσ τα τέςςερα τελευταία κεφάλαια περιλαμβάνουν ένα ευρύ πεδίο εφαρμογών όλων 

των παραπάνω τεχνικών.  Παρουςιάζονται και ςυζητούνται τα αποτελέςματα ςτουσ 

διάφορουσ τομείσ τησ επιςτήμησ.    
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ABSTRACT 

 

Logistic regression analysis is a statistical technique of data analysis, which nowadays is 

widely applied. In this thesis, we deal with both simple and multinomial logistic 

regression models. Furthermore, we develop various methods of data analysis and 

reduction in order to show the relationship among the variables. 

In the first chapter we concisely discuss the models of logistic regression (simple and 

multinomial). We mainly deal with the form, the fitting of the model and the tests that 

have to be carried out.  

The second chapter concerns principal components analysis. In this thesis, we employ 

this method chiefly for reducing the dimensionality of our data and simplifying our 

model.  

In the third chapter we describe cluster analysis and similarity measures. This chapter 

also presents a small example for a complete understanding of the concepts. 

Finally, the last four chapters include a wide range of applications of all the above 

techniques. The results, from various fields of science, are presented and discussed.  
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1 ΕΙΑΓΩΓΗ ΣΑ ΜΟΝΣΕΛΑ ΛΟΓΙΣΙΚΗ 

ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΗ 
 

 

1.1 Διωνυμικι λογιςτικι παλινδρόμθςθ 
 

Οι μζκοδοι τθσ παλινδρόμθςθσ είναι ζνα πολφτιμο εργαλείο όταν πρόκειται να 

μελετιςουμε τθ ςχζςθ μιασ μεταβλθτισ απόκριςθσ (εξαρτθμζνθ) με μια ι περιςςότερεσ 

επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ ανάλυςθσ δεδομζνων. Αρκετά ςυχνά θ μεταβλθτι απόκριςθσ 

είναι διακριτι, λαμβάνοντασ δφο ι περιςςότερεσ πικανζσ τιμζσ. Το μοντζλο τθσ λογιςτικισ 

παλινδρόμθςθσ είναι το πιο ςυχνά χρθςιμοποιοφμενο μοντζλο. 

 

Ρριν ξεκινιςουμε να περιγράψουμε εισ βάκοσ το μοντζλο τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ, 

είναι ςθμαντικό να κατανοιςουμε ότι ο ςτόχοσ τθσ ανάλυςθσ με τθ χριςθ αυτοφ του 

μοντζλου είναι ίδια με εκείνθ οποιουδιποτε άλλου μοντζλου παλινδρόμθςθσ που 

χρθςιμοποιείται ςτθ ςτατιςτικι, δθλαδι, να βρει το βζλτιςτο και με τισ λιγότερο δυνατζσ 

μεταβλθτζσ μοντζλο, προκειμζνου να περιγράψουμε τθ ςχζςθ μεταξφ τθσ εξαρτθμζνθσ 

μεταβλθτισ και ενόσ ςυνόλου ανεξάρτθτων, κατθγορθματικϊν μεταβλθτϊν. Οι ανεξάρτθτεσ 

μεταβλθτζσ ςυχνά καλοφνται ςυμμεταβλητζσ. Ζνα κοινό παράδειγμα μοντελοποίθςθσ είναι 

το ςφνθκεσ μοντζλο γραμμικισ παλινδρόμθςθσ, όπου θ μεταβλθτι απόκριςθσ κεωρείται ότι 

είναι ςυνεχισ.  

 

Αυτό που διακρίνει ζνα μοντζλο λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ από το απλό γραμμικό μοντζλο 

είναι ότι θ μεταβλθτι απόκριςθσ ςτθ λογιςτικι παλινδρόμθςθ είναι δυαδικι ι δίτιμθ. Αυτι 

θ διαφορά μεταξφ λογιςτικισ και γραμμικισ παλινδρόμθςθσ αντικατοπτρίηεται τόςο από 

τθν ίδια τθ μορφι του μοντζλου όςο και από τισ υποκζςεισ/παραδοχζσ του. Πταν θ 

διαφορά αυτι κατανοθκεί, οι μζκοδοι που χρθςιμοποιοφνται ςε μια ανάλυςθ λογιςτικισ 

παλινδρόμθςθσ ακολουκοφν, λίγο – πολφ, τισ ίδιεσ γενικζσ αρχζσ που χρθςιμοποιοφνται και 

ςτθ γραμμικι παλινδρόμθςθ. Ζτςι, οι τεχνικζσ που χρθςιμοποιοφνται ςτθ γραμμικι 

παλινδρόμθςθ κα μασ βοθκιςουν να προςεγγίςουμε τθ λογιςτικι παλινδρόμθςθ. 

Ραρακάτω κα διευκρινίςουμε τισ ομοιότθτεσ και τισ διαφορζσ τθσ λογιςτικισ και τθσ 

γραμμικισ παλινδρόμθςθσ με ζνα παράδειγμα. 

 

Παράδειγμα 1. 

 

Ρροκειμζνου να μελετθκοφν οι παράγοντεσ κίνδυνου καρδιακισ νόςου ζχει καταμετρθκεί θ 

θλικία (AGE) και θ ζνδειξθ παρουςίασ ι απουςίασ ςτεφανιαίασ νόςου (CHD) ςε 100 άτομα. 

Επίςθσ τα άτομα χωρίςτθκαν ςε ομάδεσ ανάλογα με τθν θλικία τουσ (AGEGRP). Η 

εξαρτθμζνθ μεταβλθτι είναι θ CHD, θ οποία κωδικοποιείται με τθν τιμι «0» αν ζχουμε 

απουςία ςτεφανιαίασ νόςου ςτο άτομα και με τθν τιμι «1» αν έχουμε παρουςία. Γενικά κα 

μποροφςαμε να χρθςιμοποιιςουμε οποιεςδιποτε δφο τιμζσ, αλλά για ευκολία 

χρθςιμοποιοφμε το μθδζν και τθ μονάδα.  
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Είναι ενδιαφζρον να διερευνθκεί θ ςχζςθ μεταξφ τθσ θλικίασ και τθσ απουςίασ ι παρουςίασ 

ςτεφανιαίασ νόςου ςε αυτιν τθν ομάδα. Στθν περίπτωςθ που θ μεταβλθτι απόκριςθσ ιταν 

ςυνεχισ και όχι δυαδικι, κατά πάςα πικανότθτα κα ιταν απαραίτθτο να δθμιουργιςουμε 

το διάγραμμα διαςποράσ του αποτελζςματοσ ςε ςχζςθ με τθν ανεξάρτθτθ μεταβλθτι. Στο 

παράδειγμά μασ το αντίςτοιχο διάγραμμα κα εμφάνιηε δφο παράλλθλεσ γραμμζσ ςτισ τιμζσ 

του μθδενόσ και του ζνα, το οποίο όμωσ δεν κα παρείχε μια ςαφι εικόνα για τθ ςχζςθ τθσ 

ςτεφανιαίασ νόςου και τθσ θλικίασ. Το πρόβλθμα αυτό μπορεί να λυκεί εν μζρει με τθν 

ομαδοποίθςθ τθσ ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ (ςτο παράδειγμά μασ AGEGRP) και τον 

υπολογιςμό των μζςων τιμϊν ςε κάκε υποομάδα. Χρθςιμοποιϊντασ αυτι τθ ςτρατθγικι 

ομαδοποίθςθσ τθσ θλικίασ, υπολογίηεται για κάκε θλικιακό γκρουπ θ ςυχνότθτα εμφάνιςθσ, 

κακϊσ και θ επί τθσ εκατό παρουςία τθσ CHD. Η βαςικι πλθροφορία που μασ παρζχεται 

είναι ότι όςο θ θλικία του ατόμου αυξάνεται, αυξάνεται αναλογικά και θ πικανότθτα 

εμφάνιςθσ τθσ CHD. Η πλθροφορία όμωσ αυτι είναι θ ίδια που κα μποροφςαμε να 

προςκομίςουμε και αν πραγματοποιοφςαμε μια αντίςτοιχθ ομαδοποίθςθ ςε μια γραμμικι 

παλινδρόμθςθ. Θα ςθμειϊςουμε δφο ςθμαντικζσ διαφορζσ.  

   

 Η πρϊτθ διαφορά αφορά τθ φφςθ τθσ ςχζςθσ μεταξφ του αποτελζςματοσ και των 

ανεξάρτθτων μεταβλθτϊν. Σε κάκε πρόβλθμα παλινδρόμθςθσ θ βαςικι ποςότθτα είναι θ 

μζςθ τιμι τθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ, δεδομζνθσ τθσ αξίασ τθσ ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ. Η 

ποςότθτα αυτι ονομάηεται δεςμευμζνθ μζςθ τιμι και εκφράηεται ωσ Ε (𝑌|𝑥), όπου το 𝑌 

υποδθλϊνει τθν μεταβλθτι απόκριςθσ, ενϊ το 𝑥 μια ςυγκεκριμζνθ τιμι τθσ ανεξάρτθτθσ 

μεταβλθτισ.  Η ποςότθτα Ε (𝑌|𝑥) διαβάηεται «θ αναμενόμενθ τιμι του 𝑌, δεδομζνθσ τθσ 

τιμισ του 𝑥». Στθ γραμμικι παλινδρόμθςθ υποκζτουμε ότι αυτι θ μζςθ τιμι μπορεί να 

εκφραςτεί ωσ μια γραμμικι εξίςωςθ του 𝑥, με τθ μορφι Ε (𝑌|𝑥) =𝛽0+𝛽1𝑥. 

 

Η προθγοφμενθ ζκφραςθ δθλϊνει ότι θ Ε (𝑌|𝑥) μπορεί να πάρει οποιαδιποτε τιμι, κακϊσ 

το x κυμαίνεται από το −∞ ςτο +∞. Σε μια δίτιμθ μεταβλθτι απόκριςθσ θ δεςμευμζνθ μζςθ 

τιμι κα πρζπει να κυμαίνεται μεταξφ του μθδενόσ και του ζνα, δθλαδι  

(0 ≤ Ε(𝑌|𝑥) ≤ 1).  

  

Ρολλζσ ςυναρτιςεισ κατανομισ ζχουν προτακεί ϊςτε να χρθςιμοποιθκοφν ςτθν ανάλυςθ 

μιασ δίτιμθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ. Μερικζσ από αυτζσ ζχουν αναλυκεί από τουσ Cox και  

Snell (Cox and Snell, 1989). Υπάρχουν δφο ςθμαντικοί λόγοι για να επιλζξει κάποιοσ τθ 

λογιςτικι κατανομι. Αρχικά, από μακθματικισ απόψεωσ, είναι μια ευζλικτθ και πολφ 

εφκολθ ςτθ χριςθ ςυνάρτθςθ. Δεφτερον, το παραμετρικό μοντζλο τθσ παρζχει τθ βάςθ για 

ςθμαντικζσ εκτιμιςεισ του αποτελζςματοσ.  

  

Ρροκειμζνου να απλοποιιςουμε τουσ τφπουσ, κα χρθςιμοποιιςουμε τθν ιςότθτα             

𝑝(𝑥) = E (𝑌|𝑥), για να αναπαραςτιςουμε τθν δεςμευμζνθ μζςθ τιμι του 𝑌 δεδομζνου του 𝑥, 

όταν χρθςιμοποιείται θ λογιςτικι κατανομι. Ριο ςυγκεκριμζνα, το μοντζλο τθσ λογιςτικισ 

παλινδρόμθςθσ εκφράηεται μζςω τθσ ςχζςθσ:  

 

                                             𝑝(𝑥)=
𝑒𝛽0+𝛽1 𝑥

1+ 𝑒𝛽0+𝛽1 𝑥                                (1.1) 
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από τθν οποία είναι φανερό ότι ιςχφει ο περιοριςμόσ 0 ≤ 𝑝(𝑥) ≤ 1. Ζνασ μεταςχθματιςμόσ, 

που είναι καίριοσ για τθ μελζτθ μασ πάνω ςτθ λογιςτικι παλινδρόμθςθ είναι ο logit 

μεταςχθματιςμόσ. Ο μεταςχθματιςμόσ αυτόσ ορίηεται ωσ : 

 

g(𝑥) =  ln   
𝑝(𝑥)

1−𝑝(𝑥)
 = 𝛽0+𝛽1𝑥 

 

Η ςθμαςία αυτοφ του μεταςχθματιςμοφ είναι ότι το g(𝑥) ζχει πολλζσ από τισ επικυμθτζσ 

ιδιότθτεσ ενόσ μοντζλου γραμμικισ παλινδρόμθςθσ. H λογαρικμικι, g(𝑥) 

 

 Είναι γραμμικι ςτισ παραμζτρουσ τθσ 

 Μπορεί να είναι ςυνεχισ  

 Μπορεί να κυμαίνεται από -∞ ζωσ +∞, ανάλογα με το εφροσ του 𝑥. 

Η δεφτερθ ςθμαντικι διαφορά μεταξφ των μοντζλων τθσ λογιςτικισ και τθσ γραμμικισ 

παλινδρόμθςθσ αφορά τθν δεςμευμζνθ κατανομι τθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ. Στο γραμμικό 

μοντζλο υποκζτουμε ότι θ μεταβλθτι απόκριςθσ μπορεί να εκφραςτεί και ωσ      𝑦 = E(𝑌|𝑥) 

+ ε. Η ποςότθτα ε ονομάηεται ςφάλμα και εκφράηει τθν απόκλιςθ τθσ παρατιρθςθσ από τον 

μζςο.  Συνικωσ, δεχόμαςτε ότι το ε ακολουκεί κανονικι κατανομι με μζςθ τιμι μθδζν και 

κάποια διακφμανςθ (διαςπορά), που είναι ςτακερι μεταξφ των επιπζδων τθσ ανεξάρτθτθσ 

μεταβλθτισ. Αυτό δεν ςυμβαίνει ςτθν περίπτωςθ δίτιμθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ. Σε αυτι 

τθν περίπτωςθ μποροφμε να εκφράςουμε τθν αξία τθσ μεταβλθτισ ωσ 𝑦 = 𝑝(𝑥) + ε. Εδϊ θ 

ποςότθτα ε μπορεί να πάρει δφο πικανζσ τιμζσ. Αν 𝑦 = 1 τότε ε = 1− 𝑝(𝑥) με πικανότθτα 

𝑝(𝑥), ενϊ αν 𝑦 = 0 τότε ε = − 𝑝(𝑥) με πικανότθτα 1 – 𝑝(𝑥). Επομζνωσ, το ε ακολουκεί 

κατανομι με μζςθ τιμι μθδζν και διακφμανςθ 𝑝(𝑥)∙[1 – 𝑝(𝑥)]. Συνεπϊσ, θ μεταβλθτι 

απόκριςθσ ακολουκεί διωνυμικι κατανομι με πικανότθτα που εξαρτάται από το μζςο, 

𝑝(𝑥). (Hosmer et al., 2013) 

 

 

1.1.1 Η προςαρμογή του διωνυμικού μοντέλου  
 

Ασ υποκζςουμε ότι ζχουμε ζνα δείγμα n ανεξάρτθτων παρατθριςεων τθσ μορφισ (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ),      

𝑖 = 1, 2, …, n, όπου το 𝑦𝑖  δθλϊνει τθν τιμι μιασ δίτιμθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ και το 𝑥𝑖  τθν 

τιμι τθσ ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ για τθν 𝑖-ςτθ παρατιρθςθ. Επιπλζον, υποκζτουμε ότι θ 

μεταβλθτι απόκριςθσ ζχει κωδικοποιθκεί με 0 και 1, που αντιπροςωπεφουν τθν απουςία ι 

τθν παρουςία του ενδεχομζνου αντίςτοιχα. Στο παράδειγμά μασ,  
 

𝑌 =  
1    𝛼휈 𝜏𝜊 ά𝜏𝜊휇𝜊 𝛿휄𝛼𝛾휈ώ𝜍𝜏휂휅휀 휇휀 𝜍𝜏휀𝜑𝛼휈휄𝛼ί𝛼 휈ό𝜍𝜊
0    𝛿휄𝛼𝜑𝜊𝜌휀𝜏휄휅ά                                                                   

  

 

Η προςαρμογι του μοντζλου τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ, ςτθν εξίςωςθ (1.1), για ζνα 

ςφνολο δεδομζνων απαιτεί να εκτιμιςουμε τισ τιμζσ των άγνωςτων παραμζτρων, β0 και β1.  

Στθ γραμμικι παλινδρόμθςθ, θ μζκοδοσ που χρθςιμοποιείται πιο ςυχνά για τον 

υπολογιςμό άγνωςτων παραμζτρων είναι θ μζκοδοσ ελαχίςτων τετραγϊνων. Δυςτυχϊσ, θ 
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μζκοδοσ αυτι δεν μπορεί να εφαρμοςτεί όταν πρόκειται για δίτιμθ μεταβλθτι απόκριςθσ. 

Η γενικι μζκοδοσ εκτίμθςθσ για το μοντζλο τθσ γραμμικισ παλινδρόμθςθσ, ονομάηεται 

μζκοδοσ μζγιςτθσ πικανοφάνειασ. Αυτι θ μζκοδοσ κα μασ δϊςει και τθ βάςθ για να 

προςεγγίςουμε τθν εκτίμθςθ ςτο μοντζλο τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ. Σε γενικζσ 

γραμμζσ, θ μζκοδοσ μζγιςτθσ πικανοφάνειασ αποδίδει τιμζσ για τισ άγνωςτεσ 

παραμζτρουσ, οι οποίεσ μεγιςτοποιοφν τθν πικανότθτα να εξαςφαλίςουμε τα δεδομζνα 

των παρατθριςεων. Ρροκειμζνου να εφαρμοςτεί αυτι θ μζκοδοσ πρζπει πρϊτα να 

καταςκευάςουμε μια ςυνάρτθςθ, που ονομάηεται ςυνάρτθςθ πικανοφάνειασ. Αυτι θ 

ςυνάρτθςθ εκφράηει τθν πικανότθτα των παρατθριςεων (δεδομζνων) ωσ ςυνάρτθςθ των 

αγνϊςτων παραμζτρων. Οι εκτιμιτριεσ μζγιςτθσ πικανοφάνειασ των παραμζτρων 

μεγιςτοποιοφν αυτι τθ ςυνάρτθςθ. Δθλαδι οι εκτιμιτριεσ που προκφπτουν είναι αυτζσ που 

είναι περιςςότερο ςφμφωνεσ με τα παρατθροφμενα δεδομζνα. Ραρακάτω κα 

περιγράψουμε τθν μζκοδο εφρεςθσ των εκτιμθτριϊν αυτϊν για το μοντζλο λογιςτικισ 

παλινδρόμθςθσ.  

 

Αν το 𝑌 είναι κωδικοποιθμζνο ωσ 0 και 1 τότε θ εξίςωςθ (1.1) παρζχει τθν δεςμευμζνθ 

πικανότθτα το 𝑌 να είναι ίςο με 1, δεδομζνου του 𝑥. Η πικανότθτα αυτι δθλϊνεται ωσ 𝑝(𝑥) 

και είναι θ πικανότθτα επιτυχίασ τθσ ςτατιςτικισ μονάδασ 𝑖. Συνεπϊσ, θ ποςότθτα 1 – 𝑝(𝑥) 

δίνει τθ δεςμευμζνθ πικανότθτα το 𝑌 να είναι ίςο με 0, δεδομζνου του 𝑥. Ζνασ βολικόσ 

τρόποσ για να εκφράςουμε τθν ςυνάρτθςθ πικανοφάνειασ για τα ηεφγθ (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), για κάκε 

παρατιρθςθ 𝑖, είναι ο τφποσ  

 

                                                         𝑝(𝑥𝑖)
𝑦𝑖 ∙ [1 − 𝑝 𝑥𝑖 ]1−𝑦𝑖                                                          (1.2) 

 

Κακϊσ οι παρατθριςεισ κεωροφνται ανεξάρτθτεσ, θ ςυνάρτθςθ πικανοφάνειασ L,  που 

προκφπτει μζςω τθσ ςχζςθσ (1.2) γράφεται ωσ εξισ: 

 

                                    L(𝛽) =  𝑝(𝑥𝑖)
𝑦𝑖 ∙ [1 − 𝑝 𝑥𝑖 ]

1−𝑦𝑖𝑛
𝑖=1                               (1.3) 

 

Η αρχι τθσ μζγιςτθσ πικανοφάνειασ δθλϊνει ότι θ εκτιμιτρια του β κα είναι εκείνθ που 

μεγιςτοποιεί τθν εξίςωςθ (1.3). Ωςτόςο, από μακθματικισ απόψεωσ, είναι ευκολότερο να 

εργαςτεί κανείσ με τον λογάρικμο τθσ ζκφραςθσ (1.3). Ζτςι θ καινοφρια ζκφραςθ ορίηεται 

ωσ: 

 

             𝑙 = ln 𝐿(𝛽) =   𝑦𝑖 ∙ ln 𝑝 𝑥𝑖 + (1 − 𝑦𝑖) ∙ ln 1 − 𝑝(𝑥𝑖)  
𝑛
𝑖=1           (1.4) 

 

Για να βροφμε τθν τιμι των β που μεγιςτοποιεί το L(β), παραγωγίηουμε το L(β) ωσ προσ β 

και ορίηουμε τθν ζκφραςθ που προκφπτει ίςθ με μθδζν. Οι εξιςϊςεισ αυτζσ, γνωςτζσ και ωσ 

εξιςϊςεισ πικανοφάνειασ είναι 

 

                                                           [𝑦𝑖 − 𝑝(𝑥𝑖)] = 0                                      (1.5) 

και 

 

                                                𝑥𝑖[𝑦𝑖 − 𝑝(𝑥𝑖)] = 0                                   (1.6) 
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Στα ακροίςματα (1.5) και (1.6) είναι λογικό ότι το 𝑖 κυμαίνεται από 1 ζωσ n. Η αρίκμθςθ του 

𝑖 παραλείπεται όπου δεν είναι απαραίτθτθ.    

 

Στθ γραμμικι παλινδρόμθςθ, οι εξιςϊςεισ πικανοφάνειασ, που προκφπτουν από τθν 

παραγϊγιςθ ωσ προσ β, είναι γραμμικζσ και μποροφν εφκολα να λυκοφν ωσ προσ τθν 

άγνωςτθ παράμετρο. Στθ λογιςτικι παλινδρόμθςθ ζχουμε τισ εξιςϊςεισ (1.5) και (1.6), οι 

οποίεσ είναι μθ γραμμικζσ ςτα β0 και β1 και απαιτοφν ειδικζσ μεκόδουσ για τθν λφςθ τουσ. 

Οι μζκοδοι αυτοί ζχουν επαναλθπτικό χαρακτιρα και γι’ αυτόν το λόγο ζχουν δθμιουργθκεί 

λογιςμικά λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ (software).  

 

Η τιμι του β που δίνεται από τθ λφςθ ςτισ εξιςϊςεισ (1.5) και (1.6) καλείται εκτιμιτρια 

μζγιςτθσ πικανοφάνειασ και ςυμβολίηεται με 𝛽 . Γενικά θ χριςθ του ςυμβόλου «^» δθλϊνει 

τθν εκτιμιτρια  μζγιςτθσ πικανοφάνειασ τθσ ποςότθτασ που εκτιμάμε. Για παράδειγμα θ 

𝑝 (𝑥𝑖)  είναι θ εκτιμιτρια μζγιςτθσ πικανοφάνειασ τθσ 𝑝(𝑥𝑖). Αυτι θ ποςότθτα παρζχει μια 

εκτίμθςθ τθσ δεςμευμζνθσ πικανότθτασ το 𝑌 να είναι ίςο με 1, δεδομζνου ότι το 𝑥 είναι ίςο 

με το 𝑥𝑖 . Ωσ εκ τοφτου, αντιπροςωπεφει τθν προβλεπόμενθ τιμι για το μοντζλο τθσ 

λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ. Μια ενδιαφζρουςα ςυνζπια τθσ εξίςωςθσ (1.5) 

 είναι θ παρακάτω       

 

 𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1  =  𝑝(𝑥𝑖)

𝑛
𝑖=1  

 

Δθλαδι, το άκροιςμα των παρατθροφμενων τιμϊν του 𝑦 είναι ίςο με το άκροιςμα των 

προβλεπόμενων τιμϊν.   

 

 

1.1.2 Εκτίμηςη και ερμηνεία παραμέτρων 

 

Μετά τθν εκτίμθςθ των ςυντελεςτϊν, αυτό που κοιτάμε ςτο προςαρμοςμζνο μοντζλο 

ςυνικωσ αφορά τθν εκτίμθςθ τθσ ςθμαςίασ των μεταβλθτϊν ςτο μοντζλο. Αυτό ςυνικωσ 

περιλαμβάνει τθ διαμόρφωςθ και τον ζλεγχο μιασ ςτατιςτικισ υπόκεςθσ για τον 

προςδιοριςμό αν οι ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ ςτο μοντζλο ςχετίηονται "ςθμαντικά" με τθν 

μεταβλθτι απόκριςθσ. Η μζκοδοσ εκτζλεςθσ αυτοφ του ελζγχου είναι πολφ γενικι και 

διαφζρει από μοντζλο ςε μοντζλο μόνο ςε μικρζσ λεπτομζρειεσ. Ξεκινϊντασ κα 

ςυηθτιςουμε τθν γενικι προςζγγιςθ για μια ενιαία ανεξάρτθτθ μεταβλθτι.  

 

Ο ζλεγχοσ τθσ ςθμαςίασ του ςυντελεςτι μιασ μεταβλθτισ ςε κάκε μοντζλο ςχετίηεται με τθν 

επόμενθ ερϊτθςθ. Το μοντζλο που περιλαμβάνει τθν εν λόγω μεταβλθτι μπορεί να μασ 

δϊςει περιςςότερεσ πλθροφορίεσ, για τθν εξαρτθμζνθ μεταβλθτι, από ζνα μοντζλο που 

δεν τθν περιζχει; Αυτι θ ερϊτθςθ απαντάται αν ςυγκρίνουμε τισ παρατθροφμενεσ τιμζσ τθσ 

μεταβλθτισ απόκριςθσ με εκείνεσ που προβλζπονται από τα δφο μοντζλα (το πρϊτο με τθν 

μεταβλθτι και το δεφτερο χωρίσ). Η μακθματικι ςυνάρτθςθ που χρθςιμοποιείται για τθ 

ςφγκριςθ των παρατθροφμενων και των προβλεπόμενων τιμϊν εξαρτάται από το επόμενο. 

Εάν οι προβλεπόμενεσ τιμζσ είναι καλφτερεσ ι ακριβζςτερεσ όταν θ μεταβλθτι βρίςκεται 

ςτο μοντζλο, τότε κα πρζπει να κεωριςουμε ότι θ εν λόγω μεταβλθτι είναι “ςθμαντικι”.  
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Είναι ςθμαντικό να ςθμειϊςουμε ότι εμείσ δεν εξετάηουμε αν οι προβλεπόμενεσ τιμζσ 

ςυμπίπτουν απόλυτα με τισ παρατθροφμενεσ τιμζσ (αυτόσ είναι ο ζλεγχοσ τθσ καλισ 

προςαρμογισ). Αντί αυτοφ, θ ερϊτθςι μασ τίκεται με ςχετικι ζννοια. 

 

Η γενικι μζκοδοσ για τθν εκτίμθςθ τθσ ςθμαςίασ των μεταβλθτϊν δείχνεται εφκολα για το 

μοντζλο γραμμικισ παλινδρόμθςθσ και θ χριςθ του αιτιολογεί τθν προςζγγιςθ για τθν 

λογιςτικι παλινδρόμθςθ. Η ςφγκριςθ των δφο προςεγγίςεων υπογραμμίηει τισ διαφορζσ 

μεταξφ τθσ μοντελοποίθςθσ μια ςυνεχοφσ και μιασ δίτιμθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ. 

 

Στθ γραμμικι παλινδρόμθςθ, εξετάηεται θ ςχζςθ μεταξφ τθσ εξαρτθμζνθσ με τισ 

ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ. Η διαδικαςία αυτι ονομάηεται ανάλυςη διαςποράσ και ςτθν 

ουςία υπολογίηει το αν θ μεταβλθτότθτα των τιμϊν τθσ εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ εξθγείται 

από τθ μεταβλθτότθτα των ανεξάρτθτων μεταβλθτϊν. Η ανάλυςθ αυτι χωρίηει το 

άκροιςμα των τετραγϊνων των αποκλίςεων (ςφαλμάτων) των παρατθριςεων ςε δφο είδθ: 

 

1) Το άκροιςμα τετραγϊνων των ςφαλμάτων ςε ςχζςθ με τθν παλινδρομικι γραμμι 

(υπόλοιπα) SSE. 

2) Το άκροιςμα των τετραγϊνων των προβλεπόμενων τιμϊν, με βάςθ το μοντζλο 

παλινδρόμθςθσ SSR. 

 

Στθ γραμμικι παλινδρόμθςθ θ ςφγκριςθ των παρατθροφμενων και προβλεπόμενων τιμϊν 

βαςίηεται ςτο τετράγωνο τθσ απόςταςθσ μεταξφ των δφο. Εάν το 𝑦𝑖  υποδθλϊνει τθν 

παρατθροφμενθ τιμι και το 𝑦 𝑖  τθν προβλεπόμενθ τιμι για το 𝑖-άτομο ςτο μοντζλο, τότε το 

ςτοιχείο που χρειάηεται για να γίνει αυτι θ ςφγκριςθ είναι: 

 

SSE =  (𝑦𝑖 − 𝑦 𝑖)
2𝑛

𝑖=1  

 

Σφμφωνα με το μοντζλο που δεν περιζχει τθν ανεξάρτθτθ μεταβλθτι, θ οποία είναι υπό 

εξζταςθ, θ μόνθ παράμετροσ είναι θ β0 και θ 𝛽 0 = 𝑦   κα είναι ο μζςοσ όροσ τθσ μεταβλθτισ 

απόκριςθσ. Σε αυτι τθν περίπτωςθ, 𝑦𝑖= 𝑦 και το SSE ιςοφται με το ςυνολικό άκροιςμα των 

τετραγϊνων. Πταν ςυμπεριλαμβάνουμε τθν ανεξάρτθτθ μεταβλθτι ςτο μοντζλο, 

οποιαδιποτε μείωςθ ςτο SSE οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι ο ςυντελεςτισ κλίςθσ για τθν 

ανεξάρτθτθ μεταβλθτι δεν είναι μθδζν. Η μεταβολι τθσ αξίασ του SSE οφείλεται ςτθ 

μεταβλθτότθτα, όςον αφορά τθν παλινδρόμθςθ, δθλαδι ςτθν SSR. Αυτι εκφράηεται ωσ: 

 

SSR =  (𝑦𝑖 − 𝑦 )2𝑛
𝑖=1  −  (𝑦𝑖 − 𝑦 𝑖)

2𝑛
𝑖=1  

 

Στθ γραμμικι παλινδρόμθςθ, το ενδιαφζρον επικεντρϊνεται ςτο μζγεκοσ τθσ SSR. Μια 

μεγάλθ τιμι τθσ SSR μασ δθλϊνει ότι θ ανεξάρτθτθ μεταβλθτι είναι ςθμαντικι, ενϊ μια 

μικρι τιμι δείχνει ότι θ ανεξάρτθτθ μεταβλθτι δεν είναι χριςιμθ ςτθ πρόβλεψθ τθσ 

απόκριςθσ.   

 

Η ίδια περίπου λογικι ιςχφει και ςτθ λογιςτικι παλινδρόμθςθ: ςφγκριςθ των 

παρατθροφμενων τιμϊν τθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ με τισ προβλεπόμενεσ τιμζσ που 

λαμβάνονται από μοντζλα με και χωρίσ τθν εν λόγω μεταβλθτι. Στθ λογιςτικι 
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παλινδρόμθςθ, θ ςφγκριςθ των παρατθροφμενων και προβλεπόμενων τιμϊν βαςίηεται ςτθ 

ςυνάρτθςθ πικανοφάνειασ, που ορίςτθκε ςτθ εξίςωςθ (1.4). Για να κατανοιςουμε 

καλφτερα αυτι τθ ςφγκριςθ, είναι χριςιμο εννοιολογικά να ςκεφτοφμε μια παρατθροφμενθ 

τιμι τθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ κακϊσ επίςθσ και μια προβλεπόμενθ τιμι τθσ από ζνα 

κορεςμζνο μοντζλο. Το κορεςμζνο μοντζλο είναι εκείνο που περιζχει τόςεσ παραμζτρουσ 

όςα είναι και τα δεδομζνα. Ζνα απλό παράδειγμα κορεςμζνου μοντζλου είναι το γραμμικό 

μοντζλο όταν υπάρχουν μόνο δφο ςθμεία δεδομζνων, n=2.  

 

Η ςφγκριςθ των παρατθροφμενων και των προβλεπόμενων τιμϊν με βάςθ τθ ςυνάρτθςθ 

πικανοφάνειασ, γίνεται με τθ χριςθ τθσ ακόλουκθσ ζκφραςθσ:  

 

                                      D = −2 ln  
𝜋휄휃𝛼휈𝜊𝜑ά휈휀휄𝛼 𝜋𝜌𝜊𝜍𝛼𝜌휇𝜊𝜍휇έ휈𝜊𝜐 휇𝜊휈𝜏έ휆𝜊𝜐

𝜋휄휃𝛼휈𝜊𝜑ά휈휀휄𝛼 휅𝜊𝜌휀𝜍휇έ휈𝜊𝜐 휇𝜊휈𝜏έ휆𝜊𝜐
                            (1.7)                  

 

Η ποςότθτα μζςα ςτισ μεγάλεσ αγκφλεσ ςτθν παραπάνω ζκφραςθ ονομάηεται πικανότθτα 

αναλογίασ. Είναι απαραίτθτο να πολλαπλαςιάςουμε τον λογάρικμο με το μείον 2, ζτςι ϊςτε 

να λθφκεί μια ποςότθτα τθσ οποίασ θ κατανομι να είναι γνωςτι και που κα μπορεί 

επομζνωσ να χρθςιμοποιθκεί για ζλεγχο υποκζςεων. Χρθςιμοποιϊντασ τθν (1.4) θ (1.7) 

γίνεται: 

 

                                D = −2   𝑦𝑖 ln  
𝑝 𝑖

𝑦𝑖
 + (1 − 𝑦𝑖) ln  

1−𝑝 𝑖

1−𝑦𝑖
  𝑛

𝑖=1                  (1.8) 

 

Η ελεγχοςυνάρτθςθ D, ςτθν εξίςωςθ (1.8) ονομάηεται deviance, και για τθν λογιςτικι 

παλινδρόμθςθ, παίηει τον ίδιο ρόλο που παίηει το άκροιςμα τετραγϊνων των ςφαλμάτων 

ςτθ γραμμικι παλινδρόμθςθ.  Στθν πραγματικότθτα, θ απόκλιςθ όπωσ φαίνεται ςτθν 

εξίςωςθ (1.8), όταν υπολογίηεται για γραμμικι παλινδρόμθςθ, είναι ταυτόςθμθ με τθν SSE. 

 

Επιπλζον, ςτθν περίπτωςθ τθσ δίτιμθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ θ πικανοφάνεια του 

κορεςμζνου μοντζλου είναι ίςθ είτε με 1 ι με 0. Ειδικότερα, ςφμφωνα με τον οριςμό του 

κορεςμζνου μοντζλου,  𝑝 𝑖= 𝑦𝑖  και θ πικανοφάνεια κα είναι: 

 

              𝐿(κορεςμζνο μοντζλο) =  𝑦𝑖
𝑦𝑖 × (1 − 𝑦𝑖)

(1−𝑦𝑖) = 1.0𝑛
𝑖=1                     (1.9) 

 

Ζτςι από τθν εξίςωςθ (1.7) προκφπτει ότι θ απόκλιςθ είναι: 

  

                     D = −2 ln(𝜋휄휃𝛼휈𝜊𝜑ά휈휀휄𝛼 𝜋𝜌𝜊𝜍𝛼𝜌휇𝜊𝜍휇έ휈𝜊𝜐 휇𝜊휈𝜏έ휆𝜊𝜐)                           (1.10) 

 

Συγκεκριμζνα, για να εκτιμθκεί θ ςθμαςία μιασ ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ, ςυγκρίνουμε τθν 

τιμι του D με και χωρίσ τθν ανεξάρτθτθ μεταβλθτι ςτθν εξίςωςθ. Η αλλαγι του D, λόγο τθσ 

ςυμπερίλθψθσ τθσ μεταβλθτισ ςτο μοντζλο είναι: 

 

𝐺 = 𝐷 𝜏𝜊 휇𝜊휈𝜏έ휆𝜊 𝜒𝜔𝜌ί𝜎 𝜏휂휈 휇휀𝜏𝛼𝛽휆휂𝜏ή − 𝐷 𝜏𝜊 휇𝜊휈𝜏έ휆𝜊 휇휀 𝜏휂휈 휇휀𝜏𝛼𝛽휆휂𝜏ή . 
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Το ςτοιχείο G ζχει τον ίδιο ρόλο ςτθν λογιςτικι παλινδρόμθςθ, όπωσ και το F-test ςτθν 

γραμμικι. Κακϊσ θ πικανοφάνει του κεκορεςμζνου μοντζλου είναι πάντα κοινι και ςτισ 

δφο τιμζσ του D, το G μπορεί να εκφραςτεί ωσ: 

 

                                      𝐺 = −2 ln  
𝜋휄휃𝛼휈𝜊𝜑ά휈휀휄𝛼 𝜒𝜔𝜌ί𝜎 𝜏휂휈 휇휀𝜏𝛼𝛽휆휂𝜏ή

𝜋휄휃𝛼휈𝜊𝜑ά휈휀휄𝛼 휇휀 𝜏휂휈 휇휀𝜏𝛼𝛽휆휂𝜏ή
 .                        (1.11) 

 

Στθν ειδικι περίπτωςι που ζχουμε μία μόνο ανεξάρτθτθ μεταβλθτι, είναι εφκολο να 

δείξουμε ότι όταν θ μεταβλθτι δεν είναι ςτο μοντζλο θ εκτίμθςθ τθσ μζγιςτθσ 

πικανοφάνειασ από το 𝛽0 είναι ln 𝑛1 𝑛0  , όπου 𝑛1 =  𝑦𝑖  και 𝑛0 =   1 − 𝑦𝑖 , ενϊ θ 

προβλεπόμενθ πικανότθτα για όλα τα αντικείμενα είναι ςτακερι και ίςθ με 𝑛1 𝑛 . Υπό 

αυτζσ τισ προχποκζςεισ, θ τιμι ςτο G είναι  

 

𝐺 = −2 ln  
 
𝑛1
𝑛
 
𝑛1

 
𝑛0
𝑛

 
𝑛0

 𝑝 𝑖
𝑦𝑖 1 − 𝑝 𝑖 

 1−𝑦𝑖 𝑛
𝑖=1

 ,                                                     (1.12) 

 

ι 

 

𝐺 = 2    𝑦𝑖 ln 𝑝 𝑖 +  1 − 𝑦𝑖 ln 1 − 𝑝 𝑖  

𝑛

𝑖=1

−  𝑛1 ln 𝑛1 + 𝑛0 ln 𝑛0 − 𝑛 ln 𝑛  ,          (1.13) 

 

 

Κάτω από τθν υπόκεςθ ότι το 𝛽1 είναι ίςο με μθδζν, το G ακολουκεί κατανομι 𝛸2 με 1 

βακμό ελευκερίασ.   

 

Υπάρχουν δφο ακόμα ιςοδφναμοι ςτατιςτικοί ζλεγχοι: ο ζλεγχοσ Wald και ο ζλεγχοσ των 

βακμολογιϊν. Οι παραδοχζσ που απαιτοφνται για τον κακζνα είναι οι ίδιεσ με αυτζσ του 

ελζγχου πικανοφάνειασ ςτθν εξίςωςθ (1.13). Μια πιο εμπλουτιςμζνθ ανάλυςθ, για αυτοφσ 

τουσ τρεισ ελζγχουσ και για τισ παραδοχζσ, μποροφμε να βροφμε από τον Rao (1973). Ο 

ζλεγχοσ Wald είναι ιςοδφναμοσ με τον ζλεγχο μζγιςτθσ πικανοφάνειασ τθσ παραμζτρου 𝛽 1, 

με τθν εκτίμθςθ για το τυπικό ςφάλμα. Ο τφποσ που χρθςιμοποιείται για τον ζλεγχο Wald 

είναι  

 

𝑊 =
𝛽 1

𝑆𝐸  𝛽 1 
. 

 

 

Κάτω από τθν μθδενικι υπόκεςθ και τισ παραδοχζσ για το μζγεκοσ του δείγματοσ, θ 

αναλογία αυτι ακολουκεί προςεγγιςτικά τθν τυπικι κανονικι κατανομι. Οι εκτιμιςεισ των 

τυπικϊν ςφαλμάτων κακϊσ και εκείνεσ των παραμζτρων ςυνικωσ λαμβάνονται από κάποιο 

λογιςμικό του υπολογιςτι.  
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Οριςμζνα πακζτα λογιςμικοφ χρθςιμοποιοφν τθν ελεγχοςυνάρτθςθ 𝑊2, το οποίο 

ακολουκεί τθν 𝛸2 κατανομι με 1 βακμό ελευκερίασ. Ο ζλεγχοσ Wald ςυχνά 

ςυμπεριφζρεται με παρεκκλίνοντα τρόπο, αποτυγχάνοντασ να απορρίψει τθν μθδενικι 

υπόκεςθ, ενϊ ο ςυντελεςτισ ιταν ςθμαντικόσ χρθςιμοποιϊντασ τον ζλεγχο πικανοφανειϊν 

(Hauck and Donner, 1977). Γι’ αυτόν το λόγο ςυχνά προτιμάται ο ζλεγχοσ μζγιςτθσ 

πικανοφάνειασ. Ραρ’ όλα αυτά, γενικά δεν υπάρχουν μεγάλεσ διαφορζσ μεταξφ των τιμϊν 

του G και του 𝑊2. Στθν πράξθ θ πιο ανθςυχθτικι κατάςταςθ είναι όταν οι τιμζσ είναι κοντά 

και ο ζνασ ζλεγχοσ δίνει 𝑝 < 0.05, ενϊ ό άλλοσ 𝑝 > 0.05. Πταν ςυμβεί αυτό 

ςυμβουλευόμαςτε τθν 𝑝 – τιμι που μασ δίνει ο ζλεγχοσ πικανοφανειϊν.      

 

Το κφριο πλεονζκτθμα του ελζγχου βακμολογιϊν για τθ ςθμαςία μιασ μεταβλθτισ είναι ότι  

δεν απαιτεί τθν εκτίμθςθ του ςυντελεςτι. Η χριςθ του ελζγχου αυτοφ περιορίηεται λόγω 

του ότι δεν είναι διακζςιμοσ ςε πολλά πακζτα. Ο ζλεγχοσ βακμολογιϊν βαςίηεται ςτθ 

κεωρία διανομισ των παραγόντων του λόγου πικανοφανειϊν. Στθν ουςία πρόκειται για 

ζναν ζλεγχο πολλαπλϊν μεταβλθτϊν που απαιτεί υπολογιςμοφσ πινάκων. 

 

Στθν απλοποιθμζνθ περίπτωςθ, ο ζλεγχοσ αυτόσ βαςίηεται ςτθν υπό όρουσ κατανομι του 

παραγϊγου τθσ εξίςωςθσ (1.6), το οποίο (παράγωγο) λαμβάνεται από τθν εξίςωςθ (1.5). 

Στθν απλοποιθμζνθ περίπτωςθ ζχουμε τθν δυνατότθτα να δϊςουμε μια ζκφραςθ για τον 

ζλεγχο βακμολογιϊν. Ο ζλεγχοσ χρθςιμοποιεί τθν τιμι τθσ εξίςωςθσ (1.6), που υπολογίηεται 

χρθςιμοποιϊντασ τα 𝛽0 = ln 𝑛1 𝑛0   και 𝛽1 = 0. Ππωσ ζχουμε ςθμειϊςει νωρίτερα, υπό 

αυτζσ τισ προχποκζςεισ λαμβάνουμε 𝑝 = 𝑛1 𝑛 = 𝑦 , ενϊ θ αριςτερι πλευρά τθσ εξίςωςθσ 

(1.6) γίνεται  𝑥𝑖 𝑦𝑖 − 𝑦  . Μπορεί να αποδειχκεί ότι θ εκτιμϊμενθ διακφμανςθ είναι 

𝑦  1 − 𝑦    𝑥𝑖 − 𝑥  
2

. Η ελεγχοςυνάρτθςθ για τισ βακμολογίεσ (Score test) είναι  

 

𝑆𝑇 =
 𝑥𝑖 𝑦𝑖 − 𝑦  𝑛

𝑖=1

 𝑦  1 − 𝑦    𝑥𝑖 − 𝑥  2𝑛
𝑖=1

  

 

(Hosmer et al., 2013). 

 

 

 

1.2 Πολλαπλό μοντέλο λογιςτικήσ παλινδρόμηςησ 
 

Στθν Ραράγραφο 1.1 παρουςιάςαμε το μοντζλο λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ ςτο πλαίςιο 

ενόσ μοντζλου που περιζχει μία μόνο μεταβλθτι.  Ππωσ και ςτθν περίπτωςθ τθσ γραμμικισ 

παλινδρόμθςθσ, θ ιδιαιτερότθτα του μοντζλου λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ είναι θ ικανότθτα 

του να χειρίηεται πολλζσ μεταβλθτζσ, οι οποίεσ μπορεί να ζχουν και διαφορετικζσ μονάδεσ 

μζτρθςθσ. Ρροκειμζνου να εξετάςουμε το πολλαπλό μοντζλο λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ κα 

πρζπει να εκτιμιςουμε τισ μεταβλθτζσ κακϊσ και να κάνουμε οριςμζνουσ ελζγχουσ για τθν 

ςθμαντικότθτα τουσ. Χρθςιμοποιοφμε και εδϊ τθν ίδια προςζγγιςθ που ςυηθτικθκε ςτο 

προθγοφμενο κεφάλαιο για τθν προςαρμογι. Σε αυτιν τθν παράγραφο κα ειςαχκεί μια 

εναλλακτικι μζκοδοσ μοντελοποίθςθσ, θ οποία χρθςιμοποιεί δείκτριεσ μεταβλθτζσ για τθν 
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προςαρμογι των ανεξάρτθτων μεταβλθτϊν κατθγορικισ ι ονομαςτικισ μορφισ. Σε όλεσ τισ 

περιπτϊςεισ, υποκζτουμε ότι υπάρχει μια προκακοριςμζνθ ςυλλογι μεταβλθτϊν προσ 

εξζταςθ.      

 

 

1.2.1 Περιγραφή του μοντέλου 

 

Θεωροφμε μια ομάδα από p ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ κακϊσ και το διάνυςμα                         

𝑥′  = (𝑥1 ,… , 𝑥𝑝 ). Ρροσ το παρϊν υποκζτουμε ότι κάκε μια από αυτζσ τισ μεταβλθτζσ είναι 

κλιμακωτι. Θεωροφμε και εδϊ ότι θ δεςμευμζνθ πικανότθτα του αποτελζςματοσ δίνεται 

από τον τφπο P (𝑌 = 1|𝑥) = 𝑝(𝑥). Ο μεταςχθματιςμόσ logit ςτο πολλαπλό μοντζλο δίνεται 

από τθν εξίςωςθ 

 

                             g(𝑥) = ln  
𝑝(𝑥)

1−𝑝(𝑥)
 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + ⋯ + 𝛽𝑝𝑥𝑝                            (1.14) 

 

θ οποία μπορεί ιςοδφναμα να εκφραςτεί ωσ 

 

                                                  𝑝(𝑥)= 
𝑒𝑔(𝑥)

1+ 𝑒𝑔(𝑥)
                                              (1.15) 

Υπάρχουν περιπτϊςεισ που κάποιεσ από τισ ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ είναι διακριτζσ, 

μεταβλθτζσ ονομαςτικισ κλίμακασ. Τζτοιεσ μεταβλθτζσ είναι θ φυλι, το φφλο, θ ομάδα 

κεραπείασ και οφτω κακεξισ. Πταν ζχουμε τζτοιεσ μεταβλθτζσ, δεν κα πρζπει φυςικά να τισ 

ςυγχζουμε με τισ ςυνεχείσ (κλίμακα διαςτιματοσ). Οι αρικμοί που χρθςιμοποιοφνται για να 

αναπαραςτιςουν τισ διάφορεσ τάξεισ των μεταβλθτϊν αυτϊν δεν ζχουν καμία αρικμθτικι 

ςθμαςία. Σε αυτιν τθν περίπτωςθ, θ καλφτερθ μζκοδοσ είναι να χρθςιμοποιιςουμε 

δείκτριεσ ι εικονικζσ μεταβλθτζσ. Ασ υποκζςουμε για παράδειγμα, ότι μια από τισ 

ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ είναι θ φυλι, θ οποία ζχει κωδικοποιθκεί ωσ “λευκό”, “μαφρο” και 

“άλλθ”. Στθν περίπτωςθ αυτι χρειάηονται δφο δείκτριεσ μεταβλθτζσ, D1 και D2. Μια πικανι 

κωδικοποίθςθ είναι ότι όταν ο ερωτϊμενοσ είναι “λευκόσ” και οι δφο μεταβλθτζσ κα είναι 

ίςεσ με το 0, όταν είναι “μαφροσ”, θ D1 κα είναι ίςθ με 1, ενϊ θ D2 ίςθ με 0 και όταν θ 

απάντθςθ είναι “άλλθ”, το D1 κα είναι ίςο με 0 και το D2 ίςο με 1. Ο Ρίνακασ 1.1 

απεικονίηει τθν κωδικοποίθςθ αυτϊν των εικονικϊν μεταβλθτϊν. 

 

 

Ρίνακασ 1.1:  Κωδικοποίθςθ κατθγορικισ μεταβλθτισ   

Φυλι D1 D2 

Λευκι 0 0 

Μαφρθ 1 0 

Άλλθ 0 1 
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Γενικά, εάν μια κατθγορικι μεταβλθτι ζχει κ πικανζσ τιμζσ, τότε απαιτοφνται κ−1  δείκτριεσ 

μεταβλθτζσ. Ο λόγοσ που χρθςιμοποιοφμε μια λιγότερθ εικονικι μεταβλθτι είναι ότι τα 

μοντζλα μασ κα περιζχουν και ζνα ςτακερό όρο. Για να κατανοθκεί καλφτερα ο 

ςυμβολιςμόσ που χρθςιμοποιείται, ασ υποκζςουμε ότι 𝑗-οςτι ανεξάρτθτθ μεταβλθτι είναι 

θ 𝑥𝑗 , θ οποία ζχει 휅𝑗  κατθγορίεσ. Οι 휅𝑗 −1 δείκτριεσ μεταβλθτζσ κα ςυμβολίηονται ωσ 𝐷𝑗𝑙 , 

ενϊ οι ςυντελεςτζσ ωσ 𝛽𝑗𝑙 , όπου 𝑙 = 1, 2, … , 휅𝑗 −1. Ζτςι ο μεταςχθματιςμόσ logit για ζνα 

μοντζλο με p μεταβλθτζσ, με τθν 𝑗-οςτι να είναι κατθγορικι, κα είναι  

 

g(x) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + … +  𝛽𝑗𝑙
휅𝑗−1

𝑙=1 𝐷𝑗𝑙  + … + 𝛽𝑝𝑥𝑝  

 

 

Με μικρζσ εξαιρζςεισ, μποροφμε να παρακάμψουμε τθν άκροιςθ και τουσ διπλοφσ δείκτεσ, 

που χρθςιμοποιοφμε εδϊ για τθν κατανόθςθ του πολλαπλοφ μοντζλου. 

 

  

1.2.2 Προςαρμογή του πολλαπλού μοντέλου λογιςτικήσ 

παλινδρόμηςησ 

 

Ασ υποκζςουμε ότι ζχουμε ζνα δείγμα n ανεξάρτθτων παρατθριςεων (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ), όπου                

𝑖 = 1 ,2 , … ,n. Ππωσ και ςτθν απλι περίπτωςθ, θ προςαρμογι του μοντζλου απαιτεί τθν 

εκτίμθςθ του διανφςματοσ β =  𝛽0 ,   𝛽1,… , 𝛽𝑝 . Η μζκοδοσ που χρθςιμοποιείται ςτθν 

περίπτωςθ του πολλαπλοφ μοντζλου είναι θ ίδια που χρθςιμοποιείται και ςτο απλό, 

μζκοδοσ μζγιςτθσ πικανοφάνειασ. Η ςυνάρτθςθ πικανοφάνειασ είναι παρόμοια με αυτι 

που δίνεται ςτθν εξίςωςθ (1.3), με τθν μόνθ αλλαγι ότι το 𝑝(𝑥) ορίηεται τϊρα όπωσ ςτθν 

εξίςωςθ (1.14). Με τθν μζκοδο αυτι κα προκφψουν p+1 εξιςϊςεισ πικανοφάνειασ, οι 

οποίεσ μποροφν να εκφραςτοφν ωσ εξισ: 

 

  𝑦𝑖 − 𝑝(𝑥𝑖) 

𝑛

𝑖=1

= 0 

Και 

 𝑥𝑖𝑗  𝑦𝑖 − 𝑝(𝑥𝑖) 

𝑛

𝑖=1

= 0 

 

όπου 𝑗 = 1, 2, …, p. 

 

Ππωσ και ςτο απλό μοντζλο, απαιτείται θ λφςθ των παραπάνω εξιςϊςεων, προκειμζνου να 

υπολογιςτεί μια εκτίμθςθ 𝛽  των ςυντελεςτϊν β. Ζτςι οι προςαρμοςμζνεσ τιμζσ για το 

πολλαπλό μοντζλο λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ κα είναι οι 𝑝 (𝑥𝑖) και θ τιμι τθσ ζκφραςθσ 

ςτθν εξίςωςθ (1.15) υπολογίηεται χρθςιμοποιϊντασ τα 𝛽  και τα 𝑥𝑖 .  

 

Στθν προθγοφμενθ Ραράγραφο ζγινε μια ςφντομθ αναφορά ςτθ μζκοδο εκτίμθςθσ για τα 

τυπικά ςφάλματα των εκτιμοφμενων ςυντελεςτϊν. Τϊρα που το μοντζλο τθσ λογιςτικισ 
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παλινδρόμθςθσ ζχει γενικευκεί ςτθν περίπτωςθ πολλαπλϊν μεταβλθτϊν, κα μελετιςουμε 

λεπτομερζςτερα τθν εκτίμθςθ των τυπικϊν ςφαλμάτων.  

 

Η μζκοδοσ που χρθςιμοποιείται για τθν εκτίμθςθ τθσ διαςποράσ και τθ ςυνδιακφμανςθ του 

εκτιμοφμενου ςυντελεςτι είναι θ καλά-ανεπτυγμζνθ κεωρία τθσ εκτίμθςθσ τθσ μζγιςτθσ 

πικανοφάνειασ (βλ. Rao, 1973). Η κεωρία αυτι, ςτθν ουςία, μασ δθλϊνει ότι τα τυπικά 

ςφάλματα των εκτιμιςεων προζρχονται από τον πίνακα των δευτζρων μερικϊν 

παραγϊγων τθσ ςυνάρτθςθσ πικανοφάνειασ. Αυτοί οι μερικοί παράγωγοι ζχουν τθν 

ακόλουκθ μορφι  

                           
𝜕2𝑙(𝛽)

𝜕𝛽𝑗
2  = − 𝑥𝑖𝑗

2 𝑝𝑖(1 − 𝑝𝑖)
𝑛
𝑖=1                                 (1.16)    

και 

                         
𝜕2𝑙(𝛽)

𝜕𝛽𝑗𝜕𝛽ℎ
 =  − 𝑥𝑖𝑗

𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖𝑙𝑝𝑖(1 − 𝑝𝑖)                          (1.17)  

όπου 𝑗,ℎ = 0, 1, 2, …, p και αντί για 𝑝(𝑥𝑖) γράφουμε 𝑝𝑖 . Ο πίνακασ παρατθριςεων, που 

περιζχει τουσ αρνθτικοφσ όρουσ των εξιςϊςεων (1.16) και (1.17), είναι διαςτάςεων 

(p+1)x(p+1) και ςυμβολίηεται 𝐼(𝛽). Οι διαςπορζσ και οι ςυνδιακυμάνςεισ λαμβάνονται από 

τον αντίςτροφο πίνακα, ο οποίοσ ςυμβολίηεται με 𝑉𝑎𝑟 𝛽 = 𝛪−1(𝛽). Εκτόσ από πολφ 

ειδικζσ περιπτϊςεισ, είναι πολφ δφςκολο να γραφεί θ ακριβισ μορφι των ςτοιχείων του 

πίνακα αυτοφ. Ωσ εκ τοφτου, κα χρθςιμοποιιςουμε τo ςυμβολιςμό 𝑉𝑎𝑟(𝛽𝑗 ) για τθν 

διαςπορά του 𝛽 𝑗 , όπου ςτον πίνακα είναι το 𝑗-οςτό ςτοιχείο τθσ διαγωνίου και το 

𝐶𝑜𝑣(𝛽𝑗 , 𝛽ℎ) για τθν ςυνδιακφμνςθ των 𝛽 𝑗  και 𝛽 ℎ , το οποίο είναι ζνα τυχαίο ςθμείο, εκτόσ 

διαγωνίου. Οι εκτιμιςεισ των διαςπορϊν και των ςυνδιακυμάνςεων, οι οποίεσ 

ςυμβολίηονται με 𝑉𝑎𝑟  𝛽  , δφνονται  από τθν εκτίμθςθ του 𝑉𝑎𝑟(𝛽) ωσ προσ τα 𝛽 . 

Αντίςτοιχα χρθςιμοποιοφμε τα 𝑉𝑎𝑟 (𝛽 𝑗 ) και 𝐶𝑜𝑣 (𝛽 𝑗 , 𝛽 ℎ) για να δθλϊςουμε τα ςτοιχεία 

αυτοφ του πίνακα. Ωσ επί το πλείςτον, χρθςιμοποιοφμε μόνο τα εκτιμθμζνα τυπικά 

ςφάλματα των ςυντελεςτϊν, τα οποία δίνονται από τον παρακάτω τφπο 

 

                                                      𝑆𝐸  𝛽 𝑗  =  𝑉𝑎𝑟 (𝛽 𝑗 ) 
1/2

                                                   (1.18)  

 

όπου 𝑗 = 0, 1, 2, … , p. Ο ςυμβολιςμόσ αυτόσ χρθςιμοποιείται ςτθν ανάπτυξθ μεκόδων για 

τον ζλεγχο των ςυντελεςτϊν και τθν εκτίμθςθ των διαςτθμάτων εμπιςτοςφνθσ. Ο πίνακασ 

πλθροφοριϊν είναι χριςιμοσ όταν μιλάμε για τθν προςαρμογι του μοντζλου και μια 

πικανι τυποποίθςθ είναι θ 𝐼  𝛽  = 𝛸′𝑉 𝑋, όπου 𝑋 είναι ζνασ n επί p+1 [nx(p+1)] πίνακασ 

που περιζχει τα δεδομζνα για κάκε υποκείμενο και 𝑉 είναι ζνασ n επί n (nxn) διαγϊνιοσ 

πίνακασ με γενικό ςτοιχείο το 𝑝 𝑖(1 − 𝑝 𝑖). Ζτςι ο πίνακασ  𝑋 ζχει τθν μορφι 

 

𝛸 =

 
 
 
 
1 𝑥11 𝑥12 ⋯ 𝑥1𝑝

1 𝑥21 𝑥22 … 𝑥2𝑝

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 ⋯ 𝑥𝑛𝑝 
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και ο 𝑉 ζχει τθν μορφι 

 

𝑉 =  

𝑝 1(1 − 𝑝 1) 0 ⋯ 0
0 𝑝 2(1 − 𝑝 2) … ⋮
⋮ 0 ⋱ 0
0 … 0 𝑝 𝑛(1 − 𝑝 𝑛)

 , 

 

όπου 𝑝 𝑖 = 𝑝 (𝑥𝑖) είναι θ τιμι τθσ εξίςωςθσ (1.15), θ οποία υπολογίηεται χρθςιμοποιϊντασ 

τθν εκτιμθμζνθ τιμι του β (δθλαδι το 𝛽 ) και τισ ςυνδιαλλαγζσ των 𝑖 και 𝑥𝑖  .  

 

 

1.2.3 Ϋλεγχοσ τησ ςημαντικότητασ του μοντέλου 
 

Αφοφ καταλιξουμε ςε ζνα ςυγκεκριμζνο πολλαπλό (πολυμεταβλθτό) μοντζλο λογιςτικισ 

παλινδρόμθςθσ, κα πρζπει να μποφμε ςτθν διαδικαςία αξιολόγθςισ του. Ππωσ και ςτθν 

περίπτωςθ που παρουςιάςτθκε ςτθν Ραράγραφο 1.1, το πρϊτο βιμα αυτισ τθσ 

διαδικαςίασ είναι ςυνικωσ θ αξιολόγθςθ τθσ ςθμαςίασ των μεταβλθτϊν ςτο μοντζλο. Ο 

ζλεγχοσ τθσ πικανοφάνειασ για τθν ολικι ςθμαςία των ςυντελεςτϊν των ανεξάρτθτων 

μεταβλθτϊν του μοντζλου, εκτελείται ακριβϊσ με τον ίδιο τρόπο όπωσ και ςτθν περίπτωςθ 

του απλοφ μοντζλου. Ο ζλεγχοσ βαςίηεται ςτθν ελεγχοςυνάρτθςθ G που δίνεται ςτθν 

εξίςωςθ (1.11). Η μόνθ διαφορά είναι ότι οι εκτιμθμζνεσ τιμζσ 𝑝  εξαρτϊνται από το μοντζλο 

που περιζχει p+1 εκτιμθμζνεσ παραμζτρουσ, 𝜷 . Κάτω από τθν μθδενικι υπόκεςθ ότι οι p 

ςυντελεςτζσ «κλίςθσ» του μοντζλου είναι ίςοι με το μθδζν, το G ακολουκεί 𝛸2 κατανομι με 

p βακμοφσ ελευκερίασ. 

       

Κακϊσ ο ςτόχοσ μασ είναι να επιτφχουμε το βζλτιςτο μοντζλο, ελαχιςτοποιϊντασ 

ταυτόχρονα και τον αρικμό των παραμζτρων, το επόμενο λογικό βιμα είναι να 

προςαρμόςουμε το νζο μοντζλο που περιζχει μόνο τισ μεταβλθτζσ που κεωροφμε 

ςτατιςτικά ςθμαντικζσ και να το ςυγκρίνουμε με εκείνο που περιζχει όλεσ τισ μεταβλθτζσ. 

Ρροτοφ καταλιξουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι κάποιοι ι όλοι οι ςυντελεςτζσ είναι μθδζν, 

μποροφμε να ερμθνεφςουμε τα αποτελζςματα του ελζγχου Wald.    

 

𝑊𝑗 =
𝛽 𝑗

𝑆𝐸 (𝛽 𝑗 )
. 

 

 

Ο αντίςτοιχοσ ζλεγχοσ Wald για το πολυμεταβλθτό μοντζλο υπολογίηεται από τθν ςχζςθ 

 

𝑊 = 𝛽 ′  𝑉𝑎𝑟 (𝛽 ) 
−1

𝛽 = 𝛽 ′ 𝛸𝑉𝑋  𝛽  

 

το οποίο ακολουκεί 𝛸2 κατανομι με p+1 βακμοφσ ελευκερίασ, κάτω από τθν υπόκεςθ ότι 

κάκε ζνασ από τουσ p+1 ςυντελεςτζσ είναι ίςοσ με το μθδζν. Ο ζλεγχοσ Wald για τισ 

πολλαπλζσ μεταβλθτζσ, που είναι ιςοδφναμοσ με τον ζλεγχο τθσ πικανοφάνεισ για τθ 

ςθμαςία του μοντζλου, βαςίηεται μόνο ςτουσ p ςυντελεςτζσ κλίςθσ, ενϊ λαμβάνεται 
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εξαλείφοντασ το 𝛽 0 από τα 𝛽  και τθν ςχετικι γραμμι (πρϊτθ ι τελευταία) και ςτιλθ (πρϊτθ 

ι τελευταία) από το 𝛸′𝑉 𝛸. Η αξιολόγθςθ αυτοφ του ελζγχου απαιτεί ζνα επιπλζον βιμα 

τόςο για τθν εκτζλεςθ των πράξεων μεταξφ των διανυςμάτων-πίνακα, όςο και για τον 

υπολογιςμό του 𝛽 , ζτςι δεν υπάρχει κάποιο επιπλζων όφελοσ από τον ζλεγχο 

πικανοφανειϊν για τον προςδιοριςμό τθσ ςθμαςίασ του μοντζλου.    

 

Ο αντίςτοιχοσ ζλεγχοσ βακμολογιϊν, για τθν ςθμαντικότθτα ενόσ πολλαπλοφ μοντζλου, 

βαςίηεται ςτθν κατανομι των p παραγϊγων του 𝑙(β) ωσ προσ β. Η διεξαγωγι αυτοφ του 

ελζγχου παρουςιάηει τα ίδια μειονεκτιματα με αυτά του ελζγχου Wald. Ρροκειμζνου να 

προςδιοριςτεί λεπτομερϊσ κα απαιτοφςε τθν ειςαγωγι πρόςκετου ςυμβολιςμοφ, ο οποίοσ 

όμωσ κα είχε ελάχιςτθ χρθςιμότθτα ςτθν υπόλοιπθ εργαςία. Ζτςι ο ενδιαφερόμενοσ 

αναγνϊςτθσ κα μποροφςε να ανατρζξει ςτουσ Cox και Hinkley (1974) ι ςτον Dobson (2002).          

 

 

 

1.3 Πολυωνυμική λογιςτική παλινδρόμηςη  

  
Ρροκειμζνου να ορίςουμε το πολυωνυμικό μοντζλο λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ, κα 

κζςουμε C τον αρικμό των κατθγοριϊν τθσ μεταβλθτι απόκριςθσ 𝑌. Για παράδειγμα αν 

πάρουμε τα δεδομζνα των γενικϊν εκλογϊν του 2002/3 για το Ηνωμζνο Βαςίλειο (Jowell et 

al., 2003), τότε το 𝑌 αντιπροςϊπευε τα κόμματα που πιραν μζροσ (Εργατικό κόμμα, 

Συντθρθτικοί, Φιλελεφκεροι δθμοκρατικοί) και το C κα είναι ίςο με 3. Ο αρικμόσ των 

κατθγοριϊν του 𝑌 μπορεί να είναι 0, 1, …, C−1, όπου το 0 υποδθλϊνει τθν κατθγορία που 

κα κεωρθκεί ωσ κατθγορία αναφοράσ. Τόςο θ εκχϊρθςθ αρικμϊν ςε κατθγορίεσ 

(ςυμπεριλαμβανομζνθσ και τθσ επιλογισ τθσ κατθγορίασ αναφοράσ), όςο και το ςφνολο των 

αρικμϊν που χρθςιμοποιοφνται είναι αυκαίρετα και οποιαδιποτε αλλαγι ςε αυτά δεν 

επθρεάηει και ολόκλθρο το μοντζλο. Για παράδειγμα, οι κατθγορίεσ του 𝑌 μποροφν ςυχνά 

να κωδικοποιθκοφν ςε ζνα ςφνολο δεδομζνων ωσ  1, 2, …, C αντί να ξεκινιςουμε από το 0, 

χωρίσ αυτό να επθρεάςει το μοντζλο μασ.  

 

Μια κατάλλθλθ κατανομι πικανότθτασ για τζτοιεσ κατθγορικζσ μεταβλθτζσ είναι θ 

πολυωνυμικι κατανομι. Οι παράμετροί του είναι οι πικανότθτεσ κατθγορίασ  

 

𝑝(𝑗 ) = 𝑃(𝑌 = 𝑗) 

 

για 𝑗 = 0, 1, 2, …, C−1. 

 

Επομζνωσ ςτο παράδειγμα των εκλογϊν, αυτζσ είναι οι πικανότθτεσ να ψθφίςουμε το 

Εργατικό κόμμα, τουσ Συντθρθτικοφσ ι τουσ Φιλελεφκερουσ. Επειδι το άκροιςμα όλων των 

πικανοτιτων πρζπει να είναι 1, είναι αναγκαίο να γνωρίηουμε μόνο τισ C−1 πικανότθτεσ 

και με αυτζσ τισ πλθροφορίεσ είμαςτε ςε κζςθ να κακορίςουμε τα πάντα. Για παράδειγμα 

αν ζχουμε C = 3, μποροφμε να υπολογίςουμε το 𝑝(0) = 1 − 𝑝(1) − 𝑝(2), αν τα 𝑝(1) και 𝑝(2) 

είναι γνωςτά. Στθν περίπτωςθ που C = 2, θ πολυωνυμικι κατανομι γίνεται θ διωνυμικι, 
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που ζχει αναλυκεί. Εκεί χρθςιμοποιοφμε απλοφςτερουσ ςυμβολιςμοφσ όπου 𝑝(1) = 𝑝 και  

𝑝(0) = 1 − 𝑝. Στθν περίπτωςθ που ζχουμε παραπάνω από δφο κατθγορίεσ είναι χριςιμο να 

φανερϊνεται θ κατθγορία 𝑗 ςτον ςυμβολιςμό.  

 

Ασ υποκζςουμε ότι ζχουμε δεδομζνα ςε n ςφνολα παρατθριςεων (𝛶𝑖 , 𝑋1𝑖 , … , 𝑋𝑘𝑖 ), 

𝑖 = 1, … , 𝑛, και 𝑘 = 1, …, p όπου το 𝑌 είναι μια μεταβλθτι απόκριςθσ με C κατθγορίεσ και 

𝑋1 ,… , 𝑋𝑘  είναι επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ. Το πολυωνυμικό μοντζλο λογιςτικισ 

παλινδρόμθςθσ ορίηεται από τισ ακόλουκεσ παραδοχζσ: 

 

1. Οι παρατθριςεισ 𝛶𝑖  είναι ςτατιςτικά ανεξάρτθτεσ μεταξφ τουσ.  

 

2. Οι παρατθριςεισ 𝛶𝑖  είναι ζνα τυχαίο δείγμα από ζναν πλθκυςμό όπου το 𝛶𝑖  

ακολουκεί πολυωνυμικι κατανομι με παραμζτρουσ πικανότθτασ.  

 

3. Ο λόγοσ των πικανοτιτων κάκε μθ-κατθγορίασ αναφοράσ 𝑗 = 1, … , 𝐶 − 1, ωσ προσ 

τθν πικανότθτα τθσ κατθγορίασ αναφοράσ 0 εξαρτάται από τισ επεξθγθματικζσ 

μεταβλθτζσ μζςω τθσ ςχζςθσ  

 

                                         log  
𝑝𝑖

(𝑗)

𝑝
𝑖
(0) = 𝛽0

 𝑗  + 𝛽1
(𝑗 )

𝑋1𝑖 + ⋯ + 𝛽𝑘
(𝑗 )

𝑋𝑘𝑖                               (1.19) 

 

για κάκε 𝑗 = 1, … , 𝐶 − 1, όπου 𝛽0
 𝑗  

 και 𝛽1
(𝑗)

, … , 𝛽𝑘
(𝑗 )

 είναι άγνωςτοι παράμετροι του 

πλθκυςμοφ.  

 

Μποροφμε να δοφμε ότι το πολυωνυμικό λογιςτικό μοντζλο μοιάηει με ζνα ςφνολο από 

C−1 διωνυμικά λογιςτικά μοντζλα, ζνα για κάκε κατθγορία μθ αναφοράσ τθσ μεταβλθτισ 

απόκριςθσ ζναντι τθσ κατθγορίασ αναφοράσ, με τθν διαφορά ότι 𝑝𝑖
(1)

+  𝑝𝑖
 0 

≠ 1. Για 

παράδειγμα, όταν ζχουμε C = 3, θ ςχζςθ (1.19) κακορίηει τα δφο υπομοντζλα 

 

                                        log  
𝑝𝑖

(1)

𝑝
𝑖
(0) = 𝑎(1) + 𝛽1

(1)
𝑋1𝑖 + ⋯ + 𝛽𝑘

(1)
𝑋𝑘𝑖                                 (1.20) 

 

                                        log  
𝑝𝑖

(2)

𝑝
𝑖
(0) = 𝑎(2) + 𝛽1

(2)
𝑋1𝑖 + ⋯ + 𝛽𝑘

(2)
𝑋𝑘𝑖                                 (1.21) 

 

Η προςαρμογι των μοντζλων γίνεται με τθν μζκοδο μζγιςτθσ πικανοφάνειασ, ενϊ οι 

ςυντελεςτζσ αυτϊν ελζγχονται με τισ μεκόδουσ που περιγράφθκαν παραπάνω. Η 

προδιαγραφι (1.19) προχποκζτει ότι οι ίδιεσ επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ 𝛸1 ,… , 𝛸휅  

ςυμπεριλαμβάνονται ςε κάκε ζνα από τα C−1  υπομοντζλα.  
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2 ΑΝΑΛΤΗ ΚΤΡΙΩΝ ΤΝΙΣΩΩΝ 
 

 

 

2.1  Ειςαγωγή 
 

Ο κφριοσ ςτόχοσ τθσ ανάλυςθσ κυρίων ςυνιςτωςϊν είναι να αντικαταςτιςει p μετρικζσ 

ςυςχετιςμζνεσ μεταβλθτζσ με λίγεσ μθ ςυςχετιςμζνεσ μεταβλθτζσ που περιζχουν τισ 

περιςςότερεσ από τισ πλθροφορίεσ του αρχικοφ ςυνόλου. Αυτό απλοποιεί ςε μεγάλο βακμό 

τθν εργαςία τθσ κατανόθςθσ τθσ δομισ των δεδομζνων, επειδι είναι πολφ ευκολότερο να 

ερμθνεφςει κανείσ δφο ι τρεισ μθ ςυςχετιςμζνεσ μεταβλθτζσ παρά 20 ι 30, που εμφανίηουν 

ζνα περίπλοκο μοτίβο αλλθλοςυςχετίςεων. Για να μετουςιϊςουμε τον ςτόχο αυτό ςε μια 

πρακτικι μζκοδο, πρζπει να εξθγιςουμε με μεγαλφτερθ ακρίβεια τι εννοοφμε όταν λζμε 

ότι πρζπει να διατθρθκεί το «μεγαλφτερο μζροσ των πλθροφοριϊν».   

 

Η κεντρικι ιδζα βαςίηεται ςτθν ζννοια του ποςοςτοφ τθσ ςυνολικισ διακφμανςθσ (το 

άκροιςμα των διακυμάνςεων των p αρχικϊν μεταβλθτϊν) που δικαιολογείται για κακεμία 

από τισ νζεσ μεταβλθτζσ. Η ανάλυςθ κυρίων ςυνιςτωςϊν μεταςχθματίηει το ςφνολο των 

ςυςχετιςμζνων μεταβλθτϊν (𝑥1 ,… , 𝑥𝑝) ςε ζνα ςφνολο μθ ςυςχετιςμζνων μεταβλθτϊν 

(𝑦1 , … , 𝑦𝑝) που ονομάηονται κφριεσ ςυνιςτϊςεσ, με τζτοιο τρόπο ϊςτε το 𝑦1 να εξθγεί τθ 

μζγιςτθ δυνατι ςυνολικι διακφμανςθ, το 𝑦2 τθ μζγιςτθ δυνατι υπόλοιπθ διακφμανςθ, 

κ.ο.κ. Το πλιρεσ ςφνολο των p κυρίων ςυνιςτωςϊν εξθγεί τθ ςυνολικι διακφμανςθ: 

 

 𝑣𝑎𝑟(𝑦𝑗 )
𝑝
𝑗=1  =  𝑣𝑎𝑟(𝑥𝑖)

𝑝
𝑖=1  

 

Ωςτόςο, αν αποδειχκεί ότι οι πρϊτεσ λίγεσ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ δικαιολογοφν αρκετά μεγάλο 

μζροσ τθσ ςυνολικισ διακφμανςθσ, ενϊ το μεγαλφτερο μζροσ τθσ διακφμανςθσ των 𝑥 

εξθγείται από τα πρϊτα λίγα 𝑦, τότε μποροφμε να αγνοιςουμε τισ υπόλοιπεσ κφριεσ 

ςυνιςτϊςεσ χωρίσ μεγάλθ απϊλεια πλθροφοριϊν. Είναι ςυνθκιςμζνο να τυποποιοφμε τα 𝑥 

ςε μοναδιαία διακφμανςθ πριν εφαρμόςουμε τθν ανάλυςθ κφριων ςυνιςτωςϊν, ζτςι ϊςτε 

κάκε μεταβλθτι 𝑥 να ζχει τθν ίδια ςυνειςφορά ςτθ ςυνολικι διακφμανςθ, και άρα  

 

 𝑣𝑎𝑟(𝑥𝑖)
𝑝
𝑖=1 = 𝑝 . 

 

Άλλοσ ζνασ ςτόχοσ τθσ ανάλυςθσ κυρίων ςυνιςτωςϊν είναι να ερμθνεφςει τθν υποκείμενθ 

δομι των δεδομζνων ςε ςχζςθ με τισ πιο ςθμαντικζσ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ. Ρολλζσ φορζσ, 

μποροφμε να αναγνωρίςουμε τισ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ με κάποια ποςότθτα που ζχει 

ουςιαςτικό ενδιαφζρον. Για παράδειγμα, βλζπουμε ςυχνά ότι θ πρϊτθ κφρια ςυνιςτϊςα 

ςυςχετίηεται κετικά με κάκε ζνα από τα 𝑥, και ζτςι μπορεί να ερμθνευκεί ωσ ζνασ 

ςτακμιςμζνοσ μζςοσ όλων των μεταβλθτϊν. Ασ υποκζςουμε ότι ζχουμε μετριςεισ για το 

φψοσ, το μζγεκοσ ποδιοφ, το άνοιγμα χεριϊν, το βάροσ, τθ μζςθ και τουσ γοφοφσ ενιλικων 

ανδρϊν. Επειδι αυτζσ οι ζξι μεταβλθτζσ ςυςχετίηονται όλεσ κετικά μεταξφ τουσ, θ πρϊτθ 

ςυνιςτϊςα, που είναι ζνα μζτρο μεγζκουσ, κα ςυςχετίηεται κετικά με όλεσ τουσ. Μερικζσ 
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φορζσ, οι ςυνιςτϊςεσ διαχωρίηουν ζνα υποςφνολο των μεταβλθτϊν από κάποιο άλλο. 

Μποροφμε να ερμθνεφςουμε τζτοιεσ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ αν ςκεφτοφμε τα κοινά 

χαρακτθριςτικά που ζχει κάκε υποςφνολο των μεταβλθτϊν. Ζτςι, για τισ μετριςεισ ςϊματοσ 

που αναφζραμε προθγουμζνωσ, θ δεφτερθ ςυνιςτϊςα κα μποροφςε να δείχνει τθν 

αντίκεςθ μεταξφ του υποςυνόλου (φψοσ, μζγεκοσ ποδιοφ, άνοιγμα χεριϊν) και του 

υποςυνόλου (βάροσ, μζςθ, γοφοί). Η πρϊτθ ςυνιςτϊςα διαχωρίηει τουσ άντρεσ ανάλογα με 

το μζγεκοσ, με τουσ μικρόςωμουσ άνδρεσ ςτο ζνα άκρο και τουσ μεγαλόςωμουσ ςτο άλλο 

άκρο τθσ κλίμακασ. Η δεφτερθ ςυνιςτϊςα περιζχει άνδρεσ που είναι ςχετικά υπζρβαροι για 

το φψοσ τουσ ςτο ζνα άκρο και άνδρεσ που είναι ςχετικά λεπτοί ςτο άλλο.  

 

 

 

2.2 Μερικέσ πιθανέσ εφαρμογέσ 
 

1. Ασ υποκζςουμε ότι ζχουμε βακμολογίεσ εξετάςεων ςε διάφορα μακιματα για ζνα 

ςφνολο ατόμων. Θζλουμε να τισ ςυνδυάςουμε με τζτοιο τρόπο ϊςτε να πάρουμε ζνα 

ςυνολικό μζτρο τθσ ακαδθμαϊκισ ικανότθτασ. Με μια ανάλυςθ κφριων ςυνιςτωςϊν των 

δεδομζνων, βρίςκουμε ότι θ πρϊτθ ςυνιςτϊςα ςυςχετίηεται κετικά με όλεσ τισ 

βακμολογίεσ. Ερμθνεφουμε αυτι τθ ςυνιςτϊςα ωσ ζνα μζτρο τθσ γενικισ ικανότθτασ. 

Ωςτόςο, θ δεφτερθ ςυνιςτϊςα εξθγεί επίςθσ ζνα μεγάλο ποςοςτό τθσ διακφμανςθσ ςτισ 

βακμολογίεσ των εξετάςεων και διαχωρίηει τα μακιματα των κετικϊν επιςτθμϊν από 

εκείνα των ανκρωπιςτικϊν επιςτθμϊν. Από αυτό ςυμπεραίνουμε ότι θ ικανότθτα δεν 

μπορεί να αποτυπωκεί ικανοποιθτικά με μία μόνο μεταβλθτι. Υπάρχει διαφορά μεταξφ 

τθσ ικανότθτασ ςτα μακιματα των κετικϊν και των ανκρωπιςτικϊν επιςτθμϊν. 

   

2. Ασ υποκζςουμε ότι ενδιαφερόμαςτε να δθμιουργιςουμε ζνα μζτρο ςτζρθςθσ. Ζχουμε 

αρκετοφσ δείκτεσ που κα μποροφςαν να κεωρθκοφν μζτρα ςτζρθςθσ. Κακζνασ από 

αυτοφσ μετράει κάποια διαφορετικι πτυχι τθσ ςτζρθςθσ, και κζλουμε με κάποιο τρόπο 

να εξαγάγουμε ό,τι είναι κοινό μεταξφ τουσ για να φτάςουμε ςτθν καρδιά τθσ ζννοιασ. Τι 

πρζπει να κάνουμε; Μία προςζγγιςθ κα ιταν να εφαρμόςουμε μα ανάλυςθ κφριων 

ςυνιςτωςϊν ςτο ςφνολο των δεικτϊν που κα παίξουν τον ρόλο των μεταβλθτϊν 𝑥. Αν θ 

πρϊτθ ςυνιςτϊςα εξθγεί ζνα μεγάλο ποςοςτό τθσ ςυνολικισ διακφμανςθσ των αρχικϊν 

μζτρων ςτζρθςθσ, κα μποροφςαμε να τθν χρθςιμοποιιςουμε ςτθ κζςθ των αρχικϊν 

μεταβλθτϊν ωσ μζτρο ςτζρθςθσ.  

 

3. Μπορεί να κζλουμε να απλοποιιςουμε τθ δομι των δεδομζνων μασ πριν 

προχωριςουμε ςε περαιτζρω αναλφςεισ – όπωσ θ ανάλυςθ ςυςτάδων ι θ πολλαπλι 

παλινδρόμθςθ (multiple regression) – μειϊνοντασ τισ πολλζσ μεταβλθτζσ, που 

εμφανίηουν ζντονθ ςυςχζτιςθ, ςε λίγεσ ανεξάρτθτεσ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ (κυςιάηοντασ 

όςο το δυνατόν λιγότερθ πλθροφορία).     
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2.3 Γενική περιγραφή τησ ανάλυςησ κυρίων ςυνιςτωςών 
 

Η ανάλυςθ κυρίων ςυνιςτωςϊν μεταςχθματίηει ζνα ςφνολο ςυςχετιςμζνων μεταβλθτϊν (𝑥) 

ςε ζνα ςφνολο μθ ςυςχετιςμζνων ςυνιςτωςϊν (𝑦). Οι κφριεσ ςυνιςτϊςεσ είναι γραμμικοί 

ςυνδυαςμοί των 𝑥, τουσ οποίουσ γράφουμε ωσ εξισ: 

 

𝑦1 =  𝛼11𝑥1 + 𝛼21𝑥2 + ⋯ + 𝛼𝑝1𝑥𝑝  

𝑦2 =  𝛼12𝑥1 + 𝛼22𝑥2 + ⋯ + 𝛼𝑝2𝑥𝑝  

⋮ 

𝑦𝑝 =  𝛼1𝑝𝑥1 + 𝛼2𝑝𝑥2 + ⋯+ 𝛼𝑝𝑝 𝑥𝑝  

 

Κάκε ςυνιςτϊςα είναι ζνα ςτακμιςμζνο άκροιςμα των 𝑥, όπου τα 𝛼𝑖𝑗  είναι οι ςυντελεςτζσ 

ςτάθμιςησ (weights) ι ςυντελεςτζσ (coefficients). 

  

Είναι ςαφζσ ότι πρζπει να υπάρχουν κάποιοι περιοριςμοί ςτα 𝛼𝑖𝑗 . Διαφορετικά, κα 

μποροφςαμε να μεγαλϊςουμε τθ διακφμανςθ οποιουδιποτε 𝑦 απλϊσ μεγαλϊνοντασ 

αρκετά τα  𝛼𝑖𝑗 . Για να δοφμε τι απαιτείται, πρζπει να επιςτρζψουμε ςτθν περίπτωςθ των 

δφο μεταβλθτϊν. Καταλιξαμε ςτισ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ περιςτρζφοντασ τουσ άξονεσ ενϊ 

ταυτόχρονα τουσ διατθροφςαμε ορκογϊνιουσ μεταξφ τουσ. Στθ γενικι περίπτωςθ, πρζπει 

να βροφμε τον ιςοδφναμο αλγεβρικό τφπο για τθν ορκογϊνια περιςτροφι. Αποδεικνφεται 

ότι αυτό απαιτεί να ικανοποιοφν τα 𝛼𝑖𝑗  τισ παρακάτω ςυνκικεσ:  

 

 𝑎𝑖𝑗
2 = 1

𝑝
𝑖=1                  ( 𝑗 = 1,2,…,p), 

 

                     𝑎𝑖𝑗 𝑎𝑖𝑘 = 0
𝑝
𝑖=1               ( 𝑗≠k, j=1,…,p, k=1,…,p)   

 

Ζνασ άλλοσ τρόποσ να περιγράψουμε το αποτζλεςμα των παραπάνω ςυνκθκϊν είναι να 

ποφμε ότι δεν αλλάηουν τισ ςχετικζσ κζςεισ ι τθ διάταξθ των ςθμείων.  

  

Μια ςθμαντικι ςυνζπεια που ζχει θ ςυνκικθ τθσ ορκογωνικότθτασ είναι ότι θ ςυνολικι 

διακφμανςθ των 𝑦 είναι ίςθ με τθ ςυνολικι διακφμανςθ των 𝑥, δθλαδι 

 

 𝑣𝑎𝑟 𝑦𝑖 =  𝑣𝑎𝑟 𝑥𝑖 
𝑝
𝑖=1

𝑝
𝑗=1   

 

Αυτό ςθμαίνει ότι θ ςυνολικι διακφμανςθ δεν αλλάηει, αντί γι’ αυτό, θ διακφμανςθ 

ανακατανζμεται μεταξφ των μεταβλθτϊν. Τα 𝑦 υπολογίηονται με φκίνουςα ςειρά 

ςπουδαιότθτασ, ζτςι ϊςτε το 𝑦1 να ζχει τθ μζγιςτθ διακφμανςθ και άρα να εξθγεί το 

μεγαλφτερο ποςοςτό τθσ ςυνολικισ διακφμανςθσ. Επομζνωσ, θ πρϊτθ κφρια ςυνιςτϊςα 

μπορεί να κεωρθκεί ωσ θ καλφτερθ μονοδιάςτατθ ςφνοψθ των δεδομζνων. Η δεφτερθ 

ςυνιςτϊςα, το 𝑦2, υπολογίηεται ζτςι ϊςτε να ζχει τθ δεφτερθ μεγαλφτερθ διακφμανςθ, με 

βάςθ τουσ περιοριςμοφσ 

 

 𝑎𝑖2
2 = 1𝑝

𝑖=1       και        𝑎𝑖1𝑎𝑖2 = 0𝑝
𝑖=1 ,  
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για να είναι ορκογϊνια (μθ ςυςχετιςμζνθ) με το 𝑦1. Οι πρϊτεσ δφο ςυνιςτϊςεσ 

προςφζρουν τθν καλφτερθ διδιάςτατθ ςφνοψθ των δεδομζνων. Οι επόμενεσ ςυνιςτϊςεσ 

υπολογίηονται με ςειρά φκίνουςασ διακφμανςθσ, και κάκε ςυνιςτϊςα δεν είναι 

ςυςχετιςμζνθ με τισ προθγοφμενεσ.  

 

Άρα, το μακθματικό πρόβλθμα που κζτει αυτι θ διαδικαςία είναι θ εφρεςθ μιασ μεκόδου 

προςδιοριςμοφ των 𝛼𝑖𝑗  με τζτοιο τρόπο ϊςτε οι ςυνιςτϊςεσ να ζχουν τισ απαιτοφμενεσ 

ιδιότθτεσ. Ραρόλο που αυτό φαίνεται να είναι ζνα αξεπζραςτο πρόβλθμα, λφνεται εφκολα 

επειδι είναι ιςοδφναμο με ζνα πολφ γνωςτό πρόβλθμα τθσ άλγεβρασ μθτρϊν που 

αςχολείται με τθν εφρεςθ των αποκαλοφμενων ιδιοτιμϊν και ιδιοδιανυςμάτων ενόσ πίνακα 

– ο πίνακασ ςτθν περίπτωςθ αυτι είναι είτε ο πίνακασ ςυνδιακφμανςθσ είτε, πιο ςυχνά, ο 

πίνακασ ςυςχζτιςθσ.  

 

Ενδεικτικά κα αναφζρουμε ότι το διάνυςμα 𝒙 ∈ 𝐾𝑛 −   0  ονομάηεται ιδιοδιάνυςμα ενόσ 

πίνακα 𝐴, αν ικανοποιεί τθν εξίςωςθ 𝛢𝒙 = 휆𝒙, για κάποιο 휆 ∈ 𝛫, το οποίο τότε ονομάηεται 

ιδιοτιμι του πίνακα 𝛢, όπου 𝛫 = ℝ ή ℂ .    

 

 Υπάρχουν p τυπικοί αλγόρικμοι που προςδιορίηουν τουσ ςυντελεςτζσ ςτάκμιςθσ 𝛼𝑖𝑗  και τισ 

διακυμάνςεισ των κυρίων ςυνιςτωςϊν. Οι τελευταίεσ ςυνικωσ ςυμβολίηονται με 

(휆1 ,휆2,… , 휆𝑝) και παρατίκενται από τθ μεγαλφτερθ προσ τθ μικρότερθ.  

 

 

2.3.1 Επιλογή πλήθουσ κύριων ςυνιςτωςών 
 

Ππωσ ςυμβαίνει ςτθν ανάλυςθ ςυςχζτιςθσ και ςτθν πολυδιάςτατθ προςαρμογι κλίμακασ, 

ζνασ από τουσ ςτόχουσ τθσ ανάλυςθσ κφριων ςυνιςτωςϊν είναι να είμαςτε ςε κζςθ να 

ςχεδιάςουμε ζνα γράφθμα των δεδομζνων ςε μια, δφο ι τρεισ διαςτάςεισ χωρίσ να 

χάςουμε πολλζσ πλθροφορίεσ. Πταν επιλζγουμε το πλικοσ των ςυνιςτωςϊν, ςκοπόσ μασ 

είναι να διατθριςουμε ζνα όςο το δυνατόν μικρότερο ςφνολο, αλλά, ταυτόχρονα, να 

ζχουμε ζνα ικανοποιθτικό πλικοσ (ςυνιςτωςϊν) που να επιτρζπει μια καλι αναπαράςταςθ 

των αρχικϊν δεδομζνων. Η διακφμανςθ τθσ ςυνιςτϊςασ 𝑗 είναι θ ιδιοτιμι 휆𝑖 . Επειδι οι 

ςυνιςτϊςεσ υπολογίηονται με βάςθ τθ ςειρά διακφμανςθσ, ιςχφει ότι 휆1 ≥ 휆2 ≥ ⋯ ≥ 휆𝑝 . Αν 

οι μεταβλθτζσ 𝑥 είναι τυποποιθμζνεσ ζτςι ϊςτε να αναλφεται θ μιτρα ςυςχζτιςθσ, το 

άκροιςμα των διακυμάνςεων των 𝑥 κα είναι ίςο με p. Άρα το άκροιςμα των ιδιοτιμϊν, 

δθλαδι θ ςυνολικι διακφμανςθ των 𝑦, κα είναι επίςθσ ίςθ με p.  

 

Το ποςοςτό τθσ ςυνολικισ διακφμανςθσ που εξθγείται από τθ ςυνιςτϊςα j είναι 

 
휆𝑗

휆1+휆2+⋯+휆𝑝
  . 

 

Το ποςοςτό που εξθγείται από τισ πρϊτεσ k ςυνιςτϊςεσ μαηί είναι 
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휆1+휆2+⋯+휆𝑘

휆1+휆2+⋯+휆𝑝
  . 

 

Στθν πράξθ, τα ποςοςτά αυτά εκφράηονται ςυχνά με τθ μορφι ποςοςτϊν επί τοισ εκατό. 

 

Υπάρχουν αρκετά κριτιρια που μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε για να αποφαςίςουμε 

πόςεσ ςυνιςτϊςεσ πρζπει να διατθριςουμε: 

 

i. Διατθροφμε τισ πρϊτεσ k ςυνιςτϊςεσ που εξθγοφν ζνα «μεγάλο» ποςοςτό τθσ 

ςυνολικισ διακφμανςθσ, ζςτω 70-80%. 

ii. Αν θ μιτρα ςυςχζτιςθσ αναλφεται, διατθροφμε μόνο τισ ςυνιςτϊςεσ με 

ιδιοτιμζσ μεγαλφτερεσ από 1. Η λογικι πίςω από αυτόν τον εμπειρικό κανόνα 

είναι ότι μια ςυνιςτϊςα με ιδιοτιμι 1 εξθγεί τθν ίδια ποςότθτα διακφμανςθσ με 

μια από τισ αρχικζσ μεταβλθτζσ 𝑥. Ωςτόςο, ο Jolliffe (1972) προτείνει ότι είναι 

καλφτερο να διατθροφμε ςυνιςτϊςεσ με ιδιοτιμι μεγαλφτερθ από 0,7 ςε 

ςφγκριςθ με τθν αποκοπι ςτθν τιμι 1. 

iii. Εξετάηουμε ζνα γράφθμα παραγόντων (screeplot). Αυτό είναι ζνα γράφθμα των 

ιδιοτιμϊν ωσ προσ το πλικοσ των ςυνιςτωςϊν. Η ιδζα είναι να αναηθτιςουμε 

τθν «καμπι» που αντιςτοιχεί ςτο ςθμείο μετά από το οποίο οι ιδιοτιμζσ 

μειϊνονται με πιο αργό ρυκμό. Η προςκικθ ςυνιςτωςϊν μετά από το 

ςυγκεκριμζνο ςθμείο εξθγεί ζνα ςχετικά μικρό επιπλζον ποςοςτό τθσ 

διακφμανςθσ. 

iv. Εξετάηουμε αν θ ςυνιςτϊςα ζχει μια λογικι και χριςιμθ ερμθνεία.   

 

 

2.3.2 Ερμηνεία 
 

Ο ςυντελεςτισ ςτάκμιςθσ που δίνεται ςτθ μεταβλθτι 𝑖 ςτθ ςυνιςτϊςα 𝑗 είναι το 𝛼𝑖𝑗 . Τα 

ςχετικά μεγζκθ των 𝛼𝑖𝑗  αντανακλοφν τθ ςχετικι ςυνειςφορά κάκε μεταβλθτισ ςτθ 

ςυνιςτϊςα. Για να ερμθνεφςουμε μια ςυνιςτϊςα, εξετάηουμε το μοτίβο των τιμϊν των 𝛼𝑖𝑗  

για τθν ςυγκεκριμζνθ ςυνιςτϊςα. Συχνά, προςαρμόηουμε τθν κλίμακα των ςυντελεςτϊν 

ζτςι ϊςτε οι ςυντελεςτζσ των πιο ςθμαντικϊν ςυνιςτωςϊν (δθλαδι αυτϊν που εξθγοφν το 

μεγαλφτερο ποςοςτό τθσ διακφμανςθσ) να είναι μεγαλφτεροι από αυτοφσ που αντιςτοιχοφν 

ςε λιγότερο ςθμαντικζσ ςυνιςτϊςεσ. Αυτοί οι προςαρμοςμζνοι (ωσ προσ τθν κλίμακα) 

ςυντελεςτζσ, που ονομάηονται επιβαρφνςεισ ςυνιςτωςών, είναι οι ςυντελεςτζσ για τθν 

ανακαταςκευι των 𝑥 από τα 𝑦 και υπολογίηεται ωσ εξισ: 

 

                                                         𝑎𝑖𝑗
∗ =  휆𝑖𝑎𝑖𝑗                                        , (𝑖 = 1,…,p , 𝑗 = 1,…,p). 

 

Πταν αναλφςουμε τθ μιτρα ςυςχετίςεων των 𝑥, κα μπορζςουμε να ερμθνεφςουμε το 𝑎𝑖𝑗
∗  

ωσ τον ςυντελεςτι ςυςχζτιςθσ μεταξφ τθσ μεταβλθτισ 𝑖 και τθσ ςυνιςτϊςασ 𝑗. Αυτό είναι 

ιδιαίτερα χριςιμο για τθν ερμθνεία. 
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2.4 Βαθμολογίεσ ςυνιςτωςών 
 

Ασ υποκζςουμε ότι κζλουμε να υπολογίςουμε τθ βακμολογία ενόσ ατόμου ςε μια 

ςυγκεκριμζνθ ςυνιςτϊςα από τθν ανάλυςθ κφριων ςυνιςτωςϊν των τυποποιθμζνων 

δεδομζνων. Ζχουμε  

 

𝑦𝑗 = 𝑎1𝑗𝑥1 + 𝑎2𝑗𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑝𝑗 𝑥𝑝  , 

 

όπου οι μεταβλθτζσ 𝑥1 ,  𝑥2 ,… , 𝑥𝑝  είναι όλεσ τυποποιθμζνεσ με μζςθ τιμι 0 και διακφμανςθ 

1, ενϊ το 𝑦𝑗  ζχει διακφμανςθ 휆𝑗 .  

 

Ωςτόςο είναι πιο ςυνθκιςμζνο να τυποποιοφμε τισ βακμολογίεσ των ςυνιςτωςϊν με 

μοναδιαία διακφμανςθ, ζτςι ϊςτε το 𝑦 𝑗 = 𝑦𝑗 / 휆𝑗  να ζχει διακφμανςθ ίςθ με 1. Άρα,  

 

𝑦 𝑗 = 𝑎 1𝑗𝑥1 + 𝑎 2𝑗𝑥2 + ⋯ + 𝑎 𝑝𝑗 𝑥𝑝  , 

 

όπου 

𝛼 𝑖𝑗 =
𝑎𝑖𝑗

 휆𝑗
=

𝑎∗
𝑖𝑗

휆𝑗
 

 

Τα 𝛼 𝑖𝑗  ονομάηονται ςυντελεςτζσ βαθμολογίασ ςυνιςτωςών.  

 

 

 

2.5  Αντικατάςταςη των αρχικών μεταβλητών με τισ 

βαθμολογίεσ των κύριων ςυνιςτωςών   
 

Μία χριςθ τθσ ανάλυςθσ κφριων ςυνιςτωςϊν είναι θ αντικατάςταςθ ενόσ μεγαλφτερου 

ςυνόλου p μεταβλθτϊν από ζνα μικρότερο ςφνολο q κφριων ςυνιςτωςϊν. Η πρϊτθ 

ςυνιςτϊςα 𝑦1 μπορεί να χρθςιμοποιθκεί μόνθ τθσ ωσ μια μονομεταβλθτι (q=1) ςφνοψθ 

των αρχικϊν μεταβλθτϊν 𝑥1 ,… , 𝑥𝑝 , είτε για χριςθ ςε περαιτζρω αναλφςεισ, είτε ωσ 

δείκτθσ. Ρράγματι, οι ςυντελεςτζσ των βακμολογιϊν των ςυνιςτωςϊν χρθςιμοποιοφνται 

μερικζσ φορζσ ςτθ βακμολόγθςθ νζων ατόμων ςε ζναν τζτοιο δείκτθ. Οι πρϊτεσ δφο 

ςυνιςτϊςεσ μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν για τθν δθμιουργία του γραφιματοσ των 

δεδομζνων – είτε ςε τζτοια κλίμακα ϊςτε να ιςχφει 𝑉𝑎𝑟(𝑦1) = 휆1 , 𝑉𝑎𝑟(𝑦2) = 휆2 ι με τισ 

ςυνιςτϊςεσ 𝑦 1 και 𝑦 2, τυποποιθμζνεσ ϊςτε να ζχουν μοναδιαία διακφμανςθ.  

 

Το ερϊτθμα είναι πόςεσ πλθροφορίεσ χάνονται από τθν αντικατάςταςθ των p μεταβλθτϊν 

𝑥 με τισ πρϊτεσ q ςυνιςτϊςεσ τουσ ι, πιο ςυγκεκριμζνα, πόςο καλά μπορεί να 

ανακαταςκευαςτεί θ μεταβλθτι 𝑥𝑖  από τα    𝑦 1 , … , 𝑦 𝑞   (για 𝑖 = 1, …, p).  

 

Στθν Ενότθτα 2.5, οι (τυποποιθμζνεσ) κφριεσ ςυνιςτϊςεσ δίνονται ωσ γραμμικζσ 

ςυναρτιςεισ των (τυποποιθμζνων) αρχικϊν μεταβλθτϊν. 
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𝑦 𝑗 = 𝑎 1𝑗𝑥1 + 𝑎 2𝑗𝑥2 + ⋯ + 𝑎 𝑝𝑗 𝑥𝑝         (𝑗 = 1, …, p), 

 

Οι εξιςϊςεισ αυτζσ μποροφν να αντιςτραφοφν και να δϊςουν 

 

𝑥𝑖 = 𝑎𝑖1
∗ 𝑦 1 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑝

∗ 𝑦 𝑝         (𝑖 = 1, …, p).   

 

όπου 𝑎𝑖𝑗
∗ = 휆𝑗𝑎 𝑖𝑗 =  휆𝑗𝑎𝑖𝑗  είναι θ επιβάρυνςθ τθσ ςυνιςτϊςασ που παρουςιάςαμε ςτθν 

Ενότθτα 2.2. Υπενκυμίηουμε ότι θ επιβάρυνςθ αυτι είναι θ ςυςχζτιςθ μεταξφ των 𝑥𝑖  και 𝑦𝑖 . 

Τϊρα, ασ υποκζςουμε ότι προςπακοφμε να ανακαταςκευάςουμε τθ μεταβλθτι 𝑥𝑖   

χρθςιμοποιϊντασ μόνο τισ πρϊτεσ δφο ςυνιςτϊςεσ. Η ανακαταςκευαςμζνθ τιμι είναι  

 

𝑥 𝑖 = 𝑎𝑖1
∗ 𝑦 1 + 𝑎𝑖2

∗ 𝑦 2 . 

 

Θα είναι κοντά ςτο 𝑥𝑖  , αν οι υπόλοιπεσ ςυςχετίςεισ ι επιβαρφνςεισ 𝑎𝑖3
∗ , … , 𝑎𝑖𝑝

∗  ζχουν τιμι 

κοντά ςτο μθδζν. Ιςοδφναμα, μποροφμε να κρίνουμε πόςο καλά αναπαράγεται κάκε 𝑥𝑖  από 

τισ πρϊτεσ q ςυνιςτϊςεσ ελζγχοντασ πόςο κοντά ςτθν τιμι 1 βρίςκεται θ κοινοτικότητα 

(communality), όπου θ κοινοτικότθτα είναι το άκροιςμα των τετραγϊνων των πρϊτων q 

επιβαρφνςεων, ζτςι ϊςτε θ κοινοτικότθτα για τθ μεταβλθτι 𝑥𝑖  να είναι ίςθ με  

 

𝑎𝑖1
∗2 + ⋯ + 𝑎𝑖𝑞

∗2        (i = 1, …, p). 

 

Είναι το τετράγωνο του ςυντελεςτι πολλαπλισ ςυςχζτιςθσ μεταξφ των μεταβλθτϊν 𝑥𝑖  και 

των 𝑦1 , … , 𝑦𝑞 . (Bartholomew et al., 2008) 
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3 ΑΝΑΛΤΗ ΤΣΑΔΩΝ 
 

 

 

3.1 Σι είναι η ανάλυςη ςυςτάδων 
 

Η ανάλυςθ ςυςτάδων είναι θ τεχνικι κατά τθν οποία οι παρατθριςεισ ςυνδυάηονται ςε 

ομάδεσ ι ςυςτάδεσ ζτςι ϊςτε: 

 

1. Κάκε ομάδα να είναι ομοιογενισ ι ςυμπαγισ διατθρϊντασ οριςμζνα 

χαρακτθριςτικά. Αυτό ςθμαίνει ότι οι παρατθριςεισ ςε κάκε ομάδα είναι παρόμοιεσ μεταξφ 

τουσ.  

2. Κάκε ομάδα κα πρζπει να διαφζρει από όλεσ τισ υπόλοιπεσ όςον αφορά τα κοινά 

χαρακτθριςτικά. Αυτό ςθμαίνει ότι οι παρατθριςεισ μιασ ομάδασ διαφζρουν από τισ 

παρατθριςεισ των υπολοίπων.  

 

Ο οριςμόσ τθσ ομοιότθτασ ι τθσ ομοιογζνειασ διαφζρει από ανάλυςθ ςε ανάλυςθ και 

εξαρτάται από το αντικείμενο τθσ μελζτθσ. 

 

Ασ πάρουμε για παράδειγμα μια τράπουλα. Τα 52 φφλλα μποροφν να χωριςτοφν με 

διάφορουσ τρόπουσ. Ζνασ τρόποσ είναι να βάλουμε  τα κόκκινα φφλλα ςε μια ομάδα και 

όλα τα μαφρα ςτθν άλλθ. Οι παίκτεσ του blackjack κα ζβαηαν όλεσ τισ φιγοφρεσ ςε μια 

ομάδα και όλα τα υπόλοιπα φφλλα ςε μια άλλθ. Πμοια ςτο παιχνίδι με τισ κοφπεσ ζχει 

νόθμα να γίνει θ εξισ ομαδοποίθςθ: (1) όλεσ οι κοφπεσ, (2) θ ντάμα μπαςτοφνι, (3) οι 

υπόλοιπεσ κάρτεσ. Είναι φανερό ότι μποροφμε να δθμιουργιςουμε πολλά διαφορετικά 

«ςχιματα» ομάδων, που το κακζνα εξαρτάται από τον ςτόχο και τον ςκοπό του παιχνιδιοφ. 

 

 

 

3.2 Γεωμετρική περιγραφή τησ ανάλυςησ ςυςτάδων 
 

Γεωμετρικά, θ ιδζα τθσ ανάλυςθσ ςυςτάδων είναι πολφ απλι. Θα πάρουμε ωσ παράδειγμα 

τα δεδομζνα που δίνονται ςτον Ρίνακα 3.1. Ο πίνακασ περιζχει το ειςόδθμα και τθν 

εκπαίδευςθ ςε χρόνια ζξι υποκετικϊν ατόμων.   
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Ρίνακασ 3.1 Υποκετικά δεδομζνα 

Υποκείμενα  
ID 

Ειςόδθμα  
($ χιλιάδεσ) 

Εκπαίδευςθ 
(χρόνια) 

S1 5 5 

S2 6 6 

S3 15 14 

S4 16 15 

S5 25 20 

S6 30 19 

            

 

Ππωσ φαίνεται ςτθν Εικόνα 3.1, κάκε παρατιρθςθ μπορεί να εκπροςωπθκεί από ζνα 

ςθμείο ςτον δυςδιάςτατο χϊρο. Γενικά, κάκε παρατιρθςθ μπορεί να αναπαραςτακεί ωσ 

ζνα ςθμείο ςτον p-διάςτατο χϊρο, όπου p είναι ο αρικμόσ των μεταβλθτϊν ι των 

χαρακτθριςτικϊν που χρθςιμοποιοφνται για να περιγράψουν το αντικείμενο/υποκείμενο. 

Τϊρα ασ υποκζςουμε ότι εμείσ κζλουμε να ςχθματίςουμε τρεισ ομοιογενείσ ομάδεσ. 

Εξετάηοντασ τον πίνακα παρατθροφμε ότι το S1 και το S2 μποροφν να ςχθματίςουν μια 

ομάδα, το S3 και το S4 μια άλλθ και τα υποκείμενα S5 και S6 κα ενωκοφν ςε μια τρίτθ 

ομάδα.  

 

 

Income ($thous.)

E
d

u
c
a

ti
o

n
 (

y
e

a
rs

)

30252015105

20,0

17,5

15,0

12,5

10,0

7,5

5,0

Subject Id

S5

S6

S1

S2

S3

S4

Scatterplot of Education (years) vs Income ($thous.)

 
                       Εικόνα 3.1 : Γράφθμα υποκετικϊν δεδομζνων.     

 

 

Ππωσ μποροφμε να δοφμε, θ ανάλυςθ ςυςτάδων ομαδοποιεί τισ παρατθριςεισ, ζτςι ϊςτε 

οι παρατθριςεισ ςε κάκε ομάδα να είναι παρόμοιεσ ςε ότι αφορά τισ μεταβλθτζσ τθσ 

ομαδοποίθςθσ. Είναι επίςθσ πικανό να ομαδοποιιςουμε τισ μεταβλθτζσ, ζτςι ϊςτε οι 

μεταβλθτζσ ςε κάκε ομάδα να ομοιάηουν ςε ςχζςθ με τισ παρατθριςεισ που περιγράφουν. 

Γεωμετρικά, αυτό είναι ιςοδφναμο με το να αναπαραςτιςουμε τα δεδομζνα ςε ζναν n-

διάςτατο χϊρο παρατθριςεων, και κεωρϊντασ ομάδεσ μεταβλθτϊν. Ο ςκοπόσ τθσ 

ανάλυςθσ ςυςτάδων φαίνεται παρόμοιοσ με αυτόν τθσ ανάλυςθσ παραγόντων.  



Στατιςτικι Ανάλυςθ Ρολυμεταβλθτϊν & Εφαρμογζσ  

31 
 

 

Ανακαλϊντασ αυτό ςτθν ανάλυςθ παραγόντων προςπακοφμε να αναγνωρίςουμε ςυςτάδεσ 

μεταβλθτϊν ζτςι ϊςτε οι μεταβλθτζσ ςε κάκε ςυςτάδα να ζχουν κάτι κοινό, για παράδειγμα 

να μετροφν τον ίδιο λανκάνον παράγοντα. Είναι επομζνωσ δυνατό να χρθςιμοποιοφμε τθν 

ανάλυςθ παραγόντων για τθν ομαδοποίθςθ των παρατθριςεων και τθν ανάλυςθ ςυςτάδων 

για τθν ομαδοποίθςθ των μεταβλθτϊν. Η τεχνικι τθσ ανάλυςθσ ςυςτάδων που ςυνθκίηεται 

ςτθν ομαδοποίθςθ των παρατθριςεων είναι γνωςτι ωσ  ανάλυςθ Q-παραγόντων. Ραρ’ όλα 

αυτά δεν προτείνεται θ χριςθ τθσ ανάλυςθσ Q-παραγόντων για τθν ομαδοποίθςθ 

παρατθριςεων κακϊσ παρουςιάηει πρόςκετα προβλιματα. Συμφωνοφμε με τθν φιλοςοφία 

ότι : (1) εάν κάποιοσ ενδιαφζρεται για τον εντοπιςμό λανκάνων παραγόντων και των 

δεικτϊν τουσ, τότε κα πρζπει να χρθςιμοποιιςει τθν ανάλυςθ παραγόντων, αφοφ θ τεχνικι 

αυτι ζχει αναπτυχκεί για αυτόν τον ςκοπό και (2) εάν κάποιοσ ενδιαφζρεται να 

ομαδοποιιςει τισ παρατθριςεισ, τότε κα ιταν προτιμότερο να χρθςιμοποιιςει ανάλυςθ 

ςυςτάδων, κακϊσ αντίςτοιχα με πριν, θ τεχνικι αυτι ζχει εξελιχκεί ειδικά γι’ αυτόν τον 

ςκοπό.        

 

Στθν περίπτωςθ πολλϊν παρατθριςεων ι όταν ζχουμε περιςςότερεσ από τρεισ 

μεταβλθτζσ/χαρακτθριςτικά είναι πικανό οι γραφικζσ παραςτάςεισ να μθν βοθκάνε ςτον 

εντοπιςμό των ςυςτάδων. Σε αυτιν τθν περίπτωςθ, κα μποροφςαμε να κάνουμε μια 

αναλυτικι τεχνικι για τον εντοπιςμό των ςυςτάδων ι ομάδων ςθμείων ςε ζναν δοςμζνο 

διαςτατό χϊρο. 

 

 

 

3.3 κοπόσ τησ ανάλυςησ ςυςτάδων 
 

Ο ςκοπόσ τθσ ανάλυςθσ ςυςτάδων είναι θ ομαδοποίθςθ των παρατθριςεων ςε ςυςτάδεσ, 

ζτςι ϊςτε κάκε ςυςτάδα να είναι όςο γίνεται πιο ομοιογενισ όςο αναφορά τισ εκάςτοτε 

μεταβλθτζσ. Το πρϊτο βιμα ςτθν ανάλυςθ ςυςτάδων είναι θ επιλογι του μζτρου 

ομοιότθτασ. Ζπειτα, κα πρζπει να επιλζξουμε τθν τεχνικι ομαδοποίθςθσ  που κα 

χρθςιμοποιιςουμε (π.χ. ιεραρχικά ι μθ ιεραρχικά). Τρίτο βιμα είναι θ επιλογι τθσ 

μεκόδου ομαδοποίθςθσ για τθν επιλεγμζνθ τεχνικι (π.χ. μζκοδοσ κζντρου βάρουσ ςτθν 

ιεραρχικι τεχνικι ομαδοποίθςθσ). Τζλοσ, το τζταρτο βιμα είναι θ απόφαςθ ςχετικά με τον 

αρικμό των ςυςτάδων που κα δθμιουργθκοφν.       

            

 

   

3.4 Μέτρα ομοιότητασ 
 

Στθν γεωμετρικι προςζγγιςθ τθσ ομαδοποίθςθσ, ςυνδυάςαμε οπτικά τα αντικείμενα S1 και 

S2 ςε μια ομάδα ι ςυςτάδα, κακϊσ αυτά τα δφο αντικείμενα φαίνεται να είναι κοντά το ζνα 

ςτο άλλο ςτον διςδιάςτατο χϊρο. Με άλλα λόγια, χρθςιμοποιιςαμε ζμμεςα τθν απόςταςθ 

μεταξφ των δφο ςθμείων ωσ μζτρο ομοιότθτασ. Μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν διάφορα 
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μζτρα ομοιότθτασ. Ωσ εκ τοφτου, ζνα από τα κζματα που αντιμετωπίηει ο ερευνθτισ είναι θ 

επιλογι του καταλλθλότερου μζτρου ομοιότθτασ. Ρροσ το παρόν, ασ υποκζςουμε ότι 

ζχουμε επιλζξει ωσ μζτρο ομοιότθτασ τθν ευκλείδεια τετραγωνικι απόςταςθ μεταξφ δφο 

ςθμείων. Η ευκλείδεια τετραγωνικι απόςταςθ μεταξφ των ςτοιχείων S1 και S2 δίνεται από 

τον τφπο  

 

𝐷12
2 = (5 − 6)2 + (5 − 6)2 = 2 

 

Ππου 𝐷12
2  είναι θ ευκλείδεια τετραγωνικι απόςταςθ μεταξφ των ςτοιχείων S1 και S2. Πςο 

μεγαλφτερθ είναι θ ομοιότθτα των ςτοιχείων, τόςο μικρότερθ κα είναι θ απόςταςθ μεταξφ 

αυτϊν και αντίςτροφα. Ο τφποσ για τον υπολογιςμό των ευκλείδειων τετραγωνικϊν 

αποςτάςεων για p μεταβλθτζσ είναι  

 

                                                            𝐷𝑖𝑗
2 =  (𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑗𝑘 )2𝑝

𝑘=1  ,                                                     (3.1) 

 

όπου 𝐷𝑖𝑗
2  είναι θ τετραγωνικι απόςταςθ μεταξφ των ςτοιχείων 𝑖 και 𝑗, 𝑥𝑖𝑘  θ τιμι τθσ k 

μεταβλθτισ για το 𝑖-οςτό ςτοιχείο, 𝑥𝑗𝑘  θ τιμι τθσ k μεταβλθτισ του 𝑗-οςτοφ ςτοιχείου, ενϊ 

p είναι το πλικοσ των μεταβλθτϊν. Ο Ρίνακασ 3.2 δίνει τισ ομοιότθτεσ, όπωσ μετρικθκαν 

από τισ ευκλείδειεσ τετραγωνικζσ αποςτάςεισ, μεταξφ των ζξι ςτοιχείων.  

 

 

Ρίνακασ 3.2 : Ομοιότθτεσ ευκλείδειων αποςτάςεων.  

 S1 S2 S3 S4 S5 S6 

S1 
S2 
S3 
S4 
S5 
S6 

0.00 2.00 181.00 221.00 625.00 821.00 

2.00 0.00 145.00 181.00 557.00 745.00 

181.00 145.00 0.00 2.00 136.00 250.00 

221.00 181.00 2.00 0.00 106.00 212.00 

625.00 557.00 136.00 106.00 0.00 26.00 

821.00 745.00 250.00 212.00 26.00 0.00 

     

 

Πλοι οι αλγόρικμοι τθσ ανάλυςθσ ςυςτάδων απαιτοφν ζναν τφπο μζτρου προκειμζνου να 

αξιολογιςουν τθν ομοιότθτα ενόσ ηευγαριοφ παρατθριςεων ι ςυςτάδων. Τα μζτρα 

ομοιότθτασ μποροφν να κατθγοριοποιθκοφν ςτουσ εξισ τρεισ τφπουσ : (1) μζτρα 

απόςταςθσ, (2) ςυντελεςτζσ ςχζςθσ και (3) ςυντελεςτισ ςυςχζτιςθσ. Ραρακάτω κα 

αναλφςουμε αυτοφσ τουσ τρεισ τφπουσ.  

 

 

3.4.1 Μέτρα απόςταςησ 

 

Θα ελζγξουμε εν ςυντομία τθν χρθςιμότθτα των μζτρων απόςταςθσ ςτθν ανάλυςθ 

ςυςτάδων. Γενικά, θ ευκλείδεια απόςταςθ μεταξφ των ςθμείων 𝑖 και 𝑗 ςτισ p διαςτάςεισ 

δίνεται από τον τφπο  
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𝐷𝑖𝑗 =   (𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑗𝑘 )2𝑝
𝑘=1  

1/2
, 

 

όπου 𝐷𝑖𝑗  είναι θ απόςταςθ μεταξφ των παρατθριςεων 𝑖 και 𝑗, ενϊ p το πλικοσ των 

μεταβλθτϊν. Η ευκλείδεια απόςταςθ είναι ειδικι περίπτωςθ μίασ πιο γενικισ μετρικισ, τθσ 

μετρικισ Minkowski και δίνεται από τον τφπο 

 

                                                         𝐷𝑖𝑗 =     𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑗𝑘   
𝑛𝑝

𝑘=1  
1/𝑛

,                                            (3.4) 

 

όπου 𝐷𝑖𝑗  είναι θ απόςταςθ Minkowski μεταξφ των παρατθριςεων 𝑖 και 𝑗, ενϊ p είναι το 

πλικοσ των μεταβλθτϊν και n = 1, 2, …, +∞. Ππωσ είδαμε και προθγουμζνωσ, τοποκετϊντασ 

ςτο n τθν τιμι 2 παίρνουμε τθν ευκλείδεια απόςταςθ και με τθν τιμι 1 τα αποτελζςματα 

που παίρνουμε ονομάηονται αποςτάςεισ Manhattan (ι οικοδομικό τετράγωνο). Για 

παράδειγμα ςτθν Εικόνα 3.2 θ απόςταςθ Manhattan μεταξφ των ςθμείων 𝑖 και 𝑗 δίνεται 

από το a+b. Ππωσ προϊδεάηει το όνομα «οικοδομικό τετράγωνο», θ απόςταςθ αυτι είναι ο 

δρόμοσ που χρειάηεται κάποιοσ να πάρει φυςιολογικά ςε μια πόλθ αν κζλει να πάει από το 

ςθμείο 𝑖 ςτο ςθμείο 𝑗. Γενικά, θ απόςταςθ οικοδομικοφ τετραγϊνου δίνεται από τον τφπο 

 

𝐷𝑖𝑗 =   𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑗𝑘  
𝑝
𝑘=1 . 

 

 

 

  j 

 

         c 

 b 

 i 

a 

 

 

                                            Εικόνα 3.2 : Απόςταςθ Manhattan 

 

 

Για άλλουσ τφπουσ αποςτάςεων παίρνουμε αποτζλεςμα με τθν κατάλλθλθ επιλογι του n, 

παρ’ όλα αυτά δεν χρθςιμοποιοφνται ςυχνά. Ππωσ αναφζραμε, θ ευκλείδεια απόςταςθ 

είναι το πιο κοινό μζτρο ομοιότθτασ, παρ’ όλα αυτά θ κλίμακα δεν είναι αμετάβλθτθ. Αυτό 

ςθμαίνει ότι οι αποςτάςεισ μεταξφ των παρατθριςεων μποροφν να αλλάξουν αν αλλάξει 

και θ κλίμακα. Για παράδειγμα, κα πάρουμε τα δεδομζνα του Ρίνακα 3.1. Ασ υποκζςουμε 

ότι τα ζςοδα δίνονται ςε δολάρια, αντί για χιλιάδεσ δολάρια. Η τετραγωνικι ευκλείδεια 

απόςταςθ μεταξφ των παρατθριςεων 1 και 2 είναι  

 

𝐷12
2 = (5000 − 6000)2 + (5 − 6)2 = 100000 + 1 = 100001. 

 

Ππωσ βλζπουμε, θ μεταβλθτι των εςόδων επθρεάηει τον υπολογιςμό τθσ απόςταςθσ. Ζτςι, 

θ κλίμακα χρθςιμοποιείται ςυχνότερα ςτον υπολογιςμό παρατθριςεων που ζχουν 
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ςθμαντικι επίδραςθ ςτθν απόςταςθ. Είναι ςθμαντικό να ζχουμε μεταβλθτζσ ςε παρόμοια 

κλίμακα μζτρθςθσ. Ραρ’ όλα αυτά, αν δεν μποροφν να μετρθκοφν ςε μια παρεμφερι 

κλίμακα, μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε τθν ςτατιςτικι απόςταςθ, θ οποία ζχει το 

πλεονζκτθμα ότι θ κλίμακα μεταβάλλεται.     

 

 

Ευκλείδεια Απόςταςη για Συποποιημζνα Δεδομζνα 

 

Ασ υπολογίςουμε τθν τετραγωνικι ευκλείδεια απόςταςθ μεταξφ των παρατθριςεων S1 και 

S2 για τα υποκετικά δεδομζνα ςτον Ρίνακα 3.1, αφοφ πρϊτα ζχουν τυποποιθκεί. Ζτςι 

ζχουμε,  

 

 

𝑆𝐷12
2 =   

5 − 16.167

9.988
 +  

6 − 16.167

9.988
  

2

+   
5 − 13.167

6.369
 +  

6 − 13.167

6.369
  

2

 

 

=  
5 − 6

9.988
 

2

+  
5 − 6

6.369
 

2

 

 

= 0.010 + 0.025 = 0.035 

 

 

Σε αντίκεςθ με τα μθ τυποποιθμζνα δεδομζνα, αφοφ κάκε μεταβλθτι 𝑥𝑖  αντικακιςτάται 

από τα 𝑥𝑖 𝑠𝑖 , θ τετραγωνικι ευκλείδεια απόςταςθ για τα τυποποιθμζνα δεδομζνα 

υπολογίηεται από το 1/𝑠 𝑖
2, όπου 𝑠 𝑖  είναι θ τυπικι απόκλιςθ τθσ μεταβλθτισ 𝑖. Με άλλα 

λόγια, μια μεταβλθτι με μεγάλθ διακφμανςθ ζχει μικρότερθ βαρφτθτα από  μια μεταβλθτι 

με μικρότερθ διακφμανςθ. Αυτό ςθμαίνει ότι όςο μεγαλφτερθ θ διακφμανςθ τόςο 

μικρότερθ θ βαρφτθτα και αντίςτροφα. Τότε θ κρίςιμθ ερϊτθςθ είναι : γιατί θ διακφμανςθ 

κα πρζπει να είναι ζνασ παράγοντασ για τον προςδιοριςμό τθσ ςθμαςίασ μιασ δεδομζνθσ 

μεταβλθτισ για τον προςδιοριςμό τθσ ευκλείδειασ απόςταςθσ; Κάποιοσ μπορεί να 

χρθςιμοποιιςει τυποποιθμζνα δεδομζνα, εάν αυτό είναι απαραίτθτο. Αυτό που είναι 

ςθμαντικό είναι ότι θ τυποποίθςθ επθρεάηει το αποτζλεςμα των ςυςτάδων.  

 

Μία χριςιμθ ιδιότθτα τθσ ευκλείδειασ απόςταςθσ για τα τυποποιθμζνα δεδομζνα είναι ότι 

θ κλίμακα είναι αμετάβλθτθ. Για παράδειγμα, ασ υποκζςουμε ότι αλλάηουμε τθν κλίμακα 

για τα ζςοδα ςε δολάρια, αντί για χιλιάδεσ δολάρια. Μία αλλαγι ςτθν κλίμακα αλλάηει 

επίςθσ και τθν κανονικι απόκλιςθ τθσ μεταβλθτισ των εςόδων ςε 9.988×1000. Η ευκλείδεια 

απόςταςθ μεταξφ των παρατθριςεων 1 και 2 για τα τυποποιθμζνα δεδομζνα, όταν θ 

κλίμακα τθσ μεταβλθτισ των εςόδων ζχει αλλάξει, είναι 

 

 

𝑆𝐷12
2 =  

5000 − 6000

9.988 × 1000
 

2

+  
5 − 6

6.369
 

2
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                =  
5 − 6

9.988
 

2

+  
5 − 6

6.369
 

2

 

 

          = 0.010 + 0.025 = 0.035, 

 

το οποίο είναι ίδιο με πριν.  

 

 

Απόςταςη Mahalanobis 

 

Το δεφτερο μζτρο των ςτατιςτικϊν αποςτάςεων είναι θ Mahalanobis απόςταςθ. Είναι 

ςχεδιαςμζνθ να λαμβάνει υπόψθ τθσ τθν ςυςχζτιςθ μεταξφ των μεταβλθτϊν, κακϊσ είναι 

επίςθσ και αμετάβλθτθ κλίμακα. Για αςυςχζτιςτεσ μεταβλθτζσ θ απόςταςθ Mahalanobis 

υποβακμίηεται ςτθν ευκλείδεια απόςταςθ για μθ τυποποιθμζνα δεδομζνα. Η ευκλείδεια 

απόςταςθ για τυποποιθμζνα δεδομζνα είναι μία ειδικι περίπτωςθ τθσ απόςταςισ 

Mahalanobis. Στθν περίπτωςθ δφο μεταβλθτϊν, θ απόςταςθ Mahalanobis μεταξφ των 

παρατθριςεων 𝑖 και 𝑗 δίνεται από τον τφπο  

 

 

𝑀𝐷𝑖𝑗
2 =

1

1 − 𝑟2  
 𝑥𝑖1 − 𝑥𝑗1 

2

𝑠1
2

+
 𝑥𝑖2 − 𝑥𝑗2 

2

𝑠2
2

−
2𝑟 𝑥𝑖1 − 𝑥𝑗1  𝑥𝑖2 − 𝑥𝑗2 

𝑠1𝑠2
  

 

 

όπου 𝑠1
2, 𝑠2

2 είναι οι διακυμάνςεισ των μεταβλθτϊν 1 και 2 αντίςτοιχα και r είναι ο 

ςυντελεςτισ ςυςχζτιςθσ των δφο μεταβλθτϊν. Είναι φανερό ότι όταν οι μεταβλθτζσ είναι 

αςυςχζτιςτεσ (r=0) θ απόςταςθ μετατρζπεται ςε ςτατιςτικι απόςταςθ, ενϊ όταν οι 

διακυμάνςεισ των μεταβλθτϊν είναι ίςεσ με 1 και οι μεταβλθτζσ είναι αςυςχζτιςτεσ τότε θ 

απόςταςθ Mahalanobis μετατρζπεται ςε ευκλείδεια απόςταςθ. Ζτςι θ ευκλείδεια και θ 

ςτατιςτικι απόςταςθ είναι ειδικζσ περιπτϊςεισ τθσ απόςταςθσ Mahalanobis. Τα πακζτα SAS 

και SPSS δεν ζχουν τθν δυνατότθτα να χρθςιμοποιιςουν τθν απόςταςθ Mahalanobis. 

 

 

3.4.2 υντελεςτέσ χέςησ 

 

Αυτόσ ο τφποσ μζτρου χρθςιμοποιείται ςυνικωσ για δίτιμεσ μεταβλθτζσ. Στθν περίπτωςθ 

των δυαδικϊν δεδομζνων, κάποιοσ μπορεί να χρθςιμοποιιςει αυτό το μζτρο είτε ωσ 

πολυμορφικι ςυςχζτιςθ, είτε ωσ απλό ςυντελεςτι ιςοδυναμίασ ι κα μποροφςε οι 

διακυμάνςεισ να αντιπροςωπεφουν τθν ομοιότθτα μεταξφ των παρατθριςεων. Με βάςθ τα 

προθγοφμενα, ο 2×2 πίνακασ δφο δυαδικϊν μεταβλθτϊν είναι:  

 

 1 0 

1 a b 

0 c d 
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όπου τα a,b,c, και d είναι οι ςυχνότθτεσ των ςυμβάντων. Η ομοιότθτα μεταξφ δφο 

μεταβλθτϊν δίνεται από τον τφπο 

 

𝑎 + 𝑑

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑
 

 

Υπάρχουν και άλλεσ παραλλαγζσ του μζτρου αυτοφ, όπωσ για παράδειγμα ο ςυντελεςτισ 

Jaccard. Για περιςςότερεσ λεπτομζρειεσ μπορεί κάποιοσ να ανατρζξει ςτο εγχειρίδιο των 

Sneath  και Sokal (1973) και του Hartigan (1975). 

 

 

3.4.3 υντελεςτήσ υςχέτιςησ 

 

Ζνα διαφορετικό μζτρο ομοιότθτασ είναι ο ςυντελεςτισ ςυςχζτιςθσ των ροπϊν Pearson. Για 

τθν ακρίβεια, οι ςυντελεςτζσ ςυςχζτιςθσ και οι ςυντελεςτζσ ςχζςθσ κα λζγαμε ότι είναι 

μζτρα ομοιότθτασ, όπου μια υψθλι τιμι αναπαριςτά ομοιότθτα και αντίςτροφα. Οι 

ςυντελεςτζσ ςυςχζτιςθσ μποροφν εφκολα να μετατραποφν ςε μζτρα ομοιότθτασ 

υπολογίηοντασ τθν διαφορά τουσ από τθν μονάδα, ωςτόςο , δεν ικανοποιοφνται όλεσ οι 

ιδιότθτεσ μιασ πραγματικισ μετρικισ.  

 

Θα πρζπει να ςθμειωκεί ότι αυτά δεν είναι τα μόνα μζτρα που μποροφμε να 

χρθςιμοποιιςουμε για τθν ομαδοποίθςθ των παρατθριςεων. Γενικά, μποροφμε να 

χρθςιμοποιιςουμε οποιοδιποτε μζτρο ομοιότθτασ μεταξφ δφο αντικειμζνων, αρκεί να ζχει 

νόθμα ςτον ερευνθτι. Για παράδειγμα, ςτον εντοπιςμό των τραπεηικϊν καταςτθμάτων, ζνα 

ςθμαντικό μζτρο ομοιότθτασ μεταξφ δφο πικανϊν τοποκεςιϊν κα μποροφςε να είναι ο 

χρόνοσ οδιγθςθσ και όχι θ απόςταςθ ςε μίλια ι χιλιόμετρα. Ακόμα, ςτθν περίπτωςθ τθσ 

ζρευνασ που ςχετίηεται με εικόνα, οι αντιλθπτζσ αποςτάςεισ ι οι ομοιότθτεσ ίςωσ ζχουν 

μεγαλφτερο νόθμα από τισ ευκλείδειεσ αποςτάςεισ. Κλείνοντασ, μποροφμε να επιλζξουμε 

ζνα μζτρο ομοιότθτασ, το οποίο να είναι ςε ςυμφωνία με το αντικείμενο μελζτθσ. Αρκεί να 

ποφμε βζβαια ότι διαφορετικά μζτρα απόςταςθσ κα οδθγιςουν και ςε διαφορετικά 

αποτελζςματα για τθν ρφκμιςθ των ομάδων.      

 

 

 

3.5      Αξιοπιςτία και εξωτερική εγκυρότητα των ςυςτάδων  
 

Η ανάλυςθ ςυςτάδων είναι ευρετικι τεχνικι, ζτςι είναι πικανό να βρεκεί μια λφςθ 

ομαδοποίθςθσ ακόμα και όταν δεν υπάρχει καμία φυςικι ομάδα ςτα δεδομζνα μασ.           

Γι’ αυτόν τον λόγο θ εξακρίβωςθ τθσ αξιοπιςτίασ και τθσ εξωτερικισ ιςχφσ τθσ λφςθσ είναι 

απαραίτθτθ.   
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3.5.1  Αξιοπιςτία  
 

Η αξιοπιςτία μπορεί να διαπιςτωκεί με τθν διαδικαςία διαςταυρωμζνθσ επικφρωςθσ που 

προτάκθκε από τουσ McIntyre και Blashfield (1980). Αρχικά τα δεδομζνα μασ χωρίηονται 

ςτα δφο. Ρραγματοποιοφμε τθν ανάλυςθ ςυςτάδων αρχικά ςτο πρϊτο μιςό δείγμα και 

διευκρινίηουμε τα κζντρα βάρουσ των ςυςτάδων. Ζπειτα, αντιςτοιχίηουμε τισ παρατθριςεισ 

του δεφτερου μιςοφ του δείγματοσ ςτα κζντρα βάρουσ των ςυςτάδων που είχαν τθν 

μικρότερθ ευκλείδεια απόςταςθ. Το επίπεδο αξιοπιςτίασ εξαρτάται από τον βακμό 

ςυμφωνίασ μεταξφ των αναγραφόμενων παρατθριςεων και τθσ ανάλυςθσ ςυςτάδων. Η 

διαδικαςία μπορεί να επαναλθφκεί πραγματοποιϊντασ ανάλυςθ ςυςτάδων για το δεφτερο 

μιςό του δείγματοσ και αντιςτοιχίηοντασ τισ παρατθριςεισ του πρϊτου.  

 

 

3.5.2  Εξωτερική Εγκυρότητα 
 

Η εξωτερικι εγκυρότθτα αποκτάται ςυγκρίνοντασ τα αποτελζςματα τθσ ανάλυςθσ 

ςυςτάδων με τα εξωτερικά κριτιρια. Για παράδειγμα, ασ υποκζςουμε ότι ομαδοποιοφμε 

εταιρίεσ με βάςθ χρθματοοικονομικοφσ δείκτεσ και ζτςι καταλιγουμε ςε δφο ςυςτάδεσ : τισ 

εταιρίεσ που είναι οικονομικά υγιείσ και εκείνεσ που δεν είναι. Τότε θ εξωτερικι 

εγκυρότθτα μπορεί να εξακριβωκεί αν ςχετίςουμε τα αποτελζςματα τθσ ανάλυςθσ 

ςυςτάδων με τθν ταξινόμθςθ που λαμβάνουμε από ανεξάρτθτουσ εκτιμθτζσ (π.χ. ακροατζσ, 

οικονομικοί αναλυτζσ, χρθματοοικονομικοφσ αναλυτζσ κλπ). Για μεγαλφτερθ εμβάκυνςθ 

πάνω ςτο κζμα τθσ ανάλυςθσ ςυςτάδων, ο ενδιαφερόμενοσ μπορεί να ανατρζξει ςτο βιβλίο 

του Subhash Sharma (1996).    
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4 ΣΑΣΙΣΙΚΗ ΜΕΛΕΣΗ Ε ΒΙΟΛΟΓΙΚΑ 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΟΙΚΟΤΣΗΜΑΣΟ 
  

 

 

4.1  Παρουςίαςη δείγματοσ και μεταβλητών 
 

Το δείγμα μασ αποτελείται από 58 πτθνά, από τα οποία κάποια αποτελοφν το αρχικό μασ 

δείγμα, ενϊ τα υπόλοιπα ςυλλζχτθκαν από διαφορετικό μζροσ προκειμζνου να 

μελετθκοφν. Και τα δφο δείγματα ςυλλζχκθκαν από μζρθ τθσ Σκωτίασ. Στο αρχικό δείγμα, 

μασ δίνονταν οι διαςτάςεισ του ράμφουσ κακϊσ και το φφλο του πτθνοφ.   

 

Σκοπόσ μασ είναι θ καταςκευι ενόσ εργαλείου, με το οποίο κα μποροφμε να 

προςδιορίηουμε  το φφλο άλλων  πτθνϊν, μελλοντικά, βαςιηόμενοι μόνο ςτισ απλζσ 

μετριςεισ του ράμφουσ και χωρίσ περιςςότερθ εξζταςθ. Κατά ςυνζπεια θ εξαρτθμζνθ 

μεταβλθτι ωσ προσ τθν οποία εξετάςαμε το δείγμα μασ είναι το φφλο. Η κωδικοποίθςθ που 

υιοκετικθκε φαίνεται ςτον πίνακα 4.1. 

 

 

Πίνακας 4.1 : Κωδικοποίηζη εξαπηημένηρ μεηαβληηήρ. 

Φφλο Αρςενικό Θθλυκό 

Κωδικοποίθςθ  1 0 

 
  

Οι ανεξάρτθτεσ ι επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ είναι και οι δφο ςυνεχείσ και είναι το μικοσ 
και το πλάτοσ του ράμφουσ των πτθνϊν. Για ςυντομία κα χρθςιμοποιιςουμε παρακάτω τον 
ςυμβολιςμό  
 

 Μικοσ = 𝑥1 

 Ρλάτοσ = 𝑥2  
 

Μερικά χριςιμα χαρακτθριςτικά των μεταβλθτϊν αυτϊν βρίςκονται ςτον πίνακα 4.2. 
 
 

Πίνακας 4.2: Ιδιόηηηερ μεηαβληηών.  

Μεταβλθτζσ Μζςθ τιμι Διάμεςοσ Μζγιςτθ τιμι Ελάχιςτθ τιμι 

Μικοσ  39.01 38.50 43.80 34.60 

Ρλάτοσ  17.11 17.00 19.20 15.00 

 

 

Ζνα μικρό μζροσ του δείγματοσ που χρθςιμοποιικθκε παρουςιάηεται ςτον Ρίνακα 4.3. 
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Πίνακας 4.3 : Δείγμα 

Πτθνό Δείγμα Μικοσ Πλάτοσ  Φφλο 

1 1 36.0 15.9 0 
2 1 36.3 16.9 0 
3 1 37.2 15.6 0 
4 1 38.1 16.9 1 
5 1 38.4 17.8 1 

  

 

 

4.2 Εφαρμογή του μοντέλου λογιςτικήσ παλινδρόμηςησ  
   

Στο ςθμείο αυτό πρόκειται να προςαρμόςουμε τα δεδομζνα μασ με χριςθ τθσ λογιςτικισ 

παλινδρόμθςθσ του ςτατιςτικοφ πακζτου τθσ R, με ςκοπό τθν επιλογι του καταλλθλότερου 

ςτατιςτικοφ μοντζλου για το ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα.  Ειδικότερα ςτθν περίπτωςθ αυτι 

ζχουμε να κάνουμε με ζνα γενικευμζνο γραμμικό μοντζλο, με δυαδικά ι διωνυμικά 

δεδομζνα.  

 

Ζχοντασ ορίςει τισ κατθγορικζσ και επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ μποροφμε να 

προχωριςουμε ςτθ διερεφνθςθ των παραμζτρων. Ρροςαρμόηοντασ το μοντζλο μασ, 

λαμβάνουμε από τθν R τα αποτελζςματα ςτον Ρίνακα 4.4: 

 

 

Πίνακας 4.4 : Αποηελέζμαηα 

 Estimate Std. Error z-value Pr( > |z|) 

Μήκοσ 1.636 1.070 1.529 0.1262 

Πλάτοσ 3.636 2.048 1.775 0.0758 

Likelihood ratio test = 71.2 on 2 df, 
AIC = 14.156 

 

 

Από τα Αποτελζςματα του προςαρμοςμζνου μοντζλου, παρατθροφμε από τισ p-τιμζσ των 

ελζγχων Wald ότι ενϊ το πλάτοσ του ράμφουσ φαίνεται να είναι μια αρκετά ςτατιςτικά 

ςθμαντικι μεταβλθτι, δεν μποροφμε να ποφμε, με ςιγουριά, το ίδιο και για το μικοσ, αφοφ 

θ p-τιμι του είναι ίςθ με 0.1262.     

 

Σε αυτό το ςθμείο κα χρειαςτεί να ελζγξουμε τθν ςθμαντικότθτα τθσ μεταβλθτισ του 

μικουσ και κατά πόςο μασ δίνει απαραίτθτεσ πλθροφορίεσ για τθν κατθγορικι μεταβλθτι. 

Για τον ςκοπό αυτό κα προςαρμόςουμε ξανά το μοντζλο αφαιρϊντασ αρχικά τθν 

μεταβλθτι του μικουσ, θ οποία είναι και θ λιγότερο ςθμαντικι (stepwise)  και με τθν 

βοικεια των ελζγχων Deviance και AIC κα κάνουμε τθν ςφγκριςθ των μοντζλων.  

 

Ρριν προχωριςουμε ςτα αποτελζςματα, είναι ςθμαντικό να διευκρινίςουμε ότι λόγω τθσ 

μεταβλθτισ του μικουσ, δεν περιμζνουμε θ deviance να μασ δϊςει αξιόπιςτα 
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αποτελζςματα. Ωςτόςο θ διαφορά των deviance, που ςτθν ουςία αποτελεί τον ζλεγχο του 

λόγου πικανοφανειϊν, παίηει ςπουδαίο ρόλο ςτθν κατάλθξθ των αποτελεςμάτων.        

 

Με τθ βοικεια του ςτατιςτικοφ πακζτου τθσ R παίρνουμε τα αποτελζςματα που 

παρουςιάηονται ςτον Ρίνακα 4.5.   

 

 

Πίνακας 4.5 : Αποηελέζμαηα 

Models df Resid. Deviance AIC 

Mod1(x1 + x2)   8.1558 14.156 

Mod2(x1) 1 13.9817 17.982 

Mod3(x2) 1 14.5062 18.506 

 

 

Αρχικά επιλζγουμε να ξεκινιςουμε τθ ςφγκριςθ των μοντζλων μασ με τθ βοικεια του 

κριτιριου AIC. Με βάςθ αυτό το κριτιριο το βζλτιςτο μοντζλο είναι αυτό με τθν μικρότερθ 

τιμι AIC. Από τα αποτελζςματα ςτον πίνακα 4.5 βλζπουμε ότι θ αφαίρεςθ οποιαςδιποτε 

μεταβλθτισ είχε ωσ αποτζλεςμα τθν αφξθςθ τθσ τιμισ AIC. Ωσ εκ τοφτου, με βάςθ το 

κριτιριο AIC, καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι καλφτερο μοντζλο είναι αυτό που περιζχει 

και τισ δφο επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ. 

 

Αν τϊρα βαςιςτοφμε, για τθ ςφγκριςθ των μοντζλων, ςτθν ανάλυςθ τθσ deviance, είμαςτε 

αναγκαςμζνοι να απορρίψουμε τα δφο πιο απλά μοντζλα (με μια μεταβλθτι), κακϊσ το 

μοντζλο που περιζχει και τισ δφο μεταβλθτζσ (μικοσ και πλάτοσ) είναι ςτατιςτικά καλφτερο, 

αφοφ θ διαφορά των deviance μειϊνεται αιςκθτά.  

Συνεπϊσ οι δφο ζλεγχοι ςυμφωνοφν και ζτςι καταλιγουμε ςτο ότι το μοντζλο με όλεσ τισ 

μεταβλθτζσ είναι το βζλτιςτο. 

 

Οι παραπάνω ζλεγχοι μασ οδθγοφν ςτθν ςκζψθ ότι οι δφο μεταβλθτζσ ίςωσ να ζχουν 

κάποια ςυςχζτιςθ μεταξφ τουσ. Υπολογίηοντασ λοιπόν τον ςυντελεςτι ςυςχζτιςθσ 

(correlation test in R) του πλάτουσ και του μικουσ καταλιγουμε ότι είναι περίπου 0,75. 

Βλζπουμε λοιπόν ότι οι δφο μεταβλθτζσ είναι όντωσ αρκετά ςυςχετιςμζνεσ, κακϊσ ο 

ςυντελεςτισ τουσ είναι κοντά ςτθ μονάδα.   

       

Η προςαρμοςμζνθ εξίςωςθ παλινδρόμθςθσ κα είναι 

 

ln( 
p 

1−p  
 )  =  − 125.936 + 1.636 𝑥1 + 3.636 𝑥2  , 

 

όπου  𝑝  θ εκτιμϊμενθ τιμι τθσ πικανότθτασ αρςενικοφ φφλου. Η προθγοφμενθ ςχζςθ 

μπορεί να γραφεί ιςοδφναμα ωσ 

 

𝑝  = 
exp (−125.936+1.636 𝑥1+3.636 𝑥2)

1+exp (−125.936+1.636 𝑥1+3.636 𝑥2)
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Στον πίνακα 4.6  ζχουν υπολογιςτεί, με τθ βοικεια του ςτατιςτικοφ πακζτου του Minitab, οι 

εκτιμθμζνεσ πικανότθτεσ τθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ, για το αρχικό μασ δείγμα.  

 

Πίνακα 4.6 : Εκηιμημένερ πιθανόηηηερ 

Αρικμόσ δείγματοσ 𝒑  Y 

1 0.00010 0 

2 0.00605 0 

3 0.00024 0 

4 0.00028 0 

5 0.00027 0 

6 0.03033 0 

7 0.16154 0 

8 0.02497 0 

9 0.00968 0 

10 0.07967 0 

11 0.02728 0 

12 0.04536 0 

13 0.02633 0 

14 0.04381 0 

15 0.60912 0 

16 0.04457 0 

17 0.05207 0 

18 0.10377 1 

19 0.83302 1 

20 0.99232 1 

21 0.96435 1 

22 0.99144 1 

23 0.99272 1 

24 0.96176 1 

25 0.99998 1 

26 0.99826 1 

27 0.99965 1 

28 0.98858 1 

29 0.99993 1 

30 0.99923 1 

31 0.99973 1 

32 0.99987 1 

33 1.00000 1 

34 0.99997 1 

 

Ραράλλθλα προςαρμόηοντασ τα 𝑝  ςτα δεδομζνα του μοντζλου μασ παίρνουμε το γράφθμα 

ςτθν Εικόνα 4.1.     
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                        Εικόνα 4.1 : Γπάθημα εκηιμημένων πιθανοηήηων 

 

 

Πταν το 𝑝  βρίςκεται κοντά ςτθ μονάδα ( 𝑝  ≥0.5), τότε το 𝑦 = 1, δθλαδι το πτθνό είναι 

φφλου αρςενικοφ, ενϊ για τα 𝑝  με τιμι κοντά ςτο 0  (𝑝 < 0.5), το 𝑦 = 0 και άρα πρόκειται 

για κθλυκό πτθνό.   

 

Στον πίνακα κα δοφμε τθν ποςότθτα των αρςενικϊν πτθνϊν όταν ζχουμε  𝑝 ≥ 0.5 και τθν 

ποςότθτα των κθλυκϊν όταν  𝑝 < 0.5, κακϊσ επίςθσ και τα ςφάλματα. Για να ποφμε ότι το 

μοντζλο μασ ζχει καλι προβλεπτικι ικανότθτα κα πρζπει οι αρικμοί αυτοί να είναι 

ικανοποιθτικά μεγάλοι (ενϊ τα ςφάλματα μικρά). 

 

 

Πίνακας 4.7 : Απιθμόρ εκηιμημένων πιθανοηήηων 

 Υ=1 Υ=0 

𝒑 ≥ 𝟎. 𝟓              16     (94%) 1 

𝒑 < 0.5 1              16     (94%) 

   

 

Εφόςον τα ποςοςτά ςφαλμάτων είναι πολφ χαμθλά, μποροφμε να υποκζςουμε ότι το 

μοντζλο μασ ζχει καλι προβλεπτικι ικανότθτα. Ραρακάτω κα ακολουκιςει και περαιτζρω 

ζλεγχοσ ςχετικά με τθν προβλεπτικι ικανότθτα του μοντζλου. 

 

Κακϊσ το μοντζλο ζχει καλι προβλεπτικι ικανότθτα μποροφμε να προςαρμόςουμε ςε αυτό 

τα δεδομζνα του δεφτερου δείγματοσ, για το οποίο δεν γνωρίηουμε το φφλο των πτθνϊν 

και να υπολογίςουμε τισ εκτιμθμζνεσ πικανότθτεσ. Με το ίδιο ςκεπτικό όπωσ και παραπάνω 
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μποροφμε να υποκζςουμε με μεγάλθ ςιγουριά (λόγω τθσ καλισ πρόβλεψθσ) το φφλο των 

πτθνϊν (Ρίνακασ 4.8). 

   

 

Πίνακας 4.8 : Εκηιμημένερ πιθανόηηηερ για ηο δεύηεπο δείγμα. 

Αρικμόσ δείγματοσ 𝒑  Y 

1 0.001092 0 

2 0.000001 0 

3 0.000184 0 

4 0.000016 0 

5 0.001460 0 

6 0.013989 0 

7 0.033420 0 

8 0.009421 0 

9 0.007726 0 

10 0.000847 0 

11 0.010685 0 

12 0.010685 0 

13 0.014759 0 

14 0.099625 0 

15 0.996102 1 

16 0.998425 1 

17 0.783978 1 

18 0.998822 1 

19 0.991207 1 

20 0.990884 1 

21 0.990884 1 

22 0.998638 1 

23 0.998337 1 

24 0.999921 1 
 
 
Στθ ςυνζχεια κα εφαρμόςουμε τθν καμπφλθ του ROC (Receiver Operating Characteristic) 
προκειμζνου να εξετάςουμε καλφτερα τθν προβλεπτικι ικανότθτα του μοντζλου. Ο κάκετοσ 
άξονασ μετράει τθν ευαιςκθςία, ενϊ ο οριηόντιοσ τθν ειδικότθτα (specificity). Για να 
κεωρθκεί καλι μια καμπφλθ ROC κα πρζπει να ιςχφουν δφο πράγματα : 
 
 

 να ζχουμε υψθλι ευαιςκθςία και χαμθλι ειδικότθτα 

 το εμβαδόν (AUC), που ςχθματίηεται κάτω από κάκε καμπφλθ να είναι αρκετά                
        μεγάλο. Πςο μεγαλφτερθ θ τιμι του, τόςο καλφτερθ είναι θ πρόβλεψθ. 
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                                       Εικόνα 4.2 : Καμπύλη ROC 

 
 

Από το παραπάνω διάγραμμα παρατθροφμε ότι ζχουμε μια πολφ καλι καμπφλθ ROC. Αυτό 
φαίνεται από το γεγονόσ ότι θ ευαιςκθςία είναι πολφ υψθλι, ενϊ παράλλθλα θ τιμι του 
εμβαδοφ κάτω από τθν καμπφλθ είναι AUC=0.9931. Μποροφμε λοιπόν να ςυμπεράνουμε, 
τόςο από τθν καμπφλθ, όςο και από το εμβαδόν τθσ ότι θ προβλεπτικι ικανότθτα του 
μοντζλου είναι πολφ καλι.   

 
Ολοκλθρϊνοντασ το κεφάλαιο, κα εφαρμόςουμε μερικοφσ διαγνωςτικοφσ ελζγχουσ για το 
βζλτιςτο μοντζλο, οι οποίοι βαςίηονται ςτα υπόλοιπα και ςτα μζτρα επιρροισ. Αρχικά κα 
καταςκευάςουμε τα γραφιματα των τυποποιθμζνων υπολοίπων deviance ςε ςχζςθ με τισ 
εκτιμϊμενεσ τιμζσ και με βάςθ τθ ςειρά των δεδομζνων (id) αντίςτοιχα.  
 
Με τισ δφο αυτζσ γραφικζσ παραςτάςεισ μποροφμε 
  

 Να ελζγξουμε τθν υπόκεςθ τθσ ανεξαρτθςίασ των παρατθριςεων 

 Να εντοπίςουμε πικανζσ παρατθριςεισ που αποκλείουν ςθμαντικά από τισ  
        υπόλοιπεσ.  
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Εικόνα 4.3 : Τςποποιημένα ςπόλοιπα deviance ωρ ππορ ηιρ πποζαπμοζμένερ ηιμέρ. 

 

Εικόνα 4.4 : Τςποποιημένα ςπόλοιπα deviance ζε ζσέζη με ηον απιθμό ηηρ παπαηήπηζηρ. 
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Από τα παραπάνω ςχιματα μασ είναι δφςκολο να απορρίψουμε τθν υπόκεςθ τθσ 

ανεξαρτθςίασ των υπολοίπων, αφοφ τα υπόλοιπα δεν κατανζμονται τυχαία γφρο από τθν 

περιοχι του μθδενόσ. Επίςθσ αν παρατθριςουμε κα δοφμε ότι θ 15θ και θ 18θ παρατιρθςθ 

ζχουν ςθμαντικά μεγαλφτερθ απόλυτθ τιμι για τα τυποποιθμζνα υπόλοιπα ςε ςχζςθ με τισ 

υπόλοιπεσ. Οι ςυγκεκριμζνεσ παρατθριςεισ αντιςτοιχοφν ςε πτθνά, των οποίων τα ράμφθ 

τουσ ζχουν ιδιαίτερα δυςανάλογεσ διαςτάςεισ ςε ςχζςθ με το φφλο τουσ, γεγονόσ που τισ 

διαφοροποιεί από όλεσ τισ άλλεσ.   

  

Για τον εντοπιςμό πικανϊν ςθμείων επιρροισ μποροφμε να καταςκευάςουμε το διάγραμμα 

των υπολοίπων πικανοφάνειασ ωσ προσ τα ℎ𝑖𝑖  κακϊσ και τα γραφιματα δείκτθ (index plots) 

των υπολοίπων πικανοφάνειασ, των ℎ𝑖𝑖 , των αποςτάςεων του Cook. 

 

Πλα τα προαναφερκζντα γραφιματα παρουςιάηονται ςτθν Εικόνα 4.5, το οποίο 

καταςκευάςτθκε από τθν R. 

 

 

 

                 Εικόνα 4.5 : Διάθοπα γπαθήμαηα ελέγσος ηηρ R. 

    

 

Από τθν εικόνα των γραφικϊν αυτϊν παραςτάςεων είναι φανερό ότι δεν υπάρχει κανζνα 

χαρακτθριςτικό που να δθμιουργεί ςοβαρζσ αμφιβολίεσ ωσ προσ τθν ορκότθτα του 

μοντζλου. 
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5 ΣΑΣΙΣΙΚΗ ΜΕΛΕΣΗ Ε ΙΑΣΡΙΚΑ 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ 
 

 

 

5.1 Παρουςίαςη δείγματοσ και μεταβλητών 
 

Το δείγμα μασ αποτελείται από  115 ςυνολικά άτομα, ςτα οποία ζγιαναν 17 διαφορετικζσ 

εξετάςεισ (μετριςεισ), προκειμζνου να δοφμε αν αυτά ζχουν εκτεκεί ι όχι ςτθν χθμικι 

ουςία. Το δείγμα μασ χωρίηεται ςε δφο ομάδεσ. Γνωρίηουμε ότι από τα 115 άτομα, τα 52 

ζχουν εκτεκεί ςτθν χθμικι ουςία, ενϊ τα 27 δεν ζχουν. Η δεφτερθ ομάδα αποτελείται από 

άτομα, τα οποία δεν γνωρίηουμε αν είναι εκτεκειμζνα ι όχι.  

 

Σκοπόσ μασ είναι να ερευνιςουμε τθν φπαρξθ τθσ εξάρτθςθσ τθσ πικανότθτασ ζκκεςθσ ενόσ 

ατόμου  ςτθν ουςία με τα αποτελζςματα των εξετάςεων. Επομζνωσ θ εξαρτθμζνθ 

μεταβλθτι, ςε αυτι  τθν περίπτωςθ κα είναι θ ζκκεςθ ι όχι του ατόμου ςτθν χθμικι ουςία. 

Η κωδικοποίθςθ που χρθςιμοποιικθκε φαίνεται ςτον Ρίνακα 5.1.  

 

 

Πίνακας 5.1: Κωδικοποίηζη εξαπηημένηρ μεηαβληηήρ.   

Έκθεζη  Ναι Όχι 

Κωδικοποίηζη 1 0 

  

 

Και ςε αυτι τθν περίπτωςθ οι ανεξάρτθτεσ/επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ είναι όλεσ ςυνεχείσ. 

Οι μεταβλθτζσ αυτζσ είναι μετριςεισ που λάβαμε, μζςω των εξετάςεων που 

πραγματοποιικθκαν ςτο δείγμα μασ.  

 

Στον Ρίνακα 5.2 παρουςιάηουμε ζνα μικρό μζροσ του δείγματοσ που χρθςιμοποιικθκε.  

 

 

Πίνακας 5.2: Δείγμα  

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7… …C13 C14 C15 C16 C17 Έκθεζη 

4.1 6 0.35 6.8 1.23 2.34 45 0.93 272 114 2.12 2.91 1 

6.3 8 0.33 5.7 1.08 2.29 44 1.80 232 102 1.02 5.6 1 

6.9 9 0.42 6.7 0.86 2.37 44 1.17 352 118 1.02 6.57 0 

5 12 0.33 5.6 1 2.34 43 0.93 344 100 1.04 5.38 0 

10.2 11 0.35 6.6 0.95 2.33 44 1.93 455 99 1.57 4.20 0 
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5.2   Εφαρμογή του μοντέλου λογιςτικήσ παλινδρόμηςησ  
 

Αρχικά κα προςαρμόςουμε το μοντζλο, με όλα τα δεδομζνα, με τθ βοικεια του ςτατιςτικοφ 

πακζτου τθσ R. Και ςε αυτι τθν περίπτωςθ ςκοπόσ μασ είναι εν τζλει να καταλιξουμε ςτο 

καταλλθλότερο ςτατιςτικά μοντζλο. Μετά τθν προςαρμογι του μοντζλου, θ R μασ δίνει τα 

αποτελζςματα που φαίνονται ςτον Ρίνακα 5.3.  

 

 

Πίνακας 5.3 : Αποηελέζμαηα  

Μεηρήζεις Coef SE coef z-value P(> |z|) 

C1 0.454021 0.228609 1.99 0.047 

C2 -0.0921234 0.170204 -0.54 0.588  

C3 -17.5697 8.86137 -1.98 0.047 

C4 0.553136 0.897255 0.62 0.538 

C5 1.61846 2.69260 0.60 0.548 

C6 -34.4002 10.5028 -3.28 0.001 

C7 0.245205 0.244073 1.00 0.315 

C8 0.161909 0.136211 1.19 0.235 

C9 -0.801239 0.842821 -0.95 0.342 

C10 0.0818266 0.0398471 2.05 0.040 

C11 0.0220476 0.0679672 0.32 0.746 

C12 0.085805 0.051733 1.66 0.097 

C13 0.727097 0.53589 1.36 0.175 

C14 -0.000898 0.005542 -0.16 0.871 

C15 0.070042 0.051537 1.36 0.174 

C16 -1.53301 2.5132 -0.61 0.542 

C17 0.200235 0.50768 0.39 0.693 

AIC = 85.405 
Residual deviance = 49.405 on 61 df 

  

 

Από τα αποτελζςματα του προςαρμοςμζνου μοντζλου με όλεσ τισ μεταβλθτζσ  και 

ειδικότερα από τισ p-τιμζσ των ελζγχων Wald, γίνεται γριγορα αντιλθπτό ότι το μοντζλο 

αυτό δεν είναι ςτατιςτικά πολφ καλό και ενδεχομζνωσ να μποροφμε να προβοφμε ςε 

κάποιεσ βελτιϊςεισ. Ριο ςυγκεκριμζνα μποροφμε να δοφμε ότι πολλζσ μετριςεισ που ζχουν 

λθφκεί ζχουν p-value >> 0,5, όπωσ παραδείγματοσ  χάριν θ C11, C14 και λοιπά. Βλζπουμε 

επίςθσ ότι θ πιο ςθμαντικι μεταβλθτι του μοντζλου είναι θ μεταβλθτι C6 με p-τιμι 0,001 

και ακολουκοφν οι λιγότερο ςθμαντικζσ  C10 και μαηί οι C1 και C3. 

 

Ρροκειμζνου να βελτιϊςουμε το αρχικό μοντζλο, κα χρθςιμοποιιςουμε τθν διαδικαςία 

διαδοχικισ αφαίρεςθσ (backward elimination), θ οποία ξεκινάει ειςάγοντασ όλεσ τισ 

μεταβλθτζσ, όπωσ ζχουμε ιδθ κάνει και αφαιρεί μια-μια τισ μεταβλθτζσ αρχίηοντασ από τθν 
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λιγότερο ςθμαντικι. Με βάςθ τον ζλεγχο Wald και το κριτιριο AIC κα βροφμε το 

καταλλθλότερο, για τα δεδομζνα μασ, μοντζλο.  

    

Καταλιγουμε ζτςι ςτο μοντζλο με τα αποτελζςματα ςτον Ρίνακα 5.4. 

 

 

Πίνακας 5.4 : Αποηελέζμαηα 

Μεηαβληηές Coef Se coef z-value Pr( > |z|) 

C1 0.33156 0.17201 1.93 0.054 

C3 -19.1186 7.67830 -2.49 0.013 

C6 -25.9297 7.5429 -3.44 0.001 

C8 0.22627 0.10884 2.08 0.038 

C10 0.06781 0.03123 2.17 0.030 

C12 0.06468 0.04566 1.42 0.157 

C13 0.71168 0.46271 1.54 0.124 

C15 0.08377 0.04376 1.91 0.056 

AIC = 71.863 
Residual deviance = 53.863 on 70 df 

 

 

Από τα p-value των αποτελεςμάτων βλζπουμε ότι θ ςθμαντικότερθ μεταβλθτι είναι εκείνθ 

των μετριςεων C6 και ακολουκοφν οι C3 και C10. Εφαρμόηοντασ το κριτιριο AIC βλζπουμε 

ότι το μοντζλο μασ βελτιϊκθκε αρκετά, με AIC = 71.825, ζναντι του αρχικοφ με AIC = 85.38. 

Ραρατθροφμε όμωσ ότι για δφο μεταβλθτζσ (C12, C13) θ p-value είναι οριακι. Ραρακάτω 

κα ελζγξουμε, με βάςθ τισ deviance, αν το μοντζλο μασ είναι καλφτερο από αυτό που δεν 

περιλαμβάνει τισ δφο μεταβλθτζσ. 

 

Ζνασ άλλοσ τρόποσ ςφγκριςθσ των μοντζλων είναι με τθν ςφγκριςθ των τιμϊν τθσ 

ελεγχοςυνάρτθςθσ  deviance από τθν κατανομι X2. Η μζκοδοσ αυτι δεν δίνει πάντα ακριβι 

αποτελζςματα, όμωσ εδϊ ίςωσ μασ φανεί χριςιμθ. Με τθν βοικεια τθσ R λαμβάνουμε τα 

αποτελζςματα, ςτα οποία παρουςιάηεται ο πίνακασ ανάλυςθσ τθσ deviance για τα δφο 

μοντζλα. 

 

Πίνακας 5.5 : Υπόλοιπα deviance 

 Df Resid. 
deviance 

Pr( >Chi ) AIC 

Model 1 70 53.863  71.863 

Model 2 72 60.111 0.044 74.111 

 

 

Συγκρίνοντασ τϊρα τα μοντζλα με τθν μζκοδο ανάλυςθσ τθσ deviance βλζπουμε, εν τζλει, 

ότι το βζλτιςτο μοντζλο είναι εκείνο που περιζχει τισ μεταβλθτζσ C12 και C13.   

 

Η προςαρμοςμζνθ εξίςωςθ παλινδρόμθςθσ του μοντζλου είναι θ 
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ln  
𝑝 

1− 𝑝 
   = 35.77 + 0.33 𝐶1 –19.12 𝐶3 – 25.93  𝐶6 + 0.23 𝐶8 + 0.068 𝐶10 +

0.065 𝐶12 + 0.7 𝐶13 + 0.084 𝐶15 

 

Η προθγοφμενθ ςχζςθ γράφεται ιςοδφναμα, ωσ προσ 𝑝   

 

𝑝  = 
exp (35.77 + 0.33 C1 – 19.12 C3 – 25.93 C6 + 0.23 C8 + 0.068 C10 + 0.065 C12 + 0.7 C13 + 0.084 C15 )

1+exp (35.77 + 0.33C1 – 19.12C3 – 25.93C6 + 0.23C8 + 0.068C10 + 0.065C12 + 0.7C13 + 0.084C15 )
 

 

Ζνα δείγμα από τισ  εκτιμθμζνεσ  πικανότθτεσ των τιμϊν τθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ, τθσ 

πρϊτθσ ομάδασ ατόμων, φαίνεται ςτον πίνακα 5.6. Οι τιμζσ αυτζσ υπολογίςτθκαν μζςω του 

Minitab.  

 

 

Πίνακας 5.6 : Εκηιμημένερ πιθανόηηηερ  

#Άηομο 𝒑  Υ 

1 0.94 1 

2 0.53 1 

3 0.31 1 

4 0.78 1 

5 0.81 1 

6 0.95 1 

7 0.59 1 

53 0.06 0 

54 0.39 0 

55 0.71 0 

56 0.05 0 

57 0.32 0 

58 0.4 0 

59 0.94 0 

 

 

Στον Ρίνακα 5.7 βλζπουμε τον αρικμό των εκτιμθμζνων πικανοτιτων. Αυτό που 

αναμζνουμε είναι για 𝑝 ≥ 0.5 να ζχουμε Υ= 1, δθλαδι το άτομο ζχει εκτεκεί ςτθ χθμικι 

ουςία, ενϊ για 𝑝  < 0.5,  Υ=0 και δεν υπάρχει ζκκεςθ του ατόμου. 

 

 

 

Πίνακα 5.7 : Απιθμόρ εκηιμημένων πιθανοηήηων 

 # Υ=1 # Υ=0 

𝒑 ≥ 0.5                46   (88.5%) 6 

𝒑  < 0.5 9               18  (66.7%) 
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Ραρατθροφμε ότι θ προβλεπτικι ικανότθτα του μοντζλου είναι πολφ καλι, ειδικά για τισ 

περιπτϊςεισ των ατόμων που ζχουν εκτεκεί ςτθν χθμικι ουςία.  

 

Αρχικόσ ςκοπόσ μασ ιταν να δθμιουργιςουμε ζνα μοντζλο, το οποίο να μπορεί να 

προβλζπει με καλι πικανότθτα τισ τιμζσ τθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ. Στθν ςυνζχεια λοιπόν 

κα προςαρμόςουμε ςτο μοντζλο μασ τα δεδομζνα τθσ δεφτερθσ ομάδασ ατόμων (εκείνων 

που δεν γνωρίηουμε αν εκτζκθκαν ι όχι) και κα υπολογίςουμε τθν εκτιμθμζνθ πικανότθτα. 

Ππωσ και προθγουμζνωσ, ςτθν περίπτωςθ που ζχουμε 𝑝  ≥ 0.5 κα κεωροφμε ότι το άτομο 

ζχει εκτεκεί, ενϊ όταν προκφπτει 𝑝  < 0.5 κα κεωροφμε ότι πικανότατα το άτομο δεν 

εκτζκθκε. Οι τιμζσ τθσ 𝑝  υπολογίςτθκαν και εδϊ με το ςτατιςτικό πακζτο Minitab.  

 

 

Πίνακας 5.8 : Εκηιμημένερ πιθανόηηηερ 

#Άηομο 𝒑  Υ 

1 0.970617 1 

2 0.963649 1 

3 0.909175 1 

4 0.165136 0 

5 0.993842 1 

6 0.984768 1 

7 0.808656 1 

8 0.896191 1 

9 0.996537 1 

10 0.084656 0 

12 0.995952 1 

13 0.983673 1 

14 0.999319 1 

15 0.993117 1 

16 0.279952 0 

17 0.970599 1 

18 0.931375 1 

19 0.007463 0 

20 0.927331 1 

21 0.929942 1 

22 0.896553 1 

23 0.986674 1 

24 0.998934 1 

25 0.979492 1 

26 0.999047 1 

27 0.999869 1 

28 0.992727 1 

29 0.998133 1 

30 0.902322 1 

31 0.998410 1 

32 0.451552 0 

33 0.853772 1 

34 0.999778 1 

35 0.989591 1 
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Με βάςθ τα αποτελζςματα ςτουσ Ρίνακεσ 5.8 και 5.9, μποροφμε να ποφμε ότι τα άτομα που 

εμφάνιςαν Υ=1, είναι πολφ πικανό, να ζχουν ζρκει ςε επαφι με τθ χθμικι ουςία. Εκείνοι 

που εμφάνιςαν Υ=0, φαίνεται να μθν διατρζχουν κάποιον ιδιαίτερο κίνδυνο.  

 

Σε αυτό το ςθμείο κα εφαρμόςουμε και κα εξετάςουμε τθν καμπφλθ του ROC (Receiver 

Operating Characteristic). Ππωσ ζχουμε προαναφζρει, θ καμπφλθ ROC είναι ζνα καλό 

εργαλείο όταν πρόκειται να εξετάςουμε τθν προβλεπτικι ικανότθτα του μοντζλου μασ. Με 

τθν βοικεια τθσ R λαμβάνουμε το διάγραμμα που εμφανίηεται ςτθν Εικόνα 5.1.   

 

 

 
                     Εικόνα 5.1 : Καμπύλη ROC 

 

 

Μποροφμε να δοφμε και μια άλλθ εκδοχι τθσ καμπφλθσ ROC ςτθν Εικόνα 5.2. Στο 

παρακάτω διάγραμμα ζχουμε εξομαλφνει τα ςθμεία τθσ γραμμισ δθμιουργϊντασ μία 

μονοκόμματθ καμπφλθ. Η διόρκωςθ αυτι διευκολφνει τθν ανάλυςθ τθσ καμπφλθσ και τθ 

διευκρίνιςθ του εμβαδοφ που ςχθματίηεται κάτω από αυτιν.    
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 Εικόνα 5.2 : Εξομαλςμένη καμπύλη ROC 

 

 

Από τα ςχιματα ςτισ Εικόνεσ 5.1 και 5.2 βλζπουμε ότι θ ευαιςκθςία του μοντζλου είναι 

πολφ υψθλι, ενϊ από τθν R παίρνουμε τθν τιμι του ποςοςτοφ που καλφπτει το εμβαδόν 

κάτω από τθν καμπφλθ, θ οποία είναι AUC=0.91. Αυτό ςθμαίνει ότι θ προβλεπτικι 

ικανότθτα του μοντζλου μασ είναι πολφ καλι.  

 

Τζλοσ κα κάνουμε μερικοφσ από τουσ διαγνωςτικοφσ ελζγχουσ προκειμζνου να ελζγξουμε 

τθν ανεξαρτθςία των παρατθριςεων, κακϊσ και τθν φπαρξθ ςθμαντικϊν αποκλίςεων, που 

ίςωσ να μασ δθμιουργοφν πρόβλθμα ςτα ςυμπεράςματά μασ.   

 

Από το ςτατιςτικό πακζτο τθσ R παίρνουμε τα γραφιματα τυποποιθμζνων υπολοίπων, 

Εικόνα 5.3 και Εικόνα 5.4.  
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                      Εικόνα 5.3 : Τςποποιημένα ςπόλοιπα deviance ωρ ππορ ηιρ 

 πποζαπμοζμένερ ηιμέρ. 

 

 

  Εικόνα 5.4 : Τςποποιημένα ςπόλοιπα deviance ζε ζσέζη  

             με ηον απιθμό ηηρ παπαηήπηζηρ. 

 

Στα τυποποιθμζνα υπόλοιπα δεν υπάρχουν ενδείξεισ που κα πρζπει να μασ 

προβλθματίςουν ςχετικά με τισ παρατθριςεισ. 
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6   ΣΑΣΙΣΙΚΗ ΜΕΛΕΣΗ Ε 

ΑΡΧΑΙΟΛΟΓΙΚΑ ΕΤΡΗΜΑΣΑ 
 

 

 

6.1  Προΰςτορικά ορυκτά μεταλλεύματα και ο προςδιοριςμόσ 

τουσ  
 

Στθν Δυτικι Ευρϊπθ, τα ςυνθκζςτερα αρχαιολογικά ευριματα και ςυνικωσ τα μοναδικά 

που διαςϊηονται, για το μεγαλφτερο μζροσ τθσ φπαρξθσ του ανκρϊπου, είναι εκείνα που 

καταςκευάηονταν από πζτρα. Τα αντικείμενα αυτά χρθςιμοποιικθκαν ευρζωσ από το 3000 

π.χ (ι λίγο νωρίτερα) ζωσ το 1500 π.χ. Αναφερόμαςτε ςτθν Νεολικικι ι πρϊιμθ Εποχι του 

Χαλκοφ, θ οποία χαρακτθρίηεται από τθν εμφάνιςθ ι τθν ευρεία εφαρμογι των πρϊιμων 

μεκόδων καλλιζργειασ. Ο προςδιοριςμόσ των πθγϊν για τισ πρϊτεσ φλεσ αυτϊν των 

εργαλείων είναι ζνα γεωλογικό πρόβλθμα. Ενιαία εργαλεία μικροφ μεγζκουσ, όπωσ ξφςτρα 

ι μαχαίρια, μπορεί να ζχουν καταςκευαςτεί από τυχαία ευριματα πυρόλικου όπωσ, 

βότςαλα από ζνα ρζμα ι κάποια χαλίκια, όπου και ςτισ δφο περιπτϊςεισ είναι πολφ πικανό 

τα ευριματα να βρεκοφν ςε μεγάλθ απόςταςθ από τον γονικό βράχο. Το πρόβλθμα αυτό 

ςτο παρελκόν ιταν ακόμα δυςκολότερο επειδι, αν και υπάρχουν πολλζσ περιγραφζσ  ωσ 

προσ τισ αλλαγζσ του υλικοφ, τόςο ςτθν όψθ όςο και ςτον χρωματιςμό (Rankine 1952, Hurst 

και Kelly 1966), δεν υπάρχει καμία περιγραφι, μζχρι και ςιμερα, ςτθν πετρολογία για τον 

διαχωριςμό  των πυρόλικων από διαφορετικζσ πθγζσ.   

 

Η μεταβολι του πετρογραφικοφ ςχεδίου ςε παρόμοιουσ τφπουσ πετρωμάτων είναι γνωςτι. 

Οι καλά μελετθμζνεσ περιοχζσ, με μεγάλθ γεωλογικι ποικιλία, μασ επιτρζπουν τον 

ευκολότερο προςδιοριςμό του δείγματοσ ωσ προσ τθν πθγι του πετρϊματοσ (ι τουλάχιςτον 

τον περιοριςμό των εναλλακτικϊν επιλογϊν), μζςω τθσ εξζταςθσ του ορυκτολογικοφ 

ςχεδίου και τθσ ςφγκριςθσ τθσ ςφςταςθσ μιασ μικρισ επιφάνειασ του δείγματοσ, με τα 

γνωςτά πετρϊματα. Τα πλεονεκτιματα αυτισ τθσ μεκόδου ζχουν χρθςιμοποιθκεί, τόςο 

ςτθν Βρετανία όςο και αλλοφ , για τον προςδιοριςμό τθσ πθγισ πζτρινων ςτθλϊν, που 

καταςκευάςτθκαν από ςκλθρό βράχο (Shotton 1969). 

 

Ο πυρόλικοσ ζχει γενικά κεωρθκεί ωσ χαλκθδόνιοσ λίκοσ, ομοιόμορφθσ ςφνκεςθσ, που 

αποτελείται ςχεδόν εξ ολοκλιρου από πυρίτιο και νερό. Η δομι του είναι λιγότερο 

ομοιόμορφθ και περιλαμβάνει και λεπτό, άμορφο και κρυςταλλικό διοξείδιο του πυριτίου, 

με ενςωματωμζνα απολικϊματα ανκρακικοφ αςβεςτίου (κοινι ονομαςία, κιμωλία). 

Ωςτόςο, υπάρχει ςθμαντικι μεταβολι τθσ δομισ μεταξφ πυρόλικων τθσ ίδιασ πθγισ, ενϊ τα 

απολικϊματα δεν είναι ςε γενικζσ γραμμζσ καλά διατθρθμζνα. Ζχουν γίνει αρκετζσ 

προςπάκειεσ, για των εντοπιςμό των πθγϊν του πυρόλικου, με τθν χριςθ των 

απολικωμάτων, χωρίσ όμωσ κάποια αξιοςθμείωτθ επιτυχία (Bigod 1950, Wetzel1941, 

Laming 1959). Ο λόγοσ που θ μζκοδοσ αυτι δεν είχε επιτυχία είναι επειδι, ςε αρκετζσ 
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περιπτϊςεισ, παρατθρικθκε χριςθ διαφορετικϊν πθγϊν πυρόλικου ςτθν ίδια περιοχι, 

χωρίσ όμωσ να μποροφμε να εντοπίςουμε τθν τοποκεςία των πθγϊν αυτϊν (Deflandre 

1966).  

 

Η φπαρξθ ιχνοςτοιχείων ςτον πυρόλικο μασ οδθγεί ςε μια άλλθ, πολλά υποςχόμενθ 

προςζγγιςθ. Το Βρετανικό Μουςείο Εργαςτθριακϊν ερευνϊν πρόςφατα κατζδειξε ότι μζςω 

φαςματοςκοπικισ ανάλυςθσ, μποροφν να εντοπιςτοφν ςτον πυρόλικο, μζχρι και είκοςι 

διαφορετικά ιχνοςτοιχεία. Σε ζνα παλαιότερο άρκρο (Sieveking et al., 1970), οι ςυγγραφείσ 

είχαν επιςθμάνει ότι υπάρχουν διαφοροποιιςεισ ςτα ιχνοςτοιχεία, που ςυνκζτουν τον 

πυρόλικο, ωσ προσ τθν γεωγραφικι τουσ τοποκεςία.  Εξαιτίασ τθσ ζλλειψθσ άλλων 

καταλλθλότερων μεκόδων, καταλιξαμε ότι θ μζκοδοσ, που περιγράφθκε, μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί, τουλάχιςτον ςε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ, για τον προςδιοριςμό των πθγϊν 

των πρϊτων υλϊν, που προορίηονταν για τθν καταςκευι εργαλείων από πυρόλικο. Κάτι 

τζτοιο ζχει ιδιαίτερθ ςθμαςία για τθν αρχαιολογία.  

 

 

 

6.2 Παρουςίαςη δείγματοσ και μεταβλητών  
  

Ρροκειμζνου να ελεγχκεί θ εγκυρότθτα αυτισ τθσ μεκόδου, επιλζχκθκε μια ομάδα 

δειγμάτων από διάφορεσ περιοχζσ τθσ Βρετανίασ και τθσ υπόλοιπθσ Ευρϊπθσ, οι οποίεσ 

ιταν γνωςτζσ για τθν χριςθ του πυρόλικου ςτθν προϊςτορικι εποχι.  Οι περιοχζσ που 

επιλζχκθκαν ιταν εκείνεσ που χρθςιμοποιικθκαν, από τον άνκρωπο, κυρίωσ ςτθ Νεολικικι 

και ςτθν Ρρϊιμθ Εποχι του Χαλκοφ για τθν εξαγωγι πετρωμάτων. Οι περιοχζσ 

αποτελοφνταν κυρίωσ από ορυχεία πυρόλικου , με μία ι δφο εξαιρζςεισ. Τζτοιεσ 

τοποκεςίεσ είναι, για παράδειγμα, οι περιοχζσ Grimes Graves, Cissbury και Easton Down 

ςτθν Μεγάλθ Βρετανία, κακϊσ και θ Spiennes ςτο Βζλγιο.  

 

Για τθν αρχικι μασ μελζτθ επιλζχκθκε μια ομάδα επτά ορυχείων/ πθγϊν πυρόλικου, πζντε 

από τθν Μ. Βρετανία και δφο από τθν Δυτικι Ευρϊπθ. Ρερίπου είκοςι δείγματα από κάκε 

κζςθ εξετάςτθκαν αρχικά με φαςματοςκοπία εκπομπισ και ζπειτα με φαςματοςκοπία 

ατομικισ απορρόφθςθσ, προκειμζνου να αναλυκοφν ςε οκτϊ κφρια ιχνοςτοιχεία, τον 

ςίδθρο (Fe), το αργίλιο (Al), το αςβζςτιο (Ca), το μαγνιςιο (Mg), το νάτριο (Na), το λίκιο (Li), 

το κάλιο (K) και τζλοσ τον φϊςφορο (P). Τα αποτελζςματα αυτϊν των αναλφςεων ζδειξαν 

ζγκυρεσ ςτατιςτικά διαφορζσ των ιχνοςτοιχείων που υπάρχουν ςτισ περιοχζσ που 

ερευνικθκαν, με εξαίρεςθ δφο από αυτζσ. Οι δφο τοποκεςίεσ (Blackpatch και Cissbury) 

βρίςκονται ςε απόςταςθ πζντε μιλίων μεταξφ τουσ ςτο Sussex Downs (Sieveking et al., 

1970).          

 

Για τθν διευκόλυνςι μασ ζχουμε κωδικοποιιςει τθν εξαρτθμζνθ μασ μεταβλθτι, δθλαδι τισ 

τοποκεςίεσ, από όπου ςυλλζχτθκε το δείγμα μασ, με τον τρόπο που βλζπουμε ςτον Ρίνακα 

6.1. 
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Πίνακας 6.1 : Η κωδικοποίηζη ηων ηοποθεζιών 

Grimes Graves Easton Down Black Patch Cissbury Peppard 

1 2 3 4 5 

     

Beer Clanfield Le Grand Pressigny Spienners St. Gertrude 

6 7 8 9 10 

 

 

Στον πίνακα 6.2 παρακζτουμε ζνα μικρό μζροσ του δείγματόσ μασ, ζνα εφρθμα από κάκε 

τοποκεςία. Πλεσ οι επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ είναι ςυνεχείσ. 

 

 

Πίνακας 6.2: Δείγμα για ηα απσαιολογικά εςπήμαηα.  

No. Al Fe Mg K Na Li P Ca Τοποθεζία 

1 636 100 29 240 254 6 87 472 1 

99 266 108 29 202 238 8 135 3525 2 

139 325 59 22 204 158 14 64 2490 3 

6 294 140 23 195 174 4 42 1035 4 

79 343 110 21 275 246 4 72 448 5 

275 1220 290 53 481 394 11 258 680 6 

394 195 22 34 145 130 4 75 2250 7 

59 656 514 27 256 190 8 3 133 8 

119 314 149 73 215 328 44 840 18100 9 

159 308 100 35 196 221 5 240 1500 10 

 

 

 

6.3 Εφαρμογή ανάλυςησ κυρίων ςυνιςτωςών και ανάλυςη 

ςυςτάδων 
 

Ρριν προχωριςουμε ςε περαιτζρω αναλφςεισ, είναι απαραίτθτο να απλοποιιςουμε τθ 

δομι των δεδομζνων μασ, προκειμζνου να μειϊςουμε τισ πολλζσ μεταβλθτζσ, που 

εμφανίηουν ζντονθ ςυςχζτιςθ, ςε λίγεσ ανεξάρτθτεσ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ, χωρίσ όμωσ να 

κυςιάςουμε πολφτιμθ πλθροφορία. Για τον ςκοπό αυτό κα χρθςιμοποιιςουμε αρχικά τθν 

ανάλυςθ κυρίων ςυνιςτωςϊν. 

 

Η ανάλυςθ κυρίων ςυνιςτωςϊν, που εφαρμόςτθκε ςτα δεδομζνα μασ, με βάςθ το πακζτο 

SPSS, οδιγθςε ςτισ ιδιοτιμζσ που φαίνονται ςτον Ρίνακα 6.3. Ραρατθροφμε ότι μόνο οι 

πρϊτεσ τρεισ ιδιοτιμζσ είναι μεγαλφτερεσ από 1. Επίςθσ, μποροφμε να δοφμε το ποςοςτό 

τθσ διακφμανςθσ που εξθγείται από κάκε ςυνιςτϊςα, κακϊσ και το ακροιςτικό ποςοςτό τθσ 

διακφμανςθσ που εξθγείται από τισ πρϊτεσ ςυνιςτϊςεσ. Για παράδειγμα οι πρϊτεσ δφο 

ςυνιςτϊςεσ εξθγοφν μόλισ λίγο περιςςότερο από το 65% τθσ ςυνολικισ διακφμανςθσ.  
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Πίνακας 6.3 : Διακύμανζη πος εξηγείηαι από κάθε κύπια ζςνιζηώζα, δεδομένος 

ηων ισνοζηοισείων. 

Συνιζηώζα 

 

Διακύμανζη 

(Ιδιοηιμή) %  Αθροιζηικό % 

1 2.725 34.062 34.062 

2 2.486 31.078 65.140 

3 1.101 13.768 78.908 

4 0.671 8.393 87.301 

5 0.391 4.890 92.191 

6 0.315 3.937 96.128 

7 0.201 2.510 98.639 

8 0.109 1.361 100.000 

 
 

Στθν Εικόνα 6.1 φαίνεται το γράφθμα παραγόντων (screeplot). Στθν τζταρτθ ςυνιςτϊςα 

παρατθροφμε ότι υπάρχει μια καμπφλθ. Η τζταρτθ και οι επόμενεσ ςυνιςτϊςεσ ζχουν 

παρόμοιεσ ιδιοτιμζσ (Ρίνακασ 6.3), που ςθμαίνει ότι κακεμία από αυτζσ εξθγεί ζνα 

παρόμοιο αλλά μικρό ποςοςτό τθσ ςυνολικισ διακφμανςθσ.    

 

 

 
Εικόνα 6.1 : Γπάθημα παπαγόνηων ηων ιδιοηιμών ωρ ππορ ηον απιθμό ηηρ κύπιαρ ζςνιζηώζαρ. 

 
 

Από τον Ρίνακα 6.3 και τθν Εικόνα 6.1 μποροφμε να ςυμπεράνουμε ότι κα χρειαςτοφμε και 

τισ τρεισ πρϊτεσ ςυνιςτϊςεσ, ϊςτε να μασ παρζχουν μια ικανοποιθτικι αναπαράςταςθ των 

μεταβλθτϊν.  
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Στον Ρίνακα 6.4 μποροφμε να δοφμε τθ ςυςχζτιςθ που ζχουν οι πρϊτεσ τρεισ κφριεσ 

ςυνιςτϊςεσ με τισ επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ. Η πρϊτθ κφρια ςυνιςτϊςα ςυςχετίηεται 

κετικά με όλεσ τισ μεταβλθτζσ, άλλα ζχει πολφ υψθλι ςυςχζτιςθ με το Al, το K, το Na και 

λιγότερο με τον P. Δεδομζνων αυτϊν ςυμπεραίνουμε ότι θ πρϊτθ κφρια ςυνιςτϊςα 

ξεχωρίηει τα δείγματα ανάλογα με τθν περιεκτικότθτά τουσ ςτα παραπάνω ιχνοςτοιχεία. Η 

δεφτερθ ςυνιςτϊςα ςυςχετίηεται περιςςότερο με το Mg, το Li και το Ca, ενϊ ζχει και μια 

καλι ςυςχζτιςθ και με το Al και το K, με αρνθτικό όμωσ πρόςθμο. Αντίςτοιχα θ δεφτερθ 

ςυνιςτϊςα ξεχωρίηει τα δείγματα που περιζχουν ςε μεγάλεσ ποςότθτεσ τα 3 πρϊτα 

ςτοιχεία και ςε μικρότερεσ το Al και το K, από εκείνα που ζχουν τθν αντίκετθ 

περιεκτικότθτα. Τζλοσ είναι φανερό ότι θ τρίτθ  ςυνιςτϊςα ξεχωρίηει τα δείγματα ανάλογα 

με τθν περιεκτικότθτά τουσ ςε Fe.   

 

 

Πίνακας 6.4 : Σςζσέηιζη για ηιρ ηπειρ ππώηερ κύπιερ ζςνιζηώζερ. 

 𝜶𝟏 𝜶𝟐 𝜶𝟑 

Al 0.746 -0.528 0.143 

Fe 0.128 -0.206 0.882 

Mg 0.398 0.682 0.336 

K 0.839 -0.445 -0.040 

Na 0.851 -0.197 -0.140 

Li 0.442 0.768 0.013 

P 0.564 0.267 -0.401 

Ca 0.224 0.896 0.090 

 

 

Αυτι θ ομαδοποίθςθ φαίνεται και από τθν μιτρα ι τον πίνακα ςυςχετίςεων (Ρίνακασ 6.5). 

Εφκολα παρατθροφμε τισ ζντονεσ ςυςχετίςεισ μεταξφ των Al, K, Na και μεταξφ των 

ςτοιχείων ςτθν ομάδα Mg, Li, Ca. Υπάρχουν χαμθλζσ και πολλζσ φορζσ και αρνθτικζσ 

ςυςχετίςεισ μεταξφ των δφο ομάδων, κακϊσ και ιδιαίτερα χαμθλι ςυςχζτιςθ του Fe με όλα 

τα υπόλοιπα ςτοιχεία. Τζλοσ παρατθροφμε ότι το P δεν μπορεί να τοποκετθκεί ξεκάκαρα ςε 

μια ομάδα, κακϊσ ζχει μζτριεσ ςυςχετίςεισ με πολλά ςτοιχεία από διάφορεσ ομάδεσ.  

 

 

Πίνακας 6.5: Μήηπα ζςζσεηίζεων για ηα δεδομένα ηων ισνοζηοισείων.  

 Al K Na P Mg Li Ca Fe 

Al 1.00        

K 0.845 1.00       

Na 0.619 0.768 1.00      

P 0.173 0.289 0.362 1.00     

Mg 0.022 0.012 0.165 0.193 1.00    

Li -0.54 0.044 0.194 0.385 0.570 1.00   

Ca -0.285 -0.177 0.023 0.267 0.658 0.741 1.00  

Fe 0.254 0.124 0.015 -0.110 0.074 -0.074 -0.088 1.00 

   

 

Χρθςιμοποιϊντασ το πακζτο Minitab μποροφμε να πάρουμε επιπλζων γραφιματα για τισ 

δφο πρϊτεσ ςυνιςτϊςεσ. Ζτςι ςτθν Εικόνα 6.2 αναπαριςτάται θ ςυςχζτιςθ των μεηαβληηών 
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των περιοχϊν με τισ βακμολογίεσ των δφο πρϊτων ςυνιςτωςϊν, ενϊ ςτθν Εικόνα 6.3 

ζχουμε τθν αντίςτοιχθ γραφικι παράςταςθ με τουσ μζςουσ κάκε τοποκεςίασ. Τζλοσ ςτα 

γραφιματα μποροφμε να παρατθριςουμε και μια ςχετικι ομαδοποίθςθ που υπάρχει 

μεταξφ των μεταβλθτϊν. Ραρακάτω κα αναφερκοφμε αναλυτικότερα ςτθν ομαδοποίθςθ 

των μεταβλθτϊν.  
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Εικόνα 6.2 : Γπάθημα ζςζσεηίζεων για ηιρ βαθμολογίερ ηων δύο ππώηων κςπίων 

ζςνιζηωζών. 
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 Εικόνα 6.3 : Γπάθημα ζςζσεηίζεων για ηοςρ μέζοςρ ηων πεπιοσών.  
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Στθ ςυνζχεια, προκειμζνου να κάνουμε μια περεταίρω ομαδοποίθςθ των δεδομζνων μασ, 

κα δουλζψουμε με τθν ανάλυςθ κατά ςυςτάδεσ. Το Minitab μασ δίνει το δενδρόγραμμα 

που βλζπουμε ςτθν Εικόνα 6.3. Από το δενδρόγραμμα μποροφμε να διακρίνουμε τρεισ 

βαςικζσ ομάδεσ, ςτισ οποίεσ μποροφμε να χωρίςουμε τισ περιοχζσ.  

 

   

Observations
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Εικόνα 6.3 : Δενδπόγπαμμα για ηην ανάλςζη ζςζηάδων. 

 

Από τθν Εικόνα 6.2 και τθν Εικόνα 6.3 καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι οι περιοχζσ κα 

πρζπει να χωριςτοφν ςτισ ακόλουκεσ κατθγορίεσ : 

 Η τοποκεςία 6 

 Οι τοποκεςίεσ 9 και 10 μαηί και 

 Πλεσ οι υπόλοιπεσ τοποκεςίεσ μαηί. 

 

 

 

6.4 Προςαρμογή πολυωνυμικού μοντέλου λογιςτικήσ 

παλινδρόμηςησ  
 

Ππωσ περιγράφθκε ςτθν Ενότθτα 6.3, προκειμζνου να απλοποιιςουμε τθν μορφι του 

αρχικοφ μοντζλου μασ κα αντικαταςτιςουμε τισ αρχικζσ μασ μεταβλθτζσ με εκείνεσ που 

προκφπτουν από τθν ανάλυςθ κυρίων ςυνιςτωςϊν.  

 

Επιπλζων κα ομαδοποιιςουμε τισ εξαρτθμζνεσ μεταβλθτζσ όπωσ μελετικθκε ςτο 

δενδρόγραμμα (Εικόνα 6.3). Ζτςι για το νζο μασ μοντζλο οι εξαρτθμζνεσ μεταβλθτζσ κα 

είναι αυτζσ που φαίνονται ςτον Ρίνακα 6.6 με τθν εξισ κωδικοποίθςθ  
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Πίνακας 6.6 : Κωδικοποίηζη πεπιοσών 

Περιοχι Κωδικοποίθςθ 

Τοποκεςία 6 1 

Τοποκεςία 9 κ’ 10 2 

Λοιπζσ τοποκεςίεσ 3 

 

 

Οι νζεσ επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ υπολογίςτθκαν με τθν μεκοδολογία που περιγράφθκε 

αναλυτικά ςτθν Ενότθτα 2.6.  Ζνα μικρό μζροσ του δείγματοσ που κα χρθςιμοποιιςουμε 

ςτθν μετζπειτα ανάλυςθ παρουςιάηεται ςτον Ρίνακα 6.7. 

 

 

Πίνακας 6.7 : Δείγμα 

𝜜𝟏 𝜜𝟐 𝜜𝟑 Περιοχι 

2009.881 -272.803 882.333 1 
5289.491 16168.681 16100.06 2 
1082.583 1121.809 1359.049 2 
1073.76 -42.719 533.723 3 
977.408 -459.075 637.989 3 

 

 

Είμαςτε τϊρα ζτοιμοι να προςαρμόςουμε το μοντζλο μασ. Ειςάγοντασ τα δεδομζνα μασ και 

ακολουκϊντασ τθ διαδικαςία που διακζτει θ R, λαμβάνουμε  τα δεδομζνα ςτον Ρίνακα 6.8. 

Λόγω του ότι το μοντζλο μασ είναι πολυωνυμικό, θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι περιζχει 3 

διαφορετικζσ κατθγορίεσ, ζτςι περιμζνουμε θ R να δθμιουργιςει δφο μοντζλα για τα 

δεδομζνα μασ. Είναι ςθμαντικό να ςθμειωκεί ότι ζχουμε επιλζξει ωσ κατθγορία αναφοράσ 

τθν 3, δθλαδι τισ Λοιπζσ Τοποκεςίεσ.  

 

 

Πίνακας 6.8: Αποηελέζμαηα από R 

 Μοντέλο Intercepts 𝜜𝟏 𝜜𝟐 𝜜𝟑 

Coefficients 1 -134.73 0.06597 -0.02997 0.01580 

2 -4.02 0.00579 0.00771 -0.00894 

Std. Errors 1 1.338e-06 0.003608 0.004795 0.005392 

2 3.901e-06 0.00091 0.001937 0.00213 

Residual Deviance: 97.45822 
AIC: 113.4582 

 

 

Ο δείκτθσ AIC των μοντζλων μασ είναι αρκετά μεγάλοσ (AIC = 113.46). Είναι οπότε 

απαραίτθτο να κάνουμε τον ζλεγχο για τθν καλι προςαρμογι των μοντζλων. Για τον ςκοπό 

αυτό κα χρθςιμοποιιςουμε το Wald test κακϊσ και τον ζλεγχο των p-values. H R με τισ 

κατάλλθλεσ εντολζσ μασ παρζχει τα δεδομζνα που βρίςκονται ςτουσ Ρίνακεσ 6.9 και 6.10 

για το πρϊτο και το δεφτερο μοντζλο αντίςτοιχα. 
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Πίνακας 6.9: Αποηελέζμαηα ελέγσος για ηο ππώηο μονηέλο. 

 Coefficient Std. Errors Z stat P  value Rate ratios 

ταθερά -134.73 1.338 e-06 -1.007 e+08 0.0 3.077 e-59 

𝜜𝟏 0.066 3.608 e-03 1.828 e+01 0.0 1.068 e+00 

𝜜𝟐 -0.03 4.795 e-03 -6.25 e+00 4.11 e-10 9.705 e-01 

𝜜𝟑 0.0158 5.392 e-03 2.93 e+00 3.38 e-03 1.016 e+00 

 

 

Πίνακας 6.10: Αποηελέζμαηα ελέγσος για ηο δεύηεπο μονηέλο. 

 Coefficient Std. Errors Z stat P  value Rate ratios 

ταθερά -4.02 3.901 e-06 -1.03 e+06 0.0 0.018 

𝜜𝟏 0.0058 9.104 e-04 6.35 e+00 2.13 e-10 1.0058 

𝜜𝟐 0.0077 1.937 e-03 3.98 e+00 6.93 e-05 1.0077 

𝜜𝟑 -0.0089 2.13 e-03 -4.2 e+00 2.67 e-05 0.991 

 

 

Από τα παραπάνω αποτελζςματα βλζπουμε ότι όλεσ οι p- τιμζσ των μεταβλθτϊν είναι πολφ 

μικρζσ και κοντά ςτο 0 και για τα δφο μοντζλα. Συνεπϊσ και οι τρεισ επεξθγθματικζσ 

μεταβλθτζσ είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ. Στο ίδιο ςυμπζραςμα καταλιγουμε και από τα 

αποτελζςματα του ελζγχου Wald.   

 

Λόγω των πολλαπλϊν εξαρτθμζνων μεταβλθτϊν και των αποτελεςμάτων ςτουσ Ρίνακεσ 6.9 

και 6.10, οι προςαρμοςμζνεσ εξιςϊςεισ παλινδρόμθςθσ είναι οι 

 

𝑙𝑛  
𝑝 1
𝑝 3

 = −134.73 + 0.066𝐴1 − 0.03𝐴2 + 0.0158𝐴3 = 𝑅1 

 

και 

 

𝑙𝑛  
𝑝 2
𝑝 3

 = −4.02 + 0.0058𝐴1 + 0.0077𝐴2 − 0.0089𝐴3 = 𝑅2  

 

Είναι γνωςτό ότι το άκροιςμα όλων των πικανοτιτων κα πρζπει να κάνει 1. Συνεπϊσ  

 

                                                         𝑝 1 + 𝑝 2 + 𝑝 3 = 1                                                        (6.1) 

 

και επειδι 𝑝 1 = 𝑒𝑅1𝑝 3 και 𝑝 2 = 𝑒𝑅2𝑝 3 καταλιγουμε ςε μια νζα ςχζςθ των τριϊν 

πικανοτιτων  

 

                                              𝑝 1 + 𝑝 2 + 𝑝 3 = (𝑒𝑅1 + 𝑒𝑅2 + 1)𝑝 3                                    (6.2) 

 

Συνδυάηοντασ τισ ςχζςεισ (6.1) και (6.2) μποροφμε εφκολα να υπολογίςουμε το 𝑝 3 

από τθν ςχζςθ 
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                                                         𝑝 3 =
1

𝑒𝑅1 + 𝑒𝑅2 + 1
                                                     (6.3) 

 

Αφοφ υπολογίςουμε το 𝑝 3 μποροφμε να υπολογίςουμε και τα 𝑝 1 και 𝑝 2.  

 

Στον Ρίνακα 6.11 μποροφμε να δοφμε τισ υπολογιςμζνεσ τιμζσ των πικανοτιτων και φςτερα 

να μελετιςουμε τισ τιμζσ τθσ εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ. Ο τρόποσ που κατατάςςουμε ζνα 

εφρθμα ςε μια περιοχι είναι παρόμοιοσ με αυτόν που χρθςιμοποιιςαμε ςτο απλό 

λογιςτικό μοντζλο. Η μόνθ διαφορά είναι ότι εδϊ δεν ζχουμε μια δίτιμθ μεταβλθτι και ζτςι 

κα χρειαςτεί να μελετιςουμε περιςςότερεσ πικανότθτεσ (τόςεσ ςε αρικμό, όςεσ και οι 

κατθγορίεσ του Υ). Το ςκεπτικό μασ και εδϊ είναι παρόμοιο με τα προθγοφμενα κεφάλαια. 

Πταν θ εκάςτοτε πικανότθτα πάρει τιμι μεγαλφτερθ του 0.5, τότε κατατάςςουμε το εφρθμα 

ςτθν αντίςτοιχθ περιοχι.    

 

Λόγω του μεγάλου μεγζκουσ του δείγματοσ, δεν είναι εφικτό να δϊςουμε τα αποτελζςματα 

ολόκλθρου του πλθκυςμοφ. Ζτςι ςτον πίνακα ζχουμε ζνα μικρό μόνο μζροσ αυτοφ. Το 

υπόλοιπο δείγμα λειτουργεί με τον ίδιο τρόπο που περιγράψαμε.   

 

 

Πίνακας 6.11: Εκηιμημένερ πιθανόηηηερ. 

Δείγμα 𝒑 𝟏 𝒑 𝟐 𝒑 𝟑 Υ 
(πρόβλεψθ) 

Υ      
(πραγμ.τιμι) 

6 9.19 e-24 7.46 e-02 9.25 e-01 3 3 

11 4.82 e-23 7.41 e-02 9.26 e-01 3 3 

46 7.5 e-34 4.17 e-02 9.58 e-01 3 3 

81 1 1.94 e-10 1.97 e-09 1 1 

82 1 4.6 e-36 5.08 e-37 1 1 

86 1 2.04 e-09 1.25 e-09 1 1 

100 1 1.26 e-19 4.45 e-19 1 1 

101 1.21 e-42 9.44 e-02 9.06 e-01 3 3 

120 7.29 e-21 5.18 e-04 9.995 e-01 3 3 

139 1.96 e-43 1.06 e-02 9.895 e-01 3 3 

140 3.18 e-11 9.996 e-01 3.83 e-04 2 2 

151 5.44 e-31 9.38 e-01 6.192 e-02 2 2 

152 9.28 e-28 9.13 e-01 8.67 e-02 2 2 

176 4.39 e-23 4.02 e-01 5.98 e-01 3 2 

179 4.3 e-29 3.4 e-01 6.6 e-01 3 2 

 

 

Από τα αποτελζςματα και τον Ρίνακα 6.11 μποροφμε να ςυμπεράνουμε ότι το μοντζλο μασ 

ζχει αρκετά καλι προβλεπτικι ικανότθτα. Η μόνθ περίπτωςθ που το μοντζλο μασ μπορεί να 
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«υποκζςει» λάκοσ είναι όταν το εφρθμα ανικει ςτθν περιοχι 10 (δείγματα 176, 179). Σε 

αυτιν τθν περίπτωςθ καλό κα ιταν να κάνουμε κάποιον περεταίρω ζλεγχο.  

    

Η ποςότθτα Rate ratios, που παίρνουμε από τα αποτελζςματα ςτθν R, είναι ο παράγοντασ 

exp(𝛽 𝑗  ) επί τον οποίο πολλαπλαςιάηεται θ ςχετικι πικανότθτα ζνα δείγμα να ανικει ςτθν 

ομάδα 1 ι 2, όταν θ εκάςτοτε ανεξάρτθτθ μεταβλθτι 𝐴𝑗  αυξθκεί κατά μία μονάδα, με 

δεδομζνο ότι οι υπόλοιπεσ μεταβλθτζσ παραμζνουν ςτακερζσ. Αν το  𝛽 𝑗   είναι κετικό, ο 

παράγοντασ exp(𝛽 𝑗  ) είναι μεγαλφτεροσ από τθν μονάδα και θ ςχετικι πικανότθτα 

αυξάνεται, ενϊ αν το  𝛽 𝑗  είναι αρνθτικό, ο παράγοντασ exp(𝛽 𝑗  ) είναι μικρότεροσ τθσ 

μονάδασ και θ ςχετικι πικανότθτα μειϊνεται.  

 

Καταςκευάηουμε 97.5% διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ για τθσ παραμζτρουσ του μοντζλου και 

των exp(𝛽 𝑗 ). Τα διαςτιματα αυτά παρουςιάηονται ςτον Ρίνακα 6.12. 

 

 

Πίνακας 6.12: Διαζηήμαηα εμπιζηοζύνηρ. 

 𝜷 𝒋 (2.5%) exp(𝜷 𝒋) (97.5%) 

Μοντζλο 1 Μοντζλο 2 Μοντζλο 1 Μοντζλο 2 

Στακερά 3.077 e-59 
1.0607 e+00 
9.614 e-01 
1.005 e+00 

0.018 
1.004 
1.004 
0.987 

3.0766 e-59 
1.076 e+00 
9.796 e-01 

1.0267 e+00 

0.018 
1.0076 
1.0116 
0.9952 

𝜜𝟏 
𝜜𝟐 
𝜜𝟑 
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7 ΣΑΣΙΣΙΚΗ ΜΕΛΕΣΗ Ε 

ΕΞΩΠΛΑΝΗΣΕ 
 

 

 

7.1 Παρουςίαςη δείγματοσ και μεταβλητών 
 

Οι εξωπλανιτεσ είναι πλανιτεσ εκτόσ του θλιακοφ μασ ςυςτιματοσ. Ο πρϊτοσ εξωπλανιτθσ 

ανακαλφφκθκε το 1995 από τον Mayor και τον Queloz. Ο πλανιτθσ ιταν παρόμοιοσ ςε μάηα 

με τον Δία και βρζκθκε ςε τροχιά γφρω από το αςτζρι 51 Ριγαςοσ. Στθν περίοδο που 

μεςολάβθςε ανακαλφφκθκαν πάνω από εκατό εξωπλανιτεσ. Σχεδόν όλοι ανιχνεφτθκαν 

χρθςιμοποιϊντασ τθν βαρυτικι επίδραςθ που αςκοφν ςτα κεντρικά τουσ αςτζρια. Ζνασ 

εκπλθκτικόσ αρικμόσ εξωπλανθτϊν και ανακαλφψεισ γφρω από αυτοφσ δίνεται από τουσ 

Mayor και Frei (2003). 

 

Από τισ ιδιότθτεσ των εξωπλανθτϊν που βρζκθκαν μζχρι τϊρα φαίνεται ότι θ κεωρία τθσ 

πλανθτικισ ανάπτυξθσ που ζχει καταςκευαςτεί για τουσ πλανιτεσ του Ηλιακοφ ςυςτιματοσ 

μπορεί να χρειάηεται αναδιατφπωςθ. Οι εξωπλανιτεσ δεν ομοιάηουν με τουσ γνωςτοφσ μασ 

εννιά πλανιτεσ. Το πρϊτο βιμα κατανόθςθσ των εξωπλανθτϊν είναι να προςπακιςουμε να 

τουσ κατατάξουμε ςε ομάδεσ ανάλογα με τισ γνωςτζσ τουσ ιδιότθτεσ.  

 

Θα διερευνιςουμε τθ δομι των εξωπλανθτικϊν δεδομζνων χρθςιμοποιϊντασ διάφορεσ 

μεκόδουσ ανάλυςθσ. Ζνα μικρό δείγμα των δεδομζνων δίνεται ςτον Ρίνακα 7.1. Στα 

δεδομζνα δίνεται θ μάηα (ςε ςχζςθ με εκείνθ του Δία), θ περίοδοσ (ςε ςχζςθ με εκείνθ τθσ 

Γθσ) και θ εκκεντρικότθτα των εξωπλανθτϊν, που ανακαλφφκθκαν μζχρι και τον Οκτϊβριο 

του 2002.  Πλεσ οι επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ μασ είναι ςυνεχείσ.  

 

 

Πίνακας 7.1: Δείγμα εξωπλανηηών. 

Id  Μάηα  Περίοδοσ Εκκεντρικότθτα 

1 0.120 4.950.000 0.00 
2 0.197 3.971.000 0.00 

3 0.210 44.280.000 0.34 

4 0.220 75.800.000 0.28 

5 0.230 6.403.000 0.08 
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7.2 Εφαρμογή ανάλυςησ ςυςτάδων 
 

Στθν περίπτωςθ των εξωπλανθτϊν ςκοπόσ μασ δεν είναι θ απλοποίθςθ του μοντζλου μασ. 

Θα χρθςιμοποιιςουμε, όμωσ, τθν ανάλυςθ ςυςτάδων γιατί κζλουμε να ςυνδυάςουμε τα 

δεδομζνα μασ με τζτοιο τρόπο ϊςτε να πάρουμε είδθ/ομάδεσ πλανθτϊν ανάλογα με τισ 

ιδιότθτζσ τουσ.  

Το δενδρόγραμμα για τουσ πλανιτεσ φαίνεται αρκετά χριςιμο ςτθν κατανόθςθ των 

ςυςτάδων. Στθν Εικόνα 7.1 μποροφμε να διακρίνουμε ξεκάκαρα τισ ομάδεσ που 

ςχθματίηονται. Η διαδικαςία που ακολουκεί το Minitab είναι θ ςφγκριςθ των πλανθτϊν ανά 

δφο, μζχρισ ότου να καταλιξει, εν τζλει, ςε μία και μόνο ςυςτάδα.   
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Εικόνα 7.1 : Δενδπόγπαμμα ζςζηάδων για ηοςρ εξωπλανήηερ. 

 

 

Η απόφαςθ για τον βζλτιςτο αρικμό ομάδων είναι αρκετά δφςκολθ και δεν υπάρχει καμία 

μζκοδοσ που να μπορεί να ςυνιςτάται ςε όλεσ τισ περιπτϊςεισ (βλζπε Everitt et al., 2001). Η 

επιλογι των τριϊν ομάδων ζγινε για λόγουσ διευκόλυνςθσ, κυρίωσ για τθν επεξιγθςθ των 

αποτελεςμάτων. Θα μποροφςαμε βζβαια να κάνουμε μια αναλυτικότερθ ομαδοποίθςθ (5 

ομάδων), αλλά τότε κα ζπρεπε να ζχουμε πολφ καλζσ γνϊςεισ πάνω ςτθν αςτρονομία, 

προκειμζνου να είμαςτε ςε κζςθ να εξθγιςουμε με επιτυχία τα αποτελζςματα.    

 

Ζνασ τρόποσ διαςφνδεςθσ των ςτοιχείων είναι ο k-means, κατά τον οποίο θ ομαδοποίθςθ 

γίνεται με ζναν ςυγκεκριμζνο αρικμό k ςυςτάδων. Ο αρικμόσ των ομάδων είναι γνωςτόσ 

από πριν. Με ζναν επαναλθπτικό αλγόρικμο μοιράηουμε τισ παρατθριςεισ ςτισ ομάδεσ 

ανάλογα με το ποια ομάδα ταιριάηει πιο καλά ςτθν παρατιρθςθ (Aldenderfer και Blashfield, 

1984). Βαςιηόμενοι ςτο δενδρόγραμμα (Εικόνα 7.1) και ςτθν τακτικι διαςφνδεςθσ των 
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ςτοιχείων k-means, δθμιουργοφμε 3 ςυςτάδεσ. Ρροςαρμόηοντασ τα δεδομζνα μασ ςτο 

Minitab λαμβάνουμε πλθροφορίεσ για τισ ςυςτάδεσ και μια αρχικι εικόνα για τον τρόπο 

διαχωριςμό των πλανθτϊν (Ρίνακασ 7.2).  

 

 

Πίνακας 7.2 : Αποηελέζμαηα Minitab. 

 Αριθμόσ 
παρατηρήςεων 

Ϊθροιςμα 
τετραγώνων 

Μέςη τιμή 
απόςταςησ 
από το κ. β. 

Μέγιςτή τιμή 
απόςταςησ 
από το κ. β. 

Cluster 1 40 20931249 585.40 2099.48 

Cluster 2 45 13057099 384.25 2010.01 

Cluster 3 16 29386312 1007.72 3867.55 

 

 

Ππου κ.β. είναι το κζντρο βάρουσ. Στον Ρίνακα 7.2 βλζπουμε ότι το Minitab, βαςιηόμενο 

ςτα ςτοιχεία που του δϊςαμε, δθμιουργεί τρεισ διαφορετικζσ ομάδεσ. Οι δφο πρϊτεσ είναι 

αρκετά μεγάλεσ πλθκυςμιακά (40 και 45 πλανιτεσ αντίςτοιχα), ενϊ θ τρίτθ ομάδα είναι 

αρκετά μικρότερθ από τισ άλλεσ δφο (16 πλανιτεσ). Στον Ρίνακα 7.3 παρουςιάηονται 

αναλυτικά οι τρεισ ομάδεσ. 

 

 

Πίνακας 7.3 : Σςζσεηίζειρ ζςζηάδων και μεηαβληηών   

Μεταβλητέσ Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 Grand 
centroid 

Μάζα 1.665 2.364 10.19 3.327 

Περίοδοσ 514.518 507.994 1492.45 666.531 

Εκκεντρότητα 0.082 0.424 0.38 0.282 

    

 

Βλζπουμε ότι ςτθν πρϊτθ ομάδα μποροφμε να κατατάξουμε όλουσ τουσ πλανιτεσ που 

ζχουν περίπου τθν ίδια μάηα με εκείνθ του Δία, ςχετικά μικρι περίοδο και πολφ μικρι 

εκκεντρότθτα. Στθν δεφτερθ ομάδα κατατάςςουμε μεγαλφτερουσ πλανιτεσ με μικρι 

περίοδο και μεγάλθ εκκεντρότθτα, ενϊ ςτθν μικρότερθ ςε πλθκυςμό ομάδα βρίςκουμε 

ογκϊδεισ πλανιτεσ με ακραίεσ περιόδουσ και μζτρια εκκεντρότθτα. Τθν διαφορά που ζχει θ 

τρίτθ  ομάδα από τισ άλλεσ δφο τθν βλζπουμε και ςτον Ρίνακα 7.4.  

 

 

Πίνακας 7.4 : Αποζηάζειρ μεηαξύ ηων ομάδων.   

 Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 

Cluster 1 0.000 6.571 977.971 
Cluster 2 6.571 0.000 984.489 
Cluster 3 977.971 984.489 0.000 
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7.3 Προςαρμογή πολυωνυμικού μοντέλου λογιςτικήσ 

παλινδρόμηςησ 
 

Στο ςθμείο αυτό κα προςπακιςουμε να δθμιουργιςουμε το καλφτερο ςτατιςτικά μοντζλο, 

το οποίο κα κατατάςςει κάκε νζο εξωπλανιτθ ςε μια από τισ τρεισ ομάδεσ, ανάλογα πάντα 

με τθν μάηα, τθν περίοδο και τθν εκκεντρότθτά του. Τθν διαδικαςία αυτι κα τθν 

πραγματοποιιςουμε με τθν βοικεια του ςτατιςτικοφ πακζτου τθσ R. Υπενκυμίηουμε ότι το 

μοντζλο που κα δθμιουργιςουμε βαςίηεται πάνω ςτισ ςυςτάδεσ που αναπτφξαμε ςτο 

προθγοφμενο κεφάλαιο. Ζτςι κάκε δοςμζνοσ εξωπλανιτθσ ζχει κατθγοριοποιθκεί, όπωσ 

περιγράψαμε, ςε μια ςυςτάδα (cluster).  

 

Λόγω του ότι ςτο αρχικό μασ μοντζλο θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι ζχει 3 κατθγορίεσ                 

(3 ςυςτάδεσ), είναι αναμενόμενο θ R να δθμιουργιςει δφο διαφορετικά μοντζλα για τα 

δεδομζνα μασ. Ραίρνοντασ ωσ κατθγορία αναφοράσ τθν Ομάδα 1, τα δφο μοντζλα κα ζχουν 

ωσ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι τθν Ομάδα 2 και 3 αντίςτοιχα.      

 

 

Πίνακας 7.5 : Αποηελέζμαηα R. 

 Μοντέλο Intercepts Μάζα Περίοδοσ Εκκεντρότητα 

Coefficients 1  
(Cluster 2) 

-20.48595 0.2802999 0.005674665 51.68424 

2  
(Cluster 3) 

-22.20479 2.1114371 0.007504992 26.08303 

Std. Errors 1  
(Cluster 2) 

1.110198 0.4156757 0.0009357108 0.36926171 

2 
(Cluster 3) 

0.1069995 0.3015832 0.0006268853 0.09532173 

Residual Deviance: 24.20916 
AIC: 40.20916 

 

 

Στα αποτελζςματα του Ρίνακα 7.5 βλζπουμε ζναν αρκετά χαμθλό δείκτθ AIC (AIC = 40.21). 

Αυτό ςθμαίνει ότι και τα δφο μοντζλα, εκ πρϊτθσ όψεωσ φαίνεται να είναι ςτατιςτικά καλά. 

Ραρ’ όλα αυτά κα κάνουμε κάποιουσ περεταίρω ελζγχουσ, προκειμζνου να 

επιβεβαιϊςουμε τθν ορκότθτα των μοντζλων μασ.    

 

Τα αποτελζςματα των ελζγχων Wald test και p-value, που ζγιναν μζςω τθσ R, για τα δφο 

μοντζλα βρίςκονται ςτουσ Ρίνακεσ 7.6 και 7.7.  
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Πίνακας 7.6: Αποηελέζμαηα ελέγσος για ηο ππώηο μονηέλο.  

 Coefficient Std. Errors Z stat P  value Rate ratios 

ταθερά -20.486 1.11019 -18.4526 0.00 1.2678 e-09 

Μάζα 0.2803 0.41568 0.67432 0.5 1.3235 e+00 

Περίοδοσ 0.00567 0.00094 6.06455 1.32e-09 1.0057 e+00 

Εκκεντρότητα 51.684 0.36926 139.966 0.00 2.7937 e+22 

 

 

Πίνακας 7.7: Αποηελέζμαηα ελέγσος για ηο δεύηεπο μονηέλο. 

 Coefficient Std. Errors Z stat P  value Rate ratios 

ταθερά -22.2048 0.107 -207.522 0.00 2.27 e-10 

Μάζα 2.1114 0.3016 7.001 2.538 e-12 8.26 

Περίοδοσ 0.0075 0.00063 11.9719 0.00 1.008 

Εκκεντρότητα 26.0830 0.0953 273.631 0.00 2.13 e+11 

 

 

Από τα παραπάνω αποτελζςματα βλζπουμε ότι  ςχεδόν όλεσ οι μεταβλθτζσ μασ ζχουν πολφ 

χαμθλι p-τιμι (ςχεδόν μθδζν). Η μεταβλθτι τθσ μάηασ, ςτο πρϊτο μόνο μοντζλο (Ρίνακασ 

7.6), φαίνεται να είναι ςτατιςτικά μθ ςθμαντικι. Ραρ’ όλα αυτά, μποροφμε να τθν 

ςυμπεριλάβουμε ςτο μοντζλο μασ λόγω τθσ ςθμαντικότθτασ τθσ ςτο δεφτερο μοντζλο 

(Ρίνακασ 7.7) και τθσ καλισ τιμισ του δείκτθ AIC, που βρικαμε παραπάνω.        

 

Με βάςθ τα αποτελζςματα ςτον Ρίνακα 7.6 και ςτον Ρίνακα 7.7 οι προςαρμοςμζνεσ 

εξιςϊςεισ παλινδρόμθςθσ είναι  

 

𝑙𝑛  
𝑝 2
𝑝 1

 = −20.486 + 0.28 ∗ 휇ά휁𝛼 + 0.0057 ∗ 𝜋휀𝜌ί𝜊𝛿𝜊𝜎 + 51.684 ∗ 휀휅휅휀휈𝜏𝜌ό𝜏휂𝜏𝛼 = 𝑅1 

 

και   

 

𝑙𝑛  
𝑝 3
𝑝 1

 = −22.205 + 2.112 ∗ 휇ά휁𝛼 + 0.0075 ∗ 𝜋휀𝜌ί𝜊𝛿𝜊 + 26.083 ∗ 휀휅휅휀휈𝜏𝜌ό𝜏휂𝜏𝛼 = 𝑅2 

 

Χρθςιμοποιϊντασ τισ ςχζςεισ (6.1) – (6.3) μποροφμε να υπολογίςουμε τισ πικανότθτεσ 𝑝 1, 

𝑝 2 και 𝑝 3 κακϊσ και τθν εξαρτθμζνθ μεταβλθτι Υ. Σε αυτιν τθν περίπτωςθ ζχουμε 

χρθςιμοποιιςει ωσ κατθγορία αναφοράσ τθν 1 και ζτςι ςτουσ τφπουσ τθν κζςθ του  

𝑝 3 παίρνει το 𝑝 1. Επομζνωσ οι ςχζςεισ που χρθςιμοποιοφμε εδϊ ζχουν τθν μορφι 

 

   𝑝 1 =
1

𝑒𝑅1 + 𝑒𝑅2 + 1
 

 

 και 

𝑝 2 = 𝑒𝑅1𝑝 1   ι   𝑝 3 = 𝑒𝑅1𝑝 1 
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Ππωσ ζχει γίνει γνωςτό, όταν θ πικανότθτα ζχει τιμι μεγαλφτερθ από το 0.5, τότε ο 

εξωπλανιτθσ ανικει ςτθν κατθγορία που υποδθλϊνει θ πικανότθτα, ενϊ όταν ζχει 

μικρότερθ τιμι από 0.5, ςτρεφόμαςτε ςτισ άλλεσ δφο πικανότθτεσ. Δθλαδι όταν ζχουμε 

𝑝 𝑖 > 0.5, τότε Υ = 𝑖, οπότε ςτατιςτικά είναι πολφ πικανό ο εξωπλανιτθσ να ταιριάηει ςτθν 

κατθγορία 𝑖.  

 

Τα αποτελζςματα των πικανοτιτων κακϊσ και τθσ εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ δίνονται ςτον 

πίνακα 7.8. Οι υπολογιςμοί ζγιναν με τθν χριςθ τθσ R. 

 

 

Πίνακας 7.8: Εκηιμημένερ πιθανόηηηερ. 

Δείγμα 𝒑 𝟏 𝒑 𝟐 𝒑 𝟑 Υ 
(πρόβλεψθ) 

Υ  
(πραγμ.τιμι) 

1 1 1.35 e-09 3.04 e-10 1 1 

8 4.38 e-03 9.96 e-01 1.1 e-06 2 2 

11 1 1.96 e-08 2.37 e-09 1 1 

16 1 1.57 e-09 9.91 e-10 1 1 

17 1.65 e-01 1.2 e-01 7.14 e-01 3 3 

20 1.32 e-04 1 1.33 e-06 2 2 

21 1.23 e-11 1 1.78 e-05 2 2 

36 9.63 e-01 3.68 e-02 2.46 e-05 1 1 

37 5.41 e-01 2.8 e-03 4.56 e-01 1 ι 3 3 

46 2.42 e-02 9.76 e-01 2.13 e-04 2 2 

51 9.99 e-01 8.67 e-04 6.01 e-05 1 1 

60 1 2.05 e-06 2.57 e-05 1 1 

61 1.26 e-02 9.18 e-02 8.96 e-01 3 3 

100 7.83 e-15 2.99 e-12 1 3 3 

101 7.91 e-13 2.47 e-09 1 3 3 

    

 

Το μοντζλο που καταςκευάςαμε δείχνει να ζχει πολφ καλι προβλεπτικι ικανότθτα, αφοφ 

κατατάςςει τουσ πλανιτεσ ςτθν καταλλθλότερθ κατθγορία με πικανότθτα περίπου 93%.  

     

Με τθν ίδια διαδικαςία που ακολουκιςαμε και ςτθν Ενότθτα 6.4 καταςκευάηουμε 97.5% 

διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ για τθσ παραμζτρουσ του μοντζλου (𝛽 𝑗 ) και των exp(𝛽 𝑗 ). Τα 

διαςτιματα αυτά παρουςιάηονται ςτον Ρίνακα 7.9. 

 

 

Πίνακας 7.9: Διαζηήμαηα εμπιζηοζύνηρ. 

 𝜷 𝒋 (2.5%) exp(𝜷 𝒋) (97.5%) 

Μοντζλο 1 Μοντζλο 2 Μοντζλο 1 Μοντζλο 2 

Στακερά 1.439 e-10 
5.860 e-01 
1.004 e+00 
1.355 e+22 

1.843 e-10 
4.574 e+00 
1.006 e+00 
1.764 e+11 

1.117 e-08 
2.99 e+00 

1.008 e+00 
5.76 e+22 

2.81 e-10 
1.492 e+01 
1.009 e+00 
2.564 e+11 

Μάηα 

Περίοδοσ 

Εκκεντρότθτα 
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Παράρτθμα 1: 

Εντολζσ για το MINITAB 
 

 

 

Στο Minitab θ ανάλυςθ ενόσ μοντζλου λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ εκτελείται από τθν 

γραμμι εργαλείων με τθν εντολι Stat→Regression→Binary Logistic Regression. 

 

Στθ ςυνζχεια, για δυαδικά δεδομζνα, θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι (𝑦 = 0 ή 1) ειςάγεται ςτο 

πλαίςιο Response. Για διωνυμικά δεδομζνα, ο αρικμόσ επιτυχιϊν (γεγονότων) ειςάγεται 

ςτο πλαίςιο Success και ο αρικμόσ δοκιμϊν ςτο πλαίςιο Trial. Οι επεξθγθματικζσ 

μεταβλθτζσ ειςάγονται ςτο πλαίςιο Model. (Χ. Καρϊνθ, 2010). 

 

Για τα μοντζλα πολυωνυμικισ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ οι αντίςτοιχεσ εντολζσ είναι 

Stat→Regression→Nominal Logistic Regression. 

 

H ανάλυςθ κυρίων ςυνιςτωςϊν εκτελείται από τθν γραμμι εργαλείων με τισ εντολζσ  

Stat→Multivariate→Principal Components Analysis. 

 

Στθ ςυνζχεια ειςάγουμε ςτο πλαίςιο Variables τισ επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ και 

επιλζγουμε τον αρικμό των ςυνιςτωςϊν που επικυμοφμε. Για τισ γραφικζσ παραςτάςεισ 

πθγαίνουμε ςτο Principal Components Analysis – Graphs και επιλζγουμε τα Scree plot και 

Score plot for first 2 components.     
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Παράρτθμα 2:  

Ο κϊδικασ που χρθςιμοποιικθκε ςτθν R 

 

 

 

Εντολζσ για τα μοντζλα λογιςτικήσ παλινδρόμηςησ 
 

 

Οι αναγραφόμενεσ εντολζσ ζδωςαν τα αποτελζςματα του κεφαλαίου 5 για τα ιατρικά 

δεδομζνα. Οι περιςςότερεσ από τισ εντολζσ αυτζσ χρθςιμοποιικθκαν και ςτο Κεφάλαιο 4 

με μικρζσ αλλαγζσ, κυρίωσ ςτα ονόματα.  

  

 

 

 Ρροετοιμαςία των δεδομζνων 

 

> cc<-raed.table(“dioxin.txt”, header=TRUE) 

 

> attach(cc) 

 

> cc 

 

 

 Ρροςαρμογι του μοντζλου 

 

> mod1<-glm(y~x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8+x9+x10+x11+x12+x13+x14+x15+x16+x17,          

family=binomial) 

 

> summary(mod1) 

 

 

 Διαδικαςία διαδοχικισ αφαίρεςθσ (backward elimination) 

 

> step(mod1,direction=”backward”, test=”Chisq”) 

 

 

 Σφγκριςθ των τιμϊν τθσ ελεγχοςυνάρτθςθσ  deviance 

 

> mod2<-glm(y~x1+x3+x6+x8+x10+x12+x13+x15, family=binomial) 

 

> summary(mod2) 
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>mod4<-glm(y~x1+x3+x6+x8+x10+x15, family=binomial) 

 

> summary(mod4) 

 

> anova(mod2,mod4, test=”Chisq”) 

 

 

 Καμπφλθ ROC 

 

> library(pROC) 

 

> roc(y, fitted.values(mod2), plot=TRUE) 

 

 

 

 

Εντολζσ για τα μοντζλα τησ πολυωνυμικήσ λογιςτικήσ παλινδρόμηςησ 
 

 

Οι εντολζσ που αναφζρουμε μασ ζδωςαν τα αποτελζςματα του κεφαλαίου 6. Οι ίδιεσ 

εντολζσ, με τισ απαραίτθτεσ τροποποιιςεισ χρθςιμοποιικθκαν και ςτο Κεφάλαιο 7. 

 

 

 

 Ρροετοιμαςία των δεδομζνων 

 

> library(nnet) 

 

> flints<-read.table("flints-3.txt",header=TRUE) 

 

> attach(flints) 

 

> flints 

 

 

 Διλωςθ κατθγορικϊν μεταβλθτϊν και κατθγορία αναφοράσ 

 

>area<-factor(area,c("3","1","2")) 

 

 

 Ρροςαρμογι του μοντζλου 

 

> mod<-multinom(area~A1+A2+A3) 
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> summary(mod) 

 

> output<-summary(mod) 

 

 

 Wald test και p-values 

 

> z <- output$coefficients/output$standard.errors 

 

> p <- (1 - pnorm(abs(z), 0, 1))*2 

 

> model1<-cbind(output$coefficients[1,],output$standard.errors[1,],z[1,],p[1,], 
exp(output$coefficients[1,])) 
 
> colnames(model1) <- c("Coefficient","Std. Errors","z stat","p value", "Rate ratios") 
 

> model1 

 

> model2<-cbind(output$coefficients[2,],output$standard.errors[2,],z[2,],p[2,], 
exp(output$coefficients[2,])) 
 
> colnames(model2) <- c("Coefficient","Std. Errors","z stat","p value", "Rate ratios") 
 

> model2 

 

 

 Διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ 

 

>exp(confint(mod)) 
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