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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Τις τελευταίες δυο δεκαετίες υπάρχει ένα μεγάλο ενδιαφέρον για την ανάπτυξη 

μικροεργαστηρίων σε ψηφίδα (Lab-on-a-chip, LoC). Το μικροεργαστήριο αποτελεί μια 

ολοκληρωμένη μορφή ενός συνόλου διεργασιών που μέχρι τώρα πραγματοποιούνταν σε 

μεγάλη κλίμακα σε συμβατικά εργαστήρια. Τα μικροεργαστήρια αποτελούνται από 

πολλές μικρορευστονικές διατάξεις οι οποίες υλοποιούν ποικίλες διεργασίες, όπως η 

μεταφορά ρευστών, η ανάμιξη, ο διαχωρισμός και οι χημικές αντιδράσεις. Τα 

πλεονεκτήματα των μικροεργαστηρίων σε σχέση με τις συμβατικές συσκευές είναι η 

μείωση του κόστους, η μικρότερη κατανάλωση αντιδραστηρίων, οι μικρότεροι χρόνοι 

ανάλυσης και η φορητότητα. 

Η απόδοση ενός μικροεργαστηρίου σε ψηφίδα εξαρτάται από την επιμέρους 

απόδοση της κάθε μικρορευστονικής διάταξης. Η συχνότητα εμφάνισης 

μικροαναναμικτών στα μικροεργαστήρια είναι υψηλή και ο ρόλος τους καθοριστικός. Ένας 

καλά σχεδιασμένος μικροαναμίκτης μπορεί να αυξήσει την ευαισθησία της ανάλυσης που 

επιτελεί το μικροεργαστήριο, να μειώσει το αποτύπωμά (διαστάσεις) του και να μειώσει 

το χρόνο ανάλυσης  

Ένας μεγάλος τομέας που βρίσκουν εφαρμογές τα μικροεργαστήρια σε ψηφίδα 

είναι οι βιοαναλύσεις. Οι βιοαναλύσεις είναι μια ιδιαίτερη κατηγορία εξαιτίας του ότι 

απαιτούν ιδιαίτερη μεταχείριση ευαίσθητων διαλυμάτων. Τα διαλύματα αυτά 

αποτελούνται από βιομόρια τα οποία συνήθως δεν πρέπει να καταπονούνται ούτε 

θερμικά ούτε μηχανικά. Επίσης, τα βιομόρια χαρακτηρίζονται από πολύ μικρούς 

συντελεστές διάχυσης. Οι χαμηλοί συντελεστές διάχυσης κάνουν ακόμα πιο απαιτητική 

την διεργασία της ανάμιξης ειδικά στην μικροκλίμακα όπου απουσιάζει η τύρβη. 

Ο σκοπός της εργασίας είναι η υπολογιστική μελέτη του προβλήματος ανάμιξης 

διαλυμάτων βιομορίων σε μικροαναμίκτη ο οποίος αποτελείται από κανάλι ορθογωνικής 

διατομής με ανάγλυφο ψαροκόκαλου στον πυθμένα [staggered herringbone micromixer 

(SHM), Whitesides et al., Science 295, 647 (2002)]. Το ανάγλυφο ψαροκόκαλου 
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δημιουργεί συνιστώσες της ταχύτητας κάθετα στην κύρια κατεύθυνση της ροής 

προκαλώντας χαοτική συναγωγή και διευκολύνοντας έτσι την ανάμιξη. 

Η υπολογιστική μελέτη περιλαμβάνει την αριθμητική επίλυση των εξισώσεων 

Navier-Stokes, συνέχειας και του ισοζυγίου μάζας της διαλυμένης ουσίας (βιομορίων). Οι 

χαμηλοί συντελεστές διάχυσης των βιομορίων δυσκολεύουν εκτός από την ανάμιξη και 

την αριθμητική επίλυση του προβλήματος. Πιο συγκεκριμένα, οι υψηλοί αριθμοί Peclet, 

που προκύπτουν από τους χαμηλούς συντελεστές διάχυσης, σε συνδυασμό με τις 

απότομες μεταβολές της συγκέντρωσης των βιομοριών (διαλυμένη ουσία) στο 

μικροαναμίκτη οδηγούν σε ασταθείς λύσεις με έντονες διακυμάνσεις. Για την 

αντιμετώπιση των ασταθών λύσεων εφαρμόζονται μέθοδοι σταθεροποίησης και 

αυξάνεται η πυκνότητα του υπολογιστικού πλέγματος. Η επίλυση πραγματοποιείται με το 

εμπορικό λογισμικό COMSOL Multiphysics που βασίζεται στη μέθοδο των 

πεπερασμένων στοιχείων (ΜΠΣ) [1]. 

Όσον αφορά το πρόβλημα υπολογισμού του πεδίου ροής, μελετάται η επίδραση 

των συναρτήσεων βάσης της ΜΠΣ καθώς και του πλήθους των στοιχείων του 

υπολογιστικού πλέγματος στην αριθμητική λύση. Η μελέτη αναδεικνύει συμμετρίες και 

περιοδικότητες στο πεδίο ταχύτητας στο μικροαναμίκτη οι οποίες επιτρέπουν την επίλυση 

του πεδίου ταχύτητας στα ¾ της δομικής μονάδας του. Το πλήθος των δομικών μονάδων 

του μικροαναμίκτη που απαιτούνται για την πλήρη ανάμιξη δύο διαλυμάτων διαφορετικής 

συγκέντρωσης γενικά εξαρτάται από τους αριθμούς Reynolds και Peclet αλλά μπορεί να 

φτάσει μέχρι μερικές δεκάδες. 

Όσον αφορά το πρόβλημα υπολογισμού της συγκέντρωσης διαλυμένης ουσίας, 

χρησιμοποιείται προσαρμοζόμενο πλέγμα και αναπτύσσεται μέσω παραμετρικής 

ανάλυσης κριτήριο για την έξυπνη πύκνωσή του στις περιοχές του είναι αναγκαίο. Το 

κριτήριο αυτό εξαρτάται από την ταχύτητα του ρευστού, τη βαθμίδα, τον τελεστή Laplace 

της συγκέντρωσης και το μήκος των στοιχειών του πλέγματος. 

Τα αποτελέσματα των υπολογισμών συγκρίνονται ικανοποιητικά με πειραματικές 

μετρήσεις της απόδοσης ανάμιξης. Η απόδοση ανάμιξης συναρτήσει του μήκους του 

μικροαναμίκτη ανεβαίνει με μεταβαλλόμενο ρυθμό. Για μεγάλους Peclet o ρυθμός αυτός 

αυξάνεται μέχρι ενός σημείου καμπής και μετά μειώνεται. Προτείνεται μεταβολή στη 
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γεωμετρία του μικροαναμίκτη που θα εξαλείψει το σημείο καμπής. Τέλος, διερευνάται η 

χρήση της γεωμετρίας του μικροαναμίκτη σαν μικροαντιδραστήρας για τον 

πολλαπλασιασμό του DNA μέσω της αλυσιδωτής αντίδρασης πολυμεράσης (Polymerase 

Chain Reaction, PCR). 

 

Λέξεις-Κλειδιά: μικροαναμίκτης, μικροεργαστήριο, μικροαντιδραστήρας, 

μικροαναμίκτης ανάγλυφο κλιμακωτού ψαροκόκαλου στα τοιχώματα, 

Υπολογιστική Ρευστοδυναμική, COMSOL Multiphysics, μέθοδος πεπερασμένων 

στοιχείων, μέθοδοι σταθεροποίησης, ασταθής λύσης, ταλαντωτική συμπεριφορά 
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ABSTRACT 

In the last two decades there has been a great interest in the development of Lab 

on Chip (LoC) systems. The LoC system integrates a series of processes that until now 

took place in conventional labs of larger scale. LoC systems are comprised of many 

microfluidic devices which are capable of carrying out a variety of processes, such as 

fluid transport, mixing, separation and chemical reactions. Compared to conventional 

systems, the advantages of LoC systems are lower cost, lower reactant consumption, 

smaller times of analysis and portability. 

The efficiency of a LoC system depends on the efficiency of each individual 

microfluidic device. The frequency of a micromixer’s appearance on LoC systems is high 

and its role is critical. An excellent micromixer design can increase the sensitivity of the 

analytical method which is performed on the LoC system and can also reduce the footprint 

and the time of analysis of the LoC system. 

LoC systems are used in the field of bio-analysis. This is a very particular field 

due to the fact that samples are very sensitive and need to be handled with care so that 

the biomolecules in the sample are not strained thermally or mechanically. Biomolecules 

are also characterized by low diffusivity which renders the mixing process even more 

demanding, especially in the microscale where there is absence of turbulence. 

The purpose of this thesis is the numerical study of the mixing problem of 

biomolecular solutions in micromixer which is composed of a main orthogonal channel 

with embossed staggered herringbones on its bottom [staggered herringbone micromixer 

(SHM), Whitesides et al., Science 295, 647 (2002)]. The embossed herringbones induce 

a secondary velocity field normal to the main flow direction producing a chaotic advection 

effect which facilitates the mixing process. 

The computational study includes the numerical solution of the equations of 

Navier-Stokes, the continuity and mass balance of the diluted species (biomolecules). 

The low diffusion coefficients complicate not only the mixing but also the numerical 
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analysis of the problem. More specifically, the high Peclet numbers caused by the low 

diffusion coefficients along with the sudden changes in the concentration of the 

biomolecules in the micromixer lead to solution instabilities with intense fluctuations. In 

order to deal with these instabilities, stabilization methods are used and the density of the 

computational mesh is increased. The problem is investigated using COMSOL 

Multiphysics, a commercial software that is based on the finite element method (FEM) [1]. 

Concerning the problem of the velocity field, the effects of the basis functions as 

well as the number of the elements of the computational mesh on the numerical solution 

are investigated. This investigation reveals certain symmetries and periodicities in the 

velocity field of the micromixer that enable us to fully decipher the velocity field at three 

quarters of the unit cell of the SHM. The number of unit cells that are needed for the full 

mixing of two solutions of different concentration depends on the Reynolds and Peclet 

numbers but it can reach a few dozens.  

Regarding the calculation of the concentration of the diluted substance, an 

adaptive mesh is used and, through a parametric analysis, a criterion is developed for the 

selective refinement of the mesh. This criterion depends on the velocity of the fluid, the 

gradient as well as the Laplace operator of the concentration and the length of elements. 

The results of the computational calculations are adequately compared with 

experimental measurements of the mixing efficiency. The mixing efficiency as a function 

of the micromixer’s length increases with a varying rate. In fact, for high Peclet number 

this rate increases until a turning point after which the rate starts to decrease. A certain 

modification to the micromixer geometry is suggested for the elimination of the turning 

point. Finally, the use of the micromixer as a microreactor for DNA amplification through 

polymerase chain reaction (PCR) is investigated. 

 

Keywords: micromixer, Lab-on-chip, microreactor, staggered herringbone 

micromixer, computational fluid dynamics, COMSOL Multiphysics, Finite Elements 

Methods, stabilization methods, unstable solution, wiggles 
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1 Εισαγωγή 

1.1 Μικρoρευστονικές διατάξεις και μικρο-εργαστήρια 

σε ψηφίδα 

Οι μικρορευστονικές διατάξεις είναι διατάξεις οι οποίες διαχειρίζονται μικρού 

όγκου ρευστά σε συνεχή ροή [2]. Ο όγκος του ρευστού μπορεί να κυμαίνεται από μερικά 

nL εώς μερικές εκατοντάδες μL και τα κανάλια των διατάξεων αυτών έχουν διατομή 

μερικών δεκάδων μέχρι και εκατοντάδων μικρομέτρων [3]. Οι διαστάσεις και ο όγκος του 

ρευστού σε συνδυασμό με τη στρωτή ροή επιτρέπουν έλεγχο στις συγκεντρώσεις των 

συστατικών όχι μόνο στο χώρο αλλά και στο χρόνο οδηγώντας στην εφαρμογή αυτών 

των διατάξεων σε πληθώρα αναλύσεων. Με τη χρήση μικρών ποσοτήτων 

αντιδραστηρίων καθώς και δείγματος, μπορεί να γίνει ανίχνευση με μεγάλη ευαισθησία 

σε πολύ μικρό χρόνο ανάλυσης, κόστος και περιβαλλοντικό αποτύπωμα [3]. 

Οι τέσσερις κυριότεροι τομείς που ώθησαν την ανάπτυξη των μικρορευστονικών 

διατάξεων είναι η μοριακή ανάλυση, η προστασία έναντι βιολογικών επιθέσεων, η 

μοριακή βιολογία και η μικροηλεκτρονική. Πρώτες, έρχονται οι αναλύσεις με εφαρμογές 

σε χρωματογραφία αέριας φάσης (Gas Phase Chromatography, GPS), υγρή 

χρωματογραφία υψηλής απόδοσης (High-performance liquid chromatography, HPLC) και 

τριχοειδή ηλεκτροφόρηση. Το δεύτερο έναυσμα προέκυψε μετά το τέλος του ψυχρού 

πολέμου με την εμφάνιση των χημικών και βιολογικών όπλων. Υπό τον κίνδυνο αυτό, o 

οργανισμός προηγμένης έρευνας για την εθνική άμυνα (Defense Advanced Research 

Projects Agency, DARPA) τμήμα του Υπουργείου Εθνικής Άμυνας των Ηνωμένων 

πολιτειών Αμερικής, χρηματοδότησε μια σειρά από προγράμματα για την ανάπτυξη 

μικρορευστονικών διατάξεων με στόχο την ανίχνευση τέτοιων κινδύνων. Η τρίτη κινητήρια 

δύναμη για την ανάπτυξη εφαρμογών προήλθε από την ανάπτυξη της γονιδιωματικής 

(genomics), η οποία αποτελεί μέρος της μοριακής βιολογίας. Tο πιο χαρακτηριστικό 

παράδειγμα να είναι η εύρεση της αλληλουχίας του DNA με υψηλή απόδοση (high-

throughput DNA sequencing). Τέλος, η τέταρτη συμβολή προήλθε από τη 
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μικροηλεκτρονική, καθώς η πλέον ανεπτυγμένη τεχνολογία της φωτολιθογραφίας που 

αναπτύχθηκε στα μικροηλεκτρονικά συστήματα θα μπορούσε εύκολα να εφαρμοστεί και 

στην κατασκευή μικρορευστονικών διατάξεων [3]. 

Τα τελευταία χρόνια, η τεχνολογία μικρορευστονικών διατάξεων αναπτύσσεται 

ραγδαία βρίσκοντας εφαρμογές σε πολλά πεδία. Μέσο του κατάλληλου συνδυασμού 

διαφόρων μικρορευστονικών διατάξεων προκύπτει ένα ολοκληρωμένο μικρoεργαστήριο 

σε ψηφίδα (Lab-on-a-chip system). Τέτοια μικροεργαστήρια βρίσκουν εφαρμογές στους 

τομείς της χημείας, της βιολογίας και της ιατρικής. Παραδείγματα είναι η κρυστάλλωση 

νανοσωματιδίων, διεργασίες διαχωρισμού και πολυμερισμού, σύνθεση οργανικών 

ουσιών, ενζυμικές αναλύσεις, αναδίπλωση πρωτεϊνών, βιολογικοί έλεγχοι, αναλυτικές και 

κυτταρικές αναλύσεις, βελτιστοποίηση βιοεργασιών, κλινικές αναλύσεις και μελέτη 

μεταφοράς φαρμάκων [4]. 

Τα μικροεργαστήρια σε ψηφίδα ενσωματώνουν μικρορευστονικές διατάξεις με 

διαφορετικές λειτουργίες, όπως διατάξεις διαχωρισμού, μικροαναμίκτες 

μικροαντιδραστήρες, σωληνώσεις για τη διασύνδεση όλων των διατάξεων, βαλβίδες για 

έλεγχο της ροής, και αντλίες [3]. Η απόδοση της ανάλυσης ή της διεργασίας που λαμβάνει 

χώρα σε ένα μικροεργαστήριο σε ψηφίδα καθορίζεται από την απόδοση των επιμέρους 

διατάξεων. 

 

1.2 Μικροαναμίκτες 

Οι μικροαναμίκτες αποτελούν βασικό στοιχείο των μικροεργαστηρίων σε ψηφίδα 

και έχουν καθοριστικό ρόλο στην απόδοση ολόκληρου του συστήματος. Ο καθοριστικός 

αυτός ρόλος γίνεται εμφανής στη δύσκολη διεργασία της ανάμιξης στη μικροκλίμακα. 

Συνήθεις διαστάσεις τέτοιων διατάξεων είναι της τάξης των 100 μm στην εγκάρσια 

διατομή και μπορεί να εκτείνονται σε μήκος μέχρι και μερικά εκατοστά. Εξαιτίας του 

μικρού μεγέθους της διατομής, η ροή είναι συνήθως στρωτή (𝑅𝑒  < 100) καθώς σε 

μεγαλύτερους 𝑅𝑒  οι ιξώδεις τάσεις θα είναι υπερβολικά υψηλές λόγω των μικρών 

διαστάσεων του αναμίκτη. Αυτό, θα έχει ως αποτέλεσμα την δημιουργία υψηλής πτώσης 

της πίεσης με επακόλουθα προβλήματα στεγανότητας και υψηλές απαιτήσεις για την 
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κατασκευή των διατάξεων. Οπότε, εξαιτίας της απαίτησης χαμηλού 𝑅𝑒 είναι αδύνατη η 

ύπαρξη τύρβης σε τέτοιες διατάξεις που θα διευκόλυνε την ανάμιξη λόγω ακανόνιστης 

μεταφοράς πακέτων μάζας κατά την ροή ρευστού [5].  

Από τα παραπάνω, είναι προφανές ότι το μόνο μέσο ανάμιξης των ρευστών 

αποτελεί η διάχυση, ενώ η συναγωγή μπορεί να διευκολύνει αυτή τη διεργασία με την 

αύξηση της διεπιφάνειας των αναμιγνυόμενων ρευστών (διαλυμάτων διαφορετικής 

συγκέντρωσης). Για να γίνει πιο κατανοητή αυτή η φιλοσοφία σχεδιασμού των παθητικών 

μικροαναμικτών εγείρεται η ανάγκη ανάλυσης των δυο πιο πάνω μηχανισμών. 

 

1.2.1 Μοριακή διάχυση 

Η μοριακή διάχυση προκαλεί την εξάπλωση των μορίων από υψηλές 

συγκεντρώσεις σε χαμηλές λόγω της τυχαίας κίνησης Brown [4]. Η τυχαία κίνηση Brown 

στα υγρά προκαλείται εξαιτίας των τυχαίων δυνάμεων αλληλεπίδρασης των μορίων του 

υγρού σε ένα σωματίδιο ή ένα άλλο μόριο [5]. Οι δυνάμεις αυτές στιγμιαία δεν 

εξισορροπούνται σε ένα μεμονωμένο σωματίδιο ή μόριο με αποτέλεσμα αυτό να κάνει 

ένα τυχαίο περίπατο. Ένας τυχαίος περίπατος (Random walk) είναι το μονοπάτι που 

ακολουθεί ένα σωματίδιο λόγω κίνησης με βήματα ίσου μήκους σε τυχαίες κατευθύνσεις 

[5]. Ένα παράδειγμα τυχαίου περίπατου στις τρεις διαστάσεις φαίνεται στο σχήμα 1.1 

όπου παριστάνεται ο τυχαίος περίπατος ενός σωματιδίου. 

 

 

Σχήμα 1.1: Τυχαίος περίπατος σωματιδίου στις τρεις διαστάσεις 
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Η απόσταση που διανύει το σωματίδιο 𝐱 μετα από n βηματισμούς θα δίνεται από 

το άθροισμα αυτών των βηματισμών, σύμφωνα με την εξίσωση 1.1. 

 

𝐱(𝑛) = ∑𝐬𝑖

𝑛

𝑖=0

 
(1.1) 

 

Η εξίσωση 1.1 προκύπτει με την προϋπόθεση πως κάθε βήμα είναι ίσου μέτρου 

αλλά τυχαίας διεύθυνσης. Από τα παραπάνω μπορεί εύκολα να προκύψει ότι η μέση τιμή 

του τετραγώνου της απόστασης είναι ίσο με n-φορές το βήμα στο τετράγωνο. 

 

< 𝐱(𝑛)2 >=∑𝐬𝑖
2

𝑛

𝑖=0

= 𝑛 𝑠2 ∝ 𝐷 𝑡 
(1.2) 

 

Από την παραπάνω εξίσωση 1.2, φαίνεται πως η μέση απόσταση είναι ανάλογη 

του χρόνου αφού κάθε βήμα εκτελείται κάθε συγκεκριμένο χρόνο. Ο συντελεστής 

αναλογίας 𝐷 έχει σαν φυσική σημασία το πόσο γρήγορα μπορούν να κινηθούν τα μόρια 

και είναι στην πραγματικότητα ο συντελεστής διάχυσης. Στην απλούστερη περίπτωση για 

διάχυση σε μια διάσταση προκύπτει ότι ο χρόνος t που χρειάζεται ένα μόριο για να 

διαχυθεί σε απόσταση x δίνεται από την εξίσωση 1.3 [4]. 

 

< 𝐱2 >= 2 𝐷 𝑡 
(1.3) 

 

Ο συντελεστής διάχυσης μπορεί να προκύψει μέσα από το ισοζύγιο δυνάμεων 

που ασκούνται στα σωματίδια αυτά. Το ισοζύγιο δυνάμεων δίνεται από την εξίσωση 

Langevin (εξίσωση 1.4) για σωματίδια Brown [5]. 
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𝑚
𝑑𝐮

𝑑𝑡
= −𝑓𝐮 + 𝐅(𝑡) (1.4) 

 

Όπου, ο πρώτος όρος στο δεξί μέλος της εξίσωσης 1.4 αποτελεί την αντίσταση 

στη ροή για σφαιρικά σωματίδια και χαμηλούς 𝑅𝑒 μπορεί να προκύψει από το νόμο του 

Stokes, 𝑓 =  3𝜋 µ 𝑑p . Ο δεύτερος όρος αποτελεί την τυχαία δύναμη που προκαλεί την 

κίνηση των μορίων σε ένα τυχαίο περίπατο. Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση 1.4 και από 

τα δυο μέλη με την απόσταση x και με την αντικατάσταση της παραγώγου 𝐱
𝑑𝐮

𝑑𝑡
=
𝑑(𝐮𝐱)

𝑑𝑡
−

𝐮2 προκύπτει η εξίσωση 1.5: 

 

𝑑(𝐮𝐱)

𝑑𝑡
+
𝑓

𝑚
𝐮𝐱 = 𝐮2 +

𝐅(𝑡)

𝑚
 (1.5) 

 

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι η εξής: 

 

𝐮𝐱 = 𝑒−
𝑓
𝑚
𝑡∫ (𝐮2 +

𝐅(𝑡′)

𝑚

𝑡

0

)𝑒−
𝑓
𝑚
𝑡′𝑑𝑡′  (1.6) 

 

Στη συνέχεια, θα πρέπει να ληφθεί η μέση τιμή των πιο πάνω μεταβλητών για 

την εξαγωγή αποτελέσματος, οπότε η μέση τιμή του όρου 
𝐅(𝑡′)

𝑚
 μπορεί να θεωρηθεί μηδέν. 

Εξαιτίας του ότι αποτελεί μια τυχαία δύναμη που σε μακροσκοπικό επίπεδο και ένα 

μεγάλο σύνολο σωματιδίων είναι ανύπαρκτη με αποτέλεσμα η μέση τιμή της ταχύτητας 

επί την απόσταση να είναι ίση με < 𝐮𝐱 >=< 𝐮2 >
𝑚

𝑓
(1 − 𝑒−

𝑓

𝑚
𝑡) . Πέραν αυτού, η 

συγκεκριμένη τιμή είναι επίσης ίση με < 𝐮𝐱 >=
1

2

𝑑<𝐱2>

𝑑𝑡
 από τα οποία μπορεί να προκύψει 

η μέση τιμή του τετραγώνου της απόστασης (εξίσωση 1.7). 
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< 𝐱2 >= 2 < 𝐮2 >
𝑚

𝑓
(𝑡 +

𝑚

𝑓
(𝑒−

𝑓
𝑚
𝑡 − 1)) (1.7) 

 

Για πολύ μεγάλο χρόνο διάχυσης, ο εκθετικός όρος μπορεί να απλοποιηθεί αφού 

προσεγγίζει το μηδέν και για τον ίδιο λόγο το 𝑡 −
𝑚

𝑓
≈ 𝑡 και η εξίσωση 1.7 παίρνει τη μορφή 

της εξίσωσης 1.3, < 𝐱2 >= 2 < 𝐮2 >
𝑚

𝑓
𝑡. Οπότε ο συντελεστής διάχυσης τελικά δίνεται 

από την εξίσωση 1.8 (εξίσωση Stokes-Einstein [5]), η οποία προκύπτει από την εξίσωση 

1.7 με τις παραπάνω απλοποιήσεις και αντικαθιστώντας τη μέση ταχύτητα στο τετράγωνο 

από την εξίσωση για την κινητική ενέργεια των σωματιδίων, 
1

2
𝑚 < 𝐮2 >=

1

2
𝑘𝐵𝑇. 

 

𝐷 =
𝑘𝐵𝑇

𝑓
=

𝑘𝐵𝑇

3𝜋 µ 𝑑p
   (1.8) 

 

Από την εξίσωση 1.8 φαίνεται ότι ο συντελεστής διάχυσης εξαρτάται από τη 

θερμοκρασία του ρευστού 𝑇, το δυναμικό ιξώδες του, µ, και τη διάμετρο του σφαιρικού 

σωματιδίου, 𝑑p , που διαχέεται. Η εξίσωση αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον 

υπολογισμό συντελεστή διάχυσης σε υγρά διαλύματα αρκεί το μέγεθος του μορίου του 

διαλύτη να είναι τουλάχιστο 5 φορές μικρότερο σε σχέση με το μόριο της διαλυμένης 

ουσίας. Αν δεν ισχύει αυτή η προϋπόθεση, μπορεί να αντικατασταθεί το 3π στον 

παρονομαστή με 2π εξαιτίας της λιγότερης τριβής των μορίων της διαλυμένης ουσίας με 

το διαλύτη. Τέλος, στην περίπτωση όπου τα μόρια που διαχέονται δεν είναι σφαιρικά η 

διάμετρος μπορεί να προκύψει από την εξίσωση 1.9 [5]. 

 

𝑑p =
2√𝑎2 − 𝑏2

ln (
𝑎 + √𝑎2 − 𝑏2

𝑏
)

     (1.9) 
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Η εξίσωση 1.9 δίνει μια φαινόμενη διάμετρο για μόρια ή σωματίδια που μοιάζουν 

με ελλειψοειδές τόξου α και b. Για παράδειγμα, το ινωδογόνο, μια πρωτεΐνη που βρίσκεται 

διαλυμένη στο αίμα με ελλειψοειδές σχήμα διαμέτρου 𝑎 = 67x10−9 𝑚 και 𝑏 = 2.2x10−9 𝑚 

έχει συντελεστή διάχυσης σε νερό θερμοκρασίας 25℃ 𝐷 = 7.17x10−11
𝑚2

𝑠
 σύμφωνα με τις 

εξισώσεις 1.8 και 1.9 [5]. 

Ένα ακόμα χρήσιμο μέγεθος που χρειάζεται για το σχεδιασμό ενός μικροαναμίκτη 

είναι το μήκος πλήρους ανάμιξης, 𝛥𝑦. Το μήκος πλήρους ανάμιξης μπορεί να προκύψει 

από την εξίσωση 1.3 για πρόβλημα μονοδιάστατης ροής σε ευθύγραμμο αγωγό 

εξισώνοντας το χρόνο πλήρους ανάμιξης με το χρόνο παραμονής εντός του 

μικροαναμίκτη, 𝜏 =
𝑉

𝑄
=
𝐴 𝛥𝑦

𝑢 𝐴
=
𝛥𝑦

𝑢
 [6]. Η απόσταση διάχυσης στη συγκεκριμένη 

περίπτωση είναι η μεγαλύτερη απόσταση που πρέπει να διαχυθεί το μόριο στο κανάλι 

του μικροναναμίκτη, που μπορεί να θεωρηθεί ίση με το πλάτος του καναλιού 𝑙  με 

αποτέλεσμα να προκύπτει η εξίσωση 1.10. 

 

𝛥𝑦 =
𝑙2𝑢

2𝐷
≈ 𝑙 𝑃𝑒 (1.10) 

 

Όπου 𝑃𝑒 είναι ο αριθμός Peclet. Για παράδειγμα, σε έναν ευθύ μικροαναμίκτη με δύο 

εισόδους της ίδιας ογκομετρικής παροχής και με πλάτος καναλιού 100 μm το μήκος για 

την πλήρη ανάμιξης του ινωδογόνου είναι ~70 cm, όταν η μέση ταχύτητα του ρευστού 

είναι 1 cm/s. Το μήκος αυτό είναι αρκετά μεγάλο για τα δεδομένα μιας διεργασίας που 

λαμβάνει χώρο σε ένα μικροεργαστήριο - ψηφίδα και για αυτό το λόγο προκύπτει η 

ανάγκη για τη βελτίωση της ανάμιξης.  
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1.2.2 Τύποι μικροαναμικτών 

 

Οι μικροαναμίκτες είναι βασικά συστατικά των μικροεργαστηρίων σε ψηφίδα. Η 

ανάμιξη διαλυμάτων που επιτυγχάνουν θα αυξήσει την απόδοση της αντίδρασης (στο 

στάδιο που ακολουθεί την ανάμιξη) και συνεπώς θα αυξήσει την ακρίβεια του σήματος 

και την ευαισθησία της ανάλυσης που λαμβάνει χώρα στο μικροεργαστήριο [4]. 

Αποτελούν ένα από τα πιο κρίσιμα κομμάτια για το σχεδιασμό του μικροεργαστηρίου και 

για αυτό το λόγο, υπάρχει έντονη ερευνητική δραστηριότητα για την ανάπτυξη 

αποδοτικών μικροαναμικτών. Στις επόμενες παραγράφους θα γίνει μια σύντομη ανάλυση 

στις δυο κυριότερες κατηγορίες μικροαναμικτών, την παθητικών και των ενεργητικών. Η 

διάκριση αυτή γίνεται με κριτήριο τις απαιτήσεις του μικροαναμίκτη για πρόσθετη ενέργεια 

εκτός από την ενέργεια άντλησης. 

 

1.2.2.1 Ενεργητικοί μικροαναμίκτες 

Στην κατηγορία αυτή συγκαταλέγονται οι μικροαναμίκτες που χρησιμοποιούν 

εξωτερική ενέργεια πέραν της ενέργειας άντλησης. Αυτή η εξωτερική ενέργεια δημιουργεί 

μία διαταραχή η οποία συμβάλλει στην αποδοτικότερη και γρηγορότερη ανάμιξη του 

διαλύματος. Η εξωτερική ενέργεια μπορεί να είναι, για παράδειγμα, ηλεκτρομαγνητική, 

θερμότητα και ενέργεια για την παραγωγή υπερήχων. Γενικά, λόγο της εξωτερικής 

ενέργειας, η απόδοση των συγκεκριμένων μικροαναμικτών είναι υψηλότερη από αυτή 

των παθητικών μικροαναμικτών. Ωστόσο, η ανάγκη για συνδυασμό τους με άλλες 

διεργασίες σε ένα μικροεργαστήριο και η ταυτόχρονη παροχή πρόσθετης ενέργειας 

ανεβάζει τόσο την εξειδίκευση της εφαρμογής τους όσο και το κόστος κατασκευής. Η 

ψηφίδα, αλλά και η συσκευή που ελέγχει τη διαδικασία ανάλυσης πρέπει να 

προσαρμοστεί σε ένα και μοναδικό καλούπι που ενσωματώνει όλα τα παραπάνω. 

Επιπλέον, η εφαρμογή υπερηχητικών κυμάτων ή και υψηλών θερμοκρασιών, μπορεί να 

είναι απαγορευτικά, λόγω της ευαισθησίας των μορίων, ειδικά στην περίπτωση των 

βιομορίων. Για τους παραπάνω λόγους, η συγκεκριμένη κατηγορία δεν είναι αρκετά 

δημοφιλής για εφαρμογές σε μικροεργαστήρια [4]. 
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Ένα παράδειγμα ενεργητικού μικροαναμίκτη με χρήση πρόσθετης ενέργειας 

άντλησης για την ενίσχυση της ανάμιξης φαίνεται στο σχήμα 1.2. Η ροή στα δυο κανάλια 

εισόδου είναι περιοδική συνάρτηση του χρόνου και αλλάζει κατεύθυνση. Σαν αποτέλεσμα 

αυτής της διαδικασίας είναι η δημιουργία αυξημένης διεπιφάνειας μεταξύ των διαλυμάτων 

στα δύο κανάλια. Σε περίπτωση σταθερής ροής στα δύο κανάλια εισόδου, η διεπιφάνεια 

μεταξύ των διαλυμάτων θα ήταν μια ευθεία γραμμή [7]. 

 

Σχήμα 1.2 : Παράδειγμα ενεργητικού μικροαναμίκτη με παλμική παροχή στις εισόδους [7]. 

Ένα ακόμη παράδειγμα αυτού του είδους είναι ο μικροαναμίκτης σχήματος Τ στον 

οποίο επιβάλλεται εναλλασσόμενο ηλεκτρικό πεδίο, όπως φαίνεται στο σχήμα 1.3. Ο 

συγκεκριμένος μικροαναμίκτης χρησιμοποιείται για την ανάμιξη διαλυμάτων που 

περιέχουν σωματίδια με μαγνητικές ιδιότητες. Η επιβολή του εναλλασσόμενου ηλεκτρικού 

πεδίου έχει σαν αποτέλεσμα την έντονη κίνηση των σωματιδίων που οδηγεί στην αύξηση 

της διεπιφάνειας μεταξύ των δύο διαλυμάτων. Σαν αποτέλεσμα προκύπτει η γρηγορότερη 

ανάμιξη σε σύγκριση με τον απλό Τ μικροαναμίκτη [8]. 

 

Σχήμα 1.3 : Παράδειγμα ενεργητικού μικροαναμίκτη με εναλλασσόμενο ηλεκτρικό πεδίο και 

ρευστό με μαγνητικές ιδιότητες [9]. 



 

15 

 

Τα παραπάνω παραδείγματα είναι όπως θα φανεί στην συνέχεια αρκετά 

περίπλοκα σε σύγκριση με τους παθητικούς μικροαναμίκτες. Οι παθητικοί μικροαναμίκτες 

διακρίνονται για την απλότητα τους και την ευκολία ενσωμάτωσής τους σε 

μικροεργαστήρια. 

 

1.2.2.2 Παθητικοί μικροαναμίκτες 

Στη κατηγορία των παθητικών μικροαναμικτών περιλαμβάνονται οι αναμίκτες 

που χρησιμοποιούν ενέργεια μόνο για απλή, σταθερή άντληση των διαλυμάτων. Γενικά, 

ένας αποδοτικός παθητικός μικροαναμίκτης εκμεταλλεύεται τη συναγωγή για να αυξήσει 

τη διεπιφάνεια διαφορετικών διαλυμάτων και να επιταχύνει την διαδικασία ανάμιξης. Μια 

υποκατηγορία της ομάδας αυτής είναι οι χαοτικοί μικροαναμίκτες στην οποία ανήκει και ο 

μικροαναμίκτης με ανάγλυφο κλιμακωτού ψαροκόκαλου στα τοιχώματα (staggered 

herringbone micromixer, SHM) [6]. Η κατηγορία αυτή θα συζητηθεί στη συνέχεια κατά την 

ανάλυση του SHM (παράγραφος 1.3), στον οποίο εστιάζει και η παρούσα εργασία. 

Το απλούστερο παράδειγμα παθητικού μικροαναμίκτη είναι ο μικροαναμίκτης 

σχήματος T [4] (σχήμα 1.4). Η ανάμιξη στον συγκεκριμένο μικροαναμίκτη εξαρτάται 

ισχυρά από τον συντελεστή διάχυσης της προς ανάμιξη διαλυμένης ουσίας και μάλιστα 

το μήκος του καναλιού για να έχουμε πλήρη ανάμιξη είναι γραμμική συνάρτηση του 

αριθμού 𝑃𝑒 (εξίσωση 1.10). 

 

Σχήμα 1.4: Παθητικός μικροαναμίκτης σχήματος Τ 

Ένας ακόμη παράδειγμα παθητικού μικροαναμίκτη με σχήμα λαβύρινθου που 

διαχωρίζει και επανενώνει (split and merge) τα ρεύματα φαίνεται στο σχήμα 1.5. Ο 

μιρκοαναμίκτης μέσω των διαδοχικών διαχωρισμών και επανενώσεων αυξάνει τη 

διαεπιφάνεια μεταξύ των διαλυμάτων διαφορετικής συγκέντρωσης αυξάνοντας έτσι την 
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απόδοση της ανάμιξης και μειώνοντας το μήκος καναλιού που χρειάζεται για πλήρη 

ανάμιξη [10]. 

 

Σχήμα 1.5: Μικροαναμίκτης σε σχήμα λαβυρίνθου διαχωρισμού και επανένωσης [10]. (A), 

(B), (C) και (D) είναι τα σημεία επανένωσης. 
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1.3 Μικροαναμίκτης με ανάγλυφο κλιμακωτού 

ψαροκόκαλου στα τοιχώματα (staggered herringbone 

micromixer, SHM) 

1.3.1 Χαοτική συναγωγή και SHM 

Οι μηχανισμοί μεταφοράς μάζας ενός χημικού συστατικού εντός ενός 

μικροαναμίκτη είναι η μοριακή διάχυση και η μεταφορά μέσω συναγωγής ή συναγωγή. 

Ωστόσο, μόνο στη μοριακή διάχυση οφείλεται η ανάμιξη διαλυμάτων διαφορετικής 

συγκέντρωσης [5]. Όμως οι συντελεστές διάχυσης των βιομορίων είναι μικροί (<10-10 

m2/s) και η διάχυση είναι πολύ αργή ώστε να επιτευχθεί πλήρης ανάμιξη στον επιθυμητό 

χρόνο και χώρο (μήκος) για ένα μικροεργαστήριο. Η ανάμιξη μπορεί να ενισχυθεί αν η 

συναγωγή αυξάνει τη διεπιφάνεια μεταξύ διαλυμάτων διαφορετικής συγκέντρωσης. Η 

αύξηση της διεπιφάνειας θα δημιουργήσει υψηλές βαθμίδες συγκέντρωσης ενισχύοντας 

έτσι το μηχανισμό της μοριακής διάχυσης. Σε περιπτώσεις όπου η συναγωγή οδηγεί σε 

αύξηση της διεπιφάνειας λέμε ότι η συναγωγή είναι χαοτική (chaotic advection or 

convection) [5]. 

Η χαοτική συναγωγή συμβαίνει όταν υπάρχουν συνιστώσες της ταχύτητας του 

ρευστού στο κανάλι κάθετες στην κύρια διεύθυνση της ροής. Ένα τέτοιο προφίλ 

ταχύτητας μπορεί να δημιουργήσει εγκάρσια μεταφορά μάζας με συναγωγή με 

αποτέλεσμα να αυξάνεται η διεπιφάνεια μεταξύ διαλυμάτων διαφορετικής συγκέντρωσης 

[4]. Τέτοιο προφίλ ταχύτητας μπορεί να δημιουργηθεί μέσω πολύπλοκων τριδιάστατων ή 

κυρτών διδιάστατων γεωμετριών ή ακόμα και μέσω χρονικά - περιοδικά μεταβαλλόμενης 

ροής [11]. Στις τριδιάστατες γεωμετρίες, η χαοτική συναγωγή επιτυγχάνεται με διαστολές, 

συστολές, διαχωρισμούς, συμβολές, στροφές και εμπόδια στις διατομές των καναλιών 

[4]. 

Η παρούσα εργασία εστιάζει σε ένα παθητικό μικροαναμίκτη που δημιουργεί 

χαοτική συναγωγή και μάλιστα σε ένα μεγάλο εύρος τιμών 𝑅𝑒  (σχήμα 1.6). Πιο 

συγκεκριμένα, σύμφωνα με τη βιβλιογραφία [6], ο συγκεκριμένος μικροαναμίκτης είναι 

λειτουργικός στην περιοχή χαμηλών και μεσαίων 𝑅𝑒  (0<𝑅𝑒<100). Ο μικροαναμίκτης 
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αυτός αναφέρεται στη βιβλιογραφία [6], σαν μικροαναμίκτης με ανάγλυφο κλιμακωτού 

ψαροκόκαλου (staggered herringbone micromixer, SHM) και είναι ένας ένα από τους 

αποδοτικότερους παθητικούς μικροαναμίκτες που έχουν προταθεί. Προτάθηκε το 2002 

από τους Whitesides et al. στο άρθρο τους «Chaotic Mixer for Microchannels» [6]. Από 

τότε μέχρι και σήμερα, εξακολουθεί να διερευνάται η απόδοσή του και η χρήση του σε 

νέες εφαρμογές. Ο SHM έχει χρησιμοποιηθεί εκτός από εφαρμογές ανάμιξης, ως 

μικροαντιδραστήρας [12], [13], ως εναλλάκτης θερμότητας [14], ως διάταξη διαχωρισμού 

κυττάρων με ανοσοχημικές μεθόδους [15]–[17]. 

Η απόδοση ενός μικροαναμίκτη μπορεί να εκτιμηθεί από το μήκος του καναλιού 

που χρειάζεται για να έχουμε πλήρης ανάμιξη ή το μήκος πλήρους ανάμιξης. Για το 

συγκεκριμένο αναμίκτη, το μήκος πλήρους ανάμιξης εξαρτάται προσεγγιστικά από το 

φυσικό λογάριθμο του αριθμού Peclet (𝑃𝑒) με παραδοχές ότι o 𝑅𝑒 είναι πολύ χαμηλός 

(περιοχή Stokes) και ο 𝑃𝑒 είναι αρκετά μεγάλος (𝑃𝑒 > 105) [6], [18], [19]. Συγκρινόμενος 

με ένα γραμμικό αγωγό με μονοδιάσταση ροή, όπου το μήκος ανάμιξης εξαρτάται 

γραμμικά από τον αριθμό 𝑃𝑒 (εξίσωση 1.10) το μήκος πλήρους ανάμιξης μειώνεται από 

δεκάδες εκατοστά σε μερικά εκατοστά [6]. 

Ο μικροαναμίκτης SHM, όπως φαίνεται από το σχήμα 1.6, αποτελείται από ένα 

κανάλι ορθογωνικής διατομής. Στον πυθμένα του καναλιού υπάρχουν ανάγλυφα αυλάκια 

με σχήμα ψαροκόκαλου από τα οποία πήρε το όνομα του. Τα ανάγλυφα αυτά αυλάκια 

έχουν σχήμα ασύμμετρου V (η γωνία του V δεν βρίσκεται στο μέσο του πυθμένα) και 

παρουσιάζονται περιοδικά στο μήκος του μικροαναμίκτη. Η ασυμμετρία ποσοτικοποιείται 

από τον παράγοντα ασυμμετρίας, p, που ορίζεται ως ο λόγος της απόστασης που 

εμφανίζεται η γωνία προς το συνολικό πλάτος της διατομής. Η ασυμμετρία αυτή 

αντιστρέφεται σε μία σειρά από αυλάκια με το πέρας μισού κύκλου ανάμιξης στο 

μικροαναμίκτη. Το μήκος στο οποίο απλώνονται οι δύο σειρές αυλακιών συνιστά ένα 

κύκλο ανάμιξης, μία δομική μονάδα του μικροαναμίκτη. Ο μικροαναμίκτης αποτελείται 

από επαναλαμβανόμενες δομικές μονάδες [6]. 
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Σχήμα 1.6 :Σχηματική απεικόνιση γεωμετρίας SHM για 1.5 κύκλους ανάμιξης 

Για τη δεδομένη γεωμετρία η απόδοση ανάμιξης εξαρτάται από τη γωνιακή 

μετατόπιση του ρευστού ανά μισό κύκλο ανάμιξης, 𝛥𝜑. Η γωνιακή μετατόπιση ορίζεται 

ως η γωνιά που δημιουργείται μετά το πέρας μισού κύκλου σε μια αρχικά κατακόρυφη 

διεπιφάνεια στην είσοδο (𝛥𝜑 = 0). Αυτή η γωνιακή μετατόπιση στη περίπτωση του SHM 

προκαλείται από την ύπαρξη των ανάγλυφων αυλακιών στον πυθμένα του ορθογωνικού 

καναλιού. Η μετατόπιση αυτή εξαρτάται από τον παράγοντα ασυμμετρίας, p: όταν το p 

γίνεται ½, τότε τα ανάγλυφα ψαροκόκαλου γίνονται συμμετρικά με αποτέλεσμα η 

μετατόπιση αυτή να γίνεται μηδέν. Όταν το p είναι ίσο με 2/3, τότε υπάρχει γωνιακή 

μετατόπιση μεγαλύτερη των 60o σχεδόν σε όλες τις επιφάνειες της διατομής του εξαιτίας 

της ύπαρξης των συνιστωσών ταχύτητας παράλληλων στις επιφάνειες αυτές. Τελος, η 

χαοτική συναγωγή και η γωνιακή μετατόπιση εξαρτάται από τα γεωμετρικά 

χαρακτηριστικά των αυλακιών και από τον αριθμό των συνολικών αυλακιών ανά κύκλο 

ανάμιξης [6]. 

Για την παρούσα διπλωματική εργασία χρησιμοποιήθηκαν τα γεωμετρικά 

χαρακτηριστικά του SHM που φαίνονται στον πίνακα 1.1 σύμφωνα με τις πηγές [6], [20] 

οι χαρακτήρες συμβολισμού αντιστοιχούν στο σχήμα 1.6.  

Πίνακας 1.1: Γεωμετρικά χαρακτηριστικά SHM  

Παράμετρος  Περιγραφή Τιμή 

ℎ (μm) Ύψος κύριου καναλιού 85 

𝑤 (μm) Πλάτος κύριου καναλιού 200 

𝑎 
Ο λόγος της μισής απόστασης 

του βάθους αυλακιού προς το h 
0.18 

𝑞 (μm-1) Αυλακιά ανά μήκος ανάμικτη 2π/100 
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𝑝 
Παράγοντας ασυμμετρίας των 

ψαροκόκαλων 
2/3 

𝜃 (deg) 
Γωνιά αυλακιών με κύριας 

διεύθυνσης της ροής (y) 
45⁰ 

𝛮 
Αριθμός αυλακιών ανά δομική 

μονάδα (κύκλο ανάμιξης) 
12 

𝐿 (mm) 
Μήκος δομικής μονάδας (ενός 

κύκλου ανάμιξης) 
1.516 

 

Συμπερασματικά, τα πλεονεκτήματα του SHM είναι στον τρόπο λειτουργίας του 

καθώς και στον τρόπο κατασκευής του. Καταρχάς, ο τρόπος λειτουργίας του επιτρέπει τη 

δημιουργία χαοτικής συναγωγής σε ένα μεγάλο εύρος αριθμών 𝑅𝑒 . Εμφανίζει υψηλή 

απόδοση ανάμιξης και σε χαμηλούς 𝑅𝑒 . Η χαοτική συναγωγή προκαλεί γωνιακή 

μετατόπιση του ρευστού από την μια πλευρά του καναλιού στην άλλη όπως φαίνεται στο 

σχήμα 1.7 [6] με αποτέλεσμα την αύξηση της διεπιφάνειας των δύο διαλυμάτων με 

διαφορετική συγκέντρωση. Η διεπιφάνεια αυξάνεται εκθετικά με την αύξηση των κύκλων 

ανάμιξης (σχήμα1.7), αυξάνοντας τη βαθμίδα συγκέντρωσης και συνεπώς (πρώτος 

νόμος του Fick) τη ροή μάζας λόγω διάχυσης. Αυτή η αύξηση της βαθμίδας 

συγκέντρωσης αντισταθμίζει ή υπερκερνά την επίδραση του χαμηλού συντελεστή 

διάχυσης. 

 

Σχήμα 1.7 Επίδραση χαοτικής συναγωγής στους πρώτους τρείς κύκλους ανάμιξης στον 

SHM 
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Ο SHM μπορεί να κατασκευαστεί με τη μέθοδο επίπεδης λιθογραφίας. 

Ειδικότερα, κατασκευάζεται ένα πρότυπο καλούπι. Η κατασκευή του πρότυπου απαιτεί 

δυο βήματα επίπεδης λιθογραφίας: ένα για την δημιουργία του καναλιού και δεύτερο για 

την εγχάραξη των αυλακιών. Έτσι, προκύπτει το αντίστοιχο αρσενικό καλούπι του 

μικροαναμίκτη που μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την αναπαραγωγή πολλών 

μικροαναμικτών σε τήγμα πολυμερικής βάσης [6], [21], [22]. Δηλαδή, με την τεχνική αυτή 

επιτρέπεται μαζική παραγωγή του SHM με την προϋπόθεση κατασκευής ενός μόνο 

καλουπιού με τη μέθοδο της επίπεδης λιθογραφίας. 

Τα προτερήματα του συγκεκριμένου μικροαναμίκτη παρακίνησαν την 

επιστημονική κοινότητα στη μαζική διερεύνηση διαφόρων εφαρμογών και πιθανών 

αλλαγών στα γεωμετρικά χαρακτηριστικά του με θετική επίδραση στην απόδοση 

ανάμιξης. 

 

1.3.2 Υπολογιστικές μελέτες για τον SHM 

Οι υπολογιστικές μελέτες με θέμα την ανάμιξη διαλυμάτων στον SHM μπορούν 

να κατηγοριοποιηθούν σε αυτές που χρησιμοποιούν το ισοζύγιο μάζας του χημικού 

συστατικού για τον υπολογισμό της συγκέντρωσής του και σε αυτές που χρησιμοποιούν 

τη μέθοδο ιχνηλασίας σωματιδίων (particle tracing). Στη συνέχεια γίνεται μία σύντομη 

παρουσίαση προγενέστερων υπολογιστικών μελετών με ιστορική σειρά.  

Μία από τις πρώτες υπολογιστικές μελέτες (το 2004) με θέμα τον SHM είναι αυτή 

των Stroock et al. [21] οι οποίοι πρότειναν ένα απλό αναλυτικό μοντέλο για το πεδίο ροής 

μέσα στον SHM το οποίο ισχύει προσεγγιστικά στην περιοχή Stokes (𝑅𝑒=0). Η πρόταση 

τους απλοποιεί τη γεωμετρία του SHM σε κανάλι ορθογωνικής διατομής. Στο πυθμένα 

του καναλιού επέβαλλαν συνθήκη ολίσθησης με συγκεκριμένη ταχύτητα. Η ταχύτητα αυτή 

έχει συγκεκριμένο μέτρο αλλά αλλάζει φορά στο σημείο όπου υπάρχει η κορυφή του 

ψαροκόκαλου όπως φαίνεται στο σχήμα 1.8. Με χρήση των συνοριακών συνθηκών και 

για ορθογωνική διατομή καναλιού αναπτύχθηκε αναλυτικό μοντέλο με δυναμοσειρές 

Fourier. Αφού υπολογίστηκε το πεδίο ροής, χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος ιχνηλασίας 

σωματιδίων για τον υπολογισμό της ανάμιξης σωματιδίων με μηδενικό συντελεστή 
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διάχυσης και την διερεύνηση βέλτιστων γεωμετρικών χαρακτηριστικών του SHM. 

Συμπερασματικά, υπάρχει ένας βέλτιστος παράγοντας ασυμμετρίας στην περιοχή 7/12 

με 2/3 και σύμφωνα με τα πειράματα που έγιναν η τιμή 2/3 ήταν η καλύτερη δυνατή. Τέλος 

υπάρχει ένα μήκος μισού κύκλου ανάμιξης κάτω από το οποίο ο βαθμός ανάμιξης είναι 

αμελητέος [21]. 

 

 

Σχήμα 1.8: Σχηματική απεικόνιση απλοποιημένου προβλήματος ροής [21] 

Το 2008 οι Williams et al. [23] προσπάθησαν να εξάγουν μια σχέση για τον 

υπολογισμό του μήκους πλήρους ανάμιξης για ένα ευρύ φάσμα παροχών και 

συντελεστών διάχυσης. Για την εξαγωγή της σχέσης χρησιμοποίησαν αποτελέσματα 

υπολογισμών ρευστοδυναμικής και πειραματικά δεδομένα από συνεστιακό μικροσκόπιο. 

Οι υπολογισμοί έγιναν με το λογισμικό COMSOL Multiphysics το οποίο βασίζεται στη 

μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων. Το πρόβλημα της ροής επιλύθηκε στο πρώτο μισό της 

δομικής μονάδας του SHM με συνοριακή συνθήκη στην είσοδο πλήρους ανεπτυγμένης 

ροής (σε κανάλι ορθογωνικής διατομής) και ακολούθως το προφίλ της ταχύτητας στην 

έξοδο χρησιμοποιήθηκε ως συνοριακή συνθήκη για την είσοδο του δεύτερου μισού. 

Όμοια διαδικασία εφαρμόστηκε και για το τρίτο μισό. Το προφίλ ταχύτητας για τις 

επόμενες δομικές μονάδες του SHM λαμβάνονται από τις αντίστοιχες γεωμετρίες του 

δεύτερου και τρίτου μισού. Το πρόβλημα ανάμιξης λυνόταν επανειλημμένα σε μισούς 

κύκλους της δομικής μονάδας του SHM με συνοριακή συνθήκη στην είσοδο κάθε μισού 
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την έξοδο του προηγούμενου. Το συγκεκριμένο πρόβλημα επιλύθηκε με τη μέθοδο «μη 

συνεπούς σταθεροποίησης» (Streamline artificial diffusion, Inconsistent method) με 

παράμετρο ρύθμισης (tuning parameter) 0.25, η οποία καθόριζε την επιρροή στο 

συντελεστή διάχυσης και την πρόσθεση «ψευδούς» διάχυσης στην κατεύθυνση της ροής. 

Επίσης, για κάθε λύση πραγματοποιούνταν και μια προσαρμοζόμενη πύκνωση 

πλέγματος με σταθερό ρυθμό ανάπτυξης στοιχείων 1.1. Συμπερασματικά, στη 

συγκεκριμένη έρευνα αναπτύχθηκε μοντέλο το οποίο μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την 

πρόβλεψη του μήκους πλήρους ανάμειξης για μικροαναμίκτη ίδιο με αυτόν που 

χρησιμοποιήθηκε για τα πειράματα. Το μοντέλο αυτό όπως αναφέρουν και οι συγγραφείς 

μπορεί να εφαρμοστεί άφοβα στην περιοχή 𝑅𝑒<15 και 𝑃𝑒<6.25×105. Για μεγαλύτερους 

𝑃𝑒  ( 𝑃𝑒 >6.25×105) αναμένεται το μήκος πλήρους ανάμιξης να έχει λογαριθμική 

συμπεριφορά συναρτήσει του 𝑃𝑒  ωστόσο, χρειάζεται έλεγχος της ακριβείας τόσο του 

υπολογιστικού όσο και του πειραματικού μοντέλου για την επιβεβαίωση αυτής της 

συμπεριφοράς. Για ογκομετρική παροχή 1 – 5 μL/s το μήκος πλήρους ανάμιξης ήταν 

περίπου 16 – 40 mm [23]. 

Οι Kee & Gavriilidis [20] παρουσίασαν μια υπολογιστική μελέτη με την μέθοδο 

ιχνηλασίας σωματιδίων. Προτιμήθηκε η μέθοδος αυτή για την αποφυγή του προβλήματος 

τεχνητής (ψευδούς) αριθμητικής διάχυσης στο ισοζύγιο μάζας. Στη συγκεκριμένη μελέτη, 

χρησιμοποιήθηκε το λογισμικό COMSOL Multiphysics και υπολογίστηκε το μήκος 

πλήρους ανάμιξης για διάφορους αριθμούς 𝑅𝑒. Επίσης, υπολογίστηκαν οι κατανομές της 

επέκτασης της διεπιφάνειας των αναμιγνυόμενων συστατικών από κύκλο σε κύκλο με την 

παρακολούθηση της μετατόπισης των σωματιδίων σε σχέση με μια αρχική θέση. Με την 

χρήση κανονικής κατανομής και τον υπολογισμό της μέσης τιμής της επέκτασης 

προστίθεται και η επίδραση του συντελεστή διάχυσης σε κάθε κύκλο ανάμιξης. Τα 

αποτελέσματα δείχνουν να είναι οπτικά παρόμοια με άλλα πειραματικά αποτελέσματα [6], 

ωστόσο το μήκος πλήρους ανάμιξης συναρτήσει του αριθμού 𝑃𝑒 παρουσιάζει απόκλιση 

από τα πειραματικά αποτελέσματα. Ένα ακόμη συμπέρασμα είναι πως η απόδοση 

ανάμιξης είναι ανεξάρτητη από τον αριθμό 𝑅𝑒 [20], αυτό μπορεί να θεωρηθεί λογικό στην 

περιοχή Stokes και μηδενικό συντελεστή διάχυσης των σωματιδίων. 
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Στο [11] υλοποιήθηκε πολυπαραμετρική βελτιστοποίηση των γεωμετρικών 

χαρακτηριστικών του SHM μέσα από αποτελέσματα ισοζυγίου μάζας διαλυμένης ουσίας 

τα οποία προέκυψαν από το λογισμικού Fluent/ANSYS που βασίζεται στη μέθοδο των 

πεπερασμένων όγκων. Η αντικειμενική συνάρτηση της βελτιστοποίησης περιείχε την 

απόδοση ανάμιξης (η οποία μεγιστοποιείται) και της πτώσης της πίεσης (η οποία 

ελαχιστοποιείται). Ο βέλτιστος λόγος βάθους αυλακιών προς ύψος καναλιού 

υπολογίστηκε ίσος με 0.6, πλάτους αυλακιού προς το άθροισμα πλάτους αυλακιού και 

του μεταξύ τους μήκους ίσο με 0.75 και τέλος τον παράγοντα ασυμμετρίας ίσο με 0.68 

δηλαδή 2/3 όπως ξανά αναφέρθηκε και από τους Stroock et al. [11]. 

Το 2010 οι S. Hossain et al. [24] πραγματοποίησαν μια βελτιστοποίηση 

γεωμετρικών χαρακτηριστικών σε μια ευφάνταστη και αρκετά πρωτότυπη γεωμετρία με 

αυλάκια ψαροκόκαλου στον πυθμένα αλλά και στην απέναντι οροφή όπως φαίνεται στο 

σχήμα 1.9. Μια αρκετά ιδιαίτερη γεωμετρία με όχι τόσο ενδιαφέρον για πρακτικές 

εφαρμογές, λόγω της ιδιαιτερότητας της δομής της αλλά με αρκετό ενδιαφέρον από 

πλευράς βελτιστοποίησης. Σαν αντικειμενική συνάρτηση χρησιμοποιήθηκε η απόδοση 

ανάμιξης στην έξοδο του μικροαναμίκτη. Το πρόβλημα επιλύθηκε στο λογισμικό της 

CFX/ANSYS. Σαν μεταβλητές σχεδιασμού χρησιμοποιήθηκαν α) ο αριθμός των αυλακιών 

ανά μισό κύκλο ανάμιξης, β) η γωνιά του σχήματος V των αυλακιών, γ) ο λόγος του 

βάθους των αυλακιών προς το ύψος του καναλιού, δ) το πλάτος αυλακιού προς το 

συνολικό μήκος μεταξύ δυο αυλακιών και ε) η απόσταση μεταξύ διαδοχικών αυλακιών. 

Συμπερασματικά, η ανάλυση που έγινε κατέληξε σε βέλτιστη γωνία για την εν λόγω 

γεωμετρία στις 38.6ο και παρατηρήθηκε ότι η απόδοσή ανάμιξης αυξάνει με την αύξηση 

του αριθμού των αυλακιών και ότι η απόδοση της συγκεκριμένης γεωμετρίας είναι αρκετά 

καλύτερη από την απλή γεωμετρία των Stroock et al. [6], [24]. 

 

Σχήμα 1.9: Αναμίκτης με ψαροκόκαλα στον πυθμένα και στην κορυφή [24] 
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Το 2013 μια ακόμα ανάλυση βελτιστοποίησης πραγματοποιήθηκε από τους Afzal 

et al. [25] για τη γεωμετρία του SHM και συγκεκριμένα για τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά 

των αυλακιών. Για τη βελτιστοποίηση, επιλύθηκαν οι εξισώσεις συνέχειας και Navier-

Stokes για τον υπολογισμό του πεδίου ροής. Για τους υπολογισμούς της ανάμιξης 

επιλύθηκε το ισοζύγιο μάζας της διαλυμένης ουσίας και επίσης εφαρμόστηκε και η 

μέθοδος ιχνηλασίας σωματιδίων. Χρησιμοποιήθηκε το λογισμικό Fluent/ANSYS. Σαν 

αντικειμενική συνάρτηση σε αυτή την περίπτωση χρησιμοποιήθηκαν η απόδοση ανάμιξης 

στην έξοδο του SHM, ο συντελεστής τριβών (Fanning friction factor) και η ευαισθησία της 

απόδοσης ανάμιξης ως προς το μήκος του μικροαναμίκτη. Από την ανάλυση αυτή 

προκύπτει ότι μακρύτερα και βαθύτερα αυλάκια προκαλούν γρηγορότερη ανάμιξη με 

μικρότερη πτώση πίεσης, ενώ η υψηλότερη απόδοση ανάμιξης αντιστοιχεί στην 

χειρότερη ευαισθησία, δηλαδή, όσο πιο γρήγορα αλλάζει η απόδοση ανάμιξης εντός του 

καναλιού, τόσο καλύτερο αποτέλεσμα δίνει [25]. 

Οι Gorodetskyi et al. [26] πρότειναν τη μέθοδο απεικόνισης διάχυσης (diffusive 

mapping method) για τον υπολογισμό της συγκέντρωσης στο SHM. Σύμφωνα με τη 

μέθοδο απεικόνισης διάχυσης, α) θεωρείται ότι η διάχυση στην κύρια διεύθυνση της ροής 

είναι αμελητέα και β) χρησιμοποιείται το αναλυτικό μοντέλο για τον υπολογισμό του 

πεδίου ροής που προτάθηκε από τους Stroock et al. [21]. Σαν αποτέλεσμα των 

παραπάνω παραδοχών είναι δυνατό να χρησιμοποιηθεί ένα άμεσο σχήμα Euler στη 

διεύθυνση της ροής και τελικά, το πρόβλημα διάχυσης να επιλύεται μόνο σε μια 

διδιάστατη γεωμετρία, διαδοχικά για κάθε βήμα Euler [26]. 

Το συμπέρασμα των συγγραφέων ήταν πως η μέθοδος απεικόνισης διάχυσης 

δίνει αποτελέσματα που συγκρίνονται ικανοποιητικά με τα πειραματικά (σχήμα 1.10). 

Επίσης, ο μηχανισμός μεταφοράς μάζας με διάχυση, επιταχύνει δραστικά την 

ομογενοποίηση του διαλύματος καθώς χωρίς αυτό το ρευστό θα ρέει στρωτά χωρίς να 

μεταφέρεται κανένα συστατικό μέσα από τα στρώματα. Τέλος, η συγκεκριμένη μέθοδος 

μπορεί να χρησιμοποιηθεί τόσο στην περίπτωση υψηλών όσο και χαμηλών αριθμών 𝑃𝑒 

[26]. 
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Το 2015 οι E. L. Tóth et al. [22] πραγματοποίησαν μια υπολογιστική μελέτη 

βελτιστοποίησης του SHM και πειραματικές μετρήσεις. Στο υπολογιστικό κομμάτι, 

χρησιμοποιήθηκαν δυο μέθοδοι για τον υπολογισμό της συγκέντρωσης του χημικού 

συστατικού: Επιλύθηκε το ισοζύγιο μάζας της διαλυμένης ουσίας και χρησιμοποιήθηκε η 

μέθοδος ιχνηλασίας σωματιδίων. Χρησιμοποιήθηκε το λογισμικό COMSOL Multiphysics 

[1]. Πραγματοποιήθηκε σύγκριση των αποτελεσμάτων των δύο μεθόδων με βάση το 

βαθμό ανάμιξης και το συμπέρασμα ήταν ότι, τα αποτελέσματα από το ισοζύγιο μάζας 

εμφανίζουν μεγάλες διαφοροποιήσεις με την αύξηση της πυκνότητας του πλέγματος 

αφού τα αποτελέσματα που λαμβάνονται έχουν ψευδή αριθμητική διάχυση. Σε αντίθεση 

τα αποτελέσματα που στηρίζονται στη μέθοδο ιχνηλασίας σωματιδίων έχουν εξαιρετικά 

χαμηλό υπολογιστικό κόστος, εξαιτίας του ότι δεν υπάρχει οποιαδήποτε αστάθεια στη 

λύση (λόγω απουσίας διάχυσης). Όσον αφορά το κομμάτι της βελτιστοποίησης 

συμπεραίνεται ότι η απόδοση ανάμιξης στον SHM αυξάνεται με την αύξηση του πλάτους 

και του αριθμού των αυλακιών. Συγκριτικά με τα πειραματικά αποτελέσματα και οι δυο 

μέθοδοι παρουσιάζουν ικανοποιητική συμφωνία με αυτά [22]. 

Σχήμα 1.10 Σύγκριση αποτελεσμάτων με τη μέθοδο απεικόνισης διάχυσης [26] 

(αριστερά) και (δεξιά) πειραματικών [6] 
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Το 2015, οι Lynn et al. [27] διερεύνησαν τη χρήση του SHM για αύξηση της 

απόδοσης μεταφοράς μορίων σε βιοαισθητήρα που βρισκόταν στην επιφάνεια απέναντι 

από τα αυλάκια σχήματος ψαροκόκαλου. Η συγκεκριμένη ομάδα σε πρώτη φάση 

διερεύνησε με επίλυση του ισοζυγίου μάζας και ταυτόχρονη επιφανειακή απορρόφηση 

στον βιοαισθητήρα την επίδραση των αυλακιών στην συγκεκριμένη εφαρμογή με τη 

χρήση του λογισμικού COMSOL Multiphysics [27] και στη συνέχεια πραγματοποίησαν 

πείραμα για να επιβεβαιώσουν την επίδραση των αυλακιών [28]. Στη διερεύνηση έγινε 

έλεγχος για το πως επηρεάζουν τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά του SHM την μεταφορά 

μάζας από το κύριο όγκο του ρευστού στην επιφάνια του βιοαισθητήρα. Καταληκτικά, η 

συγκεκριμένη γεωμετρία μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την ενίσχυση της απόδοσης του 

αισθητήρα και μάλιστα είναι πολύ πιο αποδοτικός στην περίπτωση βιομορίων ή κυττάρων 

με εξαιρετικά μικρούς συντελεστές διάχυσης [27]. 

Οι Kwak et al. [29] το 2016 παρουσίασαν μια διερεύνηση σε διάφορες γεωμετρίες 

σχήματος ψαροκόκαλου στον πυθμένα. Η διερεύνηση έγινε σε «αρσενικά» και «θηλυκά» 

ανάγλυφα ψαροκόκαλα με αντίθετες φορές στον πυθμένα (σχήμα 1.11). Η διερεύνηση 

περιείχε υπολογισμούς με τη χρήση του λογισμικού COMSOL Multiphysics όσο και 

πειραματικές μετρήσεις. Τα αποτελέσματα της εργασίας έδειξαν πως οι μικροαναμίκτες 

με «θηλυκά» ανάγλυφα εμφάνισαν υψηλότερη απόδοση ανάμιξης και επίσης όταν η φορά 

των ανάγλυφων ήταν προς την κατεύθυνση της ροής η απόδοση ήταν υψηλότερη. Τα 

συμπεράσματα των υπολογισμών βρέθηκαν σε συμφωνία με τις πειραματικές μετρήσεις 

[29]. 
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Σχήμα 1.11: «Θηλυκές» - «αρσενικές» γεωμετρίες ανάγλυφων στον πυθμένα του SHM με 

φορά προς εμπρός ή προς τα πίσω [29] 

Άλλη μια εργασία με θέμα τη βελτιστοποίηση των γεωμετρικών χαρακτηριστικών 

του SHM έγινε από τους Kim & Yoon [30] το 2016. Η αντικειμενική συνάρτηση είχε 

κριτήριο τη μεγιστοποίηση της απόδοσης ανάμιξης που υπολογίζεται μέσω ισοζυγίου 

μάζας και την ελαχιστοποίηση της πτώσης πίεσης και πραγματοποιήθηκε με το λογισμικό 

Fluent/ANSYS. Επισημαίνουν, όπως και άλλοι σε προηγούμενες εργασίες, πως το 

πλάτος των αυλακιών επηρεάζει πολύ την απόδοση ανάμιξης και προτείνουν δυο 

γεωμετρίες με συγκεκριμένες διαστάσεις που αυξάνουν την απόδοση κατά 67,5% και 

46,5% με ταυτόχρονη μείωση της πτώσης πίεσης κατά 2,33% και 5,53% αντίστοιχα  

Οι Occhetta et al. [31] το 2016 δημοσίευσαν μια ακόμα εργασία που συνδυάζει 

υπολογιστικό σχεδιασμό και υλοποίηση του σε πραγματική διάταξη. Στόχος της εργασίας 

ήταν η δημιουργία μιας διάταξης όπου θα γίνεται στοιχειομετρικός έλεγχος της ανάμιξης 

ζωντανών κυττάρων σε διαφορετικές αναλογίες και στη συνέχεια συγκαλλιέργεια τους σε 

μικροαντιδραστήρες. Τα υπολογιστικά αποτελέσματα προέκυψαν από την επίλυση 

ισοζυγίου μάζας με χρήση του λογισμικού COMSOL Multiphysics. Τα αποτελέσματα 

αυτά, υποδεικνύουν την απαίτηση 10 κύκλων ανάμιξης παρόλο που στην πειραματική 

διάταξη χρησιμοποιήθηκαν 27 για να προκύψει το ίδιο αποτέλεσμα. Αυτό εξηγείται μεσώ 

της ψευδούς αριθμητικής διάχυσης που εμφανίζεται κατά την επίλυση σε αραιό πλέγμα, 

που χρησιμοποιούν οι συγγραφείς [31]. 
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Οι Wang et al. [32] σε μία πρόσφατη μελέτη τους (2017) παρουσιάζουν μια 

υπολογιστική σύγκριση του πεδίου ροής στον SHM όταν αυτό προκύπτει από διαφορά 

πίεσης και επιβολή ηλεκτρικού δυναμικού (ηλεκτρο-ωσμωτική ροή). Τα υπολογιστικά 

αποτελέσματα προέκυψαν μέσω της χρήσης του λογισμικού COMSOL Multiphysics για 

τον υπολογισμό ροής και ισοζυγίου μάζας. Οι δυο ροές έχουν αισθητά διαφορετική 

συμπεριφορά. Όταν χρησιμοποιείται ηλεκτρικό δυναμικό, η διηλεκτρική στιβάδα που 

δημιουργείται στα τοιχώματα επιτρέπει την ολίσθηση φορτισμένων ατόμων με 

αποτέλεσμα η ροή να έχει σχεδόν μια ομοιόμορφη ταχύτητα (σχήμα 1.12). Στην 

περίπτωση της διαφοράς πίεσης, η μη ολίσθηση στα τοιχώματα είναι αισθητή όπως 

φαίνεται και στο σχήμα 1.12. Συμπερασματικά, διαπιστώνεται ότι και στις δυο 

περιπτώσεις, η ροή επηρεάζεται από τα αυλάκια του SHM και σε εξαιρετικά χαμηλούς 

𝑅𝑒, η απόδοση ανάμιξης στην περίπτωση ηλεκτρο-ωσμωτικής ροής είναι πολύ καλύτερη 

σε σύγκριση με την ροή λόγω διαφοράς πίεσης [32]. 

 

 

Σχήμα 1.12: Προφίλ ταχύτητας λόγω διαφοράς πίεσης και κάτω λόγω διαφοράς ηλεκτρικού 

δυναμικού. 

Τέλος, σε μία πρόσφατη μελέτη των Bianchi et al. [33] έγινε διερεύνηση της 

απόδοσης πρόσδεσης σωματιδίων σε επιφάνεια σε SHM με 4 διαφορετικές γεωμετρίες 

με ανάγλυφα ψαροκόκαλα και σε ένα ευθύ κανάλι με ορθογωνική διατομή. Η διερεύνηση 

έγινε μέσω του λογισμικού Fluent/ANSYS και τα αποτελέσματα έδειξαν ότι η γεωμετρία 

των αυλακιών επηρεάζει σημαντικά την πρόσδεση των σωματιδίων και την ενισχύει 

σημαντικά σε σύγκριση με το γραμμικό κανάλι ορθογωνικής διατομής [33]. 
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Στον πίνακα 1.2, παρουσιάζονται τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά που 

χρησιμοποιήθηκαν για τις αναφορές της συγκεκριμένης ενότητας. Οι συμβολισμοί h, w, 

𝑞, 𝑝, 𝜃,𝑁 αντιστοιχούν με αυτούς στο σχήμα 1.6 και ℎ𝑎 , 𝑤𝑎 και 𝐿 αντιστοιχούν στο βάθος, 

το πλάτος του αυλακιού και το συνολικό μήκος του μικροαναμίκτη. Πέραν αυτών, 

αναφέρονται και οι κυριότεροι παράμετροι όπως είναι ο συντελεστής διάχυσης 𝐷 , οι 

αριθμοί 𝑃𝑒 και 𝑅𝑒 καθώς και το χωρίο που επιλύθηκε το πρόβλημα (όπου c= μια δομική 

μονάδα ή ένας κύκλος ανάμειξης) και το πλήθος των στοιχείων ή κόμβων που 

χρησιμοποιήθηκαν. Στην περίπτωση προβλήματος βελτιστοποίησης με χαρακτήρες μ.σ. 

αναγράφονται οι μεταβλητές σχεδιασμού. 
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Πίνακας 1.2: Γεωμετρικά χαρακτηριστικά και διάφορα άλλα δεδομένα για τα προβλήματα που έγινε αριθμητική ανάλυση στη βιβλιογραφία 

ℎ (μm) 𝑤 (μm) ℎ𝑎 (μm) 𝑤𝑎 (μm) 𝑞 (μm-1) 𝑝 𝜃 (deg) 𝛮 𝐿 (mm) Χωρίο 𝐷 (m2/s) 𝑃𝑒/𝑅𝑒 Πλήθος 

Στοιχείων ή 

κόμβων *106 

Πηγή 

2b 2a - - - - - - - - 0 

 

- [21] 

80 410 50 85 - 2/3 45 20 1.7 0.5*c - 62.5 - 3.1*106 / 

1.4*10-2 – 1.4*102 

0.16-0.24 [23] 

85 200 36 50 2π/100 2/3 45 12 - - - 2*104 - 2*107/ 

10-3-10 

- [20] 

μ. σ. 200 μ. σ. μ. σ. 2π/100 μ. σ. 45 12 

 

1.5*c 8.4*10-10 - 1.07 [11] 

77 200 μ. σ. μ. σ. 2π/100 2/3 μ. σ. μ. σ. 8.3 - 1.2*10-9 - 0.84 - 1.64 [24] 

77 200 μ. σ. μ. σ. 2π/100 2/3 45 20 10 - 1.2*10-9 - 0.12 – 0.23 [25] 

85 200 - - - - - - - - - 103 – 9*105 

/ <10 

0.024 [26] 

100 200 100 30, 35, 40 - 2/3 45 8, 10, 12 

 

4*c 1*10-10 - 0.12 – 11.8 [22] 

107 - 175 100 - 250 10 - 40 200 - 100 2π/150 2/3 - 2 2.5, 5, 

10 

- 9*10-11 – 

3.2*10-13 

102 – 104/ - [27] 

40 200 50 50 2π/50 - 22,5 20 

 

2.5*c 8*10-10 - 6.96 - 7.10 [29] 

85 200 μ. σ. μ. σ. μ. σ. - μ. σ. - 10 - - 2*105/ 1 1.8 [30] 

100 240 36 60 2π/60 2/3 45 12 1.72 c 8.4*10-11 - 1.06 [31] 

45 260 8 - - - - 12 21 19*c 1*10-10 - 0.05 - 5 [32] 

100 200 80 200 2π/80 - 45 - 14.4 c 7.4*10-11 - 2.9 - 13.5 [33] 
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1.4 Σκοπός διπλωματικής εργασίας 

Σκοπός της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι η υπολογιστική μελέτη της 

ανάμιξης διαλυμάτων βιομορίων εντός παθητικού μικροαναμίκτη ο οποίος αναφέρεται 

στη βιβλιογραφία σαν μικροαναμίκτης ανάγλυφου κλιμακωτού ψαροκόκαλου (Staggered 

Herringbone Micromixer, SHM) [6]. Η μελέτη θα πραγματοποιηθεί μέσω αριθμητικής 

επίλυσης των εξισώσεων Navier - Stokes, συνεχείας και του ισοζυγίου μάζας των 

βιομορίων (διαλυμένης ουσίας). Θα χρησιμοποιηθεί το λογισμικό COMSOL Multiphysics 

το οποίο βασίζεται στη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων [1].  

Η δυσκολία της υπολογιστικής μελέτης προκύπτει από τους χαμηλούς 

συντελεστές διάχυσης των βιομορίων (<10-10 m2/s) οι οποίοι αυξάνουν τον αριθμό 𝑃𝑒. Σε 

συνδυασμό με τις απότομες μεταβολές της συγκέντρωσης των βιομοριών (διαλυμένη 

ουσία) στο μικροαναμίκτη οδηγούν σε ασταθείς λύσεις με έντονες διακυμάνσεις. Για αυτό 

το λόγο στη βιβλιογραφία επιλέγεται η χρήση της μεθόδου ιχνηλασίας σωματιδίων για τη 

μελέτη της ανάμιξης σε υψηλούς αριθμούς 𝑃𝑒 . Στην παρούσα εργασία επιλέγεται να 

επιλυθεί αριθμητικά το ισοζύγιο μάζας της διαλυμένης ουσίας αντί της μεθόδου 

ιχνηλασίας σωματιδίων διότι ο τελικός στόχος είναι η χρήση του SHM ως 

μικροαντιδραστήρα που απαιτεί την εφαρμογή χημικής κινητικής για την πρόβλεψη της 

συγκέντρωσης προϊόντων και αντιδρώντων.  

Ο πρώτος στόχος είναι η συστηματική μελέτη της ανάμιξης στο SHM με 

συντελεστή διάχυσης 𝐷 = 10−11
𝑚2

𝑠
, το μικρότερο που έχει χρησιμοποιηθεί σε 

υπολογιστική μελέτη με το ισοζύγιο μάζας στη βιβλιογραφία. Θα γίνει προσπάθεια να 

καταπολεμηθούν οι αριθμητικές αστάθειες και να προκύψει ακριβής λύση με όσο το 

δυνατό μικρότερο υπολογιστικό κόστος. Θα χρησιμοποιηθούν μέθοδοι σταθεροποίησης 

και προσαρμοζόμενο υπολογιστικό πλέγμα. Θα γίνει μελέτη ανεξαρτησίας της 

αριθμητικής λύσης από το πλέγμα. Αντίστοιχες μελέτες στη βιβλιογραφία δεν συζητούν 

το θέμα των αριθμητικών ασταθειών ή/και δεν περιέχουν μελέτες ανεξαρτησίας της λύσης 

από το πλέγμα. 
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Ο δεύτερος στόχος, αφού επιβεβαιωθεί η αξιοπιστία της αριθμητικής λύσης 

(πρώτος στόχος), είναι ο υπολογισμός του μήκους SHM που απαιτείται για πλήρη 

ανάμιξη και η σύγκριση με διαθέσιμες πειραματικές μετρήσεις.  

Ο τρίτος στόχος είναι η εισαγωγή ρυθμών παραγωγής και κατανάλωσης χημικών 

συστατικών στο ισοζύγιο μάζας όπως αυτά προκύπτουν από την κινητική της αλυσιδωτής 

αντίδρασης πολυμεράσης (Polymerase chain reaction, PCR) που χρησιμοποιείται για τον 

πολλαπλασιασμό του DNA. Για πρώτη φορά στη βιβλιογραφία, θα γίνει μία πρώτη μελέτη 

για την χρήση του SHM ως μικροαντιδραστήρα πολλαπλασιασμού του DNA.  

Στη συνέχεια της εργασίας, ακολουθούν τα απαραίτητα μαθηματικά μοντέλα και 

αριθμητικές μέθοδοι (Κεφάλαιο 2). Ακολούθως, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα σε δυο 

ξεχωριστές ενότητες εκ των οποίων η πρώτη αναφέρεται στον υπολογισμό του προφίλ 

ταχύτητας (Κεφάλαιο 3), ενώ η δεύτερη στον υπολογισμό της συγκέντρωσης (Κεφάλαιο 

4). Η εργασία ολοκληρώνεται με τα συμπεράσματα (Κεφάλαιο 5). 
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2 Μαθηματικά μοντέλα και αριθμητικές 
μέθοδοι 

2.1 Εισαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφεται το μαθηματικό μοντέλο του προβλήματος 

ανάμιξης (και αντίδρασης) εντός μικροαναμίκτη SHM. Αρχικά, διατυπώνονται οι εξισώσεις 

Navier-Stokes και συνέχειας, οι οποίες αποτελούν το ισοζύγιο ορμής και μάζας που 

καθορίζει το προφίλ ταχύτητας και πίεσης εντός του μικροαναμίκτη. Αυτές οι διαφορικές 

εξισώσεις αποτελούν ένα ανεξάρτητο πρόβλημα το οποίο επιλύεται πρώτα και με 

δεδομένο προφίλ ταχύτητας μπορεί στη συνέχεια να επιλυθεί το ισοζύγιο μάζας 

διαλυμένης ουσίας. Το ισοζύγιο μάζας επιλύεται με δεδομένο προφίλ ταχύτητας για να 

δώσει το προφίλ της συγκέντρωσης. Εκτός από τις εξισώσεις διατήρησης στο μαθηματικό 

μοντέλο περιλαμβάνεται και η χημική κινητική για την αλυσιδωτή αντίδραση 

πολυμεράσης. 

Τα προβλήματα ανάμιξης είναι απαιτητικά όταν ο στόχος είναι η ανάμιξη 

βιομορίων. Τα βιομόρια είναι μόρια συνήθως μεγάλου μοριακού βάρους και κατ’ 

επέκταση αρκετά δυσκίνητα εντός του διαλυτή. Με άλλα λόγια, ο συντελεστής διάχυσης 

των βιομορίων είναι αρκετά μικρότερος του 10-10 m2/s (βλ. για παράδειγμα το συντελεστή 

διάχυσης του ινωδογόνου, στην παράγραφο 1.2.1). Οι χαμηλοί συντελεστές διάχυσης και 

ο υψηλός αριθμός 𝑃𝑒  που συνεπάγονται δημιουργεί προβλήματα στην αριθμητική 

επίλυση του ισοζυγίου μάζας της διαλυμένης ουσίας. 

Μετά από μια σύντομη ανασκόπηση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων 

με υπόλοιπα Galerkin, που αποτελεί την αριθμητική μέθοδο επίλυσης των διαφορικών 

εξισώσεων που διατυπώθηκαν προηγουμένως, μέσα από ένα απλό παράδειγμα 

παρουσιάζονται τα προβλήματα αστάθειας που μπορεί να δημιουργήσει στην αριθμητική 

λύση ο υψηλός αριθμός 𝑃𝑒. Στη συνέχεια περιγράφονται οι μέθοδοι σταθεροποίησης που 

χρειάζεται να ενσωματωθούν στη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων για να 

αντιμετωπιστούν τα προβλήματα αστάθειας. 
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2.2 Μαθηματικό μοντέλο 

2.2.1 Εξισώσεις Navier-Stokes και συνέχειας  

Για τον υπολογισμό των πεδίων ταχύτητας και πίεσης μέσα στο μικροαναμίκτη 

επιλύονται οι εξισώσεις Navier-Stokes (εξίσωση2.1) που εκφράζουν το διαφορικό ισοζύγιο 

ορμής Νευτωνικού ρευστού με σταθερό ιξώδες υπό συνθήκες ασυμπίεστης ροής. Ταυτόχρονα, 

επιλύεται και η εξίσωση συνέχειας (εξίσωση 2.2) η οποία εκφράζει τη διατήρηση μάζας του 

ρευστού. Αν αγνοηθούν οι σωματικές δυνάμεις, οι παραπάνω εξισώσεις παίρνουν την 

παρακάτω μορφή σε μόνιμη κατάσταση 

 

𝜌(𝐮 ∙ ∇)𝐮 = 𝛁𝑝 + 𝜇∇2𝐮 
(2.1) 

𝛁 ∙ 𝐮 = 0 
(2.2) 

 

όπου u και p το διάνυσμα της ταχύτητας και η πίεση του ρευστού, ρ η πυκνότητα και μ το 

δυναμικό ιξώδες του ρευστού. 

 

Αντί για τις εξισώσεις 2.1 και 2.2 και για σκοπούς γενίκευσης του προβλήματος, θα 

γίνει αδιαστατοποίηση των εξισώσεων ώστε να φανεί η εξάρτησή τους από τον αδιάστατο 

αριθμό 𝑅𝑒. Ο αριθμός 𝑅𝑒 εκφράζει το λόγο των αδρανειακών δυνάμεων που επενεργούν στο 

ρευστό προς της ιξώδεις και διατυπώνεται ως εξής: 

 

𝑅𝑒 =
𝜌 𝑢avin𝑑h

𝜇
 (2.3) 
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όπου 𝑢avin  η μέση ταχύτητα του ρευστού στο κανάλι του μικροαναμίκτη και 𝑑h η υδραυλική 

διάμετρος του καναλιού. 

Με τη χρήση του αριθμού 𝑅𝑒 προκύπτουν οι αδιάστατες εξισώσεις Navier-Stokes 

 

𝑅𝑒(𝐮̅ ∙ 𝛁̅)𝐮̅ = 𝛁̅𝑝̅ + ∇̅2𝐮̅  (2.4) 

 

και η αδιάστατη εξίσωση συνεχείας  

 

𝛁̅ ∙ 𝐮̅ = 0 . (2.5) 

 

Οι κανονικοποιημένες μεταβλητές και τελεστές των εξισώσεων 2.4 και 2.5 διατυπώνονται σε 

καρτεσιανές συντεταγμένες ως εξής: 

 

𝛁̅ =
∂( )

∂x̅
 𝐢 +

∂( )

∂y̅
 𝐣 +

∂( )

∂z̅
 𝐤 (2.6) 

∇̅2=
∂2( )

∂𝑥̅2
 +
∂2( )

∂𝑦2̅̅ ̅
 +
∂2( )

∂𝑧̅2
  (2.7) 

𝑥̅ =
𝑥

𝑑h
  (2.8) 

𝑦̅ =
𝑦

𝑑h
 (2.9) 

𝑧̅ =
𝑧

𝑑h
  (2.10) 

𝑝̅ =
𝑝

𝑝ref
 (2.11) 

𝑝ref =
𝜇 𝑢avin
𝑑h

  (2.12) 
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u𝑥̅̅ ̅ =
𝑢𝑥
𝑢avin

  (2.13) 

u𝑦̅̅ ̅ =
𝑢𝑦
𝑢avin

 (2.14) 

u𝑧̅̅ ̅ =
𝑢𝑧
𝑢avin

 (2.15) 

 

όπου 𝑝ref είναι η πίεση αναφοράς 𝑢avinείναι η μέση ταχύτητα εισόδου. 

Από τις εξισώσεις 2.4 και 2.5 φαίνεται πως το αδιάστατο προφίλ ταχύτητας ως προς 

την μέση ταχύτητα εισόδου εξαρτάται αποκλειστικά από τον αριθμό 𝑅𝑒. Συνεπώς, για δεδομένο 

αριθμό 𝑅𝑒 είναι δυνατό να προκύψουν τα προφίλ ταχύτητας για οποιοδήποτε ρευστό ρέει στον 

μικροαναμίκτη αρκεί να χαρακτηρίζεται από τον ίδιο 𝑅𝑒 και να μπορεί να θεωρηθεί ασυμπίεστη 

η ροή. Η εξίσωση 2.4 στη περίπτωση που η ροή χαρακτηρίζεται από εξαιρετικά χαμηλούς 𝑅𝑒 

μπορεί να μετατραπεί στη γραμμική εξίσωση ροής Stokes. Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα να 

εξαλειφθεί ο μη γραμμικός ορός των δυνάμεων αδράνειας (𝐮̅ ∙ 𝛁̅)𝐮̅  εξαιτίας του ότι είναι 

πολλαπλάσιο του 𝑅𝑒 που προσεγγίζει το μηδέν. Η παραπάνω απλοποίηση σε πολύ χαμηλούς 

αριθμούς 𝑅𝑒 δείχνει ότι το πεδίο ροής δεν εξαρτάται από τον αριθμό 𝑅𝑒.  

 

2.2.2 Εξίσωση ισοζυγίου μάζας διαλυμένης ουσίας 

Εντός του μικροαναμίκτη εκτός από το προφίλ ταχύτητας πρέπει να προσδιοριστεί και 

η συγκέντρωση του διαλυμένης ουσίας. Η συγκέντρωση αυτή μπορεί να προκύψει μέσα από 

το διαφορικό ισοζύγιο μάζας. Το διαφορικό ισοζύγιο μάζας μιας διαλυμένης ουσίας δίνεται από 

την εξίσωση 2.16 στη μόνιμη κατάσταση.  

 

𝐷 ∇2𝑐 − 𝐮 ∙ 𝛁𝑐 = 0 (2.16) 

 

όπου c και 𝐷 η συγκέντρωση και ο συντελεστής διάχυσης της διαλυμένης ουσίας, αντίστοιχα. 
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Για την αδιαστατοποίηση της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης εισάγεται ο αδιάστατος 

αριθμός Pѐclet (𝑃𝑒). Ο αριθμός 𝑃𝑒 εκφράζει το λόγο της συναγωγής προς τη διάχυση και 

διατυπώνεται ως εξής 

 

𝑃𝑒 =
𝑢avin  𝑑h

𝐷
 

(2.17) 

 

Όπου 𝐷 ο συντελεστής διάχυσης, 𝑢avin  και 𝑑h όπως ορίστηκαν στο κεφάλαιο 2.2.1. Σε 

περίπτωση όπου 𝑃𝑒 << 1, τότε η διάχυση υπερισχύει και η μάζα διαχέεται πιο γρήγορα από 

ότι μεταφέρεται με συναγωγή. Αν 𝑃𝑒 >> 1, τότε η συναγωγή υπερισχύει και η μάζα μεταφέρεται 

γρηγορότερα με συναγωγή από ότι διαχέεται. Για παράδειγμα, στις περιπτώσεις ανάμιξης 

βιομορίων σε μικροαναμίκτες η συναγωγή υπερισχύει έναντι της διάχυσης λόγω των πολύ 

μικρών συντελεστών διάχυσης των βιομορίων. 

Με τη χρήση του αριθμού 𝑃𝑒, η αδιάστατη μορφή της εξίσωσης 2.16 είναι η εξής: 

 

 ∇̅2𝑐̅ − 𝑃𝑒 𝐮̅ ∙ 𝛁̅𝑐̅ = 0 

 

(2.18) 

 

Οι κανονικοποιημένες μεταβλητές και τελεστές της εξίσωσης 2.18 διατυπώνονται σε 

καρτεσιανές συντεταγμένες όπως προαναφέρθηκαν στις εξισώσεις 2.6 – 2.10 και 2.13 – 2.15, 

ενώ για την αδιάστατη συγκέντρωση όπως φαίνεται παρακάτω: 

 

𝑐̅ =
𝑐

𝑐ref
 (2.19) 

 

όπου 𝑐ref είναι η συγκέντρωση αναφοράς. Αξιοσημείωτο στα παραπάνω είναι το γεγονός πως 

η συγκέντρωση αναφοράς στην αδιάστατη εξίσωση του ισοζυγίου μάζας μπορεί να είναι 

οποιαδήποτε συγκέντρωση. Συνεπώς, δεν έχει καμία σημασία αν στο πρόβλημα ανάμιξης η 

συγκέντρωση στην είσοδο είναι 1 mol/m3 ή 10-6 mol/m3, το πρόβλημα θα είναι ακριβώς το ίδιο, 
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αρκεί να έχει τον ίδιο αριθμό 𝑃𝑒, ίδιο προφίλ ταχύτητας (δηλαδή όπως προαναφέρθηκε ίδιο 

𝑅𝑒) και ίδιες συνοριακές συνθήκες. 

 

2.2.3 Κινητική αλυσιδωτής αντίδρασης πολυμεράσης 

Η αλυσιδωτή αντίδραση πολυμεράσης (Polymerase chain reaction,PCR) αποτελεί 

αναπόσπαστο βήμα σε πληθώρα βιοεφαρμογών. 

Στην PCR συμμετέχουν 8 διαφορετικά βιομόρια τα οποία αντιδρούν μεταξύ τους σε 

ένα θερμοκρασιακό κύκλο: 

• το δίκλωνο DNA (𝑆1𝑆2) τμήμα (αλληλουχία) του οποίου θα πολλαπλασιαστεί,  

• οι δυο μονόκλωνες αλυσίδες (𝑆1 και 𝑆2) που αποτελούν το αντίστοιχο δίκλωνο,  

• οι δυο εκκινητές (𝑃2 και 𝑃1), οι οποίοι είναι συμπληρωματικές αλληλουχίες μερικών 

βάσεων που προσδένονται στις μονόκλωνες αλυσίδες και ορίζουν το τμήμα που 

θα πολλαπλασιαστεί, 

• δύο βιομόρια ( 𝑆1𝑃2  και 𝑃1𝑆2 ) που προκύπτουν κατά την υβριδοποίηση του 

εκκινητή και των μονόκλωνων αλυσίδων και 

• το ένζυμο πολυμεράση το οποίο επιμηκύνει τις αλληλουχίες των υβριδισμένων 

εκκινητών και οδηγεί στην δημιουργία του δίκλωνου τμήματος (αλληλουχίας) – 

στόχου του πολλαπλασιασμού. 

Ο κύκλος της PCR αποτελείται από το βήμα της αποδιάταξης (denaturation) του DNA 

η οποία συμβαίνει κοντά στους 95 οC  

 

𝑆1𝑆2

𝑘D
+

↔
𝑘D
−
𝑆1 + 𝑆2   

(2.20) 

 

το βήμα της υβριδοποίησης (annealing) το οποίο συμβαίνει κοντά στους 55 οC  
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𝑆1 + 𝑃2

𝑘A
+

↔
𝑘A
−
𝑆1𝑃2 

(2.21) 

𝑆2 + 𝑃1

𝑘A
+

↔
𝑘A
−
𝑃1𝑆2 

(2.22) 

 

και το βήμα της επιμήκυνσης (extension) το οποίο συμβαίνει κοντά στους 72 οC 

 

𝑆1𝑃2
𝑘E
→ 𝑆1𝑆2 

(2.23) 

𝑃1𝑆2
𝑘E
→ 𝑆1𝑆2 

(2.24) 

 

Το ένζυμο πολυμεράση δεν συμπεριλαμβάνεται στην κινητική εξαιτίας του ότι δρα ως 

καταλύτης στο στάδιο της επιμήκυνσης.  

Οι σταθερές των παραπάνω αντιδράσεων εμφανίζουν εξάρτηση από την 

θερμοκρασία η οποία περιγράφεται στις ακόλουθες εξισώσεις [34]  

 

𝑘D
+(T) =

12.5[s−1] (1 + tanh (
T − 88℃

5 ))

2
  

(2.25) 

  

𝑘D
−(T) =

106 [
m3

mol ∗ s] (1 + tanh (−
(T − 75℃)

5 ))

2
 

(2.26) 

  

𝑘A
+(T) =

5x106 [
m3

mol ∗ s] (1 + tanh (−
(T − 62.5℃)

5 ))

2
 

(2.27) 
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𝑘A
−(T) =

10−4[s−1]  (1 + tanh (
T − 66℃

5 ))

2
 

(2.28) 

  

𝑘E(T) = 0.32[s
−1] exp (−(

T − 72℃

5
)
2

) 
(2.29) 

 

Οι ρυθμοί αντίδρασης για τα εμπλεκόμενα βιομόρια αναφέρονται παρακάτω και είναι 

απαραίτητοι στη περίπτωση που πραγματοποιείται αντίδραση στο χωρίο που επιλύεται το 

αντίστοιχο ισοζύγιο μάζας (εξίσωση 2.16). Στη περίπτωση αυτή για το κάθε είδος που 

συμμετέχει θα πρέπει να λυθεί ένα αντίστοιχο ισοζύγιο με την προσθήκη του ρυθμό 

παραγωγής στο αριστερό μέλος της εξίσωση 2.16. 

Ο ρυθμός παραγωγής του δίκλωνου DNA (𝑆1𝑆2) είναι:  

 

𝑟S1S2 = −𝑘D
+(T)𝑐S1S2 + 𝑘D

−(T)𝑐S1 ∗ 𝑐S2 + 𝑘E(T)(𝑐S1P2 + 𝑐P1S2) (2.30) 

 

Όμοια και οι ρυθμοί παραγωγής των μονόκλωνων DNA (𝑆1 και 𝑆2) δίνονται από τις 

εξισώσεις. 

 

𝑟𝑆1 =  𝑘D
+(T) 𝑐S1S2 − 𝑘D

−(T) 𝑐S1 𝑐S2 − 𝑘A
+(T)𝑐S1 𝑐P2 + 𝑘A

−(T)𝑐S1P2 (2.31) 

  

𝑟𝑆2 = 𝑘D
+(T)𝑐S1S2 − 𝑘D

−(T)𝑐S1𝑐S2 − 𝑘A
+(T)𝑐S2𝑐P1 + 𝑘A

−(T)𝑐P1S2 (2.32) 

 

Οι ρυθμοί παραγωγής των εκκινητών 𝑃1 και 𝑃2 είναι: 

 

𝑟𝑃1 = −𝑘A
+(T) ∗ 𝑐S2 ∗ 𝑐P1 + 𝑘A

−(T) ∗ 𝑐P1S2 (2.33) 
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𝑟𝑃2 = −𝑘A
+(T) ∗ 𝑐S1 ∗ 𝑐P2 + 𝑘A

−(T) ∗ 𝑐S1P2 (2.34) 

Τέλος, οι ρυθμοί παραγωγής των υβριδίων 𝑆1𝑃2 και 𝑃1𝑆2 είναι: 

 

𝑟𝑃1𝑆2 = 𝑘𝐴
+(T) ∗ 𝑐S2 ∗ 𝑐P1 − 𝑘A

−(T) ∗ 𝑐P1S2 − 𝑘E(T) ∗ 𝑐P1S2 (2.35) 

  

𝑟𝑆1𝑃2 = 𝑘A
+(T) ∗ 𝑐S1 ∗ 𝑐P2 − 𝑘A

−(T) ∗ 𝑐S1P2 − 𝑘E(T) ∗ 𝑐S1P2 (2.36) 

  

Στην περίπτωση που οι αρχικές συγκεντρώσεις των βιομορίων 𝑆1 και 𝑆2 είναι ίσες 

(𝑐S1,0=𝑐S2,0 ) καθώς επίσης και των 𝑃1 , 𝑃2  (𝑐P1,0=𝑐P2,0 ), αλλά και των υβριδίων 𝑆1𝑃2 , 𝑃1𝑆2 

(𝑐S1P2,0=𝑐P1S2,0), τότε τα 7 ισοζύγια μάζας είναι δυνατό να απλοποιηθούν σε 4: Τα ισοζύγια 

μάζας των 𝑆1  και 𝑆2 , 𝑃1  και 𝑃2  καθώς και των 𝑆1𝑃2 και 𝑃1𝑆2  είναι όμοια μεταξύ τους και 

συνεπώς 

 

𝑐S1 + 𝑐S2
2

=
𝑐S1+S2
2

= 𝑐S1 = 𝑐S2 

 

(2.37) 

𝑐P1 + 𝑐P2
2

=
𝑐P1+P2
2

= 𝑐P1 = 𝑐P2 

 

(2.38) 

𝑐S1P2 + 𝑐P1S2
2

=
𝑐S1P2+P1S2

2
= 𝑐S1P2 = 𝑐P1S2 

 

(2.39) 

Οι ρυθμοί παραγωγής γίνονται:  
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𝑟S1S2 = −𝑘D
+(T) ∗ 𝑐S1S2 + 𝑘D

−(T) ∗
𝑐S1+S2
2

4
+ 𝑘E(T) ∗ 𝑐S1P2+P1S2 

 

(2.40) 

𝑟S1+S2 = 2 ∗ 𝑘D
+(T) ∗ 𝑐S1S2 − 𝑘D

−(T) ∗
𝑐S1+S2
2

2
−
𝑘A
+(T)

2
∗ 𝑐S1+S2 ∗ 𝑐P1+P2

+ 𝑘A
−(T) ∗ 𝑐S1P2+P1S2 

 

(2.41) 

𝑟P1+P2 = −
𝑘A
+(T)

2
∗ 𝑐S1+S2 ∗ 𝑐P1+P2 + 𝑘A

−(T) ∗ 𝑐S1P2+P1S2 

 

(2.42) 

𝑟S1P2+P1S2 =
𝑘A
+(T)

2
∗ 𝑐S1+S2 ∗ 𝑐P1+P2 − 𝑘A

−(T) ∗ 𝑐S1P2+P1S2 − 𝑘E(T)

∗ 𝑐S1P2+P1S2 

 

(2.43) 

 

2.3 Αριθμητικές μέθοδοι υπολογισμών 

2.3.1 Η μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων για την επίλυση του ισοζυγίου 

μάζας της διαλυμένης ουσίας 

Οι διαφορικές εξισώσεις που ορίστηκαν στην παράγραφο 2.2.1 για τον υπολογισμό 

του προφίλ ταχύτητας και στην παράγραφο 2.2.2 για τον υπολογισμό της συγκέντρωσης μαζί 

με τις συνοριακές τους συνθήκες αποτελούν προβλήματα συνοριακών τιμών. Οι διαφορικές 

εξισώσεις αντικατοπτρίζουν τους φυσικούς νομούς και την επίδραση τους στον χώρο πάνω 

στην άγνωστης μεταβλητής που αναζητείται η λύση (π.χ. u από παράγραφο 2.2.1 και c από 

παράγραφο 2.2.2). Οι συνοριακές συνθήκες αποτελούν δεδομένες συναρτήσεις για την 

άγνωστη μεταβλητή στο σύνορο του ίδιου χωρίου. Στις πλείστες περιπτώσεις η γεωμετρία και 

οι συνοριακές συνθήκες των προβλημάτων συνοριακών τιμών δεν επιτρέπουν την αναλυτική 

τους λύση. Οπότε για την επίλυση τέτοιων προβλημάτων πρέπει να εφαρμοστεί κάποια 

αριθμητική μέθοδος οι οποία θα δώσει σαν αποτέλεσμα μια προσεγγιστική λύση στο 
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πρόβλημα. Η προσεγγιστική αυτή λύση μπορεί να προκύψει εύκολα στις μέρες μας μέσω των 

ηλεκτρονικών υπολογιστών και η ακρίβεια της είναι ικανοποιητική αν το επιτρέπει το πρόβλημα 

και η υπολογιστική ισχύς που είναι διαθέσιμη. Μια τέτοια μέθοδος αποτελεί η μέθοδος 

πεπερασμένων στοιχείων (Finite Element Method – FEM) με υπόλοιπα Galerkin. 

Για την επίλυση των εξισώσεων Navier-Stokes, της εξίσωσης συνέχειας και του 

ισοζυγίου μάζας της διαλυμένης ουσίας χρησιμοποιείται το λογισμικό COMSOL Multiphysics 

το οποίο βασίζεται στη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων [1]. Για σκοπούς παρουσίασης της 

μεθόδου θα αναπτυχθεί η μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων για το πρόβλημα του ισοζυγίου 

μάζας. Πρόκειται για ένα πρόβλημα συνοριακών τιμών το οποίο διατυπώνεται ως εξής:  

 

𝐿(𝑐̅) =  ∇̅2𝑐̅ − 𝑃𝑒 𝐮̅ ∙ 𝛁̅𝑐̅ = 0        𝜎𝜏𝜊 𝛺  

𝑔(𝑐̅)                 𝜎𝜏𝜊 𝜕𝛺  

(2.44) 

 

Το χωρίο Ω υποδιαιρείται σε υποχωρία με την δημιουργία ενός πλέγματος. Κάθε 

υποχωρίο ονομάζεται στοιχείο. Το πλέγμα μπορεί να αποτελείται από στοιχεία άνισου 

μεγέθους και σχήματος αλλά τα σύνορα του κάθε στοιχείου οφείλουν να ταυτίζονται με τα 

σύνορα των γύρω στοιχείων. Στη συνέχεια, στα όρια αλλά και στο εσωτερικό κάθε στοιχείου 

ορίζονται οι κόμβοι. 

Η λύση για την άγνωστη μεταβλητή, τη συγκέντρωση της διαλυμένης ουσίας, 

προσεγγίζεται από το άθροισμα των γινομένων συναρτήσεων βάσης επί τις συγκεντρώσεις 

των αντιστοίχων κόμβων. Οι συναρτήσεις βάσης είναι πολυώνυμα των συντεταγμένων του 

διανύσματος θέσης (x, y και z). Σε κάθε κόμβο αντιστοιχεί μία συνάρτηση βάσης. Οι 

συναρτήσεις βάσης έχουν την ιδιότητα να είναι μονάδα στις συντεταγμένες του κόμβου τους 

και μηδέν σε όλους τους άλλους [35]. 

 

𝑐̅ = ∑𝑐𝑗̅
𝑗

∗ 𝜑𝑗  
(2.45) 
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Τα υπόλοιπα Galerkin για την πιο πάνω διαφορική εξίσωση προκύπτουν από το 

ολοκλήρωμα του γινομένου κάθε συνάρτησης βάσης επί την διαφορική εξίσωση (εξίσωση. 

2.44). Αν και εφόσον οι συγκεντρώσεις στους κόμβους αποτελούν λύση του προβλήματος 

συνοριακών τιμών τότε τα υπόλοιπα αυτά οφείλουν να είναι μηδέν. 

 

𝑅𝑖 =∭( ∇̅2𝑐̅ − 𝑃𝑒 𝐮̅ ∙ 𝛁̅𝑐̅) ∗ 𝜑𝜄
𝛺

𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅  

=∭𝜑𝑖  ∇̅
2𝑐̅ 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

−∭𝜑𝑖𝑃𝑒 𝐮̅ ∙ 𝛁̅𝑐̅ 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

  

(2.46) 

 

Η λύση θα προκύψει από την επίλυση του συστήματος των υπολοίπων Galerkin.1  

Ο όρος διάχυσης της εξίσωσης 2.46 γίνεται  

 

∭ 𝜑𝑖∇̅
2𝑐̅ 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

=∭𝛁̅ ∙ (𝜑𝑖 𝛁̅𝑐̅) 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

−∭𝛁̅𝜑𝑖  ∙ 𝛁̅𝑐̅ 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

 

(2.47) 

Εφαρμόζοντας το θεώρημα απόκλισης στον όρο ∭ 𝛁̅ ∙ (𝜑𝑖 𝛁̅𝑐̅) 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅𝛺
=

∯ 𝜑𝑖  𝛁̅𝑐̅  ∙ 𝐧 𝑑𝑠𝜗𝛺
 το τριπλό ολοκλήρωμα στο τριδιάστατο χωρίο μετατρέπεται σε επιφανειακό 

ολοκλήρωμα στο σύνορο αυτού. 

 

∭ 𝜑𝑖∇̅
2𝑐̅ 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

= ∯𝜑𝑖  𝛁̅𝑐̅  ∙ 𝐧 𝑑𝑠

𝜗𝛺

−∭𝛁̅𝜑𝑖  ∙ 𝛁̅𝑐̅ 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

  

(2.48) 

 

                                                
1 Στην περίπτωση γραμμικού διαφορικού τελεστή το σύστημα που προκύπτει είναι επίσης γραμμικό, ενώ 
στη περίπτωση μη γραμμικής διαφορικής εξίσωσης το σύστημα είναι μη γραμμικό και απαιτεί 
επαναληπτική μέθοδο για την επίλυση. 
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Από τα παραπάνω, ο πρώτος όρος «επιζεί» μόνο στα σύνορα του χωρίου, ενώ ο 

δεύτερος σε όλο το χωρίο. 

Η λύση για τα προφίλ συγκέντρωσης θα είναι της μορφής της εξίσωσης 2.45 όπως 

προαναφέρθηκε και με αντικατάσταση στα υπόλοιπα Galerkin, προκύπτει η τελική διατύπωση: 

 

𝑅𝑖 = ∯𝜑𝑖 𝛁̅𝑐̅  ∙ 𝐧 𝑑𝑠

𝜗𝛺

−∭𝛁̅𝜑𝑖  ∙ 𝛁̅∑𝜑𝑗 𝑐𝑗̅
𝑗

 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

 − 𝑃𝑒∭𝜑𝜄 𝐮̅ ∙ 𝛁̅

𝛺

∑𝜑𝑗  𝑐𝑗̅
𝑗

 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅ 

= ∯𝜑𝑖 𝛁̅𝑐̅  ∙ 𝐧 𝑑𝑠

𝜗𝛺

−∭𝛁̅𝜑𝑖  ∙∑ 𝛁̅𝜑𝑗  𝑐𝑗̅
𝑗

 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

 − 𝑃𝑒∭𝜑𝜄 𝐮̅ ∙∑𝛁̅𝜑𝑗 𝑐𝑗̅
𝑗

 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

 

= ∯𝜑𝑖  𝛁̅𝑐̅  ∙ 𝐧 𝑑𝑠

𝜗𝛺

−∑𝑐𝑗̅
𝑗

∭𝛁̅𝜑𝑖 ∙ 𝛁̅𝜑𝑗  𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

 − 𝑃𝑒∑𝑐𝑗̅
𝑗

∭𝜑𝜄 𝐮̅ ∙ 𝛁̅𝜑𝑗 𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

 

= ∯𝜑𝑖  𝛁̅𝑐̅  ∙ 𝐧 𝑑𝑠

𝜗𝛺

+∑𝑐𝑗̅
𝑗

(−∭𝛁̅𝜑𝑖 ∙ 𝛁̅𝜑𝑗  𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

 − 𝑃𝑒∭𝜑𝜄 𝐮̅ ∙ 𝛁̅𝜑𝑗  𝑑𝑥̅𝑑𝑦̅𝑑𝑧̅

𝛺

) 

 

 

 

 

(2.49) 

 

Από την τελευταία μορφή της εξίσωσης 2.49, φαίνεται ξεκάθαρα πως οι όροι του 

πίνακα των συντελεστών του γραμμικού συστήματος είναι άθροισμα δυο όρων, ο πρώτος 

οφείλεται στη διάχυση και δεύτερος οφείλεται στην συναγωγή μάζας. Ο όρος της συναγωγής 

πολλαπλασιάζεται με τον αριθμό 𝑃𝑒  και στην περίπτωση που είναι αρκετά μεγάλος είναι 

αμελητέα η συνεισφορά της διάχυσης στους συντελεστές. Το πρόβλημα που προκαλεί ο 

μεγάλος αριθμός 𝑃𝑒  θα φανεί στην επόμενη παράγραφο σε παράδειγμα μονοδιάστατου 

προβλήματος συναγωγής- διάχυσης. 
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2.3.2 Μονοδιάστατο πρόβλημα ισοζυγίου μάζας για τη διαλυμένη ουσία 

Η εξίσωση 2.50 (ισοζύγιο μάζας διαλυμένης ουσίας) σε μια διάσταση υπό 

συνθήκες σταθερής ταχύτητας γίνεται  

 

𝑑2𝑐̅

𝑑𝑥̅2
− 𝑃𝑒𝑢̅

𝑑𝑐̅

𝑑𝑥̅
= 0 

0 ≤ 𝑥̅ ≤ 5 

(2.50) 

 

Εφόσον η ταχύτητα είναι σταθερή η παραπάνω εξίσωση απλοποιείται διότι 

 

𝑢̅ =
𝑢

𝑢avin
= 1 (2.51) 

 

Αν ισχύουν οι παρακάτω συνοριακές συνθήκες, 

 

𝑐̅(𝑥̅ = 0) = 1 (2.52) 

  

[
𝑑𝑐̅

𝑑𝑥̅
]
𝑥̅=1

= 1 
(2.53) 

 

τα υπόλοιπα Galerkin παίρνουν την παρακάτω μορφή: 

 

𝑅𝑖 = [𝜑𝑖
𝑑𝑐̅

𝑑𝑥̅
]
𝑥̅=5

− [𝜑𝑖
𝑑𝑐̅

𝑑𝑥̅
]
𝑥̅=0

+∑𝑐𝑗̅
𝑗

(−∫
𝑑𝜑𝑖
𝑑𝑥̅

𝑑𝜑𝑗
𝑑𝑥̅

 𝑑𝑥̅
5

0

 − 2𝑃𝑒𝑗  ∫ 𝜑𝑖  
𝑑𝜑𝑗
𝑑𝑥̅

𝑑𝑥̅
5

0

) 

(2.54) 
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όπου 

 

𝑃𝑒𝑗 =
|𝐮|ℎ𝑗
2𝐷

= 𝑃𝑒cell 
(2.55) 

 

είναι ο τοπικός αριθμός 𝑃𝑒, hj είναι το μήκος του j στοιχείου του πλέγματος, 𝐮 η ταχύτητα οπού 

για προβλήματα με περισσότερες από μια διαστάσεις για τον υπολογισμό της εξίσωσης 2.55 

λαμβάνεται το μετρό της και 𝐷  ο συντελεστής διάχυσης. Το hj προκύπτει από την 

αδιαστατοποίηση του x αντί για το 𝑑h στην εξίσωση 2.8. 

Με τη χρήση μετασχηματισμού από το πεδίο ορισμού του 𝑥̅ ∈ [𝑥̅𝑖, 𝑥̅𝑖+1] στο 𝜉 ∈ [0, 1] 

όπου 𝜉 = 𝑥̅ − 𝑥̅𝑖 τα υπόλοιπα Galerkin γίνονται 

 

𝑅𝑖 = [𝜑𝑖
dc̅

d𝑥̅
]
𝑥̅=1

− [𝜑𝑖
d𝑐̅

d𝑥̅
]
𝑥̅=0

+∑𝑐𝑗̅
𝑗

(−∫
d𝜑𝑖
d𝜉

d𝜑𝑗
d𝜉
 𝑑𝜉

1

0

 − 2𝑃𝑒𝑗∫ 𝜑𝑖  
d𝜑𝑗
d𝜉
 𝑑𝜉

1

0

) 

(2.56) 

 

Για την δημιουργία μιας λύσης που ανταποκρίνεται στη διαφορική εξίσωση θα πρέπει 

τα υπόλοιπα που σχηματιστήκαν παραπάνω να είναι ίσα με το μηδέν. Σαν επακόλουθο της 

συγκεκριμένης ισότητας, προκύπτει το γραμμικό σύστημα με πίνακα συντελεστών των 

αγνώστων που αποτελείται από τα στοιχεία 𝛼𝑖,𝑗. 

 

𝛼𝑖,𝑗 = (−∫
d𝜑𝑖
d𝜉

d𝜑𝑗
d𝜉
 𝑑𝜉

1

0

 − 2𝑃𝑒𝑗  ∫ 𝜑𝑖  
d𝜑𝑗
d𝜉
 𝑑𝜉

1

0

) 
(2.57) 

Οι συναρτήσεις βάσεις που χρησιμοποιούνται είναι πρώτης τάξης όπως φαίνονται στο 

σχήμα 2.1 για την 𝑖 συναρτήσης βάσης. 
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Σχήμα 2.1: 𝑖 γραμμική συνάρτηση βάσης 

 

Από το πρώτο υπόλοιπο θα προκύψουν οι όροι 𝛼1,1  και 𝛼1,2  με συνεισφορά των 

συναρτήσεων βάσης 1 και 2 μόνο. 

 

𝛼1,1 = (−∫ (−1)(−1) 𝑑𝜉
1

0

 − 2𝑃𝑒1  ∫ (1 − 𝜉)(−1) 𝑑𝜉
1

0

) = −1 + 𝑃𝑒1 

 

(2.58) 

𝛼1,2 = (−∫ (−1) ∗ 1 𝑑𝜉
1

0

 − 2𝑃𝑒2  ∫ (1 − 𝜉) 1 𝑑𝜉
1

0

) = 1 − 𝑃𝑒2 
(2.59) 

 

Ενώ στα υπόλοιπα, οι υπαρκτοί όροι με δείκτη 𝑗 θα είναι o 𝑖 − 1, ο 𝑖 και ο 𝑖 + 1 για 

οποιοδήποτε 𝑖 μεγαλύτερο του 1 και μικρότερο του 𝑛. 

 

𝛼𝑖,𝑖−1 = (−∫ 1 ∗ (−1) 𝑑𝜉
1

0

 − 2𝑃𝑒𝑖−1  ∫ 𝜉 (−1) 𝑑𝜉
1

0

) = 1 + 𝑃𝑒𝑖−1 
(2.60) 

𝛼𝑖,𝑖 = (−∫ 1 ∗ 1 𝑑𝜉
1

0

 − 2𝑃𝑒𝑖  ∫ 𝜉 ∗ 1 𝑑𝜉
1

0

)

+ (−∫ (−1)(−1) 𝑑𝜉
1

0

 − 2𝑃𝑒𝑖  ∫ (1 − 𝜉) ∗ (−1) 𝑑𝜉
1

0

) = −2 

(2.61) 
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𝛼𝑖,𝑖+1 = (−∫ (−1) ∗ 1 𝑑𝜉
1

0

 − 2𝑃𝑒𝑖+1  ∫ (1 − 𝜉) ∗ 1 𝑑𝜉
1

0

) = 1 − 𝑃𝑒𝑖+1 
(2.62) 

 

Τέλος, για το 𝑛-στοιχείο οι συναρτήσεις βάσης που είναι «ζωντανές» είναι οι 𝑛 − 1 και 

𝑛  οπότε, ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων συμπληρώνεται με τα παρακάτω 

στοιχεία: 

 

𝛼𝑛,𝑛−1 = (−∫ (1)(−1) 𝑑𝜉
1

0

 − 2𝑃𝑒𝑛−1  ∫ 𝜉 (−1) 𝑑𝜉
1

0

) = 1 + 𝑃𝑒𝑛−1 
(2.63) 

  

𝛼𝑛,𝑛 = (−∫ 1 ∗ 1 𝑑𝜉
1

0

 − 2𝑃𝑒𝑛−1  ∫ 𝜉 ∗ 1 𝑑𝜉
1

0

) = −1 − 𝑃𝑒𝑛−1 
(2.64) 

  

Μετά από τον πλήρη ορισμό των παραπάνω συντελεστών και την εφαρμογή των 

συνοριακών συνθηκών για έστω 6 κόμβους, προκύπτει το εξής σύστημα (θεωρείται ότι το 

μήκος όλων των στοιχείων είναι ίδιο και άρα 𝑃𝑒𝑗  =  𝑃𝑒cell για κάθε j): 

 

[
 
 
 
 
 

   1 0     0
1 + 𝑃𝑒cell  −2    1 − 𝑃𝑒cell
   0 1 + 𝑃𝑒cell  −2

          0              0              0           
         0        0       0         
1 − 𝑃𝑒cell    0       0         

            0               0        1 + 𝑃𝑒cell
            0               0                  0        
            0               0                  0        

   −2 1 − 𝑃𝑒cell 0    
1 + 𝑃𝑒cell      −2        1 − 𝑃𝑒cell
           0    1 + 𝑃𝑒cell −1 − 𝑃𝑒cell]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
𝑐1̅
𝑐2̅
𝑐3̅
𝑐4̅
𝑐5̅
𝑐6̅]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
1
0
0
0
0
−1]
 
 
 
 
 

 

 

(2.65) 

 

Παρατηρείται ότι ο πίνακας των σταθερών συντελεστών είναι σχεδόν 

τριδιαγώνιος. Η ιδιότητα του αυτή θα διευκολύνει την μετέπειτα ανάλυση της λύσης των 

αγνώστων τιμών ( 𝑐1̅, 𝑐2̅…… . 𝑐6̅ ) που προκύπτουν από την επίλυση του πιο πάνω 

γραμμικού συστήματος. Οι τιμές αυτές για ένα πρόβλημα συναγωγής διάχυσης οφείλουν 
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να είναι φραγμένες, δηλαδή οι μεσαίες τιμές να βρίσκονται ανάμεσα στις εκατέρωθεν 

τιμές. Η παραπάνω είναι αναγκαία συνθήκη με δεδομένο ότι δεν υπάρχει παραγωγή ούτε 

κατανάλωση μάζας εντός του χωρίου. Συμπερασματικά για να έχει φυσικό νόημα η λύση 

από το παραπάνω σύστημα πρέπει να ικανοποιείται αυτή η συνθήκη για κάθε εσωτερικό 

κόμβο (οι ακραίοι καθορίζονται από τις συνοριακές συνθήκες) [36]. 

Από το παραπάνω πίνακα ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι εσωτερικοί 

κόμβοι 2 μέχρι και 5. Η εξίσωση από το σύστημα για κάθε εσωτερικό κόμβο έχει τη μορφή 

της εξίσωσης 2.66 (με δείκτη i ορίζεται ο εσωτερικός κόμβος): 

 

𝑎𝑐𝑖̅ = 𝛽𝑐𝑖̅−1 + 𝛾𝑐𝑖̅+1 (2.66) 

 

Οπού οι συντελεστές της εξίσωσης 2.66 συμφώνα με τον πίνακα είναι οι εξής: 

 

𝛼 = 2 

 

(2.67) 

 

𝛽 = 1 + 𝑃𝑒cell 

 

(2.68) 

 

𝛾 = 1 − 𝑃𝑒cell 

 

(2.69) 

 

Από την εξίσωση 2.66 φαίνεται ξεκάθαρα πως για να είναι η τιμή 𝑐𝑖̅ (εσωτερικός 

κόμβος) ανάμεσα στις εκατέρωθεν τιμές (προς τα πίσω 𝑐𝑖̅−1 και προς τα εμπρός 𝑐𝑖̅+1) 

πρέπει τα 𝛼, 𝛽 και 𝛾 να έχουν το ίδιο πρόσημο. Από φυσικής άποψης, αυτό σημαίνει πως 

αν προκληθεί μια αύξηση στην τιμή ενός κόμβου θα προκληθεί αύξηση και στους γύρω 

[36]. Συνεπώς, εφόσον το α είναι θετικό πρέπει τα 𝛽 και 𝛾 να είναι θετικά. Για να συμβαίνει 

αυτό θα πρέπει: 

 



 

52 

 

−1 < 𝑃𝑒cell < 1 

 

(2.70) 

Στην περίπτωση όπου η ταχύτητα ορίζεται σαν μέτρο στον αριθμό 𝑃𝑒cell τότε 

ισχύει μόνο το θετικό μέρος της ανίσωσης. 

Από τα παραπάνω, εξάγεται το συμπέρασμα πως για τοπικούς αριθμούς 𝑃𝑒 

μεγαλύτερους της μονάδας, η λύση στους εσωτερικούς κόμβους δεν είναι φραγμένη. Αυτό 

έχει σαν αποτέλεσμα την δημιουργία αστάθειας στη λύση που προκύπτει με τη χρήση 

των υπολοίπων Galerkin. Το συμπέρασμα αυτό παρουσιάζεται γραφικά στο σχήμα 2.2 

με την πραγματική και την προσεγγιστική λύση της διαφορικής για τοπικό αριθμό 𝑃𝑒 

μικρότερο (σχήμα 2.2β) και μεγαλύτερο της μονάδας (σχήμα 2.2α). 
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      (α)       

 

(β) 

Σχήμα 2.2: Γράφημα προσεγγιστικής και πραγματικής (αναλυτικής) λύσης της διαφορικής 

εξίσωσης συναγωγής-διάχυσης σε μία διάσταση για α) 𝑃𝑒cell=1.5 και β) 𝑃𝑒cell=0.5 

Εύκολα μπορεί να αποδειχθεί πως προσέγγιση λύσης με τη μέθοδο Galerkin και 

συναρτήσεις βάσης πρώτης τάξης δίνει την ίδια ακριβώς λύση με προσέγγιση 
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πεπερασμένων διαφορών με χρήση κεντρικών διαφορών [37]. Αυτό έχει σαν 

αποτέλεσμα, οι δυο μέθοδοι να έχουν ακριβώς την ίδια συμπεριφορά για τοπικό αριθμό 

𝑃𝑒  μεγαλύτερο του ένα. Η παρατήρηση αυτή είχε σαν αποτέλεσμα την προσπάθεια 

εφαρμογής κάποιων κοινών μεθόδων σταθεροποίησης. Οι μέθοδοι αυτή μειώνουν τις 

αστάθειες στη λύση για αυτό και στη συνέχεια θα παρουσιαστούν οι πιο σημαντικές από 

αυτές. 

 

2.3.3 Μέθοδοι σταθεροποίησης 

Κατά την αριθμητική επίλυση προβλημάτων τα οποία χαρακτηρίζονται από 

διαφορικές εξισώσεις που συμπεριλαμβάνουν τον όρο της συναγωγής υπό 

προϋποθέσεις είναι πιθανόν να αποτύχουν στην αναπαραγωγή ευσταθούς λύσης. Η 

ασταθής αυτή συμπεριφορά είναι δυνατό να οδηγήσει σε ταλαντωτική συμπεριφορά 

γύρω από τη λύση, κατά την βιβλιογραφία wiggles [36]. Η ταλαντωτική αυτή συμπεριφορά 

πολλές φορές παραβιάζει φυσικά όρια, όπως είναι η συγκέντρωση που ορίζεται μόνο σαν 

θετική ποσότητα. Για την αποφυγή ταλαντωτικής συμπεριφοράς στη λύση έχουν 

αναπτυχθεί διάφορες μέθοδοι σταθεροποίησης σε μονοδιάστατα προβλήματα τα οποία 

έχουν αναλυτική λύση. 

Γενικά η ασταθής συμπεριφορά ενισχύεται όσο υπερισχύει η συναγωγή επί της 

διάχυσης. Όπως σχολιάστηκε στην παράγραφο 2.3.2 αστάθεια στη λύση προκαλείται 

όταν ο τοπικός αριθμός 𝑃𝑒 γίνει μεγαλύτερος από τη μονάδα.  

Για προβλήματα με τέτοια χαρακτηριστικά επιβάλλεται η χρήση μεθόδων 

σταθεροποίησης. Αυτές οι μέθοδοι αυτές στηρίζονται στη τροποποίηση της μεθόδου 

πεπερασμένων στοιχείων. Κατά την τροποποίηση αυτή προστίθεται διάχυση στην 

άγνωστη μεταβλητή στα σημεία όπου η συγκεκριμένη μέθοδος υποεκτιμά την ύπαρξη 

της. Με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται η αναπαραγωγή αριθμητικής λύσης με μειωμένη 

απόκλιση από την πραγματική λύση. Επιπλέον η λύση αυτή δεν εμφανίζει αστάθεια. 

Στη συνέχεια, ορίζεται ένα γενικό πρόβλημα μερικής διαφορικής εξίσωσης που θα 

χρησιμοποιηθεί για την ανάλυση των μεθόδων σταθεροποίησης. Το παράδειγμα αυτό 
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παρουσιάζεται στην εξίσωση 2.71 για τη βαθμωτή μεταβλητή 𝑐 , με δεδομένο πεδίο 

ταχύτητας 𝐮 και σταθερό ισοτροπικό συντελεστή διάχυσης 𝐷. 

 

𝑑𝑐

𝑑𝑡
+ 𝐮 ∙ 𝛁𝑐 = 𝐷 ∇2𝑐 + 𝑓 

(2.71) 

 

Ο συνολικός διαφορικός τελεστής της πιο πάνω εξίσωσης γράφεται ως εξής: 

 

𝐿 =  
𝑑( )

𝑑𝑡
+ 𝐮 ∙ 𝛁( ) − 𝐷 ∇2( ) 

(2.72) 

 

Από τον πιο πάνω διαφορικό τελεστή μπορεί να διακριθεί ο όρος της συναγωγής 

(εξίσωση 2.73) που προαναφέρθηκε, ως: 

 

𝐿conv =  𝐮 ∙ 𝛁( ) (2.73) 

 

Ο όρος της συναγωγής εμφανίζεται συνήθως με τη μορφή εσωτερικού γινομένου 

του προφίλ ταχύτητας και της βαθμίδας της άγνωστης μεταβλητής. Ο όρος με το 

διαφορικό τελεστή Laplace αναφέρεται στην διάχυση και είναι ανάλογος του συντελεστή 

διάχυσης (εξίσωση 2.74). 

 

 

𝐿diff = −𝐷 ∇
2( ) (2.74) 
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2.3.3.1 Σταθεροποίηση με σχήματα ανάντη καθ’ 

ομορροή/Petrov-Galerkin [Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG)] 

Μια από τις συνηθέστερες μεθόδους σταθεροποιήσης είναι μέσω της χρήσης 

σχημάτων ανάντη καθ’ ομορροή/Petrov-Galerkin [Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin 

(SUPG)] [38]. Τα σχήματα αυτά εφαρμόστηκαν αρχικά στις πεπερασμένες διαφορές με 

χρήση ανάντη διαφοράς. Αν και οι ανάντη πεπερασμένες διαφορές δεν παρουσιάζουν 

φαινόμενα αστάθειας στη λύση, είναι χαμηλότερης ακρίβειας από τις κεντρικές διαφορές. 

Ωστόσο με τη χρήση κεντρικών διαφορών εμφανίζονται αστάθειες σε μεγάλους αριθμούς 

𝑃𝑒. Σαν αποτέλεσμα, προέκυψε ο συνδυασμός των δύο διαφορών με τέτοιο τρόπο που 

θα προστίθεται επιπλέον διάχυση με έξυπνο τρόπο έτσι ώστε η προσεγγιστική λύση να 

πλησιάζει περισσότερο την πραγματική. Οπότε, χρησιμοποιήθηκε σχήμα ανάντη 

διαφορών για τον όρο της συναγωγής με αποτέλεσμα να προστίθεται επιπλέον διάχυση 

στην κατεύθυνση της ροής και σχήμα κεντρικής διαφοράς στον όρο της διάχυσης. Ο 

συνδυασμός αυτός οδηγεί σε σχήμα που δεν παρουσιάζει αστάθειες σε μεγάλους 

αριθμούς 𝑃𝑒 και δίνει ακριβέστερα αποτελέσματα. 

Το γεγονός ότι το σχήμα με κεντρικές διαφορές και τα υπόλοιπα Galerkin 

παρουσιάζουν όμοια συμπεριφορά και αστάθειες σε προβλήματα όπου υπερισχύει η 

συναγωγή έναντι της διάχυσης οδήγησε στη δημιουργία του σχήματος σταθεροποίησης 

SUPG. Κατά το συγκεκριμένο σχήμα, γίνεται τροποποίηση των συναρτήσεων βάσης έτσι 

ώστε να προστίθεται διάχυση στην κατεύθυνση της ροής. 

 

𝜂𝑖 = 𝜑𝑖 + 𝜏 𝐿conv(𝜑𝑖)  (2.75) 

 

Στην εξίσωση 2.75 𝜑𝑖 είναι οι συναρτήσεις βάσης και η τροποποίηση τους γίνεται 

με προσθήκη της δράση του τελεστή συναγωγής στις συναρτήσεις βάσης επί μια 

παράμετρο 𝜏. Η τροποποίηση των συναρτήσεων βάσης έχει επίσης σαν αποτέλεσμα η 

συνεισφορά του δευτέρου όρου 𝜏 𝐿conv(𝜑) στα υπόλοιπα να προκύπτει με ολοκλήρωση 

εντός των στοιχείων και όχι σε όλο το πεδίο επίλυσης. Αυτό οφείλεται στην ασυνέχεια 
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που παρουσιάζουν οι παράγωγοι των συναρτήσεων βάσης εντός ολόκληρου του πεδίου, 

παρόλο που είναι συνεχείς εντός των στοιχείων τους. 

Οπότε, για μια διαφορική εξίσωση της μορφής 2.71 σε μόνιμη κατάσταση τα 

υπόλοιπα Galerkin με σταθεροποίηση SUPG προκύπτουν από την εξίσωση 2.76 [39]. 

 

𝑅𝑖 =∭(𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓) 𝜑𝜄  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

+ ∑ ∭(𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓) 𝜏 𝐿conv(𝜑)

𝛺𝑒𝑙

𝑛𝑒𝑙

𝑛𝑒𝑙=1

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

(2.76) 

 

Εύκολα γίνεται αντιληπτό πως στη περίπτωση όπου η παράμετρος 𝜏 ισούται με το 

μηδέν 𝜏 = 0  τότε τα υπόλοιπα συμπίπτουν τα υπόλοιπα Galerkin χωρίς το σχήμα 

σταθεροποίησης SUPG. 

Η παράμετρος 𝜏  υπολογίζεται αναλυτικά στην περίπτωση ενός μονοδιάστατου 

προβλήματος με αναλυτική λύση και είναι τέτοια ώστε η προσεγγιστική λύση να δίνει την 

ακριβή λύση στους κόμβους του πλέγματος. Για ένα μονοδιάστατο πρόβλημα συναγωγής 

διάχυσης με γραμμικές συναρτήσεις βάσης, η παράμετρος 𝜏 δίνεται από την εξίσωση 

2.77, όπου h είναι το μήκος των στοιχείων, 𝐮 η ταχύτητα και 𝑃𝑒cell ο αδιάστατος τοπικός 

αριθμός Peclet (εξίσωσης 2.55) [40]. 

 

𝜏 =
ℎ

2|𝐮|
(cosh(𝑃𝑒cell) −

1

𝑃𝑒cell
) 

(2.77) 

 

Για δεύτερης τάξης συναρτήσεις βάσης, η παράμετρος 𝜏 είναι η μισή από αυτή που 

προκύπτει από την εξίσωση 2.77. 
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2.3.3.2 Μέθοδος Galerkin/ελαχίστων τετραγώνων 

Η μέθοδος Galerking/ ελαχίστων τετραγώνων [Galerkin/Least Squares (GLS)] 

αποτελεί μια γενίκευση της SUPG αφού οι συναρτήσεις βάσης τροποποιούνται με τη 

χρήση του διαφορικού τελεστή του προβλήματος ως εξής: 

 

𝜂𝑖 = 𝜑𝑖 + 𝜏 𝐿(𝜑𝑖) (2.78) 

 

Η συγκεκριμένη μέθοδος ταυτίζεται απόλυτα με την SUPG στην περίπτωση που 

χρησιμοποιούνται γραμμικές συναρτήσεις βάσης αφού η δεύτερη παράγωγος του 

διαφορικού τελεστή δίνει αποτέλεσμα μηδέν όταν δράσει στις συγκεκριμένες συναρτήσεις 

βάσης. 

Τα υπόλοιπα για την GLS δίνονται από την παρακάτω εξίσωση: 

 

𝑅𝑖 =∭(𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓) 𝜑𝜄  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

+ ∑ ∭(𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓) 𝜏 𝐿(𝜑)

𝛺𝑒𝑙

𝑛𝑒𝑙

𝑛𝑒𝑙=1

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

(2.79) 

 

Η παράμετρος 𝜏 και σε αυτή τη περίπτωση μπορεί να ληφθεί μέσω της εξίσωση 

2.77 δηλαδή ίδια με την μέθοδο SUPG καθώς μόνο σε απλές περιπτώσεις μπορεί να 

υπολογιστεί αναλυτικά [41]. Επίσης μπορεί η παράμετρος να υπολογιστεί προσεγγιστικά 

μέσω των ασυμπτωτικών ορίων της συγκεκριμένης συνάρτησης για μεγάλους και μικρούς 

𝑃𝑒 μέσω της ακόλουθης εξίσωσης: 

 

𝜏 =
𝛼ℎ

2|𝐮|
        𝜇𝜀 𝛼 = min (𝐶1𝑃𝑒, 𝐶2) 

(2.80) 
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Για γραμμικές συναρτήσεις βάσης, 𝐶1=1/3 και 𝐶2  =1. Για συναρτήσεις βάσης 

δεύτερης τάξης, 𝐶1=1/9 και 𝐶2 =1/2 [40]. 

 

2.3.3.3 Μέθοδοι εντοπισμού ασυνέχειας – πλευρικής 

σταθεροποίησης (Discontinuity capturing – crosswind stabilization) 

Κατά την εφαρμογή των δυο προηγούμενων μεθόδων σταθεροποίησης (βλ. 

παράγραφο 2.3.3.1 και 2.3.3.2), οι λύσεις που προκύπτουν είναι πιο κοντά στην 

πραγματική, ωστόσο καμία δεν εξασφαλίζει την αποφυγή λύσεων με τιμές που ξεπερνούν 

τα φυσικα όρια. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι και οι δυο αυτές μέθοδοι δεν παρέχουν 

μονοτονία στη λύση έτσι ώστε να αποφεύγονται τιμές που ξεπερνούν τα όρια. Για τον 

σκοπό αυτό απαιτείται η χρήση κάποιας άλλης μεθόδου που να εξασφαλίζει την 

μονοτονία. Η εξασφάλιση της μονοτονίας με ένα γραμμικό σύστημα έχει σαν αποτέλεσμα 

η ακρίβεια να είναι μόνο πρώτης τάξης όπως είναι για παράδειγμα η εφαρμογή προς τα 

πίσω διαφοράς που έχει από μόνη της πρώτης τάξης ακρίβεια αλλά είναι πάντα 

μονότονη. Οπότε, τα περισσότερα σχήματα που εξασφαλίζουν τη συγκεκριμένη απαίτηση 

προσθέτουν στα υπόλοιπα μη γραμμικούς ορούς, με αποτέλεσμα το πρόβλημα να γίνεται 

μη γραμμικό. 

Τα σχήματα αυτού του είδους έχουν σαν αποτέλεσμα την προσθήκη διαχύσεως 

και στη κατεύθυνση κάθετα στις ροϊκές γραμμές για αυτό και αναφέρονται πολλές φορές 

σαν σχήματα πλευρικής σταθεροποίησης (crosswind stabilization). Τα σχήματα αυτά 

συνδυάζονται με μια από τις πιο πάνω μεθόδους σταθεροποίησης. Στην συνέχεια, θα 

αναλυθεί μια συγκεκριμένη μέθοδος αυτού του είδους, η οποία δεν προσθέτει καθόλου 

διάχυση στην κατεύθυνση της ροής αφού για αυτή τη δουλειά είναι υπεύθυνη η μέθοδος 

SUPG (ή η GLS). Οπότε με τον συνδυασμό των δυο αυτών μεθόδων θα είναι δυνατό να 

εξομαλύνονται ασυνέχειες στην κατεύθυνση της ροής καθώς και κάθετα σε αυτή. Οι 

συναρτήσεις βάσης τροποποιούνται με την προσθήκη ενός ακόμα όρου, του τρίτου όρου: 

 

𝜂𝑖 = 𝜑𝑖 + 𝜏 𝐿conv(𝜑𝑖) + 𝜏2𝐮
∗ ∙ 𝛁(𝜑𝑖) (2.81) 
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Ο όρος 𝐮∗ στην εξίσωση 2.81 μπορεί να αναφέρεται στην παράλληλη συνιστώσα 

της ταχύτητας με την βαθμίδα της άγνωστης μεταβλητής (𝛁𝑐)  για παράδειγμα της 

συγκέντρωσης [39]. Οπότε, ο όρος αυτός υπολογίζεται σύμφωνα με την εξίσωση 2.82. 

 

𝐮∗ = 𝐮|| =
𝐮 ∙ 𝛁𝑐

|∇𝑐|2
𝛁𝑐          𝛾𝜄𝛼   𝛁𝑐 ≠ 𝟎 

𝐮∗ = 𝐮|| = 𝟎          𝛾𝜄𝛼   𝛁𝑐 = 𝟎 

(2.82) 

 

Σύμφωνα με την εξίσωση 2.82, ο προστιθέμενος όρος στην εξίσωση 2.81 

μηδενίζεται στην περίπτωση που δεν υπάρχει βαθμίδα. Αυτή η παράλληλη συνιστώσα 

της ταχύτητας παριστάνεται και σχηματικά στο σχήμα 2.3.  

 

Σχήμα 2.3 :Σχηματική απεικόνιση της παράλληλης συνιστώσας της ταχύτητας στη συνιστώσα 

της βαθμίδας. 

Είναι φανερό ότι η συγκεκριμένη μέθοδος προσθέτει επιπλέον διάχυση στη 

διεύθυνση της ταχύτητας αλλά και κάθετα σε αυτή. Ωστόσο, χρησιμοποιείται ταυτόχρονα 

με την μέθοδο SUPG η οποία προσθέτει διάχυση στη διεύθυνση της ταχύτητας και αυτό 

μπορεί έχει σαν αποτέλεσμα την υπερδιάχυση σε αυτή την κατεύθυνση. Ένα ακόμα 

πρόβλημα που μπορεί να υπάρξει είναι το ενδεχόμενο να αφαιρέσει διάχυση και αυτό 

φαίνεται πιο καθαρά από την επίδραση της στα υπόλοιπα Galerkin. 
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𝑅𝑖 =∭(𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓)𝜑𝑖  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

+ ∑ ∭(𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓)

𝛺𝑒𝑙

𝑛𝑒𝑙

𝑛𝑒𝑙=1

∗ (𝜏 𝐿conv(𝜑) + 𝜏2
𝐮 ∙ 𝛁𝑐

|𝛁𝑐|2
𝛁𝑐 ∙ 𝛁(𝜑𝑖)) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

(2.83) 

 

Από την εξίσωση, ο πρόσθετος όρος στα υπόλοιπα είναι ο εξής 

 

(𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓) 𝜏2
𝐮 ∙ 𝛁𝑐

|𝛁𝑐|2
𝛁𝑐 ∙ 𝛁(𝜑𝑖) (2.84) 

 

Ωστόσο εγείρεται το πρόβλημα πως είναι πιθανό να τύχει ο όρος (εξίσωση 2.84) 

αυτός να έχει αρνητικό πρόσημο εξαιτίας των υπολοίπων όρων πέραν του 𝜏2. Για την 

αποφυγή του παραπάνω ενδεχόμενου προτάθηκε η εξής τροποποίηση [42]: 

 

𝐮∗ = 𝐮𝐫 =
𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓

|𝛁𝑐|2
𝛁𝑐          𝛾𝜄𝛼   𝛁𝑐 ≠ 𝟎 

𝐮∗ = 𝐮𝐫 = 𝟎          𝛾𝜄𝛼   𝛁𝑐 = 𝟎 

(2.85) 

 

Όπου τα υπόλοιπα Galerkin τροποποιούνται όπως φαίνονται στην ακόλουθη 

εξίσωση 2.86: 
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𝑅𝑖 =∭(𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓)𝜑𝑖  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

+ ∑ ∭(𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓)

𝛺𝑒𝑙

𝑛𝑒𝑙

𝑛𝑒𝑙=1

∗ (𝜏 𝐿conv(𝜑) + 𝜏2
(𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓)2

|𝛁𝑐|2
𝛁𝑐 ∙ 𝛁(𝜑𝑖))𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

(2.86) 

 

Οπότε, ο επιπρόσθετος όρος που χρησιμοποιείται στην συγκεκριμένη μέθοδο είναι 

𝜏2
(𝐮∙𝛁𝑐−𝐷 ∇2𝑐−𝑓)

2

|𝛁𝑐|2
𝛁𝑐 ∙ 𝛁(𝜑𝑖) και στην συγκεκριμένη περίπτωση οι όροι είναι υψωμένοι στο 

τετράγωνο με αποτέλεσμα να μην υπάρχει καμιά περίπτωση να προκύψει αρνητική 

διάχυση. Η επίδραση στην διάχυση με την χρήση της συγκεκριμένης μεθόδου είναι η 

προσθήκη ισοτροπικής διάχυσης με ένα συντελεστή ψευδο-διάχυσης (𝐷𝑖𝑠𝑜) [43]. 

 

𝐷𝑖𝑠𝑜 = 𝜏2
|𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓|

|𝛁𝑐|
  

(2.87) 

 

Όπου το 𝜏2 υπολογίζεται από τη εξίσωση 2.80 με ταχύτητα τη 𝐮𝐫 (εξίσωση 2.82). 

Ωστόσο, η ταχύτητα 𝐮𝐫 εξακολουθεί να έχει συνιστώσα και στη διεύθυνση της ταχύτητας 

με αποτέλεσμα να προστίθεται επιπλέον διάχυση στην κατεύθυνση της ροής ταυτόχρονα 

με την SUPG. 

Τέλος, παρακάτω αναφέρεται μια μέθοδος που ανήκει στη συγκεκριμένη 

κατηγορία και στηρίζεται στο συντελεστή ψευδο-διάχυσης (εξίσωση 2.87) και στο ότι η 

διάχυση που προστίθεται στη κατεύθυνση της ροής από την SUPG είναι αρκετή για να 

μην υπάρχουν αστάθειες σε αυτή τη διεύθυνση. Οπότε, η εν λόγω μέθοδος προσθέτει 

ένα επιπλέον όρο που προσθέτει διάχυση μόνο κάθετα στη διεύθυνση της ροής [43].  
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𝑅𝑖 =∭(𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓) 𝜑𝑖  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 
(2.88) 

∑ ∭(𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓) (𝜏 𝐿conv(𝜑) + 𝜏2
|𝐮 ∙ 𝛁𝑐 − 𝐷 ∇2𝑐 − 𝑓|

|𝛁𝑐|2
(𝛁c −

(𝐮 ∙ 𝛁c)

|𝐮|2
𝐮) ∙ 𝛁(𝜑𝑖))

𝛺𝑒𝑙

𝑛𝑒𝑙

𝑛𝑒𝑙=1

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

 

Από την πιο πάνω εξίσωση, τη φορά της προστιθέμενης διάχυσης καθορίζει ο 

όρος (𝛁c −
(𝐮∙𝛁c)

|𝐮|2
𝐮) ο οποίος φαίνεται στο σχήμα 2.4 και η φορά του είναι κάθετη στη 

διεύθυνση της ροής.  

 

 

Σχήμα 2.4:Απεικόνιση των διανυσμάτων που χρησιμοποιούνται από την μέθοδο πλευρικής 

σταθεροποίησης (crosswind stabilization) 

Για το συγκεκριμένο σχήμα, το 𝜏2 δίνεται από την εξίσωση 2.89 [43]. 

 

𝜏2 =
ℎ

2
max (0, 𝐶 −

1

𝑃𝑒cell||
) 

 

(2.89) 

Ο αδιάστατος αριθμός Peclet 𝑃𝑒cell|| στην εξίσωση 2.89 υπολογίζεται με το μέτρο 

της ταχύτητας 𝐮|| (εξίσωση 2.82) που είναι παράλληλη με την βαθμίδα 𝛁c και έτσι με αυτό 

το τρόπο εξασφαλίζετε ότι το 𝜏2 είναι ίσο με μηδέν στην περίπτωση που το |𝐮 ∙ 𝛁𝑐| = 0. 
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Η παράμετρος C στην εξίσωση 2.89 προέκυψε από υπολογιστικά πειράματα σε 

διδιάστατα χωρία και είναι 0.7 για γραμμικές συναρτήσεις βάσης και 0.35 για δεύτερης 

τάξης [43]. 
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3  Αποτελέσματα υπολογισμών του 

πεδίου ροής 

3.1 Εισαγωγή 

Στο συγκεκριμένο κεφαλαίο με τίτλο αποτελέσματα ροής παρουσιάζονται τα 

βασικά αποτελέσματα που αφορούν την επίλυση των εξισώσεων Navier – Stokes και 

συνέχειας. Στο πρώτο μέρος του κεφάλαιο γίνεται μια σύντομη περιγράφει του 

συγκεκριμένου προβλήματος, του υπολογιστικού χωρίου και των συνοριακών συνθηκών. 

Η διερεύνηση που γίνεται στη παρούσα εργασία αφορά ένα εύρος ροών που 

χαρακτηρίζεται από τον αδιάστατο αριθμό 𝑅𝑒 10-3 μέχρι και 6. Το διάστημα αυτό αποτελεί 

ένα μεγάλο διάστημα στο οποίο μπορεί να λειτουργήσει ικανοποιητικά ο μικροαναμίκτης. 

Σε πρώτη φάση γίνεται διερεύνηση για το καλύτερο δυνατό πλέγμα και συναρτήσεις 

βάσης. Όσον αφορά τις συναρτήσεις βάσης καλύτερη επιλογή αποδεικνύονται ο 

συνδυασμός συναρτήσεων βάσης δεύτερης τάξης για την ταχύτητα και πρώτης για την 

πίεση. 

Έπειτα, διερευνάται η επίδραση των συνοριακών συνθηκών στην είσοδο και την 

έξοδο. Με άλλα λόγια στο υποκεφάλαιο αυτό διερευνάται η επίδραση εισόδου και εξόδου 

του ρευστού. Η προκειμένη διερεύνηση αποτελεί ένα πολύ χρήσιμο σημείο το οποίο 

ανοίγει την πόρτα για απλοποίηση του υπολογιστικού χωρίου στην περίπτωση που 

υπάρχουν περιοδικά επαναλαμβανόμνα κελιά SHM. Η περιοδική εμφάνιση των κελιών 

ενδέχεται να προκαλεί και περιοδικά επαναλαμβανόμενο προφίλ ταχύτητας εξαιρώντας 

από αυτό την επίδραση εισόδου – εξόδου. 

Η παραπάνω υπόθεση πρώτα επιβεβαιώνεται οπτικά μέσω γραφικής 

απεικόνισης των ταχυτήτων σε περιοδικά μήκη από λύση σε 2.5 κελιά στη σειρά. 

Ακολούθως, γίνεται μια ποσοτικοποίηση της περιοδικότητας αυτή με υπολογισμό της 

μέσης σχετικής απόκλισης μεταξύ επιφανίων που απέχουν περιοδικές αποστάσεις. 

Όντος, η παραπάνω υπόθεση αποδεικνύεται και μπορεί εύκολα να εφαρμοστεί για τον 
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υπολογισμό της ταχύτητας σε ένα και μόνο κελί. Ωστόσο, η δομή του SHM παρουσιάζει 

και μια ομοιότητα στις δυο υπομονάδες του. 

Οι δυο υπομονάδες του κελιού διαφέρουν μόνο στην ασυμμετρία που είναι 

αντίστροφη μεταξύ των δυο μισών. Αυτή η γεωμετρική ομοιότητα αναπάντεχα προκαλεί 

και μια ιδιόμορφη συμμετρία στο προφίλ ταχύτητας, πράγμα που τελικά επιτρέπει την 

περεταίρω μείωση του υπολογιστικού χωρίου. Τελικά, το πρόβλημα της ροής μπορεί να 

λυθεί σε λιγότερο από ένα κελί και κα’ ακρίβεια σε ¾. Στο χώρο αυτό συμπεριλαμβάνεται 

και η επίδραση εισόδου, εξόδου και το υπόλοιπο κομμάτι είναι ικανό για να αναπαράγει 

μέσω του κατάλληλου μετασχηματισμού το προφίλ ταχύτητας όσων υπομονάδων SHM 

στη σειρά χρειαστούν. 

Τέλος, παρουσιάζεται η επίδραση SHM στο συντελεστή τριβής Darcy σαν 

συνάρτηση του αριθμού 𝑅𝑒 . Ακόμα, ένα χρήσιμο σημείο είναι η παρουσίαση των 

συνιστωσών ταχύτητας παράλληλα με τις διατομές του αναμίκτη. Διότι, οι συνιστώσες 

αυτές είναι υπεύθυνες για την δημιουργία χαοτικής συναγωγής κατά την ανάμιξη 

διαλυμένης ουσίας. Οπότε με γνωστό προφίλ μπορεί να συνεχιστεί η διερεύνηση για την 

ανάμιξη των βιομορίων. 

 

3.2 Υπολογισμός πεδίου ταχύτητας σε μία δομική 

μονάδα του SHM 

Για τον υπολογισμό της ταχύτητας κατασκευάστηκε η τριδιάστατη γεωμετρία της 

δομικής μονάδας του SHM (σχήμα 3.1) στο λογισμικό COMSOL Multiphysics [1]. Το 

μαθηματικό μοντέλο που επιλύθηκε περιγράφεται στο κεφαλαίο 2.  

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος έχουν ως εξής: Στην είσοδο του 

μικροανάμικτη τίθεται ρυθμός ροής μάζας για δεδομένο αριθμό 𝑅𝑒. Στην έξοδο, τίθεται 

σαν συνοριακή συνθήκη μια πίεση αναφοράς, η οποία εξισώνεται με τις κάθετες τάσεις 

της επιφάνειας και επίσης κάθετη ροή. Σε όλες τις άλλες επιφάνειες τίθεται συνθήκη μη 

ολίσθησης, καθώς αποτελούν το στερεό σύνορο του μικροανάμικτη. 

Οι υπολογισμοί που θα αναφερθούν στη συνέχεια έγιναν για γνωστούς αριθμούς 

𝑅𝑒 στην είσοδο του αναμίκτη, όπως αυτός ορίστηκε στην εξίσωση 2.3. Δεδομένου του 
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παραπάνω, στην είσοδο υπολογίστηκε η μέση ταχύτητα που απαιτείται για την επίτευξη 

του συγκεκριμένου αριθμού 𝑅𝑒. Όπου, για αγωγό μη κυκλικής διατομής, υπολογίζεται με 

την χρήση υδραυλικής διαμέτρου 𝑑h = 4(
𝛢

𝛱
), όπου Α η επιφάνεια της διατομής, Π η 

περίμετρος αυτής. Οπότε, στα σύνορα της εισόδου εφαρμόζεται η συνοριακή συνθήκη με 

την συνολική μαζική ροή ίση με 𝑚 = 𝑢avin  𝑤 ℎ 𝜌 όπου ℎ και 𝑤 το ύψος και το πλάτος του 

αγωγού, 𝜌 η πυκνότητα του ρευστού και 𝑢avin  η μέση ταχύτητα στη είσοδο του αγωγού. 

Εναλλακτικά, μπορεί να τεθεί ογκομετρική παροχή ή μέση ταχύτητα και πλήρως 

ανεπτυγμένο προφίλ ταχύτητας στην είσοδο. 

Στο σχήμα 3.1 φαίνεται το υπολογιστικό χωρίο. Η επισημασμένη με κόκκινο 

χρώμα επιφάνεια είναι η είσοδος του μικροαναμίκτη με την κύρια διεύθυνση ροής του 

ρευστού στον y – άξονα, ενώ η έξοδος του είναι η ακριβώς απέναντι επιφάνεια του κύριου 

ορθογωνικού καναλιού. 

 

Σχήμα 3.1: Δομική μονάδα του SHM - υπολογιστικό χωρίο 

Μετά τον πλήρη ορισμό του προβλήματος, ακολουθεί η διακριτοποίηση του 

χωρίου με τη δημιουργία πλέγματος και την επιλογή των κατάλληλων συναρτήσεων 

βάσης. Στη συνέχεια θα πραγματοποιηθεί διερεύνηση, για την επιλογή του 

καταλληλότερου συνδυασμού πλέγματος και συναρτήσεων βάσης.  

 

3.3 Μελέτη ανεξαρτησίας της λύσης από το πλέγμα 

Για τον έλεγχο ανεξαρτησίας της ταχύτητας από το πλέγμα έγινε έλεγχος σε δυο 

διαφορετικά σημεία σε μια δομική μονάδα του μικροαναμίκτη, το ένα στο πρώτο μισό και 

ένα στο δεύτερο μισό, τα οποία φαίνονται στο σχήμα 3.2. Οι συντεταγμένες τους 

αναγράφονται στον πίνακα 3.1. 
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   1        2 

Σχήμα 3.2: Σημεία στα οποία γίνεται η μελέτη της ανεξαρτησίας της λύσης από το πλέγμα 

Πίνακας 3.1: Συντεταγμένες σημείων για τον έλεγχο ανεξαρτησίας της ταχύτητας από το 

πλέγμα 

Αρ. Σημείου x (m) y (m) z (m) 

1 5.82×10-5 3.17×10-4 3.68×10-5 

2 1.41×10-4 1.07×10-3 3.64×10-5 

 

Στα αποτελέσματα που θα παρουσιαστούν στη συνέχεια ο αριθμός 𝑅𝑒 είναι ίσος 

με 10-3 και το πλέγμα που χρησιμοποιείται είναι μη δομημένο (free mesh). Στα σχήματα 

3.3 και 3.4 φαίνεται η z-συνιστώσα της ταχύτητας στα σημεία 1 και 2 για διαφορετικό 

πλήθος στοιχείων και συναρτήσεις βάσης. Η επιλογή της παρουσίασης της z-συνιστώσας 

της ταχύτητας δεν έγινε τυχαία: Παρουσιάζει τη μεγαλύτερη ευαισθησία με την αύξηση 

του πλήθους των στοιχείων του πλέγματος. Οι συνιστώσες της ταχύτητας εκτός της 

κύριας διεύθυνσης (τέτοια είναι και η z-συνιστώσα) εμφανίζουν και το μεγαλύτερο 

ενδιαφέρον αφού είναι αυτές που προκαλούν την χαοτική συναγωγή. 

Στο υπόμνημα των παρακάτω σχημάτων αναφέρονται οι συναρτήσεις βάσης με 

τον εξής συμβολισμό: P1+P1 συναρτήσεις βάσης πρώτης τάξης για την ταχύτητα και την 

πίεση, P2+P1 συναρτήσεις βάσης δεύτερης τάξης για την ταχύτητα και πρώτης τάξης την 

πίεση και P2+P2 συναρτήσεις βάσης δεύτερης τάξης για την ταχύτητα και την πίεση. 
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Σχήμα 3.3: z-συνιστώσα της ταχύτητας στο σημείο 1 (Πίνακας 3.1) συναρτήσει του πλήθους 

των στοιχείων του πλέγματος για διαφορετικές συναρτήσεις βάσης για την ταχύτητα και την 

πίεση 

Οι συναρτήσεις βάσης πρώτης τάξης και για τις δυο μεταβλητές (P1+P1) 

εμφανίζουν μεγάλη απόκλιση για τα αραιά πλέγματα. Ενώ για πλέγμα με περισσότερα 

από 6×105 στοιχεία η τιμής της z-συνιστώσας της ταχύτητας παρουσιάζει 

σταθεροποίηση. Στην περίπτωση των συναρτήσεων βάσης δεύτερης τάξης για την 

ταχύτητα (P2+P1) και δεύτερης τάξης για τις δυο μεταβλητές (P2+P2) προσεγγίζουν 

καλύτερα την λύση από αραιότερα πλέγματα. 
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Σχήμα 3.4: z-συνιστώσα της ταχύτητας στο σημείο 2 (Πίνακας 3.1) συναρτήσει του πλήθους 

των στοιχείων του πλέγματος για διαφορετικές συναρτήσεις βάσης για την ταχύτητα και την 

πίεση 

Στο σχήμα 3.4 φαίνεται καθαρά ότι στις δυο περιπτώσεις συναρτήσεων δευτέρας 

τάξης (P2+P1 και P2+P2) η αριθμητική λύση πλησιάζει σταθερή τιμή σε αρκετά αραιότερο 

πλέγμα από την περίπτωση των συναρτήσεων βάσης πρώτης τάξης (P1+P1). 

Συγκεκριμένα, η απόκλιση της ταχύτητας μεταξύ πυκνότερου και αραιότερου πλέγματος 

είναι μικρή ήδη από τα πρώτα στάδια σε αντίθεση με την περίπτωση των συναρτήσεων 

βάσης πρώτης τάξης (P1+P1). 

Συγκριτικά, στα αποτελέσματα και στις δυο περιπτώσεις φαίνονται ότι οι 

συναρτήσεις βάσης δεύτερης τάξης ως προς τη ταχύτητα οδηγούν σε καλύτερα 

αποτελέσματα. Αυτό σίγουρα δεν αποτελεί τυχαίο γεγονός καθώς είναι ευρέως γνωστό 

ότι συναρτήσεις βάσης πρώτης τάξης για ταχύτητα και πίεση δεν δίνουν καλά 

αποτελέσματα και είναι απαραίτητη η χρήση μεθόδων σταθεροποίησης για των 

συνδυασμό των δύο [44]. Οι μόνοι λόγοι που μπορεί να γίνει χρήση του συνδυασμού 

P1+P1 για την συνέχεια της εργασίας είναι εξαιτίας της μικρότερης απαίτησης σε μνήμη 

και στην εξαγωγή γρηγορότερων αποτελεσμάτων. 

  

3.5E-05

4.0E-05

4.5E-05

5.0E-05

5.5E-05

1.E+04 1.E+05 1.E+06 1.E+07

U
_Z

 (
m

/s
)

πλήθος στοιχείων πλέγματος

2ο σημείο

P2+P2

P2+P1

P1+P1



 

71 

 

3.4 Αλλοίωση ροής στα σύνορα 

Τα σύνορα εισόδου και εξόδου με τις συνοριακές τους συνθήκες προκαλούν ένα 

συγκεκριμένο προφίλ ροής το οποίο δεν εμφανίζεται ξανά κατά μήκος του μικροαναμίκτη. 

Συγκεκριμένα όπως προαναφέρθηκε, με δεδομένη ογκομετρική ή μαζική ροή αναπτύσσει 

προφίλ πλήρους ανεπτυγμένης ροής ορθογωνικού σωλήνα με διεύθυνση ροής στο y - 

άξονα. Στο σχήμα 3.5 παρουσιάζεται η y-συνιστώσα της ταχύτητας στο μέσο ύψος κατά 

τη διεύθυνση z στην είσοδο του μικροαναμίκτη. 

 

 

Σχήμα 3.5: y-συνιστώσα της ταχύτητας στην είσοδο του μικροαναμίκτη 

Αξίζει να σημειωθεί η x και z συνιστωσών της ταχύτητας είναι 4 τάξεις μικρότερη 

σε σχέση με την y συνιστώσα. Η ύπαρξη τους οφείλεται σε σφάλματα που προκύπτουν 

από την επίλυση, ωστόσο το μέγεθος τους είναι αρκετά μικρό για να επηρεάσει το 

αποτέλεσμα. 

Η πιο πάνω διερεύνηση είναι αρκετά χρήσιμη εξαιτίας του ότι τα παραπάνω σε 

είσοδο και έξοδο του αναμίκτη επηρεάζουν την ροή κοντά στα σύνορα. Ωστόσο, η 

επιρροή αυτή ενδέχεται να μην κρατά μεγάλη απόσταση και στον υπόλοιπο ανάμικτη να 

επικρατεί μια περιοδική λύση συμφώνα με την περιοδική εμφάνιση του κελιού. Για το λόγο 
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αυτό, στη συνέχεια θα γίνει διερεύνηση αυτού του ενδεχόμενου και σε περισσότερα από 

ένα μοναδιαίο κελί. 

 

3.5 Διερεύνηση περιοδικότητας σε περισσότερα κελιά 

Για τις ανάγκες διερεύνησης της περιοδικότητας του πεδίου ροής σε διαδοχικές 

δομικές μονάδες του SHM θα πραγματοποιηθεί επίλυση του προβλήματος σε 2½ δομικές 

μονάδες στη σειρά. Ο αριθμός 𝑅𝑒 είναι ίσος με 1. Αυτό γίνεται με σκοπό να είναι δυνατό 

να χρησιμοποιηθεί το συμπέρασμα της διερεύνησης σε μεγάλο εύρος αριθμών 𝑅𝑒. 

Στα σχήματα 3.6 και 3.7 παρουσιάζονται η z και η x-συνιστώσα της ταχύτητας σε 

ευθείες που βρίσκονται αρκετά μακριά από τα σύνορα εσόδου – εξόδου με αποτέλεσμα 

να εξομαλύνεται η επιρροή τους. Οι συγκεκριμένες ευθείες φαίνονται με κόκκινο χρώμα 

στα σχήματα 3.6α και 3.7α από κάτοψη της γεωμετρίας και βρίσκονται περίπου στη μέση 

του κυρίως καναλιού. Η y-συνιστώσα της ταχύτητας παραλείπεται: ομοιάζει με πλήρως 

ανεπτυγμένο προφίλ σε ορθογωνικό κανάλι.  
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Σχήμα 3.6: Γραφική παράσταση της (β) z-συνιστώσας και (γ) x-συνιστώσας της ταχύτητας 

κατά μήκος των ευθύγραμμων τμημάτων που φαίνονται στο (α). Τα ευθύγραμμα τμήματα 

απέχουν απόσταση L που είναι το μήκος της δομικής μονάδας του μικροαναμίκτη. Το πρώτο 

ευθύγραμμο τμήμα είναι ακριβώς μετά την εξομάλυνση της ροής στην είσοδο. 

(α) 
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Σχήμα 3.7: Γραφική παράσταση της (β) z-συνιστώσας και (γ) x-συνιστώσας της ταχύτητας 

κατά μήκος των ευθύγραμμων τμημάτων που φαίνονται στο (α). Τα ευθύγραμμα τμήματα 

απέχουν απόσταση L που είναι το μήκος της δομικής μονάδας του μικροαναμίκτη. Το 

τελευταίο ευθύγραμμο τμήμα είναι ακριβώς πριν την αλλοίωση της ροής στην έξοδο. 

(α) 
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Συμφώνα με τα σχήματα 3.6 και 3.7 η z- και η x-συνιστώσα της ταχύτητας 

εμφανίζουν περιοδικότητα από δομική μονάδα σε δομική μονάδα. Αυτή η περιοδικότητα 

αλλοιώνεται αν πλησιάσουμε περισσότερο την είσοδο στο σχήμα 3.6 και την έξοδο στο 

σχήμα 3.7. Τυχόν διαφορές και θόρυβος στις πιο πάνω γραφικές παραστάσεις 

δικαιολογούνται από τη χρήση συναρτήσεων βάσης πρώτης τάξης για την ταχύτητα και 

την (P1+P1) πίεση που αποδείχθηκε (παράγραφος 3.3) πως δεν είναι και η καλύτερη 

επιλογή αλλά προτιμάται λόγω λιγότερης απαίτησης σε μνήμη. Αυτή η περιοδικότητα 

στην ταχύτητα από δομική μονάδα σε δομική μονάδα έχει σημειωθεί στη βιβλιογραφία 

[20], [23]. χωρίς να παρουσιάζεται κάποια ένδειξη ή επιβεβαίωση και χωρίς να αναφέρεται 

η «αλλοίωση» αυτής της περιοδικότητας κοντά στην είσοδο και στην έξοδο. 

 

3.6 Διερεύνηση περιοδικότητας στις συνιστώσες της 

ταχύτητας στην ίδια δομική μονάδα 

 

Αν παρατηρήσει κανείς προσεκτικά τη δομή του μικροαναμίκτη (π.χ. σχήμα 3.6α) 

θα δει ότι η γωνίες των (ασύμμετρων) αυλακιών στο πρώτο και δεύτερο μισό της δομικής 

μονάδας βρίσκονται σε συμμετρικές αποστάσεις από το επίπεδο yz που διέρχεται από το 

κέντρο του καναλιού. Αυτή η συμμετρική μετατόπιση των κορυφών των αυλακιών 

φαίνεται να επηρεάζει με ανάλογο τρόπο και τις συνιστώσες της ταχύτητας. Στο σχήμα 

3.8 φαίνονται οι συνιστώσες της ταχύτητας σε ευθύγραμμό τμήμα κατά τον άξονα x στο 

πρώτο μισό και στο δεύτερο μισό σε απόσταση L/2 από το πρώτο (L είναι το μήκος της 

δομικής μονάδας). Η y- και η z-συνιστώσα της ταχύτητας είναι συμμετρικές στο πρώτο 

και δεύτερο μισό της δομικής μονάδας ως προς το επίπεδο yz που διέρχεται από το μέσο 

του καναλιού. Επίσης συμμετρικές είναι και η x-συνιστώσα της ταχύτητας με αντίθετή 

φορά. Αν w είναι το πλάτος του καναλιού, οι παραπάνω συμμετρίες διατυπώνονται στις 

ακόλουθες εξισώσεις:  

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑢𝑥(𝑤 − 𝑥, 𝑦 +
𝐿

2
, 𝑧)  

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢𝑦(𝑤 − 𝑥, 𝑦 +
𝐿

2
, 𝑧) 

(3.1) 
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(γ) 

Σχήμα 3.8. Συνιστώσες της ταχύτητας κατά μήκος ευθύγραμμων τμημάτων κατά τον άξονα x 

(κόκκινες γραμμές σχήμα 3.9 (γ)). Το ευθύγραμμο τμήμα βρίσκεται σε απόσταση α) L/4 και β) 

L/4 + L/2 από την είσοδο της δομικής μονάδας. 

Ωστόσο, πέραν από αυτή την ένδειξη που μας παρέχουν τα παραπάνω σχήματα 

είναι χρήσιμο να ελεγχθούν αυτές οι συμμετρίες σε ολόκληρη τη διατομή του καναλιού. 
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3.7 Υπολογισμός σχετικής απόκλισης της ταχύτητας 

σε αποστάσεις L και L/2 

Για την ποσοτικοποίηση της απόκλισης των συνιστωσών της ταχύτητας σε 

αποστάσεις ίσες με το μήκος (περίοδο) ή με το μισό του μήκους της δομικής μονάδας 

(ημιπερίοδος), θα χρησιμοποιηθεί η μέση σχετική απόκλιση σε διατομές του 

μικροαναμίκτη. Για τον υπολογισμό της % μέσης σχετικής απόκλισης στο προφίλ μεταξύ 

των ταχυτήτων σε δύο διατομές χρησιμοποιείται η εξίσωση 3.2: 

 

𝑑(𝑢2, 𝑢1) = {
∬ |(𝑢1 − 𝑢2)/𝑢1|𝑑𝐴  

∬𝑑𝐴
100%

0

                
𝛾𝜄𝛼 |𝑢1| > 𝐶
0 𝛾𝜄𝛼 |𝑢1| < 𝐶

  
(3.2) 

 

όπου 𝑢1 και 𝑢2 είναι η συνιστώσα της ταχύτητας (𝑢𝑥 , 𝑢𝑦 ή 𝑢𝑧) στις διατομές 1 και 2, 𝐶 

είναι ένα κάτω όριο για τις τιμές της ταχύτητας που λαμβάνονται υπόψη στον υπολογισμό 

της μέσης σχετικής απόκλισης. Θεωρείται ότι 𝐶 =10-3 m/s για 𝑅𝑒 =1. Ο λόγος που 

εξαιρούνται οι πολύ μικρές τιμές ταχύτητας από τον υπολογισμό της σχετικής απόκλισης 

είναι για να αποφύγουμε την υπερβολική αύξηση της απόκλισης λόγω πολύ μικρών κατά 

απόλυτη τιμή αποκλίσεων στις μικρές ταχύτητες. 
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Στο σχήμα 3.9 φαίνονται οι διατομές μεταξύ των οποίων υπολογίζεται η σχετική 

απόκλιση. Οι γειτονικές διατομές απέχουν μεταξύ τους κατά L/2. 

Στο σχήμα 3.10 παρουσιάζεται η σχετική απόκλιση και για τις τρεις συνιστώσες 

της ταχύτητας στις διατομές (c) και (e) που απέχουν κατά L (περίοδο ή μια δομική μονάδα) 

και στο υπόμνημα αναγράφονται και οι συναρτήσεις βάσης που χρησιμοποιήθηκαν (όπου 

P1 πρώτη τάξεις P2 δεύτερης τάξης), οι δομικές μονάδες που χρησιμοποιήθηκαν και το 

πλήθος των στοιχείων του πλέγματος ανά δομική μονάδα (δ. μ.). 

 

 

Σχήμα 3.10: % μέση σχετική απόκλιση των τριών συνιστωσών της ταχύτητας στις διατομές 

(c) και (e) του σχήματος 3.9 
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μονάδες (2E6 στ./δ. μ.)

P1+P1 2.5 δομικές 
μονάδες  (5.6E6 στ./δ. μ.)

Σχήμα 3.9: Διατομές κατά μήκος 2 ½ δομικών μονάδων στις οποίες έγινε 

έλεγχος περιοδικότητας του πεδίου ταχύτητας 
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Παρατηρείται ότι η μέση σχετική απόκλιση φθίνει με την αύξηση της πυκνότητας 

του πλέγματος. Λόγω της πεπερασμένης μνήμης RAM του υπολογιστή που 

χρησιμοποιήθηκε δεν ήταν δυνατή η επίτευξη ανεξαρτησίας της λύσης από το πλέγμα. 

Σε σχέση με την προηγούμενη μελέτη (παράγραφος 3.3), το υπολογιστικό χωρίο είναι 2½ 

δομικές μονάδες αντί για 1. Ωστόσο από τα αποτελέσματα προκύπτει ένδειξη 

περιοδικότητας. 

Στη συνεχεία, στο σχήμα 3.11 παρουσιάζεται η μέση σχετική απόκλιση για τις 

συνιστώσες της ταχύτητας στις διατομές (b) και (d) που απέχουν μήκος L (περίοδο). Τα 

αποτελέσματα είναι πανομοιότυπα με αυτά του σχήματος 3.10. Οι όποιες διαφορές 

φαίνεται ότι θα μπορούσαν να εξαλειφθούν με περαιτέρω αύξηση της πυκνότητας του 

πλέγματος.  

 

 

Σχήμα 3.11: % μέση σχετική απόκλιση των τριών συνιστωσών της ταχύτητας στις διατομές 

(b) και (d) του σχήματος 3.9. 

Έτσι, για τη σύγκριση στις διατομές (a) και (c) χρησιμοποιείται πυκνότερο πλέγμα 

με την επίλυση μόνο σε 1 ½ δομικές μονάδες και συναρτήσεις βάσης που όπως 

αποδείχθηκε επηρεάζονται λιγότερο από την αύξηση των στοιχείων του πλέγματος 

(δεύτερης τάξης για την ταχύτητα). Η % μέση σχετική απόκλιση για τις διατομές (a) και (c) 

παρουσιάζεται στο σχήμα 3.12. 
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Σχήμα 3.12: % μέση σχετική απόκλιση των τριών συνιστωσών της ταχύτητας στις διατομές 

(a) και (c) του σχήματος 3.9. 

Από το σχήμα 3.12 παρατηρούμε ότι η μέση σχετική απόκλιση των ταχυτήτων 

συνεχίζει να φθίνει και με την χρήση συναρτήσεων βάσης δεύτερης τάξης για την 

ταχύτητα τα αποτελέσματα είναι ακόμα καλύτερα αφού όπως έχει δειχθεί σε 

προηγούμενο έλεγχο (παράγραφος 3.3) είναι η καλύτερη επιλογή. 

Οι τελικές τιμές της σχετικής απόκλισης στις συνιστώσες της ταχύτητας είναι κάτω 

από το 1% και συγκεκριμένα 0.76%, 0.83% και 0.09% για τις ux, uz και uy αντίστοιχα. Η 

z-συνιστώσα παρουσιάζει μεγαλύτερη ευαισθησία στην πύκνωση του πλέγματος. 

Παρόλα αυτά τα αποτελέσματα είναι ικανοποιητικά και μπορεί εύκολα να θεωρηθεί ότι η 

ταχύτητα είναι περιοδική σε διαδοχικές δομικές μονάδες. Αξίζει να σημειωθεί πως η 

επιφάνεια ολοκλήρωσης λόγω της εξαίρεσης των μικρών ταχυτήτων παραμένει σε υψηλά 

επίπεδα και συγκεκριμένα 85.3%, 76.6% και 98.6% για τις ux, uz και uy αντίστοιχα. 

Στη συνέχεια, σε παρόμοιο ραβδογράφημα (σχήμα 3.13) παρουσιάζονται και οι 

μέσες σχετικές αποκλίσεις στις διατομές (a) και (b) του σχήματος 3.9 που απέχουν 

απόσταση L/2. Η απόκλιση υπολογίζεται μετά την εφαρμογή των μετασχηματισμών της 

εξίσωσης 3.1. Από το σχήμα 3.13 προκύπτει ότι η μέση σχετική απόκλιση είναι κάτω από 

0.7% (επιφάνειες ολοκλήρωσης 85.3%, 76.5%, 98.5% για τις τις ux, uz και uy αντίστοιχα). 
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Σχήμα 3.13: % μέση σχετική απόκλιση των τριών συνιστωσών της ταχύτητας στις διατομές 

(a) και (b) του σχήματος 3.9 

Συμπερασματικά, τα παραπάνω αποτελέσματα, δείχνουν ότι όχι μόνο μπορεί να 

γίνει επίλυση σε μία δομική μονάδα αλλά και σε χωρίο μικρότερο από μία δομική μονάδα 

και με την χρήση των κατάλληλων μετασχηματισμών να αναπαραχθεί και η υπόλοιπη 

λύση σε ολόκληρη τη μονάδα. Οπότε σε επόμενη φάση θα γίνει επίλυση στα ¾ της 

δομικής μονάδας. Ο λόγος για τον οποίο δεν γίνεται επίλυση σε ½ της δομικής μονάδας 

είναι διότι ένα τμήμα του καναλιού στην είσοδο και στην έξοδο αποκλίνει από τη συμμετρία 

και την περιοδικότητα εξαιτίας των συνοριακών συνθηκών. Τα κομμάτια αυτά δεν θα 

χρησιμοποιηθούν στα επόμενα κελιά καθώς αυτά δεν έχουν καμία απολύτως επιρροή 

από την είσοδο. Με αυτό το τρόπο θα προκύψει μια ακριβέστερη λύση με τις ίδιες 

απαιτήσεις σε μνήμη: Το ίδιο πλήθος στοιχείων μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε μικρότερο 

υπολογιστικό χωρίο. 
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3.8 Ανάλυση πεδίου ροής στα ¾ της δομικής μονάδας 

του μικροαναμίκτη 

Το πρόβλημα του πεδίου ροής είναι δυνατό να επιλυθεί στα ¾ της δομικής 

μονάδας (σχήμα 3.14). Το υπολογιστικό χωρίο διαχωρίστηκε σε επιμέρους τμήματα, 

πρώτο αυτό που επηρεάζεται από την είσοδο, δεύτερο το υπολειπόμενο τμήμα για την 

συμπλήρωση του πρώτου μισού της δομικής μονάδας, τρίτο το αντίστοιχο τμήμα από το 

μισό μέχρι το σημείο όπου δεν επηρεάζεται από την έξοδο και τέταρτο το τμήμα που 

επηρεάζεται από την έξοδο. Τα τμήματα αυτά φαίνονται στο σχήμα 3.14.  

 

Σχήμα 3.14: ¾ της δομικής μονάδας του μικροαναμίκτη χωρισμένη στα 4 επιμέρους τμήματα. 

Με χρήση της γεωμετρίας του σχήματος 3.14, έγιναν υπολογισμοί του προφίλ 

ταχύτητας και πίεσης για διάφορους αριθμούς 𝑅𝑒 και από τα αποτελέσματα υπολογίστηκε 

ο αντίστοιχος συντελεστής τριβών Darcy, 𝑓D, από την εξίσωση 3.3 

 

𝑓D = 2
𝛥𝑃

𝑙𝑢avin
2 𝜌

𝑑h (3.3) 

 

Οπού 𝛥𝑃 η πτώση πίεσης, 𝑙 το μήκος του καναλιού του μικροαναμίκτη, 𝑢avin  η 

μέση ταχύτητα στη είσοδο, 𝜌 η πυκνότητα του ρευστού και 𝑑h η υδραυλική διάμετρος του 

καναλιού. Τα αποτελέσματα του συντελεστή τριβών βρέθηκαν να έχουν γραμμική 

εξάρτηση από τον αντίστροφο αριθμό 𝑅𝑒 όπως οφείλουν σε χαμηλούς 𝑅𝑒. Στο σχήμα 

3.15 φαίνεται γραφικά ο συντελεστής τριβών σαν συνάρτηση του αντίστροφου 𝑅𝑒 και το 

γραμμικό μοντέλο που προσαρμόζει ιδανικά στα δεδομένα. Ο συντελεστής που 

υπολογίστηκε καθώς και η αντίστοιχη εξίσωση ισχύει για πλήρως ανεπτυγμένη ροή για 

το κομμάτι του αγωγού που δεν επηρεάζεται από την είσοδο. 
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Σχήμα 3.15: Ο συντελεστής τριβών Darcy συναρτήσει του αντίστροφου 𝑅𝑒  

Τέλος, όσον αφορά το προφίλ ταχύτητας, αξίζει να σχολιαστούν οι συνιστώσες 

της ταχύτητας στην διατομή του αγωγού (επίπεδο xz). Αυτές είναι και οι συνιστώσες που 

δημιουργούν την χαοτική συναγωγή στο μικροαναμίκτη με αποτέλεσμα να αυξάνουν την 

διεπιφάνεια μεταξύ των δυο διαλυμάτων διαφορετικής συγκέντρωσης. Στο σχήμα 3.16 

φαίνεται η διανυσματική απεικόνιση των δυο συνιστωσών σε μια διατομή του καναλιού 

του μικροαναμίκτη. 
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Σχήμα 3.16: Απεικόνιση διανυσμάτων ταχύτητας σε μια διατομή στο επίπεδο xz του 

μικροαναμίκτη 

Οι ταχύτητες στις διευθύνσεις x και z είναι μια τάξη μεγέθους μικρότερες από την 

κύρια διεύθυνση ροής του ρευστού κατά –άξονα y. Ωστόσο, είναι όμως υπαρκτές και 

συγκρίσιμες με την κύρια συνιστώσα uy και έτσι επιτυγχάνουν τη χαοτική συναγωγή που 

δεν θα υπήρχε σε ένα απλό ορθογωνικό κανάλι. 

Ακολούθως, στο επόμενο κεφάλαιο, με δεδομένο το προφίλ ταχύτητας θα 

πραγματοποιηθεί επίλυση του ισοζύγιού μάζας για τη διαλυμένη ουσία με στόχο την 

διερεύνηση της ανάμιξης βιομορίων με εξαιρετικά χαμηλούς συντελεστές διάχυσης..  
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4 Αποτελέσματα υπολογισμών 
συγκέντρωσης κατά την ανάμιξη και την 
αλυσιδωτή αντίδραση πολυμεράσης 

4.1 Εισαγωγή 

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσματα από την επίλυση του 

ισοζυγίου μάζας διαλυμένης ουσίας (βιομόριο) με εξαιρετικά χαμηλούς συντελεστές 

διάχυσης. Τα προβλήματα που επιλύονται αφορούν συντελεστές διάχυσης με τιμή 10-11 

m2/s. Η διαδικασία ανάμιξης μπορεί να χαρακτηριστεί από τον αδιάστατο αριθμό 𝑃𝑒 , 

όπως αναφέρεται και στην παράγραφο 2.2.2. Στην προκειμένη περίπτωση για τόσο μικρό 

συντελεστή διάχυσης, ο αριθμός 𝑃𝑒 είναι αρκετά μεγάλος με αποτέλεσμα τα φαινόμενα 

της συναγωγής να υπερισχύουν έναντι αυτών της διάχυσης. Ωστόσο, όπως αναφέρθηκε 

στην παράγραφο 2.3.2 σε τέτοια προβλήματα αναμένονται ασταθείς λύσεις, με μη 

φυσικές τιμές οι οποίες στη συνέχεια αναφέρονται σαν τιμές εκτός ορίων. 

Σε πρώτη φάση, πραγματοποιείται μια διερεύνηση ως προς τις συναρτήσεις 

βάσης. Κατά την διερεύνηση, φαίνεται πως οι συναρτήσεις βάσης πρώτης τάξης 

εμφανίζουν ψευδή αριθμητική διάχυση με αποτέλεσμα να μην είναι δυνατή η χρήση τους 

και σε κάποιες περιπτώσεις οι αστάθειες είναι τέτοιες που δεν επιτρέπουν την σύγκλιση. 

Οπότε, η χρήση συναρτήσεων βάσης δεύτερης τάξης αποτελεί μονόδρομο. Ωστόσο, δεν 

παύουν να υπάρχουν αριθμητικές αστάθειες και συγκεντρώσεις εκτός ορίων. Οι 

συγκεντρώσεις εκτός ορίων είναι είτε μικρότερες από τη συγκέντρωση του αραιότερου 

διαλύματος είτε μεγαλύτερες από αυτές στο πυκνότερο διάλυμα, από τα δύο που 

τροφοδοτούνται στο μικροαναμίκτη. Στην περίπτωση που μελετάται στο παρόν κεφάλαιο 

είναι συγκεντρώσεις μικρότερες από το 0 (το ένα διάλυμα είναι ο διαλύτης) και 

μεγαλύτερες από 1 mol/m3 (το άλλο διάλυμα έχει συγκέντρωση 1 mol/m3). 

Αφού υπάρχουν συγκεντρώσεις εκτός ορίων, η λύση δεν είναι αξιόπιστη καθώς 

αυτές οι συγκεντρώσεις δεν έχουν κανένα φυσικό νόημα. Στη τριδιάστατη γεωμετρία του 

SHM εμφανίζονται συγκεντρώσεις εκτός ορίων κοντά σε σημεία όπου υπάρχει υψηλή 
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βαθμίδα συγκέντρωσης. Με βάση αυτή την παρατήρηση χρησιμοποιείται 

προσαρμοζόμενο πλέγμα και αναπτύσσεται ένα κριτήριο για την έξυπνη πύκνωση του 

υπολογιστικού πλέγματος. Το κριτήριο αυτό προκύπτει από παραμετρική ανάλυση σε 

απλούστερη διδιάστατη γεωμετρία. Στη συνέχεια συγκρίνονται τα αποτελέσματα με 

ομοιόμορφο και τοπικά προσαρμοζόμενο πλέγμα.  

Της μελέτης που προηγήθηκε, ακολουθεί ο υπολογισμός του προφίλ 

συγκέντρωσης σε όλο το μήκος ενός μικροαναμίκτη, που αποτελείται από πολλές δομικές 

μονάδες, μέχρι και την πλήρη ανάμιξη των διαλυμάτων που τροφοδοτούνται στην είσοδο. 

Στο τέλος δοκιμάζεται και μια εφαρμογή βιοαντίδρασης (της αλυσιδωτής αντίδρασης 

πολυμεράσης) εντός του μικροαναμίκτη. Τα αποτελέσματα συγκρίνονται με αυτά σε όμοιο 

ορθογωνικού σχήματος κανάλι. 

 

4.2 Διατύπωση του προβλήματος  

Το μαθηματικό μοντέλο για τον υπολογισμό της συγκέντρωσης περιγράφεται 

στην παράγραφο 2.2.2. Ακολουθεί σύντομη περιγραφή του υπολογιστικού χωρίου και 

των συνοριακών συνθηκών. 

Το υπολογιστικό χωρίο για το πρόβλημα υπολογισμού της συγκέντρωσης 

διαλυμένης ουσίας δηλαδή του ισοζυγίου μάζας της διαλυμένης ουσίας είναι μία δομική 

μονάδα του SHM (σχήμα 4.1). Το πεδίο ταχύτητας θεωρείται γνωστό. Έχει υπολογιστεί 

στα ¾ της δομικής μονάδας (βλ. παράγραφο 3.8).  

 

 

 

 

 

Στο σχήμα 4.1 με κόκκινο χρώμα επισημαίνεται η επιφάνεια εισόδου. Στη 

συγκεκριμένη επιφάνεια επιβάλλεται συνοριακή συνθήκη Dirichlet. Στην είσοδο ενώνονται 

τα δύο διαλύματα διαφορετικής συγκέντρωσης: Το πρώτο έχει συγκέντρωση διαλυμένης 

Σχήμα 4.1: Υπολογιστικό χωρίο του προβλήματος υπολογισμού 

της συγκέντρωσης διαλυμένης ουσίας 
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ουσίας 1 mol/m3 και το δεύτερο έχει συγκέντρωση 0 (διαλύτης). Για να αποφύγουμε την 

ασυνέχεια στη συγκέντρωση στη διεπιφάνεια των δύο διαλυμάτων, η οποία μπορεί να 

οδηγήσει σε ταλαντώσεις της λύσης χωρίς φυσικό νόημα, επιβάλλεται η παρακάτω 

συνοριακή συνθήκη:  

 

𝐶 = 0.5(1 − 𝑒𝑟𝑓 (

𝑤
2
[𝑚] − 𝑥

𝐾[𝑚]
))    

𝑚𝑜𝑙

𝑚3
 

(4.1) 

 

Η εξίσωση 4.1 χρησιμοποιεί την συνάρτηση σφάλματος (error function) η οποία 

έχει την ιδιότητα να μεταβαίνει συνεχώς και απότομα από το -1 στο 1. Ωστόσο 

χρησιμοποιώντας το w/2 – x ως όρισμα έχει σαν αποτέλεσμα την μεταφορά της 

μετάβασης στο μισό του πλάτους w της διατομής. H σταθερά K στον παρονομαστή 

μπορεί να καθορίσει το πόσο απότομα μπορεί να γίνει η αλλαγή της συγκέντρωσης: Όσο 

πιο μικρή είναι η τιμή του K τόσο πιο απότομη είναι η μεταβολή. Μετά από υπολογισμούς 

κρατήθηκε τιμή του Κ=10-5 m για την οποία εξαφανίζονται οι ταλαντώσεις της λύσης. Η 

φυσική ερμηνεία αυτής της συνοριακής συνθήκης είναι ότι η ένωση των δύο διαλυμάτων 

συμβαίνει λίγο πριν την είσοδο του μικροαναμίκτη. 

Όσον αφορά τις υπόλοιπες συνοριακές συνθήκες, στην ακριβώς απέναντι 

επιφάνεια από την είσοδο, στην έξοδο, επιβάλλεται συνοριακή συνθήκη Neumann που 

μηδενίζει την βαθμίδα της συγκέντρωσης (ή τη ροή λόγω διάχυσης) κάθετα στη διατομή 

εξόδου. Προφανώς και η συγκεκριμένη συνθήκη μπορεί να ισχύει αν και εφόσον το 

διάλυμα έχει ομογενοποιηθεί πλήρως, το οποίο δεν ισχύει. Ωστόσο, τα προβλήματα που 

θα λυθούν αναφέρονται σε αριθμό 𝑃𝑒>103 δηλαδή τα φαινόμενα συναγωγής κυριαρχούν 

αυτών της διάχυσης οπότε εκτιμάται ότι δεν πρόκειται να επηρεάσει την λύση ο 

μηδενισμός της βαθμίδας της συγκέντρωσης κάθετα στη διατομή εξόδου. Αναφορικά με 

το θέμα αυτό στη βιβλιογραφία υπάρχουν μελέτες που αγνοούν πλήρως την διάχυση στη 

κύρια διεύθυνση της ροής για 𝑃𝑒>102 [26], [45]. Ωστόσο στην προκειμένη διερεύνηση θα 

αγνοηθεί μόνο σε κάποιές επιφάνειες. Τέλος, οποιαδήποτε άλλη επιφάνεια αποτελεί 
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𝑚𝑜𝑙

𝑚3
 

 

εσωτερικό τοίχωμα του μικροαναμίκτη δεν επιτρέπει μεταφορά μάζας (συνοριακή 

συνθήκη Robin). 

 

4.3 Διακριτοποίηση 

Κατά τη διακριτοποίηση στο λογισμικό COMSOL Multiphysics επιτρέπεται η 

χρήση δυο ειδών πλέγματος. Το λογισμικό, με δεδομένο ότι απαιτείται η επίλυση και του 

προβλήματος ταχύτητας χρησιμοποιεί πλέγμα που είναι πυκνότερο σε γωνίες και 

τοιχώματα όπου συμβαίνει απότομη αλλαγή της ταχύτητας λόγω της συνθήκης μη 

ολίσθησης (“Fluid dynamics mesh” κατά το COMSOL Multiphysics). Το συγκεκριμένο 

πλέγμα είναι άριστο για το πρόβλημα ροής αλλά μέτριο έως κακό για το πρόβλημα 

συγκέντρωσης. Το παραπάνω εξηγείται εύκολα από το γεγονός ότι δεν οφείλει η 

συγκέντρωση να παρουσιάζει αλλαγές ή βαθμίδες στα σημεία οπού εμφανίζει η ταχύτητα. 

Οπότε το πλέγμα που θα χρησιμοποιηθεί σε πρώτη φάση είναι ένα γενικό πλέγμα μη 

δομημένων τετραεδρικών στοιχείων (“General mesh” κατά το COMSOL Multiphysics). Το 

πλέγμα αυτό είναι χρήσιμο για φυσικά προβλήματα που δεν υπάρχουν προκαθορισμένες 

περιοχές που εμφανίζονται βαθμίδες. 

Ακολούθως, για την επιλογή των συναρτήσεων βάσης έγιναν δυο δοκιμές με 

χρήση συναρτήσεων πρώτης και δεύτερης τάξης. Τα αποτελέσματα για τη συγκέντρωση 

στην έξοδο παρουσιάζονται στο σχήμα 4.2. Ο 𝑅𝑒 είναι ίσος με 10-3 και ο 𝑃𝑒 περίπου 

5000. 

 

(α)           (β) 

Σχήμα 4.2: Συγκέντρωση στην έξοδο της δομικής μονάδας για (α) πρώτης και (β) δεύτερης 

τάξης συναρτήσεις βάσης 
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Από το σχήμα 4.2 φαίνεται ξεκάθαρα πως το διάλυμα με την υψηλή συγκέντρωση 

μεταφέρεται από την μια πλευρά στην απέναντι αυξάνοντας την μεταξύ-των-διαλυμάτων 

διεπιφάνεια. Αυτό προφανώς οφείλεται στην ύπαρξη συνιστωσών ταχύτητας πέραν της 

κύριας διεύθυνσης της ροής με αποτέλεσμα τη δημιουργία χαοτικής συναγωγής. 

Συγκρίνοντας τα σχήματα 4.2α και 4.2β φαίνεται πως οι συναρτήσεις βάσης πρώτης 

τάξης «πάσχουν» από «ψευδή» αριθμητική διάχυση. Επίσης σημειώνεται ότι δεν ήταν 

δυνατή η περαιτέρω αύξηση του αριθμού 𝑃𝑒  εξαιτίας του ότι δημιουργούσε τέτοιες 

αριθμητικές αστάθειες που δεν επέτρεπαν την σύγκλιση της μεθόδου επίλυσης. 

Συμπερασματικά λοιπόν, η επιλογή των συναρτήσεων βάσης αποτελούσε μονόδρομο και 

είναι προφανές πως θα γίνει χρήση συναρτήσεων βάσης δεύτερης τάξης. 

Για μια πρώτη παρατήρηση των συγκεντρώσεων εξόδου παρατίθενται τα 

αποτελέσματα στο σχήμα 4.3 για διαφορά πλέγματα και συναρτήσεις βάσης δεύτερης 

τάξης. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τα αποτελέσματα είναι αρκετά ενθαρρυντικά αφού στα σχήματα 4.3β και 4.3γ 

που αντιστοιχούν σε πλέγματα ~4×106 και ~107 στοιχείων αντίστοιχα δεν παρουσιάζονται 

έντονες διαφοροποιήσεις. Ωστόσο, πρέπει να αναφερθεί ότι στα αποτελέσματα στο 

εσωτερικό της δομικής μονάδας εμφανίζονται αρνητικές συγκεντρώσεις και 

Σχήμα 4.3: Συγκέντρωση στην έξοδο της δομικής μονάδας για 

διαφορά πλέγμα και συναρτήσεις βάσης δεύτερης τάξης. Το 

πλήθος στοιχείων είναι (a) 494170, (b) 4032783 και (c) 10713363. 
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συγκεντρώσεις μεγαλύτερες της μονάδας. Αυτό σίγουρα δεν έχει φυσικό νόημα αφού στο 

μικροαναμίκτη εισέρχονται διαλύματα με συγκέντρωση 1 και 0 mol/m3. Πιο συγκεκριμένα, 

η μεγαλύτερη και η μικρότερη συγκέντρωση είναι 1.068 και -0.067 mol/m3. Σε επόμενη 

φάση εγείρεται ζήτημα διερεύνησης της εμφάνισης των συγκεντρώσεων αυτών που από 

εδώ και πέρα θα ονομάζονται συγκεντρώσεις εκτός ορίων.  

 

4.4 Συγκεντρώσεις εκτός ορίων συναρτήσει του 

συντελεστή διάχυσης  

Η ύπαρξη των συγκεντρώσεων εκτός ορίων είναι μη επιθυμητή και για αυτό το 

λόγο θα γίνει περαιτέρω διερεύνηση. Αρχικά, πραγματοποιήθηκε έλεγχος εξάρτησης από 

την αρχική εκτίμηση της λύσης. Για το λόγο αυτό έγινε μια παραμετρική επίλυση του 

προβλήματος ξεκινώντας από μεγαλύτερο συντελεστή διάχυσης ο οποίος μειώνεται 

σταδιακά. Η αρχική εκτίμηση της λύσης για μία τιμή συντελεστή διάχυσης είναι η λύση για 

την αμέσως μεγαλύτερη τιμή του συντελεστή διάχυσης. Το ποσοστό του συνολικού όγκου 

της δομικής μονάδας στο οποίο εμφανίζονται συγκεντρώσεις εκτός ορίων παρουσιάζεται 

στο σχήμα 4.4 συναρτήσει του συντελεστή διάχυσης. 
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Σχήμα 4.4: Ποσοστό του συνολικού όγκου της δομικής μονάδας στο οποίο εμφανίζονται 

συγκεντρώσεις εκτός ορίων (<-10-6 mol/m3 και >1+10-6 mol/m3) συναρτήσει του συντελεστή 

διάχυσης, D. 

Από το σχήμα 4.4 παρατηρείται πως το ποσοστό του όγκου της δομικής μονάδας 

με συγκεντρώσεις εκτός ορίων είναι πολύ μικρό για συντελεστές διάχυσης μεγαλύτερους 

του 10-9 m2/s. Συμπεραίνεται, το αναμενόμενο, ότι για μεγάλους αριθμούς 𝑃𝑒 (αντίστοιχα 

μικρούς συντελεστές διάχυσης) η λύση που προκύπτει είναι ασταθής και για αυτό το λόγο 

προκύπτουν συγκεντρώσεις εκτός ορίων. 

Τα αποτελέσματα είτε προκύψουν από μια καλή αρχική λύση είτε όχι είναι 

ακριβώς τα ίδια αρκεί να επιτευχθεί σύγκλιση. Το μόνο που επηρεάζει τελικά η καλή 

αρχική εκτίμηση της λύσης είναι η ταχύτητα της σύγκλισης. 

 

4.5 Συγκεντρώσεις εκτός ορίων συναρτήσει του ορίου 

ανοχής για τα υπόλοιπα Galerkin 

Στη συνέχεια πραγματοποιήθηκε έλεγχος ως προς την επίδραση του ορίου 

ανοχής στο σχετικό σφάλμα που προκύπτει από τα υπόλοιπα Galerkin στο ποσοστό του 

όγκου με συγκεντρώσεων εκτός ορίων. Τα αποτελέσματα στο σχήμα 4.5 δείχνουν ότι για 

όριο ανοχής μικρότερο ή ίσο από 10-4 το ποσοστό δεν αλλάζει. 
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Σχήμα 4.5: Ποσοστό του συνολικού όγκου της δομικής μονάδας στο οποίο εμφανίζονται 

συγκεντρώσεις εκτός ορίων (<-10-6 mol/m3 και >1+10-6 mol/m3) συναρτήσει του ορίου ανοχής 

για το σχετικό σφάλμα στα υπόλοιπα Galerkin. 

Κατά την συγκεκριμένη διαδικασία αξίζει να σημειωθεί ότι κατά την μείωση του 

σχετικού σφάλματος αυξάνει ο χρόνος επίλυσης χωρίς να παρατηρείται κάποια αισθητή 

αλλαγή στο αποτέλεσμα. Συμπεραίνεται λοιπόν, ότι δεν έχει νόημα να μειωθεί το σχετικό 

σφάλμα κάτω από το 10-4. 

 

4.6 Περιοχή εμφάνισης συγκεντρώσεων εκτός ορίων 

Για τη μείωση των συγκεντρώσεων εκτός ορίων πρέπει πρώτα να εντοπιστεί η 

αιτία που τις προκαλεί. Για τον λόγο αυτό έγινε απεικόνιση των αρνητικών 

συγκεντρώσεων στη δομική μονάδα του μικροαναμίκτη και τα αποτελέσματα φαίνονται 

στο σχήμα 4.6. 
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Σχήμα 4.6: Αρνητικές συγκεντρώσεις στον μικροαναμίκτη με χρωματική απεικόνιση του 

μεγέθους των  

Από το σχήμα 4.6 φαίνεται ότι οι μεγαλύτερες αρνητικές συγκεντρώσεις 

παρουσιάζονται πάνω από το πρώτο αυλάκι του πρώτου μισού της δομικής μονάδας. 

Στο σημείο αυτό αναπτύσσεται μια τεράστια βαθμίδα συγκέντρωσης εξαιτίας του ότι στο 

εσωτερικό του αυλακιού στον πυθμένα υπάρχει διάλυμα με συγκέντρωση 1
𝑚𝑜𝑙

𝑚3
 και στο 

κύριο όγκο του του μικροαναμίκτη υπάρχει διάλυμα με συγκέντρωση 0
𝑚𝑜𝑙

𝑚3
. Αυτό έχει σαν 

αποτέλεσμα να συναντώνται πάνω από το αυλάκι οι δυο αυτές συγκεντρώσεις 

δημιουργώντας μια τεράστια βαθμίδα συγκέντρωσης. Η απότομη αυτή αλλαγή της 

συγκέντρωσης δημιουργεί την ασταθή αυτή συμπεριφορά που έχει σαν αποτέλεσμα τις 

αρνητικές συγκεντρώσεις. Η συγκεκριμένη συμπεριφορά εντείνεται από τον υψηλό 

αριθμό 𝑃𝑒: Εξαιτίας των ισχυρών φαινομένων συναγωγής δεν υπάρχει ο απαραίτητος 

χρόνος για την εξομάλυνση της συγκέντρωσης μέσω του μηχανισμού της διάχυσης. 

Ο περιορισμός του όγκου των συγκεντρώσεων εκτός ορίων απαιτεί την πύκνωση 

του πλέγματος, τη μείωση της διάστασης των στοιχείων. Αυτό όμως έχει σαν συνέπεια 

την υπερβολική αύξηση του πλήθους των στοιχείων και συνεπώς των αγνώστων και των 

απαιτήσεων για μνήμη κατά την επίλυση. Απαιτείται λοιπόν η πύκνωση του πλέγματος 
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με έξυπνο τρόπο, μόνο στα σημεία που αυτό είναι αναγκαίο. Προτείνεται η χρήση ενός 

προσαρμοζόμενου πλέγματος. Το κριτήριο για την πύκνωση είναι η βαθμίδα της 

συγκέντρωσης: Η διάσταση των στοιχείων μειώνεται σε περιοχές όπου η βαθμίδα είναι 

υψηλή. Ο λόγος που επιλέγεται αυτό το κριτήριο για την πύκνωση είναι διότι οι αρνητικές 

συγκεντρώσεις αναπτύσσονται γύρω από την μεγάλη βαθμίδα.  

Προκειμένου να διερευνηθούν τα όρια πύκνωσης που ελαχιστοποιούν ή 

εξαφανίζουν το πρόβλημα των συγκεντρώσεων εκτός ορίων καθώς και η επίδραση της 

ταχύτητας του ρευστού και του συντελεστή διάχυσης της διαλυμένης ουσίας επιλέχθηκε 

η επίλυση του προβλήματος σε δύο διαστάσεις. Το υπολογιστικό κόστος σε ένα 

τριδιάστατο χωριό σαν και αυτό του SHM είναι πολύ υψηλό. Στις δύο διαστάσεις υπάρχει 

δυνατότητα χρήσης περισσότερων στοιχείων και υπολογισμός του αποτελέσματος με 

μεγαλύτερη ακρίβεια. Τα συμπεράσματα της μελέτης μπορούν να αξιοποιηθούν και σε 

τριδιάστατους υπολογισμούς. 

Τα αποτελέσματα της μελέτης της διδιάστατες γεωμετρίες κρίνονται με βάση τρεις 

άξονες. Πρώτος είναι η απόδοση ανάμιξης στην έξοδο του μικροανάμικτη σαν συνάρτηση 

του πλήθους των στοιχείων του πλέγματος. Δεύτερος είναι η μεγίστη απόκλιση των 

συγκεντρώσεων από τα φυσικά όρια και τρίτος το ποσοστό του όγκου των 

συγκεντρώσεων εκτός ορίων. 

 

4.7 Συγκεντρώσεις εκτός ορίων σε διδιάστατες 

γεωμετρίες 

Για τη διερεύνηση των προβλημάτων αστάθειας στη συγκέντρωση έγινε επίλυση 

των εξισώσεων Navier-Stokes, συνέχειας και ισοζυγίου μάζας σε διδιάστατες γεωμετρίες 

με τις ίδιες παραμέτρους όπως και στη τριδιάστατη γεωμετρία του SHM (συντελεστής 

διάχυσης, 𝑅𝑒  και 𝑃𝑒 ). Σαν συναρτήσεις βάσης χρησιμοποιήθηκαν αυτές που 

αποδείχθηκε ότι αποδίδουν καλύτερα αποτελέσματα (Navier-Stokes P2+P1 βλ. 

παράγραφο 3.3, και ισοζυγίου μάζας P2, βλ. παράγραφο 4.3) 
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4.7.1 Απόδοση ανάμιξης και συγκεντρώσεις εκτός ορίων σε διδιάστατες 

γεωμετρίες 

Σε πρώτη φάση χρησιμοποιήθηκε γεωμετρία τύπου Τ όπου οι δυο είσοδοι είναι 

κάθετες μεταξύ τους. Τα τρία άκρα έχουν την ίδια διατομή, το σχήμα αυτής της γεωμετρίας 

φαίνεται με γκρίζο χρώμα στο σχήμα 4.7.  

 

 

Σχήμα 4.7: Γεωμετρία τύπου Τ για διερεύνηση συγκεντρώσεων εκτός ορίων 

 

Αρχικά, διερευνήθηκε η εξάρτηση της απόδοσης ανάμιξης στην έξοδο της 

γεωμετρίας από την ομοιόμορφη πύκνωση του πλέγματος. H απόδοση ανάμειξης (Mixing 

Efficiency - 𝑀𝐸) είναι επί της εκατό ποσοτικοποίηση της ομογενοποίησης του διαλύματος 

και δίνεται από την εξίσωση 4.2 όπου COV ο συντελεστής μεταβλητότητας και σ η τυπική 

απόκλιση από την αναμενόμενη συγκέντρωση στην έξοδο του αναμείκτη 𝜎 =

𝐸 ((𝑐 − 0.5
𝑚𝑜𝑙

𝑚3
)
2

). Τα αποτελέσματα που προκύψαν παρουσιάζονται στο σχήμα 4.8 σαν 

γραφική παράσταση του βαθμού απόδοσης συναρτήσει του αριθμού των στοιχείων του 

πλέγματος. 
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𝛭𝛦 = 1− 𝐶𝑂𝑉 = 1 −
𝜎

0.5
𝑚𝑜𝑙
𝑚3

= 1−
1

0.5
𝑚𝑜𝑙
𝑚3

√∬(𝑐 − 0.5
𝑚𝑜𝑙
𝑚3
)
2

𝑑𝐴

𝐴
  

(4.2) 

 

Σχήμα 4.8: % απόδοση ανάμιξης στην έξοδο συναρτήσει του πλήθους των στοιχείων του 

πλέγματος για την γεωμετρία τύπου Τ 

Από το σχήμα 4.8 παρατηρείται ότι πέραν των 8×105 στοιχείων πλέγματος η 

απόδοση ανάμιξης σταθεροποιείται και δεν επηρεάζεται με περαιτέρω πύκνωση του 

πλέγματος. Για την ίδια γεωμετρία έγινε έλεγχος για τις συγκεντρώσεις εκτός ορίων, 

δηλαδή του ποσοστού της επιφάνειας που καλύπτουν και της μέγιστης απόκλισης από 

τα φυσικά όρια. Τα αποτελέσματα αυτά παρουσιάζονται στα σχήματα 4.9 και 4.10 

αντίστοιχα. 
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Σχήμα 4.9: Ποσοστό επιφάνειας με συγκεντρώσεις εκτός ορίων συναρτήσει του πλήθους των 

στοιχείων του πλέγματος 

 

Σχήμα 4.10: Μέγιστη απόκλιση συγκέντρωσης από τα φυσικά όρια συναρτήσει του πλήθους 

των στοιχείων του πλέγματος 

 

Παρατηρώντας τα σχήματα 4.9 και 4.10 συμπεραίνεται ότι πέραν των 8×105 

στοιχείων οι εκτός ορίων συγκεντρώσεις έχουν διαφορά από τα φυσικά όρια (0,1) 

μικρότερη του 10-6 οπότε και μηδενίζεται το ποσοστό της επιφάνειας που καλύπτουν. 

Επίσης στο σχήμα 4.10 παρατηρείται μια συνεχής πτωτική τάση της μεγίστης απόκλισης 
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από τα φυσικά όρια μέχρι την τιμή 10−14 οπου φαίνεται μια τάση σταθεροποίησης. Η τάση 

αυτή δεν είναι τυχαία αλλά οφείλεται στο γεγονός ότι η ακρίβεια υπολογισμού της μονάδας 

από τον υπολογιστή είναι περίπου 10−16 για αριθμούς διπλής ακριβείας. Σύμφωνα όμως 

με τα αποτελέσματα δεν έχει κανένα νόημα να φτάσει η ακρίβεια σε τέτοια σημεία καθώς 

η απόδοση ανάμιξης δεν επηρεάζεται (σχήμα 4.8). Για να την εξαγωγή βέβαιων 

συμπερασμάτων έγινε επίλυση και σε άλλου είδους γεωμετρίες. Οι άλλες γεωμετρίες 

έχουν τέτοια γεωμετρικά χαρακτηριστικά ώστε να διερευνηθεί κατά ποσό επηρεάζει η 

γωνία συμβολής, η ταχύτητα συμβολής και η αύξηση της ταχύτητας από συστολή. 

Αποτελέσματα αντίστοιχα αυτών που παρουσιάζονται στα σχήματα 4.8 – 4.10 

περιέχονται στο παράρτημα Α. Οι γεωμετρίες που εξετάστηκαν φαίνονται στο σχήμα 4.11. 

Ο αριθμοί 𝑅𝑒 στην είσοδο ήταν από 10-3, ο συντελεστής διάχυσης ήταν 10-11 m2/s και ο 

αριθμός 𝑃𝑒 περίπου 5×103. 
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Σχήμα 4.12: Διδιαστατες γεωμετρίες (a) τυπου 

Y, (b) τυπου Υ με ολίσθηση στο εσωτερικό των 

αγωγών εισόδου, (c) 

Σχήμα 4.11: Διδιάστατες γεωμετρίες τύπου (a) Υ, (b) Υ με ολίσθηση στο εσωτερικό των αγωγών εισόδου, (c) Τ με 

διαστολή κατακόρυφη συμβολή, (d) Τ με διαστολή απέναντι συμβολή και (e) Τ με καμπύλο τόξο στη γωνία 

συμβολής 
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Τα βασικά συμπεράσματα από την διερεύνηση στις διδιάστατες γεωμετρίες είναι 

ότι η απόδοση ανάμιξης στην έξοδο σταθεροποιείται όταν το πλήθος των στοιχείων 

γίνεται ~105 (με μέγιστο πλάτος στοιχείων 1×10-6 – 9×10-7m). Στη γεωμετρία τύπου Τ 

χωρίς διαστολή (σχήμα 4.7) όπου αυξάνεται ο αριθμός 𝑅𝑒  μετά την ένωση των 

διαλυμάτων απαιτείται πυκνότερο πλέγμα για τον ακριβή υπολογισμό της απόδοσης 

ανάμιξης. Tο ποσοστό των συγκεντρώσεων εκτός ορίων είναι μια τάξη μεγαλύτερο στη 

γεωμετρία τύπου Τ χωρίς διαστολή συγκρινόμενη με τις υπόλοιπες. Συμπεραίνεται 

λοιπόν, πως με την αύξηση της ταχύτητας αυξάνουν και οι αστάθειες και οι απαιτήσεις 

για πύκνωση του πλέγματος. 

Οι γεωμετρίες που οδηγούν σε απότομη συμβολή των διαλυμάτων διαφορετικής 

συγκέντρωσης προκαλούν αύξηση στις αστάθειες που εμφανίζονται στη λύση τόσο στον 

ποσοστό που καταλαμβάνουν όσο και στην μέγιστη απόκλιση που παρουσιάζουν. Έτσι, 

οι απαιτήσεις για πύκνωση του πλέγματος είναι μεγαλύτερες για τις γεωμετρίες (b), (a) 

και (c) του σχήματος 4.11 από ότι για τη γεωμετρία (d) του σχήματος 4.11. Η ταχύτητα με 

την οποία συμβάλλουν δυο διαλύματα διαφορετικής συγκέντρωσης επηρεάζει την 

εμφάνιση αστάθειας στη λύση. Συγκεκριμένα με την αύξηση της ταχύτητας αυξάνεται η 

εμφάνιση συγκεντρώσεων εκτός ορίων. Τέλος, το καμπύλο τόξο (σχήμα 4.11e) αντί για 

ορθή γωνιά (σχήμα 4.7) στο σημείο που συμβάλλουν τα δυο διαλύματα αυξάνει τις 

ανάγκες πύκνωσης του πλέγματος τοπικά στο συγκεκριμένο σημείο και η λύση γίνεται 

ανεξάρτητη της πύκνωσης του πλέγματος πιο σύντομα σε σύγκριση με την ορθή γωνία.  

Τα σημεία που συνοψίστηκαν μέσα από την διερεύνηση σε διδιάστατες 

γεωμετρίες αποτέλεσαν το έναυσμα για την δημιουργία ενός δείκτη-κριτηρίου πύκνωσης 

του πλέγματος. 

 

4.8 Ανάπτυξη κριτηρίου πύκνωσης του πλέγματος  

Με χρήση των συμπερασμάτων από τη διερεύνηση διδιάστατων γεωμετριών στο 

κομμάτι των συγκεντρώσεων εκτός ορίων είναι δυνατό να αναπτυχθεί ένα κριτήριο για 

την πύκνωση του υπολογιστικού πλέγματος στις περιοχές όπου είναι αναγκαίο. Το 

κριτήριο αυτό θα εφαρμοστεί στη συνέχεια για την κατασκευή προσαρμοζόμενων 
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πλεγμάτων σε διδιάστατες και τριδιάστατες γεωμετρίες με στόχο ακριβέστερες λύσεις με 

μικρότερο υπολογιστικό κόστος. 

Στο σχήμα 4.13 αναφέρεται στην πρώτη διδιάστατη γεωμετρία που εξετάστηκε. 

Στο σχήμα 4.13α φαίνεται η συγκέντρωση της διαλυμένης ουσίας και στο σχήμα 4.13β 

φαίνεται η διάφορα των λύσεων του πλέον πυκνότερου πλέγματος το οποίο δεν 

επηρεάζεται από περαιτέρω πύκνωση και ενός αραιότερου. Με την παρατήρηση είναι 

δυνατόν να γίνει πιο κατανοητή η απόκλιση των λύσεων και τα αίτια που την προκαλούν. 
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(a) 

 

(b) 

Σχήμα 4.13: a) Συγκέντρωση σε γεωμετρία Τ (βλ. σχήμα 4.7). b) Διαφορά μεταξύ λύσεων 

συγκέντρωσης σε πυκνό και αραιό πλέγμα 
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Από το παραπάνω σχήμα παρατηρείται πως η μεγάλη διαφορά δημιουργείται 

στην περιοχή όπου συμβάλλουν τα δυο διαλύματα διαφορετικών συγκεντρώσεων. Αν 

κανείς παρατηρήσει προσεκτικά το σχήμα θα δει ότι η διαφορά εμφανίζει δύο κορυφές 

εκατέρωθεν της διεπιφάνειας των δύο διαλυμάτων. Η διαφορά αυτή οφείλεται σε μέγιστο 

της δεύτερης παραγώγου της συγκέντρωσης για το οποίο και θα γίνει διερεύνηση. Τέλος 

παρατηρείται η εξάρτηση της διαφοράς από την ταχύτητα αφού μετά τη συμβολή των δύο 

διαλυμάτων και την στένωση του καναλιού η διαφορά αυτή αυξάνει. 

Πραγματοποιήθηκε επίλυση σειράς προβλημάτων σε διαφορετικές διδιάστατες 

γεωμετρίες και υπολογίστηκαν α) το απόλυτο της διαφοράς της συγκέντρωσης σε αραιά 

πλέγματα από το πυκνότερο (εξίσωση 4.3) β) το μέτρο της βαθμίδας συγκέντρωσης 

(εξίσωση 4.4) και γ) το απόλυτο του τελεστή Laplace της συγκέντρωσης (εξίσωση 4.5), o 

οποίος δίνει το άθροισμα των δεύτερων παραγώγων της συγκέντρωσης ως προς τις τρεις 

συντεταγμένες.  

 

|𝛥𝑐| = |𝑐αραιό πλέγμα − 𝑐πυκνό πλέγμα| 

 

(4.3) 

|𝛁𝑐| = √(
𝜕𝑐

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑐

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑐

𝜕𝑧
)
2

 

 

(4.4) 

|∇2𝑐| = |
𝜕2𝑐

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑐

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑐

𝜕𝑧2
| 

 

(4.5) 

Στη συνέχεια έγινε προσαρμογή των αποτελεσμάτων στην παρακάτω 

συνάρτηση: 

 

|𝛥𝑐| = 𝛼|𝛁𝑐| + 𝛽|∇2𝑐| (4.6) 
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Ένα παράδειγμα γραμμικής προσαρμογής της διαφοράς λύσεων για την 

γεωμετρία τύπου Y (σχήμα 4.11b) παρουσιάζεται στο σχήμα 4.14 με το σχήμα 4.14a να 

παρουσιάζει το |𝛥𝑐| που προέκυψε από τις δυο λύσεις του προβλήματος και το σχήμα 

4.14b από το γραμμικό μοντέλο (με συντελεστή συσχέτισης 0.95) μέσω προσαρμογής 

των δεδομένων. Από την προσαρμογή εξαιρέθηκαν η αρχικές τιμές κοντά στην ένωση 

των δυο διαφορετικών διαλυμάτων. Η εξαίρεση αυτή έγινε εξαιτίας των τεράστιων 

σφαλμάτων που δημιουργούνται λόγω της συμβολής. Τα συγκεκριμένα σημεία που 

μπορούν να προκαλέσουν κάτι τέτοιο είναι γνωστά και θα αντιμετωπιστούν με απευθείας 

πύκνωση. 

 

 

 

 

 

Αφού επιβεβαιώθηκε η συσχέτιση που αναμενόταν για την διαφορά λύσης σε 

αραιότερα πλέγματα στη συνέχεια θα υπολογιστεί η εξάρτηση της διαφοράς αυτής από 

το μέγεθος των στοιχείων και από την ταχύτητα του ρευστού.  

Σχήμα 4.14: Σύγκριση |𝛥𝑐| από λύση (a) με το αντίστοιχο μοντέλο (b) που 

προκύπτει από την προσαρμογή της εξίσωσης 4.6 για τη Υ γεωμετρία με 

ολίσθηση 
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4.8.1 Διδιάστατη ορθογώνια γεωμετρία 

Με σκοπό την ανάπτυξη ενός μοντέλου που να ανταποκρίνεται στην διαφορά 

που παρουσιάζουν λύσεις με αραιότερα πλέγματα από τη καλύτερη δυνατή λύση 

δημιουργήθηκε μια απλή ορθογώνια γεωμετρία. Η συγκεκριμένη γεωμετρία έχει στη 

είσοδο της συνεχές προφίλ συγκέντρωσης 𝐶 που δίνεται από την ακόλουθη εξίσωση:  

 

𝐶 = 0.5 (1 − 𝑒𝑟𝑓 (
10−4[𝑚] − 𝑥

10−6[𝑚]
))    

𝑚𝑜𝑙

𝑚3
  (4.7) 

 

Η ταχύτητα (u) σε όλη τη γεωμετρία είναι σταθερή και πραγματοποιήθηκε 

επίλυση για διαφορετικές ταχύτητες και για διαφορετικά πλέγματα τριγωνικών στοιχείων 

διαφορετικού μεγέθους (h). Ο συντελεστής διάχυσης ήταν 10-11 m2/s και ο αριθμός 𝑃𝑒 

ήταν από 104 έως 102. Το υπολογιστικό πλέγμα που χρησιμοποιήθηκε ήταν μη δομημένο 

πλέγμα τριγωνικών στοιχείων. 

 

 

Σχήμα 4.15: Ορθογώνια γεωμετρία για την εξαγωγή του μοντέλου 

Η επιλογή των τιμών ταχύτητας έγινε στο εύρος της ταχύτητας που αναπτύσσεται 

στον SHM. Οι παράμετροι που θα χρησιμοποιηθούν για την ανάπτυξη του συγκεκριμένου 

μοντέλου είναι το μέτρο της βαθμίδας της συγκέντρωσης καθώς και η απόλυτη τιμή του 

τελεστή Laplace της συγκέντρωσης για τα οποία παρατηρήθηκε γραμμική εξάρτηση στη 

διαφορά των λύσεων. 
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Τα αποτελέσματα που προέκυψαν από την συγκεκριμένη διερεύνηση 

χρησιμοποιήθηκαν σε γραμμική παλινδρόμηση και προέκυψαν οι συντελεστές α και β της 

εξίσωσης 4.6. 

Τα αποτελέσματα για τα α και β παρουσιάζονται στα σχήματα 4.16 και 4.17 

αντίστοιχα σαν συνάρτηση της μέγιστης διάστασης των τριγωνικών στοιχείων και 

παράμετρο την ταχύτητα (θα μπορούσε να είναι και ο αριθμός 𝑃𝑒 σαν παράμετρος μιας 

και η διερεύνηση αφορά ίδιο συντελεστή διάχυσης 10-11) 

 

Σχήμα 4.16: Αποτελέσματα (σημεία) για την τιμή της παραμέτρου α της εξίσωσης 4.6 σαν 

συνάρτηση του μήκους των στοιχείων, h, για διαφορετικές τιμές ταχύτητας (m/s). Οι 

καμπύλες αναφέρονται σε εκθετικές συναρτήσεις (εξίσωση 4.8) μία για κάθε τιμή ταχύτητας οι 

οποίες προσαρμόζονται στα αποτελέσματα. 
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Σχήμα 4.17: Αποτελέσματα (σημεία) για την τιμή της παραμέτρου β της εξίσωσης 4.6 σαν 

συνάρτηση του μήκους των στοιχείων, h, για διαφορετικές τιμές ταχύτητας (m/s). Οι 

καμπύλες αναφέρονται σε εκθετικές συναρτήσεις (εξίσωση 4.9) μία για κάθε τιμή ταχύτητας οι 

οποίες προσαρμόζονται στα αποτελέσματα. 

 

Στα παραπάνω σχήματα παρουσιάζεται επίσης εκθετικές συναρτήσεις οι οποίες 

έχουν προσαρμοστεί στα αποτελέσματα, μία για κάθε τιμή ταχύτητας. Μέσω των 

προσαρμογών αυτών προκύπτει η εξάρτηση των παραμέτρων α και β της εξίσωσης 4.6 

συναρτήσει του μεγέθους των στοιχείων: 

 

𝛼 = 𝑐1aℎ
𝑐2a 

 

(4.8) 

𝛽 = 𝑐1βℎ
𝑐2β 

(4.9) 

 

όπου 𝑐1a, 𝑐2a, 𝑐1β, 𝑐2β οι παράμετροι που προκύπτουν από την προσαρμογή. Η επιλογή 

εκθετικής προσαρμογής δεν έγινε τυχαία αφού με αυτό το τρόπο ο δείκτης της εξίσωσης 
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4.6 θα μειώνεται εκθετικά σε σημεία όπου υπάρχει αρκετά πυκνό πλέγμα και ουσιαστικά 

δεν χρειάζεται περαιτέρω πύκνωση. 

Αξίζει να σημειωθεί, ότι η παράμετρος α για πολύ μικρού μεγέθους στοιχεία και 

μικρή ταχύτητα είναι σε τέτοια επίπεδα που δεν συμμετέχει σημαντικά στο γραμμικό 

μοντέλο. Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα να προκύπτουν και σε κάποιες περιπτώσεις 

αρνητικές τιμές για το α, ωστόσο είναι αμελητέα η επίδρασή τους λόγω του μικρού 

μεγέθους του γινομένου του όρου αυτού με τη βαθμίδα της συγκέντρωσης. Για να μπορεί 

να εφαρμοστεί εκθετική συνάρτηση κρατήθηκε το απόλυτο της τιμής του α, αλλιώς θα 

μπορούσε να αφαιρεθεί πλήρως ο όρος ωστόσο σε αραιά πλέγματα και μεγάλη ταχύτητα 

η συνεισφορά του ήταν ευνοϊκή στη προσαρμογή της εξίσωση 4.6. 

Οι παράμετροι των εξισώσεων 4.8 και 4.9 παρουσιάζονται γραφικά σαν 

συνάρτηση της ταχύτητας στα σχήματα 4.18 – 4.21. 

 

Σχήμα 4.18: Εξάρτηση παραμέτρου c1b εξίσωσης 4.8 από την ταχύτητα 
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Σχήμα 4.19: Εξάρτηση παραμέτρου c2b εξίσωσης 4.8 από την ταχύτητα 

 

 

Σχήμα 4.20: Εξάρτηση παραμέτρου c1α εξίσωσης 4.7 από την ταχύτητα 
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Σχήμα 4.21: Εξάρτηση παραμέτρου c2α εξίσωσης 4.7 από την ταχύτητα 

Οι παραπάνω προσαρμογές δείχνουν να έχουν αρκετά καλούς συντελεστές 

συσχέτισης, παρόλα αυτά δεν είναι στόχος η εξαγωγή αναλυτικής σχέσης για το σφάλμα 

σε αραιότερα πλέγματα αλλά ενός δείκτη. Αυτός ο δείκτης θα υποδεικνύει με έξυπνο 

τρόπο περιοχές με πιθανά ψηλά σφάλματα και θα δημιουργείται προσαρμοσμένο πλέγμα 

το οποίο πυκνώνει σε τέτοιες περιοχές. 

 

4.9 Εφαρμογή του προσαρμοζόμενου πλέγματος στο 

πρόβλημα του SHM 

Το κριτήριο-δείκτης για την πύκνωση του πλέγματος που αναπτύχθηκε στην 

προηγούμενη παράγραφο θα εφαρμόζεται για την κατασκευή προσαρμοζόμενου 

πλέγματος στη δομική μονάδα του SHM. Τα αποτελέσματα με τη χρήση 

προσαρμοζόμενου πλέγματος που έχει προκύψει από το κριτήριο-δείκτη της εξίσωσης 

4.6 (πλέγμα Α) συγκρίνονται με αυτά πλέγματος που έχει προκύψει από ομοιόμορφη 

πύκνωση (πλέγμα Β) και με αυτά προσαρμοζόμενου πλέγματος που έχει προκύψει με 

κριτήριο τη βαθμίδα της συγκέντρωσης (πλέγμα Γ). Το κριτήρια της σύγκρισης είναι η 

απόδοση ανάμιξης, ο όγκος όπου εμφανίζονται οι συγκεντρώσεις εκτός ορίων και η 

μεγίστη απόκλιση από τα φυσικά όρια. 
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Ο τρόπος κατασκευής των προσαρμοζόμενων πλεγμάτων ξεκινά από την 

επίλυση σε ένα ομοιόμορφο αραιό μη δομημένο πλέγμα. Στη συνέχεια υπολογίζεται η 

βαθμίδα και ο τελεστής Laplace της συγκέντρωσης και από αυτά ο δείκτης-κριτήριο της 

εξίσωσης 4.6. Με χρήση του δείκτη μοιράζεται το σφάλμα στα αντίστοιχα στοιχεία 

ακολούθως πραγματοποιείται πύκνωση με συγκεκριμένο ρυθμό ανάπτυξης των 

στοιχείων του πλέγματος. Η πύκνωση φθίνει καθώς μειώνεται το σφάλμα που 

υποδεικνύεται από το δείκτη καθώς αυτός εξαρτάται από το μέγεθος των στοιχείων 

δηλαδή ως αποτέλεσμα της πύκνωσης – μείωσης του μεγέθους προκαλείτε άμεση 

μείωση του δείκτη σφάλματος που δίνετε από την εξίσωσης 4.6. Ακολουθεί επίλυση με 

το προκύπτον πυκνότερο πλέγμα και επανάληψη της διαδικασίας. Στην περίπτωση του 

πλέγματος Γ το κριτήριο δείκτης δεν είναι η εξίσωση 4.6 αλλά το μέτρο της βαθμίδας της 

συγκέντρωσης. 

Θα πρέπει να σημειωθεί ότι ειδικά για την δημιουργία του πλέγματος Α αρχικά 

πραγματοποιήθηκε πύκνωση στις γωνίες που σχηματίζουν τα ανάγλυφα αυλάκια 

ψαροκόκαλου με το κύριο κανάλι. Αυτό έγινε διότι παρατηρήθηκε στις διδιάστατες 

γεωμετρίες να παρουσιάζεται μεγάλο σφάλμα κοντά στα σημεία που ενώνονται δυο 

διαφορετικής συγκέντρωσης διαλύματα. Έπειτα, για την χρήση του δείκτη-κριτηρίου της 

εξίσωσης 4.6 χρησιμοποιήθηκε η μέγιστη από τις τρεις συνιστώσες της ταχύτητας στις 

εξισώσεις 4.8 και 4.9. 

Στο σχήμα 4.22 φαίνονται αποτελέσματα απόδοσης ανάμιξης για το πλέγμα Β και 

Γ συναρτήσει του πλήθους των στοιχείων. Μετά την πρώτη πύκνωση και την δημιουργία 

του προσαρμοσμένου πλέγματος (πλέγμα Γ) υπάρχει μια σημαντική αλλαγή στην 

απόδοση ανάμιξης. Περαιτέρω πύκνωση δεν οδηγεί σε σημαντικές αλλαγές. H απόδοση 

ανάμιξης είναι 15.03% για το προσαρμοσμένο πλέγμα Γ ενώ για το απλό πλέγμα (πλέγμα 

Β) είναι 14.92%. Το ότι το προσαρμοζόμενο πλέγμα (πλέγμα Γ) δίνει υψηλότερη απόδοση 

ανάμιξης από το απλό ομοιόμορφο πλέγμα (πλέγμα Β) πιθανά σημαίνει ότι το 

προσαρμοζόμενο πλέγμα με δείκτη τη βαθμίδα συγκέντρωσης πάσχει από ψευδή 

αριθμητική διάχυση. Επίσης, η πύκνωση στο πλέγμα Γ έχει σαν αποτέλεσμα την συνεχή 

αύξηση στοιχείων στο ίδιο σημείο, χωρίς να πραγματοποιείται περαιτέρω βελτίωση. 
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Σχήμα 4.22: Απόδοση ανάμιξης συνάρτηση του πλήθους των στοιχείων των πλεγμάτων Β 

(ομοιόμορφου) και Γ (προσαρμοζόμενου με κριτήριο τη βαθμίδα της συγκέντρωσης) 

Στο σχήμα 4.24 συγκρίνονται η απόδοση ανάμιξης για τα πλέγματα Α και Β. Τα 

αποτελέσματα σε αυτή την περίπτωση είναι σαφώς καλύτερα από το προηγούμενο 

προσαρμοσμένο πλέγμα, καθώς και τα δυο πλέγματα κατεβαίνουν στην ίδια τιμή με το 

προσαρμοσμένο (πλέγμα Α) να κατεβαίνει σε μικρότερο πλήθος στοιχείων. Στο σημείο 

αυτό αξίζει να αναφερθεί πως τα αποτελέσματα σε διδιάστατη γεωμετρία με χρήση του 

δείκτη σφάλματος της εξίσωσης 4.6 ήταν πολύ καλύτερα όσον αφορά στην επίτευξη 

σταθεροποίησης απόδοσης ανάμιξης, όπως φαίνεται στο σχήμα 4.23. Πράγματι έχει 

κατεβεί στην τιμή της απόδοσης ανάμιξης σε 105 στοιχεία για το πλέγμα Α και σε 8×105 

για το πλέγμα Β. Το «κέρδος» σε υπολογιστικό κόστος προκύπτει από τη χρήση κατά 8 

φορές λιγότερων στοιχείων. Ο λόγος για τον οποίο δεν βλέπουμε αντίστοιχο κέρδος 

στους υπολογισμούς σε τριδιάστατες γεωμετρίες είναι πιθανόν ότι η εξίσωση 4.6 

αναπτύχθηκε σε δισδιάστατη γεωμετρία και στο ότι οι μέθοδοι σταθεροποιήσης 

λειτουργούν καλύτερα στις διδιάστατες γεωμετρίες. 
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Σχήμα 4.23: Απόδοση ανάμιξης συναρτήσεις του πλήθους των στοιχείων για γεωμετρία 

σχήμα 4.7 για πλέγματα Α (προσαρμοζόμενου με κριτήριο την εξίσωση 4.6) και Β 

(ομοιόμορφου) 

 

Σχήμα 4.24: Απόδοση ανάμιξης συναρτήσεις του πλήθους των στοιχείων για τα πλέγματα Α 

(προσαρμοζόμενου με κριτήριο την εξίσωση 4.6) και Β (ομοιόμορφου)  

 

Πέραν από την απόδοση ανάμιξης έχει σημασία και το ποσοστό του όγκου με 

συγκεντρώσεις εκτός ορίων. Τα ποσοστά των όγκων με συγκεντρώσεις εκτός ορίων 
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παρουσιάζονται και για τα τρία πλέγματα στο σχήμα 4.24. Για άλλη μια φορά φαίνονται 

τα αποτελέσματα του πλέγματος Β (ομοιόμορφο) να συμφωνούν με αυτά του πλέγματος 

Α (προσαρμοσμένο με τη χρήση του δείκτη της εξίσωσης 4.6). Σε αντίθεση, τα ποσοστά 

του όγκου με συγκεντρώσεις εκτός ορίων είναι αρκετά πιο ψηλά για το πλέγμα Β 

(προσαρμοσμένο με δείκτη τη βαθμίδα συγκέντρωσης).  

 

Σχήμα 4.25: Ποσοστό όγκου συγκεντρώσεων εκτός ορίων συναρτήσει του πλήθους των 

στοιχείων του πλέγματος για τα πλέγματα Α, Β και Γ 

 

Όσον αφορά το τελευταίο άξονα σύγκρισης που είναι η μέγιστη απόκλιση από τα 

φυσικά όρια, τα αποτελέσματα είναι καλύτερα στα δυο προσαρμοσμένα πλέγματα. 

Συγκεκριμένα, η μέγιστη απόκλιση των συγκεντρώσεων εκτός ορίων είναι μια τάξη 

μικρότερη στα προσαρμοσμένα πλέγματα από ότι στο ομοιόμορφο. Όπως φαίνεται στο 

σχήμα 4.26 η μέγιστη απόκλιση από τα φυσικά όρια είναι της τάξης του 10-4 για τα 

προσαρμοσμένα πλέγματα (πλέγματα Α και Γ) ενώ για το απλό πλέγμα είναι 10-3.  
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Σχήμα 4.26: Μέγιστη απόκλιση της συγκέντρωσης από τα φυσικά όρια και για τα τρία 

πλέγματα (Α, Β και Γ) συναρτήσει του πλήθους των στοιχείων 

Συμπερασματικά, το προσαρμοζόμενο πλέγμα με βάση το κριτήριο-δείκτη της 

εξίσωσης 4.6 αν και δεν μειώνει σημαντικά το πλήθος των στοιχείων που απαιτούνται για 

ανεξαρτησία της απόδοσης ανάμιξης στην έξοδο της δομικής μονάδας από το πλέγμα, 

εντούτοις μειώνει τον όγκο με συγκεντρώσεις εκτός ορίων καθώς και την μέγιστη 

απόκλιση αυτών των συγκεντρώσεων από τα φυσικά όρια. Έτσι, το κριτήριο-δείκτης της 

εξίσωση 4.6 θα χρησιμοποιηθεί για την κατασκευή προσαρμοζόμενων πλεγμάτων στους 

υπολογισμούς των επόμενων παραγράφων. Επίσης, σημειώνεται ότι τα παραπάνω 

αποτελέσματα αναφέρονται στην πρώτη δομική μονάδα του SHM. Στις επόμενες δομικές 

μονάδες αν και η διεπιφάνεια μεταξύ διαλυμάτων διαφορετικής συγκέντρωσης αυξάνεται 

(και επομένως οι περιοχές με βαθμίδες συγκέντρωσης μεγαλώνουν), οι βαθμίδες 

συγκέντρωσης μειώνονται διότι προχωρά η ανάμιξη. 
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4.10 Υπολογισμός μήκους πλήρους ανάμιξης στον 

SHM 

Έχοντας διερευνήσει πλήρως τη μεθοδολογία επίλυσης του προβλήματος 

ισοζυγίου μάζας είναι δυνατός ο υπολογισμός του προφίλ συγκέντρωσης διαδοχικά σε 

όσες δομικές μονάδας είναι απαραίτητες για την επίτευξη πλήρους ανάμιξης. Για να 

θεωρηθεί ότι έχουν αναμιχθεί πλήρως τα δυο διαλύματα πρέπει η απόδοση ανάμιξης να 

είναι μεγαλύτερη του 90% [6]. Οπότε, χρησιμοποιώντας το κριτήριο πύκνωσης που 

αναπτύχθηκε, θα πραγματοποιηθεί επίλυση για διαδοχικές δομικές μονάδες κελιά μέχρι 

να αναμιχθούν πλήρως τα δυο διαλύματα. 

Αρχικά, πραγματοποιήθηκε επίλυση του προβλήματος για ανάμιξη ενός υδατικού 

διαλύματος με διαλυμένη ουσία, συντελεστή διάχυσης 10-11 m2/s στο νερό σε σχετικά 

χαμηλό 𝑅𝑒 , με αποτέλεσμα να μην δημιουργούνται αστάθειες. Οι παράμετροι για το 

συγκεκριμένο πρόβλημα φαίνονται στον Πίνακα 4.1. 

 

Πίνακας 4.1: Παράμετροι προβλήματος ισοζυγίου μάζας για 𝑅𝑒=0.01 

Παράμετρος Τιμή 

𝑢avin  (m/s) 8.41E-05 

𝐷 (m2/s) 1.00E-11 

𝑅𝑒 0.01 

𝑃𝑒 1000 

 

Η απόδοση ανάμιξης κατά μήκος του μικροαναμίκτη παριστάνεται γραφικά στο 

σχήμα 4.27. Κάθε σημείο αναφέρεται στην έξοδο κάθε δομικής μονάδας του SHM. Κάθε 

δομική μονάδα έχει μήκος 1.516 mm. Στο γράφημα φαίνεται η ψηλή απόδοση του 

μικροαναμίκτη στα αρχικά στάδια και ότι μέσα σε ένα περίπου cm, η απόδοση ανάμιξης 

φτάνει το 90%. 
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Σχήμα 4.27: Απόδοση ανάμιξης συναρτήσει του μήκους του SHM για πρόβλημα με τις 

παραμέτρους του Πίνακα 4.1 

 

Ωστόσο, περισσότερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα αποτελέσματα για το 

υψηλότερο 𝑅𝑒  και κατά συνέπια 𝑃𝑒 . Οι παράμετροι αυτού του προβλήματος 

παρουσιάζονται στον πίνακα 4.2. 

 

Πίνακας 4.2: Παράμετροι προβλήματος ισοζυγίου μάζας για 𝑅𝑒=0.12 

Παράμετρος Τιμή 

𝑢avin  (m/s) 0.001 

𝐷 (m2/s) 1.00E-11 

𝑅𝑒 0.12 

𝑃𝑒 1.20E+04 
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Το συγκεκριμένο πρόβλημα είναι και το πιο απαιτητικό όσον αφορά το 

υπολογιστικό κόστος λόγω του υψηλού αριθμού 𝑃𝑒 . Τα αποτελέσματά του θα μας 

δώσουν μια εικόνα για τη συμπεριφορά του SHM σε υψηλούς αριθμούς 𝑃𝑒 . Τα 

αποτελέσματα της απόδοσης ανάμιξης και σε αυτή την περίπτωση παρουσιάζονται στο 

σχήμα 4.28 σαν συνάρτηση του μήκους του SHM. Τα αποτελέσματα είναι αρκετά 

εντυπωσιακά με τον SHM να καταφέρνει πάλι να πετύχει απόδοση ανάμιξης 90% σε 

μόλις 1.4 cm (από ~1 cm), παρόλο που αυξήθηκε 10 φορές ο αριθμός 𝑃𝑒. 

 

 

Σχήμα 4.28: Απόδοση ανάμιξης συναρτήσει του μήκους του SHM για για πρόβλημα με τις 

παραμέτρους του Πίνακα 4.2 

 

Στην απόδοση ανάμιξης που φαίνεται στο σχήμα 4.28 παρουσιάζει σημείο 

καμπής. Στα πρώτα στάδια της ανάμιξης φαίνεται να αυξάνει ο ρυθμός μεταβολής της 

απόδοσης ανάμιξης, ενώ μετά από το σημείο καμπής φαίνεται ότι ο ρυθμός να μειώνεται. 

Ένας λόγος είναι προφανώς η μείωση της βαθμίδας της συγκέντρωσης ωστόσο, μια 

οπτική παρατήρηση στο προφίλ συγκέντρωση ενδεχομένως να διαφωτίσει περισσότερο 

τα πράγματα. Στο σχήμα 4.29 παρουσιάζεται η συγκέντρωση στην έξοδο των διαδοχικών 

δομικών μονάδων του SHM. 
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Όπως φαίνεται στο σχήμα 4.29 στο τέλος της πέμπτης δομικής μονάδας 

επιτυγχάνεται πλήρης ανάμιξη σε όλη τη διατομή εκτός από μια περιοχή στο κέντρο του 

πλάτους του κύριου καναλιού. Η συγκεκριμένη περιοχή στο κέντρο του ανάμικτη δείχνει 

να ομογενοποιείται στις επόμενες δομικές μονάδες μόνο με διάχυση χωρίς να αυξάνεται 

η διεπιφάνεια μεταξύ των δυο διαλυμάτων. Το παραπάνω είναι λογικό αν συλλογιστεί 

κάνεις πως η διεπιφάνεια αυξάνεται μέσω της μετακίνησης ρευστού που εισέρχεται από 

τις κορυφές των ψαροκόκαλων και εξέρχεται στα άκρα. Αυτό σημαίνει πως η περιοχή 

μεταξύ των κορυφών των δυο ασύμμετρων ψαροκόκαλων είναι η μονή που δεν 

συμμετέχει στη πιο πάνω μεταφορά ρευστού, ειδικά η περιοχή στο κέντρο του πλάτους 

w. Στη περίπτωση του χαμηλού 𝑅𝑒  (σχήμα 4.26) το διάλυμα στην ίδια περιοχή 

ομογενοποιείται εξαιτίας του ότι ο χρόνος διάχυσης είναι αρκετά μεγαλύτερος λόγο της 

μικρότερης ταχύτητας.  
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Σχήμα 4.29: Συγκέντρωση στον ανάμικτη για Re=0.12 (a) είσοδος, (b) έξοδος 1ης, (c) 2ης, (d) 3ης, (e) 4ης, (f) 

5ης, (g) 6ης και (h) 7ης δομικής μονάδας 
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Τα αποτελέσματα των υπολογισμών συγκρίνονται με μετρήσεις στη βιβλιογραφία 

Τα πειραματικά αποτελέσματα για αριθμό 𝑃𝑒 =2×104 και 𝑃𝑒 =9×105 [6], μαζί με τα 

υπολογίστηκα για 𝑃𝑒=1.2×104 παρουσιάζονται στο σχήμα 4.30. Πρέπει να αναφερθεί ότι 

τα πειραματικά προκύψαν από υπολογισμό της απόδοσης ανάμιξης μόνο στο 50% της 

επιφάνειας στο κέντρο της διατομής [6]. Ωστόσο οι τάσεις σε όλες τις καμπύλες είναι 

όμοιες, σε όλες εμφανίζεται αυτό το σημείο καμπής. 

 

 

Σχήμα 4.30: Απόδοση ανάμιξης συναρτήσει του μήκους του SHM όπως προκύπτει από τους 

υπολογισμούς για 𝑃𝑒=1.2E4 και από μετρήσεις για 𝑃𝑒=2E4 και 𝑃𝑒=9E5 [6]. 

Συμπερασματικά το γεγονός ότι στο κέντρο του μικτοανάμικτη παρουσιάζεται μια 

περιοχή που δεν είναι τόσο δραστική η χαοτική συναγωγή ενδεχομένως να υπάρχουν 

προοπτικές βελτίωσης. Αυτή η βελτίωση σίγουρα δεν μπορεί να προκύψει από την 

αλλαγή της ασυμμετρίας καθώς πολλές πηγές συμφωνούν στο ότι η βέλτιστη τιμή είναι 

2/3 [6], [21]. Παρόλα αυτά αν είναι δυνατή η μεταφορά του ρευστού από το κέντρο προς 

τα έξω τότε θα μπορεί να δράσει πιο αποδοτικά ο μικροαναμίκτης. Αυτή την δουλειά 

μπορεί να την κάνει ένας μικροαναμίκτης με συμμετρικά αυλακιά ψαροκόκαλου. Ο 

μικροαναμίκτης με συμμετρικά αυλάκια ψαροκόκαλου δεν προτείνεται στη βιβλιογραφία 

διότι περιστρέφει τα δυο διαλύματα το κάθε ένα στη δική του μισή πλευρά. Ωστόσο, 

μπορεί να χρησιμοποιηθεί για μισό κύκλο ώστε να μεταφέρει το ρευστό από τη μέση προς 
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τα έξω και στη συνέχεια ο ανάμικτης SHM με τη δεδομένη γεωμετρία να ολοκληρώσει 

αποτελεσματικά την ανάμιξη. 

 

4.11 Διερεύνηση χρήσης του SHM ως αντιδραστήρα για 

την αλυσιδωτή αντίδραση πολυμεράσης 

Για την διερεύνηση χρήσης του SHM σαν μικροαντιδραστήρας 

πολλαπλασιασμού του DNA υπολογίστηκαν αρχικά τα προφίλ ταχύτητας για την 

αντίστοιχη θερμοκρασία δηλαδή πυκνότητα και ιξώδες του νερού σε δεδομένη 

θερμοκρασία. Η ογκομετρική παροχή στη πρώτη μονάδα ήταν 1 μL/min και για τους 

υπόλοιπους η συνολική μαζική παροχή λήφθηκε ως δεδομένη για να ικανοποιείται το 

ισοζύγιο μάζας. Όμοια διαδικασία έγινε και για τo ορθογωνικής διατομής κανάλι αλλά το 

προφίλ ταχύτητας υπολογίστηκε από αναλυτική σχέση με σειρές Fourier για το ένα 

τέταρτο του αγωγού και λόγω συμμετρίας πρόκυψε ολόκληρο το προφίλ [46]. Η διατομή 

του ορθογωνικής διατομής καναλιού είναι ίση με τη διατομή του κύριου καναλιού του 

SHM. Ο όγκος μιας δομικής μονάδας για το ορθογωνικής διατομής κανάλι είναι ίσος με 

τη δομική μονάδα του SHM. Όσον αφορά τις συνοριακές συνθήκες του ισοζυγίου μάζας, 

οι τιμές των συγκεντρώσεων εισόδου φαίνονται στον πίνακα 4.3 μαζί με τους συντελεστές 

διάχυσής τους. 

 

Πίνακας 4.3: Συγκεντρώσεις εισόδου και συντελεστές διάχυσης χημικών συστατικών της 

PCR 

Είδος Αρχική συγκέντρωση (mol/m3) Συντελεστής διάχυσης (m2/s) 

S1+S2=S (μονόκλωνο DNA) 0 10-10 

P1+P2=P (εκκινητής) 6×10-7 10-9 

S1P2+ P1S1=SP (βιομόριο 

εκκινητή – μονόκλωνου DNA) 

0 10-10 

S1S2=SS (δίκλωνο DNA) 5.71×10-12 10-10 
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Όσον αφορά τoν θερμοκρασιακό κύκλο, η θερμοκρασία μεταβάλλεται μετά από 

κάθε μονάδα SHM. Για λογούς συνέχειας η μεταβολή της θερμοκρασίας γίνεται με μια 

συνεχή συνάρτηση από την προηγουμένη θερμοκρασία στην επόμενη σε ένα πολύ μικρό 

αρχικό τμήμα κάθε μονάδας. Με αυτό τον τρόπο πραγματοποιούνται συνολικά τρεις 

κύκλοι για κάθε γεωμετρία. Η πρώτη, η τέταρτη και η έβδομη δομική μονάδα έχουν 

θερμοκρασία 95 οC, η δεύτερη, η πέμπτη και η όγδοη δομική μονάδα έχουν θερμοκρασία 

55 οC και η τρίτη, έκτη και ένατη δομική μονάδα έχουν θερμοκρασία 72 oC. 

Μετά το τέλος τριών κύκλων της PCR είναι χρήσιμο να γίνει έλεγχος στην 

ποσοστιαία αύξηση της μάζας των συνολικών 𝑆, 𝑆𝑃 και 𝑆𝑆, δηλαδή της συνολικής μάζας 

μονόκλωνων DNA σε οτιδήποτε μορφή και αν βρίσκονται. Για αυτό το λόγο, στο σχήμα 

4.31 παρουσιάζεται η ποσοστιαία αύξηση των συνολικών γραμμομορίων για τα 

συστατικά 𝑆𝑆 + 𝑆𝑃 + 𝑆 συναρτήσει των κύκλων της PCR και για τις δυο γεωμετρίες. 

 

 

Σχήμα 4.31: Ποσοστιαία αύξηση του SS με το πέρας του κάθε κύκλου της PCR 

Από το σχήμα 4.31 φαίνεται ότι με τη χρήση της ορθογωνικής γεωμετρίας στο 

τέλος του τρίτου κύκλου έχει προκύψει περίπου 10% περισσότερα γραμμομορίων 𝑆𝑆 +

 𝑆 +  𝑆𝑃 σε σχέση με τα αρχικά. Τα αποτελέσματα, λοιπόν, δείχνουν ότι είναι ελαφρώς 

πιο αποδοτικό στον πολλαπλασιασμό του DNA το ορθογωνικής διατομής κανάλι σε 

σχέση με το SHM. 
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Η υβριδοποίηση αποτελεί καθοριστική αντίδραση εξαιτίας του ότι για να γίνει η 

επιμήκυνση του DNA χρειάζεται οπωσδήποτε τα υβρίδια (SP). Για να βρεθεί ο λόγος που 

υπάρχει αυτή η διαφορά στις δυο γεωμετρίες έγιναν τα γραφήματα του ρυθμού 

παραγωγής του υβριδίου εντός των δυο γεωμετριών (σχήμα 4.32). 

 

 

Σχήμα 4.32: Ρυθμός παραγωγής υβριδίου SP κατά τη φάση της υβριδοποίησης στον SHM 

(αριστερά) και στο ορθογωνικής διατομής κανάλι 

 

Από το σχήμα 4.32 φαίνεται στα αυλάκια του SHM ο ρυθμός παραγωγής του SP 

είναι μηδενικός καθώς το ρευστό εντός των αυλακιών έχει πολύ μικρή ταχύτητα το ρευστό 

είναι σχεδόν στάσιμο με αποτέλεσμα να δημιουργείται νεκρός όγκος. Το γεγονός αυτό 

προκαλεί ένα ποσοστό του όγκου του αντιδραστήρα να έχει πολύ χαμηλούς ρυθμούς με 

αποτέλεσμα να ζημιώνεται η παραγωγή του υβριδίου έναντι του ορθογωνικής διατομής 

καναλιού. Είναι προφανές πως δεν είναι επιθυμητό σε ένα αντιδραστήρα να υπάρχει σε 

κάποιο τμήμα του μηδενικός ρυθμός καθώς δεν θα συνεισφέρει στη παραγωγή 

προϊόντος. 

Πέραν των παραπάνω αποτελεσμάτων πραγματοποιήθηκε και μια μελέτη της 

εξέλιξης των τριών μορφών μονόκλωνου DNA (𝑆𝑆, 𝑆, 𝑆𝑃). Εξαιτίας του ότι σε όλες τις 

θερμοκρασίες υπάρχουν και τα τρία συστατικά παραστάθηκαν σε γραφήματα τα 

γραμμομοριακά κλάσματα του κάθε είδους προς το σύνολο των τριών αυτών ειδών (στο 

συγκεκριμένο κλάσμα δεν συμπεριλαμβάνεται ο διαλύτης και οι εκκινητές που είναι σε 

περίσσεια). Στο σχήμα 4.33 παρουσιάζεται η εξέλιξη του γραμμομοριακό κλάσμα των 𝑆 

(που βρίσκεται σε μονόκλωνα DNA) σαν συνάρτηση των δομικών μονάδων. Για τα 
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σχήματα 4.33 - 4.35 αξίζει να αναφερθεί ότι για κάθε τρεις δομικές μονάδων αντιστοιχεί 

ένας θερμοκρασιακός κύκλος. 

 

Σχήμα 4.33: Γραμμομοριακό κλάσμα των μονόκλωνων DNA συναρτήσει των εννέα δομικών 

μονάδων του SHM (τρεις κύκλοι PCR) 

Από το σχήμα 4.33 φαίνεται ότι η αποδιάταξη του DNA στη θερμοκρασία των 95 

οC είναι μια αρκετά γρήγορη αντίδραση αφού με το πέρας του 1/3 της δομικής μονάδας, 

το γραμμομοριακό κλάσμα έχει φτάσει στο 0.99. Στους επόμενους δυο κύκλους στην ίδια 

απόσταση έχει σταθεροποιηθεί που σημαίνει ότι όλη η ποσότητα που υπάρχει σε δίκλωνη 

μορφή έγινε μονόκλωνη. 

Στο σχήμα 4.34 παρουσιάζεται με τον ίδιο τρόπο το γραμμομοριακό κλάσμα των 

𝑆𝑃 . Φαίνεται ότι και στην αντίδραση υβριδοποίησης καθώς και στη αντίδραση 

πολυμερισμού δεν έχουν καταλήξει ποτέ στη πλήρη μετατροπή για μήκος που αντιστοιχεί 

σε μία δομική μονάδα.  
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Σχήμα 4.34: Το γραμμομοριακό κλάσμα των SP συναρτήσει των εννέα δομικών μονάδων του 

SHM (τρεις κύκλοι PCR) 

Στο σχήμα 4.35 φαίνεται η εξέλιξη του γραμμομοριακού κλάσματος του 𝑆𝑆.  

 

Σχήμα 4.35: Γραμμομοριακού κλάσματος των SS που βρίσκεται σαν δίκλωνο DNA 

συναρτήσει των εννέα δομικών μονάδων του SHM (τρεις κύκλοι PCR) 

Από το σχήμα 4.35, προκύπτει η ίδια παρατήρηση, ότι η αποδιάταξη είναι μια 

αρκετά γρήγορη αντίδραση και χρειάζεται πολύ μικρό χρόνο για να επιτευχθεί πλήρης 
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μετατροπή και ότι το στάδιο επιμήκυνσης δεν έφτασε ποτέ στη μέγιστη δυνατή μετατροπή 

εντός του μήκος μίας δομικής μονάδας.  

Συμπερασματικά στα σχήματα που παρουσιάζουν τα γραμμομοριακά κλάσματα 

του κάθε συστατικού δεν παρατηρείται αισθητή διαφορά μεταξύ των δυο αντιδραστήρων. 

Οπότε στην περίπτωση που το διάλυμα της PCR είναι ομογενές (τα συστατικά έχουν 

αναμιχθεί) δεν χρειάζεται η χρήση του SHM για την PCR.  
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5 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ  

Πραγματοποιήθηκε υπολογιστική μελέτη του προβλήματος ανάμιξης διαλυμάτων 

βιομορίων σε μικροαναμίκτη ο οποίος αποτελείται από κανάλι ορθογωνικής διατομής με 

ανάγλυφο ψαροκόκαλου στον πυθμένα. Η μελέτη περιλαμβάνει την αριθμητική επίλυση 

των εξισώσεων Navier-Stokes, συνέχειας και του ισοζυγίου μάζας της διαλυμένης ουσίας 

(βιομορίων). Οι υψηλοί αριθμοί 𝑃𝑒, που προέκυψαν από τους χαμηλούς συντελεστές 

διάχυσης των βιομορίων, σε συνδυασμό με τις απότομες μεταβολές της συγκέντρωσης 

της βιομοριών (διαλυμένη ουσία) στο μικροαναμίκτη οδήγησαν σε ασταθείς λύσεις με 

έντονες διακυμάνσεις. Για την αντιμετώπιση των ασταθών λύσεων εφαρμόστηκαν 

μέθοδοι σταθεροποίησης και αυξήθηκε η πυκνότητα του υπολογιστικού πλέγματος. Η 

επίλυση πραγματοποιήθηκε με το εμπορικό λογισμικό COMSOL Multiphysics που 

βασίζεται στη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων (ΜΠΣ). 

Μελετήθηκε η επίδραση των συναρτήσεων βάσης της ΜΠΣ καθώς και του 

πλήθους των στοιχείων του υπολογιστικού πλέγματος στην αριθμητική λύση. 

Χρησιμοποιήθηκε προσαρμοζόμενο πλέγμα και αναπτύχθηκε μέσω παραμετρικής 

ανάλυσης κριτήριο για την έξυπνη πύκνωσή του στις περιοχές που ήταν αναγκαίο. Τέλος 

υπολογίστηκε το μήκος του SHM που απαιτείται για την πλήρη ανάμιξη και και 

διερευνήθηκε η χρήση της γεωμετρίας του μικροαναμίκτη σαν μικροαντιδραστήρας για 

τον πολλαπλασιασμό του DNA μέσω της αλυσιδωτής αντίδρασης πολυμεράσης 

(Polymerase Chain Reaction, PCR). 

Τα συμπεράσματα της διπλωματικής εργασίας συνοψίζονται παρακάτω. Αρχικά 

παρουσιάζονται τα συμπεράσματα που αφορούν τους υπολογισμούς πεδίου ροής.  

 

• Επιβεβαιώθηκε το περιοδικά επαναλαμβανόμενο προφίλ ταχύτητας για κάθε 

δομική μονάδα. Το μόνο που αλλοιώνει αυτή την περιοδικότητα του προφίλ 

ταχύτητας είναι πολύ μικρά τμήματα ακριβώς μετά την είσοδο και λίγο πριν την 

έξοδο κάθε δομικής μονάδας. 



 

129 

 

 

• Η μελέτη ανέδειξε συμμετρία στο πεδίο ταχύτητας στο μικροαναμίκτη σε μία 

δομική μονάδα η οποία επέτρεψε την επίλυση του πεδίου ταχύτητας στα ¾ της 

δομικής μονάδας του. 

 

Τα συμπεράσματα που αφορούν στον υπολογισμό της συγκέντρωσης της 

διαλυμένης ουσίας ακολουθούν: 

 

• Αριθμητικές αστάθειες εντοπίστηκαν σε σημεία όπου συμβάλλουν διαλύματα 

διαφορετικών συγκεντρώσεων δηλαδή σε σημεία όπου συμβαίνουν απότομες 

μεταβολές στη συγκέντρωση. Οι αριθμητικές αστάθειες εξαρτώνται από τον αριθμό 

𝑃𝑒, δηλαδή την ταχύτητα και τον συντελεστή διάχυσης. Όσο μεγαλύτερος είναι 

τόσο περισσότερες είναι οι αριθμητικές αστάθειες. Οι αριθμητικές αστάθειες 

οδηγούν σε συγκεντρώσεις εκτός ορίων. Οι συγκεντρώσεις εκτός ορίων είναι είτε 

μικρότερες από τη συγκέντρωση του αραιότερου διαλύματος είτε μεγαλύτερες από 

αυτές στο πυκνότερο διάλυμα από τα δύο που τροφοδοτούνται στο μικροαναμίκτη. 

Στην περίπτωση που μελετήθηκε στην παρούσα εργασία είναι συγκεντρώσεις 

μικρότερες από το 0 (το ένα διάλυμα είναι ο διαλύτης) και μεγαλύτερες από 1 

mol/m3 (το άλλο διάλυμα έχει συγκέντρωση 1 mol/m3) 

 

• Για την αντιμετώπιση των ασταθειών χρησιμοποιήθηκαν μέθοδοι σταθεροποίησης 

και πύκνωση του υπολογιστικού πλέγματος. Πιο συγκεκριμένα, χρησιμοποιήθηκε 

προσαρμοζόμενο πλέγμα και αναπτύχθηκε μέσω παραμετρικής ανάλυσης 

κριτήριο για την έξυπνη πύκνωσή στις περιοχές που ήταν αναγκαίο. Το κριτήριο 

αυτό εξαρτάται από την ταχύτητα του ρευστού, τη βαθμίδα και τον τελεστή Laplace 

της συγκέντρωσης και το μήκος των στοιχείων. 

 

• Το προσαρμοζόμενο πλέγμα με το κριτήριο πύκνωσης οδήγησε σε σημαντική 

εξοικονόμηση υπολογιστικού κόστους σε μνήμη στις διδιάστατες γεωμετρίες. 

Αναφέρεται χαρακτηριστικά ότι χρειάστηκαν περίπου μία τάξη (~ 8 φορές) λιγότερα 

στοιχεία με το προσαρμοζόμενο πλέγμα για να έχουμε την ίδια απόδοση ανάμιξης 
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με το ομοιόμορφο πλέγμα. Στην τριδιάστατη γεωμερία του SHM το κριτήριο 

οδήγησε σε ελαφρώς καλύτερη συμπεριφορά από το ομοιόμορφα πυκνό πλέγμα 

κατεβάζοντας μία τάξη τη μέγιστη απόκλιση της συγκέντρωσης από τα φυσικά 

όρια. 

 

Τα συμπεράσματα που αφορούν στον υπολογισμό της απόδοσης ανάμιξης σε 

διαδοχικές δομικές μονάδες του μικροαναμίκτη SHM και του μήκους πλήρους ανάμιξης 

ακολουθούν:  

 

• Η απόδοση ανάμιξης που προκύπτει από τους υπολογισμούς συγκρίθηκε 

ικανοποιητικά με πειραματικές μετρήσεις.  

 

• Η απόδοση ανάμιξης συναρτήσει του μήκους του μικροαναμίκτη υπολογίστηκε σε 

συμφωνία με τις μετρήσεις να ανεβαίνει με μεταβαλλόμενο ρυθμό. Ο ρυθμός 

αυξάνεται μέχρι ένα σημείο καμπής από το οποίο και μετά ο ρυθμός μειώνεται. Το 

σημείο καμπής εξηγήθηκε από τη δημιουργία, μετά το τέλος των πρώτων δομικών 

μονάδων, μιας περιοχής στο κέντρο του πλάτους του μικροαναμίκτη η οποία δεν 

επηρεάζεται από τη χαοτική συναγωγή που προκαλούν τα ανάγλυφα 

ψαροκόκαλου στον πυθμένα. 

 

• Με βάση την εξήγηση του σημείου καμπής, προτάθηκε για την ενίσχυση της 

απόδοσης του μικροαναμίκτη SHM η παρεμβολή δομικών μονάδων ή μισών 

δομικών μονάδων με συμμετρικά αυλάκια στις δομικές μονάδες του SHM. 

 

• Επιβεβαιώθηκε η καλή συμπεριφορά του μικροαναμίκτη SHM. Η αύξηση του 

αριθμού 𝑃𝑒 10 φορές έχει σαν αποτέλεσμα το συνολικό μήκος για πλήρη ανάμιξη 

να αυξάνεται μόνο 0.4 cm (από 1 στο 1.4 cm). 
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Τα συμπεράσματα που αφορούν στη διερεύνηση της χρήσης της γεωμετρίας του 

SHM ως μικροαντιδραστήρα για την αλυσιδωτή αντίδραση πολυμεράσης (PCR) 

ακολουθούν: 

 

 

 

• Για τη μείωση του υπολογιστικού κόστους, τα 7 ισοζύγια μάζας που απαιτούνται 

για την εφαρμογή της κινητικής της PCR απλοποιήθηκαν σε 4.  

 

• Ένας θερμικός κύκλος της PCR υλοποιήθηκε σε 3 δομικές μονάδες, μία για κάθε 

στάδιο. Οι υπολογισμοί έδειξαν ότι το στάδιο της αποδιάταξης του DNA 

πραγματοποιείται πολύ γρήγορα εξαιτίας του υψηλού ρυθμού αντίδρασης. 

Συνεπώς, θα μπορούσε να πραγματοποιηθεί σε μικρότερο όγκο δομικής μονάδας. 

Αντίθετα, τα στάδια της υβριδοποίησης και της επιμήκυνσης του DNA είναι αρκετά 

πιο αργά, με αποτέλεσμα να χρειάζονται δομικές μονάδες με μεγαλύτερο όγκο. 

 

• Συγκρίθηκε ο πολλαπλασιασμός του DNA σε γεωμετρία SHM και ορθογωνικής 

διατομής κανάλι. Στην είσοδο και των δύο γεωμετριών εισάγονταν πλήρως 

αναμεμιγμένα διαλύματα PCR. Η σύγκριση έδειξε ότι οι διαφορές στον 

πολλαπλασιασμό στις δύο γεωμετρίες ήταν μικρές. 

 

Τελειώνοντας, τα θέματα που χρήζουν περαιτέρω διερεύνησης συνοψίζονται 

παρακάτω:  

 

• Μία μελλοντική εργασία είναι η ανάπτυξη βελτιωμένου κριτηρίου πύκνωσης του 

υπολογιστικού πλέγματος που να στηρίζεται σε δεδομένα από τριδιάστατη 

γεωμετρία. 

 

• Ενδιαφέρουσα μελλοντική εργασία είναι η μελέτη και ο σχεδιασμός μικροαναμίκτη 

SHM με παρεμβολή μιας μονάδας η οποία θα επιδρά στην περιοχή όπου υστερεί 
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σε χαοτική συναγωγή με στόχο να εξαλειφθεί το σημείο καμπής στην απόδοση 

ανάμιξης. 

 

• Ακόμη μια ενδιαφέρουσα εργασία είναι η μελέτη της ταυτόχρονης ανάμιξης του 

δείγματος DNA με το διάλυμα της PCR (που δεν περιέχει το DNA) και της 

αντίδρασης PCR. Επίσης, θα μπορούσε να μελετηθεί ποια είναι η βέλτιστη λύση 

με κριτήριο το μήκος της γεωμετρίας: Ταυτόχρονη ανάμιξη και αντίδραση ή πρώτα 

ανάμιξη και μετά αντίδραση; 
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Παράρτημα Α: Υπολογισμοί 
συγκέντρωσης σε διδιάστατες γεωμετρίες 

Α.1 Διδιάστατη γεωμετρία τύπου Y 

 

Η συγκεκριμένη γεωμετρία διαφέρει από την προηγούμενη σχήμα 4.7 στο ότι τα 

δυο ρεύματα εισέρχονται παράλληλα και η μέση ταχύτητα τόσο στις εισόδους όσο και στο 

κύριο αγωγό διατηρείται ίδια. Οι είσοδοι έχουν την μισή διατομή από τον κύριο αγωγό. Το 

σχήμα αυτής της γεωμετρίας φαίνεται στο σχήμα 4.11(a). 

Στο σχήμα Α.1 παρουσιάζεται η απόδοση ανάμειξης για τη γεωμετρία τύπου Υ. 

Για τη συγκεκριμένη γεωμετρία η απόδοση ανάμειξης παραμένει σταθερή πέραν των 1Ε5 

στοιχείων πλέγματος. 
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Σχήμα Α.1: Απόδοση ανάμιξης συναρτήσει του αριθμού των στοιχείων του πλέγματος για την 

γεωμετρία τύπου Υ. 

 

Στο σχήμα Α.2 και Α.3 παρουσιάζεται το ποσοστό επιφάνειας και μέγιστη 

απόκλιση από τα φυσικά όρια αντίστοιχα, σαν συνάρτηση των στοιχείων του πλέγματος. 

 

Σχήμα Α.2: Ποσοστό επιφάνειας συγκεντρώσεων εκτός ορίων συναρτήσει των στοιχείων του 

πλέγματος. 
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Από το σχήμα Α.2 φαίνεται πως πέραν των 1Ε5 στοιχείων πλέγματος όπου έχει 

σταθεροποιηθεί και η απόδοση ανάμειξης το ποσοστό της επιφάνειας είναι μικρότερη του 

0.01%. Συγκρίνοντας και το σχήμα Α.3 φαίνεται ότι η μέγιστη απόκλιση είναι κάπως 

ανεβασμένη στα 1Ε5 στοιχειά ωστόσο εφόσον η επιφάνεια των συγκεντρώσεων εκτός 

ορίων είναι αρκετά μικρή το γεγονός αυτό μπορεί να οφείλεται σε μεμονωμένη αστάθεια 

και σε βαθμό που δεν μπορεί να αλλοιώσει την λύση. 

 

 

Σχήμα Α.3: Μέγιστη απόκλιση από τα φυσικά όρια συναρτήσει των στοιχείων του πλέγματος. 

 

Συγκρίνοντας τις δυο γεωμετρίες Τ (σχήμα 4.7) και Υ (σχήμα 4.11 (a)) ακριβή 

αποτελέσματα λαμβάνονται για πυκνότητα πλέγματος 1.20E+13 στοιχεία/m2 και 

3.30E+12 στοιχεία/m2 αντίστοιχα. Από τη πυκνότητα πλέγματος φαίνεται ότι η γεωμετρία 

τύπου Τ χρειάστηκε εικοσαπλάσια πυκνότητα για να καταφέρει να δώσει ακριβές 
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αποτέλεσμα. Εντούτοις, το παραπάνω γεγονός δεν είναι βέβαιο αν οφείλεται στο ότι τα 

δυο ρευστά συμβάλλουν κάθετα, ή ότι μετά την συμβολή αυξάνεται η ταχύτητα. 

Α.2 Διδιάστατη γεωμετρία τύπου Τ με διαστολή 

Η συγκεκριμένη γεωμετρία παρουσιάζεται στο σχήμα 4.11 (c). 

Κατά τη διερεύνηση της ανεξαρτησίας της απόδοσης ανάμιξης από τη πύκνωση 

του πλέγματος, τα αποτελέσματα που προέκυψαν παρουσιάζονται στο σχήμα Α.4. Από 

το γράφημα μπορεί να παρατηρηθεί ότι πέραν του 1Ε5 στοιχείων η απόδοση ανάμειξης 

παραμένει σχεδόν σταθερή αφού μόνο τα τελευταία τρία σημεία παρουσιάζουν μεταβολή 

μικρότερη από 0,002% σε σχέση με τα προηγούμενα. 

 

Σχήμα Α.4: Απόδοση ανάμιξης συναρτήσει του αριθμού των στοιχείων του πλέγματος για την 

γεωμετρία τύπου Τ με διαστολή. 

Ακολούθως, πραγματοποιήθηκε όμοια διερεύνηση για τις συγκεντρώσεις εκτός 

ορίων και τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στα σχήματα Α.5 και Α.6. 
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Σχήμα Α.5: Ποσοστό επιφάνειας συγκεντρώσεων εκτός ορίων συναρτήσει των στοιχείων του 

πλέγματος για την γεωμετρία τύπου Τ με διαστολή. 

 

Από το σχήμα Α.5 παρατηρείται ότι πέραν 1Ε5 στοιχείων του πλέγματος η 

επιφάνειας των συγκεντρώσεων εκτός ορίων έχει ελαττωθεί αρκετά. Συγκεκριμένα, η 

επιφάνειας αυτή είναι μικρότερος του 0,03% και περίπου στα 3Ε5 στοιχειά μηδενίζεται. 

Αξιοσημείωτο είναι το γεγονός πως στο αραιότερο πλέγμα (5Ε3 στοιχειά) το ποσοστό 

των αρνητικών συγκεντρώσεων είναι μικρότερο από το αμέσως επόμενο πλέγμα (1Ε4 

στοιχεία) το συγκεκριμένο γεγονός εμφανίζεται σε όλες τις γεωμετρίες παρόλο που τα 

αρκετά αραιά πλέγματα δεν παρουσιάζονται στα γραφήματα. Πιθανό αίτιο που προκαλεί 

την μείωση του ποσοστού των αρνητικών συγκεντρώσεων σε πολύ αραιά πλέγματα είναι 

το γεγονός πως η διάχυση του διαλυμένου συστατικού είναι κατά πολύ πιο ανεπτυγμένη 

με αποτέλεσμα να μην υπάρχουν απότομες διακυμάνσεις της συγκέντρωσης (ψευδής 

αριθμητική διάχυση). 
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Σχήμα Α.6: Μέγιστη απόκλιση από τα φυσικά όρια συναρτήσει των στοιχείων του πλέγματος 

για την γεωμετρία τύπου Τ με διαστολή. 

 

Στο παραπάνω γράφημα παρουσιάζονται οι μέγιστες αποκλίσεις των 

συγκεντρώσεων από τα φυσικά όρια για τη γεωμετρία τύπου Τ με διαστολή. Από το 

σχήμα Α.6 παρατηρείται ότι με την αύξηση των στοιχείων του πλέγματος μειώνεται η 

μέγιστη απόκλιση εξαιρούμενου του πρώτου σημείου όπου παρατηρείται μικρή αύξηση 

όπως και στο σχήμα Α.5. Τέλος στα πλέγματα με περισσότερα από 1Ε6 στοιχεία η 

μέγιστη απόκλιση παραμένει σταθερή αλλά σε αρκετά χαμηλά επίπεδα 1Ε-15 mol/m3. 

 

Α.3 Διδιάστατη γεωμετρία τύπου Y με ολίσθηση στο εσωτερικό των 

αγωγών εισόδου. 

 

Για περαιτέρω διερεύνηση της επίδρασης της ταχύτητας στην αστάθεια των 

συγκεντρώσεων πραγματοποιήθηκε και επίλυση σε γεωμετρία τύπου Υ όπου στους 
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αγωγούς εισόδου στα εσωτερικά σύνορα εφαρμόστηκε συνθήκη ολίσθησης σχήμα 4.11 

(b). Σαν αποτέλεσμα της συγκεκριμένης συνθήκης, τα δυο ρεύματα με διαφορετική 

συγκέντρωση συμβάλλουν με τη μέγιστη δυνατή ταχύτητα. 

Όμοια διερεύνηση όπως και στις προηγούμενες γεωμετρίες πραγματοποιήθηκε 

και στη συγκεκριμένη γεωμετρία με τα αποτελέσματα της απόδοσης ανάμιξης, επιφάνειας 

συγκεντρώσεων εκτός ορίων και μέγιστη απόκλιση από τα φυσικά όρια να 

παρουσιάζονται στα σχήματα Α.7, Α.8 και Α.9 αντίστοιχα. 

 

 

Σχήμα Α.7: Απόδοση ανάμιξης συναρτήσει του αριθμού των στοιχείων του πλέγματος για την 

γεωμετρία τύπου Υ με ολίσθηση. 

 

Παρατηρώντας το σχήμα Α.7 συμπεραίνεται πως χρειάζεται περίπου 3Ε5 στοιχεία 

πλέγματος για τον ακριβή υπολογισμό της απόδοσης ανάμειξης. Συγκρινόμενο με την 

αντίστοιχη Υ γεωμετρία χωρίς ολίσθηση χρειάζεται περίπου 2Ε5 περισσότερα στοιχεία, 

πιθανότατα εξαιτίας της αστάθειας που δημιουργεί η συμβολή με μεγαλύτερη ταχύτητα. 
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Σχήμα Α.8: Ποσοστό επιφάνειας συγκεντρώσεων εκτός ορίων συναρτήσει των στοιχείων του 

πλέγματος για την γεωμετρία τύπου Υ με ολίσθηση. 

 

Η επιρροή της ταχύτητας κατά την συμβολή των δυο ρευμάτων γίνεται εμφανής 

και στην επιφάνεια των συγκεντρώσεων εκτός ορίων. Συγκεκριμένα οι συγκεντρώσεις 

που είναι μεγαλύτερες της μονάδας διατηρούν αρκετά μεγάλο ποσοστό και σε πυκνότερα 

πλέγματα. 
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Σχήμα Α.9: Μέγιστη απόκλιση από τα φυσικά όρια συναρτήσει των στοιχείων του πλέγματος 

για την γεωμετρία τύπου Υ με ολίσθηση. 

 

Όμοια συμπεράσματα προκύπτουν και από το σχήμα Α.8 με την μέγιστη 

απόκλιση από τα φυσικά όρια να κυμαίνεται σε αρκετά ψηλά επίπεδα ακόμα και στο πιο 

πυκνό πλέγμα. Συγκεκριμένα, αν και ο όγκος έχει ελαττωθεί σε αρκετά χαμηλά επίπεδα 

στο συγκεκριμένο πλέγμα, η μέγιστη απόκλιση της συγκέντρωσης από τα φυσικά όρια 

είναι μεγαλύτερη του 0.01 mol/m3. Αυτή η απόκλιση είναι χρήσιμο να εντοπισθεί σε ποιό 

σημείο εμφανίζεται και για τον λόγο αυτό στο σχήμα Α.9 παρουσιάζεται το σημείο αυτό 

στη συγκεκριμένη γεωμετρία. 
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Σχήμα Α.10: Απεικόνιση συγκεντρώσεων εκτός ορίων σε μεγέθυνση αριστερά >1 και δεξιά 

<0 από τη γεωμετρία τύπου Υ με ολίσθηση. 

Στο σχήμα Α.10 φαίνεται ξεκάθαρα ότι οι συγκεντρώσεις εκτός ορίων 

εμφανίζονται λίγο πριν την ένωση των δυο ρευμάτων εισόδου. Είναι εμφανές ότι η ένωση 

δυο ρευμάτων με διαφορετική συγκέντρωση παίζει καθοριστικό ρόλο στην εμφάνιση των 

συγκεντρώσεων εκτός ορίων. Στη προκειμένη περίπτωση όπου τα δυο ρεύματα 

συμβάλλουν με την μεγαλύτερη δυνατή ταχύτητα αυτό έχει σαν αποτέλεσμα αύξηση στην 

απόκλιση των συγκεντρώσεων αυτών. 

 

Α.4 Διδιάστατη γεωμετρία τύπου Τ απέναντι εισόδων. 

 

Στη συγκεκριμένη γεωμετρία σχήμα 4.11 (d) οι είσοδοι βρίσκονται απέναντι και 

τα δυο ρευστά συμβάλλουν και εξέρχονται από τον κάθετο άκρο του Τ το οποίο και έχει 

διπλάσια διατομή από τις εισόδους με αποτέλεσμα να διατηρείται η μέση ταχύτητα σε όλο 

τον αναμίκτη. 
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Σχήμα Α.11: Απόδοση ανάμιξης συναρτήσει του αριθμού των στοιχείων του πλέγματος για 

την γεωμετρία τύπου Τ με απέναντι εισόδους. 

 

Στο σχήμα Α.11, παρουσιάζεται η απόδοση ανάμιξης συναρτήσει του αριθμού 

των στοιχείων του πλέγματος για την συγκεκριμένη γεωμετρία. Ακριβές αποτέλεσμα 

προκύπτει με μόνο 5Ε4 στοιχεία, με την δεδομένη γεωμετρία να παρουσιάζει τις λιγότερες 

αστάθειες από κάθε άλλη περίπτωση όπως φαίνεται και από την επιφάνεια των 

συγκεντρώσεων εκτός ορίων, σχήμα Α.12. 
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Σχήμα Α.12: Ποσοστό επιφάνειας συγκεντρώσεων εκτός ορίων συναρτήσει των στοιχείων 

του πλέγματος για την γεωμετρία τύπου Τ απέναντι εισόδων. 

 

Στο σχήμα Α.12, φαίνεται ο αρκετά χαμηλό ποσοστό των συγκεντρώσεων εκτός 

ορίων ήδη από τα αραιά κιόλας πλέγματα. Συγκεκριμένα, στο αραιότερο πλέγμα (7Ε3 

στοιχείων) ο όγκος των συγκεντρώσεων αυτών είναι λιγότερος του 0,7%, τόσο για τιμές 

μικρότερες του 0, όσο και για τιμές μεγαλύτερες της μονάδας. Στα περίπου 5Ε4 στοιχεία, 

ο όγκος αυτός είναι κάτω από το 0,1% και ακολούθως στα πυκνότερα πλέγματα 

μηδενίζεται. 
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Σχήμα Α.13:Μέγιστη απόκλιση από τα φυσικά όρια συναρτήσει των στοιχείων του πλέγματος 

για την γεωμετρία τύπου Τ απέναντι εισόδων. 

 

Στο σχήμα Α.13, φαίνεται επίσης πως η μέγιστη απόκλιση των συγκεντρώσεων 

από τα φυσικά όρια κατεβαίνει από νωρίς σε αραιά πλέγματα σε χαμηλά επίπεδα που 

δεν είναι δυνατό να επηρεάσουν τη λύση.  

 

Συμπερασματικά, η συγκεκριμένη γεωμετρία έχει τις λιγότερες αστάθειες 

συγκρινόμενη με τις υπόλοιπες που διερευνήθηκαν. Πιθανώς, να οφείλεται στο γεγονός 

ότι δεν υπάρχει σύνορο που να χωρίζει τις δυο εισόδους και να δημιουργεί μια συμβολή 

των δυο διαφορετικών συγκεντρώσεων σε ένα σημείο. Στις προηγούμενες περιπτώσεις 

η απότομη αυτή συμβολή δημιουργεί μια απότομη μεταβολή της συγκέντρωσης που 

αδυνατεί να καλύψει ένα αραιό πλέγμα. 
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Α.5 Διδιάστατη γεωμετρία τύπου Τ με καμπύλο τόξο στη συμβολή των 

εισόδων 

 

Σαν συνέχεια της διερεύνησης των συγκεντρώσεων εκτός ορίων και προσπάθεια 

βελτίωσης της λύσης που λαμβάνεται σε αραιότερα πλέγματα πραγματοποιήθηκε 

επίλυση της απλής Τ γεωμετρίας που συμβάλλουν κάθετα δυο ρεύματα με ειδική 

διαμόρφωση της γεωμετρίας. Αυτή η γεωμετρία, τροποποιήθηκε έτσι ώστε η γωνία που 

συμβάλλουν τα ρεύματα να είναι καμπύλη με την δημιουργία τόξου αντί για ορθή γωνία. 

Η γεωμετρία και η τροποποίηση παρουσιάζονται στο σχήμα 4.11 (e). 

Η δημιουργία τόξου έχει σαν αποτέλεσμα να τροποποιείται το κτίσιμο του μη 

δομημένου τριγωνικού πλέγματος. Το πλέγμα για να δημιουργήσει αυτό το τόξο 

προσθέτει αρκετούς κόμβους στο συγκεκριμένο σημείο με αρκετά μικρό μήκος στοιχείων. 

Σαν αποτέλεσμα αυτού, το πλέγμα είναι αρκετά πιο πυκνό στη συγκεκριμένη περιοχή 

όπως φαίνεται και στο σχήμα Α.14. 

 

Σχήμα Α.14: Πλέγμα γεωμετρίας τύπου Τ με καμπύλο τόξο στη συμβολή εισόδων. 
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Σχήμα Α.15: Απόδοση ανάμιξης συναρτήσει του αριθμού των στοιχείων του πλέγματος για 

την γεωμετρία τύπου Τ με καμπύλο τόξο στη συμβολή. 

 

Από το γράφημα στο σχήμα Α.15 φαίνεται πως στη δεδομένη γεωμετρία ακριβής 

λύση μπορεί να προκύψει με περίπου 3.5Ε5 στοιχεία και περίπου 5Ε5 λιγότερα από την 

Τ γεωμετρία με κάθετη γωνιά στη συμβολή των εισόδων. 

 

Σχήμα Α.16: Ποσοστό επιφάνειας συγκεντρώσεων εκτός ορίων συναρτήσει των στοιχείων 

του πλέγματος για την γεωμετρία τύπου Τ με καμπύλο τόξο στη συμβολή. 

 

2.032%

2.033%

2.034%

2.035%

2.036%

2.037%

2.038%

2.039%

2.040%

1.E+05 1.E+06 1.E+07 1.E+08

%
 α

π
ό

δ
ο

σ
η

  α
νά

μ
ιξ

η
ς

πλήθος στοιχείων

0.00%

0.02%

0.04%

0.06%

0.08%

0.10%

1.E+05 1.E+06 1.E+07%
 ε

π
ιφ

ά
νε

ια
 μ

ε 
σ

υ
γκ

εν
τρ

ώ
σ

ει
ς 

εκ
τό

ς 
ο

ρ
ίω

ν

πλήθος στοιχείων

c<-1E-6 mol/m^3

c>1+1E-6 mol/m^3



 

148 

 

Από το σχήμα Α.16, φαίνεται πως η επιφάνεια που καλύπτουν οι συγκεντρώσεις 

εκτός ορίων κυμαίνονται σε αρκετά χαμηλά επίπεδα μικρότερα του 0.1%. Εντούτοις, η 

μέγιστη απόκλιση από τα φυσικά όρια παραμένει σχετικά ψηλά όπως φαίνεται στο σχήμα 

Α.17. 

 

Σχήμα Α.17: Μέγιστη απόκλιση από τα φυσικά όρια συναρτήσει των στοιχείων του 

πλέγματος για την γεωμετρία τύπου Τ με καμπύλο τόξο στη συμβολή. 

 

Στο σχήμα Α.17 η μέγιστη απόκλιση μέχρι και το πυκνότερο πλέγμα είναι 

μεγαλύτερη του 1Ε-4. Ενδεχομένως, ο όγκος των συγκεντρώσεων αυτών να είναι αρκετά 

μικρός όμως είναι χρήσιμο να εντοπιστεί σε ποιο σημείο εμφανίζονται. 

 

 

1.E-05

1.E-04

1.E-03

1.E-02

1.E-01

1.E+00

1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06 1.E+07 1.E+08μ
έγ

ισ
τη

 α
π

ό
κλ

ισ
η

 σ
υ

γκ
έν

τρ
ω

σ
η

ς 
α

π
ό

 τ
α

 
φ

υ
σ

ικ
ά

 ό
ρ

ια
(m

o
l/

m
3
)

Πλήθος στοιχείων



 

149 

 

 

Σχήμα Α.18: Συγκεντρώσεις μεγαλύτερες της μονάδας γεωμετρίας τύπου Τ με καμπύλο τόξο. 

 

Στο σχήμα Α.18 παρουσιάζονται η συγκεντρώσεις που είναι μεγαλύτερες της 

μονάδας για το πυκνότερο πλέγμα, με μέγιστη απόκλιση περίπου ίση με 2Ε-4. Αξίζει να 

αναφερθεί πως δεν εμφανίζονται συγκεντρώσεις μικρότερες της μονάδας με σημαντική 

απόκλιση για αυτό και δεν αναπαρίστανται στο παραπάνω σχήμα. Από το συγκεκριμένο 

σχήμα φαίνεται πως οι μέγιστες αποκλίσεις αποτελούν ένα μοναδικό μεμονωμένο σημείο 

κοντά στην αρχή του καμπύλου τόξου στην έσοδο του ρεύματος με συγκέντρωση ίση με 

την μονάδα. Ενδεχομένως η αλλαγή του ευθύγραμμου τμήματος σε καμπύλο να 

επηρεάζει την εμφάνιση των αποκλίσεων αυτών. 

Συμπερασματικά, το καμπύλο τόξο βοηθά σε ένα βαθμό να προκύψει λύση 

ανεξάρτητη από περαιτέρω πύκνωση σε αραιότερο πλέγμα, ωστόσο η λύση διαφέρει 

κατά 0.002% από την αντίστοιχη κάθετη γεωμετρία. Στην αναπαραγωγή τέτοιας λύσης 

συμβάλλει τόσο το κοίλο τόξο όσο και το πυκνότερο πλέγμα που δημιουργείται στη γωνία 

που συμβάλλουν τα δυο ρεύματα. 
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