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Abstract  

ηε ζπγθεθξηκέλε δηπισκαηηθή εξγαζία ζα αζρνιεζνύκε κε αιγνξίζκνπο εύξεζεο ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο ηεηξαγσληθώλ πηλάθσλ. Αξρηθά, ζην Κεθάιαην 2 κειεηάκε ζύληνκα ην ζεσξεηηθό 

ππόβαζξν ηεο έλλνηαο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο θαη ηνλ νξηζκό ηνπ. ηε ζπλέρεηα ηνπ θεθαιαίνπ 

αλαθέξνπκε νξηζκέλα βαζηθά ζεσξήκαηα πνπ αθνξνύλ ην ςεπδνθάζκα, καδί κε ηηο απνδείμεηο 

ηνπο θαη ηηο εηδηθέο πεξηπηώζεηο πνπ δελ είλαη άιιεο από ηηο ηδηνηηκέο. Όζνλ αθνξά ηνπο 

αιγνξίζκνπο, εμεηάδνπκε δύν θαηεγνξίεο. Η πξώηε θαηεγνξία είλαη νη αιγόξηζκνη grid, κε ηνλ 

βαζηθό λα κειεηάηαη ζην Κεθάιαην 3 θαη κηα βειηίσζή ηνπ, ησλ Κνύηε θαη Γαιιόπνπινπ ζην 

Κεθάιαην 4. Η δεύηεξε θαηεγνξία είλαη νη αιγόξηζκνη path-following. Ο πξώηνο αιγόξηζκνο απηήο 

ηεο θαηεγνξίαο αλαπηύρζεθε από ηνλ Martin Βrühl θαη κειεηάηαη ζην Κεθάιαην 5. Σέινο, ζηα 

Κεθάιαηα 6 θαη 7 κειεηώληαη δύν βειηηώζεηο ηνπ αιγνξίζκνπ απηνύ, νη αιγόξηζκνη Cobra θαη Fast 

Descent, πνπ αλαπηύρζεθαλ από ηνπο Μπέθα θαη Γαιιόπνπιν. Αθνύ κειεηεζεί ν θάζε αιγόξηζκνο 

μερσξηζηά θαηαιήγνπκε ζηε ζύγθξηζε ηεο εθηέιεζήο ηνπο θαη ην ρξόλν πνπ ρξεηάζηεθε ζε θάζε 

πεξίπησζε, ζεκεηώλνληαο ηα κεηνλεθηήκαηα πνπ δηνξζώλνληαη αιιά θαη ηα πιενλεθηήκαηα 

θαζελόο από απηνύο.  
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1. Δηζαγφγή 

Η κειέηε ησλ ηδηνηηκώλ ηεηξαγσληθώλ πηλάθσλ είλαη έλα ηδηαίηεξα ζεκαληηθό θεθάιαην ηεο 

Αλάιπζεο Πηλάθσλ θαη απνηειεί ην θπξηόηεξν κέζν κε ην νπνίν δηαπηζηώλνληαη νη ηδηόηεηεο θάζε 

πίλαθα ή ηειεζηή. Δληνύηνηο ηα απνηειέζκαηα ηεο κειέηεο ησλ ηδηνηηκώλ ελδέρεηαη λα είλαη 

παξαπιαλεηηθά θαη νη ππνζέζεηο λα κελ ζπκθσλνύλ κε ηηο πεηξακαηηθέο παξαηεξήζεηο. Απηό 

ζπκβαίλεη ζε πεξηπηώζεηο όπνπ νη ηδηνηηκέο παξνπζηάδνπλ αζπλήζηζηεο ηδηόηεηεο θαη ζπκπεξηθνξά, 

ζε ζρέζε κε ηε λόξκα πίλαθα κε βάζε ηελ νπνία ππνινγίζηεθαλ. Η λόξκα πηλάθσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηηο πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο είλαη ε θαζκαηηθή (λόξκα-2), ε λόξκα δειαδή πνπ 

επάγεηαη από ηελ Δπθιείδεηα δηαλπζκαηηθή λόξκα. Με βάζε ηε ζπγθεθξηκέλε λόξκα, ην πξόβιεκα 

πνπ αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο ζπλεπάγεηαη όηη ν πίλαθαο είλαη κε-θαλνληθόο, δελ ηζρύεη δειαδή ε 

γλσζηή ηζόηεηα 
 ΑΑ Α Α  θαη επίζεο ηα ηδηνδηαλύζκαηά ηνπ δελ είλαη νξζνγώληα. 

Η κειέηε κε-θαλνληθώλ πηλάθσλ είλαη πνιύ ζεκαληηθή θαη ζπλαληάηαη ζπρλά ζε πνιινύο 

επηζηεκνληθνύο ηνκείο, εθηόο από ηε Θεσξεηηθή Αλάιπζε Πηλάθσλ. Όζνλ αθνξά ηνπο 

καζεκαηηθνύο ηνκείο κε-θαλνληθνί πίλαθεο ζπλαληώληαη ελδεηθηηθά ζηε πλαξηεζηαθή Αλάιπζε, 

ζηελ Αξηζκεηηθή Γξακκηθή Άιγεβξα, ζηηο ηνραζηηθέο Αλειίμεηο ζηε ζεσξία Μαξθνβηαλώλ 

αιπζίδσλ θαζώο θαη ζηε κειέηε ησλ Γηαθνξηθώλ Δμηζώζεσλ θαη, κεηαμύ άιισλ, ησλ αξηζκεηηθώλ 

ηξόπσλ επίιπζήο ηνπο. Δπηπιένλ, ηα καζεκαηηθά ησλ κε-θαλνληθώλ πηλάθσλ έρνπλ εθαξκνγή ζε 

επηζηήκεο όπσο ε Ρεπζηνκεραληθή θαη ε Τδξνδπλακηθή, ε Μεηεσξνινγία θαη ε επηζηήκε ησλ 

Laser. πλεπώο ε επηηαθηηθή αλάγθε κειέηεο ησλ ηδηνηήησλ ηνπο νδήγεζε ζην νξηζκό ηνπ ε-

ςεπδνθάζκαηνο (ή απιώο ςεπδνθάζκαηνο) ελόο πίλαθα, κηαο γξαθηθήο θαη αλαιπηηθήο 

ελαιιαθηηθήο ζηε κειέηε ησλ ηδηνηηκώλ.  

Σν ε-ςεπδνθάζκα   A  ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα Α είλαη έλα ζύλνιν ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ 

ην νπνίν πεξηιακβάλεη ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα θαζώο θαη ηηκέο νη νπνίεο είλαη «ζρεδόλ» ηδηνηηκέο. 

Πξόθεηηαη γηα κηα επέθηαζε ηνπ θάζκαηνο (ηνπ ζπλόινπ δειαδή ησλ ηδηνηηκώλ) γηα λα θαιύςεη 

ζηαδηαθά νιόθιεξν ην κηγαδηθό επίπεδν θαη απνηειείηαη από ηηο ηδηνηηκέο ησλ δηαηαξαρώλ ηνπ Α, 

δειαδή ησλ πηλάθσλ Α Ε , όπνπ E έλαο πίλαθαο κε Ε , γηα θάπνηνλ κε αξλεηηθό αξηζκό ε. 

πκπεξαίλνπκε άξα όηη ην θάζκα απνηειεί εηδηθή πεξίπησζε ηνπ ςεπδνθάζκαηνο γηα 0  . 

Δίλαη πξνθαλέο όηη ππάξρνπλ άπεηξνη ηέηνηνη πίλαθεο Δ γηα θάζε ηηκή ηνπ ε, γεγνλόο πνπ δειώλεη 

όηη ην ςεπδνθάζκα δελ κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί επαξθώο ρσξίο ηε βνήζεηα ππνινγηζηή θαη γη’ 

απηό αλά ηα ρξόληα έρνπλ αλαπηπρζεί πνιιέο κέζνδνη θαη αιγόξηζκνη ππνινγηζκνύ ηνπ.  

Οη αιγόξηζκνη απηνί έρνπλ ζηόρν ηελ γξαθηθή απεηθόληζε ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, ηελ εύξεζε δειαδή 

ηνπ ζπλόξνπ ηνπ,  , γηα θάζε ηηκή ηνπ ε θαη θαηαηάζζνληαη ζε δύν βαζηθέο θαηεγνξίεο. 
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Η πξώηε θαηεγνξία είλαη νη αιγόξηζκνη Grid. Οη ζπγθεθξηκέλνη αιγόξηζκνη επηιέγνπλ έλα πιέγκα 

ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ θαη απνθαίλνληαη αλ ηα ζεκεία ηνπ αλήθνπλ ζην ςεπδνθάζκα εμεηάδνληάο 

ηα έλα πξνο έλα. Πξόθεηηαη γηα εμαηξεηηθά απινύο θαη ζηαζεξνύο αιγνξίζκνπο κε εγγπεκέλα 

ζσζηά απνηειέζκαηα, νη νπνίνη όκσο παξνπζηάδνπλ νξηζκέλα βαζηθά κεηνλεθηήκαηα, θπξηόηεξν 

ησλ νπνίσλ είλαη πνηα θαη πόζα ζεκεία ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ ζα εμεηαζηνύλ. Όπσο ζα δνύκε ζηε 

ζπλέρεηα, ν αξηζκόο ησλ εμεηαδόκελσλ ζεκείσλ απνηειεί ηελ θύξηα παξάκεηξν αύμεζεο ηνπ 

ρξνληθνύ θόζηνπο ηνπ αιγνξίζκνπ. πλεπώο ην πιέγκα από ην νπνίν ζα μεθηλήζνπκε πξέπεη λα 

βεβαησζνύκε όηη πεξηέρεη ην ςεπδνθάζκα θαη ηαπηόρξνλα ην πξνζεγγίδεη ζε ηθαλνπνηεηηθό βαζκό 

έηζη ώζηε λα κελ νδεγεζνύκε ζε αρξείαζηα κεγάιν αξηζκό ππνινγηζκώλ, θάηη πνπ όπσο ζα δνύκε 

ηηο πεξηζζόηεξεο θνξέο είλαη αξθεηά δύζθνιν θαη ζπλήζσο ην αξρηθό πιέγκα είλαη πνιύ 

κεγαιύηεξν από ην ςεπδνθάζκα. Γηα ηελ κείσζε ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο ζε απηή ηελ πεξίπησζε, 

ρσξίο λα επεξεάδεηαη ε απιόηεηα ηεο ηδέαο, αλαπηύρζεθαλ, όπσο ζα δνύκε, νξηζκέλεο κέζνδνη 

απνθιεηζκνύ ησλ ζεκείσλ ηνπ πιέγκαηνο ηα νπνία δελ αλήθνπλ ζην ςεπδνθάζκα θαη άξα δελ είλαη 

αλαγθαίν λα εμεηαζηνύλ. 

Η δεύηεξε θαηεγνξία απνηειείηαη από ηνπο αιγνξίζκνπο Path-Following. ε απηή ηελ πεξίπησζε ν 

αιγόξηζκνο μεθηλά βξίζθνληαο έλα ζεκείν ηνπ επηπέδνπ ην νπνίν αλήθεη ζηελ θακπύιε   θαη 

ζηε ζπλέρεηα ππνινγίδεη ην επόκελό ηνπ θ.ν.θ, πξνβιέπνληαο θάζε θνξά ην επόκελν ζεκείν θαη 

δηνξζώλνληαο ηελ πξόβιεςε. Σειηθά ν αιγόξηζκνο ππνινγίδεη νιόθιεξν ην ζύλνξν ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο έρνληαο αθνινπζήζεη ην κνλνπάηη πνπ νξίδνπλ νη ππνινγηζκνί ησλ ζεκείσλ. Σν 

πξώην ζεκείν βξίζθεηαη ζπλήζσο μεθηλώληαο από κηα ηπραία ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα, ε νπνία ζίγνπξα 

ζα αλήθεη ζην εζσηεξηθό ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, θαη αθνινπζώληαο κηα ζπγθεθξηκέλε θαηεύζπλζε. 

Η ηδέα ηνπ path-following κεηώλεη ζεκαληηθά ην ρξόλν εθηέιεζεο ζε ζρέζε κε ηνπο αιγνξίζκνπο 

Grid, αιιά έρεη θαη απηή νξηζκέλα βαζηθά κεηνλεθηήκαηα. Σν κεγαιύηεξν πξόβιεκα 

παξνπζηάδεηαη, όπσο ζα δνύκε, όηαλ ην ςεπδνθάζκα δελ είλαη ζπλεθηηθό ζύλνιν, θάηη πνπ 

ζπκβαίλεη ζηηο πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ ε. Δθ θύζεσο νη αιγόξηζκνη πνπ 

αλήθνπλ ζε απηή ηελ θαηεγνξία ζα ππνινγίζνπλ κόλν κηα ζπλεθηηθή ζπληζηώζα ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο θαη γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ππνινίπσλ πξέπεη λα εθηειεζηνύλ εθ λένπ, κε 

αθεηεξία θάπνηα άιιε ηδηνηηκή. Έλα άιιν πξόβιεκα είλαη όηη θαζώο αθνινπζνύλ ηελ θακπύιε, αλ 

γίλεη θάπνηνο ιάζνο ππνινγηζκόο ή ζε ζεκεία πνπ απηή έρεη πεξίεξγε γεσκεηξία (όπσο απόηνκεο 

αιιαγέο θαηεύζπλζεο ή κηθξή απόζηαζε κεηαμύ δύν ζπλεθηηθώλ ζπληζησζώλ) κπνξεί λα δώζνπλ 

ιάζνο απνηειέζκαηα. Σν πξόβιεκα απηό ιύλεηαη πξνβιέπνληαο ζεκεία πνιύ θνληά ζηα ήδε 

ππάξρνληα, γεγνλόο πνπ όκσο όπσο είλαη θαλεξό νδεγεί ζηελ αλάγθε ππνινγηζκνύ πεξηζζόηεξσλ 

ζεκείσλ θαη άξα ζηελ αύμεζε ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο. 
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Πέξα από ηηο βαζηθέο αιγνξηζκηθέο ηδέεο, κηα πνιύ ζεκαληηθή παξάκεηξνο ζην ρξόλν ππνινγηζκνύ 

ηνπ ςεπδνθάζκαηνο απνηειεί ε εηζαγσγή παξαιιειηζκνύ ζηνπο αιγνξίζκνπο, όπνπ είλαη δπλαηόλ, 

δειαδή ε εθηέιεζε ησλ ππνινγηζκώλ κε ρξήζε παξάιιεισλ επεμεξγαζηώλ νη νπνίνη επηθνηλσλνύλ 

κεηαμύ ηνπο, έηζη ώζηε λα κπνξνύλ λα γίλνληαη ππνινγηζκνί αξθεηώλ ζεκείσλ ηαπηόρξνλα. 

Θα κειεηήζνπκε ινηπόλ ζεσξεηηθά ηελ έλλνηα ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, ησλ βάζεσλ ηνπ νξηζκνύ ηνπ 

αιιά θαη ησλ ηδηνηήησλ ηνπ, όπσο επίζεο θαη αιγνξίζκνπο θάζε θαηεγνξίαο, ζεσξεηηθά θαη 

πεηξακαηηθά κε ζθνπό ηελ αλάιπζε ηνπ ηξόπνπ κε ηνλ νπνίν ιεηηνπξγνύλ θαη ην ρξόλν εθηέιεζήο 

ηνπο θαη ηειηθά ηε ζύγθξηζε κεηαμύ ηνπο αιιά θαη κεηαμύ ησλ θαηεγνξηώλ. 
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2. Θεφρεηηθό Υπόβαζρο 

2.1 Γηαηαρατές πηλάθφλ θαη Ιδηοηηκές 

Οη δηαηαξαρέο  A A E όπνπ E  γηα θάπνην 0   ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα 
n nA  

θαζώο θαη νη ηδηνηηκέο ηνπο απνηεινύλ ηε βάζε γηα ηνλ νξηζκό θαη ηε κειέηε ηνπ ςεπδνθάζκαηνο 

ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα θαη γη’ απηό ζην παξόλ θεθάιαην ζα κειεηήζνπκε ην πξόβιεκα 

δηαηαξαρώλ ηδηνηηκώλ, ηε ζρέζε δειαδή ησλ ηδηνηηκώλ ησλ δηαηαξαρώλ κε απηέο ηνπ αξρηθνύ 

πίλαθα. 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.1. Έζησ   κία ηδηνηηκή ελόο ηπραίνπ πίλαθα Α, αιγεβξηθήο πνιιαπιόηεηαο m. 

Τόηε, γηα θάζε λόξκα πηλάθσλ  θαη γηα θάζε 0  , ππάξρεη 0   ηέηνην ώζηε γηα θάζε πίλαθα Δ 

κε E , ν δίζθνο  ,   λα πεξηέρεη αθξηβώο m ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A  (ιακβάλνληαο ππ’ όςηλ 

θαη ηηο πνιιαπιόηεηεο). 

Απόδεημε. Έζησ 0   αξθεηά κηθξό ώζηε ε ηδηνηηκή ι λα είλαη ε κνλαδηθή ηδηνηηκή ηνπ Α εληόο 

ηνπ δίζθνπ  ,  . Θεσξνύκε δηαηαξαρή  A A E , E  γηα θάπνην 0   «αξθεηά κηθξό» 

θαη ζέηνπκε  zΑ  θαη  z
Α

 ηα ραξαθηεξηζηηθά πνιπώλπκα ησλ πηλάθσλ Α θαη A  αληίζηνηρα 

θαη      z z z    ΑΑ
. 

Υπελζύκηζε: Ωο ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ελόο πίλαθα Α νξίδνπκε ην  z  Α Ι Α , όπνπ ι 

κία ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα. 

Δπεηδή ηα ραξαθηεξηζηηθά πνιπώλπκα είλαη ζπλερή, αλ A A  ηόηε   0z   θαη αθνύ ην 

 zΑ  δελ κεδελίδεηαη εμ’ νξηζκνύ πνπζελά ζην ζύλνξν  ,  , ζα ππάξρεη 0   ηέηνην ώζηε 

γηα θάζε πίλαθα Δ κε E  λα ηζρύεη όηη       z z z   Α
.  

Υπελζύκηζε: Σύκθσλα κε ην Θεώξεκα ηνπ Rouche (Conway, 1978) από ηε Μηγαδηθή Αλάιπζε, αλ 

γηα δύν αλαιπηηθέο ζπλαξηήζεηο , :   , αλ είλαη       z z z    , όπνπ    , 

ηόηε νη ζπλαξηήζεηο  z  θαη    z z   έρνπλ αθξηβώο ην ίδην πιήζνο ξηδώλ εληόο ηνπ Δ.  

Δπνκέλσο, από ην Θεώξεκα ηνπ Rouche, ηα πνιπώλπκα  zΑ  θαη      z z z    ΑΑ
 έρνπλ 

ηνλ ίδην αξηζκό ξηδώλ εληόο ηνπ Γ από όπνπ πξνθύπηεη όηη ζηνλ δίζθν αθηίλαο δ κηαο ηδηνηηκήο ι 

πνιιαπιόηεηαο m ππάξρνπλ αθξηβώο m ηδηνηηκέο ηεο δηαηαξαρήο. □ 

Έηζη, επηβεβαηώλεηαη ε ζπλέρεηα ησλ δηαηαξαγκέλσλ ηδηνηηκώλ σο πξνο ηα ζηνηρεία ηνπ Δ. 
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πλεπώο, παξαηεξνύκε όηη νη ηδηνηηκέο ησλ δηαηαξαρώλ ηείλνπλ λα ζπγθεληξώλνληαη γύξσ από ηηο 

ηδηνηηκέο ηνπ αξρηθνύ πίλαθα. Η παξαηήξεζε απηή είλαη ε βαζηθή ηδέα γηα ηνλ νξηζκό πνπ 

ςεπδνθάζκαηνο πνπ ζα δνύκε παξαθάησ θαη γηα ηελ απόδεημή ηεο ρξεηάδεηαη ην επόκελν ζεώξεκα. 

Πξηλ ην δηαηππώζνπκε ππελζπκίδνπκε όηη κε ηνλ όξν θάζκα   Α  ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα Α, 

νξίδεηαη ην ζύλνιν ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ. 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.2. Έζησ 
n nA κε θάζκα   Α θαη  κηα λόξκα πηλάθσλ. Αλ n nQ  είλαη 

έλαο αληηζηξέςηκνο πίλαθαο, ηόηε γηα θάζε ηδηνηηκή   ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα  A A E , 

   \ Α Α , ζα ηζρύεη 

 
1

1 1


  Q A I Q Q EQ  

Απόδεημε. Δίλαη 

    

    

1 1

1
1 1 1                        

 

 

 


  

   

   

Q A I Q Q A I Ε Q

Q A I Q I Q A I QQ ΕQ
 

Όκσο, ν πίλαθαο  A I  δελ είλαη αληηζηξέςηκνο, από ηελ παξαπάλσ εμίζσζε πξνθύπηεη όηη 

  10 det  Q A I Q  

       

    
     

1
1 1 1

1
1 1 1

det

det det

 

 


  


  

     
 

   

Q A I Q I Q A I QQ ΕQ

Q A I Q I Q A I QQ ΕQ

 

Καη επεηδή ε πξώηε νξίδνπζα είλαη δηάθνξε ηνπ 0, ζπκπεξαίλνπκε όηη ν πίλαθαο 

 
1

1 1


 Q A I QQ ΕQ  έρεη ηδηνηηκή ην -1. Σέινο, σο γλσζηόλ θάζε ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα είλαη 

κηθξόηεξε ή ίζε από ηε λόξκα ηνπ θαη’ απόιπηε ηηκή θαη άξα  
1

1 11 


  Q A I QQ ΕQ  (1), 

νπόηε ηειηθά θαη κε ρξήζε ηεο αλίζσζεο Cauchy-Schwarz πξνθύπηεη όηη 

 
1

1 11 


  Q A I Q Q ΕQ  από όπνπ θαηαιήγνπκε ζην δεηνύκελν. □ (Bauer & Fike, 1960) 

 

ηε ζπλέρεηα, παξνπζηάδεηαη ε εηδηθή πεξίπησζε ηνπ Θεσξήκαηνο 2.2 όπνπ ν πίλαθαο Α είλαη 

δηαγσλνπνηήζηκνο. 
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ΘΔΧΡΗΜΑ 2.3. Έζησ 
n nA  δηαγσλνπνηήζηκνο κε 1 Α Q Q  θαη  1 2diag , ,..., n    , 

όπνπ 1 2, ,..., n    νη ηδηνηηκέο ηνπ. Θεσξνύκε κηα λόξκα  πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε 

 1 2
1

diag , ,..., maxn i
i n

   
 

 . Τέηνηεο λόξκεο είλαη ε λόξκα-1, ε άπεηξε λόξκα θαη ε θαζκαηηθή 

(λόξκα-2). Τόηε γηα θάζε ηδηνηηκή   ηνπ  A A E , ηόηε ππάξρεη ηδηνηηκή   ,  1,...,i i n  A  

ηέηνηα ώζηε 

 1

i    Q Q Ε Q Ε , 

όπνπ   1 Q Q Q  ν δείθηεο θαηάζηαζεο ηνπ πίλαθα Q. 

Απόδεημε. Από ε ζρέζε (1) ζηελ απόδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο 2.2 έρνπκε όηη  

   
1 1

1 1

1

1

1

1

1

1
 max

 ,
min

i n
i

i
i n

 

 

 

 
 



 



 

   







Ι QEQ QEQ Ι

QEQ

QEQ

 

θαη άξα 

 1 1

1
min i

i n
   

 
   QEQ Q Q Ε Q Ε .□ (Bauer & Fike, 1960) 

Πόξηζκα ησλ Θεσξεκάησλ 2.2 θαη 2.3 απνηειεί θαη ην γλσζηό Θεώξεκα ηνπ Gerschgorin. 

 

ΠΟΡΙΜΑ 2.4. Έζησ 
n nA  έλαο θαλνληθόο πίλαθαο (

* *AA A A ). Αλ  κία ηδηνηηκή ηνπ 

 A A E , ηόηε ππάξρεη ηδηνηηκή   ,  1,...,i i n  A  ηέηνηα ώζηε 
2i   Ε , όπνπ 

  *

2
max ,     A A  ε θαζκαηηθή (λόξκα-2) λόξκα ηνπ Α. 

Απόδεημε. Σν πόξηζκα απνδεηθλύεηαη άκεζα από ηα πξνεγνύκελα, αξθεί λα παξαηεξήζνπκε όηη 

θάζε θαλνληθόο πίλαθαο είλαη νξζνκνλαδηαία όκνηνο κε δηαγώλην θαη ε λόξκα-2 ησλ 

νξζνκνλαδηαίσλ πηλάθσλ είλαη ίζε κε ηε κνλάδα. Άξα, από ην Θεώξεκα 2.3 έρνπκε όηη ππάξρεη 

ηδηνηηκή i  ηέηνηα ώζηε 1

i    Q Q Ε , δειαδή 
i   Ε .□ 

 

 

  



Αιεμάλδξα Γεζύπξε                 Αιγνξηζκηθόο Σρεδηαζκόο Ψεπδνθάζκαηνο Τεηξαγσληθώλ Πηλάθσλ  

8 

 

2.2 Παραγοληοποίεζε Ιδηάδοσζφλ Τηκώλ (SVD) 

Η Παξαγνληνπνίεζε Ιδηάδνπζσλ Τηκώλ (Singular Value Decomposition, SVD) είλαη κηα από ηηο 

ζεκαληηθόηεξεο παξαγνληνπνηήζεηο πηλάθσλ, όζνλ αθνξά ηηο εθαξκνγέο θαη ρξεζηκνπνηείηαη 

επξέσο ζηνπο αιγνξίζκνπο εύξεζεο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο. Δπίζεο είλαη άκεζα ζπλδεδεκέλε κε ηε 

λόξκα-2 πηλάθσλ πνπ επίζεο είλαη ε πιένλ δηαδεδνκέλε λόξκα γηα ηε κειέηε ηνπ. Γηα ην ιόγν 

απηό, πξηλ πεξάζνπκε ζηνλ νξηζκό ηνπ ςεπδνθάζκαηνο παξνπζηάδνπκε ζύληνκα ηνλ νξηζκό ηεο. 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.5. (SVD) Αλ 
n mA , ηόηε ππάξρνπλ νξζνκνλαδηαίνη πίλαθεο n nU  θαη 

m mV  ηέηνηνη ώζηε *Α USV , όπνπ 
  1 2 min ,

diag , ,...,
n m

s s sS  θαη νη 
 1 2 min ,

... 0
n m

s s s     

θαινύληαη ιδιάζοςζερ ηιμέρ ηνπ πίλαθα. Επίζεο νη ζηήιεο ησλ πηλάθσλ U θαη V θαινύληαη απιζηεπά 

θαη δεξιά ιδιάζονηα διανύζμαηα αληίζηνηρα. 

(Golub & Loan, 1996) 

Από ηνλ νξηζκό ηεο SVD πξνθύπηνπλ ηα εμήο ζπκπεξάζκαηα γηα ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο, όπσο ηηο 

νξίζακε παξαπάλσ θαη ηε δνκή ηνπ πίλαθα Α. 

 

ΠΟΡΙΜΑ 2.6. Ιζρύνπλ ηα εμήο: 

1. 1 2
s  A  

2. Γηα n m  είλαη 2

2

min ms



x 0

Ax

x
, ελώ αλ n m , δειαδή αλ ν Α είλαη ηεηξαγσληθόο ηζρύεη όηη 

  1 2det ... ns s sA . 

3. Οη κε κεδεληθέο ηδηάδνπζεο ηηκέο ηνπ Α είλαη νη ηεηξαγσληθέο ξίδεο ησλ κε κεδεληθώλ ηδηνηηκώλ 

ησλ πηλάθσλ 
*

AA  θαη 
*

A A .  

4. Τα αξηζηεξά ηδηάδνληα δηαλύζκαηα (νη ζηήιεο ηνπ U) είλαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ 
*

AA . 

5. Τα δ ηδηάδνληα δηαλύζκαηα (νη ζηήιεο ηνπ V) είλαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ 
*

A A .  
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2.3 Ψεσδοθάζκα πίλαθα 

Όπσο αλαθέξακε ζηελ Παξάγξαθν 2.1 νη δηαηαξαρέο ελόο πίλαθα θαη θαη’ επέθηαζε ησλ ηδηνηηκώλ 

ηνπ απνηεινύλ ηε βάζε γηα ηνλ νξηζκό ηνπ ςεπδνθάζκαηνο. Πξάγκαηη, σο ςεπδνθάζκα,   A , 

ελόο πίλαθα 
n nA  νξίδεηαη ην ζύλνιν ησλ ηδηνηηκώλ ησλ δηαηαξαρώλ ηνπ Α, δειαδή ησλ 

πηλάθσλ  A A E , E . πλεπώο, παξαηεξνύκε όηη ην ςεπδνθάζκα απνηειεί επέθηαζε ηνπ 

θάζκαηνο, ώζηε λα θαιύςεη όιν ην , θαζώο   . Πην ζπγθεθξηκέλα, ν νξηζκόο ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο είλαη: 

 

ΟΡΙΜΟ 2.7.  Έζησ 
n nA  θαη  κηα λόξκα πίλαθα. Τόηε γηα θάζε 0  , νη αθόινπζνη 

νξηζκνί ηνπ ςεπδνθάζκαηνο   A  είλαη ηζνδύλακνη: 

1.     1 1:  .z z 
     A Ι A  

2.     :  ,  όπου  με 1 .nz z       A Ι A v v v  

3.     :  z , για κάποιο  με .z      A A Ε Ε Ε  

4.     min:  ,z s z     A Ι A  όπνπ  mins z Ι A  ε κηθξόηεξε ηδηάδνπζα ηηκή ηνπ πίλαθα 

z Ι A  κε βάζε ηε λόξκα-2. 

(Trefethen & Embree, 2005) 

Απόδεημε ηζνδπλακίαο νξηζκώλ. 

   1 2  

Τπνζέηνπκε από (1) όηη  
1 1z 
  Ι Α . Σόηε ππάξρεη κνλαδηαίν δηάλπζκα nu  ηέηνην ώζηε 

   
1 1

z z
 

  Ι Α Ι Α u . Οξίδνπκε  
1

z


 w Ι Α u  θαη άξα 

 
 

 

1

11 z
z

z






   


Ι Α u w
Ι Α

u Ι Α w
. 

πλεπώο, ην κνλαδηαίν δηάλπζκα v w w  ζα ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε  z  Ι Α v .  

   2 3  

Τπνζέηνπκε από (2) όηη ππάξρεη έλα κνλαδηαίν δηάλπζκα nv  ηέηνην ώζηε  z  Ι Α v . 

Σόηε, ζα ππάξρεη αθόκα έλα κνλαδηαίν δηάλπζκα nu  ηέηνην ώζηε  z   Ι Α v u , γηα θάπνην 

  κε 0    .  
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Από ην Θεώξεκα Αλαπαξάζηαζεο ηνπ Riesz θαη ην Θεώξεκα Hahn-Banach, ππάξρεη κνλαδηαίν 

δηάλπζκα nw  ηέηνην ώζηε * 1w v . πλεπώο από ηα παξαπάλσ, 

 

 

 

*

*

z

z

z



 



  

     

 

Ι Α v u

v Av u Av uw v

v A uw v

 

θαη άξα  z A Ε , όπνπ *Ε uw  κε *     Ε uw . 

   3 1  

Τπνζέηνπκε από (3) όηη   z  A Ε  γηα θάπνηνλ πίλαθα Δ κε Ε . Σόηε ζα ππάξρεη 

κνλαδηαίν δηάλπζκα nv  γηα ην νπνίν ηζρύεη   z Α Ε v v .\ 

Ιζρπξηδόκαζηε όηη  
1

z


 v Ι Α Εv . Πξάγκαηη, 

   z z      v Εv v Ι Α Εv v Α Ε v . 

Οπόηε έρνπκε 

     
1 1 1

1 z z z 
  

      v Ι Α Εv Ι Α Εv Ι Α  

δειαδή  
11 z
  Ι Α . 

   1 4  

Τπνζέηνπκε όηη ε 
 
είλαη ε λόξκα-2. Έρνπκε όηη αλ 

         1 max 2 min... ns s s s s    A A A A A  

είλαη νη ζεηηθέο ηδηάδνπζεο ηηκέο ηνπ Α, ηόηε νη ηδηάδνπζεο ηηκέο ηνπ 
1

A  ζα είλαη νη 

     1 2

1 1 1
...

ns s s
  

A A A
. 

Δπίζεο γλσξίδνπκε όηη  12
sA A  θαη  1

2
1 ns A A , δειαδή ηζρύεη όηη 

 
 

1 1

max2
min

1
s

s

  A A
A

. 

πλεπώο έρνπκε όηη 

    
 

 
1 1

max min

min

1 1 1
z s z s z

s z


 

 
        


I A I A I A

I A
, 

κε βάζε πάληα ηε λόξκα-2. □ 
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Από ηνλ Οξηζκό 2.7 είλαη θαλεξό όηη ην θάζκα απνηειεί εηδηθή πεξίπησζε ςεπδνθάζκαηνο, γηα 

0  . 

 

Δηθόλα 1. Σν ςεπδνθάζκα, γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ε, ελόο πίλαθα κε δηάζηαζε n=200 κε ζηνηρεία από ην Ν(0,1/200). (Embree & 

Trefethen, n.d.) 

 

πρλά, ζηηο πξαθηηθέο εθαξκνγέο ε έλλνηα ηνπ ςεπδνθάζκαηνο είλαη πνιύ πην ρξήζηκε από απηή 

ηνπ θάζκαηνο, δηόηη εκπεξηέρεη ηηο ηδηνηηκέο αιιά θαη ηε ζπκπεξηθνξά ηνπο γηα κηθξέο δηαηαξαρέο 

ηνπ πίλαθα. Δθηόο απηνύ, ε ζπκπεξηθνξά ηνπ πίλαθα θνληά ζηηο ηδηνηηκέο είλαη πνιιέο θνξέο 

απξόβιεπηε αθόκα θαη γηα ζρεηηθά απινύο πίλαθεο.  

Γηα ηνπο παξαπάλσ ιόγνπο έρνπλ αλαπηπρζεί αξθεηνί αιγόξηζκνη γηα ηνλ ππνινγηζκό θπξίσο ηνπ 

ζπλόξνπ ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, ην νπνίν όπσο θαίλεηαη θαη ζηνλ Οξηζκό 2.7 (4) είλαη ην ζύλνιν 

     
1 1

min:  :  z z z s z  
         Ι Α Ι Α                             (*) 

όπνπ ην ζύλνιν   1 1:  \z z 
    Ι Α  απνηειείηαη από ην πνιύ n ζεκεία θαη άξα 

ζεσξνύκε, ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο όηη ηα ζύλνια ηεο ζρέζεο (*) ηαπηίδνληαη κεηαμύ ηνπο. 

Η παξαπάλσ ζρέζε ζα καο απαζρνιήζεη θαη’ εμνρήλ ζηα επόκελα θεθάιαηα, θαζώο νη αιγόξηζκνη 

πνπ ζα παξνπζηάζνπκε έρνπλ σο ζηόρν ηελ εύξεζε ηνπ ζπλόξνπ ηνπ ςεπδνθάζκαηνο κε βάζε 

απηή θαη ηελ απεηθόληζή ηνπ ζην κηγαδηθό επίπεδν. Γηα ην ζθνπό απηό, ζηε ζπλέρεηα 

παξνπζηάδνληαη νξηζκέλα ζρεηηθά ζεσξήκαηα κέζα από ηα νπνία πξνθύπηνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα 

ηε γξαθηθή κνξθή ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, θαζώο θαη νη εηδηθέο ηνπο πεξηπηώζεηο, πνπ αθνξνύλ ην 

θάζκα ηνπ πίλαθα. 
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εκεηώλεηαη όηη ζηα παξαθάησ ζεσξείηαη όηη 
n nA  θαη ε  λόξκα είλαη ε δηαλπζκαηηθή 

λόξκα-2, 

1/2

2

2
1

n

i

i

x


 
  
 
x  θαζώο θαη ε επαγόκελε από απηήλ λόξκα-2 πίλαθα. 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.8.  Κάζε ζπλεθηηθό ηκήκα ηνπ ςεπδνθάζκαηνο πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ κία ηδηνηηκή ηνπ 

Α. 

Απόδεημε. Από ηνλ Οξηζκό 2.7 (3), γηα θάζε Δ κε E , ηζρύεη όηη       Α Ε Α . πλεπώο, 

αλ G είλαη έλα ζπλεθηηθό ηκήκα ηνπ   A  θαη z G  ηόηε ππάξρεη πίλαθαο Δ κε E
 
θαη 

 z Α Ε .  

Δπηπιένλ, παξαηεξνύκε όηη γηα θάζε  0,1t  ηζρύεη επίζεο όηη    t    Α Ε Α . Έηζη, ιόγσ 

ζπλέρεηαο ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ tΑ Ε  σο πξνο ηα ζηνηρεία ηνπ tΔ (Θεώξεκα 2.1) άξα θαη σο πξνο t, 

γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ t νη ηδηνηηκέο ηνπ Α θαη ηνπ tΑ Ε  ζπλδένληαη κε ζπλερείο θακπύιεο 

εληόο ηνπ   A . Άξα, αθνύ  z Α Ε , ζα ππάξρεη  0  Α  ε νπνία ζπλδέεηαη κε ην z κε 

ζπλερή θακπύιε εληόο ηνπ   A θαη άξα έρνπκε ην δεηνύκελν. □ (Trefethen & Embree, 2005) 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.9. Ιζρύεη όηη 1 1 Α  αλ θαη κόλν  0  Α . 

Γηα 0  : Ο Α  είλαη κε αληηζηξέςηκνο αλ θαη κόλν αλ  0 Α .  

Απόδεημε. Άκεζε ζπλέπεηα ηνπ νξηζκνύ (1), γηα 0.   □ (Embree & Trefethen, 2000) 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.10. Αλ ην ςεπδνθάζκα   A  ηνπ  Α έρεη n ζπλεθηηθέο ζπληζηώζεο ηόηε θάζε 

πίλαθαο Α Ε , Ε  ζα είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο θαη άξα θαη ν Α ζα είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο. 

 Γηα 0  :  Ο Α  είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο αλ έρεη n δηαθξηηέο ηδηνηηκέο. 

Απόδεημε. Αλ ην   A  έρεη n ζπλεθηηθέο ζπληζηώζεο, ηόηε από ηελ απόδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο 

2.8., θάζε ηκήκα ζα πεξηέρεη κηα ηδηνηηκή ηνπ Α Ε  θαη άξα απηόο ζα είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο. □ 

(Trefethen & Embree, 2005) 

 

Αθνινπζνύλ δύν ζεσξήκαηα πνπ αλαθέξνληαη ζην κέγεζνο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, αξρηθά γεληθά γηα 

νπνηνλδήπνηε πίλαθα θαη ζηε ζπλέρεηα εηδηθεύνπκε γηα δηαγώληνπο θαη δηαγσλνπνηήζηκνπο πίλαθεο. 
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ΘΔΧΡΗΜΑ 2.11. Έζησ ν 
ij   Α . Θεσξνύκε, γηα θάζε 1,...,i n  ην άζξνηζκα ησλ κε δηαγώλησλ 

ζηνηρείσλ i ij

j i

r a


  . Τόηε ηζρύεη όηη 

   ,ii i

i

D r n    Α . 

Γηα 0  :    ,ii i

i

D r Α . 

Απόδεημε. Από ην Θεώξεκα ηνπ Gerschgorin (Gerschgorin, 1931) γηα ηνλ πίλαθα Α+Δ, θάζε 

ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα πεξηέρεηαη ζε θάπνην δίζθν κε θέληξν ii iia e   θαη αθηίλα 

.ij ij i ij

j i j i

a e r e
 

     Κάζε ηέηνηνο δίζθνο πεξηέρεηαη ζηνλ δίζθν κε θέληξν iia  θαη αθηίλα 

1

n

i ij i i

j

r e r




   E , όπνπ iE  πίλαθαο ίζνο κε ηνλ Δ θαηά ηελ i-γξακκή θαη 0 αιινύ. Σέινο, σο 

γλσζηόλ ηζρύεη όηη
2 2i in n


 E E E , νπόηε απνδείρζεθε ην ζεώξεκα. □  

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.12. Έζησ 
n nΒ . Τόηε ηζρύεη      

  
Β

Α Β Α  . 

Γηα  0  :    .  
E

A Ε A
 
 

Απόδεημε. Έζησ  z  Α Β . Σόηε, ππάξρεη πίλαθαο Δ, κε Ε  ηέηνηνο ώζηε 

z  Α Β Ε v v  γηα θάπνην κε κεδεληθό δηάλπζκα v. Δπίζεο, από ηξηγσληθή αληζόηεηα έρνπκε 

όηη   Β Ε Β , νπόηε  z
 


Β
Α . □  

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.13. Έζησ  \z   Α . Τόηε    
  

1 1

d ,
z

z  


 

 
I A

Α
 

Γηα 0  :  
  

1 1

d ,
z

z


 


I A

Α
 

Απόδεημε. Τπάξρεη κηα δηαηαξαρή ηνπ Α ηεο ηάμεο ηνπ   d ,z    Ε Α  ε νπνία θαζηζηά ην z 

ηδηνηηκή θαη άξα ε ζπλζήθε ηθαλνπνηείηαη εμ νξηζκνύ. □ (Embree & Trefethen, 2000) 

 

ΠΟΡΙΜΑ 2.14. Έζησ z . Αλ   d ,z  Α  ηόηε  z  Α . 

Απόδεημε. Πξνθύπηεη άκεζα από ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα θαη ηνλ νξηζκό (1) ηνπ ςεπδνθάζκαηνο. 

□  
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Σν επόκελν ζεώξεκα εμεηάδεη ην κέγεζνο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ελόο δηαγώληνπ πίλαθα. 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.15. Ψεπδνθάζκα δηαγώληνπ πίλαθα. Έζησ  1 2diag , ,..., nb b bΒ  δηαγώληνο πίλαθαο. 

Τόηε ηζρύεη όηη 

       
1

0, ,
n

i

i

D D b  


    Β Β . 

Απόδεημε. Από ηνλ νξηζκό (1) ηνπ ςεπδνθάζκαηνο γηα θάζε  z  Β  ηζρύεη όηη  

 

 

1

1

1 2

1

1

1

1

1

diag , z,...,

1

max

min

n

i
i n

i
i n

z

b z b b z

b z

b z















 

 

 


 
  

 


 

Β I

 

από όπνπ πξνθύπηεη ην δεηνύκελν. □ (Trefethen & Embree, 2005) 

 

πλερίδνληαο, ηα επόκελα ζεσξήκαηα αθνξνύλ ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ ςεπδνθάζκαηνο θάησ από 

κεηαζρεκαηηζκνύο πηλάθσλ. Ξεθηλάκε κε ηνπο κεηαζρεκαηηζκνύο νκνηόηεηαο. 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.16. Έζησ S  αληηζηξέςηκνο θαη έζησ  1 2diag , ,..., nb b bΒ   δηαγώληνο πίλαθαο, 

ηέηνηνη ώζηε 1A SBS  κηα δηαγσλνπνίεζε ηνπ A . Τόηε ζα ηζρύεη        
 

S
Α B , όπνπ 

  1 S S S  ν δείθηεο θαηάζηαζεο ηνπ S . 

Γηα 0  : Με ηηο παξαπάλσ πξνϋπνζέζεηο, ηζρύεη όηη      Α B . 

Απόδεημε. Αθνύ 1A SBS  ηόηε ζα είλαη    
1 1 1 
    Ι A S Ι B S  θαη άξα, από αληζόηεηα 

Cauchy-Schwarz έρνπκε        
1 1 11   
      Ι A S Ι B S S Ι B . πλεπώο αθνύ 

 
1 1 
  Ι A  , ηόηε     

11
  


 Ι Β S , δειαδή        

 
S

Α B . □ (Embree & 

Trefethen, 2000)
 

Από ην παξαπάλσ ζεώξεκα γίλεηαη αληηιεπηό όηη ν ςεπδνθάζκα ελόο πίλαθα κεηαβάιιεηαη θαηά 

θαλόλα αλ εθαξκνζηεί ζ’ απηόλ θάπνηνο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο. Έλα πνιύ ζεκαληηθό 

πόξηζκα πνπ πξνθύπηεη είλαη όηη εμαίξεζε ζηνλ παξαπάλσ θαλόλα είλαη νη νξζνκνλαδηαίνη 

κεηαζρεκαηηζκνί. 
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ΠΟΡΙΜΑ 2.17 Τν ςεπδνθάζκα   A  παξακέλεη αλαιινίσην θάησ από νξζνκνλαδηαίνπο 

κεηαζρεκαηηζκνύο νκνηόηεηαο. 

Απόδεημε. Χο γλσζηόλ, αλ ν πίλαθαο S είλαη νξζνκνλαδηαίνο ζα ηζρύεη   1 S . Σν απνηέιεζκα 

είλαη ινηπόλ πξνθαλέο από ην Θεώξεκα 2.16. □ 

 

Με βάζε ηα Θεσξήκαηα 2.15. θαη 2.16., κπνξνύκε λα δηαηππώζνπκε πην ζπγθεθξηκέλα ηε κνξθή 

ηνπ ςεπδνθάζκαηνο θάησ από δηαγσλνπνίεζε πίλαθα, ζε ζρέζε κε ην ςεπδνθάζκα ηνπ δηαγώληνπ 

πίλαθα πνπ εκπιέθεηαη ζην κεηαζρεκαηηζκό. 

ΠΟΡΙΜΑ 2.18. Ψεπδνθάζκα δηαγσλνπνηήζηκνπ πίλαθα. Έζησ S  αληηζηξέςηκνο θαη έζησ 

 1 2diag , ,..., nb b bΒ   δηαγώληνο πίλαθαο, ηέηνηνη ώζηε 1A SBS  κηα δηαγσλνπνίεζε ηνπ A . 

Τόηε 

         
 

0, ,
i

iD D



  


    
Α

Α Α S S . 

Απόδεημε. Από ην Θεώξεκα 2.16. έρνπκε όηη        
 

S
Α B

 
(1).  

Δπηπιένλ, αθνύ ν Β είλαη δηαγώληνο, από ην Θεώξεκα 2.15. μέξνπκε όηη 

     0,  0D       Β Β  θαη άξα θαη γηα    S .  

Ιζρύεη επίζεο όηη      Α Β  θαη άξα ε παξαπάλσ ζρέζε γξάθεηαη σο 

           
 

0, ,
i

iD D




  


    
S

Α

Β A S S  (2). 

Από ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) έρνπκε ην δεηνύκελν. □ (Trefethen & Embree, 2005) 

 

Από ηα παξαπάλσ ζεσξήκαηα πξνθύπηεη όηη ην ςεπδνθάζκα ελόο θαλνληθνύ πίλαθα (ελόο πίλαθα 

γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη 
* *ΑΑ Α Α , όπσο νη δηαγώληνη πίλαθεο), είλαη, όπσο αλαθέξεη ην Θεώξεκα 

2.15 ε έλσζε ησλ θπθιηθώλ δίζθσλ ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ κε θέληξα ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα θαη 

αθηίλα ε. πλεπώο ζηε γεληθή πεξίπησζε, ην   επεξεάδεηαη από ην πόζν «θνληά» ζε θαλνληθό 

πίλαθα είλαη ν Α. Η παξαπάλσ δηαπίζησζε απεηθνλίδεηαη ζηελ εηθόλα πνπ αθνινπζεί. 
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Δηθόλα 2: Η απόθιηζε ηνπ ςεπδνθάζκαηνο από ηέιεηνπο θύθινπο κε θέληξα ηηο ηδηνηηκέο ελόο θαλνληθνύ πίλαθα, όζν ν πίλαθαο 

απνθιίλεη από ηελ θαλνληθόηεηα. 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.19. Έζησ V είλαη έλαο ,  με ,n k k n   πίλαθαο κε νξζνθαλνληθέο ζηήιεο θαη  Η είλαη 

έλαο k k  ηεηξαγσληθόο πίλαθαο. Αλ AV VH
 
ηόηε       Η Α . 

Απόδεημε. Έζησ  z  Η . Σόηε από ηνλ νξηζκό (2) ηνπ ςεπδνθάζκαηνο  z  I H u  γηα 

θάπνην κνλαδηαίν δηάλπζκα u θαη άξα z  u Hu  νπόηε θαη z  V u VHu  άξα από ππόζεζε 

z  V u ΑVu  θαη όκνηα κε πξηλ z  u Αu  άξα ηειηθά  z  Α . □ (Embree & Trefethen, 

2000) 

 

Σειεπηαία εμεηάδνπκε ηελ πεξίπησζε ησλ γξακκηθώλ κεηαζρεκαηηζκώλ. 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.20. Γηα θάζε ,   ηζρύεη όηη     
       I Α Α . 

Γηα 0  : Γηα θάζε ,   ηζρύεη όηη    .       Α Α   

Απόδεημε. Γηα 0   ην απνηέιεζκα είλαη πξνθαλέο. Τπνζέηνπκε ινηπόλ όηη 0  . Σόηε από ηνλ 

νξηζκό (1) ηνπ ςεπδνθάζκαηνο έρνπκε όηη  z
 

  I Α  αλ θαη κόλν αλ 
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1

1

1

1 1

1

z
z

z


 

   



 






 
      

 

 
  
 

I I Α I A

I A

 

δειαδή αλ θαη κόλν αλ    
z

z 


 




    Α Α . □ (Trefethen & Embree, 2005) 

 

Σειεηώλνληαο ηελ παξάγξαθν, ηα παξαθάησ ζεσξήκαηα ζπλδένπλ ην ςεπδνθάζκα κε ηε 

ζπκπεξηθνξά ηεο λόξκαο ηνπ πίλαθα. 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.21. Αλ  z  Α  ηόηε z  Α . 

Γηα 0  : Αλ   Α
 
 ηόηε .Α  

Aπόδεημε. Έζησ  z  Α . Σόηε z  Αv v u  γηα θάπνηα κνλαδηαία δηαλύζκαηα ,  u v . Οπόηε 

από ηξηγσληθή αληζόηεηα θαη αληζόηεηα Cauchy-Schwarz z  Α . □  

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.22. Εάλ ππάξρεη 0c   ηέηνην ώζηε 
 

max 1
z

z c





 
Α

,  ηόηε 
0

sup k

k

c


A .  

Γηα 0  : Αλ
 

max 1






Α  

 ηόηε 
0

sup .k

k

 A  

Απόδεημε. Θεσξνύκε 1c  , θαζώο ην απνηέιεζκα είλαη ηεηξηκκέλν γηα c < 1, αθνύ 

0

0

sup 1 .k

k

c


  Α Α   

Αλ 
 

max 1






Α

, ηόηε ην ζεώξεκα ηζρύεη, αθνύ σο γλσζηόλ  
 

max k k







Α
Α  θαη 

 
max k

k


 


Α
, 

νπόηε ζεσξνύκε επίζεο όηη 
 

max 1






Α

. Με απηέο ηηο ππνζέζεηο, κπνξνύκε λα γξάςνπκε ηελ 

πνζόηεηα  
1

z


Ι Α  σο    
1 1 1 2 2 ... ,z z z z
       Ι Α Ι Α Α   

πνπ ηζρύεη γηα θάζε z κε 1.z   Αλ δερζνύκε όηη ,k cΑ  γηα όια ηα 0,k   ηόηε από ηξηγσληθή 

αληζόηεηα 

 
1

1

1

1
,   με 1.

11

z c c
z z z

zz






     


I A  

Δπνκέλσο ην ςεπδνθάζκα ηνπ Α πεξηέρεηαη ζηνλ δίζθν κε θέληξν ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη αθηίλα 

1 ,c  δειαδή
 

max 1
z

z c





 
Α

. □ 
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ΘΔΧΡΗΜΑ 2.23. Αλ  z  Α   ηόηε 

1

1 /

k

kk
k

z
k







 


Α
Α

Α
,  γηα θάζε k ηέηνην ώζηε k  Α .  

Γηα 0  : Αλ   Α ηόηε 
kk Α

 
 γηα όια ηα k.  

Απόδεημε. Έζησ Δ κε Ε , θαη  z Α Ε . Σόηε  
kk

z Α Ε  θαη άξα 

  

1 22

1 22

...
2

       1 / / ... .

k k kk

k k

k
z k

z k k k

 

  

 



 
       

 

        

  

πλεπώο, ε παξαπάλσ ζεηξά ζπγθιίλεη ζην 0 γηα k  Α , νπόηε 

1

1 /

k

kk
k

z
k








  
 

. □ 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 2.24. Εάλ ππάξρεη 0c   ηέηνην ώζηε
 

 max Re
z

z c






Α

, ηόηε 
0

sup t

t

e c


A . 

Γηα 0  : Αλ ππάξρεη   Α  ηέηνην ώζηε 
 

 max Re 0






Α  

ηόηε ηζρύεη όηη 
0

sup .t

t

e


 A  

Απόδεημε. Όκνηα κε ην Θεώξεκα 2.22., ζεσξνύκε όηη  1c   θαη 
 

 max Re 0
z

z



Α

.  

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ ηαπηόηεηα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace    

 
1

0

,zt tz e e dt


   

A
I A  

πνπ ηζρύεη γηα θάζε z κε Re 0,z   ζα απνδείμνπκε όηη αλ 
0

sup t

t

e c


A  ηόηε ζα πξέπεη 

 
 max Re

z
z c







Α

. Πξάγκαηη, αλ 
0

sup t

t

e c


A  ηόηε από ηελ ηαπηόηεηα έρνπκε όηη 

 
1

Re

c
z

z


 I A , γηα θάζε z κε Re 0,z   πνπ ζεκαίλεη όηη ην ςεπδνθάζκα βξίζθεηαη ζην 

εκηεπίπεδν πνπ νξίδεηαη από ηελ επζεία Re z c , δειαδή 
 

 max Re
z

z c






Α

, άηνπν. □  

(Embree & Trefethen, 2000) 
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3. Ο αιγόρηζκος GRID 

Ξεθηλάκε ηε κειέηε ησλ αιγνξίζκσλ κε ην απινύζηεξν απηώλ, ηνλ αιγόξηζκν GRID. Γηα ηελ 

εύξεζε ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ελόο πίλαθα 
n nΑ , ν αιγόξηζκνο GRID βαζίδεηαη ζηελ επηινγή 

ελόο ρσξίνπ ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ, θαη ζηελ θαηαζθεπή ελόο πιέγκαηνο Χ (grid) κέζα ζην ρσξίν 

απηό, απνηεινύκελνπ από ζεκεία z ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ θαη ηνπ ππνινγηζκνύ ηεο  mins z Ι A  

γηα θάζε z . ηε ζπλέρεηα, απνθαίλεηαη εάλ ην ζπγθεθξηκέλν z αλήθεη ζην ςεπδνθάζκα κε 

βάζε ηνλ Οξηζκό 2.7 (4). 

Παξαθάησ αλαθέξνληαη κεξηθέο από ηηο κεζνδνινγίεο επηινγήο ηνπ ρσξίνπ Χ. 

 

1. Θέζειρ ιδιοηιμών ζηο μιγαδικό επίπεδο. 

Όπσο αλαθέξακε ζηελ Παξάγξαθν 2.3, ην ςεπδνθάζκα απνηειεί «επέθηαζε» ηνπ θάζκαηνο ηνπ 

πίλαθα, δειαδή νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα πεξηέρνληαη ζε απηό. Δίλαη ινηπόλ θπζηθό λα μεθηλήζνπκε 

κε έλα ρσξίν ην νπνίν πεξηέρεη ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα θαη κηα πεξηνρή γύξσ απ’ απηέο, ην κέγεζνο 

ηεο νπνίαο εμαξηάηαη από ηνλ αξηζκό ε γηα ηνλ νπνίν ζα ππνινγίζνπκε ην  . Με απηή ηελ 

ηερληθή, ην ρσξίν ζπλήζσο επηιέγεηαη λα είλαη ην 

     
1 1
min Re ,  max Re ,  i i

i n i n
d d 

   

  
 

 

Όπνπ 
1

1
max i i

i n
d  

 
   θαη ,  1,...,i i n   νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα. Σν ρσξίν απηό πξνθαλώο 

πεξηέρεη ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα θαη κε βάζε απηό κπνξνύκε λα απμήζνπκε ηηο δηαζηάζεηο ηνπ γηα 

λα εμαζθαιίζνπκε ηε ζπκπεξίιεςε ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ζε απηό γηα κεγαιύηεξεο ηηκέο ηνπ ε. 

 

2. Χπήζη ηηρ νόπμαρ-2 
2

A  

Χο γλσζηόλ 
21

max i
i n


 

 A  θαη άξα έπεηαη όηη ην θάζκα ηνπ Α πεξηέρεηαη ζηε ζθαίξα  
2

0,B A . 

πλεπώο ην ρσξίν ηνπ αιγνξίζκνπ GRID κπνξεί λα επηιεγεί λα είλαη απηή ε ζθαίξα ηνπ κηγαδηθνύ 

επηπέδνπ ή θάπνην πνιιαπιάζηό ηεο. Σν πξόβιεκα ηεο ζπγθεθξηκέλεο κεζόδνπ είλαη όηη ε λόξκα-2 

ηνπ πίλαθα κπνξεί λα είλαη πνιύ κεγαιύηεξε ηεο θαζκαηηθήο αθηίλαο θαη έηζη, ν αιγόξηζκνο λα 

νδεγεζεί ζε πνιύ πεξηζζόηεξεο SVD παξαγνληνπνηήζεηο από ηηο απαξαίηεηεο γεγνλόο πνπ ζα 

απμήζεη ζεκαληηθά ην ρξόλν εθηέιεζήο ηνπ. 
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Δηθόλα 3. Σν νξζνγώλην ρσξίν ηεο κεζόδνπ 1 θαη ην θπθιηθό ηεο κεζόδνπ 2 θαη νη ηδηνηηκέο ελόο ηπραίνπ πίλαθα 10×10. 

 

3. Χπήζη ηων δίζκων Gerschgorin 

ύκθσλα κε ην Θεώξεκα ηνπ Gerschgorin (Gerschgorin, 1931) ηζρύεη όηη 

 
1

,
n

ii ij

i ji

B  


 
   

 
A . πλεπώο, κηα θαιή επηινγή ηνπ ρσξίνπ ζα κπνξνύζε λα είλαη έλα 

νξζνγώλην πνπ λα πεξηέρεη ηελ παξαπάλσ έλσζε ησλ δίζθσλ Gerschgorin. Όκσο, όπσο θαη ζηελ 

παξαπάλσ πεξίπησζε, ην ρσξίν κπνξεί λα είλαη πνιύ κεγαιύηεξν από ην ςεπδνθάζκα. 

 

4. Χπήζη ηος Απιθμηηικού Πεδίος ηος πίνακα (Field of Values) 

ΟΡΙΜΟ 3.1. Έζησ έλαο πίλαθαο 
n nA . Ωο αξηζκεηηθό πεδίν (Field of Values, FoV) ηνπ Α 

νξίδεηαη ην ζύλνιν ησλ πειίθσλ Rayleigh: 

 
*

,    με 0
*

nFoV
 

   
 

z Az
A z z

z z
. 

 

Έρεη απνδεηρζεί όηη ην παξαπάλσ ζύλνιν είλαη θπξηό θαη κάιηζηα όηη απνηειεί ην θπξηό θέιπθνο 

ηνπ θάζκαηνο ηνπ πίλαθα, δειαδή ην ειάρηζην θπξηό ζύλνιν πνπ ην πεξηέρεη. Με βάζε ηε 

ζπγθεθξηκέλε παξαηήξεζε θαη ην παξαθάησ ζεώξεκα ζπκπεξαίλνπκε όηη ε ρξήζε ηνπ 

αξηζκεηηθνύ πεδίνπ είλαη κηα από ηηο πην απνδνηηθέο κεζόδνπο γηα ηελ επηινγή ηνπ ρσξίνπ Χ 

θαζώο πξνζεγγίδεη θαηά πνιύ ην ςεπδνθάζκα. 
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ΘΔΧΡΗΜΑ 3.2. Γηα θάζε 0   ηζρύεη ην εμήο: 

     
2

0,FoV B   A A Α . 

Απόδεημε. Γηα θάζε 0  , από ηνλ νξηζκό 2.7 (3) ηζρύεη όηη αλ  z  A  ηόηε  z A Ε , κε 

2 2
  Ε Α  θαη άξα ζα ππάξρεη nv  ηέηνην ώζηε   z Α Ε v v . Υσξίο βιάβε ηεο 

γεληθόηεηαο, ζεσξνύκε όηη 
2

1v  θαη πνιιαπιαζηάδνληαο κε *v  έρνπκε όηη 

* * z v Av v Ev  

θαη επηπιένλ 

2 2 2 2
* *   v Ev v Ev E Α , 

από όπνπ πξνθύπηεη ην δεηνύκελν αθνύ θαη από ηνλ Οξηζκό 3.1 πξνθύπηεη όηη θάζε ζεκείν ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο αλήθεη θαη ζην αξηζκεηηθό πεδίν, επαπμεκέλν θαηά 
2

 Α . □ (Braconnier, 

McCoy, & Toumazou, 1997)  

 

πλνςίδνληαο ηηο παξαπάλσ κεζόδνπο, παξαηεξνύκε όηη νη πξώηεο ηξεηο δίλνπλ κελ ρσξία ηα νπνία 

πεξηέρνπλ ην θάζκα, άξα εύθνια θαλείο ζπκπεξαίλεη όηη ζα πεξηέρνπλ θαη ην ςεπδνθάζκα, αιιά 

κόλν γηα αξθεηά κηθξέο ηηκέο ηνπ ε. Αληίζεηα, ε ηέηαξηε κέζνδνο ηνπ αξηζκεηηθνύ πεδίνπ δίλεη 

ζαθή εηθόλα γηα ην ςεπδνθάζκα θαη γη’ απηό είλαη ε πιένλ ρξεζηκνπνηνύκελε ζε ζπλαθείο 

αιγνξίζκνπο, δύν από απηνύο αλαιύνπκε ζηε ζπλέρεηα. 

 

Σν βαζηθόηεξν, ινηπόλ, ζεκείν γηα ηελ επηηπρή εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ε επηινγή ηνπ Χ. Η 

εμάξηεζε ηνπ αιγνξίζκνπ από ηελ επηινγή απηή είλαη έλα από ηα βαζηθόηεξά ηνπ πξνβιήκαηα 

δηόηη πξνθαλώο έλα ιάζνο αξρηθό ρσξίν κπνξεί λα νδεγήζεη ζε ζθάικα, θαζώο κπνξεί ην Χ λα κελ 

πεξηέρεη νιόθιεξν ην ςεπδνθάζκα ή αθόκα θαη θαλέλα ζεκείν ηνπ. Γελ είλαη, όκσο, δπλαηό λα 

μέξνπκε εθ ησλ πξνηέξσλ πνηά είλαη ε θαιύηεξε επηινγή ηνπ ρσξίνπ, δηόηη απηό εμαξηάηαη από ηε 

κνξθή θαη ηε γεσκεηξία ηνπ ςεπδνθάζκαηνο πάλσ ζην κηγαδηθό επίπεδν πνπ δελ είλαη γλσζηή εμ’ 

αξρήο. 

Έλα άιιν εμίζνπ ζεκαληηθό πξόβιεκα είλαη ν αξηζκόο ησλ SVD παξαγνληνπνηήζεσλ πνπ γίλνληαη 

θαηά ηελ εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ, θαζώο απνηεινύλ ην θύξην ρξνληθό θόζηνο ηνπ. Δάλ ην ρσξίν 

Χ είλαη πνιύ κεγάιν (πρ. γηα κεγάιν ε) ε ρξνληθή πνιππινθόηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη 

απνηξεπηηθή. Γελ ππάξρεη όκσο πξννπηηθή γηα κείσζε ησλ SVD ζηε ζπγθεθξηκέλε πινπνίεζε 

θαζώο ν αιγόξηζκνο δελ κπνξεί λα απνθαλζεί εάλ δελ ππνινγίδεη ηελ  mins z Ι A
 
γηα θάζε ζεκείν 

ηνπ πιέγκαηνο. 
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Παξά ηαύηα, ν αιγόξηζκνο GRID έρεη έλα πνιύ ζεκαληηθό πιενλέθηεκα, εθηόο από απηό ηεο 

απιόηεηαο. Μπνξνύκε πνιύ εύθνια λα εηζάγνπκε κεζόδνπο παξαιιειηζκνύ ζηνλ αιγόξηζκν, έηζη 

ώζηε λα ππνινγίδεηαη ην ςεπδνθάζκα ηνπ πίλαθα γηα πεξηζζόηεξεο ηεο κηαο ηηκέο ηνπ ε κε κηα 

κόλν εθηέιεζε θαη ρσξίο λα πεξηπιέθεηαη ε ηδέα ηνπ αιγνξίζκνπ. πγθεθξηκέλα, όπσο αλαθέξακε, 

θαηά ηελ εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ ππνινγίδεηαη ε  mins z Ι A
 
γηα θάζε ζεκείν z ηνπ πιέγκαηνο. 

Αλ ινηπόλ ν αιγόξηζκνο απνζεθεύζεη ηηο παξαπάλσ ηηκέο, κπνξεί κεηά πνιύ εύθνια λα ζρεδηάζεη 

ηηο θακπύιεο ηνπ   γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ ε ρσξίο εθ λένπ SVD παξαγνληνπνηήζεηο γηα 

θάζε ε. Ο ζπγθεθξηκέλνο ηξόπνο εθκεηάιιεπζεο ηνπ παξαιιειηζκνύ είλαη επίζεο ηδηαίηεξα απιόο 

ζε ζρέζε κε απηνύο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη από ηνπο άιινπο αιγνξίζκνπο πνπ ζα κειεηήζνπκε ζηα 

επόκελα θεθάιαηα. 

Βέβαηα, ε επηηπρήο εθηέιεζε πξνϋπνζέηεη ην ςεπδνθάζκα λα αλήθεη νιόθιεξν ζην αξρηθό ρσξίν 

πνπ επηιέγεη ν αιγόξηζκνο γηα θάζε ηηκή ηνπ ε. Κάηη ηέηνην εμαζθαιίδεηαη μεθηλώληαο ηνλ 

αιγόξηζκν θαη ππνινγίδνληαο ην ρσξίν γηα ηε κεγαιύηεξε ηηκή ηνπ ε, αθνύ ην κέγεζνο ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο κηθξαίλεη όζν κηθξαίλεη θαη ην ε. 

Σειεηώλνληαο ζεκεηώλεηαη όηη ν ζρεδηαζκόο ησλ θακππιώλ κπνξεί λα γίλεη ηαπηόρξνλα αλ ν 

αιγόξηζκνο εθηειεζηεί ζε έλα ζύζηεκα ππνινγηζηώλ κε παξάιιεινπο επεμεξγαζηέο, κηα κέζνδν 

πνπ όπσο ζα δνύκε θαη ζηα παξαθάησ θεθάιαηα ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο ζηελ εύξεζε 

ςεπδνθάζκαηνο θαη από πνιινύο δηαθνξεηηθνύο αιγνξίζκνπο.  

 

3.1 Αλάισζε θαη σιοποίεζε 

Ο αιγόξηζκνο GRID γηα ηελ εύξεζε ηνπ ςεπδνθάζκαηνο γηα κηα ηηκή ηνπ ε αλαιύεηαη ζε δπν 

βαζηθά βήκαηα. ην πξώην βήκα γίλεηαη ε επηινγή ηνπ ρσξίνπ Χ θαη ζην δεύηεξν, γηα θάζε ζεκείν 

ηνπ πιέγκαηνο ππνινγίδεηαη ε  mins z Ι A  θαη ηειηθά πξνζδηνξίδνληαη ηα ζεκεία ηνπ Χ πνπ 

αλήθνπλ ζην  . 

Γηα ηελ επηινγή ηνπ Χ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ απινύζηεξε κνξθή ηεο κεζόδνπ 4. 

πγθεθξηκέλα, αλ ζεσξήζνπκε ην εξκηηηαλό θαη ην αληηεξκηηηαλό κέξνο ηνπ πίλαθα Α, 

ζπγθεθξηκέλα 

* *
,      

2 2
H SH

 
 
Α Α Α Α

Α Α  

ηόηε σο γλσζηόλ ηζρύεη όηη    ReHFoV FoVΑ Α  θαη    ImSHFoV i FoVΑ Α , θαη άξα 

κπνξνύκε λα νξίζνπκε σο Χ ην 
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       min max min max2 2 2 2
,  ,  H H SH SH                   Α Α Α Α Α Α Α Α . 

(Koutis & Gallopoulos, 2000) 

 

Η παξαπάλσ αλάιπζε ζπλνςίδεηαη ζηνλ παξαθάησ ςεπδνθώδηθα:  

ΔΙΟΓΟ: 

,  0n n  Α  

N, ν αξηζκόο ησλ ζεκείσλ ηνπ πιέγκαηνο ζε θάζε άμνλα 

ΒΗΜΑ 1: Οξηζκόο ησλ νξίσλ ηνπ πιέγκαηνο θαη ησλ βεκάησλ 

 min 2
min ,Hx   Α Α

      
 max 2

max Hx   Α Α
 

 min 2
min ,SHy   Α Α

     
 max 2

max SHy   Α Α  

max min max min
,      y

x x y y
xstep step

N N

 
   

ΒΗΜΑ 2: 

Γηα θάζε ζεκείο (x, y) ηοσ πιέγκαηος 

z x iy   

Τπνινγηζκόο ηεο  mins z I A  

Τέιος_επαλάιευες 

ρεδηάδνληαη ηα ζεκεία εθείλα γηα ηα νπνία ηζρύεη  mins z  I A  

Τέιος. 

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ   γηα πεξηζζόηεξα ε ν αιγόξηζκνο εθηειεί ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία 

κόλν γηα ην κεγαιύηεξν εμ’ απηώλ θαη απιώο εθηειείηαη ε ηειεπηαία εληνιή γηα θάζε ηηκή. 

 

3.2 Αρηζκεηηθά παραδείγκαηα – Αλάισζε Δθηέιεζες 

Ο ςεπδνθώδηθαο ηεο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπ πινπνηήζεθε, ζηα πιαίζηα ηεο παξνύζαο 

δηπισκαηηθήο εξγαζίαο, ζε αιγόξηζκν ζην MATLAB θαη ε ζρεδίαζε   ηνπ έγηλε κε ρξήζε ηεο 

εληνιήο contour ζε επίπεδν ε γηα έλαλ πίλαθα πνπ πεξηέρεη ηηο ηηκέο  mins z I A . θνπόο καο ζην 

ζεκείν απηό είλαη λα επαιεζεύζνπκε ηελ νξζόηεηα ηεο κεζόδνπ επηινγήο ηνπ ρσξίνπ Χ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζακε αιιά θαη ην κέγεζνο απηνύ ζε ζρέζε κε ην ςεπδνθάζκα γηα δηαθνξεηηθνύο 

πίλαθεο θαη ηηκέο ηνπ ε. 
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Ξεθηλάκε κε έλα απιό παξάδεηγκα ελόο ηπραίνπ πίλαθα 
5 5A : 

A = 

    0.8147    0.0975    0.1576    0.1419    0.6557 

    0.9058    0.2785    0.9706    0.4218    0.0357 

    0.1270    0.5469    0.9572    0.9157    0.8491 

    0.9134    0.9575    0.4854    0.7922    0.9340 

    0.6324    0.9649    0.8003    0.9595    0.6787 

 

Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη ην ςεπδνθάζκα ηνπ Α γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ ε θαζώο θαη ην ρσξίν 

Χ πνπ θαηαζθεύαζε ν αιγόξηζκνο γηα θάζε πεξίπησζε. Αξρηθά ν αιγόξηζκνο εθηειείηαη ζην 

ζύλνιό ηνπ θαη ην αξρηθό ρσξίν Χ ζα ππνινγίδεηαη γηα θάζε ηηκή ηνπ ε κε ζθνπό ηελ πεηξακαηηθή 

ηνπ απεηθόληζε θαη ηε κειέηε ηνπ κεγέζνπο ηνπ ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο. 

 

Δηθόλα 4: Σν ςεπδνθάζκα ηνπ πίλαθα Α, όπσο ππνινγίζηεθε από ηνλ αιγόξηζκν GRID θαζώο θαη ην ρσξίν Χ γηα ε = 1, 0.8, 0.5, 

0.2, 0.005. 

 

ηελ Δηθόλα 4 βιέπνπκε όηη πξάγκαηη, ην ρσξίν Χ πεξηέρεη όιν ην ςεπδνθάζκα γηα ηελ εθάζηνηε 

ηηκή ηνπ ε. Παξ’ όια απηά, παξαηεξνύκε όηη αθόκα θαη κε ηε ρξήζε ηεο βέιηηζηεο κεζόδνπ γηα ηελ 

επηινγή ηνπ Χ, ν αιγόξηζκνο εμεηάδεη έλαλ αξηζκό ζεκείσλ πνιύ κεγαιύηεξν ηνπ απαηηνύκελνπ 

θαη ζπλεπώο, γίλνληαη αρξείαζηα πνιιέο SVD παξαγνληνπνηήζεηο.  

Σν γεγνλόο απηό, δελ παξνπζηάδεη ηδηαίηεξν πξόβιεκα όηαλ πξόθεηηαη γηα κηθξνύο πίλαθεο όπσο ν 

παξαπάλσ. πγθεθξηκέλα, γηα ηνλ πίλαθα Α ν αιγόξηζκνο ηεξκάηηδε ζε πεξίπνπ 0.06 sec γηα θάζε 

ηηκή ηνπ ε. Ο ρξόλνο απηόο είλαη βέβαηα πνιύ κηθξόο ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, αιιά αλ 
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ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ην ςεπδνθάζκα γηα αθόκα πεξηζζόηεξεο ηηκέο ή αλ πξόθεηηαη γηα 

πεξηπηώζεηο πνιύ κεγαιύηεξσλ θαη ηδηόκνξθσλ πηλάθσλ, ίζσο γίλεη αξθεηά κεγάινο. Γηα ην ιόγν 

απηό, όπσο αλαθέξακε θαη ηελ αξρή ηνπ θεθαιαίνπ, πξνηηκνύκε ν αιγόξηζκνο λα ππνινγίδεη ην Χ 

εθηειεί ηηο SVD παξαγνληνπνηήζεηο κόλν γηα ηε κεγαιύηεξε ηηκή ηνπ ε, θαη ζηε ζπλέρεηα απιώο λα 

ζρεδηάδεη ηηο θακπύιεο γηα ηηο δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ ε, θάηη πνπ δελ θνζηίδεη ηδηαίηεξα πνιύ ρξόλν 

εθηέιεζεο. 

Αθνινπζώληαο απηή ηε κέζνδν ν αιγόξηζκνο ρξεηάζηεθε ζπλνιηθά 0.06 sec γηα ηνλ ζπλνιηθό 

ππνινγηζκό όισλ ησλ θακππιώλ. 

 

Παξαθάησ εμεηάδνπκε ηελ πεξίπησζε κεγαιύηεξσλ πηλάθσλ, θάλνληαο ρξήζε δύν ηύπσλ πηλάθσλ 

επξέσο ρξεζηκνπνηνύκελσλ ζε παξαδείγκαηα αιγνξίζκσλ ςεπδνθάζκαηνο θαη κε μερσξηζηή δνκή 

ηδηνηηκώλ ζην κηγαδηθό επίπεδν, ηνπο πίλαθεο Kahan θαη Toepliz. 

 

Δηθόλα 5: Σα απνηειέζκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ GRID ηνπο πίλαθεο Kahan (αξηζηεξά) θαη Toepliz (δεμηά) κεγέζνπο 100, γηα ε = 0.1, 

0.01, 0.001 αληίζηνηρα. 

 

Γηα ηα απνηειέζκαηα ηεο παξαπάλσ εηθόλαο ν αιγόξηζκνο ρξεηάζηεθε πεξίπνπ 12 sec γηα ηελ θάζε 

θακπύιε ηνπ πίλαθα Kahan θαη πεξίπνπ 9 sec γηα θάζε θακπύιε ηνπ πίλαθα Toepliz.  

Παξαηεξνύκε, ινηπόλ, όηη απμαλόκελνπ ηνπ κεγέζνπο ηνπ εθάζηνηε πίλαθα, ν ρξόλνο εθηέιεζεο 

ηνπ αιγνξίζκνπ απμάλεηαη ζεκαληηθά. 

Αθόκα έλα πνιύ ζεκαληηθό ζπκπέξαζκα από ηα παξαπάλσ δηαγξάκκαηα είλαη ην πνιύ κεγάιν 

κέγεζνο ην ρσξίνπ Χ γηα κεγαιύηεξεο ηηκέο ηνπ ε. Παξαηεξνύκε όηη ε δηαθνξά κεγέζνπο ησλ 

ρσξίσλ ζηηο πεξηπηώζεηο 0.1   θαη 0.01   είλαη πνιύ κεγαιύηεξε από απηή ζηηο πεξηπηώζεηο 

0.01   θαη 0.001  , παξά ην γεγνλόο όηη ε δηαθνξά ηάμεο κεγέζνπο ησλ ε είλαη ε ίδηα.  

Δληνύηνηο, ζε αληίζεζε κε ην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα, δηαθέξεη πνιύ ιηγόηεξν κεηαμύ ησλ 

δηαθνξεηηθώλ ε.  
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πκπεξαίλνπκε ινηπόλ όηη πξάγκαηη, ν εθ λένπ ππνινγηζκόο ηνπ ρσξίνπ γηα θάζε δηαθνξεηηθό ε 

είλαη πεξηηηόο. 

Παξά ηα πξναλαθεξζέληα κεηνλεθηήκαηα, όπσο είπακε ν αιγόξηζκνο GRID είλαη, κε θαηάιιειε 

πξνθαλώο επηινγή ρσξίνπ, ηδηαίηεξα ζηαζεξόο θαη απιόο θαη είλαη βέβαην όηη ζα δώζεη ην ζσζηό 

απνηέιεζκα θάλνληαο κάιηζηα απιή θαη ηαπηόρξνλα πνιύ απνηειεζκαηηθή εθκεηάιιεπζε 

παξαιιειηζκνύ.  

Η ρξήζε ηνπ παξαιιειηζκνύ παξνπζηάδεηαη ζύληνκα ζην επόκελν παξάδεηγκα. Ξεθηλάκε 

ππνινγίδνληαο ην ςεπδνθάζκα ηνπ πίλαθα Toepliz κεγέζνπο 200 γηα 310  . Ο αιγόξηζκνο 

ρξεηάζηεθε 200 sec γηα λα ππνινγίζεη ηε ζπγθεθξηκέλε θακπύιε. ηε ζπλέρεηα απιώο θάλακε 

contour plots ζην ήδε ππάξρνλ grid γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ε, όπσο θαίλεηαη ζηελ Δηθόλα 6. Κάζε 

ηέηνην plot εθηειείηαη άκεζα, νπόηε ν ζπλνιηθόο ρξόλνο εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ πξνζεγγίδεηαη 

από ην ρξόλν ηνλ νπνίν ρξεηάζηεθε γηα λα ππνινγίζεη ηελ γηα  mins z I A
 
θάζε z ζεκείν ηνπ 

GRID, αλεμαξηήησο από ηνλ αξηζκό ησλ θακππιώλ πνπ ζα ππνινγηζηνύλ ζηε ζπλέρεηα.

 

Δηθόλα 6: Σν ςεπδνθάζκα ηνπ πίλαθα Toepliz κεγέζνπο 200 γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ε. 

 

Σειεηώλνληαο ηελ αλάιπζε ηνπ αιγνξίζκνπ GRID, παξαθάησ παξνπζηάδεηαη κηα πεξίπησζε 

πίλαθα, ζπγθεθξηκέλα έλαο ζεηηθόο θαη ζπκκεηξηθόο πίλαθαο Toepliz, γηα ηνλ νπνίν κπνξνύκε λα 

θάλνπκε ρξήζε παξαιιειηζκνύ θαη λα ππνινγίδνπκε ην ςεπδνθάζκα ηνπ γηα ηηκέο ηνπ ε 

κεγαιύηεξεο ηεο αξρηθήο. Απηό νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη, όπσο θαη ζε πξνεγνύκελα 

παξαδείγκαηα, ην ρσξίν Χ είλαη πνιύ κεγαιύηεξν από ηελ αξρηθή θακπύιε πνπ ππνινγίδεη. ηελ 

πξνθεηκέλε πεξίπησζε, κε ρξήζε ην ρσξίνπ πνπ δεκηνπξγήζεθε γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο γηα 0.1  (ε θακπύιε ηνπ νπνίνπ θαίλεηαη ειάρηζηα αθνύ είλαη πάξα πνιύ κηθξή 

ζε ζρέζε κε ην ρσξίν Χ), κπνξέζακε λα ππνινγίδνπκε ην ςεπδνθάζκα ηνπ πίλαθα σο θαη γηα 
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30  . Ο ζπλνιηθόο ρξόλνο εθηέιεζεο ήηαλ πεξίπνπ 185 sec. ην ζεκείν απηό αλαθέξνπκε όηη ν 

αξηζκόο ησλ επηπέδσλ ςεπδνθάζκαηνο πνπ κπνξνύκε ηειηθά λα ππνινγίζνπκε κε ην ίδην ρσξίν 

εμαξηάηαη από ην κέγεζνο ησλ δύν απηώλ ζρεκάησλ ηνπ επηπέδνπ θαη πξνθαλώο θαζνξίδεηαη κόλν 

πεηξακαηηθά. 

 

Δηθόλα 7: Σν ςεπδνθάζκα ηνπ ζεηηθνύ ζπκκεηξηθνύ πίλαθα Toepliz. 

 

ην επόκελν θεθάιαην ζα κειεηήζνπκε κηα παξαιιαγή ηνπ αιγνξίζκνπ GRID, ζηόρνο ηεο νπνίαο 

είλαη ε κείσζε ηεο πνιππινθόηεηαο ηνπ αιγνξίζκνπ ρσξίο λα αλαηξείηαη ε ζηαζεξόηεηά ηνπ. 
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4. Ο αιγόρηζκος Inclusion-Exclusion: Βειηίφζε ηοσ αιγορίζκοσ GRID 

Από ηελ αλάιπζε ηνπ Κεθαιαίνπ 3, ζπκπεξάλακε όηη ν αιγόξηζκνο GRID είλαη εμαηξεηηθά 

ζηαζεξόο θαη δίλεη ζίγνπξα ζσζηά απνηειέζκαηα, αιιά ηαπηόρξνλα είλαη θαη εμαηξεηηθά 

ρξνλνβόξνο. Σν βαζηθό πξόβιεκα είλαη ε κνξθή θαη ην κέγεζνο ηνπ ρξεζηκνπνηνύκελνπ ρσξίνπ Χ, 

θαζώο απηό πξέπεη λα είλαη ηέηνην ώζηε αθελόο λα πεξηέρεη νιόθιεξν ην ςεπδνθάζκα γηα ηελ 

ζπγθεθξηκέλε ηηκή ηνπ ε θαη αθεηέξνπ λα κελ είλαη πνιύ κεγαιύηεξν απ’ απηό, έηζη ώζηε λα κελ 

γίλνληαη πνιύ πεξηζζόηεξεο SVD παξαγνληνπνηήζεηο από όζεο ρξεηάδνληαη. Δίδακε όκσο όηη ε 

θαιή πξνζαξκνγή ηνπ ρσξίνπ Χ δελ είλαη εύθνιν λα επηηεπρζεί, ρσξίο ηνπιάρηζηνλ ν αιγόξηζκνο 

λα γίλεη πνιύ πεξίπινθνο, γεγνλόο πνπ αληηηίζεηαη κε ηελ απιόηεηα κε ηελ νπνία ππνινγίδεη ην    

πλεπώο, πξνθύπηεη ην εξώηεκα αλ κπνξνύκε, δεδνκέλνπ ελόο αξρηθνύ ρσξίνπ, ρσξίο λα αιιάμεη ε 

κέζνδνο ππνινγηζκνύ ηνπ, λα κεηώζνπκε ηνλ αξηζκό ησλ ζεκείσλ ηα νπνία ζα εμεηάζνπκε αλ 

αλήθνπλ ή όρη εληόο (ή ζην ζύλνξν) ηνπ  . 

ην ζπγθεθξηκέλν θεθάιαην ζα αζρνιεζνύκε κε έλαλ αιγόξηζκν πνπ πινπνηεί ηελ παξαπάλσ 

ππόζεζε, ηνλ αιγόξηζκν Inclusion-Exclusion (ΙΔ) ν νπνίνο αλαπηύρζεθε από ηνπο Ισάλλε Κνύηε 

θαη Δπζηξάηην Γαιιόπνπιν. Η ηδέα ηνπ αιγνξίζκνπ μεθηλά από έλα ρσξίν Χ ην νπνίν γλσξίδνπκε 

όηη πεξηέρεη ην   (inclusion region) θαη ζηε ζπλέρεηα απνθιείεη θάπνηα από ηα ζεκεία ζην πιέγκα 

ην ζπγθεθξηκέλνπ ρσξίνπ. πγθεθξηκέλα, ζα δείμνπκε όηη γηα όπνην z  γλσξίδνπκε ηελ 

ηξηπιέηα  min min min, ,s u v
 
πνπ δίλεηαη θάλνληαο κηα SVD παξαγνληνπνίεζε ηνπ πίλαθα z I A , 

κπνξνύκε πηζαλώο λα θαηαζθεπάζνπκε έλα exclusion region, δειαδή κηα πεξηνρή ε νπνία δελ έρεη 

θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ην ςεπδνθάζκα ηνπ Α. Θα δείμνπκε επίζεο όηη ν αιγόξηζκνο δελ είλαη 

ηόζν επαίζζεηνο ζηελ αξρηθή επηινγή ηνπ ρσξίνπ Χ, δηόηη αθόκα θαη αλ απηό είλαη πνιύ 

κεγαιύηεξν από ην  , ζα νδεγεζνύκε ζε γξήγνξν απνθιεηζκό πεξηνρώλ ηνπ.  

Ξεθηλάκε ηελ αλάιπζε ηνπ αιγνξίζκνπ παξνπζηάδνληαο νξηζκέλα ζεσξήκαηα πάλσ ζηα νπνία 

βαζίδεηαη. εκεηώλεηαη όηη ζηα παξαθάησ ζπκβνιίδνπκε κε  ,D z r  θαη  ,D z r  ηνλ θιεηζηό θαη 

αλνηρηό δίζθν αληίζηνηρα, κε θέληξν z θαη αθηίλα r, θαη κε 
CD  ην ζπκπιήξσκα θάπνηνπ δίζθνπ. 

 

ΟΡΙΜΟ 4.1. Μηα πεξηνρή Γ ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ ιέγεηαη πεξηνρή απνθιεηζκνύ (exclusion 

region) γηα ην   θάπνηνπ πίλαθα Α  αλ θαη κόλν αλ    .  
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Σν πξώην ζεώξεκα πνπ παξνπζηάδνπκε δίλεη έλαλ ηξόπν εύξεζεο κηαο πεξηνρήο απνθιεηζκνύ 

δεδνκέλεο ηεο  mins z Ι A , ηεο πνζόηεηαο δειαδή πνπ ν αιγόξηζκνο GRID ππνινγίδεη ζε θάζε 

ζεκείν ηνπ Χ. 

ΘΔΧΡΗΜΑ 4.2. Εάλ  mins z r   I A  ηόηε    ,D z r    Α . 

Απόδεημε. Γλσξίδνπκε όηη γηα δύν πίλαθεο , n nΒ C  ηζρύεη ην εμήο. 

     min min maxs s s  Β C B C                                                         

Έζησ, ινηπόλ,  ,z D z r    . Θα δείμνπκε όηη  mins z  I A .  

Έρνπκε όηη  z z z z    I A I A I I  θαη άξα, πξνθύπηεη όηη 

     min min maxs z s z s z z z z      I A I A I I  

δειαδή 

   min minz z s z s z z z       I A I A . 

Δπνκέλσο, αθνύ  ,z D z r    , είλαη z z r     θαη άξα, ε ζρέζε γίλεηαη 

 minr s z r    I A , 

νπόηε πξάγκαηη  mins z  I A . □ 

Άξα ινηπόλ, ν δίζθνο  ,D z r    είλαη κηα πεξηνρή απνθιεηζκνύ. ηελ πεξίπησζε πνπ ν Α είλαη 

θαλνληθόο, απνδεηθλύεηαη όηη ν δίζθνο ηνπ Θεσξήκαηνο 4.2. είλαη κεγηζηνηηθόο. 

ΠΟΡΙΜΑ 4.3. Έζησ Α έλαο θαλνληθόο πίλαθαο θαη  mins z r   I A . Τόηε ην ζύλνξν 

 ,D z r    πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν ηνπ   Α . 

Απόδεημε. Από ππόζεζε ηζρύεη όηη  rz Α . Δπηπιένλ, από ην Πόξηζκα 2.18, αθνύ ν Α είλαη 

θαλνληθόο,     
 

,
i

r iD


 


 
Α

Α S , θαη άξα ππάξρεη κηα ηδηνηηκή k  ηνπ Α ηέηνηα ώζηε 

 ,kz D z r .  πλεπώο νη δίζθνη  ,kD z r  θαη  ,D z r   έρνπλ έλα αθξηβώο θνηλό ζεκείν, ην z. 

□  (Koutis & Gallopoulos, 2000) 

 

πλερίδνληαο ηελ ελαζρόιεζε κε θαλνληθνύο πίλαθεο, ην επόκελν ζεώξεκα είλαη επίζεο 

ελδηαθέξνλ. 
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ΘΔΧΡΗΜΑ 4.4. Αλ n nΝ  έλαο θαλνληθόο πίλαθαο, ηόηε γηα νπνηνλδήπνηε πίλαθα 
n nΑ  ν 

νπνίνο έρεη αθξηβώο ηηο ίδηεο ηδηνηηκέο κε ηνλ Ν θαη γηα θάζε z , αλ  minr s z A I A  θαη 

 minr s z Ν I Ν  κεγαιύηεξα ηνπ κεδελόο, ηζρύεη ην παξαθάησ: 

   , ,D z r D z r   A Ν
. 

Επηπιένλ, ν δίζθνο απνθιεηζκνύ  ,D z r   ζα είλαη ν ίδηνο γηα θάζε άιιν θαλνληθό πίλαθα κε ηηο 

ίδηεο ηδηνηηκέο. 

Απόδεημε. Γλσξίδνπκε όηη    
1 1 1

min mins
   Α Α Α . πλεπώο, αθνύ νη Α θαη Ν έρνπλ ηηο ίδηεο 

ηδηνηηκέο, έρνπκε όηη      min min mins s Α Α Ν  από όπνπ πξνθύπηεη ην δεηνύκελν. 

Δπηπιένλ, έζησ Ν  έλαο θαλνληθόο πίλαθαο κε ίδηεο ηδηνηηκέο κε ηνλ Ν. Σόηε, 

       min min min mins z z z s z       I Ν I Ν I Ν I Ν , από όπνπ πξνθύπηεη ην δεύηεξν 

απνηέιεζκα. □ (Koutis & Gallopoulos, 2000) 

 

Σν Θεώξεκα 4.2 δίλεη κηα ζίγνπξε θαη απνηειεζκαηηθή κέζνδν γηα ηελ εύξεζε πεξηνρώλ 

απνθιεηζκνύ θαη από ηα Θεσξήκαηα 4.3 θαη 4.4 πξνθύπηεη όηη ε κέζνδνο απηή δίλεη ηε κεγαιύηεξε 

πεξηνρή απνθιεηζκνύ ζηελ πεξίπησζε θαλνληθώλ πηλάθσλ. 

Δληνύηνηο, γηα κε-θαλνληθνύο πίλαθεο θαη όζν πεξηζζόηεξν θάπνηνο πίλαθαο «απέρεη» από ηελ 

θαλνληθόηεηα, ε πεξηνρή ηνπ Θεσξήκαηνο 4.2 γίλεηαη όιν θαη κηθξόηεξε, κε απνηέιεζκα λα κελ 

επηηπγράλεηαη αξθεηά ζεκαληηθή κείσζε ησλ SVD παξαγνληνπνηήζεσλ ζε ζρέζε κε ηνλ απιό 

αιγόξηζκν GRID.  

Γηα ην ιόγν απηό, πξνηείλεηαη άιιε κηα κέζνδνο απνθιεηζκνύ, γηα ηελ νπνία ρξεηάδεηαη λα 

νξίζνπκε ηελ παξαθάησ έλλνηα.  

 

ΟΡΙΜΟ 4.5. Έζησ       min ming z s z s x iy    A I A I A , όπνπ  \z x iy    Α . Θα 

ιέκε επαηζζεζία ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ηνπ Α ζην ζεκείν 0z  ηελ πνζόηεηα 

   
0

1

0 z z
pss z g z




 A A

. 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 4.6.  Έζησ  / .x iy   Α  Τόηε ε  ,g x y   είλαη αλαιπηηθή ζε κηα πεξηνρή ηνπ 

 ,x y  αλ ε   mins x iy Ι Α  είλαη κηα απιή ηδηάδνπζα ηηκή. Τν αλάδειηα δε ηεο  ,g x y  δίλεηαη 

από ηνλ ηύπν  
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      * * *

min min min min min min, Re , Img x y  v u v u v u  

όπνπ minu  θαη minv  ηα αξηζηεξά θαη δεμηά ηδηάδνληα δηαλύζκαηα ηεο   min,g x y s . 

 

Σν Θεώξεκα 4.6 ππνδεηθλύεη όηη ν ππνινγηζκόο ηεο επαηζζεζίαο είλαη απιόο θαη ρξεηάδεηαη κόλν 

ηνλ ππνινγηζκό ηεο ηξηπιέηαο ζην ζεκείν z. εκεηώλεηαη όηη ην ζπγθεθξηκέλν ζεώξεκα είλαη 

εμαηξεηηθά ζεκαληηθό γηα ηελ επόκελε θαηεγνξία αιγνξίζκσλ πνπ ζα κειεηήζνπκε ζηα επόκελα 

θεθάιαηα. 

 

ΠΟΡΙΜΑ 4.7. Ο ζπληειεζηήο επαηζζεζίαο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ηνπ Α ζε θάζε ζεκείν z γηα ην νπνίν 

ε πνζόηεηα  mins z Ι A
 
είλαη απιή δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

 
*

min min

1
1pss z  A

v u
                                                     (4.1) 

αθνύ ηα ηδηάδνληα δηαλύζκαηα είλαη κνλαδηαία. Αλ δε ν Α είλαη θαλνληθόο, ηόηε 

   1,  \pss z z   A Α . 

 

Σν γεγνλόο όηη ε g είλαη αλαιπηηθή δίλεη κηα ζεκαληηθή ζπζρέηηζε κεηαμύ απηήο θαη ησλ 

επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ, πνπ απεηθνλίδεηαη ζην παξαθάησ. 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 4.8. Έζησ 0 0 0z x iy   θαη 1 1 1z x iy   δύν ζεκεία ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ θαη έζησ όηη 

νξίδεηαη ε επαηζζεζία pssA  ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ελόο πίλαθα Α ζηα ζεκεία απηά θαζώο θαη ζε θάζε 

ζεκείν ζην επζύγξακκν ηκήκα πνπ νξίδνπλ, έζησ L. Τόηε, αλ    0 ,  pss z pss z z L  A A  ηζρύεη ην 

εμήο 

     1 1 0 0 0 1 0, ,g x y g x y pss z z z  A
. 

Απόδεημε. Δμ’ νξηζκνύ, ηζρύεη όηη      
   

0 0

,

0 0 ,
, , ,

x y

Lx y
g x y g x y g x y dL   n , όπνπ Ln  ην 

κνλαδηαίν δηάλπζκα ηνπ L. Σόηε 

     
     

   

 
       

   

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

, ,

1 1 0 0 , ,

1 1 1, ,

0 0 1 0, ,

, , , ,

                                 

x y x y

L Lx y x y

x y x y

x y x y

g x y g x y g x y dL g x y dL

pss z dL pss z dL pss z z z
  

    

   

 

 A A A

n n
 

□ (Koutis & Gallopoulos, 2000) 
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Με ηε βνήζεηα, ινηπόλ ηνπ Θεσξήκαηνο 4.8, κπνξνύκε λα δηαηππώζνπκε άιιε κηα κέζνδν 

απνθιεηζκνύ, σο παξαθάησ. 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 4.9. Έζησ όηη ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ Θεσξήκαηνο 4.8, κε  1z  Α . Οξίδνπκε 

ηελ πνζόηεηα     0 0R g z pss z  A
. Τόηε    0 ,CD z R  Α . Επηπιένλ, αλ ην 1z  

ειαρηζηνπνηεί ηελ απόζηαζε   0 ,d z  Α  ηόηε ν δίζθνο  0 ,D z R  είλαη πεξηνρή απνθιεηζκνύ. 

Παξαηεξνύκε όηη αλ ν Α είλαη θαλνληθόο, ην Θεώξεκα 4.9 είλαη ηζνδύλακν κε ην Θεώξεκα 4.2, ην 

νπνίν ηζρύεη ρσξίο απαξαίηεηα λα ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ Θεσξήκαηνο 4.8. (Koutis & 

Gallopoulos, 2000) 

 

4.1 Αλάισζε βεκάηφλ θαη σιοποίεζε 

Η ζεσξεηηθή απηή αλάιπζε νδεγεί ζε δύν παξόκνηνπο αιγνξίζκνπο, πνπ νλνκάδνπκε Standard 

Inclusion-Exclusion θαη Large Inclusion-Exclusion, έλαλ γηα θάζε ζεώξεκα απνθιεηζκνύ όπσο 

απηά πεξηγξάθνληαη παξαπάλσ θαη νη νπνίνη ιεηηνπξγνύλ σο εμήο. Γεδνκέλνπ ελόο πιέγκαηνο ηνπ 

επηπέδνπ, ν ζθνπόο είλαη λα θαηεγνξηνπνηεζνύλ ηα ζεκεία ηνπ σο “in”, αλ αλήθνπλ εληόο ή ζην 

ζύλνξν ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ή “out” δηαθνξεηηθά. Αξρηθά, ζεσξνύκε όηη όια ηα ζεκεία αλήθνπλ 

ζην   θαη δηαπεξλάκε ην πιέγκα ζε κηα δεδνκέλε θαηεύζπλζε. Έζησ z ην ζεκείν ην νπνίν 

εμεηάδνπκε. Σα βήκαηα ησλ αιγνξίζκσλ είλαη ηα εμήο. 

ΒΗΜΑ 0. Τπνινγηζκόο ηεο    ming z s z A I A . 

Aλ  g z A  ηόηε ην z θαηεγνξηνπνηείηαη σο “in”. Γηαθνξεηηθά, ζπλερίζνπκε ζην Βήκα 1 ηνπ 

θάζε αιγνξίζκνπ. 

Standard IE 

ΒΗΜΑ 1: Τπνινγηζκόο ηνπ δίζθνπ κε θέληξν ην z θαη αθηίλα  minr s z   I A
 
θαη απνθιεηζκόο 

ησλ εζσηεξηθώλ ηνπ ζεκείσλ ζύκθσλα κε ην Θεώξεκα 4.2. 

Large IE 

ΒΗΜΑ 1: Τπνινγηζκόο ηνπ δίζθνπ κε θέληξν ην z θαη αθηίλα    minR s z pss z     AI A . 

ύκθσλα κε ην Θεώξεκα 4.9 ηα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ δίζθνπ είλαη ππνςήθηα γηα απνθιεηζκό. 

Γεληθά, θαηά πάζα πηζαλόηεηα, όια απηά ηα ζεκεία κπνξνύλ λα απνθιεηζηνύλ. Παξ’ όια απηά, ζηε 

ζπλέρεηα ν ζπγθεθξηκέλνο αιγόξηζκνο πξνρσξά ζην Βήκα 2 ζε κηα δηόξζσζε έηζη ώζηε λα 

αλαθηήζεη ηπρόλ ιαλζαζκέλα απνθιεηζκέλα ζεκεία. 
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ΒΗΜΑ 2: Η δηόξζσζε γίλεηαη ζε δύν βήκαηα. 

ΒΗΜΑ 2α 

Διέγρνπκε αλ ν δίζθνο πεξηέρεη θάπνηα ζεκεία ẑ  γηα ηα νπνία ήδε γλσξίδνπκε όηη αλήθνπλ ζην 

 . Αλ ππάξρεη έζησ έλα ηέηνην ζεκείν, απνθιείνληαη ηειηθά κόλν ηα ζεκεία ηνπ δίζθνπ 

  min,D z s z I A . 

ΒΗΜΑ 2β 

Δμεηάδνπκε όια ηα απνθιεηζκέλα ζεκεία ηα νπνία είλαη γεηηνληθά θάπνηνπ ζεκείνπ ην νπνίν 

γλσξίδνπκε όηη αλήθεη ζην   θαη ειέγρνπκε αλ απηά ηα ζεκεία ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε 

 mins z  I A . Αλ λαη, γηα θάζε ηέηνην ζεκείν βξίζθνπκε ην θέληξν ẑ  ηνπ δίζθνπ ν νπνίνο 

νδήγεζε ζηνλ απνθιεηζκό ηνπ θαη θαηεγνξηνπνηνύκε ηα ζεκεία ηνπ σο “in” θαη επαλαιακβάλνπκε 

εθ λένπ ηε δηαδηθαζία, απνθιείνληαο απηή ηε θνξά ηα ζεκεία ηνπ δίζθνπ   min
ˆ,D z s z I A . 

 

Σα παξαπάλσ ζπλνςίδνληαη ζηνλ ςεπδνθώδηθα πνπ αθνινπζεί. 

ΔΙΟΓΟ: 

,  0n n  Α  

N, ν αξηζκόο ησλ ζεκείσλ ηνπ πιέγκαηνο ζε θάζε άμνλα 

Σν πιέγκα Χ θαηαζθεπάδεηαη όπσο αθξηβώο θαη ζηελ πινπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ GRID ηεο 

Παξαγξάθνπ 3.1. 

Standard IE  

z x iy   

z: in 

Γηα θάζε ζεκείο (x,y) ηοσ πιέγκαηος 

ΒΗΜΑ 1:  mins s z I A  

Aλ s   

Γηα θάζε  ,z D z s    :  

z : out 

 \ ,D z s       

Τέιος_επαλάιευες 

Τέιος_αλ 

Τέιος_επαλάιευες 

Τέιος. 
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Large IE 

z x iy   

z: in 

Γηα θάζε ζεκείο (x,y) ηοσ πιέγκαηος 

ΒΗΜΑ 1:  mins s z I A
 

Aλ s   

Γηα θάζε     ,z D z s pss z   A
:  

z : out 

    \ ,D z s pss z     A  

Δθαξκνγή ηνπ Βήκαηνο 2α. 

Τέιος_επαλάιευες 

Τέιος_αλ 

Τέιος_επαλάιευες 

Δθαξκνγή ηνπ βήκαηνο 2β. 

Τέιος. 

 

O γεληθόο αιγόξηζκνο IE κπνξεί λα ηξνπνπνηεζεί έηζη ώζηε, ζε θάζε ζηήιε ηνπ πιέγκαηνο λα 

θηλείηαη αξρηθά από πάλσ πξνο ηα θάησ θάλνληαο απνθιεηζκνύο ζηακαηώληαο κόιηο ζπλαληήζεη 

ζεκείν εληόο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο θαη επαλαιακβάλνληαο ηε δηαδηθαζία από θάησ πξνο ηα πάλσ. 

Σν ίδην γίλεηαη θαη γηα θάζε γξακκή (από αξηζηεξά πξνο δεμηά θαη αληίζηξνθα). (Koutis & 

Gallopoulos, 2000) 

 

Σέινο, όζνλ αθνξά ηελ εθκεηάιιεπζε ηνπ παξαιιειηζκνύ, ε δηαδηθαζία παξακέλεη αθξηβώο ίδηα 

κε απηή πνπ αλαιύζακε ζην Κεθάιαην 3 γηα ηνλ αιγόξηζκν GRID. Δπηζεκαίλεηαη, όκσο, όηη εδώ ν 

παξαιιειηζκόο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί κόλν γηα ηηκέο ηνπ ε κηθξόηεξεο από ηελ αξρηθή, όπνπ ε 

θακπύιε ηνπ   βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηεο αξρηθήο θαζώο ζε απηή ηελ πεξίπησζε μέξνπκε όηη 

δελ ζα έρεη απνθιεηζηεί, θαη άξα δηαγξαθεί από ην πιέγκα, θαλέλα ζεκείν ηεο. 

 

4.2 Αρηζκεηηθά παραδείγκαηα – Αλάισζε εθηέιεζες 

θνπόο ζε απηό ην ζεκείν είλαη λα εμεηάζνπκε θαηά πόζν κεηώλεηαη ν αξηζκόο ησλ SVD 

παξαγνληνπνηήζεσλ πνπ εθηεινύληαη. πλεπώο πινπνηώληαο ηνλ αιγόξηζκν ζε MATLAB ζα 
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αζρνιεζνύκε κε ηνλ αξηζκό ησλ ζεκείσλ γηα ηα νπνία ππνινγίδεηαη ηειηθά ε  mins z Ι A  ζε 

ζρέζε κε ηνλ ζπλνιηθό αξηζκό ησλ ζεκείσλ ηνπ πιέγκαηνο.  

Αξρηθά κειεηάκε ην παξάδεηγκα ηνπ πίλαθα Kahan κεγέζνπο 100, γηα 0.1   θαη γηα έλα πιέγκα 

100×100. πλεπώο, ζην ζπγθεθξηκέλν πιέγκα ν αιγόξηζκνο GRID ζα ππνιόγηδε ηελ  mins z Ι A
 

γηα ηα 10000 ζην ζύλνιν ζεκεία ηνπ πιέγκαηνο.  

Ξεθηλάκε κε ηελ εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ Standard IE πνπ βαζίδεηαη ζην Θεώξεκα 4.2. ε απηή 

ηελ πεξίπησζε, ν αιγόξηζκνο ηειηθά εθηέιεζε SVD παξαγνληνπνηήζεηο ζε κόιηο 969 ζεκεία ηνπ 

πιέγκαηνο, δηαθνξά εμαηξεηηθά ζεκαληηθή κεηαμύ απηνύ θαη ηνπ GRID αθόκα θαη γηα ηελ απιή 

έθδνζε ηνπ αιγνξίζκνπ Inclusion-Exclusion. ην παξαθάησ ζρήκα απεηθνλίδνληαη νη πεξηνρέο 

απνθιεηζκνύ θαη ηα θέληξα ηνπο, ηα ζεκεία δειαδή κε βάζε ηα νπνία απηέο απνθιείζηεθαλ, θαζώο 

θαη κεξηθά αθόκε επίπεδα ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, ηα νπνία ππνινγίζηεθαλ πάλσ ζην ήδε ππάξρνλ 

grid κε βάζε ηε δηαδηθαζία παξαιιειηζκνύ όπσο απηή πεξηγξάθεηαη ζην ηέινο ηεο Παξαγξάθνπ 

4.1. 

 

Δηθόλα 8: Οη πεξηνρέο απνθιεηζκνύ θαη ην Χ γηα ηνλ πίλαθα Kahan κεγέζνπο 100, θαη γηα ε=0.1 κε βάζε ηνλ αιγόξηζκν Standard IE. 
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Δηθόλα 9: Απεηθόληζε ηεο πξνζέγγηζεο ησλ πεξηνρώλ απνθιεηζκνύ γηα ην ςεπδνθάζκα. (Μεγέζπλζε Δηθόλαο 8) 

 

πλερίδνπκε κε ηελ εθηέιεζε ηνπ Large IE γηα ηνλ ίδην πίλαθα θαη ηηο ίδηεο παξακέηξνπο. Σώξα ν 

αιγόξηζκνο εθηέιεζε 646 SVD παξαγνληνπνηήζεηο. Σν απνηέιεζκα παξνπζηάδεηαη παξαθάησ, 

όπνπ είλαη θαλεξή ε κείσζε ησλ πεξηνρώλ απνθιεηζκνύ ζε ζρέζε κε ηελ Δηθόλα 9.  

 

Δηθόλα 10: Οη πεξηνρέο απνθιεηζκνύ θαη ην Χ γηα ηνλ πίλαθα Kahan κεγέζνπο 100, θαη γηα ε=0.1 κε βάζε ηνλ αιγόξηζκν Large IE. 
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Από ηελ παξαπάλσ εηθόλα θαίλεηαη θαη πεηξακαηηθά όηη νη πεξηνρέο πηζαλνύ απνθιεηζκνύ πνπ 

δίλεη ην Θεώξεκα 4.9 είλαη θαηά ην κεγαιύηεξν πνζνζηό ζσζηέο. Παξαθάησ βιέπνπκε ηηο δύν 

πεξηνρέο ζηηο νπνίεο αξρηθά ππήξμε εζθαικέλνο απνθιεηζκόο, κε ηα ζεκεία ηα νπνία δελ έπξεπε λα 

απνθιεηζηνύλ λα δηνξζώλνληαη θαη ηειηθά λα ζρεδηάδεηαη ε θακπύιε   θαη ζε απηά. 

 

Δηθόλα 11: Αξρηθά εζθαικέλεο πεξηνρέο απνθιεηζκνύ. 

 

Παξαθάησ αζρνινύκαζηε κε ηελ πεξίπησζε ηνπ πίλαθα Toepliz επίζεο κεγέζνπο 100, κε ηηο ίδηεο 

παξακέηξνπο ηνπ πξνεγνύκελνπ παξαδείγκαηνο θαη γηα ηηο δύν παξαιιαγέο ηνπ αιγνξίζκνπ. Ο 

αιγόξηζκνο εθηέιεζε 6018 θαη 5946 SVD αληίζηνηρα. Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη ε κείσζε ησλ SVD 

παξαγνληνπνηήζεσλ είλαη αξθεηά κηθξόηεξε, ζε ζρέζε κε ηελ πεξίπησζε ηνπ πίλαθα Kahan. Σν 

γεγνλόο απηό νθείιεηαη ζηελ θαιή πξνζαξκνγή ηνπ ρσξίνπ Χ ζην κέγεζνο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, 

όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ Δηθόλα 5 ηεο Παξαγξάθνπ 3.2.  

Μηα αθόκα ζεκαληηθή παξαηήξεζε είλαη ε επίζεο κηθξή δηαθνξά ζηε κείσζε ησλ ζεκείσλ κεηαμύ 

ησλ δύν παξαιιαγώλ ηνπ αιγνξίζκνπ. πλεπώο ζε ηέηνηεο πεξηπηώζεηο πηλάθσλ κπνξνύκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ πην απιό θαη ζηαζεξό Standard IE αιγόξηζκν. 

Σέινο ζεκεηώλεηαη όηη όπσο θαίλεηαη θαη παξαθάησ, ν αιγόξηζκνο Large IE δελ ππνιόγηζε θακία 

εζθαικέλε πεξηνρή απνθιεηζκνύ γεγνλόο πνπ επηβεβαηώλεη αθόκα πεξηζζόηεξν ηελ αξρηθή 

ππόζεζε όηη νη πεξηνρέο πνπ δίλεη ην Θεώξεκα 4.9 είλαη θαηά πάζα πηζαλόηεηα ζσζηέο.  
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Δηθόλα 12: Οη πεξηνρέο απνθιεηζκνύ θαη ην Χ γηα ηνλ πίλαθα Toepliz κεγέζνπο 100, θαη γηα ε=0.1 κε βάζε ηνπο αιγνξίζκνπο 

Standard IE (αξηζηεξά) θαη Large IE (δεμηά). 

 

Από ηελ παξαπάλσ αλάιπζε πξνθύπηεη όηη ζηνλ αιγόξηζκν Inclusion Exclusion, κηα ππεξεθηίκεζε 

ηνπ ρσξίνπ Χ δελ βιάπηεη ζεκαληηθά ηελ εθηέιεζε ηνπ, ζε αληίζεζε κε ηνλ αιγόξηζκν GRID θαη 

απηό νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη αθόκα θη αλ ην Χ είλαη πνιύ κεγαιύηεξν από ην ςεπδνθάζκα, 

όπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ πίλαθα Kahan (Δηθόλεο 8 θαη 10), νη πεξηνρέο απνθιεηζκνύ είλαη αξθεηά 

κεγάιεο όζν απνκαθξπλόκαζηε από ην ςεπδνθάζκα ζην κηγαδηθό επίπεδν. ηνλ παξαθάησ πίλαθα 

βιέπνπκε ηνλ αξηζκό ησλ ζεκείσλ πνπ ππνιόγηζαλ νη δύν παξαιιαγέο γηα ηνπο πίλαθεο Kahan θαη 

Toepliz κεγέζνπο 100. 

 

 GRID Standard IE Large IE 

Kahan 10000 969 646 

Toepliz 10000 6018 5946 

Πίλαθαο 1: Ο αξηζκόο ησλ ζεκείσλ πνπ ππνινγίδεη ε θάζε παξαιιαγή ηνπ αιγνξίζκνπ Inclusion-Exclusion. 

 

Υαξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα πνιύ κεγάινπ ρσξίνπ απνηειεί, όπσο είδακε ζηελ Παξάγξαθν 3.2 ν 

ζεηηθόο θαη ζπκκεηξηθόο πίλαθαο Toepliz (Δηθόλα 7). Δθηεινύκε ινηπόλ ηνλ αιγόξηζκν Inclusion 

Exclusion θαη ζε απηόλ ηνλ πίλαθα κεγέζνπο 100 γηα 1   θαη ζε πιέγκα 100×100. Ο αιγόξηζκνο 

ρξεηάζηεθε λα ππνινγίζεη κόιηο 95 SVD γηα ηελ εύξεζε ηνπ ςεπδνθάζκαηνο θαη κε ηηο δύν 

παξαιιαγέο ηνπ αιγνξίζκνπ. Οη πεξηνρέο απνθιεηζκνύ θαίλνληαη παξαθάησ. Παξαηεξνύκε πόζν 
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κεγάινη είλαη νη δίζθνη απνθιεηζκνύ θαη πόζν γξήγνξα ηειηθά ππνινγίδεηαη ην ςεπδνθάζκα, κε ην 

κέγεζνο ηνπ Χ λα κελ επεξεάδεη θαζόινπ ηε δηαδηθαζία. 

 

Δηθόλα 13: Οη πεξηνρέο απνθιεηζκνύ γηα ην ςεπδνθάζκα ηνπ ζεηηθνύ θαη ζπκκεηξηθνύ πίλαθα Toepliz. 

 

ην ζεκείν απηό νινθιεξώλεηαη ε κειέηε ησλ αιγνξίζκσλ πνπ βαζίδνληαη ζηελ ηδέα ηνπ grid. 

Όπσο δηαπηζηώζακε, νη αιγόξηζκνη απηνί είλαη ηδηαίηεξα απινί θαη ζηαζεξνί κε εγγπεκέλα ζσζηά 

απνηειέζκαηα. Σα κόλα κεηνλεθηήκαηά ηνπο είλαη ε εμάξηεζε από ην ρσξίν Χ, ε νπνία όπσο 

είδακε κπνξεί λα παξαθακθζεί θαη ε ίζσο πνιύπινθε δηαδηθαζία δηόξζσζεο ηνπ αιγνξίζκνπ Large 

IE. 

ηα επόκελα θεθάιαηα ζα αζρνιεζνύκε κε ηε δεύηεξε θαηεγνξία αιγνξίζκσλ, νη νπνίνη 

αθνινπζνύλ ηελ θακπύιε ηνπ   ππνινγίδνληαο έηζη ηα ζεκεία ηεο έλα πξνο έλα. 
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5. Ο αιγόρηζκος Path-Following ηοσ Βrühl 

ην ζπγθεθξηκέλν θεθάιαην ζα μεθηλήζνπκε ηελ κειέηε ηεο δεύηεξεο θαηεγνξίαο αιγνξίζκσλ γηα 

ηελ εύξεζε ηνπ ζπλόξνπ ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, ηνπο αιγνξίζκνπο Path-Following. Η θεληξηθή ηδέα 

είλαη ε εύξεζε αξρηθά ελόο ζεκείνπ πάλσ ην ζύλνξν θαη ζηε ζπλέρεηα ν ππνινγηζκόο ηνπ δηπιαλνύ 

ηνπ κε ηε κέζνδν Πξόβιεςεο-Γηόξζσζεο θ.ν.θ., βξίζθνληαο ηειηθά νιόθιεξν ην ζύλνξν, έρνληαο 

αθνινπζήζεη ην «κνλνπάηη» πνπ νξίδεη ην πξώην ζεκείν. Ο αξηζκόο ησλ ζεκείσλ πνπ ζα 

ππνινγηζηνύλ πξνθαζνξίδεηαη, θαζώο ν αιγόξηζκνο δελ πεξηέρεη θαηάιιειε ζπλζήθε ηεξκαηηζκνύ.    

ε ζρέζε κε ηνλ αιγόξηζκν GRID νη Path-Following αιγόξηζκνη πιενλεθηνύλ ζην γεγνλόο όηη δελ 

εμαξηώληαη από ηελ επηινγή ελόο αξρηθνύ ρσξίνπ θαη επίζεο ζην όηη ν αξηζκόο ησλ SVD 

παξαγνληνπνηήζεσλ, πνπ απνηεινύλ, όπσο αλαθέξακε, ην θύξην ρξνληθό θόζηνο κεηώλεηαη 

ζεκαληηθά. Δληνύηνηο, παξνπζηάδνπλ θη απηνί νξηζκέλα αξθεηά ζεκαληηθά κεηνλεθηήκαηα, ζηα 

νπνία ζα αλαθεξζνύκε παξάιιεια κε ηελ αλάιπζε ηνπ αιγνξίζκνπ.  

Η ηδέα ηνπ Path-Following απηή αλαπηύρζεθε από ηνλ Martin Βrühl, ηνπ νπνίνπ ηνλ αιγόξηζκν ζα 

αλαιύζνπκε ζην ππόινηπν ηνπ θεθαιαίνπ. 

 

ηόρνο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ν ππνινγηζκόο ησλ ζεκείσλ θαη ε γξαθηθή απεηθόληζε ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο ελόο πίλαθα Α, κε βάζε ηε ζρέζε 2.3(*). 

Έζησ, ινηπόλ,    ming z s z Ι Α . Ο αιγόξηζκνο κε βάζε ηελ παξαπάλσ ζρέζε ππνινγίδεη ηελ 

θακπύιε  g z   ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ. Αξρηθά αλαθέξνπκε έλα ζεώξεκα ηεο Μηγαδηθήο 

Αλάιπζεο πάλσ ζηα νπνία βαζίδεηαη ν ππνινγηζκόο απηόο. 

 

ΘΔΧΡΗΜΑ 5.1.  Έζησ ε ζπλάξηεζε   : d n n   , αλαιπηηθή ζε κία πεξηνρή ηνπ μ0. Αλ s0 είλαη 

κηα απιή κε κεδεληθή ηδηάδνπζα ηηκή ηνπ  0  θαη 0u , 0v  ηα αληίζηνηρα αξηζηεξά θαη δεμηά 

ηδηάδνληα δηαλύζκαηα, ηόηε ππάξρεη κηα απιή κε κεδεληθή ηδηάδνπζα ηηκή  s   ηνπ  A   θαη  u , 

 v  ηα αληίζηνηρα αξηζηεξά ηδηάδνληα δηαλύζκαηα, ηέηνηα ώζηε 

     0 0 0 0 0 0,  ,  και s s    u u v v  θαη νη ζπλαξηήζεηο s, u θαη v είλαη αλαιπηηθέο ζε κηα πεξηνρή 

ηνπ μ0. Επηπιένλ, νη κεξηθέο παξάγσγνη ηεο  s   δίλνληαη από ηε ζρέζε 

   0 0*

0 0Re ,      1,..., .
j j

s A
j d

 

 

  
     

u v  

(Bruhl, 1996) 
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ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε, είλαη z x iy   θαη άξα ε ζπλάξηεζε  g z  γξάθεηαη σο  ,g x y , 

δειαδή καο ελδηαθέξεη ε εηδηθή πεξίπησζε ηνπ Θεσξήκαηνο 5.1 γηα ζπλαξηήζεηο δύν κεηαβιεηώλ 

πνπ πεξηγξάθεηαη παξαθάησ. 

ΠΟΡΙΜΑ 5.1  Έζησ ε ζπλάξηεζε   2, : n nA x y  , κε    , .A x y x iy  I A  Τόηε από ην 

παξαπάλσ ζεώξεκα 

       * * * *Re = Re      και     Re Im ,
s s

i
x y

 
  

 
u v v u u v v u  

όπνπ s είλαη κηα απιή ηδηάδνπζα ηηκή ηνπ  x iy I A  θαη u θαη v ηα αληίζηνηρα αξηζηεξά θαη δεμηά 

ηδηάδνληα δηαλύζκαηα.  

 

Δπηπιένλ, αλ γξάςνπκε ηε ζπλάξηεζε g σο         min
1

, min ,j
j n

g x y s x iy s x iy
 

     Ι Α Ι Α  

ηόηε ην παξαθάησ είλαη άκεζε ζπλέπεηα ηνπ Θεσξήκαηνο 2.1. 

 

ΠΟΡΙΜΑ 5.2  Έζησ  / .x iy   Α  Τόηε ε  ,g x y   είλαη αλαιπηηθή ζε κηα πεξηνρή ηνπ  ,x y  

αλ ε   mins x iy Ι Α  είλαη κηα απιή ηδηάδνπζα ηηκή. Τν αλάδειηα δε ηεο  ,g x y  δίλεηαη από ηνλ 

ηύπν   

  
      * * *

min min min min min min, Re , Img x y  v u v u v u
 
                               (5.1) 

όπνπ minu  θαη minv  ηα αξηζηεξά θαη δεμηά ηδηάδνληα δηαλύζκαηα ηεο   min,g x y s . (Bruhl, 1996) 

 

5.1 Αλάισζε θαη σιοποίεζε 

Ο αιγόξηζκνο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο θακπύιεο  g z   αλαιύεηαη ζε ηξία βήκαηα. Αξρηθά, 

μεθηλώληαο πνιύ θνληά ζε κηα ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα γίλνληαη κεξηθέο επαλαιήςεηο ηεο κεζόδνπ 

Newton-Raphson πάλσ ζε κηα ηπραία επζεία γηα ηελ εύξεζε ηνπ πξώηνπ ζεκείνπ πάλσ ζηελ 

θακπύιε. Ο ιόγνο γηα ηνλ νπνίν μεθηλάκε πνιύ θνληά ζηελ ηδηνηηκή θαη όρη από ηελ ίδηα ηελ 

ηδηνηηκή είλαη όηη, όπσο αλαθέξακε θαη ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην, ε ζπκπεξηθνξά ησλ ηδηνηηκώλ 

είλαη πνιιέο θνξέο απξόβιεπηε. ηε ζπλέρεηα, κε ηε κέζνδν πξόβιεςεο-δηόξζσζεο, ε νπνία 

αλαιύεηαη παξαθάησ, βξίζθνπκε θαη ηα ππόινηπα ζεκεία ηεο θακπύιεο.  
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5.1.1 Αλάιπζε ηεο Newton-Raphson ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε 

θνπόο είλαη ε εύξεζε κηαο ξίδαο ηεο ζπλάξηεζεο      minf z g z s z     I A  πάλσ ζηελ 

επζεία    d , κε 1.d
 
πλεπώο, ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο Newton-Raphson ζηελ εμίζσζε 

    0f g      d .  

Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, ζεσξνύκε όηη 0 0  , θαη όηη ε g είλαη παξαγσγήζηκε ζην ι, κε 

  *

min min 0g   v u  (Πόξηζκα 5.2). ύκθσλα κε ηε κέζνδν Newton-Raphson, ην πξώην ζεκείν 

είλαη ην 

 

 

 

 
0

1 0

0

.
' ' 0

f g

f f

  
 




     

Με βάζε ηηο παξαπάλσ ππνζέζεηο, από ηελ ζρέζε (1) πξνθύπηεη όηη   ming s   θαη 

   *

min min' 0 Ref  dv u , όπνπ  m i nu  θαη minv  ηα αξηζηεξά θαη δεμηά ηδηάδνληα δηαλύζκαηα ηνπ 

 Ι Α , νπόηε έρνπκε όηη 

 
min

1 *

min minRe

s 



 

dv u
, 

πνπ αληηζηνηρεί ζην ζεκείν 

 
min

1 1 *

min min

.
Re

s
z


  


   d d

dv u
                                           (5.2) 

Σέινο, κηα εύθνιε επηινγή ηεο θαηεύζπλζεο d είλαη ε   *

min ming   d v u  θαη άξα ε ζρέζε (2) 

γίλεηαη  

*min min
1 min min2 **

min minmin min

s s
z

 
 

 
   v u

u vv u

                                   (5.3) 

(Bruhl, 1996) 

 

Δηθόλα 14: Σα βήκαηα 1 θαη 2 ηνπ αιγνξίζκνπ. Η πξόβιεςε θαη δηόξζσζε ηνπ θάζε ζεκείνπ (Bruhl, 1996) 
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πλνπηηθά, ιύλνπκε ηελ εμίζσζε  0 0 0f   d  κε ηε κέζνδν Newton-Raphson, κε, όπνπ ι0 κηα 

ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα θαη d0 κηα νπνηαδήπνηε δηεύζπλζε.  

 

5.1.2 Η κέζνδνο Πξόβιεςεο-Δηόξζσζεο 

Η ζπλέρεηα ηνπ αιγνξίζκνπ απνηειείηαη από ηε κέζνδν «Πξόβιεςεο-δηόξζσζεο», γηα θάζε έλα 

από ηα ζεκεία πνπ ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε. Αλαθέξνπκε ζύληνκα πσο ν αξηζκόο απηόο κπνξεί 

λα κεησζεί (ή λα απμεζεί) κόλν κεηά από πεηξακαηηθή δηαπίζησζε. 

πγθεθξηκέλα, δεδνκέλνπ ελόο ζεκείνπ 1kz  πάλσ ζην  , γίλεηαη ε πξόβιεςε kz  ηνπ επόκελνπ 

ζεκείνπ ζε δηεύζπλζε εθαπηόκελε ζηελ κέρξη ηώξα θακπύιε, θάζεηε δειαδή ζην  1kg z   θαη 

γηα ζπγθεθξηκέλν βήκα πξόβιεςεο k  θαη ηέινο, κε κηα κόλν επαλάιεςε Newton-Raphson γηα ηελ 

εμίζσζε   0k kf z  d , ππνινγίδεηαη ην ζεκείν kz  κε ρξήζε ηεο ζρέζεο (5.3).  

 

πγθεληξσηηθά ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ηα εμήο. 

ΒΗΜΑ 0. Βξίζθνπκε ην πξώην ζεκείν, 1z  ηνπ   κε ρξήζε ηεο κεζόδνπ Newton-Raphson. 

Γηα 2,3,...k   ηα ζεκεία  ηνπ ζπλόξνπ πνπ ζέινπκε ν αιγόξηζκνο λα ππνινγίζεη 

ΒΗΜΑ 1. Θέηνπκε κηα θαηεύζπλζε kr , κε 1k r  θαη έλα βήκα k  θαη ππνινγίδνπκε ηελ 

πξόβιεςε ηνπ ζεκείνπ, σο 1k k k kz z   r  

ΒΗΜΑ 2. Γηόξζσζε ηνπ ζεκείνπ kz  γηα ηoλ ππνινγηζκό ηνπ ηειηθνύ kz  πάλσ ζην ζύλνξν, κε κηα 

επαλάιεςε ηεο κεζόδνπ Newton-Raphson, κε βάζε ηε ζρέζε (5.3). 

 

Παξαηεξνύκε ινηπόλ, όηη κε βάζε ηελ παξαπάλσ αλάιπζε, ζα πξέπεη γίλνληαη δύν SVD 

παξαγνληνπνηήζεηο γηα ηελ εύξεζε θάζε ζεκείνπ, κηα γηα ηελ πξόβιεςε, γηα ηελ εύξεζε ηεο 

θαηεύζπλζεο kr , θαη κηα γηα ηελ επαλάιεςε ηεο Newton-Raphson ζηε δηόξζσζε, γεγνλόο πνπ 

απμάλεη ζεκαληηθά ηε ρξνληθή πνιππινθόηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ. 

Γηα ηελ απνθπγή ηεο αύμεζεο απηήο, ν Brühl έθαλε ηελ εμήο παξαιιαγή. Γελ ππνινγίδεηαη ην 

 kg z γηα ηελ Newton-Raphson ηεο δηόξζσζεο, αιιά ρξεζηκνπνηείηαη ην ήδε ππνινγηζκέλν 

 1kg z  . Δμάιινπ, ηα δύν απηά αλάδειηα έρνπλ ζρεδόλ παξάιιειεο δηεπζύλζεηο γηα θαηάιιεια 

κηθξή επηινγή ηνπ βήκαηνο ηεο πξόβιεςεο. πλεπώο ηειηθά γίλεηαη κηα κόλν SVD γηα ηελ εύξεζε 

θάζε ζεκείνπ ηνπ  . 
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ην ζεκείν απηό, έρνληαο ήδε κεηώζεη ηνλ αξηζκό ησλ SVD ζην κηζό, ζα αλαθεξζνύκε ζύληνκα 

ζηνλ ξόιν ηνπ βήκαηνο ηεο πξόβιεςεο η ζην ρξνληθό θόζηνο αιιά θαη ηελ αθξίβεηα ηνπ 

αιγνξίζκνπ. Πξνθαλώο, έλα κηθξό βήκα θαζηζηά ηνλ αιγόξηζκν πην αθξηβή αιιά ηαπηόρξνλα 

απμάλεη ηνλ αξηζκό ησλ SVD θαη άξα θαη ην θόζηνο ηνπ αιγνξίζκνπ. Μηα ιύζε ζα ήηαλ ε 

πξνζαξκνγή ηνπ βήκαηνο αλά επαλάιεςε, έηζη ώζηε αλ ε θακππιόηεηα ηνπ ζπλόξνπ ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο ζε κηα πεξηνρή είλαη κηθξή, λα επηιέγεηαη κεγαιύηεξν βήκα, θαη αληίζηνηρα 

κηθξόηεξν ζε κεγάιε θακππιόηεηα. Γπζηπρώο όκσο, δελ κπνξνύκε λα ζπκπεξηιάβνπκε θάηη ηέηνην 

ζηνλ αιγόξηζκν, δηόηη πξνθαλώο ε βέιηηζηε επηινγή ηνπ βήκαηνο εμαξηάηαη από ηα γεσκεηξηθά 

ζηνηρεία ηεο θακπύιεο ηα νπνία δελ είλαη εμ’ αξρήο γλσζηά. 

 

Σέινο, έλα ζεκαληηθό κεηνλέθηεκα ηνπ Path-Following είλαη όηη, επεηδή αθξηβώο μεθηλάεη από κηα 

ζπγθεθξηκέλε ηδηνηηκή, γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ ε, όπνπ ην ςεπδνθάζκα είλαη κε ζπλεθηηθό, ν 

αιγόξηζκνο ζα ππνινγίζεη κόλν κηα ζπλεθηηθή ζπληζηώζα, απηόλ πνπ αλαπηύζζεηαη γύξσ από ηελ 

ηδηνηηκή έλαξμεο. 

 

Η παξαπάλσ ζεσξεηηθή αλάιπζε ηνπ αιγνξίζκνπ ζπλνςίδεηαη ζηνλ παξαθάησ ςεπδνθώδηθα. 

ΔΙΟΓΟ:  

,  0n n  Α   

K: ν αξηζκόο ησλ ζεκείσλ ηνπ ζπλόξνπ πνπ ζα ππνινγηζηνύλ 

0d : ε δηεύζπλζε γηα ην πξώην ζεκείν, ζπλήζσο 0 1 i d   

tol: ε αθξίβεηα γηα ην πξώην ζεκείν, ζπλήζσο 10
-6 

η: ην βήκα γηα ηελ πξόβιεςε, ζπλήζσο 10
-3

 

ΒΗΜΑ 0: Τπνινγηζκόο ηνπ πξώηνπ ζεκείνπ 

1 0 0
2

newz


  d  , όπνπ ι0 γηα ηπραία ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα. 

Όζο 
1 1

new oldz z tol     

1 1

old newz z   

Τπνινγηζκόο ηεο ηξηπιέηαο  min min min, ,s u v  κε SVD γηα ηνλ πίλαθα 
1

oldz I A  

Τπνινγηζκόο ηνπ 
1

newz  , ζύκθσλα κε ηελ ζρέζε (5.2) 

Τέιος_επαλάιευες 

1 1

newz z  

Γηα 2,3,...,k K  
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ΒΗΜΑ 1: Πξόβιεςε 

Τπνινγηζκόο ηεο ηξηπιέηαο  min min min, ,s u v  κε SVD γηα ηνλ πίλαθα 1kz  I A  

*

min min

*

min min

k i
v u

r
v u

  

1k k kz z   r  

ΒΗΜΑ 2: Γηόξζσζε 

Τπνινγηζκόο ηνπ kz  , ζύκθσλα κε ηελ ζρέζε (5.3), αληηθαζηζηώληαο όπνπ ι ην kz  θαη 

θάλνληαο ρξήζε ηεο ηξηπιέηαο γηα ην 1kz  .   

Τέιος_επαλάιευες 

Τέιος. 

 

5.2 Αρηζκεηηθά παραδείγκαηα – Αλάισζε εθηέιεζες 

Ο αιγόξηζκνο Path-Following πινπνηήζεθε επίζεο ζηα πιαίζηα ηεο ζπγθεθξηκέλεο εξγαζίαο ζε 

MATLAB θαη ζηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη κεξηθέο εθηειέζεηο ηνπ, έηζη ώζηε λα δηαπηζησζεί ν 

αξηζκόο ησλ απαηηνύκελσλ επαλαιήςεσλ ηεο κεζόδνπ Newton-Raphson γηα ηελ εύξεζε ηνπ 

πξώηνπ ζεκείνπ, θαζώο θαη ηνλ ζπλνιηθό ρξόλν εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ γηα ηελ εύξεζε όινπ 

ηνπ ζπλόξνπ κε ηε κέζνδν πξόβιεςεο-δηόξζσζεο.  

 

Παξνπζηάδεηαη πάιη έλα απιό παξάδεηγκα ελόο ηπραίνπ πίλαθα 
5 5A  γηα ηελ δηεμαγσγή 

νξηζκέλσλ απιώλ, αξρηθά, παξαηεξήζεσλ.  

A = 

 

    0.0760    0.4173    0.4893    0.7803    0.1320 

    0.2399    0.0497    0.3377    0.3897    0.9421 

    0.1233    0.9027    0.9001    0.2417    0.9561 

    0.1839    0.9448    0.3692    0.4039    0.5752 

    0.2400    0.4909    0.1112    0.0965    0.0598 

 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ Α είλαη νη: 

eigs = 

 

  -0.0783 - 0.3507i 

  -0.0783 + 0.3507i 

   0.3639 + 0.0000i 

  -0.7208 + 0.0000i 

   2.0028 + 0.0000i 
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Σξέμακε ηνλ αιγόξηζκν αξρηθά γηα 0.8,  ε=0.5, ε=0.2, ε=0.1  . 

 

Δηθόλα 15: Οη ζπλεθηηθέο ζπληζηώζεο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ηνπ πίλαθα Α, μεθηλώληαο από ηε κηθξόηεξε ηδηνηηκή, ι=-0.1985. 

 

Ο αιγόξηζκνο ππνιόγηζε ην   γηα 0.8   ζε πεξίπνπ 0.26 sec θαη γηα όιεο ηηο ππόινηπεο ηηκέο 

ηνπ ε ζε πεξίπνπ 0.17 sec, ηηκέο κηθξή αιιά θαη αλακελόκελε ιόγσ ηνπ κηθξνύ κεγέζνπο ηνπ 

πίλαθα. Φαίλεηαη βέβαηα όηη γηα κεγαιύηεξεο ηηκέο ηνπ ε ν αιγόξηζκνο ρξεηάδεηαη πεξηζζόηεξν 

ρξόλν, θαζώο ην κήθνο ηνπ 
 
είλαη κεγαιύηεξν θαη άξα πξέπεη λα ππνινγηζηνύλ πεξηζζόηεξα 

ζεκεία θακπύιεο. Ο αξηζκόο επαλαιήςεσλ πνπ ρξεηάζηεθαλ γηα λα ζπγθιίλεη ε Newton-Raphson 

κε έλαξμε ηε ζπγθεθξηκέλε ηδηνηηκή ήηαλ 6, 5, 6 θαη 4 γηα θάζε κία από ηηο ηηκέο ηνπ ε. 

Παξαηεξνύκε δειαδή όηη ν αξηζκόο ησλ επαλαιήςεσλ εμαξηάηαη από ην ε αιιά θαη ηελ ηδηνηηκή 

έλαξμεο θαη πξνθαλώο ηελ θαηεύζπλζε ζηελ νπνία επηιέμακε λα θηλεζνύκε, εδώ ε θαηεύζπλζε ηεο 

δηαγσλίνπ 1 i . Αλ εμεηάζνπκε δειαδή ηηο πεξηπηώζεηο 0.8   θαη 0.2   γηα ηηο νπνίεο 

ρξεηάζηεθαλ νη πεξηζζόηεξεο επαλαιήςεηο, βιέπνπκε από ηελ Δηθόλα 15 όηη θαηά ηελ θαηαθόξπθν, 

ην   είλαη πνιύ πην θνληά ζηελ ηδηνηηκή έλαξμεο από όηη θαηά ηε δηαγώλην θαη ζπλεπώο ε 

Newton-Raphson ζα ζπλέθιηλε πηζαλώο πην γξήγνξα. Η δηαπίζησζε απηή δελ κπνξεί λα γίλεη παξά 

κόλν πεηξακαηηθά, αθνύ δειαδή εθηειεζηεί ν αιγόξηζκνο θαη δνύκε ηελ κνξθή ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο ζηελ εθάζηνηε πεξίπησζε. Ο αξηζκόο ησλ επαλαιήςεσλ γηα θάζε ηηκή ηνπ ε θαη 

μεθηλώληαο από θάζε κηα ηδηνηηκή παξαηίζεηαη ζηνλ Πίλαθα 1. 
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Αθόκα κηα ζεκαληηθή παξαηήξεζε από ηελ παξαπάλσ γξαθηθή παξάζηαζε είλαη ε έιιεηςε 

νξηζκέλσλ ζπληζησζώλ  ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, γηα ηηκέο ηνπ ε ζηηο νπνίεο απηό δελ είλαη ζπλεθηηθό.  

Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν, απηό είλαη έλα βαζηθό «κεηνλέθηεκα» ηνπ 

αιγνξίζκνπ, θαζώο ν θώδηθαο ιακβάλεη ππ’ όςηλ ηνπ κηα ηπραία ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα, ζηελ 

πινπνίεζε καο ηε κηθξόηεξε, θαη μεθηλά από απηήλ. Η ιύζε ζε απηό ην πξόβιεκα είλαη ε εθ λένπ 

εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ, ν νπνίνο ζα μεθηλά από ηηο ππόινηπεο ηδηνηηκέο γηα ηηο νπνίεο δελ έρεη 

ζρεκαηηζηεί ζπληζηώζα ηνπ ςεπδνθάζκαηνο. 

Δίλαη πξνθαλέο όηη ε επηινγή ηεο εθάζηνηε ηδηνηηκήο ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη θαζαξά 

πεηξακαηηθή, δηόηη δελ ππάξρεη ζε απηό ην ζηάδην ηξόπνο ν αιγόξηζκνο λα απνθαίλεηαη αλ ην 

ςεπδνθάζκα είλαη ζπλεθηηθό θαη αλ όρη, πνηεο είλαη νη ηδηνηηκέο γηα ηηο νπνίεο πξέπεη λα εθηειεζηεί 

εθ λένπ ν αιγόξηζκνο.  

εκεηώλεηαη όηη ζε κηθξνύο πίλαθεο όπσο ν πίλαθαο Α ηνπ παξαδείγκαηνο, θάηη ηέηνην είλαη 

εύθνιν. Με βάζε ηελ Δηθόλα 15 παξαηεξνύκε πσο γηα 0.5   ε κόλε ηδηνηηκή γηα ηελ νπνία 

πξέπεη λα εθηειεζηεί μαλά ν αιγόξηζκνο είλαη ε 5 2.0028  , ελώ γηα 0.2   είλαη θαη ε 5  αιιά 

θαη ε 4 0.7208   θαη ηέινο γηα 0.1   είλαη όιεο νη ηδηνηηκέο εθηόο από ηελ 

1 0.0783 0.3507i    .  

 

    

ε όιεο ηηο παξαπάλσ πεξηπηώζεηο, ν ζπλνιηθόο ρξόλνο εθηέιεζεο ήηαλ πεξίπνπ ίδηνο κε απηόλ ηεο 

πξώηεο εθηέιεζεο γηα ηελ εθάζηνηε ηηκή ηνπ ε. 

Δηθόλα 16: Όιεο νη ζπληζηώζεο ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο ηνπ Α γηα ε=0.5 (πάλσ 

αξηζηεξά), ε=0.2 (πάλσ δεμηά) θαη ε=0.1 

(θάησ). 
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ηνλ παξαθάησ πίλαθα βιέπνπκε ηνλ αξηζκό επαλαιήςεσλ πνπ ρξεηάζηεθαλ γηα λα ζπγθιίλεη ε 

Newton-Raphson γηα ηνλ ππνινγηζκό θαζεκίαο από ηηο θακπύιεο ηεο Δηθόλαο 17. 

 

 Σηκή ηνπ ε 

0.8 0.5 0.2 0.1 

Ιδ
ην
ηη
κ
ή

 έ
λα
ξ
με
ο -0.0783-0.3507i 6 5 6 4 

-0.0783 + 0.3507i - - - 3 

 0.3639 - - - 3 

-0.7208 - - 4 3 

 2.0028 - 3 3 3 

Πίλαθαο 2: Ο αξηζκόο επαλαιήςεσλ ηεο Newton-Raphson ζε θάζε πεξίπησζε. 

 

Σέινο ζηελ παξαθάησ εηθόλα παξνπζηάδνληαη ζπλνιηθά όιεο νη ζπλεθηηθέο ζπληζηώζεο ηνπ   

όπσο πξνέθπςαλ από ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία. 

 
Δηθόλα 17: Οιόθιεξν ην ςεπδνθάζκα ηνπ Α. 

 

Σειεηώλνληαο ηελ αλάιπζε ηνπ αιγνξίζκνπ, κειεηάκε πάιη ηηο πεξηπηώζεηο ησλ πηλάθσλ Kahan 

θαη Toepliz γηα ηελ θαηαγξαθή ηνπ ρξόλνπ ηνπ αιγνξίζκνπ. 

Γηα ηνλ πίλαθα Kahan ν ρξόλνο εθηέιεζεο γηα όιεο ηηο ηηκέο ηνπ ε πνπ θαίλνληαη ζηελ Δηθόλα 18 

ήηαλ πεξίπνπ 0.1 sec, όπνπ παξαηεξείηαη κηα κηθξή αύμεζε ηνπ ρξόλνπ από ηνλ απινύζηεξν 
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πίλαθα ηνπ πξνεγνύκελνπ παξαδείγκαηνο, θαη νη επαλαιήςεηο ηεο Newton-Raphson ήηαλ θαηά 

ζεηξά 5, 6 θαη 4 θαη ν αξηζκόο ζεκείσλ πνπ ρξεηάζηεθε λα ππνινγηζηνύλ ήηαλ 90, 55 θαη 40. ηελ 

Δηθόλα 18 παξαηεξνύκε κηα κηθξή απόθιηζε ηεο θακπύιεο ζηελ πεξηνρή όπνπ ππάξρεη απόηνκή 

αιιαγή θιίζεο. Απηό ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε δηνξζώλεηαη από ηελ κείσζε ηνπ βήκαηνο 

πξόβιεςεο. Παξ’ όια απηά βιέπνπκε όηη ην απνηέιεζκα είλαη ηθαλνπνηεηηθό θαη απνθεύγνπκε ηελ 

αύμεζε ηνπ βήκαηνο γηα λα κελ απμεζεί ν ρξόλνο εθηέιεζεο. 

 

Δηθόλα 18: Μηα ζπλεθηηθή ζπληζηώζα ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ησλ πηλάθσλ Kahan (αξηζηεξά) θαη Toepliz (δεμηά) κεγέζνπο 100 γηα ε = 

0.1, 0.01, 0.001. 

 

 Δπαλαιήςεηο Newton-Raphson πλνιηθόο  αξηζκόο ζεκείσλ 

0.1 5 90 

0.01 6 55 

0.001 4 40 

Πίλαθαο 3: Ο αξηζκόο επαλαιήςεσλ θαη ζεκείσλ γηα ηελ εύξεζε ηνπ   ηνπ πίλαθα Kahan. 

 

Γηα ηνλ πίλαθα Toepliz ν ρξόλνο εθηέιεζεο ήηαλ πεξίπνπ 0.3 sec θαη ν αξηζκόο επαλαιήςεσλ ηεο 

Newton-Raphson θαηά ζεηξά ήηαλ 7, 9 θαη 11. Ο αξηζκόο ησλ ζεκείσλ πνπ ρξεηάζηεθαλ γηα ηνλ 

ππνινγηζκό νιόθιεξεο ηεο θακπύιεο θαηά ζεηξά 200, 190 θαη 190. 

 

 Δπαλαιήςεηο Newton-Raphson πλνιηθόο  αξηζκόο ζεκείσλ 

0.1 7 200 

0.01 9 190 

0.001 11 190 

Πίλαθαο 4: Ο αξηζκόο επαλαιήςεσλ θαη ζεκείσλ γηα ηελ εύξεζε ηνπ   ηνπ πίλαθα Toepliz. 

 



Αιεμάλδξα Γεζύπξε                 Αιγνξηζκηθόο Σρεδηαζκόο Ψεπδνθάζκαηνο Τεηξαγσληθώλ Πηλάθσλ  

50 

 

Δδώ ινηπόλ, είλαη επθξηλέζηεξε ε ζρέζε ηνπ αξηζκνύ επαλαιήςεσλ κε ηελ ηδηνηηκή έλαξμεο θαη 

ηελ απόζηαζε ηνπ  , πάληνηε θαηά ηε δηαγώλην, θαη όρη θαη’ αλάγθε κε ηελ ηηκή ηνπ ε. 

Δληνύηνηο είλαη πξνθαλέο όηη γηα πνιύ κηθξέο ηηκέο ηνπ ε, όπνπ ην ςεπδνθάζκα είλαη, όπσο είδακε 

θαη ζηα παξαδείγκαηα αξθεηά θνληά ζηελ ηδηνηηκή, πεξίπησζε ζηελ νπνία ζπλήζσο ζα έρεη ηόζεο 

ζπλεθηηθέο ζπληζηώζεο όζεο θαη νη ηδηνηηκέο, ν αξηζκόο επαλαιήςεσλ αλακέλεηαη λα είλαη αξθεηά 

κηθξόο αλεμαξηήηνπ θαηεύζπλζεο.  

Δπίζεο, παξαηεξνύκε όηη ν αξηζκόο ησλ απαηηνύκελσλ ζεκείσλ θαίλεηαη λα εμαξηάηαη θπξίσο από 

ην ζρήκα ηνπ   θαη ηελ ηηκή ηνπ ε θαη όρη ηόζν από ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα. 

ε παξαδείγκαηα ηέηνησλ πηλάθσλ είλαη θαλεξό όηη ν ππνινγηζκόο κόλν κηαο ζπλεθηηθήο 

ζπληζηώζαο ηνπ   ζε πεξίπησζε κε ζπλεθηηθόηεηαο γίλεηαη κεγαιύηεξν –θαη άιπην ζ’ απηό ην 

ζεκείν – πξόβιεκα όζν ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα απμάλεηαη. Παξαηεξείηαη, εληνύηνηο ζεκαληηθή 

δηαθνξά ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ ζε ζρέζε κε ηνλ απιό αιγόξηζκν GRID, ν νπνίνο 

ρξεηάζηεθε ην δεθαπιάζην ρξόλν γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ησλ ίδησλ πηλάθσλ. 

Σέινο, αλαθέξνπκε ζύληνκα όηη έλα αθόκε κεηνλέθηεκα ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ αιγνξίζκνπ είλαη πσο 

εάλ ε κνξθή ηνπ   
ζην κηγαδηθό επίπεδν είλαη ηέηνηα ώζηε θάπνηα από ηα ηκήκαηα ηνπ   είλαη 

πνιύ θνληά ην έλα κε ην άιιν, ρσξίο λα είλαη δηαδνρηθά ηκήκαηά ηνπ, ν αιγόξηζκνο ελδέρεηαη λα 

«πεδάεη» από ην έλα ζην άιιν. Η ιύζε ζην πξόβιεκα απηό είλαη ε ρξήζεη ελόο πνιύ κηθξνύ 

βήκαηνο γεγνλόο πνπ όκσο απμάλεη ζεκαληηθά ηνλ ρξόλν εθηέιεζεο, αθνύ απμάλεηαη ν αξηζκόο 

ησλ ζεκείσλ θαη άξα ησλ SVD παξαγνληνπνηήζεσλ. Η πεξίπησζε απηή πεξηγξάθεηαη 

αλαιπηηθόηεξα ζηελ Παξάγξαθν 6.3. 
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6. Ο αιγόρηζκος “Cobra” – Δπέθηαζε ηοσ αιγορίζκοσ Path-Following 

Ο αιγόξηζκνο “Cobra” απνηειεί κηα βειηίσζε αιγνξίζκνπ ηνπ Brühl εηζάγνληαο κηα κέζνδν 

παξάιιεινπ ππνινγηζκνύ ζεκείσλ, όπσο αλαιύεηαη ζηηο επόκελεο παξαγξάθνπο θαη αλαπηύρζεθε 

από ηνπο Κσλζηαληίλν Μπέθα θαη Δπζηξάηην Γαιιόπνπιν. Η βαζηθή δηαθνξά ηνπ κε ηνλ 

αιγόξηζκν ηνπ Βrühl έγθεηηαη ζην γεγνλόο όηη δνζέλησλ δύν ήδε γλσζηώλ ζεκείσλ ηνπ  , ν 

αιγόξηζκνο ππνινγίδεη πξνζεγγίζεηο ζεκείσλ ηεο ζηελ επζεία πνπ νξίδνπλ απηά ηα δύν ζεκεία θαη 

ζηε ζπλέρεηα ηα δηνξζώλεη, όπσο αθξηβώο γίλεηαη ε δηόξζσζε ησλ ζεκείσλ ζηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

Brühl, αιιά κε ηε ρξήζε παξάιιεισλ επεμεξγαζηώλ, κεηώλνληαο έηζη ην ρξόλν πνπ απαηηείηαη γηα 

λα ππνινγηζηεί όιν ην ζύλνξν. Δπηπιένλ, εθηόο από ηελ κείσζε ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο κε ηελ 

εηζαγσγή ηνπ παξαιιειηζκνύ, ν αιγόξηζκνο Cobra αληηκεησπίδεη ηελ πεξίπησζε απνηπρίαο ηνπ 

αιγνξίζκνπ ηνπ Brühl ζε πεξηνρέο όπνπ ε γεσκεηξία ηνπ 
 
είλαη πεξίεξγε. Θα δνύκε ζηε 

ζπλέρεηα όηη αλ θαη νη δύν απηνί αιγόξηζκνη βαζίδνληαη ζηελ ίδηα ηδέα, ν αιγόξηζκνο Cobra δίλεη 

επηζπκεηά απνηειέζκαηα ζε πεξηπηώζεηο πνπ ν αιγόξηζκνο Path-Following απνηπραίλεη ιόγσ είηε 

απόηνκεο αιιαγήο ηεο θιίζεο ηνπ 
 
είηε κηθξήο απόζηαζεο κεηαμύ θάπνησλ κε δηαδνρηθώλ 

ηκεκάησλ ηεο θακπύιεο.  

 

6.1 Αλάισζε βεκάηφλ – Υιοποίεζε αιγορίζκοσ 

Η εύξεζε ηνπ πξώηνπ ζεκείνπ πάλσ ζην ζύλνιν γίλεηαη όπσο αθξηβώο θαη ζηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

Brühl, κε ρξήζε ηεο κεζόδνπ Newton-Raphson. ηε ζπλέρεηα, δεδνκέλνπ έρεη βξεζεί ην ζηνηρείν, 

ην νπνίν ζα νλνκάδνπκε «νδεγό ζηνηρείν» (pivot) ν αιγόξηζκνο απνηειείηαη από ηξεηο θάζεηο. 

Αξρηθά, ππνινγίδεηαη ην επόκελν ζηνηρείν sup

kz  κε ηε κέζνδν πξόβιεςεο-δηόξζσζεο ηνπ Brühl. Η 

δεύηεξε θάζε, απνηειείηαη από δύν βήκαηα. Πξώηνλ βξίζθνπκε m πξνζεγγίζεηο ,  1,...,j j m   γηα 

ζεκεία ηεο θακπύιεο, πάλσ ζηελ επζεία πνπ νξίδνπλ ηα ζεκεία 
1

piv

kz 
 θαη sup

kz . Σν δεύηεξν βήκα 

απνηειείηαη από ηνλ παξαιιειηζκό πνπ θαζηζηά απηό ηνλ αιγόξηζκν κηα «βειηίσζε» ηνπ 

αιγνξίζκνπ Path-Following ηνπ Brühl. πγθεθξηκέλα δηνξζώλνπκε απηά ηα ζεκεία κε κηα 

επαλάιεςε ηεο κεζόδνπ Newton-Raphson θαη βξίζθνπκε ηα ,  1,...,j

kz j m . Οη δηνξζώζεηο απηέο 

είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμύ ηνπο θαη κπνξνύλ λα γίλνπλ ηαπηόρξνλα. Σέινο, ζηελ ηξίηε θάζε, 

ρξεζηκνπνηνύληαη κέζνδνη επηινγήο γηα ηελ επηινγή ηνπ θαηλνύξηνπ ζηνηρείνπ pivot ζηηο νπνίεο δελ 

ζα εκβαζύλνπκε πεξεηαίξσ, θαζώο είζηζηαη λα επηιέγεηαη ην ηειεπηαίν ζεκείν πνπ ππνινγίζηεθε 

από ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία, δειαδή ην mz . (Bekas & Gallopoulos, 2001) 
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Σα βήκαηα ζπλνςίδνληαη σο εμήο.  

 

ΒΗΜΑ 0. Βξίζθνπκε ην πξώην ζεκείν, 1z  ηνπ ζπλόξνπ ηνπ ςεπδνθάζκαηνο κε ρξήζε ηεο 

κεζόδνπ Newton-Raphson. 

Γηα 2,3,...k   ηα ζεκεία  ηνπ ζπλόξνπ πνπ ζέινπκε ν αιγόξηζκνο λα ππνινγίζεη 

ΒΗΜΑ 1. Δύξεζε ηνπ επόκελνπ ζηνηρείνπ κε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ Brühl. 

ΒΗΜΑ 2. Δύξεζε m πξνζεγγίζεσλ ζεκείσλ ηεο θακπύιεο, 
,  1,...,j j m   πάλσ ζηελ επζεία πνπ 

νξίδνπλ ηα δύν ηειεπηαία ζεκεία πνπ έρνπλ βξεζεί. 

BHMA 3. Γηόξζσζε ησλ πξνζεγγίζεσλ κε κηα επαλάιεςε ηεο Newton-Raphson. 

ΒΗΜΑ 4. Δπηινγή επόκελνπ ζηνηρείνπ pivot. 

 

6.1.1 Η δηαδηθαζία εύξεζεο ησλ 
j  πξνζεγγίζεσλ θαη ε δηόξζσζή ηνπο 

Αξρηθά βξίζθνπκε ην δηάλπζκα θαηεύζπλζεο ηεο επζείαο πνπ νξίδνπλ ηα ζεκεία 
1k

pivz


 θαη 
k

supz , σο  

.k

k

sup piv

k

k sup piv

k

z z

z z





d  

ηελ πεξηνρή ηνπ 
1k

pivz


, ην ζύλνξν ηνπ ςεπδνθάζκαηνο πξνζεγγίδεηαη από ην επζύγξακκν ηκήκα κε 

δηεύζπλζε kd  θαη έλα πξνθαζνξηζκέλν κήθνο “ιαηκνύ θόκπξαο” H. Σα ζεκεία 
j  είλαη 

ηζαπέρνληα ζεκεία πάλσ ζην επζύγξακκν ηκήκα θαη δίλνληαη από ηνλ ηύπν 

1 ,      όπου /piv

j kz jh h H m    . 

Σέινο, ε δηόξζσζε ησλ ζεκείσλ γίλεηαη όπσο αθξηβώο θαη ζηνλ αιγόξηζκν Brühl, 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ζρέζε (5.3). ηε πινπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ ην επόκελν ζηνηρείν pivot 

επηιέγεηαη λα είλαη ην m

kz . (Bekas & Gallopoulos, 2001) 

 

Δηθόλα 19. Σα βήκαηα 2 θαη 3 ηνπ αιγνξίζκνπ. Η πξόβιεςε θαη ε δηόξζσζε ησλ ζεκείσλ 
j .  
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Δίλαη ζεκαληηθό λα αλαθέξνπκε όηη ηα ζεκεία 
j  ζα πξέπεη λα είλαη αξθεηά θνληά ζην ζεκείν 

pivot, γηα λα κελ μεθύγεη ν αιγόξηζκνο από ηελ θακπύιε θαη νδεγεζνύκε ζε ιάζνο απνηειέζκαηα. 

Όπσο αλαθέξακε θαη ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην, δελ κπνξνύκε λα γλσξίδνπκε αξρηθά ην βήκα 

ηεο πξόβιεςεο, δηόηη ην βέιηηζην εμαξηάηαη από ηε γεσκεηξία ηεο θακπύιεο. Οπόηε, ζηελ 

πινπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ Cobra, ην κήθνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο Η ιεηηνπξγεί ζαλ ην βήκα 

ηεο πξόβιεςεο η ηνπ Brühl θαη επηιέγεηαη λα είλαη έλα κηθξό πνιιαπιάζηό ηνπ. (Bekas & 

Gallopoulos, 2001) 

 

Η παξαπάλσ ζεσξεηηθή αλάιπζε ηνπ αιγνξίζκνπ Cobra ζπλνςίδεηαη ζηνλ παξαθάησ 

ςεπδνθώδηθα. 

ΔΙΟΓΟ:  

,  0n n  Α   

K: ν αξηζκόο ησλ ζεκείσλ πνπ ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε 

0d : ε θαηεύζπλζε γηα ην πξώην ζεκείν, ζπλήζσο 0 id   

'

0 0
2


   d , όπσο αλαιύεηαη παξαπάλσ 

tol: ε αθξίβεηα γηα ην πξώην ζεκείν, ζπλήζσο 10
-6 

η: ην βήκα γηα ηελ πξόβιεςε ηνπ 
k

supz , ζπλήζσο 10
-3

 

Η: ην κήθνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο  

m: ην πιήζνο ησλ 
j  ζεκείσλ πνπ ζα ππνινγίζνπκε 

ΒΗΜΑ 0: Τπνινγηζκόο ηνπ πξώηνπ ζεκείνπ, όπσο θαη ζηνλ αιγόξηζκν ηνπ Brühl. 

Γηα 2,3,...,k K  

Θέηνπκε 
1 1

m piv

k kz z    

ΒΗΜΑ 1:  

Πξόβιεςε Brühl 

*

min min

*

min min

k i
v u

r
v u

  

1k k

sup piv

kz z 


  r  

Γηόξζσζε Brühl 

Τπνινγηζκόο ηεο ηξηπιέηαο  min min min, ,s u v  κε SVD γηα ηνλ πίλαθα 
k

supz I A  
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Τπνινγηζκόο ηνπ 
k

supz  , ζύκθσλα κε ηελ ζρέζε (5.3), αληηθαζηζηώληαο όπνπ ι ην 
k

supz .  

BHMA 2: 

Οξηζκόο ηνπ βήκαηνο σο  /h H m  θαη ηεο θαηεύζπλζεο σο .k

k

sup piv

k

k sup piv

k

z z

z z





d  

Γηα 1,...,j m   

Τπνινγηζκόο ησλ 1

piv

j kz jh   . 

Τπνινγηζκόο ηεο ηξηπιέηαο  min min min, ,s u v  κε SVD γηα ηνλ πίλαθα 
j I A  

Τπνινγηζκόο ηνπ 
k

mz  , ζύκθσλα κε ηελ ζρέζε (5.3), αληηθαζηζηώληαο όπνπ ι ην m .  

Θέηνπκε 
piv m

k kz z
  

Τέιος_επαλάιευες 

Τέιος_επαλάιευες 

Τέιος. 

 

6.2 Ποισπιοθόηεηα 

ην ζεκείν απηό ζα αλαιύζνπκε ηελ ρξνληθή πνιππινθόηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ Cobra, 

επηθεληξώλνληαο ζηελ ζύγθξηζή ηεο κε απηήλ ηνπ αιγνξίζκνπ Path-Following (PF ζην εμήο). 

Έζησ trC  ην κέζν ρξνληθό θόζηνο ππνινγηζκνύ ηεο ηξηπιέηαο  min min min, ,s u v
 
ελόο πίλαθα Α. 

Σόηε, κε βάζε ηελ αλάιπζε ησλ Παξαγξάθσλ 5.1 θαη 6.1, ην θόζηνο κηαο επαλάιεςεο ηεο 

Newton-Raphson είλαη ίδην κε ην trC . Θα ππνινγίζνπκε ηελ ζπλνιηθή πνιππινθόηεηα ηνπ 

αιγνξίζκνπ αζξνίδνληαο ηηο πνιππινθόηεηεο θάζε βήκαηνο ηνπ αιγνξίζκνπ γηα ην ζύλνιν K ησλ 

pivot points πνπ επηιέγνπκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε. 

Παξαηεξνύκε όηη γηα θάζε pivot point, ππνινγίδεηαη ε ηξηπιέηα κία θνξά γηα ηελ εύξεζε ηνπ 

support point θαη άιιεο m θνξέο, κία γηα ηε δηόξζσζε θάζε ζεκείνπ ,  1,...i i m  . Ο δηαρσξηζκόο 

απηόο γίλεηαη δηόηη, όπσο πξναλαθέξζεθε, νη δηνξζώζεηο ησλ m ζεκείσλ γίλνληαη ηαπηόρξνλα θαη 

ζέινπκε λα ηηο δηαρσξίζνπκε από ηελ εύξεζε ηνπ support point γηαηί εδώ αθξηβώο εηζάγεηαη ν 

παξαιιειηζκόο ηνλ νπνίν αλαιύνπκε ζηε ζπλέρεηα. πλεπώο ηειηθά, αλ cobraC  είλαη ε 

πνιππινθόηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ ζα έρνπκε: 

 1 .cobra tr

K

C m C                                                            (6.1) 
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Τπνζέηνπκε όηη ν αιγόξηζκνο ζα δνπιέςεη κε p m  παξάιιεινπο επεμεξγαζηέο νη νπνίνη 

ππνινγίδνπλ ηαπηόρξνλα ηηο ηξηπιέηεο γηα ηηο δηνξζώζεηο ησλ ζεκείσλ i . Σόηε ην ρξνληθό θόζηνο 

γηα θάζε pivot point ζα είλαη 1 tr

m
C

p

  
  
  

, θαη ηειηθά ε ζπλνιηθή ηνπ πνιππινθόηεηα ζα είλαη: 

 
, 1 .cobra p tr

K

m
C C

p

  
   

  
                                                    (6.2) 

 

Δθηόο από ηα παξαπάλσ, παξαιιειηζκόο κπνξεί λα εηζαρζεί θαη ηνλ ππνινγηζκό ηεο ηξηπιέηαο. 

Σξνπνπνηνύκε, ινηπόλ ην trC  γηα λα αληηζηνηρεί ζην θόζηνο ππνινγηζκνύ ηεο ηξηπιέηαο ζε έλα 

ζύζηεκα παξάιιεισλ επεμεξγαζηώλ, όπσο αλαιύεηαη παξαθάησ. 

Θεσξνύκε έλα κνληέιν ππνινγηζηώλ κε p επεμεξγαζηέο ν θαζέλαο. Απνδεηθλύεηαη όηη ην ρξνληθό 

θόζηνο επηθνηλσλίαο κεηαμύ ησλ ππνινγηζηώλ είλαη ακειεηέν ζε ζρέζε κε ην θόζηνο ηνπ 

αιγνξίζκνπ θαη κπνξνύκε λα ην αγλνήζνπκε. Αλ άξα ,tr LC  είλαη ην θόζηνο ππνινγηζκνύ ηηο 

ηξηπιέηαο ζε L παξάιιεινπο ππνινγηζηέο, κε βάζε ηα παξαπάλσ ε ζρέζε (6.2) γίλεηαη 

, , , .cobra p tr p L tr p

K

m
C C C

L


  
   

  
                                             (6.3) 

 

Γηα ηε ζύγθξηζε ηεο παξαπάλσ πνζόηεηαο κε ηελ ρξνληθή πνιππινθόηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ PF, 

αλαθέξνπκε όηη, αλ ν PF εθηειεζηεί επίζεο γηα Κ ζπλνιηθά ζεκεία, πξνθύπηεη όηη 

.PF tr

K

C C                                                             (6.4) 

Δπηζηξέθνληαο ζην αξρηθό κνληέιν p επεμεξγαζηώλ, ζεσξνύκε όηη θάζε ππνινγηζηήο ιεηηνπξγεί κε 

έλαλ επεμεξγαζηή θαη όηη δηαζέηνπκε p ππνινγηζηέο ζπλνιηθά, θαζώο θαη όηη ζα επηκεξίζνπκε ην Η 

ζε ηόζα κέξε όζα θαη νη επεμεξγαζηέο  m p . Σόηε, ζπγθξίλνληαο ηηο ζρέζεηο (6.3) θαη (6.4) 

πξνθύπηεη όηη 

,

,

, ,

tr p L

PF K

cobra p

tr p L tr p

K

C
C

C m
C C

p






  

  
  





, 

δειαδή ηειηθά 

 

,

,
, ,1

tr pPF

cobra p
tr p tr

KCC

KC
C C

m





.                                                   (6.5) 
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Παξαηεξνύκε όηη ν ππνινγηζκόο ηεο ηξηπιέηαο ζε p επεμεξγαζηέο είλαη ζηελ θαιύηεξε πεξίπησζε 

p θνξέο πην γξήγνξνο από απηόλ ζε έλαλ επεμεξγαζηή θαη ζηε ρεηξόηεξε ίζνο κε απηόλ. Γειαδή 

,1

, ,1

tr

tr p tr

C
C pC

p
                                                           (6.6) 

θαη ζπλεπώο, από ηηο ζρέζεηο (6.5) θαη (6.6) πξνθύπηεη όηη ε βειηίσζε ηηο πνιππινθόηεηαο ηνπ 

αιγνξίζκνπ PF από ηνλ Cobra θξάζζεηαη σο εμήο: 

,1 2

PF

cobra p

Cm m

m C
 


, 

όπνπ m ν αξηζκόο ησλ ζεκείσλ πνπ ππνινγίδνληαη γηα θάζε δεπγάξη pivot θαη support point. (Bekas 

& Gallopoulos, 2001) 

 

πκπεξαζκαηηθά, ν αξηζκόο ησλ ζεκείσλ πνπ ζα ππνινγίδνληαη ζε θάζε βήκα ηνπ Cobra είλαη 

απηόο πνπ θαζνξίδεη ηε βειηίσζε ηεο πνιππινθόηεηαο, ε νπνία δελ κπνξεί λα μεπεξάζεη ηελ ηηκή 

m/2. πλεπώο, όζν απμάλεηαη ν αξηζκόο ησλ ζεκείσλ ηόζν θαιύηεξε θαη επηθεξδέζηεξε από 

άπνςε ρξόλνπ γίλεηαη ε ρξήζε πεξηζζόηεξσλ επεμεξγαζηώλ. Δληνύηνηο, όπσο αλαθέξακε θαη 

παξαπάλσ, ην H δελ ζπκθέξεη λα γίλεη νζνδήπνηε κεγάιν, θαζώο ν αιγόξηζκνο κπνξεί λα 

απνκαθξπλζεί από ηελ πξαγκαηηθή θακπύιε   θαη λα δώζεη ιάζνο απνηειέζκαηα. 

 

6.3 Αρηζκεηηθά παραδείγκαηα – Σύγθρηζε κε ηολ αιγόρηζκο Path-Following 

ηα πιαίζηα ηεο παξνύζαο δηπισκαηηθήο, ε πεηξακαηηθή κειέηε ηνπ παξαιιειηζκνύ πνπ εηζάγεη ν 

αιγόξηζκνο Cobra δελ ήηαλ εθηθηή, θαζώο δελ δηαζέηνπκε ζύζηεκα παξάιιεισλ επεμεξγαζηώλ. 

Γηα ην ιόγν απηό, παξαθάησ ζα παξνπζηάζνπκε παξαδείγκαηα ησλ Μπέθαο θαη Γαιιόπνπινο από 

ηελ κειέηε ηνπο γηα ηνλ αιγόξηζκν.  

Δληνύηνηο, πηζηεύνπκε πσο από ηε θύζε ηνπ αιγνξίζκνπ θαη ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζεί γηα θάζε 

δεπγάξη ζεκείσλ pivot θαη support, ζα ρξεηαζηεί λα ππνινγηζηνύλ πνιύ ιηγόηεξα ζεκεία από απηά 

πνπ ρξεηάζηεθε ν αιγόξηζκνο ηνπ Brühl γηα ηνλ ππνινγηζκό θάζε ζπλεθηηθήο ζπληζηώζαο ηνπ 

θαη άξα ζα επηηύρνπκε ιηγόηεξν ρξόλν αθόκα θαη ρσξίο ηελ εθκεηάιιεπζε ηνπ παξαιιειηζκνύ.  

Ο αιγόξηζκνο, ινηπόλ πινπνηήζεθε ζε MATLAB, όπνπ ε δηόξζσζε ησλ ζεκείσλ ,  1,...,i i m   

γίλεηαη θαλνληθά, γηα ην έλα ζεκείν κεηά ην άιιν. Γελ ππάξρεη ιόγνο λα κειεηήζνπκε 

παξαδείγκαηα πηλάθσλ κηθξνύ κεγέζνπο θαη γηα ην ιόγν απηό αζρνιεζήθακε απεπζείαο κε ηα 

παξαδείγκαηα ησλ πηλάθσλ Kahan θαη Toepliz κεγέζνπο 30.  
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Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ Brühl ζηνλ πίλαθα Kahan γηα 0.1  , παξαηεξνύκε όηη 

ν αιγόξηζκνο ρξεηάζηεθε λα ππνινγηζηνύλ 7000 ζεκεία ηεο θακπύιεο θαη ν αιγόξηζκνο ηεξκάηηζε 

ζε 1.5 sec. ηε ζπλέρεηα, εθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν Cobra ζηνλ ίδην πίλαθα, κε ηηο ίδηεο 

αθξηβώο παξακέηξνπο θαη γηα 0.064H   θαη 8m  , ρξεηάζηεθαλ 150 δεύγε ζεκείσλ, γηα ηα νπνία 

ππνινγίζηεθαλ 8 ζεκεία ζην θάζε έλα, ζύλνιν 1200 ζεκεία θαη ν αιγόξηζκνο ηεξκάηηζε ζε 0.3 

sec. Πξάγκαηη ινηπόλ, παξαηεξείηαη εκθαλήο κείσζε ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ, 

αθόκα θαη ρσξίο ηελ εθκεηάιιεπζε ηνπ παξαιιειηζκνύ. Σα ζπγθξηηηθά απνηειέζκαηα ηεο 

εθηέιεζεο ησλ δύν αιγνξίζκσλ γηα ηνπο πίλαθεο Kahan θαη Toepliz, γηα 0.1   παξνπζηάδνληαη 

παξαθάησ. 

 

 
Αξηζκόο 

ζεκείσλ PF 

Αξηζκόο 

ζεκείσλ Cobra 

Υξόλνο 

εθηέιεζεο PF (s) 

Υξόλνο εθηέιεζεο 

Cobra (s) 

Πνζνζηό 

επηηάρπλζεο 

Kahan 7000 1200 1.5 0.3 
80% 

Toepliz 17100 3600 3.76 0.89 

Πίλαθαο 5: ύγθξηζε ηνπ αξηζκνύ ζεκείσλ θαη ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο ησλ αιγνξίζκσλ PF θαη Cobra, γηα ηνπο πίλαθεο Kahan θαη 

Toepliz κεγέζνπο 30, γηα ε = 0.1, Η = 0.064 θαη m = 8. 

 

πλερίδνληαο ζηελ πεξίπησζε εηζαγσγήο ηνπ παξαιιειηζκνύ, γηα ηελ αλάιπζε ηεο εθηέιεζεο ηνπ 

αιγνξίζκνπ Cobra ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα παξαδείγκαηα ησλ Μπέθαο θαη Γαιιόπνπινο, πνπ 

αθνξνύλ ηνπο πίλαθεο Fish θαη Propeller. Ο αξηζκόο ησλ ζεκείσλ ήηαλ ηέηνηνο έηζη ώζηε θαη νη 

δπν αιγόξηζκνη λα δίλνπλ επηζπκεηό απνηέιεζκα θαη ρξεζηκνπνηήζεθε ζύζηεκα κε 8p m   

επεμεξγαζηέο. Σα απνηειέζκαηα ησλ ρξόλσλ εθηέιεζεο γηα 0.01   δίλνληαη ζηνλ παξαθάησ 

πίλαθα. (Bekas & Gallopoulos, 2001) 

 

 Μέγεζνο 
Υξόλνο εθηέιεζεο 

PF (s) 

Υξόλνο εθηέιεζεο 

Cobra (s) 

Πνζνζηό 

επηηάρπλζεο 

Fish 
100 450 125 

72% 
200 4473 1235 

Propeller 
100 405 113 

200 4502 1305 

Πίλαθαο 6: ύγθξηζε ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο ησλ αιγνξίζκσλ PF θαη Cobra, γηα ηνπο πίλαθεο Fish θαη Propeller γηα ε = 0.01 θαη    p = 

m = 8. (Bekas & Gallopoulos, 2001) 

 

Από ηνλ Πίλαθα 5 θαίλεηαη όηη ε βειηίσζε ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ πιεζηάδεη ην 

άλσ θξάγκα ην νπνίν ζύκθσλα κε ηελ αλάιπζε ηεο Παξαγξάθνπ 6.2 ζα είλαη / 2 8 / 2 4m   . 
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Μεηά από ηελ παξαπάλσ αλάιπζε ζα εμεηάζνπκε πεξηπηώζεηο όπνπ δύν ηκήκαηα ηνπ   είλαη 

πνιύ θνληά ην έλα ζην άιιν θαη ζπγθεθξηκέλα ηελ πεξίπησζε ηνπ πίλαθα Smoke 
64 64  ηνπ 

νπνίνπ ην ςεπδνθάζκα γηα 510   θαίλεηαη παξαθάησ. ε ηέηνηεο πεξηπηώζεηο, όπσο ζύληνκα 

αλαθέξζεθε ζηελ Παξάγξαθν 5.2 ν αιγόξηζκνο Path-Following ελδέρεηαη λα απνηύρεη. Απηό 

νθείιεηαη θπξίσο ζε ιάζνο επηινγή ηνπ βήκαηνο η θαη ηε ιύζε δίλεη ν αιγόξηζκνο Cobra.  

 

Δηθόλα 20: Σν ςεπδνθάζκα ηνπ πίλαθα Smoke κεγέζνπο 64, γηα ε = 10-5, κε ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ PF κε βήκα η = 0.025 (αξηζηεξά) 

θαη κε ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ Cobra κε Η = 0.06 θαη m = 8 (δεμηά). 

 

Παξαηεξνύκε όηη ην πξόβιεκα παξνπζηάδεηαη ζηελ πεξηνρή ηνπ 1z  . Βξέζεθε όηη ν αιγόξηζκνο 

PF δίλεη επηζπκεηό απνηέιεζκα εάλ ρξεζηκνπνηεζνύλ ηνπιάρηζηνλ 600 ζεκεία, δειαδή 600 SVD 

παξαγνληνπνηήζεηο.  

Χζηόζν, γηα ην απνηέιεζκα ηεο Δηθόλαο 20 (δεμηά), ν αιγόξηζκνο Cobra ρξεηάζηεθε 232 pivot 

points, ζπλεπώο 232 βήκαηα ζε θαζέλα από ηα νπνία έγηλαλ 1 9m   SVD παξαγνληνπνηήζεηο θαη 

άξα ζπλνιηθά 2088 ππνινγηζκνί ηξηπιέηαο. Αθνύ ινηπόλ, κε βάζε ηελ Παξάγξαθν 6.2 έλα βήκα 

ηνπ Cobra θνζηίδεη ρξνληθά όζν δύν βήκαηα ηνπ PF, ζηνλ ίδην ρξόλν ν PF ζα είρε θαηαθέξεη λα 

ππνινγίζεη κόλν 464. Δπηπιένλ, επεηδή όπσο είπακε ην Η ηζνδπλακεί κε ην βήκα πξόβιεςεο ηα 

παξαηεξνύκε όηη ν αιγόξηζκνο PF απνηπγράλεη γηα έλα αξθεηά κηθξόηεξν βήκα από απηό πνπ 

ρξεζηκνπνηεί ν αιγόξηζκνο Cobra. Από ηα πξνεγνύκελα επαιεζεύεηαη γηα άιιε κηα θνξά ε 

πξνηίκεζε ηνπ αιγνξίζκνπ Cobra από ηνλ PF από άπνςε ρξόλνπ αιιά εδώ θαη απνηειεζκάησλ. 

(Bekas & Gallopoulos, 2001) 

 

Σειεηώλνληαο ηελ αλάιπζε απηνύ ηνπ αιγνξίζκνπ, επηζεκαίλεηαη όηη όζν θη αλ απηόο βειηηώλεη 

ηνλ αξρηθό αιγόξηζκν Path-Following ηνπ Βrühl, δελ παύεη λα έρεη αλαπηπρζεί πάλσ ζε απηόλ, κε 

θάπνηεο ηξνπνπνηήζεηο θαη θπξίσο κε ηελ εηζαγσγή ηνπ παξαιιειηζκνύ. πλεπώο, κεηνλεθηήκαηα 
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πνπ αλαθέξζεθαλ ζηελ Παξάγξαθν 5.2, όπσο είλαη ν ππνινγηζκόο κόλν κηαο ζπλεθηηθήο 

ζπληζηώζαο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ζε πεξίπησζε κε ζπλεθηηθόηεηαο, ε βέιηηζηε επηινγή βήκαηνο 

θαζώο θαη ηδηνηηκήο έλαξμεο γηα ιηγόηεξεο Newton-Raphson επαλαιήςεηο θαη ε αδπλακία γλώζεο a 

priori ηε ιύζε ζε απηά ηα πξνβιήκαηα, ρσξίο λα γίλνπλ πεηξακαηηθέο εθηειέζεηο ηνπ αιγνξίζκνπ 

θαη ηα νπνία πξνθαλώο δελ δηνξζώλνληαη κε ηελ εηζαγσγή ηνπ παξαιιειηζκνύ, εμαθνινπζνύλ λα 

ππάξρνπλ. 

ην επόκελν θεθάιαην ζα κειεηήζνπκε κηα βειηησκέλε εθδνρή ηνπ αιγνξίζκνπ Path-Following, 

έλαλ αιγόξηζκν πνπ δεδνκέλεο κηα ήδε ππάξρνπζαο θακπύιεο   γηα θάπνην ε, κπνξεί λα 

ππνινγίζεη εζσηεξηθέο θακπύιεο, δειαδή θακπύιεο γηα κηθξόηεξα ε. 
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7. Ο αιγόρηζκος Fast Descent – Βειηίφζε ηες ηδέας ηοσ path following 

ην ζπγθεθξηκέλν θεθάιαην ζα αζρνιεζνύκε κε ηνλ αιγόξηζκν Fast Descent. Πξόθεηηαη γηα έλαλ 

αιγόξηζκν πνπ αληηκεησπίδεη έλα βαζηθό κεηνλέθηεκα ηεο γεληθήο ηδέαο ηνπ path-following ζε 

ζρέζε κε ηε GRID. πγθεθξηκέλα, όπσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη, νη αιγόξηζκνη πνπ αθνινπζνύλ ην 

path-following ππνινγίδνπλ κόλν κηα ζπλεθηηθή ζπληζηώζα ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ζε πεξίπησζε κε 

ζπλεθηηθόηεηαο, ελώ όπσο είδακε θαη ηελ Παξάγξαθν 3.2, ν αιγόξηζκνο GRID ππνινγίδεη 

θαηεπζείαλ νιόθιεξν ην ςεπδνθάζκα. Βέβαηα, ν ζπγθεθξηκέλνο αιγόξηζκνο είλαη εμαηξεηηθά 

αξγόο θαη γηα ην ιόγν απηό, πνιύ δύζθνια εθαξκόζηκνο ζε πεξηπηώζεηο κεγάισλ πηλάθσλ. Γηα ην 

ιόγν απηό, νη Μπέθαο θαη Γαιιόπνπινο αλέπηπμαλ ηελ ηδέα ηνπ Fast Descent (γξήγνξε 

«θαηάβαζε»), ελόο αιγνξίζκνπ ν νπνίνο βαζίδεηαη ζηνλ PF, αιιά ππνινγίδεη όιεο ηηο ζπλεθηηθέο 

ζπληζηώζεο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο.  

Πην ζπγθεθξηκέλα, ε ηδέα ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ε ρξήζε κηαο ήδε ππνινγηζκέλεο, κε θάπνηνλ από 

ηνπο δύν αιγνξίζκνπο path-following (PF ή Cobra), θακπύιεο   γηα θάπνην ε, γηα λα ππνινγίζεη 

εθ παξαιιήινπ ζεκεία κηαο λέαο   ηέηνην ώζηε   . Απηό πξαγκαηνπνηείηαη δηνξζώλνληαο 

ηα, έζησ Κ ζεκεία ηεο αξρηθήο θακπύιεο θαηά ηε δηεύζπλζε κε ηε κεγαιύηεξε θιίζε (πνπ 

πξνζεγγίδεη ηελ θάζεηε ζηελ θακπύιε ζην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν, όπσο ε δηόξζσζε πνπ έρνπκε δεη 

σο ηώξα) έηζη ώζηε θάζε ζεκείν kz   λα δώζεη έλα ζεκείν kw  . Μηα γξαθηθή 

απεηθόληζε ηεο δηαδηθαζίαο παξνπζηάδεηαη ζηελ παξαθάησ εηθόλα. 

 

Δηθόλα 21: Γξαθηθή απεηθόληζε ηεο εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ FD ζε έλαλ πίλαθα Kahan κεγέζνπο 100. Σα βέιε δείρλνπλ ηελ 

θαηεύζπλζε θαηά ηελ νπνία ππνινγίζηεθαλ νη εμσηεξηθέο θακπύιεο κε ηνλ αιγόξηζκν PF θαζώο θαη ηε δηεύζπλζε δηόξζσζεο θάζε 

θακπύιεο γηα ηε δεκηνπξγία ηεο ακέζσο επόκελεο. Σα ζεκεία ηνκήο ησλ επζεηώλ είλαη ηα ζεκεία πνπ ππνινγίδεη ν αιγόξηζκνο FD. 

(Bekas & Gallopoulos, 2002) 
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Η δηαδηθαζία κπνξεί λα επαλαιεθζεί πεξηζζόηεξεο θνξέο, ππνινγίδνληαο πεξηζζόηεξεο θακπύιεο 

ςεπδνθάζκαηνο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ε, κηθξόηεξεο πάληα από ηελ αξρηθή. 

Ο ζπγθεθξηκέλνο αιγόξηζκνο ραξαθηεξίδεηαη σο κηα «δπλακηθή» έθδνζε ηνπ GRID, όπνπ ε 

κεηάβαζε από ζεκείν ζε ζεκείν ηνπ grid αληηθαζηζηάηαη από ηελ πξόβιεςε-δηόξζσζε ηνπ path-

following. (Bekas & Gallopoulos, 2002) 

 

7.1 Αλάισζε θαη σιοποίεζε 

Γεδνκέλεο κηαο θακπύιεο   ε νπνία ππνινγίζηεθε κε θάπνηνλ αιγόξηζκν path-following κε ηε 

ρξήζε Κ ζεκείσλ kz , έλα «πέξαζκα» (sweep) ηνπ αιγνξίζκνπ Fast Descent γηα ηνλ ππνινγηζκό 

ηνπ   κε    απνηειείηαη από ηα εμήο δύν βήκαηα. 

 

ΒΗΜΑ 1: Ξεθηλώληαο από έλα ζεκείν kz , ππνινγίδεηαη κε κηα επαλάιεςε ηεο κεζόδνπ Newton-

Raphson ζηελ θαηεύζπλζε kd  θαηά ηελ νπνία δηνξζώζεθε ην ζεκείν kz  θαηά ηελ εθηέιεζε ηνπ 

PF, γηα ηελ πξόβιεςε kw . Τπελζπκίδεηαη όηη, κεηά ηελ αλάιπζε ησλ δύν αιγνξίζκσλ path-

following ζηηο Παξαγξάθνπο 5.1 θαη 6.1, έρνπλ νη ππνινγηζηεί νη ηξηπιέηεο γηα θάζε ζεκείν kz , γηα 

ηελ εύξεζε ηεο θαηεύζπλζεο ηεο πξόβιεςεο ηνπ επόκελνπ ζεκείνπ θάζε θνξά. Κάλνληαο ινηπόλ 

ρξήζε ηεο ήδε ππνινγηζκέλεο ηξηπιέηαο, ε πξόβιεςε kw  δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

*

min min

k kw z
 

 
u v

                                                           (7.1) 

όπνπ  min min min, ,s u v  ε ηξηπιέηα γηα ην ζεκείν kz  ηνπ  . 

 

ΒΗΜΑ 2: Γηόξζσζε ηεο πξόβιεςεο kw , κε κηα επαλάιεςε ηεο κεζόδνπ Newton-Raphson θαηά 

ηελ θαηεύζπλζε ηνπ  kw , θάλνληαο ρξήζε ηνπ ηύπνπ 

min

*

min min

k k

s
w w


 

u v
                                                           (7.2) 

όπνπ  min min min, ,s u v  ε ηξηπιέηα γηα ην ζεκείν kw .  
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Οη ππνινγηζκνί ησλ ζεκείσλ kw  είλαη αλεμάξηεηνη κεηαμύ ηνπο θαη άξα, όπσο θαη ζηνλ αιγόξηζκν 

Cobra, κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ παξάιιεια. 

Από ηα παξαπάλσ, θαίλεηαη πσο, εθόζνλ έρνπκε ππνινγίζεη ηελ ηξηπιέηα γηα ην kw , κπνξνύκε λα 

εθαξκόζνπκε ηελ κέζνδν γηα ηνλ ππνινγηζκό αθόκε ελόο επηπέδνπ ηνπ ςεπδνθάζκαηνο γηα θάπνην 

'  . Δπαγσγηθά, ν αιγόξηζκνο δεδνκέλνπ ηνπ   ππνινγίδεη ζπλνιηθά Μ επίπεδα ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο, ,  1,...,
i

i M  , όπνπ 1 2 ... M      θάλνληαο ρξήζε ηνπ 
1i 

  γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ 
i

 . εκεηώλεηαη όηη όιεο απηέο νη θακπύιεο απνηεινύληαη από Κ ην ζύλνιν 

ζεκεία, γεγνλόο πνπ ίζσο δελ είλαη βέιηηζην. Η παξαηήξεζε απηή αλαιύεηαη πεξεηαίξσ παξαθάησ. 

(Bekas & Gallopoulos, 2002) 

 

Δηθόλα 22: ρεκαηηθή απεηθόληζε ηνπ αιγνξίζκνπ Fast Descent. (Bekas & Gallopoulos, 2002) 

 

Η παξαπάλσ αλάιπζε ζπλνςίδεηαη ζηνλ παξαθάησ ςεπδνθώδηθα. 

ΔΙΟΓΟ:  

,  0n n  Α  , 1 2 ... M      

(Παξαιείπνληαη νη παξάκεηξνη πνπ ρξεηάδεηαη ν εθάζηνηε αιγόξηζκνο path-following πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηεζεί). 

ΒΗΜΑ 0: Τπνινγηζκόο ηνπ πξώηνπ επηπέδνπ   κε ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ PF ή Cobra. 

(εκείσζε: Οη ηξηπιέηεο γηα ηε δηόξζσζε θάζε ζεκείνπ απνζεθεύνληαη γηα λα ρξεζηκνπνηεζνύλ 

από ηα βήκαηα ηνπ FD). 

Γηα 1,2,...,i M  

ΒΗΜΑ 1: Τπνινγηζκόο ησλ kw  θάλνληαο ρξήζε ηνπ ηύπνπ (7.1), όπνπ ε ή ην αξρηθό, ή ην 1i   
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ΒΗΜΑ 2: Τπνινγηζκόο ηεο ηξηπιέηαο  min min min, ,s u v  γηα ην ζεκείν kw . 

Γηόξζσζε ησλ ζεκείσλ kw  θάλνληαο ρξήζε ηνπ ηύπνπ (7.2) 

Τέιος_επαλάιευες 

7.1.1 Πξνζαξκνγή ηνπ αξηζκνύ ππνινγηδόκελσλ ζεκείσλ θακπύιεο 

Όπσο αλαθέξακε ζύληνκα ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν, ν αιγόξηζκνο Fast Descent ππνινγίδεη 

ηνλ ίδην αξηζκό ζεκείσλ ζε θάζε θακπύιε γηα θάζε ηηκή ηνπ δ, γεγνλόο πνπ ζε αξθεηέο 

πεξηπηώζεηο δελ είλαη βέιηηζην γηα δύν ιόγνπο. Ο πην πξνθαλήο είλαη όηη, όζν κηθξαίλεη ην δ αλ ην 

ςεπδνθάζκα είλαη ζπλεθηηθό, αλακέλεηαη λα κηθξύλεη θαη ην κήθνο ηεο θακπύιεο   θαη άξα, ζα 

ρξεηάδεηαη λα ππνινγηζηνύλ ιηγόηεξα ζεκεία γηα ηελ απεηθόληζε νιόθιεξεο ηεο θακπύιεο. Ο 

δεύηεξνο ιόγνο είλαη όηη αλ κηθξαίλνληαο ην δ ην ςεπδνθάζκα πάςεη λα είλαη ζπλεθηηθό, ην 

ζπλνιηθό κήθνο ησλ θακππιώλ κπνξεί λα είλαη κεγαιύηεξν από απηό ηεο αξρηθήο θακπύιεο θαη 

άξα ζα ρξεηαζηεί λα ππνινγηζηνύλ πεξηζζόηεξα ζεκεία γηα ηελ αθξηβέζηεξε απεηθόληζε ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο.  

πλεπώο, είλαη ινγηθό λα κεηξεζεί ε νπνηαδήπνηε ζεκαληηθή αιιαγή κήθνπο ηεο θακπύιεο γηα 

θάπνην δ θαη ηα ζεκεία πνπ ππνινγίδνληαη θαηά ην πέξαζκα ηνπ αιγνξίζκνπ Fast Descent γηα ην 

ζπγθεθξηκέλν δ λα πξνζαξκνζηεί αλάινγα. 

ηε ζπλέρεηα ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ πεξίπησζε ειάηησζεο ηνπ κήθνπο ηεο θακπύιεο όζν 

κηθξαίλεη ην δ, ζεκεηώλνληαο όηη αλάινγε ηαθηηθή κπνξεί λα αθνινπζεζεί ζηελ αληίζεηε 

πεξίπησζε. Θα πεξηγξάςνπκε ηελ πεξίπησζε κεηάβαζεο ηνπ αιγνξίζκνπ από ην 
m

  ζην 
1m 

 , 

όπνπ 1m m    θαη έζησ mK  ν αξηζκόο ησλ ζεκείσλ πνπ ππνινγίζηεθε γηα ην m . Ο αιγόξηζκνο 

ηξνπνπνηείηαη έηζη ώζηε λα απνθιείζεη έλαλ αξηζκό ζεκείσλ, έζησ Μ γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

1m 
 , ππνινγίδνληαο ηειηθά mK M  ζεκεία. Η δηαδηθαζία ηνπ απνθιεηζκνύ πεξηγξάθεηαη 

παξαθάησ. 

 

Αξρηθά ππνινγίδνληαη νη απνζηάζεηο κεηαμύ ησλ δηαδνρηθώλ ζεκείσλ πνπ ππνινγίζηεθαλ γηα ηελ 

θακπύιε 
m

 , έζησ 1k k kd z z    θαζώο θαη ε ειάρηζηε απηώλ, έζησ ml . ηε ζπλέρεηα, 

απνθιείνληαη ηα ζεκεία kz  γηα ηα νπνία ηζρύεη  

1 12k k md d l   ,                                                         (7.3) 

εθηόο εάλ ην πξνεγνύκελν ζεκείν 1kz   έρεη θη απηό απνθιεηζηεί. Σν πξώην θαη ην ηειεπηαίν 

ζεκείν, ζηε ζπγθεθξηκέλε πινπνίεζε θξαηνύληαη ζηαζεξά. (Bekas & Gallopoulos, 2002) 
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Δηθόλα 23: Η δηαδηθαζία απνθιεηζκνύ ησλ ζεκείσλ. (Bekas & Gallopoulos, 2002) 

 

ηελ παξαπάλσ εηθόλα παξνπζηάδεηαη ζρεκαηηθά ε παξαπάλσ δηαδηθαζία. Σα ζεκεία γηα ηα νπνία 

ηζρύεη ε ζπλζήθε (7.3) ζεκεηώλνληαη κέζα ζε θύθιν ή ηεηξάγσλν θαη ηειηθά, απνθιείνληαη κόλν 

ηα ζεκεία πνπ βξίζθνληαη κέζα ζε θύθιν δηόηη κόλν ζε απηέο ηηο πεξηπηώζεηο, όπσο βιέπνπκε, δελ 

έρεη απνθιεηζηεί ην πξνεγνύκελν ζεκείν. 

 

7.2 Ποισπιοθόηεηα 

ην ζεκείν απηό ζα αλαθεξζνύκε ζηελ πνιππινθόηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ Fast Descent θάλνληαο 

αλαθνξά θαη ζηελ εηζαγσγή ηνπ παξαιιειηζκνύ γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ζεκείσλ kw . 

Θεσξνύκε όηη ην θόζηνο ππνινγηζκνύ ησλ ελδηάκεζσλ ζεκείσλ kw  είλαη κηθξό, εθόζνλ έρεη ήδε 

ππνινγηζηεί ε ηξηπιέηα πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζην Βήκα 1, από ηε δηαδηθαζία ππνινγηζκνύ ηνπ 

πξνεγνύκελνπ επηπέδνπ ηνπ ςεπδνθάζκαηνο. Ο ππνινγηζκόο ησλ ζεκείσλ kw  απαηηεί ηνλ 

ππνινγηζκό ηξηπιέηαο γηα Κ ζεκεία. 

Έζησ trC  ην κέζν ρξνληθό θόζηνο ππνινγηζκνύ κηαο ηξηπιέηαο. πλεπώο, ην θόζηνο ελόο 

«πεξάζκαηνο» ηνπ FD ππνινγίδεηαη σο 
FDstep trC KC . Όπσο είπακε, ν ππνινγηζκόο ησλ ζεκείσλ 

kw  γίλεηαη εθ παξαιιήινπ. 

Έζησ ινηπόλ έλα κνληέιν ζπζηήκαηνο κε p επεμεξγαζηέο. Σόηε, θάζε επεμεξγαζηήο ζα κπνξεί λα 

ππνινγίζεη ην πνιύ /K p   ζεκεία. πλεπώο ην θόζηνο δηακνξθώλεηαη σο /FDstep trC K p C    . 

(Bekas & Gallopoulos, 2002) 

Σέινο, ζα αλαθεξζνύκε ζύληνκα ζηε ζεκαζία ηνπ ηξόπνπ δηακνίξαζεο ηνπ ππνινγηζκνύ ησλ 

ζεκείσλ κεηαμύ ησλ επεμεξγαζηώλ. Οη Μπέθαο θαη Γαιιόπνπινο πξνηείλνπλ ηνπο εμήο ηξόπνπο. Ο 

πξώηνο αθνξά ηνλ δηακνηξαζκό ησλ ζεκείσλ κε ηε ζεηξά ππνινγηζκνύ ηνπο, πεξλώληαο ζηνλ 
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επόκελν επεμεξγαζηή όηαλ ν πξνεγνύκελνο αλαιάβεη /K p    ζεκεία (Block partitioning). Ο 

δεύηεξνο ηξόπνο εκπεξηέρεη κηα δπλακηθόηεξε πξνζέγγηζε. Βαζίδεηαη ζηελ πεηξακαηηθή 

παξαηήξεζε όηη γηα θάπνηα ζεκεία ν ππνινγηζκόο ηεο ηξηπιέηαο είλαη πνιύ πην ρξνλνβόξνο από 

θάπνηα άιια. Θεσξείηαη επίζεο, όηη ν ρξόλνο ππνινγηζκνύ ηεο ηξηπιέηαο ζα είλαη πεξίπνπ ίδηνο γηα 

γεηηνληθά ζεκεία. πλεπώο, ζε απηή ηελ πεξίπησζε ηα ζεκεία κνηξάδνληαη κε ηέηνην ηξόπν, ώζηε 

ηα «ρξνλνβόξα» ζεκεία λα κνηξαζηνύλ όζν πεξηζζόηεξν γίλεηαη κεηαμύ ησλ επεμεξγαζηώλ (Cyclic 

partitioning).  

ηα πιαίζηα ηεο ζπγθεθξηκέλεο εξγαζίαο, εθόζνλ δελ ππάξρεη ε δπλαηόηεηα πεηξακαηηθήο 

εθηέιεζεο ηνπ παξαιιειηζκνύ δελ ζα αζρνιεζνύκε πεξεηαίξσ κε απηό ην δήηεκα. ηνλ παξαθάησ 

πίλαθα παξνπζηάδεηαη ε πεηξακαηηθή ζύγθξηζε ησλ δύν παξαπάλσ κεζόδσλ γηα ηνλ πίλαθα Gre 

κεγέζνπο 1107, ελόο αξαηνύ πξαγκαηηθνύ θαη κε ζπκκεηξηθνύ πίλαθα από ηελ ζπιινγή Harwell-

Boeing. 

 

 Αξηζκόο επεμεξγαζηώλ 1 2 4 8 

Block 

partitioning 

Υξόλνο εθηέιεζεο (s) 6000 3750 2500 1390 

Speedup 1 1.6 2.4 4.3 

Cyclic 

partitioning 

Υξόλνο εθηέιεζεο (s) 6000 3060 1560 840 

Speedup 1 1.96 3.9 7.14 

Πίλαθαο 7: ύγθξηζε ησλ δύν κεζόδσλ δηακνηξαζκνύ ησλ ζεκείσλ ζηελ πεξίπησζε ηνπ παξαιιειηζκνύ  

θαη γηα έλαλ ζπγθεθξηκέλν πίλαθα. (Bekas & Gallopoulos, 2002) 

 

Σέινο, όζνλ αθνξά ηνλ παξαιιειηζκό, ε ζπγθεθξηκέλε πινπνίεζε ζεσξεί όηη ε δηαδηθαζία 

απνθιεηζκνύ γίλεηαη ζε έλαλ κόλν επεμεξγαζηή θαη ηα ζεκεία πνπ δελ απνθιείνληαη εμαθνινπζνύλ 

λα δηακνηξάδνληαη κε έλαλ από ηνπο δύν ηξόπνπο πνπ αλαθέξνληαη παξαπάλσ.  

7.3 Αρηζκεηηθά παραδείγκαηα – Αλάισζε εθηέιεζες  

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ αιγνξίζκνπ Cobra, έηζη θαη εδώ δελ ππάξρεη δπλαηόηεηα 

πεηξακαηηθήο ελαζρόιεζεο κε ηνλ παξαιιειηζκό πνπ εηζάγεηαη ζηνλ αιγόξηζκν. Δληνύηνηο, 

πινπνηήζακε ηνλ αιγόξηζκν Fast Descent ζε MATLAB, θάλνληαο ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ Path-

Following ηνπ Βrühl – αθνύ έηζη θη αιιηώο δελ ζα αζρνιεζνύκε κε ηνλ παξαιιειηζκό – γηα ην 

Βήκα 0. ηόρνο ζε απηή ηε θάζε είλαη ε ζύγθξηζε ηνπ ρξόλνπ ππνινγηζκνύ δηαθνξεηηθώλ 

θακππιώλ ηνπ ςεπδνθάζκαηνο κε ηνπο δύν απηνύο αιγνξίζκνπο.  

Θα αζρνιεζνύκε κε ηνλ πίλαθα Kahan, κεγέζνπο 30 έηζη ώζηε λα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηα 

κε απηά ηεο Παξαγξάθνπ 5.2. Δθηειώληαο ηνλ αιγόξηζκν γηα 0.1   θαη  0.01,  0.001  , ηηο 
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ίδηεο δειαδή ηηκέο γηα ηηο νπνίεο ππνινγίζηεθε ην ζύλνξν ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ηνπ πίλαθα Kahan 

ζηελ Παξάγξαθν 5.2, θαη γηα 7000K  , ν αξηζκόο ησλ ζεκείσλ πνπ ρξεηάζηεθαλ γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηεο κεγαιύηεξεο ζε κήθνο θακπύιεο ηνπ   ζην παξάδεηγκα ηεο Παξαγξάθνπ 5.2, ν 

αιγόξηζκνο Fast Descent ηεξκάηηζε δίλνληαο επηζπκεηά απνηειέζκαηα ζε 4.65 sec. Τπελζπκίδεηαη 

όηη, ν αιγόξηζκνο Path-Following ρξεηάζηεθε πεξίπνπ 2.2 sec γηα ηνλ ππνινγηζκό θάζε κηαο από 

ηηο παξαπάλσ θακπύιεο, άξα ζπλνιηθά ρξεηάζηεθαλ πεξίπνπ 6.6 sec. Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη 

αθόκα θαη ρσξίο θακία εθκεηάιιεπζε ηνπ παξαιιειηζκνύ, θαζώο θαη κε ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίδηνπ 

αξηζκνύ ζεκείσλ θάζε θνξά, ζε αληίζεζε κε ηνλ Πίλαθα 2 ηεο Παξαγξάθνπ 5.2, όπνπ γηα θάζε 

δηαθνξεηηθό ε ρξεζηκνπνηήζεθε θαη δηαθνξεηηθόο αξηζκόο ζεκείσλ, ν ππνινγηζκόο ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο επηζπεύηεθε θαηά ην 1/ 3  ηνπ ρξόλνπ, θάλνληαο ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ Fast 

Descent.  

ηε ζπλέρεηα ζα αζρνιεζνύκε κε ηε κέζνδν απνθιεηζκνύ ζεκείσλ κε εθκεηάιιεπζε ηνπ 

παξαιιειηζκνύ, θαζώο δελ πηζηεύνπκε όηη ρσξίο απηόλ ε δηαδηθαζία απνθιεηζκνύ ζα επηθέξεη 

ζεκαληηθέο αιιαγέο ζην ζπλνιηθό ρξόλν εθηέιεζεο. Παξαθάησ παξαηίζεληαη, γηα έλαλ πίλαθα 

Kahan κεγέζνπο 100, ε γξαθηθή απεηθόληζε ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, γηα 
2 710 ,...,10   , όπσο απηό 

ππνινγίζηεθε κε θαη ρσξίο απνθιεηζκό ζεκείσλ, θαζώο θαη νη ρξόλνη εθηέιεζεο θαη ε επηηάρπλζε 

ηνπ ππνινγηζκνύ, γηα θάζε έλαλ από ηνπο ηξόπνπο δηακνηξαζκνύ ζεκείσλ όπσο αλαιύνληαη ζηελ 

Παξάγξαθν 7.2, όπσο ππνινγίζηεθαλ από ηνπο Μπέθα θαη Γαιιόπνπιν. Παξαηεξνύκε όηη 

ππνινγίδνληαη πνιύ ιηγόηεξα ζεκεία, ελώ ε πνηόηεηα ηεο θακπύιεο δελ έρεη αιινησζεί. 
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Δηθόλα 24: Σν ςεπδνθάζκα ηνπ πίλαθα Kahan κεγέζνπο 100, γηα ηηο επηιεγκέλεο ηηκέο ηνπ ε ρσξίο απνθιεηζκό (επάλσ) θαη κε 

απνθιεηζκό ζεκείσλ (θάησ). (Bekas & Gallopoulos, 2002) 

 

Αξηζκόο επεμεξγαζηώλ Block partitioning Cyclic partitioning 

1 364 -- 

2 189 (1.93) 181 (2.01) 

4 115 (3.17) 94 (3.87) 

8 60 (6.06) 58 (6.28) 

Πίλαθαο 8: Οη ρξόλνη εθηέιεζεο γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ θακππιώλ ηεο Δηθόλαο 24 κε απνθιεηζκό ζεκείσλ θαη νη αληίζηνηρεο 

επηηαρύλζεηο (ζε παξέλζεζε). (Bekas & Gallopoulos, 2002) 

 

Σέινο, όπσο αλαθέξακε θαη ζηελ αξρή ηνπ θεθαιαίνπ, ν αιγόξηζκνο Fast Descent ππνινγίδεη 

επηηπρώο όιεο ηηο ζπλεθηηθέο ζπληζηώζεο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ζε πεξίπησζε κε ζπλεθηηθόηεηαο, 

δεδνκέλνπ βέβαηα, όηη ην ςεπδνθάζκα γηα ηελ αξρηθή ηηκή ηνπ ε είλαη ζπλεθηηθό. Παξαθάησ, 

επηβεβαηώλνπκε πεηξακαηηθά ηελ παξαπάλσ ηδηόηεηα, ζηελ πεξίπησζε ηνπ πίλαθα Toepliz 

κεγέζνπο 50. Ο αιγόξηζκνο εθηειέζηεθε γηα 
3 5 610 ,10 ,10    . 
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Δηθόλα 25: Μέξνο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο ηνπ πίλαθα Toepliz κεγέζνπο 50, γηα ε = 10-3, 10-5, 10-6, όπσο ππνινγίζηεθε  

κε ηνλ αιγόξηζκν Fast Descent. (Bekas & Gallopoulos, 2002) 
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8. Σσκπεράζκαηα 

Αθνύ κειεηήζακε μερσξηζηά ηελ ζεσξία θαη ηελ πεηξακαηηθή εθηέιεζε θάζε αιγνξίζκνπ, 

παξαθάησ ζα παξνπζηάζνπκε ζπγθεληξσηηθά ηα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ γηα θάζε 

αιγόξηζκν θαη λα ηνπο ζπγθξίλνπκε κεηαμύ ηνπο. 

Ξεθηλάκε κε ηνλ αιγόξηζκν GRID, ηνλ απινύζηεξν κεηαμύ ησλ αιγνξίζκσλ πνπ κειεηήζακε. Ο 

αιγόξηζκνο επηιέγεη έλα πιέγκα ηνπ επηπέδνπ, αλάινγα κε ηελ ηηκή ηνπ ε, θαη ππνινγίδεη ηελ 

πνζόηεηα  mins z I A  γηα θάζε ζεκείν z ηνπ πιέγκαηνο. πλεπώο κε βάζε ηελ ζρέζε (*) ηεο 

Παξαγξάθνπ 2.3, ν αιγόξηζκνο κπνξεί λα ζρεδηάδεη θαηεπζείαλ ην   θαη γηα νπνηαδήπνηε άιιε 

ηηκή ε, δεδνκέλνπ πάληα όηη απηή είλαη κηθξόηεξε από ηελ αξρηθή, ρσξίο επαλάιεςε ηεο 

δηαδηθαζίαο ησλ SVD παξαγνληνπνηήζεσλ. Βέβαηα, όπσο βιέπνπκε ζηελ Δηθόλα 7, ελδέρεηαη λα 

κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ παξαπάλσ παξαιιειηζκό θαη γηα ηηκέο κεγαιύηεξεο ηηο 

αξρηθήο, αλ ην ρσξίν είλαη αξθεηά κεγάιν, θάηη πνπ δηαπηζηώλεηαη κόλν πεηξακαηηθά. Σν 

κεγαιύηεξν πξόβιεκα ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ε εμάξηεζε ηεο επηηπρνύο εθηέιεζεο από ηελ επηινγή 

ηνπ αξρηθνύ πιέγκαηνο. ην Κεθάιαην 3 πξνηείλακε ηέζζεξεηο κεζόδνπο επηινγήο αξρηθνύ ρσξίνπ, 

έηζη ώζηε λα εμαζθαιίζνπκε όηη απηό ζα πεξηέρεη  θαη ηειηθά ρξεζηκνπνηήζακε ζηελ εθηέιεζε ηελ 

απινύζηεξε κνξθή ηεο κεζόδνπ ηνπ Αξηζκεηηθνύ Πεδίνπ ηνπ πίλαθα. Αθόκα θαη κε ρξήζε απηήο 

ηηο βέιηηζηεο κεζόδνπ, ην αξρηθό πιέγκα ελδέρεηαη λα ππνινγηζηεί πνιύ κεγαιύηεξν ηεο αξρηθήο 

θακπύιεο πνπ ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε θαη άξα λα πξέπεη λα γίλνπλ πνιύ πεξηζζόηεξεο SVD 

παξαγνληνπνηήζεηο από ηηο απαηηνύκελεο, γεγνλόο πνπ, όπσο είδακε, όζν απμάλεηαη ην κέγεζνο ηνπ 

πίλαθα απνηξέπεη ηε ρξήζε ηνπ GRID, θαζώο απμάλεηαη ζεκαληηθά ν ρξόλνο εθηέιεζεο. 

Αλαθέξνπκε ζπγθεθξηκέλα όηη από ηα παξαδείγκαηα ηεο Παξαγξάθνπ 3.2, παξαηεξήζακε όηη ν 

ρξόλνο εθηέιεζεο ήηαλ 200 θνξέο κεγαιύηεξνο ζηελ πεξίπησζε πηλάθσλ κε κέγεζνο κόιηο 20 

θνξέο κεγαιύηεξν. Ιδηαίηεξν ελδηαθέξνλ παξνπζίαζε ε πεξίπησζε ηνπ πίλαθα Toepliz, όπνπ ν 

δηπιαζηαζκόο ηνπ κεγέζνπο ηνπ αύμεζε ην ρξόλν εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ από 12 sec ζε 200 sec, 

γηα ηελ ίδηα ηηκή ηνπ ε, 0.001. Όκσο ν αιγόξηζκνο είλαη εμαηξεηηθά απιόο θαη ζηαζεξόο, δειαδή 

δίλεη εγγπεκέλα ζσζηό απνηέιεζκα, θαη επίζεο εθκεηαιιεύεηαη ζην έπαθξν ηε δηαδηθαζία ηνπ 

παξαιιειηζκνύ, αθνύ όρη κόλν κπνξεί λα ππνινγίζεη πνιιά επίπεδα ηνπ ςεπδνθάζκαηνο κε κηα 

κόλν εθηέιεζε, αιιά απηό κπνξεί λα γίλεη θαη ηαπηόρξνλα, αλ δηαηίζεηαη ζύζηεκα παξάιιεισλ 

επεμεξγαζηώλ. 

Οη Κνύηεο θαη Γαιιόπνπινο ζέιεζαλ λα βειηηώζνπλ ηνλ αιγόξηζκν GRID έηζη ώζηε λα κεησζεί ε 

εμάξηεζε ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζήο ηνπ από ην κέγεζνο ηνπ ρσξίνπ, όζν κεγάιν θη αλ είλαη απηό. Έηζη 

πξνέθπςε ν αιγόξηζκνο Inclusion-Exclusion ν νπνίνο, δεδνκέλνπ ηνπ αξρηθνύ πιέγκαηνο πνπ δίλεη 
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θαη ν GRID, ειέγρεη θαη απνθιείεη ζεκεία ηνπ πνπ δελ αλήθνπλ ζην ςεπδνθάζκα, κε βάζε ηα 

Θεσξήκαηα 4.2 θαη 4.9. Η ρξήζε ηνπ πξώηνπ ησλ ζεσξεκάησλ δίλεη πεξηνρέο ηνπ πιέγκαηνο νη 

νπνίεο κπνξνύλ ζίγνπξα λα απνθιεηζηνύλ, ειέγρνληαο γηα έλα ζεκείν z ηνπ πιέγκαηνο αλ ηζρύεη ε 

αλίζσζε  mins z  I A , άξα ηα ζεκείν δελ αλήθεη ζην ςεπδνθάζκα, θαη απνθιείνληαο όια ηα 

ζεκεία πνπ απέρνπλ από απηό απόζηαζε ίζε κε  mins z  I A , θαη ζπλερίδνληαο ζην ακέζσο 

επόκελν κε-απνθιεηζκέλν ζεκείν, δηαπεξλώληαο ην πιέγκα από αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά θαη από 

πάλσ πξνο ηα θάησ. Η ρξήζε ηνπ δεύηεξνπ ησλ ζεσξεκάησλ δίλεη πεξηνρέο πηζαλνύ απνθιεηζκνύ, 

κεγαιώλνληαο ηελ αθηίλα απνθιεηζκνύ. ηε ζπλέρεηα δηνξζώλεη, όπσο αλαιύεηαη ζηελ παξάγξαθν 

4.1 ηπρόλ ιαλζαζκέλνπο απνθιεηζκνύο. Όπσο βιέπνπκε θαη από ηηο εηθόλεο ηεο Παξαγξάθνπ 4.2, 

νη ιαλζαζκέλνη απνθιεηζκνί είλαη ζπάληνη. Ο Πίλαθαο 1 δίλεη ηε ζύγθξηζε κεηαμύ ησλ ζεκείσλ γηα 

ηα νπνία ηειηθά ππνινγίδεηαη ε  mins z I A  κεηά ηνπο απνθιεηζκνύο γηα θάζε κηα από ηηο δύν 

παξαιιαγέο ηνπ αιγνξίζκνπ αιιά θαη απηώλ πνπ ζα ππνιόγηδε ν αιγόξηζκνο GRID. Παξαηεξνύκε 

όηη αθόκα θαη ν απιόο αιγόξηζκνο Inclusion-Exclusion πεηπραίλεη κείσζε ησλ ζεκείσλ ηεο ηάμεο 

ηνπ 90% γηα ηνλ πίλαθα Kahan θαη ηεο ηάμεο ηνπ 40% γηα ηνλ πίλαθα Toepliz. Η δηαθνξά κεηαμύ 

ησλ πνζνζηώλ νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη όπσο θαίλεηαη θαη ζηηο εηθόλεο ησλ Κεθαιαίσλ 3 θαη 4, 

ην αξρηθό ρσξίν πξνζεγγίδεη πνιύ θαιύηεξα ην ςεπδνθάζκα ηνπ πίλαθα Toepliz, άξα δελ 

ππάξρνπλ πνιιά πεξηζώξηα κείσζεο ησλ ζεκείσλ, από απηό ηνπ πίλαθα Kahan. Αθόκα θαη ζε απηή 

ηε πεξίπησζε όκσο, επηηπγράλεηαη κηα αξθεηά ζεκαληηθή κείσζε.  ε απηή ηελ θαιή πξνζαξκνγή 

νθείιεηαη επίζεο θαη ε κηθξή δηαθνξά ησλ ππνινγηδόκελσλ ζεκείσλ κεηαμύ ησλ αιγνξίζκσλ 

Standard θαη Large IE. Τπάξρνπλ, ινηπόλ, πεξηπηώζεηο όπνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη ν απιόο 

αιγόξηζκνο Inclusion-Exclusion, έηζη ώζηε λα απνθεπρζεί ε δηαδηθαζία ησλ δηνξζώζεσλ, ρσξίο 

κεγάιε βιάβε ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο, αλ ην ρσξίν πξνζεγγίδεη θαιά ην  . Βέβαηα, ην θαηά πόζν 

θαιή ή όρη είλαη ε πξνζαξκνγή δελ κπνξεί λα ππνινγηζηεί παξά κόλν πεηξακαηηθά, κε εθηέιεζε 

θάπνηνπ από ηνπο ηξεηο αιγνξίζκνπο. 

Όζνλ αθνξά ηνλ παξαιιειηζκό, ν Inclusion-Exclusion έρεη αθόκα πεξηζζόηεξεο δπλαηόηεηεο 

εθκεηάιιεπζεο από ηνλ GRID, θαζώο θάπνηνη από ηνπο απνθιεηζκνύο κπνξνύλ λα γίλνπλ 

ηαπηόρξνλα. Όζνλ αθνξά ηηο θακπύιεο, εδώ κπνξνύλ κεηά ηε δηαδηθαζία απνθιεηζκνύ λα 

ππνινγηζηνύλ θακπύιεο κόλν ζην εζσηεξηθό ηεο αξρηθήο, αθνύ ζην εμσηεξηθό ηα ζεκεία έρνπλ 

απνθιεηζηεί. 

Πεξλώληαο ζηελ δεύηεξε θαηεγνξία αιγνξίζκσλ, κειεηήζακε αξρηθά ηνλ πξώην path-following 

αιγόξηζκν, πνπ αλέπηπμε ν Βrühl. ε ζρέζε κε ηνπο πξνεγνύκελνπο αιγνξίζκνπο, απηή ε 

θαηεγνξία πιενλεθηεί ζην όηη ε εθηέιεζε δελ εμαξηάηαη θαζόινπ από θάπνην αξρηθό ρσξίν, άξα 
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δελ ειινρεύεη ν θίλδπλνο απνηπρίαο, αλ ην ρσξίν δελ είλαη ζσζηό, αλ δειαδή δελ πεξηέρεη κέξνο 

ηνπ ςεπδνθάζκαηνο. Γεληθόηεξα, ν αξηζκόο ησλ SVD παξαγνληνπνηήζεσλ κεηώλεηαη αξθεηά. Όινη 

νη αιγόξηζκνη πνπ κειεηήζακε ζε απηή ηελ θαηεγνξία βαζίδνληαη θαη βειηηώλνπλ ζηνλ αξρηθό 

αιγόξηζκν ηνπ Βrühl πνπ κειεηήζακε ζην Κεθάιαην 5. Όπσο είδακε, ν αιγόξηζκνο μεθηλά πνιύ 

θνληά ζε κηα ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα θαη βξίζθεη έλα πξώην ζεκείν ην νπνίν αλήθεη ζην  , κε ηε 

ρξήζε ηεο αξηζκεηηθήο κεζόδνπ Newton-Raphson πάλσ ζε κία ηπραία θαηεύζπλζε. Η δηαδηθαζία 

απηή αλαιύεηαη ζηελ Τπνπαξάγξαθν 5.1.1. ηα παξαδείγκαηα ηεο Παξαγξάθνπ 5.2 σο 

θαηεύζπλζε ηεο Newton-Raphson επηιέρζεθε πάληα ε δηρνηόκνο πξώηνπ-ηξίηνπ ηεηαξηεκνξίνπ. 

Αθνύ βξεζεί ην πξώην ζεκείν, ν αιγόξηζκνο ζπλερίδεη εθηειώληαο επαλαιεπηηθά ηε κέζνδν 

Πξόβιεςεο-Γηόξζσζεο, έσο όηνπ βξεζνύλ όια ηα ζεκεία ηεο θακπύιεο  . Αξρηθά, πξνβιέπεηαη 

ην επόκελν ζεκείν, ζε θαηεύζπλζε παξάιιειε ζηελ κέρξη ηώξα επξεζείζα θακπύιε θαη γηα έλα 

δεδνκέλν βήκα πξόβιεςεο η θαη ζηε ζπλέρεηα δηνξζώλεηαη, κε κηα επαλάιεςε ηεο Newton-

Raphson. Η δηαδηθαζία απηή αλαιύεηαη ιεπηνκεξώο ζηελ Τπνπαξάγξαθν 5.1.2. ε ζρέζε κε ηελ 

εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ παξαηεξήζακε όηη ε παξαπάλσ δηαδηθαζία ρξεηάδεηαη θαλνληθά δύν 

SVD παξαγνληνπνηήζεηο αλά βήκα, αθνύ ππνινγίδνληαη δύν αλάδειηα, έλα γηα ηελ εύξεζε ηεο 

θαηεύζπλζεο kr  γηα ηελ πξόβιεςε θη έλα ζην πξνβιεπόκελν ζεκείν γηα ηε δηόξζσζε. Απηέο νη δύν 

παξαγνληνπνηήζεηο ζηελ πξάμε ζα θαζηζηνύζαλ ηνλ αιγόξηζκν πάξα πνιύ αξγό. Έηζη, 

δηαπηζηώζεθε όηη κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κόλν κηα SVD αλά βήκα, ρξεζηκνπνηώληαο ην 

αλάδειηα ηνπ πξνεγνύκελνπ ζεκείνπ γηα ηε δηόξζσζε αληί γη’ απηό ηεο πξόβιεςεο. Απηή ε 

αληηθαηάζηαζε δελ επεξεάδεη ηελ νξζόηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ, αθνύ ηα δύν αλάδειηα πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαλ είλαη ζρεδόλ παξάιιεια, γηα θαηάιιεια κηθξό βήκα η. Σν ζπγθεθξηκέλν βήκα 

απνηειεί βαζηθό κέξνο ηνπ αιγνξίζκνπ ην νπνίν παξνπζηάδεη αξθεηό ελδηαθέξνλ. πγθεθξηκέλα, 

δελ κπνξνύκε λα επηιέμνπκε πάξα πνιύ κηθξό βήκα, γηαηί έηζη ζα ρξεηαζηνύκε λα ππνινγηζηνύλ 

πνιύ πεξηζζόηεξα ζεκεία γηα ηελ εύξεζε όινπ ηνπ ζπλόξνπ. Βέβαηα, ην βήκα δελ κπνξεί επίζεο 

λα είλαη θαη πνιύ κεγάιν, γηαηί κπνξεί ν αιγόξηζκνο λα μεθύγεη από ηελ θακπύιε πνπ αθνινπζεί 

θαη λα δώζεη ιάζνο απνηειέζκαηα. Υαξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα απνηεινύλ πεξηπηώζεηο όπνπ δύν 

θιάδνη ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη πνιύ θνληά κεηαμύ ηνπο, θη έλα κεγάιν η ζα νδεγνύζε ζηελ κεηάβαζε 

ηνπ αιγνξίζκνπ από ηνλ έλα θιάδν ζηνλ άιιν ζε θάπνηεο επαλαιήςεηο. 

Δθηειώληαο ηνλ αιγόξηζκν ηνπ Βrühl δηαπηζηώζακε αξρηθά όηη ζε πεξίπησζε κε ζπλεθηηθόηεηαο 

ηνπ  , κηα εθηέιεζή ηνπ ππνινγίδεη κόλν κηα από ηηο ζπλεθηηθέο ζπληζηώζεο, απηή πνπ 

αλαπηύζζεηαη γύξσ από ηελ ηδηνηηκή από ηελ νπνία μεθίλεζε. Απηό απνηειεί βαζηθό κεηνλέθηεκα 

ησλ αιγνξίζκσλ απηήο ηεο θαηεγνξίαο, ην νπνίν μεπεξληέηαη κόλν πεηξακαηηθά, εθηειώληαο ηνλ 
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αιγόξηζκν θαη δηαπηζηώλνληαο από πνηεο άιιεο ηδηνηηκέο πξέπεη λα μεθηλήζνπκε έηζη ώζηε λα 

βξεζνύλ όινη νη θιάδνη. Δπηπιένλ, όπσο είδακε θαη όπσο ζπλνςίδεηαη θαη ζηνλ Πίλαθα 2, ν 

αξηζκόο επαλαιήςεσλ πνπ ρξεηάδνληαη έηζη ώζηε ε Newton-Raphson λα βξεη ην πξώην ζεκείν 

πάλσ ζην ζύλνξν κε ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα (ζηηο εθηειέζεηο καο πάληα 10
-6

) δελ είλαη ν ίδηνο. 

Απηό ζπκβαίλεη δηόηη ε απόζηαζε ηνπ ζπλόξνπ από ηελ αξρηθή ηδηνηηκή δελ είλαη ζηαζεξή παξά 

κόλν αλ ην ςεπδνθάζκα είλαη ηέιεηνο θύθινο. Η έιιεηςε δπλαηόηεηαο εύξεζεο ηεο ηδαληθήο 

θαηεύζπλζεο είλαη άιιν έλα κεηνλέθηεκα ηεο θαηεγνξίαο, αθνύ θαη απηή κπνξεί λα βξεζεί κόλν 

πεηξακαηηθά. Σν ηειεπηαίν κεηνλέθηεκα πνπ δηαπηζηώζακε είλαη ε αδπλακία λα γλσξίδνπκε εμ’ 

αξρήο πόζα ζεκεία πξέπεη λα ππνινγηζηνύλ γηα λα βξεζεί θάζε θακπύιε νιόθιεξε, έλα εξώηεκα 

πνπ επίζεο απαληάηαη κόλν πεηξακαηηθά. Παξ’ όια απηά ν αιγόξηζκνο είλαη πνιύ ζηαζεξόο θαη 

δίλεη ζσζηά απνηειέζκαηα, θαη γηα θαηάιιειε επηινγή ηνπ βήκαηνο η ν αξηζκόο ησλ 

ππνινγηδόκελσλ ζεκείσλ κεηώλεηαη δξαζηηθά, ζε ζρέζε κε ηνλ αιγόξηζκνο Inclusion-Exclusion. Η 

δηαθνξά απηή θαίλεηαη ζηε ζύγθξηζε ησλ ηηκώλ ησλ Πηλάθσλ 1, 3 θαη 4. πγθεθξηκέλα, ν αξηζκόο 

ησλ ζεκείσλ θαηά 86% ζε ζρέζε κε ηνλ αιγόξηζκν Large IE γηα ηνλ πίλαθα Kahan θαη θαηά 90% 

γηα ηνλ πίλαθα Toepliz.  

Σα παξαπάλσ κεηνλεθηήκαηα αθνξνύλ θαη ηνλ αιγόξηζκν Cobra πνπ κειεηήζακε ζην Κεθάιαην 6. 

Η βειηίσζε πνπ επηθέξεη ν Cobra είλαη ε εηζαγσγή ηνπ παξαιιειηζκνύ ζηελ ηδέα ηνπ path-

following. Όπσο είλαη θπζηθό, ζηνλ αιγόξηζκν ηνπ Βrühl δελ γίλεηαη θακία εθκεηάιιεπζε ηνπ 

παξαιιειηζκνύ, αθνύ γηα ηνλ ππνινγηζκό θάπνηνπ ζεκείνπ ρξεηάδεηαη λα έρεη ήδε ππνινγηζηεί ν 

πξνεγνύκελν. ηνλ αιγόξηζκν Cobra, ε κόλε δηαθνξά είλαη όηη δεδνκέλσλ δύν ζεκείσλ ηνπ 

ζπλόξνπ πνπ έρνπλ ππνινγηζηεί, πξνβιέπεηαη έλαο πξνθαζνξηζκέλνο αξηζκόο επόκελσλ ζεκείσλ 

πάλσ ζηελ επζεία πνπ απηά νξίδνπλ, ζε ίζεο απνζηάζεηο κεηαμύ ηνπο. ηε ζπλέρεηα, ηα ζεκεία 

απηά δηνξζώλνληαη ηαπηόρξνλα κε ηε ρξήζε παξάιιεισλ επεμεξγαζηώλ.  ηα πιαίζηα ηεο 

ζπγθεθξηκέλεο εξγαζίαο δελ ήηαλ εθηθηή ε ρξήζε παξαιιειίαο. Δληνύηνηο, ν αιγόξηζκνο 

πινπνηήζεθε δηνξζώλνληαο ηα ζεκεία έλα ηε θνξά θαη αθόκα θαη έηζη παξαηεξήζεθε κείσζε 

ρξόλνπ σο θαη 80% ζε ζρέζε κε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ Βrühl, όπσο θαίλεηαη ζηνλ Πίλαθα 5. Η 

πξαθηηθή πνπ αθνινπζνύλ νη Μπέθαο θαη Γαιιόπνπινο ζηελ πινπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ Cobra  

είλαη λα ρξεζηκνπνηνύλ ηόζνπο επεμεξγαζηέο όζα θαη ηα ζεκεία πνπ πξνβιέπνληαη αλά βήκα. Έηζη, 

απνδείμακε ζηελ Παξάγξαθν 6.2 όηη ε κέγηζηε επηηάρπλζε πνπ κπνξεί λα επηθέξεη ν Cobra είλαη 

ίζε κε m/2, όπνπ m o αξηζκόο ησλ επεμεξγαζηώλ. ηνλ Πίλαθα 6 παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα 

ηεο εθηέιεζεο ηνπ Cobra κε ρξήζε παξαιιειίαο ζε ζρέζε κε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ Βrühl θαη 

πξάγκαηη ν ρξόλνο εθηέιεζεο είλαη θάηη ιηγόηεξν από 4 θνξέο κηθξόηεξνο, όηαλ ρξεζηκνπνηνύληαη 

8 επεμεξγαζηέο. 
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Σέινο, κειεηήζακε ηνλ αιγόξηζκνο Fast Descent ν νπνίνο επίζεο εηζάγεη παξαιιειηζκό ζηελ ηδέα 

ηνπ path-following, αιιά κε δηαθνξεηηθό ηξόπν από ηνλ Cobra. Η ηδέα εδώ είλαη παξόκνηα κε ηελ 

εθκεηάιιεπζε ηνπ παξαιιειηζκνύ ζηνλ GRID. Ο αιγόξηζκνο ρξεζηκνπνηεί κηα ήδε ππάξρνπζα 

θακπύιε   γηα θάπνην επίπεδν ε ηνπ ςεπδνθάζκαηνο θαη ζηε ζπλέρεηα δηνξζώλεη ηα ζεκεία ηεο 

όπσο αθξηβώο γίλεηαη ε δηόξζσζε θάζε ζεκείνπ ζην  path-following, ζε δηεύζπλζε θάζεηε ζηελ 

θακπύιε έηζη ώζηε λα ππνινγηζηεί έλα άιιν επίπεδν ηνπ ςεπδνθάζκαηνο  , όπνπ    θαη 

επαγσγηθά ν αιγόξηζκνο δεδνκέλνπ ηνπ   ππνινγίδεη ζπλνιηθά Μ επίπεδα ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, 

,  1,...,
i

i M  , όπνπ 1 2 ... M      θάλνληαο ρξήζε ηνπ 
1i 

  γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 
i

 . 

Ο ππνινγηζκόο ησλ ζεκείσλ θάζε θαηλνύξηαο θακπύιεο γίλεηαη ηαπηόρξνλα, ρσξίδνληαο ηα ζεκεία 

ζε παξάιιεινπο επεμεξγαζηέο. Ο ηξόπνο κε ηνλ νπνίν κνηξάδνληαη ηα ζεκεία αλαιύεηαη ζύληνκα 

ζηελ Παξάγξαθν 7.2. Δθηόο από ηε κείσζε ηνπ ρξόλνπ εύξεζεο πνιιώλ επηπέδσλ ηνπ 

ςεπδνθάζκαηνο, ν Fast Descent ιύλεη θαη ην πξόβιεκα πνπ παξνπζηάδεηαη ζε πεξηπηώζεηο κε 

ζπλεθηηθόηεηαο αθνύ, όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ Δηθόλα 25, ππνινγίδεη όιεο ηηο ζπλεθηηθέο 

ζπληζηώζεο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο πνπ βξίζθνληαη εληόο ηεο αξρηθήο θακπύιεο  . Όπσο θαη ζηελ 

πεξίπησζε ηνπ Cobra, εθηειέζακε ηνλ αιγόξηζκν ρξεζηκνπνηώληαο έλαλ επεμεξγαζηή θαη ζηελ 

πεξίπησζε ελόο πίλαθα Kahan κεγέζνπο 30, παξαηεξήζακε όηη ν ρξόλνο εθηέιεζεο κεηώλεηαη ζην 

1/3 γηα ηελ εύξεζε ηνπ ςεπδνθάζκαηνο γηα ηηο ηηκέο 0.1, 0.01 θαη 0.001, αθόκα θη αλ ζ’ απηό ηνλ 

αιγόξηζκν ππνινγίδεηαη ν ίδηνο αξηζκόο ζεκείσλ γηα θάζε ηηκή ηνπ ε, ελώ νη άιινη δύν path-

following αιγόξηζκνη κπνξνύλ λα ππνινγίζνπλ δηαθνξεηηθό αξηζκό αλά επίπεδν, αθνύ όζν 

κηθξαίλεη ην ε ηόζν κεηώλεηαη ην κήθνο ηνπ ζπλόξνπ ηνπ ςεπδνθάζκαηνο θαη άξα ρξεηάδεηαη λα 

ππνινγηζηνύλ ιηγόηεξα ζεκεία γηα ηελ εύξεζή ηνπ. Σέινο, αλαιύζακε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν 

δηνξζώλεηαη ην κεηνλέθηεκα απηό ηνπ αιγνξίζκνπ Fast Descent θαη ππνινγίδεηαη δηαθνξεηηθόο 

αξηζκόο ζεκείσλ αλά επίπεδν ζηελ Τπνπαξάγξαθν 7.1.1, απνξξίπηνληαο ζεκεία ηα νπνία ήηαλ 

πνιύ θνληά κεηαμύ ηνπο ζηελ πξνεγνύκελε θακπύιε. 
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9. Μειιοληηθοί προβιεκαηηζκοί 

Χο πεξεηαίξσ κειέηε ηνπ ζέκαηνο εύξεζεο ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, κπνξνύκε, έρνληαο ηα θαηάιιεια 

κέζα, λα αζρνιεζνύκε κε ηελ πινπνίεζε ησλ αιγνξίζκσλ πνπ κειεηήζακε ζε ζύζηεκα 

παξάιιεισλ επεμεξγαζηώλ θαη λα αζρνιεζνύκε κε ηνλ ειάρηζην αξηζκό επεμεξγαζηώλ πνπ 

ρξεηάδνληαη γηα ηελ ηθαλνπνηεηηθή κείσζε ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο θάζε αιγνξίζκνπ, ζε ζρέζε κε ην 

κέγεζνο ηνπ εμεηαδόκελνπ πίλαθα θαζώο θαη ηε κνξθή ηνπ. Θεσξνύκε πσο όζν πην απιή θαη θνληά 

ζηελ θαλνληθόηεηα είλαη ε κνξθή ελόο πίλαθα, ηόζν πεξηζζόηεξνο αξηζκόο επεμεξγαζηώλ ζα 

ρξεηαζηεί γηα ηελ ηθαλνπνηεηηθή κείσζε ηνπ ρξόλνπ.  

Όζνλ αθνξά ηνλ αιγόξηζκν Inclusion-Exclusion, κηα πεξεηαίξσ ελαζρόιεζε ζα κπνξνύζε λα 

πεξηέρεη ηελ κείσζε ησλ ζεκείσλ πνπ εμεηάδνληαη, έηζη ώζηε λα απνθιείνληαη θαη ηα εζσηεξηθά 

ζεκεία ηνπ ςεπδνθάζκαηνο, αθνύ ν ζηόρνο καο  ε εύξεζε θαη απεηθόληζε ηνπ ζπλόξνπ ηνπ. 

Βέβαηα θάηη ηέηνην ζα απέηξεπε ηελ εθκεηάιιεπζε ηνπ παξαιιειηζκνύ όπσο απηή αλαιύεηαη ζηελ 

Παξάγξαθν 4.1, αιιά ζα ήηαλ ελδηαθέξνλ λα δηαπηζηώζνπκε θαηά πόζν ζα κεησλόηαλ ν αξηζκόο 

ησλ ζεκείσλ ζε θάζε πεξίπησζε.  

Έλα αθόκα ζέκα πνπ παξνπζίαζε ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ είλαη ην βήκα ηεο πξόβιεςεο ηνπο 

αιγνξίζκνπο path-following. Μηα κειινληηθή κειέηε ζα κπνξνύζε λα πεξηιακβάλεη ηε κειέηε ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ βήκαηνο θαη αλ απηό κπνξεί λα είλαη κεηαβιεηό ζε θάζε επαλάιεςε γηα θαζέλα 

ζεκείν, αλάινγα κε ηε γεσκεηξία ηεο θακπύιεο ζε εθείλε ηελ πεξηνρή. Αλ θάηη ηέηνην απνδεηρζεί 

εθηθηό, ηόηε ζα κπνξνύζακε λα αζρνιεζνύκε κε ηηο παξακέηξνπο από ηηο νπνίεο ζα εμαξηάηαη ην η 

ζε θάζε επαλάιεςε θαη αλ απηέο κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ κε όζα δεδνκέλα έρεη ν αιγόξηζκνο 

ζηε δεδνκέλε ρξνληθή ζηηγκή, δειαδή κόλν κε ηα πξνεγνύκελα ζεκεία πνπ βξίζθνληαη πάλσ ζηελ 

θακπύιε. 
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