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Πξφινγνο 
 

 

 

Αληηθείκελν ηεο παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο είλαη ε πνιπθξηηεξηαθή 

αλάιπζε παιηλδξφκεζεο θαη ε επηινγή κεηαβιεηψλ θαηά ηε δηαδηθαζία απηή. 

Οπζηαζηηθά, ζα κειεηήζνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ηεο πνιπθξηηεξηαθήο  

παιηλδξφκεζεο ρξεζηκνπνηψληαο έλα ζπγθεθξηκέλν δείγκα 250 παξαηεξήζεσλ 

φπνπ αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο είλαη δηάθνξεο ζσκαηνκεηξηθέο κεηξήζεηο θη 

εμαξηεκέλε κεηαβιεηή ην πνζνζηφ ιίπνπο. Δπηπιένλ ζα  επηρεηξήζνπκε λα 

ειαρηζηνπνηήζνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ πνπ ρξεηάδνληαη γηα ηε 

δεκνπξγία ελφο πξνβιεπηηθνχ κνληέινπ γηα ην ζπγθεθξηκέλν δείγκα, ην νπνίν 

κειεηάκε. Ζ δεκηνπξγία πξνβιεπηηθψλ κνληέισλ είλαη έλαο ηνκέαο, ν νπνίνο 

απαζρνιεί πάζεο θχζεσο ηνκέα ηεο επηζηήκεο, θαζψο δίλεη ηε δπλαηφηεηα 

πξνζέγγηζεο κειινληηθψλ απνηειεζκάησλ. πλεπψο,  καο δίλνπλ ηε 

δπλαηφηεηα πξφβιεςεο κεηαβιεηψλ γξήγνξα θαη απνηειεζκαηηθά.  

Ζ δηπισκαηηθή εξγαζία πξαγκαηνπνηήζεθε ζην ππνινγηζηηθφ εξγαζηήξην 

Βηνκεραληθήο & Δλεξγεηαθήο Οηθνλνκίαο.O επηβιέπσλ θαζεγεηήο απηήο ηεο 

δηπισκαηηθήο εξγαζίαο ήηαλ ν επίθνπξνο θαζεγεηήο Γ. Μαπξσηάο.  

 

 

 

 

  



Πεξίιεςε 
 

θνπφο απηήο ηεο δηπισκαηηθήο είλαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ 

καζεκαηηθφ πξνγξακκαηηζκφ ζηελ αλάιπζε παιηλδξφκεζεο. Γηα ην ιφγν απηφ 

ρξεζηκνπνηνχκε πεξηζζφηεξα απφ έλα θξηηήξηα βειηηζηνπνίεζεο θαη 

επηρεηξνχκε λα πξαγκαηνπνηήζνπκε ζπγρξφλσο θη επηινγή κεηαβιεηψλ 

δειαδή λα επηιέμνπκε απφ ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο εθείλεο πνπ είλαη 

απαξαίηεηεο. Γηα ηνλ ζθνπφ ηεο δηπισκαηηθήο βαζηζηήθακε ζε έλα ζεη 

δεδνκέλσλ ην νπνίν ην βξήθακε ζηε βηβιηνγξαθία. ηε ζπλέρεηα απφ ην ζεη 

απηφ, δεκηνπξγήζακε 10 δηαθνξεηηθά ζεη δεδνκέλσλ κε ιηγφηεξεο 

παξαηεξήζεηο κε ηε κέζνδν bootstrapping.  Γειαδή θξαηήζακε ην 10% ησλ 

παξαηεξήζεσλ εθηφο δείγκαηνο (out of sample) δειαδή δε ην ιάβακε ππ‘ φςηλ 

καο ζηε θαηαζθεπή ηνπ κνληέινπ πξφβιεςεο, ψζηε λα εθαξκφζνπκε  ην 

κνληέιν πνπ πξνέθππηε θαη λα δνχκε θαηά πφζν πξνζαξκφδεηαη απηφ ζηηο 

παξαηεξήζεηο πνπ έκεηλαλ «εθηφο δείγκαηνο». Σηο ππφινηπεο παξαηεξήζεηο 

(90%), ηηο ρξεζηκνπνηήζακε γηα λα θαηαζθεπάζνπκε απηφ ην κνληέιν. Με ηνλ 

ηξφπν απηφ θαηαζθεπάζηεθαλ κνληέια παιηλδξφκεζεο κε δηαθνξεηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά γηα λα κπνξνχκε ζηε ζπλέρεηα λα ηα ζπγθξηλνπκε κεηαμχ 

ηνπο. Γηα ηε δεκηνπξγία θη επίιπζε ησλ κνληέισλ ρξεζηκνπνηήζακε ηε 

γιψζζα  κνληεινπνίεζεο GAMS. Σα κνληέια απηά είραλ σο αληηθεηκεληθέο 

ζπλαξηήζεηο (1) ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ απφιπησλ 

ζθαικάησλ θαη (2) ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ κέγηζηνπ ζθάικαηνο. πγρξφλσο 

κειεηήζακε θαη ηελ ηαπηφρξνλε εθαξκνγή ησλ δχν θξηηεξίσλ δεκηνπξγψληαο 

έλα κνληειν πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζεο παιηλδξφκεζεο.  

Δπηρεηξήζακε επίζεο λα κειεηήζνπκε ην πξφβιεκα ηεο επηινγήο ησλ 

θαηάιιεισλ κεηαβιεηψλ θάλνληαο ζπγθξίζεηο θαη κε άιιεο θαζηεξσκέλεο 

κεζφδνπο φπσο ε βεκαηηθή παιηλδξφκεζε (stepwise regression). 

Απφ ηελ κειέηε ησλ απνηειεζκάησλ ζηελ πξνζαξκνγή ησλ κνληέισλ ζηα 

δεδνκέλα εθηφο δείγκαηνο βγήθαλ ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα. Πξνέθπςε φηη ν 

καζεκαηηθφο πξνγξακκαηηζκφο κπνξεί πνιχ ηθαλνπνηεηηθά λα ρξεζηκνπνηεζεί 

ζηελ αλάιπζε παιηλδξφκεζεο. Σα πνιπθξηηεξηαθά κνληέια έδσζαλ θαιχηεξα 

απνηειέζκαηα απφ ηα κνλνθξηηεξηαθά. Σν θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ 

απφιπηνπ κέγηζηνπ ζθάικαηνο έδσζε θαιχηεξα απνηειέζκαηα απφ ην 

θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ απφιπησλ ζθαικάησλ. Ζ 

επηινγή κεηαβιεηψλ κε ηνλ καζεκαηηθφ πξνγξακκαηηζκφ δελ δίλεη ηα ίδηα 

απνηειέκαηα κε ηελ βεκαηηθή παιηλδξφκεζε.   

  



 

 
 
 
 

Κεθάιαην 1 

Δηζαγσγή 
 

  



Σα ηειεπηαία ρξφληα έρεη αξρίζεη λα απαζρνιεί ηδηαίηεξα ε 

δηαρείξηζε ηεο αβεβαηφηεηαο σο πξνο ηηο παξακέηξνπο ελφο κνληέινπ 

μεθεχγνληαο απφ ηηο απιέο κνξθέο αλάιπζεο επαηζζεζίαο πνπ κπνξεί λα 

πξνζθέξεη θαη ν Μαζεκαηηθφο Πξνγξακκαηηζκφο.  ηε ζηαηηζηηθή, ε 

αλάιπζε παιηλδξφκεζεο απνηειείηαη απφ ηερληθέο γηα ηελ κνληεινπνίεζε ησλ 

ζρέζεσλ κεηαμχ ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο (νλνκάδεηαη επίζεο κεηαβιεηή 

απφθξηζεο) θαη κηα ή πεξηζζφηεξεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο (επίζεο γλσζηή 

σο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο ή κεηαβιεηέο πξφβιεςεο). ηελ 

παιηλδξφκεζε, ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή δηακνξθψλεηαη σο ζπλάξηεζε ησλ 

αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ  ζηηο νπνίεο αληηζηνηρνχλ νη  παξάκεηξνη 

παιηλδξφκεζεο (ζπληειεζηέο).  Θεσξνχκε φηη ε αλάιπζε παιηλδξφκεζεο  εί λαη 

κηα ηερληθή, ε νπνία  εμεηάδεη ηελ αιιεινεμάξηεζε κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ 

ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ζπλφινπ δεδνκέλσλ. Ζ ζπλεζηζκέλε πνιπθξηηεξηαθή 

γξακκηθή παιηλδξφκεζε εθαξκφδεηαη ζε εάλ ζχλνιν δεδνκέλσλ φπνπ 

ρξεζηκνπνηνχκε έλα ζηαζεξφ αξηζκφ επεμεγεκαηηθψλ (ή αιιηψο αλεμάξηεησλ) 

κεηαβιεηψλ θαη έλα θξηηήξην βειηηζηνπνηήζεο (ζπλήζσο ρξεζηκνπνηνχκε ηε 

ζπλάξηεζε ειαρηζηνπνηήζεο ησλ ζθαικάησλ φπσο ην άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγψλσλ ησλ ζθαικάησλ). Μεξηθέο θνξέο, ζθφπηκα ρσξίδνπκε έλα ζχλνιν 

Ν ησλ ππάξρνπζσλ επεμεγεκαηηθψλ (ή αιιηψο αλεμάξηεησλ) κε ηαβιεηψλ θαη 

λα ηηο απνκνλψζνπκε απφ απηέο ην θαιχηεξν ππνζχλνιν Μ ησλ κεηαβιεηψλ 

(ΜΝ). Απηφ ην πξφβιεκα ην ζπλαληάκε ζπρλά ζηε ζηαηηζηηθή βηβιηνγξαθία 

ζαλ  έλα πξφβιεκα  επηινγήο κεηαβιεηώλ  θαη ε  αηηία πίζσ απφ απηφ είλαη ε 

αξρή ηεο κεηξηνπάζεηαο ,  ε νπνία  νξίδεη  φηη ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ειάρηζην 

αξηζκφ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ, νη  νπνίεο πεξηγξάθνπλ επαξθψο ηα 

δεδνκέλα καο.  

Ζ πνιπθξηηεξηαθή αλάιπζε απνθάζεσλ  απνηειεί έλα εμειηγκέλν 

πεδίν ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο, ν νπνίνο ηηο ηειεπηαίεο ηξεηο 

δεθαεηίεο έρεη γλσξίζεη ηδηαίηεξε άλζεζε ηφζν ζε ζεσξεηηθφ φζν θαη ζε 

πξαθηηθφ επίπεδν. Βαζηθφ ξφιν ζηελ αλάπηπμε θαη δηάδνζε ηεο 

πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζεο απνηέιεζε ε απιή δηαπίζησζε φηη ε επίιπζε 

πνιχπινθσλ θαη ηδηαίηεξα ζεκαληηθψλ πξνβιεκάησλ ιήςεο απνθάζεσλ 

δελ είλαη δπλαηφ λα πξαγκαηνπνηείηαη κέζσ κηαο κνλφπιεπξεο θαη 

κνλνδηάζηαηεο αλάιπζεο.  

 

Σν πξφβιεκα ηεο επηινγήο κεηαβιεηψλ έρεη πνιιέο πξαθηηθέο 

εθαξκνγέο ζε δηάθνξνπο ηνκείο,  φπσο θνηλσληθέο επηζηήκεο, νηθνλνκία, 

κεηεσξνινγηθά θαηλφκελα θαη πνιιέο άιιεο. Αλά δηαζηήκαηα έρνπλ 

δεκνζηεπηεί αξθεηά άξζξα ζρεηηθά κε ηελ Αλάιπζε Παιηλδξφκεζεο αιιά θαη 

γηα ην πξφβιεκα ηεο Δπηινγήο Μεηαβιεηψλ. Μηα ζεκαληηθή πξνζπάζεηα έγηλε 

απφ ηελ νκάδα Narula et  Al.  ην 2003, νη  νπνίνη παξνπζίαζαλ κηα ζεηξά απφ 

δηαδηθαζίεο νη νπνίεο ζα παξνπζηάδνπλ ηε δπλαηφηεηα λα βξίζθνπλ κνληέια 

ρξεζηκνπνηψληαο φζν ιηγφηεξεο κεηαβιεηέο είλαη δπλαηφλ θαη θάπνηα 

θξηηήξηα ψζηε λα είλαη ε δπλαηή ε επηινγή ηνπ κνληέινπ. Έλα άιιν 

ζεκαληηθφ άξζξν είλαη ηνπ Bruce Ratner ην νπνίν δεκνζηεχζεθε ην 2003  ν 

νπνίνο κειέηεζε ηηο κεζφδνπο επηινγήο κεηαβιεηψλ ζηελ Παιηλδξφκεζε. 

Παξ‘ φια απηά ε αλάιπζε Παιηλδξφκεζεο έρεη ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα ηε 



κειέηε νηθνινγηθψλ πξνβιεκάησλ φπσο έθαλαλ νη Mark J.  Whittingham, et  Al 

ην 2006. Έλα άιιν ελδηαθέξνλ άξζξν δεκνζηεχζεθε απφ ηνλ Mark W. Watson 

ην 2004, ζην νπνίν εμεγνχζε πσο ρξεζηκνπνηνχλ ηα πιεξνθνξηαθά θξηηήξηα 

γηα ηελ πξφβιεςε ηνπ θαηξνχ, θαηαζθεπάδνληαο κνληέια πξφβιεςεο. Καηά 

ηελ αλαδήηεζε καο βηβιηνγξαθηθψλ πεγψλ ζρεηηθά κε ηελ αλάιπζε 

παιηλδξφκεζεο βξήθακε ην βηβιίν κε ηίηιν ―Applied Regression Analysis‖  

ησλ Drapper θαη Smith. ην βηβιίν απηφ εθαξκφδεηαη ε κέζνδν 

παιηλδξφκεζεο ζε θάζε πεξίπησζε ζπλάκα, παξνπζηάδνληαη θαη φιεο νη 

κνξθέο πνπ κπνξεί λα πάξεη ε κέζνδνο παιηλδξφκεζεο. Οπζηαζηηθά έρεη γίλεη 

κηα πξνζπάζεηα ζπγθέληξσζεο φισλ ησλ κνξθψλ Παιηλδξφκε ζεο.  Έλα άιιν 

ελδηαθέξνλ ην νπνίν βξήθακε θαηά ηελ αλαδήηεζε καο γηα ηηο βηβιηνγξαθηθέο 

καο πεγέο, είλαη <<Introduction to Linear Regression Analysis >> ησλ 

Montgomer et  Al.  Σν βηβιίν απηφ επηθεληξψλεηαη ζηελ αλάιπζε ηεο 

γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο, αλαιχεη θάζε πεξίπησζε μερσξηζηά. Ο ζηφρνο ηνπ 

βηβιίνπ είλαη λα θάλεη κηα εηζαγσγή ζε φιεο ηηο κνξθέο ηεο αλάιπζεο 

παιηλδξφκεζεο θαη ηα εθαξκφδεη ζε δηάθνξα δείγκαηα.  

ηε ζπγθεθξηκέλε δηπισκαηηθή ρξεζηκνπνηνχκε σο κειέηε πεξίπησζεο 

έλα ζχλνιν δεδνκέλσλ απφ ηε βηβιηνγξαθία. Σα δεδνκέλα απηά πξνέξρνληαη 

απφ κεηξήζεηο πνπ έγηλαλ ζε έλα πιεζπζκφ κε ζθνπφ ηε κέηξεζε ηνπ 

πνζνζηνχ ηνπ ιίπνπο ηνπο. Σν κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο αλέξρεηαη ζηηο 250 

παξαηεξήζεηο φπνπ κεηξάκε ην πνζνζηφ ιίπνπο ζε δηάθνξα ζεκεία ηνπ 

ζψκαηνο ψζηε λα ππνινγίζνπκε ην ιίπνο πνπ ππάξρεη ζην ζψκα ηνπ θάζε 

αλζξψπνπ.  

Σν ζέκα απηήο  ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο ρσξίδεηαη ζε δχν κέξε. Σν 

πξψην κέξνο αθνξά ηε πνιπθξηηεξηαθή αλάιπζε παιηλδξφκεζεο θαη ην 

δεχηεξν κέξνο επηθεληξψλεηαη ζηελ επηινγή κεηαβιεηψλ. Οπζηαζηηθά ,  

δεκηνπξγνχκε δχν νκάδεο  κεηξήζεσλ. Απφ ην ζχλνιν ησλ κεηξήζεσλ ηηο 25 

ηηο απνκνλψλνπκε θαη ηηο ππφινηπεο ηηο ζεσξνχκε κηα δεχηεξε νκάδα. Σελ 

νκάδα κε ηηο 25 κεηξήζεηο ηελ νλνκάδνπκε  εθηφο δείγκαηνο παξαηεξήζεηο. 

Έηζη ,  ινηπφλ εθαξκφδνπκε κεζφδνπο ψζηε  λα δεκηνπξγήζνπκε πξνβιεπηηθά 

κνληέια θαη ηαπηφρξνλα λα πξνζδηνξίζνπκε ησλ αξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ. Σα 

απνηειέζκαηα πνηθίινπλ, θαζψο έρνπκε δχν θαηεγνξίεο. Ζ κηα θαηεγνξία 

αλαθέξεηαη ζηηο εθηφο δείγκαηνο παξαηεξήζεηο θαη ε άιιε ζηηο εληφο 

δείγκαηνο παξαηεξήζεηο.  

Ζ παξνχζα  δηπισκαηηθή εξγαζία δνκείηαη απφ ηα εμήο θεθάιαηα:  

ην κεθάλαιο 1
ο
  εμεγνχκε ην ζθνπφ απηήο ηεο εξγαζίαο θαη δηάθνξεο 

βηβιηνγξαθηθέο αλαθνξέο πνπ έρνπλ γίλεη  αλά δηαζηήκαηα ζην ζπγθεθξηκέλν 

εξεπλεηηθφ ηνκέα.  

ην κεθάλαιο 2
ο
  είλαη  αθηεξσκέλν ζην ζεσξεηηθφ ππφβαζξν πνπ 

ρξεηάδεηαη λα γλσξίδεη  θάπνηνο ψζηε λα κπνξέζεη λα θαηαλνήζεη ηνπο 

ππνινγηζκνχο πνπ έρνπκε θάλεη ζηα παξαθάησ θεθάιαηα.  

ην κεθάλαιο 3
ο
   κειεηάκε ην πξφβιεκα καο θαη ζρεδηάδνπκε ηελ 

αλάιπζε ηνπ.  



ην κεθάλαιο 4
ο
   εμεγνχκε ηε δηαδηθαζία αλάιπζεο πνπ αθνινπζνχκε 

ζηε δηθή καο πεξίπησζε.  

ην κεθάλαιο 5
ο
   εμεγνχκε ηνλ ηξφπν αλάπηπμεο ησλ κνληέισλ καο  

θαζψο θαη ηε γιψζζα πξνγξακκαηηζκνχ πνπ ρξεζηκνπ νηνχκε ζηελ εξγαζία 

απηή.  

ην κεθάλαιο 6
ο
   αλαιχνπκε ηα απνηειέζκαηα ησλ κνληέισλ καο θαη 

θαηαιήγνπκε ζε θάπνηα ζπκπεξάζκαηα ηα νπνία πξνθχπηνπλ απφ απηή ηελ 

δηπισκαηηθή εξγαζία.  

  



 

 

Kεθάιαην 2 

Θεσξεηηθφ Μέξνο 
 

 

 

 

 

 

θνπφο  απηνχ  ηνπ θεθαιαίνπ είλαη λα αλαπηχμνπκε θαη λα ππελζπκίζνπκε 

έλλνηεο θαη φξνπο  πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηε παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία.  

Αξρηθά, αλαιχνπκε ην Μαζεκαηηθφ Πξνγξακκαηηζκφ (ΜΡ) θαη πσο απηφο αλαιχεηαη. 

ηε ζπλέρεηα, εζηηάδνπκε ζηα είδε  Παιηλδξφκεζεο (Regression) θαη ζηηο κεζφδνπο 

πνπ ρξεζηκνπνηνχκε γηα ηελ Δπηινγή Μεηαβιεηψλ (Variable Selection). Σέινο, 

αλαιχνπκε ηελ πνιιαπιή θξηηεξηαθή παιηλδξφκεζε (Multiple Criteria Regression) 

ζηελ νπνία επηθεληξψλεηαη έλα κεγάιν κέξνο ηεο δηπισκαηηθήο απηήο εξγαζίαο. 
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2.1 Δηζαγσγή ζηελ Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα 

Ζ Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα, Operational (ή Operations) Research είλαη 

επηζηεκνληθφο θιάδνο πνπ αζρνιείηαη µε ηελ αλάπηπμε καζεκαηηθψλ 

κνληέισλ γηα ηελ πεξηγξαθή ζπζηεκάησλ θαη δηαδηθαζηψλ µε θχξην ζθνπφ ηελ 

αξηζηνπνίεζε ηνπο θαη ηε ιήςε απνθάζεσλ. Ο φξνο «Δπηρείξεζε» (Operation) 

έρεη  ηελ έλλνηα ηεο δηαδηθαζίαο, ιεηηνπξγίαο θαη φρη ηεο εηαηξίαο. Μεηά ηνλ 

Β‘ Παγθφζκην Πφιεκν θαζηεξψζεθε σο λέν επηζηεκνληθφ π εδίν θαη 

αλαπηχρζεθε ξαγδαία θπξίσο ζηηο ΖΠΑ. Πξψηεο εθαξκνγέο ζε βηνκεραλία θαη 

δηνίθεζε ηε δεθαεηία ηνπ 1950. Μάζεκα ζηα παλεπηζηήκηα πξηλ απφ ην 1960. 

Σηο δεθαεηίεο ηνπ 1950 θαη 1960 αλαπηχρζεθαλ νη πεξηζζφηεξνη αιγφξηζκνη 

θαη κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη αθφκα θαη ζήκεξα. Ραγδαία  ήηαλ ε 

αλάπηπμε κε ηελ πξφνδν ησλ Ζ/Τ.  

Καζνξηζκόο ηνπ πξνβιήκαηνο  

 (Οξηζκφο ηνπ ζπζηήκαηνο, θαζνξηζκφο ζηφρσλ)  

Γηαηχπσζε ηνπ κνληέινπ  

 Καζνξηζκφο κεηαβιεηψλ απφθαζεο (=άγλσζηνη),  εχξεζε δεδνκέλσλ γηα 

ηνλ θαζνξηζκφ  παξακέηξσλ  

(=γλσζηνί),  δηαηχπσζε καζεκαηηθψλ ζρέζεσλ  

 Δπίιπζε ηνπ κνληέινπ  

Αιγφξηζκνο επίιπζεο  

Έιεγρνο απνηειεζκάησλ  

 Αλάιπζε επαηζζεζίαο, αβεβαηφηεηεο  

Τινπνίεζε ηεο ηειηθήο ιχζεο  

ΚΑΣΗΓΟΡΙΔ ΜΔΘΟΓΩΝ ΔΠΙΥΔΙΡΗΙΑΚΗ ΔΡΔΤΝΑ  

– Μαζεκαηηθφο Πξνγξακκαηηζκφο  

Γξακκηθφο Πξνγξακκαηηζκφο (Linear Programming)  

Αθέξαηνο Πξνγξακκαηηζκφο (Integer Programming)  

Μηθηφο Αθέξαηνο Γξακκηθφο Πξνγξακκαηηζκφο (Mixed Integer LP)  

Με-Γξακκηθφο Πξνγξακκαηηζκφο, Πνιπθξηηεξηαθφο Πξνγξακκαηηζκφο,  

Γπλακηθφο Πξνγξακκαηηζκφο  

– Γέλδξα απνθάζεσλ (Dec ision trees) 

– Πνιπθξηηεξηαθή  Αλάιπζε  (Multiple Criteria Decision) 



– Αλάιπζε (Analysis) 

– Αλάιπζε δηθηχσλ  (Network flows, PERT, CPM) 

– Γηαρείξηζε  απνζεκάησλ  (Inventory control, EOQ) 

– Αλάιπζε γξακκψλ  αλακνλήο  (Queuing theory, simulation) 

– Θεσξία  παηγλίσλ  (Game theory) 

– Πξνζνκνίσζε  (Simulation) 

– Δπξεζηηθέο  ηερληθέο  (Heuristics) 

 

 

Σα ηάδηα ηεο Μεζόδνπ  

Ζ αληηκεηψπηζε ελφο πξνβιήκαηνο φπνπ πξέπεη λα ιεθζεί ε βέιηηζηε 

απφθαζε πεξηιακβάλεη ζπλήζσο ηα εμήο ζηάδηα:  

1. Αλαγλψξηζε θαη πεξηγξαθή ηνπ πξνβιήκαηνο. αηηίεο ηνπ πξνβιήκαηνο 

θαζνξηζκφο ζηφρσλ κε αληηθεηκεληθφ ηξφπν νπνηνδήπνηε ιάζνο ζα νδεγήζεη 

ζε απνηπρία ηα επφκελα ζηάδηα.  

2. Καζνξηζκφο ησλ παξακέηξσλ ηνπ πξνβιήκαηνο. Πνηνη παξάγνληεο 

επεξεάδνπλ ηε ιχζε. Πσο κεηαβάιινληαη.  

3. Δληνπηζκφο ησλ πεξηνξηζκψλ ηνπ πξνβιήκαηνο.  

4. Αλαδήηεζε ιχζεσλ θαη επηινγή ηεο Βέιηηζηεο ιχζεο. Βέιηηζηε ιχζε, 

κε βάζε ησλ αληηθεηκεληθφ ζηφρν πνπ ζέζακε ζην βήκα 1.  

5. Γνθηκή θαη πινπνίεζε -εθαξκνγή ηεο Βέιηηζηεο ιχζεο.  

 

Μακθματικό 
Προγραμματιςμό 

Γραμμικό 
Προγραμματιςμό 

Ακζραιο Γραμμικό 
Προγραμματιςμό 

Μθ Γραμμικό 
Προγραμματιςμό 

Σχιμα 2.1: Ταξινόμθςθ Κατθγοριών Γραμμικοφ Προγραμματιςμοφ 



Σν Μνληέιν ηνπ Πξνβιήκαηνο  

Σα ηξία πξψηα ζηάδηα ζπρλά αλαθέξνληαη θαη ζαλ κνληεινπνίεζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Σν καζεκαηηθφ κνληέιν ελφο πξνβιήκαηνο πεξηιακβάλεη:  

1. Σηο κεηαβιεηέο (κεηαβάινπκε γηα λα πεηχρνπκε ην ζηφρν)  

2. Σηο παξακέηξνπο (Σερλνινγηθνί ζπληειεζηέο)  

ε ηηκή ελφο πξντφληνο, ε ηαρχηεηα ή ν ρξφλνο κεηαθνξάο ηνπ, ε αλαινγία 

αλάκημεο δπν πιηθψλ, ε αμία κηαο αλζξσπνψξαο, θιπ.  

3. Σνπο πεξηνξηζκνχο (ή ζπλζήθεο) - κνξθή αληζνεμηζψζεσλ.  

4. Σνλ αληηθεηκεληθφ ζηφρν (ή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, Α) δελ είλαη 

πάληα κνλαδηθφο αιιά κπνξεί λα απνηειείηαη απφ επί κέξνπο  ζηφρνπο .  

Ο νξηζκφο ζχκθσλα κε ηελ Βξεηαληθή Δηαηξεία Δπηρεηξεζηαθήο Έξεπλαο 

νξίδεηαη σο:  

 

 « Δθαξκνγή επηζηεκνληθώλ κεζόδσλ από δηεπηζηεκνληθέο νκάδεο γηα ηελ 

αληηκεηώπηζε ζύλζεησλ πξνβιεκάησλ ειέγρνπ νξγαλσκέλσλ ζπζηεκάησλ  

αλζξώπσλ θαη κεραλώλ κε ζηόρν ηελ εύξεζε ιύζεσλ πνπ εμππεξεηνύλ ηνπο 

ζπλνιηθνύο ζθνπνύο ηεο επηρείξεζεο  κε ηνλ θαιύηεξν ηξόπν. »  

 

2.2 Μαζεκαηηθόο Πξνγξακκαηηζκόο ( Mathematical Programming) 

 Ο Μαζεκαηηθφο Πξνγξακκαηηζκφο είλαη ίζσο ε πην αλεπηπγκέλε 

θαη πεξηζζφηεξν ρξεζηκνπνηεκέλε ηερληθή ιήςεο απνθάζεσλ ζηελ 

νηθνλνκία ή ηε δηνίθεζε επηρεηξήζεσλ. Έρεη σο αληηθείκελν ηελ άξηζηε 

θαηαλνκή πεξηνξηζκέλσλ πφξσλ κεηαμχ δηάθνξσλ αληαγσληζηηθψλ 

δξαζηεξηνηήησλ θάησ απφ ζπλζήθεο  βεβαηφηεηαο . Έλα κνληέιν 

Μαζεκαηηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ απνηειείηαη απφ κηα ‗‘αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε΄΄ ε νπνία εθθξάδεη ην ζηφρν πνπ ζέινπκε  λα 

κεγηζηνπνηήζνπκε ή λα ειαρηζηνπνηήζνπκε θαη απφ έλα ζχλνιν 

πεξηνξηζκψλ (δπλακηθφηεηαο, δηαζεζηκφηεηαο πφξσλ, ηερλνινγίαο, 

θιπ.), πνπ εθθξάδνπλ ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ πεξηβάιινληνο κέζα ζην 

νπνίν πξέπεη λα θηλεζνχκε . Γεληθφ ραξαθηεξηζηηθφ ησλ κνληέισλ 

Μαζεκαηηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ είλαη φηη θαη ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε θαη νη πεξηνξηζκνί εθθξάδνληαη σο καζεκαηηθέο 

ζπλαξηήζεηο. ( Γ.Πξαζηάθνο,2003)  

 

Σα βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά ελφο πξνβιήκαηνο Μαζεκαηηθνχ 

Πξνγξακκαηηζκνχ είλαη ηα αθφινπζα:  

Μεηαβιεηέο απόθαζεο :  εθθξάδνπλ νπζηαζηηθά ηνπο αγλψζηνπο ηνπ 

πξνβιήκαηνο θαη είλαη νη κεηαβιεηέο πνπ ειέγρεη ν απνθαζίδσλ, δει. 



εθείλεο ησλ νπνίσλ ηηο ηηκέο κπνξεί λα  θαζνξίζεη. Σν ζχλνιν ησλ 

κεηαβιεηψλ απφθαζεο απνηειεί νπζηαζηηθά ην αληηθείκελν ηεο 

δηαδηθαζίαο ιήςεο απφθαζεο. Ζ δηαδηθαζία αξηζηνπνίεζεο απνζθνπεί 

ζην λα βξεζνχλ νη ηηκέο εθείλεο γηα ηηο κεηαβιεηέο απφθαζεο νη νπνίεο 

βειηηζηνπνηνχλ ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε.  

Αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε :  απνηειεί ηε καζεκαηηθή ζρέζε ησλ 

κεηαβιεηψλ απφθαζεο πνπ εθθξάδεη ην θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο. 

Δπηδηψθεηαη είηε ε ειαρηζηνπνίεζε είηε ε κεγηζηνπνίεζή ηεο ηηκήο ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. ηα πξνβιήκαηα Πνιπθξηηεξηαθνχ 

Μαζεκαηηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ ππάξρνπλ πεξηζζφηεξεο απφ κία 

αληηθεηκεληθέο ζπλαξηήζεηο (θξηηήξηα απφθαζεο), γη απηφ θαη ηα 

πξνβιήκαηα απηά αλαθέξνληαη θαη σο πξνβιήκαηα δηαλπζκαηηθήο 

βειηηζηνπνίεζεο (vector optimization).  

Πεξηνξηζκνί:  είλαη νη καζεκαηηθέο ζρέζεηο πνπ θαζνξίδνπλ ηηο ηηκέο 

πνπ κπνξνχλ λα πάξνπλ νη κεηαβιεηέο απφθαζεο ζηε δηαδηθαζία ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο. Καζνξίδνπλ δειαδή ην πεδίν νξηζκνχ (εθηθηφ ρσξίν) 

ηνπ πξνβιήκαηνο. Οη πεξηνξηζκνί κπνξεί λα είλαη ηζφηεηεο ή αληζφηεηεο.  

Παξάκεηξνη:  είλαη ηα εμσγελψο νξηδφκελα (εθηφο ηνπ ειέγρνπ ηνπ 

απνθαζίδνληα) κεγέζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Πξφθεηηαη νπζηαζηηθά γηα ηνπο 

γλσζηνχο φξνπο ηνπ πξνβιήκαηνο νη νπνίνη έρνπλ ζηαζεξή ηηκή ζηε 

δηαδηθαζία βειηηζηνπνίεζεο. πλήζσο είλαη ζπληειεζηέο ησλ 

κεηαβιεηψλ απφθαζεο ή εθθξάδνπλ πνζφηεηεο απαξαίηεηεο ζηε 

δηακφξθσζε ησλ πεξηνξηζκψλ (π.ρ. ηελ απαηηνχκελε δήηεζε κηαο 

δξαζηεξηφηεηαο) (Williams, 1985; Winston and Venkataramanan, 2003; 

ίζθνο, 1998).  

 Ο Μαζεκαηηθφο Πξνγξακκαηηζκφο πεξηιακβάλεη κηα ζεηξά απφ 

ηερληθέο αλάινγα κε η ηο πξνππνζέζηεο πνπ ηζρχνπλ  ζην θάζε πξφβιεκα. 

Ο Γξακκηθφο Πξνγξακκαηηζκφο είλαη ν πην γλσζηφο θιάδνο 

Μαζεκαηηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ.  Πξνππνζέηεη φηη νη ζπλαξηήζεηο 

ζηφρνπ θαη πεξηνξηζκψλ είλαη γξακκηθέο θαη νη κεηαβιεηέο απνθάζεσλ 

κπνξνχλ λα πάξνπλ φρη κφλν  αθέξαηεο, αιιά θαη δεθαδηθέο ηηκέο. Άιινο 

επίζεο γλσζηφο θαη ηδηαίηεξα ζεκαληηθφο θιάδνο ηνπ Μαζεκαηηθνχ 

Πξνγξακκηηζκνχ είλαη ν Αθέξαηνο Πξνγξακκαηηζκφο, ν νπνίνο 

εθαξκφδεηαη φηαλ νη κεηαβιεηέο  απηέο αλαπαξηζηνχλ απνθάζεηο 

‗‘ινγηθήο‘‘ θαη φρη θπζηθά κεγέζε. πλεζηζκέλν παξάδεηγκα 

πξνβιεκάησλ Αθέξαηνπ Πξνγξακκαηηζκνχ είλαη ηα πξνβιήκαηα 

επελδχζεσλ, φπνπ ε κεηαβιεηή γηα κηα επέλδπζε κπνξεί λα πάξεη κφλν 

δχν ηηκέο: ‗‘1‘‘ εάλ αλαιεθζεί ε επέλδπζε θαη ‗‘0‘‘ εάλ φρη. Έλαο ηξίηνο 

γλσζηφο θιάδνο  Μαζεκαηηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ είλαη ν Με Γξακκηθφο  
Πξνγξακκαηηζκφο, φπνπ κεξηθέο απφ ηηο ζπλαξηήζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο 

(αληηθεηκεληθή  ζπλάξηεζε ή/θαη πεξηνξηζκνί) είλαη κε γξακκηθέο. 

Σέινο, ν Γπλακηθφο Πξνγξακκηηζκφο είλαη έλαο θιάδνο ηνπ 

Μαζεκαηηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ πνπ πξνζθέξεη ελαιιαθηηθφ, αθφκα θαη 

θάησ απφ ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο (Γ.Πξαζηάθνο,2003).  



Όηαλ νη καζεκαηηθέο ζρέζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ην πξφβιεκα 

(αληηθεηκεληθέο ζπλαξηήζεηο θαη πεξηνξηζκνί) είλαη γξακκηθέο σο πξνο 

ηηο κεηαβιεηέο απφθαζεο ηφηε ην πξφβιεκα ραξαθηεξίδεηαη σο 

πξφβιεκα Γξακκηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ (Linear Programming), ελψ αλ 

είλαη κε γξακκηθέο ραξαθηεξίδεηαη σο πξφβιεκα Με Γξακκηθνχ 

Πξνγξακκαηηζκνχ (Non Linear Programming). Σα πξνβιήκαηα 

Γξακκηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ απνηεινχλ ηε ζπληξηπηηθή πιεηνςεθία ησλ 

πξνβιεκάησλ Μαζεκαηηθψλ Πξνγξακκαηηζκνχ θπξίσο ιφγσ ησλ 

ζπγθεθξηκέλσλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηνπο θαη ηελ επθνιία επίιπζεο η νπο. 

Με ηε κέζνδν Simplex θαη ηηο παξαιιαγέο ηεο λα θπξηαξρνχλ ζηελ 

επίιπζε ηέηνηνπ είδνπο πξνβιεκάησλ εδψ θαη 60 πεξίπνπ ρξφληα, 

πξνβιήκαηα Γξακκηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ κε ρηιηάδεο κεηαβιεηέο 

απφθαζεο θαη πεξηνξηζκνχο επηιχνληαη ζήκεξα ζε δεπηεξφιεπηα. 

Αληίζεηα ε επίιπζε πξνβιεκάησλ Με Γξακκηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ 

είλαη πην δχζθνιε ππφζεζε θαη θαηαιήγεη ζε ηνπηθά βέιηηζηα ηα νπνία 

δελ είλαη πάληα θαη νιηθά βέιηηζηα. Γηα ηνπο ιφγνπο απηνχο επηδηψθεηαη 

ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο ηα πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα λα 

κνληεινπνηνχληαη σο πξνβιήκαηα Γξακκηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ 

θαηαθεχγνληαο αξθεηέο θνξέο ζε πξνζεγγίζεηο κε γξακκηθψλ 

ζπζηεκάησλ κε γξακκηθέο ζρέζεηο.  

 

Μία άιιε ηαμηλφκεζε είλαη αλάινγα κε ην είδνο ησλ κεηαβιεηψλ 

απφθαζεο αλ δειαδή είλαη ζπλερείο κεηαβιεηέο ή αθέξαηεο. Σα 

πξνβιήκαηα πνπ έρνπλ κφλν ζπλερείο κεηαβιεηέο είλαη πην εχθνιν λα 

ιπζνχλ ζε ζρέζε κε απηά πνπ έρνπλ αθέξαηεο κεηαβιεηέο. Απηφ 

νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ην εθηθηφ ρσξίν ζε έλα πξφβιεκα κε αθέξαηεο 

κεηαβιεηέο παξνπζηάδεη αζπλέρεηεο δπζθνιεχνληαο έηζ η θαηά πνιχ ηε 

δηαδηθαζία επίιπζεο. Απφ ηελ άιιε κεξηά φκσο ε δπλαηφηεηα ρξήζεο 

αθεξαίσλ κεηαβιεηψλ δίλεη ηε δπλαηφηεηα κηαο πην ξεαιηζηηθήο 

κνληεινπνίεζεο ηεο πξαγκαηηθφηεηαο θαη επίζεο επεθηείλεη ζεκαληηθά 

ην πεδίν εθαξκνγήο ηνπ Μαζεκαηηθνχ Πξνγξακκαηηζκ νχ θαη ζε 

πξνβιήκαηα πνπ έρνπλ ζπλδπαζηηθφ ραξαθηήξα. (ζπλδπαζηηθή 

βειηηζηνπνίεζε) ηα νπνία ρσξίο ηε ρξήζε αθεξαίσλ κεηαβιεηψλ ζα ήηαλ 

αδχλαην λα ιπζνχλ. ην 95% ησλ πεξηπηψζεσλ νη αθέξαηεο κεηαβιεηέο 

πνπ ζπλαληψληαη ζε κνληέια Μαζεκαηηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ είλαη 

δπαδηθέο κεηαβιεηέο δειαδή παίξλνπλ ηηκή 0 ή 1. Αλ έλα κνληέιν 

Μαζεκαηηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ έρεη απνθιεηζηηθά αθέξαηεο κεηαβιεηέο 

ραξαθηεξίδεηαη σο κνληέιν Αθέξαηνπ Πξνγξακκαηηζκνχ (Integer 

Programming). Αλ έρεη θαη ζπλερείο θαη αθέξαηεο κεηαβιεηέο 

ραξαθηεξίδεηαη σο κνληέιν Μηθηνχ Αθέξαηνπ Πξνγξακκαηηζκνχ (Mixed 

Integer Programming). Ζ επίιπζε πξνβιεκάησλ Αθέξαηνπ θαη Μηθηνχ 

Αθέξαηνπ Πξνγξακκαηηζκνχ γίλεηαη ζπλήζσο κε ηε κεζνδνινγία 

‗‘δηαθιάδσζε θαη νξηνζέηεζε‘‘ (branch and bound), κηα ηερληθή 

ζπζηεκαηηθήο εμεξεχλεζεο ηνπ πεδίνπ ησλ δπλαηψλ ιχζεσλ.ε θάπνηεο 

πεξηπηψζεηο νη παξάκεηξνη ελφο κνληέινπ Μαζεκαηηθνχ 



Πξνγξακκαηηζκνχ κπνξεί λα κελ εθθξάδνληαη κε πξαγκαηηθνχο 

αξηζκνχο αιιά κε θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο ή κε αζαθείο αξηζκνχο 

απεηθνλίδνληαο έηζη ηελ αβεβαηφηεηα σο πξνο ηελ ηηκή ηνπο. Σφηε ην 

πξφβιεκα αλάγεηαη αληίζηνηρα ζε πξφβιεκα ηνραζηηθνχ 

Πξνγξακκαηηζκνχ (Stochastic Programming) ή Αζαθνχο 

Πξνγξακκαηηζκνχ (Fuzzy Programming). Σα ηειεπηαία ρξφληα κάιηζηα 

έρεη αξρίζεη λα απαζρνιεί ηδηαίηεξα ε δηαρείξηζ ε ηεο αβεβαηφηεηαο σο 

πξνο ηηο παξακέηξνπο ελφο κνληέινπ μεθεχγνληαο απφ ηηο απιέο κνξθέο 

αλάιπζεο επαηζζεζίαο πνπ κπνξεί λα πξνζθέξεη θαη ν Μαζεκαηηθφο 

Πξνγξακκαηηζκφο.  

Σέινο φηαλ ππάξρνπλ πεξηζζφηεξεο απφ κία αληηθεηκεληθέο 

ζπλαξηήζεηο (φπσο θαη ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε), ην πξφβιεκα 

ραξαθηεξίδεηαη σο πξφβιεκα Πνιπθξηηεξηαθνχ Μαζεκαηηθνχ 

Πξνγξακκαηηζκνχ (Multiobjective Programming, Multicriteria 

Programming). Ο φξνο πνιπθξηηεξηαθή βειηηζηνπνίεζε είλαη 

ηαπηφζεκνο κε ηνλ φξν δηαλπζκαηηθή βειηηζηνπνίεζε (ve ctor 

optimization) ζε αληηδηαζηνιή κε ηελ κνλνδηάζηαηε βειηηζηνπνίεζε 

(scalar optimization) πνπ πξαγκαηεχεηαη ν ζπκβαηηθφο Μαζεκαηηθφο 

Πξνγξακκαηηζκφο. Ο Πνιπθξηηεξηαθφο Μαζεκαηηθφο Πξνγξακκαηηζκφο 

έθαλε ηελ εκθάληζή ηνπ ηε δεθαεηία ηνπ 70 ελψ αλαπηχρζεθε θπξίσο ηηο 

δχν ηειεπηαίεο δεθαεηίεο, φηαλ ε ζεψξεζε πεξηζζνηέξσλ απφ κηαο 

αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ άξρηζε λα θαζνξίδεη έλα πην ξεαιηζηηθφ 

πιαίζην κνληεινπνίεζεο ησλ πνιχπινθσλ πξνβιεκάησλ κάλαηδκελη 

(Cohon, 1978; Steuer, 1989, Evans, 1984). Ζ πνιιαπιφηεη α ησλ 

θξηηεξίσλ ζηε ζχγρξνλε ιήςε απνθάζεσλ φπνπ πιένλ καδί κε ην 

ζπλεζηζκέλν θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο (ην νηθνλνκηθφ) εμεηάδνληαη θαη 

άιια θξηηήξηα (πεξηβαιινληηθά, θνηλσληθά θιπ) θαζηέξσζε ην 

Πνιπθξηηεξηαθφ Μαζεκαηηθφ Πξνγξακκαηηζκφ σο έλα ζχγρξνλν, πιήξ εο 

εξγαιείν ζηε δηαδηθαζία ιήςεο απνθάζεσλ.  

 

2.3 Αθέξαηνο Πξνγξακκαηηζκόο (Integer Programming) 

Μία απφ ηηο πξνυπνζέζεηο εθαξκνγήο ηνπ ζπλερνχο γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ είλαη ε δηαηξεηφηεηα ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο. ε 

έλα θιαζζηθφ (ζπλερέο) γξακκηθφ πξφγξακκα , νη κεηαβιεηέο κπνξνχλ λα 

πάξνπλ νπνηαδήπνηε πξαγκαηηθή ηηκή. Τπάξρεη, φκσο έλαο ζεκαληηθφο 

αξηζκφο πξνβιεκάησλ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ζηα νπνία φιεο νη 

κεηαβιεηέο, ή κεξηθέο απφ απηέο, ππνρξενχληαη λα πάξνπλ κφλν 

αθέξαηεο ηηκέο. Σέηνηεο κεηαβιεηέο είλαη, γηα παξάδεηγκα, απηέο πνπ 

δειψλνπλ αξηζκφ εξγαηψλ, αξηζκφ εξγνζηαζηαθψλ κνλάδσλ, απνθάζεηο 

ρξεκαηνδφηεζεο ή κε ρξεκαηνδφηεζεο ελφο έξγνπ, θ.ι.π. Σα 

πξνβιήκαηα ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ζηα νπνία φιεο 

αλεμαίξεηα νη κεηαβιεηέο απφθαζεο πεξηνξίδνληαη λα πάξνπλ αθέξαηεο 

ηηκέο, εκπίπηνπλ ζην πεδίν ηνπ αθέξαηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

Δθείλα, ζηα νπνία ν πεξηνξηζκφο αθεξαηφηεηαο δελ ηζρχεη γηα φιεο ηηο 



κεηαβιεηέο, αιιά γηα κεξηθέο απφ απηέο, νλνκάδνληαη πξνβιήκαηα 

κηθηνχ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ.  

Ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ε πεξίπησζε πνπ νη κεηαβιεηέο 

είλαη πεξηνξηζκέλεο λα παίξλνπλ ηηκέο 0 ή 1. Σν πξφβιεκα απηφ 

θαιείηαη πξφβιεκα δπαδηθνχ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Μηα 

ζεκαληηθή ρξήζε κηαο δπαδηθήο κεηαβιεηήο είλαη λα θσδηθνπνηήζνπκε 

κηα απφθαζε κεηαμχ δχν ελαιιαθηηθψλ πνπ ζα πξέπεη λα ιεθζεί ζην 

πξφβιεκα. Ζ ηηκή πνπ ζα πάξεη ε κεηαβιεηή απφθαζεο θαηά ηελ 

επίιπζε δείρλεη πνηα απφθαζε πξέπεη λα επηιεγεί ψζηε λα 

βειηηζηνπνηεζεί ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε.  

Μία απιή κέζνδνο επίηεπμεο αθέξαηεο ιχζεο ζε έ λα πξφβιεκα 

αθέξαηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ζπλίζηαηαη ζην λα επηιπζεί κε ηε 

ζπλεζηζκέλε κέζνδν Simplex γηα ζπλερή γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ θαη 

ζηε ζπλέρεηα, λα ζηξνγγπιεπζνχλ ζηνλ πιεζηέζηεξν αθέξαην νη ηηκέο 

ησλ κεηαβιεηψλ νη νπνίεο παίξλνπλ ξεηέο ηηκέο. Μία ηέηνηα δηαδηθαζία 

είλαη πνιχ επηθίλδπλε, φζν απιή θη αλ θαίλεηαη, γηαηί κπνξεί λα 

θαηαιήμεη είηε ζε ππνβέιηηζηεο ιχζεηο, θαηψηεξεο δειαδή ηεο 

πξαγκαηηθά βέιηηζηεο αθέξαηεο ιχζεο, είηε ζε ιχζεηο κε 

πξαγκαηνπνηήζηκεο, πνπ παξαβηάδνπλ δειαδή ηνπιάρηζην λ έλαλ απφ 

ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ πξνβιήκαηνο. Σν πξφβιεκα ηνπ γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ πνπ πξνθχπηεη απφ έλα πξφβιεκα αθέξαηνπ ή κηθηνχ 

αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ αλ αθαηξέζνπκε ηε ζπλζήθε νη κεηαβιεηέο 

λα είλαη αθέξαηεο, νλνκάδεηαη ην γξακκηθφ πξφβιεκα ραι άξσζεο ηνπ 

αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ν ρψξνο ησλ εθηθηψλ 

ιχζεσλ γηα έλα πξφβιεκα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ πεξηθιείεηαη κέζα 

ζην ρψξν ησλ εθηθηψλ ιχζεσλ ηνπ αληίζηνηρνπ γξακκηθνχ πξνβιήκαηνο 

ραιάξσζεο. Απηφ ζπλεπάγεηαη φηη ε βέιηηζηε ηηκή γηα ην γξακκηθφ 

πξφβιεκα ραιάξσζεο ζα είλαη κεγαιχηεξε ή ίζε ηεο αληίζηνηρεο 

βέιηηζηεο ηηκήο γηα ην πξφβιεκα ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ.  

ε πεξηπηψζεηο πνπ νη κεηαβιεηέο απφθαζεο ελφο γξακκηθνχ 

πξνβιήκαηνο είλαη θξαγκέλεο, παίξλνπλ δειαδή πεξηνξηζκέλν  αξηζκφ 

αθέξαησλ ηηκψλ, νη ηδεψδεηο κέζνδνη επίιπζεο ηνπ είλαη νη κέζνδνη 

θιάδνπ θαη θξάγκαηνο (branch and bound methods) νη νπνίνη 

ζηεξίδνληαη ζε κηα έκκεζε απαξίζκεζε ησλ δπλαηψλ αθέξαησλ ιχζεσλ 

πνπ επηδέρεηαη ην πξφβιεκα. Φπζηθά, ζήκεξα ππάξρνπλ αξθεηέο  κέζνδνη 

κηθηνχ αθέξαηνπ θαη αθέξαηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Παξφιν 

φκσο, πνπ αξθεηή αλζξψπηλε πξνζπάζεηα έρεη αθηεξσζεί κε ζθνπφ λα 

θαηαζθεπαζηνχλ απνηειεζκαηηθνί αιγφξηζκνη γηα ηε ιχζε ησλ 

πξνβιεκάησλ απηψλ, ελ ηνχηνηο δε κπνξεί λα πεη θαλείο φηη θάζ ε 

πξφβιεκα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ έρεη βξεη ηε ιχζε ηνπ. Πάλησο, 

ελδηαθέξνλ είλαη ην γεγνλφο, φηη ηα πξνβιήκαηα ηνπ αθέξαηνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ πνπ παξνπζηάδνληαη ζαλ ζπλέπεηα ελφο πξαγκαηηθνχ 

πξνβιήκαηνο ζρεδφλ πάληα ιχλνληαη.  



Δίλαη γεγνλφο πάλησο, φηη ζε πξνβιήκαηα φπνπ νη κεηαβιεηέο 

μεπεξλνχλ ηηο 100, ην κέγεζνο ηνπ πξνβιήκαηνο μεπεξλά ζπλήζσο ηα 

φξηα θαη ε πηζαλφηεηα λα ην ιχζεη θαλείο ζε έλα ινγηθφ ρξφλν ζηνλ 

ππνινγηζηή είλαη πνιχ κηθξή.  

Ο αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο έρεη ζεκαληηθέο πξαθηηθέο 

εθαξκνγέο θαη  απνηειεί έλα ηζρπξφ πιαίζην κνληεινπνίεζεο πνπ παξέρεη 

κεγάιε επειημία ζηελ έθθξαζε δηαθξηηψλ πξνβιεκάησλ 

βειηηζηνπνίεζεο. Παξφια απηά ζηνλ αληίπνδα έρνπκε ην γεγνλφο φηη ν 

αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο είλαη έλα πνιχ πην δχζθνιν πξφβιεκα απφ 

φηη ν γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο.  

 ην Μηθηφ Αθέξαην Πξνγξακκαηηζκφ (mixed integer 

programming-IP) νη κεηαβιεηέο ελφο γλήζηνπ κε θελνχ ππνζπλφινπ ηνπ 

ζπλφινπ ησλ κεηαβιεηψλ παίξλνπλ αθέξαηεο ηηκέο θαη νη ππφινηπεο 

κεηαβιεηέο είλαη ζπλερείο. Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηψζεηο ηνπ κ ηθηνχ 

αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ θαη ηνπ κηθηνχ αθέξαηνπ κε γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ.  

Έλα πξφβιεκα κηθηνχ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ (MIP) πνπ αθνξά 

κεγηζηνπνηήζε δηαηππψλεηαη εηδηθφηεξα σο εμήο:  

 

Μεγηζηνπνίεζε    

       ∑          ∑                  (2.1) 

Με πεξηνξηζκνχο    

∑             ∑                            i= 1,….,m  (2.2) 

                    l j≤x j≤u j   j  ɛ  N      (2.3) 

x j ɛ  Z     j  ɛ  I 

x j ɛ R   j   ɛ  C 

I είλαη ην ζχλνιν ησλ  αθέξαησλ κεηαβιεηψλ , C είλαη ην ζχλνιν ησλ 

ζπλερψλ κεηαβιεηψλ θαη Ν= Η ∪  C .  Σα θάησ θαη άλσ φξηα Η i  θαη u i 

κπνξνχλ λα πάξνπλ ηηκέο  ±∞ .  

∑             είλαη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε  ηεο νπνηάο δεηείηαη ε 

βειηηζηνπνίεζε (κεγηζηνπνηήζε ή ειαδηζηνπνηήζε). Μηα εθηθηή ιχζε 

είλαη θάζε δηάλπζκα x πνπ ηθαλνπνηεί φινπο ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ 

νξίδεη ην πξφβιεκα MIP θαη σο εθηθηή πεξηνρή ( feasible region) ηνπ 

πξνβιήκαηνο νξίδεηαη ην ζχλνιν φισο ησλ εθηηθψλ ιχζεσλ. Μηα εθηθηή 

ιχζε φπνπ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε παίξλεη ηε κέγηζηε δπλαηή ηηκή 

(γηα πξνβιήκαηα κεγηζηνπνηήζεο) νλνκάδεηαη βέιηηζηε ιχζε.  

 

 



2.4 Πνιπθξηηεξηαθόο Πξνγξακκαηηζκόο (Multiple Objective 

/Multiobjective Programming) 

Ζ πνιπθξηηεξηαθή αλάιπζε απνθάζεσλ  απνηειεί έλα εμειηγκέλν 

πεδίν ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο, ν νπνίνο ηηο ηειεπηαίεο ηξεηο 

δεθαεηίεο έρεη γλσξίζεη ηδηαίηεξε άλζεζε ηφζν ζε ζεσξεηηθφ φζν θαη ζε 

πξαθηηθφ επίπεδν. Βαζηθφ ξφιν ζηελ αλάπηπμε θαη δηάδνζε ηεο 

πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζεο απνηέιεζε ε απιή δηαπίζησζε φηη ε επίιπζε 

πνιχπινθσλ θαη ηδηαίηεξα ζεκαληηθψλ πξνβιεκάησλ ιήςεο απνθάζεσλ 

δελ είλαη δπλαηφ λα πξαγκαηνπνηείηαη κέζσ κηαο κνλφπιεπξεο θαη 

κνλνδηάζηαηεο αλάιπζεο.  Καηά ηελ πξνζπάζεηα, φκσο, εμέηαζεο φισλ 

ησλ παξακέηξσλ ελφο πξνβιήκαηνο θαη ησλ θξηηεξίσλ -παξαγφλησλ πνπ 

επεξεάδνπλ ηε ιήςε ηεο θαηάιιειεο απφθαζεο, γελλάηαη έλα ηδηαίηεξα 

ζεκαληηθφ πξφβιεκα, ην νπνίν νξηζκέλεο θνξέο απνζαξξχλεη ηνπο 

απνθαζίδνληεο θαη αλαιπηέο απφ ηελ πηνζέηεζε απηήο ηεο πην 

ξεαιηζηηθήο πξνζέγγηζεο. Σν πξφβιεκα απηφ αλαθέξεηαη ζηνλ ηξφπν κε 

ηνλ νπνίν κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί ε ζχλζεζε φισλ ησλ παξακέηξσλ 

ψζηε λα επηηεπρζεί ε ιήςε νξζνινγηθψλ απνθάζεσλ. Ζ αληηκεηψπηζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο απηνχ απνηειεί ην βαζηθφ αληηθείκελν ηεο 

πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζεο απνθάζεσλ. Ζ θχξηα φκσο εηδνπνηφο 

δηαθνξά ηεο πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζεο απφ άιιεο ε λαιιαθηηθέο 

πξνζεγγίζεηο, δελ είλαη ε απιή ζχλζεζε φισλ ησλ παξακέηξσλ ελφο 

πξνβιήκαηνο. Απηή πξαγκαηνπνηείηαη θαη κέζσ άιισλ κεζνδνινγηθψλ 

πξνζεγγίζεσλ. Σν βαζηθφ ραξαθηεξηζηηθφ γλψξηζκα ηεο 

πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζεο είλαη ε πξαγκαηνπνίεζε ηεο αλαγθαίαο 

ζχλζεζεο ππφ ην πξίζκα ηεο πνιηηηθήο ιήςεο ησλ απνθάζεσλ θαη ηνπ 

ζπζηήκαηνο πξνηηκήζεσλ θαη αμηψλ, ην νπνίν ζπλεηδεηά ή αζπλείδεηα 

ρξεζηκνπνηεί ν απνθαζίδσλ.  

Σν ραξαθηεξηζηηθφ απηφ έρεη ηδηαίηεξε ζεκαζία ζην ρψξν ηεο 

ιήςεο απνθάζεσλ. Όπσο είλαη θαηαλνεηφ, ην  απνηέιεζκα ηεο νπνίαο 

αλάιπζεο πξαγκαηνπνηείηαη κε ζθνπφ ηελ αληηκεηψπηζε ελφο 

πξνβιήκαηνο ιήςεο απνθάζεσλ, έρεη σο ηειηθφ απνδέθηε ηνλ ίδην ηνλ 

απνθαζίδνληα. πλεπψο, ε αλάπηπμε ππνδεηγκάησλ ιήςεο απνθάζεσλ 

κέζσ κεζνδνινγηθψλ πξνζεγγίζεσλ πνπ δελ είλαη ζ ε ζέζε λα 

ελζσκαηψζνπλ ηνλ απνθαζίδνληα θαη ηηο πξνηηκήζεηο ηνπ ζηε 

δηαδηθαζία αλάπηπμεο ησλ ππνδεηγκάησλ απηψλ, νπζηαζηηθά πξνζδίδνπλ 

ζηνλ απνθαζίδνληα έλαλ παζεηηθφ ξφιν, ν νπνίνο πεξηνξίδεηαη ζηελ 

παξαθνινχζεζε θαη εθαξκνγή ησλ απνηειεζκάησλ καζεκαηηθψλ  

ππνδεηγκάησλ. Τπφ ην πξίζκα ησλ παξαηεξήζεσλ απηψλ, ε 

πνιπθξηηεξηαθή αλάιπζε έρεη δψζεη ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ ζηελ έξεπλα 

ζεκάησλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ αλάιπζε, καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε 

θαη αλαπαξάζηαζε ησλ πξνηηκήζεσλ πνπ δηέπνπλ ηελ πνιηηηθή ιήςεο 

απνθάζεσλ απφ ηε πιεπξά ηνπ εθάζηνηε απνθαζίδνληα. Απψηεξνο 

ζηφρνο είλαη ε παξνρή ησλ απαξαίηεησλ πιεξνθνξηψλ γηα ηελ 

ππνζηήξημε ηεο δηαδηθαζίαο ιήςεο ησλ απνθάζεσλ, ζπκβάιινληαο ζηνλ 

εληνπηζκφ ησλ βαζηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηνπ εμεηαδφκελνπ 



πξνβιήκαηνο θαζψο θαη ησλ ηδηαηηεξνηήησλ ησλ δηαζέζηκσλ 

ελαιιαθηηθψλ ιχζεσλ. Οη κεζνδνινγηθέο εμειίμεηο πνπ έρνπλ 

πξαγκαηνπνηεζεί θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ηζηνξηθήο πνξείαο ηνπ ρψξνπ ηεο 

πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζεο, θαιχπηνπλ, φπσο ζα παξνπζηαζηεί ζηε 

ζπλέρεηα, φια ηα είδε ησλ πξνβιεκάησλ ιήςεο απνθάζεσλ. ηηο 

παξαγξάθνπο πνπ αθνινπζνχλ παξνπζηάδνληαη αλαιπηηθφηεξα νη θχξηεο 

κεζνδνινγηθέο πξνζεγγίζεηο ηεο πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζεο.  

Ωο πξψηε ηεθκεξησκέλε πξνζπάζεηα επηζηεκνληθήο αληηκεηψπηζεο 

ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο ζχλζεζεο πνιιαπιψλ θξηηεξ ίσλ κπνξεί λα 

ζεσξεζεί ε εξγαζία ηνπ Pareto (1896), ν νπνίνο έζεζε ηηο απαξαίηεηεο 

αμησκαηηθέο βάζεηο, εηζάγνληαο παξάιιεια κηα εθ ησλ πιένλ βαζηθψλ 

ελλνηψλ ηεο ζχγρξνλεο πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζεο, ηελ έλλνηα ηεο 

απνηειεζκαηηθφηεηαο (efficiency). Μεηαπνιεκηθά, ν Koopmans (1951) 

επέθηεηλε ηελ έλλνηα ηεο απνηειεζκαηηθφηεηαο ηνπ Pareto εηζάγνληαο 

ηελ έλλνηα ηνπ απνηειεζκαηηθνχ ζπλφινπ, δειαδή ηνπ ζπλφινπ ησλ 

ελαιιαθηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ νη νπνίεο δελ θπξηαξρνχληαη απφ θακία 

άιιε ελαιιαθηηθή δξαζηεξηφηεηα (non–dominated set of alternatives).  

        Καηά ηελ ίδηα πεξίπνπ ρξνληθή πεξίνδν (1940–1950) νη Von 

Neumann θαη Morgenstern (1944) αλαπηχζζνπλ ηε ζεσξία 

ρξεζηκφηεηαο, ε νπνία απνηειεί ηε βάζε ελφο απφ ηα θπξηφηεξα 

κεζνδνινγηθά ξεχκαηα ηεο πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζ εο απνθάζεσλ. ηε 

δεθαεηία ηνπ 1960 φιεο νη πξναλαθεξζείζεο «πξνθαηαξθηηθέο» 

εξεπλεηηθέο εξγαζίεο απνηέιεζαλ ην έλαπζκα γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε 

πεξαηηέξσ έξεπλαο απφ ηνπο Charnes θαη Cooper (1961) φζνλ αθνξά ηε 

ζχλδεζε ηεο ζεσξίαο ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ θαη ηεο 

πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζεο (πξνγξακκαηηζκφο ζηφρσλ –  goal 

programming), θαζψο θαη απφ ηνλ Fishburn (1965) φζνλ αθνξά ηελ 

επέθηαζε ηεο ζεσξίαο ρξεζηκφηεηαο ζε πξνβιήκαηα ιήςεο απνθάζεσλ 

ππφ θαζεζηψο πνιιαπιψλ θξηηεξίσλ. Πεξί ηα ηέιε ηεο δεθαεηίαο ηνπ 

1960, ε πνιπθξηηεξηαθή αλάιπζε άξρηζε λα απαζρνιεί θαη ηνπο 

Δπξσπαίνπο επηρεηξεζηαθνχο εξεπλεηέο. Πξσηνπφξνο κεηαμχ απηψλ 

ππήξμε ν Roy (1968), ν νπνίνο αλέπηπμε ηε ζεσξία ησλ ζρέζεσλ 

ππεξνρήο (outranking relations) θαη ζεσξείηαη ν ηδξπηήο ηεο 

«Δπξσπατθήο ζρνιήο» ηεο πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζεο.  

 Σηο επφκελεο δχν δεθαεηίεο (1970–1990), ε πνιπθξηηεξηαθή 

αλάιπζε αλαπηχρζεθε ξαγδαία ζε ζεσξεηηθφ επίπεδν αιιά θαη ζε 

ζέκαηα πξαθηηθψλ εθαξκνγψλ γηα ηελ αληηκεηψπηζε δηαθφξσλ 

πνιχπινθσλ πξαγκαηηθψλ πξνβιεκάησλ ιήςεο απνθάζεσλ. Πξνο ηελ 

θαηεχζπλζε απηή ζεκαληηθή ππήξμε ε ζπκβνιή ηεο πιεξνθνξηθήο θαη 

ηεο επηζηήκεο ησλ ππνινγηζηψλ. Ζ ηαρχηαηε ηερλνινγηθή πξφνδνο πνπ 

ζπληειέζηεθε ζηνπο ρψξνπο απηνχο, θπξίσο θαηά ηηο ηειεπηαίεο δχν 

δεθαεηίεο, έδσζε ηα απαξαίηεηα κέζα γηα  ηελ πινπνίεζε ησλ 

κεζνδνινγηθψλ εμειίμεσλ ηεο πνιπθξηηεξηαθήο αλάιπζεο ζε 

νινθιεξσκέλα πιεξνθνξηθά ζπζηήκαηα (πνιπθξηηεξηαθή ζπζηήκαηα 



ππνζηήξημεο απνθάζεσλ), ηα νπνία παξάιιεια ζπλέβαιιαλ θαη ζηελ 

πξνψζεζε ησλ πξαθηηθψλ εθαξκνγψλ ηεο πνιπθξηηεξηαθήο αλάι πζεο.  

Ζ εηζαγσγή πνιιψλ αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ ζ‘ έλα πξφβιεκα 

ΓΠ δεκηνπξγεί ην πξφβιεκα ηεο γξακκηθήο δηαλπζκαηηθήο 

κεγηζηνπνίεζεο (linear vector maximum problem). Με ηνλ φξν 

κεγηζηνπνίεζε ελλνείηαη γεληθφηεξα ε αξηζηνπνίεζε αθνχ θαη ε 

ειαρηζηνπνίεζε κπνξεί εχθνια λα κεηαηξαπεί ζε κεγηζηνπνίεζε κε 

αιιαγή πξνζήκνπ. Ζ αλάιπζε ησλ πξνβιεκάησλ απηψλ απνηειεί ην 

αληηθείκελν ηνπ ΠΚΓΠ. Σν πξφβιεκα ηνπ ΠΚΓΠ καζεκαηηθά νξίδεηαη 

σο εμήο:  

max {c
1
 x = z1  }       (2.4) 

max {c
2
 x = z2 }       (2.5) 

max {c
p
 x = zp  }       (2.6) 

s.t .      x  S = {x  R
n
     Ax = b,  x   0,  b  R

m
  }   

 (2.7) 

S: ην εθηθηφ ρσξίν ησλ πεξηνξηζκψλ  

n: ν αξηζκφο ησλ κεηαβιεηψλ  

m: ν αξηζκφο ησλ πεξηνξηζκψλ  

p: ν αξηζκφο ησλ αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ  

c
i
:  ην δηάλπζκα γξακκήο ησλ ζπληειεζηψλ ηεο ‗i‘ αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο  

z
i
:  ε ηηκή ηεο ‗i‘ αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο  

Α : ε κήηξα (m  n) ησλ ηερλνινγηθψλ ζπληειεζηψλ  

b : ην δηάλπζκα (m   1) ησλ ζηαζεξψλ φξσλ (δεμί ζθέινο 

πεξηνξηζκψλ)  

x : ην δηάλπζκα (n   1) ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο  

Οη κεηαβιεηέο απφθαζεο εθθξάδνπλ ηα κεγέζε εθείλα ηνπ 

πξνβιήκαηνο γηα ηα νπνία πξέπεη λα ππνινγηζηνχλ νη ηηκέο ηνπο. Σα ήδε 

γλσζηά κεγέζε ηνπ πξνβιήκαηνο (κήηξα A, δηαλχζκαηα b θαη c i) 

νλνκάδνληαη θαη παξάκεηξνη ηνπ πξνβιήκαηνο. Οη αληηθεηκεληθέο 

ζπλαξηήζεηο είλαη ζπλαξηήζεηο ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο, ησλ νπνίσλ 

επηδηψθεηαη ε βειηηζηνπνίεζε (κεγηζηνπνίεζε ή ειαρηζηνπνίεζε). Οη 

πεξηνξηζκνί είλαη νη δηάθνξεο ζρέζεηο (ηζφηεηεο ή αληζφηεηεο ‗‘ θαη 

‗‘) πνπ πξέπεη λα πιεξνχλ νη κεηαβιεηέο απφθαζεο ζχκθσλα κε ην 

πξφβιεκα θαη νξηνζεηνχλ ην εθηθηφ ρσξίν S. Με ηνλ φξν ιχζε ελφο 

πξνβιήκαηνο ΠΚΓΠ ή ΓΠ, ελλνείηαη ν ζπλδπαζκφο ησλ ηηκψλ πνπ 

ιακβάλνπλ νη κεηαβιεηέο απφθαζεο. Αλ ε ιχζε απηή αλήθεη ζην S (νη 

ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο ηθαλνπνηνχλ ηνπο πεξηνξηζκνχο) ηφηε 

πξφθεηηαη γηα εθηθηή ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο αιιηψο ραξαθηεξίδεηαη ψο 

κε εθηθηή ιχζε.  



ε αληίζεζε κε ηνλ ΓΠ φπνπ ε δηαδηθαζία επίιπζεο 

επηθεληξψλεηαη ζηελ εμέηαζε ηνπ ρψξνπ ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο R n, 

ζηνλ ΠΚΓΠ έρεη ηδαίηεξε ζεκαζία ν ρψξνο ησλ αληηθεηκεληθψλ 

ζπλάξηεζεσλ Rp .  Απηφ ζπκβαίλεη δηφηη ε δηαδηθαζία επίιπζεο ζηα 

πξνβιήκαηα ηνπ ΠΚΓΠ αθνξά ηελ εμέηαζε ησλ ηηκψλ ησλ 

αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ θάζε ιχζε. πλεπψο, 

είλαη αξθεηά βνεζεηηθή ε απεηθφληζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζην ρψξν ησλ 

αληηθεηκεληθψλ ζπλάξηεζεσλ Rp αληί ηνπ ρψξνπ ησλ κεηαβιεηψλ 

απφθαζεο Rn.  Δμ‘άιινπ, ην p, δειαδή ν αξηζκφο ησλ αληηθεηκεληθψλ 

ζπλαξηήζεσλ, είλαη ζπλήζσο πνιχ κηθξφηεξν ηνπ n πνπ εθθξάδεη  ην 

πιήζνο ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο, θη έηζη ε γξαθηθή απεηθφληζε ηεο 

θαηάζηαζεο ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη πην εχθνιε. Σν βαζηθφ εξγαιείν 

επίιπζεο ησλ πξνβιεκάησλ ΓΠ είλαη ε κέζνδνο Simplex πνπ αλέπηπμε ν 

Dantzig ην 1947 . Απφ ηε ζεσξία ηεο κεζφδνπ Simplex πξνθχπηεη φηη ηα 

αθξαία ζεκεία αληηζηνηρνχλ ζε ιχζεηο πνπ έρνπλ m βαζηθέο θαη n κε 

βαζηθέο κεηαβιεηέο (m είλαη ν αξηζκφο ησλ πεξηνξηζκψλ θαη n ν αξηζκφο 

ησλ κεηαβιεηψλ).  

 Καηά γεληθφ θαλφλα, σο βαζηθέο κεηαβιεηέο (basic variables) 

νξίδνληαη νη κε κεδεληθέο κεηαβιεηέο ηεο ιχζεο θαη σο κε βαζηθέο (non 

basic variables) νη κεηαβιεηέο πνπ παίξλνπλ ηελ ηηκή κεδέλ ζηε ιχζε.  

Ηθαλή ιχζε (efficient, non-dominated solution): Μία ιχζε x‘ ελφο 

πξνβιήκαηνο ΠΚΓΠ ιέγεηαη ηθαλή (ή θαηά Pareto άξηζηε, ή 

απνηειεζκαηηθή) αλ θαη κφλν άλ x‘  S θαη δελ ππάξρεη άιιε ιχζε x  

S ηέηνηα ψζηε c i  x   cix‘ γηα θάζε i=1, 2, …,p θαη ci  x > ci x‘ γηα 

ηνπιάρηζηνλ έλα i.  Κάζε ηθαλή ιχζε αληηζηνηρεί ζε έλα κε βειηηψζηκν  

δηάλπζκα ζην ρψξν ησλ αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ, κε ηελ ελλνηα φηη 

δελ κπνξνχκε λα βειηηψζνπκε ηελ ηηκή κηάο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο 

ρσξίο λα ρεηξνηεξεχζνπκε ηνπιάρηζηνλ κία απφ ηηο άιιεο. Ο φξνο ‖ηθαλή 

ιχζε‖ ρξεζηκνπνηείηαη επίζεο γηα λα εθθξάζεη θαη ην αληίζηνηρν 

δηάλπζκα ηηκψλ ησλ θξηηεξίσλ z‘=(c1x‘, c2x‘,…,cpx‘) ζην ρψξν ησλ 

αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ Rp .  Οηαλ ππάξρεη ιχζε x  S ηέηνηα ψζηε 

ci x   ci x‘ γηα  i=1, 2, …, p κε ηνπιάρηζηνλ κία απζηεξή αληζφηεηα 

ηφηε ε ιχζε x  ππεξηεξεί  ηεο x‘ θαη ε x‘ θπξηαξρείηαη  απφ ηελ x. 

Αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηεο επίιπζεο ησλ πξνβιεκάησλ ΠΚΓΠ είλαη, 

αξρηθά, ν πξνζδηνξηζκφο ησλ ηθαλψλ ιχζεσλ θαη ζηε ζπλέρεηα ε 

ππνζηήξημε ηνπ απνθαζίδνληα ψζηε λα επηιέμεη εθείλε ηελ ηθαλή ιχζε 

πνπ εθθξάδεη θαιχηεξα ηηο πξνηηκήζεηο ηνπ. Απαξαίηεηε πξνυπφζεζε 

γηα λα είλαη κία ιχζε ελφο πξνβιήκαηνο ΠΚΓΠ απνδεθηή είλαη λα 

πξφθεηηαη γηα ηθαλή ιχζε.  

Σειηθή ή ζρεηηθά βέιηηζηε ιχζε (final or best compromise solution): Ζ 

ηθαλή εθείλε ιχζε πνπ ηειηθά επηιέγεη απφ ην ζχλνιν ησλ ηθαλψλ 

ιχζεσλ ν απνθαζίδσλ, ιέγεηαη ηειηθή ή ζρεηηθά βέιηηζηε ιχζε. Ο φξνο 

«ζρεηηθά» ζεκαίλεη αθξηβψο φηη απνηειεί ππνθεηκεληθή επηινγή ηνπ 

απνθαζίδνληα ζε αληίζεζε κε ηε βέιηηζηε ιχζε ζε έλα πξφβιεκα ΓΠ 

πνπ είλαη αληηθεηκεληθά πξνζδηνξηδφκελε.  



Ηθαλή αθξαία ιχζε (efficient extreme solution): Μηα ηθαλή ιχζε 

ελφο πξνβιήκαηνο ΠΚΓΠ πνπ αληηζηνηρεί ζ‘έλα αθξαίν ζεκείν ηνπ 

εθηθηνχ ρσξίνπ ηνπ πξνβιήκαηνο (θνξπθή) ιέγεηαη ηθαλή αθξαία ιχζ ε. 

Μία αθξαία ιχζε αληηζηνηρεί ζε αθξαίν ζεκείν θαη ζην ρψξν ησλ 

αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ. Οη αθξαίεο ιχζεηο πνπ αληηζηνηρνχλ ζε 

γεηηνληθέο θνξπθέο ζην εθηθηφ ζχλνξν νλνκάδνληαη γεηηνληθέο αθξαίεο 

ιχζεηο (adjacent extreme solutions).  

Κάζε ηθαλή αθξαία ιχζε έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα γεηηνληθή ηθαλή αθξαία 

ιχζε. Απφ απηή ηελ ηδηφηεηα πξνθχπηνπλ θαη νη παξαθάησ αιγφξηζκνη 

παξαγσγήο ηνπ ζπλφινπ ησλ αθξαίσλ ηθαλψλ ιχζεσλ.  

Γηάλπζκα ηηκώλ ησλ θξηηεξίσλ (criterion vector):  Κάζε ιχζε x  = (x1 , 

x2,  …,xn) πνπ αλήθεη ζην ρψξν ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο R
n
 

απαηθνλίδεηαη κέζσ ησλ αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ ζην ρψξν ησλ 

θξηηεξίσλ R
p
 ζ‘ έλα δηάλπζκα (ζεκείν) z  = (z1,  z2 ,  …, zp) φπνπ z1=c

1
x, 

z2=c
2
x θιπ. Σν δηάλπζκα z νξίδεηαη ψο δηάλπζκα ηηκψλ ησλ θξηηεξίσλ.  

Ιδεώδεο ζεκείν (ideal point):  Ηδεψδεο ζεκείν (ή ηδεψδεο δηάλπζκα, 

ideal vector) ζην ρψξν ησλ αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ R
p
,  νξίδεηαη ην 

ζεκείν εθείλν πνπ έρεη ψο ζπληεηαγκέλεο ηα άξηζηα ησλ αληηθεηκεληθψλ 

ζπλαξηήζεσλ φπσο απηά πξνθχπηνπλ απφ ηηο κεκνλσκέλε ο 

αξηζηνπνηήζεηο. πλήζσο πξφθεηηαη γηα ζεκείν πνπ αληηζηνηρεί ζε κή 

εθηθηή ιχζε (δελ ππάξρεη εθηθηή ιχζε πνπ λα αξηζηνπνηεί ζπγρξφλσο 

φιεο ηηο αληηθεηκεληθέο ζπλαξηήζεηο). πρλά αλαθέξεηαη θαη σο ζεκείν 

νπηνπίαο (utopia point). Σν ηδεψδεο ζεκείν ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο σο 

ζεκείν αλαθνξάο γηα λα δηεξεπλεζεί ε πξνζέγγηζε ζ‘απηφ ησλ ηθαλψλ 

ιχζεσλ.  

Δλαιιαθηηθέο άξηζηεο ιύζεηο (alternative optima):  Οηαλ ε άξηζηε 

ηηκή z* κηαο αληηθεηκεληθήο ζπλαξηεζεο πξνθχπηεη απφ δηαθνξεηηθέο 

ιχζεηο x
1*

,  x
2*

,  …  x
k*

 ηφηε ιέκε φηη ε ζπγθεθξηκέλε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε έρεη k ελαιιαθηηθέο άξηζηεο ιχζεηο.  

Λεμηθνγξαθηθή αξηζηνπνίεζε ( lexicographic optimization):  Ο φξνο 

αλαθέξεηαη ζε κηα θαηά ζηάδηα αξηζηνπνίεζε πξνβιεκάησλ ΠΚΓΠ. ην 

πξψην ζηάδην αξηζηνπνηείηαη ε πξψηε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε. Αλ 

ππάξρνπλ ελαιιαθηηθά άξηζηα αλαδεηείηαη κεηαμχ απηψλ απηφ πνπ 

αξηζηνπνηεί ηε δεχηεξε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε (δεχηεξν ζηάδην). Με 

ζηαζεξή δειαδή ηελ άξηζηε ηηκή ηεο πξψηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο 

επηδηψθεηαη ε αξηζηνπνίεζε ηεο δεχηεξεο. ηε ζπλέρεηα κε ζηαζεξέο ηηο 

ηηκέο ηεο πξψηεο θαη ηεο δεχηεξεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο 

επηδηψθεηαη ε βειηηζηνπνίεζε ηεο ηξίηεο θ.ν.θ.  κέρξη ηελ ηειεπηαία 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε. Σν απνηέιεζκα ηεο ιεμηθνγξαθηθήο 

αξηζηνπνίεζεο γηα θάπνηα αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη ε ιχζε εθείλε 

πνπ αξηζηνπνηεί ηε ζπγθεθξηκέλε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη 

παξνπζηάδεη ηηο θαιχηεξεο δπλαηέο ηηκέο γηα ηηο ππφινηπεο 

αληηθεηκεληθέο ζπλαξηήζεηο κε θάπνηα ζεηξά πξνηεξαηφηεηαο. Πξέπεη λα 

ζεκεησζεί φηη αλ δελ ππάξρνπλ ελαιιαθηηθά άξηζηεο ιχζεηο γηα κία 



αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηφηε ην απνηέιεζκα ηεο ιεμηθνγξαθηθήο 

αξηζηνπνίεζεο ηαπηίδεηαη κε απηφ ηεο απιήο αξηζηνπνίεζεο.  

Πίλαθαο πιεξσκώλ ή πίλαθαο ηηκώλ (payoff table): Δίλαη ν 

ηεηξαγσληθφο πίλαθαο πνπ απνηειείηαη απφ ηφζεο γξακκέο θαη ζηήιεο 

φζεο θαη νη αληηθεηκεληθέο ζπλαξηήζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο ΠΚΓΠ. ε 

θάζε ζηήιε αξηζηνπνηείηαη κεκνλσκέλα κηα αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 

θαη νη ηηκέο ησλ αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ πνπ πξνθχπηνπλ (ηφζν 

απηήο πνπ αξηζηνπνηήζεθε φζν θαη ησλ ππνινίπσλ) ηνπνζεηνχληαη ζηηο 

ζεηξέο ηνπ πίλαθα. ηε δηαγψλην ηνπ πίλαθα ηηκψλ κπνξνχκε λα 

δηαβάζνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ηδεψδνπο ζεκείνπ.  

πληειεζηήο αληηζηάζκηζεο ( trade off):  Με ηνλ φξν αληηζηάζκηζε 

θξηηεξίσλ νξίδεηαη ην θαηά πφζν πξέπεη λα ρεηξνηεξεχζεη έλα θξηηήξην 

ψζηε λα βειηησζεί θάπνην άιιν. Μεηαμχ δχν ηθαλψλ ιχζεσλ, ν 

ζπληειεζηήο αληηζηάζκηζεο καο δείρλεη πφζν πξέπεη λα ζπζηάζνπκε απφ  

έλα θξηηήξην πξνθεηκέλνπ λα θεξδίζνπκε ζε θάπνην άιιν θαη λα 

κεηαβνχκε απφ ηελ κία ηθαλή ιχζε ζηελ άιιε.   

ηαζκηζκέλν άζξνηζκα αληηθεηκεληθώλ ζπλαξηήζεσλ (weighted sum 

of objective functions):   Με ηνλ φξν απηφ ελλνείηαη ε ζχλζεζε ησλ 

αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ, κέζσ ηνπ ζηαζκηζκέλνπ αζξνίζκαηφο 

ηνπο, ψζηε λα δεκηνπξγεζεί κία γεληθεπκέλε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε. 

Σν αληίζηνηρν πξφβιεκα ζηαζκηζκέλνπ αζξνίζκαηνο ηνπ πξνβιήκαηνο 

ΠΚΓΠ πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ (2.1) νξίδεηαη σο εμήο:  

max {ι
T 

c
i  
x ,  i:=1..p,   x   S }       (2.8) 

Πξφθεηηαη δειαδή γηα πξφβιεκα ΓΠ, φπνπ νη ζπληειεζηέο ζηάζκηζεο  ι i (ή 

απιά «βάξε») ησλ αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ παίξλνπλ ηηκέο ζην 

ρψξν ησλ ζπληειεζησλ ζηάζκηζεο, Λ πνπ νξίδεηαη σο εμήο:  

ι i   Λ={ ι i  R
p
   ι i  (0,1),  ι i  = 1}   (2.9) 

Πξόβιεκα min-max (min-max problem):  ηνλ ΠΚΓΠ κε ηνλ φξν min-

max πξφβιεκα ελλνείηαη ην πξφβιεκα ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηεο κέγηζηεο 

απφθιηζεο απφ θάπνην ζεκείν -ζηφρν. ηνλ ΠΚΓΠ ην ζεκείν -ζηφρνο 

αλήθεη ζηνλ ρψξν ησλ p δηαζηάζεσλ (R
p
,  φπνπ p ν αξηζκφο ησλ 

αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ). Ζ ειαρηζηνπνίεζε ηεο κέγηζηεο 

απφθιηζεο απφ ην ζεκείν - ζηφρν, ζεκαίλεη ηελ εχξεζε ηεο εθηθηήο 

ιχζεο πνπ αληηζηνηρεί ζην ζεκείν εθείλν ηνπ R
p
,  ηνπ νπνίνπ ε 

κεγαιχηεξε απφθιηζε (σο πξνο ηηο p δηαζηάζεηο) απφ ην ζεκείν -ζηφρν 

απνθηά ηελ  ειάρηζηε ηηκή ηεο. Σν ζεκείν -ζηφρνο κπνξεί λα είλαη ην 

ηδεψδεο ζεκείν ηνπ πξνβιήκαηνο ΠΚΓΠ.  

Οηθνγέλεηα Lp  απνζηάζεσλ (Family of Lp-metrics):  Γηα λα εμαρζνχλ 

ζπκπεξάζκαηα γηα ην πφζν απέρνπλ κεηαμχ ηνπο νη δηάθνξεο ιχζεηο ζην 

ρψξν R
k
 ησλ αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ, πξέπεη λα  νξηζζνχλ νη 

απνζηάζεηο κεηαμχ ζεκείσλ (δηαλπζκάησλ) ζην ρψξν R
k
.  Απηφ γίλεηαη 

κέζσ ησλ Lp  απνζηάζεσλ. Γηα δχν δηαλχζκαηα x=(x1,x2,…xk) θαη 

y=(y1 ,y2 ,…yk) νξίδεηαη:  
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            (2.10) 

πλήζσο ρξεζηκνπνηνχληαη p=1 (Γξακκηθή απφζηαζε), p=2 

(Δπθιείδηα απφζηαζε) θαη p=.  Οζν κεγαιχηεξν είλαη ην p ηφζν 

κεγαιχηεξε βαξχηεηα δίδεηαη ζηηο κεγαιχηεξεο απνθιίζεηο. Γηα p= ε 

απφζηαζε νξίδεηαη ψο εμήο:  

 kk yxyxyx 


,...,,max 2211yx
  (2.11) 

θαη νλνκάδεηαη απφζηαζε Tchebycheff. H απφζηαζε Tchebycheff 

ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο ζηνλ ΠΚΓΠ δηφηη δελ θαηαζηξέθεη ηε 

γξακκηθφηεηα ηνπ πξνβιήκαηνο. Ζ επηδίσμε ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηεο 

απφζηαζεο Tchebycheff κηαο ιχζεο απφ θάπνην ζεκείν -ζηφρν είλαη 

νπζηαζηηθά ε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο min -max. 

 

2.5 Αλάιπζε Παιηλδξόκεζεο (Regression Analysis) 

Με ηελ αλάιπζε παιηλδξφκεζεο (regression analysis) εμεηάδνπκε 

ηε ζρέζε κεηαμχ δχν ή πεξηζζνηέξσλ κεηαβιεηψλ κε ζθνπφ ηελ 

πξφβιεςε ησλ ηηκψλ ηεο κηαο, κέζσ ησλ ηηκψλ ηεο άιι εο (ή ησλ άιισλ). 

ε θάζε πξφβιεκα παιηλδξφκεζεο δηαθξίλνπκε δχν είδε κεηαβιεηψλ: ηηο 

αλεμάξηεηεο ή ειεγρφκελεο ή επεμεγεκαηηθέο ( independent, predictor, 

casual, input, explanatory variables) θαη ηηο εμαξηεκέλεο ή απφθξηζεο 

(dependent, response variables).  ε πεηξακαηηθέο έξεπλεο, αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή X είλαη εθείλε ηελ νπνία κπνξνχκε λα ειέγμνπκε, δειαδή, λα 

θαζνξίζνπκε ηηο ηηκέο ηεο (π.ρ. ην χςνο ηεο δηαθεκηζηηθήο δαπάλεο ελφο 

πξντφληνο, ν αξηζκφο ησλ ιεηηνπξγνχλησλ ηακείσλ ζε έλα ππνθαηάζηεκα 

ηξαπέδεο, ε  πνζφηεηα ιηπάζκαηνο, ε ζεξκνθξαζία επεμεξγαζίαο ελφο 

πξντφληνο). Δμαξηεκέλε κεηαβιεηή Y είλαη εθείλε ζηελ νπνία 

αληαλαθιάηαη ην απνηέιεζκα ησλ κεηαβνιψλ ζηηο αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο (π.ρ. ε δήηεζε ελφο πξντφληνο, ν ρξφλνο αλακνλήο ησλ 

πειαηψλ ελφο ππνθαηαζηήκαηνο ηξαπέδεο, ε απφδνζε κηαο θαιιηέξγεηαο, 

ε αληνρή ελφο πιηθνχ).  

ε κε πεηξακαηηθέο έξεπλεο (δεηγκαηνιεςίεο) ε δηάθξηζε κεηαμχ 

αλεμάξηεησλ θαη εμαξηεκέλσλ κεηαβιεηψλ δελ είλαη πάληνηε ζαθήο 

γηαηί θακία κεηαβιεηή δελ είλαη ειεγρφκελε αιιά φιεο είλαη η πραίεο 

(π.ρ. ην χςνο θαη ην βάξνο ησλ θνηηεηψλ, νη ψξεο κειέηεο ησλ θνηηεηψλ 

ελφο παλεπηζηεκηαθνχ ηκήκαηνο θαη ε απφδνζε ηνπο ζε έλα ηεζη, νη 

εβδνκάδεο εκπεηξίαο ελφο εξγάηε ζε κηα επηρείξεζε θαη ν αξηζκφο ησλ 

ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ πνπ παξάγεη, ε θαηάηαμ ε δέθα πξντφλησλ απφ 

έλαλ θξηηή θαη ε θαηάηαμε ησλ ηδίσλ πξντφλησλ απφ έλαλ άιιν θξηηή, ν 

αξηζκφο ησλ πσιήζεσλ κνπζηθψλ CD ζε κηα πεξηνρή θαη ν αξηζκφο ησλ 

λέσλ ζηελ ίδηα πεξηνρή).  Μεξηθά παξαδείγκαηα  φπσο φηαλ ζέιεη έλαο 

κεζίηεο λα ζπζρεηίζεη ηε ηηκή πψιεζεο ελφο ζπηηηνχ κε ζπγθεθξηκέλα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ θηηξίνπ θαη ηνπο θφξνπο γηα ην ζπγθεθξηκέλν 



θηίξην, φηαλ ζέινπκε λα εμεηάζνπκε ηε θαηαλάισζε ηζηγάξσλ ζε ζρέζε 

κε ηελ ειηθία, ηε κφξθσζε, ην εηζφδεκα  θαη ηε ηηκή ηνπο.  ην 

παξάδεηγκα εθηίκεζεο ηεο ηηκήο ησλ αθηλήησλ ε κεηαβιεηή απφθξηζεο 

είλαη ε ηηκή ηνπ ζπηηηνχ θαη ε κεηαβιεηή πξφβιεςεο είλαη ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ θηηξίνπ θαη νη θφξνη πνπ θαηαβιήζεθαλ γηα ην 

θηίξην.  ην παξάδεηγκα θαηαλάισζεο ηζηγάξσλ  ε κεηαβιεηή απφθξηζεο 

είλαη ε θαηαλάισζε ηζηγάξσλ (κε βάζε ηνλ αξηζκφ ησλ παθέησλ ησλ 

ηζηγάξσλ πνπ πσινχληαη ζε έλα θξάηνο ζε θαηά θεθαιήλ βάζε θαηά ηε 

δηάξθεηα ελφο έηνπο) θαη νη κεηαβιεηέο πξφβιεςεο είλαη νη δηάθνξεο 

θνηλσληθννηθνλνκηθεο θαη δεκνγξαθηθέο κεηαβιεηέο.  

Ζ αλάιπζε παιηλδξφκεζεο απαζρνιεί ην ηνκέα ησλ καζεκαηηθψλ 

θαη εηδηθφηεξα ηεο ζηαηηζηηθήο εδψ θαη δηαθφζηα ρξφληα πεξίπνπ. Ζ 

παιηφηεξε κνξθή ηεο γξακκηθή παιηλδξφκεζεο ήηαλ ε κέζνδνο ησλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, ε νπνία δεκνζηεχζεθε απφ ηνλ Legendre ην 

1805 θαη απφ ην Gauss ην 1809. Ο φξνο ‗‘ειάρηζηα ηεηξάγσλα‘‘ 

πξφεθπςε απφ ηνλ Legendre.  Ο Legendre θαη ν Gauss εθάξκνζαλ απηή 

ηε κέζνδν γηα λα πξνζδηνξίζνπλ απφ ηηο αζηξνλνκηθέο πξνβιέςεηο ηηο 

ηξνρηέο ησλ ζσκάησλ ζε ζρέζε κε ηνλ ήιην. Ο Euler εξγάζηεθε ζην ίδην 

πξφβιεκα ην 1748 ρσξίο φκσο λα έρεη επηηπρία. Ο Gauss  δεκνζίεπζε 

κηα πην βειηησκέλε ζεσξία γηα ηε κέζνδν ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ην 

1821, ζπκπεξηιακβάλνληαο κηα έθδνζε ε νπνία είλαη πνιχ γλσζηή 

ζήκεξα σο ην ζεψξεκα ηνπ Gauss-Markov .  Σν ζεψξεκα απηφ, απνηειεί 

ζεκειηψδεο ζεψξεκα ζην ηνκέα γξακκηθψλ κνληέισλ.  

Αο ζεσξήζνπκε δχν κεηαβιεηέο X , Y . Αλ νη κεηαβιεηέο απηέο 

ζπλδένληαη κε κηα ζρέζε ηεο κνξθήο  Y = f (X ) κέζσ ηεο νπνίαο γηα 

θάζε ηηκή ηεο X κπνξνχκε λα πξνβιέςνπκε αθξηβψο ηελ ηηκή ηεο  Y , 

δειαδή, αλ νη ηηκέο ηεο Y δελ ππφθεηληαη ζε ζθάικαηα, ηφηε ιέκε φηη νη 

δχν κεηαβιεηέο ζπλδένληαη κε ηε ζπλαξηεζηαθή - πξνζδηνξηζηηθή 

(deterministic) ζρέζε Y = f (X ). Γηα παξάδεηγκα, ην ξεχκα πνπ 

θαηαλαιψλεη κηα νηθνγέλεηα ζε έλα δίκελν θαη ην πνζφ πνπ  πιεξψλεη 

γηα ηελ θαηαλάισζε απηή ζπλδένληαη κε ζπλαξηεζηαθή -πξνζδηνξηζηηθή 

ζρέζε. Δπίζεο, ην πνζφ πνπ θαηαζέηεη θάπνηνο ζην Σακηεπηήξην θαη ν 

ηφθνο πνπ παίξλεη γηα ην πνζφ απηφ, ζπλδένληαη κε ζπλαξηεζηαθή -

πξνζδηνξηζηηθή ζρέζε. ε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο  ηα  ζεκεία ηνπ 

δηαγξάκκαηνο δηαζπνξάο βξίζθνληαη φια πάλσ ζηελ θακπχιε πνπ έρεη 

εμίζσζε Y = f (X ) θαη φζεο θνξέο θαη αλ επαλαιάβνπκε ην πείξακα 

ζέηνληαο ην Υ ζην ίδην επίπεδν X = x i  , ζα παίξλνπκε πάληα ηελ ίδηα 

ηηκή γηα ην Τ.  

Oη  κε πξνζδηνξηζηηθέο ζρέζεηο κεηαμχ κεηαβιεηψλ νλνκάδνληαη 

ζηνραζηηθέο –  ζηαηηζηηθέο (stochastic, probabilistic) ζρέζεηο. ηελ 

πεξίπησζε απηή, αλ επαλαιάβνπκε ην πείξακα πνιιέο θνξέο ζέηνληαο ην 

Υ ζην ίδην επίπεδν X = x i  ηφηε ζηελ ηηκή x i  ηεο X δελ αληηζηνηρεί κηα 

κφλν ηηκή y i  ηεο Τ αιιά, γεληθά, αληηζηνηρεί έλα πιήζνο δηαθνξεηηθψλ 

ηηκψλ ηεο Τ. Γηα παξάδεηγκα, αλ X είλαη ε ηηκή ελφο πξντφληνο θαη Τ 

είλαη ε δήηεζή ηνπ, ε Τ βξίζθεηαη ζε ζηνραζηηθή ζρέζε -εμάξηεζε απφ 



ηε X , γηαηί ε δήηεζε ελφο πξντφληνο επεξεάδεηαη θαη απφ άιινπο 

παξάγνληεο φπσο είλαη ην χςνο ηνπ εηζνδήκαηνο ησλ θαηαλαισηψλ, νη 

ηηκέο νκνεηδψλ πξντφλησλ, νη θαηαλαισηηθέο ζπλήζεηεο, θ.ά.  

ε κηα ζηνραζηηθή ζρέζε ην δηάγξακκα δηαζπνξάο είλαη, γεληθά, 

έλα λέθνο ζεκείσλ ην νπνίν πνιιέο θνξέο θαζνξίδεη κηα ηδεαηή γξακκή 

ε νπνία δίλεη κηα πξψηε εηθφλα ηεο ζρέζεο πνπ ζπλδέεη ηηο δχν 

κεηαβιεηέο. Ζ ζρέζε κάιηζηα κεηαμχ ησλ δχν κεηαβιεηψλ είλαη ηφζν 

πεξηζζφηεξν ηζρπξή φζν πην θνληά ζηελ ηδεαηή γξακκή βξίζθνληαη ηα 

ζεκεία ηνπ δηαγξάκκαηνο δηαζπνξάο. ην πξψην απφ ηα παξαθάησ 

ζρήκαηα έρνπκε ην δηάγξακκα δηαζπνξάο κηαο ηζρπξήο ζρέζεο ζηελ 

νπνία φηαλ απμάλνπλ νη ηηκέο ηεο X απμάλνπλ γεληθά θαη νη ηηκέο ηεο Τ, 

ελψ ζην δεχηεξν ζρήκα έρνπκε κηα ιηγφηεξν ηζρπξή ζρέζε ζηελ νπνία 

φηαλ απμάλνπλ νη ηηκέο ηεο X ειαηηψλνληαη γεληθά θαη νη ηηκέο ηεο Τ .  

 

 
Σχιμα 2.2: Διαγράμματα διαςποράσ 

 

Σέινο, ζηελ πεξίπησζε ηνπ ηξίηνπ ζρήκαηνο δε θαίλεηαη λα 

ππάξρεη θάπνηα ζρέζε κεηαμχ ησλ Υ θαη Τ. Γεληθά, δχν κεηαβιεηέο πνπ 

ζπλδένληαη είηε κε ζπλαξηεζηαθή -πξνζδηνξηζηηθή ζρέζε είηε κε 

ζηνραζηηθή ζρέζε ιέγνληαη «εμαξηεκέλεο». Αλ ππάξρεη εμάξηεζε 

κεηαμχ δχν κεηαβιεηψλ, ηφηε κπνξνχκε ηε κηα απφ απηέο λα ηε 

ραξαθηεξίζνπκε σο «αηηία» θαη ηελ άιιε σο «απνηέιεζκα». Απηφ φκσο, 

κφλν ζηελ πεξίπησζε πνπ ε εμάξηεζε νθείιεηαη ζε ζρέζε αηηηφηεηαο 

ησλ δχν κεηαβιεηψλ θαη φρη ζε  κηα απιή ζπκκεηαβνιή ε νπνία κπνξεί 

λα νθείιεηαη ζε εμάξηεζε ησλ δχν κεηαβιεηψλ απφ κηα ηξίηε 

κεηαβιεηή. Αλ, γηα παξάδεηγκα, X είλαη ην εηήζην εηζφδεκα κηαο 

νηθνγέλεηαο θαη Τ, Ε είλαη ηα πνζά πνπ μνδεχεη ε νηθνγέλεηα απηή ζε 

έλα έηνο γηα θξέαο θαη γηα αγνξά ινγνηερληθψλ βηβιίσλ, ηφηε: αλ 

δηαπηζηψζνπκε ζε έλα ζχλνιν νηθνγελεηψλ ζρέζε κεηαμχ ησλ Υ θαη Τ (ή 

κεηαμχ ησλ Υ θαη Ε) δερφκαζηε φηη ππάξρεη εμάξηεζε κεηαμχ ησλ δχν 

κεηαβιεηψλ θαη ηφηε κπνξνχκε λα ραξαθηεξίζνπκε ηε Υ σο «αηηία» θαη 

ηελ Τ (ή ηε Ε) σο «απνηέιεζκα». Αλ φκσο δηαπηζησζεί ζρέζε κεηαμχ 

ησλ Τ θαη Ε (πνπ είλαη πνιχ πηζαλφ, αθνχ θαη νη δχν κεηαβάιινληαη κε 

ην εηήζην εηζφδεκα Υ) αζθαιψο ζα πξφθεηηαη γηα «λφζα» εμάξηεζε.  

Γηα λα πεξηγξάςνπκε ηε ζηνραζηηθή εμάξηεζε δχν κεηαβιεηψλ Υ 

θαη Τ πξνζπαζνχκε λα βξνχκε, φπσο θαη ζηελ πξνζδηνξηζηηθή 

εμάξηεζε, κηα ζρέζε κεηαμχ ησλ Υ θαη Τ ε νπνία φκσο ηψξα δε ζα δίλεη 

αθξηβή αιιά πξνζεγγηζηηθή κφλν εηθφλα ηεο εμάξηεζεο ησλ Υ θαη Τ θαη 



ηα ζεκεία ηνπ δηαγξάκκαηνο δηαζπνξάο ησλ Υ θαη Τ δε ζα βξίζθνληαη 

πάλσ, αιιά, γχξσ απφ κηα θακπχιε.  

Θεσξνχκε Y ηε κεηαβιεηή απφθξηζεο θαη ηε κεηαβιεηή 

πξφβιεςεο Υ1,Υ2 ,…,Υp  φπνπ p είλαη ν αξηζκφο πνπ δειψλεη ηνλ αξηζκφ 

ησλ κεηαβιεηψλ πξφβιεςεο. Ζ ζρέζε κεηαμχ ησλ Τ θαη ησλ Υ 1,Υ2 ,…,Υp  

κεηαβιεηψλ κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί απφ ην κνληέιν π αιηλδξφκεζεο  

 

Y = f ( X1 ,Υ2,….,Xp) + ε , (2.12)  

 

Όπνπ ε  είλαη  ην ηπραίν ζθάικα ην νπνίν αληηπξνζσπεχεη ηελ απφθιηζε 

απφ ηε πξνζεγγηζηηθή ηηκή. Οπζηαζηηθά δειψλεη ηελ απνηπρία ηεο 

ζπλάξηεζεο απηήο ψζηε ην απνηέιεζκα απηήο λα είλαη θνληά ζηελ 

πξαγκαηηθή ηηκή. Ζ ζπλάξηεζε απηή πεξηγξάθεη ηε ζρέζε κεηαμχ  Τ θαη 

ησλ Υ1,Υ2,…,Υp κεηαβιεηψλ.  

Οη κεηαβιεηέο πξφβιεςεο ή αιιηψο επεμεγεκαηηθέο έρνπλ θαη 

άιιεο νλνκαζίεο φπσο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο, ζπκπεαξάγνληεο, 

παιηλδξνκνχζα κεηαβιεηή, παξάγνληεο θαη θνξείο. Ζ νλνκα ζία 

αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, παξ‘φιν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά, δελ 

απηθνλίδεη αθξηβψο ηελ πξαγκαηηθφηεηα ,  επεηδή ζηε πξάμε νη 

κεηαβιεηέο πξφβιεςεο είλαη ζπάληα αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο.  

 

Τπάξρνπλ ηξία είδε παιηλδξφκεζεο. Ζ πρώηη είναι η απλή  

γραμμική παλινδρόμηζη .  Απηφ ην είδνο παιηλδξφκεζεο ρξεζηκνπνηείηαη 

γηα λα βξνχκε ηε ζρέζε κεηαμχ δχν κεηαβιεηψλ,νη νπνίεο 

κεηαβάιινληαη γξακκηθά. Μηα απφ απηέο είλαη ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή 

y θαη ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή x .  Γηα παξάδεηγκα, ε απιή γξακκηθή 

παιηλδξφκεζε  κπνξεί λα πξνβιέςεη ηε ζρέζε κεηαμχ ηεε κπηθήο 

δχλακεο (y) θαη ηε κπηθή κάδα ζψκαηνο (x). πλήζσο ε ζπλάξηεζε ηνπ 

απινχ γξακκηθνχ κνληέινπ έρεη ηελ αθφινπζε  κνξθή  

                    y =  β0  + β1x + ε                (2.13)  

 

φπνπ y είλαη ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή, β0  είλαη ην ζεκείν ηνκήο κε ηνλ 

άμνλα ησλ x ,  β1  είλαη ε θιίζε ηεο επζείαο ή θιίζε ηεο θακπχιεο ηεο 

παιηλδξφκεζεο, x είλαη ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή θαη ε είλαη ην ηπραίν 

ζθάικα. πλήζσο ζεσξείηαη φηη ην ζθάικα ε αθνινπζεί θαλνληθή 

θαηαλνκή κε E( ε)=0 θαη ζηαζεξή δηαθχκαλζε Var( ε) = ζ
2
 ζηελ απιή 

γξακκηθή παιηλδξφκεζε.  

 

Σν δεύηερο είδος παλινδρόμηζης  είναι η πολλαπλή γραμμική 

παλινδρόμηζη ,  ε νπνία είλαη κηα γξακκηθή παιηλδξφκεζε κε κηα 

εμαξηεκέλε κεηαβιεηή θαη πεξηζζφηεξεο απφ κηα αλεμάξηεηεο 



κεηαβιεηέο. Ζ πνιιαπιή γξακκηθή παιηλδξφκεζε ππνζέηεη φηη ε 

κεηαβιεηή απφθξηζεο είλαη κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε ησλ παξακέηξσλ 

ηνπ κνληέινπ θαη ππάξρνπλ πεξηζζφηεξξεο απφ κηα αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο ζην κνληέιν. Ζ γεληθή κνξθή ηεο πνιιαπιήο γξακκηθήο 

παιηλδξφκεζεο έρεη σο εμήο:  

 

y  =  β0  + β1X1  + …. +  βpxp  + ε                (2.14)  

 

φπνπ y είλαη ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή   β 0 ,  β1 ,  β2 ,  …..,βp  είλαη 

ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο θαη  x1 ,  x2 ,  …..,xn  είλαη αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο ηνπ κνληέινπ. ηε θιαζζηθή παιηλδξφκεζε ζπλήζσο 

ζεσξείηαη φηη ν φξνο ζθάικα αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε Δ ( ε ) = 

0 θαη ε ηππηθή απφθιηζε είλαη Var(ε) = ζ
2
 .  

  Με ηελ απιή γξακκηθή παιηλδξφκεζε δηεξεπλνχκε ηε γξακκηθή 

ζρέζε  κεηαμχ κηαο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο θαη κηαο αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηήο, ελψ κε ηε πνιιαπιή γξακκηθή παιηλδξφκεζε εζηηάδνπκε 

ζηε γξακκηθή ζρέζε κεηαμχ κηαο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο ζε 

πεξηζζφηεξεο απφ κηα αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο. Ζ πνιιαπιή γξακκηθή 

παιηλδξφκεζε πεξηιακβάλεη πεξηζζφηεξα παξακέηξνπο απφ ηελ απιή 

γξακκηθή παιηλδξφκεζε, φπσο ηε ζπγγξακκηθφηεηα, ηελ εηεξνζθέδαζε, 

ηε γξαθηθή απεηθφληζε ηεο δηάγλσζεο παιηλδξφκεζεο, ηελ αλίρλεπζε 

παιηλδξφκεζεο ζε αθξαίεο ηηκέο θαη ζηηο παξαηεξήζεηο πνπ επεξεάδνπλ 

ηελ παιηλδξφκεζε.  

 

Σν  ηρίηο είδος παλινδρόμηζης είναι η μη γραμμική παλινδρόμηζη ,  ε 

νπνία ππνζέηεη φηη ε ζρέζε κεηαμχ ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο θαη ηεο 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο  είλαη κε γξακκηθή ζηηο παξακέηξνπο 

παιηλδξφκεζεο. Έλα παξάδεηγκα κε γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο είλαη ην 

αθνινπζν  

 

                 
 

     
                              (2.15) 

 

φπνπ y είλαη ε αλάπηπμε ελφο ζπγθεθξηκέλνπ νξγαληζκνχ ζπλαξηήζεη 

ηνπ ρξφλνπ t  ,  α θαη β είλαη νη παξάκεηξνη ηνπ κνληέινπ, θαη ε είλαη ην 

ηπραίν ζθάικα. Σν κνληέιν  κε γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο είλαη πην 

πεξίπινθν απφ ην γξακκηθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο φζνλ αθνξά ηελ 

εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ, επηινγή κνληέινπ, κνληέιν 

πξφβιεςεο, επηινγή κεηαβιεηψλ, ηελ αλίρλεπζε ηεο αθξαίαο ηηκήο, ή  ην 

πξνζδηνξηζκφ ησλ θαζνξηζηηθψλ  παξαηεξήζεσλ (Julian J. Faraway, 

2002).  

 



2.5.1 Σηόρνη ηεο Αλάιπζεο Παιηλδξόκεζεο 

 

Ζ αλάιπζε παιηλδξφκεζεο είλαη κηα απφ ηηο πην εχρξεζηεο 

ζηαηηζηηθέο κεζφδνπο ζηε πξάμε. Μπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε πνιινχο 

επηζηεκνληθνχο ηνκείο ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ ηεο ηαηξηθήο,  βηνινγίαο,  

γεσξγίαο,  νηθνλνκηθψλ,  κεραληθήο,  θνηλσληνινγίαο,  γεσινγίαο,  θ.ά. Ο 

ζθνπφο ηεο αλάιπζεο παιηλδξφκεζεο έρεη ηξεηο ζηφρνπο:  

 

1) Πξνζδηνξηζκφο ηεο ζρέζεο κεηαμχ ηεο κεηαβιεηήο απφθξηζεο y 

θαη ησλ κεηαβιεηψλ παιηλδξφκεζεο x1 ,x2,….,xn . 

2) Ζ πξφβιεςε ηεο κεηαβιεηήο y βαζίδεηαη ζε έλα ζχλνιν ηηκψλ 

ησλ x1,x2,….,xn. 

3) Γηαιέγεη ηηο κεηαβιεηέο x1,x2,….,xn  γηα λα πξνζδηνξίζεη πνηεο 

απφ απηέο είλαη πην ζεκαληηθέο απφ ηηο ππφινηπεο ψζηε λα 

αληηπξνζσπεχεη ηε κεηαβιεηή απφθξηζεο y φζν ην δπλαηφλ πην 

απνηειεζκαηηθά θαη κε ηε πεξηζζφηεξε αθξίβεηα  (Julian J. 

Faraway, 2002) 

 

Πόηε  ρξεζηκνπνηνύκε ηελ αλάιπζε παιηλδξόκεζεο 

 

Με ηελ αλάιπζε παιηλδξφκεζεο κπνξνχκε λα επηηχρνπκε πνιινχο 

ζεκαληηθνχο ζηφρνπο.  

 

1. Πξφβιεςε κειινληηθψλ παξαηεξήζεσλ  

2. Δθηίκεζε ησλ κεηαβνιψλ  ησλ, ή ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ, 

κεηαβιεηψλ απφθξηζεο.  

3. Μηα γεληθή πεξηγξαθή ηεο δνκήο ησλ δεδνκέλσλ.(  Samprit 

Chatterjee, Ali S.Hadi,2006) 
 

2.5.2 Τα βήκαηα γηα ηελ αλάιπζε παιηλδξόκεζεο 

 

 Οξηζκφο ηνπ πξνβιήκαηνο  

 Δπηινγή ησλ δπλακηθψλ ζρεηηθψλ κεηαβιεηψλ  

 πιινγή δεδνκέλσλ 

 Πξνδηαγξαθή ηνπ κνληέινπ  

 Δπηινγή ηεο κεζφδνπ πξνζαξκνγήο  

 Πξνζαξκνγή Μνληέινπ  

 Δπηθχξσζε θαη θξηηηθή κνληέινπ  



Υξεζηκνπνίεζε ηνπ επηιεγκέλνπ κνληέινπ γηα ηε ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο πνπ καο έρεη ηεζεί .  (Samprit  Chatterjee, Ali 

S.Hadi,2006) 

2.6 Απιή Γξακκηθή Παιηλδξόκεζε (Simple Linear Regression) 

Ο φξνο παιηλδξφκεζε θαη νη κέζνδνη γηα ηελ δηεξεχλεζε ηεο 

ζρέζεο κεηαμχ ησλ δχν κεηαηβιεηψλ ρξνλνινγείηαη φηη μεθίλεζε  γχξσ 

ζηα 100 ρξφληα πξηλ. Ζ πξψηε αλαθνξά έγηλε απφ ηνλ Francis Galton ην 

1908, ην δηάζεκν Βξεηαλφ βηνιφγν, φηαλ αζρνιήζεθε κε ηε κειέηε ηεο 

θιεξνλνκηθφηεηαο.  Μηα απφ ηηο παξαηεξήζεηο ηνπ ήηαλ φηη ηα παηδηά κε 

ςεινχο γνλείο, είλαη ςειφηεξα απφ ην κέζν φξν ,  αιιά φρη ηφζν ςειά 

φζν νη γνλείο ηνπο. Απηή ε παιηλδξφκεζε ‗‘πξνο ηε κεηξηφηεηα‘‘ έδσζε 

ζ‘ απηέο ηηο ζηαηηζηηθέο κεζφδνπο ην φλνκα ηνπο. Ο φξνο παιηλδξφκεζε 

θαη ε εμέιημε ηνπ,  πεξηγξάθεη θπξίσο ηε ζηαηηζηηθή ζρέζε κεηαμχ ησλ 

κεηαβιεηψλ.  

Μηα κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο ζηνραζηηθήο 

εμάξηεζεο δχν κεηαβιεηψλ είλαη ε κέζνδνο ησλ εια ρίζησλ ηεηξαγψλσλ 

θαη απηή ζα εθαξκφζνπκε ζηε ζπλέρεηα γηα λα κειεηήζνπκε ηελ πην 

απιή κνξθή ζηνραζηηθήο εμάξηεζεο, ηε γξακκηθή.  

 

1. Μέθοδος Δλατίζηων Τεηραγώνων  (Method of Least Squares):  κε 

ηελ κέζνδν απηή πξνζδηνξίδνληαη νη ζπληειεζηέο α θαη β απφ ηνπο 

ηχπνπο:  
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                (2.16) 

 

                                   θαη   xy   ˆˆ                                 (2.17) 

 

ε επζεία ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ζα είλαη ε :  

 

                                           xy   ˆˆˆ                                   (2.18) 

Σν ̂  είλαη ε ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ ζην νπνίν ε επζεία ηέκλεη ηνλ 

άμνλα y‘y ελψ ην ̂ ,  πνπ είλαη ν ζπληειεζηήο  δηεχζπλζεο ηεο επζείαο, 

εθθξάδεη ηελ κεηαβνιή ηεο κεηαβιεηήο Τ φηαλ ε κεηαβιεηή Υ 

κεηαβιεζεί θαηά κηα κνλάδα.  

 



2. Σσνηελεζηής Γραμμικής Σσζτέηιζης (Linear Correlation 

Coefficient):  είλαη ην κέηξν πνπ εθθξάδεη ηελ ζπγθέληξσζε ησλ 

ζεκείσλ ελφο δηαγξάκκαηνο δηαζπνξάο γχξσ απφ ηελ επζεία 

παιηλδξφκεζεο.  

 Αλ Υ θαη Τ δχν κεηαβιεηέο κεγέζνπο λ ηφηε ν ζπληειεζηήο 

γξακκηθήο ζπζρέηηζεο είλαη ν εμήο:  
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 Δάλ νη κέζεο ηηκέο δελ είλαη αθέξαηνη αξηζκνί, ηφηε ν ζπληειεζηήο 

γξακκηθήο ζπζρέηηζεο r δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν:  
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r    (2.20) 

Ηδηφηεηεο ηνπ r:  

i . Δάλ 0 < r < 1 ηφηε νη Υ θαη Τ είλαη ζεηηθά γξακκηθά 

ζπζρεηηζκέλεο.  

ii. Δάλ  -1 < r < 0 ηφηε νη Υ θαη Τ είλαη αξλεηηθά γξακκηθά 

ζπζρεηηζκέλεο.  

iii. Δάλ r = 1 ηφηε έρνπκε ηέιεηα ζεηηθή γξακκηθή ζπζρέηηζε 

θαη φια ηα ζεκεία βξίζθνληαη πάλσ ζηελ επζεία y = α + β . 

y θαη   β > 0. αληίζηνηρα αλ r = -1 θαη β<0.  

iv. Δάλ r = 0 ηφηε δελ ππάξρεη γξακκηθή ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ 

κεηαβιεηψλ Υ θαη Τ. Οπφηε ιέκε φηη είλαη γξακκηθά 

αζπζρέηηζηεο.  

 

Σν εξγαιείν αλάιπζεο "πζρέηηζε" κεηξά ηε ζρέζε κεηαμχ δχν 

ζπλφισλ δεδνκέλσλ, ηα νπνία έρνπλ θιηκάθσζε, ψζηε λα είλαη 

αλεμάξηεηα απφ κνλάδα κεηξήζεσο. Ο ππνινγηζκφο ηεο  ζπζρέηηζεο 

πιεζπζκνχ επηζηξέθεη ηε ζπλδηαθχκαλζε ησλ δχν ζπλφισλ δεδνκέλσλ, 

δηαηξνχκελε δηα ηνπ γηλνκέλνπ ησλ ηππηθψλ ηνπο απνθιίζεσλ, βάζεη ησλ 

αθφινπζσλ ηχπσλ.  

 Μπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην εξγαιείν αλάιπζεο 

"πζρέηηζε" γηα λα θαζνξίζνπκε θαηά πφζν δχν πεξηνρέο δεδνκέλσλ 



κεηαβάιινληαη καδί —  δειαδή, θαηά πφζν κεγάιεο ηηκέο ηνπ ελφο 

ζπλφινπ ζρεηίδνληαη κε κεγάιεο ηηκέο ηνπ άιινπ (ζεηηθή ζπζρέηηζε), 

θαηά πφζν κηθξέο ηηκέο ηνπ ελφο ζπλφινπ ζρεηίδνληαη κε κεγάιεο ηηκέο 

ηνπ άιινπ (αξλεηηθή ζπζρέηηζε) ή θαηά πφζν νη ηηκέο θαη ησλ δχν 

ζπλφισλ είλαη άζρεηεο κεηαμχ ηνπο (ζρεδφλ κεδεληθή ζπζρέηηζε).  

 

3. Σσνδιακύμανζη (Covariance of the two variables):  απνηειεί έλα 

κέηξν ηεο ζρέζεο κεηαμχ δχν πεξηνρψλ δεδνκέλσλ.  Σν εξγαιείν 

αλάιπζεο "πλδηαθχκαλζε" απνδίδεη ην κέζν φξν ηνπ γηλνκέλνπ 

ησλ απνθιίζεσλ ησλ ζεκείσλ δεδνκέλσλ απφ ηηο αληίζηνηρεο 

κέζεο ηηκέο ηνπο, βάζεη ηνπ παξαθάησ ηχπνπ.  
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  Μπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ην εξγαιείν "πλδηαθχκαλζε" γηα λα 

θαζνξηζζεί θαηά πφζν δχν πεξηνρέο δεδνκέλσλ κεηαβάιινληαη καδί — 

δειαδή, θαηά πφζν κεγάιεο ηηκέο ηνπ ελφο ζπλφινπ ζρεηίδνληαη κε 

κεγάιεο ηηκέο ηνπ άιινπ (ζεηηθή ζπλδηαθχκαλζε), θαηά πφζν κηθξέο 

ηηκέο ηνπ ελφο ζπλφινπ ζρεηίδνληαη κε κεγάιεο ηηκέο ηνπ άιινπ 

(αξλεηηθή ζπλδηαθχκαλζε) ή θαηά πφζν νη ηηκέο θαη ησλ δχν ζπλφισλ 

είλαη άζρεηεο κεηαμχ ηνπο (ζρεδφλ κεδεληθή ζπλδηαθχκαλζε).  

 

4. Ανάλσζη Γιαζποράς (Analysis of Variance) ANOVA : Δμεηάδεη ηε 

ζρέζε ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο κε ηελ αλεμάξηεηε, 

ππνινγίδνληαο ζηελ νπζία ην αλ ε κεηαβιεηφηεηα ησλ ηηκψλ ηεο 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο Τ εμεγείηαη απφ ηελ αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή Υ. Ζ αλάιπζε ηεο δηαζπνξάο γηα ην απιφ γξακκηθφ 

κνληέιν κπνξεί λα παξνπζηαζηεί σο εμήο:  
 

Πίλαθαο 2.1: Αλάιπζε Γηάζπνξαο  

Πεγή  

Μεηαβιεηόηεη

αο 

Βαζκνί  

Διεπζεξία

ο  

Άζξνηζκα  

Σεηξαγώλσλ 

Μέζν 

Σεηξάγσλν  

F-test 

Παλινδρόμθςθ  1 
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 ε θάζε άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ αληηζηνηρνχλ νξηζκέλνη βαζκνί 

ειεπζεξίαο, πνπ ηζνδπλακνχλ κε ην πιήζνο ησλ αλεμαξηήησλ 

ζπλαξηήζεσλ ησλ y i ,  νη νπνίνη απαηηνχληαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ελ 

ιφγσ αζξνίζκαηνο.  

 Οπφηε ην SST έρεη λ –  1 βαζκνχο ειεπζεξίαο δηφηη:  
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                (2.22) 

 Σν SSR έρεη έλαλ βαζκφ ειεπζεξίαο, δηφηη κπνξεί λα ππνινγηζζεί 

απφ κία ζπλάξηεζε ησλ y i  ηελ ̂  δνζέληνο φηη:  
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 Δλψ ην SSE έρεη λ – 2 βαζκνχο ειεπζεξίαο δηφηη:  
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Μηα ζεκειηψδεο ηζφηεηα πνπ ρξεζηκνπνηνχκε γηα ηε απιή αιιά θαη ηε 

πνιιαπιή παιηλδξφκεζε είλαη ε αθφινπζε  

              SST=SSE + SSR                            (2.25) 

  

 Σα εξγαιεία αλάιπζεο Anova πξνζθέξνπλ δηαθνξεηηθά είδε 

αλάιπζε ηεο δηαθχκαλζεο. Σν εξγαιείν πνπ  ρξεζηκνπνηήζεηε εμαξηάηαη 

απφ ηνλ αξηζκφ ησλ ζπληειεζηψλ θαη ηνλ αξηζκφ ησλ δεηγκάησλ πνπ 

έρνπκε απφ ηνπο πιεζπζκνχο ηνπο νπνίνπο ζέινπκε λα ειέγμνπκε.  

 Αλάιπζε δηαθχκαλζεο θαηά έλα παξάγνληα    Απηφ ην εξγαιείν 

εθηειεί κηα απιή αλάιπζε δηαθχκαλζεο, επαιεζεχνληαο ηελ ππφζεζε φηη 

νη κέζεο ηηκέο δχν ή πεξηζζνηέξσλ δεηγκάησλ είλαη ίζεο (εθφζνλ 

ιακβάλνληαη απφ πιεζπζκνχο κε ηελ ίδηα κέζε ηηκή). Ζ ηερληθή απηή 

επεθηείλεηαη ζηηο δνθηκέο δχν κέζσλ ηηκψλ, φπσο ν έιεγρνο t.  

 Αλάιπζε δηαθχκαλζεο δχν παξαγφλησλ κε αιιειεπίδξαζε .  Απηφ 

ην εξγαιείν αλάιπζεο εθηειεί κηα παξαιιαγή, δχν παξαγφλησλ κε 

αλαπαξαγσγή, ηεο αλάιπζεο δηαθχκαλζεο ελφο παξάγνληα, πνπ 

πεξηιακβάλεη πεξηζζφηεξα απφ έλα δείγκαηα γηα θάζε νκάδα δεδνκέλσλ.  



 Αλάιπζε δηαθχκαλζεο δχν παξαγφλησλ ρσξίο αιιειεπίδξαζε . 

Απηφ ην εξγαιείν αλάιπζεο εθηειεί κηα αλάιπζε δηαθχκαλζεο δχν 

παξαγφλησλ, ε νπνία  δελ πεξηιακβάλεη πεξηζζφηεξεο απφ κία 

δεηγκαηνιεςίεο αλά νκάδα, θάλνληαο δνθηκή ηεο ππφζεζεο φηη νη κέζεο 

ηηκέο δχν ή πεξηζζνηέξσλ δεηγκάησλ είλαη ίζεο (εθφζνλ ιακβάλνληαη 

απφ πιεζπζκνχο κε ηελ ίδηα κέζε ηηκή). Ζ ηερληθή απηή επεθηείλεηαη ζε 

δνθηκέο γηα δχν κέζεο ηηκέο, φπσο ν έιεγρνο t.  

 

 

5. Σηαηιζηικοί Έλεγτοι F :  Οη ζηαηηζηηθέο ζπλαξηήζεηο SSR θαη SSE 

είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο θαη ηα κέζα ηεηξάγσλα 

αθνινπζνχλ ηελ Υ
2  

θαηαλνκή κε βαζκνχο ειεπζεξίαο ηνπο 

αληίζηνηρνπο ησλ αζξνηζκάησλ ηεηξαγψλσλ. Δπνκέλσο ε 

ζπλάξηεζε F αθνινπζεί ηελ F1,n -2   θαηαλνκή θαη κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί, γηα λα ειέγμνπκε ηελ ζεκαληηθφηεηα ηεο 

παιηλδξφκεζεο, δειαδή ηεο ππφζεζεο Ζ 0 : β=0 έλαληη ηεο Ζα : 

β<>0. Οπζηαζηηθά ειέγρνπκε ηελ ηζρχ ηεο ππφζεζεο, φηη ηα 

δεδνκέλα καο κπνξνχλ λα πεξηγξαθνχλ ηθαλνπνηεηηθά απφ ην 

γξακκηθφ κνληέιν.  

 

6. Σσνηελεζηής Προζδιοριζμού R
2  

:  είλαη ην πειίθν  

 

              R
2
 = SSR/SST  0                      (2.26)  

 

Με ηνλ νπνίν κπνξνχκε λα ειέγμνπκε ηελ αμία ηνπ απινχ γξακκηθνχ 

κνληέινπ, ην νπνίν πξνζαξκφδνπκε ζηα δεδνκέλα. Ο ζπληειεζηήο 

πξνζδηνξηζκνχ εθθξάδεη ην πνζνζηφ ηεο κεηαβιεηφηεηαο ηεο 

κεηαβιεηήο Τ πνπ εμεγείηαη απφ ηελ κεηαβιεηή Υ. Όζν πην θνληά 

βξίζθεηαη ε ηηκή ηνπ R
2  

ζηελ κνλάδα, ηφζν πην ηζρπξή γίλεηαη ε 

γξακκηθή ζρέζε εμάξηεζεο ησλ κεηαβιεηψλ Τ θαη Υ. 

 

2.7 Πνιιαπιή Γξακκηθή Παιηλδξόκεζε (Multiple Linear 

Regression) 

 

 ηελ ελφηεηα απηή ζα κειεηήζνπκε ηε πνιιαπιή γξακκηθή 

παιηλδξφκεζε.  Ο γεληθφο ζθνπφο ηεο πνιιαπιήο γξακκηθήο  

παιηλδξφκεζεο είλαη ε αλαδήηεζε γηα ηε γξακκηθή ζρέζε κεηαμχ κηαο 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο θαη πνιιψλ αλεμάξηεησλ 

κεηαβιεηψλ.Πνιιαπιή παιηλδξφκεζε επηηξέπεη ζηνπο εξεπλεηέο λα 

εμεηάζνπλ ηελ επίδξαζε ηεο πάλσ απφ κία αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο 

ζρεηηθά κε ηελ απάληεζε ηελ ίδηα ζηηγκή.  ε αξθεηά φκσο πξνβιήκαηα 



ε  κεηαβιεηή απφθξηζεο Τ κπνξεί λα ζεσξεζεί φηη επεξεάδεηαη απφ 

πεξηζζφηεξεο απφ κηα εξκελεπηηθέο κεηαβιεηέο, έζησ Υ 1 ,Υ2,…,Υp -1 . 

Μπνξνχκε θαη πάιη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλα γξακκηθφ κνληέιν γηα λα 

δηεξεπλήζνπκε  ηελ εμάξηεζε ηεο Y απφ ηηο Υ1 ,Υ2 ,….,Υp-1 .  Σν κνληέιν 

απηφ, ην νπνίν απνηειεί γελίθεπζε ηνπ κνληέινπ Τ = b0  + b1X1  + ε  πνπ 

κειεηήζακε ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, ζα έρεη ηε κνξθή  

 

                Τ = b0 + b1X1 + b2X2   +…+ bp-1Xp-1  +ε ,        (2.27)  

 

 Γηα θάπνηεο παξακέηξνπο b0 ,b1 ,….,bp-1 . Γηα λα δηεξεπλεζεί ε 

ζρέζε κεηαμχ ηεο Τ θαη ησλ Υ1 ,Υ2,….,Υp-1  ιακβάλεηαη δείγκα κεγέζνπο 

n θαη γηα θάζε άηνκν ηνπ δείγκαηνο θαηαγξάθν -ληαη νη ηηκέο ησλ 

ζπγθεθξηκέλσλ κεηαβιεηψλ. Π.ρ. γηα ην i -άηνκν ηνπ δείγκαηνο θαηαγξά-

θνληαη νη ηηκέο (Τ i,X i1 ,…,X i ,p -1), i=1,2,….,n .  Δθαξκφδνπκε ινηπφλ ην 

κνληέιν  

 

Y i=b0+b1X1+b2X2+….+bp-1Xp -1+ε i  ,  i=1,2,….,n   (2.28)  

 

Όπνπ ηα ζθάικαηα ε1 ,ε2 ,….,εn ζεσξνχληαη αλεμάξηεηεο ηηκέο 

κεηαβιεηψλ απφ ηελ Ν(0,1) ελψ νη εξκελεπηηθέο κεηαβιεηέο 

Υ1,Υ2,….Υp-1 ,  φπσο θαη ζην απιφ γξακκηθφ κνληέιν, δελ ζεσξνχληαη 

ηπραίεο. Σν παξαπάλσ κνληέιν γξάθεηαη κε ηε βνήζεηα πηλάθσλ ζηελ 

απινχζηεξε κνξθή:                            

 

     Y = Xb + ε                  2.29)  

Όπνπ    

 

 

       Y =  [

  
  
 
  

],    X = 

[
 
 
 
           

           

    
           ]

 
 
 

,   b = [

  
  
 

    

],   ε  = [

  
  
 
  

]      (2.30) 

 

 Ο πίλαθαο X θαιείηαη θαη πίλαθαο ζρεδηαζκνχ. ην πνιιαπιφ 

κνληέιν ζεσξνχκε φηη ηα ζεκεία δελ βξίζθνληαη «θνληά» ζε κηα επζεία 

αιιά «θνληά» ζε έλα (ππεξ)επίπεδν ζηηο p δηαζηάζεηο.  

 

Mέθοδοι Δλατίζηων Τεηραγώνων  



 

 Όπσο είπακε θαη παξαπάλσ δερφκαζηε φηη ην κνληέιν πνιιαπ ιή 

γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο εθθξάδεηαη απφ ηεο παξαθάησ εμίζσζε, κε ηε 

κνξθή κήηξαο  

 

                                     Y= X b + ε,                                   (2.31)  

Όπνπ  

 

 

 Υ=[

          

          

    
          

]     b=[

  
  
 

    

]    ε = [

  
  
 
  

]                  (2.32) 

 

Ζ εθηίκεζε ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ κπνξεί λα γίλεη κέζσ ηεο αξρήο 

ησλ ειαρίαησλ ηεηξαγψλσλ:  

 

              β=       [(    ) (    )]                                   (2.33) 

 

φπνπ b‘
=(           )   , έλα k-δηάζηαην δηάλπζκα ησλ εθηηκήζεσλ ησλ 

ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο.
.  

 

Δκηίμηζη ηων παραμέηρων b0 , b1 , …,bp-1 και ζ
2
                        

 

 Σν ηπραίν δηάλπζκα ε απνηειείηαη απφ n αλεμάξηεηεο Ν(0,ζ
2
) 

ηπραίεο κεηαβιεηέο θαη επνκέλσο ζα έρεη απφ θνηλνχ ζ.π.π. Ν(0,ζ
2
Ηn), 

δειαδή αθνινπζεί κία πνιπδηάζηαηε θαλνληθή θαηαλνκή φπνπ Η n  είλαη ν 

κνλαδηαίνο πίλαθαο δηάζηαζεο n. Ωο ζπλέπεηα ην ηπραίν δηάλπζκα Y = 

[Y1,Y2,…,Yn]
Σ
    ζα αθνινπζεί θαη απηφ πνιπδηάζηαηε θαλνληθή N(X b , 

ζ
2
Ηn)          

 

Δρμηνεύονηας ηη ζσνολική μεηαβληηόηηηα ηοσ μονηέλοσ  

 

  Όπσο αθξηβψο θαη ζην απιφ γξακκηθφ κνληέιν, ε δεηγκαηηθή 

δηαζπνξά ησλ παξαηεξήζεσλ Y i  απνδεηθλχεηαη φηη ρσξίδεηαη ζε δχν 

αζξνίζκαηα  ηα νπνία ζπκβνιίδνληαη θαη πάιη κε SST, SSE θαη SSR 

αληίζηνηρα. Σν SST εθθξάδεη ηε ζπλνιηθή παξαηεξνχκελε 

κεηαβιεηφηεηα ησλ Τ i , ην SSR εθθξάδεη ηε κεηαβιεηφηεηα ησλ 



πξνζαξκνζκέλσλ ηηκψλ ελψ ην SSE εθθξάδεη ηε κεηαβιεηφηεηα ησλ Τ i  

ζε ζρέζε κε ηηο αληίζηνηρεο πξνζαξκνζκέλεο ηηκέο. Ζ κεηαβιεηφηεηα 

ηνπ SSR εξκελεχεηαη απφ ην κνληέιν ελψ ηνπ SSE φρη . Σν πειίθν 

(ζπληειεζηήο πξνζδηνξηζκνχ)  

 

 

                                     
   

   
 

       

   
                       (2.34) 

 

 

κπνξεί λα ζεσξεζεί φηη εθθξάδεη ην πνζνζηφ ηεο κεηαβιεηφηεηαο ησλ Τ i 

πνπ εξκελεχεηαη απφ ην κνληέιν. Δίδακε  παξαπάλσ φηη,  

 

      
   

   
 

  
∑ (     )

  
         

  ,                              (2.35) 

 

Δπίζεο, αλ b1=b2=…=bp -1=0 ηφηε απνδεηθλχεηαη φηη  

 

               
   

        
    θαη    

   

       
 ,                            (2.36) 

 

(δηαθνξεηηθά αθνινπζνχλ θάπνηεο κε -θεληξηθέο θαηαλνκέο ρη -

ηεηξάγσλν). Δπνκέλσο αλ b1 = b2 =… = bp -1  = 0  ηφηε  

 

          F = 

   

  

   
   

  

   

=

   

(   )

   

(   )

                                               (2.37) 

 

(δηφηη SSR θαη SSE είλαη αλεμάξηεηεο). Απφ ην παξαπάλσ κπνξνχκε λα 

θαηαζθεπάζνπκε έλαλ έιεγρν γηα ηελ ππφζεζε Ζ 0 : b1 = b2 = … = bp-1  = 0 

(δει. φηη ε Τ δελ εμαξηάηαη απφ θακία απφ ηηο Υ 1 ,Υ2 ,…,Υp-1). Θα 

απνξξίπηεηαη ε Ζ0  φηαλ ε παξαπάλσ ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε ιακβάλεη 

(αζπλήζηζηα ππφ ηελ Ζ0) κεγάιεο ηηκέο, δειαδή φηαλ (ε.ζ. α)  

 

F=
    (   )

    (   )
          ( )   άλσ α-ζεκείν ηεο θαηαλνκήο F κε p-1 θαη n-p 

β.ε. κε αληίζηνηρν  p-value: 

 

 



    p-value = 1 -          
(

   

   
   

   

)                                 (2.38) 

 

 

(φπνπ          
,   είλαη ε ζ.θ. ηεο θαηαλνκήο Fp -1 ,n -p). Αληίζεηα απφ ην 

απιφ, ζην πνιιαπιφ κνληέιν, νπαξαπάλσ έιεγρνο κέζσ ηεο F είλαη 

δηαθνξεηηθφο απφ ηνπο έιεγρνπο πνπ είδακε ζηελ πξνεγνχκελε 

παξάγξαθν ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ζηαηηζηηθέο ζπλαξηήζεηο Σ i  , i  = 1, 2 , 

. . ., p−1 (δηφηη νη έιεγρνη εθείλνη αθνξνχλ ηηο ππνζέζεηο    :     = 0,   : 

b2  = 0, …, Ζ0:  bp -1 = 0 μερσξηζηά). Όιεο νη παξαπάλσ πνζφηεηεο 

ζπλνςίδνληαη θαη πάιη ζηνλ πίλαθα αλάιπζεο δηαζπνξάο ( ANOVA): 

 

 

 

Πίνακασ 2: Ανάλυςθ Διαςποράσ  

Πθγι  
Μεταβλθτότθτασ  

Βακμοί  
Ελευκερίασ  

Άκροιςμα  
Τετραγώνων  

Μζςο  
τετράγωνο  

F-test 

Παλινδρόμθςθ  p-1 SSR=∑(  ̂   ̅)  MSR=
   

   
    

   
 

Σφάλματα  ν –  p SSE=∑(     ̂)
  MSE=

   

   
 

   

 

Ολικι  ν –  1 SST= ∑(    ̅)    

 

 

 

 

Σύγκριζη μονηέλων  

 

 Αξθεηέο θνξέο ζπκβαίλεη λα έρνπκε θαηαγξάςεη ηηο ηηκέο αξθεηψλ 

αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ Υ1,Υ2 ,…,Υp-1  θαη ζέινπκε λα εμεηάζνπκε 

πνηέο απφ απηέο επεξεάδνπλ ηελ κεηαβιεηή απφθξηζεο Τ. Έλαο ηξφπνο 

(πνπ δελ είλαη πάληα ν ζπληνκφηεξνο) είλαη λα εθαξκφζνπκε φια  ηα 

δπλαηά κνληέια θαη λα επηιέμνπκε απηφ πνπ δίλεη ηα «θαιχηεξα» 

απνηειέζκαηα. Αλ π.ρ. έρνπκε θαηαγξάςεη ηξεηο κεηαβιεηέο Υ 1,  Υ2 ,  Υ3  

ηφηε κπνξνχκε λα εμεηάζνπκε ηα κνληέια:  

 

Y=b0+b1X1+ε,      Y=b0+b1X2+ε ,     

Τ=b0+b1X3+ε, 

Y=b0+b1X1+b2X2+ε,    Y=b0+b1X1+b2X3+ε,  

Y=b0+b1X2+b2X3+ε,                 Y=b0+b1X1+b2X2+b3X3+ε, 

 



θαη λα ζεσξήζνπκε θαιχηεξν απηφ πνπ δίλεη ην κεγαιχηεξν ζπληειεζηή 

πξνζδηνξηζκνχ R
2
.  Γξήγνξα φκσο δηαπηζηψλνπκε φηη ην κνληέιν κε ην 

κεγαιχηεξν R
2
 = 1−SSE/SST δελ είλαη πάληνηε ην θαιχηεξν. Απηφ 

ζπκβαίλεη δηφηη φζν πξνζζέηνπκε αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ζην κνληέιν 

(φπνηεο θαη αλ είλαη απηέο) ην R
2
 απμάλεηαη (ή παξακέλεη ζηαζεξφ). 

Πξάγκαηη, φηαλ πξνζζέηνπκε αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ην SSE κεηψλεηαη 

ή κέλεη ζηαζεξφ αθνχ 

 

SSE=               
∑ (                         )

  
          (2.39) 

 

(ελψ ην SST παξακέλεη πάληνηε ζηαζεξφ) θαη ε παξαπάλσ 

ειαρηζηνπνίεζε γίλεηαη ζε κεγαιχηεξν ρψξν (πεξηζζφηεξα bi). Π.ρ. 

έζησ φηη ε Τ επεξεάδεηαη απφ ηηο Υ 1 ,  Υ2  ελψ δελ επεξεάδεηαη θαζφινπ 

απφ ηελ Υ3  νπφηε θαιχηεξν κνληέιν ζα έπξεπε λα είλαη ην  

 Τ = b0  + b1X1  + b2X2  + ε. Πξνζζέηνληαο φκσο ηελ Υ3 ζε απηφ ην 

κνληέιν πξνθχπηεη ην κνληέιν Τ = b0  + b1X1 + b2X2  + b3X3  + ε, ην 

νπνίν, ζχκθσλα κε ηα παξαπάλσ, ζα έρεη κεγαιχηεξν ή ίζν R2 απφ ην  

Τ = b0  + b1X1  + b2X2  + ε.  Δπνκέλσο ην R
2
 δελ δείρλεη πάληνηε ην 

«θαιχηεξν» κνληέιν. Αληί ηνπ R
2
 πξνηείλεηαη ε ρξήζε ηνπ 

«πξνζαξκνζκέλνπ» R
2
 (R

2
 adjusted). Έηζη, θαιχηεξν ζα ζεσξείηαη ην 

κνληέιν κε ην κεγαιχηεξν  

 

                                      R
2
=1-

   (   )

    (   )
                                        (2.40) 

 

 Σν πξνζαξκνζκέλν R
2
 «δείρλεη» σο θαιχηεξν ην κνληέιν πνπ έρεη 

ην κηθξφηεξν S
2
 =SSE/(n−p) (ην SST είλαη ζηαζεξφ ζε φια ηα κνληέια). 

Ο δείθηεο απηφο δελ απμάλεηαη πάληνηε φηαλ απμάλνληαη νη αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο. Αμίδεη λα αλαθεξζεί φηη γηα ηελ εχξεζε ηνπ θαιχηεξνπ 

κνληέινπ έρνπλ πξνηαζεί θαη άιινη δείθηεο (κε δηάθνξεο αηηηνινγήζεηο).  

  



Πνιπζπγγξακκηθφηεηα  

 

 ηελ πνιιαπιή παιηλδξφκεζε είλαη δπλαηφ θάπνηεο απφ ηηο 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο X1,  X2 ,…,Xp -1 λα είλαη γξακκηθά εμαξηεκέλεο 

κε ζπλέπεηα ν πίλαθαο πιεξνθνξίαο Υ
Σ
Υ λα κελ αληηζηξέθεηαη (ε 

νξίδνπζα ηνπ είλαη 0). Απηφ ην πξφβιεκα είλαη γλσζηφ σο πξφβιεκα 

πνιπζπγγξακηθφηεηαο. Έλαο απιφο ηξφπνο αληηκεηψπηζεο ηνπ είλαη ε 

αθαίξεζε θάπνησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ απφ ην κνληέιν (ράλνληαο 

φκσο «πιεξνθνξία»).Αθφκε θαη φηαλ ε νξίδνπζα ηνπ Υ
Σ
Υ δελ είλαη 

αθξηβψο 0 αιιά «θνληά» ζην 0 (αζζελήο πνιπζπγγξακηθφηε ηα) 

παξνπζηάδεηαη πξφβιεκα.  ε απηή ηελ πεξίπησζε κπνξεί λα 

εκθαληζηνχλ ζθάικαηα ζηξνγγχιεπζεο θαηά ηελ αληηζηξνθή ηνπ Υ
Σ
Υ 

(κε ζπλέπεηα νη εθηηκήζεηο πνπ παίξλνπκε λα κελ είλαη αμηφπηζηεο). 

Απηφ ζπλήζσο αληηκεησπίδεηαη σο έλα βαζκφ απφ ην ίδην ην παθέην η ν 

νπνίν πξηλ πξνβεί ζηνπο ππνινγηζκνχο ησλ εθηηκήζεσλ ηππνπνηεί φιεο 

ηηο κεηαβιεηέο (π.ρ. Ώζηε λα παίξλνπλ ηηκέο ζην (−1,1)) θαη θαηά ηελ 

εκθάληζε ησλ απνηειεζκάησλ ηηο επαλαθέξεη ζηελ αξρηθή θιίκαθα.Ζ 

νξίδνπζα ηνπ Υ
Σ
Υ είλαη θνληά ζην 0 φηαλ ππάξρεη ηζρπξή  ζπζρέηηζε 

κεηαμχ ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ.  

 Μία αθφκε «παξελέξγεηα» ηεο ζπγθεθξηκέλεο θαηάζηαζεο είλαη 

φηη κπνξεί νξηζκέλεο κεηαβιεηέο λα θαίλνληαη «ζεκαληηθέο» (κε 

αληίζηνηρν p-value ζην t-ηεζη θνληά ζην 0) ζε θάπνην κνληέιν, ελψ 

παχνπλ λα είλαη ζε-καληηθέο φηαλ ζην κνληέιν πξνζζέζνπκε θαη άιιεο 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο. Γηα παξάδεηγκα κπνξεί ζην κνληέιν Τ = b0  + 

b1X1  + b2X2  + ε, ε X2  λα είλαη ζεκαληηθή (απνξξίπηνπκε φηη b2 ≠ 0) ελψ 

ζην κεγαιχηεξν κνληέιν Τ = b0  + b1X1  + b2X2  + b3X3+ ε, λα κελ είλαη 

πηα ζε-καληηθή (ελψ ε Υ3  πνπ πξνζζέζακε λα είλαη). Υνλδξηθά, απηφ 

κπνξεί λα ζπκβαίλεη δηφηη ε Υ3  είλαη απηή πνπ επεξεάδεη ηελ Τ αιιά 

φηαλ εθαξκφδνπκε ην πξψην κνληέιν (ζην νπνίν απνπζηάδεη ε Υ 3), ε Υ2  

θαίλεηαη ζεκαληηθή δηφηη «κνηάδεη» ζηελ Υ 3 .  Όηαλ εληνπίζνπκε νκάδα ή 

νκάδεο απφ ηζρπξά ζπζρεηηζκέλεο κεηαβιεηέο (π.ρ. απφ ηνλ πίλαθα 

ζπζρεηίζεσλ ησλ Υ i) ηφηε ζα πξέπεη ζην βέιηηζην κνληέιν λα 

θξαηήζνπκε κία απφ θάζε νκάδα.  ε αξθεηέο πεξηπηψζεηο απηφ δελ 

είλαη εχθνιν νπφηε είλαη αλάγθε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε άιιεο κεζφδνπο 

(π.ρ. principal components regression ή ridge regression). 

 

 

2.8 Δπηινγή Μεηαβιεηώλ  (Variable Selection) 

 ηηο ηαηξηθέο κειέηεο, νη αλαιπηέο ρξεζηκνπνηνχλ πνζνηηθέο 

κεζφδνπο γηα λα δηαγλψζνπλ θαη λα αμηνινγήζνπλ ην απνηέιεζκα γηα ηε 

ζεξαπεία. Ζ παιηλδξφκεζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ( Least Squares 

regression) είλαη ε κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηνχλ πην ζπρλά, σζηφζν  εί λαη 

πνιχ επαίζζεηε ζηηο αθξαίεο ηηκέο. Τπάξρνπλ πνιχ ηξφπνη γηα λα 



αληηκεησπίζνπκε απηφ ην πξφβιεκα. Γηα παξάδεηγκα, κπνξεί θαλείο λα 

εληνπίζεη ηηο αθξαίεο ηηκέο , λα ηηο απνξξίςεη θαη εθαξκφζεη ην κνληέιν 

κε ηηο ππφινηπεο κεηαβιεηέο, ή θάπνηνο κπνξεί λα ρ ξεζηκνπνηήζεη κηα 

πην αμηφπηζηε κέζνδν απφ απηή ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. πλήζσο ε 

πξψηε ελαιιαθηηθή είλαη κε απνδεθηή επεηδή νη παξαηεξήζεηο είλαη 

έγθπξεο  θαη ζπλεπψο δε πξέπεη λα απνξξίπηεηαη (Subhash C. Narula et 

Al, 1999). 

 H επηινγή κεηαβιηεψλ (Variable Selection) ρξεζηκνπνηείηαη γηα 

ηελ πξφβιεςε ηνπ ‗‘θαιχηεξνπ‘‘ ππνζπλφινπ  αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ . 

Με απηή ηε κέζνδν εμεγνχκε ηα δεδνκέλα κε ηνλ απινχζηεξν ηξφπν - νη 

πεξηηηέο πξνβιέςεηο αθαηξνχληαη. Ζ αξρή ηεο κεηξηνπάζεηαο (Law of 

parsimony) νξίδεη  φηη κεηαμχ ησλ δηαθφξσλ πηζαλψλ εμεγήζεσλ γηα κηα 

πεξίπησζε, ε απινχζηεξε είλαη θαη ε θαιχηεξε. H εθαξκνγή ηεο ζηελ 

αλάιπζε παιηλδξφκεζεο απνδπθλχεη φηη ην κηθξφηεξν κνληέιν πνπ 

ηαηξηάδεη κε ηα δεδνκέλα είλαη θαη ην θαιχηεξν. Δπηπιένλ, πεξηηηνί 

πξνγλσζηηθνί παξάγνληεο ζα πξνζζέζνπλ πεξηζζφηεξα εκπφδηα ψζηε λα 

πξνζδηνξίζνπκε άιιεο πνζφηεηεο νη νπνίεο καο ελδηαθέξνπλ. Με 

απνηέιεζκα νη βαζκνί ειεπζεξίαο λα απμεζνχλ. Ζ ζπγγξακηθφηεηα 

(collinearity) δεκηνπξγείηαη φηαλ έρνπκε πνιιέο κεηαβιεηέο θαη 

πξνζπαζνχκε λα  θάλνπκε ηελ ίδηα  δνπιεηά. Δάλ ην κνληέιν πξφθεηηαη 

λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα πξφβιεςε κεηαβιεηψλ, κπνξνχκε λα δψζνπκε 

ρξφλν ή/θαη ιεθηά φηαλ δε ιακβάλνπκε ππφςελ καο ηνπο πεξηηηνχο 

πξνγλσζηηθνχο παξάγνληεο. Απφ ηελ άιιε πιεπξά, κε ηε κέζνδν απηή 

θαζίζηαηαη δπλαηφ ν πξνζδηνξηζκφο ησλ αθξαίσλ ηηκψλ θαη ησλ 

θαζνξηζηηθψλ ζεκείσλ (δειαδή ησλ ζεκείσλ πνπ επεξεάδνπλ 

πεξηζζφηεξν) ,ή ηνπιάρηζηνλ λα  απνθιείζνπκε θάπνηα  πξνζσξηλά. 

Δπίζεο απηή ε κέζνδνο καο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα πξνζζέζνπκε 

νπνηνδήπνηε κεηαζρεκαηηζκφ κεηαβιεηψλ ν νπνίνο θαίλεηαη λα είλαη 

θαηάιιεινο γηα ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε.Έλαο αλαιπηήο 

παιηλδξφκεζεο ζπλήζσο δελ γλσξίδεη πνηα κέζνδν λα ρξεζηκνπνηήζεη 

γηα λα δηαιέμεη ην θαιχηεξν ππνζχλνιν κεηαβιεηψλ πξφβιεςεο 

ρξεζηκνπνηψληαο θάπνηα ζπγθεθξηκέλα θξηηήξηα.  

 Ηζηνξηθά, φηαλ ππάξρνπλ πνιιέο κεηαβιεηέο πξφβιεςεο, έλα ή 

πεξηζζφηεξα ππνζχλνια  κε ιηγφηεξεο κεηαβιεηέο πξφβιεςεο   

παξάγνληαη ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν ηεο επηινγήο ηνπ αλαιπηή. 

Λακβάλνληαο δεδνκέλα ηεο κνξθήο {{y i ,x1i,…,xki},i=1,….,n},   ην 

ππνζχλνιν επηινγήο κεηαβιεηψλ πξνθχπηεη απφ ηελ επηινγή ελφο 

ππνζπλφινπ Μ ηνπ Ν (Μ ππνζχλνινπ ηνπ Ν) φπνπ Ν={1,….,k} είλαη 

πεξηερφκελν ελφο ζπλφινπ κεηαβιεηψλ πξφβιεςεο  {Υ 1,…,Υθ} έηζη 

ψζηε θάπνηα κέηξα ηεο ηζρχνο ην επεμεγεκαηηθνχ κνληέινπ λα 

κεγηζηνπνηείηαη (Julian J. Faraway, 2002). 

 Σν θπξηφηεξν θξηηήξην ηεο επηινγήο ππνζπλφινπ είλαη  ην 

θξηηήξην ηεο κεηξηνπάζεηαο (parsimony): εάλ 3 κεηαβιεηέο κπνξνχλ λα 

εμεγήζνπλ ή λα ηθαλνπνηήζνπλ  ηε κεηαβιεηή Τ, γηαηί λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε 4; ζχκθσλα κε ηηο ζεκεηψζεηο η νπ Μandel (1989). 



Mεξηθνχο απφ ηνπο ιφγνπο γηα ηε ρξήζε κφλν ελφο ππνζπλφινπ 

δηαζέζηκσλ κεηαβιεηψλ πξφβιεςεο  (ζχκθσλα κε ην Miler, 1984) είλαη :  

 

 Να εθηηκήζνπκε ή λα πξνβιέςνπκε κε κηθξφ θφζηνο κε ηε κείσζε 

ηνπ αξηζκνχ ησλ κεηαβιεηψλ απφ ηα δεδφκελα πνπ π ξφθεηηαη λα 

ζπιιερζνχλ  

 Να πξνβιέςνπκε κε πεξηζζφηεξε αθξίβεηα θαηαξγφληαο αλνχζηεο 

κεηαβιεηέο  

 Να πεξηγξάςνπκε κηα ζεηξά πνιπκεηαβιεηψλ δεδνκέλσλ κε 

κεηξηφηεηα (parsimony)  

 Να εθηηκήζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο κε κηθξφηεξα 

ζθάικαηα (εηδηθά φηαλ κεξηθνί απφ ηνπο πξνγλσζηηθνχο 

παξάγνληεο  ζρεηίδνληαη πνιχ κεηαμχ ηνπο),(Burak Eksioglu, Riza 

Demirer, Ismail Capar,2005). 

 

  

2.8.1 Ιεξαξρία Μνληέισλ 

 
 Μεξηθά κνληέια έρνπλ θπζηθή ηεξαξρία. Γηα παξάδεηγκα, ζηα 

πνιπσλπκηθά κνληέια, x
2
 είλαη  φξνο πςειφηεξεο ηάμεο απφ ην x .  Όηαλ 

επηιέγνπκε κεηαβιεηέο, είλαη ζεκαληηθφ λα ιακβάλνπκε ππφςε καο ηελ 

ηεξαξρία. Οη φξνη κηθξφηεξεο ηάμεο δε πξέπεη λα αθαηξνχληαη απφ ην 

κνληέιν πξηλ απφ ηνλ φξν πςειφηεξεο ηάμεο ηεο ίδηαο κεηαβιεηήο. 

Τπάξρνπλ δχν θνηλέο θαηαζηάζεηο φπνπ απηή ε θαηάζηαζε πξνθχπηεη:  

 

 Πνιπσλπκηθά κνληέια .  Θεσξνχκε έλα κνληέιν  

 

                        y = β0  + β1x  + β2x
2  

+  ε                           (2.41) 

 Τπνζέηνπκε φηη ην κνληέιν απηφ ηαηξηάδεη ζηε πεξίπησζε καο θαη 

βξίζθνπκε απφ ηε παιηλδξφκεζε φηη ν φξνο x δελ είλαη ζεκαληηθφο αιιά 

ν  φξνο x
2
.  Δάλ, ηφηε εκείο απνξξίςνπκε ηνλ φξν x ηφηε πξνθχπηεη έλα 

λέν κνληέιν ηεο παξαθάησ κνξθήο:  

 

   y =  β0  +  β2  x
2  

+ ε               (2.42) 

 

αιιά εάλ ππνζέζνπκε κηα αιιαγή θιίκαθαο x   x  +  α , ηφηε ην 

κνληέιν πνπ ζα πξνθχςεη είλαη  

 

                  y =  β0+ β2α
2
+ 2β2αx +  β2x

2
+ ε                    (2.43) 

 



Όπσο παξαηεξνχκε ν πξψηνο φξνο x ηψξα εκθαλίδεηαη πάιη. Ζ θιίκαθα 

αιιάδεη θαη δε ζα έπξεπε λα δεκηνπξγεί θακία ζεκαληηθή αιιαγή ζην 

κνληέιν αιιά ζε απηή ηε πεξίπησζε έλαο επηπιένλ φξνο έρεη πξνζηεζεί. 

Απηφ δελ είλαη θαιφ. Με απηφ απνδεηθλχεηαη γηαηί δε πξέπεη λα 

απαιείθνπκε φξνπο ρακειφηεξεο ηάμεο φηαλ ζηελ εμίζσζε καο 

ππάξρνπλ θαη άιινη κε πςειφηεξν βαζκφ. Υσξίο φκσο απηφ λα ζεκαίλεη 

φηη ε επηινγή θιίκαθαο είλαη ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή.  Ζ απνκάθξπλζε 

ηνπ πξψηνπ φξνπ ζεκαίλεη φηη ε πξνβιεπφκελε ιχζε είλαη ζπκκεηξηθή 

θαη έρεη κηα βέιηηζηε ιχζε ζην x=0.  πρλά, απηή ε ιχζε δελ έρεη λφεκα 

θαη δε ζεσξείηαη ζσζηή. Απηή ε ππφζεζε ζα είρε λφεκα ζηα πιαίζηα 

απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο, κφλν φηαλ ζα ζέιακε λα πξνζδηνξίζνπκε ηνλ 

ηειεπηαίν φξν.  

 

 Μνληέια κε αιιειεπηδξάζεηο .  Θεσξνχκε έλα δεχηεξν κνληέιν 

επηθάλεηαο:  

 

y = β0 + β1x1+β2x2+β11x1
2
 + β22x2

2
+β12x2

2
 + β12x1         (2.44) 

 

Γε ζα κπνξνχζακε λα αθαηξέζνπκε ηνπο φξνπο αιιειεπίδξαζεο x1  x2   

ρσξίο ηαπηφρξνλα λα κελ έρνπκε αθαηξέζεη θαη ηνπο φξνπο x1
2
 θαη x2

2
.  

Δάλ φκσο απνκαθξχλνπκε θαη ηνπο ηέζζεξηο φξνπο ηφηε ε εμίζσζε ηνπ 

κνληέινπ καο ζα κεηαηξαπεί ζε γξακκηθή. Δάλ αθαηξέζνπκε ηνπο φξνπο 

x1  x2  ηφηε ε λέα εμίζσζε ζα αληηπξνζσπεχεη κηα επηθάλεηα ε νπνία 

είλαη επζπγξακκηζκέλε κε ηνπο άμνλεο ζπληεηαγκέλσλ. Σν νπνίν είλαη 

δχζθνιν λα εξκελεπζεί θαη ηζρχεη ζε πνιχ ζπγθεθξηκέλεο πεξηπηψζεηο. 

Κάζε κεηαβνιή ηνπ δηαζηήκαηνο πξφβιεςεο ζα επαλέθεξε ηνλ φξν 

αιειεπίδξαζεο  θαη φπσο  ζε θάζε πνιπψλπκν δελ είλαη επηζπκεηφ ην 

κνηέιν λα εμαξηάηαη απφ κηα ζπγθεθξηκέλε βάζε γηα ηε πξφβιεςε ηεο.  

 

2.8.2 Βεκαηηθέο Γηαδηθαζίεο (Stepwise Procedures) 

 

Σηαδιακή διαγραθή μεηαβληηών (Backward Elimination ) 

 

 Απηή είλαη ε πην απιή κέζνδνο απφ φιεο ηηο δηαδηθαζίεο επηινγήο 

κεηαβιεηψλ θαη κπνξνχλ πνιχ εχθνια λα εθαξκνζηνχλ ρσξίο θαλέλα 

εηδηθφ πξφγξακκα. ε πεξηπηψζεηο φπνπ έρνπκε πεξίπινθε ηεξαξρία, 

ζηαδηαθή δηαγξαθή κεηαβιεηψλ  (backward elimination)  κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί φηαλ ιακβάλνπκε ππ‘φςελ καο  πνηεο κεηαβιεηέο είλαη 

επηιεγκέλεο γηα λα αθαηξεζνχλ. H κέζνδνο απηή ιεηηνπξγεί σο εμήο:  

1. Ξεθηλάκε κε ην ζχλνιν ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ ζην 

κνληέιν.  



2. Αθαηξνχκε ηελ αλεμάξηεηε  κεηαβιεηή ε νπνία έρεη κεγαιχηεξν p 

απφ ην αcri t . 

3. Τπνινγίδνπκε μαλά κε ηηο λέεο κεηαβιεηέο.  

4. ηακαηάκε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθνπκε φηαλ νη 

ηηκέο ηνπ p είλαη κηθξφηεξε ηνπ αc ri t . 

 

Όπνπ p νη δπλακηθνί πξνβιεπηηθνί παξάγνληεο. Σν θξίζηκν α (αc ri t ) κπνξεί 

λα κελ είλαη ην θαζηεξσκέλν 5%. Δαλ ε επίδνζε ζηελ πξφβιεςε είλαη ν 

πξσηαξρηθφο ζηφρνο, ηφηε έλα θαηψθιη απφξξηςεο 15% -20% δξα 

θαιχηεξα. ε θάζε πεξίπησζε πάλησο κέζνδνη πνπ έρνπλ ζρεδηαζηεί γηα 

βέιηηζηε πξφβιεςε πξέπεη λα πξνηηκνχληαη.  

 

2.8.2.1 Σηαδιακή προζθήκη μεηαβληηών (Forward Selection ) 

 

 ε απηή ηε κέζνδν αθνινπζείηαη ε αληίζηξνθε πνξεία απφ απηή ζηε  

δηαγξαθή κεηαβιεηψλ.  

  Ξεθηλάκε ην κνληέιν ρσξίο λα ππάρεη θάπνηα κεηαβιεηή.  

  Γηα φιεο ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο πνπ δελ ηηο έρνπκε εηζάγεη ζην 

κνληέιν καο, ειέγρνπκε ηε ηηκή ηνπ p θάζε κηα απφ απηέο εάλ ηηο 

εηζάγνπκε ζην κνληέιν καο.  Δπηιέγνπκε κηα απφ απηέο θαη πην 

ζπγθεθξηκέλα εθείλε ηε κεηαβιεηή ε νπνία παξνπζηάδεη ηε ρακειφηεξε  

ηηκή p κε κηθξφηεξε ηηκή απφ ην α c r i t .  

  πλερίδνπκε ηε δηαδηθαζία κέρξη ην ζεκείν εθείλν φπνπ δελ κπνξνχκε 

λα πξνζζέζνπκε άιιε πξνβιέςηκε κεηαβιεηή ζην κνληέιν καο.  

 

 

 

2.8.2.2 Βημαηική Παλινδρόμηζη (Stepwise Regression) 

 

 Δίλαη ν ζπλδπαζκφο  ησλ δχν παξαπάλσ κεζφδσλ δειαδή ηεο  

ζηαδηαθήο  δηαγξαθήο κεηαβιεηψλ  (backward elimination) θαη ηεο 

ζηαδηαθήο  πξνζζήθεο  κεηαβιεηψλ (forward selection) . Απηή ε 

κέζνδνο απεπζχλεηαη ζε  πεξηηπσζείο φπνπ νη κεηαβιεηέο πξνζηίζνληαη 

θαη αθαηξνχληαη ζην αξρηθφ ζηάδην ηεο κεζφδνπ θαη ζέινπκε λα 

απνθαζίζνπκε γηα απηέο αξγφηεξα. ε θάζε ζηάδην, κηα κεηαβιεηή 

κπνξεί λα πξνζηεζεί ή λα αθαηξεζεί θαη ππάξρνπλ αξθεηέο παξαιαγέο 

γηα ην πψο αθξηβψο γίλεηαη απηή ε δηαδηθαζία. Ζ δηαδηθαζία ηεο 

βεκαηηθήο παιηλδξφκεζεο  είλαη ζρεηηθά θζελή απφ ππνινγηζηηθή άπνςε 

φκσο έρεη θάπνηα αξλεηηθά ζεκεία.  

1. Δμαηηίαο  ηεο πξνζζήθεο ή αθαίξεζεο κεηαβιεηψλ (κφλν κηα θάζε 

θνξά), είλαη δπλαηφ λα ραζεί ε βέιηηζηε ιχζε.  

2. Οη p-ηηκέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη δελ πξέπεη λα αληηκεησπίδεηαη 

πνιχ θπξηνιεθηηθά. Τπάξρεη ηφζεο πνιιέο πνιιαπιέο δνθηκέο πνπ 



κπνξνχλ λα επηθπξψζνπλ φηη ε ηζρχο ηνπο είλαη ακθίβνιε. Ζ άξζε 

ησλ ιηγφηεξν ζεκαληηθψλ πξνβιέςεσλ ηείλεη λα απμήζεη ηε 

ζεκαζία ησλ ππφινηπσλ πξνβιέςεσλ. Σν απνηέιεζκα απηφ νδεγεί 

ζηελ ππεξεθηίκεζε ηεο ζεκαζίαο ησλ ππφινηπσλ πξνβιέςεσλ.  

3. Οη δηαδηθαζίεο  δελ ζπλδένληαη άκεζα κε ηνπο ηειηθνχο ζηφρνπο 

ηεο πξφβιεςεο ή εμήγεζε θαη έηζη κπνξεί λα βνεζήζεη  ζηελ 

επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ καο ελδηαθέξεη. Με θάζε κέζνδν 

επηινγήο κεηαβιεηψλ, είλαη ζεκαληηθφ λα έρνπκε θαηά λνπ φηη 

κνληέιν  επηινγήο δελ κπνξεί λα δ ηαρσξηζηεί απφ ην βαζηθφ 

ζθνπφ ηεο έξεπλαο. Ζ επηινγή κεηαβιεηψλ (variable selection) 

ηείλεη λα εληζρχζεη ηε ζηαηηζηηθή ζεκαληηθφηεηα ησλ κεηαβιεηψλ 

πνπ κέλνπλ ζην κνληέιν. Οη κεηαβιεηέο πνπ πέθηνπλ κπνξεί 

αθφκα λα ζρεηίδoληαη κε ηελ απάληεζε. Θα ήηαλ ιάζνο λα πνχκε 

φηη απηέο νη κεηαβιεηέο δελ έρνπλ θακία ζρέζε κε ηελ απάληεζε, 

είλαη αθξηβψο φηη δελ παξέρνπλ θακία ζπκπιεξσκαηηθή 

επεμεγεκαηηθή ηζρχ πέξαλ ησλ κεηαβιεηψλ εθείλσλ πνπ έρνπλ 

ήδε ζπκπεξηιεθζεί ζην κνληέιν.  

 Ζ ηαδηαθή επηινγή κεηαβιεηψλ ηείλεη λα πάξεη ηα κνληέια πνπ 

είλαη κηθξφηεξα απφ ην επηζπκεηφ γηα ιφγνπο πξφβιεςεο. Γηα λα 

δψζνπκε έλα απιφ παξάδεηγκα, αο ζεσξήζνπκε ηελ απιή 

παιηλδξφκεζε κε κία κφλν κεηαβιεηή πξφβιεςεο. Αο ππνζέζνπκε 

φηη ε θιίζε γηα απηφ ην πξνγλσζηηθφ δελ είλαη αξθεηά ζηαηη ζηηθά 

ζεκαληηθή. Δκείο κπνξεί λα κελ έρνπκε αξθεηά ζηνηρεία γηα λα 

πνχκε φηη είλαη ζρεηηθέο κε ην y ην νπνίν φκσο ζα ήηαλ θαιχηεξα 

λα ην ρξεζηκνπνηήζεη γηα πξνγλσζηηθνχο ζθνπνχο.  

 

 

2.8.3 Μέζνδνη βαζηδόκελε ζε θξηηήξηα πιεξνθνξίαο (Criterion-based 

procedures) 

 
 Δάλ ζε κία αλάιπζε παιηλδξφκεζεο ππάξρνπλ ζπλνιηθά p 

πξνγλσζηηθνί παξάγνληεο  (αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο) , ηφηε ζα ππάξρνπλ 

2
p
 πηζαλά κνληέια. Δκείο πξνζαξκφδνπκεφια απηά ηα κνληέια θαη 

δηαιέγνπκε ην θαιχηεξν ζχκθσλα κε θάπνηα θξηηήξηα. Τπάξρνπλ 

απνηειεζκαηηθέο κέζνδνη φπσο ε κεζνδνινγία ‗‘δηαθιάδσζε θαη 

νξηνζέηεζε‘‘  (branch and bound) ε νπνία απνθεχγεη ηελ δνθηκή φισλ 

ηεσλ δπλαηψλ κνληέισλ γηα λα θαηαιήμεη ζην πξνηηκφηεξν. Μεξηθά 

θξηηήξηα είλαη:  

 

  Σν Akaike Κξηηήξην  Πιεξνθνξηψλ  ( Akaike Information 

Criterion/AIC)  

  Σν  Βayes Κξηηήξην  Πιεξνθνξηψλ   (Bayes Information Criterion/ 

BIC)  

 



είλαη κεξηθά απφ ηα πην ζπλεζηζκέλα θξηηήξηα.  

 

 Σν Akaike Κξηηήξην Πιεξνθνξηψλ δεκηνπξγήζεθε απφ ηνλ 

Hirotsugu Akaike, κε ην φλνκα ‗‘ην θξηηήξην πιεξνθνξηψλ‘‘ 

(information criterion) θαη εθδφζεθε  απφ ηνλ Akaike ην 1974. Σν 

θξηηήξην απηφ ζηεξίδεηαη ζηελ ηδέα ηεο εληξνπίαο ησλ πιεξνθνξηψλ, 

ζηε πξαγκαηηθφηεηα πξνζθέξεηαη σο έλα ζρεηηθφ κέηξν γηα ηα ζηνηρεία 

πνπ ράλνληαη ζε έλα πξαγκαηηθφ κνληέιν. Θα κπνξνχζακε λα πνχκε φηη 

ην θξηηήξην απηφ πεξηγξάθεη ηε ζρέζε κεηαμχ ηεο αθξίβεηαο θαη ηεο 

πνιππινθφηεηαο ηνπ κνληέινπ. Όκσο ην θξηηήξην απηφ δε κπνξεί λα 

πεξηγξάςεη εάλ ην κνληέιν πνπ κειεηάκε ηαηξηάδεη ηθαλνπνηεηηθά κε ηα 

δεδνκέλα καο.  

 

 

Γεληθά ηζρχεη ,   

 

AIC  = n × log-likelihood + 2 × number of parameters          (2.45) 

 

Όηαλ εθαξκφδνπκε ηε παξαπάλσ εμίζσζε ζε Γθάνπο ή θαλνληθά  

κνληέια ηφηε απηή κεηαηξέπεηαη ζηελ εμήο κνξθή:  

 

                       ΑΗC ≈ n x log(SSE) + 2p                 (2.46)  

 

To πξψην κέξνο 2 log (SSE) καο δείρλεη ηελ αθξίβεηα ηεο πξνζαξκνγήο 

ηνπ κνληέινπ. Ζ ζηαζεξά 2 ζπρλά έρεη ην ξφιν ηεο παξακέηξνπ νζνλ 

αθνξά ηεο πνιππινθφηεηα ηεο παξακέηξνπ. Όζν πην κηθξή ηηκή 

παξνπζηάδεη ε κεηαβιεηή AIC ηφζν θαιχηεξν είλαη ην κνληέιν.  

 ηε παξνχζα εξγαζία ππνινγίδνπκε ην AIC κέζσ ηνπ ηχπνπ  

 

                  AIC = n ×ln(SSE/n)+2×(p+1)       (2.47)  

 

Όκσο ζηε ζέζε ηεο  κεηαβιεηήο SSE κπνξνχκε λα βάινπκε ην SAE, 

νπφηε ν ηχπνο γίλεηαη  

 

                AIC = n ×2×ln(SΑΔ/n)+2×(p+1)     (2.48)  

 

Δκείο ζα ππνινγίζνπκε θαη ηηο δχν παξαπάλσ κνξθέο.  



 Παξαηεξψληαο φηη ην Κξηηήξην Πιεξνθνξίαο Akaike (ΑIC) δελ 

έθαλε αθξηβείο εθηηκήζεηο αιιά αληηζέησο ππεξεθηηκνχζε ηα κνληέια 

φηαλ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο ήηαλ ζρεηηθά κηθξφ, νη Hurvich θαη Tsai 

(1989) πξφηεηλαλ κηα δηαθνξεηηθή κνξθή, ηελ νπνία ηελ νλφκαζαλ AICc, 

ην νπνίν δίλεηαη απφ ηελ παξαθάησ εμίζσζε  

 

AICc ≈ n x log(SSE)  + 
  (     )

     
      (2.49) 

 

 Mε βάζε ηελ εμίζσζε ηνπ Bayes ,  ν Schwarz (1978) αλεπηπμε έλα 

άιιν θξηηήξην, ην νπνίν ην νλφκαζε σο ην θξηηήξην πιεξνθνξίαο ηνπ 

Μπάηεο (Bayesian Information Criterion, BIC) επεηδή είλαη θξηηήξην 

πιεξνθνξηψλ κε βάζε ηε Bayesian Μέζνδν ( ή αιιηψο SIC επεηδή είλαη 

θξηηήξην πιεξνθνξηψλ ηνπ Schwarz θαη SBC θαζψο είλαη θξηηήξην ησλ  

Schwarz-Bayesian). Γεκηνπξγήζεθε απφ ηνλ Gideon E.Schwarz, 

νπζηαζηηθά είλαη έλα θξηηήξην γηα ηελ επηινγή κνληέισλ κεηαμχ κηαο 

νκάδαο παξακεηξηθψλ κνληέισλ κε δηαθνξεηηθνχο αξηζκνχο 

παξακέηξσλ. Γηαιέγνληαο έλα κνληέιν γηα ηε βειηηζηνπνηήζε ηνπ BIC 

είλαη  κηα κνξθή θαλνληθνπνηήζεο.  

 

Ζ ηηκή ηνπ θξηηεξίνπBIC δίλεηαη σο,  

 

      BIC= -2log –  likelihood + p logn     (2.50)  

 

 Γηα ηα κνληέια γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο, ν φξνο  -2log  - 

likelihood (γλσζηφ θαη σο  απφθιηζε είλαη n log(SSΔ/n). Θέινπκε λα 

ειαρηζηνπνηήζνπκε ην AIC ή ην BIC .  Σα κεγάια κνληέια ηαηξηάδνπλ 

θαιχηεξα θαη έηζη έρνπκε κηθξφηεξν SSR αιια ρξεζηκνπνηνχκε 

πεξηζζφηεξεο  παξακέηξνπο. πλεπψο ε θαιχηεξε επηινγή κνληέινπ ζα 

εμαξηάηαη απφ ην κέγεζνο ηνπ κνληέινπ. Σν θξηηήξην BIC ηαηξηάδεη 

θαιχηεξα ζε κηθξά κνληέια ζε αληίζεζε κε ην AIC ,ην νπνίν 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα κεγάια κνληέια. Σα θξηηήξηα AIC θαη BIC κπνξνχλ 

λα ρξεζηκνπνηεζνχλ σο θξηηήξηα επηινγήο γηα πνιιά δηαθνξεηηθά 

κνληέια.  

 

Ζ ζεηξά  απφξξηςεο κεηαβιεηψλ είλαη ίδηα κε ηελ κέζνδν ζηαδηαθήο 

δηαγξαθήο κεηαβιεηψλ  (backward elimination). Ζ κφλε δηαθνξά είλαη 

φηη ν πιεζπζκφο κεηαβιεηψλ δε κεηαβάιιεηαη.  

 

 Ο ζπληειεζηήο πξνζδηνξηζκνχ R
2
.   Ή αιιηψο γξάθεηαη R

2
 = 1- 

SSR/SST.  Πξφζζεηνληαο κηα κεηαβιεηή ζην κνληέιν κπνξνχκε λα 



κεηψζνπκε ην SSR θαη έηζη κφλν απμάλεηαη ην R
2
,  έηζη ην R

2
 δελ 

κπνξεί λα ζεσξεζεί θαιφ θξηηήξην γηαηί ζε θάζε πηζαλή αιιαγή 

ζα πξνηηκάκε  πάληα ην κεγαιχηεξν.  

 

 

Ra
2
 = 1 - 

    (   )

    (   )
 = 1 - 

   

   
(    ) = 1 -   ̂

           
 ̂             (2.51) 

 

 

 Σν πξνβιεπφκελν άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ ησλ ππνινίπσλ 

(Predicted Residual Sum of Squares /PRESS) ην νπνίν νξίδεηαη 

απφ ην  ∑  ( )
 ̂

 φπνπ   ( )̂  είλαη  the residuals ρξεζηκνπνηψληαο ηελ 

ππφζεζε φηη ην i ηαηξηάδεη ζην κνληέιν καο. Δπηιέγνπ κε ην 

κνληέιν πνπ παξνπζηάδεη ην κηθξφηεξν PRESS.Σείλεη λα πάξεη ηα 

κεγαιχηεξα κνληέια (ην νπνίν κπνξεί λα είλαη επηζπκεηφ εάλ 

επηηπγράλεη ην απνηέιεζκα πνπ ζέινπκε) (Julian J. Faraway, 

2002). 

 

Γεληθά ηζρχεη φηη :  

 

i . To Cp είλαη εχθνιν λα ππνινγηζζεί.  

ii. Δίλαη ζηελά ζπλδεδεκέλα ην   
  θαη ην AIC.  

iii. Γηα ην πιήξεο κνληέιν     .  

iv. Eάλ ε κεηαβιεηή  ηαηξηάδεη κε  ην κνληέιν πξφβιεςεο ηφηε  

E(SSRp)=(n- p) ζ
2
 θαη ηφηε  E(Cp)≈p. Έλα κνληέιν κε θαθή 

πξφβιεςε ηφηε ζα έρεη Cp πνιχ κεγαιχηεξν p.  

 

To Cp κπνξεί λα εθηηκεζεί απφ ην ηχπν  

 

   
    

 ̂   +  2p  -  n                                 (2.52)  

Οη McQuarrie θαη Tsai (1998) θαηέιεμαλ ζε θάπνηα γεληθά ζπκπεξάζκαηα 

όζνλ αθνξά ηε ρξεζηκνπνηήζε θξηηεξίσλ γηα ηελ επηινγή κνληέισλ. 

Υπέδεημαλ όηη ην AIC θξηηήξην θαη ην Cp  ιεηηνπξγνύλ θαιύηεξα ζε 

δείγκαηα κεηξίνπ κεγέζνπο, ην AICc  θξηηήξην είλαη ε πην απνηειεζκαηηθή 

επηιηγή γηα κηθξά δείγκαηα, ελώ ην Β IC θξηηήξην είλαη ην θαηαιειόηεξν 

γηα κεγάια δείγκαηα (Xin Yan, Xiao Gang Su,2009).  

  



2.8.4 Πεξηιεπηηθά 

 

 H επηινγή κεηαβιεηψλ (variable selection)  είλαη έλα κέζν γηα 

έλαλ ζθνπφ θαη φρη απηνζθνπφο. Ο ζηφρνο είλαη λα νηθνδνκήζνπκε έλα 

κνληέιν ην νπνίν πξνβιέπεη θαιά ή εμεγεί ηηο ζρέζεηο κε ηα δεδνκέλα. 

H απηφκαηε επηινγή κεηαβιεηψλ δελ  εγγπάηαη ζπλέπεηα κε απηνχο ηνπο 

ζηφρνπο.Οη κέζνδνη απηνί κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ σο νδεγνί. Ζ 

ζηαδηαθή (Stepwise) κέζνδνο ρξεζηκνπνηεί κηα πεξηνξηζκέλε κεραλή 

κέζσ ηνπ ρψξνπ ησλ δπλεηηθψλ κνληέισλ θαη  ρξεζηκνπνηεί κηα 

ακθίβνιε ππφζεζε δνθηκψλ βαζηζκέλε ζηε κέζνδν γηα ηελ επηινγή 

κεηαμχ ησλ κνληέισλ. Σν  Criterion-based procedures  ζπλήζσο 

ζπλεπάγνληαη κηα επξχηεξε αλαδήηεζε θαη ε ζχγθξηζε κνληέισλ ζε έλα 

θαιχηεξν ηξφπν. Γηα ην ιφγν απηφ, ζπλίζηαηαη λα ρξεζηκνπνηείηε απηή ε  

κέζνδνο. Γέρεηαη ηε δπλαηφηεηα φηη πνιιά κνληέια κπνξνχλ λα 

πξνηαζνχλ ηα νπνία ηαηξηάδνπλ εμίζνπ κε  άιια. Δάλ  ζπκβεί  απηφ, 

εμεηάδεη : 

 

(a) Δάλ ηα κνληέια απηά έρνπλ ηηο ίδηεο  πνηνηηθέο ζπλέπεηεο;  

 

(b) Δάλ έρνπλ ηηο ίδηεο πξνβιέςεηο;  

 

(c) Πνην είλαη ην θφζηνο ηεο κέηξεζεο ηεο πξφβιεςεο;  

 

(d) Πνηα κέζνδν καο δίλεη ηε θαιχηεξε δηάγλσζε;  

 

 

Δάλ βξνχκε κνληέια ηα νπνία  κνηάδνπλ πνιχ κεηαμχ ηνπο αιιά 

θαηαιήγνπλ ζε δηαθνξεηηθά απνηειέζκαηα ηφηε είλαη ζαθέο φηη ηα 

δεδνκέλα,ηα νπνία έρνπκε,δε κπνξνχλ λα απαληήζνπλ ζηα εξσηήκαηα 

πνπ καο ελδηαθέξνπλ.  Πξέπεη λα ην έρνπκε ππφςε καο πνιχ ζπρλά, 

θαζψο είλαη πνιχ ζπρλφ θαηλφκελν λα παξνπζηάδνληαη κνληέια ηα νπνία 

λα καο δίλνπλ ηέηνηνπ είδνπο απνηέιεζκαηα (Norman R. Draper & Harry 

Smith, 1998). 

 

2.9 Πνιπθξηηεξηαθή Παιηλδξόκεζε (Multiple Criteria  Regression) 

 

 Οη  άγλσζηνη  παξάκεηξνη  ζε  έλα  κνληέιν  πνιιαπιήο  γξακκηθήο  

παινλδξφκεζεο  (multiple linear regression) κπνξνχλ  λα  εθηηκεζνχλ  

ρξεζηκνπνηψληαο  έλα  απφ  ηα  θξηηήξηα , φπσο  ε  ειαρηζηνπνηήζε  ηνπ  

κέζνπ  φξνπ  ησλ ηεηξαγψλσλ  ησλ  ζθαικάησλ  (minimization of the sum 

of squared errors/minimumSSE), ε ειαρηζηνπνηήζε  ηνπ  κέζνπ  φξνπ  ησλ 

απφιπησλ  ζθάικαησλ  (minimization of the sum of absolute 



errors/minimumSAE), θαη ε  ειαρηζηνπνηήζε  ησλ κεγίζησλ  απφιπησλ  

ζθαικάησλ  (minimization of the maximum absolute 

error/minimumMAE). To θξηηήξην ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ,εδψ θαη 

ρξφληα, ζπλερίδεη λα είλαη ην πην γλσζηφ. Γπζηπρψο θάπνηεο θνξέο ε 

επηινγή ηνπ θξηηεξίνπ δελ είλαη πάληα μεθάζαξε απφ ζηαηηζηηθήο, 

πξαθηηθήο ή άιισλ  ζεσξήζεσλ. ε ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο, ίζσο είλαη 

θαηαιιειφηεξν λα ρξεζηκνπνηήζνπκε πνιιαπιά  θξηηήξηα (multiple 

criteria) απφ ην λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλα κφλν θξηηήξην γηα λα 

εθηηκήζνπκε ηηο άγλσζηεο παξακέηξνπο ελφο πνιιαπινχ γξακκηθνχ 

κνληέινπ.  

 Σν ειάρηζην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ ζθαικάησλ 

(minimumSSE), ην ειάρηζην άζξνηζκα ησλ απφιπησλ ζθαικάησλ MSAE 

θαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ κεγίζηνπ ησλ ζθαικάησλ (minimumMAE) 

είλαη πηζαλά θξηηήξηα γηα ηελ εθηίκεζε ησλ άγλσζησλ παξακέηξσλ ελφο 

πνιιαπινχ γξακκηθνχ  κνληέινπ παιηλδξφκεζεο. Σν MSSE ή θξηηήξην 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ  ζπλερίδεη λα είλαη ην πην εχρξεζην φισλ. Ζ 

ζεσξία ηνπ είλαη πνιχ απιή,  θαιά αλεπηπγκέλε θαη ηεθκεξησκέλε, θαη 

είλαη άκεζα δηαζέζηκε ζε πξνγξάκκαηα ππνινγηζηψλ. Σν δηακνξθσκέλν 

κνληέιν παιηλδξφκεζεο δηέξρεηαη κέζα απφ ην κέζν φξν φισλ ησλ 

κεηαβιεηψλ. Δπηπρψο, ε δηαδηθαζία είλαη πνιχ επαίζζεηε ζηηο αθξαίεο 

ηηκέο θαη νη αθξαίεο  ηηκέο είλαη δχζθνιν  λα εληνπηζηνχλ ζε πξνβιήκαηα 

παιηλδξφκεζεο. H επίδξαζε ησλ αθξαίσλ ηηκψλ πνπ ζεκεηψλνληαη θαηά 

ηηο  ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ πξφβιεςεο κπνξεί λα επηθέξεη δηαηαξαρέο. 

Δπίζεο, δελ είλαη ηθαλνπνηεηηθφ θξηηήξην νχηε φηαλ κία ή πεξηζζφηεξεο 

ππνζέζεηο δελ ηθαλνπνηνχληαη νχηε φηαλ ε δεπηεξνβάζκηα ζπλάξηεζε 

ζθαικάησλ πνπ πξνζαξκφδνπκε δελ είλαη απνδεθηφ κέηξν ησλ 

απνθιίζεσλ .  Ζ MSAE παιηλδξφκεζε είλαη ιηγφηεξν επαίζζεηε κε ηηο 

αθξαίεο ηηκέο απφ ηα ειάρηζηα ηεηξάγσλα παιηδλξφκεζεο. Παξέρεη έλα 

θαιχηεξν ζεκείν εθθίλεζεο ζε ζρέζε κε ηε παιηλδξφκεζε ειαλίζησλ 

ηεηξαγψλσλ γηα νξηζκέλεο απζηεξέο δηαδηθαζίεο παιηλδξφκεζεο. 

Ωζηφζν, ζε αληίζεζε κε ηηο πεξηζζφηεξεο άιιεο απνηειεζκαηηθέο 

δηαδηθαζίεο παιηλδξφκεζεο πνπ απαηηνχλ κηα "ζηαζεξά," ε 

παιηλδξφκεζε MSAE δελ απαηηεί θάπνηα. Σν πξφβιεκα ππνινγηζκνχ 

εθηίκεζεηο ησλ ΜSΑΔ  κπνξεί λα δηαηππσζεί θαη λα ιπζεί ζαλ έλα 

πξφβιεκα γξακκηθνχ  πξνγξακκαηηζκνχ.  

 Μηα ζεηξά απφ πνιχ απνδνηηθνχο θαη απνηειεζκαηηθνχο 

αιγφξηζκνπο είλαη δηαζέζηκνη γηα ηελ επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ 

πνιιαπιήο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο MSAE, Coleman and Li, 1992 T.F. 

Coleman and Y. Li, A globally and quadratically convergent affine 

scaling method for linear l1 problems, Mathematical Programming 56 

(1992), pp. 189–222. Coleman and Li, 1992, Madsen and Nielsen, 1993, 

Ruzinsky and Olsen, 1989, Zhang, 1993 and Portnoy and Koenker, 1997 

κεηαμχ  άιισλ. 

 Ζ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ κεγίζηνπ ησλ ζθαικάησλ (MMAE), ζηε 

παιηλδξφκεζε είλαη πνιχ επαίζζεηε κε απνηέιεζκα λα κπνξεί λα 



πξνιακβάλεη ηα ρεηξφηεξα. Σα απνηειέζκαηα ησλ θξηηεξίσλ ηεο 

κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ,ελφο πνιιαπινχ 

γξακκηθνχ κνληέινπ παιηλδξφκεζεο, εάλ ηα ζθάικαηα είλαη αλεμά ξηεηα 

θαη αθνινζνχλ κηα νκνηφκνξθε θαηαλνκή κε έλα επξχ  θάζκα. Σν 

πξφβιεκα ππνινγηζκνχ εθηίκεζεηο ησλ ΜΜΑΔ κπνξεί λα δηαηππσζεί θαη 

λα ιπζεί ζα πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Μεξηθά 

απνηειεζκαηηθά πξνγξάκκαηα ππνινγηζηψλ, γηα παξάδεηγκα Armstrong 

and Kung (1979) and Barrodale and Philips 1974 and Barrodale and 

Phillips, 1975, κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα γξακκηθή δηακφξθσζε 

πξνγξακκαηηζκνχ απνηειεζκαηηθά θαη απνδνηηθά.   

 Δίλαη ζαθέο φηη θάζε έλα απφ ηα θξηηήξηα απηά είλαη ε θαιχηεξε 

δπλαηή θάησ απφ νξηζκέλεο ζπλζήθεο δηαθνξεηηθά, ην θξηηήξην κπνξεί 

λα έρεη ή λα κελ έρεη θαιή απφδνζε. πλεπψο, θαίλεηαη ινγηθφ λα κελ 

εμαξηάηαη απφ νπνηνδήπνηε θξηηήξην αλά πάζα ζηηγκή. χκθσλα κε φζα  

είπε ν Hogg (1974). Όπσο γλσξίδνπκε,ζηελ  πξάμε ηα πεξηζζφηεξα 

κνληέια  ζα ηαηξηάδνπλ αθξηβψο ζηε πξαγκαηηθή θαηάζηαζε. Μηα 

ξεαιηζηηθφηεξε πξνζέγγηζε ζα ήηαλ λα αλαδεηήζεη ηηο ζηαηηζηηθέο 

δηαδηθαζίεο, θαιφ γηα κηα επξεία θαηεγνξία ησλ πηζαλψλ γελεζηνπξγψλ 

κνληέια, ηα νπνία φκσο δελ είλαη απαξαίηεηα θαιχηεξά γηα θάζε κία 

απφ απηέο. ηα πεξηζζφηεξα πξαθηηθά πξνβιήκαηα ε θχζε ηεο 

θαηαλνκήο ησλ ζθαικάησλ είλαη ζπαλίσο (θη αλ είλαη) γλσζηή. Σα 

ζθάικαηα κπνξεί λα κελ πξνέξρνληαη απφ κηα κνλαδηθή θαηαλνκή. 

Αθξαίεο ηηκέο κπνξεί λα ππάξρνπλ αιιά είλαη δχζθνιν λα εληνπηζηνχλ. 

Ζ επηινγή ηεο ζπλάξηεζεο ζθάικαηνο κπνξεί λα κελ είλαη ζαθήο απφ 

ζηαηηζηηθή θαη πξαθηηθή άπνςε.  

 

 Ζ ρξήζε ηνπ πνιιαπινχ θξηηεξίνπ (multiple criteria) αληί ηνπ 

απινχ θξηηεξίνπ, γηα ηελ εθηίκεζε άγλσζησλ παξακέηξσλ ζε έλα 

κνληέιν  πνιιαπιήο  γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο είλαη θαηάιιειν απφ 

νπνηνδήπνηε  

 

Ζ θχζε ηνπ ζθάικαηνο θαηαλνκήο είλαη άγλσζηε  

Σα ιάζε δε πξνθχπηνπλ απφ κηα εληαία θαηαλνκή  

Οη αθξαίεο ηηκέο εκθαλίδνληαη θαη είλαη δχζθνιν λα αληρλεπζνχλ.  

Ζ επηινγή κηαο ζπλάξηεζεο απσιεηψλ δελ είλαη ζαθήο.  

 

Ζ δηαδηθαζία επίιπζεο είλαη δηαδξαζηηθή θαη απαηηεί ηε ιήςε 

απνθάζεσλ.   

 Απηφ έρεη ζεκαληηθέο ζπλέπεηεο γηα ιήςε απνθάζεσλ ζην ηνκέα 

δηνίθεζεο   θαζψο ν άλζξσπνο πνπ πξέπεη λα πάξεη απνθάζεηο  δελ είλαη 

έλαο παζεηηθφο ζεαηήο, αιιά ζπκκεηέρεη ελεξγά ζηε δηακφξθσζε, ηε 

δηαδηθαζία ιχζεο, θαη ε επηινγή ηνπ ηειηθνχ δηακνξθσκέλνπ κνληέινπ. 



Απηφ κπνξεί επίζεο λα βειηηψζεη ην δηακνξθσκέλν κνληέιν. 

Δλδηαθέξνληα  άξζξα πάλσ ζε απηφ ην ζέκα είλαη ησλ Dielman, 2005, 

Andre et al., 2000, Andre et al., 2003, Elian et al.,  2000 and Narula et 

al .,  1999 γηα  MSAE παιηλδξφκεζε.  

 πλνπηηθά, ην θξηηήξην ηεο  πνιιαπιήο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο 

ζπλδπάδεη ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ θαη ηελ απφθαζε επηινγήο 

κεηαβιεηψλ. ε αληίζεζε κε ην κνλαδηθφ κνληέιν πξνβιέπεη απφ ην 

απιφ θξηηήξην παιηλδξφκεζεο, ην πνιιαπιφ θξηηήξην παιηλδξφκεζεο  

πξνβιέπεη έλα ζχλνιν ππνςεθίσλ κνληέισλ ζχκθσλα κε ηελ επηινγή 

θξηηεξίσλ. Άιισζηε, ην θξηηήξην πνιιαπιήο παιηλδξφκεζεο είλαη 

θαηάιιειν φπνηε ε θαηαλνκή ζθάικαηνο είλαη άγλσζηε ή πξνθχπηεη απφ 

ηηο δηάθνξεο θαηαλνκέο, νη αθξαίεο ηηκέο είλαη παξψλ θαη γεληθά είλαη 

δχζθνιν λα αληρλεπζνχλ  , νπφηε δελ είλαη δχζθνιν λα απνθαζίζνπλ γηα 

κηα απιή ζπλάξηεζε ζθάικαηνο. Ζ πνιπθξηηεξηαθή επηινγή κεηαβιεηψλ 

κπνξεί λα ζεσξεζεί κηα επέθηαζε ηεο πνιπθξηηεξηαθήο γξακκηθήο 

παιηλδξφκεζεο επεηδή δελ πξνζκεηξά κφλν ηνπο ζπληειεζηέο 

παιηλδξφκεζεο αιιά επίζεο θαη ηηο κεηαβιεηέο ηηο νπνίεο εηζάγνπκε ζην 

κνληέιν (model selection) (Subhash C.Narula, John F.Wellington, 

2006). 

  



 

Κεθάιαην 3 

Μειέηε πεξίπησζεο θαη ζρεδηαζκφο 

ππνινγηζηηθνχ πεηξάκαηνο 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ε απηφ ην θεθάιαην ζέινπκε λα αλαιχζνπκε ηελ εθαξκνγή ησλ κνληέισλ θαη λα 

παξνπζηάδνπκε ηα λέα δεδνκέλα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ επεμεξγαζία  ησλ 

δεδνκέλσλ καο. Δμεγνχκε ηε δηαδηθαζία επηινγήο ησλ 10 ζπλφισλ δεδνκέλσλ πνπ 

έρνπκε θαη ζηε ζπλέρεηα αλαιχνπκε ηε πνξεία πνπ αθνινπζήζακε γηα ηελ 

επεμεξγαζία απηψλ. 

 

 

 

 

 

 



3.1 Μειέηε πεξίπησζεο 

ην θεθάιαην απηφ, ζα εθαξκφζνπκε ηηο κεζφδνπο θαη  ηα 

παξαπάλσ κνληέια πνπ αλαιχζακε ζε έλα ζχλνιν ζσκαηνκεηξηθψλ 

δεδνκέλσλ. Ζ ζπγθεθξηκέλε βάζε δεδνκέλσλ ππάξρεη δηαζέζηκε ζην 

δηαδίθηπν ζηελ ειεθηξνληθή δηεχζπλζε  

http://lib.stat.cmu.edu/datasets/bodyfat  θαη  ρξεζηκνπνηήζεθε θαη ζηελ εξγαζία 

ησλ Μαπξσηά θαη Φιψξηνπ κε ηίηιν ―A combined approach for multiple 

criteria regression and variable selection using multi-objective 

programming‖.  

ε απηή ηε βάζε δεδνκέλσλ ππάξρνπλ 250 παξαηεξήζεηο 

πεηξακαηηθψλ  κεηξήζεσλ ιίπνπο ηνπ ζψκαηνο (% ιίπνο σο πξνο ην 

βάξνο). Παξάιιεια,  θαηάγξαθεθαλ ε ειηθία θαη 13 ζσκαηνκεηξηθέο 

παξάκεηξνη πνπ είλαη νη εμήο:  

 

3.1 Πίλαθαο Παξακέηξσλ 

Παξάκεηξνη  parameters 

Ηιηθία  (ρξόληα) Age (years) 

Βάξνο (θηιά) Weight (kg) 

Ύςνο  (εθαηνζηά)  Height (cm) 

Γείθηεο κάδαο ζώκαηνο  BMI 

Πεξηθέξεηα Λαηκνύ  (εθαηνζηά)  Neck (cm) 

Πεξηθέξεηα ηήζνπο  (εθαηνζηά)  Chest (cm) 

Πεξηθέξεηα Κνηιηάο  (εθαηνζηά)  Abdom (cm) 

Πεξηθέξεηα Ιζρίνπ  (εθαηνζηά)  Hip (cm) 

Πεξηθέξεηα Μεξνύ  (εθαηνζηά)  Thigh (cm) 

Πεξηθέξεηα Γνλάηνπ  (εθαηνζηά)  Knee (cm) 

ΠεξηθέξεηαΑζηξάγαινπ  (εθαηνζηά)  Ankle (cm) 

Πεξηθέξεηα δηθεθάινπ (εθαηνζηά)  Biceps (cm) 

Πεξηθέξεηα Καξπνύ  (εθαηνζηά)  Wrist (cm) 

Πεξηθέξεηα Πήρε  (εθαηνζηά)  Forarm (cm) 

  

ην παξάξηεκα Η θαίλεηαη θαη ε βάζε δεδνκέλσλ, ζηελ νπνία 

βαζηζηήθακε γηα ηελ εθπφλεζε απηήο ηεο εξγαζίαο.  

 

Πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη αξρηθά ππήξραλ 252 παξαηεξήζεηο αιιά νη 

2 αθαηξέζεθαλ απφ ην δείγκα γηαηί ππήξραλ ακθηβνιίεο γηα ηελ 

http://lib.stat.cmu.edu/datasets/bodyfat


νξζφηεηά ηνπο. Σν κνληέιν παιηλδξφκεζεο πνπ αλαπηχρζεθε επη ρεηξεί 

λα ζπλδέζεη ην πνζνζηφ ιίπνπο κε ηηο 13 απηέο ζσκαηνκεηξηθέο 

παξάκεηξνη καδί κε ηελ ειηθία. Λακβάλνπκε δειαδή σο εμαξηεκέλε 

κεηαβιεηή ην πνζνζηφ ιίπνπο θαη σο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ηηο 14 

απηέο παξακέηξνπο.  

 

 

3.2 ρεδηαζκόο ππνινγηζηηθνύ πεηξάκαηνο 

ηελ ζπγθεθξηκέλε εξγαζία αθνινπζήζακε ηελ πξαθηηθή ηεο 

κέηξεζεο ηεο πξνβιεπηηθήο ηθαλφηεηαο ηνπ κνληέινπ εληφο θη εθηφο 

δείγκαηνο (out of sample). Γηα ην δεχηεξν, εμάγακε ην κνληέιν απφ έλα 

ππνζχλνιν παξαηεξήζεσλ θαη ην εθαξκφδακε γηα λα δηαπηζηψζνπκε ηελ  

επάξθεηά ηνπο ζηηο ππφινηπεο παξαηεξήζεηο. Σν αξρηθφ ππνζχλνιν ζηελ 

πεξίπησζε καο (ππνζχλνιν εμαγσγήο κνληέινπ) πεξηειάκβαλε ην 90% 

ησλ παξαηεξήζεσλ (225 παξαηεξήζεηο) θαη ην ππνζχλνιν δνθηκήο ην 

10% (25 παξαηεξήζεηο). Γηα λα εμάγνπκε πην εχξσζηα ζπκπεξάζ καηα 

ρξεζηκνπνηήζακε ηελ κέζνδν bootstrapping γηα ηελ δεκηνπξγία 10 ζεη 

δεδνκέλσλ. Κάζε δειαδή ζεη είρε 225 δηαθνξεηηθέο παξαηεξήζεηο σο 

ππνζχλνιν εμαγσγήο ηνπ κνληέινπ. Ζ επηινγή ησλ 225 παξαηεξήζεσλ 

ήηαλ εληειψο ηπραία θαη έγηλε ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εληνι ή RANDOM 

ζην πξφγξακκα EXCEL. Δθαξκφδνληαο ηελ εληνιή απηή 25 θνξέο 

απνκνλψζακε ηηο 25 παξαηεξήζεηο θαη  ηηο ζεσξήζακε σο εθηφο 

δείγκαηνο κεηξήζεηο (out of sample).  Έηζη δεκηνπξγήζακε κηα λέα βάζε 

δεδνκέλσλ κε 225 παξαηεξήζεηο. Όκσο γηα λα έρνπκε αμηφπηζη α 

απνηειέζκαηα θαη λα κπνξέζνπκε λα θαηαιήμνπκε ζε θάπνηα ζσζηά 

ζπκπεξάζκαηα δελ ήηαλ επαξθή κφλν απηή ε κηα βάζε δεδνκέλσλ. Γηα 

ην ιφγν απηφ, δεκηνπξγήζακε θαη άιιεο βάζεηο δεδνκέλσλ κε ηνλ ίδην 

ηξφπν πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ, θηάλνληαο ζηε δεκηνπξγία ζπλ νιηθά 

10 ζεη δεδνκέλσλ.  

Γηα θάζε έλα απφ ηα 10 ζεη δεδνκέλσλ εθαξκφδεηαη ην 

πνιπθξηηεξηαθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο κε θξηηήξηα ειαρηζηνπνίεζεο 

ην min SAE θαη min MAE κεηαβάιινληαο ζπγρξφλσο θαη ηνλ κέγηζην 

αξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ πνπ πεξηιακβάλνληαη ζην κνληέιν (απφ 1-14). 

Θέηνληαο ινηπφλ έλα άλσ φξην ζηηο ζπκκεηέρνπζεο κεηαβιεηέο ζην 

κνληέιν επηιχνπκε ην πνιπθξηηεξηαθνχ κνληέινπ παιηλδξφκεζεο 

παξάγνληαο 11 κνληέια παιηλδξφκεζεο (11 θαηά pareto άξηζηεο ιχζεηο). 

Να ζεκεησζεί εδψ φηη ην πνιπθξηηεξηαθφ κνληέιν παι ηλδξφκεζεο δελ 

παξάγεη κφλν κία βέιηηζηε ιχζε δειαδή έλα κνληέιν παιηλδξφκεζεο 

αιιά έλα ζχλνιν 11 Pareto βέιηηζησλ ιχζεσλ (pareto βέιηηζηα κνληέια 

παιηλδξφκεζεο). Σα δχν αθξαία κνληέια, ην 1 θαη ην 11 αληηζηνηρνχλ 

ζηα κνλνθξηηεξηαθά κνληέια φπνπ ζην κελ 1
ν
 επηδηψθεηαη ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ SAE ελψ ζην 11
ν
 επηδηψθεηαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

MAE. 



Ο αξηζκφο ησλ ζπλνιηθψλ κνληέισλ πνπ παξάγνληαη είλαη 

11×14=151 γηα θάζε data set .  Ζ δηαδηθαζία θαίλεηαη παξαζηαηηθά ζην 

αθφινπζν ζρήκα:  

 

ρήκα 3.1:  Η ππνινγηζηηθή δηαδηθαζία παξαγσγήο ησλ κνληέισλ παιηλδξόκεζεο  

 

3.3 Δθαξκνγή κεζόδσλ εληόο δείγκαηνο 

Ζ πξψηε θαηεγνξία ππνινγηζηηθψλ πεηξακάησλ ήηαλ απηά πνπ 

πξαγκαηνπνηήζακε κφλν κε ηηο 225 παξαηεξήζεηο (εληφο δείγκαηνο). Γηα 

θάζε έλα απφ ηα 10 ζεη δεδνκέλσλ εμάγνληαη 14 κν ληέια κε βάζε ηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ Αζξνίζκαηνο ησλ Απφιπησλ θαικάησλ ( Sum of 

Absolute Errors, SAE) θαη ζέηνληαο σο αλψηεξν φξην αλεμάξηεησλ 

κεηαβιεηψλ ζε θάζε κνληέιν απφ 1 έσο 14. ε απηά ηα 14 κνληέια 

ππνινγίδνληαη ηα θξηηήξηα AIC θαη BIC πξνθεηκέλνπ λα δηαπηζηψζνπκε 

πνην απφ ηα 14 κνληέια είλαη θαιχηεξν (παξνπζηάδεη ην ειάρηζην AIC 

θαη BIC). Μάιηζηα ν ππνινγηζκφο ηνπ AIC θαη ηνπ BIC γίλεηαη κε βάζε 

ην Άζξνηζκα ησλ Απφιπησλ θαικάησλ (SAE) αιιά θαη ην Αζξνηζκα 

ησλ Σεηξαγψλσλ ησλ θαικάησλ (Sum of Square Errors, SSE). Απφ ηα 

10 ζεη δεδνκέλσλ ζα βγάινπκε ζπκπέξαζκα γηα ην πφζεο κεηαβιεηέο 

min SAE
min MAE numvar<=1  11 μοντέλα

min SAE
min MAE numvar<=2  11 μοντέλα

min SAE
min MAE numvar<=14  11 μοντέλα

. . . 

. . . . . . . . . . . . . . 

min SAE
min MAE numvar<=1  11 μοντέλα

min SAE
min MAE numvar<=2  11 μοντέλα

min SAE
min MAE numvar<=14  11 μοντέλα

. . . 
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πξνηείλεηαη λα έρεη ηειηθά ην κνληέιν κε βάζε ηα θξηηήξηα AIC θαη 

BIC. 

 

3.4 Δθαξκνγή κεζόδσλ εθηόο δείγκαηνο 

Ζ εθαξκνγή ηεο κεζφδνπ γηλφηαλ ζην ζχλνιν ησλ 225 

παξαηεξήζεσλ πξνθεηκέλνπ λα εμαρζνχλ ηα θαηάιιεια κνληέια 

παιηλδξφκεζεο. ηε ζπλέρεηα απηά ηα κνληέια ηα εθαξκφδακε ζηηο 25 

παξαηεξήζεηο εθηφο δείγκαηνο γηα λα δνχκε πνην κνληέιν πεξηγξάθεη 

θαιχηεξα ηα δεδνκέλα θη έηζη λα θάλνπκε κηα ζπγθξηηηθή αλάιπζε ησλ 

εμαγφκελσλ κνληέισλ. Ζ επάξθεηα ηεο πξνζαξκνγήο εθηφο δείγκαηνο 

γίλεηαη κεηξψληαο ην SAE ην ΜΑΔ θαη ην SSE πνπ πξνθχπηεη φηαλ 

εθαξκφδεηαη ην κνληέιν ζηηο 25 παξαηεξήζεηο πνπ είλαη εθηφο 

δείγκαηνο. Με βάζε απηφ ζα κειεηήζνπκε:  

Α) Πνην είλαη θαιχηεξν θξηηήξην ζηα κνληέια παιηλδξφκεζεο: Ζ 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ SAE ή ηνπ ΜΑΔ;  

Β) Πνην κνληέιν δίλεη θαιχηεξα απνηειέζκαηα: απηφ πνπ 

πξνθχπηεη απφ κνληθξηηεξηαθή αλάιπζε παιηλδξφκεζεο (ηα δχν αθξαία 

κνληέια δειαδή πνπ αληηζηνηρνχλ ζην min SAE θαη ζην min MAE) ή 

απηφ πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ πνιπθξηηεξηαθή αλάιπζε παιηλδξφκεζεο 

(θάπνην απφ ηα 9 ελδηάκεζα κνληέια)  

Γ) Πνηνο είλαη ν βέιηηζηνο αξηζκφο κεηαβιεηψλ απφ ην 1 σο ην 14  

Γ) Πνηα είλαη θαιχηεξε πξνζέγγηζε γηα ηελ επηινγή κεηαβιεηψλ: 

Ζ βεκαηηθή αλάιπζε παιηλδξφκεζεο (stepwise regression) ή ε αλάιπζε 

παιηλδξφκεζεο κε Μαζεκαηηθφ Πξνγξακκαηηζκφ γηα ηελ επηινγή 

κεηαβιεηψλ.     

Ζ βεκαηηθή αλάιπζε παιηλδξφκεζεο πξαγκαηνπνηήζεθε κε ηε 

βνήζεηα ελφο πξφζζεηνπ ππνινγηζηηθνχ εξγαιείνπ πνπ δηαζέηεη ην 

πξφγξακκα Microsoft Excel θαη νλνκάδεηαη Winstat. Αξρηθά, 

δεκηνπξγνχκε έλα θχιιν ζε έλα αξρείν φπνπ έρνπκε ηε βάζε δεδνκέλσλ 

καο. Απφ ηε γξακκή εξγαιείσλ δηαιέγνπκε ηελ εθαξκνγή Regression 

Analysis θαη ζηε ζπλέρεηα νξίδνπκε ηα θειηά ζηα νπνία ζα εθαξκνζηεί ε 

κέζνδνο πνπ δηαιέμακε θαζψο θαη ηηο αλεμάξηεηεο/εμαξηεκέλεο 

κεηαβιεηέο. Σν ππνπξφγξακκα απηφ επεμεξγάδεηαη ηα δεδνκέλα θαη ζηε 

ζπλέρεηα εμάγεη ηα απνηειέζκαηα ζε έλα λέν θχιιν excel. Ζ δηαδηθαζία 

πνπ πεξηγξάθνπκε παξαπάλσ εθηειέζηεθε άιιεο ελλέα θνξέο θαζψο ηα 

ζχλνια δεδνκέλσλ καο είλαη δέθα. Σν πξφγξακκα απηφ θάλεη 

ηαπηφρξνλα θαη variable selection, δειαδή δηαιέγεη ηνλ θαιχηεξν αξηζκφ 

ησλ κεηαβιεηψλ σο άλσ φξην.  

 

 

 



 

 

Κεθάιαην 4 

Αλάπηπμε ηνπ κνληέινπ 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

ε απηφ ην θεθάιαην πξνζπαζήζακε λα αλαπηχμνπκε ηα κνληέια πνπ 

ρξεζηκνπνηνχκε ζε απηή ηελ εξγαζία. Πην αλαιπηηθά, γξάθνπκε ηηο εμηζψζεηο θαη 

ηνπο πεξηνξηζκνχο γηα ηα κνληέια παιηλδξφκεζεο ηα νπνία αθνξνχλ γηα ηελ  

ειαρηζηνπνηήζε ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ ζθαικάησλ (SAE), ηελ ειαρηζηνπνηήζε ηνπ 

κεγίζηνπ ησλ απφιπησλ ζθαικάησλ (MAE), ε επηινγή κεηαβιεηψλ θαη ην 

πνιπθξηηεξηαθφ κνληέιν. 

 

 

 

 

 

 

 

 



Γηα ηελ αλάπηπμε ηνπ κνληέινπ καο ρξεζηκνπνηήζακε δηάθνξα 

κνληέια κηθηνχ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ (Mixed Integer 

Programming). Παξαθάησ ζα αλαιχζνπκε ηα ραξαθηεξηζηηθά απηψλ ησλ 

κνληέισλ ηα νπνία πινπνηήζεθαλ θαη επηιχζεθαλ κε ηε γιψζζα 

κνληεινπνίεζεο GAMS. 

4.1 Σν απιό κνληέιν παιηλδξόκεζεο κε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ SAE  

 

Τπάξρνπλ πνιιέο ζπλαξηήζεηο ζθαικάησλ παξ‘ φιν πνπ ζηε 

βηβιηνγξαθία θπξηαξρεί ε ζπλάξηεζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ηεο 

παίλδξφκεζεο. Μηα ζπλάξηεζε είλαη ην άζξνηζκα ησλ απφιπησλ 

ζθαικάησλ (Sum of Absolute Errors, SAE) ε νπνία είλαη ιηγ φηεξν 

επαίζζεηε ζε ζρέζε κε ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ ζθαικάησλ 

(Sum of Squared Errors,SSE) γηα ηηο αθξαίεο ηηκέο αιιά παξνπζηάδεη 

έλα πνιχ θαιφ κνληέιν .To κνληέιν επηινγήο κεηαβιεηψλ (variable 

selection) ην νπνίν ειαρηζηνπνηεί ην SAE ζην κνληέιν ζην  Μεηθηφ 

Αθέξαην Πξνγξακκαηηζκφ (MILP) είλαη παξφκνην κε ηνπο ζηφρνπο ηνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ. πλεπψο, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε γηα ην απιφ 

κνληέιν παιηλδξφκεζεο κε ειαρηζηνπνηήζε ηνπ SAE ζα είλαη ε εμήο : 

(4.1) 

κε ην παξαθάησ πεξηνξηζκφ  

Y i = b0 + b1  X1i  + b2 X2i + …+ bm  Xmi  + u i - v i ,   i=1…n  (4.2) 

Όπνπ  n  ν αξηζκφο ησλ παξαηεξήζεσλ  

m  ν αξηζκφο ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ  

i  είλαη ν δείθηεο ησλ παξαηεξήζεσλ  

 j  είλαη ν δείθηεο ησλ αλεμαξηήησλ κεηαβιεηψλ (AGE, WEIGHT, 

HEIGHT, BMI, NECK, CHEST, ABDOM, HIP, THIGH, KNEE, ANKLE, 

BICEPS, FORARM, WRIST) 

 Y i είλαη ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή ηεο i-παξαηήξεζεο  

 X i jείλαη ε ηηκή ηεο i-παξαηήξεζεο ζηελ j-επεμεγεκαηηθή 

κεηαβιεηήο  

 u i  είλαη ε κεηαβιεηή απφθαζεο πνπ εθθξάδεη ηελ ππνεθηίκεζε ηεο 

παξαηήξεζεο i (ζπλερήο ζεηηθή κεηαβιεηή)  

v i  είλαη ε κεηαβιεηή απφθαζεο πνπ εθθξάδεη ηελ ππεξεθηίκεζε 

ηεο παξαηήξεζεο i  (ζπλερήο ζεηηθή κεηαβιεηή)  

 b0  είλαη ε κεηαβιεηή απφθαζεο πνπ εθθξάδεη ηνλ ζηαζεξφ φξν 

(ειεχζεξε ζπλερήο κεηαβιεηή)  



 b j  είλαη ε κεηαβιεηή απφθαζεο πνπ εθθξάδεη ηoλ ζπληειεζηή γηα 

ηελ j- αλεμάξηεηε κεηαβιεηή (ειεχζεξε ζπλερήο κεηαβιεηή)  

 

 

4.2 To απιό κνληέιν παιηλδξόκεζεο κε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ΜAE 

 

Δπεηδή ζέιακε λα απνθχγνπκε ην ρεηξφηεξν ζελάξην εθηίκεζεο, κηα 

ελαιιάθηηθή ζπλάξηεζε ζθαικάησλ είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

κέγηζηνπ απφιπηνπ ζθάικαηνο (Μaximum Absolute Error, MAE) . ε 

απηή ηε πεξίπησζε, αλαδεηήζακε έλα κνληέιν ην νπνίν ζα πξνζπαζεί λα 

ειαρηζηνπνηήζεη φρη ην κέζν φξν ζθαικάησλ αιιά ην κέγηζην ζθάικα 

κεηαμχ ησλ παξαηεξήζεσλ. Ωο εθ ηνχηνπ αθφκα θαη ζην ρεηξφηεξν 

ζελάξην  (ην νπνίν είλαη λα έρνπκε πνιχ κεγάιε απφθιηζε απφ ην 

κνληέιν ην νπνίν παξαηεξνχκε) ην ζθάικα ζα είλαη ην κηθξφηεξν 

δπλαηφ. H αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε γηα απιφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο κε 

ειαρηζηνπνηήζε ηνπ ΜAE ζα είλαη ε εμήο:  

 

   (4.3) 

 

 

Με πεξηνξηζκνχο ηηο παξαθάησ ζπλαξηήζεηο:  

 

Y i = b0 + b1  X1i  + b2 X2i + …+ bm  Xmi + u i –  v i,     i=1…n    (4.4) 

 

   (4.5) 

φπνπ   

dmax  είλαη ε κεηαβιεηή απφθαζεο ε νπνία εθθξάδεη ην κέγηζην 

απφιπην ζθάικα (απφθιηζε) κεηαμχ ησλ παξαηεξήζεσλ . 

 

  



4.3 To κνληέιν παιηλδξόκεζεο κε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ SAE θαη 

επηινγή κεηαβιεηώλ (variable selection) 

 

Γηα λα θαηαθέξνπκε λα επηηχρνπκε θαη ηελ ειαρηζηνπνηήζε ησλ 

ζθαικάησλ SAE αιιά θαη ηελ θαιχηεξε επηινγή κεηαβιεηψλ, 

θαηαζθεπάζακε έλα κνληέιν ην νπνίν λα ηθαλνπνηεί θαη ηα δχν 

παξαπάλσ θξηηήξηα. Έηζη ινηπφλ, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε γηα ην 

κνληέιν παιηλδξφκεζεο κε ειαρηζηνπνηήζε ηνπ SAE θαη ηελ θαιχηεξε 

επηινγή κεηαβιεηψλ (variable selection) ζα έρεη ηε παξαθάησ κνξθή:  

   (4.6) 

κε ην παξαθάησ πεξηνξηζκφ  

Y i = b0 + b1  X1i  + b2 X2i + …+ bm  Xmi  + u i - v i  ,   i=1…n  (4.7) 

θαη 

∑                    (4.8) 

 

4.4 Σν πνιπθξηηεξηαθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο θαη variable 

selection 

 

ε απηφ ην κνληέιν ζα έρνπκε 3 αληηθεηκεληθέο ζπλαξηήζεηο 

ρξεζηκνπνηψληαο παξάιιεια θαη ηελ αξρή ηεο κεηξηνπάζεηαο (concept 

of parsimony). Σαπηφρξνλα, ζα επηιέγνπκε θαη ην θαηάιειν αξηζκφ 

κεηαβιεηψλ.  

Γειαδή ζα ηζρχεη  

 

Max parsimony    min NVAR = d1  + d2  + …+ dm,   (4.9) 

 

Οη ζπλαξηήζεηο πνπ ζα πεξηγξάθνπλ ηηο 3 αληηθεηκεληθέο ζπλαξηήζεηο ζα 

έρνπλ ηε παξαθάησ κνξθή:  

 

min∑ (     )
 
     (4.10) 

 

min       (4.11) 

 

min∑   
 
           (4.12) 

st 



Y i = b0 + b1  X1i  + b2 X2i + …+ bm  Xmi + u i - v i      ,     i=1…n    (4.13) 

  (4.14) 

Όπνπ  

dj είλαη ε δπαδηθή κεηαβιεηή απφθαζεο ε νπνία εθπξνζσπεί ηελ j -

αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηνπ κνληέινπ . 

 

4.5 H γιώζζα GAMS 

 

Ζ γιψζζα πνπ ρξεζηκνπνηήζακε  γηα ην κνληέιν καο είλαη ε 

γιψζζα GAMS. Παξαθάησ αλαιχνπκε ην κνληέιν GAMS .  Πην 

ζπγθεθξηκέλα εμεγνχκε  ην ζρεδηαζκφ θαη ηνλ ηξφπν ιεηηνπξγίαο ηνπ 

θψδηθα GAMS .  Δπηπιένλ, εμεγεί πσο δνκείηαη έλα κνληέιν GAMS θαη  ηη 

ζρφιηα ρξεζηκνπνηνχκε γηα ηε γιψζζα GAMS. 

             Σν Γεληθφ Αιγεβξηθφ χζηεκα Μνληεινπνίεζεο  GAMS 

(General Algebraic Modeling System) ζρεδηάδεηαη γηα ηελ αλάιπζε 

γξακκηθψλ, κε γξακκηθψλ εθαξκνγψλ αιιά θαη κηθηψλ πξνβιεκάησλ 

βειηηζηνπνίεζεο αθέξαησλ αξηζκψλ. Σν ζχζηεκα είλαη ηδηαίηεξα 

ρξήζηκν γηα κεγάια θαη πνιπζχλζεηα πξνβιήκαηα, ελψ επηηξέπεη ζην 

ρξήζηε λα επηθεληξσζεί ζην πξφβιεκα ηνπ κνληέινπ κε ην λα 

θαηαζηήζεη ηελ νξγάλσζή ηνπ απιή. Ο ρξήζηεο κπνξεί λα αιιάμεη ηε 

δηαηχπσζε γξήγνξα θαη εχθνια κεηαηξέπνληαο έλα γξακκηθφ πξφβιεκα 

ζε κε γξακκηθφ ρσξίο κεγάιε δπζθνιία. Ζ γιψζζα, πνπ ρξεζηκνπνηεί ην 

GAMS, είλαη ηππηθά παξφκνηα κε ηηο ζπλήζσο ρξεζηκνπνηεκέλεο 

γιψζζεο πξνγξακκαηηζκνχ, θαζηζηψληαο ηελ νηθία ζε νπνηνλδήπνηε, 

πνπ έρεη θάπνηα επαθή κε ηνλ πξνγξακκαηηζκφ.  

 Υξεζηκνπνηψληαο ην GAMS, ηα ζηνηρεία εηζάγνληαη κφλν κηα θνξά κε 

ηε γλσζηή κνξθή θαηαιφγσλ θαη πηλάθσλ. Όινη νη πεξηνξηζκνί ηνπ 

πξνβιήκαηνο εηζάγνληαη ζε κηα δήισζε θαη ην GAMS παξάγεη απηφκαηα 

πεξηνξηζκφ γηα θάζε εμίζσζε θαη αθήλεη ην ρξήζηε λα θάλεη ηηο 

εμαηξέζεηο ζε πεξηπηψζεηο φπνπ ε γεληθφηεηα δελ επηδηψθεηαη.  

 O ζρεδηαζκφο ζην GAMS έρεη ελζσκαηψζεη ηηο έλλνηεο, πνπ 

πξνέξρνληαη απφ ηε ζεσξία βάζεσλ δεδνκέλσλ θαη ην καζεκαηηθφ 

πξνγξακκαηηζκφ θαη πξνζπαζεί λα ζπγρσλεχζεη απηέο ηηο ηδέεο λα 

αληαπνθξηζνχλ  ζηηο αλάγθεο ησλ ζρεδηαζκψλ ησλ κνληέισλ. Ζ ζρεηηθή 

ζεσξία βάζεσλ δεδνκέλσλ παξέρεη έλα δνκεκέλν πιαίζην γηα ηηο γεληθέο 

ηθαλφηεηεο νξγάλσζεο θαη κεηαζρεκαηηζκνχ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ 

κνληέινπ θαη ζε ζπλδπαζκφ κε ην καζεκαηηθφ πξνγξακκαηηζκφ πνπ 

πξνζθέξεη πνηθίιεο κεζφδνπο βνεζνχλ ζηελ επίιπζε δχζθνισλ 

πξνβιεκάησλ. (Rosenthal 2008).  



Ο θψδηθαο GAMS είλαη ζρεδηαζκέλνο ψζηε λα:  

 Παξέρεη κηα αιγεβξηθά βαζηζκέλε θαη πςεινχ επηπέδνπ γιψζζα γηα 

ηελ παξνπζίαζε κεγάισλ θαη πνιχπινθσλ κνληέισλ.  

 Δπηηξέπεη αιιαγέο ζην κνληέιν ζρεδηαζκνχ κε απιφηεηα θαη 

αζθάιεηα.  

 Γειψλνληαη ζαθψο νη αιγεβξηθψλ ζρέζεηο.  

 Παξέρεη έλα πεξηβάιινλ, φπνπ ν ρξήζηεο λα κπνξεί λα αλαπηχμεη ην 

κνληέιν ηνπ κε έλα κηθξφ ζχλνιν δεδνκέλσλ θαη ζηε ζπλέρεηα ηελ 

επέθηαζε ηνπ ζε έλα επξχηεξν θαη νξζφ πιαίζ ην. 

 Δπηηξέπεη ηε ρξήζε πεξηζζφηεξσλ κεηαβιεηψλ, εμηζψζεσλ, νλφκαηα 

δεηθηψλ, ζρνιίσλ θαη νξηζκψλ δεδνκέλσλ, ηα νπνία ζπλνδεχνληαη απφ 

ππνινγηζκνχο δεκηνπξγψληαο έλα ηεθκεξησκέλν θαη απηφλνκν αξρείν.  

 Δλεκεξψλεηαη κε ηηο λεφηεξεο θαη απνηειεζκαηηθφηεξεο εθδφζ εηο 

επηιπηψλ.  

 Απηνκαηνπνηεί ηε κνληεινπνίεζε κε ηνπο ππνινγηζκνχο δεδνκέλσλ, 

ηελ νξζή δηφξζσζε ησλ δειψζεσλ, ηνλ έιεγρν ησλ ιαζψλ, ηελ 

δηαζχλδεζε κε επηιπηέο θαη ηελ απνζήθεπζε ιχζεσλ.  

 Δπηηξέπεη ηε θνξεηφηεηα ηνπ κνληέινπ ζε δηαθνξεηηθνχο 

ππνινγηζηέο.  

 Μεηαηξέπεη εχθνια ην κνληέιν απφ γξακκηθφ ζε κε γξακκηθφ.  

 Γηεπθνιχλεη ηελ εηζαγσγή θαη εμαγσγή δεδνκέλσλ απφ θαη πξνο 

δηαθνξεηηθά παθέηα ππνινγηζηψλ.  

 Δπηηξέπεη ηε ρξήζε απφ άηνκα ή νκάδεο δηαθνξεηηθήο εκπεηξίαο.  

 Παξέρεη πξφηππα κνληέια, ηα νπνία βνεζνχλ ην ρξήζηε, κέζσ 

βηβιηνζήθεο πιεξνθνξηψλ. (Mc Carl 2008).     

 

4.5.1 Γνκή ελόο κνληέινπ ζην GAMS 

 

 ε απηή ηε παξάγξαθν εμεγνχληαη ηα βαζηθά ζπζηαηηθά πνπ 

απνηεινχλ ηε δνκή νπνηνπδήπνηε κνληέινπ ηνπ GAMS , ηα νπνία 

παξνπζηάδνληαη ζπλνπηηθά ζηνλ πίλαθα(…).  

 

Τα βαςικά ςυςτατικά του ςυςτιματοσ GAMS  

Inputs (Είσοδος Δεδομένων): 

 Sets – (Σφνολα) 

 Declaration - (Διλωςθ  τουσ) 

 Assignment of members - (Κακοριςμόσ των μελών τουσ) 

 Data (Parameters, Tables, Scalars) – Δεδομζνα (Παράμετροι, Πίνακεσ, 

Πίνακεσ ςτοιχείων) 

 Declaration - (Διλωςθ  τουσ) 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ε απηφ 

ην 

ζεκείν, είλαη απαξαίηεην λα επηζεκαλζνχλ θάπνηεο απαξαίηεηεο 

παξαηεξήζεηο πνπ απνηεινχλ θαη απαξάβαηνπο θαλφλεο ηνπ 

πξνγξάκκαηνο GAMS:  

 Έλα κνληέιν ζην GAMS είλαη κηα ζπιινγή ησλ δειψζεσλ ζηε 

γιψζζα GAMS. Κάζε νληφηεηα (εμαξηεκέλε ή αλεμάξηεηε, 

κεηαβιεηή ή ζηαζεξή) ζην κνληέιν δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί 

αλ δελ έρεη δεισζεί πξνεγνπκέλσο.  

 Οη νληφηεηεο ζην GAMS κπνξνχλ λα δεισζνχλ ζρεδφλ κε 

νπνηνδήπνηε ηξφπν επηζπκεί ν ρξήζηεο. Έηζη, επηηξέπνληαη νη 

δειψζεηο ζε πνιιαπιέο γξακκέο, νη θελέο γξακκέο κεηαμχ ησλ 

δειψζεσλ φπσο θαη νη πνιιαπιέο δειψζεηο αλά γξακκή.  

 Ζ νινθιήξσζε θάζε δήισζεο πξέπεη λα ζπλνδεχεηαη κε ην 

ζχκβνιν ειιεληθνχ εξσηεκαηηθνχ «;» (‗semicolon‘). Ο 

κεηαγισηηηζηήο (‗compiler‘) GAMS δελ δηαθξίλεη θεθαιαία θαη 

πεδά γξάκκαηα, έηζη είλαη θαη ηα δχν είδε απνδεθηά.  

 Σα επεμεγεκαηηθά ζρφιηα είλαη ρξήζηκα γηα ηελ ηεθκεξίσζε ησλ 

καζεκαηηθψλ κνληέισλ. Δίλαη θαιχηεξν λα ελζσκαηψλνληαη κέζα 

ζην ίδην ην κνληέιν παξά λα παξνπζηάδνληαη μερσξηζηά. 

Τπάξρνπλ δχν ηξφπνη λα παξεκβιεζεί ε επεμήγεζε κέζα ζε κηα 

εθαξκνγή ηνπ GAMS. Καηαξρήλ, νπνηαδήπνηε γξακκή πνπ αξρίδεη 

κε έλαλ αζηεξίζθν (*) ζηε πξψηε ζηήιε ιακβάλεηαη σο γξακκή 

 Assignment of values - ( Κακοριςμόσ των τιμών τουσ) 

 Variables - (Μεταβλθτζσ) 

 Declaration - (Διλωςθ τουσ) 

 Assignment of type - ( Κακοριςμόσ του τφπου τουσ) 

 Assignment of bounds and/or initial values (optional) - (Κακοριςμόσ των 

ορίων ι των αρχικών τιμών) 

 Equations – (Εξιςώςεισ) 

 Declaration - (Διλωςθ  τουσ) 

 Definition - (Οριςμόσ  τουσ) 

 Model and Solve statements – (Διλωςθ Μοντζλου και Επίλυςθσ) 

 Display statement (optional) – (προαιρετικι Εμφάνιςθ διλωςθσ) 

Outputs (Ζξοδοσ Αποτελεςμάτων): 

 Echo Print – (Αποτφπωςθ προγράμματοσ) 

 Symbol Reference Maps – (Χάρτεσ Αναφοράσ Συμβόλων) 

 Equation Listings – (Λίςτα Εξιςώςεων) 

 Status Reports – (Αναφορά Κατάςταςθσ) 

 Results – (Αποτελζςματα) 



ζρνιίνπ απφ ην κεηαγισηηηζηή GAMS. Γεχηεξνλ, ίζσο ην 

ζεκαληηθφηεξν, ηα ζρφιηα κπνξνχλ λα παξεκβιεζνχλ κεηά απφ ηηο 

δειψζεηο ησλ νληνηήησλ ηνπ GAMS . 

 Ζ δεκηνπξγία νληνηήησλ ζην GAMS πεξηιακβάλεη δχν βήκαηα: 

κηα δήισζε (declaration) θαη κηα αλάζεζε ή θαζνξηζκφο 

(assignment). Ζ δήισζε πεξηιακβάλεη ηελ χπαξμε ηεο νληφηεηαο 

ζην πξφγξακκα δίλνληαο έλα φλνκα. Ζ αλάζεζε ή θαζνξηζκφο 

δίλεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή ή κηα κνξθή. ηελ πεξίπησζε ησλ 

εμηζψζεσλ, πξέπεη λα γίλεηαη δήισζε θαη αλάζεζε ζε μερσξηζηέο 

δειψζεηο ζην GAMS. Γηα φιεο ηηο άιιεο νληφηεηεο ηνπ GAMS, 

σζηφζν, ππάξρεη ε επηινγή ησλ δειψζεσλ θαη αλαζέζεσλ ζηελ 

ίδηα δήισζε ή ρσξηζηά.  

 Σα νλφκαηα πνπ δίλνληαη ζηηο νληφηεηεο ηνπ κνληέινπ πξέπεη λα 

αξρίδνπλ κε γξάκκα θαη κπνξνχλ λα αθνινπζεζνχλ κέρξη 31 

νπνηνηδήπνηε ραξαθηήξεο ή ςεθία.  

 Όιεο νη γξακκέο δελ είλαη κέξνο ηεο γιψζζαο GAMS. Γχν εηδηθά 

ζχκβνια, ν αζηεξίζθνο «*» θαη ην ζχκβνιν δνιαξίνπ «$» 

κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηελ πξψηε ζέζε ζε κηα γξακκή γηα 

λα δείμεη κηα κε-γισζζηθή γξακκή.  

 

4.5.2 Σχόλια 
 

 Έλα ζρφιην (comment) είλαη έλα επεμεγεκαηηθφ θείκελν, πνπ δελ 

ππνβάιιεηαη ζε επεμεξγαζία θαη δελ δηαηεξείηαη απφ ηνλ 

ππνινγηζηή. Τπάξρνπλ ηξεηο ηξφπνη λα ζπκπεξη ιεθζνχλ ηα ζρφιηα 

ζε έλα πξφγξακκα GAMS, ε επηινγή κεηαμχ ησλ νπνίσλ είλαη έλα 

ζέκα κεκνλσκέλεο πξνηίκεζεο ή ρξεζηκφηεηαο.  

   Ο πξψηνο, αλαθέξζεθε ήδε παξαπάλσ, πξφθεηηαη λα αξρίζεη κηα 

γξακκή κε έλαλ αζηεξίζθν "*" ζηελ πξψηε ζέζε ραξαθηήξα. Οη 

ππφινηπνη ραξαθηήξεο ζηε γξακκή αγλννχληαη αιιά ηππψλνληαη 

ζην αξρείν output.  

   Γεχηεξνλ, ηα ζρφιηα κπνξνχλ λα παξεκβιεζνχλ κεηά απφ ηηο  

δειψζεηο ησλ νληνηήησλ ηνπ GAMS.  

   Ο ηξίηνο ηξφπνο πξφθεηηαη λα ρξεζηκνπνηήζεη ηνπο εηδηθνχο 

νξηνζέηεο (blocks), πνπ αλαγθάδνπλ ην GAMS λα αγλνήζεη έλα 

νιφθιεξν ηκήκα ηνπ πξνγξάκκαηνο. Σν ζχκβνιν δνιαξίνπ ‗$‘ 

πξέπεη λα είλαη ζηελ πξψηε ζέζε. Ζ αξρή ελφο ζ ρνιίνπ πξέπεη λα 

μεθηλάεη ζηελ πξψηε γξακκή κε ηε θξάζε ‗$ontext‘ θαη λα 

θαηαιήγεη κε ηε θξάζε ‗$offtext‘.  

 



 

 

 

Κεθάιαην 5 

πδήηεζε απνηειεζκάησλ 
 

 

 

 

 

 

ε απηφ ην θεθάιαην αλαιχνπκε ηα απνηειέζκαηα απφ  ηνπο 

ππνινγηζκνχο πνπ θάλακε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην.  Οπζηαζηηθά, 

πεξηγξάθνπκε ην ζθεπηηθφ αλάιπζεο ησλ απνηειεζκάησλ θαη ηα βήκαηα 

ηα νπνία αθνινπζήζακε γηα λα θαηαιήμνπκε ζε θάπνηα ζπκπεξάζκαηα, 

ηα νπνία ζα ηα θαηαγξάςνπκε ζην επφκελν θεθάιαην.  

 

  



Γηα λα θαηαθέξνπκε λα θαηαιήμνπκε ζε θάπνηα ζπκπεξάζκαηα 

ζπγθεληξψζακε ηα απνηειέζκαηα καο ζε πίλαθεο,  ηνπο  νπνίνπο 

παξαζέηνπκε παξαθάησ αλαιπηηθά. Αξρηθά, ζα κειεηήζνπκε ηα 

απνηειέζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ αλάιπζε ησλ παξαηεξήζεσλ σο 

πξνο ην ειάρηζην SAE,  MAE θαη ζηε ζπλέρεηα ζα κειεηήζνπκε ηηο 

παξαηεξήζεηο ηηο νπνίεο ζεσξήζακε σο εθηφο δείγκαηνο (out of sample) 

θαη ζηε ζπλέρεηα ζα κειεηήζνπκε ηηο ππφινηπεο  παξαηε ξήζεηο .  

 

5.1 Αλάιπζε εληόο Γείγκαηνο: Η βειηίσζε ηεο πξνζαξκνγήο σο 

ζπλάξηεζε ηνπ αξηζκνύ κεηαβιεηώλ 

Γηα λα κπνξέζνπκε λα θαηαιάβνπκε πσο κεηαβάιιεη αη ν κέγηζηνο 

αξηζκφο κεηαβιεηψλ (upperbound) ζπλαξηήζεη ησλ ζθαικάησλ, ζην 

θάζε κνληέιν, δεκηνπξγήζακε δχν γξαθήκαηα. Σν έλα γξάθεκα 

αλαθέξεηαη γηα ηε κειέηε ειαρηζηνπνηήζεο ηνπ κέζνπ ησλ απφιπησλ 

ζθαικάησλ (minAAE)   θαη ην άιιν γξάθεκα αλαθέξεηαη γηα ηε  κειέηε 

ηνπ κέγηζηνπ απφιπηνπ ζθάικαηνο (minMAE).  

 

 

Γράφθμα 5.1  

 

ε απηφ ην γξάθεκα κπνξνχκε εχθνια λα παξαηεξήζνπκε φηη ε 

ζπλάξηεζε έρεη κηα κνξθή ε νπνία κνηάδεη κε ηε ζπλάξηεζε ππεξβνιήο. 

Δπηπιένλ, ζπγθξίλνληαο ην θάζε ζχλνιν  δεδνκέλσλ κε ηα ππφινηπα 

κπνξνχκε εχθνια λα δηαπηζηψζνπκε φηη δε παξνπζηάδνπλ κεγάιε 

δηαθνξά φζνλ αθνξά ηα ζθάικαηα. Σέινο, θαηαιήγνπκε ζην 

ζπκπέξαζκα φηη φζν πνην κεγάιν αξηζκφ κεηαβιεηψλ έρνπκε ηφζν πην 

κηθξφ είλαη ην ζθάικα καο, ην νπνίν είλαη θαη ην αλακελφκελν.  
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Θα πξέπεη λα αλαθέξνπκε φηη ε θιίκαθα ηνπ άμνλα y είλαη κηθξή 

θαη απηφ νθείιεηαη  ζην γεγνλφο φηη  θάζε ηηκή ηνπ άμνλα y έρεη 

δηαηξεζεί κε ην άζξνηζκα ησλ παξαηεξήζεσλ, δειαδή κε 225 ψζηε λα 

έρνπκε κηα κέζε ηηκή ηνπ ζθάικαηνο αλά κεηαβιεηή. Οπζηαζηηθά, ζηνλ 

άμνλα y είλαη νη ηηκέο ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ απφιπησλ ζθαικάησλ (SAE) 

δηαηξεκέλεο  κε ην άζξνηζκα απηψλ πνπ είλαη 225.  

 

 

Γράφθμα 5.2 

 

ε απηφ ην γξάθεκα φπσο αλαθέξακε θαη παξαπάλσ, 

παξνπζηάδεηαη ε ειαρηζηνπνηήζε ηνπ κέγηζηνπ απνιχηνπ ζθάικαηνο 

(MAE). Δίλαη παζηθαλέο φηη ε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ππεξβνιή 

θαη ηα ζθάικαηα γηα θάζε ζχλνιν δεδνκέλσλ δε παξνπζηάδνπλ κεγάιε 

απφθιηζε κεηαμχ ηνπο. Με άιια ιφγηα, γηα θάζε φξην κεηαβιεηψλ 

(upperbound) ην ζπγθεθξηκέλν ζθάικα παξνπζηάδεη ζρεδφλ ζηαζεξή 

ηηκή. 

 

5.2 Αλάιπζε εληόο Γείγκαηνο: Καζνξηζκόο βέιηηζηνπ αξηζκνύ 

κεηαβιεηώλ κε βάζε ηα πιεξνθνξηαθά θξηηήξηα 

Γηα λα κπνξέζνπκε λα θαηαιήμνπκε ζε θάπνηα απνηειέζκαηα γηα 

ην Κξηηήξην Πιεξνθνξίαο Akaike θαη ην Κξηηήξην Πιεξνθνξίαο Bayes, 

δεκηνπξγήζακε ζπγθεληξσηηθνχο πίλαθεο ηνπο νπνίνπο θαη ζα 

αλαιχζνπκε παξαθάησ.  
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Πίνακασ 5.1α : Συγκεντρωτικά Αποτελζςματα των Κριτθρίων Πλθροφοριών 

    

minimum model

SSE 5409,636 4332,32 4275,051 4170,122 4112,513 4108,379 4112,422 4182,331 4057,602 4075,368 4079,141 4088,526 4111,895 4155,409 4057,602 9

SAE 880,7057 795,3465 784,7535 776,8362 769,4451 765,4143 761,4839 758,5015 756,3935 755,2311 754,6595 754,2894 753,9157 753,6653 753,6653 14

AIC 719,4632 671,4956 670,5014 666,91 665,7801 667,5538 669,7751 675,5678 670,7556 673,7386 675,9468 678,4639 681,7462 686,1148 665,7801 5

BIC 726,2954 681,7439 684,1659 683,9905 686,2767 691,4665 697,1039 706,3127 704,9166 711,3157 716,94 722,8732 729,5717 737,3563 681,7439 2

AICc 719,6451 671,7696 670,8868 667,4262 666,4467 668,391 670,8031 676,8073 672,2273 675,4637 677,9468 680,7605 684,3616 689,0713 666,4467 5

AICsae 618,0804 574,2049 570,1711 567,6081 565,3061 564,9426 564,6259 564,86 565,6076 566,9156 568,5748 570,354 572,1311 573,9816 564,6259 7

BICsae 624,9126 584,4532 583,8355 584,6886 585,8027 588,8553 591,9547 595,6049 599,7686 604,4927 609,568 614,7634 619,9565 625,2231 583,8355 3

AICsae 618,2622 574,4789 570,5565 568,1243 565,9728 565,7798 565,6539 566,0994 567,0793 568,6407 570,5748 572,6507 574,7465 576,9381 565,6539 7

minimum model

SSE 548470,6 432905,1 625112,5 184881,7 1210525 1162647 542621,4 595589,3 645090,1 351660,3 354341,1 233617 209016,2 213894,2 184881,7 4

SAE 10680,84 9330,375 10925,04 5637,226 15620,58 15102,6 8909,492 9374,64 9686,618 7364,521 7373,82 5832,669 5419,416 5670,342 5419,416 13

AIC 1758,727 1707,489 1792,157 1520,058 1944,855 1937,775 1768,315 1791,271 1811,235 1676,722 1680,431 1588,701 1565,665 1572,856 1520,058 4

BIC 1765,56 1717,737 1805,821 1537,139 1965,351 1961,687 1795,644 1822,016 1845,396 1714,299 1721,424 1633,11 1613,49 1624,097 1537,139 4

AICc 1758,909 1707,763 1792,542 1520,575 1945,521 1938,612 1769,343 1792,511 1812,707 1678,447 1682,431 1590,998 1568,28 1575,812 1520,575 4

AICsae 1741,048 1682,219 1755,221 1459,471 1920,11 1906,935 1671,447 1696,348 1713,08 1591,748 1594,316 1490,808 1459,739 1482,107 1459,471 13

BICsae 1747,88 1692,467 1768,885 1476,552 1940,606 1930,847 1698,776 1727,093 1747,241 1629,325 1635,309 1535,218 1507,565 1533,348 1476,552 4

AICsae 1741,23 1682,493 1755,606 1459,987 1920,776 1907,772 1672,475 1697,588 1714,552 1593,473 1596,316 1493,105 1462,355 1485,063 1459,987 4

minimum model

SSE 5320,268 4234,342 4182,501 4053,505 3987,179 3982,911 3872,205 3872,144 3912,801 3869,88 3861,919 3921,938 3919,77 3912,781 3861,919 11

SAE 879,6903 785,3671 777,0051 767,0825 761,0273 757,0693 750,1026 748,1198 745,939 744,9128 744,5856 743,7073 743,7489 743,9823 743,7073 12

AIC 715,7152 666,3486 665,577 660,5283 658,8162 660,5753 656,2328 658,2292 662,5794 662,0977 663,6343 669,1042 670,9797 672,5782 656,2328 7

BIC 722,5474 676,5969 679,2414 677,6088 679,3128 684,488 683,5616 688,9741 696,7404 699,6748 704,6275 713,5135 718,8052 723,8197 676,5969 2

AICc 715,897 666,6226 665,9623 661,0444 659,4829 661,4125 657,2608 659,4686 664,0511 663,8228 665,6343 671,4008 673,5951 675,5348 657,2608 7

AICsae 617,5613 568,5229 565,706 561,9223 560,356 560,0095 557,8493 558,6582 559,3445 560,725 562,5273 563,9962 566,0214 568,1626 557,8493 7

BICsae 624,3935 578,7712 579,3704 579,0028 580,8526 583,9222 585,1781 589,4031 593,5055 598,3021 603,5205 608,4055 613,8468 619,4041 578,7712 2

AICsae 617,7431 568,7969 566,0913 562,4384 561,0226 560,8467 558,8773 559,8977 560,8162 562,4502 564,5273 566,2929 568,6368 571,1191 558,8773 7
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Πίνακασ 5.1 β: Συγκεντρωτικά Αποτελζςματα των Πλθροφοριακών Κριτθρίων 

 

minimum model

SSE 5612,713 4659,914 4669,64 4450,357 4392,838 4381,413 4334,816 4293,911 4300,588 4331,52 4285,915 4282,565 4255,949 4335,362 4255,949 13

SAE 896,9219 836,3221 827,0706 815,8636 808,4042 800,1142 787,0889 784,0431 783,2034 782,4004 780,4999 779,9705 779,1302 778,6517 778,6517 14

AIC 727,755 687,8967 690,3658 681,5438 680,6168 682,0309 681,6252 681,4919 683,8415 687,454 687,0725 688,8966 689,4938 695,6535 680,6168 5

BIC 734,5872 698,145 704,0302 698,6243 701,1134 705,9436 708,954 712,2368 718,0025 725,0311 728,0657 733,3059 737,3193 746,895 698,145 2

AICc 727,9368 688,1706 690,7511 682,06 681,2835 682,8681 682,6532 682,7313 685,3132 689,1792 689,0725 691,1932 692,1092 698,61 681,2835 5

AICsae 626,2908 596,8111 593,8053 589,666 587,5328 584,8943 579,5083 579,7636 581,2814 582,8198 583,7254 585,4201 586,935 588,6586 579,5083 7

BICsae 633,123 607,0594 607,4697 606,7465 608,0294 608,807 606,8371 610,5085 615,4424 620,3969 624,7186 629,8294 634,7604 639,9001 606,7465 4

AICsae 626,4726 597,085 594,1907 590,1822 588,1995 585,7316 580,5364 581,003 582,7531 584,5449 585,7254 587,7167 589,5504 591,6151 580,5364 7

minimum model

SSE 5225,023 4415,745 4310,403 4248,304 4172,071 4171,361 4042,561 4065,514 3998,121 4081,709 4022,826 4041,566 4035,903 4041,219 3998,121 9

SAE 866,6127 805,0201 790,6221 782,0854 777,0665 772,1856 764,499 763,7537 761,974 760,9568 760,645 760,6804 760,4796 760,3259 760,3259 14

AIC 711,6507 675,7871 672,3544 671,0893 669,0152 670,9769 665,92 669,1939 667,4329 674,0884 672,8189 675,8646 677,5491 679,8453 665,92 7

BIC 718,4829 686,0354 686,0188 688,1698 689,5118 694,8896 693,2488 699,9388 701,5939 711,6655 713,8121 720,2739 725,3745 731,0868 686,0188 3

AICc 711,8325 676,061 672,7397 671,6054 669,6819 671,8141 666,948 670,4333 668,9046 675,8135 674,8189 678,1612 680,1645 682,8018 666,948 7

AICsae 610,8213 579,6451 573,5239 570,6386 569,7415 568,906 566,4041 567,9652 568,9154 570,3143 572,1299 574,1508 576,032 577,9411 566,4041 7

BICsae 617,6535 589,8934 587,1883 587,7191 590,2381 592,8187 593,7329 598,7101 603,0764 607,8914 613,1231 618,5601 623,8574 629,1826 587,1883 3

AICsae 611,0031 579,919 573,9092 571,1547 570,4082 569,7432 567,4322 569,2047 570,3871 572,0394 574,1299 576,4475 578,6474 580,8976 567,4322 7

minimum model

SSE 5348,387 4462,898 4434,291 4337,491 4219,032 4216,569 4123,867 4119,616 4111,334 4130,989 4152,209 4158,828 4136,252 4165,998 4111,334 9

SAE 874,2032 807,7454 797,2441 788,4724 780,2213 774,1326 767,7916 766,1793 764,7924 763,7314 762,763 762,01 761,3391 761,2153 761,2153 14

AIC 716,9012 678,177 678,7301 675,764 671,5336 673,4023 670,4004 672,1683 673,7155 676,7886 679,9415 682,2998 683,0751 686,6874 670,4004 7

BIC 723,7334 688,4253 692,3945 692,8445 692,0302 697,315 697,7292 702,9132 707,8765 714,3657 720,9347 726,7091 730,9005 737,9289 688,4253 2

AICc 717,083 678,4509 679,1154 676,2801 672,2003 674,2395 671,4285 673,4078 675,1872 678,5138 681,9415 684,5965 685,6905 689,6439 671,4285 7

AICSAE 614,7456 581,1659 577,2772 574,2986 571,5648 570,0392 568,3381 569,3921 570,5768 571,9521 573,3811 574,9367 576,5403 578,4671 568,3381 7

BICsae 621,5778 591,4142 590,9416 591,3791 592,0614 593,952 595,6669 600,137 604,7378 609,5292 614,3743 619,346 624,3657 629,7086 590,9416 3

AICsae 614,9274 581,4399 577,6626 574,8148 572,2314 570,8765 569,3661 570,6316 572,0485 573,6772 575,3811 577,2333 579,1557 581,4236 569,3661 7
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Πίνακασ 5.1 γ: Συγκεντρωτικά Αποτελζςματα των  Πλθροφοριακών Κριτθρίων 

 

minimum model

SSE 5178,736 4303,151 4266,08 4123,133 4081,396 4075,151 3955,739 4007,567 3921,208 3905,099 3962,883 3961,129 3936,11 3945,295 3905,099 10

SAE 849,3238 792,6697 783,9248 777,7245 769,6603 765,7171 760,2287 756,6614 754,8328 754,5654 752,0827 751,1347 750,0258 749,7338 749,7338 14

AIC 709,6486 669,9755 670,0288 664,3603 664,0711 665,7266 661,035 665,9638 663,0623 664,1361 669,441 671,3414 671,9158 674,4402 661,035 7

BIC 716,4808 680,2238 683,6932 681,4408 684,5677 689,6393 688,3638 696,7087 697,2233 701,7132 710,4342 715,7507 719,7412 725,6817 680,2238 2

AICc 709,8304 670,2495 670,4141 664,8764 664,7378 666,5638 662,0631 667,2033 664,534 665,8612 671,441 673,638 674,5312 677,3967 662,0631 7

AICsae 601,753 572,6878 569,6957 568,1224 565,432 565,1206 563,8835 563,7669 564,6781 566,5187 567,0357 568,468 569,8033 571,628 563,7669 8

BICsae 608,5852 582,9361 583,3601 585,2029 585,9286 589,0333 591,2123 594,5118 598,8391 604,0958 608,0289 612,8774 617,6287 622,8695 582,9361 5

AICsae 601,9349 572,9618 570,081 568,6385 566,0987 565,9578 564,9115 565,0064 566,1498 568,2438 569,0357 570,7647 572,4187 574,5845 564,9115 7

minimum model

SSE 5413,096 4476,052 4360,413 4244,171 4191,398 4224,316 4029,144 4011,128 4021,863 4031,706 4046,751 4028,712 4023,484 4075,099 4011,128 8

SAE 886,1383 810,5613 801,4796 791,0867 785,1052 778,6763 769,1865 767,9533 766,2186 765,3919 764,7131 763,5179 763,4864 762,7505 762,7505 14

AIC 719,6071 678,8392 674,9499 670,8703 670,0551 673,8153 665,172 666,1636 668,765 671,315 674,1531 675,1478 676,8557 681,7238 665,172 7

BIC 726,4393 689,0875 688,6143 687,9508 690,5517 697,728 692,5008 696,9086 702,9261 708,8921 715,1463 719,5571 724,6811 732,9653 687,9508 4

AICc 719,789 679,1131 675,3352 671,3865 670,7217 674,6525 666,2 667,4031 670,2367 673,0401 676,1531 677,4445 679,4711 684,6803 666,2 7

AICsae 620,8477 582,7319 579,6616 575,7883 574,3728 572,6728 569,1549 570,4328 571,4152 572,9294 574,5302 575,8263 577,8077 579,3738 569,1549 7

BICsae 627,6799 592,9802 593,326 592,8688 594,8694 596,5855 596,4837 601,1777 605,5762 610,5065 615,5234 620,2356 625,6331 630,6153 592,8688 4

AICsae 621,0295 583,0059 580,0469 576,3044 575,0394 573,51 570,1829 571,6723 572,8869 574,6545 576,5302 578,1229 580,4231 582,3303 570,1829 7

minimum model

SSE 5437,006 4487,076 4426,052 4251,491 4239,075 4220,755 4144,445 4190,152 4237,057 4132,943 4151,2 4165,906 4167,836 4117,907 4117,907 14

SAE 871,7641 808,6892 799,1699 791,132 785,1341 776,5379 774,3604 772,5716 769,5416 765,056 762,3804 761,7052 761,6181 761,3378 761,3378 14

AIC 720,5988 679,3926 678,3116 671,258 672,6 673,6255 671,5203 675,9882 680,4929 676,895 679,8868 682,6824 684,7867 684,075 671,258 4

BIC 727,431 689,6409 691,976 688,3385 693,0966 697,5382 698,8491 706,7331 714,6539 714,4722 720,88 727,0917 732,6121 735,3165 688,3385 4

AICc 720,7806 679,6666 678,697 671,7742 673,2667 674,4627 672,5484 677,2276 681,9646 678,6202 681,8868 684,9791 687,402 687,0315 671,7742 4

AICsae 613,4883 581,6914 578,3629 575,814 574,3894 571,4353 572,1717 573,1309 573,3626 572,7319 573,1553 574,7566 576,7052 578,5395 571,4353 6

BICsae 620,3205 591,9397 592,0273 592,8945 594,886 595,348 599,5005 603,8758 607,5236 610,309 614,1486 619,1659 624,5306 629,7811 591,9397 2

AICsae 613,6701 581,9654 578,7482 576,3301 575,056 572,2725 573,1997 574,3704 574,8343 574,457 575,1553 577,0533 579,3205 581,4961 572,2725 6

SSE

SAE

Book7

Book8

SSE

SAE

SSE

SAE

Book9



 

Πίνακασ 5.1 δ: Συγκεντρωτικά Αποτελζςματα των Πλθροφοριακών Κριτθρίων  

 

 

ηνπο παξαπάλσ πίλαθεο έρνπκε ζπγθεληξψζεη ηα ζθάικαηα ησλ 14 κνληέισλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ζχγθξηζε 

ησλ κεηξήζεσλ καο κε ην κνληέιν πνπ έρεη πξνθχςεη απφ ην πξφγξακκα GAMS. Με θίηξηλν παξνπζηάδνπκε ηα κνληέια 

πνπ παξνχζηαδνπλ ηε κηθξφηεξε ηηκή ζθαικάησλ. ηηο γξακκέο AIC έσο AICsae έρνπκε θάλεη ππνινγηζκνχο ζχκθσλα ην 

Akaike Κξηηήξην. ηηο γξακκέο SAE,SSE θάλνπκε ηνπο ππνινγηζκνχο πνπ αλαιχζακε ζην  θεθάιαην 3. ηε ζηήιε model 

παξνπζηάδνπκε πνην κνληέιν είλαη απηφ πνπ παξνπζηάδεη ηελ  ειάρηζηε ηηκή ζθαικάησλ.  

 

Θα πξέπεη λα αλαθέξνπκε φηη φπνπ γξάθνπκε AIC SAE  ελλννχκε ην ηχπν ππνινγηζκνχ 2.48 ηνπ AIC κε ην SAE θαη 

φπνπ γξάθνπκε AIC έρεη ππνινγηζηεί κε βάζε ην ηχπν 2.47 πνπ πεξηιακβάλεη ην SSE.  

minimum model

SSE 5120 4136,645 3997,001 3890,817 3886,264 3893,786 3817,932 3843,343 3807,326 3894,123 3821,022 3827,069 3830,633 3843,707 3807,326 9

SAE 854,1801 778,5197 769,5754 759,896 753,7993 744,4176 742,6263 740,6934 739,3248 737,5611 736,5909 735,7032 734,963 734,6049 734,6049 14

AIC 707,0821 661,0965 655,3698 651,3117 653,0482 655,4833 653,0568 656,5494 656,4309 663,5028 661,2389 663,5947 665,8041 668,5708 651,3117 4

BIC 713,9143 671,3448 669,0342 668,3922 673,5448 679,396 680,3856 687,2943 690,592 701,0799 702,2321 708,004 713,6295 719,8123 668,3922 4

AICc 707,2639 661,3705 655,7551 651,8278 653,7149 656,3205 654,0849 657,7889 657,9026 665,2279 663,2389 665,8913 668,4195 671,5273 651,8278 4

AICsae 604,3188 564,5823 561,3824 557,6865 556,0616 552,4258 553,3416 554,1689 555,3366 556,2618 557,6695 559,1269 560,6739 562,4546 552,4258 6

BICsae 611,151 574,8306 575,0468 574,7671 576,5582 576,3385 580,6705 584,9138 589,4976 593,8389 598,6627 603,5362 608,4993 613,6961 574,7671 4

AICsae 604,5006 564,8562 561,7677 558,2027 556,7283 553,263 554,3697 555,4083 556,8083 557,9869 559,6695 561,4235 563,2893 565,4111 553,263 6

SSE

SAE

Book10



πλνπηηθά έρνπκε ην πίλαθα  

Πίνακασ 5.2 

 

 

ηνλ νπνίν πίλαθα παξνπζηάδνπκε ζπλνπηηθά ηα κνληέια πνπ 

παξνπζηάδνπλ ηα κνληέια κε ηελ ειάρηζηε ηηκή ζηε θάζε κηα κεηαβιεηή. 

Γηα λα κπνξέζνπκε λα θαηαιήμνπκε πνην κνληέιν παξνπζηάδεηαη 

πεξηζζφηεξεο ζηηο κεηαβιεηέο πνπ καο ελδηαθέξνπλ θαηαζθεπάζακε 

ηνπο παξαθάησ πίλαθεο.  

Γηα ηε κεηαβιεηή AIC έρνπκε:  

Πίνακασ 5.3 

 

Αρικμόσ 
μεταβλθτϊν 

Συχνότθτα 
εμφάνιςθσ 

ΑΙC 1 0 

 
2 0 

 
3 0 

 
4 3 

 
5 2 

 
6 0 

 
7 5 

 
8 0 

 
9 0 

 
10 0 

 
11 0 

 
12 0 

 
13 0 

 
14 0 

 

Όπνπ ζηε πξψηε ζηήιε έρνπκε ηα κνληέια θαη ζηε δεχηεξε ζηήιε 

παξνπζηάδνπκε ηε ζπρλφηεηα εκθάληζεο ηνπ κνληέινπ απηνχ. Γηα 

παξάδεηγκα, ηα κνληέια κε 4 κεηαβιεηέο παξνπζηάδνληαη 3 θνξέο ζην 

ζχλνιν ησλ απνηειεζκάησλ γηα ηελ AIC κεηαβιεηή ελψ ηα κνληέια κε 

14 κεηαβιεηέο δε παξνπζηάδνληαη θακία θνξά. Παξαηεξψληαο ην 

παξαπάλσ πίλαθα θαηαιήγνπκε φηη ηα κνληέια πνπ παξνπζηάδνπλ ην 

ειάρηζην ζθάικα είλαη απηά πνπ ρξεηάνδνληαη 4,5 θαη 7 κεηαβιεηέο. 

Book1 Book2 Book3 Book4 Book5 Book6 Book7 Book8 Book9 Book10

model model model model model model model model model model 

SSE 10 4 11 13 9 9 10 8 14 9

SAD 14 13 12 14 14 14 14 14 14 14

AIC 5 4 7 5 7 7 7 7 4 4

BIC 2 4 2 2 3 2 2 4 4 4

AICc 5 4 7 5 7 7 7 7 4 4

AICsad 8 4 7 7 7 7 8 7 6 6

BICsad 3 4 2 4 3 3 5 4 2 4

AICcsad 7 4 7 7 7 7 7 7 6 6

SSE

SAD



Δθείλν φκσο ην κνληέιν ην  νπνίν παξνπζηάδεη ηε κεγαιχηεξε 

ζπρλφηεηα εκθάληζεο είλαη ην κνληέιν κε 7 κεηαβιεηέο.  

 

Γηα ηε κεηαβιεηή BIC έρνπκε:  

Πίνακασ 5.4 

 

Αρικμόσ 
μεταβλθτϊν 

Συχνότθτα 
εμφάνιςθσ 

BΙC 1 0 

 
2 5 

 
3 1 

 
4 4 

 
5 0 

 
6 0 

 
7 0 

 
8 0 

 
9 0 

 
10 0 

 
11 0 

 
12 0 

 
13 0 

 
14 0 

 

Όπσο θαη ζηε κεηαβιεηή ΑIC έηζη θαη ζε απηή ηε πεξίπησζε, ζηε 

πξψηε ζηήιε έρνπκε ηα κνληέια κε ηνλ αξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ θαηά 

αχμνπζα ζεηξά θαη ζηε δεχηεξε ζηήιε έρνπκε ηε ζπρλφηεηα εκθάληζεο 

γηα ην θάζε κνληέιν.  Σα  κνληέια κε αξηζκφ κεηαβιεηψλ 2,3 θαη 4 

παξνπζηάδνληαη αξθεηέο θνξέο. Σν κνληέιν πνπ παξνπζηάδεη ηε 

κεγαιχηεξε ζπρλφηεηα εκθάληζεο είλαη ην κνληέιν κε 2 κεηαβιεηέο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Γηα ηε κεηαβιεηή ΑΗC sae έρνπκε:  

Πίνακασ 5.5 

 

Αρικμόσ 
μεταβλθτϊν 

Συχνότθτα 
εμφάνιςθσ 

AICsae 1 0 

 
2 0 

 
3 0 

 
4 1 

 
5 0 

 
6 2 

 
7 5 

 
8 2 

 
9 0 

 
10 0 

 
11 0 

 
12 0 

 
13 0 

 
14 0 

 

Καη ζε απηή ηε πεξίπησζε έρνπκε ζηε κηα ζηήιε ηα κνληέια κε 

ηνλ αξηζκφ κεηαβιεηψλ θαηά αχμνπζα ζεηξά θαη ζηε δεχηεξε ζηήιε 

εκθαλίδεηαη  ν αξηζκφο επαλάιεςεο ηνπ θάζε κνληέινπ ζην ζχλνιν ησλ 

κνληέισλ πνπ κειεηάκε.  Παξαηεξψληαο ην παξαθάησ πίλαθα ηα 

κνληέια κε 4,6,7 θαη 8 κεηαβιεηέο παξνπζηάδνληαη ζηε ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε, φπνπ κε κεγαιχηεξε εκθάληζε παξνπζηάδεηαη ην κνληέιν κε 

7 κεηαβιεηέο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Γηα ην BICsae έρνπκε: 

Πίνακασ 5.6 

 

Αρικμόσ 
μεταβλθτϊν 

Συχνότθτα 
εμφάνιςθσ 

BICsae 1 0 

 
2 2 

 
3 3 

 
4 4 

 
5 1 

 
6 0 

 
7 0 

 
8 0 

 
9 0 

 
10 0 

 
11 0 

 
12 0 

 
13 0 

 
14 0 

 

Όκνηα γηα ην BICsae ηζρχεη φηη θαη γηα ηνπο ππφινηπνπο πίλαθεο 

φζνλ αθνξά ην ηη καο δείρλεη ν ζπγθεθξηκέλνο πίλαθαο. Σα κνληέια κε 

αξηζκφ κεηαβιεηψλ 2,3,4,5 παξνπζηάδνληαη ηνπιάρηζηνλ κηα θνξά. 

πλεπψο,ην κνληέιν ην νπνίν έρεη ηε κεγαιχηεξε ζπρλφηεηα εκθάλ ηζεο 

είλαη  ην 4. Με άιια ιφγηα, ην κνληέιν ην νπνίν παξνπζηάδεη ηηο 

πεξηζζφηεξεο θνξέο ειάρηζην ζθάικα είλαη ην κνληέιν 4.  

ηε ζπλέρεηα ζα αλαιχζνπκε ηηο παξαηεξήζεηο ηνπ εθηφο 

δείγκαηνο, δειαδή ην ‗‘out of sample‘‘.  

 

 

5.3 Αλάιπζε εθηόο Γείγκαηνο-Καζνξηζκόο βέιηηζηνπ αξηζκνύ 

κεηαβιεηώλ 

ηε ζπλέρεηα πξνρσξήζακε ζηελ αλάιζε εθηφο δείγκαηφο. 

Υξεζηκνπνηήζακε δειαδή ηηο 225 παξαηεξήζεηο (90%) γηα ηελ εμαγσγή 

ησλ κνληέισλ θαη ζηε ζπλέρεηα εθαξκφζακε ηα κνληέια απηά ζηηο 25 

παξαηεξήζεηο (10%). Γηα ηηο 25 απηέο παξαηεξήζεηο ππνινγίζακε ην 

SAE θαη MAE , πξνζεγγίδεη θαιχηεξα ηα δεδνκέλα.   

Γηα λα δηαπηζηψζνπκε πνηνο είλαη ν κέγηζηνο αξηζκφο κεηαβιεηψλ 

πνπ πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηελ αλάιπζε καο (upperbound), ζηνλ 

νπνίν παξνπζηάδεηαη ην ειάρηζην SAΔ θαη ΜΑΔ, παξαηεξήζακε ζε θάζε 

ζχλνιν δεδνκέλσλ πνην κνληέιν παξνπζηάδεη ην ειάρηζην SAΔ θαη 



MAΔ, αληίζηνηρα. Έηζη ινηπφλ πξνέθπςε ν παξαθάησ ζπγθεληξσηηθφο 

πίλαθαο.  

Πίνακασ 5.7: Το μοντζλο που παρουςιάηει το ελάχιςτο SAE και MAE ςε κάκε ςφνολο δεδομζνων 

 
SAE MAE 

ds1 1 2 

ds2 2 3 

ds3 1 8 

ds4 2 5 

ds5 8 3 

ds6 2 6 

ds7 6 2 

ds8 2 6 

ds9 8 2 

ds10 9 2 

 

Όπσο θαίλεηαη απφ ην πίλαθα, ππάξρνπλ κνληέια ηα νπνία 

επαλαιακβάλνληαη πνιιέο θνξέο, νπφηε θαηαζθεπάζακε έλα πίλαθα 

φπνπ ζα ζπγθεληξψλεη ηα κνληέια θαη ζα θαίλεηαη πφζεο θνξέο 

επαλαιακβάλεηαη θάζε έλα απφ απηφ.  

Πίνακασ 5.8: Πίνακασ Συχνοτιτων 

upper-
bound SAE MAE 

1 2 0 

2 4 4 

3 0 2 

4 0 0 

5 0 1 

6 1 2 

7 0 0 

8 2 1 

9 1 0 

10 0 0 

11 0 0 

12 0 0 

13 0 0 

14 0 0 

 

Αζξνίδνληαο νξηδνληίσο ηε θάζε γξακκή ηνπ παξαπάλσ πίλαθα 

θαηαιήγνπκε φηη ην κνληέιν πνπ παξνπζηάδεη ην ειάρηζην SAΔ θαη ΜΑΔ 

είλαη ην κνληέιν 2 δειαδή απηφ πνπ έρεη δχν αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο νη 

νπνίεο ζηελ πεξίπησζή καο είλαη ABDOM, WEIGHT. 



5.4 ύγθξηζε κνλνθξηηεξηαθνύ κνληέινπ κε ην πνιπθξηηεξηαθό 

κνληέιν. Πνην είλαη θαιύηεξν; 

 

Αξρηθά, παξαηεξήζακε ζην θάζε ζχλνιν δεδνκέλσλ πνην κνληέιν 

απφ ηα 11 , γηα θάζε upperbound, παξνπζηάδεη ην ειάρηζην SAE. ην 

παξαθάησ πίλαθα θαίλεηαη πνην κνληέιν παξνπζηάδεη ηελ ειάρ ηζηε ηηκή, 

γηα θάζε ζχλνιν δεδνκέλσλ(dataset) θαη γηα θάζε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο 

κέγηζηνπ αξηζκνχ κεηαβιεηψλ (upperbound).  

 

 

Πίνακασ 5.9: Πίνακασ με τα μοντζλα (1 ζωσ 11)  που παρουςιάηουν το καλφτερο SAE out of sample 

 

 

ηε ζπλέρεηα κεηξήζακε ηε ζπρλφηεηα  εκθάληζεο ηνπ θάζε 

κνληέινπ ζην παξαπάλσ πίλαθα.  Ώζηε λα κπνξέζνπκε λα ζπκπεξάλνπκε 

πνην κνληέιν εκθαλίδεηαη πεξηζζφηεξν.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ds1 ds2 ds3 ds4 ds5 ds6 ds7 ds8 ds9 ds10

1 1 10 1 2 1 1 5 1 10 1

2 7 10 1 3 11 1 10 9 11 9

3 7 9 2 10 5 11 9 10 11 11

4 4 4 7 6 10 8 6 9 11 10

5 10 6 11 11 11 11 9 9 10 10

6 10 10 11 11 9 10 10 1 10 11

7 10 10 11 11 10 11 11 6 7 11

8 8 10 11 10 6 10 11 6 7 10

9 8 10 11 11 10 10 10 6 7 10

10 9 8 11 9 7 10 10 5 10 10

11 9 9 11 9 6 10 10 6 11 10

12 9 2 11 10 10 11 10 7 11 10

13 8 8 11 10 9 10 10 7 10 11

14 9 6 11 10 6 8 10 7 11 10

Πίνακασ με τα μοντζλα (1 ζωσ 11)  που παρουςιάηουν το καλφτερο SAE out of sample

upper 

bound



 

Πίνακασ 5.10: Πίνακασ ςυχνοτιτων των μοντζλων  

 

 

ην παξαπάλσ πίλαθα βιέπνπκε φηη   ηα κνληέια 1 θαη 11, ηα 

νπνία είλαη θαη ηα κνλνθξηηεξηαθά καο κνληέια δελ εκθαλίδνληαη ηφζν 

ζπρλά φζν ηα πνιπθξηηεξηαθά καο κνληέια, γεγνλφο ην νπνίν 

επηβεβαηψλεη φηη ην πνιπθξηηεξηαθφ κνληέιν παξνπζηάδεη ζαθψο 

θαιχηεξα απνηειέζκαηα απφ ην κνλνθξηηεξηαθφ.  

Όκνηα κειεηήζακε θαη ην MAE. Γειαδή,  θαηαζθεπάζακε έλα 

πίλαθα φπνπ κε κπιέ ρξψκα παξνπζηάδνπκε ηα ζχλνια δεδνκέλσλ, κε 

πξάζζηλν ρξψκα είλαη ε κεηαβιεηή, ε νπνία εθθξάδεη ην κέγηζην αξηζκφ 

κεηαβιεηψλ πνπ νξίδνπκε θάζε θνξά ζην πξφγξακκα καο λα 

ρξεζηκνπνηήζεη (upper bound) θαη ζηα ιεπθά θειηά ππάξρνπλ ηα 

κνληέια ηα νπνία παξνπζηάδνπλ ην θαιχηεξν ΜΑΔ ζηηο παξαηεξήζεηο 

εθηφο δείγκαηνο (out of sample). Παξαθάησ παξαζέηνπκε ην πίλαθα κε 

ηηο ηηκέο ησλ ΜΑΔ.  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

model

ςυχνότθτα 

εμφάνιςθσ

1 9

2 3

3 1

4 2

5 3

6 11

7 10

8 7

9 16

10 46

11 32



Πίνακασ 5.11: Πίνακασ με τα μοντζλα (1 ζωσ 11) που παρουςιάηουν το καλφτερο MAE out of 

sample 

 

 

Όπσο παξαηεξνχκε ζην παξαπάλσ πίλαθα κεγαιχηεξε ζπρλφηεηα 

παξνπζηάδνπλ ηα πνιπθξηηεξηαθά κνληέια απφ ηα κνλνθξηηεξηαθά. Απηφ 

γίλεηαη πην εκθαλή κε ην  παξαθάησ πίλαθα φπνπ παξνπζηάδνπκε ηε 

ζπρλφηεηα εκθάληζεο ηνπ θάζε κνληέινπ.  

 

Πίνακασ 5.12: Πίνακασ ςυχνοτιτων των μοντζλων  

 

 

Όπσο βιέπνπκε φια ηα κνληέια εθηφο απφ ην 1 θαη ην 11 

(κνλνθξηηεξηαθά κνληέια) παξνπζηάδνπλ ηελ πςειφηεξε ζπρλφηεηα 

εκθάληζεο. πλεπψο θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη κε ηα 

πνιπθξηηεξηαθά κνληέια έρνπκε θαιχηεξα απνηε ιέζκαηα.  

 

ds1 ds2 ds3 ds4 ds5 ds6 ds7 ds8 ds9 ds10

1 10 11 3 11 1 10 10 11 5 11

2 8 10 9 9 8 9 11 9 10 8

3 8 11 9 2 8 7 4 10 5 9

4 10 5 2 10 9 6 1 6 10 7

5 2 9 3 11 8 11 10 11 10 8

6 1 11 4 11 5 11 1 11 11 9

7 9 11 4 11 6 11 11 9 9 10

8 4 10 11 9 6 11 11 8 8 5

9 8 10 11 9 6 11 5 10 7 9

10 7 11 2 9 7 10 3 9 5 9

11 9 11 11 9 4 5 3 9 11 9

12 4 11 11 10 2 11 3 9 11 7

13 8 11 11 10 2 11 1 8 11 9

14 2 11 11 9 4 11 3 10 11 9

Πίνακασ με τα μοντζλα (1 ζωσ 11) που παρουςιάηουν το καλφτερο MAE out of sample

upper 

bound

model

ςυχνότθτα 

εμφάνιςθσ

1 5

2 7

3 6

4 7

5 8

6 5

7 6

8 12

9 26

10 19

11 39



5.5 Πνην είλαη θαιύηεξν θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο  ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ  SAE ή ηνπ MAE; 

Γηα λα κπνξέζνπκε λα απαληήζνπκε ζε απηφ ην εξψηεκα 

παξαηεξήζακε πξψηα πφζεο θνξέο ην MAE model δίλεη θαιχηεξα 

απνηειέζκαηα σο πξνο ην SAE ηνπ εθηφο δείγκαηνο (νut  of sample). ηε 

πξαγκαηηθφηεηα ζπγθξίλνπκε δειαδή ηα αθξαία ζεκεία ηνπ Pareto set, 

δειαδή ην minSAE (ην κνληέιν 1) θαη minMAE (ην κνληέιν 11) γηα 

θάζε upper bound ζε θάζε ζχλνιν δεδνκέλσλ.  

Πίνακασ 5.12: Πόςεσ φορζσ το MAE model δίνει καλφτερα αποτελζςματα ωσ προσ το SAE του οut of sample 

 

Όπσο παξαηεξνχκε ην ΜΑΔ κνληέιν παξνπζηάδεη θαιχηεξα ή ίδηα 

απνηειέζκαηα σο πξνο ην SAE κνληέιν, γηα ηηο εθηφο δείγκαηνο 

παξαηεξήζεηο 92 θνξέο. Γειαδή ζε κνξθή πνζνζηνχ παξνπζηάδεη ζην 

66% ησλ πεξηπηψζεσλ (=92/140) θαιχηεξα απνηειέζκαηα.  

Μειεηψληαο επίζεο, ην SAE κνληέιν ζε ζρέζε κε ην MAE 

κνληέιν, δεκηνπξγείηαη ν παξαθάησ πίλαθαο. ε απηή ηε πεξίπησζε 

ζπγθξίλνπκε πάιη ηα αθξαία ζεκεία ηνπ Pareto set αιιά απηή ηε θνξά 

ζπγθξίλνπκε ην SAE κνληέιν ζε ζρέζε κε ην MAE κνλ ηέιν.  

Πίνακασ 5.12: Πόςεσ φορζσ το SAE model δίνει καλφτερα αποτελζςματα ωσ προσ το MAE του οut of sample 

 

Όπσο θαη ζην πξνεγνχκελν πίλαθα, έηζη θαη ζε απηφ κεηξάκε 

πφζεο θνξέο ην SAE κνληέιν παξνπζηάδεη θαιχηεξα ή ίδηα 

απνηειέζκαηα απφ ην ΜΑΔ κνληέιν θαη βξίζθνπκε φηη παξνπζηάδεη  65 

θνξέο θαιχηεξα απνηειέζκαηα. Μεηαηξέπνληαο απηφλ ηνλ αξηζκφ ζε 

πνζνζηφ βξίζθνπκε  φηη παξνπζηάδεη ζην 46% ησλ πεξηπηψζεσλ 

(=65/140) θαιχηεξα απνηειέζκαηα.  

πλεπψο, θαηαιήγνπκε φηη ην ΜΑΔ κνληέιν ππεξέρεη απφ ην SAE 

κνληέιν, θαζφηη δίλεη θαιχηεξα απνηειέζκαηα ζε κεγαιχηεξν πνζνζηφ.  

  

ds1 ds2 ds3 ds4 ds5 ds6 ds7 ds8 ds9 ds10

12 6 10 11 4 10 13 3 11 12

ds1 ds2 ds3 ds4 ds5 ds6 ds7 ds8 ds9 ds10

10 1 5 4 13 3 8 6 5 10



 

5.6 Πνηα είλαη θαιύηεξε πξνζέγγηζε γηα ηελ επηινγή κεηαβιεηώλ: 

Η βεκαηηθή αλάιπζε παιηλδξόκεζεο (stepwise regression) ή ε 

αλάιπζε παιηλδξόκεζεο κε Μαζεκαηηθό Πξνγξακκαηηζκό γηα 

ην θαζνξηζκό ηνπ βέιηηζηνπ αξηζκνύ κεηαβιεηώλ.     

 

Γηα λα ζπγθξίλνπκε απηέο ηηο δχν κεζφδνπο, θαηαζηξψζακε έλα 

πίλαθα φπνπ παξνπζηάδνπκε ηνλ αξηζκφ θαη ηηο  κεηαβιεηέο ηηο νπνίεο 

ρξεζηκνπνηεί. Γηα παξάδεηγκα, ζε φια ηα ζχλνια δεδνκέλσλ κε ηε 

κέζνδν πξνγξακκαηηζκνχ ρξεζηκνπνηνχκε ζηαζεξά 4 κεηαβιεηέο. Οη 4 

απηέο κεηαβιεηέο ζε θάζε κνληέιν πνηθίινπλ αλάινγα ην κνληέιν, φκσο 

νη 4  πην ζπρλά εκθαληδφκελεο κεηαβιεηέο είλαη WEIGHT, ABDOM, 

FORARM, WRIST. Δλψ,  κε ηε βεκαηηθή παιηλδξφκεζε ππάξρνπλ 

πεξηπηψζεηο πνπ ρξεζηκνπνηεί θαη 5 κεηαβιεηέο φπσο ζην ζχλνιν 

δεδνκέλσλ 5,6 θαη 8.  

 

Οη κεηαβιεηέο πνπ επηιέγνληαη ζε θάζε ζχλνιν δεδνκέλσλ είλ αη 

ίδηεο εάλ εμαηξέζνπκε ην ζχλνιν δεδνκέλσλ 5,6,7 θαη 9.  

 

Σα παξαπάλσ ζρφιηα θαίλνληαη θαη ζηνπο παξαθάησ πίλαθεο.



Πίνακασ 5.14: Σφγκριςθ μεκόδων (Μακθματικό Προγραμματιςμό και Βθματικι Παλινδρόμθςθ)  

 

 

Πίνακασ 5.15: Σφγκριςθ μεκόδων (Μακθματικό Προγραμματιςμό και Βθματικι Παλινδρόμθςθ)  

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 776,7414 10,9205 -46,0661 0 -0,3294 0 0 0 0 1,043 0 0 0 0 0 0,4234 -0,9459

2 782,5179 11,5990 -40,8392 0 -0,3035 0 0 0 0 1,0347 0 0 0 0 0 0,4286 -1,0000

3 766,8880 10,5882 -46,3177 0 -0,3784 0 0 -0,4150 0 1,1164 0 0 0 0 0 0,3004 0

4 815,717 11,1541 -41,1957 0 -0,3092 0 0 0 0 1,0314 0 0 0 0 0 0,4238 -1,2384

5 782,0458 15,3506 -6,0678 0,1025 0 0 0 -0,5073 0 0,788 0 0 0 0 0 0 -1,8148

6 788,4953 15,2471 7,9652 0 0 -0,0933 0 0 0 0,9007 -0,2659 0 0 0 0 0 -1,6127

7 777,6178 10,8803 -42,5792 0 -0,2927 0 0 -0,4549 0 1,0134 0 0 0 0 0 0,3151 0

8 790,9585 10,7958 -42,5169 0 -0,3172 0 0 -0,4647 0 1,0435 0 0 0 0 0 0,2958 0

9 791,0802 11,714 -41,1613 0 -0,3058 0 0 0 0 1,0246 0 0 0 0 0 0,3727 -1,1237

10 759,7776 11,1803 -38,6633 0 -0,3037 0 0 0 0 1,0055 0 0 0 0 0 0,2459 -0,9772

Τα μοντζλα min SAD των 10 datasets

Constant -35,4613 Constant -32,3357 Constant -35,2151 Constant -34,8725 Constant -24,1568 Constant -24,1568 Constant -32,8874 Constant -30,2307 Constant -33,9754 Constant -30,0114

Weight -0,32112 Weight -0,30544 Weight -0,32917 Weight -0,30668 Age 0,064412 Age 0,064412 Weight -0,29648 Weight -0,27713 Weight -0,2975 Weight -0,28882

Abdom 1,013495 Abdom 1,014914 Abdom 1,020819 Abdom 0,980534 Weight -0,18708 Weight -0,18708 Abdom 0,97688 Neck -0,48051 Abdom 0,996306 Abdom 0,980636

Forearm 0,446353 Forearm 0,50521 Forearm 0,40657 Forearm 0,551236 Abdom 0,874018 Abdom 0,874018 Forearm 0,452098 Abdom 1,027548 Forearm 0,449953 Forearm 0,410688

Wrist -1,42507 Wrist -1,76255 Wrist -1,37142 Wrist -1,51738 Forearm 0,468311 Forearm 0,468311 Wrist -1,48697 Forearm 0,559352 Wrist -1,51512 Wrist -1,64296

Wrist -2,11675 Wrist -2,11675 Wrist -1,1514

7 8 9 10

Stepwise Regression

1 2 3 4 5 6



 
 

Σέινο, απφ θάζε ζχλνιν δεδνκέλσλ (ην νλνκάδνπκε Book) θαη γηα 

εθείλν ην upperbound γηα ην νπνίν είρακε εθαξκφζεη ηελ αλάιπζε 

παιηλδξφκεζεο, πήξακε ηα απνηειέζκαηα ησλ κεηαηβιεηψλ   

SSE,SAE,MAE γηα ηξία δηαθνξεηηθά κνληέια. Σν πξψην κνληέιν είλαη 

ην πξψην κνληέιν ην νπνίν πξνθχπηεη απφ ην πξφγξακκα, ην δεχηεξν 

κνληέιν είλαη ην κνληέιν ην νπνίν εθπξνζσπεί φιεο ηηο ειάρηζηεο ηηκέο 

γηα θάζε κεηαβιεηή θαη γηα ην ζπγθεθξηκέλν ζχλνιν δεδν κέλσλ θαη ην 

ηξίην κνληέιν είλαη ηα απνηειέζκαηα απφ ηελ αλάιπζε παιηλδξφκεζεο. 

Παξαθάησ θαίλεηαη φια φζα πεξηγξάθνπκε ζε απηή ηε παξάγξαθν.  

 

 
Book1 

   
Book2 

  

 
1 min SR 

 
1 min SR 

SAE 100,3757 98,1539 94,13984 SAE 122,5151 96,7843 97,74653 

MAE 9,570649 9,4320 9,070056 MAE 13,59976 8,5772 9,19713 

SSE 567,8996 544,5510 506,2224 SSE 930,0265 511,1843 502,8941 

 
Book3 

   
Book4 

  

 
1 min SR 

 
1 min SR 

SAE 111,368 104,1390 100,8833 SAE 59,73258 59,3365 60,14438 

MAE 8,805825 8,6939 8,902688 MAE 7,331347 6,9546 6,722695 

SSE 679,0162 602,1905 590,3103 SSE 219,3056 217,6524 221,5838 

 
Book5 

   
Book6 

  

 
1 min SR 

 
1 min SR 

SAE 92,8970 85,8332 93,50364 SAE 92,5509 84,0773 86,62664 

MAE 8,7229 8,0634 8,153339 MAE 6,91148 6,7376 8,432709 

SSE 480,7172 424,6672 476,2061 SSE 433,7127 362,2941 405,7942 

 
Book7 

   
Book8 

  

 
1 min SR 

 
1 min SR 

SAE 98,27063 94,3104 95,40376 SAE 86,6240 79,9062 86,62399 

MAE 9,659515 9,6595 10,48899 MAE 10,0212 8,7457 10,0212 

SSE 541,2168 511,9950 534,8878 SSE 437,4744 389,2189 437,4744 

 
Book9 

   
Book10 

  

 
1 min SR 

 
1 min SR 

SAE 83,51268 71,2337 83,28262 SAE 80,87465 76,9082 80,48529 

MAE 7,956354 7,0884 7,793134 MAE 7,446682 6,9809 7,310684 

SSE 373,2101 319,8470 370,7133 SSE 356,089 335,9245 348,4113 

 

Γηα λα κπνξέζνπκε λα δνχκε πφζεο θνξέο ε αλάιπζε 

παιηλδξφκεζεο παξνπζηάδεη θαιχηεξα απνηειέζκαηα ζε ζρέζε κε ην 

κνληέιν 1  θαη ην κνληέιν min, θαηαζθεπάζακε έλα πίλαθα φπνπ 

θαίλεηαη ε ζπρλφηεηα εκθάληζεο ζε θάζε έλα απφ απηά  

 

.   

  



 
 

 

SAE 7 

MAE 6 

SSE 8 
  

 

Πίνακασ 5.18: Συχνότθτα Εμφάνιςθσ του Stepwise Regression καλφτερο από το μοντζλο min 

SAE 2 

MAE 2 

SSE 3 

 

πλεπψο, απφ ην πίλαθα 5.17  θαηαιήγνπκε  φηη ην κνληέιν 

Αλάιπζεο  Παιηλδξφκεζεο (SR) παξνπζηάδεηαη πεξηζζφηεξεο θνξέο σο 

ην θαιχηεξν ζε ζρέζε κε ην κνλνθξηηεξηαθφ κνληέιν 1. Γειαδή ην 

κνληέιν Αλάιπζεο Παιηλδξφκεζεο (SR) παξνπζηάδεη αξθεηέο θνξέο 

ρακειφηεξε ηηκή ζε ζρέζε κε ην κνλνθξηηεξηαθφ κνληέιν 1. Δπίζεο, απφ 

ην πίλαθα 5.18 δηαπηζηψλνπκε φηη ην πνιπθξηηεξηαθφ κνληέιν (Min) 

παξνπζηάδεηαη πεξηζζφηεξεο θνξέο ζε ζρέζε κε ην κνληέιν Αλάιπζεο 

Παιηλδξφκεζεο (SR). Γειαδή ην πνιπθξηηεξηαθφ κνληέιν αξθεηέο 

θνξέο παξνπζηάδεη ειάρηζηε ηηκή ζε ζρέζε κε ηελ αλάιπζε 

παιηλδξφκεζεο. Δπνκέλσο, ην κνληέιν Αλάιπζεο Παιηλδξφκεζεο (SR) 

είλαη θαιχηεξν απφ ην  κνλφθξηηεξηαθν κνληέιν αιιά φρη θαη απφ ην 

πνιπθξηηεξηαθφ κνληέιν.  

 

  



 
 

 

 

 

 

Κεθάιαην 6 

      πκπεξάζκαηα 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

Μεηά απφ φιε ηελ αλάιπζε πνπ θάλακε ζην παξαπάλσ θεθάιαην γηα ηε 

ζπγθέθξηκέλε βάζε δεδνκέλσλ, θαηαιήγνπκε ζηα παξαθάησ 

ζπκπεξάζκαηα.  

 

6.1 Δληόο Γείγκαηνο  

6.1.1  Καζνξηζκόο βέιηηζηνπ αξηζκνύ κεηαβιεηώλ κε βάζε ηα 

πιεξνθνξηαθά θξηηήξηα 

 

Γηα λα θαηαθέξνπκε λα θαζνξίζνπκε ην βέιηηζην αξηζκφ 

κεηαβιεηψλ κε βάζε ηα πιεξνθνξηαθά θξηηήξηα, ζα βαζηζηνχκε ζηα 

πηλαθάθηα πνπ δεκηνπξγήζακε θαηά ηελ αλάιπζε θαη κειέηε ησλ 

απνηειεζκάησλ καο. χκθσλα, ινηπφλ, κε ην πίλαθα 5.2 ζπκπεξαίλνπκε 

φηη ρξεηαδφκαζηε 6 έσο 8 κεηαβιεηέο φηαλ ππνινγίδνπκε κε βάζε ην 

AICSAD, ελψ φηαλ ππνινγίδνπκε κε βάζε ην BICSAD ρξεηαδφκαζηε 

πνιχ πεξηζζφηεξεο κεηαβιεηέο γηα ηνλ ππνινγηζκφ καο. Παξαηεξψληαο 

ηα πιεξνθνξηαθά θξηηήξηα (AIC θαη BIC) ηα νπνία είλαη ππνινγηζκέλα 

κε βάζε ην SSE, δε παξαηεξνχκε θακία δηαθνξά. Καη ζε απηή ηε 

πεξίπησζε ηζρχεη φηη ζηε πεξίπησζε ηνπ AIC ρξεηαδφκαζηε ιηγφηεξεο 

κεηαβιεηέο ζε ζρέζε κε ην πιεξνθνξηαθφ θξηηήξην BIC. Δπηπιένλ, 

παξαηεξνχκε φηη φζνλ αθνξά ηε ηηκή ησλ πιεξνθνξηαθψλ θξηηεξίσλ 

βιέπνπκε φηη ζηαζεξά ε ηηκή ηνπ ΒIC δελ ππεξβαίλεη ηε ηηκή ηνπ ΑIC. 

πλεπψο, βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα καο ζπκθσλνχλ κε ηε ζεσξία 

ησλ πιεξνθνξηαθψλ θξηηεξίσλ πνπ βξήθακε απν ηε βηβιηνγξαθία θαη 

επηβεβαηψλεηαη ινηπφλ φηη αθνινπζνχλ ηελ αξρή ηεο κεηξηνπάζεηαο.  

 

6.2 Δθηόο Γείγκαηνο 

6.2.1 Καζνξηζκόο βέιηηζηνπ αξηζκνύ κεηαβιεηώλ 

 

Έλα ζεκαληηθφ ζπκπέξαζκα ζην νπνίν κπνξνχκε λα νδεγεζνχκε 

κέζα απν απηή ηε δηπισκαηηθή εξγαζία είλαη ν θαζνξηκφο ηνπ βέιηηζηνπ 

αξηζκνχ κεηαβιεηψλ. Απηφ ην ζπκπέξαζκα καο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα 

δνχκε πφζν απνηειεζκαηηθή είλαη ε κέζνδνο ε νπνία αθνινπζήζακε γηα 

ηε κειέηε ηνπ δείγκαηνο, ιακβάλνληαο ηαπηφρξνλα θαη ηελ εγθπξφηεηα 

ησλ απνηειεζκάησλ. Γηα λα θαηαιήμνπκε ζην ζπκπέξαζκα απηφ, αξθεί 

λα παξαηεξήζνπκε πξνζεθηηθά ηνπο π ηλάθεο  5.7 θαη 5.8. Έηζη  

θαηαιήγνπκε φηη ν βέιηηζηνο αξηζκφο κεηαβιεηψλ  ψζηε λα έρνπκε ην 

ειάρηζην SAE θαη MAE είλαη ην κνληέιν ζην νπνίν νξίδνπκε σο άλσ 

φξην κεηαβιεηψλ ηνλ αξηζκφ 2. Σν ζπκπέξαζκα πξνθχπηεη απφ ην 

γεγνλφο φηη ζε απηή ηε πεξίπησζε παξαηεξνχκε λα παξνπζηάδνληαη 

πεξηζζφηεξεο θνξέο ειάρηζηεο ηηκέο γηα ην SAE θαη ην MAE.  



 
 

 

6.2.2 Σύγθξηζε κνλνθξηηεξηαθνύ κνληέινπ κε ην πνιπθξηηεξηαθό κνληέιν. 

Πνην είλαη θαιύηεξν; 

 

Απν ηε βηβιηνγξαθία είλαη εχθνιν λα θαηαιάβνπκε, πσο ηα 

κνληέια ππνινγηζκνχ πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί θαη πνπ κπνξνχκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε είλαη πνιιά. Δκείο ρξεζηκνπνηήζακε κεξηθά απν 

απηά. Θέινληαο, ινηπφλ λα θαηαιήμνπκε πνην κνληέιν είλαη θαιχηεξν 

κεηαμχ ηνπ κνλνθξηηεξηαθνχ θαη ηνπ πνιπθξηηεξηαθνχ βαζηζηήθακε ζην 

πίλαθα 5.12, ηνλ νπνίν θαηαζθεπάζακε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην ψζηε 

λα έρνπκε ζπγθεληξσκέλα ηα απνηειέζκαηα απν ηε κειέηε ησλ 

ζπγθεθξηκέλσλ κνληέισλ πξνζαξκνγήο. πλεπψο, παξαηεξψληαο ην 

πίλαθα 5.12  βιέπνπκε φηη ηα ελδηάκεζα  κνληέια, δειαδή φια ηα 

κνληέια εθηφο απφ ην 1 θαη ην 14 εκθαλ ίδνληαη πεξηζζφηεξεο θνξέο. 

πλεπψο θαηαιήγνπκε φηη, ηα πνιπθξηηεξηαθά κνληέια (2 έσο 13) είλαη 

θαιχηεξα απφ ηα κνλνθξηηεξηαθά, θαζψο εκθαλίδνπλ πεξηζζφηεξεο 

θνξέο απφ ηα κνλνθξηηεξηαθά, ειάρηζηε ηηκή ζηηο κεηαβιεηέο SAE θαη 

MAE. 

 

6.2.3 Πνην κνληέιν δίλεη θαιύηεξα απνηειέζκαηα, όζνλ αθνξά ην SAE ή 

ην MAE; 

 

Μειεηψληαο ηνπο πίλαθεο πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ επεμεξγαζία 

ησλ απνηειεζκάησλ θαηαιήγνπκε φηη ην ΜΑΔ κνληέιν παξνπζηάδεη 92 

θνξέο  θαιχηεξα απνηειέζκαηα σο πξνο ην SAE κνληέιν, γηα ηηο εθηφο 

δείγκαηνο παξαηεξήζεηο (δειαδή ζε πνζνζηφ 66% θαιχηεξα 

απνηειέζκαηα) ελψ ην SAE κνληέιν παξνπζηάδεη  65 θνξέο  θαιχηεξα 

απνηειέζκαηα απφ ην ΜΑΔ κνληέιν (δειαδή ζε πνζνζηφ 46%). 

πλεπψο, ην ΜΑΔ κνληέιν παξνπζηάδεη θαιχηεξα απνηειέζκαηα απφ ην 

SAE κνληέιν, θαζψο παξνπζηάδεη κεγαιχηεξν πνζνζηφ κε  ηα πην 

αμηφπηζηα απνηειέζκαηα  Σέινο, είλαη αλακελφκελν φζν ν αξηζκφο 

κεηαβιεηψλ απμάλεηαη,  κεηψλεηαη ην SAE ηνπ κνληέινπ. Όκνηα 

ζπκβαίλεη θαη γηα ην ΜΑΔ κνληέιν, δειαδή φζν ν αξηζκφο κεηαβιεηψλ 

απμάλεηαη ηφζν ην ΜΑΔ ηνπ κνληέινπ κεηψλεηαη.  

  



 
 

 

6.2.4 Πνηα είλαη θαιύηεξε πξνζέγγηζε γηα ηελ επηινγή κεηαβιεηώλ: Η 

βεκαηηθή αλάιπζε παιηλδξόκεζεο (stepwise regression) ή ε 

αλάιπζε παιηλδξόκεζεο κε Μαζεκαηηθό Πξνγξακκαηηζκό γηα ην 

θαζνξηζκό ηνπ βέιηηζηνπ αξηζκνύ κεηαβιεηώλ.     

 

Απφ ην πίλαθα 5.17  ζπκπεξαίλνπκε φηη ην κνληέιν Αλάιπζεο 

Παιηλδξφκεζεο (SR) παξνπζηάδεηαη πεξηζζφηεξεο θνξέο σο ην θαιχηεξν 

ζε ζρέζε κε ην κνλνθξηηεξηαθφ κνληέιν 1. Γειαδή ην κνληέιν 

Αλάιπζεο Παιηλδξφκεζεο (SR) παξνπζηάδεη αξθεηέο θνξέο ρακειφηεξε 

ηηκή ζε ζρέζε κε ην κνλνθξηηεξηαθφ κνληέιν 1. Δπίζεο, απφ ην πίλαθα 

5.18 ζπκπεξαίλνπκε φηη ην πνιπθξηηεξηαθφ κνληέιν (Min) 

παξνπζηάδεηαη πεξηζζφηεξεο θνξέο ζε ζρέζε κε ην κνληέιν Αλάιπζεο 

Παιηλδξφκεζεο (SR). Γειαδή ην πνιπθξηηεξηαθφ κνληέιν αξθεηέο 

θνξέο παξνπζηάδεη ειάρηζηε ηηκή ζε ζρέζε κε ηελ αλάιπζε 

παιηλδξφκεζεο. Καηαιήγνπκε ινηπφλ, φηη ην κνληέιν Αλάιπζεο 

Παιηλδξφκεζεο (SR) είλαη θαιχηεξν απφ ην  κνλφθξηηεξηαθν κνληέιν 

αιιά φρη θαη απφ ην πνιπθξηηεξηαθφ κνληέιν.  
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Κϊδικασ GAMS 

$ontext 

This is a model for the multiobjective variable selection 

$offtext 

 

$inlinecom [ ] 

$eolcom // 

***************************************************************************

*** 

$STitle Example specific model definitions 

 

SETS 

K  criteria /1*2/ 

I  observations  /1*225/ 

J  parameters (14 explanatory variables) /1*14/ 

*/AGE, WEIGHT, HEIGHT, BMI, NECK, CHEST, ABDOM, HIP, THIGH, KNEE, ANKLE, BICEPS, 

FORARM, WRIST/ 

; 

 

TABLE X(I,J) the value of the J-th explanatory variable in the I-th observation 

$include "c:\gams\book_2.txt" ; 

 

PARAMETERS 

Y(I) the dependent variable 

/ 

$include "c:\gams\book_2_depv.txt" ; 

/ 



 
 

M(J) big M for B(J) (upper bound) 

 

dir(k) direction of the objective functions 

/ 

1 -1 

2 -1 

/ ; 

 

scalar 

upbnd  upperbound for number of variables   /7/ 

Y_AVG  average value of Y 

SST    sum of absolute deviation of Y 

Rsq    R square 

; 

POSITIVE VARIABLES 

U(I)  underestimation in observation I 

V(I)  overestimation in observation I 

Z(K)  value of the objective functions 

 

BINARY VARIABLES 

D(J)  indicates if the explanatory variable J will be used in the model (Dj=1) or not (Dj=0) 

 

FREE VARIABLES 

B0  decision variable for constant term 

B(J) decision variable for parameter Bj 

SAD   sum of absolute deviations 

MAXDEV  maximum deviation 



 
 

; 

 

EQUATIONS 

*Yi = b0 + b1 X1i + b2 X2i + …+ bm Xmi + ui - vi           i=1…n 

* becomes with the insertion of binary variables 

*Yi = b0 + ä1b1 X1i + ä2b2 X2i + …+ ämbm Xmi + ui - vi     i=1…n 

* bj <= M äj 

* bj >= -M äj 

LINK_Y_XJ(I)       equation that links Yi with Xij (regressors) 

AUXP1(J)           1st equation for the bilinear terms connecting Âj with Dj 

AUXP2(J)           2nd equation for the bilinear terms connecting Âj with Dj 

 

NUMVAR             calculate the number of variables in the model 

MINSAD             sum of absolute deviations (to be minimized) 

MAXDEVU(I)         maximum negative deviation (underestimation) 

MAXDEVV(I)         maximum positive deviation (overestimation) 

EQ_OBJ1            definition of the objective function 1 

EQ_OBJ2            definition of the objective function 2 

; 

 

* Yi = b0 + (z1p- z1m) X1i + (z2p- z2m) X2i + …+ (zmp- zmm)Xmi + ui - vi 

LINK_Y_XJ(I).. Y(I)=e=B0 + SUM(J,B(J)*X(I,J))+U(I)-V(I); 

AUXP1(J).. B(J)-M(J)* D(J) =l= 0; 

AUXP2(J).. B(J)+M(J)* D(J) =g= 0    ; 

NUMVAR.. SUM(J,D(J))=l=upbnd; 

MINSAD.. SAD =e= SUM(I,(U(I)+V(I))); 

MAXDEVU(I).. MAXDEV =G= U(I); 



 
 

MAXDEVV(I).. MAXDEV =G= V(I); 

EQ_OBJ1..    SAD=e=Z('1'); 

EQ_OBJ2..    MAXDEV=e=Z('2'); 

 

*upper bound for B(J) is derived from slope(Y,Xj)*2 

loop (J, M(J)=3); 

MODEL VAR_SEL /ALL/ ; 

 

 

***************************************************************************

*** 

$STitle eps-constraint method 

 

Set k1(k) the first element of k, km1(k) all but the first elements of k; 

k1(k)$(ord(k)=1) = yes; km1(k)=yes; km1(k1) = no; 

Set kk(k)     active objective function in constraint allobj 

Parameter 

   rhs(k)     right hand side of the constrained obj functions in eps-constraint 

   maxobj(k)  maximum value from the payoff table 

   minobj(k)  minimum value from the payoff table 

scalar 

earlyex  number of early exits from the loops 

elapsed_time elapsed time for payoff and e-sonstraint 

pareto_num  number of Pareto optimal solutions 

start start time 

finish finish time 

numloop number of loops in e-constraint 

; 



 
 

 

Variables 

   a_objval   auxiliary variable for the objective function 

   obj        auxiliary variable during the construction of the payoff table 

Positive Variables 

   sl(k)      slack or surplus variables for the eps-constraints 

Equations 

   con_obj(k) constrained objective functions 

   augm_obj   augmented objective function to avoid weakly efficient solutions 

   allobj     all the objective functions in one expression; 

 

con_obj(km1)..   z(km1) - dir(km1)*sl(km1) =e= rhs(km1); 

 

* We optimize the first objective function and put the others as constraints 

* the second term is for avoiding weakly efficient points 

augm_obj.. 

  sum(k1,dir(k1)*z(k1))+1e-3*sum(km1,sl(km1)/(maxobj(km1)-minobj(km1))) =e= a_objval; 

 

allobj..  sum(kk, dir(kk)*z(kk)) =e= obj; 

 

*Model mod_payoff    / objcost, objco2, objes, defcap, defdem, allobj / ; 

*Model mod_epsmethod / objcost, objco2, objes, defcap, defdem, con_obj, augm_obj / ; 

 

Model mod_payoff    / VAR_SEL, allobj / ; 

Model mod_epsmethod / VAR_SEL, con_obj, augm_obj / ; 

 

option limrow=0, limcol=0, solprint=off, solvelink=2; 



 
 

option optcr=0.001; 

 

$ontext 

mod_payoff.optfile=1; 

mod_epsmethod.optfile=1; 

file opt /"C:\Documents and Settings\user\My Documents\gamsdir\projdir\cplex.opt"/; 

*file opt /"C:\windows\gamsdir\cplex.opt"/; 

put opt; 

put 'mipstart 0' / 

put 'mipemphasis 2'/ 

putclose opt; 

$offtext 

 

Parameter 

  payoff(k,k)  payoff tables entries; 

Alias(k,kp); 

 

start=jnow; 

 

* Generate payoff table applying lexicographic optimization 

loop(kp, 

  kk(kp)=yes; 

  repeat 

    solve mod_payoff using mip maximizing obj; 

    payoff(kp,kk) = z.l(kk); 

    z.fx(kk) = z.l(kk);   // freeze the value of the last objective optimized 

    kk(k++1) = kk(k);     // cycle through the objective functions 



 
 

  until kk(kp); 

  kk(kp) = no; 

* release the fixed values of the objective functions for the new iteration 

  z.up(k) = inf; z.lo(k) =-inf; 

); 

if (mod_payoff.modelstat<>1 and mod_payoff.modelstat<>8, abort 'no optimal solution for 

mod_payoff'); 

 

display payoff; 

minobj(k)=smin(kp,payoff(kp,k)); 

maxobj(k)=smax(kp,payoff(kp,k)); 

 

option optcr=0.000; 

 

*$set fname p.scr 

File fx  / c:\windows\gamsdir\sad_mad_225_14.out /; 

File rhsx  / c:\windows\gamsdir\rhs_sad_mad_225_14.out /; 

fx.pw=1000; 

*File fx solution points from epsi-method / "%gams.scrdir%%fname%" /; 

*FILE fx /D:\research\gams\posix-gams-epscm\econ4.out/; 

 

$if not set gridpoints $set gridpoints 10 

Set g grid points /g0*g%gridpoints%/ 

    grid(k,g) grid 

Parameter 

    gridrhs(k,g) rhs of eps-constraint at grid point 

    maxg(k) maximum point in grid for objective k 

    posg(k) grid position of objective 



 
 

    firstOffMax, lastZero some counters 

    numk(k) ordinal value of k starting with 1 

    numg(g) ordinal value of g starting with 0; 

lastZero=1; loop(km1, numk(km1)=lastZero; lastZero=lastZero+1); numg(g) = ord(g)-1; 

 

grid(km1,g) = yes; // Here we could define different grid intervals for different objectives 

maxg(km1) = smax(grid(km1,g), numg(g));   //used if different number of grid points are set 

for objective km1 

gridrhs(grid(km1,g))$(dir(km1)=-1) = maxobj(km1) - numg(g)/maxg(km1)*(maxobj(km1)- 

minobj(km1)); 

gridrhs(grid(km1,g))$(dir(km1)=1) = minobj(km1) + numg(g)/maxg(km1)*(maxobj(km1)- 

minobj(km1)); 

display gridrhs; 

 

* Walk the grid points and take shortcuts if the model becomes infeasible 

posg(km1) = 0; 

earlyex=0; 

pareto_num=0; 

numloop=0; 

put fx '   #       SAD       MAD        B0       AGE    WEIGHT    HEIGHT       BMI      NECK      CHEST     

ABDOM       HIP     THIGH      KNEE     ANKLE    BICEPS    FORARM     WRIST' /   ; 

 

repeat 

  numloop=numloop+1; 

  rhs(km1) = sum(grid(km1,g)$(numg(g)=posg(km1)), gridrhs(km1,g)); 

  loop((km1,g)$(numg(g)=posg(km1)),put rhsx gridrhs(km1,g):10:4); 

  solve mod_epsmethod maximizing a_objval using mip; 

  if (mod_epsmethod.modelstat<>1 and mod_epsmethod.modelstat<>8,  // not optimal is in 

this case infeasible 



 
 

    put rhsx 'INF'/; 

    lastZero = 0; loop(km1$(posg(km1)>0 and lastZero=0), lastZero=numk(km1));   //find the 

first non-zero posg 

    posg(km1)$(numk(km1)<=lastZero) = maxg(km1); // skip all solves for more demanding 

values of rhs(km1) 

    earlyex=earlyex+1 

  else 

    put rhsx /; 

    pareto_num:=pareto_num+1; 

    put fx pareto_num:4:0; 

    loop(k, put fx z.l(k):10:4); 

    put B0.L:10:4; 

    loop(j, put B.l(J):10:4); 

*    loop(j,if (B.L(J)=1, put ord(J):4:0, ' ',X.l(J):6:3)); 

    put /; 

    ); 

 

* Proceed forward in the grid 

  firstOffMax = 0; 

  loop(km1$(posg(km1)<maxg(km1) and firstOffMax=0), posg(km1)=posg(km1)+1; 

firstOffMax=numk(km1)); 

  posg(km1)$(numk(km1)<firstOffMax) = 0; 

until sum(km1$(posg(km1)=maxg(km1)),1)=card(km1) and firstOffMax=0; 

 

finish=jnow; 

 

putclose rhsx; 

 

put fx 'Number of solves in e-constraint: ', numloop:0:0/; 



 
 

put fx 'Number of early exits from the loop: ', earlyex:0:0/; 

*elapsed_time=mod_payoff.resusd+mod_epsmethod.resusd; 

elapsed_time=(finish-start)*86400; 

put fx 'Elapsed time: ',elapsed_time:7:2, ' seconds' / ; 

putclose fx; // close the point file 

  



 
 

 

 

 

 

 

 

 

Παξάξηεκα ΗΗΗ 



 
 

1
ο
  ςετ δεδομζνων για Upperbound 1  

Number of solves in e-constraint:11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time: 23.41 seconds

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 880,7028 20,8268 -42,0113 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,6620 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

2 881,3826 20,0025 -40,9034 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,6489 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

3 883,6279 19,1782 -39,8175 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,6360 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

4 886,9387 18,3539 -38,5078 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,6216 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

5 892,4697 17,5296 -36,9183 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,6053 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

6 898,7997 16,7053 -35,7766 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,5920 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

7 905,3013 15,8810 -34,4190 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,5773 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

8 912,8978 15,0568 -33,2053 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,5636 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

9 920,5310 14,2325 -31,9916 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,5498 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

10 928,6975 13,4082 -30,5520 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,5345 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

11 967,7103 12,5839 -25,5131 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,4949 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 12,2727 12,3064 12,3345 12,4634 12,7163 12,7674 12,9196 13,0099 13,0920 13,2770 15,0687

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 16,7743 16,7189 16,6593 16,6903 16,8323 16,7930 16,8452 16,8424 16,8306 16,9116 18,4340

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 6,1823 6,3365 6,4833 6,7447 7,1475 7,3210 7,6084 7,8248 8,0338 8,3596 10,5156

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 13,3319 13,3446 13,3521 13,4580 13,6848 13,7146 13,8433 13,9117 13,9717 14,1322 15,8605

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 16,7081 16,6540 16,5957 16,6281 16,7718 16,7338 16,7875 16,7860 16,7757 16,8582 18,3845

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 9,7571 9,8406 9,9177 10,1013 10,4162 10,5178 10,7259 10,8682 11,0028 11,2459 13,1881

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 13,6629 13,6691 13,6701 13,7688 13,9874 14,0106 14,1319 14,1935 14,2466 14,3995 16,1080

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 18,2969 18,2114 18,1221 18,1200 18,2245 18,1546 18,1730 18,1387 18,0952 18,1410 19,5723

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 16,3109 16,2647 16,2141 16,2552 16,4086 16,3786 16,4411 16,4479 16,4458 16,5375 18,0876

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 18,0983 18,0167 17,9313 17,9335 18,0429 17,9770 17,9998 17,9696 17,9302 17,9806 19,4238

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 13,2657 13,2798 13,2885 13,3958 13,6243 13,6554 13,7856 13,8553 13,9167 14,0788 15,8111

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 15,7813 15,7456 15,7053 15,7579 15,9244 15,9050 15,9793 15,9970 16,0059 16,1099 17,6917

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 21,2759 21,1314 20,9841 20,9172 20,9484 20,8186 20,7709 20,6749 20,5693 20,5462 21,7993

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 17,3701 17,3029 17,2317 17,2497 17,3771 17,3258 17,3648 17,3496 17,3255 17,3927 18,8794

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 18,8927 18,7954 18,6945 18,6794 18,7693 18,6874 18,6926 18,6459 18,5900 18,6220 20,0177

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 20,4815 20,3528 20,2209 20,1712 20,2220 20,1082 20,0781 19,9985 19,9095 19,9048 21,2055

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 13,5305 13,5393 13,5429 13,6444 13,8664 13,8922 14,0165 14,0807 14,1366 14,2926 16,0090

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 20,8787 20,7421 20,6025 20,5442 20,5852 20,4634 20,4245 20,3367 20,2394 20,2255 21,5024

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 14,6559 14,6424 14,6241 14,7012 14,8954 14,8986 14,9979 15,0389 15,0713 15,2012 16,8503

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 24,7845 24,5706 24,3549 24,2116 24,1565 23,9562 23,8306 23,6619 23,4832 23,3791 24,4223

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 22,5337 22,3644 22,1925 22,0982 22,0985 21,9434 21,8678 21,7457 21,6139 21,5618 22,7397

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 21,9379 21,7803 21,6201 21,5388 21,5537 21,4106 21,3482 21,2385 21,1191 21,0807 22,2942

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 17,3701 17,3029 17,2317 17,2497 17,3771 17,3258 17,3648 17,3496 17,3255 17,3927 18,8794

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 18,9589 18,8603 18,7581 18,7416 18,8298 18,7466 18,7503 18,7023 18,6450 18,6755 20,0672

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 24,1887 23,9866 23,7825 23,6522 23,6117 23,4234 23,3110 23,1547 22,9884 22,8980 23,9769

SAE 90,9055 91,17788 91,4817 91,13812 90,46218 91,0674 91,06628 91,42606 91,85048 91,6632 91,6632 90,4622

MAE 9,2299 9,29707 9,3683 9,35028 9,22289 9,2742 9,23519 9,25038 9,27454 9,20735 9,20735 9,2074

SSE 504,7701 508,1675 512,4384 510,5121 501,5104 505,3278 503,5201 505,7321 508,9737 506,8148 476,1546 476,1546



 
 

 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:   16,77 seconds

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 795,1432 12,8535 -49,4345 0 -0,3379 0 0 0 0 1,0345 0 0 0 0 0 0 0

2 795,1958 12,6058 -49,3715 0 -0,343 0 0 0 0 1,0381 0 0 0 0 0 0 0

3 795,29 12,358 -49,1417 0 -0,3458 0 0 0 0 1,038 0 0 0 0 0 0 0

4 795,4092 12,1103 -48,8225 0 -0,3478 0 0 0 0 1,0364 0 0 0 0 0 0 0

5 795,7755 11,8625 -48,4644 0 -0,3494 0 0 0 0 1,034 0 0 0 0 0 0 0

6 796,2631 11,6148 -48,134 0 -0,3513 0 0 0 0 1,0323 0 0 0 0 0 0 0

7 797,0475 11,367 -47,8361 0 -0,3537 0 0 0 0 1,0313 0 0 0 0 0 0 0

8 797,8747 11,1193 -47,5015 0 -0,3553 0 0 0 0 1,0291 0 0 0 0 0 0 0

9 798,7413 10,8715 -47,3457 0 -0,3591 0 0 0 0 1,0306 0 0 0 0 0 0 0

10 799,7144 10,6238 -47,6356 0 -0,368 0 0 0 0 1,0408 0 0 0 0 0 0 0

11 820,5532 10,376 -51,3369 0 -0,4628 0 0 0 0 1,1582 0 0 0 0 0 0 0

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 14,3394 14,3799 14,4270 14,4904 14,5520 14,6246 14,6909 14,7454 14,7874 14,7794 14,7977

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 14,1639 14,1200 14,1067 14,1165 14,1277 14,1482 14,1565 14,1619 14,1330 14,0044 12,7983

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 3,4797 3,4668 3,5037 3,5738 3,6512 3,7319 3,7979 3,8663 3,8794 3,7421 2,3038

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 16,4549 16,5080 16,5588 16,6223 16,6822 16,7547 16,8227 16,8759 16,9255 16,9459 17,2812

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 14,4056 14,3666 14,3561 14,3682 14,3812 14,4038 14,4147 14,4219 14,3968 14,2763 13,1552

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 12,0575 12,1091 12,1703 12,2495 12,3280 12,4163 12,4982 12,5689 12,6237 12,6204 12,6553

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 12,8685 12,8615 12,8782 12,9166 12,9560 13,0045 13,0429 13,0755 13,0797 12,9971 12,2398

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 18,8060 18,8045 18,8098 18,8293 18,8456 18,8749 18,8971 18,9081 18,9081 18,8626 18,5613

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 14,7821 14,7559 14,7538 14,7727 14,7919 14,8211 14,8397 14,8530 14,8381 14,7377 13,8260

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 17,9971 17,9870 17,9881 18,0052 18,0199 18,0469 18,0658 18,0751 18,0691 18,0074 17,5310

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 10,6370 10,6035 10,6070 10,6368 10,6700 10,7105 10,7380 10,7643 10,7495 10,6184 9,3387

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 15,4886 15,4826 15,4933 15,5226 15,5509 15,5902 15,6204 15,6428 15,6440 15,5758 15,0006

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 23,5763 23,5928 23,5985 23,6115 23,6176 23,6399 23,6583 23,6600 23,6681 23,6715 23,9308

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 17,5495 17,5458 17,5528 17,5757 17,5963 17,6291 17,6540 17,6690 17,6691 17,6143 17,2024

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 19,0851 19,0770 19,0767 19,0910 19,1021 19,1262 19,1428 19,1487 19,1428 19,0892 18,7107

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 15,9686 15,8846 15,8377 15,8149 15,7937 15,7823 15,7567 15,7309 15,6656 15,4890 13,8213

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 14,1190 14,1332 14,1620 14,2094 14,2561 14,3132 14,3621 14,4021 14,4224 14,3761 14,0042

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 21,5750 21,5684 21,5628 21,5686 21,5695 21,5851 21,5943 21,5908 21,5825 21,5434 21,3448

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 14,1518 14,1461 14,1605 14,1949 14,2294 14,2738 14,3088 14,3369 14,3403 14,2659 13,6094

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 23,9201 23,8780 23,8406 23,8147 23,7838 23,7682 23,7448 23,7105 23,6687 23,5908 23,0305

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 21,8985 21,8668 21,8421 21,8305 21,8148 21,8134 21,8040 21,7843 21,7543 21,6810 21,1412

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 22,8850 22,8790 22,8703 22,8715 22,8670 22,8779 22,8831 22,8744 22,8646 22,8327 22,7252

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 17,7412 17,7405 17,7490 17,7731 17,7946 17,8284 17,8547 17,8706 17,8729 17,8231 17,4651

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 18,6133 18,5969 18,5918 18,6025 18,6106 18,6313 18,6437 18,6468 18,6345 18,5668 18,0386

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 25,7503 25,7467 25,7323 25,7242 25,7085 25,7099 25,7071 25,6878 25,6758 25,6614 25,7701

SAE 98,87274 99,11631 99,16007 99,00021 98,85188 98,5796 98,41277 98,46255 98,72779 99,6627 99,6627 98,4128

MAE 8,858752 8,859504 8,850964 8,82692 8,805409 8,771553 8,745317 8,729365 8,727124 8,776864 8,776864 8,7271

SSE 578,2684 580,8246 581,2682 580,0236 578,7695 576,8591 575,8826 575,2408 576,9654 585,7519 682,1704 575,2408

1
ο
  ςετ δεδομζνων για Upperbound 2 



 
 

 

1
ο
 ςετ δεδομζνων για Upperbound 3 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:   22.70 seconds

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 784,4779 11,5102 -56,9904 0.0000 -0,3871 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1,0614 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,3163 0.0000

2 784,8670 11,3451 -56,2215 0.0000 -0,3789 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1,0494 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,3013 0.0000

3 785,9545 11,1800 -54,9590 0.0000 -0,3701 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1,0447 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,2469 0.0000

4 787,5322 11,0149 -54,0430 0.0000 -0,3587 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1,0346 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,2131 0.0000

5 789,8902 10,8498 -52,9000 0.0000 -0,3482 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1,0174 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,1964 0.0000

6 794,1875 10,6846 -51,0897 0.0000 -0,3643 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1,0392 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,1081 0.0000

7 794,8283 10,5195 -33,1594 0.0000 -0,3155 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1,0046 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0,8357

8 795,4667 10,3544 -32,6941 0.0000 -0,3170 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1,0048 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0,8552

9 796,2784 10,1893 -34,0283 0.0000 -0,3240 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1,0096 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0,7792

10 798,6794 10,0242 -37,8566 0.0000 -0,3610 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1,0584 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0,6611

11 827,1368 9,8590 -47,3439 -0,0985 -0,4556 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1,1615 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 14,14742 14,05327 14,06431 13,98366 13,93634 14,23522 15,43519 15,49387 15,40149 15,26516 14,48648

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 13,70597 13,67669 13,74019 13,76989 13,79792 13,73374 14,7822 14,79269 14,65198 14,16427 13,05709

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 2,939674 2,984002 3,056922 3,104339 3,251951 3,259829 4,521698 4,562832 4,436484 3,763256 4,35481

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 16,278 16,15798 16,16584 16,06364 15,9795 16,36169 16,13514 16,16499 16,21142 16,39252 15,09391

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 13,93199 13,89854 13,9644 13,99023 14,01259 13,98033 14,50261 14,5029 14,41447 14,03053 14,88383

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 10,73814 10,70957 10,91313 10,95042 10,98401 11,63183 14,07678 14,16347 14,00342 13,73231 11,90234

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 13,21461 13,13568 13,05766 12,97056 12,94689 12,8354 13,2237 13,24518 13,171 12,86811 12,11162

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 19,18222 19,04944 18,96703 18,84985 18,74463 18,71477 18,36983 18,37132 18,36453 18,35493 17,99146

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 15,03845 14,9595 14,89885 14,83288 14,80285 14,63725 15,16517 15,17757 15,07651 14,72524 12,97041

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 18,45079 18,3262 18,23099 18,11676 18,02384 17,91954 18,77291 18,79943 18,67447 18,43029 18,94078

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 10,25802 10,24788 10,29622 10,32023 10,38198 10,31311 11,36766 11,38772 11,2545 10,71051 11,40988

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 15,88351 15,77993 15,69397 15,59108 15,53048 15,43819 15,1253 15,12875 15,11643 14,98858 15,58713

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 23,14143 22,99685 23,0535 22,98839 22,85229 23,19092 23,41581 23,42846 23,40765 23,5712 22,68385

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 17,47312 17,37348 17,36883 17,30663 17,24291 17,31529 17,30957 17,31554 17,2908 17,21025 17,21492

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 18,41004 18,32878 18,42777 18,42827 18,37959 18,61203 20,16947 20,20335 20,05057 19,80092 18,84723

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 15,93449 15,89431 15,88848 15,90493 15,91549 15,54493 15,8481 15,8225 15,70205 15,16897 16,44909

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 14,10255 14,01766 14,00054 13,92714 13,89168 14,0042 14,88495 14,92456 14,83402 14,61008 13,45033

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 20,73312 20,63825 20,76632 20,77412 20,70126 21,01401 21,10606 21,10272 21,08843 21,13056 19,43586

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 13,83493 13,77602 13,81218 13,78997 13,7839 13,87775 15,23207 15,27021 15,12927 14,76388 14,2799

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 24,23954 24,09157 24,02323 23,93263 23,79325 23,62287 23,35676 23,334 23,28537 23,2275 24,07757

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 22,02798 21,89951 21,8626 21,78967 21,679 21,59406 21,25411 21,23537 21,209 21,1608 21,55419

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 23,33277 23,16557 23,07207 22,93678 22,77866 22,7478 22,39114 22,38658 22,37282 22,45524 23,48837

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 17,62954 17,52825 17,52948 17,46757 17,40123 17,50041 17,8229 17,83751 17,78635 17,67956 15,70047

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 19,15398 19,02397 18,91443 18,79475 18,69376 18,53893 19,56565 19,5931 19,44408 19,15994 18,77872

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 25,53039 25,36971 25,39145 25,31479 25,15352 25,35116 26,11729 26,13197 26,03742 26,08446 28,33139

SAE 100,1420 100,9353 100,9122 101,3257 101,7347 101,9972 97,7289 97,7577 98,5443 101,1334 101,1334 97,7289

MAE 8,9705 9,0718 9,0705 9,1324 9,1988 9,0996 8,7771 8,7625 8,8137 8,9204 8,9204 8,7625

SSE 582,6459 587,402 587,3318 589,7452 590,6602 598,9271 538,6701 538,3486 546,151 576,53 577,2345 538,3486



 
 

 

1
ο
  ςετ δεδομζνων για Upperbound 4 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:   12,10 seconds

Constant -35,4613

Weight -0,32112

-35,4613 -0,32112 1,013495 0,446353 -1,42506917 Abdom 1,013495

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST Forearm 0,446353

1 776,7414 10,9205 -46,0661 0 -0,3294 0 0 0 0 1,043 0 0 0 0 0 0,4234 -0,9459 Wrist -1,42507

2 776,7496 10,7763 -46,5972 0 -0,3331 0 0 0 0 1,0451 0 0 0 0 0 0,438 -0,9339

3 776,7641 10,632 -46,7702 0 -0,3368 0 0 0 0 1,0499 0 0 0 0 0 0,4583 -0,9651

4 777,202 10,4878 -43,5242 0 -0,3257 0 0 0 0 1,0359 0 0 0 0 0 0,4296 -1,0723

5 778,1484 10,3435 -40,8801 0 -0,3161 0 0 0 0 1,02 0 0 0 0 0 0,3813 -1,1012

6 779,3481 10,1993 -39,0541 0 -0,3109 0 0 0 0 1,018 0 0 0 0 0 0,3942 -1,2368

7 780,6581 10,055 -37,409 0 -0,3139 0 0 0 0 1,0276 0 0 0 0 0 0,3903 -1,3589

8 782,0348 9,9108 -36,0803 0 -0,3129 0 0 0 0 1,0297 0 0 0 0 0 0,3894 -1,4489

9 783,6284 9,7665 -34,9185 0 -0,3098 0 0 0 0 1,0278 0 0 0 0 0 0,3901 -1,5221

10 785,3096 9,6223 -33,7566 0 -0,3066 0 0 0 0 1,026 0 0 0 0 0 0,3907 -1,5952

11 787,6673 9,4781 -33,2036 0 -0,3108 0 0 0 0 1,0372 0 0 0 0 0 0,4056 -1,6938

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 Stepwise Regression

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 13,9572 13,9501 13,9407 14,1725 14,3668 14,3965 14,4770 14,4958 14,4761 14,4700 14,4008 15,15709

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 13,9740 13,9408 13,8956 14,1180 14,2912 14,3208 14,2853 14,2570 14,2259 14,2112 14,0681 14,76221

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 2,7071 2,6764 2,5986 2,9411 3,2908 3,2957 3,2138 3,1720 3,1456 3,1325 2,8987 3,978638

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 14,4342 14,4503 14,3976 14,4290 14,5530 14,3516 14,2574 14,1345 13,9901 13,8597 13,6518 14,80204

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 13,5540 13,5286 13,4639 13,6178 13,7751 13,7157 13,6097 13,5264 13,4483 13,3866 13,1845 14,04458

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 10,9483 10,8797 10,8232 11,2868 11,7196 11,8292 12,0377 12,1463 12,1964 12,2595 12,2170 12,65522

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 12,9101 12,9275 12,9189 13,0312 13,1092 13,0830 13,0045 12,9366 12,8681 12,8142 12,6624 13,68366

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 18,2256 18,2544 18,2422 18,2107 18,1866 18,0592 17,9383 17,8169 17,6885 17,5760 17,4090 18,44348

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 15,0830 15,0903 15,0847 15,2026 15,2609 15,2660 15,2046 15,1514 15,0959 15,0562 14,9275 15,80222

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 18,9626 18,9759 19,0106 19,1354 19,1465 19,2237 19,2645 19,2694 19,2490 19,2444 19,2133 19,88389

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 10,3627 10,3357 10,2855 10,5343 10,7488 10,7699 10,7138 10,6778 10,6461 10,6296 10,4583 11,30275

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 14,9027 14,9318 14,9101 14,9087 14,9228 14,7948 14,6425 14,5112 14,3845 14,2730 14,0726 15,22

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 22,2340 22,2238 22,1891 22,2305 22,2909 22,1819 22,1779 22,1133 22,0098 21,9229 21,8123 22,48703

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 16,5487 16,5539 16,5149 16,5583 16,6244 16,5059 16,4031 16,2975 16,1837 16,0856 15,9042 16,86695

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 18,9188 18,8755 18,8537 19,1130 19,2948 19,3798 19,4935 19,5407 19,5462 19,5680 19,5342 19,91745

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 16,1238 16,1102 16,0717 16,1621 16,2003 16,1793 16,0294 15,9323 15,8559 15,7974 15,6091 16,42731

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 13,9276 13,9271 13,9156 14,0989 14,2430 14,2528 14,2656 14,2487 14,2098 14,1852 14,0817 14,91758

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 19,5353 19,5059 19,4255 19,4843 19,6080 19,4458 19,3651 19,2589 19,1322 19,0225 18,8298 19,58647

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 14,1751 14,1512 14,1323 14,3892 14,5785 14,6483 14,6999 14,7189 14,7143 14,7248 14,6440 15,29399

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 23,9105 23,9263 23,9263 23,8639 23,7581 23,6781 23,5772 23,4720 23,3574 23,2609 23,1409 23,89634

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 21,3044 21,3161 21,2927 21,2467 21,1979 21,0752 20,9466 20,8218 20,6919 20,5795 20,4152 21,28305

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 22,6035 22,6336 22,6403 22,5704 22,4804 22,3733 22,2889 22,1833 22,0596 21,9527 21,8348 22,71008

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 17,0294 17,0289 17,0004 17,0862 17,1680 17,0983 17,0468 16,9767 16,8903 16,8196 16,6770 17,52994

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 20,0090 20,0220 20,0713 20,2090 20,2017 20,3211 20,3903 20,4178 20,4166 20,4314 20,4330 21,01712

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 25,6655 25,6517 25,6593 25,7414 25,7491 25,7673 25,8522 25,8566 25,8115 25,7838 25,7730 26,16659

SAE 100,375712 100,4801 100,7146 99,18598 98,15391 98,18555 98,53438 98,99286 99,58207 99,99429 99,99429 98,1539 94,13984

MAE 9,5706492 9,571086 9,599582 9,513833 9,432 9,501736 9,55322 9,623262 9,709706 9,780449 9,780449 9,4320 9,070056

SSE 567,8995627 568,9871 571,435 555,2778 544,8461 544,551 548,8602 553,4338 558,8779 563,0683 577,5955 544,5510 506,2224



 
 

1
ο
 ςετ δεδομζνων για Upperbound 5 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:   13,82 seconds

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 769,3108 11,3949 -38,7249 0,054 -0,2491 0 0 0 0 0,9628 0 0 0 0 0 0,5043 -1,5565

2 769,3890 11,1730 -39,6308 0,0572 -0,2569 0 0 0 0 0,9664 0 0 0 0 0 0,5044 -1,4964

3 769,5839 10,9511 -40,3557 0,0556 -0,2669 0 0 0 0 0,9769 0 0 0 0 0 0,5088 -1,4703

4 769,8756 10,7291 -40,4968 0,054 -0,2691 0 0 0 0 0,9768 0 0 0 0 0 0,5303 -1,4826

5 770,4518 10,5072 -39,2896 0,0477 -0,2749 0 0 0 0 0,9839 0 0 0 0 0 0,4949 -1,4923

6 771,8180 10,2853 -35,7448 0,0482 -0,2654 0 0 0 0 0,9737 0 0 0 0 0 0,466 -1,6329

7 773,8606 10,0633 -33,3433 0,0449 -0,2519 0 0 0 0 0,9528 0 0 0 0 0 0,443 -1,6762

8 776,4179 9,8414 -32,5835 0,0404 -0,2669 0 0 0 0 0,9818 0 0 0 0 0 0,4544 -1,8132

9 780,3146 9,6195 -32,6739 0,0312 -0,2775 0 0 0 0 0,9994 0 0 0 0 0 0,4685 -1,8591

10 782,1181 9,3976 -40,6621 0 -0,3373 0 0 0 0 1,0166 0 0 0,2621 0 0 0,4144 -1,6152

11 802,7699 9,1756 -50,9690 0 -0,3577 0 0 0 0 0,9616 0 0 0,6844 0 0 0,5232 -1,7222

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 14,2639 14,3486 14,3355 14,3186 14,3410 14,5393 14,5702 14,5249 14,3389 13,9917 13,1557

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 14,8369 14,8212 14,7043 14,6760 14,5721 14,7204 14,8277 14,5759 14,3057 14,5874 15,5440

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 2,4936 2,4675 2,3708 2,3849 2,4546 2,6935 3,0209 2,6922 2,5042 3,4283 4,3055

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 14,5279 14,7860 14,8133 14,7428 14,6598 14,6221 14,4760 14,1894 13,7936 13,6574 13,0218

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 13,1503 13,1303 13,0614 13,0476 13,0447 13,0982 13,2219 12,9655 12,8120 13,5424 14,0593

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 11,7319 11,7873 11,7304 11,6458 11,7966 12,2595 12,4303 12,4352 12,1913 11,7105 10,5699

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 13,4474 13,5189 13,4644 13,4804 13,3375 13,3692 13,3838 13,1280 12,8685 12,7991 13,0827

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 18,3010 18,4316 18,4253 18,4165 18,2581 18,1422 18,0092 17,7675 17,5090 17,8609 18,4085

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 16,2925 16,3527 16,2633 16,2603 16,0430 16,0889 16,0731 15,8031 15,4763 15,4136 16,3578

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 18,9958 18,9658 18,9393 18,9872 18,9400 19,0136 19,0218 19,0368 19,0127 19,6840 20,6755

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 10,2048 10,1483 10,0606 10,0729 10,0927 10,2503 10,4619 10,2401 10,1146 10,7587 11,3537

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 14,4971 14,5899 14,5815 14,5984 14,4956 14,3923 14,3515 14,0820 13,8876 14,7829 15,7985

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 22,3617 22,5033 22,5102 22,4322 22,3746 22,3701 22,2059 22,1027 21,8432 21,7479 21,1908

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 16,3757 16,4744 16,4573 16,4318 16,3561 16,3146 16,2638 16,0285 15,7960 16,4506 17,0825

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 19,5472 19,5352 19,4696 19,4232 19,4313 19,6637 19,7102 19,7084 19,5486 19,7216 19,9933

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 15,8513 15,7505 15,6492 15,6769 15,5839 15,5570 15,6771 15,4080 15,3149 16,4316 18,0397

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 14,5714 14,6523 14,6089 14,5967 14,5218 14,6529 14,6676 14,5144 14,2624 14,1427 14,1825

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 20,0634 20,2233 20,1823 20,0651 19,9519 19,9428 19,8154 19,5266 19,1174 19,0180 18,7985

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 14,6035 14,5943 14,5276 14,5206 14,5172 14,7243 14,8319 14,7431 14,5868 15,2423 16,2663

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 23,5670 23,5811 23,5639 23,5709 23,4424 23,2946 23,1684 23,0428 22,9463 23,3911 23,8076

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 21,0601 21,1216 21,1017 21,0864 20,9561 20,8187 20,7027 20,4928 20,3095 21,0090 21,8367

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 21,9591 22,0308 22,0576 22,0693 21,9865 21,8388 21,6866 21,5971 21,5115 22,0253 22,1853

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 18,0108 18,1474 18,0959 18,0435 17,8686 17,8928 17,7969 17,5416 17,1650 16,9431 17,1853

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 20,6517 20,6200 20,5713 20,6164 20,5061 20,6040 20,5883 20,6102 20,5379 20,2056 20,1861

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 24,4331 24,3780 24,4121 24,4164 24,5450 24,5873 24,5454 24,7333 24,8735 26,7334 28,1610

SAE 100,5609 100,6187 101,0476 101,0816 101,2898 100,6382 100,2032 101,3417 102,4551 96,59156 96,59156 96,5916

MAE 8,5891938 8,452564 8,504094 8,556474 8,731368 8,707187 8,803134 9,058424 9,434985 9,656871 9,656871 8,4526

SSE 560,2066393 561,7362 567,2493 566,3421 570,1443 563,5774 557,2161 573,9323 589,9202 530,5819 474,9033 474,9033



 
 

 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:   14,08 seconds

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 765,2965 15,4207 -29,3940 0,0504 -0,2238 0 0,294 0 0 0,8811 0 0 0 0 0 0,2216 -1,7145

2 765,3931 14,7819 -30,3782 0,0513 -0,2296 0 0,2701 0 0 0,8885 0 0 0 0 0 0,2682 -1,7153

3 765,5431 14,1432 -32,3167 0,053 -0,2422 0 0,262 0 0 0,8967 0 0 0 0 0 0,3143 -1,6614

4 765,7965 13,5044 -32,1198 0,0519 -0,2428 0 0,2455 0 0 0,8975 0 0 0 0 0 0,3657 -1,7312

5 766,0647 12,8656 -42,9308 0,0637 -0,297 0 0 0 0 0,9409 0 0,2465 0 0 0 0,4391 -1,7085

6 766,1152 12,2269 -44,0166 0,0621 -0,3018 0 0 0 0 0,9433 0 0,2315 0 0 0 0,4979 -1,682

7 766,1889 11,5881 -44,8561 0,06 -0,3033 0 0 0 0 0,9425 0 0,2149 0 0 0 0,5594 -1,6668

8 766,3579 10,9493 -45,4395 0,0574 -0,3064 0 0 0 0 0,9358 0 0,2051 0 0 0 0,5585 -1,5524

9 767,1128 10,3106 -45,8846 0,0597 -0,3338 0 0 0 0 0,9487 0 0,2403 0 0 0 0,5525 -1,5802

10 774,6921 9,6718 -41,1629 0,0412 -0,3173 0 0 0 0 0,9646 0 0,1667 0 0 0 0,5231 -1,6874

11 824,2479 9,0330 -49,2602 0 -0,3469 0 0 0 0 0,9741 0 -0,175 0,9402 0 0 0,6389 -2,085

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 14,4712 14,4721 14,4462 14,4238 13,6606 13,6280 13,5599 13,5281 13,6603 13,5659 13,4323

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 15,0399 14,9966 14,8682 14,8398 14,7598 14,6616 14,5605 14,4493 14,3241 14,0153 16,1211

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 3,0641 2,9993 2,8592 2,8571 2,6331 2,5642 2,5025 2,5973 2,5824 2,4724 4,4038

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 14,3337 14,3562 14,4653 14,2970 13,9895 13,9572 13,8507 13,9435 14,1452 13,5175 12,9174

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 13,4101 13,3439 13,2236 13,1568 12,9253 12,8585 12,7856 12,7851 12,6401 12,5246 14,1356

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 13,0931 12,9385 12,7149 12,5774 12,2822 11,9707 11,6169 11,4784 11,8119 11,6276 10,2410

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 14,0042 13,9979 14,0220 14,0094 14,1639 14,1656 14,1425 14,0986 14,2342 13,4805 12,6050

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 18,2108 18,2424 18,3315 18,2660 18,1314 18,1789 18,1837 18,1781 18,2200 17,5999 18,5998

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 16,1356 16,1800 16,1973 16,2188 16,3125 16,3239 16,3187 16,2203 16,1938 15,5556 16,8808

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 19,0018 19,0386 19,0235 19,1088 19,6111 19,6226 19,6188 19,4677 19,5785 19,2257 20,9858

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 10,3058 10,2736 10,1423 10,1604 10,3403 10,2747 10,2142 10,1956 10,1173 10,0043 11,3723

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 14,4512 14,4782 14,5497 14,5138 13,9065 14,0072 14,0806 14,1558 14,1034 13,7518 16,3947

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 22,9442 22,8661 22,8389 22,6420 21,9071 21,7992 21,6307 21,5448 21,6247 21,2447 21,2959

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 16,0701 16,0863 16,1067 16,0319 16,2535 16,2268 16,1621 16,1645 16,1935 15,7375 17,2900

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 20,0303 19,9559 19,7924 19,7335 20,3389 20,1200 19,8731 19,6440 19,7923 19,4332 20,0130

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 15,9683 15,9282 15,8112 15,8233 16,6549 16,6066 16,5701 16,4722 16,3016 15,8827 17,8728

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 14,3604 14,4006 14,4037 14,4095 14,8835 14,8297 14,7431 14,6709 14,8356 14,3083 14,1497

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 21,0401 20,8974 20,8202 20,5370 19,6051 19,4339 19,2058 19,1449 19,1320 18,6003 18,8914

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 14,6465 14,6380 14,5378 14,5556 15,8643 15,7057 15,5260 15,3727 15,5849 15,0492 16,1903

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 23,7362 23,7174 23,7163 23,6614 23,9107 23,9126 23,8873 23,7630 23,7190 23,2100 23,5104

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 20,8173 20,8246 20,8436 20,7698 20,6647 20,6829 20,6707 20,6247 20,5132 20,1234 22,2558

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 21,9160 21,9340 21,9962 21,9458 22,3912 22,4118 22,3884 22,3204 22,4282 21,8687 21,7416

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 18,6278 18,5828 18,5858 18,4597 17,7698 17,7187 17,6252 17,5527 17,5947 16,9627 17,5329

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 20,8239 20,8589 20,8417 20,9390 21,3488 21,3570 21,3520 21,1381 21,2463 20,7829 19,9730

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 24,5229 24,4800 24,3719 24,3382 25,3455 25,2096 25,0377 24,8432 25,0177 24,9022 28,5413

SAE 98,5635 98,67709 99,0525472 99,10393 94,56818 95,46331 96,49553 97,37719 96,94688 99,9514 92,28965 92,2897

MAE 8,153476 8,16205 8,2621847 8,244378 8,830196 8,881282 8,974799 9,047335 9,005338 9,637251 9,067104 8,1535

SSE 546,8742 547,8614 553,5111528 553,0095 507,2079 512,4504 519,6624 526,4332 523,0723 565,9448 488,5274 488,5274

1
ο
  ςετ δεδομζνων για Upperbound 6 



 
 

 

1
ο
 ςετ δεδομζνων για Upperbound 7 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:   12,71 seconds

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 761,3323 11,457 -28,8978 0,054 -0,1867 0 0 0 0 0,9585 -0,3338 0,4018 0 0 0 0,3859 -1,6382

2 761,4037 11,205 -29,1575 0,0538 -0,1911 0 0 0 0 0,9601 -0,3317 0,3974 0 0 0 0,396 -1,6246

3 761,5233 10,953 -29,3571 0,0532 -0,1935 0 0 0 0 0,9615 -0,3298 0,389 0 0 0 0,411 -1,6164

4 761,6868 10,701 -30,1839 0,054 -0,2001 0 0 0 0 0,9619 -0,3244 0,389 0 0 0 0,4339 -1,6116

5 761,8547 10,449 -30,5916 0,0518 -0,2058 0 0 0 0 0,9665 -0,324 0,3829 0 0 0 0,4394 -1,5732

6 762,3116 10,197 -27,9807 0,0505 -0,1904 0 0 0 0 0,9624 -0,3179 0,3429 0 0 0 0,4609 -1,7016

7 763,955 9,945 -33,0144 0,052 -0,2395 0 0 0 0 0,9459 -0,2165 0,347 0 0 0 0,4926 -1,7487

8 770,7417 9,693 -41,3032 0,0397 -0,3047 0 0 -0,1469 0 0,9685 0 0,1666 0 0 0 0,5831 -1,5300

9 778,1275 9,441 -41,0603 0 -0,3453 0 0,1599 -0,2031 0 0,9918 0 0 0,2631 0 0 0,4812 -1,3336

10 785,2491 9,189 -38,5172 0 -0,3258 0 0 -0,2859 0 1,0391 0 0 0,5257 -0,3359 0 0,4576 -1,4841

11 826,6066 8,937 -35,9504 0 -0,3316 -0,1764 0 -0,3477 0 0,9007 0 0 1,0595 0 0 0,6335 -0,8805

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 13,23462 13,28438 13,30318 13,29639 13,32538 13,45393 13,34932 13,30732 13,55171 13,2967 11,49336

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 13,96029 13,94946 13,92018 13,88633 13,83429 13,94509 13,97284 14,19546 14,39956 14,74244 13,90215

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 2,735567 2,753038 2,740106 2,704282 2,716533 2,757626 2,780152 2,712765 3,612195 3,347643 3,74212

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 13,5323 13,60359 13,62203 13,63926 13,69941 13,55001 13,4003 13,68831 13,94514 13,89328 13,84508

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 12,75931 12,75816 12,73823 12,68874 12,69576 12,71563 12,57626 12,59074 13,26755 9,992098 12,39153

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 12,11471 12,11375 12,05188 11,97346 11,92996 11,97921 11,95185 11,32879 11,27982 11,82963 8,907902

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 14,67418 14,69715 14,68266 14,70976 14,69483 14,57157 14,4856 13,5554 13,22299 12,27374 14,08339

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 17,86303 17,90598 17,91894 17,95024 17,97862 17,87393 17,76252 17,94878 18,41576 18,59275 19,87039

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 16,03453 16,05152 16,04701 16,06834 16,02895 16,06805 15,99711 15,69709 15,4299 15,55819 15,84892

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 19,77894 19,79162 19,78115 19,79672 19,78734 19,78921 19,77784 19,37254 19,72903 20,03918 20,59691

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 10,01619 10,0167 9,996427 9,961654 9,954466 10,01618 10,07072 10,34131 10,76278 11,69188 9,357208

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 13,35385 13,40943 13,44514 13,4769 13,53649 13,51011 13,47724 14,98328 16,56464 16,54945 19,65197

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 22,53022 22,5459 22,5247 22,47619 22,48817 22,41764 21,83387 21,17627 21,70783 21,66483 21,04648

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 15,30233 15,33539 15,33504 15,3425 15,36812 15,28801 15,38517 15,80569 16,25602 16,68794 16,45398

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 20,42422 20,39636 20,3285 20,26867 20,20343 20,19765 20,08541 19,3802 19,24539 20,22392 17,94563

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 16,60497 16,57224 16,52489 16,49815 16,45855 16,38275 16,42675 16,33668 16,62522 16,90683 17,70151

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 14,4191 14,44877 14,43925 14,45329 14,4416 14,42527 14,50707 14,42848 14,0553 14,48004 13,01762

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 19,22522 19,22833 19,19108 19,13446 19,11907 19,03179 18,69412 18,55441 19,07676 19,51233 19,01505

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 16,04415 16,03194 15,97404 15,95118 15,90075 15,81163 15,88618 15,22204 15,05873 16,18445 15,06929

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 23,57926 23,58006 23,56053 23,56549 23,56358 23,44896 23,40612 23,72475 24,02411 24,59415 24,6615

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 20,94206 20,95545 20,952 20,93695 20,95559 20,89444 20,51094 20,58979 21,37759 21,71751 22,37085

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 22,37554 22,40151 22,39488 22,41687 22,44867 22,26384 22,19732 22,15721 22,43071 22,05542 23,0023

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 17,28352 17,30897 17,30083 17,30428 17,28568 17,26679 17,1307 17,18645 17,47135 13,76975 18,33826

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 21,62852 21,63293 21,61647 21,63658 21,59707 21,63259 21,57267 20,75894 20,10377 20,03535 18,99275

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 25,70367 25,68751 25,63612 25,58599 25,59595 25,47032 25,35162 25,55823 27,16967 28,83472 29,17056

SAE 95,9630 96,0154 96,3509 96,6013 96,7573 97,3079 97,0216 96,2521 93,0094 92,8583 92,8583 92,8583

MAE 9,3165 9,2910 9,2992 9,2957 9,3143 9,3332 9,4693 9,4136 9,1286 12,8303 12,8303 9,1286

SSE 518,255 517,8312 520,1326 521,2024 522,4039 527,3769 526,3487 527,468 505,5147 553,5668 528,55 505,5147



 
 

1
ο
  ςετ δεδομζνων για Upperbound 8 

 

 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:   15,15 seconds

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 758,5071 12,6425 7,6911 0,0748 0 -0,0806 0 0 0 0,866 -0,3684 0,3263 0 -0,475 0 0,3556 -2,2002

2 758,6135 12,2615 4,9745 0,0759 0 -0,0604 0 0 0 0,8613 -0,3911 0,3692 0 -0,4956 0 0,3763 -2,2521

3 759,0064 11,8805 5,4436 0,0758 0 -0,0609 0 0 0 0,8608 -0,3935 0,3648 0 -0,5171 0 0,3913 -2,2393

4 759,1454 11,0533 -1,8381 0,0923 0 0 0 -0,3025 0 0,8843 -0,3767 0,3899 -0,3761 0 0 0,5976 -2,3037

5 759,1454 11,0533 -1,8381 0,0923 0 0 0 -0,3025 0 0,8843 -0,3767 0,3899 -0,3761 0 0 0,5976 -2,3037

6 759,5923 10,6891 -17,0202 0,0755 -0,1372 0 0 0 0 0,9368 -0,3578 0,4561 0 -0,4105 0 0,4609 -2,102

7 760,2177 10,3567 -23,1408 0,0674 -0,1688 0 0 0 0 0,9388 -0,32 0,4187 0 -0,2858 0 0,4659 -1,8685

8 762,3762 9,9758 -30,6166 0,0515 -0,2156 0 0 -0,1252 0 0,9676 -0,2824 0,3913 0 0 0 0,5369 -1,6792

9 770,9939 9,5948 -32,6956 0,029 -0,2981 0 0 -0,2226 0 1,0057 0 0,1599 0 -0,3195 0 0,3999 -1,3246

10 778,7507 9,2139 -32,9836 0 -0,3412 0 0,2728 -0,3981 0 0,9892 0 0 0,4392 -0,4693 0 0,3422 -1,0928

11 856,6021 8,8329 -39,1646 0 -0,3065 -0,1048 0 -0,208 0 0,9697 0 -0,3551 1,4417 0 0 0,587 -1,7196

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 13,807219 13,550086 13,602504 13,92915 13,92915 13,379412 13,309559 13,05911 13,608272 13,28245 12,90544

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 13,302102 13,349918 13,296823 14,69909 14,69909 13,483859 13,566414 13,937 13,632554 13,79362 16,19348

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 1,656431 1,716914 1,7061965 3,08908 3,08908 1,7515252 2,0644508 2,80446 2,3883096 3,191369 4,326602

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 13,301472 12,947608 13,011508 13,5328 13,5328 13,201309 13,385804 13,43406 14,307254 14,55189 13,95873

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 7,060375 6,86743 6,6249675 12,28112 12,28112 7,8448884 9,3156136 12,48876 9,2597532 8,056566 13,83585

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 13,904553 13,728352 13,74325 13,47027 13,47027 13,214257 12,653207 11,7669 12,688009 12,44639 9,629162

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 14,723924 14,641026 14,658771 15,35969 15,35969 14,535363 14,512943 14,65178 12,832609 12,61177 12,62096

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 17,742547 17,549248 17,592781 17,75617 17,75617 17,699178 17,791624 18,0045 17,942491 18,83536 19,96118

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 16,000704 16,024246 16,033731 16,94123 16,94123 16,128506 16,051732 16,07115 14,962386 14,92121 17,13656

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 19,382572 19,426798 19,425473 19,81015 19,81015 19,7891 19,678579 20,02251 18,890334 19,3559 21,1252

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 9,773369 9,990546 10,006999 10,68946 10,68946 10,250541 10,159893 10,18791 10,818356 11,32288 10,47722

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 12,057756 11,768534 11,778609 14,45273 14,45273 11,937794 12,504224 14,31629 14,70532 17,12755 19,48942

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 22,83719 22,53655 22,542375 22,35746 22,35746 22,330345 22,22033 21,9831 21,606654 21,95942 22,26168

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 14,282323 14,183472 14,18822 14,2725 14,2725 14,771029 15,010208 15,22749 15,814112 16,18044 17,67823

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 20,622562 20,731698 20,690718 20,89884 20,89884 20,988091 20,561704 20,19968 19,754177 19,55747 19,45854

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 15,113461 15,329534 15,254222 16,36346 16,36346 15,7384 15,937429 16,74153 15,511052 15,89045 17,85725

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 14,409677 14,433258 14,464966 15,35489 15,35489 14,851657 14,686287 14,55686 14,591024 14,21335 13,5516

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 20,251646 19,914324 19,921549 18,89137 18,89137 19,405856 19,261783 18,60601 19,380407 20,17388 20,38309

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 15,534629 15,798636 15,775644 16,31791 16,31791 16,483888 16,177261 16,15085 15,359928 15,4402 15,67388

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 23,67035 23,61025 23,61802 23,6965 23,6965 23,77724 23,680061 23,83833 23,999931 24,73483 24,15818

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 19,900423 19,817442 19,8032 20,65728 20,65728 20,107006 20,309944 20,95109 20,310441 21,23746 23,59561

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 21,177397 21,036998 21,026131 21,79918 21,79918 21,630896 21,842554 22,50718 21,826668 21,99164 22,11443

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 12,77154 12,26782 12,051995 18,12505 18,12505 12,87202 14,173442 17,25938 13,681334 12,81702 19,05478

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 22,421775 22,49122 22,516638 22,92042 22,92042 22,513558 22,079632 21,73929 20,412722 19,65855 18,76254

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 24,088495 24,1425 24,072133 24,56366 24,56366 25,070319 25,064384 26,14158 26,046534 28,09165 30,26585

SAE 112,7552 112,4167 113,0884 97,3425 97,3425 107,0428 102,7647 93,9571 101,5205 98,6836 98,6836 93,9571

MAE 13,8285 14,3322 14,5480 8,4750 8,4750 13,7280 12,4266 9,3406 12,9187 13,7830 13,7830 8,4750

SSE 729,210761 733,6486163 744,18354 497,276 497,276 664,16388 612,58893 498,6682 617,63026 621,2723 518,9593 497,2760



 
 

1ο    ςετ δεδομζνων για Upperbound 9 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:    9,70 seconds

#  SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 756,4067 11,4202 9,9387 0,0654 0 -0,1004 0 -0,2758 0 0,87 -0,4143 0,3968 0 -0,4296 0 0,3626 -1,5831

2 756,455 11,1545 9,1187 0,0671 0 -0,0892 0 -0,2262 0 0,8753 -0,4313 0,3978 0 -0,4408 0 0,372 -1,6965

3 756,5439 10,8888 8,5384 0,0683 0 -0,0789 0 -0,1971 0 0,8817 -0,4445 0,3989 0 -0,4562 0 0,3845 -1,7954

4 756,7124 10,6231 9,1593 0,0646 0 -0,0794 0 -0,2532 0 0,8964 -0,4515 0,3858 0 -0,4526 0 0,3708 -1,6765

5 757,0053 10,3574 12,1382 0,0641 0 -0,0962 0 -0,3556 0 0,8935 -0,4578 0,4194 0 -0,4838 0 0,3515 -1,4419

6 758,5022 10,0917 15,8534 0,0619 0 -0,0995 0 -0,4271 0 0,9359 -0,3985 0,2829 0 -0,5366 0 0,3262 -1,4619

7 762,135 9,826 -24,0342 0,0471 -0,223 0 0 -0,3168 0 1,0003 -0,1762 0,3173 0 -0,4194 0 0,3958 -1,3554

8 768,618 9,5604 -34,1814 0,0371 -0,2885 0 0 -0,2231 0 0,9839 0 0,1268 0,1573 -0,3438 0 0,4269 -1,4244

9 774,5428 9,2947 -31,2906 0,0202 -0,3126 0 0,2722 -0,3819 0 0,9567 0 0 0,4346 -0,4992 0 0,368 -1,2279

10 785,6728 9,029 -33,9696 0 -0,3451 0 0,3559 -0,4774 -0,0965 1,0142 0 0 0,5481 -0,5301 0 0,4985 -0,9626

11 833,5847 8,7633 -41,4178 0 -0,3717 -0,109 0 -0,215 0 0,9938 0 -0,2964 1,3252 0 0,2873 0,3966 -1,5475

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 13,39795 13,45986 13,50232 13,46695 13,44433 13,77496 13,28669 13,49245 13,29413 12,93933 13,0175

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 13,11797 13,11978 13,13285 13,05908 12,91808 12,82077 13,48146 14,08422 13,92996 13,57173 14,78294

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 2,502524 2,373392 2,271737 2,312499 2,550807 2,065377 2,274448 2,563166 2,946992 3,096202 3,329782

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 14,22372 14,04573 13,89582 14,09726 14,64634 15,03527 14,4114 14,29107 14,59855 14,70436 13,2901

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 7,54001 7,41712 7,248838 7,268955 6,892295 6,123413 7,980036 9,145442 7,526347 7,038317 13,37182

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 13,74295 13,7442 13,75851 13,7371 14,01627 14,32034 13,12297 12,52546 12,57269 11,52729 9,506722

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 15,2846 15,18762 15,08885 14,96201 15,27329 14,44077 13,50622 12,84306 12,71794 12,5016 13,24681

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 18,51139 18,35069 18,22694 18,30402 18,69949 18,64602 18,22529 18,18463 18,82996 19,03601 19,98741

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 15,9022 15,93378 15,96151 15,82731 15,79709 15,45425 15,32377 15,42999 15,2497 14,9267 15,94232

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 19,54176 19,54187 19,55958 19,45895 19,51923 19,01263 19,22173 19,10329 19,18053 19,6418 20,57271

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 10,11825 10,09123 10,11059 10,12704 10,24004 10,06507 10,9015 10,97216 11,15899 11,63606 10,09082

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 14,58358 14,0698 13,70824 14,15069 15,04589 15,40277 14,79853 15,0095 16,78747 18,42375 18,70417

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 22,96852 22,95978 22,93849 23,02969 23,21295 23,44182 22,13317 21,62264 21,95055 21,24618 22,04734

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 14,39455 14,34111 14,29416 14,29348 14,37895 14,34918 15,42195 16,06173 16,08005 16,1366 16,72179

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 20,32108 20,40953 20,50491 20,41154 20,3953 20,20586 20,37083 19,93432 19,60421 19,15604 18,2125

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 15,68043 15,56484 15,48659 15,4126 15,48205 14,61363 15,72395 15,80847 15,63708 16,16524 17,23214

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 14,59065 14,58563 14,6025 14,56371 14,74043 14,62955 14,88443 14,6901 14,34277 14,47859 13,13642

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 20,24881 20,16722 20,08514 20,14228 20,38829 20,78292 19,66693 19,62987 20,38726 19,86512 20,11378

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 15,88159 15,89652 15,9429 15,86683 16,05166 15,45781 16,13026 15,64703 15,4136 15,73292 15,53458

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 24,37412 24,19587 24,08439 24,13776 24,50085 24,34917 24,42363 24,05599 24,55222 25,22875 23,94064

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 20,65779 20,54529 20,46769 20,6066 20,81727 20,74811 20,64966 20,61046 21,05464 21,2675 22,92011

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 21,9601 21,80383 21,67941 21,72761 22,05321 21,67004 22,01971 21,70109 21,66984 22,32678 21,99025

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 13,6826 13,42091 13,1408 13,21485 13,19769 12,78718 12,94527 13,74038 12,76659 12,26674 19,01828

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 22,04908 22,14575 22,23828 22,01327 21,96368 21,40665 21,05125 20,35506 19,75073 19,87838 18,64671

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 25,42423 25,22349 25,12763 25,37963 25,84415 25,78359 26,5805 26,30535 27,36542 29,05984 29,7845

SAE 105,1299 106,2108 107,3809 106,4361 105,6862 108,9048 100,1771 99,3606 100,5490 99,5517 99,5517 99,3606

MAE 12,9174 13,1791 13,4592 13,3852 13,4023 13,8128 13,6547 12,8596 13,8334 14,3333 14,3333 12,8596

SSE 629,9861 646,5173 660,5225 655,428 643,0836 703,5187 616,6393 601,4277 637,9245 625,1161 530,4406 530,4406



 
 

 

1
ο
   ςετ δεδομζνων για Upperbound 10 

 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:    8,54 seconds

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 755,1783 11,2363 15,3268 0,079 0 -0,1262 0 -0,2851 0 0,8753 -0,359 0,3878 0 -0,5503 -0,1531 0,3776 -1,5419

2 755,1892 10,9835 14,5767 0,0794 0 -0,1183 0 -0,2745 0 0,8783 -0,3744 0,3986 0 -0,5487 -0,1513 0,3932 -1,5986

3 755,2001 10,7306 13,8266 0,0798 0 -0,1105 0 -0,2638 0 0,8813 -0,3898 0,4094 0 -0,5471 -0,1495 0,4089 -1,6552

4 755,2128 10,4778 13,4226 0,0812 0 -0,1039 0 -0,2585 0 0,8833 -0,3997 0,4187 0 -0,5574 -0,1475 0,4279 -1,7186

5 755,7422 10,2249 14,6039 0,0623 0 -0,1179 0 -0,3481 0 0,8883 -0,3902 0,4033 0 -0,5469 -0,1621 0,4548 -1,468

6 757,3009 9,9721 -12,781 0,0462 -0,1732 0 0,2419 -0,4653 0 0,9724 -0,3463 0,3776 0 -0,4655 0 0,3459 -1,2017

7 763,6767 9,7192 -22,811 0,0327 -0,2507 0 0,1505 -0,3541 0 1,0035 -0,1581 0,2391 0 -0,3935 0 0,3633 -1,2465

8 768,8412 9,4664 -32,574 0,0343 -0,3025 0 0,1596 -0,3331 0 0,9521 0 0,1148 0,2656 -0,4919 0 0,3731 -1,1932

9 776,5104 9,2135 -24,267 0 -0,2959 0 0,4078 -0,4532 -0,0609 1,0012 -0,0953 0 0,4418 -0,5029 0 0,3928 -1,0918

10 788,682 8,9607 -38,6932 0 -0,3794 0 0,341 -0,49 -0,0898 1,0264 0 0 0,647 -0,5067 0,0887 0,4598 -0,9365

11 832,6441 8,7078 -33,8769 0 -0,3468 -0,1178 0 -0,2626 -0,1583 1,09 0 -0,3066 1,0962 0 0,3799 0,5347 -1,3784

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 13,59007 13,54793 13,49653 13,49486 13,25698 13,12361 13,43308 13,2269 13,39023 12,79965 13,51629

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 13,02141 13,02505 13,01807 13,04283 12,89498 12,92467 13,14081 13,76769 13,44579 13,47553 13,75676

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 2,129817 2,107906 2,075422 2,050342 2,412712 2,475551 2,312581 2,67047 3,137524 2,95561 2,451602

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 15,38921 15,23289 15,06745 14,96412 14,99004 14,68176 14,54441 14,60329 14,75029 14,45742 13,68474

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 5,748065 5,752613 5,746908 5,628863 5,859013 7,1808 8,13717 7,43979 7,384455 7,308497 12,60087

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 14,71992 14,64541 14,56106 14,55663 14,16084 13,48503 13,10479 12,72215 12,36889 11,19374 8,839218

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 14,83815 14,813 14,77945 14,78206 14,72909 14,36662 13,44697 12,9236 12,84733 12,66375 13,04503

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 18,54473 18,45709 18,36065 18,32105 18,45818 18,6699 18,29345 18,57098 18,93237 19,27141 19,73734

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 16,00782 16,02784 16,03826 16,09441 15,82613 15,25462 14,92574 15,24188 14,879 14,84152 15,17615

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 19,23072 19,27275 19,30561 19,37134 19,44443 19,37397 19,05736 18,9806 19,50173 19,74878 20,27098

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 9,583353 9,608509 9,622653 9,679754 9,873614 10,68801 10,64255 11,08152 11,33462 11,59952 10,20668

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 14,56678 14,39124 14,20624 14,07581 15,04375 15,84592 15,37802 15,86478 17,82863 18,59042 19,38592

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 23,38855 23,31856 23,23971 23,19283 22,99016 22,9005 22,31473 21,71563 22,08391 21,23891 21,26833

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 14,73215 14,66889 14,59588 14,56114 14,57863 14,75286 15,24917 15,98732 15,75609 16,11855 16,0766

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 20,80769 20,84725 20,87653 20,95024 20,62229 20,28456 19,90582 19,72444 19,38549 18,92171 17,18791

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 14,67935 14,70468 14,71987 14,74186 15,07875 15,5197 15,29896 15,61532 15,6713 16,35905 16,58111

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 14,86495 14,86198 14,84908 14,89823 14,71104 14,69024 14,53602 14,58345 14,30538 14,3538 13,57752

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 20,98427 20,83697 20,6806 20,58841 20,30591 20,13592 19,79495 20,12082 20,26478 19,85655 19,53187

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 15,54661 15,6153 15,67348 15,77463 15,6076 16,06396 15,50686 15,60224 15,42204 15,94982 15,29102

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 24,33723 24,26827 24,19034 24,17506 24,50644 24,8364 24,41021 24,42526 24,93393 25,28151 24,1225

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 20,34154 20,30969 20,26828 20,24543 20,49101 20,98124 20,60978 20,65685 21,25959 21,46475 22,25518

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 21,88975 21,83119 21,76401 21,72435 22,01865 22,33586 22,08699 21,68068 22,16214 22,38639 22,34168

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 12,65932 12,56818 12,46813 12,30879 12,25997 13,07675 13,36034 12,54482 12,73833 12,65616 18,86325

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 21,83899 21,90632 21,96484 22,07605 21,85984 21,33331 20,75381 20,03805 20,05372 19,72549 19,21814

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 25,06405 25,05608 25,03799 25,04462 25,61383 26,98172 26,58172 26,65566 28,44413 29,50539 29,88738

SAE 112,1465 112,1365 112,1796 112,4970 109,0652 101,2614 101,8714 101,6808 98,8948 99,7141 99,7141 98,8948

MAE 13,9407 14,0318 14,1319 14,2912 14,3400 13,5232 13,2397 14,0552 13,8617 13,9438 13,9438 13,2397

SSE 720,0191 720,2862 721,9206 725,1875 698,23 620,5398 627,07 642,6343 627,3267 612,1476 540,1411 540,1411



 
 

 

 1
ο
   ςετ δεδομζνων για Upperbound 11 

 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:    8,20 seconds

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 754,6832 11,2462 13,571 0,0813 0 -0,1131 0 -0,3044 0 0,8857 -0,3599 0,4143 -0,1492 -0,5031 -0,1461 0,447 -1,5365

2 754,6863 10,9777 -50,8475 0,073 -0,3639 0,2194 1,0304 -0,2907 0 0,8777 -0,3525 0,4632 0 -0,5912 0 0,3247 -1,5129

3 754,7151 10,7349 -11,0061 0,071 -0,141 0 0,3773 -0,2837 0 0,8847 -0,3719 0,4463 0 -0,5324 -0,1878 0,387 -1,3577

4 754,732 10,4793 -8,3645 0,0822 -0,131 0 0,3887 -0,3205 0 0,8743 -0,3685 0,454 0 -0,581 -0,1842 0,4139 -1,4921

5 755,0598 10,2237 -7,2782 0,0716 -0,1213 0 0,3929 -0,347 0 0,867 -0,3925 0,4366 0 -0,5279 -0,1275 0,4041 -1,4462

6 756,3984 9,968 -46,1687 0,0649 -0,3623 0,1909 0,9304 -0,5012 0 0,9262 -0,3088 0,3868 0 -0,5083 0 0,3155 -1,2252

7 760,7164 9,7124 -19,6322 0,0397 -0,2276 0 0,3069 -0,4295 0 0,9376 -0,2223 0,2469 0,2173 -0,5322 0 0,3149 -1,1402

8 766,2266 9,4568 -24,5558 0,0283 -0,2708 0 0,2769 -0,4705 0 0,9726 -0,1013 0,1036 0,3373 -0,5634 0 0,3575 -1,181

9 775,7654 9,2012 -48,291 0 -0,4311 0,1248 0,7941 -0,3756 -0,0577 0,9909 -0,0738 0 0,4093 -0,4032 0 0,3671 -1,1916

10 788,0538 8,9455 -44,2635 0 -0,4158 0,0844 0,7655 -0,4754 -0,1183 0,9937 0 -0,0887 0,598 -0,5293 0 0,4812 -1,0547

11 832,9969 8,6899 -30,0973 0 -0,3369 -0,1397 0 -0,2519 -0,1789 1,0872 -0,0944 -0,2011 1,1317 0 0,4555 0,4949 -1,2838

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 13,6654 12,7086 13,01129 13,06885 13,0811 12,87747 13,10963 13,16409 13,44285 13,16263 13,2454

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 12,98338 13,29869 13,09431 13,12786 13,12446 13,40226 13,24901 13,54342 13,91851 13,78467 13,07254

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 2,024144 2,407873 2,433406 2,287596 2,640221 2,74967 2,765702 2,655853 3,56731 3,363819 2,268705

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 15,33944 13,71026 15,07677 15,13468 14,8199 14,62708 14,76906 14,75889 14,42287 14,72426 13,39071

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 6,204603 6,008266 6,146322 5,418702 6,213594 6,834318 6,740567 6,544108 8,814669 7,131708 12,30566

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 14,54323 13,28104 14,0086 14,31671 14,01141 13,45522 13,28349 12,96526 12,16657 11,5232 8,58615

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 15,03571 14,81391 14,64434 14,72479 14,94911 14,47023 13,89867 13,03647 12,91364 12,47028 13,71843

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 18,51963 18,4205 18,40861 18,46047 18,52128 18,79583 18,84975 18,90442 18,76251 19,08868 19,83943

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 16,05026 15,85254 15,93042 16,09314 15,98959 15,64113 15,29199 15,17426 15,09231 15,05077 14,89653

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 19,25131 19,40456 19,27828 19,29458 19,409 19,23025 19,24428 19,19322 19,60854 19,59834 20,4526

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 9,634962 11,271 10,0295 10,03405 10,27933 11,35055 10,88835 11,09688 11,74886 11,8799 9,93492

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 14,57009 13,98635 14,53565 14,56063 14,94188 15,9224 16,20956 16,82797 17,40253 18,77742 19,25773

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 23,30593 22,68522 23,14074 23,12799 23,00727 22,90584 22,58595 22,29827 22,07347 21,4348 21,22303

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 14,61275 14,67945 14,9025 14,78616 14,63709 14,90847 15,2785 15,66702 15,98602 16,10432 15,59627

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 20,71708 20,74694 20,88019 21,02146 20,71503 20,53658 20,00938 19,85411 19,60619 19,06961 16,85472

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 14,764 15,57881 15,03731 14,84288 15,20035 15,44163 15,52109 15,4741 15,90493 15,8677 16,68514

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 14,98679 14,84953 14,78583 14,97342 14,83821 14,979 14,55855 14,4786 14,39234 14,46639 13,40768

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 20,69186 20,47917 20,67494 20,76228 20,49184 20,63387 20,48991 20,48726 20,21496 20,26723 19,31362

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 15,47195 16,52357 15,76556 15,9176 15,94581 16,399 15,88097 15,65892 15,6147 15,53991 15,55315

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 24,48167 24,8279 24,47643 24,49739 24,52451 24,98957 24,74069 24,83629 24,77271 25,15296 24,17635

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 20,33414 20,37199 20,43737 20,30949 20,48404 20,87385 20,95337 21,10491 21,23172 21,24703 22,14779

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 22,09988 21,96107 22,10968 21,96211 22,02318 22,21132 22,00859 21,83787 22,22497 22,17823 22,57463

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 13,09336 11,94151 12,49189 12,18853 12,7171 13,17968 12,54695 12,17093 13,80091 12,71648 18,84091

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 22,18392 22,02372 21,68408 21,86197 21,86008 21,32988 20,64373 20,12923 20,15182 19,83868 19,48468

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 24,77331 25,70007 25,44632 25,32801 25,53306 26,66092 27,01397 27,57112 28,27028 28,91939 30,16808

SAE 111,3473 104,8678 108,3696 110,5345 107,2469 100,3569 101,4293 101,9942 94,9967 99,6279 99,6279 94,9967

MAE 13,5066 14,6585 14,1081 14,4115 13,8829 13,4203 14,0530 14,4291 12,7991 13,8835 13,8835 12,7991

SSE 700,1741 656,7536 684,0334 706,399 663,2162 602,3205 640,8105 659,3659 569,5259 617,2003 540,5376 540,5376



 
 

 

 1
ο
   ςετ δεδομζνων για Upperbound 12 

 

 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:    7,49 seconds

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 754,0942 10,9204 -5,1135 0,0733 -0,0953 0 0,3392 -0,3013 0 0,8912 -0,3701 0,4064 -0,1843 -0,4674 -0,1622 0,4472 -1,5507

2 754,1288 10,697 -3,4314 0,0849 -0,0902 0 0,3534 -0,3258 0 0,8773 -0,3577 0,4118 -0,186 -0,5126 -0,1642 0,4787 -1,6604

3 754,1747 10,4735 -3,161 0,0846 -0,0859 0 0,3493 -0,3248 0 0,8732 -0,3704 0,4221 -0,1753 -0,5079 -0,1657 0,4936 -1,6829

4 754,6106 10,2501 -6,1408 0,0724 -0,0942 0 0,3149 -0,313 0 0,8851 -0,3892 0,4243 -0,1301 -0,4118 -0,1782 0,4764 -1,5623

5 755,5213 10,0266 -39,3896 0,0719 -0,3157 0,1721 0,8994 -0,4712 0 0,9044 -0,3454 0,4073 0 -0,5481 -0,0434 0,3147 -1,2855

6 757,9945 9,8031 -55,9309 0,0498 -0,4414 0,2129 1,0516 -0,4907 0 0,9301 -0,2739 0,3822 0,0953 -0,5003 0 0,2737 -1,0463

7 761,8514 9,5797 -45,8782 0,0344 -0,4015 0,1412 0,825 -0,4835 0 0,9526 -0,1689 0,2039 0,2069 -0,5139 0 0,2969 -1,1086

8 768,6854 9,3562 -45,6544 0,0226 -0,4053 0,1006 0,7271 -0,4488 0 0,9376 -0,0809 0,0787 0,4133 -0,4928 0 0,3233 -1,1159

9 777,088 9,1328 -45,8577 0,0096 -0,4145 0,1158 0,8254 -0,4496 -0,1119 1,0006 -0,0691 0 0,4347 -0,4689 0 0,4742 -1,143

10 789,2034 8,9093 -43,7509 0 -0,4058 0,0485 0,5034 -0,4526 -0,1095 1,0373 0 -0,075 0,6648 -0,475 0,0946 0,4767 -1,1403

11 825,0801 8,6859 -30,9099 -0,0154 -0,3661 -0,1172 0 -0,2795 -0,1829 1,129 -0,097 -0,1253 0,8782 0 0,5396 0,4507 -1,2058

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 13,39017 13,49959 13,43656 13,23214 12,90875 12,6648004 12,99189 13,00001 13,21916 13,11206 13,38191

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 13,15981 13,25151 13,25732 13,36372 13,38437 13,3144977 13,41306 13,78895 13,64316 13,79046 12,38734

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 2,266595 2,177143 2,238714 2,624737 2,722303 3,0474359 2,908502 3,244834 3,172759 3,02505 2,01172

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 14,83767 14,99205 14,89397 14,78296 14,77133 14,5753327 14,64632 14,57883 14,60273 14,32634 12,89089

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 6,789712 6,157474 6,200035 7,438012 6,296583 7,0985233 7,031658 7,543757 7,614759 7,78263 12,27256

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 14,06262 14,37625 14,29992 13,8715 13,77188 13,1589871 13,03859 12,57177 11,73454 11,14589 8,701417

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 14,68175 14,82099 14,86793 14,74919 14,55586 14,4009974 13,61248 13,2886 12,8166 12,44125 13,79942

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 18,18692 18,30181 18,27679 18,18661 18,7236 18,8954253 18,86011 19,04039 18,8622 19,1456 19,4661

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 15,94093 16,17444 16,21054 16,11478 15,79578 15,4011812 15,16416 15,28978 15,08191 14,99825 14,09049

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 19,1651 19,20946 19,27388 19,35708 19,18443 19,3505571 19,17708 19,33034 19,56093 19,79795 20,30605

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 10,04837 10,07593 10,09183 10,1225 11,165 11,4807861 11,31327 11,3572 11,70638 11,80547 10,2272

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 14,38685 14,43539 14,42648 14,67561 15,59012 16,2373392 16,63516 17,20796 18,08331 18,52196 18,70471

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 23,09315 23,11547 23,0447 22,95673 23,06441 22,7692475 22,58421 22,29609 21,66345 21,31814 20,88459

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 14,55244 14,54066 14,49859 14,63453 14,83196 15,1558208 15,38994 15,84437 15,77768 16,14412 15,07095

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 20,73599 20,89299 20,89579 20,81678 20,73169 20,3837065 19,99861 19,71681 19,28359 19,00705 16,56166

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 14,87656 14,72725 14,80406 15,18299 15,23912 15,6834036 15,3906 15,70567 15,72208 16,22779 16,63095

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 14,83401 15,07161 15,06044 14,86666 15,01284 14,8024811 14,53888 14,34209 14,54934 14,42509 13,37189

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 20,38124 20,53684 20,41736 20,13398 20,81897 20,5783131 20,59692 20,61057 20,11807 19,94889 18,61679

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 15,44296 15,59612 15,65503 15,67192 16,34976 16,4504626 15,84058 15,66264 15,60764 15,89958 15,57917

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 24,37343 24,43511 24,40809 24,27695 24,86002 25,1141399 24,9203 24,85482 25,01075 25,1067 24,3

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 20,30006 20,20846 20,21017 20,44916 20,75031 20,9556675 20,97235 21,20011 21,08668 21,47793 21,69399

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 21,98783 21,90748 21,89512 22,03111 22,06549 22,4421915 22,11302 22,00337 22,26056 22,21888 22,74992

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 13,15249 12,93856 12,93615 13,68578 12,80457 13,1405798 12,90003 13,18847 13,26481 13,11785 18,22065

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 22,05005 22,25516 22,29866 21,99363 21,44348 21,0218835 20,44865 19,97128 20,26613 19,82379 19,84368

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 24,80614 24,63874 24,66842 25,10965 26,28607 27,2429382 27,33846 27,67415 28,44671 29,45663 30,14881

SAE 108,6522 110,7029 110,3644 105,9881 103,2755 97,6236 99,5383 97,7095 97,2354 98,7863 98,7863 97,2354

MAE 13,4475 13,6614 13,6638 12,9142 13,7954 13,4594 13,7000 13,4115 13,3352 13,4821 13,4821 12,9142

SSE 675,2651 691,5345 686,5632 635,2237 629,9654 587,0776292 620,1262 607,6235 594,2849 596,4234 545,6162 545,6162



 
 

 

1
ο
   ςετ δεδομζνων για Upperbound 13 

 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:    7,45 seconds

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 753,5843 10,6218 -38,4015 0,0865 -0,2675 0,204 0,9971 -0,3186 0 0,8566 -0,3307 0,3857 -0,2743 -0,493 -0,1913 0,5139 -1,6705

2 753,7439 10,4277 -36,6843 0,0819 -0,2651 0,1887 0,9312 -0,3124 0 0,8776 -0,3465 0,3981 -0,2105 -0,5176 -0,1767 0,4594 -1,6433

3 754,1256 10,2337 -30,1148 0,085 -0,2295 0,161 0,8458 -0,381 0 0,8779 -0,3579 0,3897 -0,1751 -0,5005 -0,1799 0,4337 -1,5965

4 755,345 10,0396 -39,3971 0,0756 -0,3092 0,171 0,8539 -0,4556 0 0,915 -0,3337 0,3987 -0,0347 -0,5208 -0,0484 0,3482 -1,3785

5 757,0659 9,8456 -46,8197 0,0557 -0,3749 0,1823 0,9851 -0,4903 0 0,9007 -0,2764 0,3545 0,1077 -0,5494 -0,0681 0,3187 -1,1264

6 760,212 9,6515 -54,2817 0,041 -0,4411 0,1869 0,9927 -0,4828 -0,013 0,9398 -0,2156 0,2936 0,1743 -0,4843 0 0,31 -1,0531

7 764,685 9,4575 -39,966 0,0296 -0,3688 0,1095 0,7188 -0,4653 -0,0292 0,9706 -0,1263 0,1096 0,2638 -0,5243 0 0,3497 -1,1957

8 771,6404 9,2634 -44,0787 0,0232 -0,3857 0,105 0,7216 -0,4267 -0,0728 0,9778 -0,082 0,0349 0,4144 -0,4688 0 0,4512 -1,2611

9 779,946 9,0693 -43,1378 0,0047 -0,4033 0,104 0,8155 -0,4886 -0,1286 1,0161 -0,0795 -0,0168 0,4829 -0,4883 0 0,5027 -1,1151

10 790,7538 8,8753 -41 0 -0,4043 0,0617 0,6014 -0,5162 -0,1518 1,0632 -0,0433 -0,0744 0,6684 -0,5553 0,1504 0,4551 -1,065

11 829,8569 8,6812 -29,2835 -0,0061 -0,3525 -0,1103 0,088 -0,2655 -0,2178 1,1253 -0,1494 -0,1127 0,91 0 0,5502 0,4875 -1,2871

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 13,32112 13,18018 13,23514 12,96885 12,73479 12,74467 13,26448 13,20647 13,16387 13,24094 13,37189

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 13,82776 13,62525 13,74963 13,46274 13,52934 13,37789 13,54723 13,87165 13,56781 13,41187 12,24088

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 2,62902 2,448742 2,648857 2,552512 3,145383 3,058791 2,841723 3,073466 3,161913 2,803834 1,829786

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 14,62278 14,52164 14,88696 14,70659 14,80938 14,56917 14,72311 14,54708 14,64237 14,50524 12,886

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 6,78633 6,472575 6,624459 6,518637 6,53199 7,293972 6,952631 7,656245 7,352988 6,758832 11,98938

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 13,83259 13,8402 14,1265 13,71532 13,42756 12,83698 12,88402 12,06671 11,56888 11,23073 8,527099

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 14,59203 14,38075 14,39773 14,43788 14,31354 14,06259 13,2137 13,00305 12,72741 12,49101 14,01938

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 18,12534 18,04875 18,20244 18,60678 18,87323 18,90911 18,82205 18,87648 18,95442 19,30051 19,48717

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 16,44703 16,19254 16,26956 15,85732 15,69494 15,31427 15,17268 15,38766 15,02417 14,74879 14,21683

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 19,09318 19,05382 19,03535 19,15503 19,31154 19,35182 19,18961 19,51827 19,67673 19,76483 20,3788

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 10,939 10,81779 10,81044 11,07353 11,41535 11,43174 11,37605 11,55385 11,75897 12,01842 10,06247

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 14,31464 14,1359 14,73789 15,3859 16,28663 16,63096 16,90057 17,49687 18,55842 18,96701 18,74866

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 22,93324 22,96044 23,13268 23,00743 22,82222 22,53685 22,3892 21,89525 21,61528 21,40308 20,89435

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 14,73366 14,68395 14,73502 14,81778 15,20895 15,30727 15,52043 15,80556 15,75142 15,87806 14,82465

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 21,0238 21,04052 21,13186 20,76833 20,57353 20,09002 19,84218 19,60085 19,20694 18,83047 16,46012

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 14,88981 14,82849 14,82152 15,16864 15,55807 15,66566 15,30375 15,74069 15,78221 15,98342 16,46499

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 15,20733 15,05055 15,15419 15,04716 14,88579 14,67206 14,58566 14,60559 14,53749 14,56516 13,42533

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 20,50625 20,5096 20,70661 20,69758 20,77433 20,48684 20,57479 20,28221 20,07987 20,1618 18,66684

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 15,6364 15,70771 15,82858 16,28354 16,2945 16,17814 15,66453 15,73796 15,63635 16,05293 15,61998

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 24,50435 24,43815 24,42477 24,75936 25,06602 25,06112 24,8556 24,87343 25,17648 25,35067 24,24109

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 20,20901 20,20052 20,38977 20,69304 20,92367 20,98154 20,96543 21,12699 21,21571 21,45705 21,60759

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 21,83688 21,77232 21,76441 22,00325 22,24098 22,38199 21,97876 22,07229 22,35857 22,29338 22,74028

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 13,15683 12,72057 13,14476 13,02323 12,73163 13,27576 12,78233 13,36335 13,08625 12,48937 18,4333

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 22,2931 22,08233 21,88593 21,51097 21,07114 20,75789 20,37568 20,33575 20,26536 19,97207 20,09257

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 24,22085 24,60326 24,92116 26,10428 26,86735 27,4139 27,45374 27,97103 28,91063 29,89866 30,07379

SAE 107,8641 108,1479 107,3190 103,4656 100,1203 97,0094 100,2707 97,0085 98,4515 101,8075 101,8075 97,0085

MAE 13,4432 13,8794 13,4552 13,5768 13,8684 13,3242 13,8177 13,2367 13,5137 14,1106 14,1106 13,2367

SSE 654,2033 671,3005 652,6881 627,8675 611,2426 587,2144 630,2193 592,7702 600,3333 624,008 547,6177 547,6177



 
 

 

1
ο
   ςετ δεδομζνων για Upperbound 14 

Number of solves in e-constraint: 11

Number of early exits from the loop: 0

Elapsed time:    3.06 seconds

# SAD MAD B0 AGE WEIGHT HEIGHT BMI NECK CHEST ABDOM HIP THIGH KNEE ANKLE BICEPS FORARM WRIST

1 753,0614 11,0041 -36,3035 0,0833 -0,2479 0,2207 1,1146 -0,2795 -0,0598 0,8643 -0,3785 0,3973 -0,3178 -0,4913 -0,1929 0,5467 -1,7208

2 753,0943 10,7717 -35,9182 0,0841 -0,2469 0,2201 1,1078 -0,2956 -0,0569 0,8645 -0,3724 0,3904 -0,3346 -0,4839 -0,1946 0,5642 -1,7243

3 753,2999 10,5393 -32,8027 0,0866 -0,2349 0,2011 1,0431 -0,3202 -0,0488 0,8663 -0,3721 0,3952 -0,3003 -0,5076 -0,1976 0,5548 -1,7214

4 753,8557 10,3069 -23,8163 0,0856 -0,1991 0,1583 0,9397 -0,4118 -0,0415 0,8731 -0,3873 0,3905 -0,2285 -0,5526 -0,202 0,4887 -1,5769

5 754,9955 10,0745 -33,0166 0,079 -0,2642 0,1665 0,9062 -0,4638 -0,0335 0,9047 -0,3562 0,3922 -0,0917 -0,5431 -0,1216 0,4299 -1,4187

6 757,0885 9,8421 -48,4445 0,0546 -0,3853 0,1858 0,9929 -0,483 0,0067 0,8982 -0,2698 0,3548 0,1106 -0,5372 -0,067 0,3091 -1,1184

7 760,8407 9,6097 -46,4874 0,0436 -0,3844 0,1673 0,953 -0,529 -0,047 0,9434 -0,2028 0,2512 0,1875 -0,5667 -0,0814 0,4227 -1,1143

8 767,0581 9,3773 -37,4393 0,0303 -0,3448 0,0973 0,7559 -0,4836 -0,0647 0,9576 -0,1095 0,071 0,3192 -0,53 -0,0712 0,4734 -1,2201

9 776,4426 9,1449 -45,0779 0,0109 -0,4079 0,1191 0,8553 -0,4817 -0,1185 1,0025 -0,0804 0,015 0,4162 -0,485 -0,0285 0,5085 -1,1275

10 788,4677 8,9125 -42,0003 -0,0067 -0,4059 0,0611 0,561 -0,4669 -0,1204 1,0573 -0,0372 -0,0771 0,6402 -0,4894 0,1106 0,4406 -1,1235

11 830,5698 8,6801 -28,667 -0,0063 -0,3474 -0,1126 0,104 -0,2727 -0,2108 1,1229 -0,1702 -0,1205 0,9438 0,028 0,5499 0,4969 -1,3363

%BF Age Weight Height BMI Neck Chest Abdom Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

53 8 51 62,3 172,1 21,1 36,5 89,7 82 89,1 49,3 33,7 21,4 29,6 26 16,9 1 13 13,43512 13,39525 13,34728 13,06184 12,71499 12,77132 13,12265 13,14224 13,30237 13,31056

95 9 47 83,6 189,2 23,4 37,3 99,6 88,8 101,4 57,4 39,6 24,6 30,3 27,9 17,8 2 14 13,67372 13,62985 13,47934 13,46799 13,55463 13,55784 13,70221 13,63013 13,66253 12,27714

153 10,1 27 66,3 183,5 19,7 34,1 88,5 72,8 91,1 53,6 36,8 23,8 27,8 26,3 17,4 3 3 2,617742 2,546435 2,59306 2,605655 3,189092 3,03456 2,971916 3,169453 3,077061 1,851389

248 11 70 60,9 170,2 21,1 34,9 89,2 83,6 88,8 49,6 34,8 21,5 25,6 25,7 18,5 4 14 14,49727 14,61911 15,08496 14,9687 14,77094 14,8856 14,86377 14,70738 14,38156 12,78603

31 11,9 32 82,6 187,3 23,6 38,7 100,5 88,7 99,8 57,5 38,7 33,9 32,5 27,7 18,4 5 7 6,775409 6,42344 5,820843 6,083105 6,705257 6,269499 6,717358 7,350356 7,711022 12,25789

226 12,5 55 57,4 169,5 20 33,4 88,8 78,2 87,5 50,8 33 19,7 25,3 22 15,8 6 14 13,59635 13,75979 14,17497 13,78714 13,40948 12,86419 12,48045 11,73677 11,34786 8,421594

125 13,8 50 73,1 168,9 25,6 37,7 98,9 84,1 94 58,5 36,6 23,5 34,4 29,2 18 7 15 14,66737 14,62639 14,52985 14,40633 14,32433 13,66138 13,0629 12,82355 12,45752 14,10093

227 14,8 55 77,0 173,4 25,6 37,2 101,7 91,1 97,1 56,6 38,5 22,6 33,4 29,3 18,8 8 18 17,92856 17,9922 18,20452 18,48766 18,87031 18,86888 18,83175 18,8868 19,14934 19,53481

233 15,4 58 79,7 181,6 24,2 38 100,2 88,1 97,8 57,1 38,9 23,6 30,9 29,6 18 9 16 16,38166 16,37698 16,21694 16,01078 15,68775 15,53022 15,41836 15,13752 14,8343 14,29331

170 16,5 35 78,4 176,5 25,2 37,6 99,1 90,8 98,1 60,1 39,1 23,4 32,5 29,8 17,4 10 19 19,18569 19,16381 19,0408 19,15174 19,31168 19,38742 19,3265 19,60986 19,84232 20,47234

156 17,3 28 77,9 191,1 21,6 35,6 92,1 83,5 98,3 57,3 37,8 21,7 32,2 27,7 17,7 11 11 11,08851 10,98094 10,85099 11,05703 11,40708 11,59135 11,36605 11,72788 11,96332 9,937968

106 18 43 75,1 174,0 24,8 31,1 93,1 87,3 96,6 54,7 39 24,8 31 29,4 18,8 12 14 14,36467 14,45178 15,09415 15,60672 16,23995 17,14252 17,55054 18,30816 18,60977 18,8734

236 18,6 62 76,6 171,5 26,1 38,3 104,7 95,6 93,7 54,4 37,1 22,7 30,3 26,3 18,3 13 23 22,73047 22,79079 23,06219 22,94593 22,8247 22,34426 22,06378 21,66442 21,53578 20,99421

213 19,5 49 76,4 182,2 23 38,3 98,3 89,7 99,1 56,3 38,8 23 29,5 27,9 18,6 14 14 14,45654 14,46482 14,47142 14,70611 15,24453 15,38921 15,59506 15,74774 16,04157 14,76012

102 20,4 48 78,9 182,9 23,6 37 99,1 92 98,3 59,3 38,4 22,4 27,9 26,2 17 15 21 20,89189 20,95014 20,98303 20,83155 20,57017 20,25911 19,75074 19,36328 19,06021 16,45225

6 20,9 24 95,5 189,9 26,5 39 104,5 94,4 107,8 66 42 25,6 35,7 30,6 18,8 16 15 14,89417 14,79289 14,59028 14,97648 15,59554 15,56469 15,38326 15,72597 16,14978 16,50629

67 21,5 54 68,8 179,7 21,3 35,6 90 83,9 93,9 55 36,1 21,7 29,6 27,4 17,4 17 15 15,29762 15,30546 15,2756 15,20115 14,8489 14,90815 14,64963 14,61848 14,45376 13,31987

78 22,2 69 80,7 174,0 26,7 38,7 102 95 98,3 55 38,3 21,8 30,8 25,7 18,8 18 20 20,30798 20,3873 20,73043 20,69561 20,75987 20,5262 20,44364 20,1075 20,04662 18,65417

195 22,8 42 73,9 184,8 21,6 35,4 92,2 85,6 96,5 60,2 38,9 22,4 31,7 27,1 17,1 19 16 15,60702 15,65685 15,69217 16,09615 16,285 16,1074 15,51007 15,6265 15,95509 15,57975

37 24,2 40 91,8 177,8 29,1 38,5 106,5 100,9 106,2 63,5 39,9 22,6 35,1 30,6 19 20 25 24,56063 24,54596 24,60129 24,79331 25,04216 25,24917 24,96467 25,15252 25,18832 24,22015

94 24,9 46 87,4 182,2 26,3 38 106,6 97,5 100,6 58,9 40,5 24,5 33,3 29,6 19,1 21 20 20,02053 20,03831 20,20465 20,54289 20,93348 20,96812 20,97206 21,11806 21,53743 21,73237

196 25,5 42 81,7 173,4 27,2 38,5 101,6 96,6 100,6 61,1 38,4 24,1 32,9 29,8 18,8 22 22 21,94734 21,88974 21,85799 22,01587 22,24744 22,30399 22,02985 22,35399 22,30906 22,75275

86 26,6 67 75,8 171,5 26 36,5 98,9 89,7 96,2 54,7 37,8 33,7 32,4 27,7 18,2 23 13 13,18055 12,98274 12,71307 12,82887 12,83973 12,42929 12,78577 13,12171 12,9794 18,8078

127 27,2 42 80,6 174,6 26,4 38,9 98,7 92,1 98,5 60,7 36,8 22,2 33,8 30,3 17,2 24 23 22,72387 22,61441 22,21819 21,7879 21,02394 20,89286 20,44764 20,37472 19,93505 20,09382

5 28,7 24 83,6 181,0 25,6 34,4 97,3 100 101,9 63,2 42,2 24 32,2 27,7 17,7 25 24 24,21852 24,33179 24,82437 25,83383 26,8501 27,53417 27,53847 28,55222 29,74589 30,16464

SAE 107,0745 106,9483 107,8833 108,6880 104,7756 99,8112 98,1764 99,3383 97,5458 99,2589 99,2589 97,5458

MAE 13,5613 13,4194 13,6173 13,8869 13,7711 13,7603 14,1707 13,8142 13,4783 13,6206 13,6206 13,4194

SSE 652,7002 646,9368 659,2484 675,6725 641,7162 606,236 617,8177 628,2419 597,3655 598,4866 547,059 547,0590


