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Περίληψη

Αφού κάνουμε μια ιστορική αναδρομή στην θεωρία τύπων και τη σημασιολο-
γία της και δώσουμε κάποια βασικά στοιχεία θεωρίας κατηγοριών, παραθέτουμε
το συντακτικό μιας απλής θεωρίας εξαρτημένων τύπων. Κατόπιν συζητάμε τη
χρήση και τα προβλήματα των συνολοθεωρητικών και κατηγορικών μοντέλων
για εξαρτημένους τύπους. Περιγράφουμε σε βάθος την κατασκευή ενός μοντέλου
σε κατηγορίες με οικογένειες (ΚμΟ). Τέλος εξετάζουμε τις ιδιότητες πληρότητας
και ορθότητας της σημασιολογίας που κατασκευάσαμε.
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Abstract

After a brief historical note on type theory and its semantics, we give the syntax
of a basic dependent type theory in the style of Martin-Löf’s Type Theory. We
then discuss set-theoretic and categorical models, their uses and weaknesses. We
describe the construction of a model of dependent type theory in categories with
families (CwF). Finally, we examine the completeness and soundness properties
of the semantics that we constructed.
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Εισαγωγή

Η διπλωματική αυτή εργασία ασχολείται με την κατηγορική σημασιολογία της
θεωρίας εξαρτημένων τύπων. Σε αυτή τη σύντομη εισαγωγή θα προσπαθήσουμε
να δώσουμε μιά ιδέα για το αντικείμενο, εξηγώντας κάθε όρο του τίτλου ξεχωρι-
στά, ξεκινώντας από το τέλος.

Θα εισάγουμε αρχικά τον αναγνώστη στη θεωρία (εξαρτημένων) τύπων, θα εξη-
γήσουμε τη χρησιμότητα της μαθηματικής σημασιολογίας και τέλος θα δούμε τι
είναι μια κατηγορική σημασιολογία μιας θεωρίας εξαρτημένων τύπων.

0.1 Θεωρία Τύπων

Ο Bertrand Russell ανέπτυξε την πρώτη θεωρία τύπων στις αρχές του 20ου αιώνα,
ως λύση στα παράδοξα που ανακάλυψε στην θεωρία συνόλων. Συγκεκριμένα,
στην αφελή συνολοθεωρία της εποχής, μπορούμε να ορίσουμε σύνολα χρησιμο-
ποιώντας το ακόλουθο σχήμα:

X = {x |P (x)}

όπου P οποιαδήποτε σχέση. Αυτό δημιουργεί προβλήματα αν χρησιμοποιήσουμε
τη σχέση P (x) ≡ x ̸∈ X , αφού τότε ισχύουν ταυτόχρονα x ∈ X και x ̸∈
X . Το παράδοξο αυτό λύθηκε στην αξιωματική συνολοθεωρία των Zermelo και
Fraenkel με την εισαγωγή του σχήματος της αντικατάστασης. Πλέον δινόταν η
ύπαρξη συγκεκριμένων συνόλων απο τα αξιώματα (συγκεκριμένα του κενού και
του απείρου), καθώς και τρόποι να φτιαχτούν καινούρια σύνολα απο αυτά (ζεύγη,
δυναμοσύνολο, ένωση). Το αντίστοιχο αξίωμα τώρα μετατρέπεται σε ένα σχήμα
διαχωρισμού, που μπορεί μόνο να επιλέξει τα στοιχεία που ικανοποιούν κάποια
σχέση σε ένα ήδη δοθέν σύνολο.
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Η λύση του Russell ήταν διαφορετική. Βασίζεται στην παρατήρηση οτι κάθε
οντότητα ανήκει σε μια μόνο “κατηγορία” (τύπο), είναι δηλαδή απλό αντικείμενο,
σχέση μεταξύ αντικειμένων, σχέση μεταξύ σχέσεων αντικειμένων (σχέση δευτέ-
ρου βαθμού) κλπ. Με αυτό τον τρόπο το παράδοξο αποτρέπεται, αφού δεν μπο-
ρεί μια σχέση μεταξύ αντικειμένων να πάρει ως όρισμα μια άλλη σχέση Russell
(1903).

Η θεωρία του Russell δεν κατάφερε να εδραιωθεί στην κυρίαρχη μαθηματική
πρακτική, αλλά η ιδέα της ιεραρχίας των τύπων παρέμεινε και επανεμφανίστηκε
το 1940, όταν ο Alonzo Church εισήγαγε τη θεωρία του λ-λογισμού με απλούς
τύπους Church (1940). Η προσθήκη των απλών τύπων δίνει αυτόματα στο σύ-
στημα του λ-λογισμού την ιδιότητα κάθε πρόγραμμα να τερματίζει (μειώνοντας
όμως σημαντικά την υπολογιστική του δύναμη). Αργότερα μέσω της αντιστοιχίας
Curry-Howard, φανερώθηκε οτι ο λ-λογισμός με απλούς τύπους είναι ισοδύναμος
με την ιντουισιονιστική προτασιακή λογική ?.

Η βασική ιδέα των τύπων είναι: ”Η τυποποίηση μας αποτρέπει από το να κά-
νουμε άσχημα πράγματα” Abramsky,Tzevelekos (2011). Περιορίζοντας τις δυ-
νατότητές μας, μπορούμε να έχουμε συστήματα που συμπεριφέρονται πάντα με
τον επιθυμητό τρόπο.

Το πρόβλημα με τους απλούς τύπους είναι η μειωμένη εκφραστικότητά τους.
Το σύστημα που προκύπτει με την προσθήκη τους στο λ-λογισμό είναι υπερβο-
λικά περιορισμένο. Συγκεκριμένα, (χρησιμοποιώντας τον τύπο συναρτήσεων
(p → p) → p → p, και λαμβάνοντας ως ισότητα τη β-αναγωγή) μπορεί να
εκφράσει την κλάση των επεκτεταμένων πολυώνυμων Zakrzewski (2007). Είναι
απαραίτητο λοιπόν να επεκταθεί το σύστημα, για να μπορούν να παρασταθούν
ενδιαφέρουσες δομές όπως η πρωτοβάθμια λογική ή και μεγαλύτερα υποσύνολα
των μαθηματικών μέσα σε αυτό.

Οι εξαρτημένοι τύποι επεκτείνουν τη θεωρία απλών τύπων, αφήνοντας τον ορι-
σμό των τύπων να εξαρτάται απο τιμές μεταβλητών. Με αυτό τον τρόπο μεγα-
λώνει σημαντικά η δύναμη του συστήματος και μπορούν πλέον να παρασταθούν
μέσα του θεωρίες όπως η πρωτοβάθμια (ιντουσιονιστική ή κλασσική) λογική. Άλ-
λοι τρόποι να επεκταθεί ο λ-λογισμός με απλούς τύπους είναι ο πολυμορφισμός,
όπου μπορούνε τιμές μεταβλητών να εξαρτώνται απο τύπους, και η προσθήκη
τελεστών τύπων, όπου τύποι εξαρτώνται απο άλλους τύπους.

Αξίζει να αναφερθεί η συνεισφορά του Per Martin-Löf στην ανάπτυξη της θε-
ωρίας εξαρτημένων τύπων με την ιντουισιονιστική θεωρία τύπων που εισήγαγε
αρχικά τη δεκαετία του ’70 Martin-Löf (1984) και ανέπτυξε μέσα στην επόμενη
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δεκαετία. Η θεωρία του Martin-Löf βασιζόταν φιλοσοφικά στην ερμηνεία των
Brouwer - Heyting - Kolmogorov των μαθηματικών ως κατασκευαστική διαδι-
κασία και στην ανακάλυψη της αντιστοιχίας Curry - Howard που ταύτιζε την
ιντουισιονιστική λογική με το λ-λογισμό με απλούς τύπους.

Οι χρήσεις και οι επιρροές της θεωρίας τύπων στα σύγχρονα μαθηματικά και
πληροφορική είναι ευρείες. Στην πληροφορική η τυποποίηση χρησιμοποιείται
με κάποια μορφή σχεδόν σε όλες τις σύγχρονες γλώσσες προγραμματισμού. Τα
συστήματα όπως ο λ-λογισμός με τύπους ήταν έμπνευση για γλώσσες συναρτη-
σιακού προγραμματισμού όπως η Haskell και η ML. Ταυτόχρονα ένα επεκτετα-
μένο σύστημα εξαρτημένων τύπων, ο Λογισμός των Κατασκευών (Calculus of
Constructions) του Thierry Coquand έγινε η βάση του proof assistant Coq, με
τον οποίο ελέγχθηκε μεταξύ άλλων η ορθότητα της απόδειξης του θεωρήματος
τεσσάρων χρωμάτων Gonthier (2008) .

0.2 Τύποι, Σύνολα, Θεωρίες

Η βασική δραστηριότητα του σύγχρονου μαθηματικού είναι να γράφει και να
αναδιατάσσει σύμβολα, συνήθως ακολουθώντας κάποιους κανόνες. Η μορφή
των κανόνων αυτών εξαρτάται απο το γενικότερο πλαίσιο – όπως η μαθηματική
θεωρία στην οποία δουλεύουμε και οι επικρατούσες απόψεις της μαθηματικής
κοινότητας – αλλά συνήθως είναι πολλοί και περίπλοκοι. Η ιδέα της θεμελίω-
σης μιας μαθηματικής θεωρίας είναι να δοθούν λίγοι, απλοί κανόνες, απο τους
οποίους να μπορεί να παραχθεί το σύνολο της μαθηματικής θεωρίας. Η μαθημα-
τική πρακτική μετατρέπεται με αυτό τον τρόπο σε ένα παιχνίδι – όπως το σκάκι –
που παίζεται με τη βοήθεια οντοτήτων που θα ονομάσουμε μαθηματικούς όρους,
όπως n + 1, f(x), x ≤ y,

∫∞
0 e−xdx. Οι κανόνες αρχικά ορίζουν πως μπορεί ο

μαθηματικός να κατασκευάσει όρους, να μετατρέψει έναν όρο σε έναν άλλο και
επίσης τι κρίσεις μπορούν να γίνουν για αυτούς.

Για να απλουστεύσουμε τα πράγματα θα θέλαμε να ξέρουμε πως να διαχειρι-
στούμε τους διάφορους όρους και αυτό προϋποθέτει να κάνουμε ορισμένες πα-
ραδοχές για αυτούς. Η συνολοθεωρητική θεμελίωση το κάνει αυτό με το να υπο-
θέτει οτι όλοι οι όροι είναι δύο «ειδών»: προτάσεις ή σύνολα. Αυτό βοηθάει στο
να περιοριστεί σημαντικά ο αριθμός των απαιτούμενων κανόνων – αξιωμάτων,
αφού έχουμε να διαχειριστούμε μόνο δύο διαφορετικές οντότητες. Έτσι για να
χρησιμοποιήσουμε παραδείγματος χάριν την αξιωματική θεωρία των Zermelo
Fraenkel, χρειαζόμαστε λίγα αξιόματα για τη διαχείρηση των προτάσεων – το
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συστημα πρωτοβάθμιας κλασσικής λογικής – και άλλα επτά αξιώματα για την
διαχείρηση των συνόλων – τα αξιώματα της συνολοθεωρίας ZF. Λέμε τότε οτι
η γλώσσα της ZF (που αποτελείται απο τη γλώσσα της κλασικής πρωτοβάθμιας
λογικής με ισότητα, μαζί με τη σχέση ∈, υπακούοντας τα αξιώματα) μπορεί να
χρησιμοποιηθεί ως μετα-γλώσσα για να μελετήσουμε ιδιότητες της μαθηματικής
θεωρίας που εκφράζουμε, που γράφεται στη γλώσσα-αντικείμενο.

Η παραδοχή οτι οι μαθηματικοί όροι ανήκουν σε διαφορετικά «είδη» είναι η βα-
σική ιδέα της θεωρίας τύπων, όπου αντί για είδη θα μιλάμε για διαφορετικούς
τύπους μαθηματικών όρων. Το ερώτημα είναι: γιατί να σταματήσουμε εδώ; Η
πλειοψηφία των μαθηματικών, ειδικά αυτών που δεν εργάζονται σε θεμελιακές
θεωρίες, θα έλεγε οτι υπάρχει μεγάλη διαφορά μεταξύ π.χ. των όρων «x+y» και
«3». Συγκεκριμένα ο πρώτος είναι μια συνάρτηση δύο μεταβλητών και ο δεύτε-
ρος ένας φυσικός αριθμός, ενώ και τα δύο δεν εμπίπτουν στην διαισθητική έννοια
του συνόλου, που είναι απλά μια συλλογή πραγμάτων. Το οτι μπορούμε να τα κω-
δικοποιήσουμε ως σύνολα, αν και βολικό για κάποιες περιπτώσεις, δεν σημαίνει
και οτι πρέπει να το κάνουμε.

Ας δοκιμάσουμε να φτιάξουμε μια θεμελίωση ακολουθώντας την ιδέα των τύπων.
Αρχικά πρέπει να μπορούμε να κρίνουμε αν ένας όρος t είναι κάποιου συγκεκρι-
μένου τύπου Τ. Θα γράφουμε t : T για αυτή την κρίση. Η απλούστερη θεωρία
που μπορούμε να φτιάξουμε έχει μόνο ένα τύπο, έστω Type, και όλοι οι (ορθοί)
όροι της ανήκουν σε αυτόν. Δυστυχώς δεν μπορούμε να κάνουμε και πολλά με
αυτή τη θεωρία.

Μπορούμε να κατασκευάσουμε μια λογική δίνοντας ένα τύπο Prop για τις προτά-
σεις και μια επιπλέον κρίση True για αυτές που είναι αληθείς, καθώς και κανόνες
για την παραγωγή περίπλοκων προτάσεων από απλούστερες, π.χ.

p : Prop q : Prop

p ∧ q : Prop

Όσα είναι πάνω από τη γραμμή είναι οι προϋποθέσεις του κανόνα, και ότι είναι
κάτω απο τη γραμμή η κρίση που παράγεται.

Άλλο ένα παράδειγμα είναι η αριθμητική Peano, που έχει δύο τύπους Prop και
N, τη σταθερά 0 : N, τον κανόνα οτι αν n : N τότε s(n) : N, όλους τους κα-
νόνες της λογικής μας απο πρίν και τα αξιώματα της αριθμητικής Peano για την
πρόσθεση και την επαγωγή.

Με αυτό τον τρόπο μπορούμε εύκολα να εκφράσουμε την προτεινόμενή μας θε-
ωρία μαθηματικών θεμελίων, όπως την αξιωματική θεωρία συνόλων Zermelo
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Frenkel: χρησιμοποιούμε δύο τύπους Set και Prop, για τα σύνολα και τις προτά-
σεις αντίστοιχα, τους κανόνες

x : Set y : Set

x = y : Prop

x : Set y : Set

x ∈ y : Prop

καθώς και όλους τους λογικούς κανόνες και τα αξιόματα ZF. Όπως είπαμε προη-
γουμένως, θεωρίες όπως η ZF χρησιμοποιούνται συνήθως ως θεμελιακές θεω-
ρίες για τα μαθηματικά, που σημαίνει οτι μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως μετα-
γλώσσα για να εκφράσουν την γλώσσα-αντικείμενο των μαθηματικών. Εκφρά-
ζοντάς τες στην θεωρία τύπων μας, γίνονται αυτές η γλώσσα-αντικείμενο, με
μεταγλώσσα ή μεταθεωρία τη θεωρία τύπων.

Ως τώρα οι θεωρίες τύπων που κατασκευάσαμε ήταν αρκετά απλές, περιέχο-
ντας λίγους τύπους και κανόνες, όμως με τις κατάλληλες τροποποιήσεις, όπως
θα δούμε αργότερα, μπορούν να γίνουν το ίδιο ισχυρές όσο μια θεωρία όπως η
ZF, και να αποτελέσουν θεμελιακές θεωρίες απο μόνες τους. Φυσικά μπορούμε
πάντα να θεωρήσουμε μια θεωρία τύπων ως θεωρία-αντικείμενο μέσα σε μια με-
ταθεωρία τύπων, που θα έχει π.χ. τους τύπους Type,Term, Judgement για τους
τύπους, όρους και κρίσεις αντίστοιχα.

Αυτή η εναλλαγή επιπέδων μεταξύ θεωριών είναι απαραίτητη όταν θέλουμε να
μελετήσουμε π.χ. μια θεωρία τύπων ως μαθηματική θεωρία, όπως ακριβώς με-
λετάμε τη θεωρία των ομάδων ή οποιαδήποτε άλλη εδραιωμένη θεωρία. Όπως
λοιπόν μελετάμε τις ομάδες, ως σύνολα με επιπλέον ”δομή” (βλέποντάς τες μέσα
απο μια θεωρία συνόλων), έτσι μπορούμε να μελετήσουμε τη θεωρία τύπων ως
θεωρία-αντικείμενο, χρησιμοποιώντας π.χ. τη ZF, ή ακόμα και μια θεωρία τύπων
σε υψηλότερο επίπεδο, ως μεταθεωρία. Η διαδικασία μετάφρασης μιας θεωρίας
σε μια άλλη για αυτό το σκοπό είναι το βασικό κομμάτι αυτού που λέμε μαθημα-
τική σημασιολογία.

0.3 Σημασιολογία

Ο όρος semantics (θα μεταφράζεται ως σημασιολογία εδώ) έχει ελληνική ρίζα
- σημαντική - και ορίζεται συνήθως ως η μελέτη του νοήματος των εκφράσεων
μιας γλώσσας, ”φυσικής” ή τεχνητής. Αν κάποιος δε πιστεύει στη γενικευμένη
έννοια της γλώσσας, θα πρέπει να ορίσει τη σημασιολογία διαφορετικά για τη
γλωσσολογία, τα μαθηματικά (συγκεκριμένα την μαθηματική λογική) και τη θε-
ωρία γλωσσών προγραμματισμού. Σε κάθε περίπτωση πάντως ο σκοπός φαίνεται
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να είναι να οριστεί μια αντιστοιχία μεταξύ εκφράσεων μιας γλώσσας - εδώ ει-
δωμένη ως καθαρό συντακτικό - και κάποιων οντοτήτων που θα αποκαλούμε
νοήματα των εκφράσεων.

Στην (κλασσική, προτασιακή) μαθηματική λογική παραδοσιακά μας ενδιέφερε το
πως διατηρείται η αληθοτιμή μιας πρότασης μέσω διαδικασιών συλλογισμού. Η
σημασιολογία π.χ. του κλασσικού προτασιακού λογισμού δίνεται απο μια απλή
συνάρτηση αντιστοίχησης των προτασιακών μεταβλητών στο δισύνολο {T, F},
καθώς και στον ορισμό των τελεστών ∧,∨,¬,→ απο το δισύνολο στον εαυτό
του.

Σε μια θεωρία τύπων συνήθως λογίζουμε οτι ένας τύπος αποτελεί μια συλλογή
κατασκευών, και ένας όρος που ανήκει στον τύπο αποτελεί μιά απο αυτές τις κα-
τασκευές. Θέλουμε λοιπόν να επιλέξουμε μια κατάλληλη μεταθεωρία που να έχει
μέσα της την έννοια του “συνόλου”, που θα ερμηνεύει την συλλογή πραγμάτων.
Πρέπει σε αυτή τη θεωρία να υπάρχει ένα σύνολο τύπων, και για κάθε τύπο ένα
σύνολο όρων που περιέχει ο συγκεκριμένος τύπος.

Ένα μοντέλο της θεωρίας τύπων μας θα είναι τότε μια ανάθεση ενός συνόλουJT K σε κάθε τύπο T και μιάς συνάρτησης σε κάθε όρο t ώστε να ικανοποιούνται
οι κανόνες και τα αξιώματα της θεωρίας. Για παράδειγμα ένα μοντέλο της αριθ-
μητικής Peano που ορίσαμε είναι ένα σύνολο JNK, ένα στοιχείο J0K ∈ JNK, μια
συνάρτηση Js] : JNK → JNK κ.ο.κ ώστε να ικανοποιούνται τα αξιόματα της PA.
Αργότερα θα συζητήσουμε τα διάφορα προβλήματα που αντιμετωπίζει αυτή η
αφελής προσέγγιση στη σημασιολογία, για συγκεκριμένες θεωρίες και ειδικά για
τα συστήματα εξαρτημένων τύπων.

Δουλεύοντας στη μεταθεωρία μπορούμε τώρα να αποδείξουμε διάφορες ιδιότη-
τες της θεωρίας-αντικειμένου, όπως:

1. Ορθότητα: Αν η ϕ είναι μια πρόταση που αποδεικνύεται από τους κανόνες
και τα αξιόματα της θεωρίας, τότε η αντιστοίχηση JϕK είναι αληθής (ως
προς την μεταθεωρία) σε κάθε μοντέλο.

2. Πληρότητα: Αν η JϕK είναι αληθής σε κάθε μοντέλο τότε η ϕ αποδεικνύ-
εται στη θεωρία. Αυτό είναι ισοδύναμο με: αν μια θεωρία δεν μπορεί να
αποδείξει μια αντίφαση, τότε έχει τουλάχιστον ένα μοντέλο.

3. Μη-πληρότητα: Αν η θεωρία δεν μπορεί να αποδείξει κάποια αντίφαση,
τότε υπάρχουν μη-αποκρίσιμες προτάσεις ϕ, ώστε οι ϕ και ¬ϕ να μην απο-
δεικνύονται.
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4. Συνέπεια (2) και (3): Αν η θεωρία δεν αποδεικνύει αντιφάσεις, τότε έχει
πάνω απο ένα μοντέλο.

Πιο συγκεκριμένα, η σημασιολογία μιας θεωρίας τύπων για μας θα είναι μια αντι-
στοίχηση των συμβόλων και των κανόνων συντακτικού της θεωρίας (ιδωμένης
σαν ένα απολύτως τυπικό σύστημα παραγωγής και διαχείρησης συμβολοσειρών)
σε μαθηματικά αντικείμενα κάποιας μαθηματικής θεωρίας, συνήθως κάποιας θε-
ωρίας συνόλων. Η φύση αυτής της αντιστοίχησης εξαρτάται απο τη θεωρία που
θα επιλέξουμε να κάνουμε την αντιστοίχηση, αλλά συνήθως θα μιλάμε για μια
“συνάρτηση ερμηνείας” (interpretation function).

Η κατασκευή τέτοιων αντιστοιχίσεων μεταξύ θεωριών τύπων και συνόλων, ενώ
αρχικά φαίνεται απλή, παρουσιάζει πολλές δυσκολίες αν προσπαθήσει κάποιος
να την κατασκευάσει ευθέως. Οι δυσκολίες αυτές κυρίως οφείλονται στην ”δυ-
στροπία” του συντακτικού των εξαρτημένων τύπων. Μια λύση που δόθηκε σε
αυτό είναι να αντιστοιχηθούν μια και καλή και οι δύο θεωρίες σε κάποια μαθημα-
τικά αντικείμενα που να διαθέτουν αρκετή δομή για να τις υποστηρίξουν και στη
συνέχεια να μπορούμε δουλεύουμε με τα αντικείμενα αυτά. Το ρόλο αυτών των
αντικειμένων παίρνουν συνήθως κατηγορίες με κάποια επιπλέον δομή.



Κεφάλαιο 1

Στοιχεία Θεωρίας Κατηγοριών

Δυστυχώς λόγω της ιδιαίτερα μικρής βιβλιογραφίας στα ελληνικά γύρω απο την
θεωρία κατηγοριών (τα κείμενα που γνωρίζω μετριούνται στα δάχτυλα του ενός
χεριού) και αφού δεν έχει μεταφραστεί κανένα απο τα γνωστά βιβλία πάνω στο
αντικείμενο, θα ήταν παράλειψη να μην αφιερώσω ένα κεφάλαιο σε κάποιες ει-
σαγωγικές έννοιες της θεωρίας. Για παιρετέρω εμβάθυνση στο θέμα προτείνονται
(σε σειρά “φιλικότητας” πρως τον αρχάριο): Leinster (2014), Awodey (2010),
MacLane (1971), Lambek and Scott (1988)

Η θεωρία κατηγοριών μελετά άλγεβρες αφηρημένων συναρτήσεων (που αποκα-
λούνται μορφισμοί) με πράξη τη σύνθεση, που υπακούν συγκεκριμένους κανόνες
(προσεταιριστικότητα και ύπαρξη ουδετέρου στοιχείου). Ενώ αρχικά εφευρέθηκε
από τους Eilenberg και Maclane τη δεκαετία του ’40, για να τους διευκολύνει σε
προβλήματα στην αλγεβρική τοπολογία, σύντομα ο Grothendiek την εφάρμοσε
στην αλγεβρική γεωμετρία και αργότερα ο Lawvere και αλλοι άρχισαν να τη συν-
δέουν με τη Λογική και θεμελιωτικές θεωρίες των μαθηματικών. Πλέον χρησιμο-
ποιείται ευρέως σαν εργαλείο σε πολλούς τομείς των μαθηματικών, της φυσικής
και των επιστημών.

1.0.1 Κατηγορίες

Ορισμός 1. Μια κατηγορία C αποτελείται από:

• Μια συλλογή αντικειμένων Ob(C), που θα συμβολίζουμε με A,B,C, ...

1
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• Μια συλλογή μορφισμών Ar(C), που θα συμβολίζουμε f, g, h, ...

• Για κάθε μορφισμό f ∈ Ar(C) υπάρχουν μοναδικά αντικείμενα dom(f)
και cod(f). Γράφουμε f : A → B όταν A = dom(f) και B = cod(f).
Για κάθε ζεύγος αντικειμένων A,B ορίζουμε τη συλλογή

C(A,B) = {f ∈ Ar(C) | f : A → B}

Το C(A,B) λέγεται hom-set, και είναι η συλλογή των μορφισμών από το A
στο B.

• Για κάθε f ∈ C(A,B) και g ∈ C(B,C) υπάρχει μορφισμός g◦f ∈ C(A,C).
Ο g ◦ f είναι η σύνθεση του g και του f .

• Για κάθε αντικείμενο A ∈ Ob(C) υπάρχει μορφισμός 1A ∈ C(A,A) ώστε
να ισχύει για κάθε f ∈ C(A,B):

f ◦ 1A = f = 1B ◦ f

O 1A είναι ο ταυτοτικός μορφισμός στο A.

• Τέλος, η σύνθεση πρέπει να είναι προσεταιριστική: Για κάθε f ∈ C(A,B),
g ∈ C(B,C) και h ∈ C(C,D) πρέπει

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

.

Σχηματικά:

A B

C D

f

g◦f
g

h◦g

h

Οι ταυτοτικοί μορφισμοί σε κάθε αντικείμενο εννοούνται και όταν σχεδιάζεται η
σύνθεση μορφισμών είναι για έμφαση. Λέμε οτι ένα τέτοιο διάγραμμα είναι αντι-
μεταθετικό όταν κάθε μονοπάτι μορφισμών με ίδο αρχικό και τελικό αντικείμενο
οδηγεί στο ίδιο αποτέλεσμα. Το παραπάνω διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό λόγω
της προσεταιριστικότητας της σύνθεσης μορφισμών.
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1.0.2 Παραδείγματα Κατηγοριών

Συνήθως μπορούμε να περιγράψουμε μια γνωστή δομή ως κατηγορία αναφέρο-
ντας ποιά είναι τα αντικείμενα και ποιοί οι μορφισμοί. Ετσι μιλάμε π.χ. για την
κατηγορία Sets των συνόλων και συναρτήσεων μεταξύ τους.

1. Η κατηγορία των συνόλων είναι βασική, γιατί πάνω σε σύνολα και συναρ-
τήσεις, συνήθως με επιπλέον δομή, βασίζονται πολλές μαθηματικές κα-
τασκευές, που μπορούν εύκολα να παρασταθούν ως κατηγορίες. Αυτές
θα λέγονται πραγματικές κατηγορίες (concrete categories) και είναι απλά
κατηγορίες με κάποιου είδους σύνολα ως αντικείμενα και κάποιου είδους
συναρτήσεις ως μορφισμούς. Προφανώς ο ορισμός δεν είναι αυστηρός. Πα-
ραδείγματα είναι:

• Η κατηγορία Grp των ομάδων και ομομορφισμών μεταξύ τους.
• Η κατηγορία Top τοπολογικών χόρων και συνεχών συναρτήσεων.
• H κατηγορία V ectK διανυσματικών χόρων πάνω στο σώμα Κ και
γραμμικών μετασχηματισμών.

• Η κατηγορία Pos των μερικά διατεταγμένων συνόλων (posets) και
μονότονων συναρτήσεων (που διατηρούνε τη διάταξη).

2. Κάποιες απλές κατηγορίες:

• Η κενή κατηγορία 0:

δεν έχει κανένα αντικείμενο και κανένα μορφισμό.
• Η κατηγορία 1 :

∗

έχει μοναδικό αντικείμενο το ∗ και μορφισμό τον ταυτοτικό 1∗.
• Η κατηγορία 2:

∗ → ⋆

• Η κατηγορία 3:
∗ ⋆

•
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3. Ένα μονοειδές (ημιομάδα με ουδέτερο στοιχείο) μπορεί να παρασταθεί ως
μια κατηγορία ενός αντικειμένου ∗. Τα στοιχεία του μονοειδούς είναι οι
μορφισμοί a, b, c, ... : ∗ → ∗. Η πράξη αναπαριστάται απο τη σύνθεση
μορφισμών και το ουδέτερο στοιχείο απο τον ταυτοτικό μορφισμό 1∗.

4. Αντίστοιχα μια ομάδα είναι ένα μονοειδές (δηλαδή μια κατηγορία με ένα
αντικείμενο) όπου για κάθε μορφισμό a : ∗ → ∗ υπάρχει a−1 : ∗ → ∗ ώστε
a ◦ a−1 = 1∗ = a−1 ◦ a.

1.0.3 Μονομορφισμοί, Επιμορφισμοί, Ισομορφισμοί

Έστω C μια κατηγορία και f : A → B ένας μορφισμός.
Ο f θα λέγεται:

• ισομορφισμός αν υπάρχει μορφισμός f−1 : B → A ώστε

f−1 ◦ f = 1A και f ◦ f−1 = 1B

Αν υπάρχει τέτοιος μορφισμός, ο οποίος θα λέγεται αντίστροφος του f , θα
λέμε οτι τα αντικείμενα A,B είναι ισομορφικά και θα γράφουμε A ∼= B.

• μονομορφισμός, αν δοθέντων μορφισμών g, h : C → A, f ◦ g = f ◦ h
συνεπάγεται g = h. Σχηματικά:

C A B
g

h

f

• επιμορφισμός, αν δοθέντων μορφισμών i, j : B → D, i ◦ f = j ◦ f
συνεπάγεται i = j. Σχηματικά:

A B D
f i

j

Στην κατηγορία Sets οι μορφισμοί αυτοί αντιστοιχούνε ακριβώς στις συναρτή-
σεις “1-1 και επί”, “1-1” και “επί” (αμφίεση, ένεση, έφεση). Οι κατηγορικοί ισο-
μορφισμοί αντιστοιχούνε στην έννοια του ισομορφισμού σε (σχεδόν) κάθε γνω-
στή μαθηματική δομή. Ενώ οι μονομορφισμοί συμπεριφέρονται ως “1-1” ομο-
μορφισμοί σε πολλές δομές όπως οι ομάδες, οι δακτύλιοι, τα σώματα κλπ, αυτό
γενικά δεν ισχύει για τους επιμορφισμούς και τις συναρτήσεις “επί” πέρα απο την
κατηγορία των συνόλων.
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1.0.4 Κατασκευές

Οι κατασκευές που θα δώσουμε πολλές φορές θα ορίζονται απο μια καθολική
ιδιότητα στα βέλη. Αυτό σχετίζεται με την έννοια της καθολικής κατασκευής, που
δε θα ορίσουμε εδώ (βλ. MacLane (1971))

Κατηγορίες Τομής

Δοθείσας μιας κατηγορίας C μπορούμε να κατασκευάσουμε την κατηγορία τομής
της C/C πάνω στο αντικείμενο C ∈ Ob(C) με αντικείμενα τους μορφισμούς
f ∈ Ar(C) με cod(f) = C, και για κάθε f : A → C, g : B → C στη C,
μορφισμούς a : f → g ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό:

A B

C

a

f g

Αντίστοιχα μπορούμε να φτιάξουμε την κατηγορία συν-τομής C/C με αντικεί-
μενα τους μορφισμούς με dom(f) = C και εντελώς ανάλογα με την C/C.

Αρχικά και Τελικά Αντικείμενα

Έστω C μια κατηγορία. Ένα αντικείμενο 0 λέγεται αρχικό αν για κάθε C ∈
Ob(C) υπάρχει ένας και μοναδικός μορφισμός

0 → C

Ένα αντικείμενο 1 λέγεται τελικό αν για κάθε C ∈ Ob(C) υπάρχει ένας και μονα-
δικός μορφισμός

C → 1

Στην Sets το κενό σύνολο ∅ είναι αρχικό και το μονοσύνολο {⋆} τελικό.

Γινόμενα

Το γινόμενο δυο αντικειμένων A,B μιας κατηγορίας C, είναι ένα αντικείμενο
A × B με μορφισμούς π1 : A × B → A, π2 : A × B → B, ώστε για κάθε
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X ∈ Ob(C) με f : X → A, g : X → B, να υπάρχει μοναδικός μορφισμός
⟨f, g⟩ : X → A×B ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό:

X

A A×B B

f ⟨f,g⟩ g

π1 π2

Το κατηγορικό γινόμενο γενικεύει το σύνηθες καρτεσιανό γινόμενο μεταξύ αντι-
κειμένων συνόλων. Αν υπάρχει το γινόμενο A × B για κάθε δυο αντικείμενα
A,B ∈ Ob(C), θα λέμε οτι η C έχει γινόμενα. Προφανώς αν μια κατηγορία έχει
γινόμενα δυο στοιχείων, μπορούμε να κατασκευάσουμε γινόμενα οποιουδήποτε
(πεπερασμένου) αριθμού στοιχείων.

Εκθετικά

Το εκθετικό δυο αντικειμένων A,B μιας κατηγορίας C, είναι ένα αντικείμενο

1.0.5 Μεγέθη

Απέφυγα να χρησιμοποιήσω τη λέξη σύνολο όταν δίναμε τους ορισμούς των δια-
φόρων εννοιών, επιλέγοντας την λιγότερο φορτισμένη λέξη συλλογή. Επειδή συ-
νήθως η θεωρία κατηγοριών εκφράζεται μέσα σε μια θεωρία συνόλων όπως η ZF,
παρουσιάζονται προβλήματα μεγέθους για κάποιες κατηγορίες. Ενώ μπορούμε
π.χ. για κατηγορίες πεπερασμένων αντικειμένων να μιλήσουμε για το σύνολο των
αντικειμένων τους, αυτό δεν μπορεί να γίνει για την Sets, αφού αυτό θα ήταν το
σύνολο όλων των συνόλων, κάτι που στην ZF δεν είναι καν σύνολο, λόγω των
παραδόξων τύπου Russell. Υπάρχουν τρόποι να μιλήσει κανείς για τέτοιες συλ-
λογές που είναι πολύ μεγάλες για να είναι σύνολα, όπως οι κλάσεις στην θεωρία
συνόλων Godel-Bernays, αλλά συνήθως μπορεί κάποιος να αποφύγει αυτά τα
θέματα μιλώντας γενικά για συλλογές, χωρίς πολλά προβλήματα.
Βοηθάει πάντως να έχουμε κάποια ιδέα για το “μέγεθος” κάθε κατηγορίας:

• Θα λέμε οτι μια κατηγορία C είναι μικρή, αν Ob(C), Ar(C) είναι σύνολα.
Αλλιώς η C θα λέγεται μεγάλη.

• Θα λέμε οτι η C είναι τοπικά μικρή αν για κάθε A,B ∈ Ob(C) το C(A,B)
είναι σύνολο.
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Συναρτητές

Οι κατηγορίες που ορίσαμε μπορούν να ορίσουν με τη σειρά τους μια κατηγορία
Cat κατηγοριών και μορφισμών μεταξύ τους. Οι μορφισμοί αυτοί, που απο δω
και πέρα θα ονομάζουμε συναρτητές, θα πρέπει να διατηρούν τη δομή, που στην
περίπτωση των κατηγοριών είναι η σύνθεση μορφισμών σύμφωνα με τον ορισμό
της κατηγορίας.

Ορισμός 2. Ένας συναρτητής F : C → D μεταξύ των κατηγοριών C,D αποτε-
λείται από

• Μια συνάρτηση F : Ob(C) → Ob(D), που αντιστοιχίζει κάθε αντικείμενο
της C σε κάποιο αντικείμενο της D.

• Μια συνάρτηση F : C(C,D) → D(F (C), F (D)), που αντιστοιχίζει κάθε
μορφισμό f : C → D της C στον F (f) : F (C) → F (D) της D ώστε:

– F (1A) = 1F (A) για κάθε A ∈ Ob(C)
– F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f) για κάθε f : C → D,g : D → E στην C.

Μπορεί εύκολα να αποδειχθεί οτι η Cat με κατηγορίες ως αντικείμενα και συναρ-
τητές ως μορφισμούς είναι (μεγάλη) κατηγορία.
Μπορούμε να κατασκευάσουμε την αντίθετη κατηγορία Cop αντιστρέφοντας
όλα τα βέλη της C. Με τον ίδιο τρόπο, αν έχουμε οποιαδήποτε πρόταση της θεω-
ρίας κατηγοριών μπορούμε να κατασκευάσουμε τη δυϊκή πρότασή της. Αποδει-
κνύεται εύκολα οτι οι δυικές των αξιωμάτων είναι επίσης αξιώματα, και η δυική
ενός θεωρήματος είναι επίσης επίσης θεώρημα. Με αυτό τον τρόπο για κάθε πρό-
ταση που αποδεικνύουμε παίρνουμε άλλη μια δωρεάν.
Ένας συναρτητής T : Cop → B θα λέγεται συναλλοιωτός(contravariant). Οι
συναρτητές T : C → B θα λέγονται ανταλλοίωτοι(covariant).
Ένας ισομορφισμός μεταξύ κατηγοριών C,B είναι ένας ισομορφισμός στην Cat,
δηλαδή ένας T : C → B που έχει αντίστροφο T−1 : B → C ώστε S ◦ T και T ◦ S
να είναι ταυτοτικοί συναρτητές. Ισοδύναμα είναι ένας συναρτητής που είναι ένα
προς ένα και επί σε αντικείμενα και βέλη.
Ο συναρτητής T : C → B είναι πλήρης αν για κάθε δύο αντικείμενα C,C ′ στη
C και μορφισμό g : T (C) → T (C′) στη B, υπάρχει ένας μορφισμός f : T (C) →
T (C ′) στη B με g = Tf . Ο συναρτητής T : C → B είναι πιστός (ή εμφύτευση)
αν για κάθε ζευγάρι αντικειμένων C,C ′ στη C και κάθε ζεύγος f1, f2 : C → C ′

παράλληλων μορφισμών στη C η ισότητα Tf1 = Tf2 : T (C) → T (C ′) επάγει
την f1 = f2.
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Πιο απλά: ένας συναρτητής T : C → B είναι πιστός (αντίστοιχα πλήρης) αν η
συνάρτηση

C(C,C ′) → B(T (C), T (C ′))

έιναι ένα προς ένα (αντίστοιχα επί).
Μια υποκατηγορία S μιας κατηγορίας C είναι μια συλλογή κάποιων απο τα αντι-
κείμενα και τους μορφισμούς της C, που περιέχει για κάθε μορφισμό f το πεδίο
και το συμπεδίο του, για κάθε αντικείμενο Α τον ταυτοτικό μορφισμό 1A και για
κάθε ζευγάρι συντιθέμενων μορφισμών τη σύνθεσή τους. Με αυτό τον τρόπο εί-
μαστε σίγουροι οτι η S είναι όντως κατηγορία. Μια πλήρης υποκατηγορία της
C είναι απλά μια επιλογή αντικειμένων της C. Οι μορφισμοί της θα είναι όλοι οι
μορφισμοί μεταξύ των αντικειμένων της που υπάρχουν στη C.

1.0.6 Φυσικοί Μετασχηματισμοί

Ορισμός 3. Αν S, T : C → B συναρτητές, ένας φυσικός μετασχηματισμός
(ΦΜ) τ : S → T είναι μια συνάρτηση που αντιστοιχεί σε κάθε αντικείμενο
C ∈ Ob(C) ένα μορφισμό τC : S(C) → T (C) στη B ώστε για κάθε μορφισμό
f : C → C ′ το τετράγωνο

S(C) T (C)

S(C ′) T (C ′)

τC

S(f) T (f)

τC′

είναι αντιμεταθετικό. Οι μορφισμοί τA, τB, τC ,... λέγονται συνιστώσες του ΦΜ
τ .
Όπως και με τους συναρτητές, μπορούμε να συνθέσουμε ΦΜ κανονικά, με (α ◦
β)A = αA ◦ βA για όλα τα A ∈ C. Επίσης ορίζεται ο ταυτοτικός ΦΜ 1T : T → T
με (1T )A = 1T (A).
Όταν όλες οι συνιστώσες ενός ΦΜ τ : S → T είναι ισομορφισμοί, ο τ λέγεται
φυσικός ισομορφισμός με τ : S ∼= T . Τότε οι αντίστροφες συνιστώσες του τ
είναι συνιστώσες ενός ΦΜ τ−1 : T → S



Κεφάλαιο 2

Θεωρία Τύπων

Θα αφήσουμε απο εδώ και πέρα στην άκρη τα ζητήματα που τέθηκαν στην εισα-
γωγή ώστε να μπορέσουμε να εξετάσουμε μια θεωρία τύπων με αυστηρό μαθημα-
τικό τρόπο.

Ο συμβολισμός που θα χρησιμοποιήσουμε οφείλεται στον Martin Hofmann
Hofmann (1997). Για εκτενείς εισαγωγές στη θεωρία εξαρτημένων τύπων δείτε
Nordström et al. (1990), Martin-Löf (1984), αλλά και HoTT Book (2013) για μια
πιο μοντέρνα και διαφορετική προσέγγιση.

2.1 Τύποι, Περιβάλλοντα, Κρίσεις

Για μας μια θεωρία τύπων θα είναι κάθε τυπικό αποδεικτικό σύστημα που μας
δίνει τη δυνατότητα να παράγουμε κρίσεις της μορφήςM : σ, ή αλλιώς “ο όρος
Μ έχει τύπο σ”.

Ως αποδεικτικό σύστημα θα χρησιμοποιήσουμε δένδρα αποδείξεων, με τη μορφή
του συστήματος της Φυσικής Απαγωγής του Gerhard Gentzen (cite). Όπως δεί-
ξαμε στην εισαγωγή, η μορφή τους είναι

Προκείμενη 1 Προκείμενη 2 ... Προκείμενη κ
(Όνομα Κανόνα)

Συμπέρασμα

όπου κάθε προκείμενη μπορεί να είναι το συμπέρασμα ενός άλλου (υπο)δένδρου
απόδειξης.

9
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Ένα αποδεικτικό τυπικό σύστημα είναι ένα σύνολο κανόνων για την εξαγωγή
κρίσεων. Η βασική κρίση που μας ενδιαφέρει έχει τη μορφή:

M : σ

και διαβάζεται: “ο όρος Μ έχει τύπο σ”. Παραδείγματος χάριν, θέλουμε για τον
φυσικό αριθμό 5 να μπορούμε να εξάγουμε την κρίση 5 : N. Θα θέλαμε επίσης
να μπορούμε να ξέρουμε αν έχουμε όντως έναν καλά ορισμένο τύπο, οπότε θα
χρειαστούμε την κρίση:

σ type

δηλαδή “ο σ είναι καλά ορισμένος τύπος”. Συνεχίζοντας το παράδειγμα θέλουμε
να έχουμε την κρίση N type για τον τύπο των φυσικών αριθμών. Τέλος θέλουμε
να μπορούμε να αναγνωρίζουμε και να εξισώνουμε ίσους τύπους ή όρους, για
παράδειγμα θέλουμε να ταυτίζουμε τους όρους 0 : N και 0 + 0 : N με το φυσικό
αριθμό 0. Για αυτό το σκοπό εισάγουμε μια κρίση “ισότητας καθ’ ορισμόν” για
τύπους και όρους ενός τύπου αντίστοιχα:

σ = τ type

M = N : σ

Πολλές φορές μια κρίση δεν ισχύει γενικά, αλλά ισχύει κάτω απο συγκεκριμένες
προϋποθέσεις. Παραδείγματος χάριν, η κρίση

x+ y = y + x : N

δεν έχει νόημα χωρίς να υποθέσουμε οτι οι μεταβλητές x, y έχουν τύπο N (και
φυσικά να έχουμε ορίσει τι σημαίνουν οι εκφράσεις x+ y, y+x). Για να ξέρουμε
κάθε φορά ποιές υποθέσεις έχουν γίνει όταν κάνουμε μια κρίση, εισάγουμε την
έννοια του περιβάλλοντος.
Ένα περιβάλλον είναι μια ακολουθία

Γ = (x1 : σ1, x2 : σ2, ..., xk : σk)

κρίσεων τυποποίησης, όπου η μεταβλητή xi πρέπει να είναι διαφορετικοί απο τις
μεταβλητές x1, ..., xi−1. Απο εδω και στο εξής όταν κάνουμε κάποια κρίση θα
πρέπει να αναφέρουμε το περιβάλλον στο οποίο γίνεται αυτή. Θα γράφουμε:

Γ ⊢ M : σ

και θα λέμε: “ο όρος Μ έχει τύπο σ στο περιβάλλον Γ”. Γενικά το περιβάλλον σε
μια κρίση πρέπει να περιέχει όλες τις ελεύθερες μεταβλητές που εμφανίζονται
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στη δεξιά μεριά του συμβόλου ⊢. Μπορούμε να σκεφτόμαστε ένα περιβάλλον
(x1 : σ1, x2 : σ2, ..., xk : σk) ως τις υποθέσεις οτι οι μεταβλητές xi έχουν τύπο σi.
Με αυτή την έννοια η κρίση τυποποίησης διαφέρει ανάλογα σε ποιά μεριά του ⊢
βρισκόμαστε, με τις κρίσεις στα αριστερά να είναι υποθετικές.

Όταν το Γ είναι κενό γράφουμε ⋄ ⊢ M : σ ή απλά ⊢ M : σ. Τέλος θέλουμε
μια κρίση ισότητας για τα περιβάλλοντα καθώς και την κρίση οτι το περιβάλλον
Γ είναι καλά ορισμένο. Οι δυο τελευταίες κρίσεις μπορούν να οριστούν χρησι-
μοποιώντας τις υπόλοιπες, θα τις συμπεριλάβουμε όμως στο σύστημά μας για
ευκολία.

Συνοψίζοντας, θα χρειαστούμε τις κρίσεις:

1. ⊢ Γ ctx
“Το Γ είναι καλά ορισμένο περιβάλλον”

2. ⊢ Γ = ∆ ctx
“Τα περιβάλλοντα Γ και Δ είναι ίσα καθ’ορισμόν”

3. Γ ⊢ σ type
“Ο σ είναι καλά ορισμένος τύπος στο περιβάλλον Γ”

4. Γ ⊢ σ = τ type
“Οι τύποι σ και τ είναι ίσοι καθ’ορισμόν”

5. Γ ⊢ M : σ type
“Ο όρος Μ είναι τύπου σ στο περιβάλλον Γ”

6. Γ ⊢ M = N : σ
“Οι όροι Μ και Ν τύπου σ είναι ίσοι καθ’ορισμόν στο περιβάλλον Γ”

2.2 Δομικοί Κανόνες

Οι παρακάτω δομικοί κανόνες θα ισχύουν ανεξάρτητα από τους συγκεκριμένους
τύπους που θα εισάγουμε στη θεωρία μας. Οι θεωρίες στις οποίες δεν ισχύουν
κάποιοι απο τους παρακάτω κανόνες λέγονται υποδομικές (sub-structural).

Ctx-E
⊢ ⋄ ctx
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Το αξίωμα αυτό λέει ότι το κενό περιβάλλον ⋄ είναι καλά ορισμένο περιβάλλον.

Γ ⊢ σ type
Ctx-Ext

⊢ Γ, x : σ ctx

Αν ξέρουμε οτι ο σ είναι τύπος στο περιβάλλον Γ, μπορούμε να επεκτείνουμε το
Γ με τον τύπο σ. Το x που εμφανίζεται στο Γ, x : σ είναι μια φρέσκια μεταβλητή,
δηλαδή δεν εμφανίζεται στο Γ. Το οτι το Γ είναι καλά ορισμένο είναι μεταθεωρη-
τική ιδιότητα του συστήματος.

⊢ Γ = ∆ ctx Γ ⊢ σ = τ type
Ctx-Ext-Eq

⊢ Γ, x : σ = ∆, y : τ ctx

Αν δυο περιβάλλοντα είναι ίσα και οι τύποι σ και τ είναι ίσοι στο ένα, τότε οι
επεκτάσεις τους με οποιοδήποτε απο τους δύο είναι ίσες.
Ο επόμενος κανόνας ουσιαστικά λέει οτι αν υποθέσουμε κάτι μπορούμε να το
επικαλεστούμε.

⊢ Γ, x : σ,∆ ctx
Var

Γ, x : σ,∆ ⊢ x : σ

Οι επόμενοι κανόνες δείχνουν οτι η ισότητα καθ’ορισμό είναι σχέση ισοδυνα-
μίας:

⊢ Γ ctx
Ctx-Eq-R

⊢ Γ = Γ ctx

⊢ Γ = ∆ ctx
Ctx-Eq-S

⊢ ∆ = Γ ctx

⊢ Γ = ∆ ctx ⊢ ∆ = Θ ctx
Ctx-Eq-T

⊢ Γ = Θ ctx

Γ ⊢ σ type
Ty-Eq-R

Γ ⊢ σ = σ type

Γ ⊢ σ = τ type
Ty-Eq-S

Γ ⊢ τ = σ type

Γ ⊢ σ = τ type Γ ⊢ τ = ρ type
Ty-Eq-T

Γ ⊢ σ = ρ type
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Γ ⊢ M : σ
Tm-Eq-R

Γ ⊢ M = M : σ

Γ ⊢ M = N : σ
Tm-Eq-S

Γ ⊢ N = M : σ

Γ ⊢ M = N : σ Γ ⊢ N = O : σ
Tm-Eq-T

Γ ⊢ M = O : σ

Οι επόμενοι κανόνες μας δείχνουν πως η ισότητα καθ’ορισμό χρησιμοποιείται
από το σύστημα για την τυποποίηση:

Γ ⊢ M : σ ⊢ Γ = ∆ ctx Γ ⊢ σ = τ type
Tm-Conv

∆ ⊢ M : τ

⊢ Γ = ∆ ctx Γ ⊢ σ type
Ty-Conv

∆ ⊢ σ type

Τέλος, διατυπώνουμε για ευκολία δύο κανόνες εξασθένησης και αντικατάστα-
σης, που αποδεικνύεται οτι είναι επιτρεπτοί, δηλαδή η χρήση τους δεν επηρε-
άζει τις κρίσεις που δυνητικά μπορεί να παράγει το σύστημα. (για απόδειξη βλ.
*citation* ). Το J μπορεί να είναι οποιαδήποτε απο τις κρίσεις:
M : σ, σ type,M = N : σ, σ = τ type.

Γ,∆ ⊢ J Γ ⊢ ρ type
Weak

Γ, x : ρ,∆ ⊢ J

Γ, x : ρ,∆ ⊢ J Γ ⊢ U : ρ
Subst

Γ,∆[U/x] ⊢ J [U/x]

2.3 Κατασκευαστές Τύπων

Μέχρι στιγμής έχουμε δώσει μόνο τους δομικούς κανόνες που θέλουμε να ισχύ-
ουν σε μια (δομική) θεωρία τύπων. Κανένας από αυτούς όμως δεν μας επιτρέπει
την κατασκευή κάποιου συγκεκριμένου τύπου. Για αυτό το σκοπό, χρειάζεται να
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εισάγουμε ορισμένους κανόνες κατασκευής, οι οποίοι θα λειτουργήσουν ως “γεν-
νήτριες” της θεωρίας μας. Η επιλογή αυτών των κανόνων είναι πολύ σημαντική,
αφού κάθε διαφορετική επιλογή δίνει και άλλη θεωρία τύπων. Εδώ θα δώσουμε
κανόνες για μια αρκετά βασική θεωρία εξαρτημένων τύπων, τύπου Martin-Löf.

Για κάθε είδος τύπου που θα εισάγουμε θα δίνουμε κάποιους από τους ακόλου-
θους κανόνες

1. κανόνες σχηματισμού (F), που θα παράγουν τον τύπο.

2. κανόνες ισότητας (Eq), που θα μας δείχνουν πότε δυο εμφανίσεις του τύπου
είναι ίσες καθ’ορισμό. κανόνες εισαγωγής(I), που θα εισάγουν στοιχεία
(όρους) του τύπου.

3. κανόνες απαλοιφής(E), που θα μας λένε πως μπορούμε να χρησιμοποιή-
σουμε τους όρους του τύπου όταν τους συναντάμε.

4. κανόνες υπολογισμού (C), που θα δείχνουν τι γίνεται όταν εφαρμόζουμε
ένα κανόνα απαλοιφής στο αποτέλεσμα ενός κανόνα εισαγωγής. Το όνομα
του τελευταίου κανόνα προέρχεται απο το ρόλο του π.χ. στον λ-λογισμό
(β-αναγωγή), όπου μοντελοποιεί την έννοια του υπολογισμού.

5. κανόνες μοναδικότητας (U), που μας δείχνουν πως οι όροι του τύπου μπο-
ρούν να εκφραστούν στην θεσμική (canonical) μορφή τους.

2.3.1 Τύπος Εξαρτημένης Συνάρτησης

Σε μια θεωρία απλών τύπων όπως η STLC, ο πιο σημαντικός τύπος είναι αυτός
των συναρτήσεων A → B με όρισμα τον τύπο A, που ουσιαστικά εκφράζει το
σύνολο των συναρτήσεων μεταξύ των συνόλων A και B. Ο τύπος “Π” της εξαρ-
τημένης συνάρτησης (λέγεται και τύπος εξαρτημένου γινωμένου) γενικεύει αυτό
τον τύπο και αποτελεί βασικό εργαλείο μιας θεωρίας εξαρτημένων τύπων. Η ιδέα
είναι οτι μπορούμε να έχουμε μια συνάρτηση απο τον τύπο Α στην “οικογένεια
τύπων” B(x), όπου το x είναι όρος του A. Αυτό αντιστοιχεί στο καρτεσιανό γινό-
μενο μιας οικογένειας συνόλων

∏
i∈ABi, με στοιχεία συναρτήσεις που απεικονί-

ζουν το δείκτη i στο αντίστοιχο σύνολο Bi.

Οι κανόνες σχηματισμού και ισότητας του είναι:

Γ ⊢ σ type Γ, x : σ ⊢ τ type
Π - F

Γ ⊢ Πx:στ type
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Γ ⊢ σ1 = σ2 type Γ, x : σ ⊢ τ1 = τ2 type
Π-Eq

Γ ⊢ Πx:σ1τ1 = Πx:σ2τ2 type

Ο κανόνας Π-F μας λέει πως όταν έχουμε ένα τύπο σ και ένα τύπο τ που εξαρ-
τάται απο το σ, μπορούμε να κατασκευάσουμε τον τύπο των συναρτήσεων σ →
τ(x), όπου x στοιχείο του σ. Αν στον κανόνα αφαιρέσουμε τον τύπο σ απο το
περιβάλλον της δεύτερης προκείμενης, ο τ δε θα περιέχει ελεύθερες μεταβλητές
τύπου σ, άρα δε θα εξαρτάται απο τον σ και παίρνουμε τον γνωστό μας τύπο της
απλής συνάρτησης σ → τ . Ακολουθώντας τη παραπάνω συνολοθεωρητική αντι-
στοιχία, αυτό συμβαίνει όταν η οικογένεια συνόλων

∏
i∈AB είναι σταθερή για

κάθε i ∈ A.

Ο κανόνας ισότητας δείχνει οτι μπορούμε να αντικαθιστούμε ίσους (καθ’ορισμό)
τύπους για να παίρνουμε ίσους Π-τύπους. Θα δίνουμε απο δω και πέρα ένα κα-
νόνα ισότητας για κάθε καινούριο κανόνα που εισάγουμε χωρίς να εξηγούμε πε-
ραιτέρω το ρόλο του, που θα είναι πάντα όμοιος.

Ο κανόνας εισαγωγής είναι:

Γ, x : σ ⊢ M : τ
Π-I

Γ ⊢ λ(x : σ).M τ : Πx:στ

Ο όρος λ(x : σ).M τ που παράγεται χρησιμοποιεί το γνωστό συμβολισμό του
λ-λογισμού, που ορίζει μια συνάρτηση.Στη βιβλιογραφία του λ-λογισμού ονομά-
ζεται λ-αφαίρεση.

Θα χρησιμοποιούμε τις ετικέτες όπως ηM τ συχνά, που ενώ μπορεί αρχικά να
φαίνονται υπερβολικές (θα μπορούσαμε να ξέρουμε τον τύπο του απο τον Π-
τύπο ολόκληρου του όρου) θα βοηθήσουν αργότερα.

Έχει αντίστοιχο κανόνα ισότητας:

Γ, x : σ ⊢ M1 = M2 : τ Γ ⊢ σ1 = σ2 type Γ, x : σ ⊢ τ1 = τ2 type
Π-I-Eq

Γ ⊢ λ(x : σ1).M1
τ1 = λ(xσ2 : M2

τ2).:Πx:σ1τ1

Θα θέλαμε κάθε φορά που έχουμε μια (εξαρτημένη) συνάρτηση Πx:στ και ένα
όρισμα a : σ να μπορούμε να εφαρμόσουμε το όρισμα και να πάρουμε ένα στοι-
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χείο του τύπου σ(a). Αυτό εκφράζεται με τον κανόνα απαλοιφής του Π-τύπου:

Γ ⊢ M : Πx:στ Γ ⊢ N : σ
Π-Ε

Γ ⊢ App[x:σ]τ (M,N) : τ [N/x]

Η ετικέτα [x : σ]τ προστέθηκε βοηθητικά για να ξεκαθαρίζει την δέσμευση της x
στον τύπο τ .

Ο κανόνας ισότητας τώρα είναι προφανής αλλά όχι τετριμμένος. Αν ο όρος στον
οποίο εφαρμόσουμε το Ν είναι γνωστή συνάρτησηM(x), το αποτέλεσμα θα εί-
ναι ο όρος Μ όπου οι εμφανίσεις του x αντικαθιστώνται απο το Ν.

Γ ⊢ λ(x : σ).M τ : Πx:στ Γ ⊢ N : σ
Π-C

Γ ⊢ App[x:σ]τ (λ(x : σ).M τ , N) = M [N/x] : τ [N/x] :

Ο κανόνας αυτός λέγεται και β-αναγωγή στη βιβλιογραφία του λ-λογισμού.

2.3.2 Εξαρτημένο Ζεύγος

Ο τύπος του εξαρτημένου ζεύγους (ή τύπος εξαρτημένου αθροίσματος) επεκτεί-
νει έναν άλλο βασικό τύπο του STLC, τον τύπο του καρτεσιανού γινομένου ή
τύπο ζεύγους. Ακολουθώντας τη συνολοθεωρητική αντιστοιχία, αυτός θα αντι-
στοιχεί στην ξένη ένωση μεταξύ συνόλων μιας οικογένειας (Bi)i∈A, δηλαδή του
συνόλου

∑
i∈ABi = {(i, b)|i ∈ A ∧ b ∈ Bi}.

Γ ⊢ σ type Γ, x : σ ⊢ τ type
Σ-F

Γ ⊢ Σx:στ type

Γ ⊢ M : σ Γ ⊢ N : t[M/x]
Σ-I

Γ ⊢ Pair[x:σ]τ (M,N) : Σx:στ

Η δεύτερη υπόθεση του κανόνα σχηματισμού μας δείχνει οτι ο τύπος τ εξαρτά-
ται από όρους του τύπου σ, μπορεί δηλαδή να ειδωθεί ως μια οικογένεια τύπων
με δείκτες στον τύπο σ. (Μπορούμε απο εδώ και πέρα να γράφουμε ανεπίσημα
τ(M) και να εννοούμε τον τύπο x : σ ⊢ τ [M/x] type ανM : σ)

Ο όρος Pair(M,N) που κατασκευάζει ο κανόνας εισαγωγής είναι, όπως λέει
το όνομα, ένα ζεύγος (καρτεσιανό γινόμενο), των όρωνM και N , με τη διαφορά
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από τον απλό τύπο ζεύγους οτι ο τύπος του δεύτερου όρου εξαρτάται απο τον
πρώτο όρο.

Γ,Σx:στ ⊢ ρ type
Γ, x : σ, y : τ ⊢ H : ρ[Pair[x:σ]τ (x, y)/z]

Γ ⊢ M : Σx:στ

Γ ⊢ RΣ
[z:Σx:στ ]ρ

([x : σ, y : τ ]H,M) : ρ[M/z]
Σ-Ε

Ο κανόνας αυτός λέγεται και αρχή επαγωγής για εξαρτώμενα ζεύγη. Το γράμμα
R προέρχεται απο το recursor (αναδρομέας), που χρησιμοποιείται σε άλλη βι-
βλιογραφία (δε θα επεκταθούμε εδώ σε αυτό). Πολύ απλά λέει οτι αν μπορείς να
φτιάξεις ένα στοιχείο του τύπου ρ((x, y)), όπου (x, y) : Σx:στ ζεύγος σε θεσμική
μορφή, μπορείς να φτιάξεις ένα στοιχείο του ρ(M), όπου Μ οποιοδήποτε στοι-
χείο του τύπου Σx:στ . Αυτό μας δείχνει οτι τα ζεύγη είναι τα θεσμικά στοιχεία
του τύπου εξαρτώμενου ζεύγους. Η έννοια του θεσμικού στοιχείου συνήθως εξη-
γείται ως: κάθε συνάρτηση που παίρνει ορίσματα κάποιου τύπου αρκεί να οριστεί
για τα θεσμικά του στοιχεία. Αυτό εκφράζει ο επόμενος κανόνας υπολογισμού:

Γ ⊢ RΣ
[z:Σx:στ ]ρ

([x : σ, y : τ ]H,Pair[x:σ]τ (M,N)) : ρ[Pair[x:σ]τ (M,N)/z]
Σ-C

Γ ⊢ RΣ
[z:Σx:στ ]ρ

([x : σ, y : τ ]H,Pair[x:σ]τ (M,N)) = H[M/x,N/y] : ρ[Pair[x:σ]τ (M,N)/z]

Αυτός μας λέει ακριβώς οτι μια συνάρτηση απο το Σx:στ που ορίστηκε με τον
όρο RΣ δρα στα θεσμικά στοιχεία του (τα ζεύγη) όπως έχει οριστεί απο το όρι-
σμα Η.

Θα αναφερθούμε τώρα σε κάποιους βασικούς τύπους δεδομένων, συγκεκριμένα
τον κενό τύπο, τον τύπο με ένα στοιχείο και τον τύπο των φυσικών αριθμών.

2.3.3 Ο κενός τύπος

⊢ Γ ctx
0-F

Γ ⊢ 0 type
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Γ, x : 0 ⊢ σ type Γ ⊢ M : 0
0-E

Γ ⊢ R0
[M :0]σσ[M/x] :

Βλέπουμε οτι ο κενός τύπος δεν έχει κάποιο κανόνα εισαγωγής. Αυτό ήταν ανα-
μενόμενο, αφού θέλουμε να μην περιέχει καθόλου στοιχεία! Ο κανόνας απαλοι-
φής εκφράζει την γνώστη απο τη λογική αρχή της έκρηξης: αν έχω ένα στοιχείο
του κενού τύπου μπορώ να κατασκευάσω ένα στοιχείο R0 οποιουδήποτε τύπου.

2.3.4 Ο τύπος μονάδα

Ο μοναδιαίος τύπος 1 θέλουμε να έχει μοναδικό στοιχείο ⋆.

⊢ Γ ctx

Γ ⊢ 1 type
1-F

⊢ Γ ctx

Γ ⊢ ⋆ : 1
1-I

Γ, x : 1 ⊢ σ type
Γ ⊢ M : σ[⋆/x]

Γ ⊢ N : 1
Γ ⊢ R1

[⋆:1]σ : σ[N/x]
1-E

Γ, x : 1 ⊢ σ type
Γ ⊢ M : σ[⋆/x]

Γ ⊢ R1
[⋆:1]σ = M : σ[⋆/x]

1-C

Οι δυο πρώτοι κανόνες έχουν προφανή σημασία. Οι Ε και C λειτουργούν όπως
ακριβώς στην περίπτωση του εξαρτημένου ζεύγους, δηλαδή χαρακτηρίζουν το
/star ως κανονικό όρο του τύπου 1

2.3.5 Φυσικοί Αριθμοί

Θα ορίσω τώρα τον τύπο των φυσικών αριθμών N. Αυτό θα γίνει πολύ φυσικά,
αντιγράφοντας ουσιαστικά τα αξιόματα του Peano στη θεωρία τύπων.

⊢ Γ ctx
N -F

Γ ⊢ N type

⊢ Γ ctx
N - I0

Γ ⊢ 0 : N
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Γ ⊢ M : N
N - Isucc

Γ ⊢ succ(M) : N

Γ, n : N ⊢ σ type
Γ ⊢ Hz : σ[0/n]

Γ, n : N, x : σ ⊢ Hs : σ[succ(n)/n]
Γ ⊢ M : N

Γ ⊢ RN
[n:N]σ(Hz, [n : N, x : σ]Hs,M) : σ[M/n]

N-E

Γ ⊢ RN
[n:N]σ(Hz, [n : N, x : σ]Hs, 0) : σ[0/n]

Γ ⊢ RN
[n:N]σ(Hz, [n : N, x : σ]Hs, 0) = H :z σ[0/n]

N− C0

Γ ⊢ RN
[n:N]σ(Hz, [n : N, x : σ]Hs, succ(M)) : σ[succ(M)/n]

Γ ⊢ RN
[n:N]σ(Hz, [n : N, x : σ]Hs, succ(M)) = Hs[M/n,RN

[n:N]σ(Hz, [n : N, x : σ]Hs,M)/x : σ[sucM/n]
N− Csucc

Οι δυο τελευταίοι κανόνες εκφράζουν το αξίωμα της επαγωγής για τους φυσικούς
αριθμούς.

2.3.6 Τύποι Ισότητας

Μέχρι τώρα ο μόνος τρόπος που έχουμε να αναγνωρίζουμε ίσα αντικείμενα εί-
ναι η ισότητα καθ’ορισμό. Το πρόβλημα με αυτό είναι οτι η ισότητα καθ’ορισμό
είναι κρίση και όχι πρόταση, άρα δε μπορεί να οριστεί επαγωγικά (με τη χρήση
δηλαδή των RN, RΣ), ούτε να χρησιμοποιηθεί ως υπόθεση σε κάποιο περιβάλλον
και άρα ούτε εντός της θεωρίας τύπων.

Για αυτό το λόγο θα θέλαμε να έχουμε ένα τύπο ισότητας, που να μπορεί να χρη-
σιμοποιηθεί μέσα στη θεωρία τύπων ώστε να μπορούμε να προβούμε σε συλλογι-
σμούς σχετικά με “ίσα” αντικείμενα της θεωρίας.

Γ ⊢ M : σ Γ ⊢ N : σ

Γ ⊢ Idσ(M,N) type
Id-F
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Ο κανόνας σχηματισμού μας δίνει για κάθε δυο όρους ενός τύπου ένα τύπο ισό-
τητας Id. Θα θέλαμε προφανώς κάθε όρος να είναι ίσος με τον εαυτό του. Αυτό
μας εξασφαλίζει ο κανόνας εισαγωγής:

ΓMσ

Γ ⊢ Reflσ(M) : Idσ(M,M)
Id-I

Όταν ο τύπος Idσ(M,N) είναι μη κενός θα λέμε οτι οι όροι , του τύπου σ είναι
προτασιακά ίσοι. Εύκολα βλέπουμε οτι αν ισχύει Γ ⊢ M = N : σ τότε Γ ⊢
Reflσ(M) : Idσ(M,N).

Οι κανόνες απαλοιφής και υπολογισμού μας δίνουν τη δυνατότητα να κάνουμε
επαγωγή στην ισότητα:

Γ ⊢ σ type
Γ, x : σ, y : σ, p : Idσ(x, y) ⊢ τ type

Γ, z : σ ⊢ H : τ [z/x, z/y,Reflσ(z)/p]
Γ ⊢ M : σ
Γ ⊢ N : σ

Γ ⊢ P : Idσ(M,N)

Γ ⊢ RId
[x:σ,y:σ,p:Idσ(x,y)]τ

([z : σ]H,M,N, P ) : τ [M/x,N/y, P/p]
Id-E

Γ ⊢ RId
[x:σ,y:σ,p:Idσ(x,y)]τ

([z : σ]H,M,M,Reflσ(M)) : τ [M/x,M/y,Reflσ(M)/p]

Γ ⊢ RId
[x:σ,y:σ,p:Idσ(x,y)]τ

([z : σ]H,M,M,Reflσ(M)) = H[M/z] : τ [M/x,M/y,Reflσ(M)/p]
Id-C

Όπως και με τα RN, RΣ, οι κανόνες αυτοί μας λένε οτι κάθε στοιχείο του τύπου
ισότητας συμπεριφέρεται σαν ένα θεσμικό στοιχείο, που εδώ είναι το Reflσ(M).



Κεφάλαιο 3

Κατηγοριοθεωρητική
Σημασιολογία

Όπως αναφέρθηκε στην εισαγωγή, η (μαθηματική) σημασιολογία ουσιαστικά εί-
ναι μια διαδικασία μετάφρασης μιας θεωρίας (της θεωρίας-αντικείμενο, έστω To)
σε μια άλλη (τη μεταθεωρία, έστω Tm). Αυτό που επιδιώκουμε είναι να μεταφέ-
ρουμε κάποιες σημαντικές πτυχές της To στην Tm, η οποία συνήθως είναι μια θε-
ωρία που καταλαβαίνουμε καλύτερα με κάποιο τρόπο και στην οποία μπορούμε
μετά να αποδείξουμε προτάσεις για την To. Προφανώς πάντα η Tm θα πρέπει να
”υποστηρίζει” την To, δηλαδή να διαθέτει ίση ή μεγαλύτερη πολυπλοκότητα δο-
μής. Η μετάφραση της To στην Tm θα λέγεται τότε μοντέλο της.

Ανάλογα με το ποιές πτυχές της θεωρίας-αντικειμένου θέλουμε να αναπαραστή-
σουμε, αλλάζει το τι είναι για μας ένα μοντέλο της σε μια μεταθεωρία. Για πα-
ράδειγμα, μια λειτουργική σημασιολογία (operational semantics) μιας θεωρίας
τύπων προσπαθεί να μεταφέρει όλο το μηχανισμό με τον οποίο μια θεωρία τύπων
πραγματοποιεί υπολογισμούς. Εμείς θα ασχοληθούμε με τη δηλωτική σημασιο-
λογία(denotational semantics) μιας θεωρίας τύπων. Το κύριο χαρακτηριστικό
των δηλωτικών μοντέλων είναι οτι είναι συνιστωτικά (compositional). Ο νεολο-
γισμός αυτός δηλώνει οτι η σημασιολογία ενός προγράμματος ορίζεται με βάση
τη σημασιολογία των συνιστωσών (μερών) του. Μέσω των δηλωτικών μοντέλων
μπορούμε να εργαζόμαστε στη μεταθεωρία για να αποδεικνύουμε ιδιότητες της
θεωρίας-αντικειμένου όπως ορθότητα, πληρότητα κλπ.

Μια σημασιολογία για μας θα είναι μια αντιστοίχηση των συμβόλων της θεωρίας

21
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μας - εδώ όλων των κρίσεων που μπορούν να εξαχθούν από τους κανόνες που
δώσαμε-, ιδωμένης ως απλό συντακτικό, σε κάποια αντικείμενα μιας κατάλληλης
μαθηματικής θεωρίας. Αυτή η αντιστοίχηση θα αναφέρεται και ως συνάρτηση ερ-
μηνείας και θα πρέπει κατά κάποιο τρόπο να σέβεται τους συντακτικούς κανόνες
της θεωρίας μας.

3.1 Το συνολοθεωρητικό μοντέλο

Αφού έχουμε μάθει να βλέπουμε τους τύπους μιας θεωρίας τύπων ως σύνολα με
επιπλέον δομή, είναι φυσικό να επιλέξουμε μια θεωρία συνόλων για τα μοντέλα
της θεωρίας μας. Ένα συνολοθεωρητικό μοντέλο της θεωρίας τύπων θα είναι
τότε απλά κάποια σύνολα, που θα υπακούν συγκεκριμένους κανόνες.

Η πρώτη μας σκέψη είναι να ερμηνεύσουμε αρχικά κάθε τύπο ως ένα σύνολο.
Αφού όμως οι τύποι εξαρτώνται απο το περιβάλλον στο οποίο βρίσκονται, επι-
λέγουμε να εισάγουμε αυτή την εξάρτηση ερμηνεύοντας τους τύπους ως οικο-
γένειες συνόλων με δείκτες σε κάποιο σύνολο που ερμηνεύει το περιβάλλον. Η
συνάρτηση ερμηνείας θα μοιάζει τότε κάπως έτσι:

• Για κάθε περιβάλλον Γ, ένα σύνολο JΓK. Για παράδειγμα:
Jx : N, y : NK = N× N

όπου το N μέσα στις σημασιολογικές παρενθέσεις είναι ο τύπος των φυσι-
κών αριθμών και το N×N είναι το καρτεσιανό γινόμενο του συνόλου N με
τον εαυτό του.

• Για κάθε καλά ορισμένο τύπο Γ ⊢ σ type, μιά οικογένεια συνόλων JΓ ⊢ σKi,
όπου i ∈ JΓK. Για παράδειγμα:

Jx, y : N ⊢ Mat(x, y)K(m,n) = M(m,n)

όπουMat(x, y) ο τύπος των πινάκων με διαστάσεις x, y καιM(x,y) το
αντίστοιχο σύνολο.

• Για κάθε όρο Γ ⊢ M : σ, μια συνάρτηση JΓ ⊢ M : σK, που δίνει για κάθε
i ∈ JΓK ένα στοιχείο του JΓ ⊢ σKi. Για παράδειγμα:

Jx, y : N ⊢ 0x,y : Mat(x, y)K(m,n) = 0m,n ∈ M(m,n)
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όπου όλες οι αντιστοιχήσεις σέβονται την ισότητα καθ’ορισμό, δηλαδή δυό σύ-
νολα του μοντέλου είναι ίσα (στη συνολοθεωρία) όταν και μόνο όταν τα αντί-
στοιχα περιβάλλοντα/τύποι/όροι είναι ίσα καθ’ορισμό (στη θεωρία τύπων).

Η αντιστοιχία μπορεί να συνεχιστεί για τους κατασκευαστές γνωστών τύπων που
παρουσιάσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, με βάση τις ανεπίσημες αντιστοι-
χίες που δώσαμε (συνάρτηση σε οικογένεια, ξένη ένωση οικογένειας συνόλων
κλπ). Μόλις ολοκήρωθεί το απλό αυτό βήμα, η απόδειξη οτι η σημασιολογία εί-
ναι ορθή είναι σχεδόν άμεση.

3.2 Κατηγορικά Μοντέλα

Η ιδέα των συνολοθεωρητικών μοντέλων είναι απλή και διαισθητική. Ενώ πρα-
κτικά όμως μπορούμε για τους περισσότερους τύπους που μας δίνονται να κατα-
σκευάσουμε την ερμηνεία του στο συνολοθεωρητικό μοντέλο, παρουσιάζονται
προβλήματα λόγω της ιδιομορφίας και γραφειοκρατικότητας του ευρέως χρησι-
μοποιούμενου συντακτικού της θεωρίας τύπων. Για παράδειγμα αν θέλουμε να
έχουμε α-αναγωγή (η αντικατάσταση όλων των ελεύθερων εμφανίσεων μιας επώ-
νυμης μεταβλητής με μία άλλη), ξεκάθαρη αντικατάσταση (explicit substitution),
μη-μοναδικότητα εξαγωγής κρίσεων (όταν μια κρίση είναι συμπέρασμα διαφορε-
τικών δένδρων απόδειξης), δεν είναι προφανές πως η ερμηνεία ακολουθεί όντως
τους κανόνες της θεωρίας τύπων, και πρέπει να αποδειχθεί εκ νέου για κάθε υπο-
ψήφια θεωρία.

Τα παραπάνω προβλήματα κάνουν την κατασκευή μοντέλων ιδιαίτερα δύσκολη
και επίπονη διαδικασία. Η κατηγορική σημασιολογία είναι ένας τρόπος να αντι-
μετοπίσουμε τα προβλήματα αυτά μια και καλή για κάθε μοντέλο που θα θέ-
λουμε να κατασκευάσουμε.

Η ιδέα είναι να ορίσουμε κάποιες αλγεβρικές δομές, οι οποίες θα είναι κάποιες
κατηγορίες με επιπλέον δομή, και να αποδείξουμε οτι κάθε τέτοια δομή επιδέχε-
ται μια συνάρτηση ερμηνείας από το συντακτικό της θεωρίας τύπων μας. Τότε
θα μπορούμε να κατασκευάζουμε μοντέλα ως συγκεκριμένες εμφανίσεις της αλ-
γεβρικής αυτής δομής. Επιπλέον, πολλές φορές θα μπορούμε να ταυτίζουμε τις
εμφανίσεις αυτές με το μοντέλο της θεωρίας τύπων, ξεχνώντας τελείως την συνο-
λοθεωρητική ερμηνεία (αν και αυτό είναι θέμα προτίμησης).

Η δομή που θα χρησιμοποιήσουμε εδώ θα είναι οι Κατηγορίες με Οικογένειες
(ΚμΟ) (Categories with Families - CwF στη βιβλιογραφία). Αυτές εφευρέθηκαν
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από τον Peter Dybjer Dybjer (1996), ως παραλλαγή των Κατηγοριών με Ιδιότη-
τες (ΚμΙ) (Category with Attributes - CwA) του Cartmell Cartmell (1978). Τα
μοντέλα αυτά έχουν κατασκευαστεί για να είναι ιδιαίτερα κοντά στο συντακτικό,
κάνοντας την κατανόησή τους ευκολότερη. Πιο αφηρημένα (και ίσως πιό “φυ-
σικά”) μοντέλα αποτελούν για παράδειγμα οι Τοπικά Καρτεσιανά Κλειστές Κα-
τηγορίες (LCCC) του Seely, που ήταν και το πρώτο κατηγορικό μοντέλο της θε-
ωρίας τύπων Seely (1984). Αυτά τα μοντέλα παρουσιάζουν πολλαπλές τεχνικές
δυσκολίες στην απόδειξη της πληρότητάς τους, οι οποίες είναι εκτός του εύρους
αυτής της διπλωματικής.

Οι κατηγορίες με οικογένειες προσπαθούν να μεταφράσουν το συντακτικό της
θεωρίας τύπων “άμεσα”, αφού αυτό εμπλουτιστεί με την προσθήκη εργαλείων
όπως μορφισμοί μεταξύ περιβαλλόντων και γενικευμένη αντικατάσταση (που
φυσικά δεν αλλάζουν τη δύναμη της θεωρίας, αλλά κάνουν την παραγωγή της
σημασιολογίας ευκολότερη). Η ιδέα είναι οτι αντί να έχουμε μια κατηγορία για
κάθε περιβάλλον, μια για κάθε τύπο και οι όροι να αναπαριστώνται έμμεσα μέσω
pullback, μπορούμε να έχουμε για κάθε περιβάλλον μια κατηγορία με οικογέ-
νειες, που περιέχει τους τύπους και τους όρους τους.

Αφού ορίσουμε τις κατηγορίες με οικογένειες και δούμε οτι η θεωρία τύπων μπο-
ρεί να μεταφραστεί σε μια κατηγορία με οικογένειες με την κατάλληλη δομή,
ανάλογα τους τύπους που θέλουμε να μπορεί να υποστηρίζει, θα δώσουμε μια
συνάρτηση ερμηνείας και θα συζητήσουμε τις αποδείξεις της πληρότητας και της
ορθότητάς της. Θα συγκρίνουμε το μοντέλο που κατασκευάζουμε με το μοντέλο
μιας συνολοθεωρίας στις κατηγορίες με οικογένειες. Θα αποκαλούμε T το μο-
ντέλο της θεωρίας τύπων και S⌉⊔ το συνολοθεωρητικό μοντέλο.

Πρίν ξεκινήσουμε πρέπει να επιστρέψουμε στη θεωρία τύπων μας και να κά-
νουμε μερικές τροποποιήσεις, ώστε η ερμηνεία του συντακτικού να είναι ευκο-
λότερη.

3.2.1 Προ-συντακτικό

Αντί να χρησιμοποιούμε κάθε φορά τους κανόνες παραγωγής που δώσαμε στο κε-
φάλαιο 2, θέλουμε να δώσουμε έναν απλό επαγωγικό ορισμό όλων των όρων που
μπορεί να συναντήσουμε στη θεωρία τύπων μας. Αυτός θα περιέχει αναπόφευ-
κτα και μη καλά ορισμένους όρους, πράγμα που μπορεί να θέλουμε. Ο ορισμός
αυτός θα μας χρησιμεύσει ιδιαίτερα στο να ορίσουμε αργότερα τους μορφισμούς
μεταξύ περιβάλλοντων.
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Το προ-συντακτικό αποτελείται από προ-περιβάλλοντα (Γ), προ-τύπους (σ, τ ) και
προ-όρους(, ), για μια θεωρία όπως αυτή που περιγράψαμε:

• Γ ::= ⋄ | Γ, x : σ (αν x δεν εμφανίζεται στο Γ)

• σ, τ ::= Πxστ | Σx:στ | Idσ(M,N) | N

• M,N,H, P ::= x | λ(x : σ).M τ | App[x:σ]τ (M,N)

| Pair[x:σ]τ (M,N) | RΣ
[z:Σx:στ ]ρ

([x : σ, y : τ ]H,M)

| Reflσ(M) | RId
[x:σ,y:σ,p:Idσ(x,y)]τ

([z : σ]H,M,N, P )

| 0 | succ(M) | RN
[n:N]σ(Hz, [n : N, x : σ]Hs,M)

3.2.2 Μορφισμοί Περιβαλλόντων

Έστω Γ και∆ ≡ x1 : σ1, ..., xn : σn καλά ορισμένα περιβάλλοντα. Αν f ≡
(M1, ...,Mn) είναι μια ακολουθία προ-όρων τότε η f είναι ένας μορφισμός από
το περιβάλλον Γ στο∆ αν ισχύουν:

• Γ ⊢ M1 : σ1

• Γ ⊢ M2 : σ2[M1/x1]
...

• Γ ⊢ Mn : σn[M1/x1][M2/x2]...[Mn−1/xn−1]

Τότε θα γράφουμε
f : Γ → ∆

Μερικά Παραδείγματα:

1. Για κάθε περιβάλλον Γ υπάρχει μοναδικός μορφισμός

() : Γ → ⋄

2. Αν Γ ≡ x1 : σ1, ..., xn : σn περιβάλλον, Γ ⊢ σ type και η x είναι μια
φρέσκια μεταβλητή:

p(Γ, σ)
ορσ
≡ (x1, ..., xn) : Γ, x : σ → Γ

Ο p(Γ, σ) θα λέγεται και μορφισμός προβολής.
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3. Αν Γ ≡ x1 : σ1, ..., xn : σn περιβάλλον, τότε για κάθε όρο Γ ⊢ M : σ
έχουμε τον μορφισμό:

M̄
ορσ
≡ (x1, ..., xn,M) : Γ → Γ, x : σ

Ας πούμε:
(0, ReflN(0)) : ⋄ → n : N, p : IdN(0, n)

Αλλά και:
(0, ReflN(0)) : ⋄ → n : N, p : IdN(0, 0)

4. Αν Γ ≡ x1 : σ1, ..., xn : σn τότε

idΓ
ορσ
≡ (x1, ..., xn) : Γ → Γ

είναι ο ταυτοτικός μορφισμός περιβαλλόντων.

Μπορώ τώρα μέσω των μορφισμών περιβαλλόντων να ορίσω την ακόλουθη
πράξη γενικευμένης αντικατάστασης για κάθε κρίση και στοιχείο προ-συντακτικού:

Αν J οποιοδήποτε στοιχείο προ-συντακτικού ή κρίση της μορφήςM : σ, σ type,M =
N : σ, σ = τ type, ∆ ≡ x1 : σ1, ..., xn : σn περιβάλλον και f : Γ → ∆, τότε
ορίζω

J [f/∆] ≡ J [M1/x1][M2/x2]...[Mn/xn]

ως την ταυτόχρονη αντικατάσταση στο J των Δ-μεταβλητών από τους προ-
όρους του f .
Αποδεικνύεται τότε με επαγωγή στο μήκος του∆, οτι

Αν f : Γ → ∆ και∆,Θ ⊢ J , τότε ∆,Θ[f/∆] ⊢ J [f/∆]

Μπορούμε απο εδώ και πέρα να γράφουμε J [f ] αντί για J [f/∆] όταν δεν υπάρ-
χει κίνδυνος σύγχυσης.

Το παραπάνω θεώρημα μας δείχνει οτι η γενικευμένη αντικατάσταση περιέχει
τους δομικούς κανόνες εξασθένισης και αντικατάστασης, και μας επιτρέπει να
ορίσουμε τους ακόλουθους κανόνες που παράγουν όλες τις επιτρεπτές κρίσεις για
τους μορφισμούς περιβαλλόντων:



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΚΑΤΗΓΟΡΙΟΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΣΗΜΑΣΙΟΛΟΓΙΑ 27

⊢ Γ ctx

() : Γ → ⋄
CM-Emp

f : Γ → ∆ ⊢ ∆, x : σ ctx Γ ⊢ M : σ[f ]

(f,M) : Γ → ∆, x : σ
CM-Cons

Μπορούμε τώρα να δούμε οτι οι μορφισμοί περιβαλλόντων συμπεριφέρονται
όπως οι μορφισμοί σε μια κατηγορία, δηλαδή μπορούν να συντεθούν προσεταιρι-
στικά και πάντα υπάρχει ο αντίστοιχος ταυτοτικός μορφισμός.

Η σύνθεση δυο μορφισμών περιβαλλόντων ορίζεται ως: αν f : Γ → ∆ και
g : ∆ → Θ, όπου g ≡ (N1, ..., Nk), τότε

g ◦ f ≡ (N1[f ], ..., Nk[f ]) : Γ → Θ

Το οτι ο g ◦ f είναι όντως μορφισμός από το Γ στο Θ αποδεικνύεται εύκολα.

Επίσης επαγωγικά αποδεικνύονται και οι ακόλουθες ιδιότητες:

σ[g ◦ f ] ≡ σ[g][f ]

M [g ◦ f ] ≡ M [g][f ]

(g ◦ f) ◦ h ≡ g ◦ (f ◦ h)

3.2.3 Κατηγορίες με Οικογένειες

Όπως είπαμε προηγουμένως, η ιδέα πίσω απο μια κατηγορία με οικογένειες είναι
να αναπαραστήσει όλα τα στοιχεία μιας θεωρίας τύπων όσο πιο κοντά στο συντα-
κτικό γίνεται. Θέλουμε δηλαδή το μοντέλο να περιέχει τα περιβάλλοντα, τους τύ-
πους που ορίζονται σε κάθε περιβάλλον και τους όρους των τύπων αυτών, καθώς
και τους μορφισμούς περιβαλλόντων που ορίσαμε, που καλύπτουν τις ιδιότητες
αντικατάστασης και εξασθένισης περιβάλλοντος.

Αυτό γίνεται ορίζοντας αρχικά μια κατηγορία C με αντικείμενα περιβάλλοντα και
μορφισμούς τους μορφισμούς περιβαλλόντων. Για κάθε Γ ∈ C θέλουμε ένα σύ-
νολο τύπων TyC(Γ) που ορίζονται στο Γ, και για κάθε σ ∈ TyC(Γ) ένα σύνολο
TmC(Γ, σ) όρων του σ. Για να δώσουμε ένα συνεκτικότερο ορισμό θα χρησιμο-
ποιήσουμε την κατηγορία Fam.
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Η κατηγορία Fam των οικογενειών συνόλων έχει ως αντικείμενα ζεύγη A =
(A0, A1), όπου A0 είναι ένα σύνολο και A1 = (A1

a)a∈A μια οικογένεια συνόλων
με δείκτες στο A0. Τα (A0, A1) θα λέγονται συνιστώσες του A. Οι μορφισμοί
f : A → B είναι ζέυγη f = (f0, f1) με f0 : A0 → B0 και f1

a : A1(a) →
B1(f0(a)).

Έστω τώρα ένας συναλλοιωτός συναρτητής

F : Cop → Fam

απο την κατηγορία C των περιβαλλόντων στην Fam. Για τα αντικείμενα (τα περι-
βάλλοντα) θα ισχύει:

F(Γ) = (TyC(Γ),TmC(Γ, σ))σ∈TyC(Γ)

Για τους μορφισμούς π.χ. f : Γ → ∆ θα ισχύει (αφού F συναλλοίωτος):

Ff : F∆ → FΓ

Αναλύωντας στις συνιστώσες:

Ff0 : TyC(∆) → TyC(Γ)
σ 7→Ff0σ

Ff1σ : TmC(∆, σ) → TmC(Γ,Ff0σ)

M 7→Ff1
σM

Απο την ιδιότητα του F ως συναρτητή βλέπουμε οτι πληρούνται όλες οι προϋπο-
θέσεις για να υποστηρίζεται η αντικατάσταση στο μοντέλο.

Για να ερμηνεύσουμε τον κανόνα CM-Cons που επεκτείνει τους μορφισμούς πε-
ριβαλλόντων, ορίζω την έννοια του comprehension. Αν∆ ένα αντικείμενο της
κατηγορίας περιβαλλόντων C και σ ∈ TyC(∆), ένα comprehension του σ αποτε-
λείται απο:

1. Ένα αντικείμενο∆.σ ∈ C που θα ερμηνεύει το επεκτεταμένο περιβάλλον
∆, x : σ.

2. Δύο προβολές:

• pσ : ∆.σ → ∆
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• vσ ∈ TmC(∆.σ, pσ(σ))

που θα ερμηνεύουν την εξασθένηση περιβάλλοντος και τον κανόνα μετα-
βλητής Var αντίστοιχα.

Όλα αυτά ώστε για κάθε f : ∆ → Γ καιM ∈ TmC(Γ, fσ) να υπάρχει μοναδικός
μορφισμός ⟨f,M⟩σ : Γ → ∆.σ ώστε να ικανοποιούνται οι εξισώσεις:

pσ(σ) ◦ ⟨f,M⟩σ = f

⟨f,M⟩σ(vσ) = M

Συγκρίνετε τον παραπάνω ορισμό με τον κανόνα CM-Cons για να πειστείτε για
την αντιστοιχία τους.
Είμαι τελικά έτοιμος να ορίσω μια κατηγορία με οικογένειες, η οποία (μετά την
προετοιμασία που κάναμε στο συντακτικό και στους ορισμούς μας) θα υπακούει
αυτόματα όλους τους δομικούς κανόνες της θεωρίας τύπων.

Μια κατηγορία με οικογένειες θα αποτελείται από:

• Μια κατηγορία C (περιβαλλόντων) με ένα τερματικό αντικείμενο (που θα
ερμηνεύει το κενό περιβάλλον).

• Ένα συναρτητή F = (Ty,Tm) : Cop → Fam.

• Ένα comprehension για κάθε ΓinC και σ ∈ TyC(Γ).

Επίσης, μπορεί να αποδειχθεί (αν και δεν θα το δούμε εδώ), οτί λόγω της καθο-
λικής ιδιότητας των comprehensions ως ισομορφισμό, μια κατηγορία με οικογέ-
νειες χαρακτηρίζεται πλήρως απο την επιλογή του συναρτητή F .

Όροι και Τομές

Σε μια ΜκΟ, ανM ∈ TmC(Γ, σ) τότε επίσηςM ∈ TmC(Γ, idΓ(σ)). Άρα:

M̄
ορσ
= ⟨idΓ,M⟩σ : Γ → Γ.σ
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Εξασθένιση

Αν f : B → Γ και σ ∈ TyC(Γ), ένας μορφισμός περιβαλλόντων (του μοντέλου)
q(f, σ) : B, f(σ) → Γ.σ, που θα λέγεται εξασθένιση του f από τον σ, ορίζεται:

q(f, σ) = ⟨f ◦ p(f(σ)), vf(σ),⟩ σ

Αυτός στο μοντέλο αντιστοιχεί στον αντίστοιχο μορφισμό περιβαλλόντων με το
ίδιο όνομα.
Ένας μορφισμός εξασθένισης θα λέγεται είτε ένας μορφισμός της μορφής p(σ) :
Γ, σ → Γ, είτε της μορφής q(w, τ), με w μορφισμό εξασθένισης. Στο μοντέλο
αντιστοιχεί σε μια προβολή.

Για ευκολία ορίζουμε το συμβολισμό σ+,M+, f+ για τα w(σ), w(M), q(f, σ)
αντίστοιχα, όταν είναι ξεκάθαρα απο τα συμφραζόμενα.

3.2.4 Ερμηνεία των Κατασκευαστών

Θέλουμε τώρα να δούμε τι προϋποθέσεις πρέπει να τηρεί μια ΚμΟ για να μπορεί
να υποστηρίξει τους τύπους που θέλουμε να έχουμε στη θεωρία μας. Θα το εξετά-
σουμε για τους βασικούς τύπους Π,Σ. Η διαδικασία θα είναι παρόμοια για κάθε
τύπο. Προσπαθούμε να ακολουθήσουμε όσο πιο πιστά γίνεται το συντακτικό,
χρησιμοποιώντας τους αντίστοιχους όρους του μοντέλου στις ΚμΟ. Αργότερα
μπορούμε να σκεφτούμε πως θα κάνουμε τη διαδικασία πιό αφαιρετική.

Π τύποι

Μια ΚμΟ με C κατηγορία περιβαλλόντων θα υποστηρίζει τύπους εξαρτημένων
συναρτήσεων, όταν:

• Για κάθε δύο τύπους σ ∈ TyC(Γ), τ ∈ TyC(Γ), υπάρχει τύπος Π(σ, τ) ∈
TyC(Γ) (Π-F)

• Για κάθεM ∈ TmC(Γ.σ, τ) υπάρχει όρος λσ,τ (M) ∈ TmC(Γ,Π(σ, τ))
(Π-I)

• Για κάθε όροM ∈ TmC(Γ,Π(σ, τ)) και N ∈ TmC(Γ, σ), υπάρχει όρος
Appσ,τ (M,N) ∈ TmC(Γ, M̄(τ)) (Π-E)
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όλα αυτά ώστε να ισχύουν οι εξισώσεις:

• Appσ,τ (λσ,τ (M), N) = N̄(M) (Π-C)

• f(Π(σ, τ)) = Π(f(σ), qf,σ(τ) ∈ TyC(B), για f : B → Γ (Π-S)

• f(λσ,τ (M)) = λf(σ),qf,σ(τ)(qf,σ(M)) (λ-S)

• f(Appσ,τ (M,N)) = Appf(σ),qf,σ(τ)(f(M), f(N)) (App-S)

Οι εξισώσεις (-S) μας εξασφαλίζουν το οτι ο f είναι όντως συναρτητής. Δε χρειά-
ζεται να ανησυχούμε για την ισότητα καθ’ορισμόν, αφού στο μοντέλο αυτή ερμη-
νεύεται από την απόλυτη ισότητα μεταξύ αντικειμένων της θεωρίας κατηγοριών.

Σ τύποι

Μια ΚμΟ με C κατηγορία περιβαλλόντων υποστηρίζει τύπους εξαρτημένου ζεύ-
γους όταν:

• Για κάθε δύο τύπους σ ∈ TyC(Γ), τ ∈ TyC(Γ) υπάρχει τύπος Σ(σ, τ) ∈
TyC(Γ) (Σ-F), ώστε:

f(Σ(σ, τ)) = Σ(f(σ), f+(τ))

όταν f : B → Γ

• Υπάρχει μορφισμός Pairσ,τ : Γ.σ.τ → Γ.Σ(σ, τ), ώστε p(Σ(σ, τ)) ◦
Pairσ,τ = p(σ) ◦ p(τ), ώστε

f+ ◦ Pairσ,τ = Pairf(σ),f+(τ) ◦ f++

όταν f : B → Γ

• Για κάθε τύπο ρ ∈ TyC(Γ.Σ(σ, τ)) και όρο H ∈ TmC(Γ.σ.τ, Pairσ,τ (ρ)),
ένας όρος RΣ

σ,τ,ρ(H) ώστε να ισχύουν:

Pairσ,τ (R
Σ
σ,τ,ρ(H)) = H

f+(RΣ
σ,τ,ρ(H)) = RΣ

f(σ),f+(τ),f+(ρ)(f
++(H))
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3.2.5 Η συνάρτηση ερμηνείας, Πληρότητα και Ορθότητα

Μπορούμε τώρα να κατασκευάσουμε μια συνάρτηση ερμηνείας, που θα αντιστοι-
χίζει το προ-συντακτικό της θεωρίας τύπων σε αντικείμενα του μοντέλου μας, σε-
βόμενη πάντα τους κανόνες που έχουμε δει οτι πρέπει να ισχύουν ώστε να έχουμε
όντως ένα μοντέλο.

Συγκεκριμένα, θα αντιστοιχίζει προ-περιβάλλοντα σε αντικείμενα της κατηγορίας
C, ζεύγη Γ;σ προ-περιβαλλόντων και προ-τύπων σε οικογένειες στο TyC(JΓK)
και ζεύγη Γ;M προ-περιβαλλόντων και προ-όρων σε στοιχεία του TmC(JΓK, σ).
Όταν το προ-συντακτικό δεν είναι καλά ορισμένο, η εικόνα του στο μοντέλο δεν
ορίζεται. Το ίδιο και για εκφράσεις που περιέχουν μη καλα ορισμένες εκφράσεις
μέσα τους.

Η αντιστοίχηση γίνεται ως εξής:

• J⋄K = ⊤

• JΓ;x : σK = JΓK.JΓ.σK
• JΓ;ΠxστK = Π(JΓ;σK, JΓ, x : σ; τK)
• JΓ, x : σ;xK = vJΓ;σK
• JΓ, x : σ,∆, y : τ ;xK = pJΓ,x:σ,∆;τK(JΓ, x : σ,∆;xK)
• JΓ;App[x:σ]τ (M,N)K = AppJΓ;σK,JΓ,x:σ;τK ◦ ⟨ ¯JΓ;MK, JΓ;NK+⟩JΓ;Πx:στK+
• JΓ;λ(x : σ).M τ K = λJΓ;σK,JΓ,x:σ;τK(JΓ, x : σ;MK)

Με αυτό τον τρόπο μπορύμε δουλεύοντας επαγωγικά στο μήκος κάθε παράστα-
σης της θεωρίας τύπων να κατασκευάσουμε το μοντέλο μας.

Κατόπιν θα εξετάσουμε τις σημαντικές ιδιότητες της πληρότητας και ορθότητας
της σημασιολογίας. Ας σκεφτούμε όμως πρώτα τι σημαίνει η σημασιολογία μας
να είναι πλήρης και ορθή.

Η έννοια της πληρότητας γίνεται περίπλοκη όταν φεύγουμε απο την πρωτοβάθ-
μια λογική. Αυτό που αναφέραμε ως πληρότητα στην εισαγωγή, δηλαδή: “αν ηJϕK είναι αληθής σε κάθε μοντέλο τότε η ϕ αποδεικνύεται στη θεωρία” λέγεται
και πληρότητα για όλα τα μοντέλα. Μια δυνατότερη μορφή πληρότητας είναι να
απαιτήσουμε να ισχύει “αν JϕK είναι αληθής σε κάποιο συγκεκριμένο μοντέλο
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τότε η ϕ αποδεικνύεται στη θεωρία”. Αυτό λέγεται και ισχυρή πληρότητα (full
completeness). Τέλος, μια πιο περίπλοκη μορφή πληρότητας είναι η καθολική
πληρότητα (universal completeness), που απαιτεί η συνάρτηση ερμηνείας J−K
να είναι έφεση. Η πληρότητα που θα αποδείξουμε εδώ είναι αυτή για όλα τα μο-
ντέλα, και η απόδειξη εξαρτάται απο την απόδειξη της ορθότητας της σημασιολο-
γίας.

Για την ορθότητα, επαναλαμβάνουμε τον ορισμό που δώσαμε στην εισαγωγή:
“Αν η ϕ είναι μια πρόταση που αποδεικνύεται από τους κανόνες και τα αξιόματα
της θεωρίας, τότε η αντιστοίχηση JϕK είναι αληθής (ως προς την μεταθεωρία) σε
κάθε μοντέλο”. Αυτό για μας θα σημαίνει: αν μπορούμε στη θεωρία τύπων μας
να εξάγουμε μια κρίση ϕ, θα πρέπει η JϕK να είναι αντικείμενο του μοντέλου.
Αν υποθέσουμε οτι η ορθότητα έχει αποδειχθεί, μπορούμε τώρα να αποδείξουμε
την πληρότητα: Αφού η θεωρία τύπων όπως είδαμε αποτελεί μια ΚμΟ, και τα
μοντέλα σε ΚμΟ είναι ορθά, όταν μια εξίσωση ισχύει σε όλες τις ΚμΟ τότε θα
πρέπει να ισχύει και στη θεωρία τύπων, που είναι ζια απο αυτές.

Η απόδειξη της ορθότητας είναι υπερβολικά επίπονη και χρονοβόρα, και δεν έχει
γραφτεί ποτέ λεπτομερώς στη βιβλιογραφία για μοντέλα σε ΚμΟ. Μια παρεμφε-
ρής απόδειξη για μοντέλα σε contextual categories υπάρχει στο Streicher (1991).
Ένα σχήμα της απόδειξης για ΚμΟ μπορεί να βρεθεί στο Hofmann (1997). Μια
απόδειξη που βασίζεται στο οτι ένα μοντέλο της θεωρίας τύπων είναι ένα αρ-
χικό αντικείμενο (initial object) στην κατηγορία των ΚμΟ υπάρχει στο Castellan
(2014).
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