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Πρόλογοσ 
Η εργαςύα αυτό γρϊφτηκε ςτα πλαύςια τησ πενταετούσ φούτηςησ μου ςτη ςχολό 

Εφαρμοςμϋνων Μαθηματικών και Υυςικών Επιςτημών (΢ΕΜΥΕ) του Εθνικού 

Μετςόβιου Πολυτεχνεύου τησ Ελλϊδασ. ΢τόχοσ όταν η όςο το δυνατό καλύτερη 

κατανόηςη ζητημϊτων που αφορούν τον κλϊδο των ΢τοχαςτικών μαθηματικών και 

τισ εφαρμογϋσ του ςτα χρηματοοικονομικϊ. Τπό την καθοδόγηςη και επύβλεψη του 

αναπληρωτό καθηγητό του ΕΜΠ κ. ΢πηλιώτη Ιωϊννη, επιλϋξαμε να μελετόςω την 

αποτύμηςη παραγώγων αμερικϊνικου τύπου, με τουλϊχιςτο μια ςύγχρονη μϋθοδο 

προςομούωςησ, τη μϋθοδο Ελαχύςτων Σετραγώνων (Least Squares Method Monte-

Carlo).  

Έτςι λοιπόν, ςτο 1ο Κεφϊλαιο γύνεται μια ειςαγωγό ςτα χρηματοοικονομικϊ 

παρϊγωγα (options) μελετώντασ βαςικϋσ ϋννοιεσ όπωσ η απόδοςη, τα αςφϊλιςτρα, 

οι αποδόςεισ, τα χαρακτηριςτικϊ των παραγώγων και ϊλλα. Γύνεται επύςησ μια 

πρώτη ειςαγωγό ςτα American call/put options μελετώντασ την αποτύμηςη τουσ ςε 

ςχϋςη με τα αντύςτοιχα European. Σϋλοσ, επιςημαύνεται το ότι ϋνα American call 

option δύναται να αποτιμηθεύ ςαν ϋνα European call option αλλϊ και η γνωςτό 

ςχϋςη put-call-parity, που ςυνδϋει την αξύα ενόσ call και put option. 

Σο 2ο Κεφϊλαιο αναφϋρεται ςε κϊποια πρώτα ςτοιχεύα του ΢τοχαςτικού Λογιςμού. 

΢υγκεκριμϋνα, δύνονται αρκετού απαραύτητοι οριςμού (martingales, stopping-time, 

filtration κ.ϊ) ενώ ιδιαύτερη ϋμφαςη δύνεται και ςτο ιςοδύναμο martingale μϋτρο 

πιθανότητασ κϊτω από το οπούο θα δουλεύουμε, αφού υποθϋςουμε μια no-

arbitrage και  complete αγορϊ. Έτςι λοιπόν, ςτο κεφϊλαιο αυτό επιχειρεύται και μια 

πρώτη ειςαγωγό ςτα American options και τη μελϋτη κϊποιον ιδιοτότων και 

αποτελεςμϊτων που χρηςιμοποιούμε για την αποτύμηςη τουσ. ΢το τελευταύο μϋροσ 

του 2ου Κεφαλαύου, ειςϊγεται η ϊκρωσ ςημαντικό ϋννοια τησ κύνηςησ Brown και τησ 

γεωμετρικόσ κύνηςησ Brown, παραθϋτοντασ οριςμούσ και ιδιότητϋσ τουσ. 

Σο 3ο Κεφϊλαιο αποςκοπεύ ςτην αποτύμηςη παραγώγων, ςτα πλαύςια του γνωςτού 

μοντϋλου Black-Scholes. Για να γύνει αυτό, επιχειρεύται μια εν τϊχει ειςαγωγό ςε 

ϋννοιεσ όπωσ ΢τοχαςτικό Ολοκλόρωμα, ΢τοχαςτικϋσ Διαφορικϋσ Εξιςώςεισ και Ito-

Formula. ΢ημειώνεται όμωσ ότι απαιτεύται περεταύρω μελϋτη των πιο πϊνω μιασ και 

προαπαιτεύται κϊποια γνώςη ςτο θϋμα ΢ΔΕ, ςτο επύπεδο τουλϊχιςτο του 



ii 
 

μαθόματοσ 9ου εξαμόνου τησ ςχολόσ ΢ΕΜΥΕ «΢τοχαςτικϋσ Διαφορικϋσ Εξιςώςεισ με 

εφαρμογϋσ ςτα χρηματοοικονομικϊ». Δύνονται επύςησ οι Μερικϋσ Διαφορικϋσ 

Εξιςώςεισ που προκύπτουν, με τη λύςη των οπούων μπορεύ να γύνει αποτύμηςη των 

European και American put/call options. Σϋλοσ, παρουςιϊζεται μια ϊλλη απλό 

μϋθοδοσ αποτύμηςησ, η μϋθοδοσ Cox-Ross-Rubenstein, με μια ςύντομη εφαρμογό ςε 

ϋνα American Put. 

΢το τελευταύο και ςημαντικότερο μϋροσ τησ εργαςύασ, επιχειρεύται μια ειςαγωγό 

ςτη γενικότερη μϋθοδο προςομούωςησ Monte Carlo και προςομοιώνονται τροχιϋσ 

τησ κύνηςησ Brown και τησ γεωμετρικόσ κύνηςησ Brown. ΢τη ςυνϋχεια, 

χρηςιμοποιεύται η μϋθοδοσ για την αποτύμηςη American Call options και τα 

αποτελϋςματα ςυγκρύνονται με αυτϊ τησ αναλυτικόσ λύςησ. Μελετεύται επύςησ η 

ςυμπεριφορϊ ςτην αξύα των American call options, αλλϊζοντασ κϊποιεσ ϊλλεσ 

παραμϋτρουσ τησ αγορϊσ ό του μοντϋλου. Έπειτα, παρουςιϊζεται η μϋθοδοσ 

προςομούωςησ Ελαχύςτων Σετραγώνων(LSM Monte Carlo) επιλϋγοντασ να γύνει μια 

αριθμητικό επύδειξη με ϋνα απλό παρϊδειγμα American Put option. Γύνεται μια 

ανϊπτυξη του αλγόριθμου τησ μεθόδου, για να οδηγηθούμε ςτο αριθμητικό μϋροσ 

τησ εργαςύασ που περιλαμβϊνει αποτύμηςη παραγώγων με τη μϋθοδο LSM Monte 

Carlo και ςύγκριςησ των αποτελεςμϊτων με δύο ϊλλεσ μεθόδουσ. Σϋλοσ, ςτο 

Παρϊρτημα τησ εργαςύασ μπορεύ κϊποιοσ να βρει όλουσ τουσ κώδικεσ 

προγραμμϊτων που γρϊφτηκαν για τουσ ςκοπούσ τησ εργαςύασ αυτόσ ςτο 

μαθηματικό πακϋτο Η/Τ MATLAB. 

Η απουςύα πλούςιασ ελληνικόσ βιβλιογραφύασ γύρω από το θϋμα και το πρόβλημα 

απόδοςησ ξενόγλωςςων όρων ςτα Ελληνικϊ, όταν κϊποια από τισ δυςκολύεσ που 

εύχα να αντιμετωπύςω κατϊ την εκπόνηςη τησ εργαςύασ μου. Δρϊττομαι λοιπόν τισ 

ευκαιρύασ για να ευχαριςτόςω θερμϊ τον κ. ΢πηλιώτη, ο οπούοσ όχι μόνο ϋψαξε και  

βρόκε υλικό και με καθοδόγηςε τουσ τελευταύουσ 6 μόνεσ, αλλϊ με τισ ςυμβουλϋσ 

και γνώςεισ του γύρω από το θϋμα, ϋγινε η αιτύα να αςχοληθώ και να αγαπόςω 

αυτό τον εφαρμοςμϋνο κλϊδο των Μαθηματικών. 

Ιδιαύτερεσ ευχαριςτύεσ οφεύλω και ςτα δύο ϊλλα μϋλη τησ κριτικόσ μου επιτροπόσ, 

τον  κ. Κοκολϊκη, καθηγητό τησ ΢ΕΜΥΕ του ΕΜΠ και τον κ. Λουλϊκη, επύκουρο 

καθηγητό τησ ύδιασ ςχολόσ, για το χρόνο και ενδιαφϋρον που αφιϋρωςαν . 
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Σϋλοσ, θα όταν παρϊλειψη μου  να  μην ευχαριςτόςω όλουσ όςουσ μου ςτϊθηκαν 

και με ϋκαναν να θϋλω να μαθαύνω μϋχρι τώρα ςτη ζωό μου. Γονεύσ, ςυγγενεύσ, 

ςυμφοιτητϋσ, φύλοι και καθηγητϋσ εύναι κϊποιο από αυτούσ και μακϊρι κϊποτε να 

τουσ κϊνω περόφανουσ για το χρόνο και κόπο που ξόδεψαν ούτωσ ώςτε να 

μπορϋςω να ανούξω τα φτερϊ μου. 

 

 

Αθόνα, Ιούλιοσ 2011 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



iv 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



v 
 

Abstract 

In the present diploma thesis for graduating from the Applied Mathematics and 

Physic Sciences school of the National Technical University of Athens, American 

style options and a modern way of pricing them, namely the Least Squares Monte-

Carlo method are studied and implemented. American call and American put options 

are thoroughly examined in this work, using at least two ways of pricing them. 

In the 1st Chapter, some financial terms are introduced, such as options, premium 

and payoffs. In addition, I present some rational boundaries for option values which 

lead to some important result. More specifically, we prove that an American call 

option is examined as a European call option and we also get the famous put-call-

parity, which connects the value of any call and put option. 

Later, in the 2nd Chapter, there is an introduction to Stochastic Calculus. Definitions 

such as martingales, stopping time and filtration are introduced a great emphasis is 

given on the results of the existence of an equivalent martingale probability measure 

in no-arbitrage and complete markets. Also, there is a brief introduction to American 

options pricing with discrimination of time ( Bermudan options). Lastly, we present 

the Brownian motion and the geometric Brownian motion giving some of their 

characterestics. 

In Chapter 3, the Black-Scholes equation is shown and solved for European and 

American call/put options. It also deals with a simple method of pricing options, the 

Cox-Ross-Rubenstein method and there is an example using it for pricing an 

American Put. 

The Chapter 4 deals with simulation methods for pricing options in general and then 

more specifically using the Least Squares Method. The method is described and 

applied, illustrating some numerical results taken while pricing American Put 

options. LSM method is also compared to two other methods for pricing American 

put options, the Finite Difference and the Cox-Ross-Rubenstein. The implementation 

of the various algorithms used for pricing the options, was made with the MATLAB 

software. 
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1. Ειςαγωγή ςτα 

χρηματοοικονομικά 

1.1 Φρηματοοικονομικά Παράγωγα (Options) 

Σα χρηματοοικονομικϊ Παρϊγωγα (options) ανόκουν μαζύ με τα ΢υμβόλαια 

Μελλοντικόσ Εκπλόρωςησ (futures) ςτην οικογϋνεια Δικαιωμϊτων Προαύρεςησ και 

χωρύζονται ςε δύο μεγϊλεσ κατηγορύεσ, τα “call options” και τα “put options”. Ένα 

call option εύναι ϋνα ςυμβόλαιο που δύνει το δικαύωμα, αλλϊ όχι την υποχρϋωςη, 

ςτον κϊτοχο (holder) να αγορϊςει ϋνα προςυμφωνημϋνο τύτλο, που καλεύται και 

υποκεύμενοσ τύτλοσ (π.χ. μετοχό, ομόλογο), μϋχρι και μιασ προςυμφωνημϋνη 

ημερομηνύα λόξησ του ςυμβολαύου ϋναντι μιασ προκαθοριςμϋνησ τιμόσ εξϊςκηςησ, 

γνωςτόσ ωσ strike price. ΢ε αντύθεςη με το call option, ο κϊτοχοσ ενόσ put option 

αποκτϊ το δικαύωμα πώληςησ του τύτλου αντύ τησ αγορϊσ του, ξανϊ κϊτω από 

προςυμφωνημϋνεσ ςυνθόκεσ.                         

 Από τη ςτιγμό που ο κϊτοχοσ ϋχει το δικαύωμα και δεν υποχρεούται να αγορϊςει ό 

να πωλόςει τον υποκεύμενο τύτλο, αυτόσ θα κληθεύ να πϊρει μια απόφαςη για το 

κατϊ πόςο του ςυμφϋρει να το κϊνει ό όχι ςύμφωνα με τα δεδομϋνα τησ αγορϊσ και 

το δικό του κϋρδοσ. Για αυτό και θα λϋμε ότι ϋνα option επιλϋγεται να εξαςκηθεύ, 

όταν ο κϊτοχοσ του επιλϋγει τελικϊ να αγορϊςει ό να πωλόςει τον υποκεύμενο τύτλο. 

Από τη ςτιγμό που το παρϊγωγο εύναι μια ςυμφωνύα μεταξύ δύο μερών, εκτόσ από 

τον κϊτοχο χρειϊζεται και ϋνασ εκδότησ (writer). ΢ε αντύθεςη με τον κϊτοχο, ο 

εκδότησ υποχρεούται ςύμφωνα με το ςυμβόλαιο του παραγώγου να πωλόςει τον 

τύτλο ςε περύπτωςη που ο κϊτοχοσ αποφαςύςει να τον αγορϊςει. Γενικϊ, το παιχνύδι 

που παύζεται μεταξύ των δύο ϋχει μηδενικό ϊθροιςμα κερδών, υπό την ϋννοια ότι ο 

ϋνασ κερδύζει από την απώλεια του ϊλλου. 

Οριςμόσ 1.1.1: Καλεύται Ευρωπαώκού Σύπου παρϊγωγο (European type option) το 

χρηματοοικονομικό παρϊγωγο εκεύνο που μπορεύ να εξαςκηθεύ μόνο ςε μύα 

προκαθοριςμϋνη ημερομηνύα κατϊ την οπούα λόγει το ςυμβόλαιο. Η ημερομηνύα 

αυτό θα καλεύται ημερομηνύα λόξησ ό εξϊςκηςησ (expiration date) 
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Οριςμόσ 1.1.2: Καλεύται Αμερικϊνικου τύπου παρϊγωγο (American type option) το 

χρηματοοικονομικό παρϊγωγο εκεύνο που επιτρϋπει ςτον κϊτοχο να το εξαςκόςει 

οποιαδόποτε χρονικό ςτιγμό  αυτόσ επιλϋξει πριν την ημερομηνύα λόξησ. 

Οριςμόσ 1.1.3: Καλεύται Bermudan type option το χρηματοοικονομικό παρϊγωγο 

εκεύνο το οπούο επιτρϋπει ςτον κϊτοχο του να το εξαςκόςει οποιαδόποτε χρονικό 

ςτιγμό t αυτόσ επιλϋξει πριν την ημερομηνύα λόξησ, μϋςα όμωσ από ϋνα 

πεπεραςμϋνο προςυμφωνημϋνο ςύνολο δυνατών χρονικών ςτιγμών εξϊςκηςησ     

{ti, i=1,2,…,K}.  

Παρατόρηςη 1.1.1: Οι ονομαςύεσ Ευρωπαώκού, Αμερικϊνικου και Bermudan δεν 

ϋχουν να κϊνουν με κϊποια γεωγραφικό διαφορϊ ό κϊποια περιοχό προϋλευςησ 

Παρατόρηςη 1.1.2: Πϋραν των δύο πιο διαδεδομϋνων τύπων options, του 

Ευρωπαώκού και του Αμερικϊνικου, υπϊρχουν αρκετϋσ ϊλλεσ κατηγορύεσ όπωσ τα 

Asian options, lookback options, barrier options κ.ϊ. Εντούτοισ, ςτην παρούςα 

εργαςύα θα αςχοληθούμε μόνο με European και American  που ςε κϊποια ςημεύα 

ςυμπεριφϋρονται ςαν Bermudan options. 

1.1.1 Σελικέσ αποδόςεισ 

Έςτω ϋνα Ευρωπαώκού τύπου call option, με τιμό εξϊςκηςησ Φ και ϋςτω ότι με ST θα 

ςυμβολύζουμε την τιμό του υποκεύμενου τύτλου τη ςτιγμό τησ ημερομηνύασ λόξησ 

αυτού Σ. Εύναι προφανϋσ πωσ αν ST > Φ , ο κϊτοχοσ του call option θα επιλϋξει να το 

εξαςκόςει αφού θα μπορεύ να αγορϊςει τον τύτλο που αξύζει ST  νομιςματικϋσ 

μονϊδεσ με μόνο Φ νομιςματικϋσ μονϊδεσ. Οπότε, η απόδοςη που παύρνει ο  κϊτοχοσ 

από αυτό τη ςυναλλαγό θα εύναι ST –Φ. Όμωσ, αν ST ≤ X, τότε ο κϊτοχοσ δεν θα 

επιλϋξει να εξαςκόςει το option καθώσ θα του όταν πιο ςυμφϋρων να αγορϊςει τον 

τύτλο με  την τιμό του ςτην αγορϊ αντύ ϋναντι Φ. Οπότε ο κϊτοχοσ ενόσ European 

call ϋχει αποδόςεισ ύςεσ με: 

max(ST –X,0).  (1.1.1) 

Ακολουθώντασ παρόμοια λογικό, οι τελικϋσ αποδόςεισ ενόσ κατόχου European put 

αυτό τη φορϊ θα εύναι: 

max(Φ- ST,0)  (1.1.2) 
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αφού ο κϊτοχοσ θα επιλϋξει να αςκόςει το put option μόνο όταν ST <Φ. Και ςτισ δύο 

περιπτώςεισ παρατηρούμε ότι οι αποδόςεισ δεν μπορεύ να εύναι αρνητικϋσ.  

Προσ το παρόν περιοριζόμαςτε ςτο να δώςουμε τισ αποδόςεισ των δύο αυτών 

απλών European type options. ΢τη ςυνϋχεια θα αναφερθούμε και ςτα αντύςτοιχα 

American call/put options. 

1.1.2 Αςφάλιςτρα (premium) 

Από τη ςτιγμό που ο εκδότησ του option ϋχει μόνο πιθανϋσ απώλειεσ ςτο μϋλλον, 

απαιτεύται η προκαταβολό ενόσ αντιτύμου ςαν αςφϊλιςτρο (premium) από τον 

κϊτοχο, τη ςτιγμό που επιςυνϊπτεται η ςυμφωνύα. Με κατϊλληλη επιλογό αυτού 

του αςφϊλιςτρου το παιχνύδι γύνεται δύκαιο, υπό την ϋννοια ότι μοιρϊζεται το ρύςκο 

μεταξύ των δύο πλευρών. Από μια ϊλλη οπτικό γωνιϊ, κϊποιοσ μπορεύ να δει τα 

options ςαν ϋνα παιχνύδι που επιφϋρει μη αρνητικό κϋρδοσ όμωσ απαιτεύ την 

καταβολό ενόσ ποςού, του premium, για να μπορεύσ να το παύξεισ. 

Οπότε, δύο ςημαντικϊ ζητόματα που προκύπτουν από τα πιο πϊνω, εύναι ποια εύναι 

η δύκαιη τιμό ενόσ premium ό αλλιώσ πόςο αξύζει(κοςτύζει) το option για να το 

αγορϊςει ϋνασ κϊτοχοσ και κατϊ δεύτερο λόγο ςε περύπτωςη ενόσ American option, 

η αναζότηςη τησ βϋλτιςτησ ςτρατηγικόσ και εύρεςησ τησ πιο ςυμφϋρουςασ 

χρονικόσ ςτιγμόσ ϊςκηςησ του δικαιώματοσ πριν τη λόξη του.  

 

1.1.3 Αρχή no-arbitrage 

Ξεκινώντασ με ϋνα οριςμό, θα περιγρϊψουμε ϋνα κύριο χαρακτηριςτικό των 

αγορών με λόγια. Αργότερα θα δούμε πωσ η αρχό no-arbitrage εκφρϊζεται και 

μαθηματικϊ. 

Οριςμόσ 1.1.3: Καλούμε αυτοχρηματοδοτούμενη ςτρατηγικό(self-financing strategy) 

την κατοχό ενόσ χαρτοφυλακύου/πορτφολύου(portfolio) με ςυνδυαςμούσ από 

options,μετοχϋσ, ομόλογα, καταθϋςεισ ό οτιδόποτε ϊλλο χρεόγραφο(security) εισ 

τρόπον ώςτε να μην απαιτεύται οποιαδόποτε μεταγενϋςτερη χρηματοδότηςη ό 

απόςυρςη πϋραν από το αρχικό κεφϊλαιο που επενδύθηκε. Σο κόςτοσ απόκτηςησ 

επιπλϋον μονϊδων κϊποιου security ςτο πορτφόλιο θα χρηματοδοτεύται πλόρωσ 

από πώληςη κϊποιων ϊλλων μϋςα ςτο ύδιο πορτφόλιο. 
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Ένα από τα πιο κύρια χαρακτηριςτικϊ τησ θεωρύασ αποτύμηςησ παραγώγων εύναι η 

απουςύα ευκαιριών arbitrage, γνωςτό και ωσ no-arbitrage principle. ΢ύμφωνα με 

αυτό την αρχό, ςτην αγορϊ δεν μπορούν να υπϊρξουν αυτοδιαχειριζόμενεσ 

ςτρατηγικϋσ ςυναλλαγών που να απαιτούν μηδενικό αρχικό κεφϊλαιο και να ϋχουν 

πιθανότητα ϊνιςη του μηδϋν να ϋχουν θετικό απόδοςη. Με πιο απλϊ λόγια, δεν 

μπορεύ να υπϊρξει ςτρατηγικό που να αποδύδει κϋρδοσ χωρύσ ρύςκο. Θα δούμε ςε 

πολλϊ ςημεύα ςτη ςυνϋχεια τησ εργαςύασ πωσ η αρχό αυτό εύναι ιδιαύτερα 

ςημαντικό και ϋχει διευκολύνει κατϊ πολύ τη μαθηματικό εξϋταςη τησ 

ςυμπεριφορϊσ των παραγώγων. 

1.1.4 Volatility 

Η αξύα ενόσ option  οφεύλει να ανταποκρύνεται ςτην κλύμακα μεταβολών του 

υποκεύμενου τύτλου. Πιο ςυγκεκριμϋνα, ασ θεωρόςουμε ϋνα call option κοντϊ ςτην 

τιμό εξϊςκηςησ του με προςυμφωνημϋνη τιμό εξϊςκηςησ Φ=100. Αν υποθϋςουμε 

ότι η τρϋχουςα τιμό του υποκεύμενου τύτλου εύναι SCurrent =97, τότε η αξύα του option 

θα πρϋπει να εύναι κοντϊ ςτο μηδϋν, καθώσ εύναι πιο πιθανό ο υποκεύμενοσ τύτλοσ 

να μην ξεπερϊςει το 100 μϋςα ςε μικρό χρονικό διϊςτημα. Εντούτοισ, αν το SCurrent 

=102 τότε το option θα ϊξιζε περύπου 2. Επομϋνωσ, η αξύα του option δεύχνει να 

εύναι περιςςότερο volatile από αυτό του υποκεύμενου τύτλου, δηλαδό η ςυναλλαγό 

ενόσ option οδηγεύ ςε περιςςότερεσ αξύα τησ τιμόσ ανϊ νομιςματικό αξύα τησ 

επϋνδυςησ από ότι η ςυναλλαγό ενόσ υποκεύμενου τύτλου. 

Αυτό η ιδιότητα, περιγρϊφεται μϋςα από μια μεταβλητό που καλεύται  

μεταβλητότητα ό volatility (ς ό v) και εύναι ϋνα από τα χαρακτηριςτικϊ που 

απαιτούνται για την αποτύμηςη και μελϋτη ενόσ option. Ο τρόποσ υπολογιςμού τησ 

μεταβλητότητασ γύνεται με ςτατιςτικϋσ μεθόδουσ, παρατηρώντασ το παρελθόν ενόσ 

τύτλου, με αριθμητικϋσ μεθόδουσ ό με ςτοχαςτικούσ, προςπαθώντασ να 

προβλϋψουμε τη μελλοντικό μεταβλητότητα(stochastic volatility). 

 

1.2 Υράγματα τησ αξίασ ενόσ option 

Εύναι χρόςιμο να αναφερθούν κϊποια φρϊγματα τησ αποτύμηςησ ενόσ option τα 

οπούα θα μασ οδηγόςουν ςε κϊποιεσ χρόςιμεσ ςχϋςεισ όςο αφορϊ τα European και 

American options. Καθώσ η απόδοςη μεριςμϊτων(dividends) από τισ εταιρεύεσ 

ςτουσ κατόχουσ μετοχών εύναι ϋνασ παρϊγοντασ που επηρεϊζει κατϊ πολύ τισ 
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ςχϋςεισ των options με τουσ υποκεύμενουσ τύτλουσ, από το ςημεύο αυτό και μετϊ θα 

θεωρούμε ότι δεν υπϊρχουν μερύςματα ςτην αγορϊ. 

Σα φρϊγματα αυτϊ εύναι πολύ χρόςιμα κατϊ την αποτύμηςη των American options, 

καθώσ όπωσ θα φανεύ πολύ αργότερα ςτην εργαςύα, αποτελούν ϋνα κριτόριο 

πρόωρησ εξϊςκηςησ του δικαιώματοσ. Επύςησ, τα φρϊγματα θα μασ οδηγόςουν ςε 

μια πολύ ςημαντικό ςχϋςη η οπούα ςυνδϋει την αξύα ενόσ call και ενόσ put option 

(put-call parity relations). 

΢υμβολιςμού: Με “r” θα ςυμβολύζεται το ςταθερό1 επιτόκιο ανατοκιςμού το οπούο 

αναφϋρεται ςε χρόνια (ςυχνϊ αναφϋρεται ςτη βιβλιογραφύα ςαν risk-less rate), ϊρα 

και ο χρόνοσ θα μετριϋται ςε χρόνια. Με “C” (“P”) θα ςυμβολύζεται η αξύα ενόσ call 

(put) American option αντύςτοιχα ενώ με “c”(“p”) ενόσ call (put) European option. 

Με “T” θα ςυμβολύζεται η εναπομϋνουςα διϊρκεια ζωόσ του παραγώγου. Αν δηλαδό 

βριςκόμαςτε ςτη ςτιγμό t=0, η εναπομϋνουςα διϊρκεια ζωόσ Σ θα εύναι η 

ημερομηνύα λόξησ του ςυμβολαύου ενώ όταν αναφερόμαςτε ςε ϋνα t>0, θα εύναι η 

διαφορϊ μεταξύ του t και τησ ημερομηνύασ λόξησ (πχ αν ϋχουμε ημερομηνύα λόξησ 2 

χρόνια και βριςκόμαςτε ςτο χρόνο t=0.5, θα ϋχουμε Σ=1.5). Για απλότητα θα 

θεωρούμε ότι η ςτιγμό επιςύναψησ τησ ςυμφωνύασ εύναι η ςτιγμό t=0. 

1.2.1 Φρονική αξία χρήματοσ 

Έςτω β(Σ) η τρϋχουςα αξύα ενόσ  κουπονιού(κϊποιασ εγγύηςησ που προβλϋπει μια 

ςυγκεκριμϋνη απόδοςη χωρύσ ρύςκο μετϊ από κϊποιο χρόνο) του οπούου η αξύα τη 

ςτιγμό Σ θα εύναι ύςη με 1. ΢ε αγορϊ με ςταθερό ετόςιο επιτόκιο χωρύσ ρύςκο r, η 

αξύα του κουπονιού τη ςτιγμό 0 θα εύναι: 

( ) 1 rTe                                       (1.2.1)   

΢ε περύπτωςη μη ςταθερού επιτοκύου r(t) τότε 0
( )

( ) 1

T

r u du

e


    

 (1.2.2) 

Αυτό που υπονοούν τα πιο πϊνω εύναι πωσ η ςημερινό αξύα μιασ (1) νομιςματικόσ 

μονϊδασ ςόμερα, αξύζει περιςςότερο από μια νομιςματικό αξύα ςτο μϋλλον (ςτιγμό 

Σ), καθώσ η ςημερινό μονϊδα θα μπορούςε να κατατεθεύ παύρνοντασ επιτόκιο r(t) 

                                                           
1 ΢τα μοντϋλα που θα χρηςιμοποιηθούν ςτην εργαςύα αυτό το επιτόκιο θεωρεύται ςταθερό. 
Βελτιωμϋνα μοντϋλα που προτϊθηκαν χρηςιμοπούηςαν χρονικϊ μεταβαλλόμενο επιτόκιο και 
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και να αξύζει  
  

 μετϊ από Σ χρόνο. Θα λϋμε ότι κϊποια ποςότητα εύναι 

επικαιροποιημϋνη ό εύναι discounted value, όταν αυτό πολλαπλαςιαςτεύ με το β(Σ) 

τησ εκϊςτοτε αγορϊσ. 

1.2.2 Υράγματα ςτην αξία των options 

Με το ςυμβολιςμό c(S;T;X)θα εννοούμε την αξύα ενόσ European call option με τα 

χαρακτηριςτικϊ: ϋχει υπολειπόμενη διϊρκεια ζωόσ Σ, τιμό υποκεύμενου τύτλου S και 

τιμό εξϊςκηςησ Φ.  

΢αν πρώτεσ προφανεύσ ανιςότητεσ, δύνονται οι:  

                                                                       C,c,P,p≥0                                            (1.2.3) 

Για Σ=0 ϋχουμε αποδόςεισ: 

C(S;Σ=0;Φ)=c(S;0;X)=max(S-X,0)                                              (1.2.4) 

           P(S;0;X)=p(S;0;X)=max(X-S,0)                                                        (1.2.5) 

Επομϋνωσ από τισ πιο πϊνω και λαμβϊνοντασ υπόψη ότι ϋνα American option 

μπορεύ να αςκηθεύ οποιαδόποτε ςτιγμό μϋχρι τη λόξη, ςυμπεριλαμβανομϋνου και 

Σ=0, 

                            C(S;Σ;Φ) ≥  max(S-X,0)                                    (1.2.6) 

                                               P(S;Σ;X) ≥  max(X-S,0)                           (1.2.7) 

Από τη ςτιγμό που ϋνα option Αμερικϊνικου τύπου μπορεύ να εξαςκηθεύ 

οποιαδόποτε ςτιγμό πριν τη λόξη του, ενώ ϋνα Ευρωπαώκού μόνο κατϊ τη λόξη του, 

το American option πρϋπει να αξύζει τουλϊχιςτο όςο το αντύςτοιχο Ευρωπαώκό 

δύνοντασ: 

C(S;Σ;X)≥c(S;Σ;X)    (1.2.8) 

P(S;Σ;X) ≥ p(S;Σ;X)    (1.2.9) 

Σιμϋσ για διαφορετικϋσ ημερομηνύεσ λόξησ: Αν θεωρόςουμε δύο American options 

με διαφορετικϋσ ημερομηνύεσ λόξησ Σ1 και Σ2 (Σ1> Σ2 ), αυτό με τη μεγαλύτερη 

διϊρκεια ζωόσ αναμϋνεται να αξύζει περιςςότερο από αυτό με την πιο μικρό, μιασ 

και θα ϋχει το επιπλϋον δικαύωμα να εξαςκηθεύ αφού το μικρό ςυμβόλαιο ϋχει λόξει. 

Επομϋνωσ, 
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C(S; Σ1 ;X) > c(S; Σ2 ;X)  , Σ1> Σ2  (1.2.10) 

P(S; Σ1 ;X) > p(S; Σ2 ;X) , Σ1> Σ2  (1.2.11) 

Σιμϋσ για διαφορετικϋσ τιμϋσ εξϊςκηςησ(strike prices): Εύτε πρόκειται για European 

εύτε για American call options, αυτό με το μεγαλύτερο strike price ϋχει λιγότερεσ 

πιθανότητεσ να εξαςκηθεύ με θετικό απόδοςη και ακόμα και αν αυτό ςυμφϋρει να 

εξαςκηθεύ θα ϋχει μικρότερα κϋρδη από το option με μικρό strike price. Οπότε, 

C(S; Σ ;X1) > c(S; Σ;X2)               , Φ2> Φ1  (1.2.12) 

c(S; Σ ;X1) > c(S; Σ ;X2)                , Φ2> Φ1  (1.2.13) 

Με αντύςτοιχουσ ςυλλογιςμούσ, 

p(S; Σ ;X2) > p(S; Σ ;X1)  , Φ2> Φ1  (1.2.14) 

P(S; Σ ;X2) > P(S; Σ ;X1)  , Φ2> Φ1  (1.2.15) 

Σιμϋσ για διαφορετικϋσ αρχικϋσ τιμϋσ υποκεύμενου τύτλου: ΢την περύπτωςη ενόσ call 

option, όταν η τιμό του υποκεύμενου τύτλου εύναι ψηλό τότε εύναι πιο πιθανό να 

εξαςκηθεύ το option. Παρόμοια, ςτην περύπτωςη ενόσ put option, εύναι πιο πιθανό 

να μην εξαςκηθεύ όταν η τιμό του υποκεύμενου τύτλου εύναι ψηλό. 

             c(S2; Σ ;X) > c(S1; Σ ;X)   , S2> S1 (1.2.16) 

      C(S2; Σ ;X) > C(S1; Σ ;X)  , S2> S1              (1.2.17) 

             p(S2; Σ;X) < p(S1; Σ ;X)   , S2> S1 (1.2.18) 

       P(S2; Σ ;X) < P(S1; Σ ;X)  , S2> S1  (1.2.19) 

 

1.2.3 Άνω όρια τησ αξίασ put και call options 

Ξεκινώντασ, θα θεωρόςουμε την τετριμμϋνη περύπτωςη που ϋνα American call 

option ϋχει ϊπειρη ημερομηνύα λόξησ και μηδενικό τιμό εξϊςκηςησ. Σότε ουςιαςτικϊ 

το C(S,∞,0) ταυτύζεται με τον υποκεύμενο τύτλο, με τη διαφορϊ ότι υπολεύπεται 

κϊποια επιπλϋον δικαιώματα που ϋχει ο κϊτοχοσ ενόσ τύτλου, όπωσ για παρϊδειγμα 

το δικαύωμα ψόφου ό τα μερύςματα. Επομϋνωσ S≥ C(S,∞,0) και ςε ςυνδυαςμό με 

την (6),(8) προκύπτει: 

S≥ C(S,∞,0) ≥ C(S,Σ,Φ) ≥ c(S,Σ,Φ)                                (1.2.20) 
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Εύναι λοιπόν προφανϋσ και αναμενόμενο, ότι οι αξύεσ των American call options και 

των European call options φρϊςςονται από πϊνω από την τιμό του υποκεύμενου 

τύτλου. Για την εξαγωγό ϊνω ορύου ενόσ put option, θεωρούμε S=0 ςτη ςυνθόκη 

(18) και παύρνουμε: 

0=C(0;Σ;Φ)=c(0;Σ;X)               (1.2.21) 

Η τιμό ενόσ American put ιςούται με την τιμό εξϊςκηςησ Φ όταν η αξύα του 

υποκεύμενου τύτλου εύναι μηδενικό, διαφορετικϊ εύναι φραγμϋνη από την τιμό 

εξϊςκηςησ. ΢υνδυϊζοντασ αυτό με τη ςχϋςη (7) προκύπτει ότι: 

Φ ≥ P(S,Σ,Φ) ≥ p(S,Σ,Φ)                                               (1.2.22) 

 

1.2.4 Κάτω όρια τησ αξίασ put και call options 

Για την εύρεςη κϊτω ορύων θα χρηςιμοποιηθεύ μια μϋθοδοσ πολύ διαδεδομϋνη ςτον 

κλϊδο των χρηματοοικονομικών. ΢τη μϋθοδο χρηςιμοποιούνται δύο χαρτοφυλϊκια 

τα οπούα θϋλουμε να ςυγκρύνουμε και εξετϊζονται όλεσ οι δυνατϋσ περιπτώςεισ 

αξύασ των δύο χαρτοφυλακύων ςτο μϋλλον. Αν κϊποιο από τα δύο ϋχει ςε όλεσ τισ 

περιπτώςεισ μεγαλύτερη αξύα από το ϊλλο, τότε προκύπτει η ανιςότητα που 

ςυνδϋει τα δύο χαρτοφυλϊκια. 

Πρόταςη: ΢ε αγορϊ με επιτόκιο ύςο με r(t) και υποκεύμενο τύτλο χωρύσ μερύςματα. 

Αν 0
( )

( ) 1

T

r u du

e


   τότε ιςχύει:     

c(S;Σ;Φ) + Φβ(Σ) ≥ S  (1.2.23) 

  Απόδειξη:  

Έςτω χαρτοφυλϊκιο Υ1 το οπούο περιϋχει ϋνα European call option και ϋνα κουπόνι 

το οπούο θα ϋχει αξύα Φ τη ςτιγμό Σ. Έςτω επύςησ χαρτοφυλϊκιο Υ2 που περιϋχει 1 

υποκεύμενο τύτλο. Δύνονται πιο κϊτω οι αξύεσ(V) των δύο χαρτοφυλακύων για τισ 

δύο πιθανϋσ τελικϋσ καταςτϊςεισ ST<Φ και ST≥Φ 
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Αξύα κατϊ τη ςτιγμό τ ST < Φ ST ≥ Φ 

Υ1 Φ (ST –Φ)+Φ = ST 

Υ2 ST ST 

Αποτϋλεςμα ςύγκριςησ V(Υ1)> V(Υ2) V(Υ1)=V(Υ2) 

 

Επομϋνωσ, λαμβϊνοντασ υπόψη ότι Φβ(Σ) εύναι η επικαιροποιημϋνη αξύα του 

κουπονιού τη ςτιγμό 0 ώςτε αυτό να αξύζει Φ τη ςτιγμό Σ, προκύπτει η ζητούμενη 

ςχϋςη                  

   ■ 

΢υνδυϊζοντασ τισ ςχϋςεισ (1.1.23), (1.2.4) και (1.2.20) καταλόγουμε ςτα ϊνω και 

κϊτω φρϊγματα ενόσ European ό American call option, τα οπούα αποτυπώνονται με 

την πιο κϊτω ςημαντικό ανιςότητα: 

S ≥ c(S;Σ;Φ) ≥  max(S-Φβ(Σ),0)                            (1.2.24)(α) 

 S ≥ C(S;Σ;Φ) ≥  max(S-Φβ(Σ) ,0)  (1.2.24)(β) 

 

1.2.5 Ιςότητα αξίασ American call και European call options 

Οι πιο πϊνω ανιςότητεσ αποδεύχτηκαν για να προκύψει ϋνα πολύ ςημαντικό 

πόριςμα, που αφορϊ την αντιμετώπιςη ενόσ American call option ςαν European call 

option. 

Πρϊγματι, ςε ςυνθόκεσ αγορϊσ που δεν υπϊρχουν μερύςματα(dividends), 

οποιαδόποτε ςτιγμό και να εξαςκηθεύ ϋνα American call option , η απόδοςη του 

εύναι ύςη με max(S-X,0). Όμωσ, αφού  0
( )

( ) 1

T

r u du

e


   ≤1, ϊρα Φβ(Σ)≤Φ, ϋπεται ότι          

max(S-X,0)≤max(S-Xβ(Σ),0), 0 t T  , το οπούο ςύμφωνα με την (22β) εύναι το 

κϊτω φρϊγμα τησ αξύασ ενόσ American Call Option. 

Πόριςμα 1.1: Τπό ςυνθήκεσ αγοράσ χωρίσ μερίςματα(dividends), είναι 

ςυμφέρον για ένα American Call option να εξαςκηθεί ςτην ημερομηνία λήξησ 

του και όχι πρόωρα. 
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Παρατόρηςη 1.2.1: Σο Πόριςμα 1.1 αναφϋρεται μόνο ςε ςυνθόκεσ μηδενικών 

μεριςμϊτων. Από εδώ και πϋρα ςτην εργαςύα αυτό θα αναφερόμαςτε μόνο ςε 

τϋτοιεσ αγορϋσ. ΢ε ϊλλεσ μορφϋσ αγορών, υπϊρχουν δυνατότητεσ ςυνεχών ό 

διακριτών μεριςμϊτων, ςτισ οπούεσ οι ςυνθόκεσ και εξιςώςεισ που διϋπουν την αξύα 

των options αλλϊζουν. ΢υγκεκριμϋνα, ςε περιπτώςεισ μεριςμϊτων μπορεύ να εύναι 

προτιμητϋο να εξαςκηθεύ ϋνα American call option πρόωρα. 

Παρατόρηςη 1.2.2: Ιςοδύναμα με το Πόριςμα 1.1 θα μπορούςαμε να πούμε πωσ το 

American call option αξιολογεύται ςαν ϋνα European call option. Αυτό μασ λύνει τα 

χϋρια γιατύ η μελϋτη των European options εύναι πολύ πιο εύκολη και υπϊρχουν 

γνωςτού «κλειςτού» τύποι υπολογιςμού τησ τιμόσ τουσ. 

 Παρατόρηςη 1.2.3: ΢ε αντύθεςη με το American call, τα πρϊγματα δεν εύναι τόςο 

απλϊ όταν πρόκειται για American put. Θα δούμε ότι το American put δεν ανϊγεται 

ςε κϊποια πιο απλό περύπτωςη και πωσ η αξύα του εκτιμϊται με προςεγγιςτικούσ 

τρόπουσ ό με προςομούωςη(simulation). 

 

1.2.6 Put-call parity 

Τπϊρχει μια γνωςτό και χρόςιμη εξύςωςη που ςυνδϋει τισ τιμϋσ ενόσ put και ενόσ 

call European option, γνωςτό και ωσ put-call parity. 

Πρόταςη 1.2.1: ΢ε αγορϊ χωρύσ μερύςματα και ετόςιο επιτόκιο r(t), αν 

β(Σ)=         
 

  τότε ιςχύει η πιο κϊτω ιςότητα(put-call parity): 

p=(c-S)+Xβ(Σ)  (1.2.25) 

Απόδειξη: 

Θα χρηςιμοποιόςουμε τη μϋθοδο ςύγκριςησ δύο χαρτοφυλακύων. Έςτω 

χαρτοφυλϊκιο Υ1 που περιϋχει 1 European Call, ρευςτό ποςό ύςο με Φβ(Σ) και 

πώληςη ενόσ υποκεύμενου τύτλου2. Έςτω χαρτοφυλϊκιο Υ2 που περιϋχει 1 

European put. Κατϊ τη λόξη τη ςτιγμό τα και τα δύο χαρτοφυλϊκια ϋχουν αξύα ύςη 

με max(X- ST,0). Αφού και τα δύο εύναι ευρωπαώκού τύπου και μπορούν να 

                                                           
2 Η πρϊξη αυτό εύναι γνωςτό και ςαν short-selling. Προώποθϋτει πωσ το χαρτοφυλϊκιο κατεύχε 
από πριν 1 υποκεύμενο τύτλο και τον πουλϊει. ΢την πραγματικότητα, κϊποιοσ μπορεύ να 
δανειςτεύ 1 τύτλο, να τον πωλόςει και να τον ξαναγορϊςει ςτην μελλοντικό του τιμό και να τον 
επιςτρϋψει ςτον ιδιοκτότη 
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εξαςκηθούν μόνο ςτη λόξη τουσ, τότε και τα δύο χαρτοφυλϊκια ϋχουν την ύδια αξύα 

καθόλα τη διϊρκεια ζωόσ των options.     ■ 

Η ςχϋςη put-call parity ιςχύει μόνο για European options, καθώσ η επιπλϋον 

ιδιότητα και ιδιομορφύα των American options ότι μπορούν να εξαςκηθούν και 

πρόωρα αλλϊζει τα δεδομϋνα. Παρόλα αυτϊ, αφού από τισ  (1.2.8) και (1.2.9) ϋχουμε 

ότι C>c και P>p, μπορούμε να βρούμε ϋνα πϊνω όριο τησ διαφορϊσ C-P, αφού η put-

call parity γύνεται: 

C-P < S-Xβ(Σ)  (1.2.26) 

Αποδεικνύεται εύκολα επύςησ ότι c+X > P+S (Μϋθοδο χαρτοφυλακύων) και αφού 

από Πόριςμα 1.1 C=c, προκύπτει ότι 

S-X <C-P                 (1.2.27) 

΢υνδυϊζοντασ τισ (1.2.26) και (1.2.27) προκύπτουν τα όρια τησ διαφορϊσ ςτην τιμό 

ενόσ American call και American put: 

S-X < C-P < S-Xβ(Σ)  (1.2.28) 
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2. ΢τοχαςτικόσ Λογιςμόσ  

2.1 Βαςικέσ έννοιεσ και οριςμοί 

Οριςμόσ 2.1.1: Έςτω ϋνα μη κενό ςύνολο δεικτών, Σ≠. Θα καλεύται ςτοχαςτικό 

ανϋλιξη ςτο Σ μια οικογϋνεια τυχαύων μεταβλητών {Φt, tT} οριςμϋνων ςε ϋνα χώρο 

πιθανότητασ (Ω, F,Ρ) και τιμϋσ ςτο m. Όταν Σ=  η ς.α καλεύται διακριτού χρόνου 

ενώ αν Σ εύναι ϋνα ςυνεχϋσ διϊςτημα του  ςυνεχούσ χρόνου. Επύςησ, για τυχών 

δοςμϋνο ωΩ, η ςυνϊρτηςη t  Φt (ω)   m ονομϊζεται ω-τροχιϊ τησ ς.α {Φt, t

T}. Πολλϋσ φορϋσ θα ςυμβολύζεται μια ς.α με Φ εννοώντασ ότι Φ={Φt, tT}. 

 

Οριςμόσ 2.1.2: Έςτω Σ=[0,∞) και μια ς.α Φ={Φt, tΣ} με τιμϋσ ςτο m  , οριςμϋνησ ςε 

ϋνα χώρο πιθανότητασ (Ω, F, Ρ). Θα καλούμε τη ς.α Φ ςυνεχό όταν υπϊρχει Ν   F με 

Ρ(Ν)=0 τϋτοιο ώςτε να ιςχύει:  ω   Ω\Ν η ω-τροχιϊ εύναι ςυνεχόσ ςτο Σ, ό αλλιώσ 

ότι                  Φ.( ω)   C(T, m )  ω   Ω\Ν . 

Οριςμόσ 2.1.3: Θα λϋμε ότι ϋνασ χώροσ πιθανότητασ (Ω, F, Ρ) εύναι εφοδιαςμϋνοσ με 

μια διύλιςη (filtration) {Ft, tΣ} όταν tΣ, η Ft εύναι ς-ϊλγεβρα υποςυνόλων του Ω, 

με Ft   F και με την επιπλϋον ιδιότητα πωσ για t1,t2   T με t1 < t2  Ft1 < Ft2 .  

Παρατόρηςη: Όςο προχωρϊ ο χρόνοσ, αυξϊνεται και η πληροφορύα που ϋχουμε, ςαν 

αποτϋλεςμα τησ όλο και λεπτότερησ διαμϋριςησ του Ω. 

Οριςμόσ 2.1.4: Έςτω ς.α. Φ={Φt, tΣ} οριςμϋνη ςτο χώρο πιθανότητασ (Ω, F, Ρ) που 

εύναι εφοδιαςμϋνοσ με μια διύλιςη {Ft, tΣ}. Θα λϋμε πωσ η ς.α Φ εύναι 

προςαρμοςμϋνη ςτη διύλιςη {Ft, tΣ} αν  t   Σ η τ.μ Φt  εύναι Ft –μετρόςιμη. 

Οριςμόσ 2.1.5: Μια ς.α. Φ={Φt, tΣ} με τιμϋσ ςτο  και οριςμϋνη ςτο χώρο 
πιθανότητασ (Ω, F, Ρ) που εύναι εφοδιαςμϋνοσ με μια διύλιςη {Ft, tΣ}, θα λϋμε ότι 

εύναι ϋνα Ft –submartingale (αντ. Ft –supermartingale) αν και μόνο αν ιςχύουν: 

1. Η τ.μ Φt  εύναι Ft –μετρόςιμη  t   T 

2. E(|Φt |) < ∞  t   T 
3. E(Φt | Fs ) ≥ Φs (αντ. E(Φt | Fs ) ≤ Φs ) Ρ-ςβ , 

 s,t   T με s<t. 
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Μια ς.α Φ={Φt, tΣ} θα εύναι ϋνα Ft –martingale αν εύναι ταυτόχρονα 

supermartingale και submartingale 

Οριςμόσ 2.1.6: Θα λϋμε ότι μια ς.α Φ={Φt, tΣ} ϋχει την Μαρκοβιανό ιδιότητα, όταν 

δοθεύςησ τησ τιμόσ τησ Φs , οι τιμϋσ των Φt, για t > s, εξαρτώνται μόνο από την τιμό Φs 

και όχι των προηγούμενων τησ Φu ,u < s. 

Οριςμόσ 2.1.7: Μια αγορϊ καλεύται viable ό with no-arbitrage αν δεν υπϊρχουν 

ευκαιρύεσ arbitrage(κϋρδη χωρύσ ρύςκο). 

Θεώρημα 2.1: Μια αγορϊ εύναι no-arbitrage αν και μόνο αν υπϊρχει κϊποιο μϋτρο 

πιθανότητασ P* ιςοδύναμο3 με το P τϋτοιο ώςτε οι επικαιροποιημϋνεσ τιμϋσ 

(discounted values) των υποκεύμενων τύτλων  εύναι P*-martingales. 

Οριςμόσ 2.1.8: Μια ςυνϊρτηςη απόδοςησ που κϊποιου option καλεύται attainable αν 

υπϊρχει επιτρεπτό ςτρατηγικό (αυτοχρηματοδοτούμενη με Vt(φ) ≥ 0 tT, όπου V 

η αξύα τησ ςτρατηγικόσ) αξύασ ύςησ με την απόδοςη τη ςτιγμό t. 

(Για παρϊδειγμα αναφϋρουμε πωσ η ςυνϊρτηςη απόδοςησ ενόσ European Call 

option εύναι η h(  )=(  - K)+, όπου Κ η τιμό εξϊςκηςησ και Σ η ημερομηνύα λόξησ 

του option) 

Οριςμόσ 2.1.9: Μια αγορϊ θα καλεύται πλόρησ(complete) αν κϊθε option τησ εύναι 

attainable. 

Θεώρημα 2.2: Μια no-arbitrage αγορϊ εύναι complete, αν και μόνο αν υπϊρχει ϋνα 

μοναδικό μϋτρο πιθανότητασ P* ιςοδύναμο του Ρ, κϊτω από το οπούο οι discounted 

τιμϋσ των υποκεύμενων τύτλων εύναι martingales. 

Παρατόρηςη 2.2.1: ΢τα European type options ιςχύει ότι η discounted αποτύμηςη 

εύναι martingale, κϊτι που δεν ιςχύει γενικϊ και ςτα ϊλλα options. Γενικότερα ιςχύει 

πωσ η discounted αξύα των options υπό το μϋτρο P* εύναι ϋνα local-martingale. Όςο 

αφορϊ τα American options όμωσ, κϊτω από το μοναδικό μϋτρο πιθανότητασ P* 

ιςοδύναμο του Ρ, η discounted αποτύμηςη του εύναι ϋνα supermartingale. 

Παρατόρηςη 2.2.2: Σο πιο πϊνω θεώρημα 2.2 θα μασ φανεύ χρόςιμο αργότερα αφού 

θα υποθϋςουμε μια no arbitrage και complete αγορϊ καθόλη την εργαςύα αυτό. 

                                                           
3 Δύο μϋτρα πιθανότητασ Ρ1 και Ρ2 εύναι ιςοδύναμα αν και μόνο αν για οποιοδόποτε ενδεχόμενο 
Α, Ρ1(Α)=0   Ρ2(Α)=0 
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Επομϋνωσ, η εύρεςη ενόσ και μόνο μϋτρου P* με την ικανότητα να κϊνει martingales 

τησ επικαιροποιημϋνεσ τιμϋσ των υποκεύμενων τύτλων, εύναι αρκετό αφού 

εξαςφαλύζεται η μοναδικότητα τησ ύπαρξησ του. Επύςησ, ο λόγοσ που υποθϋτουμε 

πλόρη αγορϊ, δεν ϋχει κϊποια οικονομικό εξόγηςη αλλϊ από μαθηματικόσ πλευρϊσ 

κϊνει πιο εύκολη την μελϋτη των options και επϋτρεψε την ανϊπτυξη ςχετικϊ 

απλών μοντϋλων παρατόρηςησ και εκτύμηςησ κϊποιων options. 

Πόριςμα 2.1: ΢ε μια no-arbitrage και complete αγορϊ, που επομϋνωσ ϋχει ϋνα μϋτρο 

Ρ* μοναδικό, κϊτω από το οπούο οι επικαιροποιημϋνεσ τιμϋσ των 

χρηματοοικονομικών υποκεύμενων τύτλων εύναι martingales, επιλϋγουμε ϋνα εύδοσ 

European option με απόδοςη που δύνεται από την τ.μ Τ. Η Τ εύναι FΣ –μετρόςιμη, μη 

αρνητικό τυχαύα μεταβλητό και ϋςτω φ μια ςτρατηγικό αντιςτϊθμιςησ του 

option(υπϊρχει λόγω υποθϋςεων). Αν V εύναι η αξύα(value) αυτόσ τησ ςτρατηγικόσ, 

τότε: 

VT(φ) = Τ .  (2.1.1) 

Η ς.α (Vt
*) = (β(Σ) Vt)0≤t≤T εύναι Ρ*-martingale (από υπόθεςη) και επομϋνωσ: 

V0(φ) = Ε* (
 

    
)  (2.1.2) 

Ακόμη πιο γενικϊ, 

Vt (φ) = β(t)Ε* (
 

    
    )    ,t=0,1,…..,T (2.1.3) 

Όπωσ γύνεται δηλαδό αντιληπτό, η ςτρατηγικό αντιςτϊθμιςησ ενόσ European 

option με απόδοςη την τ.μ Y εύναι οποιαδόποτε ςτιγμό γνωςτό ςε μια no-arbitrage 

και complete αγορϊ. Εύναι επύςησ απολύτωσ φυςιολογικό να καλούμε Vt(φ) την τιμό 

του option κατϊ τη ςτιγμό t. Αν δηλαδό ςτον εκδότη του option καταβληθεύ το ποςό 

V0(φ) = Ε* (
 

    
) ςαν premium, αυτόσ μπορεύ να αντιςταθμύςει τϋλεια(perfectly 

hedge) το option που ϋκδωςε, και να ϋχει μηδενικϋσ απώλειεσ οποιαδόποτε ςτιγμό. 

Η θεώρηςησ τησ ποςότητασ V0(φ) όπωσ πιο πϊνω, μπορεύ να θεωρηθεύ ςαν ϋνασ 

οριςμόσ του premium και ταυτόχρονα αποτελεύ τη γενικό φιλοςοφύα υπολογιςμού 

του ςτισ μεθόδουσ που θα αναπτυχθούν. 

Παρατόρηςη 2.2.3: Σο αξιοςημεύωτο τησ όλησ αυτόσ προςϋγγιςησ, εύναι πωσ κατϊ 

την αποτύμηςη ενόσ option ςε no-arbitrage και complete αγορϊ, δεν μασ χρειϊςτηκε 

η γνώςη του πραγματικού μϋτρου πιθανότητασ P, αφού αυτό αντικαταςτϊθηκε με 
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το Ρ*. Με λύγα λόγια, μασ εύναι αρκετό να καθορύςουμε την διύλιςη που εύναι 

εφοδιαςμϋνοσ ο χώροσ με τον τρόπο που εξελύςςεται η πληροφορύα. Ακολούθωσ, 

δεν χρειϊζεται να εκτιμόςουμε την πραγματικό πιθανότητα να ςυμβεύ κϊποιο 

ενδεχόμενο(με ςτατιςτικϋσ μεθόδουσ και παρατόρηςη του παρελθόντοσ) αλλϊ 

αρκούμαςτε ςτη χρόςη του μϋτρου P* για να μελετόςουμε το option. 

 

2.2 Μια πρώτη ειςαγωγή ςτα American options 

Για να αποκτόςουμε μια καλύτερη αντύληψη των πιο πϊνω και για να μελετόςουμε 

ϋνα πιο ςύνθετο εύδοσ option από το European, όπωσ εύναι το American. Θα 

προςπαθόςουμε ςε αυτό το ςημεύο να κϊνουμε μια πρώτη ειςαγωγό ςτα American 

options με την απλό περύπτωςη διακριτού χρόνου, δηλαδό Σ=0,1,2,……,Σ . 

Ιςοδύναμα, το χρονικϊ διακριτοποιημϋνο American option παρατηρούμε ότι 

ςυμπύπτει με ϋνα Bermudan option με προςυμφωνημϋνο ςύνολο ςτιγμών 

εξϊςκηςησ το Σ. 

Από τη ςτιγμό που ϋνα American option μπορεύ να εξαςκηθεύ οποιαδόποτε ςτιγμό 

μεταξύ 0 και Σ, ορύζουμε μια θετικό ς.α t T( )t   προςαρμοςμϋνη ςτην (Ft) tT , όπου 

t   εύναι η απόδοςη από την εξϊςκηςη του option τη ςτιγμό t. Ασ υποθϋςουμε επύςησ 

πωσ το American option εύναι ϋνα put option, η τιμό εξϊςκηςησ του οπούου εύναι Κ 

με λόξη τη ςτιγμό Σ και πωσ με St ςυμβολύζουμε την τιμό του υποκεύμενου 

τύτλου(ϋςτω μια μετοχό). Σότε,  

 ( S )t t

      (2.2.1) 

Για να αποτιμόςουμε το option βρύςκοντασ την αξύα τησ ς.α t T(U )t   που ςχετύζεται 

με την πιο πϊνω t T( )t   θα κϊνουμε μια οπιςθοδρομικό διαδικαςύα ξεκινώντασ 

από τη ςτιγμό Σ και κινούμενη προσ τη ςτιγμό 0. Προφανώσ τη ςτιγμό Σ θα ιςχύει 

ότι        UΣ  = ΖΣ. Σο ερώτημα που τύθεται λοιπόν εύναι πόςα αξύζει το American put 

option κατϊ τη χρονικό ςτιγμό Σ-1. Παύρνουμε τισ δύο πιθανϋσ περιπτώςεισ. ΢την 

πρώτη ο κϊτοχοσ εξαςκεύ το option και παύρνει ΖΣ-1 ενώ ςτη δεύτερη δεν το εξαςκεύ 

και προτιμϊ να το κϊνει τη ςτιγμό Σ και να πϊρει ΖΣ. Επομϋνωσ, ο εκδότησ πρϋπει τη 

ςτιγμό Σ-1 να πϊρει το maximum μεταξύ ΖΣ-1 και του απαραύτητου ποςού που 

χρειϊζεται τη ςτιγμό Σ-1 για να αποδώςει ΖΣ τη ςτιγμό Σ. Επομϋνωσ, 
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UΣ-1 = max(ΖΣ-1 , β(T-1)E*( β-1(Σ) ZT | FT-1 ) )  (2.2.2) 

Τποθϋτουμε επύςησ ότι το επιτόκιο εύναι ςταθερό και ύςο με r, και ότι β(t) = (1+r)-t 

,για tT.     (2.2.3) 

Από τισ (2.2.2) και (2.2.3) καταλόγουμε ςτον πιο κϊτω αναδρομικό τύπο που δύνει 

την αξύα ενόσ American put option οποιαδόποτε χρονικό ςτιγμό t=1,2,…..T : 

Ut-1 = max(Ζt-1 , 
 

   
E*( Ut | Ft-1 ) )  (2.2.4) 

Πόριςμα 2.2: Από το Θεώρημα 2.2 και την Παρατόρηςη 2.2.1,  η ακολουθύα ( Ut
* )tT 

εύναι ϋνα Ρ*-supermartingale, όπου Ut
* η discounted Ut. 

Πρόταςη 2.1: Η ακολουθύα ( Ut
* )tT εύναι το μικρότερο Ρ*-supermartingale που 

κυριαρχεύ τησ ακολουθύασ ( Ζt
* )tT . 

Απόδειξη: 

Από την εξύςωςη U*
t-1 = max(Ζ* 

t-1 , E*( Ut
*  | Ft-1 ) ) ϋπεται πωσ η ( Ut

* )tT κυριαρχεύ 

τησ (Ζt
*)tT . 

 Έςτω ϋνα ϊλλο supermartingale (Qt
*)tT  που κυριαρχεύ τησ (Ζt

*)tT . Σότε QΣ
* > UΣ

*  
και αν Qt

* > Ut
*  t , ϋχουμε: 

Qt-1
*  ≥ E*( Qt

*  | Ft-1 ) ≥ E*( Ut
*  | Ft-1 ) 

Και επομϋνωσ:      Qt-1
*  ≥ max(Ζ* 

t-1 , E*( Ut
*  | Ft-1 )) ≥ E*( Ut

*  | Ft-1 ) = Ut-1
*. 

Με backward επαγωγό καταλόγουμε λοιπόν πωσ (Qt) κυριαρχεύ τησ ( Ut
* ), ϊρα η           

( Ut
* )tT εύναι το μικρότερο Ρ*-supermartingale που κυριαρχεύ τησ ακολουθύασ ( Ζt

* )t

T                 ■ 

 

2.3 Φρόνοι διακοπήσ 

Ένασ αγοραςτόσ κϊποιου American option, όπωσ αναφϋρθηκε και πιο πριν, μπορεύ 

να εξαςκόςει το δικαύωμα του οποιαδόποτε ςτιγμό μϋχρι την ημερομηνύα λόξησ του 

ςυμβολαύου. Καθοριςτικό ρόλο ςτην απόφαςη του αν θα εξαςκόςει ό όχι τη ςτιγμό 

t παύζει η πληροφορύα που ϋχει διαθϋςιμη μϋχρι αυτό τη ςτιγμό. ΢ε ϋνα μοντϋλο 

πϊνω ςε ϋνα χώρο με διύλιςη (Ω, F, {Ft, tΣ},Ρ), η ςτιγμό εξϊςκηςησ περιγρϊφεται 

από τυχαύεσ μεταβλητϋσ που καλούνται χρόνοι διακοπόσ. 
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΢αν μια πρώτη ερμηνεύα , αν Ε εύναι ϋνα κλειςτό υποςύνολο(π.χ του 2 ) μπορούμε 

να δούμε την τ.μ τ: Ω   [0,∞) που ορύζεται ωσ 

      
                                    
                                                         

  

Η πιο πϊνω ςυνϊρτηςη μπορεύ να ονομαςτεύ και χρόνοσ πρώτησ επιτυχύασ του Ε 

από τη ς.α Φ={Φt, t  [0, ∞)} με μια προφανό ερμηνεύα: για ωΩ, τ(ω) εύναι η πρώτη 

χρονικό ςτιγμό επιτυχύασ του Ε, με το ςύςτημα να ακολουθεύ την ω-τροχιϊ            

t Φt(ω). 

Οριςμόσ 2.3.1 Μια τυχαύα μεταβλητό τ με τιμϋσ ςτο Σ καλεύται χρόνοσ διακοπόσ αν 
και μόνο αν  tT ιςχύει: 

{τ ≤ t}   Ft   ,  tT 

Πρόταςη 2.3.1 Έςτω {Φt, tΣ} ς.α που να εύναι Ft –submartingale (αντ. Martingale) 

με δεξιϊ ςυνεχεύσ τροχιϋσ και ϋςτω τ ϋνασ χρόνοσ διακοπόσ πϊνω ςτην {Ft, tΣ}. 

Σότε ιςχύουν: 

Α) Η ς.α {Φt^τ, tΣ} εύναι ϋνα Ft –submartingale (αντ. Martingale) 

Β) Για κϊθε t≥0 ιςχύει Ε[Φt | Ft^τ] ≥ Φt^τ  (αντ. Ιςότητα) 

 

 

2.4 Snell Envelope και διάςπαςη των supermartingales 

2.4.1 Snell envelope 

Ασ θεωρόςουμε μια προςαρμοςμϋνη (St)tT και  μϋςω αυτόσ ορύςουμε την (Zt)tT 

ωσ ακολούθωσ:  

UT = ZT          και 

Ut = max(Zt , E(Zt+1 | Ft)   t ≤ T-1                    (2.4.1) 

Η μελϋτη τησ πιο πϊνω ακολουθύασ ϋγινε αρχικϊ όταν οι προςπϊθειεσ μελϋτησ των 

American options ξεκύνηςαν. Έχουμε όδη αποδεύξει ςτην Πρόταςη 2.1 ότι η (Ut )tT 

εύναι το μικρότερο supermartingale που κυριαρχεύ τησ (Zt)tT. Εξαιτύασ τησ 

ςημαςύασ του, αποδόθηκε όνομα ςτην πιο πϊνω ακολουθύα που ορύζεται από την 

(2.4.1) και καλεύται Snell Envelope. 
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Εξ οριςμού, Zt ≥ St (με ιςότητα για t=T) και ςτην περύπτωςη αυςτηρόσ ανιςότητασ 

ϋχουμε ότι Ut = E(Ut+1 | Ft). Αυτό ςημαύνει ότι αν ςταματόςουμε κατϊλληλα την    

(Ut)tT  μπορούμε να πετύχουμε ϋνα martingale, κϊτι που φαύνεται από την 

παρακϊτω πρόταςη. 

Πρόταςη 2.4.1 Η τυχαύα μεταβλητό που ορύζεται ωσ: 

v0 = inf(t≥0 | Ut =Ζt  )              (2.4.2) 

εύναι ϋνασ χρόνοσ διακοπόσ και η ςταματημϋνη ς.α (
0

t vU   )tT εύναι martingale. 

Γύνεται πολύ φυςιολογικό τώρα να αναζητόςουμε ϋνα βϋλτιςτο χρόνο διακοπόσ για 

μια (Ζt)tT.  

Οριςμόσ 2.4.1: Αν με t,Ν καλούμε το ςύνολο των χρόνων διακοπόσ με τιμϋσ ςτο 

{t,t+1,…,T}, θα καλούμε βϋλτιςτο χρόνο διακοπόσ v μιασ (Ζt)tT, το χρόνο διακοπόσ 

εκεύνο για τον οπούο ιςχύει ότι:  

               
                                      

          

Θεώρημα 2.3: Ένασ χρόνοσ διακοπόσ v εύναι βϋλτιςτοσ χρόνοσ διακοπόσ μιασ (Ζt)tT 

αν και μόνο αν ιςχύουν τα παρακϊτω: 

1)    = Uv 

2) Και (Ut^v )tT εύναι ϋνα martingale 

,όπου Ut =E(Zv
t     ) με vt = inf{ j≥ t | Uj = Ζj ). 

Για περιςςότερεσ πληροφορύεσ ςχετικϊ με χρόνουσ διακοπόσ και λεπτομερεύσ 

αποδεύξεισ μπορεύ κϊποιοσ να ανατρϋξει ςτο Introduction to Stochastic Calculus 

Applied to finance, D.Lamberton and B.Lapeyre. 

 

2.4.2 Διάςπαςη των supermartingales 

Μια από τισ πιο ςημαντικϋσ ιδιότητεσ των supermartingales, εύναι η ικανότητα τουσ 

να μπορούμε να τα διαςπϊςουμε. Πιο ςυγκεκριμϋνα, δύνεται η ακόλουθη διϊςπαςη 

ενόσ supermartingale: 
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Πρόταςη 2.2: (Doob-Meyer decomposition) Κϊθε supermartingale (Ut)tT  ϋχει μια 

μοναδικό διϊςπαςη που δύνεται από: 

Ut = Μt - Αt     , 

Όπου η ς.α(Μt)tT εύναι ϋνα martingale και η (Αt)tT μη-φθύνουςα προβλϋψιμη και  

ολοκληρώςιμη ανϋλιξη που εξαφανύζεται ςτο 0. 

Όλα τα πιο πϊνω ϋρχονται να δϋςουν μεταξύ τουσ μεταξύ τουσ με την ακόλουθη 

πρόταςη: 

Πρόταςη 2.3: Έςτω (Ut)tT το Snell-envelope μιασ προςαρμοςμϋνησ (St)tT.  Ο 

μεγαλύτεροσ βϋλτιςτοσ χρόνοσ διακοπόσ για την (St)tT  μπορεύ να δοθεύ και από: 

      
                                         

                    
 
 

Όπου (Αt) η ς.α που προκύπτει από την διϊςπαςη του (Ut)tT   (τησ Πρόταςη 2.2). 

 

Παρατόρηςη: Η χρόςη του Snell-envelope και τησ διϊςπαςησ ενόσ supermartingale 

εύναι ευρεύα όςο αφορϊ μεθόδουσ αποτύμηςησ και αντιςτϊθμιςησ των American put 

options αλλϊ και τησ εύρεςησ βϋλτιςτησ ημερομηνύασ εξϊςκηςησ. 

 

 

2.5 Κίνηςη Brown 

2.5.1 Ιςτορική Αναδρομή 

Σην πρώτη φορϊ που ςυναντϊ κϊποιοσ  την ϋννοια τησ Κύνηςησ Brown, εύναι όταν 

το 1828, ο βοτανολόγοσ Robert Brown προςπϊθηςε να παρατηρόςει την κύνηςη 

που εκτελούν μικρϊ ςωματύδια γύρησ μϋςα ςε κϊποιο υγρό. Η τυχαύα πορεύα που 

ακολουθούςαν τα μικρϊ αυτϊ ςωματύδια όταν κϊτι το περύεργο καθώσ υπό τισ ύδιεσ 

ακριβώσ ςυνθόκεσ, το ςωματύδιο ακολουθούςε κϊθε φορϊ και διαφορετικό τροχιϊ 

μϋςα ςτο υγρό. Επομϋνωσ, ειςόγαγε την ϋννοια τησ κύνηςησ Brown ςαν ϋνα 

πιθανοθεωρητικό μοντϋλο με ςκοπό την περιγραφό και ανϊλυςη τησ κύνηςησ 

μικρών ςωματιδύων μϋςα ςε ϋνα υγρό. Εύςτοχα θεωρόθηκε το όλο πεύραμα ςαν ϋνα 

πεύραμα τύχησ, καθώσ δύο ύδια ςωματύδια διαγρϊφουν διαφορετικϋσ τροχιϋσ υπό 
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τισ ύδιεσ αρχικϋσ ςυνθόκεσ. Ακολούθηςε ο Albert Einstein το 1905 να εξηγόςει 

πλόρωσ τη φύςη τησ κύνηςησ αυτόσ και την εξϊρτηςη τησ από τισ ςυγκρούςεισ των 

ςωματιδύων με τα μόρια του υγρού. 

Εντούτοισ, εύχε προλϊβει το 1900 ο Louis Bachelier να μελετόςει εκτενώσ την 

κύνηςη Brown και να ϋχει μια πρωτοπόρα ιδϋα να την αξιοποιόςει ςε κϊτι εντελώσ 

διαφορετικό, ςτην μοντελοπούηςη τησ τιμόσ μιασ μετοχόσ. Με λύγα λόγια, ο 

Bachelier αντιςτούχηςε τισ αντιδρϊςεισ τησ τιμόσ μιασ μετοχόσ που οφεύλονται ςε 

μια ςειρϊ από παρϊγοντεσ και πληροφορύεσ ςτην αγορϊ, με αυτό ενόσ ςωματιδύου 

που οφεύλεται ςτην επύδραςη του με το υγρό. 

Αυτό η «μαγικό ικανότητα» που ϋδειχνε να ϋχει η κύνηςη Brown, οδόγηςε ςε 

περαιτϋρω μελϋτη τησ ούτωσ ώςτε να ϋρθει η μαθηματικό θεμελύωςη τησ ωσ μιασ 

ςτοχαςτικόσ ανϋλιξη από τουσ Norbert Weiner (1923) και Paul Levy (1948). Προσ 

τιμό τουσ μϊλιςτα, η ςτοχαςτικό ανϋλιξη που περιγρϊφει την κύνηςη Brown 

καλεύται και Weiner-Levy ς.α. Η ανϋλιξη Weiner-Levy ϋχει πολλϋσ και χρόςιμεσ 

ιδιότητεσ γι’ αυτό και θεωρεύται ο θεμελιώδησ λύθοσ όλων των ϊλλων ςτοχαςτικών 

ανελύξεων που ακολούθηςαν. ΢τα μειονεκτόματϊ τησ το ότι δεν αποτελεύ και το 

πλϋον ρεαλιςτικό μοντϋλο αλλϊ ςυνεχύζει να εύναι ϋνα από τα πιο εύχρηςτα 

εργαλεύα ςτη μοντελοπούηςη πολλών φαινομϋνων ςε διϊφορουσ κλϊδουσ, όπωσ τα 

χρηματοοικονομικ, βιολογύα, ρευςτομηχανικό, τηλεπικοινωνύεσ και ϊλλα. 

 

2.5.2 Μαθηματική περιγραφή κίνηςησ Brown 

Έςτω ο χώροσ πιθανότητασ (Ω, F, Ρ), εφοδιαςμϋνοσ με τι διύλιςη {Ft, t≥0}. 

Οριςμόσ 2.5.1 Θα καλούμε τυπικό μονοδιϊςτατη Ft –κύνηςη Brown μια ςτοχαςτικό 

ανϋλιξη Β={Βt, t≥0} με τιμϋσ ςτο , η οπούα ικανοποιεύ τισ πιο κϊτω απαιτόςεισ: 

1. Για κϊθε t≥0 ιςχύει πωσ η Βt εύναι Ft –μετρόςιμη 

2. Η ς.α ={Βt, t≥0} ϋχει ςυνεχεύσ τροχιϋσ 

3. Β0 = 0 Ρ-ς.β. 

4. Για 0≤s≤t η τ.μ Βt – Βs  εύναι ανεξϊρτητη τησ ς-ϊλγεβρασ Fs 

5. Για 0 ≤ s ≤ t η τ.μ (Βt – Βs) ~ Ν(0,t-s) 
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Παρατόρηςη 1: ΢αν επϋκταςη τησ μονοδιϊςτατησ τυπικόσ κύνηςησ Brown, 

μπορούμε να ορύςουμε την n-διϊςτατη κύνηςη Brown ςαν την ς.α ={Βt, t≥0} με τιμϋσ 

ςτο n , που ϋχει την κϊθε ςυνιςτώςα τησ ςαν τυπικό μονοδιϊςτατη κύνηςη Brown. 

Παρατόρηςη 2: Η απαύτηςη 3. του οριςμού εύναι τεχνικόσ φύςεωσ και απλϊ 

υποδηλώνει ότι η τυπικό μονοδιϊςτατη κύνηςη Brown ξεκινϊ από το 0. 

Παρατόρηςη 3: Προκύπτει από την 4. πωσ η κύνηςη Brown εύναι μια ς.α ανεξϊρτητη 

προςαυξόςεων, που ςημαύνει ότι αν 0=t0< t1<. . . tn-1< tn, τότε οι τ.μ           ( 1 i it t    ), 

i=1,2,…,n εύναι ανεξϊρτητεσ μεταξύ τουσ. 

Ιδιότητεσ τυπικόσ μονοδιϊςτατησ κύνηςησ Brown 

A. E(Βt – Βs ) = 0 

B. V(Βt – Βs) = E[(Βt – Βs)2] = t-s 

C. Βt ~ Ν(0,t) 

D. 
 

 – t s

t s

 


~ Ν(0,1)    , t,s : 0≤ s ≤t 

Οριςμόσ 2.5.2 Η ςτοχαςτικό ανϋλιξη {Χt, t≥0} θα καλεύται κύνηςη Brown με 

παρϊμετρο μ(drift parameter) και ς ό v (volatility parameter) αν ιςχύουν: 

1. Για κϊθε t≥0 ιςχύει πωσ η Χt εύναι Ft –μετρόςιμη 

2. Η ς.α {Χt, t≥0} ϋχει ςυνεχεύσ τροχιϋσ 

3. Η τ.μ Χt – Χs εύναι ανεξϊρτητη από τισ Χu , για 0≤ u ≤s 

4. Για 0≤ s ≤t η τ.μ Χt – Χs  ~ Ν(μ(t-s) , ς2(t-s))   (Για μ=0 , ς=1, Φ0=0 ϋχουμε την 

τυπικό κύνηςη Brown) 

Ωσ παρϊδειγμα, δύνουμε μια κύνηςη Brown παραμϋτρων μ, ς και αρχικόσ θϋςησ    

c    την ς.α { Χt = c + μt + ς Βt }, όπου {Βt, t≥0} μια τυπικό κύνηςη Brown. 

Παρατόρηςη 4: Η κύνηςη Brown ϋχει ςτϊςιμεσ ανεξϊρτητεσ προςαυξόςεισ, 

ικανοποιεύ τη Μαρκοβιανό ιδιότητα και εύναι ςυνεχϋσ martingale. 

΢το πιο κϊτω ςχόμα φαύνεται μια τυχαύα τροχιϊ μιασ κύνηςησ  Brown (για 

διακριτό χρόνο):  
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Εικόνα 1: Μια τροχιά κίνηςησ Brown που ξεκινά από το 0 

Με τα ύδια ακριβώσ δεδομϋνα, δεν παύρνω την ύδια κύνηςη Brown κϊθε φορϊ αλλϊ 

διαφορετικϋσ, όπωσ αυτό φαύνεται και από το ςχόμα που ακολουθεύ, ςτο οπούο 

προςομοιώθηκαν 10 διαφορετικϋσ κινόςεισ Brown: 

 

Εικόνα 2:  10 κινήςεισ Brown 
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2.5.3 Γεωμετρική Κίνηςη Brown 

Όπωσ αναφϋρθηκε ςτην ιςτορικό αναδρομό, ο Louis Bachelier το 1900 προςπϊθηςε 

να αξιοποιόςει την κύνηςη Brown για να περιγρϊψει τισ τιμϋσ αγαθών ό μετοχών {St, 

t≥0}, όπου με St ςυμβολύζουμε την τιμό τησ μετοχόσ τη ςτιγμό t. Όμωσ, παρατόρηςε 

ότι η κύνηςη Brown εκ φύςεωσ τησ δεν εύναι κατϊλληλη για ϋνα τϋτοιο μεγϊλο βόμα. 

Δύο όταν τα μεγϊλα μειονεκτόματα τησ κύνηςησ Brown. Πρώτα, το ότι αυτό η 

ανϋλιξη μπορούςε να παύρνει αρνητικϋσ τιμϋσ, κϊτι εντελώσ μη ρεαλιςτικό όταν 

πρόκειται για τιμϋσ μετοχών. Δεύτερο ςημαντικό τησ μειονϋκτημα, το ότι οι 

αυξομειώςεισ ςτην τιμό τησ μετοχόσ όταν ανεξϊρτητεσ από την ύδια την τιμό τησ. 

΢υγκεκριμϋνα, με το μοντϋλο τησ κύνηςησ Brown εξιςώναμε τισ πιθανότητεσ μια 

μετοχό αξύασ 1000 να γύνει 1050(1000+50) μια επόμενη χρονικό ςτιγμό με το να 

γύνει μια μετοχό αξύασ 70 ςε 120(70+50) την επόμενη χρονικό ςτιγμό. Κϊτι τϋτοιο 

δεν δεύχνει λογικό και αυτό οδόγηςε ςτην αναζότηςη μιασ καλύτερησ ςτοχαςτικόσ 

ανϋλιξησ. 

Ένα απλό μοντϋλο που κατϊφερε να περιγρϊψει την ανϋλιξη των τιμών ςτο χρόνο, 

εύναι η Γεωμετρικό κύνηςη Brown. Αν και πιο ςύνθετα και ακριβό μοντϋλα 

ανακαλύφτηκαν αργότερα, η Γεωμετρικό κύνηςη Brown αποτελεύ μϋχρι και ςόμερα 

ϋνα αποδεκτό μοντϋλο, που εξαιτύασ τησ απλότητασ του αποτελεύ τη βϊςη μελϋτησ 

και πρόβλεψησ ςε πολλούσ κλϊδουσ. 

Μαθηματικό περιγραφό Γεωμετρικόσ κύνηςησ Brown 

Οριςμόσ 2.5.3: Έςτω Τ={Τt, t≥0} μια κύνηςη Brown με drift parameter μ- 
   

 
  και 

volatility parameter ς. Μια ς.α. S={St, t≥0} θα καλεύται Γεωμετρικό κύνηςη Brown αν 

St =    . Ιςοδύναμα, μια ςτοχαςτικό ανϋλιξη St εύναι Γεωμετρικό κύνηςη Brown, αν 

ln( St ) εύναι μια κύνηςη Brown με αρχικό τιμό ln( S0 ). 

Όπωσ ςυνηθύζεται να λϋγεται ςτον κλϊδο τησ Θεωρύασ Πιθανοτότων, μια 

Γεωμετρικό κύνηςη Brown εύναι μια λογαριθμοποιημϋνη κύνηςη Brown. 

Παρατόρηςη 1: Αργότερα, όταν θα οριςτεύ το ΢τοχαςτικό Ολοκλόρωμα και οι 

΢τοχαςτικϋσ Διαφορικϋσ Εξιςώςεισ, θα καλούμε Γεωμετρικό κύνηςη Brown 

παραμϋτρων μ, ς τη λύςη τησ πιο κϊτω γραμμικόσ ΢ΔΕ: 
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dSt = μStdt + ςStdBt ,     

όπου {Βt, t≥0}  μια τυπικό κύνηςη Brown. 

Παρατόρηςη 2: Η λύςη τησ πιο πϊνω ΢ΔΕ εύναι τησ μορφόσ: 

2

0

1
exp[( )t ]

2
t tS S B         , t≥0          (2.5.1) 

Από την (2.5.1)προκύπτει ότι: 

ln( St ) = ln( S0 ) + (μ-
  

 
)t + ς dBt          (2.5.2) 

Έχουμε δηλαδό ότι η St εύναι πρϊγματι Γεωμετρικό κύνηςη Brown καθώσ η ln( St ) 

εύναι μια κύνηςη Brown που ξεκινϊ από το ln( S0 ), ϋχει drift parameter μ-
   

 
  και 

volatility parameter ς. 

Παρατόρηςη 3: Αν η ς.α S={St, t≥0} ακολουθεύ Γεωμετρικό κύνηςη Brown, τότε η τ.μ 

St ακολουθεύ τη λογαριθμοκανονικό κατανομό, δηλαδό: 

ln( St ) ~Ν(ln( S0 ) + μt , ς2t) 

Παρατόρηςη 4: Με τισ ιδιότητεσ μιασ ΢ΔΕ και χρηςιμοποιώντασ το γεγονόσ ότι 

      
  

 
    , t≥0, εύναι Ft –martingale, προκύπτουν τα παρακϊτω: 

Α)    Ε( St ) = S0     ,  t≥0                                                (2.5.3) 

B)     V( St ) = 
22 2

0 ( 1)t tS e e       ,  t≥0                                  (2.5.4) 

΢το ςχόματα που ακολουθεύ δύνεται ϋνα παρϊδειγμα τροχιϊσ μιασ Γεωμετρικόσ 

κύνηςησ Brown με παραμϋτρουσ St =10, μ=0.2, ς=0.3 και Σ=1 (με διαμϋριςη του 

χρόνου ςε 300 βόματα). 
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Εικόνα 3: Γεωμετική κίνηςη Brown 

Όπωσ και ςτην περύπτωςη τησ κύνηςησ Brown, με τισ ύδιεσ παραμϋτρουσ κϊθε φορϊ 

θα παύρνουμε και διαφορετικό Γεωμετρικό κύνηςη Brown. Όμωσ, εξαιτύασ του 

εκθετικού, η Γεωμετρικό κύνηςη Brown εύναι πϊντοτε θετικό, κϊνοντασ ϋτςι το 

μοντϋλο πιο ρεαλιςτικό. 

Επύςησ, οι ποςοςτιαύεσ μεταβολϋσ για t1< t2 <. . . tn-1< tn : 

    –   

   
 ,  

    –   

   
 ,  ….  , 

    –   - 

   - 
 

εύναι ανεξϊρτητεσ των απολύτων μεταβολών     –    -  , i=1,…,n γεγονόσ που 

διόρθωςε και το δεύτερο μεγϊλο μειονϋκτημα τησ κύνηςησ Brown.  

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
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time t 
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3. Μοντέλο Black-Scholes 

3.1 ΢τοχαςτικό Ολοκλήρωμα(Ολοκλήρωμα Ito) 

3.1.1 Ειςαγωγή 

΢ε αντύθεςη με το τι παρατηρούςαμε ςτην κύνηςη Brown όταν αυτό 

πρωτοπαρουςιϊςτηκε ςαν μια απλό κύνηςη κϊποιου ςωματιδύου ςτο υγρό, η 

πραγματικότητα όταν πιο περύπλοκη. Δεν υπόρχε μια απλό κύνηςη Brown 

{ , 0}tB B t   αλλϊ μια , 0tB t  , όπου ς>0 . Σο ς ςτην πραγματικότητα, εύναι ϋνασ 

ςυντελεςτόσ που καθορύζεται από τισ ςυνθόκεσ, όπωσ τη θερμοκραςύα, τη μϊζα του 

ςωματιδύου κλπ. Για ς=1 ϋχουμε την απλό κύνηςη Brown. 

Επιπλϋον όμωσ, το πρόβλημα γύνεται πιο απαιτητικό αν το ύδιο το υγρό κινεύται και 

μϊλιςτα με την πιθανότητα να ϋχει διαφορετικϋσ ταχύτητεσ ςε κϊθε θϋςη. Έςτω 

λοιπόν με 3( ),b x x ταχύτητα του υγρού ςε κϊθε ςημεύο του τριςδιϊςτατου 

χώρου. 

Αν tX  η θϋςη του ςωματιδύου τη ςτιγμό t, θϋλουμε να μελετόςουμε τη μεταβολό τησ 

θϋςησ ςτο χρονικό διϊςτημα [t,t+Δt], δηλαδό αν θεωρόςουμε ότι για μικρό Δt η 

ταχύτητα δεν αλλϊζει και θα εύναι ύδια με τη ςτιγμό t, να μελετόςουμε το πιο κϊτω: 

( ) [ ( ) ( ) ]t t t t t t t t tX X b X t X B X B          

(χρηςιμοποιόςαμε ότι Σαχύτητα*Φρόνο=Διϊςτημα) 

Επομϋνωσ, μπορούμε να διακρύνουμε τη μεταβολό ςτη θϋςη ςτη μεταβολό που 

οφεύλεται λόγω τησ κύνηςησ του υγρού ( ( )tb X t ) και αυτό λόγω κύνηςησ Brown       

( ( ) ( )t t t t tX B X B    ). Ιςοδύναμα, ςυμβολύζουμε ωσ ακολούθωσ: 

( ) ( )t t t tdX b X dt X dB       (3.1.1) 
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ό ςε ολοκληρωτικό μορφό :   

0
0 0

( ) ( )
t t

t s s sX X b X ds X dB       (3.1.2) 

Σο δεύτερο ολοκλόρωμα ςτη ςχϋςη (3.1.2) το οπούο ολοκληρώνεται ωσ προσ μια 

κύνηςη Brown, καλεύται ΢τοχαςτικό Ολοκλόρωμα ό Ito-Ολοκλόρωμα ενώ η 

ςτοχαςτικό ανϋλιξη tX ,t≥0 που ορύζεται όπωσ πιο πϊνω καλεύται Ito-ανϋλιξη. 

3.1.2. Οριςμόσ ΢τοχαςτικού Ολοκληρώματοσ 

Από το ςημεύο αυτό και μετϊ, θα εννοεύται ότι δουλεύουμε ςε ϋνα χώρο 

πιθανότητασ (Ω, F, Ρ) εφοδιαςμϋνο με μια διύλιςη {Ft, t≥0} και με την προώπόθεςη 

πωσ Ft, όπου :={ΛΩ :  ΝF με Ρ(Ν)=0 και ΛΝ}. 

΢κοπόσ μασ εύναι να ορύςουμε για μια ς.α f(t,ω), [ , ]t   ,   μια ς.α ςαν 

αποτϋλεςμα του ( )f t dBt


  . 

Οριςμόσ 3.1.1: Η κλϊςη (α,β) εύναι το ςύνολο των ςτοχαςτικών ανελύξεων f που 

ικανοποιούν τα πιο κϊτω: 

1) H f εύναι [α,β]  F-μετρόςιμη 

2) Η f εύναι Ft-προςαρμοςμϋνη 

3) 2 2

[ , ]

[ ( , )] ( ) [ ( , ) ]
a a

f t dm t E f t dt





         

Οριςμόσ 3.1.2: Θα καλούμε 0(α,β) το ςύνολο των ςτοχαςτικών ανελύξεων f με          

f(α,β) για τισ οπούεσ υπϊρχει διαμϋριςη 0 1 .... nt t t      και τυχαύεσ 

μεταβλητϋσ 0 1 1, ,....., nf f f   τϋτοιεσ ώςτε: 

1) 1

1

[ , ) 1 { }

0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )i i

n

i t t n

i

f t f I t f I t  







   

2) f(α,β) 
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Οριςμόσ 3.1.3: Αν μια ς.α f0(α,β) τότε ςυμβολύζουμε: 

1

1

)

0

( ) ( i i

n

t i t t
a

i

f t dB f B B








     (3.1.3) 

Οριςμόσ 3.1.4: Για μια f(α,β) ορύζουμε 2 2||| |||: [ ( , )] [ ( , ) ]
a a

f E f t dt E f t dt

 

      

Με τη νόρμα |||.||| ο χώροσ (α,β) γύνεται χώροσ Banach(πλόρησ).  

Θεώρημα 3.1: Ο 0(α,β) εύναι πυκνόσ ςτον (α,β) με τη νόρμα |||.||| . Δηλαδό, για 

τυχόν f(α,β) υπϊρχει ακολουθύα { , }nf n 0(α,β) εισ τρόπον ώςτε 

||| ||| 0n
nf f   . Ιςοδύναμα, 2[ ( ( , ) ( , )) ] 0n

nE f t f t dt




    . 

Φρόςιμο εύναι και το ακόλουθο λόμμα: 

Λόμμα3.1: Αν f0(α,β) τότε 2 ( , )
|| ( ) || ||| |||t

L dpa
f t dB f




 , όπου 

2 2( , ) { : : ( ) }L dp x x       και 2

2

( , )
|| ||

L dp
x x dp





  . 

Εύμαςτε τώρα ϋτοιμοι για να δώςουμε τον οριςμό του ςτοχαςτικού ολοκληρώματοσ 

με βϊςη τα προηγούμενα. 

Οριςμόσ 3.1.5 (΢τοχαςτικό Ολοκλόρωμα): Έςτω f(α,β). Σότε υπϊρχει 

{ , }nf n 0(α,β) με ||| ||| 0n
nf f   . Αν ςυμβολύςουμε ( )n n t

a
I f t dB



   τότε 

λόγω τησ πληρότητασ του χώρου υπϊρχει 2 2( , ) : | | 0nI L dp E I I    , ιςοδύναμα 

2L
nI I . Θα καλούμε ΢τοχαςτικό Ολοκλόρωμα(Ιto-ολοκλόρωμα) το: 

: ( ) t
a

I f t dB


   
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Από τον οριςμό του ςτοχαςτικού ολοκληρώματοσ, προκύπτουν και κϊποιεσ 

χρόςιμϋσ ιδιότητϋσ του, από τισ οπούεσ δύνονται οι πιο χρόςιμεσ: 

Ιδιότητεσ ςτοχαςτικού ολοκληρώματοσ για f(α,β) 

1) [ ( ) ] 0t
a

E f t dB


  

2) 2 2(| ( ) | ) ( , )t
a

E f t dB E f t dt
 


    ό ιςοδύναμα 2|| || ||| |||I f   [Ιςομετρύα Ito] 

3) ( ( ) ( )) ( ) ( )t t t
a a a

f t g t dB f t dB g t dB
  

        , g(α,β) και λ,μ  

4) ( ) ( ) ( )t t t
a a

f t dB f t dB f t dB
  


     

5) Η ς.α 
0

( ) , .
t

tt f t dB p     , εύναι martingale. 

Σο ςτοχαςτικό ολοκλόρωμα επεκτεύνεται και ςε μια κλϊςη Ρ(α,β) με (α,β) Ρ(α,β) 

και με την κλϊςη Ρ(α,β) να διαφϋρει ωσ προσ την 3η ιδιότητα τησ (α,β), αφού αυτό 

γύνεται 2( ( , ) ) 1
a

P f t


    . 

Όταν αναφερόμαςτε ςε ςτοχαςτικό ολοκλόρωμα μιασ f  Ρ(α,β), οι ιδιότητεσ του 

΢τοχαςτικού Ολοκληρώματοσ που αναφϋραμε πιο πριν αλλϊζουν ό δεν ιςχύουν. 

΢υγκεκριμϋνα, οι ιδιότητεσ (1) και (2) δεν ιςχύουν ενώ η (5) ιςχύει αναφϋρει ότι η 

( ) , .
t

tt
a

f t dB p      εύναι Local-martingale αντύ martingale που εύχαμε ςτην 

κλϊςη (α,β). 

Οριςμόσ 3.1.6: Αν f  Ρ(α,β) και τ:Ω [0, ) ϋνασ χρόνοσ διακοπόσ, τότε: 

{ }
0 0

( ) : ( )
t t

s s sf s dB f s I dB






   
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3.1.3 Ito Formula 

Όπωσ και ςτην κατϊ Riemann-ολοκλόρωςη, η επύλυςη των ςτοχαςτικών 

ολοκληρωμϊτων με τη χρόςη του οριςμού τουσ εύναι μια επύπονη και χρονοβόρα 

διαδικαςύα. Η Ito-formula, εύναι μια ςχϋςη η οπούα απλοπούηςε κατϊ πολύ την 

επύλυςη των ςτοχαςτικών ολοκληρωμϊτων και ϋχει δεςπόζουςα θϋςη ςτο 

΢τοχαςτικό Λογιςμό. 

Πρόταςη 3.1(Ito-Formula): Έςτω μια ανϋλιξη Ito 
0 0

( ) ( )
t t

t sX a s ds b s dB    , 

[0, ]t T (ό t0) και f 1,2([0, ] )C T  , δηλαδό f(t,x) με [0, ]t T , x  ςυνεχόσ. 

Σότε, 

2
2

20 0

1
( , ) (0, ) [ ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )] ( ) ( , )

2

t t

s s s st s

f f f f
f t X f s X a s s X b s s X dt b s s X dB

t x x x


   
    

    
 

Ρ-ς.β , [0, ]t T  . 

Παρϊδειγμα: 

Έςτω ότι θϋλουμε να υπολογύςουμε το ΢.Ο 2

0

t

s sB dB . Θϋτουμε 2( , )g t x x . 

Τπολογύζουμε την G(t,x): ( , ) ( , )
G

t x g t x
x





. Δηλαδό, 3 1,21

( , ) ([0, ] )
3

G t x x C T   . 

Για τη ς.α Ito 
0 0

0 0 1
t t

t sB ds dB    αν εφαρμόςουμε τη Formula Ito προκύπτει: 

2 3

0 0

1

3

t t

s s t sB dB B B ds   , που εύναι και η λύςη του ΢.Ο 

■ 

΢το ςημεύο αυτό, εύναι χρόςιμο να παραπϋμψουμε τον αναγνώςτη ςτο [17], για 

εκτενϋςτερη μελϋτη όςον ϋχουμε πει. Πολύ ςημαντικό εύναι και η φυςικό γενύκευςη 

των πιο πϊνω ςε περιςςότερεσ διαςτϊςεισ και θεωρεύται πωσ ο αναγνώςτησ 

γνωρύζει να διαχειρύζεται ςτοχαςτικϊ ολοκληρώματα και Ito-formula ςε 

μεγαλύτερεσ διαςτϊςεισ από εδώ και πϋρα. 

Ένα πολύ ςημαντικό πόριςμα τησ 2-διϊςτατησ formula-Ito εύναι το ακόλουθο: 
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Πόριςμα(By parts Integration formula): Αν 1
1 1 1

0 0
( ) ( )

t t

stX a s ds b s dB     μια 

μονοδιϊςτατη ανϋλιξη Ito και 2
2 2 2

0 0
( ) ( )

t t

stX a s ds b s dB     μια ϊλλη με την ύδια 

όμωσ κύνηςη Brown, τότε φτιϊχνοντασ τη 2-διϊςτατη ανϋλιξη: 

1
1 1 1

2 0 02 2 2

( ) ( )

( ) ( )

t t
t

s

t

a s b sX
ds dB

a s b sX





       
         
      

   και παύρνοντασ για 1 2 1 2( , )f x x x x   

εφαρμόζουμε τη formula Ito για 2 διαςτϊςεισ και προκύπτει το παρακϊτω: 

1 2 2 1 2 1
1 2 1 2 1 2 1 2

0 0
( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) )

t t

st t s s s sX X a s X a s X b s b s ds b s X b s X dB         (3.1.4) 

 

3.2 ΢τοχαςτικέσ Διαφορικέσ Εξιςώςεισ 

3.2.1 Οριςμόσ και Θεώρημα ύπαρξησ και μοναδικότητασ λύςησ 

Η λύςη μιασ ςτοχαςτικόσ διαφορικόσ εξύςωςησ, εύναι μια ςτοχαςτικό ανϋλιξη. Η 

διαφορϊ τουσ με τισ μερικϋσ διαφορικϋσ εξιςώςεισ, εύναι ότι το Ω δεν εμπλϋκεται 

ςτη μερικό διαφορικό εξύςωςη και ότι το Ω δεν ϋχει δομό, επομϋνωσ εκεύ η ανϊλυςη 

γύνεται μόνο ωσ προσ το χρόνο t. 

Οριςμόσ 3.2.7(Πολυδιϊςτατη ΢ΔΕ): Έςτω μια n-διϊςτατη κύνηςη Brown

{ , 0}tB B t  . 

Έςτω επύςησ Σ>0 και : [0, ] m mb T    δηλαδό τησ μορφόσ:

1

2
1 2

( , )

( , )
( , , ,..., )

( , )

m

m

b t x

b t x
b t x x x

b t x

 
 
 
 
 
 

, όπου 1 2( , ,..., )mx x x x . Έςτω και 

: [0, ] m m nT    πύνακασ ςυναρτόςεων. Σότε καλούμε Γενικό ΢τοχαςτικό 

Διαφορικό Εξύςωςη την: 

0
0 0

( , ) ( , )
t t

t s s sX X b s X ds s X dB     (3.2.1) 
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Οριςμόσ 3.2.8: Θα καλούμε ιςχυρό λύςη τησ ΢ΔΕ ςτο [0,Σ] την ς.α { , 0}tX X t   

που ικανοποιεύ: 

 Σην (3.2.1) 

 Έχει ςυνεχεύσ τροχιϋσ 

 Εύναι F t-προςαρμοςμϋνη 

 Ρ(Φ0=ξ)=1 

 2

0 0
( | ( , ) | | ( , ) | ) 1

T T

s sP b s X ds s X ds       (Εξαςφαλύζει τουλϊχιςτο την 

ςτοχαςτικό ολοκληρωςιμότητα με ( , )ss X Ρ(0,Σ)) 

Σο επόμενο βόμα εύναι να βρούμε κϊποιεσ ςυνθόκεσ που πρϋπει να ικανοποιεύ η ΢ΔΕ 

ούτωσ ώςτε αυτό να ϋχει λύςη και προχωρώντασ ϋνα βόμα παρακϊτω, να εύναι 

μοναδικό αυτό η λύςη. Σο παρακϊτω Θεώρημα μασ δύνει ϋνα κριτόριο για να 

εξαςφαλύςουμε την ύπαρξη και μοναδικότητα λύςησ. 

Θεώρημα Ito: Τποθϋτουμε μια ΢ΔΕ όπωσ την (3.2.1) και ότι ,n    0nk   τ.ω να 

ιςχύουν: 

1. | ( , ) ( , ) | | ( , ) ( , ) | | |nb t x b t y t x t y k x y      , 

, :| | ,| | , [0, ]mx y x n y n t T      

2. 2 2 2| ( , ) | | ( , ) | (1 | | )b t x t x L x    , , mx y   (Growth Condition) 

Σότε και υπϊρχει και εύναι μοναδικό η λύςη { , 0}tX X t   

 

 3.2.2 Γραμμικέσ ΢ΔΕ 

Αν και υπϊρχουν ςτοχαςτικϋσ διαφορικϋσ εξιςώςεισ πολλών μορφών, αυτό που μασ 

ενδιαφϋρει και θα αςχοληθούμε εύναι αυτό του μοντϋλου Black-Scholes, η οπούα 

εύναι μια χωρικϊ γραμμικό, δηλαδό ωσ προσ x, ΢ΔΕ. 

Οριςμόσ 3.2.8: Θα καλούμε Γραμμικό ΢ΔΕ τη ΢ΔΕ τησ μορφόσ: 

1 2 20 1
0 0
[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

t t

st s sX X b s X b s ds s X s dB        (3.2.2) 
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Επομϋνωσ, εύναι μια ΢ΔΕ με 1 2( , ) ( ) ( )b t x b t x b t   και 1 2( , ) ( ) ( )t x t x t    , 

[0, ],t T x  . 

Πρόταςη 3.2: Μια γραμμικό ΢ΔΕ ϋχει μοναδικό λύςη { , 0}tX X t  . 

Απόδειξη: 

Θα αποδεύξουμε ότι ικανοποιεύ τισ προώποθϋςεισ του Θεωρόματοσ Ito. 

Πρϊγματι, 1 1| ( , ) ( , ) | | ( , ) ( , ) | (| ( ) | | ( ) |) | |b t x b t y t x t y b s s x y         και αν το 

1 1
0

sup (| ( ) | | ( ) |)
s T

b s s k
 

     (1)  ιςχύει η πρώτη ςυνθόκη. 

Για την απόδειξη τησ 2ησ προώπόθεςησ,  θα χρηςιμοποιόςουμε την εξόσ 

παρατόρηςη: 

Αν 2 2

1 1 1 1
0 0

sup (| ( ) | | ( ) |) sup (| ( ) | | ( ) | )
s T s T

b s s k b s s  
   

         

Αν λοιπόν 
2 2 1

0

sup (| ( ) | | ( ) |)
s T

b s s k
 

     (2), ςυνδυϊζοντασ τισ (1) και (2) 

προκύπτει: 

2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2

2

1

( , ) ( , ) 2( ( ) ( )) 2( ( ) ( ))

2 2

b s x s x b s s x b s s

kx k

      

 
 

     2
1[ max( , )] 2 2l k k lx l    

                                 
2

2

2 (1 )

(1 )

l x

L x

 

 
 (Growth Condition) 

Τπϊρχει και εύναι και μοναδικό η λύςη τησ γραμμικόσ ΢ΔΕ 

■ 

Επύλυςη Γραμμικών ΢ΔΕ 

Έςτω 1 2 20 1
0 0
[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

t t

st s sX X b s X b s ds s X s dB        (1) μια γραμμικό ΢ΔΕ. 

Για να την επιλύςουμε ακολουθούμε την εξόσ διαδικϊςια: 

Θϋτουμε 2

1 1 1
0 0

1
: [ ( ) ( )] ( )

2

t t

t sY b s s ds s dB     . 
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Για την ς.α tY  και για ( ) xf x e  εφαρμόζουμε την formula Ito για να υπολογύςουμε 

την ανϋλιξη Ito: tY

tF e . Προκύπτει λοιπόν πωσ 

2

1 1 1
0 0

1 [ ( ) ( )] ( ( ))t
t t

Y

t s s sF e b s s F ds s F dB          (2) 

΢τη ςυνϋχεια, πολλαπλαςιϊζοντασ τισ (1) και (2) ςύμφωνα με  By parts Integration 

formula (3.1.4) παύρνουμε μετϊ από απλϋσ πρϊξεισ τη λύςη μιασ γραμμικόσ ΢ΔΕ, η 

οπούα εύναι: 

0 2 1 2 2
0 0

[ [ ( ) ( ) ( )] ( ) ]t
t t

Y

t s s sX e X b s s s F ds s F dB         (3.2.3) 

Η λύςη (3.2.3) όπωσ αποδεύχτηκε ςτην Πρόταςη 3.2.1, εύναι μοναδικό. 

 

3.2.3 Μοντέλο Black-Scholes 

΢το Κεφϊλαιο 2 ϋχουμε όδη αναφερθεύ ςτη Γεωμετρικό κύνηςη Brown και τη 

δεςπόζουςα θϋςη που ϋχει ςτη ςτοχαςτικό ανϊλυςη. Η γεωμετρικό λοιπόν κύνηςη 

Brown δεν εύναι τύποτα ϊλλο από τη λύςη μιασ ςυγκεκριμϋνησ γραμμικόσ ΢ΔΕ, 

γνωςτόσ και ωσ μοντϋλο Black-Scholes. 

Οριςμόσ 3.2.9: Ονομϊζουμε μοντϋλο Black-Scholes την ακόλουθη γραμμικό ΢ΔΕ: 

0

t t t tdX dt X dB

X x

   


,  x>0, ς>0.  (3.2.4) 

Ιςοδύναμα, ςε ολοκληρωτικό μορφό η πιο πϊνω ΢ΔΕ γρϊφεται ςαν 

0 0

t t

t s s sX x ds X dB       (3.2.5) και ϋχει ςαν λύςη τη ς.α 

2

0

1
exp[( )t ]

2
t tB           , t≥0  (3.2.6)  η οπούα καλεύται και Γεωμετρικό 

κύνηςη Brown. 
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Παρατόρηςη:  Αν θϋλουμε να υπολογύςουμε τη μϋςη τιμό τησ λύςησ του μοντϋλου 

Black-Scholes, προκύπτει ότι  

2

1 2

2

2

1

2

1
( ) ( exp[( )t d )

2

( )
t

B tt
e martingale

t t

B t
t

t

X x B

xe E e

xe 

 




  





    



 

Ιςοδύναμο Martingale μέτρο πιθανότητασ Q (ή Ρ*) 

Έχουμε όδη αναφερθεύ ςτην αξύα του ιςοδύναμου μϋτρου πιθανότητασ Q, το οπούο 

προκύπτει από τισ υποθϋςεισ no-arbitrage και complete αγορϊσ. Σο μοντϋλο Black-

Scholes πληρώνει την αγορϊ οπότε ασ δούμε πώσ ορύζεται το ιςοδύναμο μϋτρο 

αυτό. 

Έςτω 
r





 , όπου μ,ς οι ςυντελεςτϋσ του μοντϋλου Black-Scholes και r το 

επιτόκιο. Καταςκευϊζουμε τη ς.α 
21

2
tB t

tZ e
  

 , t≥0. Γνωρύζουμε ότι η ς.α { , 0}tZ t   

εύναι ϋνα Ft – martingale. Επομϋνωσ, η ςχϋςη: 

( ) : T

A

Q A Z dP      , A  FT 

ορύζει ϋνα μϋτρο πιθανότητασ ςτον (Ω, FT). Μϊλιςτα, εύναι το ιςοδύναμο martingale 

μϋτρο πιθανότητασ του Ρ. 

 

3.2.3 Αποτίμηςη European call και put option (Αναλυτική) 

Θεωρούμε ϋνα χαρτοφυλϊκιο που αποτελεύται από την κατοχό ενόσ option αξύασ V 

και την πώληςη Δ τύτλων ςτην υποκεύμενη αξύα. Προσ το παρόν, το option μπορεύ να 

εύναι European ό American type. Η αξύα λοιπόν του χαρτοφυλακύου θα εύναι: 

V S        (3.2.7) 

Τποθϋτουμε ότι η αξύα του υποκεύμενου τύτλου(π.χ. μετοχόσ) ακολουθεύ το μοντϋλο 

Black-Scholes, εύναι δηλαδό μια γεωμετρικό κύνηςη Brown: 
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t t tdS S dt SdB   .   

Φρηςιμοποιώντασ τη formula Ito, αποδεικνύεται ότι: 

2
2 2

2

1
[ ( )] ( )

2

V V V
d r dt S r V S dt dS

t S S


  
           

  
 (3.2.8) 

Τποθϋτουμε ότι 
V

S


 


  και προκύπτει: 

2
2 2

2

1
[ ]

2

V V V
d r dt S rS rV dt

t S S


  
      

  
.  (3.2.9) 

Έςτω ότι το δικαύωμα εύναι European type και δουλεύουμε υπό το μϋτρο που 

εξαςφαλύζει no-arbitrage. Σότε, αποκλεύονται οι περιπτώςεισ 

0, 0d r dt d r dt      και επομϋνωσ ιςχύει η ιςότητα 0d r dt   . 

Προκύπτει λοιπόν για τα δικαιώματα ευρωπαώκού τύπου η ΜΔΕ γνωςτό και ςαν 

Εξίςωςη Black-Scholes: 

2
2 2

2

1
0

2

V V V
S rS rV

T S S


  
   

  
  (3.2.10) 

 

Η αποτύμηςη ενόσ European call option, βρύςκεται από τη λύςη τησ ακόλουθησ ΜΔΕ: 

2
2 2

2

1

2

c c c
S rS rc

T S S


  
  

  
,  0<S< , T>0  (3.2.11) 

( ,0) max( ,0)c S S X    

          
 

Παρατηρούμε ότι: 
(0, ) 0c T   

( , ) ~ rTc S T S Xe  καθώσ S   

 
,όπου c η τιμό του European Call option, S η  αξύα του υποκεύμενου τύτλου(μετοχόσ), 

Φ η τιμό εξϊςκηςησ, Σ η ημερομηνύα λόξησ και r το επιτόκιο. 

Επομϋνωσ, για να αποτιμόςουμε ϋνα European Call option προκύπτει ο παρακϊτω 

Αναλυτικόσ τύποσ: 
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Για 

2

1

1
ln ( )

2

S
r T

Xd
T





 
  και 

2 1d d T  , η αποτύμηςη ενόσ European Call 

option τη ςτιγμό t=0, εύναι ύςη με: 

0 1 2( , ) ( ) ( )rTc S T S d e d     (3.2.12) 

Τπενθυμύζεται για ακόμα μια φορϊ πωσ δουλεύουμε ςε ϋνα χώρο πιθανότητασ 

χωρύσ ρύςκα(risk neutral) χϊρη ςτο ιςοδύναμε μϋτρο πιθανότητασ Q.  

΢αν μια ερμηνεύα τησ πιο πϊνω ςχϋςησ (3.2.12) για την αποτύμηςη του European 

call, η πιθανότητα 2( )d  εύναι η πιθανότητα το call να εύναι in-the-money( S   ) 

τη ςτιγμό λόξησ Σ του option και επομϋνωσ Φ 2( )d  μπορεύ να ερμηνευτεύ ςαν η 

αναμενόμενη πληρωμό που κϊνει ο κϊτοχοσ κατϊ την εξϊςκηςη τη ςτιγμό Σ όταν 

επιλϋγει να αγορϊςει τον τύτλο. Επύςησ, 1( )rTSe d  εύναι η αναμενόμενη τιμό του 

υποκεύμενου τύτλου τη ςτιγμό λόξησ δεδομϋνου ότι το call εύναι in-the-money. 

Επομϋνωσ, το αναμενόμενο κϋρδοσ κατϊ τη ςτιγμό Σ θα εύναι η διαφορϊ των δύο, 

δηλαδό 1 2( ) ( )rTSe d X d    και αν ςε αυτό το κϋρδοσ εφαρμόςουμε discount, 

δηλαδό πολλαπλαςιϊςουμε με rTe , για να το επικαιροποιόςουμε ςτη ςτιγμό 0, 

προκύπτει η ςχϋςη (3.2.8). 

Για το European Put option η λογικό δεν διαφϋρει. Αλλϊζει φυςικϊ η τ.μ. απόδοςησ 

αφού για το put εύναι ( ) max( ,0)h S X S  , αλλϊζουν λοιπόν και οι ςυνοριακϋσ 

ςυνθόκεσ: 

2
2 2

2

1
0

2

p p p
S rS rp

T S S


  
    
    

 

( ,0) max( ,0)p S X S   (αρχικό ςυνθόκη)     (3.2.13) 

 
Παρατηρούμε ότι: 

(0, )

( , ) 0

rT

T

p T Xe

p S T




 

 
Η αναλυτικό λύςη δύνεται από τα ακόλουθα: 
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Αν: 

2

1

1
ln ( )

2

S
r T

Xd
T





 
  και 

2 1d d T   τότε  

2 1( , ) ( ) ( )rTp S T e d S d         (3.2.14) 

 

3.2.4 Αποτίμηςη American put option( ΜΔΕ ) 

Σο χαρακτηριςτικό των American type options, ότι μπορούν να εξαςκηθούν 

οποιαδόποτε ςτιγμό πριν την ημερομηνύα λόξησ, εύναι πϊρα πολύ ςημαντικό για τον 

τρόπο που θα αποτιμηθούν. Πϊμε πύςω ςτη ςχϋςη (3.2.3.4) και ϋχουμε ότι: 

2
2 2

2

1
[ ]

2

V V V
d r dt S rS rV dt

t S S


  
      

  
. 

Σώρα όμωσ, ςε αντύθεςη με τα δικαιώματα European type, μπορούμε να 

αποκλεύςουμε μόνο μια ανιςότητα, την 0d r dt    για τουσ ύδιουσ λόγουσ που 

την αποκλεύςαμε και πιο πριν(no-arbitrage). Όμωσ, η ϊλλη ανιςότητα 

0d r dt    θα αποκλειςτεύ ανϊλογα με το αν εύναι βϋλτιςτο ό όχι να εξαςκηθεύ 

το δικαύωμα. 

Αποδεικνύεται ςε πιο εξειδικευμϋνα βιβλύα, μεταξύ των οπούων τα [4] και [7],  ότι 

ςτην περύπτωςη American option με ςυνϊρτηςη απόδοςησ h(S) ικανοποιούνται τα 

πιο κϊτω: 

( , ) ( )V S t h S   (3.2.15) 

2
2 2

2

1
0

2

V V V
S rS rV

T S S


  
   

  
  (3.2.16) 

2
2 2

2

1
( )( ) 0

2

V V V
S rS rV V h

T S S


  
    

  
  (3.2.17) 

( , ) ( )V S T h S   (3.2.18) 

Για την αποτύμηςη δηλαδό ενόσ American type option, το πρόβλημα ανϊγεται ςτην 

εύρεςη τησ V(S,t) που ικανοποιεύ τισ (3.2.15-18). 
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Εφαρμόζοντασ τον μεταςχηματιςμό t t   (3.2.19) μεταςχηματύζουμε το 

πρόβλημα ςτο ακόλουθο: 

( , ) ( )V S h S   (3.2.20) 

2
2 2

2

1
0

2

V V V
S rS rV

S S




  
    
  

  (3.2.21) 

2
2 2

2

1
( )( ) 0

2

V V V
S rS rV V h

S S




  
     
  

  (3.2.22) 

( ,0) ( )V S h S   (3.2.23) 

Για την αποτύμηςη λοιπόν ενόσ American Put option, αρκεύ ςτισ πιο πϊνω ςυνθόκεσ 

να θϋςουμε τη ςυνϊρτηςη απόδοςησ του American put, h(S)=V(S,T)= max( ,0)X S . 

Παρατόρηςη: Σο πιο πϊνω πρόβλημα, λύνεται με τη μϋθοδο Πεπεραςμϋνων 

Διαφορών(Finite Difference). ΢υνόθωσ προτιμϊται η μϋθοδοσ Crank-Nicolson γιατύ 

εύναι μια ευςταθόσ μϋθοδοσ [5].  

 

3.3 Μέθοδοσ αποτίμηςησ Cox-Ross-Rubenstein 

3.3.1 Διωνυμικό μοντέλο 

Η μϋθοδοσ αποτύμηςησ παραγώγων με διωνυμικό μοντϋλο, εύναι ύςωσ η πιο 

διαδεδομϋνη μϋθοδοσ λόγω τησ απλότητασ τησ. Επιλϋξαμε να αναπτύξουμε τη 

μϋθοδο ςε αυτό ακριβώσ το ςημεύο, ούτωσ ώςτε να τύχει μιασ ςύγκριςησ με το 

μοντϋλο Black-Scholes. 

Ξεκινούμε με το μονοβηματικό διωνυμικό μοντϋλο, ςτο οπούο υποθϋτουμε ότι η τιμό 

μιασ μετοχόσ τη ςτιγμό t=0 εύναι 0S  και ότι μετϊ από χρόνο δt μπορεύ να γύνει ύςη με 

0S u με πιθανότητα ρ ό 0S d με πιθανότητα 1-ρ. Αν ςυμβεύ το πρώτο ενδεχόμενο, θα 

ςυμβολύζουμε την απόδοςη του option με uf ενώ αν ςυμβεύ το δεύτερο με df . Η 

μϋθοδοσ υπενθυμύζεται ότι αποςκοπεύ ςτο να εκτιμόςει την αξύα f του παραγώγου 

τη ςτιγμό t=0. 
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΢ε αυτό το ςημεύο εμφανύζεται ξανϊ η αρχό no-arbitrage η οπούα θα μασ επιτρϋψει 

να αναπτύξουμε τη μϋθοδο. Έςτω τη ςτιγμό t=0 ϋνα χαρτοφυλϊκιο που 

περιλαμβϊνει την αγορϊ Δ μετοχών και την πώληςη ενόσ παραγώγου. Η αξύα του 

χαρτοφυλακύου θα εύναι ύςη με 0 uS u f   (3.3.1) αν η τιμό τησ μετοχόσ ϋγινε 0S u  ό 

0 dS d f   (3.3.2) αν ϋγινε 0S d . Για να κϊνουμε το χαρτοφυλϊκιο μηδενικού 

κινδύνου, πρϋπει αυτϋσ οι δύο αξύεσ να ιςούνται, από τισ οπούεσ και προκύπτει ότι: 

0 0

u df f

S u S d


 


                  (3.3.3) 

Κϊνοντασ χρόςη τησ αρχόσ no-arbitrage, για την πιο πϊνω τιμό του Δ θα πρϋπει η 

απόδοςη του χαρτοφυλακύου να εύναι ύςη με την απόδοςη του επιτοκύου r. Άρα η 

αξύα του χαρτοφυλακύου τη ςτιγμό δt θα εύναι: 

0( )r te S f     (3.3.4) 

΢υνδυϊζοντασ τι 3.3.1, 3.3.2 και 3.3.3 προκύπτει ότι: 

0 0( ) r t

uf S S u f e        (3.3.5) 

Αντικαθιςτώντασ το Δ που δύνεται από την 3.3.3 προκύπτει: 

[ (1 ) ]r t

u df e qf q f           (3.3.6) 

Όπου, 
r te d

q
u d

 



     .             (3.3.7) 

Παρατηρώντασ τα πιο πϊνω, βλϋπουμε πωσ δεν χρειαςτόκαμε πουθενϊ τισ 

πιθανότητεσ ρ,1-ρ παρϊ μόνο μεταβόκαμε ςε ϋνα νϋο μϋτρο πιθανότητασ q, 1-q. Με 

αυτό το νϋο μϋτρο, η αναμενόμενη τιμό τησ τιμόσ τησ μετοχόσ θα εύναι: 

0 0 0( ) (1 ) r t

tE S qS u q S d S e 

       (3.3.8) 

Παρατηρούμε λοιπόν πωσ όπωσ και ςτο μοντϋλο Black-Scholes ϋτςι και ςτο 

διωνυμικό μοντϋλο δουλεύουμε κϊτω από ϋνα μϋτρο πιθανότητασ ιςοδύναμο με το 

αρχικό, ςτο οπούο όμωσ η αγορϊ γύνεται risk-neutral, αφού η αναμενόμενη απόδοςη 

τησ μετοχόσ ιςούται με την απόδοςη του επιτοκύου. 
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3.3.2 Μέθοδοσ Cox-Ross-Rubenstein 

Όπωσ εύδαμε πιο πριν, για να εκτιμόςουμε την αξύα ενόσ option χρειαζόμαςτε τρεύσ 

παραμϋτρουσ, τισ u,d και ρ. Θα δούμε τώρα πώσ μπορούμε να επιλϋξουμε αυτϋσ τισ 

παραμϋτρουσ ούτωσ ώςτε να εύναι ςυμβατό το μοντϋλο μασ με το μοντϋλο Black-

Scholes.  

Αναζητούμε τρεισ εξιςώςεισ και τισ δύο τισ παύρνουμε από την εξύςωςη των 

αναμενόμενων τιμών και των διαςπορών τησ μετοχόσ τη ςτιγμό δt που δύνονται 

από τα δύο μοντϋλα. ΢υγκεκριμϋνα: 

0 0 0(1 ) r tqS u q S d S e     (Εξύςωςη μϋςων τιμών)             (3.3.9) 

22 2 (2 )(1 ) r tqu q d e        (Εξύςωςη διαςπορών)                 (3.3.10) 

Αναζητούμε μια τρύτη εξύςωςη και αυτό θα μασ τη δώςει η μϋθοδοσ Cox-Ross-

Rubenstein( Τπϊρχουν και ϊλλεσ μϋθοδοι που θεωρούν διαφορετικό 3η εξύςωςη). 

΢ύμφωνα λοιπόν με την προςϋγγιςη Cox-Ross-Rubenstein, η τρύτη ςχϋςη που θα 

πρϋπει να πϊρουμε εύναι η: 

1ud    (3.3.11) 

Με κατϊλληλη διαδικαςύα επύλυςησ του ςυςτόματοσ παύρνουμε ότι προςεγγιςτικϊ,  

2

2

2

1
1

2

1
1

2

1
1 2
2 2

u dt t

d dt t

r
q dt

  

  





  

  


 

 (3.3.12) 

Οριςμϋνεσ φορϋσ μϊλιςτα, η διαδικαςύα απλοποιεύται ακόμη περιςςότερο 

θεωρώντασ: 

1

dt

dt

r t

u e

d e
u

e d
q

u d











 






  (3.3.13) 
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Αφού εκτιμόςαμε λοιπόν τισ παραμϋτρουσ του μοντϋλου, γύνεται απαραύτητο να 

γενικεύςουμε το απλό διωνυμικό μοντϋλο ςε ϋνα πολυβηματικό μοντϋλο. Αν εύχαμε 

δύο επόμενεσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ t=1 και t=2, κατϊ τη ςτιγμό 2 θα μπορούςαμε να 

εύχαμε τιμό μετοχόσ ύςη με 0 0 0,S uu S ud S du  ό 0S dd με αντύςτοιχεσ αξύεσ του option 

τισ ,uu ud duf f f  ό ddf . 

Θεωρούμε τώρα ϋνα European type option το οπούο και θϋλουμε να αποτιμόςουμε 

με τη μϋθοδο Cox-Ross-Rubenstein με 3 χρονικϊ βόματα t=0,1,2 . Ξεκινώντασ από το 

τϋλοσ του δϋντρου και πηγαύνοντασ προσ την αρχό, βρύςκουμε: 

( (1 ) )

( (1 ) )

( (1 ) )

r t

u uu ud

r t

d ud dd

r t

u d

f e qf q f

f e qf q f

f e qf q f













  

  

  

  (3.3.14) 

΢τισ τιμϋσ των παραμϋτρων χρηςιμοποιούμε τισ ςχϋςεισ (3.3.13) οπότε προκύπτει η 

ςχϋςη: 

2 2 2[ 2 (1 ) (1 ) ]r t

uu ud ddf e q f q q f q f       (3.3.15) 

Παρατηρούμε λοιπόν ότι ερμηνεύοντασ τη ςχϋςη (3.3.15), οι ποςότητεσ 

2 2,2 (1 ),(1 )q q q q   εκφρϊζουν τισ πιθανότητεσ εμφϊνιςησ των ενδεχομϋνων 

0 0 0, ,S uu S ud S dd  αντύςτοιχα ςτο risk-neutral world. Επομϋνωσ, η αποτύμηςη του 

παραγώγου γύνεται παύρνοντασ τισ ςταθμιςμϋνεσ αποδόςεισ και κϊνοντασ τουσ 

discount, μεταφϋροντασ τισ 2 ςτιγμϋσ πύςω ςτο t=0. 

Γενικεύοντασ τη διαδικαςύα για Ν χρονικϋσ περιόδουσ, υποθϋτουμε ότι κϊθε χρονικό 

ςτιγμό :nt n t , n=0,1,…,N. Θα ςυμβολύζουμε με ,n jS  την τιμό τησ μετοχόσ ςτον 

κόμβο (n,j), οπότε ϋχουμε: 

, 0

j n j

n jS S u d    , n=0,1,….,N  j=0,1,…,n (3.3.16) 

Αφού ϋχουμε να αποτιμόςουμε European type option, η αξύα του παραγώγου ςτουσ 

τελικούσ κόμβουσ (Ν,j) θα εύναι ύςη με την απόδοςη του ,N jf  , j=0,1,…,N και ςε 

κϊποιο ϊλλο κόμβο με (n,j) με n<N θα εύναι: 
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1, 1 1,, ( (1 ) )
n j n j

european r t european european

n jf e qf q f

  

  
 (3.3.17) 

Προχωρώντασ από το τϋλοσ ςτην αρχό, προκύπτει πωσ: 

0,0 ,

0

(1 )
N

european european rN t j N j european

N j

j

N
f f e q q f

j

 



 
   

 
  (3.3.18) 

Αν τώρα το παρϊγωγο εύναι American type option, η διαδικαςύα διαφϋρει ςτο ότι 

για τη αποτύμηςη τησ αξύασ ,n jf  για n<N, αυτό θα δύνεται τώρα από τη ςχϋςη: 

, 1, 1 1, ,max{ ( (1 ) , ( )}american r t

n j n j n j n jf e qf q f h S

       (3.3.19) 

όπου  ,( )n jh S  η απόδοςη του κόμβου (n,j) με πρόωρη εξϊςκηςη. 

Παρατηρούμε λοιπόν πωσ γύνεται μια ςύγκριςη μεταξύ τησ αναμενόμενησ απόδοςησ 

με ςυνϋχιςη κατοχόσ του American option, με την απόδοςη από ϊμεςη πρόωρη 

εξϊςκηςη του δικαιώματοσ και επιλϋγεται ςαν αξύα του option η μεγαλύτερη των 

δύο. 

Παρϊδειγμα: Έςτω ϋνα American Put option το οπούο θϋλουμε να αποτιμόςουμε με 

τη μϋθοδο Cox-Ross-Rubenstein για 8 χρονικϋσ ςτιγμϋσ. Σα χαρακτηριςτικϊ του 

option εύναι: 0S =10, Κ=12, r=0.06, ς=0.3, Σ=1.  

Αφού εύναι American Put, ϋπεται πωσ , ,( ) max( ,0)n j n jh S K S  . Παύρνουμε το πιο 

κϊτω δεντροδιϊγραμμα ςτο οπούο απεικονύζεται η αξύα του option ςε κϊθε κόμβο:  

 

Ση χρονικό ςτιγμό t=0 ϋχουμε ότι η αποτύμηςη του American put εύναι 0 2.219P   

■ 
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4.Μέθοδοι Προςομοίωςησ  

4.1 Monte Carlo  

4.1.1 Ειςαγωγή 

Η μελϋτη διαφόρων ςτοχαςτικών φαινομϋνων μπορεύ να γύνει με διϊφορουσ 

τρόπουσ, όπωσ εύδαμε και πιο πριν. ΢υγκεκριμϋνα, υπϊρχουν αναλυτικϋσ μεθόδοι 

κατϊ τισ οπούεσ γύνεται μια μαθηματικό μοντελοπούηςη ενόσ ςτοχαςτικού 

φαινομϋνου  και η ςυμπεριφορϊ του μοντϋλου εύναι υπολογύςιμη για οποιαδόποτε 

τιμό των παραμϋτρων. ΢ημαντικό όμωσ μειονϋκτημα αυτόσ τησ μεθόδου εύναι ότι 

δεν εύναι εφικτό πϊντοτε και δουλεύει μόνο ςε απλϊ ςχετικϊ μοντϋλα. Πϋραν των 

αναλυτικών μεθόδων, εύδαμε πωσ η αριθμητικό ανϊλυςη εύναι ϋνα ακόμα πολύ 

χρόςιμο εργαλεύο, επιτρϋποντασ να προςεγγύςουμε με κατϊλληλεσ μεθόδουσ τη 

λύςη μασ. Εύναι ύςωσ το πιο δυνατό εργαλεύο ςτη μελϋτη ςτοχαςτικών φαινομϋνων 

και η εφαρμογό του ϋγινε ςε πολύ ςύνθετα μοντϋλα. 

Πϋρα όμωσ των πιο δύο αυτών τρόπων προςϋγγιςησ ςτοχαςτικών φαινομϋνων, 

υπϊρχει ϋνασ τρύτοσ, οι μϋθοδοι προςομούωςησ, οι οπούεσ αναπαριςτούν μϋςω ενόσ 

ηλεκτρονικού υπολογιςτό το φαινόμενο και καταγρϊφουν την εξϋλιξη του, καθώσ 

και διϊφορα χαρακτηριςτικϊ του που θϋλουμε να μελετόςουμε.  

΢την ουςύα, μια μϋθοδοσ προςομούωςησ εύναι ϋνασ πειραματικόσ τρόποσ μελϋτησ 

ενόσ φαινομϋνου και η παρακολούθηςη τησ εξϋλιξησ του ςτο χρόνο καθώσ 

πραγματοποιεύται το φαινόμενο αρκετϋσ φορϋσ. Όςο μεγαλύτερο εύναι το πλόθοσ 

των πραγματοποιόςεων του φαινομϋνου τόςο πιο καλϊ θα εύναι και τα 

αποτελϋςματα τησ μεθόδου. Με την εξϋλιξη του ηλεκτρονικού υπολογιςτό, 

μπορούμε να καταςκευϊςουμε μια «εικονικό πραγματικότητα» μϋςα ςτον Η/Τ μασ 

ςτον οπούο θα ζει το φαινόμενο προσ παρατόρηςη, όςεσ φορϋσ εμεύσ το ζητόςουμε, 

από δεκϊδεσ μϋχρι εκατομμύρια. Όταν ϋνα φαινόμενο χαρακτηρύζεται από 

αβεβαιότητα, όπωσ για παρϊδειγμα η κύνηςη μιασ μετοχόσ ό μετεωρολογικϊ 
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φαινόμενα, τότε η προςομούωςη καλεύται ςτοχαςτικό προςομούωςη ό αλλιώσ 

Monte Carlo simulation. 

 

4.1.2 Προςομοίωςη με Monte Carlo 

Η Monte Carlo προςομούωςη πόρε το όνομϊ τησ από το διϊςημο καζύνο ςτο Μονακό 

και η αρχικό χρόςη τησ όταν για την εκτύμηςη πιθανότητασ νύκησ ςε παιχνύδια 

τύχησ. ΢όμερα όμωσ οι εφαρμογϋσ τησ εύναι πολύ περιςςότερεσ καθώσ 

χρηςιμοποιεύται ςτα Φρηματοοικονομικϊ, Οικονομικϊ, Υυςικό και πολλούσ ϊλλουσ 

κλϊδουσ. Σο μεγαλύτερο ύςωσ πλεονϋκτημα αυτόσ τησ μεθόδου εύναι ότι δύνει λύςη 

ςε διςεπύλυτα προβλόματα και μϊλιςτα γρόγορα, φτηνϊ και με μεγϊλη ακρύβεια. 

΢την ουςύα, η Monte Carlo προςομούωςη εύναι μια αριθμητικό διαδικαςύα που 

εκτιμϊ την αναμενόμενη τιμό μιασ τυχαύασ μεταβλητόσ. Κατϊ τη διαδικαςύα αυτό, 

παρϊγονται ανεξϊρτητεσ τυχαύεσ μεταβλητϋσ, των οπούων γνωρύζουμε την 

κατανομό και χρηςιμοποιώντασ το Νόμο Μεγϊλων Αριθμών εκτιμούμε την τυχαύα 

μεταβλητό παύρνοντασ το μϋςο όρο των μεταβλητών που παρϊξαμε. 

Έςτω ότι θϋλουμε να εκτιμόςουμε την ποςότητα θ=Ε(Τ), όπου Τ μια τ.μ που 

παύρνουμε ςαν αποτϋλεςμα τησ προςομούωςησ. Έςτω h: d    και Φ μια τ.μ (π.χ 

ϋςτω Φ=SΣ). Σότε Τ=h(X), όπου Φ=(Φ1, Φ2 ,…., ΦΝ) με Φ1, Φ2 ,…., ΦΝ τα αντύτυπα τησ τ.μ 

Φ που παρϊξαμε. Ιςοδύναμα δηλαδό, μπορούμε να θεωρόςουμε ςαν τη μϋθοδο 

Monte Carlo τη διαδικαςύα εύρεςησ τησ μϋςησ τιμόσ τησ τ.μ Τ που παρϊξαμε. Από το 

νόμο των Μεγϊλων αριθμών, αν εκτελϋςουμε το ύδιο πεύραμα πολλϋσ φορϋσ, το θ θα 

εύναι οριακϊ ύςο με τον μϋςο όρο των αποτελεςμϊτων από τα πειρϊματα 

Πρόταςη 4.1: Έςτω  Φ=(Φ1, Φ2 ,…., ΦΝ) με Φ1, Φ2 ,…., ΦΝ  ανεξϊρτητεσ και ιςόνομεσ τ.μ. 

Σότε οι τ.μ Τκ=h(Φk), k=1,..,N εύναι και αυτϋσ ανεξϊρτητεσ και ιςόνομεσ και ιςχύει ότι: 

.

1

1
( )i

N

i

Y
N

 



     ό   .

1

1
( ) ( ( ))i

N

i

h X h X
N

 



  

Άρα το θ=Ε(Τ) προςεγγύζεται από το 
1

1
i

N

i

Y
N 

 το οπούο εύναι τ.μ και αποτελεύ την 

εκτιμότρια του θ. 
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Ο γενικόσ αλγόριθμοσ τησ Monte Carlo προςομούωςησ εύναι ο εξόσ: 

Βήμα 1: Παρϊγουμε Ν ανεξϊρτητεσ και ιςόνομεσ τ.μ Φ1, Φ2 ,…., ΦΝ 

Βήμα 2: Καταςκευϊζουμε, πϊλι ανεξϊρτητεσ και ιςόνομεσ, τ.μ Τ1, Τ2 ,…., ΤΝ 

Βήμα 3: Τπολογύζουμε την εκτιμότρια τησ ποςότητασ θ: 

1

1ˆ
i

N

i

Y
N




    (4.1.1) 

Παρατόρηςη 1: Η εκτιμότρια ̂ εύναι αμερόληπτη εκτιμότρια τησ ποςότητασ θ 

(Ιςοδύναμα Ε(̂ )=θ ) 

Παρατόρηςη 2: Η τϊξη ςφϊλματοσ τησ μεθόδου εύναι Ο(
1

N
). Η τϊξη ςφϊλματοσ 

τησ μεθόδου εύναι ϋνα από τα πιο βαςικϊ τησ μειονεκτόματα. 

Παρατόρηςη 3: (Διϊςτημα Εμπιςτοςύνησ) Η ςημειακό εκτύμηςη ̂ , αν και πολύ 

κοντϊ ςτο θ, περιϋχει ϋνα ςφϊλμα και χρειαζόμαςτε κϊποιο τρόπο να γνωρύζουμε 

την ακρύβεια τησ εκτύμηςησ ό το ςφϊλμα τησ. Έτςι, τα αποτελϋςματα μιασ Monte 

Carlo προςομούωςησ δύνονται ςυνόθωσ ςαν ϋνα διϊςτημα εμπιςτοςύνησ, 

δηλώνοντασ ότι το αποτϋλεςμα βρύςκεται με κϊποια βεβαιότητα(π.χ 95%) μεταξύ 

δύο τιμών. 

Θεωρούμε ότι: 

ˆ
(0,1)

/

 






   (4.1.2) 
 

Επομϋνωσ ιςχύει ότι: 

1 / 2 1 / 2

ˆ
( ) 1

/
a az z a

 


 


     


 (4.1.3)

 

Όπου 1 / 2az   εύναι το 1-α/2 ποςοςτιαύο ςημεύο τησ τυποποιημϋνησ κανονικόσ 

κατανομόσ.  
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Η ςχϋςη (4.1.3) μετατρϋπεται ςε: 

1 / 2 1 / 2
ˆ ˆ( ) 1a aP z z

 
         

 
  (4.1.4)

 

Από την πιο πϊνω ςχϋςη προκύπτει το 1-α διϊςτημα εμπιςτοςύνησ(δ.ε) του θ το 

οπούο δύνεται από το πιο κϊτω: 

1 / 2 1 / 2
ˆ ˆ( ( ), ( )) ( , )a aL Y U Y z z

 
    

 
         (4.1.5) 

Παρατόρηςη 4: (Διαςπορϊ) Γύνεται προφανϋσ ότι χρειαζόμαςτε μια εκτιμότρια τησ 

διαςπορϊσ 2 ( )V Y  που υπειςϋρχεται ςτο δ.ε. Μια αμερόληπτη εκτιμότρια εύναι η 

παρακϊτω: 

2 2 2 2

1 1

1 1
ˆ ( ) ( )

1 1

N N

i N i N

i i

Y Y Y NY
N N


 

   
 
 

  (4.1.6) 

 

4.1.3 Παραγωγή τυχαίων αριθμών 

Ένα από τα πιο κρύςιμα και ουςιαςτικϊ ζητόματα κατϊ την Monte Carlo 

προςομούωςη εύναι η διαδικαςύα παραγωγόσ τυχαύων αριθμών.  

Με τον όρο τυχαύοσ αριθμόσ εννοούμε το αποτϋλεςμα μιασ πραγματοπούηςησ μιασ 

πεπεραςμϋνησ ακολουθύασ Φ1, Φ2 ,…., ΦΝ ανεξϊρτητων και ιςόνομων τυχαύων 

μεταβλητών ϊγνωςτησ κατανομόσ. Όπωσ εύναι φυςικό, το να παρϊγουμε μια πϊρα 

πολύ μεγϊλη ακολουθύα τυχαύων αριθμών εύναι κϊτι πολύ δύςκολο για αυτό το 

λόγο θα χρηςιμοποιούμε ψευδοτυχαύουσ αριθμούσ. 

Οριςμόσ 4.1.1: Με τον όρο ψευδοτυχαύοι αριθμού, εννοούμε αριθμούσ που 

παρϊγονται κατϊ ντετερμινιςτικό τρόπο, μοιϊζουν όμωσ να εύναι τυχαύα δεύγματα 

μιασ γνωςτόσ κατανομόσ. 

Εύναι δηλαδό οι ψευδοτυχαύοι αριθμού μια προςϋγγιςη των τυχαύων αριθμών και 

χρηςιμοποιούνται για την προςομούωςη των πραγματοποιόςεων τυχαύων 

μεταβλητών από γνωςτϋσ κατανομϋσ.  
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Οριςμόσ 4.1.2: Μια ακολουθύα πραγματικών αριθμών χ1, χ2 ,…., χΝ αποτελεύ τυχαύο 

δεύγμα πληθυςμού με ςυνϊρτηςη κατανομόσ(ς.κ) F, αν υπϊρχουν τυχαύεσ 

μεταβλητϋσ Φ1, Φ2 ,…., ΦΝ με ς.κ F, ανεξϊρτητεσ μεταξύ τουσ και τϋτοιεσ ώςτε να 

ιςχύει ότι Φ1= χ1, Φ2=χ2, ,…., ΦΝ =χΝ. 

Παρατόρηςη: ΢το εξόσ, όταν αναφερόμαςτε με τον όρο «τυχαύοι αριθμού» θα 

εννοούμε ςτην ουςύα «ψευδοτυχαύοι αριθμού». 

Οριςμόσ 4.1.3: Θα καλεύται αλγόριθμοσ παραγωγόσ ψευδοτυχαύων 

δειγμϊτων(Random Number Generator), τη διαδικαςύα που ορύζεται και ορύζει τα 

πιο κϊτω: 

 Ένα πεπεραςμϋνο ςύνολο αριθμών Φ 

 Ένα χ0   Φ, που καλεύται και πηγό 

 Μια ςυνϊρτηςη Σ: ΦΦ 

 Μια ςυνϊρτηςη G: Φ {0,1,…..,Μ} 

 Ο αναδρομικόσ τύποσ παραγωγόσ αριθμών: 

1( )l lx T x  και ( )l li G x , όπου l=1,2,…,k   X 

Παρϊδειγμα: Ένασ τϋτοιοσ αλγόριθμοσ θα μπορούςε να εύναι ο εξόσ:  

Φ={0,1,…m-1}, χ0   Φ τυχαύο, G=id, li  lx και lx =(α 1lx  +c)modm, c>0. 

Σουσ πιο πϊνω αλγόριθμούσ παραγωγόσ ψευδοτυχαύων δειγμϊτων, μπορούμε να 

τουσ χρηςιμοποιόςουμε για να πϊρουμε δεύγματα Ομοιόμορφησ Κατανομόσ ςτο 

[0,1], αν πϊρουμε μια G’: Φ  [0,1] όπου G’(χ)=G(χ)/M. 

Θα δούμε τώρα πώσ μπορούμε να καταςκευϊςουμε δεύγματα ϊλλων κατανομών με 

βϊςη ϋνα δεύγμα 1( ) [0,1]i iU U . 

Μϋθοδοσ Αντιςτροφόσ 

Η ςχετικϊ απλό αυτό μϋθοδοσ χρηςιμοποιεύ την πιο κϊτω πρόταςη: 

Πρόταςη 4.2: Έςτω Φ με ς.κ F. Ορύζουμε ςαν F-1(u) = inf{x: F(x)≥u}. 

Σότε, αν ϋχουμε μια τ.μ U~U[0,1] , ιςχύει ότι Φ= F-1(U)~F. 

Απόδειξη: 
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Από τον οριςμό μιασ ςυνϊρτηςησ κατανομόσ, 1F (u) ( )x F x u    . 

Άρα    1 1( F (u) ) (F (u) )P X x P x      

         .

( ( ))

( )

P u F x

F x
 

 


 

■ 

Παρϊδειγμα: Θϋλουμε να καταςκευϊςουμε ϋνα τυχαύο δεύγμα εκθετικόσ κατανομόσ 

με παρϊμετρο λ, Φ~Εxp(λ), λ>0. 

( ) 1 xF x e    και 1 1
F (u) ln(1 )u



    . 

Αν u~U[0,1] γνωρύζουμε ότι και το (1-u)~U[0,1]. 

Επομϋνωσ το Φ=
1

ln(1 )u


  ~Exp(λ) από την Πρόταςη 4.1.1 . 

■ 

Μϋθοδοσ Αποδοχόσ-Απόρριψησ 

Θεωρούμε μια ςυνϊρτηςη g: d   [0,∞), από την οπούα δημιουργούμε εύκολα 

δεύγματα μιασ κατανομόσ(π.χ δεύγματα εκθετικόσ μϋςω ομοιόμορφησ). 

΢τόχοσ μασ εύναι να δημιουργόςουμε δεύγματα με ςυνϊρτηςη πυκνότητασ 

πιθανότητασ(ς.π.π) f. 

Αλγόριθμοσ μεθόδου: Αν  c>1 : f(x)≤cg(x) , x d ,  

Βόμα 1: Έςτω δεύγματα Φ με ς.π.π g και U~U[0,1] 

Βόμα 2: Εϊν 
( )

( )

f x
U

cg x
  , επϋςτρεψε το x . Διαφορετικϊ, ξανϊ ςτο Βόμα 1. 

Πρόταςη 4.3: Έςτω Τ το αποτϋλεςμα του πιο πϊνω αλγορύθμου. Σότε το Τ ϋχει ς.π.π 

f και ο αλγόριθμοσ χρειϊζεται περύπου c εκτελϋςεισ για να προκύψει το τ.δ 

Απόδειξη: 
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( )
~ [ | ]

( )

f x
Y X U

cg x
  . Σότε αν Α ϋνα μπορελιανό ςύνολο, Α( d ) , θα ιςχύουν: 

( )
( ) ( | )

( )

f x
P Y A P X A u

cg x
     

                   

( )
( )

( )

( )
( )

( )

f x
P X A u

cg x

f x
P u

cg x

  





       (1) 

Όμωσ προκύπτει ότι 

( )
( )

( )

f x
P X A u

cg x
   =

dR

( )
( | ) ( )

( )

f x
P X A u X x g x dX

cg x
     

                                           
( )

( ) ( )
( )

A

f x
P u g x dX

cg x
   

                                     
. ( )

( )
( )

ή

A

f x
g x dX

cg x

 

   

                                           
1

( )
A

c f x dx



                 (2) 

Παρόμοια προκύπτει και πωσ 
( ) 1

( )
( )

f x
P u

cg x c
        (3) 

Από τισ (1),(2) και (3) προκύπτει το ζητούμενο, ότι δηλαδό η Τ ϋχει ς.π.π f. 

■ 

Μϋθοδοσ Box-Muller 

Η μϋθοδοσ αυτό καταςκευϊζει τυχαύα δεύγματα που ακολουθούν κανονικό 

κατανομό Ν(0,1). 

Αλγόριθμοσ μεθόδου: 

Βόμα 1: Έςτω δύο ανεξϊρτητα τυχαύα δεύγματα U1,U2~U[0,1] 
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Βόμα 2: Θϋτουμε θ=2π U2 και 12ln( )p u   

Βόμα 3:  Φ1=pcosθ και Φ2=psinθ 

Σότε τα οι και Φ2 ακολουθούν Κανονικό κατανομό Ν(0,1) και εύναι ανεξϊρτητεσ 

μεταξύ τουσ. 

 

4.1.4 Έλεγχοσ ΢φάλματοσ (Error Control) 

Ασ ςυμβολύςουμε με I[f;X] την πραγματικό τιμό που αναζητούμε μϋςω τησ 

προςομούωςησ και ΙMC[f;X] το αποτϋλεςμα που προκύπτει μετϊ από την εφαρμογό 

τησ μεθόδου Monte Carlo. 

Ήδη δεύξαμε και γνωρύζουμε ότι αν Φ1, Φ2 ,…. ανεξϊρτητα δεύγματα τησ Φ, ιςχύει λόγο 

του Νόμου Μεγϊλων Αριθμών πωσ: 

1

1
lim ( ) [ ; ]

M

i
M

i

f X I f X
M



 .  (4.1.7) 

Οριςμόσ 4.1.4: Καλούμε εκτιμητό Μ-δεύγματοσ την ποςότητα εMC = | I[f;X] - ΙMC[f;X] | , 

όπου  ΙMC[f;X]=
1

1
( )

M

i

i

f X
M 

 . 

Ο εκτιμητόσ ΙMC εύναι αμερόληπτοσ και εύκολα παρατηρούμε ότι Ε( εMC )=0. Δεν ϋχει 

νόημα δηλαδό να εκτιμούμε την ύδια την ποςότητα εMC αλλϊ τισ ακόλουθεσ: 

 MSE=E( 2

MC ) 

 RMSE= 2( )MCE   

Θεώρημα 4.1.1: Έςτω ς=ς(f;X)<∞ η τυπικό απόκλιςη. Σότε ιςχύουν τα πιο κϊτω: 

I. RMSE = 2( )MCE  =


                                                                (4.1.8)
 

II. Η εMC εύναι κανονικϊ κατανεμημϋνη, δηλαδό: 

MClim ( ) ( ) ( )
M

a b
b a

 



     

 
  [Από ΚΟΘ] 

III. Ο πιο κϊτω εκτιμητόσ εύναι αμερόληπτοσ εκτιμητόσ τησ διαςπορϊσ: 
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2 2

1

1
( ( ) I )

1

M

i MCMC

i

f X
M




 



  (4.1.9)
 

Απόδειξη (Ι) 

  Αφού Ε( MC )=0   

2

MC

( ) 0

1

2
1

,

2

2

( ) ( )

( I )

1
( ( ))

1
( ( ))

1
( ( ))

MC

MC

MVar I

i

i

M

i

i

ά ό

E Var

Var I

Var f X
M

Var f X
M

Var f X
M

   

 











 














 

■ 

΢ύμφωνα με τη ςχϋςη (4.1) για τα διαςτόματα εμπιςτοςύνησ, ϋχουμε ότι 

1 / 2 1 / 2( ( ), ( )) ( , )MC a MC aL Y U Y z z
M M

 
                  

Ενδεικτικϊ, 1 / 2 1.96az  για 95% δ.ε και 1 / 2 2,58az  για 99% δ.ε. 

Σο ερώτημα που τύθεται λοιπόν ςτον ϋλεγχο ςφϊλματοσ(error control), εύναι αν 

μπορούμε να διαλϋξουμε ϋνα Μ τϋτοιο ώςτε η πιθανότητα: 

MC(| | )P       , δ,ε>0 . Όμωσ, 

MC MC(| | ) 1 (| | )P P        

                     MC1 ( )P




  





    
 

 

                         1 ( ) ( )      

                         2 2 ( )    
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Αν 2 2 ( )        
2

1 2

2

2
[ ( )]

2

 



 
            (4.1.10)      εύναι ο αριθμόσ των 

επαναλόψεων κατϊ τη Monte Carlo προςομούωςη που εκτιμώ ότι εύναι απαραύτητεσ 

για να περιορύςω το ςφϊλμα μου ςε τϊξη μικρότερη του ε. 

Παρατόρηςη 1: Ο ρυθμόσ ςύγκλιςησ τησ μεθόδου Monte Carlo εύναι ½. 

Παρατόρηςη 2: Από τη ςχϋςη RMSE = 2( )MCE  =



προκύπτει ότι αν θϋλω να 

βελτιώςω την ακρύβεια τησ μεθόδου, ϋςτω μεύωςη του RMSE κατϊ 1/10, θα πρϋπει 

να πϊρω πολλϊ περιςςότερα δεύγματα, 100πλϊςια ςτην προκειμϋνη περύπτωςη.  

 

4.1.5 Σεχνικέσ ελάττωςησ διαςποράσ 

Πϋραν τησ αύξηςησ του μεγϋθουσ δεύγματοσ Μ, θα μπορούςαμε να πετύχουμε πιο 

ακριβεύσ μεθόδουσ αν μειώναμε την ποςότητα ς. Για αυτό το ςκοπό, αναπτύχθηκαν 

αρκετού μϋθοδοι βελτύωςησ μιασ (απλόσ) Monte Carlo προςομούωςησ που ςκοπό 

ϋχουν τη μεύωςη του υπολογιςτικού χρόνου που απαιτεύται για την προςομούωςη 

αλλϊ και του ςφϊλματοσ RMSE. 

Μια από τισ μεθόδουσ εύναι η μϋθοδοσ Αντιθετικών Μεταβλητών(Αntithetic 

Variates). H μϋθοδοσ ςτηρύζεται ςτισ πιο κϊτω παρατηρόςεισ: 

Παρατηρόςεισ: 1)Αν U~U[0,1]   και 1-U ~U[0,1]. Άρα καταςκευϊζοντασ ϋνα 

τυχαύο δεύγμα, μπορούμε εύκολα να το χρηςιμοποιόςουμε για την παραγωγό ενόσ 

δεύτερου 

2) Επύςησ, αν Φ~Ν(0,1), τότε και (–Φ)~Ν(0,1) παύρνοντασ πϊλι δύο δεύγματα με την 

καταςκευό μόνο ενόσ. 

3) Και ςτισ δύο περιπτώςεισ, ϋχουμε ότι Εf(X)=Ef(-X)  

Έςτω λοιπόν ϋνασ απλόσ ντετερμινιςτικόσ μεταςχηματιςμόσ, τϋτοιοσ ώςτε 
d

X , 

όπου X  η μεταςχηματιςμϋνη τ.μ. Σότε θα ιςχύει πωσ Εf( X )=Ef( X )   
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Οριςμόσ 4.1.5: Ορύζουμε τον εκτιμητό με μϋθοδο Monte Carlo αντιθετικών 

μεταβλητών τον παρακϊτω:  

1

1 ( ) ( )
[ ; ] ( )

2

M
i iAV

M

i

f X f X
I f X

M 


 

  (4.1.11)
 

Πρόταςη 4.4: Σο MSE με την μϋθοδο αντιθετικών μεταβλητών εύναι μικρότερο του 

αντύςτοιχου με απλό Monte Carlo προςομούωςη αν και μόνο αν Cov( f( Xi ),f( iX  )) ≤ 

0. 

Απόδειξη: 

2( ) ( )AV
MMMSE I MSE I  

( ) ( )
( )

( ( ))2
2

i i

i

f X f X
Var

Var f X

M M



   

( ( ))
2 ( ) 2 ( ( ); ( ))

2

i
i i i

Var f X
Varf X Cov f X f X    

( ( ); ( )) 0i iCov f X f X   

■ 

Παρατηρόςεισ: 

i. Οι τ.μ Φ και –Φ καλούνται αντιθετικϋσ γιατύ εύναι αρνητικϊ ςυςχετιςμϋνεσ 

μεταξύ τουσ 

ii. Αν Ζ~Ν(μ,ς) τότε ςαν αντιθετικό μεταβλητό παύρνουμε την Z =2μ – Ζ 

iii. Πϋραν τησ μεθόδου Αντιθετικών Μεταβλητών, μια ϊλλη πολύ διαδεδομϋνη 

τεχνικό ελϊττωςησ διαςπορϊσ εύναι αυτό των Μεταβλητών Ελϋγχου [3], 

[21]. 
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4.2 Προςομοίωςη κίνηςησ Brown και Γεωμετρικήσ 

κίνηςησ Brown 

΢την καρδιϊ μιασ προςομούωςησ βρύςκεται η κύνηςη Brown και η γεωμετρικό 

κύνηςη Brown. Η αξύα τουσ αλλϊ και οι ιδιότητεσ τουσ ϋχουν αναπτυχθεύ ςε 

προηγούμενα κεφϊλαια για αυτό το λόγο θα μπούμε κατευθεύαν ςτην προςομούωςη 

τουσ.  

4.2.1 Προςομοίωςη κίνηςησ Brown 

Γύνεται εύκολα αντιληπτό πωσ το να προςομοιώςουμε μια τροχιϊ τησ κύνηςησ 

Brown όπωσ αυτό διαγρϊφεται ςε ςυνεχό χρόνο ςτο διϊςτημα [0,Σ], εύναι μια πολύ 

απαιτητικό διαδικαςύα που θα απαιτούςε ϊπειρο το πλόθοσ τυχαύεσ μεταβλητϋσ. 

Έτςι, το πρόβλημα αυτό αντιμετωπύζεται με τη διακριτοπούηςη τησ κύνηςησ Brown. 

Οριςμόσ 0.0.1: Έςτω κύνηςη Brown { , [0, ]}tB t T  και μια διαμϋριςη του χρόνου 

0 1{0 , ,...., }nt t t T  . Η πεπεραςμϋνη ακολουθύα που παρϊγεται, 0 1{ , ,.... }nt t tB B B B  

καλεύται διακριτοποιημϋνη κύνηςη Brown(Discretized Brownian Motion). 

Εύναι προφανϋσ ότι 0 0 0tB B  αφού η κύνηςη Brown ξεκινϊ από μηδενικό αρχικό 

θϋςη. Επύςησ, εύναι λογικό ότι όςο μεγαλύτερο εύναι το n, δηλαδό όςο πιο λεπτϊ 

διαμερύςουμε το [0,Σ], τόςο μικρότερο θα εύναι το καλούμενο ςφϊλμα 

διακριτοπούηςησ, το οπούο δημιουργεύται γιατύ διακριτοποιόςαμε την κύνηςη Brown. 

Σο ςφϊλμα διακριτοπούηςησ μαζύ με το ςφϊλμα αποκοπόσ, ανόκουν ςτην 

κατηγορύα αριθμητικών ςφαλμϊτων ενώ υπϊρχει ακόμα μια κατηγορύα ςφαλμϊτων 

που καλεύται ςτατιςτικϊ ςφϊλματα. 

Από τη μύα, τα αριθμητικϊ ςφϊλματα οφεύλονται ςτη χρόςη των αριθμητικών 

μεθόδων και υπολογιςτικών μϋςων, ενώ τα ςτατιςτικϊ ςφϊλματα ςτην αδυναμύα 

τησ ύδιασ τησ μεθόδου που χρηςιμοποιούμε. 

Προχωρώντασ με την προςομούωςη, θεωρούμε ιςομόκη διαμϋριςη του [0,Σ]. Σότε, 

το βόμα διαμϋριςησ 
T

h dt
n

   ενώ το κϊθε ςημεύο μπορεύ να αναπαραςτεύ ωσ 

jt jh ,j=0,1,…n.  

 



 

57 | ΢ ε λ ύ δ α  
 

Οι προςαυξόςεισ 1{ , 1,2,...., }j j jt t tdB B B j n   τησ κύνηςησ Brown ϋχουν τισ ποιο 

κϊτω ςημαντικϋσ ιδιότητεσ: 

1. Εύναι ανεξϊρτητεσ μεταξύ τουσ, μιασ και η κύνηςη Brown εύναι μια 

ςτοχαςτικό ανϋλιξη ανεξϊρτητη προςαυξόςεων 

2. Ιςχύει πωσ 1~ (0, ) ~ (0, ), 1,2,...j jt j j tdB N t t dB N dt j n   . Επομϋνωσ 

προκύπτει πωσ ~ (0,1) ~ (0,1)
j

j

t
t

dB
N dB dtN

dt
  , j=1,2,….,n. 

Επομϋνωσ, για να προςομοιώςουμε τισ προςαυξόςεισ 1{ , 1,2,...., }j j jt t tdB B B j n  

πρϋπει πρώτα να καταςκευϊςουμε n το πλόθοσ ανεξϊρτητεσ τυχαύεσ μεταβλητϋσ, με 

~ (0,1)jZ N και ακολούθωσ: 

jt jdB dtZ  j=1,2,…,n                             (4.2.1) 

Αφού ϋχουμε προςομοιώςει τησ προςαυξόςεισ τησ κύνηςησ Brown, το επόμενο βόμα 

εύναι να προςομοιώςουμε την ύδια την κύνηςη. Η διαδικαςύα εύναι η ακόλουθη: 

 0 0 0tB B   

 
1 0 1 0

1 2 1

( )

, ,....,

t t t t

j

B B B B

B B B





 
 όπου τώρα 1 0 1 0~ (0,t tB B N t t  ) και εύναι ανεξϊρτητη 

τησ 0tB . 

Δηλαδό, 1 0 1 1 1 1 1t t t t t tB B dB B dB B dtZ       ,όπου 1 ~ (0,1)Z N  

 2 1 2 1( )t t t tB B B B    όπου και πϊλι 2 1 2 1~ (0, )t tB B N t t   και εύναι 

ανεξϊρτητη τησ 1tB . 

Έχουμε, 2 1 2 2 1 2t t t t tB B dB B B dtZ       , με 2 ~ (0,1)Z N  

Γενικεύοντασ, η διαδικαςύα προςομούωςησ εύναι η ακόλουθη: 

1 1( )j j j jt t t tB B B B     με την τ.μ 1 1~ (0, )j jt t j jB B N t t    και να εύναι ανεξϊρτητη 

τησ 1jtB   λόγω ανεξϊρτητων προςαυξόςεων. Οπότε ϋχουμε: 

1 1j j j j jt t t t t jB B dB B B dtZ      , j=1,2,…,n και ~ (0,1)jZ N .  (4.2.2) 

Εύναι λοιπόν κατανοητό γιατύ η θεωρύα παραγωγόσ τυχαύων(ψευδοτυχαύων) 

αριθμών όταν απαραύτητη προτού προςομοιώςουμε οτιδόποτε. ΢την ουςύα λοιπόν, 
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ξεκινώντασ από 0 0 0tB B   παρϊγουμε ϋνα τυχαύο αριθμό τον οπούο καλούμε 1tB  

που όμωσ 1 1~ (0, )tB N t . Για να το πετύχουμε αυτό, ϋχουμε όδη παρϊξει μια τ.μ 1Z  

τησ τυποποιημϋνησ κανονικόσ κατανομόσ Ν(0,1) και απλϊ την πολλαπλαςιϊςαμε με 

dt . Η διαδικαςύα ςυνεχύζεται παρόμοια με την παραγωγό και ϊλλων τυχαύων 

αριθμών jtdB , οι οπούοι παύζουν το ρόλο των προςαυξόςεων ςτη διακριτοποιημϋνη 

κύνηςη Brown. 

΢υνοπτικόσ Αλγόριθμοσ προςομοίωςησ κίνηςησ Brown 

1) 0 0t   και 0 0 0tB B   

2) Παραγωγό ανεξϊρτητων τυχαύων μεταβλητών ~ (0,1)jZ N , j=1,2,…,n 

3) 1j jt t jB B dtZ    , j=1,2,…,n 

 

Παρατόρηςη: Μια ςημαντικό λεπτομϋρεια εύναι πωσ παρόλο που οι προςαυξόςεισ 

εύναι ανεξϊρτητεσ μεταξύ τουσ, αυτό δεν ςυμβαύνει και με τισ 1 2, ,...., nB B B . Όλεσ 

τουσ ακολουθούν κανονικό κατανομό, με διαφορετικό παρϊμετρο, αλλϊ δεν εύναι 

ανεξϊρτητεσ. Εύναι προφανϋσ μιασ και η καταςκευό τησ τ.μ jB  ϋγινε δεδομϋνησ τησ 

τιμόσ τησ τ.μ 1jB  . Αν προςομοιώναμε ανεξϊρτητεσ μεταξύ τουσ τ.μ  jB  και 1jB   

ςτην ουςύα θα προςομοιώναμε δύο διαφορετικϋσ τροχιϋσ τησ κύνηςησ Brown. 

Εφαρμογή προςομοίωςησ κίνηςησ Brown 

Για την προςομούωςη τησ κύνηςησ Brown αλλϊ και για τισ υπόλοιπεσ 

προςομοιώςεισ που ακολουθούν, μπορούν να χρηςιμοποιηθούν διϊφορα 

μαθηματικϊ πακϋτα ηλεκτρονικού υπολογιςτό που κυκλοφορούν ςτην αγορϊ. 

Επϋλεξα να χρηςιμοποιόςω το MATLAB, η λογικό όμωσ παραμϋνει ύδια ςε όλα τα 

πακϋτα. Οι κώδικεσ όλων των προςομοιώςεων δύνονται ςτο παρϊρτημα τησ 

διπλωματικόσ. 
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                           Εικόνα 4: Σροχιά Brown (n=100) 

΢τισ δύο πιο πϊνω εικόνεσ, βλϋπουμε δύο διακριτοποιημϋνεσ τροχιϋσ κύνηςησ 

Brown, η μια με διακριτοπούηςη n=100(Εικόνα 4) και η ϊλλη με n=500(Εικόνα 5) 

 

΢την Εικόνα 6 που ακολουθεύ, παρατηρούμε ότι με τισ ύδιεσ ακριβώσ 

ςυνθόκεσ(n=300) παύρνουμε εντελώσ διαφορετικϋσ τροχιϋσ κύνηςησ Brown κϊθε 

φορϊ, όπωσ περιμϋναμε. ΢υγκεκριμϋνα, με κατϊλληλο κώδικα, φαύνονται πιο κϊτω 

50 διαφορετικϋσ τροχιϋσ κύνηςησ Brown για n=300: 

 

Εικόνα 4: 50 τροχιέσ κίνηςησ Brown (n=300) 
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Εικόνα 5: Σροχιά Brown (n=500) 
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4.2.2 Προςομοίωςη Γεωμετρικήσ κίνηςησ Brown 

Όπωσ δεύξαμε ςε προηγούμενο κεφϊλαιο, η ς.α { , [0, ]}tS t T  εύναι μια Γεωμετρικό 

κύνηςη Brown με παραμϋτρουσ μ, ς, αν ικανοποιεύ την πιο κϊτω γραμμικό 

ςτοχαςτικό διαφορικό εξύςωςη: 

t t t tdS Sdt SdB                                  (4.2.3) 

Δεύξαμε λοιπόν ότι ιςχύει: 

2

0 exp[( ) ], 0
2

t tS S t B t


       (4.2.4) 

Όπωσ και πριν ςτην περύπτωςη τησ προςομούωςησ κύνηςησ Brown, ϋτςι και τώρα 

πρϋπει να διακριτοποιόςουμε τη γεωμετρικό κύνηςη Brown. Έςτω λοιπόν 

διαμϋριςη του χρόνου 0 1{0 , ,...., }nt t t T  από την οπούα παρϊγεται η πεπεραςμϋνη 

ακολουθύα 0 1{ , ,.... }nt t tS S S S . 

Ξανϊ θεωρούμε για λόγουσ απλότητασ ότι τα ςημεύα τησ διαμϋριςησ εύναι 

ιςαπϋχοντα και ϋχουμε βόμα διαμϋριςησ 
T

h dt
n

  . Άρα, jt jh ,j=0,1,…n.  

Τπϊρχουν δύο τρόποι για να προςομοιώςουμε τη γεωμετρικό κύνηςη Brown και θα 

αναπτύξουμε και τουσ δύο. Ο πρώτοσ τρόποσ προςομοιώνει πρώτα μια κύνηςη 

Brown και ςτη ςυνϋχεια τη χρηςιμοποιεύ ςτην (4.3) για να προςομοιώςει και τη 

γεωμετρικό κύνηςη Brown, ενώ ο δεύτεροσ τρόποσ εύναι ϋνασ αναδρομικόσ τύποσ 

που δεν προώποθϋτει την προςομούωςη κύνηςησ Brown. 

A’ Αλγόριθμοσ προςομοίωςησ γεωμετρικήσ κίνηςησ Brown  

1) 0 0t  , 0 0 0tB B  και 0 όS S  

2) Παραγωγό ανεξϊρτητων τ.μ ~ (0,1)jZ N , j=1,2,…,n 

3) Για j=1,2,…,n  

1j jt t jB B dtZ     

2

0 exp[( ) ]
2

j j jS S t B


     

Παρατόρηςη: ΢τον αλγόριθμο που δύνεται πιο πϊνω, η διαμϋριςη του [0,Σ] εύναι ύδια 

τόςο για την κύνηςη Brown Β τόςο και για τη γεωμετρικό κύνηςη Brown S. Κϊτι 
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τϋτοιο δεν εύναι απαραύτητη μιασ και μια λεπτότερη διαμϋριςη τησ Β από ότι τησ S 

θα όταν επύςησ αποδεκτό(όχι όμωσ το αντύθετο). 

Για τον δεύτερο τρόπο προςομούωςησ τησ γεωμετρικόσ κύνηςησ Brown, αρκεύ να 

παρατηρόςουμε το εξόσ: 

2

1

1

2

exp[( ) ( )]
2

exp[( ) ], 1,2,...,
2

j
j j

j

j

S
dt B B

S

dt dB j n


 


 





   

   

            (4.2.5) 

Όμωσ γνωρύζουμε ότι jt jdB dtZ , j=1,2,…,n και οι jZ  ανεξϊρτητεσ τυχαύεσ 

μεταβλητϋσ τησ τυποποιημϋνησ κανονικόσ κατανομόσ Ν(0,1). 

Επομϋνωσ προκύπτει η ακόλουθη αναδρομικό ςχϋςη που προςδιορύζει τη 

ζητούμενη ακολουθύα S: 

2

1exp[( ) ]
2

j j jS S dt dtZ


                (4.2.6) 

Β’ Αλγόριθμοσ προςομοίωςησ γεωμετρικήσ κίνηςησ Brown  

1) 0 0t  , 0 0 0tB B  και 0 όS S  

2) Παραγωγό ανεξϊρτητων τ.μ ~ (0,1)jZ N , j=1,2,…,n 

3) Για j=1,2,…,n: 

2

1exp[( ) ]
2

j j jS S dt dtZ


     

Παρατόρηςη: Με το δεύτερο αλγόριθμο η προςομούωςη τησ γεωμετρικόσ κύνηςησ 

Brown εύναι πιο γρόγορη, καθώσ αποφεύγεται η προςομούωςη μιασ Brown. 

 

Εφαρμογή προςομοίωςησ γεωμετρικήσ κίνηςησ Brown 

Η προςομούωςη γεωμετρικών κινόςεων Brown παρουςιϊζει ελαφρώσ μεγαλύτερο 

ενδιαφϋρον καθώσ μπορούμε να αλλϊζουμε κϊθε φορϊ τισ παραμϋτρουσ n,μ και ς. 
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Εικόνα 5 
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Εικόνα 6 
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Εικόνα 7 
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4.3 Αποτίμηςη American Call options με Monte Carlo 

4.3.1 Ειςαγωγή 

Έχουμε αποδεύξει ότι υπό ςυνθόκεσ αγορϊσ χωρύσ οποιαδόποτε μερύςματα 

(dividends), η περύπτωςη ενόσ American Call option ανϊγεται ςε ϋνα European Call 

option. Με πιο απλϊ λόγια, βϋλτιςτη ςτρατηγικό εξϊςκηςησ ενόσ American Call 

προβλϋπει εξϊςκηςη του κατϊ την τελικό ςτιγμό Σ, κϊτι που το ανϊγει ςε ϋνα απλό 

European Call. 

Επύςησ όμωσ, ϋχουμε δει ςτο Κεφϊλαιο 3, πωσ η αποτύμηςη ενόσ European Call 

option μπορεύ να γύνει και με αναλυτικό τρόπο. Επομϋνωσ ϋχει αρκετό ενδιαφϋρον 

να μελετόςουμε τα αποτελϋςματα τησ μεθόδου προςομούωςησ με την αναλυτικό 

λύςη του προβλόματοσ, ϋχοντασ ϋτςι ϋνα μϋτρο αξιολόγηςησ τησ μεθόδου. 

Ενδιαφϋρον ϋχει και η μελϋτη των European Call options(ιςοδύναμα American Call 

options) και τη ςυμπεριφορϊ τουσ υπό διαφορετικϋσ ςυνθόκεσ(πχ καθώσ αυξϊνεται 

το volatility, μειώνεται η τιμό εξϊςκηςησ κλπ). 

 

4.3.2 Αποτίμηςη European option 

Κατϊ την αποτύμηςη ενόσ European Call option, η ποςότητα X  εύναι ςτην ουςύα η 

τ.μ TS , η οπούα δηλώνει την τιμό του υποκεύμενου τύτλου κατϊ τη ςτιγμό 

ωρύμανςησ, την τελικό ςτιγμό δηλαδό Σ. Εύναι γνωςτό πωσ η ςτοχαςτικό ανϋλιξη 

που περιγρϊφει την πορεύα του υποκεύμενου τύτλου, S={ , [0, ]}tS t T , εύναι μια 

Γεωμετρικό κύνηςη Brown. 

Γύνεται λοιπόν προφανϋσ, πωσ για την αποτύμηςη ενόσ European option, θα πρϋπει 

πρώτα να προςομοιώςουμε τροχιϋσ γεωμετρικόσ κύνηςησ Brown  με μια από τισ δύο 

μεθόδουσ που αναπτύχθηκαν ςτην Παρϊγραφο 4.2.2 και ακολούθωσ να εξϊγουμε 

από αυτϋσ την τ.μ TS πολύ απλϊ (παύρνοντασ μόνο την τελικό τιμό κϊθε φορϊ). 
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Δύνεται γενικϊ η διαδικαςύα αποτύμηςησ ςτα πιο κϊτω βόματα: 

1) Παρϊγουμε Μ το πλόθοσ αντύτυπα τησ τυχαύασ μεταβλητόσ TS , παύρνοντασ 

ϋτςι: 1 2, ,...., M

T T TS S S . 

2) Εκτιμούμε κϊθε φορϊ την αντύςτοιχη απόδοςη του δικαιώματοσ: 

1 2( ), ( ),...., ( )M

T T Th S h S h S  όπου  T T(S ) max S – X,0h  . 

3) Τπολογύζουμε την εκτιμότρια παύρνοντασ το μϋςω όρο των discounted 

αποδόςεων δηλαδό: 

0

1

1ˆ ( )
M

rT i

T

i

C e h S
M





                         (4.3.1) 

4) Τπολογιςμόσ διαςτόματοσ εμπιςτοςύνησ ςύμφωνα με τη ςχϋςη 

0 1 / 2 0 1 / 2
ˆ ˆ( ( ), ( )) ( , )a a

s s
L Y U Y C z C z

M M
   

          (4.3.2)
 

,όπου 2 2 2 2

1 1

1 1
ˆ ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

1 1

M M
i i

T T T T

i i

s h S h S h S Mh S
M M 

   
 
 

     (4.3.3)
 

και 
1

1
( ) ( )

M
i

T T

i

h S h S
M 

 
              (4.3.4)

 

 

Παρϊδειγμα: Έςτω ϋνα American Call option ( max( ,0)th S X  )με τα πιο κϊτω 

ςτοιχεύα: 

Ετόςιο risk-less επιτόκιο  r=0.2 

Volatility ς=0.4 

Αρχικό τιμό υποκεύμενου τύτλου S0=10 

Σιμό εξϊςκηςησ δικαιώματοσ Κ=12 

Φρόνοσ λόξησ δικαιώματοσ ςε Σ=1 (12 μόνεσ) 

Εφαρμόζουμε την Monte Carlo μϋθοδο με M=100000 επαναλόψεισ και διαμϋριςη 

του χρόνου n=300 και παύρνουμε τα παρακϊτω: 

0Ĉ =1.6555 , 95% δ.ε (1.6368  ,  1.6742) 

Με την αναλυτικό μϋθοδο, η αποτύμηςη του πιο πϊνω δικαιώματοσ θα ϋδινε: 
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0 analyticalC  =1.6604 και η απόκλιςη  | 0 analyticalC  - 0Ĉ | = 0.0049 

■ 

 

4.3.3 Αξία European(American) call option ςε ςχέςη με άλλα 

μεγέθη 

΢την ενότητα αυτό θα μελετόςουμε πωσ αλλϊζει η τιμό του American call option 

καθώσ αλλϊζουν κϊποια από τα δεδομϋνα τησ Monte Carlo προςομούωςησ. 

Αριθμόσ τροχιών  

Πρώτα, ασ εξετϊςουμε την αποτελεςματικότητα τησ μεθόδου καθώσ αυξϊνουμε 

των αριθμό των τροχιών γεωμετρικών κινόςεων Brown (Μ). 

Για n=300, r=0.1, ς=0.2, S0=10, Κ=12 και Σ=1 εκτελούμε το πεύραμα αλλϊζοντασ 

κϊθε φορϊ τον αριθμό τροχιών Μ. Σα αποτελϋςματα εύναι τα ακόλουθα: 

Πύνακασ 4.3.1 

(Αναλυτικό λύςη: 0 analyticalC  =0.4708) 

Αριθμόσ 

Σροχιών 

(Μ) 

Αποτϋλεςμα Monte 

Carlo προςομούωςησ 

( 0Ĉ ) 

95% δ.ε 

Απόκλιςη από 

αναλυτικό μϋθοδο 

(| 0 analyticalC  - 0Ĉ |) 

10 0.3583 (-0.3207  ,  1.0372) 0.1126 

100 0.5783 (0.3447  ,  0.8119) 0.1075 

1000 0.4119 (0.3592  ,  0.4647) 0.0589 

10000 0.4617 (0.4416  ,  0.4818) 0.0091 

100000 0.4687 (0.4623  ,  0.4751) 0.0021 

1000000 0.4715 (0.4695  ,  0.4735) 46.65 10  

  

Εύναι εμφανϋσ από τον Πύνακα 4.3.1 πωσ η Monte Carlo προςομούωςη του 

American/European call option προςεγγύζει πολύ καλϊ τη θεωρητικό τιμό. Επύςησ, 
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όπωσ όταν αναμενόμενο, όςο πιο μεγϊλο εύναι το δεύγμα το τροχιών γεωμετρικών 

κινόςεων που παρϊγουμε, τόςο πιο ακριβόσ εύναι και η λύςη. 

Volatility  

Προχωρώντασ, με παρόμοια λογικό, μπορούμε να δούμε το ρόλο του volatility ςτην 

αποτύμηςη ενόσ European/American call option. Για τον ϋλεγχο αυτό θεωρούμε τα 

πιο κϊτω δεδομϋνα: 

n=300, r=0.1, S0=10, Κ=12 και Σ=1 

Για κϊθε πεύραμα παύρνουμε δεύγμα 610  τροχιών και για να βγϊλουμε ακόμα πιο 

αςφαλό ςυμπερϊςματα κρατόςαμε την ύδια ακολουθύα ψευδοτυχαύων αριθμών ςε 

όλα τα πειρϊματα. Σα αποτελϋςματα φαύνονται ςτον πιο κϊτω πύνακα: 

Πίνακασ 4.3.2 

Volatility 

(ς) 

Αποτϋλεςμα Monte 

Carlo προςομούωςησ 

( 0Ĉ ) 

95% δ.ε 
Αναλυτικό Σιμό 

( 0 analyticalC  ) 

0.1 0.1204 (0.1197  ,  0.1210) 0.1201 

0.2 0.4716 (0.4696  ,  0.4736) 0.4708 

0.3 0.8572 (0.8536  ,  0.8607) 0.8606 

0.5 1.6656 (1.6583  ,  1.6729) 1.6570 

0.7 2.4430 (2.4310  ,  2.4551) 2.4439 

0.9 3.2179 (3.1995  ,  3.2363) 3.2070 

 

Παρατηρώντασ τα αποτελϋςματα που δύνονται ςτον Πύνακα 4.3.2, φαύνεται πωσ 

όςο μεγαλύτερο εύναι το volatility του υποκεύμενου τύτλου τόςο μεγαλύτερη εύναι 

και η αξύα του δικαιώματοσ. Αυτό η θετικό ςχϋςη μεταξύ των δύο εύναι αναμενόμενη 

και εξηγεύται με πολύ απλούσ ςυλλογιςμούσ. ΢την ουςύα, το volatility εκφρϊζει τη 

μεταβλητότητα ςτην τιμό ενόσ υποκεύμενου τύτλου και ςυγκεκριμϋνα αν ϋνασ τύτλοσ 

ϋχει μεγϊλο volatility τότε παρουςιϊζει μεγϊλεσ διακυμϊνςεισ ςτην τιμό του. 

Επομϋνωσ, αν ςκεφτούμε μια μετοχό ςαν υποκεύμενο τύτλο, αν αυτό ϋχει μεγϊλο 

volatility ϋχει και μεγϊλη πιθανότητα να αποκτόςει μεγϊλη απόκλιςη ςτην τιμό τησ 

ςτο μϋλλον, εύτε αυτό εύναι υψηλό εύτε χαμηλό. 
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Εντούτοισ, αν ςτο μϋλλον η μετοχό ϋχει πολύ χαμηλό τιμό θα ϋχει την ύδια κατϊληξη 

με το αν ϋχει λύγο χαμηλότερη τιμό από την τιμό εξϊςκηςησ Κ : δεν θα εξαςκηθεύ 

από τον κϊτοχο του δικαιώματοσ. Έτςι, αφού οι ζημιϋσ του κατόχου περιορύζονται 

ςτο αςφϊλιςτρο το ύδιο θα κϊνουν και τα κϋρδη του πωλητό τα οπούα και αυτϊ με 

τη ςειρϊ τουσ θα εύναι μόνο το αςφϊλιςτρο. ΢ε περύπτωςη όμωσ που λόγω του 

ψηλού volatility η τιμό τησ μετοχόσ πϊρει ϋνα πολύ μεγϊλο νούμερο, η απόδοςη του 

δικαιώματοσ και η ζημιϊ του πωλητό γύνονται  πϊρα πολύ μεγϊλεσ. 

Έτςι λοιπόν, μπορούμε να δούμε το volatility ςαν ϋνα χαρακτηριςτικό που δρα εισ 

βϊροσ του πωλητό του δικαιώματοσ και αυτόσ με τη ςειρϊ του ζητϊ πιο ψηλϊ 

αςφϊλιςτρα για ψηλϊ volatilities ώςτε να αντιςταθμύςει τον κύνδυνο. 

Ημερομηνία Λήξησ του Δικαιώματοσ 

Θα εξετϊςουμε τώρα την επύδραςη τησ ημερομηνύασ λόξησ Σ του 

American/European call option ςτην αξύα του. Για να το κϊνουμε αυτό, κρατούμε 

ςταθερϊ τα πιο κϊτω δεδομϋνα: 

n=300, r=0.1, ς=0.2, S0=10, Κ=12 

Εκτελούμε το πεύραμα για 610 τροχιϋσ γεωμετρικόσ κύνηςησ Brown κϊθε φορϊ. Σα 

αποτελϋςματα εύναι τα παρακϊτω: 

                    Πίνακασ 4.3.2 

Ημερομηνύα 

λόξησ –ςε 

ϋτη 

(Σ) 

Αποτϋλεςμα Monte 

Carlo προςομούωςησ 

( 0Ĉ ) 

Αναλυτικό Σιμό 

( 0 analyticalC  ) 

0.25 0.

 

0273 0.0268 

0.5 0,1499 0.1419 

0.75 0,3011 0.2979 

1 0,4750 0.4708 

2 1,2097 1.2046 

 

Παρατηρούμε λοιπόν πωσ όςο μεγαλύτερη εύναι η διϊρκεια ζωόσ του 

American/European call option τόςο μεγαλύτερη εύναι και η αξύα του, δηλαδό τα 
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αςφϊλιςτρα ϋχουν θετικό ςχϋςη με την ημερομηνύα λόξησ του δικαιώματοσ. Αυτό το 

φαινόμενο ύςωσ ϋχει να κϊνει με την ανικανότητα μασ να προβλϋψουμε εξύςου 

επιτυχώσ μακροπρόθεςμα την πορεύα του υποκεύμενου τύτλου ςε ςχϋςη με ϋνα 

χρονικϊ πιο μικρό ορύζοντα. Επομϋνωσ, όςο πιο μακροπρόθεςμο(μεγϊλη 

ημερομηνύα λόξησ) εύναι το δικαύωμα τόςο πιο αναςφαλϋσ εύναι για τον πωλητό, ο 

οπούοσ αντιςταθμύζει αυτό τον κύνδυνο με μεγαλύτερο αςφϊλιςτρο. 

Σιμή Εξάςκηςησ(Strike price) 

Θα εξετϊςουμε τώρα την επύδραςη τησ τιμόσ εξϊςκηςησ X του American/European 

call option ςτην αξύα του. Για να το κϊνουμε αυτό, κρατούμε ςταθερϊ τα πιο κϊτω 

δεδομϋνα: 

n=300, r=0.1, ς=0.2, S0=10 και Σ=1 

Εκτελούμε το πεύραμα για 610 τροχιϋσ γεωμετρικόσ κύνηςησ Brown κϊθε φορϊ. Σα 

αποτελϋςματα εύναι τα παρακϊτω: 

Πίνακασ 4.3.3 

Σιμό 

Εξϊςκηςησ 

(X) 

Αποτϋλεςμα Monte 

Carlo προςομούωςησ 

( 0Ĉ ) 

Αναλυτικό Σιμό 

( 0 analyticalC  ) 

9 1.9979 1.9989 

10 1.3288 1.3270 

12 0.4705 0.4708 

14 0.1301 0.1305 

16 0.0299 0.0301 

 

Από τα αποτελϋςματα που φαύνονται ςτον Πύνακα 4.3.3 προκύπτει το αναμενόμενο. 

Δηλαδό, όςο μεγαλύτερη εύναι η τιμό εξϊςκηςησ τόςο μικρότερη εύναι η αξύα του 

παραγώγου. Λϋμε ότι το αποτϋλεςμα εύναι το αναμενόμενο, καθώσ αναφερόμαςτε 

ςε παρϊγωγα τύπου call, για τα οπούα η απόδοςη εύναι max(ST-X,0). Επομϋνωσ, όςο 

μεγαλύτερο εύναι το Φ, τόςο λιγότερεσ εύναι οι πιθανότητεσ για τον κϊτοχο του 

δικαιώματοσ να αποκομύςει κϋρδοσ ό ακόμα και αν ϋχει κϋρδοσ αυτό θα εύναι 

μικρότερο από ϋνα αντύςτοιχο call option με μικρότερη τιμό εξϊςκηςησ.  
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4.4 Αποτίμηςη American put options με LSM-Monte 

Carlo 

4.4.1 Ειςαγωγικά 

Η αποτύμηςη των American options, με εξαύρεςη το απλό American Call, εύναι γενικϊ 

μια δύςκολη διαδικαςύα που προβλημϊτιςε πολύ τη μαθηματικό κοινότητα. Η 

δυςκολύα των American options που οφεύλεται ςτην ιδιαιτερότητα τουσ να 

επιτρϋπουν ςτον κϊτοχο να το αςκόςει όποτε θϋλει μεταξύ [0,Σ] και όχι μόνο κατϊ 

τη λόξη του ςυμβολαύου, οφεύλει να αντιμετωπιςτεύ διαφορετικϊ από ότι ϋνα 

European Option. Η πολυπλοκότητα του προβλόματοσ καθιςτούςε αδύνατη την 

προςομούωςη των American options μϋχρι περύπου το 1992, όπου ξεκύνηςαν να 

ανακαλύπτονται κϊποιεσ μϋθοδοι προςομούωςόσ τουσ. Η γενικότερη ιδϋα, εύναι η 

δημιουργύα ενόσ κανόνα εύρεςησ χρόνου διακοπόσ, ςυγκρύνοντασ την απόδοςη του 

παραγώγου αν το αςκούςαμε με την αναμενόμενη απόδοςη με το αν δεν το 

αςκούςαμε. Όλα αυτϊ φυςικϊ βαςύζονταν ςτισ τιμϋσ προςομοιωμϋνων τροχιών 

υποκεύμενου τύτλου.  

Από τισ διϊφορεσ μεθόδουσ που ϋχουν αναπτυχθεύ, επιλϋξαμε να χρηςιμοποιόςουμε 

την «Προςομούωςη με μϋθοδο Ελαχύςτων Σετραγώνων» (Simulation with Least 

Squares Method” ό αλλιώσ LSM Monte Carlo.  Ο λόγοσ που διαλϋξαμε αυτό τη 

μϋθοδο, εύναι λόγο των μεγϊλων δυνατοτότων τησ με ςχετικό ευκολύα, αφού μπορεύ 

να χρηςιμοποιηθεύ ςε όδη American options ςτα οπούα ούτε καν οι Αριθμητικϋσ 

μϋθοδοι δεν μπορούν να αξιοποιηθούν(π.χ American option ςε υποκεύμενο τύτλο 

που ακολουθεύ ς.α με jump-difusions) και εύναι τόςο εύχρηςτη που δεύχνει να 

μπορεύ να αποτιμόςει ςχεδόν όλα τα American type options. 

Ο αλγόριθμοσ προςομούωςησ LSM Monte Carlo ςτηρύζεται ςε κϊποιουσ 

γενικότερουσ αλγόριθμουσ προςομούωςησ που προώπόρξαν, όπωσ των Black and 

Scholes(1973), Merton(1973), Cox,Ingersoll and Ross(1985) και ϊλλουσ. 

Για να κατανοόςουμε τη φιλοςοφύα αυτόσ τησ μεθόδου, υπενθυμύζεται πωσ 

οποιαδόποτε χρονικό ςτιγμό ςτο [0,Σ], ο κϊτοχοσ του American option ςυγκρύνει 

την απόδοςη από ϊμεςη εξϊςκηςη(immediate payoff) και την αναμενόμενη 

απόδοςη από ςυνέχιςη(expected payoff from continuation) και εξαςκεύ αν η 
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ϊμεςη εξϊςκηςη ϋχει μεγαλύτερη απόδοςη από την αναμενόμενη αν ςυνεχύςει. 

Εύναι ϋνα δύλημμα δηλαδό για το κατϊ πόςο ςυνεχύζει να κατϋχει το παρϊγωγο ό το 

εξαςκεύ. Επομϋνωσ, η βϋλτιςτη ςτρατηγικό καθορύζεται πλόρωσ από την υπό 

ςυνθόκη απόδοςη του παραγώγου αν ςυνεχύςουμε να το κρατούμε «ζωντανό». Η 

μϋθοδοσ λοιπόν αυτό, χρηςιμοποιεύ προςομούωςη και μϋθοδο ελαχύςτων 

τετραγώνων για να εκτιμϊ κϊθε φορϊ την αναμενόμενη απόδοςη. Ακόμη πιο 

ςυγκεκριμϋνα, η μϋθοδοσ καταςκευϊζει μια ΢υνϊρτηςη Αναμενόμενων Αποδόςεων, 

η οπούα υπολογύζει την αναμενόμενη απόδοςη από ςυνϋχιςη κατοχόσ του option,  

βαςιςμϋνη ςτην πληροφορύα που ϋχουμε μϋχρι τον κόμβο που βριςκόμαςτε. 

Η ευκολύα τησ μεθόδου κατϊ την εφαρμογό τησ ςε μαθηματικό πακϋτο ςτον 

ηλεκτρονικό υπολογιςτό εύναι προφανόσ, καθώσ χρειϊζεται μόνο μια απλό μϋθοδο 

ελαχύςτων τετραγώνων. Οι εφαρμογϋσ τησ πϋραν από τα American put options εύναι 

διϊφορεσ και μπορεύ να χρηςιμοποιηθεύ για αποτύμηςη American-Bermuda-Asian 

options, swaps, πολυμεταβλητϊ American options και πολλϊ ϊλλα. 

 

4.4.2 Επίδειξη μεθόδου με ένα αριθμητικό παράδειγμα 

Προτού προχωρόςουμε ςτην μαθηματικό απόδειξη τησ μεθόδου, εύναι χρόςιμο να 

επιδειχτεύ ϋνα απλό παρϊδειγμα εφαρμογόσ τησ LSM Monte Carlo όπωσ επϋλεξαν να 

κϊνουν και ο Francis A. Longstaff και Eduardo S. Schwartz ςε μια εργαςύα τουσ.  

Κατϊ την ημερομηνύα λόξησ του παραγώγου, επιλϋγει ο κϊτοχοσ να το εξαςκόςει 

μόνο αν το παρϊγωγο αποφϋρει κϋρδη, ό αλλιώσ όπωσ καλεύται, το παρϊγωγο εύναι 

in-the-money. Πριν την ημερομηνύα λόξησ, όπωσ αναφϋραμε ςτην ειςαγωγό, ο 

κϊτοχοσ κϊνει μια ςύγκριςη μεταξύ δύο αποδόςεων: αυτόσ από ϊμεςη εξϊςκηςη 

και τησ αναμενόμενησ από ςυνϋχιςη. Αφού ξϋρουμε την απόδοςη από ϊμεςη 

εξϊςκηςη αναζητούμε μόνο μια εκτύμηςη τησ απόδοςησ αν ςυνεχύςουμε να 

κρατούμε το παρϊγωγο. Αυτό θα το πετύχουμε με παλινδρόμηςη πϊνω ςε μια βϊςη 

ςυναρτόςεων, υπολογύζοντασ τησ ςταθερϋσ. 

Θεωρούμε ϋνα American Put option ςε μια αγορϊ χωρύσ μερύςματα. Έςτω επύςησ ότι 

η τιμό εξϊςκηςησ Κ=1.10 και ότι υπϊρχουν μόνο 3 χρονικϋσ ςτιγμϋσ κατϊ τισ οπούεσ 

μπορεύ να εξαςκηθεύ το παρϊγωγο(t=1, t=2,t=3) με τη ςτιγμό 3 να εύναι η 

ημερομηνύα λόξησ. Έςτω επύςησ ετόςιο επιτόκιο 0.06 και ότι αρχικό τιμό του 
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υποκεύμενου τύτλου εύναι 1. Προςομοιώνουμε 8 διαφορετικϋσ τροχιϋσ γεωμετρικόσ 

κύνηςησ Brown και ϋχουμε τα πιο κϊτω αποτελϋςματα: 

 

Πίνακασ 4.4.1 

Σιμϋσ μετοχόσ για 8 διαφορετικϋσ τροχιϋσ 

Σροχιϊ t=0 t=1 t=2 t=3 

1 1 1.09 1.08 1.34 

2 1 1.16 1.26 1.54 

3 1 1.22 1.07 1.03 

4 1 0.93 0.97 0.92 

5 1 1.11 1.56 1.52 

6 1 0.76 0.77 0.90 

7 1 0.92 0.84 1.01 

8 1 0.88 1.22 1.34 

 

Θα υπολογύςουμε ενδιϊμεςα κϊποιουσ πύνακεσ απαραύτητουσ για τη μϋθοδο. Με 

γκρύζο φόντο βϊλαμε τισ τιμϋσ για τισ οπούεσ το American Put εύναι in-the-money 

κατϊ την ημερομηνύα λόξησ. 

Αν λοιπόν ο κϊτοχοσ του τύτλου επιλϋξει να μην εξαςκόςει το American put πριν τη 

λόξη του και αποφαςύςει να το φυλϊξει μϋχρι τη ςτιγμό t=3, οι αποδόςεισ θα εύναι οι 

ακόλουθεσ(δεδομϋνου ότι ο κϊτοχοσ εξαςκόςει το δικαύωμα μόνο για in-the-money 

περιπτώςεισ, όπωσ επιβϊλλει η βϋλτιςτη ςτρατηγικό): 
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Πίνακασ 4.4.2 

Αποδόςεισ για t=3 

(Cash-flow matrix t=3) 

Σροχιϊ t=3 

1 0 

2 0 

3 0.7 

4 0.18 

5 0 

6 0.20 

7 0.09 

8 0 

 

Παρατόρηςη: Οι πιο πϊνω αποδόςεισ ταυτύζονται με τισ αποδόςεισ που θα εύχε ο 

κϊτοχοσ ενόσ αντύςτοιχου European Put option. 

΢υνεχύζοντασ, αν το put εύναι in-the-money κατϊ τη ςτιγμό 2, ο κϊτοχοσ θα πρϋπει 

να αποφαςύςει αν θα το εξαςκόςει ϊμεςα ό αν θα πρϋπει να ςυνεχύςει να κατϋχει το 

παρϊγωγο μϋχρι τη ςτιγμό 3. Κοιτϊζοντασ ξανϊ τον Πύνακα 4.4.1 εντοπύζουμε τισ 

τροχιϋσ για τισ οπούεσ το put εύναι in-the-money τη ςτιγμό 2 και βρύςουμε ότι εύναι 

οι τροχιϋσ 1,3,4,6 και 7. Για τισ υπόλοιπεσ τροχιϋσ που εύναι out-of-the-money δεν 

υπϊρχει κϊποιο δύλημμα καθώσ ο κϊτοχοσ θα επιλϋξει ςύγουρα να περιμϋνει μϋχρι τη 

ςτιγμό 3, με την ελπύδα να ϋχει κϊποιο κϋρδοσ τότε. 

Ασ ςυμβολύςουμε με Φ την τιμό τησ μετοχόσ τη ςτιγμό 2 για τισ πϋντε τροχιϋσ που 

όταν in-the-money και Τ τισ αντύςτοιχεσ επικαιροποιημϋνεσ αποδόςεισ (discount 

μιασ χρονικόσ ςτιγμόσ) κατϊ τη ςτιγμό 3 αν ο κϊτοχοσ αποφαςύςει να ςυνεχύςει την 

κατοχό του put.  

Οι τιμϋσ των διανυςμϊτων Τ και Φ φαύνονται ςτον πύνακα που ακολουθεύ: 
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Πίνακασ 4.4.3 

Παλινδρόμηςη τη ςτιγμό 2 

Σροχιϊ Τ Φ 

1 0x0.94176 1.08 

3 0.7x0.94176 1.07 

4 0.18x0.94176 0.97 

6 0.20x94176 0.77 

7 0.09x0.94176 0.84 

Για να εκτιμόςουμε την αναμενόμενη απόδοςη από τη ςυνϋχιςη κατοχόσ του put 

option μετϊ τη ςτιγμό 2, δεδομϋνησ τησ τιμόσ τησ μετοχόσ κατϊ τη ςτιγμό 2, 

κϊνουμε παλινδρόμηςη του Τ με μια ςταθερϊ, το Φ και το Φ2. Προκύπτει λοιπόν το 

ακόλουθο: 

2[ | ] 1.070 2.983 1.813E Y X X X    . 

 ΢αν παρατόρηςη, αναφϋρουμε ότι η επιλογό του Φ και 2X  για βϊςη ςυναρτόςεων 

εύναι η πιο απλό και αυτό θα μπορούςε να γύνει πιο ςύνθετη ςε ϊλλεσ περιπτώςεισ. 

Αφού λοιπόν ϋχουμε τη ςυνϊρτηςη που ζητούςαμε από την αρχό, μπορούμε τώρα 

να ςυγκρύνουμε την αξύα ϊμεςησ εξϊςκηςησ τη ςτιγμό 2 με αυτό από ςυνϋχιςη 

κατοχόσ του put, παύρνοντασ τα πιο κϊτω: 

Πίνακασ 4.4.4 

Απόφαςη για πρόωρη εξϊςκηςη κατϊ τη 

ςτιγμό 2 

Σροχιϊ Άμεςη 

Εξϊςκηςη 

ςτιγμό 2 

(K-St=2) 

΢υνϋχιςη 

κατοχόσ 

του put 

1 0.2 0.369 

3 0.3 0.461 

4 0.13 0.1176 

6 0.33 0.1520 

7 0.26 0.1565 

 



 

74 | ΢ ε λ ύ δ α  
 

Οι τιμϋσ ςτην πρώτη ςτόλη προϋκυψαν από 2 21.10t tK S S    ενώ ςτη δεύτερη 

ςτόλη από την αντικατϊςταςη του Φ ςτη ςχϋςη 

2[ | ] 1.070 2.983 1.813E Y X X X    . 

Παρατηρώντασ τον πιο πϊνω πύνακα, βλϋπουμε ότι εύναι βϋλτιςτο να εξαςκόςουμε 

το American Put τη ςτιγμό 2 μόνο ςτισ τροχιϋσ 4,6 και 7. Αυτό η παρατόρηςη μασ 

οδηγεύ ςτον πιο κϊτω πύνακα, που δεύχνει την απόδοςη που παύρνει ο κϊτοχοσ του 

put αν επιλϋξει τη βϋλτιςτη ςτρατηγικό κατϊ τη ςτιγμό 2 και 3: 

Πίνακασ 4.4.5 

Πύνακασ Αποδόςεων κατϊ τη ςτιγμό 2 

Σροχιϊ t=0 t=1 t=2 t=3 

1 - - 0 0 

2 - - 0 0 

3 - - 0 0.07 

4 - - 0.13 0 

5 - - 0 0 

6 - - 0.33 0 

7 - - 0.26 0 

8 - - 0 0 

 

Όπωσ παρατηρούμε και εύναι λογικό, όταν ο κϊτοχοσ επιλϋξει πρόωρη εξϊςκηςη 

κατϊ τη ςτιγμό 2, η απόδοςη τησ ςτιγμόσ 3 γύνεται 0 αφού δεν υπϊρχει πλϋον το put 

option. Κϊπου εδώ το πρώτο βόμα τελεύωςε και η επαναληπτικό μϋθοδοσ προχωρϊ 

ςτην αμϋςωσ προηγούμενη χρονικό ςτιγμό. 

Παρατηρούμε ξανϊ τον Πύνακα 4.4.1 με τισ προςομοιωμϋνεσ τιμϋσ τησ μετοχόσ και 

εντοπύζουμε τισ τροχιϋσ εκεύνεσ για τισ οπούεσ τη ςτιγμό 1 το put εύναι in-the-

money(1,4,6,7 και 8). 

Για τισ πιο πϊνω τροχιϋσ, προςδιορύζουμε το Τ και πϊλι με επικαιροπούηςη. Εύναι 

ςημαντικό ότι χρηςιμοποιούμε τισ αποδόςεισ που δεν ϋτυχαν επικαιροπούηςησ ςτα 

προηγούμενα βόματα. Οι αποδόςεισ που αποκτούνται κατϊ τη ςτιγμό 2 παύρνουν 

discount μιασ περιόδου ενώ αυτϋσ τισ ςτιγμόσ 3 discount 2 περιόδων. 
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Ξανϊ, το Φ θα εύναι η τιμό τισ μετοχόσ κατϊ τη ςτιγμό 1 για τισ τροχιϋσ εκεύνεσ που 

το put εύναι in-the-money. Παύρνουμε ϋτςι τισ πιο κϊτω τιμϋσ για τα Φ,Τ: 

Πίνακασ 4.4.6 

Παλινδρόμηςη τη ςτιγμό 1 

Σροχιϊ Τ Φ 

1 0x0.94176 1.09 

4 0.13 x0.94176 0.93 

6 0.33 x0.94176 0.76 

7 0.26 x0.94176 0.92 

8 0x0.94176 0.88 

 

Πϊλι προχωρούμε με μια ανϊλυςη παλινδρόμηςησ του Τ ςε ςχϋςη με μια ςταθερϊ, 

το Φ και το 2X  για να πϊρουμε την πιο κϊτω ςχϋςη: 

2[ | ] 2.038 3.335 1.356E Y X X X    

Αντικαθιςτώντασ τα Φ ςτην πιο πϊνω ςχϋςη υπολογύζουμε την αναμενόμενη 

απόδοςη από ςυνϋχιςη κατοχό του put πϋραν τησ ςτιγμόσ 1. Έτςι λοιπόν παύρνουμε 

τον πιο κϊτω πύνακα, από τον οπούο βλϋπουμε πωσ εύναι ςυμφϋρον να εξαςκόςουμε 

τη ςτιγμό 1 για τισ τροχιϋσ 4,6,7 και 8 και όχι για την 1. 
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Πίνακασ 4.4.7 

Απόφαςη για πρόωρη εξϊςκηςη κατϊ τη 

ςτιγμό 1 

Σροχιϊ Άμεςη 

Εξϊςκηςη 

ςτιγμό 1 

(K-St=1) 

΢υνϋχιςη 

κατοχόσ 

του put 

1 0.01 0.0139 

4 0.17 0.1092 

6 0.34 0.2866 

7 0.18 0.1175 

8 0.22 0.1533 

 

Έχουμε ϋτςι προςδιορύςει τη ςτρατηγικό που πρϋπει να ακολουθόςει ο κϊτοχοσ του 

American Put για να βελτιςτοποιόςει τα κϋρδη του και μπορούμε να επιςυνϊψουμε 

τον κανόνα απόφαςησ χρόνου-διακοπόσ του put ςτον πιο κϊτω πύνακα, που 

υποδηλώνει ποια χρονικό ςτιγμό το put option πρϋπει να εξαςκηθεύ: 

Πίνακασ 4.4.8 

Κανόνασ χρόνου-διακοπόσ 

Σροχιϊ t=1 t=2 t=3 

1 0 0 0 

2 0 0    0 

3 0 0 1 

4 1 0 0 

5 0 0 0 

6 1 0 0 

7 1 0 0 

8 1 0 0 

 

Έχοντασ τώρα υπολογύςει τη ςτρατηγικό που πρϋπει να ακολουθόςει ο κϊτοχοσ 

του American put, οδηγούμαςτε τον τελευταύο πύνακα τησ διαδικαςύασ, ο οπούοσ 
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καλεύται Cash Flow Matrix και περιϋχει ςυγκεντρωτικϊ τισ βϋλτιςτεσ αποδόςεισ 

ςύμφωνα με την ςτρατηγικό που φαύνεται ςτον Πύνακα 4.8: 

Πίνακασ 4.4.9 

Πύνακασ αποδόςεων βϋλτιςτησ ςτρατηγικόσ 

(Cash Flow Matrix) 

Σροχιϊ t=1 t=2 t=3 

1 0 0 0 

2 0 0    0 

3 0 0 0.07 

4 0.17 0 0 

5 0 0 0 

6 0.34 0 0 

7 0.18 0 0 

8 0.22 0 0 

 

Για το τελευταύο βόμα τησ μεθόδου LSM Monte Carlo, παύρνουμε τισ πιο πϊνω 

αποδόςεισ και τισ επικαιροποιούμε, ςύμφωνα με τη ςτιγμό που 

πραγματοποιούνται, μεταφϋρουμε δηλαδό τον πύνακα αποδόςεων ςτη χρονικό 

ςτιγμό 0(για την οπούα θϋλουμε να εκτιμόςουμε την αξύα του American Put). 

Ακολούθωσ, παύρνουμε τον μϋςο τουσ όρο και το αποτϋλεςμα εύναι η εκτύμηςη τησ 

αξύασ του American Option.   

΢τη ςυγκεκριμϋνη περύπτωςη, προκύπτει ότι 0
ˆ 0.1144C  . 

Για να κατανοόςουμε πόςο ςημαντικό εύναι ςτα American Put Options να 

εξετϊζουμε την πρόωρη εξϊςκηςη του δικαιώματοσ, αν το αντιμετωπύζαμε ςαν ϋνα 

European Put Option(εξϊςκηςη μόνο τη ςτιγμό 3) και παύρναμε την αποτύμηςη ςτη 

ςτιγμό 0, θα παύρναμε ότι 0
ˆ 0.0564europeanC   που εύναι ςχεδόν το μιςό τησ εκτύμηςησ 

που κϊναμε πιο πριν, αξιοποιώντασ την πρόωρη εξϊςκηςη του δικαιώματοσ. 
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4.4.3 Αλγόριθμοσ LSM Monte Carlo 

Τποθϋτουμε χώρο πιθανότητασ (Ω,F,Ρ) που εύναι εφοδιαςμϋνοσ με μια διύλιςη      

{Ft, tΣ} και χρονικό διϊςτημα Σ=[0,Σ] με Σ<∞. Θεωρούμε επύςησ από την Αρχό no-

arbitrage ότι υπϊρχει ϋνα ιςοδύναμο martingale μϋτρο Q με το οπούο θα δουλεύουμε 

υπονοώντασ το από εδώ και πϋρα. ΢κοπόσ μασ εύναι η αποτύμηςη ενόσ American 

type παραγώγου γενικϊ (π.χ American put, American-Bermudan-Asian option, 

Bermudan Max Call), κϊτι που εφαρμόζεται ςτη ςυνϋχεια για American Put option. 

Περιοριζόμαςτε ςτα παρϊγωγα εκεύνα που οι ςυναρτόςεισ απόδοςεισ τουσ εύναι 

ςτοιχεύα του χώρου Hilbert 2( ,F, )L Q (ςύνολο τετραγωνικϊ ολοκληρώςιμων τ.μ f 

πϊνω ςτο Ω με τιμϋσ ςτο , δηλαδό με 2| |f dp


  ). Η μϋθοδοσ χρηςιμοποιεύ 

πορύςματα του Snell Envelope, για αυτό παραπϋμπουμε ςτο Κεφϊλαιο 2 για 

υπενθύμιςη. ΢υγκεκριμϋνα, θα χρηςιμοποιόςουμε ότι η αξύα ενόσ American option 

ιςούται με τη μεγιςτοποιημϋνη αξύα των discounted αποδόςεων του option, όπου το 

μϋγιςτο το παύρνουμε πϊνω ςε όλουσ τουσ δυνατούσ χρόνουσ διακοπόσ που 

μπορούν να υπϊρξουν ςτη δεδομϋνη διύλιςη του χώρου.  

΢το ςημεύο αυτό ειςϊγουμε τον ςυμβολιςμό ( , ; , )C s t T για να υποδηλώνουμε την 

τροχιϊ τησ απόδοςησ, δεδομϋνου ότι το option δεν ϋχει εξαςκηθεύ μϋχρι ό και τη 

ςτιγμό t και ότι ο κϊτοχοσ ακολουθεύ πιςτϊ τη βϋλτιςτη ςτρατηγικό από τη ςτιγμό t 

και μετϊ(μϋχρι την Σ). Η ςυνϊρτηςη αυτό εύναι κϊτι ανϊλογο των ενδιϊμεςων 

πινϊκων αποδόςεων που παρϊξαμε ςτο αριθμητικό παρϊδειγμα που προηγόθηκε. 

Έςτω επύςησ μια διαμϋριςη του χρόνου ςε Κ χρονικϋσ ςτιγμϋσ, 

1 20 ... Kt t t T     . Αν και ςτην πρϊξη τα American options εύναι ςε ςυνεχό 

χρόνο, η μϋθοδοσ δουλεύει μόνο ςε διακριτό χρόνο, οπότε μπορούμε να πϊρουμε ϋνα 

επαρκώσ μεγϊλο Κ για να προςεγγύςουμε όςο το δυνατό καλύτερα το ςυνεχό χρόνο. 

Κατϊ την ημερομηνύα λόξησ ο κϊτοχοσ επιλϋγει να εξαςκόςει το δικαύωμϊ του αν 

αυτό εύναι in-the-money(απόδοςη μεγαλύτερη ό ύςη του 0), διαφορετικϊ το αφόνει 

να λόξει. Για οποιαδόποτε χρονικό ςτιγμό πριν την ημερομηνύα λόξησ όμωσ, ο 

κϊτοχοσ του option καλεύται να αποφαςύςει μεταξύ τησ πρόωρησ εξϊςκηςησ ό τησ 

ςυνϋχιςησ κατοχόσ του option. Τποθϋτουμε ότι ο κϊτοχοσ εξαςκεύ το δικαύωμα του 

αν η απόδοςη του εύναι μεγαλύτερη ό ύςη από την αναμενόμενη απόδοςη με μη 

εξϊςκηςη. 
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Ση ςτιγμό κ με κ<Κ, η απόδοςη από την ϊμεςη εξϊςκηςη εύναι γνωςτό ςτον κϊτοχο 

ανϊλογα με το εύδοσ του option. Η αρχό no-arbitrage υπονοεύ όμωσ ότι η αξύα τησ 

ςυνϋχειασ κατοχόσ του option δύνεται από την εκτύμηςη των discounted αποδόςεων 

( , ; , )C s t T , δουλεύοντασ πϊντα κϊτω από το μϋτρο Q. 

Η αξύα από τη ςυνϋχιςη εύναι F(ω, kt ) και δύνεται ωσ ακολούθωσ: 

1

( , ) [ exp( ( , ) ) ( , ; , ) | F ]

j

k

k

tK

k tQ

j k t

F t E r s ds C s t T  
 

     (4.4.1) 

όπου το πιθανόσ ςτοχαςτικό r(ω,t) εύναι το ετόςιο επιτόκιο ανατοκιςμού. 

Έτςι λοιπόν, το LSM Monte Carlo εκτιμϊ με τη μϋθοδο ελαχύςτων τετραγώνων, 

παλινδρόμιςη, τη δεςμευμϋνη (ϋχουμε πληροφορύα ςτη ς-ϊλγεωβρα F kt ) 

αναμενόμενη απόδοςη ξεκινώντασ ανϊποδα, δηλαδό πρώτα για 1Kt  , μετϊ για 2Kt  , 

ςυνεχύζοντασ μϋχρι 1t . Ο λόγοσ που δουλεύουμε ανϊποδα εύναι γιατύ το ( , ; , )iC s t T

μπορεύ να διαφοροποιηθεύ από την απόφαςη τησ ςτιγμόσ 1it   και το 1( , ; , )iC s t T  , 

αφού μπορεύ να εύναι βϋλτιςτο να ςταματόςουμε τη ςτιγμό 1it   και όχι πιο μετϊ, 

αλλϊζοντασ ϋτςι τισ αποδόςεισ ςε κϊποιεσ τροχιϋσ. 

Αφού ο 2L  εύναι ϋνασ χώροσ Hilbert, ϋχει αριθμόςιμη ορθοκανονικό βϊςη (όχι 

μοναδικό) και η αναμενόμενη απόδοςη μπορεύ να παραςταθεύ ςαν γραμμικόσ 

ςυνδυαςμόσ των ςτοιχεύων τησ βϊςησ του. Για παρϊδειγμα, μπορούμε να 

θεωρόςουμε ότι Φ εύναι η αξύα του υποκεύμενου τύτλου του option και ότι Φ 

ακολουθεύ μια Μαρκοβιανό αλυςύδα. Οπότε, μια πιθανό επιλογό ςυναρτόςεων 

βϊςησ θα μπορούςαν να εύναι τα καλούμενα Laguerre polynomials που δύνονται 

όπωσ πιο κϊτω: 

0( ) 1L X      (4.4.2) 

1( ) (1 )L X X     (4.4.3) 

2
2

1
( ) (1 2 )

2
L X X X            (4.4.4) 

( ) ( )
!

X n
n X

n
n

e d
L X X e

n dX


                   (4.4.5) 
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Εικόνα: Σα πρώτα 6 πολυώνυμα Laguerre 

 Επομϋνωσ, μπορούμε να αναπαραςτόςουμε το 1( , )KF t   ςαν: 

1

0

( , ) ( )K j j

j

F t a L X







   (4.4.6)

 

όπου ja ςταθερού ςυντελεςτϋσ. Πϋραν από τα Laguerre polynomials, ςαν βϊςη 

μπορούμε να χρηςιμοποιόςουμε τα Hermite, Legendre, Chebyshev, Gegenbauer και 

Jacobi polynomials. [Abramowitz and Stegun  (1970)] 

΢την πραγματικότητα όμωσ, για την εκτύμηςη του 1( , )KF t   εμεύσ θα 

χρηςιμοποιούμε Μ<∞ ςυναρτόςεισ βϊςησ και ονομϊζουμε αυτό την προςϋγγιςη 

ςαν 1( , )KMF t  . Αφού λοιπόν αποφαςύζουμε για πόςεσ και ποιεσ ςυναρτόςεισ θα 

χρηςιμοποιόςουμε για βϊςη, εκτελούμε μια παλινδρόμηςη των discounted 

αποδόςεων 1( , ; , )KC s t T  , για να υπολογύςουμε τησ ςταθερϋσ του μοντϋλου, μόνο 

όμωσ για τισ τροχιϋσ εκεύνεσ που εύναι in-the-money. Με το να χρηςιμοποιούμε μόνο 

τισ τροχιϋσ που εύναι in-the-money εξαςφαλύζουμε το ότι απαιτούνται λιγότερεσ 

ςυναρτόςεισ βϊςησ.  
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Σο αποτϋλεςμα τησ παλινδρόμηςησ, 1ˆ ( , )KMF t   αποδεικνύεται ότι ςυγκλύνει κατϊ 

πιθανότητα ςτο 1( , )KMF t   καθώσ ο αριθμόσ Ν των in-the-money τροχιών 

ςυγκλύνει ςτο ϊπειρο. 

Αφού υπολογιςτεύ η ςυνϊρτηςη αναμενόμενων αποδόςεων για τη ςτιγμό 1Kt  , 

μπορούμε τώρα να αποφαςύςουμε κατϊ πόςο εύναι βϋλτιςτο να εξαςκόςουμε 

πρόωρα τη ςτιγμό 1Kt  για μια in-the-money τροχιϊ ςυγκρύνοντασ την απόδοςη 

αυτόσ τησ κύνηςησ με το αποτϋλεςμα 1ˆ ( , )KMF t  . Eπαναλαμβϊνουμε τη διαδικαςύα 

για κϊθε in-the-money τροχιϊ. 

Αμϋςωσ μετϊ, μπορούμε να προχωρόςουμε ςτον υπολογιςμό του 2( , ; , )KC s t T  . Η 

επαναληπτικό αυτό διαδικαςύα επαναλαμβϊνεται μϋχρι να προςδιοριςτούν οι 

βϋλτιςτεσ αποφϊςεισ εξϊςκηςησ ςε όλεσ τισ χρονικϋσ ςτιγμϋσ. 

΢το τελευταύο βόμα τησ μεθόδου, μπορούμε να αποτιμόςουμε το American Option 

ξεκινώντασ από τη ςτιγμό 0 και προχωρώντασ για κϊθε μονοπϊτι ξεχωριςτϊ μϋχρι 

να βρούμε τον πρώτο χρόνο διακοπόσ, να πϊρουμε την discounted απόδοςη ςτο 

χρόνο 0 (back to time zero). Η αποτιμημϋνη αξύα του option, εύναι η μϋςη τιμό όλων 

των πιο πϊνω discounted αποδόςεων. 

΢ύγκλιςη Μεθόδου 

Η πιο κϊτω πρόταςη μασ δύνει ϋνα πολύ ςημαντικό αποτϋλεςμα για τη ςύγκλιςη 

του αλγορύθμου LSM Monte Carlo 

Πρόταςη 4.5: Για οποιαδόποτε επιλογό Μ, Κ και διανύςματοσ ( 1)M K    που 

αναπαριςτϊ τισ ςταθερϋσ του μοντϋλου για τισ Μ βϊςεισ ςυναρτόςεων ςτισ Κ-1 

ςτιγμϋσ πιθανόσ πρόωρησ εξϊςκηςησ και για LSM(ω;Μ;Κ) που ιςούται με την 

απόδοςη που προκύπτει από τον κανόνα εξϊςκηςησ τησ LSM Monte Carlo, ιςχύει η 

πιο κϊτω ανιςότητα: 

1

1
( ) lim ( ; ; )

N

i
N

i

V X LSM M K
N






 
  (4.4.7)

 

΢αν πόριςμα από την πιο πϊνω πρόταςη, προκύπτει πωσ η μϋθοδοσ LSM Monte 

Carlo δημιουργεύ ϋνα κανόνα διακοπόσ(stopping rule) για οποιοδόποτε American 

type option. Τπενθυμύζουμε ότι από τα πορύςματα του Snell Envelope, η αποτύμηςη 



 

82 | ΢ ε λ ύ δ α  
 

κϊποιου American option γύνεται με την εύρεςη ενόσ βϋλτιςτου χρόνου διακοπόσ 

που μεγιςτοποιεύ την αξύα του option. Επομϋνωσ, ο χρόνοσ διακοπόσ τησ μεθόδου 

LSM Monte Carlo θα  αποφϋρει αποτύμηςη πϊντα μικρότερη ό ύςη από αυτό που 

υποδεικνύει ο βϋλτιςτοσ χρόνοσ διακοπόσ ˆ ( ) ( )LSM optV X V X . (4.4.8) 

Η πιο πϊνω παρατόρηςη γύνεται ακόμη πιο χρόςιμη καθώσ μασ παρϋχει ϋνα 

κριτόριο επιλογόσ του αριθμού Μ των ςυναρτόςεων βϊςησ που χρειϊζεται να 

πϊρουμε. ΢υγκεκριμϋνα, μπορούμε να αυξϊνουμε το Μ μϋχρι η αποτύμηςη τησ LSM 

Monte Carlo  να μην αυξϊνεται πλϋον αρκετϊ, υπονοώντασ ότι εύμαςτε κοντϊ ςτο 

ϊνω φρϊγμα τησ και επομϋνωσ την επιθυμητό εκτύμηςη.  

Παρατόρηςη 1: Όπωσ επιβϊλλει η μϋθοδοσ LSM Monte Carlo, χρειϊζονται να γύνουν 

παλινδρομύςεισ για την εκτύμηςη των παραμϋτρων. Η τεχνικό που χρηςιμοποιεύται 

κατϊ την παλινδρόμιςη εξαρτϊται από διϊφορουσ παρϊγοντεσ, όπωσ για 

παρϊδειγμα η παρατόρηςη ετεροςκεδαςτικότητασ των υπολούπων. Εντούτοισ ςτα 

American Put options αλλϊ και ςτα περιςςότερα American type options, μια απλό 

παλινδρόμιςη εύναι αρκετό. Επύςησ, παρατηρεύται γενικϊ ότι το 2R  τησ 

παλινδρόμιςησ εύναι γενικϊ χαμηλό. Ένα χαμηλό 2R  υποδεικνύει πωσ το volatility 

μη προβλεπόμενων αποδόςεων εύναι μεγϊλο ςε ςχϋςη με το volatility των 

αναμενόμενων αποδόςεων. Επομϋνων εύναι φυςικό να αναμϋνουμε μικρό 2R  όταν 

οι μη αναμενόμενεσ αποδόςεισ ϋχουν μεγϊλο volatility.  Γενικϊ όμωσ, η μϋθοδοσ 

βαςύζεται ςε ροπϋσ πρώτησ τϊξησ αντύ δεύτερησ, οπότε ο δεύκτησ 2R από την 

παλινδρόμηςη δεν παύζει πολύ ςημαντικό ρόλο ςτην ποιότητα τησ προςϋγγιςησ τησ 

αξύασ ενόσ American option. 

Παρατόρηςη 2: Μετϊ από πολλϋσ αριθμητικϋσ δοκιμϋσ, αποδεύχτηκε πωσ ςε 

οριςμϋνεσ περιπτώςεισ, όπωσ το American Put option, δεν παύζει μεγϊλη ςημαςύα η 

επιλογό των ςυναρτόςεων βϊςησ αφού τα αποτελϋςματα εύναι ςχεδόν τα ύδια. 

Ιδιαύτερα ςτα American puts, μπορούμε να πϊρουμε ςαν βϊςη το {1, S, S2} ό τα 

πρώτα τρύα πολυώνυμα Laguerre, τα πρώτα τρύα Hermite polynomials ό τρεισ 

τριγωνομετρικϋσ ςυναρτόςεισ και να ϋχουμε τα ύδια αποτελϋςματα. 

Παρατόρηςη 3: Ένα από τα μεγαλύτερα πλεονεκτόματα τησ μεθόδου εύναι πωσ δεν 

χρειϊζεται να πϊρουμε μεγϊλο πλόθοσ ςυναρτόςεων βϊςησ για να ϋχουμε καλϊ 

αποτελϋςματα. Μια βϊςη αποτελούμενη από δύο ό τρύα ςτοιχεύα εμπειρικϊ δεύχνει 

να εύναι αρκετό για να φτϊςουμε ςε αποτελϋςματα μεγϊλησ ακρύβειασ. 
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Παρατόρηςη 4: Για να πϊρουμε ϋνα αποτϋλεςμα επιθυμητόσ ακρύβειασ δεν παύζει 

ρόλο το πόςεσ ςυναρτόςεισ βϊςησ θα πϊρουμε αφού μπορούμε να πετύχουμε όςη 

ακρύβεια (ε) θϋλουμε για Ν αρκετϊ μεγϊλο για οποιοδόποτε πλόθοσ βϊςησ, κϊτι που 

φαύνεται ςτην πιο κϊτω ςχϋςη: 

1

1
lim [| ( ) ( ; ; ) | ] 0

N

i
N

i

P V X LSM M K
N

 




   )  (4.4.9) 

 

4.4.4 ΢ύγκριςη αποτελεςμάτων LSM Monte Carlo με άλλεσ 

μεθόδουσ 

Για να κατανοόςουμε καλύτερα την αξιοπιςτύα αυτόσ τησ μεθόδου, θα ςυγκρύνουμε 

τα αποτελϋςματϊ τησ με δύο ϊλλεσ μεθόδουσ αποτύμηςησ των American Put 

options. ΢τη μϋθοδο LSM Monte Carlo θα χρηςιμοποιούμε ςαν ςυναρτόςεισ βϊςεισ 

τα πρώτα 3 πολυώνυμα Laguerre και οι εκτιμόςεισ εύναι ο μϋςοσ όροσ 5 

επαναλόψεων του ολικού πειρϊματοσ, το καθϋνα με προςομούωςη 10000 τροχιών. 

Σο ετόςιο επιτόκιο το κρατόςαμε ςταθερο r=0.06. Σα αποτελϋςματα των ϊλλων 

δύο μεθόδων με τα οπούα θα ςυγκρύνουμε αναφϋρονται ςτισ εξόσ δύο μεθόδουσ 

αποτύμηςησ: 

1) Ση μϋθοδο Πεπεραςμϋνων διαφορών(Finite Difference) Crank-Nicolson 

Θα χρηςιμοποιόςουμε την αριθμητικό αυτό μϋθοδο που προςεγγύζει τη λύςη 

τησ πιο κϊτω Μερικόσ Διαφορικόσ εξύςωςησ, που περιγρϊφει τα American 

Put options: 

2 2
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΢τη μϋθοδο θα χρηςιμοποιόςουμε: 5000 βόματα ςτη διαμϋριςη χρόνου και 

10000 ςτη διαμϋριςη των τιμών. 

 

2) Ση μϋθοδο Cox-Ross-Rubenstein (δεντροδιϊγραμμα) 

Η μϋθοδοσ αναπτύχθηκε ςτο Κεφϊλαιο 3 και θα χρηςιμοποιόςουμε 500 

βόματα ςτη διαμϋριςη χρόνου. 

΢ε αντύθεςη με τα American call options, τα put δεν ϋχουν κϊποια αναλυτικό λύςη 

για να μπορούμε να υπολογύςουμε την ακρύβειϊ τουσ. Εντούτοισ, οι δύο πιο πϊνω 
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μϋθοδοι που θα χρηςιμοποιόςουμε για ςύγκριςη θεωρούνται δύο από τισ πιο 

αξιόπιςτεσ μεθόδουσ αποτύμηςησ American Put, για αυτό μπορούμε να οδηγηθούμε 

ςε αςφαλό ςυμπερϊςματα ωσ προσ την ακρύβεια τησ μεθόδου.  

Προκύπτουν τα πιο κϊτω: 

Πίνακασ 4.4.10 

S0 Κ ς Σ 

Αποτίμη

ςη με 

LSM 

Monte 

Carlo 

95% διάςτημα 

εμπιςτοςύνησ 

Αποτίμηςη με 

Πεπεραςμένεσ 

Διαφορέσ 

Αποτίμηςη 

με Cox-Ross-

Rubenstein 

10 12 0.2 1 2.0042 1.9977    2.0106 1.9981 2.0027 

10 12 0.2 0.75 1.9994 1.9955    2.0033 1.9916 2.0 

10 12 0.5 1 2.9576 2.9168    2.9985 2.9510 2.9541 

25 28 0.3 1 4.1278 4.0683    4.1873 4.1269 4.1323 

25 30 0.3 1 5.5632 5.5030    5.6234 5.5636 5.5725 

25 30 0.7 1 9.2734 9.1411    9.4057 9.2802 9.3306 

35 38 0.2 1 3.7588 3.7052    3.8124 3.7522 3.7339 

35 38 0.4 1 6.3606 6.2525    6.4686 6.3700 6.3592 

35 38 0.4 2 7.7055 7.5712    7.8399 7.7266 7.7441 

38 40 0.2 1 3.2361 3.1803    3.2918 3.2424 3.2571 

38 40 0.4 1 6.1335 6.0237    6.2433 6.1421 6.1572 

38 40 0.4 2 7.6211 7.4913    7.7509 7.6517 7.6734 

45 45 0.2 1 2.6125 2.5521    2.6728 2.6392 2.6088 

45 44 0.2 1 2.1869 2.1305    2.2434 2.1990 2.1736 

45 43 0.2 1 1.8019 1.7504    1.8535 1.8102 1.7890 

100 105 0.2 1 8.4489 8.3022    8.5957 8.4071 8.4178 

100 110 0.4 1 18.9786 18.6597   19.2975 18.9479 19.0520 
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Όπωσ παρατηρούμε από τον Πύνακα αποτελεςμϊτων 4.4.10, οι διαφορϋσ μεταξύ 

των τριών μεθόδων εύναι πολύ μικρϋσ. Σα αποτελϋςματα τησ μεθόδου 

πεπεραςμϋνων διαφορών και Cox-Ross-Rubenstein ανόκουν όπωσ παρατηρούμε 

ςτο 95% διϊςτημα εμπιςτοςύνησ που εκτιμόςαμε με την προςομούωςη LSM Μonte 

Carlo, κϊτι που αποδεικνύει την ακρύβεια τησ μεθόδου. Η διαφορϊ μεταξύ τησ LSM 

Monte Carlo και τησ μεθόδου Πεπεραςμϋνων Διαφορών εύναι τησ τϊξησ του 0.01. 

Επιπλϋον, παρατηρούμε πωσ οι διαφορϋσ εύναι τόςο θετικϋσ όςο και αρνητικϋσ. 

Μπορούμε λοιπόν τελικϊ να αποδεχτούμε τη μϋθοδο LSM Monte Carlo ςαν μια 

αξιόπιςτη μϋθοδο αποτύμηςησ American Put Options. 

Τπολογιςτικόσ χρόνοσ: 

Θα ςυγκρύνουμε τώρα τον Τπολογιςτικό Φρόνο που χρειϊζεται κϊθε μύα από τισ 

τρεισ μεθόδουσ που χρηςιμοποιόςαμε για την αποτύμηςη ενόσ American put option. 

 Για τα εξόσ δεδομϋνα: S0 = 100, K = 110,  r = 0.06, T = 1, ς = 0.4, 10000 

τροχιϋσ(=διαμϋριςη των τιμών ςτη μϋθοδο Πεπεραςμϋνων Διαφορών) 

παρατηρούμε τα πιο κϊτω: 

 

Εικόνα 8: Τπολογιςτικόσ χρόνοσ των 3 μεθόδων 

΢τον οριζόντια ϊξονα και των δύο γραφικών παραςτϊςεων, παρουςιϊζεται ο 

αριθμόσ διαμϋριςησ του [0,Σ], παύρνοντασ διαμερύςεισ Ν=3,4,…,200. Κϊποια πρώτα 

ςυμπερϊςματα από την Εικόνα 12 εύναι πωσ και οι τρεισ μϋθοδοι ϋχουν μια πρώτη 

«ϋγκυρη» εκτύμηςη για την αποτύμηςη του American Put option για διαμϋριςη του 
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χρόνου μεγαλύτερη του 5. Επύςησ, για όλεσ τισ υπόλοιπεσ διαμερύςεισ χρόνου, οι 

εκτιμόςεισ των τριών μεθόδων εύναι αρκετϊ κοντϊ, με τη μϋθοδο LSM Monte Carlo 

να παρουςιϊζει ςυνεχό αυξομεύωςη ςτην αποτύμηςη ενώ τισ μεθόδουσ 

Πεπεραςμϋνων διαφορών και Cox-Ross-Rubenstein να ϋχουν μια πιο 

ςταθεροποιημϋνη εκτύμηςη όςο και αν κϊνουμε λεπτότερη τη διαμϋριςη του 

χρόνου. Επομϋνωσ, μπορούμε να ςυμπερϊνουμε ότι ςτισ δύο αυτϋσ μεθόδουσ, μια 

διαμϋριςη του χρόνου ςε 100 περύπου βόματα εύναι αρκετϊ ικανοποιητικό. 

Από τη δεύτερη γραφικό παρϊςταςη η οπούα παρουςιϊζει τον Τπολογιςτικό Φρόνο 

που χρειϊζεται η κϊθε μϋθοδοσ για να εκτιμόςει την αξύα του American put ςε ςχϋςη 

με τον αριθμό χρονο-βημϊτων, παρατηρούμε πωσ η μϋθοδοσ Πεπεραςμϋνων 

Διαφορών χρειϊζεται το λιγότερο υπολογιςτικό χρόνο. Ακολουθεύ η LSM Monte 

Carlo και τελικώσ πιο χρονοβόρα μϋθοδοσ εύναι η Cox-Ross-Rubenstein. Επομϋνωσ, η 

προςομούωςη μπορεύ να θεωρηθεύ μια ικανοποιητικϊ γρόγορη διαδικαςύα αφού για 

εκτύμηςη με 10000 επαναλόψεισ και διαμϋριςη χρόνου μικρότερη των 200 χρονο-

βημϊτων, δεν χρειϊζεται περιςςότερο από 0.5 second. 

 

 Αν εκτελϋςουμε το ύδιο ακριβώσ πεύραμα με Μ=100 όμωσ επαναλόψεισ 

παύρνουμε τα εξόσ αποτελϋςματα: 

 

Εικόνα 9: Τπολογιςτικόσ χρόνοσ των 3 μεθόδων 

Παρατηρούμε ότι ο Τπολογιςτικόσ Φρόνοσ τησ LSM Monte Carlo μειώθηκε πϊρα 

πολύ(μικρότεροσ του 0.12 second) αλλϊ υπϊρχει μεγϊλη διακύμανςη ςτο 

αποτϋλεςμα τησ μεθόδου. Ο αριθμόσ των χρονο-βημϊτων δεύχνει να παύζει 

ςημαντικό ρόλο ςτο αποτϋλεςμα και μϊλιςτα χωρύσ κϊποιο ιδιαύτερο τρόπο. Για 
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παρϊδειγμα, για διαμϋριςη χρόνου Ν=120 ϋχουμε εκτύμηςη τησ αξύασ του Put option 

ςχεδόν 27 ενώ για Ν=125 19, κϊτι που υποδεικνύει πωσ οι μεταβολϋσ μπορεύ να 

εύναι πολύ απότομεσ. Επομϋνωσ, θα μπορούςαμε να πούμε ότι ςε αυτό την 

περύπτωςη, η επιλογό 100 μόνο τροχιών εύναι λανθαςμϋνη καθώσ μπορεύ να 

οδηγόςει ςε αποτϋλεςμα με μεγϊλα ςφϊλματα(ςε ςχϋςη πϊντοτε με τισ ϊλλεσ 2 

μεθόδουσ). 

 Σο πιο πϊνω πεύραμα για Μ=1000 επαναλόψεισ: 

 

Εικόνα 10: Τπολογιςτικόσ χρόνοσ των 3 μεθόδων 

Παρατηρούμε μια αιςθητϊ μικρότερη διακύμανςη των αποτελεςμϊτων τησ LSM 

Monte Carlo γύρω από τη λύςη των ϊλλων δύο μεθόδων. Για ακόμη μια φορϊ, η 

μϋθοδοσ Πεπεραςμϋνων Διαφορών ϋχει το μικρότερο Τπολογιςτικό Φρόνο ενώ 

αυτόσ τησ LSM Monte Carlo εύναι αρκετϊ ικανοποιητικόσ(<0.35 second). 

 

4.4.5 Αξία American Put Option ςε ςχέςη με άλλα μεγέθη 

Αντύςτοιχα με την μελϋτη τησ ςυμπεριφορϊσ τησ αξύασ ενόσ American Call option ςε 

ςχϋςη με  διϊφορα μεγϋθη που κϊναμε ςτην ενότητα 4.3.3, θα εξετϊςουμε τώρα τισ 

μεταβολϋσ τησ αξύασ ενόσ American Put option όταν αλλϊζουν κϊποια ϊλλα μεγϋθη.  
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΢την ενότητα αυτό θα μελετόςουμε πωσ αλλϊζει η τιμό του American call option 

καθώσ αλλϊζουν κϊποια από τα δεδομϋνα τησ Monte Carlo προςομούωςησ. 

Αριθμόσ τροχιών Μεθόδου LSM Monte Carlo 

Εξετϊζουμε την αποτελεςματικότητα τησ μεθόδου LSM Monte Carlo καθώσ 

αυξϊνουμε των αριθμό των τροχιών γεωμετρικών κινόςεων Brown (Μ). 

Για N=300, r=0.06, ς=0.2, S0=10, Κ=12 και Σ=1 εκτελούμε το πεύραμα αλλϊζοντασ 

κϊθε φορϊ τον αριθμό τροχιών Μ. Σα αποτελϋςματα εύναι τα ακόλουθα: 

Πύνακασ 4.3.1 

(Λύςη με μϋθοδο Πεπεραςμϋνων διαφορών για Ν=300 και διαμϋριςη των τιμών ύςη 

με Μ=10000, παύρνουμε 0

FDC = 1.9970 ) 

Πίνακασ 4.4.11 

Αριθμόσ 

Σροχιών 

(Μ) 

Αποτϋλεςμα LSM 

Monte Carlo 

προςομούωςησ 

(
0
ˆ LSMC ) 

95% δ.ε 

Απόκλιςη από λύςη 

με Πεπεραςμϋνεσ 

Διαφορϋσ 

0 0
ˆ| |FD LSMC C  

10 2.8851 2.4887    3.2815 0.8881 

100 2.2320 2.0610    2.4029 0.235 

1000 2.0313 2.0034    2.0593 0.0343 

10000 2.0012 1.9930    2.0093 0.0042 

 

Όπωσ όταν λοιπόν αναμενόμενο, η μϋθοδοσ ςυγκλύνει με μεγαλύτερη ακρύβεια όςο 

αυξϊνουμε το δεύγμα τροχιών που χρηςιμοποιούμε. ΢τισ 1000 προςομοιώςεισ 

τροχιών, πετύχαμε ακρύβεια μικρότερη του 0.05 ενώ ςτισ 10000 τροχιϋσ η ακρύβεια 

όταν πϊρα πολύ μικρό, ςχεδόν αμελητϋα. 

Volatility  

Για να εξετϊςουμε τη ςχϋςη τησ αξύασ του American Put option με το volatility του 

υποκεύμενου τύτλου, θα εκτελούμε τη μϋθοδο LSM Monte Carlo για Μ=10000 

τροχιϋσ και διαμϋριςη χρόνου ύςη με Ν=300 κϊθε φορϊ. Σα υπόλοιπα δεδομϋνα θα 

εύναι: 



 

89 | ΢ ε λ ύ δ α  
 

r=0.1, S0=10, Κ=12 και Σ=1 

Για να βγϊλουμε ακόμα πιο αςφαλό ςυμπερϊςματα κρατόςαμε την ύδια ακολουθύα 

ψευδοτυχαύων αριθμών ςε όλα τα πειρϊματα. Σα αποτελϋςματα φαύνονται ςτον πιο 

κϊτω πύνακα: 

Πίνακασ 4.4.12 

Volatility 

(ς) 

Αποτϋλεςμα LSM 

Monte Carlo 

προςομούωςησ 

(
0
ˆ LSMC ) 

95% δ.ε 

0.1 1.9975 1.9964    1.9987 

0.2 2.0078 1.9998    2.0159 

0.3 2.2128 2.1888    2.2367 

0.5 2.9221 2.8818    2.9624 

0.7 3.6900 3.6383    3.7416 

0.9 4.4707 4.4093    4.5321 

 

Παρατηρώντασ τον Πύνακα 4.3.22, βλϋπουμε πωσ όςο μεγαλύτερο εύναι το volatility 

του υποκεύμενου τύτλου τόςο μεγαλύτερη εύναι και η αξύα του δικαιώματοσ. Αυτό η 

θετικό ςχϋςη μεταξύ των δύο εύναι αναμενόμενη και παρόμοιο φαινόμενο 

παρουςύαςε και η περύπτωςη του American Call. Η εξόγηςη εύναι η ύδια που δόθηκε 

και ςτο call option, αφού το volatility εκφρϊζει τη μεταβλητότητα ςτην τιμό ενόσ 

υποκεύμενου τύτλου πρϊγμα που ςημαύνει πωσ αν ϋνασ τύτλοσ ϋχει μεγϊλο volatility 

τότε παρουςιϊζει μεγϊλεσ διακυμϊνςεισ ςτην τιμό του. Επομϋνωσ, αν ςκεφτούμε 

μια μετοχό ςαν υποκεύμενο τύτλο, αν αυτό ϋχει μεγϊλο volatility ϋχει και μεγϊλη 

πιθανότητα να αποκτόςει μεγϊλη απόκλιςη ςτην τιμό τησ ςτο μϋλλον, εύτε αυτό 

εύναι υψηλό εύτε χαμηλό. Αυτό λοιπόν η αβεβαιότητα ςτο πόςο μεγϊλεσ θα εύναι οι 

διακυμϊνςεισ τησ μετοχόσ ςτο μϋλλον, που μπορούν να οδηγόςουν ςε μεγϊλα κϋρδη 

του κατόχου του put, όχι ςε μεγϊλεσ ζημιϋσ αφού αυτϋσ δεν θα ξεπερνούν το 

αςφϊλιςτρο, οδηγούν ςε όλο και μεγαλύτερη αποτύμηςη του put option όςο 

μεγαλώνει το volatility τησ μετοχόσ. 

 



 

90 | ΢ ε λ ύ δ α  
 

Ημερομηνία Λήξησ του Δικαιώματοσ 

Θα εξετϊςουμε την επύδραςη τησ ημερομηνύασ λόξησ Σ του American put option 

ςτην αξύα του. Για να το κϊνουμε αυτό, κρατούμε ςταθερϊ τα πιο κϊτω δεδομϋνα: 

N=300, r=0.08, ς=0.4, S0=10, Κ=12 

Εκτελούμε τη μϋθοδο LSM Monte Carlo για 610 τροχιϋσ γεωμετρικόσ κύνηςησ Brown 

κϊθε φορϊ, κϊθε φορϊ οι ύδιεσ για να ϋχουμε ςυγκρύςιμα αποτελϋςματα. Σα 

αποτελϋςματα εύναι τα παρακϊτω: 

                    Πίνακασ 4.4.13 

Ημερομηνύα 

λόξησ –ςε 

ϋτη 

(Σ) 

Αποτϋλεςμα LSM 

Monte Carlo 

προςομούωςησ 

(
0
ˆ LSMC ) 

95% δ.ε 

0.25 2.0972 2.0781    2.1162 

0.5 2.2348 2.2100    2.2596 

0.75 2.4001 2.3711    2.4292 

1 2.4888 2.4569    2.5207 

2 2.8034 2.7648    2.8420 

 

Όςο μεγαλύτερη εύναι η διϊρκεια ζωόσ του Americaν put option τόςο μεγαλύτερη 

εύναι και η αξύα του, δηλαδό τα αςφϊλιςτρα ϋχουν θετικό ςχϋςη με την ημερομηνύα 

λόξησ του δικαιώματοσ. Παρόμοια ςυμπεριφορϊ παρατηρόςαμε και ςτα American 

Call options.. Επομϋνωσ, όςο πιο μακροπρόθεςμο(μεγϊλη ημερομηνύα λόξησ) εύναι 

το δικαύωμα τόςο πιο αναςφαλϋσ εύναι για τον πωλητό, ο οπούοσ αντιςταθμύζει 

αυτό τον κύνδυνο με μεγαλύτερο αςφϊλιςτρο. 

Σιμή Εξάςκηςησ(Strike price) 

Ασ εξετϊςουμε τώρα την επύδραςη τησ τιμόσ εξϊςκηςησ X του American put option 

ςτην αξύα του. Για να το κϊνουμε αυτό, κρατούμε ςταθερϊ τα πιο κϊτω δεδομϋνα: 

N=300, r=0.1, ς=0.2, S0=10 και Σ=1 



 

91 | ΢ ε λ ύ δ α  
 

Εκτελούμε το πεύραμα για 10000 τροχιϋσ γεωμετρικόσ κύνηςησ Brown κϊθε φορϊ. 

Σα αποτελϋςματα εύναι τα παρακϊτω 

Πίνακασ 4.4.14 

Σιμό 

Εξϊςκηςησ 

(X) 

Αποτϋλεςμα LSM 

Monte Carlo 

προςομούωςησ 

(
0
ˆ LSMC ) 

95% δ.ε 

9 0.1703 0.1633    0.1772 

10 0.4856 0.4742    0.4970 

12 1.9971 1.9948    1.9995 

14 3.9964 3.9941    3.9987 

16 5.9952 5.9930    5.9975 

 

Παρατηρούμε από τον Πύνακα 4.3.14 πωσ όςο μεγαλύτερη εύναι η τιμό εξϊςκηςησ 

τόςο μεγαλύτερη εύναι και η αξύα του παραγώγου. Σο αποτϋλεςμα αυτό ϋρχεται ςε 

αντύθεςη με τη ςχϋςη των δύο ποςοτότων ςτα American Call options ςτα οπούα 

εύχαμε αρνητικό ςχϋςη. Ο λόγοσ εύναι απλόσ και οφεύλεται ςτο ότι ςτα American put 

options η απόδοςη εύναι max(Φ-ST,0). Επομϋνωσ, όςο μεγαλύτερο εύναι το Φ, τόςο 

περιςςότερεσ εύναι οι πιθανότητεσ για τον κϊτοχο του δικαιώματοσ να αποκομύςει 

κϋρδοσ και μϊλιςτα μεγαλύτερο από τον κϊτοχο παρόμοιου τύτλου με μικρότερο 

strike price. 

 

4.4.6 Αποτίμηςη προτερήματοσ πρόωρησ εξάςκηςησ  

Όπωσ ϋχει αναφερθεύ και πρωτύτερα ςτην εργαςύα, τα American type options εύναι 

μια ιδιαύτερη κατηγορύα options λόγω τησ ξεχωριςτόσ φύςησ τουσ. Πιο 

ςυγκεκριμϋνα, η ιδιότητα τουσ να μπορούν να εξαςκηθούν ςτισ ενδιϊμεςεσ χρονικϋσ 

ςτιγμϋσ ςτο [0,Σ], προςφϋρουν ϋνα επιπλϋον προτϋρημα ςτον κϊτοχο του τύτλου. 

Αποδεύξαμε όμωσ πωσ ςτην περύπτωςη του American Call option υπό ςυνθόκεσ 

αγορϊσ χωρύσ μερύςματα, ο κϊτοχοσ του τύτλου δεν χρηςιμοποιεύ αυτό του το 

προτϋρημα καθώσ αντιμετωπύζει το option ςαν ϋνα European type option. 
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Αντύθετα, ο κϊτοχοσ του American Put option αναζητεύ τη βϋλτιςτη ςτρατηγικό 

εξϊςκηςησ, η οπούα μπορεύ να του καθορύζει να εξαςκόςει το option πρόωρα. 

Αποκτϊ νόημα λοιπόν να εκτιμόςουμε το όφελοσ που προκύπτει από την πρόωρη 

εξϊςκηςη του American Put option και αυτό θα προςπαθόςουμε ςε αυτό την 

ενότητα. 

Οριςμόσ: Καλούμε αξύα προτερόματοσ πρόωρησ εξϊςκηςησ τη διαφορϊ μεταξύ τησ 

αξύασ ενόσ European Put option και του αντύςτοιχου American Put Option. 

΢υμβολύζουμε: 

. .

. 0 0

Am put Eu putC C   
  (4.4.10)

 

,όπου: .

0

Am putC  η αξύα του American put option και .

0

Eu putC . 

Παρατόρηςη 1: Η ποςότητα .   εύναι μεγαλύτερη ό ύςη από 0 [Βλϋπε ςχϋςη (1.2.9) 

τησ Παραγρϊφου 1.2.1] 

Παρατόρηςη 2: Τπενθυμύζουμε πωσ για την αποτύμηςη ενόσ European Put option, 

μπορούμε εύτε να το αποτιμόςουμε με αναλυτικό τύπο εύτε να αποτιμόςουμε το 

αντύςτοιχο European Call option και να χρηςιμοποιόςουμε ςτη ςυνϋχεια τη ςχϋςη 

Put-Call-Parity[ p=(c-S)+Xβ(Σ) ]. 
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Πίνακασ 4.4.15 

(Για r=0.06) 

S0 Κ ς Σ 

Αποτίμηςη 

ςαν 

American 

Put   

(
.

0
ˆ Am putC ) 

Αποτίμηςη ςαν 

European Put 

option 

(
.

0

Eu putC ) 

Aξία προτερήματοσ 

πρόωρησ εξάςκηςησ 

(
.

ˆ
  ) 

10 12 0.2 1 2.0042 1.6521 0.3510 

10 12 0.2 0.75 1.9994 1.6973 0.3021 

10 12 0.5 1 2.9576 2.8144 0.1432 

25 28 0.3 1 4.1278 3.7951 0.3327 

25 30 0.3 1 5.5632 5.0592 0.5040 

25 30 0.7 1 9.2734 9.0194 0.254 

35 38 0.2 1 3.7588 3.2302 0.5286 

35 38 0.4 1 6.3606 6.0126 0.348 

35 38 0.4 2 7.7055 7.0182 0.6873 

38 40 0.2 1 3.2361 2.8519 0.3842 

38 40 0.4 1 6.1335 5.8343 0.2992 

38 40 0.4 2 7.6211 6.9788 0.6423 

45 45 0.2 1 2.6125 2.3247 0.2878 

45 44 0.2 1 2.1869 1.9489 0.2380 

45 43 0.2 1 1.8019 1.6137 0.1882 

100 105 0.2 1 8.4489 7.3762 1.0727 

100 110 0.4 1 18.9786 17.9958 0.9828 
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Παράρτημα 
΢το παρϊρτημα δύνονται οι κώδικεσ όλων των μεθόδων που χρηςιμοποιόςαμε ςτην 

παρούςα διπλωματικό εργαςύα. Έχει χρηςιμοποιηθεύ μόνο το μαθηματικό πακϋτο 

MATLAB και όποιεσ βιβλιοθόκεσ πιθανώσ χρειϊςτηκαν υπϊρχουν ςτην επύςημη 

ςελύδα του. 

 

1) Προςομοίωςη κίνηςησ Brown 

function brown(n) 
%Simulation kinisis Brown sto [0,T] 
  
  
T=1; 
dt=T/n; 
t=[0:dt:T]; 
  
Z=sqrt(dt)*randn(1,n);  
  
B(1)=0; 
for j=1:n 
    B(j+1)=B(j)+(sqrt(dt)*Z(j) ); 
end 
  
plot(t,B) 
xlabel('time t','fontsize',10), ylabel('B(t)','fontsize',10,'rotation',0); 
title('troxies kinisis brown','fontsize',15); 
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2) Προςομοίωςη Γεωμετρικήσ κίνηςησ Brown( Α’ Σρόποσ) 

 

function[ST] = geometricbrown1(n,m,v,So,T) 
%Simulation of Geometric Brown Motion(me kataskevi brown) 
%n+1 : diamerisi tou [0,1] 
%m : drift 
%v : volatility 
%Szero : arxiki timi 
  
  
Z=zeros(1,n); 
B=zeros(1,n); 
S=zeros(1,n); 
t=zeros(1,n+1); 
  
T=1; 
dt=T/n; 
t=[0:dt:1]; 
  
Z=randn(1,n); 
  
dB=sqrt(dt)*Z; 
B=cumsum(dB); 
  
S=So * exp( (m-0.5*v*v)*t + v*[0 B]); 
  
ST=S(n+1); %epistrefei tin teliki timi 
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3) Προςομοίωςη Γεωμετρικήσ κίνηςησ Brown( Β’ Σρόποσ) 

function geometricbrown(n,m,v,Szero) 
%Simulation of Geometric Brownian Motion 
%n+1 : diamerisi tou [0,1] 
%m : drift 
%v : volatility 
%Szero : arxiki timi 
  
T=1; 
dt=1/n; 
t=[0:dt:T]; 
  
Z=randn(1,n); 
  
B(1)=0; 
S(1)=Szero; 
  
for j=1:n 
    B(j+1)=B(j)+(sqrt(dt) * Z(j)); 
    S(j+1)=Szero * exp(m-0.5*(v^2)*t(j+1) + v*B(j+1)); 
end 
  
  
plot(t,S,'k') 
xlabel('time t','fontsize',10), ylabel('S(t)','fontsize',10,'rotation',0); 
title('Geometric Brownian Motion','fontsize',15); 
 

 

 

4) Προςομοίωςη n το πλήθοσ κινήςεων Brown 

function brown_n(N,n) 
% n-Brown motions 
  
T=1; 
dt=T/n; 
t=[0:dt:1]; 
  
dW=sqrt(dt)*randn(N,n); 
W=cumsum(dW,2); 
  
a=zeros(N,1); 
  
  
plot(t, [a W]) 
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5) Αποτίμηςη European Call και European put 

function [X]=European_theoritiki(So,K,r,v,t,T,type) 
  
%Pricing of European Call or Put with analytical formula 
%So=arxiki timi 
%K=strike price 
%r=epitokio 
%v=volatility 
%t=simerinos xronos 
%T=xronos mexri liksi simvoleou 
%type=0 an einai call || 1 an put 
  
  
Time=T-t; 
dt=v*sqrt(Time); 
df=r+0.5*v^2; 
  
d1=(log(So/K) + df*Time)/dt; 
d2=d1-dt; 
  
%Simeia gia CALL 
  
nd1=0.5*(1+erf(d1/sqrt(2))); 
nd2=0.5*(1+erf(d2/sqrt(2))); 
  
%Simeia gia PUT 
  
nnd1=0.5*(1+erf((-d1)/sqrt(2))); 
nnd2=0.5*(1+erf((-d2)/sqrt(2))); 
  
if type==0 %Apotimisi tou call 
    Callprice=So*nd1-K*exp(-r*Time)*nd2; 
    X=Callprice; 
else %Apotimisi tou put 
    Putprice=K*exp(-r*Time)*nnd2-So*nnd1; 
    X=Putprice; 
end 
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6) Monte Carlo simulation για European Call options 

function montecarlo(N,n,So,K,r,v,T) 
%Monte carlo method for pricing gia european call options 
%N=arithmos troxion 
%n=diamerisi xronou [0,1] 
%So=arxiki timi 
%K=strike price 
%r=epitokio 
%v=volatility 
%T=imerominia liksis 
  
  
q=zeros(1,N); 
c=zeros(1,N); 
euro_call=zeros(1,N); 
  
for i=1:N 
    q(i)=gbrownian_ST(n,r,v,So,T); 
  
    c(i)=exp(-r*T)*max(0,q(i)-K); %discounted apodoseis 
end 
  
  
euro_call=mean(c) %mesi timi 
  
width=1.96*std(c)/sqrt(N); 
confidence_interval=[euro_call-width, euro_call+width] % 95% diastima empist. 
  
theoretical_value=European_theoritiki(So,K,r,v,0,T) 
  
apoklisi=abs(theoretical_value-euro_call) 
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7) Αποτίμηςη American Put option με μέθοδο δεντροδιαγράμματοσ Cox-

Ross-Rubenstein 

function [Price] = Cox_ross_rubenstein(S0,K,r,T,v,N,type) 
  
% Pricing an American Call or Put with Cox-Ross-Rubenstein tree 
% 
%   S0=Arxiki timi 
%   K=Strike Price 
%   r=Epitokio 
%   T=Hmerominia liksis 
%   v=Volatility  
%   N=Diamerisi tou xronou(prepei megaliteri tou 2) 
%   type=True(default) an einai American put, false gia American call 
  
if nargin < 7,  
    type = true; 
end 
  
dt = T/N; 
  
u = exp(v*sqrt(dt)); d = 1/u;         %statheres montelou         
a = exp(r*dt); p = (a-d)/(u-d);            
  
% Dimiourgia telikon komvon 
S{N+1} = S0*u^N*d.^(0:2:2*N); 
if type 
    % Put option 
    P{N+1} = max(K-S{N+1},0); 
else 
    P{N+1} = max(S{N+1}-K,0); 
end 
Time{N+1} = T*ones(1,N+1); 
  
% Kinoumaste piso sto xrono kai ypologizoume tin anamenomeni apodosi stous 
% proigoumenous komvous. Sygkrisi me tin apodosi apo amesi eksaskisi kai  
% epilogi amesis eksaskisis an exei megaliteri apodosi 
  
for ii = N:-1:1 
    Q = zeros(1,ii); 
    V = zeros(1,ii); 
    for jj = 1:ii 
        % Timi metoxis ston komvo 
        V(jj) = S0*u^(ii-1)*d^(2*(jj-1));    
         
        % Anamenomeni apodosi an sinexisoume na katexoume ton titlo 
        E = p*P{ii+1}(jj)/a+(1-p)*P{ii+1}(jj+1)/a; 
         
        % Apotimisi an eksaskisoume prowra to option 
        if type 
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            % Put option 
            I = max(K-V(jj),0); 
        else 
            I = max(V(jj)-K,0); 
        end 
         
        % Sygkrisi dyo epilogon kai teliki aksia ston komvo 
        Q(jj) = max(E,I); 
    end 
    S{ii} = V; 
    P{ii} = Q; 
    Time{ii} = ii*dt*ones(size(S{ii})); 
end 
  
Price = P{1}; 
 

8) Αποτίμηςη American Put option με μέθοδο Ελαχίςτων 

τετραγώνων(LSM Monte Carlo) 

function [Price,CF,S,t] = LSM_montecarlo(S0,K,r,T,v,N,M) 
  
 
% The Least Squares Simulation Method  
%   S0=Arxiki timi ypokeimenou titlou 
%   K=Timi eksaskisis 
%   r=Epitokio 
%   T=Hmerominia liksis 
%   v   Volatility ypokeimenou titlou 
%   N     Arithmos xronikon stigmon sth diamerisi xronou 
%   M      Arithmos troxion pou prosomoionontai 
 
  
  
dt = T/N; 
  
t = 0:dt:T; 
t = repmat(t',1,M); 
  
R = exp((r-v^2/2)*dt+v*sqrt(dt)*randn(N,M));%simulation troxion 
S = cumprod([S0*ones(1,M); R]); 
  
ExTime = (M+1)*ones(N,1);  
  
% Algorithmos 
CF = zeros(size(S)); % Pinakas apodoseon(cash flow) 
  
CF(end,:) = max(K-S(end,:),0); % apodosi mono an einai in-the-money 
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for ii = size(S)-1:-1:2 
    
    Idx = find(S(ii,:) < K); % Evresi troxion in the money ti stigmi ii   
    X = S(ii,Idx)'; X1 = X/S0; %meiosi arithmitikon sfalmaton diairontas me So 
    Y = CF(ii+1,Idx)'*exp(-r*dt); % Discounted cashflow 
 
    %R = [ ones(size(X1)) X1 X1.^2]; %an epileksoume sinartiseis vasis 1,X,X^2 
    R = [ ones(size(X1)) (1-X1) (1-2*X1-(1/2)*X1.^2)]; %sinartiseis vasis(Laguerre    
polynomials) 
 
 
    a = R\Y; % Grammiki palindromisi kai ypologismos statheron 
    C = R*a; % Anamenomenes apodoseis 
     
    Jdx = max(K-X,0) > C; % elegxos an proori eksaskisi kaliteri apo sinexeia 
    nIdx = setdiff((1:M),Idx(Jdx)); 
    CF(ii,Idx(Jdx)) = max(K-X(Jdx),0); 
    ExTime(Idx(Jdx)) = ii; %veltistos xronos diakopis 
    CF(ii,nIdx) = exp(-r*dt)*CF(ii+1,nIdx); %discount stin apodosi ston veltisto xrono 
diakopis 
end 
  
Price = mean(CF(2,:))*exp(-r*dt); %mesi timi pano se oles tis troxies,me ekptosi sto 
t=0 
width=1.96*std(CF(2,:))/sqrt(M); 
confidence_interval=[Price-width, Price+width] % 95% diastima empistosinis 
end 
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7) ΢ύγκριςη Σαχύτητασ ΢ύγκλιςησ μεταξύ των μεθόδων LSM Monte 

Carlo, Πεπεραςμένων Διαφορών(Finite Difference) και Cox-Ross-

Rubenstein 

% Sygkrisi 3 methodon apotimisis American PUT 
% LSM, Peperasmenon Diaforon, Cox-Ross-Rubenstein 
  
S0 = 100; K = 110; r = 0.06; T = 1; v = 0.4; 
  
Timings = zeros(198,3); 
  
Results = zeros(198,3); 
  
M = 1000; % Arithmos troxion || Diamerisis ton timon(xreiazetai stis FD) 
for N = 3:200  %Aksonas ton X, dokimazoume gia diafores diameriseis xronou 
    tic; 
    Results(N-1,1) = Cox_ross_rubenstein(S0,K,r,T,v,N); 
    Timings(N-1,1) = toc; 
    tic; 
    Results(N-1,2) = Finite_Difference_Solver(S0,K,r,T,v,N,M);  % Vivliothiki Matlab 
    Timings(N-1,2) = toc; 
    tic; 
    Results(N-1,3) = LSM_montecarlo(S0,K,r,T,v,N,M); 
    Timings(N-1,3) = toc; 
end 
  
% Sxediasi ton apotelesmaton 
subplot(2,1,1); 
plot(Results); 
grid 
title('Option price','fontsize',14); 
xlabel('Arithmos xrono-vimaton','fontsize',14); 
ylabel('Aksia tou Option','fontsize',14); 
legend('C-R-R','Peperasmenes diafores','LSM Monte Carlo','location','SE'); 
  
subplot(2,1,2); 
plot(Timings); 
grid 
title('Xronos pou xreiazetai gia ypologismo','fontsize',14); 
xlabel('Arithmos xrono-vimaton','fontsize',14); 
ylabel('Method timings','fontsize',14); 
legend('C-R-R','Peperasmenes diafores','LSM Monte Carlo','location','NW'); 
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