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Περίληψη

Οι μέθοδοι κατάτμησης δεδομένων σε γράφους έχουν τα τελευταία χρόνια παρουσιάσει μια άυ-

ξηση ενδιαφέροντος, λόγω της αποτελεσματικότητάς τους σε πληθώρα εφαρμογών και της επαρκούς

αναπαράστασης της δομής των δεδομένων και των σχεσιακών ιδιοτήτων τους. Ιδιαίτερα στο χώρο

της ΄Ορασης Υπολογιστών η διαδικασία δημιουργίας γράφων από εικόνες έχει αρχίσει να λύνει πολλά

προβλήματα μη επιβλεπόμενης μάθησης, με τα οποία πάσχιζαν οι κλασσικές μέθοδοι. ΄Ενα τέτοιο

παράδειγμα αλγορίθμων κατάτμησης δεδομένων στην δομή του γράφου είναι οι φασματικές γρα-

φοτομές, που ανακαλύπτουν καθολικές ιδιότητες ενός γράφου και των συμπαγών cluster που τον

απαρτίζουν αναλύοντας το φάσμα του. Μέσα από την συσχέτιση της κατάτμησης εικόνων με την

συσταδοποίηση δεδομένων και την αντιληπτική ομαδοποίηση και με διαίσθηση που αφορμάται από

του νόμους Gestalt της ψυχολογίας, εφαρμόζουμε μια αυτοματοποιημένη ιεραρχική μέθοδο για τον

μετασχηματισμό της αναπαράστασης της εικόνας από την δομή των pixel στην δομή του γράφου.

Στην συνέχεια, θεμελιώνουμε πιό φορμαλιστικά τους αλγορίθμους φασματικής κατάτμησης, ανα-

λύουμε και λύνουμε το πρόβλημα βελτιστοποίησης που σχηματίζουν οι σταθμισμένες γραφοτομές

και επιχειρηματολογούμε για την ορθότητά της λύσης αντιστοιχίζοντάς τη ταυτόχρονα και με άλ-

λες καλά μελετημένες τεχνικές κατάτμησης. Τέλος, ανοίγουμε το “μαύρο κουτί“ των φασματικών

γραφοτομών, που αποτελούν μη επιβλεπόμενη μέθοδο, με την προσθήκη εξωγενούς πληροφορίας

και θεμελιώνουμε θεωρητικά ένα framework για την αποτελεσματική εισαγωγή εξωτερικών περιο-

ρισμών.

Λέξεις Κλειδιά

φασματική θεωρία γραφοτομών, Σταθμισμένες γραφοτομές, Γράφος γειτονικών περιοχών, συ-

στάδες εικονοστοιχείων, ημι-επιβλεπόμενη μάθηση, περιορισμοί υποχρεωτικής σύζευξης, περιορι-

σμοί υποχρεωτικής αποσύζευξης, προσημασμένες σταθμισμένες γραφοτομές.
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Abstract

Methods on data segmentation on graphs have in recent years shown an increase

in interest due to their effectiveness in a variety of applications and a successful rep-

resentation of the structure of the data and their relational properties. Particularly in

the area of Computer Vision, the process of creating graphs from images has begun to

solve many unsupervised learning problems with which classical methods have struck.

One such example of data partitioning algorithms in the structure of a graph is the

spectral graph clustering family that discovers the global properties of a graph and the

underlying compact structure of the clusters that compose it by analyzing its spectrum.

Through the association of image segmentation with data clustering and perceptual

grouping and with intuition inspired by the laws of Gestalt in psychology, we apply an

automated hierarchical method to transform image representation from the pixelwise

representation into a graph representation. We then formalize rigorously the spectral

segmentation algorithms, analyze and solve the optimization problem formed by the

Normalized Cuts and argue for its correctness by associating it simultaneously with

other well-thought-out segmentation techniques. Finally, we open the ”black box” of

the spectral graph clustering algorithms, which are currently a non-supervised method,

with the addition of extraneous information and we theoretically establish a framework

for the effective introduction of external constraints.

Keywords

spectral graph clustering, Normalized Cuts, Region Adjacency Graph, Superpixels,

Semi-supervised learning, Must-link constraints, Cannot-link Constraints, Signed Nor-

malized Cuts.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Η αναγκαιότητα επεξεργασίας των δεδομένων στην

δομή του γράφου

Τεράστιο είναι το στοίχημα της επιστημονικής κοινότητας να δημιουργήσει αυτοματι-

σμούς για όλες τις ανθρώπινες λειτουργίες. ΄Ισως το μεγαλύτερο βάρος αυτήν την περίοδο,

πέφτει στην κατανόηση και κατ’επέκταση στην αναπαραγωγή των γνωστικών λειτουργιών

του ανθρώπου και πιο συγκεκριμένα στο πώς αντιλαμβάνεται αυτά που βλέπει, πώς ανα-

γνωρίζει μοτίβα και αντικείμενα με σημασιολογικό περιεχόμενο, ιεραρχικά από μικρότερες

δομές. Η ταυτόχρονη εργασία γνωστικών ψυχολόγων, νευροβιολόγων κλπ. αποτελεί ε-

φαλτήριο για την επιστήμη της ΄Ορασης Υπολογιστών που ασχολείται με τη δημιουργία

τεχνητών νοημοσυνών, που εκτελούν τις λειτουργίες αυτές αυτόματα. ΄Ενα από τα λιγότε-

ρο καλά θεμελιωμένα προβλήματα, που καλείται να αντιμετωπίσει η ΄Οραση Υπολογιστών

είναι η αφηρημένη μοντελοποίηση ιδιοτήτων για μη επιβλεπόμενη κατάτμηση εικόνων, με

στόχο τη μετέπειτα αναγνώριση αντικειμένων. Σε αυτό το πρόβλημα ακόμη και ο άνθρωπος

παρουσιάζει ασυνέπειες, καταλήγοντας πολλές φορές με διαφορετικές κατατμήσεις ακόμη

και για την ίδια εικόνα. Επιπλέον, στο πρόβλημα αυτό, δεν μας δίνεται ένα ground truth

για να συγκρίνουμε την απόδοση του αλγορίθμου μας. Στα πλαίσια αυτής της προσπάθειας,

η αναπαράσταση της εικόνας με χρήση pixel έχει αποδειχθεί μη επαρκής και ως προς το

κόστος των αλγορίθμων που πραγματοποιούν την κατάτμηση και ως προς την απόδοσή τους.

Η πιο διαδεδομένη δομή για να υλοποιήσει κανείς τέτοιου είδους σχεσιακές ιδιότητες,

είναι η δομή του γράφου, που δίνει τεράστια ευελιξία και συνδέεται με μια πολύ καλά θε-

μελιωμένη θεωρία. Στα προβλήματα μάλιστα της κατάτμησης, οι γράφοι ανακύπτουν σε

πολλούς τομείς και εφαρμογές, όπως το community detection σε κοινωνικά δίκτυα ή η δι-

άσπαση πρωτεϊνών σε αντίστοιχα δίκτυα, η αυτόματη ομαδοποίηση κειμένων, ταινιών κλπ.,

ανάλογα με το περιεχόμενό τους και άλλα. Στον αντίποδα της κατασκευής γράφων για την

κατάτμηση δεδομένων βρίσκεται η κατασκευή ανθεκτικών σε κατατμήσεις γράφων, τομέας

με τον οποίο ασχολούνται πολύ η επιστήμη των Δικτύων Υπολογιστών και η Επιστήμη των

Τηλεπικοινωνιών. Η κατασκευή αραιών γράφων, που κρατάνε την περισσότερη πληροφο-

1



2 Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

ρία από το πρόβλημα, είναι τελικά ένα υπό έρευνα ζήτημα, που αφορά όλους σχεδόν τους

κλάδους της Επιστήμης των Υπολογιστών. Από την άλλη, η πληθώρα νέων εφαρμογών

και η ραγδιαία αύξηση της πολυπλοκότητας και της διάστασης των υπαρχόντων σε μεγάλο

εύρος επιστημών, οδηγεί σε μια γενική τάση αυτοματισμού της επεξεργασίας όλων αυτών

των δεδομένων, συμπίεσής τους, οπτικοποίησης τους και τελικά συλλογής μόνο των σημα-

ντικότερων από αυτά για αποθήκευσή τους. Δεδομένου ότι οι προϋπάρχοντες αλγόριθμοι

δεν εκμεταλλεύονται τις σημασιολογικές σχέσεις των αντικειμένων ή την υποβόσκουσα δο-

μή τους και χρησιμοποιούν διανύσματα χαρακτηριστικών για να τα περιγράψουν, συχνά δεν

έχουν το επιθυμητό αποτέλεσμα σε εφαρμογές κατάτμησης. Συνεπώς, συμπεραίνουμε την

αναγκαιότητα της δημιουργίας αλγορίθμων για συσταδοποίηση δεδομένων, που βρίσκονται

πάνω σε έναν γράφο.

Παρόλη την προσπάθεια για δημιουργία μη επιβλεπόμενων αλγορίθμων κατάτμησης, αρ-

κετές φορές τα αποτελέσματα δεν είναι ικανοποιητικά. Συνήθως, σε εικόνες χρησιμοποιο-

ύνται ως προστάδιο για μεταγενέστερη κατάτμηση ή αναγνώριση των αντικειμένων της

εικόνας. Ωστόσο, επειδή είναι αδύνατο να κωδικοποιηθεί η σημασιολογία όταν υπάρχουν

πολλές λογικές κατατμήσεις, φαινόμενο το οποίο στην βιβλιογραφία απαντάται ως cluster

ambiguity, για να βελτιώσουμε την απόδοση των αλγορίθμων θα πρέπει να ενσωματώσουμε

στο πρόβλημα της μη-επιβλεπόμενης κατάτμησης, κάποιο είδος αυτόματης μάθησης. Καθώς

είμαστε στην εποχή της πληροφορίας θα ήταν σπατάλη να μην εκμετελλευτούμε τα δισεκα-

τομμύρια εικόνων και βίντεο που ανεβαίνουν καθημερινά σε πλατφόρμες όπως το Youtube

και το Facebook. Αυτή τη στιγμή ο πυρετός της μηχανικής μάθησης και των νευρωνικών

δικτύων χρησιμοποιεί πληθώρα αυτών των δεδομένων για αποτελεσματική εκπαίδευση και

ρύθμιση των παραμέτρων, με πολύ επαναστατικά αποτελέσματα. Ωστόσο σε άλλου τύπου

εφαρμογές, τα επιβλεπόμενα παραδείγματα είναι δυσεύρετα, αλλά ακόμη και για εικόνες

και βίντεο η διαδικασία του annotation είναι πολύ χρονοβόρα, κοστοβόρα και ακυρώνει το

στόχο για συνολικό αυτοματισμό της διαδικασίας. Αρκετές φορές μάλιστα ακόμη και για τις

πιο συνηθισμένες εφαρμογές, τα δεδομένα δεν επαρκούν, ειδικά όταν πρέπει να ρυθμιστούν

ταυτόχρονα εκατομμύρια παράμετροι. Για αυτό το λόγο, μεγάλη σημασία δίνεται τα τελευ-

ταία χρόνια σε τεχνικές ημιεπιβλεπόμενης μάθησης, όπου τα δεδομένα δεν χρησιμοποιούνται

άμεσα για την εκπαίδευση, γιατί είναι πολύ λίγα συγκριτικά με τα δεδομένα ελέγχου, αλλά

μέσα από τα παρατηρημένα και μη παρατηρημένα δεδομένα εξάγουμε πληροφορία απευθείας

για τις κλάσεις και την μορφή των τελευταίων.

1.2 Η κατεύθυνση της διπλωματικής εργασίας

Στην συγκεκριμένη διπλωματική εργασία θα ασχοληθούμε με μια μέθοδο με εφαρμογές

στην κατάτμηση γράφων, που αφορμάται από τις ιδιότητες του φάσματος ενός γράφου.

Δεδομένης της αραιής κωδικοποίησης που μπορεί να επιβάλλει η δομή του γράφου, θα

ελέγξουμε την αποτελεσματικότητα και την ταχύτητα αλγορίθμων φασματικών γραφοτομών

σε προβλήματα εικόνων και point cloud δεδομένων.

Στο δεύτερο κεφάλαιο θα εισάγουμε την έννοια του φάσματος του γράφου και των ε-
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φαρμογών του σε συσταδοποίηση δεδομένων και κατάτμηση εικόνων. Θα ασχοληθούμε

ιδιαίτερα με τον μετασχηματισμό της αναπαράστασης των εικόνων από την κανονική δομή

του ορθοκανονικού πλέγματος και των pixel, στην προγενέστερη ομαδοποίησή τους σε su-

perpixel και την πρόσδεση των τελευταίων στις κορυφές ενός γράφου. Μετά από αρκετό

πειραματισμό, παρατηρήσαμε ότι η ιεραρχική αυτή απεικόνιση των δεδομένων είναι πιο αποτε-

λεσματική και γενικεύεται καλύτερα σε πλήθος εικόνων αλλά και σε point cloud δεδομένα.

Ακόμη, θα αναλύσουμε τη συνδεσιμότητα αυτών των κόμβων, που αποτελεί παράμετρο με

τεράστια επίδραση στην τελική κατάτμηση.

Στο επόμενο κεφάλαιο, θα θεμελιώσουμε καλύτερα το πρόβλημα των σταθμισμένων γρα-

φοτομών και θα το λύσουμε με μεθόδους φασματικής κατάτμησης γράφων. Θα αναλύσουμε

την γενικότερη μορφή του πρόβλήματος, τον προσεγγιστικό αλγόριθμο για την επίλυσή του

και θα τον αντιστοιχίσουμε με γνωστές μεθόδους κατάτμησης για να κερδίσουμε διαίσθηση

πάνω στην λειτουργία του. Εφαρμόζοντάς τον σε προβλήματα εικόνων, θα βελτιώσουμε την

ταχύτητα και την απόδοση του κλασσικού αλγορίθμου φασματικών γραφοτομών μέσα από

την επιβολή της ιεραρχίας του κεφαλαίου 2.

Τέλος, στο κεφάλαιο 4 θα αναπτύξουμε θεωρητικά και πρακτικά ένα ημι-επιβλεπόμενο

framework για την εσωμάτωση εξωτερικής πληροφορίας στο πρόβλημα των φασματικών

γραφοτομών. Η ανάγκη για λειτουργίες μάθησης από λίγα δεδομένα θα παρουσιαστεί μέσα

από εφαρμογές must link και cannot link περιορισμών αλλά και άλλων unary περιορισμών

που θα ενισχύσουν την ποιότητα της κατάτμησης και θα δώσουν ευελιξία στον χρήστη

ανάλογα με την εφαρμογή.

Στο τελευταίο κεφάλαιο αναλύουμε τις μελλοντικές επεκτάσεις της παρούσας διπλωμα-

τικής.





Κεφάλαιο 2

Εισαγωγή στη Φασματική

Θεωρία Γράφων

2.1 Εισαγωγή στους Γράφους Ομοιότητας

2.1.1 Ορισμός Γράφου Ομοιότητας

Συνήθως οι εφαρμογές της κατάτμησης (σε εικόνες, βίντεο ή γενικότερα δεδομένα όπως

ένα δίκτυο πρωτεϊνών) έχουν ως στόχο τη δημιουργία συστάδων με μεγάλη εσωτερική ομοι-

ότητα και μεγάλη εξωτερική ανομοιότητα. Η ομοιότητα εξ΄ ορισμού υποδηλώνει μια σχέση

μεταξύ δύο ή περισσότερων αντικειμένων και ποσοτικοποιείται, χρησιμοποιώντας τα μεμο-

νωμένα χαρακτηριστικά (data attributes) κάθε αντικειμένου και ένα μέτρο της απόστασης

μεταξύ τους. Εναλλακτικά, μπορεί να μην γνωρίζουμε τα χαρακτηριστικά κάθε ξεχωριστού

αντικειμένου, αλλά να έχουμε πρόσβαση σε πληροφορία που δηλώνει, το κατά πόσο αυτό

το αντικείμενο σχετίζεται με κάποιο άλλο (pairwise relations). Τέτοιο παράδειγμα είναι

η πληροφορία που παίρνουμε συνήθως από ένα κοινωνικό δίκτυο. Στην εργασία αυτή θα

ασχοληθούμε με μεθόδους που χρησιμοποιούν πληροφορία για ζεύγη αντικειμένων. Η απει-

κόνιση αυτής της πληροφορίας μπορεί να γίνει ισοδύναμα μέσα από την δομή του γράφου,

μέσα από πίνακες ομοιότητας ή μέσα από διμελείς σχέσεις. ΄Αλλοι αλγόριθμοι κατάτμησης,

όπως ο k-means εφαρμόζονται απευθείας σε διανύσματα, αλλά εδώ θα πρέπει να βρούμε

έναν τρόπο να ορίσουμε την απόσταση των χαρακτηριστικών, ώστε να απεικονίζουμε τα

διανύσματα σαν ομοιότητα ζευγών.
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Ορισμός 2.1. (Graph) Ως κατευθυνόμενος γράφος ορίζεται το ζεύγος G =

(V,E), όπου V = {u1, · · · , uN} είναι ένα σύνολο από κορυφές ή κόμβους, ενώ
E ⊆ V ×V είναι ένα σύνολο από διατεταγμένα ζεύγη κόμβων, που ονομάζονται
ακμές.

Ορισμός 2.2. (Affinity Matrix) Σε κάθε γράφο Ν κόμβων αντιστοιχεί

ένας τετραγωνικός πίνακας (γειτνίασης) A μεγέθους N×N που έχει την τιμή
1 στην θέση (i, j) αν η ακμή (ui, uj) ανήκει στο σύνολο E και 0, αλλιώς.

Τώρα που ορίσαμε την έννοια του γράφου, μπορούμε να απεικονίσουμε διμελείς σχέσεις,

χρησιμοποιώντας τους κόμβους για τα δεδομένα και τις ακμές για τις μεταξύ τους συνδέσεις.

Οι κατευθυνόμενοι γράφοι υπονοούν, ότι η σχέση των κόμβων μπορεί να μην είναι συμμε-

τρική (π.χ. σχέση εξάρτησης). Επιπλέον, μπορούμε να εισάγουμε ένα βάρος για κάθε

ακμή που θα κωδικοποιεί το μέγεθος της ομοιότητας ή της απόστασης κλπ. μεταξύ δύο

κόμβων. Αυτό μπορεί να είναι και αρνητικό. Οι τιμές αυτές θα αποθηκεύονται σε ένα

πίνακα βαρών W = [w(ui, uj)] αντίστοιχο του πίνακα γειτνίασης. Ως γράφους ομοιότητας

θα ορίσουμε τους γράφους, των οποίων οι ακμές κωδικοποιούν μια συμμετρική σχέση και

τα βάρη αντικατοπτρίζουν την ομοιότητα των κόμβων και συνεπώς είναι μη-αρνητικά. Οι

γράφοι αυτοί είναι μη-κατευθυνόμενοι, που σημαίνει ότι W T = W . Επιτρέπουμε και ακμές

ανακύκλωσης στους γράφους αυτούς. Μια ακόμη έννοια που θα συναντήσουμε, είναι αυτή

της συνεκτικής συνιστώσας ενός γράφου, που είναι το σύνολο των κόμβων που μπορούμε

να επισκεφτούμε ξεκινώντας από έναν και ακολουθώντας διαδοχικά τις ακμές του γράφου.

Αν μπορούμε να προσπελάσουμε όλους τους κόμβους του γράφου, τότε ο γράφος λέγεται

συνεκτικός. Τέλος, ορίζουμε και τον βαθμό ενός κόμβου, σαν το άθροισμα των βαρών

όλων των εξερχόμενων (ισοδ. εισερχόμενων) ακμών του (και της ακμής ανακύκλωσης).

Αν di =
∑

j∼iwij , τότε ονομάζουμε τον διαγώνιο πίνακα D = diag(d1, · · · , dN ) , πίνακα

βαθμών. Τα παραπάνω οπτικοποιούνται στο επόμενο παράδειγμα.

u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7u8

1

2

2

2

0.5

1

2

2

2
0.2

2

−3

−1

Οι πίνακες που περιγράφουν τον συνεκτικό γράφο του σχήματος είναι:
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W =



1 2 0.5 0 0 0 0 0

2 0 2 1 0 0 0 0

0.5 2 0 2 0 0 0 0

0 1 2 0 −1 0 0 −3

0 0 0 −1 0 0.2 2 0

0 0 0 0 0.2 0 2 2

0 0 0 0 2 2 0 2

0 0 0 −3 0 2 2 0


, D =



3.5 0 0 0 0 0 0 0

0 5 0 0 0 0 0 0

0 0 4.5 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1.2 0 0 0

0 0 0 0 0 4.2 0 0

0 0 0 0 0 0 6 0

0 0 0 0 0 0 0 1



2.1.2 Κατασκευή γράφου ομοιότητας σε point cloud data

Συχνά στην πράξη δεν μας δίνονται τα δεδομένα με την μορφή γράφου, αλλά σαν σημεία

στο χώρο. Σε αυτή την περίπτωση πρέπει να κατασκευάσουμε εμείς το γράφο ομοιότη-

τας, αποφασίζοντας ποιοί κόμβοι θα συνδέονται με ακμή και τί βάρος θα έχει αυτή η ακμή.

Προφανώς, η κατασκευή ενός καλού γράφου είναι άρρηκτα συνυφασμένη με την εκάστοτε

εφαρμογή, ωστόσο μπορούμε να πούμε με σιγουριά, ότι για προβλήματα συσταδοποίησης,

θα θέλαμε ο γράφος να έχει πολλές ακμές μεγάλου βάρους μέσα σε κάθε κλάση και λίγες

(ει δυνατόν καθόλου) ακμές μεταξύ των κλάσεων. Επιπλέον, θα θέλαμε ο γράφος να είναι

συνεκτικός, έστω σε κάθε κλάση, και οι ακμές να είναι τόσο πυκνές, ώστε να εκμεταλλεύο-

ναι πλήρως την τοπική πληροφορία, αλλά και αρκετά αραιές για να μην εισάγουν θόρυβο και

χρονική πολυπλοκότητα στο πρόβλημα. Προφανώς, ο ιδανικός γράφος θα ήταν ένα σύνολο

από ανεξάρτητα μονοπάτια, ένα σε κάθε κλάση. Το πρόβλημα είναι, ότι και η κατασκευή του

γράφου είναι unsupervised , οπότε δεν μπορούμε να ξέρουμε εξ΄ αρχής την ιδανική μορφή

του γράφου. Θα προσπαθήσουμε όμως να κατασκευάσουμε γράφους, που θα προσεγγίζουν

όσο γίνεται τις παραπάνω απαιτήσεις. Βιβλιογραφικά αναφέρουμε, ότι υπάρχουν learning

τεχνικές για κατασκευή του γράφου από δεδομένα ([18],[51]), αλλά δεν θα ασχοληθούμε με

αυτό το ζήτημα στη συγκεκριμένη εργασία.

Πώς θα υπολογίσουμε το βάρος μια ακμής;

΄Εστω, ότι έχουμε δύο κόμβους ui, uj με διανύσματα χαρακτηριστικών fi, fj αντίστοιχα.

Θέλουμε να ορίσουμε την ομοιότητα των κόμβων από τις αποστάσεις των χαρακτηριστικών

τους. Προφανώς περιμένουμε, ότι όσο μειώνεται η απόσταση των fi, fj , τόσο θα αυξάνεται

η ομοιότητα τους. Κάποιες δημοφιλείς συναρτήσεις ομοιότητας είναι:

• RBF kernel που ορίζεται ως:

rbf(ui, uj) = exp(−‖fi − fj‖
2

2σ2
), (2.1)

όπου ‖fi − fj‖ είναι η Ευκλείδεια απόσταση των χαρακτηριστικών (γι΄ αυτό χρησι-

μοποιείται αποκλειστικά για δεδομένα που ανήκουν σε έναν ευκλείδιο χώρο), ενώ το

σ μια ελεύθερη παράμετρος. Οι τιμές της συνάρτησης αυτής, ανήκουν στο διάστημα

[0,1] και φθίνουν εκθετικά με την απόσταση των χαρακτηριστικών. Ανάλογα με την

τιμή της ελεύθερης παραμέτρου, μπορεί να μοντελοποιήσει μικρότερες ή μεγαλύτε-

ρες γειτονιές και τελικά μπορεί να ερμηνευθεί σαν μέτρο ομοιότητας. Στην πράξη, η
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ελεύθερη παράμετρος είναι δύσκολο να υπολογισθεί και συχνά το αποτέλεσμα της συ-

σταδοποίησης είναι ευεπηρέαστο σε μικρές αλλαγές της. Επίσης, δεν είναι απαραίτητο

να είναι σταθερή για όλους τους κόμβους (adaptive). ΄Ετσι, μπορούμε να μοντελο-

ποιήσουμε γειτονιές μεταβλητού μεγέθους στον ίδιο γράφο ([16]). Σε εικόνες, που

τα pixel έχουν εκτός από χρωματική πληροφορία και μία θέση στην εικόνα, συχνά

χρησιμοποιείται σαν μέτρο ομοιότητας:

w(i, j) = exp(−‖gi − gj‖
2

2σ2
g

− ‖xi − xj‖
2

2σ2
x

), (2.2)

Τέλος, ο χώρος χαρακτηριστικών αυτού του πυρήνα είναι άπειρης διάστασης, πράγμα

που τον καθιστά κατάλληλο για σύνολα δεδομένων με πολύ μη-γραμμικά όρια κλάσεων.

• Cosine Similarity που ορίζεται ως:

cos (ui, uj) =
fi · fj
‖fi‖‖fj‖

(2.3)

Οι τιμές της κυμαίνονται μεταξύ -1 και 1 και συχνά χρησιμοποιείται σε εφαρμογές, που

δεν μας νοιάζει το μέτρο των χαρακτηριστικών και θέλουμε να μοντελοποιήσουμε την

ανομοιότητα δύο κομβων. Τέτοιο παράδειγμα είναι η συσταδοποίηση κειμένων , όπου

τα χαρακτηριστικά των κόμβων-κειμένων, είναι ένα ιστόγραμμα των λέξεων που περι-

έχει. Από την άλλη, ο χώρος χαρακτηριστικών του πυρήνα αυτού δεν έχει παραπάνω

διαστάσεις από τους κόμβους του γράφου. Επιπλέον, αυτή η μετρική δεν μοντελο-

ποιεί γειτονιές και γι΄ αυτό στην πράξη, η μοντελοποίση των γειτονιών επαφίεται στον

σχεδιασμό των ακμών.

• Logistic regression. Αν έχουμε ένα διάνυσμα χαρακτηριστικών zij για κάθε ζευγάρι

κόμβων (ui, uj) , τότε κατασκευάζουμε τον γράφο ομοιότητας ως:

log r(zij) =
1

1 + exp(−(β + θT zij))
(2.4)

όπου β, θ είναι ελεύθερες παράμετροι. Οι τιμές αυτής της συνάρτησης κυμαίνονται

από 0 (ανόμοιοι κόμβοι) σε 1 (όμοιοι κόμβοι).

Υπάρχουν πολλές ακόμη συναρτήσεις και η λίστα μεγαλώνει ανάλογα με την εφαρμογή.

Ειδικά σε εικόνες, αν τα χαρακτηριστικά είναι χρωματική πληροφορία, πληροφορία ακμών,

πληροφορία υφής κλπ. αλλάζει ο τρόπος που ορίζουμε τις αποστάσεις μεταξύ των κόμβων.

Η άλλη ερώτηση που πρέπει να απαντήσουμε για να ολοκληρώσουμε την κατασκευή του

γράφου είναι ποιές ακμές πρέπει να συμπεριλάβουμε. Μια συγκριτική μελέτη

κάποιων δημοφιλών γράφων για προβλήματα clustering έχει γίνει στο [25].

• ε-radius graph. Στον γράφο αυτόν, συνδέονται με ακμή κόμβοι, που έχουν μετα-

ξύ τους απόσταση (ευκλείδεια ή άλλη) μικρότερη από ένα κατώφλι ε. Κατ΄ αυτόν τον

τρόπο κατασκευάζουμε έναν μη-κατευθυνόμενο γράφο, που μοντελοποιεί την γειτονιά

με βάση την παράμετρο ε. Συχνά, ο γράφος αυτός είναι χωρίς βάρη. Στην πράξη, αν
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έχουμε δεδομένα σε διαφορετικές κλίμακες (μεγάλες και μικρές γειτονιές) τότε είναι

πολύ δύσκολο να επιλέξουμε την παράμετρο ε. ΄Οπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα,

άλλες περιοχές είναι πολύ συνδεδεμένες και άλλες αραιά συνδεδεμένες για δεδομένη

τιμή της παραμέτρου. Αυτός ο ορισμός της γειτονιάς με βάση μια ενιαία γεωμετρι-

κή απόσταση, είναι πολύ αδύναμος και γι΄ αυτό, αν πρόκειται για βεβαρημένο γράφο,

συνήθως χρησιμοποιείται μια RBF συνάρτηση. Επιπλέον, πρέπει να διαλέξουμε την

παράμετρο αυτή, ώστε ο τελικός γράφος να είναι συνεκτικός (ή να έχει πολύ λιγότε-

ρες συνεκτικές συνιστώσες από κλάσεις) και καθόλου απομονωμένους κόμβους. Αν

τα δεδομένα λαμβάνονταν ανεξάρτητα από μια κατανομή, τότε είναι γνωστό, ότι αν

θέσουμε το ε = O((log(n)/n)d), όπου d η διάσταση του χώρου χαρακτηριστικών,

εξασφαλίζουμε την συνεκτικότητα, όταν το πλήθος των δειγμάτων τείνει στο άπειρο.

Για πεπερασμένα δείγματα όμως, στο [25] προτείνεται, να διαλέξουμε το ε σαν την

μεγαλύτερη ακμή στο ελάχιστα συνεκτικό δέντρο του πλήρους γράφου. Ωστόσο, κα-

τ΄ αυτόν τον τρόπο, σε περίπτωση που έχουμε outliers ή πολύ καλά διαχωρισμένες

κλάσεις, η παράμετρος θα γίνει πολύ μεγάλη για να αντικατοπτρίζει την κλίμακα του

σημαντικότερου μέρους των δεδομένων. Αυτό φαίνεται και στο σχήμα 2.1

• K-nn graph.Στον γράφο αυτόν συνδέουμε τον κόμβο ui με τον κόμβο uj μόνο αν ο

δεύτερος βρίσκεται στους Κ πλησιέστερους γείτονες του πρώτου. Εν γένει ο γράφος

που δημιουργείται κατ΄ αυτόν τον τρόπο είναι κατευθυνόμενος γιατί η σχέση της κο-

ντινότερης γειτνίασης δεν είναι συμμετρική. Επίσης, ο γράφος αυτος κωδικοποιεί με

adaptive τρόπο την έννοια της γειτονιάς αφού η σύνδεση δύο κόμβων δεν σημαίνει

απαραίτητα και ισχυρή ομοιότητά τους. Μπορεί με αυτό τον τρόπο, σε αντίθεση με

τον ε-radius graph, να συνδέσει δεδομένα διαφορετικών κλιμάκων. Το παραπάνω

είναι εμφανές στο σχήμα. Επιπλέον, όταν έχουμε καλά διαχωρισμένες κλάσεις σπάει

σε συνεκτικές συνιστώσες που έχουν μεγάλη σημασία. Και σε αυτή την περίπτωση

η συνεκτικότητα του τελικού γράφου εξαρτάται από την τιμή της παραμέτρου Κ. Αν

δειγματοληπτούμε από μια κατανομή ανεξάρτητα δείγματα τότε όταν K = O(log(n))

γνωρίζουμε ότι ο γράφος θα είναι συνεκτικός όταν το πλήθος των κόμβων τείνει

στο άπειρο. Για να φτιάξουμε τον συμμετρικό γράφο μπορούμε να ακολουθήσουμε 2

δρόμους. Ο ένας είναι να αγνοήσουμε την φορά των ακμών. Αυτός λέγεται (sym-

metric) K-nn graph. Ο δεύτερος τρόπος είναι να συμπεριλάβουμε μια ακμή μόνο

όταν βρίσκεται και στις δύο κατευθύνσεις στον γράφο. Ο νέος γράφος λέγεται mu-

tual K-nn graph. Η πρώτη επιλογή δημιουργεί πιό πυκνό γράφο και ενσωματώνει

περισσότερες θορυβώδεις ακμές, όπως φαίνεται στο σχήμα, αλλά κάποιες φορές είναι

προτιμότερη από την δεύτερη γιατί η δεύτερη σπάει το γράφο σε πάρα πολλές μικρές

συνεκτικές συνιστώσες ομαδοποιώντας μόνο εκείνους τους κόμβους που ανήκουν σε

περιοχές πολύ όμοιας πυκνότητας. Σίγουρα, για να εξασφαλίσουμε συνεκτικότητα

πρέπει η παράμετρος να είναι πολύ μεγαλύτερη από την αντίστοιχη του (symmetric)

K-nn. Το πλεονέκτημά της όμως είναι, ότι απομονώνει εντελώς outliers, πράγμα

εμφανές στο σχήμα 2.1.
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Σχήμα 2.1: Απεικονίζουμε 3 κατανομές. Οι πρώτες 2 είναι μισοφέγγαρα με το κάτω να έχει

μεγαλύτερη πυκνότητα από το πάνω ενώ η τρίτη είναι μια Gaussian.

Βλέπουμε στο σχήμα 2.1 τη δυσκολία επιλογής ακτίνας στον ε-radius , αφού με ε=0.3 η

μεσσαία κατανομή είναι ήδη πολύ διασυνδεδεμένη, ενώ η Gaussian σχεδόν καθόλου. Αυτό

το φαινόμενο καταδεικνύει την αδυναμία του ε-radius να συνδέσει περιοχές διαφορετικής

κλίμακας. Από την άλλη, βλέπουμε στον K-nn , ότι συνδέει επιτυχώς κατανομές που είναι

σε άλλη κλίμακα, αλλά μπορεί να σπάσει σε ανεξάρτητες συνεκτικές συνιστώσες, αν πρόκει-

ται για περιοχές μεγάλης πυκνότητας μακριά η μία από την άλλη. Τέλος, βλέπουμε, πως

ο mutual K-nn συνδέει σημεία που ανήκουν σε παρόμοια περιοχή πυκνότητας. Θα λέγαμε

ότι βρίσκεται μεταξύ των δύο προηγούμενων, αφού ναι μεν δρα σε κατανομές διαφορετικών

κλιμάκων, αλλά δεν τις συνδέει μεταξύ τους.
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(αʹ) Symmetric 3-nn (βʹ) Symmetric 5-nn

(γʹ) Symmetric 7-nn

(δʹ) Mutual 3-nn (εʹ) Mutual 5-nn

(ϛʹ) Mutual 7-nn
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(ζʹ) 2.5-radius (ηʹ) 4-radius

(θʹ) MST-radius

Σχήμα 2.2: Εξάρτηση από την παράμετρο: Or-Knn, And-Knn, e-radius

Στο παραπάνω σχήμα (2.2) φαίνονται 4 κατανομές. Οι πρώτες δύο είναι μισοφέγγαρα

ίδιας περίπου πυνότητας και αριθμού δειγμάτων, ενώ η τρίτη και η τέταρτη είναι Gaussian

blobs με την τελευταία να έχει μεγαλύτερη διασπορά. Παρατηρούμε, πως ο Symmetric K-

nn και ο Mutual K-nn δημιουργούν γειτονιές μεταβλητού μεγέθους συνδέοντας περιοχές

διαφορετικών κλιμάκων, ενώ ο ε-radius συνδέει μόνο κόμβους, που ανήκουν σε σταθερή

ακτινική απόσταση. Το μειονέκτημα αυτό φαίνεται στην τελευταία σειρά. Το ένα πρόβλημα

που δημιουργείται, είναι η δυσκολία ρύθμισης της παραμέτρου epsilon, ώστε ο γράφος να

μην έχει πολλούς απομονωμένους κόμβους και να είναι τουλάχιστον συνεκτικός πάνω σε

κάθε κατανομή. Το δεύτερο πρόβλημα είναι, ότι ακόμη και όταν το πετυχαίνουμε αυτό

(π.χ. όταν διαλέγουμε epsilon ίσο με την μέγιστη ακμή του ελάχιστα συνεκτικού δέντρου

(με κόκκινο στο σχήμα), η πιθανή ύπαρξη outliers ή αρκετά διαχωρισμένων κατανομών

ή μεγαλύτερων και μικρότερων διασπορών, μεγαλώνει τόσο την παράμετρο, ώστε κάποιες

γειτονιές είναι πολύ πυκνά συνδεδεμένες μεταξύ τους, ενώ άλλες σχεδόν καθόλου.

Επίσης, αν θεωρήσουμε ως θορυβώδεις τις ακμές που συνδέουν διαφορετικές κατα-

νομές, είναι εμφανές, ότι ο ε-radius, όπως και ο symmetric K-nn σε μικρότερο βαθμό,
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ενσωματώνουν πολύ θόρυβο στη δημιουργία του γράφου. Αντίθετα, ο mutual K-nn εν

γένει απομονώνει καλά διαχωρισμένες μεταξύ τους κατανομές και απομονώνει και outliers,

όσο κι αν αυξάνεται η παράμετρος. Παρ΄όλα αυτά, για πιο μικρές τιμές του Κ, δημιουρ-

γεί πάρα πολλά μικρά clusters από περιοχές πολύ παρόμοιας πυκνότητας και αλγόριθμοι

γραφοθεωρητικής κατάτμησης, όπως ο Normalized Cut δεν μπορούν να ενεργήσουν στον

γράφο, αφού έχει πιο πολλές συνεκτικές συνιστώσες από το ζητούμενο αριθμό κλάσεων.

Τέλος, από το επόμενο σχήμα (2.3), που δείχνει την ποιότητα της κατάτμησης για κάποιους

από αυτούς τους γράφους παρατηρούμε, ότι η ενσωμάτωση θορυβωδών ακμών αποβαίνει

καθοριστική για την ποιότητα της κατάτμησης ενώ, μετά την απομόνωση των outliers ο

mutual K-nn πετυχαίνει την εύρεση των λανθανουσών κατανομών. Γενικά, στην πράξη δεν

έχουμε πάντα τη δυνατότητα να απομονώσουμε outliers ή μικρά cluster και να ενεργήσου-

με στα υπόλοιπα στοιχεία (ειδικά αφού ο αριθμός των μικρών cluster του mutual K-nn

είναι τόσο μεγάλος, που αποτελεί τον μεγαλύτερο όγκο των δεδομένων), οπότε προτιμάμε

γράφους, όπως ο symmetric 5-nn, που κάνουν ένα trade-off μεταξύ των inter-cluster και

intra-cluster ακμών του γράφου. Στα παρακάτω σχήματα (2.3) παρατηρείται η ανωτερότητα

του symmetric 5-nn ως προς τον 7-nn και ιδιαίτερα ως προς τον ε-radius, που είδαμε στο

προηγούμενο σχήμα πόσο περισσότερο θόρυβο ενσωματώνουν.
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(αʹ) 5-nn NCut clustering (βʹ) 7-nn NCut clustering

(γʹ) Mutual 7-nn NCut clustering (δʹ) 7.75-radius NCut clustering

Σχήμα 2.3: Clustering με Normalized Cut

Σημείωση: Σε όλους τους προηγούμενους τρόπους κατασκευής του γράφου θεωρήσα-

με ευκλείδιες απόστάσεις των σημείων. Θα μπορούσαμε να κάνουμε το ίδιο με γενικότερες

Mahalanobis αποστάσεις ή ακόμη και πιο εξεζητημένες αποστάσεις, όπως το commute

time μεταξύ δύο σημείων ή άλλες που θα λαμβάνουν υπόψη και την γεωμετρία των ση-

μείων στο χώρο. Γενικότερα, θα θέλαμε ιδανικά ο τρόπος κατασκευής του γράφου, όταν

πρόκειται για εφαρμογές κατάτμησης, να έχει όσο το δυνατόν μεγαλύτερη συνδεσιμότητα

εσωτερικά των κλάσεων και όσο γίνεται λιγότερη εξωτερικά, πράγμα που θα έκανε τετριμ-

μένη την δουλειά οποιουδήποτε αλγορίθμου γραφοθεωρητικής κατάτμησης. Βέβαια, καθώς

το πρόβλημα είναι μη-επιβλεπόμενο, δεν γνωρίζουμε από πριν τις κατανομές και επομένως

η εύρεση ενός τέτοιου γράφου θα απαιτούσε πρώτα την εύρεση των κλάσεων. Αυτός ο

φαύλος κύκλος αντιμετωπίζεται με μια προσέγγιση δύο επιπέδων. Αρχικά, με κάπως αφη-

ρημένο τρόπο απαιτούμε τη δημιουργία γράφων με τις ιδιότητες που αναφέραμε παραπάνω

(adaptive γειτονιές, όχι μεγάλη ενσωμάτωση θορυβωδών ακμών, αραιότητα κλπ. Στη συ-

νέχεια, με πιο έξυπνους αλγορίθμους κατάτμησης (που λαμβάνουν υπόψη και τη γεωμετρία

των κατανομών), χρησιμοποιούμε τον γράφο ως ένα εφαλτήριο για την εύρεση ενός κα-

ταλληλότερου χώρου προβολής των δεδομένων, που θα διαχωρίζει καλύτερα τις κλάσεις
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μεταξύ τους. Θα ήταν πολύ χρήσιμη μια θεωρητική προσέγγιση στην κατασκευή γράφων,

με τη μαθηματική μοντελοποίηση των ιδιοτήτων, που περιγράψαμε παραπάνω. Επιπλέον,

ένα βήμα προς την επίλυση αυτού του φαύλου κύκλου είναι, να επαναλαμβάνουμε τη διαδι-

κασία και κάθε στάδιο (δημιουργίας γράφου ή κατάτμησης) να δανείζεται την ανανεωμένη

πληροφορία από το προηγούμενο. Θα χρειαστούμε για αυτό το σκοπό ένα framework ημι-

επιβλεπόμενης μάθησης για αλγορίθμους, όπως ο Normalized Cut που θα αναπτύξουμε

σε επόμενο κεφάλαιο. Τέλος, η επαναληπτική εναλλαγή μεταξύ της κατασκευής γράφου και

της βελτίωσης της συσταδοποίησης μας, θυμίζει σε αφαιρετικό επίπεδο την εκπαίδευση ενός

νευρωνικού δικτύου με πολλά hidden layers. Κατά την εκπαίδευση του νευρωνικού αυτού,

μαθαίνουμε εκτός από τις παραμέτρους -που έχουν ως στόχο την προσαρμογή ενός υπερε-

πιπέδου για τον διαχωρισμό των κλάσεων-, και ένα latent space, στο οποίο προβάλλονται

τα δεδομένα, με τρόπο τέτοιον ώστε να διαχωρίζονται όσο καλύτερα γίνεται από το τωρινό

υπερεπίπεδο. Ιδανικά, baked-in στο νευρωνικό θα πρέπει να υπάρχει κάποια παραλλαγή του

αλγορίθμου RANSAC για απομόνωση των outliers. Στην περίπτωσή μας, τα δεδομένα προ-

βάλλονται σε ένα χώρο ιδιοδιανυσμάτων (θα δούμε πως ο γράφος αντιστοιχεί σάυτόν τον

χώρο στη συνέχεια) και κατόπιν, συσταδοποιούνται με την προσαρμογή ενός υπερεπιπέδου

πάνω τους (θα δούμε και πάλι στη συνέχεια, γιατί η επιλογή ευκλείδειας απόστασης στον

χώρο ιδιοδιανυσμάτων είναι η σωστή). Αν αυτή η διαδικασία επαναλαμβάνεται συνεχώς,

τότε κατασκευάζουμε παράλληλα και τον γράφο και την ιδανική κατάτμηση των δεδομένων.

Η ιδέα του Neural Normalized Cut δεν έχει μελετηθεί στη βιβλιογραφία και θα αποτελέσει

μια μελλοντική επέκταση της παρούσας διπλωματικής.

2.1.3 Κατασκευή γράφων σε εικόνες: SLIC-RAG graph

Ανάλογα με την εφαρμογή μπορεί να υπάρχουν περισσότερο ή λιγότερο αποτελεσματικοί

τρόποι να φτιάξει κανείς ένα γράφο από τα δεδομένα του. Εστιάζοντας στο πρόβλημα της

γραφοθεωρητικής κατάτμησης εικόνων για εντοπισμό αντικειμένων, εκτός από τις προη-

γούμενες απαιτήσεις για συνεκτικότητα κλπ, καθίσταται ιδιαίτερα επιτακτική η ανάγκη για

δημιουργία ενός αραιού γράφου, λόγω του μεγάλου πλήθους pixel. Ωστόσο, ο γράφος θα

πρέπει συγχρόνως να κωδικοποιεί με τον καλύτερο δυνατό τρόπο την τοπική πληροφορία,

για να ενισχύει την απόδοση του αλγορίθμου κατάτμησης. Συχνά, στην πράξη, για να ελατ-

τωθεί η χρονική πολυπλοκότητα του προβλήματος, πραγματοποιείται σαν προεπεξεργασία

μια υποδειγματοληψία των pixel, ενώ στην συνέχεια τα εναπομείναντα pixel σχηματίζουν

τους κόμβους ενός 4/8 κανονικού grid. ([ΣηιΝὓτ]). Αυτός είναι ένας αφελής τρόπος να

διαχειριζόμαστε το πρόβλημα, και στην πράξη έχει ως αποτέλεσμα την απώλεια σημαντικής

πληροφορίας. Μάλιστα, ακόμη και αν δεν δειγματοληπτούσαμε τα pixel της εικόνας, εκτός

από την αύξηση της χρονικής πολυπλοκότητας, θα είχαμε και πολύ μεγάλη εισαγωγή θο-

ρύβου στον γράφο από τα πολύ χαμηλού επιπέδου χαρακτηριστικά, με αποτέλεσμα την κακή

ποιότητα κατάτμησης.

Η κατάτμηση εικόνων είναι γενικά ένα μη καλώς ορισμένο πρόβλημα, με την έννοια
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ότι τελικός κριτής της κατάτμησης είναι ο άνθρωπος ή το επόμενο στάδιο αναγνώρισης

αντικειμένων, αν υπάρχει. Επομένως, θα πρέπει να έχουμε σαν γνώμονα τις μεθόδους

που χρησιμοποιεί ο άνθρωπος για την τελική κατάτμηση. Στην πραγματικότητα, αυτή δεν

πραγματοποιείται σε ένα στάδιο, αλλά ιεραρχικά. Αρχικά λαμβάνεται η χαμηλού επιπέδου

πληροφορία, όπως το χρώμα και οι ακμές της εικόνας. Στη συνέχεια, συνδυάζεται αυτή

η πληροφορία σε μεσαίου επιπέδου χαρακτηριστικά, όπως η υφή ή η κίνηση. Για να υπερ-

βούμε το σημασιολογικό κενό μεταξύ χαμηλού επιπέδου χαρακτηριστικών και αφηρημένων

αντικειμένων υψηλού επιπέδου, σημαντικό ρόλο παίζει η ενσωμάτωση πιο αφηρημένων χα-

ρακτηριστικών, όπως οι συμμετρίες. Κατά τον Wertheimer ([45]) -ο οποίος εφάρμοσε τους

νόμους Gestalt στο πρόβλημα της αντιληπτικής ομαδοποίησης και οργάνωσης στην όραση-,

σημαντικοί παράγοντες που οδηγούν σε οπτική ομαδοποίηση είναι η ομοιότητα, η εγγύτη-

τα, η συνέχεια και η κλειστότητα. Με άξονα αυτούς τους παράγοντες, πρέπει λοιπόν να

αναθεωρήσουμε την κατασκευή του γράφου, επαναπροσδιορίζοντας τί πρέπει να θεωρούμε

ως κόμβους του γράφου και πώς πρέπει να συνδέονται μεταξύ τους. Εξάλλου, σύμφωνα

με τους Ren and Malik ([33]) τα pixel δεν είναι φυσικές οντότητες, αλλά το αποτέλε-

σμα της διακριτής αναπαράστασης της εικόνας. Μπορούμε ωστόσο, για την αναπαράσταση

σε προβλήματα γραφοθεωρητικής κατάτμησης, να μην αρκεστούμε στη διακριτοποίηση αυτή.

Εφαρμόζοντας τα παραπάνω θα εκμεταλλευτούμε σε πρώτο στάδιο την τοπική πληρο-

φορία, ενώνοντας pixel που είναι όμοια και κοντά μεταξύ τους, σε συστάδες από pixels

(superpixel). Αυτά θα αποτελούν τους κόμβους του γράφου. Στην πραγματικότητα, η

θέση και το χρώμα του superpixel -που είναι η πληροφορία που θα εκμεταλλευτούμε στην

συνέχεια για να κατασκευάσουμε τα βάρη του γράφου-, είναι η μέση τιμή της θέσης και του

χρώματος αντίστοιχα των pixel που το απαρτίζουν. Με αυτόν τον τρόπο και μειώνουμε

το πλήθος των κόμβων και δεν χανόμαστε στον θόρυβο της πολύ τοπικής πληροφορίας,

που προκύπτει από χρωματικές αντιθέσεις μεταξύ pixel. Τελικά, ελπίζουμε ότι το επόμενο

στάδιο, που στην περίπτωσή μας κάνει κατάτμηση κοιτάζοντας καθολικά την εικόνα, θα ολο-

κληρώσει αποτελεσματικά την τοπική πληροφορία. Αν επιτρέπαμε στα superpixel να έχουν

επικάλυψη μεταξύ τους, τότε η διαδικασία αυτή θυμίζει mean pooling που χρησιμοποιείται

κατά κόρον στην αρχιτεκτονική των νευρωνικών, μόνο που εδώ ο πυρήνας είναι μεταβλητού

μεγέθους. Η δημιουργία superpixel επιτυγχάνεται με υπερκατάτμηση της εικόνας, συνήθως

εκτελώντας αλγορίθμους κατάτμησης σε ”oversegmentation mode”. ([1],[6],[33],[40])

Παραδοσιακά, η υπερκατάτμηση μιας εικόνας γίνεται με τον αλγόριθμο του watershed

στην grayscale εκδοχή της εικόνας ή του gradient της εικόνας. Ωστόσο, όπως φαίνεται

και στο παρακάτω σχήμα (2.4) αυτό δημιουργεί πολύ άνισα superpixel με πολύ περίεργα μη

κυρτά όρια, που πλήττουν την ποιότητα της τελικής κατάτμησης, γιατί φέρνουν τα κέντρα

των superpixel πολύ κοντά μεταξύ τους εξαιτίας του περίεργου περιγράμματός τους. Α-

κόμη, δεν δίνουν κανέναν έλεγχο στον χρήστη κατά τη δημιουργία των superpixel, πράγμα

καθοριστικό όταν π.χ. υπάρχουν παραπάνω από μια αποδεκτές κατατμήσεις της εικόνας, αλ-

λά ανάλογα με την εφαρμογή εμείς θέλουμε να σεβαστούμε μόνο μια από αυτές (clustering
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ambiguity). Από μια μέθοδο σχηματισμού superpixel θα θέλαμε ιδανικά τα εξής:

• Να είναι χρονικά αποδοτική, ειδικά αν ο σχηματισμός superpixel αποτελεί βήμα προ-

επεξεργασίας.

• Να κάνει αποδοτική διαχείριση μνήμης, για να μπορεί να επεξεργαστεί μεγαλύτερα

μεγέθη εικόνων.

• Να δίνει στον χρήστη τη δυνατότητα να ελέγχει την υπερκατάτμηση, τον αριθμό ή το

πόσο συμπαγή θα είναι τα superpixel κλπ.

• Να δημιουργεί superpixels, που θα σέβονται τα περιγράμματα των αντικειμένων

(boundary-adherent).

• Να μπορεί να επεκταθεί σε supervoxels.

• Να δημιουργεί superpixel με απλό, ιδανικά κυρτό περίγραμμα. Στο [33] οι συγγρα-

φείς αναφέρουν, ότι η ομοιότητα εντός μιας περιοχής συνεπάγεται καμπύλες χαμηλής

ενέργειας εντός αυτής.

• Να ενισχύει εν τέλει την ποιότητα της κατάτμησης, αν πρόκειται για presegmentation

στάδιο.
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(αʹ) Image (151x176)

(βʹ) Watershed Superpixels (983) (γʹ) Watershed Superpixels Centroids

(δʹ) Watershed Superpixels on Image Gradient

(2083)

(εʹ) Watershed Superpixels Centroids on Image

Gradient

Σχήμα 2.4: Watershed Superpixels and Centroids on Image and Image Gradient
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Το πρώτο πράγμα που παρατηρούμε είναι, ότι στο gradient της εικόνας σχηματίζονται

πολύ περισσότερα superpixels από ότι στην κανονική εικόνα, πράγμα που όπως θα δούμε

μετά, αποβαίνει καταστρεπτικό για τη χρονική πολυπλοκότητα της κατάτμησης, αλλά βελτι-

ώνει την απόδοση σχετικά με τα watershed superpixel στην κανονική εικόνα. Επιπλέον,

εξαιτίας της ευαισθησίας της παραγώγου σε μικρές αλλαγές φωτεινότητας, βλέπουμε στο

αριστερό μέρος των τελευταίων εικόνων κάποια απομονωμένα pixel νησίδες, που αναγκα-

στικά σχηματίζουν μόνα τους superpixels. Επίσης, μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι εν

γένει η εφαρμογή του αλγορίθμου στην παράγωγο της εικόνας δημιουργεί superpixel, που

σέβονται περισσότερο τα περιγράμματα των αντικειμένων. Από την άλλη όμως, και στις δύο

μεθόδους παρατηρούμε, ότι κάποια κεντροειδή περιοχών που δεν μοιάζουν μεταξύ τους, έρ-

χονται πολύ κοντά χωρικά, εξαιτίας του μη κυρτού περιγράμματος κάποιων superpixel, που

μπορούν να οδηγήσουν τα κέντρα τους ακόμη και εκτός της περιοχής τους. Το αντίκτυπο

αυτού θα φανεί στη συνέχεια μέσα από την ποιότητα της κατάτμησης.

Στο πρόβλημά μας θα χρησιμοποιήσουμε τα SLIC superpixels ([1]) που είναι το απο-

τέλεσμα της εκτέλεσης του k−means σε ένα 5-διάστατο χωροχρωματικό χώρο, όπου οι 2

πρώτες συντεταγμένες είναι η [x, y] θέση κάθε pixel, ενώ οι 3 τελευταίες χρωματικές δια-

στάσεις είναι το [l, a, b] διάνυσμα χρώματος κάθε pixel, στο χώρο χρώματος CIELAB που

θεωρείται ως αντιληπτικά ομοιόμορφος για μικρές χρωματικές αποστάσεις (σαν ευκλείδειος

δηλαδή). Κατ΄ αυτόν τον τρόπο εκμεταλλευόμαστε τοπική πληροφορία που έχει σχέση με

την εγγύτητα και με την ομοιότητα. Ο αλγόριθμος παίρνει σαν είσοδο το μέγεθος των

superpixel (το οποίο είναι προσεγγιστικά τηρούμενο για κάθε ένα) και μια παράμετρο που

ρυθμίζει το πόσο boundary adherent θα είναι η έξοδος. Αν αυτή η παράμετρος γίνει πολύ

μεγάλη τα περιγράμματα γίνονται πολύ ευαίσθητα στις μικρές αλλαγές τιμών των pixel και,

όπως και αυτά του watershed, γίνονται πολύ μη κυρτά χαλώντας την ποιότητα της κα-

τάτμησης. Από την άλλη αν γίνει πολύ μικρή τότε εμφανίζονται φαινόμενα ”bleeding” στην

εικόνα, δηλαδή τα superpixel τεμνονται από ένα περίγραμμα αντικειμένου όπως φαίνεται

στο παρακάτω σχήμα 2.5. Η μέθοδος αυτή ανήκει στις προτεινόμενες (state-of-the-art)

μεθόδους κατασκευής superpixel σύμφωνα με το [40] που συγκρίνει όλες τις γνωστές με-

θόδους ως προς το οπτικό αποτέλεσμα, την χρονική διάρκεια, το boundary adherence και

πολλές άλλες μετρικές.

Στο πρώτο σχήμα μπορούμε να δούμε πως όσο απαιτούμε από τον αλγόριθμο να σέβε-

ται τα περιγράμματα των αντικειμένων, τόσο πιό πολύπλοκα γίνονται τα περιγράμματα των

superpixel, ενώ από την άλλη, μικρή προσαρμογή υποδηλώνει φαινόμενα ”leaking”. Αυτά,

επίσης, θα επηρεάσουν αρνητικά την τελική κατάτμηση, η οποία δεν θα μπορεί να βελτιωθεί

περαιτέρω αν τα δομικά αντικείμενα δεν συνθέτουν πραγματικά (σημασιολογικά) αντικείμενα

στην εικόνα. Τέτοια φαινόμενα παρατηρούμε και στο δεύτερο σχήμα, στο οποίο αλλάζουμε

μόνο το μέγεθος των superpixel, για την περίπτωση όλο και μεγαλύτερων superpixel.

Προφανώς, όπως θα δούμε και παρακάτω, υπάρχει σε αυτό το σημείο ένα trade-off μεταξύ

χρονικής πολυπλοκότητας (μεγάλα, αλλά λίγα superpixel) και απόδοσης (μικρά superpixel,

που δεν παρουσιάζουν ”leaking”) τουλάχιστον μέχρι κάποιο βαθμό.
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(αʹ) Boundary Adherence (βʹ) Superpixel Sizes

Σχήμα 2.5: SLIC parameters

Η σύνδεση των superpixel μεταξύ τους για την κατασκευή του γράφου είναι το επόμενο

στάδιο της ιεραρχικής δομής με την οποία αντιμετωπίζουμε την ολοκλήρωση της τοπικής

πληροφορίας. Θα χρησιμοποιήσουμε ένα Region Adjacency Graph (RAG) για την σύν-

δεση των superpixel. Ο λόγος είναι ότι ο γράφος που δημιουργείται είναι ακετά αραιός,

πράγμα που θα επιταχύνει τον αλγόριθμο κατάτμησης στην συνέχεια (με Lanczos μεθόδους

στον υπολογισμό των ιδιοτιμών) ενώ είναι και διαισθητικά σωστή επιλογή να μην συνδέουμε

superpixel που βρίσκονται πολύ μακριά, αφού όχι μόνο η χρωματική αντίθεση αλλά και η

χωρική απόσταση είναι μέτρα ανομοιότητας των κόμβων. Επίσης, δίνει πάντα συνεκτικό

γράφο σε αντίθεση με τον K-nn graph, με πιό γενική μορφή, αφού κόμβοι με πιό περίεργα

περιγράμματα έχουν εν γένει περισσότερους γείτονες. Βέβαια το τελευταίο παρατηρήσαμε

προηγουμένως πως συμβαίνει και στον μη-κατευθυνόμενο K-nn (symmetric or mutual).

Μπορούμε να σκεφτούμε τον RAG-SLIC γράφο σαν μια άλλη εκδοχή του Voronoi Tasse-

lation το οποίο εκμεταλλεύεται ο K-nn graph. Σε αυτή την εκδοχή το tasselation γίνεται

από την δημιουργία των superpixel, με βάση την απόσταση κάποιων προτοποθετημένων

(όχι όμως σταθερών) κέντρων, διαδικασία που καταλήγει λόγων k-means στην δημιουργία

περιοχών που χωρίζονται από την μεσοκάθετο, των κέντρων όμως, όχι των δεδομένων. Η

σύνδεση τέλος, δεν γίνεται από τα κοντινότερα κέντρα, αλλά από τα εφαπτόμενα περιγράμμα-

τα. Σίγουρα, θα ήταν ένα πολύ χρήσιμο αντικείμενο έρευνας η σύγκριση διάφορων γράφων

σε αλγορίθμους κατάτμησης, γιατί στην πράξη υπάρχει μεγάλη επίδραση του σταδίου αυτού

στο τελικό αποτέλεσμα της κατάτμησης. Οπτικά το αποτέλεσμα της κατάτμησης φαίνεται

στα παρακάτω σχήματα. Παρατηρούμε την συμπαγή δομή των SLIC superpixel, και την

κανονική δομή των γράφων RAG που σχηματίζονται που οδηγούν σε συνεπή και γρήγορη

κατάτμηση των εικόνων.
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(αʹ) Original Image (βʹ) SLIC superpixels

(γʹ) RAG-SLIC Graph (δʹ) Graph Output

Σχήμα 2.6: bird image. RAG-SLIC graph and Normalized Cut segmentation
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(αʹ) Coloured Clusters

(βʹ) Cluster 1 (γʹ) Cluster 2

Σχήμα 2.7: bird image. Clusters extended to pixels
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(αʹ) Original Image (βʹ) SLIC Superpixels

(γʹ) RAG-SLIC graph (δʹ) Normalized Cut Output

(εʹ) Output Extended to pixels

Σχήμα 2.8: baby segmentation
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(αʹ) SLIC Size=8 (βʹ) NCut

(γʹ) SLIC Size=18 (δʹ) NCut

Σχήμα 2.9: Size Parameter. Smaller superpixels is not always a better choice.

Περισσότερες εικόνες στο κεφάλαιο 3, μετά την περιγραφή του αλγορίθμου κατάτμησης

και των χαρακτηριστικών που λαμβάνονται στην κατασκευή του γράφου. Μια εποπτική

σύγκριση της κατάτμησης με Watershed superpixels και με SLIC superpixels ως προς

την ποιότητα και το χρόνο φαίνεται στο παρακάτω σχήμα 2.10:
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(αʹ) SLIC Superpixels (βʹ) Watershed Superpixels

Σχήμα 2.10: Σύγκριση ποιότητας και χρόνου μεταξύ των δύο μεθόδων κατασκευής super-

pixel. Η πρωτη μέθοδος εκτός από το ότι παρουσιάζει εμφανώς καλύτερα αποτελέσματα,

είναι και πολύ πιό γρήγορη. Ο σχηματισμός του γράφου πήρε 0.3 δευτερόλεπτα και για τις

δύο, ενώ στο πρώτο η τομή πήρε 0.005 δευτερόλεπτα και στο δεύτερο 0.05 δευτερόλεπτα.

Στο παραπάνω σχήμα 2.10 χρησιμοποιήθηκε για την τελική κατάτμηση ο αλγόριθμος

Normalized Cut που θα αναλυθεί στην συνέχεια. Είναι εμφανές ότι τα SLIC superpixels

εκτός από το γεγονός ότι επιταχύνουν την τελική κατάτμηση κατά 10 φορές, επειδή είναι

πιό αραιά τοποθετημένα στο χώρο και δημιουργούν μια σχετικά κανονική δομή στον RAG

γράφο, η ομαλή τοποθέτησή τους στο χώρο επιτρέπει σε πολύ καλύτερα αποτελέσματα

κατάτμησης από ότι τα Watershed superpixels, που όπως φαίνεται στην εικόνα κατευθύνουν

την κατάτμηση να διαχωρίσει μικρές κλάσεις λόγω απότομων αραιωμάτων στον γράφο της

εικόνας.

2.2 Εισαγωγή στη Φασματική Θεωρία Γράφων

2.2.1 Τελεστές επί των κόμβων

Από την στιγμή που συσχετίσαμε τον γράφο με ένα πίνακα (γειτνίασης), γίνεται φανερό

ότι μπορούμε να τον σκεφτόμαστε σαν ένα γραμμικό τελεστή επί των κορυφών. Ορίζοντας

ένα διάνυσμα f = (f1, · · · , fn) με τιμές πάνω στους κόμβους του γράφου και θεωρώντας μη

κατευθυνόμενους γράφους χωρίς ακμές ανακύκλωσης, η επίδραση του τελεστή πάνω στο

διάνυσμα είναι:

(Af)i =
∑
j∼i

fj

Δηλαδή η τιμή του Af στην κορυφή ui είναι το άθροισμα των τιμών των γειτόνων του

(και του εαυτού του αν υπάρχει ανακύκλωση). Επειδή κατα κάποιο τρόπο ο τελεστής
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”διαχέει” την πληροφορία της τιμής της κορυφής ui στους γείτονές του, ονομάζεται τελεστης

διάχυσης. Γνωρίζουμε από την γραμμική άλγεβρα ότι τα ιδιοδιανύσματα ενός πίνακα είναι

εκείνα τα διανύσματα στα οποία ο τελεστής επιδρά πολλαπλασιαστικά. Η πολλαπλασιαστική

σταθερά είναι η ιδιοτιμή του πίνακα. Τα ιδιοδιανύσματα και οι ιδιοτιμές του πίνακα γειτνίασης

έχουν την εξής γεωμετρική ερμηνεία:

λfi =
∑
j∼i

fj , ∀i = 1, · · · ,m

δηλαδή για κάθε κόμβο το άθροισμα των τιμών των γειτόνων είναι σταθερό πολλαπλάσιο

της υπάρχουσας τιμής του κόμβου. Παραδείγματος χάρη αν πάρουμε το σταθερό διάνυσμα

f = (1, 1, · · · , 1) η επίδραση του τελεστή είναι η εύρεση του βαθμού των κορυφών, ενώ το

διάνυσμα αυτό είναι ιδιοδιάνυσμα αν και μόνο αν ο γράφος είναι κ-κανονικός, δηλαδή όλες οι

κορυφές του έχουν τον ίδιο βαθμό κ. Το κ είναι ιδιοτιμή του πίνακα για το ιδιοδιάνυσμα αυτό.

Στην γενικότερη περίπτωση γράφου με βάρη ο αντίστοιχος πίνακας βαρών επιδρά στο δι-

άνυσμα των κορυφών ως: (Wf)i =
∑

j∼iwijfj+wiifi. Ο τελεστής αυτός λέγεται συνήθως

τελεστής μετάδοσης θερμότητας (heat diffusion operator). Φάσμα (Spectrum) ενός πίνα-

κα ονομάζεται το σύνολο των ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων του. Θα ορίζουμε ως φάσμα

ενός γράφου, το φάσμα του πίνακα γειτνίασης (ή βαρών) που τον περιγράφει. Η φασματική

θεωρία γράφων είναι ο τομέας που μελετά ιδιότητες των γράφων συσχετίζοντάς τες με τις

ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματά τους. Θα δούμε πως το φάσμα του γράφου δίνει πληροφορία

για πολλές καθολικές ιδιότητες του όπως την συνεκτικότητα, την διάμετρο, τη διμερότητα,

τον ισοπεριμετρικό αριθμό, τις συμμετρίες κλπ. Ακριβώς επειδή είναι καθολική ποσότητα

μπορεί να αποτελέσει και ένα μέτρο σύγκρισης μεταξύ γράφων πράγμα πολύ χρήσιμο σε

εφαρμογές ισομορφισμού γράφων ([32]) και άλλων combinatorial προβλημάτων που συχνά

στην πράξη είναι δύσκολο να λυθούν (NP − complete). Κάποια παραδείγματα γράφων και

των φασμάτων τους φαίνονται στην συνέχεια.

Για την μελέτη των ιδιοτιμών του πίνακα βαρών (υποθέτουμε θετικά βάρη), μπορούμε

να χρησιμοποιήσουμε την θεωρία Perron − Frobenius. Για μια εκτεταμένη αναφορά ο

αναγνώστης παραπέμπεται στο [27]. Κάποια πορίσματα της θεωρίας αυτής είναι τα εξής:

1. Η μεγαλύτερη ιδιοτιμή του πίνακα γειτνίασης είναι τουλάχιστον ίση με τον μέσο βαθμό

του γράφου και το πολύ ίση με τον μέγιστο βαθμό του γράφου. (Αυτό κατ΄ εξαίρεση

προκύπτει από τον variational ορισμό των ιδιοτιμών που θα δούμε αργότερα)

2. Αν ο γράφος είναι συνεκτικός η μεγαλύτερη ιδιοτιμή του έχει αλγεβρική πολλαπλότητα

1 και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα έχει όλα του τα στοιχεία θετικά.

3. Η μεγαλύτερη και η μικρότερη ιδιοτιμή του γράφου είναι αντίθετες αν και μόνο αν ο

γράφος είναι διμερής.

4. Με την αύξηση του βάρους μιας ακμής, το spectral radius ρA = maxi(|λi|) αυξάνε-

ται.
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΄Εχοντας περιορίσει την συζήτηση μας για μη-κατευθυνόμενους γράφους και άρα για συμ-

μετρικούς πίνακες βαρών, είμαστε σίγουροι ότι υπάρχουν n ιδιοτιμές πραγματικές. Μάλιστα,

ισχύει το εξής θεώρημα από γραμμική άλγεβρα.

Θεώρημα 2.1.

1. Αν ο πίνακας Α είναι συμμετρικός (γεν. Ερμιτιανός) τότε όλες οι ιδιοτιμές του είναι

πραγματικές.

2. Αν ο πίνακας Α είναι συμμετρικός (γεν. Ερμιτιανός) τότε δύο ιδιοδιανύσματά του που

αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές είναι κάθετα.

3. Αν ο πίνακας Α είναι συμμετρικός και λ1, · · · , λn είναι το σύνολο των ιδιοτιμών
του (όχι απαραίτητα διαφορετικών) τότε υπάρχουν διανύσματα ανα δύο ορθογώνια

x1, · · · , xn, xi ∈ Rn τέτοια ώστε τα xi να είναι ιδιοδιανύσματα των ιδιοτιμών λi.

Μια καλογραμμένη, πλήρης απόδειξη μπορεί να βρεθεί στο [42].

Θα σταθούμε λίγο ακόμη στους τελεστές επί των κορυφών για να καταδείξουμε άλλον

ένα πολύ σημαντικό τελεστή διάχυσης, που ονομάζεται walk operator. Ορίζεται ως :

P = WD−1
και επιδρά σε κάθε κόμβο :

(Pf)i =
∑
j∼i

fj
dj

Λέγεται walk matrix γιατί κωδικοποιεί τις δυναμικές ενός τυχαίου περιπατητή που μετα-

βαίνει σε κάθε επόμενη κορυφή ανάλογα με το βάρος της ακμής σύνδεσης. Η εφαρμογή του

σε ένα διάνυσμα f που περιγράφει τις πιθανότητες μετάβασης από ένα κόμβο σε έναν άλλο,

δίνει την πιθανότητα μετάβασης δύο βημάτων, δηλαδή (Pf)i = P(X2 = ui), όπου Xt είναι η
τυχαία μεταβλητή που δείχνει την κατάσταση του τυχαίου περιπατητή σε χρόνο t. Επειδή

όλες οι ιδιοτιμές του πίνακα ανήκουν στο διάστημα [0,1] (στοχαστικός πίνακας) και πάντα

το διάνυσμα f = s · d = s · (d1, · · · , dn) είναι ιδιοδιάνυσμα του γράφου ∀s ∈ R με ιδιοτιμή

λn = 1, η επαναληπτική εφαρμογή αυτού του τελεστή θα συγκλίνει τελικά στην αναλλοίωτη

κατανομή π =
d∑
n di

, του γράφου. Θα δούμε στην συνέχεια τη σχέση που έχουν οι τυχαίοι

περίπατοι με τα προβλήματα της φασματικής γραφοθεωρητικής κατάτμησης.

2.2.2 Graph Laplacians

΄Ενας ακόμη πίνακας που σχετίζεται με τον γράφο και που το φάσμα του κρύβει πολύ

μεγάλη πληροφορία για την δομή του είναι ο Graph Laplacian πίνακας που ορίζεται ως:

L = D−W

Για κίνητρο θα αναφέρουμε μόνο κάποιες εφαρμογές του που σχετίζονται με τυχαίους πε-

ριπατητές ([15]), διάδοση θερμότητας, graph embedding, συνεκτικότητα, αραιές τομές, ενώ
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χρησιμοποιείται συχνά στο φυσικό ανάλογο του γράφου με κυκλώματα ([12]) ή ελατήρια.

Ακόμη, το φάσμα του δίνει πλούσια πληροφορία για πολλές καθολικές ιδιότητες του γράφου.

Παραδείγματος χάρη δίνει πληροφορία για το πλήθος των συνεκτικών δέντρων του γράφου:

Θεώρημα 2.2. (Kirchhoff’s matrix tree theorem) Δοσμένου ενός συνεκτικού αβαρούς

γράφου, ο αριθμός των συνεκτικών δέντρων του είναι: t(G) =
1

n
λ2λ3 · · ·λn, όπου λ2,··· ,n

είναι οι μη μηδενικές ιδιοτιμές του Graph Laplacian.

Και αυτός ο πίνακας είναι συμμετρικός και επομένως έχει πραγματικές ιδιοτιμές και

ένα πλήρες σετ από κάθετα ιδιοδιανύσματα. Στην ειδική περίπτωση που ο γράφος είναι

k-κανονικός ισχύει L = kI − A και επομένως λi = d − µi, όπου λi,µi οι ιδιοτιμές των

L,A αντίστοιχα. Επίσης, οι δύο πίνακες έχουν κοινά ιδιοδιανύσματα. Στην γενικότερη

περίπτωση όμως το φάσμα τους διαφέρει.

Στο εξής θα θεωρήσουμε μη-κατευθυνόμενους γράφους με θετικά βάρη στις ακμές.

Οι ακμές ανακύκλωσης δεν αλλάζουν τον graph laplacian αφού προστίθενται εξίσου στον

πίνακα βαρών και τον πίνακα βαθμών. Μια ακόμη ιδιότητα του graph laplacian που δεν

έχει ο πίνακας γειτνίασης/βαρών είναι ότι ο L είναι θετικά ημι-ορισμένος. Ο τρόπος να

δει κανείς ότι ο πίνακας βαρών δεν έχει αυτή την ιδιότητα είναι να σκεφτεί ότι σε γράφους

χωρίς ανακύκλωση το trace(W ) = 0. ΄Ομως επειδή το trace είναι ίσο με το άθροισμα των

ιδιοτιμών, αν ο γράφος δεν είναι κενός, θα έχει και θετικές και αρνητικές ιδιοτιμές. Συνεπώς,

δεν είναι θετικά (ημι-)ορισμένος. Αντίθετα, ο graph laplacian έχει διαγώνια υπεροχή και

θετικά στοιχεία στην διαγώνιο άρα από το κριτήριο Sylvester είναι θετικά ημι-ορισμένος.

Επειδή μάλιστα οι γραμμές του αθροίζουν πάντα σε 0, το σταθερό διάνυσμα 1n είναι πάντα

ιδιοδιάνυσμα του πίνακα, με ιδιοτιμή 0. ΄Αρα, ποτέ ο graph laplacian δεν μπορεί να είναι

θετικά ορισμένος. Αυτό μπορεί να το δείξει κανείς και σχηματίζοντας την τετραγωνική

μορφή του πίνακα L.

xTLx = xTDx− xTWx =
m∑
i=1

dix
2
i −

m∑
i,j=1

wijxixj

=
1

2
(
m∑
i=1

dix
2
i − 2

m∑
i,j=1

wijxixj +
m∑
j=1

djx
2
j )

⇐⇒ xTLx =
1

2

m∑
i,j=1

wij(xi − xj)2 ≥ 0

(2.5)

Η τετραγωνική μορφή του πίνακα μας δίνει και μια παραπάνω χρήσιμη πληροφορία για την

συνάρτηση x επί των κορυφών. Μας λέει πόσο ομαλή είναι η συνάρτηση αυτή πάνω στον

γράφο. Πράγματι, εκτός του ότι η σταθερή συνάρτηση δίνει την μηδενική μορφή στην τε-

τραγωνική μορφή, άλλες συναρτήσεις που δεν αλλάζουν απότομα μεταξύ των ακμών δίνουν

μικρή τιμή στην τετραγωνική μορφή. Γιαυτό και παίζει κεντρικό ρόλο στην επιστήμη του

discrete signal processing on graphs ([38],[35]), που ασχολείται με την γενίκευση κλασσι-

κών προβλημάτων και αλγορίθμων σημάτων, όπως ο μετασχηματισμος Fourrier, η γραμμική
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πρόβλεψη, η συμπίεση σημάτων, η διάχυση κλπ. πάνω σε γράφους. Στο παρακάτω σχήμα

2.11 παρατηρεί κανείς ότι η ομαλότητα ενός σήματος πάνω σε μια διακριτή δομή όπως ο

γράφος, εξαρτάται εκτός από τις τιμές του σήματος και από τις συνδέσεις τον κόμβων του

γράφου. Σε μια συνεχή δομή δεν θα είχαμε κάτι αντίστοιχο. Απεικονίζουμε λοιπόν το ίδιο

σήμα f(u) επί των κορυφών πάνω σε 3 διαφορετικούς γράφους, με ίδιες κορυφές αλλά διαφο-

ρετικές ακμές. Με κόκκινο βλέπουμε τις θετικές τιμές και με μαύρο τις αρνητικές. Κατόπιν,

απεικονίζουμε την συνάρτηση στο χώρο του φάσματος κάθε γράφου. ΄Οπως στο συνεχή

χώρο είχαμε τα μιγαδικά εκθετικά σαν βάση του πυρήνα του μετασχηματισμού Fourier,

τώρα έχουμε σαν βάση τα ιδιοδιανύσματα του graph Laplacian. Δεδομένου ότι το πεδίο

ορισμού της αρχικής συνάρτησης είναι πάνω στο χώρο κορυφών του γράφου, η μετασχημα-

τισμένη θα έχει ισάριθμο πεδίο ορισμού αλλά στο χώρο των ιδιοτιμών του graph Laplacian.

Τελικά, ο μεταχηματισμός είναι απλά το εσωτερικό γινόμενο της αρχικής με κάθε ιδιοδιάνυ-

σμα του graph Laplacian. Παρατηρούμε πόσο πιό πλούσιο φασματικό περιεχόμενο έχουν

οι συναρτήσεις που ορίζονται πάνω στους δύο τελευταίους γράφους, οι οποίοι έχουν πολ-

λές συνδέσεις μεταξύ κόμβων με αρνητική και θετική τιμή σήματος. Επιβεβαιώνουμε το

ότι η εποπτική ομαλότητα των σημάτων ποσοτικοποιείται με την τετραγωνική μορφή του

graph Laplacian, υπολογίζοντας ότι: f>L1f = 0.13, f>L2f = 1.31, f>L3f = 1.81.

Σχήμα 2.11: Απεικονίζουμε το ίδιο σήμα σε 3 διαφορετικούς γράφους, για να καταδείξουμε

ότι η ομαλότητα του εξαρτάται και από την υποβόσκουσα δομή. Σχήμα από [38]

Το γεγονός ότι ο graph laplacian είναι θετικά ημι-ορισμένος σημαίνει ότι μπορεί να

παραγοντοποιηθεί ως το γινόμενο ενός πίνακα και του αναστρόφου του: L = BBT
. Στην

περίπτωσή μας ο πίνακας αυτός έχει μεγάλη σημασία και απλή ερμηνεία. Ας ορίσουμε τον

πίνακα πρόσπτωσης ενός κατευθυνόμενου γράφου, με θετικά βάρη στις ακμές ως τον πίνακα
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με στοιχεία:

bij =


+
√
wij , i 6= j s(ej) = ui

−√wij , i 6= j t(ej) = ui

0 otherwise.

Αν ορίσουμε και μια συνάρτηση κατευθυντικότητας των ακμών σ : E → V × V που ανα-

θέτει σε κάθε ακμή μια πηγή και ένα προορισμό, τότε ο graph laplacian παραγοντοποιείται

στο γινόμενο: L = BσB
T
σ , όπου ο Bσ είναι ο πίνακας πρόσπτωσης οποιουδήποτε κατευ-

θυνόμενου γράφου Gσ που προκύπτει από τον αντίστοιχο μη-κατευθυνόμενο G μετά την

εφαρμογή της συνάρτησης σ. ΄Οπως έχουμε δει όμως ο graph laplacian γράφεται και ως

D−W άρα δεν εξαρτάται από τον τύπο της συνάρτησης κατευθυντικότητας. Ο λόγος που

υπάρχει είναι για συνέπεια των ορισμών με τους κατευθυνόμενους γράφους. Θα δούμε στη

συνέχεια ένα θεώρημα που αφορά τον πίνακα πρόσπτωσης και βρίσκεται στην καρδιά του

spectral graph clustering.

Ας δούμε πρώτα το φάσμα του graph laplacian στη γενικότερη μοφή που ο γράφος δεν

είναι κανονικός. Η επίδραση του τελεστή graph laplacian πάνω σε ένα διάνυσμα f ορισμένο

στους κόμβους του γράφου είναι:

(Lf)i =
∑
j∼i

wij(fi − fj)

Η επίδραση αυτή είναι αντίστοιχη της Laplacian σε συνεχείς συναρτήσεις ([9],[13]). Αυτό

είναι ένα κεντρικό σημείο στον κλάδο του discrete calculus, που ασχολείται με ανάλυση

συναρτήσεων πάνω σε διακριτές δομές, που δεν έχουν απαραίτητα μια υποβόσκουσα συνε-

χή δομή. Για να το κάνουμε αυτό πιό ξεκάθαρο, αν ο B είναι ο πίνακας πρόσπτωσης του

Gσ, τότε ο BT
ορίζει ένα είδος διακριτής παραγώγου κατά μήκος διανυσμάτων εφαπτόμε-

νων πάνω σε ένα manifold (discrete covariant derivative) ∇ : RV × X (G) → RV πάνω

στις 0-φόρμες, που είναι το σύνολο των συναρτήσεων του RV . Για κάθε κόμβο ui ∈ V

συγκεντρώνουμε το σύνολο των ακμών που έχουν ένα άκρο στο ui

TuiG = {(ui, uj)|wij 6= 0} ∪ {(uj , ui)|wji 6= 0}

σε ένα σετ που μοιάζει με το διακριτό εφαπτόμενο χώρο του ui. Η ένωση των χώρων

αυτών για κάθε κορυφή είναι το λεγόμενο tangent bundle TG. Επομένως, ένα διακριτό

διανυσματικό πεδίο είναι μια συνάρτηση X : V → TG που αναθέτει σε κάθε κόμβο ui ∈ V
κάποια ακμή X(ui) = ek ∈ TuiG, και ονομάζουμε όλον αυτό το σύνολο των διακριτών

διανυσματικών πεδίων ως X (G). Κατόπιν, για κάθε συνάρτηση f ∈ RV και για κάθε

διανυσματικό πεδίο X ∈ X (G), ορίζουμε την συνάρτηση ∇Xf , ένα διακριτό ανάλογο της

covariant παραγώγου της συνάρτησης f ως προς το διανυσματικό πεδίο Χ,

(∇Xf)(ui) = BT (f)(X(ui))

εάν λοιπόν ek = (ui, uj), τότε

(∇Xf)(ui) =
√

(wij)(fi − fj)
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ενώ αν ek = (uj , ui), τότε

(∇Xf)(ui) =
√

(wij)(fj − fi)

τότε ο graph laplacian L δίνεται από τον τύπο L = BBT
και για κάθε κόμβο έχουμε:

(Lx)i =
∑
j∼i

wij(xi − xj)

Επομένως, ο graph laplacian εμφανίζεται να είναι ένα διακριτό ανάλογο του Bohner

Laplacian.

Ως προς τις ιδιοτιμές του graph laplacian θα παραθέσουμε το παρακάτω θεώρημα ([13]):

Θεώρημα 2.3. Δοθέντος ενός μη κατευθυνόμενου γράφου n κόμβων και c συνεκτικών

συνιστωσών και ενός πίνακα πρόσπτωσης B, τότε:

1. c = dim(Ker(BT )) και rank(B) = n− c

2. Ο πυρήνας του BT
έχει μια βάση που αποτελείται από δείκτριες συναρτήσεις των

συνεκτικών συνιστωσών του γράφου.

3. Ο πληθάριθμος των μηδενικών ιδιοτιμών του graph laplacian είναι ίσος με τον αριθμό

των συνεκτικών συνιστωσών του γράφου.

Αντίστροφα, το θεώρημα αυτό μας λέει ότι όταν ο γράφος είναι συνεκτικός, ισχύει

λ2 > 0. Μάλιστα, η πρώτη μη-μηδενική ιδιοτιμή του graph laplacian ονομάζεται αλγεβρική

συνεκτικότητα του γράφου ή αριθμός Fiedler. Ο λόγος είναι ότι όσο πιό μακριά από το

0 βρίσκεται,τόσο πιό πυκνά συνδεδεμένος είναι ο γράφος. Αυτό το είδαμε στο προηγο-

ύμενο θεώρημα για τον πίνακα γειτνίασης/βαρών και την αύξηση της του spectral radius

με την προσθήκη/ενδυνάμωση των ακμών. Ανάποδα, κοιτάζοντας συνεκτικούς γράφους

με μεγάλες δεύτερες ιδιοτιμές (δες σχήμα) παρατηρούμε ότι η αύξηση της συνεκτικότητας

δεν σχετίζεται απαραίτητα με την προσθήκη μεγάλου αριθμού ακμών, αλλά με την ”έξυπνη”

σύνδεσή τους, ώστε η αφαίρεση οποιονδήποτε από αυτές να μην χωρίζει το γράφο σε πολλές

συνιστώσες. Μάλιστα, υπάρχουν γράφοι με πληθικότητα ακμών |E| = O(|V |), που έχουν

πάρα πολύ ισχυρή συνεκτικότητα. Αυτοί οι γράφοι ονομάζονται expanders και χρησιμο-

ποιούνται πολύ σε εφαρμογές τηλεπικοινωνιών ή δικτύων που ο στόχος είναι η κατασκευή

ενός robust συστήματος, με μεγάλη ανεκτικότητα στην καταστροφή κάποιων συνδέσεων.

Θα θεμελιώσουμε καλύτερα τα παραπάνω στο επόμενο κεφάλαιο μεσω του ισοπεριμετρικού

προβλήματος και της σταθεράς Cheeger.

Το επόμενο που θα χρειαστεί είναι να ορίσουμε μια σταθμισμένη εκδοχή του graph

laplacian που θα χρησιμοποιήσουμε στα επόμενα κεφάλαια. Στην βιβλιογραφία υπάρχουν

δύο εκδοχές normalized graph laplacian με τους εξής τύπους:

1. Lsym = D−1/2LD−1/2
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2. Lrw = D−1L

Ο Lsym είναι συμμετρικός πίνακας, ενώ ο Lrw σχετίζεται πολύ με τυχαίους περιπατητές στο

γράφο και με rapidly mixing Markov chains. Τα επόμενα θεωρήματα είναι πολύ χρήσιμα

για την συνέχεια οπότε τα παραθέτουμε χωρίς απόδειξη. ΄Ισως πρώτα όμως πρέπει να

φτιάξουμε το πλαίσιο στο οποίο δουλεύουμε και αποδεικνύουμε αυτά τα θεωρήματα. Το

επόμενο θεώρημα που εξετάζει τις ιδιοτιμές από την σκοπιά της θεωρίας βελτιστοποίησης

θα μας βοηθήσει.

Θεώρημα 2.4. (Courant-Fischer) Αν ο Α είναι συμμετρικός πίνακας n × n, με
ιδιοτιμές λ1 ≤ · · · ≤ λn και ιδιοδιανύσματα {u1, · · · , un}, τότε:

λk = min
S⊆Rn

dim(S)=k

max
x∈S
x 6=0

xTAx

xTx
= max

S⊆Rn
dim(S)=n−k+1

min
x∈S
x 6=0

xTAx

xTx

Και η λύση που πετυχαίνει το ελάχιστο είναι το ιδιοδιάνυσμα της ιδιοτιμής αυτής (uk).

Για παράδειγμα αυτό το θεώρημα μας λέει πως :

λ1 = min
x∈Rn

xTAx

xTx
, λn = max

x∈Rn
xTAx

xTx
, λk+1 = min

x 6=0
x∈{u1,··· ,uk}⊥

xTAx

xTx

Ο λόγος RA(x) = xTAx
xT x

ονομάζεται στην βιβλιογραφία πηλίκο Rayleigh και χρησιμο-

ποιείται σε πολλά προβλήματα βελτιστοποίησης ειδικά σε προβλήματα ιδιοτιμών, π.χ. στη

PCA ή στο Normalized Cuts που θα αναλύσουμε στη συνέχεια.

Θεώρημα 2.5. (Poincare separation theorem) Αν ο Α είναι συμμετρικός πίνακας

n× n, με ιδιοτιμές λ1 ≤ · · · ≤ λn και ο P είναι n×m πίνακας με την ιδιότητα P>P = I

(m ≤ n), τότε ο πίνακας B = P>AP έχει τις εξής ιδιότητες:

1. Αν µ1 ≤ · · · ≤ µn είναι οι ιδιοτιμές του Β τότε λi ≤ µi ≤ λn−m+i, ∀i ∈ {1, · · ·m}

2. Αν λi = µi, τότε υπάρχει ένα ιδιοδιάνυσμα u του B με ιδιοτιμή µi τέτοιο ώστε το Ru

να είναι ιδιοδιάνυσμα του Α με ιδιοτιμή λi.

Το τελευταίο έχει σαν αποτέλεσμα ότι:

λ1 + · · ·+ λm ≤ tr(P>AP ) ≤ λn−m+1 + · · ·+ λn

Μια πλήρης απόδειξη των θεωρημάτων αυτών μπορεί να βρεθεί στο [13].

Θεώρημα 2.6. Αν G = (V,W ) είναι ένας γράφος χωρίς απομονωμένες κορυφές, τότε οι

γράφοι Λαπλάσιαν που σχετίζονται μάυτόν έχουν τις εξής ιδιότητες ([9]):

1. Ο συμμετρικός Λαπλάσιαν είναι συμμετρικός και θετικά ημιορισμένος με τετραγωνι-

κή μορφή:

xTLsymx =
1

2

m∑
i,j=1

wij(
xi√
di
− xj√

dj
)2, ∀x ∈ IRm
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2. Οι πίνακες L,Lrw είναι όμοιοι και επομένως έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές και κάθε ιδιοδι-

άνσμα του πρώτου αν πολλαπλασιαστεί από αριστερά με το D1/2
αποτελεί ιδιοδιάνυσμα

του δεύτερου για την ίδια ιδιοτιμή. Αυτό μάλιστα σημαίνει ότι παρότι ο Lrw δεν είναι

συμμετρικός έχει πραγματικές ιδιοτιμές και πλήρη βάση ιδιοδιανυσμάτων. Αν και όχι

πάντα ορθοκανονική.

3. ΄Ενα διάνυσμα u 6= 0 είναι λύση του γενικευμένου προβλήματος ιδιοτιμών Lu = λDu

αν και μόνο αν το D1/2u είναι ιδιοδιάνυσματου Lsym για την ιδιοτιμή λ και αν και

μόνο αν το ίδιο διάνυσμα είναι και ιδιοδιάνυσμα του Lrw για την ίδια ιδιοτιμή.

4. Οι πίνακες L,Lrw έχουν τον ίδιο πυρήνα. Κάθε στοιχείο του πυρήνα τους είναι στοιχείο

του πυρήνα του Lsym αν πρώτα πολλαπλασιαστεί από αριστερά με D
1/2
. ΄Αρα, το 1

ανήκει στο πυρήνα του Lrw και το D
1/21 στον πυρήνα του Lsym.

5. Κάθε ιδιοτιμή του συμμετρικού Λαπλάσιαν ανήκει στο διάστημα [0,2]. Επιπλέον, αν η

μεγαλύτερη ιδιοτιμή είναι ίση με 2,τότε ο γράφος έχει ένα μη-τετριμμένο, συνεκτικό

διμερές κομμάτι.

6. Αν έχουμε τουλάχιστον 2 κορυφές και ο γράφος δεν είναι πλήρης, τότε η δεύτερη

ιδιοτιμή του συμμετρικού Λαπλάσιαν είναι μικρότερη ή ίση με 1. Από την άλλη, ο

γράφος θα είναι πλήρης αν και μόνο αν λ2 = n/(n− 1).

7. Για κάθε γράφο χωρίς απομονωμένες κορυφές και με περισσότερες από 2 κορυφές

ισχύει για τις ιδιοτιμές της συμμετρικής Λαπλασιαν ότι: λn ≥ n/(n− 1).

8. Το φάσμα ενός γράφου είναι η ένωση των φασμάτων των συνεκτικών συνιστωσών

του.





Κεφάλαιο 3

Φασματική κατάτμηση γράφων

με την ελαχιστοποίηση

σταθμισμένων τομών

3.1 Εισαγωγή

Στο προηγούμενο κεφάλαιο, αναφέραμε πληθώρα χρήσεων της φασματικής θεωρίας

γράφων για εύρεση διαφόρων (κυρίως καθολικών) ιδιοτήτων ενός γράφου, καθώς και δι-

άφορα προβλήματα που στην βιβλιογραφία επιλύονται με εύρεση του φάσματος ενός γράφου,

όπως ο ισομορφισμός δύο γράφων κλπ. Σε αυτό το κεφάλαιο θα εστιάσουμε σε μεθόδους

γραφοθεωρητικής κατάτμησης με εφαρμογή σε σημασιολογική κατάτμηση εικόνων, σε ε-

ντοπισμό κοινοτήτων σε κοινωνικά δίκτυα ή σε point cloud δεδομένα. Ο στόχος της συ-

σταδοποίησης είναι κυρίως το exploratory data analysis, δηλαδή η εποπτική επεξεργασία

των δεδομένων, η απεικόνιση τους σε χώρους που κάποια χαρακτηριστικά είναι πιο εμ-

φανή, η ανακατασκευή των κλάσεων της υπόθεσης (π.χ. από stochastic block models ή

low-dimensional manifolds) καθώς και η συμπίεση δεδομένων με ελάττωση της διάστασης

των χαρακτηριστικών. Βιβλιογραφικά, υπάρχουν πολλές μέθοδοι για κατάτμηση δεδομένων

([20]), με πιο γνωστή τη μέθοδο του k-means. Συνοπτικά, αναφέρουμε ότι σε αυτή τη

μέθοδο θέτουμε μια αρχική κατάτμηση των δεδομένων τοποθετώντας τυχαία ή με κάποιο

πιο έξυπνο τρόπο τα κεντροειδή των κλάσεων. Στη συνέχεια, αναθέτουμε τα σημεία στα

κοντινότερα (με κάποια έννοια απόστασης) κεντροειδή. Κατόπιν, ανανεώνουμε τη θέση των

κεντροειδών, ώστε να βρίσκονται στο κέντρο βάρους των σημείων της κλάσης τους και

επαναλαμβάνουμε αρκετές φορές αυτή τη διαδικασία ανάθεσης σημείων σε κλάσεις και ανα-

νέωσης των κεντροειδών. Ο στόχος αυτής της επαναληπτικής διαδικασίας είναι να μειώσει

την απόσταση των κεντροειδών από τα (άγνωστα) σημεία κάθε κλάσης. Αν και υπάρχουν

κάποιες θεωρητικές εγγυήσεις για την επίδοση του k-means, επειδή η ελαχιστοποίηση της

μετρικής που χρησιμοποιεί είναι NP-hard, συχνά μπορεί να κολλήσει σε τοπικά ελάχιστα

της αντικειμενικής συνάρτησης, κάτι που αποβαίνει μοιραίο για την επίδοση του αλγορίθμου.

35
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Ο λόγος που θα θέλαμε να χρησιμοποιήσουμε γραφοθεωρητικές μεθόδους, είναι το ότι ο

k-means δρα σε διανύσματα χαρακτηριστικών και όχι σε γράφους, οπότε αν μας δίνεται ε-

ξαρχής ένας γράφος προς κατάτμηση π.χ. ένα κοινωνικό δίκτυο ή ένα δίκτυο πρωτεϊνών, δεν

υπάρχει άμεσος τρόπος να εφαρμόσουμε τον k-means διατηρώντας ταυτόχρονα τη σημασιο-

λογία του γράφου. Επιπλέον, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχήμα ο κλασσικός k-means

δεν έχει την δυνατότητα να αναγνωρίσει μη-κυρτά clusters. Αντίθετα, οι μέθοδοι φασμα-

τικής γραφοθεωρητικής κατάτμησης δεν κάνουν υποθέσεις για την δομή των άγνωστων

clusters και γι΄ αυτό μπορούν να κατατμήσουν σχήματα, όπως οι διαπλεκόμενες σπείρες ή οι

ομόκεντροι κύκλοι που φαίνονται στο παρακάτω σχήμα (3.1,3.2). Τελικά βέβαια, μπορούμε

να υπερβούμε το περιορισμό της ευκλείδειας απόστασης που καταλήγει σε διαχωρισμό μόνο

κωρτών cluster χρησιμοποιώντας kernel k-means. Υπάρχουν πυρήνες για τους οποίους

ο αλγόριθμος του k-means ισοδυναμεί με τις φασματικές μεθόδους κατάτμησης. Ο ανα-

γνώστης παραπέμπτεται στα ([34],[2]). Για τους ίδιους λόγους αποτυγχάνουν και άλλες

μέθοδοι που χρησιμοποιούν επαναληπτικές διαδικασίες όπως ο EM αν υποθέτουν κάποια

μορφή για τις κατανομές.

(αʹ) K-means (βʹ) Normalized Cuts

Σχήμα 3.1: Κατάτμηση ομόκεντρων κύκλων

Σχήμα 3.2: Κατάτμηση διαπλεκόμενων σπειρών με Normalized Cuts

Επιπλέον, αφού το πρόβλημα είναι η κατάτμηση ενος γράφου σε Κ κομμάτια, φρο-

ντίζοντας να συσταδοποιήσουμε διαφορετικά, σημεία που είναι μακριά και άλλα έχουν μικρή
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ομοιότητα, θα μπορούσε κανείς να υποθέσει ότι αν ο γράφος είναι σωστά κατασκευασμένος,

με μια κατωφλιοποίηση στις ακμές του γράφου στο σημείο που θα μας έδιναν Κ συνιστώσες

θα πέρναμε αρκετά καλές κλάσεις. Η μέθοδος αυτή αποτυγχάνει για το λόγο ότι βασίζεται

πολύ στην καλή κατασκευή του γράφου, πρόβλημα που όμως είναι επίσης μη επιβλεπόμενο.

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται ένα παράδειγμα με 3 κλάσεις που ο αλγόριθμος διαχωρίζει

μια μοναδική κορυφή σε μια κλάση.

Σχήμα 3.3: Αλγόριθμος κατωφλιοποίησης γράφου

Παρότι το ζητούμενο είναι η γραφοθεωρητική κατάτμηση, δεν είναι ακόμη ξεκάθαρο πως

υπεισέρχεται η φασματική θεωρία γράφων στην επίλυση του προβλήματος. Ο λόγος είναι η

χρήση της μετρικής μας, της οποίας η βελτιστοποίηση θα καταλήξει σε ένα πρόβλημα ιδιο-

διανυσμάτων. Σε αυτό το σημείο κάποιος θα μπορούσε να αναρωτηθεί γιατί δεν βρίσκουμε

στον γράφο την ελάχιστη τομή (έστω ότι ψάχνουμε 2 κλάσεις), πρόβλημα που έχει επιλυθεί

με την μοντελοποίηση του σαν γραμμικό πρόγραμμα και χρησιμοποιώντας την δυϊκότητα

ελάχιστης τομής-μέγιστης ροής. Το τελευταίο πρόβλημα λύνεται με τον αλγόριθμο Ford-

Fulkerson ή με άλλες γενικότερες παραλλαγές του. Το πρόβλημα με την ελάχιστη τομή είναι

ότι συνήθως απομονώνει πολύ πολύ μικρά κομμάτια του γράφου, ακόμη και μια μεμονωμένη

κορυφή, και συνεπώς το αποτέλεσμα δεν έχει κανένα σημασιολογικό νόημα (πιό πολύ κόβει

outliers: ένα pixel σε μια εικόνα ή ένα κόμβο σε ένα κοινωνικό δίκτυο). Η μετρική που θα

χρησιμοποιήσουμε ονομάζεται Normalized Cut [37] και εκτός από την ελαχιστοποίηση της

τομής ταυτόχρονα μεγιστοποιεί τον όγκο κάθε κλάσης, μετρούμενο ως προς το συνολικό

βάρος των ακμών της. Φορμαλιστικά για Κ κλάσεις (A1, · · · , AK),

Ncut(A1, ..., AK) =

K∑
i=1

links(Ai, Āi)

vol(Ai)
=

K∑
i=1

cut(Ai, Āi)

vol(Ai)
, (3.1)

όπου

links(A,B) =
∑

ui∈A,uj∈B
wij ,

cut(A) = links(A, Ā),
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assoc(A) = links(A,A),

vol(A) =
∑
ui∈A

d(ui) = cut(A) + assoc(A)

Στο παρακάτω σχήμα βλέπουμε πως επιδρά σε ένα απλό γράφο.

Σχήμα 3.4: Min Cut versus Min Normalized Cut

3.2 Φασματική κατάτμηση γράφου σε 2 κλάσεις

Στην ενότητα αυτή θα μοντελοποιήσουμε το πρόβλημα της σταθμισμένης τομής σαν ένα

πρόβλημα συνδυαστικής βελτιστοποίησης, και θα το επιλύσουμε χαλαρώνοντάς το σε ένα

επιλύσιμο πρόβλημα ιδιοτιμών. Θα επικεντρωθούμε στην κατάτμηση σε 2 κλάσεις γιατι πα-

ρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον και μεγάλη βιβλιογραφία σε πολλούς επιστημονικούς χώρους

όπως οι θεωρητικοί αλγόριθμοι, η μηχανική μάθηση, η όραση υπολογιστών, η θεωρία βελ-

τιστοποίησης και κατόπιν θα επεκτείνουμε την ανάλυση σε πολλές κλάσεις.

3.2.1 Μοντελοποίηση προβλήματος

΄Εστω ότι μας δίνεται ένας γράφος G(V, E) με κορυφές {u1, · · · , un} στις οποίες ο-

ρίζουμε μια πραγματική συνάρτηση x : V → R. Στο κεφάλαιο αυτό θα θεωρούμε κυρίως

συνδεδεμένους γράφους. Αν είναι μη-συνδεδεμένοι, τότε σίγουρα δεν θα υπάρχουν απομο-

νωμένοι κόμβοι , έτσι ώστε ο βαθμός κάθε ακμής να είναι θετικός. ΄Εστω επίσης ότι σε κάθε

ακμή {ui, uj} ανατίθεται ένα βάρος wij ≥ 0. Στόχος είναι ο διαχωρισμός των κορυφών σε

δύο κλάσεις (A, Ā), επομένως έχει νόημα η συνάρτηση επί των κορυφών να έχει την μορφή:

xi =

{
a, ui ∈ A
b, ui 6∈ A
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όπου προφανώς a 6= b. Αν ορίσουμε X = (x1, · · · , xn) το διάνυσμα των τιμών της συνάρ-

τησης πάνω στις κορυφές τότε η σωστή ερμηνεία του διανύσματος αυτού είναι ότι αποτελεί

ένα σημείο P(X) του πραγματικού προβολικού χώρου RPn−1
με ομογενείς συντεταγμένες

(x1 : · · · : xn). Ο λόγος που χρειαζόμαστε την σωστή ερμηνεία του διανύσματος είναι

για να ορίσουμε ποιά απόσταση μεταξύ διανυσμάτων είναι η κατάλληλη σε αυτό το χώρο,

όπως θα δούμε στην συνέχεια. Από την τετραγωνική μορφή της Laplacian που είδαμε στο

προηγούμενο κεφάλαιο έχουμε:

X>LX = (a− b)2cut(A, Ā)

ενώ εύκολα αποδεικνύεται ότι:

X>DX = vol(A)a2 + vol(Ā)b2

΄Ομως,

Ncut(A, Ā) =
cut(A, Ā)

vol(A)
+
cut(Ā, A)

vol(Ā)
=

vol(G)

vol(A)vol(Ā)
cut(A, Ā),

αν επιλέξουμε κατάλληλα τα a, b μπορούμε να εκφράσουμε την σταθμισμένη τομή σαν ένα

γενικευμένο Rayleigh κριτήριο.

Ncut(A, Ā) =
X>LX

X>DX
⇐⇒ (a− b)2

vol(A)a2 + vol(Ā)b2
=

vol(G)

vol(A)vol(Ā)

Το τελευταίο είναι ισοδύναμο μετά από λίγη άλγεβρα με: vol(A)a+vol(Ā)b = 0 ή ισοδύναμα

X>D1N = 0. Μάλιστα, δεν χρειάζεται καν να επιβάλλουμε τον περιορισμό a 6= b. Αρκεί

να απαιτήσουμε κανένα cluster να μην είναι κενό και το διάνυσμα να μην είναι το μηδενικό.

Τότε, vol(A), vol(Ā) 6= 0 και από την τελευταία εξίσωση που συνδέει τα a, b γραμμικά

προκύπτει a, b 6= 0. Τότε όμως αναγκαστικά, a 6= b αλλιώς vol(G) = 0, πράγμα άτοπο.

Το ότι ο περιορισμός εξάγεται φυσικά από τον τύπο του προβλήματος είναι πολύ σημαντικό

για να μπορούμε ταυτόχρονα να είμαστε σίγουροι ότι έχουμε κάνει σωστή μοντελοποίηση

του προβλήματος και ότι μπορούμε να λύσουμε αποδοτικά την χαλαρωμένη εκδοχή που θα

δούμε στην συνέχεια. Στην συνέχεια, λόγω ισοδυναμίας των παραπάνω, θα απαιτούμε απλά

τα στοιχεία του διανύσματος να είναι μη μηδενικά.

΄Εστω λοιπόν το σετ των διανυσμάτων μας:

X = {(x1, · · · , xn)|xi ∈ {a, b}, a, b ∈ R, a, b 6= 0}

καθώς και το σετ των λύσεών μας:

K = {X ∈ X |XTD1N = 0}.

Ψάχνουμε λύσεις στο RPn−1
τέτοιες ώστε να επιλύουν το εξής πρόβλημα:

min
X

XTLX

XTDX

s.t. XTD1N = 0, X ∈ X
(3.2)
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Επειδή και η αντικειμενική συνάρτηση και οι περιορισμοί είναι scale− invariant μπορούμε
να σχηματίσουμε το ισοδύναμο πρόβλημα:

min
X

XTLX

s.t. XTDX = 1, XTD1N = 0, X ∈ X
(3.3)

Η ισοδυναμία αυτή έγγειται όχι στο ίδιο σύνολο λύσεων αλλά στο γεγονός ότι αν βρούμε

μια λύση στο δεύτερο πρόβλημα τότε κάθε πολλαπλάσιό της είναι λύση του αρχικού. Από

την άλλη, για να είμαστε σίγουροι ότι δεν θα χάσουμε καμία λύση πρέπει να δείξουμε και

το ανάποδο, δλδ ότι κάθε λύση του πρώτου προβλήματος, έστω X∗ αντιστοιχεί σε μια λύση

του δεύτερου προβλήματος. Εδώ αυτή η λύση είναι η X∗/(X∗>DX∗)1/2
Μπορούμε να

θεωρήσουμε ότι έχουμε το ίδιο σετ λύσεων μεταξύ των δύο προβλημάτων, όπως αυτά εκ-

φράζονται από την ισοδυναμία των σημείων στο προβολικό χώρο. Δυστυχώς, το τελευταίο

πρόβλημα έχει αποδειχθεί από τον C.Papadimitriou, ότι ακόμη και για Κ=2 και ακόμη και

για επίπεδους γράφους είναι NP − complete. ΄Οπως συνηθίζεται στην συνδυαστική βελτι-

στοποίηση θα λύσουμε το πρόβλημα σε ένα μεγαλύτερο συνεχή χώρο επακριβώς και κατόπιν

θα στρογγυλοποιήσουμε την λύση μας σε μια προσεγγιστική λύση. Για αυτή τη λύση υπάρ-

χουν και θεωρητικές εγγυήσεις για το πόσο καλή προσέγγιση αποτελεί. Η διαισθητικά σω-

στή χαλάρωση είναι να αφήσουμε το διάνυσμα να παίρνει τιμές σε όλο το Rn. Ωστόσο υπάρ-

χουν και άλλοι τρόποι να κάνει κανείς χαλάρωση στο πρόβλημα όπως να αλλάξει την μετρική

της απόστασης. Θα αναφέρουμε κάτι τέτοιο στην συνέχεια. Για να εκμεταλλευτούμε το

θεώρημα του προηγούμενου κεφαλαίου, πρώτα θέτουμε Y = D1/2X ⇐⇒ X = D−1/2Y ,

οπότε το πρόβλημα στο συνεχή χώρο γίνεται:

min
Y

Y >LsymY

s.t. Y >Y = 1, Y >D1/21N = 0
(3.4)

όπου Lsym = D−1/2LD−1/2
. Τα ολικά ελάχιστα της συνάρτησής μας βρίσκονται στην θέση

οποιουδήποτε ιδιοδιανύσματος του συμμετρικού Λαπλάσιαν που αντιστοιχεί στην δεύτερη

ιδιοτιμή. Από τον δεύτερο περιορισμό αυτό το ιδιοδιάνυσμα πρέπει να έχει μέτρο μονάδα. Για

να ικανοποιήσουμε τον τελευταίο περιορισμό παρατηρούμε τα εξής: Κοιτάζοντας τις ιδιοτιμές

του πίνακα Λαπλάσιαν παρατηρήσαμε ότι πάντα έχει ιδιοτιμή το 0 και ιδιοδιάνυσμα το σταθερό

διάνυσμα (αν ο γράφος είναι συνδεδεμένος). Αν όχι μπορούμε να δουλέψουμε ξεχωριστά

σε κάθε συνεκτική συνιστώσα γιατί ο σχηματισμένος πίνακας είναι block-διαγώνιος και

συνεπώς η ένωση των επιμέρους φασμάτων των υποπινάκων, συγκροτεί το φάσμα όλου του

πίνακα). Συνεπώς, με αλλαγή μεταβλητής καταλήγουμε ότι το D1/21N ανήκει στο πυρήνα

του Lsym. Επειδή ο πίνακας είναι συμμετρικός όμως υπάρχει τρόπος, όπως είδαμε στο

προηγούμενο κεφάλαιο να βρούμε ένα πλήρες σετ από κάθετα ιδιοδιανύσματα. Συνεπώς και

το δεύτερο ιδιοδιάνυσμα θα είναι κάθετο στο D1/21N .

Επόμένως , η λύση στο αρχικό χαλαρωμένο πρόβλημα είναι η Z = D−1/2v2, όπου vi είναι

τα ιδιοδιανύσματα του συμμετρικού Λαπλάσιαν. Μπορεί να αποδείξει κανείς ότι το Z είναι

ιδιοδιάνυσμα του Lrw που ορίσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Ο Lrw έχει ιδιοδιανύσματα
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που έχουν μεγαλύτερη φυσική σημασία από αυτά του Lsym, γιατί σε συνδεδεμένο γράφο το

διάνυσμα 1N είναι ιδιοδιάνυσμα του πίνακα και επομένως σε γράφο με πολλές συνεκτικές συ-

νιστώσες η δείκτρια συνάρτηση κάθε συνεκτικής συνιστώσας είναι επίσης ιδιοδιάνυσμα του

πίνακα. Επιπλέον, όταν κάνουμε μικρή διαταραχή προσθέτοντας λίγες ακμές στον γράφο,

επειδή η συνάρτηση των ιδιοδιανυσμάτων επί των ακμών είναι συνεχής περιμένουμε ομα-

λή συμπεριφορά, δηλαδή σε γράφο με καλά ομαδοποιημένες κλάσεις περιμένουμε πως τα

ιδιοδιανύσματα θα είναι κοντά στις δείκτριες συναρτήσεις κάθε κλάσης. Αυτό ισχύει προ-

φανώς και για παραπάνω από 2 κλάσεις. Από την άλλη όμως είναι πιο αριθμητικά σταθεροί

οι αλγόριθμοι που υπολογίζουν ιδιοδιανύσματα σε συμμετρικούς πίνακες των οποίων είναι

εξασφαλισμένο ότι οι ιδιοτιμές είναι πραγματικές ενώ ο Lrw δεν είναι συμμετρικός, οπότε

αυτή η ¨συνέχεια’ των ιδιοδιανυσμάτων χάνεται σαν πληροφορία στην αριθμητική αστάθεια.

Υπάρχουν και άλλοι λόγοι που θα ήθελε κανείς να χρησιμοποιήσει τον Lrw, όπως για την

εποπτική επεξεργασία του διαγράμματος των ιδιοτιμών που όπως θα δούμε στην συνέχεια

έχει μεγάλη σημασία. Γιάυτό και προτείνεται η χρήση του από το [25]. Ωστόσο, αυτός δεν

είναι αρκετός λόγος για να χρησιμοποιηθεί στον τελικό αλγόριθμο κατάτμησης αφού σαν

προστάδιο για την εποπτεία μπορούμε να τον χρησιμοποιήσουμε ανεξάρτητα.

3.2.2 Σύγκριση με άλλους αλγορίθμους φασματικής κατάτμησης

Σε αυτό το σημείο θα θέλαμε να σταθούμε για να αναρωτηθούμε γιατί πρέπει κανείς να

σταθμίσει τον πίνακα Λαπλάσιαν για να λύσει ένα πρόβλημα κατάτμησης. Η τετραγωνική

μορφή που ελαχιστοποιήσαμε μοιάζει ελαφρά διαφορετική από την τετραγωνική μορφή του

πραγματικού Λαπλάσιαν. ΕπειδήX>LX = 1/2
∑

i,j wij(xi−xj)2 = cut(A, Ā), η ελαχιστο-

ποίηση της τετραγωνικής μορφής της συνάρτησης μας δίνει την ελάχιστη τομή του γράφου.

Φυσικά, πρέπει να κοιτάξουμε μη-σταθερά διανύσματα που μηδενίζουν αυτή την τετραγωνι-

κή μορφή. Το φυσικό νόημα αυτού είναι ότι δεν θέλουμε καμία από τις δύο κλάσεις να είναι

κενή. Είδαμε όμως ότι η ελάχιστη τομή δεν δίνει καλά αποτελέσματα για εφαρμογές που

πολύ μικρά cluster δεν έχουν φυσικό νόημα. Θα θέλαμε συνεπώς η αντικειμενική συνάρτη-

ση μας να ¨τιμωρεί’ πολύ μικρά clusters. Η στάθμιση όμως στο Normalized Cut είναι πιό

εξεζητημένη από αυτή που θα μπορούσαμε να πετύχουμε απλά κοιτώντας διανύσματα που

έχουν π.χ. σταθερό μέτρο. Στην πραγματικότητα το παραπάνω πρόβλημα που περιγράψαμε

λύνει μια μετρική γνωστή ως Ratio Cut, η οποία ορίζεται ως:

Rcut(A1, ..., AK) =

K∑
i=1

links(Ai, Āi)

size(Ai)
=

K∑
i=1

cut(Ai, Āi)

size(Ai)
,

όπου με την έννοια size(A) ορίζουμε το πλήθος των στοιχείων μιας κλάσης. Η λύση αυτού

του προβλήματος βελτιστοποίησης με την ίδια διαδικασία με παραπάνω είναι το δεύτερο (για

2 κλάσεις) ιδιοδιάνυσμα του unnormalized Λαπλάσιαν. Υπάρχουν πολύ καλοί λόγοι και

εμπειρικοί και πρακτικοί για να αποφύγει κανείς αυτή την μετρική. Στο [26] αποδεικνύε-

ται ότι η κατάτμηση που παράγει το Ratio - Cut δεν είναι ¨συνεπής¨, με την έννοια ότι η
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κατάτμηση που γίνεται σε πεπερασμένο αριθμό στοιχείων δεν δίνει μια χρήσιμη κατάτμηση

όσο το μέγεθος των δεδομένων τείνει στο άπειρο. Από την άλλη, αυτό που επηζητάμε

όταν κάνουμε κατάτμηση είναι η δημιουργία κλάσεων με μεγάλη εσωτερική ομοιογένεια

και μεγάλη εξωτερική ανομοιογένεια. Κοιτάζοντας μόνο ελάχιστες τομές εξασφαλίζουμε

μόνο το δεύτερο. Ωστόσο, όταν πρόκειται για την σταθμισμένη τομή παρατηρούμε το εξής

εντυπωσιακό. Ορίζοντας κανείς με αντίστοιχο τρόπο το Normalized Association, ως:

Nassoc(A1, · · · , AK) =

K∑
i=1

assoc(Ai)

vol(Ai)
,

κάποιος θα ήθελε ταυτόχρονα να ελαχιστοποιήσει την τομή και να μεγιστοποιήσει το association.

Αυτές οι δύο ανταγωνιστικές μετρικές φαίνεται να ικανοποιούνται μαζί όμως στην περίπτω-

σή μας. Χρησιμοποιώντας κανείς την ταυτότητα: assoc(A) + cut(A) = vol(A), μπορεί

να αποδείξει ότι: Ncut(A1, · · · , AK) = K − Nassoc(A1, · · · , AK). Αντίστοιχοι ορισμο-

ί για το Ratio Cut δεν έχουν αυτή την ιδιότητα. Γιαυτό το λόγο καταλήγουμε με μια

μετρική στην οποία το μέγεθος ενός cluster μετριέται με βάση το βάρος των συνολικών

ακμών και όχι με το πλήθος τους. Στην βιβλιογραφία ([4]) το αντίστοιχο αποτέλεσμα έχει

χρησιμοποιηθεί σε αλγορίθμους κατάτμησης με τυχαίους περιπατητές. Το ίδιο κάνει και ο

αλγόριθμος του Page − Rank [30] για την ταξινόμηση της σημαντικότητας των ιστοσε-

λίδων. Μετράει την σημασία ενός κόμβου (μιας ιστοσελίδας) από την σημασία των κόμβων

στις οποίες δείχνει. Η αναδρομικότητα του ορισμού αυτού γεννάει την ιδέα για κατασκευή

μιας επαναληπτικής διαδικασίας στην οποία ζητάμε τα στάσιμα σημεία. Μοντελοποιώντας

μάλιστα αυτό το πρόβλημα σαν τυχαίο περίπατο σε μια μαρκοβιανή αλυσίδα, καταλήγουμε

να ζητάμε την αναλλοίωτη κατανομή της αλυσίδας αυτής. Μπορούμε να αποδείξουμε ότι

αυτή είναι το μέγιστο ιδιοδιάνυσμα σε ένα πίνακα γειτνίασης μετασχηματισμένο ώστε να

γίνει στοχαστικός.

3.2.3 Επαναφορά στον διακριτό χώρο

Παρότι λύσαμε το πρόβλημα στο συνεχή χώρο, για να ολοκληρώσουμε έναν προσεγγι-

στικό αλγόριθμο χρειαζόμαστε και το βήμα που κανει την διακριτοποίηση της λύσης μας.

Αυτό το βήμα είναι ακόμη πιό σημαντικό από το προηγούμενο και μάλιστα μερικές φορές

στην θεωρία βελτιστοποίησης προτιμούν να μην λύνουν το πρόβλημα στο συνεχή χώρο ε-

πακριβώς αν αυτό σημαίνει ότι θα πλησιάσει το rounding scheme πιό κοντά στην βέλτιστη

διακριτή λύση.

Μια πρώτη προσπάθεια για την εύρεση μιας καλής διακριτής λύσης είναι να αναθέσει

κανείς κόμβους σε κλάσεις ανάλογα με το πρόσημό που έχουν στο δεύτερο ιδιοδιάνυσμα.

Παρατηρώντας κανείς την λύση μας στο συνεχή χώρο, δηλαδή το ιδιοδιάνυσμα u2 του

Lrw, βλέπουμε ότι αυτό πρέπει να είναι κάθετο στο σταθερό διάνυσμα, που είναι το πρώτο

ιδιοδιάνυσμα του ίδιου πίνακα. Αυτό σημαίνει όμως ότι το άθροισμα των συνεταγμένων

του είναι ίσο με μηδέν, και αφού δεν είναι το μηδενικό ιδιοδιάνυσμα τότε αναγκαστικά έχει

και θετικές και αρνητικές συνιστώσες. Αν υπάρχουν και συνιστώσες με μηδενική τιμή
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τότε υπάρχουν έξυπνες ευρετικές που κοιτάνε τα μεγέθη των κλάσεων και μοιράζουν τους

κόμβους ανάλογα. Ωστόσο, αυτό παρουσιάζει μικρό ενδιαφέρον στην πράξη, γιατί οι γράφοι,

αν δεν έχουν πολλές συμμετρίες δεν δίνουν ποτέ μηδενική συντεταγμένη. Πως καταλήγουμε

να μοιράζουμε τους κόμβους με βάση το πρόσημο του ιδιοδιανύσματος όμως; Ξέρουμε

σίγουρα ότι οι τιμές a, b της διακριτής λύσης θα είναι ετερόσημες, γιατί τις περιορίσαμε έτσι

ώστε να ισχύει: vol(A)a+vol(Ā)b = 0. ΄Ομως, πως γνωρίσουμε ότι αν κάποιος κόμβος είναι

αρνητικός στην διακριτή λύση, τότε είναι και στην συνεχή και ανάποδα; Μια διασθητική

ερμηνεία που χρησιμοποιεί θεωρήματα από διαφορική γεωμετρία, λέει το εξής. Γνωρίζουμε

ότι τα σημεία μας είναι σημεία στον προβολικό χώρο n−1 διαστάσεων. Αυτό που στην ουσία

ζητάμε να βρούμε είναι πόσο κοντά είναι η λύση Z του συνεχούς χώρου, στα σημεία του

εφικτού χώρου λύσεων X . ΄Η με άλλα λόγια ποιό σημείο P(X) ∈ P(X ) είναι εγγύτερα στην

προσεγγιστική λύση P(Z) ∈ RPn−1
. Επειδή το X είναι κλειστό ως προς το antipodal map

το να ελαχιστοποιήσει κανεις την απόσταση d(P(X),P(Z)) στο RPn−1
είναι ισοδύναμο με

το να ελαχιστοποίήσει την ευκλείδια απόσταση ‖X − Z‖2, όπου τώρα οι εκπρόσωποι των

προηγούμενων σημείων βρίσκονται πάνω στην μοναδιαία σφαίρα. Επομένως, το τελευταίο

είναι ισοδύναμο με το να μεγιστοποιήσει κανείς το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων.

Αυτό σημαίνει λοιπόν ότι (έστω χ.β.γ. a > 0, b < 0) θα αντιστοιχίσουμε όλες τις θετικές

τιμές του Ζ με το a και όλες τις αρνητικές με b, κατατμώντας έτσι τους κόμβους ανάλογα

με το πρόσημό τους.

Μια βελτιωμένη λύση είναι να ταξινομήσει κανείς τις συντεταγμένες του διανύσματος

και κατόπιν να υπολογίσει την τιμή του Normalized Cut στις n − 1 τομές που δημιουρ-

γούνται από τους κόμβους με τις μεγάλες τιμές και τους κόμβους με τις μικρές τιμές του

διανύσματος. Ο αλγόριθμος αυτός ονομάζεται sweep algorithm και περιγράφεται αναλυ-

τικά στο παρακάτω σχήμα: Αυτός ο αλγόριθμος υπολογίζει την τιμή της σταθμισμένης

Algorithm 1 Sweep Algorithm

1: Input: graph G = (V, E) and vector x ∈ R|V | .

2: Sort the vertices of V in non-decreasing order of values of entries in x, that is let

V = {u1, · · · , un} where xu1 ≤ xu2 ≤ · · · ≤ xun .

3: Let i ∈ {1, · · ·n− 1} be such that Ncut({u1, · · · , ui}, {ui+1, · · · , un}) is minimal.

4: Output A = {u1, · · · , ui}, Ā = {ui+1, · · · , un}.

τομής πολλές φορές αλλά στην πραγματικότητα δεν παίρνει παραπάνω χρόνο ασυμπτωτικά.

Αν τον υλοποιήσουμε έξυπνα η πιό βαριά διαδικασία θα παραμένει η εύρεση ιδιοτιμών. Στην

πραγματικότητα, αν έχουμε υπολογίσει μόλις το: Ncut({u1, · · · , ui}, {ui+1, · · · , un}), το

να υπόλογίσουμε το:

Ncut({u1, · · · , ui+1}, {ui+2, · · · , un}) παίρνει χρόνο μόνο O(degree(ui+1)) γιατί χρειάζε-

ται μόνο να μεταφέρουμε το τελευταίο κόμβο στην άλλη κλάση και άρα να προσθέσουμε

τις κατάλληλες ακμές του στην τομή, να αφαιρέσουμε τις υπόλοιπες από την προηγούμενη

τομή και να ανανεώσουμε με τον ίδιο τρόπο και το volume. Αυτός ο αλγόριθμος παρότι

δεν χρησιμοποιείται στο χώρο του computer vision έχει μεγάλο ερευνητικό ενδιαφέρον και



44Κεφάλαιο 3. Φασματική κατάτμηση γράφων με την ελαχιστοποίηση σταθμισμένων τομών

χρησιμοποιείται στο theory για ένα παρεμφερές πρόβλημα με το Normalized Cut που είναι

το sparsest cut ή η εύρεση του conductance ενός γράφου που ορίζεται ως:

ϕ(G) = min
S∈V

cut(S)

min(vol(S), vol(S̄))

Εύκολα μπορεί κανείς να δει ότι το τελευταίο πρόβλημα είναι 2 − approximation από το

Normalized Cut. (ϕ ≤ Ncut ≤ 2ϕ )΄Ομως, για το conductance έχει αποδειχθεί ότι:

λ2/2 ≤ ϕ(G) ≤
√

2λ2, όπου λ2 είναι η ιδιοτιμή του συμμετρικού λαπλάσιαν ([0,2]). Η

ανισότητα αυτή έχει ονομαστεί Cheeger inequality και αποτελεί αντικείμενο μεγάλης έρευ-

νας. Μάλιστα η απόδειξη της ανισότητας χρησιμοποιεί σαν κατασκευαστικό αλγόριθμο τον

sweepalgorithm. Τελικά, μπορεί κανείς να συμπεράνει πως η έξοδος του αλγορίθμου αυ-

τού θα είναι: ϕ(S) ≤
√

2λ2 ≤ 2
√
ϕ(G). Δυστυχώς, η τετραγωνική προσέγγιση δείχνει

ότι ο αλγόριθμος έχει πολύ κακά worst− case σενάρια. Μάλιστα, για να αποδειχθεί ότι ο

τετραγωνικός λόγος προσέγγισης δεν είναι κάποιο τεχνητό σημείο που εισέρχεται από την

απόδειξη, έχουν βρεθεί γράφοι για τους οποίους ισχύει επακριβώς ο τετραγωνικός λόγος.

Αυτοί είναι οι γράφοι Ramanujan. Ο συγκεκριμένος λόγος προσέγγισης βέβαια είναι απο-

τέλεσμα του προσεγγιστικού αλγορίθμου που επιλέξαμε να λύσουμε. Υπάρχουν και άλλοι

τρόποι να κάνει κανείς χαλάρωση στο πρόβλημα. Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι: Αντί

να χρησιμοποιηθεί η τετραγωνική μορφή X>LX = 1/2
∑n

i=1wij(xi − xj)2
για να μοντε-

λοποιήσει το cut, μπορεί να χρησιμοποιηθεί στο διακριτό χώρο και η L1 απόσταση αφού:

1/2
∑n

i=1wij |xi − xj | είναι επίσης ίσο με την τομή όταν το διάνυσμα παίρνει binary τιμές.

Μάλιστα, με αυτή τη λογική οι συγγραφείς του [3], προτείνουν την εξής χαλάρωση:

LR(G,H) = min
d:V×V→R

d semi−metric

|EH |
|EG|

·
∑
{u,v}Gu,vd(u, v)∑
{u,v}Hu,vd(u, v)

όπου ο G είναι ο γράφος που θέλουμε να κατατμήσουμε και ο H είναι ο μετασχηματισμένος

γράφος που δημιουργείται από τον G αν κρατήσουμε ίδιες τις κορυφές και αντικαταστήσου-

με όλες τις ακμές μεταξύ δύο κορυφών {i, j} με ακμές βάρους didj . Αποδεικνύουν οι

συγγραφείς ότι:

LR(G,H) ≤ ϕ(G,H) ≤ O(log |V |) · LR(G,H)

Επίσης αν κανείς απαιτήσει μόνο negative type semi−metric (δηλαδή semi−metric των

οποίων η ρίζα είναι ευκλείδεια semi−metric).

3.2.4 Υπολογιστική πολυπλοκότητα και αλγόριθμοι

Σε μια εικόνα διαστάσεων 300 × 300 έχουμε 90000 pixels. Δηλαδή (αν μείνουμε με

αυτή την διακριτοποίηση της εικόνας) ο πίνακας του γράφου μας θα είχε παραπάνω από

8 δισεκατομμύρια θέσεις. Ο υπολογισμός των ιδιοτιμών (που με τους κλασσικούς αλγο-

ρίθμους είναι κυβικού χρόνου στο πλήθος των pixels) ενός τέτοιου πίνακα δεν θα ήταν

ρεαλιστικά υλοποιήσιμος από κανένα υπολογιστή. Γιαυτό θα πρέπει να καταφύγουμε σε

μεθόδους που θα διατηρούν όσο γίνεται περισσότερη πληροφορία από τον γράφο αλλά θα
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ελαττώνουν την χρονική πολυπλκότητα του αλγορίθμου. Μια τέτοια πρώτη μέθοδος είναι

η δημιουργία των superpixel. Είδαμε ότι η ιεραρχική αυτή αντιμετώπιση όχι μόνο είναι τα-

χύτερη αλλα συνήθως καταλήγει σε πολύ καλά αποτελέσματα. Παρόλαυτά, δεν αρκεί μόνο

αυτό. Η επόμενη βελτίωση λοιπόν είναι να εκμεταλλευτούμε την αραιή δομή του γράφου

που κατασκευάσαμε. Στον RAG γράφο ενσωματώνουμε μόνο τοπική πληροφορία από τα

superpixel και επομένως δεν συνδέουμε κόμβους που είναι πολύ μακριά μεταξύ τους. Συ-

νεπώς, ο πίνακας του γράφου θα είναι εξαιρετικά αραιός (O(N) μη μηδενικές θέσεις). Αυτό

δεν το εκμεταλλεύονται κλασσικοί αλγόριθμοι που διαγωνιοποιούν τον πίνακα ή κάνουν QR

διάσπαση. Το πρώτο που πρέπει να σκεφτούμε είναι ότι όταν θέλουμε να κατατμήσουμε

τον πίνακα σε 2 κλάσεις δεν χρειάζεται να υπολογίσουμε όλο το φάσμα του αλλά μόνο το

δεύτερο ιδιοδιάνυσμα. Γιάυτό το σκοπό θα τροποποιήσουμε τον αλγόριθμο power method

για να υπολογίζει το ιδιοδιάνυσμα αυτό.

Power Iteration για τον υπολογισμό του δεύτερου ιδιοδιανύσματος του

graph Laplacian

Ο αλγόριθμος Power Iteration χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της μεγαλύτερης

ιδιοτιμής ενός πίνακα Α. Αρχικά επιλέγεται ένα διάνυσμα b0 που μπορεί να είναι ή όχι μια

προσέγγιση του ζητούμενου ιδιοδιανύσματος. Κατόπιν, επαναλαμβάνεται αρκετές φορές η

αναδρομική σχέση: bk+1 = Abk
‖Abk‖ μέχρι την σύγκλιση. Η σύγκλιση αυτή είναι υπό προυπο-

θέσεις όμως. Η κ-οστός όρος μπορεί να γραφεί και ως: bk = eiϕku1 + rk, όπου u1 είναι το

μεγαλύτερο ιδιοδιάνυσμα του πίνακα Α και ‖rk‖ → 0. Το αποτέλεσμα αυτό σημαίνει πως ο

αλγόριθμος δεν μπορεί να συγκλίνει εκτός και αν eiϕk = 1. Αποδεικνύεται ότι αν ο πίνακας

έχει ιδιοτιμή με μεγαλύτερο μέτρο από τις υπόλοιπες και η επιλογή του αρχικού διανύσμα-

τος b0 είναι τέτοια ώστε να έχει μη μηδενική τιμή στην κατεύθυνση του ιδιοδιανύσματος

αυτής της ιδιοτιμής, η ακολουθία bk συγκλίνει όντως στο μεγαλύτερο ιδιοδιάνυσμα και η

ακολουθία µk =
b∗kAbk
b∗kbk

στην μεγαλύτερη ιδιοτιμή. Υπάρχει και μια πιθανοτική εκδοχή του

αλγορίθμου αυτού στο [42], που δεν θα μας απασχολήσει εδώ όμως.

Το να υπολογίσει κανείς την δεύτερη ιδιοτιμή με αυτό τον αλγόριθμο οφείλεται στις

ιδιότητες που έχει ο graph Laplacian, που είναι συμμετρικός και θετικά ημιορισμένος.

Μάλιστα η πρώτη ιδιοτιμή του είναι 0 ενώ η δεύτερη για συνεκτικούς γράφους αυστη-

ρά μεγαλύτερη του μηδενός. Γιατί όμως ξαφνικά μιλάμε για τις μικρότερες ιδιοτιμές; Η

μέθοδος βασίζεται στο γεγονός ότι ο πίνακας είναι θετικά ημιορισμένος πράγμα που χα-

λάει αν υπολογίσουμε με την παραπάνω μέθοδο τις μεγαλύτερες ιδιοτιμές του αντίθετού

του. Η άλλη ιδιότητα που έχει όμως ο graph Laplacian είναι ότι οι ιδιοτιμές του είναι

φραγμένες. Ο συμμετρικός graphLaplacian έχει όλες τις ιδιοτιμές του στο διάστημα [0,2].

Επομένως, εύκολα παρατηρεί κανείς ότι ο πίνακας M = 2I − Lsym είναι επίσης θετικά η-

μιορισμένος, οι μικρότερες ιδιοτιμές του αντιστοιχούν στις μεγαλύτερες του αρχικού, ενώ

και οι δύο πίνακες μοιράζονται τα ίδια ιδιοδιανύσματα. Επιπλέον, θα μπορούσε κανείς να

υπολογίσει τις μεγαλύτερες ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του ψευδοαντιστρόφου του γράφου

Λαπλάσιαν, τεχνική που εξαιτείας του αλγόρίθμου Teng−Spielman([39]) για την επίλυση
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του συστήματος Lsymx = y δίνει ακόμη γρηγορότερα αποτελέσματα και σχεδόν γραμμική

πολυπλοκότητα ανεξάρτητη από την σχέση της δεύτερης ιδιοτιμής με το πλήθος των κόμβων

του γράφου. Μένει λοιπόν να δείξουμε ότι μπορούμε χρησιμοποιώντας τον προηγούμενο

αλγόριθμο να υπολογίσουμε την δεύτερη ιδιοτιμή ενός πίνακα. Η ιδέα βασίζεται στο γεγονός

ότι αν επιλέξουμε να εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο σε έναν υπόχωρο κάθετο στο πρώτο ιδιο-

διάνυσμα θα ανακαλύψουμε το δεύτερο. Γιαυτό μπορούμε να ξεκινήσουμε επιλέγοντας ένα

αρχικό διάνυσμα σαυτό τον υπόχωρο. ΄Εχοντας υπολογίσει λοιπόν το πρώτο ιδιοδιάνυσμα

v, μπορούμε να επιλέξουμε σαν αρχικό διάνυσμα το x = x− (x>v) · v, όπου το x επιλέγεται

τυχαία ώστε να είναι αρκετά πιθανό να έχει μη μηδενική συνιστώσα στις κατευθύνσεις των

πρώτων δύο ιδιοδιανυσμάτων. Στο [42], περισσότερες λεπτομέρειες για το πως μπορεί να

γίνει de-randomization του αλγορίθμου αυτού.

Παρατηρούμε επίσης το πλεονέκτημα που μας δίνει η επαναληπτική μέθοδος εξαιτείας

του γεγονότος ότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθμου είναι ανάλογη της ακρίβειας που επι-

λέγουμε να έχουμε στην απάντηση μας για το δεύτερο ιδιοδιάνυσμα. Επειδή χρειαζόμαστε

μόνο το πρόσημο του δεύτερου ιδιοδιανύσματος για να κάνουμε την κατάτμηση και ξέρουμε

ότι εξαιτείας της μορφής του πίνακα οι ιδιοτιμές δεν είναι εξαιρετικά ευαίσθητες σε μικρές

διαταραχές, μπορούμε να σταματήσουμε την εκτέλεση του αλγορίθμου μετά από λίγες επα-

ναλήψεις.

Στα επόμενα κεφάλαια που θα μιλήσουμε για περισσότερες κλάσεις και υπολογισμό

περισσότερων ιδιοδιανυσμάτων θα καθίσταται ακόμη περισσότερο αναγκαία η εύρεση μιας

γενικευμένης μεθόδου για τον υπολογισμό ιδιοδιανυσμάτων από αραιούς πίνακες. Γιαυτό

θα καταφύγουμε σε Krylov subspace μεθόδους όπως η Lanczos([46]), που μειώνουν την

πολυπλοκότητα εύρεσης ιδιοτιμών σε πίνακες διαστάσεων O(N) από κυβική σε O(N3/2).

3.2.5 ΄Ενα σχόλιο για την δεύτερη και τις μεγαλύτερες ιδιοτιμές

Η δεύτερη ιδιοτιμή είδαμε ότι είναι ένα μέτρο της συνεκτικότητας του γράφου. Αν α-

ντιμετωπίζαμε την ιδανική περίπτωση που ο γράφος είχε Κ συνεκτικές συνιστώσες, τότε ο

χωρισμός είναι προφανής και θα μπορούσαμε να τον βρούμε με έναν αλγόριθμο αναζήτη-

σης γράφου όπως ο DFS, που είναι γραμμικού χρόνου και δεν απαιτεί εύρεση ιδιοτιμών.

Ωστόσο, ποτέ δεν θα αντιμετωπίζουμε στην πράξη αυτή την ιδανική περίπτωση και μετα-

ξύ των κλάσεων θα υπάρχουν λίγες ή περισσότερες θορυβώδεις ακμές. Για αυτό το λόγο

χρειαζόμαστε μια robust εκδοχή της συνεκτικότητας του γράφου. Παρατηρούμε από την

ανισότητα Cheeger, ότι όσο μικρότερη είναι η δεύτερη ιδιοτιμή τόσο μικρότερη περιορίζεται

να είναι η αραιότερη τομή δημιουργώντας ένα γράφο με καλά διαχωρισμένες κλάσεις. Από

την άλλη, μια κλίκα, είδαμε ότι έχει πολύ μεγάλη δεύτερη ιδιοτιμή (Kn : n/(n − 1)). Ω-

στόσο, ειδικά για μεγάλους γράφους, αυτή η τιμή είναι πολύ μακριά από την μέγιστη ιδιοτιμή

που μπορεί να έχει ο συμμετρικός γράφος Λαπλάσιαν, που είναι 2. Τι συμβαίνει όσο η με-

γαλύτερη ιδιοτιμή πλησιάζει το 2; Γνωρίζουμε από πριν ότι όταν η μεγαλύτερη ιδιοτιμή είναι

ίση με 2, τότε ο γράφος είναι διμερής ή έχει μια διμερή συνεκτική συνιστώσα, αν δεν είναι

συνεκτικός. Επομένως θα πρέπει να σκεφτούμε μήπως η μεγαλύτερη ιδιοτιμή είναι και μια
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robust εκδοχή της διμερότητας του γράφου, ακριβώς όπως κάναμε με την συνεκτικότητα.

Πράγματι αυτή η έννοια υπάρχει στην βιβλιογραφία ([42]). Αν ορίσουμε την διμερότητα ως:

β(S,A,B) =
2E(A) + 2E(B) + 2E(S, V − S)

vol(S)

όπου S είναι ένα σετ από κόμβους του γράφου που θέλουμε να μοιράσουμε σε δύο μη

επικαλυπτόμενα σετ A,B, τότε καταρχάς παρατηρούμε ότι η μετρική αυτή κοιτάει τι ποσοστό

των ακμών του S πρέπει να διαγράψουμε για να αποσυνδέσουμε το S, από τον υπόλοιπο

γράφο και τα A,B να αποτελούν ένα bipartition για το S. Επιπλέον αν ορίσουμε την

διμερότητα του γράφου ως την μικρότερη τιμή της διμερότητας πάνω σε όλα τα σετ κορυφών

και όλα τα bipartitions, αποδεικνύεται ότι:

1/2 · (2− λn) ≤ β(G) ≤
√

2 · (2− λn)

Γιατί το spectral clustering λειτουργεί

Μπορούμε να πούμε και άλλες ιδιότητες του γράφου που αποκαλύπτονται μέσα από τις

ιδιοτιμές. Παραδείγματος χάρη, οι ιδιοτιμές αποκαλύπτουν πληροφορία για ταmixing times

μιάς μαρκοβιανής αλυσίδας. Επίσης, δίνουν καλά πάνω και κάτω όρια για την διάμετρο του

γράφου κλπ. Γιατί όμως οι ιδιοτιμές κρύβουν τόσο μεγάλη πληροφορία; Ποια η διαίσθηση

πίσω από την εξαιρετική επίδοση που έχει σε προβλήματα γραφοτομών το πρόσημο του

δεύτερου ιδιοδιανύσματος; ΄Η γενικά ο χώρος που καλύπτουν τα πρώτα k ιδιοδιανύσματα;

Από την πλευρά της θεωρίας αλγορίθμων όπως είδαμε και θα επεκτείνουμε στην συνέχεια,

η απάντηση είναι ότι αποτελεί το relaxation ενός προβλήματος συνδυαστικής βελτιστοπο-

ίησης με θεωρητικές εγγυήσεις για το χειρότερο λόγο προσέγγισης. Από την περιοχή των

statistics ή του machine learning, η εξήγηση δίνεται επειδή βρίσκει τα λανθάνοντα clu-

ster της υπόθεσης παραδείγματος χάρη από stochastic blockmodels ή manifold χαμηλής

διάστασης. Τα αποτελέσματα αυτά ενισχύονται από την θεωρία διαταραχών [29], σύμφωνα

με την οποία, ξεκινάει κανείς από μια ιδανική κατάσταση, η οποία έχει εύκολη λύση και

προχωράει σε μια προσεγγιστική λύση της γενικής περίπτωσης ανάγοντάς την στην ιδανική.

Στο πρόβλημά μας ξεκινάμε από ένα γράφο με ήδη διαχωρισμένα cluster. Ο Λαπλάσιαν

πίνακας αυτού του γράφου είναι ένας block διαγώνιος πίνακας που εξακολουθεί να έχει τις

ιδιότητες ενός γράφου Λαπλάσιαν πάνω σε κάθε συνεκτική συνιστώσα. Το αποτέλεσμα της

κατάτμησης αυτής είναι εύκολο να βρεθεί σε γραμμικό χρόνο με αναζήτηση γράφου, αλλά

στην περίπτωσή μας, οι ιδιοτιμές θα αποτελούν δείκτριες συναρτήσεις καθεμιάς συνεκτικής

συνιστώσας. Αφού κάθε γραμμή θα έχει μόνο ένα μη μηδενικό στοιχείο μπορούμε να επι-

λέξουμε όλα τα διανύσματα γραμμές να βρίσκονται πάνω σε μια σφαίρα K − 1 διαστάσεων.

Κατόπιν, εφαρμόζουμε μια διαταραχή στον πίνακα Λαπλάσιαν, με την προσθήκη θορύβου

E, έτσι ώστε L̃ = L + E. Αποδεικνύεται λοιπόν ότι αν ο θόρυβος δεν είναι τόσο δυνατός

ώστε να αλλοιώνει τις σημαντικές ιδιότητες του γράφου, όπως την καλή διαχωρισιμότητα

των κλάσεων (που σχετίζεται με το eigengap του γράφου) ή την ισχυρή σύνδεση των εσω-

τερικών κόμβων κάθε κλάσης, τότε είναι δυνατή η πλήρης ανακατασκευή των κλάσεων από
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τον ¨θορυβώδη γράφο¨. Μια άλλη σκοπιά που μπορεί να δει κανείς το χώρο που καλύπτουν

τα k πρώτα ιδιοδιανύσματα είναι το dimensionality reduction. Αν από την άλλη γνωρίζου-

με ότι ο πίνακας, αφού ο γράφος έχει k κλάσεις, θα πρέπει να έχει βαθμό k, προσπαθούμε

να βρούμε τον πίνακα εκείνο που είναι πιό κοντά με κάποια έννοια απόστασης στον πίνακά

του θορυβώδους γράφου μας και έχει βαθμό k. Αν επιλέξουμε την Frobenius νόρμα σαν

απόσταση των πινάκων, το πρόβλημα καταλήγει στην προσέγγιση του πίνακα από τις k με-

γαλύτερες ιδιοτιμές του ως: Arank k = U1:kΣ1:kU
>
1:k (θυμηθείτε ότι μιλάμε για τον πίνακα

βαρών).

Υπάρχουν και άλλες εξηγήσεις διάσπαρτες στην βιβλιογραφία οι οποίες ανάγονται σε

άλλα γνωστά προβλήματα που έχουν μελετηθεί και έχουν μια πιό διασθητική ερμηνεία για

το πως λειτουργούν. Παραδείγματος χάρη, στο [34] ο συγγραφέας συσχετίζει τους αλγο-

ρίθμους κατάτμησης γράφων με τον αλγόριθμο K-means ο οποίος εφαρμόζεται όμως σε

ένα χώρο διαφορετικό στον οποίο έχουν προβληθεί πρώτα τα δεδομένα μέσω ένός πυρήνα.

Επίσης η συνεισφορά κάθε σημείου στο κεντροειδές δεν είναι ομοιόμορφη αλλά εξαρτάται

από ένα πίνακα βαρών συμμετοχής. Ο γενικευμένος αλγόριθμος kmeans λειτουργεί όπως

φαίνεται στο παρακάτω σχήμα 3.5:

Σχήμα 3.5: Ο αλγόριθμος του Kernel Kmeans

Η συσχέτιση γίνεται μέσα από την ανακάλυψη ότι τα δύο προβλήματα λύνουν το ίδιο

πρόβλημα μεγιστοποιήσης ενός ίχνους μιας τετραγωνικής μορφής πινάκων. Για τον αλγόριθ-

μο του Normalized Cuts, ο πυρήνας αυτός είναι ο K = D−1AD−1
και ο πίνακας βαρών

W = D, όπου προφανώς A είναι ο πίνακας βαρών του γράφου και D ο πίνακας βαθμών των

κορυφών. Θα λέγαμε λοιπόν ότι η επαναληπτική διαδικασία του αλγορίθμου Weighted Ker-

nel Kmeans είναι μια μέθοδος για να επιλύσει κανέις το πρόβλημα των σταθμισμένων τομών

χωρίς τον υπολογισμό των ιδιοτιμών. Πράγματι, στο [11] αναλύεται αυτή η ερμηνεία. Μια

ακόμη χρήση του αλγορίθμου αυτού είναι σαν post processing βήμα τοπικής αναζήτησης



3.2 Φασματική κατάτμηση γράφου σε 2 κλάσεις 49

(local search), μετά την γραφοτομή με normalized cuts.

Μια ακόμη ερμηνεία συσχετίζει τις σταθμισμένες τομές με τους τυχαίους περιπατητές

([28]). Συγκεκριμένα, παρουσιάζει τις φασματικές τομές σαν την στάσιμη κατανομή της

μαρκοβιανής αλυσίδας των περιπατητών, σαν την μόνιμη κατάσταση δηλαδή της μεταβατικής

κατάστασης του περιπάτου. Αρχικά, κανείς μπορεί να ορίσει μια κατανομή π = di
volG και

κατόπιν να αποδείξει εύκολα ότι είναι στάσιμη αν ο πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης ήταν ο

P = D−1W, αλλά και ότι η αλυσίδα είναι αντιστρέψιμη (αν είναι πρώτα εργοδική), δηλαδή

πiPij = πjPji = Wij/V olI. Αν επιπλέον ορίσουμε ως Pr[A → B|A], την πιθανότητα

μετάβασης του περιπατητή από ένα σετ A σε ένα σετ B με ένα βήμα, δεδομένου ότι αρχική

κατάσταση είναι η A, τότε δείχνεται ότι:

NCut(A,A′) = Pr[A→ A′|A] + Pr[A′ → A|A′]

. Αυτό σημαίνει ότι οι περίπατοι εγκλωβίζονται σε ένα cluster ή όπως αναφέρεται στην

βιβλιογραφία των τυχαίων παριπατητών, επηρεάζονται από τα σετ με ¨χαμηλή αγωγιμότητα’

(low conductivity)

Τέλος, αξίζει να αναφέρουμε μια ερμηνεία που χτίζεται ακόμη στην βιβλιογραφία για

τις μεθόδους των φασματικών γραφοτομών, που είναι η Γ-σύγκλιση ([7]). Η Γ-σύγκλιση

είναι ένα εργαλείο που μελετάει την ασυμπτωτική συμπεριφορά που έχει μια οικογένεια από

προβλήματα ελαχιστοποίησης. Ο στόχος είναι η αντικατάσταση της οικογένειας των ελαχι-

στων από ένα μονο πρόβλημα του οποιού τα ελάχιστα (Γ-όριο) έχουν κάποια ενδιαφέρουσα

συμπεριφορά. Αν ορίσουμε την οικογένεια των προβλημάτων ελαχιστοποίησης ως

min {Fp(x) : x ∈ X ⊂ Rn}

με ελάχιστα τα x∗p, τότε ψάχνουμε το :

x∗ = lim
p→∞

argmin
x

Fp(x)

Μπορεί να υπάρχουν πολλές τέτοιες ακολουθίες. Αν επιλέξουμε ως προβλήματα τα:

Fp(x) =
n∑
i=1

αpiQi(x)

όπου 1 ≥ αn > αn−1 > · · · > α1 > 0, και οι Qi(x) είναι ομαλές συναρτήσεις και υ-

πάρχει ένα συμπαγές σετ C στο οποίο ανήκουν όλοι οι ελαχιστοποιητές, τότε αν Mn =

argmin Qn(x), x ∈ C και Mk = argminQk(x) x ∈ Mk+1,∀k ∈ {n − 1, · · · , 0}, τότε

αποδεικνύεται ότι: x∗ ∈ M1. Αυτός ο αλγόριθμος καταλήγει να βρίσκει προσεγγιστικά

το Γ-όριο, με την έννοια ότι το εντοπίζει σε ένα συγκεκριμένο σετ. Το πόσο κοντά στην

πραγματική λύση είναι εξαρτάται από το συγκεκριμένο πρόβλημα.

Ερχόμενοι στο πρόβλημα των φασματικών γραφοτομών, αν ορίσουμε ένα level graph,

Gk πάνω σε όλες τις ακμές που έχουν βάρος wk, τότε ο πίνακας βαρών του συγκεκριμένου

επιπέδου έχει τιμές στο μόνο 0 ή 1. Συνεπώς, αν w1 < · · · < wj , j < |E|, τότε το πρόβλημα
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του Ratio Cut γράφεται ως:

Tr(X>LX) =

j∑
i=1

wkTr(X
>LkX)

οπότε αν ορίσουμε τα Qk(X) = Tr(X>LkX), αk = wk, θα θέλαμε να υπολογίσουμε το∑j
k=1w

p
kTr(X

>LkX) για p → ∞. Οι συγγραφείς του [7], παρουσιάζουν ένα αλγόριθ-

μο που υπολογίζει προσεγγιστικά το Γ-όριο μέσα από τον υπολογισμό των ιδιοδιανυσμάτων

κάθε συνεκτικής συνιστώσας στο level graph που δημιουργείται από την ένωση των γράφων

με επίπεδο τουλάχιστον k. Αυτά τα ιδιοδιανύσματα όπως γνωρίζουμε θα είναι δείκτριες συ-

ναρτήσεις κάθε συνεκτικής συνιστώσας, οπότε μετά γίνεται ανανέωσή τους με την εισαγωγή

των μικρότερων ακμών του επόμενου επιπέδου. Η αντιστοίχιση που κάνουν οι συγγραφείς

με τις μεθόδους γραφοτομών από ελάχιστα συνεκτικά δέντρα, δίνει μια βαθύτερη ερμηνε-

ία του γιατί οι μέθοδοι φασματικών γραφοτομών καταφέρνουν να ανακαλύπτουν μη κυρτά

clusters.

3.3 Επέκταση φασματικής κατάτμησης σε πολλές κλάσεις

3.3.1 Μοντελοποίηση Προβλήματος σε Κ κλάσεις

Τώρα που είδαμε την διαίσθηση για το πως λειτουργεί ο αλγόριθμος των σταθμισμένων

τομών, θα θέλαμε να τον επεκτείνουμε σε περισσότερες κλάσεις. Δεδομένου δηλαδή ε-

νός γράφου G(V,K) Ν κορυφών, και ενός αριθμού κλάσεων Κ, θα θέλαμε να κάνουμε μια

διαμέριση του γράφου σε Κ υποσύνολα κορυφών. Η μετρική που θα θέλαμε να ελαχιστο-

ποιήσουμε είναι το συνολικό άθροισμα των σταθμισμένων τομών μεταξύ ενός υποσυνόλου

κορυφών και του υπόλοιπου γράφου. Φορμαλιστικά, για Κ κλάσεις σταθμισμένη τομή ο-

ρίζεται ως:

Ncut(A1, ..., AK) =

K∑
i=1

links(Ai, Āi)

vol(Ai)
=

K∑
i=1

cut(Ai, Āi)

vol(Ai)
, (3.5)

Με αφορμή την μοντελοποίηση σε δύο κλάσεις μπορεί κανείς να ορίσει ένα πίνακα μεγέθους

N ×K, X = [X1 · · ·XK ] του οποίου οι στήλες θα είναι δείκτριες συναρτήσεις της διαμέρι-

σης, δηλαδή Xj = (xj1, · · · , x
j
n) όπου xji ∈ {aj , bj}, με aj 6= bj . Η στήλη Xj

είναι επομένως

μια δείκτρια συνάρτηση του Aj με την έννοια ότι:

xji =

{
aj , ui ∈ Aj
bj , ui 6∈ Aj

Το σημαντικό είναι η απεικόνιση αυτή να δίνει ένα πίνακά που να έχει τους εξής περιορι-

σμούς. Πρώτον , να δίνει μια scale invariant απεικόνιση των διαμερίσεων. Με την έννοια

scale invariance θα εννούμε πλέον το εξής: Αν σκεφούμε ότι ο πίνακας X έχει ως στήλες

K συναρτήσεις επί των κορυφών του γράφου, θα θέλαμε κάθε μια απο αυτές να παραμένει

αμετάβλητη όταν πολλαπλασιαστεί με ένα αριθμό. Αυτή η απαίτηση έρχεται ως αποτέλε-

σμα του scale invariance της μετρικής που θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε. Επομένως τα
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στοιχεία των στηλών του πίνακα δεν μπορούν να είναι σταθεροι αριθμοί όπως στην πρώτη

εκδοχή της μοντελοποίησης των σταθμισμένων τομών σε πολλές κλάσεις ([49]). Θα περιο-

ρίσουμε τους πίνακες αναπαράστασης να έχουν αυτή την μορφή. Ο άλλος περιορισμός που

πρέπει να βάλουμε είναι οι πίνακες αυτοί να αποτελούν πράγματι πίνακες διαμέρισης.

Εδώ πρέπει να σημειώσουμε ότι βιβλιογραφικά έχει προταθεί και η επέκταση των σταθ-

μισμένων τομών με επαναληπτική κατάτμηση του μεγάλου κάθε φορά cluster σε δύο επι-

μέρους υποκλάσεις. Η ευρετική αυτή δεν λειτουργεί πολύ καλά στην πράξη σε περιπτώσεις

που μπορεί να υπάρχουν παραπάνω από δύο αντικείμενα αλλά κάθε κατάτμηση να αποτυγ-

χάνει να κόψει ένα από αυτά. Στην ιδανική περίπτωση που ο γράφος είχε τις κλάσεις πολύ

καλά διαχωρισμένες οι δύο λύσεις θα ήταν ισοδύναμες αλλά εν γένει η επαναληπτική κα-

τάτμηση της μεγάλης κλάσης κάνει τοπική βελτιστοποίηση και δεν γνωρίζουμε ποιά μετρική

βελτιστοποιεί στο τέλος.

Παρατηρούμε πως και πάλι το άθροισμα των σταθμισμένων τομών μπορεί να γραφτεί,

ενετελώς ανάλογα με την περίπτωση όπου Κ=2 ως:

Ncut(A1, ..., AK) =
K∑
i=j

cut(Aj , Āj)

vol(Aj)
=

K∑
i=1

(Xj)TLXj

(Xj)TDXj
(3.6)

αν διαλέξουμε κατάλληλα τα aj , bj . Για να μειώσουμε την εξάρτηση μεταξύ των στηλών,

μπορούμε να επιλέξουμε να εξισώσουμε κάθε επιμέρους όρο. Οπότε καταλήγουμε,

cut(Aj , Āj)

vol(Aj)
=

(aj − bj)2cut(Aj , Āj)

vol(Aj)a2
j + vol(Āj)b2j

(3.7)

που μετά από πράξεις γίνεται: 2ajbj(bj − aj) = vol(G)b2j . Επιλέγουμε να διαλέξουμε

bj = 0 γιατί καταλήγει σε αυτόματη ικανοποίηση του περιορισμού, είναι απλή και δίνει α-

ραιή αναπαράσταση. Βλέπουμε πως: (Xj)
TDXj = vol(Aj)a

2
j , οπότε μια καλή επιλογή

για την απαλοιφή του vol(Aj) από την εξίσωση και την απαλοιφή των παρονομαστών είναι:

aj = 1√
vol(Aj)

. Παρατηρούμε λοιπόν πως δεν είναι σταθερό, αλλά εξαρτάται από την τελική

κατάτμηση!. Αυτό δημιουργεί ένα φαύλο κύκλο γιατί θέλουμε να βρούμε τα στοιχεία των

διανυσμάτων για να βρούμε την κατάτμηση όμως, τα ίδια τα στοιχεία εξαρτώναι από την

κατάτμηση. Αυτός ο κύκλος σπάει αν καταλάβει κανείς ότι δεν μας ενδιαφέρουν τα ίδια τα

στοιχεία για την κατάτμηση αλλά μόνο αν είναι διάφορα του μηδενός. Επομένως, όπως θα

δούμε μετά μπορούμε να λύσουμε επακριβώς το πρόβλημα χρησιμοποιώντας μόνο το shape

του πίνακα. Εμείς ωστόσο δεν θα περιορίσουμε τις τιμές των aj οι οποίες θα υπολογιστούν

κατά την διαδικασία της επίλυσης. ΄Ενα άλλο σημείο που πρέπει να παρατηρήσουμε είναι

ότι η κωδικοποίηση του προβλήματος δεν μοιάζει με την περίπτωση των 2 κλάσεων στο

γεγονός ότι για δύο κλάσεις είχαμε μόνο ένα διάνυσμα ενώ εδώ για δύο κλάσεις θα έχουμε

ένα πίνακα δύο διανυσμάτων. Βιβλιογραφικά, υπάρχει και η κωδικοποίηση του προβλήματος

με Κ-1 διανύσματα, αλλά ο πίνακας που δημιουργείται είναι αρκετά πυκνός (ειδικά όταν χα-

λαρώσουμε το πρόβλημα στο συνεχή χώρο) και γιάυτό επιλέγουμε την αναπαράσταση αυτή.
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Για να ολοκληρώσουμε την μοντελοποίηση του προβλήματος χρειάζεται να βρούμε τις

αναγκαίες και ικανές συνθήκες για να είναι ο πίνακάς μας, πίνακας διαμέρισης. Καταρχάς,

παρατηρούμε ότι αφού επιλέξαμε bj = 0, θα πρέπει οι στήλες να είναι ορθογώνιες. Ισχύει

όμως και το ανάποδο. Επειδή ο πίνακας μας έχει την ίδια τιμή σε όλα τα μη μηδενικά στοιχεία

μιας στήλης (aj) (άρα και το ίδιο πρόσημο), το εσωτερικό γινόμενο (Xj)>Xi = 0 υπονοεί

ότι κάθε επιμέρους γινόμενο xik · x
j
k θα πρέπει να μηδενίζεται, και επομένως το πολύ ένας

από τους όρους μπορεί να είναι διάφορος του μηδενός. Θα πρέπει να προσέξουμε σαυτό το

σημείο τα εξής: Πρώτον, θέλουμε να εκφράσουμε το πρόβλημα σε μορφή Rayleigh πηλίκων,

επομένως θα ήταν πιό χρήσιμο αν γράφαμε τον παραπάνω περιορισμό ως: (Xi)>DXj =

0, που είναι ισοδύναμος επειδή όλα τα βάρη, και κατέπέκταση οι βαθμοί, είναι θετικά και

όπως αναφέραμε πριν τα επιμέρους γινόμενα πρέπει να μηδενίζονται. Δεύτερον, πρέπει

να παρατηρήσει κανείς ότι οι προηγούμενες συνθήκες μας εξασφαλίζουν ότι το πολύ ένα

στοιχείο κάθε γραμμής θα είναι μη μηδενικό. Δεν μας εξασφαλίζουν όμως ότι ακριβώς ένα

στοιχείο θα είναι μη-μηδενικό, δηλαδή ότι κάθε κόμβος του γράφου θα ανήκει σε κάποια

κλάση. Μαζί με αυτό θα πρέπει να αντιμετωπίσουμε και το γεγονός ότι καμιά κλάση δεν

μπορεί να είναι κενή. Δηλαδή, από την πλευρά των πινάκων καμία στήλη δεν μπορεί να είναι

μηδενική. (Για τον τελευταίο λόγο η καθιερωμένη συνθήκη X1K = 1N , που απαντιέται στην

βιβλιογραφία δεν είναι σωστή). Μπορούμε όμως, να παρατηρήσουμε τα εξής: πρέπει aj 6= 0

και επίσης, 1/a1 ·X1 + 1/a2 ·X2 + · · ·+ 1/aK ·XK = 1N. Αυτή η σχέση ισχύει γιατί κάθε

γραμμή θα έχει μόνο ένα μη μηδενικό στοιχείο και επομένως θα αθροίζει μόνο έναν όρο κάθε

φορά. Ανάποδα, αν όλη η γραμμή ήταν μηδενική τότε αυτό το άθροισμα θα έδινε ένα μηδενικό

στην αντιστοιχη θέση και όχι το μοναδιαίο διάνυσμα. Τέλος μας μένει να περιορίσουμε τον

πίνακα έτσι ώστε κάθε κλάση να είναι μη-κενή. Παρατηρώντας τώρα πως κάθε γραμμή

του πίνακα έχει ακρβώς ένα μη-μηδενικό στοιχείο και ότι όλες οι κλάσεις είναι ορθογώνιες

μεταξύ τους, X>X = diag(n1a
2
1, · · · , nKa2

K), μια ισοδύναμη συνθήκη άρα για να είναι οι

κλάσεις μη κενές είναι ο πίνακας αυτός να είναι αντιστρέψιμος. Ανάποδα, αν ο πίνακας

αυτός είναι αντιστρέψιμος και ισχύουν οι υπόλοιπες συνθήκες, τότε οι στήλες είναι μη-

μηδενικές. Επειδή, δεν ξέρουμε τα ai για να επιβάλλουμε ρητά την προηγούμενη συνθήκη, θα

ενσωματώσουμε τις δύο τελευταίες συνθήκες λέγοντας ότι: X>1N = (n1a1, · · · , nKaK)>

και επομένως:

(X>X)−1X>1N = (
1

a1
, · · · , 1

aK
)> ⇐⇒ X(X>X)−1X>1N = 1N

.

Να σημειωθεί ότι επειδή οι στήλες του X είναι γραμμικά ανεξάρτητες, (X>X)−1X>

είναι ο ψευδοαντίστροφος του πίνακα X, και επομένως, η συνθήκη γράφεται ως:

XX+1N = 1N

Επειδή όμως ο XX+
είναι η ορθογώνια προβολή του X, πάνω στο χώρο στηλών του X, η

τελευταία συνθήκη είναι ισοδύναμη με την συνθήκη ότι το 1N ανήκει στο χώρο στηλών του
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X. Αν ορίσουμε

X = {[X1, · · · , XK ]|Xj = aj(x
j
1, · · · , x

j
N ), xji ∈ {1, 0}, aj ∈ R, Xj 6= 0}

(Xj 6= 0→ aj 6= 0), τότε το σύνολο των πινάκων που αναπαριστούν διαμέριση των κορυφών

σε Κ υποσύνολα είναι:

K = {X = [X1 · · ·XK ]|X ∈ X , (Xi)>DXj = 0, ∀i, j ∈ {1, · · ·K}, i 6= j,X(X>X)−1X>1N = 1N}

(Επειδή όπως εξηγήσαμε οι στήλες είναι μη μηδενικές και ορθογώνιες ο αντίστροφος έχει

νόημα). Εκμεταλλευόμενοι και την scale invariant αναπαράσταση μπορούμε να πούμε ότι

οι λύσεις μας είναι Κ-τούπλες από σημεία στο RPN−1
. ΄Αρα το σύνολο των λύσεών μας

είναι στην πραγματικότητα:

P(K) = {[P(X1), · · · ,P(XK)]|[X1 · · ·XK ] ∈ K}

Το πρόβλημα βελτιστοποίησης που πρέπει να λύσουμε λοιπόν είναι:

min
X

K∑
i=1

(Xi)>LXi

(Xi)>DXi

s.t. (Xi)>DXj = 0, ∀i, j ∈ {1, · · · ,K}, i 6= j

X(X>X)−1X>1N = 1N , X ∈ X

(3.8)

3.3.2 Επίλυση για K > 2 κλάσεις

Επειδή όπως είπαμε και προηγουμένως το πρόβλημα είναι εκθετικής πολυπλοκότητας θα

προσπαθήσουμε να βρούμε έναν προσεγγιστικό αλγόριθμο λύνοντας το πρόβλημα σε ένα

συνεχή χώρο και μετά διακριτοποιώντας το. Εύκολα παρατηρεί κανείς ότι:

tr(X>AX) =
K∑
j=1

(Xj)>AXj

Επιπλέον,κάθε ορθογώνιος πίνακας που πολλαπλασιάζει από δεξιά τον πίνακά μας δεν αλ-

λάζει το παραπάνω αποτέλεσμα: Δλδ,

tr(X>AX) = tr(R>X>AXR)

Τέλος, το scale invariance του προβλήματος μας επιτρέπει να πολλαπλασιάσουμε κάθε

στήλη με ένα αριθμό και να αφήσουμε παρόλαυτά αναλλοίωτο το αποτέλεσμα. Αν δηλα-

δή κάνουμε την αλλαγή, Xi ← Xi/
√

(Xi)>DXi, τα Rayleigh πηλίκα
(Xi)>LXi

(Xi)>DXi μένουν

αναλλοίωτα, οπότε:

NCut([X1, · · · , XK ]) =NCut([X1/
√

(X1)>DX1, · · · , XK/
√

(XK)>DXK ]) =

K∑
j=1

((Xj)>DXj)
−1/2

(Xj)>L((Xj)>DXj)−1/2Xj =

tr(Λ-1/2X>LXΛ-1/2) = tr(Λ-1X>LX)
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όπου

Λ = diag((X1)>DX1, · · · , (XK)>DXK) = X>DX

γιατί περιορίσαμε τις στήλες πριν να είναι D-ορθογώνιες. Αν

Λ = c2IK

που μπορεί να γίνει επιλέγοντας την τιμή των aj = 1√
vol(Aj)

όπως είδαμε πριν, τότε

NCut(X) = tr(Λ−1X>LX) =
1

c2
tr(X>LX) = NCut(XR)

Εδώ πρέπει να παρατηρήσουμε ότι όλοι οι περιορισμοί είναι επίσης αναλλοίωτοι στις από

δεξιά περιστροφές.

Σημείωση:Ο πολλαπλασιασμός του πίνακα διαμέρισης από δεξιά με ένα πίνακα περι-

στροφής είναι σαν να περιστρέφουμε τους άξονες πάνω στους οποίους κατηγοριοποιούμε τα

δεδομένα· τους άξονες των κλάσεων. Γιατί μπορούμε να το κάνουμε αυτό; Μια ερμηνεία

είναι ότι από την στιγμή που έχουμε βρει τον χώρο Κ-διαστάσεων, έχουμε το δικαίωμα να

τον καλύψουμε με οποιαδήποτε Κ διανύσματα όχι μόνο με τα κάθετα ιδιοδιανύσματα του Λα-

πλάσιαν. Μάλιστα, ο υπόχωρος που καλύπτουν αυτά τα ιδιοδιανύσματα είναι πιό σταθερός

σε αριθμητικές ανακρίβειες από τον υπολογισμό των ίδιων των ιδιοδιανυσμάτων. Αυτό μας

δίνει την ελευθερία, όταν το πρόβλημα είναι χαλαρωμένο σε όλο το R, και βρούμε μια λύση

που δεν δίνει καλή διακριτή αναπαράσταση, να βρούμε μια άλλη ισοδύναμη λύση, η οποία

δίνει καλύτερη αναπαράσταση όταν διακριτοποιηθεί, απλά περιστρέφοντας τους άξονες των

κλάσεων (ή καθρεπτίζοντας κάποιους) για να πέσουν περισσότερα σημεία πάνω ή κοντά

τους. Να σημειώσουμε ότι στον διακριτό χώρο, μόλις κάνουμε την διαμέριση, όλα τα σημεία

πέφτουν πάνω στον άξονα κάποιας κλάσης. (Επίσης, από τους περιορισμούς οι άξονες είναι

κάθετοι μεταξύ τους). ΄Οταν είμαστε στον διακριτό χώρο οι μόνες λύσεις που είναι ισο-

δύναμες και ικανοποιούν όλους τους περιορισμούς είναι όταν κάποιοι άξονες ανταλαχθούν

μεταξύ τους, δηλαδή όταν αλλάξουμε τα ονόματα των κλάσεων.

Τελικά, το πρόβλημα που καλούμαστε να λύσουμε είναι ισοδύναμο με το:

min
X

tr(X>LX)

s.t. X>DX = I, X(X>X)-1X
>

1N = 1N , X ∈ X
(3.9)

Ξανατονίζουμε ότι η ισοδυναμία των προβλημάτων έγγειται στο ότι για κάθε λύση του

πρώτου (X1, · · · , XK) δίνει μια λύση για το δεύτερο αν σταθμίσουμε κάθε στήλη με το

((Xi)>DXi)−1/2
. Από την άλλη, για κάθε λύση του ισοδύναμου προβλήματος μπορο-

ύμε να βρούμε μια οικογένεια λύσεων του πρώτου αν πολλαπλασιάσουμε κάθε στήλη με

έναν (ίσως διαφορετικό αριθμό), δλδ αν (Z1, · · · , ZK) μια λύση του δεύτερου τότε όλες

οι λύσεις της μορφής (λ1Z
1, · · · , λKZK) είναι λύσεις του πρώτου προβλήματος για κάθε

επιλογή των μη-μηδενικών συντελεστών. Και αυτό είναι μια ελευθερία που μας επιτρέπει να

προσδιορίσουμε την καλύτερη κατάτμηση από την διακριτοποίηση μιας μεγάλης οικογένειας
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λύσεων του συνεχούς χώρου.

Σημείωση: Το φυσικό νόημα είναι ότι τα δύο προβλήματα έχουν ισοδύναμες λύσεις

στον προβολικό χώρο που τα σημεία μια ακτίνας θεωρούνται ίδια και εκφρασμένα από τις

ομογενείς συντεταγμένες. Απλά το ισοδύναμο πρόβλημα λυνεται στο προβολικό επίπεδο

που διώχνει τους παρονομαστές. Μετά όμως κερδίζουμε πίσω την εκφραστικότητα του να

επιλέξουμε κλίμακα διαφορετική για κάθε άξονα κλάσεων. Στον διακριτό χώρο, που όλα τα

σημεία είναι πάνω σε άξονες δεν θα αλλάξει το αποτέλεσμα της κατάτμησης, στον συνεχή

χώρο όμως το να συμπιέζουμε ή να μεγενθύνουμε ή ακόμη και να αλλάζουμε πρόσημο σε

κάποιες κατευθύνσεις-άξονες κλάσεων θα μας δώσει καλύτερη προσέγγιση της βέλτιστης

διακριτής λύσης.

Μέχρι τώρα η ανάλυση που κάναμε ακουμπούσε και τους δύο χώρους (με εξαίρεση

το rotation invariance που στον διακριτό χώρο αναφέρετσαι μόνο σε συγκεκριμένες πε-

ριστροφές που εναλλάσουν τις στήλες του πίνακα διαμέρισης). Τώρα όμως η δυσκολία

επίλυσης του combinatorial προβλήματος θα μας οδηγήσει στο συνεχή χώρο κρατώντας

μόνο την απαίτηση κάθε στήλη να είναι μη-κενή. Με το τελευταίο εξασφαλίζουμε ότι ο

πίνακας X>X θα είναι αντιστρέψιμος γιατί έχει βαθμό K αφού οι στήλες του είναι μη-

κενές και D-ορθογώνιες και άρα, γραμμικά ανεξάρτητες. Επίσης, υπενθυμίζουμε από πριν

ότι οι ιδιότητες του αναλλοίωτου της περιστροφής και του αναλλοίωτου της κλίμακας που

μοντελοποιήσαμε το πρόβλημά μας μας επιτρέπουν, αν βρούμε μια λύση X στο ισοδύναμο

πρόβλημα, να μπορέσουμε να προσδιορίσουμε της βέλτιστη διακριτή λύση από μια οικογένεια

ισοδύναμων λύσεων της μορφής XRΛ, όπου ο R είναι ορθογώνιος και ο Λ διαγώνιος.

Θυμίζουμε από διαφορική γεωμετρία ότι το Stiefel manifold St(k, n), περιέχει στοιχε-

ία με k−tuples από ορθομοναδιαία διανύσματα του Rn. ΄Αρα μπορεί να το δει κανεις και σαν

το σύνολο όλων των n×k ορθογωνίων πινάκων. Επιπλέον, τοGrassmannian manifold G(k, n)

αποτελείται από όλους τους γραμμικούς k-διάστατους υποχώρους του Rn. Ο δεξιός πολλα-

πλασιασμός ενός στοιχείου του St(K,N) με ένα πίνακα που ανήκει στο O(K), δημιουργεί

έναmanifold, ισομορφικό με το G(K,N). Εμάς οι πίνακες όμως δεν είναι ορθογώνιοι αλλά

D-ορθογώνιοι. Αυτό σημαίνει ότι δεν ανήκουν στο Stiefel manifold αλλά αποτελούν την

εικόνα του Stiefel manifold κάτω από τη γραμμική απεικόνιση D(X) = D1/2X. Και πάλι

το coset manifold που δημιουργείται από την δεξιά δράση του group O(K) είναι ισομορφι-

κό με το G(K,N). Σκεπτόμενοι ότι οι λύσεις μας λοιπόν ανήκουν σε αυτό το manifold θα

μπορούσαμε να ορίσουμε τις αποστάσεις των σημείων με κατάλληλο τρόπο ώστε να ελαχι-

στοποιήσουμε μια μετρική που θα μας δώσει καλύτερη προσέγγιση στην βέλτιστη διακριτή

λύση([13]).

Κάνοντας αλλαγή μεταβλητής στο πρόβλημά μας: Y = D1/2X, οι περιορισμοι γίνονται:

1. X>DX = I⇐⇒ Y>Y = I⇐⇒ Y> = Y+
.
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2. X>LX = Y>LsymY.

3. X(X>X)-1X>1N = XX+1N = 1N ⇐⇒ 1N ∈ range(X)⇐⇒ D1/21N ∈ range(Y)⇐⇒
YY+D1/21N = D1/21N ⇐⇒ YY>D1/21N = D1/21N .

Επομένως, το πρόβλημά μας γινεται:

min
Y

tr(Y>LsymY)

s.t. Y>Y = I, YY>D1/21N = D1/21N .
(3.10)

Γνωρίζουμε από το Poincare separation theorem ότι το ελάχιστο του tr(Y>LsymY)

πάνω σε όλους τους N × K πίνακες Y που ικανοποιούν τη σχέση Y>Y = I, είναι κάτω

φραγμένο από το άθροισμα των K-μικρότερων ιδιοτιμών του Lsym. Επιπλέον, αγνοώντας

προς το παρόν το τελευταίο περιορισμό, μπορούμε εύκολα να δούμε ότι η τιμή του κάτω άκρου

του ελαχίστου λαμβάνεται όταν επιλέξουμε για λύση τα K ιδιοδιανύσματα του Lsym που

αντιστοιχούν στις μικρότερες ιδιοτιμές. tr(U>LsymU) = tr(U>UΛ) = tr(Λ) =
∑K

i=1 λi.

Επειδή ο πίνακας είναι συμμετρικός αυτά θα είναι κάθετα μεταξύ τους, και μπορούμε να τα

επιλέξουμε και μοναδιαία. Τι συμβαίνει όταν π.χ. η Κ-οστή και η (Κ+1)-οστή ιδιοτιμές

είναι ίσες; Το γεγονός ότι τα ιδιοδιανύσματα είναι κάθετα θα μπορούσε να δώσει αρκετά

διαφορετικές λύσεις. Στην πράξη, αν ο γράφος δεν έχει πολλές συμμετρίες αυτό δεν συμ-

βαίνει, αλλά σε περίπτωση που τύχει θα πρέπει να ελέγξουμε όλες τις πιθανές λύσεις. Η

λογική λέει ότι αν ο γράφος έχει τόσες συμμετρίες ώστε να έχει ίσες ιδιοτιμές, λογικά θα

έχει και πολλές ισοδύναμα ερμηνεύσιμες κατατμήσεις. Παραδείγματος χάρη η κλίκα έχει

πολλές ιδιοτιμές ίσες, αλλά και όλες οι κατατμήσεις που προκύπτουν από αυτή είναι όμοιες

αν περιστρέψουμετο γράφο.

Ας κοιτάξουμε τώρα τον τελευταίο περιορισμό. Αν θεωρήσουμε ότι ο γράφος είναι συνε-

κτικός και άρα λ2 > 0, από τα θεωρήματα του προηγούμενου κεφαλαίου ξέρουμε πως το

πρώτο μοναδιαίο ιδιοδιάνυσμα του Lsym, είναι το Y 1 = D1/21N
‖D1/21N‖

. Αυτό σημαίνει ότι ανήκει

στο range(Y) το D1/21N .

Τελικά από το ισοδύναμο πρόβλημα μπορούμε να μεταφερθούμε στο αρχικό ξέροντας

ότι η Z = D−1/2Y = D−1/2U1:K , είναι βέλτιστη λύση του. Το Z είναι όπως γνωρίζουμε

από τα θεωρήματα του προηγούμενου κεφαλαίου, το σύνολο των K μικρότερων ιδιοδιανυ-

σμάτων του Lrw. Αυτά είναι D-ορθογώνια, άρα (επειδή ο D είναι θετικά ορισμένος) και

γραμμικά ανεξάρτητα. Επιπλέον, υπάρχουν πίνακες περιστροφής που μπορούν να κάνουν

τις στήλες του Z ταυτόχρονα D-ορθογώνιες και ορθογώνιες. Π.χ. αν διαγωνιοποιήσουμε

τον ZTZ = RΣR> ⇐⇒ (ZR)>(ZR) = Σ, που σημαίνει ότι οι στήλες του ZR είναι ορ-

θογώνιες. Επειδή όπως είπαμε πριν οι στήλες του Z, είναι επίσης γραμμικά ανεξάρτητες,

ο πίνακας Z>Z θα είναι θετικά ορισμένος και όλα τα στοιχεία του Σ θα είναι θετικά. Να

σημειωθεί ότι μπορεί ο R να υπολογιστεί με καλύτερη αριθμητική ευστάθεια από την SV D

του Z. Αυτό που απομένει τώρα είναι να βρει κάποιος κατάλληλους πίνακες R,Λ που θα

δώσουν λύση κοντά, με κάποια έννοια απόστασης στην βέλτιστη διακριτή λύση.
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3.3.3 Διαφορετικά Rounding Scemes

Στην παρούσα φάση θα θέλαμε να βρούμε ένα τρόπο να περάσουμε από τις λύσεις του

συνεχούς χώρου σε διακριτές λύσεις. Μπορούμε να παρατηρήσουμε και πάλι ότι αφού τα

ιδιοδιανύσματα του Lrw είναι κάθετα στο 1N που είναι το πρώτο, θα έχουν και θετικές και

αρνητικές τιμές. Αυτό μπορεί να μας βοήθησε όταν είχαμε να χωρίσουμε τον γράφο σε δύο

κλάσεις αλλά τώρα η πληροφορία αυτή δεν είναι αρκετή.

Πρώτη προσέγγιση: Χρήση του k−means αλγορίθμου σαν rounding scheme

(Andrew Ng [29]) Αφορμή για την ιδέα αυτή αποτέλεσε η ιδανική περίπτωση ενός

γράφου, διαχωρισμένου εξαρχής σε Κ συνεκτικές συνιστώσες. ΄Οπως είδαμε τα Κ πρώτα ι-

διοδιανύσματα ενός τέτοιου γράφου είναι δείκτριες συναρτήσεις των Κ κλάσεων. Επομένως,

αν απεικονίζαμε κάθε γραμμή του πίνακα στο χώρο των Κ ιδιοδιανυσμάτων, με την έννοια

ότι κάθε κόμβος τώρα έχει Κ συνιστώσες, μια από κάθε ιδιοδιάνυσμα, τότε τα σημεία που

ανήκαν στην ίδια συνεκτική συνιστώσα θα συνέπεφταν μαζί. Τα στοιχεία που ανήκαν σε άλ-

λη συνεκτική συνιστώσα θα συνέπεφταν επίσης μαζί πάνω σε έναν άλλο άξονα κάθετο στον

πρώτο. Επομένως, οι ευκλείδειες αποστάσεις των σημείων θα ήταν αρκετά καλή μετρική

για τον πλήρη διαχωρισμό των σημείων. Τώρα, όταν φύγουμε από την ιδανική περίπτωση

και ο γράφος μας είναι πιά συνεκτικός αλλά με καλά διαχωρισμένες κλάσεις, εξαιτίας της

συνέχειας των ιδιοδιανυσμάτων του πίνακα Lsym περιμένουμε ότι τα σημεία απεικονισμένα

σε αυτόν τον χώρο ιδιοδιανυσμάτων δεν θα απέχουν πολύ μεταξύ τους. Αν επιλέξουμε

λοιπόν όλα να τα ομαδοποιήσουμε σε Κ κλάσεις που έχουν Κ κέντρα αντιπροσώπους τότε

ο k−means, θα δώσει αρκετά καλά αποτελέσματα. Να σημειωθεί ότι παρότι ο k−means
θα δώσει μόνο γραμμικές περιοχές απόφασης, επειδή είμαστε σε ένα εξαιρετικά μη γραμμι-

κό χώρο ακόμη και αυτές οι περιοχές μπορεί να έχουν μη γραμμικά όρια στον ευκλείδειο

χώρο. Μπορεί κανείς να σκεφτεί αυτή την διαδικασία της επίλυσης στον συνεχή χώρο, ως

μια μη-γραμμική απεικόνιση από τον ευκλείδιο χώρο σε ένα χώρο ιδιοδιανυσμάτων όπου οι

αποστάσεις των σημείων είναι πραγματικά ευκλείδιες και επομένως η χρήση των κλασσικών

αλγορίθμων είναι ικανοποιητική. Στα παρακάτω σχήματα (3.6,3.7) φαίνεται πως λειτουργεί

το mapping των κόμβων στο spectral space και κατόπιν πως ο αλγόριθμος κ-κέντρων

κάνει την κατάτμηση. Να σημειωθεί ότι συχνά μια ακόμη ευρετική που χρησιμοποιείται

είναι να σταθμίζουμε όλες τις γραμμές του πίνακα κατάτμησης, που σημαίνει ότι στο χώρο

των ιδιοδιανυσμάτων όλα τα σημεία θα βρίσκονται πάνω σε μια hypersphere. Επίσης, αφού

γνωρίζουμε ότι αν έχουμε πολύ καλά διαχωρισμένες κλάσεις, αυτές θα βρίσκονται σε πρίπου

90 μοίρες απόσταση πάνω στην σφαίρα
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(αʹ) Euclidean Space (βʹ) Spectral Space

Σχήμα 3.6: Embedding των σημείων σε ένα χώρο τριών διαστάσεων.

Συχνά εφαρμογές χρησιμοποιούν τη λύση του Normalized Cut στο συνεχή χώρο για

να κάνουν dimensionality reduction σε διαστάσεις όσες τα ιδιοδιανύσματα ([5]). Μπορεί

κανείς να σκέφτεται γενικά το Spectral Clustering σαν μια προσπάθεια να διαχωρίσουμε τα

δεδομένα προβάλλοντάς τα ταυτόχρονα σε ένα χώρο χαμηλών διαστάσεων. Γιαυτό το λόγο

υπάρχουν αντιστοιχίσεις με μεθόδους Kernel PCA([2]), Kernel Kmeans([34]), καθώς

και με την LDA([41]). Μια ακόμη χρήση της λύσης στο συνεχή χώρο είναι ότι μας δίνει

ένα confidence score για το κάθε σημείο ως προς το σε ποιά κλάση ανήκει.

(αʹ) K-means Alone (βʹ) Data in Euclidean Space (γʹ) Data in Spectral Space

(Apply K means here)

Σχήμα 3.7: Προβολή σημείων σε ένα χώρο ιδιοδιανυσμάτων και κατάτμησή τους με χρήση

k −means

Μια καλύτερη προσέγγιση: Μοντελοποίηση του προβλήματος διακριτο-

ποίησης σαν ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης

(Yu and Shi [49]). Μια γενικότερη μέθοδος που συνήθως δίνει καλύτερα αποτελέσμα-

τα στην πράξη, είναι να μοντελοποιήσουμε το πρόβλημα διακριτοποίησης σαν ένα πρόβλη-

μα ελαχιστοποίησης της απόστασης μεταξύ των λύσεών μας, που αντιστοιχούν σε σημεία

Z = (Z1, · · · , ZK) ∈ G(K,N) και των διακριτών λύσεων που αντιστοιχούν σε σημεία

P(X) = (P(X1), · · · ,P(XK)) ∈ P(K). Μπορούμε να πούμε ότι το K είναι ένα υποσύνολο
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του G(K,N) αν σκεφτούμε το χώρο που καλύπτουν τα διανύσματα (X1, · · · , XK) ∈ K,
ωστόσο πρέπει να θυμόμαστε ότι το σύνολο αυτό είναι κλειστό μόνο κάτω από πολύ συ-

γκεκριμένους ορθογώνιους μετασχηματισμούς του O(K), αυτούς που αντιμεταθέτουν τις

στήλες ενός πίνακα). Αν επιλέξουμε να δούμε έτσι το K, τότε για να ελαχιστοποιήσουμε

την Riemannian απόσταση d(X,Z) ένα λογικό μέτρο απόστασης θα ήταν το tr(X>Y).

Η επίλυση του προβλήματος αυτού δεν είναι καθόλου μελετημένη στην βιβλιογραφία. Αντά-

υτού θα επιλέξουμε να δούμε το K σαν ένα υποσύνολο του (RPN−1)K . ΄Οπως αναλύσαμε

στην περίπτωση των 2 κλάσεων, η ελαχιστοποίηση της απόστασης 2 σημείων στο προβολικό

χώρο N−1 διαστάσεων είναι ισοδύναμη με την ελαχιστοποίηση της ευκλείδειας νόρμας των

διανυσμάτων των ομογενών συντεταγμένων τους, αρκεί αυτά να είναι πάνω στην μοναδιαία

σφαίρα. Οπότε, αν χρησιμοποιήσουμε το product distance, στο (RPN−1)K που δίνεται ως:

d((P(X1), · · · ,P(XK)), (P(Z1), · · · ,P(ZK))) =
K∑
j=1

d(P(Xj),P(Zj))

τότε καλούμαστε να ελαχιστοποιήσουμε την Frobenius απόσταση των δύο πινάκων, υπό

τον περιορισμό οι στήλες να έχουν ίσα μέτρα. Επειδή δεν υπάρχουν γνωστοί αλγόριθμοι

βελτιστοποίησης που να λύνουν αυτό το πρόβλημα θα πετάξουμε τον τελευταίο περιορισμό

και δωσμένης μιας λύσης Z του συνεχούς χώρου θα αναζητήσουμε (X,Q = RΛ), όπου

X ∈ X ενώ ο Q είναι ένας K ×K πίνακας με κάθετες μεταξύ τους στήλες (μη μηδενικές)

τέτοιους ώστε:

min
(X,R,Λ)

ϕ(X,R,Λ) = ‖X− ZRΛ‖F

s.t. R ∈ O(K), X ∈ K, Λ = diag(λ1, · · · , λK), λi > 0

‖X‖F = ‖Z‖F

(3.11)

Εξαιτίας του τελευταίου περιορισμού η μετρική γίνεται:

ϕ(X,R,Λ) = ‖X− ZRΛ‖F = tr((X− ZRΛ)>(X− ZRΛ)) (3.12)

= ‖Z‖2F − 2tr((RΛ)>Z>X) + tr(Z>ZRΛ(RΛ)>) (3.13)

Η δυσκολία του προβλήματος έγγειται στο ότι είναι μη-γραμμικό με αγνώστους και τους

τρεις πίνακες. Γιαυτό θα εφαρμόσουμε μια επαναληπτική μέθοδο που θα κρατάει κάθε φορά

δύο από τους τρεις πίνακες σταθερούς. Δηλαδή,

1. minimize ϕ1(X) = ‖X− ZRΛ‖F , κρατώντας τους R,Λ σταθερούς (Εστω ότι είναι

αρχικοποιημένοι στον μοναδιαίο), αλλά υπό τον περιορισμό ‖X‖F = ‖Z‖F .

2. minimize ϕ2(R) = ‖X− ZR‖F , χρησιμοποιώντας το προηγούμενο X.

3. minimize ϕ3(Λ) = ‖X− ZRΛ‖F , χρησιμοποιώντας τις πιό πρόσφατες τιμές για κάθε

πίνακα.

Αν θέλουμε να είμαστε πολύ αυστηροί, ο πίνακας RΛ δεν θα είναι ελαχιστοποιητής

αυτής της μετρικής αλλά σίγουρα αποτελεί βελτίωση σε σχέση με το να είχαμε μόνο του
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το R.(Η βελτίωση αυτή οφείλεται στο J.Gallier([13])), που έκανε μια scale invariant

αναπαράσταση του πίνακα διαμέρισης. Πώς λύνουμε όμως κάθε βήμα ξεχωριστά;

• Το πρώτο βήμα από την εξίσωση 3.12 είναι ισοδύναμο με την μεγιστοποίηση του

tr((ZRΛ)>X) = tr(X(ZRΛ)>), αφού όλες οι άλλες παράμετροι είναι σταθερές. Ο

περιορισμός που έχει ο πίνακας X, μας επιτρέπει να σκεφτούμε ότι αρκεί να βρο-

ύμε μόνο ποιές τιμές του πίνακα είναι μη-μηδενικές σε πρώτη φάση (σχήμα του

πίνακα) και κατόπιν να σταθμίσουμε τις στήλες κατάλληλα. Επειδή το X έχει σε

κάθε γραμμή μόνο ένα στοιχείο θετικό aj , στην θέση ji (1 ≤ ji ≤ K), θα ισχύει:

tr(XY>) =
∑N

i=1 ajiyiji , όπου Y = ZRΛ. Προφανώς, η εξίσωση αυτή μεγιστοποιε-

ίται όταν διαλέξουμε για την ι-οστή γραμμή του πίνακα την στήλη l, για την οποία

το yl είναι μέγιστο. Αν το κάνουμε αυτό βέβαια δημιουργούνται τα εξής προβλήματα:

Το πρώτο είναι ότι δεν εξασφαλίζεται ότι ο τελικός πίνακας δεν θα έχει μηδενικές

στήλες. Κατά μια έννοια αυτό κάνει την μέθοδο πιό adaptive, αφού δίνει το πολύ Κ

κλάσεις. Αν συμβεί αυτό τότε κάνουμε μεταφορά κάποιων σημείων από την κλάση με

τα περισσότερα προς μια κλάση χωρίς σημεία. Προφανώς, αυτό πλέον σημαίνει ότι δεν

έχουμε την βέλτιστη λύση ως προς το άθροισμα. Το άλλο πρόβλημα είαι ότι τελικά

πρέπει οι πίνακες Z,X να έχουν ίδια Frobenius νόρμα. Επειδή όμως έχουμε βρει το

σχήμα κάθε πίνακα, κάνοντας στάθμιση στις στήλες του μπορούμε να το πετύχουμε

αυτό.

• Το δεύτερο βήμα από την εξίσωση 3.12 και με γνώση ότι Λ = I και ότι RR> = I

καταλήγει και πάλι στην μεγιστοποίηση του tr(R>Z>X), μόνο που τώρα ο άγνωστος

είναι ο πίνακας R, ο οποίος περιορίζεται να είναι ορθογώνιος. Η λύση αυτού του

προβλήματος αποδεικνύεται ότι είναι: R∗ = VU>, για οποιαδήποτε SV D διάσπαση

UΣV> = Z>X, του Z>X.

• Το τρίτο βήμα από την εξίσωση 3.12 γράφεται ως (Y = ZR):

‖X−YΛ‖2 = ‖X‖2 − 2tr(Λ>Y>X) + tr(Y>YΛΛ>)

= ‖X‖2 − 2tr(Y>XΛ) + tr(Y>YΛ2)

= ‖X‖2 −
K∑
j=1

(Y>X)jjλj +

K∑
j=1

‖Y j‖22λ2
j

Πρόκειται για μια τετραγωνική παράσταση με θετικούς συντελεστές στους μεγιστο-

βάθμιους όρους που αν πάρουμε τις μερικές παραγώγους της μηδενίζεται στα σημεία

λj =
((ZR)>X)jj
‖Zj‖22

που είναι και τα ελάχιστα της παράστασης. Υπάρχει θεωρητικά η πιθανότητα κάποιος

από τους όρους να είναι ίσος με 0, που θα σήμαινε ότι ο πίνακας δεν είναι πια αντι-

στρέψιμος. Αν συμβεί αυτό προσπερνάμε το βήμα 2 γιαυτή την επανάληψη.
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Στην πρώτη απόπειρα επίλυσης αυτού του προβλήματος [49] το τρίτο βήμα είχε παραλει-

φθεί και ο αλγόριθμος σχηματικά έμοιαζε ως εξής:

Σχήμα 3.8: Αλγόριθμος Yu-Shi

όπου X ∈ {0, 1}N×K είναι ο πίνακας κατάτμησης και Z = X(X>DX)
−1/2

ο πίνακας

του ισοδύναμου προβλήματος. Κρατάμε το σύμβολο αυτό και μετά την χαλάρωση για το

συνεχή χώρο ενώ, ενώ Z∗ είναι οι ιδιοτιμές του Lrw. Επειδή η αναπαράσταση δεν επιλέχθηκε

εξαρχής να είναι scale invariant, πρέπει να επανέλθουμε στον συνεχή χώρο του αρχικού

προβλήματος ως: X̃ = Diag(diag(ZZ>)−1/2)Z, που είναι μια στάθμιση των γραμμών του

Z∗ που φέρνει τα σημεία πάνω σε μια hypersphere. Αν και το τελευταίο δεν είναι απαραίτητα

λύση του προβλήματος είναι μια ευρετική που λειτουργεί καλά στην πράξη. Παρακάτω

φαίνεται και ο τρόπος με τον οποίο γίνεται η σύγκλιση του αλγορίθμου.
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Σχήμα 3.9: Αλγόριθμος Y u, Shi: Κατάτμηση σημείων

Πειραματικά, έχει δειχθεί ότι το ϕ μειώνεται από επανάληψη σε επανάληψη των αλγο-

ρίθμων και ότι η επιλογή λ = I, από τους Shi, Y u μειώνει την αποτελεσματικότητα και την

ταχύτητα του αλγορίθμου ([13]).

3.4 Εφαρμογή και πρακτικά χαρακτηριστικά

Εφαρμόσαμε τον παραπάνω αλγόριθμο σε προβλήματα κατάτμησης εικόνων για εντοπι-

σμό αντικειμένων και σε point cloud δεδομένα. Πειραματιστήκαμε με αρκετούς τρόπους

κατασκευής γράφων και αρκετά χαρακτηριστικά κόμβων και αποστάσεων και αυτά που δου-

λέψαν καλύτερα είναι: Ο RAG − SLIC γράφος, που περιγράψαμε στο προηγούμενο κε-

φάλαιο, με τις ακμές να δημιουργούνται είτε από απλά χρωματικά χαρακτηριστικά, είτε με την

μέθοδο των intervening contours και να πέφτει το βάρος τους εκθετικά με την απόσταση

των κόμβων, με παράμετρο σ ∈ [30, 50]. Κάποια ποιοτικά αποτελέσματα φαίνονται στην συ-

νέχεια. Για την επιτάχυνση των αλγορίθμων χρησιμοποιήθηκαν αραιοί γράφοι και Krylov

τεχνικές στον υπολογισμό των ιδιοτιμών, ώστε να μπορούμε να λύσουμε το πρόβλημα σε

μεγάλες εικόνες. Οι εικόνες είναι από το Berkeley Dataset.



3.4 Εφαρμογή και πρακτικά χαρακτηριστικά 63

Σχήμα 3.10: Κατάτμηση με χρήση intervening contours

.

Σχήμα 3.11: Χρωματική κατάτμηση σε πολλές κλάσεις

.

Στην εικόνα 3.10 βλέπουμε πως ο αλγόριθμος κατάτμησης με την χρήση intervening co-

ntours καταφέρνει να κάνει κατάτμηση χρησιμοποιώντας μόλις δύο κλάσεις. Στην αντίστοι-

χη εικόνα που χρησιμοιούσε μόνο χρωματική πληροφορία (2.8) η κατάτμηση του μωρού από

το background ήταν εφικτή μόνο όταν απαιτούσαμε τρία cluster. Στην επόμενη εικόνα 3.11

φαίνεται πόσο σταθερή είναι η κατάτμηση όταν χρησιμοποιήσουμε πολλές κλάσεις, αφού ο

αλγόριθμος προτιμάει να κατατμήσει το background από το να διασπάσει το foreground.

Αυτό δεν είναι προφανές, γιατί ανεβάζοντας τον αριθμό των κλάσεων η κατάτμηση δεν γίνε-
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ται απαραίτητα στα προυπάρχοντα αντικείμενα που δημιούργησε ο αλγόριθμος για μικρότερο

αριθμό κλάσεων, αλλά μπορεί να είναι πολύ διαφορετική.

(αʹ) original (βʹ) RAG-SLIC graph

(γʹ) NCut (δʹ) Clusters

(εʹ) More Clusters

Σχήμα 3.12: Κατάτμηση αντικειμένων με πολύ διαφορετική δομή. Ο αλγόριθμος σταθμι-

σμένων τομών δεν κάνει καμία υπόθεση για το σχήμα των clusters.

Αυτή η ιεραρχία που περιλαμβάνει ανακατασκευή και ανασύνθεση όμως των αντικειμένων

που δημιουργούνται από τομές με λιγότερες κλάσεις, φαίνεται και στο παραπάνω σχήμα 3.12.
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Παρότι στο (δ) η μπλε και η πορτοκαλί περιοχή είναι διαχωρισμένες, όταν απαιτούμε την

διάσπαση σε μικρότερες δομές και αρχίζουν να διαχωρίζονται ο αετός και τα κλαδιά, ένα

κομμάτι της πορτοκαλί και ένα κομμάτι της σκούρας μπλε περιοχής ενώνονται στο (ε) για

να συνθέσουν το αριστερό κομμάτι του κλαδιού.

3.5 Προβλήματα που δημιουργούνται και μια πρόταση

για να λυθούν

1. Ο αριθμός των κλάσεων. Σε όλη την ανάλυση ένα πράγμα που εξαρχής θε-

ωρήθηκε γνωστό είναι ο αριθμός των κλάσεων που αναζητούμε. Σε πραγματικά

δεδομένα όμως, εικόνων ή άλλων δικτύων, δεν γνωρίζουμε εκ των προτέρων πόσα

αντικείμενα ή clusters αναζητούμε. Το πρόβλημα εντοπισμού του αριθμού αυτού ε-

ίναι ακόμη ανοιχτό για μη επιβλεπόμενες μεθόδους. Σε προβλήματα επιβλεπόμενης

μάθησης, μπορούμε να εφαρμόσουμε μια μάσκα ή περισσότερες σε όλη την εικόνα και

κατόπιν να αντιστοιχίσουμε από μια γνωστή βάση με παραδείγματα εκπαίδευσης μια

πιθανότητα εύρεσης αντικειμένου. Μια παρόμοια τεχνική περιγράφεται στο [19].

Μια ευρετική για το πρόβλημα αυτό μπορεί να αναζητηθεί από την δομή των ιδιο-

τιμών του γράφου. ΄Οπως έχουμε δει πολλές φορές, στην ιδανική περίπτωση που

έχουμε K συνεκτικές συνιστώσες θα έχουμε επίσης k μη μηδενικές ιδιοτιμές, ενώ η

επόμενη θα είναι θετική. Αν προστεθούν ¨θορυβώδεις’ ακμές μεταξύ των κλάσεων

τότε παύουμε να έχουμε όλες τις K πρώτες ιδιοτιμές μηδενικές, αλλά αν η K + 1

ιδιοτιμή του γράφου ήταν πολύ μεγάλη, τότε και η νέα σύνθεση του διαγράμματος

των ιδιοτιμών παρουσιάζει μεγάλο eigengap. Ως eigengap θα ορίζουμε την διαφορά

δύο διαδοχικών ιδιοτιμών του πίνακα Λαπλάσιαν. Στο [25], παρουσιάζεται η μορφή

των ιδιοτιμών όσο αρχίζει να μεγαλώνει ο θόρυβος μεταξύ των κλάσεων και να επι-

καλύπτονται μεταξύ τους. Για μικρά επίπεδα θορύβου, όπως είδαμε και στην μέθοδο

θεωρίας διαταραχών, το eigengap είναι ανθεκτικό και μπορούμε έτσι να αναζητήσου-

με το πλήθος των κλάσεων κοιτώντας απλά το μεγαλύτερο eigengap στο γράφο των

ιδιοτιμών. Σε μεγαλύτερα επίπεδα θορύβου η καμπύλη των ιδιοτιμών μοιάζει συνεχής

(3.13) γιατί χρειάζεται κατάλληλο χώρο χαρακτηριστικών και μια σωστή αναπαράστα-

ση του γράφου για να καταδείξουν αυτό το διάκενο. Αυτή η πληροφορία δεν έρχεται

εύκολα σε προβλήματα κατάτμησης εικόνων και γιαυτό πολλές φορές η καμπύλη των

ιδιοτιμών είναι συνεχής χωρίς μεγάλα άλματα και πρέπει να βρεθεί μια πιό αποτελεσμα-

τική μετρική για να περιγράψει με ακρίβεια την αυτόματη επιλογή της υπερπαραμέτρου

K. Τέτοιες τεχνικές, τις οποίες αφήνουμε για μελλοντική επέκταση της διπλωμα-

τικής, μπορούν να αναζητηθούν σε γνωστά quality measures από την θεωρία του

machine learning, όπως το cross entropy, αλλά με την προσθήκη κάποιων model

regularizer, όπως το Minimum Description Length, για να αποφύγουμε το overfit-

ting, που θα συμβαίνει για μεγάλες τιμές του K. Επίσης, το πρόβλημα του αριθμού

των κλάσεων μπορεί να λυθεί και με την ιεραρχική τροποποίηση του προβλήματος σε
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ένα framework για multiscale normalized cuts, που αναπτύσσεται σαν επέκταση της

διπλωματικής και με την χρήση του framework των ημιεπιβλεπόμενων τεχνικών που

αναπτύσσουμε στο επόμενο κεφάλαιο.

Σχήμα 3.13: Η μεταβολή του eigengap καθώς αυξάνονται τα επίπεδα θορύβου

2. Η ευαισθησία σε outliers. Οι σταθμισμένες τομές είναι ευαίσθητες σε outliers,

ακριβώς όπως είναι κάθε μέσος όρος. Στο [31] οι συγγραφείς αναλύουν το φαινόμενο

αυτό αντιστοιχίζοντας την λειτουργία του αλγορίθμου των Normalized Cuts, με ένα

γραμμικό ταξινομητή που μεγιστοποιεί κάποιου είδους ”gap” (στο πλαίσιο ανάλυσης

των SVM), σε ένα χώρο άπειρης διάστασης. Αποδεικνύεται ότι το gap αυτό δίνει

μεγαλύτερο βάρος σε σημεία που απέχουν πολύ από τα κεντροειδή των κλάσεων (σε

κάθε κατεύθυνση, και προς αλλά και από το υπερεπίπεδο διαχωρισμού). Πιό επίσημα

το gap που μεγιστοποιεί ο αλγόριθμος είναι:

Gap(β) =
1

N

n∑
i=1

1

cos θi
(β>Xi)

2

όπου το β είναι το κάθετο διάνυσμα στο υπερεπίπεδο, το Xi είναι το (άπειρης δι-

άστασης) διάνυσμα χαρακτηριστικών του i−οστού δεδομένου, και θi η γωνία του

διανύσματος αυτού με το μέσο όρο όλων των δεδομένων. Επειδή τα δεδομένα σταθ-

μίζονται ώστε να βρίσκονται στην μοναδιαία σφάιρα η γωνία αυτή είναι και μια μετρική

της απόστασης των σημείων από το μέσο όρο όλων των ιδιοδιανυσμάτων. Παρα-

τηρούμε πως ο πολλαπλασιαστικός όρος
1

cos θi
είναι προβληματικός γιατί σταθμίζει

σημεία με μεγαλύτερη απόσταση, με μεγαλύτερο βάρος. Αυτός είναι και ο λόγος που

οι σταθμισμένες γραφοτομές δεν μπορούν να διαχωρίσουν καλά elongated clusters,

όπως φαίνεται και στο σχήμα των συγγραφέων 3.14. Σαν λύση προτείνεται η αφαίρεση

αυτού του όρου και η δημιουργία ενός average gap που όπως φαίνεται στο παρακάτω

σχήμα 3.15
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(αʹ) elongated cluster (βʹ) outliers

Σχήμα 3.14: Η αδυναμία του Normalized Cuts να διαχωρίσει elongated clusters και η

ευαισθησία του σε outliers.

(αʹ) elongated cluster (βʹ) outliers

Σχήμα 3.15: Το average gap [31]

3. Η ”υπερβολική” κανονικοποίηση των κλάσεων. Από τα παραπάνω σχήμα-

τα ένα πρόβλημα που είναι εμφανές στην κατάτμηση με σταθμισμένες τομές είναι ότι

δεν μπορούν να ανακατασκευάσουν clusters που είναι σε πολύ διαφορετικές κλίμα-

κες. Στο παρακάτω σχήμα 3.16, παρατηρούμε ότι παρότι έχουμε ένα αντικείμενο και

το περιβάλλον του, με 2 κλάσεις δεν διαχωρίζεται το αντικείμενο.Χρειάζονται του-

λάχιστον 8 κλάσεις για να γίνει σωστή σημασιολογική κατάτμηση. Από την άλλη τα

ξύλα στα οποία κάθεται το πουλί δεν μπορούν να διαχωριστούν παρά με τόσα πολλά

clusters που χάνεται η σημασιολογική κατάτμηση και πάλι πρέπει να συγχωνευτούν

κάποιες κλάσεις για να γίνουν ολόκληρα αντικείμενα. Η δυνατότητα διαχωρισμού clu-

sters που βρίσκονται σε πολύ διαφορετικές κλίμακες θα αποτελέσει μια επέκταση της

διπλωματικής με την χρήση ενός multiscale framework.
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Σχήμα 3.16: Η ανάγκη για κατάτμηση αντικειμένων σε πολλαπλές κλίμακες



Κεφάλαιο 4

Επέκταση των σταθμισμένων

τομών με τεχνικές

ημιεπιβλεπόμενης μάθησης

4.1 Εισαγωγή a-priori γνώσης για την βελτίωση του

clustering

Εξαιτίας της μη-επιβλεπόμενης φύσης της διαδικασίας της κατάτμησης, εξαιρετικό βάρος

για την απόδοση της λύσης επωμίζεται η κατασκευή του γράφου ως προς την τοπολογία και

ως προς τον ορισμό της ομοιότητας δύο κόμβων που χαρακτηρίζονται από ένα διάνυσμα χα-

ρακτηριστικών. Επιπλέον αρκετές φορές οι κλάσεις που δημιουργεί ένας μη-επιβλεπόμενος

αλγόριθμος δεν ανταποκρίνονται στην σημασιολογική πληροφορία που περιέχεται στο γράφο,

πρόβλημα το οποίο στην βιβλιογραφία αναφέρεται ως σημασιολογικό κενό (semantic gap).

Από την άλλη υπάρχει συχνά και το φαινόμενο του clustering ambiguity, κατά το οποίο τα

δεδομένα μπορεί να επεξηγούνται με αρκετές διαφορετικές κατατμήσεις και ανάλογα με την

εφαρμογή εμείς να χρειαζόμαστε μια μόνο από αυτές. Παραδείγματος χάρη αν έχουμε ένα

σύνολο ανθρώπων διαφορετικών φύλων, διαφορετικών ηλικιών, σκουρόχρωμων ή οχι κλπ.

Συχνά λοιπόν για την μετρίαση των παραπάνω προβλημάτων οι αλγόριθμοι κατάτμησης εν-

σωματώνουν εξωτερική πληροφορία που δίνεται από τον χρήστη, από γνώση για την φύση

της εφαρμογής ή από ετικέτες των κλάσεων κλπ.

Ιδιαίτερα στο πρόβλημα της κατάτμησης εικόνων και του εντοπισμού αντικειμένων, ε-

πειδή τυπικά οι αλγόριθμοι δουλεύουν bottom−up βρίσκοντας αρχικά, χαρακτηριστικά χα-

μηλού επιπέδου (χρώμα, φωτεινότητα, υφή, ακμές) και κατόπιν συνδυάζοντας pixel μεταξύ

τους, σύχνα έχουν το πρόβλημα του να υπερβούν το σημασιολογικό κενό που δημιουργείται

μεταξύ χαρακτηριστικών χαμηλού επιπέδου και αντικειμένων αφαιρετικού επιπέδου. Πα-

ραδείγματος χάρη, στο 4.1 δεν θα ήταν λογικό να απαιτήσει κάποιος από έναν αλγόριθμο

κατάτμησης να συμπεριλάβει στο ίδιο cluster και την κίτρινη φούστα και το κορμό του

69
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άντρα (Σχήμα 4.1α). Για να γίνει αυτό θα πρέπει να δοθεί κάποια εξωτερική πληροφορία

όπως φαίνεται στην εικόνα (Σχήμα 4.1δ: unary constraints). Επομένως, το καλύτερο που

μπορούμε να περιμένουμε από τέτοιους αλγορίθμους χωρίς επίβλεψη είναι κάποια ιεραρχική

συσταδοποίηση (Σχήμα 4.1β,γ).

Σχήμα 4.1: Χρειάζεται η ενσωμάτωση εξωγενούς πληροφορίας στο πρόβλημα της κατάτμη-

σης, γιατί μόνο έτσι μπορεί να διαχωριστεί η αντανάκλαση του βράχου και να ενοποιηθεί η

κλάση του ανθρώπου. Αλλιώς, μια ιεραρχική κατάτμηση είναι αρκετά ικανοποιητική.

Τέλος αξίζει κανείς να παρατηρήσει ότι η επίλυση semi-supervised προβλημάτων, ανο-

ίγει το ¨μαύρο κουτί’ του Normalized Cut και κατ΄ επέκταση όλων των φασματικών γρα-

φοθεωρητικών μεθόδων, ώστε να εφαρμοστούν σε classification προβλήματα μέσα από

learning τεχνικές. (Ειδικότερα, transduction learning για εκμάθηση από ταξινομημένα

και αταξινόμητα δεδομένα, όπως εκμάθηση του πίνακα βαρών κλπ). Το να σχεδιάζει κανείς

full−supervised αλγορίθμους (που δεν λαμβάνουν υπόψη μη ταξινομημένα δεδομένα) είναι

λιγότερο χρήσιμο όταν δεν έχουμε πολλά κατηγοριοποιημένα δεδομένα, πράγμα πολύ συχνό

στις περισσότερες εφαρμογές, ειδικά στις πιο πρωτότυπες.

4.2 Εισαγωγή a-priori πληροφορίας στον αλγόριθμο Nor-

malized Cuts

Μια κατεύθυνση προς την οποία θα μπορούσαμε να βελτιώσουμε την ποιότητα του αλ-

γορίθμου των Normalized Cuts και να απαλύνουμε προβλήματα που δημιουργούνται από

την κατασκευή του γράφου ή τη φύση του προβλήματος (NP-complete: όχι ολικό ελάχιστο,

πολύ ισορροπημένα clusters ακόμη και αν τα objects είναι διαφορετικών μεγεθών), είναι να

ενσωματώσουμε prior information κατά την διαδικασία της κατάτμησης. Αυτή η πληρο-

φορία θα δίνεται από τον χρήστη (interactive segmentation) για βελτίωση της ποιότητας

της κατάτμησης ή από άλλη εξωτερική πηγή (π.χ. έξοδος ενός object detector) και θα εν-

σωματώνεται στον πρόβλημα βελτιστοποίησης σαν περιορισμός του χώρου εφικτών λύσεων

(hard constraint). Οι περιορισμοί αυτοί θα λαμβάνουν δυαδικές τιμές. Εναλλακτικά μπορεί

να ενσωματωθούν οι περιορισμοί σαν soft constraints. Υπό αυτή την έννοια δημιουργο-

ύνται 2 ειδών soft κατευθύνσεις. Σύμφωνα με την πρώτη αντί να ικανοποιούμε όλους τους



4.2 Εισαγωγή a-priori πληροφορίας στον αλγόριθμο Normalized Cuts 71

περιορισμούς, προσπαθούμε να βρούμε μια αρκετά καλή σταθμισμένη τομή που ικανοποιεί

αρκετούς περιορισμούς, μια όσο το δυνατόν μικρότερη σταθμισμένη τομή που έχει όσο το

δυνατόν μεγαλύτερη συσχέτιση με τους περιορισμούς. ΄Ετσι οι περιορισμοί ικανοποιούνται

μεν, αλλά σε κάποιο βαθμό. Η άλλη κατεύθυνση που εννοούμε τους soft περιορισμούς είναι

μέσα από την εισαγωγή μιας αβεβαιότητας για την ισχύ των επιμέρους περιορισμών (degree

of belief). Συνήθως στην δεύτερη κατηγορία μας ενδιαφέρει να ικανοποιήσουμε αθροιστικά

και όχι μεμονωμένα όσο το δυνατόν μεγαλύτερο κομμάτι των περιορισμών. Γι΄ αυτό και

επιβάλλονται με την μορφή μιας καθολικής συνάρτησης είτε σαν περιορισμοί στο πρόβλη-

μα βελτιστοποίησης ([43]) είτε σαν regularizer στην αντικειμενική συνάρτηση. Επειδή σε

καμία κατεύθυνση δεν μας νοιάζει η τήρηση μεμονωμένων περιορισμών τους λέμε και τους

δύο soft. Και οι 2 αυτές μορφές soft περιορισμών είναι πιό εύρωστες σε λάθη από ότι

οι αντίστοιχοι hard περιορισμοί που μπορεί να δοθούν από το χρήστη. Επίσης, συνήθως

οδηγούν σε γρηγορότερους αλγορίθμους αφού δεν ικανοποιούν όλους τους περιορισμούς.

Η εξωτερική πληροφορία μπορεί να δίνεται στο πρόβλημά μας μέσω περιορισμών για κάθε

κόμβο (unary constraints), μέσω περιορισμών σε ζεύγη κόμβων (pairwise constraints),

μέσω περιορισμών του μεγέθους των κλάσεων κλπ. Οι περιορισμοί που αφορούν ζεύγη

κόμβων ουσιαστικά απότελούν μια επιπλέον πηγή ομοιότητας για δύο κόμβους που πρέπει

να συνδυαστεί κατάλληλα με την υπάρχουσα πληροφορία από την ομοιότητα των χαρακτη-

ριστικών των δύο αυτών κόμβων. Μια άλλη κατευθυνση επομένως που θα ακολουθήσουμε

είναι να επέμβουμε άμεσα στους πίνακες ομοιότητας και άρα στο γράφο για να επιβάλλουμε

τους περιορισμούς που αφορούν ζεύγη κόμβων. Στα προβήματα που αυτό είναι δυνατό θα

ερμηνεύουμε το περιορισμό που επιβάλλαμε στο πρόβλημα βελτιστοποίησης και θα τον συ-

σχετίζουμε με μετασχηματισμό στον αρχικό γράφο. ΄Ετσι θα ενοποιήσουμε αυτές τις δύο

λογικές που ακολουθούνται στην βιβλιογραφία του semi-supervised graph clustering και

θα θέσουμε σε πιό στέρεες θεωρητικές βάσεις τους μετασχηματισμούς γράφων για ενσω-

μάτωση περιορισμών.

4.2.1 Τοποθέτηση 2 κόμβων στο ίδιο cluster (Must Link Constraint)

Χωρίς να ξέρουμε σε ποιό cluster ανήκουν οι κόμβοι, περιορίζουμε τις πιθανές τομές

σε αυτές που δεν τους χωρίζουν. Με αυτό τον τρόπο θα μπορούσαμε να ομαδοποιήσουμε

από συστάδες pixel μέχρι ολόκληρα αντικείμενα, ανάλογα με τον αριθμό κόμβων που δε-

σμεύουμε. Εκτός από hard ML constraints μπορεί κάποιος να έχει στην διάθεσή του μια

τιμή που δείχνει πόσο πιθανό είναι να ανήκουν μαζί αυτοί οι δύο κόμβοι. Μάλιστα αυτή η

τεχνική (με την οποία δεν θα ασχοληθώ εδώ) είναι πιό εύρωστη σε θόρυβο που προέρχεται

από λάθος περιορισμούς του χρήστη. Συνήθως, hard ML constraints δίνονται από το

χρήστη, ενώ soft ML constraints μπορεί να αποκτηθούν αυτόματα αν έχει κάποιος στην

διάθεση του μια ακολουθία εικόνων χρησιμοποιώντας optical flow και παίρνοντας τροχι-

ές από σημεία, τις οποίες μετά συγκρίνει ως προς την πιθανότητα να ανήκουν στην ίδια

κλάση [17]. Επιπλέον, οι hard ML περιορισμοί είναι μερικές φορές απαραίτητοι, όπως σε
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περιπτώσεις διάσπασης πρωτεινών που κάποιοι κόμβοι που συγκροτούν ένα μακρομόριο είναι

απαραίτητο να συνδεθούν στην τελική κατάτμηση αλλιώς χάνεται η σημασιολογία της δομής.

Τα cluster που σχηματίζονται από την κατάτμηση αυτών των δικτύων μπορεί να αποτελούν

ένα μακρομόριο ή σύνδεση πολλών μακρομορίων. Αν ισχύει το δεύτερο, όπως φαίνεται και

στο σχήμα 4.2, θα θέλαμε ιδανικά όλοι οι κόμβοι ένός μακρομορίου να βρίσκονται στο ίδιο

cluster (χρωματισμένοι κόμβοι). Μέσα από την διάσπαση τέτοιων δικτύων μπορεί να ανακα-

λυφθούν σημαντικές ακολουθίες μακρομορίων που κατόπιν χρησιμοποιούνται από βιολόγους

και φαρμακοποιούς για την ερμηνεία ανθρώπινων λειτουργιών, την κατασκευή φαρμάκων και

λοιπά.

Σχήμα 4.2: Δίκτυο Πρωτεινών. Ιδανικά, θα θέλαμε ένα εξωτερικό ειδήμονα ή ένα προστάδιο

του αλγορίθμου, να επιβάλλει στους όμοια χρωματισμένους κόμβους του μακρομορίου να

ανήκουν στην ίδια κλάση
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Μοντελοποίηση Περιορισμου

Kui = Kuj ⇔ Xt(i) = Xt(j),∀t ∈ [1, . . . ,K]⇔ (ei − ej)T ·X = 0

΄Οταν έχουμε ένα σύνολο S=(S1, . . . , SC) από C δυάδες κόμβων δεσμευμένων να α-

νήκουν στο ίδιο cluster τότε ο περιορισμός γίνεται:

BT
σ ·X = 0,

όπου ο B είναι ο πίνακας πρόσπτωσης μεγέθους N × C με τιμές (για διατεταγμένα ζεύγη

περιορισμών):

bil =


+1 ∃j Sl = (i, j)

−1 ∃j Sl = (j, i)

0 otherwise

(4.1)

ενώ σ είναι μια συνάρτηση κατεύθυνσης που μετατρέπει τους περιορισμούς σε διατεταγμένα

ζεύγη ώστε κάθε στήλη του Bσ να παίρνει ένα +1 και ένα −1 στις κατάλληλες θέσεις.

Επειδή η εξίσωση είναι ομογενής, ο περιορισμός είναι (column) scale-invariant και επο-

μένως περνάει αυτούσιος στο ισοδύναμο πρόβλημα. Επίσης, περνάει αυτούσιος στο relaxed

πρόβλημα με την ίδια ερμηνεία. Τέλος είναι και rotation-invariant με την έννοια ότι για

κάθε πίνακα X που τον ικανοποιεί, ο πίνακας XR όπου RTR = I τον ικανοποιεί επίσης.

Κατασκευή/Ελαχιστοποίηση πίνακα BT
σ

Κατά την ανάθεση περιορισμών από τον χρήστη υπάρχει μεγάλη πιθανότητα να προ-

κύψουν πλεονασματικοί περιορισμοί. Παραδείγματος χάρη αν επιβληθεί οι κόμβοι 1 και 2 να

ανήκουν στο ίδιο cluster, και μετά η ίδια συνθήκη για τους κόμβους 2,3 τότε είναι προφανές

ότι οι κόμβοι 1,3 θα μπουν στο ίδιο cluster και δεν θα χρειαστεί νέος περιορισμός γι΄ αυτό.

΄Η αν δοθεί ένα σύνολο κόμβων από τον χρήστη, με τον περιορισμό να ανήκουν στο ίδιο

cluster, τότε εμείς θα πρέπει να κατασκευάσουμε τον πίνακα BT
σ χωρίς πλεονασματικούς

περιορισμούς (που αντιστοιχούν σε γραμμές του πίνακα) ώστε να μειώσουμε την πολυπλο-

κότητα του αλγορίθμου κατάτμησης.

΄Ενας πίνακας B′Tσ θα λέγεται ισοδύναμος με τον BT
σ αν ο χώρος λύσεων της εξίσωσης

B′Tσ X = 0 είναι ίδιος με τον αρχικό. Ο πίνακας B′Tσ θα λέγεται ελάχιστος αν είναι ισο-

δύναμος με τον αρχικό και έχει το μικρότερο πλήθος γραμμών από όλους τους ισοδύναμους

με τον αρχικό πίνακες. Θα αποδείξουμε ένα συστηματικό τρόπο για την κατασκευή ενός

ελάχιστου BT
σ ή την ελαχιστοποίηση ενός γνωστού πίνακα BT

σ .

Η είσοδος μπορεί να δίνεται από τον χρήστη είτε με την μορφή ενός συνόλου από δυ-

άδες κόμβων, είτε με την μορφή ενός πίνακα BT
σ (του οποίου η αραιή αναπαράστασή είναι
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όμοια με το σύνολο από δυάδες), είτε με την μορφή Ν-άδων κόμβων. Θα ασχοληθούμε με

την πρώτη μορφή. Η τρίτη αποτελεί μια πολύ μικρή τροποποίηση στην αρχικοποίηση του

αλγορίθμου.

Θεωρούμε ότι το σύνολο των περιορισμών δεν έχει δυάδες της μορφής (i, i), και έχει το

πολύ μια εκ των (i, j), (j, i). Αυτή η υπόθεση είναι λογική γιατί η διμελής σχέση σύμφωνα

με την οποία 2 κόμβοι ανήκουν στο ίδιο cluster, είναι ανακλαστική και συμμετρική επομένως

μπορούμε να απλοποιήσουμε τα συγκεκριμένα ζεύγη χωρίς να χάσουμε πληροφορία. Μάλι-

στα, η σχέση είναι και μεταβατική, δηλαδή συνολικά είναι σχέση ισοδυναμίας, επομένως αν

απλοποιήσουμε και τις μεταβατικές ακμές θα έχουμε ένα σύνολο που είναι ισοδύναμο και

ελάχιστο. Αυτό το σύνολο ψάχνει ο αλγόριθμός μας.

Αρχικά, θα χρειαστούμε την έννοια του γράφου περιορισμών. ΄Ετσι θα ονομάζουμε τον

γράφο του οποίου οι κόμβοι το σύνολο των κόμβων του αρχικού γράφου, ενώ μια ακμή

μεταξύ 2 κόμβων προκύπτει από τον αντίστοιχο περιορισμό. Από τις υποθέσεις που κάναμε

για το σύνολο των περιορισμών ο γράφος θα είναι απλός, μη-κατευθυνόμενος και χωρις

ανακυκλώσεις.

Αλγόριθμος ελαχιστοποίησης:

1. Φτιάξε τον γράφο τον περιορισμών από το σύνολο S.

2. Διέσχισε το γράφο με Depth First Search.

3. Οι ακμές των DFS δέντρων (γιατί πιθανότατα ο γράφος έχει πολλές συνεκτικές συ-

νιστώσες) συγκροτούν ακριβώς το ελάχιστο σύνολο περιορισμών. Κάθε ακμή (i, j)

του δέντρου γίνεται μια στήλη ei − ej στον πίνακα B.

Σημείωση: Υποθέτουμε ότι ο χρήστης φροντίζει να δώσει έτσι τους περιορισμούς ώστε

να υπάρχει η δυνατότητα για σχηματισμό Κ cluster. Μπορούμε σιγουρα να το ελέγξουμε

αυτό μετρώντας τις συνεκτικές συνιστώσες στον γράφο των περιορισμών μόλις τελειώσει ο

DFS και να καταστήσουμε το σύνολο περιορισμών άκυρο αν αυτές είναι κάτω από Κ.

Για την απόδειξη ορθότητας του αλγορίθμου θα αποδείξω πρώτα το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 4.7. Ο πίνακας BT
σ είναι ελάχιστος αν και μόνο αν όλες οι γραμμές του είναι

γραμμικά ανεξάρτητες.

Παράδειγμα: ΄Οπως προηγουμένως αν συμπεριλάβουμε τους περιορισμούς (1,2),(2,3),(1,3)

τότε οι 3 πρώτες γραμμές του πίνακα BT
σ είναι (e1−e2)T , (e2−e3)T , (e1−e3)T . Παρατηρο-

ύμε ότι οποιεσδήποτε 2 από αυτές είναι γραμμικά ανεξάρτητες, ενώ και οι 3 είναι γραμμικά

εξαρτημένες αφού η τελευταία π.χ. είναι το άθροισμα των 2 πρώτων. ΄Οπως βλέπουμε 2

γραμμές αρκούν για να ικανοποιηθεί ο περιορισμός και όπως γνωρίζαμε 2 περιορισμοί ήταν

αρκετοί. Ο τρίτος προκύπτει.
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Απόδειξη. Ο περιορισμός BT
σ X = BT

σ [X1, · · · , XK ] = [BT
σX1, · · · ,BT

σXK ] = 0 είναι

ισοδύναμος με το να πούμε ότι θέλουμε όλες οι στήλες του πίνακα X να ανήκουν στο

nullspace του BT
σ . Δηλαδή, από αυτή μόνο την εξίσωση ο χώρος λύσεων είναι ακριβώς το

σύνολο (null(BT
σ ))K . (Παρεπιπτόντως, επειδή απαιτήσαμε οι στήλες του X είναι γραμμικά

ανεξάρτητες, η διάσταση του nullspace του BT
σ πρέπει να είναι τουλάχιστον Κ.) Αρκεί

τώρα που ερμηνεύσαμε έτσι τον περιορισμό να παρατηρήσουμε ότι κάθε φορά που μπαίνει μια

γραμμικά ανεξάρτητη γραμμή στον πίνακα, το rank του ανεβαίνει (αφού ανεβαίνει το rank

του ανάστροφου) και άρα η διάσταση του nullspace κατεβαίνει. ΄Αρα δεν θα μπορούσαμε

ποτέ να αφαιρέσουμε μια γραμμικά ανεξάρτητη γραμμή. Αντίθετα, αν συμπεριλάβουμε ένα

περιορισμό που είναι γραμμικά εξαρτημένος από τους υπόλοιπους τότε ο χώρος στηλών

και το nullspace μένουν ίδια. Οπότε αφαιρώντας μια τέτοια γραμμή δημιουργούμε έναν

ισοδύναμο πίνακα με λιγότερες γραμμές. Συνολικά επομένως, αφαιρώντας όλες τις γραμμικά

εξαρτημένες γραμμές δημιουργούμε τον ελάχιστο πίνακα.

Θεώρημα 4.8. ΄Οταν ο γράφος περιορισμών έχει πολλές συνεκτικές συνιστώσες τότε

ο βαθμός του συνολικού πίνακα περιορισμών είναι το άθροισμα των βαθμών των πινάκων

περιορισμών κάθε συνεκτικής συνιστώσας.

Απόδειξη. Δύο ακμές-περιορισμοί που ανήκουν σε διαφορετικές συνεκτικές συνιστώσες

έχουν τα άκρα τους σε τελείως διαφορετικούς κόμβους. Επομένως, οι περιορισμοί (i, j), (i′, j′)

αντιστοιχούν σε γραμμικά ανεξάρτητες γραμμές του πίνακα γιατί έχουν μη επικαλυπτόμενο

support. Μπορούμε επομένως να ομαδοποιήσουμε τους κόμβους κάθε συνεκτικής συνι-

στώσας και επειδή κάθε γραμμή του πίνακα θα έχει μηδενικά στις θέσεις όλων των κόμβων

που ανήκουν σε διαφορετικές συνεκτικές συνιστώσες (έστω l) τελικά ο συνολικός πίνακας

γράφεται ως:

BT
σ =


B1 0 . . . 0

0 B2 . . . 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 . . . Bl


Ο βαθμός του συνολικού πίνακα όπως γνωρίζουμε είναι το άθροισμα των βαθμών των επι-

μέρους πινάκων.

Το επόμενο θεώρημα ολοκληρώνει την απόδειξη ορθότητας του αλγορίθμου μας.

Θεώρημα 4.9. Ο πίνακας BT
σ είναι ελάχιστος αν και μόνο αν ο γράφος περιορισμών

που δημιουργεί αποτελείται από ένα σύνολο συνεκτικών δέντρων, ένα σε κάθε συνεκτική

συνιστώσα.

Θα αποδείξω το παραπάνω θεώρημα με 3 τρόπους, έναν που θα χρησιμοποιεί θεωρία

γραμμικής άλγεβρας, έναν που θα χρησιμοποιεί γραφοθεωρητικές μεθόδους και έναν που

θα χρησιμοποιεί θεωρία διμελών σχέσεων, δείχνοντας έτσι την εντυπωσιακή σύνδεση αυτών

των τριών τομέων.
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Απόδειξη. (Γραφοθεωρητική) Ισοδύναμα θα αποδείξω ότι σε συνεκτικό γράφο περιορισμών

οι γραμμικά εξαρτημένοι περιορισμοί είναι ακριβώς οι απλοί κύκλοι του γράφου. Παίρνοντας

κατόπιν την ένωση των συνεκτικών συνιστωσών όπως είδαμε και στο προηγούμενο θεώρημα,

αποδεικνύουμε το ζητούμενο. Από την μια αν έχουμε κύκλο στο γράφο, τότε έχουμε

μια ακολουθία ακμών {(i1, i2), · · · (ir−1, ir), (ir, i1)} δηλάδή στον πίνακα έχουμε γραμμές

(e1 − e2)T , · · · , (er−1 − er)T , (er − e1)T . Αν τις αθροίσουμε όλες μαζί έχουν άθροισμα το

μηδενικό διάνυσμα που σημαίνει ότι είναι γραμμικά εξαρτημένες. Αυτό σημαίνει ότι μπορούμε

να ”σπάσουμε” κάθε κύκλο αφαιρόντας οποιαδήποτε ακμή του και να διατηρήσουμε ένα

ισοδύναμο γράφο περιορισμών. Μπορούμε μήπως να σπάσουμε και ένα μονοπάτι βγάζοντας

μια ακμή του; Η απάντηση είναι όχι. Κάθε μονοπάτι (μη-κλειστό) ν κόμβων (άρα ν-1 ακμών)

δημιουργεί ένα πίνακα βαθμού ν-1. Αυτό συμβαίνει επειδή μόνο ένα άκρο είναι κοινό, οπότε

ο πίνακας μεγέθους (ν-1) × ν που αφορά τους κόμβους του μονοπατιού θα έχει στην

κεντρική διαγώνιό του +1 και στην από πάνω -1. Αν αφαιρέσουμε την τελευταία στήλη

πέρνουμε έναν υποπίνακα (ν-1)×(ν-1) άνω τριγωνικό με +1 στην κεντρική διαγώνιο, άρα

βαθμού ν-1. Αυτός είναι και ο βαθμός του αρχικού υποπίνακα. Αν αφαιρέσουμε μια ακόμη

ακμή από το μονοπάτι, θα καταλήξουμε με 2 μονοπάτια ανεξάρτητα (έστω x,ν-x κόμβων).

Επειδή είναι ανεξάρτητα ο βαθμός του συνολικού πίνακα που δημιουργούνε είναι, από το

προηγούμενο θεώρημα, το άθροισμα των βαθμών των υποπινάκων κάθε μονοπατιού. Αυτός

είναι ακριβώς (x-1) + ( (ν-x)-1) = ν-2 (!) ΄Αρα αν σπάσουμε ακμή από μονοπάτι ο πίνακας

που δημιουργείται δεν είναι ισοδύναμος με τον αρχικό. ΄Αρα κάθε μονοπάτι συγκροτεί ένα

γραμμικά ανεξάρτητο σύνολο περιορισμών. Τελικά, το πλήθος των απλών κύκλων είναι

σε αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία με το πλήθος των απλών κύκλων του γράφου. Επειδή ο

γράφος είναι συνεκτικός υπάρχουν μονοπάτια σε όλους τους κόμβους. ΄Αρα το ελάχιστο

υπογράφημα θα ήταν ένα συνεκτικό γράφημα χωρίς κύκλους. Γνωρίζουμε από την θεωρία

γράφων ότι το μέγιστα ακυκλικό γράφημα είναι ένα συνεκτικό δέντρο.

Απόδειξη. (Θεωρία διμελών σχέσεων) ΄Οπως αναφέραμε και πριν η σχέση R(a, b)=”τα ση-

μεία a, b βρίσκονται στο ίδιο cluster” είναι ανακλαστική, συμμετρική και μεταβατική. ΄Αρα

με άλλα λόγια είναι σχέση ισοδυναμίας. Γνωρίζουμε ότι η κλειστότητα μιας σχέσης ισοδυ-

ναμίας απεικονίζεται σε γράφημα ως μια ένωση από ανεξάρτητες κλίκες. Αρκεί λοιπόν να

βρούμε την σχέση εκείνη με τις ελάχιστες ακμές τέτοια ώστε η κλειστότητά της να είναι ίδια

με την κλειστότητα της αρχικής. Αρκεί και πρέπει να διατηρήσουμε την συνεκτικότητα των

συνιστωσών γιατί αν την χαλάσουμε και σπάσουμε παραδείγματος χάρη μια από αυτές σε

περισσότερες δεν θα υπάρχει μονοπάτι που θα συνδέει τους αντίστοιχους κόμβους και άρα

αποκλείεται η κλειστότητα της τελικής σχέσης να έχει τον ίδιο αριθμό κλικών με την αρχι-

κή. Από την άλλη, αν διατηρήσουμε την συνεκτικότητα τότε διατηρούμε τουλάχιστον ένα

μονοπάτι από κάθε κόμβο της συνιστώσας σε κάθε άλλον και συνεπώς, από την μεταβατική

ιδιότητα η κλειστότητα θα περιέχει όλες τις απευθείας ακμές μεταξύ αυτών των κόμβων.

Επειδή θέλουμε την ελάχιστη σχέση, τελικά ψάχνουμε ένα γράφημα ελάχιστα συνεκτικό

σε κάθε συνιστώσα. Από θεωρία γράφων γνωρίζουμε ότι αυτό είναι οποιοδήποτε σύνολο,

συνεκτικών σε κάθε συνιστώσα, δέντρων.
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Απόδειξη. (Από γραμμική ΄Αλγεβρα) ΄Οπως είδαμε πριν κάθε πίνακας ισοδύναμος με τον

αρχικό θα πρέπει να έχει το ίδιο nullspace.Ας βρούμε λοιπόν το nullspace του αρχικού

πίνακα. Είναι,

BT
σ x = 0 ⇐⇒ xi = xj , ∀(i, j) ∈ S ⇐⇒ xi = xj , ∀(i, j) s.t. Gi = Gj (4.2)

όπου Gi είναι η συνεκτική συνιστώσα στην οποία ανήκει ο κόμβος ι. ΄Αρα το nullspace είναι

ακριβώς το σύνολο που κάνουν span οι δείκτριες συναρτήσεις κάθε συνεκτικής συνιστώσας.

Επομένως, ο τρόπος να ελαχιστοποιήσουμε τον πίνακα είναι να αφαιρούμε γραμμές σεβόμενοι

την συνεκτικότητα σε κάθε συνιστώσα. ΄Ετσι, ο πυρήνας θα παραμείνει ίδιος και άρα ο νέος

πίνακας θα είναι ισοδύναμος. Τελικά, ζητάμε πάλι το γράφημα εκείνο που είναι ελάχιστα

συνεκτικό σε κάθε συνεκτική συνιστώσα. Αυτό είναι ακριβώς ένα σύνολο από δέντρα

συνεκτικά σε κάθε συνιστώσα, ένα σε κάθε μια.

Το πλήθος των γραμμών του πίνακα BT
σ μπορεί έτσι να μειωθεί από

(N−K)2+(N−K)
2 σε

N −K.

Επίλυση του περιορισμού

Το πρόβλημα βελτιστοποίησης που καλούμαστε να λύσουμε (μετά την χαλάρωση) είναι:

minimize
X

tr(XTLX),

subject to XTDX = I,

XX†1N = 1N,

BT
σ X = 0

(4.3)

Τώρα που φτιάξαμε τον περιορισμό ώστε να είναι ελάχιστος πρέπει να βρούμε ένα τρόπο

να τον επιβάλλουμε στο πρόβλημα. ΄Οπως είδαμε και πριν θα πρέπει όλες οι στήλες του

πίνακα X να ανήκουν στον πυρήνα του BT
σ . Βιβλιογραφικά, αυτό το πρόβλημα έχει λυθεί

στη γενική μορφή του από τους V.Golub et. al [14] και η λύση του έχει χρησιμοποιηθεί από

τους J.Shi, S.Yu στο συγκεκριμένο πρόβλημα που σκοπεύουμε να λύσουμε ([47],[48],[50]).

Ωστόσο, η λύση αυτή είναι αρκετά ακριβή υπολογιστικά γιατί δεν λαμβάνει καθόλου υπόψη

την ειδική μορφή που έχει ο πίνακας περιορισμών.

Θα παρουσιάσω τις 2 λύσεις του ῞.Γολυβ που χρησιμοποιήθηκαν από τον Θ.Σηι και κα-

τόπιν την δικιά μου λύση που λαμβάνει υπόψη την μορφή του πίνακα περιορισμών και δίνει

έτσι μια ενδιαφέρουσα νέα ερμηνεία στο πρόβλημα.

Καταρχάς, ο πίνακας BT
σ (μεγέθους C-επί-Ν) έχει μετά τον αλγόριθμο ελαχιστοποίησής

του βαθμό C, γιατί όπως είδαμε όλες του οι γραμμές είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Η διάσταση

του πυρήνα του επομένως θα είναι N − C.
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1. (Βιβλιογραφική Λύση 1) Βρίσκουμε τον πυρήνα του πίνακα περιορισμών κάνοντας QR

διάσπαση στον πίνακα Bσ.

Bσ = QRc =[Q1(N×C),Q2(N×(N−C))]

[
RC×C

0(N−C)×C

]
(4.4)

όπου ο Q είναι ορθομοναδιαίος και ο R είναι άνω τριγωνικός. Κάθε πίνακας X που

ανήκει στον πυρήνα του Bσ γράφεται σαν X = Q2Y για κάποιο πίνακα Y μεγέθους

(N − C)×K. Πράγματι,

BTX = [RT
C×C ,0

T
C×(N−C)]

[
QT

1 C×N
QT

2 (N−C)×N

]
Q2N×(N−C)Y

= [RT
C×C ,0

T
C×(N−C)]

[
QT

1 Q2C×(N−C)

QT
2 Q2(N−C)×(N−C)

]
Y

= [RT
C×C ,0

T
C×(N−C)]

[
0C×(N−C)

I(N−C)×(N−C)

]
Y = 0

Το πρόβλημα είναι ότι η QR διάσπαση είναι βαριά υπολογιστικά και επίσης ο πίνακας

Q2 δεν είναι μοναδικός. Υπάρχει η περίπτωση να μας βγει πολύ πυκνός και κατόπιν να

πυκνώσει πολύ τον νέο Laplacian οπότε να κάνει ακόμη πιό ακριβή υπολογιστικά την

διαδικασία. Η λύση μας όχι μόνο θα βρίσκει σε κλειστή μορφή τον πυρήνα σε γραμμικό

χρόνο αλλά θα αποτελεί και την πιό αραιή αναπαράσταση του πυρήνα. Μπορούμε να

λύνουμε έτσι πολύ μεγαλύτερα προβλήματα (εικόνες ή περιορισμούς) από παλιά.

2. (Βιβλιογραφική Λύση 2) Αυτή η λύση μοιάζει με γενίκευση των Householder με-

τασχηματισμών. ΄Αρα θα μπορούσε κανείς να πει ότι είναι μια πιό έξυπνη υλοποίηση

της προηγούμενης σκέψης. Ουσιαστικά προβάλλει τις λύσεις του προηγούμενου προ-

βλήματος, στο χώρο εφικτών λύσεων του παρόντος προβλήματος. Αποδεικνύεται ότι

αν :

• P = D−1W είναι ο ανά γραμμή σταθμισμένος πίνακας βαρών.

• Ενώ ο Q = I − D−1B(BTD−1B)−1BT
είναι ο πίνακας προβολής στο χώρο

εφικτών λύσεων.

αποδεικνύεται ότι η βέλτιστη λύση του προβλήματος είναι τα Κ ιδιοδιανύσματα που

αντιστοιχούν στις Κ μεγαλύτερες ιδιοτιμές του πίνακα QPQ.

Το ένα μειονέκτημα είναι ότι και αυτή η λύση είναι ακριβή υπολογιστικά. Με κάποια

έξυπνα τρικ οι συγγραφείς στο [50] καταφέρνουν να διατηρήσουν την αύξηση της πολυ-

πλοκότητας σε O(NC + C2) το οποίο είναι αποδεκτό αν οι περιορισμοί είναι λίγοι γιατί

απότελεί μια γραμμική αύξηση στην πολυπλοκότητα, αλλά είναι ανεφάρμοστο αν οι περιο-

ρισμοί είναι της τάξης του O((N − K)2). Βέβαια, όπως είδαμε μετά την ελαχιστοποίηση

το πολύ οι περιορισμοί να είναι της τάξης του O(N − K) οπότε η αύξηση της πολυπλο-

κότητας τετραγωνική. Επίσης, είναι παράλογο να έχει γίνει ήδη αρκετή δουλειά εξωτερικά



4.2 Εισαγωγή a-priori πληροφορίας στον αλγόριθμο Normalized Cuts 79

για να ομαδοποιηθούν κάποια pixel και αυτό να καταλήγει να δυσκολεύει περισσότερο τον

αλγόριθμο. Στην ακραία περίπτωση που οι περιορισμοί σχηματίζουν μόνοι τους Κ cluster

ο αλγόριθμος θα έπρεπε να τερματίζει, αλλά παρόλαυτά με αυτή την τεχνική θα καταλήξει

να χρειάζεται πάρα πολύ ώρα ακόμη και για μέτριου μεγέθους εικόνες. Η δικιά μας λύση θα

επιβαρρύνει με καθαρά γραμμική αύξηση την πολυπλοκότητα του αλγορίθμου (O(N + C))

λόγω προεπεξεργασίας, αλλά όσο πιό πολλοί είναι οι περιορισμοί τόσο θα βελτιώνει την

πολυπλοκότητα του υπόλοιπου αλγορίθμου επειδή θα δουλεύει και αυτή σε μειωμένο χώρο

λύσεων.

παρ

Επιπλέον, αυτή η λύση εκτός από το ότι είναι ακριβή υπολογιστικά, όπως αναφέρουν και

οι συγγραφείς, χάνει εντελώς την ερμηνεία ότι η διαδικασία κατάτμησης με Normalized

Cuts αποτελεί την κατάσταση ισορροπίας σε μια διαδικασία διάχυσης, επειδή ο πίνακας

QPQ έχει και αρνητικά στοιχεία και δεν μπορεί να ερμηνευθεί ως πίνακας πιθανοτήτων με-

τάβασης. Αντίθετα, η λύση μας συνεχίζει, όπως είναι φυσικό, να διατηρεί την ίδια ερμηνεία.

Τελικά, και οι 2 προηγούμενες λύσεις μπορούν να βελτιωθούν ως προς την πολυπλο-

κότητά τους πολύ με την ελαχιστοποίηση του πίνακα περιορισμών. Ωστόσο, θέλουμε να

κάνουμε περαιτέρω βελτίωση στην λύση του προβλήματος προτείνοντας ένα νέο αλγόριθμο

μικρότερης πολυπλοκότητας.

Νέος βελτιωμένος αλγόριθμος

Από εδώ και πέρα μπορούμε να θεωρούμε ότι ο πίνακας περιορισμών μεγέθους C ×N
έχει C ≤ N −K και είναι πλήρους βαθμού (κάτι που πετυχαίνουμε μετά την ελαχιστοπο-

ίηση). ΄Αρα και ο πυρήνας είναι βαθμού N − C και οι συνεκτικές συνιστώσες του γράφου

περιορισμών είναι επίσης N − C.

΄Οπως είδαμε και στην προηγούμενη απόδειξη (με γραμμική άλγεβρα), το σύνολο εφι-

κτών λύσεων έχει γνωστή λύση με κλειστή μορφή. Αυτή είναι ότι οι στήλες είναι δείκτριες

συναρτήσεις των συνεκτικών συνιστωσών. Επομένως μπορούμε να βρούμε μια ορθοκανο-

νική βάση B⊥ για τον πυρήνα (που είναι μεγέθους N × (N − C)), το φυσικό νόημα της

οποίας είναι σε ποιά συνεκτική συνιστώσα ανήκει κάθε κόμβος. Αυτό γίνεται προφανώς με

χρήση του προηγούμενου DFS. Το εντυπωσιακό είναι ότι ενώ μέχρι τώρα χρησιμοποιο-

ύσαμε πίνακες για να λύσουμε προβλήματα γράφων, τώρα λύσαμε ένα πρόβλημα πινάκων

(εύρεση πυρήνα πίνακα) χρησιμοποιώντας ένα αλγόριθμο γράφων. Το σημαντικό είναι ότι

έτσι η εύρεση βάσης πυρήνα γίνεται σε γραμμικό χρόνο και όχι σε τουλάχιστον τετραγωνι-

κό, όπως αν χρησιμοποιήσουμε QR-διάσπαση.

΄Εχοντας μια (ορθοκανονική) βάση μπορούμε να εκφράσουμε κάθε διάνυσμα που ανήκει

στον πυρήνα ως: X = B⊥Y, όπου ο πίνακας Y είναι μεγέθους (N − C)×K.
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Επειδή οι πίνακες B⊥, X έχουν σταθερές τιμές σε κάθε στήλη (στις μη-μηδενικές θέσεις)

και ακριβώς μια μη-μηδενική τιμή σε κάθε γραμμή, το ίδιο θα ισχύει και για τον πίνακα Y.

Επόμένως, και ο πίνακας Y ικανοποιεί τον 3ο περιορισμό και είναι πίνακας διαμέρισης. Η

φυσική ερμηνεία του πίνακα αυτού είναι επομένως, σε ποιό cluster ανήκει κάθε συνεκτική

συνιστώσα του γράφου περιορισμών. Ο πίνακας X επομένως προκύπτει από τον πίνακα Y

αν αναπαράγουμε αυτούσια κάθε γραμμή του δεύτερου στον πρώτο για όλους τους κόμβους

που ανήκουν στην συνεκτική συνιστώσα που αναπαριστά η γραμμή του δεύτερου.

Το πρόβλημά μας γίνεται,

minimize
Y

tr(YTLrY),

subject to YTDrY = I,

YY†1N−C = 1N−C,

(4.5)

όπου Lr = (B⊥)TL(B⊥) και Dr = (B⊥)TD(B⊥).

Επομένως είναι πρόβλημα γενικευμένων ιδιοτιμών για τους πίνακες Lr,Dr. Με την

επόμενη ερμηνεία που θα δώσουμε δεν χρειάζεται καν να υπολογίσουμε αυτούς τους πίνακες

μέσα από τους πολλαπλασιασμούς.

Ερμηνεία πινάκων και περαιτέρω βελτίωση αλγορίθμου με αναγωγή σε

ελαττωμένο γράφο

Μπορούμε να δουλέψουμε εξαρχής στον διακριτό χώρο, με την αρχική εκδοχή του προ-

βλήματος μας και να παρατηρήσουμε μια διαισθητική ερμηνεία του προβλήματος όπως προ-

κύπτει μετά την απαλοιφή του περιορισμού.

Το αρχικό πρόβλημα όπως είδαμε στο Κεφάλαιο 2 είναι:

minimize
X

K∑
i=1

(Xi)TLXi

(Xi)TDXi

subject to (Xi)TDXj = 0, 1 ≤ i, j ≤ K, i 6= j

XX†1N = 1N , X ∈ X

(4.6)

Θέτοντας X = B⊥Y και γνωρίζοντας ότι και ο πίνακας Y είναι πίνακας διαμέρισης όπως

δείξαμε παραπάνω το πρόβλημα μετασχηματίζεται σε:

minimize
Y

K∑
i=1

(Y i)TLrY
i

(Y i)TDrY i

subject to (Y i)TDrY
j = 0, 1 ≤ i, j ≤ K, i 6= j

YY†1N−C = 1N−C , Y ∈ X

(4.7)
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Θα προσπαθήσουμε να ερμηνεύσουμε τους αριθμητές και παρονομαστές των κλασμάτων.

Αν ο γράφος Γ έχει κόμβους {1, 2, · · · , N} και συνεκτικές συνιστώσες {G1, G2, · · · , GN−C}
τότε αν ο πίνακας B⊥ έχει σε κάθε στήλη του σταθερές {(c1 = 1, c2 = 1, · · · , cN−C = 1)}:

• Ο πίνακας Dr = (B⊥)TD(B⊥) είναι ένας πίνακας (N−C)×(N−C) που προκύπτει ως

εξής: Ο αριστερός πολλαπλασιασμός αθροίζει τις γραμμές του πίνακα D που ανήκουν

στην ίδια συνεκτική συνιστώσα πολλαπλασιάζοντάς τες με την αντίστοιχη σταθερά,

ενώ ο δεξιός πολλαπλασιασμός αθροίζει τις στήλες του νέου πίνακα που ανήκουν

στην ίδια συνεκτική συνιστώσα, ξαναπολλαπλασιάζοντάς τες με την ίδια σταθερά, με

αποτέλεσμα ο τελικός πίνακας να είναι:

Dr =


vol(G1) 0 . . . 0

0 vol(G2) . . . 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 . . . vol(GN−C)

 ,
όπου vol(Gi) =

∑
j∈Gi d(ui).

• Αφού ο πίνακας Y είναι πίνακας διαμέρισης όπως και ο X, ενώ ο B⊥ έχει άσσους

στις στήλες, μπορούμε να θωρήσουμε ότι οι τιμές των στηλών του Y είναι ίδιες με

τις τιμές των στηλών του X. Ο παρονομαστής

(Y i)TDrY
i = α2

i ·
∑

j:Gj∈Ki

vol(Gj) = α2
i · vol(Ki)

.

• ΄Ομοια ο πίνακας Lr = (B⊥)TL(B⊥) είναι ένας πίνακας (N −C)× (N −C) που στις

διαγώνιες θέσεις έχει τα στοιχεία του Dr ελαττωμένα όμως κατά το association της

κάθε συνεκτικής συνιστώσας. Στις μη διαγώνιες οι τιμές του πίνακα, έστω lij είναι

με αρνητικό πρόσημο το αθροιστικό βάρος των ακμών που έχουν το ένα άκρο τους

σε κόμβο που ανήκει στην i-οστή συν.συνιστώσα και το άλλο σε κόμβο που ανήκει

στην j-οστή.

• Ο πίνακας Dr είναι πίνακας βαθμών στον νέο γράφο αν συμπεριλάβουμε και τις ανα-

κυκλώσεις.

• Ο πίνακας Lr είναι πίνακας Laplacian είτε τον σκεφτούμε στον γράφο με τις ανα-

κυκλώσεις, είτε χωρίς αυτές. Γιατί ακόμη και αν προστεθούν οι ανακυκλώσεις στον

Dr θα αφαιρεθούν από τον πίνακα βαρών Wr. Επίσης, επειδή ο B⊥ είναι πίνακας

διαμέρισης με άσσους στις στήλες ισχύει : B⊥1N−C = 1N ⇒ Lr1N−C = 0.

• Επομένως ο αριθμητής όπως έχουμε δει από το κεφάλαιο 2 για τις τετραγωνικές

μορφές Laplacian πινάκων είναι:

(Y i)TLrY
i =

∑
(k,j):Gk∼Gj

w
(r)
kj (Y i

k − Y i
j )2 = α2

i

∑
Gj∈Ki,Gk /∈Ki

w
(r)
ij = α2

i · cut(Ki)
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΄Αρα κάθε κλάσμα αντιπροσωπεύει τον λόγο
cut(Ki)
vol(Ki)

και στον αρχικό γράφο αν συνυπολο-

γίσουμε τους περιορισμούς αλλά και στον αντίστοιχο reduced γράφο Gr, που κάθε κόμβος

του είναι η αντίστοιχη συνεκτική συνιστώσα του γράφου περιορισμών και κάθε ακμή προς

άλλο κόμβο είναι το άθροισμα των βαρών όλων των ακμών που έχουν ένα άκρο στην μια

και ένα στην άλλη συν. συνιστώσα. Επίσης, ο Gr έχει ανακυκλώσεις σε κάθε κόμβο ίσες

με το association κάθε συνεκτικής συνιστώσας του αρχικού γράφου.

Καταφέραμε και απαλείψαμε τον περιορισμό αναγάγοντας το πρόβλημα σε ένα ισοδύναμο

για ένα μειωμένο γράφο. Αυτό είναι πιό λογικό από τις προτεινόμενες λύσεις εξαιτείας της

φύσης του περιορισμού που επιβάλλαμε, γιατί όσο ομαδοποιούμε pixel θα πρέπει να περι-

μένουμε να κάνει λιγότερη δουλειά ο αλγόριθμος, όχι περισσότερη. Στην ακραία περίπτωση

που οι περιορισμοί δημιουργούν μόνοι τους Κ cluster ο αλγόριθμος δεν έχει καθόλου φόρ-

το, πέρα από το overhead της κατασκευής του γράφου.

Τελικός αλγόριθμος

1. Φτιάξε τον γράφο περιορισμών.

2. Βρες τις συνεκτικές συνιστώσες του γράφου, χρησιμοποιώντας κάποιο αλγόριθμο

διάσχισης.

3. Κατασκεύασε τον reduced γράφο βάζοντας για κόμβους τις συνεκτικές συνιστώσες

του βήματος 2) και για ακμές το άθροισμα των βαρών των ακμών του αρχικού γράφου

που συνδέουν κόμβους από αυτές τις συνεκτικές συνιστώσες.

4. Πρόσθεσε στον γράφο και ακμές ανακύκλωσης με βάρη ίσα με το association κάθε

συνεκτικής συνιστώσας. (τα βήματα 3,4 γίνονται με έναν αλγόριθμο διάσχυσης στον

κανονικό γράφο).

5. Εφάρμοσε τον αλγόριθμο του NCut σε αυτό το γράφο και κάνε την διακριτοποίηση

του Y

6. ΄Ο,τι κατάτμηση βρεις για τις συνεκτικές συνιστώσες επέκτεινέ την για την κατάτμηση

των κόμβων του αρχικού γράφου.

Τελικά,

NCut(G,K) +MUST LINK CONSTRAINTS ⇐⇒ NCut(Gr,K) (4.8)

Σημείωση: Ο λόγος που στα [47],[48] δεν βρέθηκε αυτή η λύση είναι ότι οι συγγραφείς

χρησιμοποιούσαν reduced αναπαράσταση (με 1 διάνυσμα για 2 κλάσεις), οπότε έπρεπε να

εισάγουν και έναν ακόμη περιορισμό σχετικά με τις non− trivial λύσεις. Ωστόσο, προφα-

νώς το αποτέλεσμα δεν εξαρτάται από την αναπαράσταση.

Σημείωση 2: Μέσα από την επίλυση αυτών των περιορισμών ενοποιούμε μεθόδους που

επεμβαίναν απευθείας στον γράφο [21] με μεθόδους που περιορίζαν τον εφικτό χώρο λύσεων

[50]
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A Toy Example: Οπτική ανάλυση των βημάτων του αλγορίθμου

Θα δείξουμε πως λειτουργεί ο αλγόριθμος μέσα από ένα απλό παράδειγμα. ΄Εστω ο

παρακάτω γράφος τον οποίο θέλουμε να χωρίσουμε σε 2 κλάσεις:

u1

u2

u3

u7

u8

u5

u4

u6

2

2
2

2
2

2

1 3

3

Οι πίνακες που περιγράφουν τον γράφο είναι:

W =



0 2 2 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 1 0

2 2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2 2 3 0

0 0 0 2 0 2 0 0

0 0 0 2 2 0 0 0

0 1 0 3 0 0 0 3

0 0 0 0 0 0 3 0


, D = diag(



4

5

4

7

4

4

7

3


)

΄Οπως μπορούμε εύκολα να δούμε η βέλτιστη σταθμισμένη τομή είναι :

{K1,K2} = {{u1, u2, u3}, {u4, u5, u6, u7, u8}}

Και άρα ο πίνακας κατάτμησης είναι :

X =



α1 0

α1 0

α1 0

0 α2

0 α2

0 α2

0 α2

0 α2


Ωστόσο, αν για κάποιο λόγο γνωρίζουμε ότι κάποιοι κόμβοι πρέπει να τοποθετηθούν στην

ίδια κλάση, μπορούμε να προσθέσουμε must link περιορισμούς.
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Π.χ. Π = {(1,2),(1,7),(1,8),(2,7),(7,8),(5,6)}

΄Αρα ο γράφος των περιορισμών είναι:

u1

u2

u3

u7

u8

u5

u4

u6

c1 c2

c3

c4

c5

c6

Σχήμα 4.3: Γράφος περιορισμών πριν (κόκκινο) και μετά (μπλε) την ελαχιστοποίηση

Binit
σ =



1 −1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 −1 0

1 0 0 0 0 0 0 −1

0 1 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 1 −1

0 0 0 0 1 −1 0 0


, Bmin

σ =


1 −1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 1 −1

0 0 0 0 1 −1 0 0



Σχήμα 4.4: Ελαχιστοποίηση πίνακα περιορισμών.

Παρατηρούμε ότι οι γραμμικά εξαρτημένες γραμμές του αρχικού πίνακα περιορισμών ε-

ίναι 2, όσοι και οι απλοί κύκλοι του γράφου περιορισμών. Απαλείφοντας αυτές τις γραμμές

μας μένει ο τελικός πίνακας περιορισμών που είναι ισοδύναμος με τον πρώτο και έχει βαθμό

4, όσοι οι γραμμικά ανεξάρτητοι περιορισμοί. Επίσης, οι συνεκτικές συνιστώσες του γράφου

είναι 8-4 = 4. Επομένως και η διάσταση του πυρήνα θα είναι 4.

Μάλιστα, ο πίνακας του πυρήνα είναι (από τον DFS) : B⊥ =



1 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

1 0 0 0

1 0 0 0


Οπότε οι πίνακες που περιγράφουν το πρόβλημα στο reduced space είναι:
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Lr = B⊥
T

LB⊥ =


7 −4 −3 0

−4 4 0 0

−3 0 7 −4

0 0 −4 4

 , Dr = B⊥
T

DB⊥ =


19 0 0 0

0 4 0 0

0 0 7 0

0 0 0 8



Παρατηρούμε ότι αυτοί οι πίνακες αντιστοιχούν στον Laplacian και βαθμών αντίστοιχα,

στον reduced γράφο του παρακάτω σχήματος:

G1

G2

G3

G4

12

4

3

4

4

Σχήμα 4.5: Reduced γράφος (ή γράφος συνεκτικών συνιστωσών)

Παρατηρούμε ότι οι κόμβοι μειώθηκαν κατά το πλήθος των γραμμικά ανεξαρτητων πε-

ριορισμών και ότι ο νέος γράφος έχει ως κόμβους τις συνεκτικές συνιστώσες του γράφου

των περιορισμών. Τα βάρη των ακμών μεταξύ 2 κόμβων ισούνται με το άθροισμα των επι-

μέρους βαρών των ακμών που συνέδεαν κόμβους από τις 2 αυτές συνεκτικές συνιστώσες

στον αρχικό γράφο. Τέλος, τα βάρη των ακμών ανακύκλωσης ισούνται με το association

κάθε συνεκτικής συνιστώσας του γράφου περιορισμών.

Τώρα προφανώς η ελάχιστη τομή στο γράφο είναι :

{K1,K2} = {{G1, G2}, {G3, G4}} = {{u1, u2, u3, u7, u8}, {u4, u5, u6}}
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Ενώ οι πίνακες της λύσης είναι:

Y =


α1 0

α1 0

0 α2

0 α2


B⊥

====⇒ X =



α1 0

α1 0

α1 0

0 α2

0 α2

0 α2

α1 0

α1 0



Data Clustering: Sampling Known Distributions

Θα χρησιμοποιήσουμε ένα συνθετικό παράδειγμα για να επιβεβαιώσουμε την αποτελε-

σματικότητα του αλγορίθμου μας, τόσο στην ποιότητα κατάτμησης όσο και στον χρόνο

εκτέλεσης. Επίσης, θα δούμε εποπτικά πως βελτιώνεται η κατάτμηση με την αύξηση των

ML περιορισμών. Στο παράδειγμά μας υποδειγματοληπτούμε από 3 κατανομές, 2 γκαου-

σιανές και μια δακτυλίου, όπως φαίνεται στα σχήματα 4.6, 4.7.

Σχήμα 4.6: Πρώτο συνθετικό παράδειγμα. Βλέπουμε την αδυναμία του unsupervised αλ-

γορίθμου να εντοπίσει το Ground Truth Segmentation
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Σχήμα 4.7: Η αποτελεσματικότητα του αλγορίθμου φαίνεται στο γεγονός ότι μόνο 3 ML

περιορισμοί βελτιώσαν αισθητά την κατάτμηση.

Περιορισμοι και χρόνος. Περιορισμοί και αποτελεσματικότητα.

Είναι λογικό, όχι όμως πάντα αληθές, ότι όσο αυξάνουμε τους περιορισμούς μεγαλώνει

η αποτελεσματικότητα του αλγορίθμου. Παραδείγματος χάρη στο επόμενο σχήμα βλέπουμε

πως μόνο με 20 περιορισμούς, καλά μοιρασμένους στο χώρο, πετυχαίνουμε την αληθινή

κατάτμηση.

Θα δούμε τώρα πως αλλάζει η ποιότητα την κατάτμησης με την εισαγωγή περισσότερων

περιορισμών. Γιαυτό το λόγο θα επεκτείνουμε την δεύτερη γκαουσιανή ώστε να δυσκο-

λέψουμε την κατάτμηση και θα εισάγουμε τυχαία τους περιορισμούς. Επιπλέον, θα δούμε

και πως αλλάζει ο χρόνος εκτέλεσης με την εισαγωγή μεγάλου αριθμού περιορισμών. Γιαυτό

θα αυξήσουμε τα δείγματα από τις κατανομές.
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Σχήμα 4.8: Με 20 περιορισμούς πετυχαίνουμε την πιό καλή κατάτμηση.

Σχήμα 4.9: ΄Εχουμε επιβάλλει 200 τυχαίους ML περιορισμούς ενώ έχουμε 10000 δείγματα

συνολικά (Δηλαδή υπάρχουν 10000-3 γραμμικά ανεξάρτητοι περιορισμοί).
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Σχήμα 4.10: Επίδοση και χρόνος συναρτήσει του αριθμού των ανεξάρτητων περιορισμών.

Τα ποσοστά έχουν υπολογιστεί με βάση τους μέγιστους ανεξάρτητους περιορισμούς που

είναι (#Κομβων)-(#cluster).

Στα πειράματα δημιουργήσαμε ανεξάρτητους τυχαίους ML περιορισμούς. Τα ποσοστά

των ML περιορισμών έχουν υπολογιστεί ως προς τον μέγιστο αριθμό ανεξάρτητων περιο-

ρισμών που μπορούμε να έχουμε, που είναι όπως είδαμε size(Cluster)− 1 για κάθε κλάση.

Στα σχήματα 4.10 επιβεβαιώνουμε την τεράστια επιτάχυνση που προκαλεί στον αλγόριθ-

μο του NCut η εισαγωγή Hard ML περιορισμών. ΄Οχι μόνο δεν καθυστερεί η προβολή

στον εφικτό χώρο λύσεων αλλά ενσωματώνεται η πληροφορία φυσικά στο πρόβλημα, βοη-

θώντας την επίλυσή του. Παρατηρούμε επίσης πως μόνο με το 2% των περιορισμών η

χρονική βελτίωση είναι πολύ μεγάλη. Τέλος, η μικρή αύξηση του χρόνου όταν υπάρχουν

λίγοι περιορισμοί οφείλεται στο overhead που προκαλεί η σύντμηση των συνεκτικών συνι-

στωσών. Μάλιστα, με 10% περιορισμούς, παραπάνω από το μισό χρόνο εκτέλεσης παίρνει

αυτό το overhead.

Ως προς την ποιότητα της κατάτμησης παρατηρούμε πως εν γένει αυξάνεται με την αύξη-

ση των περιορισμών και μάλιστα με πολύ γρήγορους ρυθμούς, καθώς το 2% των περιορισμών

προκαλεί αισθητή βελτίωση (97%). Ωστόσο κάτι που θα αναλύσουμε μετά είναι ότι δεν είναι

πάντα βέβαιο ότι περισσότεροι HML περιορισμοί θα οδηγήσουν σε καλύτερη κατάτμηση.
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Πότε οι ML περιορισμοί δεν είναι αρκετοί

Στην πράξη οι ML περιορισμοί είναι αραιοί στο σύνολο των δεδομένων. Σκεφτείτε π.χ.

να δίνονται από τον χρήστη. Πολλές φορές λοιπόν, όταν είναι τόσο αραιοί μπορεί να μην

συνεισφέρουν στην τελική κατάτμηση ή ακόμη και να την χειροτερεύουν. Κοιτάξτε π.χ. τα

επόμενα σχήματα 4.11,4.12.

Σχήμα 4.11: Η κατάτμηση χειροτερεύει γιατί ο ML περιορισμός είναι πολύ αδύναμος από

μόνος του για να τραβήξει όλα τα λάθος κατανεμημένα δεδομένα στην πρώτη κλάση.

Σχήμα 4.12: Παρότι προσθέτουμε πολλούς ML περιορισμούς, επειδή δεν είναι στοχευμένοι

τελικά η κατάτμηση χειροτερεύει.

Το πρώτο πρόβλημα οφείλεται στην αραιότητα των ML περιορισμών, και στην αδυνα-

μία να συμπαρασύρουν όλους τους λάθος κατατμημένους κόμβους. Μια λύση σε αυτό το

πρόβλημα είναι με κάποιον τρόπο να διαδώσουμε την πληροφορία του ML περιορισμού και

στους γείτονες των δύο κόμβων. Απαιτώντας μια ”ομαλότητα” στην τελική τομή, τελικά

καταφέρνουμε να δυναμώσουμε την ισχύ των περιορισμών αυτών παρότι μπορεί να είναι α-

ραιοί. Αφήνουμε αυτό το πρόβλημα για μελλοντική ενασχόληση.

Από την άλλη βέβαια βλέπουμε πως και πληθώρα ML περιορισμών ίσως δεν δώσει βελ-
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τιωμένα αποτελέσματα, αν αυτοί οι περιορισμοί δεν κρύβουν σημαντική πληροφορία. Ιδανικά,

θα θέλαμε να δηλώσουμε με κάποιον τρόπο ότι οι λάθος ταξινομημένοι κόμβοι δεν μπορούν

να ανήκουν μαζί με τους κόμβους του δεξιού cluster. Αυτό το φαινόμενο γεννάει την α-

νάγκη για ενσωμάτωση Cannot Link περιορισμών. Με αυτό το πρόβλημα θα ασχοληθούμε

στην συνέχεια.

Μελλοντικές επεκτάσεις και εφαρμογές

• Να μελετηθεί η online εκδοχή του περιορισμού. Δηλαδή, αν γίνει κατάτμηση και

ξαφνικά ο χρήστης αποφασίσει να βελτιώσει το αποτέλεσμα ομαδοποιώντας 2 pixel,

πως αλλάζει το πρόβλημα; Χρήσιμο για interactive segmentation. Αλλάζουμε στην

ουσία τον γράφο επεμβαίνοντας άμεσα στην προηγούμενη κατάτμ

• Να μελετηθούν οι soft περιορισμοί. Το να μην ικανοποιούνται όλοι οι περιορισμοί

είναι μερικές φορές χρήσιμο γιατί το interactive segmentation ενέχει λάθη από

τον χρήστη. Από την άλλη το να δώσει ο χρήστης ή ένα αυτόματο υποσύστημα μια

αβεβαιότητα για την ισχύ κάθε περιορισμού είναι επίσης χρήσιμο και δίνει ευελιξία στην

διαδικασία της κατάτμησης. Επίσης, είναι πληροφορία που λαμβάνεται πιό εύκολα στην

πράξη.

4.2.2 Τοποθέτηση ενός κόμβου σε ένα συγκεκριμένο cluster (Unary

Constraints)

Αυτή η εφαρμογή είναι αντίστοιχη του transductive learning κατά το οποίο γνωρίζοντας

τα labels ενός συνόλου εκπαίδευσης και έχοντας το δικαίωμα να δούμε και το σύνολο των

unlabeled δεδομένων, σχηματίζουμε υποθέσεις εκμεταλευόμενοι την δομή των τελευταίων

βελτιώνοντας έτσι την τελική κατηγοριοποίηση τους.

Για εφαρμογές εικόνων μπορεί να γνωρίζουμε π.χ. ότι τα πολύ φωτεινά pixel ανήκουν

στο foreground ενώ τα σκοτεινά στο background και θα θέλαμε να έχουμε την δυνατότητα

να τοποθετήσουμε ένα ή περισσότερα pixel σε ένα συγκεκριμένο cluster. ΄Αλλες εφαρμογές

παραδείγματος χάρη θα ήταν ότι τα συγκεκριμένα cluster έχουν κάποια σημασία για μας

και θα θέλαμε να τοποθετήσουμε έναν εκπρόσωπο σε αυτά αναγκάζοντας ταυτόχρονα τους

κόμβους-εκπροσώπους να μην πέσουν στο ίδιο cluster (π.χ. ομαδοποίηση συγκεκριμένων

information hubs σε ένα κοινωνικό δίκτυο).

Μοντελοποίηση Περιορισμού:

κόμβος ui ∈ Kj ⇔ (Xj(i) = αj 6= 0 ∧Xk(i) = 0,∀k 6= j)⇔ eTi ·X = αj · eTj (1),

όπου τα ei, ej έχουν τις κατάλληλες διαστάσεις.

Σημείωση: Θα μπορούσαμε να γράψουμε και ότι Xij = αj 6= 0 γιατί ξέρουμε ότι ο πίνακας
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X έχει σε κάθε γραμμή μόνο ένα στοιχείο μη μηδενικό. ΄Ομως όταν θα κάναμε το relaxation

του αρχικού προβλήματος όπως είδαμε δεν θα ίσχυε πια αυτός ο περιορισμός για τον πίνακα

X και επομένως ούτε και ο νέος περιορισμός θα ήταν αρκετός.

Επειδή όμως δεν ξέρουμε την τιμή των αj (είναι μεταβλητές) και θέλουμε να διατη-

ρήσουμε το scale-invariance των περιορισμών για να απαλύψουμε τους παρονομαστές από

τα Rayleigh πηλίκα θα πρέπει να βρούμε ένα τρόπο να γράψουμε αλλιώς την εξίσωση. ΄Ενας

τέτοιος τρόπος θα ήταν π.χ.

XT · ei · eTj ·X† · 1N︸ ︷︷ ︸
1
αj

= ej

Τελικά, αν είχαμε ένα σύνολο S από κόμβους περιορισμένους να είναι προσκολλημένοι

σε συγκεκριμένα cluster τότε ο χώρος λύσεων του προβλήματος θα περιοριζόταν από ένα

σύνολο εξισώσεων της μορφής:
XT 0 . . . 0

0 XT . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . XT

 ·


ei1j1 0 . . . 0

0 ei2j2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ei|S|j|S|

 ·


X† · 1N
X† · 1N

...

X† · 1N

 =


ej1
ej2
...

ejN


όπου το eij = ei · eTj .

Επειδή ο περιορισμός είναι scale-invariant μπορεί να εφαρμοστεί στο αρχικό ή στο ισο-

δύναμο πρόβλημα. Δυστυχώς, παρότι στο relaxed πρόβλημα μπορεί να περάσει αυτούσιος

γιατί ορίζεται ο ψευδοαντίστροφος X†, δεν θα σήμαινε ακριβώς το ίδιο πράγμα και επίσης

δεν είναι rotation invariant. Η δυσκολία του περιορισμού ξεκινάει από το γεγονός ότι πρέπει

να απαλύψουμε τα άγνωστα σε εμάς αj . Θα προσπαθήσουμε να επιβάλλουμε την συνθήκη

αυτή στο ισοδύναμο πρόβλημα, όπου επειδή δουλεύουμε σε ένα και μόνο projective plane

δεν μας ενδιαφέρει το scale invariance.

Με την απαίτηση: (Xi)TDXi = 1 ουσιαστικά περιορίζουμε τις τιμές των αi = 1√∑
i∈Ki

di
=

1√
vol(Ki)

. Τώρα η εξίσωση (1) είναι πιό χρήσιμη γιατί τα αj δεν είναι μεταβλητές. Παρόλαυ-

τά επειδή εμπλέκουν τον βαθμό κάθε cluster τελικά δεν μπορούμε να υπολογίσουμε τις τιμές

τους πριν κάνουμε την κατάτμηση.

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι το καλύτερο που θα μπορούσαμε να κάνουμε είναι

να επιβάλλουμε ένα περιορισμό στο σχήμα του πίνακα Q (ορίστηκε στο προηγούμενο κε-

φάλαιο ως sh : RN×K → RN×K με τύπο: sh(X)ij = (Xij 6= 0)). Επομένως, αν έχουμε

ένα σύνολο εξισώσεων από κόμβους που δεσμεύουμε να ανήκουν σε συγκεκριμένα clusters,

ο περιορισμός που θα επιβάλλαμε στο αρχικό πρόβλημα είναι:

ET
N ∗ sh(X) = ET

K
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όπου EN = [ec1, . . . , ec] είναι ένας πίνακας με Ν γραμμές και στήλες όσοι οι περιορισμοί.

Επίλυση Περιορισμού :

Επειδή sh(XΛ−1) = sh(X) και sh(D−1/2Y) = sh(Y) ο περιορισμός μένει αυτο-

ύσιος και στο ισοδύναμο πρόβλημα και κατά το relaxation. Μπορούμε να επιβάλλουμε τον

περιορισμό αλγοριθμικά κάνοντάς τον drop κατά την διαδικασία του relaxation και επι-

βάλλοντάς τον κατά την διαδικασία του rounding. Η φάση που αλλάζουμε τον πίνακα X

όπως είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο είναι κρατώντας το πίνακα Q σταθερό και κάνοντας

non-maximal suppression στις τιμές του ZQ. Θα μπορούσαμε λοιπόν να επιβάλλουμε την

συνθήκη σε αυτή την φάση του αλγορίθμου, φροντίζοντας να ικανοποιείται στους επίμαχους

κόμβους αντί να στρογγυλοποιούμε τυφλά στο μηδέν όλα όσα δεν είναι μέγιστα. Το ίδιο θα

μπορούσαμε να κάνουμε και με ένα rounding scheme που θα χρησιμοποιούσε τον κ-μεανς.

Κατά την διαδικασία της ανάθεσης θα εξαιρούσαμε τους κόμβους που είναι ήδη labeled ενώ

κατά την διαδικασία της εύρεσης εκπροσώπων οι κόμβοι αυτοί θα συμμετείχαν. Επιπλέον,

εξαιτείας του partial labeling έχουμε και ένα σημείο αρχικοποίησης του k −means.

Ερμηνεία του περιορισμού:

Διαισθητικά περιμένουμε η ελάχιστη σταθμισμένη τομή να είναι περίπου εκείνη που

προέρχεται από τον επαγόμενο υπογράφο (χωρίς κόμβους που είναι ήδη ταιριασμένοι με

cluster) όμως με ένα bias για τους κόμβους εκείνους του επαγόμενου υπογράφου που συν-

δέονται πιό ισχυρά με ήδη ταιριασμένους κόμβους, να παραμείνουν και αυτοί στο ίδιο cluster.

Πράγματι αν Π είναι το σύνολο των C κόμβων που εμπλέκονται στον περιορισμό, τότε

θεωρώντας χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι αυτοί είναι οι πρώτοι C κόμβοι του γράφου

μπορούμε να γράψουμε τους πίνακες ως:

X =

[
Xk

Xu

]
και W =

[
W11 W12

WT
12 W22

]
όπου ο Xk είναι ο πίνακας που αποτελείται από

τις πρώτες C γραμμές του X. Αντί να δουλέψουμε με την ελάχιστη σταθμισμένη τομή,

θα δουλέψουμε ισοδύναμα με το μέγιστο σταθμισμένο association που είχαμε δείξει σε

προηγούμενο κεφάλαιο ότι είναι συμπληρωματικά. Ο λόγος είναι ότι υπάρχει πιό κατανοητή

ερμηνεία με αυτό τον τρόπο επειδή κάθε cluster σπάει σε 2 μέρη (ένα με ”προσδεμένους”

κόμβους και ένα με άγνωστους) και οι νέες τομές που θα δημιουργούνταν θα ήταν πάρα

πολλές. ΄Αρα, το ισοδύναμο πρόβλημα βελτιστοποίησης γράφεται ως:

(αντικειμενική συνάρτηση):
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max tr(
(
XT
k XT

u

)
XT

(
W11 W12

WT
12 W22

)
W

(
Xk

Xu

)
X

) =

max tr(XT
k W11Xk + XT

u WT
12

Xk + XT
k W12Xu + XT

u W22Xu)

Επίσης,

• tr(XT
u WT

12
Xk + XT

k W12Xu) = tr(XT
u WT

12
Xk)+tr(XT

k W12Xu) = tr((XT
k W12Xu)

T
)+

tr(XT
k W12Xu) = 2 · tr(XT

k W12Xu)

• ο πίνακας Xk είναι γνωστός ως προς το shape του αλλά οι τιμές του (τα αj = 1
vol(Kj)

)

είναι άγνωστες μέχρι το τέλος της κατάτμησης. Επόμένως και ο όρος αυτός δεν είναι

ακριβώς σταθερός

η αντικειμενική συνάρτηση γίνεται: max tr(2·XT
k W12Xu + XT

u W22Xu)+tr(XT
k W11Xk)

΄Οπως βλεπουμε καλούμαστε να ελαχιστοποιήσουμε έναν τετραγωνικό όρο που μοιάζει

με το σταθμισμένο association στον επαγόμενο υπογράφο καθώς και ένα γραμμικό όρο

που αποτελεί ένα bias για κόμβους που συνδέονται πολύ ισχυρά με ¨γειωμένους’ κόμβους.

Αναλύοντας περισσότερο τους όρους βρίσκουμε μετά από πράξεις ότι:

• tr(XT
k W11Xk) =

∑
l∈{1,··· ,K}

∑
i,j∈Kl∩Πwijα

2
l

• tr(XT
u W22Xu) =

∑
l∈{1,··· ,K}

∑
i,j∈Kl−Πwijα

2
l

• 2 · tr(XT
k W12Xu) = 2

∑
l∈{1,··· ,K}

∑
i∈Kl∩Π
j∈Kl−Π

wijα
2
l

Παρατηρούμε ότι ο πρώτος όρος συνδέεται με το assoc(Π) του επαγόμενου υπογράφου που

αποτελείται από τους δεσμευμένους κόμβους, ο δεύτερος όρος με το assoc(Π′) του επαγόμε-

νου υπογράφου που αποτελείται από τους αδέσμευτους κόμβους,, ενώ ο τρίτος όρος προσπα-

θεί να μεγιστοποιήσει το association των cluster του συνολικού γράφου, κατευθύνοντας

αδέσμευτους κόμβους να ενσωματωθούν στο ίδιο cluster με εκείνους τους δεσμευμένους

κόμβους με τους οποίους συνδέονται πιό ισχυρά.

Ο δεύτερος περιορισμός που αφορά τους παρονομαστές του Rayleigh κριτηρίου σπάει

σε:

(Xi
u)TD22X

j
u = 0, i 6= j

και

(Xi
u)TD22X

i
u = 1− (Xi

k)
TD11X

i
k = 1−

∑
i∈{Ki∩Π}

dia
2
i = 1−

∑
i∈{Ki∩Π} di

vol(Ki)
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ο τρίτος περιορισμός που ήταν XX†1N = 1N αφορούσε το disjointness των clusters. Ε-

πειδή γνωρίζουμε ότι οι κόμβοι του Xk τον ικανοποιούν αφού ανήκουν σε ένα, γνωστό

cluster, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι αρκεί να ικανοποιείται για τους υπόλοιπους κόμβους.

Δηλαδή ο τρίτος περιορισμός γράφεται: XuX†u1N−C = 1N−C

Παρότι μπορούμε να επιβάλλουμε αλγοριθμικά τον περιορισμό αυτόν κατά το τελικό

στάδιο όπως είδαμε πριν, θα μπορούσαμε αντί να τον χαλαρώσουμε να προσπαθήσουμε να

λύσουμε τον πρόβλημα επιβάλλοντάς τον εξαρχής. Ο λόγος που το πρόβλημα γίνεται πολύ

πιό δύσκολο από την μη-επιβλεπόμενη εκδοχή του είναι ότι τα vol(Ki) είναι άγνωστα μέχρι

την τελική κατάτμηση αλλά παρόλαυτά εμφανίζονται μέσα από τον, κατά τα άλλα γνωστό,

πίνακα Xk, και στην αντικειμενική συνάρτηση και στον δεύτερο περιορισμό. Ωστόσο, κατά

την χαλάρωση του προβλήματος ο περιορισμός ότι aj = vol(Ki)
−1/2

χάνεται, όπως επίσης

και το γεγονός ότι τα στοιχεία της ίδιας στήλης του αρχικού πίνακα μπορούν να πάρουν

μόνο 2 τιμές. Σε αυτό το σημείο λοιπόν μπορούμε να θεωρήσουμε ότι και ο πίνακας Xk

έχει ως τιμές κάποια πολλαπλάσια μιας γνωστής δείκτριας συνάρτησης, άγνωστα σε μας

αλλά ανεξάρτητα από την τελική κατάτμηση. Θα θέλαμε ιδανικά να δούμε αν οι τιμές των

πολλαπλάσιων επηρεάζουν την κατάτμηση. Σίγουρα δεν μπορούμε να θέσουμε οποιαδήποτε

τιμή γιατί πρέπει να εξασφαλίσουμε ότι ο δεύτερος περιορισμός δεν γίνεται αδύνατος. Η

Lagrangian του προβλήματος είναι: όπου μπορούμε να θεωρήσουμε ότι ο πίνακας Λ είναι

διαγώνιος γιατί στο σημείο που μεγιστοποιείται η Lagrangian, τα μη διαγώνια στοιχεία του

Λ έτσι κι αλλιώς δεν συμμετέχουν λόγω του δεύτερου περιορισμού. Ωστόσο, δεν πρέπει να

ξεχνάμε ότι τα μη-διαγώνια στοιχεία μας έδιναν κατά την παραγώγιση τον περιορισμό ότι οι

στήλες πρέπει να είναι D-ορθογώνιες. Αυτό πρέπει να το επιβάλλουμε στη λύση. Με άλλα

λόγια,

Xu
∗ = arg max

(Xu,Λ)
(L) = arg max

Xu D-orthogonal columns
Λ diagonal

(L).

Επομένως,{
∇XuL = 0

∇ΛL = 0

}
=⇒

{
W22Xu = D22XuΛ−W21Xk

(Xu)TD22Xu = I− (Xk)TD11Xk

}

΄Η ανά στήλη (cluster),
W22X

(i)
u = λiD22X

(i)
u −W21X

(i)
k

(X
(i)
u )TD22X

(i)
u = 1− (X

(i)
k )TD11X

(i)
k

(X
(i)
u )TD22X

(j)
u = 0, ∀j 6= i


Μοιάζει με πρόβλημα ιδιοτιμών. Στην πραγματικότητα το λi μπορεί να είναι ή όχι ιδιοτιμή

του πίνακα D−1
22 W22. Αν δεν είχαμε τον περιορισμό της καθετότητας αποδεικνύεται ότι ε-

ίναι μεγαλύτερο ή ίσο από την μεγαλύτερη ιδιοτιμή του πίνακα αυτου. Η δυσκολία είναι να

επιβάλλει κανείς την καθετότητα μεταξύ των διαφορετικών κλάσεων.
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Σύμφωνα με την προηγούμενη ανάλυση που κάναμε για ML περιορισμούς, μπορούμε

χωρίς βλάβη της γενικότητας να υποθέσουμε ότι υπάρχει το πολύ ένας κόμβος δεσμευμένος

για κάθε κλάση. Αυτό γιατί περισσότεροι κόμβοι δεσμευμένοι στην ίδια κλάση μπορούν να

συμπτιχθούν σε έναν με κατάλληλο βάρος ανακύκλωσης. Αυτό όμως σημαίνει ότι για κάθε

κλάση θα έχουμε το πολύ 1 άσσο στο διάνυσμα X
(i)
k το οποίο τώρα έχει μέγεθος το πολύ

K × 1. Επίσης, έτσι το πρόβλημα μπορεί να το δει κανείς για Κ=2 και σαν s-t normalized

cut, ενώ για K > 2 σαν την γενίκευση αυτού.

Περίπτωση Κ=2

Μπορούμε να δουλέψουμε και με την reduced αναπαράσταση των διανυσμάτων. Εξαι-

τείας της ML ανάλυσης που κάναμε προηγουμένως, οι πιθανές περιπτώσεις είναι: Xk =

[a], Xk = [b], Xk = [a, b]T εκ των οποίων οι δύο πρώτες δεν αλλάζουν από την unsupervised

εκδοχή του NCut γιατί για κάθε λύση X, η −X είναι επίσης αποδεκτή, και συνεπώς πάντα

μπορούμε να τοποθετήσουμε ένα μοναδικό κόμβο στην κλάση που θέλουμε. Η τελευταία

όμως, στην οποία θα δουλέψουμε, κωδικοποιεί και Cannot − Link περιορισμούς μεταξύ

των δύο κόμβων.

Σπάζοντας και πάλι το διάνυσμα σε 2 κομμάτια, το γνωστό και το άγνωστο, καταλήγουμε

μετά από πράξεις στο πρόβλημα βελτιστοποίησης:

min
Xu

XT
u L22Xu + 2(LT12Xk)

T
Xu +XT

k L11Xk

XT
uD22Xu +XT

k D11Xk

s.t. Xu
TD221N−2 = −Xk

T [d1, d2]T , Xu ∈ X ,
(4.9)

Με γνωστά τα a, b ο πρώτος περιορισμός είναι ένας γραμμικός περιορισμός στο Xu. Γνω-

ρίζουμε από το αρχικό πρόβλημα πως πάντα πρέπει να ισχύει:

a ∗ vol(A) + b ∗ vol(A′) = 0.

Σε αυτό το σημείο μπορούμε να ακολουθήσουμε 2 δρόμους. Να λύσουμε το αρχικό ή

να λύσουμε το ισοδύναμο. Να σημειωθεί ότι μόνο για το Xu το πρόβλημα δεν είναι scale

invariant. Για το ζεύγος (Xk, Xu) μπορούμε να δουλέψουμε στο ισοδύναμο πρόβλημα, όμως

θεωρώντας γνωστές τις τιμές του Xk, δεσμεύουμε και το άγνωστο μέρος του διανύσματος

να λαμβάνει αυτές τις τιμές, διαφορετικά το πρόβλημα είναι approximation του αρχικού.

Πάντως αν για το ισοδύναμο ισχύει ότι: XTDX = vol(G) αυτό συνεπάγεται πως: a∗b = −1

(και πιό συγκεκριμένα πως a =
√
µ, όπου µ = vol(A′)

vol(A) ).

Προφανώς δεν γνωρίζουμε τις πραγματικές τιμές των σταθερών, αφού εξαρτώνται από

την κατάτμηση, αλλά μπορούμε να τις εκτιμήσουμε. ΄Ενας απλός τρόπος θα ήταν:

• Αν d1 + d2 ' vol(G)⇒ a =
√

d2
d1

.

• Αν d1 + d2 � vol(G) και οι 2 κόμβοι τοποθετούνται, στο unsupervised normalized

cut, σε διαφορετικές κλάσεις ⇒ a = aU , όπου aU είναι η τιμή από την unsupervised

κατάτμηση.
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• Αν d1+d2 � vol(G) και οι 2 κόμβοι τοποθετούνται στο unsupervised normalized cut

στην κλάση Α (Α΄)⇒ a =
√

volU (A′)+d2
volU (A)−d2 (a =

√
volU (A′)−d1
volU (A)+d1

), όπου volU (A), volU (A′)

είναι οι τιμές από την unsupervised κατάτμηση.

Το πρόβλημα τώρα έχει πάρει την μορφή που λύνουν οι συγγραφείς του [10] αν κάνουμε

relaxation αφήνοντας το διάνυσμα να παίρνει πραγματικές τιμές και αν αλλάξουμε τα L,min

με W,max. Οι συγγραφείς χρησιμοποιούν το πρόβλημα αυτό σε εφαρμογές Balanced

Graph Matching. Η προτεινόμενη λύση δημιουργεί ένα επαυξημένο διάνυσμα Xa =

[
Xu

1

]
.

Για το πρόβλημά μας:

W̄ =

[
W22 WT

12Xk

(WT
12Xk)

T
XT
k W11Xk

]
, D̄ =

[
D22 0

0 XT
k D11Xk

]
,

C̄ =
[
(D221N−2)T XT

k D1112

]
Το πρόβλημα βελτιστοποίησης επόμένως γράφεται:

max
Xa

XT
a W̄Xa

XT
a D22Xa

s.t. C̄Xa = 0

(4.10)

,

Επειδή το πρόβλημα είναι scale-invariant, αν η βέλτιση λύση για το (4.10) είναι Xa =

[X∗u t]T τότε και η λύση [X∗u/t 1]T είναι επίσης βέλτιστη για το (4.10) και άρα η X∗u/t

είναι βέλτιστη για την (4.9).

Αποδεικνύεται στο [10] με χρήση πολλαπλασιαστών Lagrange ότι η βέλτιστη λύση είναι

το ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην μεγαλύτερη ιδιοτιμή του πίνακα: PCW′PC, όπου:

• W′ = D̄−1/2W̄D̄−1/2

• PC = I− C ′T (C ′C ′T )−1C ′

• C ′ = C̄D̄−1/2

Προκειμένου να επιταχύνουμε τον αλγόριθμο για την ειδική περίπτωσή μας, μπορούμε

να βρούμε από πριν την βάση του πυρήνα του C̄, αντί να χρησιμοποιήσουμε τον πίνακα

προβολής. Αυτό γιατί ο πίνακας PC παίρνει κυβικό χρόνο για να υπολογιστεί και επισης,

μπορεί να είναι πολύ πυκνός και να επιβραδύνει πολύ την λύση. Χρησιμοποιώντας ως κίνη-

τρο το προηγούμενο πρόβλημα στο οποίο συνδέσαμε τον πυρήνα με ένα γράφο μπορούμε

να σκεφτούμε πως κάθε διάνυσμα του πυρήνα πρέπει να έχει τουλάχιστον δύο μη μηδενικά

στοιχεία (αλλιώς θα ήταν το μηδενικό διάνυσμα) και να ψάξουμε να βρούμε την πιό αραιή

δυνατή αναπαράσταση για τα διανύσματα της βάσης του πυρήνα, δηλ. διανύσματα με ακρι-

βώς 2 στοιχεία. Αρχικά μπορούμε να επιλέξουμε ποιές θέσεις θα αφήσουμε μη-μηδενικες.

Κατόπιν, αν αυτές οι θέσεις είναι οι i, j, οι τιμές αυτών θα είναι C̄j και −C̄i ή −C̄j και C̄i

αντίστοιχα, όπου C̄ = [C̄1, · · · , C̄n]. Αυτά τα ζευγάρια όμως είναι n ∗ (n− 1)/2 ενώ εμείς
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θα θέλαμε n − 1 μόνο εξάυτών τα οποία να είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Αν πάρουμε ένα

γράφημα ν κόμβων και τοποθετήσουμε μια ακμή {i, j} για κάθε διάνυσμα που έχει τις i, j

θέσεις του μη μηδενικές τότε το ζητούμενο είναι ισοδύναμο με το να βρούμε ένα συνεκτικό

δέντρο σε αυτόν τον γράφο (όταν a ∗ d1 + b ∗ d2 6= 0).

Η απόδειξη είναι οφείλεται σε δύο παρατηρήσεις. Η πρώτη είναι ότι θέλουμε ακριβώς

n − 1 ακμές από τον γράφο για να βρούμε τα διανύσματα βάσης και η δεύτερη ότι τα

διανύσματα που αντιστοιχούν σε ένα κύκλο στο γράφο είναι γραμμικά εξαρτημένα. Το τε-

λευταίο ισχύει γιατί κάθε κόμβος στον κύκλο έμφανίζεται σε δύο ακμές. Αν κάνουμε τον

κύκλο κατευθυνόμενο τότε εμφανίζεται σε μια εξερχόμενη και σε μια εισερχόμενη και αν

θεωρήσουμε ότι η ακμή (i, j) θα έχει τιμές C̄j και −C̄i στις θέσεις i, j αντίστοιχα, τότε

κάθε κόμβος θα εμφανίζεται στα διανύσματα με μη μηδενική τιμή ακριβώς δύο φορές, μια με

μείον την τιμή του προηγούμενου γείτονά του και μια με συν την τιμή του επόμενου γείτονά

του. Αν επιπλέον πολλαπλασιάσουμε κάθε διάνυσμα με το γινόμενο των τιμών του C̄ που

ανήκουν στον κύκλο εκτός από τις δύο μη μηδενικές τιμές του διανύσματος αυτού, τότε ο

κόμβος i εμφανίζεται σε δύο διανύσματα με μη μηδενικές τιμές και αυτές είναι αντίθετες

γιατί είναι το γινόμενο όλων των τιμών του C̄ που ανήκουν στον κύκλο εκτός από την τιμή

C̄i. Επομένως, προσθέτοντας όλα τα διανύσματα αυτά παίρνουμε το μηδενικό διάνυσμα.

Επίσης, τουλάχιστον ένας συντελεστής σε αυτούς είναι μη μηδενικός γιατί όλα τα di > 0

και μόνο το a ∗ d1 + b ∗ d2 μπορεί να είναι μηδενικό, αλλά ακόμη και να είναι μηδενικό, είτε

δεν θα ανήκει στον κύκλο αυτός ο κόμβος, είτε οι συντελεστές των δύο ακμών που έχουν

τον κόμβο αυτόν δεν θα περιλαμβάνουν στο γινόμενο τον όρο αυτόν. ΄Αρα, τα διανύσματα

είναι γραμμικά εξαρτημένα. Σπάζοντας ολους τους κύκλους καταλήγουμε με ένα συνεκτικό

δέντρο n− 1 ακμών.

Αυτό που λείπει από την απόδειξη είναι ότι και κάθε δέντρο είναι απόδεκτή βάση του

πυρήνα (ώστε να σπάμε τυχαία τους κύκλους). Αυτό δυστυχώς δεν ισχύει όταν a ∗ d1 + b ∗
d2 = 0. Π.χ. αν πάρει κανείς το δέντρο από τον τελευταίο κόμβο προς όλους τους άλλους

προκύπτει ο πίνακας Q = [(a∗d1 + b∗d2)IN−2 d3:N ]T , που δεν είναι αποδεκτή βάση γιατί

έχει βαθμό 1. Πάντα όμως ο πίνακας που προκύπτει από τον κόμβο 1 προς όλους τους

άλλους ήτοι

Q =


d4

.

.

. −d3IN−2

a ∗ d1 + b ∗ d2


T

,

είναι βάση του πυρήνα.

Τελικά, και η βάση κατασκευάζεται σε γραμμικό χρόνο και (επειδή είναι πολύ αραιή)

οι μετέπειτα πολλαπλασιασμοί παίρνουν τετραγωνικό χρόνο. Το μοναδικό πρόβλημα είναι

ότι μόλις θέσουμε X = Qz θα κληθούμε να λύσουμε το γενικευμένο πρόβλημα ιδιοτιμών

(QTWQ,QTDQ) και οι τελικοί πίνακες δεν θα είναι πια αραιοί. Στο μέλλον θα δοκιμάσουμε

εναλλακτικές τεχνικές για περαιτέρω επιτάχυνση της λύσης.
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4.2.3 Τοποθέτηση 2 κόμβων σε 2 διαφορετικά clusters. (Cannot

Link Constraint)

Σε εφαρμογές που είναι χρήσιμο να διαφοροποιήσουμε κόμβους όσο και αν μοιάζουν

μεταξύ τους (π.χ. τους θέλουμε να είναι εκπρόσωποι των κλάσεών τους) ή επειδή θέλουμε

να δώσουμε μεγαλύτερη ευελιξία στο interactive segmentation είναι πολύ χρήσιμο να ενσω-

ματώσουμε στο πρόβλημα cannot-link περιορισμούς. Αυτοί οι περιορισμοί έχουν αποδειχθεί

πολύ χρήσιμοι σε εφαρμογές που χρησιμοποιούν άλλους αλγορίθμους κατάτμησης όπως ο

k-means. Στο πρόβλημα του Normalized Cut αυτοί οι περιορισμοί δύσκολα επιβάλλονται

επακριβώς. Οι κύριοι λόγοι είναι:

• Η μη-μεταβατικότητα της σχέσης cannot− link.

• Η τετραγωνική φύση κάθε CL περιορισμού. Για κάθε κλάση που μπορεί να ανήκει ο

ένας κόμβος υπάρχουν Ν-1 πιθανές κλάσεις για τον δεύτερο κόμβο.

Μπορούμε όπως είπαμε και πριν να πάρουμε δύο δρόμους. Είτε να επέμβουμε κατευθε-

ίαν στον γράφο, να ενσωματώσουμε τους περιορισμούς και να λύσουμε το μη-επιβλεπόμενο

πρόβλημα, είτε να θέσουμε τους περιορισμούς στο πρόβλημα βετιστοποίησης συρρικνώνο-

ντας έτσι τον εφικτό χώρο λύσεων. Η δεύτερη μέθοδος είναι πιό καλά θεωρητικά θεμελιω-

μένη αλλά στην βιβλιογραφία οι CL περιορισμοί πάντα καταλήγουν να λύνονται προσεγγι-

στικά. Γιαυτό το λόγο αξίζει κανείς να κοιτάξει και τις πρώτες ώστε να βρει έναν τρόπο να

ερμηνεύσει τις αλλαγές στον γράφο σαν αλλαγές στο πρόβλημα βελτιστοποίησης.

Μια πρώτη λύση: Signed Normalized Cuts

΄Ενα από τα πρώτα papers που αναφέρθηκαν σε semi-supervised spectral clustering

είναι αυτό των D.Kamvar et al. ([21]) στο οποίο οι συγγραφείς επεμβαίνουν κατευθείαν

στον σταθμισμένο πίνακα γειτνίασης θέτοντας Aij = 1 για κάθεML περιορισμό μεταξύ των

κόμβων i, j και Aij = 0 για κάθε CL περιορισμό μεταξύ αυτών των κόμβων. Παρότι με αυτό

το τρόπο αποδυναμώνουν ισχυρές ακμές μεταξύ κόμβων που επιβάλλουμε να μην ανήκουν

στο ίδιο cluster, δεν εξασφαλίζουν την τήρηση των περιορισμών. Μάλιστα, επειδή συχνά

οι γράφοι κατασκευάζονται χρησιμοποιώντας τοπική πληροφορία μεταξύ των κόμβων, είναι

πολύ συχνό να υπάρχουν πολλά ισχυρά μονοπάτια που συνδέουν δύο ισχυρά συνδεδεμένους

κόμβους. Επομένως, το να κοπεί η απευθείας σύνδεση τους δεν αρκεί για να μην τοποθε-

τηθούν οι κόμβοι στην ίδια κλάση. Αυτός είναι και ο λόγος που η μέθοδος αυτή δεν έχει

καλά αποτελέσματα σε κατάτμηση εικόνων. Μια βελτιωμένη εκδοχή είναι αυτή των Z.Lu et

al. ([24]) που μέσα από μια Gaussian διαδικασία ερμηνεύουν έναν νέο πίνακα γειτνίασης

ο οποίος μάλιστα, έχει και αρνητικά βάρη στους CL περιορισμούς, και διαδίδουν αυτά τα

βάρη και έξω από την ακμή {i, j} επηρεάζοντας και τα περαιτέρω μονοπάτια μεταξύ αυτών

των κόμβων. Βέβαια, τελικά και εδώ οι συγγραφείς μηδενίζουν τα αρνητικά βάρη γιατί δεν

μπορεί να τα διαχειριστεί ο αλγόριθμος του Normalized Cut αλλά τα αποτελέσματα είναι

πάλι καλύτερα γιατί έχει γίνει το affinity propagation.
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Τα αρνητικά βάρη που προέκυψαν μέσα από την Gaussian ερμηνεία των περιορισμών

δίνουν μια διαίσθηση του πως πρέπει να αλλάξει ο γράφος όταν έχουμε τέτοιους περιορι-

σμούς. Δείχνουν μια ανομοιότητα μεταξύ των κόμβων πολύ πιό ισχυρή από την μη ύπαρξη

απευθείας μονοπατιού μεταξύ τους και ως τέτοια πρέπει να την εκμεταλλευτούμε. Για να τις

ενσωματώσουμε όμως στο πρόβλημα πρέπει να αλλάξουμε την μετρική. Μια λογική μετρική

που έχει χρησιμοποιηθεί στην βιβλιογραφία ([36], [13], [23]) είναι το Signed Normalized

Cut γιατί ικανοποιεί την απαίτηση κόμβοι με αρνητικές ακμές μεταξύ τους να ανήκουν σε

διαφορετικές κλάσεις αλλά η συνολική τομή να είναι ελάχιστη. Επιπλέον, αν δεν υπάρχουν

αρνητικά βάρη καταλήγει στο γνωστό Normalized Cut. Τέλος, διαχειρίζεται και κόμβους

με αρνητικό βαθμό γιατί αθροίζει σαν θετικές τις ακμές στην τομή αλλά τιμωρεί τους κόμ-

βους αν καταλήξουν στην ίδια κλάση με θετικό πρόστιμο. Αντίθετα άλλες μετρικές μπορεί

να έχουν ένα bias στο να απομονώσουν τον κόμβο με τον αρνητικό βαθμό. Θυμίζουμε ότι

η μετρική που θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε είναι:

sNCut(A1, · · · , AK) =
K∑
j=1

cut(Aj , Āj)

vol(Aj)
+ 2

K∑
j=1

links−(Aj , Aj)

vol(Aj)

Ο τρόπος να ελαχιστοποιήσουμε αυτή την τομή είναι να βρούμε τα Κ πρώτα ιδιοδιανύσματα

του γενικευμένου προβλήματος ιδιοτιμών των (L̄, D̄) όπου d̄i =
∑m

j=1 |wij |. Περισσότερη

ανάλυση για το signed normalized cuts θα δοθεί στο επόμενο κεφάλαιο. Στην παρακάτω

εικόνα 4.13 παρουσιάζουμε την επίδραση που έχουν οι CL περιορισμοί εφαρμοζόμενοι ως

αρνητικές ακμές επί του γράφου, στην κατάτμηση. Στο πρώτο σχήμα φαίνεται ο γράφος

που αποτελείται από δύο interlaced stars, που έχουν συνδέσεις στα φύλλα τους. Οι ακμές

των αστεριών είναι βάρους 2 ενώ των φύλλων βάρους 1. Στο δεύτερο σχήμα φαίνεται η

τομή που θα πραγματοποιούσε ο αλγόριθμος του Normalized Cuts, στον γράφο αυτό, όπου

ο γράφος απεικονίζεται τώρα στο χώρο των ιδιοδιανυσμάτων για εποπτικούς λόγους. Η

τομή βρίσκεται από τα πρόσημα των κορυφών στα άκρα κάθε ακμής. Παρτατηρούμε ότι η

τελική κατάτμηση δεν είναι βέλτιστη με την έννοια του Normalized Cuts κριτηρίου και ούτε

διαχωρίζει σωστά τις κλάσεις, αφού ο αλγόριθμος προτιμάει να κόψει τις μισές ακμές κάθε

αστεριού και δύο συνδέσεις από τα φύλλα. Ο λόγος είναι ότι οι δύο κορυφές {13, 14} των

αστεριών, λόγω των ελκτικών δυνάμεων από κάθε κορυφή με την οποία είναι συνδεδεμένες

καταλήγουν μαζί στην αρχή των αξόνων λόγω συμμετρίας. Παρότι λοιπόν δεν υπάρχει άμεση

σχέση ισχυρής ομοιότητας μεταξύ αυτών των κόμβων, καταλήγουν πολύ κοντά στο χώρο

των ιδιοδιανυσμάτων, artifact που οφείλεται στο συγκεκριμένο embedding των κορυφών.

Χρειάζεται λοιπόν, να απεικονίσουμε ρητά την ανομοιότητα των δύο κόμβων θέτοντας ένα

cannot link περιορισμό μέσα από την δημιουργία μιας ακμής αρνητικού βάρους μεταξύ τους.

Παρατηρούμε λοιπόν στο τελευταίο σχήμα πως αλλάζει με την προσθήκη της ακμής αυτής η

αναπαράσταση του γράφου στον χώρο ιδιοδιανυσμάτων και πως ανακαλύπτει ο αλγόριθμος

την βέλτιστη τομή.
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(αʹ) original graph (βʹ) Normalized Cut

(γʹ) Signed Normalized Cut

Σχήμα 4.13: Αποτελεσματικότητα των αρνητικών βαρών στο πρόβλημα της κατάτμησης

Παρένθεση: ΄Ελεγχος συνέπειας CL περιορισμών

Στην περίπτωση soft περιορισμών κατά την οποία κάθε CL περιορισμός έχει μια αβε-

βαιότητα ως προς την ισχύ του ή ακόμη και όταν όλοι οι περιορισμοί αυτοί αθροίζονται στην

συνάρτηση βελτιστοποίησης, δεν υπάρχει πρόβλημα συνέπειας αλλά μπορούμε να ελέγξουμε

μετά την κατάτμηση σε ποιό βαθμό ικανοποιήθηκαν όλοι οι περιορισμοί μαζί και κατά πόσο

αυτό είναι αποδεκτό.

Στην περίπτωση των hard περιορισμών όμως θέλουμε να ξέρουμε αν το σύνολο που

δόθηκε είναι συνεπές και αν μπορούμε να εξάγουμε κάποια πληροφορία από την δομή του.

Δεδομένου ότι θέλουμε οι κόμβοι να μπορούν να χωριστούν σε Κ κλάσεις, αν φτιάξουμε
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τον γράφο των CL περιορισμών με μια ακμή μεταξύ κόμβων που ανήκουν στο σύνολο που

μας δώθηκε, τότε το πρόβλημα ελέγχου συνέπειας είναι ισοδύναμο με το πρόβλημα του Κ-

χρωματισμού ενός γράφου. Το πρόβλημα αυτό έχει αποδειχθεί NP-complete για K ≥ 3.

Για Κ=2 όμως υπάρχει ένα ενδιαφέρον στην δομή του γράφου, καθώς αυτός πρέπει να είναι

διμερής (ή να αποτελείται από διμερείς συνιστώσες αν δεν είναι συνεκτικός). Ωστόσο, κάθε

δύο κόμβοι που έχουν ένα κοινό γείτονα πρέπει να ανήκουν στην ίδια κλάση. ΄Αρα κάποιοι

περιορισμοί CL μπορούν να εξαφανιστούν και να αντικατασταθούν μεML περιορισμούς που

έχουμε ήδη λύσει. Τελικά, λόγω της μεταβατικότητας των ML περιορισμών και της λύσης

που κάναμε με την συμπίεση των κόμβων, κάθε διμερής συνιστώσα αντικαθίσταται από μια

και μόνο ακμή και κάθε κόμβος μπορεί να συμμετάσχει το πολύ σε ένα CL περιορισμό.

Εναλλακτική λύση: Περιορισμός του εφικτού χώρου λύσεων

Μοντελοποίηση Περιορισμών

Kui 6= Kuj ⇔ XT ei 6= XT ej ,

Στον διακριτό χώρο η συνθήκη μπορεί να γραφεί με πολλούς εναλλακτικούς τρόπους.

Το ζητούμενο είναι όταν γίνει το relaxation του προβλήματος οι περιορισμοί να διατηρούν

την σημασία τους, τουλάχιστον προσεγγιστικά. Παραδείγματος χάρη στα ([47],[48],[50])

οι συγγραφείς μοντελοποιούν κάθε CL περιορισμό (σε 2 κλάσεις) σαν : |xi − xj | = 1.

Ωστόσο, επειδή στο συνεχή χώρο δεν μπορούμε να ελέγξουμε την απόσταση των τιμών

του διανύσματος κατάτμησης οι συγγραφείς αντί να προσπαθήσουν να τον επιβάλλουν τον

απαλύφουν εντελώς και επικεντρώνονται μόνο στους ML περιορισμούς.

Από την άλλη κάποια papers ([22]) θέτουν (πάλι για δύο κλάσεις) xi = −xj για αυτούς

τους περιορισμούς. Και αυτός ο τρόπος όμως έχει προβλήματα μοντελοποίησης γιατί παρότι

επιβάλλει το αντίθετο πρόσημο μεταξύ των κόμβων, επιβάλλει και αντίθετες τιμές στους

κόμβους. Αυτό περιορίζει πολύ το χώρο εφικτών λύσεων και εισάγει μεγάλο bias προς

κατατμήσεις με ίσα volumes, γιατί γνωρίζουμε ότι οι 2 τιμές του διανύσματος συνδέονται

με τη σχέση a = −vol(A′)
vol(A) b. Αυτό αποτυπώνεται και στα πειράματα αυτού και των επόμενων

paper. Γενικά, η μοντελοποίηση του περιορισμού σαν γραμμικό με οποιοδήποτε τρόπο, θα

περιορίσει περισσότερο από όσο πρέπει το χώρο εφικτών λύσεων και θα οδηγήσει σε κακή

σταθμισμένη τομή.

΄Ισως πιό χρήσιμη είναι η αντιμετώπιση των X.Wang, I.Davidson ([43], [44]) οι οποίοι

αναγνωρίζοντας την δυσκολία να επιβάλλουν κάθε ένα περιορισμό ξεχωριστά, τους αντιμε-

τωπίζουν όλους συνολικά μέσα από την τετραγωνική μορφή:

f(u) = uTQu =

N∑
i,j=1

uiQijuj

Θεωρώντας ότι σε hard (soft) ML περιορισμούς Qij = +1 (> 0) ενώ σε hard (soft) CL

περιορισμούς Qij = −1 (< 0), η απαίτηση να μεγιστοποιείται η f(u) ενθαρρύνει έμμεσα

τα ui και uj να παίρνουν το ίδιο πρόσημο όταν συμμετάσχουν σε ML περιορισμούς και
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αντίθετο όταν συμμετάσχουν σε CL περιορισμούς. Αντί για μεγιστοποίηση της συνάρτη-

σης οι συγγραφείς θέωρούν ένα εξωτερικό κατώφλι δοσμένο από την χρήστη και απαιτούν

να ικανοποιείται ο περιορισμός: f(u) ≥ α. Κάνοντας χρήση των συνθηκών KKT κατα-

λήγουν σε ένα πρόβλημα γενικευμένων ιδιοτιμών για το ζεύγος (L̄, Q̄− β
vol(G)I) (κρατώντας

μόνο θετικές ιδιοτιμές) όπου το β είναι μια συνάρτηση του κατωφλίου του χρήστη. Αυτή

δεν πρέπει να ξεπερνάει το λmax(Q̄)vol(G) ώστε να έχει λύση το πρόβλημα ιδιοτιμών. Ο

παραπάνω τρόπος έχει το πλεονέκτημα της ευελιξίας στην ικανοποίηση των περιορισμών

(μοντελοποιεί κατά κάποιο τρόπο το purity ενός cluster) και επίσης είναι αρκετά εύρωστος

σε λάθη του χρήστη. Τέλος ενοποιεί τους hard και soft περιορισμούς αλλά τελικά ακο-

λουθεί την λογική των soft περιορισμών γιατί δεν εξασφαλίζει την ικανοποίησή τους αλλά

πιό πολύ εφαρμόζει regularization μέσα από την Lagrangian. Από την άλλη, ο τρόπος

αυτός έχει το αρνητικό ότι δεν δίνει την δυνατότητα να επιλέξουμε ποιούς μεμονωμένους

περιορισμούς θα ικανοποιήσουμε. Πολλές φορές ακόμη και ισχυροί περιορισμοί μπορεί να

μην ικανοποιούνται γιατί στην συνάρτηση παίζουν ρόλο και οι τιμές των ui εκτός από τις

τιμές των Qij . Αν οι πρώτες είναι μικρές κατεβάζουν την σημασία ισχυρών περιορισμών.

΄Ενας ακόμη λόγος για το τελευταίο επιχείρημα είναι ότι τελικά ο χρήστης δίνει σαν κατώφλι

το β και ο αλγόριθμος αποφασίζει για το α που θα είναι πάντα μεγαλύτερο αλλά μπορεί όχι

αρκετά ώστε να περιορίσει το πρόβλημα στο βαθμό που θα ικανοποιούνται αρκετοί περιο-

ρισμοί. Τέλος, η γενίκευση που κάνουν οι συγγραφείς για K > 2 κλάσεων δεν είναι καλά

θεμελιωμένη.

4.2.4 Παράδειγμα επίδρασης ML και CL περιορισμών σε εικόνες

Εφαρμόσαμε τον MLCLNcut αλγόριθμό μας σε παραδείγματα εικόνων από το Berkeley

Dataset και παρουσιάζουμε την επίδραση που έχουν στην τελική κατάτμηση. Ο γράφος των

αρνητικών ακμών όταν υπάρχουν Cannot link περιορισμοί, κατασκευάζεται αντιστρέφοντας

το πρόσημο του βάρους των ακμών αν αυτοί συνδέονται με ακμή. Αυτό έχει μεγαλύτερη

επίδραση προφανώς σε κόμβους που αρχικά είχαν ισχυρή σύνδεση. Η λογική είναι ότι αν

δύο κόμβοι έχουν πολύ ασθενή σύνδεση τότε πιθανότατα ο αλγόριθμος θα τους στρέψει σε

άλλες κλάσεις και συνεπώς δεν έχει νόημα να αλλάξουμε πολύ τον γράφο. Πιό θεμελιω-

μένος διαισθητικά τρόπος θα ήταν να τους συνδέαμε με ακμή αντίθετη από το μεγαλύτερο

βάρος του βαρύτερου μονοπατιού που τα συνδέει, γιατί ακόμη και αν έχουν ασθενή σύν-

δεση μεταξύ τους μπορεί να υπάρχει κάποιο μονοπάτι πολύ ισχυρής σύνδεσης που πρέπει

να κοπεί σε κάποιο σημείο για να αποσυνδεθούν. Το να βρει κανείς το βαρύτερο μονοπάτι

όμως είναι πρόβλημα πολύ δύσκολο στην πράξη (NP − Complete) και για αυτό το λόγο

θα χρησιμοποιοήσουμε αυτή την ευρετική. Επίσης, στην πράξη παρατηρήσαμε πως μεγάλα

αρνητικά βάρη χαλάνε την αριθμητική ευστάθεια του προβλήματος.
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(αʹ) original

(βʹ) Ncut 11 clusters (γʹ) Ncut 11 clusters eigv

(δʹ) ML Ncut 9 clusters (εʹ) ML Ncut 9 clusters eigv
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(ϛʹ) ML 2 Ncut 7 clusters (ζʹ) ML 2 Ncut 7 clusters

(ηʹ) ML CL Ncut 9 clusters (θʹ) ML CL Ncut 9 clusters eigv

Σχήμα 4.14: Εφαρμογή του αλγορίθμου ML, CL NCut σε εικόνες

Στην παραπάνω εικόνα, εφαρμόσαμε τον αλγόριθμο των σταθμισμένων τομών ενσωμα-

τώνοντας και Must Link και Cannot Link περιορισμούς. Στο πρώτο σχήμα φαίνεται η

κατάτμηση της εικόνας σε 11 κλάσεις, όπου παρατηρούμε ότι ο αλγόριθμος απομονώνει τα

μάτια της γάτας και κάνει υπερβολική κατάτμηση στο καρπούζι. Κατεβάζοντας τις κλάσεις

σε 9 απλά ενσωματώθηκαν τα μικρά cluster στα δεξιά, στο μεγάλο cluster του κουτιού.

Στην συνέχεια, εφαρμόσαμε ML περιορισμούς μεταξύ των ματιών της γάτας και μεταξύ

των ματιών και του κεφαλιού. Κάνοντας ξανά κατάτμηση της εικόνας παρατηρούμε ότι οι

περιορισμοί ενσωματώθηκαν στο πρόβλημα επιτυχώς. Στην συνέχεια κάναμε το ίδιο για

το καρπούζι σε έναν αριθμό pixel εκατέρωθεν του πράσινου και του καφέ κομματιού που

φαίνεται στο σχήμα (ε΄) καθώς και του μικρού γκρι cluster στα δεξιά της εικόνας με το

πορτοκαλί background. Η κατάτμηση (απαιτώντας 2 λιγότερες κλάσεις) φαίνεται στο (ζ΄)

όπου παρατηρούμε ότι αν και τα συγκεκριμένα pixel κατέληξαν μαζί, απλά τραβήξαν λίγο

πιό χαμηλά την γραμμή διαχωρισμού. Το άλλο cluster ενσωματώθηκε πλήρως αλλά άλλαξε

αρκετά την δομή της συνολικής κατάτμησης. Παρατηρούμε στο τελευταίο σχήμα πόσο με-

γάλη χρησιμότητα και ευελιξλία δίνει το να βάζουμε Cannot Link περιορισμούς. Αν αντί να

βάλουμε ML περιορισμούς μεταξύ των διαχωρισμένων κομματιών του καρπουζιού, βάλουμε
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CL περιορισμούς μεταξύ του καρπουζιού και του background, παρατηρούμε στο (θ΄) πως

καταφέρνει να διαχωρίσει το καρπούζι από το background. Εν γένει δεν μας πειράζει να

έχουμε κατατμήσει ένα αντικείμενο σε περισσότερα κομμάτια, αρκεί να έχουμε διατηρήσει το

περίγραμμά του σαυτα. Εδώ φαίνεται η χρησιμότητα των CL περιορισμών, που μπορούν να

ξεχωρίσουν αντικείμενα όταν αυτά έχουν ενσωματωθεί στο περιβάλλον τους, ακριβώς όπως

οι ML περιορισμοί μπορούν να ενώσουν κομμάτια αντικειμένων (όχι απαραίτητα κλάσεων

ολόκληρων όπως εδώ).

4.2.5 ΄Αλλοι Περιορισμοί

Μπορεί για την εφαρμογή μας να είναι απαραίτητη η ενσωμάτωση άλλων περιορισμών

όπως τα μεγέθη των κλάσεων, κόμβοι που απαγορεύεται να μπουν σε συγκεκριμένη κλάση

κλπ. Αφήνουμε τα προβλήματα αυτά για μελλοντική ενασχόληση και αναφέρουμε μόνο

λύσεις που έχουν προταθεί βιβλιογραφικά.

Περιορισμός του μεγέθους ενός cluster

΄Εχουμε παρατηρήσει πειραματικά ότι γενικά το Normalized Cut δημιουργεί πολύ ισορ-

ροπημένα cluster. Ωστόσο, μπορεί για κάποιο λόγο να ξέρουμε a-priori ότι το αντικείμενο

που θέλουμε να εστιάσουμε έχει μικρότερο ή μεγαλύτερο μέγεθος από τα υπόλοιπα, οπότε

κατευθύνουμε την τομή να συμπεριλάβει τουλάχιστον ένα τέτοιο αντικείμενο. Επιπλέον,

λόγω του πολλαπλασιαστικού όρου με τον οποίο επιβάλλεται η κανονικοποίηση των κλάσε-

ων αρκετές φορές η απόδοση του αλγορίθμου επηρεάζεται από την ύπαρξη outliers με

αποτέλεσμα να μην δημιουργούνται ισορροπημένες κλάσεις. Τέλος, μπορεί ο περιορισμός να

επεκταθεί και σε ανισότητα αν δεν είναι γνωστό a-priori το ακριβές μέγεθος των κλάσεων.

Μοντελοποίηση Περιορισμού

size(Kj) = c⇔ #nz(Xj) = c⇔ 1TNXej = αj · c

Θα μπορούσαμε να απαλύψουμε το αj το οποίο είναι άγνωστο πριν την κατάτμηση αλλά οι

εξισώσεις γίνονται όπως είδαμε και παραπάνω πολύπλοκες. Εξάλλου όταν θα γίνει relax

το πρόβλημα και οι τιμές του Χ πραγματικές ο περιορισμός δεν θα έχει ακριβώς το ίδιο

νόημα. Για αυτό το λόγο, θα μπορούσαμε ακόμη και να θεωρήσουμε το δεύτερο μέλλος

σαν σταθερά. Ακόμη πιό χρήσιμο στην πράξη θα ήταν να επεκτείνουμε τον περιορισμό σε

ανισότητα.

Στο [8] προτείνεται για δύο κλάσεις η εισαγωγή ενός προσθετικού όρου μαζί με τον

όρο της ελάχιστης τομής στην αντικειμενική συνάρτηση, αντί για τον πολλαπλασιαστικό

τρόπο που επιβάλλεται στο Normalized Cut. Το πρόβλημα τελικά ανάγεται στην εύρεση

του μεγαλύτερου ιδιοδιανύσματος του πίνακα W − αββT , όπου β το διάνυσμα βαρών των

κόμβων ενώ α μια παράμετρος ομαλοποίησης που σχετίζεται με το μέγεθος των κλάσεων

και για την οποία γίνεται δυαδική αναζήτηση για την εύρεση της τιμής που θα δώσει τα

ζητούμενα μεγέθη κλάσεων.
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Απαγόρευση ενός κόμβου να ανατεθεί σε ένα cluster

΄Εστω ότι, ανάποδα με πριν, θέλουμε ο κόμβος i να μην μπορεί να ανατεθεί στο cluster

j. Αυτό είναι ισοδύναμο με τη συνθήκη:

Xj(i) = 0⇔ eTi Xej = 0

Αν ξέρουμε ότι κάποιος κόμβος δεν μπορεί να ανήκει σε περισσότερα του ενός cluster τότε

προσθέτουμε και άλλα διανύσματα στήλες στο δεξί διάνυσμα (ej) και η μορφή της εξίσωσης

γίνεται:

eTi ·X · [ej |ej′ | . . . |ej′′ ] = 0.

Αν ξέρουμε ότι παραπάνω από ένας κόμβοι έχουν αυτό τον περιορισμό τότε θα επεκτείναμε

το αριστερό διάνυσμα (ei) προσθέτοντας γραμμές οπότε η νέα μορφή της εξίσωσης θα ήταν:

[ei|ei′ | . . . |ei′′ ]T ·X · ej = 0

Και προφανώς αν οι πολλοί αυτοί κόμβοι απαγορευόταν να μπουν στο ίδιο σύνολο από

cluster τότε οι εξισώσεις τους θα ομαδοποιούνταν ως:

[ei|ei′ | . . . |ei′′ ]T ·X · [ej |ej′ | . . . |ej′′ ] = 0

΄Ολα τα παραπάνω είναι ειδικές περιπτώσεις του περιορισμού: AT ·X ·B = 0,

όπου οι πίνακεςΑ,Β έχουν ειδική μορφή με τα μοναδιαία διανύσματα σαν στήλες (μπορούμε

να θεωρήσουμε ότι ενός από τους 2 είναι διατεταγμένες) και επίσης ο μεν Α δεν μπορεί να

έχει όλους του κόμβους (κενό cluster) ενώ ο Β δεν μπορεί να έχει όλα τα cluster (κόμβος

χωρίς ανάθεση).

Στην γενικότερη περίπτωση κάποιος μπορεί να έχει ένα αριθμό από τέτοιες εξισώσεις α-

πό ομάδες κόμβων που δεν μπορούν να ανήκουν σε άλλες ομάδες cluster. (Οι πίνακες

συνολικά πρέπει να ικανοποιούν κάποιες συνθήκες που μπορούν να βγουν αν πάρουμε τις

στήλες τους ξεχωριστά)

Οι εξισώσεις, στο relaxed πρόβλημα έχουν ακριβώς την ίδια ερμηνεία (εκτός από την

πολύ σπάνια περίπτωση που ένα cluster μένει χωρίς στοιχεία και επιλέγεται να μεταφερθεί

ένα στοιχείο από το μεγαλύτερο cluster σε ένα άλλο που απαγορεύεται να πάει. Τότε πρέπει

να φροντίσουμε απλά να μην πάρουμε το συγκεκριμένο στοιχείο).





Κεφάλαιο 5

Επίλογος

5.1 Συνεισφορές της Διπλωματικής

1. Η κύρια συνεισφορά της εργασίας αυτής είναι η ανάπτυξη ενός ημι-επιβλεπόμενου fra-

mework για την επίλυση προβλημάτων κατάτμησης με φασματικές γραφοθεωρητικές

μεθόδους. Συγκεκριμένα, μετά τον συμπαγή φορμαλισμό του προβλήματος κατάτμη-

σης στο κεφάλαιο 3 προσπαθήσαμε να ενσωματώσουμε τρία είδη εξωγενών περιορι-

σμών στο πρόβλημα των σταθμισμένων γραφοτομών.

(αʹ) Ο πρώτος είναι οι Must Link περιορισμοί μεταξύ κόμβων του γράφου. Μοντε-

λοποιήσαμε και λύσαμε αναλυτικά το πρόβλημα αυτό βρίσκοντας έναν αλγόριθμο

για την ελαχιστοποίηση των περιορισμών και κατόπιν, επεκτείναμε τον αλγόριθ-

μο για την πλήρη επίλυση του προβλήματος σε γραμμικό χρόνο. Οι αποδείξεις

ορθότητας του αλγορίθμου και τα παρεμφερή θεωρήματα παρουσιάστηκαν αναλυ-

τικά στο κεφάλαιο 4. Τα αποτελέσματα αυτά ενοποιούν μεθόδους που επέλυαν

το πρόβλημα της βελτιστοποίησης με μεθόδους (λιγότερο θεμελιωμένες) που

επενέβαιναν απευθείας στους γράφους ομοιότητας. Κατόπιν, ο αλγόριθμος αυ-

τός εφαρμόστηκε σε point cloud δεδομένα για να επιβεβαιωθεί και πειραματικά

η ανωτερότητά του ως προς τον αλγόριθμο μη-επιβλεπόμενης κατάτμησης και

κατέπέκταση η αναγκαιότητα ενσωμάτωσης τέτοιων περιορισμών. Θεμελιώσαμε

κυρίως θεωρητικά την ανωτερότητά του αλγορίθμου ως προς άλλους αλγορίθ-

μους ημι-επιβλεπόμενης μάθησης που επιλύουν το ίδιο πρόβλημα. Στο τέλος του

κεφαλαίου παρουσιάστηκε και η εφαρμογή του σε δεδομένα εικόνων.

(βʹ) Ωστόσο η περιορισμένη εκφραστικότητα του παραπάνω περιορισμού, που δείξα-

με μέσα από εφαρμογές σε δεδομένα, μας οδήγησε στην ενσωμάτωση Cannot

Link περιορισμών στο πρόβλημα. Η τετραγωνική φύση του περιορισμού δεν μας

επέτρεψε την αναλυτική επίλυσή του, οπότε καταφύγαμε στην επίλυσή του με

μετασχηματισμό του γράφου. Αντίθετα με την τάση στην βιβλιογραφία, χρησι-

μοποιήσαμε αρνητικές ακμές για να περιγράψουμε την απώθηση μεταξύ κόμβων

και κατόπιν εφαρμόσαμε την τομή με χρήση προσημασμένων σταθμισμένων το-
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μών. ΄Ενα αποτέλεσμα του περιορισμού αυτού σε εικόνες φαίνεται στο τέλος του

κεφαλαίου 4.

(γʹ) Τέλος, μοντελοποιήσαμε unary περιορισμούς για το πρόβλημα των σταθμισμένων

τομών και επιλύσαμε το πρόβλημα προσεγγιστικά για δύο κλάσεις. Στο τέλος

του κεφαλαίου προτείναμε κάποιους ακόμη περιορισμούς που θα πρέπει να λυ-

θουν, ίσως με αναγωγή στους προηγούμενους.

2. Η επόμενη συνεισφορά της διπλωματικής είναι πειραματική και έχει να κάνει με την

σύγκριση μεθόδων γράφων για κατάτμηση δεδομένων αλλά και με την χρήση του

RAG − SLIC graph για τον μετασχηματισμό της εικόνας από την κανονική δομή

της με εικονοστοιχεία, στην δομή του γράφου από superpixel. Πολλές εφαρμογές σε

εικόνες δείχνουν την αποτελεσματικότητά της σε σχέση με μεθόδους που χρησιμο-

ποιούσαν Watershed superpixels αλλά και την επιτάχυνση και βελτίωση της ποιότητας

της κατάτμησης που αποφέρουν γενικότερα στο πρόβλημα των σταθμισμένων τομών.

3. Τέλος, στην διπλωματική αυτή θέσαμε την ανάλυση του αλγορίθμου των σταθμι-

σμένων γραφοτομών σε πιο γερά θεμέλια μέσα από τις ακριβείς αποδείξεις κάποιων

θεωρημάτων και μέσα από την σύνδεσή του με άλλους καλά μελετημένους αλγορίθ-

μους όπως οι αραιές τομές. Ακομη, επιμείναμε αρκετά να χτίσουμε την διαίσθηση

πίσω από το γιατί λειτουργεί η μέθοδος, αντιπαραβάλλοντας ή αντιστοιχίζοντάς την

με πληθώρα άλλων γνωστών αλγορίθμων κατάτμησης, αλλά και πού δεν λειτουργεί

ικανοποιητικά, καταδεικνύοντας κάποια από τα προβλήματα της μεθόδου σε πρακτικό

κυρίως επίπεδο.

5.2 Μελλοντικές επεκτάσεις της διπλωματικής

1. Multiscale Normalized Cuts. Παρατηρήσαμε, ότι ο αλγόριθμος των σταθμι-

σμένων γραφοτομών δημιουργεί αρκετά σταθμισμένα clusters και για αυτό παρουσι-

άζει κακά αποτελέσματα όταν τα δεδομένα (της εικόνας ή γενικότερα) είναι σε πολλές

διαφορετικές κλίμακες. ΄Ενα θέμα που συσχετίζεται με το παραπάνω, είναι η δυσκολία

προσέγγισης του αριθμού των κλάσεων. Τέλος, αρκετές φορές η κακή επίδοση της

κατάτμησης οφείλεται στην ευαισθησία του αλγορίθμου σε outliers. ΄Ολα αυτά τα

προβλήματα μπορούν να επιλυθούν αν επεκτείνουμε τον αλγόριθμο να ενεργεί σε πολ-

λές διαφορετικές κλίμακες. Η ιδέα του Multiscale Normalized Cuts έχει σαν αφορμή

το ημι επιβλεπόμενο framework που υλοποιήσαμε προηγουμένως. Συγκεκριμένα, ο

τρόπος που σκοπεύουμε να προχωρήσουμε είναι ο εξής: Στην αρχή θα δημιουργείται

μια πυραμίδα γράφων από την δειγματοληψία σημαντικών κόμβων (έχουμε δοκιμάσει

τη δειγματοληψία με τον αλγόριθμο του page rank και με τον βαθμό των κόμβων).

Κατόπιν, το τελευταίο στάδιο της πυραμίδας θα κατατμείται με χρήση του κλασικού

αλγορίθμου Normalized Cuts. Από αυτήν την κατάτμηση σχηματίζονται κλάσεις από

κόμβους, οι οποίες κωδικοποιούν την πληροφορία του ποιοί κόμβοι συνδέονται μεταξύ
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τους και ποιοί όχι. Κρατώντας λοιπόν τους Must Link και Cannot Link περιορισμούς

από αυτήν την κατάτμηση, προχωράμε στο επόμενο επίπεδο της πυραμίδας λύνοντας

πλέον ένα ημι επιβλεπόμενο πρόβλημα ML - CL Normalized Cuts, όπου οι περιορι-

σμοί ML και CL μπορούν να είναι και soft, ώστε ναι μεν να παραμένει η συσχέτιση

μεταξύ των επιπέδων, αλλά να μην λαμβάνεται η απόλυτη απόφαση για την ταξινόμη-

ση ενός κόμβου σε ένα επίπεδο της πυραμίδας, αλλά σε όλα. ΄Εχουμε κατασκευάσει

τον αλγόριθμο αυτόν με κάποια καλά αποτελέσματα σε εικόνες που η μιας κλίμακας

κατάτμηση αποτυγχάνει. Επίσης, αξίζει να παρατηρηθεί ότι παρότι έχουμε χρησιμο-

ποιήσει το ημι-επιβλεπόμενο framework ο αλγόριθμος δεν χρειάζεται καθόλου την

επέμβαση του χρήστη.

2. Το επόμενο βήμα για την βελτίωση της ποιότητας της κατάτμησης και της γενίκευσης

της καλής συμπεριφοράς του αλγορίθμου RAG−SLIC NCut σε όλα τα είδη εικόνων

είναι η ενσωμάτωση καλύτερων χαρακτηριστικών. Πέρα από την χρωματική πληρο-

φορία και την πληροφορία ακμών, είναι απαραίτητη η ενσωμάτωση χαρακτηριστικών

υφής σε εικόνες που αυτό ειναι το εξέχον χαρακτηριστικό. Επιπλέον, υπάρχουν 3

παράμετροι που έχουν ρυθμιστεί πειραματικά και αυτές είναι: το μέγεθος των super-

pixel, το σ της Γκαουσιανής στην απόσταση των χαρακτηριστικών και ο αριθμός των

κλάσεων. Οι παράμετροι αυτές είναι αλληλοεξαρτώμενες και πρέπει να βρεθεί ένας

αυτόματος τρόπος να ρυθμίζονται στο πρόβλημα.

3. Τέλος, χρήσιμη θα ήταν η επέκταση του παρόντος ημι-επιβλεπόμενου framework σε

περιορισμούς ποικίλης φύσεως, όπως αυτοί που περιγράφουμε στο τέλος του κεφαλα-

ίου ή των soft εκδοχών τους, που δεν εστιάσαμε ιδιαίτερα στην διπλωματική. Δεδο-

μένου ότι όλοι είναι κυρτοί θα ήταν χρήσιμη η ανάπτυξη μιας ενιαίας θεωρίας, που θα

εκμεταλλεύεται μεθόδους βελτιστοποίησης για Semi−Definite προβλήματα βελτι-

στοποίησης.
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