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Κεφάλαιο 1 :ΔΙΑΤΕΤΑΓΜΕΝΟΙ ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 

1.1 ΕΙ΢ΑΓΩΓΗ 

Ορισμός 1.1.1: Πραγματικόσ διανυςματικόσ χώροσ ή γραμμικόσ χώροσ 

ονομάζεται μια τριάδα (Χ,+,∙) όπου Χ είναι ένα ςύνολο, 

+: X×X →X μια εςωτερική πράξη (πρόςθεςη)  και 

∙ : ℝ×X→X μια εξωτερική πράξη (βαθμωτό γινόμενο) 

με τισ ακόλουθεσ ιδιότητεσ:  

1. (x+y)+z=x+(y+z)  για κάθε x,y,z   X 

2. x+y=y+x              για κάθε x,y   X 

3. Υπάρχει ένα ςτοιχείο 0 του Χ που ονομάζεται μηδενικό ςτοιχείο, τέτοιο 

ώςτε      x+0=x   για κάθε x   X 

4. Για κάθε x   X υπάρχει ένα ςτοιχείο - x   X, που ονομάζεται αντίθετο του x 

, τϋτοιο ώςτε          x+(-x)=0. 

5. λ(x+y)=λx+λy        για κάθε x,y   X και για κάθε λ   ℝ. 

6. (λ+μ)x=λx+μx        για κάθε x   X και για κάθε λ,μ   ℝ. 

7. λ(μx)=(λμ)x               για κάθε x   X και για κάθε λ,μ   ℝ. 

8. 1x=x                             για κάθε x   X. 

 

Ορισμός 1.1.2: Έςτω Χ ένα μη κενό ςύνολο. Μια διμελήσ ςχέςη ≤ ςτο Χ 

καλείται μερική διάταξη στο Χ αν: 

1. x≤x,  για κάθε x   X.                                          (Αυτοπαθήσ) 

2. x≤y και  y≤z ⟹ x≤z , για κάθε x,y,z   X    (Μεταβατική) 

3. x≤y και  y≤x⟹ x=y , για κάθε x,y,   X       (Αντιςυμμετρική) 

 Ορισμός 1.1.3: Αν Χ μη κενό ςύνολο και ≤ μια διμελόσ ςχϋςη ςτον Φ η οπούα 

εύναι ςυμβατό με τη γραμμικό δομό του Φ, δηλ. ϋχει τισ ιδιότητεσ: 

1. Αν x,y,z   X και x≤y, τότε x+z≤y+z 

2. Aν x,y   X και  ϋνασ πραγματικόσ αριθμόσ a≥0 με x≤y ⟹  ax≤ay 

 τότε η δυϊδα (Φ, ≤) καλεύται μερικϊ διατεταγμϋνοσ γραμμικόσ χώροσ. 

΢τη ςυνϋχεια, χϊρη ςυντομύασ με τον όρο ‘ διατεταγμϋνοσ γραμμικόσ χώροσ’ θα 

εννοούμε «μερικώσ διατεταγμϋνοσ γραμμικόσ χώροσ». 

Ορισμός 1.1.4: Έςτω Χ γραμμικόσ χώροσ. Ένα υποςύνολο Κ του Χ λέγεται 

κυρτό αν για κάθε x,y   Κ και 0≤λ≤1 ιςχύει ότι  λx +(1-λ)y   Κ. 
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Ορισμός 1.1.5: Έςτω Χ γραμμικόσ χώροσ. Ένα κυρτό, μη κενό υποςύνολο P του 

Χ είναι κώνος αν λx  P για κάθε x   P και για κάθε λ   ℝ+.  

Ορισμός 1.1.6: Έςτω Χ γραμμικόσ χώροσ. Ένα κυρτό, μη κενό υποςύνολο P του 

Χ για το οποίο ιςχύουν: 

1. Αν λx  P για κάθε x   P και για κάθε λ   ℝ+. 

2. P∩(-P)={0} 

Λϋγεται οξύσ κώνοσ. 

Παρατόρηςη: Από τον οριςμό 1.1.5 παρατηρούμε ότι κϊθε κώνοσ του Φ περιϋχει 

το μηδϋν αφού 0  ℝ+. 

Ορισμός 1.1.7: Έςτω Χ διατεταγμένοσ γραμμικόσ χώροσ και x,y   Χ. Λϋμε ότι το 

x εύναι μεγαλύτερο του y και γρϊφουμε x>y αν x≥y και x≠y. 

Οριςμόσ 1.1.8:  Έςτω Φ διατεταγμϋνοσ γραμμικόσ χώροσ. Θεωρούμε θετικό κώνο 

του Φ το ςύνολο: 

   Φ+={x X :  x≥0+ 

Παρατόρηςη: Ο θετικόσ κώνοσ Φ+ ϋχει τισ παρακϊτω ιδιότητεσ: 

1. Φ++ Φ+⫅ Φ+ 

2. α Φ+ ⫅ Φ+    για κϊθε α   ℝ+. 

3. Φ+ ∩(- Φ+)=*0+. Δηλαδό ο θετικόσ κώνοσ εύναι ϋνασ οξύσ κώνοσ. 

Πρόταςη 1.1.1: Αν P ⫅ Φ οξύσ κώνοσ του Φ, τότε ορύζεται μια ςχϋςη μερικόσ 

διϊταξησ ≥ ςτον Φ, ςυμβατό με τη γραμμικό δομό του Φ, ωσ εξόσ: 

    x≥y ⟺ x-y   P            (1) 

Απόδειξη: Θα δεύξουμε ότι η ςχϋςη ≥ ορύζει μερικό διϊταξη ςτον Φ. Αρκεύ να 

αποδεύξουμε τισ ιδιότητεσ του οριςμού 1.2 

1. Έςτω x Χ. Θα δείξω ότι x≥x. Αρκεύ να δεύξω ότι το x-x   P. Από την 

υπόθεςη ότι ο Ρ εύναι οξύσ κώνοσ ϋχουμε ότι το x-x={0}   P (Αυτοπαθόσ) 

2. Έςτω x,y,z   X    με x≥y και  y≥z. Θα δεύξω ότι x≥z. Από τισ υποθϋςεισ 

ϋχουμε x-y   P και y-z   P. Επειδό P κυρτό ϋχουμε ότι κϊθε κυρτόσ 

ςυνδυαςμόσ ςτοιχεύων του P θα ανόκει ςτο Ρ, ϊρα                                   

         (x-y)-(y-z)= x-z   P. Άρα x≥z.            (Μεταβατικό)                                      

3. Έςτω x,y,   X με x≥y και y ≥ x. Θα δείξω ότι x=y. Από την υπόθεςη 

έχουμε: x-y   P και y-x   P. Επειδό ο Ρ εύναι οξύσ κώνοσ ϋχουμε ότι        

Ρ∩(-Ρ)=*0+ και ακόμα ϋχουμε ότι x-y   P και ότι x-y  ( -P) ϊρα                    

x-y   Ρ∩(-Ρ)=*0+⟹ x-y=0⟹x=y.             (Αντιμεταθετικό) 

⧠ 
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Οριςμόσ 1.1.9: Έςτω Φ διατεταγμϋνοσ γραμμικόσ χώροσ και P ⫅ Φ οξύσ κώνοσ 

του Φ. Σότε ο Φ εφοδιαςμϋνοσ με τη μερικό διϊταξη που ορύζεται από τον Ρ με τη 

ςχϋςη (1) λϋγεται γραμμικόσ χώροσ διατεταγμϋνοσ από τον κώνο Ρ. 

Πρόταςη 1.1.2:  Έςτω Φ διατεταγμϋνοσ γραμμικόσ χώροσ και P ⫅ Φ κώνοσ του Φ. 

Σο ςύνολο Ρ-Ρ εύναι ο γραμμικόσ χώροσ που παρϊγεται από το Ρ. 

Οριςμόσ 1.1.10: Έςτω Φ διατεταγμϋνοσ γραμμικόσ χώροσ και P ⫅ Φ κώνοσ του Φ. 

Αν Ρ-Ρ=Φ λϋμε ότι ο Ρ παρϊγει τον Φ. 

Έςτω (Φ,≥) ϋνασ μερικϊ διατεταγμϋνοσ γραμμικόσ χώροσ και ϋςτω x,y   X. Τότε 

ςυμβολίζουμε τα παρακάτω ςύνολα: 

    {x}+ Φ+ ={y   X :  y ≥ x} 

Το ςύνολο των ςτοιχείων του Χ που είναι μεγαλύτερα ή ίςα από το x. 

{x}- Φ+ ={y   X :  x ≥ y} 

Το ςύνολο των ςτοιχείων του Χ που είναι μικρότερα ή ίςα από το x. 

    [x,y]={u   X:  y≥u  και u ≥ x} 

Το διατεταγμένο διάςτημα με άκρα τα x και y. 

 

Ένα υποςύνολο Β του Χ λέμε ότι είναι άνω φραγμένο (αντίςτοιχα κάτω 

φραγμένο) αν υπάρχει  x Χ τέτοιο ώςτε x≥y(αντύςτοιχα x≤y)  για κϊθε y  Β και 

το x λέμε ότι είναι άνω φράγμα (αντ. κάτω φράγμα) του Β. 

Οριςμόσ 1.1.11: Αν κϊθε ζεύγοσ ςτοιχεύων ενόσ υποςυνόλου D του Φ εύναι ϊνω 

φραγμϋνο (αντύςτοιχα κϊτω φραγμϋνο), τότε το D εύναι ϊνω 

κατευθυνόμενο(αντύςτοιχα κϊτω κατευθυνόμενο). 

Πρόταςη1.1.3:  Ο θετικόσ κώνοσ Φ+ του Φ παρϊγει τον Φ αν και μόνο αν ο Φ εύναι 

ϊνω κατευθυνόμενοσ. 

Απόδειξη: Έςτω ότι ο Φ+ παρϊγει τον Φ .  Σότε για κϊθε x,y   X υπάρχουν 

x1,x2,y1,y2    Φ+ ώςτε     x= x1-  x2 και    y=  y1 -  y2, αφού Χ= Φ+- Φ+, άρα x≤ x1, y≤ y1 

και επομένωσ {x,y}≤ x1+ y1 . Άρα κάθε ζεύγοσ ςτοιχείων του Χ είναι άνω 

φραγμένο άρα ο Χ είναι άνω κατευθυνόμενοσ.  

Αντίςτροφα, έςτω ότι ο Χ είναι άνω κατευθυνόμενοσ. Τότε για κάθε x   X 

υπάρχει z   X ώςτε z ≥ x και z ≥ 0. Επομένωσ x= z-( z- x)   Φ+- Φ+.  Άρα ο Φ+  

παρϊγει τον Φ. 

⧠ 
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Οριςμόσ 1.1.12: Ένα ςτοιχεύο e   Φ+ ονομϊζεται διατακτικό μονϊδα(order unit) 

του Φ αν για κϊθε x   X υπάρχει πραγματικόσ αριθμόσ α>0 τέτοιοσ ώςτε                

x   [-αe, αe]. 

Παρϊδειγμα1.1.1:  Έςτω ℝ ο χώροσ των πραγματικών αριθμών, εφοδιαςμϋνοσ 

με τη ςυνόθη διϊταξη. Σότε το 1 εύναι διατακτικό μονϊδα του ℝ. 

Πρόταςη1.1.4: Αν ο Φ ϋχει διατακτικό μονϊδα τότε ο Φ+  παρϊγει τον Φ. 

Απόδειξη: Έςτω e Φ+ μια διατακτικό μονϊδα του Φ. Σότε ∀ x,y   X, ∃ α,β>0 τϋτοια 

ώςτε x ≤ αe και y ≤ βe, δηλαδή x,y≤ max{αe,βe}   X. Άρα ο Χ είναι άνω 

κατευθυνόμενοσ και επομένωσ ο θετικόσ κώνοσ Φ+  παρϊγει τον Φ.  

⧠ 

Οριςμόσ 1.1.13: Έςτω D ⫅ Φ και y Φ. Αν το y εύναι ϊνω φρϊγμα του D τϋτοιο 

ώςτε για κϊθε ϊλλο ϊνω φρϊγμα  z του D να ιςχύει y≤ z, το y ονομϊζεται 

ελϊχιςτο ϊνω φρϊγμα του D (supremum) και γρϊφουμε y=sup(D). Αντύςτοιχα, 

αν το y εύναι κϊτω φρϊγμα του D τϋτοιο ώςτε για κϊθε ϊλλο κϊτω φρϊγμα  z 

του D να ιςχύει z ≤ y, το y ονομϊζεται μϋγιςτο κϊτω φρϊγμα (infimum) και 

γρϊφουμε y=inf(D). 

 

1.2 Αρχιμόδειοι Φώροι 

Οριςμόσ 1.2.1: Έςτω Φ γραμμικόσ χώροσ διατεταγμϋνοσ από τον κώνο Ρ.               

Ο Φ καλεύται Αρχιμόδειοσ αν για κϊθε x,y   X ιςχύει: 

nx ≤ y, για κάθε n   ℕ ⟹ x≤0 

Οριςμόσ 1.2.2: Ο χώροσ Φ εύναι ςχεδόν Αρχιμόδειοσ αν για κϊθε y X+ η ςχϋςη 

       -ay≤ x≤ay  για κάθε πραγματικό αριθμό a>0, ςυνεπάγεται ότι x=0. 

Παραδεύγματα: Ένα παρϊδειγμα μη Αρχιμόδειου διατεταγμϋνου διανυςματικού 

χώρου εύναι ο Φ= ℝ2 εφοδιαςμϋνοσ με τη διϊταξη: 

(x1,x2)≧(y1,y2)⇔ x1>y1  ό x1 =y1  και x2>y2. 

Ο Φ εφοδιαςμϋνοσ με τον κώνο Φ+ όπου 

        Φ+={(x,y) ℝ: x>0 και y≧0} 

εύναι μη Αρχιμόδειοσ διατεταγμϋνοσ χώροσ. Αρκεύ να παρατηρόςουμε ότι 

n(0,1)≤(1,0) ∀ n ℕ ενώ(0,1) ∉-Φ+. 
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Οριςμόσ1.2.3: Έςτω Φ γραμμικόσ χώροσ και ϋςτω 

  C:   r(t)=x + ty , t ℝ, 

όπου x,y   X. Αν r(t0)=z και xn= r(tn), θα λέμε ότι η ακολουθία {xn} τησ C ςυγκλίνει 

ςτο z ςτην τοπολογία τησ ευθείασ αν και μόνο αν tn→t0. 

Οριςμόσ1.2.4: Έςτω Α⫅Φ. Θα λϋμε ότι το Α εύναι ευθειακϊ κλειςτό αν για κϊθε 

ευθεύα C του Φ το ςύνολο Α∩C εύναι κλειςτό υποςύνολο τησ C. Δηλαδό αν για 

κϊθε ακολουθύα ςτο ςύνολο Α∩C που ςυγκλύνει, το όριο τησ εύναι ςτοιχεύο του 

Α∩C. 

Πρόταςη1.2.1: Έςτω Φ γραμμικόσ χώροσ διατεταγμϋνοσ από τον κώνο Ρ. Σότε ο 

Φ εύναι Αρχιμόδειοσ αν και μόνο αν ο Ρ εύναι ευθειακϊ κλειςτόσ. 

Απόδειξη: Τποθϋτουμε ότι ο Φ εύναι Αρχιμόδειοσ και θα δεύξουμε ότι ο Ρ εύναι 

ευθειακϊ κλειςτόσ. Έςτω C ευθεύα του Φ με C∩P≠Ø και ότι y C με y=limyn, όπου 

{yn}n ℕ ⫅ C∩P. Θα δεύξουμε τότε ότι y Ρ και ϊρα ο Ρ εύναι ευθειακϊ κλειςτόσ. Η 

εξύςωςη τησ C εύναι: 

   C:  r(t)=y+t(y1-y), t ℝ. 

Επειδό r(1)=y1  Ρ, μπορούμε να υποθϋςουμε ότι  r(t)∉Ρ για κϊθε t<0 γιατύ αν 

υποθϋςουμε ότι r(t) Ρ για κϊποιο t<0 ϋχουμε ότι y P οπότε ιςχύει το 

ζητούμενο. Πρϊγματι, αν r(t) Ρ με t<0, τότε για λ=
 

   
 ϋχουμε ότι το 

y=λr(t)+(1-λ)r(1) ωσ κυρτόσ ςυνδυαςμόσ του κώνου Ρ θα ανόκει ςτο Ρ. Έτςι 

υποθϋτουμε ότι r(t) Ρ⟹t>0. Έςτω  

yn=r(tn)=y+tn(y1-y). 

Επειδό yn →y, ϋχουμε ότι tn→0 και επειδό ο κώνοσ Ρ εύναι κυρτόσ ϋχουμε ότι 

r(t) Ρ για κϊθε t (0,1-. Άρα για κϊθε n ℕ, ϋχουμε: 

    r(
 

 
)=y+

 

 
(y1-y)≧0, 

επομϋνωσ ny≧y-y1 για κϊθε n ℕ. Άρα ϋχουμε n(-y)≤ y1-y για κϊθε n ℕ, 

επομϋνωσ -y≤0, ϊρα y≧0. Επομϋνωσ y P και ο Ρ εύναι ευθειακϊ κλειςτόσ. 

Αντύςτροφα, υποθϋτουμε ότι ο Ρ εύναι ευθειακϊ κλειςτόσ και θα δεύξουμε ότι ο Φ 

εύναι Αρχιμόδειοσ. Έςτω x,y   X με nx ≤ y, για κάθε n   ℕ. Σότε y+n(-x) ≧0, 

επομϋνωσ –x+
 

 
y≧0 για κϊθε n ℕ. 
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 Έςτω η ευθεύα  

C:       r(t)=-x+ty, t ℝ. 

Σότε r(
 

 
)  P και r(

 

 
)→r(0)=-x, επομϋνωσ -x≧0 και x≤0. Άρα ο Φ εύναι 

Αρχιμόδειοσ. 

⧠ 

Οριςμόσ1.2.5: Έςτω Φ γραμμικόσ χώροσ διατεταγμϋνοσ από τον κώνο Ρ. Αν για 

κϊθε x,y,z P ιςχύει η ςυνεπαγωγό:  

               0≤x≤y+z⟹x=x1+x2 με x1,x2  Φ και 0≤x1≤y, 0≤x2≤z, 

τότε λϋμε ότι ο Φ ϋχει την ιδιότητα διϊςπαςησ του Riesz (Riesz Decomposition 

Property-R.D.P). 

 

1.3 ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΢ΤΝΔΕ΢ΜΟΙ 

Οριςμόσ1.3.1: Έςτω Φ γραμμικόσ μερικϊ διατεταγμϋνοσ χώροσ και x,y   X . Σότε 

το supremum και το infimum του *x,y+, εφόςον υπϊρχουν ορύζονται ωσ x˅y και 

x˄y αντύςτοιχα. Δηλαδό: 

x˅y=sup({x,y})  και  x˄y=inf({x,y}). 

 

Οριςμόσ1.3.2: Ένασ διατεταγμϋνοσ διανυςματικόσ χώροσ Φ ονομϊζεται 

διανυςματικόσ ςύνδεςμοσ( linear lattice ό Riesz Space) όταν για κϊθε x,y Φ 

υπϊρχει το supremum και το infimum του ςυνόλου *x,y}. 

Για κϊθε x Φ, όπου Φ γραμμικόσ ςύνδεςμοσ ορύζουμε: 

i. x+ = x˅0  και το ονομϊζουμε θετικό μϋροσ του x. 

ii. x- =(- x)˅0  και το ονομϊζουμε αρνητικό μϋροσ του x. 

iii. |x|=(- x)˅x  και το ονομϊζουμε απόλυτη τιμό του x. 

Πρόταςη 1.3.1: Για κϊθε x,y,z Φ, όπου Φ διανυςματικόσ ςύνδεςμοσ ιςχύουν τα 

ακόλουθα: 

1.  y˅x=-[(-x)˄(-y)] και y˄x=-[(-x)˅(-y)] 

2. sup{x,-x,0}=sup{x,-x} 

3. x+(y˅z)=(x+y)˅(x+z) και x+(y˄z)=(x+y)˄(x+z) 

4. x-(y˅z)=(x-y)˄(x-z) και x-(y˄z)=(x-y)˅(x-z) 

5. x˅y=(x-y)++y=(y-x)++x 

6. λ(x˅y)=(λx)˅(λy) και λ(x˄y)=(λx)˄(λy), ∀ λ≥0 
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7. 2(x˅y)=x+y+|x-y| και 2(x˄y)=x+y-|x-y| 

8. x+y=x˅y+x˄y 

9. x=x+-x-. Ακόμα αν x=x1-x2 με x1,x2 X+ τότε x1≥x+ και  x2≥x-  

10. x+˄x-=0 

11. |x|=x++x- 

12. |x-y|=x˅y - x˄y 

13. |x+y|˅|x-y|=|x|+|y| 

14. 2|x|˅|y|=|x+y|+|x-y| και 2|x|˄|y|=|x+y|-|x-y| 

 

Απόδειξη:  

1. Θϋτω w=(-x)˄(-y) και θα δεύξω ότι -w=x˅y. Παρατηρούμε ότι: 

-w≥x⟹w≤x 

-w≥y⟹w≤y 

Άρα το –w εύναι ϊνω φρϊγμα του *x,y}. Αρκεύ να δεύξω ότι το –w εύναι το 

ελϊχιςτο ϊνω φρϊγμα του *x,y}. Έςτω u τϋτοιο ώςτε: 

  x≤u και w≤u⟹-u≤-x και -u≤-y. 

Επομϋνωσ -u≤(-x)˄(-y)=w⟹-u≤w⟹u≥-w. Άρα -w=x˅y. Όμοια και η 

δεύτερη ςχϋςη. 

2. Έςτω  u=sup{x,-x,0} και k=sup{x,-x}. Προφανώσ u≥k. Αρκεύ να δεύξω ότι 

u≤k. Έχουμε ότι: 

k≥x και k≥-x⟹2k≥0⟹k≥0⟹k≥u. 

3. Έςτω u=y˅z,s=x+u. Σότε ιςχύει ότι: 

x+y≤x+u  και x+z≤x+u 

⟹        x+y≤s και x+z≤s 

⟹        y≤s-x και z≤s-x 

⟹       y˅z≤s-x  

 ⟹u≤s-x⟹x+t≤s⟹ x+y≤s και x+z≤s 

Άρα s=(x+y)˅(x+z)⇔ x+u=(x+y)˅(x+z). Όμοια και η δεύτερη ςχϋςη. 

4. Έχουμε ότι:  

(x-y)˅(x-z)=(x+(-y))˅(x+(-z))  
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και από ιδιότητα 3  θα ϋχουμε: 

 (x+(-y))˅(x+(-z))=x+(-y)˅(-z).  

Σότε από ιδιότητα 1 : 

x+(-y)˅(-z)=x-y˄z. 

 Όμοια αποδεικνύεται και η δεύτερη ςχϋςη. 

5. Έχουμε ότι: 

(x-y)++y=(x-y)˅0 +y 

Και                                                              (y-x)++x=(y-x)˅0 +x 

 Σότε από την ιδιότητα 3: 

                            (x-y)˅0 +y=(x-y+y)˅(0+y)=x˅y 

                και                                  (y-x)˅0+x=(y-x+x)˅(0+x)=y˅x. 

6. Για λ=0 η ιδιότητα προφανώσ ιςχύει. Έςτω λ>0. Σότε: 

Επειδό                                            x≤x˅y και y≤x˅y 

ϋχουμε ότι                                   λx≤λ(x˅y) και λy≤λ(x˅y)            (a) 

 

Έςτω τώρα z τϋτοιο ώςτε: λx≤z   και   λy≤z, τότε: 

 λx≤z   ⟹  x≤
 

 
z 

 λy≤z   ⟹  y≤
 

 
z 

     ⟹  x˅y≤
 

 
z ⟹ λ(x˅y)≤ z ⟹ λ(x˅y)≤ λx και λ(x˅y)≤ λy      (b) 

 

Από (a),(b) προκύπτει το ζητούμενο και ομούωσ αποδεικνύεται και η 

δεύτερη ςχϋςη. 

 

7. Έχουμε ότι    

                                             
 

 
(x+y+|x-y|)=

 

 
(x+y+(x-y)˅(y-x)) 

Από την ιδιότητα 3 : 

                                             
 

 
(x+y+(x-y)˅(y-x))=  

 

 
((2x)˅(2y)) 

 

 Από την ιδιότητα 6 : 

                         
 

 
((2x)˅(2y))=x˅y. 

 Ομούωσ για τη δεύτερη ςχϋςη. 
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8. Προςθϋτοντασ κατϊ μϋλη τισ ςχϋςεισ τησ ιδιότητασ 7 ϋχουμε: 

x˅y+x˄y=  
 

 
(x+y+|x-y|) +

 

 
(x+y-|x-y|)=x+y. 

9. Έχουμε ότι: 

x=x+0 

 και από ιδιότητα 8: 

     x+0=x˅0+x˄0 

 και από ιδιότητα 1: 

     x˅0+x˄0= x˅0-((-x)˅0)=x+-x-. 

 Έςτω     x1=x+x2    ⟹  x1≥x˅0⟹x1≥x+. 

 Ανϊλογα ϋχουμε ότι x2=x1-x⟹x2≥-x⟹x2≥(-x)˅0⟹x2≥x-. 

10. Φρηςιμοποιώντασ την ιδιότητα 3 ϋχουμε: 

x+˄x-=(x+-x-)˄( x--x-)+x-=(x+-x-)˄0+x- 

και από ιδιότητα 9:  

    (x+-x-)˄0+x-=x˄0+x- 

και από ιδιότητα 1:  

    

   x˄0+x-=-[(-x)˅0-+x-=-x-+x+=0. 

11. Έχουμε ότι : 

x++x-=sup{x,0}+sup{-x,0}=sup{x,-x,0}=sup{x,-x}=|x|. 

 

12.  Φρηςιμοποιώντασ την ιδιότητα 3 ϋχουμε: 

|x-y|=(x-y)˅(y-x)=(2x)˅(2y)-(x+y) 

και από ιδιότητεσ 6 και 8 ϋχουμε : 

2(x˅y)-(x˅y +x˄y)= x˅y -x˄y. 

 

13.  Έχουμε ότι: 

|x+y|˅|x-y|=[(x+y)˅(-x-y)-˅,(x-y)˅(y-x)] 

 

                                    = [(x+y)˅(x-y)-˅,(-x-y)˅(y-x)]                              
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και χρηςιμοποιώντασ την ιδιότητα 3:  

 

[(x+y)˅(x-y)-˅,(-x-y)˅(y-x)]=[x+y˅(-y)]˅[-x+(-y)˅y] 

 

       =,x+|y|-˅,-x+|y|] 

 

       =,x˅(-x)]+|y| 

 

   =|x|+|y|. 

 

14.  Έχουμε ότι:                                                                                                                                                                             

  
 

 
[|x+y|+|x-y|]= 

 

 
[(x+y)˅(-x-y)+|x-y|] 

 

και χρηςιμοποιώντασ την ιδιότητα 3:  

 
 

 
[(x+y)˅(-x-y)+|x-y|]= 

 

 
[(x+y + |x-y|)˅(-x-y+|x-y|)] 

 

και από ιδιότητα 12: 

 

 
 

 
[(x+y + |x-y|)˅(-x-y+|x-y|)]= 

 

 
[(x+y + x˅y-x˄y)˅(-x-y+x˅y-x˄y)] 

 

        = 
 

 
([2(x˅y)-˅,2*(-x˅(-y)}]) 

 

         = x˅y˅(-x)˅(-y) 

 

        = [x˅(-x)-˅,y˅(-y)] 

 

        = |x|˅|y|. 

 

Ομούωσ αποδεικνύεται η δεύτερη ςχϋςη. 

 

⧠ 

Παρατόρηςη: Από την ιδιότητα (9) x=x+-x- ςυνεπϊγεται ότι ο θετικόσ κώνοσ Φ+ 

ενόσ γραμμικού ςυνδϋςμου(linear lattice) Φ παρϊγει πϊντα τον Φ αφού τα 

ςτοιχεύα x+,x-  X+. Πρϊγματι, x+ X+ εξ’ οριςμού και x-=(-x)+   X+. Επομϋνωσ 

ιςχύει  : 

Φ=Φ+-Φ+ 

και ϊρα ο Φ+ παρϊγει τον Φ. 
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Πρόταςη 1.3.2: Ένασ διατεταγμϋνοσ γραμμικόσ χώροσ Φ εύναι γραμμικόσ 

ςύνδεςμοσ αν και μόνο αν ∃ y X, τϋτοιο ώςτε το sup{x,y} να υπϊρχει ςτον Φ, ∀ 

x Φ. 

Απόδειξη: 

Έςτω ότι ο Φ εύναι γραμμικόσ ςύνδεςμοσ και θα δεύξουμε ότι ∃ y X τϋτοιο ώςτε 

το x˅y να υπϊρχει ςτον Φ, ∀ x Φ. Αφού ο Φ εύναι γραμμικόσ ςύνδεςμοσ για κϊθε 

y  Φ ιςχύει ότι το x˅y Φ για κϊθε x ςτον Φ, ϊρα προκύπτει το ζητούμενο. 

Για το αντύςτροφο υποθϋτουμε ότι υπϊρχει ςτοιχεύο y Φ τϋτοιο ώςτε το x˅y   X 

για κϊθε x Φ. Έςτω u,v   X, τότε ιςχυριζόμαςτε ότι: 

 

  u ˅ v=[(u+y-v)˅y]+(v-y). 

Για την απόδειξη του ιςχυριςμού θϋτουμε z=[(u+y-v)˅y]+(v-y). Άρα ϋχουμε ότι: 

     z+y-v=(u+y-v)˅y 

Επομϋνωσ, u + y - v ≤ z + y - v και y ≤ z +y-v. Άρα u≤z και v≤z. Δηλαδό, το z 

εύναι ϋνα ϊνω φρϊγμα του *x,y}. 

Θα δεύξουμε ότι εύναι το ελϊχιςτο ϊνω φρϊγμα. Έςτω w   X τϋτοιο ώςτε u≤w 

και v≤w. Σότε ϋχουμε: 

w + y – v ≥  w + y – w = y και w + y – v ≥ u + y – v 

και ϊρα w+y-v≥(u+y-v)˅y ό w≥,(u+y-v)˅y]+(v-y)=z. 

Επομϋνωσ z=u˅v, ϊρα ο Φ εύναι γραμμικόσ ςύνδεςμοσ. 

⧠ 

Πρόταςη1.3.3: Για κϊθε x,y,z Φ, όπου Φ διανυςματικόσ ςύνδεςμοσ ιςχύουν τα 

ακόλουθα: 

1. | x + y | ≤ |x| + |y| 

2. | |x| - |y| | ≤ | x –y | 

3. |( x ˅ z) - ( y ˅z )| ≤ | x – y |  

4. | x+ - y+ | ≤ | x – y | 

5. | x- - y-| ≤ | x – y | 

6. ( x + y )+ ≤ x+ + y+ 

7. ( x + y)- ≤ x- + y- 

8. (x+y) ˄ z ≤ x˄z + y˄z ,     αν x,y,z Φ+ 
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Λόμμα 1.3.1: Έςτω Φ ϋνασ γραμμικόσ ςύνδεςμοσ και X+ ο θετικόσ κώνοσ του Φ.  

Αν {xi : i = 1,2, . . . , n} και {yj : j = 1,2, . . . , m} πεπεραςμϋνα υποςύνολα του Φ+ και 

   

 

   

=   

 

   

 

τότε υπϊρχει ϋνα πεπεραςμϋνο υποςύνολο *zij :  i = 1,2, . . . , n και j = 1,2, . . . , m} 

του Φ+ τϋτοιο ώςτε: 

  =    

 

   

      = 1,2, ,    

  =    

 

   

      = 1,2,  ,  

Πόριςμα: Κϊθε γραμμικόσ ςύνδεςμοσ Φ ϋχει την ιδιότητα διϊςπαςησ του Riesz. 

Δηλαδό αν x,y,z Φ τϋτοια ώςτε: 

     0≤z≤x+y, 

τότε υπϊρχουν x1,y1   X τϋτοια ώςτε: 

z=x1 + y1  ,  με  0≤x1≤x και 0≤y1≤y  . 

Σο αντύςτροφο δεν ιςχύει, δηλαδό ϋνασ μερικϊ διατεταγμϋνοσ γραμμικόσ χώροσ 

που ϋχει την ιδιότητα διϊςπαςησ του Riesz δεν εύναι απαραύτητα γραμμικόσ 

ςύνδεςμοσ. 

Οριςμόσ1.3.3: Ένα υποςύνολο S ενόσ γραμμικού ςυνδϋςμου Φ λϋγεται ςυμπαγϋσ    

(Solid) αν ιςχύει η ςυνεπαγωγό: 

 |x| ≤ |y| ςτον Φ και y   S ⟹ x   S  

Έςτω Β υποςύνολο του Φ. Σο μικρότερο ςυμπαγϋσ (Solid) υποςύνολο του Φ που 

περιϋχει το Β ονομϊζεται ςυμπαγϋσ θόκη(Solid hull) του Β και ςυμβολύζεται με 

Sol(Β). Δηλαδό: 

 Sol(B)={y   X : ∃ x B τϋτοιο ώςτε |x| ≤ |y|} 

Θεώρημα 1.3.1: (Namioka) ΢ε ϋνα γραμμικό ςύνδεςμο Φ η κυρτό θόκη ενόσ solid 

ςυνόλου εύναι solid. 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 2.: ΘΕΣΙΚΕ΢ ΒΑ΢ΕΙ΢ 

 

2.1 ΒΑ΢ΕΙ΢ SCHAUDER ΢Ε ΦΩΡΟΤ΢ BANACH 

Οριςμόσ 2.1.1: Έςτω (bn)n ℕ μια ακολουθύα ςε ϋνα γραμμικό χώρο Φ με νόρμα.      

Η (bn)n ℕ εύναι Schauder βϊςη του Φ αν για κϊθε x Φ υπϊρχει μοναδικό 

ακολουθύα πραγματικών αριθμών (λn) n ℕ τϋτοια ώςτε: 

  

 =       

 

   

 

΢τη ςυνϋχεια η λϋξη «βϊςη» θα χρηςιμοποιεύται για να δηλώςει «Schauder 

βϊςη». (΢τισ Hamel βϊςεισ, η βϊςη ϋχει πεπεραςμϋνα ςτοιχεύα) 

Οριςμόσ 2.1.2: Τα διανύζμαηα x1, x2, x3, …, xn, ενόρ διανςζμαηικού σώπος S 

λέγονηαι γπαμμικώρ ανεξάπηηηα αν κανένα από αςηά δεν μποπεί να γπαθεί ωρ 

γπαμμικόρ ζςνδςαζμόρ ηων ςπολοίπων. Η ζςνθήκη αςηή είναι ιζοδύναμη με ηην 

εξήρ, μαθημαηικά πιο εύσπηζηη, έκθπαζη : 

Τα x1, x2, x3, …, xn είναι γπαμμικά ανεξάπτητα αν η ζςνθήκη 

 λ1x1+λ2x2+λ3x3+ …+λnxn=0 αναγκαζηικά ζςνεπάγεηαι όηι λ1=λ2=λ3= …=λn=0. 

 

Ένα παρϊδειγμα βϊςησ εύναι η ακολουθύα (en) n ℕ ςτο χώρο c0(ℕ) ό ςτο χώρο 

ℓp(ℕ) όπου η ακολουθύα (en) n ℕ αποτελεύται από τα διανύςματα e1,e2, . . ., όπου 

en=(0,. . .,0,1,0,. . .) (όπου η μονϊδα βρύςκεται ςτη n-ιοςτό ςυντεταγμϋνη) για 

κϊθε n ℕ. Επιπλϋον υπενθυμύζουμε ότι ο χώροσ c0(ℕ) αποτελεύται από όλεσ τισ 

ακολουθύεσ (an)n ℕ πραγματικών αριθμών οι οπούεσ ςυγκλύνουν ςτο μηδϋν. 

Δηλαδό: 

 c0(ℕ)=* (an)n ℕ : an  ℝ, n=1,2, . . . ., και  an→0+ 

Ο χώροσ ℓp(ℕ) για 1≤p≤∞ ορύζεται ωσ εξόσ: 

 ℓp(ℕ)={ (an)n ℕ : an  ℝ, n=1,2, . . . ., και   |  |
  

    <∞} 

Παρατόρηςη: ΢τον οριςμό τησ βϊςησ η μοναδικότητα των (λn) n ℕ ιςοδυναμεύ με 

το γεγονόσ ότι αν       
 
   =0 τότε λn=0 για κϊθε n ℕ. Πρϊγματι, υποθϋτουμε 

ότι       
 
   =0 και ότι υπϊρχει k ℕ τϋτοιο ώςτε λk≠0. Σότε 
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   =0 ⟹ λkbk=       

 
   
   

 ⟹ bk =   
 

  
      
 
   
   

 

Όμωσ bk   Φ και επομϋνωσ εξ’ οριςμού τησ Schauder βϊςησ του Φ υπϊρχει 

μοναδικό ακολουθύα πραγματικών αριθμών (τn) n ℕ τϋτοια ώςτε 

 bk =       
 
    

Σϋτοια ακολουθύα εύναι η τn=0 για n≠k και τκ=1. Σότε θα όταν bk=0 που εύναι 

ϊτοπο. Άρα αν       
 
   =0 τότε λn=0 για κϊθε n ℕ. 

Ακόμα ιςχύει ότι τα bn εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα. Πρϊγματι, αν       
 
   =0 

και λi≠0 για κϊποιο 1≤i≤k, τότε θϋτοντασ λj=0 για κϊθε j>k παύρνουμε ότι: 

        
 
   =0  και λi≠0 για κϊποιο 1≤i≤k 

και καταλόγουμε ςε ϊτοπο. Σο αντύςτροφο δεν ιςχύει πϊντα. Αν δηλαδό (bn)n ℕ 

μια ακολουθύα γραμμικϊ ανεξϊρτητων ςτοιχεύων ενόσ γραμμικού χώρου με 

νόρμα και υπϊρχει ακολουθύα πραγματικών αριθμών (λn) n ℕ τϋτοια ώςτε 

      
 
   =0, τότε δεν ςυνεπϊγεται ότι λn=0 για κϊθε n ℕ. 

Παρϊδειγμα: Έςτω b1=
 

 
e1 και bn=

 

 
en-en-1 για n≥2, που ανόκουν ςτον c0(ℕ). 

Σότε τα bn εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα αλλϊ 

 2    
 
   = 

 

 
b1 + 

 

  
b2+ 

 

  
b3 + . . . + 

 

  
bn= 

                         = 
 

  
e1 + 

 

  
e2 - 

 

  
e1 + 

 

  
e3 - 

 

  
e2 + ...+ 

 

    
en - 

 

  
en-1= 

                          =  i  →  2    
 
   = i  → 

 

    
   =0 

                 ⟹     2    
 
   =0     ενώ   λn = 2-n  ≠ 0 για n ℕ 

 

Οριςμόσ 2.1.3:  Έςτω (bn)n ℕ εύναι Schauder βϊςη του Φ. ΢υμβολύζουμε, για κϊθε 

n ℕ, με fn(x) τα μοναδικϊ λn για τα οπούα   =       
 
   . Σα fn, που εύναι 

γραμμικϋσ ςυναρτόςεισ του Φ, ονομϊζονται ςυναρτηςοειδό ςχετικϊ με τη βϊςη 

(bn)n ℕ.  

Παρατόρηςη: Εύναι φανερό ότι ιςχύει fi(bj)=δij. 

Οριςμόσ 2.1.4: Η ακολουθύα Ρn(x)=   ( )  
 
     εύναι ονομϊζεται γραμμικό 

προβολό ςχετικό με τη βϊςη (bn)n ℕ. 

Η Ρn εύναι μια γραμμικό προβολό ςτο: 

Α={      
 
   : λi ℝ, bi   X, i=1,2,. . . , n  n ℕ} 
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και Ρn(x)→ x,  ∀ x X. 

Πόριςμα: Έςτω (αn)n ℕ μια ακολουθύα από μη μηδενικούσ πραγματικούσ 

αριθμούσ, τότε (αnbn)n ℕ εύναι επύςησ μια βϊςη του Φ. ΢ε αυτό τη περύπτωςη, τα 

ςχετικϊ ςυναρτηςοειδό   
  εύναι   

    , και οι ςχετικϋσ προβολϋσ   
  παραμϋνουν 

αμετϊβλητεσ. 

Πρϊγματι, για κϊθε x X ιςχύει ότι: 

x=   ( )  
 
     = 

 

  
  ( )(    )

 
     =    

 ( )(    )
 
      

και 

 Ρn(x)=    ( )  
 
     =  

 

  
  ( )(    )

 
     =  

 ( ) 

Μπορούμε πϊντοτε να αντικαταςτόςουμε κϊθε bn με ϋνα ςτοιχεύο που ϋχει 

νόρμα ϋνα, αποκτώντασ ϋτςι μια κανονικό βϊςη. 

Η ςυνϋχεια των    ιςοδυναμεύ με τη ςυνϋχεια των Ρn για κϊθε n ℕ. Αφού για 

κϊθε x X ιςχύει ότι: 

(Pn-Pn-1)(x)=Pn(x)-Pn-1(x)=    ( )  
 
    -    ( )  

   
   =   ( )    

ϋχουμε ότι: 

             =         

Σονύζουμε ότι αν ο Φ εύναι πλόρησ, τότε οι    εύναι αυτομϊτωσ ςυνεχεύσ για κϊθε 

n ℕ. 

Θα υπενθυμύςουμε κϊποιεσ χρόςιμεσ μαθηματικϋσ ϋννοιεσ. 

 2.2 ΠΛΗΡΕΙ΢ ΜΕΣΡΙΚΟΙ ΦΩΡΟΙ – ΦΩΡΟΙ BANACH ΚΑΙ ΒΑ΢ΕΙ΢ 

Οριςμόσ 2.2.1: Μια ακολουθύα (xn)n ℕ ςτοιχεύων ενόσ μετρικού χώρου (Φ,ρ) 

λϋγεται βαςικό ό Cauchy αν για κϊθε ε>0 υπϊρχει n0 ℕ τϋτοιο ώςτε για κϊθε 

n,m ℕ με  n0<n<m να ιςχύει ότι ρ(xn,xm)<ε. 

Οριςμόσ 2.2.2: Ένασ μετρικόσ χώροσ (Φ,ρ) λϋγεται πλόρησ αν κϊθε βαςικό 

ακολουθύα ςτον Φ ςυγκλύνει ςε ϋνα ςτοιχεύο του Φ. 

Οριςμόσ 2.2.3: Ένασ χώροσ με νόρμα (Φ, .  ) λϋγεται χώροσ Banach αν εύναι 

πλόρησ ωσ προσ τη μετρικό που ορύζει η νόρμα, δηλαδό αν κϊθε ακολουθύα 

Cauchy ςτον Φ ςυγκλύνει ςε ϋνα ςτοιχεύο του Φ. 

Θεώρημα 2.2.1: Έςτω (bn)n ℕ μια βϊςη ενόσ χώρου Banach Φ. Σότε τα ςχετικϊ 

ςυναρτηςοειδό    και οι προβολϋσ    εύναι ςυνεχό, και υπϊρχει Μ τϋτοιο ώςτε  

    ≤Μ για κϊθε n ℕ. 
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Επύςησ    ( )   =   ( )      ( ) ≤2M    για κϊθε n. 

Σο ακόλουθο παρϊδειγμα δεύχνει ότι το παραπϊνω θεώρημα δεν ιςχύει για μη 

πλόρησ χώρουσ 

Παρϊδειγμα: ΢το γραμμικό χώρο c∞={(an)n ℕ: an ℝ, n=1,2, . . .,  και υπϊρχει 

n0 ℕ τϋτοιο ώςτε an=0 ∀ n≥ n0}, ορύζω τα ςτοιχεύα b1=e1 και bn=en-en-1 για 

n≥2. Η (bn)n ℕ εύναι Schauder βϊςη του c∞, αν ο c∞ ϋχει τη supremum νόρμα 

(   ∞=sup{|xn|:n ℕ} όπου x=(xn)n ℕ). Έςτω ότι η ςχετικό ακολουθύα 

ςυναρτηςοειδών εύναι (  )n ℕ. Η μοναδικό ϋκφραςη του e1+e2+. . .+en με τη 

βοόθεια τησ (bn)n ℕ εύναι ne1+ (n-1)(e2-e1)+. . .+(en-en-1), δηλαδό 

e1+e2+. . .+en= nb1+ (n-1)b2+. . .+bn. 

Έχουμε λοιπόν ότι 

    (e1+e2+. . .+en)=n→∞ ενώ     1 +  2+. . . +   =1 δηλαδό 

παύρνει φραγμϋνο ςύνολο ςε μη φραγμϋνο. 

Κατϊ ςυνϋπεια, η   : (c∞, .  ∞) δεν εύναι ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη. 

⧠ 

Επειδό ςτην πραγματικότητα οι βϊςεισ μη πλόρων χώρων δε χρηςιμοποιούνται 

πολύ, θα ςυγκεντρώςουμε τη προςοχό μασ ςτουσ πλόρεισ χώρουσ. Πρώτα θα 

δεύξουμε ότι οι ςυνθόκεσ του θεωρόματοσ εύναι πλϋον ικανϋσ ώςτε η ακολουθύα 

(bn)n ℕ του Φ να εύναι μια βϊςη του Φ, κϊτι για το οπούο η πληρότητα δεν εύναι 

απαραύτητη.  Με ,bn] θα ςυμβολύζουμε τη κλειςτότητα των πεπεραςμϋνων 

γραμμικών ςυνδυαςμών ςτοιχεύων τησ (bn)n ℕ.  

Πριν προχωρόςουμε ςτο επόμενο θεώρημα υπενθυμύζουμε ότι Φ* εύναι ο 

γραμμικόσ χώροσ των ςυνεχών γραμμικών απεικονύςεων    : Φ→ℝ, όπου Φ 

γραμμικόσ χώροσ με νόρμα. 

 

Θεώρημα 2.2.2: Έςτω Φ διανυςματικόσ χώροσ με νόρμα και (bn)n ℕ  μια 

ακολουθύα τϋτοια ώςτε [bn]=Φ. Έςτω ακόμα πωσ υπϊρχει ακολουθύα (  )n ℕ 

ςτον Φ* τϋτοια ώςτε   (bj)=δij και Ρn(x)=    ( )  
 
    για κϊθε x X. Αν υπϊρχει 

Μ τϋτοιο ώςτε    ≤M για κϊθε n ℕ τότε η (bn)n ℕ  εύναι μια βϊςη του Φ. 

Απόδειξη: Αν x=      
 
    τότε λόγω τησ ςυνϋχειασ των     ϋχουμε 

  (x)=   (      
 
   )=    (     

 
   )=      (   

 
   )=    . 

Κατϊ ςυνϋπεια,   (x) εύναι η μοναδικό πιθανό επιλογό για το    . Θα ϋχουμε 

τελειώςει αν μπορϋςουμε να δεύξουμε ότι Ρn(x) →x. Παύρνουμε x Φ και ε>0. 
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Αφού ,bn]=Φ, υπϊρχει ϋνα ςτοιχεύο y=a1b1+. . . +anbn με      ≤ε. Για n≥m 

ϋχουμε Ρn(y)=y και επομϋνωσ  

     ( )    =   (   ) ≤         ≤Mε 

΢υνεπώσ, 

   ( )    =    ( )   +     ≤   ( )    +     ≤ Mε+ε=(Μ+1)ε 

Άρα Ρn(x) →x για κϊθε x Φ. 

⧠ 

Πρόταςη 2.2.1: Έςτω Φ ϋνασ χώροσ Banach και (bn)n ℕ  μια ακολουθύα μη 

μηδενικών ςτοιχεύων του Φ τϋτοια ώςτε ,bn]=X. H (bn)n ℕ  αποτελεύ μια βϊςη του 

Φ αν και μόνο αν υπϊρχει δ>0 τϋτοιο ώςτε για κϊθε ακολουθύα πραγματικών 

αριθμών (λn) n ℕ να ιςχύει ότι 

       + +       ≥ δ     + +       , όταν p≥n. 

Όπου ςτην παραπϊνω πρόταςη πρϋπει να ϋχουμε δ≤1. 

 

Οριςμόσ 2.2.4: Η ακολουθύα (bn)n ℕ  λϋγεται μονότονη βϊςη του Φ αν  

       + +       ≥      + +       , όταν p≥n, 

δηλαδό όταν δ=1. 

Παρϊδειγμα: Η ακολουθύα (en)n ℕ εύναι μια μονότονη βϊςη του c0(ℕ) και του 

ℓp(ℕ) αφού 

     + +     +           ≥      + +        ⇔ 

 (  ,   ,  ,   ,     )  ≥  (  ,   ,  ,   )   , που ιςχύει. 

 

Θα υπενθυμύςουμε την ϋννοια του διαχωρύςιμου μετρικού χώρου. 

Οριςμόσ 2.2.5: Ένασ μετρικόσ χώροσ (Φ,ρ) λϋγεται διαχωρύςιμοσ αν υπϊρχει 

αριθμόςιμο πυκνό. 

Οι διαχωρύςιμοι χώροι Banach c0(ℕ), ℓp(ℕ), C(I), ϋχουν βϊςεισ. Εύναι φυςικό να 

αναρωτηθούμε αν κϊθε διαχωρύςιμοσ χώροσ Banach ϋχει μια βϊςη. Σο 

«πρόβλημα βϊςησ» παρϋμεινε ϊλυτο για 46 χρόνια μϋχρι που απαντόθηκε 

αρνητικϊ από το μαθηματικό P.Enflo το 1972. 
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 Μια ακολουθύα (bn)n ℕ ςε ϋνα χώρο Banach Φ εύναι βαςικό αν εύναι βϊςη 

ενόσ κλειςτού υπόχωρου του Φ. Υυςικϊ αυτόσ ο υπόχωροσ εύναι αναγκαςτικϊ ο 

[bn]. Επιπλϋον μια ακολουθύα εύναι βαςικό αν και μόνο αν ικανοποιεύ τη ςυνθόκη 

τησ προηγούμενησ πρόταςησ. Ιςχύει ακόμα ότι ςε ϋνα χώρο Banach , κϊθε 

υπακολουθύα μιασ βαςικόσ ακολουθύασ εύναι βαςικό. 

Θεώρημα 2.2.3: Έςτω (bn)n ℕ μια βϊςη ενόσ χώρου Banach Φ. Σότε η ςχετικό 

ακολουθύα ςυναρτηςοειδών (  )n ℕ εύναι μια βαςικό ακολουθύα ςτον Φ* 

Σο παραπϊνω δεν ςυνεπϊγεται ότι η ακολουθύα (  )n ℕ εύναι και βϊςη του Φ*. 

2.3 ΘΕΣΙΚΕ΢ ΒΑ΢ΕΙ΢ 

Οριςμόσ 2.3.1: Έςτω Φ ϋνασ διατεταγμϋνοσ χώροσ Banach, διατεταγμϋνοσ από 

τον θετικό κώνο Φ+. Μια ακολουθύα (en)n ℕ   X εύναι θετικό βϊςη  του Φ, αν η 

(en)n ℕ εύναι βϊςη Schauder και 

 Φ+={x=      
 
      X:      ℝ+ ∀ i}  

Πρόταςη 2.3.1: Έςτω {b1,b2,.  .  ., bn} θετικό βϊςη του Φ, τότε όλεσ οι θετικϋσ 

βϊςεισ του Φ εύναι τησ μορφόσ λ1b1,λ2b2, . . ., λnbn με λi>0, i {1,2,. . ., n}. 

Απόδειξη: Έςτω *b1,b2,.  .  ., bn} θετικό βϊςη του Φ και λi>0, i {1,2,. . ., n}. Θα 

δεύξουμε ότι λ1b1,λ2b2, . . ., λnbn εύναι θετικό βϊςη. Προφανώσ εύναι βϊςη 

Schauder. Θα δεύξω ότι εύναι και θετικό. 

Φ+={      
 
    :    ≥0+=* 

   

   
    

 
   :    ≥0}={        

 
    :     ≥0+. 

Άρα δεύξαμε ότι λ1b1,λ2b2, . . ., λnbn εύναι θετικό βϊςη. Θα δεύξουμε τώρα το 

αντύςτροφο. 

Έςτω τώρα *d1,d2,.  .  ., dn} θετικό βϊςη του Φ. Τποθϋτουμε ότι υπϊρχει di που 

δεν εύναι θετικό πολλαπλϊςιο κϊποιου ςτοιχεύου τησ θετικόσ βϊςησ              

{b1,b2,.  .  ., bn}. Έςτω di=λi1bi1+ λi2bi2+      
 
    ,  

 με λi1,λi2>0, τότε: 

⟹ bi1=
  

   
 -  

   

   
bi2 - +  

  

   
      ,   ∉ {      

 
    :    ≥0+. 

Άτοπο διότι bi1   Φ+. 

⧠ 

Παρϊδειγμα: Έςτω Ω={1,2,. . ., n},C(Ω)=ℝn και b1=(1,0,. . .,0), b2=(0,1,0,. . .,0), 

,. . . , bn=(0,. . . ,0,1)   ℝn. Αν x   ℝn
+  ⟹x=(x(1), x(2) , . . ., x(n)) και x(i)≥0 

Ώςτε 
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x= x(1)b1+x(2)b2+ . . . + x(n)bn και επομϋνωσ η *b1,b2,.  .  ., bn} θετικό βϊςη του 

ℝn. 

Παρατόρηςη: Από το προηγούμενο παρϊδειγμα και την πρόταςη ςυμπεραύνουμε 

ότι ςτον ℝn οι μόνεσ θετικϋσ βϊςεισ εύναι η ςυνόθησ βϊςη και οποιαδόποτε ϊλλη 

βϊςη που ϋχει ωσ ςτοιχεύα τησ πολλαπλϊςια των ςτοιχεύων τησ ςυνόθησ βϊςησ. 

Πρόταςη 2.3.2: Έςτω Φ ϋνασ n-διϊςτατοσ διανυςματικόσ χώροσ και Φ+ ο θετικόσ 

κώνοσ του, που εύναι κλειςτόσ και παρϊγει τον Φ. Ο Φ εύναι ϋνασ διανυςματικόσ 

ςύνδεςμοσ αν και μόνο αν μια βϊςη Β του Φ+ εύναι ϋνα κυρτό πολύγωνο με n 

κορυφϋσ.  

΢ε αυτό τη περύπτωςη, αν b1,b2,.  .  ., bn εύναι οι κορυφϋσ του Β, τότε το ςύνολο      

{ b1,b2,.  .  ., bn + εύναι μια θετικό βϊςη του Φ. 

 

  Παρϊδειγμα: Έςτω b1(t)=t, b2(t)=1-t και Ω=,0,1-, Φ=*αt+b, t [0,1]}. Σο *b1,b2} 

εύναι θετικό βϊςη του Φ. Έχουμε: 

Αν x X+ ⟹  
 ( ) ≥ 0, ∀   ,0,1-
 =    +   (1   )

 
 

Για t=0⟹ x(0)≥0⟹λ2≥0 και για t=1⟹x(1)≥0⟹ λ1≥0. Άρα όντωσ εύναι θετικό 

βϊςη του Φ. 

Πρόταςη 2.3.3(Choquet-Kendall): Ένασ πεπεραςμϋνησ διϊςταςησ 

διανυςματικόσ χώροσ Φ με κλειςτό θετικό κώνο Φ+, τϋτοιοσ ώςτε ο Φ να 

παρϊγεται από τον Φ+ (δηλ. Φ=Φ+-Φ+), εύναι γραμμικόσ ςύνδεςμοσ (linear 

lattice) αν και μόνο αν ο Φ ϋχει θετικό βϊςη. 

 

Οριςμόσ 2.3.2: Έςτω Φ γραμμικόσ χώροσ και Ρ κώνοσ του Φ, Ρ≠*0+. Σο ςύνολο 

Β⊆Ρ ονομϊζεται βϊςη του κώνου Ρ αν το Β εύναι κυρτό και για κϊθε x Ρ, x≠0, 

υπϊρχει μοναδικόσ πραγματικόσ αριθμόσ λx>0 ώςτε λxx   B. 

Οι βϊςεισ κώνων ϋχουν πολλϋσ ςημαντικϋσ εφαρμογϋσ ςτην οικονομικό και 

χρηματοοικονομικό θεωρεύα. Ειδικότερα, κϊθε βϊςη κώνου ορύζει ϋνα 

υποςύνολο προώπολογιςμού και αντύςτροφα, κϊθε ςύνολο προώπολογιςμού 

ορύζει μια βϊςη του κώνου κατανϊλωςησ. 

Πρόταςη 2.3.4: Κϊθε κυρτό υποςύνολο Β ενόσ μερικϊ διατεταγμϋνου γραμμικού 

χώρου Φ αποτελεύ βϊςη του κώνου Ρ του Φ αν και μόνο αν Ρ=∪*αΒ:α≥0+ και το 

0 δεν ανόκει ςτη μικρότερη γραμμικό πολλαπλότητα του Φ που περιϋχει το Β. 
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Απόδειξη: 

(⟹): Έςτω Β βϊςη του κώνου Ρ. Για κϊθε x Ρ υπϊρχει μοναδικόσ θετικόσ 

αριθμόσ α>0 ώςτε x=αb ώςτε b Β. ΢υνεπώσ, παρατηρούμε ότι ο κώνοσ Ρ 

ταυτύζεται με το ςύνολο ∪*αΒ:α≥0+. Η μικρότερη αφινικό θόκη που περιϋχει το 

ςύνολο Β εύναι L={λb1+ (1-λ)b2: b1,b2   B και λ ℝ}. Τποθϋτουμε ότι 0 L. Σότε 

υπϊρχουν b0,b1 και λ≠1 ώςτε λb0+(1-λ)b1=0, δηλαδό (λ-1)b1=λb0. Αυτό 

ςημαύνει ότι υπϊρχουν δύο διαφορετικϊ ςτοιχεύα του κώνου που ϋχουν την ύδια 

αναπαρϊςταςη ωσ προσ τη βϊςη Β. Από τον οριςμό τησ βϊςησ όμωσ 

καταλόγουμε ςε ϊτοπο. Άρα 0∉L. 

(⟸) Έςτω ϋνα κυρτό υποςύνολο Β του κώνου Ρ και ϋςτω b1≠b2  B και λ1≠λ2 

θετικού πραγματικού αριθμού ώςτε λ1b1=λ2b2 , ϊρα ϋχουμε: 

  

     
b1=

  

     
b2  ⟹ 0=

  

     
b1 + (1- 

  

     
) b2 ⟹ 0= 

 

     
(λ1b1 - λ2b2)   L 

 όταν λ1≠λ2 . Όμωσ ϋχουμε υποθϋςει ότι 0∉L, ϊρα πρϋπει λ1=λ2, και κατϊ 

ςυνϋπεια b1=b2. 

⧠ 

Θεώρημα 2.3.1: Έςτω Ρ κώνοσ του Φ και f: Ρ→ℝ. Αν f θετικϊ ομογενόσ και 

προςθετικό, δηλαδό f(λx+μy)=λf(x) + μf(y) για κϊθε x,y  Ρ και λ,μ ℝ+, τότε η f 

επεκτεύνεται ςε γραμμικό ςυναρτηςιακό του Φ. 

Θεώρημα 2.3.2: Έςτω Φ γραμμικόσ χώροσ, Ρ κώνοσ του Φ και Β⊆Ρ κυρτό. Σο Β 

εύναι βϊςη του Ρ αν και μόνο αν υπϊρχει αυςτηρϊ θετικό γραμμικό 

ςυναρτηςιακό f του Φ, τϋτοιο ώςτε: 

Β=*x P : f(x)=1} 

Απόδειξη: Έςτω Β βϊςη του κώνου Ρ. Για κϊθε x P, x≠0, θϋτουμε f(x)=
 

  
 όπου 

λx εύναι ο μοναδικόσ θετικόσ πραγματικόσ αριθμόσ ώςτε λxx   Β. Σότε για κϊθε 

x,f(x) το λx εύναι ο μοναδικόσ θετικόσ πραγματικόσ αριθμόσ ώςτε 
 

 ( )
   B. Για 

κϊθε λ  ℝ+ , λ>0 ϋχουμε: 

    
  

  ( )
   B, ϊρα f(λx)=λf(x) 

Ακόμα για κϊθε x,y P, x,y≠0 ϋχουμε : 

      
 

 ( )
, 

 

 ( )
   B 

Από την κυρτότητα του Β ϋχουμε ότι: 

  
 ( )

 ( )  ( )

 

  ( )
+

 ( )

 ( )  ( )

 

 ( )
=

   

 ( )  ( )
    B. 
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Απ’ όπου ϋπεται ότι f(x+y)=f(x)+f(y). Αν υποθϋςουμε ότι f(0)=0, τότε για κϊθε 

x,y P και λ,μ ℝ+ ϋχουμε: 

   f(λx+μy)=λf(x)+μf(y), 

επομϋνωσ ςύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, η f επεκτεύνεται  ςε γραμμικό 

ςυναρτηςιακό του Φ. 

Για το αντύςτροφο, υποθϋτουμε ότι f εύναι αυςτηρϊ θετικό γραμμικό 

ςυναρτηςιακό του Φ και ότι Β=*x P : f(x)=1}. Θα δεύξουμε ότι Β εύναι βϊςη του 

Ρ. Σο Β εύναι κυρτό, ϊρα για κϊθε x Ρ ϋχουμε ότι 
 

 ( )
   B. Ο αριθμόσ 

 

 ( )
 εύναι 

μοναδικόσ γιατύ αν λx   Β ϋχουμε ότι f(x)=2, ϊρα λ=
 

 ( )
. Άρα Β εύναι βϊςη του Ρ. 

⧠ 

Οριςμόσ 2.3.3: Έςτω Ρ κώνοσ του Φ. Σο γραμμικό ςυναρτηςιακό f του Φ εύναι 

ομοιόμορφα μονότονο (uniformly monotonic) ςτον Ρ αν υπϊρχει πραγματικόσ 

αριθμόσ α>0 τϋτοιοσ ώςτε: 

f(x) ≥ α    για κϊθε x   P. 

Πρόταςη 2.3.5: Έςτω Φ γραμμικόσ χώροσ, Ρ κώνοσ του Φ και f γραμμικό 

ςυναρτηςιακό του Φ, αυςτηρϊ θετικό ςτον Ρ. Αν Β=*x P : f(x)=1} , ϋχουμε ότι η 

βϊςη Β του Ρ εύναι norm-φραγμϋνη αν και μόνο αν το ςυναρτηςιακό f εύναι 

ομοιόμορφα μονότονο ςτον Ρ. 

Απόδειξη: Έςτω Μ ϋνα norm-φρϊγμα τησ Β. Για κϊθε x Ρ\*0+, ϋχουμε 
 

 ( )
   B, 

ϊρα: 

      
 

 ( )
  ≤ Μ. 

Από τη ςχϋςη αυτό προκύπτει ότι f(x)≥
 

 
   , ϊρα η f εύναι ομοιόμορφα 

μονότονη. 

Για το αντύςτροφο υποθϋτουμε ότι: 

f(x)≥     για κϊθε x   Ρ. 

Σότε το f εύναι αυςτηρϊ θετικό ςτον Ρ και το ςύνολο: 

     Β=*x P : f(x)=1}, 

εύναι βϊςη του Ρ. Για κϊθε x   Β ϋχουμε f(x)=1, ϊρα    ≤
 

 
, ϊρα η βϊςη Β εύναι 

φραγμϋνη. 

⧠ 
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Πρόταςη 2.3.6: Αν το ςύνολο Κ=*x   X : f(x)=0} εύναι ο πυρόνασ ενόσ γραμμικού 

ςυναρτηςιακού f που ορύζεται ςτο Φ και Κ⋂Ρ=*0+, τότε εύτε το f εύτε το –f εύναι 

αυςτηρϊ θετικό.  

Απόδειξη: Έςτω ότι f,-f δεν εύναι αυςτηρϊ θετικϊ. Σότε κανϋνα από τα δύο δεν 

εύναι θετικό και δεν υπϊρχουν x,y   Ρ τϋτοια ώςτε f(x)=1 και f(y)=-1. Επομϋνωσ, 

f(x)+f(y)=f(x+y)=0  και x+y  Κ⋂Ρ. Αλλϊ αυτό ςημαύνει ότι x+y=0 , δηλαδό 

x=-y, το οπούο εύναι ϊτοπο αφού ο Ρ εύναι κώνοσ. 

⧠ 

Παρατόρηςη: Από την παραπϊνω πρόταςη ςυμπεραύνουμε ότι ο Ρ ϋχει βϊςη αν 

και μόνο αν υπϊρχει μεγιςτικόσ (maximal) υπόχωροσ Κ τϋτοιοσ ώςτε Κ⋂Ρ=*0+. 

Πρόταςη 2.3.7: Έςτω Φ γραμμικόσ χώροσ. Αν Ρ πεπεραςμϋνησ διϊςταςησ 

κλειςτόσ κώνοσ του Φ, τότε κϊθε βϊςη του Ρ εύναι φραγμϋνη. 

Απόδειξη: Έςτω Κ=Ρ-Ρ ο γραμμικόσ υπόχωροσ του Φ που παρϊγεται από τον Ρ. 

Σότε ο Κ εύναι πεπεραςμϋνησ διϊςταςησ, κλειςτόσ υπόχωροσ του Φ. Έςτω 

Β=*x P : f(x)=1+, βϊςη του Ρ που ορύζεται από το αυςτηρϊ θετικϊ γραμμικό 

ςυναρτηςιακό f του Κ. Αν η Β δεν εύναι φραγμϋνη, τότε υπϊρχει ακολουθύα 

(xn)n ℕ   B ώςτε     → ∞. Θεωρούμε την ακολουθύα  yn=
 

    
. Επειδό η 

μοναδιαύα ςφαύρα του Κ εύναι ςυμπαγόσ, υπϊρχει ςυγκλύνουςα υπακολουθύα 

     τησ yn. Αν      → x0   ϋχουμε ότι x0  Ρ αφού ο Ρ εύναι κλειςτόσ και     =1. 

Σότε  (  ) =  i  (   )=0, το οπούο εύναι ϊτοπο αφού η f εύναι αυςτηρϊ θετικό 

ςτον Ρ. Άρα κϊθε βϊςη του Ρ εύναι φραγμϋνη. 

⧠ 

Θεώρημα 2.3.3: Έςτω Φ γραμμικόσ χώροσ διϊςταςησ 2 και ο θετικόσ του κώνοσ 

Φ+. Αν ο Φ+ εύναι κλειςτόσ και παρϊγει τον Φ (δηλ Φ=Φ+-Φ+) τότε ο Φ εύναι 

γραμμικόσ ςύνδεςμοσ. 

Απόδειξη: Θα δεύξουμε ότι ο Φ ϋχει θετικό βϊςη. Έςτω Β  βϊςη του Φ+ που 

ορύζεται από το     Φ΄, όπου Φ΄ο γραμμικόσ δυικόσ του Φ, τότε η Β = -1(*1+)⋂Φ+ 

εύναι κλειςτό ωσ τομό κλειςτών και ςύμφωνα με την πρόταςη εύναι φραγμϋνη. 

Άρα η Β  εύναι κλειςτό, φραγμϋνο και κυρτό υποςύνολο του *x   X:  (x)=1} το 

οπούο εύναι υπερεπύπεδο του Φ, οπότε εύναι ιςομετρικό με το ℝ. Άρα η Β  

ταυτύζεται μϋςω τησ ιςομετρύασ με ϋνα κλειςτό, κυρτό και φραγμϋνο ςύνολο       

( ϊρα κλειςτό διϊςτημα) του ℝ και ϊρα ϋχουμε ότι Β =co{b1,b2}, όπου τα b1,b2 

εύναι τα ακραύα ςημεύα του Β . Παρατηρούμε ότι Φ+=*λ1b1+λ2b2: λ1,λ2 ≥0+, 

πρϊγματι ϋςτω x Φ+, τότε ςύμφωνα με τον οριςμό τησ βϊςησ του κώνου ϋχουμε 

ότι x=μy, y  Β , τότε όμωσ y= λ1b1+λ2b2,  λ1+λ2=1, λ1,λ2 ≥0, ϊρα                  

x=μ λ1b1+ μ λ2b2  και ο ιςχυριςμόσ εύναι αληθόσ. Μϋνει να δεύξουμε ότι ,b1,b2]=X, 

τότε το * b1,b2+ εύναι θετικό βϊςη του Φ. Έςτω ω Φ, επειδό ο Φ+ παρϊγει τον Φ, 
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b1 

bn 

b4 b3 

b2 

b6 

b5 

υπϊρχουν x1,x2   X+ : ω= x1  -  x2, τότε επειδό όπωσ δεύξαμε η * b1,b2+ παρϊγει τον 

Φ+ ϋχουμε ότι υπϊρχουν λi≥0 : ω= λ1b1+λ2b2 – (λ3b1+λ4b2) και ϊρα Φ=,b1,b2]. 

⧠ 

Παρατόρηςη: Σο παραπϊνω θεώρημα δεν ιςχύει όταν η διϊςταςη του Φ εύναι 

μεγαλύτερη του 2. Κϊθε βϊςη Β του Φ+ θα εξακολουθεύ να εύναι κλειςτό, κυρτό 

και φραγμϋνο υποςύνολο του Φ και ϊρα ςύμφωνα με το θεώρημα Krein-Milman 

θα ιςχύει Κ=co(Ex(K)), όμωσ ςε αυτό τη περύπτωςη η Β θα ταυτύζεται με ϋνα 

υποςύνολο του ℝn, n≥2 για το οπούο δεν ιςχύει γενικϊ ότι ϋχει n+1 ακραύα 

ςημεύα. Κλαςςικό αντιπαρϊδειγμα εύναι η μοναδιαύα μπϊλα του ℝ2 . 

 

2.4 Παραδεύγματα θετικών βαςεων 

Παρϊδειγμα 2.4.1: Έςτω Φ ϋνασ διατεταγμϋνοσ γραμμικόσ χώροσ με νόρμα, 

πεπεραςμϋνησ διϊςταςησ. Τπενθυμύζουμε ότι κϊθε χώροσ με νόρμα 

πεπεραςμϋνησ διϊςταςησ εύναι χώροσ Banach. ΢ύμφωνα με τον οριςμό τησ 

θετικόσ βϊςησ, μια βϊςη *b1,b2,.  .  ., bn} του Φ εύναι θετικό βϊςη του Φ αν το 

ςύνολο των θετικών γραμμικών ςυνδυαςμών τησ *b1,b2,.  .  ., bn} ςυμπύπτει με το 

θετικό κώνο Φ+ του Φ.  

Παρϊδειγμα 2.4.2: ΢την περύπτωςη του ℝ2 ιςχύει ότι ο ℝ2
+ εύναι το πρώτο 

τεταρτημόριο. Σότε οποιαδόποτε βϊςη τησ μορφόσ * b1,b2+ όπου 

   b1 =(x,0), b2 =(0,y),  για κϊθε x,y ℝ+  

εύναι θετικό βϊςη του ℝ2 .   

 

 

  

     

 

 

 

 

 

΢χόμα: Θετικόσ κώνοσ Φ+ και βϊςη *b1,b2,.  .  ., bn}. 
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΢χόμα: Θετικόσ κώνοσ ℝ2
+ και βϊςη *b1,b2}. 

 

Παρϊδειγμα 2.4.2: ΢την περύπτωςη του ℝ3 ιςχύει ότι ℝ3
+ εύναι ο κώνοσ που 

δημιουργεύται από τισ ημιευθεύεσ Οx,Oy,Oz. Οποιαδόποτε βϊςη τησ μορφόσ 

{b1,b2, b3} όπου  

b1 =(x,0,0), b2 =(0,y,0), b3 =(0,0,z),  για κϊθε x,y,z ℝ+ 

αποτελεύ βϊςη του ℝ3. 

Παρϊδειγμα 2.4.4: Η βϊςη *b1,b2} του ℝ2 όπου b1 =(1,1), b2 =(1,3) δεν εύναι 

θετικό βϊςη του ℝ2 διότι : 

 (1,0)  ℝ2
+     και 

 (1,0)=λ1(1,1) +λ2(1,3)=(λ1+λ2 , λ1+3λ2) 

Άρα                     λ1= 
 

 
     και      λ2= 

 

 
 < 0 

Δηλαδό                     (1,0)= 
 

 
b1 -  

 

 
b2 

Άρα η *b1,b2} δεν εύναι θετικό βϊςη του ℝ2.   

b2 

b1 

x 

y 

Ο 
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2.5 ΠΕΠΕΡΑ΢ΜΕΝΗ΢ ΔΙΑ΢ΣΑ΢Η΢ ΢ΤΝΔΕ΢ΜΟΙ-ΤΠΟΦΩΡΟΙ  

Έςτω Κ υπόχωροσ ενόσ διατεταγμϋνου διανυςματικού χώρου Φ. Ο κώνοσ Κ⋂Φ+ 

ονομϊζεται επαγόμενοσ κώνοσ του Κ, και η διϊταξη που ορύζεται ςτον Κ απ’ 

αυτό το κώνο ονομϊζεται επαγόμενη διϊταξη. Ένασ διατεταγμϋνοσ υπόχωροσ 

του Φ εύναι ϋνασ υπόχωροσ του Φ διατεταγμϋνοσ με την επαγόμενη διϊταξη. 

Έςτω λοιπόν Φ ϋνασ διατεταγμϋνοσ διανυςματικόσ χώροσ και Κ ϋνασ 

διατεταγμϋνοσ υπόχωροσ του Φ. Για κϊθε x,y   Κ ορύζουμε με supK{x,y}                   

( αντύςτοιχα με infK{x,y}) το ελϊχιςτο ϊνω φρϊγμα ( αντύςτοιχα το μϋγιςτο 

κϊτω φρϊγμα) των x,y ςτον Κ. Πιο ςυγκεκριμϋνα για x,y   Κ ιςχύει ότι : 

supK{x,y}=z αν, 

1. z   K 

2. z ≥ x,  z ≥ y  και 

3. για κϊθε ω Κ με ω≥x και ω≥y ιςχύει ότι ω≥z. 

Αντύςτοιχα για x,y   Κ ιςχύει ότι infK{x,y}=u αν 

1. u   K 

2. u ≤ x, u ≤ y   και 

3. για κϊθε v K με v≤x  και v≤y ιςχύει ότι  v≤u. 

Οριςμόσ 2.5.1: Έςτω Φ ϋνασ διατεταγμϋνοσ διανυςματικόσ χώροσ και Κ ϋνασ 

διατεταγμϋνοσ υπόχωροσ του Φ. Αν για κϊθε x,y   Κ υπϊρχει το supK{x,y} και το 

infK{x,y} λϋμε ότι ο Κ εύναι ϋνασ ςύνδεςμοσ-υπόχωροσ του Φ. 

Από προηγούμενη πρόταςη προκύπτει ότι ϋνασ πεπεραςμϋνησ διϊςταςησ 

υπόχωροσ Κ ενόσ διατεταγμϋνου διανυςματικού χώρου Φ εύναι ςύνδεςμοσ-

υπόχωροσ αν και μόνο αν ϋχει μια θετικό βϊςη. Με ϊλλα λόγια ϋνασ ςύνδεςμοσ-

υπόχωροσ του Φ εύναι ϋνασ διατεταγμϋνοσ υπόχωροσ του Φ που εύναι επύςησ 

διανυςματικόσ ςύνδεςμοσ. 

Αν ο Κ εύναι ςύνδεςμοσ-υπόχωροσ του Φ, για κϊθε x,y   Κ ςυμβολύζουμε: 

x˅Ky=supK{x,y}   και   x˄Ky=infK{x,y}. 

Προφανώσ, ιςχύει ότι: 

x˄Ky  ≤ x ˄y   και   x˅Ky ≥ x ˅y    

όταν τα x ˄y  και x ˄y υπϊρχουν. 

  Οριςμόσ 2.5.2: Έςτω Φ ϋνασ διανυςματικόσ ςύνδεςμοσ. Αν Κ εύναι ϋνασ 

διατεταγμϋνοσ υπόχωροσ του Φ και για κϊθε x,y   Κ, το x ˅y   Κ και  x ˄y    Κ, 

τότε λϋμε ότι ο Κ εύναι γραμμικόσ υποςύνδεςμοσ ( sublattice) του Φ. 
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Παρατόρηςη: Κϊθε γραμμικόσ υποςύνδεςμοσ του Φ εύναι και γραμμικόσ 

ςύνδεςμοσ υπόχωροσ. Σο αντύςτροφο δεν ιςχύει πϊντοτε. 

 

2.6 ΢ΤΝΔΕ΢ΜΟΙ ΤΠΟΦΩΡΟΙ ΣΟΤ C(Ω) ΜΕ ΘΕΣΙΚΕ΢ ΒΑ΢ΕΙ΢ 

Οριςμόσ 2.6.1: Έςτω Ω ςυμπαγόσ χώροσ Hausdorff. C(Ω) εύναι ο χώροσ των 

ςυνεχών πραγματικών ςυναρτόςεων με πεδύο οριςμού το Ω. 

Οριςμόσ 2.6.2: Έςτω Τ κλειςτόσ υπόχωροσ του C(Ω) και * b1,b2,.  .  ., bn} μια βϊςη 

του Τ. Επιλϋγουμε t Ω και m   ℕ. Αν bm(t)≠0 και bn(t)=0 για κϊθε n≠m, τότε θα 

λϋμε ότι το ςημεύο t εύναι ϋνασ m-κόμβοσ (η πιο απλϊ ϋνασ κόμβοσ) τησ βϊςησ       

{ bn}. 

Αν για κϊθε n υπϊρχει ϋνασ n-κόμβοσ tn τησ βϊςησ * bn}, τότε θα λϋμε ότι η * bn} 

εύναι μια βϊςη του Τ με κόμβουσ και ότι *tn} εύναι μια ακολουθύα κόμβων τησ   

{bn}n ℕ. Αν dimΤ=n και για κϊθε m   {1,2,. . .,n} υπϊρχει ϋνασ m-κόμβοσ tm τησ 

βϊςησ του Τ, τότε θα λϋμε ότι * bn} εύναι μια βϊςη του Τ με κόμβουσ και ότι τα 

ςημεύα t1,t2,. . ., tn εύναι κόμβοι τησ βϊςησ  {  bn}. 

Τπενθυμύζουμε ότι το ςτόριγμα (φορϋασ) μιασ ςυνϊρτηςησ x C(Ω), 

ςυμβολύζεται με supp x και εύναι η κλειςτότητα του ςυνόλου *t Ω: x(t)>0}. Έτςι 

λοιπόν supp x = *t Ω: x(t) > 0+                   . 

Θεώρημα(Polyrakis 2.1)2.6.1: Έςτω Τ κλειςτόσ διατεταγμϋνοσ υπόχωροσ του     

C( Ω) και {bn} μια βϊςη του Τ που αποτελεύται από θετικϋσ ςυναρτόςεισ. Ιςχύει 

ότι 

1. Αν * bn} μια θετικό βϊςη του Τ, τότε 

a) Για κϊθε m υπϊρχει ακολουθύα (ων)ν ℕ   Ω τϋτοια ώςτε 

 i  → 
  (  )

  (  )
=0 για κϊθε j≠m, και 

b) Τπϊρχει ακολουθύα *tn}n ℕ   Ω με tn    supp( bn ) και bm(tn)=0 για 

m≠n. 

2. Εϊν *tn} εύναι μια ακολουθύα κόμβων τησ βϊςησ {bn}, τότε η *bn} εύναι 

θετικό βϊςη του Τ και για κϊθε x=     
 
      Y ϋχουμε  λi=

 (  )

  (  )
 για κϊθε i. 

 

Απόδειξη: 1.a) Για κϊθε k ϋςτω zk= 
 

 
bm +   

 
   ,   . Αφού η *bn} εύναι μια 

θετικό βϊςη, zk∉Y+ και επομϋνωσ υπϊρχει ωk Ω (που εξαρτϊται από το m) 

τϋτοιο ώςτε zk(ωk)<0 ό 

= 
 

 
bm(ωk) +   

 
   ,   (ωk)<0 ⟹    

 
   ,   (ωk)<  

 

 
bm(ωk) ⟹ 
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0≤ 
  (  )

  (  )

 
   
   

 < 
 

 
 ⟹ 0≤ i  →  

  (  )

  (  )

 
   
   

 < 0 ⟹  i  →  
  (  )

  (  )

 
   
   

 = 0. 

Άρα για κϊθε i≠m 0≤ 
  (  )

  (  )
 ≤  

  (  )

  (  )

 
   
   

   
 → 
     0, 

Δηλαδό για κϊθε i≠m  i  → 
  (  )

  (  )
 = 0. 

Καταλόξαμε δηλαδό ότι ιςχύει το 1.a 

1.b) Αφού το Ω=,0,1-, εύναι ςυμπαγϋσ, υπϊρχει υπακολουθύα *   + τησ 

ακολουθύασ {ων} που ςυγκλύνει ςε κϊποιο ςτοιχεύο tm Ω. Θα δεύξουμε ότι 

υπϊρχει ακολουθύα {tm+ τϋτοια ώςτε bi(tm) = 0 για κϊθε i≠m. Έςτω λοιπόν 

υπακολουθύα τησ *   +. Ιςχύει ότι     → tm. 

Από το 1.α ϋχουμε ότι   i  → 

  (   )

  (   )
 = 0  για κϊθε i≠m. Επειδό ιςχύει ότι 

0≤  (   )≤     , υπϊρχει υπακολουθύα τησ *   + που ςυμβολύζουμε πϊλι με 

{   +  τϋτοια ώςτε  0≤  (   )
 → 
    θ ≤      . 

Επύςησ 0≤  (   ) ≤     , και ϊρα υπϊρχει υπακολουθύα *   + τησ {   } 

ώςτε 0≤  (   )
 → 
    ρ ≤      . 

Αφού λοιπόν ρ= i  →   (   )≠∞ η ςχϋςη  i  → 

  (   )

  (   )
 = 0 ςυνεπϊγεται ότι 

θ= i  →   (   )=0, δηλαδό bi(tm) = 0 για κϊθε i≠m. 

2) Έςτω *tn} εύναι μια ακολουθύα κόμβων τησ   {bn}. Εύναι εύκολο να δούμε ότι αν 

x=     
 
      Y τότε λn=

 (  )

  (  )
. Πρϊγματι 

x(tn)=      
 
   (  )=λnbn(tn) ⟹ λn=

 (  )

  (  )
 για κϊθε n. 

Εύναι φανερό ότι αν x Τ+, τότε λn ℝ+ για κϊθε n, κϊτι που δεύχνει ότι η  *bn} 

εύναι θετικό βϊςη του Τ. 

       ⧠ 

 

Πρόταςη 2.6.1: Έςτω Τ ϋνασ κλειςτόσ ςύνδεςμοσ – υπόχωροσ (lattice subspace) 

του C(Ω) με θετικό βϊςη *bn}. Σότε τα επόμενα εύναι ιςοδύναμα: 

1. Ο Τ εύναι υποςύνεδςμοσ (sublattice) του C(Ω) 

2. Αν bm(t)>0 για κϊποια t και m, τότε t εύναι ϋνασ m-κόμβοσ τησ βϊςησ  

{bn}. 
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Πρόταςη 2.6.2: Έςτω Τ ϋνασ n διϊςτατοσ υπόχωροσ του C(ω) και b1,b2,.  .  ., bn   

Τ+. Σότε η * b1,b2,.  .  ., bn+ εύναι μια θετικό βϊςη του Τ αν και μόνο αν για κϊθε 

1≤m≤n υπϊρχει ακολουθύα *ωn+ του Ω που ικανοποιεύ την  i  → 
  (  )

  (  )
 = 0 για 

κϊθε i≠m. 

Απόδειξη: Θα δεύξουμε μόνο το ευθύ γιατύ η υπόλοιπη απόδειξη εύναι η ύδια με το 

1.α. Τποθϋτουμε ότι τα διανύςματα b1,b2,.  .  ., bn εύναι μια θετικό βϊςη του Τ. Για 

αυτό το λόγο ϋςτω x= x=     
 
      Y+ . Σότε 

 0≤x(ων)=      
 
   (  ) ⟹ 

 0≤
 (  )

  (  )
=     

 
   (  )

  (  )

  (  )
 
 →  
      λm. 

΢υνεπώσ ιςχύει ότι λm≥0 για κϊθε m. Επύςησ, αν x=0 τότε όπωσ πριν βλϋπουμε 

ότι λm=0 για κϊθε m. Καταλόξαμε λοιπόν ςτο ότι η * b1,b2,.  .  ., bn+ εύναι μια 

θετικό βϊςη του Τ. 

       ⧠ 

Πρόταςη 2.6.3: Έςτω { b1,b2,.  .  ., bn+ μια θετικό βϊςη ενόσ n-διϊςτατου 

ςυνδϋςμου υπόχωρου Τ του C(Ω). Για μια ςυνϊρτηςη x=     
 
      Y ϋχουμε 

1.  Αν ϋνα ςημεύο ti εύναι ϋνασ i-κόμβοσ τησ βϊςησ τότε λi=
 (  )

  (  )
 

2. Αν *ων+ εύναι μια ακολουθύα του Ω τϋτοια ώςτε  i  → 
  (  )

  (  )
 για κϊθε i≠j, 

τότε λi= i  → 
 (  )

  (  )
. 

Απόδειξη: Έχουμε ότι αν το ςημεύο ti εύναι ϋνασ i-κόμβοσ, τότε 

 x(ti)=      
 
   (  )= λibi(ti). 

Άρα ιςχύει το (1). 

Για το (2) παρατηρούμε ότι  

    i  → 
 (  )

  (  )
 =  i 

 → 
   
 
   

  (  )

  (  )
 = λi 

       ⧠ 

2.7 ΠΕΠΕΡΑ΢ΜΕΝΗ΢ ΔΙΑ΢ΣΑ΢Η΢ ΢ΤΝΔΕ΢ΜΟΙ-ΤΠΟΦΩΡΟΙ ΣΟΤ C(Ω) 

Επιλϋγουμε n γραμμικϊ ανεξϊρτητεσ θετικϋσ ςυναρτόςεισ x1,x2, . . ., xn του C(Ω). 

Έςτω Φ ο διατεταγμϋνοσ υπόχωροσ του C(Ω) που παρϊγεται από αυτϋσ τισ 

ςυναρτόςεισ, και γρϊφουμε Φ=, x1,x2, . . ., xn-. ΢ημειώνεται ότι ο κώνοσ Φ+ του Φ 

παρϊγει πϊντα τον Φ. Σο κύριο ερώτημα εύναι πότε ο Φ εύναι ςύνδεςμοσ- 

υπόχωροσ του C(Ω), ό ιςοδύναμα, πότε ο Φ ϋχει μια θετικό βϊςη. 
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΢τη ςυνϋχεια θα δηλώνουμε με z το ϊθροιςμα των    x1,x2, . . ., xn , δηλαδό 

z=   
 
    και με β τη ςυνϊρτηςη β: Ω → ℝn τϋτοια ώςτε 

 β(t) = (
  ( )

 ( )
, 
  ( )

 ( )
, . . ., 

  ( )

 ( )
) για κϊθε t Ω με z(t)>0. 

Η β αποτελεύ μια καμπύλη που ανόκει ςτο ςύνολο Β=*y ℝn
+:     

 
   =1}. Θα 

αναφερόμαςτε ςτη ςυνϊρτηςη β ωσ η βαςικό καμπύλη των διανυςμϊτων       

x1,x2, . . ., xn . 

 

Παραθϋτουμε παραδεύγματα διατεταγμϋνων ςύνδεςμων υπόχωρων του C(Ω). 

Παρϊδειγμα 2.7.1: Έςτω Ω=*(u,v) ℝ2: u2 + v2 ≤ 9+ και  x1,x2   C(Ω) τϋτοια ώςτε 

x1(u,v)=   
4(1       ),      +   ≤ 1

         0             ,        +   > 1       
 , 

x2(u,v)=   
4,1     (  2) -,      + (  2) ≤ 1

         0             ,        + (  2) > 1       
  

 

 

 ΢χόμα: Γραφικό παρϊςταςη των x1,x2. 

Έςτω Φ ο υπόχωροσ του C(Ω) που παρϊγεται από τισ ςυναρτόςεισ των x1,x2. 

Επειδό ο Φ παρϊγεται από δύο ςυναρτόςεισ εύναι ςύνδεςμοσ υπόχωροσ του C(Ω) 

ςαν υπόχωροσ δύο διαςτϊςεων. Επιπλϋον ϋχουμε ότι: 

Για το ςημεύο (0,0) ιςχύει: 

         x1(0,0)=4 

         x2(0,0)=0 

Για το ςημεύο (0,2) ιςχύει: 

         x1(0,2)=0 
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b2 

         x2(0,2)=4 

Άρα τα ςημεύα (0,0),(0,2) εύναι κόμβοι τησ βϊςησ * x1,x2+ και ςύμφωνα με το 

θεώρημα η * x1,x2+ εύναι θετικό βϊςη του Φ. 

Ο χώροσ Φ ςύμφωνα με τη πρόταςη εύναι υποςύνδεςμοσ (sublattice) του C(Ω), 

αφού για κϊθε (u,v)   Ω με (x1 + x2)(u,v)>0 ιςχύει πωσ (u,v) εύναι κόμβοσ τησ 

βϊςησ * x1,x2+. Δηλαδό οι δυο ςυναρτόςεισ δεν δύνουν και οι δυο μη μηδενικό 

τιμό για το ύδιο ςημεύο του Ω. 

Παρϊδειγμα 2.7.2: Έςτω Ω=,0,1-, και 

 x1(t)=1    και   x2(t)=t  , για κϊθε t Ω 

και Φ ο υπόχωροσ του C(Ω) που παρϊγεται από τισ x1,x2 , δηλαδό Φ=, x1,x2]. 

Ο Φ αφού παρϊγεται από δύο θετικϋσ ςυναρτόςεισ, εύναι ςύνδεςμοσ – υπόχωροσ 

του C(Ω). Μια βϊςη του Φ εύναι η *b1,b2} όπου 

 b1(t)=1-t και b2(t)=t , για κϊθε t Ω 

 

 

 

 

 

 

 

 ΢χόμα: Γραφικό παρϊςταςη των b1,b2. 

Επιπλϋον ϋχουμε ότι: 

Για t1=0 ιςχύει 

b1(0)=1  και  b2(0)=0 

Για t2=1 ιςχύει 

b1(1)=0  και  b2(1)=1 

Άρα t1,t2 εύναι κόμβοι τησ βϊςησ *b1,b2} και επομϋνωσ ςύμφωνα με το θεώρημα η 

{b1,b2} εύναι θετικό βϊςη του Φ. 

1 

b1 

0 
1 
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b1 ˅x b2 

b1 ˄x b2 

b2 

x2 
x3 

Ο Φ δεν εύναι υποςύνδεςμοσ του C(Ω) γιατύ δεν ικανοποιεύται η πρόταςη. Πιο 

ςυγκεκριμϋνα για t=
 

 
 ιςχύει ότι b1(

 

 
)=  

 

 
και  b2(

 

 
)= 

 

 
. Σο ότι ο Φ δεν εύναι 

υποςύνδεςμοσ του C(Ω) προκύπτει και από το παρακϊτω ςχόμα. Έτςι  λοιπόν 

b1 ˅x b2=1 ≠ b1 ˅  b2  και b1 ˄x b2=0 ≠ b1 ˄  b2  . 

 

 

 

 

 

 

 

Παρϊδειγμα 2.7.3: Έςτω Ω=,0,1-, και 

 x1(t)=1  ,  x2(t)=t   ,  x3(t)=t2 για κϊθε t Ω 

και Φ ο υπόχωροσ του C(Ω) που παρϊγεται από τισ x1,x2 ,x3,  δηλαδό Φ=, x1,x2,x3]. 

 

 

 

 

 

 

΢χόμα: Γραφικό παρϊςταςη των  x1,x2 ,x3. 

Ο Φ δεν εύναι ςύνδεςμοσ- υπόχωροσ του C(Ω). Αυτό αποδεικνύεται με τη μϋθοδο 

τησ εισ ϊτοπον απαγωγόσ. Έςτω λοιπόν ότι ο Φ εύναι ϋνασ ςύνδεςμοσ υπόχωροσ 

του C[0,1].  

Έςτω ακόμα ότι * b1,b2,b3} εύναι μια θετικό βϊςη του Φ. Σότε για κϊθε α   ,0,1- η 

ςυνϊρτηςη xα(t)=(t - α)2, ωσ θετικό ςτοιχεύο του Φ, εύναι ϋνασ θετικόσ γραμμικόσ 

ςυνδυαςμόσ των b1,b2,b3. Έτςι λοιπόν 

xα(t)= λ1b1(t) + λ2b2(t) + λ3b3(t),    με   λ1,λ2,λ3 ≥0 

και                     0 = xα(α)= λ1b1(α) + λ2b2(α) + λ3b3(α) για κϊθε α [0,1]. 

1 

b1 

0 

b1 ˅ b2 

b1 ˄ b2 

0 1 

1 

x1 
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Άρα bi(α)=0 για κϊθε α ,0,1- και για τουλϊχιςτον ϋνα i και επομϋνωσ bi=0 για 

ϋνα τουλϊχιςτον i. Δηλαδό καταλόξαμε ςε ϊτοπο, και επομϋνωσ ο Φ δεν εύναι 

ςύνδεςμοσ- υπόχωροσ του C[0,1]. 

⧠ 

΢τη ςυνϋχεια θα ςυμβολύζουμε με  D(β) το πεδύο οριςμού (Π.Ο.) και με R(β) το 

πεδύο τιμών (Π.Σ.) τησ βαςικόσ καμπύλησ β των x1,x2, . . ., xn . Ωσ ςυνόθωσ, αν Κ 

εύναι ϋνα υποςύνολο ενόσ τοπολογικού χώρου F, θα ςυμβολύζουμε με int(K) το 

εςωτερικό του Κ, με   την κλειςτότητα του Κ και με  (Κ) το ςύνορο του Κ. 

Επύςησ, όταν F εύναι ϋνασ γραμμικόσ τοπολογικόσ χώροσ θα δηλώνουμε με coK 

το κυρτό περύβλημα του Κ και με      K το κλειςτό κυρτό περύβλημα του Κ. Ακόμα 

αν Α εύναι ϋνασ πύνακασ, τότε ια δηλώνουμε με ΑΣ τον ανϊςτροφο του Α. 

Θεώρημα 2.7.1: Σα επόμενα εύναι ιςοδύναμα: 

1. Ο Φ εύναι ϋνασ ςύνδεςμοσ-υπόχωροσ του C(Ω). 

2. Τπϊρχουν γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα Ρ1,Ρ2, . . ., Ρn  του ℝn , που 

ανόκουν ςτην κλειςτότητα του Π.Σ τησ β, τϋτοια ώςτε για κϊθε t D(β) το 

διϊνυςμα β(t) εύναι ϋνασ κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των διανυςμϊτων            

Ρ1,Ρ2, . . ., Ρn , δηλαδό R(β)⊆co{ Ρ1,Ρ2, . . ., Ρn}. 

Λόμμα 2.7.1:  Οι ςυναρτόςεισ yi   C+(Ω), i=1,2,. . . ,m εύναι γραμμικώσ 

ανεξϊρτητεσ αν και μόνο αν ο χώροσ  παρϊγεται από το R(β) όπου β η βαςικό 

ςυνϊρτηςη. 

Πρόταςη 2.7.1: Αν ιςχύουν : 

i. Σο (2). 

ii. Pi =  i  →  (   ) για κϊθε i, 

iii. A εύναι ο nxn-πύνακασ του οπούου η i ςτόλη εύναι το διϊνυςμα Pi, και 

b1,b2,.  .  ., bn εύναι οι ςυναρτόςεισ που ορύζονται από τη ςχϋςη  

(b1,b2,.  .  ., bn)Σ= Α-1(x1,x2, . . ., xn)Σ 

Σότε ο Φ ϋχει τισ ακόλουθεσ ιδιότητεσ: 

a) Σο ςύνολο * b1,b2,.  .  ., bn+ εύναι μια θετικό βϊςη του Φ. Επιπλϋον, αν ti 

εύναι ϋνα οριακό ςημεύο τησ ακολουθύασ *ωiν: ν= 1,2, . . .+ τότε ti   suppbi 

και bk(ti)=0 για κϊθε k≠i. 

b) Σο κλειςτό κυρτό περύβλημα του R(β) και το κυρτό πολύγωνο με 

κορυφϋσ τα ςημεύα Ρ1,Ρ2, . . ., Ρn ςυμπύπτουν. 

c) Αν Ρk=β(tk), τότε tk εύναι ϋνασ k-κόμβοσ τησ βϊςησ * b1,b2,.  .  ., bn}. 

d) Αν Ω⊆ℝm, Ρk= β(tk) για κϊποιο ςημεύο tk του Ω, και οι ςυναρτόςεισ xi εύναι 

C2- ςυναρτόςεισ ςε μια γειτονιϊ του tk , τότε Djβ(tk)=0, j=1,2,. . . m όπου 

Dj παριςτϊνει τον τελεςτό τησ j-ιοςτόσ μερικόσ παραγώγου. 
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2.8 Περύπτωςη Ω=*1,2,. . . , m} 

Έςτω ότι Ω=*1,2,. . ., m+. Σότε C(Ω)=ℝm και Φ εύναι ο υπόχωροσ του ℝm  που 

παρϊγεται από τα γραμμικϊ ανεξϊρτητα θετικϊ διανύςματα 

xi=
 (xi(1),xi(2),. . .,xi(m)), i=1,2,. . . n , του ℝm . 

Ιςχύει ότι  z = x1 + x2 + . . .+ xn και η βαςικό καμπύλη των x1,x2, . . ., xn εύναι η 

ςυνϊρτηςη β: Ω → ℝm  που ορύζεται ωσ εξησ: 

   β(k)= (
  ( )

 ( )
, 
  ( )

 ( )
, . . ., 

  ( )

 ( )
) για κϊθε k {1,2,. . .,m} με z(k)>0. 

Επειδό R(β)= ( )        , αν Φ εύναι ϋνασ ςύνδεςμοσ υπόχωροσ του ℝm τότε υπϊρχει 

{j1,j2,. . .,jn}⊆D(β) τϋτοιο ώςτε Ε(β)=*β(ji): i= 1,2,. . .,n}. Προκειμϋνου λοιπόν να 

ελϋγξουμε αν ο Φ εύναι ϋνασ ςύνδεςμοσ-υπόχωροσ του ℝm βρύςκουμε τα 

υποςύνολα του R(β) που αποτελούνται από n γραμμικϊ ανεξϊρτητα 

διανύςματα και εξετϊζουμε αν κϊποιο από αυτϊ εύναι ακραύο υποςύνολο τησ β. 

΢αν ςυνϋπεια του θεωρόματοσ ϋχουμε το ακόλουθο θεώρημα. 

Θεώρημα 2.8.1: Ο χώροσ Φ εύναι ϋνασ ςύνδεςμοσ-υπόχωροσ του ℝm αν και μόνο 

αν υπϊρχουν δεύκτεσ j1,j2,. . .,jn του D(β) τϋτοιοι ώςτε για κϊθε k  D(β) το 

διϊνυςμα β(k) να εύναι ϋνασ κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των διανυςμϊτων β(j1), β(j2), . . 

.,β(jn). 

΢ε αυτό τη περύπτωςη, μια θετικό βϊςη { b1,b2,.  .  ., bn} του Φ με κόμβουσ τα 

ςημεύα j1,j2,. . .,jn δύνεται από τη ςχϋςη  

  (b1,b2,.  .  ., bn)Σ= Α-1(x1,x2, . . ., xn)Σ 

Όπου ο Α εύναι ο n x n πύνακασ με ςτόλεσ τα διανύςματα β(ji) με i= 1,2,. . .,n. 

Παρϊδειγμα 2.8.1: Έςτω Φ υπόχωροσ του ℝ4 που παρϊγεται από τα ακόλουθα 

τρύα θετικϊ και γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα του  ℝ4
: 

x1=(1,1,1,1) 

x2=(1,1,2,2) 

x3=(0,1,1,2). 

Έτςι λοιπόν Φ=,x1,x2,x3]. Ακόμα ιςχύει ότι z=x1 +x2 +x3. Δηλαδό: 

z(k)= x1(k) +x2(k) +x3(k), k {1,2,3,4} 

Επομϋνωσ :   z(1)=2, 

            z(2)=3, 
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            z(3)=4, 

            z(4)=5. 

Ακόμα: 

β(k)=
 

 ( )
(x1(k),x2(k),x3(k)) 

Επομϋνωσ: β(1)=
 

 
(1,1,0), 

                      β(2)=
 

 
(1,1,1), 

                      β(3)=
 

 
(1,2,1), 

                      β(4)=
 

 
(1,2,2). 

Για να εύναι ο Φ ςύνδεςμοσ- υπόχωροσ του ℝ4 αρκεύ να υπϊρχουν τρεισ δεύκτεσ 

j1,j2,j3 του D(β) τϋτοιοι ώςτε το διϊνυςμα β(j4), όπου j4   D(β), να γρϊφεται ωσ 

κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των διανυςμϊτων β(j1), β(j2),β(j3). 

Έχουμε λοιπόν ότι αν * j1,j2,j3 +=*1,2,3+, τότε 

β(4)= 
 

 
β(1) + 

 

 
β(2) + 

 

 
β(3).   

΢υνεπώσ το β(j4)=β(4) δεν γρϊφεται ςαν κυρτόσ ςυνδυαςμόσ αφού οι 

ςυντελεςτϋσ των διανυςμϊτων β(j1), β(j2),β(j3) δεν εύναι όλοι θετικού με το 

ϊθροιςμα τουσ να κϊνει μονϊδα. 

Αν τώρα * j1,j2,j3 +=*1,2,4+, τότε 

β(3)=
 

 
β(1)   

 

 
β(2) + 

 

 
β(4).   

΢υνεπώσ το β(j4)=β(3) δεν γρϊφεται ςαν κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των β(j1), 

β(j2),β(j3). 

Αν τώρα * j1,j2,j3 +=*1,3,4+, τότε 

β(2)=
 

 
β(1)   

 

 
β(3) + 

 

 
β(4).   

΢υνεπώσ το β(j4)=β(2) δεν γρϊφεται ςαν κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των β(j1), 

β(j2),β(j3). 

 Αν τώρα * j1,j2,j3 +=*2,3,4+, τότε 

β(1)=
 

 
β(2) +2β(3)   

 

 
β(4).   
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΢υνεπώσ το β(j4)=β(1) δεν γρϊφεται ςαν κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των β(j1), 

β(j2),β(j3). 

΢υμπεραύνουμε λοιπόν από τα παραπϊνω ότι ο Φ δεν εύναι ςύνδεςμοσ-υπόχωροσ 

του ℝ4.  

Παρϊδειγμα 2.8.2: Έςτω Φ υπόχωροσ του ℝ5 που παρϊγεται από τα ακόλουθα 

τρύα θετικϊ και γραμμικϊ ανεξϊρτητα διανύςματα του ℝ5. 

x1=(1,6,3,0,0), 

x2=(1,0,3,4,0), 

x3=(0,3,0, 2,2). 

 Έτςι λοιπόν Φ=,x1,x2,x3]. Ακόμα ιςχύει ότι z=x1 +x2 +x3. Δηλαδό: 

z(k)= x1(k) +x2(k) +x3(k), k {1,2,3,4,5} 

Επομϋνωσ :   z(1)=2, 

            z(2)=9, 

            z(3)=6, 

            z(4)=6,          

                         z(5)=2. 

Ακόμα: 

β(k)=
 

 ( )
(x1(k),x2(k),x3(k)) 

Επομϋνωσ: β(1)=
 

 
(1,1,0), 

                      β(2)=
 

 
(6,0,3), 

                      β(3)=
 

 
(3,3,0), 

                      β(4)=
 

 
(0,4,2), 

        β(5)=
 

 
(0,0,2). 

Για να εύναι ο Φ ςύνδεςμοσ- υπόχωροσ του ℝ5 αρκεύ να υπϊρχουν τρεισ δεύκτεσ 

j1,j2,j3 του D(β) τϋτοιοι ώςτε το διϊνυςμα β(k), όπου k  D(β), να γρϊφεται ωσ 

κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των διανυςμϊτων β(j1), β(j2),β(j3). 
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Έχουμε λοιπόν ότι τα ςύνολα * j1,j2,j3}  **1,2,3+,*1,3,4+,*1,3,5++ απορρύπτονται 

διότι τα διανύςματα β(1),β(3) δεν εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα αφού 

β(3)=
 

 
β(1). 

Αν τώρα * j1,j2,j3 +=*2,3,4+, τότε 

β(5)=
 

 
β(2) - 2β(3)  +

 

 
β(4).   

΢υνεπώσ υπϊρχει δεύκτησ k D(β) (k=5) για τον οπούο το β(k) δεν εύναι κυρτόσ 

ςυνδυαςμόσ των β(j1), β(j2),β(j3). Άρα το ςύνολο * j1,j2,j3 +=*2,3,4+ απορρύπτεται. 

Αν τώρα * j1,j2,j3 }={1,2,4+, τότε 

β(5)= - 2β(1)+
 

 
β(2)  +

 

 
β(4).   

΢υνεπώσ υπϊρχει δεύκτησ k D(β) (k=5) για τον οπούο το β(k) δεν εύναι κυρτόσ 

ςυνδυαςμόσ των β(j1), β(j2),β(j3). Άρα το ςύνολο * j1,j2,j3 }={1,2,4+ απορρύπτεται. 

 

Αν τώρα * j1,j2,j3 +=*1,2,5+, τότε 

β(4)=  
 

 
β(1) - β(2) +

 

 
β(5). 

΢υνεπώσ υπϊρχει δεύκτησ k D(β) (k=4) για τον οπούο το β(k) δεν εύναι κυρτόσ 

ςυνδυαςμόσ των β(j1), β(j2),β(j3). Άρα το ςύνολο * j1,j2,j3 +=*1,2,5+ απορρύπτεται. 

Αν τώρα * j1,j2,j3 +=*2,3,5+, τότε 

β(4)= - β(3)+
 

 
β(3)  +

 

 
β(5).   

΢υνεπώσ υπϊρχει δεύκτησ k D(β) (k=4) για τον οπούο το β(k) δεν εύναι κυρτόσ 

ςυνδυαςμόσ των β(j1), β(j2),β(j3). Άρα το ςύνολο * j1,j2,j3 +=*2,3,5+ απορρύπτεται. 

Αν τώρα * j1,j2,j3 }={1,4,5+, τότε 

β(2)=  
 

 
β(1) - β(4) +

 

 
β(5). 

΢υνεπώσ υπϊρχει δεύκτησ k D(β) (k=2) για τον οπούο το β(k) δεν εύναι κυρτόσ 

ςυνδυαςμόσ των β(j1), β(j2),β(j3). Άρα το ςύνολο * j1,j2,j3 +=*1,4,5+ απορρύπτεται. 

Αν τώρα * j1,j2,j3 +=*2,4,5+, τότε 

β(3)=  
 

 
β(2) +

 

 
β(4)  

 

 
β(5). 

΢υνεπώσ υπϊρχει δεύκτησ k D(β) (k=3) για τον οπούο το β(k) δεν εύναι κυρτόσ 

ςυνδυαςμόσ των β(j1), β(j2),β(j3). Άρα το ςύνολο * j1,j2,j3 +=*2,4,5+ απορρύπτεται. 
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Αν τώρα * j1,j2,j3 +=*3,4,5+, τότε 

β(2)=  
 

 
β(3) - β(4) +

 

 
β(5). 

΢υνεπώσ υπϊρχει δεύκτησ k D(β) (k=2) για τον οπούο το β(k) δεν εύναι κυρτόσ 

ςυνδυαςμόσ των β(j1), β(j2),β(j3). Άρα το ςύνολο * j1,j2,j3 +=*3,4,5+ απορρύπτεται. 

΢υμπεραύνουμε λοιπόν ότι ο Φ δεν εύναι ςύνδεςμοσ-υπόχωροσ του ℝ5. 

Παρϊδειγμα 2.8.3: Έςτω Φ υπόχωροσ του ℝ5 που παρϊγεται από τα ακόλουθα 

τϋςςερα θετικϊ και γραμμικϊ ανεξϊρτητα διανύςματα του ℝ5. 

x1=(4,1,2,1,2), 

x2=(3,0,2,1,2), 

x3=(3,1,2, 1,0), 

x4=(3,1,0, 1,2). 

 Έτςι λοιπόν Φ=,x1,x2,x3,x4]. Ακόμα ιςχύει ότι z=x1 +x2 +x3 + x4. Δηλαδό: 

z(k)= x1(k) +x2(k) +x3(k) + x4(k)  , k {1,2,3,4,5} 

Επομϋνωσ :   z(1)=13, 

            z(2)=3, 

            z(3)=6, 

            z(4)=4,          

                         z(5)=6. 

Ακόμα: 

β(k)=
 

 ( )
(x1(k),x2(k),x3(k), x4(k)) 

Επομϋνωσ: β(1)=
 

  
(4,3,3,3), 

                      β(2)=
 

 
(1,0,1,1), 

                      β(3)=
 

 
(2,2,2,0), 

                      β(4)=
 

 
(1,1,1,1), 

        β(5)=
 

 
(2,2,0,2). 
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Για να εύναι ο Φ ςύνδεςμοσ- υπόχωροσ του ℝ5 αρκεύ να υπϊρχουν τϋςςερισ 

δεύκτεσ j1,j2,j3,j4 του D(β) τϋτοιοι ώςτε το διϊνυςμα β(j5), όπου j5   D(β), να 

γρϊφεται ωσ κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των διανυςμϊτων β(j1), β(j2),β(j3),β(j4),. 

Επειδό λοιπόν ιςχύει ότι 

β(1)= 
 

  
β(2) +

 

  
 β(3)+ 

 

  
β(4)+ 

 

  
 β(5), 

δηλαδό το β(1) γρϊφεται ωσ κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των διανυςμϊτων 

β(2),β(3),β(4),β(5), ϋχουμε ότι οι ζητούμενοι δεύκτεσ j1,j2,j3,j4 του D(β) εύναι οι 

2,3,4,5. Καταλόξαμε λοιπόν ότι ο Φ εύναι ςύνδεςμοσ -υπόχωροσ του ℝ5 . 

Μια θετικό βϊςη * b1,b2, b3, b4} του Φ δύνεται από τη ςχϋςη: 

  (b1,b2, b3, b4)Σ= Α-1(x1,x2, x3, x4)Σ 

Όπου Α εύναι ο 4x4 πύνακασ του οπούου οι ςτόλεσ εύναι υα διανύςματα β(i), 

i=2,3,4,5. 

Έτςι λοιπόν μια θετικό βϊςη του Φ εύναι η: 

b1=(1,1,0,0,0),  b2=(
 

 
,0,1,0,0), b3=(1,0,0,1,0), b4=(

 

 
,0,0,0,1).  

Παρϊδειγμα 2.8.4: Έςτω Φ υπόχωροσ του ℝ5 που παρϊγεται από τα ακόλουθα 

τϋςςερα θετικϊ και γραμμικϊ ανεξϊρτητα διανύςματα του ℝ5. 

x1=(2,3,0,1,0), 

x2=(3,0,1,1,2), 

x3=(2,0,1,0,2), 

x4=(1,0,0,0,2). 

 Έτςι λοιπόν Φ=,x1,x2,x3,x4]. Ακόμα ιςχύει ότι z=x1 +x2 +x3 + x4. Δηλαδό: 

z(k)= x1(k) +x2(k) +x3(k) + x4(k)  , k {1,2,3,4,5} 

Επομϋνωσ :   z(1)=8, 

            z(2)=3, 

            z(3)=2, 

            z(4)=2,          

                         z(5)=6. 
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Ακόμα: 

β(k)=
 

 ( )
(x1(k),x2(k),x3(k), x4(k)) 

Επομϋνωσ: β(1)=
 

 
(2,3,2,1), 

                      β(2)=
 

 
(3,0,0,0), 

                      β(3)=
 

 
(0,1,1,0), 

                      β(4)=
 

 
(1,1,0,0), 

        β(5)=
 

 
(0,2,2,2). 

Επειδό λοιπόν ιςχύει ότι 

β(1)= 
 

 
β(2) + 

 

 
β(3)+ 

 

 
β(4)+ 

 

 
 β(5), 

δηλαδό το β(1) γρϊφεται ωσ κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των διανυςμϊτων 

β(2),β(3),β(4),β(5), ϋχουμε ότι οι ζητούμενοι δεύκτεσ j1,j2,j3,j4 του D(β) εύναι οι 

2,3,4,5. Καταλόξαμε λοιπόν ότι ο Φ εύναι ςύνδεςμοσ -υπόχωροσ του ℝ5 . 

Μια θετικό βϊςη * b1,b2, b3, b4} του Φ δύνεται από τη ςχϋςη: 

  (b1,b2, b3, b4)Σ= Α-1(x1,x2, x3, x4)Σ 

Όπου Α εύναι ο 4x4 πύνακασ του οπούου οι ςτόλεσ εύναι υα διανύςματα β(i), 

i=2,3,4,5. 

Έτςι λοιπόν μια θετικό βϊςη του Φ εύναι η: 

b1=(1,3,0,0,0),  b2=(1,0,1,0,0), b3=(1,0,0,1,0), b4=(1,0,0,0,2). 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 3: COMPLETION BY OPTIONS 

3.1 ΔΙΚΑΙΩΜΑΣΑ ΠΡΟΑΙΡΕ΢Η΢ 

Οριςμόσ 3.1.1:Φρεόγραφο εύναι ϋνα επενδυτικό διαπραγματεύςιμο προώόν που 
εκδύδεται από μια κυβϋρνηςη, μια εταιρύα ό κϊποιο ϊλλο οργανιςμό και αποτελεύ 
αποδεικτικό χρϋουσ ό δικαύωμα ςε διανεμόμενα κϋρδη. 

΢τα χρεόγραφα περιλαμβϊνονται τα: ομόλογα, ϋντοκα γραμμϊτια του Ελληνικού 
Δημοςύου, μερύδια αμοιβαύων κεφαλαύων ,ομόλογα τραπεζών-, προθεςμιακϊ 
ςυμβόλαια (forwards), ςυμβόλαια μελλοντικόσ εκπλόρωςησ (futur s), 
ςυμβόλαια δικαιωμϊτων προαύρεςησ, παραςτατικϊ απόκτηςησ μετοχών 
(warra ts), οι μετοχϋσ κι ϊλλα προώόντα που μπορούν να διαπραγματεύονται 
ςτη χρηματοπιςτωτικό αγορϊ. 

Οριςμόσ3.1.2:Παρϊγωγο προώόν ςτα χρηματοοικονομικϊ ονομϊζεται ϋνα 
ςυμβόλαιο, η αξύα του οπούου εξαρτϊται από την αξύα κϊποιου ϊλλου 
βαςικότερου προώόντοσ (υποκεύμενο προώόν, αγγλ. u d r yi g ass t). 
Ουςιαςτικϊ, δηλαδό, πρόκειται για ϋνα αξιόγραφο, η τιμό του οπούου 
καθορύζεται με ϊμεςο τρόπο από την τιμό του υποκεύμενου τύτλου. ΢ε κϊθε 
τϋτοιο ςυμβόλαιο υπϊρχουν δύο αντιςυμβαλλόμενοι. Ο ϋνασ ϋχει τη θϋςη του 
αγοραςτό ( o g positio ) ενώ ο ϊλλοσ ϋχει τη θϋςη του πωλητό (short positio ). 
Σα υποκεύμενα προώόντα από τα οπούα προϋρχεται ϋνα παρϊγωγο μπορεύ να 
εύναι εύτε προώόντα που τύθενται υπό διαπραγμϊτευςη ςε μύα οργανωμϋνη 
δευτερογενό αγορϊ, όπωσ ϋνα χρηματιςτόριο, εύτε προώόντα που δεν τύθενται 
υπό διαπραγμϊτευςη ςε οργανωμϋνεσ αγορϋσ. ΢ε γενικϋσ γραμμϋσ, τα 
υποκεύμενα προώόντα μπορεύ να εύναι ςχεδόν οτιδόποτε από εμπορεύςιμεσ 
μετοχϋσ και ομόλογα μϋχρι αγροτικϊ προώόντα (π.χ. ςιτϊρι) και μϋταλλα (π.χ. 
χρυςόσ). 

Οι ΢υμβϊςεισ Δικαιωμϊτων Προαύρεςησ (options) αποτελούν μια από τισ πιο 

γνωςτϋσ κατηγορύεσ παραγώγων. Εύναι παρόμοιεσ ςυμβϊςεισ με τισ ςυμβϊςεισ 

μελλοντικόσ εκπλόρωςησ με τη διαφορϊ ότι οι πρώτεσ δύνουν ςτον αγοραςτό το 

δικαύωμα, αλλϊ όχι την υποχρϋωςη, ϋναντι καταβολόσ τιμόματοσ να αγορϊςει ό 

να πουλόςει μύα υποκεύμενη αξύα ςε μύα ςυγκεκριμϋνη τιμό (τιμό εξϊςκηςησ) 

ϋωσ μύα καθοριςμϋνη ημερομηνύα λόξησ. Από την ϊλλη ο πωλητόσ του 

δικαιώματοσ, εύναι υποχρεωμϋνοσ, ϋναντι εύςπραξησ τιμόματοσ να αναλϊβει ό 

παραδώςει την υποκεύμενη αξύα ςτον αγοραςτό αν αυτόσ αςκόςει το δικαύωμϊ 

του. Οι ςυμβϊςεισ δικαιωμϊτων προαύρεςησ εύναι αντικεύμενο διαπραγμϊτευςησ 

τόςο ςε ρυθμιζόμενεσ αγορϋσ, όςο και Ov r-The-Counter. 

Σα δικαιώματα προαύρεςησ για αγορϊ υποκεύμενων τύτλων ονομϊζονται  

δικαιώματα αγορϊσ (call options) και τα δικαιώματα προαύρεςησ για πώληςη 

υποκεύμενων τύτλων ονομϊζονται ςε δικαιώματα πώληςησ (put options).   

΢το κεφϊλαιο αυτό θα μελετόςουμε αγορϋσ χρεογρϊφων (security markets) δύο 

περιόδων με ϋνα πεπεραςμϋνο ςύνολο δυνατών καταςτϊςεων *1,2,. . .,m}. 

http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%88%CE%BD%CF%84%CE%BF%CE%BA%CE%B1_%CE%B3%CF%81%CE%B1%CE%BC%CE%BC%CE%AC%CF%84%CE%B9%CE%B1_%CF%84%CE%BF%CF%85_%CE%95%CE%BB%CE%BB%CE%B7%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CE%BF%CF%8D_%CE%94%CE%B7%CE%BC%CE%BF%CF%83%CE%AF%CE%BF%CF%85&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%88%CE%BD%CF%84%CE%BF%CE%BA%CE%B1_%CE%B3%CF%81%CE%B1%CE%BC%CE%BC%CE%AC%CF%84%CE%B9%CE%B1_%CF%84%CE%BF%CF%85_%CE%95%CE%BB%CE%BB%CE%B7%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CE%BF%CF%8D_%CE%94%CE%B7%CE%BC%CE%BF%CF%83%CE%AF%CE%BF%CF%85&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9C%CE%B5%CF%81%CE%AF%CE%B4%CE%B9%CE%B1_%CE%B1%CE%BC%CE%BF%CE%B9%CE%B2%CE%B1%CE%AF%CF%89%CE%BD_%CE%BA%CE%B5%CF%86%CE%B1%CE%BB%CE%B1%CE%AF%CF%89%CE%BD&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%B9%CE%BA%CE%B1%CE%B9%CF%8E%CE%BC%CE%B1%CF%84%CE%B1_%CF%80%CF%81%CE%BF%CE%B1%CE%AF%CF%81%CE%B5%CF%83%CE%B7%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A5%CF%80%CE%BF%CE%BA%CE%B5%CE%AF%CE%BC%CE%B5%CE%BD%CE%BF_%CF%80%CF%81%CE%BF%CF%8A%CF%8C%CE%BD&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A5%CF%80%CE%BF%CE%BA%CE%B5%CE%AF%CE%BC%CE%B5%CE%BD%CE%BF%CF%82_%CF%84%CE%AF%CF%84%CE%BB%CE%BF%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3%CE%B9%CF%84%CE%AC%CF%81%CE%B9
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A7%CF%81%CF%85%CF%83%CF%8C%CF%82
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Τποθϋτουμε ότι ςτην αγορϊ, τη χρονικό περύοδο 0, διατύθενται n χρεόγραφα τα 

οπούα ςυμβολύζουμε με τουσ φυςικούσ αριθμούσ 1,2,. . .,n. Η απόδοςη του             

k-οςτού χρεογρϊφου, k   {1,2,. . .,n+, εύναι ϋνα διϊνυςμα xk ℝm
+ , του οπούου οι 

ςυντεταγμϋνεσ εύναι η απόδοςη του ςυγκεκριμϋνου χρεογρϊφου ςε περύπτωςη 

που ςυμβεύ η ςυγκεκριμϋνη κατϊςταςη. Δεχόμαςτε ότι οι αποδόςεισ x1,x2,. . ., xn 

εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα ενόσ διανυςματικού ςυνδϋςμου Ε τον 

οπούο ονομϊζουμε χώρο αποδόςεων. Ο γραμμικόσ υπόχωροσ Φ του Ε που 

παρϊγεται από τα διανύςματα αυτϊ λϋγεται υπόχωροσ διαθϋςιμων (marketed 

securities) και τα διανύςματα που ανόκουν ςτον Φ ονομϊζονται χαρτοφυλϊκια 

(portfolios). O X εύναι ϋνασ υπόχωροσ του ℝm
 .  

Οριςμόσ 3.1.3: Με τον όρο χαρτοφυλϊκιο ορύζουμε το διϊνυςμα  θ=(θ1, θ2, . . 

.,θn) του ℝn , όπου θk εύναι ο αριθμόσ των μονϊδων του k-οςτού χαρτοφυλακύου. 

Σότε η απόδοςό του χαρτοφυλακύου θ=(θ1, θ2, . . .,θn)   ℝn εύναι  

Σ(θ) =      
 
    ,   ℝm 

Παρατόρηςη: Ο τελεςτόσ Σ εύναι 1-1 και για αυτό για κϊθε χαρτοφυλϊκιο θ 

μπορούμε να το ταυτύζουμε με την απόδοςη του Σ(θ). 

Τπενθύμιςη: 1) Θυμύζουμε ότι για κϊθε x,y   Ε, όπου ο Ε ο διανυςματικόσ 

ςύνδεςμοσ, ορύζουμε με x˅y=sup{x,y}  και x˄y=inf{x,y}. Ακόμα x+=x˅0 ,               

x-=(-x)˅0  και |x|=x˅(-x) εύναι το θετικό μϋροσ, το αρνητικό μϋροσ και η 

απόλυτη τιμό του x αντύςτοιχα. 

2) Ένασ γραμμικόσ υπόχωροσ Ζ του Ε εύναι υποςύνδεςμοσ του Ε αν για κϊθε x,y 

  Z, x˅y και x˄y ανόκουν ςτον Ζ. 

3) Τποθϋτουμε τώρα Β εύναι ϋνα υποςύνολο του Ε. Η τομό όλων των 

υποςυνδϋςμων του Ε που περιϋχουν το Β εύναι και πϊλι υποςύνδεςμοσ και εύναι 

ο μικρότεροσ υποςύνδεςμοσ του Ε που περιϋχει το Β. Αυτό τον υποςύνδεςμο τον 

ςυμβολύζουμε με S(Β) και λϋμε ότι εύναι ο υποςύνδεςμοσ του Ε που παρϊγεται 

από το Β. Αν τώρα ,Β- εύναι ο γραμμικόσ υπόχωροσ που παρϊγεται από το Β τότε 

ιςχύει ότι S([B])=S(B).  

Σα διανυςματικϊ δικαιώματα προαύρεςησ ϋχουν μια αρχικό χρονικό ςτιγμό κατϊ 

την οπούα εγγρϊφονται (ημερομηνύα εγγραφόσ) και μια τελικό ημερομηνύα κατϊ 

την οπούα λόγουν (ημερομηνύα λόξησ). ΢ύμφωνα με το μοντϋλο τησ ςτοχαςτικόσ 

οικονομύασ που μελετϊμε, Ω=*1,2,. . .,m+ εύναι το ςύνολο καταςτϊςεων και 

Σ=*1,2,. . .,Σ+ το ςύνολο των χρονικών περιόδων. Επύςησ υποθϋτουμε ότι η ροό  

πληροφορύασ δύνεται από μια αύξουςα οικογϋνεια διαμερύςεων *Δt:t T} του  Ω, 

με Δ0=*Ω+ και με ΔΣ={{1},{2},. . .,{m++, και ότι F0,F1,. . .,FT εύναι η οικογϋνεια των 

αλγεβρών που παρϊγονται από τισ αντύςτοιχεσ διαμερύςεισ το Ω. 
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Τπενθυμύζουμε ότι ϋνα χρηματοοικονομικό ςυμβόλαιο (χρεόγραφο) 

αναπαριςτϊται από μια ςτοχαςτικό ανϋλιξη 

    x: T x Ω → ℝ,  

προςαρμοςμϋνη ςτο φιλτρϊριςμα (filtration)  F={ F0,F1,. . .,FT}. Επύςησ 

υπενθυμύζουμε ότι το χρεόγραφο x αναπαριςτϊται από τη διανυςματικό 

ςυνϊρτηςη x=(x0,x1,. . .,xT) όπου xt:Ω→ℝ. Η ςτοχαςτικό ανϋλιξη x παριςτϊνει τισ 

ςυνολικϋσ απολαβϋσ του κατόχου κατϊ τισ διϊφορεσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ. 

Οριςμόσ 3.1.4:  Για κϊθε x   E ,u   E και πραγματικό αριθμό α το διϊνυςμα 

cu(x,α)=(x-αu)+ εύναι το δικαύωμα αγορϊσ και pu(x,α)=(αu-x)+ εύναι το 

δικαύωμα πώληςησ του χαρτοφυλακύου x ωσ προσ το διϊνυςμα εξϊςκηςησ 

(strike vector) u και τιμό εξϊςκηςησ α.  

Ωσ εκ τούτου ϋχουμε ότι pu(x,α)= (αu-x)+ = (- x- (-α)u)+= cu(-x,-α). 

΢τη κλαςικό περύπτωςη όπου Ε=ℝm και τα δικαιώματα αγορϊσ και πώληςησ 

λαμβϊνονται ωσ προσ το χωρύσ κύνδυνο διϊνυςμα 1. 

Κλαςικϋσ περιπτώςεισ εύναι τα δικαιώματα ευρωπαώκού τύπου  με ημερομηνύα 

εγγραφόσ 0 και ημερομηνύα εξϊςκηςησ τ. Σο διϊνυςμα cu(x,k)=(x-k1)+ εύναι το 

δικαύωμα αγορϊσ και pu(x,k)=(k1-x)+ εύναι το δικαύωμα πώληςησ του 

χαρτοφυλακύου x ωσ προσ το διϊνυςμα εξϊςκηςησ 1 με τιμό εξϊςκηςησ k τη 

χρονικό ςτιγμό τ και 0 οποιαδόποτε ϊλλη ενδιϊμεςη χρονικό περύοδο. 

΢ε αυτό το κεφϊλαιο ορύζουμε τα δικαιώματα αγορϊσ και πώληςησ που 

λαμβϊνονται ωσ προσ το διϊνυςμα εξϊςκηςησ  u, το οπούο ανόκει ςε ϋνα 

υπόχωρο U του Ε. Θα χρηςιμοποιούμε το U για να ορύςουμε ϋνα τυχαύο αλλϊ 

ςταθερό υπόχωρο του Ε τον οπούο ονομϊζουμε υπόχωρο εξϊςκηςησ (strike 

suspace). Σα ςτοιχεύα του U ονομϊζονται διανύςματα εξϊςκηςησ (strike 

vectors). Η γενύκευςη αυτό εύναι εμπνευςμϋνη από μερικϊ δικαιώματα 

προαύρεςησ ςτα χρηματοοικονομικϊ, όπωσ εύναι τα εξωτικϊ δικαιώματα όπωσ 

τα forward-start και lookback δικαιώματα προαύρεςησ τα οπούα παρουςιϊζουμε 

παρακϊτω. 

3.2 Σα forward-start και lookback δικαιώματα προαύρεςησ 

Forward-start 

Θεωρούμε το μοντϋλο ςτοχαςτικόσ οικονομύασ με πεπεραςμϋνο ςύνολο 

καταςτϊςεων Ω=*1,2,. . .,m} και χρεόγραφο με αποδόςεισ x0,x1,. . .,xT τισ 

διϊφορεσ χρονικϋσ περιόδουσ. Τποθϋτουμε ότι ςτο χρεόγραφο εγγρϊφεται 

δικαύωμα αγορϊσ Ευρωπαώκού τύπου με ημερομηνύα εγγραφόσ τη χρονικό 

ςτιγμό μηδϋν και ημερομηνύα εξϊςκηςησ τη χρονικό ςτιγμό  τ. Ωσ διϊνυςμα 

εξϊςκηςησ του δικαιώματοσ λαμβϊνεται η απόδοςη του ςυμβολαύου ςε κϊποια 
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προκαθοριςμϋνη χρονικό ςτιγμό t, με 0≤t≤τ. Αν Ci, i=0,1,2,. . .,τα εύναι η 

απόδοςη του δικαιώματοσ τη χρονικό ςτιγμό i, ϋχουμε ότι Ci=0 για κϊθε i≠τ και 

Cτ=(xτ – kxt)+ όπου k εύναι η τιμό εξϊςκηςησ. Ανϊλογα το αντύςτοιχο δικαύωμα 

πώληςησ p ϋχει αποδόςεισ Pi=0 για i≠τ και Pτ=( kxt – xτ)+. 

 

Παρϊδειγμα 3.2.1: ΢ε ςτοχαςτικό οικονομύα υποθϋτουμε ότι το ςύνολο των 

καταςτϊςεων εύναι Ω=*1,2,3,4,5,6+, Σ=*0,1,2,3,4+ και η διαμϋριςη τησ 

πληροφορύασ 

Δ0=*Ω+ , Δ1=**1,2,3+,*4,5,6++,  Δ2=**1,2+,*3+,*4,5+,*6++, Δ3={{1},{2},{3},{4,5},{6}} 

Δ4={{1},{2},{3},{4},{5},{6}} 

Έςτω χρεόγραφο x με αποδώςεισ  

x0=(0,0,0,0,0,0), x1=(1,1,1,2,2,2), x2=(1,1,2,3,3,1), x3=(1,2,0,2,2,2), 

x4=(2,3,2,1,0,5) 

Σο forward-start δικαύωμα αγορϊσ C ευρωπαώκού τύπου που εγγρϊφεται ςτο x 

τη χρονικό ςτιγμό 0 με ημερομηνύα λόξησ τ=4, διϊνυςμα εξϊςκηςησ το x1 και 

τιμό εξϊςκηςησ k=1 ϋχει αποδώςεισ  Ci=0 για κϊθε i≠4 και                                   

C4=(x4-x1)+=(1,2,1,0,0,3). Σο αντύςτοιχο δικαύωμα πώληςησ P ϋχει αποδώςεισ 

Pi=0 για κϊθε i≠4 και P4=(x1-x4)+=(0,0,0,0,2,0). Σα forward-start δικαιώματα 

προαύρεςησ μπορούν να εύναι και αμερικανικού τύπου. 

Lookback. 

Έςτω χρεόγραφο με αποδώςεισ x0,x1,. . .,xT ςτισ διϊφορεσ χρονικϋσ περιόδουσ. 

Τποθϋτουμε ότι ςτο x εγγρϊφεται δικαύωμα αγορϊσ ευρωπαώκού τύπου με 

ημερομηνύα εγγραφόσ τη χρονικό ςτιγμό t και ημερομηνύα εξϊςκηςησ τη χρονικό 

ςτιγμό τ>t. Ωσ διϊνυςμα εξϊςκηςησ του δικαιώματοσ λαμβϊνεται το 

u=inf{xi:t≤i≤τ΄+, όπου τ΄ προκαθοριςμϋνη χρονικό περύοδοσ με  t≤τ΄≤τ. Δηλαδό 

για κϊθε κατϊςταςη, η τιμό του u εύναι ύςη με το minimum των αποδόςεων του 

ςυμβολαύου ςτη κατϊςταςη αυτό ςτισ χρονικϋσ περιόδουσ μεταξύ τησ χρονικόσ 

ςτιγμό t και τ΄. 

Αν Ci, i=0,1,2,. . ., τ εύναι η απόδοςη του δικαιώματοσ τη χρονικό ςτιγμό i, ϋχουμε 

ότι Ci=0 για κϊθε i<τ΄ και Ci=(xτ-ku)+ όπου k εύναι η τιμό εξϊςκηςησ του 

δικαιώματοσ, για κϊθε i ώςτε τ΄≤ i≤τ. Η τ΄ ονομϊζεται ενδιϊμεςη ημερομηνύα και 

μπορεύ να εύναι και η τ. Σο αντύςτοιχο δικαύωμα πώληςησ Ρ ϋχει ωσ διϊνυςμα 

εξϊςκηςησ το v=sup{ xi:t≤i≤τ΄+. Δηλαδό για κϊθε κατϊςταςη, η τιμό του v εύναι 

ύςη με το maximum των αποδόςεων του ςυμβολαύου ςτη κατϊςταςη αυτό ςτισ 

χρονικϋσ περιόδουσ μεταξύ τησ χρονικόσ ςτιγμόσ t και τ΄.  
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Παρϊδειγμα 3.2.2: ΢τη ςτοχαςτικό οικονομύα του προηγούμενου 

παραδεύγματοσ και για το ύδιο χρεόγραφο με αποδώςεισ x0=(0,0,0,0,0,0), 

x1=(1,1,1,2,2,2), x2=(1,1,2,3,3,1), x3=(1,2,0,2,2,2), x4=(2,3,2,1,0,5) 

Σο lookback δικαύωμα αγορϊσ C ευρωπαώκού τύπου που εγγρϊφεται ςτο x τη 

χρονικό ςτιγμό μηδϋν με προκαθοριςμϋνη ημερομηνύα t=2, τιμό εξϊςκηςησ k=1 

και ενδιϊμεςη ημερομηνύα ύςη με την ημερομηνύα λόξησ τ=4, θα ϋχει αποδώςεισ 

Ci=0 για κϊθε i≠4 και C4=(x4-u)+=(1,2,2,0,0,4), όπου u=inf{xi:2≤i≤4+= 

(1,1,0,1,0,1), εύναι το διϊνυςμα εξϊςκηςησ. Σο αντύςτοιχο lookback  δικαύωμα 

πώληςησ Ρ ευρωπαώκού τύπου που εγγρϊφεται ςτο χρεόγραφο x με 

προκαθοριςμϋνη ημερομηνύα t=3, τιμό εξϊςκηςησ k=1 και ενδιϊμεςη 

ημερομηνύα την ημερομηνύα λόξησ τ=4, ϋχει αποδώςεισ Pi=0 για i≠4 και     

P4=(v-x4)+=(0,0,0,1,2,0) όπου v=max{xi:2≤i≤4+=(2,3,2,3,3,5) εύναι το 

διϊνυςμα εξϊςκηςησ. 

3.3 ΠΛΗΡΩ΢Η ΣΗ΢ ΟΙΚΟΝΟΜΙΑ΢ ΜΕ ΔΙΚΑΙΩΜΑΣΑ 

Όπωσ αναφϋρει ο Nachman D.C (1988), ο ρόλοσ των ςυνόθη δικαιωμϊτων 

προαύρεςησ ςτη διευκόλυνςη τησ πλόρωςησ μιασ οικονομύασ χρεογρϊφων 

(security markets) εξετϊζεται ςτο πλαύςιο ενόσ μοντϋλου ενδεχόμενων 

δικαιωμϊτων, επαρκώσ γενικευμϋνων, για να περιλαμβϊνουν όλεσ τισ ςυνεχεύσ 

κατανομϋσ τησ θεωρύασ τιμολόγηςησ κεφαλαύου (asset pricing) και τιμολόγηςησ 

δικαιωμϊτων προαύρεςησ (options pricing theory). Ο Nachman D.C (1988), 

ϋδειξε   ότι τα δικαιώματα αγορϊσ (call options) που εγγρϊφονται ςε ϋνα 

χρεόγραφο παρϊγουν περύπου( με την ϋννοια του μϋτρου Lebesgue) όλα τα 

ενδεχόμενα δικαιώματα προαύρεςησ ςε αυτό το χρεόγραφο. Ακόμα ϋδειξε ότι τα 

δικαιώματα αγορϊσ που εύναι εγγραμμϋνα ςε χαρτοφυλϊκια δικαιωμϊτων 

αγορϊσ που εύναι εγγεγραμμϋνα ςε διαφορετικϊ πρωταρχικϊ χρεόγραφα 

(primitive securities) παρϊγουν περύπου( με την ϋννοια του μϋτρου Lebesgue) 

όλα τα ενδεχόμενα δικαιώματα που εύναι εγγεγραμμϋνα ςε αυτϊ τα πρωταρχικϊ 

χρεόγραφα. 

Ο ρόλοσ των πλόρη οικονομιών (complete markets) ενδεχόμενων δικαιωμϊτων 

ςτη βϋλτιςτη κατανομό τησ επιβϊρυνςησ κινδύνου (ρύςκο) εύναι γνωςτόσ από 

τουσ Arrow(1964), Debreau (1959) και εύναι ο ακρογωνιαύοσ λύθοσ τησ 

οικονομικόσ θεωρύασ των χρηματοοικονομικών αγορών. (Mossin 1977). 

΢αν ςυνϋπεια, εύναι ςημαντικό από πρακτικόσ πλευρϊσ, να καθορύςουμε πόςο 

περύπλοκεσ πρϋπει να εύναι οι αγορϋσ χρεογρϊφων ούτωσ ώςτε να πετυχαύνεται 

(allocational efficiency) αποτελεςματικό κατανομό. (Δηλαδό η αγορϊ να 

ικανοποιεύ τα απαιτούμενα - να εύναι πληροφοριακϊ αποτελεςματικό (δηλ όλοι 

να ϋχουν την ύδια πρόςβαςη ςτη πληροφορύα) και να υπϊρχουν 

αποτελεςματικϋσ ςυναλλαγϋσ (δύκαιη αγορϊ)). 
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Αν όλεσ οι ςυνθόκεσ ιςχύουν τότε ςύμφωνα με τουσ John (1981,1984) και 

Amershi(1985) οι ροϋσ κεφαλαύου κατευθύνονται ςε αγορϋσ ςτισ οπούεσ θα εύναι 

πιο αποτελεςματικϋσ παρϋχοντασ ϋνα βϋλτιςτο ςενϊριο ρύςκου/απόδοςησ για 

τουσ επενδυτϋσ. 

Η ςυνειςφορϊ του Ross (1976) , που αφορϊ τη περιπλοκότητα των πλόρη 

οικονομιών χρεογρϊφων (complete security markets) ϋδωςε το ϋναυςμα για την 

ανϊλυςη του ρόλου των ςυνόθη δικαιωμϊτων προαύρεςησ ςτη πλόρωςη των 

αγορών. Σο ςημαντικότερο αποτϋλεςμα του Ross εύναι το παρακϊτω: 

Οριςμόσ3.3.1: Ένα διϊνυςμα x   X  ονομϊζεται αποτελεςματικό ομόλογο 

(efficient fund) αν για κϊθε i,j Ω με i≠j ιςχύει ότι x(i)≠x(j). 

Θεώρημα(Ross (1976)) 3.3.1: Αν υπϊρχει χαρτοφυλϊκιο efficient fund x  Φ τότε 

η πλόρωςη F1(X) του Φ εύναι ολόκληροσ χώροσ αποδόςεων ℝm. 

Παρόλα τα ςημαντικϊ αποτελϋςματα ςτην θεωρύα τησ πλόρωςησ των αγορών, η 

εύρεςη τησ πλόρωςησ τησ αγορϊσ μϋςω δικαιωμϊτων δεν όταν δυνατό μϋχρι 

πρόςφατα. 

Ο  Polyrakis(1999) απϋδειξε τον τρόπο με τον οπούο μπορούμε να καθορύςουμε 

τη πλόρωςησ τησ αγορϊσ μϋςω τησ εύρεςησ μιασ θετικόσ τησ βϊςησ. ΢ύμφωνα με 

τον Polyrakis(1999),  μπορούμε να παραλεύψουμε την υπόθεςη ότι οι 

πρωταρχικού τύτλοι και τα διανύςματα εξϊςκηςησ εύναι απαραύτητα θετικϊ. 

Επιπλϋον εύναι γνωςτό ότι τα δικαιώματα προαύρεςησ δεν ανόκουν γενικϊ ςτο 

χώρο διαθϋςιμων Φ. 

Η πλόρωςη τησ οικονομύασ (market) εύναι ο υπόχωροσ του χώρου αποδόςεων Ε 

ο οπούοσ προκύπτει επαγωγικϊ προςθϋτοντασ ςτην οικονομύα (market) τα 

δικαιώματα αγορϊσ και πώληςησ των χρεογρϊφων και παύρνοντασ ξανϊ 

δικαιώματα αγορϊσ και πώληςησ. Δηλαδό λαμβϊνοντασ όλα τα πιθανϊ 

δικαιώματα προαύρεςησ που μπορούν να εγγραφούν ςτην αγορϊ. 

Ορύζουμε αυτό τον υπόχωρο ωσ εξόσ: 

Ορύζουμε με Ο1 το ςύνολο των δικαιωμϊτων αγορϊσ που εγγρϊφονται ςτα 

ςτοιχεύα του Φ (υπενθ. Ο Φ εύναι ο χώροσ των διαθϋςιμων) , δηλαδό     

Ο1={cu(x,α): x   X, u   U, α   ℝ}. ΢τη ςυνϋχεια δηλώνουμε με Φ1 τον υπόχωρο του 

Ε που παρϊγεται από τον Ο1. 

Για κϊθε φυςικό αριθμό     ℕ ορύζουμε Οn={cu(x,α): x   Xn-1, u   U, α   ℝ}, το 

ςύνολο των δικαιωμϊτων αγορϊσ που εγγρϊφονται ςτα ςτοιχεύα του Xn-1 και με 

Φn τον υπόχωρο του Ε που παρϊγεται από το ςύνολο Οn. 

Παρατόρηςη: Για κϊθε     ℕ ιςχύει ότι Φn⊆Xn+1. Πρϊγματι, γιατύ   

x=x+-x-=cu(x,0) - cu(-x,0)   Xn+1 για κϊθε x   X. 
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Οριςμόσ 3.3.2: Ο χώροσ FU(X)=    
 
    εύναι η πλόρωςη με δικαιώματα 

προαύρεςησ (completion by options) του Φ ωσ προσ το χώρο εξϊςκηςησ U. 

΢ημεύωςη: Αν U εύναι ϋνασ μονοδιϊςτατοσ υπόχωροσ που παρϊγεται από ϋνα 

διϊνυςμα u του Ε, τότε τα δικαιώματα αγορϊσ και πώληςησ λαμβϊνονται ωσ 

προσ το ςταθερό διϊνυςμα u. Ακόμα αντύ να γρϊφουμε FU(X) γρϊφουμε Fu(X) 

και λϋμε ότι ο Fu(X) εύναι η πλόρωςη με options του Φ ωσ προσ το διϊνυςμα u. 

΢το κεφϊλαιο αυτό ορύζουμε με Y τον υπόχωρο του Ε που παρϊγεται από το 

ςύνολο Φ∪U. Δηλ. 

 Τ={λx+αu : x X,u U και  λ,α ℝ} 

Ορύζουμε επύςησ τα παρακϊτω ςύνολα ωσ εξόσ: 

S2={x˅y :  x,y   Y} και  Sn={ x˅y :  x Sn-1 , y   Y} για κϊθε φυςικό αριθμό n. 

Εφόςον, όπωσ εύδαμε ςτην υπενθύμιςη, ο S(Y) εύναι ο υποςύνδεςμοσ του Ε που 

παρϊγεται από τον Y με τα supremum των πεπεραςμϋνων υποςυνόλων του Y 

ςυνεπϊγεται ότι : 

   S(Y)=   
 
    

Θεώρημα 3.3.2: Έςτω ςύνδεςμοσ Ε ο χώροσ αποδόςεων , Φ υπόχωροσ του Ε ο 

χώροσ διαθϋςιμων και Φn,Sn όπωσ παραπϊνω, για κϊθε n ℕ, τότε ιςχύουν τα 

εξόσ: 

1. Y⊆X1 

2. FU(X) εύναι ο υποςύνδεςμοσ S(Y) του Ε που παρϊγεται από τον Y. 

3. Αν U⊆X, τότε FU(X) εύναι ο υποςύνδεςμοσ του Ε που παρϊγεται από τον 

Φ. 

Απόδειξη:  

1. Για κϊθε y=x +αu   Y ϋχουμε ότι :                               

y=( x +αu)+ -(-x -αu)+=cu(x,-α)– cu(-x,α)   X1 ϊρα το (1) ιςχύει. 

2. Θα δεύξουμε ότι    FU(X)⊆S(Y) και ότι S(Y)⊆ FU(X). Για να δεύξουμε ότι  

FU(X)⊆S(Y) αρκεύ να δεύξουμε ότι Φn⊆S(Y) για κϊθε n, λόγω του οριςμού 

του FU(X). Για κϊθε y Ο1 ϋχουμε y=cu(x,α)= ( x -αu)+=          =( x -αu)˅0, 

για κϊποιο x X, u U και α ℝ, για αυτό ϋχουμε ότι y S2⊆S(Y) γιατύ x-αu   

Y. Οπότε το Ο1 και ο Φ1 περιϋχονται S(Y).   

Τποθϋτουμε τώρα ότι Xn⊆S(Y). Για να δεύξουμε ότι Φn+1⊆S(Y) αρκεύ να 

δεύξουμε ότι Οn+1⊆S(Y). Για κϊθε z On+1 ϋχουμε ότι z=( x -αu)˅0 για 

κϊποιο x Φn, u U και α ℝ. Ακόμα, αφού Xn⊆S(Y) ϋχουμε ότι x Sk για 

κϊποιο k. Επύςησ z=-αu+(x˅αu) οπότε z  Y + Sk+1⊆S(Y)+S(Y)=S(Y). Για 

αυτό Οn+1⊆S(Y). Άρα Xn+1⊆S(Y) το οπού ςυνεπϊγεται ότι FU(X)⊆S(Y). 
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Θα δεύξουμε τώρα ότι S(Y)⊆ FU(X). Έςτω y S2. Σότε y=z˅x όπου z,x Y. 

Για αυτό y=(z1+α1u1)˅( z2+α2u2) όπου z1, z2 Φ, u1, u2 U και α1, α2 ℝ. 

Οπότε y= z2+ α2u2 +( z1- z2 – (α2u2 - α1u1))˅0   Y+X1. Αφού Y⊆X1, 

ςυνεπϊγεται ότι y   X1 + X1=X1 και για αυτό S2⊆ FU(X). Έςτω τώρα ότι 

Sn⊆ FU(X) για κϊποιο n. Σότε για κϊθε z   Sn+1 ιςχύει ότι z=x˅y με x Sn, 

y Y. Από την υπόθεςη μασ ότι Sn⊆ FU(X) ςυνεπϊγεται ότι x Xk για κϊποιο 

k. Αφού Y⊆Xk ϋχουμε ότι x-y Xk. Όμωσ z= y+ (x-y)˅0, ωσ εκ τούτου 

z=y+cu(x-y,0)  Y+Xk+1⊆ Xk+1+ Xk+1= Xk+1 , οπότε z  FU(X) και Sn+1⊆ 

FU(X). Έτςι Sm⊆ FU(X) για κϊθε m, και για αυτό S(Y)⊆ FU(X). Οπότε S(Y)= 

FU(X) και η πρόταςη (2) αποδεύχτηκε. 

3. Αν U⊆X τότε ϋχουμε ότι Φ=Y οπότε S(Y)= FU(X). 

          ⧠ 

Έςτω ότι ο Ε εύναι ϋνασ τοπολογικόσ διανυςματικόσ χώροσ. Αν τα όρια των 

δικαιωμϊτων αγορϊσ και πώληςησ θεωρούνται επύςησ διαθϋςιμα, εύναι φυςικό 

να ορύςουμε τη κλειςτότητα τησ πλόρωςησ του Φ ωσ εξόσ. 

Οριςμόσ 3.3.3: Η κλειςτότητα του FU(X) ςτον Ε εύναι η κλειςτό πλόρωςη του Φ 

ωσ προσ τον χώρο εξϊςκηςησ U.   

Αν τώρα Ε=ℝm, η πλόρωςη με options του Φ και η κλειςτό πλόρωςη με options 

του Φ ταυτύζονται γιατύ κϊθε υπόχωροσ του ℝm εύναι κλειςτόσ. 

΢ε αυτό το ςημεύο θα θυμύςουμε κϊποια ςτοιχεύα τησ θεωρύασ των 

διατεταγμϋνων χώρων και των θετικών βϊςεων του ℝm. 

 

3.4 Τποςυνδϋςμοι και θετικϋσ βϊςεισ του ℝm. 

΢ε αυτό τη παρϊγραφο θα θεωρούμε τον ℝm={x=(x1,x2, . . ., xm): xi  ℝ ∀ i} ςαν 

ϋνα διατεταγμϋνο χώρο με τη κατϊ ςημεύο διϊταξη, δηλαδό για κϊθε x,y   ℝm 

ϋχουμε ότι x≥y αν και μόνο αν xi≥yi, ∀ i=1,2,. . .,m. 

Οριςμόσ 3.4.1: Ο θετικόσ κώνοσ του ℝm ορύζεται ο χώροσ   ℝ+
m={x  ℝm: xi≥0 ∀ i}. 

Τποθϋτουμε τώρα ότι L εύναι ϋνασ διατεταγμϋνοσ υπόχωροσ του ℝm ςύμφωνα  

με την κατϊ ςημεύο διϊταξη. 

Οριςμόσ 3.4.2: Ορύζουμε ωσ θετικό κώνο του L το ςύνολο L+=L∩ℝ+
m. 

Τπενθύμιςη 3.4.1: Μια βϊςη Schauder {b1,b2,. . .,br} του L, εύναι θετικό βϊςη του 

L αν L+={x=      
 
   : λn ℝ+}. Δηλαδό η βϊςη {b1,b2,. . .,br} εύναι θετικό αν για 

κϊθε x L ϋχουμε ότι το x εύναι θετικό αν και μόνο αν οι ςυντελεςτϋσ λn τησ βϊςησ 

εύναι θετικού. 
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Παρόλο που ο L ϋχει ϊπειρεσ βϊςεισ, η ύπαρξη θετικόσ βϊςησ του L δεν εύναι 

πϊντοτε δυνατό. Επιπλϋον, δεύξαμε ότι ο L ϋχει θετικό βϊςη αν και μόνο αν ο L 

εύναι ϋνασ ςύνδεςμοσ υπόχωροσ του ℝm. 

Τπενθύμιςη 3.4.2: Ο L εύναι υποςύνδεςμοσ (sublattice) του ℝm  αν για κϊθε 

x,y L, ιςχύει ότι x˅y,x˄y   L. 

Τπενθύμιςη 3.4.5: Ακόμα, όπωσ δεύξαμε ςτο προηγούμενο κεφϊλαιο, κϊθε 

υποςύνδεςμοσ του ℝm ϋχει θετικό βϊςη. 

Τπενθύμιςη 3.4.6: Έςτω τώρα ότι {b1,b2,. . .,br} εύναι μια θετικό βϊςη του L, τότε 

ιςχύει ότι για κϊθε x=      
 
   , y=      

 
   , x≥y αν και μόνο αν     ≥    για 

κϊθε n=1,2,. . .,r. 

Τπενθύμιςη 3.4.7: Έςτω τώρα ότι {b1,b2,. . .,br} εύναι μια θετικό βϊςη του L. Σότε 

κϊθε bn εύναι ακραύο ςημεύο του L+. (Θυμύζουμε ότι ϋνα ςημεύο x0 του L+ εύναι 

ακραύο ςημεύο του L+ αν για κϊθε x L ιςχύει ότι 0≤x≤x0 ςυνεπϊγεται ότι x=λx0  

για κϊποιο λ ℝ ). 

Τπενθύμιςη 3.4.8: ΢τόριγμα ενόσ διανύςματοσ x=(x1,x2, . . ., xm) του ℝm εύναι το 

ςύνολο supp(x)={i {1,2,. . .,m}: xi≠0+. 

Πρόταςη 3.4.1:Ένασ διατεταγμϋνοσ υπόχωροσ Ζ του ℝm με μια θετικό βϊςη 

{b1,b2,. ..,br} εύναι ϋνασ υποςύνδεςμοσ του ℝm αν και μόνο αν 

supp(bi)∩supp(bj)=Ø για κϊθε i≠j. 

Πρόταςη 3.4.2: Αν Ζ εύναι ϋνασ υποςύνδεςμοσ του ℝm με μια θετικό βϊςη {b1,b2,. 

..,br}, τότε για κϊθε  x=      
 
   , y=      

 
   ,   Z ϋχουμε ότι 

i. λn=
 ( )

  ( )
, όπου k supp(bn) 

ii. x˅y= (   ˅   )  
 
    και x˄y= (   ˄   )  

 
    

Πρόταςη 3.4.3: Έςτω ότι Ζ εύναι ϋνασ υποςύνδεςμοσ του ℝm. Αν το ςταθερό 

διϊνυςμα 1=(1,1,. . .,1) εύναι ςτοιχεύο του Ζ, τότε ο Ζ ϋχει μια θετικό βϊςη {b1,b2,. 

..,br} η οπούα εύναι διαμϋριςη τησ μονϊδασ, δηλαδό 1=   
 
    και για κϊθε 

διϊνυςμα     ιςχύει ότι   (j)=1 για κϊθε j   supp(  ) 

Πρόταςη 3.4.4: Έςτω ότι ο Ζ εύναι ϋνασ υποςύνδεςμοσ του ℝm με μια θετικό 

βϊςη {b1,b2,. ..,br}. Σότε για κϊθε n το διϊνυςμα    ϋχει ελϊχιςτο ςτόριγμα ςτο Ζ, 

δηλαδό δεν υπϊρχει x   Z, x≠0, τϋτοιο ώςτε supp(x)⊊ supp(  ). 

Έςτω τώρα z1,z2, . . .,zr ςταθερϊ , γραμμικώσ ανεξϊρτητα, και θετικϊ διανύςματα 

του ℝm και Ζ εύναι ο υπόχωροσ του    ℝm που παρϊγεται από τα διανύςματα zn. 

Παρουςιϊζουμε τα αποτελϋςματα του Polyrakis (1999) για το καθοριςμό μιασ 

θετικόσ βϊςησ του υποςυνδϋςμου W του ℝm που παρϊγεται από τα διανύςματα 

{ z1,z2, . . .,zr}. 
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΢το προηγούμενο κεφϊλαιο ϋχουμε ορύςει τη ςυνϊρτηςη β: Ω → ℝm  που ορύζεται 

ωσ εξησ: 

   β(i)= (
  ( )

 ( )
, 
  ( )

 ( )
, . . ., 

  ( )

 ( )
) για κϊθε i {1,2,. . .,m} με z(i)>0. 

Όπου z(i)=z1(i)+z2(i)+. . .+zr(i). Η ςυνϊρτηςη β ονομϊζεται βαςικό ςυνϊρτηςη 

των z1,z2, . . .,zr.  

Ο παραπϊνω οριςμόσ δόθηκε από τον Polyrakis (1999) και εύναι ςημαντικόσ 

όπωσ εύδαμε ςτο προηγούμενο κεφϊλαιο για τη μελϋτη των θετικών βϊςεων. 

Επιπλϋον ορύςαμε με R(β)=*β(i): i=1,2,. . .,m με z(i)>0} και cardR(β) του R(β) 

να εύναι η διϊςταςη του R(β) 

Θεώρημα (Polyrakis (1999)3.6) 3.4.1: Ο υπόχωροσ Ζ, όπου Ζ ο υπόχωροσ που 

παρϊγεται από τα z1,z2, . . .,zr ςταθερϊ , γραμμικώσ ανεξϊρτητα, και θετικϊ 

διανύςματα του ℝm  εύναι υποςύνδεςμοσ του ℝm αν και μόνο αν cardR(β)=r.    

 

Δεύξαμε ακόμα ότι αν R(β)=*Ρ1,Ρ2, . . .,Ρr}, μια θετικό βϊςη {b1,b2,. ..,br}, του Ζ 

δύνεται ωσ εξόσ: 

  (b1,b2,. ..,br)Σ=Α-1(z1,z2, . . .,zr)Σ 

Όπου Α εύναι ο rxr πύνακασ του οπούου η n-ιοςτό ςτόλη εύναι το διϊνυςμα  Ρn, 

για κϊθε n=1,2,. . .,r. 

Θεώρημα (Plolyrakis (1999), Theorem 3.5)3.4.2: Έςτω R (β)=*Ρ1,Ρ2, . . .,Ρr}, Φ 

ϋνασ ςύνδεςμοσ υπόχωροσ και ϋςτω *b1,b2,. ..,br+ η θετικό βϊςη του Φ και                 

Ιi=b-1
i(0,+∞) για κϊθε i. Σότε τα επόμενα ιςχύουν. 

1. Ο Φ εύναι υποςύνδεςμοσ του C(Ω). 

2. Ιi=β-1(Ρi) για κϊθε i και D(β)=    
 
   . 

3. Αν yi,i=1,2,. . .,μ, εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα ςτοιχεύα του Φ+ και γ η 

βαςικό καμπύλη του yi, i=1,2, . . .,μ τότε υπϊρχει Υ⊆*1,2,. . .,r+ τϋτοιο 

ώςτε 

i. D(γ)=       , 

ii. Η ςυνϊρτηςη γ εύναι ςταθερό ςτο   , για κϊθε i Υ. 

iii. μ≤l≤r, όπου l ο πληθϊριθμοσ του R(γ). 

Θεώρημα (Plolyrakis (1999), Theorem 3.7) 3.4.3: Έςτω Ζ ο υποςύνδεςμοσ του 

C(Ω) (για Ω=*1,2,. . .,m} C(Ω)= ℝm) που παρϊγεται από τα διανύςματα { z1,z2, . . 

.,zr} και ϋςτω μ  ℕ. Σότε τα επόμενα εύναι ιςοδύναμα: 

1. dim(Z)=μ. 

2. R(β)=*Ρ1,Ρ2, . . .,Ρμ}. 
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Αν τώρα η πρόταςη (2) ιςχύε,ι τότε ο Ζ καταςκευϊζεται ωσ εξόσ: 

a. Απαριθμώ τον R(β) ϋτςι ώςτε τα r πρώτα διανύςματα να εύναι 

γραμμικώσ ανεξϊρτητα. Δηλώνουμε ξανϊ με Pi, i=1,2, . . .,μ την νϋα 

απαρύθμηςη και ϋςτω τα ςύνολα Ιi=β-1(Ρi), i=1,2,. . .,μ. 

b. Ορύζουμε τισ ςυναρτόςεισ 

 zr+k(t)=αk(t)  ( ) 1, t Ω, k=1,2, . . .,μ-r, όπου αk εύναι η 

χαρακτηριςτικό ςυνϊρτηςη του Ι n+k και r(t)=(z1(t),z2(t),. . .,zr(t)). 

c. Z=[z1,z2,. . .,zr,zr+1,. . .,zμ]. 

d. Μια θετικό βϊςη * b1,b2,. ..,bμ+ του Ζ καταςκευϊζεται ωσ εξόσ. 

Θεωρούμε τη βαςικό καμπύλη γ των z1,z2,. . .,zr,zr+1,. . .,zμ και ϋςτω 

*Ρ1΄,Ρ2΄,. . .,Ρμ΄+ εύναι το R(γ) (το R(γ) ϋχει ακριβώσ μ ςημεύα).  

Σότε 

    (b1,b2,. ..,bμ)Σ=D-1(z1,z2, . . .,zμ)Σ 

Όπου D εύναι ο μxμ πύνακασ του οπούου η n-ιοςτό ςτόλη εύναι το 

διϊνυςμα  Ρn΄, για κϊθε n=1,2,. . .,μ. 

Απόδειξη: Έςτω τώρα ότι το 2 ιςχύει και ότι ικανοποιούνται οι υποθϋςεισ 

(a),(b). Θα δεύξουμε ότι ιςχύει η (c). Εύναι προφανϋσ ότι μ≥r. Σα ςύνολα Ιi εύναι 

ανοικτϊ υποςύνολα του D(β) γιατύ τα τα ςύνολα *Ρi} εύναι ανοικτϊ υποςύνολα 

του R(β). Επιπλϋον, D(β)=   
 
   . Διότι το D(β) εύναι ϋνα ανοικτό υποςύνολο 

του Ω, ϊρα τα ςύνολα Ιi εύναι ανοικτϊ, μη κενϊ υποςύνολα του Ω. Ακόμα 

 (Ιi)⋂Ij=Ø. Ωσ εκ τούτου  (Ιi)⊆Ω\ D(β), οπότε   ( ) 1=0 για κϊθε t   (Ιi). Αυτό 

ςυνεπϊγεται ότι  οι ςυναρτόςεισ zr+k εύναι ςυνεχεύσ, οπότε zr+k C+(Ω) για κϊθε 

k. Έςτω u το γρϊφημα γ το γρϊφημα τησ βαςικόσ ςυνϊρτηςησ των zi, i=1,2,. . .,μ. 

Σότε από των οριςμό των zr+k ϋχουμε ότι 

u(t)=(r(t),0) για κϊθε t    
 
    και u(t)=(r(t),   ( ) 1ei-r) για κϊθε t    i>r. 

Έςτω t   . Σότε 

 γ(t)=(β(t),0)=(Pi,0)=Qi, αν i≤r 

και  

 γ(t)=
 

 
(β(t), ei-r)= 

 

 
(Pi, ei-r)= Qi, αν i=r+1, . . .,μ. 

Αφού D(γ)=D(β)=    
 
   , ϋχουμε ότι  

   R(γ)=*Qi:i=1,2,. . .,μ+ 

Σα διανύςματα Qi, i=1,2,. . .,μ εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα. Ωσ εκ τούτου οι 

ςυναρτόςεισ zi,i=1,2,. . .,μ, εύναι επύςησ γραμμικώσ ανεξϊρτητεσ, για αυτό ο 
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υπόχωροσ Y που παρϊγεται από τα zi,i=1,2,. . .,μ, εύναι ϋνασ μ-διϊςτατοσ 

υποςύνδεςμοσ του C(Ω), ςύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα. Για αυτό Z⊆Y. 

Αφού  zi,i=1,2,. . .,r, εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα ςτοιχεύα του Ζ+ και ο 

πληθϊριθμοσ του R(β) εύναι μ, από τη (ιιι) του θεωρόματοσ 3.5 ϋχουμε ότι 

μ≤dimZ. Για αυτό dimZ=μ. Ωσ εκ τούτου Ζ=Y. 

Έςτω τώρα ότι η πρόταςη (1) εύναι αληθόσ. Σότε τα  zi,i=1,2,. . .,r εύναι 

γραμμικώσ ανεξϊρτητα ςτοιχεύα του Ζ+, οπότε από το θεώρημα 3.5 υπϊρχει μη 

κενό ςύνολο Υ του *1,2,. . .,μ+ και μη κενϊ, ανϊ δύο ξϋνα, ανοικτϊ υποςύνολα 

Ιi,i Υ, του Ω τϋτοια ώςτε D(β)=        και η β να εύναι ςταθερό ςε κϊθε   . Άρα 

R(β)=*Ρ1,Ρ2, . . .,Ρl+ όπου l ο πληθϊριθμοσ του Υ. Από το ύδιο θεώρημα ϋχουμε ότι 

r≤l≤μ. Όπωσ δεύξαμε προηγουμϋνωσ μπορούμε να καταςκευϊςουμε ϋνα l-

διϊςτατο υποςύνδεςμο Y του Ω που να περιϋχει τα zi,i=1,2,. . .,r. Ωσ εκ τούτου, 

Ζ⊆Y και μ≤l. Άρα μ=l και η πρόταςη (2) εύναι αληθόσ. 

          ⧠ 

3.5 Πλόρωςη με Options ςτον ℝm 

΢τη παρϊγραφο αυτό ςυνεχύζουμε τη θεωρύα των αγορών χρεογρϊφων 

(security markets) με την υπόθεςη ότι Ε= ℝm. Όπωσ δεύξαμε ςτην αρχό του 

κεφαλαύου, η πλόρωςη με δικαιώματα (completion by options) FU(X) του Φ ωσ 

προσ το χώρο εξϊςκηςησ (strike space) U εύναι ο υποςύνδεςμοσ του ℝm που 

παρϊγεται από τον Y, όπου Y ο υπόχωροσ του ℝm που παρϊγεται από το ςύνολο 

Φ∪U. ΢το προηγούμενο κεφϊλαιο παρουςιϊςαμε μια μϋθοδο για τη καταςκευό 

του υποςυνδϋςμου του ℝm που παρϊγεται από ϋνα ςύνολο γραμμικώσ 

ανεξϊρτητων θετικών διανυςμϊτων του ℝm. ΢ε αυτό τη παρϊγραφο θα 

χρηςιμοποιόςουμε αυτό τη μϋθοδο για να καθορύςουμε τη πλόρωςη με 

δικαιώματα (completion by options) FU(X) του Φ ωσ προσ το χώρο εξϊςκηςησ 

(strike space) U. 

Οριςμόσ 3.5.1: Κϊθε ςύνολο {y1,y2, . . .,yr} όπου yi γραμμικώσ ανεξϊρτητα θετικϊ 

διανύςματα του ℝm τϋτοιο ώςτε ο FU(X) να εύναι ο υποςύνδεςμοσ του ℝm που 

παρϊγεται από το ςύνολο *y1,y2, . . .,yr+, ονομϊζεται βαςικό ςύνολο τησ 

οικονομύασ (market). 

Οριςμόσ 3.5.2: Δηλώνουμε με   το υποςύνολο του ℝm που ορύζεται ωσ εξόσ: 

  ={x1
+,x1

-,x2
+,x2

-, . . .,xn
+,xn

-}, αν U⊆X   

Και 

  ={x1
+,x1

-,x2
+,x2

-, . . .,xn
+,xn

-, u1
+,u1

-,u2
+,u2

-,. . ., ud
+,ud

-,}, αν U⊈X 

όπου { u1,u2, . . .,ud} εύναι μια βϊςη του U. 

Θυμύζουμε το παρακϊτω οριςμό. 
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Οριςμόσ 3.5.3: Έςτω Φ ϋνασ διανυςματικόσ χώροσ και υποςύνολο του U. Aν r≤n 

λϋμε ότι το ςύνολο {u1,u2,. . .,ur}  εύναι ϋνα μεγιςτικό υποςύνολο από γραμμικώσ 

ανεξϊρτητα διανύςματα αν τα ςτοιχεύα u1,u2,. . .,ur εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα 

και τα ςτοιχεύα u1,u2,. . .,ur,ui εύναι γραμμικώσ εξαρτημϋνα για κϊθε i>r. 

Θεώρημα 3.5.1: Κϊθε μεγιςτικό (maximal) υποςύνολο *y1,y2, . . .,yr} γραμμικώσ 

ανεξϊρτητων διανυςμϊτων του   εύναι ϋνα βαςικό ςύνολο τησ οικονομύασ. 

Απόδειξη: Εφόςον *y1,y2, . . .,yr} εύναι ϋνα μεγιςτικό υποςύνολο γραμμικώσ 

ανεξϊρτητων διανυςμϊτων του  , αυτϊ τα δύο ςύνολα παρϊγουν τον ύδιο 

γραμμικό υπόχωρο και ϊρα το εν ύδιο υποςύνδεςμο ςτον ℝm. Έτςι εύναι αρκετό 

να δεύξουμε ότι FU(X) εύναι ο υποςύνδεςμοσ S( ) που παρϊγεται από το ςύνολο 

 . Για κϊθε x X∪U  ϋχουμε ότι x+,x-  FU(X), και για αυτό  ⊆ FU(X) και 

S( )⊆FU(X). Για το αντύςτροφο ϋχουμε ότι xi=xi
+-xi

-   S( ) και ϋτςι ui=ui
+-ui

-, 

για κϊθε i. Εφόςον ο FU(X), εύναι ο ελϊχιςτοσ υποςύνδεςμοσ ο οπούοσ περιϋχει το 

ςύνολο *x1,x2, . . .,xn,u1,u2, . . .,ud} και S( ) εύναι ϋνασ υποςύνδεςμοσ που περιϋχει 

αυτό το ςύνολο και ςυνεπϊγεται ότι FU(X) ⊆ S( ) και ϊρα FU(X)= S( ) 

          ⧠ 

Έςτω τώρα *z1,z2, . . .,zr} ϋνα βαςικό ςύνολο τησ οικονομύασ. Θυμύζουμε ότι  

β(i)= (
  ( )

 ( )
, 
  ( )

 ( )
, . . ., 

  ( )

 ( )
) για κϊθε i {1,2,. . .,m} με z(i)>0. 

Όπου z(i)=z1(i)+z2(i)+. . .+zr(i). Η ςυνϊρτηςη β ονομϊζεται βαςικό ςυνϊρτηςη 

των z1,z2, . . .,zr.  Θυμύζουμε ακόμα ότι R(β) εύναι το πεδύο τιμών του β, D(β) το 

πεδύο οριςμού και cardR(β) ο πληθϊριθμοσ του R(β).  

Από τα θεωρόματα 3.4.1,3.4.3 προκύπτουν τα παρακϊτω κριτόρια για τη 

πλόρωςη του Φ. 

Θεώρημα 3.5.2: Ο χώροσ Φ, των διαθϋςιμων χρεογρϊφων (marketed securities) 

,που παρϊγεται από n γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα, εύναι πλόρησ ωσ προσ 

τα δικαιώματα προαύρεςησ (complete by options) ωσ προσ το χώρο εξϊςκηςησ U 

αν και μόνο αν U⊆X και cardR(β)=n. 

Θεώρημα 3.5.3: Η διϊςταςη του FU(X) εύναι ύςη με τον πληθϊριθμο του R(β). Για 

αυτό FU(X)= ℝm αν και μόνο αν cardR(β)=m. 

 

3.6 Αλγόριθμοσ για το προςδιοριςμό τησ πλόρωςησ μιασ αγορϊσ χρεογρϊφων. 

Με χρόςη των θεωρημϊτων 3.5.2,3.5.3 μπορούμε να ελϋγξουμε αν ο Φ εύναι 

πλόρησ μϋςω δικαιωμϊτων προαύρεςησ ό όχι ελϋγχοντασ το πλόθοσ του ςυνόλου 

τιμών τησ βαςικόσ ςυνϊρτηςησ β ενόσ βαςικού ςυνόλου διανυςμϊτων. 
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Παρϊδειγμα 3.6.1: Τποθϋτουμε ότι ο χώροσ των αποδόςεων εύναι ο ℝ9 και 

x1=(1,3,2,1,3,1,0,3,2), x2=(3,2,0,3,2,3,1,2,0), x3=(1,1,1,1,1,1,4,1,1), 

x4=(3,2,0,3,2,3,0,2,0),  

εύναι οι αποδόςεισ των πρωταρχικών χρεογρϊφων μιασ αγορϊσ Φ που 

παρϊγεται από τα γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα x1,x2,x3,x4. Τποθϋτουμε 

ότι ο υπόχωροσ εξϊςκηςησ παρϊγεται από ϋνα διϊνυςμα u Φ. ΢ύμφωνα με τα 

παραπϊνω ϋνα μεγιςτικό υποςύνολο του *x1,x2,x3,x4+ αποτελούμενο από 

γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα εύναι ϋνα βαςικό ςύνολο τησ αγορϊσ και 

επομϋνωσ το *y1=x1,y2=x2,y3=x3,y4=x4} εύναι ϋνα βαςικό ςύνολο τησ αγορϊσ. Η 

βαςικό ςυνϊρτηςη των διανυςμϊτων yi, i=1,2,3,4 εύναι 

β=
 

 
(y1,y2,y3,y4) 

όπου y=y1+y2+y3+y4=(8,8,3,8,8,8,5,8,3) 

ϊρα ϋχουμε: β(1)=
 

 
(1,3,1,3)             β(5)= 

 

 
(3,2,1,2) 

                     β(2)= 
 

 
(3,2,1,2)              β(6)= 

 

 
(1,3,1,3) 

                     β(3)= 
 

 
(2,0,1,0)                     β(7)= 

 

 
(0,1,4,0) 

             β(4)= 
 

 
(1,3,1,3)               β(8)= 

 

 
(3,2,1,2)                                                                                                                      

β(9)= 
 

 
(2,0,1,0) 

Άρα ϋχουμε ότι  

 β(1)=β(4)=β(6) = 
 

 
(1,3,1,3)=Ρ1 

 β(2)=β(5)=β(8) = 
 

 
(3,2,1,2)=Ρ2 

 β(3)=β(9) = 
 

 
(2,0,1,0)=Ρ3 

 β(7)= 
 

 
(0,1,4,0)=Ρ4 

Επομϋνωσ το ςύνολο τιμών R(β) τησ βαςικόσ ςυνϊρτηςησ β εύναι το 

   R(β)=* Ρ1 , Ρ2 , Ρ3 , Ρ4 } 

Άρα ϋχουμε ότι cardR(β)=dimX=4 και επιπλϋον U⊆X. Από το θεώρημα 3.5.2 

ςυνεπϊγεται ότι η πλόρωςη μϋςω δικαιωμϊτων του Φ υπϊρχει. 
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Παρϊδειγμα 3.6.2: Έςτω Φ υπόχωροσ του ℝ5 που παρϊγεται από τα παρακϊτω 

τϋςςερα γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα του ℝ5  

 x1=(2,3,0,1,0)      x2=(3,0,1,1,2) 

 x3=(2,0,1,0,2)      x4=(1,0,0,0,2) 

Τποθϋτουμε ότι ο χώροσ εξϊςκηςησ U παρϊγεται από ϋνα διϊνυςμα u του Φ. Άρα 

ςύμφωνα με τα παραπϊνω ϋνα μεγιςτικό υποςύνολο του ΢ύμφωνα με τα 

παραπϊνω ϋνα μεγιςτικό υποςύνολο του *x1,x2,x3,x4+ αποτελούμενο από 

γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα εύναι ϋνα βαςικό ςύνολο τησ αγορϊσ και 

επομϋνωσ το *y1=x1,y2=x2,y3=x3,y4=x4} εύναι ϋνα βαςικό ςύνολο τησ αγορϊσ. Η 

βαςικό ςυνϊρτηςη των διανυςμϊτων yi, i=1,2,3,4 εύναι 

β=
 

 
(y1,y2,y3,y4) 

όπου y=y1+y2+y3+y4=(8,3,2,2,6) 

Άρα   β(1)=
 

 
(2,3,2,1)  β(2)=

 

 
(3,0,0,0)   

 β(3)=
 

 
(0,1,1,0)  β(4)=

 

 
(1,1,0,0)  

 β(5)=
 

 
(0,2,2,2)  

Παρατηρούμε ότι: 

  β(1)= 
 

 
 β(2) + 

 

 
 β(3)+ 

 

 
β(4)+ 

 

 
β(5) 

Σο β(1) δηλαδό γρϊφεται ςαν γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των γραμμικώσ 

ανεξϊρτητων διανυςμϊτων β(2),β(3),β(4),β(5). Οπότε, θϋτοντασ 

β(2)=Ρ1, β(3)=Ρ2,β(4)=Ρ3 και β(5)=Ρ4 ϋχουμε ότι το ςύνολο τιμών τησ R(β) τησ 

βαςικόσ ςυνϊρτηςησ β παρϊγεται από τα γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα     

{ Ρ1 , Ρ2 , Ρ3 , Ρ4 + και ϊρα cardR(β)=4=dimX. Από το θεώρημα 3.5.2 ςυνεπϊγεται 

ότι η πλόρωςη μϋςω δικαιωμϊτων του Φ υπϊρχει αφού U⊆X. 

Παρϊδειγμα 3.6.3: Έςτω ότι ο χώροσ των αποδόςεων εύναι ο ℝ13 και  

x1=(2,8,2,-4,20,-16,0,-12,0,0,-4,-16,4)    x2=(6,8,6,0,20,0,4,0,4,6,0,0,0)   

x3=(4,8,4,1,20,4,12,3,2,18,0,0,4)  

εύναι τα πρωταρχικϊ χρεόγραφα μιασ αγορϊσ Φ. Ο υπόχωροσ U εύναι ο 

μονοδιϊςτατοσ υπόχωροσ που παρϊγεται από το διϊνυςμα εξϊςκηςησ 

   u=(4,0,4,2,0,8,-12,6,-2,-18,0,0,0) 
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Παρατηρούμε ότι u∉X διότι δεν υπϊρχουν λ1,λ2,λ3, όχι όλα μηδϋν τϋτοια ώςτε 

u=λ1x1+λ2x2+λ3x3 αφού  μπορούμε εύκολα να δούμε ότι για τισ τρεισ τελευταύεσ 

ςυντεταγμϋνεσ των xi δεν υπϊρχουν λi, όχι όλα μηδϋν τϋτοια ώςτε να μασ δύνουν 

μηδϋν ςτισ ςυντεταγμϋνεσ του u. Άρα το u δεν μπορεύ να εύναι γραμμικόσ 

ςυνδυαςμόσ των xi, 

Ένα βαςικό ςύνολο διανυςμϊτων τησ αγορϊσ Φ εύναι ϋνα μεγιςτικό υποςύνολο 

γραμμικώσ ανεξϊρτητων διανυςμϊτων του ςυνόλου 

    ={x1
+,x1-,x2,x3,u+,u-} 

Παρατηρούμε ότι  x3=x1
++ 

 

 
u++u-  και επομϋνωσ ϋνα βαςικό ςύνολο τησ αγορϊσ 

Φ ωσ προσ U εύναι το ςύνολο διανυςμϊτων *y1= x1
+,y2= x1-,y3= x2,y4= u+,y5= u-}. 

Η βαςικό ςυνϊρτηςη των διανυςμϊτων yi, i=1,2,3,4,5 ορύζεται 

β=
 

 
(y1,y2,y3,y4, y5) 

όπου y=y1+y2+y3+y4+ y5=(12,16,12,6,40,24,16,18,6,24,4,16,4) 

Άρα   β(1)=
 

  
(2,0,6,4,0)  β(2)=

 

  
(8,0,8,0,0) 

 β(3)=
 

  
(2,0,6,4,0)  β(4)=

 

 
(0,4,0,2,0) 

 β(5)=
 

  
(20,0,20,0,0)  β(6)=

 

  
(0,16,0,8,0) 

 β(7)=
 

  
(0,0,4,0,12)  β(8)=

 

  
(0,12,0,6,0) 

 β(9)=
 

 
(2,0,6,4,0)  β(10)=

 

  
(0,0,6,0,18) 

 β(11)=
 

 
(0,4,0,0,0)  β(12)=

 

  
(0,16,0,0,0) 

 β(13)=
 

 
(4,0,0,0,0)   

Άρα ϋχουμε ότι 

 β(1)=β(3)= (
 

 
,0, 

 

 
, 
 

 
,0)=Ρ1 

 β(2)=β(5)=( 
 

 
,0, 

 

 
,0,0)=Ρ2 

 β(4)=β(6)=β(8)=(0, 
 

 
,0, 

 

 
,0)=Ρ3 

 β(7)=β(10)=(0,0, 
 

 
,0, 

 

 
)=Ρ4  

 β(9)=(0,0, 
 

 
,0, 

 

 
)=Ρ5 
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                               β(11)=β(12)=(0,1,0,0,0)=Ρ6 

 β(13)=(1,0,0,0,0)=Ρ7 

Άρα dim FU(X)=7 αφού το πεδύο τιμών R(β) παρϊγεται από 7 διαφορετικϊ 

διανύςματα.(Θεώρημα 3.5.3) 

 

 

3.7 ΠΡΟ΢ΔΙΟΡΙ΢ΜΟ΢ ΣΗ΢ ΠΛΗΡΩ΢Η΢ ΜΙΑ΢ ΑΓΟΡΑ΢ ΦΡΕΟΓΡΑΥΩΝ 

΢τη παρϊγραφο αυτό παρουςιϊζουμε τον αλγόριθμο για το προςδιοριςμό τησ 

πλόρωςησ του Φ, FU(X), ωσ προσ το χώρο εξϊςκηςησ U. Βϊςη του Θεώρημα 

(Plolyrakis (1999), Theorem 3.7) 3.4.3, ο FU(X) μπορεύ να προςδιοριςτεύ ωσ εξόσ: 

 

1. Βρύςκουμε ϋνα ςύνολο βαςικών διανυςμϊτων *y1,y2, . . .,yr} τησ αγορϊσ Φ 

ωσ προσ U (θυμύζουμε ότι Y εύναι ο υπόχωροσ που παρϊγεται από το Φ∪U 

και yi Y), και ορύζουμε τη βαςικό ςυνϊρτηςη των *y1,y2, . . .,yr+ και ςτη 

ςυνϋχεια το ςύνολο τιμών τησ R(β). Έςτω R(β)=*Ρ1,Ρ2, . . .,Ρμ+. Αν ιςχύει 

ότι μ=r και τα διανύςματα Ρ1,Ρ2, . . .,Ρμ εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα, τότε   

FU(X)=Y και μια θετικό βϊςη του FU(X) , {b1,b2,. ..,br+, δύνεται από τη 

ςχϋςη  

 

   (b1,b2,. ..,br)Σ=Α-1(y1,y2, . . .,yr)Σ 

 

Όπου Α εύναι ο rxr πύνακασ του οπούου η n-ιοςτό ςτόλη εύναι το διϊνυςμα  

Ρn, για κϊθε n=1,2,. . .,r. 

 

΢τη περύπτωςη που μ>r εφαρμόζουμε τα εξόσ βόματα: 

a. Αριθμούμε τα διανύςματα του R(β) ϋτςι ώςτε τα r πρώτα 

διανύςματα να εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα του ℝr. 

΢τη ςυνϋχεια, για τη νϋα απαρύθμηςη προςδιορύζουμε τα ςύνολα 

καταςτϊςεων Ιr+k={n {1,2,. . .,m}:β(n)=Pr+k}, για κϊθε            

k=1,2,. . .,μ-r. 

b. Ορύζουμε τα διανύςματα yr+k, k=1,2,. . .,μ-r, ωσ εξόσ: 

yr+k(n)=y(n), για κϊθε n  Ιr+k και yr+k(n)=0 διαφορετικϊ. 

c. Η πλόρωςη με δικαιώματα (completion by options) του Φ, ωσ προσ 

το χώρο εξϊςκηςησ U, FU(X), εύναι ο γραμμικόσ υπόχωροσ του ℝm, 

ο οπούοσ παρϊγεται από τα διανύςματα y1,y2, . . .,yr,yr+1, . . .,yμ. 

d. Ορύζουμε τη βαςικό ςυνϊρτηςη γ των διανυςμϊτων y1,y2, . . 

.,yr,yr+1, . . .,yμ και βρύςκουμε το ςύνολο τιμών τησ, ϋςτω R(γ)= 

*Ρ1΄,Ρ2΄, . . .,Ρμ΄+.  
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           Σότε η θετικό βϊςη * b1,b2,. ..,bμ+ του FU(X) δύνεται από τη ςχϋςη: 

    (b1,b2,. ..,bμ)Σ=Α-1(y1,y2, . . .,yμ)Σ 

 

Όπου Α εύναι ο μxμ πύνακασ του οπούου η n-ιοςτό ςτόλη εύναι το 

διϊνυςμα  Ρn΄, για κϊθε n=1,2,. . .,μ. 

 

Παρϊδειγμα 3.7.1: Έςτω Φ υπόχωροσ του ℝ4 που παρϊγεται από τα παρακϊτω 

δύο γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα του ℝ4  

 x1=(2,2,4,4)      x2=(2,4,2,4) 

  

Τποθϋτουμε ότι ο χώροσ εξϊςκηςησ U παρϊγεται από ϋνα διϊνυςμα u του Φ. Αν u 

εύναι το ςταθερό διϊνυςμα 1 του ℝ4 , ϋχουμε ότι (1,1,1,1) δεν ανόκει ςτον Φ 

αφού δεν μπορεύ να γραφεύ ςαν γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των x1,x2. Σότε ϋνα 

βαςικό ςύνολο διανυςμϊτων τησ αγορϊσ Φ εύναι ϋνα μεγιςτικό υποςύνολο 

γραμμικώσ ανεξϊρτητων διανυςμϊτων του ςυνόλου 

    ={x1,x2,u=(1,1,1,1)} 

Ένα τϋτοιο ςύνολο εύναι το * y1=x1, y2=x2, y3=(1,1,1,1)} και η βαςικό του 

ςυνϊρτηςη εύναι β=
 

 
(y1,y2, y3) 

όπου    y=y1+y2+y3=(5,7,7,9) 

Άρα   β(1)=
 

 
(2,2,1)=Ρ1 β(2)=

 

 
(2,4,1)=Ρ2 

 β(3)=
 

 
(4,2,1)=Ρ3 β(4)=

 

 
(4,4,1)=Ρ4 

και ϊρα το πεδύο τιμών εύναι R(β)=*Ρ1,Ρ2,Ρ3,Ρ4+ και ϊρα FU(X)= ℝ4. 

Έςτω τώρα το u X. Σότε το ςύνολο *y1=x1, y2=x2} εύναι ϋνα βαςικό ςύνολο 

διανυςμϊτων τησ αγορϊσ Φ. 

Η βαςικό ςυνϊρτηςη των διανυςμϊτων y1, y2 εύναι η 

   β=
 

 
(y1,y2) 

όπου  y=y1+y2=(4,6,6,8) 

Άρα   β(1)=
 

 
(2,2)  β(2)=

 

 
(2,4) 

 β(3)=
 

 
(4,2)  β(4)=

 

 
(4,4) 
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Ιςχύει ότι 

 β(1)=β(4)=( 
 

 
, 
 

 
)=Ρ1 

 β(2)=( 
 

 
, 
 

 
)=Ρ2 

                      β(3)=( 
 

 
, 
 

 
)=Ρ3 

Άρα το ςύνολο τιμών τησ β εύναι R(β)=*Ρ1,Ρ2,Ρ3+ και παρατηρούμε ότι τα Ρ1,Ρ2 

εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα και ότι βριςκόμαςτε τη περύπτωςη όπου μ>r αφού 

3>2. ΢ύμφωνα με τον αλγόριθμο ϋχουμε ότι Ι3=*3+ και y3=(0,0,6,0). 

Άρα η πλόρωςη FU(X) του Φ εύναι ο υπόχωροσ του ℝ4 που παρϊγεται από τα 

διανύςματα  y1, y2,y3. 

΢ύμφωνα με το βόμα (d) η βαςικό ςυνϊρτηςη γ των y1, y2,y3 

     γ=
 

 
(y1,y2, y3) 

όπου    y=y1+y2+y3=(4,6,12,8) 

Άρα   γ(1)=
 

 
(2,2,0)  γ(2)=

 

 
(2,4,0) 

 γ(3)=
 

  
(4,2,6)  γ(4)=

 

 
(4,4,0) 

 

Ιςχύει ότι 

 γ(1)=γ(4)=( 
 

 
, 
 

 
,0)=Ρ1΄ 

 γ(2)=( 
 

 
, 
 

 
,0)=Ρ2΄ 

                      γ(3)=( 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
)=Ρ3΄ 

και ςύμφωνα με τον παραπϊνω αλγόριθμο μια θετικό βϊςη { b1,b2,b3+ του FU(X) 

δύνεται από τη ςχϋςη: 

  (b1,b2,b3)Σ=Α-1(y1,y2,y3)Σ 

 

Όπου Α εύναι ο μxμ πύνακασ του οπούου η n-ιοςτό ςτόλη εύναι το 

διϊνυςμα  Ρn΄, για κϊθε n=1,2,3. 

Οπότε βρύςκουμε ότι η μια θετικό βϊςη του FU(X) εύναι η b1=(4,0,0,8), 

b2=(0,6,0,0), b3=(0,0,12,0).  
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Παρϊδειγμα 3.7.2: Έςτω Φ υπόχωροσ του ℝ7 που παρϊγεται από τα παρακϊτω 

τρύα γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα του ℝ7  

x1=(1,1,1,1,1,1,1)   x2=(1,2,-3,0,0,0,-1)       x3=(0,0,0,2,-1,4,0) 

Τποθϋτουμε τώρα ότι ο χώροσ εξϊςκηςησ U παρϊγεται από το ςταθερό, χωρύσ 

κύνδυνο διϊνυςμα 1 του ℝ7. Προφανώσ το διϊνυςμα (1,1,1,1,1,1,1) εύναι ςτοιχεύο 

του Φ. Σότε ϋνα βαςικό ςύνολο διανυςμϊτων τησ αγορϊσ Φ εύναι ϋνα μεγιςτικό 

υποςύνολο γραμμικώσ ανεξϊρτητων διανυςμϊτων του ςυνόλου 

    ={x1,x2
+,x2

-,x3
+,x3

-} όπου 

x2
+=(1,2,0,0,0,0,0),  x2

-=(0,0,3,0,0,0,1),   x3
+=(0,0,0,2,0,4,0),   x3

-=(0,0,0,0,1,0,0). 

 

Ένα τϋτοιο ςύνολο εύναι το * y1=x1, y2=x2
+, y3= x2

-,y4= x3
+, y5= x3

- } και η 

βαςικό ςυνϊρτηςη των yi, i=1,2,. . ,5 εύναι 

    β=
 

 
(y1,y2, y3, y4, y5) 

όπου    y=y1+y2+y3+y4+y5=(2,3,4,3,2,5,2) 

Άρα   β(1)=
 

 
(1,1,0,0,0)=Ρ1 β(2)=

 

 
(1,2,0,0,0)=Ρ2 

 β(3)=
 

 
(1,0,3,0,0)=Ρ3 β(4)=

 

 
(1,0,0,2,0)=Ρ4 

 β(5)=
 

 
(1,0,0,0,1)=Ρ5 β(6)=

 

 
(1,0,0,4,0)=Ρ6 

 β(7)=
 

 
(1,0,1,0,0)=Ρ7 

Άρα το ςύνολο τιμών τησ β εύναι R(β)=*Ρ1,Ρ2,Ρ3,Ρ4,Ρ5,Ρ6,Ρ7+. Άρα επειδό  

βριςκόμαςτε ςτη περύπτωςη όπου μ>r αφού 7>5. Παρατηρούμε ότι τα 

διανύςματα *Ρ1,Ρ2,Ρ3,Ρ4,Ρ5+ εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα. ΢ύμφωνα με τον 

αλγόριθμο ϋχουμε ότι Ι6={6+ και y6=(0,0,0,0,0,5,0) και Ι7=*7+ και 

y7=(0,0,0,0,0,0,2). 

Άρα η πλόρωςη FU(X) του Φ εύναι ο υπόχωροσ του ℝ7 που παρϊγεται από τα 

διανύςματα  y1, y2,y3,y4, y5,y6, y7. 

΢ύμφωνα με το βόμα (d) η βαςικό ςυνϊρτηςη γ των y1, y2,y3,y4, y5,y6, y7 εύναι 

    γ=
 

 
(y1,y2, y3,y4, y5,y6, y7) 

όπου    y=y1+y2+y3+y4+y5+y6+y7==(2,3,4,3,2,9,3) 

Άρα   γ(1)=
 

 
(1,1,0,0,0,0,0)=Ρ1 γ(2)=

 

 
(1,2,0,0,0,0,0)=Ρ2 
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 γ(3)=
 

 
(1,0,3,0,0,0,0)=Ρ3 γ(4)=

 

 
(1,0,0,2,0,0,0)=Ρ4 

 γ(5)=
 

 
(1,0,0,0,1,0,0)=Ρ5 γ(6)=

 

 
(1,0,0,4,0,5,0)=Ρ6 

 γ(7)=
 

 
(1,0,1,0,0,0,2)=Ρ7 

Σα Ρi, i=1,2, . .,7 εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα και R(γ)=* Ρ1,Ρ2,Ρ3,Ρ4,Ρ5,Ρ6,Ρ7} 

οπότε cardR(γ)=7=dimX. Από θεώρημα 3.5.3 η πλόρωςη του Φ θα εύναι 

FU(X)=ℝ7. 

Παρϊδειγμα 3.7.3: Έςτω ότι ο χώροσ αποδόςεων εύναι ο ℝ10 και ότι οι 

αποδόςεισ των πρωταρχικών χρεογρϊφων εύναι τα ακόλουθα διανύςματα του 

ℝ10: 

x1=(0,2,0,1,6,2,6,1,2,0)        x2=(3,2,3,3,3,0,3,3,0,3), 

x3=(2,4,2,3,1,0,1,3,0,2)        x4=(5,2,5,3,0,8,0,3,8,5). 

Τποθϋτουμε ότι το διϊνυςμα εξϊςκηςησ u εύναι ϋνα ςτοιχεύο του Φ. Για 

παρϊδειγμα μπορούμε να υποθϋςουμε ότι το u εύναι το ςταθερό διϊνυςμα 

1=
 

  
(x1+x2+x3+x4). ΢τη περύπτωςη αυτό, η πλόρωςη μϋςω δικαιωμϊτων FU(X) 

εύναι ανεξϊρτητη από την επιλογό του u. Αφού τα πρωταρχικϊ χρεόγραφα 

ϋχουν θετικϋσ αποδόςεισ και u Φ, ϋνα βαςικό ςύνολο τησ αγορϊσ Φ εύναι το 

ςύνολο διανυςμϊτων *y1=x1, y2=x2, y3=x3, y4=x4} και η βαςικό ςυνϊρτηςη των 

yi, i=1,2,3,4 εύναι 

    β=
 

 
(y1,y2, y3, y4) 

όπου    y=y1+y2+y3+y4=10(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 

Άρα   β(1)=β(3)=β(10)=
 

  
(0,3,2,5)=Ρ1  

 β(2)=
 

  
(2,2,4,2)=Ρ2 

 β(4)=β(8)=
 

  
(1,3,3,3)=Ρ3 

 β(5)=β(7)=
 

  
(6,3,1,0)=Ρ4 

 β(6)=β(9)=
 

  
(2,0,0,8)=Ρ5 

Επομϋνωσ το ςύνολο τιμών τησ β εύναι R(β)=*Ρ1,Ρ2,Ρ3,Ρ4,Ρ5+ και ϊρα η πλόρωςη 

μϋςω δικαιωμϊτων του Φ, FU(X), εύναι ϋνασ 5-διϊςτατοσ υπόχωροσ του ℝ10. Για 

να προςδιορύςουμε την πλόρωςη αρκεύ να προςδιορύςουμε μια θετικό τησ βϊςη. 

Για αυτό παρατηρούμε ότι τα τϋςςερα πρώτα διανύςματα εύναι γραμμικώσ 

ανεξϊρτητα και ςύμφωνα με τον αλγόριθμο για τον προςδιοριςμό τησ 
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πλόρωςησ παρατηρούμε ότι β(6)=β(9)=Ρ5 και επομϋνωσ Ι5=*6,9+. Επειδό 

y=10(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) θεωρούμε το διϊνυςμα: 

y5=(0,0,0,0,0,10,0,0,10,0). 

Η πλόρωςη μϋςω δικαιωμϊτων FU(X) τησ αγορϊσ Φ εύναι ο υπόχωροσ του ℝ10 

που παρϊγεται από το ςύνολο διανυςμϊτων y1, y2,y3,y4, y5. Η βαςικό ςυνϊρτηςη 

των διανυςμϊτων yi δύνεται από τη ςχϋςη:  

γ=
 

 
(y1,y2, y3,y4, y5) 

όπου    y=y1+y2+y3+y4+y5 

Άρα   γ(1)=γ(3)=γ(10)=
 

  
(0,3,2,5,0)=Ρ1΄  

 γ(2)=
 

  
(2,2,4,2,0)=Ρ2΄ 

 γ(4)=γ(8)=
 

  
(1,3,3,3,0)=Ρ3΄  

 γ(5)=γ(7)=
 

  
(6,3,1,0,0)=Ρ4΄  

 γ(6)=γ(9)=
 

  
(2,0,0,8,10)=Ρ5΄  

 

και ςύμφωνα με τον παραπϊνω αλγόριθμο μια θετικό βϊςη { b1,b2,b3,b4,b5+ του 

FU(X) δύνεται από τη ςχϋςη: 

  (b1,b2,b3,b4,b5)Σ=Α-1(y1,y2,y3,y4, y5)Σ 

 

Όπου Α εύναι ο μxμ πύνακασ του οπούου η n-ιοςτό ςτόλη εύναι το 

διϊνυςμα  Ρn΄, για κϊθε n=1,2,3,4,5. Έπειτα από υπολογιςμούσ ϋχουμε: 

 

b1=(10,0,10,0,0,0,0,0,0,10),  b2=(0,10,0,0,0,0,0,0,0,0) 

b3=(0,0,0,10,0,0,0,10,0,0),    b4=(0,0,0,0,10,0,10,0,0,0) 

b5=(0,0,0,0,0,20,0,0,20,0). 

Παύρνοντασ θετικϊ πολλαπλϊςια των bi ϋχουμε:  

 

b1΄=(1,0,1,0,0,0,0,0,0,10),  b2΄=(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0) 

b3΄=(0,0,0,1,0,0,0,1,0,0),    b4΄=(0,0,0,0,1,0,1,0,0,0) 

b5΄=(0,0,0,0,0,1,0,0,1,0). 
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Παρϊδειγμα 3.7.4: Θεωρούμε μια ςτοχαςτικό οικονομύα με 10 καταςτϊςεισ και 

χρονικό ορύζοντα Σ=*0,1,2,3+. Σο ςύνολο των διαμερύςεων τησ πληροφορύασ 

εύναι :    

δ=*Δ0,Δ1,Δ2,Δ3} 

όπου Δ0={S}, Δ1=**1,2,3,4,5,6+,*7,8,9,10++, Δ2={{1,2},{3,4},{5,6},{7},{8},{9,10}}, 

Δ3={{1},{2},{3},{4},{5},{6},{7},{8},{9},{10}}. 

Επιπλϋον θεωρούμε μια αγορϊ χρεογρϊφων παραγόμενη από δύο πρωταρχικϊ 

χρεόγραφα x1,x2 με αποδόςεισ:  

    xi=(xi
0,xi

1,xi
2,xi

3), i=1,2 

και      xi
t ℝ+

10, t=0,1,2,3 

΢ύμφωνα με το ςύνηθεσ μοντϋλο αγορών χρεογρϊφων πολλών περιόδων ϋχουμε 

ότι οι αποδόςεισ xi
t, t=0,1,2,3 i=1,2 , εύναι ςταθερϋσ ςτα ςτοιχεύα τησ διαμϋριςησ 

Δt. Σα διανύςματα αποδόςεων για τα δύο ςυμβόλαια εύναι: 

x1
0=

 

 
(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1), x1

1=(
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
), x1

2=(0,0,1,1,1,1,1,1,0,0), 

x1
3=(0,0,1,1,1,1,1,1,0,0), x2

0=
 

 
 ( 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),  x2

1=(
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
), 

x2
2=(1,1,0,0,0,0,0,0,1,1),  x2

3=(1,1,0,0,0,0,0,0,1,1),   

Για κϊθε διαθϋςιμο ςτην αγορϊ χρεόγραφο θεωρούμε το αντύςτοιχο Ευρωπαώκό 

δικαύωμα καθοριςμϋνησ περιόδου τ=1 του οπούου η ημερομηνύα εξϊςκηςησ 

εύναι t=3. Σότε οι αποδόςεισ των χρεογρϊφων x1
3,x2

3 τη χρονικό περύοδο Σ=3 

εύναι τα υποκεύμενα χρεόγραφα των δικαιωμϊτων και κϊθε υποκεύμενο 

χρεόγραφο ανόκει ςτον υπόχωρο Φ=, x1
3,x2

3- του ℝ10. 

΢υγκεκριμϋνα οι αποδόςεισ των δικαιωμϊτων καθοριςμϋνησ περιόδου τα=1 που 

εγγρϊφονται ςτα x1
3,x2

3 εύναι 

    =( x1
3,1)=( x1

3- x1
1)+=(0,0, 

 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
, 
 

 
,0,0) 

    =( x2
3,1)=( x2

3- x2
1)+=( 

 

 
, 
 

 
,0,0,0,0,0,0, 

 

 
,  
 

 
) 

Παρατηρούμε ότι για κϊθε υποκεύμενο χρεόγραφο το οπούο εύναι διαθϋςιμο 

ςτην αγορϊ, δηλαδό για κϊθε θ1x1
3+θ2x2

3, όπου (θ1,θ2) ℝ2, το διϊνυςμα 

εξϊςκηςησ για το αντύςτοιχο δικαύωμα καθοριςμϋνησ περιόδου τ=1 εύναι 

u=θ1x1
1+θ2x2

1, δηλαδό η απόδοςη του κατϊ τη περύοδο τ=1. Για κϊθε 

χαρτοφυλϊκιο θ, το διϊνυςμα εξϊςκηςησ του αντύςτοιχου δικαιώματοσ 

καθοριςμϋνησ περιόδου τ=1 ανόκει ςτον υπόχωρο U=[u1,u2], όπου 

u1=(1,1,1,1,1,1,0,0,0,0), u2=(0,0,0,0,0,0,1,1,1,1).  
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Έτςι η πλόρωςη του Φ μϋςω δικαιωμϊτων καθοριςμϋνησ περιόδου τ=1 εύναι ο 

υποςύνδεςμοσ FU(X) του ℝ10. Για να προςδιορύςουμε μια θετικό βϊςη του FU(X), 

προςδιορύζουμε ϋνα βαςικό ςύνολο διανυςμϊτων τησ αγορϊσ Φ ωσ προσ U. Αφού 

ιςχύει ότι u2= x1
3+ x2

3-u1, το βαςικό ςύνολο εύναι {y1= x1
3,y2= x2

3,y3= u1} και η 

βαςικό του ςυνϊρτηςη 

β=
 

 
(y1,y2, y3) 

όπου    y=y1+y2+y3 

Άρα   β(1)=β(2)= (0,
 

 
, 
 

 
)=Ρ1  

 β(3)=β(4)=β(5)=β(6)=( 
 

 
,0, 

 

 
)=Ρ2  

 β(7)=β(8)=(1,0,0)= Ρ3  

 β(9)=β(10)=(0,1,0)= Ρ4. 

Δηλαδό dim FU(X)=4. Σα διανύςματα Ρ1,Ρ2,Ρ3 εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητα και 

ιςχύει ότι Ρ4=2Ρ1-2Ρ2+Ρ3. ΢ύμφωνα με τον αλγόριθμο προςδιοριςμού τησ 

πλόρωςησ λαμβϊνουμε το διϊνυςμα  

y4=(0,0,0,0,0,0,0,0,1,1) 

και προςδιορύζουμε τη βαςικό ςυνϊρτηςη γ των yi, i=1,2,3,4. Έτςι παύρνουμε: 

 γ(1)=γ(2)= (0,
 

 
, 
 

 
,0)=Ρ1΄  

 γ(3)=γ(4)=γ(5)=γ(6)= ( 
 

 
,0, 

 

 
,0)=Ρ2΄ 

 γ(7)=γ(8)=(1,0,0,0)= Ρ3΄ 

 γ(9)=γ(10)=(0, 
 

 
,0, 

 

 
)= Ρ4΄. 

και ςύμφωνα με τον παραπϊνω αλγόριθμο μια θετικό βϊςη { b1,b2,b3,b4+ του 

FU(X) δύνεται από τη ςχϋςη: 

  (b1,b2,b3,b4)Σ=Α-1(y1,y2,y3,y4)Σ 

 

Όπου Α εύναι ο μxμ πύνακασ του οπούου η n-ιοςτό ςτόλη εύναι το διϊνυςμα  Ρn΄, 

για κϊθε n=1,2,3,4,5. Έπειτα από υπολογιςμούσ ϋχουμε: 

b1=(1,1,0,0,0,0,0,0,0,0),  b2=(0,0,1,1,1,1,0,0,0,0) 

    b3=(0,0,0,0,0,0,1,1,0,0),  b4=(0,0,0,0,0,0,0,0,1,1) 

       ⧠ 
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3.8 Τπολογιςτικό Μϋθοδοσ 

Ο υπολογιςμόσ των θετικών βϊςεων και ο καθοριςμόσ των διανυςματικών 

υποςυνδϋςμων απαιτεύ πολύπλοκουσ μαθηματικούσ υπολογιςμούσ. ΢την 

παρούςα διπλωματικό μελϋτη για την εύρεςη θετικών βϊςεων και 

υποςυνδϋςμων ενόσ διανυςματικού χώρου ςτο πλαύςιο τησ πλόρωςησ μιασ 

αγορϊσ μϋςω δικαιωμϊτων, ϋχει δοθεύ αλγόριθμοσ για το λογιςμικό πρόγραμμα 

Matlab . ΢την εργαςύα των V.N. Katsikis, I.A. Polyrakis (2010) παρϋχονται οι 

απαραύτητεσ ςυναρτόςεισ.  

Φρηςιμοποιώντασ το Matlab, θα επιλύςουμε το παρϊδειγμα 16 του Polyrakis 

(1999). Έτςι ϋχουμε: 

Παρϊδειγμα 3.8.1: Τποθϋτουμε ότι ο χώροσ αποδόςεων εύναι οℝ12 και ότι  Φ 

εύναι ο υπόχωροσαποδόςεων τησ αγορϊσ που παρϊγεται από τα πρωταρχικϊ 

χρεόγραφα: 

x1=(1,2,2,-1,1,-2,-1,-3,0,0,0,0), x2=(0,2,0,0,1,2,0,3,-1,-1,-1,-2),  

x3=(1,2,2,0,1,0,0,0,-1,-1,-1,-2). 

Τποθϋτουμε ότι ο υπόχωροσ εξϊςκηςησ U παρϊγεται από το διϊνυςμα 

u=(1,2,2,1,1,2,1,3,-1,-1,-1,-2). 

Εφαρμόζοντασ τη ςυνϊρτηςη basikosinolo(), που δϋχεται ωσ παρϊμετρο τον 

πύνακα Α όπου οι γραμμϋσ του Α εύναι τα διανύςματα xi,i=1,2,3 και u μασ 

παρϋχει το βαςικό ςύνολο W τησ αγορϊσ του οπούου οι ςτόλεσ εύναι γραμμικώσ 

ανεξϊρτητα βαςικϊ διανύςματα. 

A = 

     1     2     2    -1     1    -2    -1    -3     0     0     0     0 
     0     2     0     0     1     2     0     3    -1    -1    -1    -2 
     1     2     2     0     1     0     0     0    -1    -1    -1    -2 
     1     2     2     1     1     2     1     3    -1    -1    -1    -2 

>> W=basikosinolo(A) 

W = 

     1     0     1     0 
     2     2     2     0 
     2     0     2     0 
     0     0     1     0 
     1     1     1     0 
     0     2     2     0 
     0     0     1     0 
     0     3     3     0 
     0     0     0     1 
     0     0     0     1 
     0     0     0     1 
     0     0     0     2 
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Εφαρμόζοντασ τώρα τη ςυνϊρτηςη SUBlati() που δϋχεται ωσ παρϊμετρο ϋνα 

πύνακα από θετικϊ, γραμμικώσ ανεξϊρτητα διανύςματα, W, ϋχουμε: 

>> [VectorSublattice,Positivebasis]=SUBlati(W) 

VectorSublattice = 
     1     2     2     0     1     0     0     0     0     0     0     0 
     0     2     0     0     1     2     0     3     0     0     0     0 
     1     2     2     1     1     2     1     3     0     0     0     0 
     0     0     0     0     0     0     0     0     1     1     1     2 
     2     0     4     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
Positivebasis = 
     0     0     0     0     0     0     0     0     1     1     1     2 
     0     0     0     1     0     0     1     0     0     0     0     0 
     0     0     0     0     0     4     0     6     0     0     0     0 
     4     0     8     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
     0     6     0     0     3     0     0     0     0     0     0     0 

 

Άρα μια θετικό βϊςη του FU(X) εύναι η : 

b1=(0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,2), b2=(0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0), 

b3=(0,0,0,0,0,4,0,6,0,0,0,0), b4=(4,0,8,0,0,0,0,0,0,0,0,0), 

b5=(0,6,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0). 

Άρα τα αποτελϋςματα μασ ςυμπύπτουν. 
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Κεφϊλαιο 4: EFFICIENT FUNDS (Αποτελεςματικϊ Ομόλογα) 

4.1 ΕΙ΢ΑΓΩΓΗ 

Η  θεωρύα των Efficient Funds εύναι η θεωρύα που υποςτηρύζει ότι οι πραγματικϋσ 

αγορϋσ κεφαλαύου, οι οπούεσ εύναι καλϊ οργανωμϋνεσ, όπωσ το NYSE, εύναι 

αποτελεςματικϋσ. Έτςι οι επενδυτϋσ που επενδύουν ςε μια αποτελεςματικό αγορϊ και 

αγορϊζουν π.χ. μετοχϋσ, τισ αγορϊζουν ςε τιμό που αντιπροςωπεύει την πραγματικό 

τουσ αξύα. Με ϊλλα λόγια η Καθαρό Παρούςα Αξύα (NPV) τησ επϋνδυςησ αυτόσ εύναι 

μηδϋν. Η αποτελεςματικότητα των αγορών οφεύλεται ςτον ανταγωνιςμό των 

επενδυτών που προςπαθούν να ανακαλύψουν υποτιμημϋνεσ μετοχϋσ και καθώσ οι 

πληροφορύεσ που ςυγκεντρώνονται γύνονται ςυνεχώσ λιγότερεσ, η αγορϊ μετατρϋπεται 

γρόγορα ςε αποτελεςματικό αγορϊ. 

Ο προςδιοριςμόσ του ςυνόλου των αποτελεςματικών ομολόγων (efficient 

funds) εύναι ϋνα ςημαντικό πρόβλημα που ϋχει μελετηθεύ ςε πλόθοσ εργαςιών. 

΢τισ εργαςύεσ αυτϋσ αναφϋρονται διϊφοροι τύποι αποτελεςματικών ομολόγων 

και δύνονται διϊφορα κριτόρια για το πότε μια ενδεχόμενη απόδοςη εύναι 

αποτελεςματικό ομόλογο. ΢τη παρϊγραφο αυτό υποθϋτουμε ότι ο υπόχωροσ 

των διανυςμϊτων εξϊςκηςησ εύναι μονοδιϊςτατοσ και παρϊγεται από το 

διϊνυςμα u και χρηςιμοποιούμε τη θετικό βϊςη του Fu(X) για τον προςδιοριςμό 

των αποτελεςματικών ομολόγων. 

Οριςμόσ 4.1.1: Έςτω x  Fu(X). Aν (x-au)+>0 και (x-au)->0 τότε το δικαύωμα 

αγορϊσ cu(x,a) ονομϊζεται μη τετριμμϋνο (nontrivial). ΢ε αυτό τη περύπτωςη και 

το δικαύωμα πώληςησ  pu(x,a)  εύναι μη τετριμμϋνο. 

Οριςμόσ 4.1.2: Σο διϊνυςμα e   Fu(X) εύναι ϋνα Fu(X)- αποτελεςματικό ομόλογο, 

αν ο γραμμικόσ υπόχωροσ του ℝm ο οπούοσ παρϊγεται από τα μη τετριμμϋνα 

δικαιώματα αγορϊσ και πώληςησ που εγγρϊφονται ςτο e εύναι η πλόρωςη Fu(X) 

τησ αγορϊσ Φ ωσ προσ το διϊνυςμα εξϊςκηςησ u. 

Έςτω ότι  * b1,b2,. ..,bμ+ εύναι μια θετικό βϊςη τησ πλόρωςησ μϋςω δικαιωμϊτων 

Fu(X) του Φ και ότι 

    u=      
 
    

εύναι το ανϊπτυγμα του u ωσ προσ τη βϊςη * b1,b2,. ..,bμ+ και υποθϋτουμε ότι 

   > 0 για κϊθε n. 

Θεώρημα 4.1.1: Τποθϋτουμε ότι * b1,b2,. ..,bμ} εύναι μια θετικό βϊςη τησ 

πλόρωςησ μϋςω δικαιωμϊτων Fu(X) του Φ, u=      
 
    και υποθϋτουμε ότι 

   > 0 για κϊθε n. Σότε το διϊνυςμα e=      
 
      Fu(X) εύναι ϋνα (X)- 

αποτελεςματικό ομόλογο αν και μόνο αν 
  

  
≠
  

  
 για κϊθε i≠j. 
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Από το παραπϊνω θεώρημα προκύπτει ότι ϋνα ςτοιχεύο x   Fu(X) δεν εύναι 

Fu(X)-αποτελεςματικό ομόλογο αν και μόνο αν το x ανόκει ςε κϊποιον από τουσ 

ακόλουθουσ 
 (   )

 
 υπόχωρουσ του Fu(X) που ορύζονται από τισ εξιςώςεισ 

  

  
=
  

  
 , 
  

  
=
  

  
, . . ., 

    

    
=
  

  
 

Οι παραπϊνω υπόχωροι ονομϊζονται μη αποτελεςματικού υπόχωροι του Fu(X). 

΢αν παρϊδειγμα  αναφϋρουμε ότι ο μη αποτελεςματικόσ υπόχωροσ που 

αντιςτοιχεύ ςτην εξύςωςη 
  

  
=
  

  
 εύναι ο ακόλουθοσ υπόχωροσ 

{x=      
 
      Fu(X): 

  

  
=
  

  
} 

Φρηςιμοποιώντασ το παραπϊνω θεώρημα μπορούμε εύκολα να προςδιορύςουμε 

τα αποτελεςματικϊ ομόλογα και τουσ μη αποτελεςματικούσ υπόχωρουσ. 

Παρϊδειγμα 4.1.1: Θεωρούμε την αγορϊ χρεογρϊφων ςτο παρϊδειγμα 3.7.3 

ςτην οπούα ϋχουμε υποθϋςει ότι το u εύναι ςτοιχεύο του Φ και τα διανύςματα τησ 

θετικόσ βϊςησ του Fu(X) εύναι τα 

b1=(1,0,1,0,0,0,0,0,0,1),   b2=(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0),   b3=(0,0,0,1,0,0,0,1,0,0) 

b4=(0,0,0,0,1,0,1,0,0,0),   b5=(0,0,0,0,01,0,0,1,0). 

΢ημειώνουμε ότι ο υπόχωροσ Fu(X) εύναι ανεξϊρτητοσ από το u ςτην περύπτωςη 

που το u εύναι ςτοιχεύο του Φ. Έςτω ότι το u εύναι ςτοιχεύο του Φ και 

u=(23,16,23,19,13,26,13,19,26,23) και u=23 b1+16 b2+19 b3 +13 b4 +26 b5, 

εύναι το ανϊπτυγμα του u ωσ προσ τη θετικό βϊςη του Fu(X). Παρατηρούμε ότι 

λ1=23, λ2=16, λ3=19, λ4=13, λ5=26 και ϋςτω οι πραγματικού αριθμού 

κ1=5λ1=115,κ2=4λ2=64,κ3=3λ3=57,κ4=2λ4=26,κ5=λ5=26. Σότε το διϊνυςμα 

e=115 b1+64 b2+57 b3 +26 b4 +26 b5 εύναι ϋνα Fu(X)-αποτελεςματικό ομόλογο 

διότι 
  

  
≠
  

  
 για κϊθε i≠j. Παρατηρούμε ακόμα ότι υπϊρχουν 10 μη 

αποτελεςματικού υπόχωροι του Fu(X) που δύνονται από τισ εξιςώςεισ που εύδαμε 

πριν. Για παρϊδειγμα ο υπόχωροσ 
  

  
=
  

  
 εύναι ο ακόλουθοσ υπόχωροσ 

{x=      
 
      Fu(X):κ1b1+

  

  
 κ2b2+ κ3b3+ κ4b4+ κ5b5,κι ℝ}. 

Πρόταςη 4.1.1: Κϊθε μη αποτελεςματικόσ υπόχωροσ του Fu(X) εύναι ϋνασ 

γνόςιοσ υποςύνδεςμοσ του Fu(X). 

4.2 Η κλαςικό περύπτωςη 

΢τη παρϊγραφο αυτό υποθϋτουμε ότι οι αποδόςεισ των πρωταρχικών 

χρεογρϊφων x1,x2, . . .,xn εύναι θετικϊ διανύςματα και ότι το διϊνυςμα εξϊςκηςησ 

u εύναι το ςταθερό διϊνυςμα 1=(1,1,. . .,1) του ℝm. Με F1(X) ςυμβολύζουμε την 
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πλόρωςη μϋςω δικαιωμϊτων του Φ ωσ προσ τον υπόχωρο εξϊςκηςησ που 

παρϊγεται από το διϊνυςμα 1. Σο ςύνολο *y1,y2, . . .,yr} εύναι ϋνα βαςικό ςύνολο 

διανυςμϊτων τησ αγορϊσ και ιςχύει ότι r=n και xi=yi  για κϊθε i=1, . . ,n αν το 

1 X. Επύςησ ιςχύει ότι r=n+1 και xi=yi  για κϊθε i=1, . . ,n και yn+1=1, αν το 1 δεν 

ανόκει ςτον Φ. 

Πρόταςη4.2.1: Η πλόρωςη μϋςω δικαιωμϊτων F1(X) του Φ ϋχει θετικό βϊςη        

{b1,b2,. ..,bμ} με supp(bi)⋂supp(bj)=Ø για κϊθε i≠j και bi(j)=1, για κϊθε 

j supp(bi). 

Απόδειξη: Από τη πρόταςη 3.4.1 ϋχουμε ότι η F1(X) ϋχει θετικό βϊςη b1,b2,. ..,bμ} 

με supp(bi)⋂supp(bj)=Ø για κϊθε i≠j. Αφού το 1 εύναι ςτοιχεύο τησ πλόρωςησ 

F1(X) θα ϋχουμε ότι 1=      
 
   , ϊρα για κϊθε j  supp(bi) ϋχουμε ότι 

1(j)=      (j), επομϋνωσ   (j)=
 

   
 για κϊθε j supp(bi). Άρα το ςύνολο      

{bi΄=     , i=1,2,. . .,μ+, εύναι μια θετικό βϊςη του F1(X) με bi΄(j)=1 για κϊθε 

j supp(bi΄). Άρα * bi΄+ εύναι η επιθυμητό βϊςη του F1(X). 

          ⧠ 

 

Οριςμόσ 4.2.1: Αν *b1,b2,. ..,bμ+ εύναι μια θετικό βϊςη του F1(X) όπωσ ςτη 

παραπϊνω πρόταςη τότε η βϊςη *b1,b2,. ..,bμ+ εύναι μια διαμϋριςη τησ μονϊδασ 

και ονομϊζεται ϋτςι γιατύ  

    1=   
 
    

Εύναι το ανϊπτυγμα του 1 ωσ προσ τη βϊςη *b1,b2,. ..,bμ+ και 

supp(bi)⋂supp(bj)=Ø, για κϊθε i≠j. 

Θεώρημα 4.2.1: Έςτω *b1,b2,. ..,bμ+ μια θετικό βϊςη του F1(X) η οπούα εύναι η 

διαμϋριςη τησ μονϊδασ. Σότε το διϊνυςμα 

    e=      
 
    

του υπόχωρου F1(X) του ℝm εύναι ϋνα F1(X)-αποτελεςματικό ομόλογο. 

Κατϊ το Ross το ςχετικό θεώρημα εύναι 

Θεώρημα 4.2.2: Αν ϋνα ςτοιχεύο e Φ εύναι ϋνα αποτελεςματικό ομόλογο, τότε η 

πλόρωςη μϋςω δικαιωμϊτων του Φ ωσ προσ το διϊνυςμα 1 εύναι ο ℝm. 

΢την εργαςύα του Κ.John ορύζεται η ϋννοια του μεγιςτικϊ αποτελεςματικού 

ομολόγου (maximally efficient fund portfolio) ωσ εξόσ: Αν Α εύναι ο πύνακασ με 

ςτόλεσ τα xi τότε το θετικό ςτοιχεύο e Φ εύναι ϋνα μεγιςτικϊ αποτελεςματικό 

ομόλογο αν e(i)≠e(j) για κϊθε i,j τϋτοια ώςτε A(i)≠A(j) όπου Α(k) εύναι το 

διϊνυςμα τησ k-γραμμόσ του Α. ΢την ύδια εργαςύα ο Κ.John παρατηρεύ ότι ο 



73 
 

υπόχωροσ που παρϊγεται από τα δικαιώματα αγορϊσ που εγγρϊφονται ςε ϋνα 

μεγιςτικϊ αποτελεςματικό ομόλογο e εύναι η πλόρωςη του Φ και επομϋνωσ 

ςύμφωνα με τι κεφϊλαιο αυτό αν το e εύναι μεγιςτικϊ αποτελεςματικό ομόλογο 

τότε το e εύναι ϋνα F1(X)-αποτελεςματικό ομόλογο. 

Θεώρημα 4.2.3: Ένα ςτοιχεύο e  F1(X) εύναι ϋνα μεγιςτικϊ αποτελεςματικό  

ομόλογο αν και μόνο αν το e εύναι ϋνα F1(X)-αποτελεςματικό ομόλογο. 

Παρϊδειγμα 4.2.1: Τποθϋτουμε ότι ο χώροσ των αποδόςεων εύναι ο ℝ4. 

 x1=(1,1,2,3), x2=(4,0,2,0) 

εύναι τα πρωταρχικϊ χρεόγραφα και ϋςτω το διϊνυςμα εξϊςκηςησ εύναι το 

ςταθερό διϊνυςμα u=1. Σότε ο υπόχωροσ που παρϊγεται από αυτϊ εύναι ο 

Φ=,x1,x2] και παρατηρούμε ότι 1∉Φ. Ακόμα παρατηρούμε ότι το ςύνολο 

{y1=x1,y2=x2,y3=1} εύναι ϋνα ςύνολο βαςικών διανυςμϊτων και 

y=y1+y2+y3=(6,2,5,4).  

Η βαςικό ςυνϊρτηςη των yi εύναι  

β=
 

 
(y1,y2, y3,) 

ϊρα 

β(1)=
 

 
(1,4,1)=Ρ1              β(2)= 

 

 
(1,0,1)=Ρ2 

β(3)= 
 

 
(2,2,1)=Ρ3               β(4)= 

 

 
(3,0,1)=Ρ4 

Αφού το ςύνολο τιμών τησ β, R(β)=*Ρ1,Ρ2,Ρ3,Ρ4} τότε F1(X)= ℝ4. Μια θετικό 

βϊςη τησ πλόρωςησ επομϋνωσ, εύναι η ςυνόθησ βϊςη του ℝ4 {e1,e2,e3,e4}. Από το 

προηγούμενο θεώρημα ιςχύει ότι το 

x=      
 
   =(κ1,κ2,κ3,κ4)  ℝ4 

δεν εύναι F1(X)-αποτελεςματικό ομόλογο αν και μόνο αν ανόκει ςε κϊποιον από 

τουσ ακόλουθουσ υπόχωρουσ του ℝ4: κ1=κ2,κ1=κ3,κ1=κ4,κ2=κ4,κ2=κ3,κ3=κ4. 

Επομϋνωσ η απόδοςη ενόσ χαρτοφυλακύου (a,b) δεν δύνει ϋνα μεγιςτικϊ 

αποτελεςματικό ομόλογο αν και μόνο αν η απόδοςη του ανόκει ςε κϊποιον από 

αυτούσ τουσ υπόχωρουσ. 
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Παράρτημα 

Η ςυνάρτθςθ SUBlati 

function [Sublattice,Positivebasis] = SUBlati(B) 
%SUBlat(B) provides the vector sublattice generated by 
%a given finite collection of positive, linearly 
%independent vectors of R?n 
%B denotes the matrix whose columns are the given vectors 
[N,M] = size(B); 
Id = eye(N); 
for i = 1:N, 
if norm(B(i,:),1)~=0 
Test(i,:) = 1/norm(B(i,:),1)*B(i,:); 
end 
end 
Matrix = Test; 
[BB,m,n] = unique(Matrix,'rows'); 
Index = 1:N; 
S = rref(BB'); 
[I,J] = find(S); 
Linearindep = accumarray(I,J,[rank(BB),1],@min)'; 
mm = length(m); 
nn = length(n); 
Index1 = 1 : mm; 
Index2 = setdiff(Index1,Linearindep); 
YY = sum(B,2)'; 
TTT = setdiff(Index,m(Linearindep)); 
KK = Id(TTT,:); 
TT = YY(1,TTT)'; 
T = diag(TT)*KK; 
K = zeros(N); 
K(TTT,:) = T; 
Vec = zeros(mm-M,N); 
if mm < nn, 

  
for i = 1:length(Index2), 
DD = strmatch(Index2(i),n,'exact')' ; 
R = length(DD); 
if R >= 2, 
Vector = sum(K(DD,:)); 
else 
Vector = K(DD,:); 
end 
Vec(i,:) = Vector; 
end 
[a,b] = find(Vec); 
Vectors = Vec(unique(a),:); 
Sublattice = [B';Vectors]; 
Positivebasis = SUBlatSUB1(Sublattice'); 
else 
KKK = unique(K,'rows'); 
[II,JJ] = find(KKK); 
Vectors = KKK(unique(II),:); 
Sublattice = [B';Vectors]; 
Positivebasis = SUBlatSUB1(Sublattice'); 
end 
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Η ςυνάρτθςθ basikosinolo 

function [ W] = basikosinolo( X ) 
%UNTITLED Summary of this function goes here 
%   Detailed explanation goes here 

  
XX = [max(X,zeros(size(X)));max(-X,zeros(size(X)))]; 
S = rref(XX'); 
[I,J] = find(S); 
Linearindep = accumarray(I,J,[rank(XX),1],@min)'; 
W = XX(Linearindep,:)'; 
end 
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