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Περίληψη

Ο σκοπός της παρούσας διδακτορικής διατριβής είναι η εφαρμογή τεχνικών της
Περιγραφικής Θεωρίας Συνόλων σε θεωρήματα επιλογής για συνολοσυναρτήσεις.
Με βασικό εργαλείο τις αναδρομικές κατασκευές πάνω σε δέντρα: 1) παρουσιάζουμε
μια εννιαία μέθοδο απόδειξης θεωρημάτων συνεχούς επιλογής, μετρήσιμης επιλογής
και επιλογής για υπερχώρους, 2) επεκτείνουμε το θεώρημα επιλογής συμπαγών τι-
μών τουMichael, προκειμένου να μελετήσουμε τον χώρο των συμπαγών υποσυνόλων
με την κάτω Vietoris τοπολογία, 3) γενικεύουμε το πιο γνωστό θεώρημα επιλογής
του Michael. Επιπλέον, δείχνουμε ότι αυτή η γενίκευση μπορεί να εξειδικευτεί σε
ένα θεώρημα σύγχρονης επιλογής και σε ένα θεώρημα επέκτασης τύπου Dugundji.
Τέλος, συνδυάζοντας το θεώρημα σύγχρονης επιλογής μαζί με γνωστές τεχνικές, γε-
νικεύουμε τα κλασικά θεωρήματα ισομορφισμού του Milutin και του Etcheberry για
χώρους συνεχών διανυσματικών συναρτήσεων εφοδιασμένους με διάφορες τοπολο-
γίες.
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Abstract

The aim of this dissertation is the application of methods of Descriptive SetTheory
in selection theorems for multivalued maps. By means of recursive constructions on
trees: 1) we introduce a unified approach for proving continuous and measurable
selection theorems, as well as a selection theorem for hyperspaces, 2) we extend
Michael’s compact-valued selection theorem, in order to study the hyperspace of
compact subsets equippedwith the lower Vietoris topology, 3) we generalizeMichael’s
convex-valued selection theorem.Moreover, we show that this generalization can give
as special cases a simultaneous selection theorem and a Dugundji extension theorem.
Finally, by combining known methods and a simultaneous selection theorem, we
generalize Milutin’s and Etcheberry’s classical isomorphism theorems for spaces of
continuous vector-valued functions equipped with various topologies.
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Πρόλογος

ΜΙΑ ΤΡΥΠΑ ΣΤΟ ΜΕΛΛΟΝ
Σε λίγο καιρό,
αυτό το θαυμάσιο γέλιο
θα γίνει η ελπίδα να σου ξαναπώ
πως ό,τι μεταμορφώνεται σε ύπαρξη,
με ύψιλον κεφαλαίο,
δίνει στους επόμενους τη σιγουριά
πως κάτι υπήρχε πριν από τον θάνατο
εξίσου δυνατό με τη ζωή.

Ο λαιμός του δήμιου
Αντρέας Τσιάκος

Το θέμα της παρούσης διδακτορικής διατριβής είναι η εφαρμογή τεχνικών της
Περιγραφικής Θεωρίας Συνόλων σε θεωρήματα επιλογής για συνολοσυναρτήσεις.
Η έρευνά μου ξεκίνησε μελετώντας το θεώρημα σύγχρονης επιλογής [3, Theorem
1.1], η διατύπωση του οποίου έχει ως εξής:

ΈστωX παρασυμπαγής k-space, Y πλήρης μετρικός,E πλήρης (κάθε δίκτυο Cauchy
συγκλίνει) τοπικά κυρτός χώρος και Φ : X → 2Y κάτω ημισυνεχής. Τότε υπάρχει γραμ-
μικός τελεστής S : C(Y,E) → C(X,E) τέτοιος ώστε:

(i) S(f) ∈ conv[f(Φ(x))].

(ii) Ο S είναι συνεχής ως προς την ομοιόμορφη (uniform) και ως προς την ομοιόμορφη
στα συμπαγή (compact-open) τοπολογία.

Το [3,Theorem 1.1] βασίζεται σε ιδέες που προέρχονται από τη μελέτη των «regular
averaging» τελεστών και των εφαρμογών τους στην ισομορφική θεωρία των χώρων
Banach, όπως αναπτύχθηκαν από τους Milutin [31], Pelczyński [32], Etcheberry [10],
Ditor [7, 8], Haydon [12, 13] και Αργυρό και Αρβανιτάκη [2].

Με αφετηρία τις τεχνικές που προέκυψαν από τη μελέτη του [3] και με άξονες
τα κλασικά θεωρήματα επιλογής του Michael (βλ. [25, 26, 27]) μελετώ διάφορα προ-
βλήματα που σχετίζονται με θεωρήματα επιλογής για συνολοσυναρτήσεις (selection
theorems for multivalued maps) τύπου Michael, με τοπολογικές ιδιότητες του χώ-
ρου των συμπαγών υποσυνόλων (hyperspace of compact subsets), με θεωρήματα επέ-
κτασης συνεχών συναρτήσεων (extension theorems for continuous functions) τύπου

7



Dugundji και, τέλος, με κλασικά θεωρήματα ισομορφισμού χώρων συνεχών συναρ-
τήσεων (isomorphism theorems for spaces of continuous functions).

Πιο συγκεκριμένα, στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζω μια εννιαία μέθοδο απόδει-
ξης κλασικών θεωρημάτων επιλογής, μεταξύ αυτών το zero-dimensional τουMichael
[26], το θεώρημα επιλογής των Kuratowski και Ryll-Nardzewski [17] για μετρήσιμες
συνολοσυναρτήσεις, καθώς και το θεώρημα επιλογής για υπερχώρους, που αποδεί-
χθηκε ανεξάρτητα από τους Engelking, Heath, Michael [11] και τον Choban [6], και
το οποίο απετέλεσε λύση στο λεγόμενο «hyperspace selection problem».

Ένα από τα κλασικά θέματα στην τοπολογία όσον αφορά τη μελέτη του χώρου
των συμπαγών υποσυνόλων K(X) είναι ο προσδιορισμός της κλάσης στην οποία
ανήκει ο K(X), δεδομένου ότι ο X ανήκει σε μια συγκεκριμένη κλάση, και αντί-
στροφα (βλ. Michael [24] και Keesling [16]). Στο δεύτερο κεφάλαιο μελετώ τονK(X)
με την κάτω Vietoris τοπολογία τ−V . Υπενθυμίζω ότι αυτή η τοπολογία χρησιμοποιεί-
ται στον ορισμό των κάτω ημισυνεχών συνολοσυναρτήσεων, οι οποίες παίζουν κα-
θοριστικό ρόλο στα θεωρήματα επιλογής του Michael (βλ. [25]). Το βασικό αποτέλε-
σμα του κεφαλαίου είναι ότι αν ο X είναι παρασυμπαγής, τότε ο (K(X), τ−V ) είναι
μετασυμπαγής (metacompact). Για να το αποδείξω, πρώτα γενικεύω το θεώρημα επι-
λογής συμπαγών τιμών του Michael ([27, Theorem 1.1]) για συνολοσυναρτήσεις με
πεδίο ορισμού τον (K(X), τ−V ).

Σύμφωνα με το πιο γνωστό θεώρημα επιλογής του Michael (βλ. [25, 30]), αν οX
είναι παρασυμπαγής, ο Y χώρος Banach και Φ : X → 2Y κάτω ημισυνεχής, τότε
υπάρχει συνεχής ϕ : X → Y τέτοια ώστε ϕ(x) ∈ conv[Φ(x)] για κάθε x ∈ X . Ο
Michael [25] παρατήρησε ότι αυτό το θεώρημα παραμένει αληθές στην περίπτωση
που ο Y είναι χώρος Fréchet, αλλά δεν ισχύει εν γένει όταν ο Y δεν είναι μετρικοποι-
ήσιμος. Παρ’ όλα αυτά, καταβάλλοντας σημαντική προσπάθεια, κατάφερε στο [29]
(βλ. επίσης [30] και [28,Theorem 1.2]) να αποδείξει το αντίστοιχο αποτέλεσμα για Y
πλήρως μετρικοποιήσιμο υποσύνολο (με τη σχετική τοπολογία) ενός τοπικά κυρτού
χώρουE στον οποίο η κλειστή κυρτή θήκη κάθε συμπαγούς υποσυνόλου τουE είναι
συμπαγές. Στο τρίτο κεφάλαιο δίνω μια στοιχειώδη απόδειξη για την εξής γενίκευση:
αν ο X είναι παρασυμπαγής, ο Y πλήρως μετρικοποιήσιμος, η Φ : X → 2Y κάτω
ημισυνεχής, οE τοπικά κυρτός τέτοιος ώστε η κλειστή κυρτή θήκη κάθε συμπαγούς
υποσυνόλου του E είναι συμπαγές και η f : Y → E συνεχής, τότε υπάρχει συνε-
χής ϕ : X → E τέτοια ώστε ϕ(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε x ∈ X . Υπενθυμίζω
ότι η κλάση των τοπικά κυρτών χώρων στους οποίους η κλειστή κυρτή θήκη κάθε
συμπαγούς υποσυνόλου είναι συμπαγές περιέχει τους πλήρεις (κάθε Cauchy δίκτυο
συγκλίνει) τοπικά κυρτούς χώρους, καθώς και τους χώρους Banach με την ασθενή
(Θεώρημα Krein-Šmulian) ή την ασθενή* τοπολογία (Θεώρημα Alaoglu). Υπενθυμί-
ζουμε επίσης ότι κάθε χώρος Fréchet, και άρα κάθε χώρος Banach με τη norm τοπο-
λογία, είναι πλήρης τοπικά κυρτός χώρος.

Στο τέταρτο κεφάλαιο δείχνω ότι η παραπάνω γενίκευση του θεωρήματος επι-
λογής του Michael δίνει ως ειδικές περιπτώσεις μια πιο γενική εκδοχή του θεωρή-
ματος σύγχρονης επιλογής [3, Theorem 1.1], καθώς και ένα θεώρημα επέκτασης τύ-
που Dugundji. Αυτό έχει ενδιαφέρον για δύο λόγους. Πρώτον, είναι γνωστό από τον
Michael [25] ότι μεμονωμένες συνεχείς επεκτάσεις συνεχών συναρτήσεων μπορούν
να προκύψουν ως ειδικές περιπτώσεις θεωρημάτων συνεχούς επιλογής. Δεύτερον,
είναι γνωστό από τον Αρβανιτάκη [3] ότι συναρτήσεις συνεχούς επιλογής και τε-
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λεστές επέκτασης τύπου Dugundji μπορούν να προκύψουν ως ειδικές περιπτώσεις
του [3, Theorem 1.1]. Στη δική μας περίπτωση ένα θεώρημα συνεχούς επιλογής δίνει
ως ειδικές περιπτώσεις τόσο τελεστές σύγχρονης επιλογής όσο και τελεστές επέ-
κτασης τύπου Dugundji. Να σημειώσω ότι το ανάλογο του Θεωρήματος Επέκτασης
Dugundji για μεγαλύτερες ή διαφορερικές κλάσεις απ’ αυτή των μετρικοποιήσιμων
χώρων μελετήθηκε στα [1, 5, 4, 15, 18, 14, 33]. Εν τέλει, όμως, δεν ισχύει αυτούσιο
στην κλάση των παρασυμπαγών (βλ. [1, 9, 14]). Εντούτοις, οι Lutzer και Martin [18]
έδειξαν ότι υπάρχει γραμμικός τελεστής επέκτασης S : C(A) → C(X) τέτοιος ώστε
S(f)(X) ⊆ conv[f(A)], δοθέντος ότι τοA είναι κλειστό μετρικοποιήσιμοGδ υποσύ-
νολο ενός collectionwise normal χώρουX · αυτή η περίπτωση βεβαίως περιλαμβάνει
τους παρασυμπαγείς χώρους X . Στο τέταρτο κέφαλαιο δίνω ένα απλό παράδειγμα
που υποδεικνύει ότι το θεώρημα επέκτασης τύπου Dugundji που προέκυψε αποτελεί
μια διαφορετική μερική λύση απ’ αυτή των Lutzer και Martin [18].

Στο πέμπτο και τελευταίο κεφάλαιο, χρησιμοποιώντας ουσιαστικά την ιδέα του
Αρβανιτάκη [3] ότι ένας τελεστής σύγχρονης επιλογής μπορεί να γίνει είτε avegaging
είτε extension τελεστής υπό την έννοια του Pelczyński [32] και συνδυάζοντας τις τε-
χνικές του Pelczyński [32] και του Etcheberry [10], γενικεύω τα κλασικά θεωρήματα
ισομορφισμού του Milutin [31] και του Etcheberry [10] για χώρους συνεχών συναρ-
τήσεων με τιμές σε τοπικά κυρτό χώρο και για διάφορες τοπολογίες.

Κάθε κεφάλαιο της διατριβής περιέχει ξεχωριστή εκτενή εισαγωγή, ενότητα με
τα προαπαιτούμενα και τον συμβολισμό, καθώς και βιβλιογραφία, έτσι ώστε να είναι
αυτόνομο απ’ τα υπόλοιπα και να μπορεί να διαβαστεί επιλεκτικά. Έγινε σημαντική
προσπάθεια να μεταφραστούν όλοι οι μαθηματικοί όροι από την αγγλική γλώσσα,
πλην ελαχίστων εξαιρέσεων. Τέλος, τα αποτελέσματα της διατριβής αυτής βρίσκο-
νται σε ένα δημοσιευμένο (βλ. [19]) και τέσσερα υποβεβλημένα προς δημοσίευση
άρθρα (βλ. [20, 21, 22, 23]).
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Κεφάλαιο 1

Μια εννιαία μέθοδος
απόδειξης θεωρημάτων
επιλογής

1.1 Εισαγωγή
Σε αυτό το κεφάλαιο θα εστιάσουμε σε τρία κλασικά θεωρήματα επιλογής. Το

πρώτο οφείλεται στον Michael [22]:

Μηδενοδιάστατο θεώρημα επιλογής του Michael.ΈστωX παρασυμπαγήςHausdorff
χώρος με dim(X) = 0, Y πλήρως μετρικοποιήσιμος χώρος και Φ : X → 2Y \{∅} κάτω
ημισυνεχής συνολοσυνάρτηση, όπου το Φ(x) είναι κλειστό υποσύνολο του Y για κάθε
x ∈ X . Τότε υπάρχει συνεχής ϕ : X → Y τέτοια, ώστε ϕ(x) ∈ Φ(x) για κάθε x ∈ X .

Το δεύτερο θεώρημα ανήκει στους Kuratowski και Ryll-Nardzewski [17], και μπο-
ρούμε να το σκεφτόμαστε σαν τη μετρήσιμη εκδοχή (μετρήσιμη συνολοσυνάρτηση
αντί κάτω ημισυνεχούς) του μηδενοδιάστατου θεωρήματος επιλογής του Michael:

Θεώρημα μετρήσιμης επιλογής των Kuratowski–Ryll-Nardzewski.Έστω (X,Σ) με-
τρήσιμος χώρος, Y Πολωνικός χώρος και Φ : X → 2Y \ {∅} συνολοσυνάρτηση τέτοια,
ώστε {x ∈ X : Φ(x)∩U ̸= ∅} να ανήκει στηΣ για κάθεU ⊆ Y ανοιχτό και τοΦ(x) να
είναι κλειστό υποσύνολο του Y για κάθε x ∈ X . Τότε υπάρχει Σ-μετρήσιμη ϕ : X → Y
τέτοια, ώστε ϕ(x) ∈ Φ(x) για κάθε x ∈ X .

Το τρίτο θεώρημα, το οποίο θα καλούμε θεώρημα επιλογής για υπερχώρους, είναι
η λύση στο λεγόμενο «hyperspace selection problem», που αποδείχθηκε ανεξάρτητα
από τους Choban [4] και Engelking, Heath, Michael [9]:

Θεώρημα επιλογής για υπερχώρους. Έστω X πλήρως μετρικοποιήσιμος χώρος με
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dim(X) = 0 και F(X) η οικογένεια όλων των κλειστών μη κενών υποσυνόλων του X
εφοδασμένη με τη Vietoris τοπολογία. Τότε υπάρχει συνεχής ϕ : F(X) → X τέτοια, ώστε
ϕ(A) ∈ A για κάθε A ∈ F(X).

Απ’ αυτό το αποτέλεσμα, όπως παρατήρησε πρώτος ο Michael [20], προκύπτει
άμεσα ένα θεώρημα επιλογής για συνεχείς συνολοσυναρτήσεις (για περισσότερες
λεπτομέρειες βλ. Υποενότητα 1.6.3).

Υπενθυμίζουμε ότι αν ηA είναι μια οικογένεια υποσυνόλων τουX , και τ μια το-
πολογία στην οικογένεια 2Y \ {∅} όλων των μη κενών υποσυνόλων του Y , τότε μια
συνολοσυνάρτηση Φ : X → 2Y \ {∅} καλείται A-μετρήσιμη, αν Φ−1(U) ∈ A για
κάθε U ⊆ Y ανοιχτό. Είναι γνωστό και εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι οι κάτω
ημισυνεχείς, οι συνεχείς και οι μετρήσιμες ως προς μια Σ-άλγεβρα συνολοσυναρτή-
σεις εντάσσονται στην κατηγορία των A-μετρήσιμων συνολοσυναρτήσεων για κά-
ποιαA οικογένεια υποσυνόλων τουX και κάποια τοπολογία τ στην 2Y \{∅}. Επομέ-
νως, μπορούμε να πούμε ότι αυτά τα τρία κλασικά θεωρήματα επιλογής καλύπτουν
τρεις βασικούς τύπους μετρήσιμων συνολοσυναρτήσεων. Σε αυτό το κεφάλαιο θα
παρουσιάσουμε μια εννιαία προσέγγιση απόδειξης αυτών των τριών θεωρημάτων, η
οποία βασίζεται σε μεθόδους της Περιγραφικής Θεωρίας Συνόλων.

Στο παρελθόν έχουν υπάρξει κι άλλες εννιαίες προσεγγίσεις: οι Maitra και Rao
[19] και ο Mägerl [18] απέδειξαν γενικά θεωρήματα που περιλαμβάνουν ως ειδικές
περιπτώσεις το μηδενοδιάστατο θεώρημα επιλογής του Michael και το θεώρημα με-
τρήσιμης επιλογής των Kuratowski–Ryll-Nardzewski. Και στις δύο εννιαίες προσεγ-
γίσεις ακολούθησαν την ίδια τεχνική με αυτή του Michael, την οποία είχαν ακολου-
θήσει παλιότερα και οι Kuratowski–Ryll-Nardzewski. Σύμφωνα με την τεχνική του
Michael η συνάρτηση επιλογής ορίζεται ως το ομοιόμορφο όριο κατάλληλης ακο-
λουθίας συναρτήσεων.

Στη δική μας προσέγγιση ακολουθούμε διαφορετική στρατηγική. Υπάρχει μια
κλασική τεχνική στην Περιγραφική Θεωρία Συνόλων, με την οποία εμφυτεύει κανείς
έναν συμπαγή μετρικοποιήσιμο μηδενοδιάστατο χώρο στον χώρο του Cantor {0, 1}ω
ή έναν Πολωνικό μηδενοδιάστατο χώρο στον χώρο του Baire ωω (βλ. [16, thm. 7.4
και 7.7]). Ο Αρβανιτάκης [3], συνδυάζοντας στοιχεία αυτής της τεχνικής με ιδέες που
προέκυψαν από τη μελέτη των regular averaging και regular extension τελεστών (βλ.
[2], [6], [7], [13] και [14]), απέδειξε ένα θεώρημα σύγχρονης επιλογής, το οποίο μπο-
ρεί να ενταχθεί στο πλαίσιο των θεωρημάτων επιλογής για συνολοσυναρτήσεις με
κυρτές τιμές (βλ. επίσης [28] και [30]). Σε αυτό το κεφάλαιο, χρησιμοποιώντας την
ορολογία καθώς και ιδέες της Περιγραφικής Θεωρίας Συνόλων (Kechris [16]), προ-
σαρμόζουμε την τεχνική του Αρβανιτάκη [3] προκειμένου να παρέχουμε μια εννιαία
μέθοδο κατασκευής συνεχών και μετρήσιμων συναρτήσεων επιλογής.

Ας δούμε συνοπτικά τη μέθοδο κατασκευής. Θα απλοποιήσουμε το πρόβλημα
υποθέτοντας ότι ο Y είναι ο χώρος του Cantor {0, 1}ω . Έστω {Vt : t ∈ {0, 1}<ω} η
συνήθης βάση από ανοιχτά-κλειστά για την τοπολογία του {0, 1}ω . Υπάρχουν δύο
γνωστές, χρήσιμες ιδιότητες που αφορούν τη δομή της {Vt : t ∈ {0, 1}<ω}. Η πρώτη
είναι ότι

V∅ = Y και Vt = ∪{Vs : s αμέσως επόμενο του t} για κάθε t ∈ {0, 1}<ω.
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Η δεύτερη είναι ότι για κάθε b ∈ {0, 1}ω ισχύει ότι

∩n∈ωVb|n = {b} και η {Vb|n : n ∈ ω} είναι βάση περιοχών του b.

Ας υποθέσουμε ότι το X είναι ένα μη κενό σύνολο, η Σ μια οικογένεια υποσυνόλων
του X και η Φ : X → 2Y \ {∅} μια συνολοσυνάρτηση τέτοια, ώστε {x ∈ X :
Φ(x) ∩ U ̸= ∅} ∈ Σ για κάθε U ⊆ Y ανοιχτό και το Φ(x) είναι κλειστό υποσύνολο
του Y για κάθε x ∈ X . Αν θέσουμε

Ut = {x ∈ X : Φ(x) ∩ Vt ̸= ∅},

είναι εύκολο να δούμε ότι Ut ∈ Σ για κάθε t ∈ {0, 1}<ω και, επιπλέον, ότι

U∅ = X και Ut = ∪{Us : s αμέσως επόμενο του t} για κάθε t ∈ {0, 1}<ω.

Στη μέθοδό μας η κατασκευή μίας Σ-μετρήσιμης επιλογής (μιας συνάρτησης ϕ :
X → Y τέτοιας, ώστεϕ(x) ∈ Φ(x) για κάθεx ∈ X καιϕ−1(V ) ∈ Σ για κάθεV ⊆ Y
ανοιχτό) βασίζεται στη δυνατότητα να ορίσουμε μια οικογένεια {Gt : t ∈ {0, 1}<ω}
τέτοια, ώστε για κάθε t:

(i) Gt ∈ Σ,

(ii) G∅ = X και {Gs : s αμέσως επόμενο του t} κάλυμμα του Gt από ξένα ανά
δύο,

(iii) Gt ⊆ Ut.

Αν μπορούμε να ορίσουμε μια τέτοια οικογένεια, τότε η ιδιότητα (ii) εξασφαλίζει
ότι για κάθε x ∈ X υπάρχει μοναδικό bx ∈ {0, 1}ω για το οποίο ισχύει ότι x ∈
∩n∈ωGbx|n. Τότε, η ϕ : X → Y που ορίζεται ως {ϕ(x)} = ∩n∈ωVbx|n = {bx}
είναι μια συνάρτηση επιλογής για τη Φ (ϕ(x) ∈ Φ(x) για κάθε x ∈ X), διότι λόγω
της ιδιότητας (iii) ισχύει ότι Φ(x) ∩ Vbx|n ̸= ∅ για κάθε n ∈ ω. Επιπλέον, αν η Σ
είναι κλειστή στις αριθμήσιμες ενώσεις, τότε επειδή η {Vb|n : n ∈ ω} είναι μια βάση
περιοχών του b για κάθε b ∈ {0, 1}ω , η ϕ είναι Σ-μετρήσιμη.

Θα παρουσιάσουμε αυτή τη μέθοδο σε μια γενική μορφή στο Θεώρημα 1.4.2, με
το οποίο, στη συνέχεια, θα δώσουμε νέες αποδείξεις για το μηδενοδιάστατο θεώρημα
επιλογής του Michael (Υποενότητα 1.6.1) και το θεώρημα μετρήσιμης επιλογής των
Kuratowski–Ryll-Nardzewski (Υποενότητα 1.6.2). Παράλληλα με αυτές τις αποδεί-
ξεις, θα δώσουμε νέους χαρακτηρισμούς ύπαρξης συνεχούς και μετρήσιμης, αντί-
στοιχα, συνάρτησης επιλογής. Τέλος, θα χρησιμοποιήσουμε την κεντρική ιδέα του
Θεωρήματος 1.4.2 για να δώσουμε μια στοιχειώδη απόδειξη του θεωρήματος επιλο-
γής για υπερχώρους (Υποενότητα 1.6.3).

1.2 Προαπαιτούμενα και συμβολισμός

1.2.1 Λίγη τοπολογική ορολογία

Ξεκινάμε με την τοπολογική ορολογία που θα ακολουθήσουμε· βιβλία αναφοράς
είναι τα [8] και [29]. Έστω X τοπολογικός χώρος A ⊆ X . Η κλειστότητα του A
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στονX συμβολίζεται με A ή clX(A), ενώ το εσωτερικό του A στονX συμβολίζεται
με intX(A).

Έστω {Wi}i∈I ένα κάλυμμα του X . Λέμε ότι η οικογένεια {Gi}i∈I είναι ακρι-
βής εκλέπτυνση (precise refinement) του {Wi}i∈I (ή οτι το {Wi}i∈I έχει μια ακριβή
εκλέπτυνση {Gi}i∈I ), αν η {Gi}i∈I είναι ένα κάλυμμα τουX καιGi ⊆Wi για κάθε
i ∈ I · η {Gi}i∈I λέμε ότι είναι ξένη, ακριβής εκλέπτυνση του {Wi}i∈I , αν, επιπλέον,
η {Gi}i∈I απαρτίζεται από ξένα ανά δύο στοιχεία.

Ένας χώρος X είναι μηδενοδιάστατος (zero-dimensional), αν υπάρχει μια βάση
από ανοιχτά-κλειστά για την τοπολογία του· το dim(X) = 0 αφορά τη διάσταση
κάλυψης (covering dimension) ενός φυσιολογικού (normal) χώρου.

1.2.2 Συνολοσυναρτήσεις

Σε αυτή την υποενότητα θα καθορίσουμε το συμβολισμό και την ορολογία για
τις συνολοσυναρτήσεις· βιβλία αναφοράς είναι τα [1], [5], [15] και [26].

ΈστωX , Y μη κενά σύνολα. Με 2Y (αντίστοιχα 2Y \{∅}) συμβολίζουμε την οικο-
γένεια των υποσυνόλων (αντίστοιχα μη κενών υποσυνόλων) του Y . Μια συνάρτηση
Φ : X → 2Y \{∅} καλείται συνολοσυνάρτηση (multifunction, multivalued function,
maltivalued mapping).

Αν ο Y είναι τοπολογικός χώρος, θα συμβολίζουμε με F(Y ) την οικογένεια των
κλειστών, μη κενών υποσυνόλων του Y και με K(Y ) την οικογένεια των συμπαγών,
μη κενών υποσυνόλων του Y . Μια συνολοσυνάρτηση Φ : X → F(Y ) καλείται
κλειστών τιμών· αν έχουμε K(Y ) στη θέση του F(Y ), τότε η συνολοσυνάρτηση
καλείται συμπαγών τιμών.

Μία ϕ : X → Y καλείται συνάρτηση επιλογής (ή επιλογή) για τη Φ, αν ϕ(x) ∈
Φ(x) για κάθε x ∈ X . Στην περίπτωση που υπάρχει μια τέτοια ϕ, λέμε επίσης ότι η
Φ δέχεται συνάρτηση επιλογής (ή επιλογή).

ΈστωW ένα υποσύνολο του Y . Η κάτω αντίστροφη εικόνα (lower inverse image)
τουW μέσω της Φ ορίζεται ως

Φ−(W ) = {x ∈ X : Φ(x) ∩W ̸= ∅},

ενώ η άνω αντίστροφη εικόνα (upper inverse image) τουW μέσω της Φ ορίζεται ως

Φ+(W ) = {x ∈ X : Φ(x) ⊆W}.

Αν οι X και Y είναι τοπολογικοί χώροι, τότε η Φ καλείται κάτω ημισυνεχής
(lower semicontinuous), και χρησιμοποιούμε την αγγλική συντομογραφία «lsc», αν
το Φ−(U) είναι ανοιχτό στονX για κάθε U ⊆ Y ανοιχτό. Αντίστοιχα, η Φ καλείται
άνω ημισυνεχής (upper semicontinuous), και χρησιμοποιούμε την αγγλική συντομο-
γραφία «usc», αν το Φ+(U) είναι ανοιχτό στον X για κάθε U ⊆ Y ανοιχτό, ισο-
δύναμα, αν το Φ−(F ) είναι κλειστό στον X για κάθε F ⊆ Y κλειστό. Τέλος, η Φ
καλείται συνεχής, αν είναι άνω και κάτω ημισυνεχής.

Πιο γενικά, έστω Σ ⊆ 2X . Η Φ καλείται Σ-μετρήσιμη, αν Φ−(U) ∈ Σ για κάθε
U ⊆ Y ανοιχτό. Παρόμοια, μια ϕ : X → Y καλείται Σ-μετρήσιμη, αν ϕ−1(U) ∈ Σ
για κάθε U ⊆ Y ανοιχτό. Προφανώς, οι κάτω ημισυνεχείς συνολοσυναρτήσεις και
οι συνεχείς συναρτήσεις είναι ειδικές περιπτώσεις των «μετρήσιμων» συνολοσυναρ-
τήσεων και συναρτήσεων αντίστοιχα.
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1.2.3 Δέντρα

Τα δέντρα είναι το βασικό εργαλείο της μεθόδου που θα αναπτύξουμε για την
κατασκευή συνάρτησης επιλογής. Σε αυτή την υποενότητα ακολουθούμε κυρίως το
[16] για να καθορίσουμε την απαραίτητη ορολογία.

Έστω A ένα μη κενό σύνολο. Θέτουμε A<ω = ∪n<ωA
n και A≤ω = ∪n≤ωA

n

και ακολουθούμε τη σύμβαση A0 = {∅}. Ορίζουμε μερική διάταξη ⊑ στο A≤ω

ως εξής: t ⊑ s αν και μόνο αν υπάρχει n ≤ ω τέτοιο ώστε t = s|n, όπου s|n =
(s(0), . . . , s(n−1)) είναι ο περιορισμός της συνάρτησης sστο σύνολοn = {0, 1, . . . , n−
1}· επίσης κάνουμε τη σύμβαση s|0 = ∅ για κάθε s ∈ A≤ω . Η αντίστοιχη αυστηρή
μερική διάταξη συμβολίζεται με ⊏. Για t, s ∈ A<ω , αν t ⊑ s, τότε λέμε ότι το t είναι
προηγούμενο (predecessor) του s ή ότι το s είναι επόμενο (successor) του t. Το μήκος
του t ∈ A≤ω , που συμβολίζεται με |t|, ορίζεται ως το n ≤ ω για το οποίο t ∈ An.

Έστω T ένα μη κενό υποσύνολο του A<ω . Λέμε ότι το T είναι δέντρο (στο A
ύψους ω), αν είναι κλειστό προς τα πίσω ως προς τη σχέση ⊑. Επειδή ένα δέντρο
T είναι εξ ορισμού μη κενό, υπάρχει t ∈ A<ω για το οποίο προφανώς ισχύει ∅ ⊑ t,
επομένως ∅ ∈ T . Άρα, σε αυτό το πλαίσιο, το T είναι πάντα ριζωμένο δέντρο (rooted
tree). Επιπλέον, λέμε ότι το T ′ είναι υποδέντρο του T , αν T ′ ⊆ T και το T ′ είναι
δέντρο.

Για n ≤ ω το n-επίπεδο του T ορίζεται ως Tn = {t ∈ T : |t| = n}. Το ύψος του
T , που συμβολίζεται με ht(T ), ορίζεται ως ο ελάχιστος διατακτικός n ≤ ω για τον
οποίο ισχύει ότι Tn = ∅.

Για κάθε t ∈ T το σύνολο των αμέσως επόμενων του t ορίζεται ως

succ(t) = {s ∈ T : t ⊏ s και |s| = |t|+ 1}.

Αν ο k είναι ένας πληθάριθμος, λέμε ότι το T είναι k-διακλάδωσης αν ο πληθάριθμος
του succ(t), που συμβολίζεται με |succ(t)|, είναι αυστηρά μικρότερος από k για κάθε
t ∈ T · ένα ℵ1-διακλάδωσης δέντρο καλείται αριθμήσιμης διακλάδωσης· ένα ℵ0-
διακλάδωσης δέντρο καλείται πεπερασμένης διακλάδωσης.

Λέμε ότι το T είναι κλαδεμένο (pruned), αν succ(t) ̸= ∅ για κάθε t ∈ T · είναι
εύκολο να διαπιστώσουμε ότι ένα κλαδεμένο δέντρο T έχει ύψος ω.

Τέλος, το σώμα (body) ενός κλαδεμένου δέντρου T ορίζεται ως

[T ] = {b ∈ Aω : b|n ∈ T για κάθε n ∈ ω},

το οποίο, προφανώς, είναι μη κενό.

1.2.4 Τοπολογία σε σώμα δέντρου

Ολοκληρώνοντας τα προαπαιτούμενα του κεφαλαίου, θα υπενθυμίσουμε σύντομα
τη συνήθη τοπολογία που θεωρούμε σε σώμα κλαδεμένου δέντρου.

Πρώτα απ’ όλα, αν το T είναι ένα κλαδεμένο δέντρο στο A, για κάθε t ∈ T
ορίζουμε

Vt = {b ∈ [T ] : t ⊏ b}.

Θεωρούμε ότι το A είναι εφοδιασμένο με τη διακριτή τοπολογία και το Aω με την
τοπολογία γινόμενο. Το [T ] κληρονομεί τη σχετική τοπολογία που επάγεται από τον
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Aω , και η οικογένεια {Vt : t ∈ T} είναι μια βάση για τον [T ] από ανοιχτά-κλειστά
υποσύνολα.

Προφανώς, ο [T ] είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος· ο [T ] είναι Πολωνικός χώρος
στην περίπτωση που το T είναι αριθμήσιμης διακλάδωσης. Είναι εύκολο να ελέγξει
κανείς ότι dim([T ]) = 0 (και επομένως ο [T ] είναι μηδενοδιάστατος). Επιπλέον, είναι
γνωστό ότι ένα μη κενό F ⊆ Aω είναι κλειστό, αν, και μόνο αν, υπάρχει κλαδεμένο
δέντρο T στο A τέτοιο ώστε F = [T ]· ένα μη κενό K ⊆ Aω είναι συμπαγές, αν,
και μόνο αν, υπάρχει πεπερασμένης διακλάδωσης κλαδεμένο δέντρο T στοA τέτοιο
ώστε K = [T ]. Για περισσότερες λεπτομέρειες παραπέμπουμε στο [16, chap. I-2 και
I-4].

1.3 Σχήμα δέντρου
Έχοντας κατά νου τις έννοιες του σχήματος Cantor (Cantor scheme) και του σχή-

ματος Lusin (Lusin scheme) της Περιγραφικής Θεωρίας Συνόλων (βλ. [16, def. 6.1 και
7.5]), δίνουμε τους παρακάτω ορισμούς:

Ορισμός 1.3.1. Ένα σχήμα δέντρου (tree scheme) σε ένα μη κενό σύνολο X είναι μια
οικογένεια (Wt)t∈T υποσυνόλων του X τέτοια, ώστε:

(i) το T είναι κλαδεμένο δέντρο,

(ii) W∅ = X καιWt = ∪{Ws : s ∈ succ(t)} για κάθε t ∈ T .

Ορισμός 1.3.2. Έστω (Wt)t∈T ένα σχήμα δέντρου στο σύνολο X .

(i) Αν Σ ⊆ 2X και (Wt)t∈T ⊆ Σ, τότε λέμε ότι το (Wt)t∈T είναι ένα Σ σχήμα
δέντρου.

Στην περίπτωση που τοX είναι τοπολογικός χώρος, θα χρησιμοποιούμε και την εξής
εναλλακτική ορολογία: αν η Σ είναι η τοπολογία τουX , τότε λέμε ότι το (Wt)t∈T

είναι ένα ανοιχτό σχήμα δέντρου· αν η Σ είναι η οικογένεια των κλειστών υποσυ-
νόλων του X , τότε λέμε ότι το (Wt)t∈T είναι ένα κλειστό σχήμα δέντρου· αν η
Σ είναι η οικογένεια των ανοιχτών-κλειστών υποσυνόλων του X , τότε λέμε ότι το
(Wt)t∈T είναι ένα ανοιχτό-κλειστό σχήμα δέντρου.

ΑνA ⊆ 2Σ και {Ws : s ∈ succ(t)} ∈ A για κάθε t ∈ T , τότε λέμε ότι το (Wt)t∈T

είναι ένα A σχήμα δέντρου. Για παράδειγμα, η A θα μπορούσε να απαρτίζεται από
όλες τις σημειακά πεπερασμένες οικογένειες ανοιχτών υποσυνόλων του X .

(ii) Το (Wt)t∈T καλείται ξένο, αν η οικογένεια {Ws : s ∈ succ(t)} απαρτίζεται από
ξένα ανά δύο στοιχεία για κάθε t ∈ T .

(iii) Το (Wt)t∈T καλείται σημειακά πεπερασμένο, αν η οικογένεια {Ws : s ∈ succ(t)}
είναι σημειακά πεπερασμένο στοWt για κάθε t ∈ T .

(iv) Λέμε ότι η οικογένεια (Gt)t∈T είναι μια ακριβής εκλέπτυνση του (Wt)t∈T (ή ότι το
(Wt)t∈T έχει ακριβή εκλέπτύνση (Gt)t∈T ), αν το (Gt)t∈T είναι ένα σχήμα δέντρου
στοX και το {Gt : |t| = n} είναι μια ακριβής εκλέπτυνση του {Wt : |t| = n} για
κάθε n ∈ ω.
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(v) Αν ο X είναι ένας τοπολογικός χώρος, τότε το (Wt)t∈T καλείται τοπικά πεπε-
ρασμένο, αν η οικογένεια {Ws : s ∈ succ(t)} είναι τοπικά πεπερασμένη στον
υπόχωροWt για κάθε t ∈ T .

Στο επόμενο λήμμα αποδεικνύουμε μερικές βασικές ιδιότητες που αφορούν τα
σχήματα δέντρου, και οι οποίες αναδεικνύουν τη βολική τους δομή· ένα σχήμα δέ-
ντρου αναλύει τον χώρο με έναν ομοιόμορφο και συνεχή τρόπο.

Λήμμα 1.3.3. Έστω (Wt)t∈T ένα σχήμα δέντρου στο σύνολο X . Ισχύουν τα επόμενα:

(i) Ws ⊆Wt για κάθε t ⊑ s.

(ii) Για κάθε x ∈ X υπάρχει bx ∈ [T ] τέτοιο, ώστε x ∈ ∩n∈ωWbx|n. Επιπλέον, αν το
(Wt)t∈T είναι ξένο, τότε το bx είναι μοναδικό.

(iii) Το {Wt : |t| = n} είναι κάλυμμα τουX για κάθε n ∈ ω. Επιπλέον, αν το (Wt)t∈T

είναι ξένο, τότε το {Wt : |t| = n} είναι ένα κάλυμμα του X από ξένα ανά δύο
στοιχεία για κάθε n ∈ ω.

(iv) Το (Wt)t∈T είναι σημειακά πεπερασμένο, αν, και μόνο αν, η {Wt : |t| = n} είναι
σημειακά πεπερασμένη στο X για κάθε n ∈ ω.

(v) Αν οX είναι ένας τοπολογικός χώρος και το (Wt)t∈T είναι κλειστό, τότε το (Wt)t∈T

είναι τοπικά πεπερασμένο, αν, και μόνο αν, η {Wt : |t| = n} είναι τοπικά πεπερα-
σμένη στον X για κάθε n ∈ ω.

Απόδειξη. (i) Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή. Προφανώς Ws ⊆ Wt για κάθε
t ⊏ s με |s| = |t|. Από τον ορισμό του σχήματος δέντρου έχουμε ότιWs ⊆Wt

για κάθε t ⊏ s με |s| = |t| + 1. Έστω ότι για n ∈ ω ισχύει ότιWs ⊆ Wt για
κάθε t ⊏ s με |s| = |t| + n. Έστω t ⊏ s με |s| = |t| + n + 1. Υπάρχει r ∈ T
τέτοιο, ώστε t ⊏ r ⊏ s, |r| = |t|+ n και |s| = |r|+ 1, συνεπώςWr ⊆ Wt και
Ws ⊆Wr , και άρα το επαγωγικό βήμα αποδείχθηκε.

(ii) Έστω x ∈ X . Θέτουμε t0x = ∅. Έστω ότι υπάρχει tnx ∈ Tn με x ∈Wtnx
. Υπάρχει

s ∈ succ(tnx) τέτοιο, ώστε x ∈ Ws. Θέτουμε tn+1
x = s. Έτσι, μπορούμε να

ορίσουμε αναδρομικά μια αύξουσα (ως προς τη σχέση ⊏) ακολουθία {tnx}n∈ω

τέτοια, ώστε |tnx | = n και x ∈ Wtnx
για κάθε n ∈ ω. Καταλήγουμε εύκολα στο

ζητούμενο ορίζοντας bx = ∪n∈ωt
n
x .

Μένει να εξετάσουμε τη μοναδικότητα του bx στην περίπτωση που το (Wt)t∈T

είναι ξένο. Έστω ότι υπάρχουν bx, b′x ∈ [T ] τέτοια, ώστε bx ̸= b′x,x ∈ ∩n∈ωWbx|n
και x ∈ ∩n∈ωWb′x|n. Υπάρχει το ελάχιστο n ∈ ω για το οποίο bx|n ̸= b′x|n,
επομένωςWbx|n ∩Wb′x|n = ∅, το οποίο είναι άτοπο.

(iii) Προκύπτει εύκολα από το (ii).

(iv) Έστω ότι το (Wt)t∈T είναι σημειακά πεπερασμένο· το αντίστροφο είναι προ-
φανές. Η απόδειξη θα γίνει επαγωγικά. Αρχικά, η {Wt : |t| = 0} είναι ση-
μειακά πεπερασμένη στο X . Έστω ότι η {Wt : |t| = n} είναι σημειακά πε-
περασμένη στο X για κάποιο n ∈ ω. Αν το x ανήκει σε άπειρα στοιχεία
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της {Wt : |t| = n + 1}, τότε θα πρέπει να υπάρχει t ∈ Tn τέτοιο, ώστε
x ∈ Wt και x ∈ Ws για άπειρα s ∈ succ(t), το οποίο είναι άτοπο. Επομένως
η {Wt : |t| = n+ 1} είναι σημειακά πεπερασμένη στο X .

(v) Έστω ότι το (Wt)t∈T είναι ένα κλειστό σχήμα δέντρου στονX . Υποθέτουμε ότι
το (Wt)t∈T είναι τοπικά πεπερασμένο· το αντίστροφο είναι προφανές. Αρχικά
η {Wt : |t| = 0} είναι τοπικά πεπερασμένη στονX . Έστω ότι η {Wt : |t| = n}
τοπικά πεπερασμένη στονX . Θα δείξουμε ότι η {Wt : |t| = n+1} είναι τοπικά
πεπερασμένη στονX . Έστω x ∈ X . Από την επαγωγική υπόθεση υπάρχει Ux,
ανοιχτή περιοχή του x, έτσι ώστε το

Tn
Ux

= {t ∈ T : Ux ∩Wt ̸= ∅ και |t| = n}

να είναι πεπερασμένο. Έστω

Tn
x = {t ∈ T : x ∈Wt και |t| = n},

το οποίο είναι πεπερασμένο ως υποσύνολο του Tn
Ux

. Παρατηρούμε ότι το

Ux \ ∪{Wt : t ∈ Tn
Ux

\ Tn
x }

είναι ανοιχτή (διότι η {Wt : t ∈ Tn
Ux

\ Tn
x } είναι πεπερασμένη οικογένεια από

κλειστά υποσύνολα) περιοχή του x που τέμνει τοWt με |t| = n, αν, και μόνο
αν, t ∈ Tn

x . Η {Ws : s ∈ succ(t)} είναι τοπικά πεπερασμένη στον υπόχωρο
Wt για κάθε t ∈ T , επομένως για κάθε t ∈ Tn

x υπάρχει ανοιχτή (ως προς τη
σχετική τοπολογία τουWt) περιοχή του Ut(x) του x, έτσι ώστε το

Tn+1
Ut(x)

∩ succ(t) = {s ∈ succ(t) : Ut(x) ∩Ws ̸= ∅}

να είναι πεπερασμένο. Επειδή το Ut(x) είναι ανοιχτό στονWt, υπάρχει ανοι-
χτή (ως προς την τοπολογία τουX) περιοχή Vt(x) του x τέτοια ώστε Ut(x) =
Vt(x) ∩Wt. Παρατηρούμε ότι το

Tn+1
Vt(x)

∩ succ(t) = {s ∈ succ(t) : Vt(x) ∩Ws ̸= ∅}

ταυτίζεται με το

Tn+1
Ut(x)

∩ succ(t) = {s ∈ succ(t) : Ut(x) ∩Ws ̸= ∅}.

Επομένως, το(
Ux \ ∪{Wt : t ∈ Tn

Ux
\ Tn

x }
)
∩ (∩{Vt(x) : t ∈ Tn

x })

είναι μια ανοιχτή (ως προς την τοπολογία του X) περιοχή του x που τέμνει
πεπερασμένα στοιχεία της {Wt : |t| = n+ 1}.

Ορισμός 1.3.4. Λέμε ότι ένα σχήμα δέντρου (Wt)t∈T σε έναν τοπολογικό χώροX είναι
πλήρες (complete), αν ικανοποιούνται τα ακόλουθα:
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(i) για κάθε b ∈ [T ] με Wb|n ̸= ∅ για κάθε n ∈ ω υπάρχει xb ∈ X τέτοιο ώστε
∩n∈ωWb|n = {xb} ,

(ii) αν {x} = ∩n∈ωWb|n, τότε η {Wb|n : n ∈ ω} είναι μια βάση περιοχών του x.

Παρατήρηση 1.3.5. Έστω (Wt)t∈T ένα πλήρες ανοιχτό σχήμα δέντρου στονX . Από το
Λήμμα 1.3.3(ii) για κάθε x ∈ X υπάρχει bx ∈ [T ] τέτοιο ώστε x ∈ ∩n∈ωWbx|n. Επειδή
το (Wt)t∈T είναι πλήρες, έχουμε ότι {x} = ∩n∈ωWbx|n. Επομένως, για κάθε x ∈ X
υπάρχει bx ∈ [T ] τέτοιο ώστε {x} = ∩n∈ωWbx|n και η {Wbx|n : n ∈ ω} είναι μια βάση
περιοχών του x.

Στην επόμενη πρόταση θα δείξουμε ότι σε έναν πλήρως μετρικοποιήσιμο χώρο
υπάρχουν πλήρη ανοιχτά σχήματα δέντρου με «καλές» ιδιότητες. Αυτό το αποτέλε-
σμα είναι κατά κάποιο τρόπο γνωστό στην Περιγραφική Θεωρία Συνόλων (βλ. για
παράδειγμα [16, thm. 6.2]), αλλά εδώ το διατυπώνουμε σε μια γενική μορφή που να
ταιριάζει με τους ορισμούς που έχουμε δώσει και να είναι βολική για τον σκοπό μας
παρακάτω. Πρώτα, όμως, ας αποδείξουμε ένα χρήσιμο λήμμα.

Λήμμα 1.3.6. Έστω Y μετρικοποιήσιμος χώρος και (Ut)t∈T ανοιχτό σχήμα δέντρου στον
Y . Τότε το (Ut)t∈T έχει μια κλειστή ακριβή εκλέπτυνση (Ft)t∈T , η οποία, με τη σειρά
της, έχει μια ανοιχτή, ακριβή εκλέπτυνση (Wt)t∈T και, επιπλέον, οι {Ft : |t| = n} και
{Wt : |t| = n} είναι τοπικά πεπερασμένες στον Y για κάθε n < ω.

Απόδειξη. Θα ορίσουμε τα ζητούμενα σχήματα δέντρου αναδρομικά. ΘέτουμεF∅ =
Y και υποθέτουμε ότι το Ft είναι κλειστό στον Y και Ft ⊆ Ut. Επειδή ο Ft είναι πα-
ρασυμπαγήςHausdorff, ως υπόχωρος μετρικού χώρου, και το {Ft∩Us : s ∈ succ(t)}
είναι ανοιχτό κάλυμμα του Ft στη σχετική τοπολογία, έχει μια τοπικά πεπερασμένη,
ανοιχτή, ακριβή εκλέπτυνση {Ds : s ∈ succ(t)} τέτοια, ώστε clFt(Ds) ⊆ Ft ∩ Us

για κάθε s ∈ succ(t). Ορίζουμε Fs = clFt(Ds), το οποίο είναι κλειστό στον Y , και
παρατηρούμε ότι

Ft = ∪{intFt
(Fs) : s ∈ succ(t)} = ∪{Fs : s ∈ succ(t)}.

Επιπλέον, επειδή η {Ds : s ∈ succ(t)} είναι τοπικά πεπερασμένη στον Ft, το ίδιο
ισχύει για τις {Fs : s ∈ succ(t)} και {intFt

(Fs) : s ∈ succ(t)}. Το αναδρομικά ορι-
σμένο σχήμα δέντρου (Ft)t∈T είναι τοπικά πεπερασμένο, κλειστό και είναι ακριβής
εκλέπτυνση του (Ut)t∈T · από το Λήμμα 1.3.3(v) προκύπτει ότι η {Ft : |t| = n} είναι
τοπικά πεπερασμένη στον Y για κάθε n < ω.

Τώρα θέτουμεW∅ = Y και υποθέτουμε ότι τοWt είναι ανοιχτό στον Y και ότι
Wt ⊆ Ft. Παρατηρούμε ότι

Wt ⊆ intX(Ft) ⊆ ∪{intFt
(Fs) : s ∈ succ(t)} και intX(Ft)∩intFt

(Fs) ⊆ intX(Fs),

συνεπώς το {Wt ∩ intX(Fs) : s ∈ succ(t)} είναι ανοιχτό κάλυμμα τουWt στη σχε-
τική τοπολογία. Ακολουθώντας τα ίδια επιχειρήματα όπως παραπάνω μπορούμε να
δείξουμε ότι υπάρχει τοπικά πεπερασμένη, ανοιχτή, ακριβής εκλέπτυνση {Ws : s ∈
succ(t)}. Επομένως, το αναδρομικά ορισμένο ανοιχτό σχήμα δέντρου (Wt)t∈T είναι
ακριβής εκλέπτυνση του (Ft)t∈T , και άρα η {Wt : |t| = n} είναι τοπικά πεπερα-
σμένη στον Y για κάθε n < ω.
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Πρόταση 1.3.7. Έστω Y ένας πλήρως μετρικοποιήσιμος χώρος.

(i) Υπάρχει ένα πλήρες, ανοιχτό σχήμα δέντρου (Wt)t∈T στον Y τέτοιο, ώστε η {Wt :
|t| = n} να είναι τοπικά πεπερασμένη στον Y για κάθε n < ω.

(ii) Αν ο Y είναι διαχωρίσιμος, τότε υπάρχει η δυνατότητα ώστε το T στο (i) να είναι
αριθμήσιμης διακλάδωσης.

(iii) Αν dim(Y ) = 0, τότε υπάρχει πλήρες, ανοιχτό-κλειστό, ξένο σχήμα δέντρου (Wt)t∈T

στον Y .

Απόδειξη. (i) Πρώτα θα καταστευάσουμε ένα πλήρες, ανοιχτό σχήμα δέντρου στον
Y . Έστω d πλήρης, φραγμένη, συμβατή μετρική στον Y και {Ui : i ∈ I} μια
βάση για την τοπολογία του Y που απαρτίζεται από μη κενά σύνολα. Για κάθε
i ∈ I ορίζουμε

I(i) = {j ∈ I : Uj ⊆ Ui και diamd(Uj) ≤
1

2
diamd(Ui)}

και παρατηρούμε ότι Ui = ∪j∈I(i)Uj = ∪j∈I(i)Uj . Ορίζουμε το κλαδεμένο
δέντρο T ⊆ I<ω ως εξής:

t = (i1, . . . , in) ∈ T ⇔ ik+1 ∈ I(ik) ∀k ∈ {1, . . . , n−1} και diamd(Ui1) ≤
1

2
diamd(Y ).

Θέτουμε U∅ = Y και Ut = Uin για κάθε t = (i1, . . . , in) ∈ T . Θα δεί-
ξουμε ότι το (Ut)t∈T είναι ένα πλήρες, ανοιχτό σχήμα δέντρου στον Y . Έστω
t = (i1, . . . , in) ∈ T . Αν s ∈ succ(t), τότε, σύμφωνα με τον ορισμό του T ,
υπάρχει in+1 ∈ I(in) έτσι ώστε s = t⌢in+1 = (i1, . . . , in, in+1), απ’ το οποίο
συνεπάγεται ότι Us = Uin+1 ⊆ Uin = Ut. Συνεπώς

∪{Us : s ∈ succ(t)} ⊆ Ut (1).

Απ’ την άλλη πλευρά, έστω y ∈ Ut, όπου t = (i1, . . . , in) ∈ T . Υπάρχει ε > 0
έτσι ώστε 2ε < 1

2diamd(Uin) και Bd(y, ε) ⊆ Ut = Uin . Επειδή η {Ui : i ∈ I}
είναι βάση, υπάρχει j ∈ I έτσι ώστε y ∈ Uj ⊆ Bd(y, ε). Συνεπώς, Uj ⊆ Uin

και diamd(Uj) ≤ 2ε < 1
2diamd(Uin), και άρα j ∈ I(in). Οπότε ισχύει ότι

y ∈ Us, όπου s = (i1, . . . , in, j) ∈ succ(t), επομένως

Ut ⊆ ∪{Us : s ∈ succ(t)} (2).

Από τις (1) και (2) έχουμε

Ut = ∪{Us : s ∈ succ(t)} for all t ∈ T.

Άρα, το (Ut)t∈T είναι ένα ανοιχτό σχήμα δέντρου. Μένει να δείξουμε ότι το
(Ut)t∈T είναι πλήρες. Έστω b ∈ [T ]. Παρατηρούμε ότι∩n∈ωUb|n = ∩n∈ωUb|n,
καθώς και ότι η {Ub|n : n ∈ ω} είναι μια φθίνουσα ακολουθία από μη κενά,
κλειστά υποσύνολα με συρρικνούμενη διάμετρο, συνεπώς, επειδή η d είναι
πλήρης, υπάρχει yb ∈ Y τέτοιο, ώστε ∩n∈ωUb|n = {yb}. Τέλος, η {Ub|n : n ∈
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ω} είναι μια βάση περιοχών του yb, αφού, όπως παρατηρήσαμε παραπάνω,
diam(Ub|n) → 0.
Τώρα, από το Λήμμα 1.3.6, το (Ut)t∈T έχει μια ανοιχτή, ακριβή εκλέπτυνση
(Wt)t∈T τέτοια, ώστε η {Wt : |t| = n} να είναι τοπικά πεπερασμένη στον Y
για κάθε n < ω. Είναι εύκολο να δούμε ότι το (Wt)t∈T είναι επίσης πλήρες.

(ii) Αν ο Y είναι διαχωρίσιμος, τότε μπορούμε να επιλέξουμε τη βάση {Ui : i ∈
I}, στην απόδειξη του (i), να είναι αριθμήσιμη, και άρα το T στο (i) να είναι
αριθμήσιμης διακλάδωσης.

(iii) Από το (i) υπάρχει ένα πλήρες, ανοιχτό σχήμα δέντρου (Wt)t∈T στον Y τέτοιο,
ώστε η {Wt : |t| = n} να είναι τοπικά πεπερασμένη στον Y για κάθε n < ω.
Θα ορίσουμε αναδρομικά μια ανοιχτή-κλειστή, ξένη, ακριβή εκλέπτυνση του
(Wt)t∈T . Θέτουμε G∅ = X . Έστω Gt ⊆ Wt ανοιχτό-κλειστό. Παρατηρούμε
ότιGt = ∪s∈succ(t)(Gt∩Ws). Επειδή οGt είναι φυσιολογικός με dim(Gt) = 0
και η {Gt ∩Ws : s ∈ succ(t)} είναι τοπικά πεπερασμένη στον Gt, υπάρχει
ανοιχτή-κλειστή, ακριβής εκλέπτυνση {Us : s ∈ succ(t)}. Θεωρούμε μια αυ-
στηρή καλή διάταξη< στο succ(t) και ορίζουμεGs = Us \∪s′<sUs′ , το οποίο
είναι ανοιχτό-κλειστό εφόσον η {Us : s ∈ succ(t)} είναι τοπικά πεπερασμένη
στον Gt. Επομένως, το αναδρομικά ορισμένο (Gt)t∈T είναι ανοιχτό-κλειστό,
ξένο σχήμα δέντρου, και είναι εύκολο να δούμε ότι, ως ακριβής εκλέπτυνση
του (Wt)t∈T , είναι επίσης πλήρες.

1.4 Ένα γενικό θεώρημα επιλογής
Στο Θεώρημα 1.4.2 παρουσιάσουμε τη βασική ιδέα του κεφαλαίου: μια εννιαία

μέθοδο κατασκευής συνεχών και μετρήσιμων συναρτήσεων επιλογής. Με την Πρό-
ταση 1.4.3 δίνουμε έναν τρόπο ορισμού μετρήσιμων συνολοσυναρτήσεων με κλειστές
ή συμπαγείς τιμές, με πεδίο τιμών το σώμα δέντρου. Θα χρησιμοποιήσουμε τέτοιες
συνολοσυναρτήσεις στην Ενότητα 1.6, που θα χαρακτηρίσουμε το πεδίο ορισμού
των συνολοσυναρτήσεων με όρους σχημάτων δέντρου. Ας ξεκινήσουμε όμως με ένα
απλό λήμμα. Το λήμμα και η Πρόταση 1.4.3 βασίζονται ουσιαστικά στο [3, prop. 2.2,
lem. 2.4].

Λήμμα 1.4.1. (i) Αν τα X,Y είναι μη κενά σύνολα, το (Wt)t∈T σχήμα δέντρου στο
Y και η Φ : X → 2Y \ {∅} συνολοσυνάρτηση, τότε το (Φ−(Wt))t∈T είναι σχήμα
δέντρου στο X .

(ii) Αν, επιπροσθέτως στο (i), Σ ⊆ 2X , ο Y είναι τοπολογικός χώρος, η Φ είναι Σ-
μετρήσιμη και το (Wt)t∈T ανοιχτό, τότε το (Φ−(Wt))t∈T είναι Σ σχήμα δέντρου
στο X .

(iii) Αν, επιπροσθέτως στο (ii), η Σ είναι τοπολογία, η Φ συνεχής και το (Wt)t∈T

ανοιχτό-κλειστό, τότε το (Φ−(Wt))t∈T είναι ανοιχτό-κλειστό X .
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Απόδειξη. Για το (i) αρκεί να παρατηρήσουμε ότι Φ−(Y ) = X και ότι η κάτω αντί-
στροφη εικόνα μέσω της Φ διατηρεί τις αυθαίρετες ενώσεις· τα (ii) και (iii) προκύ-
πτουν άμεσα.

Θεώρημα 1.4.2. ΈστωX μη κενό σύνολο,Σ ⊆ 2X , Y τοπολογικός χώρος καιΦ : X →
F(Y ) συνολοσυνάρτηση.

(i) Αν υπάρχει πλήρες, ανοιχτό σχήμα δέντρου (Wt)t∈T στονY τέτοιο, ώστε το (Φ−(Wt))t∈T

να έχει μια ξένη, ακριβή εκλέπτυνση (Gt)t∈T , τότε ηΦ δέχεται μια συνάρτηση επι-
λογής ϕ.

(ii) Αν η Σ είναι τοπολογία στο X και το (Gt)t∈T στο (i) είναι επιπλέον Σ σχήμα
δέντρου, τότε η ϕ στο (i) είναι συνεχής.

(iii) Αν η Σ είναι κλειστή ως προς τις αριθμήσιμες ενώσεις και το (Gt)t∈T στο (i) είναι
επιπλέον Σ σχήμα δέντρου με το T να είναι αριθμήσιμης διακλάδωσης, τότε η ϕ
στο (i) είναι Σ-μετρήσιμη.

Απόδειξη. (i) Έστω (Wt)t∈T πλήρες, ανοιχτό σχήμα δέντρου στον Y και (Gt)t∈T

ξένη, ακριβής εκλέπτυνση του (Φ−(Wt))t∈T . Από το Λήμμα 1.3.3(iii), για κάθε
x ∈ X υπάρχει μοναδικό bx ∈ [T ] τέτοιο, ώστε x ∈ ∩n∈ωGbx|n. Παρατηρούμε
ότι Wbx|n ̸= ∅ για κάθε n ∈ ω, επομένως, εφόσον το (Wt)t∈T είναι πλήρες,
μπορούμε να ορίσουμε ϕ : X → Y με {ϕ(x)} = ∩n∈ωWbx|n. Θα δείξουμε ότι
η ϕ είναι συνάρτηση επιλογής της Φ. Έστω x ∈ X . Επειδή η Φ είναι κλειστών
τιμών, αρκεί να δείξουμε ότι ϕ(x) ∈ Φ(x). Αλλά αυτό προκύπτει άμεσα από
το γεγονός ότι η {Wbx|n : n ∈ ω} είναι μια βάση περιοχών του ϕ(x) και ότι
Φ(x) ∩Wbx|n ̸= ∅ για κάθε n ∈ ω.

(ii) Έστω W ανοιχτό υποσύνολο του Y . Για κάθε x ∈ ϕ−1(W ) υπάρχει nx ∈
ω τέτοιο, ώστε ϕ(x) ∈ Wbx|nx

⊆ W . Επομένως, για κάθε x ∈ ϕ−1(W )
έχουμε ότι x ∈ Gbx|nx

⊆ ϕ−1(Wbx|nx
) ⊆ ϕ−1(W ), και άρα ϕ−1(W ) =

∪x∈ϕ−1(W )Gbx|nx
, το οποίο είναι ανοιχτό υποσύνολο τουY , εφόσον κάθεGbx|nx

είναι ανοιχτό.

(iii) Όπως αποδείξαμε στο (ii), για κάθε W ⊆ Y ανοιχτό έχουμε ότι ϕ−1(W ) =
∪x∈ϕ−1(W )Gbx|nx

. Επιπλέον, η Σ είναι κλειστή ως προς τις αριθμήσιμες ενώ-
σεις, το σύνολο {bx|nx : x ∈ ϕ−1(W )} είναι αριθμήσιμο (το T είναι αριθμή-
σιμης διακλάδωσης) και κάθε Gbx|nx

ανήκει στη Σ, συνεπώς ϕ−1(W ) ∈ Σ.

Πρόταση 1.4.3. Έστω X μη κενό σύνολο, Σ ⊆ 2X , (Ut)t∈T Σ σχήμα δέντρου στο X
και Φ : X → 2[T ] \ {∅} που ορίζεται ως Φ(x) = {b ∈ [T ] : x ∈ ∩n∈ωUb|n}.

(i) Αν η Σ είναι τοπολογία, τότε η Φ is lsc.

(ii) Αν το T είναι αριθμήσιμης διακλάδωσης και η Σ είναι κλειστή ως προς τις αριθμή-
σιμες ενώσεις, τότε η Φ είναι Σ-μετρήσιμη.

(iii) Η Φ είναι κλειστών τιμών.
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(iv) Αν το (Ut)t∈T είναι σημειακά πεπερασμένο, τότε η Φ είναι συμπαγών τιμών.

(v) Αν η Σ είναι τοπολογία και το (Ut)t∈T τοπικά πεπερασμένο και ανοιχτό-κλειστό,
τότε η Φ είναι συνεχής.

Απόδειξη. (i) Αρκεί να παρατηρήσουμε ότι η {Vt : t ∈ T} είναι μια βάση για
την τοπολογία του [T ], ότι η κάτω αντίστροφη εικόνα μέσω τηςΦ διατηρεί τις
αυθαίρετες ενώσεις και ότι Φ−(Vt) = Ut ∈ Σ για κάθε t ∈ T .

(ii) Έστω V ανοιχτό υποσύνολο του [T ] και S ⊆ T τέτοιο ώστε V = ∪t∈SVt. Προ-
φανώς το T είναι αριθμήσιμο και Φ−(V ) = ∪t∈SΦ

−(Vt), συνεπώς Φ−(V ) ∈
Σ.

(iii) Έστω x ∈ X . Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότιΦ(x) = [Tx], όπουTx = {t ∈
T : x ∈ Ut} είναι κλαδεμένο υποδέντρο του T . Με άλλα λόγια, το Φ(x) είναι
σώμα ενός κλαδεμένου υποδέντρου του T , και άρα είναι κλειστό υποσύνολο
του [T ].

(iv) Αν επιπλέον το (Ut)t∈T είναι σημειακά πεπερασμένο, τότε το Tx = {t ∈ T :
x ∈ Ut} είναι ένα κλαδεμένο, πεπερασμένης διακλάδωσης υποδέντρο του T ,
και άρα το Φ(x) = [Tx] είναι συμπαγές.

(v) Αν το (Ut)t∈T είναι τοπικά πεπερασμένο και ανοιχτό-κλειστό, τότε, λόγω του
(i), μένει να δείξουμε ότι η Φ usc. Έστω V ανοιχτό υποσύνολο του [T ] και
x ∈ Φ+(V ). Για κάθε b ∈ Φ(x) υπάρχει nb ∈ ω έτσι ώστε Vb|nb

⊆ V , άρα
το {Vb|nb

}b∈Φ(x) είναι ανοιχτό κάλυμμα του Φ(x). Από το (iv) έχουμε ότι το
Φ(x) είναι συμπαγές, επομένως υπάρχει ένα υποκάλυμμα {Vti}ki=1. Μπορούμε
να υποθέσουμε ότι |ti| = n0 για κάποιο n0 ∈ ω, για όλα τα i = 1, . . . , k.
Εφόσον το (Ut)t∈T είναι τοπικά πεπερασμένο και ανοιχτό-κλειστό, από το
Λήμμα 1.3.3(v) υπάρχει μια ανοιχτή περιοχή U του x τέτοια, ώστε το σύνολο

Tn0

U = {t ∈ T : |t| = n0 και U ∩ Ut ̸= ∅}

να είναι πεπερασμένο. Έστω

Tn0
x = {t ∈ T : |t| = n0 και x ∈ Ut}

και
G = U \ ∪{Ut : t ∈ Tn0

U \ Tn0
x }.

Αρχικά παρατηρούμε ότι το G είναι μια ανοιχτή περιοχή του x. Έπειτα, από
τον ορισμό της Φ, παρατηρούμε ότιG ⊆ Φ+(V ), διότι Tn0

x ⊆ {t1, . . . , tk} και
Φ(x) ⊆ ∪k

i=1Vti .

1.5 Ξένη εκλέπτυνση σχήματος δέντρου
Όπως διαπιστώσαμε στην προηγούμενη ενότητα (Θεώρημα 1.4.2), μας ενδιαφέ-

ρουν οι ξένες ακριβείς εκλεπτύνσεις σχήματος δέντρου, διότι, μέσω αυτών, μπορούμε
να κατασκευάσουμε συναρτήσεις επιλογής.
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Οι Maitra και Rao [19], στην προσέγγισή τους, όρισαν μια ασθενέστερη εκδοχή
της λεγόμενης «reduction principle» του Kuratowski ως εξής: αν ο k είναι πληθά-
ριθμος και η F οικογένεια υποσυνόλων του X , τότε η F ικανοποιεί την k-weak
reduction principle, αν κάθε {Aα : α < β} ⊆ F με β < k και X = ∪α<βAα

έχει ξένη, ακριβή εκλέπτυνση {Bα : α < β} ⊆ F .
Εμείς θα ορίσουμε μια κληρονομική εκδοχή αυτής της «weak reduction principle»

και θα αποδείξουμε ότι είναι ο ουσιαστικός λόγος που μπορούμε να κατασκευάσουμε
ξένες, ακριβείς εκλεπτύνσεις σχήματος δέντρου που ανήκουν σε κάποια συγκεκρι-
μένη κλάση.

Υπενθυμίζουμε πρώτα τον καθιερωμένο - στην Περιγραφική Θεωρία Συνόλων -
συμβολισμό που θα χρησιμοποιήσουμε (βλ. [16, p. 167]). Αν Γ είναι μια κλάση συ-
νόλων και X ένα σύνολο, τότε συμβολίζουμε με Γ(X) την οικογένεια των υποσυ-
νόλων του X που ανήκουν στη Γ. Για παράδειγμα, η Γ(X) θα μπορούσε να είναι η
οικογένεια των ανοιχτών υποσυνόλων του X . Έχουμε επίσης τον εξής συμβολισμό:
∼ Γ(X) = {X \ A : A ∈ Γ(X)}, ∆(X) =∼ Γ(X) ∩ Γ(X) και Γ(Y ) = Γ(X)|Y =
{A ∩ Y : A ∈ Γ(X)} για κάθε Y ⊆ X .

Τα παραπάνω μπορούν να επεκταθούν ως εξής : ανA είναι μια κλάση από οικο-
γένειες συνόλων, τότε συμβολίζουμε με A(X) τη συλλογή από τις οικογένειες υπο-
συνόλων τουX που ανήκουν στηνA, και μεA(Γ(X)) τη συλλογή από τις υποοικο-
γένειες της Γ(X) που ανήκουν στην A(X). Για παράδειγμα, η A(X) θα μπορούσε
να είναι η συλλογή από τις οικογένειες υποσυνόλων του X που είναι τοπικά πε-
περασμένες στον X και η A(Γ(X)) η συλλογή από τις οικογένειες των ανοιχτών
υποσυνόλων του X που είναι τοπικά πεπερασμένες στον X .

Ορισμός 1.5.1. Έστω Γ μια κλάση συνόλων, A μια κλάση από οικογένειες συνόλων,X
ένα σύνολο και k ένας πληθάριθμος.

(i) Λέμε ότι η Γ(X) ικανοποιεί την k-weak reduction principle, αν κάθε {Ai}i∈I ⊆
Γ(X) τέτοιο, ώστε |I| < k και X = ∪i∈IAi, έχει μια ξένη, ακριβή εκλέπτυνση
{Bi}i∈I ⊆ Γ(X).

Αν η Γ(X) ικανοποιεί την k-weak reduction principle για κάθε πληθάριθμο k, τότε
λέμε ότι η Γ(X) ικανοποιεί τη weak reduction principle.

(ii) Λέμε ότι η Γ(X) ικανοποιεί την k-weak reduction principle ∆(X)-hereditary, αν
η Γ(Y ) ικανοποιεί την k-weak reduction principle για κάθε Y ∈ ∆(X).

Αν η Γ(X) ικανοποιεί την k-weak reduction principle ∆(X)-hereditary για κάθε
πληθάριθμο k, τότε λέμε ότι η Γ(X) ικανοποιεί τη weak reduction principle∆(X)-
hereditary.

(iii) Λέμε ότι ηA(Γ(X)) ικανοποιεί την k-weak reduction principle, αν κάθε {Ai}i∈I ∈
A(Γ(X)) τέτοιο, ώστε |I| < k καιX = ∪i∈IAi, έχει μια ξένη, ακριβή εκλέπτυνση
{Bi}i∈I ⊆ Γ(X).

Αν η A(Γ(X)) ικανοποιεί την k-weak reduction principle για κάθε πληθάριθμο k,
τότε λέμε ότι η A(Γ(X)) ικανοποιεί τη weak reduction principle.

(iv) Λέμε ότι ηA(Γ(X)) ικανοποιεί την k-weak reduction principle∆(X)-hereditary,
αν η A(Γ(Y )) ικανοποιεί την k-weak reduction principle για κάθε Y ∈ ∆(X).
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Αν η A(Γ(X)) ικανοποιεί την k-weak reduction principle ∆(X)-hereditary για
κάθε πληθάριθμο k, τότε λέμε ότι ηA(Γ(X)) ικανοποιεί τηweak reduction principle
∆(X)-hereditary.

Πρόταση 1.5.2. Έστω k πληθάριθμος, Γ κλάση συνόλων και X σύνολο, έτσι ώστε:

(1) X ∈ Γ(X),

(2) Γ(X) κλειστή ως προς τις πεπερασμένες τομές.

Τότε τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) ΗΓ(X) ικανοποιεί τηweak reduction principle∆(X)-hereditary (k-weak reduction
principle∆(X)-hereditary).

(ii) Κάθε Γ(X) σχήμα δέντρου (Ut)t∈T στοX (όπου T k-διακλάδωσης) έχει μια Γ(X)
ξένη, ακριβή εκλέπτυνση.

Η διατύπωση αυτής της πρότασης περιλαμβάνει δύο περιπτώσεις. Αυτή που εί-
ναι ενός παρενθέσεων μπορεί να αποδειχθεί ακριβώς με τον ίδιο τρόπο, και γι’ αυτό
η απόδειξη παραλείπεται.

Απόδειξη. (i) ⇒ (ii) Έστω (Ut)t∈T ένα Γ(X) σχήμα δέντρου στοX . ΘέτουμεG∅ =
X και υποθέτουμε ότιGt ⊆ Ut καιGt ∈ ∆(X). Εφόσον {Us : s ∈ succ(t)} ⊆ Γ(X),
παρατηρούμε ότι το {Gt ∩ Us : s ∈ succ(t)} ⊆ Γ(Gt) καλύπτει το Gt, επομένως
έχει μια ξένη, ακριβή εκλέπτυνση {Gs : s ∈ succ(t)} ⊆ Γ(Gt). Από τις (1) και (2)
μπορούμε να συμπεράνουμε ότι η αναδρομικά ορισμένη ξένη, ακριβής εκλέπτυνση
(Gt)t∈T ανήκει στη Γ(X).

(ii) ⇒ (i) Έστω Y ∈ ∆(X). Πρέπει να δείξουμε ότι η Γ(Y ) ικανοποιεί τη weak
reduction principle. Έστω {Ai}i∈I ⊆ Γ(Y ) τέτοια, ώστε Y = ∪i∈IAi. Από τη (2)
έχουμε ότι {Ai}i∈I ⊆ Γ(X). Θέτουμε U∅ = X . Ορίζουμε τους αμέσως επόμενους
του ∅ να είναι ακριβώς δύο διαφορετικά στοιχεία t1, t2 και θέτουμε Ut1 = Y και
Ut2 = X \ Y . Έπειτα ορίζουμε τους αμέσως επόμενους του t1 να είναι τα στοιχεία
του I και για κάθε i ∈ succ(t1) θέτουμε Ui = Ai. Τέλος, θέτουμε Ut = Ut2 για κάθε
t ∈ succ(t2), όπου succ(t2) ορίζουμε να είναι ένα οποιοδήποτε μη κενό σύνολο, και
Ut = Ui για κάθε t ∈ succ(i) και i ∈ I . Είναι εύκολο να δούμε ότι με αυτό τον
τρόπο μπορούμε να ορίσουμε ένα κλαδεμένο δέντρο T (σε κάποιο σύνολο) και ένα
Γ(X) σχήμα δέντρου (Ut)t∈T , το οποίο, εξ υποθέσεως, έχει μια Γ(X) ξένη, ακριβή
εκλέπτυνση (Gt)t∈T . Για να ολοκληρώσουμε την υπόθεση αρκεί να παρατηρήσουμε
ότι το {Gi}i∈I ⊆ Γ(X) είναι μια ξένη, ακριβής εκλέπτυνση του {Ai}i∈I .

Πρόταση 1.5.3. Έστω k πληθάριθμος, Γ κλάση συνόλων, A κλάση από οικογένειες
συνόλων και X σύνολο, έτσι ώστε:

(1) {Y } ∈ A(Γ(Y )) για κάθε Y ⊆ X ,

(2) Γ(X) κλειστή ως προς τις πεπερασμένες τομές,

(3) αν Y ⊆ X και {Ai}i∈I ∈ A(Γ(X)), τότε {Ai ∩ Y }i∈I ∈ A(Γ(Y )),

(4) αν Y ∈ ∆(X) και {Ai}i∈I ∈ A(Γ(Y )), τότε {Ai}i∈I ∈ A(Γ(X)),
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(5) αν {Ai}i∈I ⊆ Γ(X) από ξένα ανά δύο, τότε {Ai}i∈I ∈ A(Γ(X)),

(6) αν {Ai}i∈I ∈ A(Γ(X)), τότε {Ai}i∈J ∈ A(Γ(X)) για κάθε J ⊆ I .

Τότε τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Η A(Γ(X)) ικανοποιεί τη weak reduction principle ∆(X)-hereditary (k-weak
reduction principle ∆(X)-hereditary).

(ii) Κάθε A(Γ(X)) σχήμα δέντρου (Ut)t∈T στο X (όπου T k-διακλάδωσης) έχει μια
Γ(X) ξένη, ακριβή εκλέπτυνση.

Όπως στην προηγούμενη πρόταση, η διατύπωση περιλαμβάνει πάλι δύο περι-
πτώσεις, εκ των οποίων θα αποδείξουμε τη μία.

Απόδειξη. (i) ⇒ (ii) Έστω (Ut)t∈T ένα A(Γ(X)) σχήμα δέντρου στο X . Θέτουμε
G∅ = X και υποθέτουμε ότι Gt ⊆ Ut και Gt ∈ ∆(X). Εφόσον {Us : s ∈ succ(t)} ∈
A(Γ(X)), εφαρμόζοντας την (3) παρατηρούμε ότι η {Gt ∩ Us : s ∈ succ(t)} ανήκει
στηνA(Γ(Gt)) και, επιπλέον, καλύπτει το Gt, επομένως έχει μια ξένη, ακριβή εκλέ-
πτυνση {Gs : s ∈ succ(t)} ∈ Γ(Gt). Από τη (2) έχουμε ότι η αναδρομικά ορισμένη
ξένη, ακριβής εκλέπτυνση (Gt)t∈T είναι ένα Γ(X) σχήμα δέντρου.

(ii) ⇒ (i) Έστω Y ∈ ∆(X). Πρέπει να δείξουμε ότι η A(Γ(Y )) ικανοποιεί τη
weak reduction principle. Έστω {Ai}i∈I ∈ A(Γ(Y )) τέτοια, ώστε Y = ∪i∈IAi. Από
την (4) έχουμε ότι {Ai}i∈I ∈ A(Γ(X)). Θέτουμε U∅ = X . Ορίζουμε τους αμέσως
επόμενους του ∅ να είναι ακριβώς δύο διαφορερικά στοιχεία t1, t2 και θέτουμε Ut1 =
Y και Ut2 = X \ Y . Από την (5) έχουμε ότι {Us : s ∈ succ(∅)} ∈ A(Γ(X)).
Ορίζουμε τους αμέσως επόμενους του t1 να είναι τα στοιχεία του I και για κάθε
i ∈ succ(t1) θέτουμε Ui = Ai. Τέλος, θέτουμε Ut = Ut2 για κάθε t ∈ succ(t2), όπου
succ(t2) ορίζουμε να είναι ένα οποιοδήποτε μη κενό σύνολο, και Ut = Ui για κάθε
t ∈ succ(i) και i ∈ I . Είναι εύκολο να δούμε (πρέπει να χρησιμοποιήσουμε την (6))
ότι με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να ορίσουμε ένα κλαδεμένο δέντρο T (σε κάποιο
σύνολο) και ένα A(Γ(X)) σχήμα δέντρου (Ut)t∈T , το οποίο, εξ υποθέσεως, έχει μια
Γ(X) ξένη, ακριβή εκλέπτυνση (Gt)t∈T . Για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη, αρκεί
να παρατηρήσουμε ότι το {Gi}i∈I ⊆ Γ(X) είναι μια ξένη, ακριβής εκλέπτυνση του
{Ai}i∈I .

1.6 Θεωρήματα επιλογής

1.6.1 Συνεχής επιλογή για κάτω ημισυνεχή συνολοσυνάρτηση
και χαρακτηρισμοί

Ο Michael [21] απέδειξε ότι η ύπαρξη συνεχούς επιλογής χαρακτηρίζει την το-
πολογική δομή του πεδίου ορισμού της συνολοσυνάρτησης (π.χ. παρασυμπάγεια).
Αντίστοιχα, οι Maitra και Rao [19] έδειξαν ότι η ύπαρξη μετρήσιμης επιλογής χαρα-
κτηρίζει το πεδίο ορισμού της συνολοσυνάρτησης μέσω της «weak reduction principle».
Όπως έχουμε δει (Θεώρημα 1.4.2), η μέθοδος με την οποία κατασκευάσαμε συνεχείς
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συναρτήσεις επιλογής βασίζεται στην ύπαρξη ξένων, ακριβών εκλεπτύνσεων σχη-
μάτων δέντρων. Επομένως, είναι αναμενόμενο η ύπαρξη συνεχούς επιλογής να χα-
ρακτηρίζει επίσης το πεδίο ορισμού με όρους σχήματος δέντρου. Αναλογιζόμενοι τα
αποτελέσματα της προηγούμενης ενότητας και τους χαρακτηρισμούς στο [19], εί-
ναι περισσότερο από αναμενόμενο οι συνεχείς επιλογές να χαρακτηρίζουν επίσης
το πεδίο ορισμού μέσω της κληρονομικής εκδοχής της «weak reduction principle»
που ορίσαμε στην προηγούμενη ενότητα.

Σε αυτή την υποενότητα το βασικό αποτέλεσμα που μας ενδιαφέερει είναι το μη-
δενοδιάστατο θεώρημα επιλογής του Michael. Θα παρουσιάσουμε μια νέα απόδειξη
αυτού του θεωρήματος, καθώς και άλλων γνωστών παραλλαγών του που μπορεί κα-
νείς να βρει στα [22], [24], [19] και [18]. Στην πραγματικότητα, επηρεασμένοι από το
[19], θα χαρακτηρίσουμε την ύπαρξη συνεχών επιλογών με τρεις διαφορετικούς τρό-
πους: με όρους σχήματος δέντρου, με όρους της κληρονομικής εκδοχής της «weak
reduction principle», και με όρους τοπολογικής δομής.

Θεώρημα 1.6.1. Έστω (X, τ) τοπολογικός χώρος. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Αν ο Y είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος χώρος η Φ : X → F(Y ) lsc συνολοσυνάρ-
τηση, τότε η Φ δέχεται συνεχή επιλογή.

(ii) Κάθε ανοιχτό σχήμα δέντρου (Ut)t∈T στον X έχει ξένη, ανοιχτή, ακριβή εκλέ-
πτυνση.

(iii) Η τ ικανοποιεί τη weak reduction principle (∼ τ ∩ τ )-hereditary.

(iv) Ο (X, τ) είναι παρασυμπαγής Hausdorff με dim(X) = 0.

Απόδειξη. (i) ⇒ (ii) Έστω (Ut)t∈T ανοιχτό σχήμα δέντρου στον X . Ορίζουμε Φ :
X → 2[T ] \ {∅} ως

Φ(x) = {b ∈ [T ] : x ∈ ∩n∈ωUb|n}.

Η Φ είναι lsc και κλειστών τιμών από την Πρόταση 1.4.3 και, επιπλέον, ο [T ] εί-
ναι πλήρως μετρικοποιήσιμος, συνεπώς η Φ δέχεται συνεχή επιλογή ϕ : X → [T ].
Θέτουμε Gt = ϕ−1(Vt) και παρατηρούμε ότι το (Gt)t∈T είναι μια ανοιχτή, ξένη,
ακριβής εκλέπτυνση του (Ut)t∈T .

(ii) ⇒ (i) Έστω Y πλήρως μετρικοποιήσιμος χώρος και Φ : X → F(Y ) lsc
συνολοσυνάρτηση. Από την Πρόταση 1.3.7 υπάρχει πλήρες, ανοιχτό σχήμα δέντρου
(Wt)t∈T στον Y . Λόγω του Θεωρήματος 1.4.2, αρκεί να δείξουμε ότι το (Φ−(Wt))t∈T

έχει μια ξένη, ανοιχτή, ακριβή εκλέπτυνση. Από το Λήμμα 1.4.1, το (Φ−(Wt))t∈T

είναι ανοιχτό σχήμα δέντρου στονX , συνεπώς, εξ υποθέσεως, έχει μια ανοιχτή, ξένη,
ακριβή εκλέπτυνση.

(ii) ⇔ (iii) Προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 1.5.2 για Γ(X) = τ .
(iii) ⇒ (iv) Είναι άμεσο.
(iv) ⇒ (iii)ΈστωG ανοιχτό-κλειστό υποσύνολο τουX και {Ui}i∈I μια ανοιχτή

οικογένεια υποσυνόλων του G (στη σχετική τοπολογία) τέτοια, ώστε G = ∪i∈IUi.
Παρατηρούμε ότι οG, ως κλειστός υπόχωρος τουX , είναι παρασυμπαγής Hausdorff
με dim(G) = 0, επομένως υπάρχει {Gi}i∈I ανοιχτή, ξένη ακριβής εκλέπτυνση. Εφό-
σον G ∈ (∼ τ ∩ τ), έχουμε ότι {Gi}i∈I ⊆ (∼ τ ∩ τ).
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Θεώρημα 1.6.2. Αν ο (X, τ) είναι Lindelöf μηδενοδιάστατος και ο Y πλήρως μετρικο-
ποιήσιμος, τότε κάθε Φ : X → F(Y ) που είναι lsc δέχεται συνεχή επιλογή.

Απόδειξη. Λόγω του Θεωρήματος 1.6.1 αρκεί να δείξουμε ότι η τ ικανοποιεί τη weak
reduction principle (∼ τ ∩ τ )-hereditary. Έστω G ανοιχτό-κλειστό υποσύνολο του
X και {Ui}i∈I ανοιχτό κάλυμμα του G στη σχετική τοπολογία. Ο G, ως υπόχωρος,
είναι προφανώς Lindelöf και μηδενοδιάστατος. Έστω V η οικογένεια των ανοιχτών-
κλειστών υποσυνόλων του G που περιέχονται σε κάποιο Ui. Εφόσον ο G έχει μια
βάση από ανοιχτά-κλειστά υποσύνολα, η V είναι ανοιχτό κάλυμμα του G. Έστω
{Wn}n∈ω ένα αριθμήσιμο υποκάλυμμα του V . Ορίζουμε Gn = Wn \ ∪m<nWm.
Η {Gn}n∈ω είναι μια ανοιχτή-κλειστή, ξένη εκλέπτυνση του {Ui}i∈I , συνεπώς η
{Gn}n∈ω είναι επίσης τοπικά πεπερασμένη στον G. Για κάθε n ∈ ω επιλέγουμε ένα
μοναδικό in ∈ I τέτοιο, ώστε Gn ⊆ Uin και ορίζουμε Gi = ∪{Gn : in = i} για
κάθε i ∈ I . Εφόσον η {Gn}n∈ω είναι τοπικά πεπερασμένη στον G, τότε το Gi είναι
ανοιχτό-κλειστό για κάθε i ∈ I . Επομένως, το {Gi}i∈I είναι μια ανοιχτή-κλειστή,
ξένη, ακριβής εκλέπτυνση του {Ui}i∈I .

Θεώρημα 1.6.3. Έστω (X, τ) τοπολογικός χώρος. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Αν ο Y είναι Πολωνικός χώρος και η Φ : X → F(Y ) lsc συνολοσυνάρτηση, τότε
η Φ δέχεται συνεχή επιλογή.

(ii) Κάθε ανοιχτό σχήμα δέντρου (Ut)t∈T στονX , που το T είναι αριθμήσιμης διακλά-
δωσης, έχει μια ανοιχτή, ξένη, ακριβή εκλέπτυνση.

(iii) Η τ ικανοποιεί την ℵ1-weak reduction principle (∼ τ ∩ τ )-hereditary.

(iv) Ο (X, τ) είναι αριθμήσιμα παρασυμπαγής, φυσιολογικός με dim(X) = 0.

Απόδειξη. (i) ⇒ (ii) Η μόνη διαφορά με την απόδειξη (i) ⇒ (ii) του Θεωρήματος
1.6.1 είναι ότι ο [T ] είναι επιπλέον διαχωρίσιμος.

(ii) ⇒ (i) Παρόμοια, η μόνη διαφορά με την απόδειξη (ii) ⇒ (i) του Θεωρήμα-
τος 1.6.1 είναι ότι το σχήμα δέντρου (Wt)t∈T στον Y μπορεί να επιλεγεί, έτσι ώστε
το T να είναι αριθμήσιμης διακλάδωσης (Πρόταση 1.3.7).

(ii) ⇔ (iii) Προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 1.5.2 για Γ(X) = τ και k = ℵ1.
(iii) ⇒ (iv) Είναι άμεσο.
(iv) ⇒ (iii) Έστω G ανοιχτό-κλειστό υποσύνολο του X και {Un}n∈ω αριθ-

μήσιμο ανοιχτό κάλυμμα του G στη σχετική τοπολογία. Παρατηρούμε ότι το G,
ως κλειστός υπόχωρος του X , είναι αριθμήσιμα παρασυμπαγής, φυσιολογικός με
dim(G) = 0, επομένως μπορούμε να κατασκευάσουμε μια ανοιχτή, ξένη, ακριβή
εκλέπτυνση {Gn}n∈ω . ΕπειδήG ∈ (∼ τ ∩ τ), έχουμε ότι {Gn}n∈ω ⊆ (∼ τ ∩ τ).

Λήμμα 1.6.4. Έστω X μη κενό σύνολο, Y τοπολογικός χώρος, Φ : X → K(Y ) συ-
νολοσυνάρτηση και {Wi}i∈I οικογένεια ανοιχτών υποσυνόλων του Y που είναι τοπικά
πεπερασμένη στον Y . Τότε η {Φ−(Wi)}i∈I είναι σημειακά πεπερασμένη στον X .

Απόδειξη. Έστω x ∈ X . Για κάθε y ∈ Φ(x) υπάρχει ανοιχτή περιοχή Uy του y που
τέμνει πεπερασμέναWi. Η οικογένεια {Uy}y∈Φ(x) είναι ανοιχτό κάλυμμα του Φ(x),
συνεπώς, λόγω συμπάγειας, υπάρχει πεπερασμένο υποκάλυμμα U . Έστω V = ∪U .
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Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι το V τέμνει πεπερασμέναWi, επομένως το ίδιο
ισχύει για το Φ(x), και άρα το x ανήκει σε πεπερασμένα Φ−(Wi).

Θεώρημα 1.6.5. Έστω (X, τ) τοπολογικός χώρος. Για κάθε Z ⊆ X έστω τZ η σχετική
τοπολογία στο Z και A(τZ) η συλλογή από όλες τις οικογένειες ανοιχτών υποσυνόλων
του Z που είναι σημειακά πεπερασμένες στο Z . Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Αν ο Y είναι Πολωνικός χώρος και η Φ : X → K(Y ) lsc συνολοσυνάρτηση, τότε
η Φ δέχεται συνεχή επιλογή.

(ii) Κάθε σημειακά πεπερασμένο, ανοιχτό σχήμα δέντρου (Ut)t∈T στον X , που το T
είναι αριθμήσιμης διακλάδωσης, έχει ανοιχτή, ξένη, ακριβή εκλέπτυνση.

(iii) Η A(τ) ικανοποιεί την ℵ1-weak reduction principle (∼ τ ∩ τ )-hereditary.

(iv) Ο (X, τ) είναι φυσιολογικός με dim(X) = 0.

Απόδειξη. (i) ⇒ (ii) Έστω (Ut)t∈T σημειακά πεπερασμένο ανοιχτό σχήμα δέντρου
στονX , που το T είναι αριθμήσιμης διακλάδωσης. Ορίζουμε Φ : X → 2[T ] \ {∅} ως

Φ(x) = {b ∈ [T ] : x ∈ ∩n∈ωUb|n}.

Η Φ είναι συμπαγών τιμών και lsc από την Πρόταση 1.4.3 και ο [T ] είναι Πολωνικός,
επομένως η Φ δέχεται συνεχή επιλογή ϕ : X → [T ]. Θέτουμε Gt = ϕ−1(Vt) και
παρατηρούμε ότι το (Gt)t∈T ανοιχτή, ξένη, ακριβής εκλέπτυνση του (Ut)t∈T .

(ii) ⇒ (i) Έστω Y Πολωνικός χώρος καιΦ : X → K(Y ) lsc συνολοσυνάρτηση.
Από την Πρόταση 1.3.7 υπάρχει πλήρες, ανοιχτό σχήμα δέντρου (Wt)t∈T στον Y ,
που το T είναι αριθμήσιμης διακλάδωσης και η {Wt : |t| = n} είναι τοπικά πεπερα-
σμένη στον Y για κάθε n ∈ ω. Εφόσον ηΦ είναι συμπαγών τιμών, τότε από το προη-
γούμενο λήμμα και το Λήμμα 1.4.1, το (Φ−(Wt))t∈T σημειακά πεπερασμένο, ανοιχτό
σχήμα δέντρου στονX , συνεπώς, εξ υποθέσεως, έχει μια ανοιχτή, ξένη, ακριβή εκλέ-
πτυνση. Επομένως, λόγω του Θεωρήματος 1.4.2, η Φ δέχεται μια συνεχή επιλογή.

(ii) ⇔ (iii) Προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 1.5.3.
(iii) ⇒ (iv) Είναι άμεσο.
(iv) ⇒ (iii) Έστω G ανοιχτό-κλειστό υποσύνολο του X και {Ui}i∈I ∈ A(τG)

με |I| ≤ ℵ0, έτσι ώστε G = ∪i∈IUi. Ο G είναι φυσιολογικός ως κλειστός υπόχω-
ρος του X και η {Ui}i∈I ένα σημειακά πεπερασμένο, ανοιχτό κάλυμμα του G στη
σχετική τοπολογία, συνεπώς υπάρχει ανοιχτή, ακριβής εκλέπτυνση {Vi}i∈I τέτοια,
ώστε clG(Vi) ⊆ Ui για κάθε i ∈ I . Επιπλέον dim(G) = 0, διότι ο G είναι κλειστός
υπόχωρος, επομένως υπάρχει οικογένεια {Wi}i∈I ανοιχτών-κλειστών υποσυνόλων
του G (που είναι επίσης ανοιχτά-κλειστά στον X), έτσι ώστε clGVi ⊆ Wi ⊆ Ui

για κάθε i ∈ I . Εφόσον |I| ≤ ℵ0, μπορούμε να θεωρήσουμε μια αυστηρή καλή διά-
ταξη < στο I που είναι ισομορφική με έναν διατακτικό μικρότερο ή ίσο του ω. Για
κάθε i ∈ I ορίζουμε Gi = Wi \ ∪j<iWj και παρατηρούμε ότι η {Gi}i∈I είναι μια
ανοιχτή-κλειστή, ξένη, ακριβής εκλέπτυνση του {Ui}i∈I .
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1.6.2 Μετρήσιμη επιλογή για μετρήσιμη συνολοσυνάρτηση και
χαρακτηρισμοί

Το βασικό αποτέλεσμα αυτής της υποενότητας είναι το θεώρημα μετρήσιμης επι-
λογής των Kuratowski–Ryll-Nardzewski. Στο ίδιο μήκος κύματος με το [19], θα χα-
ρακτηρίσουμε την ύπαρξη μετρήσιμης επιλογής με όρους σχήματος δέντρου, αλλά
και της κληρονομικής εκδοχής της «weak reduction principle», και έπειτα θα παρου-
σιάσυμε μια νέα απόδειξη του θεωρήματος των Kuratowski–Ryll-Nardzewski, καθώς
και κάποιων γνωστών παραλλαγών του· βλ. [17].

Θεώρημα 1.6.6. ΈστωX μη κενό σύνολο καιΣ οικογένεια υποσυνόλων τουX που είναι
κλειστή ως προς τις αριθμήσιμες ενώσεις, τις πεπερασμένες τομές καιX ∈ Σ. Τα επόμενα
είναι ισοδύναμα:

(i) Αν ο Y είναι Πολωνικός και η Φ : X → F(Y ) Σ-μετρήσιμη, τότε η Φ δέχεται
Σ-μετρήσιμη επιλογή.

(ii) ΚάθεΣ σχήμα δέντρου (Ut)t∈T στονX , που το T είναι αριθμήσιμης διακλάδωσης,
έχει Σ ξένη, ακριβή εκλέπτυνση.

(iii) Η Σ ικανοποιεί την ℵ1-weak reduction principle (∼ Σ ∩ Σ)-hereditary.

Απόδειξη. (i) ⇒ (ii) Έστω (Ut)t∈T ένα Σ σχήμα δέντρου στον X , που το T είναι
αριθμήσιμης διακλάδωσης. Ορίζουμε Φ : X → 2[T ] \ {∅} ως

Φ(x) = {b ∈ [T ] : x ∈ ∩n∈ωUb|n}.

Η Φ είναι Σ-μετρήσιμη και κλειστών τιμών από την Πρόταση 1.4.3. Επιπλέον, ο [T ]
είναι Πολωνικός, συνεπώς η Φ δέχεται μια Σ-μετρήσιμη επιλογή ϕ : X → [T ].
Θέτουμε Gt = ϕ−1(Vt) και παρατηρούμε ότι το (Gt)t∈T είναι μια Σ ξένη, ακριβής
εκλέπτυνση του (Ut)t∈T .

(ii) ⇒ (i) Έστω Y Πολωνικός και Φ : X → F(Y ) Σ-μετρήσιμη. Από την
Πρόταση 1.3.7 υπάρχει πλήρες, ανοιχτό σχήμα δέντρου (Wt)t∈T στον Y , που το T
είναι αριθμήσιμης διακλάδωσης. Από το Λήμμα 1.4.1 το (Φ−(Wt))t∈T είναι ένα Σ
σχήμα δέντρου στο X , συνεπώς έχει μια Σ ξένη, ακριβή εκλέπτυνση. Η ζητούμενη
επιλογή, ως συνήθως, προκύπτει από το Θεώρημα 1.4.2.

(ii) ⇔ (iii) Προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 1.5.2 για Γ(X) = Σ και k =
ℵ1.

Θεώρημα 1.6.7. Αν ο (X,Σ) είναι μετρήσιμος χώρος, ο Y Πολωνικός χώρος και η Φ :
X → F(Y ) Σ-μετρήσιμη συνολοσυνάρτηση, τότε η Φ δέχεται μια Σ-μετρήσιμη επιλογή.

Απόδειξη. Λόγω του Θεωρήματος 1.6.6, αρκεί να δείξουμε ότι η Σ ικανοποιεί την ℵ1-
weak reduction principle Σ-hereditary. Έστω G ∈ Σ, {Ui}i∈I ⊆ Σ με |I| ≤ ℵ0, έτσι
ώστεG = ∪i∈IUi. Θεωρούμε μια αυστηρή καλή διάταξη < στο I και για κάθε i ∈ I
ορίζουμεGi = Ui \ ∪j<iUj , το οποίο προφανώς ανήκει στη σ-algebra Σ. Επομένως,
η {Gi}i∈I ⊆ Σ είναι μια ξένη, ακριβής εκλέπτυνση του {Ui}i∈I .
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Έστω Γ μια κλάση συνόλων και Γ(X) η οικογένεια των υποσυνόλων τουX που
ανήκουν στηΓ για κάθε σύνολοX . Υπενθυμίζουμε ότι ηΓ ικανοποιεί τη «generalized
reduction property» (βλ. [16, def. 22.14]), αν για κάθε σύνολο X και {An}n∈ω ⊆
Γ(X) υπάρχει {Bn}n∈ω ⊆ Γ(X) τέτοια, ώστε Bn ∩ Bm = ∅ για n ̸= m, Bn ⊆ An

για κάθε n ∈ ω και ∪n∈ωBn = ∪n∈ωAn.

Λήμμα 1.6.8. Έστω Γ κλάση συνόλων που ικανοποιεί τη generalized reduction property
και X μη κενό σύνολο τέτοιο, ώστε ∅ ∈ Γ(X). Τότε η Γ(X) ικανοποιεί την ℵ1-weak
reduction principle ∆(X)-hereditary.

Απόδειξη. Έστω G ∈ ∆(X) και {Ui}i∈I ⊆ Γ(X) τέτοιο, ώστε |I| ≤ ℵ0 και G =
∪i∈IUi. Υποθέτουμε ότι |I| = ℵ0, διαφορετικά μπορούμε να προσθέσουμε το κενό
σύνολο τόσες φορές, ώστε να φτάσουμε τονℵ0. Υπάρχει οικογένεια {Gi}i∈I ⊆ Γ(X)
από ξένα ανά δύο στοιχεία, έτσι ώστεGi ⊆ Ui για κάθε i ∈ I και ∪i∈IGi = ∪i∈IUi.

Θεώρημα 1.6.9. Αν ο X είναι μετρικοποιήσιμος χώρος, ο ξ διατακτικός, 1 < ξ < ω1, ο
Y Πολωνικός χώρος και η Φ : X → F(Y ) Σ0

ξ(X)-μετρήσιμη συνολοσυνάρτηση, τότε η
Φ δέχεται μια Σ0

ξ(X)-μετρήσιμη επιλογή.

Απόδειξη. Είναι γνωστό ότι ηΣ0
ξ(X) είναι κλειστή ως προς τις αριθμήσιμες ενώσεις,

τις πεπερασμένες τομές, ικανοποιεί τη «generalized reduction property» και ∅, X ∈
Σ0

ξ(X) (βλ. [16, prop. 22.1, thm. 22.16]). Το ζητούμενο προκύπτει από το προηγούμενο
Λήμμα και το Θεώρημα 1.6.6.

Οι κλάσειςΣ1
2n+2(X) καιΠ1

2n+1(X), γιαX Πολωνικό και n ∈ ω, της «projective
hierarchy» είναι κλειστές ως προς τις αριθμήσιμες ενώσεις, τις πεπερασμένες τομές,
ικανοποιούν τη «generalized reduction property» και περιέχουν το ∅ και τον X (βλ.
[16, p. 327]), επομένως μπορούμε να αποδείξουμε με τον ίδιο ακριβώς τρόπο τα επό-
μενα δύο αποτελέσματα

Θεώρημα 1.6.10. Αν οι X,Y είναι Πολωνικοί χώροι, n ∈ ω και η Φ : X → F(Y )
Σ1

2n+2(X)-μετρήσιμη, τόετ η Φ δέχεται Σ1
2n+2(X)-μετρήσιμη επιλογή.

Θεώρημα 1.6.11. Αν οι X,Y είναι Πολωνικοί χώροι, n ∈ ω και η Φ : X → F(Y )
Π1

2n+1(X)-μετρήσιμη, τότε η Φ δέχεται Π1
2n+1(X)-μετρήσιμη επιλογή.

1.6.3 Συνεχής επιλογή για συνεχή συνολοσυνάρτηση και θεώ-
ρημα επιλογής για υπερχώρους

Έστω X,Y τοπολογικοί χώροι και Φ : X → F(Y ) συνολοσυνάρτηση, που ο
F(Y ) είναι εφοδιασμένος με τη Vietoris τοπολογία. Υπενθυμίζουμε ότι η Vietoris το-
πολογία παράγεται από τα σύνολα {A ∈ F(Y ) : A ∩ U ̸= ∅} και {A ∈ F(Y ) :
A ⊆ U}, όπου U είναι ένα οποιοδήποτε ανοιχτό υποσύνολο του Y . Ο Michael
[20] παρατήρησε ότι το πρόβλημα της ύπαρξης μιας συνεχούς επιλογής για τη Φ
μπορεί να απλοποιηθεί στα εξής δύο υποπροβλήματα: το πρώτο είναι να εξετά-
σουμε αν η Φ είναι συνεχής και το δεύτερο να βρούμε συνεχή ϕ : F(Y ) → Y τέ-
τοια, ώστε ϕ(A) ∈ A για κάθε A ∈ F(Y ). Το δεύτερο υποπρόβλημα είναι γνωστό
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ως «hyperspace selection problem»· για περισσότερες λεπτομέρειες παραπέμπουμε
στους Repovs̆–Semenov [27], Gutev [10], Gutev–Nogura [12].

Γενικότερα, ας υποθέσουμε ότι ο X είναι τοπολογικός χώρος και ο D ένας υπό-
χωρος του F(X). Μια συνεχής ϕ : D → X τέτοια, ώστε ϕ(A) ∈ A για κάθε A ∈ D,
συνεχής επιλογή για τον D. Ένα γνωστό αποτέλεσμα σε αυτή την κατεύθυνση που
αποδείχθηκε ανεξάρτητα από τους Choban [4] και Engelking, Heath και Michael [9]
είναι το επόμενο:

Αν οX είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος χώρος με dim(X) = 0, τότε
υπάρχει συνεχής επιλογή για τον F(X).

Αυτό το αποτέλεσμα, όπως εξηγήσαμε παραπάνω (βλ. Michael [20]) δίνει άμεσα
το ακόλουθο θεώρημα επιλογής:

Αν ο X είναι τοπολογικός χώρος, ο Y είναι πλήρως μετρικοποιήσι-
μος χώρος με dim(Y ) = 0 και η Φ : X → F(Y ) συνεχής, τότε η Φ
δέχεται συνεχή επιλογή.

Παρακάτω, χρησιμοποιώντας τη βασική ιδέα του Θεωρήματος 1.4.2, δίνουμε μια
στοιχειώδη απόδειξη του θεωρήματος επιλογής για τον F(X) - που όπως είπαμε
είναι λύση του «hyperspace selection problem» - που βασίζεται στην έννοια του
«leftmost branch» ενός δέντρου (βλ. [16, p. 9]).

Θεώρημα 1.6.12. ΈστωX πλήρως μετρικοποιήσιμος χώρος με dim(X) = 0. Τότε υπάρ-
χει συνεχής επιλογή για τον F(X).

Απόδειξη. Θεωρούμε την ταυτοτική Φ : F(X) → F(X)· δηλαδή, Φ(A) = A για
κάθε A ∈ F(X). Είναι προφανές ότι η Φ είναι συνεχής. Από την Πρόταση 1.3.7
υπάρχει ανοιχτό-κλειστό, ξένο σχήμα δέντρου (Wt)t∈T στονX . Από το Λήμμα 1.4.1
το (Φ−(Wt))t∈T είναι ανοιχτό-κλειστό σχήμα δέντρου στον X . Υποθέτουμε ότι το
T είναι ένα δέντρο στο σύνολο I και θεωρούμε την καλή διάταξη ≤ στο I . Για κάθε
A ∈ F(X) ορίζουμε το κλαδεμένο υποδέντρο TA = {t ∈ T : A ∈ Φ−(Wt)}. Σε
κάθε A ∈ F(X) αντιστοιχούμε το «leftmost branch» bA ∈ [TA]· αυτό σημαίνει ότι
bA(n) ≤ t(n) για κάθε n ∈ ω και t ∈ TA με |t| = n. Ορίζουμε ϕ : F(X) → X
ως {ϕ(A)} = ∩n∈ωWbA|n. Για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη, αρκεί να δείξουμε
ότι η ϕ είναι συνεχής επιλογή της Φ. Έστω A ∈ F(X) καιW μια ανοιχτή περιοχή
του ϕ(A). Εφόσον το (Wt)t∈T είναι πλήρες, υπάρχει n0 ∈ ω τέτοιο, ώστε ϕ(A) ∈
WbA|n0

⊆W . Έστω

Tn
A = {t ∈ TA : |t| = n} για κάθε n ∈ ω

και
U = ∩n≤n0

{B ∈ F(X) : B ⊆ ∪t∈Tn
A
Wt & B ∩WbA|n ̸= ∅}.

ΕφόσονΦ(A) = A, παρατηρούμε ότιA∩Wt ̸= ∅, αν, και μόνο αν, t ∈ TA. Επιπλέον,
{Wt : |t| = n} είναι κάλυμμα του X για κάθε n ∈ ω, συνεπώς A ⊆ ∪t∈Tn

A
Wt και

A ∩ WbA|n ̸= ∅ για κάθε n ≤ n0. Επομένως, το U είναι μια ανοιχτή περιοχή του
A (στη Vietoris τοπολογία). Επιπλέον, από τον ορισμό του «leftmost branch» και το
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γεγονός ότι η {Wt : |t| = n} ένα κάλυμμα τουX από ξένα ανά δύο στοιχεία για κάθε
n ≤ n0, έχουμε ότι bB |n0 = bA|n0 για κάθε B ∈ U . Συνεπώς, ϕ(B) ∈ WbA|n0

⊆ W
για κάθε B ∈ U , και άρα η ϕ είναι συνεχής. Μένει να δείξουμε ότι η ϕ είναι επιλογή
τηςΦ.ΈστωA ∈ F(X). Από τον ορισμό του bA έχουμε ότιA ∈ Φ−(WbA|n) για κάθε
n ∈ ω, ισοδύναμαΦ(A)∩WbA|n ̸= ∅ για κάθε n ∈ ω. Όμως η {WbA|n : n ∈ ω} είναι
μια βάση περιοχών του ϕ(A) και η Φ είναι κλειστών τιμών, άρα ϕ(A) ∈ Φ(A), και
η απόδειξη ολοκληρώθηκε.
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Κεφάλαιο 2

Μετασυμπάγεια σε έναν
υπερχώρο συμπαγών
υποσυνόλων

2.1 Εισαγωγή
Ένα από τα κλασικά θέματα στη μελέτη των υπερχώρων ενός χώρου X είναι

ο προσδιορισμός της κλάσης στην οποία ανήκει ο υπερχώρος, δεδομένου ότι ο X
ανήκει σε μια συγκεκριμένη κλάση, και αντίστροφα.

Για έναν χώρο Hausdorff X συμβολίζουμε με F(X) (αντ. K(X)) την οικογένεια
των μη κενών κλειστών (αντ. συμπαγών) υποσυνόλων τουX , και με τV (αντ. τ−V , τ+V )
τη Vietoris τοπολογία (αντ. κάτω Vietoris τοπολογία, άνω Vietoris τοπολογία). Όσον
αφορά τον υπερχώρο των συμπαγών υποσυνόλων, είναι γνωστό από τον Michael [9]
ότι οX είναι συμπαγής αν και μόνο αν ο (K(X), τV ) είναι συμπαγής, και οX είναι
μετρικοποιήσιμος αν και μόνο αν ο (K(X), τV ) είναι μετρικοποιήσιμος. Σχετικά με
τον υπερχώρο των κλειστών υποσυνόλων, ο Keesling [6] απέδειξε ότι η συμπάγεια
ενός regular T1 χώρου X είναι ισοδύναμη με τη συμπάγεια, με την παρασυμπάγεια
και τη μετασυμπάγεια του (F(X), τV ).

Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με την κάτω Vietoris τοπολογία. Υπενθυ-
μίζουμε ότι αυτή η τοπολογία χρησιμοποιείται στον ορισμό των κάτω ημισυνεχών
συνολοσυναρτήσεων, οι οποίες παίζουν καθοριστικό ρόλο στα θεωρήματα επιλογής
του Michael (βλ. [10]). Ο σκοπός μας σε αυτό το κεφάλαιο είναι να δείξουμς ότι ο αν
X είναι παρασυμπαγής, τότε ο (K(X), τ−V ) είναι μετασυμπαγής (Θεώρημα 2.3.14).
Για να καταφέρουμε να δείξουμε αυτό το αποτέλεσμα, θα επεκτείνουμε πρώτα το θεώ-
ρημα επιλογής συμπαγών τιμών τουMichael ([11,Theorem 1.1]) ως εξής: αν οX είναι
παρασυμπαγής, ο Y πλήρως μετρικοποιήσιμος και ηΦ : (K(X), τ−V ) → F(Y ) κάτω
ημισυνεχής, τότε η Φ δέχεται άνω ημισυνεχή επιλογή Ψ : (K(X), τ+V ) → K(Y ), η
οποία με τη σειρά της δέχετα κάτω ημισυνεχή επιλογή Θ : (K(X), τ−V ) → K(Y )
(Θεώρημα 2.3.11).Στο τέλος του κεφαλαίου θα κάνουμε κάποιες τελικές παρατηρή-
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σεις για την κάτω Vietoris τοπολογία σχετικά με τη συμπάγεια και τα διαχωριστικά
αξιώματα.

2.2 Συμβολισμός
Κάθε τοπολογικός χώρος, εκτός από τους υπερχώρους, θα θεωρείται Hausdorff.

2.2.1 Υπερχώροι

Για χώρο X και U ⊆ X θα χρησιμοποιούμε τον εξής συμβολισμό:
2X = {A ⊆ X : A ̸= ∅},

F(X) = {A ∈ 2X : A κλειστό στον X},

K(X) = {A ∈ 2X : A συμπαγές στον X},

K1(X) = {{x} : x ∈ X},

< U >−= {A ∈ F(X) : A ∩ U ̸= ∅},

< U >+= {A ∈ F(X) : A ⊆ U}.
Οι τοπολογίες που θα θεωρήσουμε στον F(X) είναι η κάτω Vietoris, που θα

συμβολίζεται με τ−V , και η οποία έχει ως υποβάση την οικογένεια {< U >− : U ⊆
X open}, και η άνω Vietoris, που θα συμβολίζεται με τ+V , και η οποία έχει ως υπο-
βάση την οικογένεια {< U >+ : U ⊆ X open}. Στον K(X) θα θεωρήσουμε τις
αντίστοιχες σχετικές τοπολογίες που επάγονται από τον F(X). Για περισσότερες
λεπτομέρειες παραπέπουμπε στα [4, Definition 1.20] και [9].

2.2.2 Συνολοσυναρτήσεις

Έστω (X, τ), (Y, σ) τοπολογικοί χώροι, V ⊆ Y , και Φ : X → 2Y συνολοσυνάρ-
τηση. Θα χρησιμοποιήσουμε τον παρακάτω συμβολισμό:

Φ−(V ) = {x ∈ X : Φ(x) ∩ V ̸= ∅},

Φ+(V ) = {x ∈ X : Φ(x) ⊆ V }.
Για τον σκοπό αυτού του κεφαλαίου θα υιοθετήσουμε την ακόλουθη ορολογία:
η Φ είναι lsc (κάτω ημισυνεχής) ή τ -lsc (για να δώσουμε έμφαση στην τοπολο-
γία του X), αν Φ−(V ) ∈ τ για κάθε V ∈ σ,

η Φ είναι usc (άνω ημισυνεχής) ή τ -usc, αν Φ+(V ) ∈ τ για κάθε V ∈ σ.
Μια συνολοσυνάρτηση της μορφής Φ : X → F(Y ) θα καλείται κλειστών τι-

μών·αν έχουμε K(Y ) αντί για F(X), τότε η Φ θα καλείται συμπαγών τιμών. Υπεν-
θυμίζουμε ότι η εικόνα ενός A ⊆ X μέσω της Φ : X → 2Y ορίζεται ως Φ(A) =
∪x∈AΦ(x), και η κλειστών τιμών συνολοσυνάρτηση Φ : X → 2Y ορίζεται ως
Φ(x) = Φ(x). Για Z ⊆ X , συμβολίζουμε με Φ|Z τον περιορισμό της Φ στο Z . Μια
Ψ λέμε ότι είναι επιλογή για τη Φ, αν Ψ(x) ⊆ Φ(x) για κάθε x ∈ X . Για παραπάνω
λεπτομέρειες παραπέμπουμε στα [4, 12].
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2.2.3 Δέντρα

Όλα τα δέντρα σε αυτό το κεφάλαιο θα θεωρούνται ύψους ω. Για τους βασικούς
ορισμούς παραπέμπουμε στον Kechris [5, Chapters 1.2.A, 1.2.B]·εδώ θα προσθέσουμε
κάποιους συμβολισμούς. Έστω (T,⊑) δέντρο στο μη κενό σύνολο A. Το μήκος κάθε
t ∈ T συμβολίζεται με |t|. Για κάθε t ∈ T ορίζουμε το σύνολο των αμέσως επόμενων
του t ως

succ(t) = {s ∈ T : t ⊑ s και |s| = |t|+ 1}.
Λέμε ότι το T είναι πεπερασμένης διακλάδωσης αν ο πληθάριθμος του succ(t) είναι
αυστηρά μικρότερος από ℵ0 για κάθε t ∈ T . Λέμε ότι το T είναι κλαδεμένο, αν
succ(t) ̸= ∅ για κάθε t ∈ T . Το σώμα του T ορίζεται ως

[T ] = {b ∈ Aω : b|n ∈ T για κάθε n ∈ ω},

και είναι προφανώς μη κενό όταν το T είναι κλαδεμένο. Για κάθε t ∈ T θέτουμε

Vt = {b ∈ [T ] : t ⊑ b}.

Είναι γνωστό ότι η οικογένεια {Vt : t ∈ T} είναι βάση από ανοιχτά-κλειστά για την
τοπολογία του [T ], καθώς και ότι το [T ] είναι συμπαγές αν και μόνο αν το T είναι
πεπερασμένης διακλάδωσης.

2.3 Αποδείξεις των βασικών αποτελεσμάτων

2.3.1 Προαπαιτούμενα

Σε αυτή την υποενότητα θα υπενθυμίσουμε ό,τι χρειαζόμαστε από τα σχήματα
δέντρου που ορίσαμε στο πρώτο κεφάλαιο.

Ορισμός 2.3.1. Ένα σχήμα δέντρου σε ένα μη κενό σύνολοX είναι μια οικογένεια (Wt)t∈T

υποσυνόλων του X τέτοια ώστε:

(i) το T είναι κλαδεμένο δέντρο,

(ii) W∅ = X καιWt = ∪{Ws : s ∈ succ(t)} για κάθε t ∈ T .

Αν ο X είναι τοπολογικός χώρος και τα Wt είναι ανοιχτά (κλειστά), τότε το (Wt)t∈T

καλείται ανοιχτό (αντ. κλειστό) σχήμα δέντρου X .

Λήμμα 2.3.2. Έστω (Wt)t∈T σχήμα δέντρου στο μη κενό σύνολοX . Ισχύουν τα επόμενα:

(i) Ws ⊆Wt για κάθε t ⊑ s.

(ii) Για κάθε x ∈ X υπάρχει bx ∈ [T ] τέτοιο ώστε x ∈ ∩n∈ωWbx|n.

(iii) Το {Wt : |t| = n} είναι κάλυμμα του X για κάθε n ∈ ω.

Παρατήρηση 2.3.3. Είναι εύκολο να δούμε, χρησιμοποιώντας το παραπάνω λήμμα, ότι,
όποτε είναι απαραίτητο, μπορούμε να υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότιWt ̸=
∅ για κάθε t ∈ T , περνώντας στο κλαδεμένο υποδέντρο TF = {b|n : b ∈ F ;n ∈ ω},
όπου F = {b ∈ [T ] :Wb|n ̸= ∅ ∀n ∈ ω}.
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Λήμμα 2.3.4. Έστω X παρασυμπαγής και (Wt)t∈T ανοιχτό σχήμα δέντρου στον X .
Τότε υπάρχει κλειστό σχήμα δέντρου (Ft)t∈T και ανοιχτό σχήμα δέντρου (Ut)t∈T στον
X τέτοια ώστε οι οικογένειες {Ft : |t| = n} και {Ut : |t| = n} είναι τοπικά πεπερασμένες
στον X και Ut ⊆ Ft ⊆Wt για κάθε t ∈ T .

Ορισμός 2.3.5. Λέμε ότι το σχήμα δέντρου (Wt)t∈T στον τοπολογικό χώροX είναι πλή-
ρες, αν για κάθε b ∈ [T ] τέτοιο ώστεWb|n ̸= ∅ για κάθε n ∈ ω υπάρχει xb ∈ X τέτοιο
ώστε:

(i) ∩n∈ωWb|n = {xb} ,

(ii) η οικογένεια {Wb|n : n ∈ ω} είναι βάση περιοχών του xb.

Παρατήρηση 2.3.6. Εφόσον το (Wt)t∈T είναι σχήμα δέντρου, για κάθε x ∈ X υπάρχει
bx ∈ [T ] τέτοιο ώστε x ∈ ∩n∈ωWbx|n. Αλλά το (Wt)t∈T είναι επίσης πλήρες, συνεπώς
{x} = ∩n∈ωWbx|n. Επομένως, για κάθε x ∈ X υπάρχει bx ∈ [T ] τέτοιο ώστε {x} =
∩n∈ωWbx|n και η οικογένεια {Wbx|n : n ∈ ω} είναι βάση περιοχών του x. Παρ’ όλα
αυτά, όπως εξηγήσαμε στην Παρατήρηση 3.2.3, μπορούμε να υποθέσουμε χωρίς βλάβη της
γενικότητας ότιWt ̸= ∅ για κάθε t ∈ T . Σε αυτή την περίπτωση είναι εύκολο να δούμε
οτι για κάθε b ∈ [T ] υπάρχει xb ∈ X τέτοιο ώστε {xb} = ∩n∈ωWb|n και η οικογένεια
{Wb|n : n ∈ ω} είναι βάση περιοχών του xb.

Πρόταση 2.3.7. Αν ο Y είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος, πλήρες ανοιχτό σχήμα δέντρου
(Wt)t∈T στον Y τέτοιο ώστεWt ̸= ∅ για κάθε t ∈ T .

2.3.2 Συνολοσυναρτήσεις επιλογής συμπαγών τιμών με πεδίο ορι-
σμού K(X)

Σε αυτή την υποενότητα θα ξεκινήσουμε με δύο λήμματα που θα χρησιμοποιή-
σουμε στο Θεώρημα 2.3.11, στο οποίο θα κατασκευάσουμε συνολοσυναρτήσεις επι-
λογής συμπαγών τιμών με πεδίο ορισμού τον K(X). Θα συνδυάσουμε ιδέες από τα
[7, 8, 2, 1]. Επίσης, μοιραζόμαστε παρόμοιες ιδέες με τα [11, 3].

Λήμμα 2.3.8. Έστω A συμπαγές υποσύνολο τουX , (Gt)t∈T σχήμα δέντρου στονX και
TA = {t ∈ T : Gt ∩A ̸= ∅}. Ισχύουν τα επόμενα:

(i) Το TA είναι κλαδεμένο δέντρο.

(ii) Αν η {Gt : |t| = n} είναι τοπικά πεπερασμένη στονX για κάθε n ∈ ω, τότε το TA
είναι πεπερασμένης διακλάδωσης.

(iii) Αν τα Gt είναι κλειστά, τότε [TA] = ∪x∈A[Tx].

Απόδειξη. (i) Το γεγονός ότι Gs ⊆ Gt για οποιαδήποτε t ⊑ s δίνει ότι το TA είναι
υποδέντρο του T . Το γεγονός ότιGt = ∪{Gs : s ∈ succ(t)} για κάθε t ∈ T δίνει ότι
το TA είναι κλαδεμένο.

(ii) Έστω n ∈ ω. Επειδή η {Gt : |t| = n} είναι τοπικά πεπερασμένη στον X ,
για κάθε x ∈ A υπάρχει ανοιχτή περιοχή του x που τέμνει το πολύ πεπερασμένα
στοιχεία της {Gt : |t| = n}. Αυτές οι ανοιχτές περιοχές σχηματίζουν ένα ανοιχτό
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κάλυμμα του συμπαγούςA, επομένως υπάρχει ένα πεπερασμένο υποκάλυμμα V . Πα-
ρατηρούμε ότι το ∪V τέμνει το πολύ πεπερασμένα στοιχεία της {Gt : |t| = n}, και
το ίδιο ισχύει για το A, συνεπώς το TA είναι πεπερασμένης διακλάδωσης.

(iii) Ο εγκλεισμός ∪x∈A[Tx] ⊆ [TA] είναι προφανής. Έστω b ∈ [TA]. Λόγω της
συμπάγειας τουA μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι (∩n∈ωGb|n)∩A ̸= ∅, ισοδύναμα,
υπάρχει x ∈ A τέτοιο ώστε b ∈ [Tx].

Ορισμός 2.3.9. Λέμε ότι η Φ : K(X) → 2Y είναι αύξουσα αν Φ(A) ⊆ Φ(B) οποτεδή-
ποτε A ⊆ B, και κανονική αν Φ(A) = ∪x∈AΦ({x}) για κάθε A ∈ K(X).

Λήμμα 2.3.10. ΈστωX,Y χώροι Hausdorff, (Gt)t∈T σχήμα δέντρου στονX , (Wt)t∈T

πλήρες ανοιχτό σχήμα δέντρου στον Y και Φ : K(X) → 2Y που ορίζεται ως

Φ(A) = ∪{∩n∈ωWb|n : b ∈ [TA]},

όπου TA = {t ∈ T : Gt ∩A ̸= ∅}. Τα επόμενα ισχύουν:

(i) Αν η {Gt : |t| = n} είναι τοπικά πεπερασμένη στον X για κάθε n ∈ ω, τότε η Φ
είναι συμπαγών τιμών.

(ii) Η Φ είναι αύξουσα.

(iii) Αν τα Gt είναι κλειστά, τότε η Φ είναι κανονική.

(iv) Αν τα Gt είναι ανοιχτά, τότε η Φ είναι τ−V -lsc.

(v) Αν ταGt είναι κλειστά και η {Gt : |t| = n} είναι τοπικά πεπερασμένη στονX για
κάθε n ∈ ω, τότε η Φ είναι τ+V -usc.

Απόδειξη. (i) Αρχικά η Φ είναι καλά ορισμένη, διότι από το προηγούμενο λήμμα το
TA είναι κλαδεμένο, και άρα [TA] ̸= ∅.

ΈστωA ∈ K(X) και U ένα ανοιχτό κάλυμμα του Φ(A). Επειδή το (Wt)t∈T είναι
πλήρες, για κάθε b ∈ [TA] υπάρχουν yb ∈ Y , nb ∈ ω και Ub ∈ U τέτοια ώστε

{yb} = ∩n∈ωWb|n ⊆Wb|nb
⊆ Ub.

Παρατηρούμε ότι το {Wb|nb
: b ∈ [TA]} είναι ένα ανοιχτό υποκάλυμμα του U , και

το {Vb|nb
: b ∈ [TA]} ένα ανοιχτό κάλυμμα του [TA]. Από το προηγούμενο λήμμα το

[TA] είναι συμπαγές, επομένως υπάρχει, έστω {Vti : i = 1, . . . , k}, ένα πεπερασμένο
υποκάλυμμα του {Vb|nb

: b ∈ [TA]}. Αρκεί να προσέξουμε ότι το {Wti : i = 1, . . . , k}
είναι ένα πεπερασμένο υποκάλυμμα του {Wb|nb

: b ∈ [TA]}.
(ii) Παρατηρούμε ότι [TA] ⊆ [TB ], οποτεδήποτε A ⊆ B.
(iii) Το ζητούμενο προκύπτει από τον ορισμό της Φ και το γεγονός ότι [TA] =

∪x∈A[Tx].
(iv) Έστω t ∈ T . Αρκεί να δείξουμε ότι το Φ−(Wt) είναι ανοιχτό. Έστω A ∈

Φ−(Wt) και y ∈ Φ(A) ∩Wt. Επειδή το (Wt)t∈T είναι πλήρες ανοιχτό, υπάρχουν
by ∈ [TA] και ny ∈ ω τέτοια ώστε

{y} = ∩n∈ωWby|n ⊆Wby|ny
⊆Wt (∗) .
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Είναι εύκολο να δούμε ότι το

< Gby|ny
>− = {B ∈ K(X) : Gby|ny

∩B ̸= ∅}

είναι μια ανοιχτή περιοχή του A ως προς την τ−V . Για να ολοκληρώσουμε την από-
δειξη θα δείξουμε ότι < Gby|ny

>− ⊆ Φ−(Wt). Έστω ότι Gby|ny
∩ B ̸= ∅. Υπάρχει

b ∈ [TB ] τέτοιο ώστε b|ny = by|ny , άρα από την (∗) έχουμε ∩n∈ωWb|n ⊆ Wt,
επομένως Φ(B) ∩Wt ̸= ∅.

(v) ΈστωW ανοιχτό υποσύνολο του Y . Θα δείξουμε ότι τοΦ+(W ) είναι ανοιχτό.
Έστω A ∈ Φ+(W ). Επειδή το (Wt)t∈T είναι πλήρες, για κάθε b ∈ [TA] υπάρχει
yb ∈ Y και nb ∈ ω τέτοια ώστε

{yb} = ∩n∈ωWb|n ⊆Wb|nb
⊆W (∗) .

Η οικογένεια {Wb|nb
: b ∈ [TA]} σχηματίζει ένα ανοιχτό κάλυμμα του Φ(A), το

οποίο είναι συμπαγές από το προηγούμενο λήμμα, επομένως μπορούμε να περάσουμε
σε ένα υποκάλυμμα {Wti : i = 1, . . . , n}. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε
να υποθέσουμε ότι υπάρχει k ∈ ω τέτοιο ώστε |ti| = k για κάθε i ∈ {1, . . . , n}. Για
κάθε x ∈ A υπάρχει Ux, ανοιχτή περιοχή του x, τέτοια ώστε να τέμνει πεπερασμένα
το πολύ στοιχεία της {Gt : |t| = k}. Λόγω της συμπάγειας του A μπορούμε να
βρούμε ανοιχτό U ⊆ X τέτοιο, ώστε να τέμνει πεπερασμένα το πολύ στοιχεία της
{Gt : |t| = k} και A ⊆ U . Θέτουμε

T k
U = {t ∈ T : Gt ∩ U ̸= ∅ και |t| = k} και T k

A = {t ∈ TA : |t| = k}.

Είναι εύκολο να δούμε ότι το

O = U ∩ (X \ ∪{Gt : t ∈ T k
U \ T k

A})

είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο τουX τέτοιο ώστε A ⊆ O. Συγκεκριμένα, το O τέμνει
ακριβώς αυτά τα στοιχεία της {Gt : |t| = k} που τέμνει και το A. Θέτουμε

< O >+= {B ∈ K(X) : B ⊆ O},

το οποίο είναι ανοιχτή περιοχή του A ως προς τη τ+V . Θα δείξουμε ότι < O >+⊆
Φ+(W ). Έστω B ∈< O >+ και b ∈ [TB ]. Επειδή B ⊆ O, έχουμε ότι b|k ∈ T k

A.
Μπορούμε να βρούμε b′ ∈ [TA] τέτοιο ώστε b′|k = b|k, επομένως, λόγω της (∗),
έχουμε ότι Wb′|k ⊆ W , και άρα ∩n∈ωWb|n ⊆ W . Επειδή το b ∈ [TB ] ήταν τυχαίο,
ισχύει ότι Φ(B) ⊆W .

Θεώρημα 2.3.11. ΈστωX παρασυμπαγής,Y πλήρως μετρικοποιήσιμος καιΦ : K(X) →
F(Y ) τ−V -lsc. Τότε ηΦ δέχεται μια τ+V -usc κανονική συμπαγών τιμών επιλογήΨ, η οποία
με τη σειρά της δέχεται μια τ−V -lsc αύξουσα συμπαγών τιμών επιλογή Θ.

Απόδειξη. Είναι εύκολο να δούμε ότι οιX και (K1(X), τ−V ) είναι ομοιομορφικοί, άρα
η Φ|K1(X) είναι lsc και, επιπλέον, μπορούμε να γράφουμε Φ(x) αντί για Φ({x}).
Από την Πρόταση 3.2.6 υπάρχει πλήρες ανοιχτό σχήμα δέντρου (Wt)t∈T στον Y
τέτοιο ώστεWt ̸= ∅ για κάθε t ∈ T . Εύκολα βλέπουμε ότι το (Φ|K1(X))

−(Wt) είναι
ένα ανοιχτό σχήμα δέντρου στον X ([7, Lemma 4.1]). Από το Λήμμα 2.3.4 υπάρχει
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κλειστό σχήμα δέντρου (Ft)t∈T και ανοιχτό σχήμα δέντρου (Ut)t∈T στον X έτσι
ώστε οι οικογένειες {Ft : |t| = n} και {Ut : |t| = n} να είναι τοπικά πεπερασμένες
στον X για κάθε n ∈ ω, και Ut ⊆ Ft ⊆ (Φ|K1(X))

−(Wt) για κάθε t ∈ T . Για κάθε
A ∈ K(X) ορίζουμε

SA = {t ∈ T : A ∩ Ut ̸= ∅} και TA = {t ∈ T : A ∩ Ft ̸= ∅},

και μετά Θ : K(X) → 2Y και Ψ : K(X) → 2Y ως

Θ(A) = ∪{∩n∈ωWb|n : b ∈ [SA]} και Ψ(A) = ∪{∩n∈ωWb|n : b ∈ [TA]}.

Από το προηγούμενο λήμμα βλέπουμε ότι η Ψ είναι συμπαγών τιμών κανονική τ+V -
usc, και η Θ συμπαγών τιμών αύξουσα τ−V -lsc.

Μένει να δείξουμε ότι η Ψ είναι επιλογή για τη Φ, και η Θ επιλογή για την Ψ.
Το τελευταίο είναι προφανές, διότι [SA] ⊆ [TA]. Έστω A ∈ K(X). Θα δείξουμε ότι
Ψ(A) ⊆ Φ(A). Έστω y ∈ Ψ(A). Από το Λήμμα 2.3.8 έχουμε ότι [TA] = ∪x∈A[Tx],
επομένως υπάρχει x ∈ A και b ∈ [Tx] τέτοια ώστε {y} = ∩n∈ωWb|n. Επειδή το
(Wt)t∈T είναι πλήρες, η {Wb|n : n ∈ ω} είναι βάση περιοχών του y. Αλλά, εξ ορι-
σμού του Tx έχουμε ότι x ∈ Fb|n για κάθε n ∈ ω, και άρα, εξ ορισμού του (Ft)t∈T ,
ισχύει ότι Φ(x) ∩Wb|n ̸= ∅ για κάθε n ∈ ω. Επομένως y ∈ Φ(x). Για να ολοκληρώ-
σουμε την απόδειξη, αρκεί να δείξουμε ότι η Φ είναι αύξουσα, απ’ το οποίο συνεπά-
γεται ότι Φ(x) ⊆ Φ(A). Έστω προς απαγωγή σε άτοπο ότι υπάρχουν B,C ∈ K(X)
τέτοια ώστε B ⊆ C και Φ(B) ⊈ Φ(C). Υπάρχει z ∈ Φ(B) τέτοιο ώστε z /∈ Φ(C).
Έστω το ανοιχτό υποσύνολο V = Y \Φ(C). Επειδή ηΦ είναι τ−V -lsc καιB ∈ Φ−(V ),
υπάρχει

∩n
i=1 < Gi >

−= {D ∈ K(X) : D ∩Gi ̸= ∅ ∀i = 1, . . . , n},

ανοιχτή βασική περιοχή τουB ως προς τη τ−V , τέτοια ώστε∩n
i=1 < Gi >

−⊆ Φ−(V ).
Αλλά επειδή B ⊆ C , μπορούμε να δούμε ότι C ∈ ∩n

i=1 < Gi >
−, και άρα C ∈

Φ−(V ), ισοδύναμα Φ(C) ∩ V ̸= ∅, το οποίο είναι άτοπο.

Πόρισμα 2.3.12. Το Θεώρημα 2.3.11 επάγει το θεώρημα επιλογής συμπαγών τιμών του
Michael ([11, Theorem 1.1]).

Απόδειξη. Πρώτα παρατηρούμε ότι οι (σχετικές) τοπολογίες τ−V και τ+V ταυτίζο-
νται στο K1(X), και ότι ο X είναι ομοιομορφικός με τον (K1(X), τ−V ). Έστω Φ :
X → F(Y ) lsc, όπου ο X είναι παρασυμπαγής και ο Y πλήρως μετρικοποιήσιμος.
Έστω Φ∗ : K(X) → 2Y που ορίζεται ως Φ∗(A) = Φ(A). Μπορούμε να δούμε ότι
(Φ∗)−(V ) = {A ∈ K(X) : A ∩ Φ−(V ) ̸= ∅} για κάθε V ⊆ Y ανοιχτό, επομέ-
νως, επειδή η Φ είναι lsc, έπεται ότι η Φ∗ είναι τ−V -lsc, και άρα η Φ∗ είναι επίσης
τ−V -lsc. Τώρα μπορούμε να εφαρμόσουμε το Θεώρημα 2.3.11 και να περιορίσουμε τις
συνολοσυναρτήσεις επιλογής που προκύπτουν στο K1(X).

2.3.3 Μετασυμπάγεια στον (K(X), τ−V )

Τώρα είμαστε σχεδόν έτοιμοι να αποδείξουμε το βασικό αποτέλεσμα. Το επόμενο
λήμμα είναι μέρος ενός γνωστού θεωρήματος (βλ. [3] και [12, B.1.2]).

47



Λήμμα 2.3.13. Ας υποθέσουμε ότι ο τοπολογικός χώρος X (όχι απαραίτητα Hausdorff)
είναι τέτοιος ώστε για κάθε πλήρως μετρικοποιήσιμο Y και κάθε lsc Φ : X → F(Y )
υπάρχει lsc συμπαγών τιμών επιλογή για τη Φ. Τότε ο X είναι μετασυμπαγής.

Απόδειξη. Έστω {Ui}i∈I ένα ανοιχτό κάλυμμα του X . Έστω επίσης Φ : X → F(I)
που ορίζεται ως Φ(x) = {i ∈ I : x ∈ Ui}, όπου το I είναι διακριτός χώρος. Είναι
εύκολο να δούμε ότι Φ−({i}) = Ui για κάθε i ∈ I , άρα η Φ είναι lsc. Επειδή ο I
είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος, εξ υποθέσεως η Φ δέχεται μια συμπαγών τιμών lsc
επιλογή Ψ. Θέτουμε Gi = Ψ−({i}) και παρατηρούμε ότι το {Gi}i∈I είναι σημειακά
πεπερασμένη (βλ. [7, Lemma 6.4]) ανοιχτή εκλέπτυνση του {Ui}i∈I .

Θεώρημα 2.3.14. Αν ο X είναι παρασμπαγής, τότε ο (K(X), τ−V ) είναι μετασυμπαγής.

Απόδειξη. Από το προηγούμενο λήμμα αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε πλήρως μετρι-
κοποιήσιμο Y και κάθε τ−V -lsc Φ : K(X) → F(Y ) υπάρχει τ−V -lsc συμπαγών τιμών
επιλογή για τη Φ. Αλλά αυτό προκύπτει άμεσα από το Θεώρημα 2.3.11.

Ας κάνουμε μερικές τελικές παρατηρήσεις σχετικά με την κάτω Vietoris τοπολο-
γία. Μπορούμε να αποδείξουμε, ακριβώς όπως στο [9,Theorem 4.2], η συμπάγεια του
X επάγει ότι ο (K(X), τ−V ) είναι συμπαγής, και αντίστροφα. Παρατηρούμε επίσης
ότι ένας Hausdorff χώρος X εμφυτεύεται στον (K(X), τ−V ) ως κλειστός υπόχωρος,
επομένως η παρασυμπάγεια ή η μετασυμπάγεια του τελευταίου κληρονομείται από
τον X . Τα ίδια ισχύουν για τον (F(X), τ−V ).

Παρ’ όλα αυτά, ακόμα και αν αυτή η τοπολογία παίζει κεντρικό ρόλο στα θε-
ωρήματα επιλογής, είναι πολύ φτωχή ως προς τα διαχωριστικά αξιώματα. Για πα-
ράδειγμα, μπορούμε πολύ εύκολα να ελέγξουμε ότι κάθε υπόχωρος του (F(X), τ−V )
είναι T0, αλλά ο (F(X), τ−V ) είναι T1 αν και μόνο αν X είναι τετριμμένος, και ο
(K(X), τ−V ) είναι T1 αν και μόνο αν ο X είναι μονοσύνολο.
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Κεφάλαιο 3

Μια γενίκευση του
Θεωρήματος Επιλογής του
Michael

3.1 Εισαγωγή

Με 2Y θα συμβολίζουμε την οικογένεια των μη κενών υποσυνόλων του Y . Υπεν-
θυμίζουμε ότι η Φ : X → 2Y είναι κάτω ημισυνεχής, αν το Φ−(V ) είναι ανοιχτό για
κάθε V ⊆ Y ανοιχτό, όπου Φ−(V ) = {x ∈ X : Φ(x) ∩ V ̸= ∅}·για περισσότε-
ρες λεπτομέρειες παραπέμπουμε στο [4]. Αν το E είναι τοπολογικός διανυσματικός
χώρος και A ⊆ E, συμβολίζουμε με conv[A] την κλειστή κυρτή θήκη του A.

Ας ξεκινήσουμε με το πιο γνωστό θεώρημα επιλογής του Michael.

Θεώρημα 3.1.1 ([8, 12]). Έστω X παρασυμπαγής, Y χώρος Banach και Φ : X → 2Y

κάτω ημισυνεχής. Τότε υπάρχει συνεχής ϕ : X → Y τέτοια ώστε ϕ(x) ∈ conv[Φ(x)]
για κάθε x ∈ X .

Ο Michael [8] παρατήρησε ότι το Θεώρημα 3.1.1 παραμένει αληθές αν ο Y είναι
χώρος Fréchet, αλλά δεν ισχύει εν γένει αν ο Y δεν είναι μετρικοποιήσιμος. Παρ’ όλα,
καταβάλλοντας σημαντική προσπάθεια, κατάφερε στο [11] (βλ. επίσης [10,Theorem
1.2]) να χαλαρώσει την υπόθεση της μετρικοποιησιμότητας του Y ως εξής.

Θεώρημα 3.1.2 ([11, 12]). ΈστωX παρασυμπαγής, Y πλήρως μετρικοποιήσιμο υποσύ-
νολο (με τη σχετική τοπολογία) ενός τοπικά κυρτού χώρου E στον οποίο η κλειστή κυρτή
θήκη κάθε συμπαγούς υποσυνόλου του E είναι συμπαγές, και Φ : X → 2Y κάτω ημι-
συνεχής. Τότε υπάρχει συνεχής ϕ : X → E τέτοια ώστε ϕ(x) ∈ conv[Φ(x)] για κάθε
x ∈ X .

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αποδείξουμε την παρακάτω γενίκευση του Θεωρήματος
3.1.2 (και άρα του Θεωρήματος 3.1.1)·η απόδειξη είναι στοιχειώδης.
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Θεώρημα 3.1.3. Έστω X παρασυμπαγής, Y πλήρως μετρικοποιήσιμος, Φ : X → 2Y

κάτω ημισυνεχής, E τοπικά κυρτός τέτοιος ώστε η κλειστή κυρτή θήκη κάθε συμπαγούς
υποσυνόλου του E είναι συμπαγές και f : Y → E συνεχής. Τότε υπάρχει συνεχής ϕ :
X → E τέτοια ώστε ϕ(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε x ∈ X .

Ως άμεση εφαρμογή του Θεωρήματος 4.1.1, μπορούμε να αναιρέσουμε την υπό-
θεση της πληρότητας στον Y με τους ακόλουθους τρόπους.

Πόρισμα 3.1.4. Έστω X παρασυμπαγής, Y μετρικοποιήσιμος, Φ : X → 2Y κάτω
ημισυνεχής,E χώρος Fréchet και f : Y → E συνεχής. Τότε υπάρχει συνεχής ϕ : X → E
τέτοια ώστε ϕ(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε x ∈ X .

Πόρισμα 3.1.5. Έστω X παρασυμπαγής, Y μετρικοποιήσιμος, Φ : X → 2Y κάτω
ημισυνεχής, E πλήρης τοπικά κυρτός χώρος και f : Y → E ομοιόμορφα συνεχής ως
προς κάποια συμβατή μετρική στον Y . Τότε υπάρχει συνεχής ϕ : X → E τέτοια ώστε
ϕ(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε x ∈ X .

Υπενθυμίζουμε ότι η κλάση των τοπικά κυρτών χώρων στους οποίους η κλει-
στή κυρτή θήκη κάθε συμπαγούς υποσυνόλου είναι συμπαγές περιέχει τους πλήρεις
(κάθε Cauchy δίκτυο συγκλίνει) τοπικά κυρτούς χώρους, καθώς και τους χώρους
Banach με την ασθενή (Krein-Šmulian theorem) ή την ασθενή* τοπολογία (Alaoglu
theorem). Υπενθυμίζουμε επίσης ότι κάθε χώρος Fréchet, και άρα κάθε χώρος Banach
με τη norm τοπολογία, είναι πλήρης τοπικά κυρτός χώρος. Για περισσότερες λεπτο-
μέρειες παραπέμπουμε στα [1, 3, 7, 13].

3.2 Προετοιμασία για την απόδειξη του Θεωρήματος
4.1.1

3.2.1 Προαπαιτούμενα για δέντρα

Όλα τα δέντρα θα θεωρούνται ύψους ω. Για τους βασικούς ορισμούς παραπέ-
μπουμε στον Kechris [5, Chapters 1.2.A, 1.2.B]·εδώ θα προσθέσουμε κάποιους επι-
πλέον συμβολισμούς. Έστω (T,⊑) δέντρο στο μη κενό σύνολο A. Για t, s ∈ T γρά-
φουμε t ⊥ s, αν ούτε t ⊑ s ούτε s ⊑ t, άρα το ¬(t ⊥ s) σημαίνει είτε t ⊑ s είτε s ⊑ t.
Το μήκος κάθε t ∈ T συμβολίζεται με |t|. Για κάθε n ∈ ω ορίζουμε το n-επίπεδο του
T ως Tn = {t ∈ T : |t| = n}. Για κάθε t ∈ T και k < ω ορίζουμε το σύνολο των
k-επόμενων του t ως

succkT (t) = {s ∈ T : t ⊏ s και |s| = |t|+ k}.

Αν είναι ξεκάθαρο ποιο είναι το δέντρο T στο οποίο αναφερόμαστε, θα γράφουμε
απλά succk(t). Για k = 1 γράφουμε succ(t). Ανάλογα, για κάθε t ∈ T ορίζουμε το
σύνολο των αμέσως προηγούμενων του t ως

predT (t) = {s ∈ T : s ⊏ t και |t| = |s|+ 1}.

Λέμε ότι το T είναι πεπερασμένης διακλάδωσης, αν ο πληθάριθμος του succ(t) εί-
ναι αυστηρά μικρότερος του ℵ0 για κάθε t ∈ T . Λέμε ότι το T είναι κλαδεμένο, αν
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succ(t) ̸= ∅ για κάθε t ∈ T . Το σώμα του T ορίζεται ως

[T ] = {b ∈ Aω : b|n ∈ T για κάθε n ∈ ω},

και είναι προφανώς μη κενό αν το T είναι κλαδεμένο. Για κάθε t ∈ T θέτουμε

Vt = {b ∈ [T ] : t ⊏ b}.

Είναι γνωστό ότι η οικογένεια {Vt : t ∈ T} είναι μια βάση που αποτελείται από
ανοιχτά-κλειστά για την τοπολογία του [T ], και ότι το [T ] είναι συμπαγές αν και
μόνο αν το T είναι πεπερασμένης διακλάδωσης.

3.2.2 Σχήμα δέντρου

Σε αυτή την υποενότητα θα υπενθυμίσουμε ό,τι χρειαζόμαστε από τα σχήματα
δέντρου που ορίσαμε στο πρώτο κεφάλαιο.

Ορισμός 3.2.1. Ένα σχήμα δέντρου σε ένα μη κενό σύνολοX είναι μια οικογένεια (Wt)t∈T

υποσυνόλων του X τέτοια ώστε:

(i) το T είναι κλαδεμένο δέντρο,

(ii) W∅ = X καιWt = ∪{Ws : s ∈ succ(t)} για κάθε t ∈ T .

Αν ο X είναι τοπολογικός χώρος και τα Wt είναι ανοιχτά (κλειστά), τότε το (Wt)t∈T

καλείται ανοιχτό (αντ. κλειστό) σχήμα δέντρου X .

Λήμμα 3.2.2. Έστω (Wt)t∈T σχήμα δέντρου στο μη κενό σύνολοX . Ισχύουν τα επόμενα:

(i) Ws ⊆Wt για κάθε t ⊑ s.

(ii) Για κάθε x ∈ X υπάρχει bx ∈ [T ] τέτοιο ώστε x ∈ ∩n∈ωWbx|n.

(iii) Το {Wt : |t| = n} είναι κάλυμμα του X για κάθε n ∈ ω.

Παρατήρηση 3.2.3. Είναι εύκολο να δούμε, χρησιμοποιώντας το παραπάνω λήμμα, ότι,
όποτε είναι απαραίτητο, μπορούμε να υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότιWt ̸=
∅ για κάθε t ∈ T , περνώντας στο κλαδεμένο υποδέντρο TF = {b|n : b ∈ F ;n ∈ ω},
όπου F = {b ∈ [T ] :Wb|n ̸= ∅ ∀n ∈ ω}.

3.2.3 Πλήρες σχήμα δέντρου

Ορισμός 3.2.4. Λέμε ότι το σχήμα δέντρου (Wt)t∈T στον τοπολογικό χώροX είναι πλή-
ρες, αν για κάθε b ∈ [T ] τέτοιο ώστεWb|n ̸= ∅ για κάθε n ∈ ω υπάρχει xb ∈ X τέτοιο
ώστε:

(i) ∩n∈ωWb|n = {xb} ,

(ii) η οικογένεια {Wb|n : n ∈ ω} είναι βάση περιοχών του xb.
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Παρατήρηση 3.2.5. Εφόσον το (Wt)t∈T είναι σχήμα δέντρου, για κάθε x ∈ X υπάρχει
bx ∈ [T ] τέτοιο ώστε x ∈ ∩n∈ωWbx|n. Αλλά το (Wt)t∈T είναι επίσης πλήρες, συνεπώς
{x} = ∩n∈ωWbx|n. Επομένως, για κάθε x ∈ X υπάρχει bx ∈ [T ] τέτοιο ώστε {x} =
∩n∈ωWbx|n και η οικογένεια {Wbx|n : n ∈ ω} είναι βάση περιοχών του x. Παρ’ όλα
αυτά, όπως εξηγήσαμε στην Παρατήρηση 3.2.3, μπορούμε να υποθέσουμε χωρίς βλάβη της
γενικότητας ότιWt ̸= ∅ για κάθε t ∈ T . Σε αυτή την περίπτωση είναι εύκολο να δούμε
οτι για κάθε b ∈ [T ] υπάρχει xb ∈ X τέτοιο ώστε {xb} = ∩n∈ωWb|n και η οικογένεια
{Wb|n : n ∈ ω} είναι βάση περιοχών του xb.

Πρόταση 3.2.6. Αν ο Y είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος, πλήρες ανοιχτό σχήμα δέντρου
(Wt)t∈T στον Y τέτοιο ώστεWt ̸= ∅ για κάθε t ∈ T .

3.2.4 Σχήμα δέντρου συναρτήσεων

Ορισμός 3.2.7.

(1) Ένα σχήμα δέντρου συναρτήσεων σε έναν τοπολογικό χώροX είναι μια οικογένεια
(λt)t∈T συνεχών συναρτήσεων από τον X στο [0, 1] τέτοια ώστε:

(i) το T είναι κλαδεμένο δέντρο,

(ii) η οικογένεια {supp(λt) : |t| = n} είναι τοπικά πεπερασμένη στον X για κάθε
n ∈ ω,

(iii) λ∅ = 1 και λt =
∑

{λs : s ∈ succ(t)} για κάθε t ∈ T .

(2) Ένα σχήμα δέντρου συναρτήσεων (λt)t∈T στον X κυριαρχείται από το σχήμα δέ-
ντρου (Ut)t∈T στον X , αν supp(λt) ⊆ Ut για κάθε t ∈ T .

Στο επόμενο λήμμα αποδεικνύουμε κάποιες βασικές ιδιότητες του σχήματος δέ-
ντρου συναρτήσεων.

Λήμμα 3.2.8. Έστω (λt)t∈T ένα σχήμα δέντρου συναρτήσεων στον τοπολογικό χώροX .
Ισχύουν τα επόμενα:

(i)
∑

{λs(x) : s ∈ succn(t)} = λt(x) για κάθε x ∈ X και n ∈ ω,

(ii)
∑

{λt(x) : |t| = n} = 1 για κάθε x ∈ X και n ∈ ω,

(iii) το (supp(λt))t∈T είναι ένα κλειστό σχήμα δέντρου στον X ,

(iv) η {supp(λt) : |t| = n} είναι ένα τοπικά πεπερασμένο κλειστό κάλυμμα τουX για
κάθε n ∈ ω.

Απόδειξη.

(i) Θα αποδείξουμε την ισότητα με επαγωγή στον ω. Έστω x ∈ X . Η ισότητα ισχύει
για n = 0 (succ0(t) = {t}) και για n = 1 (εξ ορισμού του σχήματος δέντρου συναρ-
τήσεων). Υποθέτουμε ότι ισχύει n = k. Θα δείξουμε ότι ισχύει για n = k+1. Επειδή
succk+1(t) = ∪{succ(r) : r ∈ succk(t)}, έχουμε∑

{λs(x) : s ∈ succk+1(t)} =
∑{∑

{λs(x) : s ∈ succ(r)} : r ∈ succk(t)
}
.
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Τέλος, εφαρμόζοντας την ισότητα για n = 1 και n = k έχουμε∑{∑
{λs(x) : s ∈ succ(r)} : r ∈ succk(t)

}
=

∑
{λr(x) : r ∈ succk(t)}

= λt(x).

(ii) Παρατηρούμε ότι
∑

{λt(x) : |t| = n} =
∑

{λt(x) : t ∈ succn(∅)}, επομένως η
ζητούμενη ισότητα προκύπτει άμεσα από το (i) και το γεγονός ότι λ∅ = 1.
(iii) Εξ ορισμού του σχήματος δέντρου συναρτήσεων, έχουμε λ∅ = 1 και λt =

∑
{λs :

s ∈ succ(t)}. Απ’ την πρώτη ισότητα προκύπτει ότι λ−1
∅ (0, 1] = supp(λ∅) = X ,

ενώ απ’ τη δεύτερη λ−1
t (0, 1] = ∪{λ−1

s (0, 1] : s ∈ succ(t)} για κάθε t ∈ T . Όμως η
{λ−1

s (0, 1] : s ∈ succ(t)} είναι τοπικά πεπερασμένη στονX (η {supp(λt) : |t| = n}
είναι τοπικά πεπερασμένη εξ ορισμού), συνεπώς

supp(λt) = clX(λ−1
t (0, 1]) = clX(∪{λ−1

s (0, 1] : s ∈ succ(t)})
= ∪{clX(λ−1

s (0, 1]) : s ∈ succ(t)}
= ∪{supp(λs) : s ∈ succ(t)}.

(iv) Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε, με επαγωγή, ότι από κάθε σχήμα δέντρου στον
X μπορούμε να πάρουμε ένα κάλυμμα τουX σε κάθε επίπεδο του δέντρου. Συνεπώς,
απ’ το (iii) έχουμε ότι η {supp(λt) : |t| = n} είναι ένα κλειστό κάλυμμα του X για
κάθε n ∈ ω· είναι επίσης τοπικά πεπερασμένη στον X εξ ορισμού του σχήματος
δέντρου συναρτήσεων.

3.2.5 Παρασυμπάγεια και σχήμα δέντρου συναρτήσεων

Λήμμα 3.2.9. Αν ο X είναι παρασυμπαγής Hausdorff και το (Ut)t∈T ανοιχτό σχήμα
δέντρου στον X , τότε υπάρχει κλειστό σχήμα δέντρου (Ft)t∈T στον X τέτοιο ώστε:

(i) Ft ⊆ Ut για κάθε t ∈ T ,

(ii) Ft = ∪{intFt
(Fs) : s ∈ succ(t)} για κάθε t ∈ T ,

(iii) η οικογένεια {Ft : |t| = n} είναι τοπικά πεπερασμένο κάλυμμα τουX για κάθεn ∈ ω.

Απόδειξη. Δείτε Κεφάλαιο 1.

Λήμμα 3.2.10. Αν ο X είναι παρασυμπαγής Hausdorff και το (Ft)t∈T όπως στο προη-
γούμενο λήμμα, τότε υπάρχει σχήμα δέντρου συναρτήσεων (λt)t∈T στον X τέτοιο ώστε
supp(λt) ⊆ intX(Ft) για κάθε t ∈ T .

Απόδειξη. Ορίζουμε f̃∅ : X → [0, 1]ως= 1. Για κάθε t ∈ T η οικογένεια {intFt
(Fs) :

s ∈ succ(t)} είναι ένα ανοιχτό κάλυμμα του παρασυμπαγούς Hausdorff υπόχωρου
Ft, συνεπώς υπάρχει διαμέριση της μονάδας {fs : s ∈ succ(t)} στον Ft που κυριαρ-
χείται από τη {intFt(Fs) : s ∈ succ(t)}. Για κάθε t ∈ T και s ∈ succ(t) επεκτείνουμε
την fs στον X ως εξής:

f̃s(x) =

{
fs(x) αν x ∈ Ft

0 αν x ∈ X \ Ft

.
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Παρατηρούμε ότι οι f̃s δεν είναι απαραίτητα συνεχείς. Για κάθε t ∈ T ορίζουμε
λt : X → [0, 1] ως

λt(x) =
∏

{f̃r(x) : r ⊑ t}.

Πρώτα θα δείξουμε ότι supp(λt) ⊆ intX(Ft) για κάθε t ∈ T . Η ζητούμενη σχέση
είναι προφανής για t = ∅. Υποθέτουμε ότι είναι αληθής για κάποιο t ∈ T . Θα δεί-
ξουμε ότι είναι επίσης αληθής για κάθε s ∈ succ(t). Παρατηρούμε ότι για κάθε t ∈ T
και s ∈ succ(t) ισχύει

supp(λs) ⊆ supp(λt) ∩ supp(fs) και intX(Ft) ∩ intFt(Fs) ⊆ intX(Fs).

Απ’ την επαγωγική υπόθεση ισχύει ότι supp(λt) ⊆ intX(Ft), και εξ ορισμού των ft
ότι supp(fs) ⊆ intFt

(Fs), συνεπώς supp(λs) ⊆ intX(Fs).
Τώρα θα δείξουμε ότι οι λt είναι συνεχείς. Προς τούτο, αρκεί να παρατηρήσουμε

ότι ο περιορισμός της λt τόσο στο X \ supp(λt) όσο και στο intX(Ft) είναι συνε-
χής, ότι τα δύο αυτά υποσύνολα είναι ανοιχτά στον X , και, λόγω της supp(λt) ⊆
intX(Ft), ότι η ένωσή τους είναι ο X .

Η οικογένεια {supp(λt) : |t| = n} είναι τοπικά πεπερασμένη στον X , επειδή
supp(λt) ⊆ Ft για κάθε t ∈ T και η {Ft : |t| = n} είναι τοπικά πεπερασμένη στον
X για κάθε n ∈ ω (εξ υποθέσεως).

Τέλος, ισχύει ότι λ∅ = 1 εξ ορισμού της f̃∅. Συνεπώς, μένει να δείξουμε ότι λt =∑
{λs : s ∈ succ(t)} για κάθε t ∈ T . Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στον ω. Η

ισότητα ισχύει για n = 0, εφόσον succ0(t) = {t}. Εξ ορισμού των λt έχουμε∑
{λs(x) : s ∈ succ(t)} =

∑{∏
{f̃r(x) : r ⊑ s} : s ∈ succ(t)

}
=

∑{(∏
{f̃r(x) : r ⊑ t}

)
f̃s(x) : s ∈ succ(t)

}
=

(∏
{f̃r(x) : r ⊑ t}

)∑
{f̃s(x) : s ∈ succ(t)}

= λt(x)
∑

{f̃s(x) : s ∈ succ(t)}.

Επιπλέον, η οικογένεια {fs : s ∈ succ(t)} είναι μια διαμέριση της μονάδας και
f̃s|Ft = fs, συνεπώς, αν x ∈ Ft, τότε∑

{f̃s(x) : s ∈ succ(t)} =
∑

{fs(x) : s ∈ succ(t)} = 1,

και άρα ∑
{λs(x) : s ∈ succ(t)} = λt(x).

Απ’ την άλλη πλευρά, αν x ∈ X \Ft, τότε f̃s(x) = 0 για κάθε s ∈ succ(t), συνεπώς∑
{λs(x) : s ∈ succ(t)} = 0.

Όμως λt(x) = 0, διότι supp(λt) ⊆ intX(Ft) ⊆ Ft. Άρα, αν x ∈ X \ Ft, τότε ισχύει
πάλι ότι ∑

{λs(x) : s ∈ succ(t)} = λt(x).
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Πρόταση 3.2.11. Ένας χώρος Hausdorff X είναι παρασυμπαγής, αν, και μόνο αν, για
κάθε ανοιχτό σχήμα δέντρου (Ut)t∈T στονX υπάρχει σχήμα δέντρου συναρτήσεων (λt)t∈T

που κυριαρχείται από το (Ut)t∈T .

Απόδειξη. Η μια κατεύθυνση της απόδειξης έπεται από τα Λήμματα 3.2.9 και 3.2.10.
Η άλλη είναι προφανής.

3.2.6 Φράχτης δέντρου και σχήμα δέντρου συναρτήσεων

Ορισμός 3.2.12. Έστω T κλαδεμένο δέντρο, S υποσύνολο του T και t0 ∈ T . Λέμε ότι
το S είναι ένας φράχτης του T κάτω από το t0, αν:

(i) t0 ⊑ s για κάθε s ∈ S,

(ii) για κάθε b ∈ Vt0 υπάρχει s ∈ S τέτοιο ώστε s ⊏ b,

(iii) (∀s1, s2 ∈ S) (¬(s1 ⊥ s2) → (s1 = s2)).

Στην περίπτωση που t0 = ∅ λέμε ότι το S είναι ένας φράχτης του T . Το σύνολο όλων των
φραχτών του T κάτω από το t0 θα συμβολίζεται με Br(T, t0)· αν t0 = ∅ θα γράφουμε
Br(T ). Τέλος, για t ∈ T ορίζουμε S(t) = {s ∈ S : t ⊑ s}.

Ορίζουμε στο Br(T, t0) μια μερική διάταξη ≼ ως εξής:

S1 ≼ S2 ⇐⇒ ∀s1 ∈ S1 ∀s2 ∈ S2 (¬(s1 ⊥ s2) → (s1 ⊑ s2)).

Είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι το (Br(T, t0),≼) είναι ένα κατευθυνόμενο σύνολο.
Στο επόμενο λήμμα αποδεικνύουμε μερικές βασικές ιδιότητες σχετικές με τους φρά-
χτες δέντρων.

Λήμμα 3.2.13. Έστω T κλαδεμένο δέντρο, t0 ∈ T και S1, S2 ∈ Br(T, t0) με S1 ≼ S2.
Ισχύουν τα επόμενα:

(i) Αν (Wt)t∈T είναι ένα σχήμα δέντρου στο σύνολο X , τότεWt0 = ∪{Ws : s ∈ S}
για κάθε S ∈ Br(T, t0).

(ii) Αν το T είναι πεπερασμένης διακλάδωσης, τότε κάθε S ∈ Br(T, t0) είναι πεπερα-
σμένο.

(iii) Για κάθε b ∈ Vt0 υπάρχουν s1 ∈ S1 και s2 ∈ S2 τέτοια ώστε t0 ⊑ s1 ⊑ s2 ⊏ b.

(iv) S2(s0) ∈ Br(T, s0) για κάθε s0 ∈ S1.

(v) Η οικογένεια {S2(s) : s ∈ S1} είναι ένα κάλυμμα του S2 από ξένα ανά δύο στοι-
χεία.

Απόδειξη.

(i) Έστω S ∈ Br(T, t0). Προφανώς ∪{Ws : s ∈ S} ⊆Wt0 . Επομένως, έστω x ∈Wt0 .
Εφόσον το (Wt)t∈T είναι ένα σχήμα δέντρου, υπάρχει b ∈ Vt0 τέτοιο ώστε x ∈Wb|n
για κάθε n ∈ ω. Επειδή το S είναι φράχτης του T κάτω t0, υπάρχει s ∈ S τέτοιο
ώστε s ⊏ b, και άρα x ∈Ws.
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(ii) Έστω S ∈ Br(T, t0). Από το (i) έχουμε ότι Vt0 = ∪{Vs : s ∈ S}, όπου τα Vs είναι
ξένα ανά δύο ανοιχτά υποσύνολα, και το Vt0 συμπαγές ως κλειστό υποσύνολο του
[T ]· το τελευταίο είναι συμπαγές ως σώμα δέντρου πεπερασμένης διακλάδωσης.
Άρα, το S δεν μπορεί να είναι άπειρο.
(iii) Έστω b ∈ Vt0 . Επειδή τα S1, S2 είναι φράχτες του T κάτω απ’ το t0, υπάρχουν
s1 ∈ S1 και s2 ∈ S2 τέτοια ώστε t0 ⊑ s1, s2 ⊏ b. Όμως S1 ≼ S2 και ¬(s1 ⊥ s2),
συνεπώς s1 ⊑ s2.
(iv) Έστω s0 ∈ S1. Θα ελέγξουμε τις τρεις προϋποθέσεις του Ορισμού 3.2.12. Αρχικά,
είναι προφανές ότι s0 ⊑ s για κάθε s ∈ S2(s0). Έστω b ∈ Vs0 . Παρατηρούμε ότι
t0 ⊑ s0 ⊏ b. Επειδή το S2 είναι φράχτης του T κάτω απ’ το t0 και b ∈ Vt0 , υπάρχει
s ∈ S2 τέτοιο ώστε t0 ⊑ s ⊏ b, άρα ¬(s0 ⊥ s). Όμως S1 ≼ S2, συνεπώς s0 ⊑ s,
και άρα s ∈ S2(s0). Τέλος, έστω s1, s2 ∈ S2(s0) με ¬(s1 ⊥ s2). Εφόσον το S2 είναι
φράχτης και τα s1, s2 είναι στοιχεία του, ισχύει ότι s1 = s2.
(v) Είναι προφανές ότι ∪{S2(s) : s ∈ S1} ⊆ S2. Επομένως, έστω t ∈ S2. Επιλέγουμε
b ∈ Vt. Εφόσον t0 ⊑ t, έχουμε ότι b ∈ Vt0 . Εξ υποθέσεως το S1 είναι φράχτης του
T κάτω από το t0, συνεπώς υπάρχει s ∈ S1 τέτοιο ώστε s ⊏ b. Απ’ την τελευταία
σχέση και το γεγονός ότι t ⊏ b συνεπάγεται ότι ¬(s ⊥ t). Εξ υποθέσεως S1 ≼ S2,
επομένως s ⊑ t, και άρα t ∈ S2(s). Τέλος, αν s, s′ ∈ S1 με s ̸= s′, τότε εξ ορισμού
του φράχτη έχουμε ότι s ⊥ s′, και άρα S2(s) ∩ S2(s

′) = ∅.

Τώρα είμαστε έτοιμοι να προσθέσουμε επιπλέον ιδιότητες σχετικές με το σχήμα
δέντρου συναρτήσεων. Στο επόμενο λήμμα, για κάθε x ∈ X , U ⊆ X και n ∈ ω
ακολουθούμε τον εξής συμβολισμό:

Tx = {t ∈ T : x ∈ supp(λt)},

Tn
x = {t ∈ T : x ∈ supp(λt) και |t| = n},

TU = {t ∈ T : U ∩ supp(λt) ̸= ∅},

Tn
U = {t ∈ T : U ∩ supp(λt) ̸= ∅ και |t| = n}.

Είναι εύκολο να ελέγξει κανείς ότι τα Tx και TU είναι κλαδεμένα υποδέντρα του T .

Λήμμα 3.2.14. Έστω (λt)t∈T σχήμα δέντρου συναρτήσεων στον τοπολογικό χώρο X .
Ισχύουν τα επόμενα:

(i) για κάθε x ∈ X και n ∈ ω υπάρχει ανοιχτή περιοχήU του x τέτοια ώστε T k
U = T k

x

για κάθε 0 ≤ k ≤ n,

(ii) η οικογένεια {supp(λs) : s ∈ S} είναι ένα τοπικά πεπερασμένο κλειστό κάλυμμα
του X για κάθε S ∈ Br(T ),

(iii) λt(x) =
∑

s∈S λs(x) για κάθε t ∈ T , S ∈ Br(T, t) και x ∈ X ,

(iv)
∑

s∈S λs(x) = 1 για κάθε S ∈ Br(T ) και x ∈ X .

Απόδειξη.
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(i) Έστω x ∈ X και n ∈ ω. Υπάρχει ανοιχτή περιοχή G του x τέτοια ώστε το Tn
G να

είναι πεπερασένο, δεδομένου ότι η {supp(λt) : |t| = n} είναι τοπικά πεπερασμένη
στον X εξ ορισμού του σχήματος δέντρου συναρτήσεων. Θέτουμε U = G ∩ (X \
∪{supp(λt) : t ∈ Tn

G \Tn
x }), που είναι μια ανοιχτή περιοχή του x, και παρατηρούμε

ότι Tn
U = Tn

x . Επειδή τα TU και Tx κλαδεμένα δέντρα, έχουμε ότι T k
U = T k

x για κάθε
0 ≤ k ≤ n.
(ii) Αρχικά θα δείξουμε ότι η {supp(λs) : s ∈ S} είναι τοπικά πεπερασμένη στον X
για κάθε S ∈ Br(T ). Έστω S ∈ Br(T ) και x ∈ X . Θέτουμε Sx = S ∩ Tx, το οποίο
είναι πεπερασμένο, επειδή το Tx είναι πεπερασμένης διακλάδωσης και Sx ∈ Br(Tx)
(Ορισμός 3.2.7(ii) και Λήμμα 3.2.13(ii)). Έστω n = max{|s| : s ∈ Sx}. Σύμφωνα με
το (i) υπάρχει ανοιχτή περιοχή U του x τέτοια ώστε T k

U = T k
x για κάθε 0 ≤ k ≤ n.

Θέτουμε SU = S ∩ TU και ισχυριζόμαστε ότι SU = Sx. Προφανώς Sx ⊆ SU .
Επομένως, έστω t ∈ SU . Μπορούμε να βρούμε b ∈ [TU ] τέτοιο ώστε t ⊏ b, συνεπώς
b|k ∈ Tx για κάθε 0 ≤ k ≤ n. Επίσης υπάρχει b′ ∈ [Tx] τέτοιο ώστε b|k = b′|k για
κάθε 0 ≤ k ≤ n. Εφόσον Sx ∈ Br(Tx), υπάρχει 0 ≤ k0 ≤ n τέτοιο ώστε b′|k0 ∈ Sx,
άρα b|k0 ∈ Sx. Τώρα παρατηρούμε ότι τα t και b|k0 είναι στοιχεία του S και ότι
¬(t ⊥ b|k0), συνεπώς t = b|k0, και άρα SU = Sx. Λόγω της τελευταίας ισότητας
υπάρχουν το πολύ πεπερασμένα s ∈ S με U ∩ supp(λs) ̸= ∅.

Τέλος, η {supp(λs) : s ∈ S} είναι κλειστό κάλυμμα του X λόγω του Λήμματος
3.2.8(iii) και του Λήμματος 3.2.13(i) για t0 = ∅.
(iii) Έστω t ∈ T ,S ∈ Br(T, t) καιx ∈ X . Παρατηρούμε ότι

∑
s∈S λs(x) =

∑
s∈Sx

λs(x),
όπουSx = S∩Tx ∈ Br(Tx, t). Επομένως αρκεί να δείξουμε ότι λt(x) =

∑
s∈S λs(x)

για κάθε S ∈ Br(Tx, t).
Θα αποδείξουμε αυτή την τελευταία ισότητα με επαγωγή στο ύψος του S ∈

Br(Tx, t), που ορίζεται ως |S| = max{|s| : s ∈ S} (το |S| είναι καλά ορισμένο
λόγω του Λήμματος 3.2.13(ii)). Αν |S| = |t|, τότε η ισότητα ισχύει κατά τετριμμένο
τρόπο. Υποθέτουμε ότι η ισότητα ισχύει για κάθε S ∈ Br(Tx, t) με |S| = n, όπου
n ≥ |t|. Έστω S ∈ Br(Tx, t) με |S| = n + 1. Αν |s| = n + 1 για κάθε s ∈ S, τότε
η ζητούμενη ισότητα προκύπτει άμεσα από την επαγωγική υπόθεση και το Λήμμα
3.2.8(i). Διαφορετικά, ορίζουμε τα σύνολα

Sn+1 = {s ∈ S : |s| = n+ 1},

predTx
(Sn+1) = ∪{predTx

(s) : s ∈ Sn+1},

R = (S \ Sn+1) ∪ predTx
(Sn+1),

και παρατηρούμε ότι R ∈ Br(Tx, t), |R| = n και (S \ Sn+1) ∩ predTx(S
n+1) = ∅.

Άρα, σε συνδυασμό με την επαγωγική υπόθεση, έχουμε ότι

λt(x) =
∑
s∈R

λs(x) =
∑

s∈S\Sn+1

λs(x) +
∑

s∈predTx (S
n+1)

λs(x).

Παρατηρούμε ότι

Sn+1 = ∪{succTx(s) : s ∈ predTx(S
n+1)},
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επομένως, εφόσον λs(x) =
∑

r∈succ(s) λr(x) για κάθε s ∈ predTx(S
n+1), έχουμε

ότι ∑
s∈predTx (S

n+1)

λs(x) =
∑

s∈Sn+1

λs(x).

Άρα,

λt(x) =
∑
s∈R

λs(x) =
∑

s∈S\Sn+1

λs(x) +
∑

s∈Sn+1

λs(x) =
∑
s∈S

λs(x).

(iv) Προκύπτει άμεσα απ’ το (iii) για t = ∅.

Πρόταση 3.2.15. ΈστωX χώρος Hausdorff. Τότε οX είναι παρασυμπαγής, αν, και μόνο
αν, για κάθε ανοιχτό σχήμα δέντρου (Ut)t∈T στον X υπάρχει σχήμα δέντρου συναρτή-
σεων (λt)t∈T στον X τέτοιο ώστε:

(i) το (λt)t∈T κυριαρχείται από το (Ut)t∈T ,

(ii) η οικογένεια {supp(λs) : s ∈ S} είναι τοπικά πεπερασμένο κλειστό κάλυμμα του
X για κάθε S ∈ Br(T ),

(iii) λt(x) =
∑

s∈S λs(x) για κάθε t ∈ T , S ∈ Br(T, t) και x ∈ X ,

(iv)
∑

s∈S λs(x) = 1 για κάθε S ∈ Br(T ) και x ∈ X .

Απόδειξη. Προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 3.2.11 και το Λήμμα 3.2.14.

3.3 Αποδείξεις του Θεωρήματος 4.1.1 και των Πορι-
σμάτων 3.1.4 και 3.1.5

Proof of Theorem 4.1.1. Από το θεώρημα επιλογής συμπαγών τιμών του Michael ([?,
Theorem 1.1]), η Φ δέχεται μια συμπαγών τιμών lsc επιλογή Ψ. Από την Πρόταση
3.2.6 υπάρχει πλήρες ανοιχτό σχήμα δέντρου (Wt)t∈T στον Y . Για Ut = Ψ−(Wt)
εύκολα βλέπουμε ότι το (Ut)t∈T ανοιχτό σχήμα δέντρου στον X . Απ’ την Πρόταση
3.2.15 υπάρχει σχήμα δέντρου συναρτήσεων (λt)t∈T στονX που ικανοποιεί τις εξής
ιδιότητες:

(a) supp(λt) ⊆ Ut για κάθε t ∈ T ,

(b) η {supp(λs) : s ∈ S} είναι ένα τοπικά πεπερασμένο κλειστό κάλυμμα του X
για κάθε S ∈ Br(T ),

(c) λt(x) =
∑

s∈S λs(x) για κάθε t ∈ T , S ∈ Br(T, t) και x ∈ X ,

(d)
∑

s∈S λs(x) = 1 για κάθε S ∈ Br(T ) και x ∈ X .
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Για κάθε t ∈ T και x ∈ X , αν x ∈ supp(λt), τότε η (a) μας δίνει τη δυνατότητα
να επιλέξουμε ένα yt(x) ∈ Ψ(x) ∩ Wt, διαφορετικά (x ̸∈ supp(λt)) επιλέγουμε
yt(x) ∈Wt. Για κάθε S ∈ Br(T ) ορίζουμε ϕS : X → E ως

ϕS(x) =
∑
s∈S

λs(x)g(ys(x)) .

Η ιδιότητα (b)εγγυάται ότι η ϕS είναι καλά ορισμένη.
Πρώτα θα δείξουμε ότι το δίκτυο (ϕS)S∈Br(T ) είναι ομοιόμορφα Cauchy. Έστω

V,W,U ανοιχτές περιοχές του 0E , έτσι ώστε η V είναι συμμμετρική με V + V ⊆ W
και ηW είναι κυρτή συμμετρική μεW+W ⊆ U . Επειδή το (Wt)t∈T είναι πλήρες, για
κάθε b ∈ [T ] υπάρχει yb ∈ Y τέτοιο ώστε {yb} = ∩n∈ωWb|n και η {Wb|n : n ∈ ω}
είναι βάση περιοχών του yb. Επομένως, λόγω της συνέχειας της g, για κάθε b ∈ [T ]
υπάρχει nb ∈ ω τέτοιο ώστε g(Wb|nb

) ⊆ g(yb) + V . Θέτουμε I = {b|nb : b ∈ [T ]}
και I(b) = {s ∈ I : s ⊏ b} για κάθε b ∈ [T ]. Κάθε I(b) είναι καλά διατεταγμένο
από τη ⊑, επομένως θέτουμε sb να είναι το ελάχιστο στοιχείο του I(b). Θέτουμε
S0 = ∪{sb : b ∈ [T ]} και παρατηρούμε ότι το S0 είναι ένας φράχτης του T τέτοιος
ώστε

g(Ws) ⊆ g(ys) + V (∗)

για κάθε s ∈ S0, με τα ys να είναι κάποια συγκεκριμένα στοιχεία του {yb : b ∈ [T ]}.
Έστω x ∈ X και S ≽ S0. Από το Λήμμα 3.2.13(v) ισχύει ότι S = ∪{S(s) : s ∈ S0}
και S(s) ∩ S(s′) = ∅ για διαφορετικά s, s′ ∈ S0, επομένως

ϕS(x)− ϕS0(x) =
∑
t∈S

λt(x)g(yt(x))−
∑
s∈S0

λs(x)g(ys(x))

=
∑
s∈S0

 ∑
t∈S(s)

λt(x)g(yt(x))

−
∑
s∈S0

λs(x)g(ys(x)).

Από το Λήμμα 3.2.13(iv) ισχύει ότι S(s) ∈ Br(T, s) για κάθε s ∈ S0, συνεπώς,
εφαρμόζοντας την ιδιότητα (c), έχουμε ότι λs(x) =

∑
t∈S(s) λt(x) για κάθε s ∈ S0.

Επομένως,

ϕS(x)− ϕS0
(x) =

∑
s∈S0

 ∑
t∈S(s)

λt(x)g(yt(x))

−
∑
s∈S0

 ∑
t∈S(s)

λt(x)

 g(ys(x))


=

∑
s∈S0

 ∑
t∈S(s)

λt(x)
(
g(yt(x))− g(ys(x))

) .

Επειδή το (Wt)t∈T είναι σχήμα δέντρου, για κάθε s ∈ S0 και t ∈ S(s) έχουμε
ότι Wt ⊆ Ws, και άρα yt(x), ys(x) ∈ Ws. Συνεπώς, απ’ την (∗) συνεπάγεται ότι
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g(yt(x))− g(ys(x)) ∈ V − V = V + V ⊆ W για κάθε s ∈ S0 και t ∈ S(s), και άρα

ϕS(x)− ϕS0(x) =
∑
s∈S0

 ∑
t∈S(s)

λt(x)
(
g(yt(x))− g(ys(x))

)
∈

∑
s∈S0

 ∑
t∈S(s)

(λt(x)W)

 =
∑
t∈S

(λt(x)W).

Τώρα, λόγω της ιδιότητας (d) και της κυρτότητας τουW ισχύει ότι

ϕS(x)− ϕS0
(x) =

∑
t∈S

(λt(x)W) ⊆ W.

Αυτή η τελευταία σχέση ισχύει για αυθαίρετα x ∈ X και S ≽ S0, επομένως, για
κάθε x ∈ X και S1, S2 ≽ S0 ισχύει ότι

ϕS1
(x)−ϕS2

(x) = ϕS1
(x)−ϕS0

(x)+ϕS0
(x)−ϕS2

(x) ∈ W−W = W+W ⊆ U .

Τώρα θα δείξουμε ότι ϕ(x) ∈ conv[g(Φ(x))] για κάθε x ∈ X . Παρατηρούμε
ότι το conv[g(Ψ(x))] είναι συμπαγές και ότι (ϕS(x))S∈Br(T ) ⊆ conv[g(Ψ(x))] για
κάθε x ∈ X . Συνεπώς, για κάθε x ∈ X υπάρχει ένα υποδίκτυο του (ϕS(x))S∈Br(T )

που συγκλίνει σε ένα ϕ(x). Επειδή το (ϕS(x))S∈Br(T ) είναι Cauchy, συγκλίνει στο
ϕ(x) (στο ίδιο όριο με αυτό του συγκλίνοντος υποδικτύου). Όμως το (ϕS)S∈Br(T )

είναι ομοιόμορφα Cauchy, επομένως το (ϕS)S∈Br(T ) συγκλίνει ομοιόμορφα στο ϕ.
Ορίζουμε την ϕ : X → E ως το ομοιόμορφο όριο της (ϕS)S∈Br(T ). Εξ ορισμού των
ϕS και της ιδιότητας (a) ισχύει ότι ϕ(x) ∈ conv[g(Ψ(x))] ⊆ conv[g(clY (Φ(x)))] ⊆
conv[clE(g(Φ(x)))] = conv[g(Φ(x))] για κάθε x ∈ X .

Μένει να δείξουμε ότι η ϕ είναι συνεχής. Έστω x0 ∈ X και V,U κυρτές, συμ-
μετρικές, ανοιχτές περιοχές του 0E έτσι ώστε V + V + V + V + V ⊆ U . Επειδή
το (ϕS)S∈Br(T ) συγκλίνει ομοιόμορφα στη ϕ, υπάρχει S0 ∈ Br(T ) τέτοιο ώστε
ϕ(x) − ϕS0

(x) ∈ V για κάθε x ∈ X . Όπως και στην (∗), μπορούμε να υποθέσουμε
ότι g(Ws) ⊆ g(ys) + V για κάθε s ∈ S0, με τα ys να είναι συγκεκριμένα στοιχεία
του Y . Επιπλέον, λόγω της ιδιότητας (b) υπάρχει ανοιχτή περιοχή U του x0 τέτοια
ώστε το S0 ∩ TU = {s ∈ S0 : U ∩ supp(λs) ̸= ∅} να είναι πεπερασμένο, όπου
TU = {t ∈ T : U ∩ supp(λs) ̸= ∅}. Θέτουμε k = card(S0 ∩ TU ). Έστω W μια
απορροφητική ανοιχτή περιοχή του 0E τέτοια ώστε W + · · ·+W︸ ︷︷ ︸

k times

⊆ V (∗∗). Πα-
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ρατηρούμε ότι για κάθε x ∈ U ισχύει

ϕS0
(x0)− ϕS0

(x) =
∑
s∈S0

λs(x0)g(ys(x0))−
∑
s∈S0

λs(x)g(ys(x))

=
∑

s∈S0∩TU

λs(x0)g(ys(x0))−
∑

s∈S0∩TU

λs(x)g(ys(x))

∈
∑

s∈S0∩TU

(
λs(x0)(g(ys) + V)

)
−

∑
s∈S0∩TU

(
λs(x)(g(ys) + V)

)
=

∑
s∈S0∩TU

(λs(x0)− λs(x))g(ys) +
∑

s∈S0∩TU

(λs(x0)V)−
∑

s∈S0∩TU

(λs(x)V)

⊆
∑

s∈S0∩TU

(λs(x0)− λs(x))g(ys) + V + V (∗ ∗ ∗).

Εφόσον η W είναι απορροφητική, για κάθε s ∈ S0 ∩ TU υπάρχει as > 0 τέτοιο
ώστε a · g(ys) ∈ W οποτεδήποτε |a| < as. Επειδή οι συναρτήσεις της οικογένειας
{λs : s ∈ S0} είναι συνεχείς, για κάθε s ∈ S0 ∩ TU υπάρχει ανοιχτή περιοχή
Gs ⊆ U του x0 τέτοια ώστε |λs(x0) − λs(x)| < as για κάθε x ∈ Gs. Θέτουμε
G = ∩{Gs : s ∈ S0 ∩ TU}. Για κάθε x ∈ G ισχύει∑

s∈S0∩TU

(λs(x0)− λs(x))g(ys) ∈
∑

s∈S0∩TU

W = W + · · ·+W︸ ︷︷ ︸
k times

,

άρα, λόγω των (∗∗) και (∗ ∗ ∗) ισχύει ότι

ϕS0
(x0)− ϕS0

(x) ∈ W + · · ·+W︸ ︷︷ ︸
k times

+V + V ⊆ V + V + V.

Επομένως, για κάθε x ∈ G ισχύει

ϕ(x0)−ϕ(x) = ϕ(x0)−ϕS0(x0)+ϕS0(x0)−ϕS0(x)+ϕS0(x)−ϕ(x) ∈ V+V+V+V+V ⊆ U .

Proof of Corollary 3.1.4. Έστω ρ μια συμβατή μετρική στον Y και d μια πλήρης συμ-
βατή μετρική στον E. Τότε η μετρική σ που ορίζεται ως σ(y1, y2) = ρ(y1, y2) +
d(f(y1), f(y2)) είναι συμβατή με τον Y και η f : (Y, σ) → (E, d) είναι ομοιόμορφα
συνεχής. Έστω Ỹ η πλήρωση του (Y, σ). Υπάρχει συνεχής επέκταση της f στον Ỹ ,
επομένως μπορούμε να εφαρμόσουμε το Θεώρημα 4.1.1. Είναι εύκολο να δούμε ότι η
συνεχής ϕ : X → E που προκύπτει είναι τέτοια, ώστε ϕ(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για
κάθε x ∈ X .

Proof of Corollary 3.1.5. Ανάλογα με την παραπάνω απόδειξη, θεωρούμε τη συνεχή
επέκταση της f στην πλήρωση του Y και έπειτα εφαρμόζουμε το Θεώρημα 4.1.1.
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Κεφάλαιο 4

Θεωρήματα επιλογής και
επέκτασης

4.1 Εισαγωγή
Ένα από τα κλασικά προβλήματα στην τοπολογία είναι η συνεχής επέκταση

συνεχών συναρτήσεων. Δηλαδη, αν οι X και E είναι τοπολογικοί χώροι και το A
κλειστό υποσύνολο του X , θα θέλαμε να γνωρίζουμε υπό ποιες προϋποθέσεις κάθε
συνεχής f : A → E μπορεί να επεκταθεί σε μια συνεχή f̃ : X → E, τουτέστιν
f̃ |A = f (για λεπτομέρεις παραπέμπουμε στα [10, 28]). Σε αυτό το κεφάλαιο, εκτός
και αν διατυπωθεί ρητώς κάποια άλλη υπόθεση, θα θεωρούμε ότι ο χώρος X είναι
παρασυμπαγής, το A κλειστό υποσύνολο του X και ο E τοπικά κυρτός χώρος.

Υπό αυτές τις συνθήκες, ο Arens απέδειξε ([2, Theorem 4.1]) ότι τέτοιες επε-
κτάσεις είναι εφικτές οποτεδήποτε ο E είναι Fréchet. Σίγουρα, το Θεώρημα Tietze-
Urysohn μπορεί επίσης να εφορμοστεί οποτεδήποτε ο E είναι της μορφής RI για
οποιοδήποτε I (βλ. [12]).

Άλλος τρόπος να πετύχουμε επεκτάσεις είναι συγχρόνως μέσω ενός γραμμικού
τελεστή επέκτασης S : C(A,E) → C(X,E), τουτέστιν η S(f) είναι συνεχής επέ-
κταση της f . Στις περιπτώσεις που μπορούμε μεμονωμένα να επεκτείνουμε κάθε
f ∈ C(A,E), μπορούμε φυσιολογικά να ορίσουμε έναν γραμμικό τελεστή επέκτα-
σης, θεωρώντας μια Hamel βάση για τον C(A,E) (βλ. [13]). Αλλά, γενικά, με τον
όρο «γραμμικός τελεστής επέκτασης» υπονοούμε ότι έχουμε κάποιον έλεγχο πάνω
στη μεγέθυνση της εικόνας της επεκτεταμένης S(f) σε σχέση με την αρχική f , το
οποίο δεν είναι εφικτό με έναν τελεστή που ορίζεται με τον προηγούμενο τρόπο. Το
πιο αντιπροσωπευτικό αποτέλεσμα σε αυτή την κατεύθυνση είναι το λεγόμενο Θε-
ώρημα Επέκτασης Dugundji (βλ. [8, 2, 22] και [5, 17]), σύμφωνα με το οποίο αν ο X
ανήκει στην υποκλάση των μετρικοποιήσιμων χώρων, τότε υπάρχει γραμμικός τελε-
στής επέκτασης S : C(A,E) → C(X,E) τέτοιος ώστε S(f)(X) ⊆ conv[f(A)] (το
conv[f(A)] συμβολίζει την κυρτή θήκη του f(A))· επιπλέον, ο S είναι ισομορφισμός
(ως προς την pointwise, την uniform και την compact-open τοπολογία), και στην
περίπτωση που ο E είναι χώρος Banach, ο S περιορισμένος στον Cb(A,E) (υπόχω-
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ρος των φραγμένων συνεχών συναρτήσεων) είναι ισομετρία ως προς τη supremum
νόρμα.

Το ανάλογο του Θεωρήματος Επέκτασης Dugundji για μεγαλύτερες ή διαφορετι-
κές κλάσεις απ’ αυτή των μετρικοποιήσιμων χώρων μελετήθηκε στα [2, 6, 4, 14, 18, 13,
15, 26]. Εμείς θα σημειώσουμε τον Borges [4] που απέδειξε ότι αν οX είναι stratifiable
χώρος, τότε υπάρχει γραμμικός συνεχής (pointwise, uniform, compact-open) τελε-
στής επέκτασης S : C(A,E) → C(X,E) τέτοιος ώστε S(f)(X) ⊆ conv[f(A)].
Υπενθυμίζουμε ότι η κλάση των stratifiable χώρων περιέχει την κλάση των μετρικο-
ποιήσιμων και περιέχεται στην κλάση των παρασυμπαγών. Ο Stares [26] απέδειξε το
αντίστοιχο Θεώρημα του Borges για πραγματικές συναρτήσεις (χωρίς τη συνέχεια
του τελεστή) για ακόμα μεγαλύτερη κλάση, η οποία, όμως, περιέχεται επίσης στην
κλάση των παρασυμπαγών. Εν τέλει, το Θεώρημα Επέκτασης Dugundji δεν ισχύει
στην κλάση των παρασυμπαγών (βλ. [2, 7]), ακόμα και αν ο X είναι hereditarily
paracompact linearly ordered χώρος και το A είναι κλειστό διαχωρίσιμο μετρικο-
ποιήσιμο υποσύνολο του X (βλ. [13]). Εντούτοις, οι Lutzer και Martin [18] έδει-
ξαν ότι υπάρχει γραμμικός τελεστής επέκτασης S : C(A) → C(X) τέτοιος ώστε
S(f)(X) ⊆ conv[f(A)], δοθέντος ότι το A είναι κλειστό μετρικοποιήσιμο Gδ υπο-
σύνολο ενός collectionwise normal χώρου X · αυτή η περίπτωση βεβαίως περιλαμ-
βάνει τους παρασυμπαγείς χώρους X .

Ένα άλλο βασικό πρόβλημα στην τοπολογία είναι αυτό των συναρτήσεων συ-
νεχούς επιλογής. Τουτέστιν, αν οι X,Y είναι τοπολογικοί χώροι και η Φ : X → 2Y

συνολοσυνάρτηση (το 2Y συμβολίζει την οικογένεια των μη κενών υποσυνόλων του
Y ), θα θέλαμε να γνωρίζουμε υπό ποιες συνθήκες υπάρχει συνεχής επιλογή για τηΦ,
δηλαδή μια συνεχής ϕ : X → Y τέτοια ώστε ϕ(x) ∈ Φ(x) (για περισσότερες λεπτο-
μέρειες παραπέμπουμε στα [1, 16, 9]). Το πιο αντιπροσωπευτικό θεώρημα επιλογής
είναι λεγόμενο Θεώρημα Επιλογής του Michael ([23, Theorem 3.2”]), σύμφωνα με το
οποίο αν οX είναι παρασυμπαγής, ο Y Fréchet και ηΦ : X → 2Y κάτω ημισυνεχής
τέτοια ώστε κάθε Φ(x) να είναι κλειστό και κυρτό, τότε υπάρχει συνεχής επιλογή
για τη Φ. Ο Michael [23] παρατήρησε ότι κάθε πρόβλημα επέκτασης μπορεί να ιδω-
θεί ως ειδική περίπτωση ενός προβλήματος επιλογής. Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι
η f : A→ E είναι συνεχής και ας ορίσουμε την Φ : X → 2E ως Φ(x) = {f(x)} αν
x ∈ A και Φ(x) = E διαφορετικά. Τότε κάθε συνάρτηση επιλογής για τη Φ είναι
μια συνεχής επέκταση της f . Επομένως, προκύπτει ότι το θεώρημα επέκτασης του
Arens (που παρουσιάσαμε στην αρχή) μπορεί να ιδωθεί ως ειδική περίπτωση του
Θεωρήματος Επιλογής του Michael.

ΟΑρβανιτάκης [3] έδωσε μια κοινή γενίκευση τουΘεωρήματος ΕπέκτασηςDugundji
και του Θεωρήματος Επιλογής του Michael (με μικρές διαφοροποιήσεις), αποδεικνύ-
οντας ότι αν οX είναι παρασυμπαγής k-space, ο Y πλήρης μετρικός, ηΦ : X → 2Y

κάτω ημισυνεχής και ο E πλήρης (κάθε Cauchy δίκτυο συγκλίνει) τοπικά κυρτός,
τότε υπάρχει γραμμικός συνεχής (ως προς την uniform και την compact-open τοπο-
λογία) τελεστής S : C(Y,E) → C(X,E) τέτοιος ώστε S(f)(x) ∈ conv[f(Φ(x))]
για κάθε x ∈ X (το conv[f(Φ(x)) συμβολίζει την κλειστή κυρτή θήκη του f(Φ(x))).
Ένας τέτοιος τελεστής μπορεί να λέγεται τελεστής επιλογής (που αντιστοιχεί στην
Φ), εφόσον η S(f) είναι μια επιλογή για την κάτω ημισυνεχή conv[f ◦ Φ] για κάθε
f ∈ C(Y,E). Αργότερα θα δούμε πώς ο τελεστής επιλογής, σύμφωνα με τον Αρβα-
νιτάκη [3], γίνεται τελεστής επέκτασης.
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Απ’ όσα είδαμε μέχρι στιγμής, θέλουμε να τονίσουμε τα εξής:

(A-i) Επεκτάσεις μπορούν να επιτευχθούν συγχρόνως μέσω ενός γραμμικού τελεστή
επέκτασης με καλές ιδιότητες (π.χ. Θεώρημα Επέκτασης Dugundji).

(A-ii) Επεκτάσεις μπορούν να θεωρηθούν ως ειδικές περιπτώσεις συναρτήσεων επι-
λογής ([23]).

(A-iii) Αντίστοιχα με το (A-i), οι συναρτήσεις επιλογής μπορούν να επιτευχθούν συγ-
χρόνως μέσω ενός γραμμικού τελεστή επέκτασης με καλές ιδιότητες ([3]).

(A-iv) Αντίστοιχα με το (A-ii), οι σύγχρονες επεκτάσεις μπορούν να θεωρηθούν ως
ειδικές περιπτώσεις σύγχρονων επιλογών ([3]).

(A-v) Το Θεώρημα Επέκτασης Dugundji ισχύει και για μεγαλύτερες κλάσεις απ’
αυτή των μετρικοποιήσιμων χώρων ([4, 26]), αλλά όχι για την κλάση των πα-
ρασυμπαγών ([2, 7, 13]), εκτός και αν υποθέσουμε ότι (για πραγματικές συναρ-
τήσεις χωρίς τη συνέχεια του τελεστή) ότι τοA είναι κλειστό μετρικοποιήσιμο
Gδ υποσύνολο του X ([18]).

Ο σκοπός μας σε αυτό το κεφάλαιο είναι να δείξουμε ότι ένα θεώρημα σύγχρονης
επιλογής και ένα θεώρημα σύγχρονης επέκτασης μπορούν να προκύψουν ως ειδικές
περιπτώσεις του θεωρήματος επιλογής που αποδείξαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο
και το οποίο γενικεύει το Θεώρημα Επιλογής του Michael.

Πρώτα ας θυμίσουμε μερικά προαπαιτούμενα. Λέμε ότι ένας τοπικά κυρτός χώ-
ρος E έχει την convex-compact ιδιότητα (ή ο E είναι ccp τοπικά κυρτός χώρος), αν
το conv[K] είναι συμπαγές για κάθεK ⊆ E συμπαγές. Η κλάση των ccp τοπικά κυρ-
τών χώρων περιέχει τους πλήρεις (κάθε Cauchy δίκτυο συγκλίνει) τοπικά κυρτούς
χώρους, όπως και τους χώρους Banach με την ασθενή τοπολογία (Krein-Šmulian
theorem) ή την ασθενή* τοπολογία (Alaoglu theorem). Κάθε χώρος Fréchet, και άρα
κάθε χώρος Banach με τη norm τοπολογία, είναι πλήρης τοπικά κυρτός χώρος. Για
περισσότερες λεπτομέρειες παραπέμπουμε στα [1, 11, 21, 25].

Θεώρημα 4.1.1 ([20]). ΈστωX παρασυμπαγής, Y πλήρως μετρικοποιήσιμος,Φ : X →
2Y κάτω ημισυνεχής,E ccp τοπικά κυρτός και f : Y → E συνεχής. Τότε υπάρχει συνεχής
f̃ : X → E τέτοια ώστε f̃(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε x ∈ X .

Εφαρμόζοντας το Θεώρημα 4.1.1 για τη συνάρτηση εκτίμησης e : Y → EC(Y,E)

που ορίζεται ως e(y)(f) = f(y), παίρνουμε μια συνεχή ẽ : X → EC(Y,E) τέ-
τοια ώστε η απεικόνιση ẽ(x) είναι γραμμικός τελεστής, και άρα η απεικόνιση S :
C(Y,E) → C(X,E) που ορίζεται ως S(f)(x) = ẽ(x)(f) είναι γραμμικός τελεστής
επίσης. Με αυτόν τον τρόπο θα δώσουμε μια απόδειξη της παρακάτω γενικότερης
εκδοχής του θεωρήματος σύγχρονης επιλογής του Αρβανιτάκη· για μια άλλη προ-
σέγγιση δείτε τα [27, 29].

Θεώρημα 4.1.2. Έστω X παρασυμπαγής, Y πλήρως μετρικοποιήσιμος, Φ : X →
2Y κάτω ημισυνεχής και E ccp τοπικά κυρτός. Τότε υπάρχει γραμμικός τελεστής S :
C(Y,E) → C(X,E) τέτοιος ώστε:

(1) S(f)(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε f ∈ C(Y,E) και x ∈ X .
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(2) Ο S είναι συνεχής, δοθέντος ότι και οι δύο χώροι C(Y,E) και C(X,E) είναι εφο-
διασμένοι με την ίδια από τις εξής τοπολογίες: pointwise, uniform, compact-open.

(3) Α ο E είναι χώρος Banach, τότε ο S περιορισμένος στον Cb(Y,E) είναι νόρμας
ένα.

Στην ίδια λογική θα αποδείξουμε το Θεώρημα 4.2.2, που η υπόθεση της πληρό-
τητας του A καταρρίπτεται, αλλά, ο τελεστής επιλογής περιορίζεται στον υπόχωρο
των ομοιόμορφα συνεχών συναρτήσεων και ο E στην κλάση των πλήρων τοπικά
κυρτών χώρων.

Αφού εφαρμόσουμε τοΘεώρημα 4.1.1 για συγκεκριμέναE και f (e : Y → EC(Y,E))
για να αποκτήσουμε τον τελεστή επιλογής του Θεωρήματος 4.1.2, μπορούμε περαι-
τέρω να επιλέξουμε συγκεκριμένη Φ (όπως στο [3]), έτσι ώστε ο τελεστής επιλογής
να γίνει τελεστής επέκτασης. Με άλλα λόγια, το παρακάτω θεώρημα σύγχρονης
επέκτασης είναι μια ειδική περίπτωση του Θεωρήματος 4.1.2, και άρα μπορεί αν θε-
ωρηθεί ως μια ειδική περίπτωση του Θεωρήματος 4.1.1 για συγκεκριμένο E, f και
Φ.

Θεώρημα 4.1.3. ΈστωX παρασυμπαγής,A πλήρως μετρικοποιήσιμος κλειστός υπόχω-
ρος του X και E ccp τοπικά κυρτός. Τότε υπάρχει γραμμικός τελεστής S : C(A,E) →
C(X,E) τέτοιος ώστε:

(1) Η S(f) είναι επέκταση της f για κάθε f ∈ C(A,E).

(2) S(f)(X) ⊆ conv[f(A)] για κάθε f ∈ C(A,E).

(3) ΟS είναι ισομορφική εμφύτευση, δοθέντος ότι και οι δύο χώροιC(A,E) καιS(C(A,E))
είναι εφοδιασμένοι με την ίδια από τις εξής τοπολογίες: pointwise, uniform, compact-
open.

(4) Αν οE είναι χώρος Banach, τότε ο S περιορισμένος στονCb(A,E) είναι ισομετρία.

Ανάλογα με το Θεώρημα 4.1.3 θα αποδείξουμε το Θεώρημα 4.2.3, όπου η υπό-
θεση της πληρότητας του A καταρρίπτεται, αλλά ο τελεστής επέκτασης περιορίζε-
ται στον υπόχωρο των ομοιόμορφα συνεχών συναρτήσεων και ο E στην κλάση των
πλήρων τοπικά κυρτών χώρων.

Όπως σημειώσαμε παραπάνω, το ανάλογο τουΘεωρήματος ΕπέκτασηςDugundji
δεν ισχύει στην κλάση των παρασυμπαγών χώρων, εκτός αν (για πραγματικές συ-
ναρτήσεις χωρίς τη συνέχεια του τελεστή) το A είναι επιπλέον μετρικοποιήσιμο Gδ

υποσύνολο τουX . Με το επόμενο παράδειγμα βλέπουμε ότι τοΘεώρημα 4.1.3 υποδει-
κνύει μια διαφορετική μερική λύση στο πρόβλημα της γενίκευσης του Θεωρήματος
Επέκτασης Dugundji στην κλάση των παρασυμπαγών χώρων.

Παράδειγμα 4.1.4. Έστω δύο πληθάριθμοι κ ≤ ℵ0 και λ ≥ ℵ1, και έστω X = [0, 1]λ

και A = [0, 1]κ. Σίγουρα ο X είναι παρασυμπαγής και ο A μπορεί να εμφυτευθεί φυσιο-
λογικά ως πλήρως μετρικοποιήσιμο κλειστό υποσύνολο του X , το οποίο, όμως, δεν είναι
Gδ , και άρα δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε το Θεώρημα [18, Theorem 1]. Παρ’ όλα αυτά,
το Θεώρημα 4.1.3 δίνει ένα θεώρημα επέκτασης τύπου Dugundji. Σίγουρα, το ίδιο ισχύει
και για την απλούστερη περίπτωση όπου X = {0, 1}λ και A = {0, 1}κ.
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Συνοψίζοντας, σε αυτό το κεφάλαιο αποδεικνύουμε τα εξής:

(B-i) Αντίθετα με το (A-iii), σύγχρονες επιλογές (Θεωρήματα 4.1.2 και 4.2.2) μπο-
ρούν να θεωρηθούν ως ειδικές περιπτώσεις μεμονομένων επιλογών (Θεωρή-
ματα 4.1.1 και 4.2.1 αντίστοιχα).

(B-ii) Σε συμφωνία με το (A-iv), σύγχρονες επεκτάσεις (Θεωρήματα 4.1.3 και 4.2.3)
είναι ειδικές περιπτώσεις σύγχρονων επιλογών (Θεωρήματα 4.1.2 και 4.2.2), και
άρα μπορούν να θεωρηθούν ως ειδικές περιπτώσεις μεμονωμένων επιλογών.

(B-iii) Το Θεώρημα 4.1.3 (και το Θεώρημα 4.2.3) υποδεικνύουν μια μερική λύση στο
πρόβλημα της γενίκευσης του Θεωρήματος Επέκτασης Dugundji στην κλάση
των παρασυμπαγών χώρων (Παράδειγμα 4.1.4). Για τη ακρίβεια, στο Θεώ-
ρημα 4.1.3 χαλαρώνουμε την υπόθεση της μετρικοποιησιμότητας του X , σε
σύγκριση με το Θεώρημα Επέκτασης Dugundji, αλλά ισχυροποιούμε τις υπο-
θέσεις στο A.

(B-iv) Δίνουμε διαγράμματα και σύντομες αποδείξεις για να δείξουμε τις συνεπα-
γωγές μεταξύ θεωρημάτων επιλογής και επέκτασης (Ενότητα 4.3). Χοντρικά
μιλώντας, όλα τα θεωρήματα που αναφέρονται σε αυτό το κεφάλαιο μπορούν
να προκύψουν από το Θεώρημα 4.1.1.

(B-v) Προσθέτουμε κάποιες επιπλέον ισοδυναμίες στοΘεώρημα Επιλογής τουMichael
(Ενότητα 4.4).

4.2 Αποδείξεις των βασικών θεωρημάτων και παραλ-
λαγές

Σε αυτή την ενότητα πρώτα θα δείξουμε ότι τα Θεωρήματα 4.1.2 και 4.1.3 είναι ει-
δικές περιπτώσεις του Θεωρήματος 4.1.1, και έπειτα θα αποδείξουμε τις παραλλαγές
τους: Θεωρήματα 4.2.2 και 4.2.3 αντίστοιχα.

Απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.2. Από το Θεώρημα επιλογής του Michael συμπα-
γών τιμών (βλ. [24]) υπάρχει άνω ημισυνεχής Ψ : X → 2Y και κάτω ημισυνεχής
Θ : X → 2Y τέτοιες ώστε Ψ(x) και Θ(x) είναι συμπαγή και Θ(x) ⊆ Ψ(x) ⊆ Φ(x)
για κάθε x ∈ X , όπου η Φ ορίζεται ως Φ(x) = Φ(x). Αυτές οι δύο συνολοσυναρ-
τήσεις είναι χρήσιμες προκειμένου να αποδείξουμε ότι ο τελεστής που θα ορίσουμε
παρακάτω είναι συνεχής ως προς την compact-open τοπολογία.

Έστω e : Y → EC(Y,E) η συνάρτηση εκτίμησης που ορίζεται ως e(y)(f) =
f(y). Είναι εύκολο να δούμε ότι ο EC(Y,E) είναι ccp τοπικά κυρτός. Επειδή η e είναι
συνεχής, από το Θεώρημα 4.1.1 υπάρχει συνεχής ẽ : X → EC(Y,E) τέτοια ώστε
ẽ(x) ∈ conv[e(Θ(x))] για κάθε x ∈ X . Έστω S : C(Y,E) → C(X,E) που ορίζεται
ως S(f)(x) = ẽ(x)(f). Είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι ο S είναι καλά ορισμένος και
ότι S(f)(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε f ∈ C(Y,E) και x ∈ X . Παρατηρούμε ότι η
απεικόνιση e(y) είναι γραμμική για κάθε y ∈ Y . Το ίδιο ισχύει για την ẽ(x) για κάθε
x ∈ X , και απ’ αυτό συνεπάγεται ότι ο S είναι γραμμικός.
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Ο S είναι συνεχής ως προς την pointwise τοπολογία: Έστω (fa)a∈A δίκτυο στον
C(Y,E) που συγκλίνει κατά σημείο στην f ∈ C(Y,E). Θα δείξουεμ ότι S(fa) →
S(f) κατά σημείο. Εξ ορισμού του S, αρκεί να δείξουμε ότι ẽ(x)(fa) → ẽ(x)(f) για
κάθε x ∈ X . Έστω x ∈ X . Προφανώς e(y)(fa) → e(y)(f) για κάθε y ∈ Φ(x), επο-
μένως T (fa) → T (f) για κάθε T ∈ conv[e(Φ(x))]. Επειδή ẽ(x) ∈ conv[e(Φ(x))],
υπάρχει δίκτυο (Tb)b∈B στο conv[e(Φ(x))] που συγκλίνει κατά σημείο στο ẽ(x).
Άρα, το (Tb(fa))b∈B συγκλίνει στο ẽ(x)(fa) για κάθε a ∈ A, και το (Tb(fa))a∈A συ-
γκλίνει στοTb(f) για κάθε b ∈ B. Απ’ αυτές τις δύο συγκλίσεις έπεται ότι ẽ(x)(fa) →
ẽ(x)(f).

Ο S είναι συνεχής ως προς τη uniform τοπολογία: Αρκεί να δείξουμε ότι ο S
είναι συνεχής στο 0C(Y,E). Έστω V (X,E) = {h ∈ C(X,E) : h(x) ∈ V ∀x ∈ X}
ανοιχτή (ως προς τη uniform τοπολογία) βασική περιοχή του 0C(X,E), όπου το V
είναι ανοιχτή περιοχή του 0E . Υπάρχει κυρτή ανοιχτή περιοχήU του 0E τέτοια ώστε
U ⊆ V . Παρατηρούμε ότι η ανοιχτή περιοχή U(Y,E) = {g ∈ C(Y,E) : g(y) ∈
U ∀y ∈ Y } του 0C(Y,E) είναι τέτοια ώστε S(U(Y,E)) ⊆ V (X,E).

Ο S είναι συνεχής ως προς την compact-open τοπολογία: Πάλι, αρκεί να δεί-
ξουμε ότι ο S είναι συνεχής στο 0C(Y,E). Έστω V (K,E) = {h ∈ C(X,E) : h(x) ∈
V ∀x ∈ K} μια ανοιχτή (ως προς την compact-open τοπολογία) βασική περιοχή
του 0C(X,E), όπου τοK είναι συμπαγές υποσύνολο τουX και το V ανοιχτή περιοχή
του 0E . Υπάρχει κυρτή ανοιχτή περιοχήU του 0E τέτοια ώστεU ⊆ V . Είναι γνωστό
ότι η εικόνα συμπαγούς μέσω μια άνω ημισυνεχούς συνολοσυνάρτησης συμπαγών
τιμών είναι συμπαγές, συνεπώς τοΨ(K) είναι συμπαγές, και άρα το U(Ψ(K), E) =
{g ∈ C(Y,E) : g(y) ∈ U ∀y ∈ Ψ(K)} είναι ανοιχτή (ως προς την compact-open
τοπολογία) βασική περιοχή του 0C(Y,E). Έστω f ∈ U(Ψ(K), E) = {g ∈ C(Y,E) :
g(y) ∈ U ∀y ∈ Ψ(K)}. Τότε για κάθε x ∈ K έχουμε S(f)(x) ∈ conv(f(Θ(x))) ⊆
conv(f(Θ(K))) ⊆ conv(f(Ψ(K))) ⊆ U ⊆ V , και άραS(U(Ψ(K), E)) ⊆ V (K,E).

Τέλος, ας υποθέσουμε ότι ο E είναι χώρος Banach και έστω Sb ο περιορισμός
του S στον Cb(Y,E). Έστω f ∈ Cb(Y,E). Για κάθε z ∈ conv[f(Y )] έχουμε ||z|| ≤
||f ||∞, άρα ||Sb(f)||∞ ≤ ||f ||∞, και επομένως ||Sb|| ≤ 1. Όμως, παρατηρούμε ότι ο
S απεικονίζει σταθερές συναρτήσεις σε σταθερές με την ίδια τιμή, άρα είναι αδύνατο
να έχουμε ||Sb|| < 1.

Απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.3. Εφαρμόζουμε τοΘεώρημα 4.1.1, όπως στην προη-
γούμενη απόδειξη, για τη συνάρτηση εκτίμησης e : A → EC(A,E) και την κάτω
ημισυνεχή Φ : X → 2A που ορίζεται ως Φ(x) = {x} αν x ∈ A και Φ(x) = A
διαφορετικά. Ο τελεστής S : C(A,E) → C(X,E) που ορίζεται ως S(f)(x) =
ẽ(x)(f) είναι γραμμικός, συνεχής (pointwise, uniform, compact-open) και, επιπλέον,
S(f)(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε f ∈ C(A,E) και x ∈ X . Εξ ορισμού της Φ προ-
κύπτει άμεσα ότι η S(f) είναι επέκταση της f και S(f)(X) ⊆ conv[f(A)] για κάθε
f ∈ C(A,E). Επειδή S(f)(x) = f(x) για κάθε x ∈ A, είναι εύκολο να δούμε ότι ο S
είναι 1-1 και ο S−1 συνεχής (pointwise, uniform, compact-open), επομένως ο S είναι
ισομορφική εμφύτευση.

Τέλος, ας υποθέσουμε ότι ο E είναι χώρος Banach και έστω Sb ο περιορισμός
του S στον Cb(A,E). Έχουμε ήδη δει στην προηγούμενη απόδειξη ότι ||Sb(f)||∞ ≤
||f ||∞. Αλλά ο Sb επεκτείνει την f , συνεπώς ||f ||∞ ≤ ||Sb(f)||∞, και άρα ο Sb είναι
ισομετρία.
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Στο προηγούμενο κεφάλαιο είδαμε ότι ως εφαρμογή του Θεωρήματος 4.1.1 μπο-
ρούμε να αποδείξουμε το ακόλουθο.

Θεώρημα 4.2.1. Έστω X παρασυμπαγής, Y μετρικοποιήσιμος, Φ : X → 2Y κάτω
ημισυνεχής, E πλήρης τοπικά κυρτός και f : Y → E ομοιόμορφα συνεχής ως προς
κάποια συμβατή μετρική στον Y . Τότε υπάρχει συνεχής f̃ : X → E τέτοια ώστε f̃(x) ∈
conv[f(Φ(x))] για κάθε x ∈ X .

Θεώρημα 4.2.2. Έστω X παρασυμπαγής, Y μετρικός, Φ : X → 2Y κάτω ημισυνε-
χής και E πλήρης τοπικά κυρτός. Τότε υπάρχει γραμμικός τελεστής S : Cu(Y,E) →
C(X,E) τέτοιος ώστε:

(1) S(f)(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε f ∈ Cu(Y,E) και x ∈ X .

(2) Ο S είναι συνεχής, δοθέντος ότι και οι δύο χώροι C(Y,E) και C(X,E) είναι εφο-
διασμένοι με την ίδια από τις εξής τοπολογίες: pointwise, uniform.

(3) Αν ο E είναι χώρος Banach, τότε ο S περιορισμένος στον Cub(Y,E) (τον υπόχωρο
των φραγμένων ομοιόμορφα συνεχών συναρτήσεων) είναι νόρμας ένα.

Απόδειξη. Είναι εύκολο να δούμε ότι η eu : Y → ECu(Y,E) που ορίζεται ως eu(y)(f) =
f(y) είναι ομοιόμορφα συνεχής. Τότε, εφαρμόζοντας το Θεώρημα 4.2.1 και ακολου-
θώντας τα βήματα της απόδειξης του Θεωρήματος 4.1.2, μπορούμε να πάρουμε τον
ζητούμενο τελεστή.

Το επόμενο θεώρημα προκύπτει εύκολα, όπως στην περίπτωση του Θεωρήματος
4.1.3.

Θεώρημα 4.2.3. Έστω X παρασυμπαγής, A μετρικός κλειστός υπόχωρος του X και E
πλήρης τοπικά κυρτός. Τότε υπάρχει γραμμικός τελεστής S : Cu(A,E) → C(X,E)
τέτοιος ώστε:

(1) Η S(f) είναι επέκταση της f για κάθε f ∈ Cu(A,E).

(2) S(f)(X) ⊆ conv[f(A)] για κάθε f ∈ Cu(A,E).

(3) ΟS είναι ισομορφική εμφύτευση, δοθέντος ότι και οι δύο χώροιC(A,E) καιS(C(A,E))
είναι εφοδιασμένοι με την ίδια από τις εξής τοπολογίες: pointwise, uniform.

(4) Αν ο E είναι χώρος Banach, τότε ο S περιορισμένος στον Cub(A,E) είναι ισομε-
τρία.

4.3 Μερικές συνεπαγωγές μεταξύ θεωρημάτων επι-
λογής και επέκτασης

Στο πρώτο διάγραμμα βλέπουμε τις σχέσεις μεταξύ των θεωρημάτων επιλογής
και σύγχρονης επιλογής αυτού του κεφαλαίου. Τα βέλη υποδηλώνουν συνεπαγωγή
από το ένα θεώρημα στο άλλο. Ακριβώς κάτω από το διάγραμμα ακολουθούν σύ-
ντομες αποδείξεις.
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Θεώρημα 4.2.1 Θεώρημα 4.1.1 Θεώρημα 4.1.2

Θεώρημα 4.2.2 Θεώρημα Επιλογής του Michael

(h) (f)

(a) (b)

(e)
(d)

(c)

(g)

(a) Μπορούμε να επεκτείνουμε συνεχώς μια ομοιόμορφα συνεχή f : Y → E στην
πλήρωση του Y .

(b) Για τη μία κατεύθυνση δείτε την απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.2. Η άλλη κα-
τεύθυνση είναι προφανής.

(c) Έπεται άμεσα αν επεκτείνουμε συνεχώς κάθε f ∈ Cu(Y,E) στον Ỹ , την πλή-
ρωση του Y , και έπειτα εφαρμόσουμε το Θεώρημα 4.1.2 και περιορίσουμε τον
S στον Cu(Ỹ , E).

(d) Εφοαρμόζουμε το Θεώρημα 4.1.2 για E = Y θεωρούμε την ταυτοτική idY :
Y → Y . Τότε η S(idY ) είναι μια συνεχής επιλογή για τη Φ.

(e) Εφαρμόζουμε το Θεώρημα 4.1.1 για E = Y και f = idY .

(f) Ίδια με (e).

(g) Ίδια με (d).

(h) Δείτε απόδειξη του Θεωρήματος 4.2.2.
Στο επόμενο διάγραμμα περιλαμβάνουμε τα θεωρήματα επέκτασης και σύγχρο-

νης επέκτασης αυτού του κεφαλαίου. Τα διακεκομμένα βέλη υποδηλώνουν ότι οι
υποθέσεις των θεωρημάτων είναι ελαφρώς διαφοροποιημένες. Στο τέλος δίνουμε σύ-
ντομες αποδείξεις των συνεπαγωγών που είχαμε εξαιρέσει προηγουμένως.

Θεώρημα 4.1.1 Θεώρημα 4.1.2 Θεώρημα 4.1.3 Θεώρημα Επέκτασης Dugundji

Θεώρημα 4.2.1 Θεώρημα 4.2.2 Θεώρημα 4.2.3 Θεώρημα επέκτασης του Arens

Θεώρημα Επιλογής του Michael

(i)

(k)

(j)

(m) (l)

(n)
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(i) Δείτε την απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.3.

(j) Είναι εύκολο να δούμε ότι το Θεώρημα 4.1.3 δίνει το Θεώρημα Επέκτασης
Dugundji με τις επιπρόσθετες υποθέσεις ότι το A είναι πλήρως μετρικοποι-
ήσιμο και ο E ccp.

(k) Ανάλογα, το Θεώρημα 4.1.3 δίνει το Θεώρημα επέκτασης του Arens με την
επιπλέον υπόθεση ότι το A είναι πλήρως μετρικοποιήσιμο.

(l) Υποθέτουμε, επιπλέον, ότι το A είναι μετρικοποιήσιμο και έστω f : A → E
συνεχής. Τότε υπάρχει συμβατή μετρική στο A τέτοια ώστε η f είναι ομοιό-
μορφα συνεχής. Για αυτή τη μετρική εφαρμόζουμε το Θεώρημα 4.2.3. Τότε η
S(f) είναι συνεχής επέκταση της f .

(m) Δείτε την απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.3.

(n) Δείτε την εισαγωγή του κεφαλαίου.

4.4 ΈνασυμπλήρωμαστοΘεώρημαΕπιλογής τουMichael
Τέλος, μπορούμε να προσθέσουμε μερικές επιπλέον συνεπαγωγές στο Θεώρημα

Επιλογής του Michael ([23, Theorem 3.2”]).

Θεώρημα 4.4.1. Έστω X χώρος T1. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Ο X είναι παρασυμπαγής.

(ii) Αν ο Y είναι χώρος Banach και η Φ : X → 2Y κάτω ημισυνεχής, τότε υπάρχει
συνεχής ϕ : X → Y τέτοια ώστε ϕ(x) ∈ conv[Φ(x)] για κάθε x ∈ X .

(iii) Αν ο Y είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος, η Φ : X → 2Y κάτω ημισυνεχής και ο E
ccp τοπικά κυρτός, τότε για κάθε συνεχή f : Y → E υπάρχει συνεχής f̃ : X → E

τέτοια ώστε f̃(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε x ∈ X .

(iv) Αν ο Y είναι μετρικός, η Φ : X → 2Y κάτω ημισυνεχής και ο E πλήρης τοπικά
κυρτός, τότε για κάθε ομοιόμορφα συνεχή f : Y → E υπάρχει συνεχής f̃ : X → E

τέτοια ώστε f̃(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε x ∈ X .

(v) Αν ο Y είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος, η Φ : X → 2Y κάτω ημισυνεχής και
ο E ccp τοπικά κυρτός, γραμμικός συνεχής (pointwise, uniform, compact-open)
τελεστής S : C(Y,E) → C(X,E) τέτοιος ώστε S(f)(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για
κάθε f ∈ C(Y,E) και x ∈ X · αν οE είναι χώρος Banach, τότε ο S περιορισμένος
στον Cb(Y,E) είναι νόρμας ένα.

(vi) Αν ο Y είναι μετρικός, η Φ : X → 2Y κάτω ημισυνεχής και ο E πλήρης το-
πικά κυρτός, τότε υπάρχει γραμμικός συνεχής (pointwise, uniform) τελεστής S :
Cu(Y,E) → C(X,E) τέτοιος ώστε S(f)(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε f ∈
C(Y,E) και x ∈ X · αν ο E είναι χώρος Banach, τότε ο S περιορισμένος στον
Cub(Y,E) είναι νόρμας ένα.
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Απόδειξη. Ας ελέγξουμε σύντομα ότι τα (i),(ii),(iii) και (iv) είναι ισοδύναμα. Η (i)⇒(iii)
έπεται από το Θεώρημα 4.1.1· η (iii)⇒(iv) προκύπτει εύκολα αν επεκτείνουμε συνε-
χώς κάθε f στην πλήρωση του Y · η (iv)⇒(ii) είναι άμεση εφαρμογή για E = Y και
f την ταυτοτική· η (ii)⇒(i) είναι το [23, Theorem 3.2”].

Για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη αρκεί να παρατηρήσουμε ότι η (v)⇒(iii) και
η (vi)⇒(iv) προκύπτουν άμεσα για f̃ = S(f), και η (i)⇒(v) και η (i)⇒(vi) έπονται
από τα Θεωρήματα 4.1.2 και 4.2.2 αντίστοιχα.
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Κεφάλαιο 5

Ισομορφισμοί χώρων συνεχών
διανυσματικών συναρτήσεων

5.1 Εισαγωγή
Ο Pełczyński [24], στην παρουσίαση του θεωρήματος ισομορφισμού του Milutin

(βλ. [22]), είσηγαγε τις έννοιες των regular averaging και regular extension τελεστών.
ΈστωK,L συμπαγείς χώροι. Ένας γραμμικός τελεστής S : C(L) → C(K) καλείται
regular, αν S(1L) = 1K και ||S|| = 1 (ισοδύναμα, S(1L) = 1K και ο S θετικός).
Επιπλέον, αν η ϕ : L→ K είναι συνεχής επί (αντ. ομοιομορφική εμφύτευση), τότε ο
S : C(L) → C(K) καλείται regular averaging (αντ. regular extension) τελεστής για
τη ϕ, αν ο S είναι regular και S ◦ ϕ◦ = idC(K) (αντ. ϕ◦ ◦ S = idC(L)), όπου ο ϕ◦ :
C(K) → C(L) ορίζεται ως ϕ◦(f) = f ◦ϕ. Η ύπαρξη ενός regular averaging τελεστή
δίνει ότι οC(K) είναι ισομορφικός με έναν norm-one συμπληρωματικό υπόχωρο του
C(L), ενώ η ύπαρξη ενός regular extension τελεστή δίνει ότι οC(L) είναι ισομετρικά
ισομορφικός με έναν norm-one συμπληρωματικό υπόχωρο του C(K).

Σύμφωνα με την παραπάνω ορολογία, ένα από τα κρίσιμα σημεία στην απόδειξη
τουMilutin για το θεώρημα ισομορφισμού είναι το λεγόμενο Λήμμα τουMilutin, σύμ-
φωνα με το οποίο υπάρχει συνεχής επί ϕ : C → [0, 1] που δέχεται regular averaging
τελεστή, όπου ο C συμβολίζει τον χώρο του Cantor {0, 1}ω . Ο Pełczyński [24] απέ-
δειξε ότι το Λήμμα τουMilutin παραμένει ορθό αν αντικαταστήσουμε το[0, 1] με έναν
οποιοδήποτε συμπαγή μετρικό χώρο· απέδειξε επίσης ότι αν ο K είναι γινόμενο
m > ℵ0 συμπαγών μετρικών χώρων, τότε υπάρχει συνεχής επί ϕ : {0, 1}m → K
που δέχεται regular averaging τελεστή.

Ο Ditor [5] επεξέτεινε το Λήμμα του Milutin (και τη γενίκευση του Pełczyński
για συμπαγείς μετρικούς) δείχνονας ότι αν οK είναι άπειρος συμπαγής χώρος, τότε
υπάρχει ολικά μη συνεκτικός τέλειος συμπαγής χώρος L του ίδιου τοπολογικού βά-
ρους και συνεχής επί ϕ : L→ K που δέχεται regular averaging τελεστή.

Ο Etcheberry [8] επεξέτεινε τους ορισμούς των regular averaging τελεστών για
συνεχείς επί συναρτήσεις μεταξύ χώρων Hausdorff (όχι απαραίτητα συμπαγών) και
απέδειξε το ανάλογο του Λήμματος του Milutin για Πολωνικούς χώρους: Αν ο X
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είναι Πολωνικός χώρος, τότε υπάρχει συνεχής επί από έναν μηδενοδιάστατο Πολω-
νικό χώρο στον X που δέχεται regular averaging τελεστή. Έπειτα, ακολουθώντας
παρόμοια βήματα με την απόδειξη του Pełczyński, ο Etcheberry χρησιμοποίηση το
λήμμα του για να αποδείξει το ανάλογο του θεωρήματος ισομορφισμού του Milutin
για Πολωνικούς χώρους: Αν οX είναι Πολωνικός χώρος που περιέχει ένα υπεραριθ-
μήσιμο κλειστό υποσύνολο το οποίο δεν είναι τοπικά συμπαγές σε κανένα σημείο,
τότε ο Cb(X) είναι ισομορφικός με τον Cb(N ) ως προς τη supremum νόρμα, όπου ο
N συμβολίζει τον χώρο του Baire ωω .

Αρχικά ο Ditor [6] και αργότερα ο Αργυρός και ο Αρβανιτάκης [2] έδωσαν το-
πολογικούς χαρακτηρισμούς των συνεχών επί συναρτήσεων μεταξύ συγκεκριμένων
κλάσεων συμπαγών χώρων που δέχονται regular averaging τελεστές. Από τον χα-
ρακτηρισμό του Ditor συνεπάγεται ότι κάθε συνεχής ανοιχτή επί από ένα γινόμενο
συμπαγών μετρικών χώρων σε έναν συμπαγή μετρικό δέχεται regular averaging τε-
λεστή ([6, Corollary 3.5]). Από τον χαρακτηρισμό του Αργυρού και του Αρβανιτάκη
([2, Theorem 2]) συνεπάγεται ότι κάθε συνεχής επί ανοιχτή από έναν συμπαγή με-
τρικό σε έναν συμπαγή χώρο δέχεται regular averaging τελεστή.

Όσον αφορά τους extension τελεστές, ο Pełczyński [24] έδειξε ότι υπάρχει πά-
ντα για κάθε εμφύτευση από ένα γινόμενο συμπαγών μετρικών σε συμπαγή χώρο,
και ο Haydon [10] χαρακτήρισε τους συμπαγείς χώρους L για τους οποίους κάθε
εμφύτευση από τον L σε έναν συμπαγή χώροK δέχεται regular extension τελεστή.

Τέλος, ο Αρβανιτάκης [3] απέδειξε ένα θεώρημα σύγχρονης επιλογής, το οποίο
εφήρμοσε για να γενικεύσει το θεώρημα ισομορφισμού του Milutin ως εξής: Αν οK
είναι υπεραριθμήσιμος συμπαγής μετρικός και ο E χλωρος Banach, τότε ο C(K,E)
είναι ισομορφικός με τον C(C, E) ως προς τη supremum νόρμα.

Σε αυτό το κεφάλαιο θα δείξουμε τα εξής:

(a) Επεκτείνουμε τις έννοις των regular averaging και extension τελεστών για τε-
λεστές της μορφήςS : C(Y,E) → C(X,E), όπου οιX,Y είναι χώροιHausdorff
και ο E τοπικά κυρτός χώρος (βλ. Ορισμοί 5.3.1 και 5.3.3).

(b) Στο Θεώρημα 5.3.7 αποδεικνύουμε ότι αν ο X είναι παρασυμπαγής, ο Y πλή-
ρως μετρικοποιήσιμος, η ϕ : Y → X συνεχής επί τέτοια ώστε η ϕ−1 δέχεται
κάτω ημισυνεχή συνολοσυνάρτηση επιλογής και ο E είναι τοπικά κυρτός τέ-
τοιος ώστε η κλειστή κυρτή θήκη κάθε συμπαγούς είναι συμπαγές, τότε υπάρ-
χει regular averaging επί τελεστής S : C(Y,E) → C(X,E), ο οποίος είναι
συνεχής ως προς την pointwise, την compact-open και την uniform τοπολο-
γία.

(c) Στο Θεώρημα 5.3.10 αποδεικνύουμε ότι αν οX είναι παρασυμπαγής, ο Y πλή-
ρως μετρικοποιήσιμος, η ϕ : Y → X ομοιομορφική εμφύτευση έτσι ώστε ο
ϕ(Y ) είναι κλειστός στον X και ο E τοπικά κυρτός τέτοιος ώστε η κλειστή
κυρτή θήκη κάθε συμπαγούς είναι συμπαγές, τότε υπάρχει regular extension
τελεστής S : C(Y,E) → C(X,E), ο οποίος είναι ισομορφική εμφύτευση ως
προς την pointwise, την compact-open και τη uniform τοπολογία.

(d) Στο Θεώρημα 5.4.2 επεκτείνουμε το Λήμμα του Milutin δείχνοντας ότι αν ο X
είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος τοπολογικού βάρους κ ≥ ℵ0 και ο E τοπικά
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κυρτός τέτοιος ώστε η κλειστή κυρτή θήκη κάθε συμπαγούς είναι συμπαγές,
τότε υπάρχει συνεχής επί ϕ : κω → X που δέχεται regular averaging επί τελε-
στή S : C(κω, E) → C(X,E), ο οποίος είναι συνεχής ως προς την pointwise,
την compact-open και τη uniform τοπολογία. Στα Θεωρήματα 5.4.3 και 5.4.4
κάνουμε ανάλογες γενικεύσεις του Λήμματος του Etcheberry και του Λήμμα-
τος του Milutin αντίστοιχα.

(e) Στα Θεωρήματα 5.6.1 και 5.6.3 γενικεύουμε τα κλασικά θεωρήματα ισομορφι-
σμού του Milutin και του Etcheberry για χώρους συναρτήσεων της μορφής
C(X,E), όπου ο E είναι τοπικά κυρτός έτσι ώστε η κλειστή κυρτή θήκη κάθε
συμπαγούς είναι συμπαγές, και ως προς την pointwise, την compact-open και
τη uniform τοπολογία.

5.2 Προαπαιτούμενα
Έστω X,Y χώροι Hausdorff. Συμβολίζουμε με 2Y την οικογένεια των μη κενών

υποσυνόλων του Y . Υπενθυμίζουμε ότι μια Φ : X → 2Y είναι κάτω ημισυνεχής,
αν το Φ−(V ) είναι ανοιχτό για κάθε V ⊆ Y ανοιχτό, όπου Φ−(V ) = {x ∈ X :
Φ(x) ∩ V ̸= ∅}. Για περισσότερες λεπτομέρειες παραπέμπουμε στα [1, 11].

Λέμε ότι ένας τοπικά κυρτός χώρος E έχει την convex-compact ιδιότητα (ή ο
E είναι ccp τοπικά κυρτός χώρος), αν το conv[K] είναι συμπαγές για κάθε K ⊆
E συμπαγές. Η κλάση των ccp τοπικά κυρτών χώρων περιέχει τους πλήρεις (κάθε
Cauchy δίκτυο συγκλίνει) τοπικά κυρτούς χώρους, όπως και τους χώρους Banach με
την ασθενή τοπολογία (Krein-Šmulian theorem) ή την ασθενή* τοπολογία (Alaoglu
theorem). Κάθε χώρος Fréchet, και άρα κάθε χώρος Banach με τη norm τοπολογία,
είναι πλήρης τοπικά κυρτός χώρος. Για περισσότερες λεπτομέρειες παραπέμπουμε
στα [1, 9, 16, 23].

Για κάθε z ∈ E συμβολίζουμε με zX τη σταθερή απεικόνιση που ορίζεται ως
zX(x) = z για κάθε x ∈ X . Ο γραμμικός χώρος όλων των συνεχών συναρτή-
σεων από τον X στον E συμβολίζεται με C(X,E)· αν E = R, τότε γράφουμε
C(X). Στην περίπτωση που ο E είναι χώρος Banach, ο γραμμικός υπόχωρος όλων
των φραγμένων συνεχών συναρτήσεων συμβολίζεται μεCb(X,E). Για κάθε τελεστή
S : C(Y,E) → C(X,E) συμβολίζουμε με Sb τον περιορισμό του S στον Cb(Y,E).
Όταν γράφουμε, για παράδειγμα, ότι ο S είναι συνεχής (pointwise, compact-open,
uniformly), εννοούμε ότι ο S είναι συνεχής δοθέντος ότι και οι δύο χώροι είναι εφο-
διασμένοι με την ίδια από τις εξής τοπολογίες: pointwise, compact-open, uniform
(για περισσότερες λεπτομέρειες παραπέμπουμε στα [4, 8]).

Υπενθυμίζουμε ότι αν ο E τοπικά κυρτός lattice (βλ. [25]) (ή locally convex-solid
Riesz στο [1]), τότε ο θετικός κώνος του E είναι κλειστό υποσύνολο. Επιπλέον, σε
αυτή την περίπτωση, ο C(X,E) και οι γραμμικοί του υπόχωροι είναι διατεταγμένοι
χώροι· μια συνάρτηση είναι θετική αν και μόνο αν είναι θετική κατά σημείο.
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5.3 Regular averaging και extension τελεστές
Τα βασικά αποτελέσματα αυτής της ενότητας είναι ταΘεωρήματα 5.3.7 και 5.3.10.

Η ιδέα ότι ένα θεώρημασύγχρονης επιλογής μπορεί να δώσει averaging και extension
τελεστές προέρχεται από τον Αρβανιτάκη [3].

5.3.1 Βασικοί ορισμοί

Ακολουθώντας τον Etcheberry [8], επεκτείνουμε τους ορισμούς του Pełczyński
για τους regular averaging κα regular extension τελεστές (βλ. [24]) σε ένα γενικότερο
πλαίσιο.

Ορισμός 5.3.1. ΈστωX,Y χώροι Hausdorff και E τοπικά κυρτός χώρος. Ένας γραμμι-
κός τελεστής S : C(Y,E) → C(X,E) καλείται regular, αν:

(1) S(zY ) = zX για κάθε z ∈ E.

(2) Ο S είναι συνεχής ως προς τη uniform τοπολογία.

(3) Αν ο E είναι τοπικά κυρτός lattice, τότε ο S είναι θετικός.

(4) Αν ο E είναι χώρος Banach, τότε ||Sb|| = 1.

Υπενθυμίζουμε ότι αν η ϕ : Y → X είναι συνεχής και ο E τοπικά κυρτός, τότε η
ϕ◦ : C(X,E) → C(Y,E) ορίζεται ως ϕ◦(f) = f ◦ ϕ. Η επόμενη πρόταση αποδει-
κνύεται εύκολα.

Πρόταση 5.3.2. ΈστωX ,Y χώροι Hausdorff,ϕ : Y → X συνεχής καιE τοπικά κυρτός.
Ισχύουν τα επόμενα:

(1) Η ϕ◦ είναι γραμμική συνεχής (pointwise, compact-open, uniform).

(2) Αν η ϕ είναι επί, τότε η ϕ◦ είναι ισομορφική εμφύτευση (pointwise, uniform).

(3) Αν η ϕ είναι επί και η ϕ−1 δέχεται επιλογή Ψ : X → 2Y τέτοια ώστε το Ψ(A)
είναι συμπαγές για κάθε A ⊆ X συμπαγές, τότε η ϕ◦ είναι ισομορφική εμφύτευση
(pointwise, compact-open, uniform).

(4) Στην περίπτωση που οE είναι χώρος Banach, ηϕ◦b (ηϕ
◦ περιορισμένη στονCb(X,E))

είναι νόρμας ένα ως προς τη supremum νόρμα.

Ορισμός 5.3.3. Έστω X,Y χώροι Hausdorff και ο E τοπικά κυρτός.

(i) Αν η ϕ : Y → X είναι συνεχής επί, τότε ο S : C(Y,E) → C(X,E) καλείται
averaging τελεστής για τη ϕ, αν S ◦ ϕ◦ = idC(X,E).

(ii) Αν η ϕ : Y → X είναι ομοιομορφική εμφύτευση, τότε ο S : C(Y,E) → C(X,E)
καλείται extension τελεστής για τη ϕ, αν ϕ◦ ◦ S = idC(Y,E).
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5.3.2 Regular selection τελεστές

Στο προηγούμενο κεφάλαιο δώσαμε μια νέα απόδειξη της ακόλουθης πιο γενικής
εκδοχής του θεωρήματος σύγχρονης επιλογής του Αρβανιτάκη ([3, Theorem 1.1]).

Θεώρημα 5.3.4. Έστω X παρασυμπαγής, Y πλήρως μετρικοποιήσιμος, Φ : X →
2Y κάτω ημισυνεχής και E ccp τοπικά κυρτός. Τότε υπάρχει γραμμικός τελεστής S :
C(Y,E) → C(X,E) τέτοιος ώστε:

(1) S(f)(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε f ∈ C(Y,E) και x ∈ X .

(2) Ο S είναι συνεχής (pointwise, compact-open, uniform).

(3) Αν ο E είναι χώρος Banach, τότε ||Sb|| = 1.

According to the next lemma, the selection operator S of Theorem 5.3.4 is, in fact,
a regular operator.

Λήμμα 5.3.5. Έστω X,Y χώροι Hausdorff, E τοπικά κυρτός και S : C(Y,E) →
C(X,E) γραμμικός τελεστής. Αν S(f)(X) ⊆ conv[f(Y )] για κάθε f ∈ F , τότε ο
S είναι regular.

Απόδειξη. Θα ελέγχουμε τις ιδιότητες (2)-(4) του Ορισμού 5.3.1· η ιδιότητα (1) ελέγ-
χεται εύκολα.

(2) Αρκεί να δείξουμε ότι ο S είναι συνεχής στο 0C(Y,E). Έστω V (X,E) = {h ∈
C(X,E) : h(x) ∈ V ∀x ∈ X} ανοιχτή (ως προς τη uniform τοπολογία) βα-
σική περιοχή του 0C(X,E), όπου V μια βασική ανοιχτή περιοχή του 0E . Υπάρ-
χει κυρτή ανοιχτή περιοχή U του 0E έτσι ώστε U ⊆ V . Παρατηρούμε ότι η
περιοχή U(Y,E) = {g ∈ C(Y,E) : g(y) ∈ U ∀y ∈ Y } του 0C(Y,E) είναι
τέτοια ώστε S(U(Y,E)) ⊆ V (X,E).

(3) Έστω f ∈ C(Y,E) έτσι ώστε f ≥ 0C(Y,E) και x ∈ X . Είναι εύκολο να δούμε
ότι z ≥ 0E για κάθε z ∈ conv[f(Y )], συνεπώς, επειδή ο θετικός κώνος του E
είναι κλειστό υποσύνολο, έπεται ότι S(f)(x) ≥ 0E . Όμως το x ήταν τυχαίο,
άρα S(f) ≥ 0C(X,E).

(4) Έστω f ∈ Cb(Y,E). Για κάθε z ∈ conv[f(Y )] έχουμε ||z|| ≤ ||f ||∞, συνε-
πώς ||Sb(f)||∞ ≤ ||f ||∞, και άρα ||Sb|| ≤ 1. Τώρα, χρησιμοποιώντας την (1),
βλέπουμε ότι είναι αδύνατο να έχουμε ||Sb|| < 1.

Επομένως, το Θεώρημα 5.3.4 μπορεί να αναδιατυπωθεί στην εξής μορφή.

Θεώρημα 5.3.6. Έστω X παρασυμπαγής, Y πλήρως μετρικοποιήσιμος, Φ : X →
2Y κάτω ημισυνεχής και E ccp τοπικά κυρτός. Τότε υπάρχει γραμμικός τελεστής S :
C(Y,E) → C(X,E) τέτοιος ώστε:

(1) S(f)(x) ∈ conv[f(Φ(x))] για κάθε f ∈ C(Y,E) και x ∈ X .

(2) Ο S είναι regular.

(3) Ο S είναι συνεχής (pointwise, compact-open, uniform).
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5.3.3 Regular averaging τελεστές

Θεώρημα 5.3.7. Έστω X παρασυμπαγής, Y πλήρως μετρικοποιήσιμος, ϕ : Y → X
συνεχής επί τέτοια ώστε η ϕ−1 δέχεται κάτω ημισυνεχή συνολοσυνάρτηση επιλογής και
E ccp τοπικά κυρτός. Τότε η ϕ δέχεται regular averaging συνεχή (pointwise, compact-
open, uniform) επί τελεστή S : C(Y,E) → C(X,E).

Απόδειξη. Έστω Φ : X → 2Y κάτω ημισυνεχής επιλογή για τη ϕ−1. Από το Θε-
ώρημα 5.3.6 υπάρχει regular συνεχής (pointwise, compact-open, uniform) τελεστής
S : C(Y,E) → C(X,E) τέτοιος ώστε S(f)(x) ∈ conv[f(ϕ−1(x))] για κάθε f ∈
C(Y,E) και x ∈ X . Η τελευταία σχέση δίνει ότι S ◦ ϕ◦ = idC(X,E) (δηλ. ο S είναι
averaging), το οποίο με τη σειρά δίνει ότι ο S είναι επί.

Πόρισμα 5.3.8. Έστω X παρασυμπαγής, Y πλήρως μετρικοποιήσιμος, ϕ : Y → X
συνεχής επί ανοιχτή καιE ccp τοπικά κυρτός. Τότε η ϕ δέχεται regular averaging συνεχή
(pointwise, compact-open, uniform) επί τελεστή S : C(Y,E) → C(X,E).

Πόρισμα 5.3.9. Έστω X,Y χώροι Fréchet, ϕ : Y → X γραμμική συνεχής επί και E
ccp τοπικά κυρτός. Τότε η ϕ δέχεται regular averaging συνεχή (pointwise, compact-open,
uniform) επί τελεστή S : C(Y,E) → C(X,E).

5.3.4 Regular extension τελεστές

Θεώρημα 5.3.10. Έστω X παρασυμπαγής, Y πλήρως μετρικοποιήσιμος, ϕ : Y → X
ομοιομορφική εμφύτευση τέτοια ώστε το ϕ(Y ) είναι κλειστό στον X και E ccp τοπικά
κυρτός. Τότε η ϕ δέχεται regular extension τελεστή S : C(Y,E) → C(X,E), ο οποίος
είναι ομοιομορφική εμφύτευση (pointwise, compact-open, uniform).

Στην περίπτωση που οE είναι χώρος Banach, οSb είναι ισομετρία (supremum νόρμα).

Απόδειξη. Έστω Φ : X → 2Y που ορίζεται ως Φ(x) = {ϕ−1(x)} αν x ∈ ϕ(Y )
και Φ(x) = Y διαφορετικά. Είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι η Φ είναι κάτω ημισυνε-
χής, συνεπώς, από το Θεώρημα 5.3.6, υπάρχει συνεχής (pointwise, uniform, compact)
regular τελεστής S : C(Y,E) → C(X,E) τέτοιος ώστε S(f)(x) ∈ conv[f(Φ(x))]
για κάθε f ∈ C(Y,E) και x ∈ X . Έπεται από τον ορισμό της Φ ότι S(f)(X) ⊆
conv[f(Y )] και S(f)(x) = f(ϕ−1(x)) για κάθε f ∈ C(Y,E) και x ∈ ϕ(Y ). Από την
τελευταία σχέση έπεται ότι ο S είναι 1-1, ο S−1 είναι συνεχής (pointwise, compact-
open, uniform) και ϕ◦ ◦ S = idC(Y,E). Με άλλα λόγια, ο S είναι ισομορφική εμφύ-
τευση και regular extension τελεστής.

Τέλος, ας υποθέσουμε ότι ο E είναι χώρος Banach και έστω f ∈ Cb(Y,E).
Επειδή ο S είναι regular, ο Sb : Cb(Y,E) → Cb(X,E) είναι νόρμας ένα, συνε-
πώς ||Sb(f)||∞ ≤ ||f ||∞. Από την άλλη πλευρά, S(f)(x) = f(ϕ−1(x)) για κάθε
x ∈ ϕ(Y ), άρα ||f ||∞ ≤ ||Sb(f)||∞.

5.4 Επέκταση του Λήμματος του Milutin
Στο επόμενο λήμμα ακολουθούμε μια γνωστή τεχνική από την Περιγραφική Θε-

ωρία Συνόλων (βλ. [12]).
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Λήμμα 5.4.1. Αν οX είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος τοπολογικού βάρους κ ≥ ℵ0, τότε
υπάρχει συνεχής ανοιχτή επί ϕ : κω → X .

Απόδειξη. Για την απαραίτητη ορολογία σχετικά με τα δέντρα παραπέμπουμε στον
Kechris [12, Chapter I.2]. Έστω d ≤ 1 συμβατή πλήρης μετρική στονX και {Ui}i∈κ

βάση για τον X που αποτελείται από μη κενά σύνολα. Πρώτα θα ορίσουμε με ανα-
δρομή την οικογένεια {Ut : t ∈ κ<ω} από υποσύνολα του X έτσι ώστε:

(i) τα Ut είναι μη κενά ανοιχτά,

(ii) U∅ = X και Ut = ∪{Ut⌢i : i ∈ κ} (για κάθε t = (t1, . . . , tm) ορίζουμε
t⌢i = (t1, . . . , tm, i)),

(iii) Ut⌢i ⊆ Ut για κάθε i ∈ κ,

(iv) diam(Ut) ≤ 1/|t|, όπου το |t| συμβολίζει το μήκος του t.

Θέτουμε U∅ = X . Υποθέτουμε ότι για m ∈ ω έχουμε ορίσει την οικογένεια
{Ut : t ∈ κm} έτσι ώστε τα Ut είναι μη κενά ανοιχτά και diam(Ut) ≤ 1/m. Για
κάθε t ∈ κm υπάρχει St ⊆ κ έτσι ώστε Ut = ∪{Ui : i ∈ St}, όπου κάθε Ui είναι
μη κενό ανοιχτό, Ui ⊆ Ut και diam(Ui) ≤ 1/(m + 1). Ορίζουμε Ut⌢i = Ui για
κάθε t ∈ κm και i ∈ St. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε
ότι St = κ επαναλαμβάνοντας κάποιο Ui αρκετές φορές έτσι ώστε να φτάσουμε
τον πληθάριθμο κ (επιτρέπουμε τα Ut να είναι το ίδιο σύνολο). Η αναδρομικά κατα-
σκευασμένη οικογένεια {Ut : t ∈ κ<ω} είναι η ζητούμενη.

Υποθέτουμε ότι το κ είναι εφοδιασμένο με τη διακριτή τοπολογία και ο κω με την
τοπολογία γινόμενο. Για κάθε t ∈ κ<ω θέτουμε Vt = {b ∈ κω : t ⊑ b}, όπου t ⊑ b αν
και μόνο αν υπάρχει n ∈ ω τέτοιο ώστε b|n = t. Υπενθυμίζουμε ότι η {Vt : t ∈ κ<ω}
είναι μια βάση για τον κω που αποτελείται από ανοιχτά-κλειστά. Χρησιμοποιώντας
τις (i)-(iv) μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε ότι η ϕ : κω → X που ορίζεται ως
{ϕ(b)} = ∩n∈ωUb|n = ∩n∈ωUb|n είναι συνεχής επί. Τέλος, η ϕ είναι ανοιχτή, επειδή
ϕ(Vt) = Ut.

Είναι εύκολο να δούμε ότι ο κω είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος τέλειος χώρος
τοπολογικού βάρους κ και διάστασης κάλυψης μηδέν (συνεπώς μηδενοδιάστατος
και ολικά μη συνεκτικός).

Τώρα είμαστε έτοιμοι να επεκτείνουμε το Λήμμα του Milutin για πλήρως μετρι-
κοποιήσιμους χώρους (όχι απαραίτητα συμπαγείς), για regular averaging τελεστές
μεταξύ χώρων συνεχών συναρτήσεων με τιμές σε έναν ccp τοπικά κυρτό χώρο και
για διάφορες τοπολογίες.

Θεώρημα 5.4.2. ΈστωX πλήρως μετρικοποιήσιμος τοπολογικού βάρους κ ≥ ℵ0 και E
ccp τοπικά κυρτός. Τότε υπάρχει συνεχής ανοιχτή επίϕ : κω → X η οποία δέχεται regular
averaging συνεχή (pointwise, compact-open, uniform) επί τελεστή S : C(κω, E) →
C(X,E).

Απόδειξη. Ο regular averaging τελεστής έπεται από το προηγούμενο λήμμα και το
Πόρισμα 5.3.8.
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Ως άμεση εφαρμογή του προηγουμένου θεωρήματος, μπορούμε να επεκτείνουμε
το Λήμμα του Etcheberry ([8, Theorem C]) και το Λήμμα του Milutin ως εξής.

Θεώρημα 5.4.3. Έστω X άπειρος Πολωνικός χώρος και E ccp τοπικά κυρτός χώρος.
Τότε υπάρχει συνεχής ανοιχτή επί ϕ : N → X η οποία δέχεται regular averaging συνεχή
(pointwise, compact-open, uniform) επί τελεστή S : C(N , E) → C(X,E).

Μπορούμε επίσης να συνάγουμε την ακόλουθη γενίκευση τουΛήμματος τουMilutin.

Θεώρημα 5.4.4. Έστω X άπειρος συμπαγής μετρικοποιήσιμος χώρος και E ccp τοπικά
κυρτός. Τότε υπάρχει συνεχής επί ϕ : C → X έτσι ώστε υπάρχει κάτω ημισυνεχής συνο-
λοσυνάρτηση επιλογής για τη ϕ−1 και regular averaging συνεχής (pointwise, compact-
open, uniform) επί τελεστής S : C(C, E) → C(X,E) για τη ϕ.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 5.4.1 υπάρχει συνεχής ανοιχτή επί ξ : ωω → X . Επειδή η
ξ−1 : X → 2ω

ω είναι κάτω ημισυνεχής και κλειστών τιμών, από το θεώρημα επιλο-
γής συμπαγών τιμών του Michael (βλ. [21]) υπάρχει άνω ημισυνεχής Φ : X → 2ω

ω

και κάτω ημισυνεχής Ψ : X → 2ω
ω έτσι ώστε τα Ψ(x) και Φ(x) είναι συμπαγή και

Ψ(x) ⊆ Φ(x) ⊆ ξ−1(x) για κάθε x ∈ X . Μια άνω ημισυνεχής συνολοσυνάρτηση
απεικονίζει συμπαγή σε συμπαγή, συνεπώς το Φ(X) είναι συμπαγές υποσύνολο του
ωω , και άρα υπάρχει πεπερασμένης διακλάδωσης δέντρο T ⊆ ω<ω τέτοιο ώστε
Φ(X) = [T ]. Επομένως μπορούμε να θεωρήσουμε ότι ηΨ είναι μια κάτω ημισυνεχής
συνολοσυνάρτηση από το X στο 2[T ]. Επιπλέον, η ξ|[T ] : [T ] → X είναι συνεχής
επί και Ψ(x) ⊆ (ξ|[T ])

−1(x) για κάθε x ∈ X . Επειδή το T είναι πεπερασμένης δια-
κλάδωσης, μπορούμε αναδρομικά να ορίσουμε (βλ. [12, Theorem 7.4]) μια οικογένεια
{Wr : r ∈ {0, 1}<ω} υποσυνόλων του [T ] τέτοια ώστε:

(i) ταWr είναι μη κενά ανοιχτά-κλειστά,

(ii) W∅ = [T ] καιWr =Wr⌢0 ∪Wr⌢1,

(iii) Wr⌢n ⊆Wr για n ∈ {0, 1},

(iv) diam(Wa|n) → 0 για κάθε a ∈ C.

Παρατηρούμε ότι τα Wr⌢0 και Wr⌢1 δεν είναι απαραίτητα ξένα· μπορεί να είναι
ίσα. Έστω η συνεχής ανοιχτή επί ψ : C → [T ] που ορίζεται ως {ψ(a)} = ∩n∈ωWa|n
και έστω ϕ = ξ|[T ] ◦ ψ. Είναι εύκολο να δούμε ότι η ϕ : C → X είναι συνεχής επί
και η ψ−1 ◦ Ψ : X → 2C κάτω ημισυνεχής επιλογή για τη ϕ−1. Τώρα μπορούμε να
ολοκληρώσουμε την απόδειξη χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 5.3.7.

5.5 Συμπληρωματικοί υπόχωροι
Η ιδέα ότι οι regular averaging και extension τελεστές δίνουν συμπληρωματικούς

υποχώρους οφείλεται στον Pełczyński [24].

Θεώρημα 5.5.1. ΈστωX παρασυμπαγής, Y πλήρως μετρικοποιήσιμος καιE ccp τοπικά
κυρτός. Αν υπάρχει συνεχής επί ϕ : Y → X έτσι ώστε η ϕ−1 να δέχεται κάτω ημισυνεχή
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συνολοσυνάρτηση επιλογής, τότε οC(X,E) είναι ισομορφικός (pointwise, compact-open,
uniform) με έναν συμπληρωματικό υπόχωρο του C(Y,E).

Στην περίπτωση που οE είναι χώρος Banach, οCb(X,E) είναι ισομορφικός (supremum
νόρμα) με έναν norm-one συμπληρωματικό υπόχωρο του Cb(Y,E).

Απόδειξη. Έστω ϕ : Y → X συνεχής ανοιχτή επί. Από το Θεώρημα 5.3.7 υπάρχει
regular συνεχής (pointwise, compact-open, uniform) επί τελεστής S : C(Y,E) →
C(X,E) τέτοιος ώστε S ◦ ϕ◦ = idC(X,E). Είναι εύκολο να δούμε ότι η ϕ◦ ◦ S εί-
ναι γραμμική συνεχής (pointwise, compact-open, uniform) προβολή. Επειδή η S εί-
ναι επί, έχουμε ότι (ϕ◦ ◦ S)(C(Y,E)) = ϕ◦(C(X,E)). Αλλά ο ϕ◦(C(X,E)) είναι
ισομορφικός (pointwise, compact-open, uniform) με τον C(X,E) (Πρόταση 5.3.2),
συνεπώς ο C(X,E) είναι ισομορφικός (pointwise, compact-open, uniform) με έναν
συμπληρωματικό υπόχωρο C(Y,E).

Τέλος υποθέτουμε ότι ο E είναι χώρος Banach. Προφανώς η ϕ◦b ◦ Sb είναι γραμ-
μική προβολή. Είναι εύκολο να δούμε ότι (ϕ◦ ◦ S)(f)(X) ⊆ conv[f(Y )] για κάθε
f ∈ C(Y,E), επομένως, από το Λήμμα 5.3.5, έπεται ότι ||ϕ◦b ◦ Sb|| = 1.

Πόρισμα 5.5.2. Στο προηγούμενο θεώρημα μπορούμε να έχουμε την ισχυρότερη υπόθεση
ότι η ϕ είναι συνεχής επί ανοιχτή.

Πόρισμα 5.5.3. Έστω X,Y χώροι Fréchet και E ccp τοπικά κυρτός. Αν υπάρχει γραμ-
μική συνεχής επί ϕ : Y → X , τότε ο C(X,E) είναι ισομορφικός (pointwise, compact-
open, uniform) με έναν συμπληρωματικό υπόχωρο του C(Y,E).

Στην περίπτωση που οE είναι χώρος Banach, οCb(X,E) είναι ισομορφικός (supremum
νόρμα) με έναν norm-one συμπληρωματικό υπόχωρο του Cb(Y,E).

Θεώρημα 5.5.4. ΈστωX παρασυμπαγής, Y πλήρως μετρικοποιήσιμος καιE ccp τοπικά
κυρτός. Αν υπάρχει ομοιομορφική εμφύτευση ϕ : Y → X τέτοια ώστε το ϕ(Y ) είναι
κλειστό στον X , τότε ο C(Y,E) είναι ισομορφικός (pointwise, compact-open, uniform)
με έναν συμπληρωματικό υπόχωρο του C(X,E).

Στην περίπτωση που ο E είναι χώρος Banach, ο Cb(Y,E) είναι ισομετρικά ισομορφι-
κός (supremum νόρμα) με έναν norm-one συμπληρωματικό υπόχωρο του Cb(X,E).

Απόδειξη. Έστω ϕ : Y → X ομοιομορφική εμφύτευση έτσι ώστε το ϕ(Y ) είναι κλει-
στό στονX . Από τοΘεώρημα 5.3.6 υπάρχει regular ισομορφική εμφύτευση (pointwise,
compact-open, uniform) S : C(Y,E) → C(X,E) τέτοια ώστε ϕ◦◦S = idC(Y,E), απ’
το οποίο συνεπάγεται ότι η ϕ◦ είναι επί και η S ◦ ϕ◦ γραμμική συνεχής (pointwise,
compact-open, uniform) προβολή (για τη συνέχεια της ϕ◦ βλ. Πρόταση 5.3.2). Επο-
μένως, ο (S ◦ ϕ◦)(C(X,E)) = S(C(Y,E)) είναι συμπληρωματικός στον C(X,E)
και ισομορφικός (pointwise, compact-open, uniform) με τον C(Y,E). Η περίπτωση
που ο E είναι χώρος Banach μπορεί εύκολα να επαληθευτεί.

5.6 Κατηγοριοποίηση χώρων συνεχών συναρτήσεων
με τιμές σε τοπολογικό διανυσματικό χώρο

Είμαστε έτοιμοι να γενικεύσουμε τα θεωρήματα ισομορφισμού του Milutin και
του Etcheberry (βλ. [22] και [8] αντίστοιχα) για χώρους συνεχών συναρτήσεων με
τιμές σε ccp τοπικά κυρτό χώρο και για διάφορες τοπολογίες.
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Θεώρημα 5.6.1. Έστω X υπεραριθμήσιμος συμπαγής μετρικοποιήσιμος χώρος και E
ccp τοπικά κυρτός χώρος. Τότε ο C(X,E) είναι ισομορφικός με τον C(C, E) (pointwise,
uniform, compact).

Απόδειξη. Επειδή ο X είναι υπεραριθμήσιμος, ο C εμφυτεύεται στον X από το γνω-
στόΘεώρημαCantor-Bendixson. Από τοΘεώρημα 5.5.4, οC(C, E) είναι ισομορφικός
(pointwise, compact-open, uniform) με έναν συμπληρωματικό υπόχωρο τουC(X,E).
Το Θεώρημα 5.4.4 σε συνδυασμό με το Θεώρημα 5.5.1 δίνουν ότι οC(X,E) είναι ισο-
μορφικός (pointwise, compact-open, uniform) με έναν συμπληρωματικό υπόχωρο του
C(C, E).

Συμβολίζουμε με ”≃” την ύπαρξη ισομορφισμού· όσον αφορά τους χώρους συ-
νεχών συναρτήσεων, θα υποθέτουμε ότι όλοι είναι εφοδιασμένοι με την ίδια από τις
εξής τοπολογίες: pointwise, compact-open, uniform. Επειδή ο C είναι ομοιομορφικός
με τον C × (ω + 1), είναι εύκολο να δούμε ότι για κάθε τοπολογικό διανυσματικό
χώρο H έχουμε ότι

C(C,H) ≃ C(C × (ω + 1),H) ≃ C(C, C(ω + 1,H)).

Έστω ότι με (Hω+1)c συμβολίζουμε τον γραμμικό υπόχωρο όλων των (xn)<ω+1 ∈
Hω+1 τέτοιων ώστε η ακολουθία (xn)n<ω να συγκλίνει στο xω ως προς την τοπο-
λογία τουH · ο (Hω+1)c είναι εφοδιασμένος με τη σχετική τοπολογία που επάγεται
από τονHω+1. Μπορούμε εύκολα να ελέγξουμε ότι

C(ω + 1,H) ≃ (Hω+1)c

και
C(C, (Hω+1)c) ≃ (C(C,H)ω+1)c ,

συνεπώς
C(C,H) ≃ (C(C,H)ω+1)c .

Τώρα η απόδειξη μπορεί να ολοκληρωθεί όπως στην [24, Proposition 8.3].

Πόρισμα 5.6.2. Στο προηγούμενο θεώρημα αν υποθέσουμε ότι ο E είναι χώρος Banach,
then ο ισομορφισμός μπορεί να θεωρηθεί ως προς τη supremum νόρμα.

Θεώρημα 5.6.3. ΈστωX Πολωνικός χώρος που δεν είναι σ-συμπαγής καιE ccp τοπικά
κυρτός. Τότε ο C(X,E) είναι ισομορφικός με τον C(N , E) (pointwise, compact-open,
uniform).

Στην περίπτωση που ο E είναι χώρος Banach, ο Cb(X,E) είναι ισομορφικός με τον
Cb(N , E) ως προς τη supremum νόρμα.

Απόδειξη. ΟN εμφυτεύεται στονX ως κλειστός υπόχωρος (βλ. [12, Theorem 7.10]),
συνεπώς, από το Θεώρημα 5.5.4, ο C(N , E) είναι ισομορφικός (pointwise, compact-
open, uniform) με έναν συμπληρωματικό υπόχωρο του C(X,E). Από το Θεώρημα
5.4.3 και τοΠόρισμα 5.5.2 έχουμε ότι οC(X,E) είναι ισομορφικός (pointwise, compact-
open, uniform) με έναν συμπληρωματικό υπόχωρο του C(N , E).

Θα ολοκληρώσουμε την απόδειξη εφαρμόζοντας τη μέθοδο διάσπασης του Pełczyński
όπως χρησιμοποιήθηκε στην απόδειξη του [8, Theorem A]. Σε ό,τι ακολουθεί συμβο-
λίζουμε με ”≃” την ύπαρξη ισομορφισμού· όσον αφορά τους χώρους των συνεχών
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συναρτήσεων, υποθέτουμε για όλους ότι είναι εφοδιασμένοι με την ίδια από τις εξής
τοπολογίες: pointwise, compact-open, uniform. Γενικά, αν ο Y είναι χώρος Hausdorff
και οιH,F τοπολογικοί διανυσματικοί χώροι, τότε είναι εύκολο να δούμε ότι

C(Y,H × F ) ≃ C(Y,H)× C(Y, F ). (5.1)

Επιπλέον,
αν H ≃ F, τότε C(Y,H) ≃ C(Y, F ). (5.2)

Μπορούμε να ελέγξουμε ότι

C(N ,H) ≃ C(ω ×N ,H) ≃ C(ω,C(N ,H)) (5.3)

και
C(ω,H) ≃ H × C(ω,H), (5.4)

συνεπώς
C(N ,H) ≃ C(N ,H)× C(ω,C(N ,H)). (5.5)

Επειδή οC(N , E) είναι ισομορφικός με έναν συμπληρωματικό υπόχωρο τουC(X,E)
και αντίστροφα, υπάρχουν τοπολογικοί διανυσματικοί υπόχωροι Z,W έτσι ώστε

C(N , E) ≃ Z × C(X,E) (5.6)

και
C(X,E) ≃W × C(N , E). (5.7)

Το ακόλουθο επιχείρημα διάσπασης δίνει τον ζητούμενο ισομορφισμό.

C(X,E) ≃ W × C(N , E) (από 5.7)
≃ W × C(N , E)× C(ω,C(N , E)) (από 5.5)
≃ C(X,E)× C(ω,C(N , E)) (από 5.7)
≃ C(X,E)× C(ω,C(X,E)× Z) (από 5.6 και 5.2)
≃ C(X,E)× C(ω,C(X,E))× C(ω,Z) (από 5.1)
≃ C(ω,C(X,E))× C(ω,Z) (από 5.4)
≃ C(ω,C(X,E)× Z) (από 5.1)
≃ C(ω,C(N , E)) (από 5.6 και 5.2)
≃ C(N , E) (από 5.3).

Στην περίπτωση που ο E είναι χώρος Banach, ισχύουν τα ίδια επιχειρήματα για
τους αντίστοιχους υπόχωρους φραγμένων συνεχών συναρτήσεων εφοδιασμένων με
τη supremum νόρμα.

Παρατήρηση 5.6.4. Συγκρίνοντας με το θεώρημα ισομορφισμού του Etcheberry, υπεν-
θυμίζουμε ότι αν ένας μετρικός χώροςX δεν είναι τοπικά συμπαγής σε κανένα σημείο (δηλ.
όλα τα συμπαγή υποσύνολα έχουν κενό εσωτερικό), τότε, από το θεώρημα κατηγορίας του
Baire, ο X δεν είναι σ-συμπαγής.
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