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Περίληψη 

Αντικείµενο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι η µελέτη της σκέδασης 

µικροκυµάτων στην παρυφή του πλάσµατος από τυρβώδεις δοµές. Το βασικό ερέθισµα που 

οδήγησε σε αυτή την προσέγγιση είναι η ευρεία χρήση των ραδιοκυµάτων στα Tokamak 

και  η πιθανή επιρροή των blobs στην διάδοση τους. 

Στο πρώτο µέρος της εργασίας γίνεται µια εισαγωγή στα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα 

και ιδιαίτερα στα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα που συναντάµε στο πλάσµα. 

Στο δεύτερο µέρος της εργασίας αναπτύσσουµε το γενικό µοντέλο για την περιγραφή 

της σκέδασης µικροκυµάτων από τυρβώδεις δοµές. Το µοντέλο αυτό υπολογίσθηκε, 

εισάγοντας µικρές χωρικά µεταβαλλόµενες διαταραχές, στην πυκνότητα των στοιχείων που 

αποτελούν το  πλάσµα και στο µέτρο του µαγνητικού πεδίου. 

Στο τελευταίο µέρος κάνουµε χρήση του µοντέλου που υπολογίσαµε για την 

περίπτωση σφαιρικών blobs και µαγνητικού πεδίου οπού το Βz εξαρτάται από την 

µεταβλητή x.   



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Abstract 
 

The main subject of this diploma thesis is the study of the scattering of microwaves at 

the plasma edge by turbulent structures. The initial stimulation that led to this approach is 

the wide use of radio-frequency waves in Tokamaks and how blobs could affect them while 

they travel in Plasmas. 

In the first part of this thesis we introduce the concept of electromagnetic waves, 

especially the electromagnetic waves that we can find in Plasmas. 

In the second part of this thesis we develop a general model for the scattering of 

microwaves by turbulent structures. Our model was based on the assumption that the 

density and the magnetic field have a small spatial dependence.  

Lastly, we use the model we calculated for the case of spherical blobs and a magnetic 

field which its z component depends on the space variable x.   
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1 Eisvagwg 

Καθ'όλη τη διάρκεια της εργασvίας θα σvυμβολίζουμε με A τους πίνακες, με a ένα
διάνυσvμα και με α το μέτρο του διανύσvματος.

1.1 Hlektromagnhtik� kÔmata

Οι εξισvώσvεις του Maxwell μας δίνουν την εξέλιξη των ηλεκτρομαγνητικών πεδίων.
Αυτές είναι οι :

∇ ·E =
ρ

ε0
(1)

∇×E = −∂B
∂t

(2)

∇ ·B = 0 (3)

∇×B = μ
0
J + μ

0
ε0
∂E

∂t
(4)

όπου οι πυκνότητες φορτίου ρ και ρεύματος J δίνονται από τις σvχέσvεις

ρ(r) =
1

∆V

∑
j

qjδ(r− rj) (5)

J(r) =
1

∆V

∑
j

qjvjδ(r− rj) (6)

δηλαδή τα φορτισvμένα σvωματίδια βρίσvκονται εντός σvτοιχειώδους όγκου ∆V
γύρω από τη θέσvη αναφοράς r.
Οι παραπάνω εξισvώσvεις απουσvία ελεύθερων φορτίων και ρευμάτων, δηλαδή σvτο

κενό, μετασvχηματίζονται σvτις :

∇ ·E = 0 (7)

∇×E = −∂B
∂t

(8)

∇ ·B = 0 (9)

∇×B = μ
0
ε0
∂E

∂t
(10)

Αυτές οι σvυζευγμένες πρωτοτάξιες διαφορικές εξισvώσvεις μπορούν να επιλυθούν

ως προς E και B. Για να το επιτύχουμε αυτό, παίρνουμε τον σvτροβιλισvμό των
εξισvώσvεων (6) και (8) και κάνουμε χρήσvη της ταυτότητας :

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A
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΄Ετσvι έχουμε

∇× (∇×E) = ∇(∇ ·E)−∇2E = ∇× (−∂B
∂t

)

= − ∂

∂t
(∇×B) = −μ

0
ε0
∂2E

∂t2

και

∇× (∇×B) = ∇(∇ ·B)−∇2B = ∇× (μ
0
ε0
∂E

∂t
)

= μ
0
ε0
∂

∂t
(∇×E) = −μ

0
ε0
∂2B

∂t2

Δεδομένου ότι σvτο κενό ∇ ·E = 0 και ∇ ·B = 0, τελικά έχουμε

∇2E = μ
0
ε0
∂2E

∂t2
και ∇2B = μ

0
ε0
∂2B

∂t2
(11)

Αποσvυζεύγνοντας λοιπόν τις αρχικές μας εξισvώσvεις, καταλήξαμε σvε δύο δευτεροτάξ-
ιες εξισvώσvεις της μορφής

∇2f =
1

υ2

∂2f

∂t2
(12)

Η παραπάνω εξίσvωσvη είναι η γνωσvτή μας κυματική εξίσvωσvη. Συνεπώς η (11)
περιγράφει την διάδοσvη ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων σvτο κενό με ταχύτητα ίσvη με

υ= 1√
µ0ε0

= 3, 00× 108m/s = c.

Στο εσvωτερικό της ύλης, σvε περιοχές δίχως ελεύθερα φορτία και ρεύματα και
υποθέτωντας πως το υλικό μας είναι γραμμικό και όμογενές, δηλαδή ισvχύει

D = εE και H =
1

µ
B (13)

Oι εξισvώσvεις του Maxwell γίνονται

∇ ·E = 0 (14)

∇×E = −∂B
∂t

(15)

∇ ·B = 0 (16)

∇×B = µε
∂E

∂t
(17)

Οι εξισvώσvεις (14-17) είναι της ίδιας μορφής με τις (7-10) επομένως και η λύσvη
τους θα είναι της ίδιας μορφής. Συνεπώς, οι παραπάνω εξισvώσvεις περιγράφουν τη
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διάδοσvη ενός ηλεκτρομαγνητικού κύματος σvε ένα γραμμικό και ομογενές υλικό,
με ταχύτητα ίσvη με

υ =
1
√
µε

(18)

Για τα περισvσvότερα υλικά το µ είναι περίπου ίσvο με το µ0, ενώ το ε είναι
μεγαλύτερο από το ε0, επομένως το φως σvτο εσvωτερικό της ύλης, κινείται με
ταχύτητα μικρότερη από c. Η παραπάνω σvχέσvη μπορεί να γραφεί

υ =
c

η
(19)

όπου ως η ορίζουμε τον δείκτη διάθλασvης. Από τις παραπάνω είναι προφανές
ότι

η=

√
µε

µ0ε0
(20)

Από την (18) είναι εμφανές πως ο δείκτης διάθλασvης εξαρτάται από τις ηλεκ-
τρικές και μαγνητικές ιδιότητες του υλικού εντός του οποίου διαδίδεται το φως.
Καθώς το ε, η ηλεκτρική διαπερατότητα, εξαρτάται από τη σvυχνότητα ταλάντωσvης
του ηλεκτρικού πεδίου, είναι λογικό να εξαρτάται και ο δείκτης διάθλασvης από την
σvυχνότητα του προσvπίπτοντος φωτός. Η εξάρτησvη αυτή είναι εμφανής π.χ. σvε ένα
πρίσvμα ή ένα ουράνιο τόξο.

Figure 1: Δίαθλασvη λευκού φωτός από πρίσvμα

1.2 Di�dosvh kum�twn svto pl�svma

1.2.1 Γενική περίπτωσvη

Από τις εξισvώσvεις του Maxwell έχουμε
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∇×B = μ
0
J +

1

c2
∂E

∂t
, ∇×E = −∂B

∂t

Υποθέτουμε ότι το πλάσvμα είναι άπειρο και ομοιόμορφο. Τότε μπορούμε να
κάνουμε χρήσvη των μετασvχηματισvμών Fourier σvτο χώρο και σvτο χρόνο. Επομένως
αναζητούμε λύσvεις της μορφής exp [i (k · r− ωt)]. Εφαρμόζοντας τον μετασvχημα-
τισvμό σvτις παραπάνω εξισvώσvεις, παίρνουμε

ik×B = μ
0
J− iω

c2
E

ik×E = iωB (21)

Συνδυάζοντας τις δύο αυτές εξισvώσvεις παίρνουμε,

ik× (k×E) = ωμ
0
J− iω2

c2
E

⇒ k× (k×E) +
ω2

c2
E + iωμ

0
J = 0 (22)

Χρειαζόμασvτε μια σvχέσvη μεταξύ των J και E. Η σvχέσvη αυτή μας δίνεται από
τον νόμο του Ωμ,

J = σ ·E⇒

 Jx
Jy
Jz

 =

 σxx σxy σxz
σyx σyy σyz
σzx σzy σzz

 Ex
Ey
Ez

 (23)

όπου με σ σvυμβολίσvαμε τον τανυσvτή αγωγιμότητας.
΄Ετσvι κάνοντας χρήσvη της γνωσvτής διανυσvματικής ταυτότητας μπορούμε να

γράψουμε την (22) ως

k (k ·E)− k2E +
ω2

c2
E + iωμ

0
σ ·E = 0

Εισvάγουμε τον διηλεκτρικό τανυσvτή τον οποίο ορίζουμε ως

ε = I +
iμ
0
c2

ω
σ = I +

iσ

ωε0
(24)

΄Αρα η προηγούμενη εξίσvωσvη μπορεί να γραφεί ως

k (k ·E)− k2E +
ω2

c2
ε ·E = 0 (25)

Ορίζουμε έναν νέο τανυσvτή D(dispersion tensor) ως

D = kk− k2I +
ω2

c2
ε

Ο τανυσvτής αυτός δεν σvχετίζεται με τον τανυσvτη διάχυσvης D που θα ορίσvουμε
αργότερα.Η (25) λοιπόν γράφεται
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D ·E = 0 (26)

Ως γνωσvτόν για να έχουμε μια μη μηδενική λύσvη της παραπάνω εξίσvωσvης θα

πρέπει να ισvχύει

det (D) = 0 (27)

Λόγω του μετασvχηματισvμού Fourier όλοι οι παραπάνω τανυσvτές εξαρτώνται από
τα μεγέθη k και ω. ΄Ετσvι η επίλυσvη της (27) θα μας δώσvει την σvχέσvη διασvποράς
σvτο πλάσvμα.

1.2.2 Ισvοτροπικό μέσvο

Στην απλούσvτερη των περιπτώσvεων μπορούμε να θεωρήσvουμε το πλάσvμα ισvοτροπικό.
Τότε θα έχουμε

ε = εI

Επιπλέον υποθέτουμε πως το k έχει μόνο z σvυνισvτώσvα. Τότε ο τανυσvτής D
γράφεται

D =

 0 0 0
0 0 0
0 0 k2

−
 k2 0 0

0 k2 0
0 0 k2

+

 ω2

c2 ε 0 0

0 ω2

c2 ε 0

0 0 ω2

c2 ε



=

 −k2 + ω2

c2 ε 0 0

0 −k2 + ω2

c2 ε 0

0 0 ω2

c2 ε


Παίρνοντας την ορίζουσvα του παραπάνω τανυσvτή, βρίσvκουμε

det(D) =
ω2

c2
ε

(
−k2 +

ω2

c2
ε

)2

= 0

΄Αρα σvε αυτή την περίπτωσvη έχουμε 2 λύσvεις για τη σvχέσvη διασvποράς

Α)−k2 + ω2

c2 ε = 0
΄Αρα η σvχέσvη (26) γίνεται

D ·E =

 0 0 0
0 0 0

0 0 ω2

c2 ε

 ·
 Ex
Ey
Ez

 = 0⇒ Ez = 0 (28)

Επομένως αυτή η σvχέσvη διασvποράς περιγράφει ένα εγκάρσvιο ηλεκτρομαγνητικό

κύμα, το οποίο διαδίδεται με φασvική ταχύτητα ίσvη με ω
k = c√

ε
. Το οποίο είναι

ισvοδύναμο με ένα κύμα το οποίο διαδίδεται σvε ένα μέσvο με δείκτη διάθλασvης η =
kc
ω =

√
ε.

B) ω2

c2 ε = 0⇒ ε = 0
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Επομένως η σvχέσvη (26) σvε αυτή την περίπτωσvη γράφεται

D ·E =

 −k2 0 0
0 −k2 0
0 0 0

 ·
 Ex
Ey
Ez

 = 0⇒ Ex = Ey = 0 (29)

Σε αυτή την περίπτωσvη παρατηρούμε ότι το διαδιδόμενο ηλεκτρομαγνητικό

κύμα είναι διαμήκες. Επομένως σvτο πλάσvμα μπορούμε να παρατηρήσvουμε και
διαμήκη ηλεκτρομαγνητικά κύματα.

1.2.3 Ανισvοτροπικό μέσvο

Υποθέτουμε πάλι ότι το k έχει μόνο z σvυνισvτώσvα. Αλλά αυτή την φορά το μέσvο
μας είναι ανισvοτροπικό. Τότε ο τανυσvτής D θα γράφεται

D =
ω2

c2

 −η2 + εxx εxy εxz
εyx −η2 + εyy εyz
εzx εzy εzz


Η διακρίνουσvα του παραπάνω τανυσvτή θα μας δώσvει μια τετραγωνική εξίσvωσvη

όσvον αφορά το η2. ΄Ετσvι για κάθε τιμή του ω θα έχουμε δύο λύσvεις του η2
και

έτσvι δύο τρόπους ταλάντωσvεις. Η πόλωσvη του E σvε αυτούς τους τρόπους ταλάν-
τωσvης δεν θα είναι ούτε καθαρά εγκάρσvια, ούτε καθαρά διαμήκης. Επομένως
σvε ανισvοτροπικά μέσvα δεν είναι δυνατόν να διαχωρίσvουμε τους τρόπους ταλάν-

τωσvης σvε καθαρά εγκάρσvιους και καθαρά διαμήκεις. ΄Ολα τα παραπάνω ισvχύουν εάν
υποθέσvουμε πως το πλάσvμα είναι γραμμικό. Σε κάθε άλλη περίπτωσvη χρειάζεται
να υπολογίσvουμε τον τανυσvτη αγωγιμότητας σ μέσvω τον υποθέσvεων που κάνουμε
για το πλάσvμα και έπειτα να υπολογίσvουμε τον τανυσvτή D. Ακολουθεί σvχετικό
παράδειγμα.

1.2.4 Παράδειγμα (Συχνότητα Πλάσvματος)

Για να υπολογίσvουμε τον τανυσvτη αγωγιμότητας σ κάνουμε κάποιες υποθέσvεις.
Σε αυτή την περίπτωσvη υποθέτουμε ότι

1. Δεν έχουμε σvυγκρούσvεις μεταξύ των σvωματιδίων του πλάσvματος

2. Το πλάσvμα μας είναι ψυχρο (T' 0)

3. Το πλάσvμα θεωρείται ισvοτροπικό

4. ΄Εχουμε μηδενικό μαγνητικό πεδίο

5. Αγνοούμε την κίνησvη των ιόντων

Από τον Δεύτερο Νόμο του Νεύτωνα για τα ηλεκτρόνια έχουμε

m
dv

dt
= qE

Εφαρμόζοντας τον μετασvχηματισvμό Fourier και επιλύοντας για v παίρνουμε,
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v =
iq

ωm
E

Επομένως το ρεύμα των ηλεκτρονίων θα είναι

j = nqv =
inq2

ωm
E

΄Αρα η αγωγιμότητα σ θα είναι ίσvη με

σ =
inq2

ωm
I

και ο διηλεκτρικός τανυσvτής

ε = I +
iσ

ωε0
=

(
1− nq2

mε0ω2

)
I

Από την παράγραφο 1.2.2 γνωρίζουμε πως η σvχέσvη διασvποράς για διαμήκη
ηλεκτρομαγνητικά κύματα, είναι ε = 0. ΄Αρα θα έχουμε

ε = 1− nq2

mε0ω2
= 0⇒ ω2 =

nq2

mε0

Σε αυτή την περίπτωσvη τα ηλεκτρόνια εκτελούν ταλάντωσvη με σvυχνότητα ίσvη

με

ωp =

√
nq2

mε0

Η σvυχνότητα αυτή ονομάζεται σvυχνότητα πλάσvματος ηλεκτρονίων. Εδώ μπορούμε
να παρατηρήσvουμε ότι

1. Σε αυτή την περίπτωσvη, η σvχεσvη διασvποράς μας δίνει ω = ωp για κάθε k

2. Η φασvική ταχύτητα vph = ω
k μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή

3. Η ομαδική ταχύτητα vg = dω
dk = 0, αφού η σvχέσvη διασvποράς είναι ανεξάρτητη

του k.

Για τον λόγο αυτό, η ταλάντωσvη των ηλεκτρονίων δεν μπορεί να θεωρηθεί �κανον-
ικό� κύμα, παρόλο που αναδύεται μέσvα από την κυματική ανάλυσvη.

2 To genikì montèlo

Στο προηγούμενο μέρος της εργασvίας ειδαμε τον πλούτο των ηλεκτρομαγνητικών

κυμάτων που μπορεί να υποσvτηρίξει το πλάσvμα. Σε αυτό το μέρος θα προσvπα-
θήσvουμε να βρούμε ένα γενικό μοντέλο για την σvκέδασvη των ηλεκτρομαγνητικών

κυμάτων σvτην παρυφή του πλάσvματος από τυρβώδεις δομές. Το μοντέλο που θα
ακολουθήσvουμε σvε αυτή την εργασvία βασvίσvτηκε σvτην εργασvία των K.Hizanidis
et.al.[3]
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2.1 Hamilton-Jacobi Ray Equations

Σύμφωνα με την εργασvία του Ira B. Bernstein[1], οι Hamilton-Jacobi Ray Equa-
tions για τα ανεξάρτητα διανύσvματα k και r είναι

dk

dt
= −∇rω,

dr

dt
= ∇kω,

dω

dt
=
∂ω

∂t
(30)

όπου ως k = (kx, ky, kz) ορίζουμε το κυματάνυσvμα, ω = ω(r,k, t) είναι η
σvυχνότητα του κύματος και r = (x,y,z) είναι το διάνυσvμα θέσvης. Ο τελεσvτής ∇k

σvτις παραπάνω εξισvώσvεις ορίζεται ως ∇k = ∂
∂kx

ix + ∂
∂ky

iy + ∂
∂kz

iz, οπού ως ia με

a=x,y,z ορίζουμε το μοναδιαίο διάνυσvμα σvτην κατεύθυνσvη a. Εφαρμόζοντας τον
τελεσvτή ∇r σvτο μέτρο του k, παίρνουμε

0 = ∇rk =
η

c
∇rω+

ω

c
∇rη (31)

όπου κάναμε χρησvη της ανεξαρτησvίας του k από τις χωρικές σvυντεταγμένες
ενώ εισvαγάγαμε και τον δείκτη διάθλασvης η = kc

ω .
Εφαρμόζοντας τον τελεσvτή ∇k σvτο μέτρο του k, παίρνουμε

∇kk =
∂k

∂kx
ix +

∂k

∂ky
iy +

∂k

∂kz
iz

=
∂

∂kx
(
√
k2
x + k2

y + k2
z)ix +

∂

∂ky
(
√
k2
x + k2

y + k2
z)iy +

∂

∂kz
(
√
k2
x + k2

y + k2
z)iz

=
kx√

k2
x + k2

y + k2
z

ix +
ky√

k2
x + k2

y + k2
z

iy +
kz√

k2
x + k2

y + k2
z

iz =
k

k
(32)

Κάνοντας χρήσvη του δείκτη διάθλασvης η, η σvχέσvη (32) μπορεί να γραφεί ως

k

k
= ∇kk =

η

c
∇kω +

ω

c
∇kη (33)

Εισvάγοντας την ποσvότητα ` = ct, που είναι το μήκος που διανύει το κύμα σvε
χρόνο t, οι εξισvώσvεις Hamilton-Jacobi μπορούν να γραφούν σvυναρτήσvει του η

dk

dl
=
dk

cdt

(1)
= −1

c
∇rω

(2)
=
ω

ηc
∇rη =

k

η2
∇rη = −k∇r(

1

η
) (34)

dr

dl
=

dr

cdt

(1)
=

1

c
∇kω

(4)
=

1

η

k

k
− k

η2
∇kη =

1

η

k

k
+ k∇k(

1

η
) (35)

2.2 DeÐkthc di�jlasvhc kai exisv¸sveic dk
dl
, dr

dl

Υποθέτουμε πως σvτην περιοχή που μελετάμε, η θερμοκρασvία του πλάσvματος είναι
χαμηλή και σvταθερή. Για το λόγο αυτό, μπορούμε να κάνουμε χρήσvη της προσvέγ-
γισvης ψυχρού πλάσvματος για τα κύματα ενώ ταυτόχρονα μπορούμε να αγνοήσvουμε

θερμικά φαινόμενα σvτην υπό μελέτη περιοχή. Ο δείκτης διάθλασvης σvε αυτή την
περίπτωσvη θα είναι
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η=η({ω2
a(na(r))}, {Ωa(B(r))}, ϑ)

ω
2
a(na(r)) =

q2
ana(r)

ε0ma

, Ωa(B(r)) =
qaB(r)

ma

, θ= arccos(
k · iz
k

) (36)

όπου ως ωα ορίσvαμε την σvυχνότητα πλάσvματος για τα σvωματίδια του είδους α,
ως Ωa ορίσvαμε την γυροσvυχνότητα για τα σvωματίδια του είδους α ενώ ως θ την
γωνία που σvχηματίζεται μεταξύ του μαγνητικού πεδίου και του κυματανύσvματος.
Εδώ μπορούμε να παρατηρήσvουμε, πως οι παραπάνω ορισvμοί σvυνεπάγονται ότι ο
δείκτης διάθλασvης η εξαρτάται από τα na(r) και B(r), οπού ως na(r) και ως B(r),
ορίσvαμε την πυκνότητα των σvωματιδίων α και το μέτρο του μαγνητικού πεδίου σvτη

θέσvη r αντίσvτοιχα.
Αντικαθισvτώντας το η σvτην εξίσvωσvη (34) παίρνουμε

dk

dl
= −k∇r(

1

η
) =

k

η2
∇rη =

k

ε0η
2

∑
a

q2
a

ma

∂η

∂ω2
α

∇rna(r) +
k

η2

∑
a

qa
ma

∂η

∂Ωα
∇rB(r)

(37)
Από την εξίσvωσvη (35) έχουμε

dr

dl
=

1

η

k

k
− k

η2
∇kη

Εκφράζοντας το διάνυσvμα k σvε σvφαιρικές σvυντεταγμένες έχουμε

kx = k sin(θ) cos(ϕ)

ky = k sin(θ) sin(ϕ)

kz = k cos(θ)

Εφαρμόζοντας τον κανόνα της αλυσvίδας
1
έχουμε

∂η

∂kx
=
∂η

∂θ

∂θ

∂kx
=
∂η

∂θ

cos(θ) cos(ϕ)

k

∂η

∂ky
=
∂η

∂θ

∂θ

∂ky
=
∂η

∂θ

cos(θ) sin(ϕ)

k

∂η

∂kz
=
∂η

∂θ

∂θ

∂kz
=
∂η

∂θ

− sin(θ)

k

Επομένως μπορούμε να γράψουμε

1Oi par�gwgoi ∂θ
∂kx

,

∂θ
∂ky

kai ∂θ
∂kz

dÐnontai svto Par�rthma A
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dr

dl
=

1

η

k

k
− k

η2
∇kη

=
1

η

k

k
− k

η2
(
∂η

∂θ

cos(θ) cos(ϕ)

k
ix +

∂η

∂θ

cos(θ) sin(ϕ)

k
iy −

∂η

∂θ

sin(θ)

k
iz)

=
1

η

k

k
− 1

η2

∂η

∂θ
(cos(θ) cos(ϕ)ix + cos(θ) sin(ϕ)iy − sin(θ)iz)

Εισvάγοντας τον πίνακα

IT ≡ I− ikik =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

−
 sin(θ) cos(ϕ)

sin(θ) sin(ϕ)
cos(θ)

 [ sin(θ) cos(ϕ) sin(θ) sin(ϕ) cos(θ)
]

=

 1− sin2(θ) cos2(ϕ) − sin2(θ) cos(ϕ) sin(ϕ) − cos(θ) sin(θ) cos(ϕ)
− sin2(θ) cos(ϕ) sin(ϕ) 1− sin2(θ) sin2(ϕ) − sin(θ) cos(θ) sin(ϕ)
− cos(θ) sin(θ) cos(ϕ) − sin(θ) cos(θ) sin(ϕ) sin2(θ)


όπου ik =k

k . Κάνοντας χρήσvη του παραπάνω πίνακα και σvε σvυνδυασvμό με τις
προηγούμενες εξισvώσvεις παίρνουμε τελικά

dr

dl
=

1

η
ik +

1

η2 sin(θ)

∂η

∂ϑ
(iz · IT) (38)

Υποθέτουμε πως η πυκνότητα των σvτοιχείων του πλάσvματος είναι παντού σvτα-

θερή και μεταβάλλεται μόνο σvτις περιοχές των blobs. Επομένως η πυκνότητα για
τα σvωματίδια α θα έχει την μορφή

na(r) = na0 + δna(r) (39)

όπου ως na0 έχουμε θέσvει το σvταθερό μέρος της πυκνότητας και ως δna(r)
την χωρικά εξαρτώμενη μικρή διαταραχή που εισvάγουν τα blobs σvτην πυκνότητα.
Επιπλέον θεωρούμε πως το μέτρο του μαγνητικού πεδίου είναι σvταθερό παντού

εκτός από μια μικρή χωρική διαταραχή που εισvάγουμε εμείς, δηλαδή

B(r) = B0 + δB(r) (40)

όπου ως B0 ορίσvαμε το σvταθερό μέτρο και ως δB(r) την διαταραχή σvτο μέτρο
του μαγνητικού πεδίου. Κάνοντας χρήσvη τον παραπάνω, κάνουμε ένα ανάπτυγμα
Taylor του δείκτη διάθλασvης κρατώντας μόνο τους όρους πρώτης τάξης. Τότε ο
δείκτης διάθλασvης μπορεί να προσvεγγισvτεί ως

η ' η0 +
1

ε0

∑
a

q2
a

ma

∂η0

∂ω2
α0

δna(r) +
∑
α

qa
ma

∂η0

∂Ωα0
δB(r) (41)

όπου ως η0 ορίσvαμε τον δείκτη διάθλασvης απουσvία των blobs.
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2.2.1
dk
dl ,

dr
dl παρουσvία διαταραχών

Αντικαθισvτώντας τις σvχέσvεις (39),(40) και (41) σvτις εξισvώσvεις (37) και (38),
παίρνουμε τις εξισvώσvεις Hamilton-Jacobi παρουσvία διαταραχών.

k̇ ≡ dk

dl
' k

ε0η
2
0

∑
a

q2
a

ma

∂η0

∂ω2
α0

∇rδna(r) +
k

η
2
0

∑
a

qa
ma

∂η0

∂Ωα0
∇rδB(r)

ṙ ≡ dr

dl
' 1

η0

ik+
1

η2
0 sin(θ)

(iz·IT)[
dη0

dϑ
+

1

ε0

∑
a

δna(r)
q2
a

ma

d

dθ
(
∂η0

∂ω2
α0

)+
∑
α

δB(r)
qa
ma

d

dθ
(
∂η0

∂Ωα0
)]

(42)

Οι εξισvώσvεις αυτές μας δίνουν την εξέλιξη των k και r, καθώς το κύμα
διαδίδεται σvτο πλάσvμα παρουσvία blobs, με μεταβαλλόμενο χωρικά μαγνητικό πεδίο.
Οι εξισvώσvεις (42) αποτελούν προσvεγγίσvεις πρώτης τάξης, αφού σvτα αναπτύγματά
μας κρατάμε μόνο τις πρώτες δυνάμεις των εμπλεκόμενων ποσvοτήτων, δna(r) και
δB(r). Ενώ επιπλέον έχουμε αντικατασvτήσvει τον δείκτη διάθλασvης η, με την
προσvέγγισvή του η ' η0, για να κατασvτήσvουμε δυνατούς τους υπολογισvμούς σvτην
τάξη που μας ενδιαφέρει.
Από τις παραπάνω εξισvώσvεις είναι εμφανείς οι τέσvσvερις παράγοντες που επηρρεά-

ζουν την διάδοσvη των κυμάτων σvτο πλάσvμα. Αυτοί είναι

1. Η πυκνότητα του πλάσvματος. Η εξάρτησvη αυτή έρχεται από τον δείκτη
διάθλασvης η0.

2. Το μέτρο του μαγνητικού πεδίου. Η εξάρτησvη αυτή έρχεται από τον δείκτη
διάθλασvης η0.

3. Η χωρική μεταβολή της πυκνότητας που υπεισvέρχεται από τον όρο∇rδna(r).

4. Η χωρική μεταβολή του μέτρου του μαγνητικού πεδίου που υπεισvέρχεται από
τον όρο ∇rδB(r).

Κάνοντας χρήσvη γεωμετρικής οπτικής βλέπουμε πως ένα ηλεκτρομαγνητικό κύμα

όταν διέρχεται από περιοχές μεταβαλλόμενης πυκνότητας ή μεταβαλλόμενου μαγν-

ητικού πεδίου αλλάζει κατεύθυνσvη διάδοσvης. Εδώ έγκειται και η αρνητική επίδρασvη
των blobs και του μεταβαλλόμενου χωρικά μαγνητικού πεδίου σvτους αντιδρασvτήρες
πυρηνικής σvύντηξης, αφού η παρουσvία τους, οδηγεί σvε εκτροπή των κυμάτων που
εκπέμπουμε για διάφορες διεργασvίες (Electron Cyclotron και Lower Hybrid κύ-
ματα για την δημιουργία ρευμάτων, EC κύματα για τον έλεγχο των ασvταθειών
Neoclassical Tearing Mode κ.α.)

2.2.2
dk
dl ,

dr
dl απουσvία διαταραχών

Απουσvία των διαταραχών σvτο μέτρο του μαγνητικού πεδίου και σvτην πυκνότητα

των σvτοιχείων του πλάσvματος, οι εξισvώσvεις Hamilton-Jacobi γίνονται
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dk

dl
= 0,

dr

dl
= is

√
1

η2
0

+
1

η4
0

(
dη0

dθ
)2 (43)

is =

1
h0
ik + 1

η20 sin(θ)
(iz · IT)dη0dϑ√

1
η20

+ 1
η40

(dη0dθ )2
(44)

όπου ως is έχουμε ορίσvει το μοναδιαίο διάνυσvμα που δείχνει την κατεύθυνσvη
της ομαδικής ταχύτητας του κύματος. Από τις εξισvώσvεις (43) εύκολα βλέπουμε
πως το κυματάνυσvμα δεν αλλάζει κατεύθυνσvη κατά την διάδοσvη του κύματος, ενώ
το κύμα διαδίδεται σvτην κατεύθυνσvη του is απουσvία διαταραχών. Επομένως σvε
αυτή την περίπτωσvη δεν παρατηρείται εκτροπή του κύματος. Κατά την διάρκεια
της δικής μας μελέτης, το μοναδιαίο διάνυσvμα isδείχνει την αρχική διεύθυνσvη του
κύματος.

2.3 ExÐsvwsvh Fokker-Planck

Καθώς σvκοπός της μελέτης μας είναι να καταλήξουμε σvε μια Fokker-Planck εξίσvωσvη,
χρειάζεται να εισvάγουμε τον 6× 6 τανυσvτή διάχυσvης D(X), ο οποίος ορίζεται ως

D(X) =
1

∆s

∆sˆ

0

ds

∆s−sˆ

−s

dσ ×
〈
Ẋ′ [r(s);k]Ẋ′ [r(s) + isσ;k]

〉

'
∞̂

−∞

dσ ×
〈
Ẋ′ [r(`);k]Ẋ′ [r(`) + isσ;k]

〉
(45)

Εδώ μπορούμε να σvχολιάσvουμε τους ορισvμούς και τις υποθέσvεις που κάναμε

σvτην παραπάνω εξίσvωσvη. Το διάνυσvμα X είναι ένα διάνυσvμα 6 διασvτάσvεων και

ισvούται με X =

[
r
k

]
. Η τελεία δηλώνει παραγώγισvη ως προς το μέγεθος ` =

c · t, ο τελεσvτής 〈. . .〉 δηλώνει οτί παίρνουμε την μέσvη τιμή ως προς τις τυχαίες
μεταβλητές, ενώ ο τονισvμός δηλώνει ρυθμούς μεταβολής λόγω των διαταραχών.
Ο ρυθμός μεταβολής, τον οποίο παίρνουμε από τις εξισvώσvεις (42), είναι

Ẋ′ =

 1
η20 sin(θ)

(iz · IT)[ 1
ε0

∑
a δna(r)

q2
a

ma

d
dθ ( ∂η0

∂ω2
α0

) +
∑
α δB(r) qa

ma

d
dθ ( ∂η0

∂Ωα0
)]

k
e0h

2
0

∑
a
q2
a

ma

∂η0
∂ω2

α0
∇rδna(r) + k

h20

∑
a
qa
ma

∂η0
∂Ωα0

∇rδB(r)


(46)

Επιπλέον η προσvέγγισvη που κάνουμε σvτην εξίσvωσvη (45) υπονοεί ότι η αλλη-
λεπίδρασvη κύματος-blobs γίνεται σvε απόσvτασvη μικρότερη από ∆s. Ο ορισvμός του
τανυσvτή διάχυσvης μας επιτρέπει να τον διαχωρίσvουμε σvε τέσvσvερις 3 × 3 πίνακες.
΄Ετσvι γράφουμε
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DXX =

[
Dkk Dkx

Dxk Dxx

]
(47)

Για τον υπολογισvμό του παραπάνω πίνακα χρειάζονται οι σvυναρτήσvεις σvυσvχέτισvης〈
Ẋ′ [r(s);k]Ẋ′ [r(s) + isσ;k]

〉
. Κάνοντας χρήσvη της (46), εύκολα βρίσvκουμε πως

οι σvυναρτήσvεις αυτές είναι οι

〈
k̇(r;k)k̇(r + isσ;k)

〉
' k2

ε20η
4
0

∑
α,β

q2
αq

2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)(
∂η0

∂ω2
β0

) 〈∇rδna(r)∇rδnβ(r + isσ)〉

+
k2

ε0η4
0

∑
α,β

q2
αqβ

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)(
∂η0

∂Ωβ0
) 〈∇rδna(r)∇rδB(r + isσ)〉

+
k2

ε0η4
0

∑
α,β

qαq
2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
β0

)(
∂η0

∂Ωα0
) 〈∇rδB(r)∇rδnβ(r + isσ)〉

+
k2

η4
0

∑
α,β

qαqβ
mαmβ

(
∂η0

∂Ωα0
)(
∂η0

∂Ωβ0
) 〈∇rδB(r)∇rδB(r + isσ)〉 (48)

〈ṙ(r;k)ṙ(r + isσ;k)〉 ' ikik+
2

η2
0 sin(θ)

(iz·IT)ik
dη0

dϑ
+

1

η4
0 sin2(θ)

(iz·IT)(iz · IT)(
dη0

dϑ
)2

+
1

η4
0 sin2(θ)

(iz·IT)(iz·IT)[
1

ε20

∑
α,β

q2
αq

2
β

mαmβ

d

dθ
(
∂η0

∂ω2
α0

)
d

dθ
(
∂η0

∂ω2
β0

) 〈δna(r)δnβ(r + isσ)〉

+
1

ε0

∑
α,β

q2
αqβ

mαmβ

d

dθ
(
∂η0

∂ω2
α0

)
d

dθ
(
∂η0

∂Ωβ0
) 〈δna(r)δB(r + isσ)〉

+
1

ε0

∑
α,β

qαq
2
β

mαmβ

d

dθ
(
∂η0

∂ω2
β0

)
d

dθ
(
∂η0

∂Ωα0
) 〈δB(r)δnβ(r + isσ)〉

+
∑
α,β

qαqβ
mαmβ

d

dθ
(
∂η0

∂Ωα0
)
d

dθ
(
∂η0

∂Ωβ0
) 〈δB(r)δB(r + isσ)〉] (49)

〈
k̇(r;k)ṙ(r + isσ;k)

〉
' k

ε20η
4
0 sin(θ)

(iz·IT)
∑
α,β

q2
αq

2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)
d

dθ
(
∂η0

∂ω2
β0

) 〈∇rδna(r)δnβ(r + isσ)〉

+
k

ε0η4
0 sin(θ)

(iz · IT)
∑
α,β

q2
αqβ

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)
d

dθ
(
∂η0

∂Ωβ0
) 〈∇rδna(r)δB(r + isσ)〉

+
k

ε0η4
0 sin(θ)

(iz · IT)
∑
α,β

qαq
2
β

mαmβ
(
∂η0

∂Ωα0
)
d

dθ
(
∂η0

∂ω2
β0

) 〈∇rδB(r)δnβ(r + isσ)〉

+
k

η4
0 sin(θ)

(iz · IT)
∑
α,β

qαqβ
mαmβ

(
∂η0

∂Ωα0
)
d

dθ
(
∂η0

∂Ωβ0
) 〈∇rδB(r)δB(r + isσ)〉 (50)
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〈
ṙ(r;k)k̇(r + isσ;k)

〉
' k

ε20η
4
0 sin(θ)

(iz·IT)
∑
α,β

q2
αq

2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)
d

dθ
(
∂η0

∂ω2
β0

) 〈δnβ(r)∇rδnα(r + isσ)〉

+
k

ε0η4
0 sin(θ)

(iz · IT)
∑
α,β

qαq
2
β

mαmβ
(
∂η0

∂Ωα0
)
d

dθ
(
∂η0

∂ω2
β0

) 〈δnβ(r)∇rδB(r + isσ)〉

+
k

ε0η4
0 sin(θ)

(iz · IT)
∑
α,β

q2
αqβ

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)
d

dθ
(
∂η0

∂Ωβ0
) 〈δB(r)∇rδnα(r + isσ)〉

+
k

η4
0 sin(θ)

(iz · IT)
∑
α,β

qαqβ
mαmβ

(
∂η0

∂Ωα0
)
d

dθ
(
∂η0

∂Ωβ0
) 〈δB(r)∇rδB(r + isσ)〉 (51)

Στις παραπάνω σvυναρτήσvεις έχουμε αγνοήσvει όρους οι οποιοί περιείχαν μόνο

τα δnα,δB(r),∇rδnα ή ∇rδB καθότι οι όροι αυτοί αποτελούν διαταραχές και για
αυτό η μέσvη τιμή τους θα πρέπει να είναι 0. Για τον λόγο αυτό σvτους παραπάνω
τύπους εμφανίζονται μόνο γινόμενα των διαταρακτικών όρων.
Αυτό που μας ενδιαφέρει είναι να βρούμε μια εξισvώσvη εξέλιξης της κατανομής

των ακτίνων f(X, `) της μορφής Fokker-Planck. Η εξίσvωσvη εξέλιξης της κατανομής
είναι

∂f

∂`
+

[
1

η0

ik +
1

η2
0 sin(θ)

(iz · IT)
dη0

dϑ

]
· ∇rf =

∂

∂X
·
[
D(X) · ∂f

∂X

]
(52)

όπου οι διαφορικοί τελεσvτές σvτο αρισvτερό μέρος δρουν πάνω σvτην αδιατάραχτη

κατανομή. Παίρνοντας την μέσvη τιμή της (52) όσvον αφορά τις χωρικές σvυντεταγ-
μένες και κρατώντας το τμήμα Dkk του πίνακα διάχυσvης, αφού μας ενδιαφέρει
μόνο η εξέλιξη του κυματανύσvματος, παίρνουμε την εξίσvωσvη

∂f̄

∂`
= divk(〈〈Dkk(X) · gradkf〉〉) ' divk(〈〈Dkk(X)〉〉 · gradkf̄) (53)

η οποία είναι η ζητούμενη Fokker-Planck εξίσvωσvη για την εξέλιξη της κατανομής
των ακτίνων. Στην εξίσvωσvη (53) η〈〈. . .〉〉 δηλώνει μέσvη τιμή όσvον αφορά τις
χωρικές σvυντεταγμένες ενώ η f̄ δίνεται από την σvχέσvη

f̄(k, `) ≡ 〈〈f(X, `)〉〉 ≡ 1

V0

ˆ
dV0f(X, `) (54)

και είναι η μέσvη τιμή της σvυνάρτησvης κατανομής όσvον αφορά τις χωρικές σvυν-

τεταγμένες.

3 Upologisvmìc exÐsvwsvhc Fokker-Planck

3.1 Epilog  δna(r), δB(r)

Στο προηγούμενο μέρος της εργασvίας θέσvαμε το μοντέλο πάνω σvτο οποίο θα

εργασvθούμε. Στο μέρος αυτό θα επιλέξουμε την μορφή των διαταραχών δna(r)
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και δB(r). Στο μοντέλο αυτό θα θεωρήσvουμε πως οι διακυμάνσvεις της πυκνότητας
έχουν μορφή Γκαουσvιανής και είναι κοινές για όλα τα είδη που σvυνθέτουν το

πλάσvμα. Επιπλέον θεωρούμε οτί τα blobs έχουν σvφαιρικό σvχήμα. ΄Ετσvι η διαταραχή
σvτην πυκνότητα θα δίνεται από την σvχέσvη

δna(r; r0) = vna exp(−|r− r0|2

2(Δr)2
) (55)

όπου v είναι μια αδιάσvτατη τυχαία μεταβλητή, το διάνυσvμα r0 δηλώνει το κέντρο

του blob και το μήκος Δr είναι το χαρακτηρισvτικό μήκος του blob. Λόγω της
μορφής της διαταραχής, η οιονεί ουδετερότητα του πλάσvματος διατηρείται, αφού
έχουμε

∑
α

qαδnα = v exp(−|r− r0|2

2(Δr)2
)
∑
α

qαnα = 0 (56)

Για την τυχαία μεταβλητή v υποθέτουμε κανονική σvυνάρτησvη κατανομής πι-
θανότητας της μορφής,

w(v) =
1

δ0
√

2π
exp

[
− (v − v0)

2

2δ2
0

]
(57)

Με v0 σvυμβολίσvαμε την μέσvη τιμή και με δ0 την τυπική απόκλισvη. Οι δύο αυτές
παράμετροι χαρακτηρίζουν τις διακυμάνσvεις σvτο πλάσvμα.
΄Οσvον αφορά το μαγνητικό πεδίο αυτό επιλέγουμε να βρίσvκεται σvτον άξονα z.

Η διαταραχή σvτο μέτρο του μαγνητικού πεδίου επιλέγουμε να είναι της μορφής

δB(r) =
B0 |x|
L

(58)

όπου έχουμε υποθέσvει πως x� L
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Figure 2: Αναπαράσvτασvη της διαταραχής του μαγνητικού πεδίου για B0

L = 0.01T/m

3.1.1 Κλίσvη δna(r; r0), δB(r)

Επειδή μας ενδιαφέρει μόνο η μεταβολή της κατανομής του k καθώς το κύμα
διαδίδεται, θα χρειασvτεί να υπολογίσvουμε μόνο τον τανυσvτή Dkk. Για να υπ-
ολογίσvουμε τα σvτοιχεία του τανυσvτήDkk , χρειαζόμασvτε τις κλίσvεις των δύο αυτών
ποσvοτήτων. Στο σvημείο αυτό θα τις υπολογίσvουμε. Η κλίσvη της διαταραχής της
πυκνότητας των σvωματιδίων α βρίσvκεται ίσvη με,

∇rδna(r; r0) =
∂

∂x
δna(r; r0)ix +

∂

∂y
δna(r; r0)iy +

∂

∂z
δna(r; r0)iz

= −vna0
x− x0

(∆r)2
exp

[
−|r− r0|2

2(Δr)2

]
ix − vna0

y − y0

(∆r)2
exp

[
−|r− r0|2

2(Δr)2

]
iy − vna0

z − z0

(∆r)2
exp

[
−|r− r0|2

2(Δr)2

]
iz

= − vna0

(∆r)2
exp(−‖r− r0‖2

2(∆r)2
)(r− r0) (59)

Η κλίσvη της διαταραχής του μέτρου του μαγνητικού πεδίου είναι ίσvη με,
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∇rδB(r) =
∂

∂x
δB(r)ix +

∂

∂y
δB(r)iy +

∂

∂z
δB(r)iz

=
B0

L
sgn(x)ix =

B0

L
sgn(r · ix)ix (60)

όπου με sgn(x) σvυμβολίζουμε την γνωσvτή σvυνάρτησvη προσvήμου.

3.2 Upologisvmìc tanusvt  di�qusvhc Dkk

Για να υπολογίσvουμε τον τανυσvτή Dkk τον σvπάμε σvε άθροισvμα τεσvσvάρων πινάκων.
΄Εχουμε

Dkk = D1 + D2 + D3 + D4

όπου

D1 =

∞̂

−∞

dσ
k2

ε20η
4
0

∑
α,β

q2
αq

2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)(
∂η0

∂ω2
β0

) 〈∇rδna(r)∇rδnβ(r + isσ)〉 (61)

D2 =

∞̂

−∞

dσ
k2

ε0η4
0

∑
α,β

q2
αqβ

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)(
∂η0

∂Ωβ0
) 〈∇rδna(r)∇rδB(r + isσ)〉 (62)

D3 =

∞̂

−∞

dσ
k2

ε0η4
0

∑
α,β

qαq
2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
β0

)(
∂η0

∂Ωα0
) 〈∇rδB(r)∇rδnβ(r + isσ)〉 (63)

D4 =

∞̂

−∞

dσ
k2

η4
0

∑
α,β

qαqβ
mαmβ

(
∂η0

∂Ωα0
)(
∂η0

∂Ωβ0
) 〈∇rδB(r)∇rδB(r + isσ)〉 (64)

3.2.1 Υπολογισvμός τανυσvτή D1

Για τον υπολογισvμό του πίνακαD1 χρειαζόμασvτε την μέσvη τιμή 〈∇rδna(r)∇rδnβ(r + isσ)〉.
Από την εξίσvωσvη (59) έχουμε

∇rδna(r)∇rδnβ(r + isσ) =
v2

(∆r)4
nα0nβ0 exp

[
−|r− r0|2 + |r + isσ − r0|2

2(∆r)2

]
(r− r0)(r+isσ−r0)

18



⇒ ∇rδna(r)∇rδnβ(r + isσ) =
v2

(∆r)4
nα0nβ0 exp

[
−2 |r− r0|2 + 2σ(r− r0) · is + σ2

2(∆r)2

]
(r− r0)(r+isσ−r0)

(65)
Παίρνοντας την μέσvη τιμή ως προς την τυχαία μεταβλητή v, έχουμε

〈∇rδna(r)∇rδnβ(r + isσ)〉 =

〈
v2
〉

(∆r)4
nα0nβ0 exp

[
−2 |r− r0|2 + 2σ(r− r0) · is + σ2

2(∆r)2

]
(r− r0)(r+isσ−r0)

⇒ 〈∇rδna(r)∇rδnβ(r + isσ)〉 =
v2

0 + δ2
0

(∆r)4
nα0nβ0 exp

[
−2 |r− r0|2 + 2σ(r− r0) · is + σ2

2(∆r)2

]
(r− r0)(r+isσ−r0)

(66)
όπου χρησvιμοποιήσvαμε την γνωσvτή σvχέσvη από τη σvτατισvτική〈

v2
〉

= V ar(v) + 〈v〉2 = δ2
0 + v2

0

Εισvάγοντας την εξίσvωσvη (66) σvτην (61) προκύπτει

D1 =

∞̂

−∞

dσ
k2

ε20η
4
0

∑
α,β

q2
αq

2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)(
∂η0

∂ω2
β0

)

×v
2
0 + δ2

0

(∆r)4
nα0nβ0 exp

[
−2 |r− r0|2 + 2σ(r− r0) · is + σ2

2(∆r)2

]
(r− r0)(r + isσ − r0)

Αναδιατάσvσvοντας τους όρους έχουμε

D1 =
v2

0 + δ2
0

(∆r)4

k2

ε20η
4
0

nα0nβ0

∑
α,β

q2
αq

2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)(
∂η0

∂ω2
β0

) exp

[
−|r− r0|2

(∆r)2

]

×


∞̂

−∞

exp

[
−2σ(r− r0) · is + σ2

2(∆r)2

]
dσ

︸ ︷︷ ︸
I1

(r− r0)(r− r0)

+

∞̂

−∞

σ · exp

[
−2σ(r− r0) · is + σ2

2(∆r)2

]
dσ

︸ ︷︷ ︸
I2

(r− r0)is

 (67)
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Υπολογίζουμε τα ολοκληρώματα I1 και I2.

I1 =

∞̂

−∞

exp

[
−2σ(r− r0) · is + σ2

2(∆r)2

]
dσ =

∞̂

−∞

exp

[
− (σ + (r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
exp

[
((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
dσ

⇒ I1 =
√

2π∆r exp

[
((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]

I2 =

∞̂

−∞

σ·exp

[
−2σ(r− r0) · is + σ2

2(∆r)2

]
dσ =

∞̂

−∞

σ·exp

[
− (σ + (r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
exp

[
((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
dσ

⇒ I2 = −(r− r0) · is ·
√

2π∆r exp

[
((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
Κατά την διάρκεια των υπολογισvμών των ολοκληρωμάτων I1 και I2 κάναμε

χρήσvη των ιδιοτήτων της κανονικής κατανομής. Αντικαθισvτώντας τις τιμές των I1
και I2 σvτην εξίσvωσvη (67), παίρνουμε για τον D1

D1 =
v2

0 + δ2
0

(∆r)4

k2

ε20η
4
0

nα0nβ0

∑
α,β

q2
αq

2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)(
∂η0

∂ω2
β0

) exp

[
−|r− r0|2

(∆r)2

]

×
√

2π∆r exp

[
((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
[(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is]

⇒ D1 =

√
2πk2(v2

0 + δ2
0)

ε20η
4
0(∆r)3

nα0nβ0

∑
α,β

q2
αq

2
β

mαmβ
(

1

2η0

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
1

2η0

∂η2
0

∂ω2
β0

)

× exp

[
−2 |r− r0|2 − ((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
[(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is]

⇒ D1 =

√
2πk2(v2

0 + δ2
0)

4η6
0(∆r)3

∑
α,β

q2
αnα0q

2
βnβ0

ε20mαmβ
(
∂η2

0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂ω2
β0

)

× exp

[
−2 |r− r0|2 − ((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
[(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is]

20



⇒ D1 =

√
2πk2(v2

0 + δ2
0)

4η6
0(∆r)3

∑
α,β

ω2
α0ω

2
β0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂ω2
β0

)

× exp

[
−2 |r− r0|2 − ((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
[(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is]

(68)
Θεωρώντας ότι τα blobs είναι ομοιόμορφα κατανεμημένα σvε όγκο V0, μπορούμε

να πάρουμε την μέσvη τιμή τουD1 όσvον αφορά τις χωρικές σvυντεταγμένες ολοκληρώνον-

τας πάνω σvτον όγκο V0. Το ολοκλήρωμα που προκύπτει δεν υπολογίζεται για
πεπερασvμένο όγκο αλλά μπορούμε να επεκτείνουμε την ολοκλήρωσvη σvτο −∞,∞
λόγω της εκθετικής μορφής της σvυνάρτησvης. ΄Ετσvι έχουμε

〈〈D1〉〉 =

√
2πk2(v2

0 + δ2
0)

4V0η6
0(∆r)3

∑
α,β

ω2
α0ω

2
β0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂ω2
β0

)

×
ˆ

V0

exp

[
−2 |r− r0|2 − ((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
[(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] dV0

(69)
Για τον υπολογισvμό των σvτοιχείων του τανυσvτήD1 εισvάγουμε ένα νέο σvύσvτημα

σvυντεταγμένων χ,ψ,ζ που αναπαρίσvταται σvτο σvχήμα 3. Ο άξονας ζ έχει την
κατεύθυνσvη του διανύσvματος της ομαδικής ταχύτητας is, ο άξονας ψ ταυτίζεται
με τον άξονα y ενώ ο άξονας χ επιλέγεται έτσvι ώσvτε το σvύσvτημα σvυντεταγμένων
χ,ψ,ζ να είναι ορθοκανονικό. Από το σvχήμα είναι προφανές ότι το νέο σvύσvτημα
προκύπτει με σvτροφή α γύρω από τον άξονα y.
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Figure 3: Το καρτεσvιανό και το νέο σvύσvτημα σvυντεταγμένων. Το Β0 έχει

την κατεύθυνσvη του άξονα z ενώ το is ανήκει σvτο επιπέδο x-z και δείχνει την
κατεύθυνσvη ζ του νέου σvυσvτήματος.

Το νέο σvύσvτημα σvυνδέεται με το παλιό με τον πίνακα σvτροφής, χψ
ζ

 =

 cos(α) 0 − sin(α)
0 1 0

sin(α) 0 cos(α)

 x
y
z

 (70)

ενώ το παλιό με το νέο, με τον πίνακα x
y
z

 =

 cos(α) 0 sin(α)
0 1 0

− sin(α) 0 cos(α)

 χψ
ζ

 (71)

Το ολοκλήρωμα της εξισvώσvης (69) δεν θα το υπολογίσvουμε με απευθείας
ολοκλήρωσvη. Είναι απλούσvτερο να υπολογίσvουμε τις προβολές του τανυσvτή σvτο
νέο σvύσvτημα σvυντεταγμένων. Ακολουθούν οι πράξεις για την εύρεσvη των προβολών
〈〈i1D1i2〉〉 με i1, i2 = iχ ή iψή iζ .

• i1 = iχ, i2 = iχ

Υπολογίζουμε πρώτα τις προβολές του πίνακα.

iχ · [(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] · iχ
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= iχ · [(r− r0)(r− r0)] · iχ − iχ · [(r− r0) · is(r− r0)is] · iχ

is=iζ
= (χ− χ0)

2 − (ζ − ζ0) (χ− χ0) · 0 = (χ− χ0)
2

Ο εκθετικός όρος σvτο νέο σvύσvτημα σvυντεταγμένων γράφεται

exp

[
−2 |r− r0|2 − ((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]

= exp

[
−2 (χ− χ0)

2
+ 2 (ψ − ψ0)

2
+ 2 (ζ − ζ0)

2 − (ζ − ζ0)
2

2(∆r)2

]

= exp

[
− (χ− χ0)

2

(∆r)2
− (ψ − ψ0)

2

(∆r)2
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
Το ολοκλήρωμα σvτην εξίσvωσvη (69) μπορεί να γραφεί λοιπόν ως

ˆ

V0

exp

[
−2 |r− r0|2 − ((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
iχ · [(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] · iχdV0

=

˚

V0

(χ− χ0)
2

exp

[
− (χ− χ0)

2

(∆r)2
− (ψ − ψ0)

2

(∆r)2
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dV0

=

∞̂

−∞

(χ− χ0)
2

exp

[
− (χ− χ0)

2

(∆r)2

]
dχ

∞̂

−∞

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

(∆r)2

]
dψ

∞̂

−∞

exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

=

∞̂

−∞

(χ− χ0)
2

exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r√
2
)2

]
dχ

∞̂

−∞

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

2(∆r√
2
)2

]
dψ

∞̂

−∞

exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

=
√

2π
∆r√

2

(
∆r√

2

)2

·
√

2π
∆r√

2
·
√

2π∆r =
(2π)

3
2

4
∆r5

΄Αρα έχουμε

D1χχ = 〈〈iχD1iχ〉〉 =
k2(v2

0 + δ2
0)

4V0η6
0

(π∆r)
2
∑
α,β

ω2
α0ω

2
β0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂ω2
β0

)
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Στον υπολογισvμό των παραπάνω ολοκληρωμάτων, κάναμε χρήσvη των ιδιοτήτων
της κανονικής κατανομής

∞̂

−∞

(χ− χ0)
2

exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r√
2
)2

]
dχ =

√
2π

∆r√
2

(
∆r√

2

)2

∞̂

−∞

exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r)2

]
dχ =

√
2π∆r

Το πρώτο ολοκλήρωμα μας δίνει το τετράγωνο της τυπικής απόκλισvης πολ-

λαπλασvιασvμένο με έναν παράγοντα κανονικοποίησvης, ενώ το δεύτερο μας δίνει
απλά τον παράγοντα κανονικοποίησvης.

• i1 = iχ, i2 = iψ

Υπολογίζουμε τις προβολές του πίνακα.

iχ · [(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] · iψ

= iχ · [(r− r0)(r− r0)] · iψ − iχ · [(r− r0) · is(r− r0)is] · iψ

is=iζ
= (χ− χ0) (ψ − ψ0)− (ζ − ζ0) (χ− χ0) · 0 = (χ− χ0) (ψ − ψ0)

Το ολοκλήρωμα σvε αυτή την περίπτωσvη είναι ίσvο με

ˆ

V0

exp

[
−2 |r− r0|2 − ((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
iχ · [(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] · iψdV0

=

˚

V0

(χ− χ0) (ψ − ψ0) exp

[
− (χ− χ0)

2

(∆r)2
− (ψ − ψ0)

2

(∆r)2
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dV0

=

∞̂

−∞

(χ− χ0) exp

[
− (χ− χ0)

2

(∆r)2

]
dχ

∞̂

−∞

(ψ − ψ0) exp

[
− (ψ − ψ0)

2

(∆r)2

]
dψ

∞̂

−∞

exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

=

∞̂

−∞

(χ− χ0) exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r√
2
)2

]
dχ

∞̂

−∞

(ψ − ψ0) exp

[
− (ψ − ψ0)

2

2(∆r√
2
)2

]
dψ

∞̂

−∞

exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ
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= 0 · 0 ·
√

2π∆r = 0

Επομένως

D1χψ = 〈〈iχD1iψ〉〉 = 0

Εδώ κάναμε χρήσvη της ιδιότητας της κανονικής κατανομής

∞̂

−∞

(χ− χ0) exp

[
− (χ− χ0)

2

(∆r)2

]
dχ = 0

αφού το ολοκλήρωμα αυτό ουσvιασvτικά μας δίνει χ0 − χ0 = 0.

• i1 = iχ, i2 = iζ

Υπολογίζουμε τις προβολές του πίνακα.

iχ · [(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] · iζ

= iχ · [(r− r0)(r− r0)] · iζ − iχ · [(r− r0) · is(r− r0)is] · iζ

is=iζ
= (χ− χ0) (ζ − ζ0)− (ζ − ζ0) (χ− χ0) = 0

΄Αρα έχουμε

D1χζ = 〈〈iχD1iζ〉〉 = 0

• i1 = iψ, i2 = iχ

Υπολογίζουμε τις προβολές του πίνακα.

iψ · [(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] · iχ

= iψ · [(r− r0)(r− r0)] · iχ − iψ · [(r− r0) · is(r− r0)is] · iχ

is=iζ
= (ψ − ψ0) (χ− χ0)− (ζ − ζ0) (ψ − ψ0) · 0 = (ψ − ψ0) (χ− χ0)

΄Οπως και πριν το ολοκλήρωμα αυτής της ποσvότητας θα μας δώσvει 0, οπότε

D1ψχ = 〈〈iψD1iχ〉〉 = 0

• i1 = iψ, i2 = iψ
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Υπολογίζουμε τις προβολές του πίνακα.

iψ · [(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] · iψ

= iψ · [(r− r0)(r− r0)] · iψ − iψ · [(r− r0) · is(r− r0)is] · iψ

is=iζ
= (ψ − ψ0)

2 − (ζ − ζ0) (ψ − ψ0) · 0 = (ψ − ψ0)
2

Το ζητούμενο ολοκλήρωμα θα γράφεται

ˆ

V0

exp

[
−2 |r− r0|2 − ((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
iψ · [(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] · iψdV0

=

˚

V0

(ψ − ψ0)
2

exp

[
− (χ− χ0)

2

(∆r)2
− (ψ − ψ0)

2

(∆r)2
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dV0

=

∞̂

−∞

exp

[
− (χ− χ0)

2

(∆r)2

]
dχ

∞̂

−∞

(ψ − ψ0)
2

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

(∆r)2

]
dψ

∞̂

−∞

exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

=

∞̂

−∞

exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r√
2
)2

]
dχ

∞̂

−∞

(ψ − ψ0)
2

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

2(∆r√
2
)2

]
dψ

∞̂

−∞

exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

=
√

2π
∆r√

2
·
√

2π
∆r√

2

(
∆r√

2

)2

·
√

2π∆r =
(2π)

3
2

4
∆r5

Επομένως τελικά παίρνουμε

D1ψψ = 〈〈iψD1iψ〉〉 =
k2(v2

0 + δ2
0)

4V0η6
0

(π∆r)
2
∑
α,β

ω2
α0ω

2
β0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂ω2
β0

)

• i1 = iψ, i2 = iζ

Υπολογίζουμε τις προβολές του πίνακα.

iψ · [(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] · iζ

= iψ · [(r− r0)(r− r0)] · iζ − iψ · [(r− r0) · is(r− r0)is] · iζ
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is=iζ
= (ψ − ψ0) (ζ − ζ0)− (ζ − ζ0) (ψ − ψ0) = 0

΄Αρα θα έχουμε

D1ψζ = 〈〈iψD1iζ〉〉 = 0

• i1 = iζ , i2 = iχ

Υπολογίζουμε τις προβολές του πίνακα.

iζ · [(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] · iχ

= iζ · [(r− r0)(r− r0)] · iχ − iζ · [(r− r0) · is(r− r0)is] · iχ

is=iζ
= (ζ − ζ0) (χ− χ0)− (ζ − ζ0)

2 · 0 = 0

Επομένως θα έχουμε

D1ζχ = 〈〈iζD1iχ〉〉 = 0

• i1 = iζ , i2 = iψ

Υπολογίζουμε τις προβολές του πίνακα.

iζ · [(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] · iψ

= iζ · [(r− r0)(r− r0)] · iψ − iζ · [(r− r0) · is(r− r0)is] · iψ

is=iζ
= (ζ − ζ0) (ψ − ψ0)− (ζ − ζ0)

2 · 0 = 0

Επομένως και αυτή η προβολή του τανυσvτή D1 θα είναι μηδενική. ΄Αρα,

D1ζψ = 〈〈iζD1iψ〉〉 = 0

• i1 = iζ , i2 = iζ

Υπολογίζουμε τις προβολές του πίνακα.

iζ · [(r− r0)(r− r0)− (r− r0) · is(r− r0)is] · iζ

= iζ · [(r− r0)(r− r0)] · iζ − iζ · [(r− r0) · is(r− r0)is] · iζ

is=iζ
= (ζ − ζ0)

2 − (ζ − ζ0)
2

= 0

Τελικά και αυτός ο όρος είναι μηδενικός. ΄Αρα,
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D1ζζ = 〈〈iζD1iζ〉〉 = 0

Επομένως βλέπουμε πως σvτο νέο αυτό σvύσvτημα σvυντεταγμένων και μετά την

ολοκλήρωσvη πάνω σvτον όγκο V0, ο τανυσvτής D1 είναι διαγώνιος και ίσvος με,

D1 = D

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 (72)

όπου

D =
k2(v2

0 + δ2
0)

4V0η6
0

(π∆r)2
∑
α,β

ω2
α0ω

2
β0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂ω2
β0

) (73)

3.2.2 Υπολογισvμός τανυσvτή D2

Ο τανυσvτής D2 ισvούται με

D2 =

∞̂

−∞

dσ
k2

ε0η4
0

∑
α,β

q2
αqβ

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)(
∂η0

∂Ωβ0
) 〈∇rδna(r)∇rδB(r + isσ)〉

Για τον υπολογισvμό του χρειαζόμασvτε την μέσvη τιμή 〈∇rδna(r)∇rδB(r + isσ)〉.
Συνδυάζοντας τις εξισvώσvεις (59) και (60), παίρνουμε

∇rδna(r)∇rδB(r + isσ) = − vnα0B0

(∆r)
2
L

exp(−|r− r0|2

2(Δr)2
)sgn(r · ix + σis · ix)(r− r0)ix

Παίρνοντας την μέσvη τιμή για την τυχαία μεταβλητή v, έχουμε

〈∇rδna(r)∇rδB(r + isσ)〉 = −〈v〉nα0B0

(∆r)
2
L

exp(−|r− r0|2

2(Δr)2
)sgn(r·ix+σis·ix)(r− r0)ix

⇒ 〈∇rδna(r)∇rδB(r + isσ)〉 = −v0nα0B0

(∆r)
2
L

exp(−|r− r0|2

2(Δr)2
)sgn(r·ix+σis·ix)(r− r0)ix

(74)
Εισvάγουμε την εξίσvωσvη (74) σvτον ορισvμό του τανυσvτή D2. Τότε,

D2 =

∞̂

−∞

dσ − k2

ε0η4
0

∑
α,β

q2
αqβ

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)(
∂η0

∂Ωβ0
)

×v0nα0B0

(∆r)
2
L

exp(−|r− r0|2

2(Δr)2
)sgn(r · ix + σis · ix)(r− r0)ix
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Το ολοκλήρωμα αυτό με αναδιάταξη των όρων μπορεί να γραφεί ως

D2 = − k2v0nα0B0

ε0η4
0 (∆r)

2
L

∑
α,β

q2
αqβ

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)(
∂η0

∂Ωβ0
)

× exp(−|r− r0|2

2(Δr)2
)

∞̂

−∞

sgn(r · ix + σis · ix)dσ(r− r0)ix

Το παραπάνω ολοκλήρωμα μπορεί να γραφεί

∞̂

−∞

sgn(r · ix + σis · ix)dσ =

∞̂

−∞

sgn(x+ σ sin(α))dσ

όπου αντικατασvτήσvαμε τα εσvωτερικά γινόμενα με τα ορίσvματα τους που προκύπ-

τουν από την γεωμετρία του σvχήματος (3). Για να διευκολύνουμε τον υπολογισvμό,
αντικαθισvτούμε τα κάτω και άνω όρια του ολοκληρώματος με −Λ,Λ και μετά το
πέρας των υπολογισvμών παίρνουμε το όριο Λ → ∞. Επιπλέον υποθέτουμε πως
sin(α)>0. Τότε έχουμε

Λ̂

−Λ

sgn(x+ σ sin(α))dσ =

− x
sin(α)ˆ

−Λ

(−1)dσ +

Λ̂

− x
sin(α)

dσ

=

[
−Λ +

x

sin(α)

]
+

[
Λ +

x

sin(α)

]
=

2x

sin(α)

΄Ομοια υπολογίζουμε και για sin(α)<0. Σε αυτή την περίπτωσvη καταλήγουμε
σvτο αποτέλεσvμα

Λ̂

−Λ

sgn(x+ σ sin(α))dσ = − 2x

sin(α)

και κάνοντας χρήσvη της σvυνάρτησvης προσvήμου, μπορούμε τελικά να σvυμπτήξ-
ουμε τις παραπάνω περιπτώσvεις σvε μία,

Λ̂

−Λ

sgn(x+ σ sin(α))dσ = sgn(sin(α))
2x

sin(α)

΄Εχοντας υπολογίσvει αυτό το ολοκήρωμα ο τανυσvτής D2 γράφεται
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D2 = − k2v0nα0B0

ε0η4
0 (∆r)

2
L

2xsgn(sin(α))

sin(α)
exp(−|r− r0|2

2(Δr)2
)
∑
α,β

q2
αqβ

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)(
∂η0

∂Ωβ0
)(r− r0)ix

⇒ D2 = − k2v0

η4
0 (∆r)

2
L

2xsgn(sin(α))

sin(α)
exp(−|r− r0|2

2(Δr)2
)
∑
α,β

q2
αnα0qβB0

ε0mαmβ
(
∂η0

∂ω2
α0

)(
∂η0

∂Ωβ0
)(r− r0)ix

⇒ D2 = − k2v0

4η6
0 (∆r)

2
L

2xsgn(sin(α))

sin(α)
exp(−|r− r0|2

2(Δr)2
)
∑
α,β

ω2
α0Ωβ0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)(r− r0)ix

΄Οπως και πριν ολοκληρώνουμε πάνω σvτον όγκο V0. ΄Ετσvι τελικά έχουμε

〈〈D2〉〉 = − k2v0

4η6
0 (∆r)

2
L

sgn(sin(α))

sin(α)

∑
α,β

ω2
α0Ωβ0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)

×
ˆ

V0

2x exp

[
−|r− r0|2

2(∆r)2

]
(r− r0)ixdV0

και σvτο νέο σvύσvτημα σvυντεταγμένων γράφεται

〈〈D2〉〉 = − k2v0

4V0η6
0 (∆r)

2
L

sgn(sin(α))

sin(α)

∑
α,β

ω2
α0Ωβ0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)

×
ˆ

V0

2(cos(α)χ+ sin(α)ζ) exp

[
−|r− r0|2

2(∆r)2

]
(r− r0)(cos(α)iχ + sin(α)iζ)dV0

= −k
2v0sgn(sin(α))

4V0η6
0 (∆r)

2
L

∑
α,β

ω2
α0Ωβ0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)

×
ˆ

V0

2(cot(α)χ+ζ) exp

[
− (χ− χ0)

2
+ (ψ − ψ0)

2
+ (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
(r− r0)(cos(α)iχ+sin(α)iζ)dV0

(75)
Υπολογίζουμε τις προβολές του τανυσvτή D2 σvτο νέο σvύσvτημα σvυντεταγμένων.

• i1 = iχ, i2 = iχ
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2(cot(α)χ+ ζ) · iχ · (r− r0)(cos(α)iχ + sin(α)iζ) · iχ

= 2(cot(α)χ+ ζ)(χ− χ0) cos(α)

= 2 cot(α) cos(α)χ2 − 2 cot(α) cos(α)χχ0 + 2 cos(α)ζ(χ− χ0)

Επομένως το ολοκλήρωμα σvτην εξίσvωσvη (75) μπορεί να γραφεί

2 cot(α) cos(α)

∞̂

−∞

χ2 exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r)2

]
dχ

∞̂

−∞

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

2(∆r)2

]
dψ

∞̂

−∞

exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

−2 cot(α) cos(α)χ0

∞̂

−∞

χ exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r)2

]
dχ

∞̂

−∞

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

2(∆r)2

]
dψ

∞̂

−∞

exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

2 cos(α)

∞̂

−∞

(χ−χ0) exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r)2

]
dχ

∞̂

−∞

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

2(∆r)2

]
dψ

∞̂

−∞

ζ exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

⇒ 2 cot(α) cos(α)
√

2π∆r(χ2
0 + ∆r2) ·

√
2π∆r ·

√
2π∆r

−2 cot(α) cos(α)χ0

√
2π∆rχ0 ·

√
2π∆r ·

√
2π∆r

+2 cos(α) · 0 ·
√

2π∆r ·
√

2π∆rζ0

⇒ 2 cot(α) cos(α) (2π)
3
2 ∆r5

΄Ετσvι έχουμε

D2χχ = 〈〈iχD2iχ〉〉 = −k
2v0sgn(sin(α))

4V0η6
0L

2 cot(α) cos(α) (2π)
3
2 ∆r3

∑
α,β

ω2
α0Ωβ0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)

Στον υπολογισvμό του ολοκληρώματος κάναμε χρήσvη της ιδιότητας της κανον-

ικής κατανομής

∞̂

−∞

χ2 exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r)2

]
dχ =

√
2π∆r(χ2

0 + ∆r2)

• i1 = iχ, i2 = iψ
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2(cot(α)χ+ ζ) · iχ · (r− r0)(cos(α)iχ + sin(α)iζ) · iψ

= 2(cot(α)χ+ ζ)(χ− χ0) · 0 = 0

Επομένως έχουμε

D2χψ = 〈〈iχD2iψ〉〉 = 0

• i1 = iχ, i2 = iζ

2(cot(α)χ+ ζ) · iχ · (r− r0)(cos(α)iχ + sin(α)iζ) · iζ

= 2(cot(α)χ+ ζ)(χ− χ0) · sin(α) = 2(cos(α)χ+ sin(α)ζ)(χ− χ0)

= 2(cos(α)χ2 − 2 cos(α)χχ0 + 2 sin(α)ζ(χ− χ0)

Αντικαθισvτώντας σvτο ολοκλήρωμα για τον υπολογισvμό του τανυσvτή έχουμε

2 cos(α)

∞̂

−∞

χ2 exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r)2

]
dχ

∞̂

−∞

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

2(∆r)2

]
dψ

∞̂

−∞

exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

−2 cos(α)χ0

∞̂

−∞

χ exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r)2

]
dχ

∞̂

−∞

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

2(∆r)2

]
dψ

∞̂

−∞

exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

+2 sin(α)

∞̂

−∞

(χ−χ0) exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r)2

]
dχ

∞̂

−∞

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

2(∆r)2

]
dψ

∞̂

−∞

ζ exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

⇒ 2 cos(α)
√

2π∆r(χ2
0 + ∆r2) ·

√
2π∆r ·

√
2π∆r

−2 cos(α)χ0 ·
√

2π∆rχ0 ·
√

2π∆r ·
√

2π∆r

+2 sin(α) · 0 ·
√

2π∆r ·
√

2π∆rζ0

⇒ 2 cos(α) (2π)
3
2 ∆r5

΄Αρα έχουμε

D2χζ = 〈〈iχD2iζ〉〉 = −k
2v0sgn(sin(α))

4V0η6
0L

2 cos(α) (2π)
3
2 ∆r3

∑
α,β

ω2
α0Ωβ0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)
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• i1 = iψ, i2 = iχ

2(cot(α)χ+ ζ) · iψ · (r− r0)(cos(α)iχ + sin(α)iζ) · iχ

= 2(cot(α)χ+ ζ) (ψ − ψ0) cos(α) = 2(cot(α) cos(α)χ+ cos(α)ζ) (ψ − ψ0)

Λόγω του όρου (ψ − ψ0) το ολοκλήρωμα που προκύπτει μηδενίζεται. Συνεπώς

D2ψχ = 〈〈iψD2iχ〉〉 = 0

• i1 = iψ, i2 = iψ

2(cot(α)χ+ ζ) · iψ · (r− r0)(cos(α)iχ + sin(α)iζ) · iψ

= 2(cot(α)χ+ ζ) (ψ − ψ0) · 0 = 0

Επομένως αυτός ο όρος του τανυσvτή είναι ίσvος με

D2ψψ = 〈〈iψD2iψ〉〉 = 0

• i1 = iψ, i2 = iζ

2(cot(α)χ+ ζ) · iψ · (r− r0)(cos(α)iχ + sin(α)iζ) · iζ

= 2(cot(α)χ+ ζ) (ψ − ψ0) · sin(α)

= 2(cos(α)χ+ sin(α)ζ) (ψ − ψ0)

΄Οπως και παραπάνω το ολοκλήρωμα που προκύπτει θα μηδενίζεται λόγω του

όρου (ψ − ψ0). ΄Αρα έχουμε,

D2ψζ = 〈〈iψD2iζ〉〉 = 0

• i1 = iζ , i2 = iχ

2(cot(α)χ+ ζ) · iζ · (r− r0)(cos(α)iχ + sin(α)iζ) · iχ

= 2(cot(α)χ+ ζ) (ζ − ζ0) cos(α)

= 2 cot(α) cos(α)χ (ζ − ζ0) + 2 cos(α)ζ2 − 2 cos(α)ζζ0

Ο πρώτος όρος όπως και πριν θα μηδενίζεται, ενώ οι 2 τελευταίοι όροι θα μας
δώσvουν
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2 cos(α)

∞̂

−∞

exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r)2

]
dχ

∞̂

−∞

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

2(∆r)2

]
dψ

∞̂

−∞

ζ2 exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

−2 cos(α)ζ0

∞̂

−∞

exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r)2

]
dχ

∞̂

−∞

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

2(∆r)2

]
dψ

∞̂

−∞

ζ exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ

⇒ 2 cos(α)
√

2π∆r ·
√

2π∆r ·
√

2π∆r(ζ2
0 + ∆r2)

−2 cos(α)
√

2π∆r ·
√

2π∆r ·
√

2π∆rζ2
0

⇒ 2 cos(α) (2π)
3
2 ∆r5

΄Αρα αυτός ο όρος του τανυσvτή θα ισvούται με

D2ζχ = 〈〈iζD2iχ〉〉 = −k
2v0sgn(sin(α))

4V0η6
0L

2 cos(α) (2π)
3
2 ∆r3

∑
α,β

ω2
α0Ωβ0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)

• i1 = iζ , i2 = iψ

2(cot(α)χ+ ζ) · iζ · (r− r0)(cos(α)iχ + sin(α)iζ) · iψ

= 2(cot(α)χ+ ζ) (ζ − ζ0) · 0 = 0

Επομένως θα έχουμε

D2ζψ = 〈〈iζD2iψ〉〉 = 0

• i1 = iζ , i2 = iζ

2(cot(α)χ+ ζ) · iζ · (r− r0)(cos(α)iχ + sin(α)iζ) · iζ

= 2(cot(α)χ+ ζ) (ζ − ζ0) · sin(α)

= 2 cos(α)χ (ζ − ζ0) + 2 sin(α)ζ2 − 2 sin(α)ζζ0

΄Οπως προηγουμένως το ολοκλήρωμα του πρώτου όρου θα μηδενίζεται, ενώ το
ολοκλήρωμα των δύο τελευταίων όρων μας δίνει

2 sin(α)

∞̂

−∞

exp

[
− (χ− χ0)

2

2(∆r)2

]
dχ

∞̂

−∞

exp

[
− (ψ − ψ0)

2

2(∆r)2

]
dψ

∞̂

−∞

(ζ2−ζζ0) exp

[
− (ζ − ζ0)

2

2(∆r)2

]
dζ
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⇒ 2 sin(α)
√

2π∆r ·
√

2π∆r ·
√

2π∆r(ζ2
0 + ∆r2)

−2 sin(α)
√

2π∆r ·
√

2π∆r ·
√

2π∆rζ2
0

⇒ 2 sin(α) (2π)
3
2 ∆r5

Αντικαθισvτώντας το αποτέλεσvμα του ολοκληρώματος σvτο σvτοιχείο του τανυσvτή

D2ζζ έχουμε,

D2ζζ = 〈〈iζD2iζ〉〉 = −k
2v0sgn(sin(α))

4V0η6
0L

2 sin(α) (2π)
3
2 ∆r3

∑
α,β

ω2
α0Ωβ0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)

΄Εχοντας υπολογίσvει τα σvτοιχεία του, βλέπουμε πως ο τανυσvτής D2 μπορεί να

γραφεί ως

D2 = A

 cot(a) cos(a) 0 cos(a)
0 0 0

cos(a) 0 sin(a)

 (76)

με

A = −k
2v0 (2π)

3
2 ∆r3sgn(sin(α))

2LV0η6
0

∑
α,β

ω2
α0Ωβ0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂Ωβ0
) (77)

Παρατηρούμε πως ο τανυσvτής D2 είναι σvυμμετρικός σvε αυτό το σvύσvτημα σvυν-

τεταγμένων. Αυτό οφείλεται σvτην επιλογή των διαταραχών μας αλλά και σvτο ότι
επιλέξαμε το διάνυσvμα της ομαδικής ταχύτητας να ανήκει σvτο επίπεδο y − z.

3.2.3 Υπολογισvμός τανυσvτή D3

Ο τανυσvτής D3 ισvούται με

D3 =

∞̂

−∞

dσ
k2

ε0η4
0

∑
α,β

qαq
2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
β0

)(
∂η0

∂Ωα0
) 〈∇rδB(r)∇rδnβ(r + isσ)〉

Χρειαζόμασvτε την μέσvη τιμή 〈∇rδB(r)∇rδnβ(r + isσ)〉. Από τις εξισvώσvεις
(59) και (60) παίρνουμε

∇rδB(r)∇rδnβ(r + isσ) = −B0vnβ0

L(∆r)2
sgn(x) exp

[
−|r + isσ − r0|2

2(∆r)2

]
ix(r+isσ−r0)

Παίρνουμε την μέσvη τιμή όσvον αφορά την τυχαία μεταβλητή v.
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〈∇rδB(r)∇rδnβ(r + isσ)〉 = −B0 〈v〉nβ0

L(∆r)2
sgn(x) exp

[
−|r + isσ − r0|2

2(∆r)2

]
ix(r+isσ−r0)

⇒ 〈∇rδB(r)∇rδnβ(r + isσ)〉 = −B0v0nβ0

L(∆r)2
sgn(x) exp

[
−|r + isσ − r0|2

2(∆r)2

]
ix(r+isσ−r0)

(78)
Εισvάγουμε την εξίσvωσvη (78) σvτον ορισvμό του τανυσvτή D3,

D3 = −
∞̂

−∞

dσ
k2

ε0η4
0

∑
α,β

qαq
2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
β0

)(
∂η0

∂Ωα0
)

×B0v0nβ0

L(∆r)2
sgn(x) exp

[
−|r + isσ − r0|2

2(∆r)2

]
ix(r + isσ − r0)

Με αναδιάταξη των όρων παίρνουμε

D3 = − k2

ε0η4
0

B0v0nβ0

L(∆r)2
sgn(x)

∑
α,β

qαq
2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
β0

)(
∂η0

∂Ωα0
) exp

[
−|r− r0|2

2(∆r)2

]

×

 ∞̂

−∞

exp

[
−2σ(r− r0) · is + σ2

2(∆r)2

]
dσix(r− r0) +

∞̂

−∞

σ exp

[
−2σ(r− r0) · is + σ2

2(∆r)2

]
dσixis


Τα δύο αυτά ολοκληρώματα τα υπολογίσvαμε ήδη κατά την εύρεσvη του τανυσvτή

D1. Κάνοντας λοιπόν χρήσvη των γνωσvτών αποτελεσvμάτων μπορούμε να γράψουμε

D3 = − k2

ε0η4
0

B0v0nβ0

L(∆r)2
sgn(x)

∑
α,β

qαq
2
β

mαmβ
(
∂η0

∂ω2
β0

)(
∂η0

∂Ωα0
) exp

[
−|r− r0|2

2(∆r)2

]

×
√

2π∆r exp

[
((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
[ix(r− r0)− ((r− r0) · is)ixis]

⇒ D3 = −k
2

η4
0

v0

√
2π

L∆r
sgn(x)

∑
α,β

qαB0q
2
βnβ0

ε0mαmβ
(

1

2η0

∂η0

∂ω2
β0

)(
1

2η0

∂η0

∂Ωα0
)

× exp

[
−|r− r0|2 − ((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
[ix(r− r0)− ((r− r0) · is)ixis]
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⇒ D3 = − k2

4η6
0

v0

√
2π

L∆r
sgn(x)

∑
α,β

Ωα0ω
2
β0(

∂η2
0

∂ω2
β0

)(
∂η2

0

∂Ωα0
)

× exp

[
−|r− r0|2 − ((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
[ix(r− r0)− ((r− r0) · is)ixis]

Ολοκληρώνοντας πάνω σvτον σvτοιχειώδη όγκο V0, παίρνουμε την μέσvη τιμή του
τανυσvτή D3 όσvον αφορά τις χωρικές σvυντεταγμένες. ΄Ετσvι έχουμε

〈〈D3〉〉 = − k2v0

√
2π

4V0η6
0L∆r

sgn(x)
∑
α,β

Ωα0ω
2
β0(

∂η2
0

∂ω2
β0

)(
∂η2

0

∂Ωα0
)

×
ˆ

V0

exp

[
−|r− r0|2 − ((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
[ix(r− r0)− ((r− r0) · is)ixis] dV0

(79)
Στο νέο σvύσvτημα σvυντεταγμένων το εκθετικό μέσvα σvτο ολοκλήρωμα γράφεται,

exp

[
−|r− r0|2 − ((r− r0) · is)2

2(∆r)2

]
is=iζ
= exp

[
− (χ− χ0)

2
+ (ψ − ψ0)

2
+ (ζ − ζ0)

2 − (ζ − ζ0)
2

2(∆r)2

]

= exp

[
− (χ− χ0)

2
+ (ψ − ψ0)

2

2(∆r)2

]
ενώ ο πίνακας

ix(r− r0)− ((r− r0) · is)ixis

= (cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0)− (ζ − ζ0) (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ

Σε κάθε περίπτωσvη υπολογίζουμε τις προβολές του πίνακα σvτο νέο σvύσvτημα

σvυντεταγμένων και μετά τις εισvάγουμε σvτο ολοκλήρωμα της εξίσvωσvης (50) και το
οποίο μετέπειτα υπολογίζουμε.

• i1 = iχ, i2 = iχ

iχ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0)− (ζ − ζ0) (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ ] · iχ

= iχ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0) · iχ − (ζ − ζ0) iχ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ · iχ
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= cos(α) (χ− χ0)− (ζ − ζ0) cos(α) · 0 = cos(α) (χ− χ0)

΄Οπως και πριν το ολοκλήρωμα αυτού του όρου θα είναι μηδενικό. 'Αρα,

D3χχ = 〈〈iχD3iχ〉〉 = 0

• i1 = iχ, i2 = iψ

iχ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0)− (ζ − ζ0) (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ ] · iψ

= iχ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0) · iψ − (ζ − ζ0) iχ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ · iψ

= cos(α) (ψ − ψ0)− (ζ − ζ0) cos(α) · 0 = cos(α) (ψ − ψ0)

Ο όρος αυτός είναι παρόμοιος με τον παραπάνω, επομένως το ολοκλήρωμα του
θα είναι 0. ΄Ετσvι έχουμε

D3χψ = 〈〈iχD3iψ〉〉 = 0

• i1 = iχ, i2 = iζ

iχ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0)− (ζ − ζ0) (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ ] · iζ

= iχ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0) · iζ − (ζ − ζ0) iχ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ · iζ

= cos(α) (ζ − ζ0)− (ζ − ζ0) cos(α) = 0

΄Αρα,

D3χζ = 〈〈iχD3iζ〉〉 = 0

• i1 = iψ, i2 = iχ

iψ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0)− (ζ − ζ0) (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ ] · iχ

= iψ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0) · iχ − (ζ − ζ0) iψ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ · iχ

= 0 · (χ− χ0)− (ζ − ζ0) · 0 = 0

Συνεπώς και αυτό το σvτοιχείο του τανυσvτή D3 θα είναι μηδενικό.

D3ψχ = 〈〈iψD3iχ〉〉 = 0
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• i1 = iψ, i2 = iψ

iψ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0)− (ζ − ζ0) (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ ] · iψ

= iψ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0) · iψ − (ζ − ζ0) iψ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ · iψ

= 0 · (ψ − ψ0)− (ζ − ζ0) · 0 = 0

Επομένως θα έχουμε,

D3ψψ = 〈〈iψD3iψ〉〉 = 0

• i1 = iψ, i2 = iζ

iψ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0)− (ζ − ζ0) (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ ] · iζ

= iψ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0) · iζ − (ζ − ζ0) iψ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ · iζ

= 0 · (ζ − ζ0)− (ζ − ζ0) · 0 = 0

΄Αρα και εδώ θα έχουμε

D3ψζ = 〈〈iψD3iζ〉〉 = 0

• i1 = iζ , i2 = iχ

iζ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0)− (ζ − ζ0) (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ ] · iχ

= iζ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0) · iχ − (ζ − ζ0) iζ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ · iχ

= sin(α) · (χ− χ0)− (ζ − ζ0) · sin(α) · 0 = sin(α) · (χ− χ0)

Κατά τα γνωσvτά, το ολοκλήρωμα του παραπάνω όρου είναι μηδενικό αφού θα
μας δώσvει όρους της μορφής χ0 − χ0 = 0.΄Αρα,

D3ζχ = 〈〈iζD3iχ〉〉 = 0

• i1 = iζ , i2 = iψ
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iζ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0)− (ζ − ζ0) (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ ] · iψ

= iζ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0) · iψ − (ζ − ζ0) iζ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ · iψ

= sin(α)(ψ − ψ0)− (ζ − ζ0) sin(α) · 0 = sin(α)(ψ − ψ0)

΄Ομοια με παραπάνω το ολοκλήρωμα αυτού του όρου θα μας δώσvει μηδέν.
Συνεπώς,

D3ζψ = 〈〈iζD3iψ〉〉 = 0

• i1 = iζ , i2 = iζ

iζ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0)− (ζ − ζ0) (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ ] · iζ

= iζ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) (r− r0) · iζ − (ζ − ζ0) iζ · (cos(α)iχ + sin(α)iζ) iζ · iζ

= sin(α) (ζ − ζ0)− (ζ − ζ0) sin(α) = 0

Επομένως και ο τελευταίος όρος του τανυσvτή είναι μηδενικός. ΄Αρα,

D3ζζ = 〈〈iζD3iζ〉〉 = 0

Τελικά έχοντας υπολογίσvει τα σvτοιχεία του τανυσvτή D3, βλέπουμε πως ο
τανυσvτής D3 ισvούται με έναν μηδενικό πίνακα.

D3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 0 (80)

Το γεγονός ότι ο τανυσvτής D3 είναι μηδενικός, μπορεί να εξηγηθεί θεω-
ρώντας οτί δεν υπάρχει σvτοχασvτική σvυσvχέτισvη μεταξύ των δύο διαταραχών που

έχουμε επιλέξει, μέτρου μαγνητικού πεδίου - πυκνότητας. Ενδιαφέρον προκαλεί
το γεγονός ότι ο τανυσvτής D2 των διαταραχών, πυκνότητας-μέτρου μαγνητικού
πεδίου, δεν είναι μηδενικός.

3.2.4 Υπολογισvμός τανυσvτή D4

Ο τανυσvτής D4 ορίζεται ως

D4 =

∞̂

−∞

dσ
k2

η4
0

∑
α,β

qαqβ
mαmβ

(
∂η0

∂Ωα0
)(
∂η0

∂Ωβ0
) 〈∇rδB(r)∇rδB(r + isσ)〉
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Για να τον υπολογίσvουμε χρειαζόμασvτε την μέσvη τιμή 〈∇rδB(r)∇rδB(r + isσ)〉.
Από την εξίσvωσvη (60) έχουμε

∇rδB(r)∇rδB(r + isσ) =
B2

0

L2
sgn(r · ix)sgn(r · ix + σis · ix)ixix

Καθώς το παραπάνω γινόμενο δεν εξαρτάται από την τυχαία μεταβλητή v ,η
μέσvη τιμή του όσvον αφορά αυτή θα είναι απλά ο εαυτός του, δηλαδή

〈∇rδB(r)∇rδB(r + isσ)〉 =
B2

0

L2
sgn(r · ix)sgn(r · ix + σis · ix)ixix (81)

Εισvάγοντας την εξίσvωσvη (81) σvτον τανυσvτή D4 έχουμε,

D4 =

∞̂

−∞

dσ
k2

η4
0

∑
α,β

qαqβ
mαmβ

(
∂η0

∂Ωα0
)(
∂η0

∂Ωβ0
)
B2

0

L2
sgn(r · ix)sgn(r · ix + σis · ix)ixix

Το ολοκλήρωμα αυτό γράφεται,

D4 =
k2B2

0

η4
0L

2

∑
α,β

qαqβ
mαmβ

(
∂η0

∂Ωα0
)(
∂η0

∂Ωβ0
)

∞̂

−∞

sgn(r · ix)sgn(r · ix + σis · ix)dσixix

=
k2B2

0

η4
0L

2

∑
α,β

qαqβ
mαmβ

(
∂η0

∂Ωα0
)(
∂η0

∂Ωβ0
)

∞̂

−∞

sgn(x)sgn(x+ σ sin(α))dσixix

Το ολοκλήρωμα αυτό το έχουμε ήδη υπολογίσvει για τον τανυσvτήD2. Κάνοντας
χρήσvη του γνωσvτού αποτελέσvματος παίρνουμε

D4 =
k2B2

0

η4
0L

2

2xsgn(sin(α))

sin(α)

∑
α,β

qαqβ
mαmβ

(
∂η0

∂Ωα0
)(
∂η0

∂Ωβ0
)ixix

⇒ D4 =
k2

η4
0L

2

2xsgn(sin(α))

sin(α)

∑
α,β

qαB0qβB0

mαmβ
(

1

2η0

∂η2
0

∂Ωα0
)(

1

2η0

∂η2
0

∂Ωβ0
)ixix

⇒ D4 =
k2

4η6
0L

2

2xsgn(sin(α))

sin(α)

∑
α,β

Ωα0Ωβ0(
∂η2

0

∂Ωα0
)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)ixix

΄Οπως και σvτις άλλες περιπτώσvεις ολοκληρώνουμε πάνω σvτον όγκο V0.

〈〈D4〉〉 =
k2

4η6
0L

2
sgn(sin(α))

∑
α,β

Ωα0Ωβ0(
∂η2

0

∂Ωα0
)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)

ˆ

V0

2x

sin(α)
ixixdV0
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Το ολοκλήρωμα αυτό εκπεφρασvμένο σvτο σvύσvτημα σvυντεταγμένων χ, ψ , ζ
γράφεται

〈〈D4〉〉 =
k2

4η6
0L

2
sgn(sin(α))

∑
α,β

Ωα0Ωβ0(
∂η2

0

∂Ωα0
)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)

×
ˆ

V0

2 (cos(α)χ+ sin(α)ζ)

sin(α)
(cos(α)iχ + sin(α)iζ)(cos(α)iχ + sin(α)iζ)dV0

⇒ 〈〈D4〉〉 =
k2

4V0η6
0L

2
sgn(sin(α))

∑
α,β

Ωα0Ωβ0(
∂η2

0

∂Ωα0
)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)

×
ˆ

V0

2 (cot(α)χ+ ζ) (cos(α)iχ + sin(α)iζ)(cos(α)iχ + sin(α)iζ)dV0 (82)

΄Οπως και για τους προηγούμενους τανυσvτές, θα υπολογίσvουμε τις προβολές
του D4 σvτο σvύσvτημα σvυντεταγμένων χ, ψ , ζ και έπειτα θα υπολογίσvουμε το
ολοκλήρωμα τηε εξισvώσvεως (82).

• i1 = iχ, i2 = iχ

iχ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (cos(α)iχ + sin(α)iζ)] · iχ = cos2(α)

Επομένως το ολοκλήρωμα της εξισvώσvεως (82) γράφεται σvε αυτή την περίπτωσvη

ˆ

V0

2 (cot(α)χ+ ζ) cos2(α)dV0

⇒
ˆ

V0

2
(
cot(α) cos2(α)χ+ cos2(α)ζ

)
dV0

Για να διευκολύνουμε τους υπολογισvμούς μας εκφράζουμε τις νέες σvυντεταγ-

μένες σvτο καρτεσvιανό σvύσvτημα.

ˆ

V0

2
(
cot(α) cos2(α)χ+ cos2(α)ζ

)
dV0

⇒
ˆ

V0

(
2 cot(α) cos3(α)x− 2 cot(α) cos2(α) sin(α)z + 2 cos3(α)z + 2 cos2(α) sin(α)x

)
dV0

⇒
ˆ

V0

(
2 cot(α) cos3(α)x− 2 cos3(α)z + 2 cos3(α)z + 2 cos2(α) sin(α)x

)
dV0
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⇒
ˆ

V0

(
2 cot(α) cos3(α)x+ 2 cos2(α) sin(α)x

)
dV0

Για τον υπολογισvμό του παραπάνω ολοκληρώματος δεν χρειάζεται να επεκτεί-

νουμε τα όριά του σvτο άπειρο όπως κάνουμε προηγουμένως. Αρκεί να περιορίσvουμε
τον υπολογισvμό του πάνω σvε έναν όγκο V0 = x0y0z0. Αλλά ακόμη και αυτή η
ολοκλήρωσvη δεν χρειάζεται, αφού αν παρατηρήσvουμε την (82) βλέπουμε πως το
ολοκλήρωμα γράφεται,

〈〈D4〉〉 =
k2

4V0η6
0L

2
sgn(sin(α))

∑
α,β

Ωα0Ωβ0(
∂η2

0

∂Ωα0
)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)

×
ˆ

V0

(
2 cot(α) cos3(α)x+ 2 cos2(α) sin(α)x

)
dV0

〈〈D4〉〉 =
k2

4V0η6
0L
sgn(sin(α))

∑
α,β

Ωα0Ωβ0(
∂η2

0

∂Ωα0
)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)

×
ˆ

V0

1

L

(
2 cot(α) cos3(α)x+ 2 cos2(α) sin(α)x

)
dV0

΄Ομως εξ υποθέσvεως γνωρίζουμε πως x� L. ΄Αρα η σvυνεισvφορά του όρου σvτο
ολοκλήρωμα μπορεί να θεωρηθεί πολύ μικρή και προσvεγγισvτικά 0. Επομένως θα
έχουμε

D4χχ = 〈〈iχD4iχ〉〉 = 0

• i1 = iχ, i2 = iψ

iχ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (cos(α)iχ + sin(α)iζ)] · iψ = cos(α) · 0 = 0

΄Αρα αυτός ο όρος του τανυσvτή D4 είναι ίσvος με

D4χψ = 〈〈iχD4iψ〉〉 = 0

• i1 = iχ, i2 = iζ

iχ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (cos(α)iχ + sin(α)iζ)] · iζ = cos(α) sin(α)

Το ολοκλήρωμα της εξισvώσvεως (82) γράφεται

ˆ

V0

2 (cot(α)χ+ ζ) cos(α) sin(α)dV0

⇒
ˆ

V0

2
(
cos2(α)χ+ cos(α) sin(α)ζ

)
dV0
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΄Οπως προηγουμένως εκφράζουμε τις νέες σvυντεταγμένες σvτο καρτεσvιανό σvύσvτημα

σvυντεταγμένων. ΄Ετσvι έχουμε,

ˆ

V0

2
(
cos2(α)χ+ cos(α) sin(α)ζ

)
dV0

⇒
ˆ

V0

2 cos(α) (cos(α)χ+ sin(α)ζ) dV0

⇒
ˆ

V0

(2 cos(α)x) dV0

Επειδή όμως x� L, για τους ίδιους λόγους με πριν αυτός ο όρος του τανυσvτή
θα ισvούται με

D4χζ = 〈〈iχD4iζ〉〉 = 0

• i1 = iψ, i2 = iχ

iψ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (cos(α)iχ + sin(α)iζ)] · iχ = 0 · cos(α) = 0

΄Αρα θα έχουμε

D4ψχ = 〈〈iψD4iχ〉〉 = 0

• i1 = iψ, i2 = iψ

iψ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (cos(α)iχ + sin(α)iζ)] · iψ = 0

Επομένως,

D4ψψ = 〈〈iψD4iψ〉〉 = 0

• i1 = iψ, i2 = iζ

iψ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (cos(α)iχ + sin(α)iζ)] · iζ = 0 · sin(α) = 0

Συνεπώς,

D4ψζ = 〈〈iψD4iζ〉〉 = 0

• i1 = iζ , i2 = iχ

iζ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (cos(α)iχ + sin(α)iζ)] · iχ = cos(α) sin(α)

Το ζητούμενο ολοκλήρωμα μπορεί να γραφεί

ˆ

V0

2 (cot(α)χ+ ζ) cos(α) sin(α)dV0
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⇒
ˆ

V0

2
(
cos2(α)χ+ cos(α) sin(α)ζ

)
dV0

΄Οπως και σvτις άλλες περιπτώσvεις εκφράζουμε τις νέες σvυντεταγμένες σvτο

καρτεσvιανό σvύσvτημα σvυντεταγμένων. ΄Ετσvι έχουμε,

ˆ

V0

2
(
cos2(α)χ+ cos(α) sin(α)ζ

)
dV0

⇒
ˆ

V0

2 cos(α) (cos(α)χ+ sin(α)ζ) dV0

ˆ

V0

(2 cos(α)x) dV0

΄Ομως x� L, επομένως με τον ίδιο τρόπο όπως πριν αυτός ο όρος του τανυσvτή
θα ισvούται με

D4ζχ = 〈〈iζD4iχ〉〉 = 0

• i1 = iζ , i2 = iψ

iζ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (cos(α)iχ + sin(α)iζ)] · iψ = sin(α) · 0 = 0

΄Ετσvι έχουμε,

D4ζψ = 〈〈iζD4iψ〉〉 = 0

• i1 = iζ , i2 = iζ

iζ · [(cos(α)iχ + sin(α)iζ) (cos(α)iχ + sin(α)iζ)] · iζ = sin2(α)

Αντικαθισvτώντας σvτο ολοκλήρωμα της εξίσvωσvης (82) παίρνουμε

ˆ

V0

2 (cot(α)χ+ ζ) sin2(α)dV0

⇒
ˆ

V0

2
(
cos(α) sin(α)χ+ sin2(α)ζ

)
dV0

Οι νέες σvυντεταγμένες εκπεφρασvμένες σvτο καρτεσvιανό σvύσvτημα σvυντεταγ-

μένων μας δίνουν,

ˆ

V0

2
(
cos(α) sin(α)χ+ sin2(α)ζ

)
dV0
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⇒
ˆ

V0

2 sin(α) (cos(α)χ+ sin(α)ζ) dV0

⇒
ˆ

V0

(2 sin(α)x) dV0

Κάνοντας χρήσvη της υπόθεσvης x� L και χρησvιμοποιώντας την ίδια επιχειρημα-
τολογία με πριν, έχουμε τελικά

D4ζζ = 〈〈iζD4iζ〉〉 = 0

΄Ετσvι τελικά σvυνοψίζοντας τις σvυνισvτώσvες του τανυσvτή D4 έχουμε

D4 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 0 (83)

Ο μηδενισvμός αυτού του τανυσvτή επήλθε λόγω των υποθέσvεων που έχουμε

κάνει όσvον αφορά την διαταραχή του μέτρου του μαγνητικού πεδίου. Με κάποιο
άλλο είδος διαταραχής ο τανυσvτής αυτός θα ήταν μη μηδενικός.

3.3 Upologisvmìc Dkk kai svÔnoyh apotelesvm�twn

Στο σvημείο αυτό πριν προχωρήσvουμε σvτον υπολογισvμό του τανυσvτή Dkk είναι

βολικό να θυμηθούμε τα αποτελέσvματα για τους τανυσvτές που τον σvυνθέτουν.
΄Ετσvι έχουμε,

D1 = D

 1 0 0
0 1 0
0 0 0


με

D =
k2(v2

0 + δ2
0)

4V0η6
0

(π∆r)2
∑
α,β

ω2
α0ω

2
β0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂ω2
β0

)

D2 = A

 cot(a) cos(a) 0 cos(a)
0 0 0

cos(a) 0 sin(a)


με

A = −k
2v0 (2π)

3
2 ∆r3sgn(sin(α))

2LV0η6
0

∑
α,β

ω2
α0Ωβ0(

∂η2
0

∂ω2
α0

)(
∂η2

0

∂Ωβ0
)

ενώ οι τανυσvτές D3 και D4 ισvούνται με

D3 = D4 = 0 (84)
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Επομένως, ο τανυσvτής διάχυσvηςDkk που αναζητούσvαμε και μας ήταν απαραίτη-

τος για την δημιουργία της Fokker-Planck εξίσvωσvης για την κατανομή των ακτίνων,
γράφεται από τον ορισvμό του ως

Dkk = D1 + D2 + D3 + D4

= D

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

+ A

 cot(a) cos(a) 0 cos(a)
0 0 0

cos(a) 0 sin(a)

+ 0 + 0

=

 D +A cot(a) cos(a) 0 A cos(a)
0 D 0

A cos(a) 0 A sin(a)

 (85)

Παρατηρούμε ότι η διαταραχή σvτο μέτρο του μαγνητικού πεδίου, εισvήγαγε μια
έντονη εξάρτησvη του τανυσvτή διάχυσvης από την κατεύθυνσvη του διαδιδόμενου

κύματος σvε σvχέσvη με τον άξονα z. Αυτό φαίνεται εύκολα αν σvυγκρίνουμε τον
τανυσvτή της εξίσvωσvης (85) με τον τανυσvτή D1, ο οποίος προκύπτει μόνο από την
διαταραχή σvτην πυκνότητα του πλάσvματος.

3.3.1 Εξίσvωσvη Fokker-Planck

΄Εχουμε διατυπώσvει ήδη την εξίσvωσvη εξέλιξης για μια κατανομή ακτίνων φωτός,
αυτή είναι η

∂ f̄

∂`
' divk(〈〈Dkk(X)〉〉 · gradkf̄) (86)

Για τον τανυσvτή Dkk που υπολογίσvαμε σvτην εξίσvωσvη (56) γράφεται,

∂ f̄

∂`
=

∂

∂kx
(〈〈Dqq〉〉

∂f̄

∂kx
+〈〈Dqz〉〉

∂f̄

∂kz
)+

∂

∂ky
(〈〈Dyy〉〉

∂f̄

∂ky
)+

∂

∂kz
(〈〈Dzq〉〉

∂f̄

∂kx
+〈〈Dzz〉〉

∂f̄

∂kz
)

(87)
Αντικαθισvτώντας τις τιμές του τανυσvτή, παίρνουμε

∂ f̄

∂`
= (D+A cot(a) cos(a))

∂2f̄

∂k2
x

+A cos(a)
∂2f̄

∂kx∂kz
+D

∂2f̄

∂k2
y

+A cos(a)
∂2f̄

∂kζ∂kχ
+A sin(a)

∂2f̄

∂k2
z

⇒ ∂ f̄

∂`
= (D +A cot(a) cos(a))

∂2f̄

∂k2
x

+ 2A cos(a)
∂2f̄

∂kx∂kz
+D

∂2f̄

∂k2
y

+A sin(a)
∂2f̄

∂k2
z

(88)
όπου κάναμε χρήσvη της ιδιότητας των μερικών παραγώγων

∂2f̄

∂kχ∂kz
=

∂2f̄

∂kζ∂kχ
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Η εξίσvωσvη (88) είναι η εξίσvωσvη που αναζητούσvαμε. Είναι μια Fokker-Planck
εξίσvωσvη της κατανομής των ακτίνων f̄(k, `). Στο σvημείο αυτό μπορούμε να κά-
νουμε κάποιες παρατηρήσvεις σvχετικά με την εξίσvωσvη (88).

1. Ο σvυντελεσvτής του ∂2f̄
∂k2x

, δείχνει να απειρίζεται για κύμα διαδιδόμενο κατά

τον άξονα z, δηλαδή για α = 0, π. Ο απειρισvμός αυτός δεν έχει παρατηρηθεί
πειραματικά και για τον λόγο αυτό είναι ένα σvφάλμα του μοντέλου μας. Πι-
θανότατα για τον απειρισvμό αυτόν, ευθύνεται η απότομη αλλαγή της κλίσvης
για x = 0 του μέτρου του μαγνητικού πεδίου.

2. Η εξίσvωσvη (88) διαγωνοποιείται για κύμα διαδιδόμενο κάθετα σvτον άξονα z,
δηλαδή για α = π

2 ,
3π
2 . Τότε η εξίσvωσvη Fokker-Planck γράφεται

∂ f̄

∂`
= D

∂2f̄

∂k2
x

+D
∂2f̄

∂k2
y

+A
∂2f̄

∂k2
z

(89)

Η εξίσvωσvη (89) μας θυμίζει σvτην μορφή την κλασvσvική εξίσvωσvη θερμότητας
από τις Μερικές Διαφορικές Εξισvώσvεις,

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+D

∂2u

∂y2
+D

∂2u

∂z2

της οποίας οι λύσvεις έχουν την μορφή

Ε(x, t;x′) =
exp(−|x−x

′|2
4t )

23
√
π3t3

Δυσvτυχώς όμως, παρά την ομοιότητα της με την εξίσvωσvη θερμότητας, η εξίσvωσvη
(89) δεν έχει αναλυτική λύσvη αφού ο σvυντελεσvτής A μπορεί να είναι είτε θετικός
είτε αρνητικός.

3.3.2 Συμπεράσvματα

Στην εργασvία αυτή επιχειρήθηκε να δοθεί ένα γενικότερο μοντέλο βασvισvμένο σvτην

εργασvία [3], το οποίο να περιγράφει την αλληλεπίδρασvη των ηλεκτρομαγνητικών
κυμάτων με τα διάφορα σvτοιχεία του πλάσvματος παρουσvία blobs και μεταβλητών
χωρικά μαγνητικών πεδίων. Αφού εξαγάγαμε το γενικό μοντέλο και καταλήξαμε
σvε μια εξίσvωσvη διάχυσvης Fokker-Planck για την σvκέδασvη μιας δέσvμης ακτίνων,
περάσvαμε σvε σvυγκεκριμένα παραδείγματα.
Για διευκόλυνσvη των πράξεων, υποθέσvαμε ότι τα blobs έχουν σvφαιρικό σvχήμα

(γνωρίζουμε από πειράματα πως τα blobs μπορούν να είναι και ελλειπτικά) και είναι
ομοιόμορφα κατανεμημένα σvε όγκο V0 ενώ για το μέτρο του μαγνητικού πεδίου

υποθέσvαμε ότι η διαταραχή είναι της μορφής δB(r) = B0|x|
L . Υπολογίζοντας τον

τανυσvτή διάχυσvης σvτον χώρο των κυματανυσvμάτων και τις προβολές του σvε ένα

νέο σvύσvτημα σvυντεταγμένων που ορίσvαμε, καταλήξαμε σvτην εξίσvωσvη διάχυσvης
Fokker-Planck για το σvυγκεκριμένο μοντέλο, η οποία είναι η

∂ f̄

∂`
= (D +A cot(a) cos(a))

∂2f̄

∂k2
x

+ 2A cos(a)
∂2f̄

∂kx∂kz
+D

∂2f̄

∂k2
y

+A sin(a)
∂2f̄

∂k2
z
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Η εξίσvωσvη αυτή δεν μπορεί να λυθεί αναλυτικά και χρειάζεται να επιλυθεί με

αριθμητικές μεθόδους.
Το μοντέλο το οποίο εξήχθη σvε αυτή την εργασvία σvαφώς και έχει περιθώρια

βελτίωσvης. Για αρχή πρέπει να βρεθεί λύσvη σvτο πρόβλημα του απειρισvμού του
τανυσvτή διάχυσvης. Πιθανή επίλυσvη του θέματος θα μπορούσvε να δοθεί από ένα
καλύτερο μοντέλο της διαταραχής του μέτρου του μαγνητικού πεδίου. Επιπλέον
θα πρέπει να γραφεί κώδικας για την αριθμητική επίλυσvη της Fokker-Planck σvτην
οποία καταλήγουμε. Τέλος, για να βελτιωθεί η προσvέγγισvη μας και να έχουμε
αποτελέσvματα πιο κοντά σvτην πραγματικότητα, θα μπορούσvαμε να θεωρήσvουμε
ελλειπτικά blobs.
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A Upologisvmìc parag¸gwn ∂θ
∂kx

, ∂θ
∂ky

kai ∂θ
∂kz

Η πρώτη παράγωγος ισvούται με,

∂θ

∂kx
=

∂

∂kx

(
arccos

(
k · iz
k

))
=

∂

∂kx

arccos

 kz√
k2
x + k2

y + k2
z



= − 1√
1− k2z

k2x+k2y+k2z

− kzkx√
k2
x + k2

y + k2
z



=
kzkx

√
k2
x + k2

y + k2
z√

k2
x + k2

y

(
k2
x + k2

y + k2
z

) 3
2

=
kzkx√

k2
x + k2

y

(
k2
x + k2

y + k2
z

)
=
k2 cos(ϑ) · sin(ϑ) · cos(ϕ)

k3 sin(ϑ)
=

cos(ϑ) cos(ϕ)

k

όπου σvτο προτελευταίο βήμα αντικατασvτήσvαμε τις καρτεσvιανές σvυντεταγμένες

με τις αντίσvτοιχες σvφαιρικές.
Για την δεύτερη παράγωγο έχουμε,

∂θ

∂ky
=

∂

∂ky

(
arccos

(
k · iz
k

))
=

∂

∂ky

arccos

 kz√
k2
x + k2

y + k2
z



= − 1√
1− k2z

k2x+k2y+k2z

− kzky√
k2
x + k2

y + k2
z



=
kzky

√
k2
x + k2

y + k2
z√

k2
x + k2

y

(
k2
x + k2

y + k2
z

) 3
2

=
kzky√

k2
x + k2

y

(
k2
x + k2

y + k2
z

)
=
k2 cos(ϑ) · sin(ϑ) · sin(ϕ)

k3 sin(ϑ)
=

cos(ϑ) sin(ϕ)

k

Η τρίτη παράγωγος είναι ίσvη με,

∂θ

∂kz
=

∂

∂kz

(
arccos

(
k · iz
k

))
=

∂

∂kz

arccos

 kz√
k2
x + k2

y + k2
z
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= − 1√
1− k2z

k2x+k2y+k2z


√
k2
x + k2

y + k2
z −

k2z√
k2x+k2y+k2z

k2
x + k2

y + k2
z



= −

√
k2
x + k2

y + k2
z√

k2
x + k2

y

√
k2
x + k2

y + k2
z −

k2z√
k2x+k2y+k2z

k2
x + k2

y + k2
z

= − k

k sin(θ)

k − k2 cos2(θ)
k

k2
= − sin(θ)

k
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