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ΠΡΟΛΟΓΟ΢ 
 

          Σην παξόλ ηεύρνο αλαιύεηαη ε αλνκνηόκνξθε ζηξέςε ξάβδσλ κε ηε κέζνδν 

ζπλνξηαθώλ ζηνηρείσλ ιακβάλνληαο ππόςηλ ηα θαηλόκελα δεπηεξνγελώλ ζηξεπηηθώλ 

παξακνξθώζεσλ. Η παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία εθπνλήζεθε ηελ πεξίνδν 

Οθηώβξηνο 2010-Ινύιηνο 2011 θαηά ην έλαην θαη δέθαην εμάκελν ησλ πξνπηπρηαθώλ 

ζπνπδώλ κνπ. 

          Η δνκή ηεο ύιεο έρεη σο εμήο : 

 Σην 1
ο
 κεθάλαιο παξνπζηάδεηαη ην πξόβιεκα ηεο ζηξέςεο, γίλεηαη αλαθνξά 

ζηελ ηζηνξηθή εμέιημε ησλ ζεσξίσλ πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί γηα λα ηε κειεηήζνπλ θαη 

αλαιύεηαη ν ζθνπόο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο. 

 Σην 2
ο
 κεθάλαιο παξνπζηάδνληαη βαζηθά ζηνηρεία ηεο ζεσξίαο 

παξακνξθώζεσλ, ηεο ζεσξίαο ηάζεσλ θαη ηεο ζεσξίαο ηξηζδηάζηαηεο ειαζηηθόηεηαο 

ζηα πιαίζηα ησλ κηθξώλ κεηαηνπίζεσλ πξνθεηκέλνπ λα ππάξρεη θαη λα είλαη εύθνια 

πξνζβάζηκν ην ζεσξεηηθό ππόβαζξν γηα ηελ αλάπηπμε ησλ βαζηθώλ ζεσξηώλ 

ζηξέςεο. 

 Σην 3
ο
 κεθάλαιο αλαιύεηαη ε ζεσξία αλνκνηόκνξθεο ζηξέςεο (‘θιαζηθή’ 

ζεσξία) αιιά θαη ε νκνηόκνξθε ζεσξία ζηξέςεο σο πεξίπησζε ηεο πξνεγνύκελεο 

θαη παξνπζηάδνληαη όια ηα ζεσξεηηθά ζηνηρεία θαη νη ζρέζεηο πνπ ηηο δηέπνπλ. 

 Σην 4
ο 

κεθάλαιο αλαιύεηαη ε ζεσξία αλνκνηόκνξθεο ζηξέςεο κε επηξξνή 

δεπηεξνγελώλ ζηξεπηηθώλ παξακνξθώζεσλ (‘δηεπξπκέλε’ ζεσξία), παξνπζηάδνληαη 

νη βαζηθέο ζρέζεηο θαη νξηζκνί πνπ ηε δηέπνπλ θαη κνξθώλνληαη νη θαζνιηθέο 

εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο ηεο ξάβδνπ. 

 Σην 5
ο 

κεθάλαιο πεξνγξάθεηαη ζπλνπηηθά, κε αλαθνξά ζηα αληίζηνηρα 

πξνβιήκαηα ζπλνξηαθώλ ηηκώλ θαη παξάζεζε εηθόλσλ από ην ινγηζκηθό πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε, ε δηαδηθαζία γηα ηελ εμαγσγή ησλ γεσκεηξηθώλ ζηαζεξώλ ησλ 

δηαηνκώλ. 

 Σην 6
ο
 κεθάλαιο παξνπζηάδνληαη θαη αλαιύνληαη δηάθνξα αξηζκεηηθά 

παξαδείγκαηα, πνπ αθνξνύλ αλνηθηέο θαη θιεηζηέο δηαηνκέο ζε δηάθνξεηηθέο 

πεξηπηώζεηο ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ, ζηα νπνία πξαγκαηνπνηείηαη ζύγθξηζε ησλ 

απνηειεζκάησλ ησλ ηξηώλ βαζηθώλ ζεσξηώλ ζηξέςεο ελώ ζπλνδεύνληαη από 

θαηάιιειν ζρνιηαζκό θαη από ηα θύξηα ζπκπεξάζκαηα πνπ εμήρζεζαλ ζε θάζε 

πεξίπησζε. 

 Σην 7
ο
 κεθάλαιο παξνπζηάδεηαη ε βηβιηνγξαθία πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηε 

ζπγγξαθή ηεο παξνύζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο.   

          Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ ζεξκά ηνπο επηβιέπνληεο ηεο δηπισκαηηθήο κνπ θ. 

Σαπνπληδάθε Δπάγγειν, Αλαπιεξσηή Καζεγεηή ηνπ Δξγαζηεξίνπ Σηαηηθήο θαη 

Αληηζεηζκηθώλ Δξεπλώλ ηεο Σρνιήο Πνιηηηθώλ Μεραληθώλ ηνπ Δζληθνύ Μεηζόβηνπ 

Πνιπηερλείνπ θαη θ. Τζίπεξα Βαζίιεην, Υπνςήθην Γηδάθηνξα Πνιηηηθό Μεραληθό, 

γηα ηελ θαζνδήγεζε, ην ζπλερέο ελδηαθέξνλ, ηελ άκεζε βνήζεηα γηα επίιπζε απνξηώλ 

αιιά θαη ην ρξήζηκν βηβιηνγξαθηθό πιηθό πνπ κνπ παξείραλ ζε θάζε θάζε ηεο 

δεκηνπξγίαο ηεο. Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ, αθόκε, ηνλ θ. Μώθν Βαζίιε, Γηδάθηνξα 

Πνιηηηθό Μεραληθό, γηα ηελ παξνρή ρξήζηκνπ θαη αμηόπηζηνπ ινγηζκηθνύ ζην ζηάδην 

ησλ αλαιύζεσλ. Δπίζεο, ζέισ λα εθθξάζσ ηελ επγλσκνζύλε κνπ ζηνπο γνλείο κνπ 

γηα ηελ δηαξθή ηνπο ππνζηήξημε πνπ επέηξεςε ηελ επηηπρή δηεθπεξαίσζε ησλ 

ζπνπδώλ κνπ. Τέινο, ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνπο θίινπο θαη ζπλαδέιθνπο κνπ 

γηα ηα όκνξθα θνηηεηηθά ρξόληα πνπ πεξάζακε καδί. 

Θνδσξήο   Γεσξγίνπ,   

Αζήλα,   Ινύιηνο   2011 
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Δηζαγσγή-Ιζηνξηθή αλαδξνκή 

 
          Η ζηξέςε απνηειεί έλαλ πνιχ ζεκαληηθφ παξάγνληα ζηελ αλάιπζε ησλ 

θαηαζθεπψλ θαη γηα ην ιφγν απηφ θαζίζηαηαη αλαγθαία θαη ρξήζηκε ε δηεξεχλεζε 

ησλ πξνβιεκάησλ πνπ ζρεηίδνληαη κε απηή. Σν πξφβιεκα ηεο ζηξέςεο δελ 

παξνπζηάζηεθε ηψξα αιιά απνηειεί αληηθείκελν κειέηεο γηα εξεπλεηέο θαη 

κεραληθνχο γηα πνιιέο δεθαεηίεο θαζψο δελ εκθαλίδεηαη κφλν ζηνλ θιάδν ηνπ 

πνιηηηθνχ κεραληθνχ αιιά θαη ζε δηάθνξνπο άιινπο φπσο ηελ αεξνλαππεγηθή θαη ηε 

κεραλνινγία. Οη απαξρέο ηεο ζεσξίαο ηεο ζηξέςεο ηνπνζεηνχληαη ζην 1784 φπνπ 

ηφηε πξψηνο ν Coulomb κειέηεζε ηελ απινχζηεξε πεξίπησζε ξάβδνπ κε θπθιηθή ή 

δαθηπιηνεηδή δηαηνκή θαη πξνέθπςε ε ηερληθή ζεσξία ζηξέςεο ε νπνία βαζίδεηαη 

ζηελ ππφζεζε φηη νη δηαηνκέο ηεο ξάβδνπ ζηξέθνληαη ζαλ επίπεδνη ζηεξενί δίζθνη. Η 

ζεσξία απηή, φκσο, αδπλαηεί λα εθαξκνζηεί κε αμηνπηζηία ζε ξάβδνπο ηπρνχζαο 

δηαηνκήο. 

          Καζψο ην πξφβιεκα παξέκελε γηα ξάβδνπο ηπρνχζαο δηαηνκήο, ην 1855 ν 

St.Venant ζηεξηδφκελνο ζηε ζεσξία ηνπ Coulomb θαη θάλνληαο ηηο θαηάιιειεο 

ηξνπνπνηήζεηο θαηάθεξε λα επηιχζεη ξάβδνπο ηπρνχζαο δηαηνκήο. Ο St.Venant 

κειέηεζε επζχγξακκεο πξηζκαηηθέο ξάβδνπο ζηηο νπνίεο επηβάιινληαλ ίζεο θαη 

αληίζεηεο ζηξεπηηθέο ξνπέο ζηα άθξα θαη νη νπνίεο δηέπνληαλ απφ ηε ζεσξία 

γξακκηθήο ειαζηηθφηεηαο. Η ζεσξία ηνπ πξνέβιεπε φηη ε δηαηνκή κηαο ξάβδνπ 

ππνβαιιφκελεο ζε ζηξέςε δελ παξακέλεη επίπεδε αιιά ζηξεβιψλεη. Η ζεσξία είλαη 

γλσζηή σο ζεσξία νκνηφκνξθεο ζηξέςεο θαη ηζρχεη ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη ε 

ζηξέβισζε δελ παξεκπνδίδεηαη ιφγσ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ ή άιισλ 

θαηαζθεπαζηηθψλ πεξηνξηζκψλ. 

          ΢ηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ε ζηξέβισζε παξεκπνδίδεηαη ιφγσ ζπλζεθψλ 

ζηήξημεο ή ππάξρεη κεηαβνιή ηεο ζηξεπηηθήο έληαζεο ηφηε ε ζηξέςε παχεη λα είλαη 

νκνηφκνξθε θαη ραξαθηεξίδεηαη σο αλνκνηφκνξθε κε απνηέιεζκα λα αλαπηχζζνληαη 

νξζέο θαη δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ιφγσ ησλ νπνίσλ αλαπηχζζνληαη ην 

δίξξνπν ζηξέβισζεο θαη ε δεπηεξνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αληίζηνηρα. Η ζεσξία απηή 

είλαη γλσζηή σο ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο. Οη ζπλέπεηεο απφ ηελ παξεκπφδηζε 

ηεο ζηξέβισζεο έγηλαλ πξψηα αληηιεπηέο απφ ηνλ Marguerre (1940).  

          Σν 1963 ν Vlasov κειεηψληαο αλνηθηέο ιεπηφηνηρεο δηαηνκήο ππφ 

αλνκνηφκνξθε ζηξέςε απέδεημε φηη ε ζηξέβισζε ηεο δηαηνκήο είλαη αλάινγε ηεο 

ζρεηηθήο γσλίαο ζηξνθήο θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ   . Η απφδεημε απηή βαζίζηεθε 

ζηε ζεκειηψδε ππφζεζε ηνπ φηη νη δηαηκεηηθέο παξακνξθψζεηο θαηά κήθνο ηεο κέζεο 

γξακκήο ησλ πιαθνεηδψλ ζηνηρείσλ πνπ ζπλζέηνπλ ηε (ιεπηφηνηρε) δηαηνκή είλαη 

κεδεληθή. Με ηε ζεψξεζε απηή, φκσο, ζηελ θαζνιηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηεο 

ξάβδνπ ιακβάλνληαλ ππφςηλ κφλν νη πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο θαη νη νξζέο ηάζεηο 

ελψ νη δεπηεξνγελείο ππνινγίδνληαλ κεηά ηελ επίιπζή ηεο κε απνηέιεζκα λα 

αγλνείηαη ε επηξξνή ησλ δεπηεξνγελψλ ζηξεπηηθψλ παξακνξθψζεσλ ε νπνία είλαη 

ζεκαληηθή φπσο ζα δνχκε ζε επφκελα θεθάιαηα ηδίσο ζε ξάβδνπο θιεηζηήο δηαηνκήο. 

Πξνθεηκέλνπ λα ιεθζεί ππφςηλ ε επηξξνή απηή κπνξεί λα πηνζεηεζεί έλα λέν 

θηλεκαηηθφ κέγεζνο γηα λα εθθξάζεη ην κέγεζνο ηεο ζηξέβισζεο (πξσηνγελήο 

ζπζηξνθή  P
x


 
ή αλεμάξηεηε παξάκεηξνο ζηξέβισζεο  ) ην νπνίν δελ είλαη 

αλάινγν κε ηε ζπζηξνθή   . Η ζεσξία απηή παξνπζηάδεη πιήξε αλαινγία κε ηε κε 

γξακκηθή ζεσξία θακπηφκελσλ ξάβδσλ Timoshenko (Murin and Kutis 2008, Roik 

and Sedlacek 1966, Rubin 2005) θαη παξαβηάδεη, επνκέλσο, θαη απηή ηελ ηνπηθή 
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δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηεο ξάβδνπ θαη ηελ αληίζηνηρε ζπλνξηαθή ζπλζήθε 

εμαηηίαο ηεο κε ηθαλνπνηεηηθήο θαηαλνκήο ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ. 

Καηά απηφ ηνλ ηξφπν πξνέθπςε ε αλάγθε δηφξζσζεο ηεο δεπηεξνγελνχο ζηξεπηηθήο 

αληίζηαζεο κε ηε ρξήζε ελφο ζηξεπηηθνχ δηνξζσηηθνχ ζπληειεζηή δηάηκεζεο k    ν 

νπνίνο ζηελ πεξίπησζε δηπιά ζπκκεηξηθψλ δηαηνκψλ, φπνπ απνδεηθλχεηαη φηη 

ζηξεπηηθέο θαη θακπηηθέο θαηαπνλήζεηο απνδεπγλχνληαη (Slivker 2007, Laudiero and 

Savoia 1990), ππνινγίδεηαη αξηζκεηηθά ζηηο εξγαζίεο ησλ Sapountzakis and Mokos 

(2009) κε ηε κέζνδν ησλ ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ θαη ηνπ Kraus (2007) κε ηε κέζνδν 

ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. 

          Με βάζε ηελ ππάξρνπζα δηεζλή βηβιηνγξαθία, δηαπηζηψλεηαη φηη ην πξφβιεκα 

ηεο αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο κε επηξξνή δεπηεξνγελψλ ζηξεπηηθψλ παξακνξθψζεσλ 

δελ έρεη κειεηεζεί ηφζν φζν ην πξφβιεκα ηεο „θιαζηθήο‟ αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο. 

Σν 1961 ν Heilig παξνπζίαζε κηα ζεσξεηηθή δηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο ελψ ην 

1966 νη Roik and Sedlacek έδσζαλ αλαιπηηθή ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο εθαξκφδνληαο 

ηε Μέζνδν ησλ Γπλάκεσλ. Ο Rubin (2005) βαζηδφκελνο ζηε κεζνδνινγία ησλ Roik 

and Sedlacek δηαηχπσζε Δμίζσζε Σξηψλ ΢εκείσλ γηα ηελ επίιπζε ζπλερψλ δνθψλ κε 

ελδηάκεζεο ζηεξίμεηο, θαηαλεκεκέλεο ή ζπγθεληξσκέλεο θνξηίζεηο. Σν 2001 νη 

Roberts and Al-Ubaidi έιπζαλ αλαιπηηθά ην πξφβιεκα ρξεζηκνπνηψληαο σο 

αγλψζηνπο ηελ πξσηνγελή θαη ηε δεπηεξνγελή ζηξεπηηθή γσλία ζηξνθήο θαη 

επηβεβαίσζαλ πεηξακαηηθά ηε κέζνδφ ηνπο ζε FRP ξάβδνπο δηαηνκήο δηπινχ ηαπ. Οη 

Park (1997), Emme Erkmen and Mohareb (2006), Laudiero and Savoia (1990) 

ρξεζηκνπνίεζαλ ηε Μέζνδν Πεπεξαζκέλσλ ΢ηνηρείσλ ελψ νη Sapountzakis and 

Mokos (2009) ηε Μέζνδν ΢πλνξηαθψλ ΢ηνηρείσλ γηα επίιπζε ζηαηηθψλ 

πξνβιεκάησλ. Ο Tralli (1986) δηαηχπσζε πβξηδηθή κεζνδνινγία Πεπεξαζκέλσλ 

΢ηνηρείσλ γηα ζηαηηθή αλάιπζε ξάβδσλ, ελψ νη Kollar (2001), Kim and Kim (2005) 

εθάξκνζαλ πξνζεγγηζηηθέο αξηζκεηηθέο κεζφδνπο γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ 

ειεχζεξσλ ηαιαληψζεσλ ξάβδνπ. Σέινο πνιινί εξεπλεηέο δηεξεπλνχζαλ πξνβιήκαηα 

ιακβάλνληαο ππφςηλ ηελ επηξξνή ησλ δεπηεξνγελψλ ζηξεπηηθψλ παξακνξθψζεσλ 

αιιά ρσξίο λα εηζάγνπλ ζηξεπηηθφ δηνξζσηηθφ ζπληειεζηή δηάηκεζεο φπσο νη El 

Fatmi (2007), Back and Will (1998), Chen and Blandford (1989), Gendy (1992), Hu 

(1996), Cortinez and Piovan (2002), Machado and Cortinez (2007), Vo and Lee 

(2009), Simo and Vu-Quoc (1991), Gruttmann (2000). Όπσο ζα δηαπηζηψζνπκε ζηα 

επφκελα θεθάιαηα πξνθχπηεη ζεκαληηθφ ζθάικα ζηηο αλαιχζεηο ζε πεξίπησζε πνπ 

δελ εηζάγνπκε έλαλ θαηάιιειν ζηξεπηηθφ δηνξζσηηθφ ζπληειεζηή ζηε δεπηεξνγελή 

ζηξεπηηθή αληίζηαζε. 

          ΢θνπφο ηεο παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο είλαη λα κειεηήζεη θαη λα 

αλαδείμεη ηελ επηξξνή ησλ δεπηεξνγελψλ ζηξεπηηθψλ παξακνξθψζεσλ, κέζσ ηεο 

εθαξκνγήο θαη ηεο ζχγθξηζεο ησλ απνηειεζκάησλ ηεο νκνηφκνξθεο, ηεο „θιαζηθήο‟ 

θαη ηεο „δηεπξπκέλεο‟ ζεσξίαο, ζε ξάβδνπο αλνηθηήο αιιά θαη θιεηζηήο δηαηνκήο 

ππνβαιιφκελεο ζε δηάθνξα είδε ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ θαη ζπλζεθψλ θφξηηζεο. Οη 

ππνινγηζκνί ζα πξαγκαηνπνηεζνχλ κε ηε κέζνδν ηεο ξαβδνζηαηηθήο αλάιπζεο θαη 

φρη κε ηε κέζνδν ησλ ηξηζδηάζηαησλ πεπεξαζκέλσλ ιφγσ ηεο πνιππινθφηεηαο πνπ 

παξνπζηάδεη ε ηειεπηαία αιιά θαη ηεο κεγάιεο πξαθηηθήο αμίαο πνπ έρνπλ ηα 

ξαβδσηά ζηνηρεία ζηελ αλάιπζε θνξέσλ Πνιηηηθνχ Μεραληθνχ. Ο ππνινγηζκφο ησλ 

γεσκεηξηθψλ ζηαζεξψλ γηα θάζε δηαηνκή ζα πξαγκαηνπνηεζεί κε ηε Μέζνδν ησλ 

΢πλνξηαθψλ ΢ηνηρείσλ ε νπνία απνηειεί έλα πνιχ ρξήζηκν θαη αμηφπηζην εξγαιείν 

ηφζν ζηηο αλνηθηέο φζν θαη ηηο θιεηζηέο δηαηνκέο θαη δελ ππφθεηηαη ζηηο παξαδνρέο 

ηεο Θεσξίαο Λεπηφηνηρσλ Γηαηνκψλ (Θ.Λ.Γ.). Η επίιπζε ησλ ξάβδσλ πνπ 

κειεηήζεθαλ πξαγκαηνπνηείηαη κε ηε Μέζνδν Αλαινγηθήο Δμηζψζεσο πνπ αλήθεη 
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ζηελ νηθνγέλεηα Μεζφδσλ ΢πλνξηαθψλ ΢ηνηρείσλ. Σα ζπκπεξάζκαηά πνπ ζα 

πξνθχςνπλ ζα βαζίδνληαη φρη κφλν ζηε ζχγθξηζε θηλεκαηηθψλ θαη εληαηηθψλ 

κεγεζψλ αιιά θπξίσο ζηε ζχγθξηζε ησλ ηαζηθψλ κεγεζψλ. 
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2.1 Βαζηθνί Οξηζκνί 

          Θεσξνχκε ην ζηεξεφ παξακνξθψζηκν ζψκα, κε δνκή ρσξίο αζπλέρεηεο ηνπ 

ζρήκαηνο (2.1), επί ηνπ νπνίνπ επηβάιινληαη εμσηεξηθέο δπλάκεηο (θαζνιηθέο – 

επηθαλεηαθέο). Απνθφπηνληαο θαη απνκνλψλνληαο ην αξηζηεξφ ηκήκα, εκθαλίδεηαη 

ζηελ επηθάλεηα ηεο επίπεδεο ηνκήο κηα ζπληζηακέλε εζσηεξηθή δχλακε ΓF, ε νπνία 

είλαη ηζνπνιηθή ησλ δπλάκεσλ ηνπ δεμηνχ ηκήκαηνο. ΢πκβνιίδνληαο ην εκβαδφλ ηεο 

επηθάλεηαο ηνκήο σο Α, νξίδνπκε σο ηάζε ζ ην φξην ηνπ ιφγνπ 

 

A 0

P
lim

A





                 (2.1)     

φπνπ  

ΓΑ : έλα ζηνηρεηψδεο ηκήκα ηεο επηθάλεηαο πνπ ηείλεη λα κεδεληζηεί 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                            

 

΢σήμα  2.1   Επίπεδε ηνκή ζε ειαζηηθό ζώκα 

΢ηε γεληθή πεξίπησζε, φπνπ ε δχλακε ΓP έρεη ηπραία δηεχζπλζε, νξίδνπκε ην θάζεην 

ζηελ επηθάλεηα δηάλπζκα n , νπφηε αλαιχνληαο ην δηάλπζκα ηεο δχλακεο ζε κηα 

ζπληζηψζα παξάιιειε ζην n  (ΓPn) θαη κηα ζπληζηψζα θάζεηε ζην n  (ΓPt) θαη άξα 

ζπλεπίπεδε ζηελ επηθάλεηα Α, εμάγνπκε ηνπο παξαθάησ νξηζκνχο : 

 

Οξζή Σάζε :          n

A 0

P
lim

A





           (2.2.α) 

Γηαηκεηηθή Σάζε : t

A 0

P
lim

A





           (2.2.β) 

 

Με βάζε ηα παξαπάλσ νξίδνπκε ηε δηάηκεζε σο εμήο : 

      Διάημηζη είναι ηο ενηαηικό αποηέλεζμα ηο οποίο οθείλεηαι ζηιρ 

αναπηςζζόμενερ διαημηηικέρ ηάζειρ. Οι διαημηηικέρ ηάζειρ ζε ζςνδςαζμό με ηιρ 

οπθέρ ηάζειρ αποκαθιζηούν ηην ιζοπποπία για κάθε ζηοισειώδερ ημήμα ενόρ 

 

 

 

z
 

x
 

n  
Pi 

ΔPt 

Επίπεδο 

τομής 

y

 

y

 x
 

x
 

Pn 

Β 

Α 

P2 P1 

ΔP 

ΔPn 

t 

ΔΑ 

Α 

P2 P1 
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ζηεπεού ζώμαηορ, ενώ ηαςηόσπονα είναι ςπαίηιερ για εζωηεπικέρ παπαμοπθώζειρ , 

δημιοςπγώνηαρ με αςηόν ηον ηπόπο ένα μησανιζμό μεηαβίβαζηρ ηηρ εξωηεπικήρ 

καηαπόνηζηρ ηος ζώμαηορ (καθολικέρ – επιθανειακέρ δςνάμειρ) ζηο εζωηεπικό 

ηος. 

           Δίλαη ινηπφλ πξνθαλέο φηη θαηά ηνλ ζρεδηαζκφ ησλ έξγσλ πνιηηηθνχ 

κεραληθνχ είλαη απαξαίηεηνο ν αθξηβέζηεξνο, φζν ην δπλαηφλ, ππνινγηζκφο ησλ 

εζσηεξηθψλ εληαηηθψλ κεγεζψλ (νξζέο θαη δηαηκεηηθέο ηάζεηο), θαζψο θαη ησλ 

πξνθαινχκελσλ παξακνξθψζεσλ. Μηα ιχζε ζην πξφβιεκα απηφ δίλεη ε Θεσξία ηεο 

Διαζηηθόηεηαο. Η Θεσξία ηεο Διαζηηθφηεηαο, παξά ηηο φπνηεο παξαδνρέο θάλεη γηα 

ηε θχζε ησλ ζσκάησλ, απνηειεί έλα αξθεηά αθξηβέο καζεκαηηθφ εξγαιείν, κε ην 

νπνίν έρνληαο σο δεδνκέλα ηελ γεσκεηξία, ηηο ζπλζήθεο ζηεξημεο, ηελ εμσηεξηθή 

θφξηηζε θαη ηηο κεραληθέο ηδηφηεηεο ηνπ πιηθνχ κπνξνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε 

πιήξσο ηελ εζσηεξηθή θαηαπφλεζε ελφο ζψκαηνο  κε ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηάζεσλ, 

ησλ παξακνξθψζεσλ θαη ησλ κεηαηνπίζεσλ ζε θάζε ζεκείν ηνπ. 
 

2.2  Σξηζδηάζηαηε ειαζηηθόηεηα 

 
          Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηάζεσλ θαη ησλ αλαπηπζζφκελσλ παξακνξθψζεσλ 

ρξεζηκνπνηείηαη ε ζεσξία ηεο ειαζηηθφηεηαο ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρψξν. 

 

2.2.1  Σάζεηο 

 

          Γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηεο έλλνηαο ηεο ηάζεσο ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρψξν ζεσξνχκε 

έλα ζηνηρεηψδεο ηκήκα ηνπ πιηθνχ, κνξθήο θχβνπ κε απεηξνζηέο δηαζηάζεηο 

( dx ,dy,dz ), νη πιεπξέο ηνπ νπνίνπ είλαη παξάιιειεο ζηα επίπεδα ηνπ θαξηεζηαλνχ 

ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ Oxyz  (βι. ζρήκα 2.1). ΢ε θάζε πιεπξά ηνπ θχβνπ 

αζθνχληαη δπλάκεηο νη νπνίεο εάλ δηαηξεζνχλ κε ηελ επηθάλεηα θαη αλαιπζνχλ ζε 

ζπληζηψζεο παξάιιειεο ζηνπο άμνλεο x , y ,z  πξνθχπηνπλ νη παξαθάησ ζπληζηψζεο 

ησλ ηάζεσλ ζε κεηξσηθή κνξθή 

 

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

[ ]

  

   

  

 
 

  
 
  

                      (2.2.1.1)  

 

φπνπ 

ζii (i= x , y ,z ) : νη νξζέο ηάζεηο 

ηij (i,j= x , y ,z ) : νη δηαηκεηηθέο ηάζεηο 

 

 Οη δείθηεο i,j ζηνλ ζπκβνιηζκφ ηij δειψλνπλ αληίζηνηρα ηε δηεχζπλζε ηνπ 

θάζεηνπ δηαλχζκαηνο ζην επίπεδν θαη ηε δηεχζπλζε ηνπ δηαλχζκαηνο ηεο 

ζπληζηψζαο ησλ ηάζεσλ. 

 Οξίδνπκε σο ζεηηθέο νξζέο ηάζεηο ηηο εθειθπζηηθέο θαη σο αξλεηηθέο ηηο 

ζιηπηηθέο. Όζνλ αθνξά ηηο δηαηκεηηθέο, ζεσξνχκε φηη απηέο είλαη ζεηηθέο εάλ 

έρνπλ ηελ θνξά ησλ ζεηηθψλ αμφλσλ ηνπ θαξηεζηαλνχ ζπζηήκαηνο , εθφζνλ ε 

αληίζηνηρε ζεηηθή νξζή ηάζε έρεη θη απηή θνξά ζεηηθνχ άμνλα. 
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Σν παξαπάλσ  κεηξψν απνηειεί έλα ζπκκεηξηθφ ηαλπζηή 2αο ηάμεσο θαη ηελ 

κεηαβνιή ησλ ηάζεσλ ηελ εθθξάδνπκε κε ην αλάπηπγκα Taylor δηαηεξψληαο ηνπο 2 

πξψηνπο φξνπο. Δθαξκφδνληαο ζηνλ ζηνηρεηψδε θχβν ηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο θαηά 

ηηο ηξεηο δηεπζχλζεηο x , y ,z  πξνθχπηνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο : 

 

Γηεύζπλζε x  :   
xyxx xz

xp 0
x y z

  
   

  
                                              (2.2.1.2α) 

Γηεύζπλζε y  :    
yy yx yz

yp 0
y x z

    
   

  
                                             (2.2.1.2β) 

Γηεύζπλζε z  :  
zyzxzz

zp 0
z x y

 
   

  
                                                (2.2.1.2γ) 

 

φπνπ 

x y zp , p , p  : νη ζπληζηψζεο ηνπ δηαλχζκαηνο ηεο δχλακεο πεδίνπ αλά κνλάδα φγθνπ 

 

Καη ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα Cauchy 

 

xy yx yz zy zx xz, ,          

 

          Σέινο νη ζρέζεηο κεηαμχ ησλ ζπληζησζψλ ηνπ ηαλπζηή ησλ ηάζεσλ πνπ δξνπλ 

ζε έλα ζεκείν Ο θαη ηνπ δηαλχζκαηνο ηάζεο n  πνπ δξα ζε επίπεδν ηπρνχζαο 

δηεχζπλζεο, ε νπνία ραξαθηεξίδεηαη απφ έλα θάζεην ζην επίπεδν δηάλπζκα n  πνπ 

δηέξρεηαη απφ ην Ο εηλαη: 
 

xn xx nx xy ny xz nz                                                                         (2.2.1.3α) 

yn yx nx yy ny yz nz                                                                         (2.2.1.3β) 

zn zx nx zy ny zz nz                                                                          (2.2.1.3γ) 

 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο φπσο ζα δνχκε παξαθάησ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα εθθξάζνπλ 

ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηηο ζεσξίεο αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ξάβδσλ πνπ ζα 

δηαηππσζνχλ παξαθάησ. 

 

2.2.2  Μεηαηνπίζεηο – Παξακνξθώζεηο 
 
          Με ηελ πξνυπφζεζε φηη ην πιηθφ ζψκα ζηεξίδεηαη έηζη ψζηε λα εκπνδίδνληαη 

νη κεηαθηλήζεηο ζηεξενχ ζψκαηνο, θάησ απφ ηελ επελέξγεηα εμσηεξηθψλ θνξηίζεσλ 

ην ζψκα παξακνξθψλεηαη θαη επνκέλσο θάζε πιηθφ ζεκείν ηνπ ζα πθίζηαηαη 

κεηαηνπίζεηο. Οη κεηαηνπίζεηο απηέο πεξηγξάθνληαη απφ ην ιεγφκελν πεδίν 

κεηαηνπίζεσλ, δειαδή ζπλαξηήζεηο ηεο ζέζεο ηνπ ζεκείνπ ( x , y ,z ) πνπ εθθξάδνπλ 

ηηο κεηαηνπίζεηο θαηά ηηο ηξεηο δηεπζχλζεηο x , y θαη z  

 

Μεηαηφπηζε θαηά x : x xu u ( x , y ,z )                  (2.2.2.1α) 
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Μεηαηφπηζε θαηά y : y yu u ( x , y ,z )                  (2.2.2.1β) 

Μεηαηφπηζε θαηά z : z zu u ( x , y ,z )                       (2.2.2.1γ) 

 

          Γηα λα ζπζρεηίζνπκε ηηο κεηαηνπίζεηο κε ηηο παξακνξθψζεηο ζεσξνχκε πάιη 

ηνλ ζηνηρεηψδε θχβν, δηαζηάζεσλ dx ,dy,dz . ΢ηα πιαίζηα ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο 

πηνζεηνχκε ηελ παξαδνρή ησλ κηθξώλ κεηαηνπίζεσλ. Έηζη νξίδνπκε ηηο νξζέο 

παξακνξθψζεηο σο ηνλ ιφγν κεηαβνιήο ηνπ κήθνπο πξνο ην αξρηθφ κήθνο αγλνψληαο 

παξάιιεια φινπο ηνπο κε γξακκηθνχο φξνπο πνπ πξνθχπηνπλ. Π.ρ. θαηά ηε 

δηεχζπλζε x  ζα είλαη 

 

xx

dx

dx


                           (2.2.2.2) 

 

Όπσο θαη κε ηηο ζπληζηψζεο ησλ ηάζεσλ, έηζη θη εδψ εθθξάδνπκε ηε κεηαβνιή ησλ 

ηηκψλ ησλ κεηαηνπίζεσλ απφ ζεκείν ζε ζεκείν κε ηε βνήζεηα ηνπ αλαπηχγκαηνο 

Taylor xu
dx dx

x


 
 
 

. Άξα ηειηθά πξνθχπηεη 

 

x
xx

u

x






                                                                                               (2.2.2.3α) 

y
yy

u

y






                                                                                              (2.2.2.3β) 

z
zz

u

z






                                                                                                          (2.2.2.3γ) 

 

Οη δηαηκεηηθέο παξακνξθψζεηο εθθξάδνπλ ηελ ζηξνθή ησλ αξρηθά θάζεησλ εδξψλ 

ηνπ θχβνπ. Δμεηάδνληαο ηελ πξνβνιή ηεο έδξαο ζην Καξηεζηαλφ επίπεδν   xOy   

νξίδνπκε ηηο δηαηκεηηθέο παξακνξθψζεηο: 

 

y x
xy yx

u u

x y
 

 
  
 

                                                                                     (2.2.2.3δ) 

y z
yz zy

u u

z y
 

 
  

 
                                                                                     (2.2.2.3ε) 

x z
zx xz

u u

z x
 

 
  
 

                                                                                   (2.2.2.3ζη) 

 

Όκνηα ινηπφλ κε ηηο ηάζεηο, νξίδεηαη ν ζπκκεηξηθφο ηαλπζηήο 2
εο

 ηάμεο, ν νπνίνο 

θαζνξίδεη πιήξσο ηελ παξακφξθσζε πνπ πθίζηαηαη ην ζψκα ζ‟ έλα πιηθφ ηνπ ζεκείν 

κε ζπληεηαγκέλεο  x , y ,z . 
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xx xy xz

xx xy xz

yx yy yz yx yy yz

zx zy zz

zx zy zz

1 1

2 2

1 1
[ ]

2 2

1 1

2 2

  
  

      

  
  

 
  

 
 

 
     
 

 
      
  

                 (2.2.2.4) 

 

2.2.3  Καηαζηαηηθέο Δμηζώζεηο – Παξαδνρέο Γξακκηθήο Διαζηηθόηεηαο 

 

          Με φζα έρνπλ αλαθεξζεί ζπκπεξαίλνπκε φηη ην πξφβιεκα ηεο ηξηζδηάζηαηεο 

ειαζηηθφηεηαο πξνζδηνξίδεηαη απφ 15 αγλψζηνπο : 

 

Έμη ζπληζηώζεο ηάζεσλ 

Έμη ζπληζηώζεο παξακνξθώζεσλ 

Σξεηο ζπληζηώζεο κεηαηνπίζεσλ 
 

Όκσο κέρξη ηψξα έρνπκε παξνπζηάζεη κφλν 9 εμηζψζεηο : 

 

Σξεηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο 

Έμη εμηζώζεηο κεηαηνπίζεσλ – παξακνξθώζεσλ 

 

Δπνκέλσο ην πξφβιεκα είλαη 6 θνξέο αφξηζην. ΢ηε ζεσξία ηεο ειαζηηθφηεηαο αίξεηαη 

απηή ε ανξηζηία κε ηελ εηζαγσγή ζρέζεσλ πνπ ζπλδένπλ ηηο ηάζεηο κε ηηο 

παξακνξθψζεηο. Οη εμηζψζεηο απηέο νλνκάδνληαη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο. ΢ηελ 

νπζία εηζάγνπλ ηηο κεραληθέο ηδηφηεηεο πνπ ραξαθηεξίδνπλ ην πιηθφ.  

΢ην εμήο ζα ζεσξνύκε όηη ηζρύνπλ νη αθόινπζεο παξαδνρέο : 

 

 Σν πιηθφ είλαη νκνηνγελέο. Δπνκέλσο νη κεραληθέο ηδηφηεηεο είλαη ίδηεο γηα 

θάζε ζεκείν ηνπ πιηθνχ. 

 Σν πιηθφ είλαη ηζόηξνπν. Γειαδή νη ηδηφηεηεο ελφο ζεκείνπ ηνπ πιηθνχ 

παξακέλνπλ ίδηεο, αλεμαξηήησο ηεο δηεχζπλζεο ηελ νπνία εμεηάδνπκε. 

 Σν πιηθφ είλαη γξακκηθά ειαζηηθό. Απηφ ζεκαίλεη φηη θάζε ζπληζηψζα ησλ 

ηάζεσλ είλαη γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ ζπληζησζψλ ησλ παξακνξθψζεσλ. 

Δπίζεο κε ηνλ κεδεληζκφ ησλ επηβαιιφκελσλ ηάζεσλ ην πιηθφ επαλέξρεηαη 

ζηελ αξρηθή απαξακφξθσηε θαηάζηαζε. Ιζρχεη ινηπφλ ε ζρέζε 

 

ij ijkl klk                                     (2.2.3.1) 

φπνπ ηζρχεη ε ζχκβαζε πξφζζεζεο ησλ δεηθηψλ 

 

      Με βάζε ηηο παξαπάλσ παξαδνρέο νη θαηαζηαηηθέο εμηζψζεηο απνδεηθλχεηαη φηη 

ιακβάλνπλ ηε κνξθή: 

 

xx xx yy zz

E
(1 ) ( )

(1 ) (1 2 )
     

 
         

                                     (2.2.3.2α) 

yy yy zz xx

E
(1 ) ( )

(1 ) (1 2 )
     

 
         

                                     (2.2.3.2β) 
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zz zz xx yy

E
(1 ) ( )

(1 ) (1 2 )
     

 
         

                                     (2.2.3.2γ) 

xy xyG                                                                                                        (2.2.3.2.δ) 

yz yzG                                                                                                        (2.2.3.2.ε) 

zx zxG                                                                                                      (2.2.3.2.ζη) 

 

ή 

 

xx xx yy zz

1
( )

E
                                                                                (2.2.3.3.α)                  

yy yy zz xx

1
( )

E
                                                                                (2.2.3.3.β)                  

zz zz xx yy

1
( )

E
                                                                                (2.2.3.3.γ)                  

xy xy

1

G
                                                                                              (2.2.3.3.δ) 

yz yz

1

G
                                                                                                       (2.2.3.3.ε)  

zx zx

1

G
                                                                                                      (2.2.3.3.ζη) 

 

φπνπ 

 Δ  : κέηξν ειαζηηθφηεηαο 

E
G

2 (1 )


 
 : κέηξν δηάηκεζεο  

 λ : ιφγνο Poisson (0<λ<0,5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

12 

 

 

 

 

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 

 

 

 

ΑΝΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΢ΣΡΔΦΗ 

ΡΑΒΓΟΤ 
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3.1 Βαζηθέο Έλλνηεο 

          ΢ηξέςε ξάβδνπ νλνκάδεηαη ε εληαηηθή θαηάζηαζε θαηά ηελ νπνία έλα δεχγνο 

δπλάκεσλ επηδξά ζε κηα δηαηνκή έηζη ψζηε ην επίπεδν ηνπ δεχγνπο λα είλαη θάζεην 

ζηνλ άμνλα ηεο ξάβδνπ θαη ην δηάλπζκα ηεο ξνπήο Mt λα έρεη ηε δηεχζπλζε ηνπ 

άμνλα ηεο ξάβδνπ. Η ζηξεπηηθή θαηαπφλεζε, ζηνπο ξαβδφκνξθνπο θνξείο, 

εκθαλίδεηαη φηαλ ε δηεχζπλζε ηνπ δηαλχζκαηνο ηεο εμσηεξηθήο θφξηηζεο δελ 

δηέξρεηαη απφ ην θέληξν δηάηκεζεο ηεο(βι. ζρήκα 3.1.1). Η ζηξέςε είλαη κηα κνξθή 

δηαηκεηηθήο θαηαπφλεζεο. Σν εληαηηθφ απνηέιεζκα απηήο είλαη ε αλάπηπμε 

δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζην επίπεδν ησλ δηαηνκψλ πξνθαιψληαο ηε ζηξέβισζε ηνπο.  

 

e 

P 
 C 

 M 

M: Κέληξν Γηαηκήζεσο 

C: Κέληξν Βάξνπο 

 

΢σήμα 3.1.1  Ράβδνο ππνβαιιόκελε ζε έθθεληξε σο πξνο ην θέληξν δηαηκήζεσο                                                    

θόξηηζε. 

 

      Γηαθξίλνληαη δπν θαηεγνξίεο ζηξεπηηθήο έληαζεο : 

 Η άκεζε ζηξέςε, ε νπνία είλαη απαξαίηεηε γηα ηε ζηαηηθή ηζνξξνπία ηνπ 

θνξέα. Έλα παξάδεηγκα άκεζεο ζηξεπηηθήο έληαζεο παξνπζηάδεηαη ζην 

ζρήκα (3.1.2), φπνπ παξαηεξνχκε φηη νη αλαπηπζζφκελεο ζηξεπηηθέο ξνπέο 

είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ ζηαηηθή ηζνξξνπία ηνπ πξνβφινπ. ΢ηελ πεξίπησζε 

πνπ δελ ππήξρε ζηξεπηηθή πάθησζε ν θνξέαο ζα ήηαλ κεραληζκφο.  

 Η έκκεζε ζηξέςε, ε νπνία δελ είλαη απαξαίηεηε γηα ηελ ζηαηηθή ηζνξξνπία 

ηνπ θνξέα, αιιά αλαπηχζζεηαη απφ ην ζπκβηβαζηφ ησλ παξακνξθψζεσλ. 

Οθείιεηαη δειαδή ζηελ παξεκπφδηζε ηεο γσληαθήο παξακφξθσζεο άιισλ 

θνξέσλ, νη νπνίνη φκσο κπνξνχλ λα ηζνξξνπνχλ θαη ρσξίο ηηο 

αλαπηπζζφκελεο ζηξεπηηθέο ξνπέο. Παξάδεηγκα έκκεζεο ζηξέςεο απνηειεί 

κηα αθξαία δνθφο, κνξθήο πιαθνδνθνχ. Η θάκςε ηεο κνλνιηζηθά 

ζπλδεδεκέλεο πιάθαο κεηαθξάδεηαη ζε ζηξεπηηθή θαηαπφλεζε ηεο δνθνχ (βι. 

ζρήκα 3.1.3). Δάλ έλα ζηνηρείν απφ σπιηζκέλν ζθπξφδεκα πνπ θαηαπνλείηαη 
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ζε έκκεζε ζηξέςε ξεγκαησζεί, ηφηε ε δπζηξεςία ηνπ κεηψλεηαη ζεκαληηθά. Η 

κείσζε ηεο δπζηξεςίαο γίλεηαη πην έληνλε ιφγσ ησλ θαηλνκέλσλ ηνπ 

εξππζκνχ θαη ηεο ζπζηνιήο μεξάλζεσο. ΢ην παξάδεηγκα ηνπ ζρήκαηνο 

(3.1.3), ε κείσζε ηεο δπζηξεςίαο ησλ δνθψλ ησλ δπν πιαηζίσλ ζπλεπάγεηαη 

ηελ αλαθαηαλνκή ηεο έληαζεο, δειαδή ηε κείσζε ηεο ζηξεπηηθήο έληαζεο ησλ 

δνθψλ θαη ηελ ηαπηφρξνλε αχμεζε ηεο θακπηηθήο έληαζεο ηεο πιάθαο.  

 

 
 

΢σήμα 3.1.2  Δνθόο ππνβαιιόκελε ζε άκεζε ζηξέςε 
 

 
 

΢σήμα 3.1.3 Δνθόο ππνβαιιόκελε ζε έκκεζε ζηξέςε 

 

 

          Η αλάπηπμε ηεο ζεσξίαο ηεο ζηξέςεο μεθίλεζε απφ ηνλ Coulomb (1784), ν 

νπνίνο κειέηεζε ηελ απινχζηεξε πεξίπησζε ηεο ξάβδνπ κε θπθιηθή δηαηνκή, 

ζηεξηδφκελνο ζηελ παξαδνρή φηη επίπεδεο δηαηνκέο ζηελ απαξακφξθσηε θαηάζηαζε 

παξακέλνπλ επίπεδεο θαη θαηά ηε παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε.  Η πξνθχπηνπζα 

ζεσξία είλαη ε ιεγφκελε Σερληθή Θεσξία ΢ηξέςεο ζχκθσλα κε ηελ νπνία ε 

ζηξεπηηθή ζηηβαξφηεηα είλαη αλάινγε ηεο πνιηθήο ξνπήο αδξάλεηα ηεο δηαηνκήο Ip. 

Η παξαδνρή απηή φκσο ηζρχεη κφλν γηα ηελ πεξίπησζε θπθιηθώλ θαη θπθιηθώλ 

δαθηπιηνεηδώλ δηαηνκψλ. Απηφο είλαη θαη ν ιφγνο γηα ηνλ νπνίν απέηπραλ νη 

κεηέπεηηεο πξνζπάζεηεο εθαξκνγήο ηεο ζεσξίαο ζε ξάβδνπο ηπρνχζαο δηαηνκήο. 

Σειηθά ε ιχζε ζην πξφβιεκα ηεο ζηξέςεο ξαβδφκνξθσλ ζηνηρείσλ ηπρνχζαο 
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δηαηνκήο δφζεθε απφ ην Γάιιν κεραληθφ Adhemar Jean Barre de Saint Venant (1855) 

ν νπνίνο  βαζηδφκελνο ζηελ αληίζηνηρε ζεσξία Coulomb εηζήγαγε νξηζκέλεο 

ηξνπνπνηήζεηο θαη απέδεημε φηη όηαλ κηα ξάβδνο κε θπθιηθήο δηαηνκήο ππόθεηηαη 

ζε ζηξέςε, κηα εγθάξζηα δηαηνκή ε νπνία ήηαλ επίπεδε πξηλ από ηε ζηξέςε, δελ 

παξακέλεη επίπεδε θαη κεηά ηε ζηξέςε. Η δηαηνκή απηή ππφ ηελ επίδξαζε 

ζηξεπηηθήο θαηαπφλεζεο ππφθεηηαη ζε ζηξέβισζε (βι. ζρήκα 3.1.4) ελψ ε 

ζηξεπηηθή ζηηβαξφηεηα είλαη αλάινγε ηεο ιεγφκελεο ζηξεπηηθήο ζηαζεξάο θαηά St. 

Venant It (πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ζηαζεξά). 

 

 

΢σήμα 3.1.4  ΢ηξέβισζε δηαηνκώλ ιόγσ ζηξέςεο 

 

          ΢χκθσλα κε ηε ζεσξία ηνπ Saint Venant ε ζηξέβισζε ησλ δηαηνκψλ, ιφγσ ηεο 

ζηξεπηηθήο έληαζεο, κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί αλεκπφδηζηα (βι. ζρήκα 3.1.5) θαη 

ζηελ  πεξίπησζε απηή ην είδνο ηεο ζηξέςεο νλνκάδεηαη νκνηόκνξθε ζηξέςε ή 

ζηξέςε Saint Venant. ΢ηελ νκνηφκνξθε ζηξέςε φιεο νη δηαηνκέο ηεο ξάβδνπ 

αλαπηχζζνπλ ηελ ίδηα ζηξέβισζε  κε απνηέιεζκα λα πθίζηαληαη κφλν δηακήθεηο 

κεηαηνπίζεηο ρσξίο λα αλαπηχζζνληαη νξζέο παξακνξθψζεηο. Απηφ έρεη σο ζπλέπεηα 

λα κελ δεκηνπξγνχληαη δηακήθεηο νξζέο ηάζεηο. Η επηβαιιφκελε ζηξεπηηθή ξνπή 

αλαιακβάλεηαη εμνινθιήξνπ απφ κηα θιεηζηή ξνή (ξνή Bredt) ζηξεπηηθψλ 

δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ πνπ θαινχληαη δηαηκεηηθέο ηάζεηο Saint Venant (πξσηνγελείο 

δηαηκεηηθέο ηάζεηο).  

Μt

Απιή ζηξεπηηθή (δηραισηή) ζηήξημε

 

΢σήμα 3.1.5   Οκνηόκνξθε ζηξέςε θαηά Saint-Venant, όπνπ ε ζηξέβισζε δελ παξεκπνδίδεηαη από ηηο 
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ζπλζήθεο ζηήξημεο   

          Δλ γέλεη ε ζεσξία ηεο νκνηφκνξθεο ζηξέςεο δελ επαξθεί. ΢ηηο πεξηζζφηεξεο 

πεξηπηψζεηο ε ζηξέβισζε ησλ δηαηνκψλ νη νπνίεο ππφθεηληαη ζε ζηξέςε    

παξεκπνδίδεηαη είηε ιφγσ ζπλζεθώλ ζηήξημεο (π.ρ. πάθησζε ζηελ αθξαία δηαηνκή), 

είηε ιφγσ ζπλζεθώλ θόξηηζεο (κεηαβνιή δειαδή ηεο ζηξεπηηθήο ξνπήο θαηά κήθνο ηεο  

ξάβδνπ φπσο ζηηο πεξηπηψζεηο π.ρ. ζπγθεληξσκέλνπ ή θαηαλεκεκέλνπ ζηξεπηηθνχ 

θνξηίνπ). 

 

 

 
 

΢σήμα 3.1.6   Αλνκνηόκνξθε ζηξέςε ξάβδσλ ιόγσ παξεκπόδηζεο ηεο ζηξέβισζεο 
 

΢ηε πεξίπησζε απηή ε ζηξέβισζε παχεη λα είλαη ζηαζεξή θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ (βι. 

ζρήκα 3.1.6) θαη ε ζηξέςε νλνκάδεηαη αλνκνηόκνξθε. ΢πλεπψο αλαπηχζζνληαη νξζέο 

ηάζεηο , νη νπνίεο είλαη αλάινγεο ηεο κεηαβνιήο ηεο ζηξέβισζεο θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ 

ελψ ελ γέλεη κεηαβάιινληαη θαη απηέο θαηά κήθνο ηνπ άμνλα ηεο ξάβδνπ. Σν θαηλφκελν 

αλάπηπμεο νξζψλ ηάζεσλ γίλεηαη πην έληνλν θνληά ζηηο ζέζεηο φπνπ παξεκπνδίδεηαη ε 

ζηξέβισζε θαη «απνζβέλλπηαη» φζν απνκαθξπλφκαζηε απφ απηέο. Λφγσ ηεο κεηαβνιήο 

ησλ νξζψλ ηάζεσλ ζα αλαπηπρζνχλ, γηα ιφγνπο ηζνξξνπίαο πξφζζεηεο δηαηκεηηθέο 

ηάζεηο θαηά ηε δηακήθε δηεχζπλζε θαη άξα, ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα Cauchy (ηij
 
= ηji), 

θαη επάλσ ζην επίπεδν ηεο δηαηνκήο. Οη δηαηκεηηθέο απηέο ηάζεηο νλνκάδνληαη ηάζεηο 

ζηξέβισζεο. ΢πλεπψο ζηελ αλνκνηφκνξθε ζηξέςε ε ζηξεπηηθή ξνπή αλαιακβάλεηαη 

θαηά έλα πνζνζηφ απφ ηελ θιεηζηή ξνή ησλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ Saint Venant 

(πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ηp) θαη θαηά ην ππφινηπν πνζνζηφ απφ ηηο ζηξεπηηθέο 

δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζηξέβισζεο (δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ηs), νη νπνίεο 

αζθνχληαη ζην επίπεδν ηεο δηαηνκήο. Δπνκέλσο γηα ηε νιηθή ζηξεπηηθή ξνπή Mt πνπ 

αζθείηαη ζε κηα δηαηνκή ηζρχεη 

 
p sMt Mt Mt                 (3.1.1) 

 

φπνπ  

 

Μt
p
 : είλαη ε πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή πνπ εμηζνξξνπείηαη κε ηελ αλάπηπμε ησλ 

δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ SaintVenant (ηp) 

Μt
s
 : είλαη ε δεπηεξνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή πνπ εμηζνξξνπείηαη κε ηελ αλάπηπμε ησλ 

δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζηξέβισζεο (ηs) 
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΢σήμα 3.1.7  Οξζέο (α) θαη δηαηκεηηθέο( β) ηάζεηο, ιόγσ ζηξέβισζεο 
 

 

 

 

 
 

΢σήμα 3.1.8  Δηαλνκή πξσηνγελώλ (α) θαη δεπηεξνγελώλ (β) δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ 
 

Σα πνζνζηά ηεο ζπλνιηθήο ζηξεπηηθήο ξνπήο πνπ αλαιακβάλνληαη αληίζηνηρα απφ ηηο 

πξσηνγελείο θαη ηηο δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο θαζνξίδνληαη απφ ηε γεσκεηξία 

θαη ην πιηθφ ηεο δηαηνκήο. Πην ζπγθεθξηκέλα, θαζνξίδνληαη ε ζηξεπηηθή αληίζηαζε θαη ε 

αληίζηαζε ζηξέβισζεο ηνπ ξαβδφκνξθνπ ζηνηρείνπ. 

          ΢ηηο πεξηπηψζεηο δηαηνκψλ κε κεγάιε ζηξεπηηθή αληίζηαζε θαη κηθξή αληίζηαζε 

ζηξέβισζεο αλαπηχζζεηαη θπξίσο νκνηφκνξθε ζηξέςε, δειαδή εκθαλίδνληαη θπξίσο 

πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο Saint Venant ηp, νη νπνίεο αλαιακβάλνπλ ζρεδφλ ην 

ζχλνιν ηεο επηβαιιφκελεο ζηξεπηηθήο ξνπήο, ελψ νη δεπηεξνγελήο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ηs 

θαζψο θαη νη νξζέο ηάζεηο ζw είλαη ακειεηέεο.   

          ΢ηελ αληίζεηε πεξίπησζε, φηαλ δειαδή νη δηαηνκέο εκθαλίδνπλ εμίζνπ κεγάιε 

αληίζηαζε ζηξέβισζεο είλαη κεγάιεο  ζεκαζίαο ν πξνζδηνξηζκφο ησλ νξζψλ θαη 

δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζηξέβισζεο. 

 

 

 

(β) 

(α) 
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΢σήμα 3.1.9  Δηαηνκή απινύ (α) θαη πνιιαπινύ (β) θηβσηίνπ θνξέα ηερληθώλ έξγσλ κε κεγάιε ζηξεπηηθή 

αληίζηαζε 
 

 

 

 
΢σήμα 3.1.10   Δηαηνκέο θνξέσλ κνξθήο πιαθνδνθνύ κε κηθξή ζηξεπηηθή αληίζηαζε θαη έληνλε  

ζηξέβισζε  
       

          ΢ην ζεκείν απηφ πξέπεη λα ηνληζηεί φηη εθηφο απφ ηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία έρεη 

αλαπηπρζεί θαη ε „δηεπξπκέλε‟ ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ζηελ νπνία ιακβάλνληαη 

ππφςηλ νη δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζηελ θαζνιηθή ηζνξξνπία ηεο ξάβδνπ ελψ 

ζηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία ακεινχληαη.  Η δηεπξπκέλε ζεσξία ζα παξνπζηαζηεί αλαιπηηθά 

ζην Κεθάιαην 4. 

          ΢ηε ζπλέρεηα ζα αλαιπζεί ε ειαζηηθή ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεσο σο γεληθή 

πεξίπησζε θαη ε αλεκπφδηζηε ζηξέςε Saint Venant σο κεξηθή πεξίπησζε ηεο 

πξνεγνχκελεο. Πξψηα φκσο ζα πεξηγξαθνχλ νη βαζηθέο παξαδνρέο ησλ δχν ζεσξηψλ. 

 

Παξαδνρέο ειαζηηθήο ζεσξίαο ζηξέςεσο: 

 

1. Η ξάβδνο είλαη επζύγξακκε.  

΢ηνπο θακπχινπο θνξείο ε θάκςε θαη ε ζηξέςε είλαη ζπλδεδεκέλεο κεηαμχ ηνπο κε 

γεσκεηξηθέο ζρέζεηο (Becker 1965, Vlassov 1964-1965, Dabrowski 1968). 

 

2. Εγθάξζηεο παξακνξθώζεηο ηεο δηαηνκήο ζε θαηάζηαζε θνξηίζεσο δελ αλαπηύζζνληαη, 

δειαδή ην ζρήκα ηεο δηαηνκήο δηαηεξείηαη ( yz 0  ). 
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3. Η δηαηνκή ηεο ξάβδνπ είλαη ζηαζεξή. Με ηελ παξαδνρή απηή ην ζρήκα ηεο δηαηνκήο 

ηεο ξάβδνπ είλαη αλεμάξηεην ηεο δηακήθνπο ζπληεηαγκέλεο. 

Με ηελ παξαδνρή απηή ην ζρήκα ηεο δηαηνκήο ηεο ξάβδνπ είλαη αλεμάξηεην ηεο 

δηακήθνπο ζπληεηαγκέλεο. ΢ηε ζηξέςε ξάβδσλ, φπνπ ην ζρήκα ησλ δηαηνκψλ ηνπο 

κεηαβάιιεηαη ζπλαξηήζεη ηνπ κήθνπο, αλαθέξνληαη νη Lee and Szabo (1967). 

 

4. ΢ηε ξάβδν δελ επηβάιιεηαη θαηαζθεπαζηηθά θάπνηνο άμνλαο πεξηζηξνθήο. Ο άμνλαο 

πεξηζηξνθήο ηαπηίδεηαη κε ηνλ άμνλα πνπ δηέξρεηαη από ην γεσκεηξηθό θέληξν ησλ 

δηαηνκώλ. 

΢ηε ζηξέςε ξάβδσλ φπνπ επηβάιιεηαη θαηαζθεπαζηηθά θάπνηνο άμνλαο ζηξνθήο 

δηαθνξεηηθφο απφ απηφλ πνπ δηέξρεηαη απφ ην θέληξν δηάηκεζεο ησλ δηαηνκψλ 

αλαθέξεηαη ν Roik (1978). Η θάκςε ηεο ξάβδνπ κε ηελ παξαδνρή απηή ζεσξείηαη 

αλεμάξηεηε θαηαπφλεζε. Σνχην δελ ηζρχεη φκσο θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε ξάβδνο 

ππνινγίδεηαη κε ζεσξία δεπηέξαο ηάμεσο. Λχζεηο ζρεηηθά κε ην ζέκα δίδνληαη απφ 

ηνπο Roik, Carl and Linder (1972). 

 

5. Η ζηξνθή ηεο δηαηνκήο ζεσξείηαη ηόζν κηθξή, ώζηε ην ηόμν κε θαιή πξνζέγγηζε λα 

κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί από ηε ρνξδή ηνπ. Η παξαδνρή απηή είλαη ζπλεπήο κε ηε 

ζεσξία κηθξώλ κεηαηνπίζεσλ πνπ πηνζεηείηαη ζηα πιαίζηα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο (βι. 

Κεθάιαην 2). 

΢ηε ζηξεπηηθή θαηαπφλεζε κε κεγάιεο ζηξνθέο αλαθέξνληαη νη Kreuzinger (1969), 

Klöppel and Bilstein (1972). 

 

6. Σν πιηθό ηεο ξάβδνπ ζεσξείηαη νκνγελέο, ηζόηξνπν, ζπλερέο θαη γξακκηθά ειαζηηθό θαη 

ζπλεπώο ηζρύνπλ νη ζρέζεηο ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο ειαζηηθόηεηαο. Η νκνηνγέλεηα 

εμαζθαιίδεη ηελ νκνηνκνξθία ησλ ηδηνηήησλ ηνπ πιηθνύ από ζεκείν ζε ζεκείν, ελώ ε 

ηζνηξνπία αθνξά ηελ νκνηνκνξθία ησλ ηδηνηήησλ θαηά ηηο δηάθνξεο δηεπζύλζεηο. 

7. Η πξσηνγελήο (θύξηα) ζηξέβισζε ηεο ξάβδνπ είλαη αλάινγε ηεο ζρεηηθήο γσλίαο 

ζηξεπηηθήο ζηξνθήο ησλ δηαηνκώλ αλά κνλάδα κήθνπο. Η αλαινγία κεηαμύ ζηξέβισζεο 

ησλ δηαηνκώλ ηεο ξάβδνπ θαη ζρεηηθήο γσλίαο ζηξνθήο αλά κνλάδα κήθνπο 

απνδείρζεθε όηη ηζρύεη ζηελ πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο νκνηόκνξθεο ζηξέςεο από ηνλ 

St. Venant. Ο ζπγθεθξηκέλνο ηξόπνο ζηξέβισζεο ηεο δηαηνκήο επεθηείλεηαη θαη ζηελ 

παξνύζα ζεσξία αλνκνηόκνξθεο ζηξέςεο νδεγώληαο ζε απινπνίεζή ηεο. Όπσο ζα 

θαλεί παξαθάησ, ε ζεώξεζε απηή πξνζνκνηώλεη ηελ επηξξνή ησλ νξζώλ ηάζεσλ 

σζηόζν αγλνείηαη ε επηξξνή ησλ δεπηεξνγελώλ δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ ζηελ θαζνιηθή 

ηζνξξνπία ηεο ξάβδνπ. Η ζεώξεζε αλεμάξηεηεο παξακέηξνπ ζηξέβισζεο ηεο δηαηνκήο, 

ε νπνία δελ είλαη αλάινγε ηεο ζρεηηθήο γσλίαο ζηξνθήο αλά κνλάδα κήθνπο, θαζηζηά 

δπλαηή ηε δηεξεύλεζε ηεο επηξξνήο δεπηεξνγελώλ ζηξεπηηθώλ παξακνξθώζεσλ θαη 

παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά ζην Κεθάιαην 4. Απηό ην απέδεημε θαη ν Vlasov,ζηηο αλνηθηέο 

δηαηνκέο, βαζηδόκελνο ζηηο παξαδνρέο ηεο Θ.Λ.Δ.. 

8. Η θαηαλνκή ησλ δπλάκεσλ ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ είλαη ηέηνηα, ώζηε λα ηεξνύληαη όιεο 

νη πξναλαθεξζείζεο παξαδνρέο.  

Δηδηθά γηα ηελ αλεκπόδηζηε νκνηόκνξθε ζηξέςε Saint Venant ηζρχεη ε πξφζζεηε 

παξαδνρή: 

9. Οη δηακήθεηο κεηαηνπίζεηο πνπ πξνθαινύλ ζηξέβισζε δελ παξεκπνδίδνληαη θαη είλαη 

ίδηεο γηα θάζε δηαηνκή θαη αλεμάξηεηεο από ηηο δηακήθεηο ζπληεηαγκέλεο. 

Με ηελ παξαδνρή απηή επηβάιιεηαη πεξηνξηζκφο, ηφζν ζηηο ζπλζήθεο ζηήξημεο ηεο 

ξάβδνπ (δηραισηή ζηήξημε φπσο ζην ζρήκα 3.1.5) φζν θαη ζηε θφξηηζε  ηεο, ε νπνία 
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πξέπεη λα είλαη ηέηνηα ψζηε ε ζηξεπηηθή ξνπή Mt λα είλαη ζηαζεξή ζε θάζε δηαηνκή 

ηεο ξάβδνπ.  

Η ηειεπηαία παξαδνρή καο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα φηη ε ζεσξία νκνηφκνξθεο 

ζηξέςεο βξίζθεη εθαξκνγή ζε ειάρηζηεο πεξηπηψζεηο θαη γηα απηφ θξίλεηαη 

αλαγθαία ε αλάιπζε ηεο αλνκνηφκνξθεο ζεσξίαο ζηξέςεο. 

3.2 Μεηαηνπίζεηο, παξακνξθώζεηο, ηάζεηο 
 

          Θεσξνχκε ξάβδν ηπρνχζαο δηαηνκήο, ε νπνία ππνβάιιεηαη ζε ηπρνχζα 

ζπγθεληξσκέλε ή θαηαλεκεκέλε ζηξεπηηθή θφξηηζε  t tm m x  πεξί ηνλ επηκήθε άμνλα 

ηεο x  (βι. ζρήκα 3.2.1α). Απνηέιεζκα ηεο ζηξεπηηθήο απηήο θαηαπφλεζεο είλαη ε 

ζηξνθή ηεο δηαηνκήο ηεο ξάβδνπ σο πξνο σο πξνο ην θέληξν δηαηκήζεσο S θαηά γσλία 

 x x . Σν θέληξν δηαηκήζεσο S ηαπηίδεηαη κε ην θέληξν ζπζηξνθήο ηεο δηαηνκήο ηεο 

ξάβδνπ εθφζνλ δελ επηβάιιεηαη θαηαζθεπαζηηθά θάπνην άιιν θέληξν ζπζηξνθήο. ΢ηα 

επφκελα ζεσξνχκε φηη ζηε ξάβδν δελ επηβάιιεηαη θαηαζθεπαζηηθά θάπνηνο άιινο 

άμνλαο ζπζηξνθήο. 

          Tν θέληξν δηαηκήζεσο S είλαη ην ζεκείν ζην επίπεδν ηεο δηαηνκήο, γηα ην νπνίν ε 

ξνπή ησλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ιφγσ ηέκλνπζαο έρεη κεδεληθή ηηκή. Η ζέζε ηνπ θέληξνπ 

δηαηκήζεσο είλαη αλεμάξηεηε ηνπ κεγέζνπο θαη ηνπ είδνπο ηεο εμσηεξηθήο θνξηίζεσο, 

αιιά εμαξηάηαη κφλν απφ ην γεσκεηξηθφ ζρήκα ηεο δηαηνκήο. ΢ηελ πεξίπησζε θαηά ηελ 

νπνία ε δηαηνκή έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο, ην θέληξν δηαηκήζεσο S βξίζθεηαη πάλσ ζε 

απηφλ, ελψ αλ ε δηαηνκή έρεη δχν άμνλεο ζπκκεηξίαο, ην θέληξν δηαηκήζεσο ηαπηίδεηαη 

κε ην θέληξν βάξνπο. 

Λφγσ ηεο πξναλαθεξζείζεο ζηξνθήο ηεο δηαηνκήο σο πξνο ην θέληξν δηαηκήζεσο 

S θαηά γσλία  x x  γηα ηπρφλ ζεκείν P ηεο δηαηνκήο πξνθχπηνπλ κεηαηνπίζεηο v  θαη w  

θαηά ηνπο άμνλεο y  θαη z  αληίζηνηρα, νη νπνίεο δίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (βι. παξαδνρέο 

2, 3, 5) 

  

yz

L 

Ε, G 

b=L 

a=0 

 t tm m x  

x

        (α) 
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΢σήμα 3.2.1  Ράβδνο ηπρνύζαο δηαηνκήο ππνβαιιόκελε ζε ζηξεπηηθή ξνπή tM
 

 

 

( )sin (M ) ( ) ( )x xv( x, y,z ) PP P x sin z x                                                       (3.2.2) 

( )cos (M ) ( )cos ( )x xw( x,y,z ) PP P x y x                                                         (3.2.3) 

  

ελψ γηα ηε κεηαηφπηζε u  πνπ απνηειεί ηε ζηξέβισζε ηεο δηαηνκήο ζεσξνχκε φηη ηζρχεη 

(βι. παξαδνρή 7) 

 

    x Su( x, y,z ) x y,z                                                                                        (3.2.4) 

 

φπνπ  x xx d / dx    είλαη ε ζρεηηθή γσλία ζηξνθήο δχν γεηηνληθψλ δηαηνκψλ ηεο 

ξάβδνπ αλεγκέλε ζηε κνλάδα κήθνπο θαη  S y,z  είλαη ε ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο σο 

πξνο ην θέληξν δηαηκήζεσο S, ε νπνία ραξαθηεξίδεηαη θαη σο θχξηα ζπλάξηεζε 

ζηξεβιψζεσο. Ο δείθηεο S δείρλεη φηη ε ζηξέβισζε αλαθέξεηαη ζηνλ άμνλα ζηξνθήο S. 

Η ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο S  εθθξάδεη ηε ζηξέβισζε u  πνπ πξνθχπηεη γηα κνλαδηαία 

ζρεηηθή γσλία ζηξνθήο (  x x 1  ). ΢χκθσλα κε ηελ παξαδνρή πνπ εθθξάδεη ε ζρέζε 

(3.2.4), ε ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο εμαξηάηαη κφλν απφ ηε γεσκεηξία ηεο δηαηνκήο, 

δειαδή απνηειεί παξάκεηξν απηήο θαη είλαη αλεμάξηεηε ηεο ζπληεηαγκέλεο  x . 

          ΢χκθσλα κε ηελ αλεκπφδηζηε νκνηφκνξθε ζηξέςε Saint Venant, ε ζρεηηθή γσλία 

ζηξνθήο ζα πξέπεη λα είλαη ζηαζεξή ( x c  ), ελψ ζχκθσλα κε ηελ αλνκνηφκνξθε 

ζηξέςε κε δπλάκεηο ζηξεβιψζεσο, ε ζρεηηθή γσλία ζηξνθήο είλαη ζπλάξηεζε ηεο 

δηακήθνπο ζπληεηαγκέλεο x  (  x x x   ). 

Με ηε βνήζεηα ησλ κεηαηνπίζεσλ πνπ δίδνληαη απφ ηηο πξνεγνχκελεο ζρέζεηο θαη 

εθαξκφδνληαο ηηο ζρέζεηο κεηαηνπίζεσλ - παξακνξθψζεσλ θαη ηάζεσλ - 

παξακνξθψζεσλ ηεο ζεσξίαο ειαζηηθφηεηαο απφ ην Κεθάιαην 2 (βι. ζρέζεηο   

(2.2.2.3α), (2.2.2.3β), (2.2.2.3γ), (2.2.2.3δ), (2.2.2.3ε), (2.2.2.3ζη), (2.2.3.2α), (2.2.3.2.β), 

(2.2.3.2γ), (2.2.3.2δ), (2.2.3.2ε), (2.2.3.2ζη)) ιακβάλνπκε ηηο ζπληζηψζεο ηνπ ηαλπζηή 
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παξακνξθψζεσο σο 

 

   xx x S

u
x y,z

x
  


  


                                                                                       (3.2.5α) 

yy

v
0

y



 


                                                                                                             (3.2.5β) 

zz

w
0

z



 


                                                                                                             (3.2.5γ) 

  S
xy x

u v
x z

y x y


 

  
     

   
                                                                            (3.2.5δ) 

yz

v w
0

z y


 
  
 

                                                                                                     (3.2.5ε) 

  S
xz x

u w
x y

z x z


 

   
     

   
                                                                         (3.2.5ζη) 

 

θαη ηηο ζπληζηψζεο ηνπ ηαλπζηή ηάζεσο σο 

 

  
       *

xx xx yy zz x S

E
1 E x y,z

1 1 2
       

 
        
  

                  (3.2.6α) 

  
       **

yy yy xx zz x S

E
1 E x y,z

1 1 2
       

 
          

  

             (3.2.6β) 

  
       **

zz zz xx yy x S

E
1 v v E x y,z

1 v 1 2v
             

  
                 (3.2.6γ) 

  S
xy xy xG G x z

y


  

 
      

 
                                                                         (3.2.6δ) 

yz yzG 0                                                                                                            (3.2.6ε) 

  S
xz xz xG G x y

z


  

 
      

 
                                                                       (3.2.6ζη) 

 

φπνπ  
E(1 )

E
(1 ) (1 2 )



 

 


  
,

E
E

(1 ) (1 2 )



 

 
  

 με E,G,v ην κέηξν ειαζηηθφηεηαο, 

ην κέηξν δηάηκεζεο θαη ην ιφγν Poisson. Οη ζρέζεηο πνπ δίλνπλ ηηο ηάζεηο xx , xy , xz  

κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ σο έρνπλ ζηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ελψ νη ζρέζεηο πνπ 

δίλνπλ ηηο ηάζεηο yy , zz   (πνπ δελ παξάγνπλ έξγν αθνχ νη ελεξγεηαθά ζπδπγείο 

παξακνξθψζεηο είλαη κεδεληθέο) κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ κεηά ηνλ πξνζδηνξηζκφ 

ησλ αγλψζησλ θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ. ΢ηελ παξνχζα ζεσξία γίλεηαη ε παξαδνρή φηη 

yy = zz =0, ηνλίδνληαο σζηφζν φηη ε ζπγθεθξηκέλε παξαδνρή αθελφο δελ επεξεάδεη 

ηελ ηζνξξνπία ηεο ξάβδνπ θαη αθεηέξνπ ηζρχεη ζηελ πεξίπησζε κεδεληθνχ ιφγνπ 

Poisson. Δπηπιένλ, ην  E  αληηθαζίζηαηαη απφ ην κέηξν ειαζηηθφηεηαο E , γεγνλφο πνπ 

ηζρχεη επαθξηβψο ζηελ πεξίπησζε πνπ λ=0. Η παξαδνρή απηή αληηζηνηρεί ζηε ζεσξία 

ιεπηφηνηρσλ δηαηνκψλ (Vlasov 1963), ζχκθσλα κε ηελ νπνία ηα ηνηρψκαηα ηεο δηαηνκήο 

ζεσξείηαη φηη βξίζθνληαη ζε θαηάζηαζε επίπεδεο ηάζεσο θαη απνδεηθλχεηαη φηη 
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* *

2

E(1 v )
E E E

1 v


  


. Οη πξναλαθεξζείζεο παξαδνρέο είλαη ζπλήζεηο ζηε δηαηχπσζε 

ζεσξηψλ δνθνχ (Armenakas 2006). ΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε ηεο αλεκπφδηζηεο 

νκνηφκνξθεο ζηξέςεσο Saint Venant ( x  ζηαζεξή), νη ζρέζεηο (3.2.5α) θαη (3.2.6α) 

δίδνπλ, αληίζηνηρα  

xx 0                                                                                                                        (3.2.7α) 

xx 0                                                                                                                       (3.2.7β) 

 

ελψ νη ππφινηπεο ζπληζηψζεο ησλ ηαλπζηψλ παξακνξθψζεσο θαη ηάζεσο είλαη 

ηαπηφζεκεο κε απηέο ηεο αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεσο κε δπλάκεηο ζηξεβιψζεσο. 

          ΢ηε ζπλέρεηα αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηηο ζπληζηψζεο ηνπ ηαλπζηή ηάζεσο ζηηο ηξεηο 

εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ηεο ζεσξίαο ειαζηηθφηεηαο, πνπ έρνπκε ήδε παξαζέζεη, 

ιακβάλνπκε 

 

     S
xG x z 0

y




 
    

 
                                                                                         (3.2.8α) 

    S
xG x y 0

z




 
    

 
                                                                                         (3.2.8β) 

     S S
x x x SG x z G x y E x 0

y y z z x

 
   

        
                           

       (3.2.8γ) 

 

Οη δχν πξψηεο εμηζψζεηο δελ ηθαλνπνηνχληαη  θαζψο ηνπηθά εμαζθαιίδεηαη ε ηζνξξνπία 

κφλν θαηά ηνλ άμνλα x θαη κφλν ζηελ πεξίπησζε ηεο νκνηφκνξθεο ζηξέςεο ,φπνπ ε 

ζρεηηθή γσλία ζηξνθήο παξακέλεη ζηαζεξή  x x 0   ,ηθαλνπνηνχληαη. Απφ ηε ζρέζε 

(3.2.8γ) πξνθχπηεη  

 

 

 

2 2
xS S

S2 2
x

x

G xy z

  




 
   

 
                                                                                   (3.2.9) 

 

΢ηε ζρέζε (3.2.9) ην αξηζηεξφ κέινο είλαη ζπλάξηεζε κφλν ησλ κεηαβιεηψλ y,z , 

εθφζνλ  S S y,z  , ελψ ην δεμηφ κέινο είλαη ζπλάξηεζε θαη ηεο κεηαβιεηήο x . Γηα 

ηελ αληηκεηψπηζε απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο αλαιχνπκε ηηο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζε 

πξσηνγελείο P θαη δεπηεξνγελείο S . Οη πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο θαη νη νξζέο 

ηάζεηο απφ ζηξέβισζε πξνθχπηνπλ απφ ηηο παξακνξθψζεηο (πξσηνγελείο), ελψ νη 

δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο πξνθχπηνπλ απφ ηελ αλάγθε ηζνξξνπίαο ησλ δηακήθσλ 

νξζψλ ηάζεσλ ζηξεβιψζεσο xx . 



 

Κεθάιαην 3                                                                                                                                      Αλνκνηόκνξθε ζηξέςε ξάβδνπ 

24 

 

  

(A) 

(A) 

dx  

ζxx+dζxx 

ζxx 

ζxx+dζxx 

 

ζxx 

 

η
S 

 

΢σήμα 3.2.2  Οξζέο θαη δηαηκεηηθέο ηάζεηο ιφγσ ζηξέβισζεο 

Η ζηνηρεηψδεο κεηαβνιή 
w
xxd  ησλ νξζψλ ηάζεσλ απφ ζηξέβισζε κπνξεί λα 

εμηζνξξνπεζεί κφλν απφ δηαηκεηηθέο ηάζεηο θαηά κήθνο ηεο ηνκήο Α θαη νη νπνίεο κε ηε 

βνήζεηα ηνπ ζεσξήκαηνο Cauchy νδεγνχλ ζηελ αλάπηπμε ησλ δεπηεξνγελψλ 

δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ S   ζην επίπεδν ηεο δηαηνκήο (βι. ζρήκα 3.2.2). 

Άξα έρνπκε 

 

 P S
xy xy xy                                                                                                            (3.2.10α) 

 
P S

xz xz xz                                                                                                              (3.2.10β) 

 

θαη ηζρχνπλ νη ζρέζεηο 

 

  P S
xy xG x z

y


 

 
    

 
                 

S
S S
xy G

y





 


                                           (3.2.11α-β) 

  P S
xz xG x y

z


 

 
    

 
                 

S
S S
xz G

z





 


                                           (3.2.12α-β) 

    w
xx x SE x y,z                                                                                               (3.2.13) 

 

φπνπ ηηο ζπλαξηήζεηο  P
S y,z  θαη  S

S x, y,z  νλνκάδνπκε πξσηνγελή θαη δεπηεξνγελή 

θχξηα ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο, αληίζηνηρα. Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (3.2.10) ζηελ 

πξψηε εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηεο ζεσξίαο ειαζηηθφηεηαο απνπζία καδηθψλ δπλάκεσλ 

ιακβάλνπκε  

 
P Sw P S
xy xyxx xz xz 0

x y z y z

      
    

    
                                                            (3.2.14)  

 

Γηα ηελ ηθαλνπνίεζε ηεο ζρέζεο απαηηνχκε  
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P P
xy xz 0
y z

  
 

 
                                                                                                        (3.2.15) 

θαη 

 
S S w
xy xz xx 0
y z x

    
  

  
                                                                                            (3.2.16) 

 

φπνπ κε αληηθαηάζηαζε πξνθχπηεη 

2 P 2 P
2 P S S

S 2 2
0

y z

 


 
   

 
                                                                                        (3.2.17) 

 
 2 S 2 S

x2 S PS S
S S2 2

E x

Gy z

 
 

 
     

 
                                                                 (3.2.18) 

 

          Γηα ηε κφξθσζε ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ ηεο πξσηνγελνχο θαη ηεο 

δεπηεξνγελνχο θχξηαο ζπλάξηεζεο ζηξεβιψζεσο παξαηεξνχκε ηηο δηαηκεηηθέο ηάζεηο 

ζην ζχλνξν ηεο δηαηνκήο. Δμεηάδνληαο ηε ζηνηρεηψδε επηθάλεηα dydz  ζην ζρήκα 

ιακβάλνπκε 

 
 

α 

 n  

    t  

 xy  

  xt  

 xz  

  xn  

Γ 

 Ω 

ds 

dy  

dz  

 
 

΢σήμα 3.2.3  Δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζην ζύλνξν ηεο δηαηνκήο 

 

 xn xy y xz zn n                                                                                                     (3.2.19)  

xt xy z xz yn n                                                                                                     (3.2.20) 

φπνπ  y

dy dz
n cos y,n cos

dn ds
     θαη  z

dz dy
n sin z,n sin

dn ds
       

θαη κε αληηθαηάζηαζε πξνθχπηεη 

 

 P P P
xn xy y xz zn n                     P P P

xt xy z xz yn n                                             (3.2.21α-β) 

 S S S
xn xy y xz zn n                     S S S

xt xy z xz yn n                                             (3.2.22α-β) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο εθθξάζεηο ησλ πξσηνγελψλ θαη δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ 

πνπ δίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (3.2.11, 3.2.12) ζηηο ζρέζεηο (3.2.21, 3.2.22) ιακβάλνπκε 
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 
P

P S
xn x y zG x z n y n

n


 

 
      

  

                                                                     (3.2.23α) 

 
P

P S
xt x y zG x y n z n

t


 

 
      

  

                                                                     (3.2.23β) 

 
S

S S
xn G

n





 


                                                                                                          (3.2.23γ) 

S
S S
xt G

t





 


                                                                                                           (3.2.23δ) 

 

Δπεηδή ε ξάβδνο είλαη αθφξηηζηε θαηά ηε δηακήθε θαηεχζπλζε ζηελ παξάπιεπξε 

επηθάλεηα ηεο πξέπεη γηα ιφγνπο ηζνξξνπίαο νη θάζεηεο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζην ζχλνξν 

ηεο λα κεδελίδνληαη. 

         Πξνθεηκέλνπ λα ηθαλνπνηήζνπκε ηε ζπλνξηαθή απηή ζπλζήθε απαηηνχκε  

 

 
P
xn 0             

S
xn 0                                                                                            (3.2.24α-β) 

     

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (3.2.23α, 3.2.23γ) ζηηο ζρέζεηο (3.2.24α-β) θαη 

ιακβάλνληαο ππφςε φηη ελ γέλεη xG 0  , ε ζπλνξηαθή ζπλζήθε ηεο πξσηνγελνχο 

θχξηαο ζπλαξηήζεσο ζηξεβιψζεσο δίδεηαη σο 

 
P
S

y zz n y n
n


   


                                                                                                   (3.2.25) 

θαη ε ζπλνξηαθή ζπλζήθε ηεο δεπηεξνγελνχο θχξηαο ζπλαξηήζεσο ζηξεβιψζεσο σο 

 
S
S 0
n





                                                                                                                    (3.2.26) 

               Άξα ζπκπεξαίλνπκε φηη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο πξσηνγελνχο  P
S y,z  θαη 

δεπηεξνγελνχο  S
S x, y,z  θχξηαο ζπλαξηήζεσο ζηξεβιψζεσο απαηηείηαη ε ιχζε ησλ πηo 

θάησ πξνβιεκάησλ : 

 

1. Πξόβιεκα Νeumann ηεο δηαθνξηθήο εμηζώζεσο Laplace 

 
2 P 2 P

2 P S S
S 2 2

0
y z

 


 
   

 
ζην εζσηεξηθφ ηνπ ρσξίνπ ηεο δηαηνκήο Ω                  (3.2.27α) 

 
P
S

y zz n y n
n


   


 ζην ζχλνξν ηεο δηαηνκήο Γ                          (3.2.27β) 

 

2. Πξόβιεκα Νeumann ηεο δηαθνξηθήο εμηζώζεσο Poisson 
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 2 S 2 S
x2 S PS S

S S2 2

E x

Gy z

 
 

 
     

 
 ζην εζσηεξηθφ ηνπ Ω     (3.2.28α) 

 
S
S 0
n





                                         ζην ζχλνξν ηεο δηαηνκήο Γ                     (3.2.28β) 

 

      Άξα κε βάζε ηα πξνεγνχκελα ην πεδίν κεηαηνπίζεσλ ηεο ξάβδνπ δηακνξθψλεηαη 

ηειηθά σο 

     P S
x S Su x y,z x, y,z                                                                                (3.2.33α) 

 xv z x                                                                                                              (3.2.33β) 

 xw y x                                                                                                              (3.2.33γ) 

 

 

3.3 Δληαηηθά κεγέζε,  εμίζσζε ηζνξξνπίαο, ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο 
 

          Η πξνθχπηνπζα ζηξεπηηθή ξνπή, κε νινθιήξσζε ζην επίπεδν ηεο δηαηνκήο 

ιακβάλεηαη σο  

 

 t xz xyM y z d


                                   (3.3.1) 

 

Πξνζζαθαηξψληαο ηνπο φξνπο 
P
S / y   θαη 

P
S / z   ε ζρέζε (3.3.1) γξάθεηαη σο 

 

P P P P
S S S S

t xy xzM z y d
y y z z

   
  
       

         
           


 

  

ή  

 

P P P P
S S S S

t xy xz xy xzM z y d d
y z y z 

   
     
         

             
               

    

  

θαη δηαζπψληαο ηηο ηάζεηο ζε πξσηνγελείο θαη δεπηεξνγελείο (βι. ζρήκα 3.3.1) 

 

P P P P
P P S SS S S S

t xy xz xy xzM z y d d
y z y z 

   
     
         

             
               

          (3.3.2) 

 

Έηζη, ζηελ αλνκνηφκνξθε ζηξέςε ζε θάζε δηαηνκή ηεο ξάβδνπ ηζρχεη ε ζρέζε 

 
P S

t t tM M M                                                                                                            (3.3.3) 
 

φπνπ έρεη ηεζεί  
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P P
P P PS S
t xy xzM z y d

y z

 
  
     

        
         

                                                         (3.3.4α) 

 

P P
S S SS S
t xy xzM d

y z

 
  

  
   

   
                                                                           (3.3.4β) 

 
 

  

P

tM  

 

 

  

P  

 

 

(α) 

 

  

S

tM  

 

 

  

S  

 

 

(β)  

΢σήμα 3.3.1 Δηαλνκή πξσηνγελώλ (α) θαη δεπηεξνγελώλ (β) δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ θαη πξνθύπηνπζεο 

ζηξεπηηθέο ξνπέο 

          Πξνθεηκέλνπ λα ππνινγηζζεί ην πξσηνγελέο ηκήκα 
P
tM  ηεο ζηξεπηηθήο ξνπήο, ε 

ζρέζε (3.3.4α) γξάθεηαη σο 

  

 
P P

P P P P PS S
t xy xz xy xzM d z y d

y z 

 
     
           
     
                                    (3.3.5) 

θαη θάλνληαο ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο Gauss – Green θαη ησλ ζρέζεσλ (3.2.11α), 

(3.2.12α), (3.2.27α) θαη (3.2.24α) ιακβάλνπκε 

 

 P
t t xM G I x                                                                                                       (3.3.6) 

 

φπνπ έρεη ηεζεί 

 
P P

2 2 S S
tI y z y z d

z y

 


  
      

   
                                                                    (3.3.7) 

 

Σν κέγεζνο tI  νλνκάδεηαη ζηξεπηηθή ξνπή αδξάλεηαο θαηά Saint-Venant ή ζηξεπηηθή 

ζηαζεξά. Η πνζφηεηα tGI  νλνκάδεηαη ζηξεπηηθή αληίζηαζε ηεο δηαηνκήο. 

      Οκνίσο, απφ ηε ζρέζε (3.3.4β) θαη θάλνληαο ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο Gauss – Green 
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θαη ησλ ζρέζεσλ (3.2.11β), (3.2.12β), (3.2.27β) θαη (3.2.24β) ιακβάλνπκε 

 

 S
t S xM E C x                                                                                                     (3.3.8) 

 

φπνπ έρεη ηεζεί 

 

 
2

P
S SC d



                                                                                                          (3.3.9) 

 

Σν κέγεζνο SC  νλνκάδεηαη ζηαζεξά ζηξεβιώζεσο. Η πνζφηεηα SEC  νλνκάδεηαη 

αληίζηαζε ζηξεβιώζεσο ηεο δηαηνκήο. Η ζηξεπηηθή ζηαζεξά είλαη αλεμάξηεηε ηεο 

ζέζεσο ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ, ελψ ε ζηαζεξά ζηξεβιψζεσο αλαθέξεηαη ζην 

θέληξν ζπζηξνθήο S. 

          Η κφξθσζε ηεο δηαθνξηθήο εμηζψζεσο ηζνξξνπίαο ηεο ξάβδνπ κπνξεί λα 

επηηεπρζεί  κε ηε βνήζεηα ηεο ελεξγεηαθήο κεζόδνπ. Έηζη, είλαη γλσζηφ φηη ε ζπλνιηθή 

δπλακηθή ελέξγεηα ή ζπλνιηθφ δπλακηθφ   νηνπδήπνηε ειαζηηθνχ ζπληεξεηηθνχ 

ζπζηήκαηνο ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ηνπ δπλακηθνχ ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ 

(ειαζηηθή ελέξγεηα παξακνξθψζεσο)   θαη ηνπ δπλακηθνχ ησλ εμσηεξηθψλ 

δπλάκεσλ  , δειαδή 

 

o                                                                                                         (3.3.10) 

 

          Χο δπλακηθή ελέξγεηα ελφο ειαζηηθνχ ζπζηήκαηνο, πνπ βξίζθεηαη ζε θαηάζηαζε 

παξακνξθψζεσο, νξίδεηαη ην έξγν πνπ εθηειείηαη απφ φιεο ηηο δπλάκεηο (εζσηεξηθέο θαη 

εμσηεξηθέο), αλ ην ζχζηεκα κεηαθηλεζεί απφ ηελ πξναλαθεξζείζα θαηάζηαζε ζε άιιε 

πξνεγεζείζα (πνπ ιακβάλεηαη σο αθεηεξία) θαη ε νπνία ζπλήζσο είλαη ε αξρηθή 

αθφξηηζηε θαηάζηαζε. ΢πλεπψο, ε δπλακηθή ελέξγεηα ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ 

ηζνχηαη κε ηελ ελέξγεηα παξακνξθψζεσο πνπ έρεη απνηακηεπζεί ζην ζχζηεκα, δειαδή 

κε ην έξγν ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ, θαη απηφ δηφηη αλ ην ζχζηεκα απνθνξηηζηεί ην 

έξγν πνπ ζα απνδνζεί ηζνχηαη κε ηελ ελέξγεηα παξακνξθψζεσο. Σν δπλακηθφ ησλ 

εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ γηα ζηνηρείν ξάβδνπ κνλαδηαίνπ κήθνπο ππνβαιιφκελν ζε 

ζηξεπηηθή θφξηηζε δίδεηαη απφ ηε ζρέζε 

 

      
2 2 2

P P w
xy xz xx

1 1
d d

2G 2E


 

     
 

   
 
                                              (3.3.11) 

 

΢ην δπλακηθφ ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ ηεο ζρέζεσο (3.3.11) έρεη ιεθζεί ππφςε ην 

πνζνζηφ ησλ πξσηνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ θαη ησλ νξζψλ ηάζεσλ ζηξεβιψζεσο θαη 

έρεη αγλνεζεί ην πνζνζηό ησλ δεπηεξνγελώλ δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ, γεγνλφο πνπ φπσο 

έρεη πξναλαθεξζεί απνηειεί ηε βαζηθή δηαθνξά κεηαμχ „θιαζηθήο‟ θαη „δηεπξηκέλεο‟ 

ζεσξίαο. Η παξάιεηςε ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζηελ ελέξγεηα 

παξακνξθψζεσο ζηελ ειαζηηθή ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεσο αληηζηνηρεί ζηελ 

παξάιεηςε ησλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζηελ ελέξγεηα παξακνξθψζεσο ζηελ ειαζηηθή 

ζεσξία θάκςεσο ξάβδσλ θαηά Euler-Bernoulli. 

          Αληηθαζηζηψληαο ηηο εθθξάζεηο ησλ ζπληζησζψλ ηνπ ηαλπζηή ηάζεσο απφ ηηο 

ζρέζεηο (3.2.11α), (3.2.12α) θαη (3.2.13) ζηε ζρέζε (3.3.11), ην δπλακηθφ ησλ 
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εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ γξάθεηαη σο 

 

 
2 2

P P 2
2 2 2 2 2 2 PS S

x x x S

1 1
G z G y d E d

2G y z 2E


 

 
      

               
         

   

                                                                                                                                (3.3.12)  

 

Λακβάλνληαο ππφςε φηη νη ζπλαξηήζεηο x   θαη x   είλαη αλεμάξηεηεο απφ ηηο 

ζπληεηαγκέλεο  y,z   θαη κεηά ηηο ζρεηηθέο πξάμεηο, ε ζρέζε (3.3.12) κπνξεί λα γξαθεί 

σο 

 

 

       

P P 2
2 2 2 PS S

x x S

2 2
P P P P
S S S S

x

1 1
G y z y z d E d

2 z y 2

1
G y z d

2 y z z y


 



 
     

   
 

  
         

   

                 
           

 



              (3.3.13) 

 

Με ηε βνήζεηα ηνπ ζεσξήκαηνο Gauss – Green κπνξνχκε λα γξάςνπκε ηηο ζρέζεηο 

 
P P P P

P PS S S S
S S yz d z d z n ds

y y y y y  

   
   

        
          

              
    

(3.3.14α) 

 
P P P P

P PS S S S
S S zy d y d y n ds

z z z z z  

   
   

        
          

              
    

(3.3.14β) 

 

ή κεηά ηηο ζρεηηθέο πξάμεηο 

 
P P 2 P P

P PS S S S
S S y2

z d d z n ds
y y yy  

   
   

      
       

        
    

(3.3.15α) 
P P 2 P P

P PS S S S
S S z2

y d d y n ds
z z zz  

   
   

      
       

        
    

(3.3.15β) 

 

Αζξνίδνληαο ηηο ζρέζεηο (3.3.15α), (3.3.15β) θαηά κέιε θαη κεηά ηηο ζρεηηθέο πξάμεηο 

εχθνια πξνθχπηεη φηη 
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2 2
P P P P
S S S S

P
P 2 P P S
S S S y z

y z d
y z z y

d z n y n ds
n



 

   



   

                
           

 
        

  



 

                                                (3.3.16) 

 

Λακβάλνληαο ππφςε ηηο ζρέζεηο (3.2.27α-β), ε εμίζσζε (3.3.16) γξάθεηαη σο 

 
2 2

P P P P
S S S Sy z d 0
y z z y

   


                
           

                                                   (3.3.17) 

 

΢πλδπάδνληαο ηηο ζρέζεηο (3.3.7), (3.3.9), (3.3.13) θαη (3.3.17) ην δπλακηθφ ησλ 

εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ γξάθεηαη σο 

 

  2 2
t x S x

1 1
G I E C

2 2
                                                                                   (3.3.18) 

 

          Σν δπλακηθφ ησλ εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ γηα ζηνηρείν ξάβδνπ κνλαδηαίνπ κήθνπο 

ππνβαιιφκελν ζε ζηξεπηηθή θφξηηζε tm  δίδεηαη απφ ηε ζρέζε 

 

t xm   
                              

                                                                            (3.3.19) 

 

Σν αξλεηηθφ πξφζεκν είλαη ραξαθηεξηζηηθφ ηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο θάζε εμσηεξηθήο 

θφξηηζεο, κηα θαη ζχκθσλα κε φζα πξναλαθέξζεθαλ θάζε εμσηεξηθφ θνξηίν εθηειεί 

αξλεηηθφ έξγν, θαζψο ην ζχζηεκα κεηαθηλείηαη απφ ηελ θαηάζηαζε παξακνξθψζεσο 

ζηελ αθφξηηζηε θαηάζηαζε. 

          ΢χκθσλα κε ηα πξνεγνχκελα ην ζπλνιηθφ δπλακηθφ   ζηνηρείνπ ξάβδνπ 

κνλαδηαίνπ κήθνπο κε ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ (3.3.18) θαη (3.3.19) ζα δίδεηαη απφ ηε 

ζρέζε 

 

2
o t x S x t x

1 1
G I E C m

2 2
                                                                            (3.3.20) 

 

θαη γηα ηε ζπλνιηθή ξάβδν κήθνπο L απφ ηε ζρέζε 

 

L 2
o t x S x t x0

1 1
G I E C m dx

2 2
   

 
         

 
                                                    (3.3.21) 

 

Γηα ηε κφξθσζε ηεο δηαθνξηθήο εμηζψζεσο ηζνξξνπίαο ηεο ξάβδνπ ζα 

εθαξκφζνπκε έλα ελεξγεηαθφ θξηηήξην, γλσζηφ σο αξρή ηεο ζηάζηκεο ηηκήο ηεο 

ζπλνιηθήο δπλακηθήο ελέξγεηαο, ην νπνίν δηαηππψλεηαη σο εμήο: Μεηαμύ όισλ ησλ 

θηλεκαηηθά ζπκβηβαζηώλ ζέζεσλ ελόο ζπληεξεηηθνύ ζπζηήκαηνο, εθείλεο πνπ ηθαλνπνηνύλ 

ηηο ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο δίδνπλ ζηάζηκε ηηκή ηεο ζπλνιηθήο δπλακηθήο ελέξγεηαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο σο πξνο κηθξέο θαη θηλεκαηηθά ζπκβηβαζηέο κεηαβνιέο ησλ κεηαηνπίζεσλ ηνπ. 
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Η αξρή απηή, πνπ ηζρχεη θαη αλ αθφκε ε ζρέζε θφξηηζεο – παξακφξθσζεο είλαη κε 

γξακκηθή, εθθξάδεηαη απφ ηελ εμίζσζε 

 

    0     
 
                                                                                            (3.3.22) 

 

φπνπ δ είλαη ηειεζηήο πνπ ζπκβνιίδεη (απεηξνζηή) κεηαβνιή ηεο πνζφηεηαο επί ηεο 

νπνίαο εθαξκφδεηαη ιφγσ δπλαηήο κεηαηνπίζεσο. Δάλ ε ζηάζηκε ηηκή είλαη έλα ηνπηθφ 

ειάρηζην, ηφηε ε θαηάζηαζε ηεο ηζνξξνπίαο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη επζηαζήο θαη ε ζρέζε 

(3.3.22) εθθξάδεη ηελ αξρή ηεο ειάρηζηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο, ηελ νπνία θαη ζα 

εθαξκφζνπκε γηα λα κνξθψζνπκε ηε δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο. Η αλαγθαία 

ζπλζήθε αθξφηαηνπ ηεο ζρέζεσο (3.3.22) νδεγεί ζηηο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο 

Euler-Lagrange, νη νπνίεο δηέπνπλ ηελ ηζνξξνπία ειαζηηθνχ ζπζηήκαηνο ζηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε. ΢χκθσλα ινηπφλ κε ηηο εμηζψζεηο απηέο, ζπλαξηεζηαθφ 

ηεο κνξθήο  x x xx, , ,        παξνπζηάδεη αθξφηαην (εδψ ειάρηζην), φηαλ ν 

ππξήλαο ηνπ νινθιεξψκαηνο ηεο ζρέζεσο (3.3.21), ηνλ νπoίν νλνκάδνπκε  F ,  

ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε 

 
2

2
x x x

F d F d F
0

dx dx

  

  
  

 
                                                                                    (3.3.23) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηε ζρέζε (3.3.20) ζηε ζρέζε (3.3.23) πξνθχπηεη ε δηαθνξηθή εμίζσζε 

ηεηάξηεο ηάμεσο ηζνξξνπίαο ηεο ξάβδνπ ιφγσ αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεσο σο 

 

 

t t x S xm G I E C                                                                                                               (3.3.24) 

 

Οινθιεξψλνληαο ηε ζρέζε (3.3.24) πξνθχπηεη φηη 

 

t t x S xM GI EC                                                                                                (3.3.25) 

 

Η ζρέζε (3.3.25) απνηειεί ηε δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηξίηεο ηάμεσο ηεο 

νκνγελνχο ηζφηξνπεο ξάβδνπ ππνβαιιφκελεο ζε αλνκνηφκνξθε ζηξέςε.  

          ΢ηε ζπλέρεηα, ζε αλαινγία κε ηηο θακπηηθέο ξνπέο yM , zM  νξίδνπκε έλα λέν 

ζηαηηθφ κέγεζνο, ην νπνίν νλνκάδνπκε δίξξνπν ζηξεβιώζεσο θαη ην νπνίν δίδεηαη 

απφ ηε ζρέζε 

 
P w

w S xxM d


                                                                                                 (3.3.26) 

 

Η αλάγθε ζεψξεζεο ηνπ λένπ εληαηηθνχ κεγέζνπο πξνθχπηεη απφ ην γεγνλφο φηη 

y zM M N 0    αιιά νξζέο ηάζεηο ππάξρνπλ ζηε δηαηνκή, νπφηε αλ δελ ζεσξεζεί 

θάπνην λέν κέγεζνο, ε ειαζηηθή ελέξγεηα πνπ νθείιεηαη ζηηο νξζέο ηάζεηο xx , ζα 

αγλνεζεί. Αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε ηεο νξζήο ζπληζηψζαο ηάζεσο 
w
xx  απφ ηε 

ζρέζε (3.2.13) ζηε ζρέζε (3.3.26), ε ηειεπηαία γξάθεηαη σο 



 

Κεθάιαην 3                                                                                                                                      Αλνκνηόκνξθε ζηξέςε ξάβδνπ 

33 

 

 
2

P
w x SM E d



                                                                                           (3.3.27) 

 

ή κε ηε βνήζεηα ηεο ζρέζεσο (3.3.9) 

 

w S xM EC                                                                                                        (3.3.28) 

 

θαη επνκέλσο ε ζρέζε (3.2.13) κπνξεί λα γξαθεί θαη κε ηε κνξθή 

 

w Pw
xx S

S

M

C
                                                                                                       (3.3.29) 

 

΢πλδπάδνληαο ηηο ζρέζεηο (3.3.28) θαη (3.3.8) πξνθχπηεη ε ζρέζε πνπ ζπζρεηίδεη ηε 

δεπηεξνγελή ζηξεπηηθή ξνπή θαη ην δίξξνπν ζηξεβιψζεσο σο 

 

Sw
t

dM
M

dx
                                                                                                           (3.3.30) 

 

          Η ιχζε ηεο δηαθνξηθήο εμηζψζεσο ηζνξξνπίαο ηεο ζρέζεο (3.3.24) εμαξηάηαη 

αθελφο απφ ηε ζηξεπηηθή θφξηηζε ηεο ξάβδνπ θαη αθεηέξνπ απφ ηηο ζηξεπηηθέο 

ζπλζήθεο ζηήξημεο ηεο ζην ζχλνξν ή θαη ζην εζσηεξηθφ ηεο. Οη πιένλ γεληθέο 

γξακκηθέο ζπλνξηαθέο ζηξεπηηθέο ζπλζήθεο ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ πεξηγξάθνληαη 

απφ ηηο ζρέζεηο 

 

1 x 2 t 3a a M a                                                                                                  (3.3.31α) 

 

1 x 2 w 3M                                                                                                   (3.3.31β) 

 

Θέηνληαο ηηο θαηάιιειεο ηηκέο ζηηο κεηαβιεηέο  i ia ,   κπνξνχκε λα ιάβνπκε φια ηα 

είδε ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ φπσο πάθησζε, δηραισηή ζηήξημε, ειεχζεξν άθξν, 

ειαζηηθή ζηήξημε. Έηζη γηα πάθησζε θαη ζηα δχν άθξα ζέηνπκε 1a =1, 2a =0, 3a =0, 

1 =1, 2 =0, 3 =0,γηα δηραισηέο ζηεξίμεηο 1a =1, 2a =0, 3a =0, 1 =0, 2 =1, 3 =0,γηα 

ειεχζεξν άθξν 1a =0, 2a =1, 3a =0, 1 =0, 2 =1, 3 =0. 

          Έηζη, ζχκθσλα κε ηα πξνεγνχκελα γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο γσλίαο ζηξνθήο 

 x x  θαη ησλ παξαγψγσλ ηεο, πνπ απαηηνχληαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ 

αλαπηπζζφκελσλ ηάζεσλ ζηε δηαηνκή ηεο ξάβδνπ ζηελ πεξίπησζε ηεο 

αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεσο απαηηείηαη ε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθψλ ηηκψλ 

πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηε εμίζσζε (3.3.24) ζην εζσηεξηθφ ηεο ξάβδνπ ππνθείκελε 

ζηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (3.3.31) ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ x 0, L . ΢ηελ πεξίπησζε 

ηεο νκνηφκνξθεο ζηξέςεσο (Saint-Venant) ε ζρεηηθή γσλία ζηξνθήο είλαη ζηαζεξή 

(  x x c  ), νπφηε ζα έρνπκε 

 

x x x 0                                                                                                          (3.3.32) 

Έηζη, ε δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηεηάξηεο ηάμεσο γξάθεηαη σο 
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tm 0                                                                                                                    (3.3.33) 

 

θαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηξίηεο ηάμεσο (βι. ζρέζε 3.3.25) γξάθεηαη σο 

 

tM = ζηαζεξή                                                                                                       (3.3.34) 

 

Η εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηεο ξάβδνπ πξνθχπηεη απφ ηηο ζρέζεηο (3.3.25) θαη (3.3.32) σο 

 

t t xM G I                                                                                                          (3.3.35) 

 

Δλψ ε γσλία ζηξνθήο θαη ε ζρεηηθή γσλία ζηξνθήο δίλνληαη σο 

 

  t
x

t

M
x x

GI
                                                                                                      (3.3.36α) 

  t
x

t

M
x

GI
                                                                                                         (3.3.36β) 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο 

ξάβδσλ πξνηηκάηαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε 4
εο

 ηάμεο, παξά ε δηαθνξηθή εμίζσζε 3
εο

 

ηάμεο  γηα ην ιφγν φηη ε πξψηε είλαη αλεμάξηεηε ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ. 

          Σέινο, νξίδεηαη ην κέγεζνο ε πνπ θαιείηαη ΢πληειεζηήο ΢ηξεπηηθήο 

Απνζβέζεσο ζχκθσλα κε ηε ζρέζε 

 

t

S

GI
L

EC
                                                                                                           (3.3.37) 

 

Ο ζπληειεζηήο απηφο καο δίλεη κηα πνηνηηθή εηθφλα γηα ην αλ ε αλαπηπζζφκελε 

ζηξεςε ζηε ξάβδν ραξαθηεξίδεηαη σο νκνηφκνξθε ή αλνκνηφκνξθε. Μηθξέο ηηκέο 

ηνπ ε ππνδεηθλχνπλ θπξίσο αλνκνηφκνξθε ζηξέςε ελψ κεγάιεο ηηκέο ππνδεηθλχνπλ 

φηη αλαπηχζζεηαη θπξίσο νκνηφκνξθε ζηξέςε. ΢ε επφκελν θεθάιαην κε αξηζκεηηθά 

παξαδείγκαηα ζα δεηρζεί φηη ην ε θαζνξίδεη ην πφζν γξήγνξα ζβήλνπλ ηα εληαηηθά 

κεγέζε αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο καθξηά απφ ζέζεηο ζηήξημεο ή ζπγθεληξσκέλσλ 

θνξηίσλ θαη δελ επεξεάδεη ηηο κέγηζηεο ηηκέο ηνπο. Μηα θαιή εξκελεία, ζχκθσλα κε 

ηνπο Ramm and Hofmann (1995) γηα ηηο ηηκέο ηνπ ε είλαη ε εμήο:  

 γηα 1   αλαπηχζζνληαη θπξίσο δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο θαη νξζέο 

ηάζεηο απφ ζηξέβισζε θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ (αλνκνηφκνξθε ζηξέςε) 

 γηα 1 15   αλαπηχζζνληαη πξσηνγελείο, δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο 

θαη νξζέο ηάζεηο απφ ζηξέβισζε θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ (αλνκνηφκνξθε 

ζηξέςε) 

 γηα 15   αλαπηχζζνληαη θπξίσο πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο θαηά κήθνο 

ηεο ξάβδνπ (νκνηφκνξθε ζηξέςε) 
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4.1 Βαζηθέο έλλνηεο 

          Όπσο είδακε κέρξη ηψξα ε νκνηφκνξθε ζηξέςε απαηηεί ζηαζεξή ηηκή ηεο 

ζηξεπηηθήο ξνπήο ζε φιν ην κήθνο ηεο ξάβδνπ αιιά θαη ηελ ειεχζεξε αλάπηπμε ηεο 

ζηξέβισζεο ρσξίο απηή λα παξεκπνδίδεηαη. Δπίζεο, αλαιχζακε ηελ „θιαζηθή‟ 

ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο, ε νπνία εθαξκφδεηαη ζε πεξίπησζε ηπρνχζαο 

θφξηηζεο ή ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ πνπ παξεκπνδίδνπλ ηελ ζηξέβισζε, θαη ζηελ 

νπνία εθηφο απφ ηηο πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο St.Venant αλαπηχζζνληαη νξζέο 

θαη δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ιφγσ ζηξέβισζεο. ΢ηηο δχν απηέο ζεσξίεο  ε 

ζηξέβισζε ζεσξείηαη αλάινγε ηεο ζπζηξνθήο x  . Με ηε ζεψξεζε απηή, ζηελ 

θαζνιηθή ηζνξξνπία ηεο ξάβδνπ ιακβάλνληαη ππφςηλ κφλν νη πξσηνγελείο 

δηαηκεηηθέο θαη νη νξζέο ηάζεηο ελψ νη δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ππνινγίδνληαη κεηά 

ηελ επίιπζή ηεο. Απηφ έρεη σο απνηέιεζκα λα αγλνείηαη ε επηξξνή ησλ δεπηεξνγελψλ 

ζηξεπηηθψλ παξακνξθψζεσλ ζηελ θαζνιηθή ηζνξξνπία ηεο ξάβδνπ. Η επηξξνή απηή 

κπνξεί λα ιεθζεί ππφςηλ κε ηελ πηνζέηεζε ελφο λένπ θηλεκαηηθνχ κεγέζνπο 

(πξσηνγελήο ζπζηξνθή  P
x

ή αλεμάξηεηε παξάκεηξνο ζηξέβισζεο x ) ην νπνίν 

δελ είλαη αλάινγν κε ηε ζρεηηθή γσλία ζηξνθήο. Δπηζεκαίλεηαη φηη ζηε ζχγρξνλε 

βηβιηνγξαθία ππνδεηθλχεηαη φηη ε επηξξνή δεπηεξνγελψλ ζηξεπηηθψλ 

παξακνξθψζεσλ είλαη ζεκαληηθή ηδίσο ζε ξάβδνπο θιεηζηψλ  δηαηνκψλ (Rubin 2005, 

Murin and Kutis 2008) φπνπ ιφγσ γεσκεηξίαο νη δηαηκεηηθέο ηάζεηο ιακβάλνπλ 

πςειέο ηηκέο θαη ζην Κεθάιαην 6 ζα εμεηαζηνχλ αξηζκεηηθά νη επηξξνέο απηέο ηφζν 

ζε θιεηζηέο φζν θαη ζε αλνηθηέο ξάβδνπο. 

          ΢ηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηαζηεί ε ειαζηηθή ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο 

ξάβδσλ δηαηνκήο δηπιά ζπκκεηξηθήο κε επηξξνή δεπηεξνγελψλ ζηξεπηηθψλ 

παξακνξθψζεσλ („δηεξπκέλε‟ ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο). Καη απηή ε ζεσξία 

δηέπεηαη απφ θάπνηεο βαζηθέο παξαδνρέο κεξηθέο εθ ησλ νπνίσλ ηαπηίδνληαη κε απηέο 

ηεο „θιαζηθήο‟ ζεσξίαο.  

Παξαδνρέο ειαζηηθήο ζεσξίαο αλνκνηόκνξθεο ζηξέςεο κε επηξξνή 

δεπηεξνγελώλ ζηξεπηηθώλ παξακνξθώζεσλ: 

1. Η ξάβδνο είλαη επζύγξακκε. 

2. Εγθάξζηεο παξακνξθώζεηο ηεο δηαηνκήο ζε θαηάζηαζε θνξηίζεσο δελ          

αλαπηύζζνληαη, δειαδή ην ζρήκα ηεο δηαηνκήο δηαηεξείηαη. 

3. Η δηαηνκή ηεο ξάβδνπ είλαη ζηαζεξή. 

4. Η δηαηνκή ηεο ξάβδνπ είλαη δηπιά ζπκκεηξηθή. ΢ηελ πεξίπησζε φπνπ ε δηαηνκή 

έρεη έλαλ ή θαλέλαλ άμνλα ζπκκεηξίαο, ε ζηξεπηηθή θαη θακπηνδηαηκεηηθή 

θαηαπφλεζε είλαη ζπδεπγκέλεο θαη πξέπεη λα κειεηεζνχλ καδί (Slivker2007, 

Kim and Kim 2005). Όηαλ ε δηαηνκή δηαζέηεη δχν άμνλεο ζπκκεηξίαο, ηφηε ε 

ζηξεπηηθή θαηαπφλεζε κπνξεί λα κειεηεζεί απηφλνκα (Slivker2007, Laudiero 

and Savoia1990, Kraus 2007, Sapountzakis and Mokos2009). 

5. ΢ηε ξάβδν δελ επηβάιιεηαη θαηαζθεπαζηηθά θάπνηνο άμνλαο πεξηζηξνθήο. Ο 

άμνλαο πεξηζηξνθήο ηαπηίδεηαη κε ηνλ άμνλα πνπ δηέξρεηαη από ην γεσκεηξηθό 

θέληξν ησλ δηαηνκώλ.  

6. Η ζηξνθή ηεο δηαηνκήο ζεσξείηαη ηόζν κηθξή, ώζηε ην ηόμν κε θαιή πξνζέγγηζε 

λα κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί από ηε ρνξδή ηνπ.  

7. Σν πιηθό ηεο ξάβδνπ ζεσξείηαη νκνγελέο, ηζόηξνπν, ζπλερέο θαη γξακκηθά 

ειαζηηθό θαη ζπλεπώο ηζρύνπλ νη ζρέζεηο ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο ειαζηηθόηεηαο. 
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Η νκνηνγέλεηα εμαζθαιίδεη ηελ νκνηνκνξθία ησλ ηδηνηήησλ ηνπ πιηθνύ από 

ζεκείν ζε ζεκείν, ελώ ε ηζνηξνπία αθνξά ηελ νκνηνκνξθία ησλ ηδηνηήησλ θαηά 

ηηο δηάθνξεο δηεπζύλζεηο. 

8. Η ζηξέβισζε ησλ δηαηνκώλ είλαη αλάινγε ηεο πξσηνγελνύο ζρεηηθήο γσλίαο 

ζηξνθήο ησλ δηαηνκώλ αλά κνλάδα κήθνπο (ή αλεμάξηεηεο παξάκεηξνπ 

ζηξέβισζεο) θαη όρη ηεο ζπλνιηθήο ζρεηηθήο γσλίαο ζηξνθήο όπσο ίζρπε ζηελ 

„θιαζηθή‟ ζεσξία κε απνηέιεζκα ε επηξξνή ησλ δεπηεξνγελώλ ζηξεπηηθώλ 

παξακνξθώζεσλ λα κπνξεί λα ιεθζεί ππόςηλ ζηελ θαζνιηθή ηζνξξνπία ηεο 

ξάβδνπ. 

9. Η θαηαλνκή ησλ δπλάκεσλ ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ είλαη ηέηνηα, ώζηε λα 

ηεξνύληαη όιεο νη πξναλαθεξζείζεο παξαδνρέο.  

 

Παξαηεξνχκε ,ινηπφλ, φηη ε „θιαζηθή‟ θαη ε „δηεπξπκέλε‟ ζεσξία ηαπηίδνληαη ζε 

φιεο ηηο παξαδνρέο εθηφο απφ ηελ παξαδνρή 4 ηεο „δηεπξπκέλεο‟ πνπ είλαη πξφζζεηε 

θαη ηελ παξαδνρή 8 ηεο „δηεπξπκέλεο‟ κε ηελ αληίζηνηρε παξαδνρή 7 ηεο „θιαζηθήο‟. 

 

4.2 Μεηαηνπίζεηο, παξακνξθώζεηο, ηάζεηο 
 

          Θεσξνχκε επζχγξακκε πξηζκαηηθή ξάβδν (βι. παξαδνρέο 1,3) ηπρνχζαο δηπιά 

ζπκκεηξηθήο δηαηνκήο (βι. παξαδνρή 4) ε νπνία ππνβάιιεηαη ζε ζπγθεληξσκέλεο ε 

θαηαλεκεκέλεο ζηξεπηηθέο ξνπέο tm =  tm x  θαη δίξξνπα ζηξέβισζεο  wm =  wm x   

πεξί ην δηακήθε άμνλά ηεο x(΢ρ.4.2.1α). Ο δηακήθεο άμνλαο δηέξρεηαη απφ ηα θέληξα 

ζπζηξνθήο S ησλ δηαηνκψλ. Σα ζεκεία S ηαπηίδνληαη κε ηα γεσκεηξηθά θέληξα C  

εμαηηίαο ηνπ δηπιά ζπκκεηξηθνχ ζρήκαηνο ηεο δηαηνκήο( βι. ΢ρ.4.2.1β θαη παξαδνρή 

5). 

 

 

 
 

x,u 

z,w 

l 

 

C≡S 
y,v  tm x

 wm x

 

: γεσκεηξηθφ θέλη

: θέληξν ζπζηξνθήο

ξν

S

C


 

 

(α) 
 

C: Γεσκεηξηθό θέληξν 

S: Κέληξν ζπζηξνθήο 
 

n 
t 

y 

z 

 

Γ1 ΓΚ 

Γ0 

0 

CS 

(Ω) 

s 



                        (β) 
 

΢σήμα 4.2.1  Πξηζκαηηθή ξάβδνο ππνβαιιόκελε ζε ηπρνύζα ζηξεπηηθή θόξηηζε (α) κε δηαηνκή 

ηπρόληνο δηπιά ζπκκεηξηθνύ ζρήκαηνο πνπ θαηαιακβάλεη ην δηδηάζηαην ρσξίν   (β). 
 

          Με βάζε ηηο παξαδνρέο 2&6 νη εγθάξζηεο κεηαηνπίζεηο v, w θαηά ηνπο άμνλεο 

y, z αληίζηνηρα δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (3.2.2), (3.2.3) σο 
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   xv x, y,z z x                                                                                                (4.2.1)    

   xw x,y,z y x                                                                                                (4.2.2) 

Όπνπ x  ε ζπλνιηθή γσλία ζηξνθήο. Πξνθεηκέλνπ λα ιεθζεί ππφςηλ ε επηξξνή ησλ 

δεπηεξνγελψλ ζηξεπηηθψλ παξακνξθψζεσλ ε δηακήθεο κεηαηφπηζε  ζεσξείηαη φηη 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε ( βι. παξαδνρή 8) 

 

     P
x Su x, y,z x y,z                                                                                      (4.2.3) 

 

Όπνπ x  είλαη ε αλεμάξηεηε παξάκεηξνο ζηξέβισζεο θαη 
P
S  είλαη ε πξσηνγελήο 

ζπλάξηεζε ζηξέβισζεο σο πξνο ην ζεκείν  S. Η παξάκεηξνο x  είλαη ζπλάξηεζε ηεο 

δηακήθνπο ζπληεηαγκέλεο θαη πεξηγξάθεη ην κέγεζνο ηεο ζηξέβισζεο ζε κηα δηαηνκή 

ελψ θαιείηαη θαη αλεμάξηεηε παξάκεηξνο ζηξέβισζεο (Wunderlich 1986). 

Υαξαθηεξίδεηαη σο αλεμάξηεηε δηφηη δελ ηζρχεη x = x   φπσο ζηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία 

ελψ ε θπζηθή ηεο ζεκαζία αλαδεηθλχεηαη απφ ηελ ελαιιαθηηθή δηαηχπσζε κε ηελ 

νπνία κπνξεί λα πεξηγξάθεη ε επηξξνή ησλ δεπηεξνγελψλ ζηξεπηηθψλ 

παξακνξθψζεσλ. ΢χκθσλα κε απηή, ην πεδίν κεηαηνπίζεσλ ηεο ξάβδνπ θαη ε γσλία 

ζηξνθήο δηαζπψληαη ζε πξσηνγελέο θαη δεπηεξνγελέο κέξνο 

 

P Su u u                                                                                                            (4.2.4α) 
P Sv v v                                                                                                            (4.2.4β) 
P Sw w w                                                                                                          (4.2.4γ) 
P S

x x x                                                                                                            (4.2.4δ) 

 

φπνπ ην πξσηνγελέο κέξνο ηαπηίδεηαη κε απηφ ηεο „θιαζηθήο‟ ζεσξίαο 

αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο σο  

 

     P P P
x Su x, y,z y,z 


                                                                                 (4.2.5α) 

   P P
xv x, y,z z x                                                                                          (4.2.5β) 

   P P
xw x,y,z y x                                                                                           (4.2.5γ) 

 

ελψ ην δεπηεξνγελέο δίλεηαη σο 

 

 Su x, y,z 0                                                                                                      (4.2.6α) 

   S S
xv x, y,z z x                                                                                           (4.2.6β) 

   S S
xw x,y,z y x                                                                                           (4.2.6γ) 

 

Παξαηεξνχκε ινηπφλ φηη 
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 P
x x 


                                                                                                                                    (4.2.7) 

 

΢ηα επφκελα παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά ε δηαηχπσζε πνπ βαζίδεηαη ζην πεδίν 

κεηαηνπίζεσλ (4.2.4-6) ζέηνληαο S
x = x - P

x  
          Απφ ηξηζδηάζηαηε ζεσξία ειαζηηθφηεηαο (βι. Κεθάιαην 2 –ζρέζεηο (2.2.2.3)) 

νη νξζέο θαη δηαηκεηηθέο παξακνξθψζεηο δίλνληαη ζπλαξηήζεη ησλ κεηαηνπίζεσλ σο
 

xx

u

x






                  yy

v

y






                   zz

u

z






 (4.2.8α,β,γ) 

 

xy

v u

x y


 
 
 

         xz

w u

x z


 
 
 

           yz

w v

y z


 
 
 

 (4.2.8δ,ε,ζη) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (4.2.4-6) ζηηο (4.2.8) πξνθχπηεη 

 

 P P
xx x S  


                                                                                                     (4.2.9α) 

yy 0 
  
                                                                                                              (4.2.9β) 

zz 0 
 
                                                                                                                (4.2.9γ) 

 
P

P S
xy x xz

y


  


 


                                                                                        (4.2.9δ) 

 
P

P S
xz x x y

z


  


 


                                                                                        (4.2.9ε) 

yz 0                                                                                                                  (4.2.9δ) 

θαη δηαρσξίδνληαο πξσηνγελέο θαη δεπηεξνγελέο κέξνο νη ζρέζεηο (4.2.9δ) θαη 

(4.2.9ε) γξάθνληαη σο 

 

 
δεπηεξνγελείοπξσηνγελείο

P P
PS S

xy x x xz
y y

 
   

    
           

                                                           (4.2.10α) 

 
δεπηεξνγελείοπξσηνγελείο

P P
PS S

xz x x xy
z z

 
   

    
           

                                                          (4.2.10β) 

 

θαη ζχκθσλα κε ηε ζρέζε (4.2.4δ)  

 

   P S
x x x  
 

                                                                                             (4.2.11) 

 

          Ο ππνινγηζκφο ησλ ηάζεσλ βαζίδεηαη ζηνλ θαηαζηαηηθφ λφκν ηνπ Hooke (βι. 

παξαδνρή 7) ν νπνίνο ζπζρεηίδεη γξακκηθά ηνλ ηαλπζηή παξακνξθψζεσο κε ηνλ 

ηαλπζηή ηάζεσο. Έηζη ππνζέηνληαο νκνγελέο, ηζφηξνπν θαη γξακκηθά ειαζηηθφ πιηθφ 

(βι. παξαδνρή 7) νη ζπληζηψζεο ηνπ ηαλπζηή ηάζεσο δίλνληαη σο  
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 P P
xx x SE   
                                                                                                (4.2.12α) 

 P P
yy x SE   
                                                                                              (4.2.12β) 

 P P
zz x SE   
                                                                                              (4.2.12γ) 

 
δεπηεξνγελείοπξσηνγελείο

P P
PS S

xy x x xG z G
y y

 
   

    
           

                                                        (4.2.12δ) 

 
δεπηεξνγελείοπξσηνγελείο

P P
PS S

xz x x xG y G
z z

 
   

    
           

                                                        (4.2.12ε) 

yz 0                                                                                                                 (4.2.12δ) 

 

φπνπ  
E(1 )

E
(1 ) (1 2 )



 

 


  
,

E
E

(1 ) (1 2 )



 

 
  

 με E,G,v ην κέηξν 

ειαζηηθφηεηαο, ην κέηξν δηάηκεζεο θαη ην ιφγν Poisson. Οη ζρέζεηο πνπ δίλνπλ ηηο 

ηάζεηο xx , xy , xz  κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ σο έρνπλ ζηηο εμηζψζεηο 

ηζνξξνπίαο ελψ νη ζρέζεηο πνπ δίλνπλ ηηο ηάζεηο yy , zz   (πνπ δελ παξάγνπλ έξγν 

αθνχ νη ελεξγεηαθά ζπδπγείο παξακνξθψζεηο είλαη κεδεληθέο) κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ κεηά ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ αγλψζησλ θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ. ΢ηελ 

παξνχζα ζεσξία γίλεηαη ε παξαδνρή φηη yy = zz =0, ηνλίδνληαο σζηφζν φηη ε 

ζπγθεθξηκέλε παξαδνρή αθελφο δελ επεξεάδεη ηελ ηζνξξνπία ηεο ξάβδνπ θαη 

αθεηέξνπ ηζρχεη ζηελ πεξίπησζε κεδεληθνχ ιφγνπ Poisson. Δπηπιένλ, ην  E  

αληηθαζίζηαηαη απφ ην κέηξν ειαζηηθφηεηαο E , γεγνλφο πνπ ηζρχεη επαθξηβψο ζηελ 

πεξίπησζε πνπ λ=0. Η παξαδνρή απηή αληηζηνηρεί ζηε ζεσξία ιεπηφηνηρσλ δηαηνκψλ 

(Vlasov 1963), ζχκθσλα κε ηελ νπνία ηα ηνηρψκαηα ηεο δηαηνκήο ζεσξείηαη φηη 

βξίζθνληαη ζε θαηάζηαζε επίπεδεο ηάζεσο θαη απνδεηθλχεηαη φηη 

* *

2

E(1 v )
E E E

1 v


  


. Οη πξναλαθεξζείζεο παξαδνρέο είλαη ζπλήζεηο ζηε 

δηαηχπσζε ζεσξηψλ δνθνχ (Armenakas 2006). Άξα νη κε κεδεληθέο ζπληζηψζεο ηνπ 

ηαλπζηή ηάζεσλ είλαη  

 

 P P
xx x SE  


                                                                                               (4.2.13α) 

 
δεπηεξνγελείοπξσηνγελείο

P P
PS S

xy x x xG z G
y y

 
   

    
           

                                                     (4.2.13β) 

 
δεπηεξνγελείοπξσηνγελείο

P P
PS S

xz x x xG y G
z z

 
   

    
           

                                                     (4.2.13γ) 
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4.3 Πξσηνγελήο ζπλάξηεζε ζηξέβισζεο, ηνπηθέο εμηζώζεηο 

ηζνξξνπίαο 

 

          Η πξσηνγελήο ζπλάξηεζε ζηξέβισζεο ππνινγίδνληαη απφ ηελ επίιπζε ηνπ 

ίδηνπ πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθψλ ηηκψλ πνπ έρεη δηαηππσζεί ζηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία 

αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο (βι. Κεθάιαην 3) 
 

2 P
S 0      ζην                                                                                               (4.3.1α) 

P
S

y zzn yn
n


 


    ζην                                                                                    (4.3.1β) 

 

θαη απαηηψληαο παξάιιεια λα ηζρχεη ε ζπλζήθε νξζνγσληθφηεηαο 

 
P
S d 0



                                                                                                             (4.3.2) 

 

Με απηφ ηνλ ηξφπν εμαζθαιίδεηαη φηη νη πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο απνηεινχλ 

απηντζνξξνπνχκελε θαηαλνκή ηάζεσλ ζε επίπεδν πιηθνχ ζεκείνπ (βι. ζρέζε (4.3.1)) 

θαη φηη ε ζηξεπηηθή έληαζε δελ νδεγεί ζε αμνληθή θαηαπφλεζε (βι. ζρέζε  (4.3.2)). 

Όκσο αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηηο ζρέζεηο πνπ δίλνπλ ηηο ηάζεηο ζηελ δηαθνξηθή 

εμίζσζε ηζνξξνπίαο θαη ζηελ αληίζηνηρε ζπλνξηαθή ζπλζήθε ζε επίπεδν πιηθνχ 

ζεκείνπ παξαηεξνχκε φηη δελ επαιεζεχνληαη εμαηηίαο ηεο θαθήο θαηαλνκήο ησλ 

δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ. 

 

xyxx xz 0
x y z

  
  

  
 ζην                                        (4.3.3α) 

xy y xz z xn n t    ζην                                                                                     (4.3.3β) 

 

Σν ζηνηρείν απηφ είλαη αλάινγν κε ηε ζεσξία Timoshenko θακπηφκελσλ ξάβδσλ πνπ 

παξνπζηάδεη ην ίδην πξφβιεκα κε απνηέιεζκα λα  πξέπεη λα εηζαρζεί θαη εδψ έλαο 

ζηξεπηηθφο δηνξζσηηθφο ζπληειεζηήο δηάηκεζεο ν ππνινγηζκφο ηνπ νπνίνπ ζα γίλεη 

ζηα επφκελα. 

 

4.4 Δληαηηθά κεγέζε, θαζνιηθέο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο, 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

 
          Όπσο θαη ζηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία ιακβάλνληαη θαη εδψ ηα παξαθάησ εληαηηθά 

κεγέζε (βι. ζρέζεηο (3.3.4),(3.3.26))  

 

d
P P

P P PS S
t xy xzM z y

y z

 
  
     

       
         

                                                     (4.4.1α) 

d
P P

S S SS S
t xy xzM

y z

 
  
  

   
   
                                                                     (4.4.1β) 
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P
w xx SM d



                                                                                                 (4.4.1γ) 

 

Καη αληηθαζηζηψληαο ζε απηά ηηο ζρέζεηο (4.2.13) πξνθχπηεη 

 
P P
t t xM GI                                                                                                         (4.4.2α) 

 S S P
t t x xM GI  

 
   

 

                                                                                      (4.4.2β) 

 P
w S xM EC 


                                                                                                (4.4.2γ) 

 

 

Όπνπ νη γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο δίλνληαη σο 

 

d
P P

P 2 2 S S
tI y z y z

z y

 


  
    

   
                                                                (4.4.3α) 

2 2
P P

S S S
t xI k d

y z

 


          
         

                                                                      (4.4.3β) 

 
2

P
S SC d



                                                                                                   (4.4.3γ) 

Όπνπ ζηαζεξά 
P
tI είλαη ίδηα κε απηή ηνπ Κεθαιαίνπ 3 (βι. ζρέζε (3.3.7)). 

Παξαηεξνχκε φηη ζηε δεπηεξνγελή ζηξεπηηθή ζηαζεξά 
S
tI  έρεη εηζαρζεί ν ζηξεπηηθφο 

δηνξζσηηθφο ζπληειεζηήο δηάηκεζεο xk  πξνθεηκέλνπ λα δηνξζσζεί ε θαθή θαηαλνκή 

ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ελψ απνδεηθλχεηαη φηη ηζρχεη 

 

 S P
t x P tI k I I                                                                                                    (4.4.4) 

 

      Αλ ζηελ Αξρή Γπλαηψλ Έξγσλ ιάβνπκε ππφςηλ ηηο κεηαβνιέο ηεο ζηξεπηηθήο 

ζηξνθήο θαη ηεο πξσηνγελνχο ζπζηξνθήο πξνζδηνξίδνληαη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο 

Euler-Lagrange θαη νη αληίζηνηρεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ 

ηζνξξνπία ησλ ζηξεβισηηθψλ θαη ζηξεπηηθψλ δπλάκεσλ ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ σο 

 

 
P S
t t

t

dM dM
m x

dx dx
                                                                                           (4.4.5α) 

 Sw
t w

dM
M m x

dx
                                                                                            (4.4.5β) 

 P S
t t t xM M M 0                                                                                        (4.4.6α) 

   P
w w xM M 0 


                                                                                         (4.4.6β) 

 

Όπνπ tm , wm  είλαη εμσηεξηθέο δξάζεηο θαη νξίδνληαη σο 
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   t y zm x t z t y ds


                                                                                     (4.4.7α) 

  P
w x Sm x t ds



                                                                                                (4.4.7β) 

΢ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (4.4.6) ηα κεγέζε  wM  και tM   απνηεινχλ εμσηεξηθέο 

δξάζεηο θαη νξίδνληαη ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ σο  

 

   t y zx 0
M t z t yd





                t y zx l

M t z t yd




                   (4.4.8α-β) 

 

  P
w x Sx 0

M t d


 

                             P

w x Sx l
M t d



 

                         (4.4.8γ-δ) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο εθθξάζεηο ησλ εληαηηθψλ κεγεζψλ (4.4.2) ζηηο δηαθνξηθέο 

εμηζψζεηο Euler-Lagrange θαη ηηο αληίζηνηρεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ιακβάλνπκε ηηο 

θπξίαξρεο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζηξεβισηηθψλ θαη ζηξεπηηθψλ δπλάκεσλ 

 

   P S S P
t t x t x tG I I GI m 


                                                                          (4.4.9α) 

   P S P
S x t x x wEC GI m  

  
     

 
                                                             (4.4.9β) 

 

Γηα ηηο νπνίεο ηζρχνπλ νη παξαθάησ ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

 

1 t 2 x 3M                      P
1 w 2 x 3M   


                                         (4.4.10α-β) 

 

φπνπ  

 

   P S S P
t t t x t xM G I I GI 


                                                                           (4.4.11) 

 

΢ηηο εθθξάζεηο ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ κπνξνχκε, δίλνληαο ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο 

ζηνπο ζπληειεζηέο   i ia ,  , λα πεξηγξάςνπκε θάζε είδνο ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ (βι. 

Κεθάιαην 3). 

          ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ζέινπκε λα δηαηππψζνπκε ηηο εμηζψζεηο σο πξνο ηνπο 

αγλψζηνπο x θαη x  ρξεζηκνπνηψληαο ηε ζρέζε (4.2.7) κνξθψλνπκε ηηο παξαθάησ 

ζρέζεηο 

 

 P S S
t t x t x tG I I GI m                                                                                (4.4.12α) 

 S
S x t x x wEC GI m                                                                                (4.4.12β) 

 

θαη ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 
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1 t 2 x 3M                     1 w 2 x 3M                                                  (4.4.13α,β) 

 

φπνπ  

 

 P S S
t t t x t xM G I I GI                                                                                  (4.4.14) 

 

         Πξνθεηκέλνπ λα ππάξμεη πνηνηηθή ζχγθξηζε κε ηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία ζα 

δηαηππψζνπκε ην πξφβιεκα σο πξνο ηε ζηξνθή x .  ΢πλδπάδνληαο ηηο ζρέζεηο (4.4.9) 

πξνθχπηεη 

 

PS S
x t x t t wP

t

EC EC 1
GI m m m

GI


 

 


                                                               (4.4.15)  

πνπ είλαη ε θπξίαξρε δηαθνξηθή εμίζσζε ηέηαξηεο ηάμεσο  φπνπ θ βνεζεηηθή 

ζηαζεξά 

 
S
t

P S
t t

I

I I
 


                                                                                                         (4.4.16) 

 

θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ησλ ζρέζεσλ (4.4.10) ηζρχνπλ αλ ηεζεί  

 

P S S
t t x x t wP

t

EC EC 1
M GI m m

GI


 

 


                                                             (4.4.17) 

S S
w x tP

t

EC EC 1
M m

GI




 


                                                                             (4.4.18) 

 
 

2
P S S
x x x t wP 2 P

Pt t
t

EC EC1 1 1 1
m m

GI GIGI

  
  

  

    
      

 
                   (4.4.19) 

 

Οη εμηζψζεηο απηέο ηζρχνπλ γηα φιν ην κήθνο ηεο ξάβδνπ. 

           Με απηφ ηνλ ηξφπν δελ ακειείηαη πιένλ ε επηξξνή ησλ δεπηεξνγελψλ 

ζηξεπηηθψλ παξακνξθψζεσλ ζηελ εμίζσζε ηζνξξνπίαο. Αλ ζέινπκε λα ηηο 

αγλνήζνπκε, ζέηνληαο θ=1 ζηε ζρέζε (4.4.15) επαλεξρφκαζηε ζηελ εμίζσζε 

ηζνξξνπίαο ηεο „θιαζηθήο‟ ζεσξίαο ελψ ζην πξφβιεκα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ (βι. 

ζρέζεηο (4.4.12-13)) ζέηνπκε     xk =ζηελ έθθξαζε ηνπ 
S
tI . Όπσο  ζα δνχκε ζην 

Κεθάιαην 6 ε επηξξνή ησλ δεπηεξνγελψλ ζηξεπηηθψλ παξακνξθψζεσλ είλαη 

ζεκαληηθή θπξίσο ζηηο θιεηζηέο δηαηνκέο ελψ ζηηο αλνηθηέο είλαη ακειεηέα θαζψο ε 

ηηκή ηνπ θ είλαη πνιχ θνληά ζηε κνλάδα. 

 

4.5 ΢ηξεπηηθόο δηνξζσηηθόο ζπληειεζηήο δηάηκεζεο, 

δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο 
 

          Ο ππνινγηζκφο ηνπ ζηξεπηηθνχ δηνξζσηηθνχ ζπληειεζηή δηάηκεζεο xk  

πξνθχπηεη απφ ηελ εμίζσζε ηεο αθξηβήο έθθξαζεο ηεο ειαζηηθήο ελέξγεηαο κε ηελ 
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αληίζηνηρε πξνζεγγηζηηθή (Kraus 2007, Sapountzakis and Mokos 2009).  Γηα ηελ 

εχξεζε ηεο αθξηβήο έθθξαζεο ζα πξέπεη λα πξνζδηνξηζηεί ηθαλνπνηεηηθή θαηαλνκή 

δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ε νπνία λα κελ παξαβηάδεη ηελ δηαθνξηθή 

εμίζσζε ηζνξξνπίαο θαη ηελ ζπλνξηαθή ζπλζήθε ησλ ζρέζεσλ (4.3.3α-β). Έηζη ζηηο 

ζρέζεηο (4.2.13) ζα ηξνπνπνηήζνπκε ηηο εθθξάζεηο ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ 

ηάζεσλ θαη ζα πξνθχςεη 

 P P
xx x SE  


                                                                                                 (4.5.1α) 

 

πξσηνγελείο δεπηεξνγελείο

P S S
PS t w S

xy x x x
S S

I m
G z G

y C C y

 
   

     
                  

                                  (4.5.1β) 

 

πξσηνγελείο δεπηεξνγελείο

P S S
PS t w S

xz x x x
S S

I m
G y G

z C C z

 
   

     
                  

                                  (4.5.1γ) 

 

Όπνπ 
S
S  είλαη ε δεπηεξνγελήο ζπλάξηεζε ζηξέβισζεο  ε νπνία ζα πξνζδηνξηζηεί κε 

ηελ εθαξκνγή ησλ εμηζψζεσλ (4.3.3). Οη δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο 

πεξηιακβάλνπλ παξαγψγνπο ηεο 
S
S  θαη ζα πξνθχςνπλ εάλ  ζεσξήζνπκε ην 

παξαθάησ πεδίν κεηαηνπίζεσλ 

 

           
S

P P P St w
x S x x S

S S

I m
u x, y,z x y,z x, y,z

C GC
    

   
      

    

           (4.5.2α) 

   xv x, y,z z x                                                                                              (4.5.2β) 

   xw x,y,z y x                                                                                              (4.5.2γ) 

 

θαη έπεηηα πξνζδηνξίζνπκε ηηο παξακνξθψζεηο θαη απφ απηέο ηηο ηάζεηο. 

          Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο ησλ ηάζεσλ (4.5.1) ζηηο ζρέζεηο (4.3.3) θαη 

ιακβάλνληαο ππφςηλ ηελ θαζνιηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο (4.4.9β) πξνθχπηεη πξφβιεκα 

ζπλνξηαθψλ ηηκψλ ηεο 
S
S  σο 

 
2 S P

S S       ζην                                                                                           (4.5.3α) 

 

S
S x S

P S
x x t w

t C

n
G I m



 


 

  
  

 

    ζην                                                        (4.5.3β) 

 

Καη γηα λα ππνινγηζηεί δηνξζσηηθφο ζπληειεζηήο πνπ λα κελ εμαξηάηαη απφ ηελ 

θφξηηζε ζέηνπκε xt =0 θαη wm =0 ζηηο ζρέζεηο (4.5.1β-γ). Έηζη νξίδεηαη δηζδηάζηαηε 

S
S  θαη πξνθχπηεη ην πξφβιεκα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ 

 
2 S P

S S       ζην                                                                                          (4.5.4α) 
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S
S 0
n





    ζην                                                                                                 (4.5.4β) 

Με ηαπηφρξνλε απαίηεζε λα ηζρχεη ε ζπλζήθε νξζνγσληθφηεηαο 

 
S
S d 0



                                                                                                              (4.5.5) 

 

Καη απινπνηνχληαη νη εθθξάζεηο ησλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ σο 

 

 

πξσηνγελείο δεπηεξνγελείο

P S S
PS t S

xy x x x
S

I
G z G

y C y

 
   

     
                 

                                            (4.5.6α) 

 

πξσηνγελείο δεπηεξνγελείο

P S S
PS t S

xz x x x
S

I
G y G

z C z

 
   

     
                 

                                           (4.5.6β) 

 

     Η ειαζηηθή ελέξγεηα ιφγσ δηάηκεζεο αλά κνλάδα κήθνπο ηεο ξάβδνπ δίλεηαη σο 
2 2 P2 S2 P S P2 S2 P S
xy xz xy xy xy xy xz xz xz xz2 2

U d d
2G 2G 

         
 

     
                (4.5.7α) 

 

ή     P S PSU U U U                                                                                         (4.5.7β) 

 

φπνπ 

 
P2 P2
xy xz

PU d
2G

 



              

S2 S2
xy xz

SU d
2G

 



                                       (4.5.8α,β) 

 P S P S
PS xy xy xz xz

1
U 2 2 d

2G 

                                                                         (4.5.8γ) 

 

Η πξνζεγγηζηηθή έθθξαζε ηεο ειαζηηθήο ελέξγεηαο ιφγσ δηάηκεζεο ζα δνζεί απφ ηηο 

ζρέζεηο (4.2.13β-γ) ελψ ε αθξηβήο έθθξαζε απφ ηηο ζρέζεηο (4.5.6.α-β). Καη ζηηο δχν 

πεξηπηψζεηο απνδεηθλχεηαη φηη PSU =0  αιιά θαη φηη ε δπλακηθή ελέξγεηα πνπ 

νθείιεηαη ζηηο πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο είλαη ε ίδηα. Άξα  

 

approx. exaxt approx.,S exaxt ,SU U U U                                                                  (4.5.9) 

 

Η κε ηθαλνπνηεηηθή θαηαλνκή ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ (βι. ζρέζε 

(4.2.13β-γ)) δηακνξθψλεηαη κε ηε ζρέζε (4.4.2β) σο 

 
S P

S t S
xy S

t

M

yI





 


              

S P
S t S
xz S

t

M

zI





 


                                                  (4.5.10α,β) 
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ελψ γηα ηελ αθξηβή θαηαλνκή (βι. ζρέζε (5.5.6α-β)) ηζρχεη 

 
S S

S t S
xy

S

M

C y








               

S S
S t S
xz

S

M

C z








                                                       (4.5.11α,β) 

 

Έηζη κε ηελ αληηθαηάζηαζε ηεο πξνζεγγηζηηθήο θαηαλνκήο ησλ δεπηεξνγελψλ 

δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζηε ζρέζε (4.5.8β) πξνθχπηεη (Kraus 2007) 

 

(4.4.3β)

2 2
S P S P
t S t S

approx.,S S S
t t

2
S
t

approx.,S S
t

M M1
U d

2G y zI I

M1
U

2G I



 


             
         





                

(4.5.12) 

ελψ κε ηελ αληηθαηάζηαζε ηεο αθξηβνχο  θαηαλνκήο ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ 

ηάζεσλ πξνθχπηεη 

 
2 2 2

S S S S S
t S t S t

exact ,S exact ,S
S S S

M M M1 1
U d U I

2G C y C z 2G C




 


                
             

  

(4.5.13) 

 

φπνπ  

 
2 2

S S
S SI d
y z




 


          
         

                                                                          (4.5.14) 

 

ή 

 
S P
S SI d



                                                                                                     (4.5.15) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (4.5.12-13) ζηε ζρέζε (4.5.9) πξνθχπηεη 

 
2

S S
t

C
I

I
                                                                                                             (4.5.16) 

 

Καη κε ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ (4.4.3β) θαη (4.4.4) πξνθχπηεη ε ζρέζε ππνινγηζκνχ 

ηνπ ζηξεπηηθνύ δηνξζσηηθνύ ζπληειεζηή δηάηκεζεο σο 

 

 

2
S

x P
P t

C
k

I I I




                                                                                               (4.5.17) 
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5.1 Αξηζκεηηθόο ππνινγηζκόο ησλ γεσκεηξηθώλ ζηαζεξώλ 
P SIp,I ,I ,Cst t  κε ζπλνξηαθή νινθιήξσζε  

 

          Όπσο είδακε ζηα πξνεγνχκελα θεθάιαηα ν ππνινγηζκφο ησλ αγλψζησλ ηνπ 

πξνβιήκαηνο  πξνϋπνζέηεη φηη έρνπλ πξνζδηνξηζηεί φιεο νη γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο 

πνπ ππεηζέξρνληαη ζηηο δηάθνξεο εμηζψζεηο. Οη βαζηθέο απφ απηέο ηηο γεσκεηξηθέο 

ζηαζεξέο είλαη ε πνιηθή ξνπή αδξαλείαο Ip, ε πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ζηαζεξά Itp, ε 

δεπηεξνγελήο ζηξεπηηθή ζηαζεξά Its θαη ε ζηαζεξά ζηξέβισζεο Cs γηα ηηο νπνίεο 

έρνπλ δνζεί νη ζρέζεηο ππνινγηζκνχ ηνπο (βι. ΢ρέζεηο (4.4.3α-β-γ)) θαη είλαη νη εμήο: 

 

d
P P

P 2 2 S S
tI y z y z

z y

 


  
    

   
               (5.1.1) 

2 2
P P

S S S
t xI k d

y z

 


          
         

                 (5.1.2) 

 
2

P
S SC d



  
    

                                                                                            (5.1.3) 

 2 2
PI y z d



                                                                                                                (5.1.4) 

 

2
S

x P
P t

C
k

I I I




                                                                                                (5.1.5) 

Όπνπ 

 
S P
S SI d



                                                                                                     (5.1.6) 

 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο φκσο έρνπλ ηε κνξθή δηπινχ νινθιεξψκαηνο ζην ρσξίν Χ θαη 

πξνθεηκέλνπ λα εθκεηαιιεπηνχκε ηα πιενλεθηήκαηα ηεο επίιπζεο κε ζπλνξηαθή 

νινθιήξσζε (γηα ηηο ζρέζεηο (5.1.1-4) ζα γίλεη ζπλνξηαθή νινθιήξσζε ελψ γηα ηηο 

ζρέζεηο (5.1.5-6) ζα γίλεη πεδηαθή νινθιήξσζε ζην Κεθάιαην 5.2) επηδηψθνπκε λα 

κεηαηξέςνπκε ηα πεδηαθά νινθιεξψκαηα ζε ζπλνξηαθά θαη κε ηε βνήζεηα ηνπ 

ζεσξήκαηνο απόθιηζεο Gauss (Καηζηθαδέιεο, 1999) πξνζδηνξίδνληαη σο εμήο: 

 

 
   

 
3 3

2 2 3 3
P y z

y z1 1
I y z d d y n z n ds

3 y z 3  

 

  
      
   
 

    (5.1.7) 

 

   2 P 2 P
P P

S SP 2 2 S S
t

yz z y z y
I y z y z d d

z y y z 

  
 

               
         

   

   P 2 P 2 P
t S y S zI yz z n y z y n ds



      
   (5.1.8) 
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   
P2

P P 2 S S 2 P S S
S S S S S S SC d d ds

n  


       


      


    (5.1.9) 

 

φπνπ S
S  ε δεπηεξνγελήο ζπλάξηεζε ζηξέβισζεο (βι. ζρέζεηο (4.5.4)) πνπ πξνθχπηεη 

απφ ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθψλ ηηκψλ 

 
2 S P

S S    ζην     (5.1.10) 

S
S 0
n





 ζην   (5.1.11) 

 

Καη γηα ην Its αλ θάλνπκε ρξήζε ηεο ζρέζεο (4.3.1α) απφ ηε ζρέζε (5.1.2) πξνθχπηεη 

 
P

S P S
t x SI k ds

n








                                                                   (5.1.12) 

 

Δλψ αλ θάλνπκε ρξήζε ηεο ζρέζεο (4.3.1β) πξνθχπηεη 

 

 S P
t x S y zI k zn yn ds



     (5.1.13) 

 

          ΢ηε ζπλέρεηα ζα δηαθξηηνπνηεζεί ην ζχλνξν ηεο δηαηνκήο ζε ζηαζεξά 

ζπλνξηαθά ζηνηρεία θαη ζα εθαξκνζηνχλ νη ηππηθνί θαλφλεο νινθιήξσζεο Gauss 

πξνθεηκέλνπ λα ππνινγηζηνχλ ηα νινθιεξψκαηα. ΢ηα επφκελα ζρήκαηα θαίλνληαη 

κεξηθέο πεξηπηψζεηο ζπλνξηαθήο δηαθξηηνπνίεζεο φπσο πξαγκαηνπνηήζεθε ζην 

ινγηζκηθφ Nastran. 
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΢σήμα 5.1.1  ΢πλνξηαθή δηαθξηηνπνίεζε ζε δηαηνκή θνίιε νξζνγσληθή 450x250x8  κε 684 ζπλνξηαθά 

ζηνηρεία 

 

 

 

            
 

΢σήμα 5.1.2  ΢πλνξηαθή δηαθξηηνπνίεζε ζε δηαηνκή  θνίιε νξζνγσληθή 250x150x10  κε 752  

ζπλνξηαθά ζηνηρεία 
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5.2 Αξηζκεηηθόο ππνινγηζκόο ηνπ ζηξεπηηθνύ δηνξζσηηθνύ 

ζπληειεζηή δηάηκεζεο xk  κε πεδηαθή νινθιήξσζε  
 

          Όπσο πξνέθπςε απφ ην Κεθάιαην 4 (βι. ζρέζεηο (4.5.15), (4.5.17)) ν 

ζηξεπηηθφο δηνξζσηηθφο ζπληειεζηήο δηάηκεζεο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 
       

 

2
S

x P
P t

C
k

I I I




                                                                                                  (5.2.1) 

φπνπ 

 
S P
S SI d



                                                                                                       (5.2.2) 

 

Η ζρέζε ππνινγηζκνχ ηνπ xk
 
θαη ηνπ I , φκσο, δελ είλαη δπλαηφ λα κεηαηξαπεί ζε 

ζπλνξηαθφ νινθιήξσκα θαη εμαηηίαο ηνπ ζηνηρείνπ απηνχ απαηηείηαη ν ππνινγηζκφο 

πεδηαθνχ (δηπινχ) νινθιεξψκαηνο. ΢ηελ παξνχζα εξγαζία, ν ππνινγηζκφο απηφο 

πξαγκαηνπνηείηαη κε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ρσξίνπ ηεο δηαηνκήο ζε επηθαλεηαθά 

(ηξηγσληθά) ζηνηρεία θαη ε εθαξκνγή ηππηθψλ θαλφλσλ νινθιήξσζεο Gauss 

πξνθεηκέλνπ λα ππνινγηζηνχλ ηα νινθιεξψκαηα. ΢ηα επφκελα ζρήκαηα θαίλνληαη 

κεξηθέο πεξηπηψζεηο πεδηαθήο δηαθξηηνπνίεζεο φπσο πξαγκαηνπνηήζεθε ζην 

ινγηζκηθφ Nastran. 

 

 

        
 

΢σήμα 5.2.1  Πεδηαθή δηαθξηηνπνίεζε ζε δηαηνκή  θνίιε νξζνγσληθή 250x150x10  κε 244 πεδηαθά 

ζηνηρεία 
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΢σήμα 5.2.2  Πεδηαθή δηαθξηηνπνίεζε ζε δηαηνκή  θνίιε νξζνγσληθή 450x250x8  κε 236  πεδηαθά 

ζηνηρεία 

 

      
 

΢σήμα 5.2.3  Πεδηαθή δηαθξηηνπνίεζε ζε δηαηνκή νβάι 400x200x10 κε 228 πεδηαθά ζηνηρεία 
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6.1 Δηζαγσγή 

          ΢ην πξνεγνχκελν θεθάιαην παξνπζηάζακε ηε δηαδηθαζία ζπλνξηαθήο θαη 

επηθαλεηαθήο δηαθξηηνπνίεζεο ηεο δηαηνκήο. ΢ηε ζπλέρεηα, κε ηε βνήζεηα έηνηκσλ 

πξνγξακκάησλ ζε Η/Τ ηνπ ππνςήθηνπ δηδάθηνξα Βαζηιείνπ Σζίπεξα θαη ηνπ 

πξνγξάκκαηνο ΣΟΒΔΜ ηνπ δηδάθηνξα Βαζηιείνπ Μψθνπ εθηειέζακε πιήζνο 

αλαιχζεσλ (δηάθνξεο δηαηνκέο, θνξηίζεηο θαη ζηαηηθά ζπζηήκαηα ξάβδσλ) 

πξνθεηκέλνπ λα εμάγνπκε γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο, εληαηηθά κεγέζε, θηλεκαηηθά 

κεγέζε θαη αλαπηπζζφκελεο ηάζεηο. 

          Όζν αθνξά ζηελ αλάιπζε κηαο δηαηνκήο θαη ηελ εμαγσγή ησλ γεσκεηξηθψλ 

ζηαζεξψλ ππάξρνπλ αξθεηέο δεκνζηεπκέλεο εξγαζίεο πνπ βαζίδνληαη είηε ζηε 

Θεσξία Λεπηφηνηρσλ Γηαηνκψλ (Θ.Λ.Γ.) (Rubin 2005, Rubin 2007) είηε ζηελ 

αλάιπζε κε πεπεξαζκέλα ζηνηρεία (Kraus 2007). Δπίζεο, γηα ηελ εχξεζε ησλ 

θηλεκαηηθψλ θαη ησλ εληαηηθψλ κεγεζψλ θαη θαηά ζπλέπεηα ησλ ηάζεσλ ε 

πιεηνλφηεηα ησλ πξνγξακκάησλ βαζίδεηαη ζηελ „θιαζηθή‟ θαη θπξίσο ζηελ 

νκνηφκνξθε ζεσξία. 

          ΢ηα επφκελα, ζα αλαιχζνπκε ρσξηζηά ηηο δηαηνκέο αλνηθηνχ θαη θιεηζηνχ 

ηχπνπ. ΢ε θάζε πεξίπησζε ζα παξαζέζνπκε ηηο γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο γηα δηάθνξεο 

δηαηνκέο θαη ζα ηηο ζπγθξίλνπκε κε απηέο ησλ δεκνζηεπκέλσλ εξγαζηψλ ελψ ζηε 

ζπλέρεηα, παξαζέηνληαο δηάθνξα παξαδείγκαηα ζηαηηθψλ ζπζηεκάησλ θαη 

θνξηίζεσλ, ζα ζπγθξίλνπκε ηε „δηεπξπκέλε‟ ζεσξία κε ηελ „θιαζηθή‟ θαη ηελ 

νκνηφκνξθε. Σν πιηθφ πνπ έρνπκε ζεσξήζεη ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο είλαη ράιπβαο 

κε ειαζηηθέο ζηαζεξέο E=210000 MPa θαη  G=80769 MPa. 

 

6.2 Αλνηθηέο δηαηνκέο 
 

6.2.1 Γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο 
 

          Οη αλνηθηέο δηαηνκέο κε ηηο νπνίεο αζρνιεζήθακε είλαη ηχπνπ ΗΔΑ, ΗΔΒ θαη 

ΙΡΔ θαη νη ζηαζεξέο πνπ εκθαλίδνληαη ζηνπο παξαθάησ πίλαθεο είλαη ε δεπηεξνγελήο 

ζηξεπηηθή ζηαζεξά Its θαη ε ζηαζεξά ζηξέβισζεο Cs πνπ ππεηζέξρνληαη ζηε 

δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο. ΢ηνπο πίλαθεο απηνχο ζα παξαζέζνπκε 

πξψηα ηηο ζηαζεξέο πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο αλαιχζεηο καο γηα δηάθνξα κεγέζε 

δηαηνκψλ, ηηο ζηαζεξέο πνπ έρνπλ δεκνζηεπηεί απφ αλαιχζεηο κε πεπεξαζκέλα 

ζηνηρεία(FEM) (Kraus 2007) θαη Θεσξία Λεπηφηνηρσλ Γηαηνκψλ (Rubin 2005) θαη 

ζηε ζπλέρεηα ζα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηά καο. 

 

 

 

 

Γηαηνκέο Its-BEM[
4m  ] Cs-BEM[

6m ] 

HEA100 2.76667E-06 2.47516E-09 

HEA140 8.12935E-06 1.47277E-08 

HEA180 1.97038E-05 5.90094E-08 

HEA220 4.23694E-05 1.89597E-07 
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HEA260 8.19316E-05 5.04942E-07 

HEA300 1.42882E-04 1.17460E-06 

HEA340 2.16069E-04 1.79010E-06 

HEA400 3.47654E-04 2.89357E-06 

HEA500 6.63094E-04 5.56933E-06 

HEA600 1.05452E-03 8.88007E-06 

HEA700 1.56945E-03 1.32244E-05 

HEA900 2.95741E-03 2.47526E-05 

HEB100 3.57871E-06 3.23227E-09 

HEB140 1.19955E-05 2.19645E-08 

HEB180 3.03191E-05 9.17223E-08 

HEB220 6.39790E-05 2.89496E-07 

HEB260 1.17908E-04 7.36243E-07 

HEB300 1.98434E-04 1.65092E-06 

HEB340 2.87799E-04 2.40549E-06 

HEB400 4.47452E-04 3.75107E-06 

HEB500 8.20094E-04 6.92085E-06 

HEB600 1.28204E-03 1.08384E-05 

HEB700 1.88056E-03 1.59013E-05 

HEB900 3.47707E-03 2.92005E-05 

IPE100 1.26899E-06 3.42128E-10 

IPE140 3.96919E-06 1.95074E-09 

IPE180 9.61771E-06 7.32231E-09 

IPE220 2.02835E-05 2.23118E-08 

IPE270 4.22000E-05 6.94743E-08 

IPE330 8.51254E-05 1.96105E-07 

IPE400 1.66045E-04 4.82936E-07 
 

Πίνακαρ 1  Γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο Its θαη Cs από αλάιπζε κε ζπλνξηαθά ζηνηρεία (παξνύζα ζεσξία) 
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Γηαηνκέο Its-FEM[ 4m  ] Cs-FEM[ 6m ] Its-ΘΛΓ[ 4m  ] Cs-ΘΛΓ[ 6m ] 

HEA100 2.76646E-06 2.47500E-09 2.58133E-06 2.60000E-09 

HEA140 8.13050E-06 1.47290E-08 7.68554E-06 1.51000E-08 

HEA180 1.96992E-05 5.90140E-08 1.85836E-05 6.03000E-08 

HEA220 4.23287E-05 1.89610E-07 3.99310E-05 1.94000E-07 

HEA260 8.18932E-05 5.04990E-07 7.63835E-05 5.17000E-07 

HEA300 1.42771E-04 1.17470E-06 1.33308E-04 1.20000E-06 

HEA340 2.15950E-04 1.79020E-06 2.02707E-04 1.83000E-06 

HEA400 3.47373E-04 2.89360E-06 3.26897E-04 2.95000E-06 

HEA500 6.62674E-04 5.56920E-06 6.27006E-04 5.65000E-06 

HEA600 1.05386E-03 8.87960E-06 9.97578E-04 9.00000E-06 

HEA700 1.56827E-03 1.32230E-05 1.48355E-03 1.34000E-05 

HEA900 2.95713E-03 2.47480E-05 2.77350E-03 2.50000E-05 

HEB100 3.57818E-06 3.23300E-09 3.37500E-06 3.40000E-09 

HEB140 1.19893E-05 2.19650E-08 1.14688E-05 2.25000E-08 

HEB180 3.02938E-05 9.17280E-08 2.89338E-05 9.39000E-08 

HEB220 6.39477E-05 2.89510E-07 6.10368E-05 2.96000E-07 

HEB260 1.17974E-04 7.36280E-07 1.11487E-04 7.55000E-07 

HEB300 1.98563E-04 1.65100E-06 1.87532E-04 1.69000E-06 

HEB340 2.87564E-04 2.40560E-06 2.72626E-04 2.46000E-06 

HEB400 4.46985E-04 3.75110E-06 4.24128E-04 3.82000E-06 

HEB500 8.19248E-04 6.92070E-06 7.79744E-04 7.03000E-06 

HEB600 1.28172E-03 1.08380E-05 1.21838E-03 1.10000E-05 

HEB700 1.87988E-03 1.59000E-05 1.78490E-03 1.61000E-05 

HEB900 3.47461E-03 2.91960E-05 3.27348E-03 2.96000E-05 

IPE100 1.26901E-06 3.42100E-10 1.16158E-06 3.50000E-10 

IPE140 3.96916E-06 1.95100E-09 3.71806E-06 2.00000E-09 
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IPE180 9.60840E-06 7.32200E-09 8.97381E-06 7.50000E-09 

IPE220 2.02714E-05 2.23100E-08 1.87374E-05 2.28000E-08 

IPE270 4.21811E-05 6.94690E-08 3.87259E-05 7.08000E-08 

IPE330 8.50583E-05 1.96090E-07 7.77724E-05 2.00000E-07 

IPE400 1.65893E-04 4.82890E-07 1.51250E-04 4.92000E-07 
 

Πίνακαρ 2  Γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο Its θαη Cs από αλάιπζε κε πεπεξαζκέλα ζηνηρεία θαη κε Θ.Λ.Δ. 

 

 

Γηαηνκέο H/tw B/tf Its 

Απόθιηζε(%)   

BEM-FEM 

Its 

Απόθιηζε(%)    

ΒΔΜ-ΘΛΓ 

HEA100 19.2 12.5 
0.008 7.180 

HEA140 24.2 16.5 
0.014 5.775 

HEA180 28.5 18.9 
0.023 6.028 

HEA220 30.0 20.0 
0.096 6.106 

HEA260 33.3 20.8 
0.047 7.264 

HEA300 34.1 21.4 
0.078 7.182 

HEA340 34.7 18.2 
0.055 6.592 

HEA400 35.5 15.8 
0.081 6.350 

HEA500 40.8 13.0 
0.063 5.756 

HEA600 45.4 12.0 
0.063 5.708 

HEA700 47.6 11.1 
0.075 5.791 

HEA900 55.6 10.0 
0.009 6.631 

HEB100 16.7 10.0 
0.015 6.036 

HEB140 20.0 11.7 
0.052 4.593 

HEB180 21.2 12.9 
0.084 4.788 

HEB220 23.2 13.8 
0.049 4.820 
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HEB260 26.0 14.9 
0.056 5.759 

HEB300 27.3 15.8 
0.065 5.813 

HEB340 28.3 14.0 
0.082 5.565 

HEB400 29.6 12.5 
0.104 5.499 

HEB500 34.5 10.7 
0.103 5.175 

HEB600 38.7 10.0 
0.025 5.226 

HEB700 41.2 9.4 
0.036 5.359 

HEB900 48.6 8.6 
0.071 6.219 

IPE100 24.4 9.6 
0.002 9.247 

IPE140 29.8 10.6 
0.001 6.754 

IPE180 34.0 11.4 
0.097 7.175 

IPE220 37.3 12.0 
0.059 8.251 

IPE270 40.9 13.2 
0.045 8.971 

IPE330 44.0 13.9 
0.079 9.455 

IPE400 46.5 13.3 
0.092 9.782 

 

Πίνακαρ 3  Απόθιηζε ζην Its κεηαμύ αλάιπζεο κε ζπλνξηαθά θαη αλάιπζεο κε πεπεξαζκέλα θαη ΘΛΔ 

 

 

 

Γηαηνκέο H/tw B/tf Cs 

Απόθιηζε(%)   

BEM-FEM 

Cs 

Απόθιηζε(%)    

ΒΔΜ-ΘΛΓ 

HEA100 19.2 12.5 
0.006 4.802 

HEA140 24.2 16.5 
0.009 2.466 

HEA180 28.5 18.9 
0.008 2.140 

HEA220 30.0 20.0 
0.007 2.270 

HEA260 33.3 20.8 
0.010 2.332 

HEA300 34.1 21.4 
0.009 2.117 
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HEA340 34.7 18.2 
0.006 2.180 

HEA400 35.5 15.8 
0.001 1.913 

HEA500 40.8 13.0 
0.002 1.428 

HEA600 45.4 12.0 
0.005 1.333 

HEA700 47.6 11.1 
0.010 1.311 

HEA900 55.6 10.0 
0.019 0.990 

HEB100 16.7 10.0 
0.022 4.933 

HEB140 20.0 11.7 
0.002 2.380 

HEB180 21.2 12.9 
0.006 2.319 

HEB220 23.2 13.8 
0.005 2.197 

HEB260 26.0 14.9 
0.005 2.484 

HEB300 27.3 15.8 
0.005 2.312 

HEB340 28.3 14.0 
0.004 2.216 

HEB400 29.6 12.5 
0.001 1.804 

HEB500 34.5 10.7 
0.002 1.553 

HEB600 38.7 10.0 
0.003 1.469 

HEB700 41.2 9.4 
0.008 1.234 

HEB900 48.6 8.6 
0.015 1.350 

IPE100 24.4 9.6 
0.008 2.249 

IPE140 29.8 10.6 
0.013 2.463 

IPE180 34.0 11.4 
0.004 2.369 

IPE220 37.3 12.0 
0.008 2.141 

IPE270 40.9 13.2 
0.008 1.872 

IPE330 44.0 13.9 
0.008 1.947 

IPE400 46.5 13.3 
0.010 1.842 
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Πίνακαρ 4  Απόθιηζε ζην Cs κεηαμύ αλάιπζεο κε ζπλνξηαθά θαη αλάιπζεο κε πεπεξαζκέλα θαη ΘΛΔ 

 

 

          ΢χκθσλα κε ηνπο παξαπάλσ πίλαθεο κπνξνχκε λα θαηαιήμνπκε ζε θάπνηα 

ζεκαληηθά ζπκπεξάζκαηα φζν αθνξά ζηελ αμηνπηζηία θάζε ζεσξίαο. Έηζη ινηπφλ 

θαηαιήγνπκε ζηα εμήο : 

 Η κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηήζακε ζηηο αλαιχζεηο καο, δειαδή επίιπζε 

θαηάιιεισλ πξνβιήκαησλ ζπλνξηαθψλ ηηκψλ κε ηε κέζνδν ζπλνξηαθψλ 

ζηνηρείσλ, παξνπζηάδεη ακειεηέεο απνθιίζεηο (βι. Πίλαθεο 3&4) ζε ζρέζε κε 

ηα δεκνζηεπκέλα απνηειέζκαηα ηνπ Kraus πνπ βαζίδνληαη ζηελ κέζνδν 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ ηφζν ζηελ δεπηεξνγελή ζηξεπηηθή ζηαζεξά Its φζν 

θαη ζηε ζηαζεξά ζηξέβισζεο Cs. Σν ζηνηρείν απηφ, δειαδή ην φηη δχν 

δηαθνξεηηθνί ηξφπνη αλάιπζεο, θαηαιήγνπλ ζε απνηειέζκαηα κε ακειεηέα 

απφθιηζε καο θαηαδεηθλχεη ηελ νξζφηεηα ησλ απνηειεζκάησλ καο. 

 ΢ε αληίζεζε κε ηε ζεσξία πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ ε Θεσξία Λεπηφηνηρσλ 

Γηαηνκψλ παξνπζηάδεη ζεκαληηθέο απνθιίζεηο κε ηα δηθά καο απνηειέζκαηα 

θαη ζηνπο ηξεηο ηχπνπο δηαηνκψλ (βι. Πίλαθεο 3&4) πνπ κπνξεί λα θηάζνπλ 

κέρξη θαη ην 9.8%. Δπνκέλσο, δεδνκέλνπ ηεο ηαχηηζεο πξαθηηθά ησλ άιισλ 

δχν ζεσξηψλ, ε Θ.Λ.Γ. δελ κπνξεί λα ζεσξεζεί αθξηβήο ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ 

ζηαζεξψλ Its θαη Cs. 

 ΢ηνλ ππνινγηζκφ ηεο δεπηεξνγελνχο ζηξεπηηθήο ζηαζεξάο ε Θ.Λ.Γ. δελ 

απνηειεί ζίγνπξα αθξηβή ηξφπν ππνινγηζκνχ θαζψο νη απνθιίζεηο ζε φιεο ηηο 

δηαηνκέο μεπεξλάλε ην 4-5% (βι.  Πίλαθα 3).  

 ΢ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ζηαζεξάο ζηξέβισζεο παξαηεξνχκε φηη ηα ζθάικαηα 

ηεο Θ.Λ.Γ. εκθαλίδνπλ θάπνηα εμάξηεζε απφ ηηο δηαζηάζεηο ηεο δηαηνκήο 

(Η,Β) θαη ζηελ πιεηνλφηεηα ησλ δηαηνκψλ παξνπζηάδεη ηθαλνπνηεηηθέο 

απνθιίζεηο πνπ δελ μεπεξλνχλ ηελ ηηκή 2.5%. Σέινο, παξαηεξνχκε φηη ην 

ζθάικα ηεο Θ.Λ.Γ. ζηε ζηαζεξά Its δελ παξνπζηάδεη εκθαλή εμάξηεζε απφ 

ηνπο ιφγνπο H/tw, B/tf αιιά νχηε θαη απφ ηηο δηαζηάζεηο ηεο δηαηνκήο (Η,Β). 

          Δπνκέλσο, ζχκθσλα κε ηα παξαπάλσ κπνξνχκε λα θαηαιήμνπκε ζην φηη, γηα 

ηνλ ππνινγηζκφ ησλ γεσκεηξηθψλ ζηαζεξψλ Its θαη Cs , ε κέζνδνο ζπλνξηαθψλ 

ζηνηρείσλ πνπ έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη απνηειεί έλα αθξηβέο εξγαιείν φπσο θαη απηή 

ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ ελψ ε Θεσξία Λεπηφηνηρσλ Γηαηνκψλ δελ ελδείθλπηαη 

γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπο παξά κφλν ζε ζπγθεθξηκέλεο πεξηπηψζεηο θαη κε νξηζκέλεο 

πξνυπνζέζεηο. 

 

6.2.2 Δληαηηθά κεγέζε, θηλεκαηηθά κεγέζε, ηάζεηο 

 
          ΢ην πξψην κέξνο απηνχ ηνπ ππνθεθαιαίνπ ζα αζρνιεζνχκε κε έλα αξηζκεηηθφ 

παξάδεηγκα πξνθεηκέλνπ λα ζρεκαηίζνπκε κηα πξψηε εηθφλα ζρεηηθά κε ην ηη 

ζπκβαίλεη ζε κηα θνξηηδφκελε ξάβδν απφ άπνςε εληαηηθψλ θαη θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ 

αιιά θπξίσο γηα λα δείμνπκε ηελ αλεπάξθεηα ησλ απνηειεζκάησλ ηεο νκνηφκνξθεο 

ζεσξίαο κέζσ ηεο ζχγθξηζεο κε ηε „θιαζηθή‟ ζεσξία ε νπνία είλαη ε πιένλ απνδεθηή 

ζηελ επηζηεκνληθή βηβιηνγξαθία θαη εμάιινπ ρξεζηκνπνηείηαη ζε πιήζνο ζχγρξνλσλ 

εκπνξηθψλ πξνγξακκάησλ αλάιπζεο θαηαζθεπψλ. 
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Παξάδεηγκα 1
ν
 

 

      Δμεηάδνπκε ξάβδν κήθνπο 10m θαη δηαηνκήο ΗΔΒ400 (Itp=3.61100E-06 4m , 

Cs=3.75107E-06 6m , Its= 4.47452E-04 4m )ε νπνία ππνβάιιεηαη ζε θαηαλεκεκέλν 

ζηξεπηηθφ θνξηίν 10kNm/m ζε φιν ην κήθνο ηεο. Η ζηξνθή θαη ε ζηξέβισζε ζηα 

άθξα ηεο ξάβδνπ παξεκπνδίδνληαη κέζσ πάθησζεο έρνληαο έηζη γηα ηα άθξα ζx=0 

θαη ζ΄x=0. Η αλάιπζε γηα ηελ εμαγσγή ησλ εληαηηθψλ θαη θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ 

πξαγκαηνπνηήζεθε ζην πξφγξακκα TOBEM θαη πξνέθπςαλ ηα παξαθάησ 

απνηειέζκαηα γηα θάζε κία απφ ηηο δχν ζεσξίεο ρσξηζηά. 

Μέγηζηεο ηηκέο Οκνηόκνξθε Κιαζηθή Απνθιίζεηο(%) 

max-ζx (rad) 4.28588E-01  1.72513E-01 148.438 

max-dζx/dx 

(rad/m)  
1.71231E-01 5.34666E-02 220.258 

max-Mtp (kNm) 50 1.55939E+01 67.936 

max-Mts (kNm) 0 50 - 

max-Mt (kNm) 50 
 

50 0.000 

max-|Mw| (kNm 2 )  0 5.55395E+01 - 

 

Πίνακαρ 5 Μέγηζηεο ηηκέο εληαηηθώλ θαη θηλεκαηηθώλ κεγεζώλ γηα νκνηόκνξθε θαη θιαζηθή ζεσξία 
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Γπάθημα 1 Μεηαβνιή γσλίαο ζηξνθήο ζx θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ 

 

 
 

Γπάθημα 2 Μεηαβνιή ζρεηηθήο γσλίαο ζηξνθήο ζ΄x θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ 
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Γπάθημα 3 Μεηαβνιή πξσηνγελνύο ζηξεπηηθήο ξνπήο Mtp θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ 

 

 
 

Γπάθημα 4 Μεηαβνιή δεπηεξνγελνύο ζηξεπηηθήο ξνπήο θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ 
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Γπάθημα 5 Μεηαβνιή δηξξόπνπ ζηξέβισζεο Mw θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ 

 

       

    Με βάζε ηα παξαπάλσ γξαθήκαηα θαηαιήγνπκε ζηα εμήο ζπκπεξάζκαηα: 

 Όζν αθνξά ζηα θηλεκαηηθά κεγέζε παξαηεξνχκε φηη ε ζηξεπηηθή γσλία 

ζηξνθήο ζx ιακβάλεη κεγαιχηεξεο ηηκέο ζηελ νκνηφκνξθε ζεσξία θαη απηφ 

καο ππνδεηθλχεη φηη ε ξάβδνο εκθαλίδεη κεγαιχηεξε ζηξεπηηθή αληίζηαζε 

ζηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία (βι. Γξάθεκα 1). Πξνέθπςε ήδε ινηπφλ έλα 

ζεκαληηθφ ζθάικα ηεο νκνηφκνξθεο ζεσξίαο πνπ ζρεηίδεηαη θαη κε ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ηεο ζηξεπηηθήο ζηηβαξφηεηαο ηεο ξάβδνπ. Πην ζπγθεθξηκέλα, ε 

νκνηφκνξθε ζεσξία πξνβιέπεη ζεκαληηθά κηθξφηεξεο ζηηβαξφηεηεο απ‟φηη ε 

θιαζηθή αλνκνηφκνξθε ζεσξία. 

 Δθηφο ηεο γσλίαο ζηξνθήο θαη ε ζπζηξνθή παξνπζηάδεη ζεκαληηθέο δηαθνξέο 

κεηαμχ ησλ δχν ζεσξηψλ φρη κφλν ζε κέγηζηεο ηηκέο αιιά θαη ζηε κνξθή ηεο 

θακπχιεο (βι. Γξάθεκα 2). Δδψ πξέπεη λα ηνληζηεί ην φηη ζηελ νκνηφκνξθε 

ζεσξία ε ζπζηξνθή ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ ιακβάλεη κε κεδεληθή ηηκή θαη 

απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη, θαζψο βαζηθή παξαδνρή ηεο νκνηφκνξθεο 

ζεσξίαο ζηξέςεο θαηά St.Venant είλαη ε κε παξεκπφδηζε ηεο ζηξέβισζεο, 

έρνπκε ζεσξήζεη δηραισηή ζηήξημε θαη φρη πάθησζε φπσο ηζρχεη ζην 

πξαγκαηηθφ ζηαηηθφ ζχζηεκα πνπ εμεηάδνπκε.  

 Όζν αθνξά ζηα εληαηηθά κεγέζε παξαηεξνχκε φηη ε ζπλνιηθή ζηξεπηηθή 

ξνπή Mt παξνπζηάδεη ίδηεο κέγηζηεο ηηκέο θαη νη θακπχιεο ζπκπίπηνπλ θαη 

ζηηο δχν ζεσξίεο, σζηφζν δηαθέξεη ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν παξαιακβάλεηαη 

απφ πξσηνγελείο θαη δεπηεξνγελείο ζηξεπηηθέο ξνπέο. ΢ηελ νκνηφκνξθε 

ζεσξία βιέπνπκε φηη ην ζχλνιν ηεο ξνπήο ην έρεη παξαιάβεη ε πξσηνγελήο 

ζηξεπηηθή ξνπή Mtp ελψ ζηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία αλαπηχζζεηαη θαη 
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δεπηεξνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή ε νπνία παξνπζηάδεη κέγηζηεο ηηκέο ζηα άθξα, 

φπνπ είλαη έληνλε ε κεηαβνιή ηνπ δηξξφπνπ ζηξέβισζεο, θαη θζίλεη θαζψο 

απνκαθξπλφκαζηε απφ απηά (βι. Γξάθεκα 5). ΢εκαληηθφ ζηνηρείν απνηειεί 

ην γεγνλφο φηη ζηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία ε πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή ζηα 

άθξα ιακβάλεη κεδεληθή ηηκή θαζψο εθεί ηζρχεη ζ΄x=0 (βι. ζρέζε 3.3.6) 

 Σέινο, παξαηεξψληαο ην Γξάθεκα 5 θαζίζηαηαη εκθαλήο ε αλεπάξθεηα ηεο 

νκνηφκνξθεο ζεσξίαο θαζψο ζε απηή ην δίξξνπν ζηξέβισζεο ακειείηαη ελψ 

ζηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία φρη κφλν δελ ακειείηαη αιιά ιακβάλεη θαη ζεκαληηθέο 

ηηκέο (ηνπηθά).  

 Οπφηε ιφγσ ησλ ζπκπεξαζκάησλ γηα ηα εληαηηθά κεγέζε αιιά θαη δεδνκέλσλ 

ησλ πνιχ κεγάισλ απνθιίζεσλ ζηα θηλεκαηηθά κεγέζε θαζίζηαηαη πξνθαλήο 

ε αθαηαιιειφηεηα ηεο νκνηφκνξθεο ζεσξίαο ζηηο αλνηθηέο δηαηνκέο. 

 

΢ύγθξηζε ‘θιαζηθήο’-‘δηεπξπκέλεο’ ζεσξίαο 
 

          ΢ην δεχηεξν κέξνο απηνχ ηνπ ππνθεθαιαίνπ ζα αζρνιεζνχκε κε ηε ζχγθξηζε 

κεηαμχ „θιαζηθήο‟ θαη „δηεπξπκέλεο‟ ζεσξίαο πξνθεηκέλνπ λα αλαδείμνπκε ηα 

ζθάικαηα ηεο „θιαζηθήο‟ ζεσξίαο αιιά θαη λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο πξνυπνζέζεηο 

θάησ απφ ηηο νπνίεο ηα απνηειέζκαηα ησλ δχν ζεσξηψλ παξνπζηάδνπλ ακειεηέεο 

απνθιίζεηο θαη επνκέλσο ε „θιαζηθή‟ ζεσξία κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ρσξίο λα 

παξνπζηάδεη ζεκαληηθά ζθάικαηα. Θα παξαζέζνπκε αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα γηα 

δηαθνξεηηθνχ ηχπνπ δηαηνκέο θαη δηαθνξεηηθά ζηαηηθά ζπζηήκαηα θαη γηα θάζε 

πεξίπησζε ζα παξνπζηάζνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ αλαιχζεηο ζε 

δηάθνξα κήθε ξάβδνπ ψζηε λα εμεηάζνπκε αλ ππάξρεη θάπνηα εμάξηεζε ησλ 

ζθαικάησλ ηεο „θιαζηθήο‟ ζεσξίαο απφ ηα γεσκεηξηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο ξάβδνπ, 

θαη‟ αλαινγία κε ηηο ξάβδνπο ππφ θάκςε φηαλ αλαιχνληαη κε ηηο ζεσξίεο Euler-

Bernoulli θαη Timoshenko. 

 

 

Παξάδεηγκα 2
ν 

 

          Δμεηάδνπκε ξάβδν δηαηνκήο ΗΔΑ300(Itp=8.42400E-07 4m , Cs=1.17460E-

06 6m , Its=1.42882E-04 4m ,θ=9.93746E-01) ε νπνία ππνβάιιεηαη ζε ζπγθεληξσκέλν 

ζηξεπηηθφ θνξηίν 10kNm/m ζην κέζν ηνπ κήθνπο ηεο. Η ζηξνθή θαη ε ζηξέβισζε 

ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ παξεκπνδίδνληαη κέζσ πάθησζεο έρνληαο έηζη γηα ηα άθξα 

ζx=0 θαη ζ΄x=0 γηα ηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία θαη ζx=0 θαη nx=0 γηα ηε „δηεπξπκέλε‟ 

ζεσξία. Η αλάιπζε γηα ηελ εμαγσγή ησλ εληαηηθψλ θαη θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ 

πξαγκαηνπνηήζεθε ζην πξφγξακκα TOBEM γηα κήθε ξάβδνπ 0.5,1,2,3 θαη 5 m θαη 

πξνέθπςαλ ηα παξαθάησ απνηειέζκαηα γηα θάζε κία απφ ηηο δχν ζεσξίεο ρσξηζηά. 

 

Μήθνο ξάβδνπ[m] 
Max-ζx[rad] 

Κιαζηθή Γηεπξπκέλε 

5 
0.02252 0.0224 

3 
0.00537 0.00534 

2 
0.00164 0.00163 
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1 
0.0002097 0.0002084 

0.5 
0.00002635 0.00002618 

 

Πίνακαρ 6  Μέγηζηεο ηηκέο γσλίαο ζηξνθήο ζx γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ 

 

 

Μήθνο ξάβδνπ[m] 
Max-Mts[kNm] 

Κιαζηθή Γηεπξπκέλε 

5 
5.0  4.9687 

3 
5.0  4.96872 

2 
5.0 4.96873 

1 
5.0 4.96873 

0.5 
5.0 4.96873 

 

Πίνακαρ 7  Μέγηζηεο ηηκέο ηεο δεπηεξνγελνύο ζηξεπηηθήο ξνπήο Mts γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ 

 

 

Μήθνο ξάβδνπ[m] Max-Mw[kNm
2

] 

Κιαζηθή Γηεπξπκέλε 

5 
5.48389 5.45366 

3 
3.56736 3.54612 

2 
2.44406 2.42911 

1 
1.24286 1.23513 

0.5 
0.6241 0.62020 

 

Πίνακαρ 8  Μέγηζηεο ηηκέο ηνπ δηξξόπνπ ζηξέβισζεο Mw γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ 

 

 

Μήθνο 

ξάβδνπ[m] 
Μήθνο/Πιάηνο Μήθνο/Ύςνο 

Απόθιηζε(%) 

Max-ζx Max-Mts Max-Mw 

5 
16.67 17.24 0.536 0.625 0.551 

3 
10.00 10.34 0.562 0.625 0.595 

2 
6.67 6.90 0.613 0.625 0.612 
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1 
3.33 3.45 0.624 0.625 0.622 

0.5 
1.67 1.72 0.649 0.625 0.655 

 

Πίνακαρ 9  Απνθιίζεηο ζx, Mts θαη Mw γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ 

 

          Με βάζε ηνπο παξαπάλσ πίλαθεο κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε ηα εμήο: 

 ΢ε επίπεδν θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ παξαηεξνχκε φηη ε γσλία ζηξνθήο ζx εκθαλίδεη 

ακειεηέα απφθιηζε κε απνηέιεζκα θαη νη δχν ζεσξίεο λα πξνβιέπνπλ ηελ ίδηα 

ζηξεπηηθή ζηηβαξφηεηα γηα ηε ξάβδν. Δπηζεκαίλεηαη, επίζεο, φηη φζν κηθξαίλεη ην 

κήθνο ηεο ξάβδνπ απμάλεη ε απφθιηζε ζε αλαινγία κε ηε ζεσξία θακπηφκελσλ 

ξαβδσλ Timoshenko. 

 Καη ζε επίπεδν εληαηηθψλ κεγεζψλ παξνπζηάδεηαη ακειεηέα απφθιηζε ηφζν ζηε 

δεπηεξνγελή ζηξεπηηθή ξνπή φζν θαη ζην δίξξνπν ζηξέβισζεο. Η ηαχηηζε ησλ 

απνηειεζκάησλ ηζρχεη γηα φινπο ηνπο ιφγνπο κήθνο/πιάηνο θαη κήθνο/χςνο 

ηνπιάρηζηνλ γηα ηελ πεξίπησζε ηεο δεπηεξνγελνχο ζηξεπηηθήο ξνπήο θαη ην 

ζπκπέξαζκα απηφ καο επηηξέπεη λα δερηνχκε φηη, γηα ην ζπγθεθξηκέλν ζηαηηθφ 

ζχζηεκα θαη ηχπν ξάβδνπ, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ε „θιαζηθή‟ ζεσξία ρσξίο 

λα παξνπζηάδεη ζθάικαηα παξά ην γεγνλφο φηη δελ ιακβάλεη ππφςηλ ηελ επηξξνή 

ησλ δεπηεξνγελψλ ζηξεπηηθψλ παξακνξθψζεσλ. ΢πλεπψο, νη δεπηεξνγελείο 

ζηξεπηηθέο παξακνξθψζεηο έρνπλ πνιχ κηθξή επηξξνή. 

 Οη δχν ζεσξίεο έρνπλ ηα ίδηα αθξηβψο εληαηηθά κεγέζε (ζε αληίζεζε κε ηελ 

νκνηφκνξθε ζεσξία), άξα θαη νη ηάζεηο πνπ ζα ππνινγηζηνχλ αλακέλεηαη λα 

παξνπζηάδνπλ ακειεηέεο απνθιίζεηο. ΢πλεπψο παξαιείπνληαη απφ ηελ παξνχζα 

αλάιπζε. 

 ΢ε φια ηα κήθε ε απφθιηζε ζην MtS είλαη αθξηβψο ε ίδηα. ΢πλεπψο, ε 

δηαθνξνπνίεζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ κεγέζνπο είλαη αλεμάξηεηε ηνπ κήθνπο ηεο 

ξάβδνπ, ζε αληίζεζε κε ην δίξξνπν ζηξέβισζεο θαη ηα θηλεκαηηθά κεγέζε. 

 

 

Παξάδεηγκα 3
ν 

 

          Δμεηάδνπκε ξάβδν δηαηνκήο ΗΔB300[Itp= 9.30900E-08 4m , Cs= 3.23227E-

09 6m ,Its=1.98434E-04 4m ,θ= 9.74308E-01] ε νπνία ππνβάιιεηαη ζε ζπγθεληξσκέλν 

ζηξεπηηθφ θνξηίν 10kNm ζην έλα άθξν ηεο. Σν άθξν απηφ ζην νπνίν επηβάιιεηαη ην 

θνξηίν είλαη ειεχζεξν ελψ ζην άιιν ε ζηξνθή θαη ε ζηξέβισζε παξεκπνδίδνληαη 

κέζσ πάθησζεο έρνληαο έηζη ζx=0 θαη ζ΄x=0 γηα ηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία θαη ζx=0 θαη 

nx=0 γηα ηε „δηεπξπκέλε‟ ζεσξία.. Η αλάιπζε γηα ηελ εμαγσγή ησλ εληαηηθψλ θαη 

θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ πξαγκαηνπνηήζεθε ζην πξφγξακκα TOBEM γηα κήθε ξάβδνπ 

0.1,0.2,0.5,1,2,3 θαη 5 m θαη πξνέθπςαλ ηα παξαθάησ απνηειέζκαηα γηα θάζε κία 

απφ ηηο δχν ζεσξίεο ρσξηζηά. Δηδηθά γηα κήθνο ξάβδνπ 5 m ζα παξνπζηαζηνχλ θαη ηα 

απνηειέζκαηα ηεο νκνηφκνξθεο ζεσξίαο ψζηε λα γίλεη ζχγθξηζε θαη ησλ ηξηψλ 

ζεσξηψλ. 
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Μήθνο ξάβδνπ[m] 
Max-ζx[rad] 

Κιαζηθή Γηεπξπκέλε 

5 
6.25044 6.25560 

3 
3.59040 3.59557 

2 
2.26039 2.26556 

1 
0.93141 0.93666 

0.5 
0.29305 0.29902 

0.2 
0.03338 0.03865 

0.1 
0.00470 0.00789 

 

Πίνακαρ 10  Μέγηζηεο ηηκέο γσλίαο ζηξνθήο ζx γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ 

 

 

 

Μήθνο ξάβδνπ[m] 
Max-Mts[rad] 

Κιαζηθή Γηεπξπκέλε 

5 
 10.0  9.74038 

3 
10.0 9.74211 

2 
10.0 9.74265 

1 10.0 9.74298 

0.5 
10.0 9.74306 

0.2 
10.0 9.74308 

0.1 
10.0 9.74308 

 

Πίνακαρ 11  Μέγηζηεο ηηκέο ηεο δεπηεξνγελνύο ζηξεπηηθήο ξνπήο Mts γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ 

 

 

 

Μήθνο ξάβδνπ[m] Max-Mw[kNm
2

] 

Κιαζηθή Γηεπξπκέλε 

5 
3.00506 2.96621 

3 
3.00477 2.96593 
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2 
3.00468 2.96583 

1 
2.99692 2.95749 

0.5 
2.79661 2.75175 

0.2 
1.74901 1.70943 

0.1 
0.96464 0.94071 

 

Πίνακαρ 12 Μέγηζηεο ηηκέο ηνπ δηξξόπνπ ζηξέβισζεο Mw γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ 

 

 

 

Μήθνο 

ξάβδνπ[m] 
Μήθνο/Πιάηνο Μήθνο/Ύςνο 

Απόθιηζε(%) 

Max-ζx Max-Mts Max-

Mw 

5 
50.00 50.00 0.082 2.568 1.293 

3 
30.00 30.00 0.144 2.569 1.293 

2 
20.00 20.00 0.228 2.569 1.293 

1 
10.00 10.00 0.560 2.569 1.316 

0.5 
5.00 5.00 1.996 2.569 1.604 

0.2 
2.00 2.00 13.620 2.569 2.263 

0.1 
1.00 1.00 40.368 2.569 2.481 

 

Πίνακαρ 13  Απνθιίζεηο ζx, Mts θαη Mw γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ κεηαμύ „θιαζηθήο‟ θαη 

„δηεπξπκέλεο‟ ζεσξίαο 
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Γπάθημα 6  Μεηαβνιή γσλίαο ζηξνθήο ζx θαηά κήθνο ξάβδνπ 5m κε ζηαηηθό ζύζηεκα πξνβόινπ 

 

 

 

Γπάθημα 7  Μεηαβνιή πξσηνγελνύο ζηξεπηηθήο ξνπήο θαηά κήθνο ξάβδνπ 5m κε ζηαηηθό ζύζηεκα 

πξνβόινπ 
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Γπάθημα 8  Μεηαβνιή δεπηεξνγελνύο ζηξεπηηθήο ξνπήο θαηά κήθνο ξάβδνπ 5m κε ζηαηηθό ζύζηεκα 

πξνβόινπ 

 

 

Γπάθημα 9  Μεηαβνιή δηξξόπνπ ζηξέβισζεο θαηά κήθνο ξάβδνπ 5m κε ζηαηηθό ζύζηεκα πξνβόινπ 
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          Με βάζε ηνπο παξαπάλσ πίλαθεο κε ηηο απνθιίζεηο „θιαζηθήο‟ θαη 

„δηεπξπκέλεο‟ ζεσξίαο γηα δηάθνξα κήθε θαη ηα γξαθήκαηα πνπ πεξηέρνπλ θαη ηηο 

ηξεηο ζεσξίεο γηα κήθνο ξάβδνπ 5m θαηαιήγνπκε ζηα εμήο ζπκπεξάζκαηα: 

 Όζν αθνξά ζηελ αλάιπζε γηα κήθνο ξάβδνπ 5m παξαηεξνχκε φηη ππάξρεη 

ηαχηηζε ησλ απνηειεζκάησλ ζε „θιαζηθή‟ θαη „δηεπξπκέλε‟ ζεσξία. Χζηφζν, 

ε νκνηφκνξθε ζεσξία παξνπζηάδεη ζεκαληηθέο δηαθνξέο ηφζν ζηηο κέγηζηεο 

ηηκέο θηλεκαηηθψλ θαη εληαηηθψλ κεγεζψλ φζν θαη ζηε κνξθή ηεο 

θακπχιεο(maxζx=6.64999E+00rad, maxMts=0, maxMw=0). Όπσο θαη ζην 

παξάδεηγκα 1 ε νκνηφκνξθε ζεσξία δίλεη κεγαιχηεξεο ηηκέο γηα ηε γσλία 

ζηξνθήο ζx, πξνβιέπεη δειαδή ξάβδν κηθξφηεξεο ζηξεπηηθήο ζηηβαξφηεηαο 

ζε ζρέζε κε ηηο άιιεο δχν. Αιιά θαη ζηα εληαηηθά κεγέζε, ζηελ νκνηφκνξθε, 

παξαηεξνχκε φηη ε ξνπή παξαιακβάλεηαη εμ‟νινθιήξνπ απφ ηελ πξσηνγελή 

ζηξεπηηθή ξνπή θαη ην δίξξνπν ζηξέβισζεο ακειείηαη ελψ ζηηο άιιεο δχν 

ζεσξίεο ιακβάλεη ζεκαληηθέο ηηκέο θπξίσο θνληά ζηε ζηήξημε. 

 Όζν αθνξά ζηηο αλαιχζεηο πνπ έρνπλ γίλεη γηα ηα ππφινηπα κήθε 

παξαηεξνχκε φηη γηα ην θηλεκαηηθφ κέγεζνο, δειαδή ηε γσλία ζηξνθήο, νη 

απνθιίζεηο κεηαμχ „θιαζηθήο‟ θαη „δηεπξπκέλεο‟ ζεσξίαο είλαη 

ηθαλνπνηεηηθέο(<2%) κέρξη ελφο νξηζκέλνπ κήθνπο. Πην ζπγθεθξηκέλα, γηα 

ιφγνπο κήθνο/πιάηνο<5 θαη κήθνο/ύςνο<5 παξνπζηάδνληαη ζεκαληηθά 

ζθάικαηα ζην ζx θαη ηδίσο γηα κήθνο/πιάηνο=1 θαη κήθνο/χςνο=1 ε 

απφθιηζε ιακβάλεη ηηκή 40%. Χζηφζν, ζηα ζπλήζε κήθε ξάβδνπ πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη ζηηο θαηαζθεπέο ε „θιαζηθή‟ ζεσξία δελ παξνπζηάδεη 

ζεκαληηθά ζθάικαηα. 

 ΢ε επίπεδν εληαηηθψλ κεγεζψλ, ζχκθσλα κε ηνλ Πίλαθα 13, ην δίξξνπν 

ζηξέβισζεο εκθαλίδεη κηθξέο απνθιίζεηο θαη κφλν γηα ιφγνπο 

κήθνο/πιάηνο<5 θαη κήθνο/ύςνο<5 ην ζθάικα μεπεξλάεη ειάρηζηα ηελ ηηκή 

2% ελψ, επίζεο, ε „δηεπξπκέλε‟ ζεσξία παξνπζηάδεη κηθξφηεξεο ηηκέο απφ 

απηέο ηεο „θιαζηθήο‟. ΢ηε δεπηεξνγελή ζηξεπηηθή ξνπή φκσο παξαηεξνχκε 

φηη ην ζθάικα παξακέλεη ην ίδην γηα φια ηα κήθε θαη ιακβάλεη ηηκή 2.57%, 

ειάρηζηα κεγαιχηεξν ηνπ 2% πνπ ζεσξνχκε σο κηθξή απφθιηζε. 

 ΢ε φια ηα κήθε ε απφθιηζε ζην MtS είλαη αθξηβψο ε ίδηα. ΢πλεπψο, ε 

δηαθνξνπνίεζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ κεγέζνπο είλαη αλεμάξηεηε ηνπ κήθνπο 

ηεο ξάβδνπ, ζε αληίζεζε κε ην δίξξνπν ζηξέβισζεο θαη ηα θηλεκαηηθά 

κεγέζε. 

 ΢χκθσλα κε ηα παξαπάλσ κπνξνχκε λα θαηαιήμνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη, 

γηα ην ζπγθεθξηκέλν ζηαηηθφ ζχζηεκα θαη γηα ιφγνπο κήθνο/πιάηνο>=5 θαη 

κήθνο/χςνο>=5, ε „θιαζηθή‟ ζεσξία δίλεη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθά 

απνηειέζκαηα θαη κφλν ζην κέγεζνο Mts παξνπζηάδεη έλα κηθξφ ζθάικα 

νπφηε κπνξεη λα εθαξκνζηεί ην ίδην απνηειεζκαηηθά κε ηελ „δηεπξπκέλε‟ 

ζεσξία. 

6.3 Κιεηζηέο δηαηνκέο 

6.3.1 Γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο 

 
          Οη θιεηζηέο δηαηνκέο κε ηηο νπνίεο αζρνιεζήθακε είλαη νη θνίιεο 

νξζνγσληθέο κε δηαζηάζεηο 60x40x5, 100x60x6.3, 160x80x6.3, 250x150x10, 

450x250x8 θαη νη νβάι κε δηαζηάζεηο 400x200x8, 400x200x10, 400x200x12.5, 
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400x200x16 θαη νη ζηαζεξέο πνπ παξνπζηάδνληαη ζηνπο παξαθάησ πίλαθεο είλαη ε 

πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ζηαζεξά Itp, ε δεπηεξνγελήο ζηξεπηηθή ζηαζεξά Its θαη ε 

ζηαζεξά ζηξέβισζεο Cs. ΢ηα επφκελα ζα παξαζέζνπκε ηηο γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο γηα 

ηηο παξαπάλσ δηαηνκέο πνπ έρνπλ δεκνζηεπηεί θαη πξνέθπςαλ απφ αλάιπζε κε 

Θεσξία Λεπηφηνηρσλ Γηαηνκψλ (Rubin 2007), ζα παξαζέζνπκε ηηο ηηκέο ησλ Itp θαη 

Cs πνπ πξνέθπςαλ απφ ην Nastran  θαη ζα ηηο ζπγθξίλνπκε κε ηα απνηειέζκαηα απφ 

ηηο δηθέο καο αλαιχζεηο. 

 

 

 

 

Γηαηνκέο Itp-BEM[ 4m ] Its-BEM[ 4m ] Cs-BEM[ 6m ] 

 ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

60Υ40Υ5 
4.32682E-07 2.3404E-08 4.0286E-12 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

100X60X6,3 
2.2501E-06 1.68046E-07 8.01345E-11 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

160Υ80Υ6,3 
7.29964E-06 8.58067E-07 1.00058E-09 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

250X150X10 
6.09064E-05 3.95614E-06 1.31838E-08 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

450X250X8 
2.70833E-04 2.08072E-05 2.28416E-07 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ8 1.15142E-04 4.14828E-05 3.13711E-08 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ10 1.40457E-04 5.14181E-05 3.84077E-08 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ12.5 1.70276E-04 6.35784E-05 4.68312E-08 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ16 2.08779E-04 8.01179E-05 5.80705E-08 

 

Πίνακαρ 14  Γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο Itp, Its, Cs από αλάιπζε κε ζπλνξηαθά ζηνηρεία (παξνύζα 

ζεσξία) 

 

Γηαηνκέο Itp-Θ.Λ.Γ. [
4m ] Its-Θ.Λ.Γ. [

4m ] Cs-Θ.Λ.Γ. [
6m ] 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

60Υ40Υ5 
4.28000E-07 1.89000E-08 3.36000E-12 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

100X60X6,3 
2.24000E-06 1.47000E-07 7.18000E-11 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

160Υ80Υ6,3 
7.29000E-06 8.07000E-07 9.54000E-10 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

250X150X10 
6.08400E-05 3.72000E-06 1.25250E-08 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

450X250X8 
2.70770E-04 2.01900E-05 2.25114E-07 
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ΟΒΑΛ 400Υ200Υ8 - - - 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ10 - - - 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ12.5 - - - 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ16 - - - 

 
Πίνακαρ 15  Γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο Itp, Its, Cs από αλάιπζε κε Θ.Λ.Δ. 

 

 

 

 

Γηαηνκέο Itp-Nastran [
4m ] Cs-Nastran [

6m ] 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

60Υ40Υ5 
4.35219E-07 4.12810E-12 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

100X60X6,3 
4.35219E-07 4.12810E-12 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

160Υ80Υ6,3 
2.26108E-06 8.21840E-11 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

250X150X10 
7.33511E-06 1.02155E-09 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

450X250X8 
6.12688E-05 1.32510E-08 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ8 2.72579E-04 2.29843E-07 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ10 1.40391E-04 3.87939E-08 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ12.5 1.70269E-04 4.78486E-08 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ16 2.08779E-04 5.7698E-08 

 

Πίνακαρ 16  Γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο Itp, Cs από αλάιπζε ζην Nastran (FEM)  

 

 

 

Γηαηνκέο Itp 

Απόθιηζε(%)        

BEM-Nastran 

Cs 

Απόθιηζε(%)             

BEM-Nastran 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

60Υ40Υ5 
0.5830 2.4102 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

100X60X6,3 
0.4857 2.4938 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

160Υ80Υ6,3 
0.4835 2.0523 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

250X150X10 
0.5916 0.5072 
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ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

450X250X8 
0.6404 0.6209 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ8 0.0069 0.0315 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ10 0.0470 0.9955 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ12.5 0.0041 2.1263 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ16 0.0002 0.6456 

 

Πίνακαρ 17  Απόθιηζε Itp θαη Cs κεηαμύ αλάιπζεο κε ζπλνξηαθά ζηνηρεία θαη αλάιπζεο κε Nastran 

 

 

 

Γηαηνκέο Itp 

Απόθιηζε(%)  

BEM-Θ.Λ.Γ. 

Its 

Απόθιηζε(%) 

BEM-Θ.Λ.Γ. 

Cs 

Απόθιηζε(%)

BEM-Θ.Λ.Γ. 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

60Υ40Υ5 
1.082 19.245 16.596 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

100X60X6,3 
0.449 12.524 10.401 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

160Υ80Υ6,3 
0.132 5.951 4.656 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

250X150X10 
0.109 5.969 4.997 

ΚΟΙΛΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ 

450X250X8 
0.023 2.966 1.446 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ8 - - - 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ10 - - - 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ12.5 - - - 

ΟΒΑΛ 400Υ200Υ16 - - - 

 

Πίνακαρ 18  Απόθιηζε Itp, Its, Cs κεηαμύ αλάιπζεο κε ζπλνξηαθά θαη αλάιπζεο κε Θ.Λ.Δ. 

 

 

      Δμεηάδνληαο ηνπο παξαπάλσ πίλαθεο κπνξνχκε λα θαηαιήμνπκε ζε βαζηθά 

ζπκπεξάζκαηα φζν αθνξά ζηελ αθξίβεηα ηεο κεζφδνπ πνπ ρξεζηκνπνηνχκε αιιά θαη 

ηεο Θ.Λ.Γ. ζηηο θιεηζηέο δηαηνκέο. Καηαιήγνπκε, ινηπφλ, ζηα εμήο: 

 Παξαηεξψληαο ηνλ Πίλαθα 17 κε ηηο απνθιίζεηο αλάκεζα ζηα δηθά καο 

απνηειέζκαηα θαη ηα απνηειέζκαηα ηνπ Nastran δηαπηζηψλνπκε φηη 

απνθιίζεηο, ηφζν ζηελ πξσηνγελή ζηξεπηηθή ζηαζεξά φζν θαη ζηε ζηαζεξά 

ζηξέβισζεο, είλαη ακειεηέεο θαζψο δελ μεπεξλνχλ ην 2-2.5%. Σν ζηνηρείν 

απηφ, επνκέλσο, θαηαδεηθλχεη ηελ αθξίβεηα ηεο κεζφδνπ ησλ ζπλνξηαθψλ 

ζηνηρείσλ ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ γεσκεηξηθψλ ζηαζεξψλ. 



 

Κεθάιαην 6  Αξηζκεηηθέο εθαξκνγέο-΢πκπεξάζκαηα 

77 

 

 ΢ηνλ Πίλαθα 18 εμεηάδνπκε ηηο απνθιίζεηο ηεο κεζφδνπ ζπλνξηαθψλ 

ζηνηρείσλ κε ηε Θ.Λ.Γ. ζηηο ζηαζεξέο Itp, Its, Cs θαη παξαηεξνχκε φηη ζηελ 

πξσηνγελή ζηξεπηηθή ζηαζεξά ηα απνηειέζκαηα παξνπζηάδνπλ ακειεηέεο 

απνθιίζεηο θαη βιέπνπκε φηη φζν πην ιεπηφηνηρε είλαη ε δηαηνκή ηφζν πην 

αμηφπηζηα ηα απνηειέζκαηα. ΢ηηο άιιεο δχν ζηαζεξέο φκσο, δειαδή ηε 

δεπηεξνγελή ζηξεπηηθή ζηαζεξά θαη ηε ζηαζεξά ζηξέβισζεο, εκθαλίδνληαη 

αξθεηά ζεκαληηθέο απνθιίζεηο νη νπνίεο ιακβάλνπλ αθφκα ηε ηηκή 20%. Οη 

απνθιίζεηο απηέο απμάλνπλ φζν ε δηαηνκή γίλεηαη ιηγφηεξν ιεπηφηνηρε θαη 

εκθαλίδνληαη κεγαιχηεξεο ζηε ζηαζεξά Its. Δπίζεο, έρνληαο δείμεη ηελ 

αθξίβεηα ηεο κεζφδνπ καο ζηηο ζηαζεξέο Itp θαη Cs κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε 

φηη ππνινγίδεη ην ίδην ηθαλνπνηεηηθά θαη ηε ζηαζεξά Its . Με βάζε ηα 

πξνεγνχκελα, θαζίζηαηαη εκθαλέο ην ζθάικα ηεο Θ.Λ.Γ. ζηνλ ππνινγηζκφ 

ησλ γεσκεηξηθψλ ζηαζεξψλ αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ζηηο θιεηζηέο 

νξζνγσληθέο δηαηνκέο. 

 Όζν αθνξά ζηηο νβάι δηαηνκέο δελ ππάξρνπλ δεκνζηεπκέλα απνηειέζκαηα 

ηεο Θ.Λ.Γ. θαη έρνπκε παξαζέζεη κφλν ηα απνηειέζκαηα ηεο κεζφδνπ 

ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ, ηα νπνία ζχκθσλα κε ηνλ Πίλαθα 17, παξνπζηάδνπλ 

ακειεηέεο απνθιίζεηο ζε ζρέζε κε ηα απνηειέζκαηα ηνπ Nastran. Δπνκέλσο, 

θαη ζηηο νβάι δηαηνκέο ε κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηνχκε εκθαλίδεη πνιχ θαιή 

αθξίβεηα ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ γεσκεηξηθψλ ζηαζεξψλ. 

 

 

 

6.3.2  Δληαηηθά κεγέζε, θηλεκαηηθά κεγέζε, ηάζεηο  

 

           ΢ην πξψην κέξνο ηνπ ππνθεθαιαίνπ απηνχ ζα παξαζέζνπκε έλα παξάδεηγκα 

πξνθεηκέλνπ λα εμεηάζνπκε ηελ απφθξηζε κηαο θνξηηδφκελεο ξάβδνπ θιεηζηήο 

δηαηνκήο ζε θάζε κία απφ ηηο ηξεηο ζεσξίεο. ΢ηφρνο ηνπ παξαδείγκαηνο απηνχ είλαη 

λα αλαδείμεη ηελ αλεπάξθεηα ηεο „θιαζηθήο‟ ζεσξίαο ζηελ επίιπζε ηέηνησλ 

πξνβιεκάησλ. 

 

Παξάδεηγκα 1
ν  

 

          Δμεηάδνπκε ξάβδν θιεηζηήο δηαηνκήο δηαζηάζεσλ 100x60x6.3mm θαη κήθνπο 

5m [Itp= 2.25010E-06 4m , Its=1.68046E-07 4m , Cs= 8.01345E-11 6m , θ= 6.94937E-

02]  ε νπνία ππνβάιιεηαη ζε ζπγθεληξσκέλν ζηξεπηηθφ θνξηίν ηηκήο 10kNm  ζην 

κέζν ηνπ κήθνπο ηεο. Η ζηξνθή θαη ε ζηξέβισζε ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ 

παξεκπνδίδνληαη κέζσ πάθησζεο έρνληαο έηζη γηα ηα άθξα ζx=0 θαη ζ΄x=0 γηα 

„θιαζηθή‟ θαη νκνηφκνξθε ζεσξία ελψ γηα ηε „δηεπξπκέλε΄ ηζρχεη ζx=0 θαη nx=0. Η 

αλάιπζε γηα ηελ εμαγσγή ησλ εληαηηθψλ θαη θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ 

πξαγκαηνπνηήζεθε ζην πξφγξακκα TOBEM θαη πξνέθπςαλ ηα παξαθάησ 

απνηειέζκαηα γηα θάζε κία απφ ηηο ηξεηο ζεσξίεο ρσξηζηά. 

 

Μέγηζηεο 

ηηκέο 

Οκνηόκνξθε Κιαζηθή Γηεπξπκέλε Απνθιίζεηο(%) 

Κιαζηθή-
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Γηεπξπκέλε 

max-ζx 

(rad) 
6.86290E-02 6.82809E-02  6.67734E-02  2.258 

max-ζ΄x 

(rad/m)  
3.06589E-02 2.75120E-02 - - 

max-

nx(rad/m) 
- - 2.75120E-02 - 

max-Mtp 

(kNm) 
5.0 5.0 5.0 0.000 

max-Mts 

(kNm) 
0 5.0 3.40742E-01 1367.386 

max-Mt 

(kNm) 
5.0 5.0 5.0 0.000 

max-Mw 

(kNm 2 ) 

0 5.09943E-02 1.28010E-02 298.362 

 

Πίνακαρ 19  Μέγηζηεο ηηκέο εληαηηθώλ θαη θηλεκαηηθώλ κεγεζώλ γηα νκνηόκνξθε, „θιαζηθή‟ θαη 

„δηεπξπκέλε‟ ζεσξία 

 

 

          Σα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ κε βάζε ηα παξαπάλσ είλαη ηα εμήο: 

 ΢ηα θηλεκαηηθά κεγέζε ε απφθιηζε κεηαμχ „θιαζηθήο‟ θαη „δηεπξπκέλεο‟ 

ζεσξίαο ιακβάλεη ηηκή κηθξφηεξε ηνπ 2.5% θαη ζεσξείηαη ηθαλνπνηεηηθή. 

 ΢ηα εληαηηθά κεγέζε παξαηεξνχκε φηη ε κέγηζηε ηηκή ηνπ Mtp ηαπηίδεηαη ζηηο 

δχν ζεσξίεο. Σν κέγεζνο Mts φκσο παξνπζηάδεη ππεξβνιηθά πςειή απφθιηζε 

κεηαμχ ησλ δχν ζεσξηψλ θαη ε πςειή ηηκή ζηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία νθείιεηαη 

ζην γεγνλφο φηη ζηελ πάθησζε φιε ε ζηξεπηηθή ξνπή παξαιακβάλεηαη απφ ηε 

δεπηεξνγελή ζηξεπηηθή ξνπή θαζψο ε πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή 

κεδελίδεηαη εθεί (βι. ζρέζε (3.3.6)). Σν δίξξνπν ζηξέβισζεο παξνπζηάδεη, 

επίζεο, πνιχ κεγάιε απφθιηζε θαη εχθνια δηαπηζηψλνπκε ηελ αλεπάξθεηα ηεο 

„θιαζηθήο‟ ζεσξίαο ζηελ επίιπζε ξάβδσλ θιεηζηήο δηαηνκήο. ΢πλεπψο 

ζπκπεξαίλεηαη φηη νη θιεηζηέο δηαηνκέο είλαη πξνηηκφηεξν λα αλαιχνληαη κε 

ηε ζεσξία νκνηφκνξθεο ζηξέςεο φπνηε δελ είλαη δπλαηή ε ρξήζε ηεο 

δηεπξπκέλεο ζεσξίαο αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο, ηνπιάρηζηνλ γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ εληαηηθψλ κεγεζψλ. Σα θηλεκαηηθά κεγέζε ππνινγίδνληαη 

ηθαλνπνηεηηθά θαη απφ ηηο δχν ζεσξίεο (θιαζηθή – νκνηφκνξθε). 

 

΢ηε ζπλέρεηα ζα αζρνιεζνχκε κε ε ζχγθξηζε κεηαμχ νκνηφκνξθεο θαη „δηεπξπκέλεο‟ 

ζεσξίαο ηφζν ζε επίπεδν θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ φζν θαη ζε επίπεδν ηάζεσλ. 
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΢ύγθξηζε νκνηόκνξθεο-‘δηεπξπκέλεο’ ζεσξίαο 

 
          ΢ην δεχηεξν κέξνο ηνπ ππνθεθαιαίνπ απηνχ ζα αζρνιεζνχκε κε ηηο δχν 

επηθξαηέζηεξεο ζεσξίεο ζηελ επίιπζε ξάβδσλ θιεηζηήο δηαηνκήο θαη ζα ηηο 

ζπγθξίλνπκε ηφζν ζε επίπεδν θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ φζν θαη ζε επίπεδν ηάζεσλ. Δδψ 

πξέπεη λα ηνληζηεί φηη ζα ζπγθξίλνπκε ηηο ηάζεηο πνπ πξνθχπηνπλ απφ θάζε ζεσξία 

θαη φρη ηα εληαηηθά κεγέζε δηφηη ζε απηά δελ ππάξρεη αληηζηνηρία αλάκεζα ζηηο δχν 

ζεσξίεο παξά κφλν ζηελ πξσηνγελή ζηξεπηηθή ξνπή Mtp. Πξηλ πξνρσξήζνπκε,  

φκσο,  ζηε ζχγθξηζε ησλ δχν ζεσξηψλ ζα παξαζέζνπκε έλα δεκνζηεπκέλν 

παξάδεηγκα (Rubin 2005)  ζην νπνίν ππνινγίδνληαη νη ηάζεηο ζε κηα ξάβδν θάλνληαο 

ρξήζε ηεο Θ.Λ.Γ. θαη ζα δείμνπκε φηη θαη ε δηθηά καο κέζνδνο ππνινγηζκνχ ησλ 

ηάζεσλ θαηαιήγεη ζε παξφκνηα απνηειέζκαηα. 

 

Παξάδεηγκα [Rubin] 

 

           ΢ην παξάδεηγκα απηφ ε δηαηνκή ηεο ξάβδνπ είλαη δηαζηάζεσλ 600x400x20mm 

θαη δίδνληαη νη ηάζεηο ζηε κέζε γξακκή ηεο δηαηνκήο  ζε ζπγθεθξηκέλεο ζέζεηο ηεο 

ξάβδνπ φπνπ ηζρχνπλ ηα παξαθάησ εληαηηθά κεγέζε (ε ΘΛΓ πξνβιέπεη ηελ ίδηα 

θαηαλνκή ηάζεσλ θαηά ην πάρνο ησλ πιαθνεηδψλ ζηνηρείσλ πνπ ζπλζέηνπλ ηε 

δηαηνκή, ζπλεπψο ηα παξαθάησ απνηειέζκαηα ηζρχνπλ θαη ζηηο ζέζεηο εθηφο ηεο 

κέζεο γξακκήο ηεο δηαηνκήο). Η αλάιπζε γηα ηελ εμαγσγή ησλ ηαζηθψλ  κεγεζψλ 

ζχκθσλα κε ηε κέζνδν πνπ έρνπκε πηνζεηήζεη πξαγκαηνπνηήζεθε ζε πξφγξακκα ηνπ 

θ. Σζίπεξα. 

 

Δληαηηθή 

θαηάζηαζε 

Σάζεηο ζηε κέζε γξακκή 
Σάζεηο ζην 

ζύλνξν 

Απνθιίζεηο 

(%) 

BEM-Θ.Λ.Γ. BEM Θ.Λ.Γ. BEM 

Mtp=0.625kNm 

Mw=Mts=0 

maxSxnp= 

65.01 kN/ 2m  

maxSxnp= 

65.10kN/ 2m  

maxSxnp= 

71.76 kN/ 2m  

0.138 

Mw=0.00420

2kNm  

Mtp=Mts=0 

maxSxx= 

27.93 kN/ 2m  

maxSxx= 

26.25 kN/ 2m  

maxSxx= 

30.38 kN/ 2m  

6.4 

Mts=0.0163kNm 

Mtp=Mw=0 

maxSxns= 

12.63 kN/ 2m  

maxSxns= 

13.6 kN/ 2m  

maxSxns= 

11.89 kN/ 2m  

7.132 

 

Πίνακαρ 20  ΢πγθξηζε ηάζεσλ κεηαμύ Θ.Λ.Δ. θαη ζεσξίαο ζπλνξηαθώλ ζηνηρείσλ ζην παξάδεηγκα ηνπ 

Rubin 
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          ΢ηνλ Πίλαθα 20 παξαηεξνχκε φηη νη ηάζεηο πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο αλαιχζεηο 

καο δελ παξνπζηάδνπλ κεγάιε απφθιηζε σο πξνο ηα δεκνζηεπκέλα απνηειέζκαηα ηνπ 

Rubin θαη κπνξνχκε, επνκέλσο, λα ζεσξήζνπκε φηη ε κέζνδφο καο είλαη αθξηβήο θαη 

λα ηε ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηα επφκελα παξαδείγκαηα γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηάζεσλ 

ηφζν ζηε κέζε γξακκή φζν θαη ζην ζχλνξν ηεο δηαηνκήο. Οη απνθιίζεηο πνπ 

παξνπζηάδνληαη ζηα εληαηηθά κεγέζε ηεο αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ελδερνκέλσο 

νθείινληαη ζηε δηαθνξνπνίεζε πνπ ήδε έρνπκε δεη λα ππάξρεη κεηαμχ ησλ δχν 

ζεσξηψλ ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζρεηηθψλ γεσκεηξηθψλ ζηαζεξψλ. 

Παξάδεηγκα  2
ν
 

          Δμεηάδνπκε ξάβδν κε δηαηνκή δηαζηάζεσλ 160x80x6.3mm [[Itp= 7.29964E-

06 4m , Its=8.58067E-06 4m , Cs= 1.0061E-09 6m , θ= 1.05185E-01]  ε νπνία 

ππνβάιιεηαη ζε ζπγθεληξσκέλν ζηξεπηηθφ θνξηίν 10kNm ζην έλα άθξν ηεο. Σν άθξν 

απηφ ζην νπνίν επηβάιιεηαη ην θνξηίν είλαη ειεχζεξν ελψ ζην άιιν ε ζηξνθή θαη ε 

ζηξέβισζε παξεκπνδίδνληαη κέζσ πάθησζεο έρνληαο έηζη εθεί ζx=0 θαη ζ΄x=0 γηα 

ηελ νκνηφκνξθε θαη ζx=0 θαη nx=0 γηα ηε „δηεπξπκέλε‟. Η αλάιπζε γηα ηελ εμαγσγή 

ησλ εληαηηθψλ, ηαζηθψλ θαη θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ πξαγκαηνπνηήζεθε ζε πξφγξακκα 

ηνπ θ. Σζίπεξα  γηα κήθε ξάβδνπ 0.1,0.2,0.5,1,2,3,5 θαη 10 m θαη πξνέθπςαλ ηα 

παξαθάησ απνηειέζκαηα γηα νκνηφκνξθε θαη δηεπξπκέλε ζεσξία ρσξηζηά. Δδψ 

πξέπεη λα ηνληζηεί φηη δελ ππάξρεη αληηζηνηρία ζηα εληαηηθά κεγέζε αλάκεζα ζηηο δχν 

ζεσξίεο παξά κφλν ζην κέγεζνο Mtp θαη ιφγσ απηνχ επηβάιιεηαη λα γίλεη ζχγθξηζε 

ησλ ηάζεσλ  ζε θξίζηκεο δηαηνκέο ηεο ξάβδνπ. 

Μήθνο 

ξάβδνπ 

Κηλεκαηηθά 

κεγέζε 
Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε Απνθιίζεηο 

10m maxθx 1.69504E-01 1.69610E-01 0.063 

 maxθ’x(ομ.)-

maxnx(δι.) 1.69611E-02 1.69610E-02 0.001 

 maxθxdiff 1.69611E-02   

5m maxθx 8.47005E-02 8.48052E-02 0.123 

 maxθ’x(ομ.)-

maxnx(δι.) 1.69611E-02 1.69610E-02 0.001 

 maxθxdiff 1.69611E-02   

3m maxθx 5.07789E-02 5.08831E-02 0.205 

 maxθ’x(ομ.)-

maxnx(δι.) 1.69611E-02 1.69610E-02 0.001 
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 maxθxdiff 1.69611E-02   

2m maxθx 3.38179E-02 3.39221E-02 0.307 

 maxθ’x(ομ.)-

maxnx(δι.) 1.69611E-02 1.69610E-02 0.001 

 maxθxdiff 1.69611E-02   

1m maxθx 1.68569E-02 1.69610E-02 0.614 

 maxθ’x(ομ.)-

maxnx(δι.) 1.69611E-02 1.69610E-02 0.001 

 maxθxdiff 1.69611E-02   

0.5m maxθx 8.37642E-03 8.48052E-03 1.228 

 maxθ’x(ομ.)-

maxnx(δι.) 1.69546E-02 1.69610E-02 0.037 

 maxθxdiff 1.69604E-02   

0.2m maxθx 3.28832E-03 3.39221E-03 3.063 

 maxθ’x(ομ.)-

maxnx(δι.) 1.58603E-02 1.69610E-02 6.490 

 maxθxdiff 1.68453E-02   

0.1m maxθx 1.59854E-03 1.69610E-03 5.752 

 maxθ’x(ομ.)-

maxnx(δι.) 1.10393E-02 1.69610E-02 34.913 

 maxθxdiff 1.63382E-02   

 

Πίνακαρ  21  Κηλεκαηηθά κεγέζε γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=10m L/H=62.5 L/B=125 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Δληαηηθά κεγέζε Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 
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0 Mtp[kNm] 8.948E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.052E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -6.324E-02 0.000E+00 

L/4 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

L/2 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

3L/4 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

L Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

 

Πίνακαρ 22  Εληαηηθά κεγέζε ζε δηάθνξεο δηαηνκέο γηα κήθνο ξάβδνπ 10m 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=5m L/H=31.3 L/B=62.5 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Δληαηηθά κεγέζε Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 

0 Mtp[kNm] 8.948E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.052E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm
2

] -6.185E-02 0.000E+00 

L/4 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 
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 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

L/2 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

3L/4 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

L Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

 

Πίνακαρ 23  Εληαηηθά κεγέζε ζε δηάθνξεο δηαηνκέο γηα κήθνο ξάβδνπ 5m 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=3m L/H=18.8 L/B=37.5 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Δληαηηθά κεγέζε Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 

0 Mtp[kNm] 8.948E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.052E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -6.156E-02 0.000E+00 

L/4 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm
2

] 0.000E+00 0.000E+00 

L/2 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 
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 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

3L/4 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

L Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

 

Πίνακαρ 24  Εληαηηθά κεγέζε ζε δηάθνξεο δηαηνκέο γηα κήθνο ξάβδνπ 3m 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=2m L/H=12.5 L/B=25 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Δληαηηθά κεγέζε Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 

0 Mtp[kNm] 8.948E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.052E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -6.146E-02 0.000E+00 

L/4 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

L/2 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm
2

] 0.000E+00 0.000E+00 

3L/4 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm
2

] 0.000E+00 0.000E+00 
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L Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

 

Πίνακαρ 25  Εληαηηθά κεγέζε ζε δηάθνξεο δηαηνκέο γηα κήθνο ξάβδνπ 2m 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=1m L/H=6.25 L/B=12.5 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Δληαηηθά κεγέζε Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 

0 Mtp[kNm] 8.948E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.052E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -6.141E-02 0.000E+00 

L/4 Mtp[kNm] 9.986E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.449E-02 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -8.458E-04 0.000E+00 

L/2 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

3L/4 Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm
2

] 0.000E+00 0.000E+00 

L Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm
2

] 0.000E+00 0.000E+00 
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Πίνακαρ 26  Εληαηηθά κεγέζε ζε δηάθνξεο δηαηνκέο γηα κήθνο ξάβδνπ 1m 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=0.5m L/H=3.1 L/B=6.3 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Δληαηηθά κεγέζε Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 

0 Mtp[kNm] 8.948E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.052E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -6.139E-02 0.000E+00 

L/4 Mtp[kNm] 9.876E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.235E-01 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -7.209E-03 0.000E+00 

L/2 Mtp[kNm] 9.985E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.451E-02 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -8.463E-04 0.000E+00 

3L/4 Mtp[kNm] 9.998E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.726E-03 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -9.802E-05 0.000E+00 

L Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm
2

] 0.000E+00 0.000E+00 

 

Πίνακαρ 27  Εληαηηθά κεγέζε ζε δηάθνξεο δηαηνκέο γηα κήθνο ξάβδνπ  0.5m 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=0.2m L/H=1.3 L/B=2.5 

Απόζηαζε 

από 
Δληαηηθά κεγέζε Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 
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αξηζηεξά 

άθξν 

0 Mtp[kNm] 8.948E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.052E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -6.126E-02 0.000E+00 

L/4 Mtp[kNm] 9.551E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 4.487E-01 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -2.588E-02 0.000E+00 

L/2 Mtp[kNm] 9.804E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.955E-01 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -1.069E-02 0.000E+00 

3L/4 Mtp[kNm] 9.905E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 9.489E-02 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -3.847E-03 0.000E+00 

L Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

 

Πίνακαρ 28  Εληαηηθά κεγέζε ζε δηάθνξεο δηαηνκέο γηα κήθνο ξάβδνπ 0.2m 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=0.1m L/H=0.6 L/B=1.3 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Δληαηηθά κεγέζε Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 

0 Mtp[kNm] 8.948E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 1.052E+00 0.000E+00 
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 Mw[kNm 2 ] -5.752E-02 0.000E+00 

L/4 Mtp[kNm] 9.285E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 7.146E-01 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -3.578E-02 0.000E+00 

L/2 Mtp[kNm] 9.490E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 5.105E-01 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -2.069E-02 0.000E+00 

3L/4 Mtp[kNm] 9.599E+00 1.000E+01 

 Mts[kNm] 4.015E-01 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -9.464E-03 0.000E+00 

L Mtp[kNm] 1.000E+01 1.000E+01 

 Mts[kNm] 0.000E+00 0.000E+00 

 Mw[kNm 2 ] 0.000E+00 0.000E+00 

 

Πίνακαρ 29  Εληαηηθά κεγέζε ζε δηάθνξεο δηαηνκέο γηα κήθνο ξάβδνπ 0.1m 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=10m L/H=62.5 L/B=125 

΢ΤΝΟΡΟ 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Σάζεηο[kPa] Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε Απνθιίζεηο(%) 

0 maxS-VonMises 1.78714E+05 1.38637E+05 28.908 

 maxSxn 1.03179E+05 8.00421E+04 28.906 

 maxSxnP 7.16228E+04 8.00421E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 
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 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

L/2 maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

3L/4 maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

L maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

ΜΔ΢Η ΓΡΑΜΜΗ 

0 maxS-VonMises 1.65607E+05 1.21070E+05 36.786 

 maxSxn 9.56114E+04 6.98998E+04 36.783 

 maxSxnP 6.25474E+04 6.98998E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

L/2 maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

3L/4 maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

L maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 
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 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 

Πίνακαρ 30  Σάζεηο ζε δηάθνξεο ζέζεηο ξάβδνπ κήθνπο 10m 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=5m L/H=31.3 L/B=62.5 

΢ΤΝΟΡΟ 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Σάζεηο[kPa] Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε Απνθιίζεηο(%) 

0 maxS-VonMises 1.78714E+05 1.38637E+05 28.908 

 maxSxn 1.03179E+05 8.00421E+04 28.906 

 maxSxnP 7.16228E+04 8.00421E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

L/2 maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

3L/4 maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

L maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

ΜΔ΢Η ΓΡΑΜΜΗ 

0 maxS-VonMises 1.65607E+05 1.21070E+05 36.786 
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 maxSxn 9.56114E+04 6.98998E+04 36.783 

 maxSxnP 6.25474E+04 6.98998E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

L/2 maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

3L/4 maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

L maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 

Πίνακαρ 31  Σάζεηο ζε δηάθνξεο ζέζεηο ξάβδνπ κήθνπο 5m 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=3m L/H=18.8 L/B=37.5 

΢ΤΝΟΡΟ 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Σάζεηο[kPa] Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε Απνθιίζεηο(%) 

0 maxS-VonMises 1.78713E+05 1.38637E+05 28.908 

 maxSxn 1.03179E+05 8.00421E+04 28.906 

 maxSxnP 7.16228E+04 8.00421E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 
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 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

L/2 maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

3L/4 maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

L maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

ΜΔ΢Η ΓΡΑΜΜΗ 

0 maxS-VonMises 1.65607E+05 1.21070E+05 36.786 

 maxSxn 9.56114E+04 6.98998E+04 36.783 

 maxSxnP 6.25474E+04 6.98998E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98999E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98999E+04 6.98998E+04 0.000 

L/2 maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

3L/4 maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

L maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 
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 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 

Πίνακαρ 32  Σάζεηο ζε δηάθνξεο ζέζεηο ξάβδνπ κήθνπο 3m 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=2m L/H=12.5 L/B=25 

΢ΤΝΟΡΟ 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Σάζεηο[kPa] Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε Απνθιίζεηο(%) 

0 maxS-VonMises 1.78713E+05 1.38637E+05 28.908 

 maxSxn 1.03179E+05 8.00421E+04 28.906 

 maxSxnP 7.16228E+04 8.00421E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.38644E+05 1.38637E+05 0.005 

 maxSxn 8.00464E+04 8.00421E+04 0.005 

 maxSxnP 8.00405E+04 8.00421E+04 0.002 

L/2 maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

3L/4 maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

L maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

ΜΔ΢Η ΓΡΑΜΜΗ 
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0 maxS-VonMises 1.65607E+05 1.21070E+05 36.786 

 maxSxn 9.56114E+04 6.98998E+04 36.783 

 maxSxnP 6.25474E+04 6.98998E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.21077E+05 1.21070E+05 0.006 

 maxSxn 6.99040E+04 6.98998E+04 0.006 

 maxSxnP 6.98984E+04 6.98998E+04 0.002 

L/2 maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

3L/4 maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

L maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 

Πίνακαρ 33  Σάζεηο ζε δηάθνξεο ζέζεηο ξάβδνπ κήθνπο 2m 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=1m L/H=6.25 L/B=12.5 

΢ΤΝΟΡΟ 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Σάζεηο[kPa] Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε Απνθιίζεηο(%) 

0 maxS-VonMises 1.78713E+05 1.38637E+05 28.908 

 maxSxn 1.03179E+05 8.00421E+04 28.906 

 maxSxnP 7.16228E+04 8.00421E+04 10.518 



 

Κεθάιαην 6  Αξηζκεηηθέο εθαξκνγέο-΢πκπεξάζκαηα 

95 

 

L/4 maxS-VonMises 1.39189E+05 1.38637E+05 0.398 

 maxSxn 8.00405E+04 8.00421E+04 0.002 

 maxSxnP 8.00405E+04 8.00421E+04 0.002 

L/2 maxS-VonMises 1.38645E+05 1.38637E+05 0.005 

 maxSxn 8.00464E+04 8.00421E+04 0.005 

 maxSxnP 8.00405E+04 8.00421E+04 0.002 

3L/4 maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00420E+04 8.00421E+04 0.000 

L maxS-VonMises 1.38637E+05 1.38637E+05 0.000 

 maxSxn 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

 maxSxnP 8.00421E+04 8.00421E+04 0.000 

ΜΔ΢Η ΓΡΑΜΜΗ 

0 maxS-VonMises 1.65607E+05 1.21070E+05 36.786 

 maxSxn 9.56114E+04 6.98998E+04 36.783 

 maxSxnP 6.25474E+04 6.98998E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.21682E+05 1.21070E+05 0.506 

 maxSxn 7.02534E+04 6.98998E+04 0.506 

 maxSxnP 6.97986E+04 6.98998E+04 0.145 

L/2 maxS-VonMises 1.21077E+05 1.21070E+05 0.006 

 maxSxn 6.99041E+04 6.98998E+04 0.006 

 maxSxnP 6.98984E+04 6.98998E+04 0.002 

3L/4 maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98999E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 
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L maxS-VonMises 1.21070E+05 1.21070E+05 0.000 

 maxSxn 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 maxSxnP 6.98998E+04 6.98998E+04 0.000 

 

Πίνακαρ 34  Σάζεηο ζε δηάθνξεο ζέζεηο ξάβδνπ κήθνπο 1m 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=0.5m L/H=3.1 L/B=6.3 

΢ΤΝΟΡΟ 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Σάζεηο[kPa] Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε Απνθιίζεηο(%) 

0 maxS-VonMises 1.78713E+05 1.38637E+05 28.908 

 maxSxn 1.03179E+05 8.00421E+04 28.906 

 maxSxnP 7.16228E+04 8.00421E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.43343E+05 1.38637E+05 3.394 

 maxSxn 8.27588E+04 8.00421E+04 3.394 

 maxSxnP 7.90535E+04 8.00421E+04 1.235 

L/2 maxS-VonMises 1.39190E+05 1.38637E+05 0.399 

 maxSxn 8.03611E+04 8.00421E+04 0.399 

 maxSxnP 7.99260E+04 8.00421E+04 0.145 

3L/4 maxS-VonMises 1.38703E+05 1.38637E+05 0.047 

 maxSxn 8.00800E+04 8.00421E+04 0.047 

 maxSxnP 8.00282E+04 8.00421E+04 0.017 

L maxS-VonMises 1.38652E+05 1.38637E+05 0.011 

 maxSxn 8.00509E+04 8.00421E+04 0.011 

 maxSxnP 8.00389E+04 8.00421E+04 0.004 
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ΜΔ΢Η ΓΡΑΜΜΗ 

0 maxS-VonMises 1.65607E+05 1.21070E+05 36.786 

 maxSxn 9.56114E+04 6.98998E+04 36.783 

 maxSxnP 6.25474E+04 6.98998E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.26298E+05 1.21070E+05 4.318 

 maxSxn 7.29184E+04 6.98998E+04 4.318 

 maxSxnP 6.90365E+04 6.98998E+04 1.235 

L/2 maxS-VonMises 1.21683E+05 1.21070E+05 0.506 

 maxSxn 7.02538E+04 6.98998E+04 0.506 

 maxSxnP 6.97984E+04 6.98998E+04 0.145 

3L/4 maxS-VonMises 1.21142E+05 1.21070E+05 0.059 

 maxSxn 6.99414E+04 6.98998E+04 0.059 

 maxSxnP 6.98878E+04 6.98998E+04 0.017 

L maxS-VonMises 1.21086E+05 1.21070E+05 0.013 

 maxSxn 6.99090E+04 6.98998E+04 0.013 

 maxSxnP 6.98970E+04 6.98998E+04 0.004 

 

Πίνακαρ 35  Σάζεηο ζε δηάθνξεο ζέζεηο ξάβδνπ κήθνπο 0.5m 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=0.2m L/H=1.3 L/B=2.5 

΢ΤΝΟΡΟ 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Σάζεηο[kPa] Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε Απνθιίζεηο(%) 

0 maxS-VonMises 1.78713E+05 1.38637E+05 28.908 

 maxSxn 1.03179E+05 8.00421E+04 28.906 
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 maxSxnP 7.16228E+04 8.00421E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.55732E+05 1.38637E+05 12.331 

 maxSxn 8.99119E+04 8.00421E+04 12.331 

 maxSxnP 7.64506E+04 8.00421E+04 4.487 

L/2 maxS-VonMises 1.46087E+05 1.38637E+05 5.374 

 maxSxn 8.43432E+04 8.00421E+04 5.374 

 maxSxnP 7.84770E+04 8.00421E+04 1.955 

3L/4 maxS-VonMises 1.42252E+05 1.38637E+05 2.608 

 maxSxn 8.21294E+04 8.00421E+04 2.608 

 maxSxnP 7.92825E+04 8.00421E+04 0.949 

L maxS-VonMises 1.41238E+05 1.38637E+05 1.876 

 maxSxn 8.15437E+04 8.00421E+04 1.876 

 maxSxnP 7.94956E+04 8.00421E+04 0.683 

ΜΔ΢Η ΓΡΑΜΜΗ 

0 maxS-VonMises 1.65607E+05 1.21070E+05 36.786 

 maxSxn 9.56114E+04 6.98998E+04 36.783 

 maxSxnP 6.25474E+04 6.98998E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.40067E+05 1.21070E+05 15.691 

 maxSxn 8.08675E+04 6.98998E+04 15.691 

 maxSxnP 6.67635E+04 6.98998E+04 4.487 

L/2 maxS-VonMises 1.29348E+05 1.21070E+05 6.837 

 maxSxn 7.46790E+04 6.98998E+04 6.837 

 maxSxnP 6.85331E+04 6.98998E+04 1.955 

3L/4 maxS-VonMises 1.25087E+05 1.21070E+05 3.318 

 maxSxn 7.22188E+04 6.98998E+04 3.318 
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 maxSxnP 6.92365E+04 6.98998E+04 0.949 

L maxS-VonMises 1.23959E+05 1.21070E+05 2.386 

 maxSxn 7.15680E+04 6.98998E+04 2.386 

 maxSxnP 6.94226E+04 6.98998E+04 0.683 

 

Πίνακαρ 36 Σάζεηο ζε δηάθνξεο ζέζεηο ξάβδνπ κήθνπο 0.2m 

 

 

ΜΗΚΟ΢ ΡΑΒΓΟΤ=0.1m L/H=0.6 L/B=1.3 

΢ΤΝΟΡΟ 

Απόζηαζε 

από 

αξηζηεξά 

άθξν 

Σάζεηο[kPa] Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε Απνθιίζεηο(%) 

0 maxS-VonMises 1.78713E+05 1.38637E+05 28.907 

 maxSxn 1.03179E+05 8.00421E+04 28.906 

 maxSxnP 7.16228E+04 8.00421E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.65863E+05 1.38637E+05 19.638 

 maxSxn 9.57605E+04 8.00421E+04 19.638 

 maxSxnP 7.43224E+04 8.00421E+04 7.146 

L/2 maxS-VonMises 1.58085E+05 1.38637E+05 14.028 

 maxSxn 9.12705E+04 8.00421E+04 14.028 

 maxSxnP 7.59562E+04 8.00421E+04 5.105 

3L/4 maxS-VonMises 1.53932E+05 1.38637E+05 11.032 

 maxSxn 8.88727E+04 8.00421E+04 11.032 

 maxSxnP 7.68288E+04 8.00421E+04 4.015 

L maxS-VonMises 1.52628E+05 1.38637E+05 10.092 

 maxSxn 8.81201E+04 8.00421E+04 10.092 
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 maxSxnP 7.71026E+04 8.00421E+04 3.672 

ΜΔ΢Η ΓΡΑΜΜΗ 

0 maxS-VonMises 1.65606E+05 1.21070E+05 36.785 

 maxSxn 9.56114E+04 6.98998E+04 36.783 

 maxSxnP 6.25474E+04 6.98998E+04 10.518 

L/4 maxS-VonMises 1.51325E+05 1.21070E+05 24.990 

 maxSxn 8.73671E+04 6.98998E+04 24.989 

 maxSxnP 6.49049E+04 6.98998E+04 7.146 

L/2 maxS-VonMises 1.42682E+05 1.21070E+05 17.851 

 maxSxn 8.23774E+04 6.98998E+04 17.851 

 maxSxnP 6.63317E+04 6.98998E+04 5.105 

3L/4 maxS-VonMises 1.38066E+05 1.21070E+05 14.038 

 maxSxn 7.97126E+04 6.98998E+04 14.038 

 maxSxnP 1.26195E+04 6.98998E+04 81.946 

L maxS-VonMises 1.36618E+05 1.21070E+05 12.842 

 maxSxn 7.88763E+04 6.98998E+04 12.842 

 maxSxnP 6.73328E+04 6.98998E+04 3.672 

 

Πίνακαρ 37 Σάζεηο ζε δηάθνξεο ζέζεηο ξάβδνπ κήθνπο 0.1 

 

          Σα ζπκπεξάζκαηα πνπ κπνξνχκε λα εμάγνπκε κειεηψληαο ηνπο παξαπάλσ 

πίλαθεο είλαη ηα εμήο: 

 Οη κέγηζηεο ηάζεηο Von Mises εκθαλίδνληαη ζηηο ζέζεηο ζηηο νπνίεο 

αλαπηχζζνληαη θαη νη κέγηζηεο ζπλνιηθέο δηαηκεηηθέο ηάζεηο. ΢αλ 

απνηέιεζκα, νη νξζέο ηάζεηο δελ επεξεάδνπλ ηηο κέγηζηεο ηηκέο ηνπο (νη ζέζεηο 

φπνπ νη νξζέο ηάζεηο παίξλνπλ ηηο κέγηζηεο ηηκέο ηνπο δελ ηαπηίδνληαη κε ηηο 

ζέζεηο ησλ κέγηζησλ ηηκψλ ησλ ηάζεσλ von Mises) θαη γηα ην ιφγν απηφ δελ 

έρνπλ παξνπζηαζηεί ζηνπο πίλαθεο. 

 Παξαηεξψληαο ηνπο πίλαθεο ησλ ηάζεσλ εχθνια ζπκπεξαίλνπκε φηη νη 

κέγηζηεο απνθιίζεηο, γηα φια ηα κήθε ξάβδνπ, εκθαλίδνληαη ζηε ζέζε ηεο 
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πάθησζεο. Απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ζηε ζέζε απηή ηα εληαηηθά κεγέζε 

αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ιακβάλνπλ ηηο κέγηζηεο ηηκέο ηνπο. 

 Η δηαθνξνπνίεζε ησλ δχν ζεσξηψλ ζηελ θξίζηκε ζέζε ηεο πάθησζεο φπνπ 

εκθαλίδνληαη ηα δπζκελέζηεξα ηαζηθά κεγέζε είλαη αλεμάξηεηε ηνπ κήθνπο 

ηεο ξάβδνπ.  

 Έλα πξψην ζηνηρείν ηνπ ζθάικαηνο ηεο νκνηφκνξθεο ζεσξίαο απνηεινχλ νη 

κεγάιεο απνθιίζεηο ζηηο κέγηζηεο ηηκέο ησλ ηάζεσλ VonMises νη νπνίεο ζηε 

κέζε γξακκή ηεο δηαηνκήο ιακβάλνπλ ηελ ηηκή 36.785% θαη ζην ζχλνξν ηελ 

ηηκή 28.907%. 

 ΢ε φιεο ηηο εμεηαζζείζεο πεξηπηψζεηο νη ηηκέο ησλ ηαζηθψλ κεγεζψλ είλαη 

δπζκελέζηεξεο (κεγαιχηεξεο) ζηε δηεπξπκέλε ζεσξία, ζπγθξηηηθά κε ηελ 

νκνηφκνξθε. 

 Δπίζεο, νη πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο, πνπ αλαπηχζζνληαη θαη ζηηο δχν 

ζεσξίεο, παξνπζηάδνπλ θαη απηέο ζεκαληηθέο απνθιίζεηο. Δθηφο ησλ 

πξσηνγελψλ, φκσο, νη κέγηζηεο ζπλνιηθέο δηαηκεηηθέο ηάζεηο εκθαλίδνπλ 

αθφκα πςειφηεξεο απνθιίζεηο θαη ην γεγνλφο απηφ θαζηζηά εκθαλέο ην 

ζθάικα ηεο νκνηφκνξθεο ζεσξίαο ε νπνία δελ ιακβάλεη ππφςηλ ηηο 

δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο. 

 Δμεηάδνληαο ηνπο Πίλαθεο 30 έσο θαη 34 αληηιακβαλφκαζηε φηη νη απνθιίζεηο 

ιακβάλνπλ κεγάιεο ηηκέο ζηελ πεξηνρή πνπ βξίζθεηαη πνιχ θνληά ζηελ 

πάθησζε θαη ακειεηέεο ηηκέο ζε πεξηνρέο καθξηά απφ απηή ελψ ζηνπο 

Πίλαθεο 35 έσο θαη 37 νη απνθιίζεηο ιακβάλνπλ ζεκαληηθέο ηηκέο φρη κφλν 

θνληά ζηελ πάθησζε αιιά θαη καθξηά απφ απηή. ΢πκπεξαίλνπκε, δειαδή, φηη 

ζε κεγάια κήθε ξάβδνπ ε επηξξνή ησλ θαηλνκέλσλ αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο 

είλαη θξίζηκε ζηελ πεξηνρή ηεο πάθησζεο αιιά „ζβήλεη‟ γξήγνξα θαζψο 

απνκαθξπλφκαζηε ελψ θαζψο κεηψλνληαη ηα κήθε ε επηξξνή ησλ θαηλνκέλσλ 

απηψλ „ζβήλεη‟ κε φιν θαη πην αξγφ ξπζκφ. Βιέπνπκε, ινηπφλ, ζηνλ Πίλαθα 

37 φηη, γηα κήθνο  ξάβδνπ 0.1m, νη απνθιίζεηο ζηηο ηάζεηο εμαθνινπζνχλ λα 

ιακβάλνπλ ζεκαληηθέο ηηκέο αθφκα θαη ζην δεμί άθξν. 

 Άιιν έλα ζηνηρείν ησλ παξαπάλσ πηλάθσλ είλαη ην γεγνλφο φηη ζε φια ηα 

κήθε νη ηάζεηο ζηε κέζε γξακκή ηεο δηαηνκήο εκθαλίδνπλ κεγαιχηεξεο 

απνθιίζεηο ζε ζρέζε κε απηέο ηνπ ζπλφξνπ ηεο δηαηνκήο. 

 Οη κέγηζηεο ηάζεηο ζην ζχλνξν είλαη πάληα κεγαιχηεξεο απφ ηηο κέγηζηεο 

ηάζεηο ζηε κέζε γξακκή. Κάηη ηέηνην δελ κπνξεί λα πξνβιεθζεί απφ ηε ΘΛΓ 

θαζψο ε ζεσξία απηή ππνινγίδεη ζηαζεξή θαηαλνκή ηάζεσλ θαηά ην πάρνο 

ησλ πιαθνεηδψλ ζηνηρείσλ πνπ ζπλζέηνπλ ηε δηαηνκή. 

 Σέινο, φζν αθνξά ζηα θηλεκαηηθά κεγέζε θαη θαη‟ επέθηαζε θαη ζηε 

ζηξεπηηθή ζηηβαξφηεηα, ε νκνηφκνξθε ζεσξία δίδεη ηθαλνπνηεηηθά 

απνηειέζκαηα θαζψο νη απνθιίζεηο είλαη ακειεηέεο (βι. Πίλαθα21) θαη κφλν 

γηα ιφγνπο κήθνο/ύςνο<1.25 θαη κήθνο/πιάηνο<2.5 παξνπζηάδεη ζεκαληηθέο 

απνθιίζεηο ζε ζρέζε κε ηε δηεπξπκέλε. 

 



 

Κεθάιαην 6  Αξηζκεηηθέο εθαξκνγέο-΢πκπεξάζκαηα 

102 

 

          Με βάζε ηα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα δηαπηζηψλνπκε φηη ε νκνηφκνξθε 

ζεσξία, ελψ απνδίδεη ηθαλνπνηεηηθά ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ ζηα 

ζπλήζε κήθε ξάβδσλ, ζε επίπεδν ηάζεσλ παξνπζηάδεη ζεκαληηθά ζθάικαηα θαζψο 

ακειεί ηα θαηλφκελα αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο θαη ζα πξέπεη επνκέλσο λα 

εθαξκφδεηαη ε δηεπξπκέλε ζεσξία γηα ηελ επίιπζε ηέηνησλ πξνβιεκάησλ. Μάιηζηα 

ηα ζθάικαηα απηά είλαη αλεμάξηεηα ηνπ κήθνπο ηεο ξάβδνπ απφ ην νπνίν εμαξηάηαη 

κφλν ην πφζν γξήγνξα «ζβήλνπλ» ηα εληαηηθά κεγέζε ηεο αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο 

φζν απνκαθξπλφκαζηε απφ ηε ζέζε ηεο πάθησζεο.  

 

Παξάδεηγκα  3
ν
 

          Δμεηάδνπκε ξάβδν κε δηαηνκή δηαζηάζεσλ 450x250x8mm [Itp= 2.70833E-

04 4m , Its=2.08072E-05 4m , Cs= 2.28416E-07 6m , θ= 7.13452E-02]  ε νπνία 

ππνβάιιεηαη ζε ζπγθεληξσκέλν ζηξεπηηθφ θνξηίν 10kNm ζην κέζν ηνπ κήθνπο ηεο. 

Η ζηξνθή θαη ε ζηξέβισζε ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ παξεκπνδίδνληαη κέζσ πάθησζεο 

έρνληαο έηζη γηα ηα άθξα ζx=0 θαη ζ΄x=0.  Η αλάιπζε γηα ηελ εμαγσγή ησλ 

εληαηηθψλ,  ηαζηθψλ θαη θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ πξαγκαηνπνηήζεθε ζε πξφγξακκα ηνπ 

θ. Σζίπεξα   γηα κήθε ξάβδνπ 0.1,0.5,1,2, θαη 10 m θαη πξνέθπςαλ ηα παξαθάησ 

απνηειέζκαηα γηα νκνηφκνξθε θαη δηεπξπκέλε ζεσξία ρσξηζηά. Δδψ πξέπεη λα 

ηνληζηεί μαλά φηη δελ ππάξρεη αληηζηνηρία ζηα εληαηηθά κεγέζε αλάκεζα ζηηο δχν 

ζεσξίεο παξά κφλν ζην κέγεζνο Mtp θαη ιφγσ απηνχ επηβάιιεηαη λα γίλεη ζχγθξηζε 

ησλ ηάζεσλ ε νπνία εδψ ζα πξαγκαηνπνηεζεί κφλν ζηε ζέζε ηεο πάθησζεο. 

 

Μήθνο 

ξάβδνπ 

L/H L/B Κηλεκαηηθ

ά κεγέζε 
Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 

Απνθιίζεηο 

(%) 

10m 22.2 40 maxθx 1.13709E-03 1.14035E-03 0.286 

   maxθ’x(ομ.)

-maxnx(δι.) 2.28572E-04 2.54716E-04 10.264 

   maxθxdiff 2.28572E-04   

2m 4.4 8 maxθx 2.22894E-04 2.28070E-04 2.270 

   maxθ’x(ομ.)

-maxnx(δι.) 2.02224E-04 2.54716E-04 20.608 

   maxθxdiff 2.26695E-04   

1m 2.2 4 maxθx 1.09196E-04 1.14035E-04 4.243 

   
maxθ’x(ομ.)

1.24642E-04 2.54716E-04 51.066 
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-maxnx(δι.) 

   maxθxdiff 2.21167E-04   

0.5m 1.1 2 maxθx 5.36443E-05 5.70175E-05 5.916 

   maxθ’x(ομ.)

-maxnx(δι.) 4.78488E-05 2.54716E-04 81.215 

   maxθxdiff 2.15695E-04   

0.1m 0.2 0.4 maxθx 1.06198E-05 1.14035E-05 6.873 

   maxθ’x(ομ.)

-maxnx(δι.) 2.30134E-06 2.54716E-04 99.097 

   maxθxdiff 2.12450E-04   

 

Πίνακαρ 37  Κηλεκαηηθά κεγέζε γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ 

 

 

Μήθνο ξάβδνπ Δληαηηθά κεγέζε Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 

10m Mtp[kNm] 4.64374E+00 5.00000E+00 

 Mts[kNm] 3.56259E-01 0.00000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -6.27094E-02 0.00000E+00 

2m Mtp[kNm] 4.64374E+00 5.00000E+00 

 Mts[kNm] 3.56259E-01 0.00000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -6.20900E-02 0.00000E+00 

1m Mtp[kNm] 4.64374E+00 5.00000E+00 

 Mts[kNm] 3.56259E-01 0.00000E+00 

 Mw[kNm
2

] -5.56657E-02 0.00000E+00 

0.5m Mtp[kNm] 4.64374E+00 5.00000E+00 

 Mts[kNm] 3.56259E-01 0.00000E+00 

 Mw[kNm
2

] -3.82650E-02 0.00000E+00 
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0.1m Mtp[kNm] 4.64374E+00 5.00000E+00 

 Mts[kNm] 3.56259E-01 0.00000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -8.84638E-03 0.00000E+00 

 

Πίνακαρ 38  Εληαηηθά κεγέζε γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ ζηε ζέζε ηεο πάθησζεο 

 

 

Μήθνο 

ξάβδνπ 

L/H L/B Σάζεηο 

[kPa] 
Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 

Απνθιίζεηο 

(%) 

΢ΤΝΟΡΟ 

10m 22.2 40 maxS-

VonMises 6.89517E+03 5.53862E+03 24.493 

   maxSxn 3.98089E+03 3.19772E+03 24.491 

   maxSxnP 2.96988E+03 3.19772E+03 7.125 

2m 4.4 8 maxS-

VonMises 6.89517E+03 5.53862E+03 24.493 

   maxSxn 3.98089E+03 3.19772E+03 24.491 

   maxSxnP 2.96988E+03 3.19772E+03 7.125 

1m 2.2 4 maxS-

VonMises 6.89516E+03 5.53862E+03 24.492 

   maxSxn 3.98089E+03 3.19772E+03 24.491 

   maxSxnP 2.96988E+03 3.19772E+03 7.125 

0.5m 1.1 2 maxS-

VonMises 6.89512E+03 5.53862E+03 24.492 

   maxSxn 3.98089E+03 3.19772E+03 24.491 

   maxSxnP 2.96988E+03 3.19772E+03 7.125 

0.1m 0.2 0.4 maxS-

VonMises 6.89510E+03 5.53862E+03 24.491 

   maxSxn 3.98089E+03 3.19772E+03 24.491 
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   maxSxnP 2.96988E+03 3.19772E+03 7.125 

ΜΔ΢Η ΓΡΑΜΜΗ 

10m 22.2 40 maxS-

VonMises 6.67378E+03 5.06888E+03 31.662 

   maxSxn 3.85306E+03 2.92652E+03 31.660 

   maxSxnP 2.71800E+03 2.92652E+03 7.125 

2m 4.4 8 maxS-

VonMises 6.67377E+03 5.06888E+03 31.662 

   maxSxn 3.85306E+03 2.92652E+03 31.660 

   maxSxnP 2.71800E+03 2.92652E+03 7.125 

1m 2.2 4 maxS-

VonMises 6.67376E+03 5.06888E+03 31.661 

   maxSxn 3.85306E+03 2.92652E+03 31.660 

   maxSxnP 2.71800E+03 2.92652E+03 7.125 

0.5m 1.1 2 maxS-

VonMises 6.67372E+03 5.06888E+03 31.661 

   maxSxn 3.85306E+03 2.92652E+03 31.660 

   maxSxnP 2.71800E+03 2.92652E+03 7.125 

0.1m 0.2 0.4 maxS-

VonMises 6.67369E+03 5.06888E+03 31.660 

   maxSxn 3.85306E+03 2.92652E+03 31.660 

   maxSxnP 2.71800E+03 2.92652E+03 7.125 

 

Πίνακαρ 39  Σάζεηο γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ ζηε ζέζε ηεο πάθησζεο 

 

 

          Δμεηάδνληαο ηνπο πίλαθεο ηνπ παξαδείγκαηνο απηνχ θαηαιήγνπκε  ζηα 

παξαθάησ ζπκπεξάζκαηα: 

 Όπσο πξνέθπςε απφ ην Παξάδεηγκα 2 νη κέγηζηεο απνθιίζεηο γηα φια ηα κήθε 

ξάβδνπ εκθαλίδνληαη ζηε ζέζε ηεο πάθησζεο θαζψο ζηε ζέζε απηή ηα 
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εληαηηθά κεγέζε αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ιακβάλνπλ ηηο κέγηζηεο ηηκέο ηνπο 

θαη εμαηηίαο απηνχ ζην Παξάδεηγκα 3 εμεηάδνπκε ηηο ηάζεηο ζην ζεκείν ηεο 

πάθησζεο κφλν. 

 ΢ε επίπεδν ηαζηθψλ κεγεζψλ παξαηεξνχκε φηη πξνθχπηνπλ θαη εδψ ηα ίδηα 

ζπκπεξάζκαηα κε απηά ηνπ Παξαδείγκαηνο 2 ησλ θιεηζηψλ δηαηνκψλ. 

 ΢ηα θηλεκαηηθά κεγέζε, φκσο, ε νκνηφκνξθε ζεσξία παξνπζηάδεη ζεκαληηθά 

ζθάικαηα ζε φια ηα κήθε ξάβδνπ ζε αληίζεζε κε ην πξνεγνχκελν 

παξάδεηγκα φπνπ γηα κεγάια κήθε ξάβδνπ έδηλε ηθαλνπνηεηηθά 

απνηειέζκαηα. ΢πγθεθξηκέλα, φζν αθνξά ζηε κέγηζηε ηηκή ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο ε νκνηφκνξθε ζεσξία εκθαλίδεη πνιχ κηθξφηεξεο απνθιίζεηο ζε 

ζρέζε απηέο πνπ εκθαλίδεη ζηα κεγέζε πνπ εθθξάδνπλ ην κέγεζνο ηεο 

ζηξέβισζεο. ΢ηα κεγέζε απηά, παξαηεξνχκε φηη νη απνθιίζεηο ιακβάλνπλ 

πνιχ κεγάιεο ηηκέο νη νπνίεο γηα ιφγνπο κήθνο/πςνο=0.2 θαη 

κήθνο/πιάηνο=0.4 θηάλνπλ έσο θαη ην 100%. 

 

          Με βάζε ηα ζπκπεξάζκαηα δηαπηζηψλνπκε φηη γηα απηφ ην ζηαηηθφ ζχζηεκα ε 

νκνηφκνξθε ζεσξία παξνπζηάδεη ζεκαληηθά ζθάικαηα φρη κφλν ζε επίπεδν ηάζεσλ 

αιιά θαη ζηα θηλεκαηηθά κεγέζε θαη θαζίζηαηαη αλαγθαία θαη εδψ ε εθαξκνγή ηεο 

„δηεπξπκέλεο‟ ζεσξίαο. 

 

Παξάδεηγκα  4
ν
 

          Δμεηάδνπκε ξάβδν κε νβάι δηαηνκή δηαζηάζεσλ 400x200x8mm [[Itp= 

1.15142E-04 4m , Its=1.66867E-05 4m , Cs= 3.13711E-08 6m , θ= 4.96215E-02]  ε 

νπνία ππνβάιιεηαη ζε θαηαλεκεκέλν ζηξεπηηθφ θνξηίν 10kNm/m ζε φιν ην κήθνο 

ηεο. Η ζηξνθή θαη ε ζηξέβισζε ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ παξεκπνδίδνληαη κέζσ 

πάθησζεο έρνληαο έηζη γηα ηα άθξα ζx=0 θαη ζ΄x=0.  Η αλάιπζε γηα ηελ εμαγσγή ησλ 

εληαηηθψλ,  ηαζηθψλ θαη θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ πξαγκαηνπνηήζεθε ζε πξφγξακκα ηνπ 

θ. Σζίπεξα   γηα κήθε ξάβδνπ 0.1,0.5,1,2, θαη 10 m θαη πξνέθπςαλ ηα παξαθάησ 

απνηειέζκαηα γηα νκνηφκνξθε θαη δηεπξπκέλε ζεσξία ρσξηζηά. Όπσο θαη ζην 

πξνεγνχκελν παξάδεηγκα έηζη θαη εδψ ζα παξνπζηαζηνχλ νη ηάζεηο κφλν ζηε ζέζε 

ηεο πάθησζεο. 

 

 

Μήθνο 

ξάβδνπ 

L/H L/B Κηλεκαηηθ

ά κεγέζε 
Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 

Απνθιίζεηο 

(%) 

10m 25 50 maxθx 1.34089E-02 1.34411E-02 0.239 

   maxθ’x(ομ.)

-maxnx(δι.) 4.77139E-03 5.37002E-03 11.148 

   maxθxdiff 5.15412E-03   
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2m 5 10 maxθx 5.31269E-04 5.37643E-04 1.186 

   maxθ’x(ομ.)

-maxnx(δι.) 6.73753E-04 1.07400E-03 37.267 

   maxθxdiff 1.02196E-03   

1m 2.5 5 maxθx 1.31319E-04 1.34411E-04 2.300 

   maxθ’x(ομ.)

-maxnx(δι.) 2.25684E-04 5.37002E-04 57.973 

   maxθxdiff 5.10982E-04   

0.5m 1.25 2.5 maxθx 3.23595E-05 3.36027E-05 3.700 

   maxθ’x(ομ.)

-maxnx(δι.) 5.26568E-05 2.68501E-04 80.389 

   maxθxdiff 2.55491E-04   

0.1m 0.25 0.5 maxθx 1.27841E-06 1.34411E-06 4.888 

   maxθ’x(ομ.)

-maxnx(δι.) 5.93146E-07 5.37002E-05 98.895 

   maxθxdiff 5.10982E-05   

 

Πίνακαρ 40  Κηλεκαηηθά κεγέζε γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ 

 

 

Μήθνο ξάβδνπ Δληαηηθά κεγέζε Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 

10m Mtp[kNm] 4.75208E+01 5.00000E+01 

 Mts[kNm] 2.47918E+00 0.00000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -2.91398E-01 0.00000E+00 

2m Mtp[kNm] 9.50416E+00 1.00000E+01 

 Mts[kNm] 4.95837E-01 0.00000E+00 

 Mw[kNm
2

] -5.21993E-02 0.00000E+00 

1m Mtp[kNm] 4.75208E+00 5.00000E+00 
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 Mts[kNm] 2.47918E-01 0.00000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -2.25650E-02 0.00000E+00 

0.5m Mtp[kNm] 2.37604E+00 2.50000E+00 

 Mts[kNm] 1.23959E-01 0.00000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -8.19175E-03 0.00000E+00 

0.1m Mtp[kNm] 4.75208E-01 0.50000E+01 

 Mts[kNm] 2.47918E-02 0.00000E+00 

 Mw[kNm 2 ] -4.08456E-04 0.00000E+00 

 

Πίνακαρ 41  Εληαηηθά κεγέζε γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ ζηε ζέζε ηεο πάθησζεο 

 

 

 

Μήθνο 

ξάβδνπ 

L/H L/B Σάζεηο 

[kPa] 
Γηεπξπκέλε Οκνηόκνξθε 

Απνθιίζεηο 

(%) 

΢ΤΝΟΡΟ 

10m 25 50 maxS-

VonMises 1.25321E+05 1.00749E+05 24.389 

   maxSxn 7.23462E+04 5.81676E+04 24.375 

   maxSxnP 5.53490E+04 5.81676E+04 4.846 

2m 5 10 maxS-

VonMises 2.50637E+04 2.01499E+04 24.386 

   maxSxn 1.44692E+04 1.16335E+04 24.375 

   maxSxnP 1.10698E+04 1.16335E+04 4.846 

1m 2.5 5 maxS-

VonMises 1.25316E+04 1.00749E+04 24.384 

   maxSxn 7.23462E+03 5.81676E+03 24.375 

   maxSxnP 5.53490E+03 5.81676E+03 4.846 

0.5m 1.25 2.5 
maxS-

6.26559E+03 5.03747E+03 24.380 
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VonMises 

   maxSxn 3.61731E+03 2.90838E+03 24.375 

   maxSxnP 2.76745E+03 2.90838E+03 4.846 

0.1m 0.25 0.5 maxS-

VonMises 1.25308E+03 1.00869E+03 24.228 

   maxSxn 7.23462E+02 5.82366E+02 24.228 

   maxSxnP 5.53490E+02 5.82366E+02 4.958 

ΜΔ΢Η ΓΡΑΜΜΗ 

10m   maxS-

VonMises 1.20398E+05 9.74241E+04 23.582 

   maxSxn 6.89193E+04 5.62478E+04 22.528 

 5 10 maxSxnP 5.35222E+04 5.62478E+04 4.846 

2m   maxS-

VonMises 2.40333E+04 1.94848E+04 23.344 

   maxSxn 1.37839E+04 1.12496E+04 22.528 

 2.5 5 maxSxnP 1.07044E+04 1.12496E+04 4.846 

1m   maxS-

VonMises 1.19952E+04 9.74241E+03 23.123 

   maxSxn 6.89193E+03 5.62478E+03 22.528 

   maxSxnP 5.35222E+03 5.62478E+03 4.846 

0.5m 1.1 2 maxS-

VonMises 5.98251E+03 4.87121E+03 22.814 

   maxSxn 3.44596E+03 2.81239E+03 22.528 

   maxSxnP 2.67611E+03 2.81239E+03 4.846 

0.1m 0.2 0.4 maxS-

VonMises 1.19384E+03 9.75396E+02 22.395 

   maxSxn 6.89193E+02 5.63145E+02 22.383 
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   maxSxnP 5.35222E+02 5.63145E+02 4.958 

 

Πίνακαρ 42  Σάζεηο γηα δηάθνξα κήθε ξάβδνπ ζηε ζέζε ηεο πάθησζεο 

 

         ΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάζακε ηηο ηάζεηο ζηε ζέζε ηεο πάθησζεο θαζψο, 

φπσο έρνπκε πξναλαθέξεη εθεί εκθαλίδνληαη νη κέγηζηεο απνθιίζεηο, θαη εμεηάδνληαο 

ηνπο πίλαθεο κε ηα απνηειέζκαηα θαηαιήγνπκε θαη εδψ ζηα ίδηα ζπκπεξάζκαηα κε 

ην Παξάδεηγκα 2 ζε επίπεδν ηαζηθψλ κεγεζψλ θαη ζηα ίδηα ζπκπεξάζκαηα κε ην 

Παξάδεηγκα 3 ζε επίπεδν θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ. Η κφλε δηαθνξά ζηα ζπκπεξάζκαηα 

πνπ πξνθχπηνπλ είλαη ην γεγνλφο φηη εδψ νη απνθιίζεηο ζηηο ηάζεηο είλαη κεγαιχηεξεο 

ζην ζχλνξν ηεο δηαηνκήο θαη φρη ζηε κέζε γξακκή φπσο ίζρπε ζηα πξνεγνχκελα. 

Δπνκέλσο, θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε θαζίζηαηαη εκθαλήο αλάγθε πηνζέηεζεο ηεο 

„δηεπξπκέλεο‟ ζεσξίαο θαζψο ε νκνηφκνξθε εκθαλίδεη ζεκαληηθά ζθάικαηα. 

 

Παξάδεηγκα  5
ν
 

          ΢ην παξάδεηγκα απηφ ε ππφ κειέηε ξάβδνο θαη ην ζηαηηθφ ζχζηεκα 

ηαπηίδνληαη κε απηά ηνπ Παξαδείγκαηνο 3 κε κήθνο ξάβδνπ 10m θαη ζθνπφο ηνπ 

είλαη λα αλαδείμεη ηα ζθάικαηα πνπ παξνπζηάδνληαη ζηα απνηειέζκαηα ηεο 

„δηεπξπκέλεο‟ ζεσξίαο αλ δελ ππνινγίζνπκε ην δηνξζσηηθφ ζπληειεζηή δηάηκεζεο 

αιιά ηνλ ζέζνπκε ίζν κε ηελ κνλάδα.  

 

 kx=0.1380535028 kx=1 Απόθιηζε 

Κηλεκαηηθά 

κεγέζε 

   

maxθx 1.13709E-03 1.12953E-03 0.665 

maxnx(δι.) 2.28572E-04 2.28572E-04 0.000 

maxθxdiff 2.28572E-04 2.28572E-04 0.000 

Δληαηηθά κεγέζε    

Mtp[kNm] 4.64374E+00 3.21396E+00 30.789 

Mts[kNm] 3.56259E-01 1.78604E+00 401.332 

Mw[kNm
2

] -6.27094E-02 -1.42291E-01 126.905 

Σάζεηο    

΢ΤΝΟΡΟ 

maxS-VonMises 6.89517E+03 1.23413E+04 44.129 
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maxSxn 3.98089E+03 7.12511E+03 44.129 

maxSxnP 2.96988E+03 2.05547E+03 44.487 

ΜΔ΢Η ΓΡΑΜΜΗ 

maxS-VonMises 6.67378E+03 1.31243E+04 49.149 

maxSxn 3.85306E+03 7.57718E+03 49.149 

maxSxnP 2.71800E+03 1.88115E+03 44.487 

 

Πίνακαρ 43  Απόθιηζε Κηλεκαηηθώλ, εληαηηθώλ θαη ηαζηθώλ κεγεζώλ αλ ζέζνπκε kx=1 

 

          Με βάζε ηνλ Πίλαθα 43 θαζίζηαηαη εκθαλέο ην ζθάικα πνπ ζα παξνπζηαζηεί 

αλ δελ ππνινγίζνπκε αλαιπηηθά ηνλ δηνξζσηηθφ ζπληειεζηή δηάηκεζεο αιιά ηνλ 

ζέζνπκε ίζν κε ηε κνλάδα. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζηα θηλεκαηηθά κεγέζε ην ζθάικα 

είλαη ακειεηέν αιιά ζηα εληαηηθά κεγέζε θαη ζπλεπψο ζηα ηαζηθά ην ζθάικα 

ιακβάλεη πνιχ κεγάιεο ηηκέο θαη γηα ην ιφγν απηφ θξίλεηαη αλαγθαίνο ν ππνινγηζκφο 

ηνπ. Παξαηεξνχκε φηη ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο, ε αγλφεζε ηνπ δηνξζσηηθνχ 

ζπληειεζηή δηάηκεζεο νδεγεί ζε δπζκελέζηεξα ηαζηθά κεγέζε. 

 

6.4 Βαζηθά ζπκπεξάζκαηα 
 

         ΢ην ηειεπηαίν κέξνο απηνχ ηνπ θεθαιαίνπ ζα ζπλνςίζνπκε φια ηα βαζηθά 

ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ κειέηε ησλ παξαπάλσ αξηζκεηηθψλ 

παξαδεηγκάησλ θαη ζα δψζνπκε κηα γεληθή εηθφλα γηα ηελ νξζφηεηα θάζε κίαο απφ 

ηηο ηξεηο ζεσξίεο ηφζν ζηηο αλνηθηέο φζν θαη ηηο θιεηζηέο δηαηνκέο. 

 

 

ΑΝΟΙΚΣΔ΢ ΓΙΑΣΟΜΔ΢ 
 

           ΢ηηο αλνηθηέο δηαηνκέο ε κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηήζακε ζηηο αλαιχζεηο, δειαδή 

ε κέζνδνο ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ, απνδείρηεθε πσο αληαπνθξίλεηαη κε ηθαλνπνηεηηθή 

αθξίβεηα ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο δεπηεξνγελνχο ζηξεπηηθήο ζηαζεξάο Its θαη ηεο 

ζηαζεξάο ζηξέβισζεο Cs. Σν ζπκπέξαζκα απηφ βαζίζηεθε ζηηο κηθξέο απνθιίζεηο 

πνπ παξνπζίαζαλ ηα απνηειέζκαηα καο ζε ζρέζε κε δεκνζηεπκέλα απνηειέζκαηα 

πνπ εμήρζεζαλ κε ηε κέζνδν ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. Δπηπιένλ, έπεηηα απφ 

ζχγθξηζε, θαηαιήμακε ζηελ αθαηαιιειφηεηα ηεο Θεσξίαο Λεπηφηνηρσλ Γηαηνκψλ 

φζν αθνξά ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ γεσκεηξηθψλ ζηαζεξψλ ζε αλνηθηέο δηαηνκέο ηχπνπ 

ΗΔΑ, ΗΔΒ, ΙΡΔ. 

          ΢ε επίπεδν εληαηηθψλ θαη θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ, ην πξψην βαζηθφ ζπκπέξαζκα 

πνπ πξνέθπςε ήηαλ φηη ε νκνηφκνξθε ζεσξία παξνπζηάδεη ζεκαληηθφ ζθάικα ζηελ 

επίιπζε ξάβδσλ αλνηθηήο δηαηνκήο θαη απηφ έγηλε εκθαλέο κέζσ ηεο ζχγθξηζήο ηεο 

κε ηελ „θιαζηθή‟ ζεσξία ε νπνία είλαη ε πιένλ απνδεθηή ζηελ επηζηεκνληθή 

βηβιηνγξαθία θαη εμάιινπ ρξεζηκνπνηείηαη ζε πιήζνο ζχγρξνλσλ εκπνξηθψλ 

πξνγξακκάησλ αλάιπζεο θαηαζθεπψλ. Η νκνηφκνξθε ζεσξία πξνβιέπεη ζεκαληηθά 
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κηθξφηεξε ζηξεπηηθή ζηηβαξφηεηα γηα ηε ξάβδν απ‟ φηη ε „θιαζηθή‟ φπσο, επίζεο, θαη 

φηη ην ζχλνιν ηεο ζηξεπηηθήο ξνπήο ζα παξαιεθζεί απφ ηνλ πξσηνγελή κεραληζκφ 

ελψ ζηελ „θιαζηθή‟ αλαπηχζζεηαη πξσηνγελήο αιιά θαη δεπηεξνγελήο ζηξεπηηθή 

ξνπή. Δπηπιένλ, ε νκνηφκνξθε ζεσξία ακειεί ηελ αλάπηπμε ηνπ δηξξφπνπ 

ζηξέβισζεο ελψ ζηελ „θιαζηθή‟ ην δίξξνπν ζηξέβισζεο ιακβάλεη (ζπλήζσο) 

ζεκαληηθέο ηηκέο. 

          ΢ηε ζπλέρεηα, κε βάζε ηα παξαδείγκαηα ζηα νπνία πξαγκαηνπνηήζεθε 

ζχγθξηζε „θιαζηθήο‟ θαη „δηεπξπκέλεο‟ ζεσξίαο θαηαιήμακε ζην ζπκπέξαζκα φηη ε 

„θιαζηθή‟ ζεσξία αληαπνθξίλεηαη ηθαλνπνηεηηθά ζηνλ ππνινγηζκφ ηφζν ησλ 

θηλεκαηηθψλ φζν θαη ησλ εληαηηθψλ κεγεζψλ γηα ηα ζπλήζε κήθε ξάβδσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη ζηηο θαηαζθεπέο. Μφλν ζην ζηαηηθφ ζχζηεκα πξνβφινπ κε θνξηίν 

ζην άθξν παξνπζηάζηεθαλ απνθιίζεηο ειάρηζηα πάλσ απφ ην φξην ζηε δεπηεξνγελή 

ζηξεπηηθή ξνπή Mts αιιά θαη ζεκαληηθέο δηαθνξέο ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο ζηξεπηηθήο 

ζηηβαξφηεηαο ηεο ξάβδνπ γηα ιφγνπο κήθνο/πιάηνο<5 θαη κήθνο/ύςνο<5. 

          Σέινο, πξνθεηκέλνπ λα γίλεη ζαθήο ε αθαηαιιειφηεηα ηεο νκνηφκνξθεο 

ζεσξίαο ζηηο αλνηθηέο δηαηνκέο αιιά θαη ε κηθξή απφθιηζε ηεο „θιαζηθήο΄ζεσξίαο 

απφ ηε „δηεπξπκέλε‟ παξαηίζεληαη ηα παξαθάησ ζρήκαηα ζηα νπνία παξνπζηάδεηαη 

κηα αλνηθηή δηαηνκή δηπινχ ηαπ θαζψο θαη ε θαηαλνκή ησλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζην 

επίπεδφ ηεο. ΢ηηο αλνηθηέο δηαηνκέο αλαπηχζζεηαη κεγάιε ζηξέβισζε (εμαηηίαο ηνπ 

φηη ην ζρήκα ηνπο είλαη αηζζεηά δηαθνξεηηθφ απφ ην θπθιηθφ ζην νπνίν έρνπκε 

κεδεληθή ζηξέβισζε) θαη θαηά ζπλέπεηα κε νπνηαδήπνηε κεηαβνιή ηεο θαηά κήθνο 

ηεο ξάβδνπ ζα αλαπηπρζνχλ ζεκαληηθέο νξζέο ηάζεηο. Οη ηάζεηο απηέο ελ γέλεη 

κεηαβάιινληαη θαηά κήθνο, επνκέλσο, γηα ηελ εμηζζνξφπεζε απηψλ ησλ νξζψλ 

ηάζεσλ ζα αλαπηπρζνχλ δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζην επίπεδν ηεο δηαηνκήο 

θαη ζε απηφ ην ζεκείν θαζίζηαηαη εκθαλέο ην ζθάικα ηεο νκνηφκνξθεο ζεσξίαο ε 

νπνία δελ πξνβιέπεη κεηαβνιή ηεο ζηξέβισζεο θαη άξα αλάπηπμε νξζψλ ηάζεσλ. Οη 

δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο εθηφο ηεο εμηζζνξφπεζεο ησλ νξζψλ 

παξαιακβάλνπλ θαη ηκήκα ηεο ζπλνιηθήο ζηξεπηηθήο ξνπήο ηεο ξάβδνπ ην νπνίν ζα 

είλαη ζεκαληηθφ αθνχ ζεκαληηθφ ζα είλαη θαη ην δίξξνπν ζηξέβισζεο Mw. Η 

δεπηεξνγελήο ζηξεπηηθή ξνπε Mts φκσο, φπσο θαίλεηαη θαη ζην ΢ρήκα 6.1, έρεη πνιχ 

κεγάιν κνρινβξαρίνλα ζε αληίζεζε κε ηελ πξσηνγελή ζηξεπηηθή ξνπή πνπ έρεη πνιχ 

κηθξφ κνρινβξαρίνλα θαη επνκέλσο νη δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο πνπ ζα 

αλαπηπζνχλ ζα είλαη κηθξέο (ζπγθξηηηθά κε ηηο νξζέο ηάζεηο). Καηά απηφ ηνλ ηξφπν 

ζα είλαη κηθξή θαη επηξξνή ησλ δεπηεξνγελψλ ζηξεπηηθψλ παξακνξθψζεσλ κε 

απνηέιεζκα ε „θιαζηθή‟ ζεσξία λα κπνξεί λα εθαξκνζηεί ην ίδην ηθαλνπνηεηηθά κε 

ηε „δηεπξπκέλε‟. 
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΢σήμα 6.1  Οξζέο ηάζεηο ιόγσ κεηαβνιήο ηεο ζηξέβισζεο θαη αληίζηνηρεο δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο 

γηα ηελ εμηζζνξόπεζή ηνπο 
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΢σήμα 6.2  α) Πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο θαη αληίζηνηρνη κνρινβξαρίνλεο β) Δεπηεξνγελείο 

δηαηκεηηθέο ηάζεηο θαη αληίζηνηρνη κνρινβξαρίνλεο 

 

ΚΛΔΙ΢ΣΔ΢ ΓΙΑΣΟΜΔ΢ 

 

      ΢ηηο θνίιεο νξζνγσληθέο δηαηνκέο ε κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηήζακε ζηηο 

αλαιχζεηο, δειαδή ε κέζνδνο επίιπζεο κε ζπλνξηαθά ζηνηρεία, απνδείρηεθε  πσο 

αληαπνθξίλεηαη κε ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ γεσκεηξηθψλ 

ζηαζεξψλ Itp, Its, Cs. Tν ζπκπέξαζκα απηφ βαζίζηεθε ζηηο ακειεηέεο απνθιίζεηο 

πνπ παξνπζίαδαλ ηα απνηειέζκαηά καο ζε ζρέζε κε ηα απνηειέζκαηα ηνπ 

ινγηζκηθνχ Nastran (ηνπιάρηζηνλ γηα ηηο ζηαζεξέο ΙtP, Cs). Δπηπιένλ, χζηεξα απφ 

ζχγθξηζε, θαηαιήμακε θαη εδψ ζηελ αθαηαιιειφηεηα ηεο Θ.Λ.Γ. ε νπνία 

παξνπζηάδεη ζεκαληηθά ζθάικαηα ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ γεσκεηξηθψλ ζηαζεξψλ Its 

θαη Cs θαη ηα νπνία απμάλνπλ φζν ε δηαηνκή θαζίζηαηαη ιηγφηεξν ιεπηφηνηρε. Δθηφο 

ησλ θνίισλ νξζνγσληθψλ θαη ζπγθξίλνληαο πάιη ηα απνηειέζκαηά καο κε απηά ηνπ 

ινγηζκηθνχ Nastran  απνδείρηεθε ε αθξίβεηα ηεο κεζφδνπ ησλ ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ 

θαη ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ γεσκεηξηθψλ ζηαζεξψλ ζε νβάι δηαηνκέο. 

      ΢ε επίπεδν εληαηηθψλ θαη θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ θαηαιήμακε ζε έλα πξψην 

βαζηθφ ζπκπέξαζκα ην νπνίν είλαη ην ζθάικα πνπ παξνπζηάδεη ε „θιαζηθή‟ ζεσξία 

ζηελ επίιπζε ξάβδσλ θιεηζηήο δηαηνκήο. Σν ζπκπέξαζκα απηφ πξνέθπςε απφ ηε 

ζχγθξηζε κε ηε „δηεπξπκέλε‟ ζεσξία θαηά ηελ νπνία παξαηεξήζεθε φηη ελψ ζηνλ 

ππνινγηζκφ ησλ θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ δελ ππήξμαλ ζεκαληηθέο απνθιίζεηο, ζηνλ 

ππνινγηζκφ ηεο δεπηεξνγελνχο ζηξεπηηθήο ξνπήο θαη ηνπ δηξξφπνπ ζηξέβισζεο 

H - tf 
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εκθαλίζηεθαλ πνιχ κεγάια ζθάικαηα θαη επνκέλσο θξίλεηαη αλαγθαία ε εθαξκνγή 

ηεο „δηεπξπκέλεο‟ ή ηεο νκνηφκνξθεο ζεσξίαο ηνπιάρηζηνλ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ 

εληαηηθψλ κεγεζψλ. 

      ΢ηε ζπλέρεηα, κε βάζε ηα αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα ζηα νπνία 

πξαγκαηνπνηήζεθε ζχγθξηζε νκνηφκνξθεο θαη „δηεπξπκέλεο‟ ζεσξίαο θαηαιήμακε ζε 

πνιχ βαζηθά θαη ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα. Η νκνηφκνξθε ζεσξία, ελψ απνδίδεη 

ηθαλνπνηεηηθά ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ ζηα ζπλήζε κήθε ξάβδσλ 

γηα ζηαηηθφ ζχζηεκα πξνβφινπ, ζε επίπεδν ηάζεσλ παξνπζηάδεη ζεκαληηθά 

ζθάικαηα θαζψο ακειεί ηα θαηλφκελα αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο θαη ζα πξέπεη 

επνκέλσο λα εθαξκφδεηαη ε δηεπξπκέλε ζεσξία γηα ηελ επίιπζε ηέηνησλ 

πξνβιεκάησλ. Μάιηζηα ηα ζθάικαηα απηά είλαη αλεμάξηεηα ηνπ κήθνπο ηεο ξάβδνπ 

απφ ην νπνίν εμαξηάηαη κφλν ην πφζν γξήγνξα «ζβήλνπλ» ηα εληαηηθά κεγέζε ηεο 

αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο φζν απνκαθξπλφκαζηε απφ ηε ζέζε ηεο πάθησζεο. ΢ε 

ζηαηηθφ ζχζηεκα φκσο φπνπ θαη ηα δχν άθξα είλαη παθησκέλα ε νκνηφκνξθε ζεσξία 

παξνπζηάδεη ζεκαληηθά ζθάικαηα ζε επίπεδν θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ αθφκα θαη ζηα 

ζπλήζε κήθε ξάβδσλ. 

       Σέινο, παξνπζηάδνληαη θαη εδψ θάπνηα ζρήκαηα ζηα νπνία θαίλεηαη κηα θνίιε 

νξζνγσληθή δηαηνκή θαη ε θαηαλνκή ησλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζην επίπεδφ ηεο 

πξνθεηκέλνπ λα γίλεη αληηιεπηφο ν ιφγνο γηα ηνλ νπνίν ε νκνηφκνξθε ζεσξία 

παξνπζηάδεη απνθιίζεηο ζε ζρέζε κε ηε „δηεπξπκέλε‟. Ξέξνπκε, ινηπφλ, φηη ζηηο 

θιεηζηέο δηαηνκέο αλαπηχζζεηαη κηθξή ζηξέβισζε (εμαηηίαο ηνπ φηη ην ζρήκα ηνπο δε 

δηαθέξεη ζεκαληηθά απφ ην δαθηπιηνεηδέο ζην νπνίν έρνπκε κεδεληθή ζηξέβισζε) κε 

ζπλέπεηα νπνηαδήπνηε κεηαβνιή ηεο θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ λα νδεγεί ζηελ 

αλάπηπμε νξζψλ ηάζεσλ νη νπνίεο ζα ιακβάλνπλ θαη απηέο κηθξέο ηηκέο. Οη ηάζεηο 

απηέο ελ γέλεη επίζεο κεηαβάιινληαη θαηά κήθνο θαη γηα ηελ εμηζζνξφπεζε ησλ 

ηάζεσλ απηψλ αλαπηχζζνληαη δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο νη νπνίεο 

παξαιακβάλνπλ θαη ηκήκα ηεο ζπλνιηθήο ζηξεπηηθήο ξνπήο ηεο ξάβδνπ ην νπνίν ζα 

είλαη κηθξφ αθνχ κηθξφ ζα είλαη θαη ην δίξξνπν ζηξέβισζεο Mw. ΢ηηο θιεηζηέο 

δηαηνκέο, φκσο, φπσο θαίλεηαη ζηα παξαθάησ ζρήκαηα έρνπκε πνιχ επλνϊθφ 

πξσηνγελή κεραληζκφ αλάιεςεο ζηξεπηηθψλ ξνπψλ αιιά φρη επλνϊθφ δεπηεξνγελή 

κεραληζκφ κε απνηέιεζκα γηα ηελ αλάπηπμε αθφκα θαη κηθξήο ηηκήο δεπηεξνγελνχο 

ζηξεπηηθήο ξνπήο λα αλαπηχζζνληαη κεγάιεο δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο 

(ζπγθξηηηθά κε ηηο νξζέο ηάζεηο). Καηά απηφ ηνλ ηξφπν ζα είλαη ζεκαληηθή ε επηξξνή 

ησλ δεπηεξνγελψλ ζηξεπηηθψλ παξακνξθψζεσλ κε απνηέιεζκα ε „θιαζηθή‟ ζεσξία 

λα κελ κπνξεί λα εθαξκνζηεί ην ίδην ηθαλνπνηεηηθά κε ηε „δηεπξπκέλε‟. 
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΢σήμα 6.3  Πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο θαη αληίζηνηρνη κνρινβξαρίνλεο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 6.4  Δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο κε ηελ θαηαλνκή ηνπο θαη αληίζηνηρνη κνρινβξαρίνλεο  

H - tf 

B - tw 

Τp 

T0,s 

T2,s 

T1,s 

H - t 

B - t 

Τp 
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