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Πεξίιεςε 

   Ζ ξνκπνηηθή είλαη ν θιάδνο ηεο επηζηήκεο πνπ αλαπηύζεη κεραλέο ηθαλέο λα αληηθαηαζηήζνπλ ηνλ 

άλζξσπν ζηελ εθηέιεζε κηαο εξγαζίαο ε νπνία ζπλδπάδεη θπζηθή δξαζηεξηόηεηα κε ηε δηαδηθαζία 

ιήςεο απνθάζεσλ. Δλαο θιαδνο ηεο ξνκπνηηθήο είλαη ε κειέηε θαη ε πινπνίεζε αξζξσηώλ 

βξαρηόλσλ νη νπνίνη απνηεινύληαη από άθακπηα κέξε. Απηόο ν ηύπνο βξαρίνλσλ είλαη ν πιένλ 

δηαδεδνκέλνο θαη ζπλαληάηαη ζηε βηνκεραλία, ζηε ξνκπνηηθή ρεηξνπξγηθή θαη ζε άιιεο εθαξκνγέο. 

Οζν αλαπηύζεηαη ε ηερλνινγία πξνθύπηνπλ ζπλερώο λέεο αλάγθεο νη νπνίεο δελ κπνξνύλ λα 

θαιπθζνύλ απν ηνπο ζπκβαηηθνύο αξζξσηνύο βξαρίνλεο. Τηο αλάγθεο απηέο έξρνληαη λα θαιύςνπλ νη 

ιεγόκελνη εύθακπηνη βξαρίνλεο νη νπνίνη απνηεινύληαη από έλα ζπλερέο κέζν ην νπνίν απνηειείηαη 

απν ππεξειαζηαηηθό πιηθό ώζηε λα κπνξεί λα απμνκνηώλεη ην κήθνο ηνπ θαη λα κπνξεί λα θάκπηεηαη 

ζε πνιύ κεγάιν βαζκό.  

Ζ παξνύζα εξγαζία κειεηάεη ην παξαθάησ ππεξειαζηηθό ζύζηεκα ζην νπνίν εθαξκόδνληαη 

πιαζηηθνί θπθιίθνί δίζθνη ζε ζηαζεξή απόζηαζε κεηαμύ ηνπο νη νπνίεο έρνπλ νπέο ζπλήζσο ζηε 

πεξηθέξεηα ηνπο ώζηε λα πεξλνύλ απν κέζα ηνπο ηέλνληεο νη νπνίνη είλαη ε θύξηα επελέξγεζε ζην 

ξνκπόη. Οη ηέλνληεο είλαη λήκαηα κε εθηαηά ηπιηγκέλα ζε ηύκπαλα ηα νπνία είλαη ζπλδεδεκέλα κε 

θηλεηήξεο πνπ πεξηζηξέθνληαη θαη έηζη ην λήκα καδεύεηαη δεκηνπξγώληαο ζπκπίεζε θαη ξνπή ζην 

βξαρίνλα. Ωο δεύηεξε επελέξγεζε ζε απηά ηα ξνκπόη ρξεζηκνπνηνύληαη πλεπκαηηθνί ζσιήλεο. Οη 

πλεπκαηηθνί ζσιήλεο πεξλνύλ θαη απηνί κέζα απν ηηο πιαζηηθέο θιάηδεο πνπ πεξλνύλ θαη νη ηέλνληεο 

θαη πνιύ ζπρλά αλάινγα κε ην ζρεδηαζκό ηνπ θαζε ξνκπόη κπνξεί λα απνηεινύλ θαη ηνλ 

ππεξειαζηηθό θνξκό ηνπ ξνκπόη. Οη ζσιήλεο απηνί είλαη ζπλδεδεκέλνη κε ζπκπηεζηή αέξνο θαη όηαλ 

απμάλεηαη ε πίεζε ηνπο θνπζθώλνπλ θαη απμάλνπλ έηζη ην κήθνο ηνπο κε απνηέιεζκα λα απμάλεηαη 

θαη ην κήθνο ηνπ ξνκπόη θα ζπγρξόλσλο λα θάκπηεηαη σο απνηέιεζκα ηεο ξνπήο πνπ αζθείηαη απν 

ηνλ αέξα ιόγσ ηεο έθθεληξεο νξζήο δύλακεο πνπ αζθεί ζηελ άθξε.  

Σηε παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία γίλεηαη ε παξαδνρή όηη ην ξνκπόη είλαη έλα ζπλερέο 

ζπκπαγέο θπιηλδξηθό κέζν. Παξνπζηάδνληαη δύν κνληέια, ην πξώην από ηελ θιαζζηθή κεραληθή 

όπνπ εθεί ρξεζηκνπνηείηαη ε θιαζζηθή θαηαζηαηηθή εμίζσζε πνπ ζπλδέεη ηελ ξνπή κε ηελ γσλία, θαη 

ην δεύηεξν από ηε ζεσξία ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ.  

Μέζσ πεηξάκαηνο κε ξνκπόη πνπ ππάξρεη ζην εξγαζηήξην γίλεηαη ε πξνζπάζεηα γηα αλάιπζε 

παξακέηξσλ έηζη ώζηε λα γίλεη αλαγσγή από ην ξνκπόη ηνπ εξγαζηεξίνπ. Απηό απνηειείηαη από 

πιαζηηθέο θιάηδεο θαη έρεη σο θνξκό πλεπκαηηθνύο ζσιήλεο θαη επνκέλσο δελ είλαη ζπκπαγέο, όπσο 

ην ζεσξεηηθό ζπκπαγέο κνληέιν πνπ παξνπζηάδεηαη ζηε παξνύζα εξγαζία. Γηα λα επηηεπρζεί απηό 

γίλεηαη πείξακα κε αληηζηάζκηζε ηεο δύλακεο ηεο βαξύηεηαο θαη παξνπζηάδεηαη κεζνδνινγία 

αλαγλώξηζεο ησλ παξακέηξσλ.  

Σεκαληηθό ζε ζώκαηα πνπ έρνπλ κεγάιεο εθηξνπέο είλαη όηη αιιάδεη ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο θαη ε 

δπζθακςία ηνπ ζώκαηνο κεηά ηελ εθηξνπή. Σηε παξνύζα εξγαζία πξνζδηνξίδνληαη απηέο νη 

παξάκεηξνη θαη απνδεηθλύεηαη όηη όλησο αιιάδνπλ θαη κάιηζηα ζε κεγάιν βαζκό.  

Σηε παξνύζα εξγαζία γίλεηαη πείξακα κε επίδξαζε ηεο δύλακεο ηεο βαξύηεηαο έηζη ώζηε λα 

εμεηαζηεί εάλ ε κνληεινπνίεζε πνπ έρεη γίλεη κπνξεί λα πξνβιέςεη ην πνπ βξίζθεηαη ε άθξε ηνπ 

ξνκπόη έλσ απηό δέρεηαη θαη ηελ δύλακε ηεο βαξύηεηαο.  
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Abstract 

Robotics is the branch of science that develops machines capable of replacing a person in 

performing a task that combines physical activity with decision-making. A branch of robotics is the 

study and implementation of articulated arms consisting of rigid parts. This type of arm is the most 

widespread and occurs in industry, robotic surgery and other applications. As technology evolves, 

new needs arise which can not be covered by conventional modular armchairs. These needs come to 

cover the so-called flexible arms which consist of a continuous through which it consists of 

hyperelastic material so that it can increase its length and can be flexed to a great extent. 

This paper studies hyperelastic system in which plastic circular discs are fixed at a fixed 

distance, with holes usually at their periphery for the tendons to pass throughwhich are the main 

action on the robot. The tendons are inextensible yarns wrapped in drums which are connected to 

rotating motors and thus the yarn is gathered, creating compression and torque on the arm. As a 

second action on these robots pneumatic tubes are used. Pneumatic tubes also pass through plastic 

discs. These tubes are connected to an air compressor, and when air is pressurized through them, 

they inflate and increase their length, increasing the length of the robot as well as bending it as a 

result of the torque in the air due to the extreme right force it exerts aside. 

In this diploma thesis it is assumed that the robot is a continuous solid cylindrical medium. Two 

models are employed, the first using classical mechanics in which the classical constitutive equation 

linking the torque to the angle is, and the second  using the theory of large displacements. 

In bodies with large deflections is that it changes the modulus of elasticity and the stiffness of the 

body after deflection are important. In the present work, these parameters are defined and it turns out 

that they actually change and even to a large extent. 

In the present study an experiment is performed with the effect of gravity force so as to examine 

whether the modeling that has been made can predict the location of the robot's edge while it accepts 

the force of gravity. 
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Δπραξηζηίεο  

 

Σην ζεκείν απηό ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνλ θαζεγεηή κνπ Δπάγγειν Παπαδόπνπιν, ν 

νπνίνο θαζνδήγεζε θάζε θνκκάηη απηήο ηεο εξγαζίαο αιιά θαη λα εθθξάζσ ηνλ ζαπκαζκό κνπ απν 

ηελ πιεπξά όηη πάληα ζε θάζε λέα ηδέα θαη ζθέςή είρε ηελ θαηάιιειε θξίζε, ώζηε λα βειηηώζεη ή λα 

απνξξίςεη απηό πνπ πξόηεηλα. Δπίζεο ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνλ Γξ. ειεθηξνιόγν κεραληθό 

Παλαγηώηε Βαξζνινκαίν ν νπνίνο κε ηε ζεηξά ηνπ ζπλεπέβιεςε απηή ηελ εξγαζία, κε κύεζε ζηνλ 

θόζκν ησλ εύθακπησλ βξαρηόλσλ, δίλνληαο κνπ ην θαηάιιειν πιηθό θαη ηξνθή γηα ζθέςε αιιά θαη 

πνιύ κεγάιε βνήζεηα ζην πεηξακαηηθό κέξνο απηήο ηεο εξγαζίαο. Πξαγκαηηθά ήηαλ ηηκή κνπ λα 

δνπιεύσ πάλσ ζε έλα ηέηνην ηδηαίηεξν ζέκα κε απηνύο ηνπο εμαηξεηηθνύο επηζηήκνλεο.Τα εξεζίζκαηα 

πνπ πήξα ζα ηα θνπβαιάσ ζε όιε κνπ ηελ πνξεία ζαλ κεραλνιόγνο κεραληθόο. Αθόκα ζα ήζεια λα 

επραξηζηήζσ ηνλ θαζεγεηή ηνπ ηκήκαηνο ησλ κεραλνιόγσλ κεραληθώλ ΔΜΠ Βαζίιεην Σπηηά ν 

νπνίνο κε ηα εμαηξεηηθά εξεζίζκαηα πνπ κνπ έδσζε ζπλέβαιε ζεκαληηθά ζηε παξνύζα εξγαζία θαη 

γηα ηνλ ίδην ιόγν ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνλ θαζεγεηή ηνπ ηκήκαηνο Πνιηηηθώλ κεραληθώλ ΔΜΠ 

Φξήζην Γηνύλε ν νπνίνο κε ηε ζεηξά ηνπ ζπλέβαιε ζεκαληηθά ζηελ εξγαζία απηή κε ηηο πνιύ εύζηνρεο 

παξαηεξήζεηο ηνπ θαη κε ηηο γλώζεηο πνπ κνπ κεηέδσζε. Τέινο ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνλ 

θαζεγεηή ηνπ ηκήκαηνο ειεθηξνιόγσλ κεραληθώλ ΔΜΠ Κσζηαληίν Τδαθέζηα γηα ηελ δηάζεζε ηνπ 

εύθακηνπ βξαρίνλα γηα πεηξάκαηα.   
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Πίλαθαο Σπκβόισλ 

N  : νξζή εζσηεξηθή δύλακε 

q  :  δηαηκεηηθή εζσηεξηθή δύλακε 

M  : εζσηεξηθή θακπηηθή ξνπή 

d  : ζηξνθηθή κεηαηόπηζε δηαθνξηθνύ ζηνηρείνπ βξαρίνλα θαη ηέλνληα 

  :   ζηξνθηθή κεηαηόπηζε ζρεηηθνύ ζπζηήκαηνο αλαθνξάο 

s  :   κεηαβιεηή θαηά κήθνπο βξαρίνλα ζην ζρεηηθό ζύζηεκα αλαθνξάο 

x  :   κεηαβιεηή κήθνπο βξαρίνλα ζην απόιπην ζύζηεκα αλαθνξάο 

  :  θαηαλνκή κάδαο βξαρίνλα ζηελ απαξακόξθσηε θαηάζηαζε 

(s)  : θαηαλνκή κάδαο βξαρίνλα ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε 

u  : θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε θάζε ζεκείνπ ηνπ βξαρίνλα ζε απόζηα x από ηε βάζε θαη απόζηαζε 

z από ηνλ θεληξνβαξηθό άμνλα 

ou  : θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε θάζε ζεκείνπ ηνπ θεληξνβαξηθνύ ηνπ βξαρίνλα  

w  :  νξηδόληηα κεηαηόπηζε θάζε ζεκείνπ ηνπ βξαρίνλα ζε απόζηα x από ηε βάζε θαη απόζηαζε z 

από ηνλ θεληξνβαξηθό άμνλα  

ow  : νξηδόληηα κεηαηόπηζε θάζε ζεκείνπ ηνπ θεληξνβαξηθνύ  άμνλα ηνπ βξαρίνλα 

csR  :αθηίλα δηαηνκήο ηνπ βξαρίνλα 

z  :θάζεηε απόζηαζε κηα ηπραίαο ίλαο από ηνλ θεληξνβαξηθό άμνλα 

A  :εκβαδό δηαηνκήο ηνπ βξαρίνλα 

E  :κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηνπ βξαρίνλα 

I  :ξνπή αδξαλείαο ηνπ βξαρίνλα 

(s)r  :αθηίλα θακππιόηεηαο ηνπ βξαρίνλα 

et er  :ζρεηηθό ζύζηεκα αλαθνξάο βξαρίνλα 
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Eηζαγσγή 

1.1 Σθνπόο Eξγαζίαο 

Οη εύθακπηνη βξαρίνλεο παξνπζηάδνπλ κία ηδηαίηεξα ζύλζεηε θηλεκαηηθή θαη δπλακηθή. Δρνπλ γίλεη 

πνιιέο πξνζπάζεηεο γηα λα θηηαρηνύλ καζεκαηηθά κνληέια πνπ πεξηγξάθνπλ ην ζρήκα πνπ παίξλεη ν 

βξαρίνλαο ζην ρώξν αλάινγα κε ηελ επελέξγεζε πνπ δέρεηαη. Ωζηόζν ηα κνληέια πνπ ππάξρνπλ 

είηε δελ είλαη επαξθώο αθξηβή είηε δελ είλαη θαηάιιεια γηα έιεγρν ζε πξαγκαηηθό ρξόλν. Σεκαληηθό 

είλαη λα είλαη γλσζηό ην πνπ βξίζθεηαη ην ξνκπόη ζε ζρέζε κε ηνλ πεξηβάιινληα ρώξν. Ζ έιεηςε 

απηήο ηεο γλώζεο κπνξεί λα νδεγήζεη ζε ζύγθξνπζε ηνπ ξνκπόη κε ηνλ πεξηβάιινληα ρώξν, κε 

αλζξώπνπο θαη εξγαιεία. Ζ εύξεζε ηνπ ζρήκαηνο πνπ παίξλεη ην ξνκπόη ζην ρώξν είλαη πνιύ 

ζεκαληηθό δήηεκα δηόηη έρεη εθαξκνγή ζηνλ ηνκέα ηεο ρεηξνπξγηθήο. Σπγθεθξηκέλα βξαρίνλεο κηθξνύ 

κεγέζνπο εηζάγνληαη ζην αλζξώπηλν ζώκα θαη εθηεινύλ ρεηξνπξγηθέο εξγαζίεο. Οπσο γίλεηαη 

θαηαλνεηό ππάξρεη αλάγθε γηα πνιύ κεγάιε αθξίβεηα. Δπίζεο ηέηνηνη βξαρίνλεο έρνπλ εηζαρζεί ζηε 

βηνκεραλία όπσο ζηελ ζπλαξκνιόγεζε απηνθηλήησλ πνπ θαη εθεί πάιη ππάξρεη αλαγθαηόηεηα γηα 

πιήξε έιεγρν ηνπ ζρήκαηνο θαη ηεο ηξνρηάο ηνπ ξνκπόη.  

Σηελ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία δίλεηαη ιύζε ζην πξόβιεκα εύξεζεο ηνπ ζρήκαηνο ηνπ 

βξαρίνλα γηα ην ζθνπό απηό ν βξαρίνλαο ζεσξείηαη σο έλαο ζπλερήο ζπκπαγήο θύιηλδξνο 

(πξόβνινο) θαηαζθεπαζκέλνο από ππεξειαζηηθό πιηθό. Σε δηαθνξηθό ζηνηρείν ηνπ βξαρίνλα 

εθαξκόδεηαη ηζνξξνπία δπλάκεσλ θαη ξνπώλ θαη κέζσ ηεο ζεσξίαο κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ γίλεηαη 

κηα απεηθόληζε ε νπνία πεξηγξάθεη ην πσο έλα δηαθνξηθό ζηνηρείν ηνπ απαξακόξθσηνπ 

θαηαθόξπθνπ βξαρίνλα κεηαηνπίδεηαη θαη ζπκπηέδεηαη. Αλ γίλεη εθαξκνγή γηα θάζε ζηνηρείν ηνπ 

απαξακόξθσηνπ βξαρίνλα, ηόηε κηα απεηθόληζε νδεγεί ζην παξακνξθσκέλν επελεξγνύκελν 

βξαρίνλα. Πνιύ ζεκαληηθό είλαη όηη ην κνληέιν ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ νδεγεί ζε έλα κηθξό 

ζύζηεκα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ζε αληίζεζε κε άιιεο πξνζεγγίζεηο  όπνπ κε ηελ ππάξρνπζα 

ππνινγηζηηθή ηζρύ δελ κπνξνύλ λα γίλνπλ ππνινγηζκνί γηα έιεγρν ζε πξαγκαηηθό ρξόλν.  

Σην πεηξακαηηθό κέξνο ηεο εξγαζίαο ζα εμεηαζηεί αλ ην κνληέιν ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ 

κπνξεί λα πξνβιέςεη ην ζρήκα ηνπ ξνκπόη. Δπίζεο κέζσ ησλ πεηξακάησλ ζα γίλεη αλαγλώξηζε 

παξακέηξσλ ηνπ ξνκπόη έηζη ώζηε ε ζπκπαγήο ζπλερήο ζεώξεζε λα αληηζηνηρεί ζην πξαγκαηηθό 

πεηξακαηηθό κνληέιν ην νπνίν απνηειείηαη από πιαζηηθέο θιάηδεο θαη έρεη σο θνξκό ηξεηο 

πλεπκαηηθνύο ζσιήλεο νη νπνίνη ζρεκαηίδνπλ κία έθθεληξε ηξηγσληθή δηάηαμε. 

Τν κνληέιν πνπ πξνθύπηεη είλαη θαηάιιειν γηα έιεγρν. Από ηελ αλάιπζε πξνθύπηεη έλα 

ζύζηεκα νθηώ εμηζώζεσλ κε νθηώ αγλώζηνπο. Ζ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο νδεγεί ζηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηνπ ζρήκαηνο ηνπ ξνκπόη. Τν πιενλέθηεκα βξίζθεηαη ζην όηη ην ζύζηεκα ησλ 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ είλαη κηθξό θαη είλαη θαηάιιειν γηα έιεγρν ζε πξαγκαηηθό ρξόλν βαζηζκέλν ζε 

κνληέιν. 

Έλα άιιν δήηεκα είλαη ν ζρεδηαζκόο ηνπ ξνκπόη. Με ηε κειέηε ηνπ βξαρίνλα πνπ γίλεηαη από ηε 

ζθνπηά ηεο κεραληθήο ζηα πιαίζηα απηήο ηεο δηπισκαηηθήο, γίλεηαη δπλαηό λα πξνζδηνξηζηνύλ 

εζσηεξηθέο ηάζεηο θαη ξνπή έηζη ώζηε λα γίλνληαη πην απνηειεζκαηηθέο θαηαζθεπέο από ζέκα αληνρήο 
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ησλ πιηθώλ αιιά θαη γίλεηαη δπλαηό, εθόζνλ είλαη γλσζηέο νη εζσηεξηθέο ηάζεηο, λα βξεζεί ην όξην 

νπνηαζδήπνηε εμσηεξηθήο θόξηηζεο πνπ κπνξεί λα δερηεί ην ξνκπόη.  

1.2 Bηβιηνγξαθηθή Aλαζθόπεζε 

Υπάξρεη πιεζώξα βηβιηνγξαθίαο ε νπνία αλαθέξεηαη ζηνπο εύθακπηνπο βξαρίνλεο ζηελ 

κνληεινπνίεζε ηνπο, ζηελ θηλεκαηηθή αλάιπζε, ζηελ δπλακηθή θαη ηνλ έιεγρν.  

Οη Bryan A. Jones θαη ν Ηan D. Walker [8] κνληεινπνηνύλ ην εύθακην ξνκπόη σο έλα ζπλερέο 

ζώκα ζηαζεξήο θακππιόηεηαο. Από απηή ηε ζεώξεζε δεκηνπξγνύλ έλα θηλεκαηηθό κνληέιν θαη κε ηε 

κέζνδν D-H πξνθύπηεη ν πίλαθαο κεηαθνξάο πνπ πεξηγξάθεη ηε ζέζε θαη ηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηνπ 

ειεύζεξνπ άθξνπ ηνπ ξνκπόη.  

Ο Salisbury [7] έρεη θάλεη κηα ζηαηηθή αλάιπζε ζηελ νπνία ππνζέηεη όηη ην ξνκπόη θακππιώλεηαη 

κε ζηαζεξή θακππιόηεηα. Πξνθύπηεη έλα κνληέιν θηλεκαηηθήο ην νπνίν απνηειείηαη από ζηξνθηθά θαη 

γξακηθά ειαηηήξηα από ηα νπνία ζπγθξνηείηαη ν βξαρίνλαο. Οη ηέλνληεο νη νπνίνη απνηεινύλ ηελ  

επελέξγεζε ηνπ ξνκπόη, ζε απηή ηελ αλάιπζε κνληεινπνηνύληαη σο γξακκηθά ειαηήξηα.  

Ο Webster [6] έρεη εθαξκόζεη ηε κέζνδν Coserrat ζηα εύθακπηα ξνκπόη. Φξεζηκνπνηνύληαη 

γξακκηθέο θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο πνπ ζπλδένπλ ηελ δύλακε θαη ηε ξνπή κε ηελ παξακόξθσζε θαη 

αλαπηύζνληαη κεηξσηθέο εμηζώζεηο ζηαηηθήο θαη δπλακηθήο κε πνιύ ζεηηθά απνηειέζκαηα. Ζ 

παξαδνρή βέβαηα πνπ θάλεη ν Webster είλαη όηη δελ ππάξρεη αμνληθή παξακόξθσζε όπσο επίζεο 

δηαηκεηηθή παξακόξθσζε. Με άιια ιόγηα ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηνπ ξνκπόη πνπ ρξεζηκνπνηεί ν 

Webster ζηα πεηξάκαηα ηνπ είλαη πνιύ κεγάιν.  

Ζ Festo έρεη αλαπηύμεη έλα εύθακπην βξαρίoλα θαη ρξεζηκνπνηεί ηελ κέζνδν Lagrange γηα ηελ 

δπλακηθή ηνπ ξνκπόη απηνύ. 

Ο Δliodoro Carrera [11] έρεη αλαπηύμεη κία κέζνδν αληίζηξνθεο δπλακηθήο, ε ραξαθηεξηζηηθή 

εμίζσζε ηεο γσλίαο-ξνπήο ιακβάλεηαη από ηε ζρέζε Δuler-Bernoulli θαη ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ κε ηε κέζνδν Lagrange γηα λα πξνθύςνπλ νη δπλακηθέο εμηζώζεηο 

Ο Εhang Ding-guo [12] θαη ν Εhou Sheng-Feng έρνπλ δεκηνπξγήζεη έλα δηαθξηηό κνληέιν Ν 

βξαρηόλσλ θαη Ν αξζξώζεσλ. Γίλεηαη ε ρξήζε ηεο κεζόδνπ ηνπ Κane γηα λα παξαρζνύλ εμηζώζεηο 

δπλακηθήο. Σπγθεθξηκέλα θάζε βξαρίνλαο (link) κνληεινπνηείηαη σο κάδα θαη κεηαμύ ηνπο ππάξρεη 

ζύλδεζε κε γξακηθό θαη ζηξνθηθό ειαηήξην θαη πηνζεηείηαη ε πξνζέγγηζε ησλ ππνζεηηθώλ ηξνπώλ.  

Οη Luca Bascetta, Gianni Ferretti θαη Βruno Scaglioni [13] αλαπηύζνπλ έλα δπλακηθό κνληέιν 

επέιηθησλ ρεηξηζηώλ θιεηζηήο κνξθήο, βαζηζκέλν ζηε δηαηύπσζε ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο ησλ 

επέιηθησλ δεύμεσλ Newton-Euler θαη ζηελ πηνζέηεζε ηεο ρσξηθήο ζεκαηνδνηήζεσο δηαλύζκαηνο. Τν 

πξνηεηλόκελν κνληέιν αληηπξνζσπεύεη δύν θύξηεο θαηλνηνκίεο ζε ζρέζε κε ηηο ππόινηπεο: 

επηηπγράλεηαη ζε θιεηζηή κνξθή ζε ζρέζε κε ηηο αξζξώζεηο θαη ηηο ζπληεηαγκέλεο ηξνρηάο 

(ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ ηεηξαγσληθώλ νξίσλ ηαρύηεηαο) θαη νη εμηζώζεηο θίλεζεο ηνπ ζπλόινπ 

ηνπ ρεηξηζηή κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ γηα νπνηαδήπνηε απζαίξεην ζρήκα ησλ ζπλδέζκσλ θαη θάζε 

πηζαλή θαξδηαθόηεηα ζύλδεζεο μεθηλώληαο από ηελ έμνδν πνιιώλ εκπνξηθώλ θσδηθώλ 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. Ζ δηαηύπσζε ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο Newton-Euler από άπνςε 

αξκνληθώλ θαη ειαζηηθώλ κεηαβιεηώλ βειηηώλεη ζεκαληηθά ηηο επηδόζεηο πξνζνκνίσζεο θαη θαζηζηά 

ην κνληέιν θαηάιιειν γηα έιεγρν ζε πξαγκαηηθό ρξόλν θαη ελεξγή απόζβεζε θξαδαζκώλ.  
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1.3 Γνκή εξγαζίαο 

Σην πξώην θεθάιαην ηεο εξγαζίαο παξνπζηάδεηαη ν ζθνπόο θαη ε βηβιηνγξαθηθή αλαζθόπεζε 

ηεο δηπισκαηηθήο.  

Σην δεύηεξν θεθάιαην παξνπζηάδνληαη πξναπαηηνύκελεο γλώζεηο πνπ πξέπεη λα έρεη ν 

αλαγλώζηεο έηζη ώζηε λα θαηαλνήζεη ηα επόκελα θεθάιαηα. 

Σην ηξίην θεθάιαην γίλεηαη ε κνληεινπνίεζε ησλ δπλάκεσλ ηνπ ηέλνληα θαη εμάγεηαη καζεκαηηθό 

κνληέιν πνπ πεξηγξάθεη ην πσο κεηαβάιιεηαη ε εζσηεξηθή ηάζε ηνπ ηέλνληα. Σην ίδην θεθάιαην 

ζεσξείηαη έλα ζύλζεην ζώκα πνπ απνηειείηαη από δύν αληαγσληζηέο ηέλνληεο θαη ηνλ βξαρίνλα. 

Μνληεινπνηνύληαη νη δπλάκεηο ζε έλα δηαθνξηθό ζηνηρείν απηνύ ηνπ ζύλζεηνπ ζώκαηνο θαη 

εθθξάδνληαη νη εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο.  

Σην ηέηαξην θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ε ζεσξία ηεο απιήο θάκςεο θαη πξνθύπηεη κνληέιν ην 

νπνίν ρξεζηκνπνηεί ηελ θαηαζηαηηθή εμίζσζε ηεο γσλίαο ξνπήο από ηελ θιαζζηθή κεραληθή κε ζθνπό 

ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ ζρήκαηνο ηνπ ξνκπόη 

Σην πέκπην θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ε ζεσξία ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ θαη δεκηνπξγείηαη 

ζύζηεκα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ην νπνίν έρεη σο απνηέιεζκα ην πξνζδηνξηζκό ηνπ ζρήκαηνο ηνπ 

ξνκπόη ην νπνίν ζα επελεξγείηαη κε έλα δεπγάξη αληαγσληζηώλ ηελόλησλ.  

Σην έθην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη δηαγξάκκαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηα 

ζπζηήκαηα ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ γηα ηελ εύξεζε ηνπ ζρήκαηνο ηνπ ξνκπόη γηα ζελάξηα κε 

έιιεηςε βαξύηεηαο θαη ηξηβήο, κε έιιεηςε βαξύηεηαο αιιά ππάξρνπζα ηξηβή θαη ππάξρνπζα 

βαξύηεηα θαη ηξηβή.  

Σην έβδνκν θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ην πείξακα κε έιιεηςε ηεο επίδξαζεο ηεο βαξύηεηαο κε ην 

νπνίν ζα εμεηαζηεί αλ ην κνληέιν ηεο θιαζζηθήο κεραληθήο θαη ην κνληέιν ησλ κεγάισλ 

κεηαηνπίζεσλ επαιεζεύεηαη πεηξακαηηθά ρξεζηκνπνηώληαο έλα εύθακπην ξνκπόη ην νπνίν βξίζθεηαη 

ζην εξγαζηήξην. Πξνηείλεηαη κέζνδνο γηα αλαγλώξηζε παξακέηξσλ ηνπ ξνκπόη ΑΔ θαη ΔΗ ώζηε λα 

γίλεη αληηζηνίρεζε ηεο ζεώξεζεο πνπ γίλεηαη ζηελ παξνύζα εξγαζία όηη δειαδή ην εύθακπην ξνκπόη 

είλαη έλα ζπκπαγέο θπιηλδξηθό ππεξειαζηηθό κέζσ αιιά κπνξεί λα ζπκπεξηθέξεηαη ην ίδην κεραληθά 

κε νπνηνδήπνηε εύθακπην ξνκπόη ην νπνίν δελ είλαη απαξαίηεηα έλα ζπκπαγέο θπιηλδξηθό κέζν.  

Σην όγδσν θεθάιαην γίλεηαη πείξακα κε επίδξαζε ηεο βαξύηεηαο ώζηε λα δηαπηζησζεί αλ ηα 

κνληέια κπνξνύλ λα πξνζδηνξίζνπλ ην ζρήκα ηνπ ξνκπόη κε επίδξαζε ηεο βαξύηεηαο.  
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2 Θεσξία ειαζηηθόηεηαο 

2.1 Green-Lagrange Παξακόξθσζε 

Σηε παξνύζα εξγαζία κνληεινπνηνύληαη εύθακπηνη βξαρίνλεο κε κεγάιεο παξακνξθώζεηο. Γηα λα 

επηηεπρζεί απηό πξέπεη λα δνζεί ν νξηζκόο ηεο παξακόξθσζεο γηα κεγάιεο παξακνξθώζεηο.  

Γίλεηαη ζεώξεζε ελόο δηαλ ζε έλα ζηαζεξό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 
1, 2, 3( )x x x  x  νξηζκέλν από 

νξζνθαλνληθά κνλαδηαία δηαλύζκαηα 1 2 3( ,e ,e )e  . Τν ζύζηεκα 
1, 2, 3( )x x x  θαιείηαη κεξηθό ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ. Οηαλ ην ζώκα βξίζθεηαη ζηελ αξρηθή θαηάζηαζε  ηε ρξνληθή ζηηγκή κεδέλ ηόηε ην 

ζεκείν κε ζπληεηαγκέλεο Φ αλαιύεηαη σο ie   . Mεηά ηελ επελέξγεζε δεκηνπξγείηαη κία 

απεηθόλεζε ε νπνία νδεγεί από ην   ζην νπνίν βξίζθεηαη ην δηάλπζκα Φ ζε έλα κεηαζρεκαηηζκό 

ηνπ Φ ν νπνίνο πιένλ βξίζθεηαη ζην ρσξίν t θαη νδεγεί ζην δηάλπζκα ( , t)  .  

 

Σρήκα 2-1.  Απεηθόληζε  

 

Τν πέδην ησλ κεηαηνπίζεσλ δίλεηαη από ηελ παξαθάησ εμίζσζε: 

 ( )u      (2-1) 

όπνπ u είλαη ην δηάλπζκα κεηαηνπίζεσλ ηνπ ζεκείνπ Φ από ην   ζην t .  

Ο ηαλπζηήο θαιείηαη ηαλπζηήο θιίζεο παξακόξθσζεο: 

 (X) ( )F     (2-2) 

Από ζπλδπαζκό ηεο (2-1) θαη ηεο (2-2) πξνθύπηεη ε παξαθάησ εμίζσζε: 

 ( ) ( )F X I u X    (2-3) 

Όπνπ I  κνλαδηαίνο πίλαθαο. 

Έρνληαο πιένλ νξίζεη ηνλ ηαλπζηή ζεσξνύκε έλα δηαθνξηθό ζηνηρείν γξακκήο γηα ην νπνίν ζηελ 

αξρηθή ηνπ θαηάζηαζε ζα ηζρύεη όηη: 

 
2 2 2 2

1 2 3

T

odS d d dX dX dX   X X   (2-4) 

Τν κήθνο ηεο ίδηαο γξακκήο ζηελ παξακνξθσκέλε ηεο θαηάζηαζε δίλεηαη από ηνλ ηύπν  

Ο 
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2 2 2 2

1 2 3

Tds d d dx dx dx   x x   (2-5) 

O  ηαλπζηήο Cauchy-Green είλαη ηαλπζηήο κεγάινο παξακνξθώζεσλ 

 
TC F F   (2-6) 

Όπνπ F δίλεηαη από ηε ζρέζε (2.2) 

H δηαθνξά ησλ κέηξσλ ησλ δύν δπαλπζκάησλ ζέζεο δίλεηαη ώο: 

 
2 2 (2 )T

odS dS dX E dX    (2-7) 

νπνπ ην Δ είλαη ίζν κε: 

 
1

(C )
2

E I    (2-8) 

Aπό ηηο ζρέζεηο 2-3 θαη 2-6 πξνθύπηεη: 

                            
1

( )
2

T TE u u u u       (2-9) 

O ηαλπζηήο Δ ζηελ πεξίπησζε ηεο κνλνδηάζηαηεο παξακόξθσζεο πνπ αλαιύεηαη ζηε 

πεξίπησζε ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο καο ρξεζηκεύεη ζε έλα ζηνηρείν ηνπ θαη κάιηζηα ζην πξώην ηεο 

θπξίαο δηαγσλίνπ ηνπ ην νπνίν γίλεηαη αλ ζεσξεζεί έλα αξρηθό δηάλπζκα ζηελ απαξακόξθσηε 

θαηάζηαζε: 

 1odS dX   (2-10) 

όπνπ ην 1dX  είλαη ζπληζηώζα ηνπ δηαλύζκαηνο: 

 1( ,0,0)d dXX   (2-11) 

 
2 2 2 2 2

1 11 12odS dS dS dX E dX      (2-12) 

‘όπνπ dS  είλαη ην κήθνο ηεο παξακνξθσκέλεο γξακκήο 

Καη έηζη ην 11  ηνπ ηαλπζηή είλαη: 

 
2

11

1

1
(( ) 1)

2

ds
E

dX
    (2-13) 

Από ηε ζρέζε (2-13) πξνθύπηεη ν νξηζκόο ηεο παξακόξθσζεο green-lagrange: 

  

 

2 2

2

1
( )

2
GL

ds dx

dx



   (2-14) 

όπνπ ν παξαπάλσ νξηζκόο αληηζηνηρεί ζε κεγάιεο παξακνξθώζεηο γηα έλα δηαθνξηθό ζηνηρείν 

βξαρίνλα πνπ αξρηθά έρεη κήθνο dx θαη κεηά γίλεηαη ds.  

Μία γξακηθνπνηεκέλε θαηάζηαζε ηεο παξακόξθσζεο Green-Lagrange είλαη ν νξηζκόο ηνπ 

engineering strain ν νπνίνο είλαη γηα κηθξέο παξακνξθώζεηο: 

 enj

ds dx

dx



   (2-15) 
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Σηε παξνύζα εξγαζία ζα παξαρζνύλ δύν κνληέια. Tν έλα ζα βαζίδεηαη ζηνλ νξηζκό Green-

Lagrange θαη ην άιιν ζηνλ engineering. Ο πξώηνο είλαη γηα κεγάιεο παξακνξθώζεηο ελώ ν δεύηεξνο 

γηα ζώκαηα πνπ δελ έρνπλ κεγάιε αμνληθή ζπκπίεζε. 

2.2 Θεσξία ηεο απιήο θάκςεο 

Ζ ζεσξία ηεο απιήο θάκςεο βαζίδεηαη ζηε παξαδνρή Βernouli. Ζ παξαδνρή Βernouli εηζάγεη ηνπο 

εμήο πεξηνξηζκνύο: 

 Οη δηαηνκέο δελ παξακνξθώλνληαη ζεκαληηθά από ηελ επηβνιή ησλ θνξηίσλ 

 Οη δηαηνκέο παξακέλνπλ θάζεηεο ζηνλ θεληξνβαξηθό άμνλα ηεο δηαηνκήο  

 Ζ δηαηκεηηθή παξακόξθσζε ηεο δηαηνκήο ακειείηαη 

 Ζ δνθόο έρεη κηθξή αμνληθή παξακόξθσζε.  

 

Σην Σρήκα 2-2 θαίλεηαη έλα απεηξνζηό ηκήκα δνθνύ ην νπνίν θαηαπνλείηαη από έλα δεύγνο ξνπώλ Μ: 

Z

Y

X

g h
e

f

dθ

R

οςδέηεπορ άξοναρ

´ίνα

o

2Rcs

 

Σρήκα 2-2.  Απεηξνζηό ηκήκα δνθνύ πνπ θαηαπνλείηαη από θαζαξή θάκςε.  

Mε R ζπκβνιίδεηαη ε αθηίλα θακππιόηεηαο ηνπ νπδέηεξνπ άμνλα ηεο δνθνύ θαη κε z ζπκβνιίδεηαη 

ε απόζηαζε ηεο ίλαο gh από ηνλ νπδέηεξν άμνλα ef.  

Ζ παξακόξθσζε   κηα ηπραίαο ίλαο gf ζε απόζηαζε z από ηνλ νπδέηεξν άμνλα νξίδεηαη σο: 

           

                                    
gh ef

ef



   (2-16) 

Ζ ζρέζε (3-1) γίλεηαη: 

                                
( )R z d Rd

Rd

 




 
   (2-17) 

όπνπ z θαη dθ απεηθνλίδνληαη ζην ζρήκα 2-2 .Με πξάμεηο ε ζρέζε (2-17) γίλεηαη: 
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z

R
    (2-18) 

Ζ ζρέζε νξζήο ηάζεο ζ ζηε δηαηνκή ηεο δνθνύ κε ηελ παξακόξθσζε νξίδεηαη παξαθάησ: 

      (2-19) 

όπνπ   είλαη ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηεο δνθνύ. 

Ζ ξνπή M ζε κηα δηαηνκή νξίδεηαη κε ηνλ παξαθάησ ηύπν: 

                                     

A

M z dA    (2-20) 

Με αληηθαηάζηαζε ηεο (2-19) ζηε (2-20) πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε: 

                                    

A

M zE dA    (2-21) 

Με αληηθαηάζηαζε ηεο (2-18) ζηελ (2-21) πξνθύπηεη: 

                                   
2

A

E
M z dA

R
     (2-22) 

Ζ ξνπή αδξαλείαο   κίαο δηαηνκήο νξίδεηαη σο: 

                                    
2

A

I z dA    (2-23) 

H αθηίλα θακππιόηεηαο ζε ζρέζε κε ην κήθνο s ηνπ νπδεηέξνπ άμνλα ηεο δνθνύ θαη ηεο γσλίαο 

εθηξνπήο   νξίδεηαη από ηε παξαθάησ ζρέζε: 

 
ds

R
d

   (2-24) 

Αλ αληηθαηαζηαζνύλ ζηε (2-22) νη (2-23) θαη (2-24), Πξνθύπηεη ε θαηαζηαηηθή εμίζσζε πνπ ζπλδέεη ηε 

ξνπή κε ηε γσλία: 

                                    
d M

ds EI


    (2-25) 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 



 
 

3 Μνληεινπνίεζε ηέλνληα θαη ζπζηήκαηνο αληαγσληζηώλ 
ηελόλησλ-βξαρίνλα 

3.1 Δηζαγσγή  

O βξαρίνλαο κνληεινπνηείηαη σο έλαο ζπκπαγήο θύιηλδξνο από ππεξειαζηηθό πιηθό ην νπνίν 

επηηξέπεη λα πξαγκαηνπνηνύληαη κεγάιεο εθηξνπέο. ν βξαρίνλαο επελεξγείηαη από δύν αληαγσληζηέο 

ηέλνληεο νη νπνίνη πεξλνύλ κέζα από απιάθηα αληηδηακεηξηθά ηνπ θπιίλδξνπ. Οη ηέλνληεο είλαη 

πξνζδεκέλνη ζηελ κία άθξε ηνπ βξαρίνλα θαη ζην άιιν άθξν ηνπο είλαη ηπιηγκέλνη ζε ηύκπαλα. Tα 

ηύκπαλα κε ηε ζεηξά ηνπο είλαη ζπλδεδεκέλα κε θηλεηήξεο θαη όηαλ απηνί πεξηζηξέθνληαη δεκηνπξγνύλ 

ηάλπζε ζηνπο ηέλνληεο. Οη δπλάκεηο από ηελ ηάλπζε κεηαθέξνληαη από ηελ κία άθξε ηνπ ηέλνληα σο 

ηελ άιιε όπνπ εθεί αλ νη δπλάκεηο ησλ ηελόλησλ είλαη άληζεο δεκηνπξγείηαη ξνπή από έθθεληξε 

θόξηηζε θαη ην ξνκπόη θάκπηεηαη θαη κάιηζηα ζε πνιύ κεγάιεο γσλίεο.  

Σην Σρήκα 3-1 θαίλεηαη ν βξαρίνλαο θαη νη δπλάκεηο από ηνπο ηέλνληεο 

 

TΡΟΥΑΛΙΔ

TENONTE

ΔΛΔΤΘΔΡΟΑΚΡΟ

ΠΑΚΣΩΜΔΝΟ

ΑΚΡΟ

g

T*
L

T*
R

θ(s)

Dcs

TL
TR

S

 

Σρήκα 3-1.  Θεώξεζε εύθακπηνπ βξαρίνλα ζαλ ζπκπαγέο θπιηλδξηθό κέζν.  
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Οξίδεηαη έλα ρσξόδεην ζύζηεκα αλαθνξάο ρ,y κε αξρή Ο ηε βάζε ηνπ βξαρίνλα. Ο βξαρίνλαο 

όκσο εθηξέπεηαη ζε θάζε ζεκείν θαη έηζη βνιεύεη λα ρξεζηκνπνηεζεί έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ην 

νπνίν ζα θηλείηαη πάλσ ζηνλ παξακνξθσκέλν βξαρίνλα θαηά ηελ αθηηληθή θαη ηελ εθαπηνκεληθή 

δηεύζπλζή νπόηε νξίδεηαη ην ζύζηεκα et er  .Με s νξίδεηαη ε θαηά κήθνο δηάζηαζε ηνπ βξαρίνλα 

ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε. 

Ζ δύλακε θαηά κήθνο ηνπ θάζε ηέλνληα δελ είλαη ζηαζεξή. Απηό ζπκβαίλεη δηόηη ζην απιάθη από 

ην νπνίν δηέξρνληαη νη ηέλνληεο δεκηνπξγνύληαη δπλάκεηο ηξηβήο νη νπνίεο  κεηώλνπλ ηε δύλακε πνπ 

κεηαθέξεη ν ηέλνληαο νπόηε ηζρύνπλ ηα παξαθάησ: 

1) Ζ δύλακε πνπ αξρηθά έρεη ν αξηζηεξόο ηέλνληαο είλαη leftT  θαη ιόγσ ηεο ηξηβήο γίλεηαη 
*

left  πνπ 

έρεη κηθξόηεξε ηηκή.  

2) Ζ δύλακε πνπ αξρηθά έρεη ν δεμηά ηέλνληαο είλαη right  θαη ιόγσ ηξηβήο γίλεηαη 
*

right  ε νπνία είλαη 

κηθξόηεξε.  

Όπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα 3-1 ε αθηίλα θακππιόηεηαο ( )r s  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ κήθνπο ηνπ 

ξνκπόη θαη έηζη αιιάδεη γηα θάζε ζεκείν ηνπ βξαρίνλα. Τν ίδην ζπκβαίλεη θαη ζηελ γσλία εθηξνπήο 

(s) . Τν ηζνδύλακν κνληέιν ηνπ βξαρίνλα κπνξεί λα δνζεί αλ κεηαθεξζνύλ νη δύν δπλάκεηο, πνπ 

αζθνύληαη έθθεληξα ζην ειεύζεξν άθξν ζην θέληξν ηεο θπθιηθήο δηαηνκήο ηνπ βξαρίνλα. Οηαλ κηα 

δύλακε κεηαθέξεηαη δεκηνπξγεί ξνπή θαη απηή ε ξνπή είλαη ππεύζπλε γηα ηελ θάκςε ηνπ βξαρίνλα. 

Σην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ην ηζνδύλακν κνληέιν κε ηηο δπλάκεηο ζην θέληξν θαη ηε 

δεκηνπξγεζήζα ξνπή πνπ πξνθύπηεη από ηε κεηαθνξά 

 

g

θ(s)

Σιζοδύναμη

Μιζοδύναμη

et

er

s

T*
L T*

R  

Σρήκα 3-2.  Μνληέιν βξαρίνλα κε ηζνδύλακε ξνπή ιόγσ έθθεληξσλ θνξηίζεσλ.  
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3.2 Μνληεινπνίεζε ηέλνληα 

Ο ηέλνληαο είλαη έλαο εύθακπηνο θνξέαο ν νπνίνο κεηαθέξεη εθειθπζηηθό θνξηίν θαη θαλέλα άιιν, 

δειαδή δελ κπνξεί λα θέξεη αληίζηαζε ζε ζιίςε, θάκςε, δηάηκεζε.O ηέλνληαο είλαη πεξαζκέλνο κέζα 

από πνιύ κηθξήο δηαηνκήο απιάθη θαη πξνζδέλεηαη ζην άθξν ηνπ βξαρίνλα. Λόγσ ηεο επαθήο ηνπ κε 

ηνλ βξαρίνλα αζθείηαη ιόγσ δξάζεο αληίδξαζεο πίεζε επηθαλείαο (δηαηκεηηθό θνξηίν) θαη ηξηβή ελώ 

εζσηεξηθά ηνπ ηέλνληα κεηαθέξεηαη εθειθπζηηθό θνξηίν.  

Θεσξνύκε απεηξνζηό ηκήκα ηνπ ηέλνληα, κήθνπο ds.βιέπε Σρ.3-3.  

T+dT

T

dθ/2

ds

dθ

θ

et

er

dfεπαθηρ
dfηπιβήρ

 

 

Σρήκα 3-3.  Απεηξνζηό ζηνηρείν ηέλνληα.  

Σην ζρήκα 3-3 βιέπνπκε ηηο εμήο δπλάκεηο:                

T : εζσηεξηθό εθειθπζηηθό θνξηίν ηνπ ηέλνληα εθ δεμηώλ.  

dT : εζσηεξηθό εθειθπζηηθό θνξηίν ηνπ ηέλνληα εμ αξηζηεξώλ.  

ήdf  : θάζεηε δύλακε ιόγσ επαθήο ηνπ ηέλνληα κε ηνλ βξαρίνλα 

ήdf  : δύλακε ηξηβήο κεηαμύ ηνπ ηέλνληα θαη ηνπ βξαρίνλα 

 : ζηξνθηθή κεηαηόπηζε ηνπ ζρεηηθνύ ζπζηήκαηνο αλαθνξάο 

d :ζηξνδηθή παξακόξθσζε ηνπ απεηξνζηνύ ηκήκαηνο ds 
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Όπσο θαίλεηαη ην ζύζηεκα αλαθνξάο et-er είλαη έλα θηλεηό ζύζηεκα αλαθνξάο ην νπνίν θηλείηαη 

αλάινγα κε ην κήθνο ηνπ βξαρίνλα δειαδή αλάινγα ζε πνην s βξηζθόκαζηε.  

    Όιε ε αλάιπζε γίλεηαη αλ ζεσξήζνπκε ζηαηηθή ηζνξξνπία ηνπ απεηξνζηνύ ζηνηρείνπ ηνπ ηέλνληα 

θαηά ηελ αθηηληθή θαη εθαπηνκεληθή θαηεύζπλζε.  

   Σπλήζσο ηα εύθακπηα ξνκπόη θηηάρλνληαη από πιηθά ηα νπνία ειαρηζηνπνηνύλ ηηο ηξηβέο, γηα 

ιόγνπο ειέγρνπ παξ’ όια απηά γηα λα κπνξεί ε κειέηε πνπ παξνπζηάδεηαη λα εθαξκόδεηαη γεληθά  

ζεσξνύκε δπλάκεηο ηξηβήο κεηαμύ ησλ επηθαλεηώλ. Δπεηδή ην ξνκπόη ζα θηλείηαη πνιύ αξγά 

ζεσξνύκε όηη ε ηξηβή είλαη ηξηβή νιίζζεζεο θαη  θάλνπκε ηελ παξαδνρή όηη απηή ε ηξηβή ππάξρεη θαη 

ζηε ζηαηηθή ηζνξξνπία θαη όηαλ θηλείηαη πνιύ αξγά, επνκέλσο ε δύλακε ηξηβήο ζα είλαη ίζε πξνο ηνλ 

ζπληειεζηή ηξηβήο νιίζζεζεο επί ηελ θάζεηε δύλακε:                                   

 ή ήdf df       (3-1) 

Δθαξκόδνληαο ηζνξξνπία δπλάκεσλ θαηά ηελ εθαπηνκεληθή θαηεύζπλζε πξνθύπηεη όηη: 

                          ( )cos( ) cos( ) 0
2 2

ή

d d
T dT df  

 
      (3-2) 

Σε απηό ην ζεκείν κπνξνύλ λα γίλνπλ θάπνηεο απινπνηήζεηο. Δίλαη γλσζηό όηη όηαλ ζε 

ζπλεκίηνλν ππάξρνπλ πνιύ κηθξέο πνζόηεηεο πνπ ηείλνπλ ζην κεδέλ όπσο ζηε παξαπάλσ εμίζσζε, 

ηόηε ην ζπλεκίηνλν γίλεηαη ίζν κε ηελ κνλάδα επνκέλσο ε  (3-2) απινπνηείηαη ζηελ παξαθάησ: 

                               ( ) 0ήT dT df       (3-3) 

Δθόζνλ ηζρύ όηη: 

                                     cos( ) 1
2

d
   (3-4) 

Από ηελ εμίζσζε (3-3 πξνθύπηεη κηα ζρέζε ε νπνία δείρλεη ηελ αλαινγία ηνπ απεηξνζηνύ ηεο 

δύλακεο ηνπ ηέλνληα κε ηελ θάζεηε δύλακε επαθήο: 

 

                                   ήdT df      (3-5)

  

Αλ εθαξκνζηεί ηζνξξνπία δπλάκεσλ θαηά ηελ αθηηληθή δηεύζπλζε πξνθύπηεη ε παξαθάησ 

εμίζσζε: 

                          ( )sin( ) sin( ) 0
2 2

ή

d d
T dT df 

 
       (3-6) 

Όηαλ κέζα ζηελ πνζόηεηα ηνπ εκηηόλνπ ππάξρεη πνζόηεηα πνπ ηείλεη ζην κεδέλ ηόηε ην εκίηνλν 

ηζνύηαη κε απηήλ ηε πνζόηεηα, δειαδή ηζρύεη όηη: 

                                     sin( )
2 2

d d 
   (3-7) 

Τόηε ε εμίζσζε (3-6) γίλεηαη : 

                               ( ) 0
2 2

ή

d d
T dT df 

 
       (3-8) 

Κάλνληαο επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε: 

                           0
2 2 2

ή

d d d
T dT df 

  
       (3-9) 
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Ο δεύηεξνο όξνο ηεο (3-9) ηζνύηαη κε κεδέλ επεηδή είλαη δηαθνξηθό δεύηεξεο ηάμεο ελώ νη 

ππόινηπνη όξνη είλαη πξώηεο ηάμεο, νπόηε ηζρύεη: 

 0
2

d
dT


   (3-10) 

Ζ (3-9) δίλεη: 

 ήTd df     (3-11) 

Οη (3-5) θαη (3-11) είλαη νη ηειηθέο δηαθνξηθέο ζρέζεηο από ηηο νπνίεο ζα πξνθύςεη ε δηαθνξηθή 

εμίζσζε κε ηελ νπνία ζα πεξηγξάθεηαη πσο κεηαβάιιεηαη ε εζσηεξηθή δύλακε πνπ κεηαθέξεη ν 

ηέλνληαο.  

Αλ ε (3-5) δηαηξεζεί κε ds πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε: 

                               
ήdfdT

ds ds

 

    (3-12) 

Ζ ζρέζε (3-12) πεξηγξάθεη ην πσο ε εζσηεξηθή δύλακε πξνέληαζεο ηνπ ηέλνληα κεηαβάιιεηαη 

ζε ζρέζε κε ηελ δύλακε ηεο θάζεηεο δύλακεο πνπ αζθείηαη σο δξάζε αληίδξαζε κεηαμύ ηνπ 

βξαρίνλα θαη ηνπ ηέλνληα.  

Αλ δηαηξέζνπκε κε ds ηε  (3-11) πξνθύπηεη: 

 
ήdfd

T
ds ds

 
   (3-13) 

 Ο  ζπλδπαζκόο ησλ (3-12) θαη (3-13) δίλεη:   

                              
dT d

T
ds ds




    (3-14) 

Σηελ παξαπάλσ εμίζσζε κπξνξνύλ λα ζρνιηαζηνύλ ηα εμήο: 

1. Αλ ν ζπληειεζηήο ηξηβήο νιίζζεζεο ηείλεη ζην κεδέλ ηόηε ε παξάγσγνο ηεο εζσηεξηθήο δύλακε 

είλαη ίζε κε κεδέλ. Απηό ζεκαίλεη όηη αλ δελ ππάξρνπλ ηξηβέο ηόηε ε εζσηεξηθή δύλακε πνπ κεηαθέξεη 

ν ηέλνληαο κέλεη ζηαζεξή θαη άξα δελ έρνπκε κείσζε δύλακεο ιόγσ ηξηβήο.  

2. Αλ ν βξαρίνλαο επελεξγείηαη από δύν αληαγσληζηέο ηέλνληεο ίζεο δύλακεο, όπσο είλαη ινγηθό 

απιά ζα ζπκπηέδεηαη αιιά νη έθθεληξεο δπλάκεηο ζα δίλνπλ αληίζεηεο ξνπέο θαη νπόηε ν βξαρίνλαο 

δελ ζα θάκπηεηαη. Απην ζεκαίλεη όηη επεηδή δελ ζα κεηαβάιιεηαη ε γσλία όζν πξνρσξάκε πάλσ ζην 

βξαρίνλα κε ην ζρεηηθό ζύζηεκα αλαθνξάο ή αιιηώο ζα έρνπκε έλα θαηαθόξπθν configuration ηνπ 

βξαρίνλα ε παξάγσγνο ηεο γσλίαο ζα είλαη κεδέλ θαη νπόηε θαη ε παξάγσγνο ηεο δύλακεο πνπ 

κεηαθέξεη ν ηέλνληαο είλαη κεδέλ θαη έηζη πάιη δελ ππάξρεη πηώζε ηεο δύλακεο 

                               
( ) ( )

( )
dT s d s

T s
ds ds




    (3-15) 

3. Ζ (3.15) εθθξάδεη ην πσο κεηαβάιιεηαη ε εζσηεξηθή δύλακε πνπ κεηαθέξεη ν ηέλνληαο από ην έλα 

άθξν ηνπ σο ην άιιν (tip). Σην ειεύζεξν άθξν ηνπ βξαρίνλα είλαη πξνζδεκέλνο ν ηέλνληαο ν νπνίνο 

αζθεί ηελ κεησκέλε ιόγσ ηξηβήο εζσηεξηθή δύλακε ηνπ θαη έηζη ν βξαρίνλαο δέρεηαη κηα έθθεληξε 

θόξηηζε πνπ ηνπ δεκηνπξγεί ξνπή θάκςεο θαη ζπκπίεζε.  

Γηα έλα επίπεδν πξόβιεκα κε επελέξγεζε αληαγσληζηέο ηέλνληεο όπσο πεξηγξάθεηαη Σρήκα 3-1 

πνπ είλαη θαη ην αληηθείκελν κειέηεο απηήο ηεο εξγαζίαο γξάθνληαη νη δύν παξαθάησ εμηζώζεηο νη 
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νπνίεο εθθξάδνπλ ην πσο κεηαβάιιεηαη ε εζσηεξηθή δύλακε πνπ κεηαθέξεη ν αξηζηεξόο ηέλνληαο θαη 

ν αληαγσληζηήο ηνπ δεμηόο 

                  

                               1
1

( ) ( )
( )

dT s d s
T s

ds ds



    (3-16) 

                               2
2

( ) ( )
( )

dT s d s
T s

ds ds



    (3-17) 

3.3 Μνληεινπνίεζε ζπζηήκαηνο ηέλνληα-βξαρίνλα 

Γηα επθνιία ζεσξήζνπκε έλα ζύζηεκα ζσκάησλ ηέλνληεο-βξαρίνλαο. Θεσξνύκε έλα δηαθνξηθό ηέηνην 

ζηνηρείν δειαδή έλα θνκκάηη απεηξνζηνύ κήθνπο θαη θάλνπκε κηα ηνκή ζην βξαρίνλα δεμηά θαη 

αξηζηεξά ηνπ απεηξνζηνύ ζηνηρείνπ έηζη ώζηε λα εκθαληζηνύλ νη εζσηεξηθέο ηάζεηο.  

: 

T1+dT1

T2+dT2

N+dN

T1

T2

N

dθ/2

ds

et

er

dθ

 

Σρήκα 3-4.  Γηαθνξηθό ζηνηρείν ζπζηήκαηνο ηέλνληεο-βξαρίνλα.  

Πεξηγξαθή ηνπ Σρήκαηνο 3-4 : 

1. Όπσο θαίλεηαη ην ζηνηρείν έρεη απεηξνζηό κήθνο ds 

2. 1T  (δύλακε πνπ κεηαθέξεηαη από ηνλ αξηζηεξό ηέλνληα) 

3. 2  (δύλακε πνπ κεηαθέξεηαη από ηνλ δεμί ηέλνληα)   

4. q (εζσηεξηθή δηαηκεηηθή ηάζε βξαρίνλα) 

5. Ν (εζσηεξηθή νξζή ηάζε βξαρίνλα) 

6. Μ (εζσηεξηθή θακπηηθή ξνπή) 

7. dW (απεηξνζηή δύλακε βαξύηεηαο) 
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Όπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα 3-4 ζηε δηαηνκή Α βξαρίνλα εκθαλίδνληαη νη εζσηεξηθέο ηάζεηο ελώ 

ζηε δηαηνκή Β εκθαλίδνληαη νη ηάζεηο απμεκέλεο αιγεβξηθά. Δηλαη πνιύ ζεκαληηθό λα ηνληζηεί όηη ε 

πξνζαύμεζε είλαη αιγεβξηθή θαη έηζη νη ηηκέο γηα θάζε ζπλάξηεζε κπνξεί λα απμάλνληαη αλ ην 

δηαθνξηθό είλαη ζεηηθό ή κπνξεί λα κεηώλνληαη αλ ην δηαθνξηθό είλαη αξλεηηθό.  

Γηα λα πξνθύςνπλ δηαθνξηθέο εμηζώζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ην κνληέιν ζεσξνύκε ζηαηηθή 

ηζνξξνπία. Σηε ζπλέρεηα ηεο ελόηεηαο γηα θάζε δύλακε ηνπ Σρήκαηνο 3-4 ζα γίλεη μερσξηζηή αλάιπζε 

ζην ζρεηηθό frame, νπόηε ζα αλαιπζεί θάζε δύλακε ζε αθηηληθή θαη εθαπηνκεληθή θαηεύζπλζε, θαη κε 

ηελ ππόζεζε  ζηαηηθήο ηζνξξνπίαο  ζα πξνθύςνπλ δηαθνξηθέο ζρέζεηο.  

Σπγθεθξηκέλα γηα ηελ δύλακε 1 1dT    αθαηξνύκε όιεο ηηο άιιεο δπλάκεηο γηα απινπνίεζε ηνπ 

Σρήκαηνο 3-4 θαη πξνθύπηεη ην παξαθάησ ζρήκα ζην νπνίν θαίλεηαη πσο αλαιύεηαη ε δύλακε 

1 1dT   ζε ζπληζηώζεο αθηηληθή (r) θαη εθαπηνκεληθή (t): 

T1+dT1

dθ/2

ds

(T1+dT2)r

(T1+dT1)t

dθ

 

Σρήκα 3-5.  Αλάιπζε Γύλακεο αξηζηεξνύ ηέλνληα εμ αξηζηεξώλ.  

Όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 3.5 ε δύλακε 1 1dT   αλαιύεηαη ζην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ et-er ην 

νπνίν είλαη ην ίδην κε ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ηνπ Σρήκαηνο 3-4 αιιά απιά κεηαηνπηζκέλν 

παξάιιεια έηζη ώζηε λα δηεπθνιύλεη ζηελ αλάιπζε. Απν ην ζρήκα πξνθύπηνπλ νη δύν παξαθάησ 

εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο: 

                             1 1 1 1( ) ( )sin( )
2

r

d
T dT T dT


     (3-18) 

                            1 1 1 1( ) ( )cos( )
2

t

d
T dT T dT


     (3-19) 

 Με ηελ ίδηα ινγηθή πνπ αλαιύεηαη ε δύλακε ηνπ αξηζηεξά ηέλνληα αλαιύεηαη θαη ηνπ δεμηά 

δειαδή πάιη ζην Σρήκα 3-4 αθαηξνύληαη όιεο νη δπλάκεηο εθηόο από ηελ 2 2dT   θαη έηζη πξνθύπηεη 

ην παξαθάησ ζρήκα ζην νπνίν ε 2 2dT   αλαιύεηαη ζε αθηηληθή θαη εθαπηνκεληθή ζπληζηώζα.  
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T1+dT1

dθ/2

ds

(T1+dT2)r

(T1+dT1)t

dθ

             

Σρήκα 3-6.  Αλάιπζε δύλακεο δεμηά ηέλνληα εμ αξηζηεξώλ ζε ζπληζηώζεο.  

 

Από ην παξαπάλσ ζρήκα πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ εμηζώζεηο:    

                        2 2 2 2( ) ( )sin( )
2

r

d
T dT T dT


     (3-20) 

                        2 2 2 2( ) ( )cos( )
2

t

d
T dT T dT


     (3-21) 

H αλάιπζε ηεο δύλακεο dN   θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 

 

N+dN

dθ/2

ds

(N+dN)r

(N+dN)t

dθ

 

Σρήκα 3-7.  Aλάιπζε εζσηεξηθήο νξζήο δύλακεο εμ αξηζηεξώλ.  

Από ην παξαπάλσ ζρήκα πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ εμηζώζεηο νη νπνίεο πεξηγξάθνπλ πσο 

αλαιύεηαη ε dN   ζηελ αθηηληθή θαη εθαπηνκεληθή ζπληζηώζα αληίζηνηρα: 

  



 
33/127 

                               ( ) (N )sin( )
2

r

d
dN dN


      (3-22) 

                               ( ) (N )cos( )
2

t

d
dN dN


      (3-23) 

Ζ δηαηκεηηθή δύλακε q dq   αλαιύεηαη όπσο θαίλεηαη ην παξαθάησ ζρήκα: 

q+dq

dθ/2

ds
(q+dq)t

(q+dq)r

dθ

 

Σρήκα 3-8.  Aλάιπζε δηαηκεηηθήο ηάζεο εμ αξηζηεξώλ ζε ζπληζηώζεο.  

    Απν ην παξαπάλσ ζρήκα πξνθύπηνπλ νη αθόινπζεο ζρέζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ αλάιπζε ηεο 

δύλακεο ( )q dq  ζε ζπληζηώζεο: 

                               ( ) cos( )
2

r

d
q dq q dq


     (3-24) 

                             ( ) ( )sin( )
2

t

d
q dq q dq


      (3-25) 

Σηε ζρέζε (3-25) παξαηεξείηαη ε ύπαξμε ηνπ αξλεηηθνύ πξνζίκνπ. Απην ζπκβαίλεη δηόηη ζην 

αξρηθό ζρήκα πνπ θαίλνληαη όιεο νη δπλάκεηο πνπ επηδξνύλ ζην δηαθνξηθό ζηνηρείν ζην Σρήκα 3-4 ην 

ζύζηεκα αλαθνξάο έρεη ηνλ πξνζαλαηνιηζκό πνπ θαίλεηαη σο ζεηηθό έηζη ζην Σρήκα 3-8 επεηδή ε 

εθαπηνκεληθή ζπληζηώζα έρεη ηελ αληίζεηε θαηεύζπλζε θαη γηα απηό θαίλεηαη ν εκηάμνλαο et’. Ζ 

αλάιπζε ηεο νξζήο δύλακεο Ν ζε ζπληζηώζεο θαίλεηαη ζην Σρήκα 3-9: 
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N

dθ/2

ds

(N)r

(N)t

et

er
dθ

 

Σρήκα 3-9.  Αλάιπζε ηεο νξζήο δύλακεο εθ δεμηώλ ζε ζπληζηώζεο.  

Απν ην ζρήκα πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ην πσο αλαιύεηαη ε νξζή δύλακε 

ζε ζπληζηώζεο: 

                                 ( ) ( )sin( )
2

r

d
N N


   (3-26) 

                                ( ) ( )cos( )
2

t

d
N


     (3-27) 

 

Ζ αλάιπζε ηελ δύλακεο 1  ζε ζπληζηώζεο πεξηγξάθεηαη από ην παξαθάησ ζρήκα: 

T1

dθ/2

ds

(T1)r

(T1)t

et

er

dθ

 

Σρήκα 3-10.  Aλάιπζε δύλακεο αξηζηεξνύ ηέλνληα εμ αξηζηεξώλ ζε ζπληζηώζεο.  
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Από ην παξαπάλσ ζρήκα πξνθύπηνπλ νη εμηζώζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ πσο αλαιύεηαη ε δύλακε 

1 : 

 1 1(T ) (T )sin( )
2

r

d
   (3-28) 

 1 1(T ) (T )cos( )
2

t

d
    (3-29) 

H αλάιπζε ηεο δύλακεο 2  πεξηγξάθεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 

T2

dθ/2

ds

(T2)r

(T2)t

et

er

dθ

 

Σρήκα 3-11.  Αλάιπζε δπλάκεο δεμηά ηέλνληα εθ δεμηώλ ζε ζπληζηώζεο.  

Από ην παξαπάλσ ζρήκα πξνθύπηνπλ νη εμηζώζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ πσο αλαιύεηαη ε δύλακε 1 : 

                              2 2(T ) (T )sin( )
2

r

d
   (3-30) 

                              2 2(T ) (T )cos( )
2

t

d
    (3-31) 

 

Ζ δηαηκεηηθή δύλακε Q αλαιύεηαη όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 
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qdθ/2

ds

(q)t

et

erdθ

 

Σρήκα 3-12.  Αλάιπζε δηαηκεηηθήο δύλακεο εθ δεμηώλ ζε ζπληζηώζεο.  

Από ην παξαθάησ ζρήκα πξνθύπηνπλ νη δύν ζρέζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ πσο αλαιύεηαη ε 

δηαηκεηηθή δύλακε ζε ζπληζηώζεο: 

                                ( ) ( )cos( )
2

r

d
q q


    (3-32) 

                                ( ) ( )sin( )
2

t

d
q q


    (3-33) 

Δθόζνλ αλαιύζεθαλ ε δπλάκεηο ην επόκελν βήκα είλαη ε θαηάζηξσζε ησλ εμηζώζεσλ 

ηζνξξνπίαο ησλ δπλάκεσλ ζε αθηηληθή θαη εθαπηνκεληθή δηεύζπλζε όπσο θαη ε θαηάζηξσζε ηεο 

εμίζσζεο ηζνξξνπίαο ησλ ξνπώλ.  

3.4  Καηάζηξσζε εμηζώζεσλ ηζνξξνπίαο 

Όιεο νη δπλάκεηο έρνπλ αλαιπζεί ζε ζπληζηώζεο θαηά ηελ εθαπηνκεληθή θαη αθηηληθή δηεύζπλζε. 

Θεσξνύκε ζηαηηθή ηζνξξνπία ζηνλ βξαρίνλα θαη πξνθύπηνπλ δύν εμηζώζεηο δπλάκεσλ θαη κία 

ξνπώλ.  

Πξηλ όκσο θαηαζηξσζνύλ νη εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο πξέπεη λα αλαιπζεί θαη ε δύλακε ηεο 

βαξύηεηαο ηνπ απεηξνζηνύ ζηνηρείνπ πνπ έρεη ζεσξεζεί. Σπγθεθξηκέλα ε δύλακε ηεο βαξύηεηαο 

πεξηγξάθεηαη από ηελ παξαθάησ ζρέζε: 

                                      dw gds   (3-34) 

όπνπ: 

1.  : ππθλόηεηα κάδαο βξαρίνλα αλά κνλάδα κήθνπο βξαρίνλα 

2. g :επηηάρπλζε ηεο βαξύηεηαο 

3. ds : απεηξνζηό ζηνηρείν ηέλνληα 

Σε απηό ην ζεκείν πξέπεη λα ζρνιηαζζεί ην όηη επεηδή ν βξαρίνλαο ζηε θνξηηζκέλε θαηάζηαζε 

ζπκπηέδεηαη δελ έρνπκε κηα νκνηόκνξθε θαηαλνκή κάδαο όπσο ζα είρακε αλ ν βξαρίνλαο ήηαλ 
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ηειείσο αθόξηηζηνο θαη έηζη δελ είρε θακία παξακόξθσζε. Δηζη ινηπόλ ε θαηαλνκή ηεο κάδαο είλαη 

κία ζπλάξηεζε ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο ηνπ κήθνπο ζηε θνξηηζκέλε θαηάζηαζε ηνπ βξαρίνλα.  

                                       (s)    (3-35)   

Ζ δύλακε ηεο βαξύηεηαο ζην ρσξόδεην ζύζηεκα αλαθνξάο Φ-Υ ην νπνίν παξνπζηάδεηαη ζην 

Σρήκα 3-2 είλαη: 

                                   
0

global

gds
d

 
  
 

w   (3-36) 

Γηα λα αλαρζεί ε δύλακε ηεο βαξύηεηαο ζην ζρεηηθό ζύζηεκα αλαθνξάο δειαδή λα αλαιπζεί ζε 

κηα εθαπηνκεληθή θαη κία αθηηληθή ζπληζηώζα ηνπ ζπζηήκαηνο αλαθνξάο πνπ παξνπζηάδεηαη ζην 

Σρήκα 3-4 θαη έηζη λα θαηαζηξσζνύλ εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο πξέπεη λα ζεσξεζεί έλα κεηξών 

πεξηζηξνθήο ην νπνίν αλάινγα ζε πνην s (κήθνο βξαρίνλα ζην ζρεηηθό ζύζηεκα αλαθνξάο) 

αλαθεξόκαζηε ζα δίλεη ηελ αληίζηνηρε γσλία θ(s), έηζη πξνθύπηεη όηη: 

                                   ( )dlocal globald w R w   (3-37) 

Όπνπ ε παξαπάλσ ζρέζε γίλεηαη: 

                            
cos( ) sin( )

sin( ) cos( ) 0
local

gds
d

  

 

   
    

   
w   (3-38) 

Από ηελ παξαπάλσ ζρέζε πξνθύπηεη όηη ην βάξνο ηνπ δηαθνξηθνύ ζηνηρείνπ πνπ απεηθνλίδεηαη 

ζην Σρήκα 3-4 αλαιύεηαη ζε εθαπηνκεληθή θαη αθηηληθή ζπληζηώζα ζύκθσλα κε ηε παξαθάησ ζρέζε: 

                                 
cos( )

sin( )
local

gds
d

gds

 

 

 
  

 
w   (3-39) 

Οπόηε πξνθύπηεη : 

 

                                 
tanget cos( )

sin( )radial

w gds

w gds

 

 

   
   

  
  (3-40) 

Δθόζνλ πιένλ αλαιύζεθε ε δύλακε ηεο βαξύηεηαο ζε ζπληζηώζεο ην επόκελν βήκα είλαη ε 

θαηάζηξσζε ησλ εμηζώζεσλ ηζνξξνπίαο.  

Γηα ηελ αθηηληθή θαηεύζπλζε πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε (ζύκθσλα κε ην ζρήκα 3-4): 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) (q dq) ( ) (N dN) ( ) 0r r r r r r r r rT dT T T dT T q N dw               (3-41) 

Ζ (3,41) κε αληηθαηάζηαζε ησλ (3.19),(3,28),(3-30),(3-20),(3-32),(3,24),(3-22),(3-26): 

         

 1 1 2 2

1 2

( )sin( ) ( )sin( ) (N )sin( ) cos( )
2 2 2 2

sin( ) T sin( ) T sin( ) cos( ) sin( ) 0
2 2 2 2

d d d d
T dT T dT dN q dq

d d d d
N q gds

   

   
 

      

     

  (3-42) 

Όηαλ έρνπκε πνιύ κηθξέο πνζόηεηεο κέζα ζε ζπλάξηεζε εκηηόλνπ θαη ζπλεκηηόλνπ ηόηε 

πξνθύπηεη όηη: 

                                     cos( ) 1
2

d
   (3-43) 

                                    sin( )
2 2

d d 
   (3-44) 

Ζ εμίζσζε (3-42) γίλεηαη κε ηηο παξαπάλσ ηξηγσλνκεηξηθέο απινπνηήζεηο:   
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 1 1 2 2

1 2

( ) ( ) (N )
2 2 2

T T sin( ) 0
2 2 2

d d d
T dT T dT dN q dq

d d d
N q gds

  

  
 

      

     

  (3-45) 

Με επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα γίλνληαη νη πνιιαπιαζηαζκνί θαη έηζη ε παξαπάλσ ζρέζε γίλεηαη 

              
1 1 2 2

1 2

2 2 2 2 2 2 2

T T sin( ) 0
2 2

d d d d d d d
T dT T dT N dN dq N

d d
gds

      

 
 

      

   

  (3-46) 

Δπεηδή ππάξρεη κηα ζρέζε κε δηαθνξηθά πξώηεο θαη δεύηεξεο ηάμεο επηθξαηνύλ απηά ηεο 

πξώηεο ηάμεο θαη έηζη ηζρύεη όηη : 

 1 0
2

d
dT


   (3-47) 

 2 0
2

d
dT


   (3-48) 

 0
2

d
dN


   (3-49) 

H εμίζσζε (3-46) γίλεηαη κε ρξήζε ησλ (3-47) , (3-48), (3-49)  : 

              1 2 1 2N T sin( ) 0
2 2 2 2 2 2

d d d d d d
T T dq N T gds

     
           (3-50) 

Τειηθά ε δηαθνξηθή δηαηκεηηθή δύλακε dq  πεξηγξάθεηε από ηελ παξαθάησ ζρέζε: 

                     1 2 d sin( )dq T d T d N gds           (3-51) 

Με όκνην ηξόπν πνπ αθνινπζήζεθε γηα ηελ αθηηληθή δηεύζπλζε πξνθύπηεη θαη ε ζεώξεζε ηεο 

ηζνξξνπίαο ζηελ εθαπηνκεληθή θαηεύζπλζε ηνπ ζρεηηθνύ ζπζηήκαηνο αλαθνξάο θαη έηζη πξνθύπηεη ε 

παξαθάησ εμίζσζε ( ν δείθηεο t πξνθύπηεη από ην tangent) : 

       1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) (q dq) ( ) (N dN) ( ) 0t t t t t t t t tT dT T T dT T q N dw               (3-52) 

ε ζρέζε (3-52) γίλεηαη ζύκθσλα κε ηηο  (3-21), (3-19), (3-23), (3-25), (3-27), (3-29), (3-31) 

          
1 1 2 2

1 2

( )cos( ) ( )cos( ) (N )cos( ) ( )sin( )
2 2 2 2

cos( ) T cos( ) T cos( ) sin( ) w 0
2 2 2 2

t

d d d d
T dT T dT dN q dq

d d d d
N q d

   

   

      

     

  (3-53) 

Δπεηδή θαη ζηε παξαπάλσ ζρέζε ππάξρνπλ πνζόηεηεο κέζα ζε εκίηνλα θαη ζπλεκίηνλα γίλνληαη 

απινπνηήζεηο ζύκθσλα κε ηηο ζρέζεηο (2-43) θαη (2-44): 

        1 1 2 2 1 2( ) ( ) (N ) ( ) w 0
2 2

t

d d
T dT T dT dN q dq N T T q d

 
               (3-54) 

 ε εμίζσζε (3-54) γίλεηαη: 

            1 1 2 2 1 2N T T w 0
2 2

t

d d
T dT T dT dN q N q d

 
               (3-55) 

Δπεηδή ππάξρνπλ δηαθνξηθά δεύηεξεο ηάμεο αλάκεζα ζε δηαθνξηθά πξώηεο ηάμεο ηα δηαθνξηθά 

δεύηεξεο ηάμεο ηζνύηαη κε κεδέλ νπόηε ηζρύεη όηη: 

 0
2

d
dq


   (3-56) 
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H ζρέζε (3-55) γίλεηαη βάζε ηεο ζρέζεο (3-56): 

                1 1 2 2 1 2N w 0
2 2

t

d d
T dT T dT dN q N T T q d

 
              (3-57) 

κε πξάμεηο ε ζρέζε (3-57) γίλεηαη: 

                     2 1 cos( ) 0dT dT dN qd gds         (3-58) 

Οπόηε πξνθύπηεη ε δηαθνξηθή ζρέζε πνπ πεξηγξάθεη ην dN  : 

                       2 1 cos( )dN dT dT qd gds         (3-59) 

Δθόζνλ έρεη πεξηγξαθεί ε ηζνξξνπία ησλ δπλάκεσλ ζεηξά έρεη ε ηζνξξνπία ησλ ξνπώλ ώζηε λα 

δεκηνπξγεζεί κηα δηαθνξηθή ζρέζε ε νπνία πεξηγξάθεη ην πσο κεηαβάιιεηαη ην δηαθνξηθό ζηνηρείν ηεο 

ξνπήο. Σην Σρήκα 3-4 κπνξεί θάπνηνο λα δεη όηη ην δηαθνξηθό ζηνηρείν ηνπ βξαρίνλα είλαη 

θακππινκέλν. Απηή ε θακπύισζε επεηδή ην δηαθνξηθό ζηνηρείν είλαη ππεξβνιηθά κηθξό κπνξεί λα 

ζεσξεζεί ακειεηέα θαη έηζη κπνξεί θάπνηνο λα θηάζεη ζηα εμήο ζπκπεξάζκαηα: 

 Οη νξζέο δπλάκεηο ,N N dN   δελ δίλνπλ ξνπή σο πξνο ην θέληξν βάξνπο δηόηη ην 

δηαθνξηθό ζηνηρείν ηείλεη λα είλαη επζεία θαη νπόηε σο νιηζζαίλνλ δηάλπζκα ε νξζή δύλακε 

πεξλά από ην θέληξν βάξνπο  

 Oη δπλάκεηο από ηνπο ηέλνληεο δίλνπλ ξνπή κε κνρινβξαρίνλα ίζν κε ηελ αθηίλα ηεο δηαηνκήο 

ηνπ ξνκπόη. Απηό ζπκβαίλεη δηόηη αλ ζθεθηεί θαλείο όηη ην θακππισκέλν ηκήκα ηνπ βξαρίνλα 

ηείλεη ζηελ επζεία ηόηε είλαη ινγηθό νη ξνπέο λα πξνθύπηνπλ από κνρινβξαρίνλα ηελ αθηίλα 

ηεο δηαηνκήο ( CSR ) 

 Οη ξνπέο πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο δηαηκεηηθέο ηάζεηο αλ ζεσξεζεί πάιη όηη ην θακππισκέλν 

δηαθνξηθό ζηνηρείν ηνπ βξαρίνλα ηείλεη ζηελ επζεία ηόηε ν κνρινβξαρίνλαο γηα ηηο δηαηκεηηθέο 

δπλάκεηο ζα είλαη 
2

ds
  

 Με βάζε ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη ε παξαθάησ εμίζσζε ξνπώλ: 

            
1 1 1 2 2

2

( ) ( ) (T ) (T )
2 2

0

CS CS CS

CS

ds ds
M dM M q dq q dT R T R dT R

T R

         

 

  (3-60) 

Με πξάμεηο H 3.60 γίλεηαη: 

                     1 2 0
2 2 2

CS CS

ds ds ds
dM q dq q dT R dT R     

  (3-61) 

Δπεηδή ππάξρεη δηαθνξηθό δεύηεξεο ηάμεο αλάκεζα ζε δηαθνξηθά πξώηεο ηάμεο ζα ηζρύεη: 

 0
2

ds
dq    (3-62) 

Οπόηε ε ζρέζε (3-61) γίλεηαη : 

                                                       2 1(dT )RCSdM dT qds     (3-63) 

H παξαπάλσ δηαθνξηθή ζρέζε πεξηγξάθεη ην πσο κεηαβάιιεηαη ε εζσηεξηθή ξνπή ζε ζπλάξηεζε κε 

ηηο δπλάκεηο από ηνπο αληαγσληζηέο ηέλνληεο θαη ηε δηαηκεηηθή δύλακε.  

3.5 Σπκπεξάζκαηα 

Ζ αλάιπζε πνπ έγηλε νδεγεί ζε έλα ζύζηεκα δηαθνξηθώλ ζρέζεσλ ην νπνίν πεξηγξάθεη ην πώο 

εμαξηώληαη κεηαμύ ηνπο νη εζσηεξηθέο ηάζεηο ηνπ βξαρίνλα.Ζ ινγηθή ήηαλ όηη ζεσξνύκε απεηξνζηό 
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ηκήκα βξαρίνλα εκθαλίδνπκε ηα εζσηεξηθά κεγέζε θαη ζηε ζπλέρεηα ζεσξνύκε παξαδνρή ζηαηηθήο 

ηζνξξνπίαο. Απν ηελ ζηαηηθή ηζνξξνπία πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ δηαθνξηθέο ζρέζεηο: 

 

         2 1(dT )RCSdM dT qds                                                 (3-64) 

 2 1 cos( )dN dT dT qd gds                                                 (3-65) 

 1 2 d sin( )dq T d T d N gds                                                 (3-66) 
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4 Μνληέιν θιαζζηθήο κεραληθήο κε επελέξγεζε δύν 
αληαγσληζηώλ ηελόλησλ 

4.1 Δηζαγσγή 

Σε απηό ην θεθάιαην αξρηθά ζα αλαιπζεί ε ζεσξία ηεο απιήο θάκςεο. Απν απηή ηελ αλάιπζε ζα 

πξνθύςεη ε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηε γσλία θάκςεο κε ηε ξνπή. Δλα εξώηεκα πνπ πξνθύπηεη από 

πνιινύο πνπ κειεηνύλ ηελ θάκςε δνθώλ είλαη αλ ε θιαζζηθή θαηαζηαηηθή εμίζσζε ηεο γσλίαο 

θάκςεο κπνξεί λα πεξηγξάςεη ζώκα κε κεγάιεο εθηξνπέο όπσο ν εύθακπηνο βξαρίνλαο. Σε απηό ην 

θεθάιαην απαληάηαη απηό ην εξώηεκα. Θα δεκηνπξγεζεί έλα ζύζηεκα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ην 

νπνίν ζα πεξηγξάθεη ην ζρήκα ηνπ ξνκπόη όηαλ δέρεηαη επελέξγεζε από ηνπο δύν αληαγσληζηέο 

ηέλνληεο. Γηα λα γίλεη απηό ζα ρξεζηκνπνηεζεί ε θιαζζηθή θαηαζηαηηθή εμίζσζε γσλίαο-ξνπήο θαη ζην 

επόκελν θεθάιαην ζα γίλεη ζύγθξηζε κε ην κνληέιν ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ  

4.2 Θεσξία ηεο θαζαξήο θάκςεο 

Σην Σρήκα 4-1 θαίλεηαη έλα απεηξνζηό ηκήκα δνθνύ ην νπνίν θαηαπνλείηαη από έλα δεύγνο ξνπώλ Μ: 

Z

Y

X

g h
e

f

dθ

R

οςδέηεπορ άξοναρ

´ίνα

o

2Rcs

 

Σρήκα 4-1.  Απεηξνζηό ηκήκα δνθνύ πνπ θαηαπνλείηαη από θαζαξή θάκςε.  

Mε R ζπκβνιίδεηαη ε αθηίλα θακππιόηεηαο ηνπ νπδέηεξνπ άμνλα ηεο δνθνύ θαη κε z ζπκβνιίδεηαη 

ε απόζηαζε ηεο ίλαο gf από ηνλ νπδέηεξν άμνλα ef.  

Ζ παξακόξθσζε   κηα ηπραίαο ίλαο gh ζε απόζηαζε z από ηνλ νπδέηεξν άμνλα νξίδεηαη σο: 

           

                                    
gh ef

ef



   (4-1) 

 Ζ  (4-1) γίλεηαη: 
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( )R z d Rd

Rd

 




 
   (4-2) 

Μεηά από πξάμεηο ε ζρέζε (4-2) γίλεηαη: 

 
z

R
    (4-3) 

Ζ ζρέζε νξζήο  ηάζεο ζ ζηε δηαηνκή ηεο δνθνύ κε ηελ παξακόξθσζε νξίδεηαη παξαθάησ: 

      (4-4) 

όπνπ κε   νξίδεηαη ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηεο δνθνύ. 

Ζ ξνπή M ζε κηα δηαηνκή νξίδεηαη κε ηνλ παξαθάησ ηύπν: 

                                     

A

M z dA    (4-5) 

Με αληηθαηάζηαζε ηεο (4-4) ζηε (4-5) πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε: 

                                    

A

M zE dA    (4-6) 

Με αληηθαηάζηαζε ηεο εμίζσζεο (4-3) ζηελ εμίζσζε (4-6) πξνθύπηεη: 

                                   
2

A

E
M z dA

R
     (4-7) 

Ζ ξνπή αδξαλείαο I  κίαο δηαηνκήο νξίδεηαη σο: 

                                    
2

A

I z dA    (4-8) 

H αθηίλα θακππιόηεηαο ζε ζρέζε κε ην κήθνο s ηνπ νπδεηέξνπ άμνλα ηεο δνθνύ θαη ηεο γσλίαο 

εθηξνπήο   νξίδεηαη σο: 

 
ds

R
d

   (4-9) 

Αλ αληηθαηαζηαζνύλ ζηε  (4-7) νη (4-8) θαη (4-9) πξνθύπηεη ε θαηαζηαηηθή εμίζσζε πνπ ζπλδέεη ηε 

ξνπή κε ηε γσλία: 

                                    
d M

ds EI


    (4-10) 

4.3 Σύζηεκα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ κε ζθνπό ην πξνζδηνξηζκό ηνπ 
ζρήκαηνο ηνπ ξνκπόη πνπ επελεξγείηαη από δύν αληαγσληζηέο ηέλνληεο.  

Σηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα πξνζδηνξίζηεθε ε θαηαζηαηηθή εμίζσζε ηεο θιαζζηθήο κεραληθήο ε νπνία 

ζπλδέεη ηε γσλία εθηξνπήο ηνπ ξνκπόη κε ηελ εζσηεξηθή ξνπή. Γηα κηθξέο εθηξνπέο απηή ε εμίζσζε 

έρεη ηζρύ θαη κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί. Απηή ε εμίζσζε ζα ρξεζηκνπνηεζεί κε γηα λα παξαρζεί έλα 

ζύζηεκα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ έηζη ώζηε λα πξνζδηνξηζζεί ην ζρήκα ηνπ ξνκπόη. Σην 

πξνεγνύκελν θεθάιαην θαηαζηξώζεθαλ ηξεηο δηαθνξηθέο ζρέζεηο νη νπνίεο πξνέθπςαλ από 

ηζνξξνπία δπλάκεσλ ζε εθαπηνκεληθή θαη αθηηληθή θαηεύζπλζε όπσο θαη από ηζνξξνπία ξνπώλ ζην 

ζύζηεκα ζσκάησλ κε αληαγσληζηέο ηέλνληεο-βξαρίνλαο πνπ παξνπζηάδεηαη ζην Σρήκα 3-4. Οη 

ζρέζεηο απηέο είλαη: 

 (ηνλίδεηαη όηη νη ζρέζεηο απηέο είλαη εθθξαζκέλεο σο πξνο ην ζρεηηθό ζύζηεκα αλαθνξάο θαη έρνπλ 

αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηελ s , γηα απηό έρνπκε αζηεξίζθνπο γηα λα δειώζνπλ όηη ε αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή είλαη ε s. Σηε ζπλέρεηα επεηδή ζα έρνπκε σο αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηελ x (εθθξάδεη ην 
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κήθνο ηνπ βξαρίνλα ζηελ απαξακπνξθσηε θαηαθόξπθε θαηάζηαζε) ζα θξαηήζνπκε ηα ηδηα ζύκβνια 

ρσξίο αζηεξίζθν αιιά ζα δειώλνπλ ζπλαξηήζεηο κε δηαθνξεηηθό ηύπν θαη αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ην x 

πνπ όκσο εθθξάδνπλ αθξηβώο ην ίδην  κέγεζνο αιιά απιά ππό δηαθνξεηηθή αλεμάξηεηε κεηαβιεηή) 

                        
* * * * * * * *

1 2 d sin( )dq T d T d T gds           (4-11) 

                        
* * * * * * *

2 1 cos( )dN dT dT q d gds         (4-12) 

                         
* * * *

2 1(dT )RCSdM dT q ds     (4-13) 

   

*q : εζσηεξηθή δηαηκεηηθή ηάζε ηνπ βξαρίνλα 

*  : εζσηεξηθή νξζή ηάζε ηνπ βξαρίνλα 

*M  : εζσηεξηθή ξνπή ηνπ βξαρίνλα 

*  :γσλία εθηξνπήο θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ δηαθνξηθνύ ζηνηρείνπ ηνπ βξαρίνλα 

ds  :κήθνο ηνπ απεηξνζηνύ ζηνηρείνπ ηνπ βξαρίνλα ζηε παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε 

*  :ππθλόηεηα κάδαο αλά κνλάδα κήθνπο ηνπ δηαθνξηθνύ ζηνηρείνπ ηνπ παξακνξθσκέλνπ βξαρίνλα  

*

2T  :εζσηεξηθή δύλακε ηάλπζεο ηνπ αξηζηεξνύ ηέλνληα 

*

1T  :εζσηεξηθή δύλακε ηάλπζεο ηνπ δεμηά ηέλνληα 

CSR  :αθηίλα δηαηνκήο ηνπ βξαρίνλα 

g  :επηηάρπλζε ηεο βαξύηεηαο 

Δπίζεο ηζρύεη όηη γηα ηνλ ηέλνληα 1 θαη ηέλνηληα 2 πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ εμηζώζεηο πνπ 

πεξηγξάθνπλ ην πσο κεηαβάιιεηαη ε εζσηεξηθή δύλακε πνπ κεηαθέξνπλ: 

                               

* *
*1

1

( ) ( )
( )

dT s d s
T s

ds ds



    (4-14) 

                                

* *
*2

2

( ) ( )
( )

dT s d s
T s

ds ds



    (4-15) 

όπνπ κε   ζπκβνιίδεηαη ν ν ζπληειεζηήο ηξηβήο νιίζζεζεο.  

Σηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα απνδείρζεθε όηη ε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηελ εζσηεξηθή ξνπή κε ηε 

γσλία εθηξνπήο είλαη: 

                                  

* *( ) ( )d s M s

ds EI


    (4-16) 

Όπνπ κε Δ ζπκβνιίδεηαη ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηνπ πιηθνύ θα I  είλαη ε επηθαλεηαθή ξνπή 

αδξαλείαο.  

Υπνζέηνπκε όηη αξρηθά θαη πξηλ επελεξγήζνπλ νη ηέλνληεο ν βξαρίνλαο βξίζθεηαη ζε κηα 

απαξακόξθσηε θαηάζηαζε θαη είλαη θαηαθόξπθνο. Οηαλ επελεξγνύλ νη ηέλνληεο ν βξαρίνλαο απνθηά 

θακπύισζε ζην επίπεδν θαη έλα δηαθνξηθό ζηνηρείν ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ αξρηθά 

απαξακόξθσηνπ βξαρίνλα κε κήθνο dx γίλεηαη ds ην νπνίν έρεη κεηαηνπηζηεί νξηδόληηα θαη 

θαηαθόξπθα αιιά επίζεο έρεη παξακνξθσζεί. Υπάξρεη κία απεηθόληζε F ηέηνηα ώζηε νδεγεί ην dx  

πνπ είλαη ζην xσξόδεην ζύζηεκα αλαθνξάο ζε έλα ζρεηηθό ζύζηεκα αλαθνξάο όπσο απεηθνλίδεηαη 

ζην Σρήκα 4-2 : 

                                    : dxF ds   (4-17) 

 

H απεηθόληζε παξνπζηάδεηαη ζρεκαηηθά παξαθάησ : 
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ds

2RCS dx

κενηποβαπική ίνα

βπασίοναρ ζηην απαπαμόπθωηη

καηακόπςθη καηάζηαζη

2RCS

οπιζόνηια μεηαηόπιζη
καηακόπςθη

μεηαηόπιζη

 

Σρήκα 4-2.  Μεηαζρεκαηηζκόο από dx ζε ds.  

Ζ απεηθόληζε απηή κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί αλ ρξεζηκνπνηεζεί ε έλλνηα ηεο παξακόξθσζεο ηνπ 

δηαθνξηθνύ ζηνηρείνπ ηεο θεληξνβαξηθήο ίλαο ηνπ βξαρίνλα όπσο παξνπζηάδεηαη παξαθάησ: 

                                  (x)
ds dx

dx



  (4-18) 

Όπσο θαίλεηαη εηζάγεηαη ε έλλνηα ηεο παξακόξθσζεο ελόο ζηνηρείνπ ηνπ βξαρίνλα κε αξρηθή 

θεληξνβαξηθή ζέζε x θαη αξρηθό κήθνο dx. Όπσο είλαη γλσζηό από ηελ ζεσξία ειαζηηθόηεηαο ππάξρεη 

ε εζσηεξηθή νξζή ηάζε ζπλδέεηαη  κε ηελ παξακόξθσζε γηα ηελ ζέζε x : 

                                    (x) (x)    (4-19) 

 Γίλεηαη ε παξαδνρή όηη ε αμνληθή παξακόξθσζε πθίζηαηαη ιόγσ ηεο αμνληθήο δύλακεο νπόηε  

ην θαηλόκελν Poisson επεξεάδεη ειάρηζηα ζηελ κεηαβνιή ηνπ κήθνπο ηεο θεληξνβαξηθήο ίλαο. Ζ νξζή 

δύλακε N  ζπλδέεηαη κε ηελ εζσηεξηθή νξζή ηάζε  κε ηελ αθόινπζε ζρέζε : 

 
(x)

(x)





 (4-20) 

Mε αληηθαηάζηαζε ηεο  (4-19) ζηελ (4-20) πξνθύπηεη : 

 
(x)

(x)
N

AE
   (4-21) 

Καη κε αληηθαηάζηαζε ηεο (4-18) ζηελ (4-21) πξνθύπηεη όηη: 
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(x)ds dx N

dx AE


   (4-22) 

Aλ ε (4-22) επηιπζεί σο πξνο ds  ζα πξνθύςεη ε δηαθνξηθή ζρέζε F πνπ νδεγεί έλα δηαθνξηθό 

ζηνηρείν κήθνπο dx  ηεο θεληξνβαξηθήο ίλαο ην νπνίν βξίζθεηαη ζε κηα απαξακόξθσηε θαηαθόξπθε 

θαηάζηαζε Α ζε έλα δηαθνξηθό ζηνηρείν Β κήθνπο ds  πνπ βξίζθεηαη ζε κία παξακνξθσκέλε 

θαηάζηαζε(βιέπε ζρήκα 4.2): 

                                
(x)

(1 )
N

ds dx
AE

   (4-23) 

Ζ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην s κε ην x είλαη κία νινθιεξσκαηηθή ζρέζε: 

                               
0

( )
( ) (1 )d

x
N

s x
AE


   (4-24) 

Αλ δηαηξεζνύλ κε ds  νη εμηζώζεηο (4-11), (4-12), (4-13) πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ εμηζώζεηο νη 

νπνίεο είλαη εθθξαζκέλεο σο πξνο ηελαλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηελ s (γηα απηό ην ιόγν είλαη 

ζεκεησκέλεο κε αζηεξίζθν)  

                          

* * * *
* * * *

1 2 N sin( )
dq d d d

T T g
ds ds ds ds

  
       (4-25) 

                         

* ** *
* * *2 1 cos( )

dT dTdN d
q g

ds ds ds ds


       (4-26) 

                               

* **
*2 1( )RCS

dT dTdM
q

ds ds ds
    (4-27) 

Γηα ηηο εμηζώζεηο ησλ ηελόλησλ αλ αληηθαηαζηαζεί ε εμίζσζε (4-16) ζηελ (4-14) θαη (4-15) ηζρύεη: 

                                  

* *
*1
1

dT

ds



 


 (4-28) 

                                  

* *
*2
2

dT

ds



 


 (4-29) 

Mε ρξήζε ησλ εμηζώζεσλ (4-16), (4-28) θαη (4-29) νη εμηζώζεηο (4-25), (4-26), (4-27) γίλνληαη 

αληίζηνηρα: 

                      

* * * *
* * * * *

1 2 sin( )
dq M M M

T T N g
ds EI EI EI

      (4-30) 

                      

* * * *
* * * * *

2 1 cos( )
dN M M M

T T q g
ds E E E

        
  

 (4-31) 

                      

* * *
* * *

2 1( )RCS

dM M M
T T q

ds EI EI
      (4-32) 

Γηα έλα δηαθνξηθό ζηνηρείν dx ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα ην νπνίν γίλεηαη ds θαη επνκέλσο έρεη 

ζπκπηεζηεί, ηζρύεη ε αξρή δηαηήξεζεο ηεο κάδαο νπόηε ζα ηζρύεη ε παξαθάησ εμίζσζε όπνπ ζην 

αξηζηεξό κέινο θαίλεηαη ε κάδα ηνπ παξακνξθσκέλνπ ζηνηρείνπ θαη δεμηά ηνπ ηδίνπ ζηνηρείνπ ζηελ 

απαξακόξθσηε θαηάζηαζε: 

                                   
*(s)ds dx   (4-33) 

όπνπ 
*(s)  ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κάδαο αλά κνλάδα κήθνπο θαη   ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

κάδαο αλά κνλάδα κήθνπο ζηελ απαξακόξθσηε θαηαθόξπθε θαηάζηαζε ε νπνία κε θαιή 
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πξνζέγγηζε ζεσξείηαη ζηαζεξή δηόηη επηδξά ε δύλακε ηεο βαξύηεηαο θαη έηζη ππάξρεη κηα κηθξή 

δηαθνξνπνίεζε αιιά ζεσξείηαη ακειεηαία.  

ε εμίζσζε ππθλόηεηαο κάδαο 
*(s)  ζα εθθξαζηεί πιένλ κε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηελ x θαη έηζη 

ζα αιιάμεη ν ηύπνο ηεο κε ρξήζε ηεο ζρέζεο (4-24) νπόηε ζα έρνπκε όηη : 

                          

* *

0

( )
(s) ( (1 )d ) (x)

x
N

AE


     

 (4-34) 

Ο ζπλδπαζκόο ησλ εμηζώζεσλ (4-23), (4-33) θαη (4-34) δίλεη: 

                               0

(x)
(1 ) (x)

N

AE
    (4-35) 

Σηε παξαπάλσ εμίζσζε θαίλεηαη ε ζπλάξηεζε κάδαο αλά κνλάδα κήθνπο (x)  ζηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε κε αλεμάξηεηε όκσο ηελ κεηαβιεηή x  θαη   ε ππθλόηεηα κάδαο ζηελ 

θαηαθόξπθε απαξακόξθσηε θαηάζηαζε.  

Σε απηό ην ζεκείν πξέπεη λα εθθξαζηνύλ νη ζπλαξηήζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο πιένλ σο πξνο ηελ 

αλεμάξηεηε κεηαβιεηή x ηνπ απαξακόξθσηνπ θαηαθόξπθνπ βξαρίνλα έηζη ινηπόλ γηα ηηο εζσηεξηθέο 

ηάζεηο 
* * *,q ,MN  , ηηο δπλάκεηο γηα ηνπο ηέλνληεο 

* *

1 2,TT   θαη ηε γσλία εθηξνπήο  , αιιάδνπκε 

κεηαβιεηή από s x  κε ρξήζε ηεο εμίζσζεο (4-24): 

                            
*

0

( )
(s) * ( (1 )d ) (x)

x
N

AE


        (4-36) 

                           
* *

1 1 1

0

( )
( ) ( (1 )d ) (x)

x
N

T s T T
AE


     (4-37) 

                           
* *

2 2 2

0

( )
( ) ( (1 )d ) (x)

x
N

T s T T
AE


     (4-38) 

                          
* *

0

( )
(s) ( (1 )d )) (x)

x
N

N N N
AE


     (4-39) 

                           
* *

0

( )
(s) ( (1 )d )) (x)

x
N

q q q
AE


     (4-40) 

                          
* *

0

( )
(s) ( (1 )d )) (x)

x
N

M M M
AE


     (4-41)                              

Πιένλ νη ζπλαξηήζεηο εθθξαζκέλεο σο πξνο ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή x (γηα απηό δελ ππάξρεη 

πιένλ αζηεξίζθνο) επνκέλσο αλ ζέζνπκε ζηηο εμηζώζεηο (4-16), (4-28), (4-29), (4-30), (4-31) θαη (4-

32) s x θαη αληηθαηαζηήζνπκε όπνπ ds  ην dx  ζύκθσλα κε ηε δηαθνξηθή ζρέζε πνπ ηα ζπλδέεη (4-

23) ζα πξνθύςεη ην παξαθάησ ζύλνιν εμηζώζεσλ (ζεσξείηαη Α=ζηαζεξό): 

                          

          

(1 )

d M

N EI
dx

AE


 



  (4-42) 

                                                          1
1

(1 )

dT

N
dx

AE




 




  (4-43) 
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                                  2
2

(1 )

dT

N
dx

AE




 




  (4-44) 

                        1 2 N sin( )

(1 )

dq M M M
T T g

N EI EI EI
dx

AE

    



  (4-45) 

                      2 1 cos( )

(1 )

dN
q g

N
dx

AE

    
  

      
  



  (4-46) 

                       2 1( )R

(1 )
CS

dM
q

N
dx

AE

  
 

    
 



  (4-47) 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο (4-42), (4-43), (4-44), (4-45), (4-46), (4-47) κε ην (1 )
N

dx
AE

  θαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (4-35) επηπξόζζεηα ζηηο ζρέζεηο (4-45) θαη (4-46)  πξνθύπηεη όηη: 

                                  (1 )
d M N

dx EI AE


     (4-48) 

                                  1
1 (1 )

dT N

dx AE



  


  (4-49) 

                                  2
2 (1 )

dT N

dx AE



  


  (4-50) 

                  1 2(1 ) (1 ) N (1 ) sin( )
dq M N M N M N

T T g
dx EI AE EI AE EI AE

          (4-51) 

              2 1(1 ) (1 ) (1 ) cos( )
dN N N N

q g
dx AE AE AE

     
  

         
  

  (4-52) 

                     2 1( )R (1 ) (1 )CS

dM N N
q

dx AE AE
  

 
      

 
  (4-53) 

Οη (4.48)-(4.53) απνηεινύλ ζύζηεκα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ πξώηεο ηάμεο έμη ζρέζεσλ κε έμη 

αγλώζηνπο (x)  , 1( )T x , 2 ( )T x , ( )q x  , ( )N x  , ( )M x .  

H επίιπζε ηνπ παξαπάλσ ζπζηήκαηνο απαηηεί ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ αξρηθώλ ζπλζεθώλ γηα ηηο 

παξαπάλσ ζπλαξηήζεηο. Δπίζεο ηα άθξα επίιπζεο είλαη άιιε κηα νξηαθή ζπλζήθε δειαδή κέρξη πνην 

x  ζα ιπζεί ην παξαπάλσ ζύζηεκα εμηζώζεσλ.  

4.4 Γηαδηθαζία επίιπζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ 

Σηε πξνεγνύκελε ελόηεηα παξνπζηάζηεθε έλα ζύζηεκα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ έμη ζρέζεσλ κε έμη 

αγλώζηνπο κε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηελ x  ε νπνία εθθξάδεη ηελ ζέζε θάζε ζεκείνπ ηνπ 

θεληξνβαξηθνύ άμνλα ζηε θαηαθόξπθε απαξακόξθσηε θαηάζηαζε. 

Γηα λα ιπζεί ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ πξέπεη λα νξηζηνύλ αξρηθά ηα άθξα νινθιήξσζεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Τα άθξα νινθιήξσζεο ζα είλαη από ην κεδέλ κέρξη ην κήθνο ηνπ αθόξηηζηνπ θαη 

επνκέλσο απαξακόξθσηνπ βξαρίνλα. Δδώ απαληάηαη θαη ε εξώηεζε ζην γηαηί πξέπεη είλαη 

αλεμάξηεηε ε κεηαβιεηή x θαη όρη ε s . Αλ ζεσξνύηαλ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ε s  δελ ζα ήηαλ δπλαηό 

λα γλσξίδνπκε ηα άθξα νινθιήξσζεο αθνύ ε ίδηα ε παξακόξθσζε ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα είλαη 

άγλσζηε θαη επνκέλσο θαη ην ηειηθό κήθνο ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα κεηά ηελ παξακόξθσζε.  
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Σηε ζπλέρεηα πξέπεη λα νξηζηνύλ νη αξρηθέο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο. Σην παξαθάησ ζρήκα 

θαίλεηαη ν βξαρίνλαο ζε κηα θνξηηζκέλε θαηάζηαζε όπνπ έρεη εθηξαπεί θαη δέρεηαη ηηο δπλάκεηο από 

ηελ πάθησζε όπσο θαη ηε ξνπή, ηε δύλακε από ηε βαξύηεηα θαη ηηο δπλάκεηο από ηνπο αληαγσληζηέο 

ηέλνληεο.  

T1(0) T2(0)

W

N(0)

q(0)

d

x

Y

M(0)

 

Σρήκα 4-3.  Αληηδξάζεηο ζηήξημεο.  

Όπσο θαίλεηαη από ην Σρήκα 4-3 πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο από ηελ ηζνξξνπία 

δπλάκεσλ θαη ξνπώλ: 

Σηε x  θαηεύζπλζε πξνθύπηεη όηη: 

                               1 2(0) T (0)T W       (4-54) 
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Όπνπ 1(0)  είλαη ε αξρηθή ηηκή πνπ δέρεηαη ν αξηζηεξόο ηέλνληαο πξηλ πεξάζεη από ην απιάθη 

ηνπ βξαρίνλα θαη 2 (0)  είλαη ε αξρηθή ηηκή πνπ δέρεηαη ν αξηζηεξόο ηέλνληαο πξηλ πεξάζεη από ην 

απιάθη ηνπ βξαρίνλα. Απηέο νη δύν ηηκέο ζεσξνύληαη γλσζηέο θαη είλαη νη είζνδνη ζην ζύζηεκα. Με W  

απεηθνλίδεηαη ε δύλακε ηεο βαξύηεηαο .  

Σηελ y  θαηεύζπλζε δελ ππάξρεη θάπνηα δύλακε ώζηε λα εκθαληζηεί δύλακε αληίδξαζεο ζηε 

πάθησζε θαη έηζη ε δύλακε ηεο πάθησζεο είλαη: 

 0
y

F    (4-55) 

 Ζ ξνπή ζηελ αληίδξαζε ηεο πάθησζεο ηζνύηαη: 

                                        1 2( (0) (0))R WCSM T T d       (4-56) 

Σηε παξαπάλσ εμίζσζε κε dist απεηθνλίδεηαη ε ζέζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηνπ βξαρίνλα θαηά ηελ 

y  δηεύζπλζε. To πξόβιεκα εδώ ζπλαληάηαη ζην γεγνλόο όηη δελ είλαη γλσζηή εθ ησλ πξνηέξσλ ε 

κνξθή ηνπ βξαρίνλα θαη έηζη δελ κπνξεί λα είλαη γλσζηή ε κεηαβιεηή dist. Aπηό ην πξόβιεκα ζα 

ιπζεί επαλαιεπηηθά. Θα δίλεηαη κία ηπραία ηηκή ζηε κεηαβιεηή dist ζα ιύλεηαη ην ζύζηεκα ησλ 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ, ζα πξνζδηνξίδεηαη ην θέληξν βάξνπο ηνπ βξαρίνλα θαη ζα βξίζθεηαη κηα λέα 

ηηκή γηα ηελ dist κέρξηο όηνπ λα ζπγθιίλεη.  

Σπγθεθξηκέλα ε επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζα γίλεη νξίδνληαο αξρηθά ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο γηα ηηο 

νπνίεο ηζρύεη όηη:                                 

 (0) 0    (4-57) 

Ζ εμίζσζε (4-57) ηζρύεη δηόηη ν βξαρίνλαο ζηελ βάζε ηνπ είλαη παθησκέλνο θαη σο γλσζηόλ 

ηζρύεη απηόο ν θηλεκαηηθόο πεξηνξηζκόο γηα παθησκέλεο δνθνύο.  

                                  1(0) ό     (4-58) 

                                  2 (0) ό     (4-59) 

Οη αξρηθέο ηηκέο ησλ ηελόλησλ είλαη δεδνκέλν ζην πξόβιεκα, δειαδή ηηο ζεσξνύκε γλσζηέο.  

Δπίζεο ηζρύεη ε παξαθάησ εμίζσζε γηα ηελ αξρηθή ηηκή ηεο δηαηκεηηθήο δύλακεο ηνπ βξαρίνλα: 

                                  (0) 0q F
    (4-60) 

Γηα ηελ νξζή δύλακε ζα ηζρύεη ε παξαθάησ εμίζσζε: 

                                    (0)N     (4-61) 

Γηα ηελ ξνπή ζα ηζρύεη ε παξαθάησ εμίζσζε: 

                                    (0)M M   (4-62) 

Όπσο πξναλαθέξζεθε γίλεηαη ππόζεζε γηα κηα αξρηθή ηηκή ηεο κεηαβιεηήο d γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηεο ξνπήο πνπ δίλεηαη από ηελ δύλακε ηεο βαξύηεηαο. Αθνύ κε ηελ ππόζεζε ιπζεί ην 

ζύζηεκα γίλεηαη ε εύξεζε ηνπ ζρήκαηνο ηνπ ξνκπόη .  

Τν παξαθάησ ζρήκα παξνπζηάδεη ην πσο ζα βξεζνύλ ζε έλα θαξηεζηαλό ζύζηεκα νη 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα, ώζηε λα επξεζεί ζηε ζπλέρεηα ην θέληξν βάξνπο ηνπ 

βξαρίνλα: 
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dX

dY

θ*

θ*

X

Y

ds

A

B

ΚΔΝΣΡΟΒΑΡΙΚΗ

ΙΝΑ

 

Σρήκα 4-4.  Βνεζεηηθό ζρήκα γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπ θεληξνβαξηθνύ 
άμνλα.  

Σην ζρήκα 4-4 ην ηκήκα   είλαη ίζν κε ds. Φαίλεηαη ινηπόλ όηη ην δηαθνξηθό κήθνο 

πξνβάιιεηαη ζε Φ θαη Y δηεύζπλζε ζύκθσλα κε ηηο παξαθάησ ζρέζεηο: 

                                   
*cos( )dsdX    (4-63) 

                                   
*sin( )dsdY    (4-64) 

 Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ x ζπληζησζώλ ηεο ζέζεο ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα ζα 

ηζρύεη ε παξαθάησ ζρέζε εθθξαζκέλε σο πξνο s πνπ πξνθύπηεη από νινθιήξσζε ηεο (4-63).  

                                
0

(s) cos( *( ))d

s

X       (4-65) 

Όπνπ κε *  ε γσλία ζηξνθήο ηνπ βξαρίνλα ζπλαξηήζεη ηεο κεηαβιεηήο s.  

Ζ (4-65) αλ ηεζεί όπνπ s x  θαη ζύκθσλα κε ηε  (4-23) γίλεηαη: 

                             
0

( )
(x) cos( ( ))(1 )d

x
N

X
AE


     (4-66) 

όπνπ κε (x)  εθθξάδεηαη ε γσλία ζηξνθήο ηνπ βξαρίνλα πιένλ κε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηελ 

κεηαβιεηή x.  

Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ x ζπληζησζώλ ηεο ζέζεο ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα ζα 

ηζρύεη ε παξαθάησ ζρέζε εθθξαζκέλε σο πξνο s πνπ πξνθύπηεη από νινθιήξσζε ηεο (4-64).  

                                 
*

0

Y(x) sin( ( ))d

x

      (4-67) 

Όπνπ κε *  ε γσλία ζηξνθήο ηνπ βξαρίνλα ζπλαξηήζεη ηεο κεηαβιεηήο s. Ζ παξαπάλσ ζρέζε αλ 

ηεζεί όπνπ s x  θαη ζύκθσλα κε ηε ζρέζε (4-23) ζα γίλεη: 

                             
0

( )
(x) sin( ( ))(1 )d

x
N

X
AE


      (4-68) 

όπνπ κε (x)  εθθξάδεηαη ε γσλία ζηξνθήο ηνπ βξαρίνλα πιένλ κε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηελ 

κεηαβιεηή x.  

O πξνζδηνξηζκόο ηεο κεηαβιεηήο d  ε νπνία εθθξάδεη ζην ρσξόδεην ζύζηεκα αλαθνξάο ηελ 

ζπληζηώζα θαηά y  ηεο ζέζεο ηνπ θέληξνπ βάξνπο ζα πξνζδηνξηζηεί πιένλ από ηελ παξαθάησ 

ζρέζε: 
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*

0

0

(s)dw

L

L

Y

d

dw






  (4-69) 

Όπνπ κε 
*(s)  ζπκβνιίδνληαη νη θαηα y ζπληζηώζεο ζέζεο ηνπ θέληξνβαξηθνύ άμνλα ζην 

ρσξόδεην ζύζηεκα αλαθνξάο σο πξνο ηε κεηαβιεηή s, 
*(s)  ε ζπλάξηεζε κάδαο αλά κνλάδα 

κήθνπο ζηε παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε, L  ην ηειηθό κήθνο ηνπ βξαρίνλα ζηε παξακνξθσκέλε 

θαηάζηαζε, g ε επηηάρπλζε ηεο βαξύηεηαο θαη w  ην βάξνο ηνπ βξαρίνλα. Αλ ην βάξνο ηνπ βξαρίνλα 

αληηθαηαζηαζεί ζύκθσλα κε ηελ παξαθάησ ζρέζε 

Αλ ζηε ζρέζε (4-69) ηεζεί όπνπ 
*dw gds θαη αληηθαηαζηαζεί όπνπ s x  θαη ρξεζηκνπνηεζεί 

ε ζρέζε (4-23) γηα ηα δηαθνξηθά ζα πξνθύςεη ε παξαθάησ ζρέζε: 

                              0

0

(x)
(x) (x)g(1 )dx

(x)
(x)g(1 )dx

o

o

L

L

N
Y

AE
d

N

AE















  (4-70) 

Με ρξήζε ηεο ζρέζεο (3-35) γηα ηελ θαηαλνκή κάδαο ε παξαπάλσ ζρέζε γίλεηε: 

                                 0

0

(x) dx

dx

o

o

L

L

Y

d














  (4-71) 

 κε απινπνίεζε ηεο θαηαλνκήο κάδαο   θαη ππνινγηζκνύ ηνπ νινθιεξώκαηνο ζηνλ παξνλνκαζηή 

έρνπκε: 

                                   0

(x)dx
oL

o

Y

d
L




  (4-72) 

Όπνπ κε oL  ζπκβνιίδεηαη ην κήθνο ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα ζηελ απαξακόξθσηε 

θαηαθόξπθε θαηάζηαζε.  

Παξνπζηάδεηαη παξαθάησ ε δηαδηθαζία επίιπζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ πην 

ζπγθεληξσκέλα: 

1. Αξρηθά γίλεηαη κηα ππόζεζε γηα ηελ κεηαβιεηή d   

2. Οξίδνληαη νη αξρηθέο ζπλζήθεο βάζεη ησλ (4-57), (4-58), (4-59), (4-60), (4-61) θαη (4-62).  

3. Δπηιύεηαη ην ζύζηεκα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ.  

4. Πξνζδηνξίδνληαη νη ζπληζηώζεο ηεο ζέζεο θαηά x θαη y θαηεύζπλζε ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα 

ζην ρσξόδεην ζύζηεκα αλαθνξάο .  

5. Πξνζδηνξίδεηαη ε κεηαβιεηή d ζύκθσλα κε ηε ζρέζε 4-72 θαη αλ δελ ζπγθιίλεη πάκε πάιη ζην 

βήκα 1.  

Τν ζρήκα 4-5 δείρλεη ηελ δηαδηθαζία επίιπζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ εμηζώζεσλ  (4.48)-(4-53) 
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Σρήκα 4-5.  Αιγόξηζκνο επίιπζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ.  

 

Με ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ ζρήκαηνο 4-5  δίλεηαη ε ιύζε δειαδή πξνζδηνξίδεηαη ην ζρήκα 

ηνπ βξαρίνλα θαη όπσο ζα θαλεί ζηε ζπλέρεηα απηό επηηπγράλεηαη κε κεγάιε αθξίβεηα.  

4.5 Σπκπεξάζκαηα-παξαηεξήζεηο 

Όπσο παξαηεξήζεθε ν νξηζκόο ηεο παξακόξθσζεο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη είλαη ν enjineering strain 

definition. 

Ο παξαπάλσ νξηζκόο είλαη θαηάιιεινο γηα κεγάιεο εθηξνπέο αιιά δελ είλαη θαηάιιεινο γηα λα 

πεξηγξάςεη κε αθξίβεηα κεγάιεο παξακνξθώζεηο δηόηη όπσο εμεγήζεθε ζηελ ελόηεηα 2 ν νξηζκόο 

απηό είλαη κηα γξακκηθνπνηεκέλε εθδνρή ηνπ νξηζκνύ Green-Lagrange.Απηό νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα 

όηη ζε βξαρίνλεο πνπ ε θαηαζθεπή ηνπο είλαη ηέηνηα ώζηε λα παξακνξθώλνληαη πνιύ δελ κπνξεί λα 

πεξηγξαθεί κε αθξίβεηα ην ζρήκα ηνπ ξνκπόη από ηνλ παξαπάλσ νξηζκό θαη γηα απηό γίλεηαη ε 

εηζαγσγή άιινπ νξηζκνύ παξακόξθσζεο ζην επόκελν θεθάιαην. 
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5 Μνληέιν κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ 

5.1 Δηζαγσγή 

Σε απηό ην θεθάιαην ζα παξνπζηαζηεί ε κεραληθή ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ θαη ζα ρξεζηκνπνηεζεί 

ε δηαθνξηθή εμίζσζε ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ ε νπνία ζεσξείηαη όηη κπνξεί λα πεξηγξάςεη ηηο 

κεγάιεο παξακνξθώζεηο ελόο ζπλερνύο κέζνπ νη νπνίεο επεξεάδνπλ θαη ηελ εθηξνπή όπσο 

ζπκβαίλεη ζηνλ εύθακπηνο βξαρίνλα. Θα πξνθύςεη έλα ζύζηεκα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ πνπ ζα έρεη 

σο ηειηθό ζθνπό ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ ζρήκαηνο ηνπ ξνκπόη κεηά από ηελ επελέξγεζε δύν 

αληαγσληζηώλ ηελόλησλ.  

5.2 Πξνζδηνξηζκόο ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ 

Ζ δηαθνξηθή εμίζσζε ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ ρξεζηκνπνηείηαη ζε ζπλερή κέζα ηα νπνία δέρνληαη 

κεγάιεο κεηαηνπίζεηο. Ο εύθακπηνο βξαρίνλαο είλαη θαηαζθεπζκέλνο έηζη ώζηε λα εθηξέπεηαη ζε 

κεγάιν βαζκό από ηελ αξρηθή ηνπ ζέζε θαη έηζη θάζε ζεκείν ηνπ έρεη κεγάιεο θαηαθόξπθεο αιιά θαη 

νξηδόληηεο κεηαηνπίζεηο.  

Αξρηθά παξνπζηάδεηαη ην Σρήκα 5-1 ην νπνίν παξνπζηάδεη ηελ θαηαθόξπθε αξρηθή θαηάζηαζε 

ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα θαη ηελ ηειηθή θαηάζηαζε ηνπ εθηξεπόκελνπ πιένλ βξαρίνλα.  

B

A

A’

B’

rA

rB

rB’
rA’

ΚΔΝΣΡΟΒΑΡΙΚΗ ΙΝΑ

ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΜΔΝΗ

uB

wA

wB

uB

X

Y

ΒΡΑΥΙΟΝΑ

ΑΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΟ

Γr

o

 

Σρήκα 5-1.  Μεηαηνπίζεηο δύν δηαδνρηθώλ ζεκείσλ πνπ απέρνπλ dx.  
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Σην Σρήκα 5-1 θαίλνληαη δύν δηαδνρηθά ζεκεία ζηηο ζέζεηο Α θαη Β ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηα 

νπνία απέρνπλ απόζηαζε dx  αξρηθά κεηαμύ ηνπο. Υζηεξα από ηελ επελέξγεζε ν βξαρίνλαο 

εθηξέπεηαη θαη έηζη ην ζεκείν Α κεηαηνπίδεηαη ζηε ζέζε   θαη ην ζεκείν Β ζηε ζέζε  . Τα ζεκεία 

 θαη   νξίδνπλ έλα ηόμν ην νπνίν έρεη πιένλ κήθνο ds.  

Ζ αξρηθή ζέζε ηνπ ζεκείνπ Α είλαη: 

                                                                  
0

A

A

x 
  
 

r    (5-1) 

Ζ ηειηθή ζέζε ηνπ ζεκείνπ είλαη  

                                                          
A A

A

A

x u

w


 
  
 

r    (5-2) 

    Όπνπ κε Au  απεηθνλίδεηαη ε κεηαηόπηζε ηνπ ζεκείνπ Α θαηά ηνλ x άμνλα θαη Aw  ε κεηαηόπηζε ηνπ 

ζεκείνπ Α θαηά ηνλ y άμνλα.  

Ζ αξρηθή ζέζε ηνπ ζεκείνπ Β είλαη : 

                                                        
0

B

B

x 
  
 

r    (5-3) 

Ζ ηειηθή ζέζε ηνπ ζεκείνπ είλαη : 

          
B B

B

B

x u

w


 
  
 

r   (5-4) 

Όπνπ κε Bu  απεηθνλίδεηαη ε κεηαηόπηζε ηνπ ζεκείνπ Β θαηά ηνλ x άμνλα θαη Bw  ε κεηαηόπηζε 

ηνπ ζεκείνπ Β θαηά ηνλ y άμνλα  

Ζ δηαθνξά ησλ δύν ζέζεσλ  θαη   πξνθύπηεη από ην παξαθάησ δηάλπζκα : 

   ' 'B A Δr r r   (5-5) 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ (5-2) θαη (5-4) ζηε (5-5), πξνθύπηεη όηη: 

  
B B A A

B A

x u x u

w w

   
  

 
Δr   (5-6) 

O νξηζκόο ηεο παξαγώγνπ κηα ζπλάξηεζεο δίλεη ηελ παξαθάησ ζρέζε: 

                                                (x ) (x) (x)
f

f dx f dx f df
dx


      (5-7) 

Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο νξηδόληηαο ( )u x  θαη θαηαθόξπθεο κεηαηόπηζεο ( )w x  θάζε ζεκείνπ ηνπ 

θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηζρύεη όηη έρνπλ σο αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηελ x ε νπνία εθθξάδεη ηε ζέζε θάζε 

ζεκείνπ ηνπ απαξακόξθσηνπ θαηαθόξπθνπ βξαρίνλα θαη νπόηε ηζρύεη: 

          ( )w w x   (5-8) 

 ( )u u x   (5-9) 

Έζησ όηη γηα ηελ κεηαηόπηζε θαηά ηνλ άμνλα x ηνπ ζεκείνπ B ηζρύεη όηη  

 ( )B Bu u x   (5-10) 

Ηζρύεη επίζεο όηη εθόζνλ ηα δύν ζεκεία Α θαη Β απέρνπλ αξρηθά dx  

                                  A Bx x dx    (5-11) 

 Ζ παξαθάησ ζρέζε εθθξάδεη ηε κεηαηόπηζε ηνπ ζεκείνπ Α θαηά ηελ x δηεύζπλζε: 

 ( )A Au u x   (5-12) 
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Δθαξκόδνληαο ηελ ηδηόηεηα ηεο παξαγώγνπ από ηε (5-7) κε αληηθαηάζηαζε ηεο (5-11) ζηελ (5-

12) ηζρύεη: 

                         ( ) ( ) ( )A A B B Bu u x u x dx u x du u du         (5-13) 

Οπόηε πξνθύπηεη όηη, 

                                     B Au u du     (5-14) 

Έζησ όηη γηα ηελ κεηαηόπηζε θαηά ηνλ άμνλα y ηνπ ζεκείνπ B ηζρύεη όηη  

                                      ( )B Bw w x   (5-15) 

Ζ παξαθάησ ζρέζε εθθξάδεη ηε κεηαηόπηζε ηνπ ζεκείνπ Α θαηά ηελ y δηεύζπλζε: 

                                      ( )A Aw w x   (5-16) 

Δθαξκόδνληαο ηελ ηδηόηεηα ηεο παξαγώγνπ από ηε (5-7) θαη αληηθαηάζηαζε από ηελ ζρέζε (5-

11) ζηελ (5-16) ηζρύεη: 

         

           ( ) ( ) ( )A A B B Bw w x w x dx w x dw w dw         (5-17) 

Οπόηε πξνθύπηεη όηη, 

                                  B Aw w dw     (5-18) 

Ζ εμίζσζε (5-6) κε αληηθαηάζηαζε ησλ (5-11), (5-14) θαη (5-18) γίλεηαη: 

                                  
du dx

dw

  
  

 
Δr   (5-19) 

Δπίζεο ηζρύεη: 

 r ds    (5-20) 

Σην Σρήκα 5-1 εθαξκόδνληαο ην ππζαγόξεην ζεώξεκα ζην ηξίγσλν 
' '  πξνθύπηεη όηη: 

                                  
2 2 2( ) ( )ds du dx dw       (5-21) 

Αλ δηαηξεζεί ε ζρέζε (5-21) κε 
2dx  ζα πξνθύςεη: 

                                
2 2 2( ) ( 1) ( )

ds du dw

dx dx dx
     (5-22) 

Αλ εθαξκνζηεί ε ζπλάξηεζε ηεο ηεηξαγσληθήο ξίδαο ζηα δύν κέιε ηεο εμίζσζεο (5-22) έρνπκε όηη: 

                               
2 2( 1) ( )

ds du dw

dx dx dx
     (5-23) 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ (5-23 κε dx πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε ε νπνία ζπλδέεη ην κήθνο ηνπ 

θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα s  όηαλ απηόο έρεη εθηξαπεί ζε ζρέζε κε ηηο ζπλαξηήζεηο 

κεηαηνπίζεσλ 

                               
2 2( 1) ( )

du dw
ds dx

dx dx
      (5-24) 

Από ηελ εμίζσζε (5-24) θαίλεηαη όηη θξαηάκε κόλν ην ζεηηθό πξόζηκν δηόηη αιιηώο ην δηαθνξηθό 

ds ζα έπαηξλε αξλεηηθέο ηηκέο,θάηη ην νπνίν είλαη άηνπν.  

Ζ (5-24) κε νινθιήξσζε δίλεη ην κήθνο s ηνπ παξακνξθσκέλνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα 

ζπλαξηήζεη ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο x ηνπ απαξακόξθσηνπ θαηαθόξπθνπ βξαρίνλα: 
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2 2

0

( ) ( 1) ( )

x
du dw

s x d
d d


 

     (5-25) 

Από ην Σρήκα 5-1 θαη ην ηξίγσλν 
' ' πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε: 

                                    tan( )
( )

dw

du dx




 

  (5-26) 

Ζ (5-26) γξάθεηαη θαη σο: 

                                     tan( )

1

dw

dx
du

dx

 



  (5-27) 

Ζ (5-27) είλαη κηα δηαθνξηθή εμίζσζε πνπ ζπλδέεη ηελ νξηδόληηα κεηαηόπηζε ( )w x  κε ηελ 

θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε ( )u x  θαη ηελ γσλία εθηξνπήο ηνπ παξακνξθσκέλνπ δηαθνξηθνύ ζηνηρείνπ 

θ(x): 

                                      tan( )( 1)
dw du

dx dx
    (5-28) 

Οξίδεηαη ε παξαθάησ εμίζσζε παξακόξθσζεο γηα κηα ηπραία ίλα ηνπ βξαρίνλα ε νπνία απέρεη 

απόζηαζε z από ην θεληξνβαξηθό άμνλα ζύκθσλα κε ηνλ παξαθάησ νξηζκό παξακόξθσζεο γλσζηό 

θαη σο Green-Lagrange: 

                                    

2 2

2

1
(x)

2

ds dx

dx



   (5-29) 

Σηε ζρέζε (5-29) κε ds απεηθνλίδεηαη ην κήθνο ελόο δηαθνξηθνύ ζηνηρείνπ ηνπ βξαρίνλα ην νπνίν 

έρεη κεηαηνπηζηεί θαηαθόξπθα θαη νξηδόληηα. Τν ζηνηρείν αξρηθά είρε κήθνο dx όπσο θαίλεηαη ζην 

Σρήκα 5-2: 

ds

2RCS dx

κενηποβαπική ίνα

βπασίοναρ ζηην απαπαμόπθωηη

καηακόπςθη καηάζηαζη

2RCS

οπιζόνηια μεηαηόπιζη
καηακόπςθη

μεηαηόπιζη

 

Σρήκα 5-2.  Μεηαηόπηζε ελόο ζηνηρείνπ ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα νξηδόληηα θαη θαηαθόξπθα.  
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Αλ ζπλδπαζηνύλ νη ζρέζεηο (5-23) θαη (5-29) πξνθύπηεη ε παξαθάησ δηαθνξηθή εμίζσζε ε νπνία 

εθθξάδεη ηελ παξακόξθσζε κηαο ίλαο ηνπ βξαρίνλα ζε απόζηαζε z από ηνλ θεληξνβαξηθό άμνλα 

ζπλαξηήζεη ησλ κεηαηνπίζεσλ ( ,z)u x  θαηά ηελ θαηεύζπλζε x θαη ( , )w x z  θαηά ηελ θαηεύζπλζε y: 

                                                     

2 2
1 1

(x,z)
2 2

u u w

x x x


     
     
     

  (5-30) 

Ζ κεηαηόπηζε ελόο ζεκείνπ κηα ηπραίαο ίλαο ζε απόζηαζε z από ην αληίζηνηρν ζεκείν ηνπ 

θεληξνβαξηθνύ άμνλα κπνξεί λα ζπλδεζεί κε θάπνηεο ζρέζεηο. Σην Σρήκα 5-3 ζα θαλνύλ πνηεο είλαη νη 

ζρέζεηο απηέο γεσκεηξηθά θαη ζα παξνπζηαζηνύλ ζηε ζπλέρεηα.  

θ

θ

δw(z)

Z

wo

uo

δu(z)Z

Y

X

+Rcs -Rcs  

Σρήκα 5-3.  Μεηαηόπηζε ζεκείνπ ζε απόζηαζε z από ηνλ θεληξνβαξηθό άμνλα.  
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Σην Σρήκα 5-3 ηα ζύκβνια έρνπλ ηελ εμήο επεμήγεζε: 

z : απόζηαζε ζεκείνπ ηπραίαο ίλαο από ην αληίζηνηρν ηνπ θεληξνβαξηθνύ 

( )ou x : ε κεηαηόπηζε ελόο ζεκείνπ ηνπ θεληξνβαξηθνύ θαηά ρ θαηεύζπλζε 

( )ow x : ε κεηαηόπηζε ελόο ζεκείνπ ηνπ θεληξνβαξηθνύ θαηά y θαηεύζπλζε 

( , )u x z : επηπξόζζεηε κεηαηόπηζε θαηά ρ ηνπ ζεκείνπ ζε απόζηαζε z από θεληξνβαξηθό ζεκείν 

( , )w x z : επηπξόζζεηε κεηαηόπηζε θαηά y ηνπ ζεκείνπ ζε απόζηαζε z από θεληξνβαξηθό ζεκείν 

csR : αθηίλα δηαηνκήο ηνπ βξαρίνλα. 

 

Από ην Σρήκα 5-3 πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ε κεηαηόπηζε ελόο ηπραίνπ 

ζεκείνπ ζε απόζηαζε z από ην αληίζηνηρν ηνπ θεληξνβαξηθνύ: 

                                
( )( , ) (x, )

( )( , ) (x, )

o

o

u xu x z u z

w xw x z w z





    
     

    
  (5-31) 

όπνπ: 

( )w x  : κεηαηόπηζε θαηά y , ζεκείνπ ζε απόζηαζε z από θεληξνβαξηθό ζεκείν 

( )u x  : κεηαηόπηζε θαηά x, ζεκείνπ ζε απόζηαζε z από θεληξνβαξηθό ζεκείν 

 

Σύκθσλα κε ην ζρήκα 5-3, ε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηελ ( )u z  κε ηελ απόζηαζε z θαη ηελ γσλία 

εθηξνπήο θ είλαη: 

                                    ( ) sin( ( ))u z z x     (5-32) 

Ζ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηελ ( )w z  κε ηελ απόζηαζε z θαη ηε γσλία εθηξνπήο θ Bάζεη ηνπ 

ζρήκαηνο 5-3 είλαη: 

                                    ( ) sin( ( ))w z z x    (5-33) 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ  (5-32) θαη (5-33) ζηελ (5-31) πξνθύπηεη: 

                            
( )( , ) sin( ( ))

( )( , ) cos( ( ))

o

o

u xu x z z x

w xw x z z x





    
     

    
  (5-34) 

Παξαγσγίδνληαο ηε ζρέζε (5-34) σο πξνο ρ πξνθύπηεη: 

                            

( )u( , ) ( )
cos( ( ))

w( , ) ( ) ( )
sin( ( ))

o

o

du xx z d x
z x

x dx dx

x z dw x d x
z x

x dxdx







     
    

     
     

        

  (5-35) 

Αληηθαζηζηώληαο ηε ζρέζε (5-35) ζηελ (5-30) πξνθύπηεη: 

' ' ' ' 2 ' ' 21 1
(x,z) ( ) cos( (x)) (x) ( ( ) cos( (x)) (x)) (w ( ) sin( (x)) (x))

2 2
o o ou x z u x z x z              (5-36) 

H ζρέζε (5-36) εθθξάδεη ηελ παξακόξθσζε γηα θάζε δηαθνξηθό ζηνηρείν θάζε ίλαο ηνπ βξαρίνλα 

ζπλαξηήζεη ησλ κεηαηνπίζεσλ ηνπ αληίζηνηρνπ ζεκείνπ ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα θαηά x θαη y 

θαηεύζπλζε αληίζηνηρα ( )ou x  θαη ( )ow x .  

Γηα ηελ θεληξνβαξηθή ίλα όπνπ ηζρύεη : 

 0z    (5-37) 

Πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε: 
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                                   (x) (x,0)E    (5-38) 

Γηα ηελ θαηαλόεζε ηεο παξαπάλσ ζρέζεο πξέπεη λα αλαθεξζεί όηη ν θεληξνβαξηθόο άμνλαο θαη 

ζπγθεθξηκέλα θάζε δηαθνξηθό ζηνηρείν ηνπ απνηειεί θαη από έλα γξακκηθό ειαηήξην κήθνπο dx. Ζ 

παξακόξθσζε θάζε ηέηνηνπ ειαηεξίνπ ζπλδέεηαη κε ηελ ζρέζε (4-38) όπνπ ζ(x) είλαη ε νξζή ηάζε 

ηεο δηαηνκήο θαη Δ ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο.  

Γηα ηελ νξζή ηάζε ζε κηα δηαηνκή ηζρύεη ε παξαθάησ ζρέζε πνπ ηελ ζπλδέεη κε ηελ νξζή δύλακε 

  κέζσ ηνπ εκβαδνύ ηεο δηαηνκήο Α.  

                                   
(x)

(x)
N

A
    (5-39) 

O ζπλδπαζκόο ησλ  (5-38) θαη (5-39) δίλεη ηε παξαθάησ ζρέζε: 

                                   
( )

(x,0)
N x

AE
   (5-40) 

Γηα ηελ ε(x, 0) πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε αλ ηεζεί όπνπ z=0 ζηελ (5-36): 

                                         

2 2
1 1

(x,0)
2 2

o o odu du dw

dx dx dx


   
     

   
  (5-41) 

O ζπλδπαζκόο ησλ (5-40) θαη (5-41) δίλεη: 

                                                       

2 2
(x) 1 1

2 2

o o odu du dwN

AE dx dx dx

   
     

   
  (5-42) 

όπνπ  είλαη ην εκβαδόλ ηεο δηαηνκήο ,  ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο ( )ou x  ε κεηαηόπηζε θάζε 

ζεκείνπ ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα θαηά x θαη ( )ow x  ε κεηαηόπηζε θάζε ζεκείνπ ηνπ θεληξνβαξηθνύ 

άμνλα σο πξνο y θαηεύζπλζε.  

Με αληηθαηάζηαζε ηεο (5-28) ζηελ (5-42) πξνθύπηεη: 

                                                   

2 2

2(x) 1 1
tan( ) 1

2 2

o odu duN du

AE dx dx dx


   
     

  
   (5-43) 

Ζ ξνπή ζε κηα δηαηνκή πξνζδηνξίδεηαη από ηνλ παξαθάησ ηύπν: 

                                                                 ( ) (x,z)
A

M x zdA    (5-44) 

Όπνπ  ε νξζή ηάζε ζηε δηαηνκή θαη z ε απόζηαζε από ηνλ θεληξνβαξηθό άμνλα.  

Ζ ζρέζε νξζήο ηάζεο ζ(x, z) παξακόξθσζεο ε(x, z) γηα θάζε ίλα ηνπ βξαρίνλα πξνθύπηεη από 

ηελ παξαθάησ ζρέζε: 

                                  (x,z) (x,z)     (5-45) 

Mε αληηθαηάζηαζε ηεο ζxέζεο (5-45) ζηελ (5-44) πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε: 

                                 M(x) (x,z)
A

E zdA    (5-46) 

Mε αληηθαηάζηαζε ηεο ζρέζεο (5-36) ζηελ (5-46) πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε: 

               

' ' ' ' 2 ' ' 21 1
z ( ( ) cos( (x)) (x) ( ( ) cos( (x)) (x)) (w ( ) sin( (x)) (x))

2 2
o o oM u x z u x z x z dA     



 
       

 
  

                                                                                                                                                        (5-47)  

Ζ νινθιήξσζε ηεο (5-47) ζα δώζεη ηελ εμίζσζε πνπ ζπλδέεη ηελ γσλία εθηξνπήο κε ηε ξνπή. ην 

δηαθνξηθό dA αλαιύεηαη ζύκθσλα κε Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο πάλσ ζηε δηαηνκή δηόηη όπσο 
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θαίλεηαη ε (5-47) έρεη σο κεηαβιεηή ηελ απόζηαζε από ηνλ θεληξνβαξηθό άμνλα z θαη έηζη αλ 

ρξεζηκνπνηεζνύλ πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο δελ ζα δηεπθνιύλεηαη ν ππνινγηζκόο ηνπ νινθιεξώκαηνο. 

Σην Σρήκα 5-3 αλαιύεηαη ην δηαθνξηθό dA: 

dA=2xdz

x axis

z axis

RCS
z

 

Σρήκα 5-4.  Αλάιπζε ηνπ δηαθνξηθνύ εκβαδνύ.  

Σύκθσλα κε ην Σρήκα 5-4 πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο: 

 
2 2 2x R z    (5-48) 

Τν R εθθξάδεη ηελ αθηίλα ηεο δηαηνκήο.  

Με επίιπζε ηεο (5-48) σο πξνο x πξνθύπηεη : 

 
2 2 0x R z     (5-49) 

To δηαθνξηθό εκβαδό dA πξνθύπηεη ζύκθσλα κε ην Σρήκα (5-4) Από ηε παξαθάησ ζρέζε: 

 2dA xdz   (5-50) 

Αληηθαζηζηώληαο ηε (5-48) ζηελ (5-49) πξνθύπηεη όηη: 

                                  
2 22dA R z dz    (5-51) 

Σηε (5-47) ε νινθιεξσηέα ζπλάξηεζε απνηειείηαη είλαη έλα άζξνηζκα,Απηό ην αλαιύνπκε ζε 

επηκέξνπο νινθιεξώκαηα σο άζξνηζκα νινθιεξσκάησλ θαη αληηθαζίζηαηαη ε (5-51) γηα ην δηαθνξηθό. 

Γηα θάζε έλα από απηά ηα νινθιεξώκαηα, αλ ε  ηεο κεηαβιεηήο z είλαη πεξηηηή, ηόηε ζύκθσλα 

ζεκειηώδεο ζεώξεκα ηνπ  ινγηζκνύ ην νινθιήξσκα ηζνύηαη κε κεδέλ γηα ζπκκεηξηθά όξηα 

νινθιήξσζεο ( R, R)  .  

Θα ηζρύεη ινηπόλ: 

                                 
' 2 2z ( )2 0

R

o

R

u x R z dz





    (5-52) 
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' 2 2 21

( )2 0
2

R

o

R

z u x R z dz





    (5-53) 

                           
' ' 2 2 21

( cos( (x)) (x)) 2 0
2

R

o

R

z u z R z dz 




    (5-54) 

                               
' 2 2 21

( )2 0
2

R

o

R

zw x R z dz





    (5-55) 

                           
' ' 2 2 21

z(w sin( (x)) (x)) 2 0
2

R

o

R

z R z dz 




   (5-56) 

Γηα ηα νινθιεξώκαηα πνπ έρνπλ άξηηα δύλακε ηνπ z ηζρύεη:  

                         
2 ' 2 2 'cos( (x)) (x)2 cos( (x)) (x)EI

A

Ez R z dz        (5-57) 

                         
2 ' ' 2 2 ' 'cos( (x)) (x)2 cos( (x)) (x)EIo o

A

Ez u R z dz u        (5-58) 

                        
' 2 ' 2 2 ' 'sin( (x)) (x)2 sin( (x)) (x)

R

o o

R

w z R z dz w EI   




      (5-59) 

Aπό ηηο (5-52), (5-53), (5-54), (5-55), (5-56), (5-57), (5-58), (5-59) κε αληηθαηάζηαζε ζηελ 

εμίζσζε (5-47) πξνθύπηεη (βιέπνπκε παξαθάησ παξαγώγνπο απηέο είλαη σο πξνο x): 

                          
' ' ' ' 'cos( ) cos( ) w sin( )o o

M
u

EI
           (5-60) 

Με αληηθαηάζηαζε ηεο ζρέζεο (5-28) ζηελ (5-60) πξνθύπηεη: 

                        
' ' ' ' 'cos( ) cos( ) tan( )(u 1)sin( )o o

M
u

EI
             (5-61) 

H ζρέζε (4-61) απνηειεί ηελ ζρέζε ξνπήο M  γσλίαο εθηξνπήο  , κε ηηο κεηαηνπίζεηο ηνπ 

θεληξνβαξηθνύ άμνλα θαηά x , ou  θαη θαηά y, ow  .  

5.3 Πξνζδηνξηζκόο ζπζηήκαηνο δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ γηα ηελ εύξεζε ηνπ 
ζρήκαηνο ηνπ βξαρίνλα κε επελέξγεζε δύν αληαγσληζηώλ ηελόλησλ 

Σην δεύηεξν θεθάιαην πξνζδηνξίζηεθαλ νη εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο ζην ζρεηηθό ζύζηεκα αλαθνξάο 

θαηά ηελ εθαπηνκεληθή θαη ηελ αθηηληθή θαηεύζπλζε, νη εμηζώζεηο απηέο είλαη: 

                         1 2 Nd sin( )dq T d T d gds           (5-62) 

                         2 1 cos( )dN dT dT qd gds         (5-63) 

                            2 1(dT )RCSdM dT qds     (5-64) 

                             1
1

( ) ( )
( )

dT s d s
T s

ds ds



    (5-65) 

                             2
2

( ) ( )
( )

dT s d s
T s

ds ds



    (5-66) 

Όπνπ q είλαη ε δηαηκεηηθή ηάζε Ν ε νξζή ηάζε θ ε γσλία εθηξνπήο ηνπ βξαρίνλα ξ ε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο κάδαο αλά κνλάδα κήθνπο ηνπ βξαρίνλα Μ ε εζσηεξηθή ξνπή g ε επηηάρπλζε ηεο 

βαξύηεηαο R ε αθηίλα ηεο δηαηνκήο ηνπ βξαρίνλα, 1  ε δύλακε ηάλπζεο ηνπ αξηζηεξνύ ηέλνληα , 2  

ε δύλακε ηάλπζεο ηνπ δεμηά ηέλνληα θαη   ν ζπληειεζηήο ηξηβήο νιίζζεζεο.  
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Όιεο νη παξαπάλσ ζπλαξηήζεηο είλαη εθθξαζκέλεο ζην ζρεηηθό ζύζηεκα αλαθνξάο θαη έρνπλ σο 

αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ην κήθνο ηνπ παξακνξθσκέλνπ βξαρίνλα s .  

 Γίλεηαη αιιαγή κεηαβιεηήο ζηηο (5-62) έσο (5-66) θαη ηεζεί όπνπ s x  θαη ρξεζηκνπνηεζεί ε 

δηαθνξηθή ζρέζε (5-24) πνπ ζπλδέεη ην ds  κε ην dx πιένλ νη εμηζώζεηο ζα είλαη εθθξαζκέλεο σο 

πξνο ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή x  ηνπ απαξακόξθσηνπ θαηαθόξπθνπ βξαρίνλα νπόηε ην ζεη ησλ 

εμηζώζεσλ γίλεηαη: 

               
2 2

1 2 Nd sin( ) ( 1) ( )o odu dw
dq T d T d g dx

dx dx
             (5-67) 

               
2 2

2 1 cos( ) ( 1) ( )o odu dw
dN dT dT qd g dx

dx dx
           (5-68) 

                
2 2

2 1(dT )R ( 1) ( )o o
CS

du dw
dM dT q dx

dx dx
       (5-69) 

                                            1
1

dT d
T

dx dx



    (5-70) 

                                                       2
2

dT d
T

dx dx



    (5-71) 

 νη εμηζώζεηο (5-67), (5-68), (5-69) δηαηξνύληαη κε dx πξνθύπηεη : 

               
2 2

1 2 N sin( ) ( 1) ( )o odu dwdq d d d
T T g

dx dx dx dx dx dx

  
          (5-72) 

               
2 22 1 cos( ) ( 1) ( )o odu dwdT dTdN d

q g
dx dx dx dx dx dx


          (5-73) 

               
2 22 1dT dT

( )R ( 1) ( )
dx

o o
CS

du dwdM
q

dx dx dx dx
       (5-74) 

Aλ ζεσξεζεί έλα δηαθνξηθό ζηνηρείν είλαη γλσζηό όηη ε κάδα ηνπ δηαηεξείηαη πξηλ θαη κεηά ηελ 

παξακόξθσζε πνπ δέρεηαη θαη έηζη ζα ηζρύεη όηη : 

                                   ( )s ds dx    (5-75) 

Όπνπ ξ ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κάδαο αλά κνλάδα κήθνπο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε 

θαη   ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κάδαο αλά κνλάδα κήθνπο ζηελ απαξακόξθσηε θαηάζηαζε.  

Αλ ζηε  (5-75) αληηθαηαζηαζεί ε  (5-24) ώζηε λα ηεζεί s x  πξνθύπηεη: 

                                                    
2 2( ) ( 1) ( )o odu dw

dx x dx
dx dx

      (5-76) 

Με απινπνίεζε ε  (5-76) γίλεηαη:     

                                                      
2 2( ) ( 1) ( )o odu dw

x
dx dx

      (5-77) 

Με αληηθαηάζηαζε ηεο ζρέζεο (5-77) ζηελ (5-72) θαη (5-73) πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο: 

1 2 N sin( ) o

dq d d d
T T g

dx dx dx dx

  
        (5-78) 

                                                   2 1 cos( )
dT dTdN d

q g
dx dx dx dx


        (5-79) 

 Σηε (5-74) αληηθαζίζηαηαη ε (5-28) πξνθύπηε όηη: 
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22 1dT dT

( )R 1 1 tan ( )
dx

o
CS

dudM
q

dx dx dx
       (5-80) 

Tν ζεη ησλ  (5-81) (5-82) (5-83) (5-84) (5-85) (5-86) (5-87) (5-88) δίλεη έλα ζύζηεκα δηαθνξηθώλ 

εμηζώζεσλ ην νπνίν βξίζθεηαη ζε πεπιεγκέλε κνξθή θαη ε επίιπζε ηνπ δίλεη ην ζρήκα ηνπ βξαρίνλα.             

 tan( )( 1)
dw du

dx dx

                                                         (5-81) 

 

2 2

2(x) 1 1
tan( ) 1

2 2

o odu duN du

AE dx dx dx


   
     

  
                                     (5-82) 

 ' ' ' ' 'cos( ) cos( ) tan( )(u 1)sin( )o o

M
u

EI
                                          (5-83) 

 1
1

dT d
T

dx dx



                                                            (5-84) 

 2
2

dT d
T

dx dx



                                                            (5-85) 

 1 2 N sin( ) o

dq d d d
T T g

dx dx dx dx

  
                                              (5-86) 

 2 1 cos( )
dT dTdN d

q g
dx dx dx dx


                                                 (5-87) 

 22 1dT dT
( )R 1 1 tan ( )

dx

o
CS

dudM
q

dx dx dx
                                        (5-88) 

 
 

Ζ επίιπζε ηνπ παξαπάλσ ζπζηήκαηνο απαηηεί κία δηαδηθαζία ε νπνία ζα θέξεη ην ζύζηεκα ζηελ 

κνξθή: 

                                  
' AX BU     (5-89) 

Όπνπ: 

  1 2

T

o oX N q M u T T w                                          (5-90) 

και U  ε δύλακε ηεο βαξύηεηαο ζε δηαλπζκαηηθή κνξθή. 

Αξρηθά ζέηνπκε ζηελ εμίζσζε (5-43): 

 odu

dx
    (5-91) 

Έηζη πξνθύπηεη κία αιγεβξηθή εμίζσζε δεπηέξνπ βαζκνύ σο πξνο ι 

                       
2 2 2(x) 1 1

( tan( ) ( 1) ) 0
2 2

N

AE
          (5-92) 

Με πξάμεηο θαη αλαγσγή νκνίσλ όξσλ, ην ηξηώλπκν σο πξνο ι παίξλεη ηελ παξαθάησ κνξθή: 

    
2 0a b c      (5-93) 

Οη ζπληειεζηέο ιακβάλνπλ ηηο παξαθάησ ηηκέο: 

  

2tan ( ) 1

2 2
a


    (5-94) 

 
2tan ( ) 1b     (5-95) 

  

2tan ( )

2

L
c

AE

 
    (5-96) 

Ζ δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ είλαη : 
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2 2
2 2 2 tan ( ) 1 tan ( )

4 (tan ( ) 1) 4( )( )
2 2 2

L
b ac

AE

 



          (5-97) 

Aπαηηείηαη ε δηαθξίλνπζα λα είλαη ζεηηθή θαη έηζη πξνθύπηνπλ δύν άληζεο ιύζεηο: 

           

12
2 2 2 2 2

1 2

tan ( )
[tan ( ) ((tan ( )) 1) ( )(2 tan ( ) 2)) 1]

2

tan ( ) 1

L

AE


  





      

 


  (5-98) 

           

12
2 2 2 2 2

2 2

tan ( )
[tan ( ) ((tan ( )) 1) ( )(2 tan ( ) 2)) 1]

2

tan ( ) 1

L

AE


  





      

 


  (5-99) 

Σην ζεκείν απηό εύινγν είλαη ην εξώηεκα πνηα από ηηο δύν ιύζεηο ηεο δηαθξίλνπζαο ζα γίλεη 

δερηή σο ζσζηή. Ζ απάληεζε είλαη ε εμήο: 

Αλ ν βξαρίνλαο εθηξέπεηαη ζηηο κνίξεο πνπ αλαγξάθνληαη ζηελ (5-100) ηόηε δεθηή γίλεηαη ε ιύζε 

από ηελ εμίζσζε (5-98) θαη έηζη ινηπόλ ζα ηζρύεη: 

       

12
2 2 2 2 2

2

tan ( )
[tan ( ) ((tan ( )) 1) ( )(2 tan ( ) 2)) 1]

2 , (270,90 )
tan ( ) 1

o

L
du AE

dx




  





      

  


  (5-100) 

Τώξα ινηπόλ κε δηαδνρηθέο αληηθαηαζηάζεη από ην Symbolic Toolbox ζην Matlab ην ζύζηεκα ησλ 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ είλαη δπλαηό λα έξζεη ζηε κνξθή ηεο (5-89). Οη αληηθαηαζηάζεηο γίλνληαη κε 

ηελ παξαθάησ ζεηξά: 

      

12
2 2 2 2 2

2

tan ( )
[tan ( ) ((tan ( )) 1) ( )(2 tan ( ) 2)) 1]

2 , (270 ,90 )
tan ( ) 1

o

L
du AE

dx

 


  





      

  


(5-101) 

                            cos( ) cos( ) tan( )( 1)sin( )o odu dud M

dx EI dx dx


   

 
     

 
  (5-102) 

                                 1
1

dT d
T

dx dx



    (5-103) 

                                 2
2

dT d
T

dx dx



    (5-104) 

                                     1 2 N sin( ) o

dq d d d
T T g

dx dx dx dx

  
        (5-105) 

                                    2 1 cos( )
dT dTdN d

q g
dx dx dx dx


        (5-106) 

                                   
22 1dT dT

( )R 1 1 tan ( )
dx

o
CS

dudM
q

dx dx dx
       (5-107) 

                                  tan( )( 1)o odw du

dx dx
    (5-108) 

Αλ ε εθηξνπή ηνπ βξαρίνλα είλαη κεηαμύ ησλ κνηξώλ πνπ αλαγξάθνληαη ζηελ (5-109) ηόηε 

ρξεζηκνπνηείηαη ην ζύζηεκα πνπ πξνθύπηεη από δηαδνρηθέο αληηθαηαζηάζεηο όπσο θαίλεηαη από ηηο  

(5-109)-(5-116) 
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12

2 2 2 2 2

2

tan ( )
[tan ( ) ((tan ( )) 1) ( )(2 tan ( ) 2)) 1]

2 , (90 ,270 )
tan ( ) 1

o

L
du AE

dx

 


  





      

  


  (5-109) 

                          cos( ) cos( ) tan( )( 1)sin( )o odu dud M

dx EI dx dx


   

 
     

 
  (5-110) 

                                  1
1

dT d
T

dx dx



    (5-111) 

                                  2
2

dT d
T

dx dx



    (5-112) 

                             1 2 N sin( ) o

dq d d d
T T g

dx dx dx dx

  
        (5-113) 

                            2 1 cos( )
dT dTdN d

q g
dx dx dx dx


        (5-114) 

                        
22 1dT dT

( )R 1 1 tan ( )
dx

o
CS

dudM
q

dx dx dx
       (5-115) 

                                   tan( )( 1)o odw du

dx dx
    (5-116) 

Τν ζύλεζεο ζε κηα εθηξνπή είλαη όηη έλα ηκήκα ηνπ βξαρίνλα ζα βξίζθεηαη ζηελ κηα πεξηνρή θαη 

ην ππόινηπν ζηελ άιιε.Τόηε πξέπεη λα βξνύκε κέρξη πην ζεκείν έρεη εθηξαπεί ην ηκήκα ηνπ βξαρίνλα 

ζηελ κία πεξηνρή θαη λα βάινπκε ζην δεύηεξν ζύζηεκα σο αξρηθέο ζπλζήθεο ηηο ηειηθέο ζπλζήθεο ηνπ 

πξώηνπ ζπζηήκαηνο. 

5.4 Πξνζδηνξηζκόο αξρηθώλ ζπλζεθώλ θαη εύξεζε ηνπ ζρήκαηνο ηνπ 
βξαρίνλα.   

Οη αξρηθέο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ από ην Σρήκα 5-5 ζην νπνίν 

παξνπζηάδεηαη ν βξαρίνλαο, νη δπλάκεηο ζηήξημεο (πάθησζε) νη νπνίεο είλαη ε νξζή δύλακε, ε 

δηαηκεηηθή δύλακε, θαη ε θακπηηθή ξνπή.  

T1(0) T2(0)

W

N(0)

q(0)

d

x

Y

M(0)

 

Σρήκα 5-5.  Αληηδξάζεηο ζηήξημεο.  
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Έθόζνλ ε ζηήξημε είλαη πάθησζε ακέζσο γίλεηαη αληηιεπηό όηη εθεί νη νξηαθέο ζπλζήθεο είλαη: 

 (0) 0ou    (5-117) 

 (0) 0ow    (5-118) 

 (0) 0    (5-119) 

Δπίζεο ηζρύεη όηη γηα ηε δύλακε ηεο πάθησζεο θαηά ηελ x θαηεύζπλζε έρνπκε όηη: 

                                               1 2(0) (0) T (0)N T W        (5-120) 

Όπνπ 1 2(0), (0)  , νη δπλάκεηο ησλ ηελόλησλ πξηλ πεξάζνπλ από ηα απιάθηα, ζεσξνύληαη 

γλσζηέο θαη είλαη είζνδνη γηα ην ζύζηεκα ελώ κε W απεηθνλίδεηαη ε δύλακε ηεο βαξύηεηαο.  

Γηα ηελ δύλακε ηεο πάθησζεο θαηά ηελ y θαηεύζπλζε πξνθύπηεη όηη  

                                    (0) 0
y

q F    (5-121) 

Γηα ηελ ξνπή ηεο πάθησζεο ηζρύεη : 

                                               1 2( (0) (0))R WCSM T T d       (5-122) 

Όπνπ d όπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα (4-5) είλαη ε y ζπληζηώζα ηεο ζέζεο ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηνπ 

βξαρίνλα. Ζ ηηκή ηεο d είλαη άγλσζηε θαη ν αιγόξηζκνο επηιύεηαη επαλαιεπηηθά κέρξη ε d λα ζπγθιίλεη 

ζε θάπνηα ηηκή, Ζ ηηκή ηεο d πξνζδηνξίδεηαη απν ηνλ παξαθάησ ηύπν: 

                                    0

( )

L

L

o

s dw

d

dw








  (5-123) 

Όπσο θαίλεηαη εδώ, ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή είλαη ε s θαη άθξν νινθιήξσζεο ην άγλσζην κήθνο 

ηνπ παξακνξθσκέλνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα L. Με Υ(s) ζπκβνιίδεηαη ε y ζπληζηώζα ζέζεο ησλ 

ζεκείσλ ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα. To δηαθνξηθό βάξνο dw ελόο απεηξνζηνύ ζεκείνπ 

ηνπ βξαρίνλα αλαιύεηαη σο: 

                                  (s)gdsdw    (5-124) 

Mε αληηθαηάζηαζε ηεο  (5-124) ζηελ ζρέζε (5-123) πξνθύπηεη όηη: 

                            0

( )

L

L

o

s gds

d

gds












  (5-125) 

Aλ όπνπ s ηεζεί x ζηελ (5-125) βάζεη ηεο ζρέζεο (5-24) θαη (5-25) ε κεηαβιεηή d παίξλεη ηελ 

παξαθάησ κνξθή: 

  

       

2 2

0

2 2

0

( ) ( ) ( 1) ( )

( ) ( 1) ( )

O

O

L

L

du dw
x x g dx

dx dx
d

du dw
x g dx

dx dx





  



 





   (5-126)  

Σύκθσλα κε ηε (5-77) ε (5-126) απινπνηείηαη ζηελ σο: 
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                               0 0

0

( ) ( )
O O

O

L L

o

L

O
o

x gdx x dx

d
Lgdx





 

 
 


  (5-127) 

Όπνπ OL  ην κήθνο ηνπ απαξακόξθσηνπ βξαρίνλα.  

Oη x ζπληζηώζεο (x)  ησλ ζεκείσλ ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα είλαη: 

                                     (x) x u ( )oX x    (5-128) 

Oη y ζπληζηώζεο Y(x) ησλ ζεκείσλ ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα είλαη: 

                                      (x) w ( )oY x   (5-129) 

Eηζη ινηπόλ ε κεηαβιεηή d ππνινγίδεηαη αθνύ βξεζνύλ νη y ζπληζηώζεο ζέζεο ησλ ζεκείσλ ηνπ 

θεληξνβαξηθνύ άμνλα. Παξαθάησ θαίλεηαη έλα δηάγξακκα πνπ δείρλεη ην πσο γίλεηαη ε επίιπζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ.  

 

Σρήκα 5-6.  Αιγόξηζκνο επίιπζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ.  

Οπσο θαίλεηαη από ην Σρήκα 5-6 αξρηθά γίλεηαη κηα ππόζεζε γηα ηελ ηηκή d, ύζηεξα 

ππνινγίδνληαη νη αξρηθέο ζπλζήθεο θαη πξνζδηνξίδεηαη θαη ε αξρηθή ζπλζήθε ηεο ξνπήο κέζσ ηεο d.  

Γίλεηαη ε επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ θαη από εθεί πξνζδηνξίδεηαη ην ζρήκα 

ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα θαη έηζη θαη νη y ζπληζηώζεο ζέζεο ησλ ζεκείσλ ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα 

θαη ελ ζπλερεία ε κεηαβιεηή d. Aπηή ε δηαδηθαζία γίλεηαη κέρξη ν αιγόξηζκνο λα ζπγθιίλεη θαη λα 

πξνζδηνξηζηεί ε ζσζηή ηηκή ηνπ d.  

5.5 Σπκπεξάζκαηα 

Τν κνληέιν ησλ κεγάισλ παξακνξθώζεσλ είλαη ηδαληθό γηα ζώκαηα θηηαγκέλα από ππεξειαζηηθό 

πιηθό ηα νπνία δέρνληαη κεγάιεο παξακνξθώζεηο.Καζε απεηξνζηό θνκκάηη ίλαο ηνπ ξνκπόη πνπ 

αξρηθά ήηαλ απαξακόξθσην κεηά ηελ επελέξγεζε παξακνξθώλεηαη αμνληθά θαη κεηαηνπίδεηαη 

νξηδόληηα θαη θαηαθόξπθα.Ζ γσληαθή εθηξνπή εμαξηάηαη θαη από ηελ παξακόξθσζε θαη έηζη ζε ζρέζε 

κε ην Bernulli κνληέιν ε εθηξνπή ηξνθνδνηείηαη από κεγάιεο παξακνξθώζεηο κε ζπλέπεηα λα δίλεηαη 

απνηέιεζκα ην νπνίν κε πνιύ κεγάιε αθξίβεηα πεξηγξάθεη ην ζρήκα ηνπ βξαρίνλα 
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6 Πξνζνκνηώζεηο γηα δηαθνξεηηθά ζελάξηα ζπλζεθώλ 
βαξύηεηαο-ηξηβήο 

6.1 Δηζαγσγε 

Σε απηό ην θεθάιαην ζα γίλεη μερσξηζηά γηα θάζε έλα από ηα δύν κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ 

αλάιπζε ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ πεξηέρνπλ ηα ζπζηήκαηα ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. Σπγθεθξηκέλα 

ζα παξνπζηαζηνύλ γξαθηθέο παξαζηάζεηο απηώλ ησλ ζπλαξηήζεσλ ηόζν γηα ην Μνληέιν θιαζζηθήο 

κεραληθήο όζν θαη γηα ην κνληέιν κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ. Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζα 

παξνπζηαζηνύλ γηα δηαθνξεηηθά ζελάξηα όπσο ρσξίο ηξηβή θαη ρσξίο βαξύηεηα κε ηξηβή αιιά ρσξίο 

βαξύηεηα θαη ηέινο κε ηξηβή θαη κε βαξύηεηα. 

6.2 Σελάξηα επελέξγεζεο γηα ην κνληέιν ησλ κηθξώλ παξακνξθώζεσλ 

Θεσξνύκε ηνλ βξαρίνλα ηνπ εξγαζηεξίνπ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα πξνζνκνίσζε. Ο βξαρίνλαο 

έρεη κήθνο 0.15 κέηξα, αθηίλα δηαηνκήο 0.03 κέηξα, κάδα 0.140 θηιά θαη ζπληειεζηή ηξηβήο νιίζζηζεο 

κεηαμύ ηέλνληα θαη βξαρίνλα 0.1. Ζ επελέξγεζε πνπ γίλεηαη ζην βξαρίνλα είλαη από έλαλ ηέλνληα θαη 

ίζνύηαη κε 8 Ν. Τν ζύζηεκα ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ δίλεηαη από ηηο εμηζ 

6.2.1 Γύλακε από ηνλ ηέλνληα ρσξηο βαξύηεηα θαη ρσξίο ηξηβή 

Αξρηθά αο ζεσξεζεί όηη ν βξαρίνλαο θξέκεηαη από κία πάθησζε αιιά δελ αζθείηαη αξρηθά 

δύλακε ηεο βαξύηεηαο θαη νύηε ππάξρεη ηξηβή κεηαμύ ησλ ηελόλησλ θαη ηνπ βξαρίνλα. Tν Σρήκα 6-1 

παξνπζηάδεη ην βξαρίνλα ζε κία θαηάζηαζε κεηά ηελ επελέξγεζε από ηνλ ηέλνληα: 

g

x

Y

 

Σρήκα 6--1.  Βξαρίνλαο ζε θνξηηζκέλε θαηάζηαζε. 

Οη αξρηθέο ζπλζήθεο είλαη:  
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 (0) 0    (6-1) 

                                      1 2(0) (0) T (0) 8N T N                                                             (6-2) 

                          1 2( (0) (0))R 0.24CSM T T Nm                                                                 (6-3) 

                                                                 (0) 0q N                                                                       (6-4) 

 1(0) 8T N                                                                  (6-5)                                                             

 2 (0) 0T                                                                    (6-6) 

                                                                                                                      

 
 

ζα αθνινζήζεη ην δηάγξακκα ηεο γσλίαο ζηξνθήο ηνπ βξαρίνλα ζε ζρέζε κε θάζε ζεκείνπ ηνπ 

αξρηθά θαηαθόξπθνπ απαξακόξθσηνπ βξαρίνλα, δειαδή ζα δνύκε πόζν έρεη ζηξαθεί νπζηαζηηθά 

θάζε δηαηνκή: 

 

Σρήκα 6-2.  Γσλία ζηξνθήο θ.  

Όπσο θαίλεηαη Από ην Σρήκα 6-2 ην ηειηθό ζεκείν δξάζεο έρεη ζηξαθεί πεξίπνπ 55 κνίξεο ζε 

ζρέζε κε ηελ αξρηθή θαηαθόξπθή ηνπ θαηάζηαζε.  
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Σρήκα 6-3.  Γηάγξακκα επελεξγνύληνο ηέλνληα Τ1.  

Όπσο θαίλεηαη ν ηέλνληαο δηαηεξεί ζηαζεξή ηηκή σο πξνο ηε δύλακε ηνπ δηόηη ζεσξνύκε όηη δελ 

ππάξρεη ηξηβή ζε απηό ην ζελάξην επελέξγεζεο ώζηε λα έρνπκε πηώζε δύλακεο.  

Σην ζρήκα 6-4 παξνπζηάδεηαη ε δύλακε ηνπ αληαγσληζηή ηέλνληα πνπ βξίζθεηαη αληηδηακεηξηθά. 

Απηό ν ηέλνληαο δελ αζθεί θάπνηα δύλακε θαη έηζη ε ηηκή ηνπ είλαη κεδέλ: 

 

Σρήκα 6-4.  Γύλακε αληαγσληζηή ηέλνληα Τ2.  
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Σρήκα 6-5.  Οξζή δύλακε Ν.  

 

Σρήκα 6-6.  Γηαηκεηηθή δύλακε q.  
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Σρήκα 6-7.  Δζσηεξηθή ξνπή M.  

 

Σρήκα 6-8.  Μνξθή θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα. 



 
73/127 

6.2.2  Δπελέξγεζε κε ηέλνληα θαη ηξηβή  

Τν δεύηεξν ζελάξην επελέξγεζεο πξνζζέηεη θαη ηνλ ζπληειεζηή ηξηβήο θαη νπόηε ζεσξνύκε όηη 

ππάξρεη ηξηβή κεηαμύ ηνπ ηέλνληα θαη ηνπ βξαρίνλα,ε βαξύηεηα δελ επηδξά.Oη νξηαθέο ζπλζήθεο είλαη 

νη εμήο: 

 (0) 0    (6-7) 

                                                     1 2(0) (0) T (0) 8N T N    
                                         (6-8) 

                                   1 2( (0) (0))R 0.24CSM T T Nm     
                                                    (6-9) 

                                                                   
(0) 0q N

                                                                    (6-10) 

                                                                 1(0) 8T N
                                                                     (6-11)                                                             

                                                                 2 (0) 0T 
                                                                        (6-12) 

                         

 

 Tα αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα παξνπζηάδνληαη παξαθάησ: 

 

Σρήκα 6-9.  Γσλία ζηξνθήο θ.  
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Σρήκα 6-10.  Γύλακε επελεξγνύληνο ηέλνληα Τ1.  

Ο αληαγσληζηήο ηέλνληαο ζε απηή ηελ πεξίπησζε ζα είλαη πάιη κεδέλ όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 

6-11: 

 

Σρήκα 6-11.  Γύλακε αληαγσληζηή ηέλνληα (δελ επελεξγεί) Τ2.  
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Σρήκα 6-12.  Οξζή δύλακε Ν.  

 

Σρήκα 6-13.  Γηαηκεηηθή δύλακε q.  
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Σρήκα 6-14.  Δζσηεξηθή ξνπή.  

 

Ζ κνξθή ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα παξνπζηάδεηαη παξαθάησ: 

 

Σρήκα 6-15.  Μνξθή ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα.  
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6.2.3 Δπελέξγεζε κε ηέλνληα, ηξηβή θαη βαξύηεηα 

Πιένλ εθόζνλ ερνπλ ηειεηώζεη ηα δύν πξώηα ζελάξηα επελέξγεζεο πξνζζέηνπκε θαη ηελ 

δύλακε ηεο βαξύηεηαο πνπ αζθείηαη ζηνλ βξαρίνλα. παξνπζηάδνληαη ηα αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα κε ηηο 

παξαθάησ νξηαθέο ζπλζήθεο: 

                                                         

                                                     (0) 0                                                                                      (6-13) 

                                                     1 2(0) (0) T (0) W 6.62N T                                               (6-14) 

                                   1 2( (0) (0))R 0.212CSM T T dW Nm                                              (6-15) 

                                                        
(0) 0q N

                                                                              (6-16) 

                                                         1(0) 8T N
                                                                             (6-17)                                                             

                                                         2 (0) 0T 
                                                                                (6-18) 

 

 

Σρήκα 6-16.  Γσλία ζηξνθήο θ.  
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Σρήκα 6-17.  Γύκακε επελεξγεηή ηέλνληα Τ1.  

 

Σρήκα 6-18.  Γύλακε αληαγσληζηή ηέλνληα Τ2.  
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Σρήκα 6-19.  Γηαηκεηηθή δύλακε q.  

 

Σρήκα 6-20.  Oξζή δύλακε.  
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Ζ εζσηεξηθή ξνπή παξνπζηάδεηαη παξαθάησ: 

 

Σρήκα 6-21.  Eζσηεξηθή ξνπή M.  

Ζ κνξθή ηνπ θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα παξνπζηάδεηαη παξαθάησ: 

 

Σρήκα 6-22.  Μνξθή θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα.  

Σε θνηλν δηάγξακκα παξνπζηάδνληαη νη κνξθέο ησλ θεληξνβαξηθώλ αμόλσλ γηα ηα ηξία ζελάξηα 

πνπ παξνπζηάζζεθαλ. Απην πνπ παηαηεξείηαη είλαη όηη κε εηζαγσγή ηεο βαξύηεηαο ν βξαρίνλαο δελ 
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κπνξεί λα εθηξαπεί όζν ρσξίο ηε βαξύηεηα. Δπίζεο ε δύλακε ηξηβήο δίλεη κηα πηώζε δύλακεο θαη 

άξα ξνπήο θαη έηζη ζηξέθεηαη δπζθνιόηεξα ζε πεξίπησζε ύπαξμεο ηξηβήο ζε ζρέζε κε ην λα κελ 

ππήξρε.  

 

Σρήκα 6-23.  Μνξθέο θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα γηα ηα ηξία ζελάξηα.  

 

6.3 Μνληέιν κεγάισλ παξακνξθώζεσλ 

Γηα ηνλ ίδην βξαρίνλα πνπ παξνπζηάζηεθε ζηελ ελόηεηα 6.1 εμάγσληαη πξνζνκνηώζεηο γηα ην κνληέιν 

ησλ κεγάισλ παξακξθώζεσλ.Τν ζύζηεκα ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ πνπ επηιύεηαη είλαη από ηηο 

(6-81)-(6-88). 

6.3.1 Δπελέξγεζε ηέλνληα ρσξίο ηξηβή θαη βαξύηεηα 

Παξνπζηάδνληαη ηα δηαγξάκκαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζην ζύζηεκα ησλ 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ηνπ κνληέινπ ησλ κεγάισλ παξακνξθώζεσλ γηα ζελάξην έιεηςεο ηξηβήο θαη 

βαξύηεηαο :  

 (0) 0w    (6-19) 

 (0) 0u    (6-20) 

                                                                 (0) 0                                                                           (6-21) 

                                                     1 2(0) (0) T (0) 8N T                                              (6-22) 

                                   Error! Objects cannot be created from editing field codes.                                                   
(6-23) 

                                                                   
(0) 0q N

                                                                    (6-24) 

                                                                   1(0) 8T N
                                                                   (6-25)                                                             

                                                                   2 (0) 0T 
                                                                      (6-26) 
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Σρήκα 6-24.  Mνξθή θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα.  

 

 

Σρήκα 6-6-25.  Γσλία ζηξνθήο θ.  
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Σρήκα 6-26.  Δζσηεξηθή ξνπή Μ.  

 

Σρήκα 6-27.  Οξζή δύλακε Ν.  
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Σρήκα 6-28.  Γηαηκεηηθή δύλακε Q.  

 

Σρήκα 6-29.  Γύλακε αξηζηεξνύ ηέλνληα Τ2 (δελ επελεξγεί).  
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Σρήκα 6-30.  Γύλακε δεμηά ηέλνληα Τ1 (επελεξγεί).  

 

 

Σρήκα 6-31.  Σπλάξηεζε θαηαθόξπθσλ κεηαηνπίζεσλ U.  
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Σρήκα 6-32.  Σπλάξηεζε νξηδόληησλ κεηαηνπίζεσλ W.  

6.3.2 Δπελέξγεζε κε ηέλνληα κε ύπαξμε ηξηβήο ρσξίο βαξύηεηα 

Τν δεύηεξν ζελάξην επελέξγεζεο πξνζζέηεη θαη ηνλ ζπληειεζηή ηξηβήο θαη νπόηε ζεσξνύκε όηη 

ππάξρεη ηξηβή κεηαμύ ηνπ ηέλνληα θαη ηνπ βξαρίνλα . Tα αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα παξνπζηάδνληαη 

παξαθάησ αθνύ πξώηα παξνπζηαζζνύλ νη αξρηθέο ζπλζήθεο: 

 (0) 0w    (6-27) 

 (0) 0u    (6-28) 

                                                                     (0) 0                                                                       (6-29) 

                                                     1 2(0) (0) T (0) 8N T                                              (6-30) 

                                   1 2( (0) (0))R 0.24CSM T T Nm                                                         (6-31) 

                                                                   
(0) 0q N

                                                                    (6-32) 

                                                                  1(0) 8T N
                                                                    (6-33)                                                             

                                                                  2 (0) 0T 
                                                                       (6-34) 
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Σρήκα 6-33.  Μνξθή θεληξνβαξηθνύ άμνλα βξαρίνλα.  

 

Σρήκα 6-34.  Γσλία ζηξνθήο θ.  
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Σρήκα 6-35.  Δζσηεξηθή ξνπή Μ.  

 

 

Σρήκα 6-36.  Οξζή δύλακε Ν.  
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Σρήκα 6-37.  Γηαηκεηηθή δύλακε  Q.  

 

Σρήκα 6-38.  Γύλακε αξηζηεξνύ ηέλνληα (δελ επελεξγεί).  
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Σρήκα 6-39.  Γύλακε δεμηά ηέλνληα (επελεξγεί).  

 

 
 

 

Σρήκα 6-40.  Σπλάξηεζε θαηαθόξπθεο κεηαηόπηζεο U.  
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Σρήκα 6-41.  Σπλάξηεζε νξηδόληηαο κεηαηόπηζεο W.  

6.3.3 Δπελέξγεζε κε ηέλνληα κε ύπαξμε ηξηβήο θαη βαξύηεηαο 

Πιένλ εθόζνλ ερνπλ ηειεηώζεη ηα δύν πξώηα ζελάξηα επελέξγεζεο πξνζζέηνπκε θαη ηελ 

δύλακε ηεο βαξύηεηαο πνπ αζθείηαη ζηνλ βξαρίνλα. παξνπζηάδνληαη ηα αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα αθνύ 

αξρηθά παξνπζηαζζνύλ νη αξρηθέο ζπλζήθεο: 

 (0) 0u    (6-35) 

 (0) 0w    (6-36) 

                                                                 (0) 0                                                                           (6-37) 

                                                     1 2(0) (0) T (0) W 6.62N T                                               (6-38) 

                                   1 2( (0) (0))R 0.212CSM T T dW Nm                                                (6-39) 

                                                                
(0) 0q N

                                                                       (6-40) 

                                                                1(0) 8T N
                                                                      (6-41)                                                             

                                                                2 (0) 0T 
                                                                         (6-42) 
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Σρήκα 6-42.  Μνξθή θεληξνβαξηθνύ άμνλα ηνπ βξαρίνλα.  

 

Σρήκα 6-43.  Δζσηεξηθή ξνπή Μ.  
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Σρήκα 6-44.  Οξζή δύλακε Ν.  

 

Σρήκα 6-45.  Γηαηκεηηθή δύλακε Q.  
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Σρήκα 6-46.  Γσλία ζηξνθήο θ.  

 

Σρήκα 6-47.  Γύλακε αξηζηεξνύ ηέλνληα (δελ επελεξγεί).  
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Σρήκα 6-48.  Γύλακε δεμηά ηέλνληα (επελεξγεί).  

 

Σρήκα 6-49.  Σπλάξηεζε θαηαθόξπθεο κεηαηόπηζεο U.  
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Σρήκα 6-50.  Σπλάξηεζε νξηδόληηα κεηαηόπηζεο W.  

Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη έλα ζπγθεληξσηηθό δηάγξακκα όπνπ γίλεηαη ζύγθξηζε κεηαμύ ησλ δύν 

κεζόδσλ (Green-Lagrange)-(Euler-Bernoulli) ζην θαηά πόζν δηαθέξεη ε κνξθή ηνπ βξαρίνλα ζε 

δηαθνξεηηθά ζελάξηα επελέξγεζεο.Πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη ρξζηκνπνηείηαη βξαρίνλαο κε κηθξόηεξν 

κέηξν ειαζηηθόηεηαο ζε ζπκπίεζε ώζηε λα θαίλεηαη ε δηαθνξνπνίεζε ησλ δύν κεζόδσλ 

 

Σρήκα 6-51. Σπγθξηηηθό δηάγξακκα ησλ δύν κεζόδσλ 
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Όπσο γίλεηαη εκθαλέο ππάξρεη δηαθνξνπνίεζε ζηελ κνξθή ησλ βξαρηόλσλ. Οζν κεγαιώλεη ε 

δύλακε επελέξγεζεο ηόζν νη θακπύιεο δηαθνξνπνηνύληαη. 

6.4 Σπκπεξάζκαηα 

Παξαηεξνύκε όηη όηαλ ππάξρεη ηξηβή νη δπλάκεηο ησλ ηελόλησλ δελ είλαη πηα ζηαζεξέο. 

Δπίζεο όηαλ δελ ππάξρεη βαξύηεηα ην ξνκπόη έρεη ζηαζεξή εζσηεξηθή ξνπή θαη άξα έρεη 

ζηαζεξή θακππιόηεηα.Αξα ζε κηα δηαζηεκηθή εθαξκνγή ηζρύεη ε παξαδνρή ζηαζεξήο θακππιόηεηαο 

θαη άξα ε θηλεκαηηθή ζηαζεξήο θακππιόηεηαο.Από ην δηάγξακκα 6-51 θαίλεηαη όηη ηα δύν κνληέια 

δηαθέξνπλ δηόηη ην Bernulli ρξεζηκνπνηεί κηα γξακκηθνπνηεκέλε εθδνρή ηνπ Green-Langrange θαη έηζη 

γηα ππεξειαζηηθά πιηθά ην Green-Langrange ππεξηεξεί ηνπ Βernulli. 
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7 Πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα  

 

7.1 Δηζαγσγή 

Τν ζεσξεηηθό κέξνο γηα δηαπηζησζεί αλ επζηαζεί, ζα πξέπεη λα ζπλνδεύεηαη από πεηξακαηηθή 

επαιήζεπζε. Σηα πξνεγνύκελα θεθάιαηα παξνπζηάζηεθαλ δύν κνληέια πνπ πεξηγξάθνπλ ην ζρήκα 

ηνπ ξνκπόη, έλα από ηε θιαζζηθή κεραληθή θαη έλα από ηε ζεσξία ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ. Σην 

πεηξακαηηθό κέξνο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο ρξεζηκνπνηήζεθε έλα εύθακπην ξνκπόη ην νπνίν 

απνηειείηαη από πιαζηηθέο θιάηδεο (θέηεο) ζε ειεηθνεηδέο ζρήκα νη νπνίεο πεξηθεξηαθά έρνπλ νπέο 

ώζηε λα πεξλνύλ ηξεηο ηέλνληεο. Δπίζεο έρνπλ ηξεηο κεγαιύηεξεο νπέο ώζηε λα πεξλνύλ ηξεηο 

πλεπκαηηθνί ζσιήλεο νη νπνίνη απνηεινύλ θαη ηνλ θνξκό ηνπ ξνκπόη δηόηη πξνζδίδνπλ ηηο ηδηόηεηεο 

ζηξνθηθνύ θαη γξακκηθνύ ειαηεξίνπ.  

Αξρηθά ην ξνκπόη απνηεινύληαλ από δύν ηέηνηα ηκήκαηα δειαδή είρε ζπλνιηθά έμη ηέλνληεο θαη 

έμη πλεπκαηηθνύο ζσιήλεο όπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα 7-1: 

 

Σρήκα 7-1.  Αξρηθή κνξθή ξνκπόη.  

Όπσο θαίλεηαη  ζην Σρήκα 7-1 αξρηθά ην ξνκπόη απνηεινύηαλ από δύν ηκήκαηα ελσκέλα κε έλα 

πιαζηηθό ζύλδεζκν. Οη αδηάθαλεηο θιάηδεο απνηεινύλ έλα ειηθνεηδέο ζπλερέο κέζν ελώ νη καύξνη 

Τμήμα 1 

Τμήμα 2 

Σύνδεσμος 
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ζσιήλεο είλαη  πλεπκαηηθνί . Αλ εζηηάζνπκε πεξηζζόηεξν ζηε θσηνγξαθία θαη θάλνπκε κεγέζπλζε βι, 

Σρήκα 7-2 ζα δνύκε όηη νη πλεπκαηηθνί ζσιήλεο απνηεινύληαη από ‘ζπεηξεο’ : 

  

Σρήκα 7-2.  Σπείξεο ησλ πλεπκαηηθώλ ζσιήλσλ.  

Γηα ηηο αλάγθεο ηνπ πεηξάκαηνο έγηλε απνζύκπιεμε ησλ δύν ηκεκάησλ ηνπ ξνκπόη θαη 

θξαηήζεθε κόλν ην πξώην ηκήκα, βι. Σρήκα 7-3 ην νπνίν είλαη παθησκέλν ζηε βάζε.Σην Σρήκα 7-3 

παξνπζηάδεηαη ε ηειηθή κνξθή ηνπ ξνκπόη ύζηεξα από ηνλ δηαρσξηζκό ησλ δύν ηκεκάησλ.  
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Σρήκα 7-3.  Tειηθή κνξθή ηνπ ξνκπόη ύζηεξα από ηνλ δηαρσξηζκό ησλ δύν ηκεκάησλ.  

Όπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα 7-3 ζηελ άθξε ηνπ ξνκπόη έρεη κείλεη ν πιαζηηθόο ζύλδεζκνο ν 

νπνίνο ζπλδέεη ηα δύν ηκήκαηα ηνπ ξνκπόη αιιά δελ ζπκπεξηιακβάλεηαη ζην κήθνο ηνπ ξνκπόη γηα 

ηα πεηξάκαηα δηόηη απνηειείηαη από άιιν πιηθό θαη έρεη άιιε κνξθή ζπλεπώο δελ απνηειεί επέθηαζε 

ηνπ ξνκπόη.  

Σην πεηξακαηηθό κέξνο, έγηλαλ δύν πεηξάκαηα ην πξώην ρσξίο  βαξύηεηαο θαη νπόηε ην ξνκπόη 

αθνπκπά ζε κία βάζε θαη ην δεύηεξν κε βαξύηεηα θαη έηζη ην ξνκπόη αησξείηαη θαη έρεη θαηαθόξπθε 

κνξθή.  

7.2 Πξώην πείξακα κε έιιεηςε βαξύηεηαο 

Αξρηθά έγηλε πείξακα ρσξίο ηε βαξύηεηα, ην ξνκπόη ζηεξηδόηαλ ζε κία βάζε ώζηε λα εμηζνξξνπείηαη 

ε δύλακε ηεο βαξύηεηαο από ηε θάζεηε αληίδξαζε ηεο βάζεο ελώ ε επελέξγεζε δίλεηαη κόλν από 

έλαλ ηέλνληα. Ηδηαίηεξε πξνζνρή έπξεπε λα δνζεί ζηε ηνπνζέηεζε ηεο πάθησζεο από πιεμηγθιάο ηνπ 

ξνκπόη ζηε κέγγελε ζηήξημεο ώζηε ε θίλεζε από ηνλ ηέλνληα λα είλαη παξάιιειε κε ηελ βάζε 

ζηήξημεο ηνπ ξνκπόη.Τν ξνκπόη αθνύ αζθεζεί ε επελέξγεζε θηλείηαη ζηελ επίπεδε βάζε θαη απνηειεί 

κηα επίπεδε θακπύιε,  όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 7-4  

Ζ επελέξγεζε γίλεηαη κε έλα δπλακόκεηξν ην νπνίν πξνζδέλεηαη ζηνλ ηέλνληα θαη έηζη όηαλ 

ηξαβάκε ηνλ ηέλνληα κε ην δπλακόκεηξν δηαβάδνπκε ηε δύλακε ηεο επελέξγεζεο. Με ην δπλακόκεηξν 

αζθήζακε δπλάκεηο κε εύξνο από 0-24 Ν. 

Έλαο ιόγνο γηα ηνλ νπνίν αξρηθά επηιέρηεθε λα γίλεη πείξακα κε έιεηςε ηεο βαξύηεηαο είλαη γηα 

λα κπνξέζεη λα πξνζδηνξηζζεί ην γηλόκελν (ΑΔ) θαη (ΔΗ). Απηα ηα δύν γηλόκελα γεληθα είλαη 

ζπλαξηήζεηο ηεο θακππιόηεηαο ζε θάζε ζεκείν ηνπ: 
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                             (x,k)EI EI   (7-1) 

                            (x,k)     (7-2) 

Σπλνπηηθά γηα λα γίλεη πην θαηαλνεηό νη παξάκεηξνη-γηλόκελα εμαξηώληαη από ηε θακππιόηεηα 

ζε θάζε ζεκείν x ηνπ απαξακόξθσηνπ βξαρίνλα.Τν λα βξεζνύλ αλαιπηηθέο ζρέζεηο πνπ 

πεξηγξάθνπλ απηά ηα γηλόκελα είλαη πξαθηηθά πνιύ δύζθνιν .ζεσξνύκε όκσο όηη ε θακππιόηεηα 

εμαξηάηαη από ηε δύλακε επελεξγεζεο θαη έηζη νη (7-1) θαη (7-2) κεηαηξέπνληαη ζηηο (7-3) θαη (7-4) 

αληίζηνηρα.  

Ζ πξνζέγγηζε πνπ αθνινπζήζεθε είλαη λα βξεζνύλ ηζνδύλακα γηλόκελα πνπ ζα πξνζεγγίδνπλ όζν 

θαιύηεξα γίλεηαη αλάινγα κε ηελ επελέξγεζε ηηο δύν απηέο ζπλαξηήζεηο. Γειαδή ηα AE  θαη EI  είλαη 

ζπλάξηεζε ηνπ x  θαη ηεο δύλακεο ηνπ ηέλνληα. 

   

                       (x, ) (x, ) ( )EI ό EI ύ EI        (7-3) 

                       AE(x, ) (x, ) ( )ό ύ         (7-4) 

7.3 Πξνζδηνξηζκόο ηνπ εύξνπο ηνπ γηλνκέλνπ ΔΙ 

Ο πξνζδηνξηζκόο ηνπ ηζνδύλακνπ ΔΗ απαηηεί ηδηαίηεξε επεμεξγαζία. Σθνπόο είλαη πεηξακαηηθά λα 

βξνύκε πεξίπνπ πνπ βξίζθεηαη ε ηηκή ηνπ ΔΗ ώζηε ζηελ ζπλέρεηα έλαο αιγόξηζκνο trial and error λα 

ςάρλεη ηε βέιηηζηε ηηκή ηνπ ΔΗ έηζη ώζηε ην κέηξν ηεο δηαθνξάο κεηαμύ ηεο ζεζεο ηνπ ειεύζεξνπ 

άθξνπ από ην πείξακα θαη ηεο ζέζεο ηνπ ειεύζεξνπ άθξνπ από ην καζεκαηηθό κνληέιν λα 

ειαρηζηνπνηείηαη. 

      Αξρηθά παξνπζηάδεηαη ε εμίζσζε πνπ ζπλδέεη ηε γσλία ζηξνθήο κε ηελ ξνπή θαη ηηο κεηαηνπίζεηο 

από ην κνληέιν ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ: 

                  cos( ) cos( ) tan( )( 1)sin( )o odu duM d d d

EI dx dx dx dx dx

  
          (7-5) 

H (8-5) απνηειεί ηελ ζρέζε ξνπήο M  γσλίαο εθηξνπήο   κε ηηο κεηαηνπίζεηο ηνπ θεληξνβαξηθνύ 

άμνλα θαηά x θαηεύζπλζε , ou  θαη θαηά y θαηεύζπλζε, ow . 

Αλ δηαθξηηνπνηεζεί απηή ε εμίζσζε κε βήκα Γx όπνπ Γx ε απόζηαζε θάζε θιάηδαο ζηελ 

απαξακόξθσηε θαηάζηαζε,  πξνθύπηεη ε παξαθάησ εμίζσζε: 

             
( ) ( )

cos( ) cos( ) tan( )( 1)sin( )
( )

i o i i i o i
i i i i

i

M u u

EI x x x x x

   
   

    
    

    
  (7-6) 

Aπηή κε δηαθξηηνπνίεζε γηα θάζε θιάηδα γίλεηαη 

      1 11 1cos( ) cos( ) tan( )( 1)sin( )
( )

i i i io o o oi i
i i i i

i

u u u uM

EI x x x x x

       
     

   
    

    
  (7-7) 

Όηαλ γίλεηαη επελέξγεζε ρσξίο βαξύηεηα ε εζσηεξηθή ξνπή ζα ηζνύηαη κε: 

 iM TR   (7-8) 

πνπ Τ ε δύλακε από ηνλ ηέλνληα θαη R ε αθηίλα ηεο δηαηνκήο ηνπ βξαρίνλα.  

Αλ εθαξκνζηεί  επελέξγεζε έζησ T θαη γηα θάζε θιάληδα κεηξεζνύλ νη κεηαηνπίζεηο ηνπ θέληξνπ 

βάξνπο θαηαθόξπθα θαη νξηδόληηα,  όπσο θαη νη γσλίεο ζηξνθήο ζα πξνθύςνπλ από ηελ (7-6) κε 

επίιπζε σο πξνο ( )i  ηηκέο γηα ην ΔΗ. Με απηόλ ηνλ ηξόπν κπνξνύκε λα βξνύκε πεξίπνπ ηελ 

πεξηνρή ηηκώ ηνπ ΔΗ γηα ζπγθεθξηκέλε επελέξγεζε.  Απηό ην εύξνο ζα θαλεί πνιύ ρξήζηκν ζηε 
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ζπλέρεηα. Τξαβήρηεθαλ θσηνγξαθίεο νη νπνίεο απεηθόληδαλ ηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηνπ 

ξνκπόη όηαλ κε ην δπλακόκεηξν αζθνύζακε δύλακε όηαλ κε απηό ηαλύακε ηνλ ηέλνληα. Με 

θαηαγξαθή ηεο δύλακεο ρξήζε ηεο (7-8) κεηξηέηαη ε ζηαζεξή ξνπή. Απν ηηο θσηνγξαθίεο 

κεηξηήζεθαλ νη κεηαηνπίζεηο ,o ou w θαζώο θαη ε γσλία ζηξνθήο θ ελώ κε ρξήζε ηεο 7-6 

πξνζδηνξίδεηαη θάζε ( )i . Σην  Σρήκα 7-4 θαίλεηαη ε δηαδηθαζία γηα κηα ηπραία θιάηδα θαη νκνίσο ην 

ίδην έγηλε γηα θάζε θιάηδα από ηηο θσηνγξαθίεο πνπ ηξαβήρηεθαλ: 

θλάηζα i

θλάηζα i
ui wi

x

y

θλάηζα i+1

θλάηζα i+1

ui+1

wi+1

 

Σρήκα 7-4.  Απεηθόληζε ηνπ ξνκπόη κε δηαθξηηνπνίεζε από θιάηδεο γηα εύξεζε ηνπ ΔΙ.  

Όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 7-4 γηα παξάδεηγκα ε θιάηδα i θαη i+1 κεηαηνπίδνληαη θαη ζηξέθνληαη. 

Οη κεηαηνπίζεηο θαη νη ζηξνθέο κεηξήζεθαλ από ηίο θσηνγξαθίεο θαη αληηθαηαζηάζεθαλ ζηε  (7-7) κε 

απνηέιεζκα γηα θάζε επελέξγεζε κε εύξνο 0-24 Ν λα βξεζεί έλα εύξνο γηα ην ΔΗ από 0. 006 έσο 0. 

07 
2m  .  

 
20.003 0.07EI Nm    (7-9) 

Από ηελ αλίζσζε 8-9 δεκηνπξγνύληαη όξηα γηα ην  . 

Σην παξάξηεκα B παξνπζηάδνληαη θσηνγξαθίεο ηνπ ξνκπόη από ην πείξακα πνπ έγηλε ην νπνίν 

δείρλεη ηελ κεηαηόπηζε θάζε θιάηδαο όπσο παξνπζηάδεηαη θαη ζην Σρήκα 7-4.  

7.4 Πξνζδηνξηζκόο ηνπ εύξνπο ηηκώλ ηεο παξακέηξνπ ΑΔ 

Τν εύξνο ηεο παξακέηξνπ ΑΔ ζα βξεζεί κε έλαλ πην εκπεηξηθό-πξαθηηθό ηξόπν.  

Αλ γίλεη ε ππόζεζε όηη ν βξαρίνλαο είλαη κία ζπκπαγήο δνθόο ε νπνία έρεη αθηίλα δηαηνκήο: 

                                      0.03CSR m   (7-10) 

Τν πιηθό ηνπ βξαρίνλα είλαη από silicone-rubber πνιπκεξέο κε κέηξν ειαζηηθόηεηαο : 

                                   
70.02 2*10GPa Pa   (7-11) 

Καη απηή ε ηηκή πξέπεη λα ηνληζηεί όηη είλαη ε πην . Υπάξρνπλ θαη ηύπνη ηνπ ίδηνπ πιηθνύ κε ηάμεηο 

κεγέζνπο θάησ από ηελ ηηκή πνπ δίλεηαη ζηελ εμίζσζε (7-11) 

φ 



 
103/127 

Απηό ζα έδηλε γηα ην ΑΔ κία ηηκή: 

                          
2 7 2 7 32*10 6 0.03 10 6 10CSAE R        (7-12) 

Με απηό ηνλ ηξόπν πνξζδηνξίζηεθε ην εύξνο κέζα ζην νπνίν βξίζθεηαη ην AE    

                                 0 18850AE Newton    (7-13) 

7.5 Πξνζδηνξηζκόο ησλ παξακέηξσλ ΑΔ-ΔΙ κέζσ πεηξάκαηνο από 
επελέξγεζε ελόο ηέλνληα ρσξίο βαξύηεηα.  

Αξρηθά ην πξώην βήκα ηνπ πεηξάκαηνο είλαη λα δεκηνπξγεζεί έλαο πίλαθαο κε ηξεηο ζηήιεο, ε πξώηε 

ζηήιε ζα πεξηέρεη ηελ δύλακε επελέξγεζεο θαη νη άιιεο δύν ηηο ζπληεηαγκέλεο x θαη y ηεο άθξεο ηνπ 

ξνκπόη. Σηε ζπλέρεηα ζα δεκηνπξγεζεί έλαο αιγόξηζκνο ν νπνίνο ζα απνηειείηαη από δύν δνκέο for 

πνπ ζα ηξέρνπλ ζηα εύξε γηα ην ΑΔ θαη ην ΔΗ πνπ βξήθακε πεηξακαηηθά θαη κέζα ζε απηέο ζα ππάξρεη 

ην θξηηήξην λα ειαρηζηνπνηείηαη ε απόζηαζε κεηαμύ ηνπ πεηξακαηηθνύ θαη ηνπ ζεσξεηηθνύ ζεκείνπ 

(λόξκα). ν θώδηθαο παξνπζηάδεηαη παξαθάησ ζε απινπνηεκέλε κνξθή ςεπδσθώδηθα: 

 

H καζεκαηηθή έθθξαζε ηεο λόξκαο n  νξίδεηαη σο ε απόιπηε ηηκή ηεο δηαθνξάο ησλ δηαλπκάησλ 

ζέζεο ηνπ expr  πνπ είλαη ην πεηξακαηηθό θαη ηνπ simr  πνπ είλαη ην ζεσξεηηθό: 

 exp simn r r    (7-14) 

Σρήκα 7-5.  Aιγόξηζκνο γηα εύξεζε ησλ παξακέηξσλ ΑΔ θαη ΔΙ.  

Μέζσ ηνπ αιγνξίζκνπ από ην Σρήκα (7-5) πξνζδηνξίδεηαη γηα θάζε επελέξγεζε κηα ηηκή γηα ην AE  

θαη κηα ηηκή γηα ην EI  πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ κερακηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ βξαρίνλα.Με ιίγα ιόγηα 

αλάγνπκε ηνλ βξαρίνλα ζε έλα ζηξνθηθό θαη έλα γξακκηθό ειαηήξην ησλ νπνίσλ νη ζηαζεξέο 

αιιάδνπλ κε ηελ επελέξγεζε. 

Έγηλαλ πνιιέο επελεξγήζεηο θαη έηζη παξνπζηάδεηαη ν πίλαθαο 7-1 πνπ ζα πεξηέρεη ζηε πξώηε ζηήιε 

ηελ δύλακε ελώ  δεύηεξε θαη ηε ηξίηε ην πνπ βξίζθεηαη ε ζέζε ηνπ ξνκπόη.  

Πίλαθαο 7-1.  Πίλαθαο κε δύλακε θαη ζέζε ηνπ άθξνπ ηνπ ξνκπόη.  

Δφναμη(N) x συντέτ. (m) y συντέτ. (m) 

1. 962 0. 14150275 0. 02981786 

2. 943 0. 13846154 0. 0360989 

1. 962 0. 141565 0. 02981786 

3. 924 0. 13712637 0. 04285055 

4. 16925 0. 13607143 0. 04730769 

4. 905 0. 13434066 0. 04879121 



 
104/127 

5. 886 0. 13112473 0. 05575797 

6. 9651 0. 12502747 0. 06548736 

7. 3575 0. 12248159 0. 06974258 

7. 99515 0. 12197802 0. 06972527 

8. 4366 0. 11752747 0. 07557692 

8. 6328 0. 11785714 0. 07434066 

9. 6138 0. 11950549 0. 07574176 

9. 5157 0. 11839286 0. 07697802 

6. 3765 0. 13063187 0. 05876374 

4. 4145 0. 13434066 0. 04936813 

5. 34645 0. 1293956 0. 05711538 

9. 81 0. 11703297 0. 07722527 

10. 791 0. 11126374 0. 08241758 

10. 9872 0. 11291209 0. 07994505 

12. 2625 0. 10879121 0. 08406593 

11. 9682 0. 11208791 0. 08324176 

12. 9492 0. 10549451 0. 08736264 

13. 29255 0. 10879121 0. 08571429 

13. 734 0. 10384615 0. 08983516 

14. 2245 0. 10384615 0. 09313187 

14. 9112 0. 10137363 0. 09230769 

15. 4017 0. 10467033 0. 09478022 

16. 1865 0. 09725275 0. 0956044 

16. 5789 0. 09230769 0. 0989011 

17. 2656 0. 09230769 0. 09807692 

17. 60895 0. 08406593 0. 10384615 

18. 8352 0. 08076923 0. 10549451 

18. 1485 0. 07541209 0. 10631868 

19. 8162 0. 07417582 0. 10631868 

23. 8383 0. 06494505 0. 10879121 

20. 3067 0. 07666978 0. 10714286 

20. 601 0. 07449808 0. 10714286 

22. 563 0. 0706261 0. 10901703 

21. 4839 0. 07072912 0. 10960137 

 

Tα ζεκεία ηνπ πίλαθα 7-1 θαίλνληαη ζην Σρήκα 7-6 
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Σρήκα 7-6.  Σπληεηαγκέλεο ηνπ άθξνπ ηνπ ξνκπόη αλάινγα κε ηελ επελέξγεζε από ηνλ 
ηέλνληα.  

Σύκθσλα κε ηνλ αιγόξηζκν πνπ παξνπζηάδεηαη ζην Σρήκα 7-5 ώζηε λα ειαρηζηνπνηείηαη ε λόξκα 

ηεο απόζηαζεο ηνπ πεηξακαηηθνύ ζεκείνπ θαη ηνπ ζεκείνπ πνπ πξνθύπηεη από ην κνληέιν ησλ 

κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ πξνθύπηνπλ ηα παξαθάησ δηαγξάκκαηα γηα ηηο ηηκέο ηνπ ΑΔ θαη ηνπ ΔΗ πνπ 

θαηά δεύγε γηα ηελ ίδηα δύλακε ειαρηζηνπνηνύλ ηε λόξκα (απόζηαζε κεηαμύ ζεσξεηηθνύ θαη 

πεηξακαηηθνύ ζεκείνπ): 

 

Σρήκα 7-7.  ΑΔ παξάκεηξνο πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ n αλάινγα κε ηελ δύλακε επελέξγεζεο.  
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Σρήκα 7-8.  ΔΙ παξάκεηξνο πνπ ειαρηζηνπνηεί ηε n αλάινγα ηε δύλακε επελέξγεζεο.  

Όπσο θαίλεηαη κπνξνύλ λα πξνζαξκνζηνύλ θακπύιεο ζηα παξαπάλσ Σρήκαηα 7-7, 7-8 θαη έηζη 

κε ρξήζε ηνπ εξγαιείνπ ηνπ matlab παξνπζηάδνληαη νη θακπύιεο πξνζαξκνγήο ζηα πεηξακαηηθά 

δεδνκέλα: 

 

 

Σρήκα 7-9.  Κακπύιε πξνζαξκνγήο ζηελ παξάκεηξν ΑΔ πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ n.  
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Όπσο θαίλεηαη ε εμίζσζε αλάινγα κε ηελ δύλακε επελέξγεζεο T γηα ηελ παξάκεηξν ΑΔ 

πξνθύπηεη: 

                      
5 4 3 2(T) 0.0026 0.17 3.5 20 81 42AE T T T T T        (7-15) 

 

Σρήκα 7-10.  Κακπύιε πξνζαξκνγήο γηα ην ΔΙ πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ n.  

Γηα ηελ παξάκεηξν ΔΗ πξνθύπηεη ε παξαθάησ εμίζσζε πνπ θαηαζθεπάδεηαη από πξνζαξκνγή 

ζηα δεδνκέλα πνπ ειαρηζηνπνηνύλ ηελ λόξκα: 

 ( ) 0.0013 0.025EI T T    (7-16) 

Όπνπ κε Τ ζπκβνιίδεηαη ε δύλακε επελέξγεζεο από ηνλ ηέλνληα.  

Σηα ζρήκαηα 7-9 θαη 7-10 παξαηεξνύκε όηη όζν απμάλεηαη ε δύλακε θαη άξα απμάλεηαη ε 

δπλακηθή ελέξγεηα παξακόξθσζεο ηνπ βξαρίνλα ν βξαρίνλαο γίλεηαη όιν θαη πην δύζθακπηνο ηόζν 

θαηά ηελ αμνληθή παξακόξθσζε όζν θαη θαηά ηε ζηξνθηθή ηνπ ειαζηηθόηεηα. Απηό όπσο θαίλεηαη 

ζπκβαίλεη ζηαδηαθά δηόηη όπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα 7-2 νη πλεπκαηηθνί ζσιήλεο πνπ είλαη ν θνξκόο 

ηνπ βξαρίνλα απνηεινύληαη από ‘ζπείξεο’. Όζν παξακνξθώλεηαη ν βξαρίνλαο ιόγσ αύμεζεο ηεο 

δύλακεο επελέξγεζεο όιν θαη πεξηζζόηεξν ηόζν νη ζπείξεο ζηαδηαθά αθνπκπνύλ ε κία ζηελ άιιε 

έηζη ώζηε θαηά ηελ αμνληθή θαηεύζπλζε ν βξαρίνλαο λα γίλεηαη όιν θαη πην δύζθακπηνο. Δπίζεο απηό 

νδεγεί θαη ζην όηη ε ηθαλόηεηα ζηξνθήο ηνπ βξαρίνλα γίλεηαη πην ρακειή δηόηη ε ζηξνθηθή δπζθακςία 

απμάλεηαη θαη απηή ζηαδηαθά ιόγσ ηνπ όηη όπσο πξναλαθέξζεθε νη ζπείξεο αθνπκπνύλ κεηαμύ ηνπο. 

Δηζη κπνξεί λα εμεγεζεί ην γηαηί νη δύν ζπλαξηήζεηο παξεκβνιήο ησλ Σρεκάησλ 7-9 θαη 7-10 είλαη 

ζπλαξηήζεηο νη νπνίεο απμάλνπλ ην κέγεζόο ηνπο όηαλ απμάλεηαη ε δύλακε επελέξγεζεο ζην εύξν 

πνπ εξγαζηήθακε κε ην ζπγθεθξηκέλν ξνκπόη. Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη ην Σρήκα 7-11 πνπ εθθξάδεη 

ην ζθάικα (λόξκα) ηεο ζέζεο ηνπ άθξνπ ηνπ ξνκπόη κεηαμύ ηνπ πεηξακαηηθνύ κνληέινπ θαη ηνπ 
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κνληέινπ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ αλάινγα κε ηελ επελέξγεζε πνπ δέρεηαη ην ξνκπόη από έλαλ 

ηέλνληα 

 

Σρήκα 7-11.   Γηαθνξά ηεο ζέζεο ηνπ άθξνπ ηνπ ξνκπόη κεηαμύ ηνπ πεηξακαηηθνύ κνληέινπ 
θαη ηνπ κνληέινπ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ.  

Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα ηεο ζέζεο ηνπ άθξνπ ηνπ ξνκπόη όπσο θαη 

ηα ζεσξεηηθά από ην κνληέιν ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ γηα ηελ αληίζηνηρε επελέξγεζε .  

 

Σρήκα 7-12.  Πεηξακαηηθά θαη αληίζηνηρα ζεσξεηηθά δεδνκέλα γηα ηε ζέζε ηνπ ξνκπόη.  
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7.6 Σρνιηαζκόο ηνπ κνληέινπ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ θαη ηεο θιαζζηθήο 
κεραληθήο 

Σε απηό ην θεθάιαην εξγαζηήθακε κε ην κνληέιν ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ. Γίλεηαη ε ζεώξεζε ε 

νπνία ηζρύεη θαη ζηε πξάμε όηη ην κνληέιν ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ πξνζεγγίδεη θαιύηεξα έλα 

ζύζηεκα πνπ δέρεηαη κεγάιεο παξακνξθώζεηο. Βέβαηα ην ηη νξίδεηαη σο κεγάιε παξακόξθσζε δελ 

είλαη αθόκα ζαθέο ζηελ επηζηεκνληθή θνηλόηεηα θαη έηζη απηό πνπ πξνηείλεηαη είλαη λα δνθηκάδεηαη έλα 

κνληέιν θαη πξνβιέπεη ηθαλνπνηεηηθά ην πείξακα ηόηε ελδείθλπηαη γηα ρξήζε. Δηζη θαη ην κνληέιν ηεο 

θιαζζηθήο κεραληθήο νδεγεί ζηα αθξηβώο ίδηα απνηειέζκαηα κε ην κνληέιν ησλ κεγάισλ 

κεηαηνπίζεσλ γηα ηελ επελέξγεζε πνπ δέρεηαη ν ηέλνηαο θαη ην ζπγθεθξηκέλν ξνκπόη (δηάκεηξνο, 

κήθνο, πιηθό). Παξαηεξείηαη όηη απηά ηα δύν κνληέια δηαθνξνπνηνύληαη γηα κεγαιύηεξεο επελεξγήζεηο 

κε ζεσξεηηθή ππεξνρή ηνπ κνληέινπ ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ πνπ εμ νξηζκνύ πεξηγξάθεη κεγάιεο 

παξακνξθώζεηο. Τν ζπκπέξαζκα όκσο γηα ην ζπγθεθξηκέλν ξνκπόη είλαη όηη πξνθύπηνπλ αθξηβώο 

ηα ίδηα απνηειέζκαηα κε ειάρηζηεο απνθιίζεηο . 
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8 Πείξακα κε επίδξαζε ηεο δύλακεο ηεο βαξύηεηαο 

8.1 Δηζαγσγή 

Σην πξνεγνύκελν θεθάιαην πξνζδηνξίζακε ηηο πεξηνρέο ιεηηνπξγίαο ηνπ ξνκπόη γηα ηηο ηηκέο ηνπ ΔΗ 

θαη ηνπ ΑΔ αλάινγα κε ηελ επελέξγεζε πνπ δερόηαλ ην ξνκπόη από έλα ηέλνληα ρσξίο ηελ επίδξαζε 

ηεο βαξύηεηαο. Σε απηό ην θεθάιαην εηζάγεηαη θαη ε δύλακε ηεο βαξύηεηαο ελώ πάιη ε επελέξγεζε 

γίλεηαη από έλαλ ηέλνληα. Γίλεηαη ε παξαδνρή όηη ε βαξύηεηα δελ αιιάδεη ζεκαληηθά ηηο πεξηνρέο 

ιεηηνπξγίαο (βιέπε Πίλαθα 5-2) ηνπ κνληέινπ ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ ην νπνίν ζα ρξεζηκνπνηεζεί 

θαη γηα ην πείξακα 

8.2 Παξνπζίαζε ηνπ πεηξάκαηνο 

Πιένλ ην ξνκπόη βξίζθεηαη ζε θαηαθόξπθε θαηάζηαζε θαη έηζη επηδξά ε βαξύηεηα αθνύ δελ ππάξρεη 

βάζε ζηήξημεο όπσο ζην πξνεγνύκελν πείξακα. Τνπνζεηείηαη έλαο αηζζεηήξαο ζέζεο ζην ξνκπόη ν 

νπνίνο είλαη ζπλδεδεκέλνο κε ην ιεηηνπξγηθό ζύζηεκα ROS θαη κέζσ απηνύ κπνξνύκε λα έρνπκε ζε 

πξαγκαηηθό ρξόλν δεδνκέλα γηα ην πνπ βξίζθεηαη ε άθξε ηνπ ξνκπόη. Με έλα δπλακόκεηξν ην νπνίν 

είλαη ζπλδεδεκέλν κε έλαλ ηέλνληα γίλεηαη επελέξγεζε γηα δπλάκεηο από 0-8 Ν. Σην Σρήκα 8-1 

θαίλεηαη ε δηάηαμε ηνπ ξνκπό: 

g

x

Y

 

Σρήκα 8-1.  Βξαρίνλαο κε επίδξαζε ηεο βαξύηεηαο.  



 
111/127 

 

Οη δπλάκεηο δίλνληαη κε αύμνπζα ζεηξά θαη έηζη ζρεδηάδεηαη κηα ηξνρηά ζην επίπεδν εθόζνλ ε 

θακπύιε είλαη επίπεδε. Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη δηαγξάκκαηα ηα νπνία ζπγθξίλνπλ ηελ ηξνρηά πνπ 

δεκηνπξγείηαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ζε ζρέζε κε ηελ ηξνρηά πνπ δεκηνπξγείηαη από ην ζεσξεηηθό 

κνληέιν ησλ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ.  

Aξρηθά θαίλνληαη νη δύν ηξνρηέο (πεηξακαηηθή-ζεσξεηηθή) ζπλαξηήζεη ηεο αληίζηνηρεο δύλακεο: 

 

Σρήκα 8-2.  Tξνρηά ηνπ ειεύζεξνπ άθξνπ ζπλαξηήζεη ηεο δύλακεο, (ζεσξεηηθή-πεηξακαηηθή).  

 

Σρήκα 8-3.  Τξνρηέο (ζεσξεηηθή-πεηξακαηηθή) 
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Οη ζπληεηαγκέλεο πνπ παξνπζηάδνληαη δελ είλαη πξαγκαηηθέο, νη δύν θακπύιεο έρνπλ αλαρζεί ζε 

έλα ηδεαηό-θνηλό ζύζηεκα αλαθνξάο κε ζθνπό κόλν ηε ζύγθξηζή ηνπο θαη όρη ηελ εμαγσγή ηεο 

πιεξνθνξίαο ηνπ πνπ είλαη ην ειεύζεξν άθξν.  

Σην Σρήκα 8-4 παξνπζηάδεηαη ε απόζηαζε κεηαμύ ησλ αληίζηνηρσλ ζεκείσλ πεηξακαηηθό-

ζεσξεηηθό ηεο ηξνρηάο: 

 

Σρήκα 8-4.  Aπόζηαζε αληίζηνηρσλ ζεκείσλ (πεηξακαηηθό-ζεσξεηηθό) γηα ηελ ίδηα δύλακε 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 



 
113/127 

9 Σπκπεξάζκαηα θαη Mειινληηθή Eξγαζία 

9.1 Σπκπεξάζκαηα 

Σηε παξνύζα δηπισκαηηθή ν βξαρίνλαο ζεσξείηαη σο έλα ζπκπαγέο θπιηλδξηθό κέζσ ζηαζεξήο 

δηαηνκήο. Ζ επελέξγεζε έγηλε κε έλα δεύγνο αληαγσληζηώλ ηελόλησλ. Ζ βαζηθή ηδέα ήηαλ όηη κε 

θαηάιιειε αλαγσγή παξακέηξσλ κπνξεί λα πξνζνκνησζεί ε κεραληθή ελόο βξαρίνλα ν νπνίνο δελ 

είλαη νύηε απαξαίηεηα ζπκπαγήο όπσο θάλεθε από ην ξνκπόη ηνπ εξγαζηεξίνπ αιιά νύηε επίζεο 

έρεη ζπκπαγή δηαηνκή. Παξνπζηάζζεθαλ δύν κνληέια ην έλα κηθξώλ θαη ην άιιν κεγάισλ 

παξακνξθώζεσλ. Καη ηα δύν κνληέια ζπγθιίλνπλ ζηελ ίδηα ιύζε γηα ην ζπγθεθξηκέλν ξνκπόη κε 

επηηπρία αθνύ θαη ηα δύν πξνβιέπνπλ κε ε ρσξίο βαξύηεηα ην πνπ βξίζθεηαη ην ειεύζεξν άθξν ηνπ 

ξνκπόη κε αθξίβεηα θάησ ηνπ εθαηνζηνύ. Πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη αλ γηλόηαλ εθαξκνγή ζε έλα άιιν 

ξνκπόη ην νπνίν απνηειείηαη από άιιν πιηθό ην νπνίν ζπκπηέδεηαη πνιύ πεξηζζόηεξν ηόηε ην κνληέιν 

ησλ κεγάισλ παξακνξθώζεσλ πεξηγξάθεη θαιύηεξα ηελ κεραληθή ζπκπεξηθνξά ηνπ ξνκπόη. Πνιύ 

βαζηθό ζπκπέξαζκα πνπ πξνθύπηεη είλαη ην όηη νη ηζνδύλακεο ζηαζεξέο γξακκηθνύ θαη ζηξνθηθνύ 

ειαηηεξίνπ ηνπ ξνκπόη αιιάδνπλ κε ηελ δύλακε επελέξγεζεο θαη κάιηζηα απμάλνληαη όζν απμάλεηαη 

ε επελέξγεζε κέρξη λα έξζνπλ ζε επαθή όιεο νη ζπείξεο κεηαμύ ηνπο ώπνπ έθεη έρνπκε έλα άθακπην 

ζώκα κέγηζηεο γξακκηθήο θαη ζηξνθηθήο δπζθακςίαο 

9.2 Mειινληηθή Eξγαζία 

 Ζ κεινληηθή εξγαζία πεξηιακβάλεη ηξία ζηάδηα. Τν πξώην ζηάδην είλαη ε αλάιπζε ησλ κεγάισλ 

κεηαηνπίζεσλ από δύν δηαζηάζεηο θαη επίπεδν πξόβιεκα ζε ηξεηο δηαζηάζεηο θαη έηζη λα πξνβιέπεη 

πνπ βξίζθεηαη ην ειεύζεξν άθξν ηνπ ξνκπόη ζην ρώξν.  

Ωο δεύηεξν ζηάδην είλαη ε εηζαγσγή ησλ πλεπκαηηθώλ ζσιήλσλ ζην πξόβιεκα ηνπ ρώξνπ 

πιένλ, δηόηη αλ έρεη γίλεη ε αλάιπζε ηνπ πξώηνπ ζηαδίνπ ύζηεξα ε εηζαγσγή ηεο νπνηαδήπνηε 

επελέξγεζεο είλαη απινύζηεξε εξγαζία. Δηζη ζα ππάξρεη κηα αλάιπζε κέζσ κεραληθήο ζπλερνύο 

κέζνπ ε νπνία κε αθξίβεηα πξνβιέπεη πνπ βξίζθεηαη ην ειεύζεξν άθξν ηνπ βξαρίνλα ζην ρώξν θαη κε 

ηα δύν είδε επελεξγήζεσλ.  

Τν ηξίην ζηάδην είλαη λα γίλεη ε δπλακηθή κέζσ ηεο ζεσξίαο ηεο δπλακηθήο ζπλερνύο κέζνπ γηα 

εύθακπηεο δνθνύο. Απηό ζα κπνξέζεη πιένλ λα πξνβιέπεη αλάινγα κε ηηο επελεξγήζεηο , νη νπνίεο 

ζα ζπκβαίλνπλ γξήγνξα, ηηο επηηαρύλζεηο πνπ ζα πθίζηαηαη ν βξαρίνλαο. Αξρηθά ζα πξέπεη λα γίλεη 

γηα ην επίπεδν πξόβιεκα νπνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ εμηζώζεηο από ηελ αλάιπζε ησλ κεγάισλ 

κεηαηνπίζεσλ αιιά πιένλ ζα ππάξρνπλ θαη κεξηθέο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο δηόηη εηζάγεηαη θαη ε έλλνηα 

ηνπ ρξόλνπ. Σηε ζπλέρεηα ζα πξέπεη λα γίλεη δπλακηθή ηνπ ζπλερνύο κέζνπ θαη ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο 

ώζηε πιένλ λα ππάξρεη κηα νινθιεξσκέλε αλάιπζε γηα ην πώο ζπκπεξηθέξνληαη κεραληθά θαη 

δπλακηθά νη εύθακπηνη βξαρίνλεο.  
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11  Παξάξηεκα Α 

Σην παξάξηεκα απηό παξνπζηάδνληαη ελδεηθηηθά νη θώδηθεο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηελ παξνύζα 

εξγαζία.  

clear all 
RV=0. 05   ;   %aktina vraxiona (kataskeyastiko) 
Lo=0. 2     ; 
MAZA=2    ;   %maza vraxiona 
d=MAZA/Lo  ;   %kg/m,  maza ana monada mhkous toy vraxiona 
g=9. 81    ;   %epitaxysnh ths varythtas 
E=10^(5)   ;   %METRO ELASTIKOTHTAS 
I=pi*(RV^4/4);   %ROPH ADRANEIAS kyklikoy diskou (h diatomh einai kyklikos 

diskos) 
TO=50; 
T1=30;        %SE NEWTON (TO INPUT) (TO METRO THS) 
m=0. 2;       %syntelesths statikhs trivhs 
W=MAZA*g   ;   %varos vraxiona 
A=pi*RV^2  ;   %emvado diatomhs vraxiona 
d=0; % arxikh ypothesh 
for  l=1:10  
if (TO>T1||TO==T1) 
M_ARXIKH=-((TO-T1)*RV+(abs((d)))*W);%(arnhtikh)  %initialization  (an doyme 

to sxetiko frame fainetai oti einai <0 
a=1; 
end  
if (TO<T1) 
M_ARXIKH=((T1-TO)*RV+(abs(d))*W); 
a=-1;% (thetikh)  %initialization  (an doyme to sxetiko frame fainetai oti 

einai >0 
end   
ORTHH_ARXIKH=-(TO+W+T1);  
s=@(f, x) [-

(x(5)/(E*I))*((x(4)/(A*E)+1));a*m*x(2)*(x(5)/(E*I))*((x(4)/(A*E)+1));(+x(4)

+x(2)+x(6))*(x(5)/(E*I))*(x(4)/(A*E)+1)-(sin(x(1))*d*g);(-a*m*(x(2)+x(6))-

x(3))*(x(5)/(E*I))*(x(4)/(A*E)+1)+(cos(x(1))*d*g);(-a*RV*m*(+x(2)-

x(6))*(x(5)/(E*I))+x(3))*((x(4)/(A*E)+1));a*m*x(6)*(x(5)/(E*I))*(x(4)/(A*E)

+1)]; 
anw_orio=Lo; %panw orio epilyshs diaforikwn  
katw_orio=0;  %katw orio epilyshs diaforikwn 
  %initialization 
   options=odeset('MaxStep', 0. 2*1e-4); 
[rad, xa]=ode45(s, [katw_orio, anw_orio], [0, TO, 0, ORTHH_ARXIKH, 

M_ARXIKH, T1], options);%energopoioyme thn ode45 me tis arxikes synthhkes 

  
plhthos=size(xa); 
n=plhthos(1);     %plhthos orwn 
number=n-1;%arithmos diasthmatwn gia oloklhrwsh 
b=Lo;a=0; 
bhma=(b-0)/number; 
f=xa(:, 1);T11=xa(:, 2);Q=xa(:, 3);N=xa(:, 4);M=xa(:, 5);T22=xa(:, 6); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% ypologismos (X, Y) 
fx=zeros(n, 1); 
Ix=zeros(n, 1); 
sumx=zeros(n, 1); 
for i=1:n 
fx(i)=sin(f(i))*(N(i)/(A*E)+1); 
end; 
for i=2:n; 
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  sumx(i)=sumx(i-1, 1)+fx(i, 1); 
end; 
steliko=0; 
for i=2:n; 
  steliko=steliko+bhma; 
  Ix(i+1, 1)=(steliko-0)/(2*(i-1))*(fx(1, 1)+fx(i, 1)+2*sumx(i-1, 1));  
end; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% prosdiorismos toy Y 
fy=zeros(n, 1); 
Iy=zeros(n, 1); 
sumy=zeros(n, 1); 
for i=1:n 
fy(i)=cos(f(i))*(N(i)/(A*E)+1); 
end; 
for i=2:n; 
  sumy(i)=sumy(i-1, 1)+fy(i, 1); 
end; 

  

  
steliko=0; 
for i=2:n; 
  steliko=steliko+bhma; 
  Iy(i+1, 1)=((steliko-0)/(2*(i-1))*(fy(1, 1)+fy(i, 1)+2*sumy(i-1, 1))); 

   
end; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% prosdiorismos ths ekentrothtas 
sum1=0; 
b=Lo;a=0; 
bhma=(b-a)/number; 

  
for i=2:n-1; 
sum1=sum1+Ix(i); 
end 
e(l)=(((b-0)/(2*number))*(Ix(1)+Ix(n)+2*sum1))/Lo; 
d=e(l); 
end 
A=(T11(n)+T22(n));    %(EPALHTHEYSH) 
B=sqrt(Q(n)^2+N(n)^2); 
figure 
plot(Ix, Iy, 'O')           %Ix=X  Iy=Y 
title('elastikh grammh') 
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Code 2 
clear all ; 
clc; 

  
%initialization 

  
%kataskeuastikes parametroi 
global a E I m R g ro ; 
MAZA=2; 
L=0. 15; 
R=0. 03; 

  
I=pi*(R^4/4); 
m=0; 
ro=MAZA/L; 
g=0; 
A=pi*R^2; 
W=MAZA*g; 

  
%INPUTS 
T1=0; 
TO=1570*9. 81/1000; 
xreal=0. 101373626 
yreal=0. 092307692 
A=0. 0026*TO^5-0. 17*TO^4+3. 5*TO^3-20*TO^2+81*TO-42 
I=0. 0013*TO+0. 025 
E=1; 
d=0; 
xo=0. 136071429 
yo=0. 047307692 

  

  
for v=1:10 
%ARXIKES SYNTHHKES (INITIALIZATION)        
%if (TO>T1||TO==T1) 
M_ARXIKH=-(((TO-T1)*R+abs(d)*W)); 
a=1; 

    
ORTHH_ARXIKH=-(TO+T1+W);  
s=@(f, x) [x(6)/(E*I*((cos(x(1))*(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 

+ 1) - cos(x(1)) + sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 

- (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 

+ 1) - 1)));-(x(6)*m*x(2))/(E*I*((cos(x(1))*(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 

1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 

1))/(tan(x(1))^2 + 1) - cos(x(1)) + sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - 

((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 

2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 1) - 1)));-

(x(6)*m*x(3))/(E*I*((cos(x(1))*(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 

+ 1) - cos(x(1)) + sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 

- (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 

+ 1) - 1)));g*ro*cos(x(1)) + (x(6)*(x(5) + m*(x(2) + 

x(3))))/(E*I*((cos(x(1))*(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 

+ 1) - cos(x(1)) + sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 

- (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 

+ 1) - 1)));- g*ro*sin(x(1)) - (x(6)*(x(4) + x(2) + 

x(3)))/(E*I*((cos(x(1))*(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 
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+ 1) - cos(x(1)) + sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 

- (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 

+ 1) - 1)));x(5)*abs((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - 

x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 1) - 

1)*(tan(x(1))^2 + 1)^(1/2) + (x(6)*R*m*(x(2) - 

x(3)))/(E*I*((cos(x(1))*(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 

+ 1) - cos(x(1)) + sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 

- (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 

+ 1) - 1)));-(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - 

x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 1);-

tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - 

x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 1) - 1);1;]; 

  
anw_orio=L;  %panw orio epilyshs diaforikwn  
katw_orio=0;  %katw orio epilyshs diaforikwn 
        %initialization; 
        options=odeset('MaxStep', 1e-4); 
[rad, xa]=ode45(s, [katw_orio, anw_orio], [0, TO, T1, ORTHH_ARXIKH, 0, 

M_ARXIKH, 0, 0, 0], options) ; 
%[rad, xa]=ode45(s, [katw_orio, anw_orio], [1. 7, 73. 0408591486200, 0 -73. 

0410667338315, 3. 92416662661111, -3. 39735696348321, -0. 0857095951417885, 

0. 0897940791191198, 0. 160000000000000], options)  
n=size(xa); 
KOMVOI=n(1); 

  
for i=1:KOMVOI; 
  w(i)=xa(i, 8); 
end 

   

  
sum=0; 
NUMBER=KOMVOI-1; %ARITHMOS DIASTHMATWN OLOKLHRWSHS 
for i=2:KOMVOI-1; 
  sum=sum+w(i); 
end; 
 d= ((L-0)/(2*NUMBER))*(0+w(KOMVOI)+2*sum)/L; 
 e(v)=d; 
end; 

  
for i=1:KOMVOI 
  u(i)=xa(i, 7); 
  w(i)=xa(i, 8); 

   
  x(i)=xa(i, 9)-abs(u(i)); 
  y(i)=w(i); 
end 

  
xsynt=x(KOMVOI) 
ysynt=y(KOMVOI) 
norma=sqrt((xsynt-xo)^2+(ysynt-yo)^2) 

  
dynamhakro=xa(i, 2)+xa(i, 3) 
eswterikhdynamhakro=xa(i, 4 
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code3 

clear all; 
syms NL A E u f m t1 t2 QL ro g ML E I XU R 

  
PARAMETER=u^2*tan(f)^2*0. 5+u*tan(f)^2+tan(f)^2*0. 5+0. 5*u^2+u-NL/(A*E); 
%GIA Z=0 MILAME GIA KENTROVARIKO STHN PANW EKSISWSH 
collect(PARAMETER, u)                           

  
b= (tan(f)^2 + 1) 
a=(tan(f)^2/2 + 1/2) 
c=tan(f)^2/2 - NL/(A*E) 
diakrinousa=b^2-4*a*c 

  
x1=(-b+sqrt(diakrinousa))/(2*a)  %DIALEGOYME AYTH 
x2=(-b-sqrt(diakrinousa))/(2*a)  %  <0 

  

  
XU=-(tan(f)^2 - ((tan(f)^2 + 1)^2 - (tan(f)^2/2 - NL/(A*E))*(2*tan(f)^2 + 

2))^(1/2) + 1)/(tan(f)^2 + 1) 
%XU=-(tan(f)^2 + ((tan(f)^2 + 1)^2 - (tan(f)^2/2 - NL/(A*E))*(2*tan(f)^2 + 

2))^(1/2) + 1)/(tan(f)^2 + 1) 
%XF=-ML/(2*E*I)*(cos(f)+cos(f)*XU-tan(f)*(XU+1)*sin(f))^(-

1)%edwwwwwwwwwwwww 
XF=-ML/(E*I)*(cos(f)+cos(f)*XU+tan(f)*(XU+1)*sin(f))^(-1)%swsto 

  

  
XT1=-m*t1*XF 
XT2=-m*t2*XF 
XN=(+m*(t1+t2)+QL)*XF+cos(f)*ro*g 
XQ=-(NL+t1+t2)*XF-sin(f)*ro*g 
XM=[R*m*(t1-t2)*XF+QL*abs(1+XU)*sqrt(1+tan(f)^2)] 

  
XW=tan(f)*(XU+1) 

 

Code 4 

clear all ; 
clc; 

  
%initialization 

  
%kataskeuastikes parametroi 
global a E I m R g ro ; 
MAZA=0. 140; 
L=0. 15; 
R=0. 03; 
E=1; 
I=0. 052; 
m=0; 
ro=MAZA/L; 
g=0; 
A=2300; 
W=MAZA*g; 

  
T1=0; 
T=1850*9. 81/1000; 
xreal=0. 075412088 
yreal=0. 106318681 
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A=0. 0026*T^5-0. 17*T^4+3. 5*T^3-20*T^2+81*T-42 
%I=0. 0013*T+0. 025 
I=2. 1*10^(-7)*T^4-8. 8*10^(-6)*T^3+7. 6*10^(-5)*T^2+0. 0018*T+0. 021 
E=1;  
d=0; 
for v=1:1; 
%ARXIKES SYNTHHKES (INITIALIZATION)         
%if (T>T1||T==T1) 
M_ARXIKH=-(((T-T1)*R+abs(d)*W)); 
a=1; 

    
ORTHH_ARXIKH=-(T+T1+W);  

  
s=@(f, x) [x(6)/(E*I*((cos(x(1))*(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 

+ 1) - cos(x(1)) + sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 

- (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 

+ 1) - 1)));-(x(6)*m*x(2))/(E*I*((cos(x(1))*(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 

1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 

1))/(tan(x(1))^2 + 1) - cos(x(1)) + sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - 

((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 

2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 1) - 1)));-

(x(6)*m*x(3))/(E*I*((cos(x(1))*(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 

+ 1) - cos(x(1)) + sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 

- (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 

+ 1) - 1)));g*ro*cos(x(1)) + (x(6)*(x(5) + m*(x(2) + 

x(3))))/(E*I*((cos(x(1))*(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 

+ 1) - cos(x(1)) + sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 

- (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 

+ 1) - 1)));- g*ro*sin(x(1)) - (x(6)*(x(4) + x(2) + 

x(3)))/(E*I*((cos(x(1))*(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 

+ 1) - cos(x(1)) + sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 

- (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 

+ 1) - 1)));(x(5)*abs((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 

- x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 1) - 

1)*(tan(x(1))^2 + 1)^(1/2) + (x(6)*R*m*(x(2) - 

x(3)))/(E*I*((cos(x(1))*(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 

+ 1) - cos(x(1)) + sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 

- (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 

+ 1) - 1))));-(tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - 

x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 1);-

tan(x(1))*((tan(x(1))^2 - ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - 

x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 1) - 1);1;]; 
anw_orio=L;  %panw orio epilyshs diaforikwn  
katw_orio=0;  %katw orio epilyshs diaforikwn 
        %initialization; 
        options=odeset('MaxStep', 1e-4); 
[rad, xa]=ode45(s, [katw_orio, anw_orio], [0, T, T1, ORTHH_ARXIKH, 0, 

M_ARXIKH, 0, 0, 0], options); 
%[rad, xa]=ode45(s, [katw_orio, anw_orio], [[[[[[1. 59 40 0 -40 -1. 

20000000000000 -0. 0216452161065434 0. 0374645761339145 0. 

0591452139428627]]]]]], options)  
n=size(xa); 
KOMVOI=n(1); 
f=xa(:, 1); 
for i=1:KOMVOI; 
  w(i)=xa(i, 8); 
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end 

   

  
sum=0; 
NUMBER=KOMVOI-1; %ARITHMOS DIASTHMATWN OLOKLHRWSHS 
for i=2:KOMVOI-1; 
  sum=sum+w(i); 
end; 
 d= ((L-0)/(2*NUMBER))*(0+w(KOMVOI)+2*sum)/L; 
 e(v)=d; 
end; 

  
for i=1:KOMVOI 
  u(i)=xa(i, 7); 
  w(i)=xa(i, 8); 

   
  x(i)=xa(i, 9)-abs(u(i)); 
  y(i)=w(i); 
end 
error1=sqrt((y(i)-yreal)^2+(x(i)-xreal)^2); 

  

  
for i=1:KOMVOI; 
  if (f(i)>1. 57); 
    counter=i; 
    break; 
  end 
end 
aa=xa(counter, 1)+0. 005;bb=xa(counter, 2);cc=xa(counter, 3);dd=xa(counter, 

4);ee=xa(counter, 5);ff=xa(counter, 6);gg=xa(counter, 7);h=xa(counter, 

8);ii=xa(counter, 9); 
d=0; 
for v=1:1 
%ARXIKES SYNTHHKES (INITIALIZATION)        
%if (T>T1||T==T1) 
M_ARXIKH=-(((T-T1)*R+abs(d)*W)); 
a=1;    
ORTHH_ARXIKH=-(T+T1+W);  
s=@(f, x)[x(6)/(E*I*(sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 + ((tan(x(1))^2 + 

1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 

1)/(tan(x(1))^2 + 1) - 1) - cos(x(1)) + (cos(x(1))*(tan(x(1))^2 + 

((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 

2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 + 1)));-

(x(6)*m*x(2))/(E*I*(sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 + ((tan(x(1))^2 + 

1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 

1)/(tan(x(1))^2 + 1) - 1) - cos(x(1)) + (cos(x(1))*(tan(x(1))^2 + 

((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 

2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 + 1)));-

(x(6)*m*x(3))/(E*I*(sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 + ((tan(x(1))^2 + 

1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 

1)/(tan(x(1))^2 + 1) - 1) - cos(x(1)) + (cos(x(1))*(tan(x(1))^2 + 

((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 

2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 + 1)));g*ro*cos(x(1)) + (x(6)*(x(5) + m*(x(2) 

+ x(3))))/(E*I*(sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 + ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 

1) - 1) - cos(x(1)) + (cos(x(1))*(tan(x(1))^2 + ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 

+ 1)));- g*ro*sin(x(1)) - (x(6)*(x(4) + x(2) + 

x(3)))/(E*I*(sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 + ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 
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1) - 1) - cos(x(1)) + (cos(x(1))*(tan(x(1))^2 + ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 

+ 1)));x(5)*abs((tan(x(1))^2 + ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - 

x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 1) - 

1)*(tan(x(1))^2 + 1)^(1/2) + (x(6)*R*m*(x(2) - 

x(3)))/(E*I*(sin(x(1))*tan(x(1))*((tan(x(1))^2 + ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 

1) - 1) - cos(x(1)) + (cos(x(1))*(tan(x(1))^2 + ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - 

(tan(x(1))^2/2 - x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1))/(tan(x(1))^2 

+ 1)));-(tan(x(1))^2 + ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - 

x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 1);-

tan(x(1))*((tan(x(1))^2 + ((tan(x(1))^2 + 1)^2 - (tan(x(1))^2/2 - 

x(4)/(A*E))*(2*tan(x(1))^2 + 2))^(1/2) + 1)/(tan(x(1))^2 + 1) - 1);1;]; 
anw_orio=L;  %panw orio epilyshs diaforikwn  
katw_orio=ii;  %katw orio epilyshs diaforikwn 
        %initialization; 
        options=odeset('MaxStep', 1e-5); 
%[rad, xa]=ode45(s, [katw_orio, anw_orio], [1. 7, T, T1, ORTHH_ARXIKH, 0, 

M_ARXIKH, 0, 0, 0], options) ; 
[rad, xa]=ode15s(s, [katw_orio, anw_orio], [aa, bb, cc, dd, ee, ff, gg, h, 

ii], options);  
n=size(xa); 
KOMVOI=n(1); 

  
for i=1:KOMVOI; 
  w(i)=xa(i, 8); 
end 

   

  
sum=0; 
NUMBER=KOMVOI-1; %ARITHMOS DIASTHMATWN OLOKLHRWSHS 
for i=2:KOMVOI-1; 
  sum=sum+w(i); 
end; 
 d= ((L-0)/(2*NUMBER))*(0+w(KOMVOI)+2*sum)/L; 
 e(v)=d; 
end; 

  
for i=1:KOMVOI 
  u(i)=xa(i, 7); 
  w(i)=xa(i, 8); 
  x(i)=xa(i, 9)-abs(u(i)); 
  y(i)=w(i); 
end 
%error10=sqrt((y(i)-yreal)^2+(x(i)-xreal)^2) 
error2=sqrt((y(i)-yreal)^2+(x(i)-xreal)^2) 
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12 Παξάξηεκα Β 

Σε απηό ην παξάξηεκα παξνπζηάδνληαη ελδεηθηηθά θαπνηεο θσηνγξαθίεο από ην πείξακα κε ηελ 

έιεηςε ηεο βαξύηεηαο. Αξρηθά παξνπζηάδεηαη ε απαξακόξθσηε θαηάζηαζε θαη ζηε ζπλέρεηα 

παξακνξθσκέλεο θαηαζηάζεηο γηα δηάθνξεο επελεξγήζεηο.  
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