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Περίληψη

Στο δοκίμιο αυτό θα μελετηθούν τα γραμμικά μοντέλα μεικτών επιδράσεων

LME. Ο όρος μεικτές επιδράσεις έγκειται στο ότι στην προσαρμογή αυτών των

μοντέλων χρησιμοποιούνται και σταθερές και τυχαίες επιδράσεις. Αρχικά θα

γίνει μία γενική παρουσίαση της μαθηματικής περιγραφής αυτών.

Μετά θα αναλυθεί η θεωρία πάνω στα LME. Θα παρουσιαστεί πως εξάγεται

η (περιορισμένη) συνάρτηση μέγιστης πιθανοφάνειας που αποτελεί το βασικό

εργαλείο για την εξαγωγή όλων των αποτελεσμάτων. Το πιο σημαντικό είναι

η εκτίμηση των αγνώστων παραμέτρων και η σημαντικότητα αυτών. Ακόμα θα

παρουσιαστούν οι ασυμπτωτικές κατανομές των εκτιμητριών και οι αλγόριθμοι

βελτιστοποίησης που χρησιμοποιούνται και συγκλίνουν στις θεωρητικές τιμές

των εκτιμητριών.

΄Επειτα θα παρουσιαστεί ο τρόπος με τον οποίο μελετώνται και αναλύονται

αυτά τα μοντέλα με τη χρήση της R. Αρχικά θα γίνει μια πρώτη ανάλυση, με

απλά στατιστικά και γραφήματα, πάνω σε ένα σετ δεδομένων, ως οφείλει να

γίνεται από έναν ερευνητή. Στη συνέχεια με τη χρήση της βιβλιοθήκης nlme
θα γίνει η προσαρμογή του μοντέλου μεικτών επιδράσεων πάνω στα δεδομένα.

Η lme είναι η κατασκευάστρια μέθοδος για ένα αντικείμενο τύπου lme, το

οποίο αντιπροσωπεύει το προσαρμοσμένο μοντέλο. Θα παρουσιαστούν οι εντο-

λές που μπορούν να εφαρμοστούν πάνω του και το πως ελέγχονται γραφικά

οι βασικές προϋποθέσεις που διέπουν το μοντέλο. Τέλος θα επεκτείνουμε τα

γραμμικά μοντέλα ώστε να επιτρέπονται στα σφάλματα να έχουν άνισες διασπο-

ρές ή/και συσχέτιση μεταξύ τους, και θα δούμε πως αντιμετωπίζονται τέτοιες

καταστάσεις.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή στα γραμμικά

μοντέλα μεικτών επιδράσεων

Τα μοντέλα μεικτών επιδράσεων χρησιμοποιούνται για την ανάλυση δεδομένων,

τα οποία περιλαμβάνουν τόσο σταθερές επιδράσεις (fixed effects), όσο και τυ-

χαίες επιδράσεις (random effects). Ο όρος σταθερές επιδράσεις αναφέρεται

σε παραμέτρους του μοντέλου, οι οποίοι σχετίζονται με παράγοντες που α-

φορούν έναν ολόκληρο πληθυσμό, ενώ οι τυχαίες επιδράσεις σχετίζονται σε

πειραματικές μονάδες, οι οποίες επιλέχτηκαν τυχαία από έναν πληθυσμό. Η

μελέτη τους αναπτύχτηκε μετά το 1950 και σήμερα εφαρμόζονται σε αρκετούς

τομείς, όπως σε κοινωνιολογία, γεωργία, ιατρική κ.α.

Τέτοια μοντέλα συναντάμε σε περιπτώσεις που οι μετρήσεις προέρχονται

από δεδομένα, που ανήκουν σε ομάδες(clustered data) και από δεδομένα

στα οποία γίνονται επαναλαμβανόμενες μετρήσεις για κάποιο χρονικό διάστη-

μα (repeated measures). Να σημειωθεί ότι για την δεύτερη περίπτωση το

χρονικό αυτό διάστημα είναι σχετικά μικρό, γιατί διαφορετικά μεταβαίνουμε

σε διαφορετικό κλάδο στατιστικών μοντέλων τις λεγόμενες χρονοσειρές (time
series).

Τα μοντέλα μεικτών επιδράσεων θα μπορούσαν να χωριστούν σε δύο με-

γάλες κατηγορίες, στα γραμμικά LME (linear mixed effects) και στα μη γραμ-

μικά NLME (non-linear mixed effects). Εμείς σε όλη τη διάρκεια θα ασχολη-

θούμε μόνο με τα LME.
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2ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΓΡΑΜΜΙΚΑΜΟΝΤΕΛΑΜΕΙΚΤΩΝ ΕΠΙΔΡΑΣΕΩΝ

1.1 Το απλό γραμμικό μοντέλο τυχαίων επι-

δράσεων

Ως απλό γραμμικό μοντέλο, αναφερόμαστε σε αυτό το οποίο έχει μόνο έναν πα-

ράγοντα, που προκαλεί τυχαία επίδραση. Εναλλακτικά ονομάζεται και γραμμικό

μοντέλο μεικτών επιδράσεων (από εδώ και στο εξής, πολλές φορές θα αναφε-

ρόμαστε σε αυτό και ως LME) επιπέδου 1. Η πιο απλή μορφή του περιγράφεται

ως

yij = β + bi + εij i = 1, . . . , N j = 1, . . . ,M, (1.1)

όπου

• N ο αριθμός των (πειραματικών) υποκειμένων.

• M ο αριθμός των ομάδων.

• yij η μέτρηση που έχουμε πάρει από την ομάδα j από το υποκείμενο i.

• β ο γενικός μέσος που διέπει τις ομάδες.

• bi η τυχαία επίδραση που οφείλεται στο υποκείμενο i, bi ∼ N (0, σ2b ).

• εij το σφάλμα της μέτρησης στην ομάδα j του υποκειμένου i,
εij ∼ N (0, σ2).

Τα εij θεωρούνται ανεξάρτητα μεταξύ τους και ανεξάρτητα από τα bi
΄Ενα τέτοιο παράδειγμα θα μπορούσε να είναι η αξιολόγηση 3 εργατών εργο-

στασίου ξυλείας, βάση του χρόνου που κάνουν για την παραγωγή 20 καρεκλών,

χρησιμοποιώντας ο καθένας 3 διαφορετικές μηχανές. Εδώ το ρόλο του υπο-

κειμένου, που έχει τυχαία επίδραση πάνω στην μέτρηση, έχει ο εργάτης, ενώ

υπάρχει μια μέση επίδραση (θεωρείται κοινή για τους τρεις τύπους μηχανών)

από τις μηχανές. ΄Ετσι αν έχουμε την εξής μέτρηση y21 = 60(min) σημαίνει

ότι ο εργάτης 2 χρησιμοποιώντας τη μηχανή 1 κατασκεύασε 20 καρέκλες σε 60

λεπτά.

Μία παραλλαγή του μοντέλου (1.1) είναι οι μπλοκ σχεδιασμοί. Σε αυτήν

την περίπτωση, δε θεωρούμε ότι όλες τις ομάδες, στις οποίες τα υποκείμενα

μετρώνται, τις διέπει ένας κοινός μέσος. Αντιθέτως υπάρχει σημαντική διαφορά,

σε γενικό επίπεδο, στις μετρήσεις από τη μία ομάδα στην άλλη. Λόγου χάρη,

στο προηγούμενο παράδειγμα, σε όλους τους εργάτες οι χρόνοι κατασκευής των

20 καρεκλών, χρησιμοποιώντας τη μηχανή τύπου 1, είναι μικρότεροι (εμφανώς)

από τους χρόνους χρησιμοποιώντας τη μηχανή τύπου 2.

Σε αυτή την περίπτωση η (1.1) γίνεται

yij = βj + bi + εij i = 1, . . . , N j = 1, . . . ,M. (1.2)



1.1. ΤΟ ΑΠΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΥΧΑΙΩΝ ΕΠΙΔΡΑΣΕΩΝ 3

Τα βj τώρα είναι η μέση επίδραση για κάθε ομάδα, ενώ τα υπόλοιπα σύμβολα

ερμηνεύονται όπως και πριν. Το αν υπάρχει διαφοροποίηση μεταξύ των επι-

δράσεων των ομάδων, συχνά το βλέπουμε με ένα απλό γράφημα (plot) των

μετρήσεων ανά ομάδα, που γίνεται εύκολα με τη χρήση της R, όπως θα δούμε

σε επόμενο κεφάλαιο. Επειδή όμως και το γράφημα μπορεί να μην είναι ιδιαίτερα

κατατοπιστικό, ακόμα καλύτερο είναι να επαληθεύσουμε αν υπάρχει διαφορο-

ποίηση με στατιστικούς ελέγχους, δηλαδή ποσοτικά. Θα δούμε πως γίνεται με

την R στο Κεφάλαιο 3.

1.1.1 Διανυσματική γραφή

Οι σχέσεις (1.1) και (1.2) μπορούν να γραφτούν και σε μια πιο συμπαγή μορφή, η

οποία είναι διανυσματική, με κάθε διάνυσμα yi να αντιπροσωπεύει το υποκείμενο

i. ΄Ετσι παίρνουμε

yi = Xiβ+Zibi + εi i = 1, . . . , N. (1.3)

Τα Xi και Zi ονομάζονται πίνακες σχεδιασμού για τις σταθερές και τυχαίες

επιδράσεις αντίστοιχα. Από εδώ και στο εξής όταν θα αναφερόμαστε σε πίνακα

σχεδιασμού, χωρίς να προσδιορίσουμε σε ποιές επιδράσεις αναφερόμαστε, θα

εννοείται ο Xi.

Στο παράδειγμα μας για την περίπτωση που αντιστοιχεί στην (1.1) θα είναι

yi =

 yi1
yi2
yi3

 Xi =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 β =

 β
β
β

 Zi =

 1
1
1

 εi =

 εi1
εi2
εi3


ενώ το bi = bi δηλαδή στην περίπτωσή μας είναι μονοδιάστατο.

΄Ομοια στην περίπτωση που σχετίζεται με την (1.2), αλλάζει το β = [β1, β2, β3]
′
,

ενώ τα υπόλοιπα μένουν ίδια.

1.1.2 ΄Οροι αλληλεπίδρασης και γενικεύσεις

Σε πολλές περιπτώσεις τα υποκείμενα στα οποία κάνουμε μετρήσεις, δε δοκι-

μάζονται μόνο μία φορά στην κάθε ομάδα (κατηγορία), αλλά περισσότερες. Για

να γίνει κατανοητό θα χρησιμοποιήσουμε πάλι το προηγούμενο, υποθετικό μας

παράδειγμα. ΄Εστω λοιπόν τώρα ότι οι τρεις εργάτες δοκιμάζονται σε κάθε

μηχανή από 3 φορές. Τότε κάνοντας ένα γράφημα των μέσων επιδόσεων σε

κάθε τύπο μηχανής, ανά εργάτη, μπορούμε να δούμε αν υπάρχει αλληλεπίδραση

μεταξύ εργάτη και μηχανής. ΄Ενα τέτοιο γράφημα ονομάζεται γράφημα αλλη-

λεπιδράσεων (interaction plot). Ο όρος αλληλεπίδραση δηλώνει το αν υπάρχει
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σταθερή διαφοροποίηση στην επίδοση των εργατών (υποκειμένων) μεταξύ των

μηχανών (ομάδων κατηγοριοποίησης).

Το μοντέλο μας τώρα θα πάρει τη μορφή

yijk = βj +bi+bij +εijk i = 1, . . . , N j = 1, . . . ,M k = 1, . . . ,K. (1.4)

όπου ο όρος bij είναι η τυχαία επίδραση που προκύπτει από την αλληλεπίδραση

μεταξύ των δύο παραγόντων κατηγοριοποίησης. Στο παράδειγμά μας προκύπτει

από την αλληλεπίδραση μεταξύ του εργάτη i και του τύπου μηχανής j. Υπο-

θέτουμε αρχικά ότι για κάθε i και j τα bij είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους, ανε-

ξάρτητα από τα bi και ανεξάρτητα των σφαλμάτων εijk και ότι όλα ακολουθούν

την ίδια κατανομή bij ∼ N (0, σ2b1).
Με το γράφημα αλληλεπιδράσεων μπορούμε να εκτιμήσουμε αν υπάρχουν

αλληλεπιδράσεις κοιτάζοντας τις γραμμές που σχηματίζονται για κάθε εργάτη.

΄Ενα τέτοιο γράφημα το παίρνουμε εύκολα με την R, με την εντολή intera-
ction.plot(Category A, Category B, response), όπου στο παράδειγμα

Κατηγορία Α (Category A) είναι η μηχανή, Κατηγορία Β (Category B)

είναι ο εργάτης και τέλος response η μεταβλητή απόκρισης που εδώ είναι ο

χρόνος. Αν τείνουν να είναι παράλληλες τότε θεωρούμε λανθασμένη την υπόθε-

ση ύπαρξης αλληλεπιδράσεων και το επιβεβαιώνουμε με τη χρήση στατιστικών

ελέγχων. Αν τέμνονται τότε η ύπαρξη θεωρείται σχεδόν βέβαιη. Δύο τέτοιες

περιπτώσεις, φαίνονται στο σχήμα 1.1, όπου στο 1.1αʹ η ύπαρξη αλληλεπίδρασης

είναι σχεδόν βέβαιη, ενώ στο 1.1βʹ, είναι πολύ πιθανό να μην υπάρχει τέτοια.

Ας γυρίσουμε πίσω στο μοντέλο 1.4. Υποθέσαμε ότι οι δοκιμές που γίνο-

νται από κάθε υποκείμενο σε κάθε κατηγορία είναι ίδιες. Σε αυτή την περίπτωση

λέμε ότι τα δεδομένα μας είναι ισορροπημένα (balanced data). Πολλές φορές

όμως τα δεδομένα μας είναι `μη-ισορροπημένα΄ (unbalanced data) που αυτό

σημαίνει ότι τώρα το k = 1, . . . , nij με εν γένει nij 6= ni′j′ , για i 6= i′ ή/και
j 6= j′. Πολλές φορές μπορεί αυτό να είναι πρόβλημα στην μελέτη και διάγνω-

ση του μοντέλου, διότι υπάρχουν μερικά στατιστικά πακέτα που δε βγάζουν

λογικές εκτιμήσεις όταν τα δεδομένα είναι unbalanced. Στην R η προσαρμο-

γή γραμμικών μοντέλων μεικτών επιδράσεων γίνεται με την εντολή lme και οι

αλγόριθμοι που χρησιμοποιεί δεν επηρεάζονται από το γεγονός αυτό. Η κλάση

lme θα είναι το κύριο αντικείμενο του κεφαλαίου 3 και δε θα το αναλύσουμε

τώρα.

Με τη γενίκευση που κάναμε παραπάνω, για τα δεδομένα θα γράψουμε την

1.1αʹ στη διανυσματική μορφή ως

yi = Xiβ+Zibi + εi i = 1, . . . , N. (1.5)

όπου το yi είναι διάστασης

M∑
j=1

nij . Προφανώς στους πίνακες σχεδιασμού οι
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γραμμές θα είναι ίδιες. Το ενδιαφέρον είναι στο διάνυσμα bi.

(αʹ) ύπαρξη αλληλεπίδρασης. (βʹ) μη ύπαρξη αλληλεπίδρασης.

Σχήμα 1.1: Γραφήματα αλληλεπιδράσεων μεταξύ μηχανής και εργάτη σε δύο

διαφορευικές περιπτώσεις.

Ας πάρουμε το παράδειγμα με τους εργάτες, που το j = 1, . . . , 3. Προφανώς

γενικεύεται και για j = 1, . . . ,M . Για το bi έχουμε

bi =


bi
bi1
bi2
bi3

 bi ∼ N (0,Ψ) με Ψ =

[
σb 01×3

03×1 Ψ1

]

Εδώ επιτρέπουμε στα bij να αλληλοεξαρτούνται για διαφορετικά j και ο 3 × 3
πίνακας Ψ1 να ανήκει στην πιο γενική κλάση των συμμετρικών και θετικά

ορισμένων πινάκων. Το μοντέλο μας αυτό επιπλέον δεν είναι απλό αλλά καλείται

επιπέδου 2. Πολλαπλών επιπέδων μοντέλων, σε πιο γενική μορφή, δίνονται στην

Ενότητα 1.4

1.2 Αντιθέσεις

Στην παράγραφο 1.1.1 είδαμε πώς το μοντέλο μας μπορεί να γραφεί σε διανυ-

σματική μορφή. Ο πίνακας σχεδιασμού όπως τον είδαμε δε μας δίνει κάποια

ουσιώδες πληροφορία, παρά μόνο το μέσο από την επίδραση της αντίστοιχης

ομάδας. Στις περισσότερες αναλύσεις που κάνουμε ενδιαφερόμαστε για την
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σύγκριση μεταξύ των ομάδων. Πάλι στο παράδειγμα με τους εργάτες στο ερ-

γοστάσιο ξυλείας, θα μας ενδιέφερε να δούμε αν υπάρχει διαφοροποίηση (στα-

τιστικά σημαντική) μεταξύ των τριών τύπων μηχανών.

Η εκτίμηση των παραμέτρων βj με τη χρήση αυτού του πίνακα σχεδιασμού

δε μας δίνει άμεσα αυτή τη δυνατότητα σύγκρισης. Για το λόγο αυτό χρησι-

μοποιούμε αντιθέσεις (contrasts). Με τη χρήση αντιθέσεων μορφοποιείται

ο πίνακας σχεδιασμού και ανάλογα την επιλογή των αντιθέσεων, τα βj τώρα

εκφράζουν αντίστοιχες σχέσεις μεταξύ των μέσων που είδαμε προηγουμένως.

Υπάρχουν αρκετές επιλογές για αντιθέσεις. Οι πιο γνωστές αναφέρονται

ως “treatment”, “sum” και “Helmet”. Για να δείξουμε τι εκφράζουν οι συ-

ντελεστές βj σε κάθε περίπτωση θα ορίσουμε τη μέση επίδραση της ομάδας j
(δηλαδή τα παλιά βj) ως µj , με j = 1, . . . ,M .

• “treatment” : βj είναι η μέση επίδραση της ομάδας j βj = µj .

• “sum” : βj είναι η διαφορά της επίδρασης της ομάδας j − 1 από αυτήν

της ομάδας Μ βj = µj−1 − µM , με β1 = µ = 1
M

M∑
j=1

µj .

• “Helmet”: Εδώ είναι λίγο πιο δύσκολο να πούμε τι εκφράζει. Ο τύπος

που τις χαρακτηρίζει είναι βj = (j − 1)µj −
j−1∑
i=1

µi, β1 = µ.

Παρακάτω παρουσιάζονται οι αντίστοιχοι πίνακες σχεδιασμού Xi

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 1 1 0
1 0 1
1 −1 −1

 1 −1 −1
1 1 −1
1 0 2


“treatment” “sum” “Helmet”

.

Η πρώτη στήλη για τις “sum”, “Helmet” δεν είναι αντίθεση, αλλά προστίθεται

ώστε να υπάρχει, εκτός απ΄ την επίδραση των σχέσεων μεταξύ των μέσων, και

η επίδραση του γενικού μέσου. Οι αντιθέσεις χρησιμοποιούνται μόνο σε πα-

ράγοντες κατηγοριοποίησης του μοντέλου, διότι όπως θα δούμε στην Ενότητα

1.3 υπάρχουν άλλου είδους LME τα οποία περιλαμβάνουν παράγοντα που είναι

συνεχής (π.χ. χρόνος).

Ορισμένες αντιθέσεις έχουν μια ‘καλή’ ιδιότητα, να είναι ορθογώνιες. Οι

αντιθέσεις “Helmet” είναι τέτοιες. Με τον όρο ορθογώνιες αναφερόμαστε σε

αντιθέσεις για τις οποίες ισχύει

C′iCj = 0, i 6= j Ci στήλη i του πίνακα σχεδιασμού.
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Οι ορθογώνιες αντιθέσεις είναι `καλές` διότι προσφέρουν μεγάλη σταθερότητα

στον πίνακα σχεδιασμού και υπολογιστικά στην εκτίμηση των παραμέτρων βj
προσφέρουν μεγαλύτερη ταχύτητα, ακόμα και όταν ο πίνακας είναι πολύ με-

γάλων διαστάσεων.

Στην R η επιλογή των αντιθέσεων γίνεται μέσω τις εντολής

> options(contrasts=c(”unordered factor”, ”ordered factor”))
όπου το διάνυσμα πρέπει να είναι πάντα μήκους 2 και στο πρώτο στοιχείο δη-

λώνονται οι αντιθέσεις που θα χρησιμοποιηθούν, όταν ο παράγοντας κατηγο-

ριοποίησης δεν είναι διατεταγμένος και στο δεύτερο αυτές που θα χρησιμοποι-

ηθούν, όταν είναι. Υπάρχουν συγκεκριμένες επιλογές για τα unordered factor
και ordered factor. Οι τρεις κατηγορίες που παρουσιάστηκαν, είναι όλες επι-

λογές για το unordered, ενώ για το ordered η πιο γνωστή αντίθεση είναι η

πολυονυμική. Οι συντελεστές για το αντίστοιχο μοντέλο παλινδρόμησης είναι

οι όροι 1ης, . . . , (M−1)ης τάξης (β0+β1x+β2x
2+. . .+βM−1x

M−1
). Επιπλέον

είναι ορθογώνιες. Ως προκαθορισμένες επιλογές είναι οι

> options(contrasts=c(”contr.treatment”, ”contr.poly”))

1.3 Ανάλυση συνδιασποράς

Είδαμε προηγουμένως τι συμβαίνει σε δείγματα, που παίρνονται μετρήσεις α-

πό υποκείμενα, που είναι χωρισμένα σε ομάδες. Τι συμβαίνει όμως όταν το

ρόλο του παράγοντα κατηγοριοποίησης παίρνει το υποκείμενο; Υπάρχουν πολ-

λές περιπτώσεις που παρατηρούμε και παίρνουμε μετρήσεις από υποκείμενα (αν-

θρώπους, ζώα κ.λπ) για κάποιο χρονικό διάστημα. ΄Ετσι έχουμε, εκτός από των

παράγοντα κατηγοριοποίησης(classification factor), που εδώ έχει το ρόλο της

τυχαίας επίδρασης, και μια συμμεταβλητή (covariate) η οποία είναι συνεχής πα-

ράγοντας (continius factor). Συνήθως αυτή η συμμεταβλητή είναι χρόνος (δηλ.

συγκεκριμένες ώρες, μέρες κ.λπ.), αλλά μπορεί να είναι και οτιδήποτε άλλο (π.χ.

θερμοκρασία). ΄Οταν το μοντέλο μας έχει έναν τουλάχιστον τέτοιον παράγοντα

τότε καλείται μοντέλο ανάλυσης συνδιασποράς (analysis of covariance).
΄Ενα τέτοιο μοντέλο περιγράφεται ως

yij = β0 + β1xij + bi + εij i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , ni. (1.6)

όπου

• ni το πλήθος των χρόνων που πάρθηκαν μετρήσεις για το υποκείμενο

i. Στην απλή περίπτωση μπορεί να θεωρηθεί ίδιος για όλα τα i, αλλά εν

γένει διαφέρει.

• β0 είναι ο γενικός μέσος του πληθυσμού για την μέτρηση yij στην οποία

υποβλήθηκαν τα υποκείμενα.
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• β1 είναι ο ρυθμός, ή το βήμα (slope), με τον οποίο μεταβάλλεται η μέτρηση

yij λόγω της συμμεταβλητής xij .

• bi εκφράζει την τυχαία επίδραση πάνω στη μέτρηση λόγω της (τυχαίας)

επιλογής του υποκειμένου i, bi ∼ N (0, σ2b ).

• xij η συμμεταβλητή (π.χ. χρόνος) που σχετίζεται με την αντίστοιχη yij .

• εij το σφάλμα της μέτρησης yij , εij ∼ N (0, σ2).

Εδώ όπως και προηγουμένως τα εij θεωρούνται ανεξάρτητα μεταξύ τους και

ανεξάρτητα από τα bi.

Μία λίγο πιο σύνθετη περίπτωση, όμοια με την παραπάνω, είναι να μην είναι

σταθερό το βήμα, αλλά να παρουσιάζει διαφορές ανά υποκείμενο, δηλαδή να

υπάρχει και σε αυτό μία τυχαία επίδραση. Αν έχουμε αυτήν την περίπτωση τότε

το μοντέλο μας παίρνει την εξής μορφή:

yij = (β0 + bi,0) + (β1 + bi,1)xij + εij . (1.7)

Πάλι τα μοντέλα μπορούν να γραφούν στη διανυσματική μορφή

yi = Xiβ+Zibi + εi i = 1, . . . , N. (1.8)

Εδώ οι πίνακες σχεδιασμού είναι

Xi =

1 xi1
.
.
.

.

.

.

1 xini

 Zi =

1 xi1
.
.
.

.

.

.

1 xini

 ,
όπου β ∈ R2

, bi ∈ R2
, με bi ∼ N (0,Ψ) και Ψ ∈ R2×2

θετικά ορισμένος,

εi ∼ N (0, σ2I) και Xi,Zi ∈ Rni×2. Στην περίπτωση του μοντέλου 1.6 αυτό

που αλλάζει είναι ότι ο Zi θα έχει μόνο την πρώτη στήλη με τους άσους. Στην

γενική περίπτωση που θα έχουμε p συμμεταβλητές θα είναι

β ∈ Rp+1
και bi ∈ Rq, 1 ≤ q ≤ (p+ 1)

Ο πίνακας διασποράς-συνδιασποράς Ψ δεν εξαρτάται από την ομάδα i του

παράγοντα κατηγοριοποίησης και είναι ίδιος για όλες τις ομάδες.

΄Ενα παράδειγμα που ακολουθεί το μοντέλο (1.7) είναι ένα δείγμα από την

οδοντιατρική, που παρουσιάζεται στους Grizzle και Allen (1969), στο οποίο

πάρθηκαν μετρήσεις για το μέγεθος (σε mm) του οστού της κάτω γνάθου

(του στόματος), από 20 αγόρια σε ηλικίες 8,8.5,9 και 9.5 χρονών. Στο Σχήμα
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1.2 δίνονται οι μετρήσεις που πάρθηκαν από τα αγόρια. Κάθε γραμμή αναπαρι-

στά πως συμπεριφέρεται το ύψος του οστού για κάποιο αγόρι. Συνολικά έχουμε

20 γραμμές (προφανώς) για τα 20 αγόρια. Φαίνεται καθαρά η ανάγκη χρησιμο-

ποίησης τυχαίας επίδρασης και στο βήμα ως προς τη συμμεταβλητή της ηλικίας,

εφόσον οι γραμμές του γραφήματος δεν είναι σε καμία περίπτωση παράλληλες.

Αντιθέτως ο ρυθμός με τον οποίο μεταβάλλονται διαφέρει και μάλιστα σημαντι-

κά από αγόρι σε αγόρι.

Σχήμα 1.2: ΄Υψος οστού κάτω γνάθους από 20 αγόρια σε 4 διαφορετικές ηλι-

κίες.

1.4 Γραμμικά μοντέλα πολλαπλών επιπέδων

΄Οπως είδαμε στην παράγραφο 1.1.2, είχαμε δύο παράγοντες κατηγοριοποίησης.

΄Εναν που αφορούσε το υποκείμενο και ήταν τυχαίος παράγοντας του μοντέλου
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και έναν που αφορούσε την ομάδα στην οποία δοκιμαζόταν το υποκείμενο. ΄Ε-

τσι προέκυπτε φυσιολογικά ένας παράγοντας αλληλεπίδρασης μεταξύ των δύο

(τυχαίος).

1.4.1 Εμφωλευμένοι παράγοντες κατηγοριοποίησης

Το φαινόμενο ύπαρξης πολλαπλών στρωμάτων κατηγοριοποίησης, συναντάται

ευρέος σε πολλά σύνολα δεδομένων και συνήθως εμπεριέχουν μία η περισσότε-

ρες συμμεταβλητές. Σε αυτές τις περιπτώσεις λέμε ότι το μοντέλο μας είναι μο-

ντέλο με εμφωλευμένους παράγοντές κατηγοριοποίησης (nested classification
factors). Από τους πόσους τέτοιους παράγοντες έχει ένα μοντέλο, παίρνει και

το όνομά του. Τα LME ονομάζονται με τον εξής τρόπο:

LME επιπέδου #(παραγόντων κατηγοριοποίησης). ΄Ετσι έχουμε

1. LME επιπέδου 1 (ένας παράγοντας κατηγοριοποίησης)

2. LME επιπέδου 2 (δύο παράγοντες κατηγοριοποίησης)

3. LME επιπέδου 3 (τρεις παράγοντες κατηγοριοποίησης) κ.ο.κ.

Αρχικά θα δούμε τη φόρμουλα που έχει το μοντέλο σε μια από τις πιο απλές

περιπτώσεις, με δύο παράγοντες κατηγοριοποίησης και μία συμμεταβλητή. Αυτό

εκφράζεται ως

yijk = (β0 + bi,0) + (β1 + bi,1)xijk + bij + εijk. (1.9)

Στο μοντέλο αυτό έχουμε αλληλεπίδραση μόνο για τον σταθερό όρο. ΄Εχουμε

ότι

- i = 1, . . . , N ο εξωτερικός παράγοντας κατηγοριοποίησης (π.χ. χωριά).

- j = 1, . . . , ni ο εμφωλευμένος παράγοντας κατηγοριοποίησης μέσα στην

ομάδα i (π.χ. άνθρωποι).

- k = 1, . . . , nij η k παρατήρηση μέσα στην ομάδα j μέσα στην ομάδα i
(π.χ. μήνες: τα έξοδα ανά μήνα για το νοικοκυριό).

Χάριν ευκολίας (και το πιο σύνηθες σε πραγματικές μελέτες) θα θέσουμε

ni = M, ∀i, δηλαδή οι παράγοντες κατηγοριοποίησης μέσα σε κάθε ομάδα

έχουν το ίδιο πλήθος. Στη γενική περίπτωση για ένα LME επιπέδου 2 με p
συμμεταβλητές, q1 τυχαίες επιδράσεις 1 ≤ q1 ≤ (p+ 1) και q2 αλληλεπιδράσεις

1 ≤ q2 ≤ q1, γράφεται ως

yij = Xijβ+Zi,jbi +Zijbij + εij , (1.10)
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όπου β το διάνυσμα των σταθερών επιδράσεων Xij ∈ Rnij×(p+1)
, Zi,j ∈

Rnij×q1 και Zij ∈ Rnij×q2 , ενώ για τα bi και bij έχουμε bi ∼ N (0,Ψ1),
Ψ1 ∈ Rq1×q1 και bij ∼ N (0,Ψ2), Ψ2 ∈ Rq2×q2 , με τους Ψ1 και Ψ2 θετικά

ορισμένους. Τα διανύσματα yij είναι NM το πλήθος. Στην περίπτωση που

έχουμε 3 παράγοντες κατηγοριοποίησης εμφωλευμένους ο ένας στον άλλον η

(1.10) θα έχει την εξής μορφή

yijk = Xijkβ+Zi,jkbi +Zij,kbij +Zijkbijk + εijk.

Εύκολα βλέπουμε πως αυτό επεκτείνεται για LME επιπέδου Q. Βασική προ-

ϋπόθεση είναι ότι οι τυχαίες επιδράσεις είναι ανεξάρτητες στα διαφορετικά ε-

πίπεδα κατηγοριοποίησης.

1.4.2 Split Plot πείραμα

΄Ενα από τα πιο κλασικά μοντέλα που έχουν εμφωλευμένους παράγοντες είναι

αυτά που χαρακτηρίζουν δεδομένα που προέρχονται από τα λεγόμενα split- plot
πειράματα. Το μοτίβο τους είναι το εξής:

΄Εχουμε ένα πλήρη M × K (full factorial) σχεδιασμό. Με τον όρο πλήρη

εννοούμε ότι κάθε στοιχείο i της ομάδας 1(Μεγέθους M), χρησιμοποιείται με

κάθε στοιχείο j της ομάδας 2 (Μεγέθους K). Τα πειραματικά μας δεδομένα τα

χωρίζουμε τυχαία σεN μπλοκ (blocks), το καθένα απόM γραφήματα (plots).
Κάθε γράφημα χωρίζεται σε K υπογραφήματα (subplots).

΄Ενα τέτοιο παράδειγμα βρίσκεται στο βιβλίο των Pinheiro, J.C. & Bates,
D.M. (2000) Mixed Effects Models in S and S-Plus στο οποίο έχουμε έναν

3×4 πλήρη σχεδιασμό με 3 ποικιλίες βρώμης και 4 συγκεντρώσεις αζώτου. Χω-

ρίζουμε τις πειραματικές μας μονάδες σε 6 μπλοκ. Εδώ το ρόλο του παράγοντα

plot έχει η ποικιλία βρώμης, ενώ του subplot η συγκέντρωση αζώτου. Οι με-

τρήσεις που παίρνουμε yijk είναι η παραγωγική απόδοση σιταριού (σε ποσότητα

/στρέμμα).

Γενικά σε ένα πείραμα split-plot ξεκινάμε τη μοντελοποίηση, υποθέτοντας

σταθερές επιδράσεις τόσο για τους πειραματικούς παράγοντες, όσο και για τις

αλληλεπιδράσεις τους. ΄Ετσι παίρνουμε

yijk = bi +Aj + bij +Bk +A.Bjk + εijk. (1.11)

Στο συγκεκριμένο παράδειγμα i = 1, . . . , 6, j = 1, 2, 3, k = 1, 2, 3, 4.
Υπάρχει ένας επιπλέον λόγος που χρησιμοποιούμε αυτό το παράδειγμα και αυτός

είναι ο παράγοντας άζωτο. Τα επίπεδα αζώτου έχουν αριθμητικές τιμές, αλλά το

χρησιμοποιούμε ως κατηγορική μεταβλητή στο μοντέλο και όχι ως συνεχή. Το
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γεγονός όμως αυτό μας δίνει τη δυνατότητα να τη βάλουμε σε σειρά διάταξης

(π.χ. σε αύξουσα σειρά). ΄Οταν υπάρχει αυτή η φυσική δυνατότητα, μπορούμε

να την εκμεταλλευτούμε μέσω της R. Δηλώνοντας την κατηγορική μεταβλητή

άζωτο (nitro) ως διατεταγμένη μέσω της εντολής ordered(nitro), όταν την

βάλουμε στη φόρμουλα του μοντέλου, η R αυτόματα (προκαθορισμένη επιλογή)

χρησιμοποιεί τις πολυονυμικές αντιθέσεις.

Στο Σχήμα 1.3 είναι φανερή η τυχαία επίδραση των block και plot μέσα

στο block, αφού π.χ. στο μπλοκ 1 η ποικιλία Marvellous έχει την υψηλότερη

παραγωγικότητα για όλα τα επίπεδα αζώτου, ενώ στο μπλοκ 2 είναι μία από τις

μικρότερες

Σχήμα 1.3: Παραγωγική απόδοση 3 διαφορετικών ποικιλιών βρώμης σε 4 δια-

φορετικά επίπεδα αώτου.



Κεφάλαιο 2

Θεωρία πάνω στα Γραμμικά

Μοντέλα Μεικτών

Επιδράσεων

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε τη θεωρία στην οποία βασίζονται όλα τα

στατιστικά πακέτα και η R, που είναι στο επίκεντρο του ενδιαφέροντός μας, για

την εκτίμηση των παραμέτρων του LME μοντέλου. Θα αναλύσουμε τη θεωρία

για το απλό LME: yi = Xiβ+Zibi+ εi, διότι, όπως θα δούμε, το πολλαπλό

μοντέλο είναι μία απλή γενίκευση. Οι παράμετροι είναι το διάνυσμα των σταθε-

ρών όρων β, ο πίνακας διασποράς Ψ του διανύσματος bi και η διασπορά σ2 των

εi. Μπορούν να εκτιμηθούν και τα ίδια τα bi αλλά δεν είναι του ενδιαφέροντός

μας διότι από υπόθεση E[bi] = 0. Η εκτίμησή τους γίνεται με τη χρήση της

μεθόδου μέγιστης πιθανοφάνειας (ML).

Εκτός από τη σημειακή εκτίμηση και τους αλγόριθμους τους οποίους χρη-

σιμοποιεί η R, θα δούμε πως φτιάχνει διαστήματα εμπιστοσύνης και εκτιμά αν

είναι σημαντικοί οι παράμετροι αυτοί για το μοντέλο ή όχι.

2.1 Συνάρτηση Μέγιστης Πιθανοφάνειας

΄Εστω το γραμμικό μοντέλο μεικτών επιδράσεων

yi = Xiβ+Zibi + εi, εi ∼ N (0, σ2I), i = 1, . . . , N.

με q το πλήθος τυχαίες επιδράσεις (δηλαδή bi ∈ Rq) και bi ∼ N (0,Ψ). Υπο-

λογιστικά είναι πιο εύκολο, όπως θα δούμε στη συνέχεια τον πίνακα διασποράς-

συνδιασποράς Ψ να τον εκφράσουμε με τη βοήθεια ενός `παράγοντα σχετικής

13
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ακρίβειας` (relative precision factor) ∆ για τον οποίο ισχύει

Ψ−1

1/σ2
= ∆T∆.

Η ονομασία του προκύπτει από το γεγονός ότι δίνει την ακρίβεια του Ψ−1 σε

σχέση με τον λόγο 1/σ2 του σφάλματος εi. Από θεωρία γραμμικής άλγεβρας,

επειδή ο Ψ είναι θετικά ορισμένος, τέτοιος ∆ υπάρχει. Επειδή ο Ψ είναι

συμμετρικός δε θα έχει q2 παραμέτρους αλλά το πολύ q(q − 1)/2 και κατά

συνέπεια τόσους θα έχει και ο ∆. Θα ονομάσουμε λοιπόν θ το διάνυσμα των

παραμέτρων αυτών, δηλαδή θα είναι ∆ = ∆(θ).

2.1.1 Συνάρτηση πιθανοφάνειας απλού μοντέλου

΄Εστω το απλό γραμμικό μοντέλο, όπως προαναφέρθηκε και ένα διάνυσμα θ
που παραμετροποιεί τον ∆. Ως γνωστόν η συνάρτηση πιθανοφάνειας γράφεται

ως

L(β,θ, σ2|y) = p(y|β,θ, σ2),
όπου y είναι ένα διάνυσμα N × 1 με κάθε στοιχείο i να είναι το αντίστοιχο

διάνυσμα στήλη yi διάστασης ni και p η αντίστοιχη πυκνότητα πιθανότητας.

Θα ονομάσουμε τον συνολικό αριθμό N̂ =
N∑
i=1

ni. Επειδή οι τυχαίες επιδράσεις

bi είναι μέρος του μοντέλου θα ολοκληρώσουμε την υπό συνθήκη πυκνότητα

πιθανότητας δοθέντων των τυχαίων επιδράσεων ως προς την οριακή πυκνότητα

των τυχαίων επιδράσεων, για να πάρουμε την οριακή πυκνότητα του y. Χρη-

σιμοποιώντας και το γεγονός ότι τα bi και τα εi είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους

θα πάρουμε

L(β,θ, σ2|y) =

N∏
i=1

p(yi|β,θ, σ2)

=
N∏
i=1

∫ ∞
−∞

p(yi|bi,β, σ2)p(bi|θ, σ2) dbi. (2.1)

Χάριν διευκόλυνσης όταν τα όρια στην ολοκλήρωση είναι (−∞,+∞), δε θα

αναγράφονται. Ας δούμε τους όρους υπό ολοκλήρωση έναν προς έναν. Τα yi
και bi ακολουθούν και τα δύο πολυδιάστατη κανονική κατανομή:

p(yi|bi,β, σ2) =
exp(−||yi−Xiβ−Zibi||2/2σ2)

(2πσ2)ni/2
, (2.2)

p(bi|θ, σ2) =
exp(−bTi Ψ−1bi)

(2π)q/2
√
|Ψ|

=
exp(−||∆bi||2/2σ2)
(2πσ2)q/2abs|∆|−1

. (2.3)
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όπου | � | συμβολίζεται η ορίζουσα του πίνακα. Αντικαθιστώντας τις (2.2) και

(2.3) στην (2.1) παίρνουμε

L(β,θ, σ2|y) =

=

N∏
i=1

abs|∆|
(2πσ2)ni/2

∫
exp

[
−(||yi−Xiβ−Zibi||2 + ||∆bi||2)/2σ2

]
(2πσ2)q/2

dbi

=
N∏
i=1

abs|∆|
(2πσ2)ni/2

∫ exp
(
−||ỹi− X̃iβ− Z̃ibi||2/2σ2

)
(2πσ2)q/2

dbi, (2.4)

όπου

ỹi =

[
yi
0

]
X̃i =

[
Xi

0

]
Z̃i =

[
Zi
∆

]
.

Τα παραπάνω είναι επαυξημένα διανύσματα και πίνακες σχεδιασμού με ‘ψεύτικα’

δεδομένα. Λόγω της αλλαγής αυτής που προκαλείται στη συνεισφορά της κα-

τανομής των τυχαίων επιδράσεων, η προσέγγιση αυτή ονομάζεται pseudo-data
προσέγγιση.

Μπορούμε να δούμε ότι η παράσταση μέσα στο εκθετικό είναι της μορφής

τετραγωνικού σφάλματος. Αυτό μας δίνει τη δυνατότητα, να προσδιορίσουμε

τους συντελεστές bi ως λύση του προβλήματος ελαχίστων τετραγώνων. ΄Ετσι

γράφουμε

b̂i = (Z̃Ti Z̃i)
−1Z̃i(ỹi− X̃iβ),

οπότε έχουμε

||ỹi− X̃iβ− Z̃ibi||2 = ||ỹi− X̃iβ− Z̃ib̂i||2 + ||Z̃i(bi− b̂i)||2. (2.5)

Αν αντικαταστήσουμε την (2.5) στην (2.4), το πρώτο μέλος είναι ανεξάρτητο

του bi και μπορεί να βγει έξω από την ολοκλήρωση. Για το δεύτερο μέρος,

μπορούμε να το γράψουμε ίσο με√
|Z̃Ti Z̃i|√
|Z̃Ti Z̃i|

∫ exp
[
−(bi− b̂i)T Z̃Ti Z̃i(bi− b̂i)/2σ2

]
(2πσ2)q/2

dbi

=
1√
|Z̃Ti Z̃i|

∫ exp
[
−(bi− b̂i)T Z̃Ti Z̃i(bi− b̂i)/2σ2

]
(2πσ2)q/2/

√
|Z̃Ti Z̃i|

dbi.

(2.6)

Αρκεί να παρατηρήσει κανείς ότι σε αυτή τη μορφή η υπό ολοκλήρωση συ-

νάρτηση είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας πολυδιάστατης κανονικής
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κατανομής και άρα ολοκληρώνοντάς την πάνω σε όλα τα bi θα δώσει μονάδα.

΄Αρα η (2.6) γίνεται ίση με

1√
|Z̃Ti Z̃i|

.

΄Ετσι από τις (2.5) και (2.6) η (2.4) γίνεται

L(β,θ, σ2|y) =
1

(2πσ2)N̂/2
exp


−

N∑
i=1
||ỹi− X̃iβ− Z̃ib̂i||2

2σ2


N∏
i=1

abs|∆|√
|Z̃Ti Z̃i|

.

(2.7)

Μπορούμε να υπολογίσουμε τις βέλτιστες τιμές των παραμέτρων ως έχει από

την (2.7), αλλά είναι πολύ πιο βολικό να πάρουμε το ‘προφίλ’ της συνάρτησης

πιθανοφάνειας ως συνάρτηση μόνο του θ. Από εδώ και πέρα θα αναφερόμαστε

σε αυτήν ως ‘πιθανοφάνεια προφίλ’ (profile likelihood). ΄Ετσι υπολογίζουμε

τις τιμές β̂(θ) και σ̂2(θ) που μεγιστοποιούν την L για δοσμένο θ. Για δοσμένο

θ παρατηρούμε ότι η πιθανοφάνεια έχει τη μορφή ενός κλασικού μοντέλου πα-

λινδρόμησης και κατά συνέπεια τα βέλτιστα β̂(θ) και σ̂2(θ) προκύπτουν από

αυτήν την θεωρία.

Παρ΄ όλα αυτά για την εκτίμηση των β πρέπει να είμαστε προσεκτικοί για-

τί εξαρτώνται από τα b̂i. ΄Ετσι πρέπει να υπολογιστούν μαζί στο πρόβλημα

ελαχίστων τετραγώνων δίνοντας ως λύση την(
b̂T1 , . . . , b̂

T
N , β̂

T
)T

= min
b1,...,bN ,β

||ye−Xe(b1, . . . , bN , β)T ||2, (2.8)

όπου

Xe =



Z1 0 · · · 0 X1

∆ 0 · · · 0 0
0 Z2 · · · 0 X2

0 ∆ · · · 0 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 · · · ZN XN

0 0 · · · ∆ 0


και ye =



y1

0
y2

0
.
.
.

yN
0


.

Για την εκτίμηση του σ2 ως συνάρτηση του θ παίρνουμε την εξής

σ̂2(θ) =
||ye−Xe(b̂

T
1 , . . . , b̂

T
N , β̂

T )T ||2

N̂
. (2.9)
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Αντικαθιστώντας τις (2.8) και (2.9) στην (2.7) παίρνουμε την profile likelihood

L(β̂(θ),θ, σ̂2(θ)) =
exp(−N̂/2)

(2πσ̂2((θ))N̂/2

N∏
i=1

abs|∆|√
|Z̃Ti Z̃i|

. (2.10)

΄Οπως παρατηρούμε στον υπολογισμό της profile likelihood δε χρειάζονται

πουθενά οι εκτιμήσεις ούτε των τυχαίων επιδράσεων b̂i ούτε των σταθερών

επιδράσεων β̂(θ).

Είδαμε πως μπορούμε να εκτιμήσουμε τις παραμέτρους του μοντέλου με την

pseudo-data προσέγγιση. Θα δούμε τώρα έναν εναλλακτικό τρόπο εκτίμησης

των β̂(θ) και σ̂2(θ). ΄Εστω λοιπόν το LME yi = Xiβ + Zibi + εi με εi ∼
N (0, σ2I) και bi ∼ N (0,Ψ). Θα γράψουμε το μοντέλο με μια πιο συμπαγή

μορφή ως y = Xβ+Zb+ε, με εi ∼ N (0, σ2I
N̂×N̂ ) και bi ∼ N (0,D), όπου

y =

 y1
.
.
.

yN

 (N̂ × 1), X =

X1
.
.
.

XN

 (N̂ × (p+ 1)),

Z =


Z1 0n1×q · · · 0n1×q

0n2×q Z2 · · · 0n2×q
.
.
.

. . .

0nN×q 0nN×q · · · ZN

 (N̂ × qN), b =

 b1
.
.
.

bN

 (qN × 1),

ε =

 ε1...
εN

 (N̂ × 1), D =

Ψ
. . .

Ψ

 (qN × qN).

Υπενθυμίζεται ότι N̂ =
∑N

i=1 ni.
Αν θέσουμε ε∗ = Zb + ε, τότε θα πάρουμε y = Xβ + ε∗, όπου ε∗ ∼

N (0,Σ), με Σ = σ2I
N̂×N̂ + ZDZT ή Σ = σ2(I + 1

σ2ZDZ
T ) = σ2V

(για ευκολία παραλείπονται οι δείκτες του I και εννοείται ότι η διάστασή του

είναι τέτοια ώστε να είναι συμβατή). Τελικώς παίρνουμε την εξής μορφή του

μοντέλου

y = Xβ+ ε∗ ε∗ ∼ N (0,Σ). (2.11)

Η (2.11) εκφράζει ένα γραμμικό μοντέλο παλινδρόμησης του οποίου οι παράμε-

τροι β(θ) και σ2(θ), εκτιμούνται από την αντίστοιχη θεωρία ως

β̂(θ) = (XTV −1X)−1XTV −1y, (2.12)

σ̂2(θ) =
(y−Xβ̂(θ))TV −1(y−Xβ̂(θ))

N̂
. (2.13)
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Παρατηρήσεις:

- Η εκτίμηση των παραμέτρων β̂(θ) και σ̂2(θ) της profile likelihood ισο-

δύναμα γίνονται με τη χρήση των διανυσμάτων yi, δηλαδή χωρίς να φέρου-

με το μοντέλο σε αυτήν την πιο συμπαγή μορφή. Ο πίνακας διασποράς-

συνδιασποράς του ε∗i τώρα θα είναι Σi = σ2(I + 1
σ2ZiΨZi

T ) = σ2Vi.

- Φαινομενικά αυτός ο τρόπος εκτίμησης είναι πιο απλός αλλά υπολογιστικά

είναι πολύ πιο ασύμφορος από την προσέγγιση με τα pseudo-data ειδικά

όταν έχουμε πολύ μεγάλης διάστασης πίνακες σχεδιασμού.

- Ο τρόπος αυτός είναι πιο γενικός και η εκτίμηση του β̂(θ) γίνεται και όταν

ο πίνακας διασποράς του ε έχει κάποια δομή, δηλαδή επιτρέπει συσχέτιση

μεταξύ των σφαλμάτων, και γράφεται ως ένας συμμετρικός και θετικά

ορισμένος πίνακας V (βλ. Κεφάλαιο 4). Τότε θα είναι ε∗i ∼ N (0,Σ), με
Σ = V +ZDZT και

β̂(θ) = (XTΣ−1X)−1XTΣ−1y

- Η παραπάνω εκτίμηση λέγεται εκτιμήτρια ελαχίστων τετραγώνων με συ-

ντελεστές βάρους (weighted least squares estimator WLSE ). Να θυμη-

θούμε από τα γραμμικά μοντέλα παλινδρόμησης, αν y = Xβ + ε, με

ε ∼ N (0,Σ), μπορούμε να γράψουμε Σ = Σ1/2(Σ1/2)T . Πολλαπλασι-

άζοντας με Σ−1/2 παίρνουμε

Σ−1/2y = Σ−1/2Xβ+ Σ−1/2ε Σ−1/2ε ∼ N
(
0,Σ−1/2Σ(Σ−1/2)T

)
όπου Σ−1/2Σ(Σ−1/2)T = I

β̂(θ) = (XT (Σ−1/2)TΣ−1/2X)−1X(Σ−1/2)TΣ−1/2y

= (XTΣ−1X)−1XTΣ−1y.

Για τις ανάγκες αυτού του κεφαλαίου δε θα χρησιμοποιήσουμε ξανά αυτόν τον

τρόπο εκτίμησης, αλλά θα γίνεται χρήση μόνο αυτής με τα pseudo-data.

2.1.2 Περιορισμένη Συνάρτηση Πιθανοφάνειας

Οι εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας (ML), για τις παραμέτρους του Ψ (για

παράδειγμα αν είναι μονοδιάστατος, το σ2b ), ίσως δίνουν μικρότερες τιμές για

τις παραμέτρους αυτές. Για το λόγο αυτόν προτιμούνται οι ‘περιορισμένες’

(restricted) εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας (REML). Ο τρόπος με τον
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οποίο υπολογίζουμε την περιορισμένη συνάρτηση μέγιστης πιθανοφάνειας είναι

ο εξής. Ολοκληρώνουμε την συνάρτηση μέγιστης πιθανοφάνειας (την κλασική)

ως προς το διάνυσμα των σταθερών όρων β. Μαθηματικά αυτό εκφράζεται ως

LR(θ, σ2|y) =

∫
L(β,θ, σ2|y) dβ (2.14)

Στο σημείο αυτό δε θα κάνουμε κανέναν υπολογισμό για την LR, αλλά

θα δούμε πως γράφεται φορμαλιστικά αυτή στην επόμενη παράγραφο, με τη

χρήση διάσπασης Q−R του πίνακα σχεδιασμού των τυχαίων επιδράσεων. Προς

το παρόν θα δούμε κάποια ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της, τα οποία θα γίνουν

και ευκολότερα αντιληπτά κοιτάζοντας τον τύπο της στην παράγραφο 2.1.3.

Προφανώς ισοδύναμα μπορούμε να εξάγουμε τα ίδια αποτελέσματα και με την

lR που είναι ο λογάριθμος της LR (΄Οπως συχνά κάνουμε για την εκτίμηση των

παραμέτρων, δηλαδή δουλεύοντας με την lR).

• Ο τύπος της προφίλ πιθανοφάνειας μοιάζει αρκετά με αυτόν της ML, με

την κύρια διαφορά ότι υπάρχει ένας όρος που σχετίζεται με τον πίνακα

σχεδιασμού. Το περιμένουμε διότι έχουμε τον όρο Xβ και είναι λογικό

μετά την ολοκλήρωση να υπάρχει όρος που σχετίζεται με τον X.

• Πάλι υπολογίζουμε την εκτιμήτρια περιορισμένης μέγιστης πιθανοφάνειας

σ2 με τον ίδιο τρόπο. Δηλαδή υπολογίζοντας το θ̂R που μεγιστοποιεί

την συνάρτηση προφίλ LR(θ, σ2(θ)) ή αντίστοιχα lR(θ, σ2(θ)) και μετά

εκτιμώντας το σ2 ως σ̂2(θ̂)). ΄Ομοια υπολογίζουμε τις εκτιμήσεις των bi.

• Για το β δε μπορούμε να πάρουμε εκτίμηση μέσω της LR εφόσον αυτή

είναι συνάρτηση μόνο των σ2 και θ. ΄Ετσι η καλύτερη πρόβλεψη που

μπορούμε να έχουμε για το διάνυσμα β είναι η εκτίμηση που μας δίνει η

συνάρτηση μέγιστης πιθανοφάνειας (ML). ΄Ετσι περιμένουμε μέσω των

υπολογισμών που θα εκτελεί η R να δίνει την ίδια εκτίμηση για το β και

διαφορετικές για τα σ2 και τα στοιχεία του πίνακα διασποράς Ψ.

• ΄Οπως αναφέρθηκε παραπάνω η REML έχει μέσα στον τύπο της όρο που

σχετίζεται με τον πίνακα σχεδιασμού X. Αυτό σημαίνει ότι αλλάζοντας

τον, δηλαδή παίρνοντας άλλες αντιθέσεις θα έχουμε διαφορετική τιμή της

LR(θ̂, σ̂2(θ̂)). ΄Αρα δεν είναι σε αυτή την περίπτωση συγκρίσιμές δύο

LR και L′R με αντίστοιχους πίνακες σχεδιασμού X και X′ ως προς το

κριτήριο του λόγου πιθανοφανειών, διότι χρειάζεται το ένα σύνολο πα-

ραμέτρων να είναι υποσύνολο του άλλου. Ωστόσο μπορούμε να τα συ-

γκρίνουμε μέσω των κριτηρίων AIC και BIC. Θα τα δούμε αναλυτικότερα

στην Ενότητα 2.5.
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2.1.3 Ορθογώνια-Τριγωνική διάσπαση πίνακα Q-R

Μία ορθογώνια τριγωνική διάσπαση ενός τετραγωνικού πίνακα είναι όταν ανα-

λύεται σε γινόμενο δύο πινάκων, έναν ορθογώνιο Q και έναν άνω τριγωνικό

R. ΄Ενας πίνακας Q καλείται ορθογώνιος όταν ισχύει ότι QT = Q−1, δηλαδή
QQT = QTQ = I ή ισοδύναμα τα διανύσματα στήλες (ή γραμμές) είναι κάθε-

τα ανά δύο και έχουν μέτρο 1. Επειδή παντού, σαν σύμβαση οι πίνακες αυτοί

έχουν αυτά τα ονόματα η διάσπαση αυτή ονομάζεται και Q-R.

΄Ετσι ένας πίνακας X (n× p) γράφεται ως

X = Q

[
R
0

]
= QtR,

όπου Q είναι n × n ορθογώνιος, R p × p άνω τριγωνικός, 0 είναι διάστασης

προφανώς (n− p)× p και Qt είναι ο πίνακας που αποτελείται από τις πρώτες p
στήλες του Q.

Μία πολύ σημαντική ιδιότητα ενός ορθογώνιου πίνακα Q είναι ότι αν πολ-

λαπλασιαστεί με ένα διάνυσμα v του προκαλεί μία περιστροφή χωρίς να αλλάξει

το μέτρο του διότι:

||Qv||2 = (Qv)T (Qv) = vTQTQv = vT Iv = ||v2||.

Το ίδιο ισχύει φυσιολογικά και για τονQT
. Αν εφαρμόσουμε αυτήν την ιδιότητα

στο διάνυσμα υπολοίπων σε ένα πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων θα έχουμε

||y−Xβ||2 = ||QT (y−Xβ)||2 = ||QTy−QTXβ||2

= ||c−QTQ
[
R
0

]
β||2 = ||c−

[
R
0

]
β||2

= ||c1−R β||2 + ||c0||2,

με (cT1 , c
T
0 )T = QTy να είναι το περιστρεμμένο διάνυσμα y. Επειδή ο πίνακας

R είναι αντιστρέψιμος και μάλιστα άνω τριγωνικός είναι εύκολος ο υπολογισμός

του β̂ ως λύση του γραμμικού συστήματος

Rβ̂ = c1

ενώ παρατηρούμε ότι το τετραγωνικό σφάλμα υπολοίπων υπολογίζεται άμεσα

από το ||c0|| χωρίς να χρειάζεται ο υπολογισμός του β̂.
Μέσω της R μπορούμε να κάνουμε τη διάσπαση Q-R με την εντολή qr(X),

όπου X ο πίνακας που θέλουμε να διασπάσουμε. Για παράδειγμα

> X<- matrix(c(1,1,2,4,7,8), ncol=2)
> X
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[, 1] [, 2]
[1, ] 1 4
[2, ] 1 7
[3, ] 2 8
> Xqr <- qr(X) Οι εντολές qr.R(Xqr) και qr.Q(Xqr) δίνουν αντίστοιχα

τους πίνακες R και Qt, ενώ για να πάρουμε τον πλήρη Q ή R χρησιμοποιούμε

το όρισμα complete=TRUE. Στο παράδειγμα

> qr.R(Xqr) > qr.Q(Xqr)

[, 1] [, 2]
[1, ] −2.44949 −11.022704
[2, ] 0.00000 −2.738613

[, 1] [, 2]
[1, ] −0.4082483 0.1825742
[2, ] −0.4082483 −0.9128709
[3, ] −0.8164966 0.3651484

ενώ

> qr.R(Xqr, complete=TRUE)
[, 1] [, 2]

[1, ] −2.44949 −11.022704
[2, ] 0.00000 −2.738613
[3, ] 0.00000 0.000000
> qr.Q(Xqr, complete=TRUE)

[, 1] [, 2] [, 3]
[1, ] −0.4082483 0.1825742 −8.944272e− 01
[2, ] −0.4082483 −0.9128709 −1.012645e− 16
[3, ] −0.8164966 0.3651484 4.472136e− 01

Ας δούμε πως γίνονται οι αναρτήσεις μέγιστης πιθανοφάνειας (ML) και REML
μέσω Q-R διάσπασης. ΄Εχουμε

Z̃i = Q(i)

[
R11(i)

0

]
και

||ỹi− X̃iβ− Z̃ibi||2 = ||QT(i)(ỹi− X̃iβ− Z̃ibi)||2

= ||c1(i)−R10(i)β−R11(i)bi||2 + ||c0(i)−R00(i)β||2,
(2.15)

όπου

QT(i)X̃i =

[
R10(i)

R00(i)

]
, QT(i)yi =

[
c1(i)

c0(i)

]
.

Τα πιο πάνω μπορούν να γραφούν και σε μια πιο συμπαγή μορφή, ως σχέση
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πινάκων [
Zi Xi yi
∆ 0 0

]
= Qi

[
R11(i) R10(i) c1(i)

0 R00(i) c0(i)

]
.

Θα γυρίσουμε πίσω τώρα στη συνάρτηση μέγιστης πιθανοφάνειας όπως αυ-

τή προκύπτει από τη σχέση (2.4) και θα αντικαταστήσουμε στο εκθετικό την

(2.15). Θυμούμενοι ότι στην (2.4) η ολοκλήρωση γίνεται προς το bi, ο όρος

||c0(i) −R00(i)β||2 είναι ανεξάρτητος του bi και συνεπώς μπορεί να βγει έξω

από το ολοκλήρωμα. ΄Ετσι καταλήγουμε στην

L(β,θ, σ2|y) =

=

N∏
i=1

abs |∆|
(2πσ2)ni/2

exp

[
−||c0(i)−R00(i)β||2

2σ2

]
∫

exp
(
−||c1(i)−R10(i)β−R11(i)bi||2/2σ2

)
(2πσ2)q/2

dbi. (2.16)

Επειδή ο R11(i) είναι αντιστρέψιμος μπορούμε να κάνουμε μια αλλαγή μετα-

βλητής και να θέσουμε (c1(i) − R10(i)β − R11(i)bi)/σ = φi και dφi =
(abs |R11(i)|/σq)dbi. ΄Ετσι προκύπτει∫

exp
(
−||c1(i)−R10(i)β−R11(i)bi||2/2σ2

)
(2πσ2)q/2

dbi =

=
1

abs |R11(i)|

∫
exp(−||φi||2/2)

(2π)q/2
dφi =

1

abs |R11(i)|
. (2.17)

Από τις (2.16) και (2.17) καταλήγουμε στον τύπο

L(β,θ, σ2|y) =
N∏
i=1

abs |∆|
(2πσ2)ni/2

exp

[
−||c0(i)−R00(i)β||2

2σ2

]
1

abs |R11(i)|

ή L(β,θ, σ2|y) =

exp

[
N∑
i=1
−||c0(i)−R00(i)β||2/2σ2

]
(2πσ2)N̂/2

N∏
i=1

abs |∆|
abs |R11(i)|

.

(2.18)

Το άθροισμα τετραγώνων μέσα στο εκθετικό μπορεί να πάρει τη μορφή∥∥∥∥∥∥∥
R00(1) c0(1)

.

.

.
.
.
.

R00(N) c0(N)

[−β
1

]∥∥∥∥∥∥∥
2

,
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όπου πάλι στον πίνακα που προκύπτει από τους πίνακες R00(i) διάστασης (ni−
q)×(p+1) μπορούμε πάλι να εφαρμόσουμε Q-R διάσπαση και να τον γράψουμε,

επαυξημένο με τα διανύσματα c0(i) ωςR00(1) c0(1)
.
.
.

.

.

.

R00(N) c0(N)

 = Q0

[
R00 c0

0 c−1

]
. (2.19)

Αυτό δίνει μια πιο απλοποιημένη μορφή για τη συνάρτηση μέγιστης πιθανο-

φάνειας, την εξής:

L(β,θ, σ2|y) = exp

[
||c0−R00β||2 + ||c−1||2

−2σ2

]
1

(2πσ2)N̂/2

N∏
i=1

abs |∆|
abs |R11(i)|

(2.20)

και για δοσμένο θ, οι τιμές των β και σ2 που μεγιστοποιούν την L δίνονται ως

β̂(θ) = R−100c0 και σ̂2(θ) =
||c−1||2

N̂
,

από τα οποία προκύπτει η προφίλ πιθανοφάνεια

L(β̂(θ),θ, σ̂2(θ)|y) =

=

(
N̂

2π||c−1||2

)N̂/2
exp

(
−N̂

2

)
N∏
i=1

abs |∆|
abs |R11(i)|

(2.21)

και ανάλογα την προφίλ λογαριθμοποιημένη συνάρτηση πιθανοφάνειας (log-
likelihood):

l(θ|y) =
N̂

2
log

(
N̂

2π||c−1||2

)
− N̂

2
+

N∑
i=1

log

(
abs |∆|

abs |R11(i)|

)

=
N̂

2
(log N̂ − log(2π)− 1)− N̂ log ||c−1||+

N∑
i=1

log abs

(
|∆|
|R11(i)|

)
.

(2.22)

Η παραπάνω μεγιστοποιείται ως προς θ στο θ̂ και οι εκτιμήτριες μέγιστης πι-

θανοφάνειας για τα β και σ2 είναι οι β̂(θ̂) και σ̂2(θ̂).
Μπορούμε επίσης να προβλέψουμε και τις τυχαίες επιδράσεις, μηδενίζοντας

τον πρώτο όρο της (2.15), ως

b̂i(θ) = R−1
11(i)

(
c1(i)−R10(i)β̂(θ)

)
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οι οποίες καλούνται BLUP (best linear unbiased predictors). Πάλι αν αντικα-

ταστήσουμε το θ με το θ̂, θα πάρουμε τις αντίστοιχες εκτιμήτριες. Παρ΄ όλα

αυτά συνήθως δεν είναι του ενδιαφέροντός μας.

΄Οπως αναφέραμε στην παράγραφο 2.1.2 θα δούμε τώρα πως γίνονται η πε-

ριορισμένη συνάρτηση πιθανοφάνειας και η λογαριθμοποιημένη περιορισμένη συ-

νάρτηση πιθανοφάνειας μέσω της διάσπασης Q-R. Αυτή δίνεται ως ολοκλήρωμα

της συνάρτησης πιθανοφάνειας ως προς β. Ολοκληρώνοντας λοιπόν την (2.20)

θα μας δώσει

LR(θ, σ2|y) =

=
1

(2πσ2)N̂/2

N∏
i=1

abs |∆|
abs |R11(i)|

exp

(
||c−1||2

−2σ2

)∫
exp
||c0−R00β||2

−2σ2
dβ.

(2.23)

΄Οπως βλέπουμε, στον όρο μέσα στο ολοκλήρωμα μπορούμε να εφαρμόσουμε

παρόμοιο κόλπο, όπως στην (2.17) και να πάρουμε

∫
exp
||c0−R00β||2

−2σ2
dβ =

σp+1

abs |R00|
(2π)(p+1)/2

∫
exp

−||u||2/2
(2π)(p+1)/2

du

=
1

abs |R00|
(2πσ2)(p+1)/2. (2.24)

Αντικαθιστώντας την (2.24) στην (2.23) και λογαριθμίζοντας παίρνουμε την

lR(θ, σ2|y) =

=− N̂ − (p+ 1)

2
log(2πσ2)− ||c−1||2

2σ2
− log abs |R00|+

+

N∑
i=1

log abs

(
|∆|
|R11(i)|

)
. (2.25)

Αν επιπλέον αντικαταστήσουμε στην (2.25) την εκτιμήτρια του σ2 ως συνάρ-

τηση του θ, η οποία δίνεται ως

σ̂2(θ) = ||c−1||2/(N̂ − (p+ 1)),
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θα πάρουμε την αντίστοιχη συνάρτηση προφιλ

lR(θ,σ̂2(θ)|y) =

= −N̂ − (p+ 1)

2
log

(
2π||c−1||2

N̂ − (p+ 1)

)
− N̂ − (p+ 1)

2
− log abs |R00|

+
N∑
i=1

log abs

(
|∆|
|R11(i)|

)
ή

lR(θ, σ̂2(θ)|y) =

=const− (N̂ − (p+ 1)) log ||c−1|| − log abs |R00|+
N∑
i=1

log abs

(
|∆|
|R11(i)|

)
.

(2.26)

Αν συγκρίνουμε τις (2.21) και (2.26) βλέπουμε ότι είναι παρόμοιες με τη σημα-

ντική διαφορά του όρου log abs |R00| = log |
N∑
i=1
XT
i V
−1
i Xi|/2, όπου Vi όπως

αναφέρεται στην παράγραφο 2.1.1. Ο όρος

N∑
i=1

log abs
(
|∆|

|R11(i)|

)
, που υπάρχει

και στις δύο, καλείται άθροισμα των λογαρίθμων των λόγων των οριζουσών με

abs |R11(i)| =
√
|ZTi Zi + ∆T∆|.

2.1.4 Συνάρτηση πιθανοφάνειας σε πολλαπλού επιπέδου

μοντέλο

΄Εστω τώρα ότι έχουμε ένα μοντέλο επιπέδου Q, δηλαδή έχει Q παράγοντες

κατηγοριοποίησης εμφωλευμένους ο ένας στον άλλον. Αυτό σημαίνει ότι έχου-

με q1 το πλήθος τυχαίες επιδράσεις για τον ‘πιο εξωτερικό’ παράγοντα κατη-

γοριοποίησης, έστω παράγοντας 1 q2 το πλήθος τυχαίες επιδράσεις για τον

παράγοντα που είναι εμφωλευμένος στον 1, έστω παράγοντας 2 κ.ο.κ. ΄Ετσι

διαμορφώνονται οι πίνακες διασποράς Ψ1, . . . ,ΨQ και αντίστοιχα προκύπτουν

οι παράγοντες σχετικής ακρίβειας ∆1, . . . ,∆Q.

Θα δούμε πως προκύπτουν οι συναρτήσεις πιθανοφάνειας και restricted
πιθανοφάνειας για το μοντέλο επιπέδου 2 με τη χρήση Q-R διάσπασης. Μετά

την ανάλυσή μας θα είναι προφανές, πως αυτό θα γενικεύεται σε Q επίπεδα.

΄Εστω λοιπόν το μοντέλο

yij = Xijβ+Zi,jbi +Zijbij + εij , i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , ni,
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με εij ∼ N (0, σ2I), bi ∼ N (0,Ψ1) και bij ∼ N (0,Ψ2). Η συνάρτηση

πιθανοφάνειας δίνεται ως

L(β,θ1,θ2, σ
2|y) =

N∏
i=1

ni∏
j=1

p(yij |β,θ1,θ2, σ
2)

=
N∏
i=1

∫ ni∏
j=1

[∫
p(yij |bi, bij ,β, σ2)p(bij |θ2, σ

2) dbij

]
p(bi|θ1, σ

2) dbi.

(2.27)

Οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας p που εμφανίζονται στα ολοκλη-

ρώματα, είναι πολυδιάστατης κανονικής κατανομής. Εφαρμόζοντας Q-R δι-

άσπαση στον πίνακα [Zij,∆2] και εφαρμόζοντας ίδιες τεχνικές με αυτές στη

σχέση (2.15), θα πάρουμε για τη νόρμα του υπολοίπου

||ỹij − X̃ijβ− Z̃i,jbi− Z̃ijbij ||2 =

= ||c2(ij)−R20(ij)β−R21(ij)bi−R22(ij)bij ||2

+ ||c1(ij)−R10(ij)β−R11(ij)bi||2,

όπου[
Zij Zi,j Xij yij
∆2 0 0 0

]
= Qij

[
R22(ij) R21(ij) R20(ij) c2(ij)

0 R11(ij) R10(ij) c1(ij)

]
.

Αυτό θα μας δώσει δουλεύοντας όπως στην (2.18)

L(�) =
N∏
i=1

∫ exp

[
−

ni∑
j=1
||c1(ij)−R10(ij)β−R11(ij)bi||2/2σ2

]
(2πσ2)Mi/2

ni∏
j=1

abs

(
|∆2|
|R22(ij)|

)
dbi,

όπου Mi =
ni∑
j=1

nij . Δηλώνουμε με (�) όλα τα ορίσματα της L για λόγους

ευχρηστίας ώστε να μην τα κουβαλάμε συνέχεια. Εφαρμόζοντας πάλι μια Q-R
διάσπαση τέτοια ώστε να ισχύει η παρακάτω ισότητα

R11(i1) R10(i1) c1(i1)
.
.
.

.

.

.
.
.
.

R11(ini) R10(ini) c1(ini)

∆1 0 0

 = Qi

[
R11(i) R10(i) c1(i)

0 R00(i) c0(i)

]
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και εφαρμόζοντας παρόμοιες τεχνικές παίρνουμε

L(�) =

exp

[
−

N∑
i=1
||c0(i)−R00(i)β||2/2σ2

]
(2πσ2)N̂/2

N∏
i=1

abs

(
|∆1|
|R11(i)|

) ni∏
j=1

abs

(
|∆2|
|R22(ij)|

)
,

όπου N̂ =
N∑
i=1

Mi το σύνολο των παρατηρήσεων. Εφαρμόζοντας άλλη μία

τελευταία φορά Q-R διάσπαση τέτοια ώστεR00(1) c0(1)
.
.
.

.

.

.

R00(N) c0(N)

 = Q0

[
R00 c0

0 c−1

]
,

παίρνουμε τη συνάρτηση πιθανοφάνειας

L(�) = (2πσ2)−N̂/2 exp

[
||c0−R00β||2 + ||c−1||2

−2σ2

]
N∏
i=1

abs

(
|∆1|
|R11(i)|

) ni∏
j=1

abs

(
|∆2|
|R22(ij)|

)

και αντίστοιχα την λογαριθμοποιημένη πιθανοφάνεια

l(β,θ1,θ2, σ
2|y) =

= (−N̂/2) log(2πσ2) +
||c0−R00β||2 + ||c−1||2

−2σ2

+
N∑
i=1

log abs

(
|∆1|
|R11(i)|

)
+

N∑
i=1

ni∑
j=1

log abs

(
|∆2|
|R22(ij)|

)
.

(2.28)

Για δοσμένα θ1 και θ2 τα β, σ που μεγιστοποιούν την l(β,θ1,θ2, σ
2|y)

δίνονται ως

β̂(θ1, θ2) = R−1
00 c0 και σ̂2(θ1, θ2) = ||c−1||2/N̂
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και αντικαθιστώντας τα στην (2.28) παίρνουμε την προφίλ πιθανοφάνεια

l(β̂(θ1, θ2),θ1,θ2, σ̂
2(θ1, θ2)|y) =

= const− N̂ log(||c−1||) +
N∑
i=1

log abs

(
|∆1|
|R11(i)|

)

+
N∑
i=1

ni∑
j=1

log abs

(
|∆2|
|R22(ij)|

)
. (2.29)

΄Ομοια, όπως εργαστήκαμε με τη σχέση (2.23), η (2.28) θα δώσει την πε-

ριορισμένη συνάρτηση πιθανοφάνειας, την οποία δε θα αναφέρουμε, και την

αντίστοιχη προφίλ συνάρτηση ως

lR(β̂(θ1, θ2),θ1,θ2,σ̂
2(θ1, θ2)|y) =

=const− (N̂ − (p+ 1)) log ||c−1|| − log abs |R00|+

+
N∑
i=1

log abs

(
|∆1|
|R11(i)|

)
+

N∑
i=1

ni∑
j=1

log abs

(
|∆2|
|R22(ij)|

)
.

(2.30)

2.2 Παραμετροποίηση του πίνακα διασποράς

2.2.1 Παραμετροποίηση Cholesky

Στην προηγούμενη ενότητα αναφερθήκαμε στους πίνακες διασποράς Ψk, των

διανυσμάτων τυχαίων επιδράσεων, διάστασης qk και για τους αντίστοιχους ∆k

που προκύπτουν. Θα δούμε τώρα και άλλους τρόπους παραμετροποίησης του

πίνακα 1/σ2Ψk, διότι ουσιαστικά και με τη χρήση του πίνακα σχετικής ακρίβειας

∆k κάναμε μία παραμετροποίηση.

Η παραπάνω ονομάζεται παραμετροποίηση Cholesky και προκύπτει από

το γεγονός ότι έναν πίνακα θετικά ορισμένο μπορούμε να τον γράψουμε ως

A = LTL, όπου L άνω τριγωνικός. Βάζοντας όπου A = 1/σ2Ψk έχουμε

1/σ2Ψk = LTL (2.31)

Ο τρόπος με τον οποίο καταλήγουμε στην εύρεση του ∆k τέτοιου ώστε ∆T
k∆k =

σ2Ψ−1
k είναι προφανής. Τώρα όμως θα ασχοληθούμε με την (2.31). Χάριν α-

πλότητας στη συνέχεια της ενότητας θα αναφερόμαστε στον πίνακα διασποράς

χωρίς αναγράφουμε τους δείκτες, δηλαδή σαν να εργαζόμαστε πάνω στο απλό

γραμμικό μοντέλο, και χωρίς τον πολλαπλασιαστή (1/σ2), διότι δεν επηρεάζει

τη δομή του πίνακα.
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΄Οπως είναι εύκολο να παρατηρήσει κανείς ο πίνακας L δεν είναι μοναδικός,

διότι πολλαπλασιάζοντας με −1 οποιαδήποτε γραμμή θα πάρουμε το ίδιο απο-

τέλεσμα. ΄Ετσι όμως από εκεί που υπήρχαν q(q + 1)/2 παράμετροι, για τους

διάφορους L, προκύπτουν πολλές περισσότερες επιλογές, συνεπώς προκύπτουν

πολλά περισσότερα διανύσματα θ που αντιστοιχούν στον ίδιο Ψ. Ως θ γράφουμε

το άνω τριγωνικό μέρος του L ανά στήλες. ΄Ενα άλλο πρόβλημα που προκύπτει,

είναι η δυσκολία στην ερμηνεία της εκτιμήτριας του θ και συνεπώς στην κα-

τασκευή διαστημάτων εμπιστοσύνης για τα στοιχεία του Ψ, βασιζόμενοι στα

διαστήματα εμπιστοσύνης του θ. Το καλό με την Cholesky παραμετροποίηση

είναι ότι υπολογιστικά είναι εύκολη και ευσταθής. Παραδείγματος χάρη αν

A =

1 1 1
1 5 5
1 5 14

 , τότε A = LTL =

1 0 0
1 2 0
1 2 3

1 1 1
0 2 2
0 0 3



και θ = (1, 1, 2, 1, 2, 3)T .

΄Ενας τρόπος για να εξασφαλίσουμε μοναδικότητα του L και συνεπώς των

θ, είναι να απαιτήσουμε τα διαγώνια στοιχεία να είναι θετικά. Για να αποφύγει

κανείς περιορισμούς στην εκτίμηση του διανύσματος των παραμέτρων θ, χρησι-
μοποιείται ο λογάριθμος των διαγωνίων στοιχείων και η παραμετροποίηση αυτή

ονομάζεται log-Cholesky. Το διάνυσμα θ που παραμετροποιεί τον A είναι το

θ = (0, 1, log(2), 1, 2, log(3))T .

2.2.2 Σφαιρική Παραμετροποίηση

΄Οπως είδαμε στην προηγούμενη παράγραφο, δεν παίρνουμε κάποια ουσιαστική

ερμηνεία με την παραμετροποίηση Cholesky. Θα θέλαμε μια παραμετροποίηση,

τέτοια ώστε το διάνυσμα θ να ερμηνεύει άμεσα τα στοιχεία του Ψ, δηλαδή

τις διασπορές και συνδιασπορές των b1, . . . , bq και ταυτόχρονα να μη χάνει τις

καλές ιδιότητες της παραμετροποίησης Cholesky. Αυτό το πετυχαίνουμε με την

σφαιρική (spherical) παραμετροποίηση.

Αυτή γίνεται ως εξής. Στον πίνακα L που προκύπτει από την Cholesky,
γράφουμε τις στήλες του Li στις σφαιρικές τους συντεταγμένες. ΄Ετσι αν

συμβολίσουμε με [Li]1 το πρώτο στοιχείο της i στήλης, [Li]2 το δεύτερο κ.ο.κ,
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ενώ με li τις σφαιρικές συντεταγμένες των στοιχείων παίρνουμε

[Li]1 = [li]1 cos([li]2)

[Li]2 = [li]1 sin([li]2) cos([li]3)

.

.

.

[Li]i−1 = [li]1 sin([li]2) · · · sin([li]i−1) cos([li]i)

[Li]i = [li]1 sin([li]2) · · · sin([li]i−1) sin([li]i).

Τότε έχουμε ότι Ψii = [li]
2
1, i = 1, . . . , q, όπου Ψii τα διαγώνια στοιχεία

του Ψ είναι οι διασπορές των τυχαίων επιδράσεων bi και cos([li]2) = ρ1i ο συ-

ντελεστής συσχέτισης μεταξύ του b1 και του bi. Δυστυχώς για τα υπόλοιπους

συντελεστές συσχέτισης ρij δεν έχουμε κάποιον άμεσο τύπο, αλλά εκφράζονται

ως γραμμικός συνδυασμός των ως άνω γινομένων ημιτόνων και συνημίτονων.

Για την εξασφάλιση μοναδικότητας της παραμετροποίησης αυτής πρέπει να

ισχύουν τα ακόλουθα:

[li]1 > 0 i = 1, . . . , q και [li]j ∈ (0, π), i = 1, . . . , q, j = 2, . . . , i.

Για να μην έχουμε περιορισμούς στην εκτίμηση των παραμέτρων μπορούμε να

χρησιμοποιήσουμε

θi = log([li]1), i = 1, . . . , qκαι

θq+(i−1)(i−2)/2+(j−1) = log

(
[li]j

π − [li]j

)
i = 2, . . . , q, j = 2, . . . , i.

Η σφαιρική παραμετροποίηση του A είναι

θ = (0, log(5)/2, log(14)/2,−0.608,−0.348,−0.787)T

2.2.3 Λογάριθμος πίνακα

΄Ενας άλλος τρόπος παραμετροποίησης ενός πίνακα A είναι μέσω του λογαρίθ-

μου του. Ορίζουμε B να είναι ο πίνακας λογάριθμος του A αν ισχύει

B = log(A)⇔ A = eB.

Εδώ θα χρησιμοποιήσουμε τη γραφή ενός πίνακα A μέσω των ιδιοτιμών

και των ιδιοδιανυσμάτων του. Γνωρίζουμε ότι ένας συμμετρικός και θετικά

ορισμένος πίνακας διάστασης q έχει q ιδιοτιμές και q ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα,

τα οποία φυσικά μπορούμε να κανονικοποιήσουμε. Συμβολίζοντας με Λ τον

πίνακα των ιδιοτιμών και U τον ορθογώνιο πίνακα ιδιοδιανυσμάτων, έχουμε

A = UΛUT .
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Μπορούμε να δούμε ότι

eU log (Λ)UT
= UIUT +U log (Λ)UT +

1

2
(U log (Λ)UT )2 + . . .

όμως (U log (Λ)UT )2 = U log (Λ)UTU log (Λ)UT = U log (Λ)2UT

και γενικά (U log (Λ)UT )n = U log (Λ)nUT

΄Αρα eU log (Λ)UT
= U(I + log (Λ) +

1

2
log (Λ)2 + . . .)UT

= Uelog(Λ)UT = UΛUT = A.

Επειή A = elog(A)
προκύπτει ότι

log(A) = U log(Λ)UT ,

όπου log(Λ)ii = log(Λii), δηλαδή είναι διαγώνιος πίνακας με τα στοιχεία του

να είναι ο λογάριθμος των ιδιοτιμών του A.

Αυτή η παραμετροποίηση δεν έχει περιορισμούς κατά τη διαδικασία εκτίμη-

σης των παραμέτρων και είναι ευσταθής όπως και οι προηγούμενες. Στα αρνητι-

κά αυτής συμπεριλαμβάνονται η μη ύπαρξη άμεσης εκτίμησης για τις διασπορές

και συνδιασπορές των b1, . . . , bq, όπως και στην Cholesky καθώς και το γε-

γονός ότι χρειάζεται πιο πολύ υπολογιστικό χρόνο συγκριτικά, ειδικά όταν το

q είναι μεγάλο π.χ.> 100. Χρησιμοποιείται κυρίως όταν ο πίνακας διασποράς

συνδιασποράς είναι διαγώνιος.

Το διάνυσμα θ που πραγματοποιεί αυτήν την παραμετροποίηση περιλαμβάνει

τα στοιχεία του άνω τριγωνικού μέρους του log(A). Στο παράδειγμα θ =
(−0.174, 0, 397, 1.265, 0.104, 0.650, 2.492)T .

2.3 Αλγόριθμοι βελτιστοποίησης

Οι πιο συνηθισμένοι αλγόριθμοι που χρησιμοποιούνται για την εύρεση του βέλ-

τιστου (optimal) θ που παραμετροποιεί τον 1/σ2Ψ είναι ο αλγόριθμος E M
(Expectation Maximizaton) και ο αλγόριθμος Newton Raphson.

Ο πρώτος χρησιμοποιείται πολύ συχνά όταν έχουμε μη παρατηρήσιμα δεδο-

μένα. Στα γραμμικά μοντέλα τυχαίων επιδράσεων μπορούν να θεωρηθούν ως

τέτοια οι τυχαίες επιδράσεις bi. Ο αλγόριθμος έχει πάρει την ονομασία του

από το γεγονός ότι η επαναληπτική διαδικασία που χρησιμοποιεί αποτελείται

από ουσιαστικά δύο βήματα.

1. Υπολογισμός της αναμενόμενης τιμής της log likelihood ως προς την υπο

συνθήκη κατανομή του b δοθέντων των y και της εκτίμησης θ(n)
του θ
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που έχει προκύψει. Αναγράφεται ως

Q(θ|θ(n)) = Eb|y,θ(n) [l(θ|y, b)]

Καλείται το βήμα E.

2. Μεγιστοποίηση της Q ως προς θ το οποίο θα μας δώσει την επόμενη

εκτίμηση

θ(n+1) = arg max
θ

Q(θ|θ(n))

Καλείται το βήμα M.

Προφανώς, όπως όλοι οι επαναληπτικοί αλγόριθμοι, χρειάζεται μια αρχική συν-

θήκη ώστε να ξεκινήσει. Αυτήν την λαμβάνουμε πολλές φορές από προηγούμε-

νες αναλύσεις παρόμοιων δεδομένων, ώστε θεωρητικά να αρχίσει η διαδικασία

από σημείο που είναι κοντά στο βέλτιστο και να εξοικονομήσουμε χρόνο, διότι

θα χρειαστούν λιγότερα βήματα για τη σύγκλιση. Διαφορετικά ξεκινάμε με μια

αυθαίρετη αρχική συνθήκη, μερικοί πρώτοι έλεγχοι π.χ. γραφικοί ίσως μπορούν

να κατευθύνουν σε μια λογική επιλογή.

Ο αλγόριθμος Newton Raphson είναι ο πιο ευρέως διαδεδομένος, διότι η

σύγκλιση στο βέλτιστο θ είναι τετραγωνική και υπό προϋποθέσεις που συχνά

τηρούνται δεν έχει περιορισμό στην επιλογή αρχικής συνθήκης. Συνήθως λόγω

του μεγάλου υπολογιστικού κόστους που ενδέχεται να έχει η μέθοδος, χρησι-

μοποιείται όταν είμαστε `σχετικά κοντά` στο βέλτιστο, ώστε με λίγες κλήσεις

της (π.χ 2), να το πετύχουμε, τη στιγμή που ο αλγόριθμος E M μπορεί να

ήθελε αρκετές παραπάνω επαναλήψεις.

Η δομή του είναι η εξής

θ(n+1) = θ(n) −H−1|θ(n)∇l(θ)|θ(n) ,

όπου

H(ij) =
∂2l(θ|y)

∂θi∂θj
i, j = 1, . . . ,dim(θ).

Επειδή ο κλάδος της βελτιστοποίησης συνήθως σχετίζεται με την εύρεση

ελαχίστου στα διάφορα προβλήματα, χρησιμοποιούμε την −l και αναζητάμε το

θ που την ελαχιστοποιεί. Φυσικά το πρόβλημα είναι ισοδύναμο με το αρχικό.

2.4 Ασυμπτωτικές Κατανομές παραμέτρων

Οι εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας των παραμέτρων β,θ1, . . . ,θQ, σ
2
σε

ένα μοντέλο με Q παράγοντες κατηγοριοποίησης, εμφωλευμένους ο ένας στον
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άλλον, όπως είναι γνωστό, είναι και οι ίδιες τυχαίες μεταβλητές. Θα δούμε λοι-

πόν εδώ, μόνο αναφορικά, ποιά ή ποιές κατανομές ακολουθούν. Στην πραγματι-

κότητα αυτές οι κατανομές ακολουθούνται ασυμπτωτικά, αλλά τα αποτελέσματα

είναι εύχρηστα και πολύ ακριβή, οπότε είναι και αυτές που χρησιμοποιούνται.

΄Εχει αποδειχθεί ότι οι εκτιμήτριες αυτές ασυμπτωτικά ακολουθούν κανονι-

κές κατανομές και ο πίνακας διασποράς-συνδιασποράς δίνεται από τον αντίστρο-

φο του πίνακα πληροφορίας που αντιστοιχεί στην λογαριθμοποιημένη συνάρτη-

ση πιθανοφάνειας. Επιπλέον οι εκτιμήτριες των σταθερών επιδράσεων β είναι

ασυμπτωτικά ασυσχέτιστες με αυτές των σ2 και θ1, . . . ,θQ, εφόσον

E[∂2l/∂β∂θTk ] = 0, k = 1, . . . , Q και E[∂2l/∂β∂σ2] = 0.

΄Ετσι προκύπτει ότι

β̂∼̇N (β, σ2[R−100 (R−100 )T ]),
θ̂1
.
.
.

θ̂Q
log σ̂

∼̇N


θ1
.
.
.

θQ
log σ

 , I−1(θ1, . . . , θQ, σ)


όπου,

I(θ1, . . . , θQ, σ) = −


∂2l

∂θ1∂θT1

∂2l
∂θ2∂θT1

· · · ∂2l
∂ log σ∂θT1

.

.

.
.
.
.

.

.

.

∂2l
∂θ1∂ log σ

∂2l
∂θ2∂ log σ

· · · ∂2l
∂2 log σ

 .
Με I συμβολίζουμε τον πίνακα πληροφορίας και l(θ1, . . . , θQ, σ)) είναι

η προφίλ log likelihood. Στην πράξη και για την υλοποίηση στατιστικών

ελέγχων- κατασκευή διαστημάτων εμπιστοσύνης- τον πίνακα πληροφορίας τον

υπολογίζουμε, αντικαθιστώντας τα (θ1, . . . , θQ, σ) με τις εκτιμήτριές τους.

΄Εχει δειχθεί ότι και χρησιμοποιώντας την REML αντί της ML, θα ισχύουν

για τις εκτιμήτριες ακριβώς τα ίδια ασυμτωτικά συμπεράσματα, με τη μόνη δια-

φορά, ότι στον πίνακα πληροφορίας θα χρησιμοποιηθεί η lR.

2.5 Στατιστικοί έλεγχοι

Σε ένα στατιστικό μοντέλο που περιλαμβάνει ένα σύνολο παραμέτρων, το κύριο

ενδιαφέρον μας είναι να μπορούμε να εκτιμήσουμε ποιές από αυτές είναι σημα-

ντικές και ποιες όχι. Τελικός στόχος είναι να καταλήξουμε στο μοντέλο που

εξηγεί όσον το δυνατόν καλύτερα το φαινόμενο που μελετάμε, με τις όσον το
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δυνατόν λιγότερες παραμέτρους. Το βασικό εργαλείο για τις ως άνω εκτιμήσεις

είναι η συνάρτηση πιθανοφάνειας.

2.5.1 ΄Ελεγχοι υποθέσεων

΄Ενας τρόπος για να κρίνει κανείς αν μία ή περισσότερες παράμετροι είναι σημα-

ντικοί, είναι να κατασκευάσει δύο μοντέλα. Το πρώτο μοντέλο είναι αυτό που

δεν περιλαμβάνει τις παραμέτρους προς εξέταση, θα το ονομάσουμε M1 και

το δεύτερο αυτό που τις περιλαμβάνει M2 και θα τα συγκρίνουμε. ΄Ενα μέτρο

σύγκρισης είναι η τιμή της L(θ̂) (ή l(θ̂)) για τα δύο μοντέλα. Συμβολίζου-

με L1(l1) και L2(l2) αντίστοιχα. Το L2 > L1 και συνεπώς l2 > l1 εφόσον

αντιπροσωπεύει πιο πολύπλοκο μοντέλο.

Το M1 παρατηρούμε ότι είναι εμφωλευμένο μέσα στο M2. ΄Ετσι κάνουμε

τον έλεγχο

H0 : θ = 0 H1 : θ ∈ Rp,
όπου εδώ, για να αποφευχθεί οποιαδήποτε σύγχυση, θ είναι συμβολικό και μπο-

ρεί να είναι οποιοδήποτε σύνολο παραμέτρων και όχι κατ΄ ανάγκη το θ που πα-

ραμετροποιεί τον πίνακα διασποράς συνδιασποράς, όπως είδαμε προηγουμένως

(π.χ. συμβολίζει το διάνυσμα των σταθερών επιδράσεων). Ενώ p είναι ο α-

ριθμός των παραμέτρων που εξετάζονται (όχι η διάσταση του διανύσματος των

σταθερών όρων β).
Συνήθως εξετάζουμε μία προς μία τις παραμέτρους (p = 1). Αυτό δουλεύει

καλά όταν εξετάζουμε τη σπουδαιότητα μίας σταθερής επίδρασης ή μίας τυχαίας

επίδρασης (δηλαδή το σbj , j = 1, . . . q) όταν γνωρίζουμε ότι μεταξύ τους είναι

ασυσχέτιστες. Στη γενική περίπτωση που οι τυχαίες επιδράσεις έχουν πίνακα

διασποράς-συνδιασποράς Ψ συμμετρικό και θετικά ορισμένο, εκτός από τη δια-

σπορά σjj , πρέπει να ελέγξουμε και αν όλες οι συνδιασπορές είναι μηδέν, ώστε

να την αφαιρέσουμε από το μοντέλο, που οδηγεί σε p = q παραμέτρους προς

εξέταση.

Ο στατιστικός έλεγχος που πραγματοποιείται ονομάζεται έλεγχος του

λόγου των πιθανοφανειών (likelihood ratio test) και είναι ο εξής

2 log(L2/L1) = 2(l2− l1).

Πολλές φορές συναντάται και στη μορφή −2(l1− l2). Αν ki είναι ο συνολικός

αριθμός παραμέτρων του Mi μοντέλου τότε ασυμπτωτικά η τιμή του ελέγχου

ακολουθεί X 2
κατανομή με k2 − k1(= p) βαθμούς ελευθερίας. Χρησιμοποιε-

ίται κυρίως για τον έλεγχο της σπουδαιότητας τυχαίων επιδράσεων. Για τις

σταθερές επιδράσεις προτιμούνται, όπως θα δούμε, άλλοι έλεγχοι.

Δύο ακόμα κριτήρια που εξετάζουν κατά πόσο δύο μοντέλα διαφέρουν είναι

τα
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• Akaike Information Criterion (AIC) AIC = −2l(θ̂|y) + 2npar

• Bayesian Information Criterion (BIC) BIC = −2l(θ̂|y)+npar log(N̂)

Τα παραπάνω είναι κριτήρια και όχι στατιστικοί έλεγχοι και ο τρόπος που

τα χρησιμοποιούμε είναι καθαρά μέσω της τιμής τους. ΄Οσο μικρότερη, τόσο

καλύτερο είναι το μοντέλο. Το καλό με τα κριτήρια αυτά είναι ότι δεν απαιτούν

το ένα μοντέλο να είναι εμφωλευμένο στο άλλο, όπως πρέπει στο λόγο των

πιθανοφανειών. ΄Οπως είδαμε στην παράγραφο 2.1.2 χρησιμοποιώντας την lR,
αλλάζοντας τον πίνακα σχεδιασμού, αλλάζει και η τιμή της και έτσι δεν μπορεί

να εφαρμοστεί ο έλεγχος του λόγου των πιθανοφανειών (παύει να ισχύειM1 ⊂
M2). Εν τούτοις είναι συγκρίσιμα μέσω των κριτηρίων AIC και BIC.

Για την p-τιμή που προκύπτει από τον έλεγχο του λόγου των πιθανοφανει-

ών, της X 2
k2−k1 , για τη σημαντικότητα των τυχαίων επιδράσεων, έχει δειχθεί

πειραματικά ότι είναι συντηρητική. Δηλαδή ότι είναι μεγαλύτερη από αυτήν

που θα ΄πρεπε. Χρησιμοποιώντας όμως X 2
κατανομή με λιγότερους βαθμούς

ελευθερίας, ως καλύτερη επιλογή, θα δούμε ότι μια τέτοια επιλογή θα είναι αντι-

συντηρητική, δηλαδή θα έδινε μικρότερη τιμή από αυτή που θα έπρεπε. ΄Ετσι

όμως θα χάναμε την ασφάλεια που μας έδινε η συντηρητική p-τιμή της X 2
k2−k1 ,

διότι αν οριακά απορρίπταμε την H0 η απόφαση αυτή μπορεί να ήταν εσφαλμένη.

Για το λόγο αυτόν, αν θέλουμε να έχουμε την καλύτερη δυνατή εκτίμηση για

την κατανομή που ακολουθεί η τιμή του ελέγχου αυτού, χρειάζεται να πάρουμε

γραμμικό συνδυασμό της X 2
k2−k1 με την αμέσως προηγούμενη (δηλαδή με αυτήν

με έναν βαθμό ελευθερίας λιγότερο). Δε θα είχε νόημα να χρησιμοποιούσαμε

γραμμικό συνδυασμό κατανομών με κατανομές X 2
με μικρότερους βαθμούς ε-

λευθερίας, γιατί το μόνο που θα άλλαζε, θα ήταν ότι θα είχαμε διαφορετικούς

συντελεστές (διαφορετικά βάρη). Ωστόσο αυτό θα το χρησιμοποιούσαμε μόνο

σε περιπτώσεις που η p-τιμή δίνει οριακά συμπεράσματα για την αποδοχή ή α-

πόρριψη της επίδρασης στο μοντέλο.

Είδαμε πως εξετάζουμε τη σημαντικότητα των τυχαίων επιδράσεων. Τώρα

θα εξετάσουμε τις σταθερές επιδράσεις. ΄Εχει φανεί σε προσομοιώσεις, ότι ο

έλεγχος του λόγου των πιθανοφανειών δίνει μια αντισυντηρητική p-τιμή, η ο-

ποία μπορεί κάποιες φορές να είναι αρκετά μικρότερη από την θεωρητική, με

συνέπεια να οδηγεί σε λάθος συμπεράσματα. Για το λόγο αυτόν είναι καλύτε-

ρα να υπολογίζουμε το βέλτιστο θ από την προφίλ πιθανοφάνεια και μετά να

χρησιμοποιήσουμε τις εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας β̂j(θ̂) σε κλασικο-

ύς ελέγχους t-test και F-test από την θεωρία της γραμμικής παλινδρόμησης.

Προφανώς η κατανομή που θα χρησιμοποιήσουμε είναι αυτή της Ενότητας 2.4,

με σ2 να αντικαθίσταται από την εκτιμήτριά της σ̂2(θ̂), όπως αυτή προκύπτει

από τη μέθοδο REML
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Για τον F έλεγχο γνωρίζουμε ότι χρειαζόμαστε τους βαθμούς ελευθερίας

του αριθμητή και του παρανομαστή διότι η τιμή του προέρχεται από μια πα-

ράσταση της μορφής

SSnum/numDF

SSden/denDF
,

όπου SSnum, SSden δηλώνουν τετραγωνικά σφάλματα και numDF , denDF
αντίστοιχους βαθμούς ελευθερίας. Θα εστιάσουμε στους βαθμούς ελευθερίας.

΄Εστω ότι έχουμε έναν όρο που ανήκει σε ένα επίπεδο κατηγοριοποίησης, τότε

οι βαθμοί ελευθερίας του αριθμητή καθορίζονται άμεσα από τον ίδιο τον όρο,

ενώ του παρανομαστή καθορίζονται από το επίπεδο στο οποίο εκτιμάτε αυτός.

Για να πούμε τι σημαίνει ‘ένας όρος εκτιμάτε σε ένα επίπεδο’, αρχικά θα

δώσουμε τους εξής ορισμούς. ΄Ενας όρος καλείται εσωτερικός (inner) σχε-

τικά με ένα επίπεδο κατηγοριοποίησης, αν η τιμή του αλλάζει εντός των ο-

μάδων αυτού και εξωτερικός (outer), αν η τιμή μένει αμετάβλητη εντός των

ομάδων. Ιδιαίτερη συμπεριφορά ως προς τους παράγοντες κατηγοριοποίησης

έχει ο σταθερός όρος του μοντέλου, ο οποίος είναι εξωτερικός όλων των επι-

πέδων (δηλώνει το γενικό μέσο), αλλά αντιμετωπίζεται ως εσωτερικός όλων,

όταν ερχόμαστε στην ανάλυση του μοντέλου.

΄Εστω ότι έχουμε Q επίπεδα κατηγοριοποίησης. Λέμε ότι ένας όρος εκτι-

μάτε στο επίπεδο k, k = 1, . . . , Q, αν είναι εσωτερικός του k − 1 παράγοντα

και εξωτερικός του k. Για παράδειγμα ας δούμε το split-plot πείραμα που πε-

ριγράφεται στην παράγραφο 1.4.2. Υπάρχουν 2 επίπεδα κατηγοριοποίησης, το

μπλοκ και η ποικιλία βρώμης μέσα στο μπλοκ (plot μέσα στο block). Ο όρος

‘ποικιλία’ είναι εσωτερικός του παράγοντα μπλοκ και εξωτερικός του `ποικιλία

βρώμης μέσα στο μπλοκ`, άρα εκτιμάτε στο επίπεδο 2. Αν ένας όρος είναι εσω-

τερικός όλων, τότε λέμε ότι εκτιμάτε στο επίπεδο των σφαλμάτων εντός των

ομάδων και το αποκαλούμε Q+ 1 επίπεδο.

Αν λοιπόν ένας όρος εκτιμάτε στο επίπεδο k, τότε για τον αντίστοιχο

denDFk ισχύει ο εξής τύπος

denDFk = mk − (mk−1 + pk), k = 1, . . . , Q+ 1,

όπουmk είναι το πλήθος ομάδων στο επίπεδο k (με τη σύμβασηm0 = 1 δηλαδή

όλες οι παρατηρήσεις ανήκουν σε μία ομάδα) και pk το άθροισμα των βαθμών

ελευθερίας που αντιστοιχούν στους όρους που εκτιμούνται στο επίπεδο k.
Στο ίδιο παράδειγμα έχουμε Q = 2, m0 = 1, p0 = 1 και

• m1 = 6, p1 = 0 → denDF1 = 6− (1 + 0) = 5

• m2 = 18(6× 3), p2 = 2 → denDF2 = 10

• m3 = 72(18× 4), p3 = 3 → denDF2 = 51
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2.5.2 Διαστήματα εμπιστοσύνης

Τώρα θα δούμε πως κατασκευάζουμε διαστήματα εμπιστοσύνης για τις παρα-

μέτρους του μοντέλου, σε επίπεδο σημαντικότητας α. Συνήθως (και η προκα-

θορισμένη τιμή της R σε τέτοιες περιπτώσεις) α = 0.05 και λέμε ότι φτιάχνουμε

ένα (1− α)% διάστημα εμπιστοσύνης (δ.ε). Οι κατανομές που θα χρησιμοποι-

ήσουμε είναι πάλι από την Ενότητα 2.4.

Για τα βj έχουμε το δ.ε

β̂j ± tdfk(1− α/2)σ̂R

√
R−100 (R−100 )T )jj ,

όπου dfk είναι οι βαθμοί ελευθερίας του παρανομαστή και υπολογίζονται όπως

είδαμε στην προηγούμενη παράγραφο. Ως γνωστόν αν το dfk είναι αρκετά

μεγάλο (π.χ. > 50) χρησιμοποιούνται προσεγγιστικά, αντί αυτής, τα ποσοστη-

μόρια z(1− α/2) της N (0, 1).
Αντίστοιχα κατασκευάζουμε ένα (1 − α)% δ.ε για το σ, χρησιμοποιώντας

προσεγγιστικά την κανονική κατανομή. Υπενθυμίζεται ότι στην από κοινού

ασυμπτωτική κατανομή των θ, σ, χρησιμοποιείται για το σ η παραμετροποίηση

log σ για την οποία όμως υπάρχει εμφανώς άμεσος τρόπος να πάμε στο σ. ΄Ετσι

προκύπτει το εξής δ.ε. για το σ[
σ̂ exp

(
−z(1− α/2)

√
(I−1)σσ

)
, σ̂ exp

(
z(1− α/2)

√
(I−1)σσ

)]
όπου (I−1)σσ είναι το τελευταίο διαγώνιο στοιχείο του αντιστρόφου του πίνακα

πληροφορίας.

Ενώ για τα βj και σ είναι εύκολο να κατασκευάσουμε διαστήματα εμπιστο-

σύνης, για τα στοιχεία του πίνακα διασποράς-συνδιασποράς Ψ είναι πολύ πιο

δύσκολο, διότι είναι δύσκολο ως και αδύνατο, από το δ.ε . που κατασκευάζου-

με για το διάνυσμα θ που τον παραμετροποιεί, να φτιάξουμε δ.ε. στα αρχικά

στοιχεία. ΄Οπως είδαμε στην Ενότητα 2.3 στις περισσότερες παραμετροποιήσεις

δεν υπάρχει άμεση μετάβαση από τα δ.ε. στην κλίμακα της χωρίς περιορισμούς

παραμετροποίησης, στα δ.ε. στα αρχικά στοιχεία. Σε ιδικές περιπτώσεις, όπως

αυτή που ο Ψ είναι διαγώνιος, αυτή η μετάβαση είναι εφικτή.

Ο τρόπος λοιπόν που θα φτιάξουμε διαστήματα εμπιστοσύνης, είναι μέσω

προσεγγιστικών μεθόδων. Αυτές στηρίζονται σε μια εναλλακτική παραμετρο-

ποίηση που ονομάζεται φυσική (natural). Χρησιμοποιεί τον λογάριθμο των

τυπικών αποκλίσεων και τα λεγόμενα generalized logits των συντελεστών συ-

σχέτισης. Γενικά για έναν συντελεστή συσχέτισης −1 < ρ < 1 το generalized
logit του είναι log[(1+ρ)/(1−ρ)]. Αν ονομάσουμε η το διάνυσμα που αντιπρο-

σωπεύει την φυσική παραμετροποίηση, τότε τα στοιχεία του μεμονωμένα είναι



38ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΝΩ ΣΤΑ ΓΡΑΜΜΙΚΑΜΟΝΤΕΛΑΜΕΙΚΤΩΝ ΕΠΙΔΡΑΣΕΩΝ

χωρίς περιορισμούς, αλλά μαζί όχι. Επιπλέον δε μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως

παραμετροποίηση στους αλγόριθμους βελτιστοποίησης. ΄Ομως ερμηνεύει καλά

τα στοιχεία του Ψ και κατά συνέπεια με τη χρήση του κατασκευάζουμε δ.ε.

Αν ηj αντιστοιχεί στον λογάριθμο μίας τυπικής απόκλισης του Ψ και (I−1)jj
είναι το αντίστοιχο διαγώνιο στοιχείο του αντιστρόφου του πίνακα πληροφορίας,

τότε έχουμε το εξής προσεγγιστικό δ.ε για την αντίστοιχη τυπική απόκλιση[
exp

(
η̂j − z(1− α/2)

√
(I−1)jj

)
, exp

(
η̂j + z(1− α/2)

√
(I−1)jj

)]
,

ενώ για έναν συντελεστή συσχέτισης που αναπαριστάται ως ηj στο διάνυσμα

των φυσικών παραμέτρων το δ.ε. είναιexp

(
η̂j − z(1− α

2 )
√

(I−1)jj

)
− 1

exp

(
η̂j − z(1− α

2 )
√

(I−1)jj

)
+ 1

,

exp

(
η̂j + z(1− α

2 )
√

(I−1)jj

)
− 1

exp

(
η̂j + z(1− α

2 )
√

(I−1)jj

)
+ 1

 .

2.6 Προβλέψεις

΄Ενας βασικός λόγος που εκτιμάμε τις παραμέτρους ενός μοντέλου, είναι για να

μπορούμε να κάνουμε προβλέψεις της τιμής που θα πάρει μία ή περισσότερες

μετρήσεις (y), δοθέντων των συντελεστών των συμμεταβλητών. Για κάθε ε-

πίπεδο κατηγοριοποίησης μπορούμε να παίρνουμε και την αντίστοιχη εκτίμηση.

Για παράδειγμα αν θέλουμε να πάρουμε πρόβλεψη μιας yh στο επίπεδο του πλη-

θυσμού (είναι το επίπεδο που δεν περιλαμβάνει καμία τυχαία επίδραση) και xh
είναι το διάνυσμα των συντελεστών του β τότε η αναμενόμενη τιμή δίνεται ως

E[yh] = xThβ.

Αν θέλουμε την πρόβλεψη στο επίπεδο κατηγορίας k, θα πρέπει να πάρουμε

την δεσμευμένη αναμενόμενη τιμή του yh, δοθέντων των τυχαίων επιδράσεων

μέχρι το επίπεδο k. Για παράδειγμα αν θέλουμε να προβλέψουμε την τιμή μιας

yh(i) στο πρώτο επίπεδο κατηγοριοποίησης στην ομάδα i θα έχουμε

E[yh(i)|bi] = xThβ + zh(i)Tbi,

όπου zh(i) είναι το αντίστοιχο διάνυσμα συντελεστών του bi. ΄Ομοια η πρόβλε-

ψη στο επίπεδο κατηγοριοποίησης 2 θα είναι

E[yh(i, j)|bi, bij ] = xThβ + zh(i)Tbi + zh(i, j)Tbij
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κ.ο.κ

Στην πράξη αυτό που κάνουμε είναι να παίρνουμε την εκτίμηση ŷh αντικαθι-

στώντας τα β, bi, bij, . . . (αναλόγως το επίπεδο που θέλουμε να κάνουμε την

πρόβλεψη) με τις εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας για του σταθερούς όρους

και BLUP για τις τυχαίες επιδράσεις αντίστοιχα, υπολογισμένα όλα πάνω στο

θ = θ̂. ΄Ετσι προκύπτουν κατά αντιστοιχία με τα πιο πάνω

ŷh = xTh β̂(θ̂),

ŷh(i) = xTh β̂(θ̂) + zh(i)T b̂i(θ̂),

ŷh(i, j) = xTh β̂(θ̂) + zh(i)T b̂i(θ̂) + zh(i, j)T b̂ij(θ̂).
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Κεφάλαιο 3

Ανάλυση μοντέλων μεικτών

επιδράσεων με χρήση της R

Στο κεφάλαιο αυτό θα δούμε πως μελετάμε ένα γραμμικό μοντέλο μεικτών

επιδράσεων με τη χρήση της R. Στις πρώτες δύο ενότητες του κεφαλαίου θα

παρουσιαστούν οι εντολές με τις οποίες εισάγουμε στην R τα δεδομένα και γίνε-

ται μια πρώτη ανάλυση αυτών. Πάντα είναι χρήσιμο, πριν οποιαδήποτε μελέτη,

να έχουμε πάρει από τα δεδομένα που έχουν δοθεί κάποια βασικά στατιστικά,

όπως η μέση τιμή τους, καθώς και να έχουμε, μέσω γραφημάτων, μια πρώτη

εκτίμηση (π.χ. αν οπτικά φαίνεται να διαφέρουν οι μέσοι δύο ομάδων).

Στο υπόλοιπο κομμάτι, που είναι και το κύριο αντικείμενο που μας ενδια-

φέρει, θα γίνει η μελέτη του μοντέλου. Αρχικά θα δούμε τον τρόπο με τον

οποίο προσαρμόζεται το μοντέλο πάνω στα δεδομένα. ΄Επειτα, τις εντολές με

τις οποίες παίρνουμε τιμές για τις εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας, την τι-

μή l̂(θ̂) της προφίλ πιθανοφάνειας και γενικά όλες εκείνες τις τιμές, που είδαμε

αναλυτικά πως προκύπτουν, στο Κεφάλαιο 2. Επιπλέον θα δούμε πως γίνο-

νται συγκρίσεις μεταξύ μοντέλων και γραφικά πως εξετάζεται η συνθήκη της

ανεξαρτησίας των σφαλμάτων.

3.1 Εισαγωγή των δεδομένων

Το πιο σύνηθες φαινόμενο, για τα δεδομένα μιας έρευνας, είναι αυτά να είναι

αποθηκευμένα σε ένα αρχείο και να θέλουμε να τα εισάγουμε στην R. Αυτό γίνε-

ται με την εντολή read.table. Για παράδειγμα εισάγουμε τα δεδομένα από το

αρχείο politeness data.csv από την ιστοσελίδα http://www.bodowinter.com/
tutorial, αφού πρώτα το έχουμε κατεβάσει στον υπολογιστή, με την εντολή

> politeness< − read.table(file.choose(), header=TRUE, sep=’,’)

41
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Τα δεδομένα αφορούν μετρήσεις που έγιναν στη συχνότητα της φωνής 6 α-

τόμων (subject). Κάθε άτομο δοκιμάστηκε σε 7 διαφορετικά σενάρια (scenario)
τη μία φορά σε επίσημο (pol) ύφος (attitude) και την άλλη σε ανεπίσημο (inf).
Για να γίνει αντιληπτός ο όρος σενάριο, ένα από τα επτά σενάρια είναι το ‘συ-

γνώμη για την καθυστέρηση’ τη μία φορά από το αφεντικό (επίσημο) και την

άλλη από έναν φίλο (ανεπίσημο). Τα άτομα ήταν είτε άντρες (M) ή γυναίκες

(F)

> politeness
subject gender scenario attitude frequency

1 F1 F 1 pol 213.3

2 F1 F 1 inf 204.5

3 F1 F 2 pol 285.1

4 F1 F 2 inf 259.7

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

82 M3 M 6 inf 158.0

83 M3 M 7 inf 161.1

84 M3 M 7 pol 153.3

Αφού εισάγουμε τα δεδομένα στην R, μπορεί να γίνει έλεγχος του τύπου

του αντικειμένου με την εξής εντολή.

> class(politeness)
[1] ”data.frame”
Με την εντολή names(politeness) δίδονται τα ονόματα των στηλών του α-

ντικειμένου και με την sapply(politeness, class) η κλάση που ανήκει η κάθε

στήλη ξεχωριστά. Εκτελώντας τα στην R παίρνουμε

> names(politeness)
[1] “subject” “gender” “scenario” “attitude” “frequency”
> sapply(politeness, class)
subject gender scenario attitude frequency
“factor” “factor” “integer” “factor” “numeric”

Από την ίδια την έρευνα γνωρίζουμε ότι ο παράγοντας “scenario” είναι

παράγοντας κατηγοριοποίησης και δεν έχει κάποια ερμηνεία άλλη ο ακέραιος

αριθμός. Για να γίνει η μετατροπή αυτή από ακέραιο σε κατηγορική μεταβλητή

χρησιμοποιούμε την

> politeness$scenario<-as.factor(politeness$scenario)
Με το $ χρησιμοποιείται η συγκεκριμένη στήλη, στην προκειμένη περίπτωση

”scenario”, ως αυτόνομη μετβλητή και μπορεί να εφαρμοστεί πάνω της οποια-

δήποτε μέθοδος μιας μεταβλητής τύπου ”integer”. Γενικά μπορούμε να εξάγου-

με στοιχεία του politeness με τη χρήση [ ].



3.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΤΩΝ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ 43

> politeness[30:35,]
subject gender scenario attitude frequency

30 M4 M 1 inf 123.6

31 M4 M 2 pol 229.0

32 M4 M 2 inf 114.9

33 M4 M 3 pol 112.2

34 M4 M 3 inf 213.6

35 M4 M 4 pol 193.4

Γενικά μπορεί να γίνει χρήση λογικών εκφράσεων, για να εξάγουμε τα στοι-

χεία εκείνα που μας ενδιαφέρουν. Σε αυτό το σημείο, για να μη χρησιμοποιούμε

εντός των [ ] συνέχεια το politeness$..., για να αναφερόμαστε στα ανντίστοι-

χα στοιχεία, είναι χρήσιμη η εντολή

> attach(politeness)
Τώρα μπορούμε να αναφερθούμε στην κάθε στήλη μόνο με το όνομά της ως

αυτόνομο διάνυσμα. Εάν, πριν εκτελεστεί η εντολή attach, θέλαμε να ανα-

φερθούμε στη στήλη π.χ gender και γράφαμε σκέτο gender η R θα έβγαζε

μήνυμα σφάλματος. Είναι χρήσιμο αφού τελειώσουμε τη δουλειά για την οποία

χρησιμοποιήσαμε την εντολή attach, να εκτελέσουμε την detach(), η οποία

σταματά τη δράση της.

΄Ετσι για παράδειγμα αν θέλουμε να πάρουμε της γραμμές εκείνες για τις

οποίες οι συχνότητες είναι μεγαλύτερες των 270 Hz εκτελούμε την

>politeness[frequency>270),]
ή ισοδύναμα την

>politeness[-which(frequency<270),]

Μπορούμε να ελέγξουμε αν τα δεδομένα είναι ισορροπημένα, δηλαδή αν κάθε

υποκείμενο εξετάστηκε ίσες φορές στους επιμέρους παράγοντες, καθώς και αν

υπάρχουν ελλιπείς τιμές (αυτές αναφέρονται ως NA) ως

> table(politeness$subject)

F1 F2 F3 M3 M4 M7
14 14 14 14 14 14

και

> which(!complete.cases(politeness))
[1] 39
Το τελευταίο δείχνει ότι υπάρχει μια ελλιπής τιμή στη γραμμή 39. Με την ε-

ντολή na.omit, αφαιρούνται οι γραμμές οι οποίες έχουν σε κάποια στήλη τους

NA.

> new.politeness<-na.omit(politeness)
Στη συγκεκριμένη περίπτωση, το αντικείμενο new.politeness είναι ένα da-



44ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΑΝΑΛΥΣΗΜΟΝΤΕΛΩΝΜΕΙΚΤΩΝ ΕΠΙΔΡΑΣΕΩΝΜΕΧΡΗΣΗ ΤΗΣR

ta.frame ίδιο με το προηγούμενο με τη διαφορά ότι του λείπει η γραμμή 39.

΄Ενας άλλος τρόπος να οργανώσουμε τα δεδομένα μας είναι να τα μετα-

τρέψουμε σε αντικείμενα της κλάσης groupedData. Για να μπορέσουμε να

χρησιμοποιήσουμε αυτού του τύπου τα αντικείμενα, αρχικά χρειάζεται να κα-

τευάσουμε την βιβλιοθήκη nlme, με την εντολή

> library(nlme)
Ο τρόπος με τον οποίο δημιουργείται ένα αντικείμενο της κλάσης groupedData
είναι ο εξής groupedData(formula, data), όπου formula είναι μια έκφραση

της μορφής ‘μεταβλητή απόκρισης ῀ κύρια συμμεταβλητή | παράγοντας/ες κατη-

γοριοποίησης’. Αν θέλουμε να δηλώσουμε περισσότερους από έναν παράγοντες

κατηγοριοποίησης εμφωλευμένους ο ένας στον άλλον, τότε αυτοί δηλώνονται

μετά τον τελεστή | ως ‘παράγ1/παραγ2/...’ Στο data δηλώνεται, από ποιο

data.frame θα παρθούν τα δεδομένα. Αυτά είναι τα κύρια ορίσματα για την

κατασκευή ενός αντικειμένου groupedData.

Εντός των παρενθέσεων μπορεί να πάρει και τις παρακάτω επιπλέον παρα-

μέτρους.

• FUN ορίζουμε μια γενική ως προς τα δεδομένα συνάρτηση που εφαρ-

μόζεται στη μεταβλητή απόκρισης σε κάθε επίπεδο του παράγοντα ομα-

δοποίησης, για να καθορίσει τη σειρά κατάταξης των επιπέδων. Η προ-

καθορισμένη είναι η συνάρτηση max.

• outer ορίζουμε μία συμμεταβλητή, ή περισσότερες, η οποία είναι εξωτερι-

κή (outer) του/των παράγοντα/ων. Η σημασία του όρου outer είναι αυτή

που είδαμε στην Ενότητα 2.5. Ο τρόπος με τον οποίο αυτή δηλώνεται είναι

“outer=῀συμμεταβλητή”. Στην περίπτωση που έχουμε περισσότερους α-

πό έναν παράγοντα κατηγοριοποίησης δίνεται ως λίστα με τα στοιχεία της

τέτοιες φόρμουλες. Είναι χρήσιμο κυρίως όταν ερχόμαστε στο σημείο να

κάνουμε το γράφημα των δεδομένων διότι χωρίζει τα “panels”, όπως θα

δούμε στην Ενότητα 3.2 στα επίπεδα αυτού του παράγοντα.

• inner δηλώνεται όμοια με το outer, αλλά αναφέρεται στη δήλωση συμ-

μεταβλητής του μοντέλου που είναι εσωτερική.

• labels δίνεται ως λίστα με χαρακτήρες και δίνει ονόματα στη μεταβλητή

απόκρισης και στην κύρια συμμεταβλητή. Προκαθορισμένες επιλογές είναι

τα ονόματα στην φόρμουλα. Τα ονόματα αυτά δίνονται στα γραφήματα

των δεδομένων και δεν αντικαθιστούν τις ονομασίες αυτών στο ίδιο το

αντικείμενο
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• units δηλώνεται όπως το labels και δίνει τις μονάδες των ονομάτων στους

άξονες, στα γραφήματα.

΄Ετσι με βάση τα δεδομένα του politeness κατασκευάζουμε ένα αντικείμενο

τύπου groupedData ως

> politeness.gd<-groupedData(frequency˜attitude|subject,
data=politeness,
labels=list(x=”attitude”, y=”frequency of voice”)).
> politeness.gd
Grouped Data: frequency ˜ attitude | subject

subject gender scenario attitude frequency
1 F1 F 1 pol 213.3

2 F1 F 1 inf 204.5

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

Με την εντολή formula παίρνουμε ως αποτέλεσμα τη φόρμουλα.

> formula(politeness.gd)
frequency ˜ attitude | subject

Τα αντικείμενα αυτής της κλάσης μοιάζουν αρκετά με αντικείμενα της κλάσης

data.frame με τη διαφορά ότι τα χαρακτηρίζει μια φόρμουλα. Αυτό μπορούμε

να το εκμεταλλευτούμε πολύ στην κατασκευή γραφημάτων, διότι κατασκευάζο-

νται βάση του παράγοντα κατηγοριοποίησης που είναι δεξιά του ”|”. Επιπλέον

υπάρχουν εντολές ειδικευμένες ώστε να εξάγουν τα στοιχεία που υπάρχουν

στην φόρμουλα. Μερικές από αυτές είναι οι getGroups και getGroupsFor-
mula οι οποίες δίνουν τη στήλη εκείνη που χρησιμοποιήθηκε ως παράγοντας

κατηγοριοποίησης (την subject) και τη φόρμουλα αυτής. Ανάλογες εντολές υ-

πάρχουν για τη συμμεταβλητή και τη μεταβλητή απόκρισης που βρίσκονται στη

φόρμουλα.

΄Ομοια όπως και με τα data.frames μπορούμε να αναφερθούμε σε οποιο-

δήποτε σετ γραμμών ή/και στηλών με τη χρήση [ ].

3.2 Ανάλυση των δεδομένων

Είδαμε μια πρώτη ματιά πάνω στα δεδομένα στα οποία αργότερα θα προσαρ-

μόσουμε ένα γραμμικό μοντέλο μεικτών επιδράσεων. Τώρα θα δούμε πως γίνε-

ται η ανάλυσή τους, πρώτα σε επίπεδο γραφημάτων, δηλαδή θα έχουμε μια

οπτική ανάγνωση κάποιων ποιοτικών χαρακτηριστικών και έπειτα θα έχουμε

την ποσοτική τους ανάγνωση.
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3.2.1 Γραφική ανάλυση

Για τα δεδομένα του αντικειμένου politeness με την

> plot(politeness)
παίρνουμε το Σχήμα 3.1, το οποίο είναι το ίδιο με αυτό που θα παίρναμε ε-

κτελώντας την εντολή pairs(politeness). Βλέπουμε ότι δεν είναι ιδιαίτερα

εύχρηστο για την εξαγωγή ποιοτικών χαρακτηριστικών.

Σχήμα 3.1: Κάθε υπογράφημα δίνει τη διασπορά των μεταβλητών που αντιστοι-

χούν στην κύρια διαγώνιο. Οι μεταβλητές είναι όλες αυτές που απαρτίζουν τα

δεδομένα του politeness.

Πιο πολλή πληροφορία παρέχουν τα γραφήματα που παράγονται με την ε-

ντολή boxplot. Αυτή έχει τη μορφή boxplot(formula, data), όπου for-
mula=response˜grouping και data=data.frame. Μπορεί να πάρει και

επιπλέον ορίσματα όπως names, col, log, width,... τα οποία μορφοποιούν
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τα γραφήματα αλλά δεν είναι σκοπός μας να επεκταθούμε.

Στα δεδομένα του αντικειμένου politeness παίρνουμε το θηκόγραμμα βάση

των υποκειμένων (βλ. Σχήμα 3.2) με την εντολή

> boxplot(frequency˜subject,data=politeness)
ενώ για το ανάλογο θηκόγραμμα βάση του φύλου μαζί με το ύφος (attitude)

Σχήμα 3.2: Θηκογράμματα των συχνοτήτων ανά υποκείμενο. .

(βλ. Σχήμα 3.3) γράφουμε

> boxplot(frequency˜attitude*gender,data=politeness)
ή ισοδύναμα για να είναι κατ΄ αντιστοιχία της φόρμουλας ομαδοποίησης στα

αντικείμενα groupedData
> boxplot(frequency˜attitude/gender,data=politeness)

Στο Σχήμα 3.2 είναι εμφανής η διαφορά στη συχνότητα της φωνής μετα-

ξύ ανδρών και γυναικών, με τους άνδρες να έχουν χαμηλότερες συχνότητες
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Σχήμα 3.3: Θηκογράμματα των συχνοτήτων ανά φύλο και ανά ύφος (π.χ. το

inf.F αντιστοιχεί σε γυναίκα που εκφράστηκε σε ανεπίσημο ύφος).

συγκριτικά με τις γυναίκες. Βλέπουμε ότι όλα τα επιμέρους γραφήματα που

αντιστοιχούν στην επωνυμία “M”, είναι πιο κάτω από τα “F”.
Το ίδιο βλέπουμε και στο Σχήμα 3.3. ΄Αρα ένα πρώτο στοιχείο είναι ότι ο

παράγοντας φύλο επηρεάζει τη συχνότητα της φωνής, δηλαδή θα είναι σημαντι-

κός παράγοντας του μοντέλου, όταν θα κληθούμε να το φτιάξουμε. Επιπλέον

στο Σχήμα 3.3 φαίνεται να υπάρχει ανεξαρτήτως φύλου μια μετατόπιση προς

τα πάνω στη συχνότητα της φωνής όταν μεταβαίνουμε από το ευγενικό και πιο

επίσημο ύφος στο ανεπίσημο.

Ας γυρίσουμε πίσω στο Σχήμα 3.2 και να παρατηρήσουμε καλύτερα το εύρος

των κουτιών και την τοποθέτηση τους στο σχήμα. Βλέπουμε ότι μόνο σταθερό

δεν είναι το εύρος, για τα υποκείμενα που δοκιμάστηκαν, καθώς και ότι το

κουτί για το “M7” είναι όλο κάτω από το “M3”. Αυτό μας δίνει ένα δυνατό
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κίνητρο, ώστε να χρησιμοποιήσουμε για τον όρο “subject” τυχαία επίδραση

στο μοντέλο.

Ας δούμε τώρα τη μορφή που έχει το γράφημα για τα ίδια δεδομένα, όταν

αυτά είναι αποθηκευμένα ως αντικείμενο groupedData και συγκεκριμένα το

αντικείμενο politeness.gd, εκτελώντας την εντολή

> plot(politeness.gd)

Σχήμα 3.4: Κάθε γραμμή αντιπροσωπεύει ένα υποκείμενο. Τα υποκείμενα είναι

ταξινομημένα βάση της μέγιστης τιμής που έχει λάβει το καθένα.

Από το Σχήμα 3.4 μπορούμε να εξάγουμε τα ίδια συμπεράσματα με αυτά που

πήραμε με τα δύο πιο πάνω boxplots (βλ. Σχήματα 3.2, 3.3). Φαίνεται η διαφορά

στη διακύμανση των συχνοτήτων ανά υποκείμενο, καθώς και μια γενική τάση

των ροζ ρόμβων (επίσημο ύφος) να έχουν χαμηλότερες τιμές από τους μπλε

(ανεπίσημο ύφος).

Για δεδομένα, για τα οποία η κύρια συμμεταβλητή στη φόρμουλα ενός αντι-
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κειμένου groupedData είναι κατηγορική, η εντολή plot παράγει ένα γράφημα

σαν αυτό του Σχήματος 3.4. ΄Οταν όμως στη φόρμουλα του αντικειμένου η

κύρια συμμεταβλητή είναι συνεχής τότε το γράφημα που παίρνουμε έχει διαφο-

ρετική δομή. Για να μελετήσουμε ένα τέτοιο, θα χρησιμοποιήσουμε τα δεδο-

μένα BodyWeight από τη βιβλιοθήκη nlme. Τα δεδομένα προέρχονται από τη

μελέτη της επίδρασης που έχουν συγκεκριμένες δίαιτές στο σωματικό βάρος

αρουραίων. Συγκεκριμένα 16 αρουραίοι χωρίστηκαν σε 3 ομάδες. Κάθε ομάδα

υποβλήθηκε σε διαφορετική δίαιτα. Για κάθε αρουραίο μετρήθηκε το βάρος

του την ημέρα 1 και έπειτα κάθε 7 ημέρες μέχρι την ημέρα 64 με μια επιπλέον

μέτρηση την ημέρα 44.

Για να τα εισάγουμε στην R, επειδή είναι καταχωρημένα στην βιβλιοθήκη

nlme, εκτελούμε την εντολή data(BodyWeight). Τα δεδομένα αυτά είναι

ως αντικείμενο τύπου groupedData. Η παρακάτω plot παράγει το Σχήμα 3.5.

> plot(BodyWeight,layout=c(8,2),
between=list(x=c(0,0,0,0.5),y=0),aspect=“fill”)
> formula(BodyWeight)
weight ˜ Time | Rat
> names(BodyWeight)
[1] “weight” “Time” “Rat” “Diet”

Με το layout=c(8,2) αναγκάζουμε τα panels να διαταχθούν σε 2 σειρές

από 8 panels η κάθε μία. Χωρίς αυτό η R αυτόματα θα κατασκεύαζε τα panels
σε μία σειρά με το πρώτο να είναι το κάτω αριστερά και το τελευταίο το πάνω

δεξιά. Με between=list(x=c(0,0,0,0.5),y=0) δημιουργούμε το χώρισμα

που εμφανίζεται. Συγκεκριμένα δηλώνουμε στις γραμμές να ακολουθείται, όσον

αφορά τα κενά, το μοτίβο: 0 κενό, 0 κενό, 0 κενό, 0.5 κενό (στην κλίμακα που

μετρά ο υπολογιστής) και μεταξύ των στηλών 0 κενό. Με το aspect=“fill”
δηλώνουμε την αναλογία των y (κάθετο)/x (οριζόντιο) στο μέγεθος των panels
να είναι τέτοια ώστε να γεμίζει ολόκληρο το παράθυρο με το σχήμα. Γενικά

μπορεί να πάρει και αριθμητική τιμή, η οποία δηλώνει την τιμή του λόγου αυτού.

΄Ενα τέτοιο γράφημα είναι κάπως δυσανάγνωστο και δεν κάνει άμεσα αντι-

ληπτό το πως συμπεριφέρονται οι αρουραίοι, που έχουν υποβληθεί στην ίδια

δίαιτα. Δηλαδή θα θέλαμε στο σχήμα να είναι ομαδοποιημένες οι καμπύλες

του σωματικού βάρους, βάση της δίαιτας. Λόγω της φύσης του πειράματος ο

παράγοντας δίαιτα μένει αμετάβλητος εντός των υποκειμένων στα οποία εφαρ-

μόζεται και έτσι θεωρείται εξωτερικός ως προς τον όρο ‘υποκείμενο’. Αυτό

δηλώνεται με το επιπλέον όρισμα outer=˜Diet. Ετσι γράφοντας

> plot(BodyWeight,outer=˜Diet, layout=c(3,1), aspect=”fill”)
παίρνουμε το Σχήμα 3.6 στο οποίο φαίνεται πολύ καλύτερα το πως συμπεριφέρο-



3.2. ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΩΝ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ 51

Σχήμα 3.5: Κάθε panel συμβολίζει έναν αρουραίο. Το γράφημα μέσα στο

panel δείχνει την πορεία που ακολούθησε το βάρος του αντίστοιχου αρουραίου

ακλουθώντας την δίαιτα στην οποία υποβλήθηκε. Στην κάτω σειρά βρίσκονται

οι αρουραίοι που ακολούθησαν τη δίαιτα 1, στην πάνω δεξιά τετράδα τη δίαιτα

2 και στην πάνω αριστερά την 3.

νται οι αρουραίοι οι οποίοι υποβλήθηκαν στην ίδια δίαιτα. Παρατηρούμε ότι για

τη δίαιτα 1 παρουσιάζεται παρόμοια συμπεριφορά, ενώ στις δίαιτες 2 και 3 υπάρ-

χει ένα υποκείμενο στο οποίο η καμπύλη του είναι εμφανώς πιο απομακρυσμένη

και ιδίως στη δίαιτα 2.

Ας δούμε τώρα πως μοιάζει ένα γράφημα από δεδομένα τα οποία έχουν

εμφωλευμένους παράγοντες κατηγοριοποίησης.

Ως παράδειγμα θα χρησιμοποιήσουμε τα δεδομένα από το αντικείμενο Wafer
της βιβλιοθήκης nlme, στο οποίο έγιναν μετρήσεις της έντασης του ρεύματος

όταν η τάση ήταν 0.8,1.2,. . . ,2.4 V σε 8 διαφορετικά σημεία (sites) σε 10 κα-

λώδια (wafers).

Τα επίπεδα κατηγοριοποίησης εδώ είναι δύο. Τα “Wafer” και “Site μέσα
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Σχήμα 3.6: Κάθε panel αντιπροσωπεύει μία δίαιτα. Κάθε καμπύλη μέσα στα

panels δείχνει την εξέλιξη του βάρους ενός αρουραίου εντός των 64 μερών στις

οποίες πάρθηκαν οι μετρήσεις.

στο Wafer”. Με την plot(Wafer) (παράγει το Σχήμα 3.7) τα panels δημιουρ-

γούνται βάση του πιο εσωτερικού παράγοντα κατηγοριοποίησης.

Προφανώς ένα τέτοιο σχήμα δεν προσφέρει κάποια ιδιαίτερη πληροφορία.

Θα θέλαμε να ομαδοποιήσουμε τους εμφωλευμένους παράγοντες σε ένα panel.

> plot(Wafer, displayLevel=1)
> plot(Wafer,displayLevel=1, collapse=1, layout=c(5,2))

Η πρώτη εντολή παράγει το Σχήμα 3.8 ενώ η δεύτερη το Σχήμα 3.9.

Βλέπουμε στο Σχήμα 3.8 ότι οι καμπύλες πέφτουν σχεδόν η μία πάνω στην

άλλη, αυτό μας δείχνει ότι δεν υπάρχει σημαντική διαφοροποίηση στην μέτρηση
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της έντασης σε διαφορετικά σημεία του ίδιου καλωδίου. ΄Ετσι θα μας ενδι-

Σχήμα 3.7: Υπάρχουν 80 panels. Κάθε ένα από αυτά δείχνει την ένταση

συναρτήσει της τάσης στο συγκεκριμένο σημείο του καλωδίου που έγιναν οι

μετρήσεις. Για παράδειγμα το γράφημα στο panel με επικεφαλίδα 7/6 είναι οι

μετρήσεις στο καλώδιο 7 στο σημείο 6.

έφερε να δούμε τις διαφορές μόνο στο επίπεδο του καλωδίου. Αυτό δεν είναι

εφικτό χρησιμοποιώντας το γράφημα του Σχήματος 3.8. Θα θέλαμε να αντικα-

ταστήσουμε όλες αυτές τις καμπύλες με μία, που κάθε σημείο της καμπύλης να

προέρχεται από τη μέση τιμή, της αντίστοιχης μέτρησης σε όλα τα σημεία του

καλωδίου. Αυτό το πετυχαίνουμε προσθέτοντας την επιπλέον παράμετρο
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Σχήμα 3.8: Κάθε panel αντιστοιχεί σε ένα καλώδιο και κάθε καμπύλη μέσα

στο panel σε ένα σημείο του αντίστοιχου καλωδίου. Υπάρχουν 8 γραφήματα

μέσα σε κάθε panel.

Σχήμα 3.9: Κάθε panel αντιστοιχεί σε ένα καλώδιο και κάθε σημείο σε μία

καμπύλη αντιστοιχεί στη μέση τιμή, της αντίστοιχης μέτρησης στα 8 σημεία

του καλωδίου.
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collapse=1 (βλ. Σχήμα 3.9). Το “=1”, δηλώνει το επίπεδο κατηγοριο-

ποίησης στο οποίο επιθυμούμε να εφαρμοστεί. Να σημειωθεί ότι η collapse=1
εφαρμόζει αυτόματα τη συνάρτηση mean, δηλαδή τη μέση τιμή και μπορούμε να

αλλάξουμε τη στατιστική συνάρτηση που θα εφαρμοστεί στους εμφωλευμένους

παράγοντες. Για παράδειγμα μπορούμε να εφαρμόσουμε τη συνάρτηση της τυ-

πικής απόκλισης ως εξής

> plot(Wafer,displayLevel=1, collapse=1,
FUN=function(x) sd(x), layout=c(5,2))
ή πιο απλά

> plot(Wafer,displayLevel=1, collapse=1, FUN=sd(x),
layout=c(5,2))
και να πάρουμε το Σχήμα 3.10.

Σχήμα 3.10: Κάθε panel αντιστοιχεί σε ένα καλώδιο και κάθε σημείο σε μία

καμπύλη αντιστοιχεί στην τυπική απόκλιση, της αντίστοιχης μέτρησης στα 8

σημεία του καλωδίου.
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3.2.2 Στατιστική ανάλυση

Κάνοντας γραφικές παραστάσεις σε ένα σετ δεδομένων, είδαμε ότι μπορούν

να εξαχθούν χρήσιμα συμπεράσματα. Για παράδειγμα στα δεδομένα από το

αντικείμενο politeness είδαμε την εμφανή διαφορά στη συχνότητα της φωνής

ανάμεσα στα δύο φύλα και στο περίπου την ενδιάμεση τιμή της συχνότητας

για κάθε υποκείμενο. Σαφώς υπάρχουν μεμονωμένες εντολές για την εξαγωγή

αριθμητικών τιμών που είναι στο επίκεντρο του ενδιαφέροντός μας. Λόγου χάρη

με την εντολή

> quantile(politeness$frequency, 0.25, na.rm=TRUE)
25%

131.55

παίρνουμε την τιμή για το πρώτο τεταρτημόριο, από όλες τις συχνότητες που

έχουν καταγραφεί, ενώ με την εντολή

> mean(politeness[politeness$gender==”M”,]$frequency,
na.rm=TRUE)
[1] 138.8756
παίρνουμε τη μέση τιμή των συχνοτήτων των φωνών για τους άντρες.

Προφανώς μια τέτοια διαδικασία είναι κοπιαστική και χρονοβόρα για την

απόκτηση μιας γενικής εικόνας των δεδομένων μας. Η εντολή summary είναι

μια εντολή που παρέχει αυτήν τη δυνατότητα.

> summary(politeness)
subject gender scenario attitude frequency
F1:14 F:42 1:12 inf:42 Min. : 82.2
F2:14 M:42 2:12 pol:42 1st Qu.:131.6
F3:14 3:12 Median :203.9
M3:14 4:12 Mean :193.6
M4:14 5:12 3rd Qu.:248.6
M7:14 6:12 Max. :306.8

7:12 NA’s :1

Για τις κατηγορικές μεταβλητές, μας δίνει το ταμπλό με τις απόλυτες συ-

χνότητες των παρατηρήσεων της αντίστοιχης κατηγορίας. Βλέπουμε ότι όλα

τα υποκείμενα εξετάστηκαν ακριβώς 14 φορές. Για τις αριθμητικές μεταβλητές

επιστρέφει τη μικρότερη, τη μεσαία, τη μέση και τη μέγιστη τιμή καθώς και τις

τιμές του πρώτου και τρίτου ποσοστημορίου. Επιπλέον δίνει και αν υπάρχουν

ελλιπείς τιμές. Κατά προφανή τρόπο, χρησιμοποιώντας κατάλληλους περιορι-

σμούς για να πάρουμε κάποιο συγκεκριμένο υποσύνολο των δεδομένων (βλ.

ενότητα §3.1), μπορούμε να εξάγουμε ανάλογα συμπεράσματα μόνο για τους

άντρες ή μόνο για το υποκείμενο ”F1” κ.ο.κ.

Αν τώρα τα δεδομένα προέρχονται από αντικείμενο τύπου groupedData,
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εκτός από την εντολή summary μπορεί να χρησιμοποιηθεί και μια ακόμα ε-

ντολή, η gsummary. Δίνει πάλι μια γενική εικόνα των δεδομένων, με τη

διαφορά ότι το κάνει βάση του παράγοντα κατηγοριοποίησης, που δηλώνεται

στην φόρμουλα.

> gsummary(politeness.gd)
subject gender scenario attitude frequency

M7 M7 M 1 inf 102.1786

M3 M3 M 1 inf 168.9786

M4 M4 M 1 inf 145.9769

F1 F1 F 1 inf 232.0357

F2 F2 F 1 inf 258.1857

F3 F3 F 1 inf 250.7357

Βλέπουμε ότι το αποτέλεσμα είναι αρκετά διαφορετικό. Η πληροφορία που

δίνεται είναι βασισμένη στην ομάδα κατηγοριοποίησης, που εδώ είναι το υπο-

κείμενο. Η προκαθορισμένη συνάρτηση που χρησιμοποιείται για κατηγορικές

μεταβλητές, επιστρέφει την τυπική ή πιο δημοφιλή τιμή τους. Για τις στήλες

scenario, attitude θεωρούνται ως τέτοιες το 1 και το inf αντίστοιχα. Για τις

αριθμητικές μεταβλητές εφαρμόζεται η συνάρτηση της μέσης τιμής και συνε-

πώς η στήλη frequency δίνει τη μέση τιμή των συχνοτήτων του αντίστοιχου

υποκειμένου.

Επιπλέον παράμετροι που μπορεί να πάρει η ως άνω εντολή, είναι

• το omitGroupingFactor το οποίο παίρνει λογικές τιμές. Η προκαθο-

ρισμένη τιμή είναι FALSE. Δίνοντας την τιμή TRUE τότε στον παραπάνω

πίνακα αφαιρούμε την στήλη subject.

• το invariantsOnly επίσης παίρνει λογική τιμή. Αν το θέσουμε TRUE
τότε επιστρέφει μόνο τις στήλες εκείνες που η τιμές τους μένουν αμε-

τάβλητες εντός της ομάδας.

• το FUN στην οποία ορίζεις μία συνάρτηση ή μια λίστα από συναρτήσεις

για να εφαρμοστούν στις αντίστοιχες στήλες.

• το level στο οποίο ορίζετε το επίπεδο στο οποίο θα γίνει η ομαδοποίη-

ση, όταν υπάρχουν περισσότεροι από έναν παράγοντες κατηγοριοποίησης.

Προκαθορισμένη επιλογή είναι η ομαδοποίηση να γίνεται στο πιο εσωτε-

ρικό επίπεδο.

> gsummary(politeness.gd, omitGroupingFactor=TRUE,
invariantsOnly=TRUE )
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gender
M7 M
M3 M
M4 M
F1 F
F2 F
F3 F

Βλέπουμε ότι η τιμή της μεταβλητής gender είναι αμετάβλητη εντός του πα-

ράγοντα κατηγοριοποίησης, που αυτό σημαίνει, βάση των ορισμών που έχουν

δοθεί, ότι είναι εξωτερικός ως προς τον παράγοντα subject.

Για τα δεδομένα από το αντικείμενο Wafer το αποτέλεσμα της gsummary
είναι το ακόλουθο

> gsummary(Wafer, omitGroupingFactor=TRUE)
Wafer voltage current

1/1 1 1.6 8.015936

1/2 1 1.6 8.284760

1/3 1 1.6 8.078600

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

10/6 10 1.6 8.413280

10/7 10 1.6 8.799720

10/8 10 1.6 8.577960

Ενώ για να πάρουμε τα αντίστοιχα αποτελέσματα, αλλά στο επίπεδο του

Wafer χρησιμοποιούμε

> gsummary(Wafer, omitGroupingFactor=TRUE, level=1)
Site voltage current

1 1 1.6 8.006739

2 1 1.6 8.243707

3 1 1.6 8.182818

4 1 1.6 8.018118

5 1 1.6 8.297351

6 1 1.6 8.004246

7 1 1.6 8.736845

8 1 1.6 8.656495

9 1 1.6 8.711590

10 1 1.6 8.691965

Παρατηρούμε τώρα, ότι δεν υπάρχει η στήλη Wafer και εμφανίζεται ο πα-

ράγοντας Site στις στήλες. Είναι λογικό να συμβαίνει κάτι τέτοιο, διότι όταν

η gsummary εφαρμόστηκε στο επίπεδο “Site μέσα στο Wafer”, ο παράγοντας

Site ήταν ο παράγοντας ομαδοποίησης και το Wafer ήταν μια κατηγορική μετα-
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βλητή. Μάλιστα, βάση του ίδιου του πειράματος, είναι εξωτερικός παράγοντας

κατηγοριοποίησης ως προς το Site. ΄Οταν εφαρμόστηκε στο επίπεδο Wafer οι

ρόλοι αντιστράφηκαν, με το Site να είναι εσωτερικός παράγοντας ως προς το

Wafer.

> gsummary(Wafer, omitGroupingFactor=TRUE,
invariantsOnly=TRUE, level=1)
NULL
Το παραπάνω δείχνει ότι δεν υπάρχει κατηγορική μεταβλητή που να είναι εξω-

τερικός παράγοντας ως προς το Wafer.

Επειδή σε ένα αντικείμενο τύπου groupedData, μπορεί να εφαρμοστεί και

η εντολή gsummary και η summary, είναι απαραίτητο να σημειωθεί, ότι δεν

είναι κάποια καλύτερη της άλλης. Είναι ανάλογα με το τι μας ενδιαφέρει να δούμε

στα δεδομένα του πειράματος. Συνήθως είναι χρήσιμο να χρησιμοποιούνται και

οι δύο, επειδή δίνουν κάπως διαφορετικά αποτελέσματα και κατά συνέπεια ο

αναλυτής έχει μια πιο ολοκληρωμένη εικόνα.

3.3 Προσαρμογή μοντέλου μεικτών επιδράσε-

ων

΄Οπως είδαμε και στο Κεφάλαιο 1, ένα τυπικό μοντέλο μεικτών επιδράσεων έχει

τη μορφή

yi = Xiβ+Zibi + εi, i = 1, . . . , N

Επειδή το bi είναι διάνυσμα τυχαίων επιδράσεων, θα μπορούσε κανείς να μελε-

τήσει το ίδιο μοντέλο ως εξής. Για κάθε μία τυχαία επίδραση ή διαφορετικά για

κάθε i παράγοντα, να σχεδιάσει ένα γραμμικό μοντέλο σταθερών επιδράσεων

και να εκτιμήσει ξεχωριστά N συντελεστές. Φυσικά οι δύο τρόποι δεν είναι

ισοδύναμοι, διότι με τον δεύτερο, δεν συμπεριλαμβάνεται η διασπορά εντός του

πληθυσμού, η οποία εκφράζεται μέσω του διανύσματος bi. ΄Ετσι προκύπτουν

διαφορετικές εκτιμήτριες τόσο για τους σταθερούς όρους όσο και τα σφάλματα.

3.3.1 Οι κλάσεις lme και lmList

Ο τρόπος με τον οποίο στην R δημιουργείται μια λίστα με γραμμικά μοντέλα,

είναι με την εντολή lmList. Η σύνταξή της γίνεται ως εξής:

lmList(formula, data),

όπου formula έχει μία δομή σαν αυτήν που είδαμε σε ένα αντικείμενο grouped-
Data και data είναι ένα αντικείμενο τύπου data.frame ή groupedData (είτε
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από άλλου τύπου αντικείμενο, το οποίο όμως η δομή πηγάζει από data.frame.
Τα groupedData είναι τέτοια για αυτό είναι και επιτρεπτά ορίσματα).

Θα χρησιμοποιήσουμε ως παράδειγμα τα δεδομένα από το αντικείμενο polite-
ness για να εφαρμόσουμε πάνω τους την εντολή lmList. Επειδή τα αντικείμενα

τύπου groupedData, λόγω της φόρμουλας που τα χαρακτηρίζει, προσφέρουν

μια διευκόλυνση στην προσαρμογή μοντέλου πάνω στα δεδομένα, θα χρησιμο-

ποιηθεί αντί για το politeness, το politeness.gd.
> lmList(frequency˜attitude|subject,data=politeness.gd)
Error in na.fail.default(data) : missing values in object

Επιστρέφεται μήνυμα σφάλματος, διότι μέσα στα δεδομένα υπάρχουν ελλι-

πείς τιμές. Αυτό το εμπόδιο μπορούμε να το ξεπεράσουμε εύκολα όπως είδαμε

στην αρχή του κεφαλαίου με την na.omit.
> politeness.gd<-na.omit(politeness.gd)
> pol.List<-lmList(frequency˜attitude | subject,
+ data=politeness.gd)
> pol.List
Call:
Model: frequency ˜ attitude | subject
Data: politeness.gd

Coefficients:
(Intercept) attitudepol

M7 109.8714 -15.38571

M3 177.3000 -16.64286

M4 146.3000 -0.70000

F1 246.7857 -29.50000

F2 270.0143 -23.65714

F3 265.2571 -29.04286

Degrees of freedom: 83 total; 71 residual
Residual standard error: 29.72099

Η φόρμουλα που έχει δοθεί ως παράμετρος μέσα στο lmList δηλώνει ότι

για κάθε ένα από τα υποκείμενα, φτιάχνεται ένα γραμμικό μοντέλο σταθερών

επιδράσεων, εκφραζόμενο ως

frequencyjk = β0 + β1attitudek + εjk

Η εκτιμήτρια (ξεχωριστά για κάθε υποκείμενο) του β0 είναι η στήλη Inte-
rcept και του β1 η στήλη attitudepol, όπου β1 είναι το βήμα όταν μεταβαίνουμε
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από το ανεπίσημο ύφος στο πιο επίσημο. Η εκτιμήτρια του σ δίνεται στο τέλος

από το τυπικό σφάλμα. ΄Ενα πρώτο σχόλιο είναι ότι η εκτιμήτρια για το βήμα,

για όλα τα υποκείμενα, έχει αρνητική τιμή πράγμα που συνάδει με το γράφη-

μα του Σχήματος 3.2. Το άλλο που παρατηρούμε είναι ότι το τυπικό σφάλμα

είναι πάρα πολύ μεγάλο. Γενικά όταν προσαρμόζουμε ένα μοντέλο προσπα-

θούμε να πετύχουμε όσο το δυνατόν μικρότερο σφάλμα, διότι όσο μικρότερο

είναι το τυπικό σφάλμα, τόσο καλύτερα το μοντέλο που εφαρμόσαμε περιγράφει

το πείραμα. Στο συγκεκριμένο πείραμα, γνωρίζουμε ότι το μοντέλο μπορεί να

βελτιωθεί προσθέτοντας την παράμετρο του φύλου, βάσει πάλι του Σχήματος

3.2.

Σε αυτό το σημείο δε θα προχωρήσουμε σε αυτήν την ανάλυση, δηλαδή στην

εύρεση του καταλληλότερου μοντέλου. Αυτό θα υλοποιηθεί στις επόμενες ε-

νότητες του κεφαλαίου με τη χρήση μοντέλου μεικτών επιδράσεων. Ο κύριος

σκοπός μας ήταν να δείξουμε πως δουλεύει η συνάρτηση αυτή. Επιπλέον εντο-

λές που μπορούν να χρησιμοποιηθούν σε αντικείμενο της κλάσης lmList, δε

θα παρουσιαστούν, διότι είναι σχεδόν ίδιες με αυτές που χρησιμοποιεί και ένα

αντικείμενο της κλάσης lme και θα παρουσιαστούν στις επόμενες παραγράφους

αυτής της ενότητας. Ενδεικτικά μερικές από αυτές είναι οι summary, fitted,
resid, intervals, plot.

Η εντολή που δημιουργεί ένα μοντέλο μεικτών επιδράσεων βάση των δε-

δομένων που καλούμαστε να μελετήσουμε είναι η lme. Η δομή της είναι η

ακόλουθη:

lme(fixed=formula, data=data, random=formula),
όπου

fixed=y˜x1 + x2 + . . . ,
random=list(group1=˜x1 + x2 +. . . , group2=˜x1 + x2 +. . . ,
με το group1 να είναι ο πιο εξωτερικός παράγοντας ομαδοποίησης, group2 εμ-

φωλευμένος στον 1 κ.ο.κ. Το όρισμα data, στην παράμετρο data μπορεί να

είναι όπως και στην lmList είτε data.frame είτε groupedData αντικείμενο. Αν

όλες οι φόρμουλες μέσα στη λίστα είναι ίδιες, τότε μπορεί να δοθεί μία ενιαία

φόρμουλα

random=˜x1 + x2 + . . . |group1/group2/. . .

Ας δούμε τα αποτελέσματα που θα πάρουμε αν εφαρμόσουμε την lme στα

δεδομένα του αντικειμένου politeness, όταν το μοντέλο που τα περιγράφει δίνε-

ται ως εξής

freqijk = β0 + bi + β1attitk + εijk bi ∼ N (0, σb), ε ∼ N (0, σ)

i =1, . . . , 6, j = 1, . . . , 7, k = 1, . . . , 2
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όπου attitk παίρνει την τιμή 0 όταν το ύφος είναι ανεπίσημο και 1 διαφορετικά.

> pol.m1<-lme(fixed=frequency˜attitude, data=politeness.gd,
random=˜1|subject)
> pol.m1
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: politeness.gd
Log-restricted-likelihood: -402.3511
Fixed: frequency ˜ attitude
(Intercept) attitudepol
202.58810 -19.37584

Random effects:
Formula: ˜1 | subject

(Intercept) Residual
StdDev: 63.10063 29.17176

Number of Observations: 83
Number of Groups: 6

Στο αποτέλεσμα βλέπουμε ότι για όλες τις εκτιμήτριες έχει χρησιμοποιηθεί

η REML (η περιορισμένη συνάρτηση μέγιστης πιθανοφάνειας). Μπορούμε, αν

θέλουμε για τους υπολογισμούς να χρησιμοποιηθεί η κλασική μέθοδος μέγι-

στης πιθανοφάνειας, να βάλουμε την επιπλέον παράμετρο method=“ML”.
΄Επειτα δίνεται η τιμή της συνάρτησης μέγιστης πιθανοφάνειας. Οι εκτιμήτριες

για τα β0, β1 δίνονται κάτω από τη γραμμή Fixed: frequency ˜ attitude (κα-

τά αντιστοιχία οι τιμές των (Intercept) και attitudepol, όπου attitudepol ή

αναμενόμενη μείωση της συχνότητας της φωνής, όταν γίνεται μετάβαση από το

ανεπίσημο στο επίσημο ύφος), ενώ για τα σb και σ δίνονται κάτω από την γραμ-

μή Random effects: ως (Intercept) και Residual αντίστοιχα. Τέλος δίνεται ο

αριθμός των παρατηρήσεων και των ομάδων.

Γνωρίζουμε όμως ήδη από τα γραφήματα (αυτά που αναφέρθηκαν και στην

κατασκευή του lmList) ότι και η παράμετρος του φύλου επηρεάζει τη συ-

χνότητα της φωνής, δηλαδή περιμένουμε να είναι σημαντικός παράγοντας του

μοντέλου. Οπότε ας δούμε τα αποτελέσματα προσαρμόζοντας το μοντέλο με

την επιπλέον παράμετρο του φύλου.

> pol.m2<-lme(fixed=frequency˜attitude+gender,
data=politeness.gd, random=˜1|subject)
> pol.m2
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: politeness.gd
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Log-restricted-likelihood: -393.372
Fixed: frequency ˜ attitude + gender
(Intercept) attitudepol genderM
256.69054 -19.40965 -108.20488

Random effects:
Formula: ˜1 | subject

(Intercept) Residual
StdDev: 24.57472 29.171

Number of Observations: 83
Number of Groups: 6

Η τιμή της log-restricted-likelihood είναι αρκετά μεγαλύτερη, που αυτό είναι

ένδειξη ότι το μοντέλο όντως καλυτερεύει με την προσθήκη του όρου gender
στις σταθερές επιδράσεις. Επίσης εμφανίζεται μεγάλη αύξηση στην εκτιμήτρια

του σταθερού όρου. Αυτό συμβαίνει διότι στο μοντέλο pol.m1, ο σταθερός

όρος εξέφραζε τον γενικό μέσο ανεξαρτήτως φύλου, ενώ στο pol.m2, εκφράζει
το μέσο που διέπει μόνο τις γυναίκες. Ο όρος genderM δείχνει την αναμενόμενη

μείωση στη συχνότητα της φωνής, αν μια γυναίκα κάνει κάποιο από τα σενάρια

σε ένα ύφος και μετά το ίδιο σενάριο, στο ίδιο ύφος, το κάνει ένας άντρς. ΄Εχει

μειωθεί ακόμα κατά πολύ η εκτίμηση της διασποράς της τυχαίας επίδρασης,

πράγμα που οφείλεται πάλι, στο ότι στο νέο μοντέλο αναγνωρίζεται η επίδραση

του φύλου πάνω στο σφάλμα μεταξύ των ομάδων.

3.3.2 Οι εντολές summary και plot

Στην προηγούμενη παράγραφο είδαμε την εντολή lme που κατασκευάζει ένα

μοντέλο μεικτών επιδράσεων προσαρμοσμένο σε κάποιο σύνολο δεδομένων.

Μιλώντας με όρους προγραμματισμού, η lme είναι η γενέτειρα μέθοδος, δηλαδή

κατασκευάζει ένα αντικείμενο της κλάσης lme. Προφανώς, το είδαμε αναφορικά

και με την lmList, υπάρχουν διάφορες μέθοδοι (εντολές) που μπορούν να

εφαρμοστούν πάνω σε ένα τέτοιο αντικείμενο.

Για να πάρουμε ακόμα μεγαλύτερη πληροφορία σχετικά με την εκτίμηση των

παραμέτρων χρησιμμοποιούμε την εντολή summary.

> summary(pol.m2)
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: politeness.gd

AIC BIC logLik
796.7439 808.6541 -393.372
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Random effects:
Formula: ˜1 | subject

(Intercept) Residual
StdDev: 24.57472 29.171

Fixed effects: frequency ˜ attitude + gender
Value Std.Error DF t-value p-value

(Intercept) 256.69054 15.225881 76 16.858830 0.0000

attitudepol -19.40965 6.406642 76 -3.029613 0.0033

genderM -108.20488 21.063147 4 -5.137166 0.0068

Correlation:
(Intr) atttdp

attitudepol -0.210

genderM -0.692 0.004

Standardized Within-Group Residuals:
Min Q1 Med Q3 Max

-2.3618650 -0.5305344 -0.1724456 0.4647228 3.2259821

Number of Observations: 83
Number of Groups: 6

Το αποτέλεσμα της summary παρέχει επιπρόσθετα τις τιμές των κριτη-

ρίων AIC και BIC, τους στατιστικούς ελέγχους t-test για τη σημαντικότητα

των σταθερών επιδράσεων και τη συσχέτιση (correlation) μεταξύ των στα-

θερών επιδράσεων. Ο έλεγχος-t επιβεβαιώνει ότι και η επίδραση του ύφους

(attitude) και αυτή του φύλου (gender) είναι σημαντικές. Επιπλέον βλέπουμε

ότι η συσχέτιση του παράγοντα gender με αυτήν του attitude είναι σχεδόν μη-

δενική (0.004). Αν κοιτάξουμε τα αποτελέσματα μεταξύ των μοντέλων pol.m1
και pol.m2 θα δούμε ότι η εκτίμηση της επίδρασης του παράγοντα attitude
μένει σχεδόν αμετάβλητη. Ο ίδιος λόγος είναι που οι συσχετίσεις των παρα-

γόντων με τον σταθερό όρο είναι μεγαλύτερες, κατά απόλυτη τιμή.

Μια άλλη πολύ σημαντική εντολή είναι η εντολή plot. ΄Ενα αντικείμενο της

κλάσης lme έχει αποθηκευμένα πάρα πολλά στοιχεία τα οποία χρησιμοποιεί για

να παράγει και το αποτέλεσμα της εντολής summary. Δύο από αυτά είναι το

διάνυσμα με τα τυποποιημένα σφάλματα και το διάνυσμα με τις αναμενόμενες

τιμές. Αυτά είναι και τα προκαθορισμένα διανύσματα που χρησιμοποιεί και πα-

ράγει ένα γράφημα σημείων (scatter plot).
> plot(pol.m2, id=0.05)

Στο Σχήμα 3.11 βλέπουμε τα υπόλοιπα που αφορούν τις γυναίκες να πιάνουν
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μεγαλύτερο εύρος από αυτό των ανδρών. Επιπλέον με το id=0.05 σημειώνο-

νται όλες οι παρατηρήσεις που το υπόλοιπό τους έχει τιμή έξω από το φάσμα

των ποσοστημορίων της κανονικής κατανομής του 1 − id/2 (ο έλεγχος στην

κανονική κατανομή είναι αμφίπλευρος). Δε θα αναλύσουμε τώρα το γράφη-

μα, αυτό θα γίνει στην Ενότητα 3.5 και όταν θα έχουμε καταλήξει στο τελικό

μοντέλο. Εδώ έγινε απλά μια αναφορά της μεθόδου.

Σχήμα 3.11: Γράφημα σημείων των τυποποιημένων σφαλμάτων έναντι των α-

ναμενόμενων τιμών, βάση του μοντέλου pol.m2. Σημεία που είναι πάνω από

το 1− id/2 της κανονικής κατανομής σημειώνονται

Αντί του αντικειμένου lme, υπάρχουν πολλές επιλογές μέσω των αποθη-

κευμένων διανυσμάτων του αντικειμένου. Για παράδειγμα το ίδιο γράφημα με

αυτό του Σχήματος 3.11 θα παίρναμε με την εξής εντολή

> plot(pol.m2, resid(., type=“pearson”) ˜ fitted(.),
id=0.05, abline=0)
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όπου με “.” εννοείται το αντικείμενο της lme που δίνεται ως πρώτη παράμε-

τρος (εδώ είναι το pol.m2). Με το abline=0 σχεδιάζεται μία ευθεία γραμμή.

Βάση αυτού, είναι εύκολο τουλάχιστον να υποθέσουμε, ότι μπορούν να φτια-

χτούν αρκετά διαφορετικά γραφήματα (θα παρουσιαστούν στην Ενότητα 3.5).

Τη σημασία των resid και fitted θα τη δούμε στην επόμενη παράγραφο.

3.3.3 Επιπλέον μέθοδοι για την κλάση lme

Στην παράγραφο αυτή θα αναλύσουμε επιπλέον εντολές που μπορούν να εφαρ-

μοστούν σε ένα αντικείμενο της κλάσης lme. Στην προηγούμενη παράγραφο,

για τα δεδομένα του politeness εφαρμόσαμε δύο μοντέλα, το pol.m1 και το

pol.m2, διότι θέλαμε να βελτιώσουμε το πρώτο μοντέλο και όντως αυτό επε-

τεύχθει. Μπορεί να καταλάβει κανείς, ότι αν είχαμε δεδομένα με πολλές περισ-

σότερες μεταβλητές, το να γράφουμε κάθε φορά όλο το μοντέλο, προσθέτοντας

την αλλαγή που επιθυμούμε πάνω σε αυτό (π.χ προσθήκη μιας συμμεταβλητής),

θα ήταν κουραστικό. Η εντολή update δίνει ακριβώς αυτή τη δυνατότητα, δη-

λαδή να δίνεται το αρχικό μοντέλο ως παράμετρος και ως επιπλέον παράμετροι

μόνο τα κομμάτια που αλλάζουν.

Για παράδειγμα, θέλουμε να εξετάσουμε αν το μοντέλο pol.m2, θα βελ-

τιωθεί με την προσθήκη του όρου της αλληλεπίδρασης, μεταξύ της μεταβλητής

attitude και της gender. Με το σύμβολο “*” μεταξύ δύο μεταβλητών, δη-

λώνουμε ότι στο μοντέλο υπάρχουν οι όροι των δύο μεταβλητών ξεχωριστά και

αυτός της αλληλεπίδρασής τους. Γενικεύεται και για περισσότερες μεταβλητές

με τον προφανή τρόπο.

μεταβλ1*μεταβλ2*μεταβλ3.

Το παραπάνω σημαίνει ότι στο μοντέλο υπάρχουν οι μεταβλητές 1,2,3, η αλλη-

λεπίδρασή αυτών ανά δύο και η αλληλεπίδραση μεταξύ και των τριών.

Ας κατασκευάσουμε το μοντέλο με τον όρο αλληλεπίδρασης.

> pol.m3<-update(pol.m2, frequency˜attitude*gender)
Δηλώνεται μόνο η φόρμουλα των σταθερών όρων, που άλλαξε, ενώ τη φόρμου-

λα για τις τυχαίες επιδράσεις, που μένει ίδια, την παίρνει από το προηγούμενο

μοντέλο.

> summary(pol.m3)
Linear mixed-effects model fit by REML

Data: politeness.gd
AIC BIC logLik

790.2062 804.4229 -389.1031

Random effects:
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Formula: ˜1 | subject
(Intercept) Residual

StdDev: 24.60553 29.05362

Fixed effects: frequency ˜ attitude + gender + attitude:gender
Value Std.Error DF t-value p-value

(Intercept) 260.68571 15.556557 75 16.757289 0.0000

attitudepol -27.40000 8.966141 75 -3.055941 0.0031

genderM -116.19524 22.000294 4 -5.281531 0.0062

attitudepol:genderM 16.19028 12.762793 75 1.268553 0.2085

Correlation:
(Intr) atttdp gendrM

attitudepol -0.288

genderM -0.707 0.204

attitudepol:genderM 0.202 -0.703 -0.286

Standardized Within-Group Residuals:
Min Q1 Med Q3 Max

-2.2334470 -0.5104957 -0.1550766 0.4738499 3.0875395

Number of Observations: 83

Number of Groups: 6

Η p-τιμή για τον όρο αλληλεπίδρασης (attitudepol:genderM ) είναι υψηλή

(0.2085) που σημαίνει ότι δεχόμαστε την υπόθεση ότι η τιμή του είναι ίση με

μηδέν.

΄Αλλοι τρόποι για να το ελέγξουμε είναι να συγκρίνουμε τα δύο μοντέλα,

με τον έλεγχο του λόγου των πιθανοφανειών (L-ratio test) και μέσα από τα

κριτήρια AIC και BIC. Αυτή η δυνατότητα παρέχεται μέσω της εντολής anova.

> anova(pol.m2, pol.m3)
Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value

pol.m2 1 5 796.7439 808.6541 -393.3720

pol.m3 2 6 790.2062 804.4229 -389.1031 1 vs 2 8.537689 0.0035

Warning message:

In anova.lme(pol.m2, pol.m3) :

fitted objects with different fixed effects. REML comparisons are not meaningful.

Οι τιμές των AIC και BIC είναι μικρότερες, δηλαδή δείχνουν ότι το δεύτερο

μοντέλο είναι καλύτερο. Το ίδιο δείχνει και η p-τιμή του ελέγχου. ΄Ομως

θα ήταν λάθος να δεχτούμε το pol.m3 ως το καλύτερο μοντέλο λόγω του

προειδοποιητικού μηνύματος που έχει δώσει η R, ότι οι παραπάνω συγκρίσεις

δεν έχουν κάποια σημασία. Επειδή τα δύο μοντέλα έχουν φτιαχτεί με τη μέθοδο

REML, θυμόμαστε ότι η τιμή της συνάρτησης πιθανοφάνειας εξαρτάται από τον
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πίνακα σχεδιασμού των σταθερών επιδράσεων. ΄Ετσι, επειδή τα δύο μοντέλα

έχουν διαφορετικό πίνακα σχεδιασμού, δεν είναι το ένα μοντέλο υποσύνολο του

άλλου και το κριτήριο του λόγου των πιθανοφανειών δεν εφαρμόζεται.

Για να γίνει λοιπόν σύγκριση μεταξύ των δύο μοντέλων, πρέπει να προσαρ-

μοστούν ξανά με την κλασική μέθοδο μέγιστης πιθανοφάνειας.

> pol.m2ML<-update(pol.m2, method=“ML”)
> pol.m3ML<-update(pol.m3, method=“ML”)
> anova(pol.m2ML, pol.m3ML)

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio
pol.m2ML 1 5 816.3376 828.4318 -403.1688

pol.m3ML 2 6 816.7059 831.2189 -402.3529 1 vs 2 1.631733

p-value
0.2015

Τώρα βλέπουμε ότι τα κριτήρια έχουν πολύ κοντινές τιμές, ενώ ο έλεγχος

του λόγου των πιθανοφανειών δίνει μεγάλη p-τιμή. Επειδή δεν υπάρχει σημαντι-

κή διαφορά μεταξύ των μοντέλων, θα προτιμήσουμε το πιο απλό, δηλαδή αυτό

με τις λιγότερες παραμέτρους. Η μέθοδος anova μπορεί να χρησιμοποιηθεί

ακόμα, παίρνοντας ως παράμετρο μόνο ένα μοντέλο. Τότε αυτό που θα δώσει

πίσω είναι οι τιμές του ελέγχου F για κάθε μία συμμεταβλητή.

> anova(pol.m3)
numDF denDF F-value p-value

(Intercept) 1 75 335.5693 <.0001

attitude 1 75 9.1326 0.0034

gender 1 4 26.3500 0.0068

attitude:gender 1 75 1.6092 0.2085

Με την επιπλέον παράμετρο Terms μπορούμε να δηλώσουμε ποιες παράμε-

τροι του μοντέλου θέλουμε να υπολογιστούν μαζί στον έλεγχο F (τα ονόματα

πρέπει να αντιστοιχούν σε αυτά που δόθηκαν στο δεξί μέρος της παραμέτρου

fixed, κατά τη δημιουργία του αντικειμένου lme). Με την παράμετρο L μπο-

ρούμε να δηλώσουμε ποιος γραμμικός συνδυασμός μεταξύ των συμμεταβλητών

θέλουμε να υποβληθεί στον έλεγχο F (τα ονόματα πρέπει να αντιστοιχούν

στους συντελεστές των σταθερών επιδράσεων όπως αυτά δίνονται από το απο-

τέλεσμα της summary).
> anova(pol.m3, Terms=c(“attitude” , “attitude:gender” ))
F-test for: attitude, attitude:gender

numDF denDF F-value p-value
1 2 75 5.430977 0.0063

Μπορούμε επίσης να ελέγξουμε αν μια τυχαία επίδραση στον όρο attitude
θα βελτίωνε το μοντέλο.
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> pol.m4<-update(pol.m2, random=˜attitude|subject)
Κάνοντας όμως πάλι έναν έλεγχο anova θα δούμε ότι το μοντέλο δε βελτιώνε-

ται.

Ενδιαφέρον παρουσιάζει ο παράγοντας scenario. Μέχρι στιγμής δεν τον

εξετάσαμε. Είναι εύλογο να υποθέσει κανείς, ότι επειδή κάθε υποκείμενο εξε-

τάζεται σε όλα τα σενάρια, ο παράγοντας αυτός είναι εμφωλευμένος μέσα στον

παράγοντα υποκείμενο. Ως αποτέλεσμα αυτό θα έχει, την προσθήκη μιας ακόμα

τυχαίας επίδρασης και το μοντέλο γίνεται επιπέδου 2.

> pol.m5<-update(pol.m2, random=list(subject=˜1,
scenario=˜1))
> pol.m5
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: politeness.gd
Log-restricted-likelihood: -391.6438
Fixed: frequency ˜ attitude + gender
(Intercept) attitudepol genderM
256.75963 -19.54783 -108.34307

Random effects:
Formula: ˜1 | subject

(Intercept)
StdDev: 24.15017

Formula: ˜1 | scenario %in% subject
(Intercept) Residual

StdDev: 15.95024 24.75079

Number of Observations: 83
Number of Groups:

subject scenario %in% subject
6 42

> anova(pol.m2, pol.m5)
Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio p-value

pol.m2 1 5 796.7439 808.6541 -393.3720

pol.m5 2 6 795.2876 809.5797 -391.6438 1 vs 2 3.456357 0.063

Από τον έλεγχο L-Ratio, οριακά το μοντέλο pol.m5, φαίνεται να μη βελ-

τιώνει το μοντέλο. ΄Ομως αν θέσουμε τον παράγοντα σενάριο ως σταθερή

επίδραση στο μοντέλο και κάνουμε τον ίδιο έλεγχο

> pol.m6<-update(pol.m2, frequency˜attitude+gender+scenario)
>pol.m6ML<-update(pol.m6, method=“ML”)
>anova(pol.m2ML, pol.m6ML)
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θα δούμε ότι η p-τιμή του ελέγχου είναι 1e − 04, που σημαίνει ότι αυτό το

μοντέλο εξηγεί πολύ καλύτερα το πείραμα από το προηγούμενο (η τιμή του

LogLik, καθώς και αυτές των AIC και BIC του τελευταίου συγκριτικά με το

αρχικό το επαληθεύουν).

Δοκιμάζοντας διάφορους συνδυασμούς αλληλεπιδράσεων και επιπλέον τυ-

χαίες επιδράσεις, θα βλέπαμε ότι οποιοδήποτε άλλο μοντέλο είναι χειρότερο.

΄Αρα καταλήγουμε ότι το μοντέλο που περιγράφει καλύτερα το πείραμα, είναι το

pol.m6.

Με την εντολή fixef επιστρέφεται ένα data.frame με τις εκτιμήσεις των

σταθερών επιδράσεων και με την ranef , ένα data.frame με τις εκτιμήτριες

BLUP των τυχαίων επιδράσεων. Για να δούμε ακριβώς πως λειτουργούν αυτές

θα χρησιμοποιήσουμε τα δεδομένα από το αντικείμενο BodyWeight.

Αρχικά θα κατασκευάσουμε ένα μοντέλο μεικτών επιδράσεων στο οποίο

θέτουμε ως σταθερές επιδράσεις το χρόνο, τη δίαιτα που ακολούθησε κάθε

αρουραίος και την αλληλεπίδραση μεταξύ αυτών. Θυμόμαστε ότι στο συγκε-

κριμένο πείραμα, 16 αρουραίοι χωρίστηκαν σε 3 ομάδες και σε κάθε μία από

αυτές εφαρμόστηκε μία δίαιτα (διαφορετική για κάθε ομάδα). Οι μετρήσεις πα-

ίρνονταν κάθε 7 μέρες με μία έξτρα μέτρηση την ημέρα 44, από την ημέρα 1 ως

την ημέρα 64. Θα χρησιμοποιήσουμε τυχαίες επιδράσεις για το σταθερό όρο

και τις ημέρες (θα αναφέρεται ως χρόνος).

weightij =(β0 + γ1diet2 + γ2diet3 + b0i) + (β1 + b1i)timeij

+(δ1d2time+ δ2d3time) + εij ,

i = 1, . . . , 16, j = 1, . . . , 12.

Το diet2 παίρνει την τιμή 1 όταν το υποκείμενο i δοκιμάζεται στη δίαιτα 2

και 0 διαφορετικά ενώ το diet3 παίρνει την τιμή 1 όταν το υποκείμενο i δοκι-
μάζεται στη δίαιτα 3 και 0 διαφορετικά. Αντίστοιχες δυαδικές τιμές παίρνουν τα

d2time και d3time ανάλογα με τη δίαιτα που υποδηλώνει ο αντίστοιχος αριθ-

μός μέσα στο όνομα της μεταβλητής.

> weight.m1<-lme(weight˜Time*Diet, data=BodyWeight,
random=˜Time |Rat)
> summary(weight.m1)
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: BodyWeight

AIC BIC logLik
1171.72 1203.078 -575.8599

. . .

Fixed effects: weight ˜ Time * Diet
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Value Std.Error DF t-value p-value
(Intercept) 251.65165 13.094025 157 19.218816 0.0000

Time 0.35964 0.091140 157 3.946019 0.0001

Diet2 200.66549 22.679516 13 8.847873 0.0000

Diet3 252.07168 22.679516 13 11.114509 0.0000

Time:Diet2 0.60584 0.157859 157 3.837858 0.0002

Time:Diet3 0.29834 0.157859 157 1.889903 0.0606

. . .

Επειδή τουλάχιστον η μία αλληλεπίδραση (η Time:Diet2 ) είναι στατιστικά

σημαντική, ο όρος της αλληλεπίδρασης είναι σημαντικός. Αν δοκιμάσουμε να

προσαρμόσουμε το εξής μοντέλο,

> weight.m1new<-update(weight.m1, random=˜1 |Rat)
δηλαδή να βάλουμε τυχαία επίδραση μόνο στον σταθερό όρο και κάνουμε τη

σύγκριση των δύο μοντέλων, θα δούμε ότι η τιμή της συνάρτησης πιθανοφάνειας

στο καινούριο αυτό μοντέλο, είναι πολύ μικρότερη (-616.1226) και συνεπώς το

καθιστά χειρότερο (το ίδιο δείχνουν και τα κριτήρια). ΄Ομοιο αποτέλεσμα θα

πάρουμε αν προσθέσουμε στον όρο αλληλεπίδρασης, τυχαία επίδραση, άρα το

καλύτερο μοντέλο είναι το αρχικό.

> fixef(weight.m1)
(Intercept) Time Diet2 Diet3 Time:Diet2 Time:Diet3
251.6516516 0.3596391 200.6654865 252.0716778 0.6058392 0.2983375

Προφανώς είναι ίδιο με την πρώτη στήλη στα fixed effects από το αποτέλε-

σμα της summary.

> ranef(weight.m1, augFrame=TRUE, which=”Diet”)
(Intercept) Time Diet

2 -25.1003212 -0.02815920 1

3 -4.7198954 0.03550692 1

4 3.7594065 -0.02784546 1

1 -6.5013805 0.11571393 1

8 0.2074242 0.04559703 1

5 4.2867407 0.04307122 1

6 12.2645516 -0.03781619 1

7 15.8034741 -0.14606825 1

11 -11.0426374 -0.56079560 2

9 -45.1783445 0.04029053 2

10 -43.5847615 0.34746188 2

12 99.8057435 0.17304318 2

13 -40.9098116 0.24060827 3
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15 19.4784670 -0.15244283 3

14 21.1313288 -0.31816525 3

16 0.3000158 0.22999981 3

Η παράμετρος augFrame=TRUE δίνει ένα επαυξημένο data.frame με

όλες τις στήλες από το αντικείμενο BodyWeight. Στις στήλες στις οποίες δεν

υπάρχουν τυχαίες επιδράσεις (εδώ είναι οι στήλες weight και Diet), για κάθε

ομάδα εφαρμόζει μια στατιστική συνάρτηση, η οποία δίνεται μέσω της παρα-

μέτρου FUN. Οι προκαθορισμένες συναρτήσεις που εφαρμόζονται (ανάλογα

αν οι μεταβλητές είναι αριθμητικές ή κατηγορικές) είναι ίδιες με αυτές, αν ε-

κτελούσαμε την εντολή summary. Με την παράμετρο which ορίζουμε ποιές

από τις επιπλέον στήλες επιθυμούμε να εμφανιστούν.

Μπορούμε εύκολα να συγκρίνουμε σε δύο μοντέλα τις εκτιμήτριες των τυ-

χαίων επιδράσεων με την εντολή compareFits. Φυσικά για να μπορέσει να

εφαρμοστεί η εντολή και να μην επιστρέψει μήνυμα σφάλματος θα πρέπει τα

δύο μοντέλα να έχουν ίσης διάστασης διανύσματα τυχαίων επιδράσεων bi.
> weight.m1ML<-update(weight.m1, method=“ML”)
> compRanef<-compareFits(ranef(weight.m1), ranef(weight.m1ML))
> compRanef
, , (Intercept)

ranef(weight.m1) ranef(weight.m1ML)
2 -25.1003212 -25.1010347

3 -4.7198954 -4.6963140

4 3.7594065 3.7408771

1 -6.5013805 -6.4300687

8 0.2074242 0.2337976

. . .

14 21.1313288 20.9332210

16 0.3000158 0.4335130

, , Time

ranef(weight.m1) ranef(weight.m1ML)
2 -0.02815920 -0.02789983

3 0.03550692 0.03484035

4 -0.02784546 -0.02732218

1 0.11571393 0.11362454

8 0.04559703 0.04479956
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. . .

14 -0.31816525 -0.31238990

16 0.22999981 0.22597025

Παραπάνω συγκρίναμε τις τυχαίες επιδράσεις όταν στο ίδιο μοντέλο τη μία

φορά εφαρμόζεται η μέθοδος REML και την άλλη φορά η ML. Το πρώτο πράγμα

που παρατηρούμε είναι ότι, όπως το περιμέναμε, οι διαφορές που προκύπτουν,

είναι ως επί το πλείστον μετά το δεύτερο ‘σημαντικό ψηφίο’ (δηλαδή τα πρώτα

δύο ψηφία είναι ίδια). Το δεύτερο που θα μπορούσε να δει κανείς είναι ότι οι

εκτιμήτριες μέσω της μεθόδου ML, είναι ‘πιο κοντά στο μηδέν’, δηλαδή είναι

μικρότερες κατά απόλυτη τιμή, πάντα στην πλειοψηφία τους.

Το δεύτερο αυτό φαινόμενο είναι πιο βολικό να το δούμε κάνοντας ένα

γράφημα για τις τυχαίες επιδράσεις. Εύκολα κατασκευάζεται ένα τέτοιο, χρη-

σιμοποιώντας μια εντολή plot, λαμβάνοντας το γράφημα του Σχήματος 3.12

(στο Σχήμα 3.12 πολλά σημεία που σχετίζονται με τις τυχαίες επιδράσεις με

τη μέθοδο REML, μπλε σημεία, δεν εμφανίζονται. Πιθανότατα ευθύνεται στην

έκδοση της R η οποία χρησιμοποιείται, διότι τα διανύσματα που χρησιμοποιεί

είναι πλήρεις).

> plot(compRanef, mark=c(0,0))
Η παράμετρος mark παίρνει ως όρισμα ένα διάνυσμα αριθμών, διάστασης όσα

και τα panels του γραφήματος και σχεδιάζει κάθετες ευθείες στα σημεία αυτά.

Δύο άλλα πολύ σημαντικά στοιχεία, που χρησιμοποιούνται κυρίως για τον

έλεγχο της καταλληλότητας του μοντέλου, το οποίο προσαρμόζουμε, είναι οι

αναμενόμενες τιμές για τη μεταβλητή απόκρισης E[Y ] καθώς και τα υπόλοιπα,

με την πιο απλή μορφή τους να δίνεται ως

e = Y − E[Y ]

Για να αποφευχθεί οποιαδήποτε σύγχυση, εδώ το διάνυσμα Y έχει διάσταση

όσο το συνολικό πλήθος των παρατηρήσεων και για αυτό δε χρησιμοποιούνται

δείκτες. Τα παραπάνω τα εξάγουμε στην R με τις εντολές fitted και resid
αντίστοιχα.

> resid(weight.m1, type=“pearson”)
1 1 1 1 1

-1.266004483 0.235598000 0.611988020 0.988378040 0.689640581

1 1 1 1 1

-0.959351834 0.092165664 -0.014808971 -0.881699272 -0.055224267

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
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16 16 16 16 16

-1.926099712 0.050710658 0.452223580 -1.621730919 -0.246265901

16 16 16

0.355079452 -0.368620090 1.833232773

attr(,”label”)
[1] ”Standardized residuals”

Σχήμα 3.12: Γράφημα των τυχαίων επιδράσεων πάνω στο ίδιο μοντέλο, στα

δεδομένα του αντικειμένου BodyWeight, όταν τη μία φορά έχει προσαρμοστεί

με τη μέθοδο REML και την άλλη με τη μέθοδο ML

Με το type=“pearson”, δηλώνουμε ότι θέλουμε να επιστραφούν τα τυ-

ποποιημένα υπόλοιπα, δηλαδή τα υπόλοιπα
′′e′′ διαιρεμένα με το τυπικό σφάλμα.

Η προκαθορισμένη τιμή που παίρνει η παράμετρος είναι “response”, που επι-

στρέφει τα υπόλοιπα
′′e′′ (παρατηρούμενη -αναμενόμενη). Επειδή όλα τα πιθανά

ορίσματα (είναι και το “normalized”) ξεκινούν από διαφορετικό γράμμα, α-

ντί για ολόκληρη τη λέξη, μπορούμε να δώσουμε μόνο το πρώτο γράμμα ως
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όρισμα. ΄Ετσι το ίδιο ακριβώς αποτέλεσμα με πριν θα έχουμε γράφοντας re-
sid(weight.m1, type=“p”).

Αντίστοιχα με την εντολή fitted(weight.m1) παίρνουμε τις αναμενόμενες

(ή προσαρμοσμένες) τιμές, στη συγκεκριμένη περίπτωση για το σωματικό βάρος

των αρουραίων. Για τις δύο αυτές εντολές τα αποτελέσματα που επιστρέφονται,

είναι υπολογισμένα ως προς το πιο εσωτερικό επίπεδο κατηγοριοποίησης, που

εδώ είναι το επίπεδο 1 (στο επίπεδο των αρουραίων). Μπορούμε αυτό να το αλ-

λάξουμε χρησιμοποιώντας την παράμετρο level. Η τιμή 0, δηλώνει ότι θέλουμε

οι υπολογισμοί να γίνουν στο επίπεδο του πληθυσμού, δηλαδή να αγνοηθούν

όλες οι δομές ομαδοποίησης των δεδομένων ή, αναφορικά με το μοντέλο, να

αγνοηθούν όλες οι τυχαίες επιδράσεις.

> residuals<-resid(weight.m1,level=0:1)
> residuals

fixed Rat
1 -12.01129067 -5.62562416

2 -4.52876447 1.04690451

3 -2.04623826 2.71943317

.

.

.
.
.
.

.

.

.

175 11.77200262 -1.63800217

176 23.16616619 8.14616276

> res<-as.data.frame(residuals)
> x<-1:176
> plot(x, res$fixed, col=1, ylab=“residuals”,
xlab=“order of observations”)
> points(x,res$Rat, col=2)
> abline(h=0)
> legend(“topleft”, legend=c(“fixed”,“Rat”),
col=c(1,2), pch=c(1,1))

Οι παραπάνω εντολές παράγουν το Σχήμα 3.13, στο οποίο συγκρίνονται τα

υπόλοιπα όταν αυτά έχουν υπολογιστεί τη μία φορά στο επίπεδο του πληθυ-

σμού και την άλλη στο επίπεδο των αρουραίων, δηλαδή του παράγοντα κατηγο-

ριοποίησης. Φαίνεται ξεκάθαρα, ότι τα σφάλματα στο επίπεδο των αρουραίων

είναι πολύ περισσότερο κοντά στο 0. Αυτό ισοδύναμα καθιστά τις τυχαίες επι-

δράσεις σημαντικό παράγοντα του μοντέλου, διότι σκοπός της μοντελοποίησης

ενός πειράματος, είναι το αποτέλεσμα που θα επιστρέψει το μοντέλο, να έχει

το μικρότερη δυνατή απόκλιση, συγκριτικά με την τιμή της μέτρησης.

Μία παρατήρηση σχετικά με τις ως άνω εντολές είναι ότι το αντικείμενο

residuals φαίνεται να είναι τύπου data.frame, όμως αυτό δεν ισχύει.
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> class(residuals)
[1] ”matrix”
Είναι πίνακας και μάλιστα με τις στήλες και τις γραμμές του να έχουν ονομα-

Σχήμα 3.13: Τα υπόλοιπα συγκριτικά με τη σειρά των παρατηρήσεων, υπολο-

γισμένα στο επίπεδο του πληθυσμού και στο επίπεδο των αρουραίων

τιστεί. Σε αυτή την περίπτωση, χρησιμοποιώντας το ’$’ για να αξιοποιήσουμε

μεμονωμένα μία στήλη, η R επιστρέφει μήνυμα σφάλματος. Αυτός είναι ο λόγος

που χρησιμοποιείται η εντολή as.data.frame

> residuals$fixed
Error in residuals$fixed : $ operator is invalid for atomic vectors

Είναι γνωστό ότι ένας σχεδόν ισοδύναμος τρόπος με τους ελέγχους υ-

ποθέσεων, για τη σπουδαιότητα των επί μέρους όρων του μοντέλου είναι η
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κατασκευή διαστημάτων εμπιστοσύνης. Στην R τα εξάγουμε από ένα μοντέλο

μεικτών επιδράσεων με την εντολή intervals.
> intervals(weight.m1)
Approximate 95% confidence intervals

Fixed effects:
lower est. upper

(Intercept) 225.7884756 251.6516516 277.5148275

Time 0.1796209 0.3596391 0.5396573

Diet2 151.6693703 200.6654865 249.6616026

Diet3 203.0755616 252.0716778 301.0677939

Time:Diet2 0.2940384 0.6058392 0.9176399

Time:Diet3 -0.0134632 0.2983375 0.6101382

attr(,”label”)
[1] ”Fixed effects:”

Random Effects:
Level: Rat

lower est. upper
sd((Intercept)) 25.1011306 36.9390723 54.3599045

sd(Time) 0.1642036 0.2484113 0.3758029

cor((Intercept),Time) -0.6121889 -0.1490736 0.3901943

Within-group standard error:
lower est. upper

3.958932 4.443605 4.987615

Με την επιπλέον παράμετρο which επιλέγουμε ποια διαστήματα εμπιστο-

σύνης επιθυμούμε να επιστραφούν. Τα επιτρεπτά ορίσματα της παραμέτρου

είναι fixed, var-cov και all με το τελευταίο να είναι και το προκαθορισμένο

όρισμα της παραμέτρου. ΄Ετσι για παράδειγμα χρησιμοποιώντας την inte-
rvals(weight.m1), which=“var-cov”, η R θα επιστρέψει τα διαστήματα

εμπιστοσύνης μόνο για τις διασπορές και συνδιασπορές των τυχαίων επιδράσε-

ων (εδώ είναι μόνο μία συνδιασπορά) και για τη διασπορά των εντός των ομάδων

σφαλμάτων.

Ενδιαφέρον παρουσιάζει το διάστημα εμπιστοσύνης για τη συνδιασπρά των

τυχαίων επιδράσεων που περιέχει την τιμή 0. Αυτό οδηγεί στο συμπέρασμα,

ότι δεν είναι στατιστικά σημαντικός παράγοντας του μοντέλου και θα μπορούσε

να αφαιρεθεί, κάνοντας ουσιαστικά των 2× 2 πίνακα διασποράς-συνδιασποράς,

για το συγκεκριμένο μοντέλο, διαγώνιο. Αυτό επιτυγχάνεται με τη χρήση της

κλάσης pdMat, το περιεχόμενο της οποίας θα αναλυθεί στην επόμενη ενότητα.

Πολλές φορές ο λόγος που δημιουργούμε ένα μοντέλο, είναι ώστε να υπάρ-
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χει η δυνατότητα, να μπορούμε να προβλέψουμε την τιμή που θα έχει μία μέτρη-

ση, σαν αυτές του πειράματος που εκτελέστηκε, σε ένα άλλο υποκείμενο, το

οποίο θα βρισκόταν σε μια παρόμοια κατάσταση. Για να γίνει αυτό πιο κατανοη-

τό, θα χρησιμοποιήσουμε πάλι το παράδειγμα με τα δεδομένα του BodyWeight
και το μοντέλο μεικτών επιδράσεων που κατασκευάστηκε προηγουμένως.

΄Εστω λοιπόν ότι θα θέλαμε να γνωρίζουμε για τους αρουραίους, υπό τους

αριθμούς 1, 14 , το σωματικό τους βάρος την ημέρα 25 (η ημέρα αυτή δεν

είναι μία από αυτές που έγιναν μετρήσεις) και την ημέρα 80 (που είναι μετά

την τελευταία μέρα), δεδομένου ότι συνεχίζουν την ίδια δίαιτα (οι δίαιτες που

ακολουθούσαν ήταν οι 1 και 3 αντίστοιχα). Η R δίνει την καλύτερη πρόβλεψη

για τα ως άνω δεδομένα με την εντολή predict. Οι βασικές παράμετροι της

εντολής αυτής είναι ένα αντικείμενο της κλάσης lme και ένα αντικείμενο τύπου

data.frame. Αυτό το data.frame θα πρέπει να είναι ‘συμβατό’ με αυτό που

χρησιμοποιήθηκε για την κατασκευή του μοντέλου, με την έννοια του ότι θα

πρέπει να έχει ίδιο αριθμό στηλών πλην μίας, αυτή της μεταβλητής απόκρισης,

με τα ίδια ονόματα.

> newBW<-data.frame(Rat=rep(c(“1”, “14”), c(2,2)),
Diet=rep(c(“1”, “3”), c(2,2)),
Time=rep(c(25,80), 2))
> predict(weight.m1,newdata=newBW)

1 1 14 14

257.0341 283.1785 533.3499 552.0396

attr(,“label”)
[1] “Predicted values (g)”

΄Οπως και με τις εντολές fixed, resid έτσι και εδώ μπορεί να χρησιμοποιηθεί

η παράμετρος level για να προσδιορίσουμε το επίπεδο στο οποίο επιθυμούμε

να πάρουμε τις προβλέψεις.

> predict(weight.m1, newdata=newBW, level=0:1)
Rat predict.fixed predict.Rat

1 1 260.6426 257.0341

2 1 280.4228 283.1785

3 14 520.1727 533.3499

4 14 556.3615 552.0396

3.4 Η κλάση pdMat

Γνωρίζουμε ότι ένα γραμμικό μοντέλο μεικτών επιδράσεων επιπέδου 1 έχει τη

μορφή yi = Xiβ + Zibi + εi, επιπέδου 2 έχει τη μορφή yij = Xijβ +
Zi,jbi +Zijbij + εij κ.ο.κ. Οι πίνακες X,Z είναι οι πίνακες σχεδιασμού για
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τις σταθερές και τυχαίες επιδράσεις β, b. Ας πάμε στο απλό γραμμικό μοντέλο,

όπου για το διάνυσμα bi των τυχαίων επιδράσεων ισχύει ότι

bi ∼ N (0,Ψ),

όπου αν το bi είναι διάστασης J , τότε ο πίνακας διασποράς-συνδιασποράς Ψ
είναι ένας J × J συμμετρικός και θετικά ορισμένος πίνακας και κατά συνέπεια

μόνο εξαιτίας των τυχαίων επιδράσεων το μοντέλο έχει (J2 + J)/2 άγνωστες

παραμέτρους. ΄Ετσι αν J = 4 προκύπτουν 10 άγνωστες παράμετροι ως προς

εκτίμηση. Αν γνωρίζουμε όμως ότι οι συνδιασπορές δεν είναι σημαντικές και

θέτοντάς τες ίσες με το μηδέν δε θα επηρεαζόταν το μοντέλο, τότε οι παράμετροι

προς εκτίμηση γίνονται 4.

Μειώνοντας τις παραμέτρους ενός μοντέλου (αφαιρώντας μόνο αυτές που

δεν είναι στατιστικά σημαντικές), γνωρίζουμε ότι αυτό βελτιώνεται διότι χάνει

λίγο σε ακρίβεια, αλλά κερδίζει σε ταχύτητα εκτέλεσης των οποιονδήποτε υπο-

λογισμών. Το βλέπουμε και έμπρακτα μέσω των κριτηρίων AIC και BIC.

Μπορούμε να φανταστούμε λοιπόν, πόσο δύσκολος μπορεί να γίνει ο υπολο-

γισμός των παραμέτρων ενός μοντέλου, αν το J είναι ακόμα μεγαλύτερο από 4

ή/και έχουμε περισσότερα επίπεδα κατηγοριοποίησης και πόσο πιο απλό θα γίνει

αν γνωρίζουμε ότι ο/οι πίνακες διασποράς έχουν κάποια δομή, π.χ. διαγώνιοι

(σημαντικές μόνο οι διασπορές), και κάνουμε τους υπολογισμούς χρησιμοποι-

ώντας την πληροφορία αυτή ως δεδομένο. Τη δυνατότητα αυτή στην R, δηλαδή

να δώσουμε την πληροφορία ότι στις τυχαίες επιδράσεις υπάρχει κάποια δομή,

μπορούμε να την έχουμε μέσω της κλάσης pdMat.
Τα αντικείμενα της κλάσης pdMat είναι τα εξής

• pdDiag, ο πίνακας διασποράς-συνδιασποράς κατασκευάζεται ως διαγώνιος.

• pdCompSymm, ο πίνακας διασποράς-συνδιασποράς κατασκευάζεται

ως όλα τα διαγώνια στοιχεία να είναι ίσα μεταξύ τους και όλα τα μη

διαγώνια στοιχεία και αυτά ίσα μεταξύ τους.

• pdIdent, ο πίνακας διασποράς-συνδιασποράς κατασκευάζεται ως πολλα-

πλάσιος του ταυτοτικού πίνακα.

• pdBlockDiag, ο πίνακας διασποράς-συνδιασποράς κατασκευάζεται ως

μπλοκ διαγώνιος, δηλαδή να έχει τη μορφή διαγώνιου πίνακα, με τα δια-

γώνια στοιχεία του να είναι πίνακες. Ο διαγώνιος πίνακας μπορεί να

θεωρηθεί και ως τέτοιος με όλα τα μπλοκ να είναι 1× 1 πίνακες.

• pdSymm, ο πίνακας διασποράς-συνδιασποράς κατασκευάζεται ως απλά

συμμετρικός και θετικά ορισμένος πίνακας. Η μορφή αυτή είναι και η
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προκαθορισμένη μορφή που έχει ο πίνακας στην κατασκευή του γραμμικού

μοντέλου τυχαίων επιδράσεων.

Για την κατασκευή ενός αντικειμένου της κλάσης pdMat, η κύρια παράμε-

τρος που απαιτείται είναι μία φόρμουλα της μορφής ῀Variable. ΄Εστω λοιπόν

ότι χρησιμοποιούμε ως μεταβλητή, από το αντικείμενο BodyWeight, την κύρια

συμμεταβλητή του χρόνου (Θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε και ένα τυ-

χαίο όνομα μεταβλητής, το οποίο δεν υπάρχει σε κανένα σετ δεδομένων, διότι η

κατασκευή είναι ανεξάρτητη από τα δεδομένα. Χρησιμοποιούμε υπάρχων όνομα

για να συμβαδίσει με τα επόμενα).

> pd<-pdDiag(form=˜Time)
> formula(pd)
˜Time
> pd
Uninitialized positive definite matrix structure of class pdDiag.
(> pd.new<-pdIdent(form=˜somethingElse)
> formula(pd.new)
˜somethingElse)

Βλέπουμε ότι φτιάχνοντας ένα αντικείμενο της pdMat, χρησιμοποιώντας

μόνο την παράμετρο της φόρμουλας, αυτό δεν εξάγει κανένα αποτέλεσμα, διότι

έτσι έχει κατασκευαστεί ένας διαγώνιος πίνακας ‘σαν ιδέα’. Με την εντολή

formula εξάγουμε τη φόρμουλα που εκφράζει το αντικείμενο και είναι ουσια-

στικά το μόνο που έχει σημασία. Η συγκεκριμένη κλάση φτιάχτηκε για να

εξυπηρετεί τα αντικείμενα της κλάσης lme (και nlme που είναι τα μη γραμμικά

μοντέλα μεικτών επιδράσεων), μπαίνοντας ως όρισμα στην παράμετρο random.

Ως αυτόνομη κλάση δεν προσφέρει κάποια χρήσιμη υπολογιστική αξία.

Παρ΄ όλα αυτά βλέποντας το μήνυμα που επέστρεψε η R, ότι δεν έχει γίνει

αρχικοποίηση του πίνακα, μπορούμε να δώσουμε αρχικές τιμές, με την παράμε-

τρο value. Προσοχή η παράμετρος αυτή δέχεται ως όρισμα έναν τετραγωνι-

κό πίνακα (μπορεί να είναι και 1 × 1), ο οποίος είναι συμμετρικός και θετικά

ορισμένος (δεν είναι απαραίτητο να είναι της ίδιας δομής με τον τύπο του αντι-

κειμένου, δηλαδή είναι επιτρεπτό σε pdDiag, να βάλουμε έναν συμμετρικό και

θετικά ορισμένο που δεν είναι διαγώνιος).

> pd1<-pdDiag(form=˜Time, value=diag(c(2,3)))
> pd1
Positive definite matrix structure of class pdDiag representing

[,1] [,2]

[1, ] 2 0

[2, ] 0 3
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Υπάρχουν μερικές εντολές, κυρίως εξαγωγής πραγμάτων, για ένα αντικείμε-

νο της κλάσης pdMat (τέτοια είναι και η formula). Ενδεικτικά μία από αυτές

είναι η summary, στην οποία είναι εμφανής η ομοιότητα με το αποτέλεσμα

της αντίστοιχης εντολής σε ένα αντικείμενο lme, στο κομμάτι των “Random
effects”.
> summary(pd1)
Formula: ˜Time
Structure: Diagonal

V1 V2
StdDev: 1.414214 1.732051

Στο μοντέλο που προσαρμόστηκε στα δεδομένα του BodyWeight, από τα

διαστήματα εμπιστοσύνης που κατασκευάστηκαν για τις παραμέτρους, φάνη-

κε να μην είναι σημαντικός ο συντελεστής της συνδιασποράς μεταξύ των δύο

τυχαίων μεταβλητών. Αυτό ισοδυναμεί ότι ένας διαγώνιος πίνακας διασποράς-

συνδιασποράς θα ταίριαζε στο μοντέλο.

> weight.m2<-update(weight.m1,random=pd)
> anova(weight.m1,weight.m2)

Model df AIC BIC logLik Test L.Ratio
weight.m1 1 10 1171.720 1203.078 -575.8599

weight.m2 2 9 1169.991 1198.213 -575.9953 1 vs 2 0.2708788

p-value

0.6027

Η p-τιμή του ελέγχου δείχνει ότι δεν υπάρχει σημαντική διαφορά μεταξύ των

δύο, καθιστώντας έτσι το δεύτερο μοντέλο καλύτερο, επειδή έχει μια παράμετρο

λιγότερη.

Ας προσπαθήσουμε τώρα να προσαρμόσουμε ένα μοντέλο μεικτών επιδράσε-

ων στα δεδομένα του Wafer. Κοιτάζοντας το Σχήμα 3.9, επειδή μοιάζει αρκετά

με μία παραβολή, είναι λογικό να υποθέσουμε ότι η ένταση του ρεύματος δεν

εξαρτάτε μόνο από την τάση, αλλά και από το τετράγωνο αυτής. ΄Ετσι λοιπόν

βάζοντας και τυχαία επίδραση σε όλους τους όρους και στο επίπεδο του Wafer
αλλά και στο πιο εσωτερικό επίπεδο, αυτό των καλωδίων (Site), το μοντέλο θα

έχει την μορφή

yijk = β0 + bi,0 + bij,0 + (β1 + bi,1 + bij,1)xij + (β2 + bi,2 + bij,2)x
2
ij + εijk.

Το μοντέλο αυτό σε διανυσματική μορφή έχει δύο διανύσματα bi, bij ∈ R3
,

με αντίστοιχους πίνακες διασποράς συνδιασποράς Ψ1 και Ψ2, όπου

Ψ1 =

 σ1,1 σ1,12 σ1,13
σ1,12 σ1,2 σ1,23
σ1,13 σ1,23 σ1,33

 , Ψ2 =

 σ2,1 σ2,12 σ2,13
σ2,12 σ2,2 σ2,23
σ2,13 σ2,23 σ2,33

 .
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Συνολικά από τους δύο αυτούς πίνακες προκύπτουν 12 άγνωστοι παράμετροι

για το μοντέλο και αν δοκιμάσουμε να το προσαρμόσουμε μέσω της R, αυτή

θα δώσει το παρακάτω μήνυμα σφάλματος

Error in lme.formula(current ˜ voltage + I(voltageˆ2), data = Wafer, ran-
dom = list(Wafer = ˜voltage + :
nlminb problem, convergence error code = 1
message = iteration limit reached without convergence (10)

Αυτό γίνεται διότι βάζοντας τους πίνακες διασποράς χωρίς κάποια δομή,

παρουσιάζεται το φαινόμενο της υπερπαραμετροποίησης του μοντέλου, που ση-

μαίνει ότι χρησιμοποιούνται περισσότεροι παράμετροι, από αυτούς που μπορεί να

εκτιμήσει το μοντέλο βάσει του δείγματος. Αυτό προκαλεί πρόβλημα στον αλ-

γόριθμο που χρησιμοποιείται για την εκτίμηση των παραμέτρων, με αποτέλεσμα

να μην συγκλίνει. ΄Ενας τρόπος για να εξηγηθεί, το γιατί όταν υπάρχει υπερ-

παραμετροποίηση ο αλγόριθμος μπορεί να μην συγκλίνει, είναι το ότι κάνει τον

πίνακα του γραμμικού συστήματος (βλ. Ενότητα 2.4) να είναι κακής κατάστα-

σης. Αυτό σημαίνει ότι μικρές διαταραχές στα στοιχεία του πίνακα, προκαλούν

μεγάλη αλλαγή στη λύση του συστήματος, καθιστώντας έτσι το σύστημα α-

σταθές.

Μπορούμε να δούμε το πως μεταβάλονται οι εκτημήσεις των παραμέτρων

στην R με την χρήση του msVerbose=TRUE. Η παράμετρος αυτή είναι μία

από τις πολλές της λίστας lmeControl, της οποίες μπορεί να αλλάξει κανείς

χρησημοποιώντας στην lme την παράμετρο control.
> ctrl <- lmeControl(msMaxIter=20,msVerbose=TRUE)
> wafer.m1<-lme(current˜voltage+I(voltageˆ2), data=Wafer,
random=list(Wafer=˜voltage+I(voltageˆ2),
Site=˜voltage+I(voltageˆ2)),
control=ctrl)
0: 470.26955: 0.860202 0.151250 1.80472 -1.56343 . . .

1: 469.83334: 1.05442 0.0464943 1.84388 -1.55940 . . .

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
. . . .

19: 466.13133: 2.34462 0.140131 6.22489 -7.19349 . . .

20: 466.10843: 2.51068 0.140965 7.50462 -8.57099 . . .

Error in lme.formula(current ˜ voltage + I(voltageˆ2), data = Wafer, ran-
dom = list(Wafer = ˜voltage + :
nlminb problem, convergence error code = 1
message = iteration limit reached without convergence (10)

Με την χρήση του msVerbose=TRUE, επιστρέφονται τόσες στήλες
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όσες και οι παράμετροι λόγω των τυχαίων επιδράσεων. Αυτές ξεκινούν από

την τρίτη στήλη και μετά, καθώς η πρώτη στήλη δηλώνει τον αύξοντα αριθμό

των επαναλήψεων και η δεύτερη την εκτίμηση της λογαριθμοποιημένης συνάρτη-

σης περιορισμένης πιθανοφάνειας. Θέτοντας msMaxIter=20 ζητήσαμε στον

αλγόριθμο να πραγματοποιηθούν 20 επαναλήψεις για την σύγκλιση του βήματος

μέσα στον αλγόριθμο. Υπάρχει και η παράμετρος maxIter η οποία καθορίζει

αριθμό επαναλήψεων του αλγορίθμου γενικά.

Από το αποτέλεσμα βλέπουμε ότι κάποιες από τις διασπορές και συνδιασπο-

ρές δεν συγκλίνουν. Παραδείγματος χάρη η πέμπτη στήλη ξεκινά στην πρώτη

επανάληψη του βήματος στην τιμή 1.80472 και στην εικοστή επανάληψη, με

συνεχώς αυξανόμενη τάση, έχει φτάσει στην τιμή 7.50462. Αν δεν αλλάζαμε

την τιμή της msMaxIter και την αφήναμε στην προκαθορισμένη τιμή, που

είναι ίση με 50, η τιμή της συγκεκριμένης παραμέτρου φτάνει το 49.1614.

΄Ετσι θα δοκιμάσουμε να προσαρμόσουμε μοντέλα μεικτών επιδράσεων χρη-

σιμοποιώντας κάποια δομή στους πίνακες διασποράς-συνδιασποράς των τυχαίων

επιδράσεων, ξεκινώντας από την πιο απλή δομή, όπου και οι δύο πίνακες είναι

διαγώνιοι. Επειδή και για τους δύο θα χρησιμοποιηθεί η ίδια δομή, μπορεί να

μη χρησιμοποιηθεί λίστα ως όρισμα της παραμέτρου random.

> wafer.m2<-lme(current˜voltage+I(voltageˆ2), data=Wafer,
random=pdDiag(˜voltage+I(voltageˆ2)))
> wafer.m2
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: Wafer
Log-restricted-likelihood: 150.755
Fixed: current ˜ voltage + I(voltageˆ2)
(Intercept) voltage I(voltageˆ2)
-4.461166 5.903371 1.170403

Random effects:
Formula: ˜voltage + I(voltageˆ2) | Wafer
Structure: Diagonal

(Intercept) voltage I(voltageˆ2)
StdDev: 2.802361e-05 0.1870874 0.02501027

Formula: ˜voltage + I(voltageˆ2) | Site %in% Wafer
Structure: Diagonal

(Intercept) voltage I(voltageˆ2) Residual
StdDev: 8.15797e-06 0.1357803 2.443455e-08 0.1153956

Number of Observations: 400
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Number of Groups:
Wafer Site %in% Wafer

10 80

Το αποτέλεσμα από την προσαρμογή αυτού του μοντέλου, δίνει στο επίπεδο

του Wafer, τη διασπορά της τυχαίας επίδρασης στο σταθερό όρο να είναι πολύ

μικρή, της τάξης του 10−5, συγκριτικά με τη διασπορά του σφάλματος εντός

των ομάδων (0.1153956). Το ίδιο ισχύει και στο πιο εσωτερικό επίπεδο (Site
%in% Wafer) για τις διασπορές των τυχαίων επιδράσεων, που σχετίζονται με

τον σταθερό όρο και το τετράγωνο της τάσης. Οι όροι αυτοί θεωρούνται ως μη

σημαντικοί, διότι όταν είναι πολλοί μικρότεροι, συγκριτικά με το σφάλμα εντός

των ομάδων, τότε δεν προσφέρουν κάποια παραπάνω ουσιαστική πληροφορία

για τη διασπορά μεταξύ των παρατηρήσεων.

Δε θα εξεταστεί τώρα το μοντέλο χωρίς τους παραπάνω όρους, το οποίο α-

ναμένεται να είναι καλύτερο. Αυτό διότι από αρχή, δε γνωρίζουμε αν η υπόθεση

των διαγωνίων πινάκων διασποράς-συνδιασποράς είναι σωστή. Αυτό σημαίνει

ότι χρησιμοποιώντας κάποια άλλη δομή, πιο γενική, στους πίνακες μπορεί να

δώσει εντελώς διαφορετικά αποτελέσματα. Για παράδειγμα είναι πολύ πιθανό,

στο επίπεδο του Wafer, μια δομή απλά συμμετρικού πίνακα με μη μηδενικές

συνδιασπορές, να δίνει διαφορετικές εκτιμήσεις παραμέτρων και να εξηγεί κα-

λύτερα το μοντέλο, εφόσον ο πίνακας αυτός είναι σημαντικά διαφορετικός από

τον διαγώνιο που αρχικά χρησιμοποιήθηκε.

Προφανώς το να δοκιμαστούν όλοι οι πιθανοί συνδυασμοί στις δομές των

δύο πινάκων, για τους οποίους θα μπορεί η R να κάνει την προσαρμογή και δε

θα βγάζει σφάλμα σύγκλισης, δεν είναι σωστή προσέγγιση για την εύρεση του

καλύτερου μοντέλου. Μερικά γραφήματα μπορούν να καθοδηγήσουν, στο ποιο

μοντέλο είναι το καλύτερο χωρίς να χρειαστούν να γίνουν πολλοί υπολογισμοί,

τα οποία θα δούμε αναλυτικά στην Ενότητα 3.5.

3.5 Διαγνωστικοί έλεγχοι

Με την προσαρμογή ενός γραμμικού μοντέλου μεικτών επιδράσεων με τη χρήση

της εντολής lme εξετάζεται η σημαντικότητα των παραμέτρων και επιστρέφο-

νται οι εκτιμήτριες αυτών. ΄Ομως δεν εξετάζεται πουθενά αν ισχύουν οι υπο-

θέσεις που καθιστούν το μοντέλο ως ένα τέτοιο. Η αλήθεια είναι ότι η υπόθεση

της γραμμικότητας των σταθερών δεν μπορεί να ελεγχθεί, τουλάχιστον εύκο-

λα. Μπορούν όμως να ελεγχθούν υποθέσεις που αφορούν τα σφάλματα και τις

τυχαίες επιδράσεις.

Θυμόμαστε, ότι απαραίτητο για να ισχύει η ορθότητα του μοντέλου, είναι

τα σφάλματα εντός των ομάδων να είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους και ανεξάρ-
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τητα των τυχαίων επιδράσεων, καθώς και να ακολουθούν κανονική κατανομή

N (0, σ2). Για τις τυχαίες επιδράσεις πρέπει σε κάθε επίπεδο κατηγοριοποίησης,

όπου αυτές εμφανίζονται, να ακολουθούν κανονική κατανομή N (0,Ψ), όπου

Ψ ο πίνακας διασποράς-συνδιασποράς, όχι ίδιος για κάθε επίπεδο. Επιπλέον να

είναι ανεξάρτητες μεταξύ διαφορετικών ομάδων. Αν δεν ισχύουν τα παραπάνω,

ή καλύτερα αν οι έλεγχοι που γίνουν, δώσουν σημαντικές ενδείξεις μη ικα-

νοποίησης των υποθέσεων αυτών, δεν χρειάζεται να προβούμε στην εξαγωγή

συμπερασμάτων, διότι αυτά θα είναι εσφαλμένα, αφού το ίδιο το μοντέλο που

έχει προσαρμοστεί δεν είναι σωστό και χρειάζεται βελτιώσεις.

Ο πλέον γρήγορος εύκολος και αξιόπιστος τρόπος έλεγχου των υποθέσεων

αυτών είναι μέσω γραφημάτων. Στην παράγραφο 3.3.2 παρουσιάστηκε η εντο-

λή plot η οποία είναι το κύριο εργαλείο για τον έλεγχο της ανεξαρτησίας των

σφαλμάτων. ΄Οσον αφορά τον έλεγχο σχετικά με την κανονικότητα των κα-

τανομών αυτός γίνεται με την χρήση της εντολής qqnorm, η οποία συγκρίνει

γραφικά τα θεωρητικά ποσοστημόρια της κανονικής κατανομής με κέντρο το 0

και διασπορά 1, με τα ποσοστημόρια των υπολοίπων.

Στο σημείο αυτό έρχεται και η σπουδαιότητα των εκτιμητριών BLUP’s των

τυχαίων επιδράσεων, οι οποίες δεν προσφέρουν κάποια σημαντική βοήθεια στην

πρόβλεψη νέων τιμών, αφού η μέση τιμή των τυχαίων επιδράσεων είναι 0, αλλά,

μέσω γραφημάτων, προσφέρουν σημαντικότατες πληροφορίες για την ορθότητα

του μοντέλου. Το ίδιο ισχύει και για τα σφάλματα.

Για αρχή θα εξετάσουμε την ανεξαρτησία των σφαλμάτων εντός των ο-

μάδων. Αυτό επιτυγχάνεται με ένα γράφημα των υπολοίπων, έναντι των προ-

σαρμοσμένων τιμών από το εκάστοτε μοντέλο. Το ζητούμενο στο γράφημα

είναι να μην υπάρχει κάποια δομή (π.χ. γραμμική συσχέτιση μεταξύ των δύο),

ώστε να θεωρηθεί ότι η υπόθεση της ανεξαρτησίας είναι σωστή. Για τα δεδο-

μένα από το αντικείμενο politeness κατασκευάζεται ένα γράφημα μεταξύ των

υπολοίπων και των σταθερών όρων, για κάθε φύλο ξεχωριστά (όμοιο με το

Σχήμα 3.11), με την εντολή

> plot(pol.m6, resid(., type=“pearson”) ˜ fitted(.)|gender,
id=0.05, abline=0)

Τα υπόλοιπα φαίνεται να μην ακολουθούν κάποιο μοτίβο, ή να έχουν κάποια

συσχέτιση με τις αναμενόμενες τιμές, οπότε δεν παραβιάζεται η υπόθεση της

ανεξαρτησίας. Επιπλέον, συγκριτικά με το Σχήμα 3.11, της Ενότητας 3.3.2,

όπου εκείνο έδειχνε τα υπόλοιπα των παρατηρήσεων που αφορούσαν τις γυ-

ναίκες να ‘απλώνονται’ περισσότερο από αυτά των ανδρών, το φαινόμενο αυτό

τώρα έχει εξομαλυνθεί. Αυτό φαίνεται και στη σύγκριση anova που έγινε μετα-

ξύ των δύο μοντέλων, καθιστώντας το τελευταίο εμφανώς καλύτερο. ΄Οταν τα

υπόλοιπα έχουν διαφορετική διασπορά, αναλόγως σε ποιον εξωτερικό παράγο-
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ντα ανήκουν οι αντίστοιχες παρατηρήσεις, προφανώς και αυτό είναι μία μορφή

συσχέτισης, της οποίας η αντιμετώπιση θα μελετηθεί στο Κεφάλαιο 4.

Σχήμα 3.14: Γράφημα μεταξύ των αναμενόμενων τιμών και των υπολοίπων, ανά

γένος

Για την εξέταση των υποθέσεων της κανονικότητας των σφαλμάτων, πριν

δούμε πως χρησιμοποιείται η εντολή qqnorm, θα κάνουμε πάλι χρήση της

plot.
> plot(pol.m6, subject ˜ resid(., type=“pearson”), abline=0)

Στο Σχήμα 3.15, τα boxplots των υπολοίπων που έχουν σχεδιαστεί για

κάθε υποκείμενο, όλα περιέχουν εντός του κουτιού την τιμή 0. Αυτό ισοδύναμα

δίνει σημαντική ένδειξη, ότι τα σφάλματα έχουν όντως μέση τιμή ίση με το 0.

΄Επειτα για να θεωρήσουμε την υπόθεση, ότι όλα τα σφάλματα έχουν κοινή

διασπορά σ2, ορθή, θέλουμε το εύρος των κουτιών να είναι περίπου ίσο. Το

γράφημα δεν δίνει κάποια σοβαρή ένδειξη για το αντίθετο, εφόσον το πιο μικρό

που αντιστοιχεί στο “F3”, έχει εύρος περίπου ίσο με 1, με το μεγαλύτερο που
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αντιστοιχεί στο “F2” να είναι μόνο περίπου διπλάσιο.

Σχήμα 3.15: Γράφημα των υπολοίπων, ανά υποκείμενο (subject)

Οι βασικές παράμετροι της εντολής qqnorm είναι ένα αντικείμενο της

κλάσης lme και μία μονόπλευρη φόρμουλα ˜x|g, με το x να είναι το διάνυ-

σμα το οποίο θα συγκριθεί με τα αντίστοιχα θεωρητικά ποσοστημόρια της

τυποποιημένης κανονικής κατανομής και g ένας παράγοντας κατηγοριοποίησης

(χρησιμοποιείται κατ΄ επιλογήν, όχι αναγκαστικά στην φόρμουλα).

> qqnorm(pol.m6, ˜resid(., type=“p”)|gender,
id=0.10, abline = c(0, 1))

Με την παραπάνω εντολή κατασκευάζεται το γράφημα στο Σχήμα 3.16. Με

την abline=c(0, 1) σχεδιάστηκε η ευθεία y = x, η οποία δείχνει την τιμή

που θα έπρεπε να έχουν τα ποσοστημόρια των υπολοίπων ώστε να ταυτίζο-

νται με τα θεωρητικά ποσοστημόρια της τυποποιημένης κανονικής κατανομής.

Τα ποσοστημόρια των υπολοίπων βλέπουμε ότι είναι πολύ κοντά στη γραμμή,

το οποίο δείχνει ισχυρά ότι η κανονικότητα των σφαλμάτων ισχύει. Χρησιμο-
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Σχήμα 3.16: Γράφημα qqnorm των τυποποιημένων υπολοίπων, ανά υποκείμενο

(subject), μαζί με την ευθεία y = x..

ποιήθηκαν τα υπόλοιπα Pearson για να είναι στην ίδια κλίμακα με αυτά των

ποσοστημορίων της τυποποιημένης κανονικής κατανομής και έτσι να είναι πολύ

πιο εύκολη η σύγκριση. Τέλος το id=0.10 χρησιμοποιείται για τον εντοπισμό

σημείων που έχουν απόλυτη τιμή, μεγαλύτερη από το 1 − id/2 ποσοστημόριο

της τυποποιημένης κανονικής κατανομής. Τα ιδιάζοντα σημεία είναι από τα ίδια

υποκείμενα (M4, F1) που ήταν και στο Σχήμα 3.14, με τη διαφορά ότι εδώ είναι

δύο περισσότερα (στο M4), λογικά λόγω του διαφορετικού επιπέδου σημαντι-

κότητας, που ζητήθηκε να γίνει ο έλεγχος για τον εντοπισμό τους (στο Σχήμα

3.14, id = 0.05).

Θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε τα παρατηρούμενα υπόλοιπα, χωρίς

καμία απολύτως ποιοτική διαφορά στον έλεγχο, καθώς αυτό που ζητείται είναι

τα υπόλοιπα να βρίσκονται κοντά στη θεωρητική διαγώνιο του γραφήματος και

παρά την αλλαγή της κλίμακας, το γράφημα οπτικά θα μείνει το ίδιο.

΄Ομοιος έλεγχος κανονικότητας γίνεται και για τις τυχαίες επιδράσεις. Αντί
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τώρα για το διάνυσμα των υπολοίπων θα χρησιμοποιηθεί αυτό των εκτιμητριών

BLUPs των τυχαίων επιδράσεων, δηλαδή το ranef , για την εν λόγω σύγκριση.

> qqnorm(pol.m6, ˜ranef(., standard=TRUE),
id=0.10, abline = c(0, 1))

Σχήμα 3.17: Γράφημα qqnorm των τυποποιημένων τυχαίων επιδράσεων

΄Οπως και προηγουμένως, εδώ χρησιμοποιήθηκε η παράμετρος standard
για να τυποποιήσει τις εκτιμήτριες των τυχαίων επιδράσεων. Στις τυχαίες επι-

δράσεις δεν υπάρχουν ιδιάζοντα σημεία (δεν έχουν εντοπιστεί από τον έλεγχο

με τη χρήση του id) και όλα είναι κοντά στην ευθεία, που αυτό σημαίνει ότι η

υπόθεση της κανονικότητας ικανοποιείται.

Το pol.m6 ικανοποιεί, χωρίς έντονες ενδείξεις για το αντίθετο, τις απαι-

τούμενες συνθήκες για τα υπόλοιπα και τις τυχαίες επιδράσεις και επομένως

θεωρείται ότι περιγράφει με τον καλύτερο δυνατό τρόπο το φαινόμενο σχετικά

με την ένταση της φωνής.

Για το μοντέλο που προσαρμόστηκε στα δεδομένα του BodyWeight μία ε-
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ντολή plot για τα υπόλοιπα δίνει το γράφημα του σχήματος 3.18.

> plot(weight.m2, resid(., type=“p”)˜fitted(.)|Diet,
id=0.10, layout=c(3,1))

Σχήμα 3.18: Γράφημα των αναμενόμενων τιμών έναντι των υπολοίπων, ανά

δίαιτα για το μοντέλο weight.m2

Στο Σχήμα 3.18 υπάρχουν πολλές παρατηρήσεις, οι οποίες είναι έξω α-

πό το αναμενόμενο εύρος που ορίζεται από τον έλεγχο με την χρήση του id.
Γενικά σε ένα μοντέλο το επιθυμητό είναι να μην υπάρχουν καθόλου τέτοιες

παρατηρούμενες τιμές ή αν υπάρχουν να είναι ελάχιστες. Το πρόβλημα εδώ

παρουσιάζεται στη δίαιτα 3, στην οποία υπάρχουν 7 παρατηρήσεις εκτός των

αναμενόμενων ορίων, οι οποίες συγκριτικά με το μέγεθος του δείγματος στη

συγκεκριμένη κατηγορία (4 × 11 = 44) είναι πάρα πολλές. Εξαιτίας αυτών

των παρατηρήσεων, το εύρος των υπολοίπων γίνεται μεγαλύτερο από αυτό των
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άλλων δύο κατηγοριών, που ισοδύναμα δίνει αρκετά ισχυρή ένδειξη, ότι η δια-

σπορά των υπολοίπων δεν είναι σταθερή, αλλά εξαρτάται από τον παράγοντα

δίαιτα.

Στο σημείο αυτό δε θα δούμε πως μπορεί να διορθωθεί κάτι τέτοιο, αλλά

θα παρουσιαστεί στο Κεφάλαιο 4. Για τώρα το γεγονός αυτό θα μείνει ως πα-

ρατήρηση. Εξαιρουμένης αυτής της παρατήρησης, το γράφημα δεν παρουσιάζει

κάποια δομή, τα υπόλοιπα φαίνονται να κατανέμονται με τυχαίο τρόπο και κατά

συνέπεια, η υπόθεση της ανεξαρτησίας ισχύει.

Στην προηγούμενη ενότητα κατασκευάστηκε ένα μοντέλο μεικτών επιδράσε-

ων για τα δεδομένα του Wafer, με την υπόθεση ότι και στα δύο επίπεδα κατη-

γοριοποίησης οι πίνακες διασποράς-συνδιασποράς είναι διαγώνιοι. Το γράφημα

που χρησιμοποιείται για τη διερεύνηση της δομής στους πίνακες αυτούς, προ-

έρχεται από την εντολή pairs, της οποίας η δομή είναι πολύ όμοια με αυτήν

της qqnorm. Μαζί αυτές οι δύο παράγουν τα απαραίτητα γραφήματα για τους

διαγνωστικούς ελέγχους πάνω στις τυχαίες επιδράσεις.

Πριν όμως από αυτά, όπως σε κάθε ανάλυση, θα δούμε για το wafer.m2
πως μοιάζει το γράφημα μεταξύ των υπολοίπων και των αναμενόμενων τιμών,

για τον έλεγχο της ανεξαρτησίας των σφαλμάτων. ΄Οπως θα παρατηρήσουμε

στο Σχήμα 3.19 τα υπόλοιπα φαίνονται να ακλουθούν ένα κυματικό μοτίβο για

κάθε Wafer.

> plot(wafer.m2, resid(., type=“p”)˜fitted(.)|Wafer,
layout=c(5,2))

Παρόμοιο μοτίβο αναμένεται να προκύψει σε ένα γράφημα μεταξύ των υπο-

λοίπων και της τάσης του ρεύματος (voltage), εφόσον η συσχέτισή του με την

ένταση είναι υψηλή και το γράφημα των υπολοίπων δίνει ένα ποιοτικό χαρακτη-

ριστικό του μοντέλου και όχι ποσοτικό (εξίσου όμοιο γράφημα θα προέκυπτε

και με το voltageˆ2 ). Πολύ πιο ξεκάθαρα μπορεί να φανεί αυτό το μοτίβο αν

μικρύνουμε λίγο το ύψος και αλλάξουμε την μορφή των panel προσθέτοντας

μία λεία καμπύλη μεταξύ των σημείων. Αυτό επιτυγχάνεται γράφοντας μια και-

νούργια συνάρτηση για τα panel, η οποία θα υπερκαλύψει την ήδη υπάρχουσα

συνάρτηση που παράγει η εντολή plot και το γράφημα θα σχεδιαστεί πάνω στα

καινούργια. Στην R κάτι τέτοιο υλοποιείται με τις παρακάτω εντολές, παράγο-

ντας το Σχήμα 3.20.

> plot(wafer.m2, resid(.)˜voltage|Wafer,
layout=c(5,2), aspect=c(1.5,1.5),
panel=function(x,y){
panel.grid()
panel.xyplot(x,y)
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panel.loess(x,y, lty=2, col=“red”)
panel.abline(h=0)
})

Σχήμα 3.19: Γράφημα μεταξύ των αναμενόμενων τιμών έναντι των υπολοίπων,

ανά Wafer για το μοντέλο wafer.m2

Απαραίτητο για να τρέξουν οι πιο πάνω εντολές, όπως και οποιεσδήποτε

εξειδικευμένες εντολές πάνω σε γραφήματα, είναι η χρήση του πακέτου lattice.
Παρά κάτω αναλύονται μία προς μία οι εντολές μέσα στη συνάρτηση

• panel.grid() σχεδιάζει το πλέγμα.

• panel.xyplot(x,y) σχεδιάζει τα σημεία πάνω στο πλέγμα.

• panel.loess(x,y) σχεδιάζει μία λεία καμπύλη γραμμή μεταξύ των σημε-

ίων.
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• panel.abline() σχεδιάζει μία ευθεία γραμμή σε κάθε panel αναλόγως

το όρισμα (h=0 μία οριζόντια γραμμή στο 0).

Σχήμα 3.20: Γράφημα μεταξύ των υπολοίπων έναντι της τάσης του ρεύματος

ανά Wafer για το μοντέλο wafer.m2, με μία λεία καμπύλη σχεδιασμένη ανάμεσα

στα σημεία.

Το Σχήμα 3.20 δείχνει καλύτερα αυτήν την έντονη συσχέτιση των σφαλ-

μάτων με την τάση του ρεύματος, που μοιάζει πολύ με τη συνάρτηση ενός

κύματος, η οποία περιγράφεται ως γνωστόν από τον εξής τύπο.

res = a1 cos(ωv) + a2 sin(ωv).

Τα a1, a2 περιγράφουν το πλάτος του κύματος ως

√
a21 + a22, ενώ το ω την

γωνιακή συχνότητα, όπου ω = 2π/T με T να προσδιορίζει την περίοδο της

ταλάντωσης.
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Για να διορθωθεί το μοντέλο φαίνεται απαραίτητη η προσθήκη των παραπάνω

όρων και επειδή το ω είναι άγνωστο, αυτό καθιστά το μοντέλο ως μη γραμμικό.

Επειδή δεν θα εξετάσουμε καθόλου την ανάλυση τέτοιων μοντέλων, θα χρη-

σιμοποιηθεί μόνο η εντολή nls (non-linear least squares) από τη βιβλιοθήκη

nlme, η οποία χρησιμοποιεί έναν αλγόριθμο βελτιστοποίησης (και αυτή New-
ton Raphson) για την εκτίμηση των παραμέτρων σε ένα μη γραμμικό μοντέλο.

Αφού πάρουμε τη βέλτιστη αυτήν εκτίμηση θα τη βάλουμε στο αρχικό μοντέλο

θεωρώντας την ως μια σταθερά, κάνοντας έτσι μια γραμμική προσέγγιση.

΄Οπως όλοι οι αλγόριθμοι, χρειάζεται κάποιες αρχικές συνθήκες για να αρ-

χίσει την επαναληπτική ρουτίνα. Εστιάζοντας στις διακεκομμένες γραμμές θα

μπορούσαμε να εκτιμήσουμε την περίοδο T = 1.3V , εφόσον οι γραμμές στο

πλέγμα απέχουν περίπου 0.5V και κατά συνέπεια η γωνιακή συχνότητα είναι

ω = 2π/T = 4.83. Για την επίτευξη του τελικού στόχου, που είναι η καλύτερη

εκτίμηση για το ω, θα κατασκευάσουμε αρχικά ένα μοντέλο σταθερών επιδράσε-

ων, με μεταβλητή απόκρισης το διάνυσμα των residuals που προέκυψαν από

την προσαρμογή του μοντέλου wafer.m2 και συμμεταβλητές τα cos(4.83v) και

sin(4.83v).

> res<-resid(wafer.m2)
> attach(Wafer)
> reswafer.lm<-lm(res˜cos(4.83*voltage)+sin(4.83*voltage)-1)
> reswafer.lm

Call:
lm(formula = res ˜ cos(4.83 * voltage) + sin(4.83 * voltage) -

. 1)

Coefficients:
cos(4.83 * voltage) sin(4.83 * voltage)

-0.12473 0.02686

> detach(Wafer)

Τώρα λοιπόν θα κατασκευαστεί το nls αντικείμενο που αναφέρθηκε. Η

βασική παράμετρος όπως και στο lme και σε όλα αυτά τα μοντέλα είναι μία

φόρμουλα που στη μία πλευρά έχει τη μεταβλητή απόκρισης και στην άλλη με-

ριά τις συμμεταβλητές. Η διαφορά με τα μοντέλα που έχουμε δει, είναι ότι εδώ

δε γράφονται μόνο οι συμμεταβλητές, αλλά η πλήρης φόρμουλα, δηλαδή και οι

συμμεταβλητές και οι συντελεστές τους. Μια ακόμα παράμετρος είναι η start,
η οποία δέχεται ως όρισμα μία λίστα με ονόματα, αυτά των άγνωστων παρα-

μέτρων και τις τιμές με τις οποίες θα ξεκινήσει ο αλγόριθμος βελτιστοποίησης.

Αυτός ήταν και ο λόγος προσαρμογής του μοντέλου reswafer.lm, ώστε να
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έχουμε μια αρχική εκτίμηση των a1, a2.

> nls(res ˜ a1*cos(omega*voltage) + a2*sin(omega*voltage),
data=Wafer, start=list(a1=-0.124, a2=0.026, omega=4.83))
Nonlinear regression model
. model: res ˜ a1 * cos(omega * voltage) + a2 * sin(omega * voltage)
. data: Wafer

a1 a2 omega
-0.11173 0.07768 4.56787

residual sum-of-squares: 0.7293

Number of iterations to convergence: 5
Achieved convergence tolerance: 9.343e-06

Από την παραπάνω ανάλυση πήραμε ως καλύτερη εκτίμηση το ω = 4.56787
και τώρα είμαστε σε θέση να προσαρμόσουμε στα δεδομένα του Wafer το προ-

σαυξημένο μοντέλο με τον κυματικό όρο.

> wafer.m3<-update(wafer.m2, .˜. + cos(4.56787*voltage)
+sin(4.56787*voltage))
> wafer.m2ML<-update(wafer.m2, method=”ML”)
> wafer.m3ML<-update(wafer.m3, method=”ML”)
> anova(wafer.m2ML, wafer.m3ML)

Model df AIC BIC logLik · · ·
wafer.m2ML 1 10 -296.6713 -256.7567 158.3357

wafer.m3ML 2 12 -1269.5284 -1221.6309 646.7642 · · ·
> summary(wafer.m3)
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: Wafer

AIC BIC logLik
-1232.615 -1184.868 628.3074

Random effects:
Formula: ˜voltage + I(voltageˆ2) | Wafer
Structure: Diagonal

(Intercept) voltage I(voltageˆ2)
StdDev: 0.128884 0.3486503 0.049074

Formula: ˜voltage + I(voltageˆ2) | Site %in% Wafer Structure: Diagonal
(Intercept) voltage I(voltageˆ2) Residual

StdDev: 0.03967469 0.2343729 0.04754148 0.01132519
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Fixed effects: current ˜ voltage + I(voltageˆ2) + cos(4.56787 * voltage) +
sin(4.56787 * voltage)

Value Std.Error DF t-value p-value
(Intercept) -4.255377 0.04223471 316 -100.75544 0

voltage 5.622344 0.11416145 316 49.24906 0

I(voltageˆ2) 1.258515 0.01695829 316 74.21238 0

cos(4.56787 * voltage) -0.095553 0.00112361 316 -85.04053 0

sin(4.56787 * voltage) 0.104351 0.00150319 316 69.41987 0

Correlation:
(Intr) voltag I(vˆ2) c(4.*v

voltage -0.029

I(voltageˆ2) 0.060 -0.031

cos(4.56787 * voltage) 0.162 -0.082 0.172

sin(4.56787 * voltage) 0.200 -0.101 0.212 0.567

Standardized Within-Group Residuals:
Min Q1 Med Q3 Max

-2.4272483 -0.4032328 0.0253459 0.3936419 2.8426938

Number of Observations: 400
Number of Groups:

Wafer Site %in% Wafer
10 80

Από τον έλεγχο anova βλέπουμε ότι το μοντέλο βελτιώνεται δραματικά.

Από το αποτέλεσμα της summary ένα πρώτο πραγμα, όπως αναμενόταν, είναι

η σημαντικότητα των όρων των cos και sin στο μοντέλο, με την p-τιμή του

ελέγχου να δίνεται 0. Επίσης οι εκτιμήτριες των υπόλοιπων σταθερών όρων

δεν άλλαξαν σημαντικά με το επίπεδο σημαντικότητας τους να παραμένει πάρα

πολύ υψηλο. Αυτό που αλλάζει δραματικά είναι οι εκτημίτριες των διασπορών

των τυχαίων επιδράσεων, όπου τώρα όλες είναι στην ίδια κλίμακα με αυτήν των

εντός των ομάδων σφαλμάτων (η οποία έμεινε σχεδον αμετάβλητη), θέτοντάς

τες όλες στατιστικά σημαντικές. Αν ανατρέξουμε στο μοντέλο wafer.m2 της

Ενότητας 3.4 υπήρχαν εκτιμήτριες οι οποίες ήταν της τάξης του 10−5 και πιο

κάτω.

Στο γράφημα των υπολοίπων του Σχήματος 3.21, για το καινούργιο μο-

ντέλο, η περιοδικότητα που υπήρχε πριν δεν εξαληφθηκε εντελώς, αλλά εμφα-

νίζεται σε πολύ πιο ήπια μορφή (υπάρχει μια αμιδρή περιοδικότητα γύρω από το

μηδέν). ΄Οσον αφορά την κανονικότητα των σφαλμάτων στο qqnorm γράφημα

του Σχήματος 3.22, δε φαίνεται να υπάρχει κάποια σοβαρή ένδειξη για τη μη

ικανοποίηση της συνθήκης.
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Σχήμα 3.21: Γράφημα μεταξύ των υπολοίπων έναντι της τάσης του ρεύματος

ανά Wafer για το μοντέλο wafer.m3, με μία λεία καμπύλη σχεδιασμένη ανάμεσα

στα σημεία.

΄Ενα μικρό πρόβλημα παρουσιάζεται στις ουρές, ωστόσο επειδή διατηρείται

η συμμετρία που προστάζει η κανονική κατανομή, το συμπέρασμα είναι ότι ίσως

εξηγεί το μοντέλο καλύτερα μία μείξη κανονικών ή/και t-κατανομών που θα

δίνουν μεγαλύτερο βάρος στις ουρές. Επειδή όμως πάλι, τα ποιοτικά χαρακτη-

ριστικά, όπως η σημαντικότητα των όρων, είναι ξεκάθαρα και όχι οριακά, η

χρησιμοποίηση μιας τέτοιας μείξης αναμένεται να μην τα αλλάξει αυτά. ΄Ετσι τα

συμπεράσματα μένουν ίδια και για εξοικονόμηση χρόνου και κόπου, η τρέχουσα

υπόθεση της κανονικοποιημένης κανονικής κατανομής εξυπηρετεί πολύ αποτε-

λεσματικά στην ανάλυση του μοντέλου.

Τώρα θα εξεταστούν και οι τυχαίες επιδράσεις. Η χρησιμοποίηση της δια-

γώνιας δομής ισοδυναμεί με την θεώρηση αυτών ως ανεξάρτητες. Ο έλεγχος
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Σχήμα 3.22: Γράφημα qqnorm των υπολοίπων για το μοντέλο wafer.m3
.

της συσχέτισης ή μη των τυχαίων επιδράσεων θα γίνει με την εντολή pairs.
> pairs(wafer.m3, ˜ranef(., level=1))
> pairs(wafer.m3, ˜ranef(., level=2))

Με την παράμετρο level στο ranef προσδιορίζουμε το επίπεδο του οποίου

θέλουμε να υπολογιστούν οι τυχαίες επιδράσεις και κατ΄ επέκταση να σχεδια-

στούν στο γράφημα. Στο Σχήμα 3.23 παρατηρείται έντονη συσχέτιση μεταξύ

όλων των τυχαίων επιδράσεων, σε κάποιες περιπτώσεις αρνητική και σε άλλες

θετική (τα σημεία στα επιμέρους γραφήματα μοιάζουν να είναι σε μια ευθεία),

που είναι σοβαρή ένδειξη ότι η ανεξαρτησία αυτών δεν ισχύει. ΄Αρα ένας απλά

συμμετρικός πίνακας θα εξηγεί καλύτερα τις τυχαίες επιδράσεις στο επίπεδο του

Wafer. Αντίστοιχα στο σχήμα 3.24 παρατηρείται έντονη αρνητική συσχέτιση

μεταξύ του voltage και voltageˆ2, ενώ για το σταθερό όρο, δε φαίνεται να υ-

πάρχει κάποια σοβαρή συσχέτιση με τις άλλες δύο και κατά συνέπεια να μπορεί
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να θεωρηθεί ανεξάρτητος. Τα παραπάνω οδηγούν σε μία μπλοκ διαγώνια δομή

να είναι η καλύτερη για να περιγράψει αυτές τις τυχαίες επιδράσεις.

Σχήμα 3.23: Γράφημα της συσχέτισης των τυχαίων επιδράσεων στο επίπεδο

του Wafer για το μοντέλο wafer.m3.

΄Ετσι, στη γλώσσα της R, θα προσαρμόσουμε ένα μοντέλο με ένα αντι-

κείμενο pdSymm για τις τυχαίες επιδράσεις στο επίπεδο του Wafer και ένα

pdBlocked για τις τυχαίες επιδράσεις στο επίπεδο του Site.

> pdWafer<-pdSymm(form=˜voltage +I(voltageˆ2),
value=matrix(c(0.128, 0.05, 0.05, 0.05, 0.348, 0.05,
0.05, 0.05, 0.049), ncol=3))
> pdSite<-pdSymm(form=˜voltage +I(voltageˆ2)-1,
value=matrix(c(0.28, 0.05, 0.06, 0.05), ncol=2))

> wafer.m4<-update(wafer.m3,
random=list(Wafer=pdWafer,
Site=pdBlocked(list(˜1,pdSite))))
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Σχήμα 3.24: Γράφημα της συσχέτισης των τυχαίων επιδράσεων στο επίπεδο

του Site%in%Wafer για το μοντέλο wafer.m3.

Ο λόγος που χρησιμοποιήθηκαν αρχικές τιμές στην κατασκευή των πινάκων,

είναι ότι αν δοκιμάσουμε να προσαρμόσουμε το μοντέλο χρησιμοποιώντας μόνο

τη φόρμουλα, θα προκαλούσε σφάλμα στη σύγκλιση. Πιθανότατα οι προκαθο-

ρισμένες αρχικές τιμές που δίνονται στον αλγόριθμο βελτιστοποίησης, για τα

συγκεκριμένα δεδομένα να οδηγούν σε έκρηξη αυτού.

> wafer.m4
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: Wafer
Log-restricted-likelihood: 746.8209
Fixed: current ˜ voltage + I(voltageˆ2) + cos(4.56787 * voltage)
. + sin(4.56787 * voltage)

(Intercept) voltage I(voltageˆ2)
-4.25537680 5.62234439 1.25851524
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cos(4.56787 * voltage) sin(4.56787 * voltage)
-0.09555255 0.10435095

Random effects:
Formula: ˜voltage + I(voltageˆ2) | Wafer
Structure: General positive-definite

StdDev Corr
(Intercept) 0.13180793 (Intr) voltag
voltage 0.35474919 -0.967

I(voltageˆ2) 0.04995779 0.814 -0.935

Composite Structure: Blocked

Block 1: (Intercept)
Formula: ˜1 | Site %in% Wafer

(Intercept)
StdDev: 0.06656211

Block 2: voltage, I(voltageˆ2) Formula: ˜voltage + I(voltageˆ2) - 1 | Site
%in% Wafer
Structure: General positive-definite

StdDev Corr
voltage 0.267405274 voltag
I(voltageˆ2) 0.055643894 -0.973

Residual 0.009108613

Number of Observations: 400
Number of Groups:

Wafer Site %in% Wafer
10 80

Το τελευταίο αυτό μοντέλο, που χαρακτηρίζεται από την πιο γενική δομή

στους πίνακες διασποράς-συνδιασποράς, είναι εμφανώς καλύτερο από το προη-

γούμενο, καθώς η τιμή της λογαριθμοποιημένης συνάρτησης πιθανοφάνειας

είναι ίση με 746.8200, ενώ προηγουμένως ήταν 628.3074. Φυσικά και οι υ-

πόλοιποι δείκτες οδηγούν στο ίδιο συμπέρασμα. Παρατηρούμε ότι οι υποθέσεις

συσχέτισης που κάναμε εξαιτίας των γραφημάτων, επαληθεύονται αφού στις

τυχαίες επιδράσεις και στα δύο επίπεδα, ο μικρότερος συντελεστής συσχέτισης

είναι ίσος με 0.814, ενώ όλοι οι υπόλοιποι είναι κατά απόλυτη τιμή μεγαλύτε-

ροι του 0.9. ΄Ενα ακόμα ποσοτικό σχόλιο είναι ότι όλες οι εκτιμήτριες των

διασπορών μεταβλήθηκαν προς τα πάνω, ενώ αυτή για το σφάλμα (Residuals)
μεταβλήθηκε προς τα κάτω. Το τελευταίο είναι ένας ακόμα δείκτης της βελτίω-
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σης του μοντέλου συγκριτικά με το προηγούμενο.

Τέλος θα κάνουμε ένα γράφημα qqnorm, για τον έλεγχο της κανονικότη-

τας των τυχαίων επιδράσεων. Στο Σχήμα 3.25 εξετάζεται η κανονικότητα των

τυχαίων επιδράσεων για το επίπεδο Site.
> qqnorm(wafer.m4, ˜ranef(., level=2), layout=c(3,1), aspect=2)

Σχήμα 3.25: qqnorm γράφημα των τυχαίων επιδράσεων στο επίπεδο του Site,
για το μοντέλο wafer.m4

Προσοχή στο ότι με την παραπάνω εντολή θα εξεταστεί για κάθε μία ξε-

χωριστή τυχαία επίδραση αν ακολουθεί κανονική κατανομή με μέση τιμή 0 και

σταθερή διασπορά, αυτή που δίνει η στήλη StdDev. Οι διασπορές αντιστοι-
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χούν στα διαγώνια στοιχεία του αντίστοιχου πίνακα διασποράς-συνδιασποράς.

Οι εκτιμήτριες των συνδιασπορών υπολογίζονται ως εξής. Θα χρησιμοποι-

ήσουμε για παράδειγμα το δεύτερο μπλοκ στον πίνακα του επιπέδου Site. Για

τη συνδιασπορά c μεταξύ voltage, voltageˆ2 ισχύει ρ = c/
√

(σ2v ∗ σ2v2), με

σv = 0.2674, σv2 = 0.0556 και ρ = −0.973, ο συντελεστής συσχέτισης. ΄Α-

ρα c = −0.973 ∗ (0.2674 ∗ 0.0556) = −0.01446. ΄Ομοια ισχύει για όλες τις

διασπορές.

Ο έλεγχος για το επίπεδο Wafer προκύπτει αλλάζοντας απλά την τιμή του

level σε 1 και θα παραληφθεί. Το Σχήμα 3.25 δε δίνει κάποια σοβαρή ένδειξη

για τη μη ικανοποίηση της συνθήκης. ΄Οπως και με τα υπόλοιπα στο Σχήμα

3.22, στις ουρές παρουσιάζονται ακραίες τιμές, αλλά για τους ίδιους λόγους με

τότε, θεωρείται ικανοποιητικό.

3.6 Η βιβλιοθήκη lme4

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιαστεί πως μπορεί να γίνει η προσαρμογή ενός

γραμμικού μοντέλου μεικτών επιδράσεων με τη χρήση της βιβλιοθήκης lme4. Η

παρουσίαση θα είναι συνοπτική, διότι οι διαφορές που υπάρχουν συγκριτικά με

τη βιβλιοθήκη nlme στις μεθόδους πάνω σε ένα αντικείμενο lme είναι μικρές,

καθώς οι περισσότερες έχουν και ακριβώς τα ίδια ονόματα, που καλούνται.

Η κατασκευάστρια εντολή ενός γραμμικού μοντέλου μεικτών επιδράσεων

είναι η lmer. Οι βασικές παράμετροι είναι μία φόρμουλα που διαχωρίζεται από

τον τελεστή “˜”, έχοντας στο αριστερό μέλος τη μεταβλητή απόκρισης και στο

δεξί τις συμμεταβλητές μαζί με τις τυχαίες επιδράσεις και ένα σετ δεδομένων

πάνω στο οποίο θα γίνει η προσαρμογή. Δεν υπάρχει εδώ διαχωρισμός σε fi-
xed και random καθώς όλα είναι σε μια ενιαία φόρμουλα που παραθέτονται σε

σειρά και διαχωρίζονται με τον τελεστή “+”. Οι σταθερές επιδράσεις χρησι-

μοποιούνται όπως και στην lme και οι τυχαίες επιδράσεις με τον τύπο (rand
| g), όπου g η κατηγορία ομαδοποίησης και rand οι τυχαίες επιδράσεις στην

κατηγορία g.

Οι βασικές εκφράσεις με τις οποίες μπορούμε να δηλώσουμε τις τυχαίες

επιδράσεις είναι οι ακόλουθες:

• (1|g): τυχαία επίδραση για τον σταθερό όρο λόγω της ομάδας g.

• (1|g1/g2): τυχαία επίδραση για τον σταθερό όρο λόγω της ομάδας g1 και

της g2 μέσα στην g1. Εναλλακτική γραφή (1|g1)+(1|g1:g2).

• (1|g1)+(1|g2): τυχαία επίδραση για τον σταθερό όρο λόγω της ομάδας

g1 και της g2 (χωρίς η g2 να είναι εμφωλευμένη στην g1).
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• (x|g): συσχετισμένες τυχαίες επιδράσεις για τον σταθερό όρο και για

το βήμα της συμμεταβλητής x λόγω της ομάδας g. Εναλλακτική γραφή

(1+x|g).

• (x||g): ασυσχέτιστες τυχαίες επιδράσεις για τον σταθερό όρο και για

το βήμα της συμμεταβλητής x λόγω της ομάδας g. Εναλλακτική γραφή

(1|g)+(0+x|g).

Με συνδυασμούς των παραπάνω μπορούν να προκύψουν πιο σύνθετες εκ-

φράσεις, που έχουν περισσότερες συμμεταβλητές με τυχαίο βήμα ή/και περισ-

σότερες ομάδες στις οποίες οφείλονται τυχαίες επιδράσεις. Λόγω της τελευτα-

ίας έκφρασης, δεν υπάρχει λόγος ύπαρξης αντίστοιχης κλάσης με την pdMat,
διότι η δομή στις τυχαίες επιδράσεις ορίζεται άμεσα από τη φόρμουλα. ΄Ενα

ακόμα σημαντικό πλεονέκτημα που προσφέρει η lmer, είναι ότι μπορεί να α-

ντιμετωπίσει καταστάσεις, στις οποίες υπάρχουν τυχαίες επιδράσεις σε δύο ή

παραπάνω κατηγορίες, οι οποίες όμως δεν είναι εμφωλευμένες η μία μέσα στην

άλλη.

Για να γίνει πιο κατανοητό αυτό θα χρησιμοποιήσουμε τα δεδομένα του po-
liteness. Στην Ενότητα 3.3 ως καταλληλότερο μοντέλο είχε αναδειχθεί αυτό

που έλαβε τυχαία επίδραση αναφορικά με την ομάδα subject και σταθερές επι-

δράσεις για τις συμμεταβλητές attitude, gender και scenario. Αυτό όμως δεν

ανταποκρίνεται στη λογική του πειράματος, διότι είναι πολύ λογικότερο να υπο-

θέσουμε ότι τα 7 σενάρια του πειράματος, επιλέχθηκαν τυχαία από ένα τεράστιο

πλήθος σεναρίων και κατά συνέπεια η επίδρασή τους στη συχνότητα της φωνής,

διέπεται από μία διασπορά. Εξετάστηκε ωστόσο τυχαία επίδραση για τον όρο

scenario ως εμφωλευμένο στην ομάδα subject και ο έλεγχος anova έδειξε ότι

το μοντέλο δε βελτιώνεται σημαντικά. Με την lmer θα προσαρμόσουμε το εξής

μοντέλο.

pol.mod1<-lmer(frequency˜attitude+gender +(1|subject)
+(1|scenario), data=politeness.gd)

Το μοντέλο αυτό έχει ως μεταβλητή απόκρισης τη frequency, σταθερές

επιδράσεις για τις συμμεταβλητές attitude και gender και τυχαίες επιδράσεις

για τις ομάδες subject και scenario οι οποίες είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους και

όχι η μία εμφωλευμένη στην άλλη. Αναπαριστάται από την ακόλουθη σχέση:

yijk = β0 + bi + bj+β1att+ β2gend+ εijk i = 1, . . . , 6 j = 1, . . . , 7,

bi ∼ N (0, σ1), bj ∼ N (0, σ2),

όπου τα att και gend παίρνουν τις τιμές 0 και 1 ανάλογα με το αν το ύφος είναι

επίσημο ή ανεπίσημο (inf, pol) και αντίστοιχα, με το αντο γένος είναι θηλυκό
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ή αρσενικό (F, M). Το αποτέλεσμα που παράγεται από ένα αντικείμενο τύπου

lmer δείχνει ως εξής

> pol.mod1
Linear mixed model fit by REML [‘lmerMod’]
Formula: frequency ˜ attitude + gender + (1 | subject) + (1 | scenario)
Data: politeness.gd
REML criterion at convergence: 775.4547
Random effects:
Groups Name Std.Dev.
scenario (Intercept) 14.81

subject (Intercept) 24.81

Residual 25.41

Number of obs: 83, groups: scenario, 7; subject, 6
Fixed Effects:
(Intercept) attitudepol genderM

256.85 -19.72 -108.52

Αναφορικά με το pol.mod1, στα Random effects εμφανίζονται οι εκτι-

μήτριες των σ2, σ1 και σ στα scenario, subject και Residual αντίστοιχα, ενώ

στα Fixed Effects οι εκτιμήτριες των σταθερών επιδράσεων. Σε αντίθεση με

την lme δε δίνει την REML αλλά ένα κριτήριο βασισμένο στην REML το οποίο

προκύπτει από τον τύπο −2l̂R όπου είναι και ο τύπος που χρησιμοποιείται για

τον υπολογισμό των κριτηρίων AIC, BIC προσαυξημένος με μια συνάρτηση

του πλήθους των παραμέτρων (βλ. §2.5). Μπορούμε να πάρουμε την τιμή της

REML ως

> logLik(pol.mod1)
‘log Lik.’ -387.7274 (df=6)

Για να χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο ML εδώ δεν υπάρχει η παράμετρος

method και η αντίστοιχη παράμετρος της lmer έχει το όνομα REML και είναι

λογική. Η προκαθορισμένη τιμή της είναι TRUE και θέτοντάς την FALSE
παίρνουμε το ζητούμενο.

Υπάρχει και εδώ η εντολή summary το αποτέλεσμα της οποίας δείχνει ως

> summary(pol.mod1)
Linear mixed model fit by REML [‘lmerMod’]
Formula: frequency ˜ attitude + gender + (1 | subject) + (1 | scenario)
Data: politeness.gd

REML criterion at convergence: 775.5

Scaled residuals:
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Min 1Q Median 3Q Max
-2.2591 -0.6236 -0.0772 0.5388 3.4795

Random effects:
Groups Name Variance Std.Dev.
scenario (Intercept) 219.5 14.81

subject (Intercept) 615.6 24.81

Residual 645.9 25.41

Number of obs: 83, groups: scenario, 7; subject, 6

Fixed effects:
Estimate Std. Error t value

(Intercept) 256.846 16.116 15.938

attitudepol -19.721 5.584 -3.532

genderM -108.516 21.013 -5.164

Correlation of Fixed Effects:
(Intr) atttdp

attitudepol -0.173

genderM -0.652 0.004

Συγκριτικά με το αποτέλεσμα της summary για ένα αντικείμενο lme, έχει
μικρές διαφορές, με την κύρια ότι στις σταθερές επιδράσεις δε δίνει τις p-τιμές
των επιμέρους t-test. Επειδή οι τιμές των κατανομών t είναι σχετικά κοντά με

αυτές της τυποποιημένης κανονικής κατανομής, κανείς που είναι εξοικειωμένος

με τους αντίστοιχους πίνακες, μπορεί να βγάλει τα συμπεράσματα και χωρίς να

έχει τις p-τιμές. Ειδικά όταν οι τιμές αυτές είναι ‘πολύ’ μεγάλες, όπως στο

συγκεκριμένο μοντέλο, το οποίο ισοδυναμεί σε πολύ μικρές p-τιμές. Ωστόσο

με έναν έλεγχο anova μπορούμε να εξάγουμε τις p-τιμές.

Ακόμα καλύτερα μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το πακέτο lmerTest. Το

πακέτο αυτό δίνει αναλυτικά τιμές για οπουδήποτε χρησιμοποιείται κάποιος στα-

τιστικός έλεγχος πάνω σε ένα αντικείμενο τύπου lmer.

Εκτελώντας ξανά την ίδια εντολή για την προσαρμογή του μοντέλου pol.mod1,
αυτό χρησιμοποιεί το πακέτο lmerTest και τώρα η εντολή summary έχει ε-

μπλουτιστεί.

> summary(pol.mod1)
Linear mixed model fit by REML. t-tests use Satterthwaite’s method [
lmerModLmerTest]

· · ·
Fixed effects:
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Estimate Std. Error df t value Pr(> |t|)
(Intercept) 256.846 16.116 5.432 15.938 9.07ε-06 ***

attitudepol -19.721 5.584 70.054 -3.532 0.000735 ***

genderM -108.516 21.013 4.007 -5.164 0.006647 **

—

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

· · ·

Στην πρώτη γραμμή στο αποτέλεσμα της summary, φαίνεται η χρήση του

πακέτου lmerTest στην προσαρμογή του μοντέλου. Στα Fixed effects τώρα

αναγράφονται και οι βαθμοί ελευθερίας και η p-τιμή. Επιπλέον πληροφορία

προστίθεται και στο αποτέλεσμα της εντολής anova για τους επιμέρους F-

ελέγχους που ισοδυναμούν με τους t-ελέγχους επειδή εξετάζονται μεμονωμένα

οι συμμεταβλητές.

Για την anova, όταν χρησιμοποιείται για σύγκριση δύο μοντέλων, είναι

χρήσιμο, όταν τα μοντέλα αυτά είναι εμφωλευμένα το ένα στο άλλο, να θέτου-

με την επιπλέον λογική παράμετρο refit=FALSE. Η παράμετρος αυτή δεν

υπήρχε στην αντίστοιχη της βιβλιοθήκης nlme και στην προκαθορισμένη τιμή

TRUE πριν κάνει τη σύγκριση επαναπροσαρμόζει τα μοντέλα χρησιμοποιώντας

την κλασική μέθοδο μέγιστης πιθανοφάνειας ML.

> pol.mod0<-lmer(frequency˜attitude+gender +(1|subject),
data=politeness.gd)
> anova(pol.mod0, pol.mod1, refit=FALSE)
Data: politeness.gd
Models:
pol.mod0: frequency ˜ attitude + gender + (1 | subject)
pol.mod1: frequency ˜ attitude + gender + (1 | subject) + (1 | scenario)

Df AIC BIC logLik deviance Chisq Chi Df
pol.mod0 5 796.74 808.84 -393.37 786.74

pol.mod1 6 787.45 801.97 -387.73 775.45 11.289 1

Pr(>Chisq)

0.0007796***

—

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Σε ένα αντικείμενο τύπου lmer, εφαρμόζονται επιπλέον οι μέθοδοι
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update confint
plot predict
coef formula
fixef VarCor
ranef model.matrix
residuals model.frame

και μερικές ακόμα, αλλά εδώ αναφέρονται αυτές που έχουν συγγενικά ή ίδια

ονόματα με τις αντίστοιχες ενός αντικειμένου lme, και παράγουν το ανάλογο

αποτέλεσμα. Σημαντικό είναι πως δε μπορεί να εφαρμοστεί η qqnorm όπως με

ένα αντικείμενο lme και για το αντίστοιχο διάγραμμα των υπολοίπων γίνεται

χρησιμοποιώντας καθ΄ αυτό το διάνυσμα, qqnorm(residuals(pol.mod1)).
Το ότι οι περισσότερες μέθοδοι έχουν τα ίδια ονόματα με αυτές που α-

ναλύθηκαν στα αντικείμενα lme, δε σημαίνει ότι παίρνουν και τις ίδιες πα-

ραμέτρους. Για παράδειγμα στην residuals, για την κλάση “MerMod” που

ισοδυναμεί στα αντικείμενα lmer υπάρχει η μεταβλητή type, η οποία είναι προ-

καθορισμένη και δεν αλλάζει και για να πάρουμε τα τυποποιημένα υπόλοιπα,

χρησιμοποιείται η επιπλέον λογική παράμετρος scaled. Η προκαθορισμένη τι-

μή της παραμέτρου είναι FALSE. Δεν υπάρχουν άλλες δυνατές παράμετροι. Στη

μέθοδο predict η παράμετρος level αντικαθίσταται από την re.form η οποία

έχει ως προκαθορισμένη τιμή την NULL, που σημαίνει ότι εμπεριέχει όλες τις

τυχαίες επιδράσεις και μπορεί να πάρει επιπλέον τις τιμές NA ή ισοδύναμα ˜0,
που σημαίνει να μην εμπεριέχει καμία τυχαία επίδραση.

΄Ενα μεγάλο μειονέκτημα της βιβλιοθήκης lme4, είναι ότι δε μπορεί να χει-

ριστεί επεκτεταμένα γραμμικά μοντέλα, όπως όταν υπάρχει δομή συσχέτισης

στα σφάλματα εντός των ομάδων. Τέτοια μοντέλα θα μελετηθούν εκτενώς και

θα δούμε πως αντιμετωπίζονται στο επόμενο κεφάλαιο, με τη βοήθεια συγκε-

κριμένων κλάσεων της βιβλιοθήκης nlme.



Κεφάλαιο 4

Επέκταση γραμμικών

μοντέλων μεικτών

επιδράσεων

Στα προηγούμενα κεφάλαια μελετήσαμε γραμμικά μοντέλα, στα οποία υπήρχε

ως προϋπόθεση, ότι τα διανύσματα σφαλμάτων εi είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους,

ανεξάρτητα των τυχαίων επιδράσεων και έχουν όλα ίση και σταθερή διασπορά

σ2 (ομοσκεδαστικότητα). Αντιθέτως επιτρέπαμε στις τυχαίες επιδράσεις να

έχουν οποιαδήποτε δομή, με το μόνο περιορισμό οι πίνακες διασποράς να είναι

συμμετρικοί και θετικά ορισμένοι. Στο Κεφάλαιο 2, παρουσιάστηκε ο τρόπος,

σε θεωρητικό επίπεδο, προσαρμογής και ανάλυσης αυτών των μοντέλων, με

την κατασκευή και χρήση της λογαριθμοποιημένης (περιορισμένης) συνάρτησης

πιθανοφάνειας. Στο Κεφάλαιο 3 και πιο συγκεκριμένα στις Ενότητες 3.4 και

3.5, παρουσιάστηκε ο τρόπος που διαχειριζόμαστε αυτά τα μοντέλα, με έμφαση

στις τυχαίες επιδράσεις, χρησιμοποιώντας την R.

Υπάρχουν όμως και πειράματα ή εφαρμογές στα οποία οι ως άνω υπο-

θέσεις για τα σφάλματα δεν ισχύουν, με αποτέλεσμα είτε να υπάρχει ετερο-

σκεδαστικότητα (όχι σταθερή διασπορά), είτε να υπάρχει συσχέτιση μεταξύ

των σφαλμάτων ή και τα δύο. Για το λόγο αυτόν επεκτείνουμε τα μοντέλα

μεικτών επιδράσεων, επιτρέποντας στα σφάλματα να έχουν πίνακα διασποράς-

συνδιασποράς, οποιονδήποτε στην κλάση των συμμετρικών και θετικά ορι-

σμένων πινάκων. ΄Ενα τέτοιο φαινόμενο, φάνηκε να προέκυψε στην προσαρ-

μογή του μοντέλου από τα δεδομένα του BodyWeight, στην Ενότητα 3.5. Στο

κεφάλαιο αυτό θα δούμε πως αντιμετωπίζονται τέτοια φαινόμενα με χρήση της

R.

Αρχικά όμως θα δούμε το θεωρητικό κομμάτι αντιμετώπισης μοντέλων με

109
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τέτοιες ιδιαιτερότητες. ΄Εστω λοιπόν το γραμμικό μοντέλο μεικτών επιδράσεων,

yi = Xiβ+Zibi + εi, bi ∼ N (0,Ψ), εi ∼ N (0, σ2Λi), (4.1)

όπου Λi, συμμετρικός και θετικά ορισμένος πινάκας, ο οποίος παραμετροποιε-

ίται από ένα διάνυσμα λ. Βγάζουμε έξω από τον πίνακα διασποράς-συνδιασποράς

των σφαλμάτων μια σταθερά σ2 για υπολογιστική ευκολία και παρακάτω θα φα-

νεί και για λόγους συμβατότητας με τα προηγούμενα.

Ο πίνακας Λi, λόγω της δομής του, έχει τετραγωνική ρίζα, με την έννοια

ότι υπάρχει τετραγωνικός πίνακας Λ
1/2
i (το 1/2 δεν είναι δύναμη, είναι συμβο-

λισμός) τέτοιος ώστε

Λi = (Λ
1/2
i )TΛ

1/2
i και Λ−1i = Λ

−1/2
i (Λ

−1/2
i )T .

Πολλαπλασιάζοντας την (4.1) με (Λ
−1/2
i )T από αριστερά και θέτοντας y∗i =

(Λ
−1/2
i )Tyi, ε

∗
i = (Λ

−1/2
i )T εi κ.ο.κ. τότε

ε∗i ∼ N
(

(Λ
−1/2
i )T0, σ2(Λ

−1/2
i )TΛiΛ

−1/2
i

)
= N (0, σ2I)

και έτσι παίρνουμε το νέο μοντέλο

y∗i = X∗i β+Z∗i bi + ε∗i , bi ∼ N (0,Ψ), ε∗i ∼ N (0, σ2I). (4.2)

Το μοντέλο που περιγράφεται από την (4.2), έχει τη μορφή του απλού

γραμμικού μοντέλου μεικτών επιδράσεων, που είχε μελετηθεί στα προηγούμενα

κεφάλαια. Η διαδικασία αυτή εύκολα γενικεύεται και για πολλαπλού επιπέδου

μοντέλα, με εij ∼ N (0, σ2Λij), σε μοντέλο επιπέδου 2. ΄Ολες οι τεχνικές του

Κεφαλαίου 2 για την εξαγωγή της συνάρτησης πιθανοφάνειας, όπως η διάσπαση

QR των πινάκων σχεδιασμού και η παραμετροποιήση του πίνακα διασποράς-

συνδιασποράς των τυχαίων επιδράσεων, ισχύουν και τώρα.

Επιπλέον παρατηρώντας ότι p(y|β,θ, σ2,λ) = p(y∗|β,θ, σ2,λ)|Λ−1/2i |,
κάνοντας την αντικατάσταση y∗i = (Λ

−1/2
i )Tyi, όπου θ το διάνυσμα που πα-

ραμετροποιεί τον Ψ και p(�) να είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας,

μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε τη λογαριθμοποιημένη συνάρτηση πιθανο-
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φάνειας ως

l(β,θ,σ2,λ|y) = logL(β,θ, σ2,λ|y)

= log

N∏
i=1

p(yi|β,θ, σ2,λ) = log

N∏
i=1

p(y∗i |β,θ, σ2,λ)|Λ−1/2i |

= logL(β,θ, σ2,λ|y∗) + log

N∏
i=1

|Λ−1/2i |

= l(β,θ, σ2,λ|y∗) +
N∑
i=1

log |Λ−1/2i |. (4.3)

Η λογαριθμοποιημένη περιορισμένη συνάρτηση πιθανοφάνειας, που υπολογίζε-

ται ολοκληρώνοντας την L(�), ως προς το διάνυσμα των σταθερών όρων β και

μετά λογαριθμίζοντας την LR(�) που θα προκύψει, κάνοντας όμοια διαδικασία

με αυτήν στη σχέση (4.3), δίνεται ως

lR(θ, σ2,λ|y∗) +
N∑
i=1

log |Λ−1/2i | (4.4)

Ο πίνακας Λi είναι πολύ πιο εύκολο να μελετηθεί και να αξιοποιηθεί αν

διασπαστεί ως εξής

Λi = ViCiVi,

όπου ο πίνακας Vi είναι διαγώνιος και τέτοιος ώστε σ2[Vi]
2
jj = V ar(εij), ενώ

ο πίνακας Ci είναι συμμετρικός με τα διαγώνια στοιχεία του [Ci]jj = 1 και

τα μη διαγώνια [Ci]jk = cor(εij , εik). Με cor() συμβολίζουμε το συντελε-

στή συσχέτισης και για αυτό ο πίνακας αυτός ονομάζεται πίνακας συσχετίσεων

(correlation matrix ).
Η ευκολία που παρέχει αυτή η διάσπαση είναι εμφανής, καθώς υπολογιστι-

κά αν υπάρχουν μόνο μεταβολές στις διασπορές γίνεται επεξεργασία μόνο του

πίνακα Vi, ενώ αν οι διασπορές είναι όλες ίσες και υπάρχουν συσχετίσεις μεταξύ

των σφαλμάτων επεξεργασία χρειάζεται μόνο ο πίνακας Ci.

4.1 Η κλάση VarFunc

Για την κατασκευή κάποιας δομής στις διασπορές των σφαλμάτων χρησιμοποιο-

ύνται συναρτήσεις οι οποίες εξαρτώνται από κάποια συμμεταβλητή της διασπο-

ράς. Η γενική σχέση που περιγράφει μία συνάρτηση διασποράς είναι

V ar(εij |bi) = σ2s2(µij ,vij , δ), i = 1 . . . , N j = 1, . . . , ni, (4.5)
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όπου µij = E[yij |bi], vij είναι ένα διάνυσμα συμμεταβλητών της διασποράς

(variance covariates) και δ είναι ένα διάνυσμα παραμέτρων της διασποράς (va-
riance parameters). Η g() θεωρείται συνεχής ως προς δ.

Το πρόβλημα με αυτή τη σχέση, είναι ότι επιτρέπουμε εξάρτηση των σφαλ-

μάτων και από τις τυχαίες επιδράσεις bi, μέσω των αναμενόμενων τιμών µij .
΄Ετσι όμως σταματά να ισχύει η υπόθεση της ανεξαρτησίας μεταξύ των σφαλ-

μάτων και των τυχαίων επιδράσεων, κάνοντας τους υπολογισμούς για την προ-

σαρμογή του μοντέλου υπερβολικά περίπλοκους. Μπορούμε να αποφύγουμε τη

δυσκολία αυτή, χωρίς να παρεκκλίνουμε από το θεωρητικό σχήμα, χρησιμοποι-

ώντας το προσεγγιστικό μοντέλο που αντικαθιστά τις αναμενόμενες τιμές µij
με τις εκτιμήτριές τους µ̂ij = xTijβ̂+zTij b̂i, όπου b̂i είναι οι BLUPs των bi και
τα xij , zij αντιπροσωπεύουν την j-γραμμή των Xi, Zi αντίστοιχα:

V ar(εij) ' σ2s2(µ̂ij ,vij , δ), i = 1 . . . , N j = 1, . . . , ni. (4.6)

΄Οταν υπάρχει εξάρτηση, η επαναληπτική διαδικασία που κάνει ο αλγόριθμος

ακολουθείται ως εξής: Για δοσμένα β(t),λ(t),θ(t)
υπολογίζεται η εκτιμήτρια

µ̂
(t)
ij και διατηρείται σταθερή, εν συνεχεία, με το τρέχον µ̂

(t)
ij γίνεται βελτι-

στοποίηση της συνάρτησης που χρησιμοποιείται μέσα στον αλγόριθμο, για να

παραχθούν τα νέα β(t+1),λ(t+1),θ(t+1)
, που με τη σειρά τους θα δώσουν νέα

εκτίμηση µ̂
(t+1)
ij . Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται μέχρι να επιτευχθεί η επιθυ-

μητή σύγκλιση. Παρατηρούμε ότι αν δεν υπάρχει εξάρτηση από τα µij τότε οι

εκτιμήτριες είναι ακριβείς και όχι προσεγγιστικές.

Η κλάση varFunc της R μοντελοποιεί τη δομή αυτή των διασπορών. Ως

αντικείμενά της είναι συναρτήσεις s(�) και οι βασικοί παράμετροι που παίρνουν

είναι η value που παίρνει ως όρισμα ένα διάνυσμα επιτρεπτών τιμών που έχουν

ονόματα ή μία λίστα με τις τιμές αυτές και αντιπροσωπεύει το διάνυσμα δ και η

form που παίρνει ως όρισμα μία φόρμουλα της μορφής ˜covariate|stratum
και αντιπροσωπεύει το διάνυσμα vij . Η κατ΄ επιλογήν διαχώριση σε στρώματα

(|stratum) προσδιορίζει σε μεγάλο βαθμό το μήκος του διανύσματος value,
αφού για κάθε στρώμα χρησιμοποιείτε διαφορετική εν γένη τιμή. Μπορούμε να

χρησιμοποιήσουμε πολλά στρώματα με τη χρήση του τελεστή *. Αν επιθυμο-

ύμε κάποιες ή και όλες οι τιμές του δ να μην μεταβάλλονται κατά τη διαδικασία

βελτιστοποίησης τότε για αυτές τις τιμές χρησιμοποιούμε την επιπλέον παράμε-

τρο fixed.

> varf.pol<-varIdent(form=˜1|gender, value=list(M=0.5))
> varf.pol2<-varPower(form=˜fitted(.)|gender,
fixed=c(M=0.5, F=0))
> varf.pol3<-varIdent(form=˜1|gender*attitude)
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Βασικές εντολές που χρησιμοποιεί αυτή η κλάση αντικειμένων είναι η I-
nitialize που δίνει αρχικές τιμές στο διάνυσμα vij των συμμεταβλητών των

διασπορών. Βασικές παράμετροι είναι ένα αντικείμενο varFunc και ένα σετ

δεδομένων (π.χ. data.frame), από το οποίο θα αντλήσει τα στοιχεία για να

αρχικοποιήσει τις τιμές. ΄Αλλη εντολή είναι η varWeights η οποία επιστρέφει

τα βάρη

> varf.pol<-Initialize(varf.pol, data=politeness.gd)
> varWeights(varf.pol)
F F F F F F F F F F · · ·
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 · · ·
M M M
2 2 2

> varf.pol3<-Initialize(varf.pol3, data=politeness.gd)
> varWeights(varf.pol)
F*pol F*inf F*pol F*inf F*pol F*inf · · ·

1 1 1 1 1 1 · · ·
M*inf M*pol M*inf M*inf M*pol

1 1 1 1 1

Παρακάτω παρουσιάζονται οι έτοιμες συναρτήσεις, αντικείμενα της κλάσης

varFuvc, που παρέχει η R.

varFixed: Αναπαριστά μια δομή συνάρτησης διασποράς όπου είναι σταθερή ως

προς μία συμμεταβλητή v. Παίρνει ως παράμετρο μόνο μία συμμεταβλητή της

διασποράς χωρίς στρώματα κατηγοριοποίησης. Η συνάρτηση s που περιγράφει

είναι η s2(v) = |v|. Δεν παίρνει παράμετρο που να αντιστοιχεί στο δ.

varIdent: Αναπαριστά δομή στη συνάρτηση διασποράς τέτοια ώστε, κάθε

στρώμα (ομάδα) να έχει διαφορετική διασπορά (σταθερή για κάθε ομάδα). Η

συνάρτηση που την περιγράφει είναι η s(v, δm) = δ2m, όπου το πλήθος των

διαφορετικών m, έστω M είναι όσο και το πλήθος των ομάδων που σχηματίζο-

νται λόγω του παράγοντα ομαδοποίησης stratum μετά το | στην παράμετρο

form. Ως παραμέτρους παίρνει τη value, τη form=˜1|g1*. . . και την fixed.
Για την value (και για την fixed) το διάνυσμα έχει μήκος Μ-1 και για λόγους

αναγνωσιμότητας στο διάνυσμα των παραμέτρων, μία κατηγορία θεωρείται ως

κατηγορία αναφοράς, η μία που δεν είναι στο διάνυσμα και έχει την τιμή 1 και

οι υπόλοιπες τιμές δm αντιπροσωπεύουν το λόγο των διασπορών μεταξύ της

κατηγορίας αναφοράς και της κατηγορίας m. Το διάνυσμα των τιμών πρέπει να

είναι θετικό. Αν δεν δίνεται η παράμετρος value όλες οι διασπορές θεωρούνται

ίσες.
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varPower: Αναπαριστά μια δομή συνάρτησης που είναι μια μεταβλητή υψωμένη

σε μία δύναμη. Αν v είναι η συμμεταβλητή της διασποράς και δ η παράμετρος

της διασποράς τότε η συνάρτηση s2(v, δ) = |v|2δ. Αν είναι παραπάνω από ένα

τα στρώματα, δηλαδή στη form υπάρχει η κατ΄ επιλογήν διαχώριση σε ομάδες

με τον τελεστή |, τότε η συνάρτηση s παίρνει τη μορφή s2(v, δm) = |v|2δm και

το διάνυσμα των τιμών εδώ είναι ακριβώς M , όσο και το πλήθος των διαφο-

ρετικών ομάδων. Αν η παράμετρος value δίνεται ως μία τιμή τότε σε όλες τις

ομάδες δίνεται αυτή η τιμή, ως παράμετρος διασποράς. Αν δε δίνεται καθόλου

ως παράμετρος, θεωρείται ότι όλες η διασπορές ίσες με 1. Δεν υπάρχει περιο-

ρισμός για τις τιμές, μπορεί να δεχτεί οποιαδήποτε τιμή στους πραγματικούς

αριθμούς. Η παράμετρος form εκτός από μία συμμεταβλητή που αντιστοιχεί σε

ένα διάνυσμα τιμών μπορεί να χρησιμοποιήσει και εκφράσεις με το ‘.’, που αντι-

προσωπεύει ένα προσαρμοσμένο μοντέλο, από το οποίο μπορούν να εξαχθούν

τα fitted(.) και resid(.). Αν δεν δίνεται έχει ως προκαθορισμένη φόρμουλα

την form=˜fitted(.) χωρίς κάποια κατηγοριοποίηση σε ομάδες. Δέχεται

επιπλέον και την παράμετρο fixed, αν επιθυμούμε για κάποιες ή και όλες τις

τιμές να μένουν σταθερές κατά τη βελτιστοποίηση. Αν δεν χρησιμοποιηθεί,

θεωρείται ότι όλες οι τιμές μπορούν να μεταβάλλονται (default=NULL)

Το γεγονός ότι η παράμετρος φόρμουλα μπορεί να πάρει ως συμμεταβλη-

τή το διάνυσμα προσαρμοσμένων τιμών από ένα μοντέλο, μπορεί να φαίνεται

λίγο περίεργο, ειδικά τώρα που γίνεται αναφορά της varFunc ως αυτόνομης

κλάσης. Είναι λογικό να αναρωτηθεί κανένας, όταν δεν υπάρχει μοντέλο από

που αντλεί τις τιμές. Στην πραγματικότητα σε αυτήν την περίπτωση παίρνει

ως συμμεταβλητή το διάνυσμα 1, με αποτέλεσμα όλες οι διασπορές να έχουν

ίσα βάρη. Μην ξεχνάμε όμως ότι σκοπός δημιουργίας αυτής της κλάσης είναι

για να χρησιμοποιηθεί μαζί με ένα μοντέλο μεικτών επιδράσεων (και όχι μόνο,

χρησιμοποιείτε και σε πολλά άλλα μοντέλα, π.χ. nls).

varExp: Αναπαριστά μια δομή συνάρτησης που είναι εκθετική. Αν v είναι η

συμμεταβλητή της διασποράς και δ η παράμετρος της διασποράς τότε η συνάρ-

τηση s2(v, δ) = exp(2vδ). Αν είναι παραπάνω από ένα τα στρώματα, δηλαδή

στη form υπάρχει η κατ΄ επιλογήν διαχώριση σε ομάδες με τον τελεστή |, τότε
η συνάρτηση s παίρνει τη μορφή s2(v, δm) = exp(2vδm). Οι παράμετροι form,
value, fixed προσδιορίζονται όπως και στην varPower.

varConstPower: Αναπαριστά μια δομή συνάρτησης που είναι μία σταθερά και

μία μεταβλητή υψωμένη σε μία δύναμη. Αν v είναι η συμμεταβλητή της διασπο-

ράς και δ1, δ2 η παράμετροι της διασποράς που αντιστοιχούν στη σταθερά και

στον εκθέτη της δύναμης αντίστοιχα τότε η συνάρτηση s2(v, δ) = (δ1 + |v|δ2)2.
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Αν είναι παραπάνω από ένα τα στρώματα, δηλαδή στη form υπάρχει η κατ΄ ε-

πιλογήν διαχώριση σε ομάδες με τον τελεστή |, τότε η συνάρτηση s παίρνει

τη μορφή s2(v, δm) = (δ1m + |v|δ2m)2. Τώρα αντί για την παράμετρο value,
παίρνει δύο παραμέτρους τις const, και power. Η πρώτη δέχεται μόνο θετικούς

αριθμούς, ενώ η δεύτερη οποιαδήποτε πραγματική τιμή. Οι παράμετροι form,
fixed προσδιορίζονται όπως και στην varPower.

varComb: Αναπαριστά μια δομή συνάρτησης που είναι συνδυασμός των προη-

γούμενων. Η συνάρτηση s για συνδυασμό 2 συναρτήσεων περιγράφεται ως

s2 = s21(v1, δ1)s22(v2, δ2). Για παράδειγμα, έστω ότι στα δεδομένα του Bod-
yWeight θέλουμε να φτιάξουμε μια συνάρτηση διασποράς, η οποία αυξάνεται

σταθερά ανάλογα με το χρόνο, αλλά για κάθε δίαιτα υπάρχει διαφορετικός πολ-

λαπλασιαστής, τότε η συνάρτηση s που περιγράφει το παραπάνω είναι η,

s(v, δ) = δ21m|v2|, s21(v1, δ1) = δ21m, s22(v2, δ2) = |v2|,

όπου m = 1, 2, 3 και v2 = Time
varf.w<-varComb(varIdent(value=c(“1”=1.2,“2”=1.3),˜1|Diet),
varFixed(˜Time))
Initialize(varf.w, BodyWeight)
Combination of:
Variance function structure of class varIdent representing

3 1 2

1.0 1.2 1.3

Variance function structure of class varFixed with no parameters, or unini-
tialized

Στην R, η κλάση varFunc αξιοποιείται σε ένα αντικείμενο τύπου lme, μέσω
της επιπλέον παραμέτρου weights στην εντολή lme.

Από το Σχήμα 3.18, που δείχνει τα υπόλοιπα ως προς τις προσαρμοσμένες

τιμές, στο μοντέλο weight.m2, υπάρχει ένδειξη ύπαρξης διαφορετικής διασπο-

ράς των σφαλμάτων ανάλογα με την δίαιτα την οποία έχουν ακολουθήσει οι

αρουραίοι. ΄Ετσι θα επαναπροσαρμόσουμε το μοντέλο χρησιμοποιώντας διαφο-

ρετικά βάρη στις διασπορές ανάλογα με τη δίαιτα. Η συνάρτηση διασποράς στην

κλάση varFunc που περιγράφει αυτήν την επιλογή είναι η varIdent.

> weight.m2Ident<-update(weight.m2,
weights=varIdent(form=˜1|Diet))
> weight.m2Ident
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: BodyWeight
Log-restricted-likelihood: -570.097
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Fixed: weight ˜ Time * Diet
(Intercept) Time Diet2 Diet3 Time:Diet2

251.6516516 0.3596391 200.6654865 252.0716778 0.6058392

Time:Diet3
0.2983375

Random effects:
Formula: ˜Time | Rat
Structure: Diagonal

(Intercept) Time Residual
StdDev: 36.77387 0.2440094 3.64479

Variance function:
Structure: Different standard deviations per stratum
Formula: ˜1 | Diet
Parameter estimates:

1 2 3

1.000000 1.173710 1.609297

Number of Observations: 176
Number of Groups: 16

Στο αποτέλεσμα του weight.m2Ident, βλέπουμε ότι στα Random effects
έχει προστεθεί ένα πλαίσιο που δίνει τα στοιχεία που αφορούν τη συνάρτηση

διασποράς. Εφόσον δεν έχει δοθεί στην varIdent, η παράμετρος value, στον

αλγόριθμο που χρησιμοποιείτε ως αρχικές τιμές στην επαναληπτική διαδικασία

έχουν δοθεί οι (1,1) για τις δύο κατηγορίες, ενώ η δίαιτα 1 ως πρωτοεμφανι-

ζόμενη στα δεδομένα χρησιμοποιείται ως κατηγορία αναφοράς. Παρατηρούμε

ότι οι εκτιμήτριες των παραμέτρων διασποράς είναι διάφορες του 1 και ειδικά

για τη δίαιτα 3 που δείχνει εμφανώς μεγαλύτερη, όπως πρόδιδε και το Σχήμα

3.18. Αυτό δείχνει, χωρίς να προβούμε σε κάποιον έλεγχο, ότι είναι σημαντικοί

για το μοντέλο.

Ωστόσο θα εκτελέσουμε μια εντολή anova, που πράγματι θα επαληθεύσει

την αρχική εκτίμηση.

> anova(weight.m2, weight.m2Ident)
Model · · · logLik Test L.Ratio p-value

weight.m2 1 · · · -575.9953

weight.m2Ident 2 · · · -570.0970 1 vs 2 11.79664 0.0027

Η p-τιμή του ελέγχου είναι πολύ μικρή και συνεπώς το τελευταίο μοντέλο

(μεγαλύτερη τιμή του logLik) είναι καλύτερο. Θα μπορούσαμε να χρησιμοποι-

ήσουμε για παράδειγμα και ως κατηγορία αναφοράς την δίαιτα 3, ως εξής.
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> weight.m2Ident3<-update(weight.m2,
weights=varIdent(form=˜1|Diet, value=c(”1”=0.6,”2”=0.7)))
> weight.m2Ident3$modelStruct$varStruct
Variance function structure of class varIdent representing

3 1 2

1.0000000 0.6213841 0.7293243

Με την τελευταία εντολή ουσιαστικά ζητάμε να επιστρέψει μόνο το κομμάτι

που σχετίζεται με τη δομή της συνάρτησης διασποράς. Το αποτέλεσμα δείχνει

διαφορετικό, αλλά είναι το ίδιο καθώς 1.609297*0.6213841= 0.9999916 και

0.7293412*1.609297= 1.173727 με τη διαφορά στα δύο τελευταία ψηφία να

προκύπτει λόγω σφάλματος στρογγυλοποίησης.

Στο Σχήμα 4.1 φαίνονται τα υπόλοιπα έναντι των προσαρμοσμένων τιμών,

ανεξαρτήτως της δίαιτας στην οποία ανήκουν οι αντίστοιχες παρατηρήσεις.

Σχήμα 4.1: Γράφημα των αναμενόμενων τιμών έναντι των υπολοίπων, για το

μοντέλο weight.m2.

Ενώ κοιτάζοντας το Σχήμα 3.18, η πρώτη εντύπωση είναι ότι η διασπορά
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των σφαλμάτων συνδέεται με τη δίαιτα στην οποία ανήκουν οι παρατηρήσεις,

όπως και αποδείχτηκε ορθή, το Σχήμα 4.1 δίνει μια άλλη οπτική για το πως

μπορεί να συνδέονται οι διασπορές των σφαλμάτων. Αυτή είναι ότι όσο μεγα-

λώνουν οι προσαρμοσμένες τιμές τόσο περισσότερο μεγαλώνει το εύρος των

υπολοίπων. Μια τέτοια δομή αντιπροσωπεύει η varPower, η οποία αναλόγως

με την τιμή της παραμέτρου, δίνει διαφορετικό ρυθμό αύξησης. Με δ = 0.5,
δίνει γραμμική αύξηση.

> weight.m2Power<-update(weight.m2, weights=varPower())
> weight.m2Power
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: BodyWeight
Log-restricted-likelihood: -571.0859
Fixed: weight ˜ Time * Diet

(Intercept) Time Diet2 Diet3 Time:Diet2
251.6011982 0.3611150 200.7555566 252.1668883 0.6024893

Time:Diet3
0.2953171

Random effects:
Formula: ˜Time | Rat
Structure: Diagonal

(Intercept) Time Residual
StdDev: 36.7834 0.2430177 0.1745658

Variance function:
Structure: Power of variance covariate
Formula: fitted(.)
Parameter estimates:

power
0.5434769

Number of Observations: 176
Number of Groups: 16

Κάνοντας τον έλεγχο anova(weight.m2Ident, weight.m2Power) με-

ταξύ των μοντέλων με συναρτήσεις διασποράς varIdent και varPower αντίστοι-

χα, θα πάρουμε πίσω μια p-τιμή= 0.1596. Η τιμή αυτή δείχνει ότι δεν υπάρχει

σημαντική διαφορά μεταξύ των δύο μοντέλων. Επειδή όμως το τελευταίο μο-

ντέλο έχει μία παράμετρο λιγότερη (με την varIdent είχαμε 2 παραμέτρους δια-

σποράς, ενώ με την varPower έχουμε μία, αυτή του εκθέτη) και κυρίως επειδή

δίνει πολύ μικρότερη τιμή για την εκτιμήτρια του σφάλματος (0.1745658, το μο-
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ντέλο με την varIdent έδινε Residual=3.64479), θα θεωρήσουμε ότι περιγράφει

καλύτερα το πείραμα.

Στο Σχήμα 4.2 βλέπουμε πως με την προσθήκη της συνάρτησης διασπο-

ράς varPower τα σφάλματα απλώνονται πολύ πιο ομοιόμορφα συγκριτικά με το

Σχήμα 4.1.

Σχήμα 4.2: Γράφημα των αναμενόμενων τιμών έναντι των υπολοίπων, για το

μοντέλο weight.m2Power.

4.2 Η κλάση corStruct

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε δομές στα σφάλματα που αφορούν μεταξύ

τους συσχετίσεις (correlation structures). Είναι λογικό να υπάρχει υποψία

συσχέτισης σφαλμάτων από παρατηρήσεις οι οποίες συλλέγονται μεταξύ δύο
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κοντινών χρονικών μονάδων ή χωρικών μονάδων. Για παράδειγμα μπορεί να

μελετάται η ανάπτυξη ενός φυτού, σε ύψος, για κάποιο χρονικό διάστημα, ή το

πλήθος αυτοκινήτων σε μια λεωφόρο, για κάποια χιλιόμετρα. Για το λόγο αυτόν

η κατασκευή αυτών των δομών ανατήχθηκε κυρίως για τη μελέτη δεδομένων

χρονοσειρών (time-series) και (γέω)χωρικών δεδομένων ((geo)spatial data).
Φυσικά παρατηρήθηκε ότι οι δομές συσχέτισης που χρησιμοποιούνται για τους

παραπάνω τύπους δεδομένων, παρουσιάζονται και μπορούν να χρησιμοποιηθούν

και σε δεδομένα που προσαρμόζονται από άλλα μοντέλα, όπως των μεικτών

επιδράσεων που μελετάμε.

Τυπικά μια συνάρτηση h(�) που περιγράφει μια δομή συσχέτισης εξαρτάται α-

πό τα διανύσματα θέσης μεταξύ των παρατηρήσεων pij, pij′ (η ορολογία ‘θέση’

δεν είναι κυριολεκτική, ως προς το χώρο, μπορεί να εκφράζει π.χ. χρονική

στιγμή) και ένα διάνυσμα παραμέτρων συσχέτισης ρ. Για λόγους απλότητας

θα θεωρήσουμε ότι η συσχέτιση μεταξύ δύο παρατηρήσεων, προκύπτει μόνο

από τη μεταξύ τους απόσταση και όχι από κάποια άλλη ιδιότητα που μπορεί να

τις εκφράζει. ΄Οταν ισχύει αυτή η συνθήκη, η οποία ισχύει στις περισσότερες

μελέτες, η δομή συσχέτισης καλείται ισοτροπική (isotropic). ΄Ετσι αν d(�) ε-

ίναι η μετρική (συνάρτηση απόστασης) μεταξύ των παρατηρήσεων, τότε για τη

συσχέτιση μεταξύ δύο παρατηρήσεων ισχύει

cor(εij , εij′) = h
[
d(pij, pij′),ρ

]
. (4.7)

Για τη συνάρτηση h ισχύει ότι είναι συνεχής ως προς το διάνυσμα παρ-

μέτρων ρ και έχει πεδίο τιμών το [-1,1]. Επιπλέον ισχύει ότι h(0,ρ) = 1, που
σημαίνει ότι αν δύο παρατηρήσεις έχουν το ίδιο διάνυσμα θέσης, τότε είναι ταυ-

τοτικά οι ίδιες και συνεπώς πλήρως συσχετισμένες. Το αποτέλεσμα αυτό είναι

επερχόμενο της υπόθεσης της ισοτροπίας. Με προφανή τρόπο η παραπάνω δο-

μή συσχέτισης που αφορά στο απλό γραμμικό μοντέλο μπορεί να επεκταθεί σε

μοντέλο επιπέδου μεγαλύτερο του 1.

΄Οπως οι δομές αυτές κατασκευάστηκαν αρχικά για τη μελέτη δύο κατη-

γοριών δεδομένων, έτσι μπορούν να χωριστούν σε δύο μεγάλες κατηγορίες.

Η μία είναι οι σειριακές δομές συσχέτισης (serial correlation structures), που
σχετίζονται με δεδομένα που το διάνυσμα θέσης είναι μονοδιάστατο, όπως ο

χρόνος και τα στοιχεία του συλλέγονται συριακά. Οι χρόνοι κατά κύριο λόγο

είναι διακριτοί ακέραιοι. Αυτού του τύπου η δομή αντιστοιχεί σε δεδομένα

χρονοσειρών. ΄Οταν το διάνυσμα θέσης είναι μονοδιάστατο, τότε η απόσταση

μεταξύ δύο παρατηρήσεων δίνεται μέσω της απόλυτης τιμής της διαφοράς τους

και η (4.7) απλοποιείται ως

cor(εij , εij′) = h
[
|pij − pij′ |,ρ

]
(4.8)
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Η άλλη κατηγορία είναι οι χωρικές δομές συσχέτισης (spatial correlation
structures), αντιστοιχούν σε χωρικά δεδομένα και περιγράφονται συνήθως α-

πό διδιάστατα διανύσματα και παίρνουν συνεχείς τιμές. Ωστόσο μπορούν να

χρησιμοποιηθούν και στη μελέτη χρονοσειρών. Επειδή κατά κύριο λόγο τα

διανύσματα θέσης είναι δισδιάστατα, οι συναρτήσεις συσχέτισης μπορούν εύκο-

λα να γενικευτούν ώστε να δέχονται n-διάστατα διανύσματα, για κάθε φυσικό

αριθμό n, εφόσον αυτά εισέρχονται στην h μέσω της μετρικής d, που στον

Rn, n ≥ 2 είναι η νόρμα της διαφοράς. Οι πιο γνωστές νόρμες είναι η ευκλε-

ίδεια νόρμα ||x|| =
√∑n

i=1 x
2
i , η νόρμα 1 ή Manhattan ||x|| =

∑n
i=1 |xi| και

η νόρμα άπειρο ή maximum ||x|| = max
i=1...n

|xi|.

Στην R οι δομές συσχέτισης, ανεξαρτήτως σε ποια ‘κατηγορία’ ανήκουν,

υλοποιούνται από την κλάση corStruct. Αντικείμενα αυτής είναι συναρτήσεις

h(�). ΄Οπως και με την κλάση varFunc, οι βασικοί παράμετροι που παίρνει ένα

τέτοιο αντικείμενο είναι η form=˜cov|g, όπου cov δηλώνει τη συμμεταβλητή

από όπου παίρνονται οι αποστάσεις και g η κατ΄ επιλογήν διαχώριση σε ομάδες.

΄Οταν υπάρχει αυτός ο διαχωρισμός τότε θεωρείται ότι μεταξύ των ομάδων οι

διασπορές είναι ασυσχέτιστες. Με ῀1 δηλώνεται ως συμμεταβλητή η σειρά των

παρατηρήσεων (είναι και η προκαθορισμένη τιμή της παραμέτρου σε όλα τα α-

ντικείμενα της κλάσης που θα δούμε παρακάτω). Σε αντίθεση με την varFunc
δεν επιτρέπονται πολλαπλές ομάδες με το “ * ”. Η παράμετρος value δέχεται

σαν όρισμα το διάνυσμα των παραμέτρων ρ που αντιστοιχεί στην κάθε συνάρτη-

ση. Στην περίπτωση που δίνεται ως μία τιμή και όχι ως διάνυσμα (κατάλληλου

μήκους), θεωρείται ότι όλες οι παράμετροι αρχικοποιούνται από αυτήν την τιμή.

Η παράμετρος fixed, η οποία εδώ είναι ‘λογική’, παίρνει ως όρισμα τις τιμές

TRUE ή FALSE, αναλόγως αν επιθυμούμε οι τιμές του διανύσματος των πα-

ραμέτρων να μεταβάλλονται ή όχι κατά τη διαδικασία της βελτιστοποίησης. Η

προκαθορισμένη τιμή είναι FALSE.

4.2.1 Σειριακές δομές συσχέτισης

Για τις σειριακές δομές συσχέτισης, η συνάρτηση συσχέτισης h αποκαλείται και

συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (autocorrelation function). Η εμπειρική συνάρτη-

ση αυτοσυσχέτισης (empirical autocorrelation function) είναι το εργαλείο που

χρησιμοποιείται για τον έλεγχο ύπαρξης και εκτίμηση των συσχετίσεων. ΄Εστω

τα τυποποιημένα υπόλοιπα rij = (yij − ŷij)/σ̂ij , όπου σij =
√
V (εij). (Σε

πολλές περιπτώσεις, επειδή δεν υπάρχει δομή στις διασπορές, σ̂ij = σ̂). Τότε η
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εμπειρική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης δίνεται ως

ρ̂(l) =

∑N
i=1

∑ni−l
j=1 rijri(j+l)/N(l)∑N

i=1

∑ni
j=1 r

2
ij/N(0)

, (4.9)

όπουN(l) είναι ο αριθμός των ζευγαριών που υπάρχουν στον αριθμητή (N(0) =
N̂ το σύνολο όλων των παρατηρήσεων).

Στην R οι δομές που χρησιμοποιούνται για τη συνάρτηση h είναι οι ακόλου-

θες

corSymm: Υλοποιεί μια απλά συμμετρική δομή, όπου όλες οι συσχετίσεις επι-

τρέπεται να έχουν διαφορετική τιμή, χωρίς να συνδέονται μεταξύ τους με κάποιο

τρόπο. Η συνάρτηση που αντιστοιχεί είναι η h(k,ρ) = ρk, όπου k = |pij−pij′ |
και χωρίς βλάβη της γενικότητας επειδή οι συριακές δομές αφορούν χρονικές

μονάδες θα χρησιμοποιήσουμε το συμβολισμό t, ώστε k = |tij − tij′ |. Ως πα-

ραμέτρους δέχεται τη form, τη value, με προκαθορισμένη τιμή ένα διάνυσμα με

0 κατάλληλου μήκους και την fixed.

corCompSymm: Υλοποιεί τη συμμετρική δομή, όπου όλες οι συσχετίσεις ε-

ίναι ίσες και η συνάρτηση που αντιστοιχεί είναι η h(k,ρ) = ρ. Ως παραμέτρους

δέχεται τη form, τη value, όπου εδώ είναι υποχρεωτικά μονή τιμή και αντιστοι-

χεί στην κοινή διασπορά ρ, με προκαθορισμένη τιμή 0 και την fixed.

corAR1: Είναι μια ειδική περίπτωση από μια οικογένεια συσχετίσεων που ανα-

φέρονται ως autoregressive models. Θυμόμαστε ότι είχε γίνει η παραδοχή, ότι

αν εt, εs είναι τα σφάλματα από δύο παρατηρήσεις που πάρθηκαν τις χρονικές

στιγμές t, s αντίστοιχα, τότε η μεταξύ τους απόσταση είναι |t−s|. Εδώ θα χρη-

σιμοποιήσουμε και μια άλλη ορολογία, αυτή της υστέρησης (lag), για λόγους

συμβατότητας με τη βιβλιοθήκη της R, όπου lag-1 δηλώνει τις παρατηρήσεις

που έχουν μία χρονική μονάδα διαφορά, lag-2, διαφορά δύο χρονικών μονάδων

κ.ο.κ. Το χαρακτηριστικό αυτών των μοντέλων είναι ότι το σφάλμα μίας πα-

ρατήρησης εt συνδέεται με τις προηγούμενες ως γραμμικός συνδυασμός τους

συν έναν όρο θορύβου αt, με E[αt] = 0 και ασυσχέτιστος των προηγούμενων

παρατηρήσεων.

εt = φ1εt−1 + . . .+ φpεt−p + αt.

Ο αριθμός των προηγούμενων παρατηρήσεων p, είναι η τάξη του autoregressive
μοντέλου και συμβολίζεται με AR(p). ΄Εχει p το πλήθος παραμέτρους συσχέτι-

σης που δίνονται από το διάνυσμα φ = (φ1, . . . , φp). Εν γένει δεν υπάρχει

κλειστή φόρμουλα για τη συνάρτηση h και αυτή δίνεται ως

h(k,φ) = φ1h(|k − 1|,φ) + . . .+ φph(|k − p|,φ).
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Εύκολα όμως αναδρομικά και από τη συνθήκη h(0, φ) = 1, προκύπτει ότι για το

AR(1), ισχύει h(k, φ) = φk, όπου υπάρχει ο περιορισμός ότι −1 ≤ φ ≤ 1, ώστε

να ισχύει −1 ≤ h(k, φ) ≤ 1. Τη συνάρτηση αυτήν υλοποιεί και η corAR1, με
παραμέτρους form, value, fixed.

corCAR1: Υλοποιεί το μοντέλο AR(1) με τη διαφορά ότι επιτρέπει στις χρο-

νικές μονάδες να παίρνουν συνεχείς τιμές. Είναι και η μόνη που μπορεί να

γενικευτεί για συνεχείς χρόνους, προφανώς η τιμή του k = |t− s| ≥ 0, διότι ο
κλειστός τύπος που την εκφράζει το επιτρέπει. ΄Επειτα είναι όπως η corAR1.

corARMA: Για να γίνει κατανοητό ποια δομή υλοποιεί αυτό το αντικείμενο,

θα χρειαστεί πρώτα να αναφερθούμε σε μία άλλη οικογένεια μοντέλων που κα-

λούνται moving average models. Αυτά χαρακτηρίζονται ως το σφάλμα μίας

παρατήρησης εt να είναι γραμμικός συνδυασμός όρων θορύβου, οι οποίοι είναι

ανεξάρτητοι μεταξύ τους, δηλαδή

εt = θ1αt−1 + . . .+ θqαt−q + αt.

΄Ενα moving average μοντέλο που χαρακτηρίζεται από την παραπάνω σχέση,

καλείται βαθμού q, συμβολίζεται με MA(q) και θ = (θ1, . . . , θq) είναι το διάνυ-

σμα των παραμέτρων συσχέτισης. Η συνάρτηση h εκφράζεται ως

h(k,θ) =
θk + θ1θk−1 + . . .+ θqθk−q

1 + θ21 + . . .+ θ2q
, k = 1, . . . , q.

Για k = q + 1, . . ., h(k,θ) = 0 καθώς δεν υπάρχουν κοινοί όροι θορύβου.

΄Οταν τα σφάλματα εt δίνονται ως συνδυασμός ενός μοντέλου AR(p) και

MA(q) δηλαδή είναι της μορφής

εt =

p∑
i=1

φiεt−i +

q∑
j=1

θjαt−j + αt,

τότε το μοντέλο καλείται autoregressive-moving average, συμβολίζεται μεARMA(p, q)
και το διάνυσμα παραμέτρων της συνάρτησης συσχέτισης που αντιστοιχεί στο

μοντέλο έχει μήκος p+ q. Η ίδια η συνάρτηση h δίνεται ως

h(k,ρ) =


φ1h(|k − 1|,ρ) + . . .+ φph(|k − p|,ρ)+
θ1y(k − 1,ρ) + . . .+ θqy(k − q,ρ) k = 1, . . . q

φ1h(|k − 1|,ρ) + . . .+ φph(|k − p|,ρ) k = q + 1, . . .

όπου y(k,ρ) = E[pt−kαt]/V [pt] και παρατηρούμε ότι αν y(k,ρ) = 0 τότε τα

pt−k, αt είναι ανεξάρτητα και E[αt] = 0, δηλαδή ισχύουν οι υποθέσεις του

AR(p).
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Η corARMA υλοποιεί αυτήν την h(k,ρ) του μοντέλου ARMA(p, q). Ως

παραμέτρους παίρνει τις p και q οι οποίες δέχονται ως τιμές φυσικούς αριθμούς,

που δηλώνουν τις τάξεις των μοντέλων AR καιMA που συνθέτουν το μοντέλο

ARMA(p, q). Η παράμετρος value αν δίνεται ως διάνυσμα θα πρέπει να έχει

μήκος p + q και αντιπροσωπεύουν με τη σειρά πρώτα το διάνυσμα φ και μετά

το διάνυσμα θ. Οι παράμετροι form και fixed δίνονται όπως και πριν.

4.2.2 Χωρικές δομές συσχέτισης

Οι δομές αυτές συχνά επιλέγεται να αναπαριστούνται μέσα από το καλούμενο

semivariogram, αντί της συνάρτησης συσχέτισης. ΄Ετσι αν d() είναι η μετρική

(νόρμα) που έχει επιλεγεί για τον καθορισμό της απόστασης μεταξύ δύο σημείων

x, y, το semivariogram γ() δίνεται από τον τύπο

γ(d(x, y),ρ) =
1

2
V ar(εx − εy), (4.10)

όπου εx, εy είναι τα σφάλματα που αντιστοιχούν στις παρατηρήσεις με δια-

νύσματα θέσης x, y αντίστοιχα. Επειδή κανονικοποιώντας τα σφάλματα η με-

ταξύ τους συσχέτιση δεν επηρεάζεται μπορούμε να θεωρήσουμε χωρίς βλάβη

της γενικότητας ότι V ar(εx) = 1, για κάθε x. ΄Ετσι από το γεγονός ότι

V ar(εx, εy) = V ar(εx)+V ar(εy)−2cor(εx, εy) (η συνδιασπορά Cov είναι ίση

με τη συσχέτιση cor όταν οι διασπορές είναι 1), η (4.10) γίνεται

γ(s,ρ) = 1− h(s,ρ). (4.11)

Από την παραπάνω σχέση βλέπουμε ότι για s = 0, γ(0,ρ) = 0. Σε πολ-

λές όμως εφαρμογές είναι προτιμότερο να επιτρέπουμε στη γ() να παρουσιάζει

ασυνέχεια στο s = 0, έτσι ώστε γ(s,ρ) = c0 όταν s → 0 και κατά συνέπεια

h(s,ρ) = 1 − c0. ΄Αρα για το c0 πρέπει να ισχύει ότι 0 < c0 < 1. Αυτό καλε-

ίτε nugget effect, στον κλάδο της ανάλυσης των χωρικών δεδομένων και όταν

υπάρχει, η συνάρτηση συσχέτισης μετατρέπεται ως

hnugg(c0, s,ρ) =

{
(1− c0)h(s,ρ), s > 0
1, s = 0

(4.12)

όπου h() είναι η συνάρτηση συσχέτισης χωρίς το nugget effect.
Η κλασική εκτιμήτρια για το semivariogram, αν rij είναι τα κανονικοποιη-

μένα υπόλοιπα είναι η

γ̂(s) =
1

2N(s)

N∑
i=1

∑
d(pij ,pij′ )=s

(rij − rij′)2, (4.13)
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όπου N(s) είναι το πλήθος των ζευγαριών που έχουν απόσταση s. Η εκτιμήτρια

αυτή, επειδή χρησιμοποιεί άμεσα το τετράγωνο της διαφοράς των υπολοίπων,

μπορεί να είναι ευαίσθητη σε απομακρυσμένες παρατηρήσεις, καθώς ακόμα και

σε μόνο ένα ζευγάρι να υπάρχει μία απομακρυσμένη παρατήρηση, μπορεί να

αλλάξει πολύ την τιμή της εκτιμήτριας. Για παράδειγμα είναι εμφανής η επίδρα-

ση μιας απομακρυσμένης παρατήρησης όταν η διαφορά που προκύπτει από το

ζευγάρι αυτής είναι στο 2 (το τετράγωνο 4), και όλα τα υπόλοιπα ζευγάρια

δημιουργούν διαφορές κοντά στο 0.5 (το τετράγωνο 0.25) σε ένα σύνολο 20

ζευγαριών. Χωρίς την απομακρυσμένη παρατήρηση το άθροισμα στην (4.13)

δίνει την τιμή 5, ενώ με αυτήν την τιμή 9, δηλαδή σχεδόν διπλασιάζεται.

Για να μειώσουν την επίδραση τέτοιων παρατηρήσεων, οι Cressie και Haw-
kins πρότειναν μία άλλη, ενισχυμένη εκτιμήτρια, που δίνεται από τον τύπο:

γ̂(s) =

 1

2N(s)

N∑
i=1

∑
d(pij ,pij′ )=s

|rij − rij′ |1/2


4

/(0.457 + 0.494/N(s)).

Στην R οι συναρτήσεις που υπάρχουν στην κλάση corStruct για χωρικές

δομές συσχέτισης έχουν τις εξής διαφορές με τις συριακές δομές. Στην formu-
la επιτρέπονται παραπάνω από μία συμμεταβλητή η οποίες μπορούν να έχουν

συνεχείς τιμές formula=˜cov1+cov2+. . . |g. Η value παίρνει μία τιμή του

εύρους (range) που αντιστοιχεί στην παράμετρο ρ. Η προκαθορισμένη τιμή

είναι το 0, που αντιστοιχεί σε εύρος ίσο με το 90% της μικρότερης απόστασης.

Αν επιθυμούμε να υπάρχει και το nugget effect, χρησιμοποιείται η επιπλέον λο-

γική παράμετρος nugget, την οποία θέτουμε TRUE. Σε αυτήν την περίπτωση

η value δίνεται ως διάνυσμα μήκους 2, όπου η πρώτη αντιστοιχεί στο εύρος και

η δεύτερη στο nugget effect. Η προκαθορισμένη τιμή για το nugget effect είναι

0.1. Υπάρχει η παράμετρος metric η οποία παίρνει ως όρισμα τις “manhat-
tan”, “maximum” και “euclidean” η τελευταία είναι και η προκαθορισμένη

τιμή. Για τον προσδιορισμό τους μπορούν να χρησιμοποιούνται και μόνο τα

τρία πρώτα γράμματα, π.χ. metric=“max”. Τέλος υπάρχει και η fixed η οποία

δίνεται όπως και στις σειριακές δομές.

Τα αντικείμενα της corStruct είναι τα εξής (για λόγους συμβατότητας με

την R, αντί για h(s, ρ), θα κάνουμε μια αλλαγή ονομασίας στις μεταβλητές και

θα ονομάσουμε την απόσταση s ως r και το εύρος ρ ως d. Επιπλέον θα δίνεται

η περιγραφή της συνάρτησης χωρίς το nugget effect c0 καθώς αυτό το παίρ-

νουμε από την (4.12)).

corExp: Αναπαριστά εκθετική δομή με συνάρτηση συσχέτισης h(r, d) =
exp(−r/d).
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corGauss: Αναπαριστά Γκαουσιανή δομή με συνάρτηση συσχέτισης h(r, d) =
exp((−r/d)2).

corLin: Αναπαριστά γραμμική δομή με συνάρτηση συσχέτισης h(r, d) = 1 −
(r/d), όταν r < d. ΄Οταν r ≥ d η συσχέτιση είναι 0.

corRatio: Αναπαριστά ρητή τετραγωνική δομή με συνάρτηση συσχέτισης

h(r, d) = 1/(1 + (r/d)2).

corSpher: Αναπαριστά σφαιρική δομή με συνάρτηση συσχέτισης h(r, d) =
1− 1.5(r/d) + 1.5(r/d)3, όταν r < d. ΄Οταν r ≥ d η συσχέτιση είναι 0.

Εναλλακτικός τρόπος που μπορεί κανείς να χρησιμοποιήσει μια χωρική δομή

συσχέτισης είναι με την corSpatial. Επειδή όλες οι παραπάνω συναρτήσεις

έχουν ακριβώς τις ίδιες παραμέτρους, η corSpatial, η οποία έχει και αυτή τις

ίδιες πέντε παραμμέτρους, έχει και την επιπλέον παράμετρο type. Αυτή δέχεται

ως όρισμα τα “spherical”, “exponential”, “gaussian”, “linear” και “rational”
(μπορεί να γραφτεί και μόνο το πρώτο γράμμα). ΄Ετσι με την type δηλώνε-

ται ποια συνάρτηση από αυτές που υλοποιούν οι corSpher κ.λπ. θέλουμε να

εφαρμοστεί και θέτουμε στις υπόλοιπες παραμέτρους τα ορίσματα σαν να χρη-

σιμοποιούσαμε το αντικείμενο που αντιστοιχεί στην type.

΄Οπως και με την κλάση varFunc, τα αντικείμενα (συναρτήσεις συσχέτισης)

της corStruct, ανεξάρτητα απ΄ το αν αυτά σχετίζονται με σειριακές ή χωρικές

δομές, χρησιμοποιούν ως βασικές μεθόδους τις Initialize και coef . Η πρώτη

παίρνει ως παραμέτρους ένα αντικείμενο της corStruct και ένα σετ δεδομένων

(π.χ. data.frame) από το οποίο θα αντλήσει την/τις συμμεταβλητές για την αρ-

χικοποίηση των συσχετίσεων. Η δεύτερη επιστρέφει τις τιμές των παραμέτρων.

> data1<-data.frame(Time=seq(from=1, to=20, by=5))
> data1

Time
1 1

2 6

3 11

4 16

> corFun1<-corAR1(form=˜Time, value=0.8)
> corFun1<-Initialize(corFun1, data=data1)
> coef(corFun1)
[1] 2.197225

Παρατηρούμε ότι η εντολή coef δεν επιστρέφει την τιμή της παραμέτρου
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φ = 0.8, που δόθηκε στην παράμετρο value. Αυτό γίνεται διότι χρησιμοποιε-

ίται παραμέτρηση χωρίς περιορισμούς, η οποία για την corAR1 δίνεται από τον

τύπο φuncon = log((1 +φ)/(1−φ)), όπου με φ συμβολίζεται η παράμετρος υπό

τον περιορισμό 0 < φ < 1. Ο μετασχηματισμός αυτός ονομάζεται Fisher’s z-
transformation (Οι ισότητες παραλείπονται ως τετριμμένες περιπτώσεις).

> log((1+0.8)/(1-0.8))
[1] 2.197225

Για να λάβουμε την τιμή που θέλουμε, χρησιμοποιούμε το εξής

> coef(corFun1, unconstrained=FALSE)
Phi
0.8

Με την εντολή corMatrix, επιστρέφεται ο πίνακας συσχέτισης που προ-

κύπτει από την αρχικοποιημένη συνάρτηση συσχέτισης (πρέπει να έχει προηγη-

θεί η εντολή Initialize).

> corMatrix(corFun1)
[, 1] [2] [, 3] [, 4]

[1, ] 1.00000000 0.3276800 0.1073742 0.03518437

[2, ] 0.32768000 1.0000000 0.3276800 0.10737418

[3, ] 0.10737418 0.3276800 1.0000000 0.32768000

[4, ] 0.03518437 0.1073742 0.3276800 1.00000000

> data2<-data.frame(Time=rep(seq(from=1, to=20, by=5),2),
group=rep(c(1,2),each=4))
> data2

Time group
1 1 1

2 6 1

3 11 1

4 16 1

5 1 2

6 6 2

7 11 2

8 16 2

> corFun2<-corARMA(value=c(0.7,0.4),
form=˜Time|group, p=1, q=1)
> coef(corFun2, unconstrained=FALSE)
Phi1 Theta1
0.7 0.4
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> corFun2<-Initialize(corFun2, data=data2)
> corMatrix(corFun2)
$`1`

[, 1] [, 2] [, 3] [, 4]
[1, ] 1.000000000 0.19654698 0.03303365 0.005551966

[2, ] 0.196546977 1.00000000 0.19654698 0.033033650

[3, ] 0.033033650 0.19654698 1.00000000 0.196546977

[4, ] 0.005551966 0.03303365 0.19654698 1.000000000

$`2`
[, 1] [, 2] [, 3] [, 4]

[1, ] 1.000000000 0.19654698 0.03303365 0.005551966

[2, ] 0.196546977 1.00000000 0.19654698 0.033033650

[3, ] 0.033033650 0.19654698 1.00000000 0.196546977

[4, ] 0.005551966 0.03303365 0.19654698 1.000000000

Στο δεύτερο παράδειγμα που υλοποιείται η ARMA(1, 1), φαίνεται ξεκάθα-
ρα η θεώρηση της ανεξαρτησίας των σφαλμάτων μεταξύ διαφορετικών ομάδων,

διότι η corMatrix(corFun2) επιστρέφει μια λίστα με δύο πίνακες συσχετίσεων,

έναν για κάθε ομάδα. Ας δούμε τώρα ένα τρίτο παράδειγμα που υλοποιείται

δομή συσχέτισης από χωρικά δεδομένα. Αρχικά πρέπει να υπάρχει ένα σετ δε-

δομένων που να περιέχει τα διανύσματα θέσης, για να μπορέσει να εκτελεστεί

η Initialize.
> data3<-data.frame(x=seq(from=0, to=1, by=.25),
y=seq(from=0, to=1, by=.25))
> data3

x y
1 0.00 0.00

2 0.25 0.25

3 0.50 0.50

4 0.75 0.75

5 1.00 1.00

> corFun3<-corExp(c(1,0.2), form=˜x+y, nugget=T)
> corFun3<-Initialize(corFun3, data=data3)
> corMatrix(corFun3)

[, 1] [, 2] [, 3] [, 4] [, 5]
[1, ] 1.0000000 0.5617508 0.3944550 0.2769817 0.1944934

[2, ] 0.5617508 1.0000000 0.5617508 0.3944550 0.2769817

[3, ] 0.3944550 0.5617508 1.0000000 0.5617508 0.3944550

[4, ] 0.2769817 0.3944550 0.5617508 1.0000000 0.5617508

[5, ] 0.1944934 0.2769817 0.3944550 0.5617508 1.0000000
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Στο data3 τα διανύσματα θέσης για τα στοιχεία 1,2,3,4,5 δίνονται ως (0,0),

(0.25, 0.25),. . . , (1,1) αντίστοιχα. Η εκθετική συνάρτηση συσχέτισης που επι-

λέχτηκε να υλοποιηθεί για αυτό το σετ δεδομένων, δίνει για εύρος d = 1 και

την παρουσία του nugget effect c0 = 0.2, τη συσχέτιση μεταξύ δύο γειτονικών

σημείων (π.χ. του 1 και του 2) ως cor(1, 2) = 0.8 exp(−0.25
√

2) = 0.5617508.
Παρόμοια μπορούν να επαληθευθούν όλα τα στοιχεία του corMatrix(corFun3).

4.2.3 Δομές συσχέτισης σε αντικείμενα lme

Στην R οι δομές συσχέτισης εισέρχονται σε ένα μοντέλο μεικτών επιδράσεων,

μέσω της παραμέτρου corr, στην εντολή lme. Προφανώς η προκαθορισμένη

τιμή είναι NULL, που σημαίνει ότι δεν υπάρχει καμία δομή συσχέτισης και τα

σφάλματα είναι ανεξάρτητα. Ο τρόπος με τον οποίο γίνεται ο έλεγχος ύπαρ-

ξης συσχέτισης είναι γραφικός, όπως και στον έλεγχο ύπαρξης δομής στις

διασπορές. Ωστόσο τώρα τα γραφήματα που δίνονται μέσω της plot, για ένα

αντικείμενο lme δε βοηθάνε.

Τα εργαλεία που χρησιμοποιεί η R για αυτόν τον έλεγχο είναι οι μέθο-

δοι ACF, όταν τα δεδομένα πιστεύεται ότι έχουν σειριακή δομή και υλοποιεί

την εμπειρική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης και η Variogram, όταν τα δεδομένα

πιστεύεται ότι έχουν χωρική δομή και υλοποιεί την εκτιμήτρια του semivario-
gram. Οι μέθοδοι αυτοί δίνουν ως αποτέλεσμα τις εκτιμήτριες, αριθμητικά και

τα γραφήματα αυτών είναι αυτά που θα βοηθήσουν στην ερμηνεία του μοντέλου.

΄Ενα σετ δεδομένων που συλλέχθηκαν με σειριακό τρόπο, δίνεται από το

Ovary, που βρίσκεται στη βιβλιοθήκη nlme. Στα δεδομένα αυτά μετρήθηκαν

το πλήθος των μεγάλων ωοθηκών (ovarian follickes) σε έντεκα διαφορετικές

φοράδες (mares), κάθε μέρα, από τρεις μέρες πριν την έναρξη του περιοδικού

τους κύκλου, μέχρι την τρίτη μέρα μετά το τέλος του επόμενου κύκλου. Ο

χρόνος έχει μετατραπεί σε κλίμακα τέτοια ώστε την ημέρα έναρξης του κύκλου

να έχει την τιμή 0 ενώ στη λήξη του επόμενου την τιμή 1.

Στο Σχήμα 4.3 φαίνεται το πλήθος των ωοθηκών στο συγκεκριμένο χρονικό

διάστημα, για κάθε μία φοράδα. Επειδή η μελέτη γίνεται πάνω σε ζωντανούς

οργανισμούς αναμένεται η ύπαρξη τυχαίας επίδρασης για τη μεταβλητή mares.
Παρατηρείται ότι η εξάρτηση με το χρόνο είναι περιοδικού τύπου, καθώς το

πλήθος των ovarian follickes ταλαντώνεται στο χρονικό διάστημα που έγινε η

μελέτη. Επιπλέον παρατηρείται διαφορά στο ‘πλάτος’ της κάθε ταλάντωσης,

που αυτό συνδέεται με την πιθανή ύπαρξη τυχαίας επίδρασης στον κυματικό

όρο. Το μοντέλο που θα προσαρμόσουμε είναι το εξής

yij = β0 + bi,0 + (β1 + bi,1) cos(2πtij) + (β2 + bi,2) sin(2πtij) + εij

επιτρέποντας στις τυχαίες επιδράσεις να είναι συσχετισμένες, δηλαδή το διάνυ-
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σμα b = (bi,0, bi,1, bi,2)
T ∼ N (0,Ψ), όπου Ψ οποιοσδήποτε συμμετρικός και

θετικά ορισμένος πίνακας.

> Ov.m1<-lme(follicles˜sin(2*pi*Time)+cos(2*pi*Time),

Σχήμα 4.3: Γράφημα του πλήθους των ωοθηκών που έχουν διάμετρο μεγαλύτε-

ρη των 10mm, από τρεις μέρες πριν την έναρξη του περιοδικού τους κύκλου,

μέχρι την τρίτη μέρα μετά το τέλος του επόμενου κύκλου, για τις 11 διαφορε-

τικές φοράδες.

data=Ovary,
random=˜1+sin(2*pi*Time)+cos(2*pi*Time)| Mare)
> summary(Ov.m1)
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: Ovary

AIC BIC logLik
1630.033 1667.236 -805.0166

Random effects:
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Formula: ˜1 + sin(2 * pi * Time) + cos(2 * pi * Time) | Mare
Structure: General positive-definite, Log-Cholesky parametrization

StdDev Corr
(Intercept) 3.229349 (Intr) s(*p*T
sin(2 * pi * Time) 2.092840 -0.570

cos(2 * pi * Time) 1.067004 -0.801 0.178

Residual 3.019479

Fixed effects: follicles ˜ sin(2 * pi * Time) + cos(2 * pi * Time)
Value Std.Error DF t-value p-value

(Intercept) 12.185911 0.9900918 295 12.307859 0.0000

sin(2 * pi * Time) -3.296677 0.6814131 295 -4.838001 0.0000

cos(2 * pi * Time) -0.873138 0.4022411 295 -2.170683 0.0308

Correlation:
(Intr) s(*p*T

sin(2 * pi * Time) -0.519

cos(2 * pi * Time) -0.661 0.132

Standardized Within-Group Residuals:
Min Q1 Med Q3 Max

-2.59936242 -0.56107214 -0.03783522 0.54039584 4.39250394

Number of Observations: 308
Number of Groups: 11

Αν και αυτό που μας ενδιαφέρει στο παράδειγμα αυτό είναι η συσχέτιση των

σφαλμάτων, ας κάνουμε μια ανάλυση στο αποτέλεσμα της summary. ΄Ολες οι

σταθερές επιδράσεις είναι σημαντικές όπως δείχνει η στήλη p-value στο ταμπλό

των Fixed effects. ΄Οσον αφορά τις τυχαίες επιδράσεις, ο συντελεστής συσχέτι-

σης μεταξύ της τυχαίας επίδρασης του σταθερού όρου και αυτής που σχετίζεται

με τον όρο cos είναι υψηλή, ενώ οι συντελεστές συσχέτισης μεταξύ της τυχαία

επίδρασης του όρου sin και των άλλων δύο είναι αρκετά μικροί, με αποτέλεσμα

να μπορεί να θεωρηθεί ανεξάρτητη αυτών. Η παραπάνω δομή περιγράφεται από

έναν μπλοκ-διαγώνιο πίνακα.

> Ov.m2<-update(Ov.m1, random=
pdBlocked(list(˜1+cos(2*pi*Time), sin(2*pi*Time)-1)))
> anova(Ov.m1,Ov.m2)

Model df · · · logLik Test L.Ratio p-value
Ov.m1 1 10 · · · -805.0166

Ov.m2 2 8 · · · -807.1729 1 vs 2 4.312622 0.1158
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Το αποτέλεσμα της σύγκρισης των δύο μοντέλων επαληθεύει την υπόθεση,

ότι ένας μπλοκ-διαγώνιος πίνακας είναι καλύτερος για να περιγράψει τη δομή

του πίνακα διασποράς-συνδιασποράς των τυχαίων επιδράσεων, καθώς η p-τιμή
του ελέγχου L.Ratio στο 0.11 δε δείχνει κάποια σημαντική διαφορά μεταξύ των

δύο. ΄Ετσι, ως είθισται, το δεύτερο μοντέλο στο οποίο υπάρχουν δύο λιγότερες

άγνωστες παράμετροι, θεωρείται καλύτερο.

Με την ACF θα γίνει η εξέταση της συσχέτισης των σφαλμάτων.

> ACF(Ov.m2)
lag ACF

1 0 1.00000000

2 1 0.33132592

3 2 0.12303832

4 3 -0.01927208

5 4 0.02519535

6 5 -0.01292198

7 6 0.07926957

8 7 0.10713145

9 8 0.09908188

10 9 0.08764123

11 10 0.02636554

12 11 -0.01496323

13 12 -0.10319058

14 13 -0.14374473

> plot(ACF(Ov.m2), alpha=0.05)

Η ACF μπορεί να πάρει επιπλέον τις παραμέτρους maxLag που καθορίζει

μέχρι ποιο lag θα υπολογιστεί η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης και την resTy-
pe, που καθορίζει τον τύπο των υπολοίπων, με προκαθορισμένο όρισμα το

“pearson”. Με την ως άνω plot στο αντικείμενο ACF παράγεται το Σχήμα

4.4. Η επιπρόσθετη παράμετρος alpha προσδιορίζει το επίπεδο σημαντικότητας

στο οποίο ελέγχετε αν η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης είναι 0 και σχεδιάζει τις

καμπύλες στο γράφημα, οι οποίες δίνουν τις άνω και κάτω ακραίες τιμές του

ελέγχου ±z(1− α/2)/
√
N(l).

Παρατηρείται ότι για το lag-1, η τιμή της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης ε-

ίναι εμφανώς πιο πάνω από την οριακή τιμή του ελέγχου. ΄Επειτα φθίνει και

σταθεροποιείται κοντά στο 0, καθώς η ενδιάμεση αύξηση για τα lags 6-9 δεν

είναι στατιστικά σημαντική. Για το lag-14 παρατηρείται επίσης ότι είναι εμφα-

νώς έξω από τα όρια του ελέγχου, ωστόσο δεν προκαλεί ιδιαίτερη ανησυχία,

καθώς η εκτιμήτρια χρησιμοποιεί ελάχιστα ζευγάρια για τον προσδιορισμό της

και είναι εξαιρετικά πιθανό να μην είναι αξιόπιστη. Το τελευταίο συμπέρασμα
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ισχύει γενικά για τα τελευταία lags. Θα μπορούσε και για το lag-13 η ρ̂(13) να

ήταν εκτός των ορίων που για τον ίδιο λόγο δε θα προκαλούσε ανησυχία.

Η εξαιρετικά υψηλή συσχέτιση για το lag-1 και εμφανής μείωση μετά, οδηγεί

στην υποψία ότι μία δομή AR(1) θα εξηγούσε καλύτερα το μοντέλο.

> Ov.m3<-update(Ov.m2, corr=corAR1())

Σχήμα 4.4: Γράφημα της εμπειρικής συνάρτησης αυτοσυσχέτισης για το μο-

ντέλο Ov.m2, σε επίπεδο σημαντικότητας α = 0.05.

> Ov.m3
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: Ovary
Log-restricted-likelihood: -773.4471
Fixed: follicles ˜ sin(2 * pi * Time) + cos(2 * pi * Time)

(Intercept) sin(2 * pi * Time) cos(2 * pi * Time)
12.1892713 -3.0075508 -0.8701367

Random effects:
Composite Structure: Blocked
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Block 1: (Intercept), cos(2 * pi * Time)
Formula: ˜1 + cos(2 * pi * Time) | Mare
Structure: General positive-definite

StdDev Corr
(Intercept) 3.0845751 (Intr)
cos(2 * pi * Time) 0.8107441 -1

Block 2: sin(2 * pi * Time)
Formula: ˜sin(2 * pi * Time) - 1 | Mare

sin(2 * pi * Time) Residual
StdDev: 1.353762 3.415052

Correlation Structure: AR(1)
Formula: ˜1 | Mare
Parameter estimate(s):

Phi
0.5494414

Number of Observations: 308
Number of Groups: 11

Η τιμή της συνάρτησης πιθανοφάνειας από -807 αυξάνεται στο -773, που

δείχνει ότι το μοντέλο On.m3 είναι καλύτερο. Μπορεί αν θέλει κανείς να το

επαληθεύσει με έναν έλεγχο anova. Μπορούμε να δοκιμάσουμε μήπως μία δομή

ARMA(1, 1) είναι ακόμα καλύτερη, ή δε χρειάζεται η προσθήκη μιας MA(1).
Για μεγαλύτερες τιμές των p, q υποπτευόμαστε ότι το μοντέλο δε θα βελτιώνεται

σημαντικά και απλά θα επιβαρύνεται με περισσότερες παραμέτρους, εφόσον στο

Σχήμα 4.4 σημαντική φαίνεται μόνο η συσχέτιση στο lag-1.

> Ov.m4<-update(Ov.m2, corr=corARMA(p=1,q=1))
> Ov.m4
Linear mixed-effects model fit by REML
Data: Ovary
Log-restricted-likelihood: -770.9177
· · ·
Correlation Structure: ARMA(1,1)
Formula: ˜1 | Mare
Parameter estimate(s):

Phi1 Theta1
0.773812 -0.281715

Number of Observations: 308
Number of Groups: 11

Με την προσθήκη της MA(1) δομής στην ήδη υπάρχουσα AR(1) εκτός
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του ότι προστίθεται η παράμετρος Theta1, η εκτιμήτρια της παραμέτρου Phi1
του μοντέλου Ov.m3 αλλάζει αρκετά, που αυτό σημαίνει ότι δεν δρα το καθένα

αυτόνομα που ίσως θα περίμενε κανείς.

> anova(Ov.m3,Ov.m4)
Model df · · · logLik Test L.Ratio p-value

Ov.m3 1 9 · · · -773.4471

Ov.m4 2 10 · · · -770.9177 1 vs 2 5.058775 0.0245

Ο έλεγχος anova, δείχνει ότι η δομή ARMA(1, 1) βελτιώνει ακόμα περισ-

σότερο το μοντέλο. Στο σχήμα 4.5 που παράγεται από την

> plot(ACF(Ov.m5, resType=“n”, maxLag=10), alpha=0.05)
χρησιμοποιούνται τα κανονικοποιημένα υπόλοιπα για την επιβεβαίωση της επι-

λογής του μοντέλου, όπου φαίνεται ότι σε κανένα μέχρι το lag-10, η αυτοσυ-

σχέτιση δεν είναι στατιστικά διάφορη του μηδενός

Σχήμα 4.5: Γράφημα της εμπειρικής συνάρτησης αυτοσυσχέτισης για τα 10

πρώτα lags, χρησιμοποιώντας τα κανονικοποιημένα (“normalized) υπόλοιπα,

για το μοντέλο Ov.m4, σε επίπεδο σημαντικότητας α = 0.05.
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Για τη μελέτη της εφαρμογής χωρικών δομών συσχέτισης, θα χρησιμοποι-

ήσουμε ως παράδειγμα το μοντέλο lme που προσαρμόστηκε για τα δεδομένα του

BodyWeight. Μπορεί να μην υπάρχουν συμμεταβλητές θέσης, αλλά στην αρχή

της ενότητας αναφέρθηκε ότι μπορεί να χρησιμοποιηθούν και σε δεδομένα με μία

συμμεταβλητή, όπως ο χρόνος, όταν τα στοιχεία της εκφράζονται κατά συνεχή

τρόπο και όχι σειριακό. Υπενθυμίζουμε ότι σε αυτό το σετ δεδομένων υπάρχει

και μία έξτρα παρατήρηση την ημέρα 44, που χαλάει τη σειριακή συλλογή του

χρόνου και έτσι μπορούμε να τη θεωρήσουμε ως συνεχή συμμεταβλητή.

Με την εντολή Variogram γίνεται ο έλεγχος ύπαρξης συσχετίσεων και ε-

πιστρέφονται οι εκτιμήτριες του semivariogram για τις διάφορες αποστάσεις με-

ταξύ των παρατηρήσεων. Τα βασικά ορίσματα που δέχεται είναι ένα αντικείμενο

lme και τη form=˜cov1+cov2+... που προσδιορίζει την/τις συμμεταβλητές

που χρησιμοποιεί ως διανύσματα θέσης. Δε χρειάζεται προσδιορισμός παράγο-

ντα ομαδοποίησης, καθώς επιλέγεται αυτόματα ο πιο εσωτερικός παράγοντας

στην κατασκευή του αντικειμένου lme

> Variogram(weight.m2Power, form=˜Time)
variog dist n.pairs

1 0.3449681 1 16

2 0.9906276 6 16

3 0.7617075 7 144

4 0.6866212 8 16

5 0.6797048 13 16

6 0.9511102 14 128

7 0.9031576 15 16

8 1.6901722 20 16

9 1.1241418 21 112

10 1.0934752 22 16

11 0.8964167 28 96

12 0.9325559 29 16

13 0.8508238 35 80

14 0.7615478 36 16

15 1.0812465 42 64

16 1.5786855 43 16

17 0.6416272 49 48

18 0.6793517 56 32

19 0.5960646 63 16

Η στήλη variog δίνει την εκτιμήτρια του semivariogram, η dist την απόστα-

ση των παρατηρήσεων και η n.pairs τον αριθμό των ζευγαριών υπολοίπων που

χρησιμοποιήθηκαν για την αντίστοιχη απόσταση. Επιπλέον παράμετροι που
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παίρνει είναι η resType, που καθορίζει τον τύπο των υπολοίπων, με προκα-

θορισμένο όρισμα “pearson”. Η maxDist είναι αριθμητική και καθορίζει τη

μέγιστη απόσταση για την οποία θα υπολογιστεί το semivariogram, με προκα-

θορισμένη τιμή να είναι η μέγιστη απόσταση που μπορούν να έχουν δύο τιμές

στη συμμεταβλητή της παραμέτρου form. Με την λογική παράμετρο robust
ελέγχεται αν θα χρησιμοποιηθεί η κλασική εκτιμήτρια ή ενισχυμένη όπως α-

ναφέρεται στη σχέση (4.13), με προκαθορισμένη τιμή FALSE. Υπάρχει και η

παράμετρος collapse που προσδιορίζει τον τρόπο με τον οποίο ομαδοποιούνται

οι μεμονωμένες τιμές του semivariogram και μερικές ακόμα παράμετροι που

σχετίζονται με την collapse αλλά δε θα περιγραφούν.

Με τις παρακάτω εντολές παράγεται ένα γράφημα σημείων για το αντικε-

ίμενο Variogram, μέχρι και την απόσταση 42, με μια επιπλέον λεία καμπύλη

που περνά ανάμεσα από τα σημεία για να ενισχύσει οπτικά τη συμπεριφορά των

εκτιμητριών του semivariogram, όπως δείχνει το Σχήμα 4.6.

> semivar<-Variogram(weight.m2Power, form=˜Time,
maxDist=42)
> plot(semivar)

Υπάρχουν παράμετροι στην εντολή plot, που μπορούν να αλλάξουν την

οπτική του γραφήματος. Μπορούμε αν θέλουμε να αφαιρέσουμε την καμπύλη

ανάμεσα στα σημεία θέτοντας την παράμετρο smooth=FALSE. Επιπλέον στο

Σχήμα 4.6 η καμπύλη είναι κάπως απότομη. Με την παράμετρο span δίνεται η

δινατότητα ελέγχου της ομαλότητας και της μορφής της καμπύλης, αναλόγως

πόσο κοντά στα σημεία επιθυμούμε να περνάει. Η παράμετρος είναι αριθμητική

με προκαθορισμένη τιμή στο 0.6. Πηγαίνοντας προς το 0, η καμπύλη περνά όλο

και πιο κοντά από τα σημεία, αλλά για την επίτευξη του στόχου αυτού παίρνει

μια κυματική μορφή, ενώ αυξάνοντας την τιμή, γίνεται όλο και πιο ελαστική

ως προς την απόστασή της από τα σημεία, τείνοντας να οριζοντιοποιηθεί. Στο

Σχήμα 4.7 φαίνεται πως δείχνει η καμπύλη που περνά ανάμεσα από τα σημεία

του semivar για κάποιες τιμές της παραμέτρου span.

Το ζητούμενο προφανώς είναι η εκτιμήτριες του semivariogram να είναι

όσο πιο κοντά στο 1, έτσι ώστε η συσχέτιση να είναι όσο πιο κοντά στο 0.

Από το Σχήμα 4.6, και ίσως ακόμα καλύτερα από το 4.7αʹ, φαίνεται ότι μέχρι

την απόσταση κοντά στο 20 η εκτιμήτρια αυξάνεται και μετά σταθεροποιείται,

κοντά στο 1. Αντίστοιχα η συνάρτηση συσχέτισης φθίνει ως την απόσταση 20

και μετά σταθεροποιείται κοντά στο 0. Τέτοιου είδους συμπεριφορά αναπαριστά

μια εκθετική δομή.

> weight.m3<-update(weight.m2Power,
corr=corExp(form=˜Time))
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> weight.m3

Σχήμα 4.6: Γράφημα των εκτιμητριών του semivariogram για το μοντέλο wei-
ght.m2Power, για τα υπόλοιπα, των οποίων η μεταξύ τους ‘χρονική’ απόσταση

είναι μέχρι και 42.

Linear mixed-effects model fit by REML
· · ·
Correlation Structure: Exponential spatial correlation
Formula: ˜Time | Rat
Parameter estimate(s):

range
4.893135

Variance function:
Structure: Power of variance covariate
Formula: ˜fitted(.)
Parameter estimates:

power
0.5952657
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Number of Observations: 176
Number of Groups: 16

(αʹ) span=0.7 (βʹ) span=0.3

(γʹ) span=1 (δʹ) span=1.5

Σχήμα 4.7: Γραφήματα του semivariogram για διάφρες τιμές της παραμέτρου

span.

Η εκτιμήτρια για την παράμετρο του εύρους δίνεται 4.893, το οποίο συνάδει

με το αποτέλεσμα του Variogram καθώς για απόσταση μέχρι περίπου το 10 η

συνάρτηση συσχέτισης δίνει τιμή < exp(−2) που είναι σημαντικά μεγαλύτερο

του 0, ενώ για μεγαλύτερες τιμές πλησιάζει το 0.
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Μπορεί να θέλουμε να εξετάσουμε αν η παρουσία ενός nugget effect στη

δομή συσχέτισης θα βελτίωνε το μοντέλο.

> weight.m3nug<-update(weight.m2Power,
corr=corExp(form=˜Time, nugget=T))
> anova(weight.m3, weight.m3nug)

Model df AIC BIC logLik · · · p-value
weight.m3 1 11 1143.377 1177.871 -560.6886

weight.m3nug 2 12 1136.552 1174.182 -556.2761 · · · 0.003

Από τη σύγκριση των δύο μοντέλων, όλα τα στοιχεία συμφωνούν στο ότι

η παρουσία του nugget effect είναι σημαντική. ΄Ομως αν δούμε τις εκτιμήτριες

του τελευταίου,

> weight.m3nug
Linear mixed-effects model fit by REML
. . .

Random effects:
Formula: ˜Time | Rat
Structure: Diagonal

(Intercept) Time Residual
StdDev: 0.01179804 1.423792e-12 0.6523783

Correlation Structure: Exponential spatial correlation
Formula: ˜Time | Rat
Parameter estimate(s):

range nugget
7.789874e+02 5.364522e-03

Variance function:
Structure: Power of variance covariate
Formula: ˜fitted(.)
Parameter estimates:

power
0.6614596

Number of Observations: 176
Number of Groups: 16

οι διασπορές των τυχαίων επιδράσεων και ειδικά αυτή της συμμεταβλητής του

χρόνου, είναι εμφανώς μικρότερες από αυτήν των σφαλμάτων εντός των ο-

μάδων. Επιπλέον η εκτιμήτρια του εύρους από 4.8 γίνεται 770 και το nugget
effect που προηγουμένως είχε θεωρηθεί 0, εδώ εκτιμάτε σε ποσότητα της τάξης

του 10−3. Τα παραπάνω οδηγούν στο συμπέρασμα ότι το nugget effect, λόγω
της εκτιμήτριάς του, δεν είναι τόσο σημαντικό και στην προσπάθειά της η R να
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προσαρμόσει αυτό το μοντέλο, επέστρεψε ένα εκφυλισμένο γραμμικό μοντέλο

σταθερών επιδράσεων με όλα τα σφάλματα να είναι πλήρως συσχετισμένα. Στο

Σχήμα 4.8 φαίνεται ακριβώς αυτή η συσχέτιση των σφαλμάτων, καθώς οι εκτι-

μήτριες του semivariogram είναι όλες της τάξης του 10−2.

Σχήμα 4.8: Γράφημα των εκτιμήτριών του semivariogram για το μοντέλο wei-
ght.m3nug, για απόσταση μέχρι και 42.

Επιστρέφοντας λοιπόν στο μοντέλο weight.m3, στο οποίο τα σφάλματα

έχουν εκθετική δομή συσχέτισης, μπορούμε χρησιμοποιώντας τα κανονικοποι-

ημένα υπόλοιπα, έναντι των υπολοίπων Pearson που χρησιμοποιούνται ως προ-

καθορισμένη επιλογή στην Variogram, να ενισχύσουμε την θέση ότι η εκθε-

τική δομή όντως εξηγεί καλύτερα τα σφάλματα. Κοιτάζοντας το γράφημα του

Σχήματος 4.9 που παράγεται από τις εντολές

> semivar.m3<-Variogram(weight.m3, form=˜Time, maxDist=42,
resType=“n”, robust=T)
> plot(semivar.m3, span=0.7)
η γραμμή που περνά ανάμεσα από τις τιμές του semivariogram ταλαντώνεται
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Σχήμα 4.9: Γράφημα των εκτιμήτριών του semivariogram για το μοντέλο wei-
ght.m3, για απόσταση μέχρι και 42. Χρησιμοποιείται η ενισχυμένη εκτιμήτρια

έναντι της κλασικής και για τον υπολογισμό της τα υπόλοιπα είναι τα κανονι-

κοποιημένα έναντι των Pearson.

κοντά στη μονάδα, το οποίο είναι και το ζητούμενο καθώς η συσχετίσεις θα

είναι κοντά στο 0.

Τέλος θα δοκιμάσουμε να εφαρμόσουμε και άλλες χωρικές δομές συσχέτι-

σης, για να γίνει σύγκριση με την εκθετική. Οι δομές που θα εξεταστούν είναι

η σφαιρική δομή συσχέτισης και η Γκαουσιανή.

> weight.m3Spher<-update(weight.m2Power,
corr=corSpher(form=˜Time))
> weight.m3Gaus<-update(weight.m2Power,
corr=corGaus(form=˜Time))
> anova(weight.m3, weight.m3Spher, weight.m3Gaus)
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Model df AIC BIC logLik
weight.m3 1 11 1143.377 1177.871 -560.6886

weight.m3Spher 2 11 1149.031 1183.524 -563.5154

weight.m3Gaus 3 11 1149.031 1183.524 -563.5154

Δεν υφίσταται τώρα ο έλεγχος του λόγου των πιθανοφανειών εφόσον τα

τρία παραπάνω μοντέλα δεν είναι εμφωλευμένα το ένα στο άλλο. Ωστόσο η

σύγκριση μπορεί να γίνει μέσω των κριτηρίων AIC, BIC και αυτή η σύγκριση

δίνει καλύτερο το μοντέλο με την εκθετική δομή συσχέτισης στα σφάλματα.

΄Ολες οι τιμές στην anova για τα δύο τελευταία μοντέλα είναι ταυτοτικές και

μπορεί κανείς να υποθέσει ότι και τα δύο μοντέλα είναι ταυτοτικά. Αυτό δεν

ισχύει καθώς οι δύο δομές είναι αρκετά διαφορετικές και αν τυπωθούν αναλυτικά

οι εκτιμήτριες των δύο, για τη σφαιρική δομή το εύρος δίνεται στην τιμή 4.723

ενώ για την γκαουσιανή στην τιμή 1.632.

Προφανώς και οι δύο βελτιώνουν κατά πολύ το μοντέλο weight.m2Power,
στο οποίο ίσχυε η υπόθεση ανεξαρτησίας των σφαλμάτων και αν είχαμε επι-

λέξει εξ΄ αρχής μια από αυτές τις δομές θα λαμβάναμε πολύ ικανοποιητικά συ-

μπεράσματα. Το τελευταίο συμπέρασμα αναφέρεται διότι αν διεξάγονται πολλές

μελέτες ταυτόχρονα, ίσως να μην είναι βολικό να ελέγχονται όλες οι πιθανές

δομές συσχέτισης για την εύρεση της βέλτιστης. Για παράδειγμα στα δεδομένα

του Ovary, επειδή ο χρόνος έχει μετατραπεί σε συνεχή κλίμακα, κανείς θα μπο-

ρούσε να εξετάσει και όλες τις χωρικές δομές, το οποίο θα έπαιρνε το διπλάσιο

χρόνο.
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