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Περίληψη

Ημηχανική των ιστών, η μικροχειρουργική, η κατασκευή ιατρικών συσκευών,
η θεραπευτική βιολογία και η νανοϊατρική θεωρούνται πολλά υποσχόμενοι κλάδοι
τα τελευταία χρόνια, μιας και οι δυνατότητες των σύγχρονων βιοϋλικών και των
μοντέρνων βιοϊατρικών εφαρμογών είναι πλέον τεράστιες. Ο μικροσωληνίσκος
είναι ένα βιολογικό μικροσκοπικό σύστημα το οποίο παρουσιάζει αναμφίβολα
υψηλό ερευνητικό ενδιαφέρον. Η εν λόγω μεταπτυχιακή εργασία πραγματεύεται
τη μελέτη των ιδιοσυχνοτήτων των μικροσωληνίσκων, οι οποίοι είναι εναποθετη-
μένοι στο κυτταρόπλασμα, στα πλαίσια της μη τοπικής θεωρίας ελαστικότητας. Ο
μικροσωληνίσκος προσομοιώνεται ως δοκός και το κυτταρόπλασμα (ήτοι το πε-
ριβάλλον ελαστικό μέσο) ως ελαστικό υπόστρωμα τύπου Pasternak, αντίστοιχα.
Σύμφωνα με τα αποτελέσματα που προκύπτουν, οι αποκρίσεις των μη τοπικών
ολοκληρωτικών μοντέλων τάσης παρουσιάζουν μείωση της ακαμψίας της δοκού
(softening response) σε σύγκριση με την απόκριση του κλασικού μοντέλου. Σε
αντίθεση με το μη τοπικό διαφορικό μοντέλο, τα μη τοπικά ολοκληρωτικά μοντέλα
δεν εμφανίζουν παράδοξα και ασυνέπειες. Τα συμπεράσματα αυτής της μεταπτυ-
χιακής εργασίας είναι ελπιδοφόρα και έχουν σκοπό να ενθαρρύνουν τις εφαρμογές
των βιοϋλικών και των εμβιομηχανικών κατασκευών.
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Abstract

Tissue engineering, microsurgery, medical device manufacturing, therapeutic
biologicals and nanomedicine have been considered significantly promising in
recent years, as the potentials of contemporary biomaterials and biomedical appli-
cations are many. A biologically microscopic system presenting an undoubtably
scientific interest is the microtubule (MT). This postgraduate thesis focuses on
researching the eigenfrequencies of microtubules, embedded in the cytoplasm of
the cell, in the context of nonlocal elasticity theory. Themicrotubule is simulated as
a beam and the cytoplasm (i.e., the surrounding elasticmedium) as a Pasternak type
elastic foundation, respectively. According to the deducing results, the responses
of the nonlocal integral stress models present a softening behavior in comparison
with the response of the classic model. Unlike the nonlocal differential model,
paradoxes and inconsistencies are not raised for the nonlocal integral models.
The overall conclusions of this postgraduate thesis are a hopeful sign and aim
to encourage the applications of biomaterials and bioengineering structures.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Μικροσωληνίσκοι

Ο μικροσωληνίσκος είναι ένα βιολογικό μικροσκοπικό σύστημα το οποίο πα-
ρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Οι μικροσωληνίσκοι αποτελούν τις χαρακτηρι-
στικές δομές ενός κυττάρου. Ο κυτταροσκελετός, ο οποίος είναι ένα μικροσκο-
πικό δίκτυο ινιδίων πρωτεϊνών και σωληναρίων, σχηματίζεται όταν οι μικροσω-
ληνίσκοι αλληλοσυνδέονται εντός του κυττάρου (Alberts et al. 2014). Επίσης, οι
μικροσωληνίσκοι τοποθετούνται δίπλα στα μικροϊνίδια και τα ενδιάμεσα ινίδια.
Ο μικροσωληνίσκος μπορεί να θεωρηθεί σχηματικά ως ένας κοίλος σωλήνας (κύ-
λινδρος), του οποίου η εσωτερική ακτίνα είναι περίπου 17nm, ενώ η εξωτερική
ακτίνα περίπου 25nm (Hawkins et al. 2010). Επιπλέον, η διάμετρος των μικροσω-
ληνίσκων αποτελείται συνήθως από 13 πρωτοϊνίδια, τα οποία είναι διατεταγμένα
σε παράλληλη σειρά τα οποία συντίθενται από την αβ-τουμπουλίνη (δηλ. από τα
μονομερή της α και β τουμπουλίνης) (Σχήμα 1.1A), η οποία είναι η πρωτεΐνη διμε-
ρούς που προμηθεύει τον μικροσωληνίσκο με την απαραίτητη δομική πολικότητα
(Raff et al. 1997, Wade 2009).

Λόγω του μικροσωληνοειδούς πολυμερισμού και της μικροσωληνοειδούς συρ-
ρίκνωσης, ένας μικροσωληνίσκος αλλάζει συνεχώς (ήτοι μεταβάλλεται το μήκος
του) και ως εκ τούτου το μήκος του κυμαίνεται από νανόμετρα έως μικρόμετρα.
Ωστόσο, οι ρυθμοί πολυμερισμού και συρρίκνωσης των δύο άκρων δεν είναι ίδιοι.
Το ένα άκρο του μικροσωληνίσκου καλείται συν και το άλλο άκρο μείον, αντι-
στοίχως. Το άκρο συν υφίσταται ταχύτερη αλλαγή με την προσθήκη διμερών, ενώ
το άκρο μείον υφίσταται βραδύτερη αλλαγή, η οποία περιγράφεται ως δυναμική
αστάθεια (Mitchison and Kirschner 1984). Το άκρο μείον ενός μικροσωληνίσκου
συχνά στερεώνεται στο κεντροσωμάτιο (κέντρο οργάνωσης μικροσωληνίσκων)
(MTOC) (Mitchison and Kirschner 1984). Ένα συστατικό του κεντροσωματίου
είναι η γ-τουμπουλίνη, η οποία παίζει ζωτικό ρόλο στην πυρήνωση και τη συναρ-
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2 Εισαγωγή

μολόγηση ενός μικροσωληνίσκου (Mitchison and Kirschner 1984, Zheng et al.
1995). Ιδιαίτερα, η γ-τουμπουλίνη μαζί με μία άλλη πρωτεΐνη δύνανται να συν-
δεθούν με τη β-τουμπουλίνη συγκεκριμένα και να συμβάλλουν στην πυρήνωση
των μικροσωληνίσκων, μιας και η τυχαιότητα της προαναφερθείσης λειτουργίας
καταστέλλεται στα κύτταρα (Zheng et al. 1995).

Τα πρωτοϊνίδια είναι διατεταγμένα κατά τέτοιο τρόπο, ώστε ο μικροσωληνί-
σκος να μπορεί να μετατραπεί σε ελικοειδή έδρα. Συγκεκριμένα, ο μικροσωληνί-
σκος μπορεί να εκφραστεί ως μία τριαρχική αριστερόστροφη ψευδοέλικα με ύψος
στροφής 1,5 διμερή (Σχήμα 1.1B). Δημιουργείται τότε μία ασυνέχεια στο περί-
γραμμα, στο οποίο ο σωλήνας (μικροσωληνίσκος) τοποθετείται για να συνδεθούν
πλευρικά οι α-β τουμπουλίνες. Ένα πρωτοϊνίδιο σχηματίζεται είτε από τη σύνδεση
α- και β-τουμπουλίνης (α-β) είτε από τη σύνδεση α- και α- τουμπουλίνης (α-α) ή
β- και β-τουμπουλίνης (β-β). Με άλλα λόγια, το Α-πλέγμα είναι ένα πλέγμα από
ετεροδιμερή με συνδέσεις α-β. Ωστόσο, το Β-πλέγμα έχει συνδέσεις α-α και β-β,
οι οποίες είναι πλευρικές αλληλεπιδράσεις, εκτός της συρραφής όπου έχει σύν-
δεση α-β (Σχήμα 1.1A, 1.1B) (Amos 2004). Συνεπώς, ο μικροσωληνίσκος μπορεί
να θεωρηθεί ως μια παράλληλη δομή πρωτοϊνιδίων, κυρίως λόγω της επικρατού-
σας άποψης ότι αυτός επιμηκύνεται προσθέτοντας αβ-ετεροδιμερή στον διαμήκη
άξονα κατά γραμμικό τρόπο κι όχι επεκτείνοντας τις έλικες. Το τελευταίο βασίζε-
ται στο γεγονός ότι οι πλευρικές αλληλεπιδράσεις και ακολούθως οι δεσμοί είναι
ασθενέστεροι και αραιότεροι σε σχέση με τους διαμήκεις (Amos 2004, Goodson
and Jonasson 2018, Sept et al. 2003).

Οι μικροσωληνίσκοι είναι τα στοιχεία τα οποία διαμορφώνουν και διατηρούν
το σχήμα του κυττάρου και θεωρούνται επίσης ο κορμός των βασικών μορφο-
λογιών του, οι οποίες περιλαμβάνουν τους δενδρίτες, τις βλεφαρίδες και τα μα-
στίγια (Schoutens 2004). Διάφορες κυτταρικές λειτουργίες, όπως ο διαχωρισμός
των χρωμοσωμάτων, η γονιδιακή έκφραση, η κυτταρική διαίρεση, η κυτταρική
κινητικότητα και η ενδοκυτταρική μεταφορά οι οποίες είναι ζωτικής σημασίας,
πραγματοποιούνται με την ενεργή συμμετοχή των μικροσωληνίσκων (Etienne-
Manneville 2013, Koshland et al. 1988, Mora-Bermúdez and Huttner 2015,Weijer
2009). Επιπλέον, η μεταφορά των οργανιδίων διευκολύνεται από τη δέσμευση των
πρωτεϊνών του κινητήρα πάνω στους μικροσωληνίσκους (Hirokawa et al. 2009).

Όσον αφορά τον νευρικό ιστό, οι μικροσωληνίσκοι είναι απαραίτητοι για τη
διατήρηση του σχήματος και της λειτουργίας των νευρώνων (Yau et al. 2016; Yu
et al. 2000). Ο μακρύς άξονας καθώς και τα κυτταρικά σώματα των νευρώνων
σταθεροποιούνται από το άκρο συν των μικροσωληνίσκων, όπου αυτό το άκρο
είναι ελεύθερο. Αντιθέτως, οι μικροσωληνίσκοι τοποθετούνται στο ελεύθερο άκρο
μείον στη δομή των δενδριτών. Αυτή η διαφορά εξηγεί γιατί συγκεκριμένοι τύποι
κυστιδίων των κυτταρικών σωμάτων μεταφέρονται επιλεκτικά στους δενδρίτες.
Eπιπροσθέτως, οι δενδρίτες χάνουν το σχήμα τους και τα οργανίδια τους μετά τη
μείωση του ελεύθερου άκρου μείον των μικροσωληνίσκων (Stone et al. 2008, Yau
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et al. 2016, Yu et al. 2000).
Η αστάθεια ενός μικροσωληνίσκου είναι σημαντική για τη λειτουργία του και

αυξάνεται σταδιακά. Η αλληλεπίδραση μεταξύ των αβ-διμερών σχετίζεται με την
τριφωσφορική γουανοσίνη (GTP) που είναι συνδεδεμένη με τη β-τουμπουλίνη. Η
υδρόλυση της τριφωσφορικής γουανοσίνης (GTP) πυροδοτεί τα διμερή να συν-
δεθούν κατά τέτοιον τρόπο μεταξύ τους, ώστε να μπορεί να προκύψει μια άκαμ-
πτη δομή. Επίσης, η υδρόλυση της τριφωσφορικής γουανοσίνης (GTP) είναι μια
λειτουργία που απαιτεί ένα εύλογο χρονικό διάστημα για να υλοποιηθεί και για
τον λόγον αυτόν υπάρχει πολύ περισσότερη τριφωσφορική γουανοσίνη (GTP) στο
άκρο συν (Hyman et al. 1992, Amos 2004).

Ειδικότερα, οι μικροσωληνίσκοι σταθεροποιούνται είτε με πρωτεΐνες στο άκρο
συν είτε με πρωτεΐνες που αλληλεπιδρούν με το πλέγμα. Επιπλέον, πάνω στον ίδιο
μικροσωληνίσκο, υπάρχουν διάφορα τμήματα τα οποία έχουν μεγαλύτερη ευστά-
θεια συγκριτικά με κάποια άλλα. Συγκεκριμένα, το άκρο μείον του χωρίου είναι
πιο σταθερό, ενώ το άκρο συν είναι πιο μεταβλητό. Τα πρόσφατα ερευνητικά δε-
δομένα υποδεικνύουν ότι οι μετα-μεταφορικές τροποποιήσεις παρέχουν μία ικα-
νοποιητική εξήγηση για την ευνοϊκή αλληλεπίδραση ανάμεσα στις πρωτεΐνες και
τους μικροσωληνίσκους. Για παράδειγμα, υπάρχουν σημαντικές πρωτεΐνες (που
ονομάζονται calmodulin-regulated spectrin-associated proteins (CAMSAPs) και
αποτελούν μία τρέχουσα κατηγορία πρωτεϊνών) οι οποίες εμπλέκονται στη στα-
θεροποίηση του άκρου μείον των μικροσωληνίσκων, καθώς και στη λειτουργική
παρακίνηση της ωρίμανσης των νευρώνων (Yau et al. 2014).

Από την άλλη πλευρά, υπάρχουν οι πρωτεΐνες διαχωρισμού του μικροσωληνί-
σκου (τύπου κατανίνης) οι οποίες διευκολύνουν την κοπή του, διότι συνδέονται σε
αυτόν και αποσπούν τo μονομερές της τουμπουλίνης. Αυτή η λειτουργία ενεργο-
ποιεί το σπάσιμο του μικροσωληνίσκου (Akhmanova and Steinmetz 2015, Sudo
and Baas 2010).

Είναι σημαντικό να αναφερθεί ότι οι ευσταθώς ευκίνητοι μικροσωληνίσκοι
των 7 μικρομέτρων, οι οποίοι προέρχονται από τον διαχωρισμό μεγαλύτερων μι-
κροσωληνίσκων, παρατηρούνται όταν ο άξονας και ο δενδρίτης εξελίσσονται στον
αναπτυσσόμενο νευρώνα (Wang and Brown 2002). Επιπλέον, είναι αξιοσημείωτο
ότι η διάσπαση των πρωτεϊνών διαχωρισμού του μικροσωληνίσκου δύναται να
επηρεάσει την ανάπτυξη του άξονα και των δενδριτών και αυτό αποτελεί πιθανή
αιτία νευροεκφυλιστικών παθήσεων.

Η δυναμική του μικροσωληνίσκου, η οποία είναι υπό αυστηρό έλεγχο, εί-
ναι απολύτως απαραίτητη για τη φυσιολογική ανάπτυξη του άξονα και των δεν-
δριτών, βάσει των πρόσφατων επιστημονικών εργασιών οι οποίες διερευνούν τη
σύνδεση ανάμεσα στα σφάλματα του μικροσωληνίσκου και τον νευροεκφυλισμό
(Matamoros and Baas 2016, Stone et al. 2010). Ένα παράδειγμα νευροεκφυλιστι-
κών παθήσεων είναι οι Ταυτοπάθειες, οι οποίες μελετώνται διεξοδικά από ερευ-
νητές ανά την υφήλιο. Συνοπτικά, το Tau είναι ένας βασικός πρωτεϊνικός σταθε-
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ροποιητής των μικροσωληνίσκων και είναι ζωτικής σημασίας για την κανονική
λειτουργία των νευρώνων. Επίσης, είναι εξαιρετικά βαρυσήμαντο ότι το Tau είτε
υπόκειται σε υπερφωσφορυλίωση είτε τροποποιείται στις προαναφερθείσες νευ-
ροεκφυλιστικές παθήσεις (Serrano-Pozo et al. 2011).

Επιπροσθέτως, η νόσος του Alzheimer και η νόσος του Parkinson ανήκουν
στην κατηγορία των Ταυτοπαθειών (Penazzi et al. 2016). Αμφότερες οι νόσοι σχε-
τίζονται με τον αποπολυμερισμό των μικροσωληνίσκων. ’Εχει παρατηρηθεί ότι
ο αποπολυμερισμός των μικροσωληνίσκων ενεργοποιείται από το ελαττωματικό
Tau στη νόσο του Alzheimer, ενώ το ελαττωματικό Tau αυξάνει τον αποπολυ-
μερισμό στη νόσο του Parkinson (Stone et al. 2010). Επιπλέον, μια επιβλαβής
αλλαγή σε έναν νευρώνα μπορεί να προκληθεί από άκρως σταθεροποιημένους μι-
κροσωληνίσκους. Αυτοί περιέχουν ένα ένζυμο διαχωρισμού μικροσωληνίσκων,
το οποίο λέγεται σπαστίνη, και σχετίζεται με την κληρονομική σπαστική παρα-
πληγία (Evans et al. 2005, Hazan et al. 1999).
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Σχήμα 1.1: Δομή μικροσωληνίσκου:
A) Αναπαρίστανται τα θεμελιώδη συστατικά των μικροσωληνίσκων. Το α-β ετε-
ροδιμερές πάρθηκε από τους Nogales et al. (1998).
B) Οι διαφορετικές δομές ενός μικροσωληνίσκου απεικονίζουν τη συσχέτιση ανά-
μεσα στον αριθμό των πρωτοϊνιδίων και την αρχιτεκτονική του μικροσωληνίσκου.
Η αρχιτεκτονική των 13-πρωτοϊνιδίων, η οποία είναι η πιο συνήθης, απεικονίζεται
με πράσινες αποχρώσεις.
C) Ο μικροσωληνίσκος προσομοιώνεται ως μη τοπική δοκός.
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1.2 Μη τοπική θεωρία ελαστικότητας
Ημηχανική των ιστών, η μικροχειρουργική, η κατασκευή ιατρικών συσκευών,

η θεραπευτική βιολογία και η νανοϊατρική θεωρούνται πολλά υποσχόμενοι κλά-
δοι τα τελευταία χρόνια, μιας και οι δυνατότητες των σύγχρονων βιοϋλικών και
των μοντέρνων βιοϊατρικών εφαρμογών είναι πλέον τεράστιες (Cai et al. 2017,
González-Domínguez et al. 2017, Jaggessar et al. 2017, Kim et al. 2014,Marchesan
et al. 2015, Tan et al. 2016).

Οι θεωρίες μηχανικής συνεχούς μέσου θεωρούνται μία ευρέως καθιερωμένη
διαδικασία και χρησιμοποιούνται για τη μελέτη των μικροσωληνίσκων (Sirenko
et al. 1996, Xiang and Liew 2012, Zhang and Wang 2016). Ειδικότερα, η μη το-
πική θεωρία του συνεχούς μέσου ενδείκνυται για προβλήματα μικρο- και νανο-
κλίμακας. Η τελευταία θεωρία περιγράφεται από μια καταστατική ολοκληρωτική
εξίσωση, η οποία λαμβάνει υπ’ όψιν τις αλληλεπιδράσεις μεγάλης εμβέλειας σε
ένα υλικό σημείο (Eringen and Edelen 1972, Kröner and Datta 1966). Με στόχο
την απλοποίηση της καταστατικής ολοκληρωτικής εξίσωσης, προτάθηκε από τον
Eringen (1983) ένας διαφορικός τελεστής και εν συνεχεία μια καταστατική διαφο-
ρική εξίσωση. Ο διαφορικός τελεστής είναι ορισμένος σε ένα άπειρο χωρίο (θε-
μελιώδης λύση) (Mahmoud 2017). Έπειτα, ακολουθεί ένας ενδεικτικός αριθμός
εργασιών στις οποίες μελετήθηκε η μη τοπική διαφορική μορφή των προβλημά-
των νανοδομής (Lu et al. 2006, Peddieson et al. 2003, Reddy 2007, Reddy and
Pang 2008).

Αρκετές ερευνητικές μελέτες ασχολήθηκαν με τους μικροσωληνίσκους, στις
οποίες προσομοιώθηκε ως μη τοπική διαφορική δοκός (Civalek and Akgöz 2010,
Gao and Lei 2009, Heireche et al. 2010, Li et al. 2018). Το περιβάλλον ελαστικό
μέσο ενός μικροσωληνίσκου (ήτοι το κυτταρόπλασμα) προσομοιώθηκε είτε ως
ελαστικό υπόστρωμα τύπου Winkler είτε ως υπόστρωμα τύπου Pasternak (Gao
and Lei 2009, Ghavanloo et al. 2010, Shen 2011, Taj and Zhang 2012, Taj and
Zhang 2014). Επίσης, τα νανοσύνθετα υλικά και οι νανοδομές προσομοιώνονται
κατά παρόμοιο τρόπο (Ansari et al. 2011, Khaniki 2018,Manias et al. 2016,Moha-
med et al. 2016, Pradhan and Murmu 2009, Rahmanian et al. 2016). Οι αποκρί-
σεις των μη τοπικών διαφορικών μοντέλων δοκών εμφάνισαν μείωση της ακαμ-
ψίας της δοκού (softening response) συγκριτικά με την απόκριση του κλασικού
μοντέλου, μα ταυτόχρονα το παράδοξο της θεμελιώδους ιδιοσυχνότητας του προ-
βόλου συνέχισε να διατηρείται (Lu et al. 2006, Reddy and Pang 2008). Επιπλέον,
η επίδραση της μη τοπικότητας και η επίδραση του ελαστικού μέσου επέδειξαν
ανταγωνιστική συμπεριφορά, δηλ. η πρώτη παρακινήθηκε να επικρατήσει έναντι
της δεύτερης και τανάπαλιν.

Ωστόσο, οι ασυνέπειες των μη τοπικών διαφορικών μοντέλων δοκών, οι οποίες
ανέκυψαν, δηλώνουν ότι η καταλληλότητα των παραπάνω μοντέλων είναι υπό
αμφισβήτηση. Αυτές οι ασυνέπειες αφορούν τον μετασχηματισμό της ολοκληρω-
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τικής μορφής σε διαφορική μορφή σε ένα πεπερασμένο χωρίο (Eptaimeros et al.
2018, Koutsoumaris et al. 2017, Koutsoumaris and Eptaimeros 2018, Mahmoud
2017). Από την άλλη μεριά, τα μη τοπικά ολοκληρωτικά μοντέλα δοκών εξ ορι-
σμού οδηγούν σε συνεπή προβλήματα (Polizzotto 2001).

Το μη τοπικό ολοκληρωτικό μοντέλο τάσης δύο φάσεων προτάθηκε από τον
Eringen (1987) και τον Polizzotto (2001). Η καταστατική εξίσωση του παραπάνω
μοντέλου αντιστοιχεί σε ένα ελαστικό υλικό δύο φάσεων, όπου η φάση 1 αφορά
την τοπική ελαστικότητα και η φάση 2 τη μη τοπική ελαστικότητα, αντίστοιχα.
Το πλεονέκτημα του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο φάσεων εί-
ναι ότι μετατρέπει την καταστατική εξίσωση, η οποία είναι μία ολοκληρωτική
εξίσωση Fredholm πρώτου είδους, σε ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm δευτέ-
ρου είδους. Πολυάριθμες μελέτες της βιβλιογραφίας επεκτάθηκαν στην επίλυση
των δομικών προβλημάτων, μέσω της χρήσης του μη τοπικού ολοκληρωτικού μο-
ντέλου τάσης δύο φάσεων (Benvenuti and Simone 2013, Eptaimeros et al. 2016,
Eptaimeros et al. 2018, Fernández-Sáez and Zaera 2017, Koutsoumaris et al. 2017,
Koutsoumaris and Eptaimeros 2018, Wang et al. 2016, Zhu et al. 2017, Zhu and Li
2017). Παράδοξα και ενεργειακές ασυνέπειες δεν εμφανίστηκαν στις προαναφερ-
θείσες εργασίες και τονίζεται ότι το παράδοξο της θεμελιώδους ιδιοσυχνότητας
του προβόλου αντιμετωπίστηκε για πρώτη φορά, επιτυχώς, από τους Eptaimeros
et al. (2016).

Ένα χαρακτηριστικό γνώρισμα του πυρήνα του μη τοπικού ολοκληρωτικού
μοντέλου τάσης δύο φάσεων είναι η παραβίαση της συνθήκης κανονικοποίησης
σε ένα πεπερασμένο σώμα και ιδιαίτερα στο σύνορο του πεπερασμένου σώμα-
τος (Koutsoumaris et al. 2017). Επιπροσθέτως, αξίζει να σημειωθεί ότι ο Eringen
(1987) είχε κάνει μία παρόμοια παρατήρηση για το προαναφερθέν θέμα. Ένας τρο-
ποποιημένος και συμμετρικός πυρήνας προτάθηκε από τους Bažant and Jirásek
(2002), καθώς και από τους Borino et al. (2003), ο οποίος ικανοποιεί όλες τις
ιδιότητες του μη τοπικού μέτρου που εισήχθηκαν από τον Eringen (1983). Στην
εργασία των Bažant and Jirásek (2002) αναφέρεται, επίσης, ότι μία ομοιόμορφη
παραμόρφωση ενός σώματος δημιουργεί μία ομοιόμορφη τάση αν και μόνο αν
ικανοποιείται η συνθήκη κανονικοποίησης. Ως εκ τούτου, η συνάρτηση εξασθέ-
νησης επανέρχεται στη γενικευμένη συνάρτηση Dirac όταν η μη τοπική παράμε-
τρος τείνει στο μηδέν σε κάθε σημείο ενός πεπερασμένου σώματος. Εν ολίγοις, σε
αντίθεση με το μη τοπικό ολοκληρωτικό μοντέλο τάσης δύο φάσεων, το μοντέλο
τροποποιημένου πυρήνα θα επανέλθει στο τοπικό μοντέλο αν και μόνο αν η μη
τοπικότητα μειωθεί (Koutsoumaris et al. 2017).

Η βαρύτητα της συνάρτησης εξασθένησης, ο ρόλος της ως συνάρτηση πυκνό-
τητας πιθανότητας και η απόδοση φυσικής ερμηνείας στον τροποποιημένο πυρήνα
επισημάνθηκαν στην εργασία των Koutsoumaris et al. (2017). Επιπλέον, η ευκαμ-
ψία της απόκρισης των μη τοπικών ολοκληρωτικών μοντέλων (ήτοι του μοντέλου
τροποποιημένου πυρήνα και του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο
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φάσεων) επιδείχθηκε αριθμητικά σε σύγκριση με την απόκριση του κλασικού μο-
ντέλου για στατικά προβλήματα δοκών Euler-Bernoulli (EB). Επιπροσθέτως, όλα
τα παράδοξα της βιβλιογραφίας του μη τοπικού διαφορικού μοντέλου αντιμετω-
πίστηκαν για πρώτη φορά επιτυχώς.

Κατόπιν, η παραμόρφωση των προβλημάτων δοκών, χρησιμοποιώντας το μο-
ντέλο τροποποιημένου πυρήνα και το μη τοπικό ολοκληρωτικό μοντέλο τάσης
δύο φάσεων για πυρήνες Helmholtz and bi-Helmholtz, διερευνήθηκε από τους
Koutsoumaris and Eptaimeros (2018). Επίσης, το συνοριακό στρώμα αντιμετω-
πίστηκε με επιτυχία από τον τροποποιημένο πυρήνα, ο οποίος είναι η βέλτιστη
επιλογή για ένα τοπικό/μη τοπικό μεικτό μοντέλο σε ένα πεπερασμένο δομικό
στοιχείο.

Εν τω μεταξύ, η δυναμική απόκριση μίας νανοδοκού, εμβαπτισμένης σε ένα
ελαστικό μέσο, εξετάστηκε πρώτη φορά από τους Eptaimeros et al. (2018). Συ-
γκεκριμένα, το ελαστικό μέσο προσομοιώθηκε ως ελαστικό υπόστρωμα τύπου
Winkler και χρησιμοποιήθηκαν μη τοπικά ολοκληρωτικά μοντέλα τάσης. Πέραν
αυτών, αναδείχθηκε η υπεροχή του μοντέλου τροποποιημένου πυρήνα έναντι των
άλλων μεικτών μη τοπικών ολοκληρωτικών μοντέλων. Επιπλέον, για όλα τα ερευ-
νηθέντα προβλήματα, οι αποκρίσεις των μη τοπικών ολοκληρωτικών μοντέλων
παρουσίασαν συμπεριφορά η οποία μειώνει την ακαμψία της δοκού συγκριτικά
με την απόκριση του κλασικού μοντέλου. Επιπροσθέτως, ουδέν παράδοξο ανέ-
κυψε για τη θεμελιώδη ιδιοσυχνότητα του εμβαπτισμένου προβόλου. Τέλος, είναι
σημαντικό να αναφερθεί ότι η επίδραση της μη τοπικότητας προσπάθησε να υπε-
ρισχύσει έναντι της επίδρασης του ελαστικού μέσου και τανάπαλιν.

1.3 Συμβολή της μεταπτυχιακής εργασίας
Η διερεύνηση της δυναμικής απόκρισης ενός μικροσωληνίσκου έχει βαρύ-

νουσα σημασία, αφού ο συντονισμός του πιθανώς διεγείρεται από τις πρωτεΐ-
νες του κινητήρα και από την υδρόλυση της τριφωσφορικής γουανοσίνης (GTP)
(Pokorný et al. 1997, Kučera et al. 2017). Ο ερευνητικός στόχος της εν λόγω
μεταπτυχιακής εργασίας επικεντρώνεται στην ανάλυση της ελεύθερης ταλάντω-
σης ενός μικροσωληνίσκου, ο οποίος είναι εναποθετημένος στο κυτταρόπλασμα,
μέσω της μη τοπικής θεωρίας ελαστικότητας. Ο μικροσωληνίσκος προσομοιώ-
νεται ως δοκός και το περιβάλλον ελαστικό μέσο (δηλ. το κυτταρόπλασμα) ως
ελαστικό υπόστρωμα τύπου Pasternak, αντίστοιχα. Το μειονέκτημα του ελαστι-
κού υποστρώματος τύπου Winkler είναι η ασυνέχεια των μετατοπίσεων. Αυτό το
μειονέκτημα αντιμετωπίζεται από το ελαστικό υπόστρωμα τύπου Pasternak, που
αποκαθιστά τη συνέχεια του ελαστικού μέσου, μέσω δύο παραμέτρων για την προ-
σομοίωση του (Kerr 1964). Το μοντέλο τροποποιημένου πυρήνα και το μη τοπικό
ολοκληρωτικό μοντέλο τάσης δύο φάσεων χρησιμοποιούνται επίσης για τη μελέτη
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της απόκρισης του μικροσωληνίσκου. Επιπροσθέτως, γίνεται σύγκριση ανάμεσα
στις ιδιοσυχνότητες του κλασικού μοντέλου, του μη τοπικού διαφορικού μοντέ-
λου και των μη τοπικών ολοκληρωτικών μοντέλων ενός μικροσωληνίσκου. Βάσει
των αποτελεσμάτων που προκύπτουν και των συμπερασμάτων που εξάγονται, οι
αποκρίσεις των μη τοπικών ολοκληρωτικών μοντέλων παρουσιάζουν μείωση της
ακαμψίας της δοκού συγκριτικά με την απόκριση του κλασικού μοντέλου.

1.4 Επισκόπηση
Συνοψίζοντας, αυτή η μεταπτυχιακή εργασία είναι δομημένη ως εξής: Το Κε-

φάλαιο 2 περιέχει τις καταστατικές εξισώσεις της μη τοπικής ελαστικότητας, κα-
θώς και τις ιδιότητες ενός μη τοπικού πυρήνα. Επιπροσθέτως, παρουσιάζεται σε
αυτό ο τροποποιημένος πυρήνας και ο πυρήνας του μη τοπικού ολοκληρωτικού
μοντέλου τάσης δύο φάσεων. Επίσης, το περιεχόμενο του Κεφαλαίου 3 αφορά την
κατασκευή της μη τοπικής διαφορικής και της μη τοπικής ολοκληρωτικής εξίσω-
σης κίνησης μίας δοκού, η οποία είναι εναποθετημένη σε ελαστικό υπόστρωμα
τύπου Pasternak, με τη χρήση ενεργειακών διατυπώσεων. Επιπλέον, οι μέθοδοι
επίλυσης για το πρόβλημα της ελεύθερης ταλάντωσης της μη τοπικής δοκού πα-
ρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 4. Επίσης, το Κεφάλαιο 5 περιέχει τα αριθμητικά
αποτελέσματα (δηλ. τις ιδιοσυχνότητες) που εξάγονται από τη μελέτη ενός μονό-
πακτου και ενός αμφιέρειστου μικροσωληνίσκου, ο οποίος είναι εναποθετημένος
στο κυτταρόπλασμα. Τέλος, τα ερευνητικά συμπεράσματα, που εξήχθησαν κατά
τη διάρκεια της μεταπτυχιακής εργασίας, επαναλαμβάνονται στο Κεφάλαιο 6.



Κεφάλαιο 2

Kαταστατικές εξισώσεις

2.1 Γενικές εξισώσεις της μη τοπικής ελαστικότη-
τας

Η γραμμική θεωρία εκφράζεται από το ακόλουθο σύνολο εξισώσεων για ένα
ομογενές και ισότροπο στερεό (Eringen 1983):

tkl,k + ρ(fl − ül) = 0, (2.1)

tkl(x) =
∫
V

K(|x′ − x|, τ)σkl(x′)dυ(x′), (2.2)

σkl(x′) = λerr(x′)δkl + 2µekl(x′), (2.3)

ekl(x′) =
1

2

(
∂uk(x′)
∂x′l

+
∂ul(x′)
∂x′k

)
, (2.4)

όπου λ και µ είναι οι σταθερές Lamé. Συμβολίζουμε με tkl, ρ, fl και ul τον τανυ-
στή τάσης, την πυκνότητα μάζας, το διάνυσμα πυκνότητα δύναμης του σώματος
και το διάνυσμα μετατόπισης σε ένα σημείο αναφοράς x του σώματος τη χρονική
στιγμή t και ταυτόχρονα με σkl(x′) τον κλασικό τανυστή τάσης (Cauchy) στο ση-
μείο x′, ο οποίος σχετίζεται με τον γραμμικό τανυστή παραμόρφωσης ekl(x′) σε
οποιοδήποτε σημείο x′ του σώματος τη χρονική στιγμή t, μέσω του νόμου του
Hooke. Επίσης, το ολοκλήρωμα όγκου υπολογίζεται στην περιοχή V του σώμα-
τος στην (2.2) (Eringen 1983).

Η εξ. (2.2) εκφράζει το πεδίο τάσης, μέσω της συνάρτησης εξασθένησης K
(μη τοπικό μέτρο), σε ένα σημείο x. Επιπλέον, η συνάρτηση εξασθένησης έχει
διάσταση (μήκους)−3 και επομένως εξαρτάται από μία χαρακτηριστική αναλογία

9
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μήκους τ := e0a/ℓ, όπου το a είναι ένα εσωτερικό χαρακτηριστικό μήκος, ήτοι
το μήκος του δεσμού, το ℓ είναι ένα εξωτερικό χαρακτηριστικό μήκος, δηλ. το
μήκος της ρωγμής, το μήκος κύματος και άλλα μήκη, και το e0 είναι μία αδιάστατη
σταθερά του υλικού.

2.2 Ιδιότητες των μη τοπικών πυρήνων
Το μη τοπικό μέτροK έχει τις ακόλουθες ιδιότητες (Eringen 1983):

(i) Καθώς το τ → 0, τοK πρέπει να επανέρχεται στη γενικευμένη συνάρτηση
Dirac, έτσι ώστε το όριο της κλασικής ελαστικότητας να μπορεί να επιτευ-
χθεί στο όριο του μηδενισμού του εσωτερικού χαρακτηριστικού μήκους.

lim
τ→0

K(|x′ − x|, τ) = δ(|x′ − x|). (2.5)

(ii) Είναι συμμετρικό ως προς το x.

(iii) Λαμβάνει τη μέγιστη τιμή στο σημείο x′ = x και πρέπει να τείνει στο μηδέν
σε μεγάλες αποστάσεις.

(iv) Ικανοποιεί τη συνθήκη κανονικοποίησης (x ∈ Ω,Ω είναι ένα άπειρο χωρίο):∫
Ω

K(|x|, τ)dΩ = 1. (2.6)

Ο συνδυασμός της εξ. (2.2) με την εξ. (2.6) δηλώνει ότι η μη τοπική τάση
μπορεί να θεωρηθεί ως ο μέσος όρος των τάσεων Cauchy σε ένα σημείο x,
όπου τοK αντιστοιχεί σε μία συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (Eringen
1983, Koutsoumaris et al. 2017).

(v) Αν το K είναι μία συνάρτηση Green (θεμελιώδης λύση) ενός γραμμικού
διαφορικού τελεστή L, τότε σε ένα άπειρο χωρίο ισχύει ότι:

L [K(|x′ − x|, τ)] = δ(|x′ − x|). (2.7)

Κατόπιν, εφαρμόζοντας τον διαφορικό τελεστή L στην εξ. (2.2), έχουμε:

Ltkl = σkl. (2.8)

Τότε, η εξ. (2.8) καλείται η διαφορική μορφή της μη τοπικής εξίσωσης τά-
σης.
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2.3 Διάλογος για τους μη τοπικούς πυρήνες
Όπως αναφέρεται στο κεφάλαιο της εισαγωγής, η εξ. (2.2) είναι μία ολο-

κληρωτική εξίσωση Fredholm πρώτου είδους η οποία είναι δύσκολο να επιλυ-
θεί. Το μη τοπικό ολοκληρωτικό μοντέλο τάσης δύο φάσεων προτάθηκε από τον
Polizzotto (2001):

tkl(x) = c1σkl(x) + c2

∫
V

K(|x′ − x|, τ)σkl(x′)dυ(x′), (2.9)

όπου c1+ c2 = 1 και c1, c2 > 0. Η παράμετρος c1 αντιστοιχεί στην τοπική ελαστι-
κότητα και η παράμετρος c2 στη μη τοπική ελαστικότητα, αντιστοίχως (Polizzotto
2001, Eringen 1987).

Βάσει της εξ. (2.2), ο Polizzotto (2001) πρότεινε τη συνάρτηση εξασθένησης
του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο φάσεων, η οποία ορίζεται ως
ακολούθως:

K̃(|x− x′|, τ) := c1δ(|x− x′|) + c2K(|x− x′|, τ). (2.10)

Συνδυάζοντας την εξ. (2.2) με την εξ. (2.10), προκύπτει η εξ. (2.9). Ως εκ τούτου, η
ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm πρώτου είδους μετατρέπεται σε ολοκληρωτική
εξίσωση Fredholm δευτέρου είδους.

Ωστόσο, η εξ. (2.2) και η εξ. (2.9) δεν είναι έγκυρες για σημεία τα οποία
βρίσκονται πολύ κοντά στο σύνορο του πεπερασμένου σώματος (Eringen 1983,
Koutsoumaris et al. 2017). Αυτό δύναται να αποδοθεί στην παραβίαση της συν-
θήκης κανονικοποίησης. Διότι η συνάρτηση εξασθένησηςK είναι κανονικοποιη-
μένη σε ένα άπειρο χωρίο, μα εφαρμόζεται σε ένα πεπερασμένο χωρίο. Επιπρο-
σθέτως, η παραβίαση της συνθήκης κανονικοποίησης προκαλεί ασυνέπειες και η
ομοιόμορφη παραμόρφωση του σώματος δεν προξενεί ομοιόμορφη τάση (Bažant
and Jirásek 2002).

Εν συνεχεία, ένας μη τοπικός τροποποιημένος πυρήνας χρησιμοποιείται, ο
οποίος είναι σε θέση να αντιμετωπίσει την προαναφερθείσα ιδιότητα του μη τοπι-
κού μέτρου σε ένα πεπερασμένο χωρίο V . Αυτός ο πυρήνας ορίζεται ως (Bažant
and Jirásek 2002, Borino et al. 2003):

Kmod(|x−x′|, τ) :=
[
1−

∫
V

K(|x− ζ|, τ)dζ
]

︸ ︷︷ ︸
ξ(x,τ)

δ(|x−x′|)+K(|x−x′|, τ). (2.11)

Ο τροποποιημένος πυρήνας είναι συμμετρικός, ικανοποιεί τις ιδιότητες (i-iv)
και τη συνθήκη κανονικοποίησης σε κάθε σημείο ενός πεπερασμένου χωρίου V
(εξ. (2.6)). Αξίζει να σημειωθεί ότι ο τροποποιημένος πυρήνας (2.11) επικαλείται
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την τοπικότητα αν και μόνο αν παραβιάζεται η συνθήκη κανονικοποίησης τουK
(Koutsoumaris et al. 2017). Αντιθέτως, ο πυρήνας του μη τοπικού ολοκληρωτι-
κού μοντέλου τάσης δύο φάσεων (2.10) έχει ένα ποσοστό c1-τοπικότητας σε κάθε
σημείο του χωρίου (Koutsoumaris et al. 2017).



Κεφάλαιο 3

Μονοδιάστατο δομικό μοντέλο
δοκού

3.1 Βασικές έννοιες

L

k

G

MTχ

Z

Σχήμα 3.1:Μικροσωληνίσκος εναποθετημένος στο κυτταρόπλασμα (δηλ., σε ελα-
στικό υπόστρωμα τύπου Pasternak).

Η θεωρία δοκού Euler-Bernoulli (EB) βασίζεται στο πεδίο μετατόπισης:

u1 = u(x, t)− z
∂w(x, t)

∂x
, u2 = 0, u3 = w(x, t). (3.1)

13
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Οι αξονικές και οι εγκάρσιες μετατοπίσεις του σημείου (x, 0) στο μεσαίο επίπεδο
της δοκού (Σχήμα 3.1) συμβολίζονται με (u,w). Στη θεωρία δοκού EB, η παρα-
μόρφωση εκφράζεται ως:

εxx =
∂u

∂x
− z

∂2w

∂x2
≡ ε0xx + zκ, (3.2)

όπου το ε0xx είναι η αξονική παραμόρφωση και το κ είναι η καμπυλότητα.
Στην περίπτωση της καθαρής κάμψης, ισχύει ότι εxx = −z ∂2w

∂x2 . Επιπλέον, η
έκφραση της τοπικής παραμόρφωσης δίνεται από τη σχέση σxx = Eεxx, όπου το
E συμβολίζει το μέτρο του Young στο υλικό.

3.2 Μονοδιάστατοι μη τοπικοί πυρήνες
Η συνάρτηση εξασθένησης του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης

δύο φάσεων, Ã, λαμβάνει την ακόλουθη έκφραση στη μία διάσταση:

Ã(|x− s|, τ) := c1δ(|x− s|) + c2A(|x− s|, τ), (3.3)

όπου c1 + c2 = 1 και c1, c2 > 0.
Η συνάρτηση εξασθένησης Amod, η οποία αντιστοιχεί στην εξ. (2.11), έχει την

παρακάτω έκφραση στη μία διάσταση:

Amod(|x− s|, τ) := ξ(x, τ)δ(|x− s|) + A(|x− s|, τ). (3.4)

Ο εκθετικός πυρήνας είναι κανονικοποιημένος σε ένα άπειρο χωρίο και έχει
προταθεί από τον Eringen (1983). Σε αυτήν τη μεταπτυχιακή εργασία, θα χρησι-
μοποιήσουμε αυτόν τον πυρήνα:

A(|x−s|, τ) = 1

2lτ
exp

(
−|x− s|

lτ

)
ή A(|x−s|, e0a) =

1

2e0a
exp

(
−|x− s|
e0a

)
.

(3.5)
Ο διαφορικός τελεστής, ο οποίος αντιστοιχεί στον πυρήνα A(|x − s|, e0a),

λαμβάνει την έκφραση (Eringen 1983):

H = 1− (e0a)
2 d

2

dx2
. (3.6)

Προσαρμόζοντας την εξ. (2.8) στη μία διάσταση, αυτή θα αποδώσει το εξής:

Htxx = σxx. (3.7)
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3.3 Μη τοπική διαφορική εξίσωση κίνησης δοκού
EB εναποθετημένης σε ελαστικό υπόστρωμα τύ-
που Pasternak

Η αρχή του Hamilton χρησιμοποιείται, ώστε να εξάγουμε τη μη τοπική διαφο-
ρική εξίσωση κίνησης δοκού EB εναποθετημένης σε ελαστικό υπόστρωμα τύπου
Pasternak. Η διαφορική εξίσωση κίνησης σχετίζεται με τον διαφορικό τελεστήH
της εξ. (3.6) και ακολουθεί τον συλλογισμό του Reddy (2007):∫ t2

t1

∫ L

0

{
−EI ∂

2w

∂x2
∂2δw

∂x2
+ (e0a)

2

(
m0

∂2w

∂t2
+ kw −G

∂2w

∂x2
− q

)
∂2δw

∂x2

+m0
∂w

∂t

∂δw

∂t
− kwδw −G

∂w

∂x

∂δw

∂x
+ qδw

}
dxdt

+

∫ t2

t1

(
Qδw −M

∂δw

∂x

) ∣∣∣∣L
0

dt = 0.

(3.8)
Τότε, προκύπτει η μη τοπική διαφορική εξίσωση κίνησης:

−
[
EI + (e0a)

2G
] ∂4w
∂x4

+
[
(e0a)

2k +G
] ∂2w
∂x2

+

[
1− (e0a)

2 ∂
2

∂x2

](
q −m0

∂2w

∂t2

)
− kw = 0,

(3.9)

όπου m0 = ρS η κατανεμημένη μάζα, ρ η πυκνότητα, k και G η εγκάρσια και η
διατμητική σταθερά του περιβάλλοντος ελαστικού μέσου (ήτοι οι σταθερές του
υποστρώματος τύπου Pasternak) (Σχήμα 3.1), I η ροπή αδράνειας, S το εμβαδόν
διατομής της δοκού και q := q(x, t) η εγκάρσια κατανεμημένη φόρτιση. Υπάρχει
προφανέστατα αναμφισβήτητη ομοιότητα ανάμεσα στην εξ. (3.9) και στην εξίσω-
ση (6) του Ansari et al. (2011). Επιπροσθέτως, οι συνοριακές συνθήκες (ΣΣ) της
εξ. (3.9) είναι είτε η εγκάρσια μετατόπιση w = 0 είτε η διατμητική δύναμη

Q := −EI ∂
3w

∂x3
+(e0a)

2 ∂

∂x

(
m0

∂2w

∂t2
+ kw −G

∂2w

∂x2
− q

)
+G

∂w

∂x
= 0, (3.10)

και είτε η κλίση w′ = 0 είτε η καμπτική ροπή

M := −EI ∂
2w

∂x2
+ (e0a)

2

(
m0

∂2w

∂t2
+ kw −G

∂2w

∂x2
− q

)
= 0, (3.11)

στα σημεία x = 0 και x = L, όπου L είναι το μήκος της δοκού.
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3.4 Μη τοπική ολοκληρωτική εξίσωση κίνησης δο-
κούEB εναποθετημένης σε ελαστικό υπόστρωμα
τύπου Pasternak

Το συναρτησιακό της ενέργειας μίας δοκού EB, εναποθετημένης σε ελαστικό
υπόστρωμα τύπου Pasternak (Σχήμα 3.1), εξάγεται χρησιμοποιώντας την αρχή του
Hamilton στη μη τοπική ολοκληρωτική μορφή. Στόχος μας είναι να καταλήξουμε
στην εξίσωση κίνησης.

Η κινητική ενέργεια της δοκού αποφέρει:

T =

∫ L

0

∫
S

ρ

2

(
∂w

∂t

)2

dSdx =

∫ L

0

m0

2

(
∂w

∂t

)2

dx. (3.12)

Η δυναμική ενέργεια της δοκού δίνει:

U =

∫ L

0

∫
S

1

2
txx(x)εxx(x, z)dSdx+

∫ L

0

1

2
kw2dx+

∫ L

0

1

2
G

(
∂w

∂x

)2

dx

=
1

2
EI

∫ L

0

[∫ L

0

A∗ (|x− s|, e0a)
∂2w(s)

∂s2
ds

]
∂2w(x)

∂x2
dx

+

∫ L

0

1

2
kw2dx+

∫ L

0

1

2
G

(
∂w

∂x

)2

dx, (3.13)

όπου I :=
∫
S
z2dS.

Το έργο των εξωτερικών δυνάμεων λαμβάνεται από:

V = −
∫ L

0

qwdx. (3.14)

Το συνολικό συναρτησιακό της ενέργειας ορίζεται, εφ’ όσον προστεθεί η κινη-
τική ενέργεια, T , η δυναμική ενέργεια, U , και το έργο των εξωτερικών δυνάμεων,
V :

Π = T − (U + V ) . (3.15)

Σε αυτό το σημείο, χρησιμοποιούμε την αρχή του Hamilton και παίρνουμε:

δ

∫ t2

t1

[T − (U + V )] dt = 0 ή
∫ t2

t1

δΠ(w)dt = 0, (3.16)

όπου [t1, t2] (t2 > t1) είναι ένα αυθαίρετο χρονικό διάστημα.



17

Κάνοντας χρήση της συμμετρίας των ολοκληρωτικών όρων λαμβάνουμε:∫ t2

t1

δΠ(w)dt =

∫ t2

t1

{∫ L

0

m0
∂w

∂t

∂δw

∂t
dx

− EI

∫ L

0

[∫ L

0

A∗ (|x− s|, e0a)
∂2w(s)

∂s2
ds

]
∂2δw(x)

∂x2
dx

−
∫ L

0

kw(x)δw(x)dx−
∫ L

0

G
∂w(x)

∂x

∂δw(x)

∂x
dx

+

∫ L

0

qδw(x)dx

}
dt = 0. (3.17)

Η μη τοπική ολοκληρωτική εξίσωση κίνησης προκύπτει όταν εφαρμόζουμε
ολοκλήρωση κατά μέρη στην εξ. (3.17):∫ L

0

[∫ t2

t1

− ∂

∂t

(
m0

∂w

∂t

)
δwdt+m0

∂w

∂t
δw

∣∣∣∣t2
t1

]
dx

+

∫ t2

t1

{
−
[
EI

∫ L

0

A∗ (|x− s|, e0a)
∂2w(s)

∂s2
ds

]
∂δw(x)

∂x

∣∣∣∣L
0

+
∂

∂x

[
EI

∫ L

0

A∗ (|x− s|, e0a)
∂2w(s)

∂s2
ds

]
δw(x)

∣∣∣∣L
0

−G
∂w(x)

∂x
δw(x)

∣∣∣∣L
0

−
∫ L

0

{
∂2

∂x2

[
EI

∫ L

0

A∗ (|x− s|, e0a)
∂2w(s)

∂s2
ds

]
+ kw(x)−G

∂2w(x)

∂x2
− q

}
×δw(x)dx} dt = 0.

(3.18)
Μιας και ισχύει ότι δw(x, t2) = δw(x, t1) = 0, η εξ. (3.18) αποφέρει τη μη

τοπική ολοκληρωτική εξίσωση κίνησης δοκού εναποθετημένης σε ελαστικό μέσο:

− ∂2

∂x2

[
EI

∫ L

0

A∗ (|x− s|, e0a)
∂2w(s)

∂s2
ds

]
− kw(x) +G

∂2w(x)

∂x2

+ q − ∂

∂t

(
m0

∂w

∂t

)
= 0.

(3.19)

Επιπλέον, οι ΣΣ της εξ. (3.19) είναι είτε η εγκάρσια μετατόπιση w = 0 είτε η
διατμητική δύναμη

Q̃ :=
∂

∂x

[
EI

∫ L

0

A∗ (|x− s|, e0a)
∂2w(s)

∂s2
ds

]
−G

∂w(x)

∂x
= 0, (3.20)

και είτε η κλίση w′ = 0 είτε η καμπτική ροπή

M̃ := EI

∫ L

0

A∗ (|x− s|, e0a)
∂2w(s)

∂s2
ds = 0, (3.21)
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στα σημεία x = 0 και x = L, αντιστοίχως.
Οι ΣΣ της εξ. (3.19) (δηλ. οι εξ. (3.20) - (3.21)) είναι ανεξάρτητες του χρόνου

t, εν αντιθέσει με τις ΣΣ της εξ. (3.9) (ήτοι οι εξ. (3.10) - (3.11)).
Επιπροσθέτως, η προαναφερθείσα διαδικασία είναι έγκυρη είτε ο A∗ είναι ο

πυρήνας του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο φάσεων είτε ο τρο-
ποποιημένος πυρήνας.



Κεφάλαιο 4

Πρόβλημα ελεύθερης ταλάντωσης
μη τοπικής δοκού

Το κατανεμημένο φορτίο, q, μηδενίζεται (δηλ. q = 0) στο πρόβλημα της ελεύ-
θερης ταλάντωσης μη τοπικής δοκού. Ο υπολογισμός των ιδιοσυχνοτήτων περι-
λαμβάνει την αναζήτηση περιοδικών λύσεωνw(x, t) = ψ(x)eiωt, όπου ψ(x) είναι
η ιδιομορφή και ω είναι η ιδιοσυχνότητα.

4.1 Μη τοπική διαφορική μορφή
Αυτή η ενότητα εστιάζει στην επίλυση της μη τοπικής διαφορικής εξίσωσης

κίνησης. Οι ακόλουθες εξισώσεις του προβλήματος ελεύθερης ταλάντωσης εξά-
γονται, αντικαθιστώντας την περιοδική λύση w(x, t) στις εξ. (3.9) – (3.11):

−
[
EI + (e0a)

2G
] d4ψ(x)

dx4
+
[
(e0a)

2k +G− (e0a)
2ω2m0

] d2ψ(x)
dx2

+
(
ω2m0 − k

)
ψ(x) = 0,

(4.1)

Q = −
[
EI + (e0a)

2G
] d3ψ(x)

dx3
+ (e0a)

2
(
k − ω2m0

) dψ(x)
dx

+G
∂ψ(x)

∂x
, (4.2)

M = −
[
EI + (e0a)

2G
] d2ψ(x)

dx2
+ (e0a)

2
(
k − ω2m0

)
ψ(x). (4.3)

Η γενική λύση της εξ. (4.1) δίνει:

ψ(x) = r1 sin(αx) + r2 cos(αx) + r3 sinh(βx) + r4 cosh(βx), (4.4)
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όπου:

α2 =
1

2 [EI + (e0a)2G]

{
(e0a)

2
(
ω2m0 − k

)
−G (4.5)

+

√
[(e0a)2 (ω2m0 − k)−G]2 + 4 [EI + (e0a)2G] (ω2m0 − k)

}
,

και

β2 =
1

2 [EI + (e0a)2G]

{
G− (e0a)

2
(
ω2m0 − k

)
(4.6)

+

√
[(e0a)2 (ω2m0 − k)−G]2 + 4 [EI + (e0a)2G] (ω2m0 − k)

}
.

Οι σταθερές r1, r2, r3, r4 προσδιορίζονται μέσω των κατάλληλων ΣΣ για το κάθε
πρόβλημα που μελετάται.

4.2 Μη τοπικές ολοκληρωτικές μορφές
Ακολουθώντας τα βήματα της ενότητας 4.1, παρουσιάζεται παρακάτω η δια-

δικασία με την οποία προκύπτουν οι ασθενείς και οι διακριτές διατυπώσεις, καθώς
και ο υπολογισμός των ιδιοσυχνοτήτων για τη μη τοπική ολοκληρωτική εξίσωση
κίνησης δοκού εναποθετημένης σε ελαστικό μέσο.

4.2.1 Πυρήνας μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο
φάσεων

Επομένως, η χωρική έκφραση της εξ. (3.19) δίνει:

d2

dx2

[
EI

∫ L

0

A∗(|x− s|, e0a)
d2ψ(s)

ds2
ds

]
+ kψ(x)−G

d2ψ(x)

dx2
−ω2m0ψ(x) = 0.

(4.7)
Αντικαθιστώντας τον πυρήνα A∗ της εξ. (4.7) με τον πυρήνα του μη τοπικού

ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο φάσεων, ήτοι την εξ. (3.3) και μετά πολλα-
πλασιάζοντας με τη συνάρτηση βάρους, v(x), προκύπτει ότι:∫ L

0

v(x)
d2

dx2

[
EI

(
ξ1ψ

′′(x) + ξ2

∫ L

0

A(|x− s|, e0a)ψ′′(s)ds

)]
dx

+ k

∫ L

0

v(x)ψ(x)dx−G

∫ L

0

v(x)ψ′′(x)dx = ω2m0

∫ L

0

v(x)ψ(x)dx.

(4.8)

Χάριν ευκολίας, η παραγώγιση d2(·)
dx2 συμβολίζεται στη μία διάσταση ως (·)′′.
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Ολοκληρώνοντας κατά μέρη δύο φορές την εξ. (4.8) παράγεται η ασθενής δια-
τύπωση:∫ L

0

v′′(x)EIξ1ψ
′′(x)dx+

∫ L

0

v′′(x)ξ2EI

∫ L

0

A(|x− s|, e0a)ψ′′(s)dsdx

+

[
v(x)

d

dx

(
EIξ1ψ

′′(x) + ξ2EI

∫ L

0

A(|x− s|, e0a)ψ′′(s)ds

)] ∣∣∣∣L
0

−
[
v(x)G

dψ(x)

dx

] ∣∣∣∣L
0

−
[
dv(x)

dx
EI

(
ξ1ψ

′′(x) + ξ2

∫ L

0

A(|x− s|, e0a)ψ′′(s)ds

)] ∣∣∣∣L
0

+ k

∫ L

0

v(x)ψ(x)dx+G

∫ L

0

v′(x)ψ′(x)dx = ω2m0

∫ L

0

v(x)ψ(x)dx.

(4.9)

Η διακριτή διατύπωση της εξ. (4.9) ορίζεται ακολούθως και εξάγεται όπως
παρουσιάζεται στην εργασία των Eptaimeros et al. (2018):

N∑
n=1

[
ξ1

4∑
j=1

cnj

∫ xn

xn−1

(ϕn
i )

′′ (x)EI
(
ϕn
j

)′′
(x)dx

+ ξ2

∫ xn

xn−1

(ϕn
i )

′′ (x)EI
M∑

m=1

4∑
j=1

cmj

∫ sm

sm−1

A(|x− s|, e0a)
(
ϕm
j

)′′
(s)dsdx

+
4∑

j=1

cnj

∫ xn

xn−1

kϕn
i (x)ϕ

n
j (x)dx+

4∑
j=1

cnj

∫ xn

xn−1

G (ϕn
i )

′ (x)
(
ϕn
j

)′
(x)dx

− ω2

4∑
j=1

cnj

∫ xn

xn−1

m0ϕ
n
i (x)ϕ

n
j (x)dx

]
= −ϕN

i (L)Q̃(L) + ϕ1
i (0)Q̃(0) +

(
ϕN
i

)′
(L)M̃(L)−

(
ϕ1
i

)′
(0)M̃(0).

(4.10)

Τα τυχαία πεπερασμένα στοιχεία (ΠΣ) της δοκού συμβολίζονται με Vn =
(xn−1, xn) και V ′

m = (sm−1, sm), οι συναρτήσεις σχήματος Hermite με ϕn
i (x)

(i = 1, . . . , 4), το προσεγγιστικό βέλος κάμψης με ψ(x) =
∑4

j=1 c
n
j ϕ

n
j (x), οι

γενικευμένες μετατοπίσεις με cj και οι αριθμοί των ΠΣ με N καιM , αντίστοιχα.
Επιπροσθέτως, ο υπολογισμός των ολοκληρωμάτων της εξ. (4.10) γίνεται με τη
χρήση του κανόνα ολοκλήρωσης Gauss.

4.2.2 Τροποποιημένος πυρήνας
Αντικαθιστάται αρχικά ο πυρήναςA∗ της εξ. (3.19) με τον τροποποιημένο πυ-

ρήνα, ήτοι την εξ. (3.4). ’Επειτα, για να προκύψει η διακριτή διατύπωση της χωρι-
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κής έκφρασης της εξ. (3.19), ακολουθούνται τα βήματα τα οποία παρουσιάζονται
στην ενότητα 4.2.1:

N∑
n=1

[
4∑

j=1

cnj

∫ xn

xn−1

(ϕn
i )

′′ (x)EIξ(x, e0a)
(
ϕn
j

)′′
(x)dx

+

∫ xn

xn−1

(ϕn
i )

′′ (x)EI
M∑

m=1

4∑
j=1

cmj

∫ sm

sm−1

A(|x− s|, e0a)
(
ϕm
j

)′′
(s)dsdx

+
4∑

j=1

cnj

∫ xn

xn−1

kϕn
i (x)ϕ

n
j (x)dx+

4∑
j=1

cnj

∫ xn

xn−1

G (ϕn
i )

′ (x)
(
ϕn
j

)′
(x)dx

− ω2

4∑
j=1

cnj

∫ xn

xn−1

m0ϕ
n
i (x)ϕ

n
j (x)dx

]
= −ϕN

i (L)Q̂(L) + ϕ1
i (0)Q̂(0) +

(
ϕN
i

)′
(L)M̂(L)−

(
ϕ1
i

)′
(0)M̂(0).

(4.11)

Όσον αφορά τις άνωθεν διακριτές διατυπώσεις (δηλ. την εξ. (4.10) και την
εξ. (4.11)), το γενικευμένο μητρώο ακαμψίας

(
KNL

)
μίας μη τοπικής δοκού ενα-

ποθετημένης σε ελαστικό υπόστρωμα τύπου Pasternak ορίζεται από τους τέσσερις
πρώτους όρους του αριστερού μέλους της εκάστοτε προαναφερθείσης εξίσωσης,
ενώ το μητρώο μάζας (M) από τον πέμπτο όρο του αριστερού μέλους, αντίστοιχα.
Η ποσότητα ω2 (ή |ω|) υπολογίζεται ακολουθώντας τη συνήθη διαδικασία της με-
θόδου των ΠΣ, δηλ. επιλύοντας την εξίσωση det

(
KNL − ω2M

)
= 0.



Κεφάλαιο 5

Αριθμητικά αποτελέσματα

Αυτό το κεφάλαιο εστιάζει στο πρόβλημα της ελεύθερης ταλάντωσης ενός μο-
νόπακτου και ενός αμφιέρειστου μικροσωληνίσκου εναποθετημένου στο κυττα-
ρόπλασμα, όπου αυτό προσομοιώνεται ως ελαστικό υπόστρωμα τύπου Pasternak.
Στη συνέχεια, οι ακόλουθες υλικές σταθερές, οι οποίες είναι αντιπροσωπευτι-
κές για ένα μικροσωληνίσκο, λαμβάνονται υπ’ όψιν για τις προσομοιώσεις: E =
1GPa, L = 1µm, I = 8.14 × 10−33 m4, S = 2.14 × 10−16 m2, ρ = 1470 kg/m3,
k = {1θ, 10θ, 100θ}Pa/m και G = {0, 0.1θ, 1θ, 10θ}Pa, όπου θ είναι η αριθμη-
τική τιμή της ποσότητας EI . Η εσωτερική και η εξωτερική ακτίνα επιλέγονται
r = 8.5nm και R = 12.5nm, αντίστοιχα.

Είναι εξακριβωμένο ότι το κυτταρόπλασμα, το οποίο περιβάλλει τους μικρο-
σωληνίσκους, είναι ελαστικό και ετερογενές από τη φύση του. Ως εκ τούτου, οι
σταθερές του περιβάλλοντος ελαστικού μέσου, ήτοι η k και η G, μπορούν να λά-
βουν ποικίλες τιμές σε διάφορες καταστάσεις και περιοχές. Βάσει αυτού, ο υπολο-
γισμός των ιδιοσυχνοτήτων είναι απόλυτα δικαιολογημένος σε ένα ευρύ πλήθος
τιμών των σταθερών k καιG (Taj and Zhang 2012). Πέραν αυτών, οι τιμές της μη
τοπικής παραμέτρου, e0a, κυμαίνονται από 0.01L έως 0.04L στις προσομοιώσεις
που ακολουθούν.

Κάθε ιδιοσυχνότητα είναι κανονικοποιημένη ως ω̄i := ωi

ωclas
i

, i = {1, 2, 3}.
Οι ιδιοσυχνότητες ενός μικροσωληνίσκου, εναποθετημένου στο κυτταρόπλασμα,
συμβολίζονται ως ωi και η ιδιοσυχνότητα της κλασικής θεωρίας δοκού EB, χωρίς
ελαστικό μέσο, αντίστοιχα ως ωclas

i .
Η ακρίβεια των αποτελεσμάτων εξαρτάται τόσο από τη μη τοπική παράμε-

τρο όσο και από τις διαστάσεις του πεπερασμένων στοιχείων (δηλ. το μέγεθος
πλέγματος), εφ’ όσον χρησιμοποιούνται οι ολοκληρωτικές μορφές. Κατά συνέ-
πεια, οι διαστάσεις των ΠΣ (άρα και το μέγεθος πλέγματος) θα προσδιοριστούν
υπολογίζοντας τη μη τοπική παράμετρο. Δοθέντος ότι οι διαστάσεις του μικρο-
σωληνίσκου είναι σταθερές, μείωση των διαστάσεων των ΠΣ (και του μεγέθους
πλέγματος) υπεισέρχεται όταν ο αριθμός των ΠΣ αυξάνεται. Επιπροσθέτως, η με-
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γέθυνση της μη τοπικής παραμέτρου θα προκαλέσει ελάττωση της ευαισθησίας
της λύσης στον αριθμό των ΠΣ. Όσον αφορά το μοντέλο τροποποιημένου πυ-
ρήνα, ωστόσο, ο ρυθμός μείωσης συναρτήσει της μη τοπικής παραμέτρου είναι
αργός για συγκεκριμένες ιδιοσυχνότητες (Πίνακες 5.1, 5.2, 5.4).

Επιπροσθέτως, οι αριθμοί των ΠΣ, N = M = 200, για τα προβλήματα που
θα μελετηθούν παρακάτω, επιλέγονται βάσει αριθμητικών προσομοιώσεων που
έχουν υλοποιηθεί στην εργασία των Eptaimeros et al. (2018). Θεωρούμε, επίσης,
ακρίβεια τριών σημαντικών ψηφίων μετά την υποδιαστολή. Οι προαναφερθέντες
αριθμοί των ΠΣ είναι επαρκείς (Eptaimeros et al. 2018), ώστε να επιτευχθεί σύ-
γκλιση τόσο για το μοντέλο τροποποιημένου πυρήνα όσο και για το μη τοπικό
ολοκληρωτικό μοντέλο τάσης δύο φάσεων.

Στους Πίνακες, που ακολουθούν, παρουσιάζονται οι ιδιοσυχνότητες ενός μο-
νόπακτου και ενός αμφιέρειστου μικροσωληνίσκου εναποθετημένου στο κυττα-
ρόπλασμα. Αναλυτικότερα, πραγματοποιείται σύγκριση ανάμεσα στις ιδιοσυχνό-
τητες του κλασικού μοντέλου, του μη τοπικού διαφορικού μοντέλου, του μη το-
πικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο φάσεων με c1 = 0.1 και του μοντέλου
τροποποιημένου πυρήνα συναρτήσει της μη τοπικής παραμέτρου. Οι ιδιοσυχνό-
τητες του κλασικού μοντέλου λαμβάνονται όταν το e0a/L → 0. Επιπροσθέτως,
οι ιδιοσυχνότητες του μη τοπικού διαφορικού μοντέλου αντιστοιχούν στη στήλη
Dif., του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο φάσεων στη στήλη
TPNI και του μοντέλου τροποποιημένου πυρήνα στη στήλη Mod., αντιστοίχως.

Είναι αξιοσημείωτο ότι η αύξηση των σταθερών του ελαστικού μέσου προκα-
λεί αύξηση των ιδιοσυχνοτήτων. Η θεμελιώδης ιδιοσυχνότητα, ειδικότερα, είναι
πιο ευαίσθητη στην ύπαρξη του ελαστικού υποστρώματος συγκριτικά με τη δεύ-
τερη και την τρίτη ιδιοσυχνότητα (Πίνακες 5.1 – 5.6). Επίσης, η συγκεκριμένη
ευαισθησία εκδηλώνεται σε μεγαλύτερο βαθμό όταν οι εν λόγω σταθερές αυξά-
νονται (Πίνακες 5.1, 5.4).

5.1 Μονόπακτος μικροσωληνίσκος
Οι ακόλουθες μαθηματικές εκφράσεις δίνουν τις ουσιώδεις και τις φυσικές ΣΣ

ενός μονόπακτου μικροσωληνίσκου, εναποθετημένου στο κυτταρόπλασμα, για τη
μη τοπική διαφορική και τις αντίστοιχες μη τοπικές ολοκληρωτικές μορφές:

w(0, t) = 0,
∂w(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 (5.1)

M(L, t) = 0, Q(L, t) = 0 και M̃(L) = M̂(L) = 0, Q̃(L) = Q̂(L) = 0.
(5.2)

Σύμφωνα με τον Πίνακα 5.1, οι θεμελιώδεις ιδιοσυχνότητες του μη τοπικού
διαφορικού μοντέλου είτε ταυτίζονται είτε είναι μεγαλύτερες από τις ιδιοσυχνότη-
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G
0 0.1θ 1θ 10θ

k e0a/L Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod.
0 1.040 1.040 1.040 1.058 1.058 1.058 1.203 1.203 1.203 2.058 2.058 2.058

0.01 1.040 1.030 1.039 1.058 1.047 1.057 1.203 1.193 1.202 2.059 2.045 2.056
1θ 0.02 1.040 1.019 1.036 1.058 1.037 1.054 1.203 1.182 1.199 2.059 2.032 2.052

0.03 1.040 1.009 1.033 1.058 1.027 1.051 1.204 1.173 1.196 2.061 2.021 2.049
0.04 1.040 1.001 1.032 1.058 1.018 1.050 1.204 1.164 1.195 2.063 2.012 2.049
0 1.345 1.345 1.345 1.359 1.359 1.359 1.475 1.475 1.475 2.228 2.228 2.228

0.01 1.345 1.338 1.344 1.359 1.352 1.358 1.475 1.467 1.474 2.228 2.215 2.226
10θ 0.02 1.345 1.330 1.342 1.359 1.343 1.356 1.475 1.459 1.472 2.229 2.204 2.222

0.03 1.345 1.322 1.340 1.359 1.336 1.354 1.476 1.451 1.470 2.230 2.194 2.220
0.04 1.345 1.315 1.339 1.359 1.329 1.353 1.476 1.444 1.468 2.232 2.185 2.219
0 3.015 3.015 3.015 3.021 3.021 3.021 3.075 3.075 3.075 3.499 3.499 3.499

0.01 3.015 3.011 3.014 3.021 3.017 3.021 3.075 3.071 3.075 3.499 3.491 3.498
100θ 0.02 3.015 3.008 3.014 3.021 3.014 3.020 3.075 3.067 3.074 3.500 3.484 3.495

0.03 3.015 3.004 3.013 3.021 3.011 3.019 3.075 3.063 3.072 3.501 3.477 3.494
0.04 3.015 3.002 3.012 3.021 3.008 3.018 3.076 3.060 3.072 3.502 3.472 3.494

Πίνακας 5.1: ω̄1 Θεμελιώδεις ιδιοσυχνότητες μονόπακτου μικροσωληνίσκου ενα-
ποθετημένου στο κυτταρόπλασμα.



26 Αριθμητικά αποτελέσματα

G
0 0.1θ 1θ 10θ

k e0a/L Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod.
0 1.001 1.001 1.001 1.004 1.004 1.004 1.034 1.034 1.034 1.285 1.285 1.285

0.01 1.000 0.991 0.994 1.004 0.994 0.998 1.033 1.024 1.027 1.284 1.275 1.278
1θ 0.02 0.998 0.982 0.981 1.002 0.986 0.985 1.031 1.015 1.014 1.283 1.266 1.267

0.03 0.995 0.975 0.974 0.998 0.979 0.978 1.028 1.008 1.008 1.281 1.260 1.261
0.04 0.991 0.970 0.979 0.994 0.973 0.982 1.024 1.003 1.012 1.277 1.255 1.266
0 1.010 1.010 1.010 1.014 1.014 1.014 1.043 1.043 1.043 1.292 1.292 1.292

0.01 1.010 1.001 1.004 1.013 1.004 1.007 1.042 1.033 1.036 1.292 1.282 1.286
10θ 0.02 1.008 0.992 0.991 1.011 0.995 0.994 1.040 1.024 1.023 1.290 1.273 1.274

0.03 1.004 0.985 0.984 1.008 0.988 0.987 1.037 1.017 1.017 1.288 1.267 1.269
0.04 1.000 0.979 0.988 1.003 0.983 0.992 1.033 1.012 1.021 1.285 1.262 1.273
0 1.098 1.098 1.098 1.101 1.101 1.101 1.128 1.128 1.128 1.362 1.362 1.362

0.01 1.098 1.089 1.092 1.101 1.092 1.095 1.128 1.119 1.122 1.361 1.352 1.356
100θ 0.02 1.096 1.081 1.080 1.099 1.084 1.083 1.126 1.111 1.110 1.360 1.344 1.345

0.03 1.093 1.075 1.074 1.096 1.078 1.077 1.123 1.105 1.104 1.358 1.338 1.340
0.04 1.089 1.070 1.078 1.092 1.073 1.081 1.119 1.100 1.108 1.355 1.333 1.344

Πίνακας 5.2: ω̄2 Δεύτερες ιδιοσυχνότητες μονόπακτου μικροσωληνίσκου εναπο-
θετημένου στο κυτταρόπλασμα.
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G
0 0.1θ 1θ 10θ

k e0a/L Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod.
0 1.000 1.000 1.000 1.001 1.001 1.001 1.010 1.010 1.010 1.097 1.097 1.097

0.01 0.998 0.990 0.985 0.999 0.991 0.986 1.008 1.000 0.995 1.095 1.087 1.082
1θ 0.02 0.991 0.983 0.958 0.992 0.984 0.959 1.001 0.993 0.968 1.089 1.080 1.057

0.03 0.980 0.978 0.937 0.981 0.979 0.938 0.990 0.988 0.948 1.079 1.075 1.038
0.04 0.965 0.974 0.913 0.966 0.975 0.914 0.976 0.984 0.924 1.065 1.072 1.018
0 1.001 1.001 1.001 1.002 1.002 1.002 1.011 1.011 1.011 1.098 1.098 1.098

0.01 0.999 0.991 0.986 1.000 0.992 0.987 1.009 1.001 0.996 1.096 1.088 1.083
10θ 0.02 0.992 0.983 0.959 0.993 0.984 0.960 1.002 0.994 0.969 1.090 1.081 1.058

0.03 0.981 0.978 0.938 0.982 0.979 0.939 0.992 0.988 0.949 1.080 1.076 1.040
0.04 0.967 0.974 0.915 0.968 0.975 0.916 0.977 0.984 0.926 1.066 1.073 1.019
0 1.013 1.013 1.013 1.014 1.014 1.014 1.023 1.023 1.023 1.109 1.109 1.109

0.01 1.011 1.003 0.998 1.012 1.004 0.999 1.021 1.013 1.008 1.106 1.099 1.094
100θ 0.02 1.004 0.996 0.971 1.005 0.997 0.972 1.014 1.006 0.982 1.100 1.092 1.069

0.03 0.993 0.991 0.951 0.994 0.992 0.952 1.004 1.001 0.961 1.091 1.087 1.051
0.04 0.979 0.987 0.927 0.980 0.988 0.928 0.989 0.997 0.938 1.077 1.084 1.030

Πίνακας 5.3: ω̄3 Τρίτες ιδιοσυχνότητες μονόπακτου μικροσωληνίσκου εναποθε-
τημένου στο κυτταρόπλασμα.
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τες του κλασικού μοντέλου, καθώς η σταθερά k αυξάνεται και η σταθερά G λαμ-
βάνει τις τιμές που επιδεικνύονται. Ως εκ τούτου, το παράδοξο της θεμελιώδους
ιδιοσυχνότητας συνεχίζει να διατηρείται ανεξαρτήτως από τις τιμές τις οποίες λαμ-
βάνουν οι σταθερές του ελαστικού μέσου. Αξίζει να σημειωθεί ότι παρόμοια απο-
τελέσματα έχουν παρουσιαστεί επίσης για το ελαστικό υπόστρωμα τύπουWinkler
(Eptaimeros et al. 2018). Από την άλλη μεριά, οι θεμελιώδεις ιδιοσυχνότητες των
μη τοπικών ολοκληρωτικών μοντέλων παρουσιάζουν μείωση της ακαμψίας της
δοκού (softening response) συγκριτικά με την ιδιοσυχνότητα του κλασικού μο-
ντέλου. Συγκεκριμένα, η απόκριση του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τά-
σης δύο φάσεων παρουσιάζει μείωση σε σύγκριση με την απόκριση του μοντέλου
τροποποιημένου πυρήνα, καθώς οι τιμές της μη τοπικής παράμετρου μεγαλώνουν.
Λεπτομερέστερα, οι ιδιοσυχνότητες του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τά-
σης δύο φάσεων μειώνονται γρηγορότερα σε σχέση με εκείνες του μοντέλου τρο-
ποποιημένου πυρήνα. Επιπλέον, αξίζει να αναφερθεί ότι οι θεμελιώδεις ιδιοσυ-
χνότητες του μοντέλου τροποποιημένου πυρήνα παραμένουν αμετάβλητες όταν οι
σταθερές του ελαστικού μέσου λαμβάνουν τις παρακάτω τιμές: k = 100θ,G = 1θ
ή G = 10θ και η μη τοπική παράμετρος, e0a/L, κυμαίνεται από 0.03 έως 0.04.

Βάσει του Πίνακα 5.2, οι αποκρίσεις των ολοκληρωτικών μοντέλων παρου-
σιάζουν συμπεριφορά η οποία μειώνει την ακαμψία της δοκού, συγκριτικά με τη
συμπεριφορά των αποκρίσεων του κλασικού και του διαφορικού μοντέλου. Οι
δεύτερες ιδιοσυχνότητες του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο φά-
σεων παίρνουν σαφέστατα μικρότερες τιμές από εκείνες του μοντέλου τροποποι-
ημένου πυρήνα, στην περίπτωση που G = 10θ. Για οποιαδήποτε έτερη τιμή της
σταθεράς G, οι ιδιοσυχνότητες του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης
δύο φάσεων τείνουν να γίνουν μικρότερες από αυτές του μοντέλου τροποποιημέ-
νου πυρήνα, καθώς αυξάνει η μη τοπική παράμετρος. Πέραν τούτου, όταν η μη
τοπική παράμετρος αυξάνει, οι δεύτερες ιδιοσυχνότητες της διαφορικής μορφής
μικραίνουν και δεν υπερβαίνουν τις ιδιοσυχνότητες του κλασικού μοντέλου. Επί-
σης, οι αντίστοιχες ιδιοσυχνότητες του μοντέλου τροποποιημένου πυρήνα μειώνο-
νται, έως ότου η μη τοπική παράμετρος λάβει μία συγκεκριμένη τιμή (ακρότατο).
Αφ’ ης στιγμής η μη τοπική παράμετρος υπερβεί το ακρότατο, οι προαναφερθεί-
σες ιδιοσυχνότητες ξεκινούν να αυξάνονται.

Αναφορικά με τον Πίνακα 5.1 και τον Πίνακα 5.2, η σταθεράG αυξάνει σημα-
ντικά τις ιδιοσυχνότητες και επομένως ο μονόπακτος μικροσωληνίσκος, ο οποίος
είναι εναποθετημένος στο κυτταρόπλασμα, παρουσιάζει απόκριση που αυξάνει
την ακαμψία της δοκού. Επιπλέον, η επίδραση της μη τοπικής παραμέτρου μειώ-
νεται όταν οι σταθερές του ελαστικού μέσου αυξάνονται και κυρίως όταν μεγεθύ-
νεται η σταθερά G.

Σχετικά με τον Πίνακα 5.3, οι τρίτες ιδιοσυχνότητες των μη τοπικών μοντέλων
εμφανίζουν μείωση της ακαμψίας της δοκού σε σχέση με τις ιδιοσυχνότητες του
κλασικού μοντέλου. Ιδιαίτερα, το μοντέλο τροποποιημένου πυρήνα παρουσιάζει
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απόκριση η οποία μειώνει την ακαμψία της δοκού σε σύγκριση με τις αποκρίσεις
του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο φάσεων και του διαφορικού
μοντέλου. Επιπροσθέτως, υπό την προϋπόθεση ότι η μη τοπική παράμετρος με-
γαλώνει, οι ιδιοσυχνότητες της διαφορικής μορφής μειώνονται με πιο γρήγορο
ρυθμό από αυτές του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο φάσεων.
Γενικά, οι ιδιοσυχνότητες εξελίσσονται μονότονα και επίσης αυξάνονται κατά πα-
ρόμοιο τρόπο από την επίδραση της σταθεράς G του ελαστικού μέσου.

Η συμπεριφορά των δύο πρώτων ιδιοσυχνοτήτων απορρέει από την τοπικό-
τητα του μοντέλου τροποποιημένου πυρήνα. Δεδομένου ότι η μη τοπική παράμε-
τρος αυξάνει στα εσωτερικά σημεία του σώματος, η συνεισφορά των γειτονικών
σωματιδίων (μη τοπικότητα) στις μη τοπικές τάσεις μεγαλώνει. Ωστόσο, σε περιο-
χές κοντά στα σύνορα, η συνεισφορά της τοπικότητας είναι βαρύνουσας σημασίας
στις μη τοπικές τάσεις. Συνεπώς, η συμπεριφορά του μοντέλου τροποποιημένου
πυρήνα τονίζει τη σπουδαιότητα της τοπικότητας, καθώς η μη τοπική παράμετρος
μεγεθύνεται.

5.2 Αμφιέρειστος μικροσωληνίσκος
Οι ουσιώδεις και οι φυσικές ΣΣ ενός αμφιέρειστου μικροσωληνίσκου, εναπο-

θετημένου στο κυτταρόπλασμα, δίνονται από τις παρακάτω μαθηματικές εκφρά-
σεις για τη μη τοπική διαφορική και τις αντίστοιχες μη τοπικές ολοκληρωτικές
μορφές:

w(0, t) = 0, w(L, t) = 0 (5.3)

M(0, t) = 0,M(L, t) = 0 και M̃(0) = M̂(0) = 0, M̃(L) = M̂(L) = 0.
(5.4)

Στον Πίνακα 5.4, τα μη τοπικά μοντέλα εμφανίζουν συμπεριφορά που ελαττώ-
νει την ακαμψία της δοκού σε σχέση με εκείνη του κλασικού μοντέλου. Ιδιαίτερα,
οι θεμελιώδεις ιδιοσυχνότητες του κλασικού μοντέλου και οι αντίστοιχες του μη
τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο φάσεων επιδεικνύουν μικρές διαφο-
ρές. Επιπλέον, οι ιδιοσυχνότητες του μη τοπικού ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης
δύο φάσεων λαμβάνουν μεγαλύτερες τιμές, συγκριτικά με εκείνες του μοντέλου
τροποποιημένου πυρήνα και του διαφορικού μοντέλου, όταν παρουσιάζεται αύ-
ξηση της μη τοπικής παραμέτρου. Επιπροσθέτως, έως ότου μία συγκεκριμένη τιμή
(ακρότατο) της μη τοπικής παραμέτρου ληφθεί, το μοντέλο τροποποιημένου πυ-
ρήνα επιδεικνύει συμπεριφορά που μειώνει την ακαμψία της δοκού συγκριτικά με
το διαφορικό μοντέλο. Από την άλλη μεριά, υπό την προϋπόθεση ότι η μη τοπική
παράμετρος ξεπεράσει την προαναφερθείσα τιμή, οι ιδιοσυχνότητες του μοντέλου
τροποποιημένου πυρήνα παίρνουν μεγαλύτερες τιμές από αυτές του διαφορικού
μοντέλου. Εν κατακλείδι, το μοντέλο τροποποιημένου πυρήνα εφοδιάζεται με το-
πικότητα στην περίπτωση που η μη τοπική παράμετρος αυξάνεται.
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G
0 0.1θ 1θ 10θ

k e0a/L Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod.
0 1.005 1.005 1.005 1.010 1.010 1.010 1.054 1.054 1.054 1.422 1.422 1.422

0.01 1.005 1.005 1.003 1.010 1.010 1.008 1.054 1.054 1.052 1.422 1.422 1.421
1θ 0.02 1.003 1.005 1.000 1.008 1.010 1.005 1.052 1.054 1.049 1.421 1.422 1.419

0.03 1.001 1.005 0.999 1.006 1.010 1.004 1.050 1.054 1.048 1.419 1.422 1.418
0.04 0.997 1.004 1.000 1.002 1.009 1.005 1.047 1.053 1.050 1.417 1.422 1.419
0 1.050 1.050 1.050 1.055 1.055 1.055 1.097 1.097 1.097 1.455 1.455 1.455

0.01 1.050 1.050 1.048 1.054 1.055 1.053 1.097 1.097 1.095 1.454 1.455 1.453
10θ 0.02 1.048 1.050 1.045 1.053 1.055 1.050 1.095 1.097 1.092 1.453 1.454 1.451

0.03 1.046 1.050 1.044 1.051 1.054 1.049 1.093 1.097 1.091 1.452 1.454 1.450
0.04 1.043 1.049 1.045 1.047 1.054 1.050 1.090 1.096 1.093 1.449 1.454 1.451
0 1.424 1.424 1.424 1.427 1.427 1.427 1.459 1.459 1.459 1.744 1.744 1.744

0.01 1.423 1.424 1.422 1.427 1.427 1.426 1.458 1.459 1.457 1.743 1.743 1.742
100θ 0.02 1.422 1.423 1.420 1.426 1.427 1.423 1.457 1.459 1.455 1.742 1.743 1.741

0.03 1.420 1.423 1.419 1.424 1.427 1.423 1.456 1.458 1.454 1.741 1.743 1.740
0.04 1.418 1.423 1.420 1.422 1.426 1.424 1.453 1.458 1.455 1.739 1.743 1.741

Πίνακας 5.4: ω̄1 Θεμελιώδεις ιδιοσυχνότητες αμφιέρειστου μικροσωληνίσκου
εναποθετημένου στο κυτταρόπλασμα.
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G
0 0.1θ 1θ 10θ

k e0a/L Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod.
0 1.000 1.000 1.000 1.002 1.002 1.002 1.013 1.013 1.013 1.120 1.120 1.120

0.01 0.998 1.000 0.992 1.000 1.001 0.994 1.011 1.012 1.005 1.118 1.119 1.113
1θ 0.02 0.993 0.999 0.977 0.994 1.001 0.978 1.005 1.012 0.990 1.113 1.119 1.099

0.03 0.983 0.998 0.957 0.984 0.999 0.958 0.996 1.011 0.970 1.104 1.118 1.082
0.04 0.970 0.996 0.934 0.971 0.997 0.935 0.983 1.009 0.948 1.093 1.116 1.062
0 1.003 1.003 1.003 1.004 1.004 1.004 1.016 1.016 1.016 1.122 1.122 1.122

0.01 1.001 1.003 0.995 1.003 1.004 0.997 1.014 1.015 1.008 1.121 1.122 1.115
10θ 0.02 0.995 1.002 0.980 0.997 1.004 0.981 1.008 1.015 0.993 1.115 1.122 1.102

0.03 0.986 1.001 0.960 0.987 1.002 0.961 0.999 1.014 0.973 1.107 1.120 1.084
0.04 0.973 0.999 0.937 0.974 1.000 0.938 0.986 1.012 0.951 1.096 1.119 1.065
0 1.032 1.032 1.032 1.033 1.033 1.033 1.044 1.044 1.044 1.148 1.148 1.148

0.01 1.030 1.031 1.024 1.031 1.032 1.025 1.042 1.043 1.036 1.146 1.147 1.141
100θ 0.02 1.024 1.031 1.009 1.025 1.032 1.010 1.036 1.043 1.021 1.141 1.147 1.128

0.03 1.015 1.029 0.990 1.016 1.031 0.991 1.027 1.042 1.002 1.133 1.146 1.111
0.04 1.002 1.027 0.967 1.004 1.029 0.969 1.015 1.040 0.980 1.122 1.144 1.092

Πίνακας 5.5: ω̄2 Δεύτερες ιδιοσυχνότητες αμφιέρειστου μικροσωληνίσκου εναπο-
θετημένου στο κυτταρόπλασμα.
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G
0 0.1θ 1θ 10θ

k e0a/L Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod. Dif. TPNI Mod.
0 1.000 1.000 1.000 1.001 1.001 1.001 1.006 1.006 1.006 1.055 1.055 1.055

0.01 0.996 0.999 0.982 0.996 1.000 0.983 1.001 1.005 0.988 1.051 1.054 1.038
1θ 0.02 0.983 0.998 0.944 0.983 0.999 0.944 0.988 1.004 0.950 1.038 1.053 1.002

0.03 0.962 0.996 0.893 0.963 0.996 0.894 0.968 1.001 0.900 1.019 1.051 0.955
0.04 0.936 0.992 0.873 0.936 0.993 0.874 0.942 0.998 0.880 0.994 1.047 0.938
0 1.001 1.001 1.001 1.001 1.001 1.001 1.006 1.006 1.006 1.055 1.055 1.055

0.01 0.996 1.000 0.983 0.997 1.000 0.983 1.002 1.005 0.988 1.051 1.054 1.038
10θ 0.02 0.983 0.999 0.944 0.984 0.999 0.945 0.989 1.004 0.950 1.039 1.053 1.002

0.03 0.963 0.996 0.894 0.964 0.997 0.895 0.969 1.002 0.900 1.020 1.051 0.956
0.04 0.936 0.993 0.874 0.937 0.993 0.875 0.942 0.998 0.881 0.995 1.048 0.939
0 1.006 1.006 1.006 1.007 1.007 1.007 1.012 1.012 1.012 1.061 1.061 1.061

0.01 1.002 1.005 0.989 1.002 1.006 0.989 1.008 1.011 0.994 1.057 1.060 1.044
100θ 0.02 0.989 1.004 0.950 0.990 1.005 0.951 0.995 1.010 0.956 1.044 1.059 1.008

0.03 0.969 1.002 0.900 0.969 1.003 0.901 0.975 1.008 0.907 1.025 1.057 0.962
0.04 0.942 0.999 0.880 0.943 0.999 0.881 0.948 1.004 0.887 1.000 1.053 0.945

Πίνακας 5.6: ω̄3 Τρίτες ιδιοσυχνότητες αμφιέρειστου μικροσωληνίσκου εναποθε-
τημένου στο κυτταρόπλασμα.
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Σύμφωνα με τον Πίνακα 5.5 και τον Πίνακα 5.6, οι αποκρίσεις των μη τοπικών
μοντέλων παρουσιάζουν συμπεριφορά η οποία ελαττώνει την ακαμψία της δοκού
σε σύγκριση με την απόκριση του κλασικού μοντέλου. Ειδικότερα, οι ιδιοσυχνό-
τητες του διαφορικού μοντέλου εμφανίζουν αύξηση της ακαμψίας της δοκού σε
σχέση με τις ιδιοσυχνότητες του μοντέλου τροποποιημένου πυρήνα, μα μείωση
της ακαμψίας της δοκού σε σχέση με τις ιδιοσυχνότητες του κλασικού και του
ολοκληρωτικού μοντέλου τάσης δύο φάσεων. Επιπλέον, οι δεύτερες και οι τρίτες
ιδιοσυχνότητες επηρεάζονται λιγότερο από τις σταθερές του ελαστικού μέσου, συ-
γκριτικά με τις θεμελιώδεις ιδιοσυχνότητες. Αυτό επισημαίνει ότι η επίδραση του
ελαστικού μέσου είναι ασήμαντη στις μεγαλύτερες ιδιοσυχνότητες.
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Κεφάλαιο 6

Συμπεράσματα

Αυτή η μεταπτυχιακή εργασία επικεντρώνεται στη μελέτη των ιδιοσυχνοτή-
των των μικροσωληνίσκων, οι οποίοι είναι εναποθετημένοι στο κυτταρόπλασμα,
στα πλαίσια της μη τοπικής θεωρίας ελαστικότητας. Ο μικροσωληνίσκος προσο-
μοιώνεται ως δοκός και το κυτταρόπλασμα (δηλ. το περιβάλλον ελαστικό μέσο)
ως ελαστικό υπόστρωμα τύπου Pasternak, αντιστοίχως.

Επιπλέον, εξάγονται οι μη τοπικές ολοκληρωτικές εξισώσεις κίνησης για το
προαναφερθέν πρόβλημα, χρησιμοποιώντας ενεργειακές διατυπώσεις. Οι ιδιοσυ-
χνότητες ενός μονόπακτου και ενός αμφιέρειστου μικροσωληνίσκου υπολογίζο-
νται είτε μέσω λύσεων κλειστού τύπου είτε αριθμητικά. Ένα γενικό συμπέρασμα
είναι ότι οι αποκρίσεις των μη τοπικών ολοκληρωτικών μοντέλων εμφανίζουν μεί-
ωση της ακαμψίας της δοκού (softening response) συγκριτικά με την απόκριση του
κλασικού μοντέλου. Επίσης, είναι αξιοσημείωτο ότι παράδοξα δεν ανακύπτουν
για τις θεμελιώδεις ιδιοσυχνότητες των ολοκληρωτικών μοντέλων ενός μονόπα-
κτου μικροσωληνίσκου, εναποθετημένου στο κυτταρόπλασμα.

Σύμφωνα με τα αποτελέσματα που προκύπτουν, η αύξηση των ιδιοσυχνοτή-
των προκαλείται καθώς οι σταθερές του ελαστικού μέσου διεγείρονται. Ειδικό-
τερα, η συνεισφορά των σταθερών του ελαστικού μέσου άλλοτε επηρεάζει λίγο
και άλλοτε πολύ αυτήν την αύξηση και αυτό εξαρτάται από τις τιμές των εν λόγω
σταθερών. Επιπροσθέτως, όσον αφορά τις ιδιοσυχνότητες, η θεμελιώδης ιδιοσυ-
χνότητα επηρεάζεται περισσότερο από την ύπαρξη του ελαστικού υποστρώματος
τύπου Pasternak. Ένα άλλο ενδιαφέρον συμπέρασμα είναι ότι η επίδραση της μη
τοπικότητας μειώνεται όταν η επίδραση του διατμητικού στρώματος αυξάνεται
(με άλλα λόγια όταν αυξάνεται η σταθερά G).

Τα συμπεράσματα αυτής της μεταπτυχιακής εργασίας είναι εξαιρετικά ενθαρ-
ρυντικά και αποσκοπούν στην προώθηση των εφαρμογών των βιοϋλικών και των
εμβιομηχανικών κατασκευών.
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