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Πξόηππνο  Σηξνθαινθόξνο  Άμνλαο 
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Σθόλδπινο 

 D1 = 6 cm 

 L1  = 0.4 cm 

  

 D2  = 21 cm 

 L2  = 1.7 cm 

 

 D3  = 24 cm 

 L3 = 3.3 cm 

 

 Αμνληθό / Κνκβία βάζεο 

 D = 3 cm 

 L =17 cm  (κεηά ηνλ ζθόλδπιν) 

 L =10.2 cm  (αλάκεζα ζηα ζηξόθαια) 

 L = 22.4 cm  (ηειεπηαίν ηκήκα) 

 

 Αγθώλαο ζηξνθάινπ 

 Ζ = 14.6 cm 

 B = 3.9 cm 

 L = 0.8 cm 

 απόζηαζε ΚΒ από άμνλα πεξηζηξνθήο,  𝑙 = 4.73 cm 

 

 Κνκβίν  ζηξνθάινπ 

 D = 3 cm       

 L =10.2 cm   

  απόζηαζε ΚΒ από άμνλα πεξηζηξνθήο,  r = 9.46 cm 

                  

 



ΕΙ΢ΑΓΩΓΗ 

 

Γεληθά 

 

     Γηα λα ζέζνπκε ζε ιεηηνπξγία έλα κεραληζκό πξόσζεο (πρ έιηθα), κηα αληιία ή 

έλα θηλεηήξα παξαγσγήο ειεθηξηθνύ ξεύκαηνο, κεηαθέξνπκε κεραληθή ηζρύ από κηα 

κεραλή ε νπνία παξάγεη κεραληθή ελέξγεηα. Ζ κεηαθνξά απηή, ηεο ηζρύνο, γίλεηαη 

κέζσ ηεο πεξηζηξνθηθήο θίλεζεο ελόο άμνλα, πνπ παξεκβάιιεηαη ηεο κεραλήο θαη 

ηνπ ''θνξηίνπ'' (έιηθα, αληιία, θηλεηήξαο...θηι) [1]. Τν πόζν απνηειεζκαηηθά 

κεηαθέξεηαη ε κεραληθή ηζρύο από ην έλα άθξν ηνπ άμνλα ζην άιιν εμαξηάηαη από ην 

πσο ζπκπεξηθέξεηαη ν άμνλαο σο έλα δπλακηθό ζύζηεκα [1].  

     Πην ζπγθεθξηκέλα ζε έλα πινίν όπνπ ε κεραληθή ηζρύο παξάγεηαη από θηλεηήξα 

εζσηεξηθήο θαύζεο, ην αμνληθό ζύζηεκα πνπ κειεηάηαη σο πξνο ηε δπλακηθή  ηνπ, 

απνηειείηαη από ηνλ ζηξνθαινθόξν ηνπ θηλεηήξα, ηνλ ελδηάκεζν άμνλα (ή ηνπο 

ελδηάκεζνπο) θαη ηνλ ειηθνθόξν άμνλα. Τν ζέκα ησλ ηαιαληώζεσλ ησλ αμνληθώλ 

ζπζηεκάησλ μεθηλά από ηε κειέηε ηεο δπλακηθήο ησλ εκβνινθόξσλ κεραλώλ 

εζσηεξηθήο θαύζεο, πνπ ''θξύβνπλ'' θαη ην θύξην αίηην δηέγεξζεο ηαιαληώζεσλ ζηα 

ζπζηήκαηα απηά. 

    Οη ηαιαληώζεηο ησλ εκβνινθόξσλ θηλεηήξσλ ρσξίδνληαη ζε δύν κεγάιεο 

θαηεγνξίεο [2]: 

 

α)  Δζσηεξηθέο ηαιαληώζεηο 

 

β)  Δμσηεξηθέο ηαιαληώζεηο 

 

     Δζσηεξηθέο ζεσξνύληαη νη ηαιαληώζεηο πνπ πξαγκαηνπνηνύλ ηα δηάθνξα ηκήκαηα 

(εμαξηήκαηα) ηεο κεραλήο κεηαμύ ηνπο. Δλώ νη εμσηεξηθέο αλαθέξνληαη ζε 

ηαιαληώζεηο πνπ πξαγκαηνπνηεί νιόθιεξε ε κεραλή, ζαλ ζύλνιν. Τν ζέκα ησλ 

εμσηεξηθώλ ηαιαληώζεσλ απνθιίλεη από ην δήηεκα πνπ πξαγκαηεύεηαη ε παξνύζα 

εξγαζία, νπόηε πέξα από ηνλ νξηζκό απηό, δε ζα αλαιπζεί πεξαηηέξσ. 

     Αλαθεξόκελνη ζηηο εζσηεξηθέο ηαιαληώζεηο ελλννύκε έλα επξύ θάζκα 

πξνβιεκάησλ πνπ πεξηιακβάλεη ζηξεπηηθέο, αμνληθέο θαζώο θαη θακπηηθέο 

ηαιαληώζεηο. Σηα είδε απηά ησλ ηαιαληώζεσλ ππόθεηηαη ε ζηξνθαινθόξνο θαη ε 

εθθεληξνθόξνο άηξαθηνο θαζώο θαη άιια, βνεζεηηθά ζπζηήκαηα ηνπ θηλεηήξα,  

όπσο : ππεξπιεξσηήο, αληιίεο θιπ.  Σηηο εζσηεξηθέο ηαιαληώζεηο κπνξνύλ λα 

πεξηιεθζνύλ θαη άιια είδε ηαιαληώζεσλ, όπσο πεξηζηξνθηθή ηαιάλησζε ηνπ 

εκβόινπ, ηαιαληώζεηο ηνπ κεραληζκνύ ησλ βαιβίδσλ θαη άιιεο. Από ηα παξαπάλσ 

είδε εζσηεξηθώλ ηαιαληώζεσλ ην πην θξίζηκν είλαη, νη ζηξεπηηθέο ηαιαληώζεηο ηεο 

ζηξνθαινθόξνπ αηξάθηνπ ηνπ θηλεηήξα [2]. 

 

Ορηζκός  -  Προβιήκαηα  ΢ηρεπηηθώλ  Σαιαληώζεωλ  ζηα  Πιοία ηοσ ζήκερα 

 

     Σηξεπηηθή ηαιάλησζε κηαο αηξάθηνπ είλαη, ε ηαιάλησζε (ζηξνθηθή) απηήο γύξσ 

από ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο ηεο [4]. 

     Τα αμνληθά ζπζηήκαηα πνπ αθνξνύλ ζηελ πξόσζε ηνπ πινίνπ, είλαη δσηηθήο 

ζεκαζίαο γηα ηελ ιεηηνπξγία ηνπ, θαζόηη ε πξνσζηήξηα εγθαηάζηαζε είλαη απηή πνπ 

κεηαηξέπεη ην ζθάθνο ζε ''δσληαλό'' - ιεηηνπξγηθό νξγαληζκό. Κύξην ραξαθηεξηζηηθό 

ηεο λέαο ηάζεο λαππήγεζεο γηα κεγάια, ζε δηαζηάζεηο, θνξηεγά πινία (VLCC, LCS, 

Bulk Carriers), είλαη λα επηηεπρζεί αύμεζε ηνπ κεηαθεξόκελνπ θνξηίνπ. Απηό έρεη σο 



απνηέιεζκα ην κεραλνζηάζην λα έρεη όιν θαη πεξηζζόηεξν, κηθξόηεξν κήθνο, θαη λα 

βξίζθεηαη όζν γίλεηαη πξνο ηελ πξύκλε ηνπ πινίνπ. Έλα ηέηνην αμνληθό ζύζηεκα, ζα 

έρεη κηθξνύ κήθνπο ειηθνθόξν άμνλα, θαη ζα ζηξέθεη κηα έιηθα κεγάιεο δηακέηξνπ. 

Σε αδξέο γξακκέο, έλα ηέηνην ζύζηεκα έρεη ζρεηηθά πςειέο θπζηθέο ζπρλόηεηεο ζε 

ζηξεπηηθή ηαιάλησζε, θαη είλαη πηζαλόηεξν λα ζπκπέζνπλ κε ηηο απηέο ηνπ 

ππόινηπνπ αμνληθνύ (θηλεηήξαο-κεησηήξαο) [4]. Αθόκα, ζηα πινία απηά ε απαίηεζε 

γηα κεγάιε ηζρύ ζπλνδεύεηαη κε απαίηεζε γηα κεγάιε δηάκεηξν έιηθαο, πνπ ζε 

ζπλδπαζκό κε ηνλ ρακειό αξηζκό ζηξνθώλ (κεγάινη 2-Φ θηλεηήξεο), νδεγεί ζε 

άμνλεο κεγάιεο δηακέηξνπ, άξα πεξηζζόηεξν άθακπηνπο. Σεκαληηθό επίζεο είλαη λα 

αλαθεξζεί, πσο όηαλ ην πινίν είλαη ζε ιεηηνπξγία (θαη έκθνξην) ζηε ζάιαζζα, νη 

παξακνξθώζεηο πνπ πθίζηαηαη ην αμνληθό ζύζηεκα, εληείλνπλ αθόκα πεξηζζόηεξν 

ηελ θαηαπόλεζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ αμνληθνύ θαηά ηελ ζηξεπηηθή ηαιάλησζε [4]. 

 

Αίηηα   

     Ωο πεγή δηέγεξζεο ζηξεπηηθώλ ηαιαληώζεσλ ζε αμνληθά ζπζηήκαηα λαπηηθώλ 

εγθαηαζηάζεσλ ζεσξείηαη ε ιεηηνπξγία ηνπ ίδηνπ ηνπ θηλεηήξα. 

     Ζ ζηξεπηηθή δηέγεξζε απηή νθείιεηαη ζηηο επηκέξνπο δηεγέξζεηο ησλ εκβόισλ ηνπ 

θηλεηήξα. Απηά θαηαπνλνύλ-δηεγείξνπλ ζηξεπηηθώο ηελ ζηξνθαινθόξν άηξαθην 

ιόγσ ηεο δύλακεο ησλ αεξίσλ (gas excitation) θαζώο θαη ιόγσ ησλ δπλάκεσλ 

αδξάλεηαο (inertia excitation) πνπ αλαπηύζζνληαη από ηελ θίλεζε ησλ καδώλ 

(εκβόινπ, δησζηήξα, βάθηξνπ θηι). Ζ αλνκνηνκνξθία, σο πξνο ην ρξόλν, απηνύ ηνπ 

είδνπο δηέγεξζεο  (ξνπήο) πξνθαιεί ηελ εκθάληζε ησλ ζηξεπηηθώλ ηαιαληώζεσλ ζην 

αμνληθό ζύζηεκα ηεο εγθαηάζηαζεο [3]. 

 
Σρ.1   Σηξεπηηθή δηέγεξζε από έλα έκβνιν, ζε 2-Φ θηλεηήξα 

 

     Καηά ζπλέπεηα εκθαλίδνληαη ελαιιαζζόκελεο ρξνληθά ζηξεπηηθέο ηάζεηο νη νπνίεο 

κπνξνύλ λα νδεγήζνπλ κέρξη θαη ζε ζξαύζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπζηήκαηνο, παξόιν 

πνπ ε αληνρή ησλ ηα θαζηζηά ηθαλά λα κεηαθέξνπλ ηε ζηξεπηηθή ξνπή [3].  

-40

-20

0

20

40

60

80

-20 30 80 130 180 230 280 330

Nm

ΕΞ ΑΕΡΙΩΝ (gas excitation)

ΕΚ  ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΟΥ΢ΩΝ ΜΑΖΩΝ
(inertia excitation)

΢ΥΝΟΛΙΚΗ

φ  (μοιρες) 



     Τν θαηλόκελν είλαη ηδηαίηεξα έληνλν θαη επηθίλδπλν γηα ην ζύζηεκα ζε πεξίπησζε 

ζπληνληζκνύ, δειαδή όηαλ θάπνηα από ηηο ζπρλόηεηεο πνπ εκπεξηέρνληαη ζηελ 

θπκαηνκνξθή ηεο ζηξεπηηθήο δηέγεξζεο γίλεηαη ίζε κε θάπνηα θπζηθή ζπρλόηεηα 

ηαιάλησζεο ηνπ ζπζηήκαηνο [3]. 

 

Μαζεκαηηθή  Μοληειοποίεζε 

     Ζ κνληεινπνίεζε πνπ αθνινπζήζεθε ζηα πιαίζηα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο 

αθνινπζεί ηελ θιαζηθή κέζνδν ηεο δηαθξηηνπνίεζεο ηνπ ζπλερνύο κεραλνινγηθνύ 

ζπζηήκαηνο (εδώ, αμνληθνύ).  

     Τν νπνηνδήπνηε αμνληθό ζύζηεκα (ζπλερέο) κπνξεί λα αλαιπζεί ζε κεκνλσκέλεο 

κάδεο, νη νπνίεο ζπλδένληαη κε θνκκάηηα άμνλα, ηα νπνία ραξαθηεξίδνληαη κόλν από 

ηελ αληίζηαζή ηνπο ζε ζηξέςε (ζηξεπηηθή αθακςία) [1]. Οη κάδεο πνπ θαηαλέκνληαη 

θαηά κήθνο ηνπ αμνληθνύ, ραξαθηεξίδνληαη κε ηε ζεηξά ηνπο κόλν από ηελ ζηξεπηηθή 

ξνπή αδξάλεηάο ηνπο. Καηαιήγνληαο έηζη ζε έλα κνληέιν ''κεησκέλεο ηάμεο'' όπσο 

θαιείηαη γηα ηνλ άμνλα-αμνληθό ζύζηεκα [1]. Τν κνληέιν είλαη κεησκέλεο ηάμεο, 

γηαηί έρεη ιηγόηεξνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο θίλεζεο, σο πξνο ηηο ζηξεπηηθέο 

ηαιαληώζεηο, από ην ζπλερέο θαη από απηό κπνξνύλ λα εμαρζνύλ κόλν νξηζκέλεο 

(πιήζνο, n) από ηηο (ζεσξεηηθά άπεηξεο) θπζηθέο ηνπ ζπρλόηεηεο (είλαη, n = αξηζκόο 

κεκνλσκέλσλ καδώλ - 1).  

 
Σρ. 2   Γηαθξηηνπνίεζε ζηξνθαινθόξνπ άμνλα. 

 

Ο θάζε βαζκόο ειεπζεξίαο πεξηγξάθεη ηε γσλία πεξηζηξνθήο ηεο κάδαο [1]. 

 

     Σην ζρ. 2 θαίλεηαη ε δηαθξηηνπνίεζε ελόο ζηξνθαινθόξνπ άμνλα ζε αδξάλεηεο (Θ 

ή I) θαη ζηξεπηηθέο αθακςίεο (c ή k). Τα ηκήκαηα άμνλα πνπ έρνπλ θάπνηα 



ζπγθεληξσκέλε κάδα (έκβνιν-δησζηήξαο, γξαλάδηα, ζθόλδπινο, θηι) 

κνληεινπνηνύληαη σο πνιηθέο ξνπέο αδξάλεηαο (Θ), ελώ ηα ηκήκαηα ηνπ άμνλα πνπ 

είλαη αλάκεζα ζηηο ζπγθεληξσκέλεο κάδεο κνληεινπνηνύληαη σο δπζηξεπηόηεηεο (c). 

Τα ππόινηπα ζύκβνια (ki, ka) ζπκβνιίδνπλ ηελ απόζβεζε (damping), εζσηεξηθή θαη 

εμσηεξηθή αληίζηνηρα. Τν ζπγθεθξηκέλν ζύζηεκα έρεη έμη (n = 6) βαζκνύο 

ειεπζεξίαο, δειαδή έμη γσλίεο πεξηζηξνθήο, κία γηα θάζε κάδα. 

     Θέινληαο λα θαηαζηξώζνπκε ηηο εμηζώζεηο πνπ δηέπνπλ ηηο ειεύζεξεο θηλήζεηο 

ηνπ ζπζηήκαηνο, αγλννύκε αξρηθά ηηο απνζβέζεηο. Ζ θίλεζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

δηέπεηαη από ηελ αξρή δηαηήξεζεο ηεο νξκήο γηα πεξηζηξνθηθή θίλεζε, πεξί 

ζηαζεξνύ άμνλνο  (2νο λόκνο Νεύησλα) [1], 

 

𝐼𝜑  =  𝑇 

 
νπόηε, γηα ην ζύζηεκα ηνπ ζρήκαηνο 2, ζα έρνπκε ην παξαθάησ ζύζηεκα δηαθνξηθώλ 

εμηζώζεσλ (2αο ηάμεσο, πεπιεγκέλεο) [1],  

 

I1 𝜑 1+ k1 (φ1 – φ2) = 0 
 
I2 𝜑 2+ k1 (φ2 – φ1) + k2 (φ2 – φ3) = 0 
 
I3 𝜑 3 + k2 (φ3 – φ2) + k3 (φ3 – φ4) = 0 ,           ( σύστημα 1 ) 
 
I4 𝜑 4+ k3 (φ4 – φ3) + k4 (φ4 – φ5) = 0 
 
I5 𝜑 5+ k4 (φ5 – φ4) + k5 (φ5 – φ6) = 0 
  
I6 𝜑 6+ k5 (φ5 – φ6) = 0 
 

 

Επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο κε ηελ κέζνδν Holzer - Tolle  (αξηζκεηηθή-επαλαιεπηηθή), [3] 

 

     Βαζηθά δελ είλαη δπλαηό λα πξνζδηνξηζηνύλ νη απόιπηεο ηηκέο ησλ επξώλ 

ηαιαληώζεσο  𝛢𝑖 , παξα κόλν ην ζρεηηθό εύξνο,  
1

2

A

A
,  

1

3

A

A
,  

1

4

A

A
, … ,  

1A

A . 

Οπόηε καο ελδηαθέξεη, κέζν ηεο κεζόδνπ απηήο, λα πξνζδηνξίζνπκε ηα, 

α1 = 1
1

1 
A

A
,   α2 = 

1

2

A

A
 ,  α3 = 

1

3

A

A
, ... , αλ = 

1A

A

 

 

Οη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο απηνύ είλαη ηεο κνξθήο, 

 

𝜑𝑖= 𝛢𝑖  cos(𝜔𝑡)    γηα  i = 1 έσο λ 

 

 



 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ ηηκώλ απηώλ ζην ζύζηεκα δηαθνξηθώλ πξνθύπηεη, 

Α1 (Ι1ωe 2 – k1)  +  A2k1 = 0 

................................................. 

 

Ak+1 kk+1 + Αk (Ιkωe 2 – kk-1 – kk) + Αk+1 kk = 0 

.................................................. 

 

Αν-1 kν-1  +  Αν (Ιν ω e2 – kν-1) = 0 

Γηαηξώληαο κε Α1 ην ζύζηεκα γίλεηαη σο θάησζη, 

(Ι1ωe2 – k1)  +  α2k1 = 0  

.................................................. 

αk-1 kk-1 + αk (Ιkωe 2 – k k-1 – kk) + α k+1  kk = 0 

.................................................. 

α ν-1 k ν-1  +  αν (Ινωe2 – kν-1) = 0 

 

Αζξνίδνληαο ηηο θ πξώηεο εμηζώζεηο, παίξλνπκε 

Rκ = 






1

2^
i

eIii κ (ακ – ακ+1)     για κ = 1 έως ν-1 

Δλώ αζξνίδνληαο όιεο ηηο εμηζώζεηο, παίξλνπκε 

Rν = 






1

2^
i

eIii 0     

Έηζη πξνθύπηεη ε δηαδηθαζία πξνζδηνξηζκνύ ησλ αi θαη  σe  

 

α1 = 1                                    R1 = αi Ii ω2 

α2 = α1 – (R1 / k1)           R2 = R1 + α2 Ι2 ω2 

......................................................................... 

 

α κ+1 = ακ – (Rκ / kκ)        R κ+1= Rκ + ακ+1 Ικ+1 ω2 

 



......................................................................... 

 

αν = αν-1 – (Rν-1 / kν-1)       Rν = R ν-1 + αν Ιν ω2 

 

 Δπηιέγνπκε κία ηηκή γηα ην  σ   

 

 Υπνινγίδνληαη κε βάζε ηε παξαπάλσ δηαδηθαζία, (αi, Ri). 
 

     Όηαλ, γηα θάπνηα ηηκή ηνπ σ πνπ δόζεθε, πξνθύςεη ελαπνκέλνπζα ζηξεπηηθή 

ξνπή ίζε κε κεδέλ ( Rλ = 0) ηόηε ζεκαίλεη όηη σ = σe. 

 

Σε πεξίπησζε πνπ δελ θαηαιήγνπκε ζε Rλ = 0, δνθηκάδνπκε γηα άιιε ηηκή ηνπ σ. 

 

     Ζ ύπαξμε αθίλεησλ δηαηνκώλ, αλάκεζα ζε 2 κάδεο πνπ ηαιαληώλνληαη πξνο 

αληίζεηεο θαηεπζύλζεηο (θόκβνη) θαζνξίδεηαη από ηα πξόζεκα ηνπ ιόγνπ ησλ 

ζρεηηθώλ επξώλ 






 1 . Γηα θάζε αξλεηηθό ηέηνην ιόγν έρνπκε θόκβν κεηαμύ ησλ 

καδώλ θ+1 θαη θ.   

 

Όηαλ  σ < σe1  ηόηε  0 – 1 θόκβνο θαη Rλ > 0 

 

Όηαλ  σe1 < σ < σe2  ηόηε  1 - 2 θόκβνη θαη Rλ < 0 

 

Όηαλ  σe2< σ < σe3  ηόηε  2 - 3 θόκβνη θαη Rλ > 0 

 

Όηαλ  σe3 < σ < σe4  ηόηε  3 - 4 θόκβνη θαη Rλ < 0 

  

     Δπί ηνπ πξαθηένπ, ζηε κειέηε ζπζηεκάησλ κε εκβνινθόξνπο θηλεηήξεο ζπάληα 

καο ελδηαθέξνπλ ηδηαίηεξα πςειόβαζκεο ηδηνζπρλόηεηεο αθνύ όζν απμάλεηαη ν 

βαζκόο ηαιάλησζεο ηόζν κεηώλεηαη ην εύξνο απηήο. 

 

Επίιπζε κε ηε κέζνδν Αλάιπζεο Καλνληθώλ Τξόπωλ Ταιάληωζεο γηα γξακκηθά 

ζπζηήκαηα (Modal Analysis of Linear Systems), [1] 

 

     Ζ κέζνδνο, ζε αληίζεζε κε ηελ πξνεγνύκελε, είλαη αλαιπηηθή θαη θαηαιήγεη ζε 

επίιπζε ελόο πξνβιήκαηνο ηδηνηηκώλ [1].  

 

Τν παξαπάλσ ζύζηεκα_1 γξάθεηαη ζε κνξθή κεηξώσλ, 



,𝛪- 𝛷   +  ,𝛫-,𝛷-  =  0 

 

ή 

 

 
 
 
 
 
 
𝛪1   0   0   0   0   0
0    𝛪2    0    0   0  0
0   0   𝛪3   0   0   0
0   0   0   𝛪4   0   0
0   0   0   0   𝛪5   0
0   0   0   0   0   𝛪6  

 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

𝜑 1
 𝜑 2  

   𝜑 3   
   𝜑 4   
   𝜑 5   

 𝜑 6  
 
 
 
 
 

  +  

 
 
 
 
 
 

 𝑘1      −𝑘1             0   0   0    0
−𝑘1    𝑘1 + 𝑘2   −𝑘2   0   0   0
0   −𝑘2   𝑘1 + 𝑘2      −𝑘3   0  0
0   0   −𝑘3    𝑘3 + 𝑘4    −𝑘4    0

  0   0   0    −𝑘4    𝑘4 + 𝑘5    −𝑘5

 0   0   0           0        −𝑘5       𝑘5  
 
 
 
 
 

  

 
 
 
 
 
 
 𝜑1

 𝜑2

 𝜑3

 𝜑4

 𝜑5

 𝜑6

 

 
 
 
 
 
 

  =  

 
 
 
 
 
 
 0
 0
 0
 0
 0
 0

 

 
 
 
 
 
 

   

 

     Διεύζεξεο θηλήζεηο είλαη απηέο πνπ θάλεη ην ζύζηεκα όηαλ αθήλεηαη λα θηλεζεί 

ρσξίο εμσηεξηθέο ξνπέο. Οη θηλήζεηο απηέο δηεγείξνληαη από νπνηνλδήπνηε 

ζπλδπαζκό αξρηθώλ ζπλζεθώλ (αξρηθώλ γσληαθώλ ηαρπηήησλ είηε αξρηθώλ 

γσληαθώλ κεηαηνπίζεσλ) [1]. 

     Οη ζηξεπηηθέο αθακςίεο ησλ αμνληθώλ ηκεκάησλ είλαη [1], 

 

k  = 
L

GJ
,             G : ην κέηξν δηάηκεζεο ηνπ πιηθνύ ηεο αηξάθηνπ                

                             J : ε πνιηθή ξνπή αδξάλεηαο ηεο δηαηνκήο ηεο αηξάθηνπ 

                                                                                                                      

                             L : κήθνο ηνπ αμνληθνύ ηκήκαηνο 

 

     Ζ εζσηεξηθή ξνπή πνπ δεκηνπξγεί ε ζηξεπηηθή απηή αθακςία (ζηξεπηηθό 

ειαηήξην), είλαη αλάινγε ηεο γσληαθήο κεηαηόπηζεο, νπόηε έρνπκε ηελ παξαθάησ 

γξακκηθή ζρέζε κεηαμύ ξνπήο θαη γσλίαο [1], 

 

𝑇12 = 𝑘1 (θ1 – θ2),    ελδεηθηηθά γηα ηελ πξώηε κάδα. 

 

     Οη ειεύζεξεο θηλήζεηο ηαιαληεπόκελσλ γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ είλαη γξακκηθόο 

ζπλδπαζκόο ζηνηρεησδώλ θηλήζεσλ. Απνηέιεζκα ηεο γξακκηθόηεηαο πνπ δηέπεη ηηο 

εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, είλαη νη ζηνηρεηώδεηο απηέο θηλήζεηο, λα είλαη αξκνληθέο 

ηαιαληώζεηο. Απηέο απνηεινύλ ηελ ηαπηόηεηα ηεο δπλακηθήο ζπκπεξηθνξάο ηνπ θάζε 

ζπζηήκαηνο θαη θαινύληαη ''θπζηθέο ηαιαληώζεηο'' έρνληαο θαζνξηζκέλε ρξνληθή 

θαηαλνκή (ηδηνζπρλόηεηα) θαη ρσξηθή θαηαλνκή (ηδηνκνξθή) [1]. 

 

     Οπόηε, ππνζέηνληαο όηη ην ζύζηεκα εθηειεί απηνύ ηνπ είδνπο ηηο θηλήζεηο έρνπκε 

γηα ηελ θάζε κηα κάδα [1],  

𝜑1= 𝛢1  cos(𝜔𝑡) 

 

𝜑2= 𝛢2  cos(𝜔𝑡) 

 

𝜑3= 𝛢3  cos(𝜔𝑡) 
 

𝜑4= 𝛢4  cos(𝜔𝑡) 
 

𝜑5= 𝛢5  cos(𝜔𝑡) 

 

𝜑6= 𝛢6 cos(𝜔𝑡) 



     Εήηεκα είλαη ηώξα ν πξνζδηνξηζκόο ησλ ηδηνηήησλ ηεο ειεύζεξεο θίλεζεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο, δειαδή ησλ ηδηνζπρλνηήησλ (𝜔1 έσο 𝜔6) θαη ησλ ηδηνκνξθώλ (𝛢1 έσο 

𝛢6 ).  Αληηθαζηζηώληαο ζηελ εμίζσζε θίλεζεο παίξλνπκε, 

 

,𝛫 − 𝜔2𝛪 - ,𝛢- 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)  =  0 

πνπ ζεκαίλεη, 

 

,𝛫 − 𝜔2𝛪 - ,𝛢- = 0 

 

 

άξα,       𝛫 𝛢 =  𝜔2𝛪 𝛢 

 

     Με βάζε ηελ θιαζηθή αλάιπζε ησλ γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ, αλαγλσξίδνπκε όηη 

ηα δεύγε,  *𝜔2, 𝛢+, είλαη νη ηδηνηηκέο (𝜔2) θαη αληίζηνηρα ηα ηδηνδηαλύζκαηα (𝛢) ηνπ 

κεηξώνπ ειαζηηθνηήησλ ζε ζρέζε κε ην κεηξών ξνπώλ αδξάλεηαο. 

 

 

Ιδηνζπρλόηεηεο 

 

     Ταπηίδνληαη κε ηηο ιύζεηο (ηδηνηηκέο) ηνπ ραξαθηεξηζηηθνύ πνιπσλύκνπ, 

 

𝑃(𝜔)  =  𝑑𝑒𝑡(𝛫 − 𝜔2𝛪)  =  0 
 

Τν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 𝑃(𝜔) πξνθύπηεη, n - βαζκνύ σο πξνο (𝜔2), όπνπ n 

είλαη νη βαζκνί ειεπζεξίαο ηνπ ζπζηήκαηνο [1]. 

 

  

Ιδηνκνξθέο 

 

     Ζ ρσξηθή θαηαλνκή ησλ γσληαθώλ κεηαηνπίζεσλ, ησλ καδώλ πνπ ζπλνδεύεη κηα 

ηδηνζπρλόηεηα θαιείηαη ηδηνκνξθή θαη ηαπηίδεηαη κε ηε ιύζε ηεο δηαλπζκαηηθήο 

εμίζσζεο, 

,𝛫 − 𝜔2𝛪 - ,𝛢- = 0 

 

     Καηαιήμακε ινηπόλ όηη ν ππνινγηζκόο ησλ θπζηθώλ ζηξεπηηθώλ ηαιαληώζεσλ ζε 

αμνληθό ζύζηεκα κε απζαίξεην αξηζκό καδώλ (πνιηθώλ ξνπώλ αδξάλεηαο), είλαη ζηελ 

νπζία ε επίιπζε ελόο γεληθεπκέλνπ πξνβιήκαηνο ηδηνηηκώλ [1]. 

 

 

Επίιπζε κε ηε κέζνδν Αξηζκεηηθήο Αλάιπζεο, Runge - Kutta 4εο ηάμεο, (RK-4). 

 

     Ζ κέζνδνο ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ επίιπζε δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ πξώηνπ 

βαζκνύ, θαζώο θαη γηα ζπζηήκαηα απηώλ [6]. Φξεζηκνπνηήζεθε θαη απηή ζηε 

ζπγθεθξηκέλε εξγαζία γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε ησλ αξηζκεηηθώλ ''πεηξακάησλ''- 

ππνινγηζκώλ. 

     Από ηελ αξηζκεηηθή επίιπζε πξνθύπηνπλ νη ζπλαξηήζεηο, 𝜑(𝑡) θαη 𝜑 (𝑡) γηα θάζε 

κηα κάδα ηνπ δηαθεθξηκέλνπ αμνληθνύ ζπζηήκαηνο.  
 

Έζησ ε δηαθνξηθή εμίζσζε πξώηνπ βαζκνύ, 

 



𝑦  =  𝑓(𝑡, 𝑦),   𝑡 ∈ ,𝑡0 , 𝑏-    κε   𝑦(𝑡0) = 𝑦0 

 

κε ηε ζπλάξηεζε 𝑓(𝑡, 𝑦),  θαη ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο 𝑡0 θαη 𝑦0 λα είλαη γλσζηά, θαη ε 

πξνο πξνζδηνξηζκό ζπλάξηεζε λα είλαη ε  𝑦(𝑡). 

 

     Με βάζε ηελ αθνινπζία ρξνληθώλ ηηκώλ 𝒕𝒌, πνπ μεθηλά από  𝑡0   θαη έρεη βήκα  𝑕, 

ε κέζνδνο θαηαζθεπάδεη κηα αθνινπζία ηηκώλ  𝒚𝒌,  μεθηλώληαο από ην δεδνκέλν 𝑦0.   
 

Σπγθεθξηκέλα,           𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘 +
1

6
(𝑧1 + 2𝑧2 + 2𝑧3 + 𝑧4),  όπνπ 

 

𝑧1 = 𝑕 𝑓(𝑥𝑘 ,  𝑦𝑘) 
 

𝑧2 = 𝑕 𝑓  𝑥𝑘 +
𝑕

2
, 𝑦𝑘 +

𝑧1

2
  

 

𝑧3 = 𝑕 𝑓  𝑥𝑘 +
𝑕

2
, 𝑦𝑘 +

𝑧2

2
  

 

𝑧4 = 𝑕 𝑓(𝑥𝑘 + 𝑕,  𝑦𝑘 + 𝑧3) 
 

κε  𝑕 =
𝑡0−𝑏

𝑛
 ,  λα είλαη ην βήκα ηεο κεζόδνπ. 

 

     Καηαιήγνληαο, έρνπκε ηελ πξνζεγγηζηηθή (αξηζκεηηθή) ιύζε ηεο δηαθνξηθήο 

εμίζσζεο,  𝑦𝑘 =  𝑓(𝑡𝑘). 

 

 Σπζηήκαηα δηαθνξηθώλ εμηζώζεωλ, [6]. 

 

     Ζ κέζνδνο εθαξκόδεηαη εληειώο αληίζηνηρα θαη ζε ζπζηήκαηα δηαθνξηθώλ 

εμηζώζεσλ πξώηνπ βαζκνύ. Έζησ έλα ζύζηεκα κε, n αξηζκό εμηζώζεσλ θαη n  

αξρηθέο ζπλζήθεο, 

 

𝑦𝑛      = 

 
 
 
 
 
 

𝑦1 = 𝑓1(𝑡, 𝑦1, … , 𝑦𝑛)

𝑦2 = 𝑓2(𝑡, 𝑦1, … , 𝑦𝑛)
...

𝑦𝑛−1 = 𝑓𝑛−1(𝑡, 𝑦1, … , 𝑦𝑛)

𝑦𝑛 = 𝑓𝑛(𝑡, 𝑦1, … , 𝑦𝑛)  
 
 
 
 
 

  , θαη      𝑦𝑛 (𝑡0)              =  

 
 
 
 
 
 

𝑦1(𝑡0)
𝑦2(𝑡0)

...
𝑦𝑛−1(𝑡0)
𝑦𝑛(𝑡0)  

 
 
 
 
 

 

 

Οπόηε, 

 

𝑦𝑘+1          = 𝑦𝑘      +  
1

6
(𝑧1    + 2𝑧2    + 2𝑧3    + 𝑧4    ) 

 

 

 

Καη σο ιύζε παξάγεηαη ην επόκελν δηάλπζκα, 



𝑦𝑛,𝑘         = 

 
 
 
 
 
 

𝑦1,𝑘(𝑡𝑘)

𝑦2,𝑘(𝑡𝑘)
...

𝑦𝑛−1,𝑘(𝑡𝑘)

𝑦𝑛,𝑘(𝑡𝑘)  
 
 
 
 
 

 

 

     Οη εμηζώζεηο πνπ δηέπνπλ ηε δπλακηθή ησλ αμνληθώλ ζπζηεκάησλ είλαη 

δηαθνξηθέο εμηζώζεηο δεπηέξνπ βαζκνύ, όπσο είδακε παξαπάλσ, νπόηε γηα λα 

εθαξκνζηεί ε κέζνδνο πξέπεη λα κεησζεί ε ηάμε ηνπο θαηά έλα βαζκό. Δπίζεο απηό 

πξέπεη λα γίλεη ρσξίο λα επεξεαζηεί ε νπζηαζηηθή δνκή ηνπο, ώζηε λα κελ αιιάμεη ν 

ηξόπνο πνπ πεξηγξάθνπλ ηε δπλακηθή ηνπ ζπζηήκαηνο. 

    

 

Έζησ ην πξνεγνύκελν ζύζηεκα, 6 βαζκώλ ειεπζεξίαο, 

 

I1 𝜑 1+ k1 (φ1 – φ2) = 0 
 
I2 𝜑 2+ k1 (φ2 – φ1) + k2 (φ2 – φ3) = 0 
 
I3 𝜑 3 + k2 (φ3 – φ2) + k3 (φ3 – φ4) = 0  
 
I4 𝜑 4+ k3 (φ4 – φ3) + k4 (φ4 – φ5) = 0 
 
I5 𝜑 5+ k4 (φ5 – φ4) + k5 (φ5 – φ6) = 0 
  
I6 𝜑 6+ k5 (φ5 – φ6) = 0 
 

 

ηζνδύλακα γξάθεηαη, 

 

 

𝜑 1 =  
𝑘1

𝐼1
(θ2 – θ1)  

 

𝜑 2 =  
𝑘1

𝐼2
 (θ1 – θ2) + 

𝑘2

𝐼2
 (θ3 – θ2)  

 

𝜑 3 =  
𝑘2

𝐼3
 (θ2 – θ3) + 

𝑘3

𝐼3
 (θ4 – θ3)            

 

𝜑 4 =  
𝑘3

𝐼4
 (θ3 – θ4) + 

𝑘4

𝐼4
 (θ5 – θ4)  

 

𝜑 5 =  
𝑘4

𝐼5
  (θ4 – θ5) + 

𝑘5

𝐼5
   (θ6 – θ5)  

  

𝜑 6 =  
𝑘6

𝐼6
   (θ6 – θ5)  

 

 

 



Θέηνληαο,                                     𝑥1 = 𝜑1 ,  𝑥2 = 𝜑 1 

 

                                                        𝑥3 = 𝜑2 ,  𝑥4 = 𝜑 2 

 

                                                        𝑥5 = 𝜑3 ,  𝑥6 = 𝜑 3 

 

                                                        𝑥7 = 𝜑4 ,  𝑥8 = 𝜑 4 

 

                                                        𝑥9 = 𝜑5 ,  𝑥10  = 𝜑 5 

 

                                                        𝑥11  = 𝜑6 , 𝑥12  = 𝜑 6 

 

   

έρνπκε, ηζνδύλακα κε ην αξρηθό, 

 

𝑥 2 =  
𝑘1

𝐼1
  ( 𝑥3 – 𝑥1)  

 

𝑥 4 =  
𝑘1

𝐼2
  ( 𝑥5 – 𝑥3) +  

𝑘2

𝐼2
  ( 𝑥1 – 𝑥3)  

 

𝑥 6 =  
𝑘2

𝐼3
  ( 𝑥7 – 𝑥5) +  

𝑘3

𝐼3
  ( 𝑥3 – 𝑥5)            

 

𝑥 8 =  
𝑘3

𝐼4
  ( 𝑥9 – 𝑥7) + 

 𝑘4

𝐼4
  ( 𝑥5 – 𝑥7)  

 

𝑥 10  =  
𝑘4

𝐼5
  ( 𝑥11  – 𝑥9) +  

𝑘5

 𝐼5
  ( 𝑥7 – 𝑥9)  

  

𝑥 12  =  
𝑘6

𝐼6
   ( 𝑥11  – 𝑥9)  

 

     Σηε κνξθή απηή ηνπ ζπζηήκαηνο εθαξκόδεηαη ε κέζνδνο RK-4, θαη παξάγεη ην 

δηάλπζκα-ιύζε (κε ηηο αληίζηνηρεο πξνζαξκνγέο ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο),  

 

𝑥12,𝑘           = 

 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1,𝑘(𝑡𝑘)

𝑥2,𝑘(𝑡𝑘)
.
.
.

𝑥11,𝑘(𝑡𝑘)

𝑥12,𝑘(𝑡𝑘) 
 
 
 
 
 
 
 

 = 

 
 
 
 
 
 
 
 
𝜑1,𝑘(𝑡𝑘)

 𝜑 1,𝑘(𝑡𝑘)
.
.
.

𝜑6,𝑘(𝑡𝑘)

𝜑 6,𝑘(𝑡𝑘) 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

βξίζθνληαο έηζη, αξηζκεηηθά ηηο γσληαθέο κεηαηνπίζεηο θαη ηηο γσληαθέο ηαρύηεηεο 

γηα θάζε κάδα.  Με ηε κέζνδν απηή βξίζθνπκε ηε ζπκπεξηθνξά (ζέζε θαη ηαρύηεηα), 

θάζε κάδαο μερσξηζηά, αλάινγα κε ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο πνπ ηελ ''ηξνθνδνηνύκε'' 

θάζε θνξά. 

 

 

 

 



Ροπή  Αδράλεηας  Μάδας  -  Εηζαγωγή Με Γρακκηθόηεηας 

 

    Μηα ζπγθεληξσκέλε κάδα θαηά κήθνο ελόο αμνληθνύ ραξαθηεξίδεηαη, όπσο 

πξναλαθέξζεθε, κόλν από ηελ ξνπή αδξάλεηάο ηεο [1].  Δπί παξαδείγκαηη ε έιηθα 

ζηελ άθξε ηνπ αμνληθνύ ζπζηήκαηνο αληηθαζίζηαηαη από ηελ ξνπή αδξάλεηάο ηεο σο 

πξνο ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο ηνπ αμνληθνύ. Οπόηε κπνξνύκε λα θαληαζηνύκε έλαλ 

δίζθν ζηε ζέζε ηεο έιηθαο, κε ηελ ίδηα ξνπή αδξάλεηαο κε απηή. 

     Αληηθαζηζηώληαο όιεο ηηο ζπγθεληξσκέλεο κάδεο ηνπ αμνληθνύ κε έλαλ αληίζηνηρν 

γηα θάζε κάδα δίζθν, παξάγνπκε ην ηζνδύλακν δηαθεθξηκέλν ζύζηεκα, ζην νπνίν 

έρνπκε ήδε αλαθεξζεί [1]. Φαξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα ηνπ θαζέλα από απηνύο ηνπο 

δίζθνπο, είλαη όηη είλαη δπγνζηαζκηζκέλνο σο πξνο ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο ηνπ 

αμνληθνύ ζπζηήκαηνο.  

 

𝐼 𝑆 =
𝜋 𝐷4

32
 𝜌 𝐿 = 𝐼 𝜍𝜐𝛾𝜅 .  𝜇ά𝜁𝛼𝜎  

 

 
Σρήκα  3   

 

     Δληειώο ηζνδύλακα κε ην δίζθν, κπνξνύκε ζηε ζέζε ηεο κάδαο λα ζεσξήζνπκε 

όηη πθίζηαηαη κηα ξάβδνο (βι. ζρήκα 4) κε ην επίπεδό ηεο θάζεηα ζηνλ άμνλα 

πεξηζηξνθήο, θαη ζηα δύν ηεο άθξα έρεη ζπγθεληξσκέλεο κάδεο. Τν ζύζηεκα απηό ζα 

είλαη δπλακηθά ηζνδύλακν κε ην πξαγκαηηθό εθόζνλ ηζρύνπλ ηα παξαθάησ [2],  

 

 

1. 𝑀1 + 𝑀2 = 𝑀𝜍𝜐𝛾𝜅 .  𝜇ά𝜁𝛼𝜎  

 

2. 𝑀2𝐿2 − 𝑀1𝐿1 = 0 

 

3. 𝑀1𝐿1
2 + 𝑀2𝐿2

2 = 𝐼 𝜍𝜐𝛾𝜅 .𝜇ά𝜁𝛼𝜎  

 

 

     Ζ δεύηεξε ησλ εμηζώζεσλ είλαη ζεκαληηθή γηαηί εθθξάδεη ηελ εθθεληξόηεηα ηνπ 

ζπζηήκαηνο ξάβδνο-κάδεο. Τν κέγεζνο απηό καο δείρλεη αλ ''πεξηζζεύνπλ'' ξνπέο 

(εζσηεξηθέο) ηέηνηεο ώζηε λα κελ θαζηζηνύλ ην ζύζηεκα αθ' εαπηνύ ζηαζεξό, σο 

πξνο ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο.   



     Σηελ κέρξη ηώξα αλάιπζε, νη δπλακηθέο εμηζώζεηο ησλ αμνληθώλ ζπζηεκάησλ δελ 

πεξηέρνπλ όξνπο πνπ λα αθνξνύλ ηελ εθθεληξόηεηα. Γειαδή ζε όπνηα γσλία ζηξέςεο 

θη αλ αθεζεί ην αμνληθό ζύζηεκα ζα ηζνξξνπήζεη αθνύ δελ ''πεξηζζεύνπλ'' 

εζσηεξηθέο ξνπέο σο πξνο ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο ηνπ. 

 

 

Εηζαγωγή εθθεληξόηεηαο ζηηο δπλακηθέο εμηζώζεηο 

 

     Αξρηθά, ζεσξνύκε ηε ξάβδν κε ηηο δύν κάδεο σο έλα εθθξεκέο, κε κήθε L1 θαη L2 

αληίζηνηρα, 

 

 g                                   Μ1                                                 

  𝜑                                                                                    
    

 

                              

    

  Μ2 

 

 

Σρήκα 4 

          

 

Βαζηδόκελνη ζην 2ν λόκν ηνπ Νεύησλα [1],  

 

𝐼𝜑  =  𝑇 
παίξλνπκε,  

𝐼𝜑 =  −𝑀2𝑔𝐿2 𝑠𝑖𝑛 𝜑 +  𝑀1𝑔𝐿1 𝑠𝑖𝑛 𝜑 
 

𝐼𝜑 =  −𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜑 (𝛭2𝐿2 − 𝛭1𝐿1) 
 

 
ζπκβνιίδνληαο ηελ εθθεληξόηεηα κε ''ε'', θαηαιήγνπκε, 

 
 

𝐼𝜑 = − 𝜀 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑 
 
 
Ωο θαίλεηαη, ε έληαζε ηεο ζπλεηζθνξάο ηνπ κε γξακκηθνύ όξνπ θαζνξίδεηαη από ηελ 

ηηκή ηεο εθθεληξόηεηαο ''ε''.  Οπζηαζηηθά ε ηηκή ηεο εθθεληξόηεηαο θαζνξίδεη ηελ 

επίδξαζε ηεο βαξύηεηαο ζηε κάδα πνπ πεξηζηξέθεηαη. 

     Δίλαη πξνθαλέο όηη ζηελ πεξίπησζε κεδεληθήο εθθεληξόηεηαο (ε = 0), ν παξαπάλσ 

όξνο απαιείθεηαη από ηηο εμηζώζεηο. Αλ όκσο, ε > 0  ή  ε < 0,  ν κε γξακκηθόο όξνο 

(− 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑) εηζάγεηαη ζηηο δπλακηθέο εμηζώζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ην αμνληθό καο 

ζύζηεκα θαη πξνθαλώο επεξεάδεη ηελ απόθξηζή ηνπ. 

 

 



 
 

Γηάγξακκα 1 

 

 

     Σην δηάγξακκα 1 θαίλεηαη πνηνηηθά ε ζρέζε κεηαμύ ξνπήο-γσλίαο.  Βιέπνπκε όηη 

όζν κεγαιύηεξε είλαη ε ηηκή ηεο εθθεληξόηεηαο ''ε'', ηόζν κεγαιύηεξε γίλεηαη ε 

επηξξνή ηνπ όξνπ απηνύ ζηελ εμίζσζε. 

 

 

Σύζηεκα έμη καδώλ 

 

     Δμεηάδνπκε εδώ ην ζύζηεκα ηνπ ζρήκαηνο 2, εηζάγνληαο εθθεληξόηεηα γηα θάζε 

κάδα ( 𝜀1, 𝜀2, … , 𝜀6 ) ηνπ αμνληθνύ (ζηξνθαινθόξνπ) ζπζηήκαηνο.  Έρνπκε νπόηε, 

 

 

I1 𝜑 1+ k1 (φ1 – φ2) + 𝜀1 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑1  = 0 
 
I2 𝜑 2+ k1 (φ2 – φ1) + k2 (φ2 – φ3) + 𝜀2 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑2  = 0 
 
I3 𝜑 3 + k2 (φ3 – φ2) + k3 (φ3 – φ4) + 𝜀3 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑3  = 0  
 
I4 𝜑 4+ k3 (φ4 – φ3) + k4 (φ4 – φ5) + 𝜀4 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑4  = 0 
 
I5 𝜑 5+ k4 (φ5 – φ4) + k5 (φ5 – φ6) + 𝜀5 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑5  = 0 
  
I6 𝜑 6+ k5 (φ5 – φ6) + 𝜀6 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑6  = 0 
 

     Παξαηεξνύκε όηη νη όξνη πνπ αθνξνύλ ηελ εθθεληξόηεηα πεξηέρνπλ ηε γσλία 

ζηξέςεο θάζε κάδαο θαη όρη ηε ζρεηηθή γσλία κεηαμύ δύν καδώλ. 

 

 

Τν νπνίν ζύζηεκα εμηζώζεσλ ηζνδύλακα γξάθεηαη,  

 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360



𝜑 1 =  
𝑘1

𝐼1
(θ2 – θ1)  -  

𝜀1

𝐼1
  𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑1 

 

𝜑 2 =  
𝑘1

𝐼2
 (θ1 – θ2) +  

𝑘2

𝐼2
 (θ3 – θ2)  -  

𝜀2

𝐼2
 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑1 

 

𝜑 3 =  
𝑘2

𝐼3
 (θ2 – θ3) +  

𝑘3

𝐼3
 (θ4 – θ3)  - 

𝜀3

𝐼3
 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑1         

 

𝜑 4 =  
𝑘3

𝐼4
 (θ3 – θ4) +  

𝑘4

𝐼4
 (θ5 – θ4)  -  

𝜀4

𝐼4
  𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑1 

 

𝜑 5 =  
𝑘4

𝐼5
  (θ4 – θ5) +  

𝑘5

𝐼5
   (θ6 – θ5)  -  

𝜀5

𝐼5
 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑1 

  

𝜑 6 =  
𝑘6

𝐼6
 (θ6 – θ5)  -  

𝜀6

𝐼6
 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑1 

 

 

     Σην ζεκείν απηό αθνινπζείηαη ε πξναλαθεξζείζα πνξεία γηα αξηζκεηηθή επίιπζε,  

κε ηε κέζνδν RK-4. Οπόηε θαηαιήγνπκε ζην δηάλπζκα-ιύζε, 

 

 

 𝑥12,𝑘           = 

 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1,𝑘(𝑡𝑘)

𝑥2,𝑘(𝑡𝑘)
.
.
.

𝑥11,𝑘(𝑡𝑘)

𝑥12,𝑘(𝑡𝑘) 
 
 
 
 
 
 
 

 = 

 
 
 
 
 
 
 
 
𝜑1,𝑘(𝑡𝑘)

 𝜑 1,𝑘(𝑡𝑘)
.
.
.

𝜑6,𝑘(𝑡𝑘)

𝜑 6,𝑘(𝑡𝑘) 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

     Οινθιεξώλνληαο, αμίδεη λα αλαθεξζεί ε ζεκαζία ησλ ιόγσλ    
𝑘

𝐼
 ,

𝜀 𝑔 

𝐼
  .  Ο 

πξώηνο, θαηαδεηθλύεη ηελ επίδξαζε ηεο ειαζηηθόηεηαο επί ηεο αδξάλεηαο, θαη ν 

δεύηεξνο ηελ επίδξαζε ηεο βαξύηεηαο επί ηεο αδξάλεηαο. Δίλαη δύν δηαθνξεηηθέο 

πνζόηεηεο, πνπ δείρλνπλ πόζν επεξεάδεηαη ε ζπκκεηνρή ηεο ξνπήο αδξάλεηαο ζηελ 

''θπβέξλεζε'' ησλ ειεύζεξσλ θηλήζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1.  Μαζεκατηθή  Μνλτεινπνηήσε  

 

     Ο πξόηππνο ζηξνθαινθόξνο άμνλαο ηνπ εξγαζηεξίνπ απνηειείηαη από έλαλ 

ζθόλδπιν, ζην έλα άθξν ηνπ, θαη ηέζζεξα πιήξε ζηξόθαια. Οπόηε ην πιήξεο 

δηαθεθξηκέλν κνληέιν γηα απηόλ ηνλ άμνλα απνηειείηαη από 5 κάδεο θαη 4 

δπζηξεπηόηεηεο (ζηξεπηηθή αθακςία). 

 

 

 Ι1 

 

 Ι2                  Ι3                 Ι4                  Ι5 

                    

                                      Κ1                Κ2                 Κ3               Κ4 

 

 

 

 

 

 Δηθόλα 1.2 Γηαθεθξηκέλν κνληέιν πξόηππνπ ζηξνθαινθόξνπ άμνλα. 

 

Σν ζύζηεκα κνληεινπνηείηαη αξρηθά ζηελ πην βαζηθή κνξθή ηνύ, δειαδή ρσξίο 

απόζβεζε θαη εμσηεξηθή δηέγεξζε. Η επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο εμηζώζεσλ πνπ 

πξνθύπηεη, δίλεη ηηο ηδηνζπρλόηεηεο - ηδηνκνξθέο ηνπ αμνληθνύ. 

 

 

Μαζεκατηθή κνλτεινπνίεσε κε βάσε τε Νεπτώλεηα Δπλακηθή 

 

     Δθαξκόδνληαο ηνλ 2ν λόκν ηνπ Νεύησλα, γηα πεξηζηξνθηθή θίλεζε,  

 

𝐼𝜑  =  𝑇    (1) 

 
ζε θάζε κάδα ηνπ ζπζηήκαηνο παίξλνπκε,  

 

 πξώηε κάδα (ζθόλδπινο), 

 

I1 𝜑 1  =  - k1θ1  + k1θ2    =>   I1 𝜑 1 + k1 (θ1 – θ2) = 0 

 

 δεύηεξε κάδα (πιήξεο ζηξόθαιν), 

 

I2 𝜑 2 =  - k1θ2 + k1θ1 - k2θ2 + k2θ3   =>   I2 𝜑 2  + k1 (θ2 – θ1) + k2 (θ2 – θ3) = 0 

 

 ηξίηε κάδα (πιήξεο ζηξόθαιν) 

 

I3 𝜑 3 =  - k2θ3 + k2θ2 - k3θ3 + k3θ4    =>   I3 𝜑 3 + k2 (θ3 – θ2) + k3 (θ3 – θ4) = 0  

 



 ηέηαξηε κάδα (πιήξεο ζηξόθαιν) 

 

I4 𝜑 4 = - k3θ4 + k3θ3 - k4θ4 + k4θ5     =>   I4 𝜑 4+ k3 (θ4 – θ3) + k4 (θ4 – θ5) = 0 

 

 

 πέκπηε  κάδα (πιήξεο ζηξόθαιν) 

 

I5 𝜑 5  =  - k4θ5 + k4θ4    =>   I5 𝜑 5+ k4 (θ5 – θ4) = 0   

 

 

Οπόηε ζπγθεληξσηηθά έρνπκε ην παξαθάησ ζύζηεκα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ, 

 

I1 𝜑 1+ k1 (θ1 – θ2) = 0 

 

I2 𝜑 2+ k1 (θ2 – θ1) + k2 (θ2 – θ3) = 0 

 

I3 𝜑 3 + k2 (θ3 – θ2) + k3 (θ3 – θ4) = 0 

 

I4 𝜑 4+ k3 (θ4 – θ3) + k4 (θ4 – θ5)  = 0 

 

I5 𝜑 5+ k4 (θ5 – θ4) = 0 

  

 

 

Μαζεκατηθή κνλτεινπνίεσε κε βάσε τελ Αλαιπτηθή Δπλακηθή (Lagrangian  Dynamics) 

 

     Γηα δπλακηθά ζπζηήκαηα πνπ ε ζπκπεξηθνξά ηνπο δηέπεηαη από ζπληεξεηηθά 

πεδία δπλάκεσλ, κε βάζε ηελ αξρή ησλ Γπλαηώλ Έξγσλ, νη εμηζώζεηο θίλεζεο 

παξάγνληαη από ηηο εμηζώζεηο Lagrange - Euler, 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑𝑖
−

𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 𝑖
 = 0    (2) 

 

όπνπ,   𝐿 = 𝑇 − 𝑉,   ε Lagrangian ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

 Τ,  ε θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο καδώλ 

 V,  ε δπλακηθή (ειαζηηθή) ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο καδώλ 

 

 

Άξα έρνπκε,  

 

𝑇 =  
1

2
 𝐼1 𝜑1 

2  +  
1

2
 𝐼2 𝜑2 

2 +  
1

2
 𝐼3 𝜑3 

2 +  
1

2
 𝐼4 𝜑4 

2  +  
1

2
 𝐼5 𝜑5 

2 

 

𝑉 =  
1

2
 𝐾1(𝜑2 − 𝜑1)2 + 

1

2
 𝐾2(𝜑3 − 𝜑2)2 + 

1

2
 𝐾3(𝜑4 − 𝜑3)2 +

1

2
 𝐾4(𝜑5 − 𝜑4)2 

 

 



 Κάζε κηα από ηηο πέληε εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο παξάγεηαη κε βάζε ηελ (2), 

 

𝜕𝐿

𝜕𝜑1
−

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 1
 = 0 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑2
−

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 2
 = 0 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑3
−

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 3
 = 0 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑4
−

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 4
 = 0 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑5
−

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 5
 = 0 

 

 

Αλαιπηηθά έρνπκε, 

 

𝐿 = 
1

2
 𝐼1 𝜑1 

2  +  
1

2
 𝐼2 𝜑2 

2 + 
1

2
 𝐼3 𝜑3 

2 +  
1

2
 𝐼4 𝜑4 

2  +  
1

2
 𝐼5 𝜑5 

2 −
1

2
 𝐾1(𝜑2 − 𝜑1)2 

−
1

2
 𝐾2(𝜑3 − 𝜑2)2 − 

1

2
 𝐾3(𝜑4 − 𝜑3)2 −

1

2
 𝐾4(𝜑5 − 𝜑4)2 

  

θαη παίξλνληαο παξαγώγνπο σο πξνο γσλίεο, 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑1
=    𝐾1𝜑2 −  𝐾1𝜑1 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑2
=   − 𝐾1𝜑2 +  𝐾1𝜑1 +  𝐾2𝜑3 −  𝐾2𝜑2 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑3
=   − 𝐾2𝜑3 +  𝐾2𝜑2 +  𝐾3𝜑4 −  𝐾3𝜑3 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑4
=   − 𝐾3𝜑4 +  𝐾3𝜑3 +  𝐾4𝜑5 −  𝐾4𝜑4 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑5
=   − 𝐾4𝜑5 +  𝐾4𝜑4 

 

σο πξνο γσληαθέο ηαρύηεηεο, 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 1
=   𝐼1 𝜑1   

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 2
=   𝐼2 𝜑2  



 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 3
=   𝐼3 𝜑3  

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 4
=   𝐼4 𝜑4  

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 5
=   𝐼5 𝜑5  

 

θαη σο πξνο ηνλ ρξόλν, t, έρνπκε, 

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 1
 =   𝐼1 𝜑1  

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 2
 =   𝐼2 𝜑2  

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 3
 =   𝐼3 𝜑3  

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 4
 =   𝐼4 𝜑4  

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 5
 =   𝐼5 𝜑5  

 

     Οπόηε ζύκθσλα κε ηε δνκή ησλ εμηζώζεσλ  (2)  θαηαιήγνπκε ζηηο ίδηεο 

δηαθνξηθέο εμηζώζεηο κε απηέο πνπ αθνινπζνύλ ηνλ 2ν λόκν ηνπ Νεύησλα. 

 

Έρνπκε, 

 

        𝐾1𝜑2 −  𝐾1𝜑1 −  𝐼1 𝜑1  = 0 

 

− 𝐾1𝜑2 +  𝐾1𝜑1 +  𝐾2𝜑3 −  𝐾2𝜑2 −  𝐼2 𝜑2   = 0 

 

− 𝐾2𝜑3 +  𝐾2𝜑2 +  𝐾3𝜑4 −  𝐾3𝜑3 −  𝐼3 𝜑3 = 0 
 

− 𝐾3𝜑4 +  𝐾3𝜑3 +  𝐾4𝜑5 −  𝐾4𝜑4 −  𝐼4 𝜑4  = 0 

 

− 𝐾4𝜑5 +  𝐾4𝜑4 −   𝐼5 𝜑5  = 0 

 

 

 

 

 

 

 



Μαζεκατηθή κνλτεινπνίεσε σπστήκατνο κε απόσβεσε 

 

     ΢ηελ πξαγκαηηθόηεηα ην ζύζηεκα, εθηόο ησλ δύν θνξέσλ ελέξγεηαο ( κάδεο, 

άηξαθηνη )  θέξεη θαη ζηνηρεία πνπ θαηαλαιώλνπλ ελέξγεηα, όπσο παζεηηθέο 

αληηζηάζεηο, ηόηε ην πιάηνο ηεο ηαιάλησζεο κεηώλεηαη ζπλερώο. Η ξνπή απηή 

απόζβεζεο πάληα αληηηίζεηαη ζηελ θίλεζε θαη ε ζπκπεξηθνξά ηεο ( ρξνληθή 

κεηαβνιή ηεο ) εμαξηάηαη από ην είδνο ηεο.  

 Αληίζηαζε ζε μεξά ηξηβή, έρεη ζηαζεξή ηηκή 

 

 Αληίζηαζε ζηελ αξγή θίλεζε ησλ ζσκάησλ κέζα ζε ξεπζηό είλαη 

αλάινγε ηεο ηαρύηεηαο ( 𝜑  ) 
 

 Αληίζηαζε ζηελ αληίζηνηρε γξήγνξε θίλεζε είλαη αλάινγε κε ην 

ηεηξάγσλν ηεο ηαρύηεηαο  [  ( 𝜑  ) 2 ] 
 

 

 Ι1 

                                                  Ι2                  Ι3                 Ι4                  Ι5 

                                 Κ1,C1           K2,C2           K3,C3         K4,C4 

 

 

 

Δηθόλα 1.3 Γηαθεθξηκέλν κνληέιν πξόηππνπ ζηξνθαινθόξνπ άμνλα 

 κε απνζβέζεηο 

 

 

Γηα ζπζηήκαηα κε εκβνινθόξεο Μ.Δ.Κ ε ζπγγελέζηεξε κνξθή απόζβεζεο είλαη απηή 

ηεο αληίζηαζεο, αλάινγεο πξνο ηελ ηαρύηεηα πεξηζηξνθήο.  

 

 

Μαζεκατηθή κνλτεινπνίεσε κε βάσε τελ Αλαιπτηθή Δπλακηθή (Lagrangian  Dynamics) 

 

     Με βάζε ηελ αξρή ησλ Γπλαηώλ Έξγσλ, νη εμηζώζεηο θίλεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο 

παξάγνληαη από ηηο εμηζώζεηο Lagrange - Euler, 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑𝑖
−

𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 𝑖
 = 𝑄𝑖     (2) 

 



     Δδώ εκθαλίδεηαη θαη ε απόζβεζε πνπ είλαη κε ζπληεξεηηθή δύλακε. Μεηαβνιή 

ηνπ έξγνπ ηεο σο πξνο ηε γσληαθή κεηαηόπηζε είλαη ε ξνπή ζην δεμί κέινο ησλ 

εμηζώζεσλ  (2). 

𝑄𝑖 =
𝑑

𝑑𝜑 𝑖
𝑊𝑖   =  𝐹𝑖  

όπνπ 𝑊𝑖 , είλαη ην έξγν πνπ παξάγεη ε κε ζπληεξεηηθή δύλακε θαηά ηε γσληαθή 

κεηαηόπηζε, 𝜑𝑖 . 

Σν έξγν ηεο απόζβεζεο γηα θάζε κάδα είλαη,  

 

 𝑊1 =   𝐹1𝜑1  

 𝑊2 =   𝐹2𝜑2  

 𝑊3 =   𝐹3𝜑3  

 𝑊4 =   𝐹4𝜑4  

 𝑊5 =   𝐹5𝜑5  

 

 

Όπνηε, 

 𝑄1 =
𝑑

𝑑𝜑1
𝑊1 = 𝐹1 

 

 𝑄2 =
𝑑

𝑑𝜑2
𝑊2 = 𝐹2 

 

 𝑄3 =
𝑑

𝑑𝜑3
𝑊3 = 𝐹3 

 

 𝑄4 =
𝑑

𝑑𝜑4
𝑊4 = 𝐹4 

 

όπνπ, 

 𝐹1 =  𝑐1 ( 𝜑2 − 𝜑1 )   

 

 𝐹2 =  𝑐2 ( 𝜑3 − 𝜑2 )  +  𝑐1 ( 𝜑2 − 𝜑1 ) 

 

 𝐹3 =  𝑐3 ( 𝜑4 − 𝜑3 )  +  𝑐2 ( 𝜑3 − 𝜑2 )   

 

 𝐹4 =  𝑐4 ( 𝜑5 − 𝜑4 )  +  𝑐3 ( 𝜑4 − 𝜑3 )   

 

 𝐹5 =  𝑐5 ( 𝜑5 − 𝜑4 )  

 

 

 

 



Κάζε κηα από ηηο πέληε εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο παξάγεηαη κε βάζε ηελ (2), 

 

𝜕𝐿

𝜕𝜑1
−

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 1
 = 𝐹1 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑2
−

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 2
 = 𝐹2  

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑3
−

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 3
 = 𝐹3  

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑4
−

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 4
 = 𝐹4 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑5
−

𝑑

𝑑𝑡
 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 5
 = 𝐹5  

 

Όπσο θαη ζην κνληέιν ρσξίο απόζβεζε έρνπκε, 

 

𝐿 = 
1

2
 𝐼1 𝜑1 

2  +  
1

2
 𝐼2 𝜑2 

2 + 
1

2
 𝐼3 𝜑3 

2 +  
1

2
 𝐼4 𝜑4 

2  +  
1

2
 𝐼5 𝜑5 

2 −
1

2
 𝐾1(𝜑2 − 𝜑1)2 

−
1

2
 𝐾2(𝜑3 − 𝜑2)2 − 

1

2
 𝐾3(𝜑4 − 𝜑3)2 −

1

2
 𝐾4(𝜑5 − 𝜑4)2 

 

παίξλνληαο παξαγώγνπο σο πξνο γσλίεο, 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑1
=    𝐾1𝜑2 −  𝐾1𝜑1 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑2
=   − 𝐾1𝜑2 +  𝐾1𝜑1 +  𝐾2𝜑3 −  𝐾2𝜑2 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑3
=   − 𝐾2𝜑3 +  𝐾2𝜑2 +  𝐾3𝜑4 −  𝐾3𝜑3 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑4
=   − 𝐾3𝜑4 +  𝐾3𝜑3 +  𝐾4𝜑5 −  𝐾4𝜑4 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑5
=   − 𝐾4𝜑5 +  𝐾4𝜑4 

 

 

σο πξνο γσληαθέο ηαρύηεηεο, 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 1
=   𝐼1 𝜑1   

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 2
=   𝐼2 𝜑2  



 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 3
=   𝐼3 𝜑3  

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 4
=   𝐼4 𝜑4  

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 5
=   𝐼5 𝜑5  

 

θαη σο πξνο ηνλ ρξόλν, t, έρνπκε, 

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 1
 =   𝐼1 𝜑1  

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 2
 =   𝐼2 𝜑2  

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 3
 =   𝐼3 𝜑3  

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 4
 =   𝐼4 𝜑4  

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 5
 =   𝐼5 𝜑5  

 

     Οπόηε ζύκθσλα κε ηε δνκή ησλ εμηζώζεσλ,    
𝜕𝐿
𝜕𝜑𝑖

− 𝑑
𝑑𝑡

 
𝜕𝐿
𝜕𝜑 𝑖

 = 𝑄𝑖 

έρνπκε, 

 

     𝐾1𝜑2 −  𝐾1𝜑1 −  𝐼1 𝜑1   =  𝑐1 ( 𝜑2 − 𝜑1 )   

 

− 𝐾1𝜑2 +  𝐾1𝜑1 +  𝐾2𝜑3 −  𝐾2𝜑2 −  𝐼2 𝜑2   =  𝑐2 ( 𝜑3 − 𝜑2 )  +  𝑐1 ( 𝜑2 − 𝜑1 ) 

 

− 𝐾2𝜑3 +  𝐾2𝜑2 +  𝐾3𝜑4 −  𝐾3𝜑3 −  𝐼3 𝜑3  =  𝑐3 ( 𝜑4 − 𝜑3 )  +  𝑐2 ( 𝜑3 − 𝜑2 )   

 

− 𝐾3𝜑4 +  𝐾3𝜑3 +  𝐾4𝜑5 −  𝐾4𝜑4 −  𝐼4 𝜑4   =  𝑐4 ( 𝜑5 − 𝜑4 )  +  𝑐3 ( 𝜑4 − 𝜑3 )   

 

− 𝐾4𝜑5 +  𝐾4𝜑4 −   𝐼5 𝜑5   =  𝑐5 ( 𝜑5 − 𝜑4 ) 
 

      

 

 

 

 

 

 



Εθθελτξότετεο τωλ στξνυάιωλ 

 

     Οη δπλακηθέο εμηζώζεηο πνπ αλαπηύρζεθαλ κέρξη ηώξα γηα ην αμνληθό δελ 

πεξηέρνπλ όξνπο πνπ λα αθνξνύλ ηελ εθθεληξόηεηα ( βιέπε ''Δηζαγσγή'' ) πνπ εθ 

θύζεσο ηεο κνξθήο ηνπ, έρεη ν ζηξνθαινθόξνο. 

 

     Δθόζνλ πξόθεηηαη γηα δπλακηθό ζύζηεκα πνπ ε ζπκπεξηθνξά ηνπ δηέπεηαη από 

ζπληεξεηηθά πεδία δπλάκεσλ, νη εμηζώζεηο θίλεζεο παξάγνληαη από, 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑𝑖
−

𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 𝑖
 = 0    (2) 

 

όπνπ,   𝐿 = 𝑇 − 𝑉,   ε Lagrangian ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

 Τ,  ε θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο καδώλ 

 V,  ε δπλακηθή (ειαζηηθή , πςνκεηξηθό δπλακηθό) ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο καδώλ 

 

 

Άξα έρνπκε,  

 

𝑇 =  
1

2
 𝐼1 𝜑1 

2  +  
1

2
 𝐼2 𝜑2 

2 +  
1

2
 𝐼3 𝜑3 

2 +  
1

2
 𝐼4 𝜑4 

2  +  
1

2
 𝐼5 𝜑5 

2 

 

     ΢ηε δπλακηθή ελέξγεηα, ζε απηή ηελ πεξίπησζε, ζπκπεξηιακβάλεηαη ε ελέξγεηα 

ιόγσ ζέζεο ή πςνκεηξηθήο δηαθνξάο (βιέπε. ζρ.4 από ''εηζαγσγή''), 

 

𝑉 =  
1

2
 𝐾1(𝜑2 − 𝜑1)2 + 

1

2
 𝐾2(𝜑3 − 𝜑2)2 + 

1

2
 𝐾3(𝜑4 − 𝜑3)2 +

1

2
 𝐾4(𝜑5 − 𝜑4)2 +  

 

        + 𝑀2,1𝑔𝐿2,1 𝑐𝑜𝑠 𝜑2 − 𝑀2,2𝑔𝐿2,2 𝑐𝑜𝑠 𝜑2 +  𝑀3,1𝑔𝐿3,1 𝑐𝑜𝑠 𝜑3 − 𝑀3,2𝑔𝐿3,2 𝑐𝑜𝑠 𝜑3 

         + 𝑀4,1𝑔𝐿4,1 𝑐𝑜𝑠 𝜑4 − 𝑀4,2𝑔𝐿4,2 𝑐𝑜𝑠 𝜑4 +  𝑀5,1𝑔𝐿5,1 𝑐𝑜𝑠 𝜑5 − 𝑀5,2𝑔𝐿5,2 𝑐𝑜𝑠 𝜑5 

 

ή 

 

𝑉 =  
1

2
 𝐾1(𝜑2 − 𝜑1)2 + 

1

2
 𝐾2(𝜑3 − 𝜑2)2 + 

1

2
 𝐾3(𝜑4 − 𝜑3)2 +

1

2
 𝐾4(𝜑5 − 𝜑4)2  

 

         − 𝜀2 𝑐𝑜𝑠 𝜑2 − 𝜀3 𝑐𝑜𝑠 𝜑3 − 𝜀4 𝑐𝑜𝑠 𝜑4 − 𝜀5 𝑐𝑜𝑠 𝜑5 

 

 

 

 

 

 

 



παξαγώγνπο σο πξνο γσλίεο, 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑1
=    𝐾1𝜑2 −  𝐾1𝜑1 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑2
=   − 𝐾1𝜑2 +  𝐾1𝜑1 +  𝐾2𝜑3 −  𝐾2𝜑2  +  𝜀2 𝑠𝑖𝑛 𝜑2 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑3
=   − 𝐾2𝜑3 +  𝐾2𝜑2 +  𝐾3𝜑4 − 𝐾3𝜑3 +  𝜀3 𝑠𝑖𝑛 𝜑3 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑4
=   − 𝐾3𝜑4 +  𝐾3𝜑3 +  𝐾4𝜑5 − 𝐾4𝜑4 +  𝜀4 𝑠𝑖𝑛 𝜑4 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑5
=   − 𝐾4𝜑5 +  𝐾4𝜑4 +  𝜀5 𝑠𝑖𝑛 𝜑5 

 

σο πξνο γσληαθέο ηαρύηεηεο, 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 1
=   𝐼1 𝜑1   

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 2
=   𝐼2 𝜑2  

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 3
=   𝐼3 𝜑3  

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 4
=   𝐼4 𝜑4  

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑 5
=   𝐼5 𝜑5  

 

θαη σο πξνο ηνλ ρξόλν, t, έρνπκε, 

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 1
 =   𝐼1 𝜑1  

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 2
 =   𝐼2 𝜑2  

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 3
 =   𝐼3 𝜑3  

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 4
 =   𝐼4 𝜑4  

 

 
𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 5
 =   𝐼5 𝜑5  

 



Καηαιήγνπκε ζηηο δπλακηθέο εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, 

 

I1 𝜑 1+ k1 (θ1 – θ2)  = 0 

 

I2 𝜑 2+ k1 (θ2 – θ1) + k2 (θ2 – θ3) + 𝜀2 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑2  = 0 

 

I3 𝜑 3 + k2 (θ3 – θ2) + k3 (θ3 – θ4) + 𝜀3 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑3  = 0  

 

I4 𝜑 4+ k3 (θ4 – θ3) + k4 (θ4 – θ5) + 𝜀4 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑4  = 0 

 

I5 𝜑 5+ k4 (θ5 – θ4) + 𝜀5 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑5  = 0 

 

 

Μαζεκατηθή κνλτεινπνίεσε σπστήκατνο κε εθθελτξότετα & απόσβεσε 

     Οη εμηζώζεηο θίλεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ζα έρνπλ ηε δνκή, 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜑𝑖
−

𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 𝑖
 = 𝑄𝑖      

 
     Η κεηαβνιή ηνπ έξγνπ ηεο απόζβεζεο σο πξνο ηε γσληαθή κεηαηόπηζε είλαη ε 

ξνπή ζην δεμί κέινο ησλ δπλακηθώλ εμηζώζεσλ, 

𝑄𝑖 =
𝑑

𝑑𝜑 𝑖
𝑊𝑖   =  𝐹𝑖  

όπνπ 𝑊𝑖 , είλαη ην έξγν πνπ παξάγεη ε κε ζπληεξεηηθή δύλακε θαηά ηε γσληαθή 

κεηαηόπηζε, 𝜑𝑖 . 

Σν έξγν ηεο απόζβεζεο, 

 𝑊1 =   𝐹1𝜑1  

 𝑊2 =   𝐹2𝜑2  

 𝑊3 =   𝐹3𝜑3  

 𝑊4 =   𝐹4𝜑4  

 𝑊5 =   𝐹5𝜑5  

 

Όπνηε, 

 𝑄1 =
𝑑

𝑑𝜑1
𝑊1 = 𝐹1 

 

 𝑄2 =
𝑑

𝑑𝜑2
𝑊2 = 𝐹2 

 

 𝑄3 =
𝑑

𝑑𝜑3
𝑊3 = 𝐹3 

 

 𝑄4 =
𝑑

𝑑𝜑4
𝑊4 = 𝐹4 



Όπνπ θαηά ηα γλσζηά,  

 

 𝐹1 =  𝑐1 ( 𝜑2 − 𝜑1 )   

 

 𝐹2 =  𝑐2 ( 𝜑3 − 𝜑2 )  +  𝑐1 ( 𝜑2 − 𝜑1 ) 

 

 𝐹3 =  𝑐3 ( 𝜑4 − 𝜑3 )  +  𝑐2 ( 𝜑3 − 𝜑2 )   

 

 𝐹4 =  𝑐4 ( 𝜑5 − 𝜑4 )  +  𝑐3 ( 𝜑4 − 𝜑3 )   

 

 𝐹5 =  𝑐5 ( 𝜑5 − 𝜑4 )  

 

 

Δλώ , ε πνζόηεηα  𝐿 = 𝑇 − 𝑉, παξάγεηαη από, 

 

𝑇 =  
1

2
 𝐼1 𝜑1 

2  +  
1

2
 𝐼2 𝜑2 

2 +  
1

2
 𝐼3 𝜑3 

2 +  
1

2
 𝐼4 𝜑4 

2  +  
1

2
 𝐼5 𝜑5 

2 

 

 

𝑉 =  
1

2
 𝐾1(𝜑2 − 𝜑1)2 + 

1

2
 𝐾2(𝜑3 − 𝜑2)2 + 

1

2
 𝐾3(𝜑4 − 𝜑3)2 +

1

2
 𝐾4(𝜑5 − 𝜑4)2  

 

     − 𝜀2 𝑐𝑜𝑠 𝜑2 − 𝜀3 𝑐𝑜𝑠 𝜑3 − 𝜀4 𝑐𝑜𝑠 𝜑4 − 𝜀5 𝑐𝑜𝑠 𝜑5 

 

όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε, ρσξίο απόζβεζε. 

 

     Παίξλνληαο παξαγώγνπο γηα θάζε κάδα,  
𝜕𝐿

𝜕𝜑𝑖
 ,

𝜕𝐿

𝜕𝜑 𝑖
 ,

𝑑

𝑑𝑡
 

𝜕𝐿

𝜕𝜑 𝑖
  όπσο 

πξνεγνύκελα, θαηαιήγνπκε ζηηο δπλακηθέο εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, 

 

 

     𝐾1𝜑2 −  𝐾1𝜑1 −  𝐼1 𝜑1   =  𝑐1 ( 𝜑2 − 𝜑1 )   

 

− 𝐾1𝜑2 +  𝐾1𝜑1 +  𝐾2𝜑3 −  𝐾2𝜑2 −  𝐼2 𝜑2   +  𝜀2 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑2  =  𝑐2 ( 𝜑3 − 𝜑2 )   

                                                                                                                 + 𝑐1 ( 𝜑2 − 𝜑1 ) 

 

− 𝐾2𝜑3 +  𝐾2𝜑2 +  𝐾3𝜑4 −  𝐾3𝜑3 −  𝐼3 𝜑3  +  𝜀3 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑3 =  𝑐3 ( 𝜑4 − 𝜑3 )                                           

                                                                                                                   +  𝑐2 ( 𝜑3 − 𝜑2 )   

 

− 𝐾3𝜑4 +  𝐾3𝜑3 +  𝐾4𝜑5 − 𝐾4𝜑4 − 𝐼4 𝜑4   +  𝜀4 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑4  =  𝑐4 ( 𝜑5 − 𝜑4 )                                                     

                                                                                                                +  𝑐3 ( 𝜑4 − 𝜑3 ) 

 

− 𝐾4𝜑5 +  𝐾4𝜑4 −   𝐼5 𝜑5   +  𝜀5 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑5 =  𝑐5 ( 𝜑5 − 𝜑4 ) 
 



Εθθελτξότετα  στξνυαινυόξνπ  άμνλα 

     Κάζε έλα από ηα ηέζζεξα ζηξόθαια έρεη ηε δηθή ηνπ εθθεληξόηεηα 

(𝜀2,  𝜀3,  𝜀4,  𝜀5 ), ε νπνία εηζάγεη ζηηο δπλακηθέο εμηζώζεηο, κε γξακκηθνύο όξνπο 

ζηξεπηηθήο ξνπήο, ιόγσ βαξύηεηαο ( βι. ''Δηζαγσγή'' ). 

 

Υπνινγησκόο εθθελτξότεταο τωλ καδώλ 

     Η δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο γίλεηαη όπσο θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα,  

( βι. Κεθ.2  ''Μνληεινπνίεζε ΙΙ'' ) 

 

 

Μάζα-

Αδπάνεια 

 

Τμήματα Αξονικού 

 

1 ΢ΦΟΝΓΤΛΟ΢ 

2 ΑΞΟΝΑ΢+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+1/2Κ.΢ΣΡΟΦΑΛΟΤ 

3 1/2Κ.΢ΣΡΟΦΑΛΟΤ+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+Κ.ΒΑ΢Η΢+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+1/2Κ.΢ΣΟΦΑΛΟΤ 

4 1/2Κ.΢ΣΡΟΦΑΛΟΤ+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+Κ.ΒΑ΢Η΢+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+1/2Κ.΢ΣΟΦΑΛΟΤ 

5 1/2Κ.΢ΣΡΟΦΑΛΟΤ+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+Κ.ΒΑ΢Η΢+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+Κ.΢ΣΟΦΑΛΟΤ+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+ΑΞΟΝΑ΢ 

 

     Κάζε έλα από ηα ηκήκαηα - κάδεο ηνπ αμνληθνύ έρεη ηε δηθή ηνπ εθθεληξόηεηα, 

εθηόο ηνπ ζθνλδύινπ πνπ έρεη κεδεληθή ( 𝜀1 = 0 ). Σα ηκήκαηα κνληεινπνηνύληαη κε 

δύν κάδεο ζπλδεόκελεο κε κία ξάβδν, ζύκθσλα κε ηελ θαηαζθεπαζηηθή δνκή ηνπ 

άμνλα. Οπόηε γηα θάζε κάδα πξέπεη λα βξεζεί, ην άλσ θαη θάησ έθθεληξν 

(𝑀1 𝜅𝛼𝜄 𝑀2), θαζώο θαη ε απόζηαζή ηνπ θάζε ελόο από ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο-z 

(𝐿1 𝜅𝛼𝜄 𝐿2). Δληειώο αληίζηνηρα ζα κπνξνύζακε λα βξνύκε ηε ζπλνιηθή κάδα θαη 

ηελ απόζηαζή ηνπ ΚΒ απηήο από ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο - z. 

 

𝜀 𝑔  =  ( Μ𝑖+1L𝑖+1 − Μ𝑖L𝑖  )  𝑔  =  𝛭𝜊𝜆𝜄𝜅𝜊   𝑦𝜊𝜆𝜄𝜅𝜊   𝑔 

 

όπνπ    i = 1, 2, 3, 4 

     Έρνπκε αλαιπηηθά, γηα ηε ζέζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο (επίπεδν x,y) θαη ηε κάδα 

(kg) ηνπ θάζε θνκκαηηνύ θάζε κηαο κάδαο 

΢ρήκα_1 

Αλαγσγή ζηξνθάινπ ζε ηζνδύλακν ζύζηεκα ξάβδνπ - καδώλ 



Μάδα 2 

 

Άλω Έθθελτξν 

ΚΟΜΒΙΟ 
ΒΑΣΗΣ  Μ (kg) x y 
L (m) 0.17 0.471651 0 0.006366 

D (m) 0.03    

ΑΓΚΩΝΑΣ     

L (m) 0.0078 0.042983 0 0.012375 

B (m) 0.039    

H (m) 0.018    

 

𝚳𝟐 X  𝒀   =  𝐋𝟐 
0.514635 0 0.006868 

 

 

Κάτω Έθθελτξν 

ΚΟΜΒΙΟ 
ΒΑΣΗΣ   Μ (kg) x y 

L (m) 0.17 0.471651 0 -0.006366 

D (m) 0.03    

ΑΓΚΩΝΑΣ       

L (m) 0.0078 0.30566 0 -0.06063 

B (m) 0.039    

H (m) 0.128    

ΚΟΜΒΙΟ 
ΒΑΣΗΣ       

L (m) 0.102 0.565981 0 -0.0965 

D (m) 0.03    

 

𝚳𝟏 X  𝒀   =  𝐋𝟏 
1.060302 0 0.07182 

 

Μάδα  3 , 4 

 

Άλω Έθθελτξν 

ΚΟΜΒΙΟ 
ΒΑΣΗΣ  Μ (kg) x y 
L (m) 0.051 0.141495 0 0.006366 

D (m) 0.03    

ΑΓΚΩΝΑΣ     

L (m) 0.0078 0.30566 0 0.060625 

B (m) 0.039    

H (m) 0.128    

ΚΟΜΒΙΟ  
ΔΙΩΣΤΗΡΑ     

L (m) 0.102 0.565981 0 0.0965 

D (m) 0.03    



ΑΓΚΩΝΑΣ     

L (m) 0.0078 0.30566 0 0.060625 

B (m) 0.039    

H (m) 0.128    

ΚΟΜΒΙΟ 
ΒΑΣΗΣ     

L (m) 0.051 0.141495 0 0.006366 

D (m) 0.03    

 

𝚳𝟒 X  𝒀   =  𝐋𝟒 
1.460293 0 0.05221 

 

 

Κάτω Έθθελτξν 

ΚΟΜΒΙΟ 
ΒΑΣΗΣ   Μ (kg) x y 

L (m) 0.051 0.141495 0 -0.00637 

D (m) 0.03    

ΑΓΚΩΝΑΣ       

L (m) 0.0078 0.042983 0 -0.01238 

B (m) 0.039    

H (m) 0.018    

ΑΓΚΩΝΑΣ       

L (m) 0.0078 0.042983 0 -0.01238 

B (m) 0.039    

H (m) 0.018    

ΚΟΜΒΙΟ 
ΒΑΣΗΣ       

L (m) 0.051 0.141495 0 -0.00637 

D (m) 0.03    

 

𝚳𝟑 X  𝒀   =  𝐋𝟑 
0.368958 0 0.007766 

 

Μάδα 5 

 

Άλω Έθθελτξν 

ΑΓΚΩΝΑΣ     

L (m) 0.0078 0.042983 0 0.012375 

B (m) 0.039    

H (m) 0.018    

ΚΟΜΒΙΟ  
ΒΑΣΗΣ     

L (m) 0.102 0.282991 0 0.006366 

D (m) 0.03    

ΑΓΚΩΝΑΣ     

L (m) 0.0078 0.30566 0 0.060625 

B (m) 0.039    

H (m) 0.128    



ΚΟΜΒΙΟ 
ΔΙΩΣΤΗΡΑ     

L (m) 0.102 0.565981 0 0.0965 

D (m) 0.03    

ΑΓΚΩΝΑΣ     

L (m) 0.0078 0.30566 0 0.060625 

B (m) 0.039    

H (m) 0.128    

ΚΟΜΒΙΟ  
ΒΑΣΗΣ 

    

L (m) 0.218 0.604823 0 0.006366 

D (m) 0.03    

ΚΟΜΒΙΟ  
ΒΑΣΗΣ 

    

L (m) 0.06 0.115601 0 0.005305 

D (m) 0.025    

 

𝚳𝟖 X  𝒀   =  𝐋𝟖 
1.678033 0 0.031685 

 

Κάτω Έθθελτξν 

ΚΟΜΒΙΟ 
ΔΙΩΣΤΗΡΑ   Μ (kg) x y 

L (m) 0.102 0.565981 0 -0.0965 

D (m) 0.03    

ΑΓΚΩΝΑΣ       

L (m) 0.0078 0.30566 0 -0.06063 

B (m) 0.039    

H (m) 0.128    

ΚΟΜΒΙΟ 
ΒΑΣΗΣ       

L (m) 0.102 0.282991 0 -0.00637 

D (m) 0.03    

ΑΓΚΩΝΑΣ       

L (m) 0.0078 0.042983 0 -0.01238 

B (m) 0.039    

H (m) 0.018    

ΑΓΚΩΝΑΣ       

L (m) 0.0078 0.042983 0 -0.01238 

B (m) 0.039    

H (m) 0.018    

ΚΟΜΒΙΟ 
ΒΑΣΗΣ 

      

L (m) 0.218 0.604823 0 -0.00637 

D (m) 0.03    

ΚΟΜΒΙΟ 
ΒΑΣΗΣ 

      

L (m) 0.06 0.115601 0 -0.00531 

D (m) 0.025    

 



𝚳𝟕 X  𝒀  =  𝐋𝟕 
2.2237 0 0.044285 

 

΢πγθεληξσηηθά έρνπκε, 

 

Μάζα 𝜺   
2     0.0906 
3   - 0.0734 
4   - 0.0734 
5     0.0912 

      

     Παξαηεξνύκε όηη ε εθθεληξόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο ζπλνιηθά δελ είλαη κεδεληθή 

(𝜺 ≠ 𝟎), θάηη πνπ νθείιεηαη ζηελ θαηαλνκή ηεο κάδαο (θαηά κήθνο) πξηλ ην πξώην 

πιήξεο ζηξόθαιν, θαη κεηά ην ηειεπηαίν. Απηό ζεκαίλεη όηη ην ζύζηεκά καο ζα 

επεξεάδεηαη θαη από ηε βαξύηεηα θαηά ηελ πεξηζηξνθή ηνπ. 

 

Μάζα 
 

𝝁𝜼 𝜸𝝆𝜶𝝁𝝁𝜾𝜿ή 𝝆𝝄𝝅ή 

2  0.0906 𝑔 sin 𝜑2 
3 - 0.0734 𝑔 sin 𝜑3  
4 - 0.0734 𝑔 sin 𝜑4  
5  0.0912 𝑔 sin 𝜑5 

 

     Πην ζπγθεθξηκέλα ζην δηάγξακκα_1 θαίλεηαη ε ξνπή πνπ εηζάγεηαη, αζξνηζηηθά, 

από ηηο κάδεο (2 θαη 5,κπιε ρξώκα - 3 θαη 4, θόθθηλν ρξώκα - νιηθή, πξάζηλν ρξώκα). 

         Απνηέιεζκα απηήο ηεο πνιύ κηθξήο ελαπνκέλνπζαο εθθεληξόηεηαο, είλαη λα 

αλαπηύζζεηαη κηα ελαιιαζζόκελε ζηξεπηηθή δύλακε, πνιύ κηθξνύ πιάηνπο θαηά ηελ 

πεξηζηξνθή ηνπ αμνληθνύ. ΢ην θεθάιαην 3, ππνινγίδεηαη ε ζπκπεξηθνξά ηνπ 

αμνληθνύ κε ηε κέζνδν RK-4, νπόηε ιακβάλεηαη ππόςε ε εθθεληξόηεηα ζηηο 

δπλακηθέο εμηζώζεηο θαη επηξξνή ηεο ζηελ ηαιαληεπηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ 

ζπζηήκαηνο. 



 
 

 

             Γηάγξακκα_1 
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2.  Πξνζδηνξηζκόο Ιδηνζπρλνηήησλ - ΢ύζηεκα ρσξίο Εθθεληξόηεηα 

     ΢ην παξόλ θεθάιαην ππνινγίδνληαη νη ηδηνζπρλόηεηεο ηνπ ζπζηήκαηνο ρσξίο λα 

ιακβάλνληαη ππόςε νη εθθεληξόηεηεο ησλ καδώλ πνπ ην απαξηίδνπλ. Θεσξνύκε 

νπόηε πσο ε πεξηζηξνθή ηνπ ζηξνθαινθόξνπ δελ επεξεάδεηαη από ηε βαξύηεηα.            

Όπσο ήδε αλαθέξζεθε νη πεξηζηξεθόκελεο κάδεο ηππνπνηνύληαη κε βάζε ηελ πνιηθή 

ξνπή αδξάλεηαο ηνπο, θαη ηα ηκήκαηα ηνπ αμνληθνύ πνπ ηηο ζπλδένπλ, κε βάζε ηε 

ζηξεπηηθή αθακςία ηνπο [1]. 

Κάζε ηκήκα ηνπ αμνληθνύ πξνζθέξεη ζε ζηξεπηηθή αδξάλεηα  θαη ζηξεπηηθή αθακςία. 

Οπόηε κηα κνληεινπνίεζε πξνζεγγίδεη πεξηζζόηεξν ηελ πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά 

ηνπ ζπζηήκαηνο όηαλ έρνπλ ιεθζεί ππόςε θαη νη δύν παξαπάλσ παξάκεηξνη γηα θάζε 

ηκήκα ηνπ άμνλα. 

     Πνιιέο θνξέο όκσο είλαη αξθεηό λα κνληεινπνηεζεί ην ζύζηεκα, ιακβάλνληαο 

ππόςε όηη θάπνηα ηκήκαηα κόλν πεξηζηξέθνληαη (θνκβίν ζηξνθάινπ, ζηξόθαια) θαη 

αιιά πξνζθέξνπλ κόλν ζηξεπηηθή αθακςία (θνκβία βάζεσο). Απηή ζα είλαη θαη ε 

πξώηε κνληεινπνίεζε πνπ ζα αλαπηπρζεί παξαθάησ.  

 

 

Μνληεινπνίεζε  Ι 

 

Σηπεπηική  

Αδπάνεια 

 

𝒌𝒈𝒎𝟐 

 

Σηπεπηική 

Ακαμτία 

 

𝜨 𝒎 / rad 

𝛪1 ζθόλδπινο 𝛫1 θνκβίνλ βάζεσο 

𝛪2 πιήξεο ζηξόθαιν 𝛫2 θνκβίνλ βάζεσο 

𝛪3 πιήξεο ζηξόθαιν 𝛫3 θνκβίνλ βάζεσο 

𝛪4 πιήξεο ζηξόθαιν 𝛫4 θνκβίνλ βάζεσο 

𝛪5 πιήξεο ζηξόθαιν   

 

 

Αλαγσγή ησλ καδώλ - Πξνζδηνξηζκόο ξνπώλ αδξάλεηαο 

 

΢θόλδπινο 

     Ο ζθόλδπινο αληηκεησπίδεηαη σο κηα κάδα κε ηελ αληίζηνηρε ξνπή αδξάλεηάο ηεο. 

Υσξίδεηαη ζε ηξεηο επηκέξνπο κάδεο (ηξία ηκήκαηα), ζύκθσλα κε ηε γεσκεηξία ηνπ, 

θαη ππνινγίδεηαη ε θάζε ξνπή αδξάλεηαο μερσξηζηά.  

 

     Οπόηε έρνπκε,  

𝛪𝜍𝜑𝜊𝜈𝛿 ύ𝜆𝜊𝜐 = 𝛪1 + 𝛪2 + 𝛪3 

 

όπνπ, 

 𝛪1 = 𝐽1× ξ × 0.033 

 𝛪2 = 𝐽2× ξ × 0.017 

 𝛪3 = 𝐽3× ξ × 0.004 

 



Όπνπ,  𝐽1, 𝐽2, 𝐽3  είλαη νη πνιηθέο ξνπέο αδξάλεηαο επηθάλεηαο,θαη ξ είλαη ε ππθλόηεηα 

ηνπ πιηθνύ ηνπ ζθνλδύινπ( 7057.4 𝑘𝑔/𝑚3). 

 

𝐽1 =   2𝜋𝑟3𝑑𝑟 = 2𝜋 
𝑟4

4 21/2

24/224/2

21/2

= 0.000134789 𝑚4 

 

𝐽2 =   2𝜋𝑟3𝑑𝑟 =
𝜋

2
 

21

2
 

421/2

0

= 0.000190931 𝑚4 

 

𝐽3 =   2𝜋𝑟3𝑑𝑟 =
𝜋

2
 3 4

3

0

= 0.000001272 𝑚4 

 

Οπόηε,  

 

 𝛪1 = 𝐽1× ξ × 0.033 = 0.000134789 × 7057. × 0.033 = 0.03139  𝑘𝑔𝑚2 

 𝛪2 = 𝐽2× ξ × 0.017 = 0.000190931 × 7057.4 × 0.017 = 0.02291𝑘𝑔𝑚2 

 𝛪3 = 𝐽3× ξ × 0.004 = 0.000001272 × 7057.4 × 0.004 = 0.0000359𝑘𝑔𝑚2 

 

Άξα,       𝛪𝜍𝜑𝜊𝜈𝛿 ύ𝜆𝜊𝜐 =  0.05433 𝑘𝑔𝑚2 

 

 

Πιήξεο  ζηξόθαιν 

     Απνηειείηαη από ηελ ξνπή αδξάλεηαο ηεο κάδαο ησλ δύν αγθώλσλ θαη από απηή 

ηνπ αμνληθνύ ηκήκαηνο ηνπ θνκβίνπ ζηξνθάινπ. 

 

𝛪𝜍𝜏𝜌𝜊𝜑 ά𝜆𝜊𝜐 = 𝛪𝜅.𝜍𝜏𝜌𝜊𝜑𝛼𝜆𝜊𝜐 + 2 × 𝛪𝛼𝛾𝜅𝜔𝜈𝛼  

 

όπνπ, 

 𝛪𝜅.𝜍𝜏𝜌𝜊𝜑𝛼𝜆𝜊𝜐  =   𝐽 +  𝑟2𝐴1  × ξ × 0.101 

 𝛪𝛼𝛾𝜅𝜔𝜈𝛼   =   𝐽𝑧  +  𝑙2𝐴2 × ξ × 0.03 

κε, 

 𝐽 =  
𝜋𝐷𝜅𝜊𝜇𝛽𝜄𝜊𝜐

4

32
,  ε πνιηθή ξνπή αδξάλεηαο θπθιηθήο δηαηνκήο 

 

 r , ε απόζηαζε ηνπ θνκβίνπ ζηξνθάινπ από ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο = 0.0946m 

 

 𝐽𝑧 =  𝐽𝑥 + 𝐽𝑦 =  
14.63  +3.9 

12
+

14.6 +3.93

12
= 0.00144𝑐𝑚4,  ε ξνπή αδξάλεηαο ηεο 

επηθάλεηαο ηνπ αγθώλα σο πξνο ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο 

 

 𝑙 = 0.0473 𝑚 ,ε απόζηαζε ηνπ ΚΒ ηνπ αγθώλα από ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο 

 



 𝐴1 =
𝜋𝐷𝜅𝜊𝜇𝛽𝜄𝜊𝜐

2

32
= 7.068 𝑐𝑚2,  επηθάλεηα θπθιηθήο δηαηνκήο ηνπ θνκβίνπ 

 

 𝐴2 = 14.6 ×  3.9 = 56.94 𝑐𝑚2, επηθάλεηα ζηξνθάινπ 

 ξ = 7850 𝑘𝑔/𝑚3, είλαη ε ππθλόηεηα ηνπ πιηθνύ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ άμνλα 

 

νπόηε, 

 𝛪𝜅.𝜍𝜏𝜌𝜊𝜑𝛼𝜆𝜊𝜐  =  0.00000666× 7850× 0.102 = 0.00533 𝑘𝑔𝑚2 

 𝛪𝛼𝛾𝜅𝜔𝜈𝛼   =  0.0000236× 7850 × 0.039 = 0.00144𝑘𝑔𝑚2 

 

𝛪𝜍𝜏𝜌𝜊𝜑 ά𝜆𝜊𝜐 =  0.00828 𝑘𝑔𝑚2 

 

νπόηε, 

 

 

Σηπεπηική Αδπάνεια 

  

      𝒌𝒈𝒎𝟐 

𝛪1 ζθόλδπινο 0.05433 

𝛪2 πιήξεο ζηξόθαιν 0.00828 

𝛪3 πιήξεο ζηξόθαιν 0.00828 

𝛪4 πιήξεο ζηξόθαιν 0.00828 

𝛪5 πιήξεο ζηξόθαιν 0.00828 

 

 

Αλαγσγή ησλ κεθώλ - Πξνζδηνξηζκόο ζηξεπηηθήο αθακςίαο 

     Θεσξνύκε ζπλεηζθνξά ζε ζηξεπηηθή αθακςία κόλν από ηα θνκβία βάζεο [1], 

 

𝐾 =  
𝐺  𝐽

𝐿𝑠𝑕𝑎𝑓𝑡
 

 όπνπ, 

 𝐽 =  
𝜋 34

32
 ε πνιηθή ξνπή αδξάλεηαο θπθιηθήο δηαηνκήο 

 G,  ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο ζε δηάηκεζε, ηνπ πιηθνύ (8.10Ε+10 𝛮/𝑚2) 

 

 𝐿𝑠𝑕𝑎𝑓𝑡  , ην κήθνο ηνπ θνκβίνπ βάζεσο θάζε θνξά 

 

 

 

Σηπεπηική Ακαμτία 

  

𝜨 𝒎 / rad 

𝐾1 𝐿𝑠𝑕𝑎𝑓𝑡  = 0.17 m 37889.7 

𝐾2 𝐿𝑠𝑕𝑎𝑓𝑡  = 0.102 m 63149.5 

𝐾3 𝐿𝑠𝑕𝑎𝑓𝑡  = 0.102 m 63149.5 

𝐾4 𝐿𝑠𝑕𝑎𝑓𝑡  = 0.102 m 63149.5 

 



     Έρνληαο όια ηα απαξαίηεηα δεδνκέλα γηα ηελ εύξεζε ησλ ηδηνζπρλνηήησλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο, κε βάζε ηελ αξηζκεηηθή κέζνδν Holzer - Tolle [3], παίξλνπκε ην 

δηάγξακκα ελαπνκέλνπζαο ξνπήο, 

 

 
Γηάγξακκα_1 

 

΢ην δηάγξακκα δηαβάδνπκε ηηο ηδηνζπρλόηεηεο ηνπ ζπζηήκαηνο, 

 

 

Ιδιοζςσνόηηηερ 

 

rad / sec 

 

Hz 

𝜔1 1050.86 167.249 

𝜔2 2595.4 413.070 

𝜔3 4104.4 653.235 

𝜔4 5165 822.035 

 

 

Αλαιπηηθή  εύξεζε  ηδηνζπρλνηήησλγηα ην ζύζηεκα  5 καδώλ 

     Σν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 𝑃 𝜔 , [1] γηα απηή ηελ πεξίπησζε ζα είλαη5νπ 

βαζκνύ σο πξνο (𝜔2), θαη πξνθύπηεη από ηελ παξαθάησ νξίδνπζα πνπ ζπζρεηίδεη ην 

κεηξών αδξάλεηαο θαη ην κεηξών αθακςίαο, 

 

𝑃 𝜔  =  𝑑𝑒𝑡 𝛫 − 𝜔2𝛪  =  0 
 

 

 

det   
Κ1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ Κ4

  − 𝜔2  
𝛪1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝛪5

    =  0 
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Αλαπηύζζνληαο ηελ νξίδνπζα ηνπ 5x5 πίλαθα πνπ πξνθύπηεη παίξλνπκε, 

 

𝑃 𝜔  =  𝜔2 𝑐4 𝜔
2 4  +  𝑐3 𝜔

2 3  +  𝑐2 𝜔
2 2  + 𝑐1𝜔

2  +  𝑐0  =  0 

 

 Όπνπ νη ζπληειεζηέο ηνπ πνιπσλύκνπ είλαη ζπλαξηήζεηο ηεο ξνπήο αδξάλεηαο ( Ι1, ..., 

Ι5) θαη ηεο ζηξεπηηθήο αθακςίαο (Κ1, … , Κ4 ), 

 

𝑐4 =  𝑐3 =  𝑐2 = 𝑐1 = 𝑐0 =  𝑓  𝐼, 𝐾   

 

Έρνπκε νπόηε,  

 

 

Γηάγξακκα_2 

 

 

Οη ηδηνζπρλόηεηεο πξνθύπηνπλ σο ξίδεο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνύ πνιπσλύκνπ,  

 

 

Ιδιοζςσνόηηηερ 

 

rad / sec 

 

Hz 

𝜔1 1050.86 167.249 

𝜔2 2595.4 413.070 

𝜔3 4104.4 653.235 

𝜔4 5165 822.035 

 

     Παξαηεξνύκε ζρεδόλ πιήξε ζπκθσλία ηηκώλ κεηαμύ ησλ απνηειεζκάησλ ηεο 

αξηζκεηηθήο κεζόδνπ Holzer - Tolle θαη ηεο αλαιπηηθήο. 
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Αλαγσγή ζε ηζνδύλακν ζύζηεκα 3 καδώλ 

     Ο ζθόλδπινο κέλεη σο έρεη ιόγσ ηεο ζρεηηθά κεγάιεο αδξάλεηάο ηνπ, ελώ ηε ζέζε 

ησλ ηεζζάξσλ ζηξνθάισλ θαηαιακβάλνπλ δύν πιήξε ζηξόθαια, κε δηπιάζηα ξνπή 

αδξάλεηαο από πξηλ. 

 

 

Σηπεπηική Αδπάνεια 

  

      𝒌𝒈𝒎𝟐 

𝛪1 ζθόλδπινο 0.0544 

𝛪2 𝛪2 + 𝛪3 0.01644 

𝛪3 𝛪4 + 𝛪5 0.01644 

 

 

    Γηα ηε ζηξεπηηθή αθακςία έρνπκε,  

 

 

Σηπεπηική Ακαμτία 

  

𝜨 𝒎 / rad 

 

𝐾1 

1

 
1

𝐾1
 +   

1

𝐾2
 
 

 

29154.91 

 

𝐾2 

1

 
1

𝐾3
 +   

1

𝐾4
 
 

 

31574.74 

 

 

Οπόηε πξνθύπηνπλ νη ηδηνζπρλόηεηεο (κόλν 2 απ' ηηο 4 αλαγθαζηηθά), 

 

Ιδιοζςσνόηηηερ 

 

rad / sec 

 

Hz 

𝜔1 1037.86 165.177 

𝜔2 2252.48 358.492 

 

 

 
Γηάγξακκα_3 
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Αλαιπηηθή  εύξεζε  ηδηνζπρλνηήησλ 

     Σν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 𝑃 𝜔 , [1] γηα απηή ηελ πεξίπησζε ζα είλαη3νπ 

βαζκνύ σο πξνο (𝜔2), θαη πξνθύπηεη από ηελ παξαθάησ νξίδνπζα πνπ ζπζρεηίδεη ην 

κεηξών αδξάλεηαο θαη ην κεηξών αθακςίαο [1], 

 

𝑃 𝜔  =  𝑑𝑒𝑡 𝛫 − 𝜔2𝛪  =  0 
 

 

det  
𝐾1 −𝐾1 0

−𝐾1 𝐾1 + 𝐾2 −𝐾2

0 −𝐾2 𝐾2

   −  𝜔2  
𝛪1 0 0
0 𝛪2 0
0 0 𝛪3

    = 0 

 

Οπόηεθαη πξνθύπηεη κηα ηξίηνπ βαζκνύ εμίζσζε σο πξνο  σe
2 

ωe4 - p ωe2 + q = 0 

Οη δύν ξίδεο ηεο είλαη, 

ωeI2  = q
pp


42

2

 

ωeII2  = q
pp


42

2

 

όπνπp = 
3

2

2

21

1

1

I

K

I

KK

I

K



    και   q = K1K2

321

321

III

III






 
 

 

Σξνθνδνηώληαο  p, q κε ηα (Ι, Κ) πνπ έρνπκε ππνινγίζεη παίξλνπκε, 

 

Ιδιοζςσνόηηηερ 

 

rad / sec 

 

Hz 

𝜔1 1037.84 165.177 

𝜔2 2252.431 358.492 

 

Όπνπ θαη παξαηεξνύκε πιήξε ζπκθσλία ηηκώλ κε ηα απνηειέζκαηα ηεο αξηζκεηηθήο 

κεζόδνπ Holzer - Tolle. 

 

Αλαγσγή ζε ηζνδύλακν ζύζηεκα 2  καδώλ 

     Μεηώλνληαο πεξηζζόηεξν ηελ ηάμε ηνπ κνληέινπ, ππνζέηνπκε όηη ν 

ζηξνθαινθόξνο απνηειείηαη κόλν από δύν κάδεο. Με απηή ηε κνληεινπνίεζε 

είκαζηε ζε ζέζε λα ππνινγίζνπκε κόλν κηα ηδηνζπρλόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο, ηελ 

πξώηε [1]. Ο ζθόλδπινο ιακβάλεηαη σο κηα κάδα, ελώ ε αδξάλεηα ησλ ηεζζάξσλ 

ζηξνθάισλ ζπγρσλεύεηαη ζε κία.  



     Οη ελδηάκεζεο ζηξεπηηθέο αθακςίεο ζπγρσλεύνληαη ζε κία γηα όιν ην κήθνο ηνπ 

άμνλα. 

 

Οπόηε έρνπκε, 

 

 

Σηπεπηική Αδπάνεια 

  

      𝒌𝒈𝒎𝟐 

𝛪1 ζθόλδπινο 0.0544 

𝛪2 𝛪2 +  𝛪3 + 𝛪4 +  𝛪5 0.0329 

 

 

 

Σηπεπηική Ακαμτία 

  

𝜨 𝒎 / rad 

 

𝛫 

1

 
1

𝐾1
 +   

1

𝐾2
 +   

1

𝐾3
 +   

1

𝐾4
 
 

 

19941.94 

 

 

     Από ην δηάγξακκα ελαπνκέλνπζαο ξνπήο, ηεο κεζόδνπ Holzer - Tolle [3] 

βιέπνπκε ηελ πξώηε ηδηνζπρλόηεηα, 

 

 
Γηάγξακκα_4 

 

 

 

Ιδιοζςσνόηηηα 

 

rad / sec 

 

Hz 

𝜔1 986.45 156.99 
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Αλαιπηηθή  εύξεζε  πξώηεο  ηδηνζπρλόηεηαο 

     Σν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 𝑃 𝜔 , [1] γηα απηή ηελ πεξίπησζε ζα έηλαη2νπ 

βαζκνύ σο πξνο (𝜔2), θαη πξνθύπηεη από ηελ παξαθάησ νξίδνπζα πνπ ζπζρεηίδεη ην 

κεηξών αδξάλεηαο θαη ην κεηξών αθακςίαο [1], 

 

𝑃 𝜔  =  𝑑𝑒𝑡 𝛫 − 𝜔2𝛪  =  0 
 

 

det  
𝛫 −𝛫

−𝛫 𝛫
   −  𝜔2  

𝛪1 0
0 𝛪2

    = 0 

 

Οπόηεθαη πξνθύπηεη,
 

ωe2 ( ω𝑒
2𝛪1𝛪2 − 𝛫 ( 𝛪1 +  𝛪2 ) = 0 

Οη δύν ξίδεο ηεο είλαη, 

ωeI= 0 

θαη 

ωeII=  
𝛫 ( 𝛪1+ 𝛪2  )

𝛪1𝛪2
 

 

Σξνθνδνηώληαο  ηελ ηειεπηαία ζρέζε κε ηα (Ι, Κ) πνπ έρνπκε ππνινγίζεη παίξλνπκε, 

 

Ιδιοζςσνόηηηα 

 

rad / sec 

 

Hz 

𝜔1 986.45 156.99 

 

     Παξαηεξνύκε, θαη εδώ, ζρεδόλ πιήξε ηαύηηζε κεηαμύ ηεο αλαιπηηθήο θαη ηεο 

αξηζκεηηθήο κεζόδνπ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Μνληεινπνίεζε  ΙΙ 

 

     Η νπζηαζηηθή δηαθνξά απηήο ηεο κνληεινπνίεζεο από ηελ πξνεγνύκελε είλαη όηη 

ιακβάλνληαη ππόςε νη ζηξεπηηθέο αθακςίεο όισλ ησλ κειώλ ηνπ αμνληθνύ, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ ζηξνθάισλ θαη ησλ θνκβίσλ ζηξνθάινπ. Δπίζεο 

ιακβάλνληαη ππόςε θαη νη ζηξεπηηθέο αδξάλεηεο ησλ θνκβίσλ βάζεσο. 

 

Ρνπέο αδξάλεηαο ηκεκάησλ ζηξνθαινθόξνπ  άμνλα  

 

 

Μάζα-

Αδπάνεια 

 

Τμήμαηα Αξονικού 

 

1 ΢ΦΟΝΓΤΛΟ΢ 

2 ΑΞΟΝΑ΢+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+1/2Κ.΢ΣΡΟΦΑΛΟΤ 

3 1/2Κ.΢ΣΡΟΦΑΛΟΤ+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+Κ.ΒΑ΢Η΢+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+1/2Κ.΢ΣΟΦΑΛΟΤ 

4 1/2Κ.΢ΣΡΟΦΑΛΟΤ+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+Κ.ΒΑ΢Η΢+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+1/2Κ.΢ΣΟΦΑΛΟΤ 

5 1/2Κ.΢ΣΡΟΦΑΛΟΤ+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+Κ.ΒΑ΢Η΢+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+Κ.΢ΣΟΦΑΛΟΤ+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+ΑΞΟΝΑ΢ 

 

Γειαδή, 

 𝛪2 =  𝛪1 + 𝛪2 + 𝛪3 + 𝛪4 + 𝛪
5

2  
 

 𝛪3 =  𝛪
5

2 + 𝛪6 + 𝛪7 + 𝛪8 + 𝛪
9

2 
 

 𝛪4 =  𝛪
9

2 + 𝛪10 + 𝛪11 + 𝛪12 + 𝛪
13

2  
 

 𝛪5 =  𝛪
13

2 + 𝛪14 + 𝛪15 + 𝛪16 + 𝛪17 + 𝛪18  
 

 

Η ξνπή αδξάλεηαο επηθάλεηαο γηα άμνλα θπθιηθήο δηαηνκήο, ζηαζεξήο σο πξνο ην 

κήθνο ηνπ δίλεηαη [1],  

𝐽 =  
𝜋 𝐷𝑠𝑕𝑎𝑓𝑡

4

32
 

 

Οπόηε,   𝛪𝑠𝑕𝑎𝑓𝑡  = 𝐽 × ξ × 𝐿𝑠𝑕𝑎𝑓𝑡  

 

 𝐿𝑠𝑕𝑎𝑓𝑡  , είλαη ην κήθνο ηνπ αληίζηνηρνπ ηκήκαηνο ηνπ θνκβίνπ βάζεσο  

θάζε θνξά. 

 

 ξ = 7850 𝑘𝑔/𝑚3, είλαη ε ππθλόηεηα ηνπ πιηθνύ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ άμνλα 

 

 

𝐽 =  
𝜋 34

32
 

 



 

𝑳𝒔𝒉𝒂𝒇𝒕 (m) 
 

Σηπεπηική  

Αδπάνεια 

 

𝒌𝒈𝒎𝟐 
 

0.17 𝛪1 1.06E-04 
0.102 𝛪5 6.37E-05 
0.102 𝛪9 6.37E-05 

0.102 𝛪13  6.37E-05 

0.218 𝛪17  1.36E-04 

0.06 𝛪18  3.75E-05 
 

 

νπόηε έρνπκε γηα ηελ αδξάλεηα, 

 

 

Σηπεπηική 

Αδπάνεια 

 

 

𝒌𝒈𝒎𝟐 

 

𝛪1 0.05433 

𝛪2 0.00422 

𝛪3 0.00828 

𝛪4 0.00828 

𝛪5 0.0125 

 

 

 

΢ηξεπηηθή αθακςία ζηξνθάισλ 

 

1. Κνκβίν ζηξνθάινπ 

 

Η ξνπή αδξάλεηαο επηθάλεηαο γηα άμνλα θπθιηθήο δηαηνκήο, ζηαζεξήο σο πξνο ην 

κήθνο ηνπ δίλεηαη,  

𝐽 =  
𝜋 𝐷𝜅𝜊𝜇𝛽 ί𝜊𝜐

4

32
 

Οπόηε, 

𝛫𝛫.𝜍𝜏𝜌 . = 𝛫3,7,11,15
𝐺𝐽

𝐿𝜅𝜊𝜇𝛽 ί𝜊𝜐
 

 όπνπ, 

 G,  ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο ζε δηάηκεζε, ηνπ πιηθνύ (8.10Ε+10 𝛮/𝑚2) 

 

 𝐿𝜅𝜊𝜇𝛽 ί𝜊𝜐 = 0.102 𝑚, ην κήθνο ηνπ θνκβίνπ ζηξνθάινπ  

 

Έρνπκε, 

1

𝛫3,7,11,15= 1.584E-05 𝑟𝑎𝑑 / 𝛮 𝑚 

 

 



2. ΢ηξόθαια 

 

     Η πνζόηεηα ηεο ζηξεπηηθήο αθακςίαο πνπ ζε απηή ηελ πεξίπησζε κεηαηξέπεηαη 

ζε δπζθακςία, ππνινγίδεηαη ζεσξώληαο θάζε αγθώλα ζαλ παθησκέλε δνθό δηαηνκήο  

(0.039 x 0.0078  𝑚2) πνπ θαηαπνλείηαη ζε θάκςε [2], νπόηε, 

 
1

𝛫2,4,6,8,10,12,14,16=  
1

𝛫𝜍𝜏𝜌𝜊𝜑𝛼𝜆𝜊𝜐
  =  

𝑟

𝐸𝐽𝐵
 

 

 E,  ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο ηνπ πιηθνύ (2.106Ε+11𝛮/𝑚2) 

 

 𝐽𝐵 =  
0.0393∗ 0.0078

12
, ε ξνπή αδξάλεηαο επηθάλεηαο ζε θάκςε θαηά ηνλ άμνλα z. 

 

Οπόηε, 

1

𝛫𝜍𝜏𝜌𝜊𝜑𝛼𝜆𝜊𝜐
  = 1.188E-05  𝑟𝑎𝑑 / 𝛮 𝑚 

Έρνπκε, 

 

Μάζα-

Αδπάνεια 

 

Τμήμαηα Αξονικού 

 

1 ΢ΦΟΝΓΤΛΟ΢ 

2 ΑΞΟΝΑ΢+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+1/2Κ.΢ΣΡΟΦΑΛΟΤ 

3 1/2Κ.΢ΣΡΟΦΑΛΟΤ+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+Κ.ΒΑ΢Η΢+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+1/2Κ.΢ΣΟΦΑΛΟΤ 

4 1/2Κ.΢ΣΡΟΦΑΛΟΤ+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+Κ.ΒΑ΢Η΢+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+1/2Κ.΢ΣΟΦΑΛΟΤ 

5 1/2Κ.΢ΣΡΟΦΑΛΟΤ+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+Κ.ΒΑ΢Η΢+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+Κ.΢ΣΟΦΑΛΟΤ+΢ΣΡΟΦΑΛΟ+ΑΞΟΝΑ΢ 

 

 

Γειαδή, 

 

 
1

𝛫1
=  

1

𝛫1
 + 

1

𝛫2
+

1

𝛫3
  +

1

𝛫4
 + 

1

𝛫
5
2

 

 

 
1

𝛫2
=  

1

𝛫
5
2

+
1

𝛫6
+

1

𝛫7
  +

1

𝛫8
+

1

𝛫
9
2

 

 

 
1

𝛫3
=  

1

𝛫
9
2

+
1

𝛫10
+

1

𝛫11
  +

1

𝛫12
+

1

𝛫
13
2

 

 

 
1

𝛫4
=  

1

𝛫
13
2

+
1

𝛫14
+

1

𝛫15
  +

1

𝛫16
+

1

𝛫17
 + 

1

𝛫18
 

 

 

 

 



 

Σηπεπηική  

Ακαμτία 

 

𝜨 𝒎 / rad 

𝛫1 21647.78 
𝛫2 18037.89 
𝛫3 18037.89 
𝛫4 18037.89 

 

 

Ιδηνζπρλόηεηεο    

     Έρνληαο όια ηα απαξαίηεηα δεδνκέλα (Ι, Κ) γηα ην ζύζηεκα, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 

αξηζκεηηθή κέζνδν Holzer - Tolle [3], παίξλνπκε ηo δηάγξακκα ελαπνκέλνπζαο 

ξνπήο, 

 

 

 
Γηάγξακκα_5 

 

 

από ην νπνίν δηαθξίλνπκε ηηο ηέζζεξηο ηδηνζπρλόηεηεο ηνπ ζπζηήκαηνο, 

 

 

Ιδιοζςσνόηηηερ 

 

rad / sec 

 

Hz 

𝜔1 595.12 94.7163 

𝜔2 1531.4 243.7299 

𝜔3 2474.83 393.8814 

𝜔4 3337 531.1000 
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Αλαιπηηθή  εύξεζε  ηδηνζπρλνηήησλγηα ην ζύζηεκα  5 καδώλ 

     Σν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 𝑃 𝜔 , [1] γηα απηή ηελ πεξίπησζε ζα είλαη 5νπ 

βαζκνύ σο πξνο (𝜔2), θαη πξνθύπηεη από ηελ παξαθάησ νξίδνπζα πνπ ζπζρεηίδεη ην 

κεηξών αδξάλεηαο θαη ην κεηξών αθακςίαο [1], 

 

𝑃 𝜔  =  𝑑𝑒𝑡 𝛫 − 𝜔2𝛪  =  0 
 

 

det   
Κ1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ Κ4

  − 𝜔2  
𝛪1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝛪5

    =  0 

 

 

Αλαπηύζζνληαο ηελ νξίδνπζα ηνπ 5x5 πίλαθα πνπ πξνθύπηεη παίξλνπκε, 

 

𝑃 𝜔  =  𝜔2 𝑐4 𝜔
2 4  +  𝑐3 𝜔

2 3  +  𝑐2 𝜔
2 2  + 𝑐1𝜔

2  +  𝑐0  =  0 
 

 Όπνπ νη ζπληειεζηέο ηνπ πνιπσλύκνπ είλαη ζπλαξηήζεηο ηεο ξνπήο αδξάλεηαο ( Ι1, ..., 

Ι5) θαη ηεο ζηξεπηηθήο αθακςίαο (Κ1, … , Κ4 ), 

 

𝑐4 =  𝑐3 =  𝑐2 = 𝑐1 = 𝑐0 =  𝑓  𝐼, 𝐾   

 

Έρνπκε νπόηε,  

 

 

Γηάγξακκα _ 6 
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Οη ηδηνζπρλόηεηεο πξνθύπηνπλ σο ξίδεο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνύ πνιπσλύκνπ,  

 

 

Ιδιοζςσνόηηηερ 

 

rad / sec 

 

Hz 

𝜔1 595.12 94.72 

𝜔2 1531.4 243.73 

𝜔3 2474.83 393.88 

𝜔4 3337 531.1 

 

Αλαγσγή ζε ηζνδύλακν ζύζηεκα 3 καδώλ 

     Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο κνληεινπνίεζεο Ι, ν ζθόλδπινο κέλεη σο έρεη ιόγσ 

ηεο ζρεηηθά κεγάιεο αδξάλεηάο ηνπ, ελώ ηε ζέζε ησλ ηεζζάξσλ ζηξνθάισλ 

θαηαιακβάλνπλ δύν πιήξε ζηξόθαια. 

 

 

Σηπεπηική Αδπάνεια 

  

      𝒌𝒈𝒎𝟐 

𝛪1 ζθόλδπινο 0.05433 

𝛪2 𝛪2 + 𝛪3 0.0125 

𝛪3 𝛪4 + 𝛪5 0.02078 

 

    Γηα ηε ζηξεπηηθή αθακςία έρνπκε,  

 

Σηπεπηική Ακαμτία 

  

𝜨 𝒎 / rad 

 

𝐾1 

1

 
1

𝐾1
 +   

1

𝐾2
 
 

 

13529.32 

 

𝐾2 

1

 
1

𝐾3
 +   

1

𝐾4
 
 

 

9018.95 

 

 
Γηάγξακκα_7 
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Όπνπ από ην δηάγξακκα_7, ελαπνκέλνπζαο ξνπήο, βιέπνπκε ηηο ηδηνζπρλόηεηεο, 

 

 

Ιδιοζςσνόηηηερ 

 

rad / sec 

 

Hz 

𝜔1 596.14 94.87 

𝜔2 1459.97 232.36 

 

 

Αλαιπηηθή  εύξεζε  ηδηνζπρλνηήησλ 

     Σν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 𝑃 𝜔 , [1] γηα απηή ηελ πεξίπησζε ζα έηλαη3νπ 

βαζκνύ σο πξνο (𝜔2), θαη πξνθύπηεη από ηελ παξαθάησ νξίδνπζα, 

 

 

𝑃 𝜔  =  𝑑𝑒𝑡 𝛫 − 𝜔2𝛪  =  0 
 

 

det  
𝐾1 −𝐾1 0

−𝐾1 𝐾1 + 𝐾2 −𝐾2

0 −𝐾2 𝐾2

   −  𝜔2  
𝛪1 0 0
0 𝛪2 0
0 0 𝛪3

    = 0 

 

 

Οπόηεθαη πξνθύπηεη κηα ηξίηνπ βαζκνύ εμίζσζε σο πξνο  σe
2 

ωe4 - p ωe2 + q = 0 

Οη δύν ξίδεο ηεο είλαη, 

ωeI2  = q
pp


42

2

 

ωeII2  = q
pp


42

2

 

όπνπp = 
3

2

2

21

1

1

I

K

I

KK

I

K



    και   q = K1K2

321

321

III

III






 
 

Σξνθνδνηώληαο  p, q κε ηα (Ι, Κ) πνπ έρνπκε ππνινγίζεη παίξλνπκε, 

 

Ιδιοζςσνόηηηερ 

 

rad / sec 

 

Hz 

𝜔1 596.14 94.87 

𝜔2 1459.97 232.36 

 

     Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο κνληεινπνίεζεο Ι, παξαηεξνύκε  πιήξε ζπκθσλία 

ηηκώλ κεηαμύ ησλ απνηειεζκάησλ ηεο αξηζκεηηθήο κεζόδνπ Holzer - Tolle θαη ηεο 

αλαιπηηθήο. 

 



Αλαγσγή ζε ηζνδύλακν ζύζηεκα 2  καδώλ 

     Τπνζέηνπκε όηη ν ζηξνθαινθόξνο απνηειείηαη κόλν από δύν κάδεο, όπσο θαη 

ζηελ πεξίπησζε ηεο κνληεινπνίεζεο Ι. Με απηή αλαγσγή ηνπ κνληέινπ είκαζηε ζε 

ζέζε λα ππνινγίζνπκε κόλν ηελ πξώηε ηδηνζπρλόηεηα [1]. Ο ζθόλδπινο ιακβάλεηαη 

σο κηα κάδα, ελώ ε αδξάλεηα ησλ ηεζζάξσλ ζηξνθάισλ ζπγρσλεύεηαη ζε κία.  

     Οη ελδηάκεζεο ζηξεπηηθέο αθακςίεο ζπγρσλεύνληαη ζε κία γηα όιν ην κήθνο ηνπ 

άμνλα, όπσο θαη ζηελ κνληεινπνίεζε Ι. 

Οπόηε έρνπκε, 

 

 

Σηπεπηική Αδπάνεια 

  

      𝒌𝒈𝒎𝟐 

𝛪1 
 

ζθόλδπινο 0.05433 

𝛪2 
 

𝛪2 +  𝛪3 + 𝛪4 +  𝛪5 0.03328 

 

θαη 

 

 

Σηπεπηική Ακαμτία 

  

𝜨 𝒎 / rad 

 

𝛫 

1

 
1

𝐾1
 +   

1

𝐾2
 +   

1

𝐾3
 +   

1

𝐾4
 
 

 

7284.91 

 

     Από ην δηάγξακκα_7, ελαπνκέλνπζαο ξνπήο, ηεο κεζόδνπ Holzer - Tolle [3] 

βιέπνπκε ηελ πξώηε ηδηνζπρλόηεηα, 

 

 
Γηάγξακκα_8 

 

 

 

Ιδιοζςσνόηηηα 

 

rad / sec 

 

Hz 

𝜔1 594.12 94.56 
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Αλαιπηηθή  εύξεζε  πξώηεο  ηδηνζπρλόηεηαο 

     Σν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 𝑃 𝜔 , [1] γηα απηή ηελ πεξίπησζε ζα έηλαη2νπ 

βαζκνύ σο πξνο (𝜔2), θαη πξνθύπηεη από ηελ παξαθάησ νξίδνπζα πνπ ζπζρεηίδεη ην 

κεηξών αδξάλεηαο θαη ην κεηξών αθακςίαο, 

 

𝑃 𝜔  =  𝑑𝑒𝑡 𝛫 − 𝜔2𝛪  =  0 
 

 

det  
𝛫 −𝛫

−𝛫 𝛫
   −  𝜔2  

𝛪1 0
0 𝛪2

    = 0 

 

Οπόηεθαη πξνθύπηεη,
 

ωe2 ( ω𝑒
2𝛪1𝛪2 − 𝛫 ( 𝛪1 +  𝛪2 ) = 0 

Οη δύν ξίδεο ηεο είλαη, 

ωeI= 0 

θαη 

ωeII=  
𝛫 ( 𝛪1+ 𝛪2  )

𝛪1𝛪2
 

Σξνθνδνηώληαο  ηελ ηειεπηαία ζρέζε κε ηα (Ι, Κ) πνπ έρνπκε ππνινγίζεη παίξλνπκε, 

 

Ιδιοζςσνόηηηα 

 

rad / sec 

 

Hz 

𝜔1 594.12 94.56 

 

     Όπσο ήηαλ αλακελόκελν παξαηεξείηαη, θαη εδώ, ζρεδόλ πιήξεο ηαύηηζε κεηαμύ 

ηεο αλαιπηηθήο θαη ηεο αξηζκεηηθήο κεζόδνπ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



΢πγθέληξσζε απνηειεζκάησλ - ΢πγθξίζεηο  

 

Πιήξεο δηαθεθξηκέλν ζύζηεκα - 5 κάδεο 

 
Ιδιοσυχνότητες 

 

 
Μοντέλο  Ι 

 
  Μοντέλο  ΙΙ 

𝜔1( Hz ) 167.249 94.716 
𝜔2( Hz ) 413.071 243.729 
𝜔3( Hz ) 653.236 393.881 
𝜔4( Hz ) 822.035 531.100 

 

 

Σύστημα 3 μαζών 

 
Ιδιοσυχνότητες 

 

 
Μοντέλο  Ι 

 
  Μοντέλο  ΙΙ 

𝜔1  ( Hz ) 165.177 94.879 

𝜔2 ( Hz ) 358.485 232.361 

 

 

Σύστημα 2 μαζών 

 
Ιδιοσυχνότητα 

 

 
Μοντέλο  Ι 

 
  Μοντέλο  ΙΙ 

𝜔1  ( Hz ) 156.998 94.557 

 

 

Μηα πξώηε παξαηήξεζε είλαη ε κείσζε ησλ ηηκώλ ησλ ηδηνζπρλνηήησλ θαηά ηελ 

αλαγσγή ζε ζπζηήκαηα κε ιηγόηεξεο κάδεο. Απηό είλαη ινγηθό αθνύ κείσζε ησλ 

δηαθεθξηκέλσλ καδώλ ζεκαίλεη, αύμεζε ηεο ζπγθέληξσζεο ξνπήο αδξάλεηαο (↑ I), 

θαη κείσζε ηεο ζηξεπηηθήο αθακςίαο (↓K) πνπ ζπλδέεη ηηο κάδεο. Οπόηε νδεγνύκαζηε 

ζε πην εύθακπηα αμνληθά ζπζηήκαηα ή αιιηώο ''ρακειόζπρλα''. 

     Η κεγάιε δηαθνξά ζηηο ηηκέο ηδηνζπρλόηεηαο αλάκεζα ζηηο δύν κνληεινπνηήζεηο   

( Ι & ΙΙ) έγθεηηαη θπξίσο ζηε δηαθνξά ππνινγηζκνύ ηηο ζηξεπηηθήο αθακςίαο γηα θάζε 

κία από ηηο δύν. ΢ηελ πξώηε κνληεινπνίεζε δελ ιήθζεθε ππόςε ε ζπκκεηνρή ησλ 

ζηξνθάισλ (θαη θνκβίσλ) ζηε ζηξεπηηθή αθακςία, παξά κόλν ησλ θνκβίσλ βάζεσο. 

Οπόηε νδεγεζήθακε ζε ζρεηηθά κεγάιεο ηηκέο αθακςίαο (↑ K), άξα ζε έλα πην 

άθακπην - ''πςίζπρλν'' ζύζηεκα, από ην πξαγκαηηθό. 

     ΢ηε δεύηεξε κνληεινπνίεζε ιήθζεθαλ ππόςε νη ζπλεηζθνξέο από όια ηα 

ηκήκαηα ηνπ άμνλα ζε ζηξεπηηθή αθακςία, (↓ K). Παξάρζεθε νπόηε έλα πιεξέζηεξν 

δηαθεθξηκέλν κνληέιν, αξθεηά πην εύθακπην θαη πην θνληά ζην πξαγκαηηθό ζύζηεκα. 

 

 

 

 



Ιδηνκνξθέο  Σαιαληώζεσο (modes)- Κόκβνη  

 

Η ρσξηθή θαηαλνκή ησλ γσληαθώλ κεηαηνπίζεσλ ησλ καδώλ, θαιείηαη ηδηνκνξθή θαη 

είλαη κνλαδηθή γηα θάζε κηα ηδηνζπρλόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο [1]. Η θάζε μερσξηζηή 

ηδηνζπρλόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο ζπλνδεύεηαη από έλα θαη κόλν, ηξόπν ηαιάλησζεο 

ησλ καδώλ ηνπ αμνληθνύ.  

     ΢ην αμνληθό ηκήκα αλάκεζα ζε δύν κάδεο πνπ ηαιαληώλνληαη πξνο δηαθνξεηηθέο 

θαηεπζύλζεηο, ππάξρεη κηα δηαηνκή ε νπνία αλαγθαζηηθά παξακέλεη αθίλεηε, θαη 

θαιείηαη θόκβνο ηαιάλησζεο. Οπόηε ν θόκβνο εκθαλίδεη ηε κέγηζηε ηηκή ζηξεπηηθήο 

ηάζεο θαη κεδεληθό εύξνο ηαιάλησζεο [1],[3]. Από ηελ ηδηνκνξθή ηεο ηαιάλησζεο 

θάζε θνξά ππνινγίδνπκε ηε ζέζε θαη ηνλ αξηζκό ησλ θόκβσλ. 

     Με βάζε ηα απνηειέζκαηα ηεο κεζόδνπ Holzer-Tolle, πνπ αλαπηύρζεθε 

παξαπάλσ γηα ηηο δηάθνξεο πεξηπηώζεηο, κπνξνύκε ζρεηηθά εύθνια λα θαηαιήμνπκε 

ζηε ζέζε ησλ καδώλ θαηά ηελ ζηξεπηηθή ηαιάλησζε (βι. ''Δηζαγσγή''), [3]. 

 

Μνληεινπνίεζε ΙΙ - ΢ύζηεκα 5 καδώλ 

     Από ηα απνηειέζκαηα ηεο κεζόδνπ έρνπκε, 

 

 
Mode_1 

 
𝝎𝟏=  580rad/sec 

 

α1 1 

α2 0.111 

α3 -0.964 

α4 -1.884 

α5 -2.496 
 

 

     ΢ην δηάγξακκα_9 θαίλεηαη αθξηβώο ε ηδηνκνξθή πνπ αληίζηνηρεί ζηελ πξώηε 

ηδηνζπρλόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο. ΢ηνλ νξηδόληην άμνλα θαίλνληαη αξηζκεκέλεο νη 

δηαθεθξηκέλεο κάδεο, θαη ζηνλ θαηαθόξπθν ν ιόγνο ηεο γσλίαο ηεο κάδαο_1 πξνο ηε 

γσλία ηεο εθάζηνηε κάδαο (από 1 κέρξη 5). 

 

 
Γηάγξακκα_9 

-2,78125

-2,28125

-1,78125

-1,28125

-0,78125

-0,28125

0,21875

0,71875

1 2 3 4 5

Mode _ 1



 
Mode_2 

 
𝝎𝟐= 1293 rad/sec 

 

α1 1 

α2 -4.886 

α3 -9.269 

α4 -3.674 

α5 5.876 
 

 

Γηάγξακκα_10 

 

 
Mode_3 

 
𝝎𝟑= 2004 rad/sec 

 

α1 1 

α2 -14.372 

α3 -12.226 

α4 24.293 

α5 -7.487 
 

 

Γηάγξακκα_11 

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

1 2 3 4 5

Mode _ 2

-15,15

-10,15

-5,15

-0,15

4,85

9,85

14,85

19,85

24,85

1 2 3 4 5

Mode _ 3



Γηα ηελ ηέηαξηε θαη ηειεπηαία ηδηνκνξθή έρνπκε, 

 
Mode_4 

 
𝝎𝟒= 2678rad/sec 

 

α1 1 

α2 -26.947 

α3 9.713 

α4 -3.277 

α5 0.484 
 

 
 

     Πξνθαλώο νη θόκβνη, ζε θάζε κηα ηδηνκνξθή, ζπλάδνπλ αξηζκεηηθά κε ην βαζκό 

ηεο ηαιάλησζεο θαη βξίζθνληαη ζηα ζεκεία όπνπ ε κπιε γξακκή ηέκλεη ηνλ νξηδόληην 

άμνλα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-27,9

-22,9

-17,9

-12,9

-7,9

-2,9

2,1

7,1

1 2 3 4 5

Mode _ 4



3.  Πξνζδηνξηζκόο Ιδηνζπρλνηήησλ - Σύζηεκα κε Εθθεληξόηεηα            
 

                 
      Οη καζεκαηηθέο κνληεινπνηήζεηο πνπ αλαπηύρζεθαλ ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην 

είλαη πνιύ βαζηθέο κέζνδνη κειέηεο δηαθεθξηκέλσλ ζπζηεκάησλ, ζε ζηξεπηηθέο 

ηαιαληώζεηο. Απνηεινύλ θιαζηθέο θαη αμηόπηζηεο επηινγέο γηα πξνζδηνξηζκό 

ζηξεπηηθώλ ηδηνζπρλνηήησλ (θαη ηδηνκνξθώλ), έρνληαο αξθεηά κεγάιε αθξίβεηα ζε 

ζρέζε πάληα κε ηνλ όγθν ''καζεκαηηθώλ πξάμεσλ - ηερληθώλ'' πνπ απαηηνύλ.      

     Σην θεθάιαην απηό αλαπηύζζεηαη έλα πιεξέζηεξν κνληέιν πξνζδηνξηζκνύ ηεο 

ζπκπεξηθνξάο ηνπ αμνληθνύ, ζε ζηξεπηηθέο ηαιαληώζεηο. Τα απνηειέζκαηα είλαη 

ρξνληθέο ζπλαξηήζεηο ηεο γσλίαο θαη ηεο γσληαθήο ηαρύηεηαο, θάηη πνπ ήηαλ 

αλέθηθην κε ηηο δύν πξνεγνύκελεο κεζόδνπο ( Holzer-Tolle  θαη  P(σ) = 0 ).  Είκαζηε 

ζε ζέζε πιένλ λα γλσξίδνπκε ηε ζέζε θαη ηελ ηαρύηεηα θάζε δηαθξηηήο κάδαο, ζε 

θάζε ρξνληθή ζηηγκή, θαζώο θαη ηε ζπλνιηθή θίλεζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζαλ ζηεξεό 

απαξακόξθσην ζώκα.  

     Τν ζεκαληηθόηεξν είλαη όηη ην κνληέιν ιακβάλεη ππόςε ηνπο κε γξακκηθνύο 

όξνπο πνπ εηζάγνληαη από ηελ ύπαξμε εθθεληξόηεηαο, γηα θάζε δηαθξηηή κάδα. Με 

ηελ πνζόηεηα ηεο ''εθθεληξόηεηαο'', ζε έλα αμνληθό ζύζηεκα κπνξνύκε λα 

πξνζνκνηάζνπκε κηα βιάβε ζε θάπνηα ζπγθεθξηκέλε κάδα ηνπ. Επί παξαδείγκαηη, αλ 

από θάπνην πηεξύγην ηεο έιηθαο ιείπεη πιηθό (έρεη ''θαγσζεί'' - ζξαύζε), ε δνκή ηνπ 

αμνληθνύ αιιάδεη, θαη απηόκαηα θαη ε ζπκπεξηθνξά ηνπ. Εθηόο από ηελ αιιαγή ζηε 

ξνπή αδξάλεηαο ηεο έιηθαο, δηαηαξάζζεηαη θαη ε θαηαλνκή ηεο κάδαο ηεο σο πξνο ηνλ 

άμνλα πεξηζηξνθήο ηνπ αμνληθνύ ( εηζάγεηαη εθθεληξόηεηα , ε ≠ 0 ). Μηα αληίζηνηρε 

αιιαγή-βιάβε κπνξεί λα εκθαληζηεί ζε νπνηαδήπνηε δηαθεθξηκέλε κάδα ηνπ 

αμνληθνύ, ζε ζηξόθαιν, έκβνιν, γξαλάδη, ζθόλδπιν θηι. 

     Τν ζπγθεθξηκέλν κνληέιν ιακβάλεη ππόςε ηνπ ηηο βιάβεο, σο δηαθνξέο ζηελ 

εθθεληξόηεηα ησλ καδώλ θαη εηζάγεη ηα απνηειέζκαηά ηνπο ζηε δπλακηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

 

Δπλακηθέο εμηζώζεηο 

 

    Οη εμηζώζεηο θίλεζεο πνπ δηέπνπλ ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ αμνληθνύ, ιακβαλνκέλεο 

ππόςε ηεο εθθεληξόηεηαο είλαη νη παξαθάησ ( βι. θεθ.1, ''Εθθεληξόηεηεο  

ζηξνθάισλ''), 

 

I1 𝜑 1   =  - k1 (θ1 – θ2)  - 𝜀1 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑1  

 

I2 𝜑 2  =  - k1 (θ2 – θ1) - k2 (θ2 – θ3) - 𝜀2 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑2 

 

I3 𝜑 3  =  - k2 (θ3 – θ2) - k3 (θ3 – θ4) - 𝜀3 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑3  

 

I4 𝜑 4  =  - k3 (θ4 – θ3) - k4 (θ4 – θ5) - 𝜀4 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑4 

 

I5 𝜑 5  = - k4 (θ5 – θ4) - 𝜀5 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜑5 
 

     Η επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο γίλεηαη κε ηε κέζνδν Runge - Kutta 4εο ηάμεο, (RK-4), 

ε νπνία αλαπηύρζεθε ζε πεξηβάιινλ Fortran (CrankShaft.for). Οπόηε νη εμηζώζεηο 

πξέπεη λα έξζνπλ ζηελ θαηάιιειε κνξθή (βι. Εηζαγσγή, ''RK-4''). 



Δηαηξώληαο κε ηελ αδξάλεηα παίξλνπκε ηνπο παξαθάησ ζπληειεζηέο, 

 

 𝐵11 =  
K1

𝐼1
 

 

 𝐵12 =  
K1

𝐼2
 ,  𝐵22 =  

K2

𝐼2
 

 

 𝐵23 =  
K2

𝐼3
 ,  𝐵33 =  

K3

𝐼3
 

 

 𝐵34 =  
K3

𝐼4
 ,  𝐵44 =  

K4

𝐼4
 

 

 𝐵45 =  
K4

𝐼5
 

 

 

 𝐴1 =  
𝜀1

𝐼1
𝑔 

 

 𝐴2 =  
𝜀2

𝐼2
𝑔 

 

 𝐴3 =  
𝜀3

𝐼3
𝑔 

 

 𝐴4 =  
𝜀4

𝐼4
𝑔 

 

 𝐴5 =  
𝜀5

𝐼5
𝑔 

 

Έρνπκε, 

 

𝜑 1   =  - B11 (θ1 – θ2) - 𝐴1 𝑠𝑖𝑛 𝜑1 

 

𝜑 2  =  - B12 (θ2 – θ1) - B22 (θ2 – θ3) - 𝐴2  𝑠𝑖𝑛 𝜑2 

 

𝜑 3  =  - B23 (θ3 – θ2) - B33 (θ3 – θ4) - 𝐴3  𝑠𝑖𝑛 𝜑3  

 

𝜑 4  =  - B34 (θ4 – θ3) - B44(θ4 – θ5) - 𝐴4  𝑠𝑖𝑛 𝜑4 

 

𝜑 5  =  - B45 (θ5 – θ4) - 𝐴5 𝑠𝑖𝑛 𝜑5 
 

 

     Από ην ζύζηεκα δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ δεπηέξνπ βαζκνύ πξέπεη λα κεηαβνύκε 

ζε ζύζηεκα εμηζώζεσλ πξώηνπ βαζκνύ ( βι. ''Εηζαγσγή'' ), νπόηε ζέηνπκε ηα 

επόκελα, 

 

 



                                                        𝑥1 = 𝜑1 ,  𝑥2 = 𝜑 1 

 

                                                        𝑥3 = 𝜑2 ,  𝑥4 = 𝜑 2 

 

                                                        𝑥5 = 𝜑3 ,  𝑥6 = 𝜑 3 

 

                                                        𝑥7 = 𝜑4 ,  𝑥8 = 𝜑 4 

 

                                                        𝑥9 = 𝜑5 ,  𝑥10  = 𝜑 5 

 

 

     Καηαιήγνληαο ζηελ δνκή ηελ νπνία απαηηεί ε κέζνδνο RK-4 λα ''βιέπεη'', γηα λα 

παξάγεη ην δηάλπζκα-ιύζε, 

 

𝑥 1 = 𝑥2 

𝑥 2 = - B11 (𝑥1 – 𝑥3) − 𝐴1 𝑠𝑖𝑛 𝑥1 

 

𝑥 3 = 𝑥4 

𝑥 4 = - B12 (𝑥3 – 𝑥1) - 𝐵22 𝑥3 – 𝑥5 − 𝐴2  𝑠𝑖𝑛 𝑥3 

 

𝑥 5 = 𝑥6 

𝑥 6 = - B23 (𝑥5 – 𝑥3) - 𝐵33 𝑥5 – 𝑥7 − 𝐴3 𝑠𝑖𝑛 𝑥5 

 

𝑥 7 = 𝑥8 

𝑥 8 = - B34 (𝑥7 – 𝑥5) - 𝐵44 𝑥7 – 𝑥9 − 𝐴4  𝑠𝑖𝑛 𝑥7 

 

𝑥 9   = 𝑥10  

𝑥 10  = - B45 (𝑥9 – 𝑥7) − 𝐴5 𝑠𝑖𝑛 𝑥9 

 

     Σην πξόγξακκα CraknkShaft.for ε αδξάλεηα θαη ε εθθεληξόηεηα ηεο θάζε 

δηαθξηηήο κάδαο, κε ε ≠ 0, ινγίδνληαη σο ηζνδύλακνπ ζπζηήκαηνο ξάβδνπ - καδώλ, 

 

𝑀2𝐿2 −𝑀1𝐿1 = 𝜀 

 

𝑀1𝐿1
2 + 𝑀2𝐿2

2 = 𝐼  
 

 

Ελώ ηνπ ζθνλδύινπ, κε  ε = 0,  ινγίδεηαη σο ζπκπαγνύο δίζθνπ, 

 

 

𝛪𝜍𝜑𝜊𝜈𝛿 ύ𝜆𝜊𝜐   =  𝛪𝛿ί𝜍𝜅𝜊𝜐  =  𝐽𝛿ί𝜍𝜅𝜊𝜐  × ξ × L 

 

 

 

 



Ιζνδύλακν  ζύζηεκα  ξάβδνπ - καδώλ 

     Σηε ζέζε θάζε ζπγθεληξσκέλεο κάδαο ηνπ δηαθεθξηκέλνπ ζπζηήκαηνο, πνπ έρεη,  

ε ≠ 0,  αληηζηνηρεί κηα ξάβδνο, κε δύν κάδεο ζπγθεληξσκέλεο ζηα δύν άθξα ηεο (βι. 

θεθ. 1, ''Εθθεληξόηεηα''). 

     Γηα λα είλαη ην ζύζηεκα ησλ δύν καδώλ δπλακηθά ηζνδύλακν κε ηε 

ζπγθεληξσκέλε κάδα πνπ αληηθαζηζηά [2], πξέπεη, 

 

1. 𝑀1 + 𝑀2 = 𝑀𝜍𝜐𝛾𝜅 .  𝜇ά𝜁𝛼𝜎  

 

2. 𝑀2𝐿2 −𝑀1𝐿1 = 𝜀 

 

3. 𝑀1𝐿1
2 + 𝑀2𝐿2

2 = 𝐼 𝜍𝜐𝛾𝜅 .𝜇ά𝜁𝛼𝜎  

 

     Αλ ηζρύνπλ ηα παξαπάλσ ηόηε ην πξόηππν ησλ  δύν καδώλ αληηδξά ζε ζύζηεκα 

δπλάκεσλ θαη ξνπώλ όπσο αθξηβώο θαη ε ζπγθεληξσκέλε κάδα πνπ έρνπκε ζεσξήζεη 

αξρηθά [2].  

 

 
Μάζα 

 
Μ (kg) 

 
I (kgm^2) 

 

 
ε 

1 (σφόνδυλος) 6.9 0.05433 0 
2 1.575 0.00836 0.0726 
3 1.829 0.00828 0 
4 1.829 0.00828 - 0.0396 
5 3.907 0.00843 0.0453 

 

Μάδα  2 

 

𝑀1 + 𝑀2 = 1.575 
  

𝑀1𝐿1 −𝑀2𝐿2 = 0.07262 

 

𝑀1𝐿1
2 + 𝑀2𝐿2

2 = 0.00836 

 

     Με βάζε ηελ πξαγκαηηθή θαηαλνκή κάδαο ηνπ αμνληθνύ (βι. θεθ. 1, 

''Εθθεληξόηεηα''), έρνπκε, 

𝑀1 = 0.5146  𝑘𝑔 

  𝑀2 = 1.0603  𝑘𝑔 
νπόηε,  

 

0.5146 𝐿1 − 1.0603 𝐿2 = 0.07262 
 

 

0.5146 𝐿1
2 + 1.0603 𝐿2

2 = 0.00836 

  

πνπ απνηειεί έλα κε γξακκηθό ζύζηεκα 2 εμηζώζεσλ κε δύν αγλώζηνπο. 

 



Γηα ηε γξαθηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο, έρνπκε  𝐿2 = 𝑓 ( 𝐿1 ), 

 

από ηελ εμίζσζε εθθεληξόηεηαο, 

𝐿2 =  
𝜀 + 𝑀1𝐿1

− 𝑀2
 

από ηελ εμίζσζε ξνπήο αδξάλεηαο, 

 

     𝐿2 =   
𝐼 − 𝑀1𝐿1

2 

𝑀2
 

ζε θνηλό δηάγξακκα παίξλνπκε, 

 

 
 

Δελ ππάξρεη ζεκείν ηνκήο ησλ δύν θακππιώλ ζην πεδίν ηηκώλ πνπ καο ελδηαθέξεη 

νπόηε ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην. 

 

Οπόηε πξνρσξνύκε ελαιιαθηηθά ζηε γξαθηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο  𝛭2 = 𝑓 ( 𝛭1 ), 

 

Έρνληαο γηα ηα κήθε 

𝐿1 = 0.041 𝑚 

  𝐿2 = 0.0525 𝑚 
 

κε γλώκνλα λα ηθαλνπνηνύληαη ηαπηόρξνλα νη εμηζώζεηο εθθεληξόηεηαο θαη ξνπήο 

αδξάλεηαο. 

 

Έρνπκε, από ηελ εμίζσζε εθθεληξόηεηαο, 

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08

M1  (m)

M2  (m) 



𝛭2 =  
𝜀 + 𝑀1𝐿1

− 𝐿2
 

από ηελ εμίζσζε ξνπήο αδξάλεηαο, 

 

     𝑀2 =   
𝐼 −𝑀1𝐿1

2 

𝐿2
 

 

 
 

 

Από ην ζεκείν ηνκήο ησλ δύν θακππιώλ έρνπκε, 

 

 𝑀1 = 0.106  𝑘𝑔 
 

 𝑀2 = 1.467  𝑘𝑔 
 

Μάδα  3 

 

𝑀3 + 𝑀4 = 1.829 
  

𝑀4𝐿4 −𝑀3𝐿3 = 0 
 

𝑀3𝐿3
2 + 𝑀4𝐿4

2 = 0.00828 

 

     Με βάζε ηελ πξαγκαηηθή θαηαλνκή κάδαο ηνπ αμνληθνύ (βι. θεθ.1, 

''Εθθεληξόηεηα''),  

𝑀3 = 0.9146  𝑘𝑔 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

1,8

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3



  𝑀4 = 0.9146  𝑘𝑔 
νπόηε,  

 

0.9146 𝐿4 − 0.9146 𝐿3 = 0 
 

0.9146 𝐿3
2 + 0.9146 𝐿4

2  =  0.00828 

 

 

     Γηα ηε γξαθηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο, έρνπκε  𝐿4 = 𝑓 ( 𝐿3 ), 

 

από ηελ εμίζσζε εθθεληξόηεηαο, 

 

𝐿4 =  
𝜀 +  𝑀3𝐿3

 𝑀4
 

 

από ηελ εμίζσζε ξνπήο αδξάλεηαο, 

     𝐿4 =   
𝐼 − 𝑀3𝐿3

2 

𝑀4
 

ζε θνηλό δηάγξακκα παίξλνπκε, 

 

 

 
 

 

Από ην ζεκείν ηνκήο ησλ δύν θακππιώλ έρνπκε, 

 

 𝐿3 = 0.0673 𝑚 
 

𝐿4 = 0.0673 𝑚 
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Μάδα  4 

 

𝑀5 + 𝑀6 = 1.829 
  

𝑀5𝐿5 −𝑀6𝐿6 = − 0.0396 
 

𝑀5𝐿5
2 + 𝑀6𝐿6

2 = 0.00828 

 

     Με βάζε ηελ πξαγκαηηθή θαηαλνκή κάδαο ηνπ αμνληθνύ (βι. θεθ. 1, 

''Εθθεληξόηεηα''),  

 𝑀5 = 1.461 𝑘𝑔 

  𝑀6 = 0.369  𝑘𝑔 
νπόηε,  

 

1.461  𝐿5 − 0.369 𝐿6 = − 0.0396 
 

1.461  𝐿5
2 + 0.369 𝐿6

2 = 0.00828 

  

     Γηα ηε γξαθηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο, έρνπκε  𝐿8 = 𝑓 ( 𝐿7 ), 

από ηελ εμίζσζε εθθεληξόηεηαο, 

𝐿6 =  
𝜀 +  𝑀5𝐿5

− 𝑀6
 

από ηελ εμίζσζε ξνπήο αδξάλεηαο, 

     𝐿6 =   
𝐼 − 𝑀5𝐿5

2 

𝑀6
 

ζε θνηλό δηάγξακκα παίξλνπκε, 
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Από ην ζεκείν ηνκήο ησλ δύν θακππιώλ έρνπκε, 

 

     𝐿5 = 0.0538 𝑚 
 

  𝐿8 = 0.105 𝑚 
 

Μάδα  5 

 

𝑀7 + 𝑀8 = 3.902 
  

𝑀7𝐿7 −𝑀8𝐿8 = 0.0453 
 

𝑀7𝐿7
2 + 𝑀8𝐿8

2 = 0.0125 

 

     Με βάζε ηελ πξαγκαηηθή θαηαλνκή κάδαο ηνπ αμνληθνύ (βι. θεθ. 1, 

''Εθθεληξόηεηα''),  

𝑀7 = 1.678 𝑘𝑔 

  𝑀8 = 2.224  𝑘𝑔 
νπόηε,  

 

1.678   𝐿7 − 2.224  𝐿8 = 0.0453 
 

1.678   𝐿7
2 + 2.224 𝐿8

2 = 0.0125 

  

     Γηα ηε γξαθηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο, έρνπκε  𝐿8 = 𝑓 ( 𝐿7 ), 

από ηελ εμίζσζε εθθεληξόηεηαο, 

𝐿7 =  
𝜀 +  𝑀7𝐿7

− 𝑀8
 

από ηελ εμίζσζε ξνπήο αδξάλεηαο, 

     𝐿7 =   
𝐼 − 𝑀7𝐿7

2 

𝑀8
 

ζε θνηλό δηάγξακκα παίξλνπκε, 
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Από ην ζεκείν ηνκήο ησλ δύν θακππιώλ έρνπκε, 

 

       𝐿7 = 0.0525 𝑚 

  𝐿8 = 0.06 𝑚 
 

 

Σπγθεληξσηηθά  
 

 
Μάζα 

 

 
( kg ) 

 
(m) 

 
2 

  
    𝑀1 = 0.106  
    𝑀2 = 1.467  

 

 
𝐿1 = 0.041 

   𝐿2 = 0.0525 

 
 

3 
 

    𝑀3 = 0.9146  
    𝑀4 = 0.9146  

  

 
   𝐿3 = 0.673 

   𝐿4 = 0.673 

 
 

4 
 

 
    𝑀5 = 1.4603   
   𝑀6 = 0.3689 

 

 
     𝐿5 = 0.0538 

   𝐿6 = 0.105 

 
 

5 
 

 
𝑀7 = 1.678   

    𝑀8 =  2.2237    
 

 
      𝐿7 = 0.0525 

  𝐿8 = 0.06 

 
 

 

Ιζνδπλακία  ξνπήο αδξάλεηαο ζθνλδύινπ 

     Η ζέζε ηνπ ζθνλδύινπ ζεσξνύκε όηη θαηαιακβάλεηαη από έλαλ ζπκπαγή θπθιηθό 

δίζθν, πνπ πξέπεη λα έρεη ηελ ίδηα ξνπή αδξάλεηαο κε ηνλ πξαγκαηηθό ν νπνίνο 

απνηειείηαη από ηξεηο κάδεο (βι. θεθάιαην 2), 

 

𝛪𝜍𝜑𝜊𝜈𝛿 ύ𝜆𝜊𝜐   =  𝛪𝛿ί𝜍𝜅𝜊𝜐  =  𝐽𝛿ί𝜍𝜅𝜊𝜐  × ξ × 0.033  =  0.05433 𝑘𝑔𝑚2 

 

όπνπ,     𝐽𝛿ί𝜍𝜅𝜊𝜐 =  
𝜋 𝐷𝛿ί𝜍𝜅𝜊𝜐

4

32
 

 

Οπόηε,  

 

𝐷𝛿ί𝜍𝜅𝜊𝜐 =   
0.05433 ∗ 32

0.033 ∗ 7057.4 ∗ 𝜋

4

 

 

 

𝑫𝜹ί𝝈𝜿𝝄𝝊 = 𝟎. 𝟐𝟐𝟎𝟕𝟖 𝒎 



Έρνπκε, 

 

𝛪𝛿ί𝜍𝜅𝜊𝜐   =  
 𝜋 ∗ 𝐷4  ∗ 𝜌  ∗ 0.033

32
  =  0.05433 𝑘𝑔𝑚2 

 
Ιζνδπλακία  ζηξεπηηθήο  αθακςίαο 

     Τν πξόγξακκα CraknShaft.for αληηιακβάλεηαη ηα ηκήκαηα ηνπ άμνλα αλάκεζα 

ζηηο δηαθεθξηκέλεο κάδεο σο ηκήκαηα ζηαζεξήο δηαηνκήο (ρσξίο ζηξόθαια, θνκβία 

ζηξνθάισλ). Πξέπεη νπόηε, λα έρνπλ ηέηνην κήθνο ώζηε λα παξάγνπλ ηελ ζηξεπηηθή 

αθακςία πνπ ππνινγίζηεθε ζην θεθάιαην 2.  Οπόηε βξίζθνπκε ην κήθνο απηό, 

 

𝐾𝑖 =  
𝐺  𝐽 𝑖

𝐿𝑖
  =  

𝐺  
𝜋 𝐷𝑖

4

32

𝐿𝑖
   →  𝐿𝑖 =  

𝐺  𝜋  𝐷4

32  𝐾𝑖
 

 
όπνπ, 

𝐷𝑖 = 𝐷𝜅𝜊𝜇𝛽 ί𝜊𝜐  𝛽ά𝜍𝜂𝜎 = 0.03 𝑚 

 

Έρνπκε, 

 

                  
                Τμήμα 
 

 
𝑲𝒊  ( Nm / rad ) 

 

 
𝑳𝒊 (m) 

1 21647.7835 0.297548 
2 18037.8955 0.357095 
3 18037.8955 0.357095 
4 18037.8955 0.357095 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Απνηειέζκαηα  ηνπ  πξνγξάκκαηνο  CrankShaft.for 

 

     Τα απνηειέζκαηα ρσξίδνληαη ζε ηέζζεξηο πεξηπηώζεηο (ηέζζεξα αξηζκεηηθά 

πεηξάκαηα) κε βάζεη ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο πνπ δόζεθαλ θάζε θνξά. Η ζέζε ηεο κάδαο 

(γσλία) κεηξηέηαη ζε (rad) θαη ε ηαρύηεηα πεξηζηξνθήο ηεο ζε (rad / sec).  

     Οη ζπλαξηήζεηο ζέζεο θαη ηαρύηεηαο (  𝜑(𝑡), 𝜑 (𝑡) ) ιακβάλνληαη ζε ειεθηξνληθό 

αξρείν θεηκέλνπ ( .txt ) σο ρξνληθέο ηζηνξίεο, κε δηάξθεηα 10sec. 

 

 Αξηζκόο  ''ρξνληθώλ ζεκείσλ'' :  Ν = 10000 

 

 Χξνληθό βήκα ηνπ πξνγξάκκαηνο :  b = 0.001 sec. 

 

 Σπρλόηεηα ''δεηγκαηνιεςίαο'' :  fs = 1 / b = 1000 Hz 

 

 Χξνληθή δηάξθεηα :  t = 10 sec. 

 

     Ιδηαίηεξν ελδηαθέξνλ έρνπλ νη ρξνληθέο ζπλαξηήζεηο ηεο ηαρύηεηαο πεξηζηξνθήο, 

θαζώο από απηέο κπνξνύλ λα εμαρζνύλ νη ηδηνζπρλόηεηεο ηνπ ζπζηήκαηνο κέζσ 

δηαθξηηνύ κεηαζρεκαηηζκνύ Fourier ( Discrete Fourier Transformation ). 

 

 

Αξηζκεηηθό πείξακα  1 

 

Αξρηθέο ζπλζήθεο, 

 

𝜑1 0 
𝜑 1 0.1 
𝜑2 0 

𝜑 2 0 

𝜑3 0 

𝜑 3 0 

𝜑4 0 

𝜑 4 0 

𝜑5 0 

𝜑 5 0 

 

 

Απνηέιεζκα είλαη ην δηάλπζκα ιύζε,  

 

𝜑1 (𝑡) 
𝜑 1 (𝑡) 
𝜑2 (𝑡) 
𝜑 2 (𝑡) 
𝜑3 (𝑡) 
𝜑 3 (𝑡) 
𝜑4 (𝑡) 
𝜑 4 (𝑡) 
𝜑5 (𝑡) 
𝜑 5 (𝑡) 



 
Δηάγξακκα_1 

      

Σην δηάγξακκα_1 θαίλεηαη ε ρξνληθή ηζηνξία ηεο γσλίαο, ε νπνία, καθξνζθνπηθά 

είλαη ίδηα γηα θάζε δηαθξηηή κάδα ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

Παξαθάησ θαίλεηαη ε ρξνληθή εμέιημε ηεο ηαρύηεηαο πεξηζηξνθήο ηνπ ζθνλδύινπ, 

 
Δηάγξακκα_2 
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     Σην δηάγξακκα_2 θαίλεηαη ε ζπκπεξηθνξά ηεο γσληαθήο ηαρύηεηαο ηνπ 

ζθνλδύινπ. Φαίλεηαη θαζαξά ε θύξηα ζπρλόηεηα πεξηζηξνθήο, ε νπνία είλαη ε 

γσληαθή ηαρύηεηα ηνπ ζπλνιηθνύ ζηξνθαινθόξνπ, πνπ θπζηθά ζηξέθεηαη σο 

απαξακόξθσην ζηεξεό ζώκα [1]. 

     Σε κηθξόηεξε θιίκαθα ( δηάγξακκα_3) θαίλνληαη νη ηαιαληώζεηο ηεο γσληαθήο 

ηαρύηεηαο, πνπ ζπλνδεύνπλ ηελ ζπρλόηεηα πεξηζηξνθήο ηνπ άμνλα. 

 
Δηάγξακκα_3 

 

     Μαθξνζθνπηθά, ε ζπκπεξηθνξά ηεο γσληαθήο ηαρύηεηαο θάζε δηαθξηηήο κάδαο 

πξνθύπηεη ίδηα κε απηή ηνπ ζθνλδύινπ. Απηό είλαη ινγηθό αθνύ ζην δηάγξακκα_2 

θαίλεηαη ε θίλεζε ηνπ ζηξνθαινθόξνπ σο ζηεξεό ζώκα ηελ νπνία αθνινπζνύλ όιεο 

νη κάδεο πνπ ηνλ απνηεινύλ. Σε κηθξόηεξε θιίκαθα όκσο ε ζπκπεξηθνξά δηαθέξεη 

γηαηί ππάξρνπλ ''παξαζηηηθέο'' ηαιαληεπηηθέο θηλήζεηο, δηαθόξσλ ζπρλνηήησλ, από ηηο 

επηκέξνπο κάδεο. 

 

     Αθνινύζσο, ην δηάγξακκα_4 είλαη ην θάζκα ζπρλνηήησλ, ην νπνίν εμάρζεθε από 

ηε ρξνληθή ηζηνξία ηεο πεξηζηξνθηθήο ηαρύηεηαο ηνπ ζθνλδύινπ (δηάγξακκα_2). 

 

Φαίλνληαη θαζαξά νη παξαθάησ ζπρλόηεηεο ηαιάλησζεο, 

 

 94.4 Hz 

 

 243.3 Hz 

 

 393.5 Hz 

 

 468.8 Hz 
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Δηάγξακκα_4 

 

 

     Παξαηεξνύκε εύθνια πσο ε κεδεληθή ζπρλόηεηα είλαη απηή κε ηελ πςειόηεξε 

ηζρύ, θάηη ην νπνίν είλαη ινγηθό αθνύ αληηθαηνπηξίδεη ηελ ηαρύηεηα πεξηζηξνθήο 

όινπ ηνπ ζπζηήκαηνο, σο απαξακόξθσην ζηεξεό. Ελώ, ηζρπξόηεξε από ηηο ππόινηπεο 

ηέζζεξηο, άξα θαη θπξίαξρε ζπρλόηεηα ηαιάλησζεο είλαη ε πξώηε, ζηα 94,5 Hz. 

 

Αξηζκεηηθό πείξακα  2 

 

Αξρηθέο ζπλζήθεο, 

𝜑1 0 
𝜑 1 0.5 
𝜑2 0 

𝜑 2 0 

𝜑3 0 

𝜑 3 0 

𝜑4 0 

𝜑 4 0 

𝜑5 0 

𝜑 5 0 
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     Η ρξνληθή εμέιημε ηεο ηαρύηεηαο πεξηζηξνθήο ηνπ ζθνλδύινπ (ε νπνία 

καθξνζθνπηθά είλαη ίδηα γηα όιεο ηηο κάδεο ηνπ ζπζηήκαηνο) θαίλεηαη ζην 

δηάγξακκα_5, θέξνπζα όιεο ηηο δηαθνξεηηθέο ζπρλόηεηεο ηαιάλησζεο. 

 
Δηάγξακκα_5 

 

Αθνινύζσο, όπσο θαη ζηελ πξνεγνύκελε πεξίπησζε, ζην δηάγξακκα_6 (επόκελε 

ζειίδα) είλαη ην θάζκα ζπρλνηήησλ, ην νπνίν εμάρζεθε από ηε ρξνληθή ηζηνξία ηεο 

πεξηζηξνθηθήο ηαρύηεηαο ηνπ ζθνλδύινπ (δηάγξακκα_2). 

 

Φαίλνληαη θαζαξά νη παξαθάησ ζπρλόηεηεο ηαιάλησζεο, πνπ είλαη όκνηεο κε απηέο 

ηνπ πξνεγνύκελνπ αξηζκεηηθνύ πεηξάκαηνο, όπσο αλακελόηαλ. 

 

 94.5 Hz 

 

 243.3 Hz 

 

 393.5 Hz 

 

 468.8 Hz 
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Δηάγξακκα_6 

 

Αξηζκεηηθό πείξακα  3 

 

Αξρηθέο ζπλζήθεο, 

φ1 0 
φ 1 0.5 
φ2 0 

φ 2 0 

φ3 0 

φ 3 0 

φ4 0 

φ 4 0 

φ5 0 

φ 5 - 0.5 

 

     Σην δηάγξακκα_7, θαίλεηαη όπσο θαη πξηλ, ε ρξνληθή εμέιημε ηεο ηαρύηεηαο 

πεξηζηξνθήο ηνπ ζθνλδύινπ (θαη ζπλνιηθά ηνπ ζηξνθαινθόξνπ). 

 

     Αθνινύζσο, όπσο θαη ζηελ πξνεγνύκελε πεξίπησζε, ζην δηάγξακκα_6 (επόκελε 

ζειίδα) είλαη ην θάζκα ζπρλνηήησλ, ην νπνίν εμάρζεθε από ηε ρξνληθή ηζηνξία ηεο 

πεξηζηξνθηθήο ηαρύηεηαο ηνπ ζθνλδύινπ (δηάγξακκα_2). 
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Δηάγξακκα_7 

 

 
Δηάγξακκα_8 
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     Οη ηδηνζπρλόηεηεο είλαη νη απηέο όπσο πξνθύπηνπλ θαη ζηα πξνπγνύκελα 

αξηζκεηηθά πεηξάκαηα 

 

 94.5 Hz 

 

 243.3 Hz 

 

 393.4 Hz 

 

 468.9 Hz 

 

Αξηζκεηηθό πείξακα  4 

 

Αξρηθέο ζπλζήθεο, 

 

φ1 0 
φ 1 0.5 
φ2 0 

φ 2 0 

φ3 0 

φ 3 0 

φ4 0 

φ 4 0 

φ5 0 

φ 5 - 1 

 

 
Δηάγξακκα_9 
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Δηάγξακκα_10 

 

     Οινθιεξώλνληαο ηα αξηζκεηηθά πεηξάκαηα, παίξλνπκε ηα ηειεπηαία δύν 

δηαγξάκκαηα (9 θαη 10), πνπ παξάρζεθαλ κε βάζε ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο ηεο 

πξνεγνύκελεο ζειίδαο. Πξνθύπηνπλ θαη εδώ νη ίδηεο ηδηνζπρλόηεηεο. 

 

 94.5 Hz 

 

 243.3 Hz 

 

 393.4 Hz 

 

 468.9 Hz 
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Σπγθέληξσζε απνηειεζκάησλ - Σπγθξίζεηο  

     Απηό πνπ ζα πεξηκέλακε λα δνύκε, σο απόδεημε ηεο ζσζηήο ιεηηνπξγίαο ηεο 

κεζόδνπ, είλαη ζπκθσλία απνηειεζκάησλ ηεο, κε απηά ηνπ θεθαιαίνπ 2 

(Μνληεινπνίεζε ΙΙ).  

     Από ηε ζηηγκή πνπ ε RK-4 ιακβάλεη ππόςε ηηο εθθεληξόηεηεο ησλ καδώλ, θαη 

δεδνκέλνπ όηη ζπλνιηθά ε εθθεληξόηεηα ηεο αηξάθηνπ είλαη κεδεληθή, ηα 

απνηειέζκαηα δελ ζα πξέπεη λα δηαθέξνπλ κεηαμύ ησλ κεζόδσλ ηνπ θεθαιαίνπ 2, νη 

νπνίεο ζεσξνύλ κεδεληθή εθθεληξόηεηα γηα θάζε δηαθξηηή κάδα ηνπ ζπζηήκαηνο (άξα 

θαη κεδεληθή ζπλνιηθή) 

 

Γηα ηηο ηηκέο ησλ ηδηνζπρλνηήησλ έρνπκε ζπγθεληξσηηθά, 

 

 
Iδιοσυχνότητες 

( Hz ) 
 

 
Holzer - Tolle 

 
P (ω) = 0 

 
RK - 4 

𝝎𝟏 94.72 94.72 94.50 

𝝎𝟐 243.73 243.73 243.30 

𝝎𝟑 393.88 393.88 393.40 

𝝎𝟒 531.10 531.10 468.90 

 

    Φαίλεηαη πσο νη ηηκέο ζπκπίπηνπλ ζρεδόλ απόιπηα, εμαηξώληαο ηελ ηειεπηαία 

ηδηνζπρλόηεηα. Τν γεγνλόο απηό θαηαδεηθλύεη πσο ε κέζνδνο RK-4, ιακβάλνληαο 

ππόςε ηεο ηελ εθθεληξόηεηα ησλ ζπζηεκάησλ, θαηαιήγεη ζηα ζσζηά απνηειέζκαηα. 

     Η δηαθνξά ζηε ηειεπηαία ηηκή (ηεο ηάμεσο ηνπ 11.7%) αθελόο είλαη ζρεηηθά 

κηθξή, αθεηέξνπ αθνξά ηαιάλησζε ηέηαξηεο ηάμεο, άξα πςίζπρλε κε πνιύ 

ρακειόηεξν εύξνο από ηηο ππόινηπεο θαη πνιύ κηθξή έληαζε. 

    Με βάζε ηα πξνεγνύκελα θάζκαηα ζπρλνηήησλ, παξαηεξνύκε όηη ε ηαιάλησζε κε 

ηελ ηζρπξόηεξε ζπκβνιή (θαη κηθξόηεξε ζπρλόηεηα) είλαη ε πξσηνβάζκηα, ηελ νπνία 

ε κέζνδνο RK-4 ππνινγίδεη αθξηβώο, όπσο θαη ηηο ππόινηπεο δύν κηθξόηεξεο 

έληαζεο. 

 

     Καηαιήγνληαο, κε βάζε ηα παξαπάλσ απνδείρζεθε πσο ε κέζνδνο RK-4 

ππνινγίδεη ζσζηά θαη κε πνιύ θαιή αθξίβεηα ηε ζπκπεξηθνξά ελόο ζπζηήκαηνο κε 

εθθεληξόηεηα ζηηο δηαθεθξηκέλεο κάδεο ηνπ.  
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4.  Πειπαμαηικόρ  Πποζδιοπιζμόρ  Ιδιοζςσνοηήηων                                        

    ΢ην θεθάιαην απηό παξαηίζεληαη θαη αλαιύνληαη ηα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα 

από ηελ θαηαγξαθή ηεο απόθξηζεο ηνπ ζηξνθαινθόξνπ ζε θξνπζηηθή δηέγεξζε. 

Κάλνληαο ρξήζε αζύξκαηνπ επηηαρπλζηνκέηξνπ θαηαγξάθεηαη ε ρξνληθή ηζηνξία ησλ 

ηξηώλ ζπληζησζώλ ηεο επηηάρπλζεο (θεληξνκόινο, επηηξόρηα, αμνληθή) ηνπ ζεκείνπ 

ζην νπνίν έρεη ηνπνζεηεζεί, ζηελ θαηαζθεπή [4],[5].  

     Οπόηε ζαλ απνηέιεζκα παίξλνπκε ηξία ζήκαηα (ηξεηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο) πνπ 

ην θαζέλα παξηζηά κηα απνζβελύκελε ηαιάλησζε επηηάρπλζεο, θαη έηζη πεξηγξάθεηαη 

πιήξσο ε δπλακηθή ηνπ ζεκείνπ ζην νπνίν βξίζθεηαη ην επηηαρπλζηόκεηξν [4],[5].  

 

Διαθοπέρ  Θεωπηηικών & Πειπαμαηικών Αποηελεζμάηων 

     ΢ηε κέρξη ηώξα αλάιπζε ην θαηλόκελν ησλ ζηξεπηηθώλ ηαιαληώζεσλ κειεηήζεθε  

απνζπκπιεγκέλν από ηηο άιιεο θπζηθέο θηλήζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, νη νπνίεο 

ζπκβαίλνπλ ηαπηόρξνλα κε απηό [1]. Οη εμηζώζεηο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα λα 

πεξηγξάςνπλ ηελ θίλεζε ηνπ ζηξνθαινθόξνπ ελέρνπλ ηελ ππόζεζε όηη ε δηέγεξζε 

νδεγεί ην ζύζηεκα κόλν ζε ζηξεπηηθή θίλεζε, θαη κάιηζηα ρακεινύ εύξνπο, ώζηε λα 

κελ δηεγείξνληαη ηα ππόινηπα είδε θηλήζεσλ. ΢ηελ θπζηθή πξαγκαηηθόηεηα όκσο ε 

δπλακηθή ηεο ειεύζεξεο θίλεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ζπδεπγκέλε, θαη νη ζηξεπηηθέο 

ηαιαληώζεηο δελ γίλεηαη λα ζπκβαίλνπλ ''κόλεο ηνπο'' αιιά ηαπηόρξνλα κε θακπηηθέο 

θαη αμνληθέο ηαιαληώζεηο ηνπ ζηξνθαινθόξνπ ζπζηήκαηνο [4]. 

     Σα παξαπάλσ έρνπλ σο απνηέιεζκα ε ζπκπεξηθνξά πνπ έρεη ππνινγηζηεί  ζηα 

πξνεγνύκελα θεθάιαηα, λα παξέρεη κηα εμηδαληθεπκέλε πεξηγξαθή ηεο δπλακηθήο ηνπ 

πξόηππνπ ζπζηήκαηνο. Σν ζπγθεθξηκέλν ζηξνθαινθόξν αμνληθό είλαη εδξαζκέλν 

κόλν ζηα δύν άθξα ηνπ, θαη έρεη κεγάιν αλππνζηήξηθην κήθνο, θάηη πνπ ην θαζηζηά 

επηξξεπέο ζε αλάπηπμε θακπηηθώλ ηαιαληώζεσλ. Οπόηε ε θαηαιιειόηεξε 

κνληεινπνίεζε γηα λα ην πεξηγξάςεη είλαη απηή ησλ δύν καδώλ πνπ επηθνηλσλνύλ κε 

έλαλ άμνλα, ζηελ νπνία πεξίπησζε κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε κόλν ηελ πξώηε 

θπζηθή ζηξεπηηθή ζπρλόηεηα [1]. Γηα ηνπο ιόγνπο απηνύο ινηπόλ αλακέλεηαη δηαθνξά 

αλάκεζα ζηνπο ζεσξεηηθνύο ππνινγηζκνύο, πνπ αθνξνύλ ην πιήξεο ζύζηεκα 

(Κεθάιαηα 2 & 3) θαη ζηα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα πνπ αθνξνύλ ηηο 

ηδηνζπρλόηεηεο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

     Σν ζεκαληηθόηεξν όκσο είλαη όηη ηα πξαγκαηηθά ζηξνθαινθόξα ζπζηήκαηα έρνπλ 

πνιιαπιέο ελδηάκεζεο εδξάζεηο κε ηέηνην ηξόπν ώζηε νη ζηξεπηηθέο ηαιαληώζεηο λα 

είλαη ην θύξην δπλακηθό θαηλόκελν πνπ παξάγεηαη, θαη νη ππόινηπεο θηλήζεηο λα 

πεξηνξίδνληαη ζε κεγάιν βαζκό. Τπό απηό ην πξίζκα, ε αλάιπζε ησλ πξνεγνύκελσλ 

θεθαιαίσλ είλαη πξαγκαηηθά ρξήζηκε ζηελ πξόβιεςε ηεο απόθξηζεο ησλ αμνληθώλ 

ζπζηεκάησλ ζε ζηξεπηηθέο ηαιαληώζεηο. 

 

 

Όπγανο Μέηπηζηρ Επιηάσςνζηρ  

     Σν επηηαρπλζηόκεηξν πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε αλήθεη ζηηο κηθξνειεθηξνκεραληθέο 

ζπζθεπέο  ( MEMS : micro-electro-mechanical systems ) [4], θαη εληόο ηνπ ππάξρεη ν 

ηαιαλησηήο θαη ηα απαηηνύκελα ειεθηξνληθά θπθιώκαηα : 
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 Κάξηα ADC 

 Μηθξνεπεμεξγαζηήο 16bits 

 Κάξηα κλήκεο 2 MB 

 Κάξηα πνκπνδέθηε γηα ηελ επηθνηλσλία κε ην ζηαζκό βάζεο ηνπ 

 

     Η θάξηα κλήκεο έρεη ηε δπλαηόηεηα απνζήθεπζεο 1000000 ηηκώλ, θαη ην εύξνο 

ηεο ζπρλόηεηαο δεηγκαηνιεςίαο είλαη 1 έσο 512 Hz. ΢ηηο ζπγθεθξηκέλεο κεηξήζεηο ε 

ζπρλόηεηα δεηγκαηνιεςίαο είρε ξπζκηζηεί ζηα 500 Hz. Τπάξρεη δπλαηόηεηα 

κέηξεζεο επηηαρύλζεσλ κέρξη 10g, κε αθξίβεηα 10mg  ( g = 9.81 m / 𝑠𝑒𝑐2 ). Η 

ζπζθεπή έρεη βάξνο 47gr θαη νη γεσκεηξηθέο ηεο δηαζηάζεηο είλαη 43mm x 58mm x 

39mm (πιάηνο x κήθνο x ύςνο). 

 

Πεπιγπαθή  Πειπαμαηικήρ  Διάηαξηρ - Διαδικαζίαρ 

     Η πεηξακαηηθή δηάηαμε είλαη ν πξόηππνο ζηξνθαινθόξνο άμνλαο κε ηνλ 

αηζζεηήξα ηνπνζεηεκέλν ζε θάπνηα από ηηο κάδεο ηνπ. Ο κεραληζκόο πνπ δηεγείξεη ην 

ζύζηεκα είλαη ε θξνπζηηθή κεηαθνξά νξκήο κεηαμύ ηνπ δηεγέξηε θαη ηνπ αμνληθνύ 

ζπζηήκαηνο. Η δηέγεξζε ηνπ ζπζηήκαηνο γίλεηαη κε ζθπξί ην νπνίν έρεη κεγάιε 

αδξάλεηα ώζηε λα κεηαθέξεηαη όζν ην δπλαηόλ πιεξέζηεξα ε νξκή θαηά ηελ θξνύζε, 

λα κελ επηζηξέθεη ζην ίδην ην ζθπξί ιόγσ δξάζεο-αληίδξαζεο.  

     Σν επηηαρπλζηόκεηξν ηνπνζεηήζεθε ζηελ άθξε ηνπ ζθνλδύινπ ( Δηθόλα_1), γηα 

ηελ πξώηε κέηξεζε, θαη έπεηηα ζηνλ αγθώλα ηνπ πξώηνπ ζηξνθάινπ ( Δηθόλα_2), γηα 

ηε ιήςε ηεο δεύηεξεο κέηξεζεο. 

 

 
Δηθόλα_1 
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Δηθόλα_2 

 

Πειπαμαηικέρ  Μεηπήζειρ 

 

1. Μέηπηζη ζηο Σθόνδςλο - Διέγεπζη ζηο ππώηο Σηπόθαλο 

Γηάγξακκα_1 
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Γηάγξακκα_2 

 

 

 

Γηάγξακκα_3 
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Centrifugal Acceleration - Flywheel

4000 4200 4400 4600 4800 5000 5200 5400 5600 5800
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Axial Acceleration - Flywheel

samples

a
c
c
e
l.
 /

 g



5 
 

     ΢ηα δηαγξάκκαηα_1,2,3 θαίλεηαη ε ρξνληθή ηζηνξία (ην ζήκα) ηεο επηηξόρηαο, 

θεληξνκόινπ θαη αμνληθήο επηηάρπλζεο αληίζηνηρα. ΢ηνλ νξηδόληην άμνλα είλαη ηα 

''ρξνληθά ζεκεία'' (samples) ηα νπνία δηαηξεκέλα κε ηε ζπρλόηεηα δεηγκαηνιεςίαο 

ηνπ αηζζεηήξα (500 Hz) δίλνπλ ηε ρξνληθή δηάξθεηα ηεο κέηξεζεο. ΢ηνλ θάζεην 

άμνλα θαίλεηαη ε αληίζηνηρε επηηάρπλζε ε νπνία έρεη αλαρζεί ζηελ επηηάρπλζε ηεο 

βαξύηεηαο. 

     Υαξαθηεξηζηηθή γηα ηελ θεληξνκόιν επηηάρπλζε είλαη ε ηηκή ζηελ αξρή ηνπ 

ρξόλνπ, πνπ είλαη πεξίπνπ ίζε κε g.  Απηό είλαη ινγηθό, κηαο θαη ν θάζεηνο άμνλαο 

ηνπ αηζζεηήξα είλαη ηνπνζεηεκέλνο ζηελ δηεύζπλζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηεο βαξύηεηαο. 

΢ηα δύν πξώηα δηαγξάκκαηα, κεηά ην πέξαο ηεο ηαιάλησζεο παξαηεξνύκε κηα 

ζηαζεξή ηηκή επηηάρπλζεο δηάθνξε ηεο αξρηθήο (γηα θ = 0), ιόγσ ηειηθήο ζέζεο ηνπ 

αμνληθνύ, ζηξακκέλνπ θαηά κηθξή γσλία θ. ΢ην ηξίην δηάγξακκα, πνπ είλαη ην ζήκα 

ηεο αμνληθήο επηηάρπλζεο δελ παξαηεξείηαη θάηη αληίζηνηρν, αθνύ ν άμνλαο δελ έρεη 

ειεπζεξία ζπλνιηθήο αμνληθήο κεηαθίλεζεο. 

      

Φάζμα Σςσνοηήηων 

     Με βάζε ην κεηαζρεκαηηζκό Fourier, πεξλάκε από ην πεδίν ηνπ ρξόλνπ ζην πεδίν 

ηεο ζπρλόηεηαο, γηα θάζε κηα ρξνλνζεηξά. Η δηαδηθαζία αλαπηύρζεθε ζε πεξηβάιινλ 

Matlab, εηζάγνληαο ζε απηό ηα αξρεία ησλ ζεκάησλ πνπ ιήθζεθαλ από ηηο κεηξήζεηο. 

 

Σθόνδςλορ - Διέγεπζη ζηο ππώηο Σηπόθαλο 

Γηάγξακκα_4 
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     Από ην πξνεγνύκελν δηάγξακκα λα μερσξίδνπλ γηα ηελ έληαζή ηνπο νη παξαθάησ 

ζπρλόηεηεο, 

 

 ΢πρλόηεηεο Eπηηξόρηαο επηηάρπλζε (tangential):  10,  30,  52 Hz 

 

 ΢πρλόηεηεο Κεληξνκόινπ επηηάρπλζεο (centrifugal):  243 Hz 

 

 ΢πρλόηεηεο Αμνληθήο επηηάρπλζεο (axial): Φαίλεηαη λα ζπκβαδίδνπλ κε απηέο 

ηεο θεληξνκόινπ , αιιά πνιύ εμαζζελεκέλεο ζε έληαζε. 

 

 

 

Ππώηο Σηπόθαλο - Διέγεπζη ζηο ππώηο Σηπόθαλο 

 

 
Γηάγξακκα_5 

 

 

 ΢πρλόηεηεο Eπηηξόρηαο επηηάρπλζε (tangential):  10,  30-32,  175 Hz 

            Φαίλνληαη επίζεο, πην εμαζζελεκέλεο νη ζπρλόηεηεο ησλ, 52,  74,  92 Hz 

 

 ΢πρλόηεηεο Κεληξνκόινπ επηηάρπλζεο (centrifugal):  115,  145,  243 Hz 
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 ΢πρλόηεηεο Αμνληθήο επηηάρπλζεο (axial): 115,  243 Hz 

Φαίλεηαη θαη εδώ λα ζπκβαδίδνπλ κε απηέο ηεο θεληξνκόινπ ζρεδόλ ζε όιν ην 

θάζκα, ζε ηηκέο ζπρλνηήησλ, θαη έληαζε. 

 

2. Μέηπηζη ζηο ππώηο Σηπόθαλο - Διέγεπζη ζηο ηέηαπηο Σηπόθαλο 

Γηάγξακκα_6 
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Γηάγξακκα_8 

 

 

 
Γηάγξακκα_9 
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          Από ην πξνεγνύκελν θάζκα κπνξνύκε λα δνύκε ηα παξαθάησ,  

 

 ΢πρλόηεηεο Eπηηξόρηαο επηηάρπλζε (tangential):  10,  30-32,  52 Hz 

            Φαίλνληαη επίζεο, πην εμαζζελεκέλεο νη ζπρλόηεηεο ησλ, 92-93,  170 Hz 

 

 ΢πρλόηεηεο Κεληξνκόινπ επηηάρπλζεο (centrifugal):  105,  135,  145,  243 Hz 

 

 ΢πρλόηεηεο Αμνληθήο επηηάρπλζεο (axial): 115,  243 Hz 

Φαίλεηαη θαη εδώ λα ζπκβαδίδνπλ κε απηέο ηεο θεληξνκόινπ ζρεδόλ ζε όιν ην 

θάζκα, ζε ηηκέο ζπρλνηήησλ, θαη έληαζε. 

 

 

Σύγκπιζη Θεωπηηικών και Πειπαμαηικών Αποηελεζμάηων - Σσολιαζμόρ 

     Οη ηδηνζπρλόηεηεο, πνπ πξνέθπςαλ από ηηο ζεσξεηηθέο/αξηζκεηηθέο πξνζεγγίζεηο, 

ζπγθεληξσηηθά θαίλνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα (Κεθ. 3) 

 

 
Iδιοςυχνότητεσ 

( Hz ) 
 

 
Holzer - Tolle 

 
P (ω) = 0 

 
RK - 4 

𝝎𝟏 94.72 94.72 94.50 

𝝎𝟐 243.73 243.73 243.30 

𝝎𝟑 393.88 393.88 393.40 

𝝎𝟒 531.10 531.10 468.90 

 

Πίλαθαο_1 

 

Δλώ,  από ηα θάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ από κεηξήζεηο ησλ επηηαρπλζηνκέηξσλ 

ζπγθεληξσηηθά έρνπκε, 

 

 
 
 
 

Iδιοςυχνότητεσ 
( Hz ) 
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Πίλαθαο_2 
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     Παξαηεξνύκε ηηο πην ηζρπξέο ηδηνζπρλόηεηεο ηνπ πεηξακαηηθνύ ζπζηήκαηνο (10, 

30-32, 52 Hz) λα κελ εκθαλίδνληαη θαζόινπ ζηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ηνπ 

πίλαθα_1. Βιέπνπκε πσο νη κόλεο ζπρλόηεηεο πνπ θαίλεηαη λα ζπκθσλνύλ κε ηα 

ζεσξεηηθά/αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα είλαη νη:  92-93 θαη 243 Hz, νη νπνίεο 

εκθαλίδνληαη ζηα πξνεγνύκελα θάζκαηα κε ζρεηηθά ρακειό ελεξγεηαθό πεξηερόκελν 

ζε αληίζεζε κε ηα ζεσξεηηθά θάζκαηα (δελ πξσηαγσληζηνύλ ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπ 

αμνληθνύ).  

 

     Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζηελ εηζαγσγή, νη δηαθνξέο απηέο ήηαλ αλακελόκελεο, θαη 

νθείινληαη ζηηο παξαθάησ αξηζκεκέλεο αηηίεο: 

 

1. ΢ηε θπζηθή πξαγκαηηθόηεηα νη ηαιαληώζεηο ζηξεπηηθέο/θακπηηθέο/αμνληθέο 

είλαη ζπδεπγκέλεο κεηαμύ ηνπο [4], νπόηε ε δηέγεξζε ελόο είδνπο ηαιαληώζεσλ, 

εγείξεη ηε δεκηνπξγία ηνπ άιινπ, θαη αληίζηξνθα.  

 

2. Η ζεσξεηηθή/αξηζκεηηθή πξνζέγγηζε ησλ πξνεγνπκέλσλ θεθαιαίσλ δελ 

ιακβάλεη ππόςε ηελ αλσηέξσ ζύδεπμε ησλ κνξθώλ ηαιαληώζεσλ, ππνζέηεη όηη 

νη ζηξεπηηθέο ηαιαληώζεηο ζπκβαίλνπλ κόλεο ηνπο (γξακκηθόηεηα, αξθεηά 

αιεζήο γηα κηθξά εύξε ηαιάλησζεο). 

 

3. Η ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε ππνζέηεη όηη ην αμνληθό εδξάδεηαη επαξθώο, νπόηε ην 

αλππνζηήξηθην κήθνο κεηαμύ ησλ εδξάλσλ είκαη ζρεηηθά κηθξό. Σν πξαγκαηηθό 

αμνληθό αληίζεηα, ζην εξγαζηήξην, εδξάδεηαη νπζηαζηηθά κόλν ζηηο αθξαίεο 

ζέζεηο, άξα έρεη κεγάιν αλππνζηήξηθην κήθνο. Αο ζπκεζνύκε ηελ εμίζσζε ηνπ 

κέηξνπ δπζηξεπηόηεηαο [1],  

𝛫 =  
𝐺  𝐽

𝐿
 

 

Θπκνύκελνη δε, θαη ηελ εμίζσζε ηεο ηδηνζπρλόηεηαο [1],  

 

ω =  
𝛫

𝛪
 

(γηα απιό ζύζηεκα, κόλν θαη κόλν γηα λα έρνπκε κηα πνηνηηθή αληίιεςε ηεο 

αιιαγήο ησλ ηδηνζπρλνηήησλ ζρεηηθά κε ηε δπζηξεπηόηεηα), 

 

 έρνπκε ηελ ηδηνζπρλόηεηα (σ) λα κηθξαίλεη, όηαλ απμάλεηαη ην κήθνο κεηαμύ   

ησλ ζεσξνύκελσλ εδξάλσλ (L), αθνύ ηόηε απμάλεηαη ε δπζηξεπηόηεηα (K). 

 

΢ε πεξίπησζε, ινηπόλ πνπ ην αμνληθό ήηαλ πιεξέζηεξα εδξαζκέλν (όρη κόλν ζηα δύν 

άθξα ηνπ), νη θακπηηθέο/αμνληθέο θηλήζεηο ζα πεξηνξίδνληαλ ζε κεγάιν βαζκό. Απηό 

ζα είρε σο απνηέιεζκα έλα πην άθακπην/πεξηνξηζκέλν ζύζηεκα, κε δξαζηηθή κείσζε 

ηνπ βέινπο θάκςεο, νπόηε ε ελέξγεηα πνπ δηαρέεηαη ηώξα ζε απηά δύν είδε 

ηαιαληώζεσλ, ζα ''ρξεζηκνπνηείην'' από ην ζύζηεκα γηα αλάπηπμε ζηξεπηηθώλ 
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ηαιαληώζεσλ. Οπόηε ζα ππήξρε αξθεηά θαιή ζρέζε κεηαμύ ησλ ζεσξεηηθώλ 

ηδηνζπρλνηήησλ ηνπ πιήξνπο ζπζηήκαηνο ( Κεθ. 2 & 3) κε απηέο πνπ ζα βξίζθακε 

από αλάιπζε ησλ αληίζηνηρσλ ζεκάησλ. 

 

     ΢ηνλ πίλαθα_3 θαίλεηαη ε πνζνζηηαία δηαθνξά κεηαμύ ησλ ζηξεπηηθώλ 

ηδηζπρλνηήησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηα πεηξάκαηα θαη ηε κέζνδν Runge-Kutta 4. Η 

δηαθνξά απηή θαίλεηαη λα κελ αιιάδεη ηδηαηηέξσο, θαζώο απμάλεηαη ε ηάμε ηεο 

ηδηνζπρλόηεηαο, θαη λα θπκαίλεηαη από 90 κέρξη 80 ηνηο εθαηό.  

 

 
ω (Ηz) / πείραμα 

 
ω (Ηz) / RK-4 

 
Ποςοςτιαία διαφορά 

(%) 
 

10 94.50 89.42 

30-32 243.30 87.67 - 86.85 

52 393.40 86.78 

92-93 468.90 80.38 - 80.17 

170 - - 

175 - - 

 

Πίλαθαο_3 

 

Η απόιπηε ηηκή ηεο δηαθνξάο θαίλεηαη λα είλαη κεγάιε, παξαηεξείηαη όκσο 

θαλνληθόηεηα ζηηο απνθιίζεηο (90-80%) θαη όρη άηαθηε δηαθνξνπνίεζε. Απηό 

εληζρύεη ην γεγνλόο όηη ην κνληέιν κεησκέλεο ηάμεο (κεησκέλσλ βαζκώλ ειεπζεξίαο) 

ζην νπνίν βαζίδνληαη ηα αξηζκεηηθά/ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα είλαη νξζά δνκεκέλν, 

θαη επηηπρεκέλν κέζν γηα ηελ πξόβιεςε ζπκπεξηθνξάο πξαγκαηηθώλ αμνληθώλ 

ζπζηεκάησλ. 
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