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Περίληψη

Η παρούσα διπλωµατική εργασία εντάσσεται στις προσπάθειες της Μονάδας

Παράλληλης Υπολογιστικής Ρευστοδυναµικής και Βελτιστοποίησης (ΜΠΥΡ&Β) και

της σχετικής ερευνητικής οµάδας του Εργαστηρίου Θερµικών Στροβιλοµηχανών

(ΕΘΣ) του ΕΜΠ να δηµιουργήσουν υψηλού επιπέδου τεχνογνωσία σε

ϑέµατα ϐελτιστοποίησης-σχεδιασµού αεροδυναµικών µορφών (aerodymanic shape

optimization) και ειδικότερα εδώ, µέσω των συζυγών (adjoint) τεχνικών.

Σκοπός αυτής της διπλωµατικής εργασίας είναι η εφαρµογή των συνεχών

συζυγών µεθόδων (continuous adjoint methods) στη ϐελτιστοποίηση πτερυγώσεων

στροβιλοµηχανών εισάγοντας ϱοϊκούς και κατασκευαστικούς περιορισµούς, πέραν

της συνάρτησης-στόχου που εκφράζει απώλειες λόγω συνεκτικότητας. Οι συζυγείς

µέθοδοι χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό της κλίσης της συνάρτησης κόστους

(εδώ των απωλειών ολικής πίεσης ∆pt) ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού. Ο

λόγος που είναι πραγµατικά επιβεβληµένη η εισαγωγή πρόσθετων περιορισµών

είναι ότι η ϐελτιστοποίηση ως προς τη συνάρτηση-στόχο οδηγεί συχνά σε µη

αποδεκτές αεροδυναµικές µορφές (λ.χ. µη-αποδεκτό πτερύγιο στροβίλου λόγω

µεγάλης λέπτυνσης) και σε µείωση της στροφής της ϱοής στην πτερύγωση. Για τους

παραπάνω λόγους, επεκτείνεται (µε συµπληρωµατική-νέα µαθηµατική διατύπωση

και τον προγραµµατισµό του αντίστοιχου συµπληρωµατικού τµήµατος λογισµικού)

η συζυγής µέθοδος σε πτερύγια στροβιλοµηχανών µε στόχο τη µείωση των απωλειών

ολικής πίεσης µε περιορισµούς ως προς την γωνία εξόδου της ϱοής και το ελάχιστο

επιτρεπόµενο πάχος πτερυγίου σε διάφορες ϑέσεις του.

Για την υλοποίηση των παραπάνω, στο πλαίσιο αυτής της διπλωµατικής εργασίας,

προστέθηκαν και χρησιµοποιήθηκαν οι περιορισµοί της γωνίας εξόδου ϱοής και του

πάχους πτερυγίου στον προϋπάρχοντα κώδικα του εργαστηρίου. Από µαθηµατικής

σκοπιάς, στο συνάρτησιακό των απωλειών ολικής πίεσης προστέθηκαν δύο επιπλέον

όροι που σχετίζονται µε τη γωνία εξόδου της ϱοής και το πάχος πτερυγίου,

πολλαπλασιασµένοι µε συντελεστές ϐαρύτητας τις τιµές των οποίων ορίζει, κατά

ϐούληση, ο χρήστης.

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία χρησιµοποιούνται, ως εξισώσεις κατάστασης

(πρωτεύον πρόβληµα) οι εξισώσεις Navier-Stokes για µόνιµη ϱοή ασυµπίεστου

ϱευστού, µαζί µε το µοντέλο τύρβης k-ω SST. Για την επίλυση των εξισώσεων ϱοής

και των συζυγών εξισώσεων χρησιµοποιείται το ανοιχτό λογισµικό Υπολογιστικής

Ρευστοδυναµικής, OpenFOAM. Σε αυτό, προγραµµατίζεται το συµπληρωµατικό

τµήµα κώδικα που αφορά τους περιορισµούς στις συζυγείς µεθόδους. Η συνεχής

συζυγής µέθοδος µε περιορισµούς εφαρµόστηκε για τη ϐελτιστοποίηση της µορφής
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2∆ πτερυγίου στροβίλου καθώς και για τη ϐελτιστοποίηση 3∆ πτερυγίου συµπιεστή.

Για τη γένεση πλέγµατος της 2∆ εφαρµογής χρησιµοποιήθηκε προϋπάρχων γενέτης

πλέγµατος του εργαστηρίου ενώ για την 3∆ εφαρµογή εξελίχθηκε, εµπλουτίστηκε

και γενικεύτηκε παλαιότερος κώδικας του εργαστηρίου. Στα προβλήµατα

ϐελτιστοποίησης της παρούσας διπλωµατικής δεν χρησιµοποιήθηκε κάποιου είδους

παραµετροποίηση της γεωµετρίας (λ.χ. συναρτήσεις Bezier, πολυώνυµα κλπ) όπως

σε προηγούµενες εργασίες, αλλά ως µεταβλητές σχεδιασµού χρησιµοποιήθηκαν

οι κοµβικές συντεταγµένες του περιγράµµατος της αεροτοµής του πτερυγίου.

Μιας και η δοµή δεδοµένων του OpenFOAM και του οικείου λογισµικού

είναι διαφορετική, δηµιουργήθηκε κώδικας µετατροπής του πλέγµατος, ώστε να

επικοινωνούν µεταξύ τους. Ακόµη, εξαιτίας της µη-χρήσης παραµετροποίησης

δηµιουργήθηκε πρόγραµµα το οποίο εξοµαξύνει τις υπερακοντίσεις που συνήθως

εµφανίζουν οι κατανοµές των κοµβικών τιµών των παραγώγων ευαισθησίας, οι οποίες

αν χρησιµοποιηθούν χωρίς την απαραίτητη εξοµάλυνση, οδηγούν σε δηµιουργία

αεροτοµών ή πτερυγίων µε µη-αποδεκτό σχήµα.

Σε δεύτερη ϕάση, όλα τα παραπάνω εντάχθηκαν σε µια διαδικασία (ένα

ϐρόχο) ϐελτιστοποίησης χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της απότοµης καθόδου. Σε

πρώτο στάδιο, έχοντας την αρχική γεωµετρία, δηµιουργείται πλέγµα από τον

πλεγµατοποιητή του εργαστηρίου. Στη συνέχεια, µετατρέπεται η δοµή δεδοµένων

του πλέγµατος σε δοµή δεδοµένων OpenFOAM, στο οποίο λύνονται οι εξισώσεις

ϱοής, οι συζυγείς εξισώσεις και τέλος υπολογίζεται η κλίση της συνάρτησης-στόχου

ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού (δηλ. τις συντεταγµένες των κόµβων του

πλέγµατος που ϐρίσκονται επί του τρέχοντος στερεού ορίου). Ακολουθεί η

εξοµάλυνση της παραγώγου ευαισθησίας µε χρήση της εξίσωσης Laplace και

ένας κύκλος ϐελτιστοποίησης τελειώνει µε την ανανέωση της γεωµετρίας µε τη

µέθοδο της απότοµης καθόδου, χρησιµοποιώντας τις παραγώγους ευαισθησίας που

προέκυψαν από την εξοµάλυνση. ΄Οπως προαναφέρθηκε, η παραπάνω διαδικασία

ϐελτιστοποίησης δοκιµάζεται σε ένα 2∆ πτερύγιο στροβίλου και σε ένα 3∆ πτερύγιο

συµπιεστή µε και χωρίς περιορισµούς, εξετάζοντας την επίδρασή των τελευταίων, στα

αποτελέσµατα του προβλήµατος ϐελτιστοποίησης.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Οι συζυγείς µέθοδοι (adjoint methods) χρησιµοποιούνται σε ϕυσικά προβλήµατα,

τα οποία διέπονται από συστήµατα µερικών διαφορικών εξισώσεων (µ.δ.ε.), για τον

υπολογισµό παραγώγων ευαισθησίας ως προς τι µεταβλητές σχεδιασµού. Λ.χ. αν το

σχήµα µιας αεροτοµής καθορίζεται από τις συντεταγµένες ενός αριθµού σηµείων

ελέγχου καµπύλων Bezier ή από τους συντελεστές ενός πολυωνύµου και αν η

συνάρτηση ενδιαφέροντος (συνάρτηση-στόχος αν πρόκειται για ϐελτιστοποίηση) είναι

η µείωση της οπισθέλκουσας της αεροτοµής σε προκαθορισµένες συνθήκες ϱοής,

τότε η συζυγής µέθοδος υπολογίζει τις παραγώγους ευαισθησίας δηλαδή το πόσο

ϑα αλλάξει η τιµή της οπισθέλκουσας σε σχέση µε την ενδεχόµενη (µικρή) αλλαγή

τιµής κάθε µεταβλητής σχεδιασµού. Η παρούσα διπλωµατική εργασία ασχολείται

µε προβλήµατα ϐελτιστοποίησης ή ειδικότερα, τον υπολογισµό των παραγώγων

ευαισθησίας σε προβλήµατα τα οποία διέπονται από τις εξισώσεις Navier - Stokes

για ασυµπίεστες ϱοές. Οι συζυγείς µέθοδοι στηρίζονται στη διατύπωση και επίλυση

ενός συστήµατος µ.δ.ε., το οποίο αποτελεί το ΄συζυγές΄ πρόβληµα (adjoint problem)

των εξισώσεων κατάστασης. Οι συζυγείς µέθοδοι έχουν µεγάλο πλεονέκτηµα σε

σχέση µε άλλες µεθόδους υπολογισµού παραγώγων ευαισθησίας (λ.χ. πεπερασµένες

διαφορές) από άποψη υπολογιστικού χρόνου, καθώς για τον υπολογισµό των

παραγώγων ευαισθησίας απαιτούνται δύο επιλύσεις, µια των εξισώσεων κατάστασης

και µια των συζυγών τους εξισώσεων, ανεξαρτήτως του πλήθους των παραµέτρων

ελέγχου του προβλήµατος.

Η ανάπτυξη των συζυγών µεθόδων αποσκοπεί, σε µεγάλο ϐαθµό, στην

ενσωµάτωση τους σε αλγορίθµους ϐελτιστοποίησης της γεωµετρίας αεροδυναµικών

µορφών. Οι µεταβλητές σχεδιασµού, ως προς τις οποίες υπολογίζονται οι

παράγωγοι ευαισθησίας, καθορίζουν τη γεωµετρία της µορφής. Στόχος είναι

η αντικατάσταση των κλασικών µεθόδων υπολογισµού παραγώγων ευαισθησίας

(όπως είναι η µέθοδος των πεπερασµένων διαφορών), οι οποίες ήταν ιδιαίτερα

δαπανηρές σε υπολογιστικό χρόνο, µε τις πιο γρήγορες συζυγείς µεθόδους στους

αυτοµατοποιηµένους αλγορίθµους ϐελτιστοποίησης.

Εκτός από τις συνεχείς (continuous) συζυγείς µεθόδους ([12],[13]) τις οποίες

χρησιµοποιεί αυτή η διπλωµατική εργασία, υπάρχουν και οι διακριτές (discrete)

συζυγείς µέθοδοι ([14],[15],[16]). Η ϐασική διαφορά µεταξύ των δύο κατηγοριών

1
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έγκειται στον τρόπο µε τον οποίο προκύπτουν οι συζυγείς εξισώσεις και µε το πότε

πραγµατοποιείται η διακριτοποίησή τους. Πιο συγκεκριµένα, στη συνεχή µέθοδο η

µαθηµατική διατύπωση γίνεται χρησιµοποιώντας τις συνεχείς εξισώσεις της ϱοής

πριν αυτές διακριτοποιηθούν για να λυθούν αριθµητικά. Η συνάρτηση κόστους

επαυξάνεται µε την προσθήκη σε αυτήν των εξισώσεων ϱοής πολλαπλασιασµένων

µε τις συζυγείς µεταβλητές. Με τη χρήση του ϑεωρήµατος της απόκλισης και

κατάλληλη διαχείριση των χωρικών και επιφανειακών (σε 3∆ προβλήµατα) ή

επικαµπύλιων (σε 2∆ προβλήµατα) ολοκληρωµάτων, εξάγονται οι συνεχείς συζυγείς

εξισώσεις, οι οριακές συνθήκες τους και η έκφραση υπολογισµού των Ϲητούµενων

παραγώγων ευαισθησίας. Η διακριτοποίηση των συζυγών εξισώσεων γίνεται σε

δεύτερο στάδιο, προκειµένου αυτές να επιλυθούν αριθµητικά. Στην περίπτωση της

διακριτής συζυγούς µεθόδου, η διατύπωση του συζυγούς προβλήµατος ϐασίζεται

στις διακριτοποιηµένες εξισώσεις ϱοής. Πιο συγκεκριµένα, η διακριτή µορφή

της συνάρτησης στόχου επαυξάνεται µε το γινόµενο των διακριτοποιηµένων

υπολοίπων των εξισώσεων κατάστασης, πολλαπλασιασµένων µε το πεδίο των συζυγών

µεταβλήτών. ΄Επειτα από κατάλληλη διαχείριση των όρων, η τελική µορφή

των παραγώγων ευαισθησίας δεν εξαρτάται από την παράγωγο των µεταβλητών

κατάστασης ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού.

Τα περισσότερα πρακτικά προβλήµατα µηχανικού, διέπονται από περιορισµούς

(λ.χ. κατασκευαστικούς, οικονοµικούς κλπ). Για παράδειγµα, στο σχεδιασµό

πτερυγίων στροβιλοµηχανών, η προσπάθεια µείωσης απωλειών ολικής πίεσης πρέπει

να συνοδεύεται από την επιβολή των περιορισµών του πάχους των πτερυγίων ή και της

στροφής της ϱοής. Θεωρητικά, η ϐελτιστοποίηση ενός πτερυγίου στροβιλοµηχανών

έχοντας απλά ως στόχο τη µείωση απωλειών ολικής πίεσης, αναµένεται να οδηγήσει

σε ένα ευθύγραµµο και πολύ λεπτό πτερύγιο. Τέτοια µορφή πτερυγίου είναι µη

αποδεκτή, καθώς υπάρχει κίνδυνος να ξεπεραστεί το όριο διαρροής του υλικού και

το πτερύγιο να σπάσει. Από την άλλη η µείωση της καµπυλότητας του πτερυγίου

οδηγεί σε µείωση της στροφής της ϱοής, κάτι που ϑεωρείται µη αποδεκτό είτε επειδή

αλλοιώνεται η στροφή της ϱοής στις σταθερές πτερυγώσεις είτε επειδή σχετίζεται µε

τη συναλλαγή έργου (Θεώρηµα Euler) στις περιστρεφόµενες πτερυγώσεις.

Στο πλαίσιο αυτής της διπλωµατικής χρησιµοποιείται η συνεχής συζυγής µέθοδος

για τη ϐελτιστοποίηση πτερυγώσεων στροβιλοµηχανών λαµβάνοντας υπόψη τους

περιορισµούς ως προς το πάχος του πτερυγίου και την στροφή της ϱοής. Οι

περιορισµοί προστίθενται στο στόχο της µείωσης απωλειών ολικής πίεσης, ως δύο

επιπλέον στόχοι. Οι τρεις στόχοι του προβλήµατος ϐελτιστοποίησης συµπυκνώνονται

σε έναν, µε χρήση κατάλληλων συντελεστών ϐαρύτητας, οι τιµές των οποίων

επιλέγονται από το χρήστη. Η επίλυση του ευθέος προβλήµατος πραγµατοποιήθηκε

χρησιµοποιώντας το πακέτο ανοιχτού κώδικα OpenFOAM, το οποίο έχει εµπλουτιστεί

µε επιλύτη συνεχών συζυγών εξισώσεων, στο πλαίσιο παλαιότερης διδακτορικής

διατριβής ([1]) της ΜΠΥΡ∆&Β/ΕΘΣ. Για τη δηµιουργία 3∆ πλέγµατος, εξελίχθηκε

οικείο (in-house) λογισµικό γένεσης πλέγµατος εµπλουτίζοντας και γενικεύοντάς

το. Για τη δηµιουργία 2∆ υπολογιστικών πλεγµάτων, χρησιµοποιήθηκε οικείο

λογισµικό του ΜΠΥΡ∆&Β/ΕΜΠ. Επίσης, δηµιουργήθηκε πρόγραµµα διαχείρισης

και επικοινωνίας των συνιστωσών του αλγορίθµου ϐελτιστοποίησης, καθώς και
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πρόγραµµα µετατροπής της δοµής των δεδοµένων του OpenFOAM σε άλλη

δοµή συµβατή µε κάθε οικείο λογισµικό Υπολογιστικής Ρευστοδυναµικής του

ΜΠΥΡ∆&Β/ΕΘΣ. Το παραπάνω λογισµικό εφαρµόστηκε στη ϐελτιστοποίηση ενός 2∆

πτερυγίου στάτορα στρόβιλου και στο σχεδιασµό 3∆ πτερύγιου στάτορα συµπιεστή.

∆οµή της διπλωµατικής :

• Στο κεφάλαιο 2 αναλύεται ο τρόπος αριθµητικής επίλυσης του ευθέος

προβλήµατος όπως υλοποιείται στο OpenFOAM. Συγκεκριµένα, αναλύεται ο

αλγόριθµος SIMPLE για την αριθµητική επίλυση των εξισώσων Navier-Stokes

για ασυµπίεστες ϱοές.

• Στο κεφάλαιο 3 αναλύεται η µέθοδος της συνεχούς συζυγούς µεθόδου.

Συγκεκριµένα, αναλύεται η διαδικασία υπολογισµού της παραγώγου

ευαισθησίας απωλειών ολικής πίεσης. Επιπλέον, παρουσιάζεται ο τρόπος µε

τον οποίο εισήχθησαν οι περιορισµοί του πάχους και της στροφής της ϱοής στο

πρόβληµα ϐελτιστοποίησης.

• Το κεφάλαιο 4 περιλαµβάνει το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης του 2∆ πτερυγίου

στάτορα στροβίλου. Παρουσιάζεται ο αλγόριθµος ϐελτιστοποίησης, καθώς και

τα αποτελέσµατα της διαδικασίας.

• Στο κεφάλαιο 5 αναλύεται η γένεση δοµηµένων πλεγµάτων µε την επίλυση

ελλειπτικών εξισώσεων µε όρους πηγής. ΄Ολη η διαδικασία δηµιουργίας

πλέγµατος εφαρµόζεται στο γενέτη πλέγµατος 3DTurbogen.

• Το κεφάλαιο 6 περιλαµβάνει την εφαρµογή του 3∆ πτερυγίου συµπιεστή.

Παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα και συµπεράσµατα από τη διαδικασία

ϐελτιστοποίησης.

• Στο κεφάλαιο 7 συνοψίζονται τα συµπεράσµατα.

Ανακεφαλαιώνοντας, η διπλωµατική αυτή εργασία, που εντάσσεται στις

ερευνητικές δραστηριότητες του ΜΠΥΡ∆&Β/ΕΜΠ, για την ανάπτυξη µεθόδων

ϐελτιστοποίησης ϐασισµένων σε συζυγείς µεθόδους, συµβάλλει στα εξής :

• Στον υπάρχοντα κώδικα της συζυγούς µεθόδου του ΜΠΥΡ∆&Β/ΕΘΣ,

διατυπώθηκαν και εντάχθηκαν οι περιορισµοί του πάχους του πτερυγίου και

της στροφής της ϱοής.

• Για τις ανάγκες γένεσης 3∆ πλέγµατος εξελίχθηκε υπάρχον λογισµικό γένεσης

δοµηµένων πλεγµάτων του ΜΠΥΡ∆&Β/ΕΘΣ και εµπλουτίστηκε µε πολλές

δυνατότητες και επιλογές γένεσης πλέγµατος.

• ∆ηµιουργήθηκε το πρόγραµµα foam2LTT, το οποίο µετατρέπει τη δοµή

δεδοµένων πλέγµατος από µορφή OpenFOAM σε µορφή LTT (οικείου

λογισµικού), ώστε να είναι δυνατή η επικοινωνία των δύο ανωτέρω λογισµικών.
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• Χρησιµοποιώντας την εξίσωση Laplace ([17]), εξοµαξύνθηκαν οι

υπερακοντίσεις της παραγώγου ευαισθησίας στους κόµβους του οριακού

πλέγµατος, επιτρέποντας έτσι την χρήση τους σε µια διαδικασία

ϐελτιστοποιίησης.

• ΄Ολες οι συνιστώσες της ϐελτιστοποίησης εντάχθηκαν σε πρόγραµµα

διαχείρισης (program-manager), το οποίο αναλαµβάνει τη διαδικασία

ϐελτιστοποίησης χωρίς την παρέµβαση χρήστη.



Κεφάλαιο 2

Ευθύ πρόβληµα - Επίλυση των

Εξισώσεων Ροής

2.1 Εξισώσεις Ροής

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία, το πρωτεύον πρόβληµα διέπεται από τις

εξισώσεις µόνιµης ϱοής συνεκτικού ασυµπίεστου ϱευστού. ΄Αρα οι λεγόµενες

¨εξισώσεις κατάστασης¨ του προβλήµατος είναι οι 2∆/3∆ εξισώσεις Navier-Stokes

έπειτα από λήψη µέσων τιµών κατά Reynolds (RANS; Reynolds Averaged

Navier-Stokes) σε συνδυασµό µε το µοντέλο τύρβης δύο εξισώσεων k-ω SST.

Οι ισχύουσες εξισώσεις για τέτοια προβλήµατα ϱοών χωρίς µετάδοση ϑερµότητας

διατυπώνονται στη µορφή:

▽ �−→v = 0 (2.1)

▽ � (−→v −→v )−▽ � ((ν + νt)▽−→v ) = −▽ p (2.2)

όπου −→v , p είναι το διάνυσµα της ταχύτητας και η στατική πίεση, διαιρεµένη µε την

σταθερή πυκνότητα αντίστοιχα. Επίσης, µε ν συµβολίζεται η σταθερή κινηµατική

συνεκτικότητα του ϱευστού, ενώ µε νt η τυρβώδης συνεκτικότητα που υπολογίζεται,

στη παρούσα διπλωµατική, µέσω του µοντέλου τύρβης k-ω SST (ϐλ. κεφάλαιο 2.3).

Στο λογισµικό ανοιχτού κώδικα OpenFOAM, το οποίο χρησιµοποιείται για την

επίλυση των εξισώσεων κατάστασης, όλα τα δεδοµένα αποθηκεύονται στο κέντρο του

εκάστοτε κελιού του πλέγµατος (cell-centered, collocated αποθήκευση).

Οι εξισώσεις κατάστασης λύνονται χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο SIMPLE

(Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations) ([27]), που περιγράφεται

στην παρακάτω ενότητα.

5
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Σχήµα 2.1: Πεπερασµένος ΄Ογκος

P - κέντρο κελιού, N - κέντρο γειτονικών κελιών, Sf διάνυσµα κάθετο στην επιφάνεια

µε µέτρο την επιφάνεια σε m2.

2.2 Αλγόριθµος SIMPLE

2.2.1 Εξίσωσεις µέσης Ροής

Στις εξισώσεις κατάστασης του ασυµπίεστου ϱευστού (2.1,2.2) δεν υπάρχει ϱητή

εξίσωση για τον υπολογισµό της πίεσης. Για να προκύψει µια τέτοια εξίσωση,

χρησιµοποιείται µια ΄µερική΄ διακριτοποίηση της εξίσωσης ορµής 2.2.

aP
−→v P = H(−→v )−▽p (2.3)

H(−→v ) = −
∑

N

aN
−→v N (2.4)

όπου µε −→v P συµβολίζεται η ταχύτητα στο κέντρο του υπό εξέταση κελιού (όγκου

αναφοράς), ενώ µε −→v N συµβολίζονται οι ταχύτητες στά κέντρα των γειτονικών

του κελιών (ϐλ. σχήµα 2.1 για την επεξήγηση του όγκου αναφοράς). Με

aP , aN συµβολίζονται οι ϐαθµωτοί συντελεστές των ταχυτήτων −→v P ,
−→v N οι οποίοι

υπολογίζονται συναρτήσει της ταχύτητας (µη γραµµικές εξισώσεις κατάστασης). Η

άθροιση στον όρο H(−→v ) πραγµατοποιείται στους γείτονες N του υπό εξέταση όγκου

αναφοράς.

Η διακριτοποιηµένη εξίσωση συνέχειας 2.1 παίρνει την µορφή:

▽ �−→v =
∑

f

−→
S �−→v f = 0 (2.5)

όπου µε −→v f συµβολίζεται η ταχύτητα στο κέντρο f της κοινής επιφάνειας των κελιών
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P και N ενώ µε
−→
S συµβολίζεται το κάθετο σε αυτή την επιφάνεια διάνυσµα, µε µέτρο

ίσο µε το εµβαδό αυτής της επιφάνειας και ϕορά από το σηµείο P στο σηµείο N .

Η παρακάτω εξίσωση που προκύπτει από την 2.3, διαιρώντας µε τον συντελεστή aP ,

χρησιµοποιείται για να εκφραστεί η ταχύτητα στο κέντρο των κελιών P

−→v P =
H(−→v )

aP
− 1

aP
▽ p (2.6)

η οποία, µε παρεµβολή στις επιφάνειες των κελιών παίρνει την µορφή

~vf =

(

H(−→v )

aP

)

f

−
(

1

aP

)

f

(▽p)f (2.7)

Ο συνδυασµός των εξισώσεων 2.5, 2.7 οδηγεί στην παρακάτω τελική µορφή της

εξίσωσης πίεσης :

▽ �

(

1

aP
▽ p

)

= ▽ �

(

H(−→v )

aP

)

=
∑

f

−→
S �

(

H(−→v )

aP

)

f

(2.8)

Η άθροιση στην εξίσωση 2.8 γίνεται στις επιφάνειες που απαρτίζουν τον όγκο

αναφοράς και οι τιµές εκεί έχουν υπολογιστεί µε παρεµβολή. Η τελική έκφραση

του συστήµατος των διακριτοποιηµένων εξισώσεων Navier–Stokes για ασυµπίεστο

ϱευστό είναι :

ap
−→v p = H(−→v )−

∑

f

−→
S (p)f , (2.9)

∑

f

−→
S �

[

(

1

aP

)

f

(▽p)f

]

=
∑

f

−→
S �

(

H(−→v )

aP

)

f

(2.10)

F =
−→
S �−→v f = S �

[

(

H(−→v )

aP

)

f

−
(

1

aP

)

f

(▽p)f

]

(2.11)

µε την 2.9 να αποτελεί την εξίσωση ορµής και την 2.10 να αποτελεί την εξίσωση

πίεσης. Οι ταχύτητες που υπολογίζονται από την εξίσωση 2.9 δεν ικανοποιούν

την εξίσωση συνέχειας (momentum prediction) και το µέτρο του διανύσµατος ϱοής

(flux F) διορθώνεται µέσω της εξίσωσης 2.11, χρησιµοποιώντας την πίεση που έχει

υπολογιστεί µέσω της 2.10 (momentum correction).

2.2.2 Αλγόριθµος SIMPLE - Υλοποίηση στο OpenFOAM

Οι εξισώσεις ϱοής στα προβλήµατα αυτής της διπλωµατικής εργασίας επιλύθηκαν

χρησιµοποιώντας την υλοποίηση του αλγορίθµου SIMPLE στο λογισµικό
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OpenFOAM (έκδοση 1.6-ext). Ακολουθεί η περιγραφή του αλγορίθµου καθώς και

κοµµάτια του κώδικα, που είναι προγραµµατισµένος σε C++:

1. Πραγµατοποιείται αρχικοποίηση όλων των µεταβλητών ϱοής

2. ∆ηµιουργείται το πρώτο µέλος της εξίσωσης ορµής (UEqn) το οποίο δεν

περιλαµβάνει την κλίση της πίεσης. Από το κοµµάτι αυτό της εξίσωσης

υπολογίζονται οι συντελεστές του αριστερού µέλους (πεπλεγµένο-implicit

κοµµάτι της εξίσωσης), χρησιµοποιώντας τους κατάλληλους τελεστές (fvm -

implicit) διακριτοποίησης. Ο πρώτος όρος αυτής της εξίσωσης αντιστοιχεί στον

όρο µεταφοράς ενώ ο δεύτερος στον όρο διάχυσης. Με nuEff συµβολίζεται

το άθροισµα της κινηµατικής και τυρβώδους συνεκτικότητας. Στην εξίσωση

εφαρµόζεται χαλάρωση στην ϕάση της διακριτοποίησης για την ενίσχυση της

διαγώνιας κυριαρχίας.

tmp<fvVectorMatrix> UEqn

(

fvm::div(phi, U) - fvm:laplace(nuEff, U)

);

UEqn.relax();

3. Στο δεξί µέλος της ανωτέρω εξίσωσης προστίθεται η κλίση της πίεσης

χρησιµοποιώντας τον κατάλληλο ϱητό τελεστή (fvc - explicit), επιλύεται

υπολογίζονται ταχύτητες −→v .

solve (UEqn == -fvc::grad(p));

4. Υπολογίζεται ο όρος ap συναρτήσει των ταχυτήτων που µόλις ϐρέθηκαν και

ξαναυπολογίζονται νέες ταχύτητες (εξίσωση 2.3). Οι ταχύτητες αυτές είναι µια

πρώτη εκτίµηση καθώς δεν ικανοποιούν την εξίσωση συνέχειας.

volScalarField AU = UEqn().A();

U = UEqn().H()/AU;

5. Υπολογίζονται τα µέτρα των διανυσµάτων ϱοής (flux F) στα κέντρα των

επιφανειών παρεµβάλλοντας τις τιµές της ταχύτητας στα κέντρα των κελιών

(2.10)

phi = fvc ::interpolate(U) & mesh.Sf();

6. Επιλύεται η εξίσωση πίεσης pEqn

fvScalarMatrix pEqn

(

fvm::laplacian(1.0/AU, p) == fvc::div(phi)

);

pEqn.solve();

7. ∆ιορθώνονται τα µέτρα των διανυσµάτων ϱοής (flux F) µε ϐάση τις τιµές της

πίεσης που µόλις υπολογίστηκαν (2.11).
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phi -= pEqn.flux();

8. Εφαρµόζεται στη λύση της πίεσης χαλάρωση

p.relax();

9. ∆ιορθώνονται εκ νέου οι ταχύτητες µε ϐάση τις νέες πιέσεις µε την ϐοήθεια των

οποίων πλέον ικανοποιείται η εξίσωση συνέχειας

U -= fvc::grad(p)/AU;

10. ΄Εχοντας υπολογίσει τα πεδία ταχυτήτων και πιέσεων, λύνονται οι εξισώσεις

τύρβης(ϐλ. κεφάλαιο 2.3). Συγκεκριµένα για το µοντέλο τύρβης k-ω επιλύονται

οι δύο εξισώσεις του k εξ.2.12 και του ω εξ.2.13 από τις οποίες υπολογίζεται η

τυρβώδης συνεκτικότητα νt µε τη ϐοήθεια της εξίσωσης 2.14.

turbulence->correct();

11. Επανάληψη των παραπάνω ϐηµάτων µέχρι σύγκλισης της λύσης.

2.3 k-ω SST Μοντέλο Τύρβης

Το µοντέλο k-ω SST [8] είναι ένα από τα πιο διαδεδοµένα µοντέλα τύρβης. Είναι

µοντέλο δύο εξισώσεων, δηλαδή στις µεταβλητές ϱοής προστίθενται και άλλες δύο

µεταβλητές µέσω των οποίων υπολογίζεται το πεδίο της τυρβώδους συνεκτικότητας νt.
Η πρώτη µεταβλητή είναι η τυρβώδης κινητική ενέργεια k (turbulent kinetic energy)

και η δεύτερη µεταβλητή είναι ο ϱυθµός καταστροφής της τύρβης ω (turbulence

specific dissipation). Η πρώτη µεταβλητή υποδηλώνει την κινητική ενέργεια της

τύρβης και η δεύτερη την κλίµακα της τύρβης.

Η διαµόρφωση SST (Shear Stress Transport) µέσα στο οριακό στρώµα,

καθιστά το µοντέλο κατάλληλο για προσωµοίωση ϱοών µε πλέγµατα χαµηλών

αριθµών Reynolds (Low Reynolds) χωρίς την προσθήκη συναρτήσεων τοίχου (Wall

Functions). Επίσης, µε την διαµόρφωση SST το µοντέλο k-ω συµπεριφέρεται

ως µοντέλο k-ε µακριά από τα στερεά τοιχώµατα, αποφεύγοντας έτσι την µεγάλη

ευαισθησία που εµφανίζουν τα κλασσικά µοντέλα k-ω στις τιµές εισόδου των

τυρβωδών µεταβλητών, διατηρώντας ταυτόχρονα την υψηλή ικανότητα των µοντέλων

k-ω στη πρόλεξη της αποκόλλησης της ϱοής κοντά στα στερεά τοιχώµατα.

Οι εξισώσεις τύρβης λύνονται απεµπλεγµένα από τις εξισώσεις ϱοής. Αρχικά,

υπολογίζεται το k λύνοντας την εξίσωση της τυρβώδους κινητικής ενέργειας.

∂k

∂t
+ vj

∂k

∂xj

= Pk − β⋆kω +
∂
[

(ν + σkνt)
∂k
∂xj

]

∂xj

(2.12)
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Το ω που υπάρχει στην εξίσωση προκύπτει από προηγούµενη επανάληψη. Στη

συνέχεια, ανανεώνεται το ω λύνοντας την εξίσωση του ϱυθµού καταστροφής τύρβης.

∂ω

∂t
+ vj

∂ω

∂xj

= S2 − βω2 +
∂
[

(ν + σkνt)
∂k
∂xj

]

∂xj

+ 2(1− F1)σω2
1

ω

∂k

∂xi

∂ω

∂xi

(2.13)

΄Επειτα η τυρβώδης συνεκτικότητα υπολογίζεται µέσω της παρακάτω σχέσης

νt =
a1k

max(a1ω, SF2)
(2.14)

Οι σταθερές και όροι που εµφανίζονται στις τρεις ανωτέρω εξισώσεις δίνονται από:

Sij = (
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

F2 = tanh





[

max

(

2
√
k

β⋆ωy
,
500ν

y2ω

)]2




Pk = min

(

τij
∂vi
xj

, 10β⋆kω

)

F1 = tanh





[

min

[

max

(

2
√
k

β⋆ωy
,
500ν

y2ω

)

,
4σω2k

CDkωy2

]]4




CDkω = max

(

2ρσω2
1

ω

∂k

∂xi

∂ω

∂xi

, 10−10

)

ϕ = ϕ1F1 + ϕ2(1− F1)

a1 =
5

9
, a2 = 0.44

β1 =
3

40
, β2 = 0.0828

β⋆ =
9

100
σk1 = 0.85 , σk2 = 1

σω1 = 0.5 , σω2 = 0.856



Κεφάλαιο 3

Η συνεχής συζυγής µέθοδος για

στρωτές ϱοές ασυµπίεστου ϱευστού

3.1 Εξισώσεις Ροής

Η παρούσα διπλωµατική εργασία ασχολείται µε εξισώσεις που διέπουν προβλήµατα

µόνιµης στρωτής ϱοής και συγκεκριµένα µε τις Navier–Stokes για ασυµπίεστο

ϱευστό. Οι ισχύουσες εξισώσεις, για προβλήµατα ϱοών χωρίς µετάδοση ϑερµότητας,

[9], διατυπώνονται στη µορφή:

Rp =
∂vj
∂xj

=0 (3.1)

Rv
i = vj

∂vi
∂xj

+
∂p

∂xi

− ∂

∂xj

[

(ν + νt)

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)]

=0 , i = 1, 2(, 3) (3.2)

όπου µε

- vi συµβολίζονται οι συνιστώσες της ταχύτητας,

- p είναι η κινηµατική στατική πίεση (δηλαδή, η στατική πίεση του ϱευστού

διαιρεµένη µε τη σταθερή πυκνότητα,

- ν είναι η κινηµατική συνεκτικότητα του ϱευστού η οποία ϑεωρείται σταθερή,

-νt είναι η τυρβώδη κινηµατική συνεκτικότητα του ϱευστού,

- Ως διάνυσµα µεταβλητών της ϱοής ϑεωρείται το
−→
U =[p, vi]

T
,

- Τέλος, για τα υπόλοιπα (Residuals) των διακριτοποιηµένων εξισώσεων ϱοής ισχύει

RU
1 =Rp και RU

i+1=Rv
i για i = 1, 2(, 3).

Οι εξισώσεις της ϱοής µαζί µε τις οριακές συνθήκες του προβλήµατος αποτελούν

τις εξισώσεις κατάστασης των προβληµάτων του κεφαλαίου 3. Σε προβλήµατα

εσωτερικών ϱοών οι οριακές συνθήκες που πρέπει να επιβληθούν και οι οποίες

συµπληρώνουν τις εξισώσεις 3.1, 3.2 στο εσωτερικό του πεδίου είναι οι εξής :

(α) στην είσοδο του πεδίου, Dirichlet συνθήκη για κάθε συνιστώσα της ταχύτητας

και µηδενική Neumann για τη στατική πίεση,

(ϐ) στην έξοδο του πεδίου, µηδενική Neumann συνθήκη για την ταχύτητα και

µηδενική Dirichlet για την πίεση

11
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(γ) στα στερεά τοιχώµατα, µηδενική Dirichlet για την ταχύτητα (συνθήκη

µη–ολίσθησης) και µηδενική Neumann για την πίεση.

3.2 Εισαγωγή των συζυγών µεταβλητών

Οι συζυγείς µέθόδοι οι οποίοι ανήκουν στις αιτιοκρατικές µεθόδους ϐελτιστοποίησης

προϋποθέτουν την ύπαρξη ενός η περισσοτέρων κριτηρίων ϐελτιστοποίησης. Αυτό

το κριτήριο σε προβλήµατα ϐελτιστοποίησης αεροδυναµικών µορφών εκφράζεται

µαθηµατικά από µια συνάρτηση κόστους F =F (
−−−−→
U
(−→
b
)

,
−→
b ), η οποία εξαρτάται από

τις µεταβλητές της ϱοής
−→
U και τις µεταβλητές σχεδιασµού

−→
b , οι οποίες καθορίζουν

τη γεωµετρία της προς σχεδιασµό µορφής. ΄Ετσι, η συνάρτηση κόστους είναι µια

σύνθετη συνάρτηση στην οποία η τιµή της εξαρτάται αφενός από τις µεταβλητές

σχεδιασµού
−→
b δηλαδή από τη γεωµετρία της µορφής και αφετέρου από τη ϱοϊκή

λύση,
−→
U , η οποία επίσης αποτελεί συνάρτηση του

−→
b . Το

−→
U , όπως είναι ϕυσικό,

µεταβάλλεται αν µεταβληθούν οι τιµές των µεταβλητών σχεδιασµού, αν αλλάξει

δηλαδή η γεωµετρία της προς σχεδιασµό µορφής και ικανοποιηθούν οι εξισώσεις

κατάστασης στο τροποποιηµένο χωρίο ϱοής. Συνεπώς, οι µεταβλητές σχεδιασµού
−→
b

ελέγχουν την τιµή της συνάρτησης κόστους.

Η διατύπωση του συζυγούς προβλήµατος προυποθέτει τη δηµιουργία της

επαυξηµένης συνάρτησης κόστους, Faug. Αυτή δηµιουργείται από την πρόσθεση στη

συνάρτηση κόστους, του χωρικού (στο πεδίο ϱοής) ολοκληρώµατος, των εξισώσεων

της ϱοής R πολλαπλασιασµένων µε τις συζυγείς
−→
Ψ (adjoint) µεταβλητές. Εποµένως,

η επαυξηµένη συνάρτηση κόστους ορίζεται ως

Faug = F +

∫

Ω

ΨlR
U
l dΩ (3.3)

΄Οπως προαναφέρθηκε, στο δεξί µέλος της εξίσωσης 3.3 προστίθεται το ολοκλήρωµα,

στο πεδίο ϱοής Ω, των υπολοίπων των εξισώσεων κατάστασης (τα οποία είναι µηδενικά

δεδοµένου ότι πρέπει να ικανοποιούνται οι εξισώσεις κατάστασης και οι αντίστοιχες

οριακές συνθήκες) πολλαπλασιασµένων µε το διάνυσµα των συζυγών µεταβλητών−→
Ψ = [q, ui]

T
. Με q και ui συµβολίζονται, αντιστοίχως, οι συζυγείς ως προς την πίεση

και το διάνυσµα της ταχύτητας, µεταβλητές. Η έκφραση 3.3 µπορεί εναλλακτικά να

γραφεί, χωριστά για τις εξισώσεις της ορµής και αυτήν της συνέχειας, ως

Faug = F +

∫

Ω

uiR
v
i dΩ +

∫

Ω

qRpdΩ (3.4)

Σκοπός της συζυγούς µεθόδου είναι να υπολογιστούν οι παράγωγοι ευαισθησίας δF
δbm

,

οι οποίες εκφράζουν τις µεταβολές της συνάρτησης κόστους F ως προς ενδεχόµενες

µεταβολές των µεταβλητών σχεδιασµού, bm, έτσι ώστε να πραγµατοποιηθεί

ελαχιστοποίηση της συνάρτησης κόστους. Προς το παρόν ϑεωρείται ότι τα

προβλήµατα δεν έχουν περιορισµούς όπως λ.χ. ως προς το πάχος πτερυγίου



3.2. Εισαγωγή των συζυγών µεταβλητών 13

στροβιλοµηχανής ή τη στροφή της ϱοής εξόδου. ∆εδοµένου ότι το ολοκλήρωµα στο

δεξί µέλος των εξισώσεων 3.3 είναι εξ ορισµού ίσο µε µηδέν, αντί της παραγώγου

ευαισθησίας δF
δbm

, αρκεί να υπολογισθεί η παράγωγος της επαυξηµένης συνάρτησης

κόστους
δFaug

δbm
. Ο ϱυθµός µεταβολής γράφεται :

δFaug

δbm
=

δF

δbm
+

∫

Ω

ui

δRv
i

δbm
dΩ +

∫

Ω

q
δRp

δbm
dΩ +

∫

Ω

(uiR
v
i + qRp)

δ(dΩ)

δbm
(3.5)

Η εξίσωση 3.5 συναρτά το ϱυθµό µεταβολής της συνάρτησης κόστους των ϱυθµών

µεταβολής αφενός µεν των ποσοτήτων ϱοής δp

δbm
και δvi

δbm
, αφετέρου δε των στοιχειωδών

όγκων ελέγχου του χωρίου ϱοής
δ(dΩ)
δbm

. Μπορεί δε, µε χρήση των ταυτοτήτων

δΦ

δbm
=

∂Φ

∂bm
+

∂Φ

∂xk

δxk

δbm
(3.6)

δ(dΩ)

δbm
=

∂

∂xk

(

δxk

δbm

)

dΩ (3.7)

να γραφεί στην παρακάτω µορφή

δFaug

δbm
=

δF

δbm
+

∫

Ω

ui

∂Rv
i

∂bm
dΩ +

∫

Ω

q
∂Rp

∂bm
dΩ +

∫

Ω

(

ui

∂Rv
i

∂xk

+ q
∂Rp

∂xk

)

δxk

δbm
dΩ

+

∫

Ω

(uiR
v
i + qRp)

∂

∂xk

(

δxk

δbm

)

dΩ (3.8)

Οι τελευταίες έχουν αναπτυχθεί και αποδειχθεί στη διδακτορική διατριβή του ∆.

Παπαδηµητρίου [2], ϐλ. επίσης [10], [11]. Στην 3.6, µε Φ = Φ
(

xi(
−→
b ),

−→
b
)

συµβολίζεται οποιαδήποτε ποσότητα της ϱοής, όπως για λ.χ. οι ϱοϊκές µεταβλητές

(πιέσεις, ταχύτητες, κ.λ.π.) αλλά και τα υπόλοιπα RU
l των εξισώσεων ϱοής. Αν

Φ = RU
l , στο εσωτερικό του πεδίου ϱοής, η εξίσωση 3.6 οδηγεί στις σχέσεις

δRU
l

δbm
=

∂RU
l

∂bm
=

∂RU
l

∂xk

= 0 (3.9)

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα της απόκλισης (Green-Gauss) στο τελευταίο

ολοκλήρωµα της εξίσωσης 3.8 και µε αµοιβαίες απαλοιφές όρων, η µεταβολή της

συνάρτησης κόστους εκφράζεται ως

δFaug

δbm
=

δF

δbm
+

∫

Ω

ui

∂Rv
i

∂bm
dΩ +

∫

Ω

q
∂Rp

∂bm
dΩ +

∫

S

(uiR
v
i + qRp)

δxk

δbm
nkdS(3.10)

όπου S είναι το όριο του πεδίου της ϱοής (S≡∂Ω).

Στην έκφραση 3.10 µπορεί να καταλήξει κανείς απευθείας από την εξίσωση

3.3 εφαρµόζοντας σε αυτήν τον κανόνα του Leibniz που διέπει τις µεταβολές
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ολοκληρωµάτων όταν αυτές συνδυάζονται µε µεταβολές στο χωρίο ολοκλήρωσης [1].

Στην έκφραση 3.10 εµφανίζονται µόνο οι άµεσες µεταβολές των εξισώσεων της

ϱοής
∂RU

l

∂bm
. Απουσιάζουν δηλαδή από αυτήν οι ‘µεταφορικοί’ όροι της µορφής

∂RU
l

∂xk

δxk

δbm
. Η εµπλοκή των άµεσων µεταβολών ∂

∂bm
, αντί των ολικών δ

δbm
, είναι ιδιαίτερα

ϐολική αφού, έχοντας αντικαταστήσει τις αναλυτικές εκφράσεις των εξισώσεων RU
l ,

επιτρέπεται πλέον η εναλλαγή της σειράς παραγώγισης στους όρους εκείνους µε

µικτές παραγώγους των µεταβλητών της ϱοής (Φ = Ul) ως προς τις µεταβλητές

σχεδιασµού και τις χωρικές συντεταγµένες. ∆ηλαδή, ισχύει ότι

∂

∂bm

(

∂Φ

∂xk

)

=
∂

∂xk

(

∂Φ

∂bm

)

(3.11)

Η εξίσωση 3.11 αποτελεί απόρροια του γεγονότος ότι η άµεση µεταβολή ∂
∂bm

είναι

απεµπλεγµένη από οποιαδήποτε χωρική µετατόπιση δxk.

3.3 Γενικευµένες συναρτήσεις κόστους

Γενικά, µια συνάρτηση κόστους αποτελείται από ολοκληρώµατα ϱοϊκών ποσοτήτων

στα όρια S ή και στο εσωτερικό Ω του πεδίου ϱοής. Μια τέτοια συνάρτηση γράφεται,

γενικά, στη µορφή

F =

∫

S

FSdS+

∫

Ω

FΩdΩ (3.12)

όπου µε FS και FΩ συµβολίστηκαν οι προς ολοκλήρωση ποσότητες στο S και στο Ω,

αντιστοίχως. Αν το όριο αποτελείται από διάφορα τµήµατα, έστω είσοδο SI , έξοδο

SO και στερεά τοιχώµατα SW (δηλαδή S = SI ∪ SO ∪ SW ) τότε, για κάθε τµήµα του

ορίου, προκειµένου να γίνει διαχωρισµός, η ποσότητα FS ϑα γράφεται ως FSI
, FSO

και FSW
. Στη γενική περίπτωση, ισχύει FSI

6=FSO
6=FSW

. Στην περίπτωση δε, που

το όριο S αποτελείται και από άλλα διαφορετικά τµήµατα, ισχύουν τα ανάλογα και

γι΄ αυτά.

Η παράγωγος ευαισθησίας της γενικευµένης συνάρτησης κόστους 3.12

(υπολογιζόµενη µε διαδικασία αντίστοιχη αυτής της προηγούµενης ενότητας) δίνεται

από την έκφραση

δF

δbm
=

∫

S

∂FS

∂bm
dS+

∫

S

∂FS

∂xk

δxk

δbm
dS+

∫

S

FS

δ(dS)

δbm

+

∫

Ω

∂FΩ

∂bm
dΩ+

∫

Ω

∂FΩ

∂xk

δxk

δbm
dΩ+

∫

Ω

FΩ
δ(dΩ)

δbm
(3.13)

Λαµβάνοντας υπόψη την εξίσωση 3.7 και εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα της απόκλισης



3.3. Γενικευµένες συναρτήσεις κόστους 15

το τελευταίο ολοκλήρωµα του δεξιού µέλους της 3.13 γράφεται

∫

Ω

FΩ
δ(dΩ)

δbm
=

∫

S

FΩ
δxk

δbm
nkdS−

∫

Ω

∂FΩ

∂xk

δxk

δbm
dΩ (3.14)

Εποµένως, η 3.13 γίνεται

δF

δbm
=

∫

S

∂FS

∂bm
dS+

∫

S

(

∂FS

∂xk

+FΩnk

)

δxk

δbm
dS+

∫

S

FS

δ(dS)

δbm
+

∫

Ω

∂FΩ

∂bm
dΩ (3.15)

όπου οι άµεσες µεταβολές ∂FS

∂bm
και ∂FΩ

∂bm
δίνονται από τις σχέσεις

∂FS

∂bm
=
∂FS

∂vi

∂vi
∂bm

+
∂FS

∂p

∂p

∂bm
(3.16)

∂FΩ

∂bm
=
∂FΩ

∂vi

∂vi
∂bm

+
∂FΩ

∂p

∂p

∂bm
(3.17)

Με την αντικατάσταση της µεταβολής της συνάρτησης κόστους, εξίσωση 3.15,

στην εξίσωση 3.10 καθίσταται, όπως ϑα δούµε και στη συνέχεια, δυνατός ο

µετασχηµατισµός της έκφρασης του
δFaug

δbm
µε στόχο την οµαδοποίηση όρων και

την παραγωγή των συζυγών εξισώσεων, των οριακών τους συνθηκών και της τελικής

έκφρασης των παραγώγων ευαισθησίας.

Η χρήση των εξισώσεων 3.7 και 3.15 οδήγησε στην απλοποίηση της εξίσωσης 3.10

έτσι ώστε να µην περιέχει πλέον µεταβολές
δ(dΩ)
δbm

, των στοιχειωδών όγκων ελέγχου

του χωρίου ϱοής (όπως η εξίσωση 3.5) αλλά, αντί αυτών, τις στοιχειώδεις µεταβολές
δxk

δbm
nkdS στο όριο του χωρίου.

Συνεπώς, η µέθοδος είναι ανεξάρτητη από τις µεταβολές των συντεταγµένων

ϑέσεων των σηµείων του χωρίου ϱοής. Η απουσία χωρικών ολοκληρωµάτων τα

οποία εξαρτώνται από µεταβολές του πεδίου ϱοής και η εµφάνιση µόνο συνοριακών

ολοκληρωµάτων στην έκφραση των παραγώγων ευαισθησίας έχει ως αποτέλεσµα τη

µείωση του υπολογιστικού κόστους.

Στη συνέχεια, παρουσιάζεται η συνάρτηση-στόχος της µείωσης απωλειών ολικής

πίεσης, η οποία χρησιµοποιείται στις εφαρµογές αυτής της διπλωµατικής εργασίας

και ϐασίζεται στη σχέση 3.15.

3.3.1 Ελαχιστοποίηση απωλειών ολικής πίεσης

΄Ενα από τα πιο συχνά προβλήµατα εσωτερικής αεροδυναµικής, είναι ο σχεδιασµός

αγωγού ϐέλτιστης µορφής ώστε να επιτευχθούν οι ελάχιστες απώλειες ολικής

πίεσης µεταξύ εισόδου (SI ) και της εξόδου (SO) του χωρίου της ϱοής, εφόσον δεν

υπάρχει συναλλαγή έργου. Τέτοιες εφαρµογές είναι η ελαχιστοποίηση των απωλειών

λόγω συνεκτικότητας σε έναν αγωγό ή στην ακίνητη πτερύγωση στροβιλοµηχανής

και για κινητές πτερυγώσεις η αντίστοιχη συνάρτηση κόστους ϑα διατυπώνονταν

χρησιµοποιώντας τη σχετική ολική πίεση (αντί της ολικής πίεσης). Οι οριακές

συνθήκες που διέπουν το πρόβληµα της ϱοής είναι, για την είσοδο, καθορισµένη
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κατανοµή ταχύτητας και για την έξοδο, καθορισµένη τιµή στατικής πίεσης (που

τίθεται συνήθως ίση µε µηδέν).

Η συνάρτηση κόστους αποτελείται µόνο από συνοριακά ολοκληρώµατα και

εκφράζεται ως εξής

F =

∫

SI,O

FSI,O
dS (3.18)

όπου η προς ολοκλήρωση ποσότητα FSI,O
στα όρια εισόδου και εξόδου του χωρίου

δίνεται από την έκφραση

FSI,O
= −

(

p+
1

2
v2
)

vini (3.19)

Εδώ, µε v = |−→v | συµβολίζεται το µέτρο του διανύσµατος της ταχύτητας. Η

παραπάνω ποσότητα εκφράζει την ολική πίεση πολλαπλασιασµένη µε την παροχή

µάζας (όγκου)1 του ασυµπίεστου ϱευστού που διέρχεται από στοιχειώδη διατοµή της

εισόδου ή εξόδου του πεδίου ϱοής. Το αρνητικό πρόσηµο στα ολοκληρώµατα της

εξίσωσης 3.18 υφίσταται λόγω του ότι το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα, µε συνιστώσες

ni, κατευθύνεται εξ ορισµού προς το εξωτερικό του πεδίου ϱοής. Οι µεταβολές των

FSI,O
ως προς τις ποσότητες της ϱοής δίνονται από τις εκφράσεις

∂FSI,O

∂vi
=−1

2
v2ni − v〈n〉vi − pni ,

∂FSI,O

∂p
=−vini

όπου µε v〈n〉 συµβολίζεται η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας, δηλαδή ισχύει ότι

v〈n〉 = vini. Αργότερα, µε −→v 〈t〉 συµβολίζεται η εφαπτόµενη συνιστώσα της ταχύτητας.

Η τελευταία παριστάνεται ως διάνυσµα για να καλύψει και 3∆ προβλήµατα και ισχύει

ότι −→v 〈t〉 =
−→v − v〈n〉

−→n . Επισηµαίνεται ότι, στις εξισώσεις, οι δείκτες n και t ακόµη

και αν επαναλαµβάνονται, δεν υποδηλώνουν άθροιση αλλά µόνο την κατεύθυνση

του αντίστοιχου µεγέθους (κάθετη ή εφαπτοµενική). Συνεπώς, για την αποφυγή

σύγχυσης µε τους υπόλοιπους δείκτες, τοποθετούνται µέσα σε άγκιστρα 〈〉.
Με ϐάση τις σχέσεις 3.16 και 3.17 και δεδοµένου ότι FΩ = 0, η ολική µεταβολή

της συνάρτησης κόστους, εξίσωση 3.15, στην προκειµένη περίπτωση, γράφεται

δF

δbm
=−

∫

SI

[(

p+
1

2
v2
)

ni + v〈n〉vi

]

∂vi
∂bm

dS −
∫

SI

vini

∂p

∂bm
dS

−
∫

So

[(

p+
1

2
v2
)

ni + v〈n〉vi

]

∂vi
∂bm

dS −
∫

SO

vini

∂p

∂bm
dS (3.20)

Στην εξίσωση 3.20, ελήφθη υπόψη ότι η γεωµετρία και η ϑέση των κόµβων στην

είσοδο και στην έξοδο του χωρίου δεν επηρρεάζονται από µεταβολές των µεταβλητών

1Η παροχή µάζας πολλαπλασιάζεται στη συνάρτηση κόστους µε σκοπό τα µεγέθη που ϑα

προκύπτουν να είναι αντίστοιχα της ισχύος
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σχεδιασµού bm, ισχύει δηλαδή

δxk

δbm
= 0 (3.21)

δ (dS)

δbm
= 0 (3.22)

(3.23)

Αυτό ισχύει αν τα όρια SI και SO δεν ανήκουν στο προς σχεδιασµό όριο της

αεροδυναµικής µορφής. Στην ειδική περίπτωση που τα όρια SI ή/και SO δεν

είναι σταθερά, αν λ.χ. επιτρέπεται να µεταβάλλονται οι διατοµές εισόδου/εξόδου

ενός αγωγού, τότε, στην παραπάνω έκφραση (και συνεπώς και στην τελική έκφραση

των παραγώγων ευαισθησίας) παραµένουν οι όροι
∫

S
∂FS

∂xk

δxk

δbm
dS και

∫

S
FS

δ(dS)
δbm

της

εξίσωσης 3.15. Εφόσον έχει λυθεί το πρόβληµα της ϱοής, οι όροι αυτοί είναι

άµεσα υπολογίσιµοι (χωρίς επιβάρυνση του υπολογιστικού κόστους της µεθόδου),

αφού εξαρτώνται από τις ϱοϊκές µεταβλητές και τις γεωµετρικές µεταβολές των ορίων

εισόδου/εξόδου.

Τέλος, αν χρησιµοποιηθούν οι συνθήκες ∂vi
∂bm

=0 και ∂p

∂bm
=0, οι οποίες ισχύουν

σε είσοδο και έξοδο αντιστοίχως, η έκφραση 3.20 γίνεται

δF

δbm
=−

∫

SI

vini

∂p

∂bm
dS −

∫

SO

(

1

2
v2ni + v〈n〉vi

)

∂vi
∂bm

dS (3.24)

Ακολουθεί η απόδειξη των συνθηκών ∂vi
∂bm

=0 και ∂p

∂bm
=0 στην είσοδο και έξοδο,

αντιστοίχως, του χωρίου ϱοής. ΄Οπως προαναφέρθηκε, στην είσοδο επιβάλλεται

καθορισµένη κατανοµή ταχύτητας (συνθήκη Dirichlet για τα vi). Εποµένως, αφού

η παραπάνω οριακή συνθήκη είναι ανεξάρτητη από την παραµετροποίηση της

σχεδιαζόµενης µορφής, η ολική µεταβολή του διανύσµατος της ταχύτητας σε κάθε

ϑέση της εισόδου είναι µηδενική

δvi
δbm

= 0 (3.25)

Χρησιµοποιώντας την εξίσωση 3.6 (για Φ = vi), ισχύει ότι

∂vi
∂bm

+
∂vi
∂xk

δxk

δbm
= 0

και µε ϐάση την εξίσωση 3.21 προκύπτει ότι, στην είσοδο του πεδίου ϱοής,

∂vi
∂bm

= 0 (3.26)

Στην έξοδο επιβάλλεται µηδενική Dirichlet συνθήκη για τη στατική πίεση και αφού
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εκεί ισχύει η εξίσωση 3.21, προκύπτει αντίστοιχα ότι

δp

δbm
=

∂p

∂bm
= 0 (3.27)

3.4 ∆ιατύπωση συνεχών συζυγών πεδιακών

εξισώσεων και οριακών συνθηκών

Στη µεταβολή της επαυξηµένης συνάρτησης κόστους, εξίσωση 3.10, εµφανίζονται οι

άµεσες µεταβολές των υπολοίπων των εξισώσεων της ϱοής, δηλαδή οι ποσότητες
∂Rv

i

∂bm

και ∂Rp

∂bm
. Για τη διατύπωση των συζυγών εξισώσεων, οι εν λόγω ποσότητες πρέπει

να αντικατασταθούν µε τις αναλυτικές τους εκφράσεις, όπως αυτές υπολογίζονται

από τη διαφόριση,
∂()
∂bm

, των εξισώσεων της ϱοής 3.1 και 3.2. Εποµένως, από τις

προαναφερθείσες εξισώσεις και µε χρήση της εξίσωσης 3.11, προκύπτουν οι

∂Rp

∂bm
=

∂

∂xj

(

∂vj
∂bm

)

(3.28)

και

∂Rv
i

∂bm
=

∂vj
∂bm

∂vi
∂xj

+ vj
∂

∂xj

(

∂vi
∂bm

)

+
∂

∂xi

(

∂p

∂bm

)

− (ν + νt)
∂

∂xj

[

∂

∂xj

(

∂vi
∂bm

)

+
∂

∂xi

(

∂vj
∂bm

)]

, i = 1, 2(, 3) (3.29)

Από τα ολοκληρώµατα του δεξιού µέλους της εξίσωσης 3.10, το
∫

Ω
q ∂Rp

∂bm
dΩ, µε ϐάση

την εξίσωση 3.28, γίνεται

∫

Ω

q
∂

∂xj

(

∂vj
∂bm

)

dΩ =

∫

S

q
∂vj
∂bm

njdS −
∫

Ω

∂q

∂xj

∂vj
∂bm

dΩ (3.30)

Για το έτερο χωρικό ολοκλήρωµα της εξίσωσης 3.10,
∫

Ω
ui

∂Rv
i

∂bm
dΩ, η ανάλυση κάθε

µη–συνεκτικού όρου δίνει

∫

Ω

ui

∂vj
∂bm

∂vi
∂xj

dΩ =

∫

S

uivinj

∂vj
∂bm

dS −
∫

Ω

vi
∂

∂xj

(

ui

∂vj
∂bm

)

dΩ (3.31)

∫

Ω

uivj
∂

∂xj

(

∂vi
∂bm

)

dΩ =

∫

S

uivjnj

∂vi
∂bm

dS −
∫

Ω

∂

∂xj

(uivj)
∂vi
∂bm

dΩ (3.32)
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∫

Ω

ui

∂

∂xi

(

∂p

∂bm

)

dΩ =

∫

S

uini

∂p

∂bm
dS −

∫

Ω

∂ui

∂xi

∂p

∂bm
dΩ (3.33)

Οι συνεκτικοί όροι του ίδιου ολοκληρώµατος γράφονται

−
∫

Ω

(ν + νt)ui

∂

∂xj

[

∂

∂xj

(

∂vi
∂bm

)]

dΩ = −
∫

S

(ν + νt)ui

∂

∂xj

(

∂vi
∂bm

)

njdS

+

∫

Ω

(ν + νt)
∂ui

∂xj

∂

∂xj

(

∂vi
∂bm

)

dΩ

= −
∫

S

(ν + νt)ui

∂

∂xj

(

∂vi
∂bm

)

njdS

+

∫

S

(ν + νt)
∂ui

∂xj

∂vi
∂bm

njdS

−
∫

Ω

(ν + νt)
∂2ui

∂x2
j

∂vi
∂bm

dΩ (3.34)

και, οµοίως

−
∫

Ω

(ν + νt)ui

∂

∂xj

[

∂

∂xi

(

∂vj
∂bm

)]

dΩ = −
∫

S

(ν + νt)ui

∂

∂xi

(

∂vj
∂bm

)

njdS

+

∫

S

(ν + νt)
∂ui

∂xj

∂vj
∂bm

nidS

−
∫

Ω

(ν + νt)
∂2ui

∂xi∂xj

∂vj
∂bm

dΩ (3.35)

Αντικαθιστώντας τις 3.30 ως 3.35 στην 3.10, προκύπτει ότι

δFaug

δbm
=

δF

δbm
+

∫

S

[

ujvjni + uivjnj + (ν + νt)

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

nj − qni

]

∂vi
∂bm

dS

−
∫

S

(ν + νt)
∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

njuidS

+

∫

Ω

{

−vj

(

∂uj

∂xi

+
∂ui

∂xj

)

− (ν + νt)
∂

∂xj

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

+
∂q

∂xi

}

∂vi
∂bm

dΩ

+

∫

S

ujnj

∂p

∂bm
dS−

∫

Ω

∂uj

∂xj

∂p

∂bm
dΩ+

∫

S

uiR
v
i

δxk

δbm
nkdS+

∫

S

qRp δxk

δbm
nkdS(3.36)

Αντικαθιστώντας τη γενική έκφραση της παραγώγου δF
δbm

στην 3.36, σύµφωνα µε
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τις εξισώσεις 3.15, 3.16 και 3.17, αυτή λαµβάνει τη µορφή

δFaug

δbm
=

∫

S

[

ujvjni + uivjnj + (ν + νt)

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

nj − qni +
∂FS

∂vi

]

∂vi
∂bm

dS

+

∫

Ω

{

−vj

(

∂uj

∂xi

+
∂ui

∂xj

)

− (ν + νt)
∂

∂xj

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

+
∂q

∂xi

+
∂FΩ

∂vi

}

∂vi
∂bm

dΩ

+

∫

S

(

ujnj +
∂FS

∂p

)

∂p

∂bm
dS+

∫

Ω

(

−∂uj

∂xj

+
∂FΩ

∂p

)

∂p

∂bm
dΩ

−
∫

S

(ν + νt)
∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

njuidS+

∫

S

uiR
v
i

δxk

δbm
nkdS+

∫

S

qRp δxk

δbm
nkdS

+

∫

S

(

∂FS

∂xk

+FΩnk

)

δxk

δbm
dS+

∫

S

FS

δ(dS)

δbm
(3.37)

Από την εξίσωση 3.37, γίνεται αντιληπτό ότι η παράγωγος ευαισθησίας της

συνάρτησης κόστους έχει πλέον εκφραστεί συναρτήσει δύο ειδών µεταβολών:

(α) των άµεσων µεταβολών των ϱοϊκών µεταβλητών ∂p

∂bm
, ∂vi

∂bm
στο εσωτερικό αλλά και

στα όρια του πεδίου και

(ϐ) των µεταβολών γεωµετρικών ποσοτήτων δxk

δbm
,
δ(dS)
δbm

µόνο στα όρια του πεδίου ϱοής.

Οι συντελεστές, δηλαδή, µε τους οποίους πολλαπλασιάζονται οι µεταβολές των

άµεσων µεταβολών των ϱοικών µεταβλητών εξαρτώνται µόνο από το ϱοϊκό (που

ϑεωρείται γνωστό) και το συζυγές του πεδίο (το οποίο ϑα υπολογιστεί από την επίλυση

των συζυγών εξισώσεων). Αντιστοίχως, τα ολοκληρώµατα στα οποία εµπεριέχονται

οι µεταβολές γεωµετρικών ποσοτήτων δεν εξαρτώνται από τις µεταβολές των ϱοϊκών

µεταβλητών. Ο υπολογισµός των µεταβολών των ϱοϊκών µεταβλητών δεν είναι

επιθυµητός δεδοµένου ότι για αυτό απαιτείται η µέθοδος της ευθείας διαφόρισης

(ή των πεπερασµένων διαφορών) δηλαδή πολύ αυξηµένο υπολογιστικό κόστος. Από

την άλλη, οι µεταβολές γεωµετρικών ποσοτήτων, για δεδοµένη παραµετροποίηση,

είναι υπολογίσιµες µε πολύ µικρό υπολογιστικό κόστος.

Εποµένως για την απεµπλοκή του υπολογισµού των άµεσων µεταβλήτών δηλαδή

µε την απαλοιφή των ολοκληρωµάτων της εξίσωσης 3.37 τα οποία εµπεριέχουν

τις µεταβολές αυτές, επιτυγχάνεται η έκφραση των παραγώγων ευαισθησίας να

συναρτάται µόνο από µεταβολές γεωµετρικών ποσοτήτων οι οποίες είναι µικρού

υπολογιστικού κόστους. Οι εξισώσεις οι οποίες πρέπει να µηδενιστούν έτσι ώστε

να απαλοιφθούν τα παραπάνω ολοκληρώµατα λέγονται συζυγής εξισώσεις.

Πιο συγκεκριµένα, από την έκφραση 3.37, απαλείφοντας τα χωρικά

ολοκληρώµατα που εµπεριέχουν τις µεταβολές των ϱοϊκών µεταβλητών, προκύπτουν

οι συζυγείς πεδιακές εξισώσεις. Επειδή στην έκφραση 3.37 χρησιµοποιήθηκε η

γενική διατύπωση 3.15 για τη µεταβολή της συνάρτησης κόστους, οι συζυγείς

εξισώσεις ϑα γραφούν επίσης σε γενική µορφή. Αυτό σηµαίνει ότι ϑα ισχύουν

για κάθε συνάρτηση κόστους (της µορφής 3.12) αρκεί κατά περίπτωση να

αντικατασταθούν κατάλληλα οι ποσότητες ∂Fs

∂bm
και ∂FΩ

∂bm
. Η παραπάνω απαλοιφή
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οδηγεί στις εξισώσεις

Rq =
∂uj

∂xj

+
∂FΩ

∂p
= 0 (3.38)

Ru
i = −vj

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

− (ν + νt)
∂

∂xj

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

+
∂q

∂xi

+
∂FΩ

∂vi
= 0 , i = 1, 2, (3)

(3.39)

Οι εξισώσεις αυτές είναι ανεξάρτητες από τις µεταβολές των παραµέτρων σχεδιασµού

δbm, ενώ το ίδιο ισχύει και για τις συζυγείς οριακές συνθήκες.

Ικανοποιώντας τις συζυγείς εξισώσεις 3.38 και 3.39, προκύπτει η απλοποιηµένη

της 3.37 έκφραση

δFaug

δbm
=

∫

S

[

ujvjni + uivjnj + (ν + νt)

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

nj − qni +
∂FS

∂vi

]

∂vi
∂bm

dS

+

∫

S

(

ujnj +
∂FS

∂p

)

∂p

∂bm
dS−

∫

S

(ν + νt)
∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

njuidS

+

∫

S

uiR
v
i

δxk

δbm
nkdS+

∫

S

qRp δxk

δbm
nkdS

+

∫

S

(

∂FS

∂xk

+FΩnk

)

δxk

δbm
dS+

∫

S

FS

δ(dS)

δbm
(3.40)

Η επίλυση των συζυγών εξισώσεων έχει υπολογιστικό κόστος αντίστοιχο, εν γένει,

µε αυτό του προβλήµατος της ϱοής επί το πλήθος των επιθυµητών στόχων, µιας

και πρόκειται για εξισώσεις ‘αντίστοιχης’ µορφής µε αυτή των εξισώσεων ϱοής (είναι

όµως γραµµικές). Εκτός αυτού, η συζυγής λύση είναι ανεξάρτητη από τις µεταβλητές

σχεδιασµού δεδοµένου ότι οι συζυγείς εξισώσεις καθώς και οι οριακές τους συνθήκες

δεν εξαρτώνται από τις άµεσες µεταβολές των µεταβλητών ϱοής. Σε συνδυασµό µε τα

παραπάνω και ϑεωρώντας ότι το κόστος υπολογισµού των µεταβολών δxk

δbm
και

δ(dS)
δbm

2 είναι αµελητέο συγκριτικά µε αυτό της αριθµητικής επίλυσης των εξισώσεων της

ϱοής (γεγονός το οποίο ισχύει) συνάγεται ότι το υπολογιστικό κόστος της συζυγούς

µεθόδου είναι ανεξάρτητο του πλήθους M των µεταβλητών σχεδιασµού.

Για την τελική έκφραση των παραγώγων ευαισθησίας πρέπει να ληφθούν υπόψη

οι οριακές συνθήκες του προβλήµατος της ϱοής και, από αυτές, να εξαχθούν οι

συζυγείς οριακές συνθήκες. Αυτό περιγράφεται στις ενότητες 3.4.1 ως 3.4.5.

3.4.1 Συζυγείς συνθήκες στα όρια εισόδου SI

Στα τµήµατα εισόδου ϱευστού στο χωρίο (SI ), ισχύουν οι εξισώσεις 3.21 και 3.26. Με

ϐάση τη συνθήκη ∂vi
∂bm

=0, εξίσωση 3.26, το πρώτο ολοκλήρωµα της εξίσωσης 3.40,

διατυπωµένο για το SI απαλείφεται. Επίσης, στο SI µηδενίζονται τα τέσσερα

2οι όροι αυτοί εµπεριέχονται στην έκφραση παραγώγων ευαισθησίας, 3.40
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τελευταία ολοκληρώµατα της 3.40 που εµπεριέχουν µεταβολές της ϑέσης των

οριακών κόµβων και γεωµετρικών ποσοτήτων στην είσοδο. ΄Ετσι, για τον υπολογισµό

του
δFaug

δbm
, τα ολοκληρώµατα κατά µήκος της εισόδου τα οποία αποµένουν είναι τα

−
∫

SI

φ1,ij
∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

dS+

∫

SI

φ2
∂p

∂bm
dS (3.41)

όπου

φ1,ij=(ν + νt)uinj , φ2=ujnj+
∂FSI

∂p
(3.42)

Για να απαλειφθούν τα ολοκληρώµατα 3.41 από την εξίσωση 3.40, αρκεί να

επιβληθούν στην είσοδο του πεδίου ϱοής οι συνθήκες

φ1,ij
∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

= 0 (3.43)

φ2 = 0 (3.44)

Οι παραπάνω συνθήκες ισοδυναµούν µε το να επιβληθεί η κάθετη στο όριο SI

συνιστώσα της συζυγούς ταχύτητας ίση µε

u〈n〉 = uini = −∂FSI

∂p
(3.45)

και να µηδενιστεί η εφαπτοµενική της συνιστώσα

−→u 〈t〉 =
−→u − u〈n〉

−→n = 0 (3.46)

Η τιµή της συζυγούς πίεσης στην είσοδο του χωρίου υπολογίζεται µέσω προεκβολής

από το εσωτερικό του πεδίου (ότι ακριβώς ίσχυε για τη στατική πίεση στο πρόβληµα

της ϱοής).

Στο παράρτηµα ∆ʹ αποδεικνύονται οι σχέσεις 3.45 και 3.46

3.4.2 Συζυγείς συνθήκες στα όρια εξόδου SO

Στα όρια εξόδου του πεδίου ϱοής (SO) ισχύουν οι εξισώσεις 3.21 και 3.27. Εποµένως,

το δεύτερο ολοκλήρωµα της εξίσωσης 3.40, διατυπωµένο για την έξοδο του πεδίου,

µηδενίζεται. Ακόµη, όπως και στην περίπτωση της εισόδου, µηδενίζονται τα τέσσερα

τελευταία ολοκληρώµατα, αφού οι κόµβοι στην έξοδο είναι επίσης ανεπηρέαστοι από

µεταβολές των µεταβλητών σχεδιασµού.

Αυτό συνεπάγεται ότι οι εναποµείναντες όροι της έκφρασης 3.40 στην έξοδο του
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πεδίου ϱοής είναι οι εξής

−
∫

SO

φ1,ij
∂

∂xj

(

∂vi
∂bm

)

dS+

∫

SO

φ3,i
∂vi
∂bm

dS (3.47)

όπου το φ1,ij δίνεται στην εξίσωση 3.43 και

φ3,i=ujvjni + uivjnj + (ν + νt)

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

nj − qni+
∂FSO

∂vi
(3.48)

Υπολογιστικά πειράµατα έχουν δείξει ότι ο πρώτος όρος της έκφρασης 3.47 µπορεί

να ϑεωρηθεί αµελητέος, ενδεχοµένως λόγω του ότι η ϑέση του ορίου SO είναι τέτοια

ώστε εκεί το πεδίο ταχύτητας να διέπεται από ικανοποιητική οµοιογένεια. Αυτό

ισχύει, ασφαλώς, για εξωετρικές ϱοές αλλά ακόµη και σε προβλήµατα εσωτερικής

αεροδυναµικής, οι δοκιµές έδειξαν ότι ο όρος αυτός µπορεί να αµεληθεί χωρίς

συνέπειες. Συνεπώς, ο όρος φ1,ij
∂

∂xj

(

∂vi
∂bm

)

µπορεί να αµεληθεί, [28].

Προκειµένου να απαλειφεί ο δεύτερος όρος της 3.47, πρέπει να επιβληθεί η

συνθήκη φ3,i = 0 (i = 1, 2(, 3)). Η διανυσµατική συνθήκη φ3,i = 0 γράφεται στο

οριόδετο σύστηµα, αναλυόµενη σε δύο συνιστώσες, µια κατά την κάθετη και µια

κατά την εφαπτοµενική στο τοίχωµα. Αυτές προκύπτουν από τον πολλαπλασιασµό

της εξίσωσης 3.48 µε το µοναδιαίο κάθετο και το µοναδιαίο εφαπτοµενικό ως προς

την επιφάνεια διάνυσµα, αντίστοιχα, και γράφονται ως

q = ujvj+u〈n〉v〈n〉 + (ν + νt)

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

njni +
∂FSO

∂v〈n〉
(3.49)

0 = u〈t〉v〈n〉 + (ν + νt)

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

njti +
∂FSO

∂v〈t〉
(3.50)

Από τη δεύτερη συνθήκη έχει απεµπλακεί η συζυγής πίεση q. Οι δύο παραπάνω

εξισώσεις, µαζί µε την τρίτη ‘πληροφορία’ (που υπολογίζεται από το εσωτερικό του

πεδίου µε προεκβολή µιας συνιστώσας του διανύσµατος της συζυγούς ταχύτητας),

αρκούν για να προσδιοριστεί πλήρως η έξοδος του συζυγούς πεδίου ϱοής σε κάθε

κύκλο ενός επαναληπτικού αλγορίθµου. Παρότι οι εξισώσεις 3.49 και 3.50 µπορούν

να επιλυθούν ως προς οποιαδήποτε δύο µεγέθη από τα q, u〈t〉 και u〈n〉, η εξίσωση 3.49

προτιµάται να χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό της συζυγούς πίεσης q µε ϐάση

τις τιµές των συζυγών µεταβλητών της προηγούµενης επανάληψης (όπως αντίστοιχα

στο πρόβληµα της ϱοής είχαµε γνωστή τη πίεση στην έξοδο του πεδίου ϱοής) και η

εξίσωση 3.50 για τον προσδιορισµό της εφαπτοµενικής συζυγούς ταχύτητας u〈t〉.

Στις περιπτώσεις όπου η έξοδος του χωρίου ϱοής και, συνεπώς, και το

τοπικό πλέγµα δεν έχει καθόλου ή έχει µικρή καµπυλότητα, η οποία µπορεί να

αµεληθεί, (λ.χ. προβλήµατα ϱοής σε αγωγούς ή σε στροβιλοµηχανές) οι παραπάνω
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εξισώσεις 3.49, 3.50, µπορούν να απλοποιηθούν περαιτέρω και να γίνουν

q = ujvj+u〈n〉v〈n〉 + 2(ν + νt)
∂u〈n〉

∂n
+

∂FSO

∂v〈n〉
(3.51)

0 = u〈t〉v〈n〉 + (ν + νt)

(

∂u〈t〉

∂n
+
∂u〈n〉

∂t

)

+
∂FSO

∂v〈t〉
(3.52)

Στη δεύτερη εξίσωση, ο όρος
∂u〈n〉

∂t
µπορεί να αµεληθεί αφού υπάρχει οµοιοµορφία

καθ΄ ύψος στην έξοδο του πεδίου (συχνή ϑεώρηση αν η ϑέση της εξόδου ϐρίσκεται

µακρυά από την προς ϐελτιστοποίηση µορφή). Στην περίπτωση αυτή, από την

εξίσωση 3.52 προκύπτει ότι η εφαπτοµενική συζυγής ταχύτητα δεν εξαρτάται από

τη συζυγή πίεση στην έξοδο του πεδίου ϱοής.

3.4.3 Συζυγείς συνθήκες στα στερεά όρια SW

Στα στερεά όρια (SW ) ισχύει η συνθήκη µη–ολίσθησης, δηλαδή ότι vi = 0. Αυτό

συνεπάγεται ότι η ολική µεταβολή οποιασδήποτε συνιστώσας του διανύσµατος της

ταχύτητας, στις ϑέσεις αυτές, είναι µηδενική, δvi
δbm

= 0. Στην περίπτωση κατά την

οποία το τµήµα του στερεού ορίου παραµετροποιείται µέσω των bm και, συνεπώς,

µεταβάλλεται όταν αυτά µεταβάλλονται (δηλαδή ισχύει δxk

δbm
6= 0), τότε από την ιδιότητα

3.6, προκύπτει ότι εκεί

∂vi
∂bm

=− ∂vi
∂xk

δxk

δbm
(3.53)

Με ϐάση την εξίσωση 3.53, στα στερεά όρια, από το τµήµα της εξίσωσης 3.40

διατυπωµένης µόνο κατά το µήκος του SW αποµένουν τα ολοκληρώµατα

−
∫

SW

[

(ν + νt)

(

∂ui

∂xj

+
∂ui

∂xj

)

nj − qni

]

∂vi
∂xk

δxk

δbm
dS

+

∫

SW

φ2
∂p

∂bm
dS−

∫

SW

φ1,ij
∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

njdS +

∫

SW

uiR
v
i

δxk

δbm
nkdS

+

∫

SW

qRp δxk

δbm
nkdS+

∫

SW

(

∂FSW

∂xk

+ FΩnk

)

δxk

δbm
dS+

∫

SW

FSW

δ(dS)

δbm
(3.54)

όπου οι ποσότητες φ1,ij και φ2, ορισµένες στα στερεά όρια, δίνονται από τις εκφράσεις

φ1,ij=(ν + νt)uinj , φ2=ujnj+
∂FSW

∂p
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Για να απαλειφθούν τα ολοκληρώµατα στα οποία εµφανίζονται οι όροι ∂
∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

και ∂p

∂bm
, επιβάλλονται οι εξής συνθήκες

u〈n〉 = −∂FSW

∂p
(3.55)

−→u 〈t〉 = 0 (3.56)

Στην περίπτωση κατά την οποία τµήµα του στερεού ορίου δεν αποτελεί µέρος

της προς ϐελτιστοποίηση γεωµετρίας, τότε γι΄ αυτό ισχύει, δxk

δbm
= 0 και εποµένως

ισχύουν τα όσα αναφέρθηκαν και για την είσοδο του πεδίου ϱοής. Ας επισηµανθεί

ότι, εφεξής, µε τον όρο ‘στερεά όρια/τοιχώµατα’ ϑα αναφερόµαστε αποκλειστικά στα

τµήµατα του στερεού ορίου τα οποία επηρεάζονται από τις µεταβολές των µεταβλητών

σχεδιασµού. Οποιαδήποτε άλλη ‘ειδική’ περίπτωση ϑα αποσαφηνίζεται στο κείµενο.

Στο παράρτηµα ∆ʹ αποδεικνύονται οι σχέσεις 3.55 και 3.56

3.4.4 Συζυγείς συνθήκες στα περιοδικά όρια

Για την περίπτωση ϱοών σε πτερυγώσεις στροβιλοµηχανών, όσο αφορά τις 2∆

εφαρµογές, επιβάλλεται η ισότητα των µεγεθών της ϱοής (p και vi) µεταξύ των

δύο αντίστοιχων περιοδικών πλεγµατικών κόµβων. Οι ίδιες ακριβώς συνθήκες

επιβάλλονται και στο συνεχές συζυγές πρόβληµα. Η επιβολή αυτών των συνθηκών

µηδενίζει όλους τους όρους της εξίσωση 3.40 καθότι µεταξύ δύο περιοδικών

κόµβων τα κάθετα διανύσµατα είναι παράλληλα µε ίσο µέτρο και αντίθετη ϕορά.

Συνεπώς, επιβάλλοντας την ισότητα τιµών των συζυγών µεγεθών µεταξύ δύο

αντιστοίχων περιοδικών ϑέσεων, αλληλοαναιρούνται οι αντίστοιχες συνεισφορές των

προς ολοκλήρωση ποσοτήτων και, άρα, απαλείφονται όλες οι συνεισφορές των

ολοκληρωµάτων κατά µήκος των περιοδικών ορίων. ΄Οσο αφορά τις 3∆ εφαρµογές σε

ϱοές σε πτερυγώσεις στροβιλοµηχανών, επιβάλλεται περιφεριακή περιοδικότητα στα

περιοδικά όρια. Συγκεκριµένα, επιβάλλεται η ισότητα των µεγεθών της ϱοής (p και

v = (vθ, vr, vz)). Οι ίδιες συνθήκες επιβάλλονται και στο συνεχές συζυγές πρόβληµα.

3.4.5 Συζυγείς συνθήκες στα όρια συµµετρίας

Στα όρια συµµετρίας του πεδίου, όπως στο πρόβληµα της ϱοής, έτσι και στο συζυγές

πρόβληµα επιβάλλονται η κάθετη στο όριο συνιστώσα και κλίση της συζυγούς

ταχύτητας να είναι ίσες µε µηδέν.
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3.5 Τελική – Γενική έκφραση των παραγώγων

ευαισθησίας

΄Εχοντας απαλείψει τις συζυγείς εξισώσεις καθώς και τις οριακές τους συνθήκες, η

εξίσωση 3.37 λαµβάνει την παρακάτω µορφή

δF

δbm
=

∫

SW

(

∂FSW

∂xk

+ FΩnk

)

δxk

δbm
dS+

∫

SW

FSW

δ(dS)

δbm

−
∫

SW

[

(ν + νt)

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

nj − qni

]

∂vi
∂xk

δxk

δbm
dS

+

∫

SW

uiR
v
i

δxk

δbm
nkdS +

∫

SW

qRp δxk

δbm
nkdS

+

∫

SW

(ν + νt)
∂FSW

∂p

∂

∂xk

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

δxk

δbm
ninjdS

+

∫

SW

(ν + νt)
∂FSW

∂p

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

δ (ninj)

δbm
dS (3.57)

Επιλύοντας τις εξισώσεις της ϱοής και τις συζυγείς εξισώσεις, τα πεδία της ϱοής

και των συζυγών µεταβλητών καθίστανται γνωστά. Συνεπώς, όλες οι ποσότητες που

εµφανίζονται στη 3.57 είναι γνωστές. Αυτό ισχύει γιατί εξαρτώνται από τις ϱοϊκές και

τις συζυγείς µεταβλητές καθώς και τις µεταβολές καθαρά γεωµετρικών ποσοτήτων,

όπως οι ποσότητες
δ(dS)
δbm

και δxk

δbm
.

Στη συνέχεια, παρουσιάζονται οι τελικές εκφράσεις για τις παραγώγους

ευαισθησίας καθώς και οι οριακές συνθήκες των συζυγών µεταβλητών της

συνάρτησης κόστους των απωλειών ολικής πίεσης.

3.5.1 Ελαχιστοποίηση απωλειών ολικής πίεσης

Για τη συνάρτηση στόχο της εξίσωσης 3.18, οι οριακές συνθήκες της συζυγούς

ταχύτητας στην είσοδο του πεδίου, όπως προκύπτουν από τις εξισώσεις 3.45 και

3.46, είναι οι εξής

u〈n〉 = v〈n〉 ,
−→u 〈t〉 = 0 (3.58)

Στην έξοδο, από τις εξισώσεις 3.49 και 3.50, προκύπτει ότι

q = ujvj+u〈n〉v〈n〉 + (ν + νt)
∂u〈n〉

∂xj

nj −
1

2
v2 − v2〈n〉 − p (3.59)

0 = u〈t〉v〈n〉 + (ν + νt)
∂u〈t〉

∂xj

nj − v〈n〉v〈t〉 (3.60)
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και στα στερεά όρια, από τις εξισώσεις 3.55, 3.56, ότι

u〈n〉 = 0 , −→u 〈t〉 = 0 (3.61)

Η γενική έκφραση για τις παραγώγους ευαισθησίας, εξίσωση 3.57, γίνεται

δF

δbm
=−
∫

SW

[

(ν + νt)

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

nj − qni

]

∂vi
∂xk

δxk

δbm
dS +

∫

SW

qRp δxk

δbm
nkdS

ενώ, αντικαθιστώντας την έκφραση του υπολοίπου RP , λαµβάνει τη µορφή

δF

δbm
=−
∫

SW

(ν + νt)

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

nj

∂vi
∂xk

δxk

δbm
dS −

∫

SW

q

(

∂vi
∂xi

nk −
∂vi
∂xk

ni

)

δxk

δbm
dS

(3.62)

3.6 Βελτιστοποίηση µε Περιορισµούς

3.6.1 Περιορισµός Πάχους

Σε πολλά προβλήµατα ϐελτιστοποίησης υπάρχουν κάποιοι γεωµετρικοί περιορισµοί

οι οποίοι αν δεν τηρηθούν, η ϐελτιστοποίηση ϑα οδηγήσει σε αφύσικες

αεροδυναµικές µορφές. ΄Ενας τέτοιος περιορισµός είναι το πάχος πτερυγίου σε

προβλήµατα στροβιλοµηχανών τα οποία αν λεπτύνουν πολύ ϑα ξεπεραστεί το όριο

ϑραύσης του υλικού και το πτερύγιο ϑα κινδυνεύει να σπάσει. Στο πλαίσιο αυτής

της διπλωµατικής αναπτύχθηκε το συναρτησιακό του πάχους το οποίο εισάγεται

µε συντελεστή ϐαρύτητας ¨δίπλα¨ στο συναρτησιακό της µείωσης ολικών απωλειών

πίεσης. Το συναρτησιακό του ελάχιστου επιτρεπόµενου πάχους είναι το παρακάτω:

Fdis =
n
∑

i=1

[

(dis2 − dis2ini)
2
]

i
(3.63)

dis =
√

(x− xop)2 + (y − yop)2 + (z − zop)2 (3.64)

disini =
√

(xini − xop,ini)2 + (yini − yop,ini)2 + (zini − zop,ini)2 (3.65)

Η µεταβλητή dis (distance) είναι η µικρότερη απόσταση µεταξύ ενός σηµείου της

αεροτοµής που επιλέγει ο χρήστης µε το απέναντι (opposite) κοντινότερό του. Η

µεταβλητή disini είναι η µικρότερη απόσταση µεταξύ ενός σηµείου της αεροτοµής

που επιλέγει ο χρήστης µε το απέναντι (opposite, δείκτης ¨op¨) κοντινότερό του στο

πρώτο κύκλο ϐελτιστοποίησης (initial). ∆ηλαδή στο πρώτο κύκλο ϐελτιστοποίησης

disini = dis. Εν τέλει το συναρτησιακό προκύπτεί από τη διαφορά των τετραγώνων

της παρούσας απόστασης µεταξύ ενός σηµείου της αεροτοµής µε το απέναντι του

µείον την απόσταση αυτού µε το κοντινότερό του στο πρώτο κύκλο ϐελτιστοποίησης.
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΄Οταν η αεροτοµή λεπταίνει ή παχαίνει τότε η F µεγαλώνει.

Η παράγωγος ευαισθησίας προκύπτει παραγωγίζοντας ως προς τις γεωµετρικές

µεταβλητές αφού δεν υπάρχει µεταβλητή ϱοής. Εποµένως, το η παράγωγος

ευαισθησίας του ελάχιστου επιτρεπόµενου πάχους προκύπτει :

δFdis

δx
= 4(dis2 − dis2ini)(x− xop) (3.66)

δFdis

δy
= 4(dis2 − dis2ini)(y − yop) (3.67)

δFdisj

δz
= 4(dis2 − dis2ini)(z − zop) (3.68)

και πιο σύντοµα µε άλλη γραφή και για n σηµεία και εφόσον η κίνηση του κόµβου

είναι προς την κάθετη κατεύθυνση

δFdis

δbm
=

δFdis

δxi,m

ni = [4(dis2m − dis2ini m)(xi,m − xop i,m)]ni , (3.69)

i = 1, 2, 3 , m = 1, 2, ..n

Στις εφαρµογές αυτής της διπλωµατικής επιλέγεται να υπολογιστούν οι

περιορισµοί πάχους σε 6 µέρη της αεροτοµής. ∆ηλαδή, από 6 σηµεία στην πλευρά

υποπίεσης της αεροτοµής (suction side) υπολογίζεται η ελάχιστη απόσταση µε 6

σηµεία στην πλευρά υπερπίεσης (pressure side), και έτσι προκύπτουν παράγωγοι

ευαισθησίας σε αυτούς κόµβους πάνω στην αεροτοµή. Ο αριθµός των κόµβων που

ορίζονται οι περιορισµοί του πάχους είναι ελάχιστος, σε σχέση µε τον αριθµό κόµβων

όλης της αεροτοµής. Σε όλους τους άλλους κόµβους η παράγωγος ευαισθησίας

είναι µηδέν και γιάυτό για να οµαλοποιηθεί η παράγωγος ευαισθησίας σε όλους

τους κόµβους εφαρµόζεται η εξίσωση Laplace (ϐλ. εξίσωση 4.1). Εποµένως, το

συναρτησιακό πάχους λειτουργεί κατά κάποιο τρόπο σαν ελατήριο το οποίο εµποδίζει

την λέπτυνση του πτερυγίου.

3.6.2 Σχεδιασµός µε συγκεκριµένη γωνία εξόδου

Συχνά σε πολλά προβλήµατα ϐελτιστοποίησης και ιδιαίτερα σε στροβιλοµηχανές,

επιβάλλεται να υπάρχει περιορισµός της στροφής της ϱοής. Σε αυτή την περίπτωση

η συνάρτηση περιορισµός αποτελείται µόνο από το ολοκλήρωµα εξόδου:

F =

∫

SO

F
adeg
SO

dS (3.70)

όπου η προς ολοκλήρωση ποσότητα F
adeg
S0

δίνεται από τη σχέση

F
adeg
SO

=
1

2

(

a2 − atar2

)2
=

1

2

(

tan−1 v〈tu〉
v〈n〉

− atar2

)2

(3.71)
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όπου a2 η γωνία εξόδου της ϱοής

Οι µεταβολές του FSO
ως προς τις ποσότητες της ϱοής δίνονται από τις εκφράσεις

∂F
adeg
SO

∂vi
=

(

a2 − atar2

) ∂a2
∂vi

,
∂F

adeg
SO

∂p
= 0 (3.72)

∂a2
∂v1

=
∂a2
∂v〈tu〉

sinφ+
∂a2
∂v〈r〉

cosφ

∂a2
∂v2

=
∂a2
∂v〈tu〉

cosφ− ∂a2
∂v〈r〉

sinφ (3.73)

∂a2
∂v3

=
∂a2
∂v〈n〉

∂a2
∂v〈tu〉

=
v〈n〉

v2〈n〉 + v2〈tu〉
∂a2
∂v〈n〉

= − v〈tu〉
v2〈n〉 + v2〈tu〉

(3.74)

∂a2
∂v〈r〉

= 0

v〈tu〉 = v1 sinφ+ v2 cosφ

v〈r〉 = v1 sinφ− v2 cosφ (3.75)

v〈n〉 = v3

όπου v1, v2, v3 οι συνιστώσες ταχύτητες ως προς x, y, z αντιστοιχα,

vtu η εφαπτοµενική συνιστώσα ταχύτητας στην έξοδο

vr η ακτινική συνιστώσα ταχύτητας στην έξοδο

vn η κάθετη συνιστώσα ταχύτητας στην έξοδο

Για τη συνάρτηση-περιορισµό της εξίσωσης 3.70, οι οριακές συνθήκες της

συζυγούς ταχύτητας στην είσοδο του πεδίου, όπως προκύπτουν από τις εξισώσεις

3.45 και 3.46, είναι οι εξής

u〈n〉 = 0 , −→u 〈t〉 = 0 (3.76)
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Στην έξοδο, από τις εξισώσεις 3.49 και 3.50, προκύπτει ότι

q = ujvj+u〈n〉v〈n〉 + (ν + νt)
∂u〈n〉

∂xj

nj +
∂F

adeg
SO

∂v〈n〉
(3.77)

0 = u〈t〉v〈n〉 + (ν + νt)
∂u〈t〉

∂xj

nj +
∂F

adeg
SO

∂v〈t〉
(3.78)

∂F
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SO

∂v〈t〉
=

∂F
adeg
SO

∂vi
ti

∂F
adeg
SO

∂v〈n〉
=

∂F
adeg
SO

∂vi
ni (3.79)
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)
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]
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−
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)
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∂F
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[
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2
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]
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2
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(3.82)

και στα στερεά όρια, από τις εξισώσεις 3.55, 3.56, ότι

u〈n〉 = 0 , −→u 〈t〉 = 0 (3.83)

Η γενική έκφραση για τις παραγώγους ευαισθησίας, εξίσωση 3.57, γίνεται

δF

δbm
=−
∫

SW

[

(ν + νt)

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

nj − qni

]

∂vi
∂xk

δxk

δbm
dS +

∫

SW

qRp δxk

δbm
nkdS

ενώ, αντικαθιστώντας την έκφραση του υπολοίπου RP , λαµβάνει τη µορφή

δF

δbm
=−
∫

SW

(ν + νt)

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

nj

∂vi
∂xk

δxk

δbm
dS −

∫

SW

q

(

∂vi
∂xi

nk −
∂vi
∂xk

ni

)

δxk

δbm
dS

(3.84)

3.6.3 Ελαχιστοποίηση απωλειών ολικής πίεσης µε

περιορισµούς τη στροφή ϱοής και το πάχος πτερυγίου

σε προβλήµατα στροβιλοµηχανών

Σε αυτήν την ενότητα αναλύεται το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης συνεχούς

συζυγούς µεθόδου µε περιορισµούς. ΄Ενα από τα συνηθισµένα προβλήµατα

στις στροβιλοµηχανές είναι η µείωση των απωλειών ολικής πίεσης µεταξύ εισόδου

και εξόδου κρατώντας σταθερή την στροφή της ϱοής και χωρίς να µειώνεται το

πάχος του πτερυγίου. Στην συνάρτηση-στόχο της µείωσης απωλειών ολικής πίεσης,

καθώς και στις συναρτήσεις-περιορισµούς της γωνίας εξόδου και του ελάχιστου
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επιτρεπόµενου πάχους τοποθετούνται συντελεστές ϐαρύτητας wi, δηλαδή:

F = w∆ptF∆pt + waoFao + wdis,iFdis,i = (3.85)

= w∆pt

∫

SI,O

F∆pt
SI,O

dS + w2

∫

SO

F adeg
SO

dS + wiF
dis
i (3.86)

i είναι ο αριθµός των σηµείων στα οποία ο χρήστης επιλέγει να ϐάλει περιορισµό

πάχους.

Οι τρεις παραπάνω όροι οι οποίοι έχουν ήδη αναπτυχθεί ήδη µεµονωµένα σε

προηγούµενες ενότητες η γενική έκφραση των παραγώγων ευαισθησίας είναι ίδια

και για τους δύο στόχους και ισούται µε :
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)
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dS (3.88)

+ [4(dis2m − dis2ini m)(xi,m − xop i,m)]ni (3.89)

Οι οριακές συνθήκες της συζυγούς ταχύτητας στην είσοδο του πεδίου προκύπτουν :

u〈n〉 = w1v〈n〉 ,
−→u 〈t〉 = 0 (3.90)

Οι οριακές συνθήκες στην έξοδο είναι :

q = ujvj+u〈n〉v〈n〉 + (ν + νt)
∂u〈n〉

∂xj

nj + w1

∂F∆pt
SO

∂v〈n〉
+ w2

∂F
adeg
SO

∂v〈n〉
(3.91)

(3.92)

0 = u〈t〉v〈n〉 + (ν + νt)
∂u〈t〉

∂xj

nj + w1

∂F∆pt
SO

∂v〈t〉
+ w2

∂F
adeg
SO

∂v〈t〉
(3.93)

όπου για λόγους πληρότητας ξαναγράφονται τα συναρτησιακά στην έξοδο για

τους δύο στόχους

α) για το στόχο των απωλειών ολικής πίεσης :

∂F∆pt
SO

∂v〈n〉
= −1

2
v2 − v2〈n〉 − p (3.94)

∂F∆pt
SO

∂v〈t〉
= −v〈n〉v〈t〉 (3.95)

(3.96)
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ϐ) για το περιορισµό της γωνίας εξόδου ϱοής:
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, (3.100)

Τέλος, στα στερεά όρια ισχύει

u〈n〉 = 0, u〈t〉 = 0 (3.101)

Η παράγωγος ευαισθησίας της συνάρτησης στόχου προκύπτει :
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Κεφάλαιο 4

Βελτιστοποίηση 2∆ Αεροτοµής

Πτερυγίου Στροβίλου

Η συνεχής συζυγής µέθοδος µε περιορισµούς εφαρµόστηκε για τη ϐελτιστοποίηση

µορφής 2∆ πτερύγωσης στάτορα στροβίλου. Η ϐελτιστοποίηση ενός πτερυγίου µε

στόχο τη µείωση απωλειών ολικής πίεσης εισόδου-εξόδου οδηγεί σε δηµιουργία

αφύσικα λεπτού και σχεδόν ευθύγραµµου πτερυγίου. Αυτό, από την µία, δηµιουργεί

προβλήµατα αντοχής του υλικού του πτερυγίου και, από την άλλη, προκαλεί την

µείωση της στροφής της ϱοής, το οποίο δεν είναι επιθυµητό. Σε αυτήν την εφαρµογή,

η συνάρτηση στόχος F είναι η µείωση των ολικών απωλειών πίεσης εισόδου-εξόδου

∆ptin−out, µε περιορισµούς την στροφή της ϱοής και το ελάχιστο επιτρεπόµενο πάχος

του πτερυγίου. Σε κάθε συναρτησιακό τοποθετήθηκαν συντελεστές ϐαρύτητας wi.

Οι εξισώσεις ϱοής που χρησιµοποιήθηκαν είναι οι Reynolds Averaged Navier

Stokes για ασυµπίεστη ϱοή, µε µοντέλο τύρβης k-ω SST. Οι εξισώσεις του ευθέος

καθώς και του συζυγούς προβλήµατος επιλύθηκαν µε το ανοιχτό πακέτο OpenFOAM.

Κύριο πρόβληµα σε όλη τη διαδικασία ϐελτιστοποίησης είναι η γένεση πλέγµατος,

καθώς οι πλεγµατοποιητές του OpenFOAM αδυνατούν να δηµιουργήσουν πλέγµα

για εφαρµογές στις στροβιλοµηχανές. Συγκεκριµένα, ο ένας πλεγµατοποιητής

του OpenFOAM, το blockMesh χρησιµοποιείται για απλά πλέγµατα, ενώ ο άλλος

πλεγµατοποιητής, το snappyHexMesh δεν δηµιουργεί 2∆ πλέγµατα. Για το

λόγο αυτό, χρησιµοποιήθηκαν οικεία προγράµµατα του ΜΠΥΡ∆&Β/ΕΜΠ, για

δηµιουργία πλέγµατος. Ακόµη, χρησιµοποιήθηκαν µια σειρά από προγράµµατα,

τα οποία είναι απαραίτητα είτε για µετατροπή δεδοµένων πλέγµατος, είτε για για την

επικοινωνία προγραµµάτων, είτε για διάφορες άλλες αλλαγές, έτσι ώστε η διαδικασία

ϐελτιστοποίησης να είναι αυτοµατοποιηµένη.

Η αρχική µορφή του πτερυγίου που ϑα εφαρµοστεί η παραπάνω µέθοδος

ϐελτιστοποίησης ϕαίνεται στο σχήµα 4.2 . Το πτερύγιο έχει γωνία κλίσης 38.44o,
µε λόγο ϐήµατος προς χορδή ίσο µε 0.8 και δεν αλλάζουν κατά τη διαδικασία

ϐελτιστοποίησης. Ο αριθµός Reynolds ϐασισµένος στη χορδή είναι ίσος µε

Rec = 5.000.000 και ο αριθµός Mach στην είσοδο της ϱοής Mach = 0.28. Οι

µεταβλητές σχεδιασµού είναι όλες οι συντεταγµένες των κόµβων του περιγράµατος

της αεροτοµής, δηλαδή δεν υπάρχει κάποιου είδους παραµετροποίηση (λ.χ.

33
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πολυώνυµα Bezier Bernstein, Splines, NURBS κτλ).

4.1 Αλγόριθµος Βελτιστοποίησης

Υπεύθυνο για όλη τη διαχείριση των δεδοµένων καθώς και την οργάνωση των

συνιστωσών του αλγορίθµου είναι το πρόγραµµα (script) manager. Ακολουθεί το

διάγραµµα 4.1 ϐελτιστοποίησης και δείχνει την ϱοή των πληροφοριών κατά τη

διαδικασία ϐελτιστοποίησης.

Σχήµα 4.1: Αλγόριθµος ϐελτιστοποίησης πτερύγωσης στροβίλου.
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Η αρχική µορφή της αεροτοµής στην οποία ϑα εφαρµοστεί η προαναφερθείσα

µέθοδος ϐελτιστοποίησης ϕαίνεται στο σχήµα 4.2
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Σχήµα 4.2: Αρχική µορφή αεροτοµής πτερυγίου στροβίλου.

• ∆ηµιουργία 2∆ πλέγµατος µε τον γενέτη πλέγµατος 2Dgridgen.

Αρχικά ο πλεγµατοποιητής του εργαστηρίου 2Dgridgen τροφοδοτείται µε την

αεροτοµή. Ο συγκεκριµένος πλεγµατοποιητής δηµιουργεί 2∆ µη δοµηµένο πλέγµα

σε µορφή LTT (ϐλέπε παράρτηµα Αʹ) µε ευρεία δυνατότητα επιλογών. Στη

συγκεκριµένη εφαρµογή το πλέγµα είναι υβριδικό και κοντά στο όριο του πτερυγίου

δηµιουργήθηκε πυκνό πλέγµα Ο τύπου (Ο type) αποτελούµενο από τετράπλευρα,

επειδή οι πλεγµατικές γραµµές στο όριο του πτερυγίου πρέπει να είναι περίπου

κάθετες. ∆ηµιουργήθηκαν 22 τετράπλευρα στη κάθετη κατεύθυνση του πτερυγίου,

στα οποία επιβλήθηκε αραίωση µε γεωµετρική πρόοδο. ΄Εξω από το ΄στρώµα΄

(layer) των τετραπλεύρων, το πλέγµα αποτελείται εξ ολοκλήρου από τρίγωνα για

το λόγο ότι προσαρµόζονται καλύτερα στις διάφορες γεωµετρίες. Ακόµη, δηλώθηκαν

συντεταγµένες ελλείψεων γύρω απο την αεροτοµή στις οποίες απαιτείται πύκνωση

τριγώνων. Η είσοδος τοποθετήθηκε 4 χορδές πριν την ακµή πρόσπτωσης (leading

edge) και η έξοδος 6 χορδές µετά την ακµή εκφυγής της αεροτοµής (trailing

edge). Επίσης, δηλώνονται στα περιοδικά όρια logfr=1, στην είσοδο logfr=4, στην

έξοδο logfr=5, πάνω στο πτερύγιο logfr=3 και στους εσωτερικούς κόµβους logfr=0.

Περισσότερα στοιχεία για τη σηµασία του δείκτη logfr υπάρχουν στο παράρτηµα
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Αʹ. Το παραπάνω πλέγµα αποθηκεύεται σε δύο αρχεία µε κατάληξη .nod και .hyb

(ϐλ παράρτηµα Αʹ). Το επιφανειακό πλέγµα που προέκυψε, αποτελείται από 10120

τετράπλευρα και 39830 τρίγωνα.

• ∆ηµιουργία ψευδο-3∆ πλέγµατος µε το πρόγραµµα stackhyb.

Το ευθύ και το συζυγές προβλήµα λύνονται χρησιµοποιώντας το OpenFOAM, το

οποίο λύνει εξισώσεις 2∆ ϱοής σε ψευδο-3∆ πλέγµα (3∆ πλέγµα µε ένα κελί πάχος).

Για τη δηµιουργία 3∆ πλέγµατος καλείται ένα επιπλέον λογισµικό του εργαστηρίου

το stackhyb. Αυτό δέχεται ως είσοδο το 2∆ πλέγµα που προέκυψε από το 2Dgridgen

και το µετατρέπει σε 3∆ προσθέτοντας ένα κελί στην ακτινική κατεύθυνση.

• Μετατροπή µορφής δεδοµένων πλέγµατος από LTT σε Gmesh.

Το υπάρχον πλέγµα τροφοδοτείται στο πρόγραµµα LTTtoGmsh, το οποίο µετατρέπει

το 3∆ πλέγµα από µορφή LTT σε µια παρόµοια µορφή Gmesh. Τα δύο αρχεία

πλέγµατος µε κατάληξη .nod .hyb µορφής LTT µετασχήµατίζονται σε ένα αρχείο µε

κατάληξη .msh µορφής Gmesh. Επιπλέον, προστίθενται οι παρακάτω σειρές στο

τέλος του αρχείου µε κατάληξη .msh για να αντιστοιχιστούν οι οµάδες των οριακών

κόµβων (patch) (λ.χ εισοδος κτλ) µε κάποιο όνοµα (λ.χ.inlet).

$PhysicalNames

5

2 "frontBack"

3 "wall"

6 "periodic2"

4 "inlet"

5 "outlet"

$EndPhysicalNames

• Μετατροπή δεδοµένων από Gmesh σε OpenFoam.

Σειρά έχει η µετατροπή δεδοµένων πλέγµατος από Gmesh σε OpenFoam.

Αυτό πραγµατοποιείται µε το µετατροπέα που έχει το OpenFoam, που λέγεται

gmshToFoam. Αρχικά, δηµιουργούνται όλοι οι κατάλογοι οι οποίοι είναι

απαραίτητοι για την λειτουργία του OpenFOAM (παράρτηµα Γʹ), µέσα στον κατάλογο

της περίπτωσης case/. Στη συνέχεια, τοποθετείται το αρχείο πλέγµατος µε κατάληξη

.msh στον κατάλογο case/ και µε την εντολή gmshToFoam mesh.msh όπου mesh

το όνοµα του πλέγµατος, µετατρέπεται σε µορφή OpenFoam. ΄Ετσι δηµιουργούνται

τα αρχεία points, faces, owner,neighbour, boundary (ϐλ. παράρτηµα Γʹ).
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Σχήµα 4.3: Πλέγµα που προέκυψε από τον 2∆ γενέτη πλέγµατος του εργαστηρίου.

-Πάνω: πλέγµα 2Dgridgen, -Μέση: πύκνωση γύρω από την αεροτοµή, -Κάτω:

διαστρωµατώσεις τετραπλεύρων κοντά στην αεροτοµή.
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Σχήµα 4.4: Προοπτική εικόνα στην οποία ϕαίνεται η προσθήκη ενός κελιού πάχους

µε το stackhyb.

• ∆ιόρθωση αποθήκευσης περιοδικών επιφανειών

Σύµφωνα µε την παραπάνω διαδικασία, οι περιοδικές επιφάνειες της κάτω και της

πάνω πλευράς ανήκουν σε µία οµάδα επιφανειών (periodic patch). Το OpenFOAM

για να διαχειριστεί τα περιοδικά όρια, πρέπει α) ο αριθµός των επιφανειών των

περιοδικών ορίων να είναι ίδιος και ϐ) να είναι αποθηκευµένες πρώτα οι επιφάνειες

του πρώτου περιοδικού ορίου και στη συνέχεια του άλλου. Για παράδειγµα,

στη συγκεκριµένη εφαρµογή, τα περιοδικά όρια αποτελούνται από συνολικά 644

επιφάνειες, το πρώτο περιοδικό όριο να αποτελείται από 322 και το δεύτερο από

322 και η αντίστοιχη περιοδική επιφάνεια της επιφάνειας 1 να είναι η 323. Αυτό

ϕαίνεται σχήµα 4.5.

Η λύση στο παραπάνω πρόβληµα δόθηκε χρησιµοποιώντας ένα εκτελέσιµο του

OpenFOAM, createPatch. Αρχικά, το πλέγµα που τροφοδοτείται στο OpenFOAM,

µπορεί να έχει ίδιο αριθµό επιφανειών στο πάνω και στο κάτω περιοδικό όριο, αλλά

δεν είναι αποθηκευµένες µε τη σωστή σειρά. ΄Ετσι το createPatch ξαναποθηκεύει

τις περιοδικές επιφάνειες στη σωστή σειρά, έτσι ώστε να αντιστοιχιστούν σωστά οι

περιοδικοί κόµβοι. Περισσότερα για το εργαλείο createPatch στο παράρτηµα Βʹ.
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Σχήµα 4.5: Αλλαγή σειράς αποθήκευσης περιοδικών επιφανειών (η πάνω και η κάτω

γραµµή του σχήµατος). n είναι επιφάνεια έναρξης περιοδικών επιφανειών µε 644

συνολικά επιφάνειες. α) µαύρη/έντονη αρίθµηση (σωστή) µε το createPatch ϐ)

κόκκινη/ασθενής αρίθµηση η αρχική (λάθος).

• Επίλυση ευθέος και συζυγούς προβλήµατος.

Ακολουθεί η επίλυση του ευθέος προβλήµατος µε µοντέλο τύρβης (k-ω). Οι οριακές

συνθήκες που επιβάλλονται είναι οι παρακάτω:

Patches U p k ω nut

Inlet (165 0 0) zerogradient intensity 0.05 1020937.5 calculated

Outlet zerogradient 0 zerogradient zerogradient calculated

Periodic cyclic cyclic cyclic cyclic cyclic

Walls (0 0 0) zerogradient 1Ε-8 1Ε-8 0

FrontBack empty empty empty empty empty

Το patch FrontBack περιλαµβάνει τις εµπρός και τις πίσω επιφάνειες και

δηλώνεται empty για επίλυση 2∆ ϱοής σε ψευδο-3∆ πλέγµα.

Ο αριθµός Reynolds ως προς τη χορδή Rec = 5.000.000 και ο αριθµός Mach στην

είσοδο είναι 0.28. Το πλέγµα είναι κατάλληλο έτσι ώστε να επιτρέπεται η χρήση ενός

µοντέλου τύρβης χαµηλών αριθµών Reynolds µε µέσο y+ = 0.1. Το ϱευστό ϑεωρείται

αέρας µε συνεκτικότητα ν = 1.5 � 10−5m2

s
.

• Μετατροπή δεδοµένων πλέγµατος από OpenFoam σε LTT

Επιλύεται το συζυγές πρόβληµα και εκτυπώνεται σε αρχείο, η παράγωγος των

συναρτησιακών της πίεσης και της γωνίας εξόδου ϱοής στους κόµβους. Το πλέγµα

µορφής OpenFoam µετασχηµατίζεται σε δοµή δεδοµένων LTT µε το λογισµικό

Foam2LTT (ϐλ. παράρτηµα Αʹ) και πλέον τα αρχεία πλέγµατος boundary, points,

faces, owner, neighbour αντικαθίστανται µε δύο της µορφής LTT µε όνοµασία

case.nod και case.hyb. Η µετατροπή διέπεται από κανόνες οι οποίοι αναλύονται

στο παράρτηµα Αʹ.
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Σε κάθε κύκλο ϐελτιστοποίησης, οι εξισώσεις του ευθέος και του συζυγούς

προβλήµατος συγκλίνουν και ενδεικτικά ϕαίνεται παρακάτω η Νορµα-2 των

υπολοίπων των εξισώσεων.
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Σχήµα 4.6: -Αριστερά: Νορµα-2 του υπολοίπου των εξισώσεων του ευθέος

προβλήµατος -∆εξιά : Νόρµα-2 του υπολοίπου των εξισώσεων του συζυγούς

προβλήµατος.

• ∆ηµιουργία επιφανειακού πλέγµατος από το χωρικό

Σειρά έχει η αποµόνωση της αεροτοµής στροβίλου από όλο το πλέγµα. Σε πρώτη

ϕάση, σαρώνονται όλοι οι κόµβοι οι οποίοι είναι διαµορφώσεις τοίχου στο χωρικό

πλέγµα, δηλαδή σε αυτούς που ισχύει logfr = 3 ή 13 κτλ. στο αρχείο case.nod.

Σε δεύτερη ϕάση, δηµιουργείται το επιφανειακό πλέγµα και αποθηκεύεται σε δύο

αρχεία µε όνοµα case2.hyb και case2.nod. Στη συνέχεια, αποθηκεύεται σε ένα

αρχείο η αντιστοιχία των κόµβων του επιφανειακού πλέγµατος µε του χωρικού

πλέγµατος (forward addressing). Γνωρίζοντας πλέον την αντιστοιχία των κόµβων,

µπορεί πλέον να αντιστοιχιστεί η παράγωγος των συναρτησιακών των απωλειών

ολικής πίεσης και της στροφής της ϱοής στους κόµβους της αεροτοµής.

• Οµαλοποίηση της παραγώγου ευαισθησίας µε επίλυση της εξίσωσης

Laplace

Οι µεταβλητές σχεδιασµού του προβλήµατος είναι όλοι οι κόµβοι του οριακού

πλέγµατος. Η ϐελτιστοποίηση ως προς όλες τις µεταβλητές σχεδιασµού µπορεί

να δηµιουργήσει ανώµαλο περίγραµµα αεροτοµής πτερυγίου εξ αιτίας διάφορων

υπερακοντίσεων της παραγώγου ευαισθησίας. Η λύση στο πρόβληµα δόθηκε µε

την οµαλοποίηση της παραγώγου ευαισθησίας, λύνοντας µια µονοδιάστατη εξίσωση

Laplace κατά µήκος της 1∆ καµπύλης του πτερυγίου (σχήµα 4.7).

ḡ −▽ � (ǫ▽ ḡ) = g (4.1)

g παράγωγος ευαισθησίας,

ḡ παράγωγος ευαισθησίας που προκύπτει από οµαλοποίηση
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Σχήµα 4.7: Αποτέλεσµα οµαλοποίησης της παραγώγου ευαισθησίας µε στόχο την

µείωση απωλειών ολικής πίεσης µε τον περιορισµό της στροφής της ϱοής, µε την

επίλυση της εξίσωσης Laplace.

• Υπολογισµός παραγώγου ευαισθησίας του πάχους

Σειρά έχει ο υπολογισµός της παραγώγου ευαισθησίας του πάχους. Αρχικά, όπως

αναφέρεται και σε προηγούµενο κεφάλαιο, ο χρήστης δηλώνει τα σηµεία όπου

ϑέλει να υπολογίσει την παράγωγο του πάχους. Σε αυτά, σαρώνονται οι απέναντι

κόµβοι της αεροτοµής και υπολογίζεται η µικρότερη απόσταση. Στο πρώτο κύκλο

ϐελτιστοποίησης η παράγωγος ευαισθησίας του πάχους είναι 0 και οι αποστάσεις

αυτές είναι οι αρχικές (initial). Σε αυτήν την εφαρµογή υπολογίζονται 6 πάχη,

δηλαδή η απόσταση των 6 σηµείων της pressure side µε τα αντίστοιχα 6 κοντινότερά

τους στην suction side. Με ϐάση αυτά τα πάχη, υπολογίζεται η παράγωγος

ευαισθησίας του πάχους, η οποία ϑα έχει τιµή διαφορετική του µηδενός µόνο σε

αυτά τα 12 σηµεία.

Για να διαµοιραστεί η παράγωγος ευαισθησίας του πάχους σε όλους τους κόµβους

του περιγράµµατος, εφαρµόζεται οµαλοποίηση (smoothing) µε µεγάλο συντελεστή

οµαλοποίησης ε µε τη ϐοήθεια της εξίσωσης Laplace (εξίσωση 4.1), από την οποία και

προκύπτει η οµαλοποιηµένη παράγωγος πάχους πάνω στα σηµεία της αεροτοµής.

• Ανανέωση γεωµετρίας µε την απότοµη κάθοδο

Τέλος, ένας κύκλος ϐελτιστοποίησης τελειώνει µε την η απότοµη κάθοδο στην

οποία γίνεται ανανέωση της γεωµετρίας του πλέγµατος µε ϐάση τις παραγώγους

ευαισθησίας που έχουν υπολογιστεί. Η µετατόπιση των κόµβων πραγµατοποιείται

µόνο ως προς την κάθετη κατεύθυνση (~n normal διάνυσµα).
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~bk+1 = ~bk − η1

[

δf

δb ∆pt+ao
~nnormal

]

− η2

[

δf

δb wid
~nnormal

]

(4.2)



4.2. Αποτελέσµατα ϐελτιστοποίησης 43

4.2 Αποτελέσµατα ϐελτιστοποίησης

Στα σχήµατα 4.8 και 4.9 απεικονίζονται οι µεταβλητές ϱοής του ευθέος προβλήµατος

για την γεωµετρία της αρχικής αεροτοµής του στροβίλου.

Σχήµα 4.8: Αποτελέσµατα ευθέος προβλήµατος στον πρώτο κύκλο ϐελτιστοποίησης.

-Πάνω: µέτρο ταχύτητας |v| -Μέση: στατική πίεση p -Κάτω: τυρβώδης

συνεκτικότητα νt.
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Σχήµα 4.9: Αποτελέσµατα ευθέος προβλήµατος στον πρώτο κύκλο ϐελτιστοποίησης.

-Πάνω: Τυρβώδης Κινητική Ενέργεια k -Κάτω: Ρυθµός Καταστροφής Τύρβης ω.
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Στο σχήµα 4.10 απεικονίζονται οι µεταβλητές του συζυγούς προβλήµατος. Στην

συζυγή ταχύτητα παρατηρείται και ο οµόρρους της συζυγούς λύσης στο σηµείο

πρόσπτωσης. Αυτό εξηγείται γιατί η πληροφορία στο συζυγές πρόβληµα ΄µεταφέρεται΄

ανάποδα από ότι στο ευθύ πρόβληµα αφού ο όρος µεταφοράς στις συζυγείς εξισώσεις

έχει αρνητικό πρόσηµο.

Σχήµα 4.10: Αποτελέσµατα συζυγούς προβλήµατος στον πρώτο κύκλο

ϐελτιστοποίησης. -Πάνω: µέτρο συζυγούς ταχύτητας va -Κάτω: συζυγής πίεση pa.

Ακολουθούν τα αποτελέσµατα ϐελτιστοποίησης αεροτοµής στροβίλου µε και

χωρίς περιορισµούς, µετά απο 10 κύκλους ϐελτιστοποίησης. Στα σχήµατα 4.11,4.12

απεικονίζονται οι µορφές του περιγράµµατος που προέκυψαν, σε σχέση µε την

αρχική µορφή αεροτοµής.
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Σχήµα 4.11: Πάνω: Αεροτοµή που προέκυψε µετά απο ϐελτιστοποίηση µε

συνάρτηση στόχο τη µείωση διαφοράς ολικής πίεσης ∆pt χωρίς περιορισµούς σε

σύγκριση µε την αρχική αεροτοµή. Κάτω: Αεροτοµή που προέκυψε µετά από

ϐελτιστοποίηση µε συνάρτηση στόχο τη µείωση διαφοράς ολικής πίεσης ∆pt µε

περιορισµό πάχους σε σύγκριση µε την αρχική αεροτοµή.
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Σχήµα 4.12: Αεροτοµή που προέκυψε µετά από ϐελτιστοποίηση µε συνάρτηση στόχο

την µείωση ολικής πίεσης ∆pt µε περιορισµό πάχους και στροφή της ϱοής σε σχέση

µε την αρχική αεροτοµή.

pt inlet pt outlet ∆pt %∆pt Στροφή(o)

Αρχική 33604 31995.76 1608.5 - 49.28

∆pt 32458.21 31050.29 1408 12.46 48.64

∆pt + πάχους 32614.19 31183.01 1431.2 11.01 48.724

∆pt + πάχους + στροφής 33276.04 31744 1532 4.74 49.09

Από τα αποτελέσµατα παρατηρείται µείωση 12.46% µείωσης απωλειών ολικής

πίεσης όταν δεν χρησιµοποιούνται περιορισµοί, αλλά παράλληλα όπως ϕαίνεται

στο σχήµα 4.11 µειώνεται το πάχος της αεροτοµής καθώς αλλάζει και η στροφή

της ϱοής κατά 0.8o. Η ϐελτιστοποίηση µε περιορισµό πάχους οδηγεί σε µικρότερη

µείωση απωλειών που γίνεται ίση µε 11.01% και τηρείται το πάχος της αεροτοµής.

Στην περίπτωση µε τους δύο περιορισµούς, οι απώλειες µειώνονται κατά 4.74%, η

στροφή της ϱοής κατά 0.1o και τηρείται το πάχος του πτερυγίου. ΄Αρα απαιτείται

η χρήση των περιορισµών του πάχους και της στροφής της ϱοής στις εφαρµογές

στροβιλοµηχανών, καθώς µετασχηµατίζουν το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης και η

ϐέλτιστη αεροτοµή του πτερυγίου που προκύπτει τηρεί κάποιους κατασκευαστικούς

και ϱοϊκούς περιορισµούς.
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Στα σχήµατα 4.13, 4.14, 4.15 ϕαίνονται οι διαφορές της ϱοής στις προκύπτουσες

αεροτοµές µετά απο ϐελτιστοποίηση µε και χωρίς περιορισµούς.

Σχήµα 4.13: Πεδίο µέτρου ταχύτητας |v| µετά από 10 κύκλους ϐελτιστοποίησης για

µείωση απωλειών ολικής πίεσης. -Πάνω: χωρίς περιορισµούς -Μέση: µε περιορισµό

πάχους -Κάτω: µε περιορισµό πάχους και στροφή της ϱοής.
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Σχήµα 4.14: Πεδίο πίεσης p µετά από 10 κύκλους ϐελτιστοποίησης για µείωση

απωλειών ολικής πίεσης. -Πάνω: χωρίς περιορισµούς -Μέση: µε περιορισµό πάχους

-Κάτω: µε περιορισµό πάχους και στροφή της ϱοής.
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Σχήµα 4.15: Πεδίο τυρβώδους συνεκτικότητας νt µετά από 10 κύκλους

ϐελτιστοποίησης για µείωση απωλειών ολικής πίεσης. -Πάνω: χωρίς περιορισµούς

-Μέση: µε περιορισµό πάχους -Κάτω: µε περιορισµό πάχους και στροφή της ϱοής.



Κεφάλαιο 5

Γένεση 3∆ πλέγµατος -

Πλεγµατοποιητής 3DTurboGen

Για τις ανάγκες της παρούσας διπλωµατικής εργασίας εξελίχθηκε το πρόγραµµα

γένεσης πλέγµατος 3Dturbogen του ΜΠΥΡ∆&Β/ΕΜΠ. Ο παλαιότερος κώδικας ο

οποίος είχε προγραµµατιστεί για αξονικό στρόβιλο, γενικεύτηκε και εµπλουτίστηκε

µε επιλογές γένεσης πλέγµατος, µε σκοπό να προσαρµόζεται ανάλογα µε τις

απαιτήσεις της εκάστοτε περίπτωσης.

Ο πλεγµατοποιητής δηµιουργεί δοµηµένο πλέγµα για περιφερειακές

πτερυγώσεις στροβιλοµηχανών. ΄Εχει την δυνατότητα να δηµιουργήσει πλέγµατα είτε

για πτερύγωση συµπιεστή, είτε στροβίλου καθώς ακόµη και για αξονικές, ακτινικές

και µικτής ϱοής µηχανές.

Ο πλεγµατοποιητής τροφοδοτείται µε τα αρχεία hub.curve, shroud.curve,

profile.curve, in3D. Στα αρχεία hub.curve, shroud.curve γράφονται οι

συντεταγµένες των γενέτειρων των εκ περιστροφής επιφανειών, του κελύφους ποδός

(hub) και του κελύφους κεφαλής (shroud) αντίστοιχα, µε την πρώτη στήλη να

είναι η ακτινική και η δεύτερη η αξονική συνιστώσα z. Στο αρχείο profile.curve

είναι αποθηκευµένες οι αεροτοµές οι οποίες εισάγονται στον πλεγµατοποιητή.

Συγκεκριµένα, στην πρώτη σειρά γράφεται ο αριθµός των αεροτοµών, στην δεύτερη

ο αριθµός των κόµβων της κάθε αεροτοµής, στην τρίτη ο κόµβος του σηµείου

πρόσπτωσης και στην συνέχεια ακολουθούν οι συντεταγµένες των κόµβων των

αεροτοµών. Στο αρχείο in3d επιλέγονται από τον χρήστη διάφορες ιδιότητες του

πλέγµατος (πύκνωση, αριθµός κόµβων κτλ.) καθώς και διάφορες επιλογές για την

επίλυση ελλειπτικών εξισώσεων µε όρους πηγής.

5.1 ∆ιαδικασία γένεσης πλέγµατος µε τον

3DTurboGen

΄Ολη η ϕιλοσοφία γένεσης πλέγµατος µε τον πλεγµατοποιητή 3DTurboGen είναι η

δηµιουργία επιφανειών κατά την ακτινική διεύθυνση, και στη συνέχεια ένωση αυτών

των επιφανειών για την δηµιουργία 3∆ πλέγµατος.

51
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Η διαδικασία γένεσης πλέγµατος παρουσιάζεται αναλυτικά παρακάτω:

• Σε πρώτη ϕάση διαβάζονται οι συντεταγµένες των κόµβων της κεφαλής ποδός

(hub).

• ∆ιαβάζονται οι συντεταγµένες των κόµβων της αεροτοµής από το αρχείο

profile.curve, που ϐρίσκονται πάνω στην επιφάνεια του κελύφους ποδός και

παράλληλα υπολογίζεται η ϕορά αποθήκευσης των κόµβων.

• Στην συνέχεια, πυκνώνονται οι κόµβοι της αεροτοµής µε ϐάση τις επιλογές

στο αρχείο in3D. Ανάλογα µε την ϕορά αποθήκευσης κόµβων της αεροτοµής,

στρέφεται είτε η πλευρά υποπίεσης είτε η πλευρά υπερπίεσης, έτσι ώστε στο

κάτω µέρος να ϐρίσκονται οι κόµβοι της πλευράς υποπίεσης.

• Βρίσκεται ο κοντινότερος κόµβος της γενέτειρας του κελύφους ποδός µε το

σηµείο πρόσπτωσης της αεροτοµής, και επιβάλλεται σε αυτόν να έχουν τις

ίδιες συντεταγµένες.

• Ακολουθεί η πύκνωση της νέας γενέτειρας στο κοµµάτι από την είσοδο µέχρι

το σηµείο πρόσπτωσης.

• Οι συντεταγµένες των περιοδικών ορίων προκύπτουν από ένα τετραβάθµιο

πολυώνυµο. Οι συντελεστές του πολυωνύµου προκύπτουν από τα σηµεία

και τις κλίσεις εισόδου και σηµείου πρόσπτωσης του περιοδικού ορίου.

Υπολογίζεται η κλίση του πολυωνύµου του περιοδικού ορίου του κελύφους

ποδός στο σηµείο πρόσπτωσης σύµφωνα µε την κλίση την ευθείας που ενώνει

το σηµείο πρόσπτωσης και το σηµείο που προκύπτει από τον µέσο όρο των

κόµβων οι οποίοι ϐρίσκονται σε απόσταση 10% από το σηµείο πρόσπτωσης.

Υπολογίζεται η κλίση και οι συντεταγµένες του κόµβου του πολυωνύµου στην

είσοδο. Αντίστοιχη διαδικασία πραγµατοποιείται σε όλα τα περιοδικά όρια.

• Από τον πλέον γνωστό πρώτο και τελευταίο κόµβο της εισόδου δηµιουργούνται

οι εσωτερικοί κόµβοι της εισόδου χρησιµοποιώντας γεωµετρική πρόοδο και

τηρώντας παράλληλα την ακτινική απόσταση.

• Πραγµατοποιείται αρχικοποίηση των συντεταγµένων των εσωτερικών κόµβων

της επιφάνειας.

• Από το πλέγµα που προέκυψε αποµονώνεται ένα κοµµάτι (µεταξύ κάποιων

κόµβων πριν το σηµείο πρόσπτωσης και κάποιων κόµβων µετά το σηµείο

εκφυγής, σχήµα 5.1), και σε αυτό δηµιουργείται πλέγµα µε την επίλυση

ελλειπτικών εξισώσεων µε όρους πηγής. Οι ελλειπτικές εξισώσεις καθώς και ο

τρόπος υπολογισµού των όρων πηγής περιγράφεται παρακάτω.
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Σχήµα 5.1: Επιφάνεια ενδιάµεση στις επιφάνειες κελύφους ποδός και κεφαλής

στις οποίες λύνονται ελλειπτικές εξισώσεις µε όρους πηγής. -Πάνω: όλοι οι κόµβοι

ενδιάµεσης επιφάνειας. -Κάτω: αποµονωµένοι κόµβοι επιφάνειας.

Κάθε δοµηµένο πλέγµα παραµετροποιείται µε ένα σύστηµα καµπυλόγραµµων

συντεταγµένων ξi, (i = 1, 2) δηλαδή (ξ,η) και ισχύουν οι εξισώσεις :
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gij
∂2xr

∂xi∂ξj
− gijΓk

ij

∂xr

∂ξk
= 2µNr (5.1)

΄Οπου g1 = ∇ξ, g2 = ∇η είναι τα ανταλλοίωτα γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα

(contravariant). Το µ είναι η µέση καµπυλότητα και το Nr το κάθετο διάνυσµα

στην επιφάνεια. Οι δύο αυτές ποσότητες υπολογίζονται µε σκοπό οι συντεταγµένες

των κόµβων που ϑα προκύψουν µετά από την επίλυση των εξισώσεων να ϐρίσκονται

πάνω στην επιφάνεια. Οι εξισώσεις 5.1 είναι τρείς µερικές διαφορικές εξισώσεις

διατυπωµένες ως προς x1 = x, x2 = y x3 = z. Τα σύµβολα Christoffel ορίζονται

µέσω των παραγώγων του µετρικού τανυστή ως

Γk
ij =

1

2
glk
(

∂gil
∂ξj

+
∂gjl
∂ξi

− ∂gij
∂ξl

)

(5.2)

Με −gijΓk
ij = fk µε fk οι όροι πηγής, η εξίσωση 5.2 γράφεται

gij
∂2xk

∂ξi∂ξj
+

∂xk

∂ξj
f j = 2µNk (5.3)

και για λόγους πληρότητας γράφονται αναλυτικά οι εξισώσεις

g11
∂2x

∂2ξ
+ 2g12

∂x2

∂ξ∂η
+ g22

∂2x

∂η2
+ f1

∂x

∂ξ
+ f2

∂x

∂η
= 2µNx (5.4)

g11
∂2y

∂2ξ
+ 2g12

∂y2

∂ξ∂η
+ g22

∂2y

∂η2
+ f1

∂y

∂ξ
+ f2

∂y

∂η
= 2µNy (5.5)

g11
∂2z

∂2ξ
+ 2g12

∂z2

∂ξ∂η
+ g22

∂2z

∂η2
+ f1

∂z

∂ξ
+ f2

∂z

∂η
= 2µNz (5.6)

Στα όρια του πλέγµατος στα οποία ϑα λυθούν ελλειπτικές εξισώσεις µε όρους

πηγής επιβάλλεται γνωστή πρώτη απόσταση πλεγµατικών γραµµών και καθετότητα.

Αυτό συµβαίνει γιατί λ.χ. στην πλεγµατική γραµµή µε η = 1 δεν µπορούν να

υπολογιστούν οι παράγωγοι xξ, yξ και zξ. Σύµφωνα µε αυτή τη µέθοδο, οι παράγωγοι

xξ, yξ και zξ υπολογίζονται επιβάλλοντας στο όριο ορθογωνικό πλέγµα και επιθυµητή

(γνωστή) απόσταση πρώτου κόµβου. Αναλυτικότερα, από τις παραγώγους xη, yη και

zη και του κάθετου διανύσµατος (normal) υπολογίζεται µε εξωτερικό γινόµενο τα

xη, yη και zη και πολλαπλασιάζονται µε την απόσταση ds. Η απόσταση ds επιβάλεται

να είναι ένα ποσοστό του µέσου όρου της απόστασης της πρώτης πλεγµατικής

γραµµής στα όρια.

Στις 3 εξισώσεις 5.5 υπάρχουν 2 άγνωστοι (f1, f2) και επιλέγεται να λυθούν οι

δύο από τις τρεις εξισώσεις.

Από τα όρια διαµοιράζονται τα f1 και f2 στους εσωτερικούς κόµβους µε την
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παρακάτω κατανοµή

f 1(ξ, η) = f 1(ξ, 1)exp(−aη) + f 1(ξ, ηmax)exp(−a(ηmax − η)) (5.7)

f 2(ξ, η) = f 2(ξ, 1)exp(−aη) + f 2(ξ, ηmax)exp(−a(ηmax − η)) (5.8)

Σε αυτό το τµήµα του επιφανειακού πλέγµατος, επιλέγεται µια πλεγµατική

γραµµή που προέκυψε από την επίλυση ελλειπτικών εξισώσεων και υπολογίζεται

η πύκνωση των κόµβων(σχήµα 5.2). Με ϐάση αυτή την πύκνωση µεταφέρεται

πληροφορία και στα τµήµατα τα οποία δεν αποµονώθηκαν. Αντίστοιχη διαδικασία

χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό των συντεταγµένων των κόµβων της επιφάνειας

του κελύφους κεφαλής.

Σχήµα 5.2: Αριστερά: Πλέγµα χωρίς µεταφορά πληροφορίας καθετότητας και

πύκνωσης κοντά στα όρια από το σηµείο πρόσπτωσης προς την είσοδο. ∆εξιά :

Πλέγµα µε µεταφορά πληροφορίας από το σηµείο πρόσπτωσης προς την είσοδο.

Σε περίπτωση που ο χρήστης επιθυµεί να δηµιουργήσει και άλλες ενδιάµεσες

επιφάνειες, υπολογίζονται ενδιάµεσες γενέτειρες εκ περιστροφής επιφανειών, πάνω

στις οποίες ϐρίσκονται οι ενδιάµεσες αεροτοµές που τροφοδοτήθηκε ο γενέτης

πλέγµατος. Συγκεκριµένα, υπολογίζεται το ποσοστό της απόστασης του σηµείου

πρόσπτωσης της ενδιάµεσης αεροτοµής µε το σηµείο πρόσπτωσης της αεροτοµής

στο κέλυφος ποδός, σε σχέση µε την απόσταση των σηµείων πρόσπτωσης του

σηµείου πρόσπτωσης του κελύφους ποδός και κεφαλής. Με ϐάση αυτό το ποσοστό

υπολογίζεται η ενδιάµεση γενέτειρα σε όλα τα σηµεία από την είσοδο µέχρι το

σηµείο πρόσπτωσης. Αντίστοιχη διαδικασία πραγµατοποιείται και στο κοµµάτι από

το σηµείο εκφυγής µέχρι την έξοδο. Από την ενδιάµεση γενέτειρα καθώς και από

την ενδιάµεση αεροτοµή, υπολογίζονται οι ενδιάµεσες επιφάνειες του πλέγµατος µε

την µέθοδο επίλυσης ελλειπτικών εξισώσεων που προαναφέρθηκε (σχήµα 5.3).

Από τις επιφάνειες που έχουν δηµιουργηθεί, καθώς και από τις αεροτοµές

του πτερυγίου που υπάρχουν στα δεδοµένα, υπολογίζονται οι συντεταγµένες των

κόµβων στην ακτινική διεύθυνση. Τέλος, πυκνώνονται οι κόµβοι κατά την ακτινική

διέυθυνση, µε σκοπό να µικρύνει απόσταση των πρώτων κόµβων από το κέλυφος

ποδός και κεφαλής (σχήµα 5.4).
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Σχήµα 5.3: Πάνω: ∆ηµιουργία ενδιάµεσων γενέτειρων εκ περιστροφής επιφανειών.

Κάτω: Προκύπτουσες επιφάνειες µε τη µέθοδο επίλυσης ελλειπτικών εξισώσεων µε

όρους πηγής.

Σχήµα 5.4: Αριστερά: Πλέγµα χωρίς πύκνωση στην ακτινική διεύθυνση. ∆εξιά :

Πλέγµα µε πύκνωση στην ακτινική διεύθυνση.
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Στα σχήµατα 5.5 και 5.6 παρουσιάζονται κάποια παραδείγµατα γένεσης

πλέγµατος πτερυγίων στροβιλοµηχανών µε τον πλεγµατοποιητή 3DTurboGen.

Σχήµα 5.5: Παράδειγµα γένεσης πλέγµατος για πτερύγιο συµπιεστή

Σχήµα 5.6: Παράδειγµα γένεσης πλέγµατος για πτερύγιο συµπιεστή µε συστροφή

(scewness)
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Κεφάλαιο 6

Εφαρµογή 3∆ Πτερυγίου Συµπιεστή

Η συνεχής συζυγής µέθοδος εφαρµόστηκε για τη ϐελτιστοποίηση µορφής 3∆

πτερυγίου στάτορα συµπιεστή. Η συνάρτηση-στόχος F είναι η µείωση ολικών

απωλειών πίεσης ∆ptin−out, µε τον περιορισµό του ελάχιστου επιτρεπτού πάχους του

πτερυγίου. Οι εξισώσεις ϱοής που χρησιµοποιήθηκαν είναι οι Reynolds Averaged

Navier-Stokes για ασυµπίεστη ϱοή, µε µοντέλο τύρβης k-ω SST. Για την επίλυση

του ευθέος και του συζυγούς προβλήµατος χρησιµοποιήθηκε το OpenFOAM.

Για το υπολογιστικό πλέγµα χρησιµοποιήθηκε ο κώδικας 3Dturbogen του

ΜΠΥΡ∆&Β/ΕΜΠ (ϐλ. κεφάλαιο 5). Το πλέγµα είναι κατάλληλο έτσι ώστε να

επιτρέπεται η χρήση ενός µοντέλου τύρβης χαµηλών αριθµών Reynolds µε µέσο

y+ = 0.4. Τα πλέγµατα που δηµιουργούνται στον πλεγµατοποιητή, προκύπτουν

από την επίλυση ελλειπτικών εξισώσεων µε όρους πηγής σε επιφάνειες και στην

συνέχεια οι επιφάνειες ενώνονται µε γραµµική παρεµβολή στην ακτινική διεύθυνση

σχηµατίζοντας το 3∆ πλέγµα. Ακόµη, δηµιουργήθηκε πρόγραµµα διαχείρισης

δεδοµένων και επικοινωνίας προγραµµάτων. Το αρχικό πτερύγιο έχει γωνία

σφήνωσης 30o και ο αριθµός Reynolds ϐασισµένος στην χορδή είναι Rec = 95.000.

Η αρχική µορφή του πτερυγίου ϕαίνεται στο σχήµα 6.1.
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Σχήµα 6.1: Αριστερά: αρχικό επιφανειακό πλέγµα πτερυγίου συµπιεστή, ∆εξιά :

ενδιάµεση αεροτοµή πτερυγίου.
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6.1 Αλγόριθµος Βελτιστοποίησης

΄Ολη η διαδικασία ϐελτιστοποίησης στην εφαρµογή του 3∆ πτερυρίου στάτορα

συµπιεστή µοιάζει µε την αντίστοιχη διαδικασία στην εφαρµογή του 2∆ περυγίου

στροβίλου (σχήµα 4.1). Η κυριότερη διαφορά έγκειται στο γεγονός ότι η τροφοδοσία

των δεδοµένων στον πλεγµατοποητή καθώς και οριακή συνθήκη ταχύτητας στην

είσοδο. ΄Ολη η διαδικασία ϐελτιστοποίησης ϕαίνεται στο σχήµα 6.2.

Σχήµα 6.2: Αλγόριθµος ϐελτιστοποίησης πτερύγωσης 3∆ στάτορα συµπιεστή.
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Η δηµιουργία υπολογιστικού πλέγµατος πραγµατοποιήθηκε µε το 3DTurboGen

(κεφάλαιο 5). Οι γενέτειρες των εκ περιστροφής επιφανειών του κελύφους ποδός

(hub) και του κελύφους κεφαλής (shroud) ϕαίνονται στο σχήµα 6.3 και δεν αλλάζουν

κατά τη διάρκεια ϐελτιστοποίησης. Το κέλυφος κεφαλής είναι κύλινδρος, αφού η

γενέτειρα του έχει σταθερή ακτίνα και το κέλυφος ποδός είναι κώνος, µε τη γενέτειρά

του να είναι ευθεία στο σύστηµα R(z). Ακόµα δίνονται τοµές του πτερυγίου, κατά

µήκος της ακτινικής (spanwise) διεύθυνσης, έτσι ώστε να µπορεί να τροφοδοτηθεί

σωστά η µορφή του πτερυγίου στον πλεγµατοποιητή 3DTurboGen.
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Σχήµα 6.3: Στο παραπάνω διάγραµµα απεικονίζονται οι γενέτειρες εκ περιστροφής

επιφανειών του κελύφους ποδός, του κελύφους κεφαλής, καθώς και οι τοµές της

πτερύγωσης στην ακτινική διεύθυνση.

Στη συγκεκριµένη εφαρµογή, σε κάθε κύκλο ϐελτιστοποίησης ο

πλεγµατοποιητής τροφοδοτήθηκε µε 8 τοµές του πτερυγίου στην ακτινική

διεύθυνση. Ο συµπιεστής έχει 28 πτερύγια και τα περιοδικά όρια στο υπολογιστικό

πλέγµα σχηµατίζουν γωνία 12.88o. Ο πλεγµατοποιητής δηµιουργεί πλέγµα Η

τύπου από πτερύγιο σε πτερύγιο και επιβάλλεται πύκνωση κοντά στα στερεά όρια.

Αναλυτικότερα, στην περιοχή µεταξύ του 10ov κόµβου πριν το σηµείο πρόσπτωσης

και του 10ov κόµβου µετά από το σηµείο εκφυγής δηµιουργήθηκε πλέγµα µε την

επίλυση ελλειπτικών εξισώσεων. Το 3∆ πλέγµα ϕαίνεται στο σχήµα 6.4, αποτελείται

από 459.008 εξάεδρα και αποθηκεύεται σε δύο αρχεία µορφής LTT µε κατάληξη

.nod .hyb.

Το πλέγµα µορφής LTT µετατρέπεται σε µορφή Gmesh µε το οικείο πρόγραµµα

Ltt2Gmsh. Για τις ανάγκες της 3∆ εφαρµογής προστέθηκε και logfr = 7, για τον

λόγο ότι στην 3∆ εφαρµογή τα περιοδικά όρια πρέπει να ανήκουν σε διαφορετικά

patch, έτσι ώστε να τις διαχειριστεί κατάλληλα το OpenFOAM. Ακόµη επισηµαίνεται

ότι τα logfr σε αυτή την εφαρµογή δεν τηρούν απόλυτα την µορφή LTT, αλλά

δηλώνονται µε σκοπό να οµαδοποιηθούν κατάλληλα τα όρια του πλέγµατος.



62 6. Εφαρµογή 3∆ Πτερυγίου Συµπιεστή

Σχήµα 6.4: Υπολογιστικό πλέγµα πτερυγίου στάτορα συµπιεστή.

-Πάνω: γενική εικόνα υπολογιστικού χωρίου.

-Μέση: υπολογιστικό πλέγµα στο κέλυφος κεφαλής.

-Κάτω: απεικονίζεται το επίπεδο αξονικής και ακτινικής διεύθυνσης.
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Οι παρακάτω σειρές προστίθονται στο τέλος του αρχείου .msh για να δηλωθούν

τα διάφορα logfr µε το κάποιο όνοµα.

$PhysicalNames

6

2 "HubAndShroud"

3 "airfoil"

6 "ggicyclic1"

7 "ggicyclic2"

4 "inlet"

5 "outlet"

$EndPhysicalNames

Στη συνέχεια, τα δεδοµένα πλέγµατος µορφής Gmesh µετατρέπονται σε

δεδοµένα πλέγµατος OpenFOAM, µε το πρόγραµµα gmshToFoam. Σειρά έχει η

αντιστοιχία των περιοδικών επιφανειών για να τις διαχειριστεί το OpenFOAM. Σε

πρώτη ϕάση, τα περιοδικά όρια ggicyclic1 και ggicyclic2, στο αρχείο boundary,

δηλώνονται µε τύπο ggicyclic (type ggicyclic) και ακόµη δηλώνεται η γωνία µεταξύ

των δύο περιοδικών επιφανειών. Σε δεύτερη ϕάση, από τα patch ggicyclic1 και

ggicyclic2, δηµιουργούνται οι Ϲώνες (zones) αυτών των patch µε τις εντολές :

faceSet ggicyclic1zone new patchToFace ggicyclic1

faceSet ggicyclic2zone new patchToFace ggicyclic2

Οι οριακές συνθήκες στο OpenFOAM δηλώνονται σε καρτεσιανές συντεταγµένες.

Επειδή το OpenFOAM δεν έχει την δυνατότητα να διαχειριστεί δεδοµένα ταχυτήτων

σε κυλινδρικές συντεταγµένες (vr, vθ, vz), υπολογίστηκαν µε πρόγραµµα εξωτερικά

από το OpenFOAM, οι αντίστοιχες ταχύτητες στην είσοδο, σε καρτεσιανές

συντεταγµένες. Συγκεκριµένα η ϱοή εισέρχεται µε (vr, vθ, vz) = (0 , 20 , 20 )

m/s. Η διαδικασία αυτή περιλαµβάνει τα παρακάτω ϐήµατα:

1. Από το αρχείο boundary διαβάζεται ο αριθµός εκκίνησης και ο συνολικός

αριθµός επιφανειών εισόδου.

2. Με τη ϐοήθεια των παραπάνω δύο αριθµών αποµονώνονται οι επιφάνειες

εισόδου από το αρχείο faces.

3. Με ϐάση το παραπάνω αρχείο faces αντιστοιχίζονται οι κόµβοι και οι

συντεταγµένες τους, στις οριακές επιφάνειες εισόδου.

4. Σύµφωνα µε αυτές τις συντεταγµένες, υπολογίζονται οι συντεταγµένες των

κέντρων των επιφανειών εισόδου

xface =
n
∑

i=1

xi

n
, yface =

n
∑

i=1

yi
n

, zface =
n
∑

i=1

zi
n
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5. Υπολογίζεται η γωνία φ = ∠(yface, xface)

6. Τέλος υπολογίζονται οι ταχύτητες στις επιφάνειες εισόδου σε καρτεσιανές

συντεταγµένες

ux = −vθ � cos(θ)
uy = vθ � cos(θ)
Η z συνιστώσα ταχύτητας είναι ίδια σε κυλινδρικό και καρτεσιανό σύστηµα

συντεταγµένων.

Οι ταχύτητες αυτές τοποθετούνται στο ϕάκελο /0 και απεικονίζονται στο σχήµα

6.5

Σχήµα 6.5: ∆ιανύσµατα ταχυτήτων στην είσοδο

Ακολουθεί η επίλυση του ευθέος προβλήµατος (Direct) µε µοντέλο τύρβης (k-ω

SST). Οι οριακές συνθήκες που επιβλήθηκαν είναι οι παρακάτω:

Patches U p k ω nut

Inlet uin zerogradient 3,375 22500 0.00015

Outlet zerogradient 0 zerogradient zerogradient zerogradient

ggicyclic1 cyclicggi cyclicggi cyclicggi cyclicggi cyclicggi

ggicyclic2 cyclicggi cyclicggi cyclicggi cyclicggi cyclicggi

airfoil (0 0 0) zerogradient 1Ε-8 1Ε-8 0

HubAndShroud (0 0 0) zerogradient 1Ε-8 1Ε-8 0

Η ταχύτητα στην είσοδο είναι αποθηκευµένη στο αρχείο uin και ο αριθµός των

σειρών ισούται µε τον αριθµό των επιφανειών της εισόδου. Ο αριθµός Reynolds

ως προς τη χορδή ισούται µε Rec = 95.000. Το πλέγµα είναι κατάλληλο έτσι ώστε

να επιτρέπεται η χρήση ενός µοντέλου τύρβης χαµηλών αριθµών Reynolds µε µέσο

y+ = 0.4. Το ϱευστό ϑεωρείται αέρας µε συνεκτικότητα ν = 1.5 � 10−5m2

s
.
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Λύνεται το συζυγές πρόβληµα και εκτυπώνεται σε αρχείο η παράγωγος του

συναρτησιακού των απωλειών ολικής πίεσης. Το πρόγραµµα foam2LTT µετατρέπει

τη δοµή δεδοµένων πλέγµατος από OpenFOAM σε LTT και αποθηκεύει το

µετασχηµατισµένο πλέγµα σε δύο αρχεία case.nod και case.hyb.

Οι εξισώσεις του ευθέος και του συζυγούς προβλήµατος σε κάθε κύκλο

ϐελτιστοποίησης συγκλίνουν και ενδεικτικά ϕαίνονται παρακάτω η νόρµα-2 των

υπολοίπων των εξισώσεων.
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Σχήµα 6.6: Νόρµα-2 των υπολοίπων των εξισώσεων ευθέος και συζυγούς

προβλήµατος. -Αριστερά: ευθύ πρόβληµα. -∆εξιά : συζυγές πρόβληµα

Στη συνέχεια, αφού σαρωθούν οι κόµβοι από ολόκληρο το υπολογιστικό χωρίο,

αποθηκεύονται οι κόµβοι οι οποίοι έχουν logfr = 3, 13 κτλ.. Με ϐάση αυτούς

τους κόµβους, δηµιουργείται το επιφανειακό πλέγµα της αεροτοµής, καθώς και ένα

αρχείο στο οποίο αποθηκεύεται η αντιστοιχία των κόµβων του επιφανειακού και του

χωρικού πλέγµατος. Το επιφανειακό πλέγµα αποτελείται από 45 αεροτοµές στην

ακτινική διεύθυνση, και η καθεµία αποτελείται από 141 σηµεία. Γνωρίζοντας πλέον

την αντιστοιχία των κόµβων, δηµιουργείται η τοπική παράγωγος στους κόµβους

της αεροτοµής. Μιας και η παράγωγος ευαισθησίας έχει αρκετές υπερακοντίσεις,

για την αποφυγή δηµιουργίας αφύσικων πτερυγίων, οµαλοποιείται η παράγωγος

ευαισθησίας µε την επίλυση της εξίσωσης Laplace (εξίσωση 4.1) κατά µήκος

καθεµιάς εκ των 45 αεροτοµών.

Εξ αιτίας διαφόρων προβληµάτων που προκύπτουν στη ϐελτιστοποίηση

πτερυγώσεων στροβιλοµηχανών µε στόχο µόνο την µείωση απωλειών ολικής πίεσης,

τα οποία έχουν αναφερθεί σε προηγούµενα κεφάλαια, υπολογίζεται η παράγωγος

ευαισθησίας του περιορισµού του πάχους. Σε κάθε µία αεροτοµή, σε κάποιους

κόµβους τους οποίους τους επιλέγει ο χρήστης, υπολογίζεται η µικρότερη απόσταση

µε τους κόµβους της απέναντι πλευράς. Σύµφωνα µε αυτή, υπολογίζεται το

συναρτησιακό του πάχους και για να διαµοιραστεί η παράγωγος αυτή σε όλους τους

κόµβους, επιλύεται µια εξίσωση Laplace (4.1) µε µεγάλο συντελεστή οµαλοποίησης

ε.

Τέλος, σειρά έχει η απότοµη κάθοδος στην οποία γίνεται ανανέωση της
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γεωµετρίας του πλέγµατος µε ϐάση τις παραγώγους ευαισθησίας που έχουν

υπολογιστεί. Η αλλαγή των κόµβων πραγµατοποιείται µόνο ως προς την κάθετη

κατεύθυνση ( ~n normal διάνυσµα).

~bk+1 = ~bk − η1

[

δf

δb ∆pt
~nnormal

]

− η2

[

δf

δb wid
~nnormal

]

(6.1)

Σχήµα 6.7: Στατικές πιέσεις σε σταθερή πτερύγωση συµπιεστή που περιλαµβάνει 28

πτερύγια στον πρώτο κύκλο ϐελτιστοποίησης
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6.1.1 Αποτελέσµατα ευθέος και συζυγούς προβλήµατος για το

αρχικό πτερύγιο

Ακολουθούν εικόνες από τις µεταβλητές ϱοής του ευθέος και του συζυγούς

προβλήµατος για το αρχικό πτερύγιο σε µια τοµή του υπολογιστικού χωρίου.

Στο σχήµα 6.8 απεικονίζεται το µέτρο της ταχύτητας, η στατική πίεση και η

τυρβώδης συνεκτικότητα. Στα σχήµατα του µέτρου της ταχύτητας και της τυρβώδους

συνεκτικότητας παρατηρείται ο οµόρρους που δηµιουργείται στο σηµείο εκφυγής,

ενώ στο σχήµα της στατικής πίεσης παρατηρείται η Ϲώνη υποπίεσης στην πλευρά

υποπίεσης του πτερυγίου.

Σχήµα 6.8: Αποτελέσµατα ευθέος προβλήµατος του αρχικού πτερυγίου σε µια τοµή

του υπολογιστικού χωρίου.

-Πάνω: µέτρο ταχύτητας |v|, -Μέση: στατική πίεση p, -Κάτω: τυρβώδης

συνεκτικότητα νt
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Ακολουθούν τα αποτελέσµατα του συζυγούς προβλήµατος στα σχήµατα 6.9

και 6.10 για το αρχικό πτερύγιο. Στο σχήµα 6.9 απεικονίζεται το µέτρο της

συζυγούς ταχύτητας και η συζυγής πίεση. Από το σχήµα 6.9 ϕαίνεται να υπάρχουν

µεγάλες τιµές των συζυγών µεταβλητών στο κέντρο περίπου της πλευράς υποπίεσης.

Αποτέλεσµα αυτών των µεγάλων τιµών είναι και οι µεγάλες τιµές της παραγώγου

ευαισθησίας στην περιοχή αυτή στο σχήµα 6.10.

Σχήµα 6.9: Αποτελέσµατα συζυγούς προβλήµατος του αρχικού πτερυγίου σε µια

τοµή του υπολογιστικού χωρίου.

-Πάνω: µέτρο συζυγούς ταχύτητας |va|,
-Κάτω: συζυγής στατική πίεση pa.
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Σχήµα 6.10: Παράγωγος ευαισθησίας µείωσης απωλειών ολικής πίεσης στο αρχικό

πτερύγιο. Πάνω απεικονίζεται η παράγωγος στην πλευρά υποπίεσης και κάτω στην

πλευρά υπερπίεσης. Η κατεύθυνση της κίνησης των κόµβων του πτερυγίου ανά

κύκλο ϐελτιστοποίησης είναι αντίθετη από την κατεύθυνση της παραγώγου καθώς η

τελευταία πολλαπλασιάζεται µε αρνητικό συντελεστή (-η) σύµφωνα µε την εξίσωση

ανανέωσης γεωµετρίας της απότοµης καθόδου (εξίσωση 6.1).
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6.1.2 Αποτελέσµατα Βελτιστοποίησης

Στο σχήµα 6.11 απεικονίζονται οι µορφές των πτερυγίων που προέκυψαν µετά από

4 κύκλους ϐελτιστοποίησης, µε και χωρίς περιορισµούς πάχους, σε σχέση µε την

αρχική µορφή του πτερυγίου.

Σχήµα 6.11: -Πάνω: αρχική πτερύγωση, -Μέση: πτερύγωση µετά από

ϐελτιστοποίηση µε στόχο την µείωση ∆pt , -Κάτω: πτερύγωση µετά από

ϐελτιστοποίηση µε στόχο την µείωση ∆pt µε περιορισµούς πάχους.
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pt inlet pt outlet ∆pt %∆pt

Αρχική 495.99 402.13 93.86 -

∆pt 490.34 401.38 88.96 5.22

∆pt + πάχους 492.86 401.83 91.03 3.01

Τα αποτελέσµατα στον παραπάνω πίνακα δείχνουν ότι η ϐελτιστοποίηση του

πτερυγίου µε τη συνεχή συζυγή µέθοδο µείωσε τις απώλειες ολικής πίεσης. Στο

σχήµα 6.9 ϕαίνεται πόσο ϑα µειωθεί η συνάρτηση-κόστους, δηλαδή οι απώλειες

ολικής πίεσης σε περίπτωση που ο κόµβος κινηθεί προς το κάθετο διάνυσµα της

επιφάνειας. Τα αποτέλεσµατα µετά από 4 κύκλους ϐελτιστοποίησης δείχνουν ότι οι

απώλειες ολικής πίεσης µειώνονται κατά 5.22%, αλλά παράλληλα όπως ϕαίνονται

και στο σχήµα 6.11 µειώνεται αρκετά και το πάχος του πτερυγίου. Λαµβάνοντας

υπόψη το πάχος του πτερυγίου µε την εισαγωγή του συναρτησιακού του πάχους,

οι απώλειες ολικής πίεσης µειώνονται κατά 3.01%. Στο σχήµα 6.12 ϕαίνεται ότι η

µείωση απωλειών ολικής πίεσης οφείλεται κατά κύριο λόγο στη µείωση της Ϲώνης

αποκόλλησης της ϱοής στην γωνία της κεφαλής ποδός και της πλευράς υποπίεσης.
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Σχήµα 6.12: Ολική πίεση ptot. Αριστερά: σε µια επιφάνεια στο σηµείο εκφυγής

κάθετη στην κατεύθυνση της ϱοής. -∆εξιά : στην γωνία της πλευράς υποπίεσης και

του κελύφους ποδός.

-Πάνω: αρχική πτερύγωση,

-Μέση: πτερύγωση µετά από ϐελτιστοποίηση µε στόχο τη µείωση ∆pt ,

-Κάτω: πτερύγωση µετά από ϐελτιστοποίηση µε στόχο τη µείωση ∆pt µε

περιορισµούς πάχους.
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Ανακεφαλαίωση-Συµπεράσµατα

Η διπλωµατική αυτή εργασία είχε σκοπό την εφαρµογή των συζυγών

µεθόδων σε εφαρµογές στροβιλοµηχανών εµπλουτίζοντας υπάρχον λογισµικό της

ΜΠΥΡ∆&Β/ΕΘΣ όπου και όταν αυτό χρειάστηκε. Κύριοι άξονες της διπλωµατικής

είναι 4:

1. Η διατύπωση και η προσθήκη των περιορισµών του ελάχιστου επιτρεπόµενου

πάχους και της γωνίας στροφής στον ήδη υπάρχοντα κώδικα της συνεχούς

συζυγούς µεθόδου του ΜΠΥΡ∆&Β που έχει αναπτυχθεί σε παλαιότερη

διδακτορική διατριβή, στο ανοιχτό λογισµικό Υπολογιστικής Ρευστοδυναµικής,

OpenFOAM. Ο περιορισµός της στροφής της ϱοής προστέθηκε στον παλαιότερο

κώδικα συζυγών µεθόδων, καθώς αποτελεί ϱοϊκό περιορισµό, ενώ ο

περιορισµός του ελάχιστου επιτρεπόµενου πάχους υπολογίζεται εξωτερικά,

καθώς είναι γεωµετρικός περιορισµός και δεν επιφέρει υπολογιστικό κόστος.

2. ∆εύτερος άξονας είναι η γένεση πλέγµατος για 3∆ εφαρµογές στροβιλοµηχανών.

Εξελίχθηκε και γενικεύτηκε υπάρχοντας κώδικας του ΜΠΥΡ∆&Β µε σκοπό

να δηµιουργεί πυκνά πλέγµατα µε ορθογωνικό πλέγµα κοντά στα στερεά

τοιχώµατα. Το πλέγµα που δηµιουργεί, είναι κατάλληλο έτσι ώστε να

επιτρέπεται η χρήση ενός µοντέλου τύρβης χαµηλών αριθµών Reynolds µε

y+ < 1. Ο πλεγµατοποιητής είναι αρκετά γρήγορος λ.χ η γένεση πλέγµατος

διαρκεί 1 λεπτό για πλέγµα της τάξης των 500.000 κελιών.

3. Η οµαλοποίηση της παραγώγου ευαισθησίας µε επίλυση της εξίσωσης Laplace.

Η οµαλοποίηση της παραγώγου ευαισθησίας ήταν απαραίτητη µιας και στις

εφαρµογές της παρούσας διπλωµατικής δεν υπήρχε κάποια παραµετροποίηση.

4. Η ένταξη όλων των συνιστωσών σε µια αυτόµατη διαδικασία ϐελτιστοποίησης.

Η δυσκολία έγκειται στο γεγονός ότι χρησιµοποιήθηκαν πλεγµατοποιητές

του εργαστηρίου, οι οποίοι χειρίζονται δεδοµένα πλέγµατος σε µορφή LTT,

ενώ η επίλυση των εξισώσεων τόσο του ευθέος, τόσο και του συζυγούς

πραγµατοποιούνται στο OpenFOAM. Εποµένως, δηµιουργήθηκαν µια σειρά

από προγράµµατα (λ.χ. µετατροπείς δεδοµένων πλέγµατος, διαχείριση

73
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δεδοµένων) τα οποία είναι απαραίτητα για την πραγµατοποίηση κύκλων

ϐελτιστοποίησης.

Η συνεχής συζυγής µέθοδος µε περιορισµούς εφαρµόστηκε σε µία 2∆ αεροτοµή

πτερυγίου στοβίλου (ϐλ. κεφάλαιο 4) και σε ένα 3∆ πτερύγιο στροβίλου (ϐλ. κεφάλαιο

6). Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι µειώθηκαν οι απώλειες ολικής πίεσης µε και χωρίς

χρήση περιορισµών. Στην περίπτωση της 2∆ αεροτοµής, οι απώλειες ολικής πίεσης

χωρίς την χρήση περιορισµών µειώθηκαν κατά 12,46%, αλλά παράλληλα λέπτυνε

επικύνδυνα το πτερύγιο και µειώθηκε η στροφή της ϱοής κατά 0.6o. Στην περίπτωση

που χρησιµοποιήθηκαν οι περιορισµοί, όπως είναι ϕυσικό, η µείωση ήταν µικρότερη

καθώς η µείωση απωλειών ολικής πίεσης είναι αντίθετη στο πάχος του πτερυγίου

και στην στροφή της ϱοής. Συγκεκριµένα οι απώλειες µειώθηκαν κατά 4,75%, το

πάχος του πτερυγίου τηρήθηκε, καθώς και η στροφή της ϱοής µειώθηκε ελάχιστα

(0.2o). Στην περίπτωση του 3∆ πτερυγίου συµπιεστή οι απώλειες ολικής πίεσης

µειώθηκαν κατά 5.22% χωρίς περιορισµούς και 3.01% µε περιορισµό πάχους. Από

τα αποτελέσµατα η ϐελτιστοποίηση κρίνεται επιτυχηµένη καθώς η ϐελτιστοποίηση

δεν πραγµατοποιήθηκε µε κύριο γνώµονα µόνο την µείωση απωλειών ολικής πίεσης

αλλά δόθηκε ιδιαίτερη ϐάση σε προβλήµατα τα οποία διέπονται από ϱοϊκούς και

κατασκευαστικούς περιορισµούς. Το µεγάλο πλεονέκτηµα των συζυγών µεθόδων

σε σχέση µε άλλους µεθόδους ϐελτιστοποίησης ϕαίνεται από το γεγονός ότι όλοι οι

υπολογισµοί της παρούσας διπλωµατικής έγιναν σε ένα Laptop µε δύο πυρήνες (i5

M 460 2.53Ghz).

Ως µελλοντική εξέλιξη του αλγορίθµου προτείνεται η χρήση των συζυγών

µεταβλητών που προκύπτουν από την παραγώγιση της τυρβώδους συνεκτικότητας,

λογισµικό που υπάρχει ήδη στο ΜΠΥΡ∆&Β. Ακόµα προτείνεται η χρήση LES(Large

Eddy Simulation), DES(Detached Eddy Simulation) ή DNS(Direct Numerical

Simulation) µοντέλων τύρβης για περαιτέρω ακρίβεια στους υπολογισµούς. Τέλος,

προτείνεται η δοκιµή άλλης µορφής του συναρτησιακού του περιορισµού του πάχους

(λ.χ. περίµετρος ή εµβαδόν τµηµάτων αεροτοµής).



Παράρτηµα Αʹ

Πλέγµα OpenFoam - Πλέγµα LTT -

Foam2LTT Converter

Αʹ.1 Πλέγµα OpenFoam

Τα δεδοµένα πλέγµατος του OpenFoam ϐρίσκονται σε κάθε κατάλογο

case/constant/polymesh/ όπου κατάλογος case είναι η ονοµασία της εκάστοτε

περίπτωσης την οποία εξετάζει ο χρήστης. Τα δεδοµένα πλέγµατος είναι τα αρχεία

points, faces, owner, neighbour και boundary. Τα πλέγµατα του OpenFoam

είναι πάντα 3∆ και κάθε στοιχείο του πλέγµατος (points faces κτλ) γράφεται από µία

ϕορά.

• Το αρχείο points περιλαµβάνει τις καρτεσιανές συντεταγµένες των κόµβων του

πλέγµατος. Η µέτρηση των κόµβων αρχίζει από το µηδέν. ΄Αρα για παράδειγµα

οι συντεταγµένες του κόµβου 29 είναι γραµµένες στην 30 γραµµή.

• Το αρχείο faces περιλάµβανει όλες τις επιφάνειες όλων των κελιών (cells)

του πλέγµατος. Στην πρώτη σειρά γράφεται ο αριθµός των επιφανειών όλων

των κελιών και από κάτω ακολουθούν οι επιφάνειες γράφοντας πρώτα από

πόσους κόµβους αποτελείται η κάθε επιφάνεια και στη συνέχεια, ποιοι κόµβοι

την αποτελούν, οι οποίοι προέρχονται από το αρχείο points. Απαιτείται να

γράφονται πρώτα γράφονται οι εσωτερικές επιφάνειες µετά ακολουθούν οι

οριακές επιφάνειες δηλαδή αυτές που ϐρίσκονται στο όριο του πλέγµατος.

• Στο αρχείο owner γράφεται σε ποιό κελί ανήκει κάθε επιφάνεια. Στην πρώτη

σειρά γράφεται ο συνολικός αριθµός των επιφανειών ο οποίος είναι ίδιος µε

τον αντίστοιχο αριθµό στο αρχείο faces. Στη συνέχεια, γράφεται ο αριθµός του

κελιού στον οποίο ανήκει η κάθε επιφάνεια.

• Στο αρχείο neighbour γράφεται οι γειτνιάσεις κάθε επιφάνειας δηλαδή ποια

γειτονικά κελιά έχει κάθε επιφάνεια. ΄Ολες οι επιφάνειες έχουν γειτονικά

75
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κελιά εκτός από τις οριακές επιφάνειες. ΄Αρα στην πρώτη σειρά γράφεται το

σύνολο των επιφανειών οι οποίες έχουν γείτονες, όπου πρακτικά ο αριθµός

αυτός ισούται µε τον αριθµο των εσωτερικών επιφανειών. Στη συνέχεια,

ακολουθούν τα κελιά τα οποία είναι γείτονες στην κάθε επιφάνεια. Εποµένως,

σε ένα πλέγµα δύο κελιών, τα οποία έχουν µία κοινή επιφάνεια, στο αρχείο

owner ϑα γραφτεί ο αριθµός 1 και στο αρχείο neighbour ο αριθµός 2 για την

συγκεκριµένη επιφάνεια εφόσον αυτή ανήκει στο κελί µε αριθµό 1.

• Τέλος στο αρχείο boundary δηµιουργούνται τα λεγόµενα patches δηλαδή

οµάδες επιφανειών στις οποίες ο χρήστης ϑέλει να απαιτήσει κάποια οριακή

συνθήκη. Στην πρώτη σειρά γράφεται το σύνολο των patches και ακολουθούν

τα ονόµατα, το είδος των οριακών συνθηκών, η επιφάνεια εκκίνησης και

το σύνολο επιφανειών των patches. Τέτοιες οµάδες είναι λ.χ. για είσοδο

ϱοής, έξοδο, τοίχο, συµµετρία κτλ. Ακόµη, για το λόγο ότι το OpenFoam

είναι τρισδιάστατος επιλύτης, για επίλυση διδιάστατης ϱοής απαιτείται πλέγµα

πάχους ενός κελιού δηλαδή στην ουσία 3∆ αλλά µε οριακή συνθήκη empty.

Ακολουθεί ένα απλό παράδειγµα πλέγµατος µε δύο κελιά

Σχήµα Αʹ.1: Παράδειγµα πλέγµατος Openfoam δύο εξαέδρων µε το κελί µε αριθµό

0 να αποτελείται από τους κόµβους (0 1 2 3 4 5 6 7) και το κελί µε αριθµό 1 να

αποτελείται από τους κόµβους (1 8 9 3 5 10 11 7). Η αριστερή επιφάνεια (0 4 6 2)

ϑεωρείται είσοδος ϱοής,η δεξιά (8 9 11 10) έξοδος ϱοής ενώ όλες οι άλλες οριακές

επιφάνειες ϑεωρούνται ότι διαµορφώνουν τα στερεά τοιχώµατα
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points faces owner neighbour boundary

12 11 11 1 3

( ( ( ( (

(0 0 0) 4(1 3 7 5) 0 1 inlet

(1 0 0) 4(0 4 6 2) 0 ) {

(0 1 0) 4(8 9 11 10) 1 type patch;

(1 1 0) 4(0 2 3 1) 0 nFaces 1;

(0 0 1) 4(4 5 7 6) 0 startFace 1;

(1 0 1) 4(1 3 9 8) 1 }

(0 1 1) 4(5 10 11 7) 1 outlet

(1 1 1) 4(2 6 7 3) 0 {

(2 0 0) 4(3 7 11 9) 1 type patch;

(2 1 0) 4(0 1 5 4) 0 nFaces 1;

(2 0 1) 4(1 8 10 5) 1 startFace 2;

(2 1 1) ) ) }

) walls

{

type patch;

nFaces 8;

startFace 3;

}

)

΄Οπως ϕαινεται στο παραπάνω παράδειγµα στο αρχείο points γράφονται οι

καρτεσιανές συντεταγµένες των 12 σηµείων του πλέγµατος σε µέτρα µετρούµενα από

το 0, δηλαδή το πρώτο σηµείο είναι το 0 και το τελευταίο είναι το 11. Στο αρχείο faces

γράφονται από µία όλες οι επιφάνειες µε πρώτη επιφάνεια την εσωτερική και µετά

όλες τις οριακές. Στο αρχείο owner γράφεται σε ποιο κελί ανήκει κάθε επιφάνεια,

η πρώτη επιφάνεια η οποία είναι και η µόνη εσωτερική ανήκει στο κελί 0 αλλά έχει

γειτονικό κελί το κελί 1 από το αρχείο neighbour. Στο αρχείο boundary γράφονται

οι οριακές συνθήκες οι οποίες ϑέλει να επιβάλλει ο χρήστης. Από την επιφάνεια 1

(nstartface) µέχρι και για επιπλέον 1 (nfaces) επιφάνειες επιβάλλεται είσοδος ϱοής

κτλ.
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Αʹ.2 Πλέγµα LTT

Τα δεδοµένα πλέγµατος που είναι συµβατά µε τους κώδικες αριθµητικής πρόλεξης

πεδίων ϱοής που έχει αναπτύξει το Εργαστήριο Θερµικών Στροβιλοµηχανών (Ltt)

είναι τοποθετηµένα σε δύο αρχεία.

Στο πρώτο αρχείο, το οποίο έχει κατάληξη .nod γράφεται στην πρώτη γραµµή

το πλήθος των κόµβων. Στη συνέχεια, γράφονται ακέραιοι αριθµοί-labels (logfr

στην ορολογία του επιλύτη της ϱοής) όλων των κόµβων οι οποίες προσδιορίζουν αν

ο κόµβος είναι εσωτερικός (logfr=0), περιοδικός (logfr=1), συµµετρικός (logfr=2),

τοίχος (logfr=3), είσοδος (logfr=4) ή έξοδος (logfr=5). Ακολουθούν όλες οι

συντεταγµένες όλων των κόµβων, πρώτα κατά x, µετά οι συντεταγµένες κατά y και

τέλος οι συντεταγµένες κατά z.

Στο δεύτερο αρχείο, το οποίο έχει την ίδια ϱίζα ονόµατος και είτε έχει κατάληξη

.ele αν το πλέγµα αποτελείται µόνο από τετράεδρα είτε .hyb σε οποιαδήποτε άλλη

περίπτωση, γράφεται η συνδεσµολογία των κόµβων του πλέγµατος µε την οποία

ϕτιάχνονται όλα τα κελιά (cells ή elements) του πλέγµατος τα οποία µπορεί να

είναι τετράεδρα, πυραµίδες, πρίσµατα ή εξάεδρα. Στην πρώτη γραµµή γράφεται

ο αριθµός των τετραέδρων, πυραµίδων, πρισµάτων και εξαέδρων και όσα από

αυτά δεν υπάρχουν, δηλώνονται µε µηδενικό πλήθος. Στη συνέχεια, ακολουθούν

µε την ίδια σειρά η συνδεσµολογία των κόµβων µε την οποία δηµιουργούνται τα

elements. Η µέτρηση των κόµβων αρχίζει από το 1.

Στο σχήµα Αʹ.2 ϕαίνονται οι κανόνες συνδεσµολογίας των κόµβων:

Στα τετράεδρα πρέπει (
−→
14×−→

12) �
−→
13 > 0

Στις πυραµίδες πρέπει (
−→
15 ×−→

12) �
−→
14 > 0

Στα πρίσµατα πρέπει (
−→
14×−→

12) �
−→
13 > 0

Στα εξάεδρα πρέπει (
−→
15×−→

12) �
−→
14 > 0

Ακόµη στα πρίσµατα πρέπει ο κόµβος 4 να ϐρίσκεται απέναντι από τον 1 και στα

εξάεδρα ο κόµβος 5 να ϐρίσκεται απέναντι από τον κόµβο 1
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Τοπολογία πλέγµατος LTT

Σχήµα Αʹ.2: Τοπολογία κόµβων πλέγµατος LTT για τετράεδρα (πάνω αριστερά),

πυραµίδες (πάνω δεξιά), πρίσµατα (κάτω αριστερά), εξάεδρα (κάτω δεξιά)
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Παράδειγµα πλέγµατος µε 2 εξάεδρα στο οποίο η αριστερή επιφάνεια

ορίζεται ως είσοδος, η δεξιά ως έξοδος και όλες οι άλλες οριακές επιφάνειες

ως διαµορφώσεις τοίχου.

Σχήµα Αʹ.3: -µαύρη/(έντονη) αρίθµηση: ταυτότητα κόµβων -κόκκινη/(ασθενής)

αρίθµηση: logfr κόµβων

case.nod

12

34 3 34 3 34 3 34 3 35 35 35 35

0 1 0 1 0 1 0 1 2 2 2 2

0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0

0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1

case.hyb

0 0 0 2

6 8 4 2 5 7 3 1

11 12 10 9 6 8 4 2
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Αʹ.3 Μετατροπέας Πλέγµατος από OpenFoam σε LTT

- foam2LTT Converter

Η µετατροπή του πλέγµατος από OpenFoam σε LTT πραγµατοποιήθηκε σε

πρόγραµµα το οποίο δηµιουργήθηκε σε γλώσσα προγραµµατισµού fortran και

περιγράφεται στον παρακάτω αλγόριθµο

1. ∆ιαβάζονται και αποθηκεύονται σε πίνακες όλα τα δεδοµένα πλέγµατος από

τα αρχεία του OpenFoam, δηλαδή από τα points, faces, neighbour, owner,

boundary.

2. Από το αρχείο neighbour και owner δηµιουργούνται όλα τα κελιά µε ϐάση

τις επιφάνειες τις οποίες τα αποτελούν. Αρχικά, σαρώνονται ΄ταυτότητες΄ των

επιφανειών (owners) οι οποίες δείχνουν σε πιο κελί ανήκει κάθε επιφάνεια

και µε ϐάση αυτές δηµιουργείται πίνακας στον οποίο αποθηκεύονται ποιές

επιφάνειες αποτελούν κάθε κελί(cell). ΄Οµως, αρκετά κελιά δεν έχουν

σχηµατιστεί πλήρως γιατί λ.χ. η κοινή επιφάνεια δύο γειτονικών κελιών έχει

µία µόνο ταυτότητα η οποία δείχνει το κελί στο οποίο ανήκει δηλαδή για

παράδειγµα στο σχήµα Αʹ.1 η επιφάνεια 0 αποτελούµενη από τους κόµβους (1

3 7 5) δίνεται ταυτότητα owner 0. ΄Αρα το κελί µε αριθµό 1 δεν έχει σχηµατιστεί

πλήρως. Για αυτό το λόγο, σαρώνονται οι ταυτότητες των επιφανειών των

γειτονικών κελιών (neighbour) και προστίθονται στον ίδιο όπως και πριν

πίνακα. Πλέον όλα τα κελιά του πλέγµατος έχουν δηµιουργηθεί πλήρως µε

ϐάση τις επιφάνειες.

3. Γνωρίζοντας από τον παραπάνω πίνακα όλες τις επιφάνειες οι οποίες αποτελούν

κάθε κελί, δηµιουργείται πίνακας ο οποίος δείχνει το είδος κάθε κελιού δηλαδή

αν είναι τετράεδρο, πυραµίδα, πρίσµα, εξάεδρο. Σε περίπτωση ενός κελιού το

οποίο έχει αριθµό επιφανειων ίσο µε 4 ή 6, αυτό αναγνωρίζεται µε τετράεδρο ή

εξάεδρο αντίστοιχα . Σε περίπτωση ενός κελιού µε αριθµό επιφανειών ίσο µε 5

πραγµατοποιείται σάρωση των σηµείων αυτών των επιφανειών και αν υπάρχει

µία µόνο επιφάνεια µε αριθµό κόµβων ίσο µε 4 τότε αυτό το κελί αναγνωρίζεται

ως πυραµίδα. Σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση τα κελιά αναγνωρίζονται ως

πρίσµατα.

4. Ακολουθεί η δηµιουργία ταυτοτήτων είδους οριακών συνθηκών (logfr) στους

κόµβους. Για να αναγνωρίσει το πρόγραµµα τις οριακές συνθήκες από το

OpenFoam πρέπει η ονοµασία των επιφανειών να έχει ως εξής :

είσοδος → inlet

εξοδος → outlet

περιοδικές επιφάνειες → periodic

επιφάνειες τοίχου → Walls

συµµετρικές επιφάνειες → symmetry
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Στην αρχή του προγράµµατος οι ταυτότητες οριακών συνθηκών όλων των

κόµβων του πλέγµατος ϑεωρούνται 0. Στη συνέχεια, σαρώνονται οι κόµβοι των

περιοδικών επιφανειών οι οποίες είναι ήδη γνωστές από το αρχείο boundary

και επιβάλλεται logfr=1. Ακολουθούν οι κόµβοι των συµµετρικών επιφανειών

στους οποίους επιβάλλεται logfr=2. Σε περίπτωση που ένας κόµβος έχει

ήδη οριστεί ως περιοδικός και σαρωθεί και ως συµµετρικός τότε επιβάλλεται

logfr=12. ∆ηλαδή προκύπτει απο τον τύπο:

logfr=10*logfr+ilogfr

Αυτοί οι κόµβοι είναι γωνιακοί δηλαδή κοινοί κόµβοι δύο επιφανειών οι οποίες

διαφορετικές οριακές συνθήκες. Η ίδια διαδικασία πραγµατοποιείται και για

τα άλλα logfr. Επίσης υπάρχουν έλεγχοι οι οποίοι απαγορεύουν την σάρωση

ενός κόµβου πάνω από µία ϕορά για ένα logfr (λχ απαγορεύεται logfr=122).

5. Ακολουθεί η δηµιουργία των κελιών µε ϐάση τους κόµβους. Αρχικά γίνεται

ανακατάταξη των κόµβων των επιφανειών έτσι ώστε να έχουν όλες την ίδια

ϕορά(αριστερόστροφα ή δεξιόστροφα). Στη συνέχεια, γίνεται επιλογή των

κόµβων των επιφανειών οι οποίες ανήκουν σε καθε κελί. ΄Εχοντας ήδη ϕτιάξει

τα κελιά σύµφωνα µε τις επιφάνιες και ξέροντας τους κόµβους τους οποίους

αποτελούν την καθεµία, γίνεται επιλογή κόµβων οι οποίοι αποτελούν κάθε

κελί έτσι ώστε να µην διπλογραφούν κόµβοι. Η διαδικασία αυτή διαφέρει

ανάλογα µε το είδος του κάθε κελιού. Στα τετράεδρα, πρώτα επιλέγεται η

πρώτη επιφάνεια του κελιού όπου γράφονται κόµβοι της και, στη συνέχεια,

σαρώνονται όλοι οι κόµβοι των άλλων επιφανειών οι οποίες ανήκουν στο κελί

µέχρι να ϐρεθεί διαφορετικός από αυτούς οι οποίοι έχουν ήδη αποθηκευτεί.

Στις πυραµίδες, η διαδικασία είναι ίδια µε τα τετράεδρα µε τη διαφορά ότι

η πρώτη επιφάνεια που επιλέγεται είναι αυτή που αποτελείται από τέσσερις

κόµβους. Στα πρίσµατα, αποθηκεύονται οι κόµβοι των επιφανειών οι οποίες

αποτελούνται από τρεις κόµβους. Στα εξάεδρα, αποθηκεύονται οι κόµβοι δύο

τυχαίων άπέναντι΄ επιφανειών οι οποίες ανήκουν στο κελί.

6. ΄Εχοντας αποθηκεύσει τους κόµβους µε τους οποίους αποτελείται κάθε κελί,

ακολουθεί η ανακατάταξή τους µε κριτήριο την τήρηση της τοπολογίας

δεδοµένων πλέγµατος LTT. Η διαδικασία αυτή διαφέρει ανάλογα µε το είδος

του κάθε κελιού. ΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα Αʹ.2 οι κόµβοι 4 σε πρίσµατα

και 5 σε εξάεδρα πρέπει να ϐρίσκονται απέναντι από τον κόµβο 1. ΄Ετσι στα

πρίσµατα γίνεται ανακατάταξη των κόµβων µέχρι οι κόµβοι 1-2-4-5 να ανήκουν

σε κάποια επιφάνεια, ενώ στα εξάεδρα γίνεται ανακατάταξη κόµβων µέχρι οι

κόµβοι 1-2-5-6 να ανήκουν σε κάποια επιφάνεια.

7. Τέλος, τα κελιά δεν πρέπει να έχουν άρνητικό΄ όγκο. Αυτό πραγµατοποιείται

µε τον ακόλουθο τρόπο:

Στα τετράεδρα πρέπει (
−→
14 ×−→

12) �
−→
13 > 0

Σε αντίθετη περίπτωση πραγµατοποιείται εναλλαγή κόµβων 2 µε 3

Στις πυραµίδες πρέπει (
−→
15×−→

12) �
−→
14 > 0

Σε αντίθετη περίπτωση πραγµατοποιείται εναλλαγή κόµβων 2 µε 3
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Στα πρίσµατα πρέπει (
−→
14 ×−→

12) �
−→
13 > 0

Σε αντίθετη περίπτωση πραγµατοποιείται εναλλαγή κόµβων 1,2,3 µε 4,5,6

αντίστοιχα

Στα εξάεδα πρέπει (
−→
15 ×−→

12) �
−→
14 > 0

Σε αντίθετη περίπτωση πραγµατοποιείται εναλλαγή κόµβων 1,2,3,4 µε 5,6,7,8

αντίστοιχα

΄Εχοντας πραγµατοποιήσει τους παραπάνω ελέγχους πλέον η τοπολογία είναι η

σωστή και γράφονται στα αρχεία case.nod και case.ele ή case.hyb τα δεδοµένα

πλέγµατος LTT
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Παράρτηµα Βʹ

Εργαλείο CreatePatch για διόρθωση

περιοδικών επιφανειών

Το εργαλείο createPatch διορθώνει την σειρά αποθήκευσης των περιοδικών

επιφανειών έτσι ώστε να µπορεί να τις διαχειριστεί το OpenFoam. Ακολουθεί

παρακάτω το αρχείο createPatchDict το οποίο τοποθετείται στον κατάλογο

/case/system/, στο οποίο ο χρήστης δίνει τις επιλογές διόρθωσης. Ακολουθεί ένα

παράδειγµα αρχείου createPatchDict, το οποίο χρησιµοποιήθηκε στην εφαρµογή

του διδιάστατου στροβίλου. Με τις παρακάτω επιλογές, το εργαλείο createPatch

παίρνει το υπάρχον patch µε όνοµα periodic2 µε τύπο (type) απλό (patch), και

το αντικαθιστά µε ένα άλλο patch µε ονοµασία periodic και µε τύπο cyclic, µε

σωστή σειρά αποθήκευσης των περιοδικών επιφανειών για να τις διαχειριστεί σωστά

το OpenFOAM.

FoamFile

{

version 2.0;

format ascii;

class dictionary;

object createPatchDict;

}

// * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * //

// Tolerance used in matching faces. Absolute tolerance is span of

// face times this factor. To load incorrectly matches meshes set this

// to a higher value.

matchTolerance 1E-3;

// Do a synchronisation of coupled points after creation of any patches.

pointSync true;
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// Patches to create.

patches

(

{

// Name of new patch

name periodic;

// Type of new patch

dictionary

{

type cyclic;

}

//name of patches

constructFrom patches;

patches (periodic2);

}

);



Παράρτηµα Γʹ

Λειτουργία OpenFOAM

Για την λειτουργία του OpenFOAM στις εφαρµογές της παρούσας διπλωµατικής,

είναι απαραίτητοι οι κατάλογοι $/0, $/constant, $/system µέσα στο όνοµα της

εκάστοτε περίπτωσης $/case.

• Η αρχικοποίηση καθώς και οι οριακές συνθήκες των µεταβλητών ϱοής (/U, /p,

/k, /ω, /νt) του προβλήµατος περιέχονται στον κατάλογο $/0,

• Ο κατάλογος $/constant περιέχει κάποιους παράµετρους οι οποίοι µένουν

σταθεροί κατά την διάρκεια επίλυσης των εξισώσεων ϱοής. Συγκεκριµένα,

περιέχει :

1. ένα αρχείο /transportProperties στο επιλέγονται οι ιδιότητες του

ϱευστού όπως η συνεκτικότητα ν,

2. ένα αρχείο µε όνοµα /RASProperties αν το µοντέλο τύρβης που ϑα

χρησιµοποιηθεί είναι RAS (Reynolds-Averaged Simulation)

3. ένας κατάλογος µε όνοµα $/polymesh στο οποίο υπάρχουν τα δεδοµένα

πλέγµατος /boundary, /owner κτλ.

• Ο κατάλογος $/system περιέχει τα αρχεία /controlDict, /fvSchemes,

/fvSolution, /decomposeParDict, /createPatch

1. Στο αρχείο controlDict υπάρχουν επιλογές σχετικά µε τον χρόνο έναρξης

επίλυσης ϱοής, χρονικό ϐήµα, αριθµό αποθήκευσης κτλ

2. Στο αρχείο /fvSchemes επιλέγονται τα σχήµατα διακριτοποίησης όρων

των εξισώσεων ϱοής

3. Στο αρχείο /fvSolution επιλέγονται οι επιλύτες των εξισώσεων ϱοής

καθώς και παράµετροι χαλάρωσης των µεταβλητών ϱοής

4. Στο αρχείο /decomposeParDict επιλέγονται παράµετροι µε τους

οποίους η ϱοή λύνεται σε παράλληλους επεξεργαστές
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88 γʹ. Λειτουργία OpenFOAM

Σχήµα Γʹ.1: Γενική µορφή καταλόγων και αρχείων σε µια τυπική περίπτωση

OpenFOAM



Παράρτηµα ∆ʹ

Αποδείξεις σχέσεων 3.45, 3.46, 3.55

και 3.56

∆ʹ.1 Απόδειξη των οριακών συνθηκών 3.45 και 3.46

Οι παρακάτω αποδείξεις έχουν αποδειχτεί σε προηγούµενες διδακτορικές διατριβές

του ΜΠΥΡ∆&Β/ΕΘΣ των ∆.Παπαδηµητρίου([2]), Α.Ζυµάρη([1]) και για λογους

πληρότητας ακολουθούν οι αποδείξεις.

Η οριακή συνθήκη 3.45, προέκυψε από την απαίτηση µηδενισµού του

συντελεστή φ2. Η συνθήκη 3.46 µηδενισµού της εφαπτοµενικής συζυγούς ταχύτητας

αποδεικνύεται παρακάτω.

Ισχύει ότι

φ1,ij
∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

= ν
(

u〈n〉ni+u〈t〉ti
)

nj

∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

= νuknkninj

∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

+ νuktktinj

∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

(∆ʹ.1)

Ο πρώτος όρος του δεξιού µέλους ισούται µε µηδέν, αφού

νuknkninj

∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

= νuknk

∂

∂bm

[(

∂vi
∂xj

nj

)

ni+

(

∂vj
∂xi

ni

)

nj

]

=2νuknk

∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

njni

)

=2νuknk

∂

∂bm

(

∂v〈n〉
∂n

)

=−2νuknk

∂

∂bm

(

∂v〈t〉
∂t

)

= 0 (∆ʹ.2)

µιας και η κλίση
∂v〈t〉

∂t
της εφαπτοµενικής ταχύτητας κατά την εφαπτοµενική

κατεύθυνση, στην είσοδο του χωρίου, είναι ανεξάρτητη των bm. Σηµειώνεται ότι,
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προηγουµένως χρησιµοποιήθηκε η εξίσωση της συνέχειας

∂vj
∂xj

=
∂

∂xj

(

v〈n〉nj + v〈t〉tj
)

≃ ∂v〈n〉
∂n

+
∂vk〈t〉
∂tk

= 0

Εποµένως, για να ισχύει η 3.43, αρκεί να µηδενιστεί ο δεύτερος όρος του δεξιού

µέλους της εξίσωσης ∆ʹ.1. Αυτό εξασφαλίζεται µε την απαίτηση να ισχύει

uktk = 0 (∆ʹ.3)

δηλαδή το µηδενισµό της εφαπτοµενικής ταχύτητας.

∆ʹ.2 Απόδειξη των οριακών συνθηκών 3.55 και 3.56

Οι συνθήκες 3.55 και 3.56 δίνουν φ2 = 0 (απαλοιφή του δεύτερου ολοκληρώµατος

της έκφρασης 3.53). Αρκεί, εποµένως, να αποδειχτεί ότι οι παραπάνω συνθήκες

αρκούν για την απαλοιφή και του όρου ∂
∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

στο τρίτο ολοκλήρωµα της

έκφρασης 3.53. Εφαρµόζοντας τις παραπάνω συνθήκες, ο σχετικός όρος γράφεται

ως εξής

φ1,ij
∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

=ν
∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

uinj = νu〈n〉
∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

ninj

=−ν
∂FSW

∂p

∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

ninj

=−ν
∂FSW

∂p

δ

δbm

[(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

ninj

]

+ ν
∂FSW

∂p

∂

∂xk

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

δxk

δbn
ninj

+ν
∂FSW

∂p

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

δ (ninj)

δbm
(∆ʹ.4)

Επίσης ισχύει ότι

δ

δbm

[(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

ninj

]

= 0 (∆ʹ.5)

Η απόδειξη της εξίσωσης ∆ʹ.5 παρουσιάζεται στην αµέσως επόµενη παράγραφο.

Από την έκφραση ∆ʹ.4 αποµένουν, εποµένως, οι όροι

φ1,ij
∂

∂bm

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

=−ν
∂FSW

∂p

∂

∂xk

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

ninj

+ν
∂FSW

∂p

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

δ (ninj)

δbm
(∆ʹ.6)

οι οποίοι εµφανίζονται στην τελική έκφραση των παραγώγων ευαισθησίας.
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Απόδειξη σχέσης ∆ʹ.5

Από την εξίσωση της συνέχειας, εξίσωση 3.1, εκφράζοντας το διάνυσµα της

ταχύτητας στο οριόδετο σύστηµα συντεταγµένων, έχουµε ότι

∂vj
∂xj

=
∂

∂xj

(

v〈n〉nj + vk〈t〉t
k
j

)

= 0 (∆ʹ.7)

Από την εξίσωση ∆ʹ.7 για το συνεκτικό ϱευστό, όπου ισχύει vi = v〈n〉 = vk〈t〉 = 0, η

εξίσωση της συνέχειας λαµβάνει, στο οριόδετο σύστηµα τη µορφή

∂v〈n〉
∂n

+
∂vk〈t〉
∂tk

= 0 (∆ʹ.8)

Λόγω του ότι η εφαπτοµενική παράγωγος
∂vk

〈t〉

∂tk
στο στερεό τοίχωµα είναι προφανώς

ίση µε µηδέν (αφού εκεί vk〈t〉 = 0), η εξίσωση ∆ʹ.8 γίνεται

∂v〈n〉
∂n

= 0 (∆ʹ.9)

Κατά συνέπεια, ο όρος ∆ʹ.5 λαµβάνει τη µορφή

ν

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

ninj = ν

[

∂ (vini)

∂xj

nj +
∂ (vjnj)

∂xi

ni

]

= 2ν
∂v〈n〉
∂n

= 0 (∆ʹ.10)

και κατά συνέπεια και η µεταβολή της είναι µηδενική.
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