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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

 

Οη κεραληθνί ζηηο βηνκεραλίεο παξαγσγήο ρξεζηκνπνηνχλ πεηξάκαηα επηηαρπλφκελεο 

δηαθνπήο εδψ θαη πνιιέο δεθαεηίεο, ψζηε λα κπνξέζνπλ λα πάξνπλ αμηφπηζηε πιεξνθνξία 

γξήγνξα. Ζ αλάγθε λα επεθηείλνπκε καδί ηνλ ρξφλν θαη ηηο επηηαρπλφκελεο κεηαβιεηέο 

απαηηεί γεληθά ηελ ρξήζε πιήξσο παξακεηξηθψλ κνληέισλ. Σα ηειεπηαία 30 ρξφληα έρνπλ 

αλαπηπρζεί ζηαηηζηηθέο κέζνδνη γηα ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ αμηνπηζηίαο απφ δεδνκέλα 

θζνξάο. ΋ηαλ κία θαηάιιειε κεηαβιεηή θζνξάο κπνξεί λα κεηξεζεί, ηα δεδνκέλα θζνξάο, 

φηαλ αλαιχνληαη ζσζηά, κπνξνχλ λα πξνζθέξνπλ πεξηζζφηεξε πιεξνθνξία επεηδή ππάξρνπλ 

πνζνηηθέο κεηξήζεηο γηα φιεο ηηο κνλάδεο (φρη κφλν απηέο πνπ απέηπραλ). Γεδνκέλνπ φηη 

πνιιέο ζπζθεπέο απνηπγράλνπλ ιφγσ ηεο θζνξάο, ε δηαδηθαζία θζνξάο είλαη θάπνην είδνο 

ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο. 

΢ην πξψην θεθάιαην εηζάγεηαη ε έλλνηα ηεο θζνξάο ησλ δεδνκέλσλ αμηνπηζηίαο θαη 

αλαθέξνληαη επηγξακκαηηθά, θάπνηεο δηαδηθαζίεο θζνξάο. ΢ην δεχηεξν θεθάιαην 

κειεηάηαη ε κνληεινπνίεζε ηεο θζνξάο κέζσ ησλ δηαδηθαζηψλ Wiener θαη Markov. 

΢ην ηξίην θεθάιαην κειεηάηαη ε δηαδηθαζία Γάκκα. Σν επφκελν θεθάιαην αλαιχεη ηα 

κνληέια θζνξάο κε ζπκκεηαβιεηέο θαη ηελ αλάιπζε παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ.   

΢ην πέκπην θεθάιαην παξαηίζεληαη νη κέζνδνη γηα ηηο δνθηκαζίεο επηηαρπλφκελεο 

δηαθνπήο. ΢ην έθην θαη ηειεπηαίν θεθάιαην αθνινπζνχλ ηξία παξαδείγκαηα θαη 

εθαξκφδνληαη νη παξαπάλσ κέζνδνη γηα ηελ ζηαηηζηηθή αλάιπζή ηνπο.       
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ABSTRACT 

Engineers in the manufacturing industries have used accelerated test (AT) experiments for 

many decades, in order to acquire reliability information quickly. The need to extrapolate in 

both time and the accelerating variables generally necessitates the use of fully parametric 

models.  

The past 30 years have seen the development of statistical methods for obtaining results for 

reliability from degradation data. When an appropriate degradation variable can be measured, 

degradation data, when properly analyzed, can provide much more information because there 

are quantitative measurements on all units (not just those that failed).  Since many devices fail 

because of degradation, the degradation process is some type of stochastic process. 

 

The first chapter introduces the meaning of the degradation of reliability data and some 

degradation procedures are referenced briefly. In the second chapter the modeling of the 

degradation is studied through the Wiener and Markov procedures. The third chapter 

introduces Gamma procedure. The next chapter analyzes degradation models with 

covariates and the threshold regression.  

 

Methods for the accelerated life tests are presented in the fifth chapter. In the sixth and final 

chapter, three examples are described and all the previous methods are applied in their 

statistical analysis. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1
ν
 

Αμηνπηζηία : Μνληέια δηάξθεηαο δσήο γηα ηελ 

θζνξά 

1.1 Γεληθά 

Οη αιιαγέο ζηελ ηερλνινγία είραλ θαη ζα ζπλερίζνπλ λα έρνπλ ηζρπξή επίδξαζε ζε αιιαγέο 

ζηνλ ηνκέα ηεο ζηαηηζηηθήο αμηνιφγεζεο ησλ δεδνκέλσλ αμηνπηζηίαο. Απηέο νη αιιαγέο 

πεξηιακβάλνπλ πςειφηεξα επίπεδα νινθιήξσζεο ζε ειεθηξνληθέο ζπζθεπέο, βειηηψζεηο 

ζηελ ηερλνινγία κέηξεζεο θαη ηελ αλάπηπμε αηζζεηήξσλ θαη έμππλσλ ηζηπ ζε πεξηζζφηεξα 

πξντφληα, δξακαηηθή αχμεζε ηεο ππνινγηζηηθήο ηζρχνο θαη ηεο ηερλνινγίαο απνζήθεπζεο, 

ηελ αλάπηπμε λέσλ, ηζρπξψλ ζηαηηζηηθψλ κεζφδσλ γηα γξαθηθά ζπκπεξάζκαηα, ηνλ 

πεηξακαηηθφ ζρεδηαζκφ θαη ηνλ ζρεδηαζκφ ειέγρσλ αμηνπηζηίαο. Οη κεραληθνί ζηηο 

βηνκεραλίεο παξαγσγήο ρξεζηκνπνηνχλ πεηξάκαηα επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο εδψ θαη πνιιέο 

δεθαεηίεο (Meeker, 2010). Ο ζθνπφο ησλ πεηξακάησλ επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο είλαη λα 

πάξνπλ αμηφπηζηε πιεξνθνξία γξήγνξα. Κνκκάηηα δνθηκήο ελφο πιηθνχ, ζπζηαηηθά, 

ππνζπζηήκαηα ή νιφθιεξα ζπζηήκαηα ππφθεηληαη ζε κεγαιχηεξα απφ ηα ζπλεζηζκέλα 

επίπεδα κίαο ή πεξηζζφηεξσλ επηηαρπλφκελσλ κεηαβιεηψλ, φπσο  ε ζεξκνθξαζία ή ε πίεζε. 

Έπεηηα ηα απνηειέζκαηα ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα πξνβιέςνπλ ηελ δηάξθεηα δσήο ησλ 

κνλάδσλ ζε ζπλεζηζκέλεο ζπλζήθεο. Ζ παξέθηαζε επηβεβαηψλεηαη (ζσζηά ή ιάζνο) απφ ηε 

βάζε ησλ θπζηθά θηλνχκελσλ κνληέισλ ή απφ ην ζπλδπαζκφ ελφο εκπεηξηθνχ κνληέινπ 

πξνζαξκνζκέλν κε κία ηθαλνπνηεηηθή πνζφηεηα πξνεγνχκελεο εκπεηξίαο ζε πεηξάκαηα κε 

παξφκνηεο κνλάδεο. Ζ αλάγθε λα επεθηείλνπκε καδί ηνλ ρξφλν θαη ηηο επηηαρπλφκελεο 

κεηαβιεηέο απαηηεί γεληθά ηελ ρξήζε πιήξσο παξακεηξηθψλ κνληέισλ.  

 

Οη θαηαζθεπαζηέο ζηηο κέξεο καο δέρνληαη κεγάιε πίεζε γηα λα εμειίμνπλ λέα, θαιχηεξεο 

ηερλνινγίαο πξντφληα ζε ρξφλν ξεθφξ, ελψ παξάιιεια ζέινπλ βειηίσζε ηεο 

παξαγσγηθφηεηαο, ηεο αμηνπηζηίαο ζηνλ ηνκέα ησλ πξντφλησλ θαη ηεο ζπλνιηθήο πνηφηεηαο. 

Απηφ ην γεγνλφο έρεη παξαθηλήζεη ηελ εμέιημε κεζφδσλ φπσο ηελ ηαπηφρξνλε κεραληθή θαη 

έρεη ελζαξξχλεη ηελ επξεία ρξήζε ησλ ζρεδηαζκέλσλ πεηξακάησλ γηα ηα πξντφληα θαη ηελ 

βειηίσζε ηεο δηαδηθαζίαο. Οη απαηηήζεηο γηα πςειφηεξε αμηνπηζηία έρνπλ απμήζεη ηελ 

αλάγθε γηα ακεζφηεξε δνθηκαζία πιηθψλ, εμαξηεκάησλ θαη ζπζηεκάησλ. Απηφ βξίζθεηαη ζε 

ζπκθσλία κε ηελ θηινζνθία ηεο κνληέξλαο πνηφηεηαο γηα ηελ παξαγσγή πξντφλησλ πςειήο 
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αμηνπηζηίαο : θαηνξζψλεηο πςειή αμηνπηζηία βειηηψλνληαο ηελ δηαδηθαζία ηνπ ζρεδηαζκνχ 

θαη ηεο παξαγσγήο. Σα δεδνκέλα επηβίσζεο θαηαγξάθνπλ ην ρξφλν κέρξη ηελ εκθάληζε ελφο 

“θιεηδηνχ γεγνλφηνο”, φπσο ν ζάλαηνο ελφο αζζελνχο, ε εκθάληζε φγθνπ, ε έμνδνο απφ ην 

λνζνθνκείν ή ε δηαθνπή ηνπ ζειαζκνχ. Σα δεδνκέλα επηβίσζεο πεξηέρνπλ ζπρλά 

απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο γηα ηηο νπνίεο δελ κπνξνχκε λα θαηαγξάςνπκε ηνλ αθξηβή ρξφλν 

ηνπ γεγνλφηνο. Γηα παξάδεηγκα, ζε κία κειέηε γηα ηνπο παξάγνληεο θηλδχλνπ ηνπ θαξθίλνπ 

ηνπ πλεχκνλα, ν ρξφλνο δηάγλσζεο ηνπ θαξθίλνπ ηνπ πλεχκνλα ζα πξέπεη λα θαηαγξάθεηαη 

γηα θάζε άηνκν πνπ πξνζβάιιεηαη.  Χζηφζν, ζην ηέινο ηεο παξαθνινχζεζεο ηεο κειέηεο, 

κεξηθά άηνκα κπνξεί λα κελ έρνπλ δηαγλσζζεί κε θαξθίλν ηνπ πλεχκνλα. Απηά ηα άηνκα 

κπνξεί λα εκθαλίζνπλ ή θαη φρη θαξθίλν ηνπ πλεχκνλα αξγφηεξα, αιιά απηφ είλαη άγλσζην 

ηελ ζηηγκή πνπ ηα δεδνκέλα πξέπεη λα αλαιπζνχλ. Οη κε νινθιεξσκέλνη παξαηεξήζηκνη 

ρξφλνη ηνπ γεγνλφηνο πνπ ζπλαληψληαη ζηα δεδνκέλα επηβίσζεο, θάλνπλ ηελ αλάιπζε ηνπο 

δηαθνξεηηθή απφ ηηο άιιεο θιαζηθέο κεζφδνπο, νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνχληαη γηα πιήξσο 

παξαηεξήζηκα δεδνκέλα, φπσο ε ζπλεζηζκέλε γξακκηθή παιηλδξφκεζε. Σα δεδνκέλα 

δηάξθεηαο δσήο πξνθχπηνπλ ζε πνιιά πξαθηηθά πεδία, φπσο ζηελ ηαηξηθή, ζηελ δεκφζηα 

πγεία, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ επίζεο ηεο κεραληθήο, ηεο θνηλσληνινγίαο, ηεο δεκνγξαθίαο θαη 

ησλ νηθνλνκηθψλ. 

 

1.2 Φζνξά δεδνκέλσλ αμηνπηζηίαο 

΢ηηο ζχγρξνλεο εθαξκνγέο πςειήο αμηνπηζηίαο, ίζσο λα κελ πεξηκέλνπκε λα δνχκε απνηπρίεο 

ζηνπο ειέγρνπο αμηνπηζηίαο, κε απνηέιεζκα λα ππάξρνπλ πεξηνξηζκέλεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά 

κε ηελ αμηνπηζηία πνπ απαηηείηαη γηα ηνλ ζρεδηαζκφ ηνπ πξντφληνο. Έζησ φηη έρνπλ ηεζεί ζε 

δνθηκή 500 κνλάδεο θαη ηξέρνπλ γηα 1000 ψξεο ιεηηνπξγίαο γηα έλα πξντφλ, ην νπνίν 

απαηηείηαη λα δηαξθεί 5000 ψξεο. Δάλ ζην ηέινο ηεο δνθηκαζίαο δελ ππάξρνπλ απνηπρίεο, ζα 

ππήξρε ειάρηζηε ή θαη θαζφινπ πιεξνθνξία γηα ηελ πνζνηηθνπνίεζε ηεο αμηνπηζηίαο 

(αλάινγα κε ηηο ππνζέζεηο πνπ θάπνηνο κπνξεί λα είλαη δηαηεζεηκέλνο λα θάλεη). Χζηφζν, αλ 

κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ κπνξνχζακε λα παξαθνινπζήζνπκε κία θζνξά (ή κία απφδνζε) 

κηαο κεηαβιεηήο πνπ ζρεηίδεηαη ζηελά κε ηελ απνηπρία (π.ρ. ην κήθνο κηαο ξσγκήο θφπσζεο ή 

ηελ έμνδν θσηφο απφ έλα ιέηδεξ) γηα φιεο ηηο κνλάδεο ειέγρνπ, ηφηε ζα ππήξρε κεγάιε 

πνζφηεηα πιεξνθνξίαο γηα ηελ αμηνπηζηία.  

Τπάξρνπλ θαη νξηζκέλα άιια πιενλεθηήκαηα γηα ηελ ρξήζε επαλαιακβαλφκελσλ κέηξσλ 

δεδνκέλσλ θζνξάο γηα ηελ αμηνιφγεζε ηεο αμηνπηζηίαο. Γηα παξάδεηγκα, ηα δεδνκέλα θζνξάο 
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παξέρνπλ πιεξνθνξία, ε νπνία είλαη πνιχ πην πινχζηα γηα ηελ θαηαζθεπή θαη ηελ 

αμηνιφγεζε ηεο επάξθεηαο ησλ θπζηθψλ/ρεκηθψλ κνληέισλ, πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ 

επηηάρπλζε ηεο δνθηκαζίαο. 

΢ήκεξα, ν φξνο ηεο θζνξάο αλαθέξεηαη είηε ζε θζνξά ηεο απφδνζεο (π.ρ. ε έμνδνο θσηφο απφ 

κία ιπρλία LED), είηε ζε θάπνην κέηξν ηεο πξαγκαηηθήο ρεκηθήο θζνξάο (π.ρ. ε ζπγθέληξσζε 

κηαο επηβιαβνχο ρεκηθήο έλσζεο). Σα ηειεπηαία 30 ρξφληα, έρνπκε δεη πνιιά δηαθνξεηηθά 

είδε εθαξκνγψλ, φπνπ ππήξραλ δηαζέζηκα δεδνκέλα θζνξάο. Οη Gertsbakh θαη Kordonsky 

(1969) ζθέθηεθαλ πξψηνη νξηζκέλεο ηδέεο ζρεηηθά κε ηελ ρξήζε ησλ κνληέισλ θζνξάο ζηελ 

αμηνπηζηία. Απφ ηελ δεθαεηία ηνπ 1990 κέρξη θαη ζήκεξα, έρνπλ αλαπηπρζεί ζηαηηζηηθέο 

κέζνδνη γηα ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ αμηνπηζηίαο απφ δεδνκέλα θζνξάο. Αξρηθά 

αλαπηχρζεθαλ απφ εξεπλεηέο ή κεραληθνχο πνπ είραλ αλάγθε ηηο κεζφδνπο. Χζηφζν, 

ζηαηηζηηθέο κέζνδνη γηα ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ θζνξάο έρνπλ ηψξα μεθηλήζεη λα 

αλαπηχζζνληαη ζε εκπνξηθφ ζηαηηζηηθφ ινγηζκηθφ. Κάπνηνη κεραληθνί (π.ρ. Murray (1993)) 

είραλ ρξεζηκνπνηήζεη αλεπίζεκεο απιέο κεζφδνπο αλάιπζεο πνπ πξνζαξκφδνπλ ηα κνληέια 

ζην απιφ κνλνπάηη ({Y(t): t ≥ 0}, φπνπ Y(t) είλαη ε ηηκή ηεο αλέιημεο ηελ ρξνληθή ζηηγκή t) 

γηα κεκνλσκέλεο κνλάδεο θαη ηα πξνβιέπνπλ κέρξη θάπνην επίπεδν απνηπρίαο, παξέρνληαο 

ςεπδή δεδνκέλα απνηπρίαο, ηα νπνία ζα κπνξνχζαλ λα αλαιπζνχλ κε θνηλέο κεζφδνπο 

αλάιπζεο δεδνκέλσλ δηάξθεηαο δσήο. Οη Lu θαη Meeker (1993) θαη νη Meeker, Escobar θαη 

Lu (1998) ρξεζηκνπνίεζαλ έλα πην εμειηγκέλν κνληέιν ηπραίσλ επηδξάζεσλ γηα λα 

πεξηγξάςνπλ ηελ κνλάδα-πξνο-κνλάδα κεηαβιεηφηεηα θαη έδεημαλ πσο ην κνληέιν θζνξάο, 

καδί κε έλαλ νξηζκφ απνηπρίαο, νδεγεί ζε κία θαηαλνκή ηνπ ρξφλνπ απνηπρίαο. ΢ε 

νξηζκέλνπο ηνκείο εθαξκνγψλ, είλαη απαξαίηεην λα κνληεινπνηεζεί ε ζηνραζηηθή 

ζπκπεξηθνξά ζηα δεηγκαηηθά κνλνπάηηα κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ. Γηα παξάδεηγκα, νη 

Lawless θαη Crowder (2004) ρξεζηκνπνίεζαλ έλα ηέηνην κνληέιν. 

Έρνπλ ππάξμεη αξθεηά παξαδείγκαηα φπνπ ε θπζηθή απφθξηζε ζε έλαλ έιεγρν αμηνπηζηίαο 

είλαη κία κεηαβιεηή θζνξάο, αιιά νη αλαιπηέο (ηνπιάρηζηνλ αξρηθά) κεηέηξεπαλ ηα δεδνκέλα 

θζνξάο ζε δεδνκέλα ρξφλνπ απνηπρίαο, επεηδή φια ηα βηβιία ειέγρσλ θαη ην ινγηζκηθφ πνπ 

γλψξηδαλ αθνξνχζαλ κφλν δεδνκέλα αλάιπζεο δηάξθεηαο δσήο. Ζ εθαξκνγή ε νπνία 

πεξηγξάθεηαη απφ ηνπο Meeker, Escobar θαη Lu (1998) είλαη κία ηέηνηα εθαξκνγή. ΢ε ηέηνηα 

παξαδείγκαηα, ν πεξηνξηζκέλνο αξηζκφο απνηπρηψλ παξέρεη κφλν πεξηνξηζκέλε πιεξνθνξία 

γηα ηελ αμηνπηζηία θαη ηα απνηειέζκαηα κηαο αλάιπζεο θζνξάο ήηαλ πην πιεξνθνξηαθά. 
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΋ηαλ κία θαηάιιειε κεηαβιεηή θζνξάο κπνξεί λα κεηξεζεί, ηα δεδνκέλα θζνξάο, φηαλ 

αλαιχνληαη ζσζηά, κπνξνχλ λα πξνζθέξνπλ πεξηζζφηεξε πιεξνθνξία επεηδή ππάξρνπλ 

πνζνηηθέο κεηξήζεηο γηα φιεο ηηο κνλάδεο (φρη κφλν απηέο πνπ απέηπραλ). Πξάγκαηη, είλαη 

δπλαηή ε δεκηνπξγία ηζρπξψλ ζπκπεξαζκάησλ αμηνπηζηίαο απφ δεδνκέλα θζνξάο αθφκα θαη 

φηαλ δελ ππάξρνπλ απνηπρίεο. Φπζηθά, δελ είλαη πάληνηε δπλαηφ λα βξεζεί κία κεηαβιεηή 

θζνξάο πνπ λα αληηζηνηρεί ζε κία θαηάζηαζε αζηνρίαο ελδηαθέξνληνο. 

Αθφκα θαη φηαλ δελ είλαη δηαζέζηκε κία κεηαβιεηή θζνξάο επαλαιακβαλνκέλσλ κέηξσλ, 

κπνξεί λα είλαη δπλαηή ε δηελέξγεηα θαηαζηξνθηθψλ δνθηκψλ γηα ηελ αμηνιφγεζε κνλάδσλ 

πνπ δελ έρνπλ απνηχρεη. 

1.3 Γηαδηθαζίεο γηα δεδνκέλα θζνξάο  

Σηο ηειεπηαίεο δεθαεηίεο νη δηαδηθαζίεο θζνξάο έρνπλ ιάβεη κεγάιε πξνζνρή θαη έρνπλ 

αλαζεσξεζεί νξηζκέλεο απφ ηηο έξεπλεο πνπ έγηλαλ πάλσ ζε απηέο. ΢ην μεθίλεκα ηεο κειέηεο 

πνπ έγηλε πάλσ ζηελ αμηνπηζηία, νη κεραληθνί πεξηέγξαςαλ ηηο αβεβαηφηεηεο ζρεηηθά κε ηνπο 

ρξφλνπο απνηπρίαο ρξεζηκνπνηψληαο ηε ζπλάξηεζε επηβίσζεο. Γλσξίδνληαο ην ζρήκα κηαο 

ηέηνηαο ζπλάξηεζεο, κπνξνχλ λα θαζνξίζνπλ θαη λα κειεηήζνπλ ηηο ηδηφηεηεο ηνπ ξπζκνχ 

απνηπρίαο θαη κε βάζε απηφ κπνξνχλ λα θαζνξίζνπλ ηηο θαιχηεξεο δπλαηέο πνιηηηθέο 

ζπληήξεζεο (Abdel-Hameed, 2010). Γηα λα εθηηκεζεί ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο κε αθξίβεηα 

(απφ ζηαηηζηηθήο άπνςεο), πξέπεη λα παξαηεξεζνχλ νη ρξφλνη απνηπρίαο πνιιψλ 

αληηθεηκέλσλ θαη απηέο νη ηπραίεο κεηαβιεηέο απνηπρίαο ζεσξνχληαη αλεμάξηεηεο. ΢ηελ 

πξάμε, δελ είλαη πάληα δπλαηφλ λα παξαηεξεζνχλ πνιιέο απνηπρίεο, θαη αθφκα θαη αλ είλαη 

δπλαηφλ λα επηηεπρζνχλ ηέηνηνη ρξφλνη απνηπρίαο, δελ είλαη αλεμάξηεηνη, θαζψο φινη κπνξνχλ 

λα επεξεαζηνχλ απφ έλα θνηλφ πεξηβάιινλ. Ζ άιιε πξνζέγγηζε είλαη λα εθηηκεζεί ε απνηπρία 

κηαο ζπζθεπήο κε βάζε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο δηαδηθαζίαο πνπ πξνθάιεζε ηελ απνηπρία ηεο, 

ζπλήζσο κία δηαδηθαζία θζνξάο. Μία ηέηνηα δηαδηθαζία είλαη θνηλή ζηελ εθηίκεζε ηεο 

πνζφηεηαο ησλ ξσγκψλ, ηεο πνζφηεηαο ηεο δηάβξσζεο θαη ηνπ εξππζκνχ θαη ηεο πνζφηεηαο 

ηεο κφιπλζεο. Γεδνκέλνπ φηη πνιιέο ζπζθεπέο απνηπγράλνπλ ιφγσ ηεο θζνξάο, ε δηαδηθαζία 

θζνξάο είλαη θάπνην είδνο ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο. Τπάξρνπλ δηαθνξεηηθέο ππνςήθηεο 

ζπλαξηήζεηο γηα ηέηνηεο δηαδηθαζίεο, φπσο νη δηαδηθαζίεο Lévy, ζπλαξηήζεηο ησλ δηαδηθαζηψλ 

Wiener, φπσο επίζεο θαη νη δηαδηθαζίεο Markov απιήο κεηαπήδεζεο.    
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2
ν
 

Μνληέια γηα δεδνκέλα δηάξθεηαο δσήο ρσξίο 

ζπκκεηαβιεηέο 

2.1 Δηζαγσγή 

Ο ρξφλνο απνηπρίαο ησλ δεδνκέλσλ ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο γηα ηελ εθηίκεζε ηεο 

αμηνπηζηίαο ηνπ πξντφληνο (Bagdonavicius θαη Nikulin,  2000). Ζ απνηπρία πςειά αμηφπηζησλ 

κνλάδσλ είλαη ζπάληα θαη ζα πξέπεη παξάιιεια λα ρξεζηκνπνηνχληαη θαη άιιεο πιεξνθνξίεο 

γηα ηνλ ρξφλν απνηπρίαο απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ. (Γεδνκέλα γηα ηα νπνία δελ δίλεηαη ν 

αθξηβήο ρξφλνο απνηπρίαο). Έλαο ηξφπνο γηα λα απνθηήζνπκε απηέο ηηο ζπκπιεξσκαηηθέο 

πιεξνθνξίεο γηα ηελ αμηνπηζηία, είλαη λα κεηξήζνπκε θάπνηεο παξακέηξνπο πνπ 

ραξαθηεξίδνπλ ηελ θζνξά (π.ρ. ειηθία) ηνπ πξντφληνο ζην ρξφλν. Έλαο άιινο ηξφπνο, είλαη λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε πςειφηεξα επίπεδα πεηξακαηηθψλ παξαγφλησλ ή ζπκκεηαβιεηψλ (φπσο ε 

ζεξκνθξαζία, ε ηάζε ή ε πίεζε), γηα λα απμήζνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ απνηπρηψλ θαη σο εθ 

ηνχηνπ λα ιεθζεί αμηφπηζηε πιεξνθνξία πην γξήγνξα. Έλαο ηξίηνο ηξφπνο είλαη λα 

ζπλδπαζηνχλ θαη νη δχν κέζνδνη.  

Οη Lu θαη Meeker (1993), Boulanger θαη Escobar (1994), Tseng, Hamada θαη Chiao (1994), 

Hamada (1995), Chiao θαη Hamada (1996), θαη Meeker, Escobar θαη Lu (1998) κειέηεζαλ 

θαηλνχξηα κνληέια θζνξάο. Ζ θζνξά ζε απηά ηα κνληέια κνληεινπνηείηαη κε ηελ δηαδηθαζία 

D(t,ζ), φπνπ t είλαη ν ρξφλνο θαη ζ είλαη θάπνηα πηζαλή πνιπδηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή. Οη 

Suzuki, Maki θαη Yokogawa (1993) ρξεζηκνπνίεζαλ γξακκηθά κνληέια θζνξάο γηα λα 

κειεηήζνπλ ηελ αχμεζε ηεο κεηξνχκελεο αληίζηαζεο (αληνρήο) σο πξνο ην ρξφλν. Ο Dowling 

(1993) ρξεζηκνπνίεζε θπξηά κνληέια θζνξάο γηα λα κειεηήζεη ηελ αλάπηπμε ησλ ξσγκψλ 

θφπσζεο. Οη Meeker θαη Escobar (1998) ρξεζηκνπνίεζαλ θνίια κνληέια θζνξάο γηα λα 

κειεηήζνπλ ηελ αλάπηπμε πξφθιεζεο αζηνρηψλ απνθφιιεζεο λεκάησλ απφ έλσζε 

ρισξηνχρνπ ραιθνχ ζε πίλαθεο ηππσκέλσλ θπθισκάησλ. Οη Carey θαη Koenig (1991) 

ρξεζηκνπνίεζαλ παξφκνηα κνληέια γηα λα πεξηγξάςνπλ ηελ θζνξά ειεθηξνληθψλ 

εμαξηεκάησλ. Ο Yanagisawa (1997) ρξεζηκνπνίεζε κνληέια θζνξάο γηα λα εθηηκήζεη ηελ 

θζνξά ησλ ειηαθψλ θπηηάξσλ ηνπ άκνξθνπ ππξηηίνπ.  
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2.2 ΢πλάξηεζε ξπζκνύ απνηπρίαο (Failure rate function) 

Μία θαηαλνκή δηάξθεηαο δσήο αληηπξνζσπεχεη ηελ αβεβαηφηεηα ηνπ ρξφλνπ απνηπρίαο ελφο 

εμαξηήκαηνο ή κηαο θαηαζθεπήο. Έζησ φηη ε δηάξθεηα δσήο έρεη κία αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε 

πηζαλφηεηαο F(t), κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο f(t), ηφηε ε ζπλάξηεζε ηνπ ξπζκνχ 

απνηπρίαο (ή ξπζκνχ δηαθηλδχλεπζεο) νξίδεηαη σο: 

          r(t) = 
f(t)

1-F(t)
 = 
f(t)

F̅(t)
 , t>0       (2.2.1) 

 

Μία πηζαλή εξκελεία ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ ξπζκνχ απνηπρίαο είλαη ην φηη ην r(t)dt 

αληηπξνζσπεχεη ηελ πηζαλφηεηα απνηπρίαο ελφο εμαξηήκαηνο κε ρξφλν ιεηηνπξγίαο t, ζην 

ρξνληθφ δηάζηεκα  [t, t+dt]. Ζ r(t) θαιείηαη θαη ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο (hazard function). 

Γηα εμαξηήκαηα ή θαηαζθεπέο πνπ ρεηξνηεξεχνπλ ν ξπζκφο απνηπρίαο απμάλεηαη. 

Οινθιεξψλνληαο θαη ζηελ ζπλέρεηα ζέηνληαο ζε εθζέηε θαη ηα δχν κέιε ηεο εμίζσζεο 

(2.2.1), παίξλνπκε ηελ ζπλάξηεζε επηβίσζεο  

F̅(t) = exp{ - ∫ r(η)dη
t

0
} . 

 

Οη θαηαλνκέο ηεο δηάξθεηαο δσήο θαη νη ζπλαξηήζεηο ξπζκνχ απνηπρίαο ή δηαθνπήο είλαη 

ρξήζηκεο ζηελ κεραληθή, αιιά θαη ζηνλ βηνηαηξηθφ ρψξν θαζψο θαη αιινχ. ΢ε απηνχο ηνπο 

ηνκείο νη θαηαζηάζεηο ζηηο νπνίεο κπνξεί λα βξίζθεηαη έλαο εμνπιηζκφο είλαη δχν : είηε λα 

ιεηηνπξγεί, είηε φρη. Απφ ηελ άιιε, κία θαηαζθεπή κπνξεί λα βξίζθεηαη ζε πεξηζζφηεξεο 

θαηαζηάζεηο, αλάινγα κε ηνλ βαζκφ ηεο θζνξάο ηεο. 

Έλα ζνβαξφ κεηνλέθηεκα ησλ βαζκψλ απνηπρίαο είλαη ην φηη δελ κπνξνχλ λα παξαηεξεζνχλ 

ή λα κεηξεζνχλ γηα έλα ζπγθεθξηκέλν εμάξηεκα. Λφγσ ηεο ζπλήζνπο έιιεηςεο δεδνκέλσλ 

απνηπρίαο, κία αμηφπηζηε πξνζέγγηζε ε νπνία βαζίδεηαη απνθιεηζηηθά ζηηο θαηαλνκέο 

δηάξθεηαο δσήο θαη ζηνπο κε παξαηεξήζηκνπο ξπζκνχο απνηπρίαο είλαη κε ηθαλνπνηεηηθή. 

΢χκθσλα κε ηνλ Singpurwalla (1995), κία θαιχηεξε πξνζέγγηζε ζα ήηαλ ε επηινγή ελφο 

κνληέινπ βαζηζκέλν ζηελ θπζηθή εμήγεζε ηεο απνηπρίαο θαη ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηνπ 

ιεηηνπξγηθνχ πεξηβάιινληνο. Σα δπλακηθά πεξηβάιινληα, φπσο νη εθαξκνζκέλεο πηέζεηο θαη 

ηα θνξηία, επεξεάδνπλ ηελ απνηπρία θαη κεηαβάιινληαη κέζα ζηνλ ρξφλν. Χο εθ ηνχηνπ, 

ζπλίζηαηαη λα κνληεινπνηνχκε ηελ θζνξά κέζα απφ κία ρξνλνεμαξηψκελε ζηνραζηηθή 

δηαδηθαζία {Υ(t), t 0}, φπνπ  X(t) είλαη κία ηπραία πνζφηεηα γηα θάζε t 0. 
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2.3 Σπραίνο ξπζκόο επηδείλσζεο  (Random deterioration 

rate) 

Ζ πην απιή ζηνραζηηθή δηαδηθαζία νξίδεηαη σο κία ρξνλνεμαξηψκελε ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο 

ν κέζνο ξπζκφο επηδείλσζεο ηεο θζνξάο αλά κνλάδα είλαη κία ηπραία πνζφηεηα. Έλα 

παξάδεηγκα απηνχ ηνπ ηχπνπ ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο είλαη ε αζξνηζηηθή πνζφηεηα 

επηδείλσζεο ηεο θζνξάο ζην ρξφλν t, ε νπνία νξίδεηαη σο X(t) = At γηα θάζε t 0, φπνπ ν 

κέζνο ξπζκφο επηδείλσζεο ηεο θζνξάο Α αθνινπζεί κία θαηαλνκή πηζαλφηεηαο. Σα κνληέια 

αμηνπηζηίαο κε βάζε έλαλ ηπραίν ξπζκφ επηδείλσζεο, έρνπλ εμειηρζεί απφ ηνπο Ellingwood 

θαη Mori (1993) θαη Mori θαη Ellingwood (1993, 1994). Χζηφζν ζχκθσλα κε ηνπο Pandey θαη 

van Noortwijk (2007) ηα δεηγκαηηθά κνλνπάηηα ηέηνησλ κνληέισλ είλαη επζείεο γξακκέο θαη 

κία κφλν επηζεψξεζε θαζνξίδεη εθ ησλ πξνηέξσλ ηελ κειινληηθή επηδείλσζε. Παξά ην 

γεγνλφο φηη ην κνληέιν ηπραίνπ ξπζκνχ επηδείλσζεο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί σο κία 

πξνζέγγηζε, ζα πξέπεη λα είκαζηε πξνζεθηηθνί απφ ηελ ζηηγκή πνπ αξρίδνπλ λα εκπιέθνληαη 

νη επηζεσξήζεηο. Έηζη, γηα ηνλ ζθνπφ ηεο επηζεψξεζεο θαη ηεο κνληεινπνίεζεο ζπληήξεζεο, 

κπνξνχκε λα βαζηζηνχκε ζε άιιεο ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο (φπσο ε δηαδηθαζία Markov, ηεο 

νπνίαο ε θαηαλνκή Γάκκα είλαη κία εηδηθή πεξίπησζε), νη νπνίεο κπνξνχλ λα ζπιιάβνπλ 

θαηάιιεια ηελ ρξνληθή κεηαβιεηφηεηα, ε νπνία ζρεηίδεηαη κε ηελ εμέιημε ηεο θζνξάο.  

 

2.4 Γηαδηθαζία Wiener 

Τπάξρεη κία πιεζψξα θπζηθψλ θαηλνκέλσλ πνπ κπνξνχλ λα κνληεινπνηεζνχλ ηθαλνπνηεηηθά 

κε ηε δηαδηθαζία Wiener (ή Wiener-Lévy ή Brown). Έλα κηθξφ ζσκαηίδην πνπ βξίζθεηαη 

κέζα ζε θάπνην ξεπζηφ θηλείηαη αθαλφληζηα. Μηα ηέηνηα θίλεζε ιέγεηαη θίλεζε Brown. Ο 

Einstein εμήγεζε απηή ηελ θίλεζε ζηα πιαίζηα ηεο ζηαηηζηηθήο κεραληθήο ζαλ απνηέιεζκα 

ησλ ζπλερψλ ζπγθξνχζεσλ ηνπ ζσκαηηδίνπ κε ηα κφξηα ηνπ ξεπζηνχ (Φίιεο, 2006). Δπίζεο, 

έρεη ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα ηελ κνληεινπνίεζε ηεο αμίαο αληαιιαγήο κεηνρψλ. Μία 

ραξαθηεξηζηηθή ηδηφηεηα απηήο ηεο δηαδηθαζίαο, ζην πιαίζην ηεο δνκηθήο αμηνπηζηίαο, είλαη ην 

φηη ε αληίζηαζε ηεο δνκήο απμάλεηαη θαη κεηψλεηαη ελαιιαθηηθά, αλάινγα κε ηελ 

αληαιιαθηηθή αμία ηεο κεηνρήο. Γη‟ απηφλ ηνλ ιφγν, ε θίλεζε Brown δελ είλαη θαηάιιειε γηα 

ηελ κνληεινπνίεζε ηεο θζνξάο, ε νπνία είλαη κνλφηνλε. Γηα παξάδεηγκα, έλα αλάρσκα, ηνπ 

νπνίνπ ην χςνο ππφθεηηαη ζε κία θίλεζε Brown, ζχκθσλα κε ην κνληέιν, κπνξεί απζφξκεηα 

θάπνηα ζηηγκή λα απμεζεί, γεγνλφο πνπ είλαη πξαθηηθά αδχλαηνλ. 
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Παξφιν πνπ ε θίλεζε Brown δελ είλαη θαηάιιειε γηα ηελ κνληεινπνίεζε κνλνηνληθά 

απμαλφκελεο γήξαλζεο, ζίγνπξα έρεη θάπνηα καζεκαηηθά πιενλεθηήκαηα. Γηα παξάδεηγκα, 

είλαη δηαζέζηκεο ζαθείο εθθξάζεηο, φηαλ πίεζε θαη ε δχλακε ππνηίζεηαη φηη αθνινπζνχλ 

αλεμάξηεηεο θηλήζεηο Brown. 

Οη Doksum θαη Hoyland (1992) εθάξκνζαλ ηελ θίλεζε Brown ζε έλα πείξακα δνθηκήο 

επηηαρπλφκελεο δηάξθεηαο δσήο κε κεηαβιεηή ην θνξηίν. Σν κνληέιν απνηπρίαο θφπσζεο 

αληηζηνηρεί ζηελ θαηαζθεπή ελφο κεηαζρεκαηηζκνχ απφ κία κε ζηάζηκε δηαδηθαζία Wiener 

ζε κία ζηάζηκε δηαδηθαζία Wiener. Απηφ επηηπγράλεηαη εθηειψληαο έλαλ κνλφηνλν 

κεηαζρεκαηηζκφ απφ ηνλ (επηηαρπλφκελν) ή ηνλ εκεξνινγηαθφ ρξφλν ζηνλ κεηαζρεκαηηζκέλν 

ρξφλν ή ηνλ ρξφλν ιεηηνπξγίαο. ΢ηελ κεραληθή, απηφο ν κεηαζρεκαηηζκφο είλαη ζπλήζσο 

κεηαζρεκαηηζκφο δχλακεο, φπνπ ε δχλακε είλαη κία γλσζηή ζηαζεξά βαζηζκέλε ζηηο θπζηθέο 

ηδηφηεηεο ηνπ ζπζηήκαηνο. Οη Doksum θαη Hoyland (1992) παξνπζίαζαλ ηελ θαηαλνκή 

πηζαλφηεηαο θαηά ηελ νπνία κία δηαδηθαζία θζνξάο θηάλεη έλα θξίζηκν φξην γηα πξψηε θνξά. 

Απηή είλαη κία αληίζηξνθε Γθανπζηαλή θαηαλνκή, ε νπνία κπνξεί θαη εθείλε λα 

κεηαζρεκαηηζηεί σο πξνο ηνλ ρξφλν. Ο κεηαζρεκαηηζκφο ηεο θιίκαθαο ηνπ ρξφλνπ 

εθαξκφζηεθε επηηπρψο απφ ηνπο Doksum θαη Normand (1995), ζε κία δηαδηθαζία βηνδείθηε 

(βηνδείθηεο είλαη έλαο πγηήο άλζξσπνο, ν νπνίνο ρξεζηκνπνηείηαη σο δείθηεο θαη 

αληηπξνζσπεχεη ηελ αλνζνινγηθή εμέιημε κίαο λφζνπ, φπσο ν ηφο HIV) θαη απφ ηνπο 

Whitmore θαη Schenkelberg (1997) ζε έλα κνληέιν θζνξάο απηνξπζκηδφκελσλ θαισδίσλ 

ζέξκαλζεο.     

Ο Whitmore (1995) επέθηεηλε ηελ δηαδηθαζία θζνξάο Wiener κε ηελ πηζαλφηεηα ησλ αηειψλ 

επηζεσξήζεσλ. Σα ιάζε κέηξεζεο ππνηίζεηαη φηη είλαη αλεμάξηεηα, θαλνληθά θαηαλεκεκέλα, 

ηπραίεο πνζφηεηεο αθνινπζψληαο θαλνληθέο θαηαλνκέο θαη είλαη αλεμάξηεηα απφ ηελ 

δηαδηθαζία θζνξάο. Μία άιιε ελδηαθέξνπζα επέθηαζε είλαη ε δηζδηάζηαηε δηαδηθαζία 

Wiener ηνπ Whitmore (1998), ζην νπνίν ζπλδπάδνληαη νη δηαδηθαζίεο θζνξάο θαη έλαο 

δείθηεο (φπσο κία ζπκκεηαβιεηή ζε ηαηξηθέο εθαξκνγέο).  

Έζησ φηη Xt είλαη ε κεηαηφπηζε ηνπ ζσκαηηδίνπ ηε ρξνληθή ζηηγκή t θαη Υ0 = 0. Ζ κεηαηφπηζε 

πνπ πθίζηαηαη ην ζσκαηίδην ζην δηάζηεκα (t, η) νθείιεηαη ζε κεγάιν αξηζκφ ζπγθξνχζεσλ 

θαη θαηά ζπλέπεηα ηνπ Κεληξηθνχ Οξηαθνχ Θεσξήκαηνο ε δηαθνξά Xη − Xt είλαη κία 

ζηνραζηηθή δηαδηθαζία θαηαλεκεκέλε θαηά Gauss. Δπίζεο, επεηδή ην ξεπζηφ είλαη ζε 

ηζνξξνπία ε θαηαλνκή ηεο δηαθνξάο Xη + h − Xt + h ζα ππνηεζεί επίζεο Gauss. ΋πσο ζα δνχκε 

αξγφηεξα κία δηαδηθαζία Yt ηέηνηα ψζηε ε ζηαηηζηηθή ηεο είλαη ηαπηφζεκε κε απηήλ ηεο Yt + h, 

γηα θάζε h ιέγεηαη ακεηάβιεηε θαηά ηε ζηελή έλλνηα.  
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Δπεηδή νη ζπγθξνχζεηο είλαη ηειείσο «ηπραίεο» ζα ππνζέζνπκε φηη ε δηαδηθαζία έρεη 

αλεμάξηεηα ηκήκαηα. Απηέο είλαη νη δηαηζζεηηθέο εμεγήζεηο ηεο δηαδηθαζίαο Wiener. 

Απζηεξά ηψξα ιέκε φηη κηα δηαδηθαζία {Υt, t ≥ 0} είλαη Wiener εάλ 

α. {Xt, t ≥ 0} έρεη ακεηάβιεηα θαη αλεμάξηεηα ηκήκαηα. 

β. Ζ Υt είλαη θαλνληθή ∀ t ≥ 0.  

γ. Δ(Xt) = 0 ∀ t ≥ 0. 

δ. P(X0 = 0) =1 δειαδή Υ0 = 0 κε πηζαλφηεηα 1 (κ.π. 1). 

Ζ θίλεζε Brown κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα πεξηγξάςεη πνιιά θπζηθά θαηλφκελα. Έρεη 

ην φλνκα ηνπ Άγγινπ βνηαλνιφγνπ Robert Brown, ν νπνίνο πξψηνο πεξηέγξαςε (1827) ηελ 

«αθαλφληζηε» θίλεζε ελφο κηθξνχ ζψκαηνο κέζα ζε έλα πγξφ ή αέξην. Ο Γεξκαλφο θπζηθφο 

Albert Einstein (1905) έδεημε φηη ε θίλεζε απηή κπνξεί λα εξκελεπζεί ζεσξψληαο φηη ην 

ζσκαηίδην «βνκβαξδίδεηαη» απφ ηα κφξηα ηνπ πγξνχ ή ηνπ αεξίνπ θαη γηα απηφ θηλείηαη 

αθαλφληζηα κε «ηπραίν» ηξφπν ζην ρψξν. Σέινο, ν Ακεξηθαλφο καζεκαηηθφο Norbert Wiener 

φξηζε απζηεξά θαη κειέηεζε ζε βάζνο (1918) ηελ αλέιημε απηή απνδεηθλχνληαο πνιιέο 

ηδηφηεηέο ηεο (γη‟ απηφ θαη ε αλέιημε είλαη γλσζηή θαη σο δηαδηθαζία Wiener). 

Ο ζεξκηθφο ζφξπβνο ζηα ειεθηξηθά θπθιψκαηα θαη ε θίλεζε ηηκψλ ηνπ ρξεκαηηζηήξηνπ                   

είλαη άιια παξαδείγκαηα δηαδηθαζίαο Wiener. 

Παξαηεξνχκε φηη 

                           Var(Xt) = Var(Xt − X0) = Var(Xt+η − Υη)                (2.4.1)          

                                              Var(Υη) = Var(Xη − Υ0)                         (2.4.2)            

αθνχ Υt = Xt − X0 κ.π. 1  θαη νη (Υt − X0), (Xt + η − Υη) έρνπλ ηελ ίδηα ζηαηηζηηθή. Απφ ηηο 

(2.4.1) θαη (2.4.2) πξνθχπηεη φηη 

Var(Xt) + Var(Xη) = Var(Xt + η − Υη) + Var(Xη − Υ0) 

επεηδή νη (Υt − X0), (Xt + η − Υη) είλαη αλεμάξηεηεο είλαη θαη αζπζρέηηζηεο.                               

Με βάζε ηηο ηδηφηεηεο απηψλ ησλ αζπζρέηηζησλ δηαδηθαζηψλ πξνθχπηεη φηη                                                                

Var(Xt + η − Υη) + Var(Xη − Υ0) = Var(Xt + η − Υη + Xη − Υ0). Οπφηε ηειηθά πξνθχπηεη φηη 

                  Var(Xt) + Var(Xη) = Var(Xt+η − Υη) + Var(Xη − Υ0) = Var(Xt+η)             (2.4.3). 
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Ζ (2.4.3) είλαη ηεο κνξθήο f (t1+t2) = f (t1) + f (t2) φπνπ f (t) ≥ 0, t ≥ 0. Οη κφλεο ζπλαξηήζεηο 

πνπ ηθαλνπνηνχλ απηή ηε ζρέζε θαη ιακβάλνπλ ηηκέο ζην   είλαη ηεο κνξθήο f(t) = ζ
2
t, ∀t ≥ 

0, φπνπ ζ∈R. Απφ ηελ (2.4.3) βιέπνπκε φηη  

Var(Xt + η − Υη) = Var(Xt + η) – Var(Xη). 

Θέηνπκε t +η   s ηφηε Var(Xs – Xη) = ζ
2
s – ζ

2
η = ζ

2
(s – η) θαη γεληθά  

                                        Var(Xt − Xη) = ζ
2
|t − η| , φπνπ t ≥ η ή t ≤ η.                  (2.4.4)                   

Ζ παξάκεηξνο ζ
2
 ιέγεηαη παξάκεηξνο κεηαβιεηφηεηαο θαη ππνινγίδεηαη εκπεηξηθά. Ζ 

ζπζρέηηζε είλαη:  

           R( t,η ) = E( Xt ,Xη ) = E{[(Xt − Xη ) + Xη ]Xη} 

= Δ[[(Xt − Xη ) Xη]  + Δ(Υη
2) = 0 + ζ

2
η 

επεηδή Υη = Υη − Υ0 θαη ηα ηκήκαηα (Xt − Xη) θαη (Υη − Υ0) είλαη αλεμάξηεηα εθ‟ φζνλ t >η . 

Δλ γέλεη  

                                         R(t,η ) =ζ
2
min(t,η ) , φπνπ t ≥ η ή t ≤ η.                      (2.4.5) 

2.5 Γηαδηθαζίεο Markov   

΢χκθσλα κε ηνπο Barlow θαη Proschan (1965) ε επηδείλσζε ηεο θζνξάο ζπλήζσο ππνηίζεηαη 

φηη είλαη κία δηαδηθαζία Markov. Μηιψληαο ρνληξηθά, κία δηαδηθαζία Markov είλαη κία 

ζηνραζηηθή δηαδηθαζία κε ηελ ηδηφηεηα φηη δίλνληαο ζην X(t) ηελ ηηκή ηνπ X(η), φπνπ η>t, νη 

ηηκέο πνπ πξνθχπηνπλ είλαη αλεμάξηεηεο απφ ην X(u), φπνπ  u<t. Γειαδή, ε δεζκεπκέλε 

θαηαλνκή ηνπ κειινληηθνχ Υ(η), δνζέληνο ηνπ παξφληνο Υ(t) θαη ηνπ παξειζφληνο Υ(u), φπνπ 

u<t, είλαη αλεμάξηεηε απφ ην παξειζφλ. Οη ηάμεηο απφ δηαδηθαζίεο Markov, νη νπνίεο είλαη 

ρξήζηκεο ζηελ κνληεινπνίεζε ηεο ζηνραζηηθήο επηδείλσζεο είλαη νη δηαδηθαζίεο Markov 

δηαθξηηνχ ρξφλνπ, νη νπνίεο έρνπλ έλα πεπεξαζκέλν ή αξηζκήζηκν ρψξν θαηάζηαζεο (νη 

νπνίεο νλνκάδνληαη Μαξθνβηαλέο αιπζίδεο) θαη νη δηαδηθαζίεο Markov ζπλερνχο ρξφλνπ κε 

αλεμάξηεηεο πξνζαπμήζεηο, φπσο ε θίλεζε Brown (ε νπνία επίζεο θαιείηαη θαηαλνκή Gauss 

ε δηαδηθαζία Wiener), (βιέπε θαη παξάγξαθν 2.4) ε ζχλζεηε δηαδηθαζία Poisson θαη ε 

θαηαλνκή Γάκκα. Ζ ππφζεζε ησλ αλεμάξηεησλ πξνζαπμήζεσλ είλαη πην πεξηνξηζηηθή απφ 

ηελ Μαξθνβηαλή ηδηφηεηα. Δπεηδή νη πξνζαπμήζεηο Υ(η)-Υ(t) είλαη αλεμάξηεηεο ηνπ Υ(t) θαη 

ηνπ Υ(η) =  Υ(t) + [Υ(η) - Υ(t)], ε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία {Υ(t), t≥0} είλαη Μαξθνβηαλή. Χο 
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εθ ηνχηνπ, ε ζπζζψξεπζε δεκηψλ κε αλεμάξηεηεο πξνζαπμήζεηο νδεγεί ζηελ Μαξθνβηαλή 

ηδηφηεηα.  

2.6 Μνλόηνλα απμαλόκελεο δηαδηθαζίεο κεηαπήδεζεο   

΢χκθσλα κε ηελ επηζθφπεζε ηνπ Singpurwalla (1995), πάλσ ζηηο ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο 

θζνξάο, ν Mercer (1959, 1961) ίζσο είλαη ν πξψηνο πνπ πεξηγξάθεη ηελ  θζνξά κε κία 

ζηνραζηηθή δηαδηθαζία. Οη  Mercer θαη Smith (1959) πξφηεηλαλ ηελ κνληεινπνίεζε ηεο 

θζνξάο ελφο ηκάληα κεηαθνξάο ζαλ κία δηαδηθαζία ελφο κνλνδηάζηαηνπ ηπραίνπ πεξίπαηνπ, 

ζηελ νπνία ηα βήκαηα ηεο θζνξάο ζπκβαίλνπλ ηπραία ζην ρξφλν κε ζηαζεξφ κέζν ξπζκφ κε 

ηα κεγέζε ηνπ βήκαηνο λα είλαη κε αξλεηηθά, αλεμάξηεηα θαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλα. 

Οξίδνπλ ηελ απνηπρία, σο ην γεγνλφο θαηά ην νπνίν ε θζνξά θζάλεη έλα επίπεδν ζην νπνίν ν 

ηκάληαο ζεσξείηαη φηη έρεη θαηαζηξαθεί ηειείσο. 

Ο Esary (1973) κειέηεζε ηηο θαηαλνκέο δηάξθεηαο δσήο ζπζθεπψλ πνπ ππνβάιινληαη ζε κηα 

αθνινπζία δηαηαξαρψλ πνπ ζπκβαίλνπλ ηπραία ζην ρξφλν θαζψο ηα γεγνλφηα αλήθνπλ ζε κηα 

νκνγελή δηαδηθαζία Poisson. Γηα παξάδεηγκα, εμήγαγαλ ηελ πηζαλφηεηα φηη ε δεκηά πνπ 

πξνθαιείηαη απφ δηαηαξαρέο ζπζζσξεχεηαη κέρξη ηελ ππέξβαζε ηνπ νξίνπ, ην νπνίν νδεγεί ζε 

απνηπρία.  Δθηφο απφ ηα κνληέια γηα ηε θζνξά ε νπνία ζπζζσξεχεηαη ζε δηαθξηηέο πνζφηεηεο 

ζε απνκνλσκέλα ζεκεία ζην ρξφλν, ζεσξνχλ κνληέια γηα ζπλερή θζνξά σο έλα φξην 

δηαθξηηψλ κνληέισλ δηαηαξαρψλ. Σα ηειεπηαία κνληέια αληηπξνζσπεχνπλ ζηνραζηηθέο 

δηαδηθαζίεο κε πξνζαπμήζεηο, νη νπνίεο είλαη κε αξλεηηθέο, ζηαζεξέο θαη αλεμάξηεηεο (φπσο 

ε  ζχλζεηε δηαδηθαζία Poisson θαη ε θαηαλνκή Γάκκα).  Δπίζεο ζεσξνχληαη ηπραία φξηα 

απνηπρίαο. Οη Abdel-Hameed θαη Proschan (1973) επέθηεηλαλ ηα ζηαζεξά κνληέια 

δηαηαξαρψλ ηνπ Esary (1973) ζε κε ζηαζεξά ζεσξψληαο φηη νη δηαηαξαρέο πξνέξρνληαη απφ 

κία κε νκνγελή δηαδηθαζία Poisson, αληί απφ κία νκνγελή δηαδηθαζία Poisson. Οη Sobczyk 

θαη Spencer (1992) ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ  ζχλζεηε δηαδηθαζία Poisson, αλάκεζα ζε άιιεο, γηα 

ηελ κνληεινπνίεζε ηεο ηπραίαο θφπσζεο. 

 

Ο Abdel-Hameed (1984) εμήγαγε ηδηφηεηεο θαηαλνκήο δηάξθεηαο δσήο (φπσο ηδηφηεηεο 

ξπζκνχ απνηπρίαο) ζπζθεπψλ πνπ ππφθεηληαη ζε κε απμαλφκελε δηαδηθαζία απιήο 

κεηαπήδεζεο. Οη Shaked θαη Shanthikumar (1988) κειέηεζαλ ηηο πηζαλνινγηθέο ηδηφηεηεο ηνπ 

ρξφλνπ πνπ ρξεηάδεηαη κία ηέηνηα δηαδηθαζία, ε νπνία μεθηλάεη απφ ην κεδέλ, κέρξη λα 

πεξάζεη έλα κε αξλεηηθφ φξην, ην νπνίν θαιείηαη ρξφλνο πξψηνπ πεξάζκαηνο. Μία εηδηθή 

πεξίπησζε δηαδηθαζίαο απιήο κεηαπήδεζεο είλαη ε κνλφπιεπξε δηαδηθαζία Lévy, (έρνληαο 

αλεμάξηεηεο θαη ζηαζεξέο πξνζαπμήζεηο), ε νπνία κειεηήζεθε απφ ηνλ Abdel-Hameed 
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(1984). Καη νη δχν έξεπλεο κειεηάλε ηελ πνιηηηθή ηεο αληηθαηάζηαζεο ειηθίαο.  Ο Zuckerman 

(1978) επίζεο ζεψξεζε ηελ θζνξά σο κία κνλφπιεπξε δηαδηθαζία Lévy, αιιά φξηζε ην 

επίπεδν ηνπ νξίνπ ειέγρνπ ζην νπνίν γίλεηαη πξνιεπηηθή αληηθαηάζηαζε, σο κία κεηαβιεηή 

απφθαζεο θαη φρη σο έλα δηάζηεκα αληηθαηάζηαζεο ειηθίαο. Απηή ε κειέηε επεθηείλεη ην 

κνληέιν αληηθαηάζηαζεο ηνπ  Zuckerman (1980), ζην νπνίν ε θζνξά πεξηγξάθεηαη σο κία 

ζχλζεηε δηαδηθαζία Poisson.  

2.7 Μνληεινπνίεζε θζνξάο  

Ζ θίλεζε Brown είλαη κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία {Υ(t), t≥0} κε αλεμάξηεηεο, πξαγκαηηθψλ 

ηηκψλ πξνζαπμήζεηο θαη κεηψζεηο, αθνινπζψληαο κία Καλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή κt 

θαη δηαθχκαλζε ζ
2
t γηα θάζε t≥0. Ζ ζχλζεηε δηαδηθαζία Poisson είλαη κία ζηνραζηηθή 

δηαδηθαζία κε αλεμάξηεηεο θαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλεο κεηαπεδήζεηο πνπ ζπκβαίλνπλ 

ζχκθσλα κε κία θαηαλνκή Poisson. Ζ δηαδηθαζία Γάκκα είλαη κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία κε 

αλεμάξηεηεο, κε αξλεηηθέο πξνζαπμήζεηο, νη νπνίεο αθνινπζνχλ κία θαηαλνκή Γάκκα κε κία 

θαλνληθή παξάκεηξν θιίκαθαο. ΋πσο ε ζχλζεηε δηαδηθαζία Poisson, ε θαηαλνκή Γάκκα είλαη 

κία δηαδηθαζία κεηαπήδεζεο. ΢χκθσλα κε ηνπο  Singpurwalla θαη Wilson (1998), ε θχξηα 

δηαθνξά κεηαμχ απηψλ ησλ δχν δηαδηθαζηψλ κεηαπήδεζεο, είλαη ε αθφινπζε. Οη ζχλζεηεο 

δηαδηθαζίεο Poisson έρνπλ πεπεξαζκέλν αξηζκφ κεηαπεδήζεσλ ζε πεπεξαζκέλα ρξνληθά 

δηαζηήκαηα, ελψ νη δηαδηθαζίεο Γάκκα έρνπλ άπεηξν αξηζκφ κεηαπεδήζεσλ ζε πεπεξαζκέλα 

ρξνληθά δηαζηήκαηα.  Οη πξψηεο είλαη θαηάιιειεο γηα ηελ κνληεινπνίεζε ρξήζεσλ φπσο ε 

δεκηά πνπ πξνθαιείηαη ιφγσ ζπνξαδηθψλ ζνθ θαη νη ηειεπηαίεο είλαη θαηάιιειεο γηα ηελ 

πεξηγξαθή ζηαδηαθψλ βιαβψλ απφ ζπλερή ρξήζε. 

 

΢ε γεληθέο γξακκέο, νη δηαδηθαζίεο Lévy είλαη ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο νη νπνίεο είλαη 

ζπλερείο ζην ρξφλν κε αλεμάξηεηεο θαη ζηάζηκεο πξνζαπμήζεηο κε δεμηά ζπλερή κνλνπάηηα 

δείγκαηνο, ηα νπνία έρνπλ αξηζηεξά φξηα. Μία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία έρεη ζηάζηκεο 

πξνζαπμήζεηο, αλ ε θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ησλ πξνζαπμήζεσλ X(t+h) – X(t) εμαξηάηαη κφλν 

απφ ην h, γηα θάζε t,h ≥ 0. Κάζε δηαδηθαζία Lévy κπνξεί λα γξαθηεί σο άζξνηζκα κηαο 

θίλεζεο Brown, ελφο ληεηεξκηληζηηθνχ θνκκαηηνχ (γξακκηθνχ ζην ρξφλν) θαη ελφο αθεξαίνπ 

θνκκαηηνχ ζχλζεησλ δηαδηθαζηψλ Poisson, φπνπ φιεο νη ζπκκεηέρνπζεο δηαδηθαζίεο είλαη 

αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο. Σα δεηγκαηηθά κνλνπάηηα ησλ δηαδηθαζηψλ Lévy είλαη αζπλερή κε 

πηζαλφηεηα 1 αλ ε δηαδηθαζία είλαη κνλφηνλε, επεηδή κία ηέηνηα δηαδηθαζία κπνξεί λα 
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απνζπληεζεί ζε έλα γξακκηθφ θνκκάηη θαη ζε έλα αθέξαην θνκκάηη ζχλζεησλ δηαδηθαζηψλ 

Poisson. Σα δεηγκαηηθά κνλνπάηηα ηεο θίλεζεο Brown είλαη ζπλερή κε πηζαλφηεηα 1.  

Γεληθά ε θζνξά κπνξεί λα κνληεινπνηεζεί κε πνιινχο ηξφπνπο : 

 Χο έλα καχξν-θνπηί ρξνληθήο δηάξθεηαο κέρξη ηελ απνηπρία (φπσο κία θαηαλνκή 

δηάξθεηαο δσήο), (a black-box statistical time to failure) 

 Χο έλα γθξη θνπηί κνληέιν θνξηίνπ αληνρήο βαζηζκέλν ζε κία κεηξήζηκε πνζφηεηα 

ππνδειψλνληαο ηελ ρξφλν-εμαξηψκελε θζνξά θαη απνηπρία (φπσο ε θίλεζε Brown 

θαη ε θαηαλνκή Γάκκα), (a grey-box stress-strength model) 

 Χο έλα άζπξν θνπηί κνληέιν κέζα απφ πξνζνκνίσζε ηεο θπζηθήο, κεηξήζηκεο θζνξάο 

θαη απνηπρίαο (as a white-box model). 

Οη δχν ηειεπηαίεο πεξηπηψζεηο κπνξνχλ λα ρσξηζηνχλ ζε πεξηπηψζεηο θαηά ηηο νπνίεο ε 

θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο παξαθνινπζείηαη ζπλερψο θαη ζε πεξηπηψζεηο θαηά ηηο νπνίεο ζα 

πξέπεη λα πξαγκαηνπνηνχληαη πεξηνδηθνί έιεγρνη. 

΢ηελ βηβιηνγξαθία γηα ηελ κνληεινπνίεζε ηεο θζνξάο ε θαηαλνκή Γάκκα (βιέπε παξάγξαθν 

3.2) φπσο επίζεο θαη ε θίλεζε Brown (βιέπε παξάγξαθν 2.4) έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα 

πξνβιέςνπλ ηελ ηηκή ηεο κεηξνχκελεο πνζφηεηαο. Ο Dekker (1998) ρξεζηκνπνηεί ηελ 

δηαδηθαζία ηεο θίλεζεο Brown γηα λα πεξηγξάςεη δηαθνξεηηθέο κνξθέο ηεο θζνξάο ησλ 

δξφκσλ απφ άζθαιην. Οη Van Noortwijk θαη Klatter (1999) κνληεινπνίεζαλ ηελ εμέιημε ηνπ 

θαζαξηζκνχ ηξππψλ ζε ραιάθηα κπινθ κε κία θαηαλνκή Γάκκα. Ο Van Noortwijk (2009) 

ρξεζηκνπνηεί επίζεο ηελ γεληθεπκέλε θαηαλνκή Γάκκα γηα λα πεξηγξάςεη ηελ δηάβξσζε ηεο 

άκκνπ, ηελ παξαθκή ηνπ επηπέδνπ θνξπθήο θαη ηελ αθηνπιντθή κεηαθνξά. Παξφιν πνπ ν 

Dekker (1998) κηιάεη γηα ηελ ηδηφηεηα ησλ αξλεηηθψλ πξνζαπμήζεσλ ηεο θίλεζεο Brown (ε 

νπνία είλαη κεξηθέο θνξέο αλεπηζχκεηε), δελ ζπγθξίλνπλ απηήλ ηελ θαηαλνκή κε ηελ 

θαηαλνκή Γάκκα. Απφ ηελ άιιε, ζην άξζξν ησλ Van Noortwijk θαη Klatter (1999) θαη ηνπ 

Van Noortwijk (2007), ηα πηζαλά κεηνλεθηήκαηα ηεο θαηαλνκήο Γάκκα δελ αλαθέξνληαη θαη 

απηή ε θαηαλνκή δελ ζπγθξίλεηαη κε ηελ θίλεζε Brown. Οη Meeker θαη Escobar (1998) 

αλαθέξνπλ έλαλ άιιν ηξφπν κνληεινπνίεζεο ηεο θζνξάο. Θεσξνχλ ηελ θζνξά δηαθνξεηηθψλ 

κνλάδσλ, κεηξνχκελε ζε δηαθνξεηηθά ρξνληθά ζεκεία θαηαιήγνληαο ζε έλα δηαθνξεηηθφ 

δξφκν θζνξάο γηα θάζε κνλάδα. Πξνηείλνπλ έλα κνληέιν παιηλδξφκεζεο, φπνπ ε ζπλάξηεζε 

παιηλδξφκεζεο εμαξηάηαη απφ ηνλ (κεηαζρεκαηηζκέλν) ρξφλν. Οη παξάκεηξνη παιηλδξφκεζεο 

κπνξεί λα είλαη ηπραίεο θαη θάζε κνλάδα κπνξεί λα έρεη δηαθνξεηηθέο παξακέηξνπο. Ο φξνο 

ηνπ ζθάικαηνο ππνηίζεηαη φηη είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλνο. Χζηφζν, πξέπεη λα ζεκεησζεί 
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φηη έλα κνληέιν παιηλδξφκεζεο  δελ κπνξεί λα  ζπκπεξηιάβεη ηελ ρξνληθή κεηαβιεηφηεηα 

πνπ ζρεηίδεηαη κε ηελ εμέιημε ηεο θζνξάο. ΢πλεπψο, ε θζνξά ζε έλα ζπγθεθξηκέλν θνκκάηη 

δείγκαηνο είλαη ληεηεξκηληζηηθή ζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο, ελψ πνηθίιεη πηζαλνθξαηηθά 

ζηελ θίλεζε Brown θαη ζην κνληέιν θαηαλνκήο Γάκκα. Έρνπλ γξαθηεί πνιιά γηα ηελ 

κνληεινπνίεζε ηεο θζνξάο ζπζηεκάησλ πνπ εθηίζεληαη ζε εμσηεξηθέο θαηξηθέο ζπλζήθεο. Γηα 

παξάδεηγκα, νη Chan θαη Meeker (2001) ζπζρέηηζαλ ηελ θζνξά κε ηνπο πεξηβαιινληηθνχο 

παξάγνληεο, φπσο ηνλ θαηξφ. Απηνί νη παξάγνληεο κεηαζρεκαηίδνληαη ζε έλαλ ξπζκφ θζνξάο. 

Μία πξνζέγγηζε ρξνλνζεηξάο πξνηείλεηαη γηα λα πξνβιέςεη ηελ θαζεκεξηλή θζνξά. Ο 

Heutink (2004) πεξηέγξαςε ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν ε κεζνδνινγία ζπληήξεζεο, πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ Οιιαλδία, εθαξκφδεηαη ζηα ζπζηήκαηα πξνζηαζίαο βαθψλ. Σν κνληέιν 

επέθηαζεο ηεο δηαηήξεζεο ηεο δηάξθεηαο δσήο, ζην νπνίν ε θζνξά κνληεινπνηείηαη κε κία 

θαηαλνκή Γάκκα, κε αλακελφκελε θζνξά κε γξακκηθή ζην ρξφλν, εθαξκφδεηαη επηηπρψο ζηε 

βειηηζηνπνίεζε ηεο δηαηήξεζεο ηεο επίζηξσζεο ηνπ θξάγκαηνο θαηαηγίδαο-θχκαηνο ζην 

Haringvliet. 

΢ην άξζξν ηνπο νη  Nicolai, Dekker θαη Noortwijk (2007) δελ κνληεινπνηνχλ ηελ θζνξά ηεο 

επίζηξσζεο πάλσ ζε δχν ζπγθεθξηκέλεο κεηαιιηθέο δνκέο κφλν κε κία θαηαλνκή Γάκκα θαη 

κε κία θίλεζε Brown, άιια πξνζνκνηψλνπλ επίζεο κία θπζηθή δηαδηθαζία ε νπνία 

αλαθέξεηαη σο δχν ζηαδίσλ ρηππήκαηνο θαη αλάπηπμεο  δηαδηθαζία. Καη νη δχν πξνεγνχκελεο 

ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία ησλ δηαδηθαζηψλ Lévy. Πεξηνξίδνληαο 

απηήλ ηελ θαηεγνξία ζε δηαδηθαζίεο κε ζπλερή δεηγκαηηθά κνλνπάηηα, νδεγνχκαζηε ζηελ 

δηαδηθαζία Wiener ή ζηελ θίλεζε Brown. Απφ ηελ άιιε πιεπξά, επηβάιινληαο ηελ κνλνηνλία 

κπνξεί λα νδεγήζεη ζε δηαδηθαζίεο κεηαπήδεζεο, ε θαηαλνκή Γάκκα είλαη κία δηαδηθαζία 

κεηαπήδεζεο. Ζ πξνζνκνίσζε κηαο θπζηθήο δηαδηθαζίαο είλαη πηζαλφλ λα δψζεη κηα 

πεξηζζφηεξε δηνξαηηθφηεηα θαη ίζσο λα ηαηξηάμεη θαιχηεξα, δεδνκέλνπ φηη ζρεηίδεηαη 

πεξηζζφηεξν κε κία πξαγκαηηθή θπζηθή δηαδηθαζία. Δπεηδή ε θζνξά ηνπ πεξηβάιινληνο είλαη 

αξγή, ηα δεδνκέλα είλαη ζπάληα. ΋ιεο νη  θαηαλνκέο πξνζαξκφδνληαη ζε δεδνκέλα δχν ηχπσλ 

: δεδνκέλα ηα νπνία βαζίδνληαη ζε θξίζε ησλ εκπεηξνγλσκφλσλ θαη ζε απνηειέζκαηα 

επηζεσξήζεσλ. Με απηφλ ηνλ ηξφπν, ζπγθξίλνπκε απηέο ηηο θαηαλνκέο εκπεηξηθά θαη 

θαζνξίδνπκε ηα πιενλεθηήκαηα θαη ηα κεηνλεθηήκαηα γηα θάζε κνληέιν. Δπηπιένλ, ζεσξνχκε 

ηελ θαηαιιειφηεηα ησλ κνληέισλ, θαζψο θαη ηε δπλαηφηεηα εθαξκνγήο θαη γηα ηνπο δχν 

ηχπνπο δεδνκέλσλ, δειαδή, θξίζε ησλ εκπεηξνγλσκφλσλ θαη δεδνκέλα επηζεσξήζεσλ.  

Τπνζέηνπκε φηη κία αχμνπζα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία Z(t) πεξηγξάθεη ην επίπεδν θζνξάο 

θάπνησλ αληηθεηκέλσλ. Μεξηθέο θνξέο ν ηχπνο ηεο ζπλάξηεζεο ηεο κέζεο ηηκήο ηεο θζνξάο 
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m(t) = E[Z(t)] είλαη γλσζηφο, ελψ άιιεο θνξέο φρη. Γηα παξάδεηγκα, ν κέζνο ξπζκφο 

πξνζηαζίαο ηεο θζνξάο ησλ ειαζηηθψλ m΄(t) κεηψλεηαη ζηαδηαθά κε ηνλ ρξφλν θαη κεηά απφ 

θάπνην ζχληνκν ρξνληθφ δηάζηεκα, ζηαζεξνπνηείηαη πξαθηηθά ζηελ ηηκή γ0. Μπνξεί 

επνκέλσο, λα κνληεινπνηεζεί απφ ηελ ζπλάξηεζε m΄(t) = γ0 + γ1e
-γ
2
t. ΢ε απηήλ ηελ 

πεξίπησζε ε κέζε ηηκή ηεο θζνξάο είλαη  

                        m(t) = γ0t + 
γ
1

γ
2

 ( 1- γ1e
-γ
2
t)  , γi  > 0.               (2.7.1) 

Αλ ε αξρηθή επηηαρπλφκελε πεξίνδνο θζνξάο ιείπεη, ηφηε ε m(t) = γ0t είλαη κία γξακκηθή 

ζπλάξηεζε. 

Ζ κέζε ζρεηηθή θσηεηλφηεηα ησλ δηφδσλ εθπνκπήο θσηφο είλαη ε κε-γξακκηθή ζπλάξηεζε 

d(t) = (1+ γ0 t
γ1)

-1
 θαη ε κέζε θζνξά κπνξεί λα πξνζδηνξηζζεί σο   

                                                 m(t) = γ0 t
γ1.                                      (2.7.2) 

΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε m(0) = 0 θαη ε κέζε θζνξά απμάλεηαη. Τπάξρεη κία πξνο κία 

αληηζηνηρία αλάκεζα ζηηο ηηκέο ηνπ m(t) θαη d(t). 

΢ε πνιιέο εθαξκνγέο ζηηο νπνίεο ε θζνξά πξνζεγγίδεη έλα ζεκείν θνξεζκνχ φπνπ θαη 

ζηακαηάεη (π.ρ φηαλ ε νμείδσζε ζηακαηάεη), ε κέζε θζνξά κπνξεί λα νξηζηεί απφ ηελ 

ζπλάξηεζε  

                                            m(t) = γ0 (1 - e-γ1t
γ2

), γ
i
> 0.                  (2.7.3) 

Τπνζέηνπκε φηη  m(0) = 0 θαη φηη ε m(t) είλαη αχμνπζα θαη ζπλερψο παξαγσγίζηκε ζην [0,∞]. 

Θεσξνχκε δχν πεξηπηψζεηο : 

1. Ζ ζπλάξηεζε m(t) παξακεηξηθνπνηείηαη κε έλαλ ζπγθεθξηκέλν ηξφπν : m(t) = m(t,γ), φπνπ 

γ = (γ0,…,γm)
T
 είλαη άγλσζηνη παξάκεηξνη. Οη παξακεηξηθνπνηήζεηο (2.7.1) – (2.7.3) είλαη 

παξαδείγκαηα ηέηνησλ παξακεηξηθνπνηήζεσλ. 

2. Ζ ζπλάξηεζε m(t) είλαη ηειείσο άγλσζηε. 

Τπνζέηνπκε φηη ε δηαδηθαζία θζνξάο είλαη κία δηαδηθαζία κε αλεμάξηεηεο πξνζαπμήζεηο, π.ρ 

γηα θάζε 0 = t0 <…< tm νη ηπραίεο κεηαβιεηέο Z(ti) – Z(ti-1), (i = 1,…m ) είλαη αλεμάξηεηεο. Ζ 

δηαδηθαζία Z(t) είλαη αχμνπζα ζηνλ ρξφλν, φπσο επίζεο θαη ε δηαθχκαλζή ηεο. Τπνζέηνπκε 

φηη απηή ε δηαθχκαλζε είλαη αλάινγε ηεο κέζεο θζνξάο : 

                                                              Var{Z(t)} = ζ
2
m(t). 

Δάλ ε κέζε θζνξά είλαη κία γξακκηθή ζπλάξηεζε ηνπ ρξφλνπ, ηφηε ε δηαθχκαλζε είλαη 

αλάινγε κε ην ρξφλν. Τπφ έλα ηέηνην κνληέιν, γηα s < t έρνπκε cov(Z(s), Z(t)) = ζ
2
m(s)        

θαη corr(Z(s), Z(t)) =√m(s)/m(t). 

Έζησ φηη ΓZ(t) = Z(t+ Γt) – Z(t),   ηφηε 



24 
 

Δ(ΓZ(t)) = m(t + Γt) – m(t) θαη 

Var{ ΓZ(t)} = ζ
2
(m(t + Γt) – m(t)). 

΢εκεηψλνπκε φηη ην κνληέιν κε ηηο Γθανπζηαλέο πξνζαπμήζεηο Z(t) ~ N(m(t), ζ
2
m(t)), δελ 

είλαη θαιφ, επεηδή ππάξρεη κία ζεηηθή πηζαλφηεηα κηαο αξλεηηθήο θζνξάο. Απηφ έξρεηαη ζε 

αληίζεζε κε ην γεγνλφο φηη ε θζνξά απμάλεηαη. Μία άιιε δηαδηθαζία ε νπνία ηθαλνπνηεί ηελ 

ζπλζήθε φηη νη θαηαλνκέο ησλ Z(t) θαη ΓZ(t) πξέπεη λα είλαη ηεο ίδηαο νηθνγέλεηαο, θαη ε  Z(t) 

λα έρεη αλεμάξηεηεο πξνζαπμήζεηο, είλαη ε θαηαλνκή Γάκκα κε δεμηά ζπλερείο ηξνρηέο (βιέπε 

παξάγξαθν 3.2). Έηζη ππνζέηνπκε φηη Z(t) = ζ
2
γ(t), φπνπ γ(t) είλαη κία δηαδηθαζία κε 

αλεμάξηεηεο πξνζαπμήζεηο:       

γ(t) ~ G(1,λ(t)) = G(1,
m(t)

ζ2
) , 

Γγ(t) = γ(t + Γ) -  γ(t) ~ G(1, 
Γm(t)

ζ2
) . 

Ζ γ(t) αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Γάκκα κε παξάκεηξν θιίκαθαο 1 θαη παξάκεηξν ζρήκαηνο 

λ(t) = 
m(t)

ζ2
 θαη ε ππθλφηεηα ηνπ γ(t) είλαη p

γ(t)
 (x) = 

xλ(t)-1

Γ(λ(t))
    , x ≥ 0. 

Σφηε 

E(Z(t)) = m(t)     θαη      Var(Z(t)) = ζ
2
m(t). 

Μία απνηπρία ε νπνία πξνθαιείηαη απφ ηελ θζνξά ζπκβαίλεη φηαλ ην Z(t) θηάλεη ηελ ηηκή z0. 

Δθείλε ε ζηηγκή ηεο απνηπρίαο είλαη 

    Σ = sup{t: Z(t) < z0} = inf{t: Z(t)   z0}. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3
ν
 

Αλέιημε Γάκκα 

3.1 Ηζηνξηθή αλαδξνκή  

Ζ εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα ζηελ ζπληήξεζε ζρνιηάδεηαη εθηελψο απφ ηνλ van 

Noortwijk (2009). Μεηά ηελ εκθάληζε ηεο θαηαλνκήο Γάκκα ζηελ πεξηνρή ηεο αμηνπηζηίαο ην 

1975, ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο γηα ηελ ζηνραζηηθή κνληεινπνίεζε ηεο θζνξάο ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο ηεο ζπληήξεζεο. Δπεηδή ε θαηαλνκή Γάκκα είλαη θαηάιιειε γηα ηελ 

κνληεινπνίεζε ηεο ρξνληθήο κεηαβιεηφηεηαο ηεο θζνξάο,  έρεη απνδεηρζεί φηη  είλαη ρξήζηκε 

ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ βέιηηζησλ απνθάζεσλ ειέγρνπ θαη ζπληήξεζεο. 

Καηά ηε δηάξθεηα ησλ ηειεπηαίσλ δεθαεηηψλ, απμάλεηαη ζπλερψο ην θφζηνο ζπληήξεζεο ησλ 

κεραληθψλ δνκψλ θαη ππνδνκψλ (φπσο δξφκνη, ζηδεξφδξνκνη, γέθπξεο, θηίξηα θαη 

βηνκεραληθέο εγθαηαζηάζεηο). ΢χκθσλα κε ηνπο Dekker θαη Scarf (1998), απηφ ζπκβαίλεη 

θπξίσο ιφγσ ηεο ζπλερνχο επέθηαζεο ηνπ απνζέκαηνο ησλ δνκψλ θαη ησλ ππνδνκψλ, ηηο πην 

απζηεξέο απαηηήζεηο επηδφζεσλ, θαη ηελ εμσηεξηθή αλάζεζε ηεο ζπληήξεζεο. Πξνθεηκέλνπ 

λα κεησζεί ην θφζηνο ηεο ζπληήξεζεο θαη ηεο απνηπρίαο, εθαξκφδνληαη φιν θαη πεξηζζφηεξν 

ζηνλ ηνκέα ηεο δηαρείξηζεο ηεο ζπληήξεζεο επηζηεκνληθέο ηερληθέο, φπσο καζεκαηηθά 

κνληέια βειηηζηνπνίεζεο. 

Μία ραξαθηεξηζηηθή ηδηφηεηα ηεο βειηηζηνπνίεζεο ηεο ζπληήξεζεο είλαη φηη νη απνθάζεηο 

ζπλήζσο πξέπεη λα παίξλνληαη θάησ απφ αβεβαηφηεηα (φπσο ε θζνξά θαη ην θφζηνο). ΢ηε 

δηαρείξηζε ηεο ζπληήξεζεο, γεληθά ε πην ζεκαληηθή αβεβαηφηεηα είλαη ε αβεβαηφηεηα ηνπ 

ρξφλνπ απνηπρίαο (δηάξθεηα δσήο) θαη / ή ηνπ ξπζκνχ θζνξάο. Μέρξη ηηο αξρέο ηεο δεθαεηίαο 

ηνπ ελελήληα, ηα πεξηζζφηεξα καζεκαηηθά κνληέια ζπληήξεζεο βαζίδνληαλ ζηελ πεξηγξαθή 

ηεο αβεβαηφηεηαο ηεο γήξαλζεο ρξεζηκνπνηψληαο κία θαηαλνκή δηάξθεηαο δσήο. Έλα 

κεηνλέθηεκα κηαο θαηαλνκήο δηάξθεηαο δσήο είλαη φηη πνζνηηθνπνηεί κφλν ην εάλ έλα 

ζπζηαηηθφ ιεηηνπξγεί ή φρη. Πξνθεηκέλνπ  λα αλαπαξαζηήζνπκε ηελ γήξαλζε κε κία 

θαηαλνκή δηάξθεηαο δσήο, εθαξκφδνπκε ηελ γλσζηή ζπλάξηεζε ξπζκνχ απνηπρίαο. Χζηφζν, 

ν ξπζκφο απνηπρίαο είλαη ρξήζηκνο κφλν γηα ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ γηα κεγάιν πιήζνο 

εμαξηεκάησλ, παξά γηα έλα. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, νη ξπζκνί απνηπρίαο δελ κπνξνχλ λα 

κεηξεζνχλ ή λα παξαηεξεζνχλ γηα έλα κφλν εμάξηεκα. 

΢ηε δνκηθή κεραληθή είλαη γεληθά πην ειθπζηηθφ λα βαζίδνπκε έλα κνληέιν απνηπρίαο ζηε 

θπζηθή εμήγεζε ηεο απνηπρίαο θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ιεηηνπξγηθνχ πεξηβάιινληνο. Χο 
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εθ ηνχηνπ, πξνηείλεηαη ε κνληεινπνίεζε ηεο θζνξάο ζε ζρέζε κε ηελ ρξνλν-εμαξηψκελε 

ζηνραζηηθή δηαδηθαζία. ΢ηελ δνκηθή κεραληθή ππνζηεξίδνληαη ρξνλν-εμαξηψκελεο 

ζπλαξηήζεηο, γηα ηηο νπνίεο νη ζπκκεηαβιεηέο (φπσο ν κέζνο ξπζκφο θζνξάο αλά κνλάδα 

ρξφλνπ) είλαη ηπραίεο πνζφηεηεο. Χζηφζν, ν Pandey (2007) επηζήκαλε φηη ε ρξνληθή 

κεηαβιεηφηεηα δελ ιακβάλεηαη ππφςε ζε απηά ηα κνληέια  ηπραίαο κεηαβιεηήο. Γηα 

παξάδεηγκα, ζηελ πεξίπησζε ελφο γξακκηθνχ θαλφλα θζνξάο κε κέζν ηπραίν ξπζκφ θζνξάο, 

κία κηθξή έξεπλα ε νπνία έρεη γίλεη ήδε, απνθαιχπηεη πιήξσο ηελ κειινληηθή εμέιημε ηεο 

θζνξάο.  

Γηα λα κνληεινπνηήζνπκε ζσζηά ηελ ρξνληθή κεηαβιεηφηεηα ηεο θζνξάο, ζα πξέπεη λα 

βαζηζηνχκε ζε άιιεο ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο (φπσο νη Μαξθνβηαλέο δηαδηθαζίεο). Οη 

Μαξθνβηαλέο δηαδηθαζίεο πεξηιακβάλνπλ ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο κε αλεμάξηεηεο 

πξνζαπμήζεηο, φπσο ε θίλεζε Brown, ε ζχλζεηε δηαδηθαζία Poisson θαη ε θαηαλνκή Γάκκα. 

Γηα ηελ ζηνραζηηθή κνληεινπνίεζε ηεο κνλφηνλεο θαη ζηαδηαθήο θζνξάο , ε θαηαλνκή 

Γάκκα είλαη ε πιένλ θαηάιιειε. 

 Ζ θαηαλνκή Γάκκα ήηαλ ε πξψηε θαηαλνκή πνπ εθαξκφζηεθε απφ ηνλ Moran (1954) ζε κία 

ζεηξά απφ δεκνζηεχζεηο θαη επίζεο, εθδφζεθε έλα βηβιίν ζηα κέζα ηνπ πεξαζκέλνπ αηψλα, 

γηα ηελ κνληεινπνίεζε ηεο ξνήο ηνπ λεξνχ κέζα ζε έλα θξάγκα. Σν 1975, ν Abdel-Hameed 

πξφηεηλε λα ρξεζηκνπνηείηαη ε θαηαλνκή Γάκκα γηα ηελ κνληεινπνίεζε ηεο θζνξάο πνπ 

ζπκβαίλεη ηπραία ζην ρξφλν. Καηά ηελ δηάξθεηα ησλ ηξηψλ ηειεπηαίσλ δεθαεηηψλ, ε θαηαλνκή 

Γάκκα, πξνζαξκφζηεθε ηθαλνπνηεηηθά ζε δεδνκέλα ζρεηηθά κε ηνλ εξππζκφ ηνπ 

ζθπξνδέκαηνο, ηελ αχμεζε ησλ ξσγκψλ θφπσζεο, ηηο πχιεο ηνπ δηαβξσκέλνπ ράιπβα, ηελ 

ιέπηπλζε ιφγσ δηάβξσζεο θαη ρισξηνχρνπ δηείζδπζεο ζην ζθπξφδεκα. ΢ηαηηζηηθέο κέζνδνη 

νη νπνίεο αλαπηχρζεθαλ πεξηιακβάλνπλ ηελ κέζνδν κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, ηελ κέζνδν ησλ 

ξνπψλ, φπσο επίζεο θαη ηελ Μπεπλδηαλή κέζνδν κε ηέιεην θαη αηειή έιεγρν. 

  

Μεηά απφ ην πξψην ηνπ άξζξν ν Abdel-Hameed (1975), ρξεζηκνπνίεζε ηελ δηαδηθαζία 

θζνξάο Γάκκα, σο δνκηθφ ζηνηρείν γηα ηελ αλάπηπμε καζεκαηηθψλ κνληέισλ γηα ηελ 

βειηηζηνπνίεζε ηεο ρξνλνεμαξηψκελεο ζπληήξεζεο θαη ηεο ζπληήξεζεο πνπ εμαξηάηαη απφ 

ηελ θαηάζηαζε. Σα θχξηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ηειεπηαίνπ κνληέινπ είλαη ε πεξηνδηθή 

εμέηαζε, ε απνηπρία ε νπνία γίλεηαη αληηιεπηή κφλν θαηά ηελ εμέηαζε, ην ηπραίν επίπεδν 

απνηπρίαο, ην κε πξνεμνθιεκέλν θφζηνο θαη ην έλα κφλν ζηνηρείν. Πξφζθαηα ν Abdel-

Hameed (2004) ζπκπεξηέιαβε ηελ απεξηνδηθή εμέηαζε θαη ην πξνεμνθιεκέλν θφζηνο ζ‟ απηφ 

ην κνληέιν. Οη επεθηάζεηο ηνπ κνληέινπ ζπληήξεζεο κε βάζε ηελ θαηάζηαζε ηνπ Abdel-

Hameed (2004), αιιά κε ζηαζεξφ επίπεδν απνηπρίαο, πεξηιακβάλνπλ απεξηνδηθή εμέηαζε 
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ζπλδπαζκέλε κε ηηο πηζαλφηεηεο κεξηθήο επηδηφξζσζεο θαη έλα ζχζηεκα ζεηξάο δχν 

ζπζηαηηθψλ. Ο Park (1988) πξφηεηλε παξαιιαγέο κε ζηαζεξφ επίπεδν απνηπρίαο, ηνπ 

κνληέινπ ζπληήξεζεο κε βάζε ηελ θαηάζηαζε ηνπ Abdel-Hameed (2004) ζην νπνίν νη 

απνηπρίεο αληρλεχνληαλ ακέζσο. Οη επεθηάζεηο ζην κνληέιν ηνπ  Park (1988) κε ζηαζεξφ 

επίπεδν απνηπρίαο, πεξηιακβάλνπλ δηάθξηζε κεηαμχ ηνπ πξψηνπ θαη ηνπ επφκελνπ ρξνληθνχ 

δηαζηήκαηνο επηζεσξήζεσλ, πξνεμνθιεκέλν θφζηνο, αηειή επηζεψξεζε, απεξηφξηζηε 

επηζεψξεζε, δχν ηξφπνπο αζηνρίαο θαη δχν ηξφπνπο ππνβάζκηζεο. 

Γηα λα κνληεινπνηήζνπκε ηελ ζηνραζηηθή θζνξά, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε είηε κία 

ζπλάξηεζε βαζκνχ απνηπρίαο, είηε κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία, φπσο κία ηπραία βαζκηαία 

θζνξά, κία δηαδηθαζία Markov, κία θίλεζε Brown, θαη κία κε θζίλνπζα δηαδηθαζία 

κεηαπήδεζεο (ηεο νπνίαο κία εηδηθή πεξίπησζε είλαη ε θαηαλνκή Γάκκα) 

Πξνθεηκέλνπ ε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία θζνξάο λα είλαη κνλφηνλε, ζα ήηαλ θαιχηεξν λα ηελ 

ζεσξήζνπκε σο  κηα δηαδηθαζία Γάκκα. Μνληεινπνηνχκε ηελ θζνξά κε κία δηαδηθαζία 

Γάκκα, ε νπνία πεξηιακβάλεη πηζαλφλ ρξνληθά εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο, φπσο θαη ζηα 

κνληέια ζηα νπνία ε πηζαλφηεηα ελφο ηξαπκαηηθνχ γεγνλφηνο εμαξηάηαη απφ ηελ θζνξά. Οη 

πεξηπηψζεηο παξακεηξηθνπνηεκέλσλ θαη ηειείσο άγλσζησλ ζπλαξηήζεσλ κέζεο θζνξάο, 

κειεηνχληαη αθφκε. Θεσξνχκε κνληέια ζηα νπνία ε θζνξά κεηξηέηαη κε ζθάικαηα. 

Με άιια ιφγηα, κηα δηαδηθαζία Γάκκα είλαη κηα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία κε αλεμάξηεηεο, κε-

αξλεηηθέο πξνζαπμήζεηο (π.ρ., νη πξνζαπμήζεηο ηεο θνξπθήο ζε επίπεδν παξαθκήο ελφο 

αλαρψκαηνο) ε νπνία αθνινπζεί κία θαηαλνκή Γάκκα κε θαλνληθή παξάκεηξν θιίκαθαο. Ο 

Abdel-Hameed (1975) ήηαλ ν πξψηνο πνπ πξφηεηλε ηελ δηαδηθαζία Γάκκα σο ην θαηάιιειν 

κνληέιν γηα ηελ θζνξά ε νπνία ζπκβαίλεη ηπραία ζην ρξφλν. ΢ηελ δηζέιηδε δεκνζίεπζε ηνπ, 

απνθαινχζε απηήλ ηελ ζηνραζηηθή δηαδηθαζία σο “δηαδηθαζία θζνξάο Γάκκα”. Έλα 

πιενλέθηεκα ηεο κνληεινπνίεζεο ησλ δηαδηθαζηψλ θζνξάο κέζσ ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα, 

είλαη ην φηη νη καζεκαηηθνί ππνινγηζκνί πνπ απαηηνχληαη είλαη ζρεηηθά απινί.   

3.2. Οξηζκόο ηεο κε ζηαζεξήο δηαδηθαζίαο Γάκκα 

Με καζεκαηηθνχο φξνπο, ε δηαδηθαζία Γάκκα νξίδεηαη σο εμήο :  

Τπελζπκίδνπκε φηη κία ηπραία πνζφηεηα Υ αθνινπζεί κία Καλνληθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν 

ζρήκαηνο v>0 θαη παξάκεηξν θιίκαθαο u>0, αλ ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο δίλεηαη 

απφ ηνλ παξαθάησ ηχπν : 

G(x|v,u) =  
uv

Γ(v)
 xv-1exp{-ux}I(0,∞)(x) , 
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φπνπ IA(x)=1 γηα θάζε x∈Α θαη  IA(x)=0 γηα θάζε x A θαη Γ(α) = ∫ zα-1e-z∞

z=0
 dz είλαη ε 

ζπλάξηεζε Γάκκα γηα α>0. Δπηπιένλ, έζησ φηη v(t) είλαη κε θζίλνπζα, δεμηά ζπλερήο 

ζπλάξηεζε πξαγκαηηθψλ ηηκψλ γηα t≥0, κε v(0) ≡ 0. Ζ δηαδηθαζία Γάκκα κε ζπλάξηεζε 

ζρήκαηνο v(t)>0 θαη παξάκεηξν θιίκαθαο u>0 είλαη κία ζπλερήο ζην ρξφλν ζηνραζηηθή 

δηαδηθαζία {X(t), t≥0} κε ηηο αθφινπζεο ηξεηο ηδηφηεηεο : 

1. X(0)=0  κε πηζαλφηεηα 1 

2. Υ(η) – Υ(t)~G(v(η)-v(t),u) γηα θάζε η>t≥0 

3. Ζ Υ(t) έρεη αλεμάξηεηεο πξνζαπμήζεηο. 

 

3.3 Μέζε ηηκή θαη δηαζπνξά ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα 

Έζησ φηη Υ(t) είλαη ε θζνξά ζε ρξφλν t, t≥0 θαη έζησ φηη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα, δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

                                         fX(t)(x) = G(x|v(t),u)                                (3.3.1)                                 

κε κέζε ηηκή θαη δηαζπνξά 

                                            E(X(t)) = 
v(t)

u
    ,         Var(X(t)) = 

v(t)

u2
                   (3.3.2)             

Ο ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο ηεο δηαζπνξάο νξίδεηαη απφ ην ιφγν ηεο ηππηθήο απφθιηζεο 

πξνο ηε κέζε ηηκή θαη δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

                                        CV(X(t)) = 
√Var(X(t))

E(X(t))
 = 
1

√v(t)
                  (3.3.3)               

ν νπνίνο κεηψλεηαη φζν ν ρξφλνο απμάλεη. Απφ ηελ άιιε, ν ιφγνο ηεο δηαζπνξάο πξνο ηελ 

κέζε ηηκή ηζνχηαη κε 1/u θαη επνκέλσο δελ εμαξηάηαη απφ ηνλ ρξφλν. 

 

3.4 Αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ ρξόλνπ 

απνηπρίαο  

Έλα εμάξηεκα ζεσξείηαη φηη έρεη αζηνρήζεη φηαλ ε αληίζηαζε ηεο θζνξάο ηνπ, ε νπνία 

ζπκβνιίδεηαη κε R(t) = r0 – X(t), πέθηεη θάησ απφ ην θνξηίν s. Τπνζέηνπκε φηη νη αξρηθέο 

ηηκέο ηεο αληνρήο r0 θαη ηνπ θνξηίνπ s είλαη ζηαζεξέο θαη γλσζηέο. Οξίδνπκε σο y= r0 – s θαη 

ζπκβνιίδνπκε ην ρξφλν ζηνλ νπνίν ζπκβαίλεη κία απνηπρία κε ηελ δηάξθεηα δσήο Σy (ην νπνίν 

θαιείηαη επίζεο σο ην πξψην ρηχπεκα ηνπ ρξφλνπ ζην επίπεδν y). Λφγσ ηνπ φηη ε θζνξά 

αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Γάκκα, ζηελ ζρέζε (3.3.1) ε θαηαλνκή δηάξθεηαο δσήο κπνξεί λα 

γξαθηεί σο  
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F(t)   =   Pr{Ty t}  =   Pr{X(t) y} 

                                     =  ∫ fX(t)(x)dx
 

x=y
 = 
Γ(v(t),yu)

Γ(v(t))
 ,               (3.4.1) 

 

φπνπ Γ(α,x) = ∫ zα-1e-z∞
z=x

 dz είλαη ε ειιηπήο θαηαλνκή Γάκκα γηα x    θαη α>0. Ζ ζρέζε 

(3.4.1) κνηάδεη κε κία εληππσζηαθή δπαδηθφηεηα αλάκεζα ζην θελφ (θζνξά) θαη ζην ρξφλν 

(δηάξθεηα δσήο), πνπ θάλεη ην κνληέιν ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα λα επηδέρεηαη αλάιπζε.  

 

3.5 ΢πλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηνπ ρξόλνπ 

απνηπρίαο 

Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ θαλφλα αιπζίδαο γηα ηελ παξάγσγν, ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο ηεο δηάξθεηαο δσήο είλαη 

                  f(t) = 
 

 
[
Γ(v(t),yu)

Γ(v(t))
]=  

 

 ṽ
,
Γ(ṽ,yu)

Γ(ṽ)
-   ṽ=u(t) v΄(t)              (3.5.1) 

ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη ε ζπλάξηεζε ζρήκαηνο v(t) είλαη παξαγσγίζηκε. Χο εθ ηνχηνπ,  

                      f(t) = 
v΄(t)

Γ(v(t))
 ∫ { log(z) -ς(v(t))}
∞

yu
zv(t)-1e-zdz,              (3.5.2)          

φπνπ ε ζπλάξηεζε ς(α) είλαη ε παξάγσγνο ηνπ ινγαξίζκνπ ηεο θαηαλνκήο Γάκκα: 

  ς(α) = 
Γ΄(α)

Γ(α)
 = 
  logΓ(α)

 α
  φπνπ α>0. 

Ζ ζπλάξηεζε ς(α) θαιείηαη θαηαλνκή digamma θαη κπνξεί λα ππνινγηζηεί αθξηβψο 

ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ αιγφξηζκν πνπ αλαπηχρζεθε απφ ηνλ Bernardo (1976). 

Υξεζηκνπνηψληαο κία ζεηξά απφ επεθηάζεηο θαη κηα ζπλερήο επέθηαζε θιάζκαηνο, ε πξψηε 

κεξηθή παξάγσγνο ηνπ Γ(ṽ, yu) /Γ(ṽ) σο πξνο ṽ ζηελ εμίζσζε (3.5.1), κπνξεί λα ππνινγηζηεί 

απφ ηνλ αιγφξηζκν ηνπ Moore (1982). 

 

3.6 Γηαδηθαζία θζνξάο Γάκκα ζπλδπαζκέλε κε ηπραίν 

θνξηίν 

΢ηελ πξφηαζε ηνπ λα ρξεζηκνπνηήζεη ηελ δηαδηθαζία Γάκκα σο κνληέιν ζηνραζηηθήο θζνξάο, 

ν Abdel-Hameed (1975) πήγε ην αληνρήο-θνξηίν κνληέιν ηεο εμίζσζεο (3.4.1), έλα βήκα 

παξαπέξα, ζεσξψληαο ην επίπεδν ηεο ρεηξνηέξεπζεο ηεο απνηπρίαο y = r0-s, σο κία ηπραία 
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πνζφηεηα Y>0. Γηα θάζε t 0, ε πηζαλφηεηα ηεο απνηπρίαο ζην δηάζηεκα ηνπ ρξφλνπ (0,t], 

κπνξεί λα γξαθηεί σο ην νινθιήξσκα ηεο ζπλέιημεο 

 

Pr{X(t) Y} = ∫ fX(t)( )Pr{Y ≤ x}  
 

x=0
 

                                             

                                                      = ∫ ∫ fX(t)(x)
x

   

 

   
fY(y)dydx,                 (3.6.1)         

φπνπ X(t) αθνινπζεί κία θαηαλνκή Γάκκα κε παξάκεηξν ζρήκαηνο v(t) θαη παξάκεηξν 

θιίκαθαο u θαη ε Y έρεη ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο fY(y) θαη αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο G(y) = Pr{Y y}. Ζ πηζαλφηεηα Pr{Y>x} = 1- G(x) = G̅(x) κπνξεί λα εξκελεπζεί 

σο ε πηζαλφηεηα κηα ζπζθεπή λα επηβηψζεη x κνλάδεο θζνξάο. Ο Abdel-Hameed (1975) 

έδεημε φηη ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο (3.6.1) έρεη απμαλφκελν ξπζκφ απνηπρίαο, αλ ε 

v(t) είλαη θπξηή θαη ε G(x) έρεη απμαλφκελν ξπζκφ απνηπρίαο. 

 

3.7 Δθηίκεζε παξακέηξσλ γηα ηελ δηαδηθαζία Γάκκα 

΢χκθσλα κε ηελ ππφζεζε ηεο κνληεινπνίεζεο ηεο ρξνληθήο κεηαβιεηφηεηαο ηεο θζνξάο κε 

κία δηαδηθαζία Γάκκα, ην εξψηεκα πνπ κέλεη λα απαληεζεί είλαη ην πψο ε αλακελφκελε 

ρεηξνηέξεπζε απμάλεη ζην ρξφλν. Δκπεηξηθέο κειέηεο έδεημαλ φηη ε αλακελφκελε 

ρεηξνηέξεπζε ζην ρξφλν t είλαη ζπλήζσο αλάινγε κηαο δχλακεο : 

                                       E(X(t)) = 
v(t)

u
 = 
ctb

u
 = αtb   tb                     (3.7.1) 

γηα θάπνηεο θπζηθέο ζηαζεξέο α>0 (ή c>0) θαη b>0. Με ιίγε πξνζπάζεηα, ππάξρεη δηαζέζηκε 

κεραληθή γλψζε γηα ην ζρήκα ηεο αλακελφκελεο θζνξάο φζνλ αθνξά ηελ παξάκεηξν b ζηελ 

ζρέζε (3.7.1). Ζ θαηαλνκή Γάκκα θαιείηαη ζηαζεξή φηαλ ε αλακελφκελε θζνξά είλαη 

γξακκηθή ζην ρξφλν, π.ρ. φηαλ b=1 ζηελ εμίζσζε (3.7.1) θαη κε ζηαζεξή φηαλ b  1. Ο Cinlar 

(1977) έδεημε πσο κπνξνχκε λα κεηαηξέςνπκε κία κε ζηαζεξή δηαδηθαζία Γάκκα ζε ζηαζεξή 

θαη πσο κπνξνχκε λα εθηηκήζνπκε ηηο παξακέηξνπο κηαο ζηαζεξήο δηαδηθαζίαο Γάκκα 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ κέζνδν ησλ ξνπψλ θαη ηελ κέζνδν ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. Γηα λα 

εθαξκφζνπκε ην κνληέιν ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα ζε πξαθηηθά παξαδείγκαηα, πξέπεη λα 

εθαξκφζνπκε ζηαηηζηηθέο κεζφδνπο γηα ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηεο δηαδηθαζίαο 

Γάκκα. Μία ηππηθή νκάδα δεδνκέλσλ απνηειείηαη απφ ηνπο ρξφλνπο παξαηήξεζεο ti,              

i=1,…,n, φπνπ 0=t0<t1<t2<…<tn, θαη ηηο αληίζηνηρεο παξαηεξήζεηο ησλ αζξνηζηηθψλ 

πνζνηήησλ ηεο ρεηξνηέξεπζεο xi, i= 1,…,n, φπνπ 0=x0 x1 x2 … xn. Θεσξνχκε κία 
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δηαδηθαζία Γάκκα κε παξάκεηξν ζρήκαηνο v(t) = ct
b
  θαη παξάκεηξν θιίκαθαο u. Τπνζέηνπκε 

φηη ε ηηκή ηνπ εθζέηε b είλαη γλσζηή, αιιά ηνπ c θαη ηνπ u είλαη άγλσζηεο. Οη δχν πην θνηλέο 

κέζνδνη εθηίκεζεο παξακέηξσλ είλαη ε κέζνδνο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο θαη ε κέζνδνο ησλ 

ξνπψλ.    

 

3.7.1 Μέζνδνο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο 

Οη εθηηκεηέο ησλ c θαη u κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ κεγηζηνπνηψληαο ηελ ζπλάξηεζε ηεο 

πηζαλνθάλεηαο ησλ ζηνηρείσλ. Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο παξαηεξνχκελσλ ζηνηρείσλ 

θζνξάο δi=xi-xi-1, i=1,…,n είλαη ην γηλφκελν ησλ αλεμάξηεησλ ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο 

Γάκκα 

                          l = (δ1,…,δn|c,u)  =  ∏ f
X(ti)-X.ti-1/

(δi)   
n
i=1       

                      

                                                      = ∏
u
c[ti
b

- t
i-1
b ]

Γ(c[ti
b- t
i-1
b ])

n
i=1  δ

i

c0ti
b- t
i-1
b 1-1

exp{-uδi}.  (3.7.1.1) 

Τπνινγίδνληαο ηηο πξψηεο κεξηθέο παξαγψγνπο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο ησλ ζηνηρείσλ 

σο πξνο c θαη u, ν Cinlar (1977) έδεημε φηη νη εθηηκήζεηο ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο γηα ηα  ̂ 

θαη  ̂ κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ απφ ηηο ζρέζεηο 

 

 ̂ = 
 ĉtn
b

xn
 ,                                                                                                                                                  

∑ [ti
b- t
i-1

b ]n
i=1 {ς( ̂[  

       
 ])  logδi} =   tn

blog(
 ĉtn
b

xn
)                     (3.7.1.2)      

Γνζέληνο ηνπ εθηηκεηή κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ u ηεο εμίζσζεο (3.7.1.2), ε αλακελφκελε 

θζνξά ζε ρξφλν t δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν  E(X(t)) = xn 0
t

tn

b
1  . 

Δπεηδή νη αζξνηζηηθέο πνζφηεηεο ηεο θζνξάο κεηξηνχληαη, ν ηειεπηαίνο έιεγρνο πεξηέρεη φιε 

ηελ πιεξνθνξία. Απηφ επηβεβαηψλεηαη απφ ην γεγνλφο φηη ε αλακελφκελε θζνξά ζηνλ 

ηειεπηαίν έιεγρν (ζηνλ ρξφλν tn) ηζνχηαη κε xn, ην νπνίν είλαη E(X(tn)) = xn. 

Ζ κέζνδνο ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο γηα ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ c θαη u, κπνξεί λα 

επεθηαζεί ηεο παξακέηξνπ ηεο δχλακεο b. Ζ παξάκεηξνο b κπνξεί λα θαζνξηζηεί 

κεγηζηνπνηψληαο αξηζκεηηθά ηελ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (3.7.1.1). Ζ παξαπάλσ 
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ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο κπνξεί λα επεθηαζεί ψζηε λα πεξηιακβάλεη ηηο πξνζαπμήζεηο 

πεξηζζφηεξσλ ηνπ ελφο εμαξηεκάησλ.   

  

3.7.2 Μέζνδνο ησλ Ρνπώλ 

Τπελζπκίδεηαη φηη ε κέζε ηηκή θαη ε δηαζπνξά ηεο αζξνηζηηθήο ρεηξνηέξεπζεο ζε ρξφλν t 

δίλνληαη απφ ηνπο ηχπνπο  

E(X(t)) = 
ctb

u
       , 

                                  Var(X(t)) = 
ctb

u2
                               (3.7.2.1)                   

΋ηαλ ν εθζέηεο b είλαη γλσζηφο, ε κε ζηαζεξή δηαδηθαζία Γάκκα, κπνξεί εχθνια λα 

κεηαζρεκαηηζηεί ζε ζηαζεξή δηαδηθαζία Γάκκα ρξεζηκνπνηψληαο έλαλ κνλφηνλν 

κεηαζρεκαηηζκφ απφ ηνλ ρξφλν ή ηνλ εκεξνινγηαθφ ρξφλν t, ζηνλ κεηαζρεκαηηζκέλν ή ηνλ 

ρξφλν ιεηηνπξγίαο z(t) = t
b
. Τπελζπκίδνπκε φηη κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία έρεη ζηαζεξέο 

πξνζαπμήζεηο αλ ε θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ησλ πξνζαπμήζεσλ X(t+h) – X(t) εμαξηάηαη κφλν 

απφ ην h γηα θάζε t,h 0. Αληηθαζηζηψληαο ηνλ αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ ρξφλνπ t(z) = 

z 
1/b

 ζηελ ζρέζε (3.7.2.1) παίξλνπκε : 

 

E(X(t(z))) = 
cz

u
 , 

                                      Var(X(t(z))) = 
cz

u2
                        (3.7.2.2)                      

Απηφ νδεγεί ζε κία ζηαζεξή δηαδηθαζία Γάκκα ζε ζρέζε κε ηνλ κεηαζρεκαηηζκέλν ρξφλν z. 

Οκνίσο, νη κεηαζρεκαηηζκέλνη ρξφλνη παξαηήξεζεο γίλνληαη zi = ti
b ,i = 1,…,n. Οξίδνπκε 

επηπιένλ ηνπο κεηαζρεκαηηζκέλνπο ρξφλνπο αλάκεζα ζηηο παξαηεξήζεηο  σο wi = ti
b - t

i- 
b  θαη 

γηα καζεκαηηθή επθνιία, Di=Xi - Xi-1 γηα i = 1,…,n. Οη πξνζαπμήζεηο θζνξάο Di αθνινπζνχλ 

κία θαηαλνκή Γάκκα κε παξάκεηξν ζρήκαηνο  cwi θαη παξάκεηξν θιίκαθαο u γηα θάζε i = 

1,…,n, θαη νη πξνζαπμήζεηο Di,…,Dn είλαη αλεμάξηεηεο. Σα Xi θαη Di ζπκβνιίδνπλ ηπραίεο 

πνζφηεηεο θαη ηα xi θαη di ηηο αληίζηνηρεο παξαηεξήζεηο. ΢χκθσλα κε ηνλ  Cinlar (1977), ε 

κέζνδνο ησλ ξνπψλ πνπ εθηηκά ηα  ̂ θαη  ̂ δίλεη ηνπο ηχπνπο  

 

ĉ

û
  = 

∑ δi
n
i=1

∑ wi
n
i=1

  = 
xn

tn
b  = δ̅  , 
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xn

 ̂
 (  

∑ wi
2n

i=1

[∑ wi
n
i=1 ]

2) = ∑ (δi- δ̅wi)
2n

i=1      (3.7.2.3)            

΢αθψο, ε κέζνδνο ησλ ξνπψλ νδεγεί ζε απινχο ηχπνπο γηα ηελ εθηίκεζε παξακέηξσλ, νη 

νπνίνη κπνξνχλ εχθνια λα ππνινγηζηνχλ. ΢εκεηψλνπκε φηη ε πξψηε εμίζσζε ησλ εθηηκεηψλ 

κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (3.7.1.2) είλαη ε ίδηα κε ηελ πξψηε εμίζσζε ηεο εθηίκεζεο ηεο 

κεζφδνπ ησλ ξνπψλ (3.7.2.3). 

  

3.8 Μέζνδνο ηεο Μπεϋδηαλήο ζηαηηζηηθήο  

Σν ζεψξεκα ηνπ Bayes παξέρεη κία ιχζε ζην πξφβιεκα ηνπ πσο καζαίλνπκε απφ ηα 

δεδνκέλα. ΢ην πιαίζην ηεο εθηίκεζεο ησλ αγλψζησλ παξακέηξσλ c θαη u ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκέλνπ ρξφλνπ ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα, ε κπευλδηαλή πξνζέγγηζε ππνζέηεη φηη 

απηνί νη παξάκεηξνη έρνπλ κηα θαηαλνκή πηζαλφηεηαο. Σν ζεψξεκα ηνπ Bayes κπνξεί λα 

γξαθηεί σο 

                       π(c,u|δ1,…,δn) = 
 (δ1,…,δn|c,u)π(c,u)

∫ ∫ l(δ1,…,δn|c,u)π(c,u)dc du
∞

0

∞

0

  ,              (3.8.1)           

φπνπ l(δ1,…,δn|c,u) είλαη ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ δεδνκέλσλ παξαηήξεζεο δ1,…,δn 

φηαλ δίλεηαη ην δηάλπζκα ησλ παξακέηξσλ (c,u), π(c,u) είλαη ε αξρηθή ππθλφηεηα ηνπ (c,u) 

πξηλ ηελ παξαηήξεζε ησλ δεδνκέλσλ παξαηήξεζεο, π(c,u|δ1,…,δn) είλαη ε ηειηθή ππθλφηεηα 

ηνπ (c,u) κεηά ηελ παξαηήξεζε ησλ δεδνκέλσλ παξαηήξεζεο, θαη π(δ1,…δn) είλαη ε 

πεξηζσξηαθή ππθλφηεηα ησλ δεδνκέλσλ παξαηήξεζεο. Υξεζηκνπνηψληαο ην ζεψξεκα ηνπ 

Bayes, κπνξνχκε λα αιιάμνπκε ηελ αξρηθή θαηαλνκή ζηελ ηειηθή ππθλφηεηα φζν γίλνληαη 

δηαζέζηκα θαηλνχξηα δεδνκέλα παξαηήξεζεο. ΢ην ζεκείν απηφ πξνθχπηεη ην εξψηεκα, πνηα 

θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ζα επηιεγεί σο αξρηθή ησλ c θαη u. Αο βξνχκε πξψηα ηελ αξρηθή 

θαηαλνκή ηεο παξακέηξνπ θιίκαθαο u φηαλ ε παξάκεηξνο c είλαη γλσζηή, ε νπνία έρεη αξρηθή 

ππθλφηεηα π(u,c). Δίλαη γλσζηφ φηη ε νηθνγέλεηα ησλ θαηαλνκψλ Γάκκα είλαη κηα ζπδεπγκέλε 

νηθνγέλεηα σο πξνο ηελ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο Γάκκα κε άγλσζηε παξάκεηξν θιίκαθαο, 

θαζψο θαη ε αξρηθή θαη ε ηειηθή θαηαλνκή αλήθνπλ  ζηελ νηθνγέλεηα ησλ θαηαλνκψλ Γάκκα. 

Αλ ε αξρηθή θαηαλνκή ηεο παξακέηξνπ θιίκαθαο u δίλεηαη απφ κία θαηαλνκή Γάκκα κε 

παξάκεηξν ζρήκαηνο a θαη παξάκεηξν θιίκαθαο β, φηαλ ε ηηκή ηνπ c δίλεηαη, ηφηε ε ηειηθή 

θαηαλνκή είλαη επίζεο κία θαηαλνκή Γάκκα κε παξάκεηξν ζρήκαηνο                                       
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α + ∑ c[ti
b-t
i-1

b ]n
i=1  = α + ctn

b θαη παξάκεηξν θιίκαθαο β + ∑ δi
n
i=1  = β + xn. Ο Dufresne 

(1991) εθάξκνζε απηήλ ηελ κπευλδηαλή πξνζέγγηζε γηα λα πξνζδηνξίζεη ηελ ηειηθή θαηαλνκή 

ηεο παξακέηξνπ θιίκαθαο κηαο ζηαζεξήο δηαδηθαζίαο Γάκκα (π.ρ. b=1) ππφ ηέιεηα 

επηζεψξεζε. Οη Kallen θαη van Noortwijk (2005) επέθηεηλαλ ηελ κπευλδηαλή εθηίκεζε απφ 

ηέιεην ζε αηειή έιεγρν. 

Ζ κπευλδηαλή εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ θιίκαθαο ηεο Γάκκα δηαδηθαζίαο κπνξεί λα 

επεθηαζεί ζε κπευλδηαλή εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ θιίκαθαο θαη ηεο ζπλάξηεζεο ζρήκαηνο. 

Τπελζπκίδνπκε φηη    = ti
b - t

i-1

b ,   i = 1,…,n. ΢ε ζπλδπαζκφ κε ηελ αξρηθή ππθλφηεηα ηνπ π(c) 

ην ζεψξεκα ηνπ Bayes (3.8.1) κπνξεί λα μαλαγξαθηεί σο                                                                    

π(c,u|δ1,…,δn) = π(u|c,δ1,…,δn) π(c| δ1,…,δn) 

 ∏
    

 (   )

 
i=1  δi

cwi-1exp{-u i} 

  
β
α

Γ(α)
 uα-1exp{-uβ}π(c) 

= Ga(u|α + ctn
b , β + xn ) 

 0
1

β+ xn
1
α + ctn

b

 
β
α
 Γ(α + ctn

b)

Γ(α)∏ Γ(cwi)
n
i=1

 

  ∏ δi
cwi-1n

i=1 π(c). 

΋ηαλ ε παξάκεηξνο c είλαη άγλσζηε, νη παξάκεηξνη ηεο αξρηθήο ππθλφηεηαο ηνπ u εμαξηψληαη 

απφ ην c, επνκέλσο ε αξρηθή ππθλφηεηα ηνπ u  δνζέληνο ηνπ c είλαη κία θαηαλνκή Γάκκα κε 

παξάκεηξν ζρήκαηνο α(c) θαη παξάκεηξν θιίκαθαο β(c). Μία ελδηαθέξνπζα επηινγή γηα ηηο 

παξακέηξνπο ζρήκαηνο θαη θιίκαθαο είλαη α(c) = cηb, η>0, θαη β(c) = β. ΢χκθσλα κε απηήλ 

ηελ ππφζεζε, ε ηειηθή κέζε ηηκή ηεο παξακέηξνπ θιίκαθαο ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα u φηαλ ε 

ηηκή ηνπ c δίλεηαη, κπνξεί λα γξαθηεί σο  

    Δ(U|c,δ1,…,δn) = 
a(c)+tn

b 

β(c) + xn
 = 
c[ηb+ tn

b
]

β + xn
  , 
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φπνπ c είλαη γλσζηφ θαη ην U άγλσζην. Υξεζηκνπνηψληαο ηελ εμίζσζε (3.7.1), ε 

πξνβιεπφκελε κέζε ηηκή ηεο αζξνηζηηθήο πνζφηεηαο ηεο ρεηξνηέξεπζεο ζε ρξφλν t, παίξλεη 

ηελ κνξθή 

E.
Ctb

U
|δ1,…,δn/ = E.

C[β(C)+xn]t
b

a(C)+Ctn
b-1
 δ1,…,δn/, 

φπνπ C θαη U είλαη ηπραίεο πνζφηεηεο. 

3.9 Οξηζκόο ηεο ζηαζεξήο δηαδηθαζίαο Γάκκα 

΋ηαλ ε αλακελφκελε ρεηξνηέξεπζε είλαη γξακκηθή ζην ρξφλν, είλαη βνιηθφ λα μαλαγξάςνπκε 

ηελ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ X(t) ηεο ζρέζεο (3.3.1)                           

,ρξεζηκνπνηψληαο ηελ αθφινπζε παξακεηξηθνπνίεζε: 

                                  fX(t)(x) = Ga(x|[κ
2
t]/ζ

2
,κ/ζ

2
)               (3.9.1) 

γηα θάζε κ,ζ>0 κε     E(X(t)) = κt    θαη    Var(X(t)) = ζ
2
t. 

Μία δηαδηθαζία Γάκκα κε κ=ζ=1 θαιείηαη ηππνπνηεκέλε δηαδηθαζία Γάκκα. Λφγσ ηεο 

ζηαζεξφηεηαο ηεο παξαπάλσ δηαδηθαζίαο ζηνραζηηθήο θζνξάο, ε κέζε ηηκή θαη ε δηαθχκαλζε 

ηεο θζνξάο είλαη γξακκηθά ζην ρξφλν. Υξεζηκνπνηψληαο ηελ ζρέζε (3.4.1), ε θαηαλνκή ηεο 

δηάξθεηαο δσήο κπνξεί λα μαλαγξαθηεί σο εμήο 

F(t) = Pr{Ty t}= Pr{X(t) y} 

                                                   = ∫ fX(t)(x)dx
∞

x=y
 = 
Γ(
0κ2t1

ζ2
 ,  
,yκ-

ζ2
)

Γ(
[κ2t]

ζ2
)

  .                   (3.9.2)              

Ζ ζηαζεξφηεηα ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα βαζηθά πξνθχπηεη απφ ηελ ηδηφηεηα ησλ 

πξνζαπμήζεσλ  νη νπνίεο είλαη αλεμάξηεηεο θαη αθνινπζνχλ ηνλ ίδην ηχπν θαηαλνκήο κε ην 

άζξνηζκά ηνπο. Με καζεκαηηθνχο φξνπο, απηή ε ηδηφηεηα θαιχπηεηαη απφ ηελ νλνκαδφκελε 

άπεηξε δηαηξεηφηεηα. Μία ηπραία κεηαβιεηή X είλαη απείξσο δηαηξεηή, αλ γηα θάζε αθέξαην 

n 2, ππάξρνπλ n αλεμάξηεηεο θαη παλνκνηφηππα θαηαλεκεκέλεο ηπραίεο κεηαβιεηέο 

D1
(n)
,…,Dn

(n) θαη ην άζξνηζκά ηνπο ∑ Di
(n)n

i=1 αθνινπζεί ηελ ίδηα θαηαλνκή κε ην Υ. Με βάζε 

ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο Laplace, ν νξηζκφο ηεο απείξνπ δηαηξεηφηεηαο κπνξεί λα 

ηξνπνπνηεζεί σο εμήο 

        E(e-sX)  = ∏ E(e-sDi
(n)

)n
i=1 ,    n 2. 
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Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ ρξφλνπ απνηπρίαο κηαο 

ζηαζεξήο δηαδηθαζίαο Γάκκα, νη Park θαη Padgett (2005) πξφηεηλαλ λα πξνζεγγίζνπλ ηελ 

αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κε ηελ θαηαλνκή Birnbaum–Saunders (1969) : 

   F(t) = Pr{X(t)  }   Φ.
κt-y

ζ√t
/ 

      = Φ4√
yκ

ζ2
 6√

κt

y
-√
y

κt
75, 

φπνπ Φ είλαη ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο ηππνπνηεκέλεο Καλνληθήο θαηαλνκήο. 

Απηή ε πξνζέγγηζε κπνξεί λα εθαξκνζηεί φηαλ κ ζ. 

3.10 Πξνζέγγηζε δηαθξηηνύ ρξόλνπ ηεο ζηαζεξήο 

δηαδηθαζίαο Γάκκα 

Μία ρξήζηκε ηδηφηεηα ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα κε ζηαζεξέο πξνζαπμήζεηο είλαη ην φηη ε 

ππθλφηεηα ηεο θαηαλνκήο Γάκκα ζηελ ζρέζε (3.9.1) κεηαηξέπεηαη ζε κία εθζεηηθή ππθλφηεηα 

αλ t = (ζ/κ)
2
. ΋ηαλ ην κήθνο ηεο κνλάδαο ηνπ ρξφλνπ επηιέγεηαη λα είλαη (ζ/κ)

2
, νη 

πξνζαπμήζεηο ηεο θζνξάο είλαη εθζεηηθά θαηαλεκεκέλεο κε κέζε ηηκή ζ
2
/κ. Γηα απηήλ ηελ 

κνλάδα ηνπ ρξφλνπ, πνιιέο πηζαλνζεσξεηηθέο ηδηφηεηεο κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ ζε 

αλαιπηηθή κνξθή. Γηα παξάδεηγκα, ε πηζαλφηεηα ηεο απνηπρίαο ζηελ κνλάδα ηνπ ρξφλνπ t 

κεηψλεηαη ζε κηα ηξνπνπνηεκέλε θαηαλνκή Poisson κε κέζε ηηκή 1 + [yκ]/ζ
2
: 

  

                                               qi = 
1

(i-1) 
 0
  

  
1
   

exp2-
yκ

ζ2
3,      i = 1,2,3,…              (3.10.1)             

Απηή ε κνλάδα ηνπ ρξφλνπ δηεπθνιχλεη ζεκαληηθά ηνπο αιγεβξηθνχο ρεηξηζκνχο θαη επηπιένλ 

ζπρλά νδεγεί ζε κηα πνιχ θαιή πξνζέγγηζε ηεο βέιηηζηεο απφθαζεο. Μία θπζηθή εμήγεζε 

ηεο εκθάληζεο ηεο θαηαλνκήο Poisson είλαη φηη αληηπξνζσπεχεη ηελ πηζαλφηεηα ηνπ φηη 

αθξηβψο i εθζεηηθά θαηαλεκεκέλεο κεηαπεδήζεηο κε κέζε ηηκή ζ
2
/κ πξνθαινχλ ηελ απνηπρία 

ηνπ εμαξηήκαηνο θαη έηζη πξνθαιεί ηελ αζξνηζηηθή πνζφηεηα ηεο θζνξάο λα μεπεξάζεη ηελ 

ηηκή r0-s. ΢εκεηψλνπκε φηη φζν κηθξφηεξν είλαη ην κήθνο ηεο κνλάδαο ηνπ ρξφλνπ γηα ην 

νπνίν νη πξνζαπμήζεηο είλαη εθζεηηθά θαηαλεκεκέλεο, π.ρ. ε κηθξφηεξε t = (ζ/κ)
2
 , ηφζν 

ιηγφηεξν αβέβαηε είλαη ε δηαδηθαζία ηεο θζνξάο.  
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3.11 Γηαδηθαζία Γάκκα σο όξην ηεο ζύλζεηεο δηαδηθαζίαο 

Poisson  

Μία ζεκαληηθή ηδηφηεηα ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα είλαη ην φηη είλαη κία δηαδηθαζία 

κεηαπήδεζεο. Ζ δηαδηθαζία Γάκκα κπνξεί λα ζεσξεζεί σο κία ζχλζεηε δηαδηθαζία Poisson κε 

πξνζαπμήζεηο νη νπνίεο αθνινπζνχλ ηελ Γάκκα θαηαλνκή, ζηελ νπνία ν ξπζκφο ηεο Poisson 

ηείλεη ζην άπεηξν θαη ηα κεγέζε ησλ πξνζαπμήζεσλ ηείλνπλ ζην κεδέλ, αληίζηνηρα. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ ηερληθή ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ  Laplace, κπνξεί λα δεηρζεί φηη ε 

δηαδηθαζία Γάκκα κπνξεί λα αλαδηακνξθσζεί ζηα πιαίζηα ελφο νξίνπ κηαο ζχλζεηεο 

δηαδηθαζίαο Poisson. Με απηφλ ηνλ ηξφπν, πξψηα δίλνπκε ζηνλ κεηαζρεκαηηζκφ  Laplace 

κηαο ζχλζεηεο δηαδηθαζίαο Poisson, ε νπνία αληηθαζηζηά ηηο κεηαπεδήζεηο κε έληαζε κ, 

έρνληαο ηπραίν κέγεζνο. ΢ηε ζπλέρεηα, πξέπεη λα δείμνπκε φηη ν κεηαζρεκαηηζκφο Laplace ηεο 

δηαδηθαζίαο Γάκκα, κπνξεί λα μαλαγξαθεί κε ηελ ίδηα κνξθή φπσο ν κεηαζρεκαηηζκφο 

Laplace ηεο ζχλζεηεο δηαδηθαζίαο Poisson.  

3.11.1 Μεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο ζύλζεηεο 

δηαδηθαζίαο Poisson 

Έζησ φηη ε ζπλερήο ζην ρξφλν δηαδηθαζία ζηνραζηηθήο θζνξάο {Υ(t), t 0}, είλαη κία ζχλζεηε 

δηαδηθαζία Poisson, ε νπνία δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν X(t) = ∑ Di
N(t)

i=1 , φπνπ 

 Ο αξηζκφο ησλ κεηαπεδήζεσλ {N(t), t 0} είλαη κία δηαδηθαζία Poisson κε έληαζε 

κεηαπήδεζεο κ, 

 Οη κεηαπεδήζεηο {Di, i=1,2…,n} είλαη αλεμάξηεηεο θαη παλνκνηφηππα θαηαλεκεκέλεο 

ηπραίεο πνζφηεηεο πνπ έρνπλ θαηαλνκή Pr{D δ} = FD(δ), 

 Ζ δηαδηθαζία {N(t), t 0} θαη ε αθνινπζία {Di, i=1,2…,n } είλαη αλεμάξηεηεο. 

 

Ο κεηαζρεκαηηζκφο Laplace ηεο ζχλζεηεο δηαδηθαζίαο Poisson X(t) είλαη 

                                               E(e-sX(t)) = exp{κt(E(e-sD) - 1)}                          (3.11.1.1)        

΢χκθσλα κε ηνλ Finetti (1975), απηφο ν κεηαζρεκαηηζκφο Laplace κπνξεί λα μαλαγξαθηεί σο: 

E(e-sX(t)) = exp2   ∫ (e-sδ-1)
∞

δ=0
 FD(δ)3 
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                                                = exp2t ∫ (e-sδ-1)
∞

δ=0
[-d (δ)]3 ,               (3.11.1.2)            

φπνπ s>0 θαη Q(δ) = κ[1- FD(δ)] = κ ∫ fD(z)dz
∞

z=δ
 ην νπνίν αλαπαξηζηά ηελ έληαζε ησλ 

κεηαπεδήζεσλ ησλ νπνίσλ ε ηηκή είλαη κεγαιχηεξε απφ δ, γηα θάζε δ>0. Ζ αξλεηηθή 

παξάγσγνο ηνπ Q(δ), q(δ) = -Q΄(δ) θαιείηαη κέηξν Lévy ηνπ {X(t), t 0}. Σν κέγεζνο q(δ) = 

κfD(δ) είλαη έλα ζεηηθφ κέγεζνο, αιιά φρη έλα κέηξν πηζαλφηεηαο επεηδή ∫ q(δ)dδ
∞

δ=0
 = κ  1. 

΢εκεηψλνπκε φηη ν αλακελφκελνο αξηζκφο ησλ κεηαπεδήζεσλ γηα φια ηα κεγέζε αλά κνλάδα 

ρξφλνπ (έληαζε κεηαπεδήζεσλ) είλαη πεπεξαζκέλνο θαη σο εθ ηνχηνπ ην Q(0) = κ είλαη 

πεπεξαζκέλνο αξηζκφο. Πξάγκαηη, γηα κία ζχλζεηε δηαδηθαζία Poisson, ν αξηζκφο ησλ 

κεηαπεδήζεσλ ζε νπνηνδήπνηε ρξνληθφ δηάζηεκα είλαη πεπεξαζκέλνο κε πηζαλφηεηα 1. 

Δπηπιένλ, ε κέζε ηηκή ηνπ X(t) είλαη επίζεο πεπεξαζκέλε θαη παίξλεη ηηο ηηκέο  

            E(X(t)) = t ∫ δ[-d (δ)]
 

   
 = κt ∫ δfD(δ)

∞

δ=0
dδ = κE(D)t. 

3.11.2 Μεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ν κεηαζρεκαηηζκφο Laplace ηνπ Υ(t), ε νπνία είλαη κία ζηαζεξή 

δηαδηθαζία Γάκκα, είλαη  

                                             E(e-sX(t)) =  0
u

u+s
1
ct

 

                   = exp{ ct ∫ (e-sδ-1)
∞

δ=0

e-uδ

δ
dδ} 

                                                 = exp2 t ∫ (e-sδ-1)[-d (δ)]
∞

δ=0
3,           (3.11.2.1)       

φπνπ s>0 θαη Q(δ) = c ∫
e-uz

z

∞

z=δ
dz = cΔ1(uδ)  αλαπαξηζηά ηελ έληαζε ησλ κεηαπεδήζεσλ ησλ 

νπνίσλ ην κέγεζνο είλαη κεγαιχηεξν απφ δ γηα θάζε δ>0 θαη ην εθζεηηθφ νινθιήξσκα δίλεηαη 

απφ ηνλ ηχπν Δ1(x) = ∫
e-t

t

∞

t=x
 dt. 

Σν κέηξν Lévy ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα είλαη q(δ) = -Q΄(δ) = cδ
-1 -uδ. Δπεηδή ∫ q(δ)

∞

δ=0
dδ =  , 

απηφ ην κέγεζνο είλαη άπεηξν. Χο εθ ηνχηνπ, ν κέζνο αξηζκφο ησλ κεηαπεδήζεσλ φισλ ησλ 
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κεγεζψλ αλά κνλάδα ρξφλνπ (έληαζε κεηαπήδεζεο) είλαη επίζεο άπεηξνο, άξα                     

Q(0) =    δ 0  ( ) = . 

Πξάγκαηη, γηα κία δηαδηθαζία Γάκκα, ν αξηζκφο ησλ κεηαπεδήζεσλ γηα θάζε ρξνληθφ 

δηάζηεκα είλαη άπεηξνο κε πηζαλφηεηα 1. Παξ‟ φια απηά , ε E(X(t)) είλαη πεπεξαζκέλε, 

δεδνκέλνπ φηη νη πεξηζζφηεξεο κεηαπεδήζεηο είλαη εμαηξεηηθά κηθξέο: 

       E(X(t)) = t ∫ δd (δ)
∞

δ=0
 = ct∫ δ

e-uδ

δ

 

   
dδ = 
ct

u
 . 

 

Ζ ζπκθσλία κεηαμχ ησλ ζρέζεσλ (3.11.1.2) θαη (3.11.2.1) καο δείρλεη φηη ε δηαδηθαζία 

Γάκκα, είλαη πξάγκαηη κία δηαδηθαζία κεηαπήδεζεο. Γηα ηελ αθξίβεηα, ε δηαδηθαζία Γάκκα 

κπνξεί λα ζεσξεζεί σο φξην κηαο ζχλζεηεο δηαδηθαζίαο Poisson θαηά ηνλ αθφινπζν ηξφπν. 

Έζησ φηη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ κεγέζνπο ηεο κεηαπήδεζεο είλαη κία 

θαηαλνκή Γάκκα κε παξάκεηξν ζρήκαηνο v>0 θαη παξάκεηξν θιίκαθαο u>0 θαη έζησ φηη ε 

έληαζε ησλ κεηαπεδήζεσλ  Poisson είλαη κ = cΓ(v)/u
v
 . ΢χκθσλα κε ηνλ Dufrense (1991), ν 

κεηαζρεκαηηζκφο Laplace ηεο ζχλζεηεο δηαδηθαζίαο Poisson είλαη 

 

                   E(e-sX(t)) = exp2ct
Γ(v)

uv
 ∫ .e-sδ-1/ 

uv

Γ(v)

∞

δ=0
δ
v-1
exp {-uδ}dδ3   (3.11.2.2).    

΢αθψο, ν κεηαζρεκαηηζκφο Laplace ηεο ζχλζεηεο δηαδηθαζίαο Poisson κε έληαζε 

κεηαπήδεζεο cΓ(v)/u
v
 θαη κεγέζε κεηαπεδήζεσλ πνπ αθνινπζνχλ κία θαηαλνκή Γάκκα κε 

παξάκεηξν ζρήκαηνο v θαη παξάκεηξν θιίκαθαο u, πξνζεγγίδεη ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ Laplace 

ηεο δηαδηθαζίαο Γάκκα κε ζπλάξηεζε ζρήκαηνο ct θαη ζπλάξηεζε παξακέηξνπ u, φζν ην v 

ηείλεη ζην κεδέλ.   
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4
ν

 

Μνληέια γηα δεδνκέλα δηάξθεηαο δσήο κε 

ζπκκεηαβιεηέο 

4.1 Δηζαγσγή 

Ζ επίδξαζε ησλ ζπκκεηαβιεηψλ ζηελ θζνξά κνληεινπνηείηαη. Ζ εθηίκεζε ηεο αμηνπηζηίαο 

θαη ηεο θζνξάο ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ απφ ηα δεδνκέλα κε ζπκκεηαβιεηέο ζεσξείηαη ζε 

δπλακηθά πεξηβάιινληα. Μνληέια θζνξάο κε ζπκκεηαβιεηέο κπνξνχλ επίζεο λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα εθηηκήζνπλ ηελ αμηνπηζηία φηαλ ην πεξηβάιινλ είλαη δπλακηθφ. ΢ε 

απηήλ ηελ πεξίπησζε, νη ζπκκεηαβιεηέο δελ κπνξνχλ λα ειεγρζνχλ απφ έλαλ πεηξακαηηζηή. 

Γηα παξάδεηγκα, ν ξπζκφο θζνξάο ησλ ειαζηηθψλ εμαξηάηαη απφ ηελ πνηφηεηα ησλ δξφκσλ, 

ηελ ζεξκνθξαζία θαη απφ άιινπο παξάγνληεο. Σα κνληέια θζνξάο κπνξνχλ επίζεο λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ φηαλ απαηηνχληαη νη βέιηηζηεο ηηκέο ησλ ζπκκεηαβιεηψλ, νη νπνίεο 

κεγηζηνπνηνχλ ηελ αμηνπηζηία ηνπ πξντφληνο. Γηα παξάδεηγκα, ε θζνξά ηεο εθπνκπήο θσηφο 

ησλ δηφδσλ ραξαθηεξίδεηαη απφ ηελ κείσζε ηεο θσηεηλφηεηαο ηνπο θαη ν ξπζκφο θζνξάο 

εμαξηάηαη απφ παξάγνληεο φπσο ην είδνο ηνπ κεηάιινπ, ηελ επνμεηδηθή επίζηξσζε, ην 

επνμεηδηθφ πιηθφ ησλ θαθψλ, ηελ αξρηθή ζεξκνθξαζία ζθιήξπλζεο θαη ηελ δηάξθεηα 

ζθιήξπλζεο.   

΢πκβνιίδνπκε κε  ⃗ (.
) = (x0(

.
),…,xs(

.
))

T
 , ην δηάλπζκα ηνπ νπνίνπ ε πξψηε ζπληεηαγκέλε είλαη 

x0(t) ≡ 1 θαη απνηειείηαη απφ s κεηαβιεηέο. ΢ε απηά πνπ αθνινπζνχλ ππνζέηνπκε φηη ε 

ληεηεξκηληζηηθή ή ζηνραζηηθή δηαδηθαζία  ⃗ (.
) είλαη ζπλερήο απφ δεμηά, θξαγκέλε κε 

πεπεξαζκέλα απφ αξηζηεξά φξηα. ΢πκβνιίδνπκε άηππα κε   ⃗ ( )(t) ην επίπεδν θζνξάο ππφ ηελ 

ζπκκεηαβιεηή  ⃗ (.
), ηελ ρξνληθή ζηηγκή t. Τπνζέηνπκε φηη ε θζνξά ζε κεξηθέο ζηαζεξέο 

θαηαζηάζεηο  ⃗  (.
) θαζνξίδεηαη απφ ηελ πξναλαθεξζείζα δηαδηθαζία Γάκκα   ⃗  ( )(t) = ζ

2
γ(t) 

κε κέζε ηηκή  E{  ⃗  ( )(t)} = m(t)  θαη δηαθχκαλζε  Var{  ⃗  ( )(t)} = ζ
2
m(t).  

Υξεηαδφκαζηε έλα κνληέιν ην νπνίν λα πεξηγξάθεη ηελ θζνξά θάησ απφ νπνηνδήπνηε 

δηάλπζκα κε ζπκκεηαβιεηέο   (.
). Ζ ζηηγκή ηεο απνηπρίαο, ε νπνία πξνθαιείηαη απφ ηελ 

θζνξά ππφ ηελ ζπκκεηαβιεηή   (.
) είλαη   x⃗ (.) = sup{t:  x⃗ (.)(t) < z0}, π.ρ., ε ζηηγκή θαηά ηελ 

νπνία ε θζνξά θζάλεη έλα θξίζηκν επίπεδν z0, ππφ ηελ ζπκκεηαβιεηή   (
.
). 

Έζησ 



41 
 

 x⃗ (.)(t)   =   P{ x⃗ (.) > t |  ⃗ (s), 0 ≤ s≤ t} 

                       =   P{  x⃗ (.)(t) < z0 |   ⃗ (s), 0 ≤ s≤ t }. 

είλαη ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο     ( ) θαη έζησ   

fx⃗ (.)(t) = S ⃗  ( )
-1

(Sx⃗ (.)(t)). 

Σφηε γηα θάζε    (.
), 

 

S   ( )(fx⃗ (.)(t)) = Sx⃗ (.)(t). 

Ζ ζηηγκή t θάησ ππφ ηελ ζπκκεηαβιεηή   (.
) είλαη ηζνδχλακε κε ηελ ζηηγκή  fx⃗ (.)(t) θάησ ππφ 

ηελ ζπκκεηαβιεηή    (
.
). 

Θεσξνχκε ην κνληέιν ησλ αζξνηζηηθά ζπζζσξεπκέλσλ θαηαζηξνθψλ (additive accumulation 

of damages, AAD) (Bagdonavičius, 1978): 

 

  fx⃗ (.)(t)

dt
 = r{x⃗ (.

)} 

κε αξρηθή ζπλζήθε fx⃗ (.)(0) = 0, φπνπ r είλαη κία ζεηηθή ζπλάξηεζε ζηνλ R
s+1. 

Απηφ ην κνληέιν ππνλνεί φηη 

fx⃗ (.)(t) = ∫ r(x⃗ (η))
t

0
dη. 

Ζ ζπλάξηεζε r παξακεηξηθνπνηείηαη σο αθνινχζσο: 

r{x⃗ (t)}= eβ
Σ
y⃗ (t) , 

φπνπ β = (β0,…,βs)
T
 είλαη ην δηάλπζκα ησλ άγλσζησλ παξακέηξσλ θαη   (t) = θ(x⃗ (t)) κε  

θ:Rs+1   Rs+1 λα είλαη θάπνηα ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε. Αλ    =   , έρνπκε έλα ινγαξηζκηθφ 

γξακκηθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο. Μεξηθέο θνξέο ε γλψζε ησλ θπζηθψλ δηαδηθαζηψλ ζα 

κπνξνχζε λα καο πξνηείλεη άιιεο κνξθέο ηεο ζπλάξηεζεο θ. Γηα παξάδεηγκα, αλ s=1 (δειαδή 

ππάξρεη κία κεηαβιεηή), ηφηε ε ζπλάξηεζε θ κπνξεί λα πάξεη κία απφ ηηο παξαθάησ κνξθέο : 

 

    θ(1, x1) = (1,log(x1))
T
        (κνηέιν power rule) 

    θ(1, x1) = (1,1/ x1)
 T

           (κνληέιν Arrhenius) 

               θ(1, x1) = (1,log(
  

    
))

T
   (κνληέιν Meeker-Luvalle). 

Αθφκα θαη αλ ην   (t) είλαη δηαθνξεηηθφ απφ ην x⃗ (t), ζα ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ζπκβνιηζκφ x⃗ (t) 

αληί ηνπ   (t) ζε φηη αθνινπζεί. Σα ινγαξηζκηθά γξακκηθά κνληέια ζα είλαη ζπλήζσο 
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ηθαλνπνηεηηθά ζηηο αθφινπζεο δχν θαηαζηάζεηο: πξψηνλ, ζηελ εθηίκεζε ηεο αμηνπηζηίαο ζε 

έλα δπλακηθφ πεξηβάιινλ θαη δεχηεξνλ, ζηελ αλαδήηεζε βέιηηζησλ ηηκψλ ησλ 

ζπκκεηαβιεηψλ. ΢ε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο, ε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο θάησ απφ ηελ νπνία 

εθηηκάηαη ε αμηνπηζηία, είλαη ζηελ πεξηνρή ησλ ηηκψλ ησλ κεηαβιεηψλ, νη νπνίεο 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηα πεηξάκαηα απφ ηα νπνία πήξακε ηα δεδνκέλα. ΢ε δνθηκαζία 

επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο, ην πην ζεκαληηθφ θνκκάηη είλαη ε θαιή επηινγή ηεο ζπλάξηεζεο θ, 

επεηδή ε αμηνπηζηία ππφ ηα ζπλεζηζκέλα επίπεδα θνξηίνπ εθηηκάηαη απφ ηα δεδνκέλα ηεο 

επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο θαη ην ζπλεζηζκέλν θνξηίν δελ αλήθεη ζηελ πεξηνρή ησλ 

επηηαρπλφκελσλ θαηαπνλήζεσλ.  

Σν AAD κνληέιν ππνδειψλεη φηη ε ζηηγκή t, ππφ ηελ κεηαβιεηή   (.
), είλαη ηζνδχλακε κε ηελ 

ζηηγκή  

∫ eβ
Σ
x⃗ (s)t

0
dη 

ππφ ηελ κεηαβιεηή    (
.
). Απηφ καο δίλεη ην παξαθάησ κνληέιν: 

Zx⃗ (.)(t) = ζ
2
γ(∫ eβ

Σ
x⃗ (s)t

0
ds). 

Έρνπκε  

mx⃗ (.)(t) = E{ Zx⃗ (.)(t) < z0 |  x⃗ (s), 0 ≤ s≤ t } = m(∫ eβ
Σ
x⃗ (s)t

0
ds), 

             

ζ2x⃗ (.)(t) = Var{ Zx⃗ (.)(t) < z0 |  x⃗ (s), 0 ≤ s≤ t } =ζ2mx⃗ (.)(t). 

4.2 Αλάιπζε παιηλδξόκεζεο θαησθιίνπ (Threshold 

Regression)   

Αλάκεζα ζηα πνιιά ζηαηηζηηθά κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηα δεδνκέλα επηβίσζεο, 

απηφ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο είλαη ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο ηνπ Cox, ην 

νπνίν επηθαιχπηεη κία δνκή παιηλδξφκεζεο γηα ηηο ζπκκεηαβιεηέο  ζηελ θνξπθή κηαο  

βαζηθήο ζπλάξηεζεο δηαθηλδχλεπζεο, ε νπνία έρεη κία απζαίξεηε κνξθή. ΋πσο ππνλνεί θαη 

ην φλνκά ηνπ, ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο ηνπ Cox ππνζέηεη φηη νη κεηαβιεηέο 

κεηαηξέπνπλ ηελ βαζηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο θαηά αλαινγηθφ ηξφπν. Χο εθ ηνχηνπ, 

είλαη ζεκαληηθφ λα ειεγρζεί αλ  ηθαλνπνηείηαη ε ππφζεζε ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο, 

πξνηνχ ρξεζηκνπνηήζνπκε ην κνληέιν ηνπ Cox. ΋ηαλ  δελ ηθαλνπνηείηαη ε ππφζεζε ηεο 

αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο, ηφηε ην κνληέιν δελ ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηείηαη ή ηνπιάρηζηνλ 

λα ρξεζηκνπνηείηαη κε πξνζνρή (Caroni, 2017). 
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Ζ κεζνδνινγία ηεο παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ είλαη έλα πνιχ δπλαηφ εξγαιείν ζηελ αλάιπζε 

ησλ δεδνκέλσλ επηβίσζεο. Ζ παιηλδξφκεζε θαησθιίνπ δελ ππνζέηεη αλαινγηθή 

δηαθηλδχλεπζε θαη κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί αληί ηεο παιηλδξφκεζεο ηεο αλαινγηθήο 

δηαθηλδχλεπζεο ηνπ Cox, φηαλ ε ππφζεζε αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο δελ ηζρχεη. Ζ 

ραξαθηεξηζηηθή ηδηφηεηα ηεο παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ είλαη φηη ν ρξφλνο ηνπ γεγνλφηνο 

νξίδεηαη σο ε πξψηε θνξά θαηά ηελ νπνία κία ππνβφζθνπζα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία 

“ρηππάεη” έλα ζχλνξν θαησθιίνπ. Γηα παξάδεηγκα, ζε κία εξγαζία ηαηξηθήο, ην γεγνλφο πνπ 

καο ελδηαθέξεη είλαη ν ζάλαηνο, επνκέλσο, ε ψξα ζαλάηνπ είλαη ε ζηηγκή πνπ ε ππνβφζθνπζα 

θαηάζηαζε πγείαο ηνπ αζζελή θηάλεη ζε έλα ζχλνξν, ην κεδέλ. 

Πνιινί εξεπλεηέο έρνπλ εμεηάζεη ηα κνληέια πξψηεο κεηάβαζεο (First Hitting Time, FHT) σο 

κνληέια γηα δεδνκέλα επηβίσζεο. Σα κνληέια πξψηεο κεηάβαζεο  πξνθχπηνπλ θπζηθά ζε 

πνιιά είδε ζηνραζηηθψλ δηαδηθαζηψλ, απφ ηελ δηαδηθαζία Wiener κέρξη ηηο καξθνβηαλέο 

αιπζίδεο. ΢ε θείκελα γηα ηελ αλάιπζε επηβίσζεο, ε θαηάζηαζε ηεο ππνθείκελεο δηαδηθαζίαο 

αληηπξνζσπεχεη ηελ δχλακε ελφο αληηθεηκέλνπ ή ηελ πγεία ελφο αηφκνπ. Σν αληηθείκελν  

“απνηπγράλεη” ή ην άηνκν θηάλεη ζε έλα θιηληθφ θαηαιεθηηθφ ζεκείν, φηαλ ε δηαδηθαζία 

θζάζεη ζε έλα δπζκελέο θαηψθιη νξίνπ γηα πξψηε θνξά. Ζ ρξνληθή θιίκαθα κπνξεί λα είλαη ν 

εκεξνινγηαθφο ρξφλνο ή θάπνην άιιν ιεηηνπξγηθφ κέηξν ηεο θζνξάο ή ηεο εμέιημεο ηεο 

λφζνπ. ΢ε πνιιέο εθαξκνγέο, ε δηαδηθαζία είλαη θξπκκέλε (π.ρ. κε παξαηεξήζηκε). Ζ 

παιηλδξφκεζε θαησθιίνπ  αλαθέξεηαη ζηα  κνληέια πξψηνπ ρηππήκαηνο (first hitting times) 

κε δνκέο παιηλδξφκεζεο πνπ κπνξνχλ λα ζπκπεξηιάβνπλ δεδνκέλα κε ζπκκεηαβιεηέο. Οη 

παξάκεηξνη απηήο ηεο δηαδηθαζίαο, θαηάζηαζε θαησθιίνπ θαη ρξνληθή θιίκαθα κπνξεί λα 

εμαξηψληαη απφ ηηο ζπκκεηαβιεηέο.  

Πνιινί ηχπνη δηάξθεηαο δσήο ή δεδνκέλα δηάξθεηαο δσήο κπνξνχλ λα εξκελεπζνχλ σο πξψηεο 

κεηάβαζεο (FHT's) ελφο νξίνπ ή κηαο θαηψηεξεο θαηάζηαζεο θαησθιίνπ κέζα απφ 

δεηγκαηηθά κνλνπάηηα κηαο ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο, ηα νπνία κπνξεί λα είλαη θξπκκέλα ή 

παξαηεξήζηκα. Σα FHT κνληέια έρνπλ καθξά ηζηνξία εθαξκνγήο ζε δηάθνξνπο ηνκείο, φπσο 

ε ηαηξηθή, ε πεξηβαιινληηθή επηζηήκε, ε κεραληθή, νη επηρεηξήζεηο, ηα νηθνλνκηθά θαη ε 

θνηλσληνινγία. Δπίζεο κπνξνχλ λα πεξηγξάςνπλ ηνλ ρξφλν παξακνλήο ζην λνζνθνκείν, ηνλ 

ρξφλν επηβίσζεο ελφο κεηακνζρεπκέλνπ αζζελή, ηνλ ρξφλν έλαξμεο θαξθίλνπ πνπ 

πξνθαιείηαη απφ επαγγεικαηηθή έθζεζε, ηνλ ρξφλν απνηπρίαο κηαο κεραλήο, ηνλ ρξφλν 

εμάληιεζεο ηεο απνγξαθήο, ηνλ ρξφλν επηβίσζεο κηαο λέαο επηρείξεζεο, ηνλ ρξφλν 

κεηάβαζεο γηα ηελ αιιαγή ησλ ηηκψλ ησλ κεηνρψλ θαη ηελ δηάξθεηα ελφο γάκνπ. Απηά ηα 

FHT κνληέια γίλνληαη ζηαδηαθά επξέσο εθαξκνδφκελα, ιφγσ ηεο ελλνηνινγηθήο ηνπο 
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πξνζέγγηζεο, ηνπ  ξεαιηζκνχ ηνπο θαη ηεο εθαξκνγήο ηνπο. Πξφζθαηα, ην ελδηαθέξνλ γηα 

απηά ηα κνληέια έρεη εληαζεί θαη εμαπισζεί, θαη βξίζθνληαη θαηλνχξηεο πεξηνρέο εθαξκνγήο 

ηνπο. Οη πηζαλέο λέεο εθαξκνγέο απαηηνχλ λέεο ελλνηνινγηθά απφςεηο, ζεσξεηηθέο πξνφδνπο, 

αλαιπηηθέο ηερληθέο θαη κεζνδνινγηθέο επεθηάζεηο.  

Γηα λα θάλνπκε ηα FHT κνληέια πξαγκαηηθά πνιχηηκα ζηηο εθαξκνγέο, πξέπεη λα κπνξνχλ λα 

επεθηαζνχλ ψζηε λα κπνξνχλ λα ζπκπεξηιάβνπλ δνκέο παιηλδξφκεζεο. Οη δνκέο 

παιηλδξφκεζεο επηηξέπνπλ ζηηο επηδξάζεηο ησλ ζπκκεηαβιεηψλ λα εμεγήζνπλ ηελ έκθπηε 

δηαζπνξά ησλ δεδνκέλσλ, ιακβάλνληαο έηζη ππφςε ηε κεηαβιεηφηεηα θαη ηα ζπκπεξάζκαηα. 

Δπίζεο, νη δνκέο παιηλδξφκεζεο παξέρνπλ επηζηεκνληθέο γλψζεηο ζρεηηθά κε πηζαλνχο 

ηπραίνπο ξφινπο ησλ ζπκκεηαβιεηψλ ζηηο ππνθείκελεο δηαδηθαζίεο, φξηα ζπλφισλ θαη 

ρξνληθέο θιίκαθεο. Ζ ιέμε θαηψθιη (threshold) αλαθέξεηαη ζην γεγνλφο φηη ην FHT 

ελεξγνπνηείηαη απφ ηελ ππνθείκελε δηαδηθαζία θζάλνληαο έλα θαηψηεξν φξην κέζα ζε έλα 

ζχλνιν νξίσλ. 

4.2.1 Σν κνληέιν πξώηεο κεηάβαζεο (FHT)  

Έλα κνληέιν πξψηεο κεηάβαζεο έρεη δχν βαζηθέο ζπληζηψζεο :  

1. Μία γνληθή ζηνραζηηθή δηαδηθαζία *X(t), t ∈  ,  x ∈  + κε αξρηθή ηηκή X(0) = x0, φπνπ     

είλαη ν ρψξνο ηνπ ρξφλνπ θαη   είλαη ν ρψξνο ηεο θαηάζηαζεο ηεο δηαδηθαζίαο θαη  

2. Έλα ζχλνιν νξίσλ B, φπνπ B    . Θα αλαθεξφκαζηε ζην ζχλνιν νξίσλ B σο φξην ή 

εκπφδην ή θαηψθιη, αλάινγα κε ην πνηνο φξνο είλαη πην πεξηγξαθηθφο ή πην ζπκβαηηθφο κε ην 

θείκελν.  

Ζ δηαδηθαζία {X(t)} κπνξεί λα έρεη κία πνηθηιία ηδηνηήησλ, φπσο κία ή πνιιέο δηαζηάζεηο, 

ηελ Μαξθνβηαλή ηδηφηεηα, ζπλερείο ή δηαθξηηέο θαηαζηάζεηο θαη κνλφηνλα κνλνπάηηα 

δείγκαηνο. Σν αλ ην δεηγκαηηθφ κνλνπάηη ηεο γνληθήο δηαδηθαζίαο είλαη παξαηεξήζηκν ή 

ιαλζάλνλ (κε παξαηεξήζηκν) είλαη έλα ζεκαληηθφ μερσξηζηφ ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ κνληέινπ 

FHT. Οη ιαλζάλνπζεο δηαδηθαζίεο είλαη νη πην ζπλεζηζκέλεο. Σν ζχλνιν νξίσλ B κπνξεί 

επίζεο λα έρεη δηαθνξεηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηα νπνία ζα απεηθνληζηνχλ ζε επφκελα 

παξαδείγκαηα. 

Παίξλνληαο ηελ αξρηθή ηηκή X(0) = x0 ηεο δηαδηθαζίαο λα βξίζθεηαη έμσ απφ ην ζχλνιν νξίσλ 

B, ε πξψηε κεηάβαζε ηνπ ρξφλνπ ηνπ B είλαη ε ηπραία κεηαβιεηή S ε νπνία νξίδεηαη σο εμήο 



45 
 

                                      S = inf { t: X(t) ∈ B }                (4.2.1.1).                    

Έηζη, ν ρξφλνο πξψηεο κεηάβαζεο είλαη ν ρξφλνο θαηά ηνλ νπνίν ε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία 

ζπλαληά γηα πξψηε θνξά ην ζχλνιν B. Αλαθεξφκαζηε ζηελ θαηάζηαζε θαηά ηελ νπνία ε 

δηαδηθαζία ζπλαληά γηα πξψηε θνξά ην ζχλνιν νξίσλ, δειαδή ην X(S) ∈ B, σο θαηάζηαζε 

θαησθιίνπ. Σν ζχλνιν νξίσλ νξίδεη κία θαηάζηαζε δηαθνπήο γηα ηελ δηαδηθαζία θαη 

επνκέλσο, ην FHT είλαη ζπλήζσο έλαο ρξφλνο δηαθνπήο ππφ ηελ επίζεκε έλλνηα απηνχ ηνπ 

φξνπ ζηελ ζεσξία ησλ ζηνραζηηθψλ δηαδηθαζηψλ. ΢εκεηψλεηαη εδψ, φηη φηαλ ε γνληθή 

δηαδηθαζία είλαη ιαλζάλνπζα, δελ ππάξρεη άκεζνο ηξφπνο παξαηήξεζεο ηνπ FHT γεγνλφηνο 

ζηνλ ρψξν θαηάζηαζεο ηεο δηαδηθαζίαο. 

΢ε θάπνηεο εθδνρέο ηνπ FHT κνληέινπ, δελ είλαη εγγπεκέλν φηη ε δηαδηθαζία {X(t)} ζα 

θηάζεη ην ζχλνιν νξίσλ B θαη έηζη P( S < ∞) < 1. Έζησ φηη ην S = ∞ ζπκβνιίδεη ηελ απνπζία 

ελφο πεπεξαζκέλνπ ρξφλνπ ρηππήκαηνο κε P( S = ∞ ) = 1 – P( S < ∞ ). Ζ επφκελε ζπδήηεζε 

ζα δείμεη θαηαζηάζεηο φπνπ απηή ε ζπλζήθε είλαη εχινγε θαη έλα επηζπκεηφ ραξαθηεξηζηηθφ 

κνληέινπ. Σν βαζηθφ FHT κνληέιν (4.2.1.1) ππνζέηεη φηη ην B είλαη θαζνξηζκέλν εγθαίξσο. 

Χζηφζν, ζε θάπνηεο εθαξκνγέο, απηφ εμαξηάηαη απφ ηνλ ρξφλν, δειαδή B(t). Απηή ε 

παξαιιαγή κπνξεί λα είλαη ληεηεξκηληζηηθή ή λα αθνινπζεί κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία. 

4.2.2 Παξαδείγκαηα FHT κνληέισλ  

Οη γνληθέο ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο κπνξνχλ λα ιάβνπλ πνιιέο κνξθέο, απφ ηηο δηαδηθαζίεο 

Wiener κέρξη ηηο Μαξθνβηαλέο αιπζίδεο. Οκνίσο, ε θχζε ηεο θαηαζηάζεσο ηνπ νξίνπ κπνξεί 

λα πνηθίιεη επξέσο, γηα παξάδεηγκα, έλα θαζνξηζκέλν θαηψθιη ζε κία δηαδηθαζία Wiener ή 

κία απνξξνθεηηθή θαηάζηαζε ζε κία Μαξθνβηαλή αιπζίδα. Καζψο ε πξνεγνχκελε 

πεξηγξαθή ελφο κνληέινπ πξψηνπ ρηππήκαηνο είλαη αξθεηά αθεξεκέλε, ζα παξνπζηάζνπκε 

ηψξα κεξηθά βαζηθά παξαδείγκαηα γηα λα απεηθνλίζνπκε ηελ πνηθηιία πνπ ζπλαληάκε ζηηο 

εθαξκνγέο.   

1. Γηαδηθαζία Bernoulli θαη αξλεηηθφο Γησλπκηθφο ρξφλνο πξψηνπ ρηππήκαηνο. Ο αξηζκφο 

ησλ δνθηκψλ S, ν νπνίνο απαηηείηαη γηα λα επηηεπρζεί ε κ-νζηή επηηπρία ζε κία δηαδηθαζία 

Bernoulli {Bt , t = 1,2,…} αθνινπζεί αξλεηηθή δησλπκηθή θαηαλνκή κε παξακέηξνπο m θαη p, 

φπνπ p είλαη ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο ζε θάζε δνθηκή. Γηα λα ην ξπζκίζνπκε απηφ, ζεσξνχκε 

κία γνληθή δηαδηθαζία {Xt , t = 0,1,2,…} κε αξρηθή ηηκή X0 = x0 = m θαη έζησ Xt = x0 - Bt , t = 

1,2,…, φπνπ {Bt} είλαη ε πξνεγνχκελε δηαδηθαζία Bernoulli. Ο πξψηνο ρξφλνο ρηππήκαηνο 
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είλαη ε πξψηε δνθηκή Bernoulli t = S γηα ην νπνίν ην Xt είλαη ίζν κε 0. Ο αξηζκφο ησλ 

εθηνμεχζεσλ ησλ ππξαχισλ πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ ιήςε m δνξπθφξσλ ζε ηξνρηά είλαη έλα 

απιφ παξάδεηγκα απηνχ ηνπ FHT κνληέινπ.   

2. Γηαδηθαζία Poisson θαη ρξφλνο πξψηεο κεηάβαζεο Erlang. Ο ρξφλνο S κέρξη ηελ 

πξαγκαηνπνίεζε ηνπ m γεγνλφηνο ζε κία δηαδηθαζία Poisson {N(t) , t   0 } κε ηνλ ξπζκφ 

παξακέηξνπ ι λα αθνινπζεί θαηαλνκή Erlang κε παξακέηξνπο m θαη ι. Θεσξνχκε πάιη ηελ 

γνληθή δηαδηθαζία {X(t) , t   0 } κε αξρηθή ηηκή X(0) = x0 = m θαη έζησ X(t) = x0 – N(t), 

φπνπ {N(t) , t   0 }  είλαη ε πξνεγνχκελε δηαδηθαζία Poisson. Ο ρξφλνο πξψηεο κεηάβαζεο 

είλαη ε πξψηε θνξά t = S γηα ηελ νπνία ηζρχεη X(t) = 0. Απηφ ην FHT κνληέιν απεηθνλίδεηαη 

απφ ηνλ ρξφλν ηεο απνηπρίαο ελφο κεραλνινγηθνχ ζπζηήκαηνο πνπ απνηειείηαη απφ m 

παξάιιεια εμαξηήκαηα, πνπ έρνπλ ηαπηφζεκεο θαη αλεμάξηεηεο εθζεηηθέο δηάξθεηεο δσήο, νη 

νπνίεο ηίζεληαη ζε ιεηηνπξγία δηαδνρηθά θαζψο ζπκβαίλνπλ απνηπρίεο.           

   

3. Γηαδηθαζία Wiener θαη αληίζηξνθε Γθανπζηαλή ρξφλνπ πξψηεο κεηάβαζεο (βιέπε 

παξάγξαθν 2.4). Θεσξνχκε κία δηαδηθαζία Wiener {X(t) , t   0} κε παξάκεηξν κέζνπ κ θαη 

παξάκεηξν δηαθχκαλζεο ζ
2
. ΋ηαλ ζεσξνχκε φηη ε δηαδηθαζία Wiener είλαη ε ππνβφζθνπζα 

δηαδηθαζία θαηάζηαζεο πγείαο, κπνξνχκε λα νξίζνπκε ην Y(0) = y0 > 0 σο ηελ αξρηθή 

θαηάζηαζε πγείαο, θαη σο Σ ηελ πξψηε θνξά, θαηά ηελ νπνία έλα δεηγκαηηθφ κνλνπάηη ηεο 

δηαδηθαζίαο ηεο θαηάζηαζεο πγείαο θηάλεη ην επίπεδν 0, γηα παξάδεηγκα, T = inf{ t : Y(t) = 

0}. (T, ζεσξείηαη σο ν ρξφλνο ηνπ γεγνλφηνο ζηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ επηβίσζεο απφ 

ηελ παιηλδξφκεζε θαησθιίνπ). Σν Γξάθεκα 4.2.2.1 παξνπζηάδεη ηελ απεηθφληζε ελφο 

δεηγκαηηθνχ κνλνπαηηνχ κίαο ηέηνηαο ππνβφζθνπζαο δηαδηθαζίαο θαηάζηαζεο πγείαο. 

 

 

Γξάθεκα 4.2.2.1: Ζ δηαδηθαζία Wiener, σο ε ππνβφζθνπζα δηαδηθαζία θαηάζηαζεο πγείαο. 
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Υξεζηκνπνηψληαο είηε ηηο πίζσ είηε ηηο κπξνζηηλέο δηαδηθαζίεο δηάρπζεο, νη νπνίεο ππφθεηληαη 

ζηελ αξρηθή θαηάζηαζε θαη ζηελ νξηαθή ζπλζήθε γηα ην απνξξνθεηηθφ θξάγκα, κπνξεί λα 

πξνθχςεη φηη ην Σ αθνινπζεί ηελ αληίζηξνθε Γθανπζηαλή θαηαλνκή κε ηελ παξαθάησ 

ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο (ζ.π.π).    

               f(t|κ, ζ
2
, y0) = 

y
0

√2πζ2t3
 exp[ 

(y
0  
+ κt)

2

2ζ
2
t
]        (4.2.2.1) 

φπνπ ζ
2
 >0, y0 >0 θαη -∞< κ < ∞. Ζ ζ.π.π είλαη θαηάιιειε θαη φηαλ κ ≤ 0. Ζ αζξνηζηηθή 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο (α.ζ.θ) ηνπ ρξφλνπ πξψηεο κεηάβαζεο (FHT) είλαη  

                  F(t|κ, ζ
2
, y0) =  Φ[ 

(y
0  
+ κt)

2

√ζ2t
]  + exp. 

2y
0
κ

ζ2
/  Φ[

κt-y
0

√ζ2t
] ,   (4.2.2.2)      

φπνπ Φ(
.
) είλαη ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο Σππνπνηεκέλεο Καλνληθήο 

θαηαλνκήο. ΢εκεηψλνπκε φηη αλ κ > 0 ε δηαδηθαζία Wiener ίζσο λα κελ ρηππήζεη πνηέ ην 

φξην ζην κεδέλ θαη σο εθ ηνχηνπ ππάξρεη κία πηζαλφηεηα ην FHT λα είλαη ∞, κε             

P(FHT = ∞) = 1-exp(-2y0κ / ζ
2
). 

Δμεηάδνληαο πξνζεθηηθά ηηο εμηζψζεηο (4.2.2.1) θαη (4.2.2.2), κπνξεί λα δεηρζεί φηη θαη νη δχν            

f(t|κ, ζ
2
, y0) θαη F(t|κ, ζ

2
, y0), νπζηαζηηθά εμαξηψληαη κφλν απφ ην y0/ζ θαη ην κ/ζ. Χο εθ 

ηνχηνπ, ζα πξέπεη λα θξαηήζνπκε ζηαζεξή κία απφ ηηο ηξεηο παξακέηξνπο (κ, y0 ,ζ), γηα λα 

απνθεπρζεί ε ππεξ-παξακεηξηθνπνίεζε. Δπεηδή ε δηαδηθαζία θζνξάο είλαη ππνβφζθνπζα 

ρσξίο λα έρεη νξηζηεί θιίκαθα κέηξεζεο, επηιέγνπκε λα ζέζνπκε ηελ παξάκεηξν δηαθχκαλζεο 

ζ
2
 = 1, ρσξίο απψιεηα ηεο γεληθφηεηαο. Έηζη κπνξνχκε λα παιηλδξνκήζνπκε ηηο άιιεο δχν 

παξακέηξνπο ηεο δηαδηθαζίαο, y0 θαη κ ζηα δεδνκέλα ησλ ζπκκεηαβιεηψλ. 

Τπνζέηνπκε φηη ην δηάλπζκα ησλ ζπκκεηαβιεηψλ είλαη Υ
T
 = (1, X1,…, Xk) φπνπ Υ1, …, Υk 

είλαη νη ζπκκεηαβιεηηέο θαη ην ζηνηρείν-νδεγφο 1 ζην Υ
T
 επηηξέπεη έλαλ ζηαζεξφ φξν ζηελ 

ζρέζε παιηλδξφκεζεο. Τπνζέηνπκε φηη ην κ θαη ην ln(y0) είλαη γξακκηθνί ζπληειεζηέο 

παιηλδξφκεζεο. Δπνκέλσο, ην ln(y0) θαη ην κ κπνξεί λα ζπζρεηηζηεί κε ηνπο αθφινπζνπο 

ηχπνο παιηλδξφκεζεο : 

         ln(y0)  = γ0 + γ1Υ1 +…+ γkXk = X
Σ
γ          (4.2.2.3)     

                 κ = β0 + β1Υ1 +…+ βkXk = X
T
β         (4.2.2.4)    

φπνπ γ = (γ0,…,γk)
T
 θαη β = (β0,…,βk)

T
 είλαη ηα δηαλχζκαηα ησλ ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο. 

Δάλ κεξηθέο ζπκκεηαβιεηέο ζεσξνχληαη αζήκαληεο ζηελ πξφβιεςε ηνπ ln(y0) ή ηνπ κ, ηφηε 

απηέο νη ζπκκεηαβιεηέο κπνξνχλ λα αθαηξεζνχλ απφ ην κνληέιν παιηλδξφκεζεο, ζέηνληαο ηα 

αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπ γ ή ηνπ β ίζα κε κεδέλ. Γηα παξάδεηγκα, εάλ ε ζπκκεηαβιεηή X1 ζην 
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Υ
Σ
 δελ είλαη ζεκαληηθή ζηελ πξφβιεςε ηνπ ln(y0), ηφηε κπνξνχκε λα ζέζνπκε ην γ1 ίζν κε ην 

κεδέλ ζηελ εμίζσζε (4.2.2.3). 

Ο Lancaster (1972) πεξηγξάθεη ηελ δηάξθεηα κηαο βηνκεραληθήο απεξγίαο ρξεζηκνπνηψληαο 

απηφ ην κνληέιν. ΢ην θείκελν ηνπ, ε  {X(t)} αλαπαξηζηά ηελ απφζηαζε κεηαμχ ησλ ζέζεσλ 

ηεο δηεχζπλζεο θαη ησλ εξγαηψλ γηα ρξφλν t  κεηά απφ ηελ έλαξμε ηεο απεξγίαο. Ο αξρηθφο 

δηαρσξηζκφο ησλ κεξψλ είλαη Υ(0) = x0 > 0. Ζ απεξγία ηειεηψλεη φηαλ ε δηαδηθαζία θηάλεη 

ζην κεδεληθφ επίπεδν, φπνπ ηα κέξε ζπκθσλνχλ θαη ζπκβηβάδνληαη. Οη Onar θαη Padgett 

(2000) επέθηεηλαλ ην κνληέιν δηάρπζεο Wiener ζε έλα επηηαρπλφκελν πεξηβάιινλ δνθηκψλ. 

Οη Pettit θαη Young (1999) έζεζαλ ην κνληέιν ζε έλα κπευλδηαλφ πιαίζην.  

 

4. Γηαδηθαζία Gamma θαη αληίζηξνθε Gamma ρξφλνπ πξψηεο κεηάβαζεο (΋πσο είδακε ζηελ 

παξάγξαθν ηάδε 3.2). Θεσξνχκε κία γνληθή δηαδηθαζία {X(t) , t   0} κε αξρηθή ηηκή Υ(0) = 

x0 > 0. Έζησ X(t) = x0 – Ε(t), φπνπ {Ε(t) , t   0} είλαη κία δηαδηθαζία Gamma κε παξάκεηξν 

θιίκαθαο β, παξάκεηξν ζρήκαηνο α θαη Ε(0) = 0. Ο πξψηνο ρξφλνο ρηππήκαηνο ηνπ κεδεληθνχ 

επηπέδνπ ηεο γνληθήο δηαδηθαζίαο (Υ = 0) έρεη αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  ηελ 

αληίζηξνθε Gamma, ε νπνία νξίδεηαη απφ ηελ ηαπηφηεηα P(S > t) = P(Z(t) < x0). Ζ ηαπηφηεηα 

πξνθχπηεη απφ ην γεγνλφο φηη κία δηαδηθαζία Γάκκα έρεη κνλφηνλα (κε κεησκέλα ) δεηγκαηηθά 

κνλνπάηηα. Ζ δηαζεζηκφηεηα ησλ ππνινγηζηηθψλ ξνπηηλψλ γηα ηελ α.ζ.θ. ηεο Γάκκα  επηηξέπεη 

ζηελ α.ζ.θ λα κπνξεί λα ππνινγηζηεί εχθνια. Ο Singpurwalla (1995) θαη νη Lawless θαη 

Crowder (2004) ζεψξεζαλ ηελ θαηαλνκή Γάκκα σο έλα κνληέιν θζνξάο. Οη Park θαη Padgett 

(2005) ζεψξεζαλ ηελ γεσκεηξηθή θίλεζε Brown θαη ηηο δηαδηθαζίεο Γάκκα, καδί ζε έλα 

επηηαρπλφκελν κνληέιν θζνξάο. 

 

5. Ornstein-Uhlenbeck δηαδηθαζία θαη Ricciardi-Sato ρξφλνο πξψηεο κεηάβαζεο. Ζ Ornstein-

Uhlenbeck δηαδηθαζία (OU) είλαη κία παξαιιαγή κηαο δηαδηθαζίαο Wiener, πνπ ζεκαίλεη φηη 

αλαζηξέθνληαο ζε απηφ, ηείλεη λα κεηαηνπηζηεί πίζσ πξνο έλα ζηαζεξφ επίπεδν ηζνξξνπίαο 

θαη επνκέλσο έρεη ηελ ηδηφηεηα ηεο νκνηνζηαζίαο. Οη Aalen θαη Gjessing (2004) πξφηεηλαλ 

ηελ FHT θαηαλνκή γηα κία ηέηνηα δηαδηθαζία, σο έλα κνληέιν επηβίσζεο θαη εμήγαγαλ 

ζρεηηθά απνηειέζκαηα. Δπηζήκαλαλ φηη ε κνξθή ηεο FHT θαηαλνκήο βξίζθεηαη ζηνπο 

Ricciardi θαη Sato (1988), νη νπνίνη ηελ έρνπλ κειεηήζεη εθηεηακέλα. 

6. Αιπζίδα Markov θαη απνξξνθεηηθή θαηάζηαζε ρξφλνπ πξψηεο κεηάβαζεο. Οη 

Μαξθνβηαλέο αιπζίδεο {Xt, t = 0,1,2,…} είλαη έλαο ζεκαληηθφο ηχπνο γνληθήο δηαδηθαζίαο. Ο 

ρψξνο θαηάζηαζεο   απνηειείηαη απφ ηηο πηζαλέο θαηαζηάζεηο ηεο αιπζίδαο. Ο ρψξνο 
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ρξφλνπ Σ είλαη ηα βήκαηα κεηάβαζεο ηεο αιπζίδαο. Ο ρξφλνο πξψηεο κεηάβαζεο είλαη ν 

ειάρηζηνο αξηζκφο βεκάησλ πνπ απαηηνχληαη γηα λα κεηαθηλεζεί απφ κία αξρηθή θαηάζηαζε  

Υ(0) = x0 ζε έλα ζχλνιν νξηαθψλ θαηαζηάζεσλ B. Ζ FHT θαηαλνκή εμαξηάηαη απφ ηνλ 

πίλαθα κεηάβαζεο ηεο αιπζίδαο κε αθξηβή καζεκαηηθφ ηξφπν. Χο παξάδεηγκα, κία 

καξθνβηαλή αιπζίδα κπνξεί λα κνληεινπνηήζεη ηελ κεηαβνιή ηεο κάξθαο ησλ πξντφλησλ ζην 

πεδίν ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ θαηαλαισηψλ. Έλαο πξψηνο ρξφλνο ρηππήκαηνο πνπ ζα καο 

ελδηέθεξε κπνξεί λα είλαη ν αξηζκφο ησλ αγνξψλ πνπ ζα γίλνπλ ζηελ θαηεγνξία πξντφλησλ, 

πξνηνχ ν θαηαλαισηήο ν νπνίνο επί ηνπ παξφληνο ρξεζηκνπνηεί ηελ κάξθα x0, ζα κεηαβεί ζε 

άιιε κάξθα, έζησ β. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε ην B είλαη ην κεκνλσκέλν ζχλνιν {β}. 

7. Ήκη-Μαξθνβηαλέο αιπζίδεο θαη νη ρξφλνη πξψηεο κεηάβαζήο ηνπο. ΋ια ηα πξνεγνχκελα 

παξαδείγκαηα είλαη εηδηθέο πεξηπηψζεηο ησλ Μαξθνβηαλψλ αιπζίδσλ. Μία ήκη-καξθνβηαλή 

αιπζίδα {X(t), t   0}, επεθηείλεη ην κνληέιν ηεο Μαξθνβηαλήο αιπζίδαο 

ζπκπεξηιακβάλνληαο ηνλ ηπραίν ρξφλν πνπ ε δηαδηθαζία βξίζθεηαη ζε θάζε θαηάζηαζε. 

Παξφιν πνπ ε Μαξθνβηαλή ηδηφηεηα ράζεθε γεληθά απφ απηήλ ηελ επέθηαζε. Σν κνληέιν 

παξακέλεη εμαηξεηηθήο πξαθηηθήο αμίαο. ΢ε έλα ήκη-καξθνβηαλφ κνληέιν, ν ρξφλνο πξψηεο 

κεηάβαζεο αληηπξνζσπεχεη ηνλ ρξφλν πνπ ε δηαδηθαζία βξίζθεηαη ζηελ αξρηθή θαη ζε 

αθφινπζεο θαηαζηάζεηο πξνηνχ εηζέιζεη πξψηα ζε κία απφ ηηο θαηαζηάζεηο πνπ νξίδoπλ ην 

ζχλνιν B. Τπάξρνπλ πνιιά ζεκαληηθά παξαδείγκαηα απηνχ ηνπ πνιπθξαηηθνχ κνληέινπ, 

κεξηθά πην πνιχπινθα απφ άιια. Σν κνληέιν θισληθήο κεηαηξνπήο ζε δχν ζηάδηα γηα 

θαξθίλν παξέρεη έλα παξάδεηγκα θξνχζκαηνο. Πξφθεηηαη γηα έλα κνληέιν ρεκηθήο 

θαξθηλνγέλεζεο πνπ, ζηε βαζηθή ηνπ κνξθή, ππνζέηεη κία νκάδα (ζηειερψλ) θπηηάξσλ πνπ 

είλαη επαίζζεηα ζε θαθνήζε κεηαζρεκαηηζκφ. Σα θχηηαξα πξνρσξνχλ κέζα απφ έλα αξρηθφ 

ζηάδην θαη ζηε ζπλέρεηα κέζσ θαθνήζνπο κεηαηξνπήο ζχκθσλα κε κία Μαξθνβηαλή 

δηαδηθαζία δχν ζηαδίσλ κε ζηαζεξνχο ξπζκνχο κεηάβαζεο. Μφιηο δεκηνπξγεζεί έλα 

θαθφεζεο θχηηαξν, έλα δεχηεξν ζηαηηζηηθφ κνληέιν πεξηγξάθεη ηελ εμέιημε κέζσ ζηαδίσλ 

ελεξγνχ θαξθίλνπ κέρξη ζαλάηνπ (νκνηφζηαζε, αγγεηνγέλεζε, κεηάζηαζε, ζάλαηνο). Σν 

κνληέιν έρεη εθαξκνζηεί, γηα παξάδεηγκα, ζε κία κειέηε ηνπ θηλδχλνπ ηνπ θαξθίλνπ ηνπ 

πλεχκνλα πνπ ηέζεθαλ νη Κηλέδνη αλζξαθσξχρνη απφ ηελ έθζεζε ηνπο ζε αξζεληθφ, ξάδην θαη 

θαπλφ (Hazelton, 2001).                
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 5
ν
 

Μνληέια επηηαρπλόκελεο δηάξθεηαο δσήο γηα ηελ 

θζνξά 

5.1 Δηζαγσγή 

Ζ εθηίκεζε ηεο θαηαλνκήο ηνπ ρξφλνπ απνηπρίαο ή ηεο καθξνπξφζεζκεο απφδνζεο ησλ 

ζπζηαηηθψλ ησλ πξντφλησλ πςειήο αμηνπηζηίαο είλαη ηδηαίηεξα δχζθνιε. Σα πεξηζζφηεξα 

κνληέξλα πξντφληα έρνπλ ζρεδηαζηεί γηα λα ιεηηνπξγνχλ ρσξίο απνηπρία γηα ρξφληα, δεθαεηίεο 

ή πεξηζζφηεξν. Έηζη, ιίγεο κνλάδεο ζα απνηχρνπλ ή ζα ππνβαζκηζηνχλ αηζζεηά ζε κηα 

δνθηκαζία πξαθηηθνχ κήθνπο ζε θαλνληθέο ζπλζήθεο ρξήζεο. Γηα παξάδεηγκα, ν ζρεδηαζκφο 

θαη ε θαηαζθεπή ελφο δηθηχνπ ηειεπηθνηλσληψλ ίζσο επηηξέπνπλ κφλν νρηψ κήλεο λα 

ειέγμνπλ ηα εμαξηήκαηα ηα νπνία αλακέλνληαη λα είλαη ζηελ παξαγσγή γηα 10 ή 15 ρξφληα. 

Γηα ηέηνηεο εθαξκνγέο ηα κνληέια επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο ρξεζηκνπνηνχληαη ζηηο 

βηνκεραλίεο παξαγσγήο γηα λα αμηνινγήζνπλ ή λα επηδείμνπλ ηα ζπζηαηηθά θαη ηελ 

αμηνπηζηία ηνπ ζπζηήκαηνο, γηα λα πηζηνπνηήζνπλ ηα εμαξηήκαηα, γηα λα αληρλεχζνπλ 

ηξφπνπο αζηνρίαο έηζη ψζηε λα κπνξέζνπλ λα δηνξζσζνχλ, λα ζπγθξίλνπλ δηαθνξεηηθνχο 

θαηαζθεπαζηέο, θαη νχησ θαζεμήο. Σα κνληέια επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο γίλνληαη φιν θαη πην 

ζεκαληηθά εμαηηίαο ηεο ξαγδαίαο εμέιημεο ηεο ηερλνινγίαο, πην πεξίπινθα πξντφληα κε 

πεξηζζφηεξα εμαξηήκαηα, ησλ πςειφηεξσλ απαηηήζεσλ ησλ πειαηψλ γηα θαιχηεξε 

αμηνπηζηία θαη ηελ αλάγθε γηα ξαγδαία εμέιημε ησλ πξντφλησλ. Τπάξρνπλ δχζθνια πξαθηηθά 

θαη ζηαηηζηηθά ζέκαηα ηα νπνία πεξηιακβάλνληαη ζηελ επηηάρπλζε ηεο δσήο ελφο πεξίπινθνπ 

πξντφληνο, ην νπνίν κπνξεί λα απνηχρεη κε πνιινχο ηξφπνπο. Γεληθά, ε πιεξνθνξία απφ ηα 

ηεζη κε πςειά επίπεδα κίαο ή πεξηζζφηεξσλ κεηαβιεηψλ επηηάρπλζεο (π.ρ. ν 

ρξεζηκνπνηνχκελνο βαζκφο, ε ζεξκνθξαζία, ε ηάζε ή ε πίεζε) επεθηείλεηαη κέζσ ελφο 

θπζηθά ινγηθνχ ζηαηηζηηθνχ κνληέινπ, γηα λα εθηηκήζνπκε ηελ δηάξθεηα δσήο ή ηελ 

καθξνπξφζεζκε απφδνζε ζε ρακειφηεξα, θαλνληθά επίπεδα ησλ επηηαρπλφκελσλ 

κεηαβιεηψλ. 

Οη ζηαηηζηηθνιφγνη ζηηο βηνκεραλίεο παξαγσγήο ζπρλά θαινχληαη λα ζρεδηάζνπλ θαη λα 

αλαιχζνπλ δεδνκέλα απφ δνθηκαζίεο επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο. Με κηα πξψηε καηηά, ε 

ζηαηηζηηθή ηεο επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο θαίλεηαη λα πεξηιακβάλεη θάηη πεξηζζφηεξν απφ ηελ 

αλάιπζε παιηλδξφκεζεο, ίζσο κεξηθνχο πεξίπινθνπο παξάγνληεο, φπσο ηα απνθνκκέλα 
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δεδνκέλα. Χζηφζν, ε ίδηα ε θχζε ησλ κνληέισλ ηεο επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο, απαηηεί πάληα 

ηελ επέθηαζε ζε επηηαρπλφκελεο κεηαβιεηέο θαη ζπρλά ζην ρξφλν. Απηφ ζεκαίλεη φηη είλαη 

ζεκαληηθή ε επηινγή ηνπ κνληέινπ. Βαζηδφκελνη ζηελ πξαθηηθή ηεο θνηλήο ζηαηηζηηθήο γηα 

λα ηελ πξνζαξκνγή θακπχισλ ζε δεδνκέλα, κπνξνχκε λα νδεγεζνχκε ζηελ ρξεζηκνπνίεζε 

ελφο αθαηάιιεινπ κνληέινπ ή αθφκα θαη ζε κε ινγηθά απνηειέζκαηα. Οη ζηαηηζηηθνιφγνη, νη 

νπνίνη δνπιεχνπλ ζε πξνγξάκκαηα επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηηο γεληθέο 

αξρέο ηεο κνληεινπνίεζήο ηεο θαη ηηο ηξέρνπζεο βέιηηζηεο πξαθηηθέο.  

 

5.1.2 Πνζνηηθέο έλαληη πνηνηηθώλ δνθηκαζηώλ 

επηηαρπλόκελεο δηαθνπήο 

Οη Meeker θαη Escobar (2006) ζηελ κειέηε ηνπο, αλέθεξαλ φηη, κέζα ζηα φξηα ηεο πεηζαξρίαο 

ηεο αμηνπηζηίαο, ν φξνο „επηηαρπλφκελε δηαθνπή‟ ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα πεξηγξάςεη δχν 

εληειψο δηαθνξεηηθά είδε ρξήζηκσλ, ζεκαληηθψλ δνθηκψλ, ηα νπνία έρνπλ εληειψο 

δηαθνξεηηθνχο ζθνπνχο. Γηα λα μερσξίζνπκε απηέο ηηο δχν δνθηκέο, ρξεζηκνπνηνχκε ζπρλά 

ηνπο φξνπο „πνζνηηθέο δνθηκέο επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο‟ θαη „πνηνηηθέο δνθηκέο 

επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο‟. 

Μία πνζνηηθή δνθηκαζία επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο ελψλεη ηνπο ζπλδπαζκνχο πςειφηεξσλ 

απ‟ φηη ησλ ζπλεζηζκέλσλ επηπέδσλ νξηζκέλσλ επηηαρπλφκελσλ κεηαβιεηψλ. Ο ζθνπφο κίαο 

πνζνηηθήο δνθηκήο επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο είλαη λα καο δψζεη πιεξνθνξίεο γηα ηελ 

θαηαλνκή ηνπ ρξφλνπ απνηπρίαο ή ηελ θαηαλνκή ηεο θζνξάο γηα ζπγθεθξηκέλε „ρξήζε‟ 

επηπέδσλ απηψλ ησλ κεηαβιεηψλ. Γεληθά, νη ηξφπνη αζηνρίαο απηνχ πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη 

γλσζηνί εθ ησλ πξνηέξσλ, θαη ππάξρεη αξθεηή δηαζέζηκε γλψζε, ε νπνία πεξηγξάθεη ηελ 

ζρέζε κεηαμχ ηνπ κεραληζκνχ απνηπρίαο θαη ησλ επηηαρπλφκελσλ κεηαβιεηψλ (ε νπνία είηε 

βαζίδεηαη ζηελ ζεσξία ηεο θπζηθήο ή ηεο ρεκείαο, είηε ζε κεγάιεο πνζφηεηεο απφ 

πξνεγνχκελε εκπεηξία κε παξφκνηεο δνθηκέο) θαη κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα 

αλαγλσξίζεη έλα κνληέιν, ην νπνίν κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα δηθαηνινγήζεη ηελ 

επέθηαζε. 

Απφ ηελ άιιε, κία πνηνηηθή δνθηκαζία επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο ελψλεη ηνπο πςειφηεξνπο 

απ‟ φηη ησλ ζπλεζηζκέλσλ ζπλδπαζκνχο ησλ κεηαβιεηψλ, φπσο ε ζεξκνθξαζία ηνπ θχθινπ 

θαη νη θξαδαζκνί. Ο ζθνπφο απηψλ ησλ δνθηκαζηψλ είλαη λα εληνπίζνπλ ηηο αδπλακίεο ηνπ 

πξντφληνο, νη νπνίεο πξνθαινχληαη απφ ηηο αηέιεηεο θαηά ηελ δηαδηθαζία ζρεδηαζκνχ ή 

θαηαζθεπήο ηνπ πξντφληνο. 
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΋ηαλ ζπκβαίλεη κία απνηπρία ζε κία πνηνηηθή δνθηκαζία επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο, είλαη 

αλαγθαίν λα βξνχκε θαη λα κειεηήζνπκε πξνζεθηηθά ην ηη πξνθάιεζε ηελ απνηπρία θαη λα 

αμηνινγήζνπκε εάλ ν ηξφπνο απνηπρίαο ζα κπνξνχζε λα ζπκβεί ζηελ πξαγκαηηθή ρξήζε ή 

φρη. Ζ γλψζε θαη ε θπζηθή/ρεκηθή κνληεινπνίεζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ηξφπνπ απνηπρίαο είλαη 

ρξήζηκα ζην λα καο βνεζήζνπλ λα θάλνπκε απηήλ ηελ αμηνιφγεζε. ΋ηαλ πξνζδηνξίδεηαη φηη 

ζα κπνξνχζε λα ζπκβεί κία απνηπρία θαηά ηελ πξαγκαηηθή ρξήζε, ηφηε είλαη απαξαίηεην λα 

αιιάμνπκε ηνλ ζρεδηαζκφ ηνπ πξντφληνο ή ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπ, έηζη ψζηε λα 

εμαιείςνπκε ηελ αηηία πνπ ην πξνθάιεζε. 

Δπεηδή ηα απνηειέζκαηα κίαο πνηνηηθήο δνθηκαζίαο επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα θάλνπκε αιιαγέο ζηνλ ζρεδηαζκφ ηνπ πξντφληνο ή ζηελ δηαδηθαζία 

παξαγσγήο, είλαη δχζθνιν ή ηνπιάρηζηνλ επηθίλδπλν λα ρξεζηκνπνηνχκε ηα δεδνκέλα ησλ 

δνθηκαζηψλ γηα λα πξνβιέςνπκε ηη ζα ζπκβεί κεηά απφ θαλνληθή ρξήζε. Έηζη, νη πνηνηηθέο 

δνθηκαζίεο επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο ζεσξνχληαη σο κε ζηαηηζηηθέο. 

 

5.2.Βαζηθέο ηδέεο ηεο επηηαρπλόκελεο δνθηκήο 

5.2.1 Γηαθνξεηηθνί ηύπνη επηηάρπλζεο 

Ο φξνο „επηηάρπλζε‟ έρεη πνιιέο δηαθνξεηηθέο ζεκαζίεο ζηνλ ηνκέα ηεο αμηνπηζηίαο, αιιά ζε 

γεληθέο γξακκέο ν φξνο ππνλνεί λα θάλνπκε ηνλ „ρξφλν‟ (ζε νπνηαδήπνηε θιίκαθα θαη λα 

κεηξάκε ηελ δηάξθεηα δσήο ηεο ζπζθεπήο ή ηνπ εμαξηήκαηνο) λα ηξέρεη πην γξήγνξα, έηζη 

ψζηε λα κπνξνχκε λα πάξνπκε γξεγνξφηεξα ηελ πιεξνθνξία ηεο αμηνπηζηίαο.   

 

5.2.2 Μέζνδνη επηηάρπλζεο 

Τπάξρνπλ δηαθνξεηηθνί κέζνδνη γηα ηελ επηηάρπλζε ηεο αμηνπηζηίαο κηαο δνθηκήο, θάπνηνη 

απφ ηνπο νπνίνπο είλαη νη αθφινπζνη : 

 

1. Αχμεζε ηνπ ξπζκνχ ρξήζεο ηνπ πξντφληνο. Απηή ε κέζνδνο είλαη θαηάιιειε γηα πξντφληα 

ηα νπνία δελ ηα ρξεζηκνπνηνχκε ζπρλά. Γηα παξάδεηγκα, ν κέζνο φξνο δσήο ελφο ξνπιεκάλ 

γηα έλα ζπγθεθξηκέλν πιπληήξην ξνχρσλ είλαη 12 ρξφληα, κε βάζε ηελ παξαδνρή φηη βάδνπκε 

8 πιχζεηο ηελ εβδνκάδα. Αλ ην κεράλεκα δνθηκαζηεί κε 112 πιχζεηο ηελ εβδνκάδα (16 ηελ 

κέξα), ηφηε ν κέζνο φξνο δσήο κεηψλεηαη ζε πεξίπνπ 10 κήλεο, θάησ απφ ηελ ππφζεζε φηη ε 

αχμεζε ηνπ πνζνζηνχ ρξήζεο δελ αιιάδεη ηνπο θχθινπο ηεο θαηαλνκήο απνηπρίαο. Δπίζεο, 

επεηδή δελ είλαη απαξαίηεην λα απνηχρνπλ φιεο νη κνλάδεο ζε κία δνθηκαζία δηάξθεηαο δσήο, 
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ζα κπνξνχζακε λα πάξνπκε ρξήζηκεο πιεξνθνξίεο γηα έλα πξντφλ κέζα ζε εβδνκάδεο, αληί 

γηα κήλεο. 

2. Αχμεζε ηεο έληαζεο ηεο έθζεζεο ζηελ αθηηλνβνιία. Αξθεηνί ηχπνη αθηηλνβνιίαο κπνξνχλ 

λα νδεγήζνπλ ζηελ θζνξά ηνπ πιηθνχ θαη ζηελ απνηπρία ηνπ πξντφληνο. Γηα παξάδεηγκα, 

νξγαληθά πιηθά (απφ ην αλζξψπηλν δέξκα κέρξη πιηθά φπσο επνμηθά θαη πνιπβηλπινρισξίδην 

ή PVC) ζα θζαξνχλ φηαλ εθηεζνχλ ζε ππεξηψδε (UV) αθηηλνβνιία. Ζ κνληεινπνίεζε θαη ε 

επηηάρπλζε ησλ δηαδηθαζηψλ θζνξάο, απμάλνληαο ηελ έληαζε ηεο αθηηλνβνιίαο γίλεηαη 

ζπλήζσο κε έλαλ ηξφπν παξφκνην κε επηηάρπλζε κε απμαλφκελν ξπζκφ ρξήζεο. 

3. Αχμεζε ηνπ ξπζκνχ γήξαλζεο ηνπ πξντφληνο. Απμάλνληαο ην επίπεδν ησλ πεηξακαηηθψλ 

κεηαβιεηψλ, φπσο ε ζεξκνθξαζία ή ε πγξαζία κπνξεί λα επηηαρχλεη ηηο ρεκηθέο δηαδηθαζίεο 

νξηζκέλσλ κεραληζκψλ απνηπρίαο, φπσο ε ρεκηθή θζνξά (ε νπνία έρεη σο απνηέιεζκα ηελ 

ελδερφκελε απνδπλάκσζε θαη ηελ απνηπρία) ελφο θνιιεηηθνχ κεραληζκνχ δεζκψλ ή ε 

αλάπηπμε ελφο αγψγηκνπ λήκαηνο κέζα ζε έλαλ αγσγφ (ην νπνίν ηειηθά πξνθαιεί έλα κηθξφ 

θχθισκα). 

4. Αχμεζε ηνπ επηπέδνπ πίεζεο (π.ρ. αχμεζε ηεο θπθιηθήο ζεξκνθξαζίαο ή ηεο ηάζεο) θάησ 

απφ ηελ αληίζηνηρε δνθηκαζία ζηελ νπνία νη κνλάδεο ιεηηνπξγνχλ. Μία κνλάδα ζα αζηνρήζεη 

φηαλ ε δχλακή ηεο πέθηεη θάησ απφ ηελ εθαξκνδφκελε δηαδηθαζία. Έηζη, κία κνλάδα θάησ 

απφ πςειή πίεζε ζα απνηχρεη γεληθά πην γξήγνξα, απ‟ φηη αλ ην επίπεδν ηεο πίεζεο ήηαλ 

ρακειφηεξν. 

Μπνξνχλ επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζπλδπαζκνί απηψλ ησλ κεζφδσλ ηεο επηηάρπλζεο. 

Μεηαβιεηέο φπσο ε ηάζε θαη ε θπθιηθή ζεξκνθξαζία κπνξνχλ λα απμήζνπλ ηνλ ξπζκφ κηαο 

ειεθηξνρεκηθήο αληίδξαζεο (επηηαρχλνληαο έηζη ηνλ ξπζκφ γήξαλζεο) θαη ηελ πίεζε ζε 

ζρέζε κε ηελ δχλακε. ΢ε ηέηνηεο θαηαζηάζεηο, φηαλ ε επίδξαζε κηαο επηηαρπλφκελεο 

κεηαβιεηήο είλαη πεξίπινθε, ίζσο δελ ππάξρεη αξθεηή θπζηθή γλψζε, ψζηε λα παξέρεη έλα 

θαηάιιειν θπζηθφ κνληέιν γηα επηηάρπλζε (θαη επέθηαζε). 

5.2.3 Σύπνη απνθξίζεσλ  

Δίλαη ρξήζηκν λα γίλεη δηαρσξηζκφο αλάκεζα ζηηο δνθηκαζίεο επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο βάζεη 

ηεο θχζεο ηεο απφθξηζεο. 



54 
 

1. Δπηηαρπλφκελεο δησλπκηθέο δνθηκέο (Accelerated Binary Tests). Ζ απφθξηζε ζε κία 

επηηαρπλφκελε δησλπκηθή δνθηκή είλαη δησλπκηθή. Γειαδή, ην εάλ ην πξντφλ έρεη απνηχρεη ή 

φρη, είλαη ε κφλε πιεξνθνξία αμηνπηζηίαο, ε νπνία κπνξεί λα ιεθζεί απφ θάζε κνλάδα. 

2. Γνθηκέο επηηαρπλφκελεο δηάξθεηαο δσήο. (Accelerated Life Tests). Ζ απφθξηζε ζε κία 

δνθηκαζία επηηαρπλφκελεο δηάξθεηαο δσήο ζρεηίδεηαη άκεζα κε ηελ δηάξθεηα δσήο ηνπ 

πξντφληνο. Σππηθά, ηα δεδνκέλα ησλ δνθηκαζηψλ επηηαρπλφκελεο δηάξθεηαο δσήο είλαη δεμηά 

απνθνκκέλα, επεηδή ε δνθηκαζία ζηακαηά πξηλ απνηχρνπλ φιεο νη κνλάδεο. ΢ε άιιεο 

πεξηπηψζεηο, ε απάληεζε ζε κία δνθηκαζία επηηαρπλφκελεο δηάξθεηαο δσήο είλαη έλα 

απνθνκκέλν δηάζηεκα, επεηδή νη απνηπρίεο αλαθαιχπηνληαη ζε ζπγθεθξηκέλεο ζηηγκέο 

επηζεψξεζεο.  

3. Γνθηκέο επηηαρπλφκελσλ επαλαιακβαλφκελσλ κεηξήζεσλ θζνξάο (Accelerated Repeated 

Measures Degradation Tests). ΢ε κία δνθηκαζία επηηαρπλφκελσλ επαλαιακβαλφκελσλ 

κεηξήζεσλ θζνξάο, κεηξηέηαη ε θζνξά ζε έλα δείγκα κνλάδσλ γηα δηαθνξεηηθά ρξνληθά 

ζεκεία. Γεληθά, θάζε κνλάδα παξέρεη πνιιέο κεηξήζεηο θζνξάο. Ζ απφθξηζε ηεο θζνξάο ζα 

κπνξνχζε λα είλαη πξαγκαηηθή ρεκηθή ή θπζηθή θζνξά ή θζνξά ζηελ επίδνζε.  

4. Γνθηκαζίεο επηηαρπλφκελεο θαηαζηξνθηθήο θζνξάο (Accelerated Destructive Degradation 

Tests). Μία δνθηκαζία επηηαρπλφκελεο θαηαζηξνθηθήο θζνξάο είλαη παξφκνηα κε κία 

δνθηκαζία επηηαρπλφκελσλ επαλαιακβαλφκελσλ κεηξήζεσλ θζνξάο, εθηφο απφ ην φηη νη 

κεηξήζεηο είλαη θαηαζηξνθηθέο, θαη έηζη κπνξνχκε λα πάξνπκε κφλν κία παξαηήξεζε γηα 

θάζε κία κνλάδα δνθηκαζίαο. 

Απηά ηα δηαθνξεηηθά είδε ησλ κνληέισλ ηεο επηηαρπλφκελεο δηαθνπήο, κπνξνχλ λα 

ζπλδεζνχλ ζηελά, επεηδή κπνξνχλ λα πεξηιακβάλνπλ ηνπο ίδηνπο ππνβφζθνληεο 

θπζηθνχο/ρεκηθνχο κεραληζκνχο γηα απνηπρία θαη κνληέια γηα επηηάρπλζε. Χζηφζν, 

δηαθέξνπλ ζηα δηαθνξεηηθά είδε ζηαηηζηηθψλ κνληέισλ θαη ζηελ αλάιπζε ηελ νπνία 

επηδέρνληαη, ιφγσ ησλ δηαθνξψλ ζην είδνο ηεο απφθξηζεο πνπ παξαηεξείηαη. ΢ε κεξηθέο 

πεξηπηψζεηο, νη αλαιπηέο ρξεζηκνπνηνχλ δεδνκέλα επηπέδνπ θζνξάο γηα λα νξίζνπλ ηνπο 

ρξφλνπο απνηπρίαο. Έλα ζεκαληηθφ ραξαθηεξηζηηθφ φισλ ησλ κνληέισλ επηηαρπλφκελεο 

δηαθνπήο είλαη ε αλάγθε λα παξεθηείλνπλ εμσηεξηθά ην εχξνο ησλ δηαζέζηκσλ δεδνκέλσλ: νη 

δνθηκέο γίλνληαη ζε ζπλζήθεο επηηάρπλζεο, αιιά απαηηνχληαη εθηηκήζεηο ζε θπζηνινγηθέο 

ζπλζήθεο. Σέηνηα παξέθηαζε απαηηεί δπλαηέο ππνζέζεηο κνληέινπ.  
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5.3 ΢ηαηηζηηθά κνληέια γηα επηηάρπλζε 

Γηα ηελ εξκελεία ησλ δεδνκέλσλ επηηάρπλζεο απαηηνχληαη κνληέια, ηα νπνία ζπζρεηίδνπλ 

επηηαρπλφκελεο κεηαβιεηέο φπσο ε ζεξκνθξαζία, ε ηάζε, ε πίεζε, ην κέγεζνο θ.ι.π. κε ηνλ 

ρξφλν επηηάρπλζεο. Γηα λα δνθηκάζνπκε πάλσ απφ θάπνην εχξνο ηηο επηηαρπλφκελεο 

κεηαβιεηέο, κπνξνχκε λα πξνζαξκφζνπκε έλα κνληέιν ζηα δεδνκέλα, γηα λα πεξηγξάςνπκε 

ηελ επίδξαζε πνπ έρνπλ νη κεηαβιεηέο ζηηο δηαδηθαζίεο πξφθιεζεο απνηπρίαο. Ζ γεληθή ηδέα 

είλαη λα ειέγμνπκε ηηο επηηαρπλφκελεο κεηαβιεηέο ζε πςειά επίπεδα, λα επηηαρχλνπκε ηηο 

δηαδηθαζίεο απνηπρίαο θαη λα επεθηείλνπκε ηα ρακειφηεξα επίπεδα ησλ επηηαρπλφκελσλ 

κεηαβιεηψλ. ΢ε θάπνηεο πεξηπηψζεηο, έλα θπζηθά ινγηθφ κνληέιν κπνξεί λα επηηξέςεη κία 

ηέηνηα επέθηαζε. 

          Φσζικά μονηέλα επιηάτσνζης. Γηα ηελ πιήξε θαηαλφεζε ησλ κεραληζκψλ απνηπρίαο, 

κπνξνχκε λα έρνπκε έλα κνληέιν ην νπνίν βαζίδεηαη ζηελ θπζηθή/ρεκηθή ζεσξία ε νπνία 

πεξηγξάθεη ηελ δηαδηθαζία πξφθιεζεο ηεο απνηπρίαο ζην ζχλνιν ησλ δεδνκέλσλ θαη καο 

παξέρεη ηελ επέθηαζε ησλ ήδε ππαξρνπζψλ ζπλζεθψλ. Ζ ζρέζε αλάκεζα ζηηο 

επηηαρπλφκελεο κεηαβιεηέο θαη ζηνλ κεραληζκφ ηεο πξαγκαηηθήο απνηπρίαο είλαη ζπλήζσο 

εμαηξεηηθά πεξίπινθε. Χζηφζν, ζπρλά ππάξρεη έλα απιφ κνληέιν ην νπνίν πεξηγξάθεη 

θαηάιιεια ηελ δηαδηθαζία. Γηα παξάδεηγκα, απνηπρία κπνξεί λα πξνθχςεη απφ κία πεξίπινθε 

ρεκηθή δηαδηθαζία κε πνιιά βήκαηα, αιιά ίζσο λα ππάξρεη έλα θπξίαξρν βήκα θαη κία θαιή 

θαηαλφεζε απηνχ ηνπ κέξνπο ηεο δηαδηθαζίαο, ηα νπνία ίζσο λα καο παξέρνπλ έλα κνληέιν, 

ην νπνίν είλαη θαηάιιειν γηα επέθηαζε. 

        Εμπειρικά μονηέλα επιηάτσνζης. ΋ηαλ ππάξρεη ιίγε θαηαλφεζε ηεο ρεκηθήο ή θπζηθήο 

δηαδηθαζίαο, ε νπνία νδεγεί ζηελ απνηπρία, ηφηε ίζσο είλαη απίζαλν λα αλαπηχμνπκε έλα 

κνληέιν βαζηζκέλν ζηελ θπζηθή/ρεκηθή ζεσξία. Έλα εκπεηξηθφ κνληέιν είλαη ίζσο ε κφλε 

ελαιιαθηηθή ιχζε. Έλα εκπεηξηθφ κνληέιν ίζσο λα παξέρεη κία εμαηξεηηθή πξνζαξκνγή ζηα 

δηαζέζηκα δεδνκέλα, αιιά παξέρεη επεθηάζεηο ρσξίο ινγηθή. ΢ε θάπνηεο θαηαζηάζεηο, ίζσο 

ππάξρεη εθηεηακέλε εκπεηξία κε ζπγθεθξηκέλνπο ζπλδπαζκνχο κεηαβιεηψλ θαη κεραληζκψλ 

απνηπρίαο θαη απηή ε εκπεηξία ίζσο καο παξέρεη ηελ απαηηνχκελε επηβεβαίσζε γηα ηελ 

επέθηαζε ζηηο ζπλεζηζκέλεο θαηαζηάζεηο.  

5.3.1 Γεληθέο ζπλαξηήζεηο κεηαζρεκαηηζκνύ ρξόλνπ  

Έλα κνληέιν κεηαζρεκαηηζκνχ ρξφλνπ ραξηνγξαθεί ηνλ ρξφλν ζε έλα επίπεδν x, έζησ xU, ζε 

ρξφλν ζε έλα άιιν επίπεδν ηνπ x. Απηφ κπνξεί λα εθθξαζηεί σο T(x) = Y[T(xU), x], φπνπ xU 
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δειψλεη ηηο ππάξρνπζεο ζπλζήθεο. Γηα λα είλαη ε ζπλάξηεζε Y(t,x) ζπλάξηεζε 

κεηαζρεκαηηζκνχ ρξφλνπ ζα πξέπεη λα έρεη ηηο εμήο ηδηφηεηεο : 

1.  Τ(0,x) = 0, γηα θάζε x. 

2.  Σν Τ(0,x) λα είλαη κε αξλεηηθφ, ην νπνίν ζεκαίλεη φηη Τ(t,x)≥0 γηα θάζε t,x. 

3.  Γηα ζηαζεξφ x, ην Τ(t,x) απμάλεηαη κνλφηνλα σο πξνο t. 

4.  ΋ηαλ εθηηκάκε σο πξνο xU, ηφηε ν κεηαζρεκαηηζκφο είλαη ν ηαπηνηηθφο κεηαζρεκαηηζκφο 

(π.ρ. Y(t, xU) = t γηα θάζε t).  

Έλα πνζνζηεκφξην ηεο θαηαλνκήο ηνπ Σ(x) κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί σο ζπλάξηεζε ηνπ x θαη 

ην αληίζηνηρν πνζνζηεκφξην ηεο θαηαλνκήο ηνπ Σ(xU). ΢πγθεθξηκέλα, tp(x) = Y[tp(xU),x]  γηα 

0 p 1. ΋πσο θαίλεηαη ζην Γξάθεκα 5.3.1.1 ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ Σ(xU) σο πξνο ην 

Σ(x) δείρλεη κία ζπγθεθξηκέλε ηάμε ησλ ζπλαξηήζεσλ κεηαζρεκαηηζκνχ. ΢πγθεθξηκέλα, 

 Σν Σ(x), ην νπνίν βξίζθεηαη εμ‟ νινθιήξνπ θάησ απφ ηελ δηαγψλην γξακκή, ππνδειψλεη 

επηηάρπλζε. 

 Σν Σ(x), ην νπνίν βξίζθεηαη εμ‟ νινθιήξνπ πάλσ απφ ηελ δηαγψλην γξακκή, ππνδειψλεη 

επηβξάδπλζε. 

 Σν Σ(x) κπνξεί λα ηέκλεη ηελ δηαγψλην, θαη ζ‟ απηήλ ηελ πεξίπησζε ν κεηαζρεκαηηζκφο 

επηηαρχλεηαη θάπνηεο θνξέο θαη επηβξαδχλεηαη θάπνηεο άιιεο. ΢΄ απηήλ ηελ πεξίπησζε νη 

αζξνηζηηθέο ζπλαξηήζεηο θαηαλνκψλ ησλ Σ(x) θαη Σ(xU) ηέκλνληαη. 

 

Γξάθεκα 5.3.1.1: Γεληθέο ζπλαξηήζεηο κεηαζρεκαηηζκνχ ρξφλνπ κε xu < x.  
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5.3.2 Μνληέια επηηαρπλόκελεο θιίκαθαο θαη απνηπρίαο ζην 

ρξόλν (Scale-Accelerated Failure-Time Models , SAFTs) 

Έλα απιφ, ζπρλά ρξεζηκνπνηνχκελν κνληέιν γηα ηνλ ραξαθηεξηζκφ ηεο επίδξαζεο πνπ έρνπλ 

νη επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο x = (x1,…,xk)΄ ζηελ δηάξθεηα δσήο T, είλαη ην κνληέιν 

επηηαρπλφκελεο θιίκαθαο θαη απνηπρίαο ζην ρξφλν (SAFTs). Σν κνληέιν, ην νπνίν 

ζπλαληάηαη πνιχ ζπρλά ζηελ ζηαηηζηηθή, γεληθά αλαθέξεηαη σο „κνληέιν ρξφλνπ 

επηηαρπλφκελεο απνηπρίαο‟. Χζηφζν, είλαη έλα πνιχ ηδηαίηεξν είδνο κνληέινπ ρξφλνπ 

επηηαρπλφκελεο απνηπρίαο. Κάπνηεο απφ ηηο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο x, ρξεζηκνπνηνχληαη 

γηα επηηάρπλζε, άιια άιιεο κπνξεί λα είλαη ελδηαθέξνπζεο γηα άιινπο ιφγνπο (π.ρ. γηα 

απνθάζεηο βειηηζηνπνίεζεο ηνπ ζρεδηαζκνχ ηνπ πξντφληνο). Τπφ ηελ επίδξαζε ελφο 

κνληέινπ SAFT, ε δηάξθεηα δσήο ηνπ x, T(x), θιηκαθψλεηαη απφ έλαλ ληεηεξκηληζηηθφ 

παξάγνληα, ν νπνίνο ίζσο εμαξηάηαη απφ ην x θαη άγλσζηεο ζηαζεξέο παξακέηξνπο. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, έλα κνληέιν γηα ηελ ηπραία κεηαβιεηή  T(x) είλαη SAFT εάλ T(x) = T(xU)/AF 

(x), φπνπ ν επηηαρπληηθφο παξάγνληαο AF (x) είλαη κία ζεηηθή ζπλάξηεζε ηνπ x, ε νπνία 

ηθαλνπνηεί ηελ ζρέζε AF (xU) = 1. Ζ δηάξθεηα δσήο επηηαρχλεηαη (επηβξαδχλεηαη) φηαλ        

AF (x)>1, (AF (x)<1). Απφ ηελ πιεπξά ηεο πνζνζηηαίαο θαηαλνκήο,  

                              

                        tp(x) = 
tp(xU)

   (x)
         (5.3.2.1). 

 

Παξαηεξνχκε φηη θάησ απφ ηελ επίδξαζε ελφο κνληέινπ SAFT, ε πηζαλφηεηα λα ζπκβεί ε 

απνηπρία θάησ απφ νξηζκέλεο ζπλζήθεο x κέρξη ηελ ρξνληθή ζηηγκή t, νξίδεηαη σο Pr[T(x) ≤ t] 

= Pr[T(xU) ≤ AF (x)   t]. Δίλαη θνηλφο ηξφπνο (αιιά ζίγνπξα φρη απαξαίηεηνο) λα ππνζέηνπκε 

φηη ε δηάξθεηα δσήο T(x) αθνινπζεί θαηαλνκή ινγαξηζκηθήο θιίκαθαο, κε παξακέηξνπο (κ,ζ), 

φπσο κία ινγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή ζηελ νπνία ην κ είλαη κία ζπλάξηεζε 

επηηαρπλφκελσλ κεηαβιεηψλ θαη ην ζ είλαη κία ζηαζεξά (π.ρ. ε νπνία δελ εμαξηάηαη απφ ην 

x). ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, 

               F(t; xU) = Pr[T(xU) ≤ t] = Φ[
log (t)- κU

ζ
], 

φπνπ ην Φ ζπκβνιίδεη κία ηππηθή αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο (π.ρ ηππηθή θαλνληθή) 

θαη κU είλαη ε παξάκεηξνο ζέζεο γηα ηελ θαηαλνκή ηνπ log[T(xU)]. Έηζη,  

                 F(t;x) = Pr[T(x) ≤ t] = Φ(
    ( )- *κU -   ,   (x)-+

 
). 



58 
 

Σν T(x) αθνινπζεί θαηαλνκή ινγαξηζκηθήο θιίκαθαο, κε παξάκεηξν ζέζεο κ = 

κU -log[AF (x)]  θαη παξάκεηξν θιίκαθαο ζ, ε νπνία δελ εμαξηάηαη απφ ην x. 

 

5.3.3 Σν κνληέιν παιηλδξόκεζεο αλαινγηθήο 

δηαθηλδύλεπζεο    

Γηα κία ζπλερή αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο F(t;xU) θαη Φ(x) > 0, νξίδνπκε ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ ρξφλνπ 

       T(x) = F-1(1- {1- F[T(xU); xU]}
1/Φ(x)

; xU). 

Μπνξεί λα δεηρζεί φηη αλάκεζα ζην Σ(x) θαη ζην Σ(xU) ππάξρεη αλαινγηθή ζρέζε 

δηαθηλδχλεπζεο     

                        h(t;x) = Φ(x)h(t; xU)               (5.3.3.1). 

Απηή ε ζπλάξηεζε κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ ρξφλνπ απεηθνλίδεηαη γξαθηθά ζην Γξάθεκα 

5.3.1.1. ΢ε απηφ ην παξάδεηγκα, ε πνζφηεηα ηεο επηηάρπλζεο (ή επηβξάδπλζεο), Σ(xU)/Σ(x), 

εμαξηάηαη απφ ηελ ζέζε ζην ρξφλν θαη ην κνληέιν δελ είλαη SAFT. Δάλ ην F(t; xU) αθνινπζεί 

θαηαλνκή Weibull κε παξάκεηξν θιίκαθαο εU θαη παξάκεηξν ζέζεο βU, ηφηε T(x) = Σ(xU)/ 

   ( ), φπνπ    ( ) = [Φ( )]
1/β
U . Απηφ ζπλεπάγεηαη φηη απηφ ην ζπγθεθξηκέλν κνληέιν 

παιηλδξφκεζεο αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο, είλαη επίζεο έλα SAFT κνληέιν παιηλδξφκεζεο.     

 

5.4 Δπηηάρπλζε ηνπ πνζνζηνύ ρξήζεο 

5.4.1 Απιά κνληέια επηηάρπλζεο ηνπ πνζνζηνύ ρξήζεο  

Απμάλνληαο ην πνζνζηφ ρξήζεο κπνξεί λα γίλεη κία απνηειεζκαηηθή κέζνδνο επηηάρπλζεο γηα 

θάπνηα πξντφληα. Ζ επηηάρπλζε ηνπ πνζνζηνχ ρξήζεο είλαη θαηάιιειε γηα πξντφληα φπσο 

ειεθηξηθνχο θηλεηήξεο, ξειέ θαη δηαθφπηεο, θσηνηππηθά κεραλήκαηα, εθηππσηέο θαη νηθηαθέο 

ζπζθεπέο, φπσο ηνζηηέξεο θαη πιπληήξηα. Δπίζεο είλαη θνηλή πξαθηηθή λα απμάλνπκε ην 

ξπζκφ ηνπ θχθινπ (ή ζπρλφηεηαο) ζε δνθηκέο θνπψζεσο. Ο ηξφπνο κε ηνλ νπνίν απμάλεηαη ν 

ξπζκφο ρξήζεο εμαξηάηαη απφ ην πξντφλ. 

Τπάξρεη κία βαζηθή ππφζεζε ζηελ νπνία βαζίδνληαη ηα απιά κνληέια επηηάρπλζεο ηνπ 

πνζνζηνχ ρξήζεο. Ζ ρξήζηκε δσή ζα πξέπεη λα κνληεινπνηείηαη θαηάιιεια κε θχθινπο 

ιεηηνπξγίαο, φπσο ε θιίκαθα ηνπ ρξφλνπ θαη ν ξπζκφο ηνπ θχθινπ (ή ζπρλφηεηαο) δελ ζα 

πξέπεη λα επεξεάδνπλ ηελ θαηαλνκή απνηπρίαο ησλ θχθισλ. Απηφ είλαη ινγηθφ εάλ ν θχθινο 
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πξνζνκνηψλεη ηελ πξαγκαηηθή ρξήζε θαη εάλ ε ζπρλφηεηα ηνπ θχθινπ είλαη ηφζν ρακειή 

ψζηε νη κνλάδεο νη νπνίεο βξίζθνληαη ππφ δνθηκή λα επηζηξέθνπλ ζε ζηαζεξή ζέζε κεηά απφ 

θάζε θχθιν (π.ρ.  ςχμε). 

΢ε ηέηνηεο απιέο θαηαζηάζεηο, φπνπ ε θαηαλνκή ησλ θχθισλ απνηπρίαο δελ εμαξηάηαη απφ 

ηνλ ξπζκφ ηνπ θχθινπ, ιέκε φηη επηθξαηεί ε ακνηβαηφηεηα. Απηφ ζπλεπάγεηαη φηη ην 

ππνβφζθσλ κνληέιν γηα ηελ δηάξθεηα δσήο ελαληίσλ ηνπ πνζνζηνχ ρξήζεο είλαη ην SAFT, 

φπνπ    (UseRate) = UseRate/UseRateU είλαη ν παξάγνληαο κε ηνλ νπνίν ε δνθηκή 

επηηαρχλεηαη. Γηα παξάδεηγκα, ν Nelson (1990) αλαθέξεη φηη ε απνηπρία ησλ θπιηφκελσλ 

ξνπιεκάλ, κπνξεί λα επηηαρπλζεί ιεηηνπξγψληαο ηα ηξεηο ή πεξηζζφηεξεο θνξέο πάλσ απφ ηελ 

θαλνληθή ηαρχηεηα. Ο  Johnston (1979) απέδεημε φηη νη θχθινη κέρξη ηελ απνηπρία ησλ 

ειεθηξηθψλ κνλψζεσλ κίθξαηλαλ, πεξίπνπ, κε έλαλ παξάγνληα     (412) = 412/60   6.87 

φηαλ ε εθαξκνδφκελε ηάζε ζε δνθηκέο αληνρήο, απμήζεθε απφ 60 Hz ζε 412 Hz. 

΢ε δνθηκέο επηηαρπλφκελεο δηάξθεηαο δσήο ALTs κε απμεκέλν πνζνζηφ ρξήζεο πξνζπαζνχκε 

λα πξνζνκνηψζνπκε ηελ πξαγκαηηθή ρξήζε. Έηζη, νη άιινη πεξηβαιινληηθνί παξάγνληεο ζα 

πξέπεη λα ειέγρνληαη νχησο ψζηε λα κηκνχληαη ηα πεξηβάιινληα ηεο πξαγκαηηθήο ρξήζεο. Αλ 

ν ξπζκφο ηνπ θχθινπ είλαη αξθεηά πςειφο, κπνξεί λα πξνθαιέζεη δηάζπαζε ηεο 

ακνηβαηφηεηαο. Γηα παξάδεηγκα, είλαη απαξαίηεην λα έρνπκε κνλάδεο ππφ δνθηκή (φπσο 

ηνζηηέξα) λα θξπψλνπλ αλάκεζα ζηνπο θχθινπο ιεηηνπξγίαο. Γηαθνξεηηθά, ε ζπζζψξεπζε 

ζεξκφηεηαο κπνξεί λα θάλεη ηελ θαηαλνκή ησλ θχθισλ απνηπρίαο λα εμαξηάηαη απφ ηνλ 

ξπζκφ ηνπ θχθινπ.  

5.4.2 Κύθινη απνηπρίαο πνπ εμαξηώληαη από ηνλ βαζκό 

ρξήζεο  

Κάλνληαο δνθηκέο ζε κεγαιχηεξεο ζπρλφηεηεο, ζα κπνξνχζακε λα κεηψζνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ 

δνθηκψλ θαη επίζεο ζα κπνξνχζακε λα επεξεάζνπκε ηελ θαηαλνκή ησλ θχθισλ απνηπρίαο 

εμαηηίαο ηνπ δείγκαηνο ζέξκαλζεο ή άιισλ απνηειεζκάησλ. ΢ε νξηζκέλεο πεξίπινθεο 

θαηαζηάζεηο, ν ξπζκφο θζνξάο ή ν ξπζκφο ρεηξνηέξεπζεο εμαξηάηαη απφ ηελ ζπρλφηεηα ηνπ 

θχθινπ. Δπίζεο, έλα πξντφλ κπνξεί λα θζείξεηαη ελψ βξίζθεηαη ζε αδξαλή θαηάζηαζε, θαζψο 

θαη θαηά ηελ δηάξθεηα ηεο ρξήζεο ηνπ. Ζ θαηαλνκή ηεο αβεβαηφηεηαο είλαη γλσζηφ φηη 

ζπκβαίλεη, γηα παξάδεηγκα, ζε νξηζκέλα εμαξηήκαηα ζε αληηγξαθηθά κεραλήκαηα, φπνπ ηα 

εμαξηήκαηα ηείλνπλ λα αληέρνπλ πεξηζζφηεξν (ζε φξνπο θχθισλ, φηαλ ε εθηχπσζε γίλεηαη ζε 

πςειφηεξνπο ξπζκνχο. Ο Dowling  (1993) πεξηγξάθεη ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν ε αχμεζε ηνπ 
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ξπζκνχ ηνπ θχθινπ κπνξεί λα επεξεάζεη ηνλ ξπζκφ αλάπηπμεο ησλ ξσγκψλ ζε θάζε θχθιν 

δνθηκήο θνπψζεσο. ΢ε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο, ε εκπεηξηθή power-rule ζρέζε    (       ) = 

(UseRate/UseRateU)
p
 ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά, φπνπ ην p  κπνξεί λα εθηηκεζεί θάλνληαο 

δνθηκέο ζε δχν ή πεξηζζφηεξνπο ξπζκνχο ρξήζεο. 

Δλ ζπλερεία, κειεηήζεθε έλα παξάδεηγκα γηα ηελ αχμεζε ηνπ πνζνζηνχ ηνπ θχθινπ γηα 

ρακεινχ θχθινπ δνθηκέο θνπψζεσο. Ζ δσή θνπψζεσο κεηξάηαη ζπλήζσο ζε θχθινπο 

απνηπρίαο. Γηα λα εθηηκήζνπκε ηελ δσή θνπψζεσο ρακειψλ θχθισλ κεηαιιηθψλ δεηγκάησλ, 

ε δνθηκή γίλεηαη ρξεζηκνπνηψληαο πνζνζηά θχθινπ ηα νπνία θπκαίλνληαη απφ 10 Hz κέρξη 50 

Hz (φπνπ ην 1 Hz είλαη έλαο θχθινο θνξηίνπ αλά δεπηεξφιεπην), αλάινγα κε ηνλ ηχπν ηνπ 

πιηθνχ θαη ηνλ δηαζέζηκν εμνπιηζκφ δνθηκψλ. ΢ηα πεξίπνπ 50 Hz, ε ζπζζψξεπζε ζηνπο 10
6
 

θχθινπο ζα απαηηνχζε πεξίπνπ 5 ψξεο δνθηκψλ. Ζ ζπζζψξεπζε 10
7
 θχθισλ ζα απαηηνχζε 

πεξίπνπ 2 κέξεο θαη ε ζπζζψξεπζε 10
8
 θχθισλ ζα απαηηνχζε πεξίπνπ 20 κέξεο. Τςειφηεξεο 

ζπρλφηεηεο ρξεζηκνπνηνχληαη ζε κειέηεο θνπψζεσο πςεινχ θχθινπ.  

Μεξηθέο δνθηκέο θνπψζεσο πξαγκαηνπνηνχληαη γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ ξπζκνχ αχμεζεο ησλ 

ξσγκψλ, ζπρλά σο κία ζπλάξηεζε επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ, φπσο ην θνξηίν θαη ε 

ζεξκνθξαζία.  
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 6
ν

 

Δθαξκνγέο 

6.1 Δθαξκνγή 1
ε
 : Μνληεινπνίεζε ηεο επηηαρπλόκελεο 

θζνξάο ρσξίο ζπκκεηαβιεηέο 

 Οη έιεγρνη γηα ηελ θζνξά ησλ κεραλεκάησλ επηηξέπνπλ ζηε βηνκεραλία λα εθηηκνχλ ηελ 

πηζαλή δηάξθεηα δσήο πξντφλησλ κεγάιεο δηάξθεηαο δσήο, πνπ δελ απνηπγράλνπλ εχθνια 

θάησ απφ επηηαρπλφκελεο ζπλζήθεο ζε ειέγρνπο δηάξθεηαο δσήο. Δδψ παξνπζηάδεηαη έλα 

γεληθφ ζηαηηζηηθφ κνληέιν γηα ηελ παξνπζίαζε ηεο θζνξάο ελφο εμαξηήκαηνο απφ έλαλ 

εμνπιηζκφ. Απηή ε δηαδηθαζία θζνξάο ζην κνληέιν είλαη ε (πξφηππε) δηαδηθαζία δηάρπζεο 

Wiener κεηαζρεκαηίδνληαο ηνλ ρξφλν. Σν κνληέιν πεξηιακβάλεη ηελ παξεθβνιή ή πξφβιεςε 

θαηά Arrhenius γηα ειέγρνπο κε πςειέο θαηαπνλήζεηο. Ζ δηάξθεηα δσήο ελφο αληηθεηκέλνπ 

νξίδεηαη σο ν ρξφλνο έσο φηνπ ε ρξήζε ηνπ θηάζεη ζε έλα ζπγθεθξηκέλν θαηψθιη απνηπρίαο. 

Σν κνληέιν κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα πξνβιέςεη ηελ δηάξθεηα δσήο  ελφο αληηθεηκέλνπ 

ή ηελ εμέιημε ηεο θζνξάο ηνπ γηα θάπνην ζπγθεθξηκέλν ρξφλν ζην κέιινλ.    

6.1.1 Μνληέιν  

Σα πεξηζζφηεξα αληηθείκελα θζείξνληαη κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ θαη θαηαζηξέθνληαη φηαλ 

ε  θζνξά  ηνπο θηάζεη έλα ζπγθεθξηκέλν θαηψθιη απνηπρίαο. Τπνζέηνπκε φηη έλα  βαζηθφ 

κέηξν πνπ δηέπεη ηελ απνηπρία κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί απφ ην ζηαηηζηηθφ κνληέιν ηεο 

δηαδηθαζία Wiener {W(t)} κε κέζε ηηκή δ θαη δηαζπνξά λ>0. Ζ δηαδηθαζία Wiener 

(παξάγξαθνο 2.4) εθαξκφδεηαη σο κνληέιν θζνξάο ζε πνιιέο κειέηεο, φπσο γηα παξάδεηγκα 

ησλ Doksum θαη Hφyland (1992) θαη ηνπ Lu (1995). Σν Γξάθεκα 6.1.1.1 παξνπζηάδεη έλα 

αληηπξνζσπεπηηθφ κνλνπάηη δείγκαηνο ηεο δηαδηθαζίαο Wiener. Σν κνλνπάηη δείρλεη ηελ 

θζνξά ελφο αληηθεηκέλνπ ζην ρξφλν, ζην νπνίν κεγάιεο ηηκέο ππνδειψλνπλ κεγάιε θζνξά. 

Τπνζέηνπκε φηη ε θζνξά κεηξάηαη ζε n+1 ρξνληθά ζεκεία ti, γηα  t0 <t1…< tn. Οη κεηξήζεηο γηα 

θάζε ρξφλν ti ζπκβνιίδνληαη κε Wi = W(ti). 
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Γξάθεκα 6.1.1.1. Αληηπξνζσπεπηηθφ κνλνπάηη δείγκαηνο δηαδηθαζίαο δηάρπζεο Wiener. Σν 

κνλνπάηη δείρλεη ηελ θζνξά ελφο αληηθεηκέλνπ ζην ρξφλν. 

 

Σν πξνεγνχκελν κνληέιν Wiener ππνζέηεη φηη ην δ, δειαδή ν ξπζκφο ηεο θζνξάο ηνπ 

κνλνπαηηνχ, είλαη ζηαζεξφο. Χζηφζν, εάλ δελ είλαη ζηαζεξφο, κπνξνχκε λα βξνχκε έλαλ 

κνλφηνλν κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ ρξφλνπ, ν νπνίνο κπνξεί λα θάλεη ην δ ζηαζεξφ. Τπνζέηνπκε 

φηη απηνχ ηνπ είδνπο ν κεηαζρεκαηηζκφο είλαη θαηάιιεινο ζε απηή ηελ κειέηε θαη ηνλ 

ζπκβνιίδνπκε σο 

           t = η(r) ,         (6.1.1.1) 

φπνπ ην r ζπκβνιίδεη ηνλ σξνινγηαθφ ρξφλν ή ηνλ εκεξνινγηαθφ ρξφλν θαη t, ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκέλν ρξφλν. Ο κεηαζρεκαηηζκφο ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηελ αξρηθή ζπλζήθε 

η(0) = 0. Ο κεηαζρεκαηηζκέλνο ρξφλνο t θαιείηαη ζπρλά ρξφλνο ιεηηνπξγίαο θαη απφ θπζηθήο 

απφςεσο, κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ε κέηξεζε ηεο θπζηθήο εμέιημεο ηεο θζνξάο, φπσο ε 

νμείδσζε, ε αιινίσζε θαη νχησ θαζεμήο. Δμ‟ αηηίαο απηήο ηεο θπζηθήο βάζεο ηνπ t, ν 

κεηαζρεκαηηζκφο t = η(r) ζα εμαξηάηαη απφ ηνλ ζπγθεθξηκέλν κεραληζκφ θζνξάο πνπ 

επηθξαηεί ζε κηα δνζκέλε εθαξκνγή. Έζησ φηη ην ti = η(ri) δειψλεη ηνλ αληίζηνηρν ρξφλν 

ιεηηνπξγίαο ηνπ σξνινγηαθνχ ρξφλνπ ri , γηα i= 0,1,…,n. 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ κειεηάκε εδψ, ζεσξνχκε ηνπο δχν παξαθάησ ηχπνπο κεηαζρεκαηηζκνχ 

ηνπ ρξφλνπ (6.1.1.1) 

             t = 1-exp(-ιr
γ
),            (6.1.1.2a) 

              t = r
ι
,                           (6.1.1.2b) 

φπνπ ην ι θαη ην γ είλαη ζεηηθέο παξάκεηξνη. Ο εθζεηηθφο κεηαζρεκαηηζκφο ηνπ ρξφλνπ ζηε 

ζρέζε (6.1.1.2a) είλαη θαηάιιεινο γηα πνιιέο εθαξκνγέο ζηηο νπνίεο ε θζνξά πξνζεγγίδεη έλα 

ζεκείν θνξεζκνχ ή φπνπ ε ρεηξνηέξεπζε ηειεηψλεη (γηα παξάδεηγκα, φπνπ ε νμείδσζε παχεη). 
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Ο κεηαζρεκαηηζκφο έρεη δχν παξακέηξνπο, ηελ παξάκεηξν ι, ε νπνία είλαη ζπλήζσο άγλσζηε 

θαη πξέπεη λα εθηηκεζεί ζε θάζε εθαξκνγή, θαη ηελ παξάκεηξν γ, ε νπνία είλαη ζπρλά κία 

βαζηθή ζηαζεξά, ε νπνία έρεη νξηζηεί σο αθέξαηνο αξηζκφο ή θιάζκα κε βάζε ηηο θπζηθέο 

ηδηφηεηεο ηνπ αληηθεηκέλνπ. Έλα παξάδεηγκα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ (6.1.1.2a) παξαζέηεηαη 

ζηνπο Carey θαη Koenig (1991). ΢ηελ κειέηε ηνπο, ε δηαδηδφκελε θαζπζηέξεζε ελφο ινγηθνχ 

θπθιψκαηνο κεηψλεηαη (απμάλεηαη) βάζε ελφο αλακελφκελνπ κνλνπαηηνχ ηεο ζρέζεο 

(6.1.1.2a) κε γ=1/2. Ο Whitmore (1995) βξήθε έλαλ παξφκνην κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ ρξφλνπ ζε 

ζρέζε κε ηελ θζνξά ηνπ θέξδνπο ηνπ ηξαλδίζηνξ. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζή έρνπκε γ=1. Ο 

κεηαζρεκαηηζκφο κε ηε δχλακε ηνπ ρξφλνπ ζηελ ζρέζε (6.1.1.2b) πξνηείλεηαη γεληθά απφ ηελ 

επηθξάηεζε ησλ ζρέζεσλ ηεο δχλακεο ζε θπζηθά κνληέια. Ο κεηαζρεκαηηζκφο (6.1.1.2b) 

ππνδειψλεη φηη ε θζνξά ζα ζπλερίζεη λα απμάλεηαη απεξηφξηζηα. ΋πσο ζηνλ κεηαζρεκαηηζκφ 

(6.1.1.2a), ε παξάκεηξνο ι ζηελ ζρέζε (6.1.1.2b) πξέπεη λα εθηηκάηαη ζε θάζε εθαξκνγή.  

΋ηαλ ηα δεδνκέλα γηα ηηο δνθηκέο θζνξάο ζπιιέγνληαη θάησ απφ επηηαρπλφκελεο ή πςειήο 

πηέζεσο θαηαζηάζεηο (φπσο ε απμεκέλε ζεξκνθξαζία), ε ζρέζε κεηαμχ ηνπ επηπέδνπ ηεο 

πίεζεο θαη ησλ παξακέηξσλ ησλ κνληέισλ πξέπεη λα θαζνξηζηεί έηζη ψζηε νη παξάκεηξνη λα 

κπνξνχλ λα πξνζαξκνζηνχλ ζηηο ρακειφηεξεο ζπλζήθεο πνπ ππάξρνπλ θαηά ηελ πξαγκαηηθή 

ρξήζε ηνπ πξντφληνο. ΢ην κνληέιν καο, έρνπκε ηηο παξακέηξνπο ηεο δηαδηθαζίαο Wiener, δ 

θαη λ, θαη ηηο παξακέηξνπο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ ρξφλνπ (6.1.1.1). Υάξηλ επθνιίαο, 

ππνζέηνπκε φηη ν κεηαζρεκαηηζκφο ηνπ ρξφλνπ t = η(r) έρεη κφλν κία παξάκεηξν, ε νπνία 

είλαη άγλσζηε θαη, σο εθ ηνχηνπ, πξέπεη λα εθηηκεζεί. Απηήλ ηελ παξάκεηξν ηελ 

ζπκβνιίδνπκε κε ι, φπσο θάλακε θαη ζηηο ζρέζεηο (6.1.1.2a) θαη (6.1.1.2b). Δλ ζπλερεία, 

γξάθνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ σο t=η(r;ι) γηα λα δείμνπκε ηελ εμάξηεζή ηνπ απφ ηηο 

παξακέηξνπο. Λφγσ νηθνλνκίαο, αιιά θαη κε βάζε ηελ κέρξη ηψξα εκπεηξία καο, είλαη 

θαιχηεξν λα ρξεζηκνπνηνχκε απινχο ηχπνπο ζπλαξηήζεσλ γηα ηελ πεξηγξαθή ησλ ζρέζεσλ 

αλάκεζα ζηηο παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ θαη ηεο πίεζεο. Θα πεξηγξάςνπκε ηελ πίεζε κε έλα 

απιφ πνζνηηθφ κέηξν, ην νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε s. Αθνχ εθαξκφζνπκε ζπλερείο κνλφηνλνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο ζηηο παξακέηξνπο θαη ζηελ κέηξεζε ηεο πίεζεο s, ππνζέηνπκε φηη νη 

ζρέζεηο κεηαμχ ηεο κεηαζρεκαηηζκέλεο πίεζεο θαη ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ παξακέηξσλ 

είλαη γξακκηθέο, φπσο νη αθφινπζεο. 

 

Α(δ) = α0 + α1H(s) 

Β(λ) = b0 + b1H(s) 

                                     C(ι) = c0+ c1 H(s)                        (6.1.1.3)                      
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Δδψ ηα Α(δ), Β(λ), C(ι) θαη H(s) ζπκβνιίδνπλ ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο. ΢εκεηψλνπκε φηη ηα 

A, B θαη C ζηελ (6.1.1.3) κπνξνχλ λα εξκελεπζνχλ σο έλα λέν ζχλνιν παξακέηξσλ γηα ην 

κνληέιν, ελψ ην Ζ κπνξεί λα ζεσξεζεί σο έλα ππνθαηάζηαην κέηξν ηεο πίεζεο. Γηα επθνιία 

ζηελ εμήγεζε, ζεσξνχκε κφλν κε παξακεηξηθνχο κεηαζρεκαηηζκνχο ζηελ (6.1.1.3), φπσο 

έλαλ ινγαξηζκηθφ ή έλαλ ακνηβαίν κεηαζρεκαηηζκφ. Οη κε παξακεηξηθνί κεηαζρεκαηηζκνί 

επαξθνχλ γηα ηελ κειέηε καο, αλ θαη νη γεληθέο εθαξκνγέο ελδέρεηαη λα απαηηνχλ 

κεηαζρεκαηηζκνχο κε παξακέηξνπο, νη νπνίεο πξέπεη λα εθηηκεζνχλ. 

Ζ γξακκηθή ζρέζε αλάκεζα ζηνλ ινγαξηζκηθφ ξπζκφ κηαο ρεκηθήο αληίδξαζεο θαη ηεο 

αληίζηνηρεο απφιπηεο ζεξκνθξαζίαο νλνκάδεηαη εμίζσζε Arrhenius. Ζ θπζηθή εμίζσζε 

ζπλαληάηαη θπξίσο ζε δνθηκέο αληνρήο. Καζψο νη εμηζψζεηο (6.1.1.3) αθνξνχλ ηηο ζηαηηζηηθέο 

παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ θζνξάο ζην επίπεδν ηνπ θνξηίνπ, ζα αλαθεξφκαζηε ζε απηέο σο 

νη εμηζψζεηο Arrhenius θαη ζηνλ κεηαζρεκαηηζκφ H(s), σο ν κεηαζρεκαηηζκφο Arrhenius. 

΢ηελ θιαζηθή ζρέζε Arrhenius, ζέηνπκε H(s) = 1/s, φπνπ ην s αληηπξνζσπεχεη ηελ απφιπηε 

ζεξκνθξαζία ζε Kelvin. 

Δάλ νη γξακκηθνί ζπληειεζηέο ησλ εμηζψζεσλ Arrhenius ζηελ (6.1.1.3) ήηαλ γλσζηνί, ηφηε νη 

πξνβιέςεηο αμηνπηζηίαο ζα πξνρσξνχζαλ σο εμήο. Γεδνκέλνπ ηνπ επηπέδνπ ρξήζεο ηνπ 

θνξηίνπ, έζησ s0, ζα ππνινγίδακε πξψηα ην H0= H(s0) θαη κεηά ζα ππνινγίδακε ηα A0= a0 + 

a1H0, B0 = b0 + b1H0 θαη C0 = c0 + c1H0 απφ ηελ (6.1.1.3). ΢ηελ ζπλέρεηα, ζα επηιχακε σο πξνο 

ηηο παξακέηξνπο δηαδηθαζίαο δ0 θαη λ0 θαη ηελ παξάκεηξν κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ ρξφλνπ ι0 

ππφ ηηο ζπλζήθεο ηνπ θαλνληθνχ επηπέδνπ, αληηζηξέθνληαο ηνπο αθφινπζνπο κνλφηνλνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο : A0 = A(δ0), Β0 = Β(λ0), C0 = C(ι0). Σψξα κπνξνχλ λα γίλνπλ νη δχν εηδψλ 

παξαθάησ πξνβιέςεηο: 

 

1)Πξόβιεςε Δλόο Μειινληηθνύ Δπηπέδνπ Φζνξάο 

Αο ππνζέζνπκε φηη ζέινπκε λα πξνβιέςνπκε ην επίπεδν ηεο θζνξάο Wf γηα θάπνην 

κειινληηθφ (σξνινγηαθφ) ρξφλν rf γηα έλα θαηλνχξην πξντφλ. Τπνζέηνπκε φηη ην κέηξν 

θζνξάο βαζκνλνκείηαη έηζη ψζηε έλα λέν πξντφλ λα κελ έρεη αξρηθά θζνξά θαη επνκέλσο 

W(0) = 0. ΢ηελ ζπλέρεηα εθκεηαιιεπφκαζηε ην γεγνλφο φηη Wf   N(δ0tf,λ0tf), φπνπ tf  νξίδεη 

ηνλ ρξφλν ιεηηνπξγίαο πνπ αληηζηνηρεί ζην rf, π.ρ. tf = η(rf;ι0). Απηή ε Καλνληθή Καηαλνκή 

είλαη ε πξνβιεπφκελε θαηαλνκή ηνπ Wf ηνπ σξνινγηαθνχ ρξφλνπ rf θάησ απφ ζπλεζηζκέλν 

επίπεδν πίεζεο. Σα φξηα πξφβιεςεο γηα ην Wf έρνπλ ηελ κνξθή δ0tf   z √v0tf , φπνπ ην z 

ζπκβνιίδεη έλαλ θαηάιιειν ηππηθφ, θαλνληθφ αξηζκφ. 
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2)Πξόβιεςε Γηάξθεηαο Εσήο 

Αο ππνζέζνπκε φηη ζέινπκε λα πξνβιέςνπκε ηελ δηάξθεηα δσήο ελφο λένπ πξντφληνο. Πξέπεη 

πξψηα λα νξίζνπκε έλα θαηψθιη απνηπρίαο γηα ηελ δηαδηθαζία θζνξάο. Έζησ σ > 0 

ζπκβνιίδεη ην θαηψθιη. Έπεηηα ρξεζηκνπνηνχκε ην γεγνλφο φηη ν ρξφλνο πξψηνπ ρηππήκαηνο 

T ζε απηφ ην θαηψθιη, ζα αθνινπζεί αληίζηξνθε Γθανπζηαλή θαηαλνκή IG(σ/δ0, σ
2
/λ0) θάησ 

απφ θπζηνινγηθέο ζπλζήθεο. Ζ αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο F(t) απηήο ηεο θαηαλνκήο 

κπνξεί ζηελ ζπλέρεηα λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα θάλνπκε πξνβιέςεηο γηα ην Σ. Απηή ε 

ζπλάξηεζε ζα έρεη ηχπν 

          F(t) = Φ0(δ
0
 σ)(λ0t)

 
1

21 + exp(2 δ0/ λ0 )Φ0-(δ0t   σ)(λ0t)
 
1

21,          (6.1.1.4) 

φπνπ ην Φ ζπκβνιίδεη ηελ ζπλάξηεζε ηεο ηππνπνηεκέλεο Καλνληθήο θαηαλνκήο. Πξέπεη λα 

ιεθζεί ππφςε φηη ην Σ αλαθέξεηαη ζηνλ ρξφλν ιεηηνπξγίαο ηνπ πξντφληνο θάησ απφ ηηο 

ζπλεζηζκέλεο ζπλζήθεο ρξήζεο. Σν αληίζηξνθν ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ ρξφλνπ t = η(r; ι0) 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα κεηαηξέςεη απηέο ηηο πξνβιέςεηο ζρεηηθά κε ηελ Σ ζε 

ηζνδχλακεο πξνβιέςεηο ζρεηηθά κε ηελ δηάξθεηα δσήο ηνπ αληηθεηκέλνπ πνπ κεηξάηαη ζε 

σξνινγηαθφ ρξφλν.   

 

6.1.2 ΢πκπέξαζκα     

΢ηελ πξάμε, νη γξακκηθνί ζπληειεζηέο ησλ εμηζψζεσλ Arrhenius ζηελ (6.1.1.3) πξέπεη λα 

εθηηκεζνχλ απφ ηα δεδνκέλα ειέγρσλ επηηαρπλφκελεο θζνξάο. Σψξα δίλνπκε λένπο 

ζπκβνιηζκνχο ζηελ παξνπζίαζε απηψλ ησλ δεδνκέλσλ ειέγρσλ θαη ζηνλ θαζνξηζκφ ησλ 

γεληθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ ησλ ειέγρσλ θζνξάο. 

Τπνζέηνπκε φηη ηνπνζεηνχληαη γηα έιεγρν mk θαηλνχξηα πξντφληα ζε θάζε έλα απφ ηα K 

επίπεδα θνξηίνπ, ηα νπνία ζπκβνιίδνληαη κε sk, γηα k=1,…,K. Έζησ Wijk θαη rijk ζπκβνιίδνπλ 

ην παξαηεξνχκελν επίπεδν θζνξάο θαη ηνλ σξνινγηαθφ ρξφλν αληίζηνηρα, γηα ηελ i-νζηή 

παξαηήξεζε, ηνπ j-νζηνχ πξντφληνο, ζην k-νζηφ επίπεδν θνξηίνπ. Δδψ έρνπκε j=1,…,mk θαη 

i=0,…,njk. Έηζη, mk είλαη ν αξηζκφο ησλ πξντφλησλ ζε έιεγρν ζην k-νζηφ επίπεδν ζηξεο θαη 

njk +1 είλαη ν αξηζκφο ησλ παξαηεξήζεσλ, νη νπνίεο έγηλαλ γηα ην j-νζηφ πξντφλ ζε απηφ ην 

επίπεδν θνξηίνπ. Τπνζέηνπκε φηη njk ≥ 2 γηα θάζε πξντφλ έηζη ψζηε ηα δεδνκέλα λα είλαη 

ηθαλνπνηεηηθά γηα ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ. 
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Υξεζηκνπνηνχκε ηελ κέζνδν κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο γηα λα εθηηκήζνπκε ηηο παξακέηξνπο δ, 

λ θαη ι γηα θάζε πξντφλ. Έζησ φηη ζπκβνιίδνπκε ηηο εθηηκήηξηεο κε (δjk̂, λjk̂, ιjk̂) γηα ην j-νζηφ 

αληηθείκελν, ζην k-νζηφ επίπεδν θνξηίνπ. Γηα λα πεξηγξάςνπκε ηελ κέζνδν πνπ 

ρξεζηκνπνηνχκε γηα ηελ εθηίκεζε, ζα αθήζνπκε ηνπο δείθηεο j θαη k θαη ζα επηθεληξσζνχκε 

ζηηο n+1 παξαηεξήζεηο (Wi, ri), i=0,1,…,n, νη νπνίεο γίλνληαη ζε θάζε έλα πξντφλ. Δπεηδή νη 

κε αιιειεπηθαιππηφκελεο πξνζαπμήζεηο είλαη αλεμάξηεηεο, εμεηάδνπκε ηηο πξψηεο δηαθνξέο 

ησλ παξαηεξήζεσλ. Γηα i = 1,2,…,n νξίδνπκε ΓWi = Wi – Wi-1 θαη Γti = ti – ti-1 , φπνπ ti = 

η(ri;ι). Ζ εμάξηεζε ησλ δηαθνξψλ  Γti  σο πξνο ηελ άγλσζηε παξάκεηξν ι, αθήλεηαη ζε απηήλ 

ηελ ζεκείσζε. Αθνχ έρνπκε 

                        ΓWi   Ν(δΓti , λΓti),                              (6.1.2.1) 

ε δεηγκαηνιεπηηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο είλαη 

L(δ,λ,ι) = ∏ (2πλΓti)
-
1

2
n
i=1  exp[-

1

2λ
 ∑

(ΓWi - δΓti)
2

Γti

n
i=1 ].       (6.1.2.2) 

Βαζίδνληαο ηελ δεηγκαηνιεπηηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ζηηο πξψηεο δηαθνξέο, ε αξρηθή 

παξαηήξεζε W0 = W(t0)  δελ εκθαλίδεηαη ξεηά ζηελ ζπλάξηεζε. Ζ αξρηθή παξαηήξεζε γηα 

έλα πξντφλ είλαη αλεμάξηεηε ησλ παξακέηξσλ ηεο δηαδηθαζίαο θζνξάο θαη σο εθ ηνχηνπ, 

θακία πιεξνθνξία δελ ράλεηαη παξαιείπνληαο ηελ αξρηθή παξαηήξεζε απφ ηελ πηζαλφηεηα. 

΢ε θάπνηεο εθαξκνγέο, ίζσο λα ππάξρεη αλάγθε λα κνληεινπνηήζνπκε ηελ αξρηθή 

παξαηήξεζε θαη λα ηελ ζπκπεξηιάβνπκε ζηα ζπκπεξάζκαηα. 

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (6.1.2.2) κπνξεί λα κεγηζηνπνηεζεί άκεζα ρξεζηκνπνηψληαο κία 

ζπλεζηζκέλε, ηξηζδηάζηαηε, αξηζκεηηθή βειηηζηνπνίεζε (ε πξνζέγγηζε ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ 

πεξίπησζε πνπ κειεηάκε). Μία ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε είλαη λα ζηαζεξνπνηήζνπκε ην ι 

αξρηθά θαη έπεηηα λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (6.1.2.2), σο πξνο ην δ 

θαη ην λ. Απηή ε βειηηζηνπνίεζε δίλεη ηνπο αθφινπζνπο θιαζηθνχο εθηηκεηέο, ν θαζέλαο απφ 

ηνπο νπνίνπο εμαξηάηαη απφ ην ι. 

                    δ̂(ι) = 
Wn W0

tn-t0
                               (6.1.2.3a) 

                      λ̂(ι) = 
1

n
 ∑

[ΓWi δ̂(ι)Γti ]
2

Γti

n
i=1               (6.1.2.3b) 
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Αληηθαζηζηψληαο, απηνχο ηνπο εθηηκεηέο, ζηελ (6.1.2.2) θαη απινπνηψληαο παίξλνπκε ηελ 

αθφινπζε κεξηθψο κεγηζηνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο. 

          L(ι) =[ 2πλ̂(ι)--
n

2 ∏ (Γti)
-
1

2
n
i=1  exp(-n/2)              (6.1.2.4) 

Τπελζπκίδνπκε εδψ φηη ην Γti είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ι. Ζ ζπλάξηεζε (6.1.2.4) κπνξεί λα 

κεγηζηνπνηεζεί κειεηψληαο ηελ κνλνδηάζηαηα σο πξνο ην ι, δίλνληαο ηελ εθηίκεζε ηεο 

κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ι̂. Αληηθαζηζηψληαο απηήλ ηελ εθηίκεζε, ζε θάζε κία απφ ηηο 

(6.1.2.3a) θαη (6.1.2.3b), παίξλνπκε ηηο απφιπηεο εθηηκήηξηεο ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, ησλ 

δ̂ θαη λ̂. 

Δπνκέλσο, κε κία απφ ηηο πξνεγνχκελεο αξηζκεηηθέο κεζφδνπο, παίξλνπκε ηηο εθηηκήηξηεο ηεο 

ηξηπιέηαο ησλ παξακέηξσλ (δjk̂, λjk̂, ιjk̂) γηα ην j-νζηφ πξντφλ, ζην k-νζηφ επίπεδν θνξηίνπ. 

΢πλερίδνληαο ηελ ππφζεζε φηη νη κεηαζρεκαηηζκνί A, B, C θαη H είλαη γλσζηνί απηήλ ηε 

ζηηγκή, κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηα κεηαζρεκαηηζκέλα ζηαηηζηηθά ζηνηρεία Ajk = A(δjk̂), 

Bjk = B(λjk̂), Cjk = C(ιjk̂) θαη Hk = H(sk), γηα θάζε j θαη k. 

Ζ αθξηβήο πνιπκεηαβιεηή θαηαλνκή ησλ ηξηπιεηψλ  Yjk= (Ajk, Bjk, Cjk ) είλαη άγλσζηε, αλ 

θαη γλσξίδνπκε απφ ηελ ζεσξία ηεο πηζαλνθάλεηαο φηη ζα είλαη αζπκπησηηθά trivariate 

normal. 

Έηζη, έζησ φηη Xk = (1,Hk) θαη 

B = (
a0 b0 c0
a1 b1 c1

) 

Σφηε μέξνπκε φηη 

             Yjk   approx. N3(XkB, ΢k)             (6.1.2.5) 

φπνπ ΢k ζπκβνιίδεη ηνλ πίλαθα ζπλδηαθχκαλζεο ηεο ηξηπιέηαο γηα θάζε πξντφλ ζην επίπεδν 

θνξηίνπ k. Υξεζηκνπνηψληαο ηελ (6.1.2.5), νη γξακκηθέο ζπκκεηαβιεηέο ησλ εμηζψζεσλ 

Arrhenius (2.3) κπνξνχλ λα εθηηκεζνχλ κε ηελ πνιπκεηαβιεηή παιηλδξφκεζε ησλ ηξηπιεηψλ 

Yjk ζηηο ηηκέο ησλ Hk. Απηή ε παιηλδξφκεζε πξέπεη λα ιάβεη ππφςε ηελ εηεξνζθεδαζηηθή 

δνκή ηνπ ζθάικαηνο, ε νπνία αληαλαθιάηαη ζηνλ πίλαθα ζπλδπαθχκαλζεο ΢k. Ζ αθξηβήο  
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κνξθή ηνπ πίλαθα ζπλδπαθχκαλζεο ζα πνηθίιεη απφ ηελ κία εθαξκνγή ζηελ άιιε. Ζ αλάιπζε 

παιηλδξφκεζεο παξνπζηάδεηαη ζηελ παξάγξαθν 6.1.3. 

Μφιηο νη εθηηκψκελεο εμηζψζεηο Arrhenius είλαη δηαζέζηκεο, ε αλάιπζε πξφβιεςεο πνπ 

πεξηγξάθεηαη ζην πξνεγνχκελν θνκκάηη, κπνξεί λα εθαξκνζηεί, κε ηελ πξνυπφζεζε φηη ζα 

μεπεξαζηνχλ ηα δχν παξαθάησ ελαπνκείλαληα εκπφδηα. Πξψηνλ, πξέπεη λα ιεθζνχλ ππφςε 

ηα ζθάικαηα δεηγκαηνιεςίαο ζηηο εθηηκψκελεο ζπκκεηαβιεηέο ζηελ (6.1.1.3), φηαλ 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ πξνβιεπφκελε αλάιπζε. Γεχηεξνλ, πξέπεη λα πξνζδηνξηζηνχλ νη 

ζσζηνί κεηαζρεκαηηζκνί Α(δ), Β(λ), C(ι) θαη H(s). Απηά ηα δχν εκπφδηα πξέπεη λα 

αληηκεησπηζηνχλ γηα θάζε πεξίπησζε μερσξηζηά. 

΢ε κεξηθέο εθαξκνγέο, ηα ζθάικαηα δεηγκαηνιεςίαο ζηηο εθηηκψκελεο ζπκκεηαβιεηέο ζηελ 

(6.1.1.3), αληηπξνζσπεχνπλ επηδξάζεηο δεπηεξεπνχζεο ζεκαζίαο θαη, σο εθ ηνχηνπ, κπνξνχλ 

λα αγλνεζνχλ ζηελ αλάιπζε πξφβιεςεο. ΋ηαλ ηα ζθάικαηα δεηγκαηνιεςίαο έρνπλ κία 

νπζηαζηηθή επίδξαζε ζηηο πξνβιέςεηο, απαηηείηαη ζηξαηεγηθή γηα λα ιεθζεί ππφςε ε 

επίδξαζε ηνπο. Ζ αλάπηπμε αθξηβψλ αλαιπηηθψλ απνηειεζκάησλ δελ θαίλεηαη λα είλαη 

εθηθηή. Μία πξαθηηθή πξνζέγγηζε, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη αλάιπζε επαηζζεζίαο, 

πξνζνκνίσζε ή κία Μπευδηαλή δηαδηθαζία. Απηέο νη κέζνδνη δίλνληαη ζε αχμνπζα ζεηξά 

πνιππινθφηεηαο. Ζ εθηίκεζε ηνπ πίλαθα ζπκκεηαβιεηψλ Β ζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο 

(6.1.2.5) είλαη ην θιεηδί ζηηο πξνβιέςεηο. Ζ εθηίκεζε, ε νπνία ζπκβνιίδεηαη κε Β̂, αθνινπζεί 

κία αζπκπησηηθή, πνιπκεηαβιεηή, Καλνληθή θαηαλνκή πνπ κπνξεί λα εθηηκεζεί 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ζπκβαηηθή ζεσξία ηεο παιηλδξφκεζεο. Ζ εθηηκψκελε θαηαλνκή, κπνξεί 

ζηε ζπλέρεηα λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ θαζνξηζκφ ησλ πεξηνρψλ ησλ παξακέηξσλ γηα κία 

απιή αλάιπζε επαηζζεζίαο. Μπνξεί επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ θαηαζθεπή ζχλζεησλ 

δηαζηεκάησλ εκπηζηνζχλεο γηα έλα κειινληηθφ επίπεδν θζνξάο Wf ή ηελ δηάξθεηα δσήο T 

ελφο πξντφληνο, δεκηνπξγψληαο πξνζνκνησκέλα απνηειέζκαηα ηνπ Β. Σέινο, ε αζπκπησηηθή 

θαηαλνκή, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ Μπεχδηαλψλ δηαζηεκάησλ 

εκπηζηνζχλεο. 

Ζ αλαγλψξηζε ησλ ζσζηψλ κεηαζρεκαηηζκψλ Α(δ), Β(λ), C(ι) θαη H(s) κπνξεί λα 

πξνζεγγηζηεί ρξεζηκνπνηψληαο έλαλ ζπλδπαζκφ γλψζεο ηνπ αληηθεηκέλνπ θαη ζηαηηζηηθψλ 

δηαδηθαζηψλ. Σν ζέκα κπνξεί λα πξνηείλεη, γηα παξάδεηγκα, φηη ε H(s) έρεη ηελ κνξθή 

Arrhenius πνπ αλαθέξζεθε πξηλ. Δπίζεο, κπνξεί λα πξνηείλεη κνξθέο γηα ην Α(δ), Β(λ) θαη 

C(ι). Οη ππνςήθηνη κεηαζρεκαηηζκνί ζα κπνξνχζαλ επίζεο λα εληνπηζηνχλ, εμεηάδνληαο ηα 
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θαηάιιεια γξαθήκαηα, ηα νπνία ππνζηεξίδνληαη απφ ηππηθέο δνθηκέο θαιήο πξνζαξκνγήο. 

Γηα λα απεηθνλίζνπκε ηελ πξνζέγγηζε γηα ην Α(δ), ζεκεηψλνπκε φηη έρνπκε mk παξαηεξήζεηο 

Ajk, j = 1,…, mk, γηα θάζε επίπεδν θνξηίνπ sk. Χο εθ ηνχηνπ, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί έλα 

ηεζη γξακκηθφηεηαο Anova, ην νπνίν βαζίδεηαη ζηα αζξνίζκαηα ηεηξαγψλσλ γηα ην απιφ 

ζθάικα θαη ζηελ έιιεηςε θαιήο πξνζαξκνγήο.   

6.1.3  Δθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο Wiener (Δθαξκνγή 1
ε
) 

Σν ηκήκα Chemelex ηεο Raycherm Corporation ζηελ πφιε Redwood ηεο Καιηθφξληαο, 

θαηαζθεπάδεη έλα απηνξπζκηδφκελν θαιψδην ζέξκαλζεο, ην νπνίν βξίζθεη εθηεηακέλε 

εθαξκνγή ζε ζπλζήθεο πνπ απαηηνχλ πςειή αμηνπηζηία. Απηά ηα θαιψδηα, ππφθεηληαη ζε 

εθηεηακέλεο δνθηκέο θζνξάο, ηφζν γηα ηελ εμαζθάιηζε ηεο αμηνπηζηίαο ησλ ζεκεξηλψλ 

πξντφλησλ, φζν θαη γηα ηελ ππνζηήξημε ηεο αλάπηπμεο λέσλ θαη βειηησκέλσλ ζρεδηαζκψλ 

πξντφλησλ. Σν ζχλνιν ησλ δεδνκέλσλ απηήο ηεο εθαξκνγήο, είλαη κία θαιπκκέλε έθδνζε 

ελφο ηππηθνχ ζπλφινπ δνθηκαζηψλ. Απηή ε θάιπςε δελ κεηαβάιιεη ηηο νπζηαζηηθέο 

ζηαηηζηηθέο ηδηφηεηεο πνπ κειεηψληαη, αιιά πξνζηαηεχεη ζπκθέξνληα ηεο εηαηξείαο. Σα 

ζηνηρεία πνπ δνθηκάζηεθαλ ζε απηήλ ηελ εθαξκνγή, είλαη δείγκαηα κήθνπο θαισδίσλ, πνπ 

θφβνληαη απφ κία παξηίδα παξαγσγήο. Ζ θζνξά ηνπ θαισδίνπ ππνδεηθλχεηαη κε ηελ αχμεζε 

ηεο ειεθηξηθήο ηνπ αληνρήο κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ. Χο κέηξν θζνξάο W ζα 

ρξεζηκνπνηεζεί ν θπζηθφο ινγάξηζκνο ηεο αληνρήο. Ζ θζνξά ηνπ θαισδίνπ επηηαρχλεηαη απφ 

ηελ ζεξκηθή θαηαπφλεζε θαη έηζη ε ζεξκνθξαζία (κεηξνχκελε ζε °K) ρξεζηκνπνηείηαη σο 

κέηξν πίεζεο. Σα δεδνκέλα ηεο δνθηκαζίαο απνηεινχληαη απφ κεηξήζεηο ζρεηηθά κε ηελ 

ινγαξηζκηθή αληνρή ζε αξθεηά ρξνληθά ζεκεία γηα θάζε πξντφλ. Οη κεηξήζεηο ηεο 

ινγαξηζκηθήο αληνρήο είλαη ηππνπνηεκέλεο ζην 0, γηα ρξφλν r=0 έηζη ψζηε λα πξνζαξκνζηνχλ 

γηα κηθξέο δηαθνξέο ζηα κήθε θαισδίσλ ησλ πξντφλησλ. Απηφο ν ηχπνο θαισδίνπ 

παξνπζηάδεη κία ειαθξηά βειηίσζε ζηελ απφδνζε (π.ρ κία πηψζε ηεο αληνρήο), φηαλ ηίζεηαη 

γηα πξψηε θνξά ζε ιεηηνπξγία. Απηή ε αξρηθή βειηίσζε απνδίδεηαη ζηελ ζθιήξπλζε ηνπ 

πνιπκεξνχο θαισδίνπ. Γηα ην ιφγν απηφ, γηα ηελ αλάιπζε ιακβάλνληαη ππφςε κφλν νη 

κεηξήζεηο πνπ ιακβάλνληαη κεηά απφ απηή ηε θάζε ζθιήξπλζεο. 

Πέληε πξντφληα δνθηκαζίαο ςήζεθαλ ζε θνχξλν ζε ηξεηο ζεξκνθξαζίεο δνθηκαζίαο. 

Υξεζηκνπνηήζεθαλ νη αθφινπζεο ηξεηο ζεξκνθξαζίεο δνθηκαζίαο  200 °C, 240 °C θαη 260 °C, 

δίλνληαο ζπλνιηθά 15 ζηνηρεία δνθηκήο. Καηαγξάθεθαλ 10 κεηξήζεηο, κεηά ηελ θάζε 

ζθιήξπλζεο ζε θάζε ζηνηρείν πνπ δνθηκάζηεθε ζηνπο 200 °C. Οκνίσο, θαηαγξάθεθαλ 11 
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κεηξήζεηο ζε θαζέλα απφ ηα ηέζζεξα ζηνηρεία πνπ δνθηκάζηεθαλ ζηνπο 240 °C, αιιά, γηα ην 

5
ν 
αληηθείκελν πνπ δνθηκάζηεθε ζε εθείλε ηελ ζεξκνθξαζία κφλν 10 κεηξήζεηο ήηαλ 

δηαζέζηκεο. Ζ ηειεπηαία κέηξεζε ιείπεη, εμαηηίαο κίαο βιάβεο ηεο δνθηκαζηηθήο δηάηαμεο. 

Σέινο, ζε θάζε αληηθείκελν πνπ δνθηκάζηεθε ζηνπο 260 °C θαηαγξάθεθαλ 7 κεηξήζεηο. Σα 

δεδνκέλα ησλ δνθηκψλ εκθαλίδνληαη ζην Παξάξηεκα Α (Πίλαθαο 6.1.3.1). Οη ρξφλνη 

κέηξεζεο ζηνλ Πίλαθα 6.1.3.1 είλαη ζε ρηιηάδεο ψξεο. 

Ο ζρεδηαζκφο θαη ην πξσηφθνιιν ησλ δνθηκαζηψλ βαζίδνληαη ζε εζσηεξηθέο πξνδηαγξαθέο 

ηεο εηαηξείαο. Σα επηιεγκέλα επίπεδα ζεξκνθξαζίαο θαη ν αξηζκφο ησλ πξντφλησλ πνπ 

δνθηκάζηεθαλ ζε θάζε ζεξκνθξαζία, πξνζδηνξίζηεθαλ απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ 

δηαζέζηκνπ εμνπιηζκνχ δνθηκαζηψλ θαη ηελ πιηθνηερληθή ππνζηήξημε ηνπ ρεηξηζκνχ ησλ 

εμαξηεκάησλ ειέγρνπ. Σα επίπεδα ζεξκνθξαζίαο επειέγεζαλ ψζηε λα θαιχπηνπλ ην εχξνο 

απφ ην κέγηζην επίπεδν πνπ ζα κπνξνχζακε λα ζπλαληήζνπκε ζηηο εγθαηαζηάζεηο ηεο 

δηάηαμεο, κέρξη ην επίπεδν φπνπ ην πνιπκεξέο ηνπ θαισδίνπ πθίζηαηαη κία θπζηθή αιιαγή 

θάζεο. Οη πξψηεο κεηξήζεηο δνθηκαζίαο έγηλαλ ζε εβδνκαδηαία πεξίπνπ δηαζηήκαηα, κε ην 

δηάζηεκα λα επηκεθχλεηαη γηα ηηο επφκελεο κεηξήζεηο. Ζ δνθηκαζία δηαθφπεθε φηαλ ηα 

ζηνηρεία ειέγρνπ πέξαζαλ ην θαηψθιη απνηπρίαο γηα ηηο ζεξκνθξαζίεο δνθηκήο 240 °C θαη 

260 °C. ΢χκθσλα κε ηηο πξνδηαγξαθέο ηεο εηαηξείαο, ην θαιψδην ζεσξείηαη φηη έρεη απνηχρεη 

φηαλ ε αληνρή ηνπ δηπιαζηάδεηαη (π.ρ ε ινγαξηζκηθή ηνπ αληνρή θηάλεη ην ln(2) = 0.693). Ζ 

δνθηκαζία ζπλερίζηεθε ζηελ ρακειφηεξε ζεξκνθξαζία δνθηκήο (200 °C) κέρξηο φηνπ ν 

εμνπιηζκφο ειέγρνπ δεηήζεθε γηα άιια έξγα. 

Θα κειεηεζνχλ θαη νη δχν κνξθέο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ ρξφλνπ πνπ δίλνληαη ζηελ 

(6.1.1.2). Μφιηο νινθιεξψζεθαλ νη αλαιχζεηο θαη είραλε ηα ηειηθά απνηειέζκαηα, νη 

επηζηήκνλεο ηεο εηαηξείαο βξήθαλ ιφγνπο γηα λα πξνηηκήζνπλ ηνλ έλαλ κεηαζρεκαηηζκφ αληί 

ηνπ άιινπ, βαζηδφκελνη ζε επηζηεκνληθέο εθηηκήζεηο. Παξφια απηά, ππάξρεη θάπνηα 

αβεβαηφηεηα ζρεηηθά κε ηελ θαηάιιειε αιιαγή, ηελ νπνία κφλν πξφζζεηα εκπεηξηθά ζηνηρεία 

κπνξνχλ λα εμαιείςνπλ.  

6.1.3.1 Δθζεηηθόο κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ ρξόλνπ 

Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ θψδηθα ηεο R ζα ππνινγηζηνχλ νη εθηηκήζεηο (δjk̂, λjk̂, ιjk̂) γηα ην j-νζηφ 

πξντφλ (j = 1,…,5) ζην k- νζηφ επίπεδν ζεξκνθξαζίαο (k = 1,2,3) κεγηζηνπνηψληαο ηελ 

δεηγκαηηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (6.1.2.2) γηα θάζε έλα απφ ηα 15 ζηνηρεία. ΢ε απηήλ ηελ 
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εθαξκνγή ηεο κεζφδνπ κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, ρξεζηκνπνηήζεθε ν εθζεηηθφο 

κεηαζρεκαηηζκφο ηνπ ρξφλνπ (6.1.1.2a), ζέηνληαο ηηκή ζηελ παξάκεηξν γ ίζε κε ην 1. Έηζη, 

θαηά ηελ ξχζκηζε ηεο δεηγκαηηθήο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο (6.1.2.2), θάζε ρξνληθή ζηηγκή 

κεηαζρεκαηίζηεθε σο εμήο: 

  tijk = 1 – exp(- ιrijk) 

Ζ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ γηα θάζε έλα απφ ηα ζηνηρεία εκθαλίδεηαη ζηνλ Πίλαθα 

6.1.3.1.1. (γηα εληνιέο ζηελ R, βιέπε παξάξηεκα Β,1a)  Σα απνηειέζκαηα δείρλνπλ φηη νη 

εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ είλαη ινγηθά ζηαζεξέο κεηαμχ ησλ αληηθεηκέλσλ ζε θάζε επίπεδν 

ζεξκνθξαζίαο. Γχν εμαηξέζεηο κπνξεί λα είλαη ην ζηνηρείν 5 ζηελ ζεξκνθξαζία δνθηκαζίαο 

200 °C θαη ην ζηνηρείν 3 ζηελ ζεξκνθξαζία δνθηκαζίαο 240 °C. Σα επξήκαηα πνπ 

παξνπζηάδνληαη εδψ, βαζίδνληαη ζην ζχλνιν ησλ δεδνκέλσλ, δηφηη δελ ππήξρε εμσηεξηθφο 

ιφγνο γηα λα πηζηέςνπκε φηη θαλέλα απφ ηα δχν απνκαθξπζκέλα ζεκεία είλαη άθπξν ή κε 

αληηπξνζσπεπηηθφ. 

                                                      (α) Θεξκνθξαζία δνθηκαζίαο 200°C 

                                       Δθηίκεζε                                            Αληηθείκελν 

                            παξακέηξσλ                   1                  2                3                  4                 5 

                                   ̂                       0.491761       0.451204    0.470917    0.467334    0.374491 

                                   ̂                       0.121387       0.138672    0.132734    0.126406    0.185547 

                                       ̂                         0.000084       0.000115    0.000109    0.000151    0.000353 

                                                            (β) Θεξκνθξαζία δνθηκαζίαο 240°C 

                             Δθηίκεζε                                             Αληηθείκελν 

                             παξακέηξσλ                   1                  2                3                  4                 5 

                                      ̂                       1.276841       1.145118    1.474396     1.130496   1.156756 

                                      ̂                       0.282031       0.325312    0.224453     0.339453   0.320267  

                                          ̂                          0.000815       0.000744    0.001230     0.000385   0.000462 

                                                            (γ) Θεξκνθξαζία δνθηκαζίαο 260°C 

                             Δθηίκεζε                                             Αληηθείκελν 

                             παξακέηξσλ                   1                  2                3                  4                 5 

                                      ̂                       1.480203       1.481923     1.470604    1.475081   1.496364 

                                      ̂                       0.648438       0.640313     0.653125    0.655781   0.636328 

                                          ̂                          0.001450       0.001378     0.001598    0.001482   0.001250 

Πίλαθαο 6.1.3.1.1 : Δθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ γηα φια ηα πξντφληα δνθηκαζίαο βαζηδφκελνη 

ζηνλ εθζεηηθφ κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ ρξφλνπ. 
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Δλ ζπλερεία, θάζε νκάδα εθηηκήζεσλ ησλ παξακέηξσλ κεηαζρεκαηίζηεθε ζχκθσλα κε ηηο 

εμηζψζεηο (6.1.3.1.1) θαη  παξαζηάζεθε γξαθηθά σο πξνο ηελ αληίζηνηρε απφιπηε 

ζεξκνθξαζία (γηα εληνιέο ζηελ R, βιέπε παξάξηεκα Β,1b).  

                          Α(δ) = δ,    Β(λ) = ln(λ),     C(ι) = 1/ι                  (6.1.3.1.1) 

Απηά ηα γξαθήκαηα γηα ηηο κεηαζρεκαηηζκέλεο παξακέηξνπο εκθαλίδνληαη ζηα Γξαθήκαηα 

6.1.3.1.1-6.1.3.1.3. Ήηαλ δχζθνιν λα απνθαζηζηεί αλ νη κεηαζρεκαηηζκνί απηνί ήηαλ ινγηθνί 

απφ επηζηεκνληθήο απφςεσο, ιφγσ ηνπ φηη ιίγα ήηαλ γλσζηά γηα ηηο ζηαηηζηηθέο ηδηφηεηεο ηνπ 

κεραληζκνχ θπζηθήο θζνξάο. Έηζη, ε ηειηθή θξίζε ζα πξέπεη λα βαζηζηεί ζηελ επάξθεηα ηεο 

ζηαηηζηηθήο πξνζαξκνγήο, ε νπνία ζα πεξηγξαθεί παξαθάησ. 

 

Γξάθεκα 6.1.3.1.1: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ εθηηκήζεσλ A(δ) =δ, σο 

πξνο ηελ αληίζηνηρε ζεξκνθξαζία ζε Kelvin βαζηδφκελν ζηνλ εθζεηηθφ κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ 

ρξφλνπ t = 1 – exp(-ιr). 
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Γξάθεκα 6.1.3.1.2: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ εθηηκήζεσλ Β(λ) = ln(λ), 

σο πξνο ηελ αληίζηνηρε ζεξκνθξαζία ζε Kelvin βαζηδφκελν ζηνλ εθζεηηθφ κεηαζρεκαηηζκφ 

ηνπ ρξφλνπ t = 1 – exp(-ιr). 
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Γξάθεκα 6.1.3.1.2: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ εθηηκήζεσλ C(ι) = 1/ι,σο 

πξνο ηελ αληίζηνηρε ζεξκνθξαζία ζε Kelvin βαζηδφκελν ζηνλ εθζεηηθφ κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ 

ρξφλνπ t = 1 – exp(-ιr).  

Σα Γξαθήκαηα 6.1.3.1.1-6.1.3.1.3 δείρλνπλ ρνλδξηθά γξακκηθέο ζρέζεηο αιιά επίζεο 

παξνπζηάδνπλ ζρέδηα εηεξνζθεδαζηηθφηεηαο πνπ πξέπεη λα ζπκπεξηιεθζνχλ. Δηδηθά ζηα 

Γξαθήκαηα 6.1.3.1.2 θαη 6.1.3.1.3 γηα ην ln(λ̂) θαη ην 1/ι̂, ε δηαζπνξά ησλ ζεκείσλ 

ζπξξηθλψλεηαη θαζψο ε αληίζηνηρε ζεξκνθξαζία κεηψλεηαη (δει. θαζψο απμάλεηαη ε 

ζεξκνθξαζία). ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, θαίλεηαη φηη ε κεηαβιεηφηεηα εμαθαλίδεηαη αθξηβψο 

πάλσ απφ ηε κέγηζηε ζεξκνθξαζία δνθηκαζίαο ζηνπο 260 °C ή ζηνπο 533 K, φπνπ 1/s3 = 

0.001876. Έρεη ήδε αλαθέξεη φηη ην πνιπκεξέο θαισδίνπ παξνπζηάδεη κηα αιιαγή θάζεο 

θνληά ζε απηφ ην επίπεδν ζεξκνθξαζίαο. Καζψο νη ηδηφηεηεο αληίζηαζεο ηνπ πνιπκεξνχο 

κεηαβάιινληαη απφ ηελ αιιαγή θάζεο, ππήξρε ππνςία φηη απηφο ν παξάγνληαο ζα κπνξνχζε 

λα εμεγήζεη γηαηί ε κεηαβιεηφηεηα ησλ κεηξήζεσλ αληίζηαζεο ζπγθιίλεη ζην κεδέλ θαηά ηελ 

πξνζέγγηζε απηήο ηεο θξίζηκεο ζεξκνθξαζίαο. Απηή ε θξίζηκε ζεξκνθξαζία ζα ζπκβνιηζηεί 

κε sc θαη ζα θαζνξηζηεί ζηνπο 535 °K. ΢πλεπψο, ε εηεξνζθεδαζηηθφηεηα ζηα ηξία Γξαθήκαηα 
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6.1.3.1.1-6.1.3.1.3 πξνηείλεη λα εμεηαζηεί ε αθφινπζε θιηκαθσηή έθδνζε ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνχ Arrhenius. 

          H(s) = 
1

s
 - 
1

sc
     γηα s ≤ sc        (6.1.3.1.2) 

Παξαηεξείηαη φηη ε H(s) ζηελ (6.1.3.1.2) είλαη κία θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηνπ s κε H(sc) =0. Ζ 

εηεξνζθεδαζηηθφηεηα πξνηείλεη φηη ε θαηάιιειε κνξθή ηνπ πίλαθα ζπλδπαθχκαλζεο ζην 

(6.1.2.5) είλαη  

                                          ΢k =  Hk΢,                                     (6.1.3.1.3) 

φπνπ ε Hk = H(sk) βαζίδεηαη ζηελ ζπλάξηεζε (6.1.3.1.2) θαη ην ΢ ζπκβνιίδεη έλαλ βαζηθφ 

πίλαθα ζπλδηαθχκαλζεο πνπ είλαη θνηλφο ζε φια ηα ζηνηρεία. Μπνξεί ηψξα λα ρξεζηκνπνηεζεί 

κηα ζηαηηζηηθή ξνπηίλα ινγηζκηθνχ γηα ηελ ζηαζκηζκέλε πνιπκεηαβιεηή παιηλδξφκεζε γηα 

ηελ εθηίκεζε ηνπ πίλαθα ζπληειεζηψλ Β ζηελ (6.1.2.5) θαη ηνπ πίλαθα ζπλδηαθχκαλζεο ΢ 

ζηελ (6.1.3.1.3), ρξεζηκνπνηψληαο ηηο αληίζηνηρεο  ηηκέο Hk σο βάξε. Σν απνηέιεζκα ζηελ 

(6.1.3.1.3) δείρλεη φηη νη αθφινπζνη κεηαζρεκαηηζκνί ζα δψζνπλ έλα ζχλνιν 

θεληξνζεηεκέλσλ πνζνηήησλ κε ζηαζεξή δηαθχκαλζε ζε θάζε επίπεδν ζεξκνθξαζίαο sk. 

                                    Ajk = 
Ajk a0  a1Hk

√Hk
                                    (6.1.3.1.3a) 

                                     Bjk = 
Bjk b0  b1Hk

√Hk
                                     (6.1.3.1.3b) 

                                    Cjk = 
Cjk c0  c1Hk

√Hk
                                     (6.1.3.1.3c) 

Έπεηηα, πξαγκαηνπνηήζεθε έλαο ANOVA έιεγρνο γηα ηελ γξακκηθφηεηα γηα θάζε 

παξακεηξηθφ κεηαζρεκαηηζκφ ζηελ (6.1.3.1.1), βαζηδφκελν ζε απηά ηα ηξία ζχλνια 

πνζνηήησλ ζηηο (6.1.3.1.3). Αξρηθά, κηιψληαο γηα ηηο ηηκέο ηνπ Ajk ζηελ (6.1.3.1.3a), 

πξαγκαηνπνηήζεθε έλαο έιεγρνο Hartley γηα ίζεο δηαθπκάλζεηο πιεζπζκψλ ζε θάζε έλα απφ 

ηα ηξία επίπεδα ειέγρνπ ζεξκνθξαζηψλ, ν νπνίνο έδσζε σο απνηέιεζκα φηη ε ππφζεζε ησλ 

ίζσλ δηαθπκάλζεσλ δελ κπνξεί λα απνξξηθζεί. ΢ηε ζπλέρεηα, ην ζπγθεληξσκέλν ζπλνιηθφ 

άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ πνζνηήησλ Ajk δηακεξίζηεθε ζε ζπληζηψκελα πνζά 
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ηεηξαγψλσλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ εληφο θαη κεηαμχ ηεο κεηαβνιήο ηεο ζεξκνθξαζηαθήο 

ζηάζκεο, αληίζηνηρα. Ο έιεγρνο ANOVA έδεημε φηη δελ ήηαλ ζεκαληηθή. Παξφκνηνη έιεγρνη 

δηεμήρζεζαλ γηα ηα Bjk θαη Cjk. Καλέλα απφ απηά ηα απνηειέζκαηα ησλ ειέγρσλ δελ είλαη 

ζεκαληηθφ. Έηζη, νη έιεγρνη ππνζηεξίδνπλ ην ζπκπέξαζκα φηη θάζε κεηαζρεκαηηζκφο 

παξακέηξσλ ζηελ (6.1.3.1.1) παξάγεη κηα γξακκηθή εμίζσζε Arrhenius. 

6.1.3.2 Μεηαζρεκαηηζκόο δύλακεο ηνπ ρξόλνπ 

Ζ ίδηα αλάιπζε πνπ πεξηγξάθεθε ζηελ παξάγξαθν 6.1.3.1 επαλαιήθζεθε ρξεζηκνπνηψληαο 

ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ δχλακεο ηνπ ρξφλνπ (6.1.1.2b) αληί ηνπ εθζεηηθνχ κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ 

ρξφλνπ. Καηά ηε ξχζκηζε ηεο δεηγκαηηθήο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο (6.1.2.2), θάζε 

σξνινγηαθφο ρξφλνο κεηαζρεκαηίζηεθε σο εμήο: 

    tijk = rijk
ι  

Ο Πίλαθαο 6.1.3.2.1 πεξηέρεη ηηο εθηηκήζεηο ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ησλ παξακέηξσλ δ, λ 

θαη ι γηα θάζε αληηθείκελν (γηα εληνιέο ζηελ R, βιέπε παξάξηεκα Β,2a). Αλ θαη ηα ζχκβνια 

παξακέηξσλ είλαη ηα ίδηα κε απηά ηνπ εθζεηηθνχ κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ ρξφλνπ, ε εξκελεία 

ηνπο είλαη δηαθνξεηηθή. Ζ παξάκεηξνο ι, εδψ δειψλεη ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ δχλακεο ηνπ 

ρξφλνπ. Ζ παξάκεηξνο κεηαηφπηζεο δ θαη ε παξάκεηξνο δηαθχκαλζεο λ ηψξα ζρεηίδνληαη κε 

κία δηαθνξεηηθή ρξνληθή θιίκαθα ιεηηνπξγίαο.  
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                                                (α) Θεξκνθξαζία δνθηκαζίαο 200°C 

                             Δθηίκεζε                                            Αληηθείκελν 

                             παξακέηξσλ                   1                  2                3                  4                 5 

                                     ̂                       0.066491       0.069662    0.069698    0.063750    0.080496 

                                     ̂                       0.774375       0.742578    0.759375    0.782578    0.678438 

                                         ̂                          0.000023       0.000035    0.000031    0.000038    0.000105 

                                                (β) Θεξκνθξαζία δνθηκαζίαο 240°C 

                             Δθηίκεζε                                             Αληηθείκελν 

                             παξακέηξσλ                   1                  2                3                  4                 5 

                                     ̂                       0.401248       0.424226    0.367110     0.425316   0.365103 

                                     ̂                       0.604218       0.554727    0.663203     0.555430   0.665467  

                                         ̂                          0.000401       0.000474    0.000208     0.000681   0.000211 

                                          (γ) Θεξκνθξαζία δνθηκαζίαο 260°C 

                                       Δθηίκεζε                                             Αληηθείκελν 

                             παξακέηξσλ                   1                  2                3                  4                 5 

                                     ̂                       0.786183       0.778877    0.785770     0.789130   0.782369 

                                     ̂                       0.664688       0.667969    0.662813     0.664141   0.669609 

                                         ̂                          0.001003       0.000937    0.001096     0.001072   0.000869 

 

Πίλαθαο 6.1.3.2.1 : Δθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ γηα φια ηα πξντφληα δνθηκαζίαο βαζηδφκελνη 

ζηνλ κεηαζρεκαηηζκφ δχλακεο ηνπ ρξφλνπ. 

Σα απνηειέζκαηα ηνπ Πίλαθα 6.1.3.2.1 δείρλνπλ θαη πάιη φηη νη εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ 

είλαη εχινγα ζηαζεξέο κεηαμχ ησλ ζηνηρείσλ ζε θάζε επίπεδν ζεξκνθξαζίαο. Σν ζηνηρείν 5 

ζηε ζεξκνθξαζία δνθηκήο 200 ° C θαη ην ζηνηρείν 3 ζηνπο  240 °C παξακέλεη θάπσο 

απνκαθξπζκέλν, φπσο θαη ην ζηνηρείν 5 ζηνπο 240 °C. Ζ αλάιπζε εμαθνινπζεί λα βαζίδεηαη 

ζε νιφθιεξν ην ζχλνιν δεδνκέλσλ, δηφηη δελ ππήξρε εμσηεξηθφο ιφγνο γηα λα ζεσξεζεί φηη 

νπνηνδήπνηε απφ απηά ηα απνκαθξπζκέλα ζεκεία είλαη άθπξν ή κε αληηπξνζσπεπηηθφ.  

Δλ ζπλερεία, θάζε νκάδα εθηηκήζεσλ ησλ παξακέηξσλ κεηαζρεκαηίζηεθε ζχκθσλα κε ηηο 

εμηζψζεηο (6.1.3.2.1) θαη  παξαζηάζεθε γξαθηθά σο πξνο ηελ αληίζηνηρε απφιπηε 

ζεξκνθξαζία.     

                                                        Α(δ) = ln(δ),       B(λ) = ln(λ)               (6.1.3.2.1) 
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Απηά ηα γξαθήκαηα (γηα εληνιέο ζηελ R, βιέπε παξάξηεκα Β,2b) γηα ηηο κεηαζρεκαηηζκέλεο 

παξακέηξνπο εκθαλίδνληαη ζηα Γξαθήκαηα 6.1.3.2.1-6.1.3.2.2. Σα δχν απηά γξαθήκαηα 

θαίλνληαη λα είλαη ζρεδφλ γξακκηθά. Γελ ήηαλ δπλαηφλ λα πξνζδηνξηζηεί έλαο θαηάιιεινο 

κεηαζρεκαηηζκφο γηα ην ι.  

 

Γξάθεκα 6.1.3.2.1 : Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ εθηηκήζεσλ A(δ) =ln(δ), 

σο πξνο ηελ αληίζηνηρε ζεξκνθξαζία ζε Kelvin βαζηδφκελν ζηνλ κεηαζρεκαηηζκφ δχλακεο 

ηνπ ρξφλνπ t = r
ι
. 
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Γξάθεκα 6.1.3.2.2 : Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ εθηηκήζεσλ Β(λ) =ln(λ), 

σο πξνο ηελ αληίζηνηρε ζεξκνθξαζία ζε Kelvin βαζηδφκελν ζηνλ κεηαζρεκαηηζκφ δχλακεο 

ηνπ ρξφλνπ t = r
ι
. 
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Γξάθεκα 6.1.3.2.3 : Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ εθηηκήζεσλ ηνπ ι ,σο πξνο ηελ αληίζηνηρε 

ζεξκνθξαζία ζε Kelvin βαζηδφκελν ζηνλ κεηαζρεκαηηζκφ δχλακεο ηνπ ρξφλνπ t = r
ι
. 

Σν Γξάθεκα 6.1.3.2.3 δείρλεη ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ ι̂ σο πξνο ηελ αληίζηνηρε 

ζεξκνθξαζία. Ζ ηηκή ηνπ ι̂ θαίλεηαη λα είλαη ρακειφηεξε ζην επίπεδν ηεο ελδηάκεζεο 

αληίζηνηρεο ζεξκνθξαζίαο (240 °C) θαη ζαθψο απμεκέλε ζην πςειφηεξν επίπεδν ακνηβαίαο 

ζεξκνθξαζίαο (200 °C). Γηα ηελ πεξαηηέξσ δηεξεχλεζε ηεο παξακέηξνπ ι, γίλεηαη ν 

ππνινγηζκφο ηεο ζπλδπαζκέλεο ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ινγαξηζκηθήο πηζαλνθάλεηαο lnLk(ι) 

γηα φια ηα ζηνηρεία πνπ δνθηκάζηεθαλ ζε επίπεδν ζεξκνθξαζίαο sk, σο εμήο: 

           lnLk(ι) = ∑       ( )
mk
j=1            γηα k=1,2,3       (6.1.3.2.2) 
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Γξάθεκα 6.1.3.2.4: Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλδπαζκέλεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο 

ινγαξηζκηθήο πηζαλνθάλεηαο lnLk(ι) γηα φια ηα πξντφληα γηα θάζε ζεξκνθξαζία δνθηκαζίαο 

sk. Ζ θάζεηε θιίκαθα κεηξάεη ηελ κείσζε απφ ην κέγηζην επίπεδν ινγαξηζκηθήο 

πηζαλνθάλεηαο γηα θάζε ζπλάξηεζε, ( Πεγή : Whitmore Schenkelberg, 1997). 

Δδψ ην Ljk(ι) ζπκβνιίδεη ην πξνθίι ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ ηχπνπ (6.1.2.4) γηα ην 

j-νζηφ πξντφλ, ην νπνίν δνθηκάδεηαη ζηελ ζεξκνθξαζία sk. Σν Γξάθεκα 6.1.3.2.4 δείρλεη έλα 

γξάθεκα ηεο ζπλδπαζκέλεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ινγαξηζκηθήο πηζαλνθάλεηαο γηα θάζε 

επίπεδν ζεξκνθξαζίαο. Ζ θάζεηε θιίκαθα κεηξάεη ηελ κείσζε απφ ην κέγηζην επίπεδν 

ινγαξηζκηθήο πηζαλνθάλεηαο. Οη ζπλαξηήζεηο είλαη πνιχ θνληά ζηελ ηεηξαγσληθή κνξθή. 

Απφ ηελ ζεσξία ηεο πηζαλνθάλεηαο, γλσξίδνπκε φηη ην δηάζηεκα πνπ ζρεηίδεηαη κε θάζε 

ζπλάξηεζε κε κία κείσζε ηνπ -1.92 απφ ηελ κέγηζηε ινγαξηζκηθή πηζαλνθάλεηα είλαη 

πξνζεγγηζηηθά έλα 95% επίπεδν εκπηζηνζχλεο γηα ην ι, ζε απηφ ην επίπεδν ζεξκνθξαζίαο. Σα 

δηαζηήκαηα δείρλνπλ φηη ε παξάκεηξνο ι είλαη κεγαιχηεξε ζηνπο 200 °C απφ ηνπο 240 °C, θαη 

παίξλεη κία ελδηάκεζε ηηκή ζηνπο 260 °C. Έηζη, ηφζν ην Γξάθεκα 6.1.3.1.3 φζν θαη ην 

Γξάθεκα 6.1.3.2.3 δείρλνπλ φηη ην ι δελ ζρεηίδεηαη κε ηελ ζεξκνθξαζία κε κνλνηνληθφ ηξφπν. 

Σα Γξαθήκαηα 6.1.3.2.1 - 6.1.3.2.3 δείρλνπλ φηη ππάξρνπλ ζρέδηα νκνζθεδαζηηθφηεηαο, ηα 

νπνία είλαη παξφκνηα κε απηά πνπ θαίλνληαη ζηα Γξαθήκαηα 6.1.3.1.1 - 6.1.3.1.3. Δπνκέλσο, 

ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ίδην κεηαζρεκαηηζκφ Arrhenius φπσο ζηελ (6.1.3.1.1). Ζ θξίζηκε 

ζεξκνθξαζία γηα απηφλ ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ παξακέλεη ζηνπο sk = 535°Κ.  
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Οη έιεγρνη ANOVA γηα γξακκηθφηεηα, καδί κε ηνπο ειέγρνπο Hartley γηα ίζεο δηαθπκάλζεηο, 

δείρλνπλ φηη νη κεηαζρεκαηηζκνί παξακέηξσλ ζηελ (6.1.3.2.1) ππνδεηθλχνπλ γξακκηθέο 

εμηζψζεηο Arrhenius. Οη ζηαηηζηηθέο αλαιχζεηο πνπ βαζίδνληαη ζηηο δχν κνξθέο ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ ρξφλνπ έρνπλ δψζεη απνηειέζκαηα πνπ είλαη ζπγθξίζηκα φζνλ αθνξά 

ηελ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ ζηα δεδνκέλα. Ζ νμείδσζε ηνπ πνιπκεξνχο θαισδίνπ 

ζεσξείηαη ν θχξηνο κεραληζκφο θζνξάο. Αλ ε νμείδσζε ήηαλ κηα απην-πεξηνξηδφκελε 

αληίδξαζε ηφηε ν εθζεηηθφο κεηαζρεκαηηζκφο ηνπ ρξφλνπ ζα κπνξνχζε λα είλαη θαηάιιεινο. 

Οη επηζηήκνλεο ηεο εηαηξείαο δελ απέθιεηζαλ απηφ ην απηφ-πεξηνξηδφκελν ραξαθηεξηζηηθφ. 

Χζηφζν, αλ ε νμείδσζε είλαη απηνπεξηνξηζκέλε ηφηε ε αζπκπησηηθή ινγαξηζκηθή αληίζηαζε 

ηνπ θαισδίνπ ζα έρεη κηα αλακελφκελε ηηκή ηνπ δ, πνπ αληηζηνηρεί ζε r = ∞ ή t=1. Ζ εμίζσζε 

Arrhenius Α(δ) = α0 +α1H(s) ηνπνζεηνχκελε θάησ απφ ηνλ εθζεηηθφ κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ 

ρξφλνπ, βιέπε (6.1.1.2a), δείρλεη φηη ην δ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ζεξκνθξαζία ειέγρνπ, πξάγκα 

πνπ ζεκαίλεη φηη ε αζπκπησηηθή ινγαξηζκηθή αληίζηαζε κεηαβάιιεηαη αλάινγα κε ηελ 

αχμεζε ηεο ζεξκνθξαζίαο. Οη επηζηήκνλεο ηεο εηαηξείαο ζεψξεζαλ φηη απηφ ην 

ραξαθηεξηζηηθφ ήηαλ απίζαλν αλ θαη δελ ππάξρνπλ εκπεηξηθά ζηνηρεία πνπ λα βαζίδνληαη ζε 

κειέηεο καθξάο δηάξθεηαο γηα λα δηεπζεηήζνπλ ην δήηεκα. Χο εθ ηνχηνπ, νη ζπλέπεηεο ηνπ 

εθζεηηθνχ κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ ρξφλνπ ήηαλ κε απνδεθηέο. Ζ ζπκπεξηθνξά ηνπ κνληέινπ κε 

βάζε ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ ηεο δχλακεο ηνπ ρξφλνπ είλαη πην ηθαλνπνηεηηθή. Αξθεηφ 

ελδηαθέξνλ είλαη ην γεγνλφο φηη νη κεηαζρεκαηηζκνί Α(δ) θαη Β(λ) είραλ θαη νη δχν κία 

ινγαξηζκηθή κνξθή πνπ ήηαλ κία πνιχ ηθαλνπνηεηηθή ηδηφηεηα. Ο κεηαζρεκαηηζκφο δπλάκεσο 

ηνπ ρξφλνπ ππνλννχζε επίζεο φηη ε  ινγαξηζκηθή αληίζηαζε ζα απμαλφηαλ ρσξίο φξην θαζψο 

ην θαιψδην γεξλνχζε, ην νπνίν ήηαλ κία εχινγε ζπκπεξηθνξά. Ζ αβεβαηφηεηα ζρεηηθά κε ηε 

κνξθή ηεο εμίζσζεο Arrhenius γηα ηελ παξάκεηξν δχλακεο ι, ήηαλ κηα δπζθνιία, αιιά ην 

γεγνλφο φηη νη εθηηκήζεηο ηνπ ι, είραλ κφλν έλα κηθξφ εχξνο ηηκψλ ήηαλ θαζεζπραζηηθφ. Οη 

επηπηψζεηο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ δπλάκεσο ηνπ ρξφλνπ ήηαλ ζαθψο θαιχηεξεο. 

Ζ εθηίκεζε ηνπ επηπέδνπ ρξήζεο ηνπ ι0 εμαθνινπζεί λα απαηηείηαη θαη φπσο βιέπνπκε ζην 

Γξάθεκα 6.1.3.2.3, δελ είλαη ζαθέο πψο λα εμάγνπκε ηα απνηειέζκαηα ησλ ειέγρσλ γηα λα 

πάξνπκε απηήλ ηελ εθηίκεζε. Αληί λα πξνζπαζήζνπκε λα βξνχκε κηα εθηίκεζε, 

πξαγκαηνπνηνχκε κηα αλάιπζε επαηζζεζίαο. Θέινπκε λα ππνινγίζνπκε ηελ πηζαλφηεηα ε 

αληίζηαζε ελφο λένπ πξντφληνο λα δηπιαζηαζηεί γηα παξάδεηγκα, κέζα ζηα πξψηα 10 ρξφληα 

ηεο δσήο ηνπ. Πξέπεη πξψηα λα κεηαηξέςνπκε απηφλ ηνλ σξνινγηαθφ ρξφλν ζε ιεηηνπξγηθφ 

ρξφλν ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ tf = 87.6
ι0 , φπνπ rf=87.6 ρηιηάδεο ψξεο πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζε 10 ρξφληα. Λακβάλνληαο έλα εχξνο εχινγσλ ηηκψλ γηα ην ι0 θαη αγλνψληαο 
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ηα δεηγκαηνιεπηηθά ζθάικαηα ζηηο άιιεο εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ, ρξεζηκνπνηνχκε ηελ  

αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο (6.1.1.4) κε t=tf γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο απαηηνχκελεο 

πηζαλφηεηαο απνηπρίαο. Ο αθφινπζνο πίλαθαο δίλεη απηήλ ηελ πηζαλφηεηα απνηπρίαο γηα έλα 

κέξνο ελδηαθέξνληνο ησλ ηηκψλ ηνπ ι0. 

                           ι0  :      0.74       0.75       0.76         0.77        0.78 

                  P( T ≤ tf) :  0.0000    0.0042    0.2629     0.9145    0.9996 

Ο πίλαθαο δείρλεη φηη ε πηζαλφηεηα απνηπρίαο είλαη πνιχ επαίζζεηε ζην ι0 ζε απηφ ην ηκήκα 

ηεο πεξηνρήο, πνπ θπκαίλεηαη απφ ην 0 έσο ην 1 ζε ζχληνκν δηάζηεκα. Ζ αλάιπζε 

επαηζζεζίαο δείρλεη φηη ε πηζαλφηεηα απνηπρίαο είλαη κηθξή κφλν αλ ην ι0 είλαη κηθξφηεξν ηνπ 

0,75. Δπεηδή νη 200 ° C είλαη ε ζεξκνθξαζία δνθηκαζίαο πνπ βξίζθεηαη πιεζηέζηεξα ζην 

επίπεδν ηεο ζεξκνθξαζίαο ρξήζεο, είλαη ρξήζηκν λα εμεηάζνπκε ηηο εθηηκήζεηο ηνπ ι, γηα ηα 

πέληε πξντφληα πνπ ειέγρζεθαλ ζε απηήλ ηελ ζεξκνθξαζία (βι. Πίλαθα 6.1.3.2.1α). Σξία απφ 

ηα πέληε πξντφληα έρνπλ εθηηκήζεηο γηα ην ι, νη νπνίεο είλαη κεγαιχηεξεο απφ ηελ θξίζηκε 

ηηκή 0.75 θαη νη ππφινηπεο δχν, νη νπνίεο είλαη κηθξφηεξεο, έλα κηθηφ απνηέιεζκα. Δπνκέλσο, 

ππφ ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ δπλάκεσο ηνπ ρξφλνπ, απηφ ην ζχλνιν δεδνκέλσλ δελ παξείρε 

αθξηβείο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηελ πηζαλφηεηα απνηπρίαο 10 εηψλ γηα απηφ ην πξντφλ. Θα 

πξέπεη λα πξνγξακκαηηζηνχλ πεξαηηέξσ έιεγρνη θζνξάο. Απηνί νη πξφζζεηνη έιεγρνη ίζσο λα 

δψζνπλ κηα θαιχηεξε εθηίκεζε ηεο  παξακέηξνπ ηνπ επηπέδνπ ρξήζεο ι0 θαη λα δηεπζεηήζεη 

ην δήηεκα ηεο θαηάιιειεο κνξθήο γηα ην κεηαζρεκαηηζκφ C(ι). Χο ηειηθή παξαηήξεζε, 

δηαπηζηψλεηαη φηη απηφ ην είδνο θαισδίνπ ζέξκαλζεο έρεη απνδεηρζεί πνιχ αμηφπηζην ζηηο 

εγθαηαζηάζεηο ηνπ ρψξνπ κέρξη ζήκεξα, γεγνλφο πνπ δείρλεη φηη ην ι0 κπνξεί πξάγκαηη λα 

είλαη πνιχ θάησ απφ ηελ θξίζηκε ηηκή. 

6.1.3.3  ΢πκπεξάζκαηα 

Σν κνληέιν θαη ε κειέηε πνπ παξνπζηάζηεθαλ εδψ έρνπλ αθήζεη αλέπαθα νξηζκέλα 

πξαθηηθά δεηήκαηα. Πνιιά απφ απηά κπνξνχλ λα αληηκεησπηζηνχλ κε θαηάιιειεο ηερληθέο 

επεθηάζεηο. Σα ζθάικαηα κέηξεζεο πξνθχπηνπλ απφ κε επαξθέο εξγαζηεξηαθφ πξνζσπηθφ, 

δηαδηθαζίεο θαη εμνπιηζκφ. Μηα επέθηαζε ηνπ κνληέινπ, παξφκνηα κε απηή πνπ πεξηγξάθεηαη 

ζην Whitmore (1995), κπνξεί λα ιάβεη ππφςε ηεο ηα ιάζε κέηξεζεο. Χζηφζν, ζηελ 

πεηξακαηηθή ξχζκηζε, ηα ζθάικαηα κέηξεζεο πηζαλφλ λα αιιεινζπλδένληαη επεηδή νη 

κεηξήζεηο ησλ πξντφλησλ ειέγρνπ γίλνληαη ζπγρξφλσο ππφ ηηο ίδηεο ζπλζήθεο ειέγρνπ. Γηα 
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παξάδεηγκα, ζηελ πεξίπησζε πνπ κειεηάηαη, φια ηα πξντφληα ειέγρνπ ζηνλ ίδην θνχξλν 

απνζχξνληαη καδί θαη ςχρνληαη ζε ζεξκνθξαζία δσκαηίνπ πξηλ κεηξεζνχλ νη αληηζηάζεηο 

ηνπο. ΢ηε ζπλέρεηα επηζηξέθνπλ ζηνπο θνχξλνπο θαη ηνπνζεηνχληαη ζηελ ζεξκνθξαζία 

ειέγρνπ. Οπνηεζδήπνηε αηέιεηεο κέηξεζεο ζε απηήλ ηελ ξχζκηζε ζα επεξεάζνπλ φια ηα 

πξντφληα ηεο παξηίδαο. 

Μία δηαδηθαζία δηάρπζεο Wiener ίζσο λα κελ κπνξεί λα πεξηγξάςεη ηε δηαδηθαζία θζνξάο 

πνπ παξνπζηάδεη ελδηαθέξνλ ζε νξηζκέλεο εθαξκνγέο. Γηα παξάδεηγκα, ε θζνξά κπνξεί λα 

παξνπζηάδεη απζηεξά κνλνηνληθφ ηξφπν ή λα ζπκπεξηιακβάλεη ζπκπεξηθνξά κεηαπήδεζεο. 

Τπφ απηέο ηηο ζπλζήθεο, ε δηαδηθαζία Wiener κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί απφ κηα πην 

θαηάιιειε δηαδηθαζία, φπσο κηα δηαδηθαζία Hougaard (Lee θαη Whitemore, 1993). Ζ 

νηθνγέλεηα Hougaard πεξηιακβάλεη ηηο δηαδηθαζίεο Γάκκα θαη ηηο αληίζηξνθεο Γθανπζηαλέο  

δηαδηθαζίεο σο εηδηθέο πεξηπηψζεηο. Ζ θζνξά κπνξεί επίζεο λα είλαη κηα πνιπδηάζηαηε 

δηαδηθαζία ζηελ νπνία νη νξηαθέο ζπλζήθεο πνπ νξίδνπλ ηελ απνηπρία είλαη πην πεξίπινθεο 

απφ έλα απιφ θαηψθιη απνηπρίαο. 

Σν κνληέιν πνπ παξνπζηάδεηαη εδψ ππνζέηεη φηη ε πίεζε s είλαη έλα απιφ πνζνηηθφ κέηξν, 

φπσο ε ζεξκνθξαζία. Απηή ε ππφζεζε είλαη πεξηζζφηεξν πεξηνξηζηηθή παξά απαξαίηεηε. Ζ 

πίεζε s κπνξεί λα είλαη έλα πνιπδηάζηαην θπζηθφ κέηξν. Σν κνληέιν ζα εμαθνινπζνχζε λα 

ηζρχεη, ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη ππάξρεη κηα ζπλάξηεζε H(s) πνπ ραξηνγξαθεί θάζε κέηξν s 

ζε έλαλ πξαγκαηηθφ αξηζκφ. Ο αξηζκφο H(s) ηφηε γίλεηαη έλαο δείθηεο πίεζεο γηα ην 

πνιπδηάζηαην κέηξν s. Ζ πξφθιεζε ζε απηή ηελ επέθηαζε ζα ήηαλ λα αλαθαιχςνπκε ηελ 

θαηάιιειε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο H(s). 

Ζ θιηκαθσηή εθδνρή ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ Arrhenius ζηελ (6.1.3.1.2) ππνζέηεη φηη ην sc είλαη 

ην ίδην γηα φιεο ηηο παξακέηξνπο θαη είλαη γλσζηφ. Χζηφζν, ζηελ πεξίπησζε πνπ κειεηάηαη, 

ππάξρνπλ θάπνηεο ελδείμεηο φηη απηή ε θξίζηκε ζεξκνθξαζία δελ είλαη νξηνζεηεκέλε θαη 

κπνξεί λα είλαη ιίγν δηαθνξεηηθή γηα δηαθνξεηηθέο παξακέηξνπο. Ίζσο ην sc πξέπεη λα 

αληηκεησπηζηεί σο κηα άιιε παξάκεηξνο πνπ πξέπεη λα εθηηκεζεί γηα θάζε εμίζσζε 

Arrhenius. Σν δήηεκα απηφ είλαη έλα απφ ηα πνιιά πνπ ππνδεηθλχνπλ ηε γεληθή αλάγθε γηα 

θαιχηεξε θαηαλφεζε ηεο ζρέζεο κεηαμχ ησλ ζηαηηζηηθψλ παξακέηξσλ θαη ησλ θπζηθψλ 

παξακέηξσλ ησλ επηζηεκνληθψλ ζεσξηψλ πνπ ζηεξίδνπλ θάζε εθαξκνγή. 

Σα απνηειέζκαηα ηεο πεξίπησζεο πνπ κειεηάηαη θαηαδεηθλχνπλ ηελ αλάγθε εμέηαζεο ηνπ 

θαηάιιεινπ ζρεδηαζκνχ γηα ειέγρνπο θζνξάο. Σν κνληέιν παξέρεη έλα πιαίζην γηα ηε κειέηε 
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δεηεκάησλ ζρεδηαζκνχ, φπσο ε επηινγή ησλ επηπέδσλ πίεζεο, ν αξηζκφο ησλ πξντφλησλ πνπ 

δνθηκάδνληαη θαη ν αξηζκφο θαη νη απνζηάζεηο ησλ κεηξήζεσλ ζε θάζε πξντφλ. Ο ζρεδηαζκφο 

πξέπεη λα απνζθνπεί φρη κφλν ζηε βειηηζηνπνίεζε ηεο αθξίβεηαο ηεο πξφβιεςεο, αιιά θαη 

ζηελ ηθαλφηεηα απηφκαηνπ ειέγρνπ πνπ ζα επηηξέςεη ηελ επηθχξσζε ηνπ ίδηνπ ηνπ κνληέινπ 

κέζσ θαηάιιεισλ δηαγλσζηηθψλ. 

6.2 Δθαξκνγέο 2 θαη 3 : Μνληεινπνίεζε ηεο θζνξάο κε 

ζπκκεηαβιεηέο  

6.2.1 Σν παθέην “threg” ηεο R 

Ζ παιηλδξφκεζε θαησθιίνπ είλαη κία ζηαηηζηηθή κεζνδνινγία γηα ηελ αλάιπζε ησλ 

δεδνκέλσλ δηάξθεηαο επηβίσζεο, ιακβάλνληαο ππφςε ηηο κεηαβιεηέο (βιέπε θαη παξάγξαθν 

4.2). 

Ο Xiao (2015) αλέπηπμε ην παθέην threg ηεο R, ην νπνίν πεξηιακβάλεη ην πην ζεκαληηθφ 

κνληέιν παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ πνπ έρεη αλαπηπρζεί κέρξη ζήκεξα θαη ην πην επξέσο 

ρξεζηκνπνηνχκελν, δειαδή ην κνληέιν παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ Wiener. Απηφ ην κνληέιν 

εθαξκφδεηαη ζηηο πεξηπηψζεηο φπνπ ε ππνβφζθνπζα δηαδηθαζία πγείαο αθνινπζεί κία 

δηαδηθαζία δηάρπζεο Wiener θαη ζεσξνχκε φηη ε απνηπρία ζπκβαίλεη φηαλ ε δηαδηθαζία 

ρηππάεη έλα πξνθαζνξηζκέλν φξην γηα πξψηε θνξά. Ο πξψηνο ρξφλνο ρηππήκαηνο ζε απηήλ 

ηελ θαηάζηαζε αθνινπζεί κία αληίζηξνθε Γθανπζηαλή θαηαλνκή, ε νπνία έρεη κηα πνιχ 

εχθνια δηαρεηξίζηκε  καζεκαηηθή ζπλάξηεζε. Ζ παιηλδξφκεζε θαησθιίνπ ζηελ γεληθή ηεο 

κνξθή θαιχπηεη κηα επξεία ζπιινγή κνληέισλ πνπ εθηείλεηαη πνιχ πην πέξα απφ ηνπο 

πξψηνπο ρξφλνπο ρηππήκαηνο ησλ δηαδηθαζίσλ δηαρχζεσο Wiener. Γεκηνπξγήζεθαλ 

δηαθνξεηηθέο νηθνγέλεηεο απφ κνληέια παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ, ππνζέηνληαο 

δηαθνξεηηθνχο ηχπνπο ζηνραζηηθψλ δηαδηθαζηψλ θαη δηαθνξεηηθψλ νξίσλ ή θαησθιίσλ. Γηα 

παξάδεηγκα, κπνξνχκε λα έρνπκε δηαδηθαζίεο Γάκκα, θακππιφγξακκα φξηα, Μαξθνβηαλέο 

αιπζίδεο κε θαηαζηάζεηο απνξξφθεζεο (βιέπε θαη παξάγξαθν 2.5), θαη πνιιά αθφκε. 

Οη Lee θαη Whitmore (2006) κειεηήζαλε ζε βάζνο ηελ ζχλδεζε πνπ ππάξρεη κεηαμχ ηεο 

παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ θαη ηεο παιηλδξφκεζεο αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο ηνπ Cox. 

Έδεημαλ φηη θάπνηα κνληέια παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ κπνξνχλ λα ηξνπνπνηεζνχλ έηζη ψζηε 

λα έρνπλ ηελ ηδηφηεηα ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο. Δπίζεο επηζήκαλαλ φηη παξφιν πνπ ε 

ηδηφηεηα ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο δελ ηζρχεη ζε αξθεηέο εθαξκνγέο, σζηφζν ζπρλά 
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ππνζέηνπκε ην αληίζεην γηα επθνιία. Σν κνληέιν δηάρπζεο Wiener, ην νπνίν θαιχπηεηαη απφ 

ην παθέην ηεο R threg δελ απαηηεί λα ηθαλνπνηείηαη ε ηδηφηεηα ηεο αλαινγηθήο 

δηαθηλδχλεπζεο. Ζ θαηαλνκή ηεο ζπλάξηεζεο  δηαθηλδχλεπζεο ηνπ πξψηνπ ρηππήκαηνο 

κπνξεί λα πάξεη αξθεηέο κνξθέο, νη νπνίεο ζπλήζσο ζπλαληψληαη ζε πξαθηηθέο εθαξκνγέο. 

Τπάξρνπλ αξθεηά πιενλεθηήκαηα γηα ηα νπνία ε παιηλδξφκεζε θαησθιίνπ κπνξεί λα 

ζεσξεζεί κία πξνζέγγηζε κνληέινπ.  Απηά ηα πιενλεθηήκαηα πεξηιακβάλνπλ πεξηζζφηεξν 

ξεαιηζκφ ζηελ πεξηγξαθή πξαγκαηηθψλ παγθφζκησλ θαηλφκελσλ, επεηδή ιακβάλνπλ ξεηά 

ππφςε ηνπο, ηελ ππνβφζθνπζα θαηάζηαζε πγείαο θαη έρνπλ έλαλ ξεαιηζηηθφ κεραληζκφ γηα 

ηα δεδνκέλα δηάξθεηαο δσήο, θπξίσο γηα ηνλ πξψην ρξφλν ρηππήκαηνο ελφο θαησθιίνπ ή ελφο 

νξίνπ. ΋ζν πινπζηφηεξε  είλαη ε δνκή ηνπ κνληέινπ ηεο παιηλδξφκεζεο ηνπ θαησθιίνπ, ηφζν 

θαιχηεξεο πιεξνθνξίεο κπνξεί λα πξνζθέξεη γηα ηα δεδνκέλα πνπ αλαιχνληαη. Γηα 

παξάδεηγκα, ην κνληέιν παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ Wiener, έρεη μερσξηζηέο ζπλαξηήζεηο 

παιηλδξφκεζεο γηα ην αξρηθφ επίπεδν θαηάζηαζεο ελφο αζζελή (βαζηθή θαηάζηαζε πγείαο) 

θαη γηα ηελ παξάκεηξν ηνπ κέζνπ ηεο πνξείαο ηεο πγείαο ηνπ αζζελνχο (πνξεία ηεο πγείαο), νη 

νπνίεο καδί δίλνπλ ζην κνληέιν ηελ δπλαηφηεηα λα θαηαγξάςεη ηελ πνιχπιεπξε επίδξαζε 

ησλ ζπκκεηαβιεηψλ ζηελ πνξεία ηεο πγείαο ηνπ αζζελνχο. 

6.2.2 Δθηίκεζε ησλ ζπληειεζηώλ παιηλδξόκεζεο 

ρξεζηκνπνηώληαο ην παθέην threg 

Ζ εθηίκεζε ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα εθηηκήζνπκε ηνπο 

ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο ησλ εμηζψζεσλ (4.2.2.3) θαη (4.2.2.4). Έλα αληηθείκελν i ζην 

ζχλνιν ησλ δεδνκέλσλ, πνπ έρεη έλαλ αθξηβή, παξαηεξήζηκν ρξφλν ζαλάηνπ, παξέρεη ηηο 

πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηελ πηζαλφηεηα λα ζπκβεί ην γεγνλφο εθείλε ηελ ρξνληθή ζηηγκή θαη 

ζπλεπψο ζπκβάιιεη ζηελ FHT ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο f(t
(i)
|κ

(i)
,y0

(i)
) ζηελ δεηγκαηνιεπηηθή 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, φπνπ t
(i)

 είλαη ν παξαηεξνχκελνο ρξφλνο ζαλάηνπ. To αληηθείκελν 

j ζην ζχλνιν ησλ δεδνκέλσλ, ην νπνίν επηβηψλεη κέρξη ην ηέινο ηεο έξεπλαο, παξέρεη κία 

δεμηά απνθνκκέλε παξαηήξεζε θαη ην κφλν πνπ γλσξίδνπκε γηα απηφ ην αληηθείκελν είλαη ην 

φηη ν ρξφλνο ηνπ γεγνλφηνο είλαη κεγαιχηεξνο απφ ηνλ ρξφλν ηεο έξεπλαο. Δπνκέλσο ε 

πιεξνθνξία πνπ ζπλεηζθέξεη έλα αληηθείκελν πνπ έρεη επηβηψζεη ζηελ δεηγκαηνιεπηηθή 

ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο είλαη ην φηη ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο κπνξεί λα εθηηκεζεί γηα ηνλ 

ρξφλν t(j) γηα απηφ ην αληηθείκελν, σο 1- F(t
(j)
|κ

(j)
,y0

(j)
). Αλάκεζα ζηα n αληηθείκελα πνπ έρεη 

ην δείγκα, ζα κεηξάκε απφ ην 1 έσο ην n1 ,ηα αληηθείκελα κε παξαηεξήζηκνπο ρξφλνπο 
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ζαλάηνπ θαη απφ ην n1+1 έσο ην n, αληηθείκελα κε δεμηά απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο. 

Δπνκέλσο, ε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο γίλεηαη  

                  lnL(β,γ) = ∑ ln f(t(i)|κ(i)   
( )
)

n1
i=1  + ∑ ln01-F(t(j)|κ(j), y

0

(j)
)1n

j=n1+1
       (6.2.2.1)     

Ζ ζπλάξηεζε threg ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εθηίκεζε ησλ ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο ηνπ 

κνληέινπ ηεο παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ. Γηα λα θαζνξίζνπκε ηηο εηζφδνπο ζηελ 

δεηγκαηνιεπηηθή ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηεο εμίζσζεο (6.2.2.1), ρξεηάδνληαη 

ηα παξαθάησ δχν νξίζκαηα ζηελ ζπλάξηεζε threg : 

1) formula :  Έλα αληηθείκελν “formula” κε ηελ απφθξηζε ζηα αξηζηεξά ηνπ ηειεζηή ~, θαη ηηο 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ζηα δεμηά. Ζ απφθξηζε ζα πξέπεη λα είλαη έλα αληηθείκελν “Surv”, ην 

νπνίν καο δίλεη ε ζπλάξηεζε Surv απφ ην παθέην survival. ΢ηα δεμηά ηνπ ηειεζηή ~, πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηεζεί έλαο ηειεζηήο | , γηα ηνλ νπνίν ζηα αξηζηεξά ηνπ ηειεζηή | νη ρξήζηεο 

θαζνξίδνπλ αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηελ ζπλάξηεζε γξακκηθήο 

παιηλδξφκεζεο γηα ην ln(y0) ζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ θαη ζηα δεμηά ηνπ, νη 

ρξήζηεο θαζνξίδνπλ αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηελ ζπλάξηεζε 

γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο γηα ην κ ζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ. Δάλ νη ρξήζηεο 

ζέινπλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ κία ζηαζεξά ln(y0) ή κ, κπνξνχλ λα βάινπλ έλα 0 ή 1 ζαλ 

ζχκβνιν θξάηεζεο ζηα αξηζηεξά ή ζηα δεμηά ηνπ ηειεζηή |, αληί λα θαηαρσξήζνπλ ηηο 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο γηα ην ln(y0) ή ην κ. 

2) data : Καζνξίδεη ηα δεδνκέλα εηζφδνπ. Έλα ηέηνην ζχλνιν δεδνκέλσλ πξέπεη λα είλαη έλα 

ζχλνιν δεδνκέλσλ επηβίσζεο πνπ λα πεξηιακβάλεη ηνπιάρηζηνλ ηελ κεηαβιεηή ηνπ ρξφλνπ 

επηβίσζεο θαη ηελ απνθνκκέλε κεηαβιεηή. Γηα ηελ απνθνκκέλε κεηαβιεηή ην 1 ζα πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα ππνδεηθλχεη ηα άηνκα κε παξαηεξνχκελε απνηπρία θαη ην 0 γηα ηηο 

δεμηά απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο. Σν ζχλνιν ησλ δεδνκέλσλ κπνξεί επίζεο λα πεξηιακβάλεη  

θαη άιιεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο, πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο 

θαησθιίνπ. 

Ζ ζπλάξηεζε βειηηζηνπνίεζεο nlm  απφ ην παθέην stats ηεο βαζηθήο θαηαλνκήο ηεο R, 

ελζσκαηψλεηαη ζηελ εληνιή threg  γηα λα βξεζεί ην ειάρηζην ηεο ειαρηζηνπνηεκέλεο 

ινγαξηζκνπνηεκέλεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο ζηελ εμίζσζε (6.2.2.1) θαη λα πάξνπκε ηηο 

εθηηκήζεηο ησλ ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο γηα ηνπο 

ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο γηα ηα δηαλχζκαηα γ θαη β ζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο 
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θαησθιίνπ. Να ζεκεηψζνπκε εδψ φηη ε nlm βαζίδεηαη ζηελ επαλαιεπηηθή ζρέζε ηεο κεζφδνπ 

Newton- Raphson : 

                            ζ i+1 = ζi - [
 
2
h(ζ)

 ζ ζ
Σ  ζ=ζi]

-1
  (ζ)

 ζ
 ζ=ζi  ,               (6.2.2.2)                            

φπνπ ν πίλαθαο ηεο δεχηεξεο παξαγψγνπ θαιείηαη Δζζηαλφο πίλαθαο θαη ην δηάλπζκα ηεο 

πξψηεο παξαγψγνπ θαιείηαη θιίζε. Ζ ηαρχηεηα ζχγθιηζεο ηεο nlm είλαη αξθεηά γξήγνξε γηα 

ηελ ινγαξηζκνπνηεκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηνπ κνληέινπ παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ 

ζηελ εμίζσζε (6.2.2.1). ΢εκεηψλνπκε εδψ, φηη ίζσο εκθαληζηνχλ θάπνηα πξνεηδνπνηεηηθά 

κελχκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ ζπλάξηεζε nlm καδί κε ηα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο 

threg, φηαλ ν Δζηαλλφο πίλαθαο είλαη κε αληηζηξέςηκνο γηα ηηο ηηκέο κεξηθψλ ζεκείσλ 

εθθίλεζεο ηεο δηαδηθαζίαο Newton-Raphson, αιιά κπνξνχκε λα ηα αγλνήζνπκε. 

6.2.3 Τπνινγηζκόο αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο, κέζνδνο hr   

Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη ηελ ζπλάξηεζε threg κε κεηαβιεηέο πξφβιεςεο 

{X1,…,Xk,G} γηα ηελ πξφβιεςε ηνπ ln(y0) θαη ηνπ κ, ζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο 

θαησθιίνπ, φπνπ ην G είλαη κία θαηεγνξηθή κεηαβιεηή, ηφηε κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ηελ hr γηα λα εθηηκήζνπκε ηελ αλαινγία θηλδχλνπ γηα ην επίπεδν G=g σο πξνο ην επίπεδν 

G=0 , γηα έλα ζελάξην ζην νπνίν δίλνληαη νη ηηκέο ησλ ππφινηπσλ κεηαβιεηψλ θαη ηνπ ρξφλνπ                   

X1 = X1,…Xk-1 = Xk-1 θαη t=t0. Δπνκέλσο, ζέηνπκε (zg)T = (1, X1,…,Xk-1,g), θαη έηζη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ζπλάξηεζε threg, ηα y0 θαη κ κπνξνχλ λα εθηηκεζνχλ γηα ην δνζκέλν 

(zg)T σο εμήο : y
0̂

g
 = exp*(xg)T γ̂+ θαη  κ̂g =(xg)T β̂ , φπνπ γ̂ θαη β̂ είλαη ηα δηαλχζκαηα ησλ 

εθηηκψκελσλ ηηκψλ γηα ηηο κεηαβιεηέο παιηλδξφκεζεο (παξάγξαθνο 6.2.2).  Σψξα κπνξνχκε 

λα ππνινγίζνπκε ηηο εθηηκψκελεο ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο θαη επηβίσζεο ζε ρξφλν t0 σο εμήο: 

                                           f(t0|κ̂
g
, y
0̂

g
),                                             (6.2.3.1)                       

                              S(t0|κ̂
g
, y
0̂

g
) = 1 – F(t0|κ̂

g
, y
0̂

g
).                               (6.2.3.2)                          

΢πλερίδνληαο, ε εθηίκεζε ηεο ζπλάξηεζεο δηαθηλδχλεπζεο γηα ρξφλν t0, ππνινγίδεηαη σο εμήο: 

                        h(t0|κ̂
g
, y
0̂

g
) = 
  (t0  ̂

    ̂
 )

 (t0  ̂
    ̂

 )
  =  

  (t0  ̂
    ̂

 )

  –  (t0  ̂
    ̂

 )
 ,           (6.2.3.3) 
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φπνπ νη f(
.
) θαη F(

.
) δίλνληαη απφ ηηο εμηζψζεηο (4.2.2.1) θαη (4.2.2.2), ζέηνληαο φπνπ ζ

2
 ην 1, 

θαη αληηθαζηζηψληαο ηα y0 θαη κ κε ηηο εθηηκήζεηο ηνπο ζην επίπεδν g. Οκνίσο, αλ αιιάμνπκε 

ην επίπεδν κε αλαθνξάο g ζε επίπεδν αλαθνξάο 0, ηφηε παίξλνπκε ηα f(t0|κ̂
0
, y
0̂

0
), S(t0|κ̂

0
, 

y
0̂

0
) θαη h(t0|κ̂

0
, y
0̂

0
). Ζ αλαινγία θηλδχλνπ ηνπ επηπέδνπ G = g σο πξνο ην επίπεδν G = 0 ζην 

X1=X1,…,Xk-1 = Xk-1  θαη ζε ρξφλν t=t0 είλαη επνκέλσο : 

                              Αλαινγηθή δηαθηλδχλεπζε =  
h(t0|κ̂

g
, y
0̂
g
)

h(t0|κ̂
0
, y0̂
0
)
 .            (6.2.3.4) 

Υξεζηκνπνηψληαο ηνπο παξαπάλσ ηχπνπο, ε κέζνδνο hr γηα αληηθείκελα “threg” εθηηκάεη ηηο 

αλαινγίεο θηλδχλνπ γηα κία θαηεγνξηθή κεηαβιεηή  κε ηξία νξίζκαηα : var, scenario θαη 

timevalue. Οη ρξήζεηο ησλ ηξηψλ απηψλ νξηζκάησλ δίλνληαη παξαθάησ: 

object: έλα αληηθείκελν ηεο ηάμεο “threg” , ην νπνίν δίλεηαη απφ ηελ ζπλάξηεζε “threg”. 

1) var : θαζνξίδεη ην φλνκα ηεο θαηεγνξηθήο κεηαβιεηήο G, γηα ην νπνίν ππνινγίδνληαη νη 

αλαινγίεο θηλδχλνπ. ΢εκεηψλνπκε εδψ φηη ε θαηεγνξηθή κεηαβιεηή G , πνπ έρεη θαζνξηζηεί 

γηα ην φξηζκα var, ζα πξέπεη λα είλαη κία παξαγνληηθή κεηαβιεηή ζηελ R. Δάλ ην G δελ είλαη 

παξαγνληηθή κεηαβιεηή , ζα πξέπεη λα ηελ κεηαζρεκαηίζνπκε κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο factor  

ηεο R, θαη έπεηηα λα ηελ ζπκπεξηιάβνπκε ζην threg, γηα λα πξνζαξκφζνπκε ην κνληέιν 

παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ. ΢ηελ ζπλέρεηα, κπνξνχκε λα θαζνξίζνπκε απηήλ ηελ 

παξαγνληηθή κεηαβιεηή ζαλ φξηζκα ζην var ηεο ζπλάξηεζεο hr γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ 

αλαινγηψλ δηαθηλδχλεπζεο γηα ην G. 

2) timevalue: Καζνξίδεη ηελ επηζπκεηή ηηκή ηνπ ρξφλνπ, γηα ηελ νπνία ζέινπκε λα 

ππνινγίζνπκε ηηο αλαινγίεο δηαθηλδχλεπζεο. Μπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη δηάλπζκα 

γηα απηφ ην φξηζκα. 

3) scenario: Καζνξίδεη φιεο ηηο ηηκέο ησλ εθηηκεηψλ εθηφο απφ ην G. Ο θαζνξηζκφο απηψλ 

ησλ ηηκψλ αλαθέξεηαη σο scenario. Οη ππνινγηζκέλεο αλαινγίεο δηαθηλδχλεπζεο είλαη κε 

αλαθνξά σο πξνο ην θαζνξηζκέλν scenario. Γελ ρξεηάδεηαη λα θαζνξίζνπκε έλα επίπεδν ηηκήο 

γηα ηελ θαηεγνξηθή κεηαβιεηή G ζην φξηζκα scenario, αθνχ φια ηα επίπεδα κε αλαθνξάο g 

ηνπ G, απαξηζκνχληαη ζηνλ ππνινγηζκφ αλαινγηψλ δηαθηλδχλεπζεο  ζε ζρέζε κε ην επίπεδν 

αλαθνξάο. Σν επίπεδν αλαθνξάο επηιέγεηαη σο πξνο ην ρακειφηεξν επίπεδν ηεο θαηεγνξηθήο 

κεηαβιεηήο πνπ θαζνξίδεηαη ζην φξηζκα var, θαη φια ηα άιια επίπεδα απηήο ηεο 

παξαγνληηθήο κεηαβιεηήο είλαη επίπεδα κε αλαθνξάο. ΢εκεηψλνπκε εδψ, φηη ζην φξηζκα 

scenario, δελ παίδεη ξφιν ε ζεηξά ηεο παξνπζίαζεο ησλ κεηαβιεηψλ , θαη ν θάζε φξνο ηνπ 
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νξίζκαηνο ρσξίδεηαη κε +.  Αλ ην G είλαη ε κφλε εθηηκήηξηα ζην κνληέιν, ηφηε ην φξηζκα 

scenario δελ ρξεηάδεηαη. 

6.2.4 Κακπύιεο ησλ εθηηκώκελσλ ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο, 

δηαθηλδύλεπζεο θαη ππθλόηεηαο, κέζνδνο plot 

Ζ κέζνδνο plot  γηα threg αληηθείκελα, ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα απεηθνλίζεη ηα γξαθήκαηα ησλ 

εθηηκψκελσλ ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο, δηαθηλδχλεπζεο θαη ππθλφηεηαο γηα δηαθνξεηηθά 

επίπεδα γηα κία παξαγνληηθή κεηαβιεηή πξφβιεςεο, ε νπνία έρεη ζπκπεξηιεθζεί ζηελ 

παιηλδξφκεζε θαησθιίνπ απφ ην threg. 

Απφ ηηο εμηζψζεηο (6.2.3.1) - (6.2.3.3) κπνξνχλ λα ππνινγηζζνχλ νη εθηηκήζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο, δηαθηλδχλεπζεο θαη ππθλφηεηαο, γηα δνζκέλν ρξφλν t0. Δάλ 

αληηθαηαζηήζνπκε ην t0 κε t, ην νπνίν ηξέρεη γηα φινπο ηνπο παξαηεξήζηκνπο ρξφλνπο ησλ 

δεδνκέλσλ, νη εμηζψζεηο (6.2.3.1) - (6.2.3.3), γίλνληαη ζπλαξηήζεηο ηνπ ρξφλνπ t ζην επίπεδν 

g, θαη νη θακπχιεο απηψλ ησλ ζπλαξηήζεσλ κπνξνχλ λα παξαζηαζνχλ γξαθηθά. ΋ηαλ 

επηθαιχπηνπκε ηηο θακπχιεο δηαθνξεηηθψλ επηπέδσλ ηνπ G ζε κία γξαθηθή παξάζηαζε, 

κπνξνχκε λα ζπγθξίλνπκε ηηο αληίζηνηρεο εθηηκήζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ ζε δηαθνξεηηθά 

επίπεδα ηνπ G. Απηά ηα είδε ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ κπνξνχλ λα καο δψζνπλ πξφζζεηεο 

πιεξνθνξίεο γηα ηελ έξεπλα. Ζ κέζνδνο plot γηα αληηθείκελα threg, δεκηνπξγεί ηα γξαθήκαηα 

κε ηα αθφινπζα νξίζκαηα : 

1) object: έλα αληηθείκελν “threg” , ην νπνίν δίλεηαη απφ ηελ ζπλάξηεζε “threg”. 

2) var : θαζνξίδεη ην φλνκα ηεο θαηεγνξηθήο κεηαβιεηήο G, γηα θάζε επίπεδν  ηνπ νπνίνπ ηα 

γξαθήκαηα ζα δεκηνπξγνχληαλ κε βάζε ην δνζκέλν scenario. Ζ ρξήζε ηνπ νξίζκαηνο var 

είλαη ε ίδηα φπσο ζηελ κέζνδν hr. 

3) scenario: Καζνξίδεη ηηο ηηκέο γηα φιεο ηηο εθηηκήηξηεο εθηφο απφ ηo G. Ζ ρξήζε ηνπ 

νξίζκαηνο scenario είλαη ε ίδηα φπσο ζηελ κέζνδν hr. 

4) graph: Καζνξίδεη ηνλ ηχπν ησλ θακππιψλ πνπ ζα δεκηνπξγεζνχλ. Ζ επηινγή “hz” είλαη γηα 

λα απεηθνλίζνπκε ηελ θακπχιε ηεο ζπλάξηεζεο δηαθηλδχλεπζεο, ε επηινγή “sv” είλαη γηα λα 

απεηθνλίζνπκε ηελ θακπχιε ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο θαη ε επηινγή “ds” είλαη γηα λα 

απεηθνλίζνπκε ηελ θακπχιε ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο. 

5) nolegend: Eάλ δελ ζέινπκε λα βάινπκε ιεδάληεο ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηφηε ην φξηζκα 

nolegend είλαη ίζν κε 1. ΢εκεηψλνπκε φηη αθφκα θαη αλ ζέζνπκε ην  nolegend ίζν κε 1, 

κπνξνχκε αθφκα λα πξνζζέζνπκε ιεδάληεο, αθνχ δεκηνπξγεζεί ην γξάθεκα, 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ζπλάξηεζε legend ηεο R. 
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6) nocolor: εάλ ζέινπκε λα απεηθνλίζνπκε φιεο ηηο θακπχιεο ζε καχξν ρξψκα, ηφηε ζέηνπκε 

ην φξηζκα nocolor ίζν κε 1. 

6.2.5 Πξνβιέςεηο 

Ζ κέζνδνο predict γηα ηα αληηθείκελα threg , κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα πξνβιέςνπκε 

ηελ αξρηθή ηηκή ηεο θαηάζηαζεο πγείαο y0, ηελ ηηκή ηεο πνξείαο ηεο δηαδηθαζίαο ηεο πγείαο κ, 

ηελ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ ρξφλνπ επηβίσζεο f(t| κ, y0), ηελ ζπλάξηεζε 

επηβίσζεο S(t| κ, y0) θαη ηελ ζπλάξηεζε δηαθηλδχλεπζεο h(t| κ, y0) γηα θαζνξηζκέλν scenario 

θαη ρξφλν. Σν θαζνξηζκέλν scenario είλαη παξφκνην κε απηφ ησλ κεζφδσλ hr θαη plot. Ζ κφλε 

δηαθνξά είλαη φηη εδψ πξέπεη λα παξέρνπκε ηηο ηηκέο scenario γηα ηηο ςεπδνκεηαβιεηέο , νη 

νπνίεο πξνέξρνληαη απφ ηελ παξαγνληηθή κεηαβιεηή G, φηαλ ρξεζηκνπνηνχκε ηελ κέζνδν 

predict, ελψ δελ ρξεηάδεηαη λα παξέρνπκε απηέο ηηο ηηκέο φηαλ ρξεζηκνπνηνχκε ηηο hr θαη plot, 

αθνχ ην πξφγξακκα ζα ππνινγίζεη απηφκαηα φια ηα επίπεδα ησλ hr θαη plot. Ζ κέζνδνο 

predict έρεη ηξία νξίζκαηα: 

1) object: έλα αληηθείκελν “threg” , ην νπνίν δίλεηαη απφ ηελ ζπλάξηεζε “threg”. 

2) timevalue: Καζνξίδεη ηελ επηζπκεηή ηηκή ηνπ ρξφλνπ, γηα ηελ νπνία ππνινγίδνληαη νη 

πξνβιεπφκελεο ηηκέο. Μπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη δηάλπζκα γηα απηφ ην φξηζκα. Αλ 

απηφ ην δηάλπζκα παξαιεθζεί, ηφηε φιεο νη πξνβιεπφκελεο ηηκέο ηεο έξεπλαο, ζα 

ππνινγηζζνχλ. 

3) scenario: Καζνξίδεη φιεο ηηο ηηκέο ησλ παξαγφλησλ ζπκπεξηιακβάλνληαο θαη ηηο 

ςεπδνκεηαβιεηέο νη νπνίεο πθίζηαληαη γηα ηνλ παξάγνληα G. Αλ απηφ ην δηάλπζκα 

παξαιεθζεί, ηφηε φιεο νη πξνβιεπφκελεο ηηκέο ηνπ ρξφλνπ, ζα ππνινγηζζνχλ θαη ζε απηήλ 

ηελ πεξίπησζε νη ηηκέο ησλ ζπκκεηαβιεηψλ γηα θάζε αληηθείκελν ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηηο 

αληίζηνηρεο ηηκέο ηνπ scenario. 

 

6.2.6 Δθαξκνγή ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ παξέρνληαη από ην 

παθέην threg ηεο R (Eθαξκνγή 2
ε
) 

Οη Xiao et al. (2015) αλέιπζαλ ηελ εθαξκνγή ηεο παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ πάλσ ζε 

δεδνκέλα δηάξθεηαο δσήο, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ παξέρνληαη απφ ην παθέην 

threg. Υξεζηκνπνίεζε έλα ζχλνιν δεδνκέλσλ πνπ πεξηέρεη 137 αζζελείο κε νμεία ιεπραηκία 

(Πίλαθαο 6.2.6.1) πνπ ππνβάιινληαη ζε ζεξαπεία κεηακφζρεπζεο κπεινχ ησλ νζηψλ, ε νπνία 

είλαη ε πην ζπλεζηζκέλε ζεξαπεία γηα νμεία ιεπραηκία. Ζ αλάξξσζε, ε νπνία αθνινπζεί κεηά  
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      group time  indicator recipient_age donor_age recipient_sex donor_sex  recipient_cmv donor_cmv waiting_time fab mtx 

1       1      2081      0                26               33                 1                  0                      1                     1                 98           0     0 

2       1     1602       0                21               37                 1                  1                     0                     0              1720          0     0 

3       1     1496       0                26               35                 1                  1                      1                     0                 127         0     0 

4       1     1462       0                17               21                 0                  1                      0                      0                168         0     0 

5       1     1433       0                32               36                 1                  1                     1                      1                  93          0    0 

 

Πίλαθαο 6.2.6.1 : Απφζπαζκα δεδνκέλσλ κε πεγή αλαθνξάο: Klein θαη Moeschberger, 2003 

 

ηελ κεηακφζρεπζε κπεινχ ησλ νζηψλ, εμαξηάηαη απφ αξθεηνχο παξάγνληεο θηλδχλνπ, νη 

νπνίνη είλαη γλσζηνί ηελ ζηηγκή ηεο κεηακφζρεπζεο. ΢ηα παξαδείγκαηα πνπ αθνινπζνχλ, 

επηιέρζεθαλ ηξεηο παξάγνληεο θηλδχλνπ, νη νπνίνη ζεσξνχληαη σο πην ζεκαληηθνί, γηα ηηο 

ζπλαξηήζεηο πνπ παξέρεη ην παθέην threg. Απηνί νη ηξεηο παξάγνληεο θηλδχλνπ είλαη : 

 

1. Ζ ειηθία ηνπ αζζελή (ε κεηαβιεηή recipient_age) 

2. Καηεγνξίεο θηλδχλνπ πνπ βαζίδνληαη ζηελ θαηάζηαζε ησλ αζζελψλ ηελ ζηηγκή 

ηεο κεηακφζρεπζεο (ε κεηαβιεηή group). Απηέο νη θαηεγνξίεο είλαη:  νμεία 

ιεκθνβιαζηηθή ιεπραηκία (κε θσδηθφ 1 γηα ην group), νμεία κπεινθπηηαξηθή 

ιεπραηκία ρακεινχ θηλδχλνπ (κε θσδηθφ 2 γηα ην group) θαη νμεία 

κπεινθπηηαξηθή ιεπραηκία πςεινχ θηλδχλνπ (κε θσδηθφ 3 γηα ην group) 

3. Ζ French- American- British (FAB) ηαμηλφκεζε βάζεη ηππηθψλ κνξθνινγηθψλ 

θξηηεξίσλ (ε κεηαβιεηή fab), ε νπνία θσδηθνπνηείηαη κε 1, εάλ ν αζζελήο 

πάζρεη απφ νμεία ιεκθνβιαζηηθή ιεπραηκία κε ηαμηλφκεζε FAB ησλ Μ4 ή Μ5, 

θαη 0 δηαθνξεηηθά. Οη παξαπάλσ αζζελείο ζεσξνχληαη φηη έρνπλ απμεκέλν 

πηζαλφ θίλδπλν ππνηξνπήο ή ζαλάηνπ πνπ ζρεηίδεηαη κε ηελ ζεξαπεία. 

Ζ κεηαβιεηή ηνπ ρξφλνπ ηεο κειέηεο (ρξφλνο ππνηξνπήο, ζαλάηνπ ή ηέινπο ηεο κειέηεο) 

είλαη ε time (κεηξεκέλνο ζε εκέξεο) θαη ε απνθνκκέλε κεηαβιεηή indicator είλαη δείθηεο, ν 

νπνίνο θσδηθνπνηείηαη κε 1, γηα ζάλαην ή ππνηξνπηαζκφ, θαη 0, δηαθνξεηηθά). Ζ κέγηζηε 

παξαθνινχζεζε γηα απηνχο ηνπο 137 αζζελείο ήηαλ 7 έηε. 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ ζπλάξηεζε threg, (βιέπε Παξάγξαθν 6.2.1) ηελ νπνία εηζάγακε 

πξνεγνπκέλσο, γίλεηαη ε πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ γηα ην ζχλνιν 
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ησλ 137 αζζελψλ πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ, νη νπνίνη ππνβιήζεθαλ ζε κεηακφζρεπζε 

κπεινχ ησλ νζηψλ (γηα εληνιέο ζηελ R, βιέπε παξάξηεκα Β,3a). Οη κεηαβιεηέο recipient_age  

θαη fab ρξεζηκνπνηνχληαη σο νη εθηηκήζεηο γηα ην ln(y0) θαη ηα group θαη fab σο εθηηκήζεηο 

γηα ην κ. Να ζεκεηψζνπκε εδψ, φηη γίλεηαη ε κεηαηξνπή ησλ κεηαβιεηψλ fab θαη group, ζε 

παξαγνληηθέο κεηαβιεηέο f.group θαη f.fab, αθνχ είλαη θαηεγνξηθέο. Απφ ηα απνηειέζκαηα 

ηεο R πνπ θαίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 6.2.6.2, ζπκπεξαίλνπκε φηη θαη νη ηξεηο εθηηκεηέο είλαη 

ζεκαληηθνί.  

Call: 

threg(formula = Surv(time, indicator) ~ recipient_age + f.fab |  

    f.group + f.fab, data = bmt) 

 

                                        coef           se(coef)                   z              p 

lny0: (Intercept)        3.09629902    0.276452140      11.2001268     <0.01 

lny0: recipient_age   -0.03196957   0.007711182      -4.1458717     3.4e-05 

lny0: f.fab1                -0.42065450   0.177761812      -2.3663941    1.8e-02 

  mu: (Intercept)          0.01493740     0.009118815     1.6380856     1.0e-01 

  mu: f.group2              0.02679506     0.011619710     2.3060005    2.1e-02 

  mu: f.group3              0.01281571     0.013266828     0.9659962    3.3e-01 

  mu: f.fab1                 -0.02396574     0.010601310    -2.2606397    2.4e-02 

        Log likelihood =-674.64, AIC =1363.28   

Πίλαθαο 6.2.6.2: Απνηειέζκαηα ηεο πξνζαξκνγήο ηνπ κνληέινπ παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ 

γηα ηα δεδνκέλα ησλ 137 αζζελψλ 

΢ηελ ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηψληαο ηελ κέζνδν hr (βιέπε Παξάγξαθν 6.2.3), ππνινγίδνπκε ηελ 

αλαινγία δηαθηλδχλεπζεο γηα ηελ παξαγνληνπνηεκέλε κεηαβιεηή ηνπ group, f.group, 

ρξεζηκνπνηψληαο ην ζελάξην φηη ν αζζελήο είλαη 18 ρξνλψλ, ε κεηαβιεηή FAB είλαη ίζε κε 0 
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θαη ν ρξφλνο είλαη 500 κέξεο (γηα εληνιέο ζηελ R, βιέπε παξάξηεκα Β,3b). Σα απνηειέζκαηα 

θαίλνληαη παξαθάησ:   

           timevalue    f.group2       f.group3 

[1,]       500         0.3691302    0.6379671 

Ζ κέζνδνο plot ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ απεηθφληζε ησλ θακππιψλ ηεο ζπλάξηεζεο 

επηβίσζεο, ηεο δηαθηλδχλεπζεο θαη ηεο ππθλφηεηαο αληίζηνηρα, γηα ηα δηαθνξεηηθά επίπεδα 

ηεο κεηαβιεηήο f.group. Σν ζελάξην παξακέλεη ην ίδην κε πξνεγνπκέλσο, δειαδή φηη ν 

αζζελήο είλαη 18 ρξνλψλ θαη ε κεηαβιεηή FAB είλαη ίζε κε 0 (γηα εληνιέο ζηελ R, βιέπε 

παξάξηεκα Β,3c). Σα ηξία γξαθήκαηα παξαηίζεληαη παξαθάησ: 

 

Γξάθεκα 6.2.6.1: Οη εθηηκψκελεο ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο ηεο παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ γηα 

ηα δεδνκέλα κεηακφζρεπζεο κπεινχ ησλ νζηψλ. 
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Γξάθεκα 6.2.6.2 : Οη εθηηκψκελεο ζπλαξηήζεηο δηαθηλδχλεπζεο ηεο παιηλδξφκεζεο 

θαησθιίνπ γηα ηα δεδνκέλα κεηακφζρεπζεο κπεινχ ησλ νζηψλ. 

 

Γξάθεκα 6.2.6.3 : Οη εθηηκψκελεο ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο ηεο παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ 

γηα ηα δεδνκέλα κεηακφζρεπζεο κπεινχ ησλ νζηψλ. 

0 500 1000 1500 2000 2500

0
.0

0
0

0
0

.0
0

0
5

0
.0

0
1

0
0

.0
0

1
5

0
.0

0
2

0
0

.0
0

2
5

time

E
s
ti
m

a
te

d
 h

(t
)

f.group = 1

f.group = 2

f.group = 3

0 500 1000 1500 2000 2500

0
.0

0
0

0
0

.0
0

0
5

0
.0

0
1

0
0

.0
0

1
5

0
.0

0
2

0
0

.0
0

2
5

time

E
s
ti
m

a
te

d
 f
(t

)

f.group = 1

f.group = 2

f.group = 3



96 
 

 

Σέινο, κέζσ ηεο κεζφδνπ predict γίλεηαη ν ππνινγηζκφο ησλ εθηηκψκελσλ ηηκψλ γηα ην 

scenario ζχκθσλα κε ην νπνίν ν αζζελήο είλαη 18 ρξνλψλ, ε κεηαβιεηή FAB είλαη ίζε κε 0 

θαη ε κεηαβιεηή risk category είλαη ίζε κε 3 γηα ρξφλν 2000 κέξεο (γηα εληνιέο ζηελ R, βιέπε 

παξάξηεκα Β,3c). Σν απνηέιεζκα ηεο R είλαη ην αθφινπζν: 

 

timevalue       y0                   mu                   f                     S                      h 

[1,]   2000        12.43912     0.02775311   1.749514e-05   0.5184183   3.374714e-05 

 

 

6.2.7 Δθαξκνγή κε αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο (εθαξκνγή 

3
ε
) 

΢ε απηήλ ηελ παξάγξαθν ζα θάλνπκε κία ζχληνκε ζχγθξηζε κεηαμχ ηεο παιηλδξφκεζεο 

θαησθιίνπ θαη ηεο παιηλδξφκεζεο αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο ηνπ Cox, ρξεζηκνπνηψληαο ηα 

δεδνκέλα lkr, ηα νπνία είλαη έλα ζχλνιν δεδνκέλσλ αζζελψλ κε ιεπραηκία ζε χθεζε 

(Πίλαθαο 6.2.7.1).  

         weeks     relapse     treatment1     treatment2      wbc3cat 

1           1              1                0                    1                 2 

2           1              1                0                    1                 3 

3           2              1                0                    1                 3 

4           2              1                0                    1                 3 

5           3              1                0                    1                 3 

 

Πίλαθαο 6.2.7.1 :  Απφζπαζκα δεδνκέλσλ κε πεγή αλαθνξάο: Garrett (1997). 

 

 

΢ε απηφ ην ζχλνιν δεδνκέλσλ ππάξρνπλ 42 αζζελείο. Οη κεηαβιεηέο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ 

είλαη νη εμήο: 
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weeks: θαηξφο (κεηξεκέλνο ζε εβδνκάδεο) πνπ παξέκεηλαλ ζε χθεζε 

relapse: εάλ ππνηξνπίαζαλ νη αζζελείο (1=λαη, 0= φρη) 

treatment1: 1=drug A, 0=standard, 21 αζζελείο έιαβαλ έλα λέν πεηξακαηηθφ θάξκαθν (drug 

A) θαη νη ππφινηπνη 21 έιαβαλ έλα ζπλεζηζκέλν θάξκαθν 

treatment2: 1=drug B , 0=standard, 20 αζζελείο έλα δηαθνξεηηθφ θάξκαθν (drug B), ελψ 

ζηνπο ππφινηπνπο 22 δφζεθε έλα ζπλεζηζκέλν θάξκαθν 

wbc3cat: 1= θαλνληθφο, 2= κέηξηνο, 3= πςειφο, αξηζκφο ησλ ιεπθψλ αηκνζθαηξίσλ, ν νπνίνο 

είλαη έλαο ηζρπξφο δείθηεο παξνπζίαο ηεο ιεπραηκίαο 

Ζ κεηαβιεηή treatment2 παξαβηάδεη ηελ ππφζεζε ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο, φπσο ζα 

δνχκε παξαθάησ. Δπνκέλσο, επηθεληξσλφκαζηε ζε απηήλ ηελ κεηαβιεηή γηα λα δείμνπκε ην 

πιενλέθηεκα ηνπ κνληέινπ ηεο παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ σο πξνο ην κνληέιν ηνπ Cox, φηαλ 

παξαβηάδεηαη ε ππφζεζε ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο.  

Αξρηθά, θάλνπκε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο κε παξακεηξηθήο εθηηκήηξηαο Kaplan- Meier 

ησλ θακππιψλ επηβίσζεο γηα ηα δχν επίπεδα ηεο κεηαβιεηήο treatment2 (γηα εληνιέο ζηελ R, 

βιέπε παξάξηεκα Β,4a), ε νπνία παξνπζηάδεηαη παξαθάησ, ζην Γξάθεκα 6.2.7.1.  

 

Γξάθεκα 6.2.7.1 : Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο Kaplan-Meier γηα ηελ κεηαβιεηή treatment2 γηα 

ηα δεδνκέλα lkr. 
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Απφ ην Γξάθεκα 6.2.7.1, κπνξνχκε λα δνχκε θαζαξά, φηη νη δχν θακπχιεο επηβίσζεο 

δηαζηαπξψλνπλ ε κία ηελ άιιε. Πξηλ απφ ην ρξνληθφ ζεκείν, πεξίπνπ ηεο 12
εο

 εβδνκάδαο, ε 

εθηηκψκελε πηζαλφηεηα επηβίσζεο (πηζαλφηεηα παξακνλήο ζε χθεζε) γηα ηελ νκάδα πνπ 

ρξεζηκνπνίεζε ην drugB είλαη ρακειφηεξε απφ ηελ νκάδα πνπ ρξεζηκνπνίεζε ηελ standard 

ζεξαπεία. Χζηφζν, απφ εθείλν ην ρξνληθφ ζεκείν θαη έπεηηα ηα πξάγκαηα αληηζηξέθνληαη, 

δειαδή ε εθηηκψκελε πηζαλφηεηα επηβίσζεο γηα ηελ νκάδα πνπ ρξεζηκνπνίεζε ην drugB 

γίλεηαη πςειφηεξε απφ ηελ νκάδα πνπ ρξεζηκνπνίεζε ηελ standard ζεξαπεία. Σν φηη νη δχν 

θακπχιεο επηβίσζεο δηαζηαπξψλνληαη, ζεκαίλεη φηη δελ ηθαλνπνηείηαη ε ππφζεζε ηεο 

αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο, γεγνλφο ην νπνίν δελ καο επηηξέπεη λα εθαξκφζνπκε ην κνληέιν 

ηνπ Cox.  

Απφ ηελ άιιε, ην κνληέιν ηεο παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ, ην νπνίν βαζίδεηαη ζηελ 

δηαδηθαζία Wiener, δελ πξνυπνζέηεη λα ηζρχεη ε ππφζεζε ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο. 

Δπνκέλσο, κπνξνχκε λα εθαξκφζνπκε απηφ ην κνληέιν ζηελ κεηαβιεηή treatment2, 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ζπλάξηεζε threg θαη ηα απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη παξαθάησ ζηνλ 

Πίλαθα 6.2.7.2 (γηα εληνιέο ζηελ R, βιέπε παξάξηεκα Β,4b). 

  

Call: 

threg(formula = Surv(weeks, relapse) ~ f.treatment2 | f.treatment2,  

    data = lkr) 

 

                                 coef                se(coef)         z               p 

lny0: (Intercept)    2.0097844      0.1705141   11.786620    0.0e+00 

lny0: f.treatment21 -1.2739233    0.2441634   -5.217504    1.8e-07 

  mu: (Intercept)   -0.5886165     0.1340127    -4.392246     1.1e-05 

  mu: f.treatment21  0.5888365  0.1535081      3.835866    1.3e-04 

 

Log likelihood =-104.64, AIC =217.28  

 

Πίλαθαο 6.2.7.2 : Απνηειέζκαηα ηεο πξνζαξκνγήο ηεο κεηαβιεηήο treatment2, 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ζπλάξηεζε threg   

΢ηε ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ κέζνδν plot  γηα ηα “threg” αληηθείκελα, θάλνπκε ηελ 

γξαθηθή παξάζηαζε ησλ εθηηκψκελσλ θακππιψλ επηβίσζεο γηα ηα δχν επίπεδα ηεο 

κεηαβιεηήο treatment2, (γηα εληνιέο ζηελ R, βιέπε παξάξηεκα Β,4c)ην νπνίν εκθαλίδεηαη ζην 

Γξάθεκα 6.2.7.2. 
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Γξάθεκα 6.2.7.2 :  Δθηηκψκελεο ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο ηεο παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ γηα 

ηελ κεηαβιεηή treatment2 γηα ηα δεδνκέλα lkr. 

 

Μπνξνχκε λα δνχκε ζην Γξάθεκα 6.2.7.2, φηη ε δηαζηαχξσζε ησλ δχν εθηηκψκελσλ 

θακππιψλ επηβίσζεο ησλ δχν επηπέδσλ ηεο κεηαβιεηήο treatment2 πνπ είρακε ζπλαληήζεη 

ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο Kaplan-Meier (Γξάθεκα 6.2.7.1), απεηθνλίδεηαη επίζεο θαη ζην 

Γξάθεκα 6.2.7.2. Χζηφζν, αλ ηειηθά εθαξκφζσ ην κνληέιν ηνπ Cox, νη εθηηκψκελεο 

θακπχιεο επηβίσζεο ησλ δχν νκάδσλ, απνηπγράλνπλ λα απεηθνλίζνπλ ηελ δηαζηαχξσζε, 

φπσο θαίλεηαη ζην Γξάθεκα 6.2.7.3.  
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Γξάθεκα 6.2.7.3: Δθηηκψκελεο ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο ηεο παιηλδξφκεζεο ηνπ Cox γηα ηα 

δεδνκέλα lkr. 

 

΢ηε ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ κέζνδν hr γηα ηα “threg” αληηθείκελα γηα vα 

ππνινγίζνπκε ηελ αλαινγία ηεο δηαθηλδχλεπζεο (δειαδή ηελ πηζαλφηεηα εκθάληζεο ηεο 

ιεπραηκίαο ηεο νκάδαο κε ην θάξκαθν Β ζε ζρέζε κε ην standard θάξκαθν)  ζε δηαθνξεηηθά 

ρξνληθά ζεκεία, απνθαιχπηνληαη ηα πιενλεθηήκαηα ηνπ κνληέινπ ηεο παιηλδξφκεζεο 

θαησθιίνπ σο πξνο ην κνληέιν ηνπ Cox, φηαλ δελ ηζρχεη ε ππφζεζε ηεο αλαινγηθήο 

δηαθηλδχλεπζεο. Δθαξκφδνληαο ηελ κέζνδν γηα ηελ 5
ε
 εβδνκάδα ην απνηέιεζκα είλαη 2.08. 

Οκνίσο, εθαξκφδνληαο ηελ κέζνδν hr γηα ηελ 20
ε
 εβδνκάδα, ε αλαινγία ηεο δηαθηλδχλεπζεο 

πξνθχπηεη ίζε κε 0.12(γηα εληνιέο ζηελ R, βιέπε παξάξηεκα Β,4e).  

Δίλαη πξνθαλέο φηη ε αλαινγία ηεο δηαθηλδχλεπζεο δηαθέξεη αξθεηά αλάκεζα ζηελ 5
ε
 θαη ηελ 

20
ε
 εβδνκάδα. Παξαηεξνχκε φηη ηελ 20

ε
 εβδνκάδα κεηψλεηαη θαηαθφξπθα θαη θηάλεη ζηελ 

ηηκή 0.12. Να ηνλίζνπκε εδψ φηη ε νκάδα αλαθνξάο είλαη ε νκάδα κε ην standard θάξκαθν. Ζ 

αιιαγή ηεο αλαινγίαο δηαθηλδχλεπζεο κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ είλαη αξθεηά κεγάιε θαη 

καο απνθαιχθζεθε κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο threg. Παξαθάησ, ζην Γξάθεκα 6.2.7.4, βιέπνπκε 

ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ησλ εθηηκψκελσλ ζπλαξηήζεσλ δηαθηλδχλεπζεο, ηελ νπνία θηηάμακε 

κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο threg. Παξαηεξνχκε φηη νη θακπχιεο ηεο ζπλάξηεζεο δηαθηλδχλεπζεο 

ησλ δχν δηαθνξεηηθψλ ζεξαπεηψλ δηαζηαπξψλνληαη θαη έηζη εμεγείηαη γηαηί ε εθηηκψκελε 
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αλαινγία δηαθηλδχλεπζεο ηεο νκάδαο κε ην θάξκαθν Β σο πξνο ηελ νκάδα κε ην standard 

θάξκαθν κεηψλεηαη απφ έλαλ αξηζκφ, ν νπνίνο είλαη κεγαιχηεξνο ηνπ 1, (2.08), ζε έλαλ 

αξηζκφ κηθξφηεξν ηνπ 1(0.12). 

 

Γξάθεκα 6.2.7.4: Δθηηκψκελεο ζπλαξηήζεηο δηαθηλδχλεπζεο ηεο παιηλδξφκεζεο θαησθιίνπ 

γηα ηα δεδνκέλα lkr.   

 

Απφ ηελ άιιε, κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε κία ζηαζεξή αλαινγία δηαθηλδχλεπζεο κέζσ ηνπ 

κνληέινπ ηνπ Cox (0.73). Απηή ε ηηκή παξακέλεη ζηαζεξή ζε  φιν ην ρξνληθφ δηάζηεκα, γηα 

ηελ νκάδα κε ην drug B σο πξνο ηε νκάδα κε ην standard θάξκαθν, ιφγσ ηεο ππφζεζεο ηεο 

αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο. Πξνθαλψο, ην απνηέιεζκα απηφ είλαη παξαπιαλεηηθφ.            
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Α 

Σα δεδνκέλα ηεο παξαγξάθνπ 6.1.3 

                                                  Αληηθείκελν 

Υξφλνο               1                    2                   3                     4                   5 

(α) Θεξκνθξαζία δνθηκαζίαο  200 °C. 

0.496         -0.120682     -0.118779      -0.123600       -0.126501    -0.124359 

0.688         -0.112403     -0.109853      -0.115186       -0.118941    -0.111966 

0.856         -0.103608     -0.101593      -0.105657       -0.110288    -0.107869 

1.024         -0.096047     -0.094567      -0.098569       -0.103419    -0.100304 

1.192         -0.085673     -0.084698      -0.088613       -0.095465    -0.085916 

1.360         -0.077677     -0.076070      -0.079332       -0.084769    -0.077947 

2.008         -0.045218     -0.040623      -0.045835       -0.052268    -0.045597 

2.992          0.000526      0.004237        0.000533       -0.008265     0.000524 

4.456          0.059261      0.063742        0.061032        0.051139     0.059544 

5.608          0.093394      0.095117        0.093612        0.082414     0.084912 

(β) Θεξκνθξαζία δνθηκαζίαο  240°C. 

0.160         -0.005152    -0.019888       -0.045961       -0.023188    -0.044267 

0.328          0.056930     0.046278         0.015198         0.040737     0.018173 

0.496          0.112631     0.101628         0.067119         0.095504     0.072214 

0.688          0.173202     0.162705         0.128670         0.156129     0.131555 

0.856          0.214266     0.202604         0.168271         0.196349     0.171394 

1.024          0.272668     0.257563         0.221611         0.250900     0.225281 

1.192          0.311422     0.297875         0.260910         0.291937     0.266314 
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1.360          0.351988     0.338902         0.302126         0.332887     0.306105 

2.008          0.489847     0.461855         0.440738         0.473130     0.443941 

2.992          0.656780     0.629991         0.606275         0.638651     0.611724 

4.456          0.851985     0.798431         0.834114         0.798457             - 

(γ) Θεξκνθξαζία δνθηκαζίαο  260°C. 

0.160          0.123360     0.127605         0.120759         0.105206     0.120115 

0.328          0.251084     0.254944         0.247156         0.232389     0.247949 

0.496          0.393107     0.394496         0.391516         0.375789     0.388406 

0.688          0.517137     0.518485         0.513872         0.500556     0.511850 

0.856          0.598797     0.599265         0.595704         0.583362     0.595220 

1.024          0.693925     0.694445         0.688930         0.679117     0.690324 

1.192          0.774347     0.774428         0.770313         0.758314     0.770782 

Πίλαθαο 6.1.3.1: Γεδνκέλα δνθηκήο θαισδίσλ ζέξκαλζεο. Ζ θζνξά κεηξάηαη σο ν θπζηθφο 

ινγάξηζκνο ηεο αληνρήο. Ο ρξφλνο κεηξάηαη ζε ρηιηάδεο ψξεο. Ζ παχια δειψλεη κία ηηκή πνπ 

ιείπεη (Πεγή: Whitmore θαη Schenkelberg, 1997). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 

Πξνγξάκκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ R 

1a) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.1.3.1 

#Πεξλάσ ηα δεδνκέλα γηα ηελ ζεξκνθξαζία 200°C 

group1<-c(0.496,0.688,0.856,1.024,1.192,1.360,2.008,2.992,4.456,5.608) 

group2<-c(-0.120682,-0.112403,-0.103608,-0.096047,-0.085673,-0.077677,-
0.045218,0.000526,0.059261, 0.093394) 

group3<-c(-0.118779,-0.109853,-0.101593,-0.094567,-0.084698,-0.076070,-
0.040623,0.004237,0.063742,0.095117) 

group4<-c(-0.123600,-0.115186,-0.105657,-0.098569,-0.088613,-0.079332,-
0.045835,0.000533,0.061032,0.093612) 

group5<-c(-0.126501,-0.118941,-0.110288,-0.103419,-0.095465,-0.084769,-0.052268,-
0.008265,0.051139,0.082414) 

group6<-c(-0.124359,-0.111966,-0.107869,-0.100304,-0.085916,-0.077947,-
0.045597,0.000524,0.059544,0.084912) 

T200<-list(r=group1,W1=group2,W2=group3,W3=group4,W4=group5,W5=group6) 

#Φηηάρλσ ηελ ζπλάξηεζε κέγηζηεο  πηζαλνθάλεηαο θαη ηελ κεγηζηνπνηψ γηα λα 

βξσ ηα δ, ι, λ 

n<-length(T200$r) 

t<-function(λ),1-exp(-λ*T200$r)- 

δ<-function(λ),(T200$W1*n+-T200$W1*1+)/(t(λ)*n+-t(λ)*1+)- 

Δt<-function(λ),diff(t(λ))- 

S<-function(λ),((diff(T200$W1)-(δ(λ)*Δt(λ)))^2)/Δt(λ)- 

v<-function(λ),sum(S(λ)/n)- 

L<-function(λ),(2*pi*v(λ))^(-n/2)*prod((Δt(λ))^(-1/2))*exp(-n/2)} 

logL<-function(λ),-log(L(λ))- 

o<-optim(λ <- c(0.1), logL, hessian=TRUE) 
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est2001<-c(δ(o$par),o$par, v(o$par)) 

#Οκνίσο ηα θάλσ φια (δειαδή θαη γηα ηα 5 πξντφληα αιιάδνληαο ην W1 ζε 

W2,W3,W4,W5 αληίζηνηρα) 

est200<-c(est2001,est2002,est2003,est2004,est2005) 

dim(est200)<-c(3,5) 

est200 

             [,1]                    [,2]               [,3]                [,4]             [,5] 

[1,] 0.491761        0.451204     0.470917    0.467334     0.374491 

[2,] 0.121387        0.138672     0.132734     0.126406    0.185547 

[3,] 0.000084        0.000115     0.000109     0.000151    0.000353 

#Κάλσ ηα ίδηα βήκαηα θαη γηα ηηο ζεξκνθξαζίεο 240°C θαη 260°C 

g1<-c(0.160,0.328,0.496,0.688,0.856,1.024,1.192,1.360,2.008,2.992,4.456) 

g2<-c(-
0.005152,0.056930,0.112631,0.173202,0.214266,0.272668,0.311422,0.351988,0.489847,0.656780,0.
851985) 

g3<-c(-
0.019888,0.046278,0.101628,0.162705,0.202604,0.257563,0.297875,0.338902,0.461855,0.629991,0.
798431) 

g4<-c(-
0.045961,0.015198,0.067119,0.128670,0.168271,0.221611,0.260910,0.302126,0.440738,0.606275,0.
834114) 

g5<-c(-
0.023188,0.040737,0.095504,0.156129,0.196349,0.250900,0.291937,0.332887,0.473130,0.638651,0.
798457) 

g6<-c(-
0.044267,0.018173,0.072214,0.131555,0.171394,0.225281,0.266314,0.306105,0.443941,0.611724) 

T240<-list(r=g1,W1=g2,W2=g3,W3=g4,W4=g5,W5=g6) 

n<-length(T240$r) 

t<-function(λ),1-exp(-λ*T240$r)- 

δ<-function(λ),(T240$W1*n+-T240$W1*1+)/(t(λ)*n+-t(λ)*1+)- 
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Δt<-function(λ),diff(t(λ))- 

S<-function(λ),((diff(T240$W1)-(δ(λ)*Δt(λ)))^2)/Δt(λ)- 

v<-function(λ),sum(S(λ)/n)- 

L<-function(λ),(2*pi*v(λ))^(-n/2)*prod((Δt(λ))^(-1/2))*exp(-n/2)} 

logL<-function(λ),-log(L(λ))- 

o<-optim(λ <- c(0.1), logL, hessian=TRUE) 

est2401<-c(δ(o$par),o$par, v(o$par)) 

#Οκνίσο ηα θάλσ φια θαη παίξλσ 

est240<-c(est2401,est2402,est2403,est2404,est2405) 

dim(est240)<-c(3,5) 

est240 

               [,1]                [,2]            [,3]             [,4]                [,5] 

[1,] 1.276841    1.145118    1.474396    1.130496      1.156756 

[2,] 0.282031     0.325313    0.224453   0.339453      0.339453 

[3,] 0.000815     0.000744    0.001230    0.000385     0.000462   

#Σα δεδνκέλα γηα Σ=260°C 

g11<-c(0.160,0.328,0.496,0.688,0.856,1.024,1.192) 

g12<-c(0.123360,0.251084,0.393107,0.517137,0.598797,0.693925,0.774428) 

g12<-c(0.123360,0.251084,0.393107,0.517137,0.598797,0.693925,0.774347) 

g13<-c(0.127605,0.254944,0.394496,0.518485,0.599265,0.694445,0.774428) 

g14<-c(0.120759,0.247156,0.391516,0.513872,0.595704,0.688930,0.770313) 

g15<-c(0.105206,0.232389,0.375789,0.500556,0.583362,0.679117,0.758314) 

g16<-c(0.120115,0.247949,0.388406,0.511850,0.595220,0.690324,0.770782) 

T260<-list(r=g11,W1=g12,W2=g13,W3=g14,W4=g15,W5=g16) 

n<-length(T260$r) 



107 
 

t<-function(λ),1-exp(-λ*T260$r)- 

δ<-function(λ),(T260$W1*n+-T260$W1*1+)/(t(λ)*n+-t(λ)*1+)- 

Δt<-function(λ),diff(t(λ))- 

S<-function(λ),((diff(T260$W1)-(δ(λ)*Δt(λ)))^2)/Δt(λ)- 

v<-function(λ),sum(S(λ)/n)- 

L<-function(λ),(2*pi*v(λ))^(-n/2)*prod((Δt(λ))^(-1/2))*exp(-n/2)} 

logL<-function(λ),-log(L(λ))- 

o<-optim(λ <- c(0.1), logL, hessian=TRUE) 

est2601<-c(δ(o$par),o$par, v(o$par)) 

#Οκνίσο ηα θάλσ φια θαη παίξλσ 

est260<-c(est2601,est2602,est2603,est2604,est2605) 

dim(est260)<-c(3,5) 

est260 

                [,1]             [,2]                    [,3]                     [,4]                    [,5] 

[1,] 1.480203    1.481923   1.470603    1.475081   1.496364 

[2,] 0.648438    0.640313   0.653125    0.655781   0.636328 

[3,] 0.001449    0.001378   0.001598     0.001482   0.001250 

#Ο ηειηθφο πίλαθαο κε φιεο ηηο εθηηκήζεηο γηα δ, ι, λ είλαη: 

est <- rbind(est200,est240,est260) 

0.491761      0.451204     0.470917    0.467334     0.374491 

0.121387      0.138672     0.132734     0.126406    0.185547 

0.000084      0.000115     0.000109     0.000151     0.000353 

1.276841      1.145118    1.474396      1.130496      1.156756 

0.282031       0.325312    0.224453       0.339453    0.339453 

0.000815       0.000744     0.001230       0.000385    0.000462   
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1.480203       1.481923      1.470604      1.475081     1.496364 

0.648438        0.640313     0.653125      0.655781     0.636328 

0.001450        0.001378     0.001598     0.001482      0.001250 

#Οη εθηηκήζεηο φισλ ησλ δ είλαη 

δest<-c(est[1,1:5],est[4,1:5],est[7,1:5]) 

δest<-matrix(δest,nrow=3,ncol=5,byrow=T) 

 

 

1b) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.1.3.1 

#Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ δ σο πξνο ηελ αληίζηνηρε ζεξκνθξαζία 

K200<-473.15 

K240<-513.15 

K260<-533.15 

temp<-
c(1/K200,1/K200,1/K200,1/K200,1/K200,1/K240,1/K240,1/K240,1/K240,1/K240,1/K260,1/K260,1/K26
0,1/K260,1/K260) 

temp<-matrix(temp,nrow=3,ncol=5,byrow=T)  

plot(temp,δest,xlab='1/s',ylab='δ') 

#Οη εθηηκήζεηο φισλ ησλ λ είλαη 

νest<-c(est[3,1:5],est[6,1:5],est[9,1:5]) 

νest<-matrix(νest,nrow=3,ncol=5,byrow=T)   

νest<-log(νest)       

 #Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ logv σο πξνο ηελ αληίζηνηρε ζεξκνθξαζία 

plot(temp,νest,xlab='1/s',ylab='logν') 

#Οη εθηηκήζεηο φισλ ησλ ι  

λest<-c(est[2,1:5],est[5,1:5],est[8,1:5]) 
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λest<-matrix(λest,nrow=3,ncol=5,byrow=T) 

λest<-1/λest 

#Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ 1/ι σο πξνο ηελ αληίζηνηρε ζεξκνθξαζία 

plot(temp,λest,xlab='1/s',ylab='1/λ')                       
  

2a) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.1.3.2  

#Πεξλάσ ηα δεδνκέλα γηα ηελ ζεξκνθξαζία 200°C 

group1<-c(0.496,0.688,0.856,1.024,1.192,1.360,2.008,2.992,4.456,5.608) 

group2<-c(-0.120682,-0.112403,-0.103608,-0.096047,-0.085673,-0.077677,-
0.045218,0.000526,0.059261,0.093394) 

group3<-c(-0.118779,-0.109853,-0.101593,-0.094567,-0.084698,-0.076070,-
0.040623,0.004237,0.063742,0.095117) 

group4<-c(-0.123600,-0.115186,-0.105657,-0.098569,-0.088613,-0.079332,-
0.045835,0.000533,0.061032,0.093612) 

group5<-c(-0.126501,-0.118941,-0.110288,-0.103419,-0.095465,-0.084769,-0.052268,-
0.008265,0.051139,0.082414) 

group6<-c(-0.124359,-0.111966,-0.107869,-0.100304,-0.085916,-0.077947,-
0.045597,0.000524,0.059544,0.084912) 

T200<-list(r=group1,W1=group2,W2=group3,W3=group4,W4=group5,W5=group6) 

#Φηηάρλσ ηελ ζπλάξηεζε κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο θαη ηελ κεγηζηνπνηψ γηα λα 

βξσ ηα δ, ι, λ 

n<-length(T200$r) 

t<-function(λ),T200$r^( λ)- 

δ<-function(λ),(T200$W1*n+-T200$W1*1+)/(t(λ)*n+-t(λ)*1+)- 

Δt<-function(λ),diff(t(λ))- 

S<-function(λ),((diff(T200$W1)-(δ(λ)*Δt(λ)))^2)/Δt(λ)- 
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v<-function(λ),sum(S(λ)/n)- 

L<-function(λ),(2*pi*v(λ))^(-n/2)*prod((Δt(λ))^(-1/2))*exp(-n/2)} 

logL<-function(λ),-log(L(λ))- 

o<-optim(λ <- c(0.1), logL, hessian=TRUE) 

est2001<-c(δ(o$par),o$par, v(o$par)) 

#Οκνίσο ηα θάλσ φια (δειαδή θαη γηα ηα 5 πξντφληα αιιάδνληαο ην W1 ζε 

W2,W3,W4,W5 αληίζηνηρα) 

est200<-c(est2001,est2002,est2003,est2004,est2005) 

dim(est200)<-c(3,5) 

est200 

                [,1]                [,2]                  [,3]                  [,4]                  [,5] 

[1,]    0.066491     0.069662       0.069698        0.063750       0.080496 

[2,]    0.774375     0.752578       0.759375        0.782578       0.678438 

[3,]    0.000023     0.000035       0.000031         0.000035       0.000105 

 

#Κάλσ ηα ίδηα βήκαηα θαη γηα ηηο ζεξκνθξαζίεο 240°C θαη 260°C 

g1<-c(0.160,0.328,0.496,0.688,0.856,1.024,1.192,1.360,2.008,2.992,4.456) 

g2<-c(-
0.005152,0.056930,0.112631,0.173202,0.214266,0.272668,0.311422,0.351988,0.489847,0.656780,0.
851985) 

g3<-c(-
0.019888,0.046278,0.101628,0.162705,0.202604,0.257563,0.297875,0.338902,0.461855,0.629991,0.
798431) 

g4<-c(-
0.045961,0.015198,0.067119,0.128670,0.168271,0.221611,0.260910,0.302126,0.440738,0.606275,0.
834114) 

g5<-c(-
0.023188,0.040737,0.095504,0.156129,0.196349,0.250900,0.291937,0.332887,0.473130,0.638651,0.
798457) 

g6<-c(-
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0.044267,0.018173,0.072214,0.131555,0.171394,0.225281,0.266314,0.306105,0.443941,0.611724) 

T240<-list(r=g1,W1=g2,W2=g3,W3=g4,W4=g5,W5=g6) 

n<-length(T240$r) 

t<-function(λ),T240$r^λ} 

δ<-function(λ),(T240$W1*n+-T240$W1*1+)/(t(λ)*n+-t(λ)*1+)- 

Δt<-function(λ),diff(t(λ))} 

S<-function(λ),((diff(T240$W1)-(δ(λ)*Δt(λ)))^2)/Δt(λ)- 

v<-function(λ),sum(S(λ)/n)- 

L<-function(λ),(2*pi*v(λ))^(-n/2)*prod((Δt(λ))^(-1/2))*exp(-n/2)} 

logL<-function(λ),-log(L(λ))- 

o<-optim(λ <- c(0.1), logL, hessian=TRUE) 

est2401<-c(δ(o$par),o$par, v(o$par)) 

#Οκνίσο ηα θάλσ φια θαη παίξλσ 

est240<-c(est2401,est2402,est2403,est2404,est2405) 

dim(est240)<-c(3,5) 

est240 

              [,1]                [,2]              [,3]              [,4]             [,5] 

[1,] 0.401248    0.424227    0.367110    0.425316       0.365103 

[2,] 0.604219    0.554727    0.663203    0.555430       0.555430 

[3,] 0.000401    0.000474    0.000208     0.000681       0.000211 

#Σα δεδνκέλα γηα Σ=260°C 

g11<-c(0.160,0.328,0.496,0.688,0.856,1.024,1.192) 

g12<-c(0.123360,0.251084,0.393107,0.517137,0.598797,0.693925,0.774428) 

g12<-c(0.123360,0.251084,0.393107,0.517137,0.598797,0.693925,0.774347) 

g13<-c(0.127605,0.254944,0.394496,0.518485,0.599265,0.694445,0.774428) 
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g14<-c(0.120759,0.247156,0.391516,0.513872,0.595704,0.688930,0.770313) 

g15<-c(0.105206,0.232389,0.375789,0.500556,0.583362,0.679117,0.758314) 

g16<-c(0.120115,0.247949,0.388406,0.511850,0.595220,0.690324,0.770782) 

T260<-list(r=g11,W1=g12,W2=g13,W3=g14,W4=g15,W5=g16) 

n<-length(T260$r) 

t<-function(λ),T260$r^λ} 

δ<-function(λ),(T260$W1*n+-T260$W1*1+)/(t(λ)*n+-t(λ)*1+)- 

Δt<-function(λ),diff(t(λ))- 

S<-function(λ),((diff(T260$W1)-(δ(λ)*Δt(λ)))^2)/Δt(λ)- 

v<-function(λ),sum(S(λ)/n)- 

L<-function(λ),(2*pi*v(λ))^(-n/2)*prod((Δt(λ))^(-1/2))*exp(-n/2)} 

logL<-function(λ),-log(L(λ))- 

o<-optim(λ <- c(0.1), logL, hessian=TRUE) 

est2601<-c(δ(o$par),o$par, v(o$par)) 

#Οκνίσο ηα θάλσ φια θαη παίξλσ 

est260<-c(est2601,est2602,est2603,est2604,est2605) 

dim(est260)<-c(3,5) 

est260 

              [,1]                 [,2]               [,3]            [,4]            [,5] 

[1,] 0.786183    0.778877    0.785770   0.789130    0.782369 

[2,] 0.664688    0.667969    0.662812   0.664141     0.669609 

[3,] 0.001002    0.000937    0.001096   0.001072     0.000870 

#Ο ηειηθφο πίλαθαο κε φιεο ηηο εθηηκήζεηο γηα δ, ι, λ  

est <- rbind(est200,est240,est260) 

       0.066491   0.069662    0.069698     0.063750    0.080496 
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       0.774375   0.752578     0.759375    0.782578    0.678438 

       0.000023   0.000035     0.000031    0.000038    0.000105 

       0.401248    0.424226    0.367110    0.425316     0.365103 

       0.604218    0.554727    0.663203    0.555430     0.555430 

       0.000401    0.000474    0.000208     0.000681    0.000211 

       0.786183    0.778877    0.785770     0.789130    0.782369 

       0.664688    0.667969    0.662813     0.664141    0.669609 

       0.001003    0.000937    0.001096     0.001072    0.000869 

 

 

2b) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.1.3.2  

#Οη εθηηκήζεηο φισλ ησλ δ  

δest<-c(est[1,1:5],est[4,1:5],est[7,1:5]) 

δest<-matrix(δest,nrow=3,ncol=5,byrow=T) 

#Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ lnδ σο πξνο ηελ αληίζηνηρε ζεξκνθξαζία 

K200<-473.15 

K240<-513.15 

K260<-533.15 

temp<-
c(1/K200,1/K200,1/K200,1/K200,1/K200,1/K240,1/K240,1/K240,1/K240,1/K240,1/K260,1/K260,1/K26
0,1/K260,1/K260) 

temp<-matrix(temp,nrow=3,ncol=5,byrow=T)  

plot(temp,log(δest),xlab='1/s',ylab='lnδ') 

#Οη εθηηκήζεηο φισλ ησλ λ  
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νest<-c(est[3,1:5],est[6,1:5],est[9,1:5]) 

νest<-matrix(νest,nrow=3,ncol=5,byrow=T)   

νest<-log(νest)                                             

#Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ logv σο πξνο ηελ αληίζηνηρε ζεξκνθξαζία 

plot(temp,νest,xlab='1/s',ylab='lnν') 

#Οη εθηηκήζεηο φισλ ησλ ι  

λest<-c(est[2,1:5],est[5,1:5],est[8,1:5]) 

λest<-matrix(λest,nrow=3,ncol=5,byrow=T) 

#Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ι σο πξνο ηελ αληίζηνηρε ζεξκνθξαζία 

plot(temp,λest,xlab='1/s',ylab='λ') 

 

 

3a) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.2.6 

#Πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ 

library(threg)  

data("bmt", package= "threg") 

bmt$f.group<- factor(bmt$group) 

bmt$f.fab<- factor(bmt$fab) 

fitbmt<- threg(Surv(time,indicator)~recipient_age + f.fab | f.group + f.fab, data = bmt) 

fitbmt 

3b) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.2.6 

# Δθαξκνγή ηεο κεζφδνπ hr γηα ην fitbmt, ειηθία 18, FAB=0 θαη ρξφλνο 500 

κέξεο 

hr(fitbmt, var=f.group, timevalue = 500, scenario = recipient_age(18) + f.fab1(0)) 
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3c) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.2.6 

#Γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο, κε ζελάξην ειηθία 18, FAB=0 

plot(fitbmt, var=f.group, scenario = recipient_age(18) + f.fab1(0), graph = "sv", nocolor = 1) 

#Γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο δηαθηλδχλεπζεο, κε ζελάξην ειηθία 18, FAB=0 

plot(fitbmt, var=f.group, scenario = recipient_age(18) + f.fab1(0), graph = "hz", nocolor = 1) 

#Γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο, κε ζελάξην ειηθία 18, FAB=0 

plot(fitbmt, var=f.group, scenario = recipient_age(18) + f.fab1(0), graph = "ds", nocolor = 1) 

 

3d) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.2.6 

#Μέζνδνο predict γηα ην fitbmt 

predict(fitbmt, timevalue = 2000, scenario = recipient_age(18) + f.fab1(0) + f.group2(0) + f.group3(1))  

 

4a) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.2.7 

#Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο εθηηκήηξηαο Kaplan-meier 

library(survival) 

install.packages("Formula") 

install.packages("threg") 

library(Formula)  

library(threg)  

data("lkr", package= "threg") 

lkr$f.treatment2<- factor(lkr$treatment2) 

fitkaplan<-survfit(Surv(weeks,relapse)~f.treatment2,data=lkr) 

plot(fitkaplan, xlab= "time", ylab= "Estimated S(t)", lty=1:2)  

legend(20, 1, c("Standard", "Drug B"), lty=1:2)  

 



116 
 

4b) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.2.7 

#Πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ 

fit<- threg(Surv(weeks, relapse)~f.treatment2|f.treatment2, data=lkr) 

fit 

 

4c) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.2.7 

#Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ εθηηκψκελσλ θακππιψλ επηβίσζεο γηα ηα δχν 

επίπεδα ηνπ treatment2   

plot(fit, var = f.treatment2, graph = "sv", nolegend = 1, nocolor = 1)  

legend(20, 1, c("Standard", "Drug B"), lty=1:2) 

 

4d) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.2.7 

#Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο κε ην κνληέιν ηνπ Cox ( αλ 

θαη δελ ηζρχεη ε ππφζεζε αλαινγηθήο δηαθηλδχλεπζεο) 

fitcox<-coxph(Surv(weeks,relapse)~f.treatment2,data=lkr) 

summary(fitcox) 

fitcox1<-survfit(fitcox) 

plot(fitcox1,xlab= "time", ylab= "Estimated S(t)",lty=1:2) 

 

4e) Πξφγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.2.7 

#Ζ κέζνδνο hr ππνινγίδεη ηελ αλαινγηθή δηαθηλδχλεπζε ηεο νκάδαο Β σο πξνο 

ηελ standard γηα ηελ εβδνκάδα 5.  

hr(fit, var=f.treatment2, timevalue = 5) 

#Δβδνκάδα 20 

hr(fit, var=f.treatment2, timevalue = 20) 

#Γξαθηθή παξάζηαζε γηα ηηο εθηηκψκελεο ζπλαξηήζεηο δηαθηλδχλεπζεο  γηα ηελ 
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παιηλδξφκεζε ηνπ θαησθιίνπ 

plot(fit,var=f.treatment2, graph="hz", nolegend=1, nocolor=1)            

legend(20,0.15,c("Standard", "Drug B"), lty=1:2) 
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