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Περίληψη

Τα αντίστροφα προβλήματα έχουν έναν ιδιαίτερα σημαντικό ρόλο σε όλους τους

κλάδους της σύγχρονης επιστήμης. Ωστόσο, παρουσιάζουν μια σημαντική δυσκο-

λία: εμφανίζουν έντονα ενδογενή χαρακτηριστικά αστάθειας, τα οποία απαιτούν έναν

ιδιαίτερο τρόπο αντιμετώπισης. Πιο συγκεκριμένα, η επίλυση των αντίστροφων προ-

βλημάτων γίνεται με τις μεθόδους ομαλοποίησης, εκ των οποίων η σημαντικότερη

είναι η μέθοδος Tikhonov. Στην παρούσα διπλωματική εργασία μελετάμε υπολογι-
στικές εφαρμογές της μεθόδου Tikhonov σε αντίστροφα διακριτά προβλήματα. Η
εργασία χωρίζεται σε 2 μέρη: το θεωρητικό και το υπολογιστικό. Στο θεωρητικό

μέρος, αρχικά, ορίζουμε τι είναι ένα αντίστροφο πρόβλημα, ενώ επίσης παρουσιάζου-

με τρία παραδείγματα αντίστροφων προβλημάτων, τα οποία διατυπώνονται με τη βο-

ήθεια της ολοκληρωτικής εξίσωσης Fredholm πρώτου είδους. Επίσης, περιγράφεται
η διαδικασία διακριτοποίησης και οι ειδικές μέθοδοι που χρησιμοποιούνται για αυτό.

Επιπλέον, εισάγονται οι τεχνικές ομαλοποίησης, στις οποίες βασίζεται η επίλυση των

αντίστροφων διακριτών προβλημάτων. Στο υπολογιστικό μέρος, γίνεται αριθμητική

επίλυση τριών χαρακτηριστικών προβλημάτων με τη βοήθεια της μεθόδου Tikhonov,
σε υπολογιστικό περιβάλλον Matlab. Παρουσιάζουμε τα συμπεράσματά μας, δίνο-
ντας έμφαση στη μελέτη του αντιστρόφου προβλήματος διάδοσης θερμότητας, το

οποίο εμφανίζει έναν ιδιαίτερο τύπο αστάθειας και, συγκεκριμένα, είναι μη πλήρους

αριθμητικού βαθμού, δηλαδή υποκαθορισμένα.
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Abstract

Inverse problems have a particularly important role in all fields of modern sci-
ence. However, they have a significant difficulty: they strongly display inherent
instability characteristics that require a particular coping method. More specifi-
cally, inverse problems are solved by regularization methods, the most important
of which is the Tikhonov method. In this thesis we study the computational ap-
plications of the Tikhonov method to inverse discrete problems. The thesis is
divided into 2 parts: theoretical and computational. In the theoretical part, we
initially define the inverse problems, and we present three examples, formulated
with Fredholm Integral equations of the first kind. Also, we present discretization
methods that lead to inverse discrete problems that are appropriate for numerical
calculations. Then, we introduce the regularization techniques, that are used for
the resolving of the inverse discrete problems. In the computational part, three
characteristic problems are solved by means of the Tikhonov method in Matlab
computing environment. Furthermore, we present our conclusions with an em-
phasis on the inverse heat problem, which shows a particular type of numerical
instability, and more particularly, it is numerical rank-deficiency.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή στα αντίστροφα

προβλήματα

Στο παρόν κεφάλαιο εισάγουμε την έννοια των αντίστροφων προβλημάτων. Επίσης,

ορίζουμε τα μη καλά τοποθετημένα προβλήματα και εξηγούμε μέσω παραδειγμάτων

πώς αντιμετωπίζεται το ζήτημα της αστάθειας με την κατάλληλη επαναδιατύπωση του

προβλήματος. Εστιάζουμε σε τρία χαρακτηριστικά αντίστροφα προβλήματα: 1) Το

αντίστροφο πρόβλημα της γεωλογικής αναζήτησης, 2) Το αντίστροφο πρόβλημα της

δεύτερης παραγώγου και 3) Το αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας. Κοινό

χαρακτηριστικό είναι ότι και τα τρία προβλήματα οδηγούν στην ολοκληρωτική εξίσωση

Fredholm πρώτου είδους.

1.1 Η έννοια των αντίστροφων προβλημάτων

Αρχικά, θα εξηγήσουμε την έννοια του αντιστρόφου προβλήματος, [5]. ΄Ομως, θα

πρέπει πρώτα να ορίσουμε τι είναι το ευθύ πρόβλημα. ΄Εστω, λοιπόν, ένα σύστημα

που δέχεται ως είσοδο δεδομένα και, αφού τα επεξεργαστεί, εξάγει τα αντίστοιχα

δεδομένα εξόδου, όπως απεικονίζεται στο σχήμα 1.1. Το ευθύ πρόβλημα είναι ο

υπολογισμός της εξόδου του συστήματος από τα δεδομένα εισόδου, όταν το σύστημα

θεωρηθεί γνωστό. Ως αντίστροφο ορίζουμε το πρόβλημα ανακατασκευής της εισόδου

(ή του συστήματος), από τα δεδομένα εξόδου, τα οποία τώρα θεωρούνται γνωστά.

Σύμφωνα με αυτά που είπαμε ως τώρα, προκύπτει ότι το ευθύ και το αντίστρο-

φο πρόβλημα εμφανίζονται σε ζεύγη. Το ένα εκ των δυο προβλημάτων ορίζεται ως

το ευθύ, ενώ το άλλο ως το αντίστροφο. Ας θεωρήσουμε ένα παράδειγμα από την

Νευτώνεια μηχανική. Στο ευθύ πρόβλημα γνωρίζουμε τη δύναμη που δρα σε ένα

σώμα και χρησιμοποιώντας το δεύτερο νόμο του Νεύτωνα, μπορούμε να υπολογίσου-

με την τροχιά του. Το αντίστοιχο αντίστροφο πρόβλημα είναι η εύρεση της δύναμης,

αν γνωρίζουμε την τροχιά του σώματος. Παρατηρούμε ότι υπάρχει κάποιος βαθ-

1



2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

Σχήμα 1.1: Σχηματική αναπαράσταση του αντιστρόφου προβλήματος. Η έξοδος θεωρείται

γνωστή, αλλά με σφάλματα, και το ζητούμενο είναι η ανακατασκευή της εισόδου (αν το

σύστημα θεωρηθεί γνωστό), ή του συστήματος (αν η είσοδος θεωρηθεί γνωστή).

μός αυθαιρεσίας στο ποιο από τα δύο προβλήματα θα θεωρηθεί το ευθύ και ποιο

το αντίστροφο. Στην παρούσα εργασία τα αντίστροφα προβλήματα έχουν το κοινό

χαρακτηριστικό ότι είναι μη καλά τοποθετημένα, όπως θα εξηγήσουμε στην επόμενη

παράγραφο.

΄Ενα άλλο παράδειγμα προβλήματος είναι το ευθύ πρόβλημα σκέδασης. Τα δεδο-

μένα στο ευθύ πρόβλημα είναι το προσπίπτον κύμα και ο σκεδαστής (στόχος), ενώ

ζητούμενο είναι η εύρεση του σκεδαζόμενου κύματος. Στο αντίστροφο πρόβλημα

έχουμε δεδομένα από το σκεδαζόμενο κύμα και στόχος είναι η ανακατασκευή του

στόχου (δηλαδή του συστήματος). Το πρόβλημα αυτό έχει πολλές εφαρμογές στην

περίπτωση που ο στόχος είναι μη προσβάσιμος (δηλαδή άγνωστος), ενώ το σκε-

δαζόμενο κύμα μπορεί να μετρηθεί. Γενικά, τα αντίστροφα προβλήματα που θα μας

απασχολήσουν εδώ περιλαμβάνουν κρυμμένες παραμέτρους (εσωτερικά δεδομένα), τις

οποίες προσπαθούμε να ανακατασκευάσουμε από δεδομένα που μπορούν να μετρηθο-

ύν (εξωτερικά δεδομένα). Χαρακτηριστικό παράδειγμα είναι το αντίστροφο πρόβλημα

γεωλογικής αναζήτησης που θα παρουσιάσουμε στο επόμενο κεφάλαιο, στο οποίο

υπάρχει γραμμική πυκνότητα μάζας, που βρίσκεται στο εσωτερικό της γης και είναι

άγνωστη (μη προσβάσιμη), η οποία πρέπει να ανακατασκευαστεί από μετρήσεις της

κάθετης συνιστώσας του βαρυτικού πεδίου που προκαλεί στην επιφάνεια της γης.
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1.2 Τα μη καλά τοποθετημένα προβλήματα

΄Οπως τονίσαμε στην προηγούμενη παράγραφο, τα αντίστροφα προβλήματα έχουν

ως κοινό χαρακτηριστικό ότι είναι μη καλά τοποθετημένα
1
, δηλαδή ικανοποιούν μία

τουλάχιστον από τις ακόλουθες τρεις προϋποθέσεις:

• Μη ύπαρξη λύσης.

• Μη μοναδικότητα λύσης.

• Δεν είναι ευσταθή, δηλαδή η λύση δεν εξαρτάται με συνεχή τρόπο από τα
δεδομένα.

Ωστόσο, και οι τρεις περιπτώσεις, όπως θα δούμε, μπορούν να αντιμετωπιστούν

με κατάλληλη επαναδιατύπωση του προβλήματος. Ας ξεκινήσουμε από το πρόβλημα

μη ύπαρξης λύσης και ας θεωρήσουμε το γραμμικό σύστημα:

Ax = b (1.1)

όπου

A =

 3 2
2 1
1 1

 , x =
[
x
y

]
, b =

 1
2
1

 (1.2)

Το εν λόγω σύστημα είναι αδύνατο, εφόσον η λύση των δύο (από τις τρεις εξι-

σώσεις του γραμμικού συστήματος) δεν επαληθεύουν την τρίτη εξίσωση. Αν όμως,

ως λύση του συστήματος θεωρήσουμε τη λύση του αντίστοιχου προβλήματος ελα-

χίστων τετραγώνων:

minx‖Ax− b‖2
2 (1.3)

τότε η λύση υπάρχει και είναι μοναδική, και μάλιστα είναι: x = 1.0000, y =
−0.6667.
Επίσης, η μη ικανοποίηση της μοναδικότητας μπορεί να επιλυθεί με επαναδιατύπω-

ση του προβλήματος. ΄Εστω η εξίσωση x + y + z = 3, η οποία έχει άπειρες λύσεις.
Τότε, μπορούμε να επιβάλλουμε έναν κατάλληλο περιορισμό, ώστε η λύση που τον

ικανοποιεί να είναι μοναδική. Για παράδειγμα, αν απαιτήσουμε την ελαχιστοποίηση

της νόρμας ‖(x, y, z)‖2, δεδομένου ότι ισχύει x+ y+ z = 3, λαμβάνουμε τη μοναδική
λύση x = y = z = 1.
1
Σύμφωνα με τον Hadamard , ο οποίος στις αρχές του 20 αιώνα εισήγαγε τον όρο μη καλά

τοποθετημένα προβλήματα, μόνο τα καλώς τοποθετημένα προβλήματα μπορούν να μοντελοποιήσουν

τον πραγματικό κόσμο, κάτι που τελικά αποδείχτηκε όχι και τόσο σωστό.
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Τώρα, προκειμένου να ασχοληθούμε με το ζήτημα της ευστάθειας, θα θεωρήσουμε

το ακόλουθο γραμμικό σύστημα:

Ax = b (1.4)

όπου

A =

 2.01 3.00
5.00 7.50
2.00 3.00

 , x =
[
x
y

]
, b =

 5.01
12.50
5.00

 (1.5)

Η λύση ελαχίστων τετραγώνων του παραπάνω συστήματος είναι η:[
x
y

]
=
[

1
1

]
.

Αν κάνουμε μια μικρή διαταραχή στο διάνυσμα των σταθερών όρων και θέσουμε:

b̃ = b+ δb =

 5.01
12.50
5.00

+

 −0.02
0.02
0.03

 =

 4.99
12.52
5.03

 (1.6)

η αντίστοιχη λύση ελάχιστων τετραγώνων του διαταραγμένου προβλήματος είναι

η: [
x
y

]
=
[
−2.1034
3.0726

]
Δηλαδή, μια μικρή διαταραχή στον σταθερό όρο του συστήματος είχε ως συ-

νέπεια μια πολύ μεγαλύτερη διαταραχή στη λύση του προβλήματος. Αυτό, βέβαια,

είναι συνέπεια του μεγάλου δείκτη κατάστασης
2
, ο οποίος στην περίπτωση που χρη-

σιμοποιήσουμε νόρμα 2, είναι: κ(A) = 1328.51 (>> 1). ΄Ετσι, η ακριβής λύση του
προβλήματος είναι αδύνατο να αναπαραχθεί από τη διαταραγμένη λύση. Πρέπει να

τονίσουμε ότι στην πράξη ο σταθερός όρος του συστήματος είναι γνωστός, αλλά με

σφάλματα, δηλαδή δε γνωρίζουμε την ακριβή τιμή του σταθερού όρου. Επομένως,

δε γνωρίζουμε ποια είναι η ακριβής λύση του γραμμικού συστήματος, εφόσον η μόνη

λύση που διαθέτουμε είναι η διαταραγμένη. Λόγω της αστάθειας του συστήματος,

βρίσκεται πολύ μακριά, σε σχέση με την ακριβή λύση του προβλήματος.

Η εξαγωγή μιας λύσης από το διαταραγμένο πρόβλημα, η οποία να βρίσκεται κοντά

στη λύση του μη διαταραγμένου γραμμικού συστήματος (ακριβή λύση), είναι το κε-

ντρικό αντικείμενο μελέτης στην παρούσα εργασία. Οι μέθοδοι που χρησιμοποιούνται

2
Ο δείκτης κατάστασης ενός πίνακα (που ενδέχεται να μην είναι τετραγωνικός) ορίζεται ως

κ(A) =
max

‖Ax‖
‖x‖

min
‖Ax‖
‖x‖
. Ισχύει ότι κ(A) ≥ 1, και, όσο μεγαλύτερος είναι ο δείκτης κατάστασης από

την μονάδα, τόσο πιο ασταθές γίνεται το σύστημα, δηλαδή η λύση του προβλήματος γίνεται πιο

ευαίσθητη σε μεταβολές του σταθερού όρου.
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για την εύρεση της εν λόγω λύσης διαφέρουν από τη μέθοδο των ελαχίστων τετρα-

γώνων και ονομάζονται τεχνικές ομαλοποίησης. Ωστόσο, αν και σε πρώιμο

στάδιο, είναι δυνατό να εφαρμόσουμε μια μέθοδο ομαλοποίησης στο παρόν πρόβλη-

μα, προκειμένου να εξάγουμε μια λύση που να είναι κοντά στην ακριβή λύση του

συστήματος. Θεωρούμε το τροποποιημένο πρόβλημα:

minx‖Ax− b̃‖2
2, ‖x‖2 ≤ δ (1.7)

Η παραπάνω επαναδιατύπωση βασίζεται στην ιδέα να εισάγουμε τον περιορισμό

‖x‖2 ≤ δ, με στόχο τη μείωση της επίδρασης του δb = b̃ − b στην ομαλοποιημένη
λύση του προβλήματος xδ = xex + δx, έτσι ώστε να κρατήσουμε το δx μικρό. Πιο
συγκεκριμένα, όσο μικρότερο είναι το δ, τόσο μειώνεται η επίδραση του δb στη λύση.
Επιπλέον, στην περίπτωση που διαλέξουμε το δ πολύ μικρό, η τιμή που θα πάρει η
νόρμα ‖Ax− b̃‖2

2 δε θα είναι τόσο μικρή όσο πρέπει και τότε, το σφάλμα μεγαλώνει.

Στην περίπτωση που διαλέξουμε το δ μεγάλο, η τιμή που θα πάρει η νόρμα ‖Ax− b̃‖2
2

θα είναι μικρή, αλλά τότε, η επίδραση της διαταραχής δb στην ομαλοποιημένη λύση θα
είναι μεγάλη, οπότε έχουμε μεγάλη απόκλιση από την ακριβή λύση. Η μεταβλητή δ
στην ουσία παίζει ρυθμιστικό ρόλο, με στόχο να ελέγξει την επίδραση των σφαλμάτων

στη λύση και ταυτόχρονα, να κρατήσει τη νόρμα των ελαχίστων τετραγώνων μικρή.

΄Οπως θα δούμε παρακάτω, υπάρχει μια βέλτιστη επιλογή του δ, ούτε πολύ μικρή,
ούτε πολύ μεγάλη, που δίνει σε κάποιο βαθμό την ακριβή λύση όπως θα θέλαμε.

Η ελαχιστοποίηση του τροποποιημένου προβλήματος (1.7) μπορεί να γίνει αριθ-

μητικά, στο Mathematica, μέσω των ακόλουθων εντολών:

I1 = (2.01x+ 3y − 4.99)2 + (5x+ 7.5y − 12.52)2 + (2x+ 3y − 5.03)2

FindMinimum[I1, Sqrt[x2 + y2] < δ, {x, y}]

΄Ετσι, λαμβάνουμε τη λύση xδ, για πέντε διακριτές τιμές του δ:

x0.1 =
[

0.05
0.08

]
, x0.5 =

[
0.28
0.42

]
, x1 =

[
0.55
0.83

]
, x1.32 =

[
0.72
1.10

]
, x10 =

[
−2.10
3.07

]

Η τιμή του δ, η οποία αντιστοιχεί στη λύση που βρίσκεται πλησιέστερα στην ακριβή
λύση (δηλαδή στο διάνυσμα [1 1]), είναι η δ = 1.32. Εδώ πρέπει να σημειώσουμε ότι
η μεταβλητή δ ονομάζεται παράμετρος ομαλοποίησης. Η τιμή του δ, όπως
προκύπτει από το παραπάνω παράδειγμα, δεν πρέπει να είναι ούτε πολύ μικρή, ούτε

και πολύ μεγάλη. Πιο συγκεκριμένα, η επιλογή γίνεται, ώστε η λύση xδ να πλησιάζει
όσο το δυνατόν περισσότερο την ακριβή λύση του προβλήματος. Αυτό, βέβαια, είναι

ένα δύσκολα εφικτό θέμα, δεδομένου ότι σε πραγματικά προβλήματα η ακριβής λύση

δεν μας είναι γνωστή.
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Συνοψίζοντας, οι μέθοδοι ομαλοποίησης, καθώς και η βέλτιστη επιλογή της πα-

ραμέτρου ομαλοποίησης, είναι τα κεντρικά ζητήματα που θα μας απασχολήσουν στην

παρούσα εργασία.

1.3 Παραδείγματα αντίστροφων προβλημάτων

Σ΄ αυτήν την παράγραφο παρουσιάζουμε τρία αντιπροσωπευτικά αντίστροφα προ-

βλήματα, τα οποία έχουν ως κοινό χαρακτηριστικό ότι οδηγούν στην ολοκληρωτική

εξίσωση Fredholm πρώτου είδους. Πιο συγκεκριμένα, το τρίτο παράδειγμα που
δίνουμε (αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας) οδηγεί σε ολοκληρωτική ε-

ξίσωση τύπου V olterra πρώτου είδους, η οποία όμως είναι ειδική περίπτωση της
Fredholm πρώτου είδους.

1.3.1 Το αντίστροφο πρόβλημα της γεωλογικής ανα-

ζήτησης

Εδώ θα παρουσιάσουμε ένα απλοποιημένο μοντέλο γεωλογικής αναζήτησης. Πιο

συγκεκριμένα, μια άγνωστη γραμμική κατανομή μάζας με πυκνότητα f(t) βρίσκεται
σε βάθος d κάτω από την επιφάνεια, από την θέση t = 0 έως την θέση t = 1 κατά τον
άξονα t, όπως φαίνεται στο σχήμα 1.2. Επίσης, θεωρούμε ότι δεν υπάρχουν άλλες
πηγές βαρυτικού πεδίου πλην αυτής της κατανομής. Στην επιφάνεια της γης και κατά

μήκος του άξονα s από 0 εως το 1 (βλ. σχήμα) μετράμε την κάθετη συνιστώσα του
βαρυτικού πεδίου g(s).
΄Οπως θα δείξουμε, οι συναρτήσεις f(t) και g(s) συνδέονται μέσω μιας γραμμικής

ολοκληρωτικής σχέσης:

g(s) =
∫ 1

0
K(s, t) f(t) dt (1.8)

η οποία είναι γνωστή ως ολοκληρωτική εξίσωση του Fredholm πρώτου είδους. Η
συνάρτηση K(s, t) καλείται πυρήνας της ολοκληρωτικής εξίσωσης και εξαρτάται από
το εκάστοτε μοντέλο.

΄Εστω μια στοιχειώδης μάζα f(t)dt κατά μήκος του άξονα t. Τότε, το στοιχειώδες
βαρυτικό πεδίο που προκαλεί στην επιφάνεια, σε απόσταση s κατά τον άξονα s είναι

f(t)dt/r2
, όπου r =

√
d2 + (s− t)2 είναι η απόσταση από τη στοιχειώδη μάζα στο

σημείο υπολογισμού του πεδίου. Βέβαια, η κατεύθυνση του βαρυτικού πεδίου είναι

από το σημείο υπολογισμού στην πηγή. ΄Ετσι, προκειμένου να πάρουμε την κάθετη

συνιστώσα dg, πρέπει να πολλαπλασιάσουμε με sin(θ) = d/r, οπότε:

dg = sin(θ)f(t)dt
r2 = d

(d2 + (s− t)2)3/2f(t)dt (1.9)
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Σχήμα 1.2: Σχηματική αναπαράσταση του αντιστρόφου προβλήματος της γεωλογικής α-

ναζήτησης. Η συνάρτηση f(t) αντιστοιχεί στην γραμμική πυκνότητα μάζας στο t, ενώ η
g(s) είναι η κάθετη συνιστώσα του βαρυτικού πεδίου στο s.

Τελικά, η κάθετη συνιστώσα του βαρυτικού πεδίου g(s) λαμβάνεται, αθροίζοντας
όλες τις στοιχειώδεις συνεισφορές από το 0 έως το 1 μέσω του ολοκληρώματος:

g(s) =
∫ 1

0

d

(d2 + (s− t)2)3/2f(t)dt, 0 ≤ s ≤ 1 (1.10)

από το οποίο προκύπτει ότι ο πυρήνας της ολοκληρωτικής εξίσωσης είναι:

K(s, t) = d

(d2 + (s− t)2)3/2 (1.11)

Στο αντίστροφο πρόβλημα αναζητούμε την ανακατασκευή της πυκνότητας μάζας f(t)
από μετρήσεις της κάθετης βαρυτικής συνιστώσας g(s) στην επιφάνεια, για τον πα-
ραπάνω γνωστό πυρήνα K(s, t).

1.3.2 Το αντίστροφο πρόβλημα της δεύτερης παραγώγου

Θεωρούμε το ακόλουθο πρόβλημα συνοριακών τιμών:

d2g(t)
dt2

= f(t), g(a) = g(b) = 0 (1.12)

Στο ευθύ πρόβλημα θεωρούμε ότι η συνάρτηση f(t) είναι γνωστή και ζητούμενο είναι
ο υπολογισμός της g(t), έτσι ώστε να έχει δεύτερη παράγωγο ίση με την f(t), και
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να μηδενίζεται στα άκρα του διαστήματος I = [a, b]. Στο αντίστροφο πρόβλημα 3,
θεωρούμε την g(t) γνωστή και θα πρέπει να υπολογίσουμε την δεύτερη παράγωγο
της g(t), δηλαδή την f(t). Το συγκεκριμένο πρόβλημα ονομάζεται πρόβλημα της
δεύτερης παραγώγου, [11].

Η συνάρτησηGreen G(t, s) του συνοριακού προβλήματος (1.12) ορίζεται ως εξής:

d2G(t, s)
dt2

= δ(t− s), G(a, s) = G(b, s) = 0 (1.13)

όπου δ(t) η κρουστική συνάρτηση (δέλτα Dirac) και s ∈ [a, b]. Μπορεί να αποδειχτεί
ότι η g(t) δίνεται από την εξίσωση:

g(s) =
∫ b

a
G(t, s) f(t) dt (1.14)

Η συνάρτηση Green γράφεται:

G(t, s) =
{
u<(t, c1, c2) = c1t+ c2 a ≤ t < s
u>(t, d1, d2) = d1t+ d2 s ≤ t ≤ b

(1.15)

εφόσον οι συναρτήσεις u< και u> ικανοποιούν αμφότερες την εξίσωση (1.13) στα δια-
στήματα [a, s) και (s, b] αντιστοίχως. Επίσης, οι σταθερές ολοκλήρωσης c1, c2, d1, d2,

οι οποίες εξαρτιόνται από τη μεταβλητή s, θα πρέπει να ικανοποιούν τις ακόλουθες
συνοριακές συνθήκες

4
:

u<(a, c1, c2) = u>(b, d1, d2) = 0 (1.16)

u<(s, c1, c2) = u>(s, d1, d2) (1.17)

u′>(s, c1, c2)− u′<(s, d1, d2) = 1 (1.18)

οπότε, λαμβάνουμε τις εξισώσεις:

c1a+ c2 = d1b+ d2 = 0, c1s+ c2 = d1s+ d2, d2 − c2 = 1 (1.19)

Οι σταθερές ολοκλήρωσης υπολογίζονται από το παραπάνω σύστημα και, στη συ-

νέχεια, αντικαθιστώντας στη (1.15), λαμβάνουμε την τελική έκφραση για τη συνάρ-

τηση Green του προβλήματος:

G(t, s) =
{ (t−a)(s−b)

b−a a ≤ t < s
(t−b)(s−a)

b−a s ≤ t ≤ b
(1.20)

3
Εύκολα μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι το πρόβλημα της δεύτερης παραγώγου είναι ασταθές,

εφόσον μικρές απότομες μεταβολές στην g(t), λόγω των δύο παραγωγίσεων, μπορούν να προκα-
λέσουν πολύ μεγάλες μεταβολές στην f(t)
4
Η συνάρτηση Green G(t, s) θεωρείται συνεχής συνάρτηση ως προς την μεταβλητή t, ενώ λόγω

της συνάρτησης δέλτα έχει ασυνεχή πρώτη παράγωγο στο ενδιάμεσο σημείο s. Περισσότερες λε-
πτομέρειες πάνω στις συνοριακές συνθήκες παρουσιάζονται στην αναφορά [11].
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Σχήμα 1.3: Σχηματική αναπαράσταση του αντιστρόφου προβλήματος διάδοσης θερ-

μότητας. Θεωρούμε ότι το άκρο της ράβδου x = 0 δεν είναι προσβάσιμο, αντιθέτως,
μπορούμε να μετρήσουμε τη θερμοκρασία της ράβδου g(t) = u(x, t) στη θέση με
συντεταγμένη x. Η ανακατασκευή της άγνωστης f(t) από την g(t) μπορεί να γίνει,
επιλύοντας την ολοκληρωτική εξίσωση V olterra πρώτου είδους (1.36)

.

Τελικά, από τις εξισώσεις (1.20) και (1.14) έχουμε:

g(s) = s− b
b− a

∫ s

a
(t− a) f(t) dt+ s− a

b− a

∫ b

s
(t− b) f(t) dt (1.21)

Τονίζουμε ότι, όπως και στο αντίστροφο πρόβλημα της γεωλογικής αναζήτησης, έτσι

και εδώ καταλήγουμε σε μια ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm πρώτου είδους:

g(s) =
∫ 1

0
K(s, t) f(t) dt

με πυρήνα:

K(s, t) ==
{
t(s− 1) 0 ≤ t < s
(t− 1)s s ≤ t ≤ 1 (1.22)

όπου θέσαμε a = 0 και b = 1.

1.3.3 Το αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας

Θεωρούμε μια θερμικά αγώγιμη ράβδο που εκτείνεται στο ημιάπειρο διάστημα (0,+∞).
Η θερμοκρασία της ράβδου στη θέση x, τη χρονική στιγμή t, αναπαριστάται από
μια συνάρτηση δύο μεταβλητών u(x, t). Αρχικά, θεωρούμε ότι η θερμοκρασία της
ράβδου είναι μηδενική, δηλαδή u(x, 0) = 0. Στο μοναδικό άκρο της ράβδου με x = 0
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εφαρμόζεται μια θερμική διέγερση της μορφής u(0, t) = f(t), για t > 0, όπου f(t)
είναι γνωστή συνάρτηση του χρόνου. Το ευθύ πρόβλημα είναι ο υπολογισμός της

θερμοκρασίας u(x, t) στην τυχαία θέση x > 0 οποιαδήποτε χρονική στιγμή t > 0,
δεδομένης της διέγερσης f(t).
Το παραπάνω φυσικό πρόβλημα περιγράφεται από το ακόλουθο παραβολικό πρόβλη-

μα αρχικών συνοριακών συνθηκών τύπου Dirichlet, ορισμένο στην ημιευθεία (βλ.
αναφορές [1, 7, 9]):

uxx(x, t) = k−2ut(x, t), 0 < x < +∞, t > 0 (1.23)

u(0, t) = f(t), t > 0 (1.24)

u(x, 0) = 0, 0 < x < +∞ (1.25)

όπου k2
είναι μια σταθερά που εξαρτάται από το υλικό που είναι κατασκευασμένη η

ράβδος και ονομάζεται συντελεστής θερμικής αγωγιμότητας. Η συνάρτη-

ση u(x, t) ικανοποιεί τη μερική διαφορική εξίσωση (1.23), η οποία είναι γνωστή ως
εξίσωση διάδοσης θερμότητας.

Η επίλυση είναι βολικό να γίνει με μετασχηματισμό Laplace [7], οπότε για (t→ s)
έχουμε L[u(x, t)] = U(x, s) και L[f(t)] = F (s). Αν εφαρμόσουμε μετασχηματισμό
Laplace και στα δύο μέλη της εξίσωσης (1.23) και λάβουμε υπ΄ όψιν τις εξισώσεις:

L[uxx(x, t)] = Uxx(x, s) (1.26)

L[ut(x, t)] = sU(x, s)− u(x, 0) (1.27)

βρίσκουμε το ακόλουθο πρόβλημα:

Uxx(x, s)− sk−2U(x, s) = 0, 0 < x < +∞ (1.28)

U(0, s) = F (s) (1.29)

Η λύση της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης είναι:

U(x, s) = A(s) exp
(
−
√
s

k
x

)
+B(s) exp

(√
s

k
x

)
(1.30)

Εδώ θα εισάγουμε την επιπλέον απαίτηση ο μετασχηματισμός Laplace U(x, s) να
είναι φραγμένος για x→ +∞. Τότε, η θερμοκρασία u(x, t) θα είναι επίσης φραγμένη
συνάρτηση, οπότε θέτουμε B(s) = 0. Ακόμη, η συνοριακή συνθήκη U(0, s) = F (s)
δίνει A(s) = F (s), άρα:

U(x, s) = F (s) exp
(
−
√
s

k
x

)
(1.31)

Η u(x, t) λαμβάνεται παίρνοντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό της παραπάνω ε-
ξίσωσης, δηλαδή:

u(x, t) = L−1[U(x, s)] = L−1
[
F (s) exp

(
−
√
s

k
x

)]
(1.32)
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Γνωρίζουμε ότι ο αντίστροφος μετασχηματισμός γινομένου συναρτήσεων είναι ίσος

με τη συνέλιξη τους στο πεδίο του χρόνου, οπότε βρίσκουμε:

u(x, t) =
∫ t

0
f(τ)h(x, t− τ)dτ (1.33)

όπου (βλ. για παράδειγμα [7, 2]):

h(x, t) = L−1
[
exp

(
−
√
s

k
x

)]
= x

2k
√
πt3/2 exp

(
− x2

4k2t

)
(1.34)

Οπότε, η ζητούμενη λύση είναι:

u(x, t) = x

2k
√
π

∫ t

0

f(τ)
(t− τ)3/2 exp

(
− x2

4k2(t− τ)

)
dτ (1.35)

Αν κάνουμε την αλλαγή κλίμακας k → kx−1
(ενσωματώνουμε τη θέση x στην στα-

θερά k) και θέσουμε u(x, t) = g(t), έχουμε:

g(t) = 1
2k
√
π

∫ t

0

f(τ)
(t− τ)3/2 exp

(
− 1

4k2(t− τ)

)
dτ (1.36)

Στο αντίστροφο πρόβλημα θέλουμε την ανακατασκευή της θερμοκρασίας f(t) στο
άκρο της ράβδου x = 0, το οποίο θεωρείται μη προσβάσιμο, από μετρήσεις της
g(t) στη θέση x, επιλύοντας την παραπάνω ολοκληρωτική εξίσωση Volterra πρώτου
είδους.

΄Οπως θα δούμε τώρα, η ολοκληρωτική εξίσωση V olterra πρώτου είδους προ-
κύπτει ως υποπερίπτωση της ολοκληρωτικής εξίσωσης Fredholm πρώτου είδους.
Αν θεωρήσουμε τον πυρήνα:

K̃(s, t) = 1
2k
√
π

1
(s− t)3/2 exp

(
− 1

4k2(s− t)

)
(1.37)

η εξίσωση (1.36) γράφεται:

g(s) =
∫ s

0
K̃(s, t)f(t)dt (1.38)

όπου θέσαμε τις μεταβλητές (t, τ) → (s, t) για να είμαστε συμβατοί με τα προηγο-
ύμενα δυο αντίστροφα προβλήματα που μελετήσαμε. Τώρα, ορίζουμε τον πυρήνα:

K(s, t) =
{
K̃(s, t) 0 ≤ t ≤ s

0 s ≤ t ≤ T
(1.39)
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Σχήμα 1.4: Ολοκληρωτική εξίσωση V olterra πρώτου είδους προκύπτει ως υποπερίπτωση

της εξίσωσης Fredholm: σχηματικός ορισμός του πυρήνα.

υποθέτοντας ότι οι συναρτήσεις g(s) και f(t) ορίζονται στο [0, T ]. Τώρα, η εξίσωση
(1.38) γράφεται:

g(s) =
∫ T

0
K(s, t)f(t)dt (1.40)

Η παραπάνω εξίσωση είναι Fredholm πρώτου είδους και, συνεπώς, για T = 1 λαμ-
βάνουμε τη μορφή που συναντήσαμε στα προηγούμενα κεφάλαια. Επομένως, η ο-

λοκληρωτική εξίσωση V olterra πρώτου είδους προκύπτει ως υποπερίπτωση της ε-
ξίσωσης Fredholm, όταν K(s, t) = 0 για 0 < s < t < T , δηλαδή όταν ο πυρήνας
μηδενίζεται στο κάτω τριγωνικό χωρίο s < t της ορθογώνιας περιοχής 0 < t < T
και 0 < s < T . Αυτό απεικονίζεται στο σχήμα 1.4.



Κεφάλαιο 2

Ολοκληρωτική Εξίσωση

Fredholm

Αρχικά, κάνουμε μια αναφορά στις ολοκληρωτικές εξισώσεις Fredholm και V olterra
πρώτου είδους, το λήμμα Riemann−Lebesgue, και το Ανάπτυγμα Ιδιαζουσών Τιμών.
Επίσης, διατυπώνουμε τη συνθήκη Picard, δίνουμε ένα παράδειγμα μη ύπαρξης λύσης
και κάνουμε μια συζήτηση για την ασάφεια στα αντίστροφα προβλήματα.

2.1 Ολοκληρωτική Εξίσωση Fredholm
Στο προηγούμενο κεφάλαιο μελετήσαμε τρία χαρακτηριστικά αντίστροφα προβλήματα:

a)Το αντίστροφο πρόβλημα της γεωλογικής αναζήτησης, b)Το αντίστροφο πρόβλημα
της δεύτερης παραγώγου, και c)Το αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας.
Η βασική εξίσωση που διέπει τα προβλήματα a) και b), όπως και ένα μεγάλο

πλήθος αντίστροφων προβλημάτων, είναι ηΟλοκληρωτική Εξίσωση Fredholm
Πρώτου Είδους:

g(s) =
∫ 1

0
K(s, t) f(t) dt (2.1)

Η f(t) είναι η άγνωστη συνάρτηση που πρέπει να προσδιοριστεί, δεδομένου ότι η g(s)
είναι γνωστή. Η συνάρτηση K(s, t) ((s, t) ∈ [0, 1] × [0, 1]) ονομάζεται πυρήνας
της ολοκληρωτικής εξίσωσης και εξαρτάται από το εκάστοτε σύστημα που

εξετάζουμε. Ακόμη, θα πρέπει να τονίσουμε ότι η ολοκλήρωση στην εξίσωση (2.1)

γίνεται ως προς τη δεύτερη μεταβλητή της συνάρτησης K(s, t). Αυτό έχει σημασία,
γιατί ο πυρήνας εν γένει δεν είναι συμμετρικός, δηλαδή δεν ισχύει K(s, t) = K(t, s).
Ενδιαφέρον έχει η περίπτωση που K(s, t) = h(s − t), για κάποια συνάρτηση h(t).
Τότε, λέμε ότι έχουμε ένα πρόβλημα αποσυνέλιξης και η ολοκληρωτική εξίσωση

παίρνει τη μορφή:

g(s) =
∫ 1

0
h(s− t) f(t) dt (2.2)

13
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Για παράδειγμα, το αντίστροφο πρόβλημα γεωλογικής αναζήτησης είναι ένα πρόβλημα

αποσυνέλιξης, όπως προκύπτει από τον αντίστοιχο πυρήνα (1.11).

΄Οπως είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, το αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης θερ-

μότητας διέπεται από την Ολοκληρωτική Εξίσωση Volterra Πρώτου Ε-
ίδους:

g(s) =
∫ s

0
K(s, t) f(t) dt (2.3)

Αξίζει να σημειωθεί ότι η ολοκληρωτική εξίσωση V olterra πρώτου είδους προκύπτει
ως υποπερίπτωση της εξίσωσης Fredholm, όταν K(s, t) = 0 για 0 < s < t < 1,
δηλαδή όταν ο πυρήνας μηδενίζεται στο κάτω τριγωνικό χωρίο s < t της ορθογώνιας
περιοχής 0 < t < 1 και 0 < s < 1. Περισσότερες λεπτομέρειες έχουν παρουσιαστεί
στο τέλος της παραγράφου 1.3.3 και στο σχήμα 1.4.

2.2 Λήμμα Riemann-Lebesgue
΄Ενα γενικό χαρακτηριστικό των συστημάτων που περιγράφονται από ολοκληρωτικές

εξισώσεις είναι ότι απότομες μεταβολές στην είσοδο του συστήματος f(t) εξομαλύνο-
νται και αποσβένουν στην έξοδο g(s). Το φαινόμενο αυτό εκφράζεται μαθηματικά
από το επονομαζόμενο λήμμα των Riemann− Lebesgue:

gp(s) =
∫ 1

0
K(s, t) fp(t) dt→ 0 για p→∞ (2.4)

όπου:

fp(t) = sin(2πpt) p = 1, 2, · · · (2.5)

Πράγματι, σύμφωνα με το εν λόγω λήμμα, καθώς η συχνότητα p αυξάνει, η είσοδος
fp(t) μεταβάλλεται ολοένα και πιο γρήγορα. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα η έξοδος
του συστήματος να τείνει στο μηδέν, δηλαδή απότομες μεταβολές στην είσοδο του

συστήματος εξομαλύνονται και δεν εμφανίζονται έξοδο. ΄Ετσι λοιπόν, σύμφωνα πάντα

με το λήμμα των Riemann− Lebesgue, μικρές απότομες μεταβολές στην έξοδο του
συστήματος g(s) (για παράδειγμα θόρυβος ή μικρά τυχαία σφάλματα στις μετρήσεις)
μεγεθύνονται σε πολύ μεγάλες μεταβολές στην είσοδο f(t). Επομένως, το λήμμα
των Riemann − Lebesgue επεξηγεί το φαινόμενο της αστάθειας των αντίστροφων
προβλημάτων, στο οποίο είχαμε αναφερθεί στο πρώτο κεφάλαιο.

2.3 Ανάπτυγμα Ιδιαζουσών Τιμών SVE
Το ανάπτυγμα ιδιαζουσών τιμών

1 (SV E) είναι ένα μαθηματικό εργαλείο, το οπο-
ίο είναι χρήσιμο στη μελέτη της αστάθειας και ύπαρξης λύσης της ολοκληρωτικής

εξίσωσης Fredholm πρώτου είδους.

1Singular V alue Expansion
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Σύμφωνα με το ανάπτυγμα ιδιαζουσών τιμών, ο πυρήναςK(s, t) μπορεί να γραφτεί
ως εξής:

K(s, t) =
+∞∑
i=1

µiui(s)vi(t) (2.6)

Αναγκαία προϋπόθεση για να έχουμε ένα τέτοιο ανάπτυγμα είναι ο πυρήνας K(s, t)
να είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμος, δηλαδή:∫ 1

0

∫ 1

0
K(s, t)2dtds < +∞ (2.7)

Οι συναρτήσεις ui(s) και vi(t) καλούνται αριστερές και δεξιές ιδιάζουσες
συναρτήσεις αντιστοίχως, ενώ οι ποσότητες µi ονομάζονται ιδιάζουσες τιμές.
Οι ιδιάζουσες τιμές µi και οι ιδιάζουσες συναρτήσεις ui(s), vi(t), συνδέονται σύμφωνα
με τις ακόλουθες εξισώσεις: ∫ 1

0
K(s, t)vi(t)dt = µiui(s) (2.8)∫ 1

0
K(s, t)ui(s)ds = µivi(t) (2.9)

Ακόμη, οι ui(s) και vi(t) αποτελούν πλήρη ορθοκανονικά 2 συστήματα συναρτήσεων
του L2([0, 1]), δηλαδή ικανοποιούν τις ακόλουθες σχέσεις:

〈ui, uj〉 = 〈vi, vj〉 = δij (2.10)

και επιπλέον, αποτελούν ένα πλήρες σύστημα, δηλαδή οποιαδήποτε τετραγωνικά ο-

λοκληρώσιμη συνάρτηση αναπτύσσεται σύμφωνα με τις εξισώσεις (2.12) και (2.13),

όπως παρουσιάζονται στο επόμενο κεφάλαιο.

Οι ιδιάζουσες τιμές αποδεικνύεται ότι είναι πραγματικές, θετικές και μπορεί να

θεωρηθεί ότι διατάσσονται σε φθίνουσα σειρά:

µ1 ≥ µ2 ≥ µ3 ≥ · · · ≥ 0 (2.11)

Στην περίπτωση που το πλήθος των ιδιαζουσών τιμών είναι πεπερασμένο, ο πυ-

ρήνας ονομάζεται εκφυλισμένος. Εμείς, σε ό,τι ακολουθεί, θα θεωρήσουμε ότι

το πλήθος των ιδιαζουσών τιμών είναι άπειρο και αριθμήσιμο, δηλαδή δεν θα ασχο-

ληθούμε με εκφυλισμένους πυρήνες.

Σημειώνουμε ότι ο αναλυτικός υπολογισμός των ιδιαζουσών τιμών και συναρτήσε-

ων είναι ένα δύσκολο πρόβλημα που σπάνια έχει λύση, οπότε στην παρούσα εργασία

ο υπολογισμός αυτός θα γίνει μόνο αριθμητικά.

2
Το εσωτερικό γινόμενο συναρτήσεων στον L2([0, 1]) ορίζεται ως εξής: 〈f, g〉 =

∫ 1
0 f(t)g(t)dt.

Επιπλέον, ο L2([0, 1]) είναι χώρος Hilbert, όταν εφοδιαστεί με το εν λόγω εσωτερικό γινόμενο.
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Μια σημαντική ιδιότητα των ιδιαζουσών τιμών είναι ότι αυτές τείνουν στο μηδέν

limi→∞ µi = 0, και αυτό είναι εντονότερο, όσο ο πυρήνας K γίνεται ομαλότερος (δη-
λαδή έχει συνεχείς παραγώγους μεγαλύτερης τάξης). Επίσης, οι ιδιάζουσες συναρ-

τήσεις εμφανίζουν ταλαντώσεις με μηδενισμούς, όπως ακριβώς μια φασματική βάση.

Πειραματικά, από τους παρατηρούμενους μηδενισμούς, προκύπτει ότι η συχνότητα

των ταλαντώσεων αυξάνει, όσο μικρότερες γίνονται οι αντίστοιχες ιδιάζουσες τιμές

µi.

2.4 Συνθήκη Picard
Στο παρόν κεφάλαιο θα δώσουμε την ικανή και αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη

λύσης της ολοκληρωτικής εξίσωσης Fredholm πρώτου είδους, η οποία είναι γνωστή
ως συνθήκη Picard. Επίσης, θα γίνει χρήση της συνθήκης Picard, προκειμένου να
έχουμε μια καλύτερη κατανόηση του φαινομένου της αστάθειας που εμφανίζεται στις

ολοκληρωτικές εξισώσεις Fredholm.
Λαμβάνοντας υπ΄ όψιν ότι οι αριστερά και δεξιά ιδιάζουσες συναρτήσεις συνιστούν

πλήρεις ορθοκανονικές βάσεις του χώρου L2([0, 1]) έχουμε τα ακόλουθα αναπτύγμα-
τα:

f(t) =
+∞∑
i=1
〈vi, f〉vi(t) (2.12)

g(s) =
+∞∑
i=1
〈ui, g〉ui(s) (2.13)

Αν αντικαταστήσουμε την εξίσωση (2.12) στην (2.1) και στη συνέχεια χρησιμοποι-

ήσουμε την εξίσωση (2.8), έχουμε:

g(s) =
∫ 1

0
K(s, t)

(+∞∑
i=1
〈vi, f〉vi(t)

)
dt (2.14)

=
+∞∑
i=1
〈vi, f〉

(∫ 1

0
K(s, t) vi(t) dt

)
(2.15)

=
+∞∑
i=1

µi 〈vi, f〉ui(s) (2.16)

Αν συγκρίνουμε το παραπάνω αποτέλεσμα με την εξίσωση (2.13), έχουμε:

〈vi, f〉 = 〈ui, g〉
µi

(2.17)

άρα, από τις εξισώσεις (2.12) και (2.17) βρίσκουμε:

f(t) =
+∞∑
i=1

〈ui, g〉
µi

vi(t) (2.18)
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Η παραπάνω σχέση δίνει τη λύση της εξίσωσης Fredholm πρώτου είδους (2.1) υπό
μορφή αναπτύγματος πάνω στις δεξιά ιδιάζουσες συναρτήσεις. Η σύγκλιση της σειράς

(2.18) στην f(t) θα εξεταστεί υπό το πρίσμα της νόρμας ‖ · ‖2, με την οποία είναι

εφοδιασμένος ο L2([0, 1]), η οποία ορίζεται ως εξής:

‖f(t)‖2 =
√
〈f, f〉 =

(∫ 1

0
f(t)2dt

)1/2
(2.19)

΄Οπως γνωρίζουμε από τη θεωρία των χώρων Hilbert, ικανή και αναγκαία συνθήκη
για τη σύγκλιση της εν λόγω σειράς (με πιο απλά λόγια απαιτούμε η f(t) να είναι
τετραγωνικά ολοκληρώσιμη) (2.18) είναι:

‖f(t)‖2 =
+∞∑
i=1

(
〈ui, g〉
µi

)2

< +∞ (2.20)

η οποία είναι γνωστή ως συνθήκη Picard. Βέβαια, εκ πρώτης όψεως, η παραπάνω
σειρά φαίνεται να αποκλίνει εφόσον, limi→∞ µi = 0. ΄Ομως, εξαιτίας της φασματι-
κής συμπεριφοράς των ιδιαζουσών συναρτήσεων, οι οποίες εκτελούν γρήγορες ταλα-

ντώσεις όταν µi → 0, έχουμε επίσης limi→∞〈ui, g〉 = 0. ΄Ετσι, η σύγκλιση της σειράς
(2.20) εξασφαλίζεται, όταν οι ποσότητες 〈ui, g〉 συγκλίνουν στο μηδέν ταχύτερα από
τις ιδιάζουσες τιμές µi και, πιο συγκεκριμένα, θα πρέπει |〈ui, g〉| = o(µi/

√
i).

΄Οπως προκύπτει από τα παραπάνω, η ικανοποίηση της συνθήκης Picard εξαρτάται
από την επιλογή της g(s) και του πυρήνα K. Ωστόσο, ακόμη και στην περίπτωση
που η συνθήκη Picard ικανοποιείται, μικρές διαταραχές πάνω στη g(s) υπό μορφή
θορύβου είναι ικανές να προκαλέσουν παραβίαση της συνθήκης, με αποτέλεσμα το

πρόβλημα να μην έχει λύση. Θα πρέπει, μάλιστα, να τονίσουμε ότι όσο πιο γρήγορα

αποσβένουν οι ιδιάζουσες τιμές στο μηδέν, δηλαδή όσο ομαλότερος είναι ο πυρήνας

K, τόσο χειρότερη γίνεται η αστάθεια του προβλήματος.

2.5 Παράδειγμα μη ύπαρξης λύσης

Θεωρούμε την ακόλουθη ολοκληρωτική εξίσωση:∫ 1

0

1
s+ t+ 1f(t)dt = 1, 0 ≤ s ≤ 1 (2.21)

η οποία είναι Fredholm πρώτου είδους με πυρήνα:

K(s, t) = 1
s+ t+ 1

και

g(s) = 1.
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Σχήμα 2.1: Διαγράμματα Picard για το διακριτοποιημένο πρόβλημα Ursell. Παρατηρούμε

ότι η διακριτή συνθήκη Picard παραβιάζεται, επομένως το πρόβλημα δεν έχει τετραγωνικά

ολοκληρώσιμη λύση.

Το παράδειγμα αυτό δόθηκε, αρχικά, από τον Ursell (βλ. αναφορά [70] στην [5])
και αφορά ένα αντίστροφο πρόβλημα, του οποίου η λύση f(t) δεν είναι τετραγωνικά
ολοκληρώσιμη, δηλαδή η συνθήκη Picard παραβιάζεται. Ο έλεγχος εδώ, θα γίνει
αριθμητικά χρησιμοποιώντας την διακριτή συνθήκη Picard και το λεγόμενο διάγραμ-
μα Picard, τα οποία παρουσιάζονται αναλυτικά στις παραγράφους 3.5 και 3.6 στο
επόμενο κεφάλαιο.

Η κατασκευή του αντίστοιχου διαγράμματος Picard προκύπτει, αν, με βάση την
([14], σελ 118), δώσουμε στο Matlab τις ακόλουθες εντολές:

n = 14;
[A, b] = ursell(n);
[U, s, V ] = csvd(A);
picard(U, s, b);

Από το σχήμα 2.1 προκύπτει η παραβίαση της συνθήκης Picard για το πρόβλημα
Ursell. Είναι φανερό ότι, ενώ οι ποσότητες 〈ui, g〉 μειώνονται, οι αντίστοιχες πο-
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σότητες 〈ui, g〉/µi αυξάνουν. Η σταθεροποίηση που παρατηρούμε για n > 8 οφείλεται
στην περιορισμένη ακρίβεια του υπολογιστή.

2.6 Ασάφεια στα αντίστροφα προβλήματα

Η ικανοποίηση της συνθήκης Picard, όπως είδαμε προηγουμένως, εξασφαλίζει την
ύπαρξη λύσης. Το ερώτημα που προκύπτει, τώρα, αφορά τη μοναδικότητα της λύσης.

Ας θεωρήσουμε την περίπτωση στην οποία υπάρχει μια συνάρτηση fnull(t) 6= 0, η
οποία είναι λύση της ομογενούς εξίσωσης:∫ 1

0
K(s, t)fnull(t) dt = 0 (2.22)

Με άλλα λόγια, ο πυρήνας K έχει μη τετριμμένο μηδενόχωρο. Οι συναρτήσεις με
την ιδιότητα αυτή θα ονομάζονται μηδενιστές. Τώρα, παρατηρούμε το εξής:

g(s) =
∫ 1

0
K(s, t) (f(t) + λfnull(t)) dt

=
∫ 1

0
K(s, t)f(t) dt+ λ

∫ 1

0
K(s, t)fnull(t) dt

=
∫ 1

0
K(s, t)f(t) dt

δηλαδή, αν f(t) είναι λύση, τότε και η f(t)+λfnull(t) είναι επίσης λύση, όπου λ ∈ R.
΄Αρα, η ύπαρξη ενός μηδενιστή έχει ως συνέπεια το πρόβλημα να έχει άπειρες λύσεις.

Ο μηδενιστής μπορεί να αναπτυχθεί από τα δεξιά ιδιάζοντα διανύσματα, σύμφωνα

με τη σχέση:

fnull(t) =
+∞∑
i=1

qivi(t)

την οποία αν αντικαταστήσουμε στην (2.22) και χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση (2.8),

βρίσκουμε:

0 =
∫ 1

0
K(s, t)fnull(t) dt

=
+∞∑
i=1

qi

∫ 1

0
K(s, t)vi(t) dt

=
+∞∑
i=1

µiqi ui(s)

δηλαδή

µiqi = 0, i = 1, 2, . . .
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άρα κάποιες από τις ιδιάζουσες τιμές πρέπει να είναι μηδέν, γιατί σε διαφορετική

περίπτωση:

qi = 0, i = 1, 2, . . .

με συνέπεια fnull(t) = 0. ΄Αρα, ο μηδενόχωρος του πυρήνα K παράγεται από τα
δεξιά ιδιάζοντα διανύσματα που αντιστοιχούν σε μηδενικές ιδιάζουσες τιμές. Στην

περίπτωση που το πλήθος των μη μηδενικών ιδιαζουσών τιμών είναι πεπερασμένο, ο

πυρήνας ονομάζεται εκφυλισμένος και η διάσταση του μηδενόχωρου είναι άπειρη.

Για παράδειγμα, αν θεωρήσουμε τον πυρήνα K(s, t) = s+ 2t, μπορούμε με απλές
πράξεις να δείξουμε ότι ∫ 1

−1
(s+ 2t)

(
3t2 − 1

)
dt = 0

δηλαδή ο εν λόγω πυρήνας είναι εκφυλισμένος και μάλιστα, ο μηδενόχωρος του

παράγεται από τα γνωστά πολυώνυμα Legendre με βαθμό μεγαλύτερο ή ίσο του 2.



Κεφάλαιο 3

Μέθοδοι διακριτοποίησης

Στο παρόν κεφάλαιο μελετάμε τα αντίστροφα διακριτά προβλήματα και τις δυο βασι-

κές τεχνικές διακριτοποίησης: 1)τη μέθοδο προσεγγιστικής ολοκλήρωσης και 2)τη

μέθοδο του αναπτύγματος Galerkin. Επίσης, παρουσιάζονται τα πλεονεκτήματα και
μειονεκτήματα των δύο μεθόδων διακριτοποίησης. Στη συνέχεια, ορίζουμε την πα-

ραγοντοποίηση ιδιαζουσών τιμών, τη διακριτή συνθήκη Picard και τα διαγράμματα
Picard. Δίνουμε παραδείγματα διαγράμματων Picard για τα τρία χαρακτηριστικά
αντίστροφα προβλήματα που παρουσιάσαμε στο πρώτο κεφάλαιο και σχολιάζουμε τα

αποτελέσματα που θα πάρουμε. Εισάγουμε την έννοια των προβλημάτων μη πλήρους

βαθμού.

3.1 Προσεγγιστική ολοκλήρωση

Οι μέθοδοι διακριτοποίησης αποσκοπούν στην αντικατάσταση ενός συνεχούς προ-

βλήματος, όπως η ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm, με ένα προσεγγιστικό διακριτό
πρόβλημα, το οποίο μπορεί να επιλυθεί με χρήση υπολογιστή. Πιο συγκεκριμένα, δια-

κριτοποιώντας την εξίσωση Fredholm (η οποία είναι γραμμική), καταλήγουμε σε ένα
γραμμικό αλγεβρικό σύστημα εξισώσεων, το οποίο θα ονομάζουμε διακριτό αντίστρο-

φο πρόβλημα. Στο παρόν κεφάλαιο θα μελετήσουμε δυο μεθόδους διακριτοποίησης:

τη μέθοδο προσεγγιστικής ολοκλήρωσης και τη μέθοδο του αναπτύγματος Galerkin.
Ξεκινάμε, λοιπόν, με τη μέθοδο προσεγγιστικής ολοκλήρωσης.

Η μέθοδος αυτή, μας επιτρέπει τον υπολογισμό προσεγγιστικών τιμών της συ-

νάρτησης f σε ένα διακεκριμένο αριθμό σημείων t1, t2, . . . tn. Θα συμβολίζουμε τις
τιμές αυτές με f̃j και θα ισχύει f(tj) ≈ f̃j για i = 1, 2, . . . n.
Επίσης, η μέθοδος αυτή βασίζεται στον ακόλουθο γενικό τύπο αριθμητικού υπο-

λογισμού ολοκληρωμάτων, ο οποίος δίνεται από την εξίσωση:∫ 1

0
φ(t) dt =

n∑
j=1

ωjφ(tj) + En (3.1)

21
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Οι τιμές t1, t2, . . . tn, τα βάρη ω1, ω2, . . . ωn, και το σφάλμα En εξαρτώνται από τον
εκάστοτε προσεγγιστικό τύπο ολοκλήρωσης που επιλέγεται. Στην παρούσα εργασία

θα επικεντρωθούμε στη μέθοδο ενδιαμέσου σημείου (midpoint rule), για την οποία
στο διάστημα [0, 1] ισχύει:

tj =
j − 1

2
n

, ωj = 1
n
, j = 1, 2, . . . n (3.2)

Αν εφαρμόσουμε το γενικό τύπο (3.1) στην ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm, έχου-
με:

g(s) =
∫ 1

0
K(s, t) f(t) dt =

n∑
j=1

ωjK(s, tj)f(tj) + En (3.3)

Επίσης, θα θεωρήσουμε ότι η συνάρτηση g(s) είναι γνωστή στα σημεία s1, s2, . . . sm,
όπου m ≥ n. Αν παραλείψουμε το σφάλμα En και αντικαταστήσουμε τις διακριτές
τιμές της μεταβλητής s στην παραπάνω εξίσωση, λαμβάνουμε την ακόλουθη σχέση:

n∑
j=1

ωjK(si, tj)f̃j = g(si), i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n (3.4)

΄Ετσι, καταλήγουμε σε ένα γραμμικό σύστημα αλγεβρικών εξισώσεων με άγνωστες

τις τιμές f̃j. Τονίζουμε ότι οι λύσεις του γραμμικού συστήματος δεν είναι οι ακριβείς
τιμές f(tj) (εφόσον παραλείψαμε το σφάλμα), για αυτό και τις έχουμε αντικαταστήσει
με τις προσεγγιστικές τιμές f̃j.
Το σύστημα αυτό μπορεί να γραφτεί υπό τη μορφή:

Ax = b (3.5)

όπου A, x και b είναι πίνακες που ορίζονται από τις σχέσεις:

A =


ω1K(s1, t1) ω2K(s1, t2) · · · ωnK(s1, tn)
ω1K(s2, t1) ω2K(s2, t2) · · · ωnK(s2, tn)

: : :
ω1K(sm, t1) ω2K(sm, t2) · · · ωnK(sm, tn)

 (3.6)

xτ =
(
f̃1 f̃2 · · · f̃n

)
(3.7)

bτ =
(
g̃1 g̃2 · · · g̃m

)
(3.8)

Αν m > n, ο αριθμός των αγνώστων είναι μεγαλύτερος από τις εξισώσεις του συ-
στήματος και άρα, το σύστημα είναι αδύνατο. Στην περίπτωση αυτή, η λύση xexact
λαμβάνεται χρησιμοποιώντας ελάχιστα τετράγωνα, σύμφωνα με την εξίσωση:

xexact = Arg (minx‖Ax− b‖2) (3.9)

Για χάρη απλότητας, σε ό,τι ακολουθεί θα θεωρήσουμε ότι m = n.
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3.2 Ανάπτυγμα Galerkin
Στην περίπτωση του αναπτύγματος Galerkin υπολογίζουμε μια προσέγγιση της μορ-
φής:

f (n)(t) =
n∑
j=1

ζjφj(t) (3.10)

όπου φ1(t), φ2(t), . . . , φn(t) ορθοκανονικές συναρτήσεις βάσης, οι οποίες κάθε φορά
επιλέγονται κατάλληλα.

Πιο συγκεκριμένα, η f (n)(t) ορίζεται ως η ορθογώνια προβολή 1 της f(t) στον
υπόχωρο που ορίζεται από τη γραμμική θήκη span {φ1, φ2, . . . , φn}. Επίσης, γνω-
ρίζουμε από το θεώρημα ορθογώνιας προβολής, ότι η f (n)(t) είναι μοναδική. ΄Αρα,
έχουμε την ανάλυση:

f(t) = f (n)(t) + Ef (t), f (n) ∈ span {φ1, φ2, . . . , φn) (3.11)

όπου η συνιστώσα Ef (t) αντιστοιχεί στο σφάλμα που κάνουμε προσεγγίζοντας την
f(t) από την f (n)(t). Ομοίως, η g(s) γράφεται ως εξής:

g(s) = g(n)(s) + Eg(s), g(n) ∈ span {ψ1, ψ2, . . . , ψn} (3.12)

όπου ψ1(s), ψ1(s), . . . , ψn(s) μια κατάλληλη βάση που επιλέγεται για την ανάλυση
της g(s), και Eg το αντίστοιχο σφάλμα.
Στόχος είναι ο υπολογισμός των συντελεστών ζj, ώστε η f

(n)(t) να προσεγγίζει
όσο το δυνατό καλύτερα την f(t). Στη συνέχεια, ορίζουμε τη συνάρτηση:

ϑ(s) =
∫ 1

0
K(s, t) f (n)(t) dt =

n∑
j=1

ζj

∫ 1

0
K(s, t)φj(t) dt (3.13)

Σύμφωνα με την προσέγγισηGalerkin, οι συντελεστές ζj προσδιορίζονται, έτσι ώστε
να έχουμε ταύτιση των ορθογώνιων προβολών των συναρτήσεων ϑ(s) και g(s) στον
υπόχωρο span {ψ1, ψ2, . . . , ψn}. Ισοδύναμα, απαιτούμε να ισχύει η ισότητα:

ϑ(n)(s) = g(n)(s) (3.14)

όπου ϑ(n)(s) η ορθογώνια προβολή της ϑ(s) στη γραμμική θήκη span {ψ1, ψ2, . . . , ψn},
δηλαδή:

ϑ(s) = ϑ(n)(s) + Eϑ(s), ϑ(n) ∈ span {ψ1, ψ2, . . . , ψn} (3.15)

1
Για το θεώρημα προβολής σε χώρους Hilbert ο αναγνώστης μπορεί να κοιτάξει οποιοδήποτε

βιβλίο συναρτησιακής ανάλυσης.
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και Eϑ είναι το αντίστοιχο σφάλμα. Αν εξισώσουμε τα αναπτύγματα:

ϑ(n)(s) =
n∑
i=1
〈ψi, ϑ〉ψi(s) (3.16)

g(n)(s) =
n∑
i=1
〈ψi, g〉ψi(s) (3.17)

και χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση (3.13), έχουμε:

〈ψi, g〉 = 〈ψi, ϑ〉 =
〈
ψi,

∫ 1

0
K(s, t) f (n)(t) dt

〉
, i = 1, 2, . . . n (3.18)

Αντικαθιστούμε το ανάπτυγμα της f (n)
και βρίσκουμε ότι:

n∑
j=1

ζj

〈
ψi,

∫ 1

0
K(s, t)φj(t) dt

〉
= 〈ψi, g〉, i = 1, 2, . . . n (3.19)

το οποίο, στην ουσία, είναι ένα γραμμικό σύστημα της μορφής:

Ax = b

με άγνωστους τα ζj, δηλαδή xj = ζj, και οι πίνακες A και b ορίζονται από τις
εξισώσεις:

ai,j =
∫ 1

0

∫ 1

0
ψi(s)K(s, t)φj(t) ds dt (3.20)

bi =
∫ 1

0
ψi(s)g(s) ds (3.21)

Τα παραπάνω ολοκληρώματα υπολογίζονται σε κλειστή μορφή, όταν αυτό είναι δυνα-

τό, αλλιώς θα πρέπει να υπολογιστούν αριθμητικά.

Μια απλή επιλογή των ορθοκανονικών συναρτήσεων βάσης είναι οι επονομαζόμε-

νες συναρτήσεις καπέλου, οι οποίες ορίζονται σύμφωνα με τη σχέση:

χi(t) =
{
h1/2, t ∈ [(i− 1)h, ih]

0 otherwise
, i = 1, 2, . . . n (3.22)

όπου h = 1/n η σταθερή απόσταση του πλέγματος στο διάστημα [0, 1]. Οι πα-
ραπάνω συναρτήσεις προφανώς είναι ορθογώνιες, εφόσον δεν αλληλοεπικαλύπτονται

και έχουν κανονικοποιηθεί, ώστε να έχουν νόρμα-2 ίση με την μονάδα. ΄Ετσι, αν

επιλέξουμε:

φi(t) = χi(t), ψi(s) = χi(s), i = 1, 2, . . . n (3.23)
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λαμβάνουμε τις δυο ορθοκανονικές βάσεις για την προσέγγιση Galerkin. Τότε, τα
στοιχεία των πινάκων του γραμμικού συστήματος υπολογίζονται από τα ολοκληρώμα-

τα:

ai,j = h−1
∫ ih

(i−1)h

∫ jh

(j−1)h
K(s, t) ds dt (3.24)

bi = h−1/2
∫ ih

(i−1)h
g(s) ds (3.25)

τα οποία υπολογίζονται με μεθόδους προσεγγιστικής ολοκλήρωσης. Σημειώνουμε

ότι, όταν ο πυρήνας K είναι συμμετρικός και φi(t) = ψi(t) (τότε και ο πίνακας A
είναι συμμετρικός), η μέθοδος ονομάζεται Rayleigh−Ritz.

3.3 Πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα μεθόδων

Κάθε μέθοδος έχει πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα, τα οποία πρέπει να λάβουμε υπ΄

όψιν, πάντα σε σχέση με το αντίστροφο πρόβλημα που αντιμετωπίζουμε, ώστε να επι-

λέξουμε την καταλληλότερη. Πιο συγκεκριμένα, έχουμε τα ακόλουθα πλεονεκτήματα

και μειονεκτήματα για τις δύο μεθόδους:

• Οι πίνακες του γραμμικού συστήματος, στη μέθοδο της προσεγγιστικής ολο-
κλήρωσης, υπολογίζονται σχετικά εύκολα. Αντιθέτως, στη μέθοδο Galerkin
απαιτείται ο υπολογισμός ολοκληρωμάτων και, μάλιστα, ένα από αυτά είναι δι-

πλό.

• Η προσεγγιστική ολοκλήρωση δίνει μια προσέγγιση της λύσης μόνο πάνω σε
ένα διακριτό πλήθος σημείων. Αντιθέτως, η μέθοδος Galerkin προσεγγίζει τη
λύση σε όλα τα σημεία του διαστήματος [0, 1].

• Ο κανόνας προσεγγιστικής ολοκλήρωσης μπορεί να επιλεγεί, ώστε να ταιρι-
άζει στις ιδιομορφίες του προβλήματος (για παράδειγμα στην περίπτωση ανώμα-

λων σημείων ή άπειρου διαστήματος ολοκλήρωσης). Επίσης, και στη μέθοδο

Galerkin έχουμε ένα μεγάλο πλήθος από βάσεις (για παράδειγμα συναρτήσεις
splines ) που μπορούν να επιλεγούν ανάλογα με το πρόβλημα.

• Η μέθοδος Galerkin μπορεί να μας βοηθήσει στην άμεση σύνδεση του ανα-
πτύγματος ιδιαζουσών τιμών (SV E) με το διακριτό του ανάλογο, δηλαδή την
παραγοντοποίηση ιδιαζουσών τιμών (SV D), όπως θα δούμε στο επόμενο κε-
φάλαιο. Αντιθέτως, κάτι τέτοιο δεν είναι δυνατό στη μέθοδο της προσεγγιστι-

κής ολοκλήρωσης.



26 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΜΕΘΟΔΟΙ ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗΣ

• Η μέθοδος προσεγγιστικής ολοκλήρωσης είναι ιδανική, όταν γνωρίζουμε την
συνάρτηση g(s) σε ένα διακριτό πλήθος σημείων, κάτι το οποίο είναι συνηθι-
σμένο, εφόσον οι τιμές αυτές προκύπτουν από δειγματοληψία της g(s). Στην
περίπτωση της μεθόδου Galerkin, η κατάλληλη ορθοκανονική βάση είναι συ-
ναρτήσεις τύπου δέλτα δ(s−si), εντοπισμένες πάνω στα σημεία δειγματοληψίας.
Οι ”συναρτήσεις καπέλου” είναι, επίσης, κατάλληλες, αφού πρώτα κάνουμε ο-
μαδοποίηση των τιμών της g(s) στα κατάλληλα διαστήματα και, στη συνέχεια,
υπολογίσουμε τα αντίστοιχα ολοκληρώματα.

3.4 Παραγοντοποίηση ιδιαζουσών τιμών SVD

Η παραγοντοποίηση ιδιαζουσών τιμών (SVD) συνιστά το διακριτό ανάλογο του ανα-
πτύγματος ιδιαζουσών τιμών (SVE). ΄Οπως θα δούμε, μέσω αυτής θα διατυπώσουμε
της διακριτή συνθήκη Picard, που είναι κρίσιμη στην ανάπτυξη των μεθόδων ομαλο-
ποίησης (βλ. επόμενο κεφάλαιο).

Η παραγοντοποίηση ιδιαζουσών τιμών, στην περίπτωση ενός πίνακα A ∈ Rm×n

με m ≥ n, λαμβάνει τη μορφή:

A = U ΣV τ =
n∑
i=1

uiσiv
τ
i (3.26)

Ο Σ ∈ Rn×n
είναι ένας διαγώνιος πίνακας με στοιχεία τις ιδιάζουσες τιμές σi διατε-

ταγμένες σε φθίνουσα διάταξη, δηλαδή:

Σ = diag(σ1, . . . , σn), σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0 (3.27)

Οί πίνακες U ∈ Rm×n
και V ∈ Rn×n

έχουν ως στήλες τα αριστερά ui και δεξιά vi
ιδιάζοντα διανύσματα, σύμφωνα με τις σχέσεις:

U = (u1, u2, . . . un), V = (v1, v2, . . . vn) (3.28)

Ακόμη, τα αριστερά ui και δεξιά vi ιδιάζοντα διανύσματα ικανοποιούν τις ακόλουθες
βασικές εξισώσεις:

Avi = σiui, i = 1, 2, . . . n (3.29)

A−1ui = σ−1
i vi, i = 1, 2, . . . n (3.30)

Επίσης, είναι ορθοκανονικές βάσεις του Rn
, το οποίο εκφράζεται από τις εξισώσεις:

U τU = I, V τV = I (3.31)
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ή, πιο συγκεκριμένα, από τις ακόλουθες σχέσεις ορθοκανονικοποίησης:

uτi uj = vτi vj = δij (3.32)

Ο λόγος που γίνεται χρήση της μεθόδου SVDείναι να γράψουμε τη λύση του συ-
στήματος x = A−1b μέσω των ιδιαζουσών τιμών και ιδιαζουσών διανυσμάτων του
πίνακα A. Παρακάτω, θα επαναλάβουμε ακριβώς τα ίδια βήματα με αυτά που κάναμε
στη συνεχή μέθοδο SVE στην περίπτωση της διακριτής SVD μεθόδου. Κατ΄ αρχάς,
θα αναλύσουμε τα διανύσματα x και b στις ορθοκανονικές βάσεις {v1, v2 . . . vn} και
{u1, u2 . . . un}, οπότε έχουμε:

x =
n∑
i=1

(vτi x) vi (3.33)

b =
n∑
i=1

(uτi b) ui (3.34)

Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (3.33) με τον πίνακα A και λαμβάνοντας υπ΄ όψιν
την ιδιότητα (3.29), βρίσκουμε:

b = Ax =
n∑
i=1

(vτi x)Avi =
n∑
i=1

σi (vτi x)ui (3.35)

Συγκρίνοντας τους συντελεστές της παραπάνω εξίσωσης με τους αντίστοιχους συ-

ντελεστές της εξίσωσης (3.34), παίρνουμε:

vτi x = uτi b

σi
(3.36)

Οπότε, τελικά, λαμβάνουμε τη ζητούμενη έκφραση για την λύση του γραμμικού συ-

στήματος, δηλαδή:

x = A−1b =
n∑
i=1

uτi b

σi
vi (3.37)

΄Ενας εναλλακτικός τρόπος να αποδείξουμε την (3.37) είναι να θεωρήσουμε την SV D
ανάλυση του πίνακα A−1

, για την οποία αποδεικνύεται ότι:

A−1 = V Σ−1 U τ =
n∑
i=1

1
σi
viu

τ
i (3.38)

΄Αρα, η ζητούμενη λύση είναι:

x = A−1b =
(

n∑
i=1

1
σi
viu

τ
i

)
b =

n∑
i=1

uτi b

σi
vi (3.39)
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3.5 Διακριτή συνθήκη Picard
Η διακριτή συνθήκη Picard μπορεί να προκύψει, αν θεωρήσουμε τη νορμα-2 της
λύσης x, όπως εκφράζεται από την εξίσωση (3.37). ΄Ετσι, μετά από υπολογισμούς
έχουμε:

‖x‖2
2 =

n∑
i=1

(
uτi b

σi

)2

(3.40)

Η παραπάνω εξίσωση, εκ πρώτης όψεως, δε φαίνεται να είναι προβληματική, δεδομένου

ότι η διάσταση n του πίνακα A είναι πεπερασμένη και άρα, το εν λόγω άθροισμα είναι
πάντα πεπερασμένο. Ωστόσο, σε πολλές πρακτικές περιπτώσεις το άθροισμα αυτό

είναι ένας πολύ μεγάλος αριθμός, το οποίο σημαίνει ότι το αρχικό συνεχές πρόβλημα

(από το οποίο προήλθε το διακριτό πρόβλημα) δεν έχει λύση. Πιο συγκεκριμένα,

αν καθώς αυξάνονται οι τιμές της διάστασης n του πίνακα A η νόρμα ‖x‖2
2 αρχίζει

να μεγαλώνει απεριόριστα, τότε συμπεραίνουμε ότι η συνεχής συνθήκη Picard δεν
ικανοποιείται. Ακολουθώντας παρόμοια λογική με αυτή της ανάλυσης SVE, προκει-
μένου η νόρμα να είναι πεπερασμένη (‖x‖2, καθώς n → +∞), θα πρέπει ο ρυθμός
απόσβεσης των ορών |uτi b| στο μηδέν να είναι ταχύτερος του ρυθμού απόσβεσης των
ιδιαζουσών τιμών σi, ώστε το πηλίκο τους |uτi b|/σi να είναι μια φθίνουσα συνάρτηση
του i με όριο το μηδέν.
΄Ενα επιχείρημα που ενισχύει ακόμη περισσότερο τα παραπάνω ποιοτικά συμπε-

ράσματα είναι ότι, αν υπολογίσουμε των πίνακα A σύμφωνα με τη σχέση (3.20),
που ισχύει στο ανάπτυγμα Galerkin, οι ιδίαζουσες τιμές σi του A προσεγγίζουν τις
ιδιάζουσες τιμές µi του πυρήνα K. Πιο συγκεκριμένα, μπορεί να αποδειχτεί ότι:

0 ≤ µi − σ(n)
i ≤ ∆n, i = 1, 2, . . . n (3.41)

και

σ
(n)
i ≤ σ

(n+1)
i ≤ µn, i = 1, 2, . . . n (3.42)

όπου με σ
(n)
i συμβολίζουμε τις ιδιάζουσες τιμές του n× n πίνακα A, και η ποσότητα

∆n ορίζεται ως:

∆2
n = ‖K‖2

2 − ‖A‖2
F , ‖K‖2

2 =
∫ 1

0

∫ 1

0
K(s, t)2 ds dt (3.43)

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι οι ιδιάζουσες τιμές του A είναι μικρότερες
και προσεγγίζουν όλο και καλύτερα τις ιδιάζουσες τιμές του K. Μάλιστα, επειδή
αναμένουμε ότι ∆n → 0, σύμφωνα με την πρώτη από τις παραπάνω σχέσεις, θα
έχουμε ότι σ

(n)
i → µi, για n→ +∞.

Επίσης, είναι δυνατό να υπολογίσουμε προσεγγίσεις των αριστερά και δεξιά ι-

διαζουσών συναρτήσεων χρησιμοποιώντας την παραγοντοποίηση SVD. Ορίζουμε τις
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συναρτήσεις:

u
(n)
j (s) =

n∑
i=1

uij ψi(s), v
(n)
j (t) =

n∑
i=1

vij φi(t), j = 1, 2, . . . n (3.44)

Μπορεί να αποδειχτεί ότι αυτές οι συναρτήσεις συγκλίνουν στις ιδιάζουσες συναρ-

τήσεις του K, δηλαδή:

u
(n)
j (s)→ uj(s), v

(n)
j (t)→ vj(t), óταν n→ +∞

Στη συνέχεια, αποδεικνύουμε την ακόλουθη σχέση:

〈u(n)
j , g(n)〉 =

∫ 1

0

(
n∑
i=1

uij ψi(s)
)(

n∑
k=1

bkψk(s)
)
ds (3.45)

=
n∑
i=1

uij
n∑
k=1

bk〈ψi, ψk〉 =
n∑
i=1

uijbi = uτj b (3.46)

΄Ομως, οι ποσότητες 〈u(n)
j , g(n)〉 που είναι προσεγγίσεις των 〈uj, g〉 και εμφανίζονται

στο ανάπτυγμα SV E, γίνονται ολοένα καλύτερες καθώς το n αυξάνει, δηλαδή τελικά
έχουμε:

〈u(n)
j , g(n)〉
σ

(n)
j

=
uτj b

σj
→ 〈uj, g〉

µj
, óταν n→∞

Η παραπάνω προσεγγιστική σχέση δικαιολογεί την απαίτηση, γνωστή και ως Δια-

κριτή συνθήκη Picard, οι όροι |uτj b| να τείνουν στο μηδέν ταχύτερα από τις
ιδιάζουσες τιμές σj, όπως ακριβώς συμβαίνει και στο ανάπτυγμα SVE.
Παραβίαση της διακριτής συνθήκης Picard δεν σημαίνει αυτόματα τη μη ύπαρξη

λύσης για το αντίστροφο διακριτό πρόβλημα, όπως θα δούμε παρακάτω. Η μη ικανο-

ποίηση της συνθήκης Picard είναι αποτέλεσμα ανεπιθύμητων συνιστωσών θορύβου,
οι οποίες γίνονται συγκρίσιμες με τις ιδιάζουσες τιμές. Το φαινόμενο αυτό το δια-

κρίνουμε μέσω αντιστοίχων διαγραμμάτων Picard (που παρουσιάζονται στο επόμενο
κεφάλαιο). ΄Ετσι, μέσω των διαγραμμάτων Picard, μπορούμε να εντοπίσουμε και να
κρατήσουμε στο ανάπτυγμα SVD μόνο τους όρους με αμελητέα επίδραση θορύβου,
που συνεισφέρουν στη λύση του προβλήματος.

Ακόμη, αξίζει να σημειώσουμε ότι, αν και τα παραπάνω επιχειρήματα αφορούν

μόνο τη μέθοδο αναπτύγματος, η διακριτή συνθήκη Picard συνεχίζει να ισχύει και
στην περίπτωση της μεθόδου προσεγγιστικής ολοκλήρωσης.

3.6 Διάγραμμα Picard
Στο διάγραμμα Picard σχεδιάζονται ταυτόχρονα οι ιδιάζουσες τιμές σi, καθώς και οι
ποσότητες |uτi b| και |uτi b|/σi. Αυτό μας επιτρέπει να βρούμε το εύρος τιμών του i στο
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Σχήμα 3.1: Διάγραμμα Picard για το διακριτοποιημένο πρόβλημα της γεωλογικής ανα-

ζήτησης. Το αριστερό διάγραμμα είναι χωρίς θόρυβο, ενώ το δεξί διάγραμμα περιλαμβάνει

και θόρυβο.

οποίο ικανοποιείται η συνθήκη Picard και μας δίνει τη δυνατότητα να φιλτράρουμε
τις ανεπιθύμητες συνιστώσες θορύβου (και όπως θα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο 4,

έτσι μπορούμε να ομαλοποιήσουμε τη λύση). Πρέπει να τονίσουμε ότι πειραματικά

η διακριτή συνθήκη Picard παραβιάζεται για μεγάλες τιμές του i. Ο λόγος είναι
ότι τα δεδομένα b, δηλαδή οι σταθεροί όροι του διακριτού συστήματος Ax = b,
ποτέ δεν είναι γνωστά με απόλυτη ακρίβεια (πάντοτε εμπεριέχουν μικρές διαταραχές).

Οι διαταραχές αυτές μπορεί να είναι, για παράδειγμα, θερμικός θόρυβος ή τυχαία

σφάλματα λόγω μετρήσεων. Ακόμη και αν γνωρίζαμε την ακριβή τιμή του b, τα
τυχαία σφάλματα θα εμφανιστούν όταν θα γίνει η στρογγυλοποίηση των δεδομένων

b, λόγω της πεπερασμένης ακρίβειας του υπολογιστή.

Στη συνέχεια, θα δώσουμε κάποια παραδείγματα διαγραμμάτων Picard και θα
αναλύσουμε τα αποτελέσματα που θα πάρουμε. Βασιζόμαστε στο πακέτο των εργα-

λείων ομαλοποίησης (Regularization Tools) του Per Christian Hansen [14]. ΄Ετσι,
εκτελούμε τις παρακάτω εντολές στο Matlab:

n = 30;
[A, b, x] = gravity(n, 1, 0, 1, 0.5);
[U, s, V ] = csvd(A);
be = b+ 1e− 8 ∗ randn(size(b));
subplot(1, 2, 1); picard(U, s, b);
subplot(1, 2, 2); picard(U, s, be)·
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Σχήμα 3.2: Διαγράμματα Picard για το διακριτοποιημένο πρόβλημα δεύτερης παραγώγου,

δεξιά χωρίς θόρυβο και αριστερά με την προσθήκη θορύβου.

και προκύπτει το 3.1. Συγκεκριμένα, οι παραπάνω εντολές διακριτοποιούν το πρόβλη-

μα γεωλογικής αναζήτησης με τη μέθοδο της προσεγγιστικής ολοκλήρωσης χρησι-

μοποιώντας τον κανόνα του ενδιάμεσου σημείου. Στη συνέχεια, εκτελούν την SVD
παραγοντοποίηση του A και, τέλος, σχεδιάζουν τα διαγράμματα Picard σε δύο πε-
ριπτώσεις: χωρίς θόρυβο (δεξί διάγραμμα) και με θόρυβο (αριστερό διάγραμμα). Για

περισσότερες λεπτομέρειες πάνω στο θέμα των εντολών παραπέμπουμε στην αναφορά

[14].

Στο αριστερό διάγραμμα η ικανοποίηση της συνθήκης Picard ισχύει μέχρι την
κρίσιμη τιμή ic w 20. Η παραβίαση της συνθήκης για μεγαλύτερες τιμές του ic οφε-
ίλεται στην πεπερασμένη ακρίβεια του υπολογιστή. Αξίζει να σημειωθεί ότι, αν γίνει

χρήση αριθμών με μεγαλύτερη ακρίβεια, το κρίσιμο σημείο θα μετατοπιζόταν δεξιά,

δηλαδή η συνθήκη Picard θα ισχύει για μεγαλύτερο εύρος τιμών. Στο δεξί διάγραμ-
μα έχουμε προσθέσει Γκαουσιανό λευκό θόρυβο στο b = Ax με στάθμη της τάξεως
του 10−8

. Επομένως, το κρίσιμο σημείο ic να έχει μετατοπιστεί αριστερά, σε σχέση
με την περίπτωση που δεν είχαμε θόρυβο, και να έχει τιμή ic w 12. Παρατηρούμε ότι
το εύρος ικανοποίησης της συνθήκης Picard μειώνεται, όσο η στάθμη του θορύβου
μεγαλώνει. Ο δείκτης κατάστασης του πίνακα A είναι:

cond(A, 2) = ‖A‖2‖A−1‖2 = σ1

σn
= 4.52 1016

Η τιμή του δείκτη κατάστασης είναι μεγάλης τάξης, δηλαδή το αντίστροφο διακρι-

τό πρόβλημα γεωλογικής αναζήτησης κατατάσσεται στα πολύ ασταθή αντίστροφα

προβλήματα. Αυτό προκύπτει από τον πυρήνας K, που είναι άπειρες φορές παραγω-
γίσιμος, με αποτέλεσμα οι ιδιάζουσες τιμές να πέφτουν εκθετικά.
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Στην περίπτωση του αντίστροφου προβλήματος της δεύτερης παραγώγου δίνουμε

στο Matlab τις ακόλουθες εντολές

n = 30;
[A, b, x] = deriv2(n, 1);
[U, s, V ] = csvd(A);
be = b+ 1e− 5 ∗ randn(size(b));
subplot(1, 2, 1); picard(U, s, b);
subplot(1, 2, 2); picard(U, s, be)·

οι οποίες παράγουν το διάγραμμα 3.2. Οι παραπάνω εντολές διακριτοποιούν το

πρόβλημα της δεύτερης παραγώγου με τη μέθοδο του αναπτύγματος Galerkin. Στη
συνέχεια, εκτελείται η SVD παραγοντοποίηση του A. Τέλος, σχεδιάζουν τα δια-
γράμματα Picard σε δύο περιπτώσεις: χωρίς θόρυβο (δεξΙ διάγραμμα) και με θόρυβο
(αριστερό διάγραμμα).

Στο δεξί διάγραμμα ικανοποιείται η συνθήκης Picard για όλες τις τιμές του i
με i ≤ 30. Αυτό προκύπτει απ΄ τις ιδιάζουσες τιμές που μειώνονται αργά και παρα-
μένουν αρκετά μεγάλες (με την ακρίβεια του υπολογιστή). Στο αριστερό διάγραμμα

έχουμε προσθέσει Γκαουσιανό λευκό θόρυβο στο b = Ax με στάθμη 10−5
. ΄Ετσι,

η ποσότητα |uτi b|/σi σταθεροποιείται για ic w 10. Παρατηρούμε ότι το εύρος ικα-
νοποίησης της συνθήκης Picard είναι περίπου ίσο με αυτό του προβλήματος της
γεωλογικής αναζήτησης, παρ΄ όλο που η στάθμη του θορύβου που προσθέσαμε στην

περίπτωση αυτή ήταν μικρότερη κατά ένα παράγοντα ίσο με 10−3
. Το συμπέρασμα

αυτό προκύπτει από τις ιδιάζουσες τιμές του προβλήματος της δεύτερης παραγώγου

που μειώνονται πολυωνυμικά (δηλαδή αποσβένουν στο μηδέν πολύ πιο αργά σε σχέση

με την εκθετική απόσβεση που παρατηρούμε στο αντίστροφο πρόβλημα γεωλογικής

αναζήτησης). Φυσικά, η πολυωνυμική απόσβεση στο αντίστροφο πρόβλημα της δε-

ύτερης παραγώγου είναι συνέπεια του ότι ο πυρήνας K είναι συνεχής, όμως έχει
ασυνεχή πρώτη παράγωγο, δηλαδή είναι πολύ λιγότερο ομαλός σε σχέση με τον πυ-

ρήνα του προβλήματος της γεωλογικής αναζήτησης. Σημειώνουμε ότι ο πυρήνας του

προβλήματος της γεωλογικής αναζήτησης είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμος. Η κα-

λύτερη συμπεριφορά στην ευστάθεια φαίνεται και από τον δείκτη κατάστασης, που

ισούται με:

cond(A, 2) = ‖A‖2‖A−1‖2 = σ1

σn
= 1.09 103

Η τιμή αυτή είναι σημαντικά μικρότερη, σε σχέση με το δείκτη κατάστασης του δια-

κριτού προβλήματος της γεωλογικής αναζήτησης. Το αντίστροφο διακριτό πρόβλημα

δεύτερης παραγώγου κατατάσσεται στα μέτρια ασταθή αντίστροφα προβλήματα.

΄Οπως και στα προηγούμενα αντίστροφα προβλήματα, έτσι και στην περίπτωση

του αντίστροφου διακριτού προβλήματος θερμότητας δίνουμε τις εντολές:

n = 64;
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Σχήμα 3.3: Διαγράμματα Picard για το διακριτοποιημένο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας

με k = 3, αριστερά με την προσθήκη μικρού θορύβου 10−7
και δεξιά με την προσθήκη

μεγαλύτερου θορύβου 10−3
.

k = 3;
[A, b, x] = heat(n, k);
[U, s, V ] = csvd(A);
be = b+ 1e− 7 ∗ randn(size(b));
subplot(1, 2, 1); picard(U, s, be);
be = b+ 1e− 3 ∗ randn(size(b));
subplot(1, 2, 2); picard(U, s, be)·

και λαμβάνουμε το διάγραμμα 3.3. Είναι εμφανές ότι στο δεξί διάγραμμα με το μικρό

θόρυβο στάθμης 10−7
έχουμε κατά μέσο όρο ικανοποίηση της συνθήκης Picard,

κάτι το οποίο οφείλεται στην αργή απόσβεση των ιδιαζουσών τιμών. Στο αριστερό

διάγραμμα έχουμε προσθέσει Γκαουσιανό λευκό θόρυβο με στάθμη 10−3
. Τότε, πα-

ρατηρούμε ότι η ποσότητα |uτi b|/σi είναι φθίνουσα, αλλά σταθεροποιείται για ic w 40.
Επίσης, παρατηρούμε ότι το εύρος ικανοποίησης της συνθήκης Picard είναι σημα-
ντικά μεγαλύτερο από αυτό του αντίστροφου προβλήματος της γεωλογικής αναζήτη-

σης. Επιπλέον, το εύρος της συνθήκης Picard είναι μεγαλύτερο από το εύρος του
αντίστροφου προβλήματος της δεύτερης παραγώγου, παρ΄ όλο που η στάθμη του

θορύβου που προσθέσαμε στα δύο αυτά προβλήματα ήταν σημαντικά μικρότερη. Αυ-

τό οφείλεται στο ότι οι ιδιάζουσες τιμές του αντίστροφου προβλήματος διάδοσης

θερμότητας μειώνονται ακόμη πιο αργά σε σχέση με τα δύο άλλα προβλήματα που

εξετάσαμε. Δηλαδή, αποσβένουν στο μηδέν πολύ πιο αργά σε σχέση με την εκθετική

απόσβεση si ∼ e−ai που παρατηρούμε στο αντίστροφο πρόβλημα γεωλογικής ανα-
ζήτησης και στην πολυωνυμική απόσβεση si ∼ i−2

του προβλήματος της δεύτερης

παραγώγου). Φυσικά, η πολύ αργή απόσβεση στο αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης
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θερμότητας είναι συνέπεια του ότι ο πυρήναςK είναι συνεχής, αλλά είναι πολύ λιγότε-
ρο ομαλός σε σχέση με τους πυρήνες των προβλημάτων της γεωλογικής αναζήτησης

και της δεύτερης παραγώγου. ΄Ομως, το πρόβλημα αυτό έχει μια άλλου τύπου α-

ριθμητική αστάθεια, δηλαδή βρίσκεται στην κατηγορία των αντίστροφων διακριτών

προβλημάτων μη πλήρους αριθμητικού βαθμού.

3.7 Αντίστροφα προβλήματα μη πλήρους βαθ-

μού (υποκαθορισμένα)

Τα διακριτοποιημένα αντίστροφα προβλήματα μη πλήρους αριθμητικού βαθμού (sub-
stituted) [13] χαρακτηρίζονται από την ύπαρξη μιας κλάσης μικρών ιδιαζουσών τιμών,
η οποία διαχωρίζεται μέσω ενός καλά καθορισμένου χάσματος από τις υπόλοιπες ιδι-

άζουσες τιμές. Αν οι μικρές ιδιάζουσες τιμές θεωρηθούν ίσες με μηδέν (στα όρια ενός

αποδεκτού σφάλματος ε), τότε ο πίνακας A 2
δεν θα είναι πλήρους βαθμού, δηλαδή

rε = rank(A, ε) = k ≤ n. Συγκεκριμένα, ο πίνακας A θα έχει στήλες που θα είναι
σχεδόν γραμμικοί συνδυασμοί κάποιων ή και όλων των υπολοίπων στηλών στο όριο

του αποδεκτού σφάλματος. Πρέπει να τονίσουμε ότι ο δείκτης κατάστασης του πίνα-

κα A μπορεί να είναι πολύ μεγάλος, τόσο στα προβλήματα μη πλήρους αριθμητικού
βαθμού, όσο και στα μη καλά ορισμένα αντίστροφα προβλήματα. Στα προβλήματα

αυτά η πτώση των ιδιαζουσών τιμών στο μηδέν γίνεται με συνεχή τρόπο χωρίς την πα-

ρουσία χάσματος. Αυτό σημαίνει ότι πολλές από τις τεχνικές ομαλοποίησης μπορούν

να εφαρμοστούν και στις δύο κατηγορίες προβλημάτων.

Σε αυτό το σημείο καλό θα ήταν να δώσουμε ένα πιο αυστηρό και λειτουργικό

ορισμό για τον αριθμητικό βαθμό ενός πίνακα A, τον οποίο θα ορίσουμε σύμφωνα με
την εξίσωση:

rε = rank(A, ε) = min
‖E‖5ε

rank(A+ E) (3.47)

Με άλλα λογία, ο αριθμητικός βαθμός ε είναι ίσος με τον ελάχιστο αριθμό γραμμικά
ανεξαρτήτων στηλών του διαταραγμένου πίνακα A + E, δεδομένου ότι η νόρμα της
διαταραχής E δε μπορεί να ξεπεράσει μια μικρή ανοχή ίση με ε. Με όρους ιδιαζουσών
τιμών ο ε αριθμητικός βαθμός ικανοποιεί την ανισότητα:

σrε > ε > σrε+1 (3.48)

Ακόμη, η έννοια του αριθμητικού βαθμού έχει νόημα, μόνο όταν υπάρχει ένα καλά

καθορισμένο χάσμα μεταξύ των ιδιαζουσών τιμών. Αντιθέτως, ο αριθμητικός βαθμός

δεν ορίζεται, όταν οι ιδιάζουσες τιμές τείνουν στο μηδέν με συνεχή τρόπο.

2
Ο πίνακας A αντιστοιχεί στο αντίστροφο διακριτό πρόβλημα Ax = b, και έχει διαστάσεις m×n

με n ≤ m
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΄Εννοιες που σχετίζονται με τον αριθμητικό βαθμό είναι ο αριθμητικός πυρήνας

και το αριθμητικό εύρος του πίνακα A, τα οποία ορίζονται ως:

Nk(A) ≡ span {vk+1, . . . , vn} (3.49)

Rk(A) ≡ span {u1, . . . , uk} (3.50)

Προφανώς, Nk(A) είναι ένας υπόχωρος διάστασης n − rε και για οποιοδήποτε μη
μηδενικό διάνυσμα v ∈ Nk(A) έχουμε ‖Av‖2/‖v‖2 ≤ ε, δηλαδή οποιοδήποτε μο-
ναδιαίο διάνυσμα στον Nk(A) απεικονίζεται από τον A σε ένα διάνυσμα με μικρή
νόρμα. Ομοίως, ο χώρος Rk(A) έχει διάσταση rε και για κάθε μη μηδενικό διάνυσμα
u ∈ Rn \ Nk(A) έχουμε ‖Au‖2/‖u‖2 > ε, δηλαδή οποιοδήποτε μοναδιαίο διάνυσμα
στον Rn \Nk(A) έχει μεγάλη νόρμα στο εύρος του A. Για περισσότερες πληροφορίες
πάνω στα προβλήματα μη πλήρους αριθμητικού βαθμού παραπέμπουμε στην αναφορά

[13].

Οι τεχνικές ομαλοποίησης στην περίπτωση αντίστροφων προβλημάτων μη πλήρους

αριθμητικού βαθμού ε αποσκοπούν στην εξαγωγή της γραμμικά ανεξάρτητης πληρο-
φορίας από τον πίνακα A. Για παράδειγμα, στη μέθοδο αποκοπής (TSV D) η ομαλο-
ποιημένη λύση υπολογίζεται από την εξίσωση:

xregu =
rank(A,ε)∑

i=1

uτi b

σi
vi ≈ xexact (3.51)

Παραλείπουμε τα ιδιάζοντα διανύσματα που ανήκουν στον αριθμητικό πυρήνα του A,
δηλαδή παραλείπουμε από το άθροισμα τις πολύ μικρές ιδιάζουσες τιμές με σi < ε.
Επίσης, στα αντίστροφα προβλήματα μη πλήρους βαθμού είναι σημαντικό να έχου-

με καλή γνώση του βασικού προβλήματος (συνεχές πρόβλημα), από το οποίο κατα-

λήξαμε στο διακριτοποιημένο πρόβλημα. Το ερώτημα που προκύπτει είναι αν, πράγμα-

τι, οι πολύ μικρές ιδιάζουσες τιμές του διακριτοποιημένου προβλήματος αντιστοιχούν

σε μηδενικές ιδιάζουσες στο βασικό πρόβλημα. Αν όντως συμβαίνει κάτι τέτοιο, το

βασικό πρόβλημα είναι αόριστο, δηλαδή έχει μηδενιστές (βλ. παρ. 2.22). ΄Αρα, έχου-

με άπειρες λύσεις, κάτι το οποίο μεταφέρεται και στο διακριτοποιημένο πρόβλημα.

Στην περίπτωση αυτή πρέπει να επαναδιατυπώσουμε το βασικό πρόβλημα, έτσι ώστε

να έχει μοναδική λύση, και αυτό γίνεται βάζοντας επιπρόσθετους περιορισμούς στον

χώρο των λύσεων. Ωστόσο, υπάρχουν προβλήματα μη πλήρους βαθμού, στα οποία

το βασικό πρόβλημα δεν έχει μηδενικές ιδιάζουσες τιμές. Στην περίπτωση αυτή, η

μοναδική λύση του βασικού προβλήματος προσεγγίζεται από την ομαλοποιημένη λύση

του διακριτού προβλήματος, η οποία προκύπτει με εξαγωγή της γραμμικά ανεξάρτη-

της πληροφορίας από τον πίνακα A. Ο λόγος που ο πίνακας A εμφανίζεται να είναι
μη πλήρους βαθμού, παρ΄ όλο που το βασικό πρόβλημα δεν έχει μηδενικές ιδιάζουσες

τιμές, είναι συνέπεια ιδιόμορφων χαρακτηριστικών του βασικού προβλήματος, της με-

θόδου διακριτοποίσης που χρησιμοποιήσαμε και, τέλος, της πεπερασμένης ακρίβειας

του υπολογιστή.
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Στην παρούσα εργασία θα ασχοληθούμε με το διακριτό αντίστροφο πρόβλημα δι-

άδοσης θερμότητας, το οποίο είναι μη πλήρους αριθμητικού βαθμού. Το αντίστοιχο

βασικό (συνεχές) πρόβλημα, δεν έχει μηδενιστές και άρα, η λύση του είναι μοναδική.

Οι γνωστές μέθοδοι ομαλοποίησης, που παρουσιάζονται στο επόμενο κεφάλαιο, μπο-

ρούν να εφαρμοστούν απευθείας στο συγκεκριμένο διακριτό πρόβλημα, προκειμένου

να προσεγγίσουμε τη μοναδική λύση του συνεχούς προβλήματος.

Σχήμα 3.4: Διαγράμματα Picard για το διακριτοποιημένο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας

με την προσθήκη μικρού θορύβου 10−7
, αριστερά για k = 1, n = 100 και δεξιά για k =

5, n = 100.

Στο δεξί πάνελ του σχήματος 3.4 έχουμε σχεδιάσει το διάγραμμα Picard του
διακριτού αντίστροφου διαγράμματος θερμότητας για k = 1 και n = 100. Το χάσμα
μεταξύ των μεγάλων και μικρών ιδιαζουσών τιμών είναι εμφανές, κάτι που αυτόματα

κατατάσσει το εν λόγω πρόβλημα στα προβλήματα μη πλήρους αριθμητικού βαθμού.

Στο αριστερό πάνελ του σχήματος 3.4 έχουμε σχεδιάσει το διάγραμμα Picard για k =
5 και n = 100. Στην περίπτωση αυτή, το πρόβλημα είναι πλήρους βαθμού, εφόσον οι
ιδιάζουσες τιμές ελαττώνονται με συνεχή τρόπο, χωρίς την ύπαρξη κάποιου χάσματος.

Επιπλέον, οι ιδιάζουσες τιμές πέφτουν πολύ αργά και ο δείκτης κατάστασης είναι

μικρός, με συνέπεια το πρόβλημα να είναι καλώς ορισμένο. Συνοψίζοντας, μικρές

τιμές του k (για παράδειγμα k = 1) αντιστοιχούν σε πολύ ασταθή προβλήματα μη
πλήρους βαθμού, ενώ μεγάλες τιμές του k (για παράδειγμα k = 5) καθιστούν το
πρόβλημα ευσταθές με μικρό δείκτη κατάστασης. Τέλος, αν αυξήσουμε το n με
στόχο να προσεγγίσουμε καλύτερα το συνεχές πρόβλημα, αυτό θα έχει ως συνέπεια

το πρόβλημα να γίνει περισσότερο ασταθές, ακόμη και στην περίπτωση που το k είναι
μεγάλο. Για παράδειγμα, όταν k = 5 και n = 200, το χάσμα στις ιδιάζουσες τιμές
επιστρέφει και το πρόβλημα γίνεται πάλι ασταθές και μη πλήρους αριθμητικού βαθμού.
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Στη συνέχεια, θα δικαιολογήσουμε το ότι, ενώ το συνεχές αντίστροφο πρόβλημα

διάδοσης θερμότητας δεν έχει μηδενικές ιδιάζουσες τιμές, το αντίστοιχο διακριτό

πρόβλημα έχει μια κλάση πολύ μικρών ιδιαζουσών τιμών που προσεγγίζουν το μηδέν.

Η απάντηση προκύπτει από συνεχές πρόβλημα που έχει ένα ψευδομηδενιστή τύπου

συνάρτησης δέλτα και, πιο συγκεκριμένα, ισχύει:∫ s

0
K(s, t)δ(t− T ) dt = K(s, T ) = 0 (3.52)

Ωστόσο, γνωρίζουμε ότι οι συναρτήσεις δέλτα δεν είναι πραγματικές συναρτήσεις, αλ-

λά προσεγγίζονται από μονοπαραμετρικές οικογένειες συναρτήσεων στο κατάλληλο

όριο. Επομένως, υπάρχουν οικογένειες συναρτήσεων που μιμούνται προσεγγιστικά

την συμπεριφορά των συναρτήσεων δέλτα και καθιστούν το παραπάνω ολοκλήρωμα

πολύ μικρό, αλλά όχι μηδέν. Το γεγονός αυτό αντανακλά στις ιδιάζουσες τιμές του

αντίστοιχου διακριτού προβλήματος και το καθιστά ασταθές και μη πλήρους αριθμη-

τικού βαθμού. Επίσης, έχουμε σχεδιάσει ένα από τα ιδιάζοντα διανύσματα το οποίο

αντιστοιχεί σε μια από τις πολύ μικρές ιδιάζουσες τιμές και, όπως παρατηρούμε στο

σχήμα 3.5, προσομοιάζει την συμπεριφορά της εν λόγω συνάρτησης δ(t− T ).

Σχήμα 3.5: Προσομοίωση της συμπεριφοράς της συνάρτησης δέλτα από ένα από τα δεξιά

ιδιάζοντα διανύσματα με πολύ μικρή ιδιάζουσα τιμή.
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Κεφάλαιο 4

Μέθοδοι Ομαλοποίησης

Αρχικά, αναλύεται η ανάγκη για ομαλοποίηση. Εν συνεχεία, εισάγονται οι τρεις

βασικές τεχνικές ομαλοποίησης, δηλαδή η μέθοδος αποκοπής, η μέθοδος επιλογής

και η μέθοδος Tikhonov. Επίσης, ορίζουμε την L-καμπύλη, τονίζοντας τη σημασία
της στην επιλογή της παραμέτρου ομαλοποίησης.

4.1 Η ανάγκη για ομαλοποίηση

Η ανάγκη για ομαλοποίηση πηγάζει από το γεγονός ότι ο δείκτης κατάστασης του

πίνακα A (του αντίστροφου διακριτού προβλήματος) είναι εν γένει μεγάλος, δηλαδή
έχουμε να κάνουμε με ασταθή μη καλά τοποθετημένα προβλήματα. Επομένως, μικρές

διαταραχές στο αριστερό μέλος b, που οφείλονται στην ύπαρξη θορύβου, μεταφράζο-
νται σε τεράστιες αποκλίσεις στη λύση x = A−1b, με αποτέλεσμα η ακριβής λύση
του προβλήματος να είναι αδύνατο να ανακατασκευαστεί. Οι μέθοδοι ομαλοποίησης

αποσκοπούν στον εντοπισμό και την εξάλειψη των ανεπιθύμητων επιδράσεων του θο-

ρύβου, ώστε τελικά η ομαλοποιημένη λύση να είναι όσο το δυνατό πιο κοντά στην

ακριβή λύση.

΄Εστω bexact η ακριβής τιμή του δεξιού μέλους και xexact η ακριβής λύση του
αντίστροφου διακριτού προβλήματος. Επίσης, b = bexact+e είναι η διαταραγμένη τιμή
του δεξιού μέλους, όπου με e έχουμε συμβολίσει τη διαταραχή. Οι ποσότητες αυτές
θα πρέπει να ικανοποιούν τις ακόλουθες εξισώσεις:

Axexact = bexact, Ax = b = bexact + e (4.1)

Σύμφωνα με τη θεωρία διαταραχών, έχουμε το εξής άνω φράγμα για το σχετικό

σφάλμα, σύμφωνα με την ανισότητα:

‖xexact − x‖2

‖xexact‖2
≤ cond(A) ‖e‖2

‖bexact‖2
(4.2)

39
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Σχήμα 4.1: Σχηματική αναπαράσταση της ανάγκης για ομαλοποίηση.

Επειδή ο δείκτης κατάστασης θεωρείται πολύ μεγάλος, έπεται ότι η απλοϊκή λύση

x = A−1b μπορεί να βρεθεί πολύ μακριά, σε σχέση με την ακριβή xexact. Επιπλέον,
όπως διαπιστώνεται αριθμητικά στην περίπτωση των αντίστροφων προβλημάτων, οι

διαταραχές στη λύση πάντοτε λαμβάνουν τιμές κοντά στην τιμή του άνω φράγματος.

΄Ετσι, λοιπόν, η χρήση των μεθόδων ομαλοποίησης καθίσταται αναγκαία, προκειμένου

να υπολογίσουμε λιγότερο ευαίσθητες στην διαταραχή e προσεγγίσεις της xexact.
Στο παρόν κεφάλαιο θα μελετήσουμε τρεις μεθόδους ομαλοποίησης: τη μέθοδο

αποκοπής, τη μέθοδο επιλογής, και τη μέθοδο Tikhonov. Σε όλες τις περιπτώσεις, οι
ομαλοποιημένες λύσεις xreg μπορούν να εκφραστούν ως ένα φιλτραρισμένο ανάπτυγμα
SVD, σύμφωνα με την εξίσωση:

xreg =
n∑
i=1

ϕi
uτi b

σi
vi (4.3)

όπου η μορφή των συντελεστών ϕi εξαρτάται από τη μέθοδο ομαλοποίησης.
Η ανάγκη για ομαλοποίηση αναπαρίσταται στο σχήμα 4.1. Η ακριβής λύση xexact

παράγει την ακριβή τιμή στο δεξί μέλος της εξίσωσης bexact = Axexact, στην οποία
προσθέτουμε μια διαταραχή e. Το διαταραγμένο δεξί μέλος b = bexact + e επιστρέφει
την απλοϊκή λύση x = A−1b = A−1bexact + A−1e. Λόγω του μεγάλου δείκτη
κατάστασης, η απλοϊκή λύση x είναι, εν γένει, πολύ μακριά από την ακριβή λύση,
ακόμη και όταν η διαταραχή e είναι πολύ μικρή. Ομαλοποιώντας τη λύση με χρήση των
μεθόδων TSVD (xk) ή Tikhonov (xλ), έχουμε σημαντικά καλύτερες προσεγγίσεις
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Σχήμα 4.2: Ακριβείς λύσεις και απλοϊκές λύσεις μαζί στο ίδιο διάγραμμα, στην περίπτωση

του διακριτού αντίστροφου προβλήματος διάδοσης θερμότητας n = 64 και k = 3, για τρεις
διαφορετικές τιμές θορύβου ‖e‖2 = 10−7, 10−5, 10−3

. Η στάθμη του θορύβου αυξάνει από

τα δεξιά προς τα αριστερά. Ακόμη, cond(A, 2) = 8.1 10−8
, κάτι το οποίο δείχνει το μέγεθος

της αστάθειας του προβλήματος.

της ακριβούς λύσης xexact.
Προκειμένου να μελετήσουμε περαιτέρω την επίδραση του θορύβου στην απλοϊκή

λύση, θα θεωρήσουμε το αντίστροφο διακριτό πρόβλημα διάδοσης θερμότητας για n =
64 και k = 3. Στο σχήμα 4.2 έχουμε σχεδιάσει την ακριβή λύση (συνεχής γραμμή)
και την απλοϊκή λύση (γραμμή με αιχμές), για τρεις διαφορετικές στάθμες θορύβου

‖e‖2 = 10−7, 10−5, 10−3
. Παρατηρούμε ότι, όσο ο θόρυβος αυξάνει, από δεξιά προς τα

αριστερά, η απλοϊκή λύση ολοένα γίνεται πιο ανώμαλη. Μάλιστα, για τη μεγαλύτερη

στάθμη (τρίτο διάγραμμα από δεξιά προς τα αριστερά) η απλοϊκή λύση γίνεται τόσο

χαοτική (δηλαδή πρακτικά μας είναι άχρηστη), που η ακριβής λύση είναι αδύνατο

να ανακατασκευαστεί. Αντίθετα, στις χαμηλότερες στάθμες θορύβου, κοιτώντας την

απλοϊκή λύση και αφαιρώντας νοητά το θόρυβο από την ουρά του διαγράμματος, είναι

δυνατό να ανακατασκευάσουμε την ακριβή λύση του προβλήματος. Το σχήμα 4.2

κατασκευάστηκε στο Matlab με τις ακόλουθες εντολές:

n = 64;
k = 3;
t = 20/n : 20/n : 20;
[A, bex, xex] = heat(n, k);
be = bex+ 5 ∗ 1e− 7 ∗ randn(size(bex));
x = A \ be;
subplot(1, 3, 1); plot(t, xex, t, x);
be = bex+ 5 ∗ 1e− 5 ∗ randn(size(bex));
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x = A \ be;
subplot(1, 3, 2); plot(t, xex, t, x);
be = bex+ 5 ∗ 1e− 3 ∗ randn(size(bex));
x = A \ be;
subplot(1, 3, 3); plot(t, xex, t, x);

4.2 Μέθοδος αποκοπής TSVD
΄Οπως γνωρίζουμε, η απλοϊκή λύση αναπτύσσεται κατά SVD σύμφωνα με την εξίσω-
ση:

x = A−1b =
n∑
i=1

uτi b

σi
vi =

n∑
i=1

uτi b
exact + uτi e

σi
vi

Στόχος μας είναι να χρησιμοποιήσουμε το ανάπτυγμα αυτό, προκειμένου να ανα-

κτήσουμε όσο το δυνατό περισσότερη πληροφορία για την ακριβή λύση του προβλήμα-

τος. Οι όροι του αναπτύγματος μπορούν να χωριστούν σε δυο κατηγορίες: αυτούς
που η επίδραση της διαταραχής θεωρείται μικρή, και στους όρους που η επίδραση της

διαταραχής θεωρείται σημαντική. Πιο συγκεκριμένα, μπορούμε να γράψουμε:

uτi b = uτi b
exact + uτi e ≈

{
uτi b

exact αν |uτi bexact| > |uτi e|
uτi e αν |uτi bexact| < |uτi e|

(4.4)

Επομένως, οι όροι που είναι σημαντικοί για την επανάκτηση της ακριβούς λύσης είναι

αυτοί που η επίδραση της διαταραχής είναι μικρή, δηλαδή ισχύει |uτi bexact| > |uτi e|.
Αντιθέτως, οι όροι όπου κυμαίνεται η διαταραχή |uτi e| > |uτi bexact| είναι υπεύθυνοι
για τις μεγάλες αποκλίσεις μεταξύ της ακριβούς και της απλοϊκής λύσης.

Επιπλέον, η ικανοποίηση της διακριτής συνθήκης Picard στην περίπτωση του
ακριβούς δεξιού μέλους bexact θεωρείται δεδομένη, δηλαδή οι όροι uτi b

exact/σi είναι
μια κατά μέσο όρο φθίνουσα ακολουθία με όριο το μηδέν, καθώς i → +∞. Η
παραβίαση της συνθήκης Picard στο διαταραγμένο πρόβλημα οφείλεται στους όρους
όπου υπάρχει η διαταραχή και συμβαίνει, όταν uτi e w σi (δηλαδή όταν η επίδραση της
διαταραχής, που εκφράζεται από τον όρο uτi e, γίνει περίπου ίση με την αντίστοιχη
ιδιάζουσα τιμή σi). Εφόσον ο όρος u

τ
i e είναι μικρός, συμπεραίνουμε ότι οι ιδιάζουσες

τιμές (που καθιστούν προβληματικό το ανάπτυγμα ως προσέγγιση) είναι επίσης μικρές

και βρίσκονται στην ουρά του αναπτύγματος SVD. Στη συνέχεια, με k < n θα
συμβολίζουμε την κρίσιμη τιμή, πάνω από την οποία η επίδραση της διαταραχής γίνεται

σημαντική. Επομένως, αν αποκόψουμε τους όρους με i > k από το ανάπτυγμα
SVD, προκύπτει μια προσέγγιση της αποκομμένης απλοϊκής λύσης στην ακριβή λύση.
Ακριβώς σε αυτή την παρατήρηση βασίζεται η μέθοδος της αποκοπής.

Η ομαλοποιημένη λύση xk, σύμφωνα με τη μέθοδο αποκοπής, ορίζεται από τη
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Σχήμα 4.3: Διάγραμμα Picard στην περίπτωση του διακριτού αντίστροφου προβλήματος

διάδοσης θερμότητας, με n = 64, k̃ = 3 και ‖e‖2 = 10−2
. Στο δεξί διάγραμμα έχουμε

εστιάσει σε μια συγκεκριμένη περιοχή, με στόχο να υπολογίσουμε την παράμετρο αποκοπής.

Προκύπτει ότι k w 20, εφόσον περίπου σε αυτό το σημείο αρχίζει να παραβιάζεται η διακριτή
συνθήκη Picard.

σχέση:

xk =
k∑
i=1

uτi b

σi
vi ≈

k∑
i=1

uτi b
exact

σi
vi ≈ xexact (4.5)

Η παράμετρος ομαλοποίησης k (ή απλά παράμετρος αποκοπής) υπολογίζεται εποπτικά
από το αντίστοιχό διάγραμμα Picard.

Στο σχήμα 4.3 απεικονίζεται το διάγραμμα Picard στην περίπτωση του διακριτού
αντίστροφου προβλήματος διάδοσης θερμότητας, με n = 64, k̃ = 3 και ‖e‖2 =
10−2
. Με παρατήρηση του δεξιού διαγράμματος, όπου έχουμε εστιάσει στην περιοχή

που μας ενδιαφέρει, προκύπτει ότι η παράμετρος αποκοπής είναι k w 20, εφόσον
περίπου σε αυτό το σημείο αρχίζει να παραβιάζεται η διακριτή συνθήκη Picard. Πιο
συγκεκριμένα, το πηλίκο |uτi b|/σi (στο i = 20) παύει να μειώνεται και αρχίζει να
σταθεροποιείται, και στη συνέχεια να αυξάνει.

Στο σχήμα 4.4 έχουμε σχεδιάσει την ακριβή και την αποκομμένη απλοϊκή λύση

στην περίπτωση του διακριτού αντίστροφου προβλήματος διάδοσης θερμότητας, με

n = 64, k̃ = 3 και ‖e‖2 = 10−2
, όπου η παράμετρος αποκοπής παίρνει τις τιμές

k = 10, 18, 20, 22, 40, 63. Παρατηρούμε ότι η αποκομμένη απλοϊκή λύση προσεγγίζει
καλύτερα την ακριβή λύση για k = 18, 20, 22, όπως προκύπτει από το αντίστοιχο δι-
άγραμμα Picard (4.3). Η τιμή της παραμέτρου αποκοπής k = 10 δίνει ένα ικανοποιη-
τικό αποτέλεσμα, το οποίο όμως βελτιώνεται για τις μεγαλύτερες τιμές k = 18, 20, 22.
Επίσης, για τις πολύ μεγαλύτερες τιμές k = 40, 63 η ακριβής λύση καλύπτεται πλήρως
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Σχήμα 4.4: Ακριβής λύση και αποκομμένη απλοϊκη λύση μαζί στο ίδιο διάγραμμα στην

περίπτωση του διακριτού αντίστροφου προβλήματος διάδοσης θερμότητας με n = 64, k̃ = 3
και ‖e‖2 = 10−2

, όπου η παράμετρος αποκοπής παίρνει τις τιμές k = 10, 18, 20, 22, 40, 63.

από τον ανεπιθύμητο θόρυβο και είναι αδύνατο να ανακατασκευαστεί.

Ακόμη, θα πρέπει να τονίσουμε ότι το διακριτό αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης

θερμότητας περιέχει έναν επιπλέον διαφορετικό τύπο αριθμητικής αστάθειας. Το

πρόβλημα δέχεται έναν μηδενιστή τύπου συνάρτησης δέλτα fnull(t) = δ(t− 1), όπως
ήδη έχουμε αναφέρει στο κεφάλαιο 3. Επίσης, το πρόβλημα αυτό ενδέχεται να ε-

ίναι πλήρους ή μη πλήρους βαθμού, ανάλογα με τις τιμές των παραμέτρων n και k̃.
Λαμβάνοντας υπ΄ όψιν την εργασία του Alfred Carasso[4], το αντίστροφο συνεχές
πρόβλημα έχει μοναδική λύση παρά της ύπαρξης μηδενιστή, διότι η δέλτα Diracδεν
είναι στην πραγματικότητα συνάρτηση με τη συνηθισμένη έννοια. Η αστάθεια αυτού

του τύπου εκδηλώνεται με ένα απότομο άλμα στις ιδιάζουσες τιμές, το οποίο παρατη-

ρείται στο αντίστοιχο διάγραμμα Picard. Για παράδειγμα, στο σχήμα 4.3 βλέπουμε
ότι, ενώ σ63 = 0.0105, η επόμενη ιδιάζουσα τιμή εκτοξεύεται πολλές τάξεις μεγέθους
πιο κάτω στην τιμή σ64 = 9 10−10

, με αποτέλεσμα τη μεγάλη αύξηση του δείκτη κα-

τάστασης, που χειροτερεύει κατά πολύ την αστάθεια του προβλήματος. Πρέπει να

τονίσουμε ότι η πολύ μικρή αυτή τιμή σ64 = 9 10−10
είναι αποτέλεσμα αριθμητικού

σφάλματος, το οποίο οφείλεται στο συγκεκριμένο πρόβλημα, στη μέθοδο διακριτο-

ποίησης και στα σφάλματα στρογγυλοποίησης λόγω πεπερασμένης υπολογιστικής

ακρίβειας. ΄Οταν επιλέγουμε την παράμετρο ομαλοποίησης k θα πρέπει να λάβουμε
υπ΄ όψιν ότι στην περίπτωση που οι ιδιάζουσες τιμές εμφανίζουν ένα απότομο χάσμα

στην τάξη μεγέθους, τότε οι ιδιάζουσες τιμές με την υποπολλαπλάσια τάξη μεγέθους

(δεξιά του χάσματος) πρέπει πάντα να παραλείπονται από το ανάπτυγμα SVD. Αυτό
μπορεί να γίνει εύκολα με παρατήρηση του αντίστοιχου διαγράμματος Picard.

Ακόμη, υπάρχει ένας εναλλακτικός φορμαλισμός για την TSVD, ο οποίος είναι
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σημαντικός. Στην περίπτωση αυτή, η ομαλοποιημένη λύση υπολογίζεται από ένα

τροποποιημένο και καλύτερα τοποθετημένο πρόβλημα. Ο αποκομμένος πίνακας Ak
ορίζεται από την εξίσωση:

Ak =

 | |
u1 · · · uk
| |



σ1
. . .

σk


 | |
v1 · · · vk
| |

 =
k∑
i=1

uiσiv
τ
i (4.6)

Το πλεονέκτημα που έχουμε είναι ότι ο δείκτης κατάστασης του πίνακα είναι

cond(Ak, 2) = σ1/σk, ο οποίος είναι σημαντικά μικρότερος από το δείκτη κατάστασης
cond(A, 2) = σ1/σn του αρχικού πίνακα A. Επομένως, θεωρώντας τον Ak αντί του
A, αναμένουμε βελτίωση της ευστάθειας του προβλήματος.
Επομένως, θα αντικαταστήσουμε το αρχικό μη καλά τοποθετημένο πρόβλημα

Ax = b, ή ισοδύναμα min‖Ax − b‖2, με το καλύτερα τοποθετημένο πρόβλημα ελα-

χίστων τετραγώνων min‖Akx − b‖2. Επίσης, rank(A) = k < n, δηλαδή ο πίνακας
Ak είναι μη πλήρους βαθμού και, επομένως, το σύστημα Akx = b έχει άπειρες λύσεις,
οι οποίες μπορεί να αποδειχτεί ότι είναι της μορφής:

x =
k∑
i=1

uiσiv
τ
i +

n∑
i=k+1

ζi v
τ
i (4.7)

όπου ζi αυθαίρετες σταθερές. Προκειμένου να ορίσουμε μια μοναδική λύση, χρεια-
ζόμαστε μια επιπλέον συνθήκη. Ελαχιστοποιούμε τη νόρμα ‖x‖2, δεδομένου ότι η

νόρμα ‖Akx−b‖2 είναι ελάχιστη. ΄Αρα, ψάχνουμε τη μοναδική λύση του προβλήματος:

min‖x‖2, αν ‖Akx− b‖2 = min (4.8)

Μπορεί εύκολα να αποδειχτεί ότι η λύση του παραπάνω προβλήματος ταυτίζεται με την

xk της μεθόδου αποκοπής, όπως αυτή εκφράζεται από την εξίσωση (4.5). Επομένως,
το πρόβλημα (4.8) είναι μια εναλλακτική διατύπωση της μεθόδου αποκοπής, με το

πλεονέκτημα ότι η απαίτηση για ομαλότητα της λύσης εκφράζεται ξεκάθαρα από τη

συνθήκη ελαχιστοποίησης της νόρμας ‖x‖2.

4.3 Μέθοδος επιλογής SSVD
Η βασική ιδέα της μεθόδου αποκοπής είναι ότι η ομαλοποιημένη λύση εμπεριέχει

τη συνεισφορά όλων των SVD συνιστωσών που αντιστοιχούν στις μεγαλύτερες σε
μέγεθος ιδιάζουσες τιμές. Ωστόσο, αυτό δεν είναι απαραίτητο. Ενδέχεται, για πα-

ράδειγμα, να υπάρχουν όροι με uτi b� σi, των οποίων η συνεισφορά στο ανάπτυγμα
να είναι αμελητέα (που θα μπορούσαν να έχουν παραληφθεί, χωρίς να αλλοιωθεί το

αποτέλεσμα).
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Σύμφωνα με τα παραπάνω, προκύπτει μια καινούργια μέθοδος ομαλοποίησης, η

οποία είναι γνωστή ως μέθοδος επιλογής SSVD. Στη μέθοδο επιλογής λαμ-
βάνονται υπ΄ όψιν μόνο οι συνιστώσες που έχουν σημαντική συνεισφορά στην ομαλο-

ποιημένη λύση. Πιο συγκεκριμένα, εισάγεται ένα κατώτατο όριο τ , πάνω από το οποίο
οι SVD συνιστώσες θεωρούνται σημαντικές και συμπεριλαμβάνονται στο ανάπτυγμα.
΄Ετσι, η ομαλοποιημένη λύση xτ ορίζεται από την εξίσωση:

xτ =
∑
|uτi b|>τ

uτi b

σi
vi (4.9)

Στο παραπάνω άθροισμα συμπεριλαμβάνουμε όλους τους όρους uτi b/σi με απόλυτη
τιμή |uτi b| μεγαλύτερη από τ . Εναλλακτικά, θα μπορούσαμε να γράψουμε ότι:

xτ =
n∑
i=1

ϕ
[τ ]
i

uτi b

σi
vi (4.10)

όπου

ϕ
[τ ]
i =

{
1, |uτi b| > τ
0, otherwise

(4.11)

Είναι φυσικό να επιλέξουμε το κατώτατο όριο τ , έτσι ώστε η μέθοδος επιλογής να
απομακρύνει τους όρους uτi b με τιμή κάτω από την στάθμη του θορύβου. Μπορεί να
αποδειχτεί ότι, αν ο θόρυβος στο δεξιό μέλος b είναι λευκός με τυπική απόκλιση η,
τότε και ο θόρυβος στους συντελεστές uτi b είναι επίσης λευκός με την ίδια στατιστική.
΄Αρα, είναι λογικό να επιλέξουμε:

τ = νsη (4.12)

όπου νs είναι ένας συντελεστής ασφαλείας. Συνήθως επιλέγεται νs = 3 ή νs = 5,
προκειμένου να αποφύγουμε να λάβουμε υπ΄ όψιν τις συνιστώσες με τιμή κοντά στην

στάθμη του θορύβου.

Ακόμη, θα πρέπει να αναφέρουμε ότι η μέθοδος επιλογής έχει ξεχωριστή σημασία

σε σχέση με τις επαναληπτικές μεθόδους, οι οποίες χρησιμοποιούνται σε προβλήματα

μεγάλης κλίμακας και θα εξεταστούν ακολούθως στο κεφάλαιο 5.

4.4 Μέθοδος Tikhonov
Η μέθοδος αποκοπής έχει το πλεονέκτημα ότι είναι νοηματικά απλή, και ο υπολο-

γισμός της ομαλοποιημένης λύσης σχετικά εύκολος, δεδομένου ότι παραγοντοποίη-

ση ιδιαζουσών τιμών είναι γνωστή. ΄Ομως, στην περίπτωση προβλημάτων μεγάλης

κλίμακας
1
ο υπολογισμός του αναπτύγματος SVD είναι ιδιαίτερα χρονοβόρος. ΄Ετσι,

1
Πρόκειται για πραγματικά προβλήματα (όχι απλά μαθηματικά μοντέλα) στα οποία ο όγκος δε-

δομένων είναι τεράστιος προβλήματα, και άρα η διάσταση του πίνακα A είναι πολύ μεγάλη.
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θα γίνει χρήση (διαφορετικών) τεχνικών ομαλοποίησης, κατάλληλες στην περίπτωση

προβλημάτων μεγάλης κλίμακας, στις οποίες το ανάπτυγμα SVD δεν είναι απαραίτητο
για τον υπολογισμό της ομαλοποιημένης λύσης.

Η μέθοδος που επιλύει το παραπάνω πρόβλημα είναι η μέθοδος Tikhonov. Στην
περίπτωση της μεθόδου Tikhonov, η ομαλοποιημένη λύση xλ ορίζεται μέσω ενός
προβλήματος ελαχιστοποίησης και, πιο συγκεκριμένα, από την παρακάτω εξίσωση:

xλ = Arg
[
min

{
‖Ax− b‖2

2 + λ2‖x‖2
2

}]
(4.13)

Εδώ, ο ρόλος της (θετικής) παραμέτρου ομαλοποίησης λ είναι να καθορίσει τη βα-
ρύτητα μεταξύ των δυο ποσοτήτων ‖Ax − b‖2

2 και ‖x‖2
2 που απαρτίζουν την υπό

ελαχιστοποίηση συνάρτηση. Αξίζει να κάνουμε τις ακόλουθες τρεις παρατηρήσεις:

1. Μικρές τιμές της παραμέτρου λ επιτρέπουν στη νόρμα ‖x‖2
2 να πάρει μεγάλες

τιμές και μετατοπίζουν το βάρος της ελαχιστοποίησης στην ‖Ax − b‖2
2. Επο-

μένως, για πολύ μικρό λ η ομαλοποιημένη λύση πλησιάζει την απλοϊκή λύση
του διαταραγμένου προβλήματος και όχι την ακριβή λύση του προβλήματος,

όπως θα θέλαμε. ΄Ετσι, για λ→ 0 έχουμε xλ → x = A−1b.

2. Αντιθέτως, μεγάλες τιμές της παραμέτρου λ μετατοπίζουν το βάρος της ελαχι-
στοποίησης στην ‖x‖2

2, οπότε η νόρμα ‖Ax− b‖2
2 μπορεί να λάβει μεγαλύτερες

τιμές. ΄Ετσι, λόγω της μικρής νόρμας ‖x‖2
2 επιτυγχάνουμε απομάκρυνση του

θορύβου από την ομαλοποιημένη λύση και κατά πάσα πιθανότητα έχουμε πλη-

σίασμα της ακριβούς λύσης. Μεγαλώνοντας ακόμη πιο πολύ την παράμετρο λ
(λ → +∞), η ομαλοποιημένη λύση xλ τείνει στο μηδέν ( xλ → 0), κάτι που
φυσικά είναι ανεπιθύμητο.

3. Σύμφωνα με τα παραπάνω, η επιλογή της παραμέτρου λ δε μπορεί να είναι ούτε
πολύ μικρή, διότι η ομαλοποιημένη λύση πλησιάζει την απλοϊκή λύση του διατα-

ραγμένου προβλήματος. Επίσης, όχι πολύ μεγάλη, διότι η ομαλοποιημένη λύση

τείνει στο μηδέν. Αντιθέτως, η παράμετρος ομαλοποίησης πρέπει να επιλεγεί με

βέλτιστο τρόπο, ώστε η λύση να ταιριάζει στα δεδομένα του προβλήματος και

ταυτόχρονα, να είναι επαρκώς ομαλή, δηλαδή να πλησιάζει όσο το δυνατόν πε-

ρισσότερο την ακριβή λύση του προβλήματος. ΄Οπως θα δούμε, ένας πρακτικός

τρόπος να πετύχουμε κάτι τέτοιο είναι η μέθοδος της L καμπύλης.

Αν και δεν είναι άμεσα ξεκάθαρο από την εξίσωση (4.13), η ομαλοποιημένη λύση

μπορεί να θεωρηθεί ως λύση ενός γραμμικού προβλήματος ελάχιστων τετραγώνων.



48 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΜΕΘΟΔΟΙ ΟΜΑΛΟΠΟΙΗΣΗΣ

Αρκεί να παρατηρήσουμε ότι:

‖Ax− b‖2
2 + λ2‖x‖2

2 = (Ax− b)τ (Ax− b) + (λx)τ (λx)

=
(
Ax− b
λx

)τ (
Ax− b
λx

)
=
∥∥∥∥∥
(
Ax− b
λx

)∥∥∥∥∥
2

2

=
∥∥∥∥∥
(
A
λI

)
x−

(
b
0

)∥∥∥∥∥
2

2
(4.14)

Οπότε, η ομαλοποιημένη λύση xλ προκύπτει από το ακόλουθο ισοδύναμο πρόβλημα
ελαχιστοποίησης:

min

∥∥∥∥∥
(
A
λI

)
x−

(
b
0

)∥∥∥∥∥
2

(4.15)

το οποίο είναι ένα γραμμικό πρόβλημα ελάχιστων τετραγώνων με λύση, η οποία προ-

κύπτει από την επονομαζόμενη κανονική εξίσωση [8], δηλαδή:(
A
λI

)τ (
A
λI

)
x =

(
A
λI

)τ (
b
0

)
(4.16)

ή ισοδύναμα: (
AτA+ λ2I

)
x = Aτb⇔ xλ =

(
AτA+ λ2I

)−1
Aτb (4.17)

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την παραγοντοποίηση SVD, προκειμένου να πε-
τύχουμε μια βαθύτερη κατανόηση της ομαλοποιημένης λύσης xλ. ΄Ετσι, θέτοντας
A = UΣV τ

και λαμβάνοντας υπ΄ όψιν ότι U τU = I, έχουμε:

AτA = (UΣV τ )τ UΣV τ = V ΣτU τUΣV τ = V Σ2V τ
(4.18)

Αν χρησιμοποιήσουμε την παραπάνω σχέση, η κανονική εξίσωση (4.17) δίνει την

ομαλοποιημένη λύση:

xλ =
(
V Σ2V τ + V λ2IV τ

)−1
Aτb

= V
(
Σ2 + λ2I

)−1
V τAτb

= V
(
Σ2 + λ2I

)−1
(AV )τb

= V
(
Σ2 + λ2I

)−1
ΣU τb (4.19)

Αν, επιπλέον, εισάγουμε τις ιδιάζουσες τιμές και διανύσματα από τις εξισώσεις (3.27)

και (3.28), λαμβάνουμε:

xλ =
n∑
i=1

σi
σ2
i + λ2 (uτi b) vi (4.20)
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΄Αρα, και στη μέθοδο Tikhonov, όπως ακριβώς και στις μεθόδους αποκοπής και
επιλογής, η ομαλοποιημένη λύση μπορεί να γραφτεί ως ένα φιλτραρισμένο ανάπτυγμα

SVD, σύμφωνα με την εξίσωση:

xλ =
n∑
i=1

ϕ
[λ]
i

uτi b

σi
vi (4.21)

όπου οι παράγοντες φιλτραρίσματος δίνονται από τη σχέση:

ϕ
[λ]
i = σ2

i

σ2
i + λ2 ≈

{
1 σi � λ
σ2
i

λ2 σi � λ
(4.22)

Σύμφωνα με τα παραπάνω, παρατηρούμε ότι οι όροι που αντιστοιχούν σε ιδιάζου-

σες τιμές που είναι μικρότερες από την παράμετρο ομαλοποίησης λ αποκόπτονται
σταδιακά από το ανάπτυγμα, λόγω της μικρής και φθίνουσας τιμής του παράγοντα

φιλτραρίσματος. Αντιθέτως, η συνεισφορά των όρων με μεγάλες ιδιάζουσες τιμές

(σi > λ) λαμβάνεται στο ακέραιο, εφόσον ο παράγοντας ϕ
[λ]
i γίνεται περίπου ίσος

με τη μονάδα. Στην ουσία, η παράμετρος ομαλοποίησης λ είναι ισοδύναμη με την
παράμετρο αποκοπής k της μεθόδου TSVD, μόνο που τώρα, η αποκοπή γίνεται με
περισσότερο ομαλό τρόπο.

Ωστόσο, στην περίπτωση της μεθόδου Tikhonov, η παραγοντοποίηση SVD δεν
είναι απαραίτητη για τον υπολογισμό της ομαλοποιημένης λύσης. Πιο συγκεκριμένα,

η ομαλοποιημένη λύση υπολογίζεται, επιλύοντας αριθμητικά ένα γραμμικό πρόβλημα

ελάχιστων τετραγώνων, όπως αναφέραμε νωρίτερα στο παρόν κεφάλαιο (βλ. εξίσωση

(4.15) ).

4.5 Η L-καμπύλη
Στο κεφάλαιο αυτό θα επικεντρωθούμε στις ακόλουθες δύο νόρμες

ξ = ‖xλ‖2
2 (4.23)

ρ = ‖Axλ − b‖2
2 (4.24)

Πρέπει να τονίσουμε ότι οι νόρμες αυτές παίζουν ένα κεντρικό ρόλο στη μελέτη

των αντίστροφων διακριτών προβλημάτων, εφόσον ο υπολογισμός τους δεν απαιτεί

υπολογισμό της παραγοντοποίησης ιδιαζουσών τιμών (SVD). Ο ακριβής ορισμός της
L-καμπύλης και ο τρόπος επιλογής της παραμέτρου ομαλοποίησης λ βασίζονται στις
παραπάνω νόρμες και θα δοθούν με λεπτομέρεια στο επόμενο κεφάλαιο. Η πρώτη

νόρμα ξ είναι γνωστή ως νόρμα της λύσης και η δεύτερη νόρμα ρ ως νόρμα του
υπόλοιπου.
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Εύκολα αποδεικνύεται ότι η νόρμα της λύσης γράφεται ως εξής:

ξ = ‖xλ‖2 =
n∑
i=1

(
ϕ

[λ]
i

uτi b

σi

)2

(4.25)

Επίσης, έχουμε:

Axλ − b = A

(
n∑
i=1

ϕ
[λ]
i

uτi b

σi
vi

)
−

n∑
i=1

(uτi b)ui

=
n∑
i=1

ϕ
[λ]
i

uτi b

σi
Avi −

n∑
i=1

(uτi b)ui

=
n∑
i=1

ϕ
[λ]
i (uτi b)ui −

n∑
i=1

(uτi b)ui

=
n∑
i=1

(
ϕ

[λ]
i − 1

)
(uτi b)ui (4.26)

Από την παραπάνω εξίσωση βρίσκουμε ότι η νόρμα του υπόλοιπου γράφεται ως εξής:

ρ = ‖Axλ − b‖2
2 =

n∑
i=1

(
(1− ϕ[λ]

i )uτi b
)2

(4.27)

Με τη βοήθεια της σχέσης:

dϕ
[λ]
i

dλ
= −2

λ

(
1− ϕ[λ]

i

)
ϕ

[λ]
i (4.28)

μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε τις παραγώγους:

ξ′ = dξ(λ)
dλ

= −4
λ

n∑
i=1

(
ϕ

[λ]
i

)2 (
1− ϕ[λ]

i

) (uτi b)2

σ2
i

(4.29)

ρ′ = dρ(λ)
dλ

= dξ(λ)
dλ

= 4
λ

n∑
i=1

(
ϕ

[λ]
i

) (
1− ϕ[λ]

i

)2
(uτi b)2

(4.30)

Αν, ακόμη, λάβουμε υπ΄ όψιν ότι:

1− ϕ[λ]
i = λ2

σ2
i

ϕ
[λ]
i

βρίσκουμε:

ρ′ = −λ2ξ′ (4.31)

΄Εστω, τώρα, ένα σημείο με συντεταγμένες (ρ(λ), ξ(λ)), το οποίο διαγράφει μια κα-
μπύλη στο επίπεδο ρ − ξ, καθώς η παράμετρος λ αυξάνει. Δεδομένου ότι ξ′ < 0



4.6. ΕΠΙΛΟΓΗ ΤΗΣ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΥ ΟΜΑΛΟΠΟΙΗΣΗΣ 51

και ρ′ > 0, όπως προκύπτει από τις παραπάνω εξισώσεις (4.29) και (4.30), το σημείο
θα μετακινείται ταυτόχρονα προς τα δεξιά (επειδή το ρ(λ) αυξάνει) και προς τα κάτω
(επειδή το ξ(λ) μειώνεται). Αν, ακόμη, απαλείψουμε την παράμετρο λ, μπορούμε να
θεωρήσουμε τη συνάρτηση ξ = ξ(ρ), η οποία είναι γνησίως φθίνουσα, εφόσον ισχύει
ξ′(ρ) = −1/λ2 < 0, όπως προκύπτει από τη σχέση (4.31). ΄Αρα, όσο η νόρμα του
υπολοίπου ‖Axλ − b‖2 αυξάνει, η νόρμα της λύσης ‖xλ‖2 θα πρέπει να μειώνεται.

Επίσης, μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε τη δεύτερη παράγωγο:

ρ′′ = d2ρ

dλ2 = d

dλ

(
−λ2ξ′

)
= −2λξ′ − λ2ξ′′ (4.32)

Η καμπυλότητα k(λ) της καμπύλης (ρ(λ), ξ(λ)) (ως γνωστόν από το μάθημα της
διαφορικής γεωμετρίας) υπολογίζεται από τη σχέση:

cλ = ρ′ξ′′ − ρ′′ξ′

((ρ′)2 + (ξ′)2)3/2 = 2λ(ξ′)2

((ρ′)2 + (ξ′)2)3/2 (4.33)

όπου αντικαταστήσαμε τη δεύτερη παράγωγο ρ′′ από την εξίσωση (4.32). Παρατηρο-
ύμε ότι η καμπυλότητα cλ είναι πάντα θετική, άρα η εν λόγω καμπύλη είναι κυρτή

2
.

Σημειώνουμε ότι καμπύλη (ρ(λ), ξ(λ)) παρουσιάζει ενδιαφέρον, εφόσον περιγρα-
φεί την εξάρτηση της ομαλοποιημένης λύσης xλ και των νορμών της ‖Axλ − b‖2 και

‖xλ‖2, από την παράμετρο ομαλοποίησης λ. Ακόμη, υπάρχουν κάποιες επιπλέον ιδι-
ότητες της καμπύλης αυτής που θα άξιζε να αναφερθούν. Για παράδειγμα, μπορούμε

να αποδείξουμε ότι:

0 ≤ ‖xλ‖2 ≤ ‖A−1b‖2, 0 ≤ ‖Axλ − b‖2 ≤ ‖b‖2 (4.34)

4.6 Επιλογή της παραμέτρου ομαλοποίησης

Η καμπύλη που προκύπτει από τη γραφική παράσταση των σημείων:(1
2 log ρ, 1

2 log ξ
)

= (log‖Axλ − b‖2, log‖xλ‖2) (4.35)

είναι γνωστή ως L-καμπύλη και παίζει κεντρικό ρόλο στην ανάλυση των αντίστροφων
διακριτών προβλημάτων. Η τυπική μορφή της L-καμπύλης δίνεται από το διάγραμμα
4.5. Ακόμη, η διπλή λογαριθμική κλίμακα είναι απαραίτητη, εξαιτίας του πολύ μεγάλου

εύρους τιμών που καλύπτουν οι δύο νόρμες.

Η L-καμπύλη εμφανίζει κάποια σημαντικά χαρακτηριστικά, τα οποία είναι ανε-
ξάρτητα του εκάστοτε αντίστροφου διακριτού προβλήματος που αντιμετωπίζουμε.

2
Μια καμπύλη ονομάζεται κυρτή αν όλα της τα σημεία βρίσκονται στο ίδιο ημιεπίπεδο, σε σχέση

με την εφαπτομένη ευθεία στο τυχαίο σημείο της καμπύλης.
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Σχήμα 4.5: Τυπική μορφή της L-καμπύλης, η επιλογή της παραμέτρου ομαλοποίησης

γίνεται πάνω στη γωνία μέγιστης καμπυλότητας.

Συγκεκριμένα, χωρίζεται σε ένα σχεδόν κάθετο και σε ένα σχεδόν οριζόντιο τμήμα,

τα οποία σχηματίζουν μια κατά προσέγγιση ορθή γωνία. Η βέλτιστη επιλογή της

παραμέτρου ομαλοποίησης λ αντιστοιχεί στο σημείο της καμπύλης με μέγιστη κα-
μπυλότητα, δηλαδή στην κορυφή της ορθής γωνίας, όπως φαίνεται στο σχήμα 4.5.

Με εκκίνηση το σημείο αυτό, αν αυξήσουμε την τιμή της παραμέτρου λ, μετατοπιζόμα-
στε οριζόντια και προς τα δεξιά, με αποτέλεσμα η νόρμα ‖Axλ − b‖2 να μεγαλώνει,

ενώ η νόρμα ‖xλ‖2 να παραμένει σχεδόν σταθερή. Στην περίπτωση αυτή η λύση υπε-

ρομαλοποιείται, αποκλίνει από την ακριβή λύση και, τελικά, τείνει στο μηδέν. Επίσης,

προκύπτει ότι η L-καμπύλη παύει να είναι οριζόντια και κάμπτεται προς τον οριζόντιο
άξονα, καθώς το λ → ∞. Αν, τώρα, αρχίσουμε να μειώνουμε την τιμή της παρα-
μέτρου λ, θα κινηθούμε στο οριζόντιο τμήμα της καμπύλης, όπου η τιμή της νόρμας
‖xλ‖2 αυξάνει, ενώ η τιμή της νόρμας ‖Axλ − b‖2 παραμένει σταθερή. Τελικά, για

λ→ 0 η καμπύλη κάμπτεται προς τον οριζόντιο άξονα και η νόρμα ‖xλ‖2 γίνεται ίση

με ‖A−1b‖2.
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Στην παρούσα διπλωματική εργασία η βέλτιστη επιλογή της παραμέτρου ομαλοπο-

ίησης λ θα γίνει με παρατήρηση της L-καμπύλης και εντοπισμό του σημείου μέγιστης
καμπυλότητας, δηλαδή της κορυφής της σχεδόν ορθής γωνίας. Ωστόσο, υπάρχουν

και αυτοματοποιημένες τεχνικές για την εύρεση του βέλτιστου λ, αλλά καμιά από
αυτές δε δίνει σωστά αποτελέσματα για όλες τις περιπτώσεις.
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Κεφάλαιο 5

Εφαρμογές της μεθόδου

Tikhonov

5.1 Εισαγωγικά

Το υπολογιστικό μέρος της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι μια αριθμητική με-

λέτη της μεθόδου Tikhonov, η οποία βασίζεται σε τρία χαρακτηριστικά προβλήματα:
1)το αντίστροφο πρόβλημα γεωλογικής αναζήτησης, 2)το αντίστροφο πρόβλημα της

δεύτερης παραγώγου, και 3)το αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας. Στόχος

μας είναι να εφαρμόσουμε και να ελέγξουμε τη μέθοδο στα τρία αυτά προβλήματα, τα

οποία παρουσιάζουν διαφορετικά ποιοτικά χαρακτηριστικά. Κυρίως, όμως, μας ενδια-

φέρει να ελέγξουμε κατά πόσο η μέθοδος Tikhonov εφαρμόζεται με επιτυχία στην
περίπτωση του τρίτου προβλήματος, δηλαδή του αντίστροφου προβλήματος διάδοσης

θερμότητας, το οποίο έχει την ιδιαιτερότητα να είναι μη πλήρους αριθμητικού βαθ-

μού. Επίσης, κάνουμε μια σύγκριση της μεθόδου Tikhonov με τη μέθοδο αποκοπής
TSVD. Τέλος, παρουσιάζουμε και σχολιάζουμε τα αποτελέσματα μας.
Στη συνέχεια, θα θέλαμε να απαριθμήσουμε αναλυτικά τα πιο σημαντικά χαρα-

κτηριστικά των τριών αυτών προβλημάτων:

1. Το πρόβλημα γεωλογικής αναζήτησης είναι ένα μη καλά ορισμένο αντίστρο-

φο πρόβλημα που υπακούει στην ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm πρώτου
είδους. Ακόμη, έχει ένα πολύ ομαλό πυρήνα, ο οποίος είναι άπειρες φορές πα-

ραγωγίσιμος με ιδιάζουσες τιμές που τείνουν εκθετικά στο μηδέν σi ∼ e−a i.
Το πρόβλημα είναι πολύ ασταθή αντίστροφο πρόβλημα, διότι έχει έναν πολύ

μεγάλο δείκτη κατάστασης και είναι πλήρους βαθμού.

2. Το πρόβλημα της δεύτερης παραγώγου είναι ένα μη καλά ορισμένο αντίστροφο

πρόβλημα που αντιστοιχεί σε μια ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm πρώτου
είδους. Ο πυρήνας του είναι συνεχής, αλλά με ασυνεχή πρώτη παράγωγο, όταν

55
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s = t, αρά έχει πυρήνα σημαντικά λιγότερο ομαλό, σε σχέση με το πρόβλημα
γεωλογικής αναζήτησης. Οι ιδιάζουσες τιμές του τείνουν στο μηδέν πολυωνυ-

μικά και, μάλιστα, όπως αποδεικνύεται αναλυτικά, τείνουν στο μηδέν σύμφωνα

με την εξίσωση σi ∼ 1/i2. Το πρόβλημα συγκαταλέγεται στα μέτρια ασταθή
αντίστροφα προβλήματα, χαρακτηρίζεται από ένα μέτριο προς μεγάλο δείκτη

κατάστασης και είναι πλήρους βαθμού.

3. Το πρόβλημα διάδοσης θερμότητας, σε αντίθεση με τα δυο προηγούμενα προ-

βλήματα, είναι ένα αντίστροφο πρόβλημα μη πλήρους αριθμητικού βαθμού που

υπακούει στην ολοκληρωτική εξίσωση V olterra πρώτου είδους. Οι ιδιάζουσες
τιμές του παρουσιάζουν ένα απότομο χάσμα που τις διαχωρίζει σε δύο κλάσεις,

εκ των οποίων η μια αποτελείται από πολύ μικρές (σχεδόν μηδενικές) ιδιάζου-

σες τιμές. Το πρόβλημα ανάλογα με την τιμή της παραμέτρου k εμφανίζει
δυο διαφορετικές συμπεριφορές. Για μικρό k συγκαταλέγεται στα πολύ ασταθή
αντίστροφα προβλήματα, χαρακτηρίζεται από ένα πολύ μεγάλο δείκτη κατάστα-

σης και είναι μη πλήρους βαθμού, ενώ για μεγάλο k συμπεριφέρεται καλά, έχει
ένα μικρό δείκτη κατάστασης και είναι πλήρους βαθμού.

Παρακάτω σε γενικές γραμμές εργαζόμαστε ως εξής:

• Αρχικά, διαταράσσουμε το δεξί μέλος της εξίσωσης Ax = b με Γκαουσιανό
θόρυβο.

• Σχεδιάζουμε την αντίστοιχη L-καμπύλη και με παρατήρηση εντοπίζουμε την
κρίσιμη τιμή του λ.

• Η ακριβής και η ομαλοποιημένη λύση απεικονίζονται μαζί στο ίδιο διάγραμμα,
ώστε να είναι δυνατή η άμεση σύγκριση.

5.2 Εφαρμογή στο πρόβλημα γεωλογικής ανα-

ζήτησης

Εδώ, θα εστιάσουμε στην εφαρμογή της μεθόδου Tikhonov στο αντίστροφο πρόβλη-
μα γεωλογικής αναζήτησης, το οποίο παρουσιάστηκε αναλυτικά στην παράγραφο

1.3.1. Υπενθυμίζουμε ότι το συγκεκριμένο πρόβλημα αφορά την ανακατασκευή άγνω-

στης γραμμικής κατανομής μάζας με πυκνότητα f(t) σε βάθος d, από μετρήσεις της
κάθετη συνιστώσας του βαρυτικού πεδίου g(s) στην επιφάνεια. Το πρόβλημα που
προκύπτει είναι μια πρώτου είδους ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm:

g(s) =
∫ 1

0
K(s, t) f(t) dt (5.1)
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Σχήμα 5.1: Σχηματικά οι τρεις δυνατές επιλογές για την f(t).

με πυρήνα:

K(s, t) = d

(d2 + (s− t)2)3/2 (5.2)

Η διακριτοποίηση του εν λόγω προβλήματος θα βασιστεί στην έτοιμη συνάρτηση:

[A, b, x] = gravity(n, example, a, b, d) (5.3)

γραμμένη σε γλώσσα Matlab, που περιλαμβάνεται στο πακέτο Regularization Tools
του Per. Christian Hansen, [14]. Η συνάρτηση gravity διακριτοποιεί το συνεχές
πρόβλημα με τη μέθοδο της τετραγωνικής ολοκλήρωσης (βλ. παράγραφο 3.1), λαμ-

βάνοντας υπ΄ όψιν n ενδιάμεσα σημεία. Το εύρος της μεταβλητής t είναι το διάστημα
[0, 1], ενώ της μεταβλητής s είναι το [a, b], με προκαθορισμένη τιμή το διάστημα [0, 1].
Η μεταβλητή d καθορίζει το βάθος της άγνωστης κατανομής μάζας.
Θα εξεταστούν τρεις περιπτώσεις για τη συνάρτηση f(t), όπως παρουσιάζονται

ακολούθως:

1. f(t) = sin(πt) + 0.5 sin(2πt)

2. f(t) = τμηματικά γραμμική συνάρτηση

3. f(t) = τμηματικά σταθερή συνάρτηση

Οι τρεις δυνατές επιλογές για τη συνάρτηση f(t) απεικονίζονται στο σχήμα 5.1. Στη
συνέχεια, δίνουμε τις εξής εντολές:

n = 100;
[A, b, x] = gravity(n, 1, 0, 1, 0.25);
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Σχήμα 5.2: L-καμπύλη για το αντίστροφο πρόβλημα γεωλογικής αναζήτησης στην πε-

ρίπτωση 1.

[U, s, V ] = csvd(A);
be = b+ 0.5e− 4 ∗ randn(size(b));
l curve(U, s, be)

Το παραπάνω πρόγραμμα διακριτοποιεί το αντίστροφο πρόβλημα της γεωλογικής α-

ναζήτησης, όταν n = 100 και d = 0.25, στην περίπτωση που f(t) = sin(πt) +
0.5 sin(2πt) (δηλαδή όταν η f(t) αντιστοιχεί στην περίπτωση 1). Στη συνέχεια, το
δεξί μέλος της εξίσωσης Ax = b διαταράσσεται με Γκαουσιανό θόρυβο τυπικής α-
πόκλισης 0.5e − 4. Η τελευταία εντολή σχεδιάζει την L-καμπύλη που αντιστοιχεί
στο συγκεκριμένο πρόβλημα, η οποία παρουσιάζεται στα διαγράμματα 5.2 και 5.3. Η

βέλτιστη τιμή της παραμέτρου ομαλοποίησης επιλέγεται, όπως γνωρίζουμε, πάνω στη

γωνία της L-καμπύλης και είναι λ = 0.00034, όπως προκύπτει από το διάγραμμα 5.3,
το οποίο εστιάζει ακριβώς πάνω στη γωνία. Τώρα, για να σχεδιάσουμε την ομαλο-

ποιημένη λύση για τη βέλτιστη τιμή του λ, δηλαδή όταν λ = 0.00034, γράφουμε το
ακόλουθο πρόγραμμα:

n = 100;
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Σχήμα 5.3: L-καμπύλη, με εστίαση πάνω στη γωνία, για το αντίστροφο πρόβλημα γεωλο-

γικής αναζήτησης στην περίπτωση 1. Η παράμετρος ομαλοποίησης λ = 0.00034 επιλέγεται
κατά προσέγγιση πάνω στη γωνία της L-καμπύλης.

t = 1/(2 ∗ n) : 1/n : 1− 1/(2 ∗ n);
[A, b, x] = gravity(n, 1, 0, 1, 0.25);
[U, s, V ] = csvd(A);
b e = b+ 0.5e− 4 ∗ randn(size(b));
lambda = 0.00033588;
x lambda = tikhonov(U, s, V, b e, lambda);
plot(t, x, t, x lambda)

Η ακριβής και η κανονικοποιημένη λύση στην περίπτωση 1 απεικονίζονται στο δι-

άγραμμα 5.4. Παρατηρούμε ότι η ομαλοποιημένη λύση ταυτίζεται σε πολύ μεγάλο

βαθμό με την ακριβή λύση, παρόλο που το πρόβλημα συγκαταλέγεται είναι πολύ

ασταθές με δείκτη κατάστασης cond(A) = 3.79e + 18. Το ίδιο φαινόμενο παρα-
τηρούμε και στην περίπτωση 2, της τμηματικά γραμμικής λύσης, που απεικονίζεται

στο διάγραμμα 5.4. Στην περίπτωση 3 της ασυνεχούς λύσης, όπως παρατηρούμε

στο διάγραμμα 5.6, υπάρχει μια μικρή απόκλιση με ταλάντωση πάνω στην ασυνέχεια.

Ωστόσο, και στην περίπτωση 3 μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η ανακατασκευή της
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Σχήμα 5.4: Ακριβής και ομαλοποιημένη λύση για το αντίστροφο πρόβλημα γεωλογικής

αναζήτησης στην περίπτωση 1 για στάθμη θορύβου 0.5 10−4
και d = 0.25 με λ = 0.00034.

Παρατηρούμε ότι η ομαλοποιημένη λύση είναι πολύ κοντά στην ακριβή λύση.

ακριβούς λύσης είναι αποδεκτή. Δηλαδή, βλέποντας την ομαλοποιημένη λύση, μπορο-

ύμε να μαντέψουμε εύκολα τη μορφή της ακριβούς λύσης. Στο διάγραμμα 5.7 έχουμε

σχεδιάσει την ομαλοποιημένη λύση για οκτώ διαφορετικές τιμές του λ. Για λ = 10
και λ = 5 παρατηρούμε ότι η λύση xλ είναι υπερβολικά ομαλή, ενώ σχεδόν μηδενίζεται
για λ = 10. Αυτό ήταν αναμενόμενο, εφόσον γνωρίζουμε ότι για μεγάλο λ η νόρμα
‖xλ‖ πρέπει να τείνει στο μηδέν. Για τις μικρότερες τιμές λ = 1.5 και λ = 0.27 η
λύση παραμένει ομαλή, αλλά έχει αρχίσει να προσεγγίζει την ακριβή λύση. Πάνω

στη γωνία της L-καμπύλης, δηλαδή όταν λ = 0.0095 ή λ = 0.00034 όπως προκύπτει
από το διάγραμμα 5.3, έχουμε σχεδόν ταύτιση της ακριβούς με την ομαλοποιημένη

λύση και, άρα, ανακατασκευή της ακριβούς λύσης. Τέλος, για τις πολύ μικρές τιμές

λ = 1.86e− 5 και λ = 4.19e− 7 παρατηρούμε έντονες διακυμάνσεις, οι οποίες είναι
επίσης αναμενόμενες, εξαιτίας των μεγάλων τιμών που επιτρέπεται να πάρει η νόρμα

‖xλ‖. Συγκεκριμένα, για λ = 4.1857e− 7 οι διακυμάνσεις είναι τόσο έντονες που η
επανάκτηση της ακριβούς λύσης είναι πλέον αδύνατη.
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Σχήμα 5.5: Ακριβής και ομαλοποιημένη λύση για το αντίστροφο πρόβλημα γεωλογικής

αναζήτησης στην περίπτωση 2 για στάθμη θορύβου 0.5 10−4
και d = 0.25 με λ = 0.00034.

Παρατηρούμε ότι η ομαλοποιημένη λύση είναι πολύ κοντά στην ακριβή λύση.

5.3 Εφαρμογή στο πρόβλημα της δεύτερης πα-

ραγώγου

Εδώ, θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο Tikhonov στο αντίστροφο πρόβλημα της δεύτε-
ρης παραγώγου, το οποίο παρουσιάστηκε στην παράγραφο 1.3.2. Το συγκεκριμένο

αντίστροφο πρόβλημα αφορά την ανακατασκευή της f(t) η οποία προκύπτει ως η
δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης εισόδου g(s), δηλαδή ισχύει ότι:

f(t) = d2g(t)
dt2

, g(0) = g(1) = 0

Το αντίστροφο πρόβλημα περιγράφεται από μια πρώτου είδους ολοκληρωτική εξίσωση

Fredholm, με πυρήνα που δίνεται από τη σχέση:

K(s, t) ==
{
t(s− 1) 0 ≤ t < s
(t− 1)s s ≤ t ≤ 1 (5.4)

Η διακριτοποίηση βασίζεται στην εντολή:

[A, b, x] = deriv2(case, 2); (5.5)
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Σχήμα 5.6: Ακριβής και ομαλοποιημένη λύση για το αντίστροφο πρόβλημα γεωλογικής

αναζήτησης στην περίπτωση 3 για στάθμη θορύβου 0.5 10−4
και d = 0.25 με λ = 0.00034.

Παρατηρούμε ότι η ομαλοποιημένη λύση είναι πολύ κοντά στην ακριβή λύση με μικρές

αποκλίσεις πάνω στην ασυνέχεια.

που επίσης περιλαμβάνεται στην ([14], σελ 60). Η συνάρτηση deriv2 διακριτοποιεί το
πρόβλημα της δεύτερης παραγώγου με τη μέθοδο του αναπτύγματος Galerkin (βλ.
παράγραφο 1.3.2) λαμβάνοντας υπ΄ όψιν n συναρτήσεις βάσης τύπου καπέλου. Το
εύρος των μεταβλητών t και s είναι το διάστημα [0, 1]. Εξετάζονται οι ακόλουθες
τρεις περιπτώσεις για την συνάρτηση f(t):

1. f(t) = t

2. f(t) = exp(t)

3. f(t) =
{
t 0 ≤ t < 1/2
1− t 1/2 ≤ t ≤ 1

Η L-καμπύλη υπολογίζεται και σχεδιάζεται από τις εντολές:

n = 100;
[A, b, x] = deriv2(n, 1);
[U, s, V ] = csvd(A);
be = b+ 1e− 5 ∗ randn(size(b));
l curve(U, s, be)
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Σχήμα 5.7: Κανονικοποιημένη λύση για στάθμη θορύβου 0.5 10−4
και d = 0.25 στην

περίπτωση 1 του αντίστροφου προβλήματος γεωλογικής αναζήτησης, για λ = 10, 5, 1.5,
0.27, 0.0095, 0.00034, 1.86e-5 και 4.19e-7. Παρατηρούμε πολύ καλή ταύτιση της κανονι-

κοποιημένης με την ακριβή λύση, όταν λ = 0.0095 ή όταν λ = 0.00034, όπως προκύπτει
από το πέμπτο και έκτο διάγραμμα (όταν η αρίθμηση των διαγραμμάτων γίνει από αριστερά

προς τα δεξιά με φορά προς τα κάτω). Στον οριζόντιο άξονα αντιστοιχεί η μεταβλητή t και

στον κάθετο η συνάρτηση f(t).

Αρχικά, το πρόβλημα διακριτοποιείται για n = 100 στην περίπτωση που f(t) = t. Στη
συνέχεια, το δεξί μέλος της εξίσωσης Ax = b διαταράσσεται με Γκαουσιανό θόρυβο
τυπικής απόκλισης 1e − 5. Μάλιστα, η τελευταία εντολή σχεδιάζει την L-καμπύλη,
η οποία δίνεται από τα διαγράμματα 5.8 και 5.9. Η βέλτιστη τιμή της παραμέτρου

ομαλοποίησης επιλέγεται κατά τα γνωστά πάνω στη γωνία της L-καμπύλης και η τιμή
της είναι λ = 0.00033588, όπως προκύπτει από το διάγραμμα 5.9, το οποίο εστιάζει
ακριβώς πάνω στη γωνία.

Στο διάγραμμα 5.10 έχουμε σχεδιάσει την ομαλοποιημένη λύση για δέκα διαφο-

ρετικές τιμές του λ. Για τις έξι μεγαλύτερες τιμές του λ η λύση, αν και ομαλή,
αποκλίνει από την ακριβή λύση, ιδίως κοντά στην περιοχή του t = 1. Βέβαια, καθώς
το λ μεγαλώνει και πλησιάζει από δεξιά τη γωνία της L-καμπύλης, η ομαλοποιημένη
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Σχήμα 5.8: L-καμπύλη για το αντίστροφο πρόβλημα της δεύτερης παραγώγου στη πε-

ρίπτωση 1.

λύση προσεγγίζει ολοένα και καλύτερα την ακριβή λύση. Σχεδόν πάνω στην γω-

νία της L-καμπύλης, δηλαδή όταν λ = 0.0024, λ = 0.00094 και λ = 0.000037, όπως
προκύπτει από το διάγραμμα 5.8, έχουμε καλή ταύτιση της ακριβούς με την ομαλοποι-

ημένη λύση, εκτός από μια μικρή περιοχή κοντά στο t = 1. Τέλος, για λ = 5.52e− 5
παρατηρούμε έντονες διακυμάνσεις, και για λ = 2.15e− 5 οι διακυμάνσεις είναι τόσο
έντονες που η επανάκτηση της ακριβούς λύσης δεν είναι πλέον εφικτή.

Επίσης, αν συγκρίνουμε την L-καμπύλη του διαγράμματος 5.8 με τις αντίστοιχες
L-καμπύλες των δυο άλλων προβλημάτων, όπως παρουσιάζονται στα διαγράμματα 5.2
και 5.11, παρατηρούμε ότι η γωνία της L-καμπύλης του αντίστροφου προβλήματος
δεύτερης παραγώγου είναι σημαντικά πιο ομαλή, σε σχέση με τις πολύ απότομες

γωνίες των δύο άλλων προβλημάτων. Αυτό οφείλεται στον αργό μηδενισμό των

ιδιαζουσών τιμών του προβλήματος, κάτι που έχει σαφή επίδραση στη μορφή της

γωνίας της αντίστοιχης L-καμπύλης. ΄Ετσι, η επίδραση του θορύβου γίνεται σταδιακά
και αντιστοιχεί σε ένα μεγάλο εύρος τιμών του λ, με αποτέλεσμα η απομάκρυνση των
ανεπιθύμητων συνιστωσών θορύβου μέσω της επιλογής του λ να μην είναι ακριβής,
κάτι που δικαιολογεί τη μικρότερη ακρίβεια της μεθόδου στο συγκεκριμένο πρόβλημα.
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Σχήμα 5.9: L-καμπύλη, με εστίαση πάνω στην γωνία, για το αντίστροφο πρόβλημα της

δεύτερης παραγώγου στην περίπτωση 1. Η παράμετρος ομαλοποίησης λ = 0.00036757
επιλέγεται πάνω στη γωνία της L-καμπύλης.

5.4 Εφαρμογή στο πρόβλημα διάδοσης θερμότη-

τας

Ομοίως με τις δύο προηγούμενες περιπτώσεις, τώρα θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο

Tikhonov στο αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας, όπως αυτό παρουσιάστη-
κε στην παράγραφο 1.3.3. Το εν λόγω αντίστροφο πρόβλημα αφορά την ανακατα-

σκευή της θερμοκρασίας f(t) στην επιφάνεια ενός υλικού (μονοδιάστατου στη συ-
γκεκριμένη περίπτωση) από μετρήσεις της θερμοκρασίας g(t) σε ένα συγκεκριμένο
σημείο στο εσωτερικό του, [4].

Θα πρέπει να τονίσουμε ότι το αντίστροφο διακριτό πρόβλημα διάδοσης θερμότη-

τας είναι μη πλήρους αριθμητικού βαθμού για μικρές τιμές της παραμέτρου k, δηλαδή
οι ιδιάζουσες τιμές του πίνακα A εμφανίζουν ένα άλμα, αποκτώντας απότομα πολύ μι-
κρές τιμές (κοντά στο μηδέν) και καθιστώντας το πρόβλημα ασταθές με πολύ μεγάλο

δείκτη κατάστασης. Στόχος είναι να ελέγξουμε κατά πόσο η μέθοδος Tikhonov
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Σχήμα 5.10: Κανονικοποιημένη λύση για στάθμη θορύβου 10−5
στην περίπτωση 1 του

αντίστροφου προβλήματος της δεύτερης παραγώγου για λ = 0.2, 0.1, 0.041, 0.016, 0.006,
0.0024, 0.00094, 0.00037, 5.52e-5 και 2.15e-5. Παρατηρούμε πολύ καλή ταύτιση της κανο-

νικοποιημένης με την ακριβή λύση, όταν λ = 0.0024 ή όταν λ = 0.00094, όπως προκύπτει
από το έκτο και έβδομο διάγραμμα (όταν η αρίθμηση των διαγραμμάτων γίνει από αριστερά

προς τα δεξιά με φορά προς τα κάτω). Στον οριζόντιο άξονα αντιστοιχεί η μεταβλητή t και

στον κάθετο η συνάρτηση f(t).

εφαρμόζεται και δίνει καλά αποτελέσματα σε διακριτά αντίστροφα προβλήματα μη

πλήρους αριθμητικού βαθμού, όπως το πρόβλημα διάδοσης θερμότητας.

Το πρόβλημα αντίστροφης διάδοσης θερμότητας διατυπώνεται από την ακόλουθη

ολοκληρωτική εξίσωση V olterra πρώτου είδους:

g(s) = 1
2k
√
π

∫ s

0

f(t)
(s− t)3/2 exp

(
− 1

4k2(s− t)

)
dt (5.6)

στην οποία αντιστοιχεί ο πυρήνας που δίνεται από τη σχέση:

K̃(s, t) = 1
2k
√
π

1
(s− t)3/2 exp

(
− 1

4k2(s− t)

)
(5.7)
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Τότε η εξίσωση (5.6) γράφεται ως εξής:

g(s) =
∫ s

0
K̃(s, t)f(t)dt (5.8)

Σύμφωνα με τα παραπάνω, αν γνωρίζουμε την g(s) στο διάστημα [0, 1], είναι δυνατό να
ανακατασκευάσουμε την f(t) στο διάστημα [0, 1]. Ακόμη πιο γενικά, αν γνωρίζουμε
την g(s) σε οποιοδήποτε διάστημα [0, T ], είναι δυνατό να ανακατασκευάσουμε την f(t)
στο διάστημα [0, T ]. Ωστόσο, στην παρούσα εργασία, χωρίς βλάβη της γενικότητας,
θα θεωρήσουμε ότι T = 20, για λόγους που εξηγούμε παρακάτω.
Επίσης, τονίζουμε ότι η ολοκληρωτική εξίσωση V olterra πρώτου είδους προ-

κύπτει ως υποπερίπτωση της εξίσωσης Fredholm, όταν K(s, t) = 0 για 0 < s < t <
T , δηλαδή όταν ο πυρήνας μηδενίζεται στο κάτω τριγωνικό χωρίο s < t της ορθο-
γώνιας περιοχής 0 < t < T και 0 < s < T1, όπως αυτό απεικονίζεται στο σχήμα 1.4.
Για περισσότερες λεπτομέρειες παραπέμπουμε στην παράγραφο 1.3.3.

Η διακριτοποίηση του συνεχούς προβλήματος βασίζεται στην εντολή:

[A, b, x] = heat(n, kappa); (5.9)

όπως παρουσιάζεται στην ([14], σελ 72). Η συνάρτηση heat διακριτοποιεί το πρόβλη-
μα με τη μέθοδο της τετραγωνικής ολοκλήρωσης (βλ. παράγραφο 3.1), λαμβάνοντας

υπ΄ όψιν n ενδιάμεσα σημεία. Το εύρος των μεταβλητών t και s είναι το διάστημα
[0, T ], όπου T = 20. Η παράμετρος k 1

καθορίζει το πόσο ασταθές είναι το α-

ντίστροφο διακριτό πρόβλημα. Πιο συγκεκριμένα, μικρότερες τιμές του k αυξάνουν
την αστάθεια του προβλήματος. Εμείς θα μελετήσουμε το πρόβλημα για δύο χαρα-

κτηριστικές περιπτώσεις:

1. k = 1, n = 100 πολύ ασταθές διακριτό πρόβλημα (μη πλήρους αριθμητικού
βαθμού)

2. k = 5, n = 100 ευσταθές διακριτό πρόβλημα (πλήρους αριθμητικού βαθμού).

Η L-καμπύλη υπολογίζεται και σχεδιάζεται από τις εντολές:

n = 100;
k = 1;
[A, b, x] = heat(n, k);
[U, s, V ] = csvd(A);
be = b+ 1e− 7 ∗ randn(size(b));
l curve(U, s, be)
1
Η παράμετρος k έχει οριστεί στην παράγραφο 1.3.3 μέσω της σχέσης k → kx−1

, όπου k είναι ο
συντελεστής θερμοδιάχυσης και x η συντεταγμένη του σημείου που μετράμε την g(s). Η f(t) είναι
η θερμοκρασία για x = 0.
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Σχήμα 5.11: L-καμπύλη για το αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας, για k = 1 και
μικρή στάθμη θορύβου 10−7

.

Αρχικά, το πρόβλημα διακριτοποιείται, όταν n = 100 στην περίπτωση που k = t.
Στη συνέχεια, το δεξί μέλος της εξίσωσης Ax = b διαταράσσεται με Γκαουσιανό
θόρυβο τυπικής απόκλισης 1e − 7. Η τελευταία εντολή σχεδιάζει την L-καμπύλη, η
οποία δίνεται από τα διαγράμματα 5.11 και 5.12. Η βέλτιστη τιμή της παραμέτρου

ομαλοποίησης επιλέγεται πάνω στη γωνία της L-καμπύλης (μέγιστη καμπυλότητα)
και είναι λ = 8.1451 10−10

, όπως προκύπτει από το διάγραμμα 5.12, το οποίο εστιάζει

ακριβώς πάνω στη γωνία. Παρατηρούμε ότι η γωνία στη L-καμπύλη είναι πάρα πολύ
απότομη, σε σύγκριση με τα δύο προηγούμενα προβλήματα που εξετάσαμε, κάτι το

οποίο οφείλεται στο ότι το πρόβλημα είναι μη πλήρους αριθμητικού βαθμού, όταν

k = 1. Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι η επιλογή της κρίσιμης τιμής της παραμέτρου
ομαλοποίησης είναι ξεκάθαρη, ακριβώς εξαιτίας της πολύ μεγάλης καμπυλότητας πάνω

στη γωνία της L-καμπύλης. Επίσης, ο θόρυβος είναι πολύ ασθενής και δε φαίνεται
να παίζει κανένα ρόλο, δηλαδή η αστάθεια οφείλεται μόνο στο ότι το πρόβλημα είναι

μη πλήρους αριθμητικού βαθμού. Αν, για παράδειγμα, δεν είχαμε συμπεριλάβει το

θόρυβο, ποιοτικά δε θα άλλαζε τίποτα, κάτι που δεν ισχύει, όπως θα δούμε, στην

περίπτωση που είχαμε συγκριτικά μεγαλύτερη στάθμη θορύβου.
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Σχήμα 5.12: L-καμπύλη για το αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας, για k = 1
και μικρή στάθμη θορύβου 10−7

, με εστίαση πάνω στην γωνία. Η κρίσιμη τιμή του λ είναι

8.1451 10−10
.

Στο σχήμα 5.13 έχουμε σχεδιάσει την ακριβή και την ομαλοποιημένη λύση για την

κρίσιμη τιμή λ = 8.1451 10−10
. Παρατηρούμε ότι η ομαλοποιημένη λύση αναπαράγει

την ακριβή λύση σε πολύ μεγάλο βαθμό, μολονότι έχουμε να κάνουμε με ένα πολύ

ασταθές πρόβλημα με σχεδόν μηδενικές ιδιάζουσες τιμές και δείκτη κατάστασης της

τάξεως του 1036
. ΄Ενα άλλο σημείο που αξίζει να ασχοληθούμε είναι η περίπτωση που

ο θόρυβος είναι σχετικά μεγάλος. Η L-καμπύλη στην περίπτωση αυτή, για k = 1 και
σημαντικά μεγαλύτερη στάθμη θορύβου 10−3

, έχει σχεδιαστεί στο διάγραμμα 5.14.

Παρατηρούμε ότι υπάρχουν δύο σημεία, στα οποία μεγιστοποιείται η καμπυλότητα.

Το αριστερό πολύ απότομο σημείο οφείλεται στο μεγάλο χάσμα στις ιδιάζουσες τιμές

που χαρακτηρίζει τα προβλήματα μη πλήρους αριθμητικού βαθμού. Το δεξί κρίσιμο

σημείο, το οποίο όπως παρατηρούμε είναι πολύ πιο ομαλό, είναι συνέπεια της μεγάλης

στάθμης θορύβου που έχουμε συμπεριλάβει. Στην περίπτωση που ο θόρυβος είναι

μικρός (10−7
), το δεξί κρίσιμο σημείο εξαφανίζεται και παραμένει μόνο το αριστερό,

όπως παρατηρούμε στο διάγραμμα 5.11. Η επανάκτηση της ακριβούς λύσης γίνεται

για τη μικρότερη τιμή του λ που αντιστοιχεί στο δεξιό κρίσιμο σημείο της L-καμπύλης.
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Σχήμα 5.13: Ακριβής και ομαλοποιημένη λύση για το αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης

θερμότητας στην περίπτωση που k = 1, για στάθμη θορύβου 10−7
με λ = 8.1451 10−10

.

Παρατηρούμε ότι η ομαλοποιημένη λύση αναπαράγει την ακριβή λύση σε πολύ μεγάλο βαθ-

μό.

Στο σχήμα 5.15 μπορούμε να δούμε πώς μεταβάλλεται η ομαλοποιημένη λύση σε

συνάρτηση με την παράμετρο ομαλοποίησης λ. Για λ = 0.05 παρατηρούμε ότι η
λύση xλ είναι αρκετά ομαλή χωρίς να προσεγγίζει ικανοποιητικά την ακριβή λύση.
Για τις μικρότερες τιμές λ = 0.02 και λ = 0.01 η λύση παραμένει ομαλή και αρχίζει
να προσεγγίζει την ακριβή λύση. Στη δεξιά γωνία της L-καμπύλης, δηλαδή όταν
λ = 0.005, όπως προκύπτει από το διάγραμμα 5.14, έχουμε σχεδόν ταύτιση της
ακριβούς με την ομαλοποιημένη λύση και, άρα, ανακατασκευή της ακριβούς λύσης.

Τέλος, για λ = 0.001 παρατηρούμε έντονες διακυμάνσεις, ενώ για λ = 0.5e− 4 είναι
τόσο έντονες, που η επανάκτηση της ακριβούς λύσης είναι πλέον αδύνατη.

Θα πρέπει να τονίσουμε ότι το αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας, α-

νάλογα με τις τιμές του k και του n, εμφανίζει δύο συμπεριφορές: 1)για μικρό k
και μεγάλο n είναι μη πλήρους αριθμητικού βαθμού με πολύ μεγάλο δείκτη κατάστα-
σης και 2)για μεγάλο k και μικρό n είναι πλήρους αριθμητικού βαθμού με μικρό
δείκτη κατάστασης. Για παράδειγμα, όταν k = 5 και n = 100, όπως προκύπτει από
το διάγραμμα 3.4, το πρόβλημα είναι πλήρους αριθμητικού βαθμού, με μικρό δείκτη

κατάστασης cond(A, 2) = 7.5419. Επομένως, το διακριτό πρόβλημα σε αυτήν την
περίπτωση είναι καλά ορισμένο και η απλοϊκή λύση αναπαράγει πλήρως την ακριβή
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Σχήμα 5.14: L-καμπύλη για το αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας, για k = 1 και
σχετικά μεγαλύτερη στάθμη θορύβου 10−3

.

λύση.

5.5 Σύγκριση με τη μέθοδο αποκοπής

Για να αξιολογήσουμε τα πλεονεκτήματα της μεθόδου Tikhonov σε σύγκριση με τη
μέθοδο αποκοπής, εκτελέσαμε αριθμητικούς υπολογισμούς στην περίπτωση των τρι-

ών αντίστροφων προβλημάτων που παρουσιάσαμε στις προηγούμενες παραγράφους.

Κατασκευάσαμε τα αντίστοιχα διαγράμματα Picard, από τα οποία επιλέξαμε την κα-
τάλληλη τιμή της παραμέτρου αποκοπής και στη συνέχεια, υπολογίσαμε την ομαλο-

ποιημένη λύση και τη συγκρίναμε με την ακριβή λύση. Τα αποτελέσματα ήταν εξίσου

καλά
2
με αυτά που έδωσε η μέθοδος Tikhonov. Επομένως, η μέθοδος Tikhonov δε

φαίνεται να πλεονεκτεί σε ακρίβεια σε σχέση με τη μέθοδο αποκοπής.

2
Τα αποτελέσματα αυτά δεν παρουσιάζονται, εφόσον είναι πέραν του σκοπού της παρούσας

εργασίας.
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Σχήμα 5.15: Κανονικοποιημένη λύση για k = 1 και στάθμη θορύβου 10−3
στην περίπτω-

ση του αντίστροφου προβλήματος διάδοσης θερμότητας, για λ = 0.05, 0.02, 0.01, 0.005,
0.001 και 0.00005. Παρατηρούμε πολύ καλή ταύτιση της κανονικοποιημένης με την ακριβή

λύση, όταν λ = 0.005, όπως προκύπτει από το τέταρτο διάγραμμα (όταν η αρίθμηση των
διαγραμμάτων γίνει από δεξιά προς τα αριστερά με φορά προς τα κάτω). Στον οριζόντιο

άξονα αντιστοιχεί η μεταβλητή t και στον κάθετο η συνάρτηση f(t).

5.6 Επίλογος

Οι μέθοδοι ομαλοποίησης αποτελούν ένα ισχυρό υπολογιστικό εργαλείο στην επίλυ-

ση των αντίστροφων διακριτών προβλημάτων. Η μέθοδος Tikhonov είναι από τις πιο
γνωστές, με σημαντικό πλεονέκτημα ότι δεν απαιτεί παραγοντοποίηση ιδιαζουσών

τιμών και, επομένως, είναι κατάλληλη για προβλήματα μεγάλου όγκου δεδομένων.

Στην παρούσα διπλωματική εργασία στόχος μας ήταν να αναδείξουμε τη χρησιμότητα

της μεθόδου, κάνοντας αριθμητικούς υπολογισμούς σε τρία διακριτά αντίστροφα προ-

βλήματα που ικανοποιούν την ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm πρώτου είδους, τα
οποία παρουσιάζουν διαφορετικά ποιοτικά χαρακτηριστικά. Το συμπέρασμα είναι ότι η

μέθοδος εφαρμόζεται με μεγάλη επιτυχία, δηλαδή η ομαλοποιημένη λύση αναπαράγει

με σημαντική ακρίβεια την ακριβή λύση. Συγκεκριμένα, η μέθοδος έδωσε ιδιαίτερα
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καλά αποτελέσματα σε διακριτά αντίστροφα προβλήματα (πλήρους βαθμού) με μέτρια

και μεγάλη αστάθεια, αλλά και σε προβλήματα μη πλήρους αριθμητικού βαθμού, όπως

το αντίστροφο πρόβλημα διάδοσης θερμότητας.
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