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Περίληψη

Στην παρούσα εργασία εξερευνάω μια εικασία που αφορα την
σχέση μη-ανάγωγων πολυωνύμων με τον συντελεστή διακλάδωσης ενός πρώ-
του αριθμού. Συγκεκριμένα την σχέση μιας ειδικής κατηγορίας μη-ανάγωγων
πολυωνύμων, αυτά που αποδεικνύονται μέσω του κριτηρίου του Eistenstein
ή, όπως θα δούμε, πιο σωστά του κριτηρίου Schönemann-Eisenstein.

Η εργασία αποτελείται από δύο μέρη, το πρώτο μέρος είναι εισα-
γωγικό με του ορισμούς των εννοιών και τις αποδείξεις των θεωρημάτων
που χτίζουν την βάση για το δεύτερο μέρος. Κάθε όρος κλειδί που θα εμφα-
νιστεί στο δεύτερο μέρος, ορίζεται και παρουσιάζεται στο πρώτο μέρος. Οι
ορισμοί και τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται αποτελούν μια ικανοποι-
ητική εισαγωγή, στα ελληνικά, στις έννοιες τις αλγεβρικής θεωρίας αριθμών.
Ξεκινάει από πρωταρχικές έννοιες τις ομάδας, του δακτυλίου και του πεδίου
αριθμών και κλείνει με την εισαγωγή στην θεωρία διακλάδωσης.

Στο δεύτερο μέρος παρουσιάζεται το κριτήριο Schönemann-Eisenstein,
η ενδιαφέρουσα και τραγική βιογραφία του Eisenstein μαζί με μιά την απί-
θανη ιστορία του κριτηρίου που αποδείχθηκε, σχεδόν ταυτόχρονα, από δύο
άσχετα και διαφορετικά άτομα. Στη συνέχεια ακολουθούν δύο γενικεύσεις
του κριτηρίου, η πρώτη όντας το έναυσμα για την παρούσα. Εξετάζεται η
δεύτερη γενίκευση υπό την σκοπιά της πρώτης και προστίθεται ένα απο-
τέλεσμα στην ίδια λογική, μετά από το οποίο έχει σειρά η διερεύνηση της
εικασίας. Η εικασία θα εξεταστεί σε δύο περιπτώσεις, μια πιο ειδική περί-
πτωση πεδίων αριθμών και μία πιο γενική. Τελός, μερικές σκέψεις για το
μελλόν με τις οποίες κλέινει η εργασία.
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Abstract

In the present work I am exploring a conjecture regarding the relation
of irreducible polynomials to the ramification index of a prime. More specifically
irreducible polynomyials will be of the Eisenstein irreducible polynomial type,
that satisfy Eisenstein’s criterion or as it will be shown in the work the
Schönemann-Eisenstein criterion.

The work is composed in two main parts, the first part being an
introduction to the mathematical structures and important results that build
the foundation for the second part. Each key-term that is going to be used in
the second part, is introduced and defined in the first part. The definitions and
the results that are presented constitute a introduction, in greek, for algebraic
number theory. It begins with the fundamental concepts of a group, ring and
number field and it ends with an introduction to ramification theory.

The second part contains a typical proof of the Schönemann-Eisenstein
criterion, the interesting and tragic biography of Eisenstein along with an
incredible history of the criterion that was proved, almost at the same time,
by two different and unrelated persons. Two generalizations of the criterion
follow, one of which was the starting point of the whole work. The second
generalizsation is then extended a bit following the spirit of the first. Lastly
the conjecture is addressed and an initial foray into finding a possible relation
between a prime that proves the irreducibility of a polynomial of a number
field using the Schönemann-Eisenstein criterion and its ramification index in
the field. The same conjecture will be checked on two types of number fields
with respect to their integer rings, a special case and a more general one.
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Σκοπός της διπλωματικής

Στην παρούσα θα εξετάσω το αποτέλεσμα που συνεπάγεται αν η
γενίκευση του κριτηρίου Schönemann-Eisenstein, όπως διατυπώθηκε από
τον κύριο Στεφανέα, εφαρμοστεί στο θεώρημα που συνδέει πολυώνυμα
Eisenstein σε έναν πρώτο με τον δείκτη διακλάδωσης του πρώτου στο αλ-
γεβρικό σώμα αριθμών. Τα πολυώνυμα Eisenstein σε έναν πρώτο είναι τα
μη ανάγωγα πολυώνυμα που ικανοποιούν τις προϋποθέσεις του κριτηρίου
Schönemann-Eisenstein για έναν πρώτο.
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Κεφάλαιο 1

Βασικές έννοιες

1.1 Εισαγωγή

Η έννοια του πρώτου μπορεί να διαφέρει σε διάφορα σώματα,στους
πραγματικούς αριθμούς είναι καλώς ορισμένη ως ο αριθμός που έχει διαι-
ρέτες μόνο την μονάδα και τον εαυτό του. Επίσης ένας άλλος ορισμός είναι
ισοδύναμος στην περίπτωση των πραγματικών: Αν για τα a, b, c ∈ R,ο a
ονομάζεται πρώτος όταν ισχύει αν a | bc τότε a | b ή a | c. Ο δεύτερος
ορισμός διαισθητικά μας λέει ότι όταν ένας πρώτος διαιρεί έναν αριθμό cb
τότε b ή c=ak για κάποιο k ∈ N, αν α μη πρώτος τότε 6 | 12 = 3 ∗ 4 αλλά
6 - 3 και 6 - 4. Προχωρώντας παραπέρα στην θεωρία αριθμών οι δύο ορι-
σμοί δεν είναι ισοδύναμοι κάθε φορά. Ένας αριθμός που δεν έχει διαιρέτες,
πλην τους τετριμμένους θα ονομάζεται μη ανάγωγος και πρώτος ο αριθμός
που αν διαιρεί ένα γινόμενο τότε θα διαιρεί έναν από όρους του γινομένου.
Σύντομα θα φανεί η ανάγκη αυτής της διάκρισης.

1.2 Βασικές αλγεβρικές δομές

Επεκτείνοντας την μελέτη των αριθμών χωρίζουμε τα σύνολα εφο-
διασμένα με πράξεις σε διάφορες κατηγορίες ανάλογα με τις ιδιότητες που
έχουν. Η πιο βασική αλγεβρική δομή, σύνολο εφοδιασμένο με πράξεις και
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16 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

περιορισμούς ως προς τα στοιχεία που μπορεί να περιέχει, είναι η ομάδα.

Ορισμός 1.2.1. Ομάδα ονομάζουμε ένα σύνολο εφοδιασμένο με μία πράξη,(Ε,*),για
το οποίο ισχύουν:

1. Είναι κλειστό ως προς την πράξη του,∀a, b ∈ E, a ∗ b ∈ E.

2. Το σύνολο περιέχει το ουδέτερο στοιχείο της πράξης, ∃i ∈ E τέτοιο
ώστε ∀a ∈ E, i ∗ a = a.

3. Τα συμμετρικά(αντίθετα ή αντίστροφα) στοιχεία περιέχονται στο σύ-
νολο, ∀a ∈ E,∃a′ ∈ E τέτοιο ώστε a ∗ a′ = i.

4. Η πράξη είναι προσεταιριστική,∀a, b, c ∈ Ea ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c

Οι ομάδες δεν θα μας απασχολήσουν περαιτέρω,για ιστορικούς λό-
γους θα προσθέσω πως αν η πράξη μιάς ομάδας είναι και αντιμεταθετική
τότε η ομάδα ονομάζεται Αβελιανή ή αντιμεταθετική. Οι δακτύλιοι και τα
πεδία είναι οι δομές με τις οποίες θα δουλέψω παρακάτω καθώς αυτά τα
σύνολα είναι εφοδιασμένα με δύο πράξεις και τα γνωστά σύνολα Z , Q , R
ανηκούν είτε στην μία είτε στην άλλη κατηγορία.

Ορισμός 1.2.2. Δακτύλιος ορίζεται ένα σύνολο εφοδιασμένο με δύο πράξεις
+,* , R(+,*) για το οποίο ισχύουν:

1. Είναι κλειστό ως προς τις δύο πράξεις : ∀a, b ∈ R, a+b ∈ R και a∗b ∈ R.

2. Και οι δύο πράξεις είναι προσεταιριστικές : ∀a, b, c ∈ R, a + (b + c) =

(a+ b) + cκαι a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.

3. Η πράξη ΄+΄ είναι αντιμεταθετική : ∀a, b ∈ R, a+ b = b+ a

4. Για την πράξη ΄+΄ υπάρχει το ουδέτερο στοιχείο : ∃0 ∈ R τέτοιο ώστε
a+ 0 = 0 + a = a,∀a ∈ R.

5. Για την πράξη ΄*΄ υπάρχει το ουδέτερο στοιχείο : ∃1 ∈ R τέτοιο ώστε
a ∗ 1 = 1 ∗ a = 1,∀a ∈ R.

6. Τα συμμετρικά ως προς την πράξη ’+’ περιέχονται στο σύνολο : ∀a ∈
R,∃a′ ∈ R τέτοιο ώστε a+ a′ = 0

7. Η πράξη ΄*΄ είναι επιμεριστική ως προς την πράξη ΄+΄: ∀a, b, c ∈ R, a ∗
(b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c.
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Οι δακτύλιοι στους οποίους ισχύει η αντιμεταθετικότητα και για
τις δύο πράξεις ονομάζονται αντιμεταθετικοί δακτύλιοι.

Ορισμός 1.2.3. Πεδία ορίζεται ως ένας δακτύλιος Σ(+,*) για τον οποίον
επιπλέον ισχύουν:

1. Η πράξη ΄*΄ είναι αντιμεταθετική : ∀a, b ∈ Σ, a ∗ b = b ∗ a.

2. Τα συμμετρικά στοιχεία ως προς την πράξη ΄*΄ περιέχονται στο σύνολο
Σ : ∀a ∈ , ∃a−1 ∈ Σ τέτοιο ώστε a ∗ a−1 = 1.

Από τους παραπάνω ορισμούς φαίνεται πως τα συνήθη σύνολα R,Q
είναι πεδία ενώ το Z είναι δακτύλιος.Οι φυσικοί αριθμοί N δεν σχηματίζουν
καμία από τις παραπάνω δομές καθώς δεν περιέχονται τα συμμετρικά στοι-
χεία ως προς καμία πράξη.

Δύο ακόμα χρήσιμοι ορισμοί είναι το αλγεβρικό σώμα αριθμών ή
σώμα αριθμών ή κοινά πεδίο αριθμών (number field) και ο αλγεβρικός ακέ-
ραιος.

Ορισμός 1.2.4. Αλγεβρικό σώμα αριθμών ορίζεται κάθε πεπερασμένη επέ-
κταση του σώματος των ρητών Q,ένας διανυσματικός χώρος επί του Q που
να ικανοποιεί τις συνθήκες ενός πεδίου.Επίσης ορίζεται ο βαθμός του σώ-
ματος αριθμών ως η διάσταση του διανυσματικού πεδίου.

Το Q(
√
2)27.4 = a+b

√
2 | a, b ∈ Q ,είναι πεδίο και έχει βαθμό d = 2

Προφανώς άπειρα σύνολα όπως το R δεν είναι σώματα αριθμών
αλλά ούτε επεκτάσεις του τύπου Qn καθώς υπάρχουν στοιχεία διαιρέτες
του 0,ουδέτερου στοιχείου της πρώτης πράξης.Πχ (0,1)*(1,0)=(0,0) για το
Q2.Από τον ορισμό του πεδίου έπεται ότι αν το Σ είναι πεδίο και αν a, b ∈
με a*b=0,τότε είτε a=0 είτε b=0 είτε και τα δύο α=β=0,αλλιώς εύκολα απο-
δεικνύεται ότι δεν υπάρχει το συμμετρικό ως προς την δεύτερη πράξη του-
λάχιστον ενός στοιχείου.Στο Q2 βλέπουμε πως δεν υπάρχει x ∈ Q2 τέτοιο
ώστε x*(0,1)=(1,1) καθώς αν x = (x1, x2) τότε x ∗ (0, 1) = (0, x2) ̸= (1, 1). Γε-
νικά σε σώμα S(+,*) αν a, b ∈ S, a ̸= 0, b ̸= 0 και a∗ b = 0,τότε έχω το a−1 ∈ Σ
, με a∗a−1 = 1 έχουμε b = 1∗b = a−1 ∗a∗b = a−1 ∗(a∗b) = a−1 ∗0 = 0,άτοπο.

Παραδείγματα σωμάτων αριθμών είναι τα Q(i) , Q( 3
√
2),όπως θα

δούμε πιο αναλυτικά.
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Η έννοια του αλγεβρικού αριθμού είναι συνδεδεμένη με τα σώματα
αριθμών:

Ορισμός 1.2.5. Αλγεβρικό αριθμό ονομάζουμε κάθε στοιχειό ενός σώματος
αριθμών που αποτελεί ρίζα ενός μονήρους πολυωνύμου με συντελεστές στο
Z.

Ορισμός 1.2.6. Μονήρες πολυώνυμο είναι ένα πολυώνυμο που έχει συντε-
λεστή 1 στην μεταβλητή με τον μεγαλύτερο εκθέτη.

Ορισμός 1.2.7. Ελάχιστο πολυώνυμο ενός στοιχείου a ∈ Q ονομάζουμε το
πολυώνυμο f(X) στο Q[X] με το ελάχιστο δυνατό βαθμό τέτοιο ώστε f(a)=0.

Το σύμβολο Q[X] ονομάζεται δακτύλιος πολυωνύμων με συντελε-
στές στο Q δηλαδή p ∈ Q[X] =⇒ p = p0 + p1X + p2X

2 + pn−1X
n−1 + pnXn,

με n ∈ N και p0, p1, ..., pn ∈ Q και X η μεταβλητή.Ο δακτύλιος Q[X] είναι
αντιμεταθετικός δακτύλιος καθώς X lXm = XmX l = Xm+l για m, l ∈ N.

Θα επανέλθω στην έννοια του πρώτου και του μη ανάγωγου για να
δείξω ότι δεν είναι γενικά ισοδύναμες.

Ορισμός 1.2.8. Ένα στοιχείο p ενός δακτυλίου R θα ονομάζεται πρώτο αν
∀a, b ∈ R τέτοια ώστε p | ab , ισχύει p | a ή p | b.

Ορισμός 1.2.9. Ένα στοιχείο p ενός δακτυλίου R θα ονομάζεται μη-ανάγωγο
αν δεν μπορεί να γραφτεί ως γινόμενο μη-μοναδιαίων στοιχείων του R.

Ορισμός 1.2.10. Μοναδιαία στοιχεία ενός δακτυλίου R(+,*) ονομάζονται όλα
τα στοιχεία του R που έχουν αντίστροφο στοιχείο,δηλαδή u, v ∈ R : u ∗ v =

1R,με 1R το ουδέτερο στοιχείο της δεύτερης πράξης.Στα σώματα όλα τα
στοιχεία είναι και μοναδιαία εξ’ορισμού αφού απαιτείται η ύπαρξη αντι-
στρόφου.Στον δακτύλιο Z όμως μόνο τα στοιχεία 1,−1 είναι μοναδιαία.

Στον δακτύλιο Z[
√
−5] το στοιχείο 3 είναι μη-ανάγωγο,καθώς αν

δεν ήταν η εξίσωση a2 + 5b2 = 3 θα είχε ακέραιες λύσεις,αλλά 3 | (
√
−5 −

2)(
√
−5+2) , όμως 3 - (

√
−5−2) και 3 - (

√
−5+2) και άρα δεν είναι πρώτος.

Στους δακτυλίους πολυωνύμων μας ενδιαφέρει η μη-αγωγιμότητά
των πολυωνύμων καθώς στους αντιμεταθετικούς δακτυλίους κάθε πρώτος
είναι και μη-ανάγωγος αλλά το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα.Επίσης το πο-
λυώνυμο 3∗(3x2+1) είναι μη ανάγωγο στο Q[X] ,καθώς το 3 είναι μοναδιαίο
στοιχείο,αλλά δεν ικανοποιεί τον ορισμό του πρώτου,αυτές οι τετριμμένες
περιπτώσεις πολυωνύμων μας ωθούν επίσης στην μελέτη των μη-ανάγωγων
και όχι των πρώτων.
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1.3 Ιδεώδη

Το θεμελιώδες θεώρημα της άλγεβρας για τους ακέραιους διατυ-
πώνει πως κάθε ακέραιος μπορεί να γραφτεί μοναδικά ως γινόμενο πρώ-
των αριθμών.Η διαδικασία ονομάζεται παραγοντοποιήση και ο στόχος είναι
η αναγωγή του στοιχείου του δακτυλίου σε γινόμενο μη-ανάγωγων όρων
επειδή ο ορισμός του μη-ανάγωγου περιέχει το τέλος της παραγοντοποίη-
σης,δηλαδή να διασπάσουμε το στοιχείο μέχρι να φτάσουμε σε μοναδιαίο
στοιχείο.Στο Z οι μη-ανάγωγοι και οι πρώτοι είναι ταυτόσημοι. Στους πιο
πολλούς δακτυλίους η παραγοντοποίηση σε μη-ανάγωγους ίσως να μην είναι
εφικτή,δηλαδή να μην είναι πεπερασμένη,αλλά σε δακτυλίους ακεραίων η
διαδικασία πάντα σταματάει χωρίς όμως να ισχύει η μοναδικότητα.

Ο δακτύλιος Z
√
−5 περιέχει x ∈ Z

√
−5 με x = a+ b

√
−5, a, b ∈ Z.To

21 = 7 ∗ 3 = (1− 2
√
−5)(1 + 2

√
−5) , γράφετε ως γινόμενο μη-ανάγωγων με

τουλάχιστον δύο τρόπους.Τα 7, 3, (1− 2
√
−5), (1 + 2

√
−5) είναι μη-ανάγωγα

στοιχεία και θα δούμε τον τρόπο απόδειξης.

Στο Z , έχουμε ως στοιχεία αριθμούς αλλά οι σχέσεις μεταξύ τους
που προκύπτουν,όπως ΄ζυγός΄ ή ΄πολλαπλάσιο του 3΄ δεν ισχύουν κατ’αναλογία
στους περισσότερους δακτυλίους.Ιδιαίτερα η μοναδική παραγαντοποίηση,που
ονομάστηκε θεμελιώδες θεώρημα, ώθησε στον ορισμό Ιδεώδων.Ένα ιδεώδες
είναι ένα υποσύνολο ενός δακτυλίου που έχει κάποια ιδιαίτερα χαρακτη-
ριστικά.Τα ιδεώδη γενικεύουν τους ακέραιους αριθμούς ώστε η επιθυμητή
σχέση μεταξύ των ακεραίων να εμφανίζετε στα αντίστοιχα ιδεώδη.

Ορισμός 1.3.1. Ιδεώδες Ι(+,*) ενός δακτυλίου R(+,*) ορίζεται το υποσύνολο
Ι ⊆ R τέτοιο ώστε:

1. ∀x ∈ I και ∀a ∈ R να ισχύει x ∗ a ∈ I και a ∗ x ∈ I.

2. ∀a, b ∈ I , a+ b ∈ I.

Με λόγια τα στοιχεία του ιδεώδους απορροφάν τα στοιχεία του
δακτυλίου υπό την πράξη ΄*΄. Ο ορισμός των ιδεώδων δίνει την δυνατότητα
πολλών κατηγοριών,αλλά αυτές που θα με απασχολήσουν περισσότερο είναι
τα πρώτα ιδεώδη, τα κύρια ιδεώδη και τα μεγιστικά ιδεώδη.

Ορισμός 1.3.2. Κύριο Ιδεώδες ονομάζουμε το ιδεώδες Ι ενός δακτυλίου R
αν υπάρχει ένα στοιχείο a ∈ R τέτοιο ώστε το σύνολο r ∗ a; r ∈ R = I.Δηλαδή
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το στοιχείο a παράγει όλο το ιδεώδες.Συμβολίζεται και με <α>.

Ορισμός 1.3.3. Μεγιστικό Ιδεώδες ονομάζουμε το ιδεώδες Ι ενός δακτυλίου
R αν Ι ⊂ R και για κάθε άλλο ιδεώδες Μ ⊆ R με Ι ⊆ Μ ⊆ R να επέται ότι
είτε M = I είτε M=R.Δεν υπάρχουν άλλα ιδεώδη μεταξύ του δακτυλίου και
του μεγιστικού ιδεώδους.

Ορισμός 1.3.4. Πρώτο Ιδεώδες ονομάζουμε ένα ιδεώδες P ενός δακτυλίου
R με P ̸= R αν για a , b ∈ R με a*b ∈ P ισχύει είτε a ∈ P , είτε b ∈ P.

Προφάνως ο ορισμός είναι παρόμοιος με τον ορισμό ενός πρώτου
αριθμού. Μιά ακόμη έννοια που θα συναντίσουμε συχνά είναι ο δακτύλιος
πηλίκο R\I ενός δακτυλίου R και του ιδεώδους του I.

Ορισμός 1.3.5. Σύμπλοκο μιάς αντιμεταθετικής υποομάδας (H,+) μιάς ομά-
δας (G,+) ονομάζουμε το σύνολο a+H=H+a= h+ a ; h ∈ H , a ∈ G.

Ορισμός 1.3.6. Δακτύλιος πηλίκο R\ I ενός δακτυλίου R και ιδεώδους του Ι
ονομάζουμε το σύνολο των συμπλόκων του I με τον R υπό την πράξη ΄+΄.Τα
στοιχεία του R\ I είναι τα συνόλα (a + I)= a + i ; a ∈ R , i ∈ I.

Για τις πράξεις του R\ I έχουμε:

1. (a + I) + (b + I)= (a + b) + I.

2. (a + I)*(b + I)=(a*b) + I, και είναι απλό να δειχθεί ότι ικανοποιούν τις
συνθήκες ενός δακτυλίου.

Παράδειγμα το σύνολο 2 Z, το σύνολο όλων τον ζυγών αριθμών, είναι ένα
ιδεώδες στον δακτύλιο Z και ο δακτύλιος πηλίκο Z\2Z περιέχει τα σύμπλοκα
0+2 Z και 1 + 2Z καθώς τα υπόλοιπα ταυτίζονται με αυτά τα δύο( 45+2 Z
≡ 1 + 2 Z).To Z \ 2Z είναι ισομορφικό με το Z2.

Γενικά για n ∈ N τα Z \ nZ είναι ισομορφικά με τα αντίστοιχα
Zn.Σημειώστε ότι οι δακτύλιοι πηλίκα είναι γενικά δακτύλιοι συνόλων.

1.4 Αλγεβρικά σώματα αριθμών

Έχοντας ορίσει τις κατάλληλες έννοιες θα συνεχίσω με την μελέτη
αλγεβρικών σωμάτων.Οφείλω να φτάσω και σε έναν τρόπο απόδειξης της
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μη-αναγωγημότητας ενός στοιχείου που ανήκει σε ένα σώμα καθώς ισχυρί-
στηκα ότι το 3 είναι μη ανάγωγο στον δακτύλιο Z[

√
−5].

Ορισμός 1.4.1. Αλγεβρικός ακέραιος ενός αλγεβρικού σώματος αριθμών K
ονομάζεται το στοιχείο a∈K το οποίο είναι ρίζα μονήρους πολυωνύμου με
συντελεστές στο Z.

Πχ. Το
√
2 είναι αλγεβρικός ακέραιος του Q(

√
2) καθώς είναι ρίζα

του x2 − 2 = 0.

Ορισμός 1.4.2. Το ελαχιστικό πολυώνυμο ενός αλγεβρικού αριθμού a είναι
το μονήρες πολυώνυμο f με τον ελάχιστο βαθμό τέτοιο ώστε f(a) = 0

Πρόταση 1.4.1. Το ελαχιστικό πολυώνυμο f του a έχει ακέραιους συντε-
λεστές αν και μόνο αν o a είναι αλγεβρικός ακέραιος.

Απόδειξη. (−→) Αν το ελαχιστικό πολυώνυμο f έχει ακέραιους συντελεστές
τότε εξ’ορισμού ο a είναι αλγεβρικός ακέραιος.

(←−)Αν ο a είναι αλγεβρικός ακέραιος.Εξ’ορισμού θα υπάρχει μο-
νήρες πολυώνυμο f∈ Z[x] τέτοιο ώστε f(a) = 0.Έστω ότι το g ∈ Q[x] είναι το
ελαχιστικό πολυώνυμο του a.Αφού το g είναι ελάχιστου βαθμού θα διαιρεί
το f ,καθώς έχουν την ίδια ρίζα,δηλαδή υπάρχει ένα πολυώνυμο h ∈ Q[x]

τέτοιο ώστε: g(x)h(x) = f(x) Ο στόχος είναι να δείξω ότι το g(x) έχει συντε-
λεστές στον και θα υποθέσω πως δεν ισχύει.Άρα θα υπάρχει ένας πρώτος
p ̸= 1 που διαιρεί τον παρανομαστή ενός από τους συντελεστές του g. Έστω
u>0 ο μικρότερος ακέραιος ώστε pug να μην έχει παρανομαστές που να διαι-
ρούνται με το p. Το h ενδεχομένως να έχει συντελεστές που να διαιρούνται
με το p οπότε έστω v>0 ώστε pvh να μην έχει τέτοιους παρανομαστές.Έχω
pugpvg = pu+vf Αν θεωρήσω την αριστερή πλευρά modp τότε έχω το άτοπο
καθώς pugpvg ≡ 0 ∈ Zp[X], με το Zp το πεπερασμένο σώμα με p στοιχεία(ο
p είναι πρώτος οπότε είναι σώμα), και επειδή είναι σώμα το γινόμενο δύο μη
μηδενικών πολυωνύμων δεν δύναται να μας δίνει το μηδενικό πολυώνυμο.

Προφανώς το σύνολο των αλγεβρικών αριθμών του Q είναι το Z.
Αν a

b ∈ Q, με ελαχιστικό πολυώνυμο το x− a
b , είναι αλγεβρικός αριθμός τότε

σύμφωνα με το παραπάνω b = ±1.

Ορισμός 1.4.3. Δακτύλιος ακεραίων ενός αλγεβρικού σώματος K ονομάζε-
ται το σύνολο των αλγεβρικών ακέραιων του K. Θα το συμβολίσω στο εξής
με OK .
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Για να αποδειχθεί ότι ο OK είναι δακτύλιος θα χρειαστεί ένα
λήμμα.

Λήμμα 1.4.2. Έστω K ένα πεδίο αριθμών και a ∈ K ένα στοιχείο.Τα
παρακάτω είναι ισοδύναμα:

1. Ο a είναι αλγεβρικός ακέραιος

2. Η Αβελιανή ομάδα Z[a] είναι πεπερασμένα παραγμένη (δηλαδή
υπάρχουν πεπερασμένα στοιχεία της Z[a], x0, x1, x2, ..., xn τέτοια
ώστε κάθε στοιχείο x ∈ Z[a] να μπορεί να γραφτεί ως γραμμικός
συνδυασμός τους).

Απόδειξη. Έστω m ο βαθμός του ελαχιστικού πολυωνύμου του αλγεβρικού
ακεραιου a, που είναι μονήρες με ακέραιους συντελεστές. Καθώς κάθε au με
u > m μπορεί να γραφτεί ως γραμμικός συνδυασμός με ακέραιους συντε-
λεστές των a0, a1, a2, ..., am−1 έπεται ότι Z[a] = Z⊕ Za⊕ ...⊕ Zam−1 δηλαδή
το a0, a1, a2, ..., am−1 μπορεί να παράγει το Z[a] ως αβελιανή ομάδα.

Αντίστροφα Έστω Z[a] είναι πεπερασμένα παραγμένη και a0, a1, a2, ..., am

μια γεννήτρια της, και ai = fi(a) για κάποια πολυώνυμα fi ∈ Z[X]. Αρκεί
να βρεθεί ένα μονήρες πολυώνυμο f με f(a) = 0. Έστω n ακέραιος τέτοιος
ώστε n > degfi για όλα τα i = 0, 1, ...,m, οπότε:

an =

m∑
j=1

bjaj , bj ∈ Z

an −
m∑
j=1

bjfj(a) = 0

Έτσι επιλέγω το πολυώνυμο f(X) = Xn −
m∑
j=1

bjfj(X) για το οποίο ισχύει

f(a) = 0 και ειναι μονήρες με συντελεστές bj ∈ Z, άρα ο a είναι αλγεβρικός
ακέραιος.

Θεώρημα 1.4.3. Το OK ενός πεδίου αριθμών είναι δακτύλιος.

Απόδειξη. Έστω a, b ∈ K. Σύμφωνα με το λήμμα τα Z[a] και Z[b] είναι
πεπερασμένα παραγόμενα οπότε το ίδιο θα ισχύει και για το Z[a, b]. Το
Z[a, b] είναι δακτύλιος οπότε τα a±b και αβ ∈ Z[a, b] και οι υποομάδες Z[a±
b],Z[ab] είναι πεπερασμένα παραγμένες. Άρα σύμφωνα με το παραπάνω
λήμμα τα a ± b και ab βρίσκονται στο OK , δηλαδή είναι όντως δακτύλιος
καθώς τα υπόλοιπα αξιώματα προφανώς ικανοποιούνται.
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Πόρισμα 1.4.4. Έστω Κ πεδίο αριθμών και OK ο δακτύλιος ακεραίων
του. Τότε το QOK = K. (QOK = x = ab : a ∈ Q, b ∈ OK ).

Απόδειξη. Προφανώς αν x = ab ∈ QOK , a ∈ Q b ∈ OK , τότε το x ∈ K.
Αν τώρα a∈ K αρκεί να δείξω ότι υπάρχει d ∈ Z τέτοιο ώστε ad∈ OK (
δηλαδή ad=b ∈ OK ή ισοδύναμα a= b

d ). Έστώ f(X) ∈ Q[X] το ελαχιστικό
πολυώνυμο του a.Αν d το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρονομαστών
των συντελεστών του f(X) τότε:

ddeg(f)f(
X

d
) = g(X),

με g(X) μονήρες, αφού f(X) είναι μονήρες,και g(X) ∈ Z[X] με ρίζα το ad.
Άρα ad ∈ OK .

1.5 Νόρμες και ίχνη

Ορισμός 1.5.1. Έστω L/K μιά πεπερασμένη επέκταση πεδίων αριθμών και
a ∈ L/K.Θεωρώ την πολλαπλασιαστική απεικόνιση του a, µa , τέτοια ώστε:

1. µa : L→ L

2. x→ ax

Η απεικόνιση είναι K-γραμμική του Κ-διανυσματικού χώρου L στον εαυτό
του(ενδομορφισμός).Θα ονομάζεται νόρμα του a η διακρίνουσα του µa,δηλαδή
NK/L(a) = det(µa) ∈ K , και το ίχνος του a είναι το ίχνος της µa δηλαδή:

1. TrL/K(a) = Tr(µa) ∈ K

2. Η νόρμα είναι πολλαπλασιαστική και το ίχνος διατηρεί την πρόσθεση:

(αʹ) NL/K(ab) = det(µab) = det(µa◦µb) = det(µa)det(µb) = NL/K(a)NL/K(b)

(βʹ) TrL/K(a + b) = Tr(µa+b) = Tr(µa + µb) = Tr(µa) + Tr(µb) =

TrL/K(a) + TrL/K(b)

Συγκεκριμένα αν n ο βαθμός του L/K τότε: NL/K(ba) = bnNL/K(a),
TrL/K(ba) = bTrL/K(a), b ∈ K.
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Ο πίνακας της µa είναι διαγώνιος με συντελεστές a όταν a ∈ K. Το
χαρακτηριστικό πολυώνυμο ενός a ∈ L θα είναι το χαρακτηριστικό πολυώ-
νυμο της µa :

χL/K(X) = det(XI − µa) ∈ K[X].

Αυτό είναι ένα μονήρες πολυώνυμο, βαθμού n = [L : K],ο συντελεστής του
Xn−1 είναι −TrL/K(a) και ο σταθερός όρος ±NL/K(a).
Παράδειγμα 1.5.1. Έστω L το πεδίο βαθμού 2, Q(

√
2) , K = Q και a ∈

Q(
√
2) αλγεβρικός ακέραιος. Θεωρώ μία βάση του Q(

√
2) για να βρω το µa

, έστω:

{1,
√
2},

οπότε το a δύναται να γραφτεί ως a = x+ y
√
2 , x, y ∈ Q. Λόγω γραμμικό-

τητας αρκεί να υπολογίσω το µa στα στοιχεία της βάσης:

µa(1) = x+ y
√
2, µa(

√
2) = x

√
2 + 2y

Οπότε:

(1,
√
2)
( x y
2y x ) = (x+ y

√
2, 2y + x

√
2)

Ο πίνακας M =
( x y
2y x ) είναι ο πίνακας της µa στην συγκεκριμένη βάση.Ο

πίνακας M είναι διαφορετικός ανάλογα με την βάση που επιλέξουμε αλλά
η νόρμα και το ίχνος του a είναι ανεξάρτητα από την βάση.Εδώ έχω:

NQ(
√
2)/Q(a) = x2 − 2y2, T rQ(

√
2)/Q(a) = 2x

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της µa δίνεται από:

χL/K(X) = det(XI −
( x y
2y x ) ) =

= det(XI −
(

X−x −y
−2y X−x ) ) =

= (X − x)(X − x)− 2y2 =

= X2 − 2xX + x2 − 2y2

Φαίνεται καθαρά πως ο αντίθετος του ίχνους του a είναι ο συντελεστής του
X και ο σταθερός συντελεστής είναι η νόρμα.

Στη συνέχεια θα παρουσιάσω εναλλακτικούς ορισμούς για την νόρμα
και του ίχνος του αλγεβρικού ακεραίου a, σε σχέση με τις ρίζες του ελα-
χιστικού πολυωνύμου του. Αυτές οι ρίζες ενδέχεται να μην ανήκουν πάντα
στο K, οπότε θα εξετάσω ένα πιο ευρύ σύνολο που περιέχει όλες αυτές τις
πιθανές ρίζες.
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Ορισμός 1.5.2. Αλγεβρική κλειστότητα ενός πεδίου F ορίζεται το πεδίο F
αν ∀f(X) ∈ F [X] οι ρίζες του f(X) βρίσκονται στο F ,δηλαδή τα στοιχεία του
F είναι αλγεβρικά επί του F.

Για παράδειγμα το C είναι η αλγεβρική κλειστότητα του R, η αλ-
γεβρική κλειστότητα του Q συμβολίζεται με Q και Q ⊂ C.

Λήμμα 1.5.1. ΈστωΚ ένα αλγεβρικό πεδίο αριθμών,K η αλγεβρική κλει-
στότητά του.Τότε κάθε μη-αναγώγο πολυώνυμο στο K[X] δεν μπορεί να
έχει πολλαπλές ρίζες στο K[X].

Απόδειξη. Έστω f(X) ένα μη ανάγωγο πολυώνυμο στο K[X] και έστω ότι
έχει πολλαπλή ρίζα a στο K[X]. Δηλαδή f(X) = (X−a)mg(X) με m ≥ 2 και
g(a) ̸= 0. Η παράγωγος f ′(X) θα είναι:

f ′(X) = m(X − a)m−1g(X) + (X − a)mg′(X) = (X − a)m−1(mg(X) + (X − a)g′(X)

Άρα το f(X) και f ′(X) έχουν κοινό παράγοντα το (X − a)m−1,m ≥ 2 στο
K[X]. Το ελαχιστικό πολυώνυμο του a στο K είναι κοινός παράγοντας των
f(X), f ′(X) και επειδή το f(X) είναι μη-ανάγωγο ο κοινός παράγοντας είναι
το ίδιο το f(X), δηλαδή το f(X) διαιρεί την παράγωγό του f ′(X).Καθώς όμως
deg(f ′(X)) < deg(f(X)) συμπεραίνω ότιf ′(X) = 0, άτοπο σε πεδίο αριθμών
K (έχει χαρακτηριστική 0).

Με το παραπάνω λήμμα μπορεί να αποδειχτεί ότι μιά επέκταση
πεδίων αριθμών βαθμού n μπορεί να εμφυτευτεί ακριβώς n φορές στην
αλγεβρική κλειστότητά της.
Ορισμός 1.5.3. Έστω L1, L2 δύο επεκτάσεις του πεδίου αριθμών K. Ονο-
μάζεται μονομορφισμός πεδίου από το L1 στο L2 μιά απεικόνιση σ από το
L1 στο L2 τέτοια ώστε για κάθε a, b ∈ L1:

σ(ab) = σ(a)σ(b)

σ(a+ b) = σ(a) + σ(b)

σ(1) = 1

σ(0) = 0

Επιπλέον η σίγμα θα λέγεται Κ-μονοφορφισμός εάν διατηρεί τα στοιχεία
του Κ, δηλαδή ∀c ∈ K,σ(c) = c.

Πρόταση 1.5.2. Έστω Κ ένα πεδίο αριθμών και L μιά πεπερασμένη επέ-
κτασή του βαθμού n�και K μιά αλγεβρική κλειστότητα του Κ.Υπάρχουν
n ξεχωριστοί Κ-μονομορφισμοί από το L στο K.
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Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει σε δύο βήματα.Πρώτα θα θεωρήσω ότι L
= K(a), a ∈ L. Ύστερα με επαγωγή στο βαθμό n θα ολοκληρωθεί το δεύ-
τερο βήμα.Η ιδέα είναι ότι αν L ̸= K(a) τότε μπορεί να βρεθεί ενδιάμεση
επέκταση K(a) ώστε να θεωρήσω K ⊂ K(a) ⊂ L όπου μπορώ να κάνω
χρήση του πρώτου βήματος για το K(a)/K και ύστερα την επαγωγή για το
L/K(a).

Βήμα 1ο: Έστω a ∈ L και L = K(a) με ελαχιστικό πολυώνυμο το
f(X) ∈ K[X]. Είναι βαθμού n οπότε θα έχει n ρίζες a1, a2, ..., an στο K , που
είναι όλες ξεχωριστές σύμφωνα με το προηγούμενο λήμμα. Για i = 1, 2, ..., n

θα έχω Κ-μονομορφισμό σi : L→ K , τέτοιο ώστε σi(a) = ai.

Βήμα 2ο: Θα θεωρήσω επαγωγή στο βαθμό n. Έστω a ∈ L και οι
επεκτάσεις K ⊂ K(a) ⊂ L, όπου με q, q > 1, θα συμβολίσω τον βαθμό
K(a)/K. Από το πρώτο βήμα υπάρχουν q διαφορετικοί Κ-μονομορφισμοί
από το K(a) στο Κ, σi(a) = ai, i = 1, 2, ..., q, όπου ai είναι οι q ξεχωριστές
ρίζες του ελαχιστικού πολυωνύμου του a. Τα πεδία K(a),K(σi(a)) είναι ισο-
μορφικά (εξαιτίας της σi), τώρα μπορεί να χτιστεί επέκταση Li του K(σi(a))

και ένας ισομορφισμός ti : L→ Li που επεκτείνει το σi (το ti περιορισμένο
στο K(a) είναι το σi). Άρα αφού [Li : K(σi(a))] = [L : K(a)] = n

q < n,
έχω από την επαγωγική υπόθεση ότι υπάρχουν n

q ξεχωριστοί K(σi(a))-
μονομορφισμοί rij του Li στο K. Όπότε το rij ◦ ti , i = 1, 2, ..., q j = 1, 2, ..., nq
δίνει n ξεχωριστούς Κ-μονομορφισμούς του L στο K.

Σχετικά με ένα πεδίο K στο Q βαθμού n, αυτό θα έχει n εμφυτεύ-
σεις στο C όπως φαίνεται από την παραπάνω πρόταση.

Πρόταση 1.5.3. Έστω L/K μιά επέκταση πεδίων αριθμών βαθμού n και
a ∈ L. Έστω σ1, σ2, ..., σn οι n ξεχωριστές εμφυτεύσεις του L στο C που
αντικατοπτρίζουν το K (σi(c) = c, c ∈ K). Για όλα τα a στο L ισχύει:

NL/K(a) =
n∏

i=1

σi(a), T rL/K(a) =
n∑

i=1

σi(a)

Απόδειξη. Έστω a ∈ L με ελαχιστικό πολυώνυμο f(X) ∈ K[X] βαθμού m,
και έστω το χK(a)/K(X) το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του. Θα αποδείξω
πρώτα ότι f(X) = χK(a)/K(X), τα δύο πολυώνυμα είναι μονήρη εξ’ορισμού.
Το ο Κ-διανυσματικός χώρος K(a) έχει διάσταση m,οπότε m θα είναι και
ο βαθμός του χK(a)/K(X). Σύμφωνα με το θεώρημα Caley-Hamilton(κάθε
τετραγωνικός πίνακας του μιγαδικού πεδίου ικανοποιεί την χαρακτηριστική
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του εξίσωση) θα ισχύει:

χK(a)/K(mua) = 0

Επίσης,

χK(a)/K(mua) = µχK(a)/K

δηλαδή το a είναι ρίζα του χK(a)/K(X).Επειδή το f(X) είναι ελαχιστικό έπε-
ται ότι f(X) | χK(a)/K(X),αλλά αφού και τα δύο πολυώνυμα είναι μονήρη
του ίδιου βαθμού:

f(X) = χK(a)/K(X)

Θεωρώ μιά Κ-βάση
{
1, a, a2, ..., am−1

}
του K(a) και αν k ο βαθμός της [L :

K(a)] θεωρώ την K(a)-βάση {b1, b2, ..., bk} του L. Το σύνολο {ai, bj}, 0 ≤ i <

m, 1 ≤ j ≤ k, θα είναι μιά Κ-βάση του L. Ο πίνακας της µa σε σχέση με το
a μπορεί να γραφτεί:

µa =


B 0 . . . 0

0 B . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . B


︸ ︷︷ ︸

k φορές

, B =



0 1 . . . 0

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

a0 a1 . . . am−1


Όπου a0, a1, ..., am−1 οι συντελεστές του ελαχιστικού πολυωνύμου f(X).Τελικά:

NL/K(a) = NL/K(a)(a)
k

TrL/K(a) = kTrL/K(a)(a)

χL/k(X) = chikK(a)/K = f(X)k

Συνεχίζοντας έχω:

f(X) = (X − a1)(X − a2)...(X − am) ∈ Q[X]

= Xm −
∑

i = 1maiX
m−1 + ...±

∏
i = 1mai ∈ Q[X]

= Xm − TrK(a)/K(a)Xm−1 + ...±NK(a)/K(a) ∈ Q[X]

Οπότε,

NL/K(a) = (
m∏
i=1

ai)
k

TrL/K(a) = k

m∑
i=1

ai
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Καταλήγοντας,είδαμε πως οι εμφυτεύσεις του K(a) στο Q που κατοπτρίζουν
το Κ δίνονται από τις ρίζες του ελαχιστικού πολυωνύμου του a, που από το
λήμμα 5.5.1 είναι ακριβώς m διαφορετικές στον αριθμό. Επίσης η πρόταση
5.5.2 επιτρέπει να επεκτείνω τις εμφυτεύσεις με k διαφορετικούς τρόπους
από το L στο Q.Τελικά:

NL/K(a) =

n∏
i=1

σi(a)

TrL/K(a) =

n∑
i=1

σi(a)

Παράδειγμα: Έστω η επέκταση Q(
√
2)/Q. Έχει δύο εμφυτεύσεις:

σ1 : a+ b
√
2→ a+ b

√
2,

σ2 : a+ b
√
2→ a− b

√
2

Έστω το στοιχείο x = a + b
√
2, θα έχει σ1(x) = a + b

√
2, σ2(x) = a − b

√
2,

οπότε η νόρμα θα δίνεται από:

NQ(
√
2)/Q(x) = σ1(x)σ2(x) = a2 − 2b2

Ενώ το ίχνος:

TrQ(
√
2)/Q(x) = σ1(x) + σ2(x) = 2a

Τα αποτελέσματα προφανώς είναι ίδια με το παράδειγμα5.5.1

Πόρισμα 1.5.4. Η νόρμα και το ίχνος ενός αλγεβρικού ακέραιου a, ενός
πεδίου αριθμών K ανήκει στο Z.

Η απόδειξη είναι άμεση αν δειχθεί ότι το χαρακτηριστικό πολυώ-
νυμο χK/Q(X) είναι δύναμη του ελαχιστικού πολυωνύμου f(X) του a,οπότε
ανήκει στο Z[X].

Πόρισμα 1.5.5. Η νόρμα NK/Q ενός στοιχείου a του OK είναι ίση με ±1
αν και μόνο αν το a είναι μοναδιαίο στοιχείο στο OK.

Απόδειξη. Έστω a μοναδιαίο στοιχείο του OK . Αρκεί να δείξω ότι η νόρμα
του είναι ±1. Εξ’ορισμού έχω ότι 1

a ∈ OK , αφού a μοναδιαίο. Άρα:

1 = NK/Q(1) = NK/Q(a)NK/Q(
1

a
)
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αφού η νόρμα είναι πολλαπλασιαστική. Από το παραπάνω πόρισμα τα
NK/Q(a), NK/Q(

1
a ) ανήκουν στο Z, δηλαδή οι μόνες δυνατές τιμές είναι ±1.

Αντιστρόφως, αν a ∈ OK έχει νόρμα ±1, που σημαίνει ότι ο σταθερός όρος
του ελαχιστικού πολυωνύμου του f(X) είναι ±1:

f(X) = Xn + an−1X
n−1 + ...± 1.

Αν υποθέσω ότι 1
a ανήκει στο K τότε παρατηρώ πως το 1

a είναι ρίζα του
μονήρους πολυωνύμου:

g(X) = 1 + an−1X + ...±Xn

με g(X) ∈ Z[X].Δηλαδή το 1
a είναι αλγεβρικός ακέραιος.

Για την επόμενη πρόταση θα υπενθυμίσω πως μιά ομάδα είναι πε-
περασμένα παραγμένη αν υπάρχουν πεπερασμένα στοιχεία x1, x2, ..., Xs ∈ G
έτσι ώστε κάθε x ∈ G να μπορεί να γραφτεί ως x = n1x1 +n2x2 + ...+nsxs,
με n1, n2, ..., ns ακέραιους. Επιπλέον μια πεπερασμένα παραγώμενη ομάδα
ονομάζεται ελεύθερη αν είναι ισομορφική με το Zr , όπου r ≥ 0 ονομάζεται
η τάξη της G.

Πρόταση 1.5.6. Έστω K ένα πεδίο αριθμών και OK ο δακτύλιος ακε-
ραίων του. Τότε ο OK είναι ελεύθερη αβελιανή ομάδα τάξης n = [K : Q].

Απόδειξη. Από το πόρισμα() έχω ότι υπάρχει μια Q-βάση {a1, a2, ..., an} του
K ,ai ∈ OK για i = 1, ..., n (διαλέγω μιά βάση του K και πολλαπλασιάζω τα
στοιχεία της με τους κατάλληλους συντελεστές ώστε να προκύψουν στοιχεία
του OK όπως στο πόρισμα()). Οπότε ένα στοιχείο x ∈ OK μπορεί να γραφεί:

x =
∑

i = 1nciai, ci ∈ Q.

Ο στόχος είναι να δείξω ότι οι παρανομαστές των ci είναι φραγμένοι για
όλα τα ci και όλα τα x ∈ OK . Για να καταλήξω σε αντίφαση θα υποθέσω
πως υπάρχει μια ακολουθία:

xj =
∑

i = 1ncijai, cij ∈ Q.

τέτοια ώστε ο μεγαλύτερος παρανομαστής των cij , i = 1, ..., n, τείνει στο
άπειρο καθώς j → inf. Η νόρμα NK/Q(xj) είναι η διακρίνουσα nxn πίνακα
με συντελεστές στο Q[cij ]. Οπότε η νόρμα είναι ένα ομογενές πολυώνυμο στο
cij , με τους συντελεστές να καθορίζονται από την επέκταση που επιλέχθηκε.
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Επίσης η νόρμα ανήκει στο Z οπότε οι συντελεστές των cij δεν μπορούν να
αυξηθούν επ΄άπειρον. Πρέπει να είναι φραγμένοι από μια σταθερά B:

OK ⊂
1

B

n⊕
i=1

Zai

Εφόσον το δεξί μέλος είναι ελεύθερη αβελιανή ομάδα και το OK θα
είναι ελεύθερο. Επιπλέον το OK περιέχει n στοιχεία που είναι γραμμικώς
ανεξάρτητα στο Q άρα η τάξη του OK είναι n.

1.6 Παραγοντοποίηση και κλασματικά ιδεώδη

Ορισμός 1.6.1. Έστω I ένα μη κενό ιδεώδης ενός δακτυλίου ακεραίων O,
ορίζουμε την νόρμα του I ως:

N(I) = |O/I|

Λήμμα 1.6.1. Έστω I ένα μη κενό ιδεώδης του OK. Ισχύει ότι:

1.N(aOK) = |NK/Q(a)|, a ∈ OK2.I

Απόδειξη. 1.Οφείλω να δείξω ότι, αφού N(a) ∈ Z όταν a ∈ OK τότε |N(a)|
είναι θετικός ακέραιος. Από την πρόταση(), OK είναι μια ελεύθερη Αβελιανή
ομάδα τάξης n = [K : Q], οπότε υπάρχει μία βάση στο Z, a1, ..., an,του OK ,
δηλαδή OK = Za1 ⊕ ... ⊕ Zan. Θα χρησιμοποιήσω ένα γενικό αποτέλεσμα
στις Αβελιανές ομάδες, αν H μιά υποομάδα της G,ίδιας τάξης και οι δύο, με
αντίστοιχες Z-βάσεις x1, ..., xr και y1, ..., yr , με yi =

∑
j aijxj ,τότε |G/H =

|det(aij)|. Εφαρμόζοντας το θεώρημα στην προκειμένη όπου G = OK και
H = aOk. Αφού η μία βάση δίνεται από την άλλη πολλαπλασιάζοντας με a,
έχω:

|OK/aOK | = |det(µa)| = |NK/Q(a)|

2.Έστω 0 ̸= a ∈ I. Αφού I είναι ιδεώδες του OK και aO ⊂ I , τότε
έχω μία επί απεικόνιση

OK/aOK → OK/I

οπότε το αποτέλεσμα έπεται από το 1.
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Ορισμός 1.6.2. Πολλαπλασιασμός ιδεώδων. Αν I και J είναι ιδεώδη τουOK ,το
γινόμενό τους ορίζεται ως:

IJ =

 ∑
finite

xy, x ∈ I, y ∈ J



Παράδειγμα(): Έστω I = (a1, a2) = a1OK +a2OK και J = (b1, b2) =

b1OK + b2OK ,τότε:

IJ = (a1b1, a1b2, a2b1, a2b2)

Λήμμα 1.6.2. Έστω I ένα μη μηδενικό ιδεώδες τουOK. Υπάρχουν πρώτα
ιδεώδη p1, ..., pr του I τέτοια ώστε p1p2...pr ⊂ I.

Απόδειξη. Για την απόδειξη θα υποθέσω ένα σύνολο S που περιέχει όλα
τα ιδεώδη που δεν έχουν ένα γινόμενο πρώτων ιδεώδων και θα αποδείξω
ότι το σύνολο αυτό είναι κενό. Προς απαγωγή σε άτοπο έστω ότι το S

περιέχει τουλάχιστον ένα μη μηδενικό ιδεώδες I. Από αυτό το ιδεώδες θα
παράγω ένα άλλο ιδεώδες 1 το οποίο περιέχει αυστηρά το , έπειτα ένα
άλλο ιδεώδες 2 που περιέχει αυστηρά το 2,συνεπώς μια ολόκληρη ακολουθία
τέτοιων ιδεώδων που θα οδηγήσει στην αντίφαση.

Έστω το ⊂ S, το I δεν είναι πρώτο διότι τότε θα περιείχε ένα
γινόμενο πρώτο ιδεώδων, το τετριμμένο. Εξ’ορισμού θα υπάρχουν a, b ∈ OK

με ab ∈ I αλλά a /∈ I, b /∈ I. Χρησιμοποιώντας τα στοιχεία a, b θα χτίσω δύο
καινούρια ιδεώδη:

J1 = aOK + I ) I, J2 = bOK + I ) I, a, b /∈ I.

Για να δείξω ότι τα J1 και J2 ανήκουν στο S θα υποθέσω προς αντίφαση
ότι δεν ανήκουν. Οπότε από τον ορισμό του S θα υπάρχουν πρώτα ιδεώδη
τέτοια ώστε p1, ..., pr ⊂ J1 και q1, ..., qt ⊂ J2. Συνεπώς:

p1...prq1...qt ⊂ J1J2 ⊂ I

όπου η δεύτερη σχέση ισχύει αφού ab ∈ I και

J1J2 = (aOK + I)(bOK + I) = abOK + aI + bI + I2 ∈ I

Αλλά το p1...prq1...qt ⊂ I αντιφάσκει με το γεγονός ότι I ⊂ S.Οπότε J1 ή J2
περιέχονται στο S. Αφού υπάρχει ένα ιδεώδες I1(είτε το J1 είτε το J2) και
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το I1 είναι στο I μπορούμε ομοίως να βρούμε ένα ιδεώδες I2 που περιέχει
γνήσια το I1,συνεχώς.Έτσι παίρνω μια γνησίως αύξουσα ακολουθία ιδεώδων
στο S:

I ( I1 ( I2 ( ...

Παίρνοντας την νόρμα κάθε ιδεώδους θα έχω μιά γνησίως φθίνουσα ακο-
λουθία ακεραίων:

N(I) > N(I1) > N(I2) > ...,

που μας δίνει την αντίφαση.

Να σημειωθεί ότι ένα ιδεώδες I του OK είναι ένα OK-υποαναπαράσταση(submodule)
του OK με βαθμωτό πολλαπλασιασμό που δίνεται από OKxI → I, (a, i) 7→
ai. Ιδεώδη του OK δεν είναι αντιστρέψιμα με τον παραπάνω ορισμό του γι-
νομένου ιδεώδων. Ο ορισμός μπορεί να επεκταθεί προς OK-υποαναπαραστάσεις(submodules)
του K για να εμφανιστούν ομάδες.

Ορισμός 1.6.3. Ένα κλασμαστικό ιδεώδες I είναι μια πεπερασμένα παραγ-
μένη OK-αναπαράσταση(module) μέσα στο K.

Έστω a1, ..., ar ∈ K ένα σύνολο γεννητριών για το κλασματικό ιδε-
ώδες I ως OK-αναπαράσταση. Από το πόρισμα(), μπορούμε να γράψουμε
ai = ci/di ∈ OK για i = 1, ..., r. Έστω

d =
r∏

i=1

di.

Αφού OK είναι δακτύλιος, d ∈ O. Από κατασκευή, J := dI είναι ιδεώδες
του OK . Δηλαδή για κάθε κλασματικό ιδεώδες I ⊂ OK υπάρχει ένα ιδεώδες
J ⊂ O και d ∈ O με

I =
1

d
J. (1.1)

Το γεγονός αυτό οδηγεί σε έναν ισοδύναμο ορισμό των κλασματικών ιδεώ-
δων.

Ορισμός 1.6.4. Μία OK-υποαναπαράσταση(submodule) I του K καλείτε
κλασματικό ιδεώδες του OK , αν υπάρχει κάποιο μη μηδενικό d ∈ OK τέτοιο
ώστε dI ⊂ OK , δηλαδή J = dI είναι ιδεώδες του OK και I = d−1J .

Πχ. το σύνολο 3
2Z = 3

2x ∈ Q|x ∈ Z είναι ένα κλασματικό ιδεώδες.
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Θα παρουσιάσω τα αντίστροφα ιδεώδων,ξεκινώντας από την περί-
πτωση πρώτων ιδεώδων.

Λήμμα 1.6.3. Έστω p ένα μη μηδενικό πρώτο ιδεώδες του OK.

p−1 = x ∈ K|xp ⊂ OK

1. p−1 είναι ένα κλασματικό ιδεώδες του OK.

2. OK ( p−1 .

3. p−1p = OK.

Απόδειξη. 1. Έστω 0 ̸= a ∈ p. Εξ’ορισμού του p−1 έχω ότι ap−1 ⊂ OK .Οπότε
ap−1 είναι ιδεώδες του OK και p−1 κλασματικό ιδεώδες του OK .

2.Αφού )K ⊂ p−1 αρκεί να βρεθεί ένα στοιχείο του p−1 που να μην
είναι αλγεβρικός ακέραιος. Έστω πάλι 0 ̸= a ∈ p.Από το Λήμμα() επιλέγω
το μικρότερο r ώστε:

p1...pr ⊂ (a)OK

για p1, ..., pr πρώτα ιδεώδη του OK .Αφού (a)OK ⊂ p και p είναι πρώτο,
έχω pi ⊆ p για κάποιο i από τον ορισμό του πρώτου. Χωρίς βλάβη της
γενικότητας δύναμαι να υποθέσω πως p1 ⊆ p. Τότε p1 = p καθώς πρώτα
ιδεώδη του OK είναι μεγιστικά. Επιπλέον,

p2...pr ̸⊂ (a)OK

από την ελαχιστικότητα του r. Υπάρχει, λοιπόν, b ∈ p2...pr αλλά όχι στο
(a)OK . To ba−1 δίνει το στοιχείο του p−1 που δεν είναι αλγεβρικός ακέραιος.

Αφού p = p1 τότε bp ⊂ (a)OK , δηλαδή ba−1p ⊂ OK και ba−1 ∈ p−1.

Επίσης b ̸∈ (a)OK , τελικά ba−1 ̸∈ OK .

3.Για το p−1p = OK έχω υπ’όψην ότι p = pOK ⊂ pp−1 = p−1p ⊂ OK

από τον ορισμό του p−1 και επειδή p είναι μεγιστικό ιδεώδες το pp−1 είναι
ίσο είτε με το p είτε με το OK .Το pp−1 = p δεν είναι δυνατόν, προς απαγωγή
σε άτοπο θα υποθέσω ότι ισχύει. Έστω b1, ..., br ένα σύνολο γεννητριών του
p ως OK-αναπαράσταση και d := ab−1 που ανήκει στο p−1 αλλά όχι στο
OK(σύμφωνα με το παραπάνω).

dbi ∈ p−1p = p, dp ⊂ p−1pp.dbi =

r∑
j=1

cijbj ∈ p, cij ∈ OK , i = 1, ...r0 =

r∑
j=1,j ̸=i

cijbj
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Οι τελευταίες r-εξισώσεις μπορούν να γραφτούν σε μορφή πίνακα:
c11 − d c1r

c21 c2r
...

...
cr1 crr − d


︸ ︷︷ ︸

C


b1

b2
...
br

 = 0.

Η ορίζουσα του C είναι μηδέν, ενώ det(C) είναι μια εξίσωση βαθμού r στο
d με συντελεστές στο OK , ο πρώτος από αυτούς το ±1. Από την πρόταση()
έχουμε ότι το d πρέπει να ανήκει στο OK , αντίφαση.

Παράδειγμα: Το ιδεώδες p = 3Z του Z.Έχω:

p−1 = x ∈ Q|x · 3Z ⊂ Z = x ∈ Q|3x ∈ Z =
1

3
Z.

Δηλαδή:

p ⊂ Z ⊂ p−1 ⊂ Q

Θεώρημα 1.6.4. Τα μη-μηδενικά κλασματικά ιδεώδη ενός πεδίου αριθ-
μών K αποτελούν μία πολλαπλασιαστική ομάδα. Θα την συμβολίζω IK.

Απόδειξη. Το ουδέτερο στοιχείο είναι το OK . Αρκεί να δείξω ότι κάθε μη-
μηδενικό κλασματικό ιδεώδες του OK είναι αντιστρέψιμο στο IK .Από το
λήμμα 5.6.3 αυτό ισχύει για κάθε πρώτο ιδεώδες του OK . Έστω πως υπάρχει
ένα μη-αντιστρέψιμο ιδεώδες I του OK με την νόρμα N(I), ελάχιστη. Το I
περιέχεται σε ένα μεγιστικό ιδεώδες p, που είναι επίσης πρώτο.

I ⊂ p−1I ⊂ p−1p = OK (1.2)

Η I ⊂ p−1I σχέση είναι γνήσια δηλαδή I ̸= p−1I. Προς αντίφαση,έστω d ∈
p−1 και b1, ..., br οι γεννήτριες του I ως OK-αναπαράσταση. Οπότε:

dbi ∈ p−1I = I, dI ⊂ p−1I = I. (1.3)

Όπως και στο προηγούμενο λήμμα θα πάρω ότι d ∈ OK , αντίφαση. Δηλαδή
I ( p−1I που σημαίνει N(I) > N(p−1I. Αφού η N(I) είναι ελάχιστη, το
p−1I είναι αντιστρέψιμο Αν J ∈ IK ο αντίστροφος τότε Jp−1I = OK . Αυτό
αποδεικνύει ότι το I ειναι αντιστρέψιμο με αντίστροφο το Jp−1. Αν I είναι
κλασματικό ιδεώδες τότε μπορεί να γραφτεί ως 1

dJ με J ένα ιδεώδες του
OK και d ∈ OK . Οπότε dJ−1 είναι το αντίστροφο του I.
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Πλέον μπορεί να αποδειχτεί η μοναδική παραγοντοποίηση μη-μηδενικών
ιδεώδων του OK .

Θεώρημα 1.6.5. Κάθε μη μηδενικό ιδεώδες I του OK μπορεί να γρα-
φεί μοναδικά (με δυνατότητα μετάθεσης των παραγόντων) ως γινόμενο
πρώτων ιδεώδων.

Απόδειξη. Αρχικά θα αποδειχθεί η ύπαρξη της παραγοντοποίησης και ύστερα
η μοναδικότητα.

Ύπαρξη: Έστω I το μεγιστικό ανάμεσα στα ιδεώδη που δεν δέχο-
νται παραγοντοποίηση. Το I συνεπώς δεν είναι πρώτος αλλά θα υπάρχει
ένα μεγιστικό ιδεώδες p του OK ώστε I ⊂ p. Οπότε Ip−1 ⊂ OK είναι μη
μηδενικό και I ( Ip−1 ⊂ OK ,διότι αλλιώς αν I = Ip−1 τότε αυτό θα συνε-
παγόταν OK = p−1. Καθώς επέλεξα I μεγιστικό το Ip−1 οφείλει να δέχεται
μια παραγοντοποιήση:

Ip−1 = p2...p
r ⇒ I = pp2...pr,

αντίφαση.

Μοναδικότητα: Υποθέτω πως υπάρχουν δύο διαφορετικές παραγο-
ντοποιήσεις του I :

I = p1p2...pr = q1...qs

όπου pi,qj είναι πρώτα ιδεώδη, i = 1, ..., r,j = 1, ..., s. Αν p1 δεν είωαι ισο με
κανένα qj για όλα τα j, μπορώ να διαλέξω aj ∈ qj που να μην βρίσκεται
στο p1, οπότε: ∏

aj ∈
∏

qj = I ⊂ p1,

Εδώ έχουμε αντίφαση με το γεγονός ότι το p1 είναι πρώτος.Δηλαδή το p1
πρέπει να είναι το ίδιο με ένα από τα qj , έστω το q1. Δηλαδή

p2...pr = q2...qs.

Με επαγώγη λήγει η απόδειξη.

Πόρισμα 1.6.6. Αν I ένα μη μηδενικό κλασματικό ιδεώδες τοτε ισχύει:

I = p1...prq
−1
1 ...q−1

s .

όπου p1, ..., pr, q1, ..., qs είναι πρώτα ιδεώδη(μη μηδενικά). Αυτή η παρα-
γοντοποίηση είναι μοναδική έως ένα συνδυασμό μεταθέσεων.
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Απόδειξη. Ένα κλασματικό ιδεώδες μπορεί να γραφεί ως d−1I, d ∈ OK με
I μη μηδενικό ιδεώδες. Έστω I = p1...pt και dOK = q1...qn οπότε:

(dOK)−1 = p1...ptq
−1
1 ...q−1

n .

Ενδεχομένως κάποιοι όρι να απλοποιούνται, αλλά καταλήγουμε σε παρα-
γοντοποίηση με p1, ..., pr και q1, ..., qs. Η μοναδικότητα αποδεικνύεται όπως
στο παραπάνω θεώρημα.

Δύο βασικές ιδιότητες των κλασματικών ιδεώδων είναι το γεγονός
ότι δύο στοιχεία είναι αρκετά για να παράξουν ένα κλ. ιδεώδες και το
γεγονός ότι οι νόρμες τους είναι πολλαπλασιαστικές. Οι δύο αυτές ιδιότητες
προκύπτουν ως πόρισμα από το κινέζικο θεώρημα υπολοίπων.

Θεώρημα 1.6.7 (Κινέζικο θεώρημα υπολοίπων). Έστω I =
∏m

i=1 p
ki
i η πα-

ραγοντοποίηση ενός μη μηδενικού ιδεώδους I σε γινόμενο πρώτων ιδε-
ώδων pi με pi ̸= pj αν i ̸= j. Υπάρχει κανονικός ισομορφισμός:

OK/I →
m∏
i=1

O/pki
i .

Δεν θα παραβάλω απόδειξη του θεωρήματος.

Πόρισμα 1.6.8. Έστω I1, ..., Im ιδεώδη ανά δύο πρώτα μεταξύ τους (δη-
λαδή Ii + Ij = OK για i ̸= j). Έστω a1, ..., am στοιχεία του OK ,υπάρχει
a ∈ OK με:

a ≡ aimodIi, i = 1, ...,m.

Απόδειξη. Το Ii γράφεται και Ii =
∏
p
nij

ij . Από την υπόθεση κάθε πρώτο
ιδεώδες pij εμφανίζεται μόνο μία φορά, και κάθε ισοδυναμία είναι ανάλογη
με το πεπερασμένο σύνολο ισοδυναμιών:

a ≡ aimodp
nij

ij , i, j.

Θεωρώ το διάνυσμα (a1, ..., am) στο
∏m

i=1OK/I και το γεγονός ότι I =
∏
Ii.

Η απεικόνιση:

OK/I = OK/
∏

Ii →
m∏
i=1

OK/Ii

είναι επί οπότε υπάρχει η εικόνα a ∈ OK του (a1, ..., am).
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Πόρισμα 1.6.9. Έστω I κλασματικό ιδεώδες του OK , a ∈ I. Τότε υπάρχει
b ∈ I ώστε:

(a, b) =< a, b >= aOK + bOK = I.

Απόδειξη. Υποθέτω πως το I είναι μη μηδενικό. Έστω p1, ..., pm τα πρώτα
ιδεώδη του aOK ⊂ I , ώστε το I να γράφεται ως:

I =
m∏
i=1

pki
i , ki ≥ 0

Έστω bi στο qki
i αλλά όχι στο P ki+1

i .Από το πόρισμα(), υπάρχει b ∈ OK ώστε
b ≡ bimodpki+1

i για όλα τα i = 1, ...,m. Οπότε:

b ∈ I =
m∏
i=1

pki
i

και ki είναι η ακριβής δύναμη του pi που διαιρεί το bOK .Με άλλα λόγια,
bOKI

−1 είναι πρώτο προς το aOK , οπότε bOI−1 + aI = 1 δηλαδή:

bOK + aI = I ⇒ I = bOK + aI ⊂ bO + aO ⊂ I.

Αν I είναι ένα κλασματικό ιδεώδες τότε εξ’ορισμού υπάρχει d ∈ OK ώστε
I = 1

dJ με J ένα μη μηδενικό ιδεώδες. da ∈ J και υπάρχει b ∈ J ώστε
J = (da, b).

I = aOK +
b

d
OK .

Για τις ιδιότητες της νόρμας ιδεώδους θα χρειαστεί η παρακάτω
πρόταση.

Πρόταση 1.6.10. Έστω p ένα πρώτο ιδεώδες του OK και n > 0. Τότε οι
OK-αναπαραστάσεις O/p και pn/pn+1 είναι ισομορφικές.

Απόδειξη. Θεωρώ την απεικόνιση:

h : OK → pn/pn+1, a 7→ ab

για κάθε b στο pn αλλά όχι στο pn+1. Αρκεί να δείξω ότι ο πυρήνας της h
είναι ker(h) = p και ότι η h είναι επί. Αν h(a) = 0 τότε ab = 0 που σημαίνει
ab ∈ pn+1. Για κάθε c ∈ pn,από το πόρισμα(), μπορεί να βρεθεί ένα c1 ∈ OK

ώστε:

c1 ≡ cmodpn+1, c1 ≡ 0modbOKp
−n,
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αφού bOKp
−1 είναι ιδεώδες πρώτο με το pn+1. Επειδή c ∈ pn, το c1 θα

ανήκει στο bOKp
−n ∩ pn = bOK αφού I ∩ J = IJ όταν I, J είναι ιδεώδη

πρώτα μεταξύ τους. Με άλλα λόγια c1/b ∈ OK . Η εικόνα μέσω h είναι:

h(c1/b) = (c1/b)bmodp
n+1=c.

Συνεπώς η h είναι επί.

Πόρισμα 1.6.11. Αν I, J δύο μη μηδενικά ιδεώδη τότε:

N(IJ) = N(I)N(J)

Απόδειξη. Αρχικά θα υποθέσω ότι τα I, J είναι πρώτα μεταξύ τους. Το
κινέζικο θεώρημα λέει:

OK/IJ ≃ OK/I ×OK/J,

|OK/IJ | = |OK/I||OKJ |, δηλαδή. Αρκεί να δείξω ότι και N(pk) = N(p)k για
k ≥ 1 όπου p πρώτο ιδεώδες. Ένα αποτέλεσμα(δίχως απόδειξη εδώ) των
ισομορφισμών μεταξύ δακτυλίων επιτρέπει να γράψω:

N(pk−1 = |OK/pk−1| = | OK/pk

pk−1/pk
| = |OK/pk|
|pk−1/pk|

.

Το οποίο μπορεί να γραφτεί ως:

|OK/pk|
|OK/p|

=
N(pk)

N(p)
.

Δηλαδή N(pk) = N(pk−1)N(p) και με επαγωγή στο k τελειώνει η απόδειξη.

Παράδειγμα 1.6.1. Στο Q(i) ισχύει (2)Z[i] = (1 + i)2Z[i] οπότε:

4 = N(2) = N(1 + i)2

N(1 + i) = 2.

Ορισμός 1.6.5. Αν I = J1J
−1
2 είναι ένα μη μηδενικό κλασματικό ιδεώδες με

J1, J2 μη μηδενικά ιδεώδη ορίζεται:

N(I) =
N(J1)

N(J2)

Αυτό επεκτείνει την νόρμα N σε ομομορφισμούς ομάδων N : IK →
Q×. Για παράδειγμα N( 23Z) =

2
3 .
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1.7 Θεωρία Διακλάδωσης (Ramification Theory)

Το κεφάλαιο αποτελεί μια σύντομη εισαγωγή στην θεωρία διακλά-
δωσης, όπου το κεντρικό ερώτημα που τίθεται είναι: Αν πάρω ένα πρώτο
(ιδεώδες) p του δακτυλίου των ακεραίων OK ενός πεδίου αριθμών K , τι
γίνεται όταν αυτό αναχθεί στο OL, δηλαδή pOL, όπου L είναι μια επέκταση
του K. Το pOL σίγουρα έχει μιά παραγοντοποίηση ως γινόμενο πρώτων,
αλλά θα είναι το ίδιο πρώτο; Θα θεωρήσω κυρίως την περίπτωση των από-
λυτων επεκτάσεων, όταν δηλαδή K = Q.

1.7.1 Διακρίνουσα

Έστω K ένα πεδίο αριθμών βαθμού n. Σύμφωνα με την πρόταση
5.5.3 υπάρχουν n εμφυτεύσεις του K στο C.

Ορισμός 1.7.1. Έστω K ένα πεδίο αριθμών βαθμού n και

r1 = ο αριθμός των πραγματικών εμφυτεύσεων

r2 = ο αριμθμός των ζευγαριών των μιγαδικών εμφυτεύσεων

Το ζεύγος (r1, r2) ονομάζεται η υπογραφή του K , και ισχύει:

n = r1 + 2r2

Παράδειγμα η υπογραφή του Q είναι (1, 0), του Q
√
d, d > 0 η (2, 0),

του Q
√
d, d < 0 η (0, 1), και του Q 3

√
2 η (1, 1).

ΈστωK ένα πεδίο αριθμών βαθμού n και OK ο δακτύλιος ακεραίων
του. Έστω σ1, ..., σn οι n εμφυτεύσεις στο C. Ορίζω την απεικόνιση:

σ : K → Cn

x 7→ (σ1(x), ..., σn(x))

Αφού το OK είναι ελεύθερη αβελιανή ομάδα βαθμού n, θα υπάρχει
μια Z-βάση a1, ..., an του OK . Θεωρώ τον πίνακα M , n×n, που δίνεται από:

M = (σi(aj)), 1 ≤ i, j ≤ n
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Η διακρίνουσα του M είναι ένα μέτρο της πυκνότητας του OK στο
K (για την αρκίβεια στο K/OK). Δείχνει πόσο αραίοι είναι οι ακέραιοι του
.Όμως, det(M) είναι ορισμένη έως το πρόσημο, και δεν είναι απαραίτητο να
βρίσκεται στο R ή στο K. Όποτε θεωρώ:

det(M2) = det(M tM)

= det(
n∑

k=1

σk(ai)σk(aj))i,j

= det(TrK/Q(aiaj))i,j ∈ Z,

που δεν εξαρτάται από την επιλογή βάσης.
Ορισμός 1.7.2. Έστω (a1, ..., an) ∈ K. Ορίζεται:

disc(a1, ..., an) = det(TrK/Q(aiaj))i,j .

Συγκεκριμένα, αν a1, ..., an είναι οποιαδήποτε Z-βάση του OK , θα ονομάζε-
ται διακρίνουσα ο ακέραιος, που συμβολίζεται με ∆K , και

∆K = det(TrK/Q(aiaj))1≤i,j≤n.

Ισχύει ότι ∆K ̸= 0, που προκύπτει από το επόμενο λήμμα.

Λήμμα 1.7.1. Το συμμετρικό διγραμμικό σχήμα

K ×K → Q

(x, y) 7→ TrK/Q(xy)

είναι μη-εκφυλισμένο, δεν υπάρχει 0 ̸= a ∈ K τέτοιο ώστε το TrK/Q(ab),
για κάθε b ∈ K.

Απόδειξη. Προς απαγωγή σε άτοπο υποθέτω ότι υπάρχει 0 ̸= a ∈ K τέτοιο
ώστε το TrK/Q(ab) = 0, για κάθε b ∈ K. Διαλέγοντας το b = a−1, έπεται

TrK/Q(ab) = TrK/Q(1) = n ̸= 0.

Οπότε αν∆K = 0, θα υπήρχε ένα μη-μηδενικό διάνυσμα (x1, ..., xn)
t, xi ∈

Q, που θα μηδενιζόταν, κατά τον πολλαπλασιασμό με τον πίνακα (TrK/Q(aiaj))i,j .
Αν γ =

∑n
i=1 aixi, τότε TrK/Q(ajγ) = 0 για κάθε j, που αντιφάσκει σύμφωνα

με το προηγούμενο λήμμα.
. Παράδειγμα, το πεδίο K = Q(

√
5). Στο C έχει δύο εμφυτεύσεις:

σ1 : a+ b
√
5 7→ a+ b

√
5

σ2 : a+ b
√
5 7→ a− b

√
5
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Ο δακτύλιος ακεραίων του πεδίου είναι ο Z[(1 +
√
5)/2], ώστε ο πίνακας M

των εμφυτεύσεων θα είναι

M =

(
σ1(1) σ2(1)

σ1(
1+

√
5

2 ) σ2(
1+

√
5

2 )

)

και οι διακρίνουσα ∆K υπολογίζεται ως

∆K = det(M2) = 5

1.7.2 Ανάλυση σε πρώτους

Έστω p ένα πρώτο ιδεώδες του OK . Τότε p∩Z είναι πρώτο ιδεώδες
του Z. Όντως, εύκολα διαπιστώνεται αυτό. Αν a, b είναι ακέραιοι με ab ∈
p∩Z, τότε κάνοντας χρήση του γεγονότος ότι p είναι πρώτος ώστε είτε a είτε
b ανήκει στο p και συνεπώς και στο p ∩ Z.Επίσης p ∩ Z είναι μη-τετριμμένο
ιδεώδες αφού p ∩ Z δεν περιέχει 1, και p ∩ Z ̸= ∅, επειδή N(p) ανήκει στο p

και στο Z ( N(p) = |OK/p| < ∞). Αφού p ∩ Z είναι πρώτο ιδεώδες του Z,
πρέπει να υπάρχει ένας πρώτος αριθμός p ώστε p ∩ Z = pZ. Τότε λέγεται
πως p είναι πάνω από το p.

p ⊂ OK ⊂ K
|

pZ ⊂ Z ⊂ Q

Ονομάζεται πεδίο υπολοίπων το πηλίκο ενός αντιμεταθετικού δα-
κτυλίου με ένα μεγιστικό ιδεώδες. Έτσι το πεδίο υπολοίπων του pZ είναι
Z/pZ = Fp. Το πεδίο υπολοίπων OK/p είναι ένα Fp-διανυσματικός χώρος
πεπερασμένης διάστασης. Για την απόδειξη του ισχυρισμού θέτω:

ϕ : Z→ OK → OK/p,

όπου η πρώτη απεικόνιση είναι η κανονική ενσωμάτωση ι του Z στο OK ,
και η δεύτερη είναι η προβολή π, ώστε ϕ = π ◦ ι. Ο πυρήνας της ϕ δίνεται
από

ker(ϕ) = {a ∈ Z|a ∈ p} = p ∩ Z = pZ,
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ώστε η ϕ συνάγει έναν μονομορφισμό του Z/pZ στο OK/p, αφού Z/pZ ≃
Im(ϕ) ⊂ OK/p. Το OK/p είναι πεπερασμένο σύνολο, όπως έχει δειχθεί ήδη,
δηλαδή ένα πεπερασμένο πεδίο που περιέχει το Z/pZ, τελικά έχουμε επο-
μένως μια πεπερασμένη επέκταση του Fp.

Ορισμός 1.7.3. Ονομάζεται βαθμός αδράνειας, συμβολίζεται με fp, η διά-
σταση του Fp-διανυσματικού χώρου O/p, συγκεκριμένα

fp = dimFp(O/p)

Αξίζει να σημειωθεί ότι

N(p) = |O/p| = |FdimFp (O/p)
p | = |Fp|fp = pfp

. Παράδειγμα.

Έστω το δευτεροβάθμιο πεδίο K = Q(i), με δακτύλιο ακεραίων
Z[i], και το ιδεώδες 2Z[i]:

2Z[i] = (1 + i)(1− i)Z[i] = p2, p = (1 + i)Z[i]

αφού (−i)(1 + i) = 1− i. Επιπλέον, p∩Z = 2Z, οπότε p = (1+ i) είναι πάνω
από το 2. Έχουμε

N(p) = NK/Q(i+ 1) = (1 + i)(1− i) = 2

οπότε fp = 1. Όντως το αντίστοιχο πεδίο υπολοίπων είναι

OKp ≃ F2.

Υποθέτοντας πάλι ένα πρώτο ιδεώδες p του OK . Έχουμε δει ότι p
είναι πάνω από το ιδεώδες pZ = p ∩ Z. Τώρα μένει να εξεταστεί η άλλη
κατεύθυνση, ξεκινώντας από ένα πρώτο p ∈ Z, να εξεταστεί το ιδεώδες
pOK του OK . Το pOK έχει μοναδική παραγοντοποίση σε γινόμενο πρώτων
ιδεώδων. Επιπλέον, p ⊂ p, άρα p πρέπει να είναι ένας από τους παράγοντες
του pOK .

Ορισμός 1.7.4. Έστω p ∈ Z πρώτος. Έστω p ένα πρώτο ιδεώδες του OK

πάνω από το p. Συντελεστής διακλάδωσης (ramification index) του p, ep,
ονομάζεται η ακριβής δύναμη του p που διαιρεί το pOK .

Ή παραγοντοποίηση του p ∈ Z στο OK δίνεται από

pOK = p
ep1
1 ...p

epg
g .
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Ο p λέγεται διακλαδωμένος αν epi > 1 για κάποιο i. Αντιθέτως, το p θα είναι
μη διακλαδωμένος αν

pOK = p1...pg, pi ̸= pj , i ̸= j.

Ο βαθμός αδράνειας και το ο συντελεστής διακλάδωσης συνδέονται
με τον βαθμό του διανυσματικού πεδίου. Φαίνεται στην επόμενη πρόταση.

Πρόταση 1.7.2. Έστω K ένα πεδίο αριθμών και OK ο δακτύλιος ακε-
ραίων του. Έστω p ∈ Z πρώτος και

pOK = p
ep1
1 ...p

epg
g .

η παραγωντοποίησή του στο OK. Ισχύει

n = [K : Q] =

g∑
i=1

epifpi

Απόδειξη. Έχει αποδειχθεί στα προηγούμενα ότι

N(pOK) = |NK/Q(p)| = pn,

όπου n = [K : Q]. Επειδή η νόρμα N είναι πολλαπλασιαστική, έπεται ότι

N(p
ep1
1 ...p

epg
g ) =

g∏
i=1

N(pi)
epi =

g∏
i=1

pfpiepi

Γενικά δεν υπάρχει μία άμεση μέθοδος για την εύρεση της παραγο-
ντοποίησης του pOK . Στην περίπτωση, όμως, που ο δακτύλιος των ακεραίων
είναι της μορφής O = Z[θ], μπορεί να χρησιμοποιηθεί το επόμενο αποτέλε-
σμα.

Πρόταση 1.7.3. Έστω K ένα πεδίο αριθμών με δακτύλιο ακεραίων OK

και p ένας πρώτος. Υποθέτουμε πως υπάρχει θ τέτοιο ώστεOK = Z[θ] και
f το ελαχιστικό πολυώνυμο του θ, που ανηγμένο mod p θα συμβολίσω
με f̄ . Αν

f̄(X) =

g∏
i=1

ϕi(X)ei

είναι η παραγοντοποίηση του f(X) στο Fp[X],με τα ϕi(X) πρώτα μεταξύ
τους και μη ανάγωγα. Επίσης θέτω:

pi = (p, fi(a)) = pOK + fi(a)OK
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όπου fi είναι οποιαδήποτε αναγωγή των ϕi(X) στο Z[X],δηλαδή f̄i =

ϕi(X)mod p.Τότε

pOK = pe11 ..p
eg
g

είναι η παραγοντοποίηση του pOK στο OK.

Απόδειξη. Παρατηρείται ο επόμενος ισομορφισμός

OK/pOK = Z[θ]/pZ[θ] ≃ Z[X]/f(X)

p(Z[X]/f(X))
≃ Z[X]/(p, f(X)) ≃ Fp[X]/f̄(X),

όπου f̄ είναι το fmodp. Ονομάζω A τον δακτύλιο

A = Fp[X]/f̄(X)

Το αντίστροφο του παραπάνω ισομορφισμού δίνεται από την αποτίμηση στο
θ, δηλαδή, αν ψ(X) ∈ Fp[X], με ψ(X)modf̄(X) ∈ A, και g ∈ Z[X] ώστε ḡ = ψ,
τότε η εικόνα δίνεται από το g(θ). Από το Κινέζικο Θεώρημα Υπολοίπων,
έχουμε

A = Fp[X]/f̄(X) ≃
g∏

i=1

Fp[X]/ϕi(X)ei ,

αφού από υπόθεση το ιδεώδες (f̄(X)) έχει παραγοντοποίηση σε πρώτους
που δίνεται από (f̄(X)) =

∏g
i=1(ϕi(X))ei .

Τώρα μπορεί να δειχθεί η δομή των πρώτων ιδεώδων που ανήκουν
στα OK/pOK και A, χάρη στην οποία ύστερα θα αποδειχθεί ότι τα pi, όπως
ορίστηκαν στην υπόθεση είναι πρώτα και οποιοσδήποτε πρώτος διαιρέτης
του pOK είναι ένα από τα pi, ότι δύναμεις ei που εμφανίζονται στην πα-
ραγοντοποίηση του f̄ έιναι μεγαλύτερες ή ίσες του αντίστοιχου συντελεστή
διακλάδωσης (ramification index) epi των pi. Τέλος, κάνοντας χρήση της τε-
λευταίας πρότασης που αποδείχθηκε, θα δειχθεί ότι ei = epi για να λήξει η
απόδειξη.

Από την παραγοντοποίηση του A παραπάνω, τα μεγιστικά ιδεώδη
του A δίνονται από (ϕ(X))A, και ο βαθμός της εκέκτασης A/(ϕi(X))A επί
του Fp είναι ο βαθμός του ϕi. Από τον ισομορφισμό A ≃ OK/pOK , παίρνουμε
ομοίως ότι τα μεγιστικά ιδεώδη του OK/pOK είναι ιδεώδη παραγμένα από
το fi(θ)mod pOK .

Θεωρώντας την προβολή π : OK → OK/pOK , έχουμε

π(pi) = π(pOK + fi(θ)OK) = fi(θ)OK mod pOK .
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Συνεπώς, pi είναι πρώτα ιδεώδη του OK . αφού το fi(θ)OK είναι. Επιπλέον,
αφού pi ⊃ pOK έπεται ότι pi|pOK και ο βαθμός αδράνειας fpi = [OK/pi : Fp]

είναι ο βαθμός του ϕi, epi , σημειώνει το συντελεστή διακλάδωσης του pi.

Κάθε πρώτο ιδεώδες p στην παραγοντοποιήση του pOK έιναι ένα
από τα pi, αφού η είκονα του p από το π είναι ένα μεγιστικό ιδεώδες του
OK/pOK ,

pOK = p
ep1
1 ... p

epg
g

μένει να εξεταστεί και ο συντελεστής διακλάδωσης.

Το ιδεώδες ϕeii A του A ανήκει στοOK/pOK μέσω του ισομορφισμού
OK/pOK ≃ A, και η ανάστροφη εικόνα στο O από το π−1 περιέχει τα p

epi
i

(επειδή αν a ∈ p
epi
i , τότε a είναι το άθροισμα γινομένων a1...aei , των οποίων

η εικόνα μέσω π θα είναι άθροισμα γινομένων π(a1)...π(aei) με π(ai) ∈ ϕiA).
Στο OK/pOK , έχουμε 0 = ∩gi=1ϕi(θ)

ei , συγκεκριμένα

pOK = π−1(ϕeii A) ⊃ ∩
g
i=1p

ei
i =

g∏
i=1

peii .

Το τελευταίο γινόμενο διαιρείται από το pOK =
∏

p
epi
i , οπότε ei ≥ epi

.

Έστω n = [K : Q]. Για να δειχθεί η ισότητα ei = epi θα γίνει χρήση
της προηγούμενης πρότασης:

n = [K : Q] =

g∑
i=1

epifpi ≤
g∑

i=1

eideg(ϕi) = dimFp(A) = dimFpZn/pZn = n.

Η παραπάνω πρόταση δίνει μια μέθοδο υπολογισμού της παραγο-
ντοποίσης ενός πρώτου pOK :

1. Διαλέγουμε ένα πρώτο p ∈ Z του οποίου η παραγωντοποίηση πρόκει-
ται να υπολογισθεί.

2. Έστω f το ελαχιστικό πολυώνυμο του θ ώστε OK = Z[θ].

3. Υπολογισμός της παραγοντοποίσης του f̄ = f mod p:

f̄ =

g∏
i=1

ϕi(X)ei .
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4. Αναγωγή κάθε ϕi σε πολυώνυμο fi ∈ Z[X].

5. Υπολογισμός pi = (p, fi(θ)) λύνοντας για θ το fi.

6. Η ζητούμενη παραγοντοποιήση του pOK δίνεται από:

pOK = pe11 ...p
eg
g .

. Παράδειγμα.

1. Έστω το πεδίο K = Q( 3
√
2) με δακτύλιο ακεραίων OK = Z[ 3

√
2].

Θα παραγοντοποιήσουμε το 5OK . Με τα παραπάνω υπολογίζουμε

X3 − 2 ≡ (X − 3)(X2 + 3X + 4)

≡ (X + 2)(X2 − 2X − 1)mod 5.

Έτσι έχουμε

5OK = p1p2, p1 = (5, 2 +
3
√
2), p2 = (5,

3
√
4− 2

3
√
2− 1).

2. Έστω το Q(i), με OK = Z[i] και διαλέγω p = 2. Έχω θ = i και
f(X) = X2 + 1. Υπολογίζω τα f̄(X) = f(X)mod 2:

X2 + 1 ≡ X2 − 1 ≡ (X − 1)(X + 1) ≡ (X − 1)2mod 2.

Οποιαδίποτε αναγωγή στο Z[X] μπορεί να χρησιμοποιηθεί, οπότε

2OK = (2, i− 1)(2, i+ 1)//2 = (2, i− 1)2

Τα δύο είναι ισοδύναμα αφού (2, i − 1) = (2, i + 1). Επιπλέον, επειδή 2 =

(1 − i)(1 + i), ισχύει (2, i − 1) = (1 + i), και παίρνουμε το αποτέλεσμα από
προηγούμενο παράδειγμα.

2OK = p2, p = (1 + i).

Ορισμός 1.7.5. Ο πρώτος p ονομάζεται αδρανής (inert) αν το pO είναι
πρώτο, και σε αυτήν την περίπτωση έχουμε g = 1, e = 1 και f = n. Ο p

ονομάζεται πλήρως διακλαδισμένος (totally ramified ) αν g = 1, e = n και
f = 1.

Η διακρίνουσα του K μας δίνει πληροφορίες για την διακλάδωση
στο K.
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Θεώρημα 1.7.4. ΈστωK ένα πεδίο αριθμών. Αν ο p είναι διακλαδισμένος
(ramified), τότε ο p διαιρεί την διακρίνουσα ∆K.

Απόδειξη. Έστω p|pOK ένα ιδεώδες τέτοιο ώστε p|pOK (με άλλα λόγια ο
p είναι διακλαδισμένος). Το pOK μπορεί να γραφτεί ως pOK = pI με I να
διαιρείται από όλους τους πρώτους πάνω από το p (συμπεριλαμβανομένου
του p, σκόπιμα). ‘Εστω a1, ..., an μία Z-βάση του OK και έστω a ∈ I αλλά
a ̸∈ pOK . Αυτό μπορεί να γραφεί:

a = b1a1 + ...+ bnan, bi ∈ Z

Αφού a ̸∈ pOK , υπάρχει ένα bi που δεν διαιρείται από το p, έστω το b1. Η
διακρίνουσα δίνεται από

∆K = det


σ1(a1) . . . σ1(an)
...

...
σn(a1) . . . σn(an)


2

όπου σi, i = 1, . . . , n είναι οι n εμφυτεύσεις του K στο C. Αν αντικατασταθεί
το a1 με το a, και θέσουμε

D = det


σ1(a) . . . σ1(an)
...

...
σn(a) . . . σn(an)


2

,

το D και το ∆K συνδέονται από την σχέση:

D = ∆Kb
2
1,

επειδή το D μπορεί να γραφτεί ως

D = det



σ1(a1) . . . σ1(an)
...

...
σn(a1) . . . σn(an)



b1 0 . . . 0

b2 1 0
. . .

bn . . . 1




2

.

Οπότε μένει να δειχθεί ότι p|D, αφού απο κατασκευής, το p δεν διαιρεί το
b21. Ουσιαστικά, έτσι, αλλάξαμε την απόδειξη του p|∆K , όπου δεν υπάρχουν
στοιχεία για το πως εμφανίζεται ο παράγοντας p, με τη απόδειξη του p|D,
όπου το D έχει κατασκευαστεί σκόπιμα ως συνάρτηση κατάλληλου a του
οποίου τα συζυγή, όπως θα δειχθεί, είναι πάνω από το p. Έστω L η Galois
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κλειστότητα του K , δηλαδή, το L είναι ένα πεδίο που περιέχει το K και
είναι κανονική επέκταση του Q. Τα συζυγή του a όλα ανήκουν στο L. Το a
ήδη ανήκει σε όλα τα πρώτα του OK πάνω από το p. Ομοίως, a ∈ K ⊂ L

ανήκει σε όλα τα πρώτα ιδεώδη P του OL πάνω από το p.

Διαλέγουμε ένα πρώτο P του OL πάνω από το p. Τότε σi(P) είναι
επίσης πρώτο ιδεώδες του OL πάνω από το p (σi(P) αφού L/Q είναι Galois,
σi(P) είναι πρώτο αφού το P είναι, και p = σi(p) ∈ σi(P)). Το σi(a) ∈ P για
όλα τα σi, έτσι η πρώτη στήλη του πίνακα, που εμπλέκεται στον υπολογισμό
του D ανήκει στο P, έτσι ώστε τελικά D ∈ P και D ∈ Z που δίνει

D ∈ P ⊂ Z = pZ.

Έτσι αποδείχθηκε ότι αν p είναι διακλαδισμένο, τότε p|∆K . Το αντί-
στροφο ισχύει επίσης.

Είχαμε δει ότι η διακρίνουσα του K = Q(
√
5) έιναι η ∆K = 5. Αυτό

σημαίνει ότι μόνο το 5 έιναι διακλαδισμένο στο Q(
√
5).

Στο K = Q(i) είδαμε ότι το 2 διακλαδίζεται. Οπότε είναι επό-
μενο ότι το 2 διαιρεί την διακρίνουσα ∆K . Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι
πραγματικά ∆K = −4.

Πόρισμα 1.7.5. Υπάρχει πεπερασμένος αριθμός πρώτων που διακλαδί-
ζονται σε κάθε πεδίο αριθμών.

Απόδειξη. Είναι επόμενο αφού η διακρίνουσα ∆K του πεδίου μπορεί να
έχει μόνο πεπερασμένους διαιρέτες.



Μέρος II

Μέρος 2

49





Κεφάλαιο 2

Eisentstein Σύντομη
Βιογραφία

Γεννηθείς 16 Απριλιού 1823 Ο πατέρας του Gotthold Eisenstein ήταν
ο Johan Konstantin Eisenstein και η μητέρα του η Helene Pollack. Η γονείς
του ήταν αρχικά εβραίοι, αλλά πριν να γεννηθεί ο Gotthold, ο πρωτότο-
κος τους, αλλάξαν σε προτεστάντες. Η οικογένεια δεν ήταν εύπορη καθώς
ο Johan, μετά από 8 χρόνια υπηρεσίας στο Πρωσικό στρατό, συναντούσε
δυσκολίες στο να προσαρμοστεί σε μία σταθερή εργασία. Παρόλο που δοκί-
μασε αρκετές εργασίες δεν βρήκε μια επιτυχής ασχολία για το μεγαλύτερο
μέρος της ζωής του, αν και προς το τέλος της τα πράγματα καλυτέρεψαν
για τον ίδιο.

Ο Eisenstein υπέφερε όλη την ζωή του λόγω της υγείας, αλλά επιβί-
ωσε πέρα από την παιδική ηλικία σε αντίθεση με τα 5 αδέρφια του. Και τα
5 απεβίωσαν λόγω μηνιγγίτιδας, αρρώστια που βρήκε και τον Gotthold αλλά
ο ίδιος την προσπέρασε. Η συγκεκριμένη αρρώστια, μαζί με άλλες από τις
οποίες υπέφερε ως παιδί, τον στιγμάτισαν ψυχολογικά αλλά και σωματικά,
με αποτέλεσμα να είναι υποχόνδριος. Η μητέρα του, Helene, είχε μεγάλο
αντίκτυπο στην αρχική μόρφωση του.

Στην αυτοβιογραφία, που έγραψε, περιγράφει τον τρόπο που η μη-
τέρα του, του έμαθε την αλφάβητο, συνδυάζοντας τα γράμματα με σχήματα,
λόγου χάριν, μια θύρα για το Ο και ένα κλειδί για το Κ. Επίσης περιγράφει

51
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το ταλέντο του για τα μαθηματικά:

–Ως εξάχρονο μπορούσα να καταλάβω πιό άνετα την απόδειξη ενός
μαθηματικού θεωρήματος παρά το γεγονός ότι το κρέας κόβεται με το μα-
χαίρι και όχι με το πιρούνι.–

Ένα ακόμη ταλέντο, που έδειξε ο Gotthold, ήταν για την μουσική,
έπαιζε πιάνο και σύνθετε καθ’όλη την διάρκεια της ζωής του.

Στο δημοτικό είχε θέματα υγείας, τα οποία πολύ πιθανόν να προ-
έρχονται και από τα σχολεία στα οποία μελέτησε. Όταν έγινε 10 χρονών, οι
γονείς του προσπάθησαν να βρουν μιά λύση στα προβλήματα της υγείας του,
και αποφάσισαν να τον στείλουν στην ακαδημία Cauer του Charlottenburg,
ένας δήμος του Βερολίνου που ενσωματώθηκε στην πόλη μετά το 1920.
Αυτό το σχολείο υιοθετούσε μια σχεδόν στρατιωτική προσέγγιση πειθαρ-
χίας, η οποία δεν βοήθησε καθόλου την δημιουργική φύση του Eisenstein.
Επιπλέον, επιδείνωσε την κατάσταση της υγείας του, προσθέτοντας την κα-
τάθλιψη στις σωματικές του επιπλοκές.

Το 1837, στα δεκατέσσερα του, ο Eisenstein πήγε στο Γυμνάσιο
Friedich Wilhelm και ύστερα μετακόμισε στο Γυμνάσιο Friedich Werder
στο Βερολίνο για την ολοκλήρωση της εκπαίδευσής του. Το μαθηματικό του
ταλέντο αναγνωρίστηκε από τους καθηγητές του αμέσως, που τον ενθάρρυ-
ναν με κάθε τρόπο. Σύντομα προσπέρασε την σχολική ύλη και στα 15 του
αγόραζε εξωσχολικά βιβλία για να μελετήσει μόνος του. Άρχισε να μαθαίνει
διαφορική ανάλυση από την δουλειά του Euler και Lagrange.

Στα 17 του, αν και ακόμα μαθητής στο σχολείο, παρακολουθούσε
διαλέξεις του Dirichlet και άλλων μαθηματικών στο Πανεπιστήμιο του Βερο-
λίνου. Αυτήν την περίοδο, ο πατέρας του, αφού απέτυχε να βρεί μιά μόνιμη
δουλειά στην Γερμανία, πήγε στην Αγγλία για καλύτερη ζωή. Ο Eisenstein
έμεινε στο σχολείο αφοσιώνοτας όλο και περισσότερο χρόνο στα μαθημα-
τικά. Έγραψε και στην αυτοβιογραφία του για τους λόγους που τα μαθη-
ματικά τον έλκυαν τόσο:

-Αυτό που με έλκυε τόσο πολύ και αποκλειστικά στα μαθηματικά,
εκτός από το περιεχόμενο τους, ήταν η ιδιαίτερη φύση της νοητικής διαδικα-
σίας με την οποία χειρίζονται οι μαθηματικές έννοιες. Ο τρόπος που συμπε-
ραίνει κανείς και ανακαλύπτει καινούριες αλήθειες από παλιές, η διαύγεια
και το πόσο αυταπόδεικτα είναι τα θεωρήματα, η μεγαλοφυΐα των ιδεών...
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ασκούσαν μια ακαταμάχητη γοητεία πάνω μου. Ξεκινώντας από μεμονω-
μένα θεωρήματα, συνήθισα να εμβαθύνω στις μεταξύ τους σχέσεις και να
κατανοώ τις θεωρίες ως μία οντότητα. Έτσι συλλάμβανα την ιδέα της μα-
θηματικής ομορφιάς... –

Το 1842 αγόρασε μια γαλλική μετάφραση από το ”Disquisitiones
arithmeticae” του Gauss και, σαν τον Dirichlet, γοητεύτηκε από την θεωρία
αριθμών που διάβασε. Το καλοκαίρι του 1842, πριν τις τελικές σχολικές εξε-
τάσεις, ταξίδεψε με την μητέρα του στην Αγγλία, όπου βρήκαν τον πατέρα
του που έψαχνε καλύτερη ζωή. Στο βιβλίο του Warnecke ισχυρίζεται πως
κατά την διάρκεια αυτής της επίσκεψης στην Αγγλία γνώρισε την εφαρμο-
σμένη επιστήμη και τεχνολογία, πράγμα το οποίο ξύπνησε το γενικότερο
ενδιαφέρον προς τα μαθηματικά και συμμετείχε στην επιθυμία του να γίνει
μαθηματικός.

Η οικογένεια έμεινε λίγο χρόνο στην Ουαλία και στην Ιρλανδία αλλά
ο πατέρας του Eisenstein δεν κατάφερε να βρει την κατάλληλη εργασία που
θα του πρόσφερε ευχαρίστηση και οικονομική άνεση. Καθώς μετακόμιζαν
από μέρος σε μέρος, ο Eisenstein διάβαζε το ”Disquisitiones arithmeticae”
και έπαιζε πιάνο όποτε του δινόταν η ευκαιρία. Στην Ιρλανδία, το 1843, ο
Eisenstein γνώρισε τον Hamilton στο Δουβλίνο, μία πόλη που θα του άρεσε
να εγκατασταθεί, και ο Hamilton του πρόσφερε ένα αντίγραφο από το άρθρο
του Abel για την αδυναμία επίλυσης εξισώσεων 5ου βαθμού. Αυτό ήταν ένα
επιπλέον έναυσμα να ξεκινήσει ο Eisenstein την έρευνα στα μαθηματικά.

Τον Ιούνιο του 1843, ο Eisenstein επέστρεψε στην Γερμανία με την
μητέρα του, που χώρισε από τον σύζυγό της. Ο Eisenstein αιτήθηκε να δώσει
τις τελικές του εξετάσεις και του επιτράπηκε τον Αύγουστο / Σεπτέμβρη.
Αποφοίτησε με λαμπρή αναφορά από τον καθηγητή μαθηματικών:

–Οι γνώσεις του στα μαθηματικά ξεπερνούν κατά πολύ την ύλη της
δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης. Το ταλέντο και το πάθος του οδηγούν στο να
αναμένει κανείς ότι κάποια μέρα θα συμβάλει σημαντικά στην ανάπτυξη
και διεύρυνση της επιστήμης.–

Ο καθηγητής του, ο Schellbach, είχε δίκιο και δεν θα περνούσε πολύ
έως ότου η προσδοκίες του να γίνουν πραγματικότητα. Ο Eisenstein γρά-
φτηκε στο Πανεπιστήμιο του Βερολίνου, και κατά το φθινόπωρο του 1843
μέχρι το Ιανουάριο του 1844 παρέδωσε το άρθρο του Hamilton στην Ακα-
δημία του Βερολίνου. Μαζί με αυτό παρέδωσε και το δικό του άρθρο πάνω
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σε σχήματα 3ου βαθμού με 2 μεταβλητές.

Εργαζόταν πάνω σε πλήθος από θέματα, αυτό τον καιρό, συμπε-
ριλαμβανομένου σχημάτων 4ου και 3ου βαθμού, το θεώρημα αμοιβαιότητας
για υπόλοιπα 3ου βαθμού, 4ου βαθμού διαχωρισμός των πρώτων αριθμών
και νόμους αμοιβαιότητας. Ο Crelle καθορίστηκε ως ο επιτηρητής του άρ-
θρου, και με την συνήθη διαίσθηση που είχε να αναγνωρίζει μαθηματικό τα-
λέντο, κατάλαβε αμέσως πως έχει να κάνει με μία πιθανή ιδιοφυΐα. Ο Crelle
επικοινώνησε με τον Alexander von Humboldt, ο οποίος επίσης, πρόσεξε τον
ασύγκριτα ταλαντούχο νεαρό. Ο Eisenstein γνώρισε τον von Humboldt το
Μάρτιο του 1844.

Η οικονομική κατάσταση του Eisenstein ήταν αδύναμη και ο von
Humboldt έκανε ότι περνούσε από το χέρι του να εξασφαλίσει επιχορηγήσεις
από τον βασιλιά, την πρωσική κυβέρνηση και την Ακαδημία του Βερολίνου.
Αυτές παραχωρήθηκαν απρόθυμα, πάντα για μικρό χρονικό διάστημα, έφτα-
ναν αργοπορημένες και με αρκετή έλλειψη γενναιοδωρίας. Αν δεν υπήρχε η
προσωπική γενναιοδωρία του von Humboldt, ο Eisenstein θα αντιμετώπιζε
δυσμενέστερες συνθήκες. Αλλά ο Eisenstein ήταν ένας ευαίσθητος άνθρω-
πος και δεν του πρόσφερε χαρά να δέχεται τις επιχορηγήσεις, ιδιαίτερα
όταν ένιωσε ότι οι επίσημες προσφέρονταν απρόθυμα. Οι αρχές θα έπρεπε
να είναι ευχαριστημένες με τις επιστροφές από τα χρήματα που πρόσφεραν,
αφού ο Eisenstein έκδωσε 23 άρθρα και 2 προβλήματα στο ”Ημερολόγιο του
Crelle” του 1844.

Τον Ιούνιο του 1844, ο Eisenstein, πήγε για 2 εβδομάδες στο Gottingen
για να επισκεφτεί τον Gauss.Ο Gauss είχε φήμη για την δυσκολία με την
οποία εντυπωσιάζονταν, αλλά ο Eisenstein είχε στείλει κάποια από τα άρ-
θρα του πριν από την επίσκεψη και ο Gauss ήταν γεμάτος έπαινους. Η επί-
σκεψη στέφθηκε με ιδιαίτερη επιτυχία και ο Eisenstein έκανε έναν φίλο στο
Gottingen, τον Moritz Stern. Παρ όλη την παγκόσμια φήμη που απέκτησε, ο
Eisenstein, από το πρώτο έτος στο πανεπιστήμιο, έπασχε από κατάθλιψη η
οποία μόνο επιδεινώθηκε στην υπόλοιπη σύντομη ζωή του.

Ο Kummer φρόντισε να παραλάβει ο Eisenstein τιμητικό διδακτο-
ρικό από το Πανεπιστήμιο του Breslau, το Φεβρουάριο του 1845. Ο Jacobi,
επίσης συνέλαβε στην απονομή αυτής της τιμής, αλλά ο Eisenstein και ο
Jacobi δεν είχαν πάντα αρμονική σχέση, αλλά η σχέση τους είχε πολλά σκα-
μπανεβάσματα. Από το 1846 μέχρι το 1847 ο Eisenstein εργάστηκε πάνω
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σε ελλειπτικές συναρτήσεις, και τον πρώτο χρόνο είχε μια διαφωνία για την
προτεραιότητα με τον Jacobi. Έγραψε στον Stern εξηγώντας την κατάσταση:

–... το πρόβλημα ήταν ότι, όταν έμαθα για την δουλεία του (Jacobi)
στην κυκλοτομία, δεν τον παραδέχτηκα αμέσως και δημόσια ως τον δη-
μιουργό, όπως συχνά έκανα στην περίπτωση του Gauss. Το ότι παρέλειψα
να το κάνω σε αυτήν την περίπτωση ήταν εξαιτίας την αθώας αφελής αγνό-
τητάς μου.–

Το 1847, ο Eisenstein, έλαβε την υφηγεσία του από το Πανεπιστήμιο
του Βερολίνου και ξεκίνησε να παραδίδει διαλέξεις. Ο Riemann παρακολού-
θησε τις διαλέξεις πάνω σε ελλειπτικές συναρτήσεις την ίδια χρονιά.

Το 1848 η κατάσταση στην Γερμανική Ομοσπονδία. Η ανεργία και
οι φτωχές σοδειές οδήγησαν σε γενική δυσαρέσκεια και διαταραχές. Το γε-
γονός ότι ο Louis-Philippe ανατράπηκε από την εξέγερση στο Παρίσι το
Φεβρουάριο του 1848 οδήγησε σε επαναστάσεις σε πολλά κράτη, ακόμα και
στο Βερολίνο υπήρξαν διενέξεις. Δημοκρατικές και σοσιαλιστικές διαθέσεις
σήμαιναν πρόβλημα για την μοναρχία. Ο Eisenstein πήρε μέρος σε μερικές
συναντήσεις ”υπέρ της δημοκρατίας” δίχως να λάβει ενεργή πολιτική θέση.
Τον Μάρτιο του 1848, όμως, κατά την διάρκεια μιας αντιπαράθεσης με τους
στρατιώτες του βασιλιά, από ένα σπίτι που βρισκόταν ο Eisenstein, (δεν ήταν
το σπίτι του), και τελικά τον συνέλαβαν. Αφέθηκε ελεύθερος την επόμενη
μέρα, αλλά η μεταχείριση που δέχτηκε επιβάρυνε την εύθραυστη υγεία του.

Η σύλληψη είχε ένα ακόμη αρνητικό αποτέλεσμα, έπεισε τους χρη-
ματοδότες του ότι είχε δημοκρατικές βλέψεις και έτσι δυσκόλεψε πολύ την
εξασφάλιση χορηγιών, αν και ο von Humboldt συνέχισε να τον υποστηρίζει.
Για το έργο του στα μαθηματικά, αυτής της περιόδου, ο Weil γράφει:

–Όπως κάθε αναγνώστης του Eisenstein συνειδητοποιεί, ο χρόνος
δεν ήταν αρκετός σε όλη την μαθηματική καριέρα του. ...Τα άρθρα του,
αν και με λαμπρή σύλληψη, πρέπει να γράφτηκαν σε ακανόνιστα, με τις
λεπτομέρειες να επιλύονται όταν η περίσταση εμφανιζόταν, μερικές φορές
η ανάπτυξη κόβεται απότομα, για να συνεχιστεί σε άλλα στάδιο. Ο Crelle
του επέτρεπε, κατά καιρούς, να στέλνει κομμάτι από άρθρο για έκδοση πριν
να τελειώσει ολοκληρωτικά. Φέρνει στο μυαλό τον Gallois και την τραγική
παρατήρηση ”Je n’ai pas el temps”.–

Ο Eisenstein συνέχισε να εκδίδει μια διατριβή μετά την άλλη επάνω
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στον δευτέρου βαθμού διαχωρισμό των πρώτων αριθμών και τους νόμους
αμοιβαιότητας, παρ’όλα τα προβλήματα υγείας του. Λάμβανε πολλά βρα-
βεία, για παράδειγμα ο Gauss πρότεινε τον Eisenstein να εκλεχθεί στην
Ακαδημία του Gottingen, και αυτό συνέβη το 1851, ενώ το 1852, μετά από
αίτηση του Dirichlet, εκλέχθηκε στην Ακαδημία του Βερολίνου.

Ο Eisenstein απεβίωσε στην ηλικία των 29 από φυματίωση των
πνευμόνων. Ο μεγάλος υποστηρικτής του, ο Alexander von Humboldt, στα
83 του ήδη εκείνη την εποχή, ακολούθησε το φέρετρο του Eisenstein στο
κοιμητήριο, ενώ μόλις κατάφερε να εξασφαλίσει κονδύλια που θα επέτρεπαν
στον Eisenstein να πάει στην Σικελία να αναρρώσει. Δυστυχώς ήταν ήδη
αργά.



Κεφάλαιο 3

Το κριτήριο του Eistenstein

Το κριτήριο του Eisenstein είναι μία ικανή συνθήκη ώστε ένα πο-
λυώνυμο να είναι μη-ανάγωγο στο Q, δηλαδή το πολυώνυμο δεν μπορεί να
γραφεί ως γινόμενο μη σταθερών πολυωνύμων. Το κριτήριο δεν καλύπτει
όλα τα μη ανάγωγα πολυώνυμα αλλά σε μερικές περιπτώσεις αποδεικνύει
την μη αναγωγιμότητα με μεγάλη ευκολία.

Θεώρημα 3.0.6 (Το κριτήριο του Eisenstein). ΈστωQ(x) = anx
n+an−1x

n−1+

...+a1x+a0, n ∈ N, ένα πολυώνυμο με ακέραιους συντελεστές. Αν υπάρ-
χει πρώτος p τέτοιος ώστε:

1. Ο p διαιρεί όλα τα ai, i ̸= n,

2. Ο p δεν διαιρεί το an,

3. Το p2 δεν διαιρεί το a0.

Τότε το Q(x) είναι μη ανάγωγο στο Q, επίσης θα είναι μη ανάγωγο στο
Z με την πιθανότητα οι συντελεστές ai, i = 0, 1, ..., n να έχουν ένα κοινό
παράγοντα(το κριτήριο του Eisenstein μπορεί να εφαρμοστεί με άλλο
πρώτο σε αυτήν την περίπτωση).

Συνήθως επιλέγουμε μονήρη πολυώνυμα(συντελεστής του xn το
1,Q(x) = xn + an−1x

n−1 + ... + a1x + a0 καθώς είναι πιο βολικά, οι συν-
θήκες που πρέπει να ικανοποιεί ο πρώτος p σε αυτήν την περίπτωση είναι:
1.)Ο p διαρεί όλα τα ai, i = 0, ..., n− 1 2.)Το p2 δεν διαιρεί το a0.
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Απόδειξη. Προς απαγωγή σε άτοπο θα υποθέσω ότι το Q(x) είναι ανάγωγο.
Αυτό σημαίνει ότι το Q(x) μπορεί να γραφτεί ως:

Q(x) = G(x) ·H(x)

με τους συντελεστές για τα G(x),H(x) :

G(x) = crx
r + cr−1x

r−1 + ...+ c0

H(x) = dsx
s + ds−1x

s−1 + ...+ d0

όπου r ≥ 1, s ≥ 1 και r + s = n. Ο συντελεστής a0 του πολυωνύμου Q(x)

διαιρείται από τον πρώτο p αλλά όχι από το p2. Αφού a0 = c0 · d0 τότε είναι
δυνατό να διαιρεθεί είτε το c0 είτε το d0 με το p. Χωρίς βλάβη της γενικότη-
τας θα υποθέσω πως το c0 διαιρείται από το p ενώ το d0 δεν διαιρείται. Το
an από υπόθεση δεν διαιρείται με το p οπότε το ίδιο θα ισχύει και για τα
cr, ds αφού cr · ds = an. Υπάρχει ένα ar , συντελεστής του Q(x), τέτοιο ώστε:

ar = crd0 + cr−1d1 + ...+ c0dr

όπου cr · d0 δεν διαιρείται με το p, αφού υπέθεσα πως το d0 δεν διαιρεί-
ται.Το dr · c0 όμως διαιρείτε επειδή το c0 διαιρείται. Από την υπόθεση το a1
διαιρείται με το p και επειδή a1 = c0d1 + c1d0 ισχύει c1|p,εφόσον το d0 - p.
Ακολουθώντας την λογική αυτή όλοι οι υπόλοιποι παράγοντες που αθροί-
ζονται στο ar διαιρούνται με το p, εκτός από τον πρώτο crd0. Άρα το ar
δεν διαιρείται με το p που αντιφάσκει στην υπόθεση, οπότε το Q(x) είναι
μη-ανάγωγο.

Το θεώρημα έχει μερικές γενικεύσεις, ιδιαίτερα επαναδιατύπωση
του σε όρους ιδεώδων.Πριν από αυτές θα παραθέσω μια γενίκευση που
προσφέρει ένα άνω όριο στον αριθμό των πολυωνύμικών παραγόντων στον
οποίο μπορεί ένα πολυώνυμο να αναχθεί.



Κεφάλαιο 4

Ιστορία του Κριτηρίου

Το κριτήριο του Eisenstein έχει μια πολύ απλή και κομψή διατύ-
πωση αλλά ταυτόχρονα είναι πολύ ισχυρό. Η ιστορία του κριτηρίου είναι πιό
περίπλοκη καθώς φαίνεται πως ο Theodor Schonemann το διατύπωσε πρώ-
τος για να αποδειχθεί εν τέλει από τον Eisenstein. Στο κεφάλαιο αυτό θα
εξετάσουμε την ιστορία του κριτηρίου και τα εναύσματα που οδήγησαν στην
διατύπωση και τελικά απόδειξή του. Το 1935, στο άρθρο του Dorwart “Μη
αναγωγημότητα τωνπολυωνύμων” στο ”American Mathematical Monthly”
[1], εμφανίζεται το κριτήριο:

The earliest and probably best known irreducibility criterion is the
Schoenemann-Eisenstein theorem: If, in the integral polynomial

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an,

all of the coefficients except a0, are divisible by a prime p, but an
is not divisible by p2, then the polynomial is irreducible.

Το πρώτο και πιθανόν πιο γνωστό κριτήριο μη αναγωγιμότητας
είναι το θεώρημα Schoenemann-Eisenstein: Αν στο πολυώνυμο
ακεραίων

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an,

όλοι οι συντελεστές πλην του an, διαιρούνται από έναν πρώτο p,
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αλλά ο a0 δεν διαιρείτε από το p2, τότε το πολυώνυμο είναι μη
ανάγωγο.

Εδώ, ενδιαφέρον έχει το γεγονός ότι, ο Dorwart προσθέτει το όνομα
του Schoenemann μπροστά από αυτό του Eisenstein. Ύστερα παραθέτει μια
διάσημη εφαρμογή:

An important application of this theorem is the proof of the irreducibility
of the so-called ‘cyclotomic polynomial‘

f(x) =
xp − 1

x− 1
= xp−1 + xp−2 + · · ·+ 1.

where p is prime. If, instead of f(x), we consider f(x+1), where

f(x+ 1) =
(x+ 1)p − 1

(x+ 1)− 1
= xp−1 +

(
p

1

)
xp−2 + · · ·+ p,

the theorem is seen to apply directly, and the irreducibility of f(x+1)
implies irreducibility of f(x).

Μια σημαντική εφαρμογή αυτού του θεωρήματος είναι η από-
δειξη της μη-αναγωγημότητας των λεγόμενων ”κυκλοτομικών πο-
λυωνύμων”

f(x) =
xp − 1

x− 1
= xp−1 + xp−2 + · · ·+ 1.

με το p πρώτο. Αν, αντί για f(x) θεωρήσουμε f(x+ 1), όπου

f(x+ 1) =
(x+ 1)p − 1

(x+ 1)− 1
= xp−1 +

(
p

1

)
xp−2 + · · ·+ p,

το θεώρημα εφαρμόζεται άμεσα και η μη-αναγωγημότητα του
f(x+ 1) σημαίνει την μη-αναγωγημότητα του f(x).

Ο συνδυασμός ‘Schoenemann-Eisenstein‘ ήταν συνηθισμένος τον
20ο αιώνα, με εξαίρεση το βιβλίο του Dorrie ‘Triumph der Mathematik‘,
που εκδόθηκε το 1933[2], όπου γράφει για το ‘Satz von Schoenemann‘. Μιά
άλλη εξαίρεση είναι η ‘Moderne Algebra‘, από το 1930 του van der Waerden,
που βρίσκουμε το ‘Eisensteincher Satz‘.

Η επιρροή του βιβλίου του van der Waerden στις επόμενες γενιές
εξηγεί πως το όνομα του Schoenemann καταργήθηκε. Το ερώτημα είναι πως
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εμφανίστηκε αρχικά το όνομα του και του Eisenstein και γιατί και τα δύο
μαζί. Για την απάντηση αυτών των ερωτήσεων θα στραφούμε στην θεωρία
αριθμών του 19ου αιώνα.Φυσικά θα ξεκινήσουμε από τον Gauss.

Gauss. Disquisitiones Arithmeticae [3], εκδόθηκε το 1801, και πε-
ριέχει έναν αξιοθαύμαστο όγκο μαθηματικών. Ένα θεώρημα μέσα στο βι-
βλίο αποδεικνύει ότι το κυκλοτομικό πολυώνυμα xp−1 + ... + x + 1 είναι
μη-ανάγωγο. Η απόδειξη χρησιμοποιεί αναπαράσταση των ριζών και δεν
θεωρείται εύκολη. Βασίζεται πάνω στο παρακάτω αποτέλεσμα που συνδέει
την μη-αναγωγημότητα επί του Z σε μη-αναγωγημότητα επί του Q:

42. Si coefficientes A,B,C, ....N ; a, b, c....n duarum functionum
formae

xm +Axm−1 +Bxm−2 + Cxm−3....+N..............(P )

xµ + axµ−1 + bxµ−2 + cxµ−3.....+ n......(Q)

omnes sunt rationales, neque vero omnes integri, productumque
ex (P) et (Q)

= xm+mi + Axm+µ−1 +Bxm+µ−2 + etc.+ 3

omnes coefficientes A,B....3 integri esse nequeunt.

———————————————————————————————

42. Αν οι συντελεστές A,B,C, ....N ;a, b, c....n δύο συναρτήσεων
της μορφής

xm +Axm−1 +Bxm−2 + Cxm−3....+N..............(P )

xµ + axµ−1 + bxµ−2 + cxµ−3.....+ n......(Q)

είναι ρητοί, αλλά όχι όλοι ακέραιοι, και αν ο πολλαπλασιασμός
των P και Q

= xm+mi + Axm+µ−1 +Bxm+µ−2 + etc.+ 3

τότε δεν δύναται όλοι οι συντελεστές A,B....3 να είναι ακέραιοι.

Σήμερα αυτό ονομάζεται το Λήμμα του Gauss. Η απόδειξη είναι
ίδια με αυτήν που μπορούμε να βρούμε σε κείμενα αφηρημένης άλγεβρας,
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με την διαφορά ότι ο ίδιος δεν αναφέρει τον όρο ”πολυώνυμο” κσι δεν χρη-
σιμοποιεί τις τρεις τελείες . . . που είναι διαδεδομένες σήμερα. Άλλο ένα
μεγάλο αποτέλεσμα των Disquisitiones είναι η απόδειξη του Gauss ότι το
xn − 1 = 0 είναι επιλύσιμο με ρίζες. Η μοντέρνα προσέγγιση της επίλυσης
με ριζικά, επιτρέπει την εισαγωγή αυθαίρετων μοναδιαίων ριζών, που συνε-
πάγεται ότι το xn − 1 = 0 είναι τετριμμένα επιλύσιμο. Ο Gauss ακολούθησε
την επαγωγική στρατηγική, καινοτομία του Lagrange, όπου η ρίζες κατα-
σκευάζονται επαγωγικά χρησιμοποιώντας πολυώνυμα με γνήσια μικρότερο
βαθμό, πού λύνονται από ριζικά. Σε μοντέρνους όρους, αυτό μας δίνει μια
ξεκάθαρη περιγραφή των ενδιάμεσων πεδίων της επέκτασης

Q ⊂ Q(e2π/p)

με το p πρώτο. Αυτή έχει βαθμό p − 1 από την μη-αναγωγημότητα του
xp−1+ ...+x+1. Από εδώ ο Gauss, φτάνει στο υπέροχο αποτέλεσμα για την
διαίρεση του κύκλου σε n ίσα μέρη με κανόνα και διαβήτη.

Η δεύτερη παράγραφος του μέρου VII των Disquisitiones ξεκινάει
με ένα διάσημο εδάφιο:

Ceterum principia theoriae, quam exponere aggredimur, multo
latius patent, quam hic extenduntur. Namque non solum ad functiones
circulares, sed pari suc- cessu ad multas alias functiones transscendentes
applicari possunt, e.g. ad eas, quae ad integrali

∫
dx√
1−x4

pendent,
praetereaque etiam ad varia congrueniarum genera: sed quoniam
de illis functionibus transscendentibus amplum opus peculiare para-
mus, de congruentiis autem in continuatione disquitionum arithmeticarum
copiose tractabitur, hoc loco solas functiones circulares considerare
visum est.

————————————————————————————————–

Οι αρχές της θεωρίας που πρόκειται να εξηγήσουμε, στην πραγ-
ματικότητα, επεκτείνονται πολύ παραπέρα απ’ότι θα υποδεί-
ξουμε. Επειδή μπορούν να εφαρμοστούν όχι μόνο σε κυκλικές
συναρτήσεις αλλά το ίδιο καλά εφαρμόζεται σε άλλες υπερβατι-
κές συναρτήσεις, πχ. σε αυτές που εξαρτώνται από το ολοκλή-
ρωμα

∫
dx√
1−x4

και επίσης σε διάφορα είδη ισοδυναμιών. Όμως,
ετοιμάζουμε ένα μεγάλο έργο πάνω σε αυτές τις υπερβατικές
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συναρτήσεις και αφού θα ασχοληθούμε με τις ισοδυναμίες ανα-
λυτικά παρακάτω σε αυτές της Συζητήσεις, αποφασίσαμε να θε-
ωρήσουμε μόνο κυκλικές συναρτήσεις εδώ.

Σε αυτό το απόσπασμα, η αναφορά στις κυκλικές συναρτήσεις είναι
ξεκάθαρη. Ποιες είναι, όμως, οι υπερβατικές συναρτήσεις που εξαρτώνται
από το ολοκλήρωμα

∫
dx√
1−x4

; Οι μαθηματικοί του 19ου αιώνα θα σκεφθούν
αμέσως τον λημνίσκο r2 = cos 2θ, που έχει μήκος τόξου 4

∫ 1

0
dx√
1−x4

. Αυτό
το ολοκλήρωμα και η σχέση του με τον λημνίσκο, ανακαλύφθηκε από τους
αδερφούς Bernoulli στο τέλος του 17ου αιώνα και έπαιξε ρόλο κλείδι στην
ανάπτυξη των ελλειπτικών ολοκληρωμάτων από τους Fagnano, Euler και
Legendre τον 18ο αιώνα. Το ‘μεγάλο έργο‘ του Gauss πάνω σε αυτές της
συναρτήσεις δεν εκδόθηκε ποτέ, αλλά αποσπάσματα που βρέθηκαν μετά τον
θάνατό του περιέχουν καταπληκτικά μαθηματικά ([4]).

Το αποφθευγμά αναφέρει ”διάφορα είδη ισοδυναμιών” τα οποία
θα συζητιόνταν ”παρακάτω σε αυτές της Συζητήσεις”. Η εκδοθείσα εκ-
δοχή των Disiquisitiones έχει 7 μέρη, αλλά ο Gauss συνένταξε ένα 8ο μέρος,
Disiqusitiones generales de congruentiis, στο οποίο μελετούσε ισοδυναμίες
f(x) ≡ 0 mod n, όπου f ∈ Z[x] και p είναι πρώτος ([5, VolII,p. 212-242] ή
[3, pp. 602-629]). Σε σημερινούς όρους, ο Gauss μελετούσε το πολυωνυμικό
δακτύλιο Fp[x]. Μερικά από τα αποτελέσματά του είναι:

1. Η ύπαρξη και η μοναδικότητα της παραγοντοποίησης των πολυωνύμων
modulo p.

2. Μια προσέγγιση του αριθμού (n) των μονήρων μη-ανάγωγων πολυω-
νύμων modulo p.

Για τον n έφτασε στον τύπο:

n(n) = pn −
∑

p
n
a +

∑
p

n
ab −

∑
p

n
abc etc.

όπου το άθροισμα
∑
p

n
a (αντίστοιχα

∑
p

n
ab ) είναι επί όλων των ξεχωριστών

πρώτων παραγώντων (αντίστοιχα ζευγάρια ξεχωριστών πρώτων παραγώ-
ντων) του n, και όμοιως για τους υπόλοιπους όρους στον τύπο.

Ο Gauss είχε, επίσης, μιά θεωρία πεπερασμένων πεδίων, αν και η
προσέγγιση του είναι δυσανάγνωστη για τον μοντέρνο αναγνώστη καθώς ο
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ίδιος δίσταξε να εισάγει ρίζες για ισοδυναμίες πολυωνύμων. Ο Gauss έγραφε
για την ισοδυναμία ξ ≡ mod p, όπου ξ ένα πολυώνυμο με ακέραιους συ-
ντελεστές:

...ad hinc hihil obstat, quominus ξ in factores duram, trium pluriumve
dimen- sionum resolvi possit, unde radices quasi imaginariae illi
attribui possint. Revera, si simili licentia, quam recentiores mathematici
usurparunt, uti talesque quantitates imaginarias introducere voluissemus,
omnes nostras disquisitiones sequentes incom- parabiter contrahere
licuisset; ...

————————————–

...αλλά τίποτα δεν μας εμποδίζει από το να διασπάσουμε το ξ,
σε παράγοντες δύο, τριών και παραπάνω διαστάσεων [βαθμών],
όπου, με μια έννοια, φανταστικές ρίζες μπορούν να καταλογι-
στούν σε αυτά. Πράγματι, θα μπορούσαμε να μειώσουμε ασύ-
γκριτα τις επόμενες έρευνες, αν θέλαμε να εισάγουμε τέτοιες
φανταστικές ποσότητες, παίρνοντας αυτήν την πρωτοβουλία που
άλλοι πρόσφατοι μαθηματικοί έχουν πάρει...

Στους μιγαδικούς αριθμούς, ο Gauss ήταν ο πρώτος που απέδειξε
την ύπαρξη ριζών των πολυωνύμων. Υπήρξε κριτής αυτών που απλά υπέθε-
σαν την ύπαρξη των ριζών, οπότε σίγουρα δεν θα υπέθετε πως ισοδυναμίες
μεγαλύτερου βαθμού έχουν λύσεις.

Δυστυχώς αυτή η δουλειά δεν έγινε διαθέσιμη, παρά μόνο μετά το
θάνατο του Gauss το 1855. Συγκεκριμένα, ο Schoenemann αγνοούσε αυτές
τις εξελίξεις μέχρι να ανακαλύψει μόνος του πολλά από τα αποτελέσματα
του Gauss την δεκαετία του 1840.

Abel. Τα σχόλια του Gauss για τον λημνίσκο στο Disiquisitiones
επηρέασαν σημαντικά τον Abel, που ανάπτυξε την θεωρία των ελλειπτικών
συναρτήσεων (όπως έκανε και ο Jacobi)�στηριγμένος στην εξίσωση

(1)y2 = (1− c2x2)(1 + e2x2),
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και η ελλειπτικές του συναρτήσεις ήταν αντίστροφες στο ελλειπτικό ολο-
κλήρωμα ∫

dx

y
=

∫
dx√

(1− c2x2)(1 + e2x2)
.

Όταν e = c = 1, παίρνουμε το ολοκλήρωμα που συνδέεται με τον λημνίσκο.

Το πρόβλημα της διαίρεσης για τα ελλειπτικά ολοκληρώματα ξεκι-
νάει με τους Fagnano και Euler. Παρακάτω θα παραθέσουμε ένα γράμμα
από τον Eisenstein στον Gauss, όπου έκφρασε το πρόβλημα της m διαίρε-
σης στην στην περίπτωση του λημνίσκου ως το ”αλγεβρικό ολοκλήρωμα της
εξίσωσης”

(2)

∫
0

dy/
√
1− y4 = m

∫
0

dx/
√
1− x4.”

Σήμερα, θα λέγαμε για σημεία διαίρεσης πάνω σε ελλειπτικές καμπύλες, και
το ”αλγεβρικό ολοκλήρωμα” δίνει πολυώνυμο Pm� βαθμού m2 του οποίου
η λύσεις δίνουν (σε γενικές γραμμές) τα m σημεία διαίρεσης στην συνδε-
δεμένη ελλειπτική καμπύλη ορισμένη από το (1). Για τον Abel και τους
σύγχρονούς του, ένα κεντρικό ερώτημα ήταν αν οι πολυωνυμικές εξισώσεις
όπως η Pm(x) = 0, μπορούσαν να επιλυθούν αλγεβρικά, δηλαδή επίλυση με
ρίζες. Ο Abel ήταν επόμενο να θέσει αυτήν την ερώτηση καθώς 4 χρόνια πριν
απέδειξε ότι η γενική εξίσωση 5ου βαθμού δεν μπορεί να λυθεί κατ’αυτόν
τον τρόπο.

Στο άρθρο του Recherches sur les functions elliptiques [6, p. 263-
388], τυπωμένο στο 2ο και 3ο τεύχος του ‘Crelle’s journal‘το 1827 και 1828,
ο Abel θεωρεί την εξίσωση P2n+1 να προέρχεται από τα 2n+1-σημεία διαίρε-
σης της ελλειπτικής καμπύλης (1). Αναφερόμενος στην εξίσωση αυτή έλεγε:

Donc en dernier lieu la résolution d’ équation P2n+1 = 0 est reduite
á celle d’une seulé equation du degré 2n + 2; mais en général cette
équation ne paraît pas être résoluble algébriquement. Néamoins on
peut las résoudre complètement dans plusiers cas particuliers, par
exemple, lorsque e = c,e = c

√
3,e = c(2 ±

√
3) etc. Dans le course

de ce mémoire je m’occuperai de ces cas, dont le premier surtout
est remarquable, tant pour la simplicité de la solution, que par sa
belle application dans la géométrie. En effet entre autres théorèmes
je suis parvenu à celui-ci: “On peut diviser la circonférence enti‘
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ere de la lemniscate en m parties égales par la regle et le compas
seuls, si m est de la forme 2 n ou 2 n + 1, ce dernier nombre étant
en même temps premier; ou bien si m est un product de plusiers
nombres de ces deux formes.“ Ce théorème est, comme on le voit,
précisément le mˆ eme que celui de M. Gauss, relativement au
cercle.

—————————————

Έτσι τελικά η λύση της εξίσωσης P2n+1 = 0 ανάγεται σε μια εξί-
σωση βαθμού 2n+2; αλλά γενικά αυτή η εξίσωση δεν φαίνεται να
έχει αλγεβρική επίλυση. Παρ’όλα αυτά είναι δυνατόν να επιλυθεί
πλήρως σε πολλές ειδικές περιπτώσεις, πχ., όταν e = c, e = c

√
3,

e = c(2 ±
√
3) ... Στο παρών θα ασχοληθώ με αυτές τις περι-

πτώσεις, από τι οποίες η πρώτη είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα,
για την απλότητα της λύσης και την υπεροχή της εφαρμογή στην
γεωμετρία. Ανάμεσα σε άλλα θεωρήματα, έφτασα και σε αυτό:
“Ολόκληρη η περιφέρεια του λημνίσκου δύναται να διαιρεθεί σε
m μέρη, μόνο με κανόνα και διαβήτη, αν m είναι της μορφής 2n

ή 2n + 1, και ο τελευταίος αριθμός ταυτόχρονα να είναι πρώτος,
είτε αν m είναι το γινόμενο περισσότερων αριθμών με αυτές τις
δύο μορφές.“ Αυτό το θεώρημα, όπως μπορεί να δει κανείς, είναι
ίδιο με αυτό του Μ. Gauss, σχετικά με τον κύκλο.

Η αναγωγή σε μια εξίσωση 2n+ 2 βαθμού έγινε με κλασικές μεθόδους του
Lagrange. Εκτός από το αξιοθαύμαστο αποτέλεσμα για τον λημνίσκο (e = c),
άλλες όψεις αυτής της παράφρασης αξίζει να σχολιαστούν:

1. Οι περιπτώσεις e = c, e = c
√
3, e = c(2±

√
3) που ο Abel μπορούσε να

επιλύσει με ρίζες, αντιστοιχούν σε ελλειπτικές καμπύλες με μιγαδικό
γινόμενο. Ο Abel ήταν ο πρώτος που αναγνώρισε αυτήν την σημαντική
κατηγορία καμπυλών

2. Από μια σύγχρονη άποψη, σημεία διαίρεσης των ελλειπτικών καμπυ-
λών με μιγαδικό γινόμενο παράγουν αβελιανές επεκτάσεις και έχουν
αβελιανές Galois ομάδες. Αφού οι αβελιανές ομάδες είναι επιλύσιμες,
η θεωρια Galois συνεπάγεται ότι και η επεκτάσεις επιλύονται με ρίζες.
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3. Όταν η καμπύλη δεν έχει μιγαδικό γινόμενο, ο Abel ήταν πιο συγκρα-
τημένος: ”δεν φαίνεται να έχει αλγεβρική επίλυση.” Από την σε βά-
θος δουλειά του Serre στις αναπαραστάσεις Galois των ελλειπτικών
καμπυλών[7], γνωρίζουμε σήμερα ότι εκτός από πεπερασμένες εξαι-
ρέσεις, αυτές οι εξισώσεις δεν λύνονται με ρίζες.

Ο Abel αναλογίστηκε σε βάθος τον λόγο που οι εξισώσεις P2n+1 = 0

έιναι επιλύσιμες όταν η καμπύλη έχει μιγαδικό γινόμενο. Κατάλαβε ότι ο
λόγος ήταν η δομή των ριζών και ο τρόπος ποτ συσχετιζόταν μεταξύ τους. Το
γενικό του αποτέλεσμα εμφανίζεται στο ‘Mèmoire sur une classe particulière
d’èquations rèsolubles algèbriquement [6, p. 478-507] που δημοσιεύτηκε στο
Crelle’s Journal το 1829. To άρθρο ξεκινάει:

Quoique la rèsolution algèbrique des èquations ne soit possible en
gènèral, il y a nèamoins des èquations particulières des tous les
degrès qui admettant une telle rèsolution. Telles sont par example
les èquations de la forme x n − 1 = 0. La rèsolution de ces èquations
est fondèe sur certaines relations qui existent entre les racines.

————————————————————————–

Αν και η αλγεβρική επίλυση των εξισώσεων δεν είναι δυνατή
γενικά, υπάρχουν συγκεκριμένες εξισώσεις . όλων των βαθμών,
που δέχονται επίλυση. Παραδείγματα είναι εξισώσεις της μορφής
xn − 1 = 0. Η επίλυση αυτών των εξισώσεων είναι βασισμένη σε
συγκεκριμένες σχέσεις που υπάρχουν μεταξύ των ριζών.

Η πρώτη πρόταση αναφέρεται στο αποτέλεσμα του Abel για την μη-
επιλυσιμότητα της γενικής εξίσωσης 5ου βαθμού και την λύση του xn−1 = 0

που περιγράφηκε από των Gauss στο Disiquisitiones. Για να προσεγγίσουμε
την έννοια του ”σχέσεις μεταξυ των ριζών ”, ο Abel παίρνει έναν πρώτο n και
θεωρεί την κυκλοτομική εξίσωση xn−1+ · · ·+x+1 = 0. Ορίζει το πολυώνυμο
θ(x) = xa, όπου a μία πρωταρχική ρίζα modulo n. Οι ρίζες δίνονται από:

x, θ(x) = xa, θ2(x) = xa
2

, θ3(x) = xa
3

, . . . , θn−2(x) = xa
n−2

, µϵ θn−1(x) = x.

Ο Abel στη συνέχεια ισχυρίζεται ότι η ίδια ιδιότητα εμφανίζεται σε μια
συγκεκριμένη κατηγορία εξισώσεων που ανακάλυψε στην θεωρία των ελ-
λειπτικών συναρτήσεων. Μετά διατυπώνει το κύριο θεώρημα του άρθρου:
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En général j’ai démontré le théorème suivant: „Si les racines d’une
équation d’un degré quelquonque sont liées entre elles de telle
sorte, que toutes ces racines puissent être exprimées rationnellement
au moyen de l’une d’elles, que nous désignerons par x; si de plus,
en désignant par θx, θ1x deux autres racines quelquonques, on a

θθ1x = θ1θx,

l’équation dont il s’agit sera toujours résoluble algébriquement.
...”

————————————————————————————————-

Σε γενικές γραμμές απέδειξα το επόμενο θεώρημα: „Αν οι ρίζες
μιας εξίσωσης, αυθαίρετου βαθμού, είναι συσχετισμένες μεταξύ
τους έτσι ώστε, όλες οι ρίζες να μπορούν να εκφραστούν ρητά,
μέσω μίας από αυτές, που την ορίζουμε ως x’· αν επιπλέον, ορί-
ζοντας με θx, θ1x δύο αυθαίρετες ρίζες, ισχύει

θθ1x = θ1θx,

τότε η εξίσωση λύνεται πάντα αλγεβρικά... ”

H ‘class particuliére‘ του Abel αποτελείται από όλα τα πολυώνυμα
που ικανοποιούν την υπόθεση του θεωρήματός του. Σε σύγχρονους όρους
αυτό λέει, έστω K ⊂ L μία Galois επέκταση με πρωταρχικό στοιχείο το a.
Για κάθε στοιχείο σi της Galois ομάδας Gal(L/K), υπάρχει ένα πολυώνυμο
θi(x) ∈ K[x] έτσι ώστε σi(a) = θi(a). Τότε εύκολα υπολογίζεται ότι

σiσj(a) = θj(θi(a)).

Η αλλαγή των δεικτών είναι σωστη. Επειδή το σi καθορίζεται από την τιμή
του στο a,

σiσj ⇐⇒ θj(θi(a)) = θi(θj(a)). (4.1)

Αφού τα θi(a) είναι οι ρίζες του ελαχιστικού πολυωνύμου f(x) του a επί
του K , φαίνεται ότι το f(x) είναι στην‘class particuliére‘ αν και μόνο αν
Gal(L/K) είναι αντιμεταθετική. Όπως σημειώθηκε προηγουμένως, αυτό συ-
νεπάγεται ότι η Galois ομάδα είναι επιλύσιμη, ώστε το f(x) να επιλύεται
με ρίζες σύμφωνα με την θεωρία Galois. Εκτός από την απόδειξη του θεω-
ρήματος, ο Abel σκόπευε να δώσει δύο εφαρμογές:
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Après avoir exposé cette théorie en général, je l’appliquerai aux
fonctions circulares et elliptiques.

——————————————————-

Αφού αναπτύξω την γενική θεωρία, θα την εφαρμόσω σε κυκλικές
και ελλειπτικές συναρτήσεις.

Η έκδοση που δημοσιεύτηκε στο Crelle’s Journal έχει ένα τμήμα
πάνω στις κυκλικές συναρτήσεις, αλλά τελειώνει με την παρακάτω υποση-
μείωση του Crelle:

*) L’auteur de ce mémoire donnera dans une autre occasion des
applications aux fonctions elliptiques.

—————————————————————————————–

*) Ο συγγραφέας του άρθρου θα προσφέρει τις εφαρμογές στις
ελλειπτικές συναρτήσεις σε επόμενη ευκαιρία.

Δυστυχώς ο Abel απεβίωσε σύντομα μετά την δημοσίευση του άρ-
θρου.

Μετά Abel. Η ‘class particuliére‘ του Abel επιρρέασε σημαντικα
τους Kronecker, Jordan και Weber. Συγκεκριμένα:

1. Το 1853, ο Kronecker[8, Vol. IV,p. 11] όρισε ότι f(x) = 0 είναι ”Αβε-
λιανή” δεδομένου ότι έχει ρίζες x, θ(x), . . . , θn−1(x), x = θn(x). Εδώ,
όπως και στον Abel, η θ είναι ρητή συνάρτηση. Αυτή η ειδική περί-
πτωση της ‘class particuliére‘ του Abel, αντιστοιχεί σε πολυώνυμα με
κυκλικές ομάδες Galois.

2. To 1870. ο Jordan [9, p. 287] όρισε την f(x) = 0 ως ”Αβελιανή” σε
όρους της Galois ομάδας της:

Nous appellerons donc iéquations abéliennes toutes celles dont
le groupe ne contient que les substitutions échangeables entre
elles.
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—————————————————————————————-

Ονομάζουμε, λοιπόν, αβελιανές εξισώσεις όλες των οποίων
η ομάδα περιέχει αντικαταστάσεις που είναι ανταλλάξιμες
μεταξύ τους.

Εδώ ”ανταλλάξιμες” είναι ο τρόπος που ονομάζει ο Jordan τις ”αντιμε-
ταθετικές”. Αποδεικνύει[9, p. 288], ύστερα, ότι για μη-ανάγωγες εξι-
σώσεις, ο ορισμός του είναι ισοδύναμος με την ‘class particuliére‘του
Abel.

3. Οι πρώτοι δύο τόμοι του μεγαλειώδους έργου του Weber Lehrbuch
der Algebra εκδόθηκαν το 1894 και 1896. Ονομάζει αβελιανή την ”class
particuliére”[10, Vol. I,p. 576] του Abel και πιο μετά ορίζει τις αντι-
μεταθετικές ομάδες ως αβελιανές [10, Vol. II,p. 6]. Πολύ πιθανόν να
είναι η πρώτη εμφάνιση του όρου ”Αβελιανή Ομάδα” με την σύγχρονη
έννοια.

Ο ορισμός της ”Αβελιανής Ομάδας” που δίδεται στα εγχειρίδια
φαίνεται απλός, αλλά στο παρασκήνιο η ιστορία είναι πλούσια και εμπλέκει
τον Gauss, τον Abel, τον λημνίσκο, τις ελλειπτικές συναρτήσεις, μιγαδικό
γινόμενο και επίλυση με ρίζες.

Galois. Ένα από τα λιγοστά άρθρα που δημοσιεύτηκαν από τον
Galois, ήταν το Sur la théorie des nombres, που εμφανίστηκε το 1830 στο
Bulletin des sciences mathématiques de Ferussac[11, p. 113-127]. Το άρθρο
αναπτύσσει την θεωρία των πεπερασμένων πεδίων. Ο Gallois ξεκινάει από
την ισοδυναμία F (x) ≡ 0 mod p, ή όπως έγραφε ο ίδιος, Fx = 0, με F (x)
μη ανάγωγο mod p. Ύστερα θεωρεί τις ρίζες:

...Il faut donc regarder les racines de cette congruence comme des
espéces de symboles imaginaires ...

———————————————————————————————————————————–

...Είναι αναγκαίο να θεωρήσει κανείς, τις ρίζες της ισοδυναμίας
ως ένα είδος φανταστικού συμβόλου ...
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Είναι προφανές ότι ο Gauss δεν θα ενέκρινε. Ο Galois χρησιμοποίησε
το σύμβολο i για μια ρίζα του F (x) ≡ 0 mod p , και έδειξε ότι οι αριθμοί:

a+ a1i+ a2i
2 + · · ·+ an−1i

n−1, (4.2)

όπου n = deg(F ) και a, a1, . . . , an−1 ακέραιοι modulo p, σχηματίζουν ένα
πεπερασμένο πεδίο με pn στοιχεία. Ο Galois ανέπτυξε μια ολοκληρωμένη
θεωρία πεπερασμένων πεδίων. Ο λόγος που χρειάστηκε τα πεπερασμένα
πεδία είναι συνδεδεμένος με την δουλεία του στην δομή των επιλύσιμων
πρωταρχικών μεταθετικών ομάδων. Ο Schönemann δεν είχε επίγνωση της
δουλειάς του Galois πάνω στα πεπερασμένα πεδία και ξεκίνησε παράλληλα
την προσωπική του μελέτη στο θέμα αυτό, στα πρώτα έτη της δεκαετίας
του 1840.

Schönemann Σε αντίθεση με τα υπόλοιπα πρόσωπα που αναφέρ-
θηκαν, ο Theodor Schönemann δεν έχει ένα γνώριμο όνομα. Η βιογραφία
του απουσιάζει από από το αρχείο του MacTutor History of Mathematics
[12]. Σύμφωνα με το Allgemeine Deustche Biographie[13, Vol. 32,p. 293-
294] ο Schönemann έζησε από το 1812 μέχρι το 1868 και μορφώθηκε στο
Königsberg και Βερολίνο υπό την καθοδήγηση των Jacobi και Steiner. Πήρε
το διδακτορικό του το 1842 και έγινε Oberlehrer και τελικά Proffesor σε ένα
γυμνάσιο στο Brandenburg an der Havel. Το βιβλίο του Lemmermeyer[14]
περιέχει μερικές αναφορές στην δουλειά του Schönemann στην θεωρία αριθ-
μών, και κάποια από τα αποτελέσματά του αναφέρονται στο κλασικό History
of the Theory of Numbers του Dickson[15], ιδιαιτέρα στο κεφάλαιο γιά τις
ανώτερες ισοδυναμίες στο πρώτο τόμο. Για το παρόν, η πιο σημαντική
δουλειά του Schönemann είναι ένα μακρύ άρθρο τυπωμένο σε δύο μέρη
στο Crelle’s Journal 1845 και 1846. Το πρώτο μέρος [16] εμφανίστηκε ως
Grundz’úge einer allgeminen Theorie der höhern Congruenzen, deren Modul
eine reele Primzahl ist (Θεμέλια μιας γενικής θεωρίας ανώτερων ισοδυνα-
μιών, των οποίων το modulus είναι ένας πραγματικός πρώτος αριθμός).
Στην εισαγωγή, ο Schönemann αναφέρεται στον Gauss:

Der berühmte Verfasser der Disquisitiones Arithmeticae hatte für
den achten abschnitt seines Werkes eine allgemeine Theorie der
höhern Congruenzen bestimmt. Da indessen dieser achte Abschnitt
nicht erscheinen, und auch, so viel ich weiss, über diesen Gegenstand
sonst nichts von dem Herrn Verfasser bekannt gemacht oder nur
bestimmt angedeutet worden ist ...
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————————————————————————-

Ο φημισμένος συγγραφέας του Disiquitiones Arithmeticae σκό-
πευε σε μια γενική θεωρία ανώτερων ισοδυναμιών για το όγδοο
μέρος του βιβλίου. Αφού, όμως, αυτό το μέρος δεν εμφανίστηκε
και, επίσης, απ’όσο γνωρίζω, ο συγγραφέας δεν έκδωσε κάτι
πάνω στο θέμα, ούτε υπέδειξε κάτι...

Ο Schönemann υποπτεύεται ότι τον πρόλαβε ο Gauss, αλλά δεν ανησυχεί:

...würde mich über die Einbusse der ersten Enteckung das Bewusstsein
schadlos hal- ten, auf selbst’ándigem Wege mit dem Streben eines
solchen Geistes zusammengetrof- fen zu sein.

———————————————————————-

...η απώλεια της πρωτιάς στην ανακάλυψη θα αντισταθμιστεί από
την προσωπική επίγνωση ότι γνώρισα με τον δικό μου ανεξάρτητο
τρόπο ένα τέτοιο πνεύμα.

Όντως ο Schönemann ήρθε μετά από τον Gauss και τον Galois.

Όμοια με τον Gauss, ο Schönemann εξέτασε προσεκτικά τα πολυώ-
νυμα modulo p, συμπεριλαμβανομένου της μοναδικής παραγοντοποίησης.
Στη συνέχεια, είχε διαφορετική προσσέγγιση. Έστω f(x) ∈ Z[x] ένα μονή-
ρες, βαθμού n και μη ανάγωγo mod p , πολυώνυμο, και έστω a ∈ C μία ρίζα
του f(x) (O Gauss θα ενέκρινε μιά τέτοια ρίζα). Έπειτα, δεδομένου των πο-
λυωνύμων ϕ, ψ ∈ Z[x], o Schönemann όρισε ϕ(a) και ψ(a) να είναι ισοδύναμα
modulo (p, a) αν ϕ(a) = ψ(a)+ pR(a) για κάποιο R ∈ Z[x]. Επίσης απέδειξε:

1. Η “allgemeine Form eines kleines Restes” (“γενική μορφή του μικρότε-
ρου υπολοίπου” ) είναι b0an−1+b1a

n−2+· · ·+bn−1, με bi ∈ {0, . . . , p−1}.
Το οποίο δίνει το πεπερασμένο πεδίο Fpn .

2. Τα στοιχεία του Fpn είναι οι ρίζες του xpn − x ≡ 0 mod(p, a).

3. f(x) ≡ (x−a)(x−ap) . . . (x−apn−1

) mod (p, a). Οπότε Fpn είναι το πεδίο
αποσύνθεσης του f(x) mod (p, a). Επίσης, η ομάδα Galois (παραγμένη
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από τον Frobenius) είναι έμφυτη σε αυτήν την παραγοντοποίηση τou
f .

Το πρώτο μέρος του άρθρου του Schönemann ολοκληρώνεται με μιά υπέροχη
απόδειξη για την μη- αναγωγημότητα του Φp(x) = xp−1 + · · · + x + 1. Η
απόδειξη θα είναι με σύγχρονη σημειογραφία. Έστω ένας πρώτος l ̸= p και
η παραγωντοποίηση σε πρώτους

Φp(x) ≡ f1(x)...fr(x) mod l,

όπου τα fi(x) είναι μη ανάγωγα modulol. Ή ιδιότητες πεπερασμένων πεδίων
συνεπάγονται ότι

deg(fi) = το ελάχιστο n ώστε το F∗
ln έχει ένα στοιχείο τάξης p

= το ελάχιστο n ώστε το ln ≡ mod p

= η τάξη της κλάσης ισοτιμίας του l στο (Z/pZ)∗. (3)

Δίχως την απόδειξη της παραπάνω συνθήκης, από το θεώρημα του
Dirichlet στους πρώτους σε αριθμητικές σειρές (που αποδείχθηκε μόλις λίγα
χρόνια πριν το άρθρο του Schönemann), κάθε κλάση ισοτιμίας modulo p
περιέχει έναν πρώτο. Συγκεκριμένα, η κλάση ισοτιμίας μιάς πρωταρχικής
ρίζας περιέχει έναν πρώτο l. Μιά πρωταρχική ρίζα modulo p δίνει μιά κλάση
ισοτιμίας της τάξης p−1 στο (Z/pZ)∗ , ώστε n = p−1 στο (3) για την συγκε-
κριμένη επιλογή l. Αυτό συνεπάγεται ότι Φp(x) είναι μή ανάγωγο modulo
l και κατ’επέκταση μη ανάγωγο στο Z. Όποτε το Φp(x) είναι μη ανάγωγο
στο Q από το λήμμα του Gauss.

Η απόδειξη είναι πιό απλή σε σχέση με αυτήν του Gauss, αλλά προ-
ϋποθέτει γνώση των πεπερασμένων πεδίων. Η χρήση του επιπλέον πρώτου
l, είναι ιδιαίτερα κομψή.

Το δεύτερο μέρος του άρθρου του Schönemann [17], με τίτλο Von
denjenigen Moduln, welche Potenzen von Primzahlen sind (Περί τα moduli,
που είναι δυνάμεις πρώτων αριθμών), θεωρεί την παραγοντοποίηση πολυω-
νύμων modulo pm, και συγκεκριμένα πως η παραγοντοποίηση αλλάζει με
την αλλαγή του m. Ένα από τα κυριότερα αποτελέσματά του είναι αυτό
που ονομάζουμε σήμερα το λήμμα του Hensel:

Lehrsatz. Ist irgend ein einfacher Ausdruck von x nach dem Modul
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p in zwei einfache Factoren zerlegbar, die nach demselben Modul
keinen gemeinsaftlichen Di- visor haben: so ist dieser Ausdruck
auch nach dem Modul pm , aber nur auf einer Weise, in zwei
Factoren zerlegbar, welche jenen beiden ersten nach dem modul
p congruent sind.

—————————————————————————————

Λήμμα. Αν κάποιο μονήρες πολυώνυμο του x μπορεί να παρα-
γοντοποιηθεί modulo p σε δύο μονήρεις παράγοντες, οι οποίοι
γι’αυτό το modulo δεν έχουν κοινό διαιρέτη: τότε αυτό το πο-
λυώνυμο μπορεί να παραγοντοποιηθεί modulo pm, με μοναδικό
τρόπο, σε δύο παράγοντες, που είναι ισοδύναμοι στους πρώτους
δύο παράγοντες modulo p.

Ως συνέπεια, όταν ενα μη ανάγωγο πολυώνυμο modulo pm αναχθεί modulo
p, τότε το αποτέλεσμα πρέπει να είναι η δύναμη ενός μη ανάγωγου πολυω-
νύμου modulo p. Παρακάτω ο Schönemann ερευνά το αντίστροφο:

Aufgabe. Zu untersuchen, ob die Potenz eines nach dem Modul p
irreductibeln Ausdrucks, nach dem Modulpm irreductibel sei, oder
nicht.

———————————————————————————

Πρόβλημα. Να διερευνηθεί αν η δύναμη ενός μη ανάγωγου πο-
λυωνύμου modulo p, είναι ή όχι μη-ανάγωγη modulo pm.

Ένα ιδιαίτερα από παράδειγμα είναι το (x − a)n, και για ένα πολυώνυμο
ισοδύναμο με το (x − a)n modulo p, το πρώτο βήμα για τον έλεγχο μη
αναγωγημότητας είναι modulo p2. Ο Schönemann απάντησε:

... man darf daher den Satz aussprechen: dass (x−a)n + pFx nach
dem Modul p2 irreductibel sein wurde, wenn Fx nach dem Modul
p nicht den Factor x −a in sich schliesst. ...

————————————————————————–
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... οπότε μπορεί να διατυπωθεί το θεώρημα: ότι (x−a)n + pFx

modulo p2 είναι μη ανάγωγο, όταν ο παράγοντας x − a δεν πε-
ριέχεται στο Fx modulo p. ...

Εδώ λείπει η υπόθεση ότι deg(F ) ≤ n για να είναι σωστή η διατύπωση.
Αφού x − a διαιρεί το F (x) modulo p, αν και μονο αν F (a) ≡ 0 mod p, το
αποτέλεσμα του Schönemann μπορεί να γραφεί ως εξής:

Κριτήριο Schönemann. Έστω f(x) ∈ Z[x] με βαθμό n > 0 και
υπάρχει πρώτος p και ακέραιος a ώστε

f(x) = (x− a)n + pF (x)

Αν F (a) ̸≡ 0 mod p, τότε f(x) είναι μη ανάγωγο modulo p2.

Η ευχάριστη έκλπηξη είναι ότι αυτό το αποτέλεσμα συνεπάγεται το
κριτήριο του Eisenstein. Για να φανεί το γιατί, έστω f(x) = a0x

n+a1x
n−1+

· · · + an το οποίο ικανοποιεί την υπόθεση του κριτηρίου του Eisenstein.
Πολλαπλασιάζοντας με κατάλληλο ακέραιο, μπορεί να υποτεθεί ότι a0 ≡
1 mod p, ώστε να ισχυεί f(x) = xn + pF (x). Σημειώνεται ότι F (0) ̸≡ 0 mod p

αφού p2 δεν διαιρεί το an. Οπότε το f(x) είναι μη ανάγωγο σύμφωνα με το
κριτήριο του Schönemann. Αυτό συνεπάγεται μη αναγωγημότητα στο Z, και
από το λήμμα του Gauss στο Q.

Όπως θα ήταν αναμενόμενο, ο Schönemann εφαρμόζει το κριτήριο
του σε ένα γνώριμο πολυώνυμο:

Wenden wir das erhaltene Resultat auf der Ausdruck xn−1
x−1 an, wo

n eine Primzahl bedeutet. Es ist für diesen Fall xn − 1 ≡ (x −
1)n (mod. n), und man erhält also

xn − 1

x− 1
= xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1 = (x− 1)n−1 + nFx.

Für x = 1 erhält man n = nF (1) und daher F (1) = 1, und nicht
≡ 0 (mod. n). Hieraus folgt, dass xn−1

x−1 nach dem Modul n2 stets
irreductibel ist, wenn n eine Primzahl bedeutet; mithin muss dieser
Ausdruck gewiss in algebraischer Beziehung irreductibel sein. Die
Leichtigkeit des Beweises dieses Satzes is auffallend, da derselbe
in den „Dis- quisitiones” mit einem viel grössern Aufwande von
Scharfsinn, und dennoch viel umständlicher geführt is.
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—————————————————————————————-

Ας εφαρμόσουμε το αποτέλεσμα που βρήκαμε στο πολυώνυμο
xn−1
x−1 , όπου n ένας πρώτος αριθμός. Σε αυτήν την περίπτωση
xn − 1 ≡ (x− 1)n (mod n), και έτσι παίρνει κανείς

xn − 1

x− 1
= xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1 = (x− 1)n−1 + nFx.

Για x = 1 παίρνει κανείς n = nF (1) άρα F (1) = 1, και όχι ≡
0 (mod. n) Από αυτό, έπεται ότι το xn−1

x−1 είναι πάντα μη ανάγωγο
modulo n2, αν n είναι πρώτος αριθμός· συνεπώς, αυτή η σχέση
είναι σίγουρα μη ανάγωγη με την αλγεβρική έννοια. Η άνεση
αυτής της απόδειξης είναι εντυπωσιακή, γιατί η απόδειξη στο
”Disiqusitiones” χρειάζεται μεγαλύτερη ευφυΐα και είναι πολύ
πιο περίτεχνη.

Αυτό αποδεικνύει την μη αναγωγημώτητα του xn−1 + · · · + x + 1 χωρίς την
αλλαγή της μεταβλητής x↔ x+1 που χρειάζεται όταν κάποιος χρησιμοποιεί
το κριτήριο του Eisenstein. Schönemann είναι προφανώς ευχαριστημένος
που η απόδειξη του είναι πιο απλή από τον Gauss.

Πίσω στον Gauss. Εκτός από την ανακάλυψη του κριτηρίου του
Eisenstein πριν από τον Eisenstein, o Schönemann επίσης ανακάλυψε το
λήμμα του Hensel, πριν από τον Hensel. Δυστηχώς, ο Schönemann και ο
Hensel ήρθαν μετά από τον Gauss. Στο πρόχειρο του 8ου μέρους, που δεν
εκδόθηκε, των Disiquisitiones (p.627 της γερμανικής έκδοσης του [3] ή p.238
του [5, Vol II]), ο Gauss παίρνει ένα πολυώνυμο X με ακέραιους συντελεστές
και εξετάζει την συμπεριφορά του modulo p και p2:

Problema. Si functio X secundum modulum p in factores inter
se primos ξ, ξ′, ξ′′ etc., sit resoluta, X secundum modulum pp in
similes factores Ξ,Ξ′,Ξ′′ etc. resolvere ita, ut sit

ξ ≡ Ξ, ξ′ ≡ Ξ′, ξ′′ ≡ Ξ′′, etc.(mod.p)

———————————————————————

Πρόβλημα. Αν το πολυώνυμο Χ διασπάται modulo p σε μεταξύ
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τους πρώτους παράγοντες ξ, ξ′, ξ′′ etc., τότε παρομοίως διασπά-
ται modulo p2 σε παράγοντες Ξ,Ξ′,Ξ′′ etc. έτσι ώστε

ξ ≡ Ξ, ξ′ ≡ Ξ′, ξ′′ ≡ Ξ′′, etc.(mod.p)

Ο Gauss αποδεικνύει αυτό και έπειτα εξηγεί πως η ίδια αρχή ισχύει modulo
pk για κάθε k. Το ”Problema” του είναι πιό αδύναμο από το λήμμα του
Schönemann, διότι λείπει το γεγονός ότι η ανηγμένη παραγοντοποιήση είναι
μοναδική. Αυτό που απέδειξε ο Gauss ήταν ένα πρώιμο λήμμα του Hensel.
Παρ’όλα αυτά ο Gauss ήταν επαρκώς ευχαριστημένος με αυτό το αποτέλε-
σμα ώστε να το καταγράψει στο περίφημο του ημερολόγιο. Είναι η κατα-
χώρηση 79, με ημερομηνία Σεπτέμβριος 9, 1797:

Principia detexi, ad quae congruentiarum secundummodulos multiplices
resolutio ad congruentias secundum modulum linearem reducitur.

————————————————-

Ξεκινάω να ανακαλύπτω αρχές, με τις οποίες η λύση ισοδυνα-
μιών σύμφωνες με πολλαπλά moduli ανάγεται σε ισοδυναμίες
σύμφωνες με γραμμικά moduli.

Εδώ ”λύση ισοδυναμιών σύμφωνες με πολλαπλά moduli” σήμαίνει την πα-
ραγωντοποιήση πολυωνύμων modulo pk , ομοίως το ”σύμφωνες με γραμμικά
moduli” σημαίνει modulo p.

Εκτός από την απλουστευμένη μορφή από το λήμμα του Hensel�
ο Gauss επίσης εξέτασε την περίπτωση που οι παράγοντες modulo p, δεν
είναι ξεχωριστοί. Για παράδειγμα, η ισοδυναμία X ≡ X ′(x − a)m mod p

εμφανίζεται προς το τέλος του 8ου μέρους. Αν ακολουθούσε παραπέρα,
πολύ πιθανόν να να έφτανε στο κριτήριο του Eisentsein με τα ίδια βήματα
που πήρε και ο Schönemann. Αλλά το πρόχειρο σταματάει απότομα με το
τελευταίο πράγμα γραμμένο να είναι

0 ≡

Όπως και με πολλά άλλα εγχειρήματα του, ο Gauss δεν γύρισε ποτέ να
τελειώσει το Disiquisitiones generales de congruentiis. Ήρθε στην επιφάνεια
μόνο το 1863, όταν εκδόθηκε στο δεύτερο τόμο της συλλογής των έργων του,
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και σήμερα ακόμα είναι επισκιασμένο από το πιο φημισμένο αδερφό του,
Disiquisitiones Arithmeticae.

Μετά Schönemann Αν και ο Schönemann ανακάλυψε ύστερα από
τον Gauss και τον Galois τα πιο πολλά αποτελέσματα, τους προσπέρασε
με έναν σημαντικό τρόπο: έδωσε μια αυστηρή περιγραφή των στοιχείων
ενός πεπερασμένου πεδίου. Gauss θα ήταν πολύ επικριτικός προς τις ρίζες
των ισοδυναμιών που άνετα υπέθεσε ο Galois. Ο Schönemann, ξεκινώναντας
με μιά μιγαδική ρίζα α ∈ C ενός μονήρους πολυωνύμου f(x) που είναι
μη ανάγωγο modulo p, κατασκεύασε το πεδίο που σε σημερινά δεδομένα
είναι ο δακτύλιος υπολοίπων Z[α]⟨p⟩, όπου ⟨p⟩ είναι το ιδεώδες του Z[α] με
γενέτειρα το p.

Η κατασκευή του Schönemann, αν και αυστηρή, δεν είναι καθαρά
αλγεβρική, αφού εξαρτάται από την ρίζα α ∈ C του f(x). Αυτό κάνει χρήση
του Θεμελιώδους Θεωρήματος Άλγεβρας, το οποίο, παρά την ονομασία του,
ανήκει στην ανάλυση αφού τελικά εξαρτάται από την πληρότητα των πραγ-
ματικών αριθμών. Σήμερα, βεβαίως, θα εκφράζαμε το Z[α] με τον ισομορ-
φισμό

Z/⟨f(X)⟩ ≃ Z[α]

που επάγεται από το X 7→ α, ώστε το πεπερασμένο πεδίο να είναι

Z/⟨p, f(X)⟩ ≃ Z[α]/⟨p⟩.

Η αλγεβρική έκδοση των πεπερασμένων πεδίων περιγράφηκε από
τον Dedekind το 1857 στο άρθρο του Abriß einer Theorie der höheren
Kongruenzen in bezug auf einen reellen Primzahl-Modulus ( Περίγραμμα
μιάς θεωρίας ανώτερων ισοδυναμιών για ένα modulo πραγματικού πρώτου).
Ο Dedekind ξεκινάει το άρθρο με την σημείωση ότι το θέμα πρώτο-εισηχθεί
από τον Gauss και έχει μελετηθεί από τον Galois και τον Schönemann. Ο
Dedekind, την συγκεκριμένη περίοδο, δεν είχε πλήρη επίγνωση της δύναμης
του έργου του Gauss, αν και αργότερα έγινε ο εκδότης των Disiquisitiones
generales de congruentiis στο Μέρος ΙΙ της συλλογής των έργων του Gauss
το 1863.

Η κατασκευή του Dedekind είναι ουσιαστικά η παραπάνω περι-
γραφή με τον δακτύλιο υπολοίπων Z[X]⟨p, f(X)⟩, με f(X) μη ανάγωγο
modulo p, αν και ο Dedekind έγραφε πριν να καθιερωθεί η έννοια του δα-
κτυλίου υπολοίπων. Παρόλα αυτά, δείχνει ότι είναι ένα πεπερασμένο πεδίο
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με pn στοιχεία, n = deg(f). Για μεγάλο μέρος του 19ου αιώνα, πεπερασμένο
πεδίο σημαίνει αυτό το αντικείμενο. Έχει το πλεονέκτημα να είναι εύκολο
στους υπολογισμούς (ακόμα και σήμερα, οι υπολογιστές αναπαριστούν τα
πεπερασμένα πεδία με αυτόν το τον τρόπο), αλλά από μαθηματικής άποψη,
εξαρτάται από την επιλογή του f(X) οπότε είναι εγγενή μη κανονική μορφή.
Ένας από τους πρώτους αφηρημένους ορισμούς του πεπερασμένου πεδίου
διατυπώθηκε από τον E. H. Moore, του οποίου το άρθρο εμφανίστηκε στο
παγκόσμιο συνέδριο μαθηματικών του 1893. Ο ορισμός είναι:

Υποθέτοντας ότι έχουμε ένα σύστημα από s διαφορετικά σύμ-
βολα ή σημεία*, µ1, . . . , µs (με s έναν θετικό πεπερασμένο ακέ-
ραιο), και υποθέτοντας ότι αυτά τα σημεία δύναται να συνδυα-
στούν με τις 4 θεμελιώδεις πράξεις της άλγεβρας, πρόσθεση,
αφαίρεση, πολλαπλασιασμός και διαίρεση, και αυτές γι’αυτές
τις πράξεις ισχύουν οι συνήθεις ταυτότητες λειτουργίας της άλ-
γεβρας

µi + µj = muj +mui·µiµj = µjµi·(µi + µj)µk = µiµk + µjµk·..

και όταν τα σημεία συνδυάζονται με αυτούς τους τρόπους, το
αποτέλεσμα των πράξεων είναι κάθε φορά μοναδικά καθορι-
σμένο και ανήκει στο σύστημα των σημείων. Ένα τέτοιο σύστημα
θα ονομάζουμε πεδίο βαθμού s, με τον συμβολισμό F [s]. Οδηγού-
μαστε, αμέσως, να ερευνήσουμε να καθορίσουμε όλα τα αυτού
του είδους πεδία βαθμού s, F [s].

Οι όροι σύστημα και σημεία υποδεικνύουν ότι ο Moore έγραφε πριν να προ-
τυποποιηθεί η θεωρία συνόλων. Ο Moore έδειξε στη συνέχεια ότι ο ορισμός
του είναι ισοδύναμος με την αναπαράσταση του Dedekind για τα πεπε-
ρασμένα πεδία. Έτσι το 1893 έχουμε επιτέλους μια μοντέρνα θεωρία των
πεπερασμένων πεδίων.

Η λέξη “σημεία” στην παράφραση του Moore έχει έναν αστερίσκο
ο οποίος οδηγεί στην υποσημείωση:

Είναι αναγκαίο να αποκλειστούν όλες οι ποσοτικές ιδέες από την
έννοια σημεία. Σημειώστε ότι τα σύμβολα >,< δεν εμφανίζονται
στην θεωρία.
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Ο Moore έγραφε για μαθηματικά εκλεπτυσμένο κοινό, αλλά δεν
υπέθεσε ότι είχαν τον εξοπλισμό της θεωρίας συνόλων, η υποσημείωση προ-
οριζόταν να αναδείξει την αφηρημένη φύση των λεγόμενών του.

Eisenstein. Το έργο του Eisenstein πάνω στο θεώρημα του Abel
για τον λημνίσκο ολοκληρώνεται με το άρθρο που εκδόθηκε σε δύο μέρη
στο Crelle’s journal το 1850[18, p. 536-619]. Ο Eisenstein χρησιμοποίησε τον
συμβολισμό του Abel, φ, για την συνάρτηση του λημνίσκου, έτσι ώστε:

r = ϕ(s)↔ s =

∫ r

0

dr√
1− r4

. (4)

Σε αυτήν την εξίσωση, το 0 ≤ r ≤ 1 αντιστοιχεί σε 0 ≤ s ≤ ϖ =
∫ 1

0
dr√
1−r4

.
Έστω φ για s ≥ 0, θεωρώντας το σημείο του λημνίσκου του οποίου το μήκος
από την αρχή είναι s ακολουθώντας πρώτα το κομμάτι του λημνίσκου στο
πρώτο τεταρτημόριο (εικόνα 4.1).

Ένας υπολογισμός επί του μήκους τόξου δείχνει ότι το s και η
ακτίνα r είναι συνδεδεμένα με την εξίσωση

r = ϕ(s)

([19])Συγκεκριμένα το ϖ είναι το εν τέταρτο του συνολικού μήκους του λη-
μνίσκου, έτσι ώστε ϕ(ϖ) = 1 και ϕ(2ϖ) = 0. Οπότε, για κάθε θετικό ακέραιο
m, r = ϕ(k ·2ϖ/m), k = 1, . . . ,m, δίνει τις ακτίνες των σημείων που διαιρούν
το δεξί μισό του λημνίσκου σε m ίσα μέρη. Η αλλαγή μεταβλητής r = iu στο
(4) οδήγησαν τον Abel να ορίσει ϕ(is) = iϕ(s), και έπειτα ο τύπος του Euler
δίνει ϕ(z) = ϕ(s+it) σε μια συνάρτηση μιγαδικής μεταβλητής z ∈ C. Μιά ση-
μαντική παρατήρηση είναι ότι για κάθε ακέραιο Gauss m ∈ Z[i], ϕ(mz) είναι
μια ρητή συνάρτηση της ϕ(z) και της παραγώγου της ϕ′(z). Για την συ-
νάρτηση του λημνίσκου ϕ αυτός είναι ο μιγαδικός πολλαπλασιασμός. Όταν
m = a + ib είναι περιττός ακέραιος Gauss , που σημαίνει ότι a + b είναι
περριτός, τότε ϕ(mz) είναι ρητή συνάρτηση του ϕ(z) μόνο. Εδώ μπορού να
βρεθούν πολυώνυμα U(x), V (x) με συντελεστές στο Z[i] έτσι ώστε y = ϕ(mz)

να σχετίζεται με το x = ϕ(z) μέσω

y =
U(x)

V (x)
=
A0x+A1x

5 + · · ·+A(N(m)−1)/4x
N(m)

1 +B1x4 + · · ·+B(N(m)−1)/4xN(m)−1
(5)

όπου N(m) = a2 + b2.
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Σχήμα 4.1: Μήκος τόξου στο λημνίσκο

Όταν m είναι ένας απλός περιττός ακέραιος, το r = ϕ(k ·2ϖ/m δίνει
m-σημεία διαίρεσης πάνω στον λημνίσκο. Θέτοντας:

y = ϕ(m · (k · 2ϖ/m)) = ϕ(k · 2ϖ) = 0

x = ϕ(k · 2ϖ/m) = r

στο (5), έχουμε

0 =
U(r)

V (r)
→ U(r) = 0.

Αυτό αποδεικνύει ότι η διαίρεση r ακτίνων είναι ρίζες της πολυωνυμικής
εξίσωσης U(x) = 0. Όταν m = 2n+1, τότε είναι ακριβώς η εξίσωση P2n+1 = 0

που θεώρησε ο Abel. Για την απόδειξη του θεωρήματος του Abel, δύναται να
αναχθεί στην περίπτωση όταν m = a+ ib είναι ένας πρώτος περιττός Gauss.
Αφού U(x) έχει το x ως παράγοντα, ο Eisentstein έγραψε U(x) = xW (x),
και η στρατηγική της απόδειξής του ήταν να δείξει ότι το W (x) είναι μη
ανάγωγο. Το θεώρημα έπεται αν δειχθεί αυτό.

Αλλά πως αποδεικνύει κανείς ότι ένα πολυώνυμο σαν το W (x)

είναι μη ανάγωγο; Δεν είναι εύκολο. Ο Eisenstein παρατήρησε κάτι για τους
συντελεστές του W (x), και μοιράστηκε τις σκέψεις του με τον Gauss με ένα
γράμμα που φέρει την ημερομηνία 18 Αυγούστου 1847. Πριν την παράφραση
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του γράμματος, σημειώνουμε ότι σε όρους ολοκληρωμάτων, οι εξισώσεις
y = ϕ(mz) και x = ϕ(z) συνεπάγουν:∫ y

0

dy√
1− y4

= m

∫ x

0

dx√
1− x4

.

Σε όρους του 19 αιώνα , η σχέση μεταξύ y και x μέσω της (5) είναι ένα
αλγεβρικό ολοκλήρωμα της ισότητας των ολοκληρωμάτων. Η παράφραση
από το γράμμα:

Wenn m = a + bi eine ungerade complexe Zahl, p deren Norm
und y = U

V =
A0x+A1x

5+....+A(p−1)/4x
p

1+B1x4+....+B(p−1)/4xp−1 das algebraische Integral
der Gleichung ∫

0

dy/
√
1− y4 = m

∫
0

dx/
√
1− x4,

ist, so hatte ich früher gezeigt, daß für eine zweigliedrige complexe
Primzahl m die Coefficienten des Zählers bis auf den letzten, welcher
eine complexe Einheit ist, und die Coefficienten des Nenners bis auf
den Ersten, welcher = 1, alle durch m theilbar sind. Ich vermuthete,
daß der Satz auch richtig sei, wenn m eine eingliedrige Primzahl
(≡ 3 (mod 4) abgesehen vom Zeichen oder von einer complexen
Einheit als Factor) ist;

———————————————————————————————————-

Όταν το m = a+bi είναι περιττός μιγαδικός ακέραιος με νόρμα p
και y = U

V =
A0x+A1x

5+....+A(p−1)/4x
p

1+B1x4+....+B(p−1)/4xp−1 είναι το αλγεβρικό ολοκλή-
ρωμα της εξίσωσης∫

0

dy/
√
1− y4 = m

∫
0

dx/
√
1− x4,

είχα πρωτύτερα δείξει ότι για ένα δύο-όρων μιγαδικό πρώτο
αριθμό m οι συντελεστές του αριθμητή μέχρι τον τελευταίο, που
είναι μιγαδική μονάδα, και οι συντελεστές του παρανομαστή χω-
ρίς τον πρώτο, που = 1, διαιρούνται όλα από το m. Είκασα ότι
αυτή ή πρόταση είναι επίσης σωστή όταν m είναι μονού-όρου
πρώτος αριθμός (≡ 3 (mod 4) χώρια από το πρόσημο ή μιά μι-
γαδική μονάδα ως παράγοντας)·
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Στο πρώτο μέρος της παράφρασης, ο Eisenstein προετοιμάζει την
κατάσταση, και αφού αναφέρει την εξίσωση, περιγράφει την δομή των συντε-
λεστών του αριθμητή και του παρανομαστή. Περιττοί Γκαουσιανοί πρώτοι
είναι δύο ειδών:

1. δύο-όρων πρώτοι της μορφής m = a+ ib, όπου p = a2+b2 είναι πρώτος
και p ≡ 1 mod 4.

2. μονού-όρου πρώτοι της μορφής m = ϵq, όπου ϵ είναι μονάδα στο Z[i]
και q ≡ mod 4.

Τώρα έστω το πολυώνυμο:

W (x) =
1

x
U(x) = A0 +A1x

4 + · · ·+A(p−1)/4x
p−1.

Για ένα πρώτο δύο-όρων m, ο Eisenstein λέει ότι έδειξε πρωτύτερα πως ο
τελευταίος συντελεστής A(p−1)/4 είναι μια μιγαδική μονάδα και οι υπόλοιποι
συντελεστές A0, . . . , A(p−1)/4−1 διαιρούνται από το m. Εικάζει μετά, ότι το
ίδιο ισχύει για μονού-όρου πρώτους.

Αυτό θυμίζει το κριτήριο του Eisenstein, ιδιαίτερα αφού ο Eisenstein
σημειώνει στο γράμμα ότι ο σταθερός όρος A0 είναι m, που δεν διαιρείται
από το m2. Η διαφορά είναι ότι το m και οι συντλεστές του W είναι ακέραιοι
Gauss. Λίγο παρακάτω στο γράμμα, ο Eisenstein θεωρεί την περίπτωση που
το W δεν είναι μη ανάγωγο στο Q(i) [18, p. 848-849]:

...wenn es möglich ist W das Produkt aus zwei rationalen ganzen
Funktionen von x mit ganzen complexen Coefficienten, und deren
Grade < p−1 sind. Es sei W = PQ; da das constante Glied von W,
= m ist, so kann, wenn m eine complexe Primzahl ist, das constante
Glied in einer der beiden ganzen Funktionen P, Q nur = 1, in der
anderen =m sein; denn die Coefficienten in P und Q müssen, wenn
sie rational sind, nothwendig ganz sein, wie man durch dieselben
Betrachtungen nachweisen kann, welche Ew. Hochwohlgeboren
schon in der reellen Zahlentheorie (Disq. Sectio prima) angestellt
haben.

————————————————————-
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... αν δύναται το W να είναι το γινόμενο δύο πολυωνύμων του
x με γκαουσιανούς ακέραιους συντελεστές, και οι βαθμοί των να
είναι < p - 1. Έστω W = PQ; αφού ο σταθερός όρος του W

είναι = m, οπότε αν το m είναι μιγαδικός πρώτος, ο σταθερός
όρος στο ένα από τα δύο πολυώνυμα P,Q είναι = 1 και στο άλλο
ειναι = m· τότε οι συντελεστές των P και Q, αν είναι ρητοί, πρέπει
οποσδίποτε να είναι ακέραιοι, όπως θα μπορούσε να δείξει κανείς
παρομοίως με την μελέτη που χρησιμοποιήσε η αρχοντιά* σας
στην θεωρία πραγματικών αριθμών (Disq. μέρος Ι).

Εδώ, “θεωρία πραγματικών αριθμών” σημαίνει επί του Z αντι του
Z[i], και η αναφορά στο Disquisitiones είναι η πρώτη παράφραση του Gauss
στο παρόν. Έτσι ο Eisenstein λέει στον Gauss ότι το λήμμα του Gauss ισχύει
στους γκαουσιανούς ακέραιους. Έπειτα ο Eisenstein αποδεικνύει ότι το W
είναι μη-ανάγωγο χρησιμοποιώντας μια από της συνήθης αποδείξεις του
κριτηρίου του Eisestein. Με άλλα λόγια, η πρώτη απόδειξη του Eisenstein
για το κριτήριό του:

1. ήταν για γκαουσιανούς ακέραιους

2. εφάρμοζε στο πολυώνυμο συνδεδεμένο με το πρόβλημα διαίρεσης του
λημνίσκου

3. εμφανίστηκε σε γράμμα προς τον Gauss.

Όταν ο Eisenstein έγραφε τα αποτελέσματά του για να τα εκδώ-
σει, κατάλαβε ότι το κριτήριό του είναι πολύ πιο γενικό. Το πρώτο μέρος
από το μακρύ άρθρο του είχε τον τίτλο “Über die Irreductibilität und einige
andere Eigenschaften der Gleichung, von welcher die Theilung der ganzen
Lemniscate abhängt” (Επί της μη αναγωγημότητας και άλλων ιδιοτήτων εξι-
σώσεων που εξαρτώνται από την διαίρεση του λημνίσκου) [18, p. 536-555].
Το άρθρο αυτό περιέχει την εκδοχή του Eisenstein για το κριτήριο:

“Wenn in einer ganzen Funktion F (x) von x von beliebigem Grade
der Coëfficienten des höchstens Gleid = 1 ist, und alle folgenden
Coëfficienten ganze (reelle, com- plexe) Zahlen sind, in welchen
eine gewisse (reelle resp. complexe) Primzahl m aufgeht, wenn
ferner der letzte Coëfficient = ϵm ist, wo ϵ eine nicht durch m teil-
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bare Zahl vorstellt: so ist es unmöglich F (x) auf die Form

(xµ + a1x
µ−1 + ....+ aµ)(x

ν + b1x
ν−1 + ....+ bν)

zu bringen, wo µ und ν ≥ 1, µ+ν = dem Grad von F (x), und alle a
und b (reelle resp. complexe) ganze Zahl sind; und die Gleichung
F (x) = 0 is demnach irreductibel.”

—————————————————————————————————————-

Αν ένα πολυώνυμο F (x) μεταβλητής x, αυθαίρετου βαθμού, ο
συντελεστής του μεγαλύτερου όρου είναι =1, και όλοι οι υπόλοι-
ποι συντελεστές είναι ακέραιοι (πραγματικοί ή μιγαδικοί), στους
οποίους ένας συγκεκριμένος (πραγματικός αντ. μιγαδικός) πρώ-
τος αριθμός m εμφανίζεται, αν επιπλέον ο τελευταίος συντελε-
στής είναι =ϵm, όπου ϵ να αντιπροσωπεύει έναν αριθμό που δεν
διαιρείται από το m: τότε είναι αδύνατο να πάρει το F (x) την
μορφή

(xµ + a1x
µ−1 + ....+ aµ)(x

ν + b1x
ν−1 + ....+ bν)

όπου μ και ν ≥ 1,µ + ν = ο βαθμός του F (x), και όλα τα a

και b είναι (πραγματικοί αντ. μιγαδικοί) ακέραιοι, και η εξίσωση
F (x) = 0 είναι συνεπώς μη ανάγωγη.

Αφού έδωσε την απόδειξη (που ισχύει για κάθε περιοχή μονοσήμαντης
παραγοντοποιήσης), ο Eisenstein εφαρμόζει το κριτήριο του στην εξίσωση
W = 0 που προέρχεται από την διαίρεση του λημνίσκου και του xp−1+· · ·+1.
Η απόδειξη του Eisenstein ότι, το προαναφερθέν, είναι μη ανάγωγο είναι ου-
σιαστικά ίδια με αυτήν που παρουσιάστηκε στην πρώτη σελίδα του άρθρου.
Το άρθρο του Eisenstein είναι η πρώτη εμφάνιση αυτής της κλασικής από-
δειξης της μη αναγωγημότητας του xp−1+· · ·+1. Ο Eisenstein είναι εμφανώς
ευχαριστημένος που βρήκε ένα τέτοιο υπέροχο επιχείρημα:

...Dies giebt also, wenn man will, einen neuen and höchst einfachen
Beweis der Irreductibilit’át der Gleichung xp−1 + xp−2 + ....+ x+

1 = 0; und zwar setzt dieser Beweis in Unterschiede mit früheren
**) nicht die Kenntiss der Wurzeln und ihrer gegenseitigen Abh¨
angigkeit voraus.
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**) Ausser dem Beweise von Gauss ist mir nur der von Kronecker
im 29ten Bande dieses Journals Seite 280 bekannt.

———————————————

... Αυτό έτσι δίνει, αν θέλετε, μιά νέα και πολύ απλή απόδειξη
της μη αναγωγημότητας της εξίσωσης xp−1 + xp−2 + ....+ x+1 =

0, και σε αντίθεση με προηγούμενες **), αυτή η απόδειξη δεν
προϋποθέτει την γνώση των ριζών και των μεταξύ τους σχέσεων.

**) Πέρα από την απόδειξη του Gauss, μόνο αυτή του Kronecker
στο τεύχος 29 του παρόντος περιοδικού, σελίδα 280, είναι γνωστή
σε μένα.

Γνωρίζουμε την απόδειξη του Gauss, και αυτή του Kronecker, που εκδό-
θηκε το 1845, είναι πιο απλή αλλα κάνει χρήση των σχέσεων μεταξύ των
ριζών. Ενδιαφέρον έχει το γεγονός ότι δεν αναφέρονται οι δύο αποδείξεις
του Schönemann για την μη αναγωγημότητα του xp−1 + · · · + 1 που δόθη-
καν στα άρθρα του, το 1845 και 1846. Επιπλέον το άρθρο του Eisenstein
εμφανίζεται στο ίδιο περιοδικό το 1850!

O Schönemann διαμαρτύρεται Το άρθρο του Eisenstein εμφανί-
στηκε στο τεύχος 39 του Crelle’s Journal. Στο τεύχος 40, ο Schönemann
δημοσιεύει μια Notiz [20]που ξεκίνησε περιγράφοντας δύο θεωρήματα από
το άρθρο του Eisenstein:

1. (ersten/πρώτο): Το κριτήριο του Eisenstein για πραγματικούς πρώτους
(στο Z) και μιγαδικούς πρώτους (στο Z[i]).

2. (letzterem/τελευταίο): Η μη αναγωγημότητα του κυκλοτομικού πολυω-
νύμου xp−1 + · · ·+ 1, που απεδείχθη με το κριτήριο του Eisenstein.

Ύστερα ο Schönemann λέει:

...Da Herr Eisenstein ausdrücklich bemerkt, dass ihm von letzterem
Satze nur der Beweis von Gauss und von Kronecker bekannt ist,
so sehe ich mich veranlasst, daran zu erinnern, das ich bereits im
Bande 31 dieses Journals §. 6, in meiner Abhandlung „Grundzüge
einer allgemeinen Theorie der höhern Congruenzen etc.” den ersten
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Satz für reelle Primzahlen beweisen und ach den folgenden aus
demselben abgeleitet habe und das ferner die von Herrn etc. Eisenstein
angewandete Methode nicht wesentlich von der meinigen verschieden
is. Von dem letzteren Satze habe ich übrigens noch einen ganz
verschiedenen Beweise im ersten Theile und §. 50 derselben Abhandlung
gegeben.

————————————————————————

...Εφ’όσον ο κ. Eisenstein ρητά σημείωσε, ότι για το τελευταίο
θεώρημα γνώριζε μόνο τις αποδείξεις των Gauss και Kronecker,
οδηγούμε στο να θυμηθώ ότι στο §. 6 του άρθρου μου ”Θεμέλια
μιας γενικής θεωρίας ανωτέρων ισοδυναμιών” στο 31ο τεύχος
αυτού του περιοδικού, απέδειξα το πρώτο θεώρημα για πραγ-
ματικούς πρώτους και συμπέρανα το τελευταίο από το πρώτο,
και επίσης η μέθοδος του Eisenstein δεν διαφέρει ιδιαίτερα από
την δικιά μου. Για το τελευταίο θεώρημα, επιπλέον έδωσα μια
εντελώς διαφορετική απόδειξη στο §. 50 από το πρώτο μέρος του
άρθρου.

Είναι προφανές ότι ο Eisenstein τα θαλάσσωσε με το να μην ανα-
φέρει τον Schönemann. Όμως, υπάρχουν κάποιες επιπλοκές και συγχύσεις.
Πρώτον, ο Schönemann αναφέρεται στο §6 από το Grundzüge... άρθρο του
στο τεύχος 31 του Crelle’s journal, όμως το κριτήριο μη αναγωγημότητας
και η εφαρμογή του στο xp−1 + · · ·+1 βρίσκονται στο §61 του δεύτερου μέ-
ρους του άρθρου, που εμφανίστηκε στο τεύχος 32. Υπάρχει σύγχυση και από
πλευράς Eisenstein επίσης. Η μελέτη του Eisenstein των εξισώσεων διαίρε-
σης του λημνίσκου εκδόθηκαν σε ένα άρθρο που αποτελούταν από 2 μέρη
στο Crelle’s Journal. Το υποσημείωμα εμφανίστηκε στο πρώτο μέρος του
άρθρου, στην έκδοση ΙΙ του τεύχους 39. Το δεύτερο μέρος του άρθρου [18,
p.555-619] εμφανίστηκε στην έκδοση ΙΙΙ του ίδιου τεύχους. Αυτό το μέρος
περιείχε μια σαφής αναφορά στην πρώτη απόδειξη του Schönemann για την
απόδειξη της μη αναγωγημότητας του xp−1+· · ·+1. Αλλά, για κάποιον λόγο,
ο Eisenstein δεν την γνώριζε όταν έγραψε το πρώτο μέρος του άρθρου του.
Μόνο εικασίες μπορούν να γίνουν για την αιτία που συνέβη αυτό.

Συμπέρασμα. Τα κύρια σημεία της ανακάλυψης του κριτηρίου έχουν
διατυπωθεί. Απο χρονικής άποψης, δεδομένου ότι ο Schönemann το ανακά-
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λυψε πρώτος, η ονομασία “Κριτήριο Schönemann-Eisenstein” που χρησι-
μοποιεί ο Dorwart είναι η πιο ακριβής. Επειδή όμως, σήμερα περισσότερο
χρησιμοποιούμε την εκδοχή του Eisenstein, η ονομασία “Κριτήριο Eisenstein-
Schönemann” είναι εύλογη. Το όνομα “Κριτήριο Eisenstein”, όμως δεν δι-
καιώνει τον Schönemann.

Στην παράφραση από το μέρος VII των Disiquisitiones, o Gauss
αναγνώρισε δύο σημεία που δεν είχαν ολοκληρωθεί: την επέκταση από κυ-
κλικές σε υπερβατικές συναρτήσεις όπως ο λημνίσκος του Abel, και η μελέτη
ανώτερων ισοδυναμιών. Και τα δύο σημεία οδήγησαν σε μείζωντα τμήματα
των μοντέρνων μαθηματικών ( ελλειπτικές καμπύλες και μιγαδικό γινόμενο
για το πρώτο, p-αδικοί αριθμοί και τοπικές μεθόδους στην θεωρία αριθμών
για το δεύτερο), και τα δύο οδήγησαν στο κριτήριο Schönemann-Eisenstein.
Schönemann ακολούθησε τις ανώτερες ισοδυναμίες προς το λήμμα του Hensel
για να φτάσει στην ερώτηση για την μη αναγωγημότητα modulo p2, το κρι-
τήριο έρχετε απολύτως φυσικά. Ο Eisenstein ακολουθεί το έργο του Abel,
τον λημνίσκο και θεωρεί τους συντελεστές των πολυωνύμων που συνεπάγο-
νται από την διαίρεση του λημνίσκου, το κριτήριο έρχεται απόλυτα φυσικά,
αλλά σε διαφορετικό πλαίσιο από τον Schönemann. Και για τους δύο το
έναυσμα ήταν η ίδια παράγραφος των Disiquisitiones. Μια όντως απίθανη
ιστορία.



Κεφάλαιο 5

Επέκταση του κριτηρίου

[21]

Το επόμενο θεώρημα επεκτείνει το κριτήριο και μας δίνει τον μέ-
γιστο αριθμό παραγόντων που μπορεί ένα πολυώνυμο να αναχθεί, με το 1
σημαίνοντας ένα μη ανάγωγο πολυώνυμο. Έχει διατυπωθεί και αποδειχθεί
από τον κ. Στεφανέα.

Θεώρημα 5.0.7. Αν f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a1x + a0 ∈ Z[x] ένα
πολυώνυμο και p ένας πρώτος ενώ k ένας φυσικός αριθμός τέτοια ώστε:

1)p - a0
2)p|ai, i = 0, 1, ..., n− 1

3)pk - a0, k ≥ 2

Tότε το f(x) μπορεί να αναχθεί σε γινόμενο με το πολύ k−1 μη μηδενικά
πολυώνυμα ακεραίων ως παράγοντες, δηλαδή το f(x) έχει το πολύ k−1

ακέραιες ρίζες

Απόδειξη. Έστω f(x) = g1(x)...gk(x),δηλαδή έχω k παράγοντες,με ga ∈
Z[x], a = 1, ..., k τότε:

g1 = b10 + b11x+ ...+ b1d1
xd1

g2 = b20 + b21x+ ...+ b2d2
xd2

...

gk = bk0 + bk1x+ ...+ bkdk
xdk

89
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όπου

a0 = b10b
2
0...b

k
0

...

an = b1d1
b2d2
...bkdk

Επειδή το pk - a0 δεν θα διαιρεί και όλα τα bt0, 1 ≤ t ≤ k, t ∈ Z αλλά
θα διαιρεί τουλάχιστον ένα από αυτά. Οπότε χωρίς βλάβη της γενικότητας
μπορώ να υποθέσω πως υπάρχει ένα m ∈ Z με 1 ≤ m ≤ k τέτοιο ώστε:

p - b10, ..., p - bm0 , p|bm+1
0 , ..., p|bk0 .

Αν p|bm+1
im+1

...bkik για όλα τα im+1 ≤ dim+1 ≤ ... ≤ dik ,τότε p|an αντίφαση.Άρα
υπάρχει i′m+1, ..., i

′
k ώστε:

1.p - bm+1
i′m+1

...bki′k
και,

2.p|bm+1
im+1

...bkik ,για όλα τα im+1, ..., ik με
∑k

j=m+1 ij <
∑k

j=m+1 i
′
j

Το p|ai′m+1+...+i′k
αφού i′m+1 + ...+ i′k < n αλλά

ai′m+1+...+i′k
=

∑
j1+...+jk=i′m+1+...+i′k

b1j1 ...b
k
jk

Το p διαιρεί κάθε όρο της παραπάνω σούμας εκτός από b10...b
m
0 b

m+1
i′m+1

...bki′k
που σημαίνει ότι p - ai′m+1+...+i′k

, αντίφαση.

Συνεχίζοντας για τις υπόλοιπες επεκτάσεις θα παραθέσω το θεώ-
ρημα διατυπωμένο ως προς ακέραιες περιοχές και πρώτα ιδεώδη γενικά:

5.0.3 Γενίκευση για ακέραιες περιοχές

Θεώρημα 5.0.8. Έστω μία ακέραιη περιοχή με μοναδική παραγοντοποί-
ηση D και Q =

∑n
i=0 aix

i ένα στοιχείο του D. Εάν υπάρχει p ένα πρώτο
ιδεώδες για το οποίο ισχύουν:

1. ai ∈ p για κάθε i ̸= n

2. aN /∈ p
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3. a0 /∈ p2, όπου p2 είναι το γινόμενο του ιδέωδου p με τον εαυτό του.

Τότε το Q δεν μπορεί να γραφτεί ως γινόμενο δύο πολυωνύμων με γνη-
σίως μικρότερο βαθμό στο D[x],δηλαδή είναι μη-ανάγωγο στοιχείο του
F [x],όπου F το πεδιό κλασμάτων(field of quotients) του D.

Για την απόδειξη θα χρειαστώ ένα λήμμα:

Λήμμα 5.0.9. Έστω R μιά ακέραια περιοχή, I ένα ιδεώδες της και f(x) =∑n
i=0 aix

i ∈ R[x] με an /∈ I. Αν f(x) = g(x)h(x) με degg = d και degh = e

τότε degḡ = d = degg και degh̄ = e = degh, όπου ḡ και h̄ είναι οι αναγωγές
modI των συντελεστών των g(x), h(x),δηλαδή b̄ = b + I για κάθε b ∈ R,
όπου b οποιοσδήποτε συντελεστής των g(x), h(x).

Απόδειξη. Επειδή το R είναι ακέραια περιοχή, n = degf = degg + degH =

d+ e.Επίσης, degḡ < d και degh̄ < e.Αλλά:

d+ e = n = degf = degf̄ = degḡh̄ < degḡ + degh̄ < d+ e

Άτοπο,οπότε ο μόνος τρόπος για να ισχύσει η ισότητα είναι να ισχυει degḡ =

d και degh̄ = e, δηλαδή οι συντελεστές bd και ce των g(x), h(x) αντίστοιχα
να μην ανήκουν στο I.

Με αυτό το λήμμα θα αποδείξω την γενίκευση του θεωρήματος του
Eisenstein.

Απόδειξη. Έστω Q(x) = g(x)h(x) και degg = d, degh = e.Τότε Q̄(x) =

ḡ(x)h̄(x) και από το λήμμα degḡ = d = degg και degh̄ = e = degh. Όμως
Q̄(x) = ānx

n άρα πρέπει ḡ(x) = r1x
d και h̄(x) = r2x

e για κάποια r1, r2 ∈
D/p.Οπότε g(x) = bdx

d + ... + b0 και h(x) = cex
e + ... + c0, με bi, cj ∈ p.

Συγκεκριμένα,επειδή d > 0, e > 0,τα b0, c0 ∈ p,όμως έτσι ο σταθερός όρος
του Q(x) = g(x)h(x) θα είναι b0c0 ∈ p2,άτοπο.

5.1 Γενίκευση McLane

Στην συνέχεια θα μελετήσω μια γενίκευση από τον Saunders MacLane
που εγγυάται την δυνατότητα κατασκευής μη ανάγωγου πολυωνύμου σε ένα
αλγεβρικό πεδίο αριθμών.Το συγκεκριμένο θεώρημα αποτελεί μέρος μιας
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μελέτης με περισσότερα θεωρήματα για μη ανάγωγα πολυώνυμα,ακόμα και
πολυώνυμα περισσότερων μεταβλητών,στα οποία δεν θα επεκταθώ.

Για την διατύπωση του θεωρήματος θα εισάγω μερικούς όρους αρ-
χικα. Έστω K ένα αλγεβρικό πεδίο αριθμών και G(x) ένα πολυώνυμο με
συντελέστές στο K[x].Με A = K[x]/G(x) θα ονομάσω το δακτύλιο πηλίκο
του πεδίου K ως προς το πολυώνυμο G(x).Τέλος D θα είναι ο δακτύλιος
όλων των ακεραίων στην αντιμεταθετική άλγεβρα A.

Για το κριτήριο της μη αναγωγιμότητας ο MacLane παραθέτει δύο
αποτελέσματα ως θεωρήματα:

Θεώρημα 5.1.1. Στο D κάθε ιδεώδες B που δεν είναι διαιρέτης του μη-
δενός (ένα ιδεώδες είναι διαιρέτης του μηδενός αν όλα τα στοιχεία του
είναι διαιρέτες του μηδενός) μπορεί να διασπαστεί, μοναδικά εκτός ως
προς την σειρά των παραγώντων, σε ένα γινόμενο πρώτων ιδέωδων
από το D. Για τα ιδεώδη B και C,B δεν διαιρεί το μηδέν, η σχέση B ⊂ C
συνεπάγεται ότι υπάρχει ένα ιδεώδες D ώστε B = CD. Έστω

G(x) = g1(x)
e1g2(x)

e2 ....gt(x)
et

η διάσπαση του G(x) σε μη ανάγωγους παράγοντες gi(x), και Ki το αλ-
γεβρικό πεδίο K[x]/gi(x), με Di τον δακτύλιο των ακεραίων του Ki. Για
κάθε πρώτο ιδεώδες Pi ̸= Di του δακτυλίου Di υπάρχει ένα αντίστοιχο
πρώτο ιδεώδες P ′ του D, και οι δακτύλιοι πηλίκο D/P ′ και Di/Pi είναι
ισομορφικοί. Τα ιδεώδη P ′ είναι ξεχωριστά και περιέχουν όλα τα πρώτα
ιδεώδη του D, εκτός από το ίδιο το D. Αν p ένα πρώτο ιδεώδες του δα-
κτύλιου των ακέραιων του αρχικού πεδίου K, η διάσπαση του p στο
D μπορεί να βρεθεί διασπώντας το p σε κάθε Di, αντικαθιστώντας το
πρώτο παράγοντα Pi στις διασπάσεις με τα αντίστοιχα P ′ και πολλα-
πλασιάζοντας τις συνεπαγόμενες διασπάσεις.

Το αποτέλεσμα αποδεικνύεται εύκολα όταν θεωρήσει κανείς ότι
την A ως την άμεση πρόσθεση των πεδίων Ki.

Θεώρημα 5.1.2 (Θεώρημα μη αναγωγημότας McLane). Αν p ένα πρώτο
ιδεώδες στο αλγεβρικό πεδίο αριθμώνK και αν το p έχει μόνο ένα πρώτο
ιδεώδες παράγοντα στο D τότε το πολυώνυμο G(x) είναι δύναμη μη
ανάγωγου πολυωνύμου.

Απόδειξη: Η διάσπαση του p στο D αποκτάται (όπως στο θεώρημα
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6.1.2) συνδυάζοντας διασπάσεις από όλα τα πεδία Ki.Αν η τελική διάσπαση
του p περιέχει μόνο έναν παράγοντα, μπορεί να υπάρξει μόνο ένα τέτοιο
ευθύ άθροισμα και άρα μόνο ένας μη ανάγωγος παράγοντας gi(x) στο G(x).

Πρόταση 5.1.3 (Γενίκευση του Θεωρήματος μη αναγωγημότητας McLane).
Αν p ένα πρώτο ιδεώδες στο αλγεβρικό πεδίο αριθμών K και αν η διά-
σπαση του p στοD έχει n πρώτους παράγοντες τότε το πολυώνυμο G(x)
μπορεί να αναλυθεί σε γινόμενο δυνάμεων n μη ανάγωγων πολυώνυμων
gi(x).

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άμεση από τα προηγούμενα. Τα n πρώτα ιδε-
ώδη στα οποία διασπάται το p στο D συνεπάγονται n πρώτα ιδεώδη Pi

τα οποία προέρχονται από n διαφορετικά Di,δηλαδή n πεδία Ki. Τα n Ki

προέρχονται από τους n παράγοντες gi(x)(Ki = K[x]/gi(x)), δηλαδή το πο-
λυώνυμο G(x) αποτελείτε από δυνάμεις n μη ανάγωγων πολυωνύμων gi(x).

Φυσικά το θεώρημα δεν μας δίνει παρά μόνο τον αριθμό των πρώ-
των παραγόντων του πολυωνύμου G(x). Για να βρεθεί η τελική διάσπαση
του G(x) θα πρέπει να βρεθεί ένας τρόπος καθορισμού της δύναμης κάθε
παράγοντα(πόσες φορές εμφανίζεται ό παράγοντας).
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Κεφάλαιο 6

Ramification Index και το
Κριτήριο

Ο ορισμός του συντλεστή διακλάδωσης είναι ο έξης:
Ορισμός 6.0.1. Έστω p ∈ Z ένας πρώτος. Έστω P ένα πρώτο ιδεώδες του
OK πάνω από το p. Συντελεστής διακλάδωσης του P , και γράφεται eP , ή
ακριβής δύναμη του P που διαιρεί το pOK .

Ξεκινώντας από το p ∈ Z, του οποίου η παραγοντοποίηση δίνεται
από:

pOK = P
eP1
1 ...P

ePg
g .

Το p ονομάζεται διακλαδωμένος αν ePi > 1 για κάποιο . Αντιθέτως, το p
είναι μη διακλαδωμένος αν:

pOk = P1...Pg, Pi ̸= Pj , i ̸= j

Επίσης το p είναι πλήρως διακλαδωμένος αν pOK = Pn
1 , όπου n η διάσταση

του πεδίου αριθμών.

Το κριτήριο του Eisenstein συνδέεται με την έννοια συντελεστή δια-
κλάδωσης μέσω των παρακάτω δύο θεωρημάτων:

Θεώρημα 6.0.4. Αν K=Q(a) ένα πεδίο αριθμών επί του Q, όπου a είναι
η ρίζα πολυωνύμου που είναι Eisenstein στο πρώτο p. Τότε το p είναι
πλήρως διακλαδωμένος στο K.

95
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Παρακάτω είναι η απόδειξη του θεωρήματος.
Απόδειξη. Έστω P ένα πρώτο ιδεώδες του OK (δακτύλιος των ακεραίων
του πεδίου ), το οποίο διαιρεί (p) = pOK ,και n = [K : Q] η διάσταση του K.
Αρκεί να δείξω ότι (p) = Pn.
Έστω e ≥ 1 η πολυπλοκότητα του P στο (p), οπότε:

(p) = P ed, (6.1)

όπου το P δεν διαιρεί το d.
Έστω f(T ) το πολυώνυμο με ρίζα a που είναι Eisenstein στο p,

f(T ) = Tn + cn−1T
n−1 + ...+ c1T + c0.

Επειδή ci ≡ 0modp,η εξίσωση f(a) = 0 συνεπάγεται ότι an ≡ 0modP , δη-
λαδή

a ≡ 0modP, (6.2)

εφ’όσον P είναι πρώτο.
Τα c1, ..., cn−1 διαιρούνται από το p, (αφού το f(T ) είναι Eisenstein στο p),
οπότε διαιρούνται από το P e, μαζί με το (5.2) έπεται ότι

cia
i ≡ 0mod pe+1

για 1 ≤ i ≤ n − 1. Αυτό σημαίνει πως όλοι οι ενδιάμεσοι όροι του f(a)

διαιρούνται από το P e+1,άρα και

an + c0 ≡ 0modP e+1. (6.3)

Το c0 διαιρείται από το p ακριβώς μία φορά, και το pOK διαιρείται από
το P e αλλά οχί από το P e+1, η μοναδική παραγοντοποίηση των ιδεώδων
συνεπάγεται ότι c0OK διαρείται από το pe, όχι όμως από το pe+1. (Το c0 =

pb, όπου b είναι ένας ακέραιος σχετικά πρώτος με το p, οπότε c0OK =

pOKbOK = P e(bOK)). Δηλαδή το P e διαιρεί το c0OK .Εάν το P e+1 | c0OK

τότε P | bOK , b ∈ bOK ⊂ P ,δηλαδή b ∈ P ∩ Z = pZ, που δεν ισχύει).Έχω
δηλαδή, c0 ≡ 0modP e και c0 ̸≡ 0modeP e+1. Σε συνδυασμό με το (5.3)
παίρνω an ̸≡ 0modP e+1. Καθώς το a διαιρείται από το p το ελάχιστον μία
φορά, δηλαδή an διαιρείται από το Pn, ο περιορισμός an ̸≡ 0modeP e+1

δίνει n < e+ 1 που σημαίνει n ≤ e.Εξ’ορισμού e ≤ n συνεπώς e = n.

Θεώρημα 6.0.5. Έστω Κ ένα πεδίο αριθμών και έστω ένας πρώτος p
που είναι πλήρως διακλαδωμένος στο Κ.Τότε K=Q(a) γιά κάποιο a που
είναι ρίζα πολυωνύμου το οποίο είναι Eisenstein για το p.
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Το ερώτημα που θα ερευνήσω είναι τι συμβαίνει αν στα παραπάνω
θεωρήματα θεωρήσουμε ένα πολυώνυμο όπως εμφανίζεται στην γενίκευση.

Φαίνεται, αν παρατηρήσει κανείς,πως η απόδειξη βασίζεται στο
γεγονός ότι το πολυώνυμο f(T ) είναι Eisestein στο p. Θα εξετάσω αρχικά μια
πιο ειδική περίπτωση πεδίων αριθμών όπου είμαστε σε θέση να βρούμε την
παραγαντοποιήση του δακτυλιού των ακεραίων,πράγμα γενικά δύσκολο.
Η πρόταση που μας δίνει έναν τρόπο παραγοντοποίησεις του δακτυλίου
ακεραίων ενός πεδίου, που έχει την μορφή OK = Z[a] είναι η εξής:

Πρόταση 6.0.6. Έστω K ένα πεδίο αριθμών με δακτύλιο ακεραίων OK

και p ένας πρώτος. Υποθέτουμε πως υπάρχει a τέτοιο ώστεOK = Z[a] και
f το ελαχιστικό πολυώνυμο του a, που ανηγμένο mod p θα συμβολίσω
με f̄ . Αν

f̄(X) =

g∏
i=1

ϕi(X)ei

είναι η παραγοντοποίηση του f(X) στο Fp[X],με τα ϕi(X) πρώτα μεταξύ
τους και μη ανάγωγα. Επίσης θέτω:

Pi = (p, fi(a)) = pOK + fi(a)OK

όπου fi είναι οποιαδίποτε αναγωγή των ϕi(X) στο Z[X], δηλαδή f̄i =

ϕi(X)mod p.Τότε

pOK = P e1
1 ...P eg

g

είναι η παραγοντοποίηση του pOK στο OK.

Έχοντας την πρόταση αυτή μπορούμε να δούμε την παραγαντοποι-
ήση του pOK σε αυτά τα συγκεκριμένα πεδία αριθμών(λεγόμενα ως πεδία
με power basis).

. Θεωρώ ένα πεδίο αριθμών K με δακτύλιο ακεραίων OK = Z[a], για κάποιο
a με ελαχιστικό (μονήρες) πολυώνυμο f(X) = Xn+cn−1X

n−1+ ...+c1X+c0

που είναι Eisenstein σε κάποιο πρώτο p.
Αφού ο p διαιρεί όλα τα ci το f̄i = Xn,(ciXi ≡ 0mod p). Ήδη φαίνεται
πως ο p είναι πλήρως διακλαδωμένος. Πράγματι σύμφωνα με την πρόταση
Pi = (p, fi(a)) = pOK + fi(a)OK και για τον όρο Xn, P1 = (p, fn(a)) =

pOK + fn(a)OK = pOK + anOK(fn(X) = Xn).
Επειδή το f̄(X) = ϕ1(X)e1ϕ2(X)0...ϕg(X)0, με ϕ1(X) = X και e1 = n και τα
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υπόλοιπα ei = 0 ώστε f̄(X) = ϕ1(X)n = Xn, έχω ότι

pOK = Pn
1 P

0
2 ...P

0
g = Pn

1 ,

δηλαδή ο p είναι πλήρως διακλαδωμένος στο Κ.

Σε περίπτωση που έχουμε ένα πολυώνυμο που δεν είναι Eisenstein
σε πρώτο p αλλά ικανοποιεί τις συνθήκες της γενίκευσης, δηλαδή:

p | ai, i ∈ 1, ..., n− 1,

pk | a0, k ≥ 2.

το αποτέλεσμα θα είναι το ίδιο. Πράγματι αφού ο p διαιρεί όλους τους συ-
ντελεστές του πολυωνύμου το f̄(X) = Xn πάλι, οπότε το pOK = Pn, για
κάποιο πρώτο ιδεώδες P = pOK + anOK , άρα ο p είναι πλήρως διακλα-
δωμένος. Συμπεραίνω λοιπόν ότι γενικά αν το πολυώνυμο f(X) είναι μη
ανάγωγο δεν μου δίνει πληροφορίες για το συντελεστή διακλάδωσης του p,
καθώς τα πολυώνυμα Eisenstein είναι μιά μικρή κατηγοριά από το σύνολο
των μη-ανάγωγων πολυωνύμων.

Τέλος θα εξετάσω και την περίπτωση που το πεδίοK = Q(a) αλλά ο
δακτύλιος ακεραίων του πεδίου δεν είναι κατ’ανάγκη της μορφής OK = Z[a].

. Θεωρώ ένα πεδίο αριθμών K = Q(a) με δακτύλιο ακεραίων OK και
f(X) = Xn + cn−1X

n−1 + ... + c1X + c0 πολυώνυμο με ρίζα το a.Επίσης
έστω p πρώτος τέτοιος ώστε να ικανοποιούνται η συνθήκες της γενίκευσης
του κριτηρίου του Eisenstein:

p | ai, i ∈ 1, ..., n− 1

pk | a0, k ≥ 2.

Ακολουθώντας τα βήματα της παρεμφερούς αποδείξεως θα βγάλω συμπέ-
ρασμα για τον συντελεστή διακλάδωσης του p στο K. Έστω

pOK = (p) = P em, (6.4)

με P πρώτο ιδεώδες και m ένας όρος σχετικά πρώτος με το P . Ισχύει p | ci
και αφού f(a) = 0 σημαίνει πως an ≡ 0modP οπότε

a ≡ 0modP, (6.5)



99

αφού το P είναι πρώτο.
Επειδή p | ci, 1 ≤ i ≤ n− 1, έχω P e | ci οπότε

cia
1 ≡ modP e+1

πού δίνει από το f(a) = 0

an + c0 = −
n−1∑
i=1

(cia
i) ≡ 0modP e+1 →

→ an + c0 ≡ 0 mod P e+1.

Το pk | c0 και το P e | pOK αλλά όχι το P e+1 συνεπάγεται πως P ek |
c0OK .(Από c0 = pkb,με p - b,το c0OK = pkOKbOK = (pOK)kbOK = P ekakbOK).
Μαζί με το (6),σίγουρα an ̸≡ 0modP ek+1 γιατί αλλιώς c0 ≡ 0modP ek+1 που
δεν ισχύει σύμφωνα με την υπόθεση..Καθώς το aOK ανήκει στο P ,οπότε το
an ανήκει στο Pn,το an ̸≡ 0modP ek+1,λόγω της μοναδικής παραγαντοποίη-
σης των ιδεώδων, μας δίνει ότι

n < ek + 1, k ≥ 2

e ≥ n

k

Άρα το p είνα σίγουρα διακλαδωμένο αν k < n και πλήρως διακλαδωμένο
αν k = 1.
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Κεφάλαιο 7

Μελλοντικά....

Η παρούσα είναι μια απλή εξερεύνηση σε ένα πολύ μικρό μέρος
του μεγάλου θέματος που απασχολεί την μαθηματική κοινότητα από την
αρχαιότητα, το θέμα του πρώτου αριθμού. Ο απώτερος προσωπικός σκοπός
είναι η εύρεση αποτελεσμάτων που θα ανοίξουν νέες οδούς στο διαχρονικό
αυτό θέμα. Στα p-αδικά συστήματα ο δείκτης διακλάδωσης είναι πιό στενά
συνδεδεμένος με πρώτους Eisenstein και είναι μια μελλοντική κατεύθυνση
έρευνας. Επίσης, δεν έχει εξεταστεί η διακλάδωση ενός πρώτου στον δα-
κτύλιο ακεραίων D της αντιμεταθετικής άλγεβρας A=K[x]/G(x), με K πεδίο
αριθμών, K[x] το πεδίο των πολυωνύμων και G(x) πολυώνυμο.
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Κεφάλαιο 8

Βιβλία - Αναφορές - Πηγές
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