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Περύληψη 
Ζ Permanent είλαη κία ζπλάξηεζε πηλάθσλ πνπ εκθαλίδεηαη ζε δηάθνξα πξνβιήκαηα 

ζπλδπαζηηθήο θαζώο θαη ζε πξνβιήκαηα ζηαηηζηηθήο θπζηθήο. Μνηάδεη πνιύ κε ηελ 

νξίδνπζα πίλαθα, αιιά ε πξώηε ζπλάξηεζε ππνινγίδεηαη πνιύ πην δύζθνια ζε ζρέζε κε 

ηελ δεύηεξε. ΢ηελ παξνύζα εξγαζία ζα παξνπζηάζνπκε ηηο αιγεβξηθέο ηδηόηεηεο πνπ έρεη ε 

Permanent θαη ηη έρνπλ απνδείμεη νη καζεκαηηθνί πνπ ελαζρνιήζεθαλ καδί ηεο. Πόζν 

«δύζθνιν» είλαη ην πξόβιεκα ππνινγηζκνύ ηεο Permanent, ζύκθσλα κε ηελ θιαζηθή 

πνιππινθόηεηα, θαζώο θαη κε ηελ αιγεβξηθή πνιππινθόηεηα πνπ όξηζε ν L. G. Valiant, 

κειεηώληαο ηελ ζπλάξηεζε απηή. Θα αλαθεξζνύκε ζε πξνζεγγηζηηθνύο αιγόξηζκνπο πνπ 

ππάξρνπλ γηα ηελ Permanent θαζώο θαη γηα άιια πξνβιήκαηα παξόκνηαο πνιππινθόηεηαο. 

Μειεηώληαο θάπνηα από απηά ηα πξνβιήκαηα, ζηα πιαίζηα απηήο ηεο εξγαζίαο θάλακε 

θάπνηεο πξνζπάζεηεο γηα ηελ θαηαζθεπή ελόο ληεηεξκηληζηηθνύ πξνζεγγηζηηθνύ αιγόξηζκνπ 

γηα ηελ Permanent. Σέινο νξίζκαε ηππηθά θάπνηα κεηξεηηθά πξνβιήκαηα θαη κε όζα 

κειεηήζακε ζηα πξνεγνύκελα θεθάιαηα, δεκηνπξγήζακε FPTAS αιγόξηζκνπο πνπ 

ζρεδηάζηεθαλ γηα απηά 

 
Λέμεηο Κιεηδηά: Permanent, #P, Μεηξεηηθά Πξνβιήκαηα, Πιήζνο Perfect Matching, Πιήζνο 

ιύζεσλ Knapsack, πξνζεγγηζηηθά ζρήκαηα γηα κεηξεηηθά πξνβιήκαηα 

 

Abstract  
Permanent is a function very similar to determinant but despite their similarity, the former 

satisfies much fewer properties than the latter. In particular, there are efficient algorithms to 

compute determinant, however, there does not appear any way of computing permanent 

efficiently. Moreover permanent appears repeatedly in combinatorial problems as well as in 

statistical physics problems. In this thesis we shall present the algebraic properties that 

permanent satisfies and some basic theorems that mathematicians proved. Also we will see 

“how difficult” is to compute the permanent of a matrix, via classic complexity theory as 

well as algebraic complexity theory which was introduced by L. G. Valliant. Afterwards we 

will refer to some approximation algorithms for the permanent and we will study some other 

problems that seem to be equally difficult. By studying these problems we attempt to create 

an approximate deterministic algorithm for the permanent. And finally we will define 

formally some counting problems and we will construct a FPTAS to approximate their 

solutions. 
 

Keywords: Permanent, #P, Counting Problems, Number of perfect matchings, Counting Knapsack 

Solutions, Approximate Schemes for counting problems  
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1 ΕΙ΢ΑΓΩΓΗ 

1.1 Αντικεύμενο τησ Διπλωματικόσ 

΢ηελ παξνύζα εξγαζία ζα αζρνιεζνύκε κε κία ζπλάξηεζε ε νπνία έρεη απνδεηρζεί όηη δελ 

ππνινγίδεηαη «εύθνια» (εθηόο αλ #𝑃 = 𝑃), θαη αλ δνύκε ηνλ νξηζκό ηεο κνηάδεη πάξα πνιύ 

κε ηελ νξίδνπζα. Ζ ζπλάξηεζε ζηελ νπνία αλαθεξόκαζηε είλαη ε permanent, ε νπνία 

θεληξίδεη ην ελδηαθέξνλ, δηόηη παξόιν πνπ ν νξηζκόο ηεο είλαη παξόκνηνο κε απηόλ ηεο 

νξίδνπζαο, νη δύν ζπλαξηήζεηο έρνπλ πνιύ δηαθνξεηηθέο ηδηόηεηεο. Αθόκε ε νξίδνπζα 

ππνινγίδεηαη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν ελώ ε permanent έρεη απνδεηρζεί όηη είλαη #P-complete 

γηα πίλαθεο κε ζηνηρεία από ην  0,1  κε αλαγσγέο θαηά Cook, ελώ αλήθεη ζηελ 𝑇𝑜𝑡𝑃 κε 

αλαγσγέο θαηά Karp. 

Ο Valiant ήηαλ απηόο απέδεημε όηη ε permanent γηα πίλαθεο κε ζηνηρεία από ην  0,1 , είλαη 

#P-complete, ελώ αλ ηα ζηνηρεία ησλ πηλάθσλ πξνέξρνληαη από έλα ζώκα Κ κε 

ραξαθηεξηζηηθή 𝑐𝑕𝑎𝑟(𝐾) ≠ 2, ηόηε ε permanent είλαη VNP-complete. Οη θιάζεηο VP θαη 

VNP είλαη θιάζεηο πνιππινθόηεηαο πνπ όξηζε ν Valiant, κειεηώληαο ηελ Permanent θαη 

είλαη αληίζηνηρεο ησλ θιάζεσλ P θαη ΝP. ΋πσο αλαθέξακε ήδε ε νξίδνπζα ππνινγίδεηαη ζε 

πνιπσληκηθό ρξόλν θαη πηζηεύνπκε όηη είλαη ρακειά ζηελ VP ελώ ε permanent είλαη VNP-

complete. Έλα ελδηαθέξνλ απνηέιεζκα πνπ πξνθύπηεη από ηελ πνιππινθόηεηα ηνπ Valiant 

είλαη όηη αλ ηζρύεη ε εηθαζία ηνπ Riemann θαη 𝑉𝑃 ≠ 𝑉𝑁𝑃 ηόηε θαη 𝑃 ≠ 𝑁𝑃. Δλ θαηαθιείδη 

έρεη αμία λα κειεηήζεη θαλέλαο απηήλ ηελ ζπλάξηεζε θαη ηηο ηδηόηεηεο ηεο θαζώο θαίλεηαη λα 

έρεη πνιιέο «ηδηνηξνπίεο» νη νπνίεο κπνξνύλ λα δώζνπλ θαιύηεξε θαηαλόεζε γηα ηελ 

πνιππινθόηεηα ηνπ ππνινγηζκνύ δύζθνισλ ζπλαξηήζεσλ. 

1.2 Επιςκόπηςη τησ Διπλωματικόσ Εργαςύασ 

Αξρηθά ζην θεθάιαην 2 ζα κειεηήζνπκε ηνλ νξηζκό ηεο νξίδνπζαο, ηηο ηδηόηεηεο ηεο θαη ζα 

ηα ζπγθξίλνπκε κε ηνλ νξηζκό θαη ηηο ηδηόηεηεο ηεο permanent κε ζθνπό λα γίλεη αληηιεπηό 

γηαηί δελ ππάξρεη θάπνηα αιγεβξηθή ηδηόηεηα πνπ λα καο επηηξέπεη λα ππνινγίδνπκε εύθνια 

ηελ permanent. Ζ permanent νξίδεηαη κε θιεηζηό ηύπν θαη έλα θπζηθό εξώηεκα πνπ 

πξνθύπηεη είλαη ην εμήο 

«πνην είλαη ην ππνινγηζηηθό θόζηνο ηνπ ππνινγηζκνύ ηεο permanent;» 

Απηό ην εξώηεκα πξνζπαζνύκε λα εμεηάζνπκε ζην θεθάιαην 3 παξνπζηάδνληαο δηάθνξα 

απνηειέζκαηα πνπ πξνέξρνληαη από ηελ ζεσξία ππνινγηζηκόηεηαο θαη πνιππινθόηεηαο.  

΢ηε ζπλέρεηα αθνύ έρνπκε μεθαζαξίζεη όηη ην λα ππνινγίζνπκε επ’ αθξηβώο ηελ permanent 

είλαη ππνινγηζηηθά έλα δύζθνιν πξόβιεκα, αλαξσηηόκαζηε αλ κπνξνύκε λα ζπζηάζνπκε 

αθξίβεηα ζηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ώζηε λα ην ιύζνπκε γξήγνξα. Με άιια ιόγηα ζέινπκε 

λα πξνζεγγίζνπκε ηελ ηηκή ηεο permanent κε θάπνην ζθάικα αθελόο, αιιά ζε πνιπσλπκηθό 

ρξόλν αθεηέξνπ. Έηζη ινηπόλ ζην θεθάιαην 4 ζα αλαθέξνπκε πηζαλνηηθνύο πξνζεγγηζηηθνύο 

αιγόξηζκνπο πνπ ην επηηπγράλνπλ απηό. Δπίζεο θάλνπκε κία πξνζπάζεηα γηα ηελ δεκηνπξγία 

ελόο ληεηεξκηληζηηθνύ πξνζεγγηζηηθνύ αιγόξηζκνπ γηα ηελ permanent.  

Παξαηεξήζακε όηη ην πξόβιεκα ηνπ λα βξεζεί έλα Perfect Matching είλαη εύθνιν, ελώ ε 

permanent πνπ εθθξάδεη ηνλ ππνινγηζκό ηνπ πιήζνπο ησλ perfect matching ζε έλα δηκεξέο 
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γξάθεκα είλαη δύζθνιν. Κνηηάμακε θαη άιια πξνβιήκαηα κε δύζθνιν πξόβιεκα εύξεζεο 

πιήζνπο ιύζεσλ θαη εύθνιν πξόβιεκα εύξεζεο κίαο κόλν ιύζεο. Έλα από απηά είλαη ην 

Knapsack. ΢ηα επόκελα θεθάιαηα κειεηάκε έλαλ πηζαλνηηθό πξνζεγγηζηηθό αιγόξηζκν ηνπ 

πξνβιήκαηνο #Knapsack γηα ην νπνίν έρεη απνδεηρζεί όηη είλαη ίδηαο δπζθνιίαο κε ην λα 

ππνινγηζζεί ε ηηκή ηεο permanent. ΢ηε ζπλέρεηα κειεηάκε έλαλ ληεηεξκηληζηηθό 

πξνζεγγηζηηθό αιγόξηζκν γηα ην #Knapsack κε ζθνπό λα θαηαλνήζνπκε ηη ήηαλ ηθαλό λα 

αληηθαηαζηήζεη ηελ ηπραηόηεηα.  

΢ην ηειεπηαίν θεθάιαην, έρνληαο κειεηήζεη απηνύο ηνπο αιγνξίζκνπο παξνπζηάδνπκε 

πξνζεγγηζηηθνύο αιγόξηζκνπο γηα θάπνηα άιια πξνβιήκαηα πνπ έρνπλ δύζθνιν κεηξεηηθό 

πξόβιεκα θαη εύθνιν πξόβιεκα εύξεζεο κηαο ιύζεο.  

1.3 Σο χρονικό τησ Permanent 

΢ην βηβιίν Permanents νη Marcus θαη Minc αλαθέξνπλ όη,η ε permanent εκθαλίζηεθε πξώηε 

θνξά ζε εξγαζίεο ηνπ Cauchy ην 1812, ν νπνίνο είλαη θαη ν ππαίηηνο γηα ην όλνκα απηήο ηεο 

ζπλάξηεζεο. Γηάθνξνη άιινη καζεκαηηθνί αζρνιήζεθαλ κε ηελ permanent, κεηαμύ απηώλ 

ήηαλ ν Binet, ν Cayley θαη ν Schur, 

Δθείλε ηελ πεξίνδν κειεηήζεθε εθηεηακέλα ε νξίδνπζα, πνπ είλαη ζηελά ζπλδεδεκέλε κε ηελ 

έλλνηα ηεο γξακκηθήο αλεμαξηεζίαο, έρεη ηδηόηεηεο πνπ καο επηηξέπνπλ λα ηελ ππνινγίδνπκε 

εύθνια θαη γεσκεηξηθά εθθξάδεη έλα εκβαδόλ ζηνλ ℝ2 ή έλαλ ππεξόγθν ζε έλαλ ρώξν 

δηάζηαζεο 𝑛. Αιιά ζε αληίζεζε κε ηελ νξίδνπζα, ε permanent, ππνινγηδόηαλ δύζθνια θαη 

δελ θάλεθε λα έρεη θάπνηα γεσκεηξηθή ηδηόηεηα ή γεληθόηεξα θάπνηα ρξήζηκε ηδηόηεηα. Έηζη 

νη καζεκαηηθνί εθείλεο ηεο πεξηόδνπ δελ αζρνιήζεθαλ πεξαηηέξσ κε ηελ permanent. 

Αξγόηεξα παξαηεξήζεθε όηη ε permanent εκθαλίδεηαη ζπρλά ζε δηάθνξα πξνβιήκαηα 

ζπλδπαζηηθή θαη κάιηζηα ν H. J. Ryser ην 1963 ζην βηβιίν The Carus Monograph 

Combinatorial Mathematics αλαθέξεη γηα ηελ permanent “appears repeatedly in the literature 

of combinatorics in connection with certain enumeration and external problems”. 

Από δηάθνξνπο καζεκαηηθνύο έγηλε κία πξνζπάζεηα  λα βξεζεί θάπνηα ζρέζε ηεο νξίδνπζαο 

θαη ηεο Permanent κηαο θαη νη νξηζκνί ηνπο δελ δηαθέξνπλ θαη πνιύ. Αιιά έλα βαζηθό 

απνηέιεζκα ην νπνίν πξνέξρεηαη από κία εξγαζία ησλ M. Marcus θαη H. Minc θαη ζα 

δηαηππώζνπκε πην απζηεξά ζην θεθάιαην 2 είλαη όηη γηα έλαλ πίλαθα Α δελ ππάξρεη 

κεηαζρεκαηηζκόο 𝛵 ώζηε  𝑝𝑒𝑟 𝑇 𝐴  = det 𝐴. 

Απνδείρζεθε από ηνλ Valiant όηη ε permanent ζρεηίδεηαη κε κεηξεηηθά πξνβιήκαηα θαη όηη 

ην θόζηνο ώζηε λα ππνινγηζζεί αιγνξηζκηθά είλαη αξθεηά κεγάιν. Έηζη έγηλε εκθαλέο όηη ε 

permanent δελ κπνξεί λα ππνινγηζηεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. Έηζη αλαπηύρζεθαλ δηάθνξνη 

πξνζεγγηζηηθνί πηζαλνηηθνί αιγόξηζκνη γηα ηελ Permanent νη νπνίνη ρξεηάδνληαη 

πνιπσλπκηθό ρξόλν γηα ηελ εθηέιεζε ηνπο. 

1.4 Βαςικϋσ Έννοιεσ 

΢ε απηήλ ηελ παξάγξαθν παξαζέηνπκε θάπνηνπο βαζηθνύο νξηζκνύο από ηελ Θεσξία 

Πνιππινθόηεηαο πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαηά θόξσλ ζηελ εξγαζία απηή. 
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Οξηζκόο 1.1: Μηα κεραλή Turing (ΣΜ) είλαη έλαο απιόο ηδεαηόο ππνινγηζηήο, δειαδή έλα 

ππνινγηζηηθό κνληέιν. Αο ζεσξήζνπκε κηα πεπεξαζκέλε ζπζθεπή κε ηαηλία πνπ 

πξνεθηείλεηαη δπλεηηθά κέρξη ην άπεηξν θαη πξνο ηηο δύν θαηεπζύλζεηο θαη ππνδηαηξείηαη ζε 

θύηηαξα πνπ ην θαζέλα πεξηέρεη 1 ή 0, δειαδή ην αιθάβεην ηεο κεραλήο είλαη ην 𝛴 =  0,1 . 

΢ε θάζε ρξνληθή ζηηγκή ε θεθαιή ηεο ΣΜ βξίζθεηαη ζε έλα θύηηαξν, ην νπνίν νλνκάδεηαη ην 

ηξέρνλ. Οη βαζηθέο ιεηηνπξγίεο κηαο TM είλαη  

 Γηάβαζε ην πεξηερόκελν ηνπ ηξέρνληνο θπηηάξνπ 

 Γξάςε 1 ή 0 ζην ηξέρνλ θύηηαξν 

 Κάλε ηξέρνλ θύηηαξν ην ακέζσο αξηζηεξόηεξν ή ην ακέζσο δεμηόηεξν θύηηαξν.  

Ζ ΣΜ έρεη έλα πεπεξαζκέλν αξηζκό εζσηεξηθώλ θαηαζηάζεσλ (internal states)  

𝑄 =  𝑞1, … , 𝑞𝑘  

Οξηζκόο 1.2: Έλα πξόγξακκα κηαο κεραλήο Turing είλαη έλα ζύλνιν από ηεηξάδεο ηεο 

κνξθήο  𝑞𝑖 , 𝑒, 𝑑, 𝑞𝑗  ⊆  𝑄 × 𝛴 ×  𝛴 ∪  𝑅, 𝐿  × 𝑄 . ΋πνπ ηo 

𝑞𝑖 ∶ εθθξάδεη ηελ ηξέρνπζα θαηάζηαζε ηεο κεραλήο Turing 

𝑒 ∶ είλαη ην ζηνηρείν ηνπ ηξέρνληνο θπηηάξνπ 

𝑑 ∶ είλαη ε ιεηηνπξγία πνπ ζα εθηειέζεη ε κεραλή Turing, δειαδή γξάςε 1 ή 0 ζην 
ηξέρνλ θύηηαξν ή θάλε ηξέρνλ θύηηαξν ην ακέζσο αξηζηεξόηεξν (L) ή ην ακέζσο 

δεμηόηεξν θύηηαξν (R) 

𝑞𝑗 ∶ εθθξάδεη ηελ λέα θαηάζηαζε ηεο κεραλήο Turing αθνύ εθηειέζεη ηελ άλσζελ 

ιεηηνπξγία 

 

Αλ παξαζέζνπκε ηνλ εμήο ζπλαξηεζηαθό (ληεηεξκηληζηηθό) πεξηνξηζκό γηα θάζε < 𝑞𝑖 , 𝑒 > 

ππάξρεη ην πνιύ έλα < 𝑑, 𝑞𝑗 > έηζη ώζηε ε ηεηξάδα  𝑞𝑖 , 𝑒, 𝑑, 𝑞𝑗   λα αλήθεη ζην πξόγξακκα, 

δειαδή πξόθεηηαη γηα κηα ζπλάξηεζε κεηάβαζεο 𝛿 ∶ 𝑄 × 𝛴 → 𝐴 × 𝑄, όπνπ 𝛢 = 𝛴 ∪  𝑅, 𝐿 . 

Η ζπλάξηεζε κεηάβαζεο θαζνξίδεη κε βάζε ηελ παξνύζα θαηάζηαζε θαη ην πεξηερόκελν ηνπ 

ηξέρνληνο θπηηάξνπ πνηα από ηηο βαζηθέο ιεηηνπξγίεο ζα εθηειεζηεί θαη πνηα ζα είλαη ε επόκελε 

θαηάζηαζε.Καηά ζύκβαζε αλ ε ζπλάξηεζε κεηάβαζεο δελ έρεη νξηζηεί γηα ηελ θαηάζηαζε 

< 𝑞, 𝑒 > θαη ε κεραλή θηάζεη ζε απηήλ, ηόηε ε κεραλή ζηακαηά. 

Οξηζκόο 1.3: Μηα ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing (DTM) δέρεηαη σο ζπλάξηεζε 

κεηάβαζεο κία 𝛿 ∶ 𝑄 × 𝛴 → 𝑄 × 𝐴. Δλώ κία κε ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing (ΝΣΜ) 

έρεη ζπλάξηεζε κεηάβαζεο ηεο κνξθήο 𝛿 ∶ 𝑄 × 𝛴 → 𝒫 𝑄 × 𝐴 , όπνπ 𝒫 𝑄 × 𝐴  είλαη ην 

δπλακνζύλνιν ηνπ 𝑄 × 𝐴. 

Όπνηε αλαθεξόκαζηε ζε κεραλέο Turing ρσξίο ηδηαίηεξε δηεπθξίληζε, ζπλήζσο ελλννύκε ηηο κε 

ληεηεξκηληζηηθέο. 

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ππνινγηζηηθό κνληέιν ηεο κεραλήο Turing ώζηε λα νξίζνπκε ηηο 

παξαθάησ θιάζεηο πνιππινθόηεηαο. Αλ έλα πξόβιεκα είλαη κεραληζηηθά επηιύζηκν καο 

ελδηαθέξεη ην θόζηνο ζε ρξόλν ή ζε ρώξν ζηελ ηαηλία, πνπ ρξεηάδεηαη κηα κεραλή Turing 

ώζηε λα ην επηιύζεη. Θεσξνύκε όηη κία κεηάβαζε ηεο κεραλήο, κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο δ 

γίλεηαη ζε έλαλ ρξόλν. 
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Οξηζκόο 1.4: FP = Σν ζύλνιν όισλ ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ππνινγίδνληαη ζε πνιπσλπκηθό 

ρξόλν από κία ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing. 

Οξηζκόο 1.5: FL = Σν ζύλνιν όισλ ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ππνινγίδνληαη ζε επηπιένλ 

ινγαξηζκηθό ρώξν από κία ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing. 

Σηνλ παξαπάλσ νξηζκό ιέκε «επηπιένλ» δηόηη ζην ρώξν ηεο ηαηλίαο ζπκπεξηιακβάλεηαη θαη ε 

είζνδνο ηελ νπνία δελ ζέινπκε λα ιάβνπκε ππόςηλ. 

Οξηζκόο 1.6: Θα ζπκβνιίδνπκε κε 𝑷𝑵𝑻𝑴 ην ζύλνιν ησλ κεραλώλ Turing πνπ έρνπλ 

πνιπσλπκηθά θξαγκέλν αξηζκό ππνινγηζηηθώλ κνλνπαηηώλ. 

Οξηζκόο 1.7: Θα ιέκε όηη έλαο αιγόξηζκνο εθηειείηαη ζε ρξόλν 𝒇 𝒏 , όπνπ n είλαη ην 

κέγεζνο ηεο εηζόδνπ, όηαλ εθηειεί 𝑓 𝑛  ην πιήζνο ζηνηρεηώδεηο πξάμεηο. Οη ζηνηρεηώδεηο 

πξάμεη είλαη ε πξόζζεζε, πνιιαπιαζηαζκόο, δηαίξεζε, αθαίξεζε δύν αξηζκώλ, ε αλάζεζε θαη 

ν έιεγρνο κηαο ζπλζήθεο. 

΢ηελ ζεσξία πνιππινθόηεηαο καο ελδηαθέξεη πσο ζπκπεξηθέξεηαη αζπκπησηηθά έλαο 

αιγόξηζκνο σο πξνο ην κέγεζνο ηεο εηζόδνπ. Οπόηε ε αθξίβεηα ζηνλ ρξόλν εθηέιεζεο ηνπ 

αιγνξίζκνπ δελ είλαη πξσηεύνπζαο ζεκαζίαο, αλ θαη ζηελ πξάμε παίδεη ζεκαληηθό ξόιν. 

Γεληθά ρξεζηκνπνηνύκε ηνπο παξαθάησ ζπκβνιηζκνύο. 

Οξηζκόο 1.8: Γηα θάζε ζπλάξηεζε 𝑓 ∶ ℕ → ℕ έρνπκε ηνπο εμήο ζπκβνιηζκνύο 

𝑶 𝒇 𝒏  : ζπκβνιίδεη ην ζύλνιν όισλ ησλ ζπλαξηήζεσλ 𝑔 ∶ ℕ → ℕ γηα ηηο νπνίεο ππάξρεη 

ζηαζεξά 𝑐 > 0 θαη 𝑛0 ∈ ℕ ώζηε ∀ 𝑛 ≥ 𝑛0  λα ηζρύεη 𝑔 𝑛 ≤ 𝑐 𝑓 𝑛  

𝜴 𝒇 𝒏  : ζπκβνιίδεη ην ζύλνιν όισλ ησλ ζπλαξηήζεσλ 𝑔 ∶ ℕ → ℕ γηα ηηο νπνίεο ππάξρεη 

ζηαζεξά 𝑐 > 0 θαη 𝑛0 ∈ ℕ ώζηε ∀ 𝑛 ≥ 𝑛0  λα ηζρύεη 𝑔 𝑛 ≥ 𝑐 𝑓 𝑛  

𝜣 𝒇 𝒏  : ζπκβνιίδεη ην ζύλνιν όισλ ησλ ζπλαξηήζεσλ 𝑔 ∶ ℕ → ℕ γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη 

𝑔 𝑛 ∈ 𝑂 𝑓 𝑛    θαη 𝑔 𝑛 ∈ 𝛺 𝑓 𝑛   

𝒐 𝒇 𝒏  : ζπκβνιίδεη ην ζύλνιν όισλ ησλ ζπλαξηήζεσλ 𝑔 ∶ ℕ → ℕ γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη 

lim
𝑛→∞

𝑔 𝑛 

𝑓 𝑛 
= 0 

𝝎 𝒇 𝒏  : ζπκβνιίδεη ην ζύλνιν όισλ ησλ ζπλαξηήζεσλ 𝑔 ∶ ℕ → ℕ γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη 

lim
𝑛→∞

𝑓 𝑛 

𝑔 𝑛 
= 0 

Οη αλαγσγέο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ είλαη έλα ρξήζηκν εξγαιείν ζηε ζεσξία 

ππνινγηζηκόηεηαο θαη πνιππινθόηεηαο. Με ηηο αλαγσγέο ζπζρεηίδνπκε πξνβιήκαηα ώζηε λα 

επηιύνπκε ην έλα κέζσ ηνπ άιινπ. Αθόκε  ηηο ρξεζηκνπνηνύκε γηα λα απνδείμνπκε όηη έλα 

πξόβιεκα είλαη δύζθνιν λα επηιπζεί αλάγνληαο ην ζε έλα πνπ ήδε γλσξίδνπκε όηη είλαη 

δπζεπίιπην. Γηα λα γίλνπκε πην αθξηβείο αλ έλα πξόβιεκα Α αλάγεηαη ζε έλα πξόβιεκα B 
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ηόηε ην Α είλαη ηόζεο ππνινγηζηηθήο δπζθνιίαο όζν θαη ην Β. Παξαζέηνπκε ηνπο παξαθάησ 

ηύπνπο αλαγσγώλ. 

΢πκβνιηζκόο: Θα ζπκβνιίδνπκε ην πξόβιεκα A κε είζνδν x σο 𝛢 𝑥  

Οξηζκόο 1.9: Θα ιέκε όηη έρνπκε  αλαγσγή πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πνιιά πξνο έλα, από ην 

πξόβιεκα Α ζην πξόβιεκα Β (ηα νπνία ζπλήζσο είλαη πξνβιήκαηα απόθαζεο) αλ  

∃ 𝑓 ∈ 𝐹𝑃  𝜏ϋ𝜏𝜊𝜄𝛼 ώ𝜍𝜏𝜀  ∀ 𝜀ύ𝜍𝜊𝛿𝜊 𝜏𝜊𝜐 𝛢  𝑥,   𝛼𝜈 𝑦 𝜇ύ𝛼 𝜆ύ𝜍𝜂 𝜏𝜊𝜐 𝛣 𝑓 𝑥   

⟹ 𝑦 𝜆ύ𝜍𝜂 𝜅𝛼𝜄 𝜏𝜊𝜐 𝛢 𝑥  

Ζ αλαγσγή πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πνιιά πξνο έλα είλαη γλσζηή θαη σο αλαγσγή θαηά 

Karp. 

Οξηζκόο 1.10: Θα ιέκε όηη έρνπκε  αλαγσγή πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ θαηά Turing, από ην 

πξόβιεκα Α ζην πξόβιεκα Β (ηα νπνία ζπλήζσο είλαη πξνβιήκαηα απόθαζεο) αλ 𝑔 κία 

ζπλάξηεζε πνπ επηιύεη ην πξόβιεκα Β γηα νπνηαδήπνηε ηηκή θαη 

∃ 𝑓 ∈ 𝐹𝑃  𝜏ϋ𝜏𝜊𝜄𝛼 ώ𝜍𝜏𝜀  𝛼𝜈  𝑦 𝜇ύ𝛼 𝜆ύ𝜍𝜂 𝜏𝜊𝜐 𝑓 𝑔 𝛣   

⟹ 𝑦 𝜆ύ𝜍𝜂 𝜅𝛼𝜄 𝜏𝜊𝜐 𝐴 

Ζ αλαγσγή πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ θαηά Turing είλαη γλσζηή θαη σο αλαγσγή θαηά Karp. 

Αλ έρνπκε NP-δύζθνια πξνβιήκαηα ηόηε δελ κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε αιγόξηζκν πνπ 

λα έρνπκε θαη ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο ηαπηόρξνλα 

1. Να επηζηξέθεη ηελ αθξηβή ιύζε 

2. Να επηιύεη όια ηα ζηηγκηόηππα 

3. Να εθηειείηαη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν 

Αλ αγλνήζνπκε ηελ ζπλζήθε (1), ηόηε έρνπκε πξνζεγγηζηηθνύο αιγνξίζκνπο. 

Οξηζκόο 1.11: Έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο είλαη κηα ηεηξάδα  𝐼, 𝑆, 𝑣, 𝑔𝑜𝑎𝑙 , όπνπ 

 I :  είλαη ην ζύλνιν ησλ ζηηγκηόηππσλ ηνπ πξνβιήκαηνο 

 S: είλαη κηα ζπλάξηεζε πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε ζηηγκηόηππν ζην ζύλνιν ησλ 

εθηθηώλ ιύζεσλ ηνπ. 

 𝑣: ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε εθηθηή ιύζε έλαλ ζεηηθό 

αθέξαην. 

 𝑔𝑜𝑎𝑙: min ή max γηα πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ή κεγηζηνπνίεζεο ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, αληίζηνηρα. 

Ζ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο γηα ηελ βέιηηζηε ιύζε γηα είζνδν 𝑥 ζπκβνιίδεηαη κε 

𝑂𝑃𝑇 𝑥  θαη είλαη ίζε κε 𝑔𝑜𝑎𝑙 𝑣 𝑦 ∶ 𝑦 ∈ 𝑆 𝑥  . 

Οξηζκόο 1.12: Έλαο πνιπσλπκηθόο αιγόξηζκνο M είλαη p-πξνζεγγηζηηθόο γηα έλα πξόβιεκα 

κεγηζηνπνίεζεο αλ γηα θάζε 𝑥 ∈ 𝐼 επηζηξέθεη κία ιύζε 𝛭 𝑥 ∈ 𝑆 𝑥  ηέηνηα ώζηε 
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𝑣 𝑀 𝑥  

𝑂𝑃𝑇 𝑥 
≤ 𝑝 

Αληίζηνηρα νξίδεηαη p-πξνζεγγηζηηθόο αιγόξηζκνο γηα ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο. 

Οξηζκόο 1.13: Ζ θιάζε πνιππινθόηεηαο FPTAS πεξηέρεη όια ηα πξνβιήκαηα γηα ηα νπνία 

ππάξρεη πιήξσο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό ζρήκα, δειαδή  1 + 𝜀 -

πξνζεγγηζηηθόο αιγόξηζκνο γηα θάζε ζηαζεξά 𝜀 > 0, πνπ επηπιένλ ν ρξόλνο πνπ ρξεηάδεηαη 

είλαη πνιπσλπκηθόο θαη σο πξνο ην 1/𝜀. 

Οξηζκόο 1.14: Ζ θιάζε πνιππινθόηεηαο FPRAS πεξηέρεη όια ηα πξνβιήκαηα γηα ηα νπνία 

ππάξρεη πηζαλνηηθό πιήξσο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ πξνζεγγηζηηθό ζρήκα, δειαδή αιγόξηζκνο 

πνπ δίλεη, γηα θάζε ζηαζεξά 𝜀 > 0,  1 + 𝜀 -πξνζέγγηζε κε ζπληξηπηηθή πηζαλόηεηα, πνπ 

επηπιένλ ν ρξόλνο πνπ ρξεηάδεηαη είλαη πνιπσλπκηθόο θαη σο πξνο ην 1/𝜀. 
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2 ΟΡΊΖΟΤ΢Α ΚΑΙ PERMANENT 

΢ε απηό ην θεθάιαην ζα κειεηήζνπκε θαη ζα ζπγθξίλνπκε ηελ νξίδνπζα κε ηελ permanent, 

ώζηε λα γίλνπλ εκθαλείο νη δηαθνξέο ησλ δύν απηώλ ζπλαξηήζεσλ θαη λα είλαη μεθάζαξν, 

από ηηο αιγεβξηθέο ηνπο ηδηόηεηεο, γηαηί ε permanent είλαη ππνινγηζηηθά πην δύζθνιε 

ζπλάξηεζε.  

Θα εξγαζηνύκε ζηνλ ρώξν ησλ (𝑛 × 𝑛) ηεηξαγσληθώλ πηλάθσλ κε ζπληειεζηέο από ην ζώκα 

Κ, 𝛭𝑛(𝛫). (Μεξηθά ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα ζσκάησλ είλαη ηα ζύλνια: ℝ ησλ 

πξαγκαηηθώλ, ℂ ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ κε ηηο γλσζηέο πξάμεηο πξόζζεζεο θαη 

πνιιαπιαζηαζκνύ) 

΢πκβνιηζκόο: Θα ζπκβνιίδνπκε έλαλ πίλαθα 𝐴 ∈ 𝛭𝑛(𝛫) ζπλαξηήζεη ησλ ζηειώλ ηνπ, κε 

𝛢 =  𝛼1 , … , 𝑎𝑖 ,… , 𝛼𝑛  , όπνπ 𝛼𝑖  είλαη ε 𝑖-νζηή ζηήιε ηνπ Α. 

2.1 Μερικϊ ΢τοιχεύα για τισ Μεταθϋςεισ 

Θα παξαζέζνπκε θάπνηνπο βαζηθνύο νξηζκνύο γηα ηηο κεηαζέζεηο, έλα βηβιίν πνπ 

πξνηείλνπκε γηα αλαιπηηθόηεξε κειέηε ζηηο κεηαζέζεηο είλαη ην [1] 

Οξηζκόο 2.1: Έζησ έλα ζύλνιν 𝛢 ≠ ∅, κηα κεηάζεζε είλαη κηα απεηθόληζε 𝑓: 𝐴 → 𝐴 έλα 

πξνο έλα θαη επί. Γειαδή ε 𝑓 απεηθνλίδεη έλα ζηνηρείν ηνπ Α ζε έλα άιιν ή θαη ζηνλ εαπηό 

ηνπ. Ζ εηθόλα ηεο 𝑓 είλαη κία δηάηαμε ηνπ Α.  

Σν ζύλνιν ησλ κεηαζέζεσλ ηνπ ζπλόινπ 𝛢 =  𝑎1,… , 𝑎𝑛 , ζπκβνιίδεηαη κε  𝑆𝑛 , θαη είλαη 

𝑆𝑛 =   𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐴  |  𝑓  ′1 − 1′ 𝜅𝛼𝜄  𝜀𝜋ί   . Ο αξηζκόο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ 𝑆𝑛  είλαη 𝑛!. 

Παξάδεηγκα 2.1: 

Έζησ 𝛢 =  1,2,3 ⊂ ℕ ηόηε  

𝜍1 =  
1 2 3

1 2 3
  , 𝜍2 =  

1 2 3

1 3 2
 , 𝜍3 =  

1 2 3

2 1 3
 , 𝜍4 =  

1 2 3

2 3 1
  

𝜍5 =  
1 2 3

3 1 2
 , 𝜍6 =  

1 2 3

3 2 1
  

Με  𝑆3 = 6  θαη ρξεζηκνπνηείηαη θαη ν ζκπβνιηζκόο  𝜍2 2 = 3, 𝜍4 3 = 1 

Παξαηεξνύκε όηη  

1
𝜍6
→ 3

𝜍6
→ 1  𝜅𝛼𝜄  2

𝜍6
→ 2 

1
𝜍5
→ 3

𝜍5
→ 2

𝜍5
→ 1

𝜍5
→ 3 

1
𝜍1
→ 1  ,   2

𝜍1
→ 2  𝜅𝛼𝜄  3

𝜍1
→ 3 

Αλ μεθηλήζνπκε κε θάπνην ζηνηρείν 𝛼𝑖  ηνπ 𝛢 θαη εθαξκόζνπκε ηελ ζύλζεζε ζπλαξηήζεσλ 

γηα ηελ κεηάζεζε ζ 
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 𝜍 ∘ 𝜍 ∘ ⋯∘ 𝜍          
𝑘−𝜑𝜊𝜌 έ𝜎

 𝛼𝑖 = 𝜍 𝑘  𝑎𝑖  

Κάζε θνξά πνπ εθαξκόδεηαη ε ζ ζα πξνθύπηεη έλα ζηνηρείν ηνπ Α. Σν ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ 

ηνπ Α πνπ ζα πξνθύςεη, όηαλ έρνπκε μεθηλήζεη από ην 𝛼𝑖  θαη εθαξκόδνπκε ηελ ζ νλνκάδεηαη 

ζ-ηξνρηά ή ηξνρηά ηνπ 𝛼𝑖 .  Μπνξνύκε λα νξίζνπκε ηελ ζρέζε ~𝜍  ζην Α θαηά ηελ νπνία 

𝛼𝑖~𝜍𝛼𝑗  , αλ θαη κόλν αλ ηα 𝛼𝑖  𝜅𝛼𝜄 𝜏𝜊 𝛼𝑗  αλήθνπλ ζηελ ίδηα ηξνρηά. Απνδεηθλύεηαη όηη ε 

ζρέζε  ~𝜍  είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο ζην Α. Πην ζπγθεθξηκέλα έρνπκε ηνπο εμήο νξηζκνύο. 

Οξηζκνί 2.2 

 Μία ηξνρηά ηνπ ζηνηρείνπ 𝛼𝑖 ∈ 𝐴 είλαη ε θιάζε ηζνδπλακίαο ηνπ 𝛼𝑖  σο πξνο ηελ ~𝜍  

 𝑎𝑖 𝜍 =  𝛼𝑗 ∈ 𝐴 ∶ 𝑎𝑖~𝜍  𝑎𝑗  =  𝛼𝑗 ∈ 𝐴 ∶ ∃ 𝑘 ∈ ℤ ∶ 𝜍 𝑘  𝑎𝑖 = 𝑎𝑗   

⇔    𝑎𝑖 𝜍 =  𝜍 𝑘  𝑎𝑖 ∈ 𝐴 ∶ 𝑘 ∈ ℤ  

 Μία κεηάζεζε 𝜍 ∈ 𝑆𝑛  ιέγεηαη θύθινο αλ έρεη ην πνιύ κία ηξνρηά, ε νπνία πεξηέρεη 

πεξηζζόηεξα από έλα ζηνηρείν.  

 Σν κήθνο ελόο θύθινπ είλαη ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηεο κεγαιύηεξεο ηξνρηάο ηνπ. 

 Αληηκεηάζεζε είλαη έλαο θύθινο κήθνπο 2. Γειαδή κηα αληηκεηάζεζε αθήλεη όια ηα 

ζηνηρεία, ελόο ζπλόινπ, εθηόο από δύν, ζηελ ίδηα ζέζε θαη απεηθνλίδεη ην θαζέλα από 

ηα δύν ζην άιιν. 

 Μηα κεηάζεζε ελόο πεπεξαζκέλνπ ζπλόινπ ιέγεηαη άξηηα ή πεξηηηή, αλάινγα κε ην 

αλ γξάθεηαη σο ζύλζεζε άξηηνπ πιήζνπο αληηκεηαζέζεσλ ή σο ζύλζεζε πεξηηηνύ 

πιήζνπο αληηκεηαζέζεσλ αληίζηνηρα. 

Έλαο άιινο ηξόπνο λα δνύκε αλ κηα κεηάζεζε είλαη άξηηα ή πεξηηηή είλαη κέζσ ησλ 

αληηζηξνθώλ  𝑖, 𝑘 .  

𝛢𝜈 𝛾𝜄𝛼 𝑖 < 𝑘 𝜄𝜍𝜒ύ𝜀𝜄 𝜍 𝑖 > 𝜍(𝑘) ηόηε έρνπκε κία αληηζηξνθή. Διέγρνπκε όιεο ηηο 

αληηζηξνθέο ζηελ κεηάζεζε ζ θαη αλ ην πιήζνο ησλ αληηζηξνθώλ είλαη άξηηνο ή πεξηηηόο 

ηόηε ε ζ είλαη άξηηα ή πεξηηηή αληίζηνηρα. 

Οξηζκόο 2.3: Σέινο νξίδνπκε ην πξόζεκν ή δείθηξηα κηαο κεηάζεζεο ζ 

𝜀 𝜍 =  
1, 𝛼𝜈 𝜂 𝜍 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 ά𝜌𝜏𝜄𝛼

−1, 𝛼𝜈 𝜂 𝜍 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜋𝜀𝜌𝜄𝜏𝜏ή
  

Παξάδεηγκα 2.2: Έζησ πάιη 𝛢 =  1,2,3 ⊂ ℕ ηόηε  

𝜍1 =  
1 2 3

1 2 3
  , 𝜍2 =  

1 2 3

1 3 2
 , 𝜍3 =  

1 2 3

2 1 3
 , 𝜍4 =  

1 2 3

2 3 1
  

𝜍5 =  
1 2 3

3 1 2
 , 𝜍6 =  

1 2 3

3 2 1
  

Θα βξνύκε ην 𝜀 𝜍5 . 

1
νο

 ηξόπνο:  Δίλαη εύθνιν λα δνύκε όηη νη  𝜍6 θαη ε 𝜍2 είλαη αληηκεηαζέζεηο θαη όηη πξνθύπηεη 

𝜍5 = 𝜍6 ∘ 𝜍2  ⟹ 𝜀 𝜍5 = 1 
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2
νο

 ηξόπνο: 

1 < 2  𝜇𝜀  𝜍5 1 > 𝜍5 2  ⟹  𝛼𝜈𝜏𝜄𝜍𝜏𝜌𝜊𝜑ή, 𝛿𝜀𝜈 έ𝜒𝜊𝜐𝜇𝜀 𝛼𝜈𝜏𝜄𝜍𝜏𝜌𝜊𝜑ή 𝛾𝜄𝛼 𝜏𝜊 𝜁𝜀ύ𝛾𝜊𝜎  2,3  

𝜅𝛼𝜄   1 < 3 𝜇𝜀  𝜍5 1 > 𝜍5 3  ⟹ 1 𝛼𝜈𝜏𝜄𝜍𝜏𝜌𝜊𝜑ή  

Έρνπκε ζπλνιηθά 2 αληηζηξνθέο άξα ε κεηάζεζε είλαη άξηηα.  

■ 

2.2 Ορύζουςα Πύνακα 

΢ε νπνηδήππνηε βηβιίν θαη λα θνηηάμεη θαλείο κπνξεί λα βξεη ηνλ νξηζκό ηεο νξίδνπζαο. 

Δκείο πξνηείλνπκε ηα [2],[1], [3], [4]  

Οξηζκόο 2.4: Ζ νξίδνπζα γηα έλαλ ηεηξαγσληθό πίλαθα 𝛢 ∈ 𝛭𝑛 (𝛫) νξίδεηαη σο ε 

ζπλάξηεζε 𝒅𝒆𝒕 ∶  𝑀𝑛 𝛫 → 𝛫, 𝛢 =  𝛼1 ,… , 𝛼𝑛  → 𝑑𝑒𝑡𝐴,  κε ηύπν: 

𝑑𝑒𝑡𝐴 =  𝜀(𝜍)  𝑎𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝑆𝑛

 

κε ηηο εμήο ηδηόηεηεο:  

i. det 𝛼1 , … , 𝜆𝛼𝑖 + 𝜇𝒗, … , 𝛼𝑛  = 𝜆 det 𝛼1 , … , 𝛼𝑖 ,… , 𝛼𝑛  + 𝜇 det 𝛼1 , … , 𝒗, … , 𝛼𝑛  ,

∀  𝜆, 𝜇 ∈ 𝛫, 𝑖 = 1, … , 𝑛 , 𝒗 ∈ 𝐾𝑛  

ii. Αλ ππάξρνπλ 𝛼𝑖 , 𝑎𝑗  𝜇𝜀 𝑖 ≠ 𝑗  ώ𝜍𝜏𝜀 𝑎𝑖 = 𝑎𝑗 , 𝜏ό𝜏𝜀 𝑑𝑒𝑡𝐴 = 0     𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛 

iii. 𝑑𝑒𝑡𝐼𝜈 = 1  ό𝜋𝜊𝜐 𝛪𝜈  𝜊 𝜏𝛼𝜐𝜏𝜊𝜏𝜄𝜅ό𝜎 𝜋ί𝜈𝛼𝜅𝛼𝜎 𝜍𝜏𝜊𝜈 𝛭𝑛 (𝛫) 

Η ηδηόηεηα (i) ιέεη όηη ε νξίδνπζα είλαη κηα πολυγραμμική ζπλάξηεζε. Ελώ ε ηδηόηεηα (ii) 

δειώλεη όηη αλ δύν ζηήιεο ηνπ πίλαθα Α ηαπηίδνληαη ηόηε ε νξίδνπζα ηνπ Α ζα είλαη κεδέλ. 

2.2.1 Ιδιότητεσ Ορύζουςασ 

Πξόηαζε 2.1: Έζησ 𝛢 ∈ 𝛭𝑛 (𝛫), 𝜇𝜀 𝛢 =  𝛼1 , … , 𝛼𝑖 ,… , 𝑎𝑗 , … , 𝛼𝑛   αλ δεκηνπξγήζνπκε ηνλ 

πίλαθα 𝛢’ έηζη ώζηε 𝛢′ =  𝛼1 ,… , 𝛼𝑖 + 𝜆𝑎𝑗 , … , 𝑎𝑗 , … , 𝛼𝑛  , κε 𝜆 ∈ 𝛫 ηόηε  

det 𝐴 = det 𝐴′  

Απόδεημε: 

det 𝐴′ = det 𝛼1 ,… , 𝛼𝑖 + 𝜆𝑎𝑗 , … , 𝑎𝑗 , … , 𝛼𝑛  =

= det 𝛼1 , … , 𝛼𝑖 ,… , 𝑎𝑗 , … , 𝛼𝑛  + 𝜆 det 𝛼1 , … , 𝑎𝑗 , … , 𝑎𝑗 , … , 𝛼𝑛  = det 𝐴 

Η ηδηόηεηα πξνθύπηεη άκεζα από ηελ εθαξκνγή ηεο ηδηόηεηαο (ii) ηνπ  2.4.                  ■ 

Πξόηαζε 2.2: Έζησ 𝛢 ∈ 𝛭𝑛 (𝛫), 𝜇𝜀 𝛢 =  𝛼1 , … , 𝛼𝑛   αλ εθαξκόζνπκε κία κεηάζεζε ζ ζηηο 

ζηήιεο ηνπ Α θαη έρνπκε 𝛢′ =  𝛼𝜍(1) , … , 𝛼𝜍(𝑛)   ηόηε 
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det 𝛼𝜍(1) , … , 𝛼𝜍(𝑛)  = 𝜀 𝜍 det 𝛼1 , … , 𝛼𝑛   

Απόδεημε:  Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη κία αληηκεηάζεζε δύν ζηειώλ 𝛼𝑖 , 𝑎𝑗  αιιάδεη ην 

πξόζεκν ηεο νξίδνπζαο. Άξα ζεσξνύκε όηη ζηνλ πίλαθα Α όιεο νη ζηήιεο παξακέλνπλ 

ζηαζεξέο θαη αιιάδνπλ νη 𝛼𝑖 , 𝑎𝑗  θαη ζεσξνύκε det𝐴 = 𝑑 𝛼𝑖 , 𝑎𝑗   ηόηε από ηηο ηδηόηεηεο (i) θαη 

(ii) ηνπ νξηζκνύ 2.4 έρνπκε 

0 = 𝑑 𝛼𝑖 +  𝑎𝑗  , 𝛼𝑖 +  𝑎𝑗  ⇔ 𝑑 𝛼𝑖 , 𝑎𝑗  + 𝑑 𝛼𝑗 , 𝑎𝑖  = 0 ⇔ 𝑑 𝛼𝑖 , 𝑎𝑗  = −𝑑 𝛼𝑗 , 𝑎𝑖   

■ 

Πξόηαζε 2.3: Γηα θάζε 𝛢 ∈ 𝛭𝑛(𝛫), ηζρύεη: 

det 𝐴 = det(𝐴𝑇) 

Από απηή ηελ πξόηαζε ζπκπεξαίλνπκε πσο ό,ηη ηζρύεη γηα ηελ νξίδνπζα 𝑑𝑒𝑡 𝐴  σο πξνο ηηο 

ζηήιεο ηνπ Α, ζα ηζρύεη θαη σο πξνο ηηο γξακκέο ηνπ. 

Απόδεημε: 

Έζησ 𝛢𝛵 =  𝛽𝑖𝑗  =  𝑎𝑗𝑖   ζα έρνπκε  

det 𝐴𝑇 =   𝜀 𝑖1 … 𝑖𝑛 𝛽𝑖11 … 𝛽𝑖𝑛𝑛

 

 𝑖1…𝑖𝑛  ∈𝑆𝑛

=   𝜀 𝑖1 … 𝑖𝑛 𝛼1𝑖1
…𝛼𝑛𝑖𝑛

 

 𝑖1…𝑖𝑛  ∈𝑆𝑛

 

Αλ κεηαζέζνπκε ηνπο παξάγνληεο ηνπ ηπραίνπ όξνπ ηνπ παξαπάλσ αζξνίζκαηνο, έζησ 

𝜀 𝑖1𝑖2 … 𝑖𝑛 𝑎𝑖11𝑎𝑖22 …𝑎𝑖𝑛𝑛 , έηζη ώζηε νη δείθηεο λα πάξνπλ ηε θπζηθή ηνπο δηάηαμε, ηόηε ν 

όξνο ζα γίλεη 𝜀 𝑗1 …𝑗𝑛 𝛼1𝑗1
…𝛼𝑛𝑗𝑛 , όπνπ  𝑗1, … , 𝑗𝑛  είλαη ε αληίζηξνθε κεηάζεζε ηεο 

 𝑖1, … , 𝑖𝑛 , νπόηε 

 𝑗1, … , 𝑗𝑛 ∈ 𝑆𝑛   𝜅𝛼𝜄  𝜀 𝑗1 , … , 𝑗𝑛 = 𝜀 𝑖1 ,… , 𝑖𝑛  

Άξα ν ηπραίνο όξνο ηνπ αζξνίζκαηνο είλαη θαη όξνο ηνπ αζξνίζκαηνο πνπ νξίδεη ηελ det 𝐴𝑇  

θαη αθνύ ην πιήζνο ησλ όξσλ ησλ δύν αζξνηζκάησλ είλαη ην ίδην, δειαδή 𝑛! θαη είλαη 

θαλεξό όηη 

det 𝐴 = det(𝐴𝑇) 

■ 

Πξόηαζε 2.4 (Πνιιαπιαζηαζηηθόηεηα): Γηα θάζε 𝛢, 𝐵 ∈ 𝛭𝑛(𝛫), ηζρύεη: 

det 𝐴 ∙ 𝐵 = det 𝐴 det(𝐵) 

Απόδεημε: 

Γηα ηελ απόδεημε ζα ζπκβνιίδνπκε κε 𝛼𝑖  ηελ i-νζηή γξακκή ηνπ Α. 
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𝛢𝑏𝑗
 =

 
 
 
 
𝛼1

𝛼2

⋮
𝛼𝑛  

 
 
 

𝑏𝑗
 =

 
 
 
 
 
𝛼1𝑏𝑗

 

𝛼2𝑏𝑗 

⋮
𝛼𝑛𝑏𝑗

 
 
 
 
 
 

=  

𝑎11𝑏1𝑗 +⋯ + 𝑎1𝑛𝑏𝑛𝑗

⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1𝑏𝑛𝑗 +⋯ + 𝑎𝑛𝑛 𝑏𝑛𝑗

 =   𝑏𝑖𝑗 𝑎𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

Άξα έρνπκε 

det 𝐴𝐵 = det   𝑏𝑖1𝑎𝑖 

𝑛

𝑖1=1

, … ,  𝑏𝑖𝑛𝑎𝑖 

𝑛

𝑖𝑛 =1

 =  𝑏𝑖11 …𝑏𝑖𝑛𝑛 det 𝑎1 , … , 𝑎𝑛  

𝑛

𝑖1…𝑖𝑛 =1

 

det 𝐴 =  𝑏𝑖11 …𝑏𝑖𝑛𝑛  𝜀 𝑖1 … 𝑖𝑛 det 𝑎1 ,… , 𝑎𝑛  

 

 𝑖1…𝑖𝑛  ∈𝑆𝑛

= 

           = det 𝑎1 ,… , 𝑎𝑛    𝜀 𝑖1 … 𝑖𝑛 𝑏𝑖11 … 𝑏𝑖𝑛𝑛  

 

 𝑖1…𝑖𝑛  ∈𝑆𝑛

= 

= det 𝐴 ∙ det 𝐵  

■ 

Πξόηαζε 2.5: Αλ ν πίλαθαο 𝛢 =  𝛼𝑖𝑗  ∈ 𝛭𝑛  𝛫  είλαη άλσ ηξηγσληθόο είηε θάησ ηξηγσληθόο 

είηε δηαγώληνο ηόηε 

det 𝐴 = 𝑎11𝑎22 …𝑎𝑛𝑛  

Απόδεημε: Γλσξίδνπκε όηη  

det 𝐴 =  𝜀 𝑖1 … 𝑖𝑛 𝑎𝑖11 …𝑎𝑖𝑛𝑛  

 

 𝑖1…𝑖𝑛  ∈𝑆𝑛

 

Αλ είλαη θάησ ηξηγσληθόο ν πίλαθαο Α ηόηε γηα 𝑖 > 𝑗 ηόηε 𝛼𝑖𝑗 = 0. Θα πξνζπαζήζνπκε λα 

πξνζδηνξίζνπκε ηνπο κε κεδεληθνύο όξνπο. 

Δπεηδή 𝛼𝑖11 = 0 γηα 𝑖1 > 1, ζα πξέπεη 𝛼𝑖11 = 𝑎11 , δειαδή 𝑖1 = 1.  

΋κνηα γηα 𝛼𝑖22 = 0 γηα 𝑖2 > 2, ηόηε 𝛼𝑖22 = 𝑎12  ή  𝛼𝑖22 = 𝑎22 , δειαδή 𝑖2 = 1  ή  𝑖2 = 2. 

΋κσο γηα 𝜀 𝑖1 … 𝑖𝑛 = 𝜀 1 1 𝑖3 … 𝑖𝑛 = 0  άξα ζα έρνπκε κε κεδεληθό όξν γηα 𝑖2 = 2. 

Αλ εξγαζηνύκε κε αλάινγν ηξόπν ηόηε ε κνλαδηθή πεξίπησζε ζηελ νπνία ππνινγίδνπκε κε 

κεδεληθό όξν ζην άζξνηζκα ηεο νξίδνπζαο είλαη γηα 𝑖3 = 3, 𝑖4 = 4, … , 𝑖𝑛 = 𝑛. Οπόηε 

det 𝐴 = 𝑎11 …𝑎𝑛𝑛  

Αλ ν Α είλαη άλσ ηξηγσληθόο, ηόηε ν 𝛢𝛵  είλαη θάησ ηξηγσληθόο νπόηε κε βάζε ηελ παξαπάλσ 

πεξίπησζε ππνινγίδνπκε ην  
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det 𝐴𝑇 = 𝑎11 …𝑎𝑛𝑛  

Καη από ηελ πξόηαζε 2.3 πξνθύπηεη det𝐴 = det 𝐴𝑇 = 𝑎11 …𝑎𝑛𝑛  

■ 

Αθόκα ηζρύνπλ θαη νη παξαθάησ ηδηόηεηεο. 

Πξόηαζε 2.6: Γηα θάζε 𝛢 ∈ 𝛭𝑛 𝛫 , 𝛢 =  𝛼1 , … , 𝛼𝑛   𝜅𝛼𝜄 𝜆 ∈ 𝛫, ηζρύνπλ: 

1. det 𝐴−1 =
1

det  𝐴 
= det 𝐴 −1 

2. det 𝛼1 , … , 𝜆𝛼𝑖 ,… , 𝛼𝑛  = 𝜆 det 𝛼1 ,… , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑛   

3. det 𝜆𝐴 = 𝜆𝑛 det 𝐴  

2.2.2 Γεωμετρικό Ερμηνεύα τησ Ορύζουςασ 

Γηα λα κπνξέζνπκε λα πεξηγξάςνπκε γεσκεηξηθά ηη εθθξάδεη ε νξίδνπζα ζα κειεηήζνπκε 

ηνλ επθιείδεην ρώξν ℝ3 θαη ℝ2.  ΋πσο αλαθέξεηαη θαη ζην [3]  

Ζ νξίδνπζα ζηνλ ℝ3 κεηξάεη ηνλ όγθν ηνπ παξαιιειεπηπέδνπ πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα 

δηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα Α, ελώ ζην ℝ2 κεηξάεη εκβαδόλ ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ πνπ 

ζρεκαηίδνπλ ηα δηαλύζκαηα ηνπ Α. 

Πην ζπγθεθξηκέλα αλ έρνπκε έλαλ πίλαθα 𝛢 ∈ 𝛭2 ℝ , ηέηνηνο ώζηε 𝛢 =  𝛼1 , 𝛼2   κε 𝛼1 ,𝛼2 ∈

ℝ2.  

Αλ ν βαζκόο ηνπ πίλαθα είλαη 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 2, δειαδή ν Α πεξηέρεη δύν γξακκηθώο 

αλεμάξηεηα δηαλύζκαηα, ηόηε απηά  δεκηνπξγνύλ έλα παξαιιειόγξακκν όπσο θαίλεηαη θαη 

ζηα ζρήκαηα 2.1 θαη 2.2 αληίζηνηρα. Ζ νξίδνπζα ππνινγίδεη ην εκβαδόλ ηνπ ελ ιόγσ 

παξαιιεινγξάκκνπ. 

  

΢ρήκα 2.1 ΢ρήκα 2.2 
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΢ην ζρήκα 2.1 έρνπκε νξίζεη 𝛢 =  
1 1/2

1/2 1
    , ελώ ζην ζρήκα 2.2 έρνπκε ζηξίςεη ηνλ Α 

θαηά 45° δεμηόζηξνθα, κε ρξήζε ηνπ πίλαθα ζηξνθήο 𝑈 όπσο θαίλεηαη παξαθάησ 

𝛢 =  
1 1/2

1/2 1
 , 𝑈 =  cos 45 − sin 45

sin 45     cos 45
   𝜅𝛼𝜄  𝛢𝑈 =  0.35355 −0.35355

1.06066    1.06066
  

Δίλαη ζεκαληηθό λα παξαηεξήζνπκε, όηη ε ηζρύεη ε πνιιάπιαζηαζηηθή ηδηόηεηα ηεο 

νξίδνπζαο θαη θαίλεηαη θαη από ην εκβαδόλ 

det 𝐴𝑈 = 0.75 = 0.75 ∙ 1 = det 𝐴 ∙ det 𝑈 

Βιέπνπκε όηη αλ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 < 2 ηόηε ηα δύν δηαλύζκαηα είλαη ζπγγξακκηθά θαη δελ 

ζρεκαηίδνπλ παξαιιειόγξακκν, αιιά επζύγξακκα ηκήκαηα. Ωο γλσζηόλ έλα επζύγξακκν 

ηκήκα έρεη  κεδεληθό εκβαδόλ θαη αληίζηνηρα είλαη εύθνιν λα ειεγρζεί όηη ε νξίδνπζα ζε 

απηή ηελ πεξίπησζε είλαη κεδέλ. 

 

Σχόμα 2.3 

Αληίζηνηρα γηα ηνλ ℝ3, αλ έρνπκε έλαλ πίλαθα 𝛢 ∈ 𝛭3 ℝ , ηέηνηνο ώζηε 𝛢 =  𝛼1 , … , 𝛼3   

κε 𝛼1 , 𝛼2 ,𝛼3 ∈ ℝ3.  

Αλ ν βαζκόο ηνπ πίλαθα Α είλαη 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 3, ηόηε απηό ζεκαίλεη όηη ηα δηαλύζκαηα 

𝛼1 , 𝛼2 ,𝛼3  είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα θαη νξίδνπλ έλα παξαιιειεπίπεδν ζην ρώξν. Ζ 

νξίδνπζα κεηξάεη ηνλ όγθν ηνπ παξαιιειεπηπέδνπ όπσο θαίλεηαη θαη ζηα ζρήκαηα 2.4 θαη 

2.5 αληίζηνηρα. 

  

΢ρήκα 2.4 ΢ρήκα 2.5 

 

Αλ ηώξα ν βαζκόο ηνπ πίλαθα Α είλαη 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ≤ 2, αο ππνζέζνπκε όηη 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 2, 

δειαδή έρνπκε δύν γξακκηθώο αλεμάξηεηα δηαλύζκαηα θαη ην ηξίην είλαη γξακκηθά 
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εμαξηεκέλν από ηα άιια δύν. Αο πνύκε όηη ην 𝛼3  είλαη γξακκηθά εμαξηεκέλν από ηα 𝛼1 ,𝛼2  

δειαδή ππάξρνπλ 𝜅, 𝜆 ∈ ℝ ώζηε 

𝛼3 = 𝜅 𝛼1 + 𝜆𝛼2  

Σόηε ηα 𝛼1  𝜅𝛼𝜄 𝛼2  νξίδνπλ έλα επίπεδν ζηνλ ℝ3 θαη ην 𝛼3  αλήθεη ζε απηό ην επίπεδν. ΢ε 

απηή ηελ πεξίπησζε γλσξίδνπκε όηη έλα επίπεδν έρεη κεδεληθό όγθν θαη αθόκε 

det 𝐴 = det 𝛼1 , 𝛼2 ,𝛼3  =  det 𝛼1 , 𝛼2 , 𝜅𝛼1 + 𝜆𝛼2  =  det 𝛼1 , 𝛼2 , 𝜅𝛼1  + det 𝛼1 , 𝛼2 , 𝜆𝛼2  = 

= 𝜅 ∙ det 𝛼1 , 𝛼2 ,𝛼1  + 𝜆 ∙ det 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼2  = 0 

Ζ ηειεπηαία ηζόηεηα πξνθύπηεη από ηελ δεύηεξε ηδηόηεηα ηνπ νξηζκνύ 2.4.  

Αληίζηνηρα αλ είλαη ηα δηαλύζκαηα ηνπ Α ζπλεπζεηαθά, δειαδή 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 1, ηόηε ε επζεία 

έρεη κεδεληθό όγθν θαη det 𝐴 = 0. 

  

΢ρήκα 2.6 

Με αλάινγν ηξόπν κπνξεί λα γεληθεπζεί ε γεσκεηξηθή έθθξαζε ηεο νξίδνπζαο θαη ζε έλα 

ρώξν n δηαζηάζεσλ. Έζησ ινηπόλ ν  δηαλπζκαηηθόο ρώξνο V κε δηάζηαζε dim V = n. Αλ όια 

ηα δηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα Αn×n  είλαη γξακκηθώο αλεμάξηεηα ηόηε ε νξίδνπζα ππνινγίδεη ην 

«ππεξεκβαδόλ» ελόο πνιύηνπνπ. Σν πνιύηνπν πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα n δηαλύζκαηα ηνπ Α είλαη 

έλα γεληθεπκέλν παξαιιειόγξακκν ηνπ n-δηάζηαηνπ ρώξνπ, ην νπνίν ζα έρεη «ππεξεκβαδόλ» 

έλαλ ζεηηθό αξηζκό, δειαδή det A > 0, όηαλ θαη κόλν όηαλ ην γεληθεπκέλν 

παξαιιειόγξακκν σο ζύλνιν ζεκείσλ, δελ αλήθεη εμ’ νινθιήξνπ ζε θαλέλα γλήζην 

ππόρσξν ηνπ V. Σέινο κε όζα έρνπκε αλαθέξεη κπνξνύκε λα δνύκε θαη γεσκεηξηθά γηαηί ε 

νξίδνπζα ζπλδέεηαη ηόζν ζηελά κε  ηελ γξακκηθή αλεμαξηεζία.  

2.2.3 Μϋθοδοι Αποςύνθεςησ Τπολογιςμού τησ Ορύζουςασ 

Έζησ έλαο πίλαθαο Α, όπσο κπνξνύκε λα δνύκε από ηνλ νξηζκό 2.4 ηεο νξίδνπζαο ην 

άζξνηζκα απεπζύλεηαη ζε όιεο ηηο κεηαζέζεηο ηνπ ζπλόινπ  1, … , 𝑛  νη νπνίεο είλαη 𝑛! ην 

πιήζνο. Αλ εθκεηαιιεπηνύκε ηηο ηδηόηεηεο ησλ πξνηάζεσλ 2.4 θαη 2.5 κπνξνύκε λα 

ζπάζνπκε ηνλ Α ζε γηλόκελν πηλάθσλ νη νπνίνη είλαη (άλσ ή θάησ) ηξηγσληθνί ή δηαγώληνη 

ώζηε λα κπνξέζνπκε λα ππνινγίζνπκε ηελ νξίδνπζα πην εύθνια. 

Σερληθέο θαηά ηηο νπνίεο γξάθνπκε ηνλ πίλαθα Α ζαλ γηλόκελν πηλάθσλ, ηηο νλνκάδνπκε 

κεζόδνπο απνζύλζεζεο θαη απιά ζα ηηο αλαθέξνπκε θαη δελ ζα ηηο αλαιύζνπκε. Γηα ηνλ 

αλαγλώζηε πνπ ελδηαθέξεηαη ηνλ παξαπέκπνπκε ζηα εμήο ζπγγξάκκαηα [4] θαη[5]. 
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Δκείο αλαθέξνπκε ηελ κέζνδν LU ε νπνία ζπάεη έλαλ πίλαθα Α ζε έλαλ άλσ ηξηγσληθό U, 

έλαλ θάησ ηξηγσληθό πίλαθα L θαη έλαλ πίλαθα κεηαζέζεσλ P 

𝐴 = 𝑃𝐿𝑈 

΢εκεηώλνπκε όηη ε LU γηα έλαλ πίλαθα Α 𝑛 × 𝑛, ππνινγίδεηαη ζε ρξόλν 𝑂 𝑛3 . Άξα έρνπκε 

όηη 

det 𝐴 = det 𝑃𝐿𝑈 = 𝜀 𝜍 det 𝐿𝑈 = 𝜀 𝜍 det 𝐿 det 𝑈 (2.a) 

 

Όπνπ ε(ζ)  ην πξόζεκν ηεο κεηάζεζεο πνπ ππνδεηθλύεη ν πίλαθαο κεηαζέζεσλ P. Έλαο ηξόπνο 

λα ην ππνινγίζνπκε είλαη κεηξώληαο ηηο αληηκεηαζέζεηο ηνπ πίλαθα P γεληθά δελ είλαη δύζθνιν 

λα ππνινγίζνπκε ην 𝜀 𝜍 . 

Καηά ηελ πινπνίεζε ηεο δηαδηθαζίαο LU κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε ηνλ πίλαθα L ώζηε 

όια ηα ζηνηρεία πνπ αλήθνπλ ζηελ θύξηα δηαγώλην ηνπ λα είλαη 1 θαη ζπλεπώο  

det 𝐿 = 1     

Έηζη ε παξαπάλσ ζρέζε (2.a) γξάθεηαη  

det 𝐴 = 𝜀 𝜍 det𝑈 

Ο ρξόλνο πνπ ρξεηαδόκαζηε γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ νξίδνπζα ελόο πίλαθα Α 𝑛 × 𝑛 είλαη 

όζν γηα λα ππνινγίζνπκε ηνπο πίλαθεο LU, δειαδή 𝛰 𝑛3 , ζπλ ην ρξόλν πνπ ρξεηάδεηαη λα 

ππνινγίζνπκε ηελ νξίδνπζα ηνπ U, δειαδή O(n), αθνύ από ηελ πξόηαζε 2.5 

det 𝑈 = 𝑢11𝑢22 ∙ … ∙ 𝑢𝑛𝑛  

Δθκεηαιιεπόκελνη ινηπόλ, ηηο ηδηόηεηεο ηεο νξίδνπζαο, ηελ ππνινγίδνπκε ζε  𝛰 𝑛3 + 𝑛 =

𝑂 𝑛3  ρξόλν, θάηη πνπ είλαη αμηνζαύκαζην, δηόηη αλ αθνινπζνύζακε ηπθιά ηνλ νξηζκό ζα 

ηελ ππνινγίδακε ζε ρξόλν 𝛰 𝑛!  

2.3 Η Permanent ενόσ Πύνακα 

2.3.1 Οριςμόσ 

Οξηζκόο 2.5: Γηα έλαλ πίλαθα 𝛢 ∈ 𝛭𝑛(𝛫) νξίδνπκε σο permanent ηελ απεηθόληζε 

𝒑𝒆𝒓: 𝛭𝑛 𝛫 → 𝐾, κε ηύπν 

𝑝𝑒𝑟 𝐴 =   𝑎𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝑆𝑛

 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ permanent πξνζζέηνπκε ηα γηλόκελα ησλ άξηησλ κεηαζέζεσλ θαη 

ηα γηλόκελα ησλ πεξηηηώλ κεηαζέζεσλ. Δλώ αλ δνύκε ηνλ νξηζκό 2.4 ηεο νξίδνπζαο, επεηδή 

ππάξρεη ην πξόζεκν κεηάζεζεο, πξνζζέηνπκε ηα γηλόκελα άξηησλ κεηαζέζεσλ θαη 
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αθαηξνύκε ηα γηλόκελα πνπ πξνθύπηνπλ από πεξηηηέο κεηαζέζεηο. Παξαζέηνπκε 

παξαδείγκαηα ηεο permanent γηα n=2 θαη n=3 γηα λα γίλεη αληηιεπηή ε δηαθνξά. 

Γηα n=2 έρνπκε 𝑝𝑒𝑟  𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 = 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐  

Δλώ γηα n=3, 𝑝𝑒𝑟  
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 𝑕 𝑖

 = 𝑎𝑒𝑖 + 𝑏𝑓𝑔 + 𝑐𝑑𝑕 + 𝑐𝑒𝑔 + 𝑓𝑕𝑎 + 𝑏𝑑𝑖  

 

Μπνξνύκε λα δνύκε  πσο ηζρύνπλ νη παξαθάησ ηδηόηεηεο:  

i. 𝑝𝑒𝑟 𝛼1 , … , 𝜆𝛼𝑖 + 𝜇𝒗, … , 𝛼𝑛  =  𝜆 per 𝛼1 , … , 𝛼𝑖 ,… , 𝛼𝑛  + 𝜇 per 𝛼1 , … , 𝒗, … , 𝛼𝑛   

∀ 𝜆, 𝜇 ∈ 𝛫, 𝑖 = 1, … , 𝑛 , ∀ 𝒗 ∈ 𝐾𝑛  

ii. 𝑝𝑒𝑟 𝐼𝑛  = 1, ό𝜋𝜊𝜐 𝛪𝑛  𝜊 𝜏𝛼𝜐𝜏𝜊𝜏𝜄𝜅ό𝜎 𝜋ί𝜈𝛼𝜅𝛼𝜎 𝜍𝜏𝜊𝜈 𝛭𝑛 (𝛫) 

Η permanent δηαηεξεί ηηο ηδηόηεηεο (𝑖) 𝜅𝛼𝜄 (𝑖𝑖𝑖) ηνπ νξηζκνύ 2.4 ηεο νξίδνπζαο. Η εηδνπνηόο 

δηαθνξά βξίζθεηαη ζην όηη δελ ηθαλνπνηείηαη ε (ii) θαη θαηά ζπλέπεηα δελ έρεη ηελ ηδηόηεηα ηεο 

πξόηαζεο 2.1. 

2.3.2 Ιδιότητεσ τησ Permanent 

Πξόηαζε 2.7: Γηα θάζε 𝛢 ∈ 𝛭𝑛(𝛫), ηζρύεη: 

per 𝐴 =  per(𝐴𝑇) 

Πξόηαζε 2.8: Αλ ν πίλαθαο 𝛢 =  𝛼𝑖𝑗  ∈ 𝛭𝑛  𝛫  είλαη άλσ ηξηγσληθόο είηε θάησ ηξηγσληθόο 

είηε δηαγώληνο ηόηε   

𝑝𝑒𝑟 𝐴 = 𝑎11𝑎22 …𝑎𝑛𝑛  

Οη απνδείμεηο ησλ παξαπάλσ είλαη ίδηεο κε ηηο απνδείμεηο ησλ πξνηάζεσλ 2.3 θαη 2.5 

αληίζηνηρα. 

Αλ ζεσξήζνπκε 𝜀1 λα είλαη κία δείθηξηα ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία ηζρύεη 

𝜀1 𝜍 =  
0, 𝛼𝜈 𝜂 𝜍 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 ά𝜌𝜏𝜄𝛼

    1, 𝛼𝜈 𝜂 𝜍 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜋𝜀𝜌𝜄𝜏𝜏ή
  

Μηα ελαιιαθηηθή ηδηόηεηα πνπ ηζρύεη ζε αληίζηνηρε πεξίπησζε κε ηελ (ii) ηνπ νξηζκνύ ηεο 

νξίδνπζαο είλαη ε αθόινπζε: 

Πξόηαζε 2.9: Έζησ 𝛢 ∈ 𝛭𝑛 (𝛫), 𝜇𝜀 𝛢 =  𝛼1 , … , , 𝛼𝑛   θαη αλ ππάξρνπλ 𝛼𝑖 , 𝑎𝑗  𝜇𝜀 𝑖 ≠ 𝑗  ηέηνηα 

ώζηε  𝑎𝑖 = 𝑎𝑗  ,    𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛   ηόηε ηζρύεη: 

 𝜀1 𝜍  𝑎𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝑆𝑛

=    1 − 𝜀1 𝜍   𝑎𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝑆𝑛
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Με άιια ιόγηα ε παξαπάλσ πξόηαζε ιέεη όηη αλ δύν ζηήιεο ηνπ πίλαθα Α ηαπηίδνληαη, ηόηε ην 

άζξνηζκα όισλ ησλ άξηησλ κεηαζέζεσλ είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα όισλ ησλ πεξηηηώλ 

κεηαζέζεσλ ζηελ permanent. (ηζρύεη θαη γηα ηελ νξίδνπζα κε απνηέιεζκα ε νξίδνπζα λα θάλεη 

κεδέλ) 

Απόδεημε: 

Έζησ 𝛢 =  𝛼1 ,… , , 𝛼𝑛  ∈ 𝛭𝑛 (𝛫) θαη 𝛼𝑖 , 𝑎𝑗   𝜇𝜀 𝑖 ≠ 𝑗 ηέηνηα ώζηε  𝑎𝑖 = 𝑎𝑗  γηα θάπνηα 

𝑖, 𝑗 = 1, . , 𝑛 

Άξα ν Α κπνξεί λα γξαθεί 𝛢 =  𝛼1 , … , 𝛼𝑖 ,… , 𝑎𝑗 , … , 𝛼𝑛  =  𝛼1 , … , 𝛼𝑖 ,… , 𝑎𝑖 ,… , 𝛼𝑛   

Αξθεί λα δείμνπκε όηη γηα θάζε άξηηα κεηάζεζε ζ ηνπ ζπλόινπ  1, . . . , 𝑛  ππάξρεη κία πεξηηηή 

κεηάζεζε ζ’ γηα ηελ νπνία ηζρύεη 

𝑎𝜍 1 ,1 𝛼𝜍 2 ,2 ∙ … ∙ 𝛼𝜍 𝑛 ,𝑛 = 𝑎𝜍 ′ 1 ,1 𝛼𝜍 ′ 2 ,2 ∙ … ∙ 𝛼𝜍 ′ 𝑛 ,𝑛  

Αο πάξνπκε κηα άξηηα κεηάζεζε 𝜍0 ∈ 𝑆𝑛  𝜏ό𝜏𝜀  επεηδή ηζρύεη 𝑎𝑖 = 𝑎𝑗  

𝑎𝜍0 1 ,1 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0 𝑖 ,𝑖 ∙ … ∙  𝛼𝜍0 𝑗  ,𝑗 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0 𝑛 ,𝑛 =

= 𝑎𝜍0 1 ,1 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0 𝑖 ,𝑗 ∙ … ∙  𝛼𝜍0 𝑗  ,𝑖 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0 𝑛 𝑛  

΋ια ηα ζηνηρεία 𝛼𝑖,𝑗  αλήθνπλ ζην ζώκα Κ, γεγνλόο πνπ εμαζθαιίδεη πσο ηζρύεη ε 

αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα ζηνλ πνιιαπιαζηαζκό άξα  

𝑎𝜍0 1 ,1 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0 𝑖 ,𝑗 ∙ … ∙  𝛼𝜍0 𝑗  ,𝑖 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0 𝑛 𝑛 =

=  𝑎𝜍0 1 ,1 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0 𝑗  ,𝑖 ∙ … ∙  𝛼𝜍0 𝑖 ,𝑗 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0 𝑛 𝑛  

Σώξα αλ νξίζνπκε ηελ κεηάζεζε 𝜍0′ ∈ 𝑆𝑛  κε 𝜍0
′ =  𝜍0 𝑖 , 𝜍0 𝑗  ∙ 𝜍0, όπνπ  𝜍0 𝑖 , 𝜍0 𝑗  ∈

𝑆𝑛  ε αληηλκεηάζεζε ηνπ 𝜍0 𝑖  κε ην 𝜍0 𝑗 ,  δειαδή ε ζ0’ αληηζηνηρίδεη όια ηα ζηνηρεία 

 1, … , n  όπσο ε  ζ0, κόλν πνπ αληηκεηαζέηεη  ην ζ0 i  κε ην  ζ0 j . Σόηε 

𝑎𝜍0 1 ,1 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0 𝑗  ,𝑖 ∙ … ∙  𝛼𝜍0 𝑖 ,𝑗 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0 𝑛 ,𝑛 =

= 𝑎𝜍0
′  1 ,1 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0

′  𝑖 ,𝑖 ∙ … ∙  𝛼𝜍0
′  𝑗  ,𝑗 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0

′  𝑛 𝑛  

Δπεηδή ηζρύεη όηη  𝑎𝑖 = 𝑎𝑗  αλ θαη κόλν αλ 𝑎𝑘,𝑖 = 𝑎𝑘,𝑗 ,  γηα θάζε 𝑘 = 1, … , 𝑛  

Άξα δείμακε πσο γηα θάζε άξηηα κεηάζεζε 𝜍0 ππάξρεη κηα 𝜍0′ ηέηνηα ώζηε 

𝑎𝜍0 1 ,1 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0 𝑖 ,𝑖 ∙ … ∙  𝛼𝜍0 𝑗  ,𝑗 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0 𝑛 𝑛 =

= 𝑎𝜍0
′  1 ,1 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0

′  𝑖 ,𝑖 ∙ … ∙  𝛼𝜍0
′  𝑗  ,𝑗 ∙ … ∙ 𝛼𝜍0

′  𝑛 𝑛  

Μέλεη λα απνδείμνπκε πσο ε 𝜍0′ είλαη πεξηηηή. Πξάγκαηη είλαη πεξηηηή δηόηη έρνπκε νξίζεη σο 

άξηηεο κεηαζέζεηο ηηο κεηαζέζεηο πνπ γξάθνληαη ζαλ γηλόκελν άξηηνπ πιήζνπο 

αληηκεηαζέζεσλ. ΢πλεπώο αλ ε 𝜍0 γξάθεηαη ζαλ άξηην πιήζνο αληηκεηαζέζεσλ, ε 𝜍0
′ =

 𝜍0 𝑖 , 𝜍0 𝑗  ∘ 𝜍0 εμ’ νξηζκνύ απνηειείηαη από πεξηηηό πιήζνο αληηκεηαζέζεσλ. 

■ 
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Πόξηζκα 2.10: Αλ δύν γξακκέο ή δύν ζηήιεο ηνπ Α ηαπηίδνληαη ηόηε ηζρύεη: 

𝑝𝑒𝑟 𝐴 = 2  𝜀1 𝜍  𝑎𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝑆𝑛

= 2   1 − 𝜀1 𝜍   𝑎𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝑆𝑛

 

(Πξνθύπηεη άκεζα από ηελ παξαπάλσ πξόηαζε) 

΢εκαληηθή Παξαηήξεζε 2.3: 

Μπνξνύκε λα δνύκε πσο γηα ηελ Permanent δελ ηζρύεη ε πνιιαπιαζηαζηηθόηεηα (πξόηαζε 

2.4) θαη επίζεο δελ παξακέλεη αλαιινίσηε ζηηο γξακκνπξάμεηο (πξόηαζε 2.1). Άξα 

ζπκπεξαίλνπκε όηη δελ κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηελ permanent ρξεζηκνπνηώληαο ηηο 

ηερληθέο κε ηηο νπνίεο ππνινγίδνπκε ηελ νξίδνπζα. 

Από όηη θαίλεηαη ν κόλνο ηξόπνο λα ππνινγίζνπκε ηελ permanent ζε κία γεληθή πεξίπησζε 

ελόο πίλαθα 𝛢𝑛×𝑛  είλαη κέζσ ηνπ νξηζκνύ, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη ρξεηάδεηαη λα 

ππνινγηζζνύλ 𝑛! γηλόκελα θάηη πνπ ζα ρξεηαζηεί ρξόλν ππνινγηζκνύ ηεο ηάμεο 𝛰 𝑛! . 

Βιέπνπκε όηη ήδε γηα έλαλ πίλαθα 10 × 10 πξέπεη λα ππνινγηζζνύλ 10! ≅ 3,63 ∙ 106  

γηλόκελα. 

2.3.3 Ερμηνεύα τησ Permanent 

΢ηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν αλαιύζακε ηηο αιγεβξηθέο θαη γεσκεηξηθέο ηδηόηεηεο ηεο 

νξίδνπζαο, ε νπνία είλαη πνιιαπιαζηαζηηθή, παξακέλεη αλαιινίσηε ζηηο γξακκνπξάμεηο ελόο 

πίλαθα θαη ππνδεηθλύεη ηε γξακκηθή εμάξηεζε δηαλπζκάησλ.  

Ζ Permanent, ζε αληίζεζε κε ηελ νξίδνπζα, δελ έρεη ηόζεο θαιέο αιγεβξηθέο ηδηόηεηεο θαη 

νύηε θαίλεηαη λα έρεη θάπνηα γεσκεηξηθή ηδηόηεηα πνπ λα ζπλδέεη ηα δηαλύζκαηα ηνπ 

δηαλπζκαηηθνύ ρώξνπ 𝐾𝑛  κε ηελ πνζόηεηα 𝑝𝑒𝑟𝐴. 

 Θα πεξηνξηζηνύκε ζε δπαδηθνύο πίλαθεο, όπνπ εθεί έρνπκε θάπνηα απνηειέζκαηα πνπ 

ζπλδένπλ ηελ permanent κε ηδηόηεηεο γξαθεκάησλ. 

Οξηζκόο 2.6: Έλαο γξάθνο 𝐺 =  𝑉, 𝐸  απνηειείηαη από έλα ζύλνιν θνξπθώλ V θαη έλα 

ζύλνιν αθκώλ Δ. Μία αθκή ζπλδέεη δύν θνξπθέο κεηαμύ ηνπο θαη είλαη κία δπάδα ηεο 

κνξθήο 

 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉 × 𝑉 

Αλ ζε έλαλ γξάθν 𝐺 =  𝑉, 𝐸  ηζρύεη όηη γηα θάζε  𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 ⟹  𝑗, 𝑖 ∈ 𝐸 ηόηε νλνκάδεηαη κε 

θαηεπζπλόκελνο γξάθνο ή απιά γξάθνο. 

Αλ δελ ηζρύεη ε παξαπάλσ ηδηόηεηα δειαδή αλ ππάξρνπλ αθκέο  𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸  ώ𝜍𝜏𝜀   𝑗, 𝑖 ∉ 𝐸, 

ηόηε ν γξάθνο νλνκάδεηαη θαηεπζπλόκελνο. 

Οξηζκόο 2.7: Έλαο δηκεξήο γξάθνο είλαη έλαο γξάθνο ηνπ νπνίνπ νη θόκβνη κπνξνύλ λα 

ρσξηζηνύλ ζε δύν μέλα ζύλνια U θαη V ηέηνηα ώζηε θάζε αθκή λα ζπλδέεη έλα θόκβν ηνπ U 

κε έλα θόκβν ηνπ V. Σα ζύλνια θόκβσλ U θαη V νλνκάδνληαη θαη κέξε ηνπ γξάθνπ. 
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Οξηζκόο 2.8: Έλαο πίλαθαο 𝛢 =  𝑎𝑖𝑗   κε 𝛢 ∈ 𝛭𝑛  0,1  , ζα ιέγεηαη πίλαθαο γεηηλίαζεο, γηα 

ην γξάθεκα 𝐺 =  𝑉, 𝐸  αλ ην ζύλνιν ησλ θόκβσλ ηνπ G ηαπηίδεηαη κε ην  1, … , 𝑛 , 𝑉 ≡

 1, … , 𝑛 , θαη ην ζύλνιν αθκώλ  

𝐸 ≡   𝑖, 𝑗 ∶ 𝑎𝑖𝑗 = 1  𝜅𝛼𝜄  𝑖, 𝑗 ∈  1, … , 𝑛   

 

Ο Valiant απέδεημε  όηη αλ ν Α είλαη πίλαθαο γεηηλίαζεο ελόο γξάθνπ G ηόηε ε permanent 

ππνινγίδεη ηνλ αξηζκό ησλ Cyclic Covers ηνπ G, δειαδή 

𝑝𝑒𝑟𝐴 = #𝐶𝑦𝑐𝑙𝑖𝑐 𝐶𝑜𝑣𝑒𝑟 

Αληίζηνηρα αλ Α είλαη πίλαθαο γεηηλίαζεο ελόο δηκεξνύο γξάθνπ G ηόηε ε permanent 

ππνινγίδεη πόζα Perfect Matching έρεη ν G. 

𝑝𝑒𝑟𝐴 = #𝑃𝑒𝑟𝑓𝑒𝑐𝑡 𝑀𝑎𝑡𝑐𝑕𝑖𝑛𝑔 

 

Οξηζκόο 2.9: ΢ε έλα γξάθεκα 𝐺 =  𝑉, 𝐸  ην Cyclic Cover είλαη ην ζύλνιν θαηεπζπλόκελσλ 

θύθισλ Hamilton πάλσ ζε όια ηα ππνγξαθήκαηα ηνπ G, ώζηε νη θόκβνη πνπ αλήθνπλ ζηνπο 

θύθινπο Hamilton λα απνηεινύλ κία δηακέξηζε ηνπ V.  

Γειαδή έλα Cyclic Cover C είλαη έλα ζύλνιν  𝐶 =  𝐻1 , … , 𝐻𝑛  , όπνπ 𝛨1 , … , 𝛨𝑛   είλαη 

θαηεπζελόκελνη θύθινη Hamilton πάλσ ζε ππνγξαθήκαηα ηνπ G ώζηε 

i. έλαο θόκβνο λα αλήθεη απνθιεηζηηθά ζε έλαλ θύθιν 𝐻𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛  θαη  

ii. ην ζύλνιν ησλ θόκβσλ όισλ ησλ θύθισλ Hamilton ηνπ C ζα πξέπεη λα ηαπηίδεηαη κε 

ην V. 

Οξηζκόο 2.10: ΢ε έλα δηκεξή γξάθν 𝐺 =  𝑈, 𝑉, 𝐸  κε  𝑈 =  𝑉  ηόηε αλ ππάξρεη έλα ζύλνιν 

αθκώλ 𝛦0 ⊆ 𝛦 ώζηε θάζε 𝑢 ∈ 𝑈 λα γεηηνλεύεη κε έλα αθξηβώο 𝑣 ∈ 𝑉, ηόηε ην 𝛦0 είλαη έλα 

Perfect Matching γηα ηνλ γξάθν G. 

Παξαηήξεζε 2.4: 

Με βάζε ην πόξηζκα 2.10, αλ ζε έλαλ πίλαθα γεηηλίαζεο δύν ζηήιεο ή δύν γξακκέο 

ηαπηίδνληαη ηόηε ν αξηζκόο ησλ perfect matching ή ησλ cyclic cover είλαη δπγόο. 

Ζ permanent κεηξάεη ηνλ αξηζκό ησλ Cyclic Cover ή ηνλ αξηζκό ησλ perfect matching 

αληίζηνηρα. Παξόιν πνπ είλαη εύθνιν ππνινγηζηηθά, λα βξνύκε έλα Perfect matching ζε έλα 

γξάθεκα, ην λα ππνινγίζνπκε ην πιήζνο ηνπο είλαη γλεζίσο δπζθνιόηεξε δηαδηθαζία. Οπόηε 

ην λα γλσξίδνπκε όηη ζρεηίδεηαη κε απηά ηα πξνβιήκαηα δελ καο δίλεη θάπνην πιενλέθηεκα 

ώζηε λα ηελ ππνινγίζνπκε εύθνια. Αληηζέησο καο ππνδεηθλύεη όηη ην λα ππνινγίζνπκε 

permanent είλαη γλεζίσο πην δύζθνιν από ην λα ππνινγίζνπκε ηελ νξίδνπζα. ΢ην επόκελν 

θεθάιαην ζα αζρνιεζνύκε αλαιπηηθόηεξα, ρξεζηκνπνηώληαο ζεσξία πνιππινθόηεηαο, ζην 

θαηά πόζν δύζθνιν είλαη λα ππνινγίζνπκε ηελ permanent ελόο πίλαθα. 
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2.4 Αλγεβρικϊ Αποτελϋςματα για την Permanent 

΋πσο αλαθέξακε θαη ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην ε permanent κειεηήζεθε από δηάθνξνπο 

καζεκαηηθνύο νη νπνίνη έθαλαλ κία πξνζπάζεηα ώζηε λα κπνξέζνπλ λα ηελ ππνινγίζνπλ πην 

εύθνια. ΢ε απηή ηελ παξάγξαθν ζα παξνπζηάζνπκε θάπνηα από απηά ηα απνηειέζκαηα. Γηα 

ηνλ αλαγλώζηε πνπ ελδηαθέξεηαη θαη ζέιεη λα κειεηήζεη θαη ηηο απνδείμεηο, ηνλ 

παξαπέκπνπκε ζην [6]. 

Οη πξώηεο ηδέεο θαη ην ζθεπηηθό ηόηε ήηαλ κήπσο ππάξρεη θάπνηα ζρέζε κεηαμύ ησλ 𝑝𝑒𝑟𝐴 

θαη det 𝐴. Αλαδεηώληαο κία ηέηνηα ζρέζε έθηαζαλ ζε δηάθνξα απνηειέζκαηα έλα από απηά 

είλαη ηα παξαθάησ ζεσξήκαηα. 

Θεώξεκα 2.1 (Cayley) 

Έζησ 𝛢 =  𝛼𝑖𝑗   λα είλαη έλαο 3 × 3 πίλαθαο κε 𝛼𝑖𝑗 ≠ 0 γηα θάζε 𝑖, 𝑗 ∈  1,2,3}   θαη έζησ ν 

3 × 3 πίλαθαο 𝐴 −1 =  
1

𝑎 𝑖𝑗
 =  𝑎𝑖𝑗

−1 . Σόηε 

𝑝𝑒𝑟 𝐴 det 𝐴 = det 𝐴 2  + 2   𝑎𝑖𝑗

𝑖,𝑗

 det 𝐴 −1   

Απόδεημε: 

΋πσο είπακε θαη ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν ε permanent είλαη ην άζξνηζκα ησλ άξηησλ 

κεηαζέζεσλ ζπλ ην άζξνηζκα ησλ πεξηηηώλ ελώ ε νξίδνπζα, ιόγσ ηνπ πξόζεκνπ κεηάζεζεο, 

είλαη ε δηαθνξά ησλ άξηησλ κεηαζέζεσλ από ηηο πεξηηηέο κεηαζέζεηο.  

Οπόηε αλ πνύκε Δ ην ζύλνιν ησλ άξηησλ κεηαζέζεσλ ηνπ 𝑆𝑛  θαη F ην ζύλνιν ησλ πεξηηηώλ 

κεηαζέζεσλ αληίζηνηρα έρνπκε γηα έλαλ πίλαθα Α 𝑛 × 𝑛 

det 𝐴 =   𝑎𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝐸

−   𝑎𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝐹

 

𝑝𝑒𝑟𝐴 =    𝑎𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝐸

+   𝑎𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝐹

 

𝑝𝑒𝑟 𝐴 det 𝐴 =    𝑎𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝐸

 

2

−    𝑎𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝐹

 

2

       2. 𝛽  

Μπνξνύκε λα  γξάςνπκε ην δεύηεξν κέινο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο 

  𝑎2
𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝐸

−   𝑎2
𝜍 𝑖 𝑖

𝑛

𝑖=1𝜍∈𝐹

+ 𝑓 𝐴 = det 𝐴 2  + 𝑓 𝐴       2. 𝛾  

΋πνπ det 𝐴 2  =  𝑎𝑖𝑗
2   θαη 𝑓 𝐴  εθθξάδεη ηνπο όξνπο πνπ ππνιείπνληαη. Από ηηο ζρέζεηο 

(2.β), (2.γ) θαη γηα 𝑛 = 3 πξνθύπηεη ην απνηέιεζκα ηνπ ζεσξήκαηνο. 

■ 
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Μία γελίθεπζε ηνπ παξαπάλσ έδσζε ν Sir Thomas Muir ζπλέβαιε ζεκαληηθά ζηελ κειέηε 

ηεο Permanent αιιά θαη ηεο νξίδνπζαο. 

Θεώξεκα 2.2 (Muir) 

Έζησ νη 𝑛 × 𝑛 πίλαθεο 𝛢 =  𝛼𝑖𝑗   θαη 𝛸 =  𝑥𝑖𝑗  . Σόηε 

𝑝𝑒𝑟 𝐴 det 𝛸 =  𝜀 𝜍 det 𝐴 ∗ 𝑋𝜍 

𝜍∈𝑆𝑛

 

΋πνπ 𝛸𝜍  είλαη ν πίλαθαο Υ ηνπ νπνίνπ νη γξακκέο αθνινπζνύλ ηελ κεηάζεζε ζ, δειαδή ζηε 

ζέζε ηεο i-νζηήο γξακκήο βξίζθεηαη ε 𝜍 𝑖  γξακκή. Αθόκε ν πνιιαπιαζηαζκόο * είλαη ν 

θαηά Hadamard πνιιαπιαζηαζκόο πηλάθσλ, δειαδή 𝛢 ∗ 𝛸 =  𝛼𝑖𝑗 ∙ 𝑥𝑖𝑗   

Τν ζεώξεκα ηνπ Muir δίλεη ην πην γεληθό απνηέιεζκα ζρέζε κε άιιεο πξνζπάζεηεο θαη θαίλεηαη 

πσο γηα λα δνθηκάζεη θάπνηνο λα ππνινγίζεη ην γηλόκελν 𝑝𝑒𝑟 𝐴 𝑑𝑒𝑡 𝐴  ζα ρξεηαζηεί λα 

ππνινγίζεη n! ην πιήζνο νξίδνπζεο. 

Παξαζέηνπκε όηη ν Schur κε ηελ ελαζρόιεζε ηνπ κε ηηο Permanents θαηάθεξε λα θζάζεη ζην 

παξαθάησ θνκςό απνηέιεζκα 

Θεώξεκα 2.3 (Schur): Αλ ν Α είλαη έλαο ζεηηθά εκηνξηζκέλνο εξκηηηαλόο πίλαθαο, ηόηε 

det 𝐴 ≤ 𝑝𝑒𝑟 𝐴  

Ζ ηζόηεηα ηζρύεη ζηελ παξαπάλσ ζρέζε αλ θαη κόλν αλ ν Α είλαη δηαγώληνο ή έρεη κία 

κεδεληθή γξακκή. 

Έλα εύινγν εξώηεκα πνπ έζεζε ν Pόlya ήηαλ  

Δξώηεκα Pόlya: Έζησ S έλα ζύλνιν 𝑛 × 𝑛 πηλάθσλ, ηόηε ππάξρεη θάπνηνο γξακκηθόο 

κεηαζρεκαηηζκόο T ζην S ηέηνηνο ώζηε 

𝑝𝑒𝑟 𝑇 𝐴  = det 𝐴    ;        2. 𝛿  

Παξαηήξεζε 2.5: Γηα 𝑛 = 2 θαη  

𝛵  
𝛼11 𝛼12

𝛼21 𝛼22
 =  

𝛼11 −𝛼12

𝛼21    𝛼22
  

Παξαηεξνύκε όηη γηα θάζε 2 × 2 πίλαθα Α ε ζρέζε (2.δ) ζηέθεη. Γηα 𝑛 = 3 θαη πίλαθεο ηεο 

κνξθήο 

 
𝛼11 𝛼12 0
𝛼21 𝛼22 𝛼23

𝛼31 𝛼32 𝛼33

    𝜅𝛼𝜄   𝛵  
𝛼11 𝛼12 0
𝛼21 𝛼22 𝛼23

𝛼31 𝛼32 𝛼33

 =  
𝛼11 𝛼12 0

−𝛼21 𝛼22 𝛼23

𝛼31 −𝛼32 𝛼33

  

Σόηε ε (2.δ) πάιη ζηέθεη. 

Παξ’ όια απηά ν Pόlya έθηαζε ζην παξαθάησ απνηέιεζκα όπσο αλαθέξεηαη θαη ζην [6]. 
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Θεώξεκα 2.4 (Pόlya) 

Έζησ S λα είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ 𝑛 × 𝑛 πηλάθσλ κε 𝑛 ≥ 3, ηόηε δελ ππάξρεη 

κεηαζρεκαηηζκόο Σ πνπ λα πεξηιακβάλεη αιιαγέο πξόζεκνπ ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα Α ώζηε 

𝑝𝑒𝑟 𝑇 𝐴  = det 𝐴    

Θεώξεκα 2.5 (Marcus θαη Minc) 

Έζησ S λα είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ 𝑛 × 𝑛 πηλάθσλ κε 𝑛 ≥ 3, ηόηε δελ ππάξρεη γξακκηθόο 

κεηαζρεκαηηζκόο Σ ζην S ώζηε 

𝑝𝑒𝑟 𝑇 𝐴  = det 𝐴    

Τν απνηέιεζκα ησλ Marcus θαη Minc είλαη κία γελίθεπζε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Pόlya θαη 

κάιηζηα γίλεηαη εκθαλέο όηη ε permanent δελ κπνξεί λα ππνινγηζζεί εύθνια κέζσ ηεο 

νξίδνπζαο.  
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3 Η ΠΟΛΤΠΛΟΚΟΣΗΣΑ ΣΗ΢ PERMANENT 
΢ηε ζεσξεηηθή πιεξνθνξηθή ηαμηλνκνύκε ηα πξνβιήκαηα πνπ κπνξνύλ λα επηιπζνύλ κε 

κεραλεζηηθό ηξόπν, αλάινγα κε ην ππνινγηζηηθό θόζηνο πνπ θαηαλαιώλνπκε ώζηε λα 

πάξνπκε ηελ ιύζε. Σν ππνινγηζηηθό θόζηνο ζπλήζσο ην κεηξάκε ζε ρώξν ή ρξόλν πνπ 

ρξεηάδεηαη κία κεραλή Σuring γηα λα θηάζεη ζηελ ιύζε.  Σα πξνβιήκαηα ηα ηαμηλνκνύκε ζε 

θιάζεηο θαη ρξεζηκνπνηώληαο εξγαιεία όπσο είλαη ε αλαγσγή ελόο πξνβιήκαηνο ζε έλα άιιν 

πνπ μέξνπκε «ηη δπζθνιίαο είλαη», θαηαθέξλνπκε λα απνθαλζνύκε θαη γηα ηελ «δπζθνιία» 

ηνπ πξώηνπ.  

Με βάζε ηα παξαπάλσ ζα κειεηήζνπκε ζε απηό ην θεθάιαην ζε πνηα θιάζε πξνβιεκάησλ 

αλήθεη ε permanent θαη ε νξίδνπζα σο πξνο ηελ θιαζηθή πνιππινθόηεηα. Έπεηηα ζα δνύκε 

ηελ πνιππινθόηεηα πνπ αλέπηπμε ν Valiant βαζηδόκελνο ζηελ permanent ε νπνία δίλεη 

θαιύηεξα εξγαιεία ζηελ εύξεζε ππνινγηζηηθνύ θόζηνπο γηα ηνλ ππνινγηζκό πνιπώλπκσλ 

πνιιώλ κεηαβιεηώλ. Σέινο ζα θνηηάμνπκε θάπνηεο πξνζπάζεηεο πνπ έγηλαλ ώζηε λα 

ππνινγηζηεί έλα θάησ θξάγκα γηα ην ππνινγηζηηθό θόζηνο ηεο Permanent. Αλ βξεζεί έλα 

ηθαλνπνηεηηθό θάησ θξάγκα B, ην νπνίν εμαξηάηαη από ην κέγεζνο n ηεο εηζόδνπ Β(n), ζα 

είκαζηε ζε ζέζε λα γλσξίδνπκε όηη ζε κία γεληθή πεξίπησζε, θαιύηεξα από B(n) δελ 

κπνξνύκε λα ηελ ππνινγίζνπκε. 

3.1 Πολυώνυμα πολλών μεταβλητών 

Οξηζκνί 3.1: 

Έζησ 𝑛 απξνζδηόξηζηεο κεηαβιεηέο 𝑥1, … , 𝑥𝑛  κε ζπληειεζηέο από ην ζώκα K θαη 𝜶 =

 𝛼1, … , 𝛼𝑛  έλα δηάλπζκα κε αξλεηηθώλ αθεξαίσλ, δειαδή 𝛼𝑖 ≥ 0 𝜅𝛼𝜄 𝛼𝑖 ∈ ℕ γηα 𝑖 =

1, … , 𝑛.  

Σόηε νξίδνπκε σο κνλώλπκν ησλ λ κεηαβιεηώλ  ην γηλόκελν 

𝒙𝒂 =  𝑥𝑖
𝑎 𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑥1
𝑎1 ∙ … ∙ 𝑥𝜈

𝛼𝑛   

Οξίδνπκε σο βαζκό κνλσλύκνπ ην άζξνηζκα  𝜶 1 =  𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1  

Έλα πνιπώλπκν  είλαη έλαο πεπεξαζκέλνο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο κνλσλύκσλ κε 

ζπληειεζηέο από ην ζώκα Κ 

𝑝 =   𝜆𝑖𝒙𝑖
𝒂𝑖

𝑘

𝑖=1

, 𝜆𝑖 ∈ 𝐾,   𝑘 ∈ ℕ,   𝒙𝑖
𝒂𝑖  𝜇𝜊𝜈ώ𝜈𝜐𝜇𝜊 

Σν πιήζνο ησλ ζπληειεζηώλ ησλ κε κεδεληθώλ 𝑝𝑎  είλαη πεπεξαζκέλν. Σέινο νξίδνπκε ζαλ 

βαζκό πνιπσλύκνπ ηνλ κέγηζην βαζκό ησλ κνλσλύκσλ κε κε κεδεληθό ζπληειεζηή.  

Έζησ 𝛸, 𝛶, 𝛧 δηαλπζκαηηθνί ρώξνη θαη 𝑓: 𝑋 × 𝑌 → 𝑍 κηα ζπλάξηεζε. H 𝑓 ζα ιέγεηαη 

πνιπγξακκηθή αλ ηζρύνπλ ηα παξαθάησ 

𝑓 𝑥1 + 𝑥2 , 𝑦1 + 𝑦2 = 𝑓 𝑥1 , 𝑦1 + 𝑓 𝑥1 , 𝑦2 + 𝑓 𝑥2 , 𝑦1 + 𝑓 𝑥2 , 𝑦2   ∀ 𝑥1 , 𝑥2 ∈ 𝑋, ∀ 𝑦1 , 𝑦2 ∈ 𝑌 

𝑓 𝜆1𝑥, 𝜆2𝑦 = 𝜆1𝑓 𝑥, 𝜆2𝑦 = 𝜆2𝑓 𝜆1𝑥, 𝑦 = 𝜆1𝜆2𝑓 𝑥, 𝑦   ∀ 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ  ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 ∀ 𝑦 ∈ 𝑌 
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3.2 Κλαςικό Πολυπλοκότητα 
΢ηελ ζεσξία ππνινγηζηκόηεηαο θαη πνιππινθόηεηαο ε πξνζνρή καο είλαη ζηξακκέλε ζηα 

πξνβιήκαηα απόθαζε, δειαδή πξνβιήκαηα ησλ νπνίσλ ε απάληεζε είλαη έλα «λαη» ή «όρη».  

Έλα πξόβιεκα απόθαζεο κπνξεί λα αληηπξνζσπεπζεί από κηα γιώζζα L, κηα ζρέζε 𝑅𝐿 πάλσ 

ζηηο ιέμεηο ηνπ αιθαβήηνπ θαη ηζρύε όηη γηα ην ζηηγκηόηππν 𝑥 ηνπ πξνβήκαηνο, ε απάληεζε 

ζην πξόβιεκα είλαη «λαη» αλ θαη κόλν αλ 𝑥 ∈ 𝐿 αλ θαη κόλν αλ ππάξρεη θάπνην 𝑦 γηα ην 

νπνίν ηζρύεη  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝐿 . 

3.2.1 Η Πολυπλόκότητα τησ Permanent 

Οξηζκόο 3.2: Ζ θιάζε πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ P απνηειείηαη από όιεο ηηο γιώζζεο L  γηα ηηο 

νπνίεο ε επαιήζεπζε όηη ε ζπκβνινζεηξά 𝑥  𝑥 ∈  0,1 𝑛  αλήθεη ζηελ L κπνξεί λα γίλεη από 

κία ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing,  ζε αξηζκό βεκάησλ πνπ είλαη θξαγκέλνο  σο πξνο έλα 

πνιπώλπκν ηνπ 𝑛 (πνιπσλπκηθά θξαγκέλν σο πξνο 𝑛). 

Η θιάζε NP είλαη ε θιάζε πξνβιεκάησλ πνπ ε ιύζε ηνπο επαιεζεύεηαη ζε πνιπσλπληθό 

αξηζκό βεκάησλ. Πην απζηεξά νξίδεηαη σο εμήο 

Οξηζκόο 3.3 (Κιάζε NP): 

Έζησ 𝑅 ⊆   0,1 ∗ ×  0,1 ∗  λα είλαη κηα ζρέζε κεηαμύ ησλ ζπκβνινζεηξώλ, ε νπνία είλαη 

decidable ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν θαη ηζνξνπεκέλε κε ηνλ εμήο ηξόπν 

∃ 𝜋𝜊𝜆𝜐𝜔𝜈𝜐𝜇𝜄𝜅ά 𝜑𝜌𝛼𝛾𝜇έ𝜈𝜂 𝜍𝜐𝜈ά𝜌𝜏𝜂𝜍𝜂 𝑡: ℕ → ℕ  ώ𝜍𝜏𝜀   𝑦 ≤ 𝑡  𝑥     ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 

𝛨 𝛾𝜆ώ𝜍𝜍𝛼 𝐿 =  𝑥 ∈  0,1 ∗ ∶ ∃ 𝑦   𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∈ 𝑁𝑃  

θαη όιεο νη γιώζζεο ζην NP είλαη ηεο παξαπάλσ κνξθήο. 

Σν y ζα νλνκάδεηαη κάξηπξαο (witness) ηνπ γεγνλόηνο όηη ην x αλήθεη ζηελ L. 

Οξηζκόο 3.4: Ζ γιώζζα Α ζα ιέγεηαη πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ (πνιιά πξνο έλα) αλαγώγηκε 

ζηε Β αλ-λ ππάξρεη ζπλάξηεζε κεηαμύ ησλ ζπκβνινζεηξώλ 𝜌 ∶  0,1 ∗ →  0,1 ∗, ε νπνία 

ππνινγίδεηαη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν από κία κεραλή Turing, έηζη ώζηε 𝛢 = 𝜌−1 𝛣  

Οξηζκόο 3.5: Μηα γιώζζα Α ζα ιέγεηαη δύζθνιε σο πξνο C (C-hard) αλ 

∀ 𝐵 ∈ 𝐶, 𝐵 ≤𝑚
𝑝 𝐴 

Οξηζκόο 3.6: Ζ γιώζζα B ιέκε όηη είλαη πιήξεο σο πξνο C (complete at C) κε ηελ 

αλαγσγή ≤𝑚  αλ 

𝐵 ∈ 𝐶  𝜅𝛼𝜄  𝐵 𝑖𝑠 𝐶 − 𝑕𝑎𝑟𝑑 

Κάζε πξόβιεκα ζην NP εμ’νξηζκνύ έρεη κία ηζνξξνπεκέλε πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ απνθξίζηκε 

ζρέζε R κεηαμύ ησλ ζπκβνινζεηξώλ. 

Ωο γλσζηόλ έλα πξόβιεκα έλα πξόβιεκα κπνξεί λα επηδέρεηαη παξαπάλσ από κία ιύζεηο. 

Δπίζεο όπσο αλαθέξακε θαη ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην, αλ ππνινγίζνπκε ηελ permanent 

ελόο πίλαθα Α, ηόηε ν ππνινγηζκόο απηόο ηζνδπλακεί κε ην λα κεηξήζνπκε ηηο ιύζεηο  ηνπ 

πξνβιήκαηνο  

«Σν δηκεξεο γξάθεκα κε πίλαθα γεηηλίαζεο ηνλ Α έρεη Perfect Matching; » 
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Έρνληαο απηα ζην λνπ καο κπνξνύκε γηα νπνηνδήπνηε πξόβιεκα απόθαζεο, λα νξίζνπκε ην 

αληίζηνηρν κεηξεηηθό πξόβιεκα, αλ έλα πξόβιεκα απόθαζεο νλνκάδεηαη «Problem» ηόηε ην 

αληίζηνηρν κεηξεηηθό ηνπ ην νλνκάδνπκε κε «#Problem». Γνζέληνο ελόο πξνβιήκαηνο 

απόθαζεο Π, ην αληίζηνηρν κεηξεηηθό πξόβιεκα ζέηεη σο εξώηεκα, πόζεο είλαη νη δπλαηέο 

ιύζεηο ηνπ Π; 

Ελαιιαθηηθά ζε έλα κεηξεηηθό πξόβιεκα καο ελδηαθέξεη λα κεηξήζνπκε από ην ππνινγηζηηθό 

δέληξν κηαο κεραλήο Turing πνπ επηιύεη ην πξόβιεκα, ηα κνλνπάηηα, πνπ απαληνύλ κε «λαη»,  

Σν αληίζηνηρν κεηξεηηθό πξόβιεκα ζε έλα NP πξόβιεκα απόθαζεο είλαη ην εμήο 

Γνζέληνο 𝑥 πόζα 𝑦 ππάξρνπλ ώζηε  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅; 

Με άιια ιόγηα πξνζπαζνύκε λα ππνινγίζνπκε ηελ ζπλάξηεζε 𝜑 ∶  0,1 ∗ → ℕ ώζηε 

𝜑 𝑥 = #𝑅𝑥 ∶= # 𝑦 ∶  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 =   𝑦 ∶  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅   

Οξηζκόο 3.7: Ζ θιάζε #P είλαη 

#𝑃 =  𝜑 ∶  0,1 ∗ → ℕ | 𝜑 𝑥 = #𝑅𝑥   

Μηα αλαγσγή από ην κεηξεηηθό πξόβιεκα ηεο ζρέζεο R ζην κεηξεηηθό πξόβιεκα ησλ 

ζπκβνινζεηξώλ ηεο ζρέζεο S γίλεηαη από δύν πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ ππνινγίζηκεο 

ζπλαξηήζεηο 𝜌 ∶  0,1 ∗ →  0,1 ∗ θαη 𝜍 ∶ ℕ → ℕ (θπζηθνί αξηζκνί θσδηθνπνηεκέλνη ζε 

δπαδηθό ζύζηεκα) ηέηνην ώζηε #𝑅𝑥 = 𝜍 #𝑆𝜌 𝑥    γηα όια ηα 𝑥. 

Οξηζκόο 3.8: Μία αλαγσγή ζα ιέγεηαη parsimonious αλ-λ ε ζ είλαη ε ηαπηνηηθή. 

Οξηζκόο 3.9: Μηα κεηξεηηθή ζπλάξηεζε 𝑓 ∈ #𝑃 ιέγεηαη #P-complete αλ-λ θάζε ζπλάξηεζε 

ζην #P αλάγεηαη ζηελ 𝑓. 

Ο Valiant έδεημε ην 1979 ζην [7] ηα παξαθάησ. 

Θεώξεκα 3.1: Σν πξόβιεκα ππνινγηζκνύ ηεο permanent γηα δπαδηθνύο πίλαθεο είλαη #P-

complete. 

Θεώξεκα 3.2: Ζ πνιππινθόηεηα ππνινγηζκνύ ηεο permanent ελόο πίλαθα 𝛢 ∈ 𝑀𝑛  0,1   

είλαη NP-hard θαη είλαη ηνπιάρηζηνλ ηόζεο δπζθνιίαο όζν θαη λα κεηξήζνπκε ηνλ αξηζκό ησλ 

θαηαζηάζεσλ απνδνρήο κηαο κε ληεηεξκηληζηηθήο πνιπσλπκηθήο κεραλήο Turing. 

Δίλαη αλνηθηό πξόβιεκα ην εμήο 

Σν κεηξεηηθό πξόβιεκα ελόο NP-complete πξνβιήκαηνο είλαη #P-complete; 

Ο Valiant απέδεημε όηη ην κεηξεηηθό πξόβιεκα ησλ Perfect Matchings ελόο δηκεξνύο γξάθνπ 

είλαη #P-complete [7], όπσο αλαθέξνπκε θαη ζην παξαπάλσ ζεώξεκα. Απηό είλαη έλα 

ελδηαθέξνλ απνηέιεζκα γηαηί ην πξόβιεκα  απόθαζεο αλ ππάξρεη Perfect Matching ή γλσζηό 

σο θαη ην πξόβιεκα ηνπ γάκνπ, επηιύεηαη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. ΢πλεπώο ην αληίζηξνθν 

ηνπ παξαπάλσ εξσηήκαηνο δελ ηζρύεη, δειαδή αλ έλα πξόβιεκα είλαη #P-complete, ηόηε ην 

αληίζηνηρν πξόβιεκα απόθαζεο δελ είλαη θαη’ αλάγθε NP-complete. 
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Μειεηώληαο απηό ην πξόβιεκα νη Α. Κηαγηάο, Α. Παγνπξηδήο K. Sharna θαη ΢. Εάρνο όξηζαλ 

ηηο παξαθάησ θιάζεηο πνιππινθόηεηαο ζηα [8] θαη [9] αληίζηνηρα  

Οξηζκόο 3.10: Ζ 𝑻𝒐𝒕𝑷 είλαη ε θιάζε πνπ πεξηέρεη όιεο ηηο ζπλαξηήζεηο νη νπνίεο κεηξάλ 

ηνλ αξηζκό ησλ ππνινγηζηηθώλ κνλνπαηηώλ κηαο PNTM. 

Οξηζκόο 3.11: Ζ #𝑷𝑬 (#P “Easy”) είλαη ε θιάζε πνπ πεξηέρεη όιεο ηηο ζπλαξηήζεηο 𝑓 ηνπ #P 

ηέηνηεο ώζηε γηα θάζε είζνδν 𝑥 ε εξώηεζε αλ "𝑓 𝑥 > 0 " είλαη απνθξίζηκε ζε πνιπσλπκηθό 

ρξόλν. 

Παξαηήξεζε 3.1: Δμ’ νξηζκνύ ε #𝑃𝐸 πεξηέρεη ην #Perfect Matching θαη ην #DNF-SAT, 

αιιά δελ πεξηέρεη ην SAT εθηόο θαη αλ 𝑃 = 𝑁𝑃. 

Απηό πνπ πξέπεη λα μεθαζαξίζνπκε ζε απηό ην ζεκείν είλαη όηη ηα κεηξεηηθά πξνβιήκαηα 

πνπ έρνπλ «εύθνιν» πξόβιεκα απόθαζεο είλαη #P-complete σο πξνο αλαγσγέο  θαηά Cook, 

αιια δελ κπνξνύλ λα είλαη #P-complete κε αλαγσγέο θαηά Karp, όπσο αλαθέξεηαη θαη ζην 

[9]. Απηό ζεκαίλεη όηη νη αλαγσγέο θαηά Karp έρνπλ θαιύηεξε επθξίλεηα κεηαμύ ησλ 

θιάζεσλ κεηξεηηθώλ πξνβιεκάησλ ζε ζρέζε κε ηηο αλαγσγέο θαηά Cook. Οη ζρέζεηο πνπ 

απνδεηθλύνληαη ζην [9] γηα ηηο θιάζεηο πνπ νξίζακε είλαη νη εμείο 

1. 𝐹𝑃 ⊆ 𝑇𝑜𝑡𝑃 ⊆ #𝑃𝐸 ⊆ #𝑃 , 𝜊𝜄 𝜀𝛾𝜅𝜆𝜀𝜄𝜍𝜇𝜊ύ 𝜀ύ𝜈𝛼𝜄 𝛾𝜈ό𝜍𝜄𝜊𝜄 𝜀𝜅𝜏ό𝜎 𝛼𝜈 𝑃 = 𝑁𝑃 

2. Αθόκε 𝑇𝑜𝑡𝑃, #𝑃𝐸 𝜅𝛼𝜄 #𝑃 
1
δελ είλαη Karp ηζνδύλακα εθηόο αλ 𝑃 = 𝑁𝑃. 

3. 𝐹𝑃𝑇𝑜𝑡𝑃  1 = 𝐹𝑃#𝑃𝐸 1 = 𝐹𝑃#𝑃 1 ,   𝛿𝜂𝜆𝛼𝛿ό  𝑇𝑜𝑡𝑃, #𝑃𝐸 𝜅𝛼𝜄 #𝑃 𝜀ύ𝜈𝛼𝜄 𝐶𝑜𝑜𝑘 𝜄𝜍𝜊𝛿ύ𝜈𝛼𝜇𝜀𝜎 

4. Σα #Perfect Matching, ην #DNF-SAT θαη ην #NONCLIQUES αλήθνπλ ζηελ TotP 

5. Ζ 𝑇𝑜𝑡𝑃 είλαη ε θιεηζηόηεηα όισλ ησλ ζπλαξηήζεσλ ηεο #PE πνπ αλάγνληαη ζηνλ εαπηό ηνπο 

΢πκπέξαζκα: Με βάζε ηα παξαπάλσ έρνπκε όηη θαη ε Permanent αλήθεη ζηελ TotP. 

Παξά ηε δηαηύπσζε ησλπαξαπάλσ ζεσξεκάησλ, ε πεξίπησζε ηνπ ππνινγηζκνύ ηεο 

permanent mod 2𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ ππνινγίδεηαη πνιύ πην εύθνια όπσο έρεη απνδεηρζεί ζην [7].  

Οξηζκόο 3.12: Μηα κε δηθνξνύκελε κεραλή Turing (unambiguous TM) είλαη κηα κε 

ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing ηέηνηα ώζηε  

∀ 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡  𝑤 = 𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛   ∃ 𝜏𝜊 𝜋𝜊𝜆ύ 𝜇𝜄𝛼 𝛼𝜅𝜊𝜆𝜊𝜐𝜃ί𝛼 𝑐𝑜𝑛𝑓𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑐0𝑐1 …𝑐𝑚   ώ𝜍𝜏𝜀 

i. 𝑐0 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜏𝜊 𝛼𝜌𝜒𝜄𝜅ό 𝑐𝑜𝑛𝑓𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝜏𝜂𝜎 𝜀𝜄𝜍ό𝛿𝜊𝜐 𝑤 

ii. 𝜏𝜊 𝑐𝑖  𝜋𝜌𝜊𝜂𝛾𝜀ί𝜏𝛼𝜄 𝜏𝜊𝜐 𝑐𝑖+1 

iii. 𝜏𝜊 𝑐𝑚  𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜏𝜊 𝑐𝑜𝑛𝑓𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝛼𝜋𝜊𝛿𝜊𝜒ή𝜎 

Αλ ην w γίλεηαη απνδεθηό από ηελ ΣΜ ηόηε ππάξρεη αθξηβώο κηα θαηάζηαζε απνδνρήο.  

Οξηζκόο 3.13: Ζ θιάζε UP (Unambiguous Non-Deterministic Polynomial-time) 

πεξηιακβάλεη όια ηα πξνβιήκαηα απόθαζεο ηα νπνία επηιύνληαη από κηα κε δηθνξνύκελε 

                                                   
*Σθμειώνουμε ότι ςτθν παράγραφο βαςικζσ ζννοιεσ του κεφαλαίου 1, υπάρχουν οι οριςμοί για 
αρκετζσ από τισ ζννοιεσ και τισ κλάςεισ που αναφζορουμε ςε αυτι τθν παράγραφο. 
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κεραλή Turing (Unambiguous TM) ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν, έρνληαο ην πνιύ έλα κνλνπάηη 

απνδνρήο ζην δέληξν ππνινγηζκνύ. 

𝑃 ⊆ 𝑈𝑃 ⊆ 𝑁𝑃 

Η θιάζε UP είλαη θνληά ζηελ P ππό ηελ έλλνηα όηη αλ πξνγξακκαηίδακε κία ληεηεξκηληζηηθή 

κεραλή Turing ώζηε λα αθνινπζήζεη ην configuration νδεγεί ζηελ θαηάζηαζε απνδνρήο, ηόηε 

ην πξόβιεκα ζα ιπλόηαλ ζε πνιπσληκθό ρξόλν. 

Θεώξεκα 3.3: Έζησ 𝑛 ∈ ℕ θαη 𝛫 = 2𝑛 . Ζ πνιππινθόηεηα ππνινγηζκνύ ηεο permanent  

𝑚𝑜𝑑 𝐾 ηνπ 𝛢 ∈ 𝛭𝑛  0,1   είλαη UP-hard. 

Θεώξεκα 3.4: Έ𝜍𝜏𝜔 𝛢 ∈ 𝛭𝑛  ℤ  𝜅𝛼𝜄  ∀ 𝑘 ∈ ℤ  ε  𝑝𝑒𝑟𝑚 𝐴  𝑚𝑜𝑑 2𝑘  κπνξεί λα ππνινγηζηεί ζε  

 
𝑂 𝑛4𝑘−3  βήκαηα, αλ 𝑘 ≥ 2

 𝛰 𝑛2.81   βήκαηα, αλ 𝑘 = 1
  

θαη απηό ηζρύεη εθόζνλ 𝑝𝑒𝑟𝑚 𝐴  𝑚𝑜𝑑 2 = det 𝐴  𝑚𝑜𝑑 2. 

3.2.2 Η Πολυπλοκότητα τησ Ορύζουςασ 

Αληίζηνηρα κε ηνπο παξαπάλσ νξηζκνύο νξίδνληαη θιάζεηο πνιππινθόηεηαο νη νπνίεο 

κεηξάλε ην ππνινγηζηηθό θόζηνο σο πξνο ηνλ ρώξν, δειαδή ην πιήζνο ησλ θειηώλ ηεο 

ηαηλίαο κηαο κεραλήο Turing ζηα νπνία γξάθεη γηα λα θηάζεη ζηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Οξηζκόο 3.14: Ζ θιάζε ινγαξηζκηθνύ ρώξνπ L απνηειείηαη από όιεο ηηο γιώζζεο G  γηα 

ηηο νπνίεο ε επαιήζεπζε όηη ε ζπκβνινζεηξά 𝑥 αλήθεη ζηελ G κπνξεί λα γίλεη από κία 

ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing,  ρξεζηκνπνηώληαο επηπιένλ αξηζκό θειηώλ πνπ είλαη 

θξαγκέλνο  σο πξνο έλα ινγάξηζκν ηνπ 𝑛 (ινγαξηζκηθά θξαγκέλν σο πξνο 𝑛). 

Οξηζκόο 3.15 (Κιάζε NL): 

Έζησ 𝑅 ⊆   0,1 ∗ ×  0,1 ∗  λα είλαη κηα ζρέζε κεηαμύ ησλ ζπκβνινζεηξώλ, ε νπνία είλαη 

decidable ζε ινγαξηζκηθό ρώξν θαη ηζνξξνπεκέλε κε ηνλ εμήο ηξόπν 

∃ 𝜆𝜊𝛾𝛼𝜌𝜄𝜃𝜇𝜄𝜅ά 𝜑𝜌𝛼𝛾𝜇έ𝜈𝜂 𝜍𝜐𝜈ά𝜌𝜏𝜂𝜍𝜂 𝑡: ℕ → ℕ  ώ𝜍𝜏𝜀   𝑦 ≤ 𝑡  𝑥     ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 

𝛨 𝛾𝜆ώ𝜍𝜍𝛼 𝐺 =  𝑥 ∈  0,1 ∗ ∶ ∃ 𝑦   𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∈ 𝑁𝐿  

θαη όιεο νη γιώζζεο ζηελ NL είλαη ηεο παξαπάλσ κνξθήο.  

Οξηζκόο 3.16: Ζ θιάζε #L είλαη 

#𝐿 =  𝜑 ∶  0,1 ∗ → ℕ | 𝐺 ∈ 𝑁𝐿  𝜅𝛼𝜄  𝜑 𝑥 = #𝑅𝐺𝑥
    

΋πνπ κε 𝑅𝐺𝑥
 ζπκβνιίδνπκε ηελ ζρέζε ηεο γιώζζαο G γηα ην ζηνηρείν 𝑥 θαη όπσο έρνπκε 

νξίζεη θαη παξαπάλσ 

#𝑅𝐺𝑥
∶= # 𝑦 ∶  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝐺 =   𝑦 ∶  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝐺   
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Σα παξαθάησ απνηειέζκαηα ν αλαγλώζηεο ζα ηα βξεη κε ηε κνξθή ζεσξεκάησλ θαη 

πξνηάζεσλ ζην [10]. Δκείο ηα παξαζέηνπκε ζπκπηηγκέλα ζην εμήο ζεώξεκα 

Θεώξεκα 3.5: Ηζρύνπλ ηα παξαθάησ 

1. #𝐿 ⊆ 𝐹𝑃 ⊆ #𝑃 

2. #𝐿 ⊆ 𝑁𝐶2 

3. #𝑃 = #𝑁𝐿 

4. 𝑁𝐿 = 𝑈𝑃 

Οξηζκόο 3.17: GapL είλαη ε θιάζε πνιππινθόηεηαο πνπ απνηειείηαη από όιεο ηηο 

ζπλαξηήζεηο 𝑓 γηα ηηο νπνίεο ππάξρεη κία κε ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing M πνπ ηηο 

ππνινγίδεη ζε επηπιένλ ινγαξηζκηθό ρώξν θαη γηα θάζε είζνδν 𝑥, ην 𝑓 𝑥  είλαη ε δηαθνξά 

ησλ κνλνπαηηώλ γηα ηα νπνία ε Μ απνδέρεηαη κείνλ ηα κνλνπάηηα γηα ηα νπνία ε Μ 

απνξξίπηεη ηελ είζνδν. Ζ θιάζε GapL είλαη ε θιεηζηόηεηα ηεο #L σο πξνο ηελ αθαίξεζε.   

Παξαηεξνύκε όηη #𝐿 ⊆ 𝐺𝑎𝑝𝐿. Σέινο ζην [11] απνδεηθλύεηαη ην παξαθάησ βαζηθό 

απνηέιεζκα γηα ηελ ππνινγηζηηθή δπζθνιία ηεο νξίδνπζαο. 

Θεώξεκα 3.6: Μία ζπλάξηεζε 𝑓 ∈ 𝐺𝑎𝑝𝐿 αλ-λ είλαη logspace πνιιά πξνο έλα αλαγώγηκε 

ζηελ νξίδνπζα ελόο πίλαθα πνπ ηα ζηνηρεία ηνπ είλαη αθέξαηνη. 

Είλαη άκεζν από ην παξαπάλσ ζεώξεκα όηη ε νξίδνπζα ελόο πίλαθα αθεξαίσλ είλαη GapL-

complete. 

Πόξηζκα 3.7: Ζ νξίδνπζα είλαη GapL-complete θαη ππνινγίδεηαη παξάιιεια από έλαλ 

αιγόξηζκν πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ. Άξα κε βάζε ην ζεώξεκα 3.6 θάζε πξόβιεκα ηεο GapL 

κπνξεί λα ππνινγηζζεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. Έηζη θηάλνπκε ζην ζπκπέξαζκα όηη 𝐺𝑎𝑝𝐿 ⊆

𝐹𝑃. 

Με βάζε ην πόξηζκα 3.7 θαη ζεώξεκα 3.5 πξνθύπηεη όηη  #𝐿 ⊆ 𝐺𝑎𝑝𝐿 ⊆ 𝐹𝑃 

Αλάινγα απνηειέζκαηα ηζρύνπλ γηα ηελ permanent θαη ηελ νξίδνπζα σο πξνο θάπνηεο θιάζεηο 

πνιππινθόηεηαο πνπ έρεη νξίζεη ν Valiant, όπσο ζα δνύκε παξαθάησ. 

3.3 Η Πολυπλοκότητα του Valiant 

΢ε απηή ηελ παξάγξαθν ζα κειεηήζνπκε ηελ πνιππινθόηεηα πνπ όξηζε ν Valiant κε βάζε 

ηελ permanent, ε νπνία πξνζθέξεη θαιύηεξε κειέηε, όηαλ δηεξεπλνύκε ζπλαξηήζεηο πνπ 

ππνινγίδνπλ νηθνγέλεηεο πνιπσλύκσλ πνιιώλ κεηαβιεηώλ. Παξαζέηνπκε θάπνηνπο 

βαζηθνύο νξηζκνύο θαη βαζηθά απνηειέζκαηα από ην [12].  

΢πκβνιηζκόο: Θα ζπκβνιίδνπκε κε K έλα ζώκα θαη 𝛫 𝛸1, 𝛸2, …   απξνζδηόξηζηεο 

κεηαβιεηέο πνπ πέξλνπλ ηηκέο ζην Κ. 

 

 

Οξηζκνί 3.18: 
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1) Έλα straight-line program Γ κε m αληηθείκελα ζηελ είζνδν ζα ιέκε κία αθνινπζία 

 𝛤1, … , 𝛤𝑟  κε εληνιέο 𝛤𝜌 =  𝜔𝜌 ; 𝑖𝜌 , 𝑗𝜌  όπνπ 𝜔𝜌 ∈  +, −,∗  θαη δηεπζύλζεηο 𝑖𝜌 , 𝑗𝜌  ηα 

νπνία ηθαλνπνηνύλ ηελ αληζόηεηα –𝑚 < 𝑖𝜌 , 𝑗𝜌 < 𝜌. Θα ιέκε όηη r είλαη ην κέγεζνο 

ηνπ Γ. 

2) Έλα  straight-line program Γ νξίδεη έλα άθπθιν πνιπγξάθεκα ην νπνίν έρεη ζύλνιν 

θνξπθώλ ην  𝜌 ∈ ℤ ∶  −𝑚 < 𝜌 ≤ 𝑟  θαη έρεη αθκέο  𝑖𝜌 , 𝑗𝜌 . Θα ιέκε όηη κία αθκή 

είλαη πνιιαπιόηεηαο 2 αλ 𝑖𝜌 = 𝑗𝜌  θαη ν αξηζκόο ησλ αθκώλ ηνπ κεγαιύηεξνπ 

θαηεπζελώκελνπ κνλνπαηηνύ απνηειεί ην βάζνο ηνπ Γ. 

3) Γηα θάζε αθνινπζία ζηνηρείσλ εηζόδνπ 𝛼1, … , 𝛼𝑚  έλα straight line program Γ έρεη 

κηα κνλαδηθή αθνινπζία απνηειεζκάησλ  𝑏−𝑚+1 , … , 𝑏𝑟  κε 

 
     𝑏𝜌 = 𝑎𝑚+𝜌      , 𝜌 ≤ 0

𝑏𝜌 = 𝑏𝑖𝜌  𝜔𝜌  𝑏𝑗𝜌  , 𝜌 > 0
  

Λέκε όηη ην Γ ππνινγίδεη έλα ζύλνιν πνιπσλύκσλ F αλλ 𝐹 ⊆  𝑏−𝑚+1, … , 𝑏𝑟  

Έλα αληίζηνηρν εξγαιείν ησλ straight-line πξνγξακκάησλ, πνπ καο επηηξέπεη λα 

ππνινγίζνπκε ηελ ππνινγηζηηθή δπζθνιία πνιπσλύκσλ είλαη ηα αξηζκεηηθά θπθιώκαηα. Σα 

αξηζκεηηθά θπθιώκαηα έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ εύξεζε θάησ θξάγκαηνο ζην 

ππνινγηζηηθό θόζηνο πνιπσλπκηθώλ νηθνγελεηώλ αλαθέξνπκε ην Manidra Agrawal et. al. 

[13] 

Οξηζκνί 3.19: 

 Έλα αξηζκεηηθό θύθισκα (arithmetic circuit) πάλσ ζε έλα ζώκα K είλαη έλαο 

θαηεπζπλόκελνο άθπθινο γξάθνο κε θνξπθέο πνπ δηαζέηνπλ κηα επηζήκαλζε. 

 Οη θνξπθέο ηνπ γξάθνπ κε indegree κεδέλ επηζεκαίλνληαη είηε κε κία κεηαβιεηή 

𝑥𝑖 ∈ 𝐾 ή κε κία ζηαζεξά 𝑐 ∈ 𝛫. Οη θνξπθέο πνπ επηζεκαίλνληαη κε κεηαβιεηέο 

νλνκάδνληαη ζύξεο εηζόδνπ (input gates). 

 Οη ππόινηπέο θνξπθέο επηζεκαίλνληαη κε ‘ + ’ ή ‘ ∗ ’ θαη νλνκάδνληαη ζύξεο 

πξόζζεζεο (άζξνηζεο) θαη ζύξεο  πνιιαπιαζηαζκνύ αληίζηνηρα (addition or 

multiplication gates). 

 Οη ζύξεο κε outdegree κεδέλ νλνκάδνληαη ζύξεο εμόδνπ. Δκείο ζα αζρνιεζνύκε 

θπξίσο κε θπθιώκαηα πνπ έρνπλ αθξηβώο κία ζύξα εμόδνπ. 

Ο αξηζκόο ησλ αθκώλ πνπ θαηαιήγνπλ ζε κία ζύξα είλαη ην fanin ηεο ζύξαο. Θα ζεσξνύκε 

πσο κία ζύξα κπνξεί λα έρεη άπεηξν fanin, ζε πεξίπησζε πνπ δελ ππάξρεη θάπνηνο 

πεξηνξηζκόο πνπ λα ην απαγνξεύεη. 

 Σν κέγεζνο (size) ελόο θπθιώκαηνο C είλαη ν αξηζκόο ησλ ζπξώλ πνπ πεξηέρεη. 

 Σν βάζνο (depth) ελόο θπθιώκαηνο C είλαη ην κήθνο ηνπ κεγαιύηεξνπ κνλνπαηηνύ 

από κία ζύξα εηζόδνπ ζε κία ζύξα εμόδνπ. 

 Ο βαζκόο (degree) ελόο θπθιώκαηνο C νξίδεηαη αλαδξνκηθά σο εμήο: 

 Ο βαζκόο κίαο ζύξαο εηζόδνπ είλαη 1 ή 0 αλάινγα κε ην αλ έρεη ηελ 

επηζήκαλζε κεηαβιεηήο ή ζηαζεξάο αληίζηνηρα. 

 Ο βαζκόο κηαο ζύξαο άζξνηζεο είλαη ν κέγηζηνο βαζκόο ησλ ζπξώλ πνπ νη 

αθκέο εκπίπηνπλ ζηελ ελ ιόγσ ζύξα. 

 Ο βαζκόο κηαο πνιιαπιαζηαζηηθήο ζύξαο  είλαη ην άζξνηζκα ησλ βαζκώλ 

ησλ ζπξώλ, πνπ νη αθκέο ηνπο εκπίπηνπλ ζηελ ελ ιόγσ ζύξα. 



 

 

42 

 

 Ο βαζκόο ηνπ C είλαη ν βαζκόο ηεο ζύξαο εμόδνπ. 

Έλα αξηζκεηηθό θύθισκα ππνινγίδεη πνιπώλπκα κε ηνλ εμήο ηξόπν. Οη ζύξεο εηζόδνπ 

επηζεκαίλνληαη κε ζηαζεξέο θαη κε ηηο κεηαβιεηέο από ηηο νπνίεο απνηεινύληαη όια ηα 

κνλώλπκα ηνπ πνιπσλύκνπ . Γηα νπνηαδήπνηε άιιε ζύξα g,  ζεσξνύκε 𝑔1 , … , 𝑔𝑘λα είλαη νη 

ζύξεο πνπ έρνπλ κηα αθκή πνπ θαηαιήγεη ζηελ g. Αθόκε κε 𝑝𝑔𝑖
 ζπκβνιίδνπκε ην πνιπώλπκν 

πνπ έρεη ππνινγηζζεί ζηελ ζύξα 𝑔𝑖    𝑖 = 1, … , 𝑘 . Σόηε 

𝑝𝑔 =

 
 
 

 
  𝑝𝑔𝑖

𝑘

𝑖=1
, 𝛼𝜈 𝑔 𝛼𝜃𝜌𝜊𝜄𝜍𝜏𝜄𝜅ή 𝜃ύ𝜌𝛼               

 

 𝑝𝑔𝑖

𝑘

𝑖=1
, 𝛼𝜈 𝑔 𝜋𝜊𝜆𝜆𝛼𝜋𝜆𝛼𝜍𝜄𝛼𝜍𝜏𝜄𝜅ή 𝜃ύ𝜌𝛼

  

Σν πνιπώλπκν πνπ ππνινγίδεηαη από ην θύθισκα είλαη ην πνιπώλπκν πνπ πξνθύπηεη από 

ηελ ζύξα εμόδνπ. 

Παξάδεηγκα 3.1: 

Σν παξαθάησ αξηζκεηηθό θύθισκα είλαη βαζκνύ 3 θαη ππνινγίδεη ην  𝑥1 + 𝑥2 𝑥2 𝑥2 + 1  

 

Έζησ   𝑝𝑛 𝑛>0 λα  είλαη κηα νηθνγέλεηα πνιπσλύκσλ θαη ην 𝑝𝑛  λα είλαη έλα πνιπώλπκν n 

κεηαβιεηώλ θαη βαζκνύ n. Μηα νηθνγέλεηα αξηζκεηηθώλ θπθισκάησλ  𝑪𝒏 𝒏>0 ιέκε όηη 

ππνινγίδεη ηελ  𝒑𝒏 𝒏>0 αλ γηα θάζε 𝑛, ην πνιπώλπκν πνπ πνπ ππνινγίδεη ην 𝐶𝑛  είλαη ίζν κε 

ην 𝑝𝑛 . 

΢πκβνιηζκόο: Χάξηλ απιόηεηαο ζα ζπκβνιίδνπκε ηελ νηθνγέλεηα  𝑝𝑛 𝑛>0  𝜇𝜀   𝑝𝑛 . 

Αξηζκεηηθά πξνγξάκκαηα δηαθιάδσζεο είλαη κνξθέο πεξηνξηζκέλσλ αξηζκεηηθώλ 

θπθισκάησλ ζηα νπνία θάζε πνιιαπιαζηαηηθή ζύξα έρεη αθξηβώο δύν κεηαβιεηέο εηζόδνπ. 

Δπηπιένλ ηνπιάρηζηνλ κία από ηηο δύν ζύξεο ησλ νπνίσλ νη αθκέο θηάλνπλ ζηελ 

πνιιαπιαζηαηηθή ζύξα, πξέπεη λα είλαη ζύξα εηζόδνπ. Απηά ηα θπθιώκαηα είλαη γλσζηά θαη 

σο skew circuits  (ινμά θπθιώκαηα). 

΢πλήζσο ε αθνινπζία ησλ ζηνηρείσλ εηζόδνπ είλαη ηεο κνξθήο 𝑐1, … , 𝑐𝑠 , 𝑋1,… , 𝑋𝑛 , κε 

ζηαζεξέο 𝑐𝑖 ∈ 𝐾 θαη 𝛸𝑗  απξνζδηόξηζηεο κεηαβιεηέο. 

Οξηζκόο 3.20: Ζ πνιππινθόηεηα 𝑳 𝑭  ελόο ζπλόινπ πνιπσλύκσλ 𝐹 ⊆ 𝐾 𝑋1, … , 𝑋𝑛   είλαη 

ην ειάρηζην κέγεζνο ελόο straight-line program πνπ ππνινγίδεη ην F γηα κεηαβιεηέο 𝛸𝑖  θαη 

ζηαζεξέο ζην Κ. 

Οξηζκόο 3.21: Θα νλνκάδνπκε κία ζπλάξηεζε 𝑓 ∶ ℕ → ℕ p-θξαγκέλε (p-bounded) αλλ  

∃ 𝑐 > 0  𝜏έ𝜏𝜊𝜄𝜊  ώ𝜍𝜏𝜀  𝑓 𝑛 ≤ 𝑛𝑐 + 𝑐 , ∀ 𝑛 ∈ ℕ 
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Δπηπιένλ αλ 

∃ 𝑐 > 0  𝜏έ𝜏𝜊𝜄𝜊  ώ𝜍𝜏𝜀     𝑛1/𝑐 − 𝑐 ≤ 𝑓 𝑛 ≤ 𝑛𝑐 + 𝑐 , ∀ 𝑛 ∈ ℕ 

Θα ιέκε όηη ε f είλαη άλσ θαη θάησ p-θξαγκέλε. 

Οξηζκόο 3.22: Μία αθνινπζία 𝑓 =  𝑓𝑛   πνιπσλύκσλ πνιιώλ κεηαβιεηώλ πάλσ ζην Κ ζα 

ιέγεηαη p-family πάλσ ζην Κ αλλ ν αξηζκόο ησλ κεηαβιεηώλ θαζώο θαη ν βαζκόο ηνπ 

πνιπσλύκνπ 𝑓𝑛  είλαη p-θξαγκέλεο ζπλαξηήζεηο ηνπ 𝑛. 

Παξαηεξνύκε θάηη δελ είλαη p-family αλ ν βαζκνύο ηνπ πνιπσλύκνπ απμάλεηαη εθζεηηθά σο 

πξνο ην n γηα παξάδεηγκα. 

Παξάδεηγκα 3.2: Έλα ραξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα κηαο ηέηνηαο νηθνγέλεηαο είλαη ε 

νηθνγέλεηα πνιπσλύκσλ πνπ ππνινγίδεη ηε ζπλάξηεζε permanent (ή θαη ηεο νξίδνπζαο) ε 

νπνία έρεη σο όξηζκα έλαλ πίλαθα Α 𝑛 × 𝑛. Σηο νηθνγέλεηεο πνιπσλύκσλ, κε ζηνηρεία από ην 

ζώκα F, ηεο permanent θαη ηεο νξίδνπζαο αληίζηνηρα, ηηο ζπκβνιίδνπκε κε 𝑝𝑒𝑟𝐹 =  𝑝𝑒𝑟𝐹,𝑛  

θαη det𝐹  =  det𝐹,𝑛   . Καη νη δύν νηθνγέλεηεο έρνπλ πνιπώλπκα, βαζκνύ 𝑛, πνπ 

απνηεινύληαη από 𝑛2 ην πιήζνο κεηαβιεηέο γηα θάζε 𝑛. 

Οξηζκνί 3.23: 

Μηα p-family είλαη p-ππνινγίζηκε (p-computable) αλ-λ ε πνιππινθόηεηα 𝐿 𝑓𝑛  είλαη p-

θξαγκέλε ζπλάξηεζε ηνπ 𝑛.  

Ζ θιάζε πνιππινθόηεηαο 𝑽𝑷 ή 𝑽𝑷𝑲 απνηειείηαη από όιεο ηηο p-ππνινγίζηκεο νηθνγέλεηεο 

πάλσ ζην Κ. 

Η νηθνγέλεηα πνιπσλύκσλ ηεο νξίδνπζαο  𝐷𝐸𝑇𝑛 𝑛  είλαη έλα ραξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα κηαο 

νηθνγέλεηαο πνπ αλήθεη ζηελ VP. Όπνπ 𝐷𝐸𝑇𝑛  είλαη ε νξίδνπζα ελόο 𝑛 × 𝑛 πίλαθα.  

Οξηζκόο 3.24: Μηα p-νηθνγέλεηα  𝑓𝑛   ζα ιέγεηαη p-πξνζδηνξίζηκε (p-definable) αλλ ∃ p-

ππνινγίζηκε ζπλάξηεζε 𝑔 =  𝑔𝑛 , 𝑔𝑛 ∈ 𝐾 𝑋1, … , 𝑋𝑢 𝑛  , ηέηνηα ώζηε ∀ 𝑛 ∈ ℕ 

𝑓𝑛 𝑋1,… , 𝑋𝑣 𝑛  =   …  𝑔𝑛(𝑋1, … , 𝑋𝑣 𝑛 , 𝑒𝑣 𝑛 +1, … , 𝑒𝑢 𝑛 )

1

𝑒𝑢 𝑛 =0

1

𝑒𝑣 𝑛 +2=0

1

𝑒𝑣 𝑛 +1=0

 

Οξηζκόο 3.25: Σν ζύλνιν ησλ p-πξνζδηνξίζηκσλ νηθνγελεηώλ απνηειεί ηελ θιάζε 

πνιππινθόηεηαο 𝑽𝑵𝑷 = 𝑽𝑵𝑷𝑲. 

Παξαηήξεζε 3.2: Ζ 𝑓𝑛  ππνινγίδεηαη κε ηελ άζξνηζε εθζεηηθά πνιιώλ 𝑔𝑛 , ζπλεπώο ε 

πνιππινθόηεηα ηεο 𝑓𝑛  κπνξεί λα είλαη εθζεηηθή σο πξνο 𝑛. Δπίζεο είλαη άκεζν όηη ε 𝑉𝑃 ⊆

𝑉𝑁𝑃. 

Έλα παξάδεηγκα p-πξνζδηνξίζηκεο νηθνγέλεηαο είλαη ε permanent. Ζ permanent 𝑝𝑒𝑟 𝐴  ελόο 

𝑛 × 𝑛 πίλαθα Α νξίδεηαη σο 
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𝑝𝑒𝑟 𝐴 =   𝐴𝑖,𝜋 𝑖 

𝑛

𝑖=1𝜋∈𝑆𝑛

 

Θα ζεσξνύκε όηη έλαο πίλαθαο 𝑛 × 𝑛 απνηειείηαη από 𝑋𝑛2  απξνζδηόξηζηεο κεηαβιεηέο θαη 

ζα ζπκβνιίδνπκε κε  𝑃𝐸𝑅𝑛   ηελ νηθνγέλεηα πνιπσλύκσλ ηεο permanent γηα 𝑛 × 𝑛 πίλαθεο. 

Λήκκα 3.1: Ζ νηθνγέλεηα πνιπσλύκσλ 𝑃𝐸𝑅 =  𝑃𝐸𝑅𝑛  είλαη p-πξνζδηνξίζηκε. 

Απόδεημε: 

 Έζησ 𝛸 =  𝑥𝑖𝑗   θαη 𝑌 =  𝑦𝑖𝑗   λα είλαη δύν 𝑛 × 𝑛 πίλαθεο κε ζηνηρεία απξνζδηόξηζηεο 

κεηαβιεηέο..  

Οξίδνπκε ην πνιπώλπκν 𝑔𝑛  σο εμήο 

𝑔𝑛 ≔    1 − 𝑦𝑖𝑗 𝑦𝑙𝑚  

𝑖,𝑗 ,𝑙 ,𝑚

 

               
𝑎𝑛  𝑌 

∙    𝑦𝑖𝑗

𝑛

𝑗 =1

𝑛

𝑖=1

 

         
𝛽𝑛  𝑌                          

𝛾𝑛  𝑌 

∙    𝑥𝑖𝑗 𝑦𝑖𝑗

𝑛

𝑗 =1

𝑛

𝑖=1

 

           
𝜇𝑛  𝑋,𝑌 

 

΋πνπ ην γηλόκελν ζηνλ όξν 𝑎𝑛  είλαη πάλσ ζε όια ηα 1 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑙, 𝑚 ≤ 𝑛 ηέηνηα ώζηε 𝑖 = 𝑙 αλ-λ 

𝑗 ≠ 𝑚. 

Άξα ε 𝑔𝑛  είλαη κία p-νηθνγέλεηα κε 𝐿 𝑔𝑛 = 𝑂 𝑛3  ζπκπεξαίλνπκε όηη είλαη p-ππνινγίζηκε. 

Ηζρπξηδόκαζηε όηη γηα θάζε πίλαθα 𝑒 ∈ 𝑀𝑛  0,1  , ε πνζόηεηα 𝛾𝑛 𝑒  είλαη κε κεδεληθή αλ-λ 

ν e είλαη πίλαθαο κεηαζέζεσλ. 

Πξάγκαηη, 𝑎𝑛 𝑒 ≠ 0 αλ-λ θάζε γξακκή θαη θάζε ζηήιε ηνπ e πεξηέρνπλ ην πνιύ έλα «1». 

Αθόκε αλ 𝛼𝑛 𝑒 ≠ 0, ηόηε ην 𝛽𝑛 𝑒 ≠ 0 αλ-λ θάζε γξακκή ηνπ e πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

«1». ΢πλεπώο ην 𝛾𝑛 𝑒 = 𝑎𝑛 𝑒 ∙ 𝛽𝑛 𝑒 ≠ 0 αλ-λ ν e είλαη πίλαθαο κεηαζέζεσλ. 

΢ηελ πεξίπησζε ινηπόλ πνπ ν e είλαη ν πίλαθαο ηεο κεηάζεζεο ζ έρνπκε όηη  

𝜇𝑛 𝑋, 𝑒 =  𝑥𝑖,𝜍 𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

΢πλεπώο ε 𝑃𝐸𝑅𝑛 =  𝑔𝑛 𝑋, 𝑒 𝑒∈𝑀𝑛   0,1  , πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη ε 𝑃𝐸𝑅 είλαη p-

πξνζδηνξίζηκε. 

■ 

Μηα νηθνγέλεηα πνιπσλύκσλ πνπ ζρεηίδεηαη κε ηελ 𝑃𝐸𝑅 είλαη ε 𝐻𝐶 =  𝐻𝐶𝑛  , ε νηθνγέλεηα 

πνιπσλύκσλ  θύθισλ Hamilton πνπ νξίδεηαη σο 

𝛨𝐶𝑛 =   𝑋𝑖,𝜋 𝑖 

𝑛

𝑖=1𝜋
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΋πνπ ην άζξνηζκα ηξέρεη ζε όινπο ηνπο θύθινπο κεγέζνπο n θαη άξα 𝜋 ∈ 𝑆𝑛  

Τν αληίζηνηρν ηεο αλαγσγήο γηα ηελ πνιππινθόηεηα πνπ όξηζε ν Valiant είλαη ε πξνβνιή 

πνιπσλύκσλ ε νπνία νξίδεηαη παξαθάησ. 

Οξηζκόο 3.26: 

Έλα πνιπώλπκν 𝑓 ζα νλνκάδεηαη πξνβνιή ηνπ πνιπσλύκνπ 𝑔, ζπκβνιηζκόο 𝑓 ≤ 𝑔, αλλ 

𝑓 𝑋1,… , 𝑋𝑛 = 𝑔 𝑎1,… , 𝑎𝑚  , 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜋𝜊𝜄𝛼 𝛼𝑖 ∈ 𝐾 ∪  𝑋1, … , 𝑋𝑛 ,  𝑚 ≥ 𝑛  

Γειαδή ε 𝑓 πξνθύπηεη από ηελ 𝑔 αλ θάπνηεο ηηο κεηνλνκάζνπκε ή ηηο αληηθαηαζηήζνπκε κε 

θάπνηεο κεηαβιεηέο.  

Παξαηήξεζε 3.3: Ζ πξνβνιή πνιπσλύκσλ όπσο ηελ νξίζακε παξαπάλσ απνηειεί ζρέζε 

κεξηθήο δηάηαμεο  

Οξηζκόο 3.27: 

Θα ιέκε όηη ε p-νηθνγέλεηα 𝑓 =  𝑓𝑛  είλαη p-πξνβνιή (p-projection) ηεο 𝑔 =  𝑔𝑚  , 

ζπκβνιηζκόο 𝑓 ≤𝑝 𝑔, αλ-λ  ∃ άλσ θαη θάησ p-θξαγκέλε ζπλάξηεζε 𝑡 ∶ ℕ → ℕ ηέηνηα ώζηε 

∃ 𝑛0 ∈ ℕ  ώ𝜍𝜏𝜀 ∀ 𝑛 ≥ 𝑛0  ∶ 𝑓𝑛 ≤ 𝑔𝑡 𝑛  

Παξαηήξεζε 3.4: Ηζρύεη ε κεηαβαηηθή ηδηόηεηα γηα ηελ ζρέζε p-πξνβνιή πάλσ ζην ζύλνιν 

ησλ p-νηθνγελεηώλ. 

Ο νξηζκόο απηόο δηαθέξεη από ηνλ αξρηθό νξηζκό πνπ έδσζε ν Valiant. Δπεηδή ζέινπκε ε p-

πξνβνιή λα ζέβεηαη ηελ κεηαβαηηθή ηδηόηεηα θαη επεηδή ηαπηνρξόλσο κπνξεί κηα ζπλάξηεζε 

𝑓𝑛 → ∞ θαζώο 𝑛 → ∞, ρξεζηκνπνηνύκε κία ζπλάξηεζε t ε νπνία λα είλαη ηνπιάρηζηνλ 

πνιπσλπκηθή σο πξνο ην 𝑛. 

3.3.1 VNP-Πληρότητα 

Οξηζκόο 3.28: Μηα p-πξνζδηνξίζηκε νηθνγέλεηα 𝑔 ζα ιέγεηαη όηη είλαη VNP-πιήξεο (VNP-

complete) αλλ 

∀  𝑓 ∈ 𝑉𝑁𝑃, 𝑓 ≤𝑝 𝑔 

Ο Ιζρπξηζκόο ηνπ Valiant: Ο Valiant ηζρπξίδεηαη όηη  𝑉𝑃 ≠ 𝑉𝑁𝑃, ην νπνίν κέλεη λα 

απνδεηρζεί. 

Είλαη ελδηαθέξνλ όπσο απνδεηθλύεηαη θαη ζην [12], όηη έρεη απνδεηρζεί πσο αλ ηζρύεη όηη 

𝑃 ≠ 𝑁𝑃 όπσο έρεη νξηζζεί από ηνλ Cook ηόηε θαη 𝑉𝑃 ≠ 𝑉𝑁𝑃.  

Οξηζκόο 3.29: Ζ ραξαθηεξηζηηθή ελόο δαθηπιίνπ R, ζπκβνιηζκόο 𝑐𝑕𝑎𝑟 𝑅 ,  είλαη ν 

ειάρηζηνο αξηζκόο, ζπλ έλα, πνπ πξέπεη λα πξνζζέζνπκε ην κνλαδηαίν ζηνηρείν ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνύ ζηνλ εαπηό ηνπ ώζηε ην άζξνηζκα λα γίλεη ίζν κε ην κεδεληθό ζηνηρείν ηεο 

πξόζζεζεο. Αλ ην παξαπάλσ δελ ζπκβαίλεη πνηέ ηόηε ζεσξνύκε 𝑐𝑕𝑎𝑟 𝑅 = 0. 
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Θεώξεκα 3.8 (Valiant): Ζ νηθνγέλεηα 𝐻𝐶 είλαη VNP-complete, όπσο θαη ε 𝑃𝐸𝑅𝐹  ζηελ 

πεξίπησζε πνπ 𝑐𝑕𝑎𝑟 𝐹 ≠ 2.  

Παξαηήξεζε 3.5: Ζ ππόζεζε ηνπ Valiant είλαη αιεζήο αλλ ε Permanent δελ είλαη p-

ππνινγίζηκε. Σν ίδην ηζρύεη θαη γηα νπνηαδήπνηε άιιε VNP-πιήξε νηθνγέλεηα. 

Οξηζκόο 3.30: Θα νλνκάδνπκε κία p-νηθνγέλεηα κνλόηνλε (monotone) αλλ  

𝑓𝑛    𝜀ί𝜈𝛼𝜄 p-πξνβνιή ηνπ  𝑓𝑛+1,   ∀ 𝑛 ∈ ℕ 

Λήκκα 3.2: Έζησ 𝑓 =  𝑓𝑛  θαη 𝑔 =  𝑔𝑛   δύν VNP-πιήξεηο νηθνγέλεηεο, ε 𝑓 είλαη κνλόηνλε, 

θαη 𝛪 ⊆ ℕ. Οξίδνπκε ηελ νηθνγέλεηα 𝑕 =  𝑕𝑛  κε ηνλ εμήο ηξόπν 

𝑕𝑛 =  
 𝑓𝑛   , 𝛼𝜈 𝑛 ∈ 𝐼
 𝑔𝑛  , 𝛼𝜈 𝑛 ∉ 𝐼

  

Σόηε θαη ε h είλαη VNP-πιήξεο. 

Proof Peter Burgisser p.15   24pdf 

Παξαηήξεζε 3.6: Ζ ππόζεζε όηη ε  𝑓𝑛  είλαη κνλόηνλε είλαη απαξαίηεηε, δηόηη αλ ε 𝑓 είλαη 

VNP-πιήξεο νηθνγέλεηα ηόηε θαη νη νηθνγέλεηεο  𝑓1, 0, 𝑓2, 0, …   𝜅𝛼𝜄   0, 𝑓1 , 0, 𝑓2, …   είλαη θαη 

απηέο πιήξεηο, όκσο ε αλάκεημε ηνπο κε  𝛪 =  2, 4, 6, 8, …   καο νδεγεί ζηελ κεδεληθή 

νηθνγέλεηα. 

Ο Valiant απέδεημε ηα παξαθάησ [12] 

Πξόηαζε 3.1: Για κϊθε πολυώνυμο 𝑓 ∈ 𝐾 𝑋1,… , 𝑋𝑛   που υπολογύζεται από ϋνα straight-

line πρόγραμμα μεγϋθουσ e, υπϊρχει ϋνασ τετραγωνικόσ πύνακασ Α μεγϋθουσ 𝑒 + 1 

πϊνω ςτο ςώμα 𝛫 𝛸1,… , 𝛸𝑛   τϋτοιο ώςτε 𝑓 = 𝑝𝑒𝑟 𝐴 . Ακόμα μπορούμε να υποθϋςουμε 

ότι ο πύνακασ Α ϋχει το πολύ 𝑒 + 1 ςτοιχεύα διϊφορα του 1. 

Θεώξεκα 3.9: 

Γηα θάζε ζώκα F, 𝑝𝑒𝑟𝐹 ∈ 𝑉𝑁𝑃𝐹. Ηζρύεη αθόκε όηη γηα θάζε F, 𝑐𝑕𝑎𝑟 𝐹 ≠ 2,  

∀ 𝜋𝜊𝜆𝜐𝜔𝜈𝜐𝜇𝜄𝜅ή 𝜊𝜄𝜅𝜊𝛾έ𝜈𝜀𝜄𝛼  𝑝𝑛  𝜍𝜏𝜊 𝑉𝑁𝑃𝐹 ,  𝑝𝑛  𝜀ί𝜈𝛼𝜄 p-projection ηεο  𝑝𝑒𝑟𝐹 . 

Θεώξεκα 3.10: 

Γηα θάζε ζώκα F, ηα πνιπώλπκα ηεο νξίδνπζαο ζην 𝑑𝑒𝑡𝐹  κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ από 

αξηζκεηηθά πξνγξάκκαηα δηαθιάδσζεο πνιπσλπκηθνύ κεγέζνπο.  

Δπηπιένλ γηα θάζε ζώκα F θαη θάζε πνιπσλπκηθή νηθνγέλεηα  𝑝𝑛  πνπ ππνινγίδεηαη από 

πνιπσλπκηθνύ κεγέζνπο αξηζκεηηθά πξνγξάκκαηα δηαθιάδσζεο ηζρύεη όηη ην  𝑝𝑛  είλαη p-

projection ηνπ 𝑑𝑒𝑡𝐹 . 

Σηελ πξαγκαηηθόηεηα όιεο νη νηθνγέλεηεο πνιπσλύκσλ ζηελ VP είλαη θαηά πξνζέγγηζε p-

projections ηεο νξίδνπζαο. 
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Θεώξεκα 3.11: 

Έζησ C έλα θύθισκα κεγέζνπο s πνπ ππνινγίδεη πνιπώλπκα βαζκνύ d. Σόηε ππάξρεη έλα 

άιιν θύθισκα κεγέζνπο 𝑠𝑂 1  θαη βάζνπο 𝛰 log 𝑠 + log 𝑑  πνπ ππνινγίδεη ηα ίδηα 

πνιπώλπκα. 

3.3.2 VQP-Πληρότητα 

΢ηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα δείμακε όηη ε νηθνγέλεηα  𝑝𝑒𝑟𝐹,𝑛  είλαη VNP-πιήξεο. Σώξα ζα 

παξνπζηάζνπκε κία άιιε θιάζε πνιππινθόηεηαο ηελ VQP θαη ζα δείμνπκε όηη θαη  𝑑𝑒𝑡𝐹,𝑛  

είλαη VQP-πιήξεο. Οη νξηζκνί θαη νη απνδείμεηο ησλ παξαθάησ απνηειεζκάησλ ππάξρνπλ 

ζην θεθάιαην 2 ηνπ [12]. 

Οξηζκόο 3.31: 

Θα νλνκάδνπκε κία ζπλάξηεζε 𝑓 ∶ ℕ → ℕ 𝒒𝒑-θξαγκέλε (quasi-polynomially bounded) 

αλ-λ  

∃ 𝑐 > 0  𝜏έ𝜏𝜊𝜄𝜊  ώ𝜍𝜏𝜀  𝑓 𝑛 ≤ 𝑙𝑜𝑔𝑐 𝑛  , ∀ 𝑛 ∈ ℕ 

Οξηζκνί 3.32: 

Μηα p-family 𝑓 =  𝑓𝑛  είλαη 𝒒𝒑-ππνινγίζηκε (𝒒𝒑-computable) αλ-λ ε πνιππινθόηεηα 

𝐿 𝑓𝑛   είλαη 𝑞𝑝-θξαγκέλε ζπλάξηεζε ηνπ 𝑛.  

Ζ θιάζε πνιππινθόηεηαο 𝑽𝑸𝑷 ή 𝑽𝑸𝑷𝑲 απνηειείηαη από όιεο ηηο 𝑞𝑝-ππνινγίζηκεο 

νηθνγέλεηεο πάλσ ζην Κ. 

Παξαηήξεζε 3.7: Δίλαη εκθαλέο από ηνλ παξαπάλσ νξηζκό όηη 𝑉𝑃 ⊆ 𝑉𝑄𝑃. 

Θεώξεκα 3.12: Ζ νηθνγέλεηα πνιπσλύκσλ DET είλαη VQP-πιήξεο σο πξνο ηηο 𝑞𝑝-

πξνβνιέο. 

Πόξηζκα 3.13: Κάζε νηθνγέλεηα θπθισκάησλ ζηελ 𝑉𝑃𝐹 κπνξεί λα ππνινγηζζεί από κία  

νηθνγέλεηα θπθισκάησλ πνιπσλπκηθνύ κεγέζνπο θαη ινγαξηζκηθνύ βάζνπο. 

Πόξηζκα 3.14: 

∀ 𝑛 ∈ ℕ  𝜅𝛼𝜄   𝑝𝑛 ∈ 𝑉𝑃𝐹  ⟹ 𝑝𝑛  𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝜏𝜂𝜎  𝑑𝑒𝑡𝐹,𝑚 ,   ό𝜋𝜊𝜐  𝑚 = 𝑛𝑂 log 𝑛  

Με βάζε όια ηα παξαπάλσ έλαο ηξόπνο λα δηαρσξίζνπκε ηελ θιάζε 𝑉𝑃𝐹  από ηελ 𝑉𝑁𝑃𝐹 , αξθεί 

λα δείμνπκε όηη ε 𝑝𝑒𝑟𝐹  δελ είλαη ζρεδόλ p-projection ηεο 𝑑𝑒𝑡𝐹 . 

Γηα ηνλ αλαγλώζηε πνπ ελδηαθέξεηαη λα δεη ηελ ζύλδεζε ησλ θιάζεσλ πνιππινθόηεηαο ηνπ 

Valiant κε ηηο θιάζεηο ηεο θιαζηθήο πνιππινθόηεηαο θαη κε ην BSS model ηόηε πξνηείλνπκε ην 

[12]. 
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3.4 Γνωςτϊ Κϊτω Υρϊγματα για την Permanent 

΋πσο έρνπκε αλαθέξεη θαη παξαπάλσ είλαη ζεκαληηθή ε εύξεζε θάησ θξαγκάησλ γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηεο permanent. Μία ηδέα γηα ηελ εύξεζε θάησ θξαγκάησλ γηα ηνλ ππνινγηζκό 

ηεο permanent είλαη ρξεζηκνπνηήζνπκε πεξηνξηζκέλα θπθιώκαηα (restricted circuits). 

Βαζηθνί πεξηνξηζκνί πνπ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί είλαη νη εμήο; 

1. κνλόηνλα θπθιώκαηα (monotone circuits) 

2. θπθιώκαηα ζηαζεξνύ βάζνπο (constant depth circuits) 

3. πνιιπγξακκηθέο εμηζώζεηο (multilinear formulas). 

3.4.1 Μονότονα Κυκλώματα 

Οξηζκόο 3.33: 

Έλα θύθισκα πάλσ ζην ℚ ή ζην ℝ νλνκάδεηαη κνλόηνλν (monotone circuits) αλ όιεο νη 

ζηαζεξέο ζην θύθισκα είλαη κε αξλεηηθέο. 

Έρεη απνδεηρζεί από ηνπο Jerrum θαη Snir [14] όηη θάζε κνλόηνλν θύθισκα πνπ ππνινγίδεη 

ηελ permanent είλαη εθζεηηθνύ κεγέζνπο. 

3.4.2 Κυκλώματα ΢ταθερού Βϊθουσ 

Οξηζκόο 3.34: Σα θπθιώκαηα ζηαζεξνύ βάζνπο (constant depth circuits) όπσο θαλεξώλεη 

θαη ε νλνκαζία ηνπο είλαη όια ηα θπθιώκαηα ησλ νπνίσλ ην βάζνο είλαη κηα ζηαζεξά. 

Ζ Permanent (ή θαη νπνηνδήπνηε άιιν πνιπώλπκν βαζκνύ 𝑛𝑂 1 ) κπνξεί λα ππνινγηζηεί από 

κία εθζεηηθνύ κεγέζνπο, βάζνπο 2, νηθνγέλεηα θπθισκάησλ θαη είλαη ζρεηηθά εύθνιν λα 

δνύκε όηη θάζε νηθνγέλεηα θπθισκάησλ βάζνπο 2 πνπ ππνινγίδεη ηελ Permanent, πξέπεη λα 

είλαη εθζεηηθνύ κεγέζνπο. 

Αλ πάκε ζηελ πεξίπησζε ησλ νηθνγελεηώλ αξηζκεηηθώλ θπθισκάησλ βάζνπο 3 ζα 

παξαηεξήζνπκε όηη έρεη έλα ελδηαθέξνλ θαη δελ είλαη ηόζν ηεηξηκκέλε όζν ζα πεξίκελε 

θαλέλαο. Απηό ζπκβαίλεη δηόηη από αξηζκεηηθά θπθιώκαηα βάζνπο 3 κπνξνύλ λα 

δεκηνπξγεζνύλ 

1. «αζξνίζκαηα-γηλνκέλσλ κε όξνπο αζξνίζκαηα» θαη αληίζηνηρα 

2. «γηλόκελα-αζξνηζκάησλ κε όξνπο γηλόκελα» 

Ζ δεύηεξε πεξίπησζε θαίλεηαη λα ρξεηάδνληαη εθζεηηθνύ κεγέζνπο θπθιώκαηα ώζηε λα 

ππνινγίδνπλ ηελ Permanent. Παξ’ όια απηά κπνξεί λα απνδεηρζεί πσο ε κία 

πνιιαπιαζηαζηηθή πύιε είλαη ζηελ νπζία πεξηηηή (άρξεζηε) νπόηε εθπίπηεη λα είλαη έλα 

θύθισκα βάζνπο 2. 

΋ζν γηα ηελ πξώηε πεξίπησζε, αθνξά νηθνγέλεηεο θπθισκάησλ πνπ είλαη πην ηζρπξά θαη 

κάιηζηα ν Ben Or παξαηήξεζε πσο κπνξνύλ λα ππνινγίζνπλ απνδνηηθά όια ηα ζπκκεηξηθά 

πνιπώλπκα βαζκνύ 𝑛𝑂 1  πάλσ ζε όια ηα ζώκαηα K γηα ηα νπνία ηζρύεη 𝑐𝑕𝑎𝑟 𝐾 = 0. 

Δπίζεο γηα ζώκαηα κε ραξαθηεξηζηηθή κεδέλ αλαθέξνπκε ην θαιύηεξν γλσζηό θάησ θξάγκα 

είλαη ησλ Shpilka θαη Wigderson [15] νη νπνίνη απέδεημαλ όηη ε permanent, ππνινγίδεηαη από 
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κηα νηθνγέλεηα θπθισκάησλ κεγέζνπο 𝛺 𝑛2 . Ζ ηδέα πίζσ από ηελ απόδεημε ηνπ παξαπάλσ 

απνηειέζκαηνο, είλαη λα ζεσξήζνπκε ηνλ ρώξν πνπ παξάγεηαη από όιεο ηηο κεξηθέο 

παξαγώγνπο ησλ πνιπσλύκσλ πνπ ππνινγίδνληαη ζε θάζε πύιε γηα δνζέλ αξηζκεηηθό 

θύθισκα. Σειηθά απέδεημαλ όηη ηα πνιπώλπκα πνπ δεκηνπξγνύληαη ζηελ ζύξα εμόδνπ, ελόο 

αξηζκεηηθνύ θπθιώκαηνο, «κηθξνύ κεγέζνπο» θαη βάζνπο 3, παξάγνπλ ρώξνπο κηθξήο 

δηάζηαζεο. Δλώ ν ρώξνο πνπ παξάγεηαη από ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο ησλ πνιπσλύκσλ ηεο 

permanent είλαη κεγαιύηεξεο δηάζηαζεο. 

Αλ δνπιεύνπκε ζε πεπεξαζκέλα ζώκαηα ηόηε βξηζθόκαζηε ζε θαιύηεξε ζέζε. Οη Grigoriev 

θαη Razborov [16] έδεημαλ έλα εθζεηηθό θάησ θξάγκα σο πξνο ην κέγεζνο ησλ νηθνγελεηώλ 

αξηζκεηηθώλ θπθισκάησλ βάζνπο 3, πνπ ππνινγίδνπλ ηελ νξίδνπζα θαη ηελ permanent. ΢ηελ 

πξαγκαηηθόηεηα πξνζπάζεζαλ λα απνδείμνπλ όηη πνιπώλπκα πνπ ππνινγίδνληαη από 

αξηζκεηηθά θπθιώκαηα κηθξνύ κεγέζνπο θαη βάζνπο 3 κπνξνύλ λα πξνζεγγηζηνύλ (ππό ηελ 

έλλνηα όηη ηαπηίδνληαη ζηελ πιεηνςεθία ησλ ζεκείσλ ηνπ ζώκαηνο) από πνιπώλπκα  

ρακειήο ηάμεο. Έηζη παξαηήξεζαλ όηη ε νξίδνπζα θαη ε permanent δελ πξνζεγγίδνληαη από 

πνιπώλπκα ρακειήο ηάμεο. 

3.4.3 Πολυγραμμικϋσ Εξύςωςεισ 

Οξηζκόο 3.35:  

Με ηνλ όξν πνιπγξακκηθέο εμηζώζεηο νλνκάδνπκε αξηζκεηηθά θπθιώκαηα γηα ηα νπνία 

i. Κάζε πύιε έρεη βαζκό εμεξρόκελσλ αθκώλ (outdegree) ην πνιύ 1 

ii. Σα πνιπώλπκα πνπ ππνινγίδνληαη ζε θάζε πύιε είλαη πνιπγξακκηθέο ζπλαξηήζεηο. 

Παξαηεξνύκε όηη ηέηνηα αξηζκεηηθά θπθιώκαηα έρνπλ πνιύ πεξηνξηζκέλεο πύιεο 

πνιιαπιαζηαζκνύ πην ζπγθεθξηκέλα ηα πνιπώλπκα ζηελ είζνδν ηεο πνιιαπιαζηαζηηθήο 

πύιεο δελ πξέπεη λα πεξηέρνπλ θακία θνηλή κεηαβιεηή. 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ ηερληθή ησλ κεξηθώλ παξαγώγσλ θαη ηπραίσλ πεξηνξηζκώλ (ζέηνπκε 

θάπνηεο κεηαβιεηέο εηζόδνπ λα έρνπλ ηπραίεο ηηκέο) ν Raz [17] απέδεημε έλα θάησ θξάγκα 

ηνπ 𝑛𝛺 log 𝑛  σο πξνο ην κέγεζνο ησλ νηθνγελεηώλ πνιπγξακκηθώλ εμηζώζεσλ  πνπ 

ππνινγίδνπλ ηελ permanent θαη ηεο νξίδνπζαο.  

Με ηελ ρξήζε ηεο αιγεβξηθήο πνιππινθόηεηαο, αιιά θαη κε ηεο αιγεβξηθήο γεσκεηξίαο 

γίλνληαη δηάθνξεο πξνζπάζεηεο λα απνδεηρζεί όηη ε Permanent ελνο πίλαθα Α κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί σο κία νξίδνπζα, ελόο πίλαθα ηνπ νπνίνπ ην κέγεζνο είλαη εθζεηηθά κεγαιύηεξν 

ζε ζρέζε κε ηνπ Α.Μηα ηειεπηαία δεκνζίεπζε πνπ παξαηεξήζακε είλαη ε εμεο [18].  
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4 ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ ΓΙΑ ΣΗΝ PERMANENT 
΢ε απηό ην θεθάιαην, όπσο θαλεξά πξνδίδεη θαη ν ηίηινο, ζα παξνπζηάζνπκε ζπλνπηηθά 

αιγόξηζκνπο πνπ ππάξρνπλ γηα ηελ Permanent. 

4.1 Αλγόριθμοι Τπολογιςμού τησ Permanent  
Από ην πξνεγνύκελν θεθάιαην γίλεηαη αληηιεπηό όηη ε permanent δελ ππνινγίδεηαη ζε 

πνιπσλπκηθό ρξόλν, εθηόο αλ 𝑃 = 𝑁𝑃, θαη όηη είλαη ηόζεο δπζθνιίαο όζν θαη ε 

θαηακέηξεζε ησλ θαηαζηάζεσλ απνδνρήο ζε νπνηνδήπνηε NP-δύζθνιν πξόβιεκα. Δπεηδή 

όκσο ε Permanent είλαη κία ππνινγίζηκε ζπλάξηεζε, ππάξρνπλ αιγόξηζκνη, πςεινύ 

ππνινγηζηηθνύ θόζηνπο, πνπ ππνινγίδνπλ ηελ ηηκή ηεο γηα νπνηνδήπνηε πίλαθα Α. ΢ηελ 

πξάμε νη αιγόξηζκνη δνπιεύνπλ γηα πίλαθεο κηθξώλ δηαζηάζεσλ θαζώο ην ππνινγηζηηθό 

θόζηνο απμάλεηαη ξαγδαία. 

Παξαζέηνπκε ηνλ ηύπν ηνπ Ryser [19], ν νπνίνο κειεηώληαο ηελ Permanent βξήθε ην 

αθόινπζν απνηέιεζκα,  

Έζησ έλαο 𝑛 × 𝑛 πίλαθαο 𝛢 =  𝑎𝑖𝑗   θαη 𝛢𝑘  λα είλαη έλαο πίλαθαο πνπ πξνθύπηεη από ηνλ Α, 

αλ δηαγξάςνπκε k ζηήιεο, ζέηνπκε  

𝑃 𝐴𝑘 =   𝑎𝑗𝑖

𝑛

𝑗 =1

𝑘

𝑖=1

    𝜅𝛼𝜄      𝛴𝑘 =   𝑃 𝐴𝑘  ℓ

 
𝑛
𝑘 

ℓ=1

 

΋πνπ ην 𝛴𝑘  είλαη ην άζξνηζκα όισλ ησλ 𝑃 𝐴𝑘  πάλσ ζε όιεο ηηο δπλαηέο δηαγξαθέο k 

ζηειώλ νη νπνίεο είλαη  
𝑛
𝑘
  ην πιήζνο. 

Σειηθά έρνπκε 

𝑃𝑒𝑟 𝐴 =   −1 𝑘𝛴𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

Ο ππνινγηζκόο απηόο ηεο ηηκήο ηεο Permanent γίλεηαη εθηειώληαο 𝑂 2𝑛−1𝑛2  απιέο πξάμεηο 

(πξνζζέζεηο, γηλόκελα θαη αλαζέζεηο). 

4.2 Προςεγγιςτικού Αλγόριθμοι για την Permanent 
Σν επόκελν ινγηθό εξώηεκα πνπ κπνξνύκε λα θάλνπκε γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο Permanent, 

είλαη κήπσο κπνξνύκε λα ζπζηάζνπκε αθξίβεηα ζηε ιύζε θαη λα ππνινγίδνπκε 

πξνζεγγηζηηθά ηελ ηηκή ηεο, ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν, κε έλαλ παξάγνληα ζθάικαηνο.   

Οη Jerum θαη Sinclair ζην [20] θάλνληαο ρξήζε Μαξθνβηαλώλ αιπζίδσλ κε Monte Carlo 

δεκηνύξγεζαλ έλα FPRAS γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο Permanent γηα πίλαθεο κε ζηνηρεία από ην 

 0,1 . Μεηά από θάπνηα ρξόληα γελίθεπζαλ ην απνηέιεζκα ηνπο γηα πίλαθεο κε ζεηηθά 

ζηνηρεία ζην [21]. Έθηνηε έρνπλ παξνπζηαζηεί δηάθνξα πξνζεγγηζηηθά πηζαλνηηθά ζρήκαηα 

πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα ηελ Permanent, ελδεηθηηθά αλαθέξνπκε ηα πην πξόζθαηα [22] θαη 

[23].  

Απηό πνπ παξνπζηάδεη ελδηαθέξνλ είλαη όηη ην πξόβιεκα απόθαζεο, δειαδή αλ έλαο δηκεξήο 

γξάθνο έρεη Perfect Matching, κπνξνύκε λα ην απαληήζνπκε κεηά από πνιπσλπκηθό ρξόλν. 
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Γηα λα γίλνπκε πην αθξηβείο, έλαο αιγόξηζκνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εύξεζε ελόο 

Perfect Matching ζε έλα δηκεξέο γξάθν 𝐺 =  𝑉, 𝐸  είλαη ν αιγόξηζκνο ησλ Hopcroft-Karp 

[24] πνπ έρεη πνιππινθόηεηα ρείξηζηνπ ρξόλνπ 𝛰   𝐸   𝑉  . 

Γεληθόηεξα όπσο ζα δνύκε θαη παξαθάησ, ζε κεηξεηηθά πξνβιήκαηα πνπ αλήθνπλ ζηελ 

𝑇𝑜𝑡𝑃, έρνπλ βξεζεί ληεηεξκηληζηηθά πξνζεγγηζηηθά ζρήκαηα πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ, όηαλ ην 

πξόβιεκα απόθαζεο είλαη εύθνιν. Αιιά γηα ηελ Permanent έρνπλ βξεζεί κόλν πηζλανηηθνί 

πξνζεγγηζηηθνί αιγόξηζκνη.  

4.3 Προςπϊθεια Καταςκευόσ Ντετερμινιςτικού Προςεγγιςτικού 

Αλγόριθμου 
΢ηα πιαίζηα απηήο ηεο εξγαζίαο έγηλαλ, πξνζπάζεηεο θαηαζθεπήο ελόο ληεηεξκηληζηηθνύ 

πξνζεγγηζηηθνύ αιγνξίζκνπ γηα ηελ permanent.  

Πεξηνξηζηήθακε ζε πίλαθεο πνπ αλήθνπλ ζην 𝛭𝑛  0,1  . ΢ε απηνύο ηνπο πίλαθεο γλσξίδνπκε 

όηη ε Permanent ππνινγίδεη ηνλ αξηζκό ησλ Cyclic Cover ζε κία γεληθή πεξίπησζε θαη ηνλ 

αξηζκό ησλ perfect matchings αλ ν πίλαθαο αλαπαξηζηά έλαλ δηκεξή γξάθν. Τπελζπκίδνπκε 

όηη αλ έρνπκε έλα δηάλπζκα 𝒙 =  𝑥1, … , 𝑥𝑛   ε λόξκα 1 είλαη 

 𝒙 1 =   𝑥𝑖  

𝑛

𝑖=1

 

Έζησ ν πίλαθαο  𝛢 =  𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛  𝑇 =  𝑐1, … , 𝑐𝑛   όπνπ 𝑟𝑖 , 𝑐𝑖  ε i-νζηή γξακκή θαη ζηήιε 

αληηζηνίρσο θαη 

𝛢 =  

𝛼11 ⋯ 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝛼𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

  

Σόηε κπνξνύκε λα γξάςνπκε ηελ permanent ηνπ Α σο εμήο 

𝑝𝑒𝑟𝐴 = 𝑎11𝑝𝑒𝑟𝛢𝑟1𝑐1
+ 𝑎12𝑝𝑒𝑟𝛢𝑟1𝑐2

+ ⋯ + 𝑎1𝑗𝑝𝑒𝑟𝛢𝑟1𝑐𝑗
+ ⋯ + 𝑎1𝑛𝑝𝑒𝑟𝛢𝑟1𝑐𝑛

 

΋πνπ 𝛢𝑟𝑖𝑐𝑗
 είλαη ν  𝑛 − 1 ×  𝑛 − 1  ππνπίλαθαο ηνπ Α θαη πξνθύπηεη αλ αθαηξέζνπκε ηελ 

i-νζηή γξακκή θαη ηελ j-νζηή ζηήιε. Σα ζηνηρεία 𝛼𝑖𝑗 ∈  0,1  θαη ζπλεπώο αλ 𝛼1𝑗 = 0 ηόηε 

δελ ζπλεηζθέξεη ζηνλ ππνινγηζκό ηεο permanent. Άξα 

𝑝𝑒𝑟𝐴 =   𝑎1𝑗𝑝𝑒𝑟𝛢𝑟1𝑐𝑗

𝑎1𝑗≠0

1≤𝑗≤𝑛

 
(4.a) 

Αληίζηνηρα επεηδή ηζρύεη όηη 𝑝𝑒𝑟𝐴 = 𝑝𝑒𝑟𝐴𝑇  όηη έρνπκε πεη κέρξη ζηηγκήο γηα ηελ πξώηε 

γξακκή ηζρύεη θαη γηα ηελ πξώηε ζηήιε ηνπ πίλαθα Α. Γειαδή 

𝑝𝑒𝑟𝐴 =   𝑎𝑖1𝑝𝑒𝑟𝛢𝑟𝑖𝑐1

𝑎 𝜄1≠0
1≤𝑖≤𝑛

 
(4.b) 

Σώξα παξαηεξνύκε όηη έρνπκε κεηώζεη ηνλ αξηζκό ησλ ππνπξνβιεκάησλ πνπ πξέπεη λα 

ππνινγίζνπκε ζην  𝑟1 1 ή  𝑐1 1 αληίζηνηρα. Με  
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0 ≤  𝑟1 1 ≤ 𝑛    𝜅𝛼𝜄   0 ≤  𝑐1 1 ≤ 𝑛 

Από ηηο ζρέζεηο (4.a) θαη (4.b) αληί λα ππνινγίζνπκε ηνλ εθάζηνηε ππνπίλαθα ζα ππνζέηνπκε 

όηη όινη νη ππνπίλαθεο ηνπ Α έρνπλ πεξίπνπ ηελ ίδηα ηηκή, θαη ε permanent είλαη 

𝑝𝑒𝑟𝐴 =   𝑎1𝑗 𝑝𝑒𝑟𝛢𝑟1𝑐𝑗

𝑎1𝑗 ≠0

1≤𝑗≤𝑛

≅  𝑟1 1𝑝𝑒𝑟𝐴𝑟1𝑐1
  ό  𝑝𝑒𝑟𝐴 =   𝑎𝑖1𝑝𝑒𝑟𝛢𝑟𝑖𝑐1

𝑎𝜄1≠0
1≤𝑖≤𝑛

≅  𝑐1 1𝑝𝑒𝑟𝐴𝑟1𝑐1
 

Μηα ηδέα γηα λα έλαλ πξνζεγγηζηηθό αιγόξηζκν είλαη λα πνύκε όηη 

𝑝𝑒𝑟𝐴 ≅ min   𝑟1 1,  𝑐1 1  ∙ 𝑝𝑒𝑟𝐵 (4.c) 

΋πνπ 

𝛣 =   
𝛢𝑟1𝑐𝑗

, 𝛼𝜈   𝑟1 1 = min  𝑟1 1 ,  𝑐1 1  

𝛢𝑟𝑖𝑐1
, 𝛼𝜈   𝑐1 1 = min  𝑟1 1,  𝑐1 1  

  (4.d) 

 

Έλαο αιγόξηζκνο πνπ δελ δνπιεύεη αξθεηά θαιά, γηαηί ππάξρνπλ ζηηγκηόηππα γηα ηα νπνία 

κπνξεί λα μεγειαζζεί είλαη ν εμήο; 

Algorithm ApproxPerm 

Input 𝐴𝑛  

1. Σαμηλόκεζε ηηο γξακκέο ηνπ Α κε βάζε ηελ  ∙ 1 θαηά αύμνπζα ζεηξά θαη  νλόκαζε ηνλ 

λέν πίλαθα 𝛣1. 

2. Σαμηλόκεζε ηηο ζηήιεο ηνπ 𝛣1 κε βάζε ηελ  ∙ 1 θαηά αύμνπζα ζεηξά θαη  νλόκαζε ηνλ 

λέν πίλαθα 𝛣. 
 Σώξα παξαηεξνύκε όηη 𝑝𝑒𝑟𝐴 = 𝑝𝑒𝑟𝐵1 = 𝑝𝑒𝑟𝛣 δηόηη ε permanent είλαη αλαιινίσηε σο 

πξνο ηελ αιιαγή γξακκώλ ή ζηειώλ. 

΢πκβνιίδνπκε ηνλ 𝛣 =  𝑏𝑖𝑗   θαη ζεσξνύκε ηα δηαλύζκαηα 

𝑥𝑖 =  𝑏𝑖𝑖 , 𝑏𝑖 𝑖+1 , … , 𝑏𝑖𝑛     𝜅𝛼𝜄   𝑦𝑖 =  𝑏𝑖𝑖 , 𝑏 𝑖+1 𝑖 , … , 𝑏𝑛𝑖     𝛾𝜄𝛼 𝜅ϊ𝜃𝜀 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

3. Set apx = 1 

4. For 𝑖 = 1 𝑡𝑜 𝑛-1 

5. apx = min  𝑥𝑖 1,  𝑦𝑖 1 ∗ 𝑎𝑝𝑥 

6. Endfor 

7. Return apx 

 

Παξαηήξεζε 4.1: Αλ εμεηάζνπκε ιίγν ηνλ παξαπάλσ αιγόξηζκν γίλεηαη θαλεξό πσο 

επεξεάδεηαη από ηελ δηάηαμε ησλ ζηειώλ θαη ησλ γξακκώλ πνπ έρεη ν Α, ελώ ε permanent 

παξακέλεη αλαιινίσηε ζηελ αλαδηάηαμε ζηειώλ θαη γξακκώλ. 

Παξαηήξεζε 4.2: Ο παξαπάλσ αιγόξηζκνο ππνινγίδεη ην Optimum όηαλ όια ηα ζηνηρεία 

ηνπ πίλαθα ηνπ Α είλαη 1. 

Σν πξόβιεκα κε απηόλ ηνλ αιγόξηζκν είλαη όηη κπνξεί λα μεγειαζηεί εύθνια, δηόηη αλ θάπνην 

δηαγώλην ζηνηρείν 𝑏𝑖𝑖 = 0 θαη ηα δηαλύζκαηα 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖  πνπ νξίδνληαη ζην 𝑖-νζηό βήκα ηνπ 

αιγόξηζκνπ είλαη 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 = 0, ηόηε ν αιγόξηζκνο κπνξεί λα ππνινγίζεη εζθαικέλα όηη ε 

permanent είλαη κεδέλ. 
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Παξάδεηγκα 4.1: Γηα λα γίλεη αληηιεπηό απηό πνπ ελλννύκε παξαπάλσ έρνπκε ην εμήο 

παξάδεηγκα  

  0 0 0 0 1  

  0 0 0 1 1  

A =  0 0 1 1 0  

  1 0 1 0 0  

  0 1 0 0 1  

Ο αιγόξηζκνο ζην παξαπάλσ παξάδεηγκα ππνινγίδεη κεδέλ ελώ ε πξαγκαηηθή ηηκή είλαη 

𝑃𝑒𝑟𝐴 = 𝑂𝑝𝑡 = 1. Γηόηη ζην ηειεπηαίν βήκα ν αιγόξηζκνο ζα «βιέπεη ηνλ θάησ δεμηά 

ππνπίλαθα   
0 0
0 1

  κε  𝑏44 = 𝑎44 = 0  θαη 𝑥4 = 𝑦4 = 0 ⟹ min  𝑥4 1,  𝑦4 1 = 0 . 

               ■ 

Δπίζεο κία αθόκα ηδέα γηα λα βειηηώζνπκε ηνλ παξαπάλσ αιγόξηζκν ώζηε είλαη λα δηαλύεη 

όρη κόλν ηελ θύξηα δηαγώλην ηνπ πίλαθα αιιά θαη ηελ δεπηεξεύνπζα δηαγώλην θαη πξνο ηηο 

δύν θαηεπζύλζεηο. ΋κσο αθόκα θαη ηόηε γηα κεγάιν πίλαθα θαη κε πεξίεξγε δηάηαμε ησλ 

δηαλπζκάησλ κπνξεί λα μεγειαζηεί. 

Μπνξνύκε λα απνθύγνπκε ηελ πεξίπησζε ηνπ λα μεγειαζηεί ν αιγόξηζκνο καο απαηηώληαο 

ηα ζηνηρεία ηεο θύξηαο δηαγσλίνπ λα είλαη 1. Μπνξνύκε λα ην πεηύρνπκε απηό ηξέρνληαο ηνλ 

αιγόξηζκν ησλ Hopcroft-Karp γηα λα βξνύκε έλα Perfect Matching. Αλ αλαδηαηάμνπκε ηηο 

γξακκέο ή ηηο ζηήιεο κε βάζε ην  Perfect Matching πνπ ππνινγίζακε ηόηε όια ηα ζηνηρεία 

ηεο θύξηαο δηαγσλίνπ ηνπ πίλαθα ζα είλαη 1.  

Δθαξκόδνληαο ηελ παξαπάλσ ηδέα κπνξνύκε λα δηνξζώζνπκε ηελ πεξίπησζε πνπ ν 

αιγόξηζκνο επηζηξέθεη κεδέλ, ελώ ν πίλαθαο Α έρεη 𝑝𝑒𝑟𝐴 ≠ 0. 

Algorithm ApproxPerm2 

Input 𝐴𝑛  

1. Σξέμε ηνλ αιγόξηζκν γηα λα βξεηο έλα Perfect Matching  

2. If  δελ έρεη Perfect Matching   then  𝑎𝑝𝑥 = 0 

3. Else 

4.     Αλαδηάηαμε ηηο ζηήιεο κε βάζε ην Perfect Matching 

5.     Set apx = 1 

6.     For 𝑖 = 1 𝑡𝑜 𝑛 − 1 

7. apx = min  𝑥𝑖 1,  𝑦𝑖 1 ∗ 𝑎𝑝𝑥 
 

//΢ρόιην:    𝑥𝑖 =  𝛼𝑖𝑖 , 𝛼𝑖 𝑖+1 , … , 𝛼𝑖𝑛     𝜅𝛼𝜄   𝑦𝑖 =  𝛼𝑖𝑖 , 𝛼 𝑖+1 𝑖 , … , 𝛼𝑛𝑖     

 

8. 

9..     Endfor 

10. Endif 

11. Return apx 

Γηα λα βειηηώζνπκε ηνλ παξαπάλσ αιγόξηζκν κπνξνύκε λα ηνλ θάλνπκε λα ειέγρεη ηηο 

δηαγώληνπο ηνπ πίλαθα θαη πξνο ηηο δύν θαηεπζύλζεηο. 
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Παξάδεηγκα 4.2: Έλα θαθό παξάδεηγκα γηα ην πόζν έμσ κπνξεί λα πέζεη ε πξνζέγγηζε 

απηνύ ηνπ αιγόξηζκνπ είλαη ε νηθνγέλεηα πηλάθσλ 𝛢𝑛  πνπ έρνπλ κνξθή 

𝐴𝑛 =  𝐼𝑛−1
1
⋮

1 ⋯ 1 1
 =  

1 ⋯ 0 1
⋮ ⋱ ⋮ 1
0
1

⋯
⋯

1 1
1 1

 , ό𝜋𝜊𝜐 𝛪𝑛  𝜊 𝜇𝜊𝜈𝛼𝛿𝜄𝛼ύ𝜊𝜎 𝜋ύ𝜈𝛼𝜅𝛼𝜎  𝑛 ∈ ℕ 

Δίλαη εύθνιν λα δνύκε όηη ν πίλαθαο 𝛢𝑛  έρεη 𝑃𝑒𝑟𝑚 𝐴𝑛 = 𝑛 θαη ν αιγόξηζκνο ζε απηή ηελ 

πεξίπησζε ππνινγίδεη πξνζέγγηζε 𝑎𝑝𝑥 = 2𝑛−1 . Πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη ην ζθάικα κπνξεί 

λα είλαη θαη εθζεηηθό σο πξνο ηελ πξαγκαηηθή ηηκή. 

■ 

Βέβαηα αλαθέξνπκε όηη απηή είλαη θαη ε ρεηξόηεξε πξνζέγγηζε πνπ κπνξεί λα θάλεη ν 

αιγόξηζκνο απηόο γηα ηελ ηηκή ηεο permanent. Αλ αλαδηαηάμνπκε ηνλ πίλαθα θέξλνληαο ηελ 

ηειεπηαία γξακκή πξώηε θαη ηελ ηειεπηαία ζηήιε πξώηε ηόηε δεκηνπξγείηαη ν εμήο πίλαθαο  

𝛢𝑛
′ =  

1 ⋯ 1
⋮
1

𝐼𝑛−1
 =  

1 ⋯ 1 1
⋮ ⋱ ⋮ 1
1
1

⋯
⋯

1 0
0 1

  

Σώξα παξαηεξνύκε πσο ν αιγόξηζκνο κε είζνδν ηνλ 𝛢𝑛
′  ππνινγίδεη πξνζέγγηζε  

𝑎𝑝𝑥 = 𝑛 = 𝑝𝑒𝑟𝑚 𝐴𝑛
′  = 𝑝𝑒𝑟𝑚 𝐴𝑛  

Απηό είλαη κία έλδεημε όηη γηα «θαηάιιειε αλαδηάηαμε ησλ δηαλπζκάησλ ηνπ Α κπνξνύκε λα 

πεηύρνπκε πξνζεγγίζεηο θνληά ζηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηνπ Α. 

Παξαηήξεζε 4.3: Άιιε κία παξαηήξεζε πνπ πξέπεη λα θάλνπκε είλαη όηη αλ ν πίλαθαο 

𝐶𝑛+𝑚  είλαη ην επζύ άζξνηζκα ησλ 𝛢𝑛  θαη 𝛣𝑚  θαη είλαη ηεο κνξθήο 

𝐶 =  
𝐴 𝟎
𝟎 𝐵

  

Απνδεηθλύεηαη όηη ε Permanent ηνπ C είλαη  𝑃𝑒𝑟𝑚 𝐶 = 𝑃𝑒𝑟𝑚 𝐴 ∙ 𝑃𝑒𝑟𝑚 𝐵  

Θα ζέιακε λα θέξνπκε έλαλ πίλαθα Α όζν πην πνιύ κπνξνύκε ζηελ κνξθή πνπ έρεη C, 

δειαδή 

𝐴 =  
𝐴1  𝟎
 ⋱  
𝟎  𝐴𝑛

    ώ𝜍𝜏𝜀   𝑃𝑒𝑟𝑚 𝐴 =  𝑃𝑒𝑟𝑚 𝐴𝑖 

𝑛

𝑖=1

= 𝑃𝑒𝑟𝑚 𝐴1 ∙  ⋯ ∙ 𝑃𝑒𝑟𝑚 𝐴𝑛  

Βέβαηα απηό πνπ πεξηγξάθνπκε δελ είλαη απαξαίηεηα εθηθηό γηα ηνλ ηπραίν πίλαθα Α. 

΢πλεπώο ε επόκελε ηδέα πνπ είρακε γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ Permanent ελόο πίλαθα Α ήηαλ 

λα ηνλ θέξνπκε ζηελ παξαθάησ κνξθή κε αλαδηάηαμε γξακκώλ θαη ζηειώλ. 

𝐴 =  
𝐴1  𝛦
 ⋱  

𝛦′  𝐴𝑛

  

 

(4.e) 



 

 

55 

 

΋πνπ Δ θαη 𝛦’ είλαη πίλαθεο πνπ έρνπλ πνιύ ιηγόηεξα 1 ζε ζρέζεη κε ηνπο 𝛢1, … , 𝛢𝑛 . 

Σα Communities ελόο γξαθήκαηνο είλαη ππνγξαθήκαηα ελόο γξάθνπ G. Οη θόκβνη πνπ 

αλήθνπλ ζε έλα community έρνπλ κεγάιε πηζαλόηεηα λα έρνπλ πεξηζζόηεξεο αθκέο κε 

θόκβνπο πνπ αλήθνπλ ζε απηό, ζε ζρέζε κε θάπνηνλ άιιν θόκβν πνπ δελ αλήθεη ζε απηό. 

Αλ δηαηάμνπκε ηνλ πίλαθα καο κε βάζε ηα communities ηνπ πίλαθα ηείλνπκε λα ηνλ θέξνπκε 

ζηελ κνξθή (4.e). 

Algorithm ApproxPerm3 

Input 𝐴𝑛  

1. Σξέμε ηνλ αιγόξηζκν γηα λα βξεηο ηα Communities 

4. Αλαδηάηαμε ηηο ζηήιεο κε βάζε ηα Communities 

5. Set apx = 1 

6. For 𝑖 = 1 𝑡𝑜 𝑛 − 1 

7. 

    apx = min  𝑥𝑖 1 ,  𝑦𝑖 1 ∗ 𝑎𝑝𝑥 

//΢ρόιην:    𝑥𝑖 =  𝛼𝑖𝑖 , 𝛼𝑖 𝑖+1 , … , 𝛼𝑖𝑛     𝜅𝛼𝜄   𝑦𝑖 =  𝛼𝑖𝑖 , 𝛼 𝑖+1 𝑖 , … , 𝛼𝑛𝑖     8. 

9.. Endfor 

11. Return apx 

 

Γεκηνπξγήζακε γηα απηόλ ηνλ αιγόξηζκν, όπσο θαη γηα ηνπο, πξνεγνύκελνπο κία πινπνίεζε 

ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ αιγόξηζκν ηνπ M. E. J. Newman [25]. Ο αιγόξηζκνο απηόο ππνινγίδεη 

ηα communities θάλεη ρξήζε ηδηνηηκώλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ γηα εληνπίζεη ζε έλαλ πίλαθα ηα 

communities, θαη δελ θάλεη εθ ησλ πξνηέξσλ ππνζέζεηο γηα ην κέγεζνο θαη ηνλ αξηζκό ηνπο. 

Σν πξόβιεκα κε απηόλ ηνλ αιγόξηζκν είλαη όηη αλαθύπηεη μαλά ην πξόβιεκα ηνπ λα 

ππνινγίζεη ν αιγόξηζκνο κεδέλ γηα έλαλ πίλαθα Α, ελώ 𝑃𝑒𝑟𝑚 𝐴 ≠ 0. Αλαθέξνπκε όηη ν 

αιγόξηζκνο απηόο έβγαδε ηα πην θαιά απνηειέζκαηα, αλ δελ έπεθηε ζηελ παξαπάλσ 

πεξίπησζε.  

Με βάζε όζα κειεηήζακε ζηελ πξνζπάζεηα πνπ θάλακε παξαπάλσ γηα δεκηνπξγήζνπκε έλα 

ληεηεξκηληζηηθό πξνζεγγηζηηθό ζρήκα γηα ηελ Permanent, πξνθύπηνπλ ηα αθόινπζα 

εξσηήκαηα πνπ ζα κπνξνύζαλ λα είλαη θαη κειινληηθή εξγαζία. 

1. Τπάξρεη θάπνηνο ηξόπνο ώζηε λα απνθύγνπκε μαλά απηό ην ζθάικα ζηνλ αιγόξηζκν. 

2. Δπίζεο κπνξνύκε λα αλαξσηεζνύκε αλ έρνπκε έλαλ πίλαθα ηεο κνξθήο 

 

𝐴 =  
𝐴1  𝛦
 ⋱  

𝛦′  𝐴𝑛

  

Αλ ηζρύεη ην εμήο 

𝑃𝑒𝑟𝑚 𝐴 ≅  𝑃𝑒𝑟𝑚 𝐴𝑖 

𝑛

𝑖=1

 + 𝑏, ό𝜋𝜊𝜐 𝑏 𝜇ύ𝛼 𝜑𝜌𝛼𝛾𝜇ϋ𝜈𝜂 𝜋𝜊𝜍ό𝜏𝜂𝜏𝛼 

3. Έλα ηειεπηαίν πξάγκα γηα ην νπνίν κπνξνύκε λα αλαξσηεζνύκε είλαη αλ ε 

Permanent κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα αμηνινγεί communities. 
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5 FPRAS ΚΑΙ FPTAS ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ ΓΙΑ ΣΟ #KNAPSACK 

Σν κεηξεηηθό πξόβιεκα ηνπ Knapsack (#Knapsack) είλαη έλα #P-complete πξόβιεκα, γηα ην 

νπνίν βξέζεθε αξρηθά έλα; FPRAS αιγόξηζκνο θαη κεηέπεηηα έλαο FPTAS αιγόξηζκνο ν 

νπνίνο πξνζεγγίδεη εμίζνπ θαιά ηελ ιύζε ηνπ #Knapsack. Ο ζθνπόο πνπ ζα κειεηήζνπκε 

απηνύο ηνπο αιγόξηζκνπο, είλαη γηα λα θαηαλνήζνπκε πσο ν δπλακηθόο πξνγξακκαηηζκόο 

ήηαλ ηθαλόο λα αληηθαηαζηήζεη ηελ ηπραηόηεηα ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε. 

5.1 #P Προβλόματα και Προςεγγιςτικού Αλγόριθμοι 

Γεληθόηεξα νη αιγόξηζκνη πνπ ρξεζηκνπνηνύλ ηπραηόηεηα ζπλήζσο είλαη πην απινί θαη έρνπλ 

θαιύηεξνπο ρξόλνπο επίδνζεο ζε ζρέζε κε ηνπο αληίζηνηρνπο ληεηεξκηληζηηθνύο. Παξ’ όια 

απηά ππάξρεη ε εηθαζία όηη 𝐵𝑃𝑃 = 𝑃, ην νπνίν ζεκαίλεη όηη γηα πνιππινθόηεηα 

πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ, ε ηπραηόηεηα δελ ζπλεηζθέξεη ζηελ επηιπζηκόηεηα ελόο πξνβιήκαηνο. 

Απηή ε εηθαζία βαζίδεηαη ζην γεγνλόο όηη είλαη ιίγα ηα πξνβιήκαηα γηα ηα νπνία δελ έρνπκε 

βξεη ληεηεξκηληζηηθό αιγόξηζκν αιιά έρνπκε βξεη πνιπσληκηθό πηζαλνηηθό αιγόξηζκν. 

Μεξηθά ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα αιγνξίζκσλ γηα ηα νπνία ππήξρε πηζαλνηηθόο 

αιγόξηζκνο θαη αξγόηεξα βξέζεθε θαη ληεηεξκηληζηηθόο είλαη: 

1) Σν primality testing ην νπνίν ήηαλ αλνηθηό πξόβιεκα γηα δεθαεηίεο ώζπνπ 

απνδείρζεθε όηη ππάξρεη ληεηεξκηληζηηθόο αιγόξηζκνο από ην [26]. 

2) Ο έιεγρνο πόηε έλα πνιπώλπκν είλαη ηαπηνηηθά κεδέλ. 

΋ηαλ πξόθεηηαη γηα πξνζεγγηζηηθνύο αιγόξηζκνπο, ηόηε ππάξρνπλ αθόκα πεξηζζόηεξα ηέηνηα 

παξαδείγκαηα. ΢ηελ πεξίπησζε ησλ πξνζεγγηζηηθώλ κεηξηθώλ πξνβιεκάησλ έγηλε επξεία 

ρξήζε ηνπ Markov Chain Monte Carlo (MCMC) κε δνθηκέο, κηα ηερληθή ε νπνία είλαη 

εγγελώο βαζηζκέλε ζηελ ηπραηόηεηα θαη κέρξη ζηηγκήο επηθέξεη αμηνζαύκαζηα 

απνηειέζκαηα.  

Γεληθόηεξα ππάξρνπλ πξνβιήκαηα πνπ ε ιύζε ηνπο μεθηλά κε ηε κέζνδν ηπραίσλ δνθηκώλ 

(random sampling method) θαη ζηε ζπλέρεηα ε κέηξεζε γίλεηαη κε επαλαιακβαλόκελεο 

δνθηκέο. Σέηνηνπ είδνπο πξνβιήκαηα  είλαη ηα εμήο: 

i. #Coloring 

ii. #Matchings (πόζα ηαηξηάζκαηα ππάξρνπλ). 

iii. Δθηίκεζε ζπλαξηήζεσλ δηακέξηζεο (partition functions) 

iv. Πξνζέγγηζε όγθνπ ελόο θπξηνύ ζώκαηνο (convex body), δειαδή ελόο θπξηνύ θαη 

ζπκπαγνύο ζπλόινπ. 

Γελ ζεσξείηαη παξάινγν πσο αλ ε είζνδνο είλαη κηαο ζπγθεθξηκέλεο κνξθήο λα ππάξρεη 

ληεηεξκηληζηηθόο πνιπσλπκηθόο αιγόξηζκνο [26]. 

Έλα βαζηθό απνηέιεζκα ληεηεξκηληζηηθώλ πξνζεγγηζηηθώλ κεηξηθώλ αιγνξίζκσλ είλαη ν 

αιγόξηζκνο ηνπ Weitz Count [27]  πνπ κεηξάεη ηα αλεμάξηεηα ζύλνια ηα νπνία δέρνληαη 

βάξε από κηα δξαζηεξηόηεηα ι γηα γξάθνπο κέγηζηνπ βαζκνύ Γ όηαλ Γ είλαη ζηαζεξά θαη 

𝜆 < 𝜆𝑢 𝛥  όπνπ 𝜆𝑢 𝛥  είλαη ην θαηώθιη κνλαδηθόηεηαο γηα Γ-θαλνληθά δέληξα. Σν 

απνηέιεζκα απηό επεθηάζεθε ζην πξόβιεκα κέηξεζεο όισλ ησλ ηαηξηαζκάησλ (matchings) 
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ζε έλαλ γξάθν θξαγκέλνπ βαζκνύ ζην [28]. Απηά ηα δύν απνηειέζκαηα είλαη δύν 

παξαδείγκαηα ελόο πιήξνπο πνιπσλπκηθνύ πξνζεγγηζηηθνύ ζρήκαηνο γηα #𝑃-complete 

πξνβιήκαηα. Έλαο βαζηθόο πεξηνξηζκόο γηα απηά ηα απνηειέζκαηα είλαη όηη ν ρξόλνο 

εθηέιεζεο ηνπο είλαη ζρεηηθά κεγάινο. 

5.2 Διατύπωςη του Προβλόματοσ Knapsack 

Έζησ n αξηζκεκέλα αληηθείκελα κε ηα αληίζηνηρα βάξε ηνπο 𝑤1, … , 𝑤𝑛  θαη 𝐶 ∈ ℤ, έλαο 

αθέξαηνο λα είλαη ε ρσξεηηθόηεηα ελόο ζάθνπ. Σν πξόβιεκα ιέεη πόζα αληηθείκελα 

κπνξνύκε λα βάινπκε ζηνλ ελ ιόγσ ζάθν, ώζηε ην ζπλνιηθό ηνπο βάξνο λα κελ μεπεξλά ηε 

ρσξεηηθόηεηα ηνπ ζάθνπ. 

΢πκβνιηζκνί: 

Έζησ έλα ζύλνιν S κε  𝑆  ζα ζπκβνιίδνπκε ηελ πιεζηθόηεηα ηνπ S, δειαδή ην πιήζνο ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ. 

Θα ζπκβνιίδνπκε κε  𝑛  ην ζύλνιν ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ κέρξη ην n. Γειαδή 

 𝑛 =  1,2, … , 𝑛  

Με 𝒫  𝑛   ζα ζπκβνιίδνπκε ην δπλακνζύλνιν ηνπ [n], δειαδή ην ζύλνιν όισλ ησλ 

ππνζπλόισλ ηνπ [n] 

𝒫  𝑛  =  𝑆 ∶ 𝑆 ⊆  𝑛   

Με Η ζα ζπκβνιίδνπκε ην 𝒫 𝒫  𝑛    ην νπνίν είλαη ην δπλακνζύλνιν ησλ ππνζπλόισλ ηνπ 

[n] 

𝐼 =  𝑆 ∶ 𝑆 ⊆ 𝒫  𝑛    

Σέινο                              ℝ+ =  0, +∞    𝜅𝛼𝜄   ℝ = ℝ ∪  ±∞ =  −∞, +∞  

Οξηζκόο 5.1: Έλα ζύλνιν 𝑆 ⊆  𝑛  ζα είλαη ιύζε ζην Knapsack πξόβιεκα αλ  𝑤𝑖𝑖∈𝑆 ≤ 𝐶 

Δειαδή ην S είλαη ην ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ πνπ έρνπλ επηιεγεί γηα ηελ ιύζε θαη  𝑤𝑖𝑖∈𝑆  είλαη 

ην ζπλνιηθό ηνπο βάξνο θαη κηθξόηεξν ηεο ρσξεηηθόηεηαο C.  

Οξηζκόο 5.2: Γηα λα νξίζνπκε ηππηθά ην ζύλνιν ησλ εθηθηώλ ιύζεσλ ζε απηό ην πξόβιεκα 

ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε κηα ζπλάξηεζε 𝑓 ∶  𝑛 × ℝ+ → 𝐼 κε ηύπν 

𝑓 𝑖, 𝑐 =  𝑆 ⊆  𝑖 ∶ 𝑆 ≠ Ø  𝜅𝛼𝜄   𝑤𝑖

𝑖∈𝑆

≤ 𝐶  

Γειαδή ε εηθόλα ηεο 𝑓 είλαη έλα ζύλνιν, πνπ απνηειείηαη από ζύλνια δεηθηώλ ησλ 

αληηθεηκέλσλ ηνπ πξνβιήκαηνο Knapsack. Σα ζύλνια πνπ αλήθνπλ ζην 𝑓 𝑖, 𝑐  ζα 

απνηεινύζαλ ιύζεηο αλ έρνπκε ιάβεη ππόςηλ κόλν ηα 𝑖 πξώηα ζηνηρεία ηνπ πξνβιήκαηνο θαη 

έρνπκε ρσξεηηθόηεηα c.  
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Οξηζκόο 5.3: Οξίδνπκε ην ζύλνιν ησλ ιύζεσλ ελόο Knapsack πξνβιήκαηνο κε 𝑛 

αληηθείκελα θαη ρσξεηηθόηεηαο 𝐶 ∈ ℝ λα είλαη ην 

𝑓 𝑛, 𝐶 =  𝑆 ⊆  𝑛 ∶ 𝑆 ≠ Ø  𝜅𝛼𝜄   𝑤𝑖

𝑖∈𝑆

≤ 𝐶 ∪  0  

Οξηζκόο 5.4: Δπίζεο κε  𝑓 𝑛, 𝐶   ζα ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ησλ ιύζεσλ ηνπ 

πξνβιήκαηνο Knapsack. 

΢ε έλα πξόβιεκα Knapsack ζέινπκε λα έρνπκε θαη ηελ ιύζε λα κελ βάινπκε ηίπνηα ζηνλ 

ζάθν. Γη απηό ηνλ ιόγν πξνζζέηνπκε ην 0 θαη ζεσξνύκε όηη 𝑤0 = 0 ώζηε λα 

αληηπξνζσπεύζνπκε απηή ηελ ιύζε. 

Παξαηεξήζεηο 5.1: 

1) 0 ≤  𝑓 𝑛, 𝐶  ≤ 2𝑛 . ΋ια ηα ππνζύλνια ηνπ ζπλόινπ  1, … , 𝑛  είλαη 2𝑛  ην πιήζνο, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ ηνπ θελνύ, εκείο ην θελό ζύλνιν δελ ην κεηξάκε ζην 

 𝑓 𝑛, 𝑐  , αιιά πξνζζέηνληαο ηε κεδεληθή ιύζε πξνθύπηεη ε άλσζελ αληζόηεηα.  

2) Αλ  𝑓 𝑛, 𝑐  = 0 ⟹ 𝑓 𝑛, 𝑐 = Ø δειαδή δελ ππάξρεη εθηθηή ιύζε ζην πξόβιεκα. 

5.3 Ένα FPRAS για το #Knapsack 

Αξρηθά πξνηάζεθε πηζαλνηηθόο αιγόξηζκνο, ππνεθζεηηθνύ ρξόλνπ, γηα ην πξόβιεκα 

κέηξεζεο ιύζεσλ ηνπ Knapsack, ν νπνίνο ήηαλ βαζηζκέλνο ζε ζρεδόλ-νκνηόκνξθε 

δεηγκαηνιεςία εθηθηώλ ιύζεσλ, κε ηπραίν κνλνπάηη από ηνπο Bayati, Gamarnik, Katz, Nair, 

Tetali ζην [28]. Έπεηηα ν Morris θαη ν Sinclair [29] βειηίσζαλ ηνλ παξαπάλσ αιγόξηζκν 

ρξεζηκνπνηώληαο Μαξθνβηαλέο αιπζίδεο θαη παξνπζίαζαλ έλαλ FPRAS (fully polynomial 

randomized approximation scheme) αιγόξηζκν.  

Ο Dyer [30] επαλήιζε κε κία ηειείσο δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε ζην πξόβιεκα θαηά ηελ νπνία 

ρξεζηκνπνίεζε δπλακηθό πξνγξακκαηηζκό ζε ζπλδπαζκό κε δεηγκαηνιεςία απόξξηςεο θαη 

παξνπζίαζε θαη απηόο έλαλ FPRAS αιγόξηζκν. Αλ θαη είλαη πην απιή πηζαλνηηθή κέζνδνο, ε 

ηπραηόηεηα παίδεη ζεκαληηθό ξόιν ζε απηόλ ηνλ αιγόξηζκν δηόηη ρσξίο ηπραηόηεηα ζα είρε 

έλαλ παξάγνληα πξνζέγγηζεο 𝑛. (΋πνπ n είλαη ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Knapsack 

πξνβιήκαηνο). 

΢ε απηή ηελ παξάγξαθν ζα κειεηήζνπκε ηνλ FPRAS αιγόξηζκν ηνπ Dyer [30]. Αξρηθά ν 

Dyer παξνπζίαζε έλαλ αιγόξηζκν ςεπδν-πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα ην #Knapsack, ηνπ 

νπνίνπ ν ρξόλνο εθηέιεζεο εμαξηάηαη από ηε ρσξεηηθόηεηα ηνπ ζάθνπ C. 

Ζ αλαδξνκή ηνπ αιγνξίζκνπ αθνινπζεί ηελ παξαθάησ ηδέα: είηε ζπκπεξηιακβάλνπκε ην j-

νζηό αληηθείκελν ζηε ιύζε ηνπ Knapsack θαη κεηώλνπκε ηελ ρσξεηηθόηεηα ηνπ ζάθνπ θαηά 

𝑤𝑗  ή δελ ην ζπκπεξηιακβάλνπκε ζηε ιύζε θαη ε ρσξεηηθόηεηα κέλεη ακεηάβιεηε.  

Άξα αλαδξνκηθά, ν αξηζκόο ησλ ιύζεσλ όηαλ έρνπκε ζπκπεξηιάβεη ηα j πξώηα αληηθείκελα 

είλαη ην άζξνηζκα ησλ ιύζεσλ πνπ πεξηέρνπλ ην 𝑤𝑗  ζπλ ηνλ αξηζκό ησλ ιύζεσλ πνπ δελ 

πεξηέρνπλ ην 𝑤𝑗 .  
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𝐹 𝑗, 𝑘 = 𝐹 𝑗 − 1, 𝑘 + 𝐹 𝑗 − 1, 𝑘 − 𝑤𝑗  , 𝛼𝜈 𝑗 ≥ 1 

(5.b) 

𝐹 0, 𝑘 =  
1, 𝛼𝜈 𝑘 ≥ 0
0, 𝛼𝜈 𝑘 < 0

  

΢ηελ παξαπάλσ αλαδξνκή ε ζπλάξηεζε 𝐹 𝑖, 𝑐 =  𝑓 𝑖, 𝑐   ηνπ νξηζκνύ 5.2 ε νπνία κεηξάεη 

ηηο εθηθηέο ιύζεηο. Κάλνληαο ρξήζε δπλακηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ ππνινγίδνπκε ην 𝐹 𝑛, 𝐶  

ζε ρξόλν 𝛰 𝑛𝐶 . 

Δπεηδή δελ ζέινπκε ν ρξόλνο εθηέιεζεο λα εμαξηάηαη από ην C, θαλνληθνπνηνύκε ηα βάξε 

ώζηε ην C είλαη κηα πνζόηεηα πνιπσλπκηθή σο πξνο ην n. Με ηελ θαλνληθνπνίεζε ηα βάξε 

ζα ζηξνγγπινπνηεζνύλ πξνο ηα θάησ ώζηε λα παξακείλνπλ αθέξαηνη θαη απηό ζα έρεη ζαλ 

απνηέιεζκα ε πιεζηθόηεηα ηνπ ζπλόινπ ησλ εθηθηώλ ιύζεσλ λα απμεζεί. Με ηελ 

ζηξνγγπινπνίεζε πνπ ζα θάλνπκε νη ιύζεηο ζα απμεζνύλ ην πνιύ θαηά  𝑛 + 1 . 

Καλνληθνπνίεζε: 

Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε όηη ηα βάξε είλαη δηαηεηαγκέλα 

δειαδή 0 ≤ 𝑤1 ≤ 𝑤2 ≤ ⋯ ≤ 𝑤𝑛 ≤ 𝐶. 

Έζησ ηώξα ηα θαλνληθνπνηεκέλα βάξε κε ηνλ εμήο ηξόπν 𝑤𝑖
′ =   

𝑛2

𝑊
𝑤𝑖    θαη ην λέν άζξνηζκα 

𝐶′ = 𝑛2 Έζησ S λα είλαη κηα ιύζε γηα ην #Knapsack, ρξεζηκνπνηώληαο δπλακηθό 

πξνγξακκαηηζκό κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ην  𝑆′   ζε ρξόλν 𝛰 𝑛3 . 

Παξαηεξνύκε όηη αλ 𝛵 ∈ 𝑆, δειαδή ην Σ είλαη κία εθηθηή ιύζε γηα ην πξόβιεκα Knapsack 

ηόηε 

 𝑤𝑖
′

𝑖∈𝑇

≤
𝑛2

𝐶
 𝑤𝑖

𝑖∈𝑇

≤
𝑛2

𝐶
𝐶 ≤ 𝑛2 

΢πλεπώο ην Σ είλαη θαη απηό ιύζε ζην θαλνληθνπνηεκέλν πξόβιεκα Knapsack ⟹ 𝑆 ⊆ 𝑆′ . 

΢πγθξίλνληαο ηo  𝑺  κε ην  𝑺′ : 

Δθόζνλ έρνπκε απνδείμεη όηη 𝑆 ⊆ 𝑆′  ηόηε  𝑆 ≤  𝑆′  .  

Αλ ππάξρεη νιηθή ζπλάξηεζε 𝑔 ∶ 𝑆′ → 𝑆, ε νπνία είλαη επί θαη έρεη ηελ ηδηόηεηα γηα θάζε 

𝛵 ∈ 𝑆 ππάξρνπλ ην πνιύ  𝑛 + 1  ζύλνια ζην 𝑆′  ηα νπνία απεηθνλίδνληαη ζην Σ, ηόηε 

κπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε όηη 

 𝑆′  ≤  𝑛 + 1   𝑆  

Δπνκέλσο αλ ππάξρεη κηα ηέηνηα ζπλάξηεζε 𝑔, ηόηε ζε ρξόλν 𝛰 𝑛3  κπνξνύκε λα 

ππνινγίζνπκε ην  𝑆′   ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηελ αληζόηεηα 

 𝑆′  

𝑛 + 1
≤  𝑆 ≤  𝑆′   (5.c) 
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Σν κόλν πνπ απνκέλεη είλαη λα νξίζνπκε ηελ ελ ιόγσ ζπλάξηεζε 𝑔, επηβεβαηώλνληαο έηζη 

ηελ ύπαξμε ηεο.  

Γηα θάζε 𝛵 ∈ 𝑆 ζέηνπκε  𝑔 𝑇 ∶= 𝑇 

Σώξα γηα 𝛵 ∈ 𝑆′\𝑆, ζέηνπκε Κ λα είλαη ν κεγαιύηεξνο θπζηθόο k ηέηνηνο ώζηε 𝑤𝑘 ≤ 𝐶/𝑛 θαη 

κάιηζηα ηζρύεη όηη 𝛵 ⊈  𝐾 . Πξάγκαηη αθνύ θάζε 𝛵′ ⊆  Κ  είλαη θαη ιύζε ηνπ αξρηθνύ 

πξνβιήκαηνο Knapsack (δειαδή 𝛵′ ∈ 𝑆) εθόζνλ 

 𝑤𝑖

𝑖∈𝑇′

≤  
𝐶

𝑛
𝑖∈𝑇′

≤ 𝐶   ⟹   𝛵′ ∈ 𝑆 

Δπεηδή ινηπόλ 𝛵 ⊈  𝐾 , ζέηνπκε ℓ λα είλαη ν δείθηεο ηνπ πην βαξηνύ αληηθεηκέλνπ ζην Σ κε 

ℓ > 𝛫. Σώξα νξίδνπκε  

𝑔 𝑇 ∶= 𝑇 \ ℓ  

Πξέπεη λα απνδείμνπκε όηη 𝑔 𝑇 ∈ 𝑆. 

΢πκβνιηζκόο: Θα ζπκβνιίδνπκε ην ζθάικα ζηξνγγπινπνίεζεο κε  

𝛿𝑖 = 𝑤𝑖

𝑛2

𝐶
− 𝑤𝑖

′   ⟹   𝑤𝑖 =
𝐶

𝑛2
 𝑤𝑖

′ + 𝛿𝑖  , 𝜇𝜀  0 ≤ 𝛿𝑖 ≤ 1 

Έηζη έρνπκε  

 𝑤𝑖

𝑖∈𝑓 𝑇 

=
𝐶

𝑛2
  𝑤𝑖

′ + 𝛿𝑖 

𝑖∈𝑓 𝑇 

=
𝐶

𝑛2
   𝑤𝑖

𝑖∈𝑇

 − 𝑤ℓ
′ +   𝛿𝑖

𝑖∈𝑇

 − 𝛿ℓ ≤ 

≤
𝐶

𝑛2
   𝑤𝑖

′

𝑖∈𝑇

 + 𝑛 − 𝑤ℓ ≤ 
𝐶

𝑛2
 𝑤𝑖

′

𝑖∈𝑇

   𝜀𝜑ό𝜍𝜊𝜈  𝑤ℓ >
𝐶

𝑛
   ≤ 

≤
𝐶

𝑛2
 𝑛2     𝛼𝜑𝜊ύ 𝛵 ∈ 𝑆′    = 𝐶 

Δπνκέλσο ε 𝑔 𝑇 ∈ 𝑆 θαη είλαη θαιά νξηζκέλε κε ηύπν 

𝑔 𝑇 =  
    𝑇    , 𝛼𝜈 𝛵 ∈ 𝑆     
𝑇\ ℓ , 𝛼𝜈 𝛵 ∈ 𝑆′\𝑆

    , ό𝜋𝜊𝜐  𝑤ℓ = max 𝑤𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝑇  

Αο δνύκε ηώξα πόζα ζηνηρεία απεηθνλίδνληαη ζε έλα ζηνηρείν 𝛵0 ∈ 𝑆 κέζσ ηεο 𝑔 πνπ 

νξίζακε. Έζησ έλα ζύλνιν 𝛵0 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑆′  θαη ζέηνπκε 𝑤0 = max 𝑤𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝑇0 .  

Σν 𝛵0  απεηθνλίδεηαη ζηνλ εαπηό ηνπ κέζσ ηεο 𝑔.  

Αθόκε γηα νπνηνδήπνηε ζύλνιν 𝛵0 ∪  ℓ ∈ 𝑆′  ηέηνην ώζηε  𝑤ℓ > 𝑤0 , ℓ ∈  𝑛  ηζρύεη όηη 

𝑔 𝑇0 ∪  ℓ  = 𝑇0 
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Άξα ζηελ ρεηξόηεξε πεξίπησζε ην πνιύ  𝑛 + 1  ζηνηρεία ηνπ 𝑆′  απεηθνλίδνληαη ζην 𝛵0 ∈ 𝑆. 

Σν νπνίν απνδεηθλύεη όηη ηζρύεη ε ζρέζε  (5.c). 

Γηα λα βειηηώζνπκε ηνλ παξάγνληα πξνζέγγηζεο, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε νκνηόκνξθε 

δεηγκαηνιεςία από ην S’ θαη κεηά ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε απηέο ηηο εθηηκήζεηο γηα λα 

ππνινγίζνπκε ην   𝑆 . 

Γεηγκαηνιεςία: 

Θα εθκεηαιιεπηνύκε ηελ αλαδξνκή (5.b) γηα λα θάλνπκε νκνηόκνξθε δεηγκαηνιεςία από ην 

𝑆′ .  Θα μεθηλήζνπκε κε έλα άδεην ζύλνιν θαη ζα πξνζζέηνπκε αληηθείκελα ζε απηό κε βάζε 

ηελ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο πνπ νξίδεη ε ζπλάξηεζε F. Άξα ν αιγόξηζκνο 

δεηγκαηνιεςίαο είλαη ν εμήο: 

1. Let  𝑇 ∶= Ø, 𝑗 ∶= 𝑛   𝜅𝛼𝜄   𝑘 ∶= 𝑛2 

2. While   𝑗 > 0   do: 

 (a) With probability  𝐹 𝑗 − 1, 𝑘 − 𝑤𝑗
′ /𝐹 𝑗, 𝑘 : 

 Set  𝑇 = 𝑇 ∪  𝑗   𝑎𝑛𝑑  𝑠𝑒𝑡 𝑘 = 𝑘 − 𝑤𝑗
′  

 (b) Set 𝑗 = 𝑗 − 1 

  

Δίλαη εύθνιν λα δνύκε όηη ν παξαπάλσ αιγόξηζκνο θάλεη νκνηόκνξθε δεηγκαηνιεςία από ην 

𝑆′ . Γεδνκέλνπ όηη έρεη ππνινγηζηεί ε F ν παξαπάλσ αιγόξηζκνο παξάγεη ζε ρξόλν 𝛰 𝑛  έλα 

δείγκα. ΢πλεπώο γηα t δείγκαηα ζα ρξεηαζηεί ρξόλνο 𝛰 𝑛3  γηα λα ππνινγηζηεί ε F θαη κεηά 

ρξόλνο 𝑂 𝑡𝑛  γηα λα παξαρζνύλ t ηπραία δείγκαηα από ην 𝑆′ , άξα ν ζπλνιηθόο ρξόλνο πνπ 

ρξεηάδεηαη είλαη ηεο ηάμεο 𝛰 𝑛3 + 𝑡𝑛 . 

Μέηξεζε:  

Έζησ 𝑝 ∶=  𝑆 / 𝑆′  , βιέπνπκε όηη 1/𝑛 ≤ 𝑝 ≤ 1. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ δεηγκαηνιεςία 

γηα λα εθηηκήζνπκε ην p. Παξάγνληαη 𝛮 =
4𝑛

𝜀2 log 2/𝛿  ηπραία ζύλνια από ην 𝑆′ . Γηα 

𝑖 = 1, … , 𝑁 ζέηνπκε  

𝛸𝑖 =  
1, 𝛼𝜈 𝜏𝜊 𝑖 𝜊𝜍𝜏ό 𝛿𝜀ύ𝛾𝜇𝛼 𝛼𝜈ό𝜅𝜀𝜄 𝜍𝜏𝜊 𝑆

0,                                𝛼𝜆𝜆𝜄ώ𝜎                            
  

Έζησ ηώξα 𝛸 =  𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1  θαη 𝛧 =  𝑆′  

𝛸

𝛮
, παξαηεξνύκε όηη  

𝜇 = 𝛦 𝛧 =
 𝑆′  

𝑁
 𝐸 𝑋𝑖 

𝑖

=  𝑆′   𝑝 =  𝑆  

Από ην θξάγκα ηνπ Chernoff έρνπκε 
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Pr   𝛸 − 𝜇 ≥ 𝜀𝜇  ≤ 2 exp  −
𝜇 𝜀2

4
  ≤ exp  −

𝑝 𝑁 𝜀2

4
  ≤

1

𝛿
  

Αλ ην 𝛸 ∈  𝜇 1 − 𝜀 , 𝜇 1 + 𝜀  = 𝑝𝛮 1 − 𝜀, 1 + 𝜀 , ηόηε θαη 𝛧 ∈  𝑆  1 − 𝜀, 1 + 𝜀 .  

Απνηέιεζκα: Σειηθά έρνπκε έλαλ FPRAS αιγόξηζκν πνπ λα ππνινγίδεη ην  𝑆  ζε ρξόλν  

𝛰  𝑛3 +  
𝑛

𝜀
 

2

log  
1

𝛿
   

΢πλνςίδνληαο: Ζ ηδέα ηνπ Dyer γηα λα επηιύζεη ην πξόβιεκα ήηαλ ε εμήο:  

«Αλ κεηώζνπκε ηε ρσξεηηθόηεηα ηνπ πξνβιήκαηνο πνιιαπιαζηάδνληαο κε έλα ζπληειεζηή ν 

νπνίνο είλαη πνιπσληκθνύ κεγέζνπο σο πξνο 𝑛, θαη ηαπηόρξνλα πνιιαπιαζηάζνπκε θαη ηα 

βάξε κε ηνλ ίδην ζπληειεζηή ζηξνγγπινπνηώληαο πξνο ηα θάησ όπνπ ρξεηάδεηαη, ηόηε 

κπνξνύκε λα κεηξήζνπκε ηηο ιύζεηο ηνπ λένπ πξνβιήκαηνο πνπ δεκηνπξγήζεθε απνδνηηθά κε 

ρξήζε ςεπδν-πνιπσλπκηθνύ αιγνξίζκνπ δπλακηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ.» 

Ο αιγόξηζκνο ηνπ Dyer ηξέρεη ζε ρξόλν 𝛰  𝑛3 +  
𝑛

𝜀
 

2

log  
1

𝛿
   

Αλ ρξεζηκνπνηεζεί ηπραηνπνηεκέλε ζηξνγγπινπνίεζε ηόηε ν παξαπάλσ αιγόξηζκνο 

βειηηώλεηαη θαη εθηειείηαη ζε ρξόλν 

𝛰  𝑛2,5  log   1/𝜀 +
𝑛2

𝜀2
 log  

1

𝛿
   

5.4 Ένα FPΣAS για το #Knapsack 

Ο αιγόξηζκνο πνπ ζα παξνπζηάζνπκε είλαη ησλ D. Stefanakovic, S. Vampela θαη E. Vigoda 

[31]. Καη απηόο αιγόξηζκνο, όπσο θαη ν  FPRAS αιγόξηζκνο, είλαη δπλακηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ αιιά είλαη εκπλεπζκέλνο από έλαλ ςεπδν-πνιπσλπκηθό αιγόξηζκν γηα ην 

πξόβιεκα απόθαζεο/βειηηζηνπνίεζεο ηνπ Knapsack. ΋πσο είδακε ε πνιππινθόηεηα ηνπ 

αιγνξίζκνπ απόθαζεο ηνπ Knapsack είλαη 𝛰 𝑛𝐶 , όπνπ 𝐶 είλαη ε ρσξεηηθόηεηα ηνπ 

πξνβιήκαηνο.  

Γηα λα απνθεπρζεί ε ρξήζε ηπραηόηεηαο, ρξεζηκνπνηείηαη έλα πην εύζηξνθν δπλακηθό 

πξόγξακκα, γηα παξάδεηγκα αληί λα γίλεη έιεγρνο γηα όιεο ηηο αθέξαηεο ρσξεηηθόηεηεο 

1, 2, … , 𝐶, ηη ζα γηλόηαλ αλ ππνινγίδακε ηηο ρσξεηηθόηεηεο πνπ απμάλνληαη κε βάζε θάπνηα 

γεσκεηξηθή ζεηξά; Απηό ζα είρε ζαλ απνηέιεζκα ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα ζην πξόγξακκα από 

𝑛𝐶 λα κεησζεί ζε 𝑛 log 𝐶, αιιά ην πξόβιεκα πνπ πξνθύπηεη είλαη όηη όηαλ ε ρσξεηηθόηεηα 

πνιιαπιαζηάδεηαη κε έλαλ παξάγνληα ηεο ηάμεο  1 +
𝑛

2𝑛
  ηόηε ν αξηζκόο ησλ ιύζεσλ 

αιιάδεη κε έλαλ ζηαζεξό παξάγνληα, θάηη πνπ κπνξεί αλ νδεγήζεη ζε κεγάιε αλαθξίβεηα. 

Αλη’ απηνύ ζηνλ αιγόξηζκν πνπ ζα παξνπζηάζνπκε,ν πίλαθαο αξηζκείηαη κε ηνπο δείθηεο 𝑖, 𝑗. 

΋πνπ  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 θαη ζπκβνιίδεη ηα 𝑖 πξώηα αληηθείκελα ηνπ πξνβιήκαηνο Knapsack θαη 𝑗 

είλαη ν αξηζκόο ησλ ιύζεσλ ηνπ ππνπξνβιήκαηνο γηα ηα 𝑖 αληηθείκελα. Σα ζηνηρεία ηνπ 
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πίλαθα ζα είλαη ε ειάρηζηε ρσξεηηθόηεηα πνπ κπνξεί λα ππάξμεη κε ηνπο ζπγθεθξηκέλνπο 

δείθηεο. 

Σώξα ζα παξνπζηάζνπκε πην εκπεξηζηαηνκκέλα όια όζα αλαθέξακε παξαπάλσ γηα ηνλ 

αιγόξηζκν. 

Οξηζκόο 5.5: Οξίδνπκε ηελ ζπλάξηεζε 𝝉 ∶  0, … , 𝑛 × ℝ+ → ℝ  κε  

𝜏 𝑖, 𝑎 =  
 inf  𝑐 ∈ ℝ ∶  𝑓 𝑖, 𝑐  ≥  𝑎  , 𝛼𝜈  𝛼 ≤ 2𝑖

                          +∞                    , 𝛼𝜈 𝛼 > 2𝑖  
  

Γειαδή ην 𝜏 𝑖, 𝑎  είλαη ην κηθξόηεξν δπλαηό 𝑐 ∈ ℝ ώζηε ην πξόβιεκα Knapsack κε ηα 

αληηθείκελα 1,2, … , 𝑖  θαη ρσξεηηθόηεηα c λα έρεη ηνπιάρηζηνλ  𝛼  ην πιήζνο ιύζεηο. 

 Η ειάρηζηε ρσξεηηθόηεηα πνπ ππνινγίδεη ε παξαπάλσ ζπλάξηεζε είλαη ην κηθξόηεξν άζξνηζκα 

πνπ κπνξνύλ ζρεκαηίζνπλ θάπνηα από ηα 𝑤1, … , 𝑤𝑖  ώζηε ην πξόβιεκα λα έρεη ηνπιάρηζηνλ α 

ιύζεηο. 

Παξαηήξεζε 5.2: Δπεηδή  𝑎 ≥ 𝛼  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝛼 ∈ ℝ+ ηόηε αλ ην πξόβιεκα έρεη αθξηβώο  𝑎  

ιύζεηο ηόηε ζα έρεη θαη ηνπιάρηζηνλ α ιύζεηο 

Οπζηαζηηθά ε βαζηθή ηδέα πνπ νδήγεζε ζε έλα ληεηεξκηληζηηθό πνιπσληκηθό ζρήκα γηα ην 

#Knapsack ήηαλ λα θνηηάμνπκε ην πξόβιεκα αλάπνδα, δειαδή λα κπνξνύκε λα βξνύκε πνηα 

ζα είλαη ε ειάρηζηε δπλαηή ρσξεηηθόηεηα ηνπ ζάθνπ ώζηε λα έρνπκε ηνπιάρηζηνλ α ιύζεη 

Παξάδεηγκα 5.1: Έζησ ην πξόβιεκα Knapsack κε ηξία αληηθείκελα κε βάξε 𝑤1 = 1,  𝑤2 =

5 , 𝑤3 = 3. ΋ια ηα δπλαηά αζξνίζκαηα πνπ κπνξνύλ λα πξνθύςνπλ από ηα 𝑤1 , 𝑤2, 𝑤3 , αλ ηα 

ηαμηλνκήζνπκε, είλαη  

0, 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9 

΢ε θάζε δπλαηό άζξνηζκα αληηζηνηρεί θαη κία ιύζε μεθηλώληαο από ην κεδέλ δηόηη ζεσξνύκε 

θαη σο ιύζε, λα κελ κπεη ηίπνηα ζηνλ ζάθν. Άξα 𝜏 3,7 = 8 δηόηη γηα ρσξεηηθόηεηα 

κηθξόηεξε ηνπ 8 ζα έρνπκε ιηγόηεξεο από 7 ιύζεηο. Αληίζηνηρα όια ηα δπλαηά αζξνίζκαηα 

πνπ κπνξνύλ λα πξνθύςνπλ από ηα 𝑤1 , 𝑤2 είλαη  

0, 1, 5, 6 

Καη κε αληίζηνηρν ζπιινγηζκό κε ηνλ παξαπάλσ έρνπκε όηη 𝜏 2,3 = 5.  

■ 

Βιέπνπκε όηη γηα 𝑖 = 0 κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε εύθνια ηελ η γηα θάζε 𝛼 ∈ ℝ+ 

𝜏 0, 𝛼 =  
−∞, 𝛼𝜈       𝛼 = 0       
 0  , 𝛼𝜈   0 < 𝛼 ≤ 1 

 +∞, 𝛼𝜈        𝛼 > 1       
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Οπζηαζηηθά αλ ζε έλα πξόβιεκα Knapsack δελ έρνπκε αληηθείκελα, ηόηε ε κόλε ιύζε πνπ 

έρνπκε είλαη λα κελ βάινπκε ηίπνηα ζηνλ ζάθν. Η ζπλάξηεζε πνπ νξίζακε ππνινγίδεη ηελ 

ειάρηζηε δπλαηή ρσξεηηθόηεηα, αλάινγα κε ην πιήζνο ησλ ιύζεσλ. 

Πξάγκαηη: Αλ 𝛼 = 0 ηόηε από ηελ παξαηήξεζε 5.1 θαη ηνλ νξηζκό 5.3 έρνπκε όηη  

𝛼 = 0 ⟹ 𝑓 0, 𝑐 = Ø ⟹  0 ∉ 𝑓 0, 𝑐 ⟹ 𝑐 < 0   

𝛼𝜑𝜊ύ 𝛼𝜈 𝑐 ≥ 0 𝜏𝜊  0  𝜃𝛼 ά𝜈𝜂𝜅𝜀 𝜍𝜏𝜊 𝑓 0, 𝑐 ⟹  𝑓 0, 𝑐  ≥ 1 ϊ𝜏𝜊𝜋𝜊 

Άξα 𝜏 0,0 = inf 𝑐 ∈ ℝ ∶  𝑓 0, 𝑐  = 0 = inf 𝑐 ∈ ℝ ∶ 𝑐 < 0 = −∞  

Αλ 0 < 𝛼 ≤ 1 ηόηε  𝛼 = 1 θαη κάιηζηα 𝑓 0, 𝑐 =   0  ⟹ 𝑐 ≥ 0   

𝜏 0, 𝑎 = inf 𝑐 ∈ ℝ ∶  𝑓 0, 𝑐  = 1 = inf 𝑐 ∈ ℝ ∶ 𝑐 ≥ 0 = 0 

Σέινο γηα 𝛼 > 1 πξνθύπηεη άκεζα από ηνλ νξηζκό 5.5                                                            ■ 

Οξηζκόο 5.6: Ο αξηζκόο ησλ ιύζεσλ ελόο Knapsack πξνβιήκαηνο κπνξεί λα νξηζηεί θαη 

σο 

𝛧 = max 𝑎 ∈  0,2𝑛  ∶ 𝜏 𝑛, 𝑎 ≤ 𝐶  

Παξαηήξεζε 5.3: Έζησ 𝑖 ∈  𝑛  θαη 𝛼, 𝛼 ′ ∈ ℝ+ 𝜇𝜀 𝛼 ≤ 𝛼′ ηόηε  𝜏 𝑖, 𝑎 ≤ 𝜏 𝑖, 𝑎′ .  

Δειαδή γηα έλαλ ζηαζεξό αξηζκό αληηθεηκέλσλ, αλ έρνπκε πεξηζζόηεξεο ιύζεηο ζην πξόβιεκα 

ηόηε θαη ε ειάρηζηε δπλαηή ρσξεηηθόηεηα ηνπ ζάθνπ ζα είλαη κεγαιύηεξε. 

Λήκκα 5.1: Γηα θάζε 𝑖 ∈  𝑛  θαη 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝛼 ∈  0,2𝑖  , ε η πνπ νξίζακε ηθαλνπνηεί ηελ 

παξαθάησ αλαδξνκή 

𝜏 𝑖, 𝑎 = min
𝑘∈ 0,1 

max  
𝜏 𝑖 − 1, 𝑘𝑎                       
𝜏 𝑖 − 1,  1 − 𝑘 𝑎 + 𝑤𝑖

  

Παξαηήξεζε 5.4: Από ηνλ νξηζκό 5.5 θάλνπκε ζηξνγγπινπνίεζε ζηνλ αξηζκό ησλ ιύζεσλ 

θαη αθνύ 𝑘 ∈  0,1  ηόηε ην ειάρηζην ζηελ παξαπάλσ αλαδξνκή, εξεπλάηαη γηα όιεο ηηο 

αθέξαηεο ηηκέο ηνπ  0,2𝑖  αθνύ 𝛼 ∈  0,2𝑖 . Πξάγκα πνπ θαζηζηά ηελ η δύζθνια ππνινγίζηκε. 

Σν ζθεπηηθό είλαη όηη ζα ππνινγίζνπκε κία ζπλάξηεζε πνπ πξνζεγγίδεη ηελ η. 

Έηζη ηώξα ζα πξνρσξήζνπκε ζε κία ζπλάξηεζε πνπ πξνζεγγίδεη ηελ 𝜏 απνδνηηθά. Θα 

νξίζνπκε κία ζπλάξηεζε όκνηα κε ηελ η αιιά ην δεύηεξν όξηζκα ηεο, αληί λα παίξλεη ηηκέο 

ζηνπο ζεηηθνύο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο ζα παίξλεη ηηκέο από ην ζύλνιν ηηκώλ κηαο 

γεσκεηξηθήο ζεηξάο. 

Έ𝜍𝜏𝜔       𝑄 ∶= 1 +
𝜀

𝑛 + 1
    𝜅𝛼𝜄  𝑠 ∶=   𝑛 log𝑄 2  

Ζ ζπλάξηεζε 𝛵 ∶  0, … , 𝑛 ×  0, … , 𝑠 →  0, +∞  νξίδεηαη αλαδξνκηθά σο εμήο 
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𝛵 𝑖, 𝑗 = min
𝑘∈ 0,1 

max  
  𝑇 𝑖 − 1,   𝑗 + ln𝑄 𝑘                       

  𝑇 𝑖 − 1,  𝑗 + ln𝑄 1 − 𝑘    + 𝑤𝑖

  (5.d) 

 

Γηα λα αθξηβνινγνύκε ε Σ νξίδεηαη από ηνλ αθόινπζν αιγόξηζκν CountKnapsack 

Count Knapsack 

Input:     Integers  𝑤1 , 𝑤2 , … , 𝑤𝑛 , 𝐶   𝒂𝒏𝒅 𝜀 > 0 

1. Set  𝑇 0,0 = 0   and   𝑇 0, 𝑗 = ∞   for   𝑗 > 0 

2. Set  𝑄 =  1 + 𝜀/ 𝑛 + 1     and   𝑠 =  𝑛 log𝑄 2  

3. For   𝑖 = 1 → 𝑛,   𝒇𝒐𝒓   𝑗 = 0 → 𝑠,  set 

𝛵 𝑖, 𝑗 = min
𝑘∈ 0,1 

max  
  𝑇 𝑖 − 1,   𝑗 + ln𝑄 𝑘                       

  𝑇 𝑖 − 1,  𝑗 + ln𝑄 1 − 𝑘    + 𝑤𝑖

  

where by convention,   𝑇 𝑖 − 1, 𝑘 = 0   for  𝑘 < 0 

4. Let   
𝑗′ ≔ max  𝑗 ∶ 𝑇 𝑛, 𝑗 ≤ 𝐶  

5. Output 𝑍’ ∶= 𝑄𝑗 ′ +1 

 

Σν ειάρηζην ζηνλ αλαδξνκηθό ηύπν (5.d) ή θαη ζηελ αλαδξνκή ηνπ αιγνξίζκνπ, ππνινγίδεηαη 

απνδνηηθά παξόιν πνπ αθνξά όιν ην δηάζηεκα [0,1]. 

Από ηελ παξαηήξεζε 5.4 αλαθέξακε όηη έρεη λόεκα λα ππνινγίδεηαη ε η (επνκέλσο θαη ε Σ) 

κόλν όηαλ ην δεύηεξν όξηζκα είλαη αθέξαηνο. Σώξα όκσο, επεηδή εκείο ειέγρνπκε ην ζύλνιν 

ησλ ιύζεσλ  0,2𝑖  κόλν ζηα ζεκεία πνπ ππνινγίδεη ε γεσκεηξηθή πξόνδνο 𝑄𝑖  (αθνύ ηα 

ζηξνγγπινπνηήζνπκε), έρνπκε επί ηεο νπζίαο ηόζα ζεκεία ώζηε λα κπνξεί λα ππνινγηζηεί ε 

Σ απνδνηηθά κε θάπνην ζθάικα πξνζέγγηζεο. 

Ο ιόγνο ηώξα πνπ ε Σ πξνζεγγίδεη ηελ η εθθξάδεηαη κε ην παξαθάησ ιήκκα. 

Λήκκα 5.2: 

Έζησ 𝑖 ≥ 1 θαη ππνζέηνπκε όηη γηα όια ηα 𝑗 ∈  0, … , 𝑠  ε  𝛵 𝑖 − 1, 𝑗   ηθαλνπνηεί ηελ  

𝜏 𝑖 − 1, 𝑄𝑗− 𝑖−1  ≤ 𝛵 𝑖 − 1, 𝑗 ≤ 𝜏 𝑖 − 1, 𝑄𝑗   

Σόηε θαη γηα όια ηα 𝑗 ∈  0, … , 𝑠  ε  𝛵 𝑖, 𝑗  ππνινγηδόκελε από ηνλ ηύπν (1) ηθαλνπνηεί  

𝜏 𝑖, 𝑄𝑗−𝑖 ≤ 𝛵 𝑖, 𝑗 ≤ 𝜏 𝑖, 𝑄𝑗   

Σώξα είκαζηε έηνηκνη λα απνδείμνπκε όηη ε έμνδνο 𝑍′, ηνπ αιγνξίζκνπ CountKnapsack ζα 

είλαη θαηά έλαλ παξάγνληα  1 ± 𝜀  πνιιαπιάζην ηνπ Ε .  
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Θεώξεκα 5.1: Έζησ έλα πξόβιεκα knapsack n ζηνηρείσλ, κε ηα αληίζηνηρα βάξε ηνπο 

𝑤1, … , 𝑤𝑛  θαη ρσξεηηθόηεηα C. Έζησ αθόκε Ε λα είλαη ην πιήζνο ησλ ιύζεσλ ηνπ knapsack 

πξνβιήκαηνο. Τπάξρεη ληεηεξκηληζηηθόο αιγόξηζκνο ώζηε γηα θάζε 𝜀 ∈  0,1  πνπ δίλεη ζηελ 

έμνδν 𝛧′ ηέηνην ώζηε 

 1 − 𝜀 𝛧 ≤ 𝛧′ ≤ 𝛧, 𝜍𝜀 𝜒𝜌ό𝜈𝜊  𝛰  
𝑛3

𝜀
log  

𝑛

𝜀
   

Οη απνδείμεηο γηα ηα ιήκκαηα 5.1, 5.2 θαη ηνπ ζεσξήκαηνο 5.1 ππάξρνπλ ζην [31].  

Παξαηεξνύκε όηη ν ρξόλνο εθηέιεζεο ζπλαγσλίδεηαη ηνλ ρξόλν εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ 

ηνπ Dyer θαη είλαη ελδηαθέξνλ όηη ζηνλ παξόληα ληεηεξκηληζηηθό αιγόξηζκν έρνπκε γξακκηθή 

εμάξηεζε από ην 𝜀−1, ελώ ζηνλ αιγόξηζκό ηνπ Dyer [30] αιιά θαη ζε πξνγελέζηεξνπο 

αιγόξηζκνπο όπσο ησλ Morris Sinclair [29] θαη ησλ Dyer, Vazirani et.al [32] έρνπκε ρξόλν 

εθηέιεζεο πνπ εμαξηάηαη από ην 𝜀−2 .  
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6 ΑΝΑΠΣΤΞΗ FPTAS ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΤ TOY ΢Ε ΑΛΛΑ #P 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΑ 

΢ε απηό ην θεθάιηαν ζα νξίζνπκε κεηξεηηθά πξνβιήκαηα θαη ζα πξνζπαζήζνπκε λα 

θηηάμνπκε έλα πνιπσλπκηθό πξνζεγγηζηηθό ζρήκα πνπ λα ηα επηιύεη. Δπεηδή έρεη 

παξαηεξεζεί όηη νη κεηξεηηθέο εθδνρέο NP-complete πξνβιεκάησλ είλαη #P-complete, ζα 

νξίζνπκε κεηξεηηθά πξνβιήκαηα πνπ έρνπλ εύθνιν πξόβιεκα απόθαζεο θαη ζα 

πξνζπαζήζνπκε λα βξνύκε έλαλ πξνζεγγηζηηθό αιγόξηζκν πνπ λα ηα επηιύεη.  

΋ηαλ ιέκε ην πξόβιεκα απόθαζεο ζα είλαη εύθνιν ελλννύκε λα επηιύεηαη ζε πνιπσλπκηθό 

ρξόλν από κηα κε ληεηεξκηληζηηθή κεραλε Turing. Σέινο αλαθέξνπκε όηη είλαη αλνηθηό 

πξόβιεκα όηη ηα NP-complete πξνβιήκαηα έρνπλ αληίζηνηρν κεηξεηηθό πξόβιεκα #P-

complete. 

6.1 ΢υμβολιςμού: 

Έζησ έλα ζύλνιν S κε  𝑆  ζα ζπκβνιίδνπκε ηελ πιεζηθόηεηα ηνπ S, δειαδή ην πιήζνο ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ. 

Θα ζπκβνιίδνπκε κε  𝑛  ην ζύλνιν ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ κέρξη ην n. Γειαδή 

 𝑛 =  1,2, … , 𝑛  

Με 𝒫  𝑛   ζα ζπκβνιίδνπκε ην δπλακνζύλνιν ηνπ [n], δειαδή ην ζύλνιν όισλ ησλ 

ππνζπλόισλ ηνπ [n] 

𝒫  𝑛  =  𝑆 ∶ 𝑆 ⊆  𝑛   

Σέινο κε Η ζα ζπκβνιίδνπκε ην 𝒫 𝒫  𝑛    ην νπνίν είλαη ην δπλακνζύλνιν ησλ ππνζπλόισλ 

ηνπ [n] 

𝐼 =  𝑆 ∶ 𝑆 ⊆ 𝒫  𝑛    

6.2 #M-Element-Knapsack 

6.2.1 Οριςμόσ Προβλόματοσ Μ-Element-Knapsack: 

Οξηζκόο 6.1: Έζησ έλα ζύλνιν αξηζκεκέλσλ αληηθεηκέλσλ  𝑛  ηα νπνία έρνπλ βάξε 

𝑤1, … , 𝑤𝑛  αληίζηνηρα κε 𝑤𝑖 ∈ ℕ 𝛾𝜄𝛼 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, Μ έλαο θπζηθόο αξηζκόο θαη C ε 

ρσξεηηθόηεηα ηνπ ζάθνπ. Τπάξρνπλ Μ ην πιήζνο αληηθείκελα πνπ κπνξνύλ λα κπνπλ ζηνλ 

ζάθν, δειαδή ππάξρεη Μ-άδα αληηθεηκέλσλ ρσξίο ην ζπλνιηθό ηνπο βάξνο λα μεπεξλά ην C. 

Οξηζκόο 6.2: Μία ιύζε ζην παξαπάλσ πξόβιεκα είλαη έλα ζύλνιν 𝑆 ⊆  𝑛  ηέηνην ώζηε 

 𝑆 = 𝑚 θαη  𝑤𝑖
 
𝑖∈𝑆 ≤ 𝐶 

Καηά αληηζηνηρεία κε ην Knapsack ζα νξίζνπκε ην ζύλνιν ησλ εθηθηώλ ιύζεσλ ζε απηό ην 

πξόβιεκα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε κηα ζπλάξηεζε 𝑓 ∶  𝑛 ×  𝑀 × ℝ+ → 𝐼 κε ηύπν 
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𝑓 𝑖, 𝑚, 𝑐 =  𝑆 ⊆  𝑖 ∶  𝑆 = 𝑚  𝜅𝛼𝜄   𝑤𝑖

𝑖∈𝑆

≤ 𝑐  

Ζ εηθόλα ηεο 𝑓 είλαη έλα ζύλνιν, πνπ απνηειείηαη από ζύλνια θπζηθώλ αξηζκώλ. Σα ζύλνια 

πνπ αλήθνπλ ζην 𝑓 𝑖, 𝑚, 𝑐  ζα απνηεινύζαλ ιύζεηο αλ ιάκβάλακε ππόςηλ ηα 𝑖-πξώηα 

ζηνηρεία ηνπ πξνβιήκαηνο, είρακε ρσξεηηθόηεηα c θαη καο ελδηέθεξε λα βάινπκε αθξηβώο m 

αληηθείκελα ζηνλ ζάθν.  

Οξηζκόο 6.3: ΢πλεπώο ζην πξόβιεκα M-Element-Knapsack ην ζύλνιν ησλ εθηθηώλ 

ιύζεσλ ζα είλαη ην  

𝑓 𝑛, 𝑀, 𝐶 =  𝑆 ⊆  𝑛 ∶  𝑆 = 𝑀  𝜅𝛼𝜄   𝑤𝑖

𝑖∈𝑆

≤ 𝐶  

Παξαηεξνύκε πσο ην ζύλνιν ησλ εθηθηώλ ιύζεσλ κνηάδεη κε ην ζύλνιν ησλ ιύζεσλ ηνπ 

Knapsack (Οξηζκόο ~) κόλν πνπ έρεη έλαλ επηπιένλ πεξηνξηζκό ζηελ πιεζηθόηεηα ησλ 

ππνζπλόισλ ηνπ  𝑛 .  

6.2.2 Οριςμόσ Προβλόματοσ #M-Element-Knapsack 

Οξηζκόο 6.4: Έζησ έλα ζύλνιν αξηζκεκέλσλ αληηθεηκέλσλ  𝑛  ηα νπνία έρνπλ βάξε 

𝑤1, … , 𝑤𝑛  αληίζηνηρα κε 𝑤𝑖 ∈ ℕ 𝛾𝜄𝛼 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, Μ έλαο θπζηθόο αξηζκόο θαη C ε 

ρσξεηηθόηεηα ηνπ ζάθνπ. Πόζεο Μ-άδεο αληηθεηκέλσλ ππάξρνπλ ρσξίο ην ζπλνιηθό ηνπο 

βάξνο λα μεπεξλά ην C. 

Οξηζκόο 6.5: Ζ ιύζε ζην #M-Element-Knapsack ζα είλαη πιεζηθόηεηα ηνπ 𝑓 𝑛, 𝑀, 𝐶 ,  

 𝑓 𝑛, 𝑀, 𝐶  . 

Θέινπκε λα ηνλίζνπκε όηη ε εηθόλα ηεο 𝑓 είλαη έλα ζύλνιν θαη κε ηνλ ζπκβνιηζκό  𝑓 𝑛, 𝑀, 𝐶   

ελλνύκε ηελ πιεζηθόηεηα ηεο εηθόλαο ηεο 𝑓 θαη όρη θάπνην κέηξν ζπλάξηεζεο. 

Παξαηήξεζε 6.1: Αλ απμεζεί ε ρσξεηηθόηεηα c, ηόηε ν αξζκόο ησλ ιύζεσλ απμάλεηαη ή 

παξακέλεη ζηαζεξόο. Αληίζηνηρα αλ ε ρσξεηηθόηεηα c κεησζεί, ηόηε ν αξζκόο ησλ ιύζεσλ ζα 

κεησζεί ή παξακέλεη ζηαζεξόο  

6.2.3 Αλγόριθμοσ Επύλςυησ 

Θα ηξνπνπνηήζνπκε ηνλ αιγόξηζκν ησλ Daniel Stefankovic et al. [31] ώζηε λα 

δεκηνπξγήζνπκε έλα πνιπσληκηθό πξνζεγγηζηηθό ζρήκα γηα ην #Μ-Element-Knapsack. 

Οξηζκόο 6.6: Θα νξίζνπκε κε αλάινγν ηξόπν όπσο ζηνλ νξηζκό [5.5] κία ζπλάξηεζε  

𝜏 ∶  0, … , 𝛭 ×  0, … , 𝑛 × ℝ+ → ℝ      𝜇𝜀  

𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 =

 
 
 

 
 

                                 −∞                             , 𝛼𝜈 𝛼 = 0  ό  𝑚 > 𝑖
 

   in𝑓 𝑐 ∈ ℝ ∶  𝑓 𝑖, 𝑚, 𝑐  ≥  𝑎  , 𝛼𝜈 𝛼 ≤  
𝑖
𝑚

   𝜅𝛼𝜄  𝑚 ≤ 𝑖
 

                           +∞                                         , 𝛼𝜆𝜆𝜄ώ𝜎  
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Δειαδή ε 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎  ππνινγίδεη ηελ ειάρηζηε ρσξεηηθόηεηα ώζηε λα έρνπκε ηνπιάρηζνηλ α ην 

πιήζνο m-άδεο σο ιύζεηο, ρξεζηκνπνηώληαο ηα 𝑖-πξώηα αληηθείκελα ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Ζ ειάρηζηε δπλαηή ρσξεηηθόηεηα c πνπ επηδηώθνπκε λα βξνύκε είλαη έλα άζξνηζκα m-όξσλ 

από ηα 𝑤1 , … , 𝑤𝑖  ζε θάζε βήκα θαη είλαη θξαγκέλε αθνύ 

0 ≤ 𝑐 ≤  𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Οη ηηκέο  ±∞ δειώλνπλ όηη δελ κπνξνύκε λα έρνπκε εθηθηέο ιύζεηο γηα ηελ αληίζηνηρε 

είζνδν. Δίλαη ζεκαληηθό λα παξαηεξήζνπκε όηη ν αξηζκόο ησλ ιύζεσλ ζα πξέπεη λα είλαη 

θπζηθόο αξηζκόο. Δκείο νξίζακε ηελ ζπλάξηεζε η έηζη ώαηε ην α λα είλαη έλαο κε αξλεηηθόο 

πξαγκαηηθόο αξηζκόο θαη απηό ην επηδηώμακε δηόηη ε πξνζέγγηζε ζα γίλεη ζηνλ αξηζκό ησλ 

ιύζεσλ α. Δπεηδή ν α είλαη εθζεηηθνύ κεγέζνπο σο πξνο n  𝛼 ∈  0,2𝑛    ζην  M-Element-

Knapsack, ζα ηνλ πξνζεγγίζνπκε κε ηε ρξήζε ελόο ινγαξίζκνπ. Γειαδή ζα πξνζπειάζνπκε 

ην δηάζηεκα ησλ ιύζεσλ ρξεζηκνπνηώληαο θάπνηα γεσκεηξηθή ζεηξά ώζηε λα πάξνπκε έλα 

πνιπσλπκηθό θαη πξνζεγγηζηηθό ζρήκα. 

Ο αξηζκόο ησλ ιύζεσλ ηνπ M-Element-Knapsack κπνξεί λα νξηζηεί θαη σο 

𝛧 = max 𝑎 ∈  0,2𝑛  ∶ 𝜏 𝛭, 𝑛, 𝑎 ≤ 𝐶  

Πξόηαζε 6.1: Έζησ 𝑖 ∈  𝑛 , 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑖 θαη 𝛼, 𝛼 ′ ∈ ℝ+ 𝜇𝜀 𝛼 ≤ 𝛼′ ηόηε   

𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 ≤ 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎′  

Δειαδή γηα ζηαζεξό 𝑖 ∈  𝑛  θαη 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑖, γηα λα έρνπκε πεξηζζόηεξεο ιύζεηο ζην πξόβιεκα 

ηόηε θαη ε ειάρηζηε δπλαηή ρσξεηηθόηεηα ηνπ ζάθνπ ζα πξέπεη λα είλαη κεγαιύηεξε . 

Απόδεημε: 

Έζησ ινηπόλ 𝑖 ∈  𝑛 , 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑖 θαη 𝛼, 𝛼 ′ ∈ ℝ+ 𝜇𝜀  𝛼 ≤ 𝛼′ ηόηε  𝛼 ≤  𝛼′  . Γηαθξίλνπκε ηηο 

εμήο πεξηπηώζεηο 

Αλ  𝛼 =  𝛼′   ηόηε είλαη πξνθαλέο όηη 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 = 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎′  

Αλ  𝛼 <  𝛼′  ηόηε  

 Αλ  
𝑖
𝑚

 <  𝛼 <  𝛼′   ηόηε 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 = 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎′ = +∞ 

 Αλ  𝛼 <  
𝑖
𝑚

 <  𝛼′  ηόηε  𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 = 𝑐 ∈ ℝ, ελώ 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎′ = +∞. Άξα 

𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 = 𝑐 < +∞ = 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎′  

 Αλ  𝛼 <  𝛼′ <  
𝑖
𝑚

 , ηόηε ζέηνπκε 

𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 = 𝑐   𝜅𝛼𝜄    𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎′ = 𝑐′ 
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Από παξαηήξεζε 6.1 γηα κεγαιύηεξν c έρνπκε πεξηζζόηεξεο ιύζεηο. Άξα αλ 𝑐′ < 𝑐 

ηόηε ζα έπξεπε θαη  𝑓 𝑖, 𝑚, 𝑐′  ≤  𝑓 𝑖, 𝑚, 𝑐  , θαη από ηνλ νξηζκό 6.6 ηνπ 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎′  

πξνθύπηεη όηη 

 𝛼 <  𝛼′ ≤  𝑓 𝑖, 𝑚, 𝑐′  ≤  𝑓 𝑖, 𝑚, 𝑐   ⟹   𝑓 𝑖, 𝑚, 𝑐′  ≥  𝛼  

 Καη ζα έπξεπε 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 = in𝑓 𝑐 ∈ ℝ ∶  𝑓 𝑖, 𝑚, 𝑐  ≥  𝑎  = 𝑐′. Άηνπν θαη άξα 

 𝑐 ≤ 𝑐′ ⇔ 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 ≤ 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎′  

Σειηθά δείμακε ζε θάζε πεξίπησζε όηη γηα 𝛼 ≤ 𝛼′ πξνθύπηεη 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 ≤ 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎′  

■ 

Απηό πνπ ιέεη παξαπάλσ πξόηαζε είλαη όηη ε η πνπ νξίζακε είλαη κνλνηνληθή σο πξνο ηνλ 

αξηζκό ησλ ιύζεσλ α. 

Πξόηαζε 6.2: Ζ η ηθαλνπνηεί ηελ παξαθάησ αλαδξνκή γηα θάζε 𝑖 ∈  𝑛 , ∀ 𝑚 ∈  𝑀  θαη 

𝛼 ∈ ℝ+ 

𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 = min
k∈ 0,1 

max  
𝜏 𝑚 − 1, 𝑖 − 1, 𝑘𝑎 + 𝑤𝑖

𝜏 𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝑘 𝑎       
  

Γηα λα γίλεη θαιύηεξα αληηιεπηό ην maximum παξαζέηνπκε όηη ην πξόβιεκα ζε θάζε βήκα  ζα 

έρεη (1 − 𝑘)𝑎 πιήζνο ιύζεσλ πνπ δελ πεξηέρνπλ ην 𝑤𝑖  θαη 𝑘𝑎 ιύζεηο πνπ πεξηέρνπλ ην 𝑤𝑖 . 

Παξαηεξνύκε αθόκα όηη γηα λα ππνινγίζεη θάπνηνο ην minimum ζηελ αλαδξνκή ζα πξέπεη λα 

αλαηξέμεη ζε όια ηα 𝑘 ∈  0,1 . Σηελ πξαγκαηηθόηεηα εθεί πνπ παξαηεξείηαη αιιαγή ζηηο ηηκέο 

ηεο η είλαη γηα ηηκέο ηεο κνξθήο 𝑘 = 𝑟/𝑎,  γηα 𝑟 ∈ ℤ κε  0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎. 

Απόδεημε:  

Έζησ ινηπόλ 𝑖 ∈  𝑛 , 𝑚 ∈  𝑀  θαη 𝛼 ∈ ℝ+ θαη θάπνην 𝑘 ∈  0,1 . Γηα λα απνδείμνπκε ηελ 

αλαδξνκή ζεσξνύκε όηη έρνπκε  ππνινγίζεη κέρξη ηα 𝜏 𝑚′, 𝑖 ′, 𝑎 , 0 ≤ 𝑚′ ≤ 𝑚 ,  0 ≤ 𝑖 ′ ≤ 𝑖 −

1 𝜅𝛼𝜄 0 ≤ 𝛼 < 2𝑛 .   

Θα απνδείμνπκε αξρηθά όηη  

𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 ≤ min
k∈ 0,1 

max  
𝜏 𝑚 − 1, 𝑖 − 1, 𝑘𝑎 + 𝑤𝑖

𝜏 𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝑘 𝑎       
  

Θέηνπκε  

𝛣 = max  𝜏 𝑚 − 1, 𝑖 − 1, 𝑘𝑎 + 𝑤𝑖   ,   𝜏 𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝑘 𝑎    

Από ηνλ νξηζκό ηεο η έρνπκε όηη ππάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ kα ιύζεηο (ζηηο νπνίεο ζα 

ζπκπεξηιάβνπκε ην 𝑖-ζηνηρείν) πνπ πεξηέρνπλ 𝑚 − 1 ην πιήζνο αληηθείκελα κε θάπνηα από 

ηα βάξε 𝑤1, … , 𝑤𝑖−1 θαη ρσξεηηθόηεηα  

𝜏 𝑚 − 1, 𝑖 − 1, 𝑘𝑎 ≤ 𝐵 − 𝑤𝑖 ⇔ 𝜏 𝑚 − 1, 𝑖 − 1, 𝑘𝑎 + 𝑤𝑖 ≤ 𝛣 (6.a) 
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Αληίζηνηρα ππάξρνπλ  1 − 𝑘 𝑎 ιύζεηο (ζηηο νπνίεο δε ζα ζπκπεξηιάβνπκε ην i-ζηνηρείν) πνπ 

πεξηέρνπλ 𝑚 ην πιήζνο αληηθείκελα κε θάπνηα από ηα βάξε 𝑤1, … , 𝑤𝑖−1 θαη ρσξεηηθόηεηα 

𝜏 𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝑘 𝑎 . 

𝛱𝛼𝜌𝛼𝜏𝜂𝜌𝜊ύ𝜇𝜀 ό𝜏𝜄   𝜏 𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝑘 𝑎 ≤ 𝛣 (6.b) 

 

΢πλδηάδνληαο ηηο (6.a) θαη (6.b) πεξηπηώζεηο ππάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ α ιύζεηο κε 𝑚 ζηνηρεία 

θαη ζπκπεξηιακβάλνπλ θάπνηα από ηα βάξε 𝑤1 , … , 𝑤𝑖  κε ρσξεηηθόηεηα  

𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 ≤ 𝐵 

Ο ζπλδηαζκόο ησλ πεξηπηώζεσλ (6.a) θαη (6.b) δελ καο νδεγεί ζην λα κεηξάκε θάπνηα ιύζε 

δύν θνξέο δηόηη από ηελ (6.a) κεηξάκε όιεο ηηο m-άδεο πνπ πεξηέρνπλ ην 𝑤𝑖  ελώ ζηελ 

πεξίπησζε (6.b) κεηξάκε ηηο m-άδεο πνπ δελ πεξηέρνπλ ην 𝑤𝑖 . 

Δθόζνλ γηα ην ηπραίν 𝑘 ∈  0,1  πνπ επηιέμακε αξρηθά ηζρύεη 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 ≤ 𝐵 ηόηε θαη 

𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 ≤ min
k∈ 0,1 

max  
𝜏 𝑚 − 1, 𝑖 − 1, 𝑘𝑎 + 𝑤𝑖

𝜏 𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝑘 𝑎       
  (6.c) 

 

Μέλεη λα δείμνπκε όηη 

𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 ≥ min
k∈ 0,1 

max  
𝜏 𝑚 − 1, 𝑖 − 1, 𝑘𝑎 + 𝑤𝑖

𝜏 𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝑘 𝑎       
  

Έζησ ηώξα όηη έρνπκε α ην πιήζνο m-άδεο κέρξη ην ζηνηρείν 𝑖 κε ειάρηζηε δπλαηή 

ρσξεηηόηεηα 𝑐0 = 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 .  Σόηε 

𝛼0 + 𝛼1 = 𝛼 

Με 𝛼1 λα είλαη νη m-άδεο πνπ ζπκπεξηιακβάλνπλ ην i-νζηό ζηνηρείν θαη 𝛼0 νη m-άδεο πνπ 

δελ ην ζπκπεξηιακβάλνπλ.  

Θέηνπκε 𝛽 =
𝛼1

𝛼
  λα είλαη ην πνζνζηό ησλ ιύζεσλ πνπ πεξηέρνπλ ην 𝑤𝑖  θαη έρνπκε όηη  

𝜏 𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝛽 𝛼 ≤ 𝑐0    𝜅𝛼𝜄  𝜏 𝑚 − 1, 𝑖 − 1, 𝛽𝛼 ≤ 𝑐0 − 𝑤𝑖    

θαη έηζη πξνθύπηεη όηη 

max  𝜏 𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝛽 𝛼  , 𝜏 𝑚 − 1, 𝑖 − 1, 𝛽𝛼 + 𝑤𝑖   ≤ 𝑐0 

Άξα θαη 

𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 ≥ min
k∈ 0,1 

max  
𝜏 𝑚 − 1, 𝑖 − 1, 𝑘𝑎 + 𝑤𝑖

𝜏 𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝑘 𝑎       
  (6.d) 

 

Σειηθά από (6.c) θαη (6.d) πξνθύπηεη θαη ε ηζόηεηα, δειαδή 
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𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎 = min
k∈ 0,1 

max  
𝜏 𝑚 − 1, 𝑖 − 1, 𝑘𝑎 + 𝑤𝑖

𝜏 𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝑘 𝑎       
  

■ 

Θα νξίζνπκε κία ζπλάξηεζε ε νπνία ζα πξνζεγγίδεη ηνλ αξηζκό ησλ ιύζεσλ ηνπ M-Element-

Knapsack κε απνδνηηθό ηξόπν. 

Θα νξίζνπκε κία ζπλάξηεζε όκνηα κε ηελ η αιιά ην ηξίην όξηζκα ηεο, αληί λα παίξλεη ηηκέο 

ζηνπο ζεηηθνύο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο ζα παίξλεη ηηκέο από ην ζύλνιν ηηκώλ κηαο 

γεσκεηξηθήο ζεηξάο. Έζησ  

𝑄 ∶= 1 +
𝜀

𝑛 + 1
    𝜅𝛼𝜄  𝑠 ∶=   𝑛 log𝑄 2  

Ζ ζπλάξηεζε 𝛵 ∶  0, … , 𝑀 ×  0, … , 𝑛 ×  0, … , 𝑠 →  0, +∞  νξίδεηαη αλαδξνκηθά σο εμήο 

𝛵 𝑚, 𝑖, 𝑗 = min
𝑘∈ 0,1 

max  
𝑇  𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 ,   𝑗 + ln𝑄 𝑘    + 𝑤𝑖  

𝑇  𝑚, 𝑖 − 1,  𝑗 + ln𝑄   1 − 𝑘                
 , (6.e) 

 

Γηα λα αθξηβνινγνύκε ε Σ νξίδεηαη από ηνλ αθόινπζν αιγόξηζκν CountMKnapsack 

CountMKnapsack 

Input:    Integers 𝑤1 , 𝑤2, … , 𝑤𝑛 , 𝐶, 𝑀    𝑎𝑛𝑑 𝜀 > 0 

1. Set  𝑇 0, 𝑖, 1 = 0  for 𝑖 ≥ 0  and  𝑇 0, 𝑖, 0 = −∞ for 𝑖 ≥ 0  

2. Set 𝛵 0, 𝑖, 𝑗 = ∞ for 𝑖, 𝑗 ≥ 0 and 𝑇 1, 𝑖, 0 = −∞ for 𝑖 ≥ 0  

3. Set 𝑇 1,0, 𝑗 = −∞ for 𝑗 ≥ 0 

 Γεμύζουμε τον πύνακα για m=0  όλο  και για m=1  την πρώτη γραμμό και ςτόλη  

4. Set  Q=1+(ε/(n+1))  and   s= 𝑛 log𝑄 2  

5. for 𝑚 = 1 → 𝑀, for 𝑖 = 1 → 𝑛, for 𝑗 = 0 → 𝑠, 

6. if  𝑚 > 𝑖  𝑜𝑟  𝑗 >  
𝑖
𝑚

    then 

7.       if(𝑚 > 𝑖)  then 

8.           𝑇 𝑚, 𝑖, 𝑗 = −∞   

9.       𝑒𝑙𝑠𝑒 

10.           𝑇 𝑚, 𝑖, 𝑗 = ∞ 

11. 𝑒𝑙𝑠𝑒  

12. 
𝛵 𝑚, 𝑖, 𝑗 = min

𝑘∈ 0,1 
max  

𝑇  𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 ,   𝑗 + ln𝑄 𝑘    + 𝑤𝑖  

𝑇  𝑚, 𝑖 − 1,  𝑗 + ln𝑄   1 − 𝑘                
  

 Σε περύπτωςη που προκύψει 𝑘 < 0 θα θεωρούμε 𝛵 𝑖 − 1, 𝑘 = −∞ 
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13.  𝑗′ = max 𝑗 ∶ 𝑇 𝛭, 𝑛, 𝑗 ≤ 𝐶  

14. Output 𝑍’: = 𝑄𝑗 ′ +1 

 

Ο παξαπάλσ αιγόξηζκνο δεκηνπξγεί έλαλ ηξηζδηάζηαην πίλαθα κεγέζνπο 𝛭 × 𝑛 × 𝑠 θαη ζε 

θάζε θειί απνζεθεύεη ηελ ειάρηζηε δπλαηή ρσξεηηθόηεηα πνπ έρνπλ ηα αζξνίζκαηα m 

ζηνηρείσλ θαη ζπκπεξηιακβάλνπλ θάπνηα από ηα 𝑤1 , … , 𝑤𝑖  . 

Παξαηήξεζε 6.2: Αλ έρνπκε 𝑖 ζηνηρεία ζην Μ-Element-Knapsack κε βάξε 𝑤1, … , 𝑤𝑖  θαη 

αλαδεηνύκε όιεο ηηο εθηθηέο ιύζεηο κε m ζηνηρεία, ηόηε απηεο ζα είλαη ην πνιύ  
𝑖
𝑚

  ην 

πιήζνο. 

Δπηζεκαίλνπκε όηη ην minimum ζηελ αλαδξνκή (6.e) ηππηθά αθνξά όιν ην δηάζηεκα [0,1], ν 

αιγόξηζκνο όκσο ππνινγίδεη ην ειάρηζην γηα θάπνηεο αθέξαηεο ηηκέο (νύηνο ή άιινο κόλν ζε 

αθέξαηεο ηηκέο παξαηεξείηαη αιιαγή) ηεο Σ θαζώο πξνζεγγίδεη ηελ πξαγκαηηθή ιύζε ηνπ #Μ-

Element-Knapsack.  

Ο ιόγνο ηώξα πνπ ε Σ πξνζεγγίδεη ηελ η εθθξάδεηαη κε ην παξαθάησ ιήκκα. 

Λήκκα 6.1: 

Έζησ 𝑖 ≥ 1, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑖 θαη ππνζέηνπκε όηη γηα όια ηα 𝑗 ∈  0, … , 𝑠  ε  𝛵 𝑚 , 𝑖 − 1 , 𝑗   

ηθαλνπνηεί ηελ  

𝜏 𝑚 , 𝑖 − 1 , 𝑄𝑗− 𝑖−1  ≤ 𝛵 𝑚 , 𝑖 − 1 , 𝑗 ≤ 𝜏 𝑚 , 𝑖 − 1 , 𝑄𝑗   

Σόηε θαη γηα όια ηα 𝑗 ∈  0, … , 𝑠  ε  𝛵 𝑚, 𝑖, 𝑗  ππνινγηδόκελε από ηνλ ηύπν (6.e) ηθαλνπνηεί 

ηελ δηπιή αλίζνζε 

𝜏 𝑚 , 𝑖 , 𝑄𝑗−𝑖 ≤ 𝛵 𝑚 , 𝑖 , 𝑗 ≤ 𝜏 𝑚 , 𝑖 , 𝑄𝑗   

Απόδεημε: 

Έζησ 𝑖 ≥ 1, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑖 θαη 𝑗 ∈  0, … , 𝑠 . Από ηελ ππόζεζε ηνπ ιήκκαηνο έρνπκε όηη  

𝛵  𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 ,  𝑗 + ln𝑄 𝑘   ≥ 𝜏 𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 , 𝑄 𝑗 +ln𝑄 𝑘 − 𝑖−1  ≥

≥ 𝜏 𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 , 𝑘𝑄𝑗 −𝑖 , 
(6.f) 

𝛵  𝑚 , 𝑖 − 1 ,  𝑗 + ln𝑄 1 − 𝑘    ≥ 𝜏 𝑚 , 𝑖 − 1 , 𝑄 𝑗 +ln𝑄  1−𝑘  − 𝑖−1  ≥

≥ 𝜏 𝑚 , 𝑖 − 1 ,  1 −  𝑘 𝑄𝑗−𝑖 , 
(6.g) 

 

΢πλδηάδνληαο ηηο (6.f) θαη (6.g) αιιά θαη ηηο ζπλαξηήζεηο min θαη max έρνπκε όηη 

𝑇 𝑚, 𝑖, 𝑗 =  min
𝑘∈ 0,1 

max  
𝑇  𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 ,   𝑗 + ln𝑄 𝑘    + 𝑤𝑖  

𝑇  𝑚, 𝑖 − 1,  𝑗 + ln𝑄   1 − 𝑘                
  ≥  
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≥  min
k∈ 0,1 

max  
𝜏 𝑚 − 1, 𝑖 − 1, 𝑘𝑄𝑗 −𝑖 + 𝑤𝑖

𝜏 𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝑘 𝑄𝑗−𝑖       
  = 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑄𝑗−𝑖  

Καη έηζη παίξλνπκε ην θάησ θξάγκα ην όπνην είλαη  

𝜏 𝑚 , 𝑖 , 𝑄𝑗 −𝑖 ≤ 𝛵 𝑚 , 𝑖 , 𝑗  

Μέλεη λα απνδείμνπκε ην άλσ θξάγκα ηεο αλίζνζεο ζην ιήκκα καο. Από ηελ πξόηαζε 1 θαη 

από ηελ ππόζεζε ηνπ ιήκκαηνο έρνπκε όηη  

𝛵 𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 ,  𝑗 + ln𝑄 𝑘   ≤ 𝜏 𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 , 𝑄 𝑗 +ln𝑄 𝑘   ≤ 𝜏 𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 , 𝑘𝑄𝑗   , (6.h) 

𝛵 𝑚 , 𝑖 − 1 ,  𝑗 + ln𝑄 1 − 𝑘    ≤ 𝜏 𝑚 , 𝑖 − 1 , 𝑄 𝑗 +ln𝑄  1−𝑘    ≤

≤ 𝜏 𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 ,  1 − 𝑘 𝑄𝑗   , 
(6.i) 

 

΢πλδηάδνληαο ηηο (6.h) θαη (6.i) θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηηο minimum θαη maximum έρνπκε 

𝑇 𝑚, 𝑖, 𝑗 =  min
𝑘∈ 0,1 

max  
𝑇  𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 ,   𝑗 + ln𝑄 𝑘    + 𝑤𝑖  

𝑇  𝑚, 𝑖 − 1,  𝑗 + ln𝑄   1 − 𝑘                
  ≤ 

≤  min
𝑘∈ 0,1 

max  
𝜏  𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 , 𝑘𝑄𝑗    + 𝑤𝑖  

𝜏  𝑚, 𝑖 − 1,  1 − 𝑘 𝑄𝑗              
  = 𝜏 𝑖, 𝑄𝑗   

Απνδεηθλύνληαο έηζη θαη ην άλσ θξάγκα ηεο ζρέζεο πξνο απόδεημε. 

■ 

Σώξα είκαζηε έηνηκνη λα απνδείμνπκε όηη ε έμνδνο 𝑍′, ηνπ αιγνξίζκνπ CountΜKnapsack ζα 

είλαη θαηά έλαλ παξάγνληα  1 ± 𝜀  πνιιαπιάζην ηνπ Ε .  

Θεώξεκα 6.1: Έζησ έλα πξόβιεκα M-Element-Knapsack 𝑛 ζηνηρείσλ, κε ηα αληίζηνηρα 

βάξε ηνπο 𝑤1 , … , 𝑤𝑛  θαη ρσξεηηθόηεηα C. Έζησ αθόκε Ε λα είλαη ην πιήζνο ησλ ιύζεσλ ηνπ 

M-Element-knapsack πξνβιήκαηνο. Τπάξρεη ληεηεξκηληζηηθόο αιγόξηζκνο ώζηε γηα θάζε 

𝜀 ∈  0,1  πνπ δίλεη ζηελ έμνδν 𝛧′ ηέηνην ώζηε 

 1 − 𝜀 𝛧 ≤ 𝛧′ ≤  1 + 𝜀 𝛧, 𝜍𝜀 𝜒𝜌ό𝜈𝜊  𝛰  
𝑛4

𝜀
log  

𝑛

𝜀
   

Απόδεημε: 

Έρνπκε νξίζεη   𝑗 ′ = max  𝑗 ∶ 𝑇  𝑀, 𝑛 , 𝑗 ≤ 𝐶  θαη από ην ιήκκα 1  πξνθύπηνπλ ηα εμήο: 

1) Ζ πξνζεγγηζηηθή ιύζε 𝛧′ δελ ππνηηκά πνηέ ην Ε αθνύ 

𝐶 <  𝑇 𝑀, 𝑛 , 𝑗 ′ + 1  ≤  𝜏  𝑀 , 𝑛 , 𝑄𝑗 ′+1  

πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη ππάξρνπλ ην πνιύ 𝑄𝑗 ′+1 ιύζεηο 

2) Ηζρύεη επίζεο όηη 
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𝜏  𝛭, 𝑛 , 𝑄𝑗 ′−𝑛  ≤   𝑇 𝛭 , 𝑛 , 𝑗 ′   ≤  𝐶 

πνπ ζεκαίλεη όηη έρνπκε ηνπιάρηζηνλ 𝑄𝑗 ′−𝑛  ιύζεηο  

Άξα  

𝑍′

𝑍
≤

𝑄𝑗 ′+1

𝑄𝑗 ′−𝑛
= 𝑄𝑛+1 =  1 +

𝜀

𝑛 + 1
  

𝑛+1

≤ 𝑒𝜀 , (6.j) 

 

Παξαηεξνύκε όηη  

𝑒−𝜀 ≥ 1 − 𝜀   𝜅𝛼𝜄   𝑒𝜀 ≤  1 + 𝜀   

Γηα ηελ αθξίβεηα ε δεύηεξε αλίζνζε δελ ηζρύεη απζηεξά απιά ζέινπκε λα ππνδειώζνπκε όηη ην 

𝑒𝜀  θξάζεηαη από ην (1+ε) γηα κηθξά ε. 

Σειηθά από ηελ (6.j) απνδεηθλύεηαη ην δεηνύκελν ηνπ ζεσξήκαηνο 6.1. 

6.2.4 Φρόνοσ Εκτϋλεςησ 

΋πσο έρνπκε αλαθέξεη θαη παξαπάλσ ζηνλ αλαδξνκηθό ηύπν (6.e6.f) εληνπίδνπκε ην 

ειάρηζην ζηνηρείν ςάρλνληαο ηηκέο ζε έλα δηαθξηηό ζύλνιν ηηκώλ S, όπνπ ην ηξίην όξηζκα 

ηεο Σ ζα πάξεη αθέξαηα ηηκή. Γηα 𝑗 ∈  0,1, … , 𝑠  ην ζύλνιν S είλαη ηεο κνξθήο 𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 

κε 

𝑆1 =  𝑄−𝑗 , … , 𝑄0    𝜅𝛼𝜄   𝑆2 =  1 − 𝑄0 , … ,1 − 𝑄−𝑗   

΢πλεπώο έλα θειί  𝛵  𝑚 , 𝑖 , 𝑗   ππνινγίδνληαη ζε 𝛰 𝑠  ρξόλν θαη ν αιγόξηζκνο γεκίδεη έλαλ 

πίλαθα κεγέζνπο 𝑛 × 𝑚 × 𝑠 κε 𝑚 = 𝑂 𝑛 . Γειαδή όια ηα θειηά ηνπ πίλαθα είλαη ηάμεο 

𝛰 𝑛2𝑠 . Αθόκε πξνθύπηεη όηη ην  𝑠 = 𝑂  
𝑛2

𝜀
  ζπλεπώο έλαο αθειήο αιγόξηζκνο κπνξεί αλ 

πινπνηεηζεί ζε ρξόλν 𝛰 𝑛2𝑠2 = 𝑂  
𝑛6

𝜀2
 . 

΋κσο ζηελ πξόηαζε 6.2, απνδείμακε όηη ε 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎  είλαη κνλνηνληθή σο πξνο α. Θα 

εθεκεηαιεπηνύκε απηήλ ηελ ηδηόηεηα γηα λα βειηηώζνπκε ηελ πνιππινθόηεηα πνπ κπνξεί λα 

έρεη ν αιγόξηζκνο.  

Δθόζνλ ε 𝜏 𝑚, 𝑖, 𝑎  είλαη κνλνηνληθή θαη επεηδή ε Σ είλαη έλαο πεξηνξηζκόο ηεο η 

απνδεηθλύεηαη όηη θαη ε Σ ζα είλαη κνλνηνληθή σο πξνο α. 

Έηζη ζα ηζρύεη όηη θαζώο απμάλεηαη ην 𝑘 ∈  0,1  : 

 ν πξώηνο όξνο ζην maximum ηεο (3), δειαδή ν 𝑇  𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 ,   𝑗 + ln𝑄 𝑘    +  𝑤𝑖  

ζα απμάλεηαη 

 ελώ ν όξνο   𝛵  𝑚 , 𝑖 − 1 ,    𝑗 + ln𝑄 1 − 𝑘        ζα κεηώλεηαη 

Άξα ην ειάρηζην ησλ maximum απηώλ ησλ δύν πνζνηήησλ ζα επηηπγράλεηαη είηε όηαλ 

𝑘 ∈  0,1  ή γηα 𝑘 ∈  0,1  ώζηε γηα νπνηνδήπνηε 𝑘′ < 𝑘 λα ηζρύεη 

𝑇 𝑚, 𝑖 − 1,   𝑗 + ln𝑄 1 − 𝑘′   < 𝑇  𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 ,   𝑗 + ln𝑄 𝑘    + 𝑤𝑖  
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θαη γηα νπνηνδήπνηε 𝑘′ > 𝑘 αθόκε 

𝑇  𝑚 , 𝑖 − 1 ,   𝑗 + ln𝑄 1 − 𝑘′    ≥ 𝑇  𝑚 − 1 , 𝑖 − 1 ,   𝑗 + ln𝑄 𝑘    + 𝑤𝑖  

Γπζηπρώο δελ κπνξνύκε λα έρνπκε ην ζύλνιν S ηαμηλνκεκέλν, αιιά έρνπκε ηα 𝑆1 θαη 𝑆2 

ηαμηλνκεκέλα. Άξα κπνξνύκε λα θάλνπκε  δπαδηθή αλαδήηεζε ζην 𝑆1 ώζηε λα βξνύκε έλα 

𝑘1 ώζηε 𝑘1 ∈  0,1  ή λα έρεη ηελ ηδηόηεηα πνπ πεξηγξάςάκε παξαπάλσ. Καηά αληίζηνηρν 

ηξόπν θάλνπκε δπαδηθή αλαδήηεζε ζην 𝑆2 θαη ππνινγίδνπκε έλα 𝑘2. Σειηθά ζπγθξίλνπκε ηηο 

ηηκέο ηεο Σ γηα  𝑘1 , 𝑘2 θαη θξαηάκε απηή κε ηελ κηθξόηεξε ηηκή. 

Με απηόλ ηνλ ηξόπν γεκίδνπκε έλα θειί 𝛵  𝑚 , 𝑖 , 𝑗   ζε ρξόλν 𝛰 log 𝑠 , δειαδή ν ρξόλνο πνπ 

ζα ρξεηαζηεί λα γεκίζεη ν πίλαθαο ζα είλαη ηεο ηάμεο  

𝛰 𝑛2𝑠 log 𝑠 = 𝑂 
𝑛4

𝜀
log

𝑛

𝜀
  

Έηζη απνδεηθλύεηαη πιήξσο ην ζεώξεκα 6.1. 

■ 
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6.3 Πρόβλημα #Factor-C Sum Partition 

6.3.1 Οριςμόσ Προβλόματοσ Factor-C Sum Partition 

Έζησ έλα ζύλνιν από αμίεο 𝛢 =  𝛼1,… , 𝛼𝑛 . Μπνξνύκε λα δηακεξίζνπκε ην Α ζε δύν 

ππνζύλνια έηζη ώζηε ε ζπλνιηθή αμία ηνπ ελόο λα είλαη C-θνξέο κεγαιύηεξε από ηε 

ζπλνιηθή αμία ηνπ άιινπ; Πην ηππηθά έρνπκε: 

Οξηζκόο 6.7: Έζησ έλα πνιπζύλνιν 𝛢 =  𝛼1,… , 𝛼𝑛 , κε 𝛼1, … , 𝛼𝑛 ∈ ℕ θαη C κία 

παξάκεηξνο ηέηνηα ώζηε 0 < 𝐶 ≤ 1. Ολνκάδνπκε ην ζύλνιν ησλ δεηθηώλ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ 

Α κε 𝑆 θαη ηζρύεη όηη 𝑆 =  𝑛 . Δμεηάδνπκε αλ ππάξρεη δηακέξηζε ηνπ S, δειαδή ππάξρνπλ 

𝑆1, 𝑆2 ⊆ 𝑆 κε 𝑆1 , 𝑆2 ≠ Ø, 𝑆1 ∪ 𝑆2 = 𝑆 θαη 𝑆1 ∩ 𝑆2 = Ø, ώζηε λα ηζρύεη ε εμήο ηδηόηεηα: 

 𝛼𝑖

𝑖∈𝑆1

≤ 𝐶 ∙  𝑎𝑗

𝑗 ∈𝑆2

, (6.k) 

 

Δλαιιάθηηθά ε (6.k) κπνξεί λα γξαθεί 

 𝛼𝑖𝑖∈𝑆1

 𝑎𝑗𝑗∈𝑆2

≤ 𝐶 (6.l) 

 

Σεκεηώλνπκε όηη έλα πνιπζύλνιν από ζεηηθνύο αθεξαίνπο είλαη έλα ζύλνιν ζην νπνίν έλαο 

αξηζκόο κπνξεί λα επαλαιακβάλεηαη. Γηα παξάδεηγκα ην  1, 2, 3, 3, 5, 5, 1, 6, 7, 2, 25  είλαη έλα 

πνιπζύλνιν, ελώ ην ζηα ζύλνια δελ έρνπκε επαλαιήςεηο ίδησλ ζηνηρείσλ. 

Αθόκε παξαηεξνύκε όηη ην πξόβιεκα Factor-C Sum Partition είλαη έλα πξόβιεκα απόθαζεο, 

θαη κπνξεί λα ιπζεί ζε πνπισλπκηθό ρξόλν. Πξάγκαηη, ηαμηλνκνύκε ηα ζηνηρεία ηνπ Α ζε 

αύμνπζα ζεηξά θαη ειέγρνπκε αλ ην  

𝛼1

 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=2

≤ 𝐶 

Αλ ηζρύεη ε παξαπάλσ αλίζνζε ηόηε ηα 𝑆1 =  1 , 𝑆2 =  2, … , 𝑛  απνηεινύλ ιύζε γηα ην 

Factor-C Sum Partition. Αλ 

𝛼1

 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=2

> 𝐶 

Σόηε ην πξόβιεκα δελ έρεη ιύζε. 

6.3.2 Οριςμόσ Προβλόματοσ #Factor-C Sum Partition 

Οξηζκόο 6.8: Έζησ πνιπζύλνιν 𝛢 =  𝛼1, … , 𝛼𝑛 , κε ζύλνιν δεηθηώλ ην 𝑆 =  𝑛 , ηα 

𝛼1, … , 𝛼𝑛 ∈ ℕ θαη C κία παξάκεηξνο ηέηνηα ώζηε 0 < 𝐶 ≤ 1. Πόζα δέπγε ζπλόισλ 𝑆1, 𝑆2 ⊆

𝑆 ππάξρνπλ κε 𝑆1, 𝑆2 ≠ Ø, 𝑆1 ∪ 𝑆2 = 𝑆 θαη 𝑆1 ∩ 𝑆2 = Ø θαη λα ηζρύεη ε εμήο ηδηόηεηα; 
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 𝛼𝑖

𝑖∈𝑆1

≤ 𝐶 ∙  𝑎𝑗

𝑗 ∈𝑆2

, (6.m) 

Ή ελαιιαθηηθά πόζεο δηακεξίζεηο ηνπ S ππάξρνπλ ώζηε 

 𝛼𝑖𝑖∈𝑆1

 𝑎𝑗𝑗∈𝑆2

≤ 𝐶 (6.n) 

 

6.3.3 Αλγόριθμοσ Επύλυςη του #Factor-C Sum Partition 

Θα επηιύζνπκε ην #Factor-C Sum Partition ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ πξνζεγγηζηηθό αιγόξηζκν 

επίιπζεο ηνπ #Knapsack πνπ παξνπζηάζακε ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην. Σν #Factor-C Sum 

Partition κπνξεί λα ιπζεί κε ηνλ εμήο FPTAS αιγόξηζκν. 

CountFactorCSumPartition 

Input:  Integers 𝛼1,… , 𝛼𝑛   and 𝜀 > 0  and 0 < 𝐶 ≤ 1 

1. Set   𝑊 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛  

2. Set   𝐶′ =  𝐶 ∗ 𝑊 / 1 + 𝐶   

3. Set   Z = CountKnapsack  𝑎1, … , 𝑎𝑛 , 𝐶′ , 𝜀  

4. Output  Z 

Απόδεημε Οξζόηεηαο Αιγνξίζκνπ CountFactorCSumPartition: 

Έρνπκε ινηπόλ δνζκέλα από ην πξόβιεκα, έλα πνιπζύλνιν 𝛢 =  𝛼1, … , 𝛼𝑛  θαη κία 

παξάκεηξν C κε 0 < 𝐶 ≤ 1, ην ζύλνιν S ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ην 𝑆 =  𝑛 . 

Θέηνπκε 𝑊 =  𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1  θαη επεηδή ηα 𝑆1, 𝑆2  πνπ αλαδεηνύκε απνηεινύλ κία δηακέξηζε ηνπ S 

έρνπκε όηη 

 𝛼𝑖

𝑖∈𝑆1

+  𝑎𝑗

𝑗 ∈𝑆2

= 𝑊 

Καη έηζη κπνξνύκε λα θαηαιήμνπκε ζηε ζρέζε  

 𝑎𝑗

𝑗 ∈𝑆2

= 𝑊 −  𝛼𝑖

𝑖∈𝑆1

 (6.o) 

  

Αληηθαζηζηώληαο ζηε ζρέζε (6.n) ηελ (6.o) έρνπκε ηελ  

 𝛼𝑖𝑖∈𝑆1

𝑊 −  𝛼𝑖𝑖∈𝑆1

≤ 𝐶 (6.p) 
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Από ηελ παξαπάλσ ζρέζε γίλεηαη αληηιεπηό όηη γηα λα ππνινγίζνπκε κία ιύζε ηνπ Factor-C 

Sum Partition ρξεηάδεηαη λα βξνύκε έλα ππνζύλνιν ηνπ S, αληί δύν, πνπ λα ηελ ηθαλνπνηεί. 

Έρνπκε βέβαηα ππόςηλ καο όηη ην 𝑆2 κπνξεί λα ππνινγηζζεί σο ζπκπιήξσκα ηνπ S, δειαδή 

𝑆2 = 𝑆\𝑆1. Άξα γηα ην #Factor-C Sum Partition επηζπκνύκε λα βξνύκε ηνλ αξηζκό ησλ 

ππνζπλόισλ ηνπ S, ώζηε ην αληίζηνηρν άζξνηζκα ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Α λα ηθαλνπνηεί ηελ 

(6.p).  

Oλνκάδνπκε 𝐶’ ην άζξνηζκα ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Α πνπ δεκηνπξγείηαη από έλα ππνζύλνιν 

δεηθηώλ ηνπ S. Παξαηεξνύκε όηη γηα δηάθνξα ππνζύλνια ηνπ S ζα έρνπκε θαη δηαθνξεηηθό 𝐶’ 

θαη ην 𝐶’ ζα ιακβάλεη κέγηζηε ηηκή, ελώ ηαπηόρξνλα ηθαλνπνηεί ηελ (6.p) όηαλ ηζρύεη ε 

παξαθάησ ηζόηεηα 

𝐶′

𝑊 − 𝐶′
= 𝐶  ⇔    𝐶′ =

𝑊𝐶

1 + 𝐶
 

Σν W είλαη κηα ζηαζεξά ζε θάζε ζηηγκηόηππν ηνπ πξνβιήκαηνο θαη έηζη θαζώο ην 𝐶′  

απμάλεηαη, ην 𝑊 − 𝐶′  κεηώλεηαη. Οπόηε όηαλ ην 𝐶’ είλαη κεγαιύηεξν ηνπ 𝑊𝐶/(1 + 𝐶) ε (6.p) 

δελ ηθαλνπνηείηαη θαη άξα ε δηακέξηζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Α δελ απνηειεί ιύζε. Αληίζεηα αλ 

ην 𝐶’ είλαη κηθξόηεξν ηνπ 𝑊𝐶/(1 + 𝐶) ε (6.p) ηθαλνπνηείηαη. ΢πλεπώο νπνηνδήπνηε 

ππνζύλνιν κε 𝐶’ ην νπνίν είλαη κηθξόηεξν ή ίζν ηεο πνζόηεηαο 𝑊𝐶/(1 + 𝐶) ππνδεηθλύεεη 

κία δηακέξηζε πνπ είλαη ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Γειαδή ςάρλνπκε λα βξνύκε ηνλ αξηζκό ησλ ππνζπλόισλ ηνπ S ώζηε αλ αζξνίζνπκε ηα 

ζηνηρεία ηνπ Α ην άζξνηζκα λα είλαη κηθξόηεξν ή ίζν ηνπ 𝐶’. Αλ ηώξα αλ νλνκάζνπκε ην S  

έλα ζύλνιν αληηθεηκέλσλ θαη αλ πνύκε όηη ην A είλαη ην αύλνιν κε ηα αληίζηνηρα βάξε ησλ 

νπνίσλ ην άζξνηζκα πξέπεη λα είλαη κηθξόηεξν ή ίζν ηνπ 𝐶’, ηόηε βιέπνπκε όηη έρνπκε 

αθξηβώο ην #Knapsack αληί ηνπ #Factor-C Sum Partition. 

΢πλεπώο αξθεί λα ηξέμνπκε ηνλ FPTAS αιγόξηζκν ηνπ #Knapsack έρνληαο γηα βάξε ηα 

𝛼1, … , 𝛼𝑛  θαη ρσξεηηθόηεηα ηελ κέγηζηε ηηκή ηνπ 𝐶’ ε νπνία όπσο αλαθέξακε παξαπάλσ 

είλαη 𝐶′ = 𝑊𝐶/ 1 + 𝐶 . 

■ 

Ο αιγόξηζκνο CountFactorCSumPartition ζα έρεη ηνλ ίδην ρξόλν εθεηέιεζεο κε ηνλ 

CountKnapack πνπ παξνπζηάζακε ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην θαη ζα είλαη ίδηαο αθξίβεηαο. 

6.4 Πρόβλημα Διαμούραςησ Μονομερούσ Ικανοπούηςησ για Δύο 

Άτομα (Biased Share 2-Partition Problem) 

6.4.1 Οριςμόσ Προβλόματοσ 

Έζησ όηη έρνπκε n αληηθείκελα θαη ηα κνηξάδνπκε ζε δύν ζε δηθαηνύρνπο Α θαη Β. Γηα ηνλ Α 

ε ρξεζηκόηεηα ησλ αληηθεηκέλσλ δίλεηαη από ην ζύλνιν 𝛢 =  𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 , ελώ γηα ηνλ Β 

από ην 𝛣 =  𝑏1, … , 𝑏𝑛 . Τπάξρεη κνηξαζηά ησλ αληηθεηκέλσλ ώζηε κόλν ν έλαο λα κελ 

δειεύεη ηνλ άιιν; Γειαδή ππάξρεη κνηξαζηά θαηά ηελ νπνία ηνπιάρηζηνλ ν έλαο από ηνπο 

δύν λα είλαη επραξεζηεκέλνο κε ηα αληηθείκελα πνπ ζα πάξεη; Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη ηελ 

γιώζζα ησλ καζεκαηηθώλ έρνπκε ην παξαθάησ. 
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Οξηζκόο 6.9: Έζησ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑆 =  𝑛  θαη 𝐴 =  𝑎1, … , 𝑎𝑛 ⊆ ℕ, 𝐵 =  𝑏1,… 𝑏𝑛 ⊆ ℕ θαη 

𝑊 =    𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ⊆ 𝛢 × 𝛣 ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 =    𝑎1, 𝑏1 , … ,  𝑎𝑛 , 𝑏𝑛    

Σν εξώηεκα είλαη αλ ππάξρεη δηακέξηζε ηνπ S, δειαδή ππάξρνπλ 𝑆1 , 𝑆2 ⊆ 𝑆 κε 𝑆1, 𝑆2 ≠ Ø, 

𝑆1 ∪ 𝑆2 = 𝑆 θαη 𝑆1 ∩ 𝑆2 = Ø, ώζηε λα ηζρύεη ε εμήο ηδηόηεηα: 

 𝛼𝑖

𝑖∈𝑆1

≥  𝑏𝑖

𝑖∈𝑆1

    𝜅𝛼𝜄     𝑏𝑖

𝑖∈𝑆2

≥  𝑎𝑖

𝑖∈𝑆2

 (6.q) 

Οξηζκόο 6.10: Θα ιέκε όηη ε κνηξαζηά ζα είλαη δίθαηε (envy free) αλ  ηζρύεη  

 𝛼𝑖

𝑖∈𝑆1

≥  𝛼𝑖

𝑖∈𝑆2

    𝜅𝛼𝜄     𝑏𝑖

𝑖∈𝑆2

≥  𝑏𝑖

𝑖∈𝑆1

  

Με βάζε ην παξαπάλσ ζα ιέκε όηη ν Α δελ δειεύεη ηνλ Β αλ ηζρύεη  

 𝛼𝑖

𝑖∈𝑆1

≥  𝛼𝑖

𝑖∈𝑆2

 

Ιζρπξηζκόο 6.1: Αλ ηζρύεη ε ζρέζε (6.q) ηόηε ηνπιάρηζηνλ έλαο από ηνπο δύν δηθαηνύρνπο 

δελ ζα δειεύεη ηνλ άιιν. 

Απόδεημε: Έζησ όηη ηζρύεη ε ζρέζε (6.q), 

Αλ   𝑏𝑖𝑖∈𝑆2
≥  𝑏𝑖𝑖∈𝑆1

 ηόηε είλαη άκεζν όηη ν Β δελ δειεύεη ηνλ Α 

Αλ  𝑏𝑖𝑖∈𝑆2
≤  𝑏𝑖𝑖∈𝑆1

 ⇔    𝑏𝑖𝑖∈𝑆1
≥  𝑏𝑖𝑖∈𝑆2

 θαη επεηδή ηζρύεη ε (6.q) έρνπκε όηη  

 𝛼𝑖

𝑖∈𝑆1

≥  𝑏𝑖

𝑖∈𝑆1

≥  𝑏𝑖

𝑖∈𝑆2

≥  𝑎𝑖

𝑖∈𝑆2

  ⟹   𝛼𝑖

𝑖∈𝑆1

≥  𝛼𝑖

𝑖∈𝑆2

 

Πνπ ζεκαίλεη όηη ν Α δελ δειεύεη ηνλ Β. 

■ 

΢ην παξαπάλσ πξόβιεκα απόθαζεο κπνξνύκε λα απαληήζνπκε εύθνια. Πξάγκαηη ρσξίο 

βιάβε ηεο γεληθόηεηαο ππνζέηνπκε όηη  

 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

≤  𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

 (6.r) 

Αλ ππάξρεη 𝑖0 ∈ ℕ κε 1 ≤ 𝑖0 ≤ 𝑛 ώζηε λα ηζρύεη  

𝛼𝑖0
≥ 𝑏𝑖0

⟹  −𝛼𝑖0
≤ −𝑏𝑖0

 (6.s) 

Αλ πξνζζέζνπκε θαηά κέιε ηηο (6.r) θαη (6.s) πξνθύπηεη όηη 

 𝑎𝑖

𝑖∈𝑆\𝑆1

≤  𝑏𝑖

𝑖 ∈ 𝑆\𝑆1
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Πνπζεκαίλεη όηη ηα ζύλνια 𝑆1 =  𝑖0 , 𝑆2 = 𝑆\𝑆1 απνηεινύλ ιύζε ζην πξόβιεκα. Αλ δελ 

ππάξρεη 𝑖0 ώζηε 𝛼𝑖0
≥ 𝑏𝑖0

 ηόηε δελ ππάξρεη δηακέξηζε πνπ λα ηθαλνπνηεί ηηο αληζόζεηο ηεο 

(6.q). 

6.4.2 Οριςμόσ #Biased Share 2-Partition Problem 

΢ην κεηξεηηθό πξόβιεκα καο ελδηαθέξνπλ πόζεο ιύζεηο ππάξρνπλ ζην πξόβιεκα 

δηακνίξαζεο κνλνκεξνύο ηθαλνπνίεζεο γηα δύν άηνκα. 

Οξηζκόο 6.11: Έζησ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑆 =  𝑛  θαη έλα ζύλνιν 𝑊 =    𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ⊆ ℕ × ℕ ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 . 

Πόζεο δηακεξίζεηο ηνπ S, δειαδή πόζα δεύγε 𝑆1, 𝑆2 ⊆ 𝑆 κε 𝑆1 , 𝑆2 ≠ Ø, 𝑆1 ∪ 𝑆2 = 𝑆 θαη 

𝑆1 ∩ 𝑆2 = Ø, ππάξρνπλ ώζηε λα ηζρύεη ε εμήο ηδηόηεηα: 

 𝛼𝑖

𝑖∈𝑆1

≥  𝑏𝑖

𝑖∈𝑆1

    𝜅𝛼𝜄     𝑏𝑖

𝑖∈𝑆2

≥  𝑎𝑖

𝑖∈𝑆2

 (6.t) 

Ιζρπξηζκόο 6.2: Ζ ιύζε ηνπ #Biased Share 2-Partition Problem κε είζνδν 

  𝛼1, 𝛽1 , … ,  𝛼𝑛 , 𝛽𝑛   ηαπηίδεηαη κε ην άζξνηζκα ησλ ιύζεσλ ηνπ #M-Element Knapsack κε 

είζνδν 𝑤1 , … , 𝑤𝑛 , ρσξεηηθόηεηα mβ θαη πιεζηθόηεηα m, γηα όια ηα 𝑚 ∈  𝑛 − 1 . 

Απόδεημε:  

Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο ζεσξνύκε όηη 

 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

≥  𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

 
(6.u) 

Αλ δελ ηζρπέη ην παξαπάλσ απιά αληηζηξέθνπκε ην ξόιν ησλ 𝛼𝑖  κε ηα 𝑏𝑖  θαη ζπλερίδνπκε 

ζεσξώληαο δεδνκέλε ηελ (6.u). Σώξα παξαηεξνύκε ηελ εμήο ηδηόηεηα, αλ ππάξρεη έλα 𝑆1 ⊆ 𝑆 

γηα ην νπνίν ηζρύεη 

 𝑏𝑖

𝑆1

>  𝑎𝑖

𝑆1

  ⇔  −  𝑎𝑖

𝑆1

> − 𝑏𝑖

𝑆1

 (6.v) 

Σόηε αλ πξνζζέζνπκε ηελ (6.v) από ηελ (6.u) 

 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

−  𝛼𝑖

𝑆1

≥  𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

−  𝑏𝑖

𝑆1

 ⇔     𝑎𝑖

𝑆\𝑆1

≥  𝑏𝑖

𝑆\𝑆1

 
(6.w) 

Σν νπνίν ζεκαίλεη όηη αλ έλα 𝑆1 ⊂ 𝑆 ηθαλνπνηεί ηελ (6.v), ηόηε καδί κε ην ζπκπιήξσκα ηνπ 

ζα απνηεινύλ ιύζε ζην Biased Share 2-Partition. 

Σν αληίζηξνθν, δειαδή όηη θάζε ιύζε ηνπ Biased Share 2 – Partition 𝑆1 , 𝑆2 κπνξνύκε λα ηελ 

αληηζηνηρίζνπκε ζην ζύλνιν 𝑆2 ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηελ ζρέζε (6.v). Με απνηέιεζκα νη δύν 

πεξηγξαθέο λα ηαπηίδνληαη. 
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Γειαδή ν αξηζκόο ησλ ιύζεσλ ηνπ Biased Share 2-Partition ηαπηίδεηαη κε ην πιήζνο ησλ 

ππνζπλόισλ ηνπ S γηα ηα νπνία ηζρύνπλ νη παξαθάησ ηζνδπλακίεο  

 𝑏𝑖

𝑆1

≥  𝑎𝑖

𝑆1

 ⇔      𝑏𝑖 − 𝛼𝜄 

𝑆1

≥ 0  ⇔      𝑎𝑖 − 𝑏𝜄 

𝑆1

≤ 0 (6.x) 

Δπίζεο παξαηεξνύκε όηη ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ελόο ζπλόινπ 𝑆1 ⊂ 𝑆, ζα πξέπεη λα ηζρύεη 

όηη 

1 ≤  𝑆1 ≤ 𝑛 − 1 

Απηό ζπκβαίλεη δηόηη σο ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο αλαδεηνύκε δύν κε θελά θαη μέλα κεηαμύ 

ηνπο ζύλνια πνπ λα δηακεξίδνπλ ην S. Θέηνπκε  

𝑏 = max
1≤𝑖≤𝑛

𝑏𝑖  

Σώξα βιέπνπκε όηη γηα θάζε 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

𝑏 ≥ 𝑏𝑖 ⇔  𝑏 − 𝑏𝑖 ≥ 0 ⇔ 𝑎𝑖 + 𝑏 − 𝑏𝑖 ≥ 0 ⇔   𝛼𝑖 − 𝑏𝑖 + 𝑏 

𝑆1

≥ 0  ∀ 𝑆1  

 

(6.y) 

 

Αθόκε αλ δνύκε ηελ ηξίηε ζρέζε ζηελ ηζνδπλακία (6.x) κπνξνύκε λα ηελ γξάςνπκε θαη σο 

  𝛼𝑖 − 𝑏𝑖 

𝑆1

+  𝑆1 𝑏 ≤  𝑆1 𝑏  ⇔    𝛼𝑖 − 𝑏𝑖 + 𝑏 

𝑆1

≤  𝑆1 𝑏 (6.z) 

Άξα ηα ζύλνια 𝑆1 γηα ηα νπνία ηθαλνπνηείηαη ε παξαπάλσ αλίζνζε, καδί κε ην ζπκπιήξσκα 

ηνπο 𝑆\𝑆1, απνηεινύλ ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο Biased Share 2-Partition. 

■ 

6.4.3 Αλγόριθμοσ Επύλυςησ του #Biased Share 2-Partition 

Άξα ηώξα κπνξνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε έλαλ FPTAS αιγόξηζκν επίιπζεο ηνπ #Biased 

Share 2-Partition, ρξεζηκνπνηόληαο ηνλ αιγόξηζκν CountMKnapsack. 

CountBiasedSharePartition 

Input Integers 𝑎1, … , , 𝑎𝑛 , 𝑏1, … , 𝑏𝑛 , 𝑛 and 𝜀 > 0 

1. Set 𝑆𝑎 =  𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑛  

2. Set 𝑆𝑏 = 𝑏1 + ⋯ + 𝑏𝑛  

3. If  𝑆𝑎 ≥ 𝑆𝑏 

4.  Set 𝑏 = max 𝑏1 ,… , 𝑏𝑛  

5.  Set Y=0 

6.  For 𝑖 = 1 →  𝑛 

7.       Set  𝑤𝑖 = 𝑎𝑖 − 𝑏𝑖 + 𝑏 

8.  Endfor 
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9.  For 𝑀 = 1 →  𝑛 − 1  

10.       𝑌 = 𝑌 + 𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡𝑀𝐾𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 𝑤1 , … , 𝑤𝑛 , 𝛭𝑏, 𝑀, 𝜀   

11.  Endfor 

12. Else 

13.  Set 𝑏 = max 𝑎1 ,… , 𝑎𝑛  

14.  Set Y=0 

15.  For 𝑖 = 1 →  𝑛 

16.       Set  𝑤𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 + 𝑏 

17.  Endfor 

18.  For 𝑀 = 1 → (𝑛 − 1 ) 

19.       𝑌 = 𝑌 + 𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡𝑀𝐾𝑛𝑎𝑝𝑠𝑎𝑐𝑘 𝑤1 , … , 𝑤𝑛 , 𝛭𝑏, 𝑀, 𝜀  

20.  Endfor 

21. Endif 

22. Output Y 

 

Ο αιγόξηζκνο ππνινγίδεη αξρηθά ηα αζξνηζκαηα ησλ ζηνηρείσλ 𝛼𝑖  𝜅𝛼𝜄 𝑏𝑖 αληίζηνηρα θαη αλ 

ηζρύεη 

 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

≥  𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

 

΋πσο ππνζέζακε θαη ζηελ (6.u), ηόηε ηξέρνπκε ηνλ FPTAS αιγόξηζκν γηα ην #M-Element 

Knapsack, έρνληαο γηα βάξε ζηνηρεία ηεο κνξθήο  

𝑤𝑖 = 𝑎𝑖 − 𝑏𝑖 + 𝑏 

Πνπ όπσο ππνδειώλεη ε (6.y) είλαη ζεηηθνί αθέξαηνη αξηζκνί. Δπίζεο αλ ηθαλνπνηείηαη ε (6.z) 

ηόηε ελαιιαθηηθά κπνξνύκε λα γξάςνπκε 

 𝑤𝑖

𝑆1

≤  𝑆1 𝑏 

Άξα αλαδεηνύκε όια ηα ππνζύλνια 𝑆1 ⊂ 𝑆 ησλ νπνίσλ ην άζξνηζκα ησλ 𝑤𝑖  δελ μεπεξλά ην 

 𝑆1 𝑏. Σν κέγεζνο ηνπ 𝑆1 κπνξεί λα είλαη από 1 εσο  𝑛 − 1, έηζη αλ ηξέρακε έλαλ αιγόξηζκν 

πνπ κεηξά ηηο ιύζεηο ηνπ M-Element Knapsack γηα όια ηα δπλαηά M, ηόηε ζα είρακε ηνλ 

αξηζκό ησλ ιύζεσλ ζην πξόβιεκα ηνπ #Biased Share 2-Partition. 

Δπεηδή ηζρύεη ν ηζρπξηζκόο 6.2 θαη επεηδή ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ηξέρνπκε έλα FPTAS, ηόηε 

όηαλ ν αιγόξηζκνο επηζηξέθεη κία ηηκή 𝑦, γη απηήλ ηζρύεη 

𝑦 = 𝑦1 + ⋯ + 𝑦𝑛−1 ≤  1 + 𝜀 𝑂𝑝𝑡1 + ⋯ +  1 + 𝜀 𝑂𝑝𝑡𝑛−1 = 

=  1 + 𝜀 𝛰𝑝𝑡 

΋πνπ 𝑂𝑝𝑡𝑚  είλαη ε αθξηβήο ιύζε ηνπ #Μ-Element Knapsack όηαλ αλαδεηνύκε ην πιήζνο 

ησλ ζπλόισλ κε πιεζηθόηεηα m θαη Opt είλαη ε αθξηβήο ιύζε ηνπ #Biased Partition Problem. 
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6.4.4 Φρόνοσ Εκτϋλεςησ 

΢ηνλ αιγόξηζκν ηνπ #Biased Share 2-Partition ζέηνπκε θάπνηα θάπνηα δηαλύζκαηα θαη 

ππνινγίδνπκε θάπνηα αζξνίζκαηα ηα νπνία είλαη πνιππινθόηεηαο Ο(n). Αιιά απηό πνπ 

επηξεάδεη αζπκπησηηθά ηελ πνιππινθόηεηα ηνπ FPTAS πνπ θαηαζθεπάζακε παξαπάλσ γηα 

ην #Biased Share 2-Partition είλαη ην γεγνλόο όηη ηξέρνπκε ηνλ FPTAS αιγόξηζκν γηα ην #M-

Element Knapsack ν νπνίνο ζε κία εθηέιεζε έρεη πνιππινθόηεηα ρξόλνπ 𝛰  
𝑛4

𝜀
log

𝑛

𝜀
  . 

Άξα επεηδή εκείο ηξέρνπκε απηόλ ηνλ αιγόξηζκν 𝑛 − 1 θνξέο ηόηε ε ρξνληθή πνιππινθόηεηα 

ηνπ FPTAS γηα ην #Biased Share 2-Partition είλαη  

𝛰  
𝑛5

𝜀
log

𝑛

𝜀
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7 ΢ΤΜΠΕΡΑ΢ΜΑΣΑ 

Γηα επηπιένλ κειέηε ππάξρνπλ ηα παξαθάησ εξσηήκαηα πνπ ζέινπκε λα ζέζνπκε κε βάζε 

όζα είδακε ζηελ παξνύζα εξγαζία. 

Ζ εξγαζία [33] αζρνιείηαη κε πξνβιήκαηα πνπ αλήθνπλ ζηελ TotP, αιιά δελ κπνξνύλ λα 

πξνζεγγηζηνύλ νη ιύζεηο ηνπο κε έλαλ FPRAS αιγόξηζκν. Ζ permanent όπσο είδακε, αλήθεη 

ζηελ TotP θαη έρεη FPRAS αιγόξηζκν. Απηό πνπ κπνξνύκε λα αλαξσηεζνύκε είλαη αλ κπνξεί 

λα πξνζεγγηζηεί ε ηηκή ηεο από έλαλ FPTAS αιγόξηζκν. Μηα ζρεηηθή εξγαζία πνπ 

αζρνιείηαη κε ππνθιάζεηο ηεο TotP πνπ έρνπλ FPRAS ή FPTAS αιγόξηζκν είλαη ε εμήο [34]. 

Θα ήηαλ θαιό λα δνύκε αλ ε permanent αλήθεη ζε θάπνηα από απηεο ηηο ππνθιάζεηο ώζηε λα 

κπνξέζνπκε λα απνθαλζνύκε αλ ππάξρεη FPTAS αιγόξηζκνο γηα ηελ permanent.  

Αθόκε έλα θαιύηεξν εξώηεκα πνπ κπνξνύκε λα θάλνπκε είλαη είλαη ην εμήο «πνηα είλαη ε 

ηδηόηεηα πνπ πξέπεη λα έρνπλ ηα πξνβιήκαηα, ώζηε λα επηδέρνληαη ληεηεξκηληζηηθνύο 

αιγνξίζκνπο». 

΋ζνλ αθναξά ηνλ ληεηεξκηηληζηηθό πξνζεγγηζηηθό αιγόξηζκν γηα ηελ permanent, κπνξνύκε 

λα ζπλερίζνπκε ηνλ ζπιινγηζκό καο, θαη λα αλαξσηεζνύκε, αλ ηα communities κπνξνύλ 

ηειηθά λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα λα δεκηνπξγεζεί ληεηεξκηληζηηθό πξνζεγγηζηηθό ζρήκα.  

Μία αθόκε ζθέςε πνπ κπνξνύκε λα θάλνπκε είλαη ε αλάπνδε από ηελ παξαπάλσ. Γειαδή αλ 

ε Permanent κπνξεί λα απνηειεί θάπνην κέηξν αμηνιόγηζεο ησλ Communities.  

Σέινο αμίδεη λα αλαξσηεζνύκε αλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ν αιγόξηζκνο ηνπ #Biased-

Share 2 Partition ώζηε λα ππνινγίζνπκε ην πιήζνο ησλ δηακεξίζεσλ πνπ θαη νη δύν 

δηθαηνύρνη είλαη επραξεζηηκέλνη θαη κε ηνλ ζπλήζε νξηζκό ηνπ δίθαηνπ (envy free). 
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