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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Η Ανάλυση των υπολοίπων χρησιμοποιείται με σκοπό να γίνει ο έλεγχος των 

προϋποθέσεων καταλληλότητας ενός μοντέλου και πραγματοποιείται μέσω διάφορων 

στατιστικών ελέγχων υποθέσεων και γραφημάτων.Ο ρόλος της είναι πολύ 

σημαντικός,καθώς μας οδηγεί στην βελτίωση της εκτίμησης των παραμέτρων του μοντέλου 

και επομένως στην εξαγωγή έγκυρων αποτελεσμάτων. 

Στο πρώτο κεφάλαιο αυτής της εργασίας γίνεται μια εισαγωγή σχετικά με το μοντέλο 

της πολλαπλής γραμμικής παλινδρόμησης και τις προϋποθέσεις καταλληλότητας του 

μοντέλου μαζί με τους στατιστικούς ελέγχους που χρησιμοποιούνται για αυτό το σκοπό.Το 

δεύτερο κεφάλαιο αναφέρεται στα προβλήματα που είναι πιθανό να προκύψουν στην 

ανάλυση των δεδομένων,τα μέτρα που χρησιμοποιούνται για την ανίχνευσή τους,καθώς και 

τις εναλλακτικές μεθόδους που εφαρμόζουμε για την επίλυσή τους.Στο τρίτο κεφάλαιο 

παρουσιάζονται οι έννοιες που συναντούμε στην ανάλυση επιβίωσης και επιπλέον γίνεται 

αναφορά στο μοντέλο Αναλόγων κινδύνων του Cox,την ανάλυση των υπολοίπων για το 

μοντέλο αυτό και τις μεθόδους που χρησιμοποιούμε στην περίπτωση παραβίασης των 

προϋποθέσεων.Στο τελευταίο κεφάλαιο πραγματοποιούνται εφαρμογές των δύο μοντέλων 

(μοντέλο πολλαπλής γραμμικής παλινδρόμησης και Cox μοντέλο)  σε πραγματικά δεδομένα 

με την χρήση της R,γίνονται οι έλεγχοι και εφαρμόζονται οι εναλλακτικές μέθοδοι που 

παρουσιάστηκαν στα προηγούμενα κεφάλαια με σκοπό την εύρεση του κατάλληλου 

μοντέλου που περιγράφει τα δεδομένα μας. 
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ABSTRACT 
The Analysis of Residuals is used in order to check the appropriateness of a model and 

is accomplished through different statistical hypothesis tests and graphs.Its role is very 

important as it leads us to the improvement of the estimation of the model’s parameters and 

consequently to the extraction of valid results. 

 In the first chapter of this thesis,we give an introduction about the multiple linear 

regression model and the assumptions of the model along with the statistical tests used for 

this purpose.The second chapter refers to the potential problems encountered in data 

analysis ,the measures that are used for their detection and the alternative methods  applied 

to resolve these issues.The third chapter presents the notions of survival analysis and 

furthermore of the Cox Proportional Hazards Model,the analysis of residuals for this model 

and the methods used to remedy the violation of assumptions.In the last chapter we apply 

the two models (multiple linear regression and Cox model) on real data using R,we use 

appropriate hypothesis testing and apply the alternative methods presented in the previous 

chapters in order to find the best fitting model to our data. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

Γραμμική Παλινδρόμηση Και Προϋποθέσεις 

 

1.1. Γραμμική Παλινδρόμηση (Regression Analysis) 
 

΄Ενας τομέας της επιστήμης της Στατιστικής είναι η Ανάλυση Παλινδρόμησης μέσω 

της οποίας επιχειρούμε να περιγράψουμε την σχέση που συνδέει την μεταβλητή του 

ενδιαφέροντός μας με μία ή περισσότερες μεταβλητές. Ο όρος παλινδρόμηση ορίστηκε από 

τον Francis Galton στα τέλη του 19ου αιώνα, ο οποίος θέλησε να μελετήσει τη σχέση που 

συνδέει το ύψος των γονέων και των παιδιών. Στην προσπάθειά του αυτή διαπίστωσε,πέρα 

από το προφανές ότι ψηλοί γονείς έχουν ψηλά παιδιά και ότι γονείς χαμηλού αναστήματος 

έχουν παιδιά με μικρό ύψος,ότι το ύψος των παιδιών ασυνήθιστα ψηλών γονέων ή γονέων 

με πολύ χαμηλό ανάστημα είχε την τάση να κινείται πρός το μέσο ύψος του πληθυσμού. 

Η μεταβλητή που θέλουμε να μελετήσουμε συμβολίζεται συνήθως ως 𝑌 και 

ονομάζεται εξαρτημένη ή μεταβλητή απόκρισης (dependent or response variable) και οι 

υπόλοιπες μεταβλητές ονομάζονται ανεξάρτητες ή επεξηγηματικές (independent or predictor 

variables) και συμβολίζονται με 𝛸. Ανάλογα με τον αριθμό των επεξηγηματικών μεταβλητών 

έχουμε δύο περιπτώσεις γραμμικού μοντέλου: το απλό γραμμικό και το πολλαπλό γραμμικό 

μοντέλο που θα αναλύσουμε στην συνέχεια. Η συγκεκριμένη μέθοδος ανάλυσης έχει 

εφαρμογή σχεδόν σε όλα τα επιστημονικά πεδία όπως στην Ιατρική, Βιολογία, Οικονομικά, 

Μηχανική, Ψυχολογία, Κοινωνικές Επιστήμες και κύριος στόχος της είναι η εύρεση ενός 

μοντέλου για την πρόβλεψη τιμών της εξαρτημένης μεταβλητής για νέες τιμές των 

επεξηγηματικών μεταβλητών. Επιπλέον, σημαντικό είναι να αναφέρουμε το ρόλο που 

παίζουν οι ηλεκτρονικοί υπολογιστές στην εφαρμογή της παλινδρόμησης με την χρήση 

στατιστικών πακέτων (Minitab, R, SPSS), καθώς είναι μια διαδικασία που απαιτεί πολλές και 

χρονοβόρες πράξεις. 

 

1.2. Απλό Γραμμικό Μοντέλο (Simple Linear Regression) 
 

Η πιο απλή περίπτωση γραμμικής παλινδρόμησης είναι το απλό γραμμικό μοντέλο όπου 

στόχος  μας είναι να βρούμε τη σχέση που συνδέει την εξαρτημένη μεταβλητή 𝑌 με μία 

ανεξάρτητη 𝑋 το οποίο έχει την μορφή: 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖,           𝑖 = 1,… , 𝑛 

όπου  
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• 𝑦𝑖 η τιμή της y   στην i-οστή παρατήρηση με μέση τιμή  

𝐸(𝑦𝑖) = 𝐸(𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 

και διασπορά  

 

𝑉(𝑦𝑖) = 𝑉(𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖) = 𝑉(𝜀𝑖) = 𝜎2 
 

• 𝛽0, 𝛽1 οι παράμετροι του μοντέλου ή συντελεστές παλινδρόμησης 

 

• 𝑥𝑖  η τιμή της μεταβλητής X  στην i-οστή παρατήρηση 

 

 

• 𝜀𝑖 το τυχαίο σφάλμα που δηλώνει την αβεβαιότητα σε μία στατιστική σχέση και 

υποθέτουμε ότι ακολουθεί κανονική κατανομή με 𝐸(𝜀𝑖) = 0 και 𝑉(𝜀𝑖)= 𝜎2 και 

επιπλέον τα τυχαία σφάλματα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους 𝐶𝑜𝑣(𝜀𝑖, 𝜀𝑗) = 0 για 

κάθε i,j=1,2,….,n με i j) 

 

Με τον όρο απλό δηλώνουμε ότι στο μοντέλο μας έχουμε μόνο μία ανεξάρτητη μεταβλητή 

και με τον όρο γραμμικό εννοούμε ότι η μεταβλητή 𝛶 συνδέεται με γραμμική σχέση με την 

ανεξάρτητη μεταβλητή X . 

 

1.2.1. Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων (OLS-Ordinary Least Squares) 
 

Στόχος μας είναι να βρούμε τους συντελεστές παλινδρόμησης που έχουν την μικρότερη 

δυνατή διασπορά και κατά συνέπεια την προσαρμοσμένη ευθεία, δηλαδή την ευθεία που 

περιγράφει με τον καλύτερο δυνατό τρόπο τα δεδομένα μας. Αυτό επιτυγχάνεται με την 

μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων με την οποία θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε το άθροισμα 

των τετραγώνων των τυχαίων σφαλμάτων. Πιο συγεκριμένα θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε 

την παρακάτω ποσότητα: 

 

Q=SSE=∑ 𝜀𝑖
2 =𝑛

𝑖=1 ∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)
2 =𝑛

𝑖=1 ∑ (𝑦𝑖 − 𝛽0 − 𝛽1𝑥𝑖 )
2𝑛

𝑖=1                                                       (1)                                    

Παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση (1) ως προς 𝛽0 και 𝛽1 έχουμε αντίστοιχα τις σχέσεις: 

 

∂Q

∂β0
= -2∑ (𝑦𝑖 − 𝛽0̂ − 𝛽1̂𝑥𝑖)

𝑛
𝑖=1                                                                                                             (2)                                                                                                       

 

∂Q

∂𝛽1
=-2𝑥𝑖 ∑ (𝑦𝑖 − 𝛽0̂ − 𝛽1̂𝑥𝑖)

𝑛
𝑖=1                                                                                                           (3)                                                                                                              
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Στην συνέχεια υπολογίζονται οι συντελεστές της παλινδρόμησης από τις σχέσεις (2) και (3) 

ως εξής: 

 

 -2 ∑ (𝑦𝑖 − 𝛽0̂ − 𝛽1̂𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1 =0   ⇒      𝛽0̂ = 𝑦̅ − 𝛽1̂𝑥̅ 

 

 -2𝑥𝑖 ∑ (𝑦𝑖 − 𝛽0̂ − 𝛽1̂𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1 =0  ⇒   𝛽1̂ =

∑ (𝑥𝑖−𝑥̅)(𝑦𝑖−𝑦̅)𝑛
𝑖=1

∑ (𝑥𝑖−𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

 

 

Ο συντελεστής 𝛽0 εκφράζει την αναμενόμενη τιμή της μεταβλητής 𝑌 όταν η ανεξάρτητη 

μεταβλητή 𝑋 παίρνει την τιμή 0 και ο συντελεστής 𝛽1 την αναμενόμενη διαφορά της 𝑌 για 

κάθε αύξηση της 𝑋 κατα μία μονάδα. 

 

1.3. Πολλαπλό γραμμικό μοντέλο (Multiple Linear Regression) 
 

Η γενικότερη περίπτωση γραμμικής παλινδρόμησης είναι το πολλαπλό γραμμικό μοντέλο, 

το οποίο περιγράφει την σχέση της μεταβλητής απόκρισης 𝛶 με περισσότερες από μία 

ανεξάρτητες μεταβλητές 𝛸1, 𝛸2, … . , 𝛸𝑛. 

Στην περίπτωση του πολλαπλού γραμμικού μοντέλου εξ’αιτίας του μεγάλου αριθμού των 

ανεξάρτητων μεταβλητών είναι πιο αποτελεσματικό για την περιγραφή να 

χρησιμοποιήσουμε πίνακες προκειμένου να το ορίσουμε. 

Έστω ότι έχουμε το μοντέλο 

 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 + ⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑝𝑖 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 , 

 

το οποίο μπορεί να γραφτεί σε μορφή πινάκων ως εξής: 

𝒚 = 𝜲𝛽 + 𝜀, 

 με 𝒚 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)′, 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑝)
′
, 𝜀 = (𝜀1, 𝜀2, … , 𝜀𝑛)′ και 

 

𝜲=[

1 𝑥11 𝑥12 … 𝑥1𝑝

1 𝑥21 𝑥22 … 𝑥2𝑝

: : : … :
1 𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 … 𝑥𝑛𝑝

], 
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όπου το 𝒚 είναι το 𝑛𝑥1 διάνυσμα των παρατηρήσεων της 𝛶, ο 𝜲 ένας πίνακας 𝑛𝑥𝑝 και 

ονομάζεται πίνακας σχεδιασμού (Design matrix), το 𝛽  ένα 𝑝𝑥1 διάνυσμα των συντελεστών 

παλινδρόμησης και το 𝜀 ένα διάνυσμα από τυχαία σφάλματα.  

Τα τυχαία σφάλματα υποθέτουμε ότι ακολουθούν την κανονική κατανομή με 

• 𝐸(𝜀) = 0 

• 𝑉𝑎𝑟(𝜀)=𝜎2𝐼 = [

𝜎2 0 0 0
0 𝜎2 0 0
⋮ ⋯ ⋯ ⋮
0 ⋯ ⋯ 𝜎2

] 

 

 

1.3.1. Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων (OLS-Ordinary Least Squares) 
 

Όπως και στο απλό γραμμικό μοντέλο θέλουμε να εκτιμήσουμε τους συντελεστές 

παλινδρόμησης και χρησιμοποιούμε την ίδια μέθοδο, την μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων. 

Χρησιμοποιώντας την μ.ε.τ. θέλουμε να βρούμε το διάνυσμα 𝛽̂  που ελαχιστοποιεί την 

παρακάτω ποσότητα : 

𝑆(𝛽) = ∑ 𝜀𝑖
2𝑛

𝑖=1 = 𝜀′𝜀 = (𝒚 − 𝑿𝛽)′(𝒚 − 𝑿𝛽)  ⇒ 

 

𝑆(𝛽) = 𝒚′𝒚 − 𝛽′𝑿′𝑦 − 𝒚′𝑿𝛽 + 𝛽′𝜲′𝜲𝛽 

= 𝒚′𝒚 − 2𝛽′𝑿′𝒚 + 𝛽′𝜲′𝜲𝛽 

 

Παραγωγίζοντας ως προς   και θέτοντας ίσο με το διάνυσμα 0 προκύπτουν οι εξισώσεις: 

𝜕𝑆

𝜕𝛽
| = −2𝑿′𝒚 + 2𝜲′𝜲𝛽 = 0  ⇒ 

𝜲′𝜲𝛽̂ = 𝑿′𝒚 

και καταλήγουμε στην σχέση 

𝛽̂ = (𝜲′𝜲)−𝟏𝑿′𝒚 

 

με την προϋπόθεση οτι ο αντίστροφος πίνακας  (𝜲′𝜲)−1 υπάρχει, και πιο συγκεκριμένα οτι 

οι επεξηγηματικές μεταβλητές είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, δηλαδή καμία στήλη του 

πίνακα  𝜲 δεν αποτελεί γραμμικό συνδυασμό άλλων στηλών.  

Για το διάνυσμα των εκτιμητριών των συντελεστών  𝛽̂ εύκολα αποδεικνύεται ότι : 
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• είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια του  𝛽 δηλαδή 

𝛦(𝛽̂) = 𝛽 

• η διασπορά  του  δίνεται από την σχέση: 

 

V(𝛽̂) =  𝜎2(𝜲′𝜲)−1 

 

Στο πολλαπλό γραμμικό μοντέλο, όπως και στο απλό γραμμικό μοντέλο σύμφωνα με το 

θεώρημα Gauss-Markov η εκτιμήτρια ελαχίστων τετραγώνων  𝛽̂ έχει μία συγκεκριμένη 

ιδιότητα. Αποτελεί αμερόληπτη γραμμική εκτιμήτρια με την μικρότερη δυνατή διασπορά και 

για το λόγο αυτό οι εκτιμήτριες ελαχίστων τετραγώνων  χαρακτηρίζονται ως BLUE (Best 

Linear Unbiased Estimators). 

Σε μορφή πίνακα το προσαρμοσμένο μοντέλο είναι το: 

𝒚̂ = 𝑿𝛽̂ = 𝑿(𝜲′𝜲)−𝟏𝑿′𝒚 = 𝐻𝒚  ,                                                                                                  (4) 

 όπου 𝐻 =  𝑿(𝜲′𝜲)−𝟏𝑿′ . 

 

1.3.2. Υπόλοιπα (residuals) 
 

Για να δεχτούμε την καταλληλότητα ενός μοντέλου και να μπορούμε να το 

χρησιμοποιήσουμε προκειμένου να έχουμε αξιόπιστα αποτελέσματα για τις προβλέψεις μας 

είναι πολύ σημαντικό να πληρούνται κάποιες προϋποθέσεις. Ειδικότερα, πρέπει να 

πληρούνται οι παρακάτω συνθήκες για τα τυχαία σφάλματα: 

1. να ακολουθούν την κανονική κατανομή (Κανονικότητα) 

2. να έχουν σταθερή διασπορά 𝜎2 (Ομοσκεδαστικότητα) 

3. να είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους (Ανεξαρτησία) 

Όμως, επειδή τα τυχαία σφάλματα είναι άγνωστες ποσότητες ο έλεγχος γίνεται με την 

βοήθεια  των εκτιμήσεών τους που  ονομάζονται υπόλοιπα (residuals). Τα υπόλοιπα 

ορίζονται ως η διαφορά μεταξύ της παρατηρούμενης τιμής  𝑦𝑖 και της προσαρμοσμένης 

τιμής 𝑦̂𝑖  και ορίζονται ως εξής: 

𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖 

και σε μορφή πίνακα ορίζονται ως:  

e = 𝒚 − 𝒚̂ 
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Εκτός από τα συνήθη υπόλοιπα υπάρχουν επιπλέον και κάποιοι άλλοι τύποι υπολοίπων οι 

οποίοι χρησιμοποιούνται για την εξέταση των προϋποθέσεων του γραμμικού μοντέλου και 

είναι οι παρακάτω: 

 

• Τυποποιημένα υπόλοιπα (Standardized Residuals ) 

 

𝑧𝑖 =
𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖

√𝑀𝑆𝐸
, 

 

τα οποία ακολουθούν την κανονική κατανομή με μέση τιμή 0 και διασπορά 1. 

Το 𝑀𝑆𝐸 ονομάζεται μέσο τετραγωνικό σφάλμα, είναι η εκτίμηση της διασποράς του 

πληθυσμού που υπολογίζεται από το δείγμα και ορίζεται ως εξής: 

 

𝑀𝑆𝐸 =
∑ 𝑒𝑖

2𝑛
𝑖=1

𝑛 − 𝑝 − 1
 

 

• Υπόλοιπα Student (Studentized deleted Residuals) που ορίζονται ως 

 

𝑟𝑖 =
𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖

𝑠. 𝑒(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖̂)
=

𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖

√𝑀𝑆𝐸(1 − ℎ𝑖𝑖)
, 

 

τα οποία ακολουθούν προσεγγιστικά την κατανομή Student (t) με μέση τιμή κοντά 

στο 0 και διασπορά 
1

𝑛−𝑝−1
∑ 𝑟𝑖

2𝑛
𝑖=1   (𝑝 ο αριθμός των επεξηγηματικών μεταβλητών)με 

τιμή λίγο μεγαλύτερη του 1. Για μεγάλο μέγεθος δείγματος τα τυποποιημένα και τα 

υπόλοιπα Student δεν διαφέρουν σε μεγάλο βαθμό.Το ℎ𝑖𝑖  είναι το διαγώνιο στοιχείο 

του πίνακα H (που δίνεται στην (4)) που αντιστοιχεί στην παρατήρηση i με ℎ𝑖𝑖 =

𝛸𝑖
′(𝛸′𝛸)−1𝛸𝑖, και ο όρος deleted αναφέρεται στο γεγονός ότι γίνεται η προσαρμογή 

του μοντέλου έχοντας χρησιμοποιήσει όλες τις παρατηρήσεις εκτός από την i-οστή 

παρατήρηση. 

                  

• Υπόλοιπα Jacknife  (Jacknife Residuals) τα οποία ορίζονται ως: 

 

 

𝑟(−𝒊) =
𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖

√𝑀𝑆𝐸(−𝑖)(1 − ℎ𝑖𝑖)
, 

                                                                                                                                                          

τα οποία έχουν μέση τιμή κοντά στο 0 και η διασπορά τους είναι  
1

(𝑛−𝑝−1)−1
∑ 𝑟(−𝑖)

2𝑛
𝑖=1  

με  τιμή λίγο μεγαλύτερη του 1 και είναι αυτά που χρησιμοποιούνται πιο συχνά για 

τον  έλεγχο  των προϋποθέσεων. 
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1.3. Έλεγχοι Υποθέσεων (Hypothesis Testing) 
 

Ο έλεγχος υποθέσεων είναι μία από τις πιο σημαντικές μεθόδους που χρησιμοποιούνται 

στην στατιστική ανάλυση προκειμένου να ελέγξουμε εάν μία υπόθεση που έχουμε κάνει για 

το δείγμα μας ισχύει. Στην ανάλυση παλινδρόμησης χρησιμοποιείται για να ελέγξουμε την 

σημαντικότητα των ανεξάρτητων μεταβλητών, δηλαδή ελέγχουμε αν πράγματι επηρεάζουν 

την μεταβλητή απόκρισης. Γενικά ο έλεγχος υποθέσεων  βασίζεται στην σύγκριση δύο 

υποθέσεων, την μηδενική υπόθεση 𝐻0 και την εναλλακτική υπόθεση 𝐻1.  

Η διαδικασία που ακολουθούμε σε έναν έλεγχο υποθέσεων είναι η εξής: 

1. Ορίζουμε τις δύο υποθέσεις 𝐻0 και 𝐻1 

2. Ορίζουμε το επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 𝛼  

3. Χρησιμοποιούμε την κατάλληλη στατιστική συνάρτηση για να κάνουμε τον έλεγχο 

4. Ορίζουμε την κρίσιμη περιοχή ή περιοχή απόρριψης 

5. Κάνουμε τον υπολογισμό μας και αναλόγως απορρίπτουμε ή δεν απορρίπτουμε την 

μηδενική υπόθεση 

 

Κατά τη διαδικασία του ελέγχου υποθέσεων είναι πιθανό να παρουσιαστούν δύο τύποι 

σφαλμάτων, το σφάλμα τύπου 𝐼 και το σφάλμα τύπου 𝐼𝐼. 

Το σφάλμα τύπου 𝐼 παρουσιάζεται όταν απορρίψουμε την μηδενική υπόθεση  𝐻0 ενώ θα 

έπρεπε να την έχουμε δεχτεί διότι είναι αληθής. Η πιθανότητα να κάνουμε αυτό το σφάλμα 

είναι: 

 

𝑃(𝜎𝜑ά𝜆𝜇𝛼 𝜏ύ𝜋𝜊𝜐 𝐼) = 𝑃(𝛼𝜋ό𝜌𝜌𝜄𝜓𝜂𝜍 𝐻0| 𝛼𝜆𝜂𝜃ή𝜍 𝐻0) = 𝛼 

 

Το σφάλμα τύπου 𝐼𝐼 εμφανίζεται στην περίπτωση που δεν απορρίψουμε την  𝐻0, ενώ θα 

έπρεπε να απορριφθεί διότι δεν είναι αληθής. Η πιθανότητα για αυτό το σφάλμα είναι: 

 

𝑃(𝜎𝜑ά𝜆𝜇𝛼 𝜏ύ𝜋𝜊𝜐 𝐼𝐼) = 𝑃(𝛼𝜋𝜊𝛿𝜊𝜒ή 𝐻0|𝜇𝜂 𝛼𝜆𝜂𝜃ή𝜍 𝐻0) = 𝛽 

 

1.4.1. Στατιστικός έλεγχος t για τη σημαντικότητα ανεξάρτητης μεταβλητής 
 

Για να ελέγξουμε την σημαντικότητα των συντελεστών παλινδρόμησης χρησιμοποιούμε τον 

στατιστικό έλεγχο t. Έστω ότι θέλουμε να ελέγξουμε αν είναι στατιστικά σημαντική η 

παράμετρος 𝛽𝑗. Η μηδενική υπόθεση είναι: 
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𝐻0: 𝛽𝑗 = 0  (𝜂 𝜇𝜀𝜏𝛼𝛽𝜆𝜂𝜏ή 𝑥𝑗  𝛿𝜀𝜈 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜎𝜂𝜇𝛼𝜈𝜏𝜄𝜅ή) 

 𝑣𝑠  

𝐻1: 𝛽𝑗 ≠ 0 

και ο έλεγχος βασίζεται στην ελεγχοσυνάρτηση 

𝑡 =
𝛽𝑗

𝑠𝑒(𝛽𝑗)
~𝑡𝑛−𝑘−1, 

 

όπου 𝑛 ο αριθμός των παρατηρήσεων και  𝑘  ο αριθμός των ανεξάρτητων μεταβλητών. 

Εάν η |𝑡| > 𝑡𝑛−𝑘−1,
𝛼

2
 τότε η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται και η μεταβλητή 𝑥𝑗 είναι 

σημαντική για το μοντέλο. 

Ένας άλλος τρόπος να διαπιστώσουμε την σημαντικότητα μιας μεταβλητής είναι η 𝑝 −

𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒.  Εάν η 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 𝛼 η μηδενική απορρίπτεται. 

 

1.4.2. Στατιστικός έλεγχος F για τη σημαντικότητα του μοντέλου 
 

Πολλές φορές είναι χρήσιμο να ελέγξουμε εάν ολόκληρο το σύνολο των ανεξάρτητων 

μεταβλητών μας έχει επιρροή στην εξαρτημένη μεταβλητή από το να εξετάσουμε την κάθε 

μεταβλητή ξεχωριστά. Αυτό γίνεται με την βοήθεια του στατιστικού ελέγχου 𝐹 με τον οποίο 

έχουμε τις παρακάτω υποθέσεις: 

𝐻0: 𝛽1 = 𝛽2 = ⋯ = 𝛽𝑘 = 0   

 𝑣𝑠  

𝐻1: 𝜏𝜊𝜐𝜆ά𝜒𝜄𝜎𝜏𝜊𝜈 έ𝜈𝛼 𝛼𝜋ό 𝜏𝛼 𝛽𝑗 ≠ 0 

Ο έλεγχος βασίζεται στην στατιστική συνάρτηση 𝐹 =
𝑆𝑆𝐸0−𝑆𝑆𝐸1

𝑆𝑆𝐸1
𝑛−𝑘−1⁄

, 

όπου 𝑆𝑆𝐸0 είναι το άθροισμα τετραγώνων των υπολοίπων υπό την 𝐻0, 𝑆𝑆𝐸1 το άθροισμα 

τετραγώνων των υπολοίπων υπό την 𝐻1, το  𝑆𝑆𝐸0 − 𝑆𝑆𝐸1 είναι η μεταβολή του αθροίσματος 

των τετραγώνων των υπολοίπων και  

𝑆𝑆𝐸1
𝑛 − 𝑘 − 1⁄  το μέσο άθροισμα τετραγώνων των υπολοίπων υπό την 𝐻1. 

Εάν η στατιστική τιμή 𝐹 > 𝐹(𝑘,𝑛−𝑘−1),1−𝛼 ή 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 𝛼  η μηδενική υπόθεση 

απορρίπτεται. 
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1.4. Προϋποθέσεις μοντέλου 
 

Όπως έχουμε αναφέρει και προηγουμένως, για  να θεωρήσουμε ότι το μοντέλο μας είναι 

αξιόπιστο για την περιγραφή των δεδομένων μας είναι απαραίτητο να ικανοποιούνται 

συγκεκριμένες προϋποθέσεις για τα τυχαία σφάλματα δηλαδή Κανονικότητα, 

Ομοσκεδαστικότητα,Ανεξαρτησία. Αυτές οι συνθήκες είναι πολύ σημαντικό να τηρούνται για 

να έχουμε έγκυρα αποτελέσματα στους στατιστικούς ελέγχους, στα διαστήματα 

εμπιστοσύνης και στις τιμές πρόβλεψης. 

 

1.5.1. Κανονικότητα υπολοίπων 
 

Η πρώτη συνθήκη που πρέπει να ελέγχουμε είναι η κανονικότητα των υπολοίπων, δηλαδή 

τα υπόλοιπα και επομένως οι παρατηρήσεις μας 𝛶𝑖  πρέπει να προέρχονται απο την κανονική 

κατανομή. Όμως, ο έλεγχος της κανονικότητας έχει μεγαλύτερη σημασία όταν το μέγεθος 

του δείγματός μας είναι μικρό, καθώς για μεγάλο αριθμό παρατηρήσεων βασιζόμαστε στο 

Κεντρικό Οριακό Θεώρημα όπου η μέση τιμή μεγάλου αριθμού ανεξάρτητων τυχαίων 

μεταβλητών ακολουθεί την Κανονική κατανομή. Ο έλεγχος αυτός γίνεται με την βοήθεια 

κάποιων γραφικών παραστάσεων (ιστόγραμμα, QQ-plot, PP-plot) και κάποιων στατιστικών 

ελέγχων (Shapiro-Wilk,Kolmogorov-Smirnov, Lilliefors). Στα παρακάτω γραφήματα βλέπουμε 

τρείς περιπτώσεις γραφικών παραστάσεων για την κανονικότητα των υπολοίπων:  
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1.1 Ιστόγραμμα 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2 QQ-plot για την κανονικότητα των υπολοίπων 
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1.3 QQ-plot για την κανονικότητα των υπολοίπων 

 

Στο πρώτο γράφημα  βλέπουμε ένα ιστόγραμμα (Γράφημα 1.1) όπου τα δεδομένα 

ακολουθούν την κανονική κατανομή καθώς έχουν  καμπανοειδή μορφή και στο δεύτερο 

γράφημα έχουμε ένα QQ-plot (Γράφημα 1.2) όπου έχουμε την σύγκριση των ποσοστιαίων 

σημείων των υπολοίπων του δείγματός μας ως προς τα ποσοστιαία σημεία των υπολοίπων 

που προέρχονται από κανονική κατανομή.Παρατηρούμε, μία μικρή απόκλιση ορισμένων 

σημείων, τα οποία ξεφεύγουν από την ευθεία επομένως δεχόμαστε ότι ισχύει η προϋπόθεση 

της κανονικότητας.Στο τελευταίο γράφημα (Γράφημα 1.3) αποτυπώνονται τα ποσοστιαία 

σημεία της κανονικής κατανομής σε σχέση με τα ποσοστιαία σημεία της κατανομής που 

ακολουθούν οι παρατηρήσεις στο δείγμα μας.Παρατηρούμε,όμως,απόκλιση αρκετών 

σημείων στη αρχή, τα οποία ξεφεύγουν από την ευθεία και κατά συνέπεια δεν ικανοποιείται 

η συνθήκη της κανονικότητας.  

 

1.5.1.1. Έλεγχος Shapiro-Wilk 
 

Ένας στατιστικός έλεγχος που χρησιμοποιείται συχνά προκειμένου να ελέγξει την συνθήκη 

της κανονικότητας είναι ο έλεγχος Shapiro-Wilk και διαμορφώνεται ως εξής: 

Έστω ότι έχουμε τις παρατηρήσεις 𝑦1 < 𝑦2 < ⋯ < 𝑦𝑛 και τον έλεγχο υποθέσεων 

 

𝐻0: 𝜏𝜊 𝛿𝜀ί𝛾𝜇𝛼 𝜋𝜌𝜊έ𝜌𝜒𝜀𝜏𝛼𝜄 𝛼𝜋ό 𝜏𝜂𝜈 𝜅𝛼𝜈𝜊𝜈𝜄𝜅ή 𝜅𝛼𝜏𝛼𝜈𝜊𝜇ή (𝜅𝛼𝜈𝜊𝜈𝜄𝜅ό𝜏𝜂𝜏𝛼) 
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𝐻1: ό𝜒𝜄 𝐻0 (𝜇𝜂 − 𝜅𝛼𝜈𝜊𝜈𝜄𝜅ό𝜏𝜂𝜏𝛼) 

 

Ο έλεγχος βασίζεται στην στατιστική συνάρτηση: 

 

𝑊 =
(∑ 𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1 𝑦(𝑖))

2

∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̅)2𝑛
𝑖=1

 

 

όπου 𝑦(𝑖) η i-οστή παρατήρηση του διατεταγμένου δείγματος (𝑦(1) < 𝑦(2) < ⋯ < 𝑦(𝑛)) , 𝑦̅ η 

μέση τιμή του τυχαίου δείγματος και 𝑎𝑖 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) =
𝑚𝑇𝑉−1

(𝑚𝑇𝑉−1𝑉−1𝑚)
1

2⁄
, 𝑚 =

(𝑚1,𝑚2, … ,𝑚𝑛)𝑇 και 𝑚1, 𝑚2, … ,𝑚𝑛 είναι οι αναμενόμενες τιμές των διατεταγμένων 

τυχαίων μεταβλητών που προέρχονται από τυχαίο δείγμα ανεξάρτητων και ισόνομων 

τυχαίων μεταβλητών που ακολουθούν την τυποποιημένη κανονική κατανομή και  𝑉 ο 

πίνακας συνδιακύμανσης των διατεταγμένων τυχαίων μεταβλητών. 

Οι τιμές του 𝑊 κυμαίνονται μεταξύ του 0 και του 1 και για 𝑊 < 𝑊𝛼  οδηγούμαστε στην 

απόρριψη της μηδενικής υπόθεσης και επομένως στην μη-ικανοποίηση της κανονικότητας, 

όπου 𝑊𝛼 η κρίσιμη τιμή που υπολογίζεται με την βοήθεια του πίνακα με τις τιμές των 

συντελεστών α της στατιστικής συνάρτησης Shapiro-Wilk. 

 

1.5.1.2. Kolmogorov-Smirnov έλεγχος 
 

Ένας άλλος έλεγχος για την συνθήκη της κανονικότητας είναι ο μη παραμετρικός έλεγχος 

Kolmogorov-Smirnov και χρησιμοποιείται για να διαπιστώσουμε εάν διαφέρουν δύο 

κατανομές μεταξύ τους και στην προκειμένη περίπτωση εάν η κατανομή από την οποία 

προέρχονται τα δεδομένα μας είναι η Κανονική. 

Ο έλεγχος υποθέσεων ορίζεται ως εξής: 

𝐻0: 𝐹𝑛(𝑥) = 𝐹(𝑥)(𝜅𝛼𝜈𝜊𝜈𝜄𝜅ό𝜏𝜂𝜏𝛼) 

𝐻1: 𝐹𝑛(𝑥) ≠ 𝐹(𝑥)(𝜇𝜂 − 𝜅𝛼𝜈𝜊𝜈𝜄𝜅ό𝜏𝜂𝜏𝛼) 

όπου  𝐹(𝑥) είναι η συνάρτηση κατανομής της κανονικής κατανομής, 𝐹𝑛(𝑥) είναι η εμπειρική 

συνάρτηση κατανομής του πληθυσμού και 𝑛 το πλήθος των παρατηρήσεων . 

Η στατιστική συνάρτηση που υπολογίζουμε είναι η: 

𝐷 = sup
𝑥

|𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹(𝑥)| 

και για μεγάλες τιμές της  𝐷 απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση. 
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1.5.1.3. Έλεγχος Lilliefors  
 

Μία τροποποίηση του ελέγχου Kolmogorov-Smirnov αποτελεί ο έλεγχος Lilliefors όπου κάτω 

από τη μηδενική υπόθεσης 𝐻0 υποθέτουμε κανονική κατανομή.       

Σε ένα δείγμα 𝑛 παρατηρήσεων η στατιστική συνάρτηση Lilliefors ορίζεται ως: 

 

𝐷 = 𝑚𝑎𝑥
𝑥

|𝑆𝑛(𝑥) − 𝐹(𝑥)|, 

 

όπου 𝑆𝑛(𝑥) η εμπειρική συνάρτηση κατανομής του δείγματος, 𝐹(𝑥) η συνάρτηση κατανομής 

της κανονικής κατανομής με μέση τιμή τον μέσο του δείγματος 𝑥̅, και διασπορά την 

διασπορά του δείγματος 𝑠2. 

Εάν η τιμή 𝐷 υπερβεί την κρίσιμη τιμή, τότε η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται. 

 

1.5.2. Ομοσκεδαστικότητα 
 

Μία πολύ σημαντική προϋπόθεση που πρέπει να ελέγχουμε είναι η ομοσκεδαστικότητα των 

υπολοίπων που αναφέρεται στην  διασπορά τους η οποία πρέπει να είναι σταθερή. Την 

παρουσία της την αντιλαμβανόμαστε μέσω διαγραμμάτων (plot of fitted values vs residuals, 

plot of fitted values vs squared residuals) και κάποιων ελέγχων (Breusch & Pagan, Goldfeldt-

Quandt, White). 

Στα παρακάτω διαγράμματα παρουσιάζονται δύο περιπτώσεις ελέγχου της 

ομοσκεδαστικότητας: 
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1.4.Διάγραμμα για έλεγχο της Ομοσκεδαστικότητας 

 

Στο πρώτο διάγραμμα (Γράφημα 1.4) μπορούμε να δεχτούμε την υπόθεση της 

ομοσκεδαστικότητας καθώς τα υπόλοιπα είναι ομοιόμορφα κατανεμημένα, χωρίς να 

δημιουργείται κάποιο μοτίβο. 

 

1.5. Διάγραμμα για έλεγχο της Ομοσκεδαστικότητας 
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Στη δεύτερη γραφική παράσταση (Γράφημα 1.5) παρατηρούμε ότι τα υπόλοιπα είναι 

συγκεντρωμένα και παρουσιάζουν μία ανοδική τάση, επομένως δεν μπορούμε να πούμε ότι 

έχουν σταθερή διασπορά. 

 

1.5.2.1. Έλεγχος Breusch-Pagan  

 

Μία μέθοδος για να ελέγξουμε την ομοσκεδαστικότητα είναι η Breusch-Pagan όπου 

υποθέτουμε ότι  η διασπορά των υπολοίπων έχει συγκεκριμένη συναρτησιακή μορφή. Πιο 

συγκεκριμένα: 

Έστω ότι έχουμε το μοντέλο 𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 + ⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘 + 𝜀𝑖 

Υποθέτουμε ότι η διασπορά των σφαλμάτων περιγράφεται από μία συναρτησιακή σχέση 

που είναι της μορφής  

𝜎𝑖
2 = 𝑓(𝑧𝑖

′𝑎)=𝑓( 𝛼1 + 𝛼2𝑧𝑖2 + 𝛼3𝑧𝑖3 + ⋯+ 𝛼𝑚𝑧𝑖𝑚 + 𝑢𝑖), 

όπου 𝑧𝑖  άγνωστες μεταβλητές (μπορεί να είναι και κάποιες από τις 𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑘), και 

ειδικότερα υποθέτουμε ότι είναι γραμμική η σχέση: 

𝜎𝑖
2 = 𝛼1 + 𝛼2𝑧𝑖2 + 𝛼3𝑧𝑖3 + ⋯+ 𝛼𝑚𝑧𝑖𝑚 + 𝑢𝑖  

 

Έτσι έχουμε τον έλεγχο υποθέσεων : 

 

𝐻0: 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑚 = 0 (𝛰𝜇𝜊𝜎𝜅𝜀𝛿𝛼𝜎𝜏𝜄𝜅ό𝜏𝜂𝜏𝛼) με 𝜎𝑖
2 = 𝛼1 

𝑣𝑠 

𝐻1: 𝜏𝜊𝜐𝜆ά𝜒𝜄𝜎𝜏𝜊𝜈 έ𝜈𝛼 𝛼𝜋ό 𝜏𝛼 𝛼𝑖 ≠ 0, 𝑖 = 2,3, … ,𝑚 (𝛦𝜏𝜀𝜌𝜊𝜎𝜅𝜀𝛿𝛼𝜎𝜏𝜄𝜅ό𝜏𝜂𝜏𝛼) 

 

Η διαδικασία του ελέγχου έχει τα παρακάτω βήματα: 

1. Με την μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων κάνουμε εκτίμηση των συντελεστών 

παλινδρόμησης 𝛽𝑗, 𝑗 = 1,2, … , 𝑘 και των τυχαίων σφαλμάτων 𝜀1̂, 𝜀2̂, … , 𝜀𝑛̂  όπου 

𝜀𝑖̂ = 𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖,   και της διασποράς 𝜎̂2 =
∑𝜀̂𝑖

2

𝑛
 

2. Εκτιμούμε την διασπορά 𝜎̂2 =
∑𝜀̂𝑖

2

𝑛
     

3. Ορίζουμε νέες μεταβλητές 𝑝𝑖 =
𝜀̂𝑖

2

𝜎̂2
 που είναι τα τυποποιημένα σφάλματα 

4. Κάνουμε παλινδρόμηση με εξαρτημένη μεταβλητή την 𝑝𝑖 και έχουμε το μοντέλο 

𝑝𝑖 = 𝛼1 + 𝛼2𝑧𝑖2 + 𝛼3𝑧𝑖3 + ⋯+ 𝛼𝑚𝑧𝑖𝑚 + 𝑢𝑖  
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5. Υπολογίζουμε την στατιστική συνάρτηση 𝐿𝑀 =
1

2
𝑆𝑆𝑅 ∼ 𝑋𝑚−1

2 κάτω από την 𝐻0. Το SSR 

είναι το regression sum of squares.  

Απορρίπτουμε την ομοσκεδαστικότητα (𝐻0) εάν το 𝐿𝑀>𝑋𝑚−1
2 . 

 

1.5.2.2. Ελεγχος Goldfeld-Quandt 
 

Ο έλεγχος Goldfeld-Quandt χρησιμοποιείται σε περιπτώσεις όπου τα δεδομένα μας μπορούν 

να χωριστούν σε δύο κατηγορίες και έχουμε διαφορετική διασπορά μεταξύ των κατηγοριών. 

Έστω ότι έχουμε τις ομάδες Α και Β με διασπορά 𝜎𝛢
2και 𝜎𝛣

2 αντίστοιχα και μας ενδιαφέρει ο 

παρακάτω έλεγχος υποθέσεων: 

𝐻0: 𝜎𝛢
2 = 𝜎𝛣

2 (𝛰𝜇𝜊𝜎𝜅𝜀𝛿𝛼𝜎𝜏𝜄𝜅ό𝜏𝜂𝜏𝛼) 

𝐻1: 𝜎𝛢
2 ≠ 𝜎𝛣

2(𝛦𝜏𝜀𝜌𝜊𝜎𝜅𝜀𝛿𝛼𝜎𝜏𝜄𝜅ό𝜏𝜂𝜏𝛼) 

Ο έλεγχος βασίζεται στην στατιστική συνάρτηση 

𝐹 =

𝑅𝑆𝑆𝐴

𝑁𝐴 − 𝑘
𝑅𝑆𝑆𝐵

𝑁𝐵 − 𝑘

∼ 𝐹(𝑁𝐴−𝑘,𝑁𝐵−𝑘) 

όπου 𝑁𝐴 ο αριθμός των παρατηρήσεων στην ομάδα Α, 𝑁𝛣 ο αριθμός των παρατηρήσεων 

στην ομάδα Β και 𝑘 το πλήθος των ανεξάρτητων μεταβλητών, 𝑅𝑆𝑆𝐴 το άθροισμα τετραγώνων 

των υπολοίπων για την ομάδα Α και 𝑅𝑆𝑆𝛣 το άθροισμα τετραγώνων των υπολοίπων για την 

ομάδα Β. Η ελεγχοσυνάρτηση κάτω από την 𝐻0 ακολουθεί κατανομή 𝐹(𝑁𝐴−𝑘,𝑁𝐵−𝑘). 

Όταν η τιμή 𝐹 > 𝐹(𝑁𝐴−𝑘,𝑁𝐵−𝑘),𝑎 τότε απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση της 

ομοσκεδαστικότητας. 

 

1.5.2.3. Ελεγχος White  
 

Ο συγκεκριμένος έλεγχος είναι παρόμοιος με τον έλεγxo Breusch-Pagan με την διαφορά ότι 

γίνεται παλινδρόμηση των τετραγώνων των υπολοίπων  με όλες τις επεξηγηματικές 

μεταβλητές, τα τετράγωνα και τις αλληλεπιδράσεις των επεξηγηματικών μεταβλητών. 

Έστω ότι έχουμε το μοντέλο  

𝑦𝑖 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥𝑖2 + 𝛽3𝑥𝑖3 + 𝜀𝑖,        𝑖 = 1,… , 𝑛 

Η διαδικασία ακολουθεί τα παρακάτω βήματα: 

1. Εκτίμηση των συντελεστών 𝛽𝑗, 𝑗 = 1,2,3 και των υπολοίπων 

2. Εφαρμόζουμε την παρακάτω παλινδρόμηση  
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𝜀𝑖̂
2 = 𝛼1 + 𝛼2𝑥𝑖2 + 𝛼3𝑥𝑖3 + 𝛼4𝑥𝑖2

2 + 𝛼5𝑥𝑖3
2 + 𝛼6𝑥𝑖2𝑥𝑖3 + 𝑣𝑖 , 

 

και υπολογίζουμε τον συντελεστή προσδιορισμού 𝑅2 για το μοντέλο 

 

3. Υπολογίζουμε την τιμή της στατιστικής συνάρτησης 𝐿𝑀 = 𝑛𝑅2 ∼ 𝑋𝐿
2 κάτω από 

την 𝐻0, όπου 𝑛 το μέγεθος του δείγματος, 𝐿 το πλήθος των ανεξάρτητων μεταβλητών 

της βοηθητικής παλινδρόμησης (στην συγκεκριμένη περίπτωση 𝐿 = 5). 

4. Eάν η τιμή 𝐿𝑀 > 𝑋𝐿,𝑎
2  τότε απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση. 

 

 

1.5.3.  Ανεξαρτησία υπολοίπων 
 

Μία από τις κύριες προϋποθέσεις που οφείλουμε να ελέγχουμε πάντα για την 

καταλληλότητα του μοντέλου είναι η ανεξαρτησία των υπολοίπων. Ειδικότερα θα θέλαμε να 

ελέγξουμε αν υπάρχει συσχέτιση στα δεδομένα τα οποία έχουν συλλεχθεί ως χρονολογική 

σειρα. Αυτό μπορεί να ελεγχθεί μέσω διαγραμμάτων (residual vs observation order, Time 

Sequence plots, ACF plots) και κάποιων στατιστικών ελέγχων (Durbin-Watson, Breusch-

Godfrey). Στο παρακάτω γράφημα παρουσιάζεται ένας γραφικός έλεγχος των υπολοίπων ως 

προς την χρονολογική σειρά με την οποία συλλέχθηκαν τα δεδομένα. 

 

 

1.6. Διάγραμμα για έλεγχο της Ανεξαρτησίας των υπολοίπων 

Παρατηρούμε,λοιπόν (Γράφημα 1.6) ότι η κατανομή τους στο γράφημα είναι τυχαία οπότε 

δεχόμαστε ότι δεν υπάρχει αυτοσυσχέτιση. 
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1.5.3.1. Ελεγχος Durbin-Watson  

 

Ένα πολύ γνωστό κριτήριο που χρησιμοποιείται συχνά για τον έλεγχο της σχέσης μεταξύ των 

υπολοίπων είναι το Durbin-Watson. Έστω ότι έχουμε το μοντέλο 

𝑦𝑡 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑡1 + 𝛽2𝑥𝑡2 + ⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑡𝑘 + 𝜀𝑡,   t=1,2,…,n 

και τα τυχαία σφάλαματα είναι της μορφής 

𝜀𝑡 = 𝑝𝜀𝑡−1 + 𝑒𝑡 

 Υποθέτουμε λοιπόν για τα σφάλματα ένα αυτοπαλινδρομικό μοντέλο τάξεως 1 (AR(1)) και 

έχουμε τον παρακάτω έλεγχο υποθέσεων:  

 

𝐻0: 𝑝 = 0 (ανεξαρτησία υπολοίπων) 

𝑣𝑠 

𝐻1: 𝑝 ≠ 0  (συσχέτιση μεταξύ των υπολοίπων) 

 

Η διαδικασία του ελέγχου έχει τα παρακάτω στάδια: 

1. Γίνεται εκτίμηση των παραμέτρων του μοντέλου με την μέθοδο ελαχίστων 

τετραγώνων και των υπολοίπων 𝜀1̂, … . , 𝜀𝑛̂, 

2. Ο έλεγχος βασίζεται στην ελεγχοσυνάρτηση  

 

𝑑 =
∑ (𝜀𝑡̂ − 𝜀𝑡̂−1)

2𝑛
𝑡=2

∑ 𝜀𝑡̂
2𝑛

𝑡=1

=
∑ 𝜀𝑡̂

2𝑛
𝑡=2

∑ 𝜀𝑡̂
2𝑛

𝑡=1

+
∑ 𝜀̂2𝑡−1

𝑛
𝑡=2

∑ 𝜀𝑡̂
2𝑛

𝑡=1

− 2
∑ 𝜀𝑡̂𝜀𝑡̂−1

𝑛
𝑡=2

∑ 𝜀𝑡̂
2𝑛

𝑡=1

 

 

Για μεγάλο μέγεθος δείγματος 𝑛, η στατιστική συνάρτηση είναι περίπου ίση με: 

 

𝑑 ≈ 1 + 1 − 2𝜌̂ ≈ 2(1 − 𝜌̂) 
 

όπου ρ ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης των σφαλμάτων. Οταν το ρ ειναι περίπου 

0 η ελεγχοσυνάρτηση παίρνει την τιμή 2. 

3. Για γνωστό μέγεθος δείγματος και αριθμό ανεξάρτητων μεταβλητών βρίσκουμε 

τις κρίσιμες τιμές 𝑑𝐿 που είναι η μικρότερη τιμή  και 𝑑𝑈 είναι η μεγαλύτερη τιμή 

για το επιθυμητό επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας 𝛼 από τον πίνακα Durbin-

Watson . 

4. Για να αποφασίσουμε αν θα απορρίψουμε την μηδενική υπόθεση έχουμε τις 

παρακάτω περιπτώσεις: 

i. Αν 𝜌̂ < 0 (αρνητική συσχέτιση) απορρίπτουμε την μηδενική εάν 0 < 𝑑 <

 𝑑𝐿 
ii. Αν 𝜌̂ > 0 (θετική συσχέτιση) απορρίπτουμε την μηδενική εάν 4 −  𝑑𝐿 <

𝑑 <  4 
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iii. Αν 𝜌̂ = 0 (καμία αυτοσυσχέτιση) απορρίπτουμε εάν 𝑑𝑈 <  𝑑 < 4 − 𝑑𝑈 

 

 

1.5.3.2. Έλεγχος Breusch-Godfrey 
 

Έστω ότι έχουμε το μοντέλο  

𝑦𝑡 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥𝑡2 + 𝛽3𝑥𝑡3 + ⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑡𝑘 + 𝜀𝑡 

και τα τυχαία σφάλματα περιγράφονται από την σχέση: 

𝜀𝑡 = 𝑝1𝜀𝑡−1 + 𝑝2𝜀𝑡−2 + ⋯+ 𝑝𝑞𝜀𝑡−𝑞 + 𝑒𝑡 

Υποθέτουμε για τα σφάλματα ένα αυτοπαλινδρομικό μοντέλο τάξεως q (AR(q)). Οι δύο 

υποθέσεις που μας ενδιαφέρουν είναι: 

𝐻0: 𝑝1 = 𝑝2 = ⋯ = 𝑝𝑞 = 0 

𝑣𝑠 

𝐻1: 𝜏𝜊𝜐𝜆ά𝜒𝜄𝜎𝜏𝜊𝜈 έ𝜈𝛼 𝛼𝜋ό 𝜏𝛼 𝑝𝑗 ≠ 0, 𝑗 = 1,2, … , 𝑞 

Η μέθοδος Breusch-Godfrey ακολουθεί τα παρακάτω στάδια: 

i. Εφαρμόζουμε την μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων και βρίσκουμε τις παραμέτρους 

του μοντέλου και επιπλέον τα υπόλοιπα 𝜀𝑡̂, 

ii. Κάνουμε παλινδρόμηση με εξαρτημένη την 𝜀𝑡̂ ως προς τις μεταβλητές 𝑥𝑡 και έχουμε 

την παρακάτω σχέση: 

𝜀𝑡̂ = 𝛾1 + 𝛾2𝑥𝑡2 + ⋯+ 𝛾𝑘𝑥𝑡𝑘 + 𝛿1𝜀𝑡̂−1 + 𝛿2𝜀𝑡̂−2 + ⋯+ 𝛿𝑞𝜀𝑡̂−𝑞 + 𝑒𝑡, 

και υπολογίζουμε τον συντελεστή προσδιορισμού  𝑅2 του τελευταίου μοντέλου. 

iii. Βασιζόμαστε στην ελεγχοσυνάρτηση όπου για μεγάλο μέγεθος δείγματος κάτω απο 

την 𝐻0 ισχύει: 

 

𝐿𝑀 = (𝑛 − 𝑞)𝑅2 ∼ 𝑋𝑞
2 

iv. Αν η τιμή 𝐿𝑀 υπερβεί την τιμή 𝑋𝑞,𝛼
2  για το επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας α που 

θα ορίσουμε τότε απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση. 

 

1.5.4. Γραμμικότητα των υπολοίπων 
 

Ένας επιπλεόν έλεγχος που μας ενδιαφέρει για το μοντέλο μας είναι η γραμμική σχέση 

ανάμεσα στην εξαρτημένη μεταβλητή 𝑦  και τις επεξηγηματικές μεταβλητές 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛. Η 

συνθήκη αυτή μπορεί εύκολα να διαγνωστεί με την χρήση γραφικών παραστάσεων 

(Scatterplots, plots of residuals(𝑒𝑖) vs fitted values (𝑦𝑖̂)). 
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1.6. Διάγραμμα για έλεγχο της Γραμμικότητας 

 

Στο παραπάνω γράφημα έχουμε ενα διάγραμμα των υπολοίπων ως προς τις 

προσαρμοσμένες τιμές και παρατηρούμε την τυχαιότητα γύρω απο το 0 το οποίο 

υποδηλώνει την προϋπόθεση της γραμμικότητας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

Προβλήματα Στην Γραμμική Παλινδρόμηση Και Τρόποι Επίλυσης 
 

2.1. Προβλήματα στην Γραμμική Παλινδρόμηση 
 

Αρκετές φορές σε μία ανάλυση παρατηρούμε να μην ικανοποιούνται οι 

προϋποθέσεις που αναλύσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο με αποτέλεσμα να έχουμε 

λανθασμένες εκτιμήσεις και γενικότερα μη-έγκυρη συμπερασματολογία. Παρ’όλα αυτά 

υπάρχει η δυνατότητα διόρθωσής τους μέσω διαφόρων μεθόδων που αναλύονται στην 

συνέχεια. 

Εκτός από τις προϋποθέσεις γίνεται αναφορά σε δύο επιπλέον ζητήματα τα οποία 

μπορεί να μην ανήκουν στις βασικές συνθήκες όμως πρέπει πάντα να εξετάζονται. Αυτά είναι 

η εμφάνιση σημείων επιρροής (influential point) και η συγγραμικότητα-

πολυσυγγραμικότητα (collinearity), η παρουσία των οποίων δημιουργεί αρκετά σοβαρά 

προβλήματα στις εκτιμήσεις μας.Παρακάτω παρουσιάζονται τα κριτήρια που 

χρησιμοποιούμε για τον εντοπισμό τους σε μορφή ελέγχων αλλά και μέσω γραφικών 

παραστάσεων, όπως επίσης και οι συνέπειες τους.  

 

2.2. Μη-Κανονικότητα 
 

Όταν τα υπόλοιπα και κατά συνέπεια, οι παρατηρήσεις μας δεν ακολουθούν την κανονική 

κατανομή παραβιάζεται η πρώτη προϋπόθεση που υποθέτουμε για ένα γραμμικό μοντέλο. 

Είναι ιδιαίτερα σημαντική για την εφαρμογή  των στατιστικών ελέγχων t και F και για τους 

υπολογισμούς των διαστημάτων εμπιστοσύνης και πρόβλεψης και όχι τόσο για την εκτίμηση 

παραμέτρων στο μοντέλο. Υπάρχουν κάποιοι τρόποι τους οποίους μπορούμε να 

χρησιμοποιήσουμε για να την αντιμετωπίσουμε. 

Ο πιο συνηθισμένος τρόπος είναι ο μετασχηματισμός Box-Cox (Box-Cox transformation) που 

είναι στην ουσία ένα σύνολο μετασχηματισμών που μπορούμε να εφαρμόσουμε στην 

εξαρτημένη μεταβλητή αλλά και στις επεξηγηματικές (τετραγωνική ρίζα, λογαριθμικός 

μετασχηματισμός, αντίστροφος αριθμός).  
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2.3. Ετεροσκεδαστικότητα 
 

Μία από τις πιο σημαντικές συνθήκες που πρέπει να ελέγχουμε για την καταλληλότητα ενός 

μοντέλου είναι η ομοσκεδαστικότητα, δηλαδή η σταθερή διασπορά των υπολοίπων. Όμως, 

πολλές φορές τυχαίνει να παραβιάζεται η συγκεκριμένη προϋπόθεση και τότε έχουμε το 

φαινόμενο της ετεροσκεδαστικότητας. Πιθανές αιτίες που να προκαλούν την 

ετεροσκεδαστικότητα μπορεί να είναι είτε η εμφάνιση έκτροπων παρατηρήσεων είτε ότι το 

μοντέλο δεν έχει καθοριστεί σωστά (αφαίρεση σημαντικών μεταβλητών από το μοντέλο). 

Δημιουργεί πρόβλημα οταν εφαρμόζουμε τους στατιστικούς ελέγχους υποθέσεων με 

μεγάλη πιθανότητα εμφάνισης του σφάλματος τύπου 𝐼  καθώς και στα διαστήματα 

εμπιστοσύνης που φαίνεται να εμφανίζουν μεγάλο εύρος. 

 

Στην προσπάθεια να βελτιωθεί το πρόβλημα της ετεροσκεδαστικότητας έχουν αναπτυχθεί 

κάποιες μέθοδοι, οι οποίες είναι οι εξής: 

• Μετασχηματισμός της μεταβλητής απόκρισης Υ όπως αναφέρθηκε και παραπάνω 

στην περίπτωση της μη-κανονικότητας των υπολοίπων. 

• Μέθοδος σταθμισμένων ελαχίστων τετραγώνων (Weighted least squares method) 

Η συγκεκριμένη μέθοδος χρησιμοποιείται όταν τα τυχαία σφάλματα είναι 

ασυσχέτιστα αλλά δεν έχουν σταθερή διασπορά και ισοδυναμεί με την μέθοδο 

ελαχίστων τετραγώνων σε μοντέλο με μετασχηματισμένες μεταβλητές. 

Έστω το γραμμικό μοντέλο (σε μορφή πινάκων) 

𝑦 = 𝛸𝛽 + 𝜀, 

 

με 𝑉(𝜀) = 𝜎2𝑉 = 𝜎2

[
 
 
 
 
1

𝑤1
⁄ 0 … 0

0 1
𝑤2

⁄ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 … 1
𝑤𝑛

⁄ ]
 
 
 
 

 

 

Θέτουμε 𝑊 = 𝑉−1 και το μοντέλο μετασχηματίζεται σε: 

𝑊𝑦 = 𝑊𝛸𝛽 + 𝑊𝜀 

ή 

𝑦∗ = 𝑋∗𝛽 + 𝜀∗ 

 

Το μετασχηματισμένο μοντέλο έχει διασπορά: 

𝑉(𝜀) = 𝜎2𝐼 
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Επομένως, ικανοποιούνται όλες οι προϋποθέσεις για τα τυχαία σφάλματα και                 

γίνεται εφαρμογή της μεθόδου ελαχίστων τετραγώνων και έχουμε την παρακάτω   

εκτιμήτρια: 

 

𝛽̂𝑊𝐿𝑆 = (𝛸′𝑊𝛸)−1𝛸′𝑊 𝑦 = (𝛸′𝑉−1𝛸)−1𝛸′𝑉−1 𝑦 

 

• Μέθοδος White 

Στο πολλαπλό γραμμικό μοντέλο όταν ισχύουν όλες οι προϋποθέσεις για τα υπόλοιπα ο 

πίνακας διασποράς-συνδιασποράς δίνεται από την σχέση: 

𝑉(𝛽̂) = (𝛸′𝛸)−1𝑋′𝛺𝛸(𝛸′𝛸)−1                                                                                               (5)                                                                                            

όπου 𝛺 = 𝜀𝜀′  

Στην περίπτωση της ομοσκεδαστικότητας 𝛺 = 𝜎2𝛪 και επομένως 

𝑉(𝛽̂) = 𝜎2(𝛸′𝛸)−1   

ενώ στην περίπτωση της ετεροσκεδαστικότητας  έχουμε δύο περιπτώσεις: 

i. Όταν ο 𝛺 είναι γνωστός χρησιμοποιούμε την σχέση (5) 

ii. Όταν ο 𝛺 είναι άγνωστος χρειαζόμαστε μία εκτίμησή του που βασίζεται στην 

αντικατάσταση των διαγώνιων στοιχείων του από τα τετράγωνα των εκτιμήσεων των 

υπολοίπων και επομένως ο πίνακας διασποράς-συνδιασποράς  δίνεται από την 

σχέση  (White 1980) 

𝑉(𝛽̂) = 𝜎2(𝛸′𝛸)−1𝑋′𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑒𝑖
2̂]𝛸(𝛸′𝛸)−1 

 

2.4. Αυτοσυσχέτιση (Autocorrelation) 
 

Η συσχέτιση των υπολοίπων σε μία στατιστική ανάλυση είναι ένα πολύ συχνό φαινόμενο το 

οποίο το ονομάζουμε αυτοσυσχέτιση. Ένας πολύ συνηθισμένος λόγος για τον οποίο υπάρχει 

αυτοσυσχέτιση είναι ο τρόπος συλλογής των δεδομένων και εμφανίζεται πολλές φορές σε 

δεδομένα τα οποία έχουν συλλεχθεί σε χρονολογική σειρά, όπως σε μελέτη φυσικών 

φαινομένων και σε βιολογικές μελέτες. 

Η παρουσία της οδηγεί στην έλλειψη αποτελεσματικότητας των εκτιμητριών ελαχίστων 

τετραγώνων και πιο συγκεκριμένα οι ε.ε.τ. εξακολουθούν να είναι αμερόληπτες εκτιμήτριες, 

όμως δεν έχουν την ελάχιστη δυνατή διασπορά. Επιπλέον, τα διαστήματα εμπιστοσύνης και 

οι στατιστικοί έλεγχοι σημαντικότητας δεν είναι έγκυροι. 
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Παρ’όλα αυτά είναι δυνατή η εφαρμογή κάποιων μεθόδων ώστε να αντιμετωπιστεί το 

πρόβλημα της αυτοσυσχέτισης, οι οποίες είναι οι εξής: 

 

• Γενικευμένη μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων (Generalized least squares method)  

Η συγκεκριμένη μέθοδος χρησιμοποιείται στην περίπτωση της ετεροσκεδαστικότητας 

και της αυτοσυσχέτισης ταυτόχρονα. 

Έστω ότι έχουμε το μοντέλο  

       𝑦𝑡 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥𝑡 + 𝜀𝑡                                                                                                                  (6)                                                                                            

      και υποθέτουμε ότι το τυχαίο σφάλμα είναι της μορφής 

𝜀𝑡 = 𝜌𝜀𝑡−1 + 𝑢𝑡 

δηλαδή υπάρχει αυτοσυσχέτιση πρώτου βαθμού μεταξύ των σφαλμάτων. Η διαδικασία       

χωρίζεται σε δύο περιπτώσεις: 

i. όταν το 𝜌 είναι γνωστό 

ii. όταν το 𝜌 δεν είναι γνωστό 

Στην πρώτη περίπτωση που γνωρίζουμε την μορφή των υπολοίπων η διαδικασία έχει ως 

εξής: 

Αφού το μοντέλο μας ισχύει για την χρονική στιγμή 𝑡, θα ισχύει και για την χρονική στιγμή 

𝑡 − 1, επομένως  

 

𝑦𝑡−1 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡−1, 

 

Στην συνέχεια πολλαπλασιάζουμε την σχέση με την ποσότητα 𝑝 και έχουμε 

 

𝜌𝑦𝑡−1 = 𝜌𝛽1 + 𝜌𝛽2𝑥𝑡−1 + 𝜌𝜀𝑡−1 

Αφαιρούμε τις σχέσεις  

 

𝑦𝑡 −  𝜌𝑦𝑡−1 = 𝛽1(1 − 𝜌) + 𝛽2(𝑥𝑡 − 𝜌𝑥𝑡−1) + 𝑢𝑡, 𝜇𝜀 𝑢𝑡 = 𝜀𝑡 − 𝜌𝜀𝑡−1 

 

Η τελευταία σχέση μπορεί να γραφτεί ως: 

 

𝑦𝑡
∗ = 𝛽1

∗ + 𝛽2
∗𝑥𝑡

∗ + 𝑢𝑡 , 
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όπου 𝛽1
∗ = 𝛽1(1 − 𝜌),  𝛽2

∗ = 𝛽2, 𝑦𝑡
∗ = 𝑦𝑡 −  𝜌𝑦𝑡−1,  𝑥𝑡

∗ = 𝑥𝑡 − 𝜌𝑥𝑡−1. 

Εφαρμόζουμε την μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων για τις νέες μεταβλητές και γίνεται 

εκτίμηση των νέων συντελεστών παλινδρόμησης. 

 

Στην δεύτερη περίπτωση όπου το 𝜌 είναι άγνωστο μπορεί να εκτιμηθεί με τoυς 

παρακάτω τρόπους: 

a. μέσω του βοηθητικού μοντέλου  𝜀𝑡̂ = 𝜌𝜀𝑡̂−1 + 𝑢𝑡 

b. από την μέθοδο Cochrane-Orcutt: 

Η διαδικασία ακολουθεί τα παρακάτω βήματα: 

1) εφαρμόζουμε την μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων κάνουμε εκτίμηση των 

τυχαίων σφαλμάτων 𝜀𝑡̂ 

2) Από την  παλινδρόμηση 𝜀𝑡̂ = 𝜌𝜀𝑡̂−1 + 𝑢𝑡 βρίσκουμε το 𝜌̂ 

3) Το μοντέλο μας ισχύει για την χρονική στιγμή 𝑡, επομένως θα ισχύει και 

για την χρονική στιγμή 𝑡 − 1 και έχουμε την σχέση 

 

𝑦𝑡−1 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡−1, 

 

την οποία πολλαπλασιάζουμε με το 𝜌̂ και έχουμε την σχέση 

 

𝜌̂𝑦𝑡−1 = 𝜌̂𝛽1 + 𝜌̂𝛽2𝑥𝑡−1 + 𝜌̂𝜀𝑡−1                                                                    (7) 

 

Αφαιρούμε τις σχέσεις (6) και (7) και καταλήγουμε σε μία νέα σχέση που  

 

𝑦𝑡
∗ = 𝛽1

∗ + 𝛽2
∗𝑥𝑡

∗ + 𝜀𝑡
∗,                                                                                         (8)      

 

Με 𝑦𝑡
∗ = 𝑦𝑡 − 𝜌̂𝑦𝑡−1, 𝛽1

∗ = 𝛽1(1 − 𝜌̂),𝛽2
∗ = 𝛽2, 𝑥𝑡

∗ = (𝑥𝑡 − 𝜌̂𝑥𝑡−1), 𝜀𝑡
∗ =

(𝜀𝑡 − 𝜌̂𝜀𝑡−1) 
 

 κάνουμε την παλινδρόμηση για το τελευταίο μοντέλο με την μ.ε.τ. για να 

βρούμε τους συντελεστές 𝛽1
∗, 𝛽2

∗ 

4) Αντικαθιστούμε στην σχέση (6) τα 𝛽1
∗, 𝛽2

∗ και υπολογίζουμε τα νέα 

υπόλοιπα: 

𝜀𝑡̂
∗∗ = 𝑦𝑡 − 𝛽1

∗ − 𝛽2
∗𝑥𝑡 

5) Από την παλινδρόμηση  

𝜀𝑡̂
∗∗ =  𝜌𝜀𝑡̂−1

∗ + 𝜔𝑡 
βρίσκουμε την νέα εκτίμηση του 𝜌 

6) Επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία απο το βήμα 3 και όταν 

παρατηρήσουμε μία σύγκλιση σε έναν συγκεκριμένο αριθμό αυτή είναι η 

τελική εκτίμηση για το 𝜌 

 

c. από την μέθοδο Hildreth-Lu: 
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Η διαδικασία αυτή έχει τα παρακάτω βήματα: 

1) Επιλέγουμε μία τιμή για το 𝜌 (έστω 𝜌1) και για την τιμή αυτή 

μετασχηματίζουμε την σχέση (6) στην σχέση (8) και εφαρμόζουμε την 

μ.ε.τ. 

2) Από το βήμα (1) υπολογίζουμε τα υπόλοιπα 𝜀𝑡̂ και το άθροισμα των 

τετραγώνων των υπολοίπων 𝑆𝑆𝑅. Στην συνέχεια επιλέγουμε μία άλλη 

τιμή για το 𝜌 (έστω 𝜌2) και επαναλαμβάνουμε τα βήματα 1 και 2. 

3) Επιλέγοντας τιμές για το 𝜌 απο το διάστημα [-1,1] με ένα συστηματικό 

τρόπο (έστω ανά βήμα 0.05) παίρνουμε τις αντίστοιχες τιμές για το 

άθροισμα τετραγώνων των υπολοίπων και επιλέγουμε το 𝜌 για το οποίο 

ελαχιστοποείται το 𝑆𝑆𝑅 για την αντίστοιχη παλινδρόμηση. 

 

Μετά την εκτίμηση του 𝜌 υπολογίζονται και οι συντελεστές 𝛽1
∗, 𝛽2

∗ οι οποίοι ονομάζονται 

Feasible GLS. 

• Εφαρμογή μεθόδου Newey -West 

Ο εκτιμητής Newey-West αποτελεί μία επέκταση της μεθόδου White καθώς 

χρησιμοποιείται για την διόρθωση του προβλήματος της αυτοσυσχέτισης αλλά και της 

ετεροσκεδαστικότητας. Η μέθοδος αυτή προτάθηκε από τους Whitney K. Newey και 

Kenneth D. West  (1987) και είναι έγκυρη ιδιαιτέρως για μεγάλο αριθμό παρατηρήσεων. 

Πρόκειται για μία εκτίμηση του πίνακα συνδιακύμανσης που έχει την μορφή: 

 𝑉𝑎𝑟(𝛽̂) = (𝛸′𝛸)−1{∑ 𝜀𝑡̂
2𝑥𝑡𝑥𝑡

′𝑇
𝑡=1 + 2∑ ∑ 𝑤𝑝𝑒̂𝑡

𝑇
𝑡=𝑞+1

𝑞
𝑝=1 𝑒̂𝑡−𝑝(𝑥𝑡𝑥𝑡−𝑝

′ + 𝑥𝑡−𝑝𝑥𝑡
′)}(𝛸′𝛸)−1,  

όπου 𝑤𝑝 η συνάρτηση βάρους Bartlett  με  𝑤𝑝 = 1 −
𝑝

𝑞+1
, η οποία εξαρτάται από την           

παράμετρο 𝑞 και αυξάνεται σύμφωνα με το μέγεθος του δείγματος έτσι ώστε ο εκτιμητής να 

είναι συνεπής. Οι Newey-West πρότειναν η 𝑞 παράμετρος να είναι το ακέραιο μέρος του 

αριθμού 

4( 
𝛵

100
)2 9⁄ , 

όπου Τ είναι ο αριθμός των παρατηρήσεων. 

 

2.5. Έκτροπη παρατήρηση- Μόχλευση-Σημείο επιρροής (Outlier-Leverage-Influential 

point) 
 

Η έκτροπη παρατήρηση (outlier) είναι  μία παρατήρηση με πολύ μεγάλη τιμή της 

εξαρτημένης μεταβλητής 𝑌 και μπορεί να γίνει ορατή σε ένα γράφημα επειδή είναι πολύ 

μακριά από τα υπόλοιπα δεδομένα και δεν ακολουθεί το ίδιο μοτίβο με τις υπόλοιπες 

παρατηρήσεις. Η ύπαρξη τέτοιων παρατηρήσεων οδηγεί σε αύξηση της διασποράς των 

τυχαίων σφαλμάτων, σε μείωση της ισχύος των στατιστικών ελέγχων, στην εμφάνιση των 

σφαλμάτων τύπου 𝐼, 𝐼𝐼 και στις λανθασμένες εκτιμήσεις των παραμέτρων. 
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Η μόχλευση (leverage) ορίζεται ως το διαγώνιο στοιχείο του πίνακα H που στην περίπτωση 

του απλού γραμμικού μοντέλου δίνεται από την σχέση  

ℎ𝑖𝑖 =
1

𝑛
+

 ( 𝑥𝑖 − 𝑥̅)2

∑  ( 𝑥𝑗 − 𝑥̅)2𝑛
𝑗=1

 

Ο πίνακας H είναι ένας πίνακας στον οποίο αποτυπώνεται η επιρροή που έχει η κάθε τιμή 

της μεταβλητής 𝑦𝑗 σε καθεμία από τις προσαρμοσμένες τιμές 𝑦̂𝑖 και ορίζεται ως 𝛨 =

𝑋(𝑋′𝑋)−1𝑋′. 

Ο συνδυασμός των δύο προηγούμενων γεγονότων, δηλαδή μία έκτροπη παρατήρηση με 

υψηλή μόχλευση  αναφέρεται ως σημείο επιρροής (influential point). Τα σημεία επιρροής 

και οι παρατηρήσεις με υψηλή μόχλευση επιδρούν σημαντικά στις εκτιμήσεις των 

συντελεστών παλινδρόμησης και επομένως στην προσαρμοσμένη ευθεία. Στην συνέχεια 

παρουσιάζονται διαγράμματα σχετικά με το πως φαίνονται και την επιρροή που έχουν αυτές 

οι παρατηρήσεις: 

 

 

2.2 Διαγράμματα για την παρουσία (α) έκτροπης παρατήρησης, 

(β) σημείου επιρροής, (γ) σημείου με υψηλή μόχλευση 

Στα παραπάνω διαγράμματα παρουσιάζονται και οι τρείς περιπτώσεις των παρατηρήσεων 

που αναλύσαμε. Πιο συγκεκριμένα, στην πρώτη εικόνα παρατηρούμε ένα σημείο με αρκετά 

μεγάλη τιμή 𝑌 αλλά χωρίς να επηρεάζει την ευθεία της παλινδρόμησης (έκτροπη 

παρατήρηση). Στην δεύτερη ένα σημείο αρκετά μακριά από τα υπόλοιπα που όμως 

επηρεάζει τους συντελεστές του μοντέλου και κατά συνέπεια την ευθεία της παλινδρόμησης 

οπότε αποτελεί σημείο επιρροής και, τέλος στην τρίτη ένα σημείο με υψηλή μόχλευση που 

δεν έχει επίδραση στους συντελεστές.  

 

2.5.1. Αιτίες εμφάνισης σημείων επιρροής 
 

Πιθανές αιτίες που συμβάλλουν στην εμφάνιση των συγκεκριμένων παρατηρήσεων μπορεί 

να είναι οι εξής: 
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• να έχει γίνει κάποιο τυπογραφικό λάθος κατά την συλλογή, καταγραφή ή εισαγωγή 

των δεδομένων 

• τα δεδομένα που θέλουμε να μελετήσουμε να προέρχονται απο διαφορετικό 

πληθυσμό 

• να έχουμε κάνει εσφαλμένη υπόθεση για την κατανομή που ακολουθούν τα 

δεδομένα. 

•  

2.5.2. Μέτρα επιρροής 
 

Εκτός απο τις ενδείξεις που μπορούμε να παρατηρήσουμε σε κάποιο γράφημα έχουν 

αναπτυχθεί κάποια μέτρα που είναι κατάλληλα για τον εντοπισμό σημείων επιρροής και 

αυτά είναι: η απόσταση του Cook, το DFBETAS και το DFFIΤS. 

 

2.5.2.1 Απόσταση Cook (Cook’s distance) 
 

Ένα πολύ γνωστό μέτρο το οποίο χρησιμοποιείται συχνά για να εντοπίσουμε σημεία 

επιρροής είναι η απόσταση του Cook (Cook’s distance) και ορίζεται ως εξής: 

𝐷𝑖 =
(𝛽̂(𝑖) − 𝛽̂)

′
(𝛸′𝛸)(𝛽̂(𝑖) − 𝛽̂)

(𝑝 + 1)𝑆2
, 

όπου  𝛽̂(𝑖) το διάνυσμα των εκτιμήσεων των συντελεστών του μοντέλου χωρίς την i

παρατήρηση επιρροής και 𝑝 ο αριθμός των παραμέτρων. Εάν το 𝐷𝑖 > 4
𝑛⁄   , 𝑛 ο αριθμός των 

παρατηρήσεων , τότε   
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2.3.Διάγραμμα για εντοπισμό σημείων επιρροής 

Στο παραπάνω γράφημα (Γράφημα 2.3) παρουσιάζεται ένα διάγραμμα σημείων επιρροής τα 

οποία έχουν μεγάλη τιμή της απόστασης Cook και δηλώνονται με τον αριθμό  της 

παρατήρησης. 

 

2.5.2.2. DFBETAS 
 

Είναι ένα μέτρο με το οποίο εκτιμάται σε τι βαθμό επηρεάζει η αφαίρεση της i-οστής 

πααρατήρησης τις εκτιμήσεις των συντελεστών παλινδρόμησης και δίνεται απο την σχέση: 

 

𝐷𝐹𝐵𝐸𝑇𝐴𝑆𝑖 =
 𝛽𝑗̂ − 𝛽𝑗(𝑖)

̂

√𝑆(𝑖)
2 𝑐𝑗𝑗  

, 

 

όπου   𝛽𝑗̂ η εκτίμηση της παραμέτρου 𝛽𝑗, 𝛽𝑗(𝑖)
̂  η εκτίμηση της παραμέτρου 𝛽𝑗 χωρίς την i-

οστή παρατήρηση και 𝑐𝑗𝑗 το j-οστό διαγώνιο στοιχείο του πίνακα (𝛸′𝛸)−1. Η μεγάλη τιμή 

του DFBETAS και συγκεκριμένα εάν ξεπερνάει την τιμή 2
√𝑛

⁄  μας δείχνει ότι η επιρροή της i-

οστής παρατήρησης στον συντελεστή 𝛽𝑗  είναι αξιοσημείωτη. 
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2.5.2.3. DFFITS 
 

Ένα  ακόμα κριτήριο είναι το  DFFITS το οποίο μας δείχνει πως επηρεάζεται η 

προσαρμοσμένη τιμή 𝑦𝑖 με την απαλοιφή της i-οστής παρατήρησης. 

 

𝐷𝐹𝐹𝐼𝑇𝑆 =
 𝑦𝑖̂ − 𝑦(𝑖)̂

√𝑆(𝑖)
2 𝑐𝑗𝑗  

, 

όπου 𝑦(𝑖)̂ η προσαρμοσμένη 𝑦𝑖 χωρίς την i-οστή παρατήρηση. Μεγάλες τιμές του DFFITS  και 

ειδικότερα εάν είναι μεγαλύτερες του 2√𝑝
𝑛⁄  υποδεικνύει ότι η i-οστή παρατηρήση είναι 

σημείο επιρροής. 

 

2.6. Συγγραμικότητα-Πολυσυγγραμικότητα 
 

Πολλές φορές στην γραμμική παλινδρόμηση τυχαίνει να συναντήσουμε την ύπαρξη 

γραμμικής σχέσης μεταξύ των στηλών στον πίνακα  𝛸 το οποίο φαινόμενο το ονομάζουμε 

συγγραμικότητα ή πολυσυγγραμικότητα.Όταν παρουσιαστεί συσχέτιση μεταξύ δύο 

επεξηγηματικών μεταβλητών έχουμε συγγραμικότητα, ενώ όταν υπάρχει ανάμεσα σε 

περισσότερες απο δύο ανεξάρτητες έχουμε πολυσυγγραμικότητα. Κατά συνέπεια η ύπαρξη 

πολυσυγγραμικότητας ισοδυναμεί με την εξάρτηση (έλλειψη ανεξαρτησίας) των 

εμπλεκομένων επεξηγηματικών μεταβλητών Χ του μοντέλου. Υπάρχουν δύο περιπτώσεις 

πολυσυγγραμικότητας ανάλογα με την σχέση που συνδέει τις μεταβλητές : 

• η πλήρης ή τέλεια πολυσυγγραμικότητα (Perfect Multicollinearity), όπου η σχέση 

ανάμεσα στις επεξηγηματικές μεταβλητές είναι  γραμμική και αυτό καθιστά αδύνατο 

τον υπολογισμό των εκτιμητριών ελαχίστων τετραγώνων, καθώς ο πίνακας  𝛸′𝛸είναι 

μη-αντιστρέψιμος. 

• η μερική πολυσυγγραμικότητα (Near Multicollinearity), όπου μπορεί να γίνει 

εκτίμηση των παραμέτρων αλλά τα αποτελέσματα μπορεί να μην είναι αξιόπιστα. 

Στην περίπτωση που έχουμε ως στόχο να χρησιμοποιήσουμε το μοντέλο μας για σκοπούς 

πρόβλεψης η πολυσυγγραμικότητα δεν μας δημιουργεί ιδιαίτερα μεγάλο πρόβλημα. 
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2.6.1. Ενδείξεις  
 

Πρίν εφαρμόσουμε κάποιους ελέγχους προκειμένου να εντοπίσουμε το πρόβλημα της 

πολυσυγγραμικότητας υπάρχουν κάποιες ενδείξεις οι οποίες υποδεικνύουν την ύπαρξή της. 

Πιο συγκεκριμένα κάποιες από τις ενδείξεις είναι οι παρακάτω:  

• Εάν προκύπτουν μεγάλες αλλαγές στις εκτιμήσεις των συντελεστών παλινδρόμησης 

ή των τυχαίων σφαλμάτων με την προσθήκη ή την αφαίρεση ανεξάρτητης 

μεταβλητής 

• Μεγάλες τιμές τυπικών σφαλμάτων και επομένως μεγάλο εύρος στα διαστήματα 

εμπιστοσύνης για τους συντελεστές 

• Οι F-έλεγχοι για τις ανεξάρτητες μεταβλητές να βγαίνουν στατιστικά σημαντικοί, ενώ 

οι t-ελεγχοι για κάθε μεταβλητή ξεχωριστά να μην είναι σημαντικοί 

• Όταν υπάρχει ισχυρή συσχέτιση ανάμεσα σε ανεξάρτητες μεταβλητές 

• Όταν τα πρόσημα των συντελεστών παλινδρόμησης δεν έχουν κάποια λογική 

ερμηνεία 

 

2.6.2. Αιτίες  
 

Οι βασικότεροι λόγοι για τους οποίους εμφανίζεται το συγκεκριμένο πρόβλημα σε μία 

ανάλυση είναι: 

• Η μέθοδος με την οποία συλλέγουμε τα δεδομένα , χρησιμοποιώντας περιορισμένο 

αριθμό επεξηγηματικών μεταβλητών. 

• Οι περιορισμοί στο μοντέλο ή στον πληθυσμό που μπορούν να οριστούν ή από τον 

ερευνητή ή να είναι αποτέλεσμα λόγω της φύσης της μελέτης που κάνουμε. Για 

παράδειγμα, εάν μας ενδιαφέρει η επίδραση που έχει στην κατανάλωση ηλεκτρικού 

ρεύματος το εισόδημα και το  μέγεθος της κατοικίας ένας φυσικός περιορισμός στον 

πληθυσμό είναι ότι συνήθως οικογένειες με υψηλό εισόδημα έχουν μεγαλύτερα 

σπίτια σε σχέση με οικογένειες χαμηλότερου εισοδήματος. 

• Η επιλογή του μοντέλου. Η προσθήκη πολυωνυμικών όρων στο μοντέλο μπορεί να 

προκαλέσει πολυσυγγραμικότητα. 

• Το μεγάλο πλήθος επεξηγηματικών μεταβλητών σε μικρό μέγεθος δείγματος 

Συναντάται πολύ συχνά σε ιατρικές έρευνες, καθώς υπάρχει ανάγκη συλλογής 

πληροφορίας για  μεγάλο αριθμό επεξηγηματικών μεταβλητών από μικρό αριθμό 

ασθενών. 

 

2.6.3. Συνέπειες  
 

Η παρουσία της πολυσυγγραμικότητας σε μία ανάλυση όπως είναι λογικό επιφέρει και 

κάποιες συνέπειες. Πιο συγκεκριμένα: 
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1. Εάν η σχέση εξάρτησης μεταξύ των επεξηγηματικών μεταβλητών είναι  γραμμική οι 

εκτιμήτριες ελαχίστων τετραγώνων δεν μπορούν να οριστούν καθώς ο πίνακας 𝛸′𝛸 

είναι ιδιάζων και δεν αντιστρέφεται, επομένως,ο υπολογισμός των εκτιμήσεων των 

συντελεστών παλινδρόμησης είναι αδύνατος 

2. έχουμε μεγάλες τιμές στις διασπορές και τα τυπικά σφάλματα των εκτιμητριών 

ελαχίστων τετραγώνων με αποτέλεσμα να υπάρχει μεγάλο εύρος στα διαστήματα 

εμπιστοσύνης, 

3. Δημιουργείται πρόβλημα στους στατιστικούς ελέγχους με αποτέλεσμα να κρίνουμε 

μη σημαντική μια μεταβλητή η οποία στην πραγματικότητα είναι σημαντική για το 

μοντέλο μας 

4. Οι εκτιμήτριες ελαχίστων τετραγώνων και τα τυπικά σφάλματα είναι πολύ ευαίσθητα 

σε μικρές αλλαγές 

5. Έχουμε λανθασμένες εκτιμήσεις για τους συντελεστές παλινδρόμησης. 

 

2.6.4. Μέθοδοι ελέγχου  
 

Στην συνέχεια αφού έχουμε κάποιες ενδείξεις για την παρουσία του προβλήματος της 

πολυσυγγραμικότητας μπορούμε να εφαρμόσουμε κάποιους ελέγχους.  

 

2.6.4.1. Πίνακας συσχέτισης (Correlation Matrix) 
 

Ένας απλός τρόπος για να ελέγξουμε την σχέση ανάμεσα σε δύο επεξηγηματικές μεταβλητές 

είναι ο πίνακας συσχέτισης 𝛸′𝛸 και πιο συγκεκριμένα τα μη-διαγώνια στοιχεία του τα οποία 

αποτελούν τον συντελεστή αυτοσυσχέτισης ανάμεσα στις δύο μεταβλητές.Πιο συγκεκριμένα 

εαν η απόλυτη τιμή των μη-διαγώνιων στοιχείων του πίνακα είναι πολύ κοντά στην μονάδα 

τότε υποδεικνύει οτι υπάρχει υψηλή συσχέτιση μεταξύ των δύο μεταβλητών και επομένως 

υπάρχει πρόβλημα πολυσυγγραμικότητας. 

Η συγκεκριμένη μέθοδος όμως, είναι κατάλληλη μόνο για να δούμε την σχέση ανάμεσα σε 

δύο μεταβλητές και όχι σε περισσότερες που μας ενδιαφέρει να ελέγχουμε σε ένα πολλαπλό 

γραμμικό μοντέλο. 

 

2.6.4.2. Παράγοντας μεγέθυνσης διασποράς (VIF) 
 

Ένα μέτρο για να υπολογίσουμε τον βαθμό της πολυσυγγραμικότητας μιας επεξηγηματικής 

μεταβλητής 𝑥𝑗 είναι ο παράγοντας μεγέθυνσης διασποράς (Variance Inflation Factor- VIF), ο 

οποίος ορίζεται  από τη σχέση: 
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𝑉𝐼𝐹𝑗 =
1

1 − 𝑅𝑗
2 , 

όπου 𝑅𝑗
2 ο συντελεστής προσδιορισμού μιας παλινδρόμησης με εξαρτημένη μεταβλητή την 

𝑥𝑗 και επεξηγηματικές όλες τις υπόλοιπες. 

 

Όσον αφορά τις τιμές του 𝑉𝐼𝐹 έχουμε πρόβλημα συγγραμικότητας αν ισχύει κάποια από τις 

παρακάτω περιπτώσεις: 

 

• max
𝑗

𝑉𝐼𝐹𝑗 > 10 

• 
∑ 𝑉𝐼𝐹𝑗

𝑝
𝑗=1

𝑝
> 1 

 

•  Μεγάλη τιμή του συντελεστή προσδιορισμού 𝑅𝑗
2  

 

 2.6.4.3. «Ανοχή» («Tolerance») 
 

Μία άλλη μέθοδος που χρησιμοποιείται για την παρουσία της πολυσυγγραμικότητας είναι η  

«Ανοχή» («Tolerance»), η οποία δείχνει το ποσοστό της διασποράς της μεταβλητής 𝑥𝑗 που 

δεν μπορεί να υπολογιστεί απο τις 𝑘 − 2 επεξηγηματικές μεταβλητές και χρησιμοποιείται 

σαν δείκτης του βαθμού συγγραμικότητας που σχετίζεται με την  𝑥𝑗. 

Δίνεται από την σχέση: 

1

𝑉𝐼𝐹𝑗
= 1 − 𝑅𝑗

2, 

όπου 𝑅𝑗
2 είναι ο συντελεστής προσδιορισμού της παλινδρόμησης με εξαρτημένη μεταβλητή 

την 𝑥𝑗 και όταν παίρνει τιμή μικρότερη απο το 0.1 δηλώνει πρόβλημα πολυσυγγραμικότητας.  

 

2.6.4.4.Ανάλυση ιδιοτιμών του πίνακα 𝜲′𝜲 
 

Ένας άλλος τρόπος για να διαπιστώοσυμε την ύπαρξη της πολυσυγγραμικότητας είναι με την 

βοήθεια των ιδιοτιμών του πίνακα 𝛸′𝛸 και πιο συγεκριμένα με τον αριθμό κατάστασης του 

πίνακα (condition number) και τον δείκτη κατάστασης (condition index). 

• Αριθμός κατάστασης (Condition number) 

Ο αριθμός κατάστασης ( Condition number) είναι το πηλίκο της μέγιστης ιδιοτιμής προς την 

ελάχιστη ιδιοτιμή του πίνακα 𝛸′𝛸 : 
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𝜅 =
𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛
 

Για τιμές μικρότερες του 100 δεν έχουμε σοβαρό πρόβλημα, για τιμές ανάμεσα στο 100 και 

το 1000 υποδηλώνει μέτριο πρόβλημα και για τιμές μεγαλύτερες του 1000 έχουμε σοβαρό 

πρόβλημα πολυσυγραμικότητας. 

• Δείκτης κατάστασης (Condition Index -CI) 

Ο δείκτης κατάστασης είναι η τετραγωνική ρίζα του πηλίκου της μέγιστης ιδιοτιμής του  του 

πίνακα 𝛸′𝛸 ως προς την j ιδιοτιμή, δηλαδή 

𝐶𝐼𝑗 =
𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑗
 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑝 

Όταν 

30 < 𝐶𝐼𝑗 < 100   έχουμε  μέτριο πρόβλημα 

και όταν 

𝐶𝐼𝑗 > 100 έχουμε σοβαρό πρόβλημα πολυσυγγραμικότητας. 

Γενικότερα, στην περίπτωση που δεν έχουμε πολυσυγγραμικότητα οι ιδιοτιμές του πίνακα 

θα πρέπει να είναι ίσες με την μονάδα. Πολύ μικρές ή πολύ μεγάλες τιμές των ιδιοτιμών 

υποδηλώνουν πρόβλημα. 

 

2.6.4.5. Variance-decomposition proportion 
 

Έστω το μοντέλο 𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜀 και εφαρμόζουμε στον πίνακα 𝑋 την μέθοδο 𝑆𝑉𝐷 με την οποία 

μπορεί να γραφτεί ως  𝑋 = 𝑄𝛬1 2⁄ 𝑃′, όπου 𝑄 ένας 𝑛𝑥𝑝 πίνακας τέτοιος ώστε 𝑄𝑄′ = 𝛪 και 𝑃′ 

ένας 𝑝𝑥𝑝 με 𝑃𝑃′ = 𝐼. 

Έτσι η διασπορά της εκτιμήτριας ελαχίστων τετραγώνων δίνεται από την σχέση: 

𝑉(𝛽̂) =  𝜎2(𝛸′𝛸)−1 = 𝜎2 𝑃𝛬−1 𝑃′, 

όπου 𝛬 ένας διαγώνιος πίνακας με διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιμές του πίνακα 𝛸′𝛸 

𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑝., 

Για τον k-οστό όρο του 𝛽̂ έχουμε: 

V(𝛽𝑘̂) =  𝜎2 ∑
𝑝𝑘𝑗

2

𝜆𝑗

𝑝
𝑗=1    και 

𝜋𝑗𝑘 =
𝜑𝑘𝑗

𝜑𝑘
, 𝑘 = 1,… , 𝑝 𝜇𝜀 𝜑𝑘𝑗 =

𝑝𝑘𝑗
2

𝜆𝑗
 𝜅𝛼𝜄 𝜑𝑘 = ∑ 𝜑𝑘𝑗

𝑝
𝑗=1  , 

όπου 𝑝𝑗𝑘 είναι το (𝑘, 𝑗) στοιχείο του πίνακα 𝑃. Επομένως, η διασπορά V(𝛽𝑘̂) σχετίζεται με 

την κάθε ιδιοτιμή μέσω της σχέσης 𝜋𝑗𝑘 =
𝜑𝑘𝑗

𝜑𝑘
. 
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Η μέθοδος αυτή συνδέει τη διασπορά των εκτιμητριών των συντελεστών με τις ιδιοτιμές του 

πίνακα 𝛸′𝛸. 

 

2.6.5. Διορθώσεις του προβλήματος της πολυσυγγραμικότητας 

 

Για την περίπτωση που στην ανάλυσή μας παρατηρήσουμε το φαινόμενο της 

πολυσυγγραμικότητας έχουν προταθεί και αναπτυχθεί κάποιες μέθοδοι για την 

αντιμετώπισή της. Οι τεχνικές αυτές περιλαμβάνουν τον επαναπροσδιορισμό του μοντέλου 

και την χρήση μεθόδων εκτίμησης εκτός της μεθόδου ελαχίστων τετραγώνων (Ανάλυση 

Κύριων Συνιστωσών, Ανάλυση Κορυφογραμμής). 

 

2.6.5.1. Αφαίρεση μεταβλητών από το μοντέλο ή προσθήκη παρατηρήσεων 
 

Μία πολύ εύκολη και απλή μέθοδος για να περιορίσουμε την πολυσυγγραμικότητα είναι να 

αφαιρέσουμε μία ή περισσότερες μεταβλητές οι οποίες συμμετέχουν στην εμφάνιση του 

φαινομένου της πολυσυγγραμικότητας. Όμως, πολλές φορές μπορεί να έχουμε τα αντίθετα 

αποτελέσματα και να δημιουργήσει πρόβλημα στην αμεροληψία των εκτιμητριών. Επίσης, 

μία επιπλέον λύση είναι να αυξήσουμε το μέγεθος  του δείγματος, εάν δεν υπάρχουν 

περιορισμοί που αφορούν την έρευνα, όπως για παράδειγμα το κόστος. 

 

2.6.5.2. Επαναπροσδιορισμός του μοντέλου 
 

Ο επαναπροσδιορισμός του μοντέλου μπορεί να επιτευχθεί με το να ορίσουμε νέες 

μεταβλητές που περιέχουν πληροφορία από τις μεταβλητές στο αρχικό μοντέλο  έτσι ώστε 

το μοντέλο να περιέχει μεταβλητές οι οποίες δεν είναι μεν ανεξάρτητες (π.χ. εξαρτώνται 

γραμμικά) αλλά περιορίζουν τις επιπτώσεις στο μοντέλο. Επιπλέον, μπορούμε να 

αφαιρέσουμε τις μεταβλητές που προκαλούν πρόβλημα, όμως μπορεί να δημιουργήσει 

προβλήματα στην προβλεπτική ικανότητα του μοντέλου αν εξαλείψουμε στατιστικά 

σημαντικές μεταβλητές. 

 

2.6.5.3.  Ανάλυση Κύριων Συνιστωσών (Principal Component Analysis) 
 

Μία μέθοδος που χρησιμοποιείται για να αντιμετωπιστεί ριζικά το πρόβλημα της 

πολυσυγγραμικότητας και να εκλείψει το φαινόμενο της εξάρτησης των επεξηγηματικών 

μεταβλητών είναι η Ανάλυση Κύριων Συνιστωσών με την οποία μετασχηματίζονται οι 

αρχικές εξαρτημένες επεξηγηματικές μεταβλητές σε ένα σύνολο νέων ανεξαρτήτων 
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μεταβλητών που είναι ορθογώνιες μεταξύ τους. Οι νέες αυτές μεταβλητές ονομάζονται 

κύριες συνιστώσες και είναι γραμμικός συνδυασμός των αρχικών επεξηγηματικών 

μεταβλητών και κατατάσσονται ιεραρχικά σύμφωνα με το μέγεθος της διασποράς των 

δεδομένων την οποία επεξηγούν. Έτσι, η πρώτη κύρια συνιστώσα είναι η σημαντικότερη 

διότι επεξηγεί το μεγαλύτερο ποσοστό της διασποράς των δεδομένων, κ.ο.κ.. Στην συνέχεια 

εξαλείφονται οι λιγότερο σημαντικές κύριες συνιστώσες, δηλαδή αυτές που επεξηγούν το 

μικρότερο ποσοστό διασποράς και κάνουμε παλινδρόμηση με εξαρτημένη την 𝑦 και 

επεξηγηματικές τις σημαντικότερες κύριες συνιστώσες που στην πράξη επεξηγούν ένα 

ικανοποιητικό ποσοστό διασποράς της τάξης του 60% - 95%. Χρησιμοποιείται η μέθοδος 

ελαχίστων τετραγώνων για την εκτίμηση των συντελεστών παλινδρόμησης, καθώς οι νέες 

επεξηγηματικές μεταβλητές είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους. Τέλος, μετά την εκτίμηση των 

συντελεστών τους μετασχηματίζουμε σε συντελεστές που αντιστοιχούν στις αρχικές 

επεξηγηματικές μεταβλητές. 

Πιο συγκρεκριμένα έχουμε την εξής διαδικασία: 

Έστω ότι έχουμε τις επεξηγηματικές μεταβλητές  𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 οι οποίες δεν είναι 

ανεξάρτητες μεταξύ τους  και τις κανονικοποιούμε έτσι ώστε να έχουν μέση τιμή  0 και 

διασπορά 1  

𝑊𝑖 =
𝑋𝑖 − 𝛸̿

𝜎
, 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛 

 

 

Στην συνέχεια ορίζουμε νέες μεταβλητές 𝑍1, 𝑍2, … , 𝑍𝑛 που αποτελούν γραμμικούς 

συνδυασμούς των 𝑊𝑖 , είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους και ονομάζονται κύριες συνιστώσες. 

Έστω  𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 οι ιδιοτιμές του πίνακα διασπορών-συνδιασπορών Σ του τυχαίου 

διανύσματος 𝑊 = (𝑊1, 𝑊2, … ,𝑊𝑛)′ και 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν 

στις ιδιοτιμές αυτές. Οι κύριες συνιστώσες κατατάσσονται ανάλογα με την διασπορά τους, 

δηλαδή η πρώτη κύρια συνιστώσα είναι αυτή με την μεγαλύτερη διασπορά, η δεύτερη κύρια 

έχει την δεύτερη μεγαλύτερη διασπορά κ.ο.κ. Aν π.χ. Ζ1 η πρώτη κύρια συνιστώσα, λ1 η 

μεγαλύτερη ιδιοτιμή και 𝑣1 το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα τότε 𝑉𝑎𝑟(𝑍1) = 𝜆1 και Ζ1= 𝑊′𝑣1. Από 

αυτές διαγράφουμε τις λιγότερο σημαντικές (συνήθως εκείνες που αντιστοιχούν σε ιδιοτιμές 

μικρότερες της μονάδος) και κάνουμε παλινδρόμηση. 

 

Το αρχικό μοντέλο όπως έχουμε αναφέρει είναι το 

𝑦 = 𝛸𝛽 + 𝜀 

και με τον μετασχηματισμό καταλήγουμε στο μοντέλο: 

𝑦 = 𝛧𝛼 + 𝜀, 

όπου 𝛧 ένας πίνακας με στήλες τις κύριες συνιστώσες και ορίζονται από την σχέση 𝛧 = 𝑋𝑉. 
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Ο πίνακας 𝑉 είναι πίνακας με στήλες τα ιδιοδιανύσματα και επειδή είναι ορθογώνιος ισχύει 

𝑉′ = 𝑉−1. 

Επομένως,το αρχικό μοντέλο γίνεται 

 

𝑦 = 𝛸𝛽 + 𝜀 = 𝛸𝑉𝑉′𝛽 + 𝜀 = 𝛧𝛼 + 𝜀, 𝜇𝜀 𝛧 = 𝑋𝑉 𝜅𝛼𝜄 𝛼 = 𝑉′𝛽  

 

Στην συνέχεια μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων αφού οι 

μεταβλητές είναι ανά δύο ανεξάρτητες για να γίνει η εκτίμηση του 𝛼: 

𝛼̂ = (𝛧′𝛧)−1𝛧′𝑦 = 𝛬−1𝛧′𝑦 

Και ο αντίστοιχος πίνακας διασποράς-συνδιασποράς είναι: 

𝑉(𝛼̂) = 𝜎2(𝛧′𝛧)−1 = 𝜎2𝛬−1, 

όπου 𝛬 διαγώνιος πίνακας με τιμές τις ιδιοτιμές του πίνακα 𝛧′𝛧.  

Από την τελευταία σχέση παρατηρούμε ότι η σχέση διασποράς-ιδιοτιμής είναι αντιστρόφως 

ανάλογη, επομένως εάν μία ιδιοτιμή του πίνακα 𝛧′𝛧 έχει μικρή τιμή τότε η διασπορά του 

συντελεστή της αντίστοιχης συνιστώσας θα είναι μεγάλη. 

 

2.6.5.4. Μέθοδος  Ridge (Ridge Regression) 
 

H  μέθοδος  Ridge είναι μία από τις πιο γνωστές μεθόδους που χρησιμοποιούνται για την 

επίλυση της πολυσυγγραμικότητας. Καθώς οι συντελεστές παλινδρόμησης παρουσιάζουν 

μεγάλα τυπικά σφάλματα σκοπός αυτής της τεχνικής είναι να μειωθεί η διασπορά των 

εκτιμητριών. Για το λόγο αυτό, οι Hoerl και Kennard (1970) πρότειναν να γίνει προσθήκη μιας 

μικρής σταθεράς στα διαγώνια στοιχεία του πίνακα 𝛸′𝛸, η οποία συνήθως παίρνει τιμές στο 

διάστημα (0,1).Η εκτιμήτρια ελαχίστων τετραγώνων (OLS) δίνεται όπως έχουμε αναφέρει και 

προηγουμένως από την σχέση  

𝛽̂ = (𝛸′𝛸)−1𝑋′𝑦. 

 

Για τον υπολογισμό της εκτίμησης βασική προϋπόθεση είναι να αντιστρέφεται ο πίνακας 

𝛸′𝛸, όμως λόγω της πολυσυγγραμικότητας οι στήλες του πίνακα δεν είναι γραμμικά 

ανεξάρτητες και επομένως τον καθιστά μη -αντιστρέψιμο. 

Για την μέθοδο ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα: 

1. Κανονικοποιούμε τις ανεξάρτητες μεταβλητές 

2. Υπολογίζουμε την εκτιμήτρια ελαχίστων τετραγώνων με την μέθοδο Ridge από την 

σχέση: 

𝛽̂𝑟𝑖𝑑𝑔𝑒 = (𝛸′𝛸 + 𝑘𝐼)−1𝑋′𝑦 , 
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η οποία δεν είναι αμερόληπτη αλλά μειώνει την διασπορά των συντελεστών 

παλινδρόμησης 

3. Γίνεται η επιλογή της σταθεράς 𝑘 με την μέθοδο Ridge trace, η οποία είναι μία 

γραφική παράσταση των συντελεστών παλινδρόμησης ως πρός την παράμετρο 𝑘. Ως 

κατάλληλη σταθερά επιλέγεται η μικρότερη τιμή για την οποία σταθεροποιούνται οι 

καμπύλες. Ένα παράδειγμα αυτής της γραφικής παράστασης είναι το παρακάτω: 

 

 

2.4. Γραφική παράσταση Ridge trace 

Μπορούμε να παρατηρήσουμε από το γράφημα ότι η επιλογή για την σταθερά  𝑘 πρέπει να 

είναι κοντά στην 𝑘 = 0,01 γιατί σε εκείνο το σημείο φαινεται οτι ξεκινάει η σταθεροποίηση 

των καμπυλών.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

Ανάλυση Επιβίωσης 

 

3.1  Ανάλυση Επιβίωσης (Survival Analysis) 
 

Η Ανάλυση Επιβίωσης (Survival Analysis) είναι ένας κλάδος της Στατιστικής, ο οποίος 

περιλαμβάνει όλες τις τεχνικές προκειμένου να μελετήσουμε τους χρόνους επιβίωσης 

(Survival Data) δηλαδή δεδομένα τα οποία αναφέρονται στον χρόνο που μεσολαβεί από την 

έναρξη μιας διαδικασίας παρακολούθησης μέχρι την παρουσία κάποιου γεγονότος. Κάποια 

παραδείγματα  ανάλυσης επιβίωσης είναι ο χρόνος να αποβιώσει ένας ασθενής, ο χρόνος 

αποθεραπείας από μία ασθένεια, ο χρόνος αποτυχίας μίας  μηχανής παραγωγής. 

Η ανάλυση επιβίωσης είναι ιδιαίτερα διαδεδομένη στην επιστήμη της Ιατρικής, της 

Φαρμακευτικής, της Βιολογίας αλλά χρησιμοποιείται αρκετά συχνά και στον τομέα των 

Οικονομικών και της Μηχανικής. Τα κύρια χαρακτηριστικά που μας ενδιαφέρουν είναι η 

κατανομή που ακολουθεί ο χρόνος επιβίωσης αλλά και η σύγκρισή του μεταξύ δύο ή 

περισσότερων ομάδων. Κύριος στόχος της είναι η μοντελοποίηση των δεδομένων επιβίωσης 

σε σχέση με άλλες μεταβλητές και η σωστή συμπερασματολογία λαμβάνοντας υπόψην τα 

ιδιαίτερα χαρακτηριστικά των δεδομένων. Η εύρεση της σχέσης που συνδέει τον χρόνο 

επιβίωσης με ένα σύνολο ανεξάρτητων μεταβλητών μπορεί να πραγματοποιηθεί με την 

βοήθεια παραμετρικών, ημιπαραμετρικών και μη-παραμετρικών μοντέλων. 

Τα δεδομένα που χρησιμοποιούνται στην Ανάλυση Επιβίωσης σπάνια ακολουθούν 

την Κανονική κατανομή και αυτό καθιστά αδύνατη την εφαρμογή των κλασσικών 

στατιστικών τεχνικών. Η ιδιαιτερότητα που παρουσιάζουν τα δεδομένα αυτά είναι ότι 

πολλές φορές μπορεί να μην γνωρίζουμε τον ακριβή χρόνο επιβίωσης του ατόμου ένα 

φαινόμενο το οποίο ονομάζεται λογοκρισία (Censoring).Οι λόγοι για τους οποίους μπορούν 

να προκύψουν λογοκριμένα δεδομένα, καθώς και οι περιπτώσεις τις οποίες συναντάμε 

αναλύονται στην συνέχεια.  

 

3.2. Λογοκριμένα Δεδομένα (Censored Data) 
 

Όπως αναφέραμε και παραπάνω τις περισσότερες φορές στην Ανάλυση επιβίωσης 

τα δεδομένα μας είναι λογοκριμένα (Censored). Οι λόγοι για τους οποίους μπορούν να 

προκύψουν τέτοιου είδους δεδομένα  είναι είτε ο ασθενής να εισέλθει στην μελέτη σε 

διαφορετικές χρονικές στιγμές, να αποχωρήσει απο την διαδικασία πριν αυτή ολοκληρωθεί 

ή ο ασθενής να  μην παρουσιάσει το γεγονός που μελετάμε μέχρι την λήξη της διαδικασίας.   
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Οι διαφορετικές περιπτώσεις λογοκρισίας είναι οι εξής: 

• η δεξιά λογοκρισία (right cencoring) που είναι η πιο συνηθισμένη περίπτωση και 

συμβαίνει όταν ο χρόνος επιβίωσης ενός ατόμου είναι μεγαλύτερος από τον χρόνο 

λήξης της μελέτης. Πιο συγκεκριμένα δεξιά λογοκριμένα δεδομένα έχουμε όταν ένας 

ασθενής δεν έχει εμφανίσει το γεγονός που μελετάμε μέχρι να ολοκληρωθεί η 

διαδικασία ή αποχωρεί από την μελέτη πριν συμβεί το γεγονός. Οι περιπτώσεις στις 

οποίες χωρίζεται η λογοκρισία από δεξιά είναι οι εξής: 

➢ στην λογοκρισία τύπου 𝐼, όπου έχει προκαθοριστεί το χρονικό διάστημα που θα 

διαρκέσει η μελέτη, 

➢ στην λογοκρισία τύπου 𝐼𝐼, όπου η μελέτη σταματάει όταν συμβεί συγκεκριμένος 

αριθμός γεγονότων 

➢ τυχαία λογοκρισία 

• η αριστερή λογοκρισία (left censoring), όπου το γεγονός έχει πραγματοποιηθεί πρίν 

την έναρξη της περιόδου παρακολούθησης χωρίς όμως να γνωρίζουμε τον ακριβή 

χρόνο επιβίωσης 

• η λογοκρισία σε διάστημα (interval censoring), όπου είναι γνωστό ότι το γεγονός 

πραγματοποιείται εντός ενός διαστήματος χωρίς να γνωρίζουμε τον ακριβή χρόνο. 

 

3.3. Αποκομμένα Δεδομένα (Truncated Data) 
 

Ένα άλλο χαρακτηριστικό που μπορεί να έχουν τα δεδομένα στην ανάλυση επιβίωσης 

είναι η αποκοπή (Truncation). Αυτό συμβαίνει όταν ο χρόνος γεγονότος του ατόμου 

παρατηρείται να είναι π.χ. εντός ενός διαστήματος  (𝑌𝐿 , 𝑌𝑅), διότι αν δεν είναι δεν παρέχεται 

καμία σχετική πληροφορία στον ερευνητή. Παρατηρούμε λοιπόν δεδομένα μόνο υπό την 

συνθήκη ότι ο χρόνος Τ ανήκει στο διάστημα (𝑌𝐿 , 𝑌𝑅) το οποίο είναι γνωστό διάστημα. Τα 

αποκομμένα δεδομένα δεν πρέπει να συγχέονται με την έννοια των λογοκριμένων 

δεδομένων καθώς η διαφορά τους έγκειται στο γεγονός ότι στην δεύτερη περίπτωση έχουμε 

διαθέσιμο ένα μέρος της πληροφορίας για ένα τυχαίο δείγμα του πληθυσμού. Υπάρχουν δύο 

περιπτώσεις αποκοπής: 

• Η δεξιά αποκοπή συμβαίνει όταν ο χρόνος Τ που παρουσιάζει το γεγονός ο ασθενής 

παρατηρείται μόνο εάν (𝛵 ≤ 𝑌𝑅) για γνωστό (𝑌𝑅). 

• Αριστερή αποκοπή έχουμε όταν ο χρόνος 𝑇 παρατηρείται μόνο εάν (𝛵 ≥ 𝑌𝐿) για 

γνωστό (𝑌𝐿). 

 

3.4. Βασικές συναρτήσεις χρόνου επιβίωσης  

3.4.1. Συνάρτηση επιβίωσης και συνάρτηση κινδύνου 
 

 Η πρώτη συνάρτηση που μας ενδιαφέρει προκειμένου να περιγράψουμε την κατανομή του 

χρόνου επιβίωσης είναι η συνάρτηση επιβίωσης (Survival Function), η οποία ορίζεται να είναι 
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η πιθανότητα ο χρόνος επιβίωσης του ατόμου να είναι μεγαλύτερος από το χρόνο t  και 

ορίζεται ως εξής: 

𝑆(𝑡) = 𝑃(𝑇 > 𝑡) = 1 − 𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

𝑡
,                                                                                  (9)                                              

όπου 𝛵 μία συνεχής τυχαία μεταβλητή, 𝐹(𝑡) η αθροιστική συνάρτηση κατανομής, 𝑓(𝑥) η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. 

Η συνάρτηση επιβίωσης είναι μη-αρνητική και φθίνουσα συνάρτηση του 𝑡 και ισχύει ότι 

𝑆(0) = 1 και 𝑆(∞) = 0. Η γραφική της παράσταση σε σχέση με τον χρόνο 𝑡 ονομάζεται 

καμπύλη επιβίωσης (Survival Curve).  

Η εκτίμηση της Συνάρτησης επιβιωσης μπορεί να γίνει με μη-παραμετρικό τρόπο: 

• Από την σχέση (9) με την βοήθεια της αθροιστικής συνάρτησης κατανομής όταν δεν 

υπάρχουν λογοκριμένες παρατηρήσεις και πιο συγκεκριμένα ισούται με τον αριθμό των 

ατόμων που έχουν επιβιώσει για χρόνο μεγαλύτερο του 𝑡 ως προς το συνολικό αριθμό 

των ατόμων 

• από την μη-παραμετρική μέθοδο Kaplan-Meier  όταν έχουμε από δεξιά λογοκριμένες 

παρατηρήσεις. 

 

3.4.2. Συνάρτηση Κινδύνου   
 

Μία επιπλέον σημαντική ποσότητα είναι η συνάρτηση κινδύνου (hazard function), η οποία 

ισούται με την πιθανότητα  να συμβεί το γεγονός που εξετάζουμε (π.χ. θάνατος ) τη χρονική 

στιγμή 𝑡 δεδομένου ότι το άτομο έχει επιβιώσει μέχρι εκείνη την στιγμή και ορίζεται ως εξής: 

ℎ(𝑡) = lim
𝑠→0

𝑃(𝑡 ≤ 𝑇 ≤ 𝑡 + 𝑠|𝑇 ≥ 𝑡)

𝑠
. 

Είναι μια μη-αρνητική συνάρτηση και μπορεί να έχει διαφορετικές μορφές και αποτελεί ένα 

χρήσιμο εργαλείο για την περιγραφή των δεδομένων επιβίωσης. 

 

Η αθροιστική συνάρτηση κινδύνου (Cumulative Hazard Function) 𝐻(𝑡) δίνεται από την 

σχέση: 

𝐻(𝑡) = ∫ ℎ(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

0

, 

και είναι μια αύξουσα συνάρτηση με τιμές στο διάστημα [0, +∞]. 

Η εκτίμηση της συνάρτησης κινδύνου όταν έχουμε λογοκριμένες παρατηρήσεις μπορεί να 

γίνει με την βοήθεια ενός μη-παραμετρικού εκτιμητή που ονομάζεται Nelson-Aalen 

εκτιμητής και δίνεται από την σχέση: 
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𝐻̂(𝑡) = ∑
𝑑𝑖

𝑛𝑖
𝑖:𝑡𝑖≤𝑡

 

όπου id  ο αριθμός των θανάτων στο χρόνο  it  και in  αυτοί που είναι σε κίνδυνο λίγο πριν 

το χρόνο it . 

 

3.5. Μη-παραμετρικές μέθοδοι στην ανάλυση επιβίωσης  

3.5.1. Εκτιμητής Kaplan-Meier 
 

Ο Kaplan-Meier εκτιμητής είναι ένας μη-παραμετρικός εκτιμητής που χρησιμοποιείται για 

να εκτιμήσουμε την συνάρτηση επιβίωσης όταν έχουμε από δεξιά λογοκριμένες 

παρατηρήσεις. Στις κλινικές εφαρμογές χρησιμοποιείται πολύ συχνά για να εκτιμήσει την 

πιθανότητα θανάτου από συγκεκριμένες αιτίες ή την πιθανότητα εμφάνισης ή 

επανεμφάνισης μίας νόσου. 

Έστω ότι έχουμε 𝑛 άτομα που συμμετέχουν στη διαδικασία παρακολούθησης  και έστω ότι 

πεθαίνουν  𝑘 άτομα κατά την διάρκεια της μελέτης. Υποθέτουμε ότι οι υπόλοιπες 

παρατηρήσεις 𝑛 −  𝑘 είναι λογοκριμένες. 

Έστω 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ ⋯ ≤ 𝑡𝑘 οι χρόνοι αποτυχίας των 𝑘 ατόμων που πέθαναν κατα την διάρκεια 

της διαδικασίας. 

Για να κατασκευάσουμε έναν εκτιμητή Kaplan-Meier χωρίζουμε την περίοδο 

παρακολούθησης σε μικρότερα διαστήματα 𝐼1 = [𝑡𝑜 , 𝑡1], 𝐼2 = (𝑡1, 𝑡2], … . , 𝐼𝑘 = (𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘] 

δηλαδή κάθε ένα να αντιστοιχεί στον χρόνο επιβίωσης των μη-λογοκριμένων 

παρατηρήσεων. Για κάθε διάστημα ορίζουμε τις παρακάτω ποσότητες:  

o 𝑑𝑗=ο αριθμός των ατόμων που πέθαναν στο διάστημα 𝐼𝑗 

o 𝑐𝑗=ο αριθμός των λογοκριμένων παρατηρήσεων στο διάστημα  𝐼𝑗 

o 𝑛𝑗=ο αριθμός των ατόμων που είναι ζωντανοί και βρίσκονται σε κίνδυνο στην αρχή 

του διαστήματος 

Στην αρχή της περιόδου παρακολούθησης 𝑡0 όλα τα άτομα είναι ζωντανά,οπότε 𝑑0 =

0  𝜅𝛼𝜄 𝑛0 = 𝑛. Σε κάθε βήμα υπολογίζουμε το 𝑛𝑗 = 𝑛𝑗−1 − 𝑑𝑗−1 − 𝑐𝑗−1 και έχοντας 

υπολογίσει τις ποσότητες αυτές για όλους τους χρόνους επιβίωσης έχουμε τον εκτιμητή 

Kaplan-Meier που δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

𝑆̂(𝑡) = ∏ (1 −
𝑑𝑗

𝑛𝑗
)

𝑗:𝑡𝑗≤𝑡
 

Η μέθοδος αυτή μας επιτρέπει την χρήση ενός πίνακα επιβίωσης (life table) και ενός 

γραφήματος που ονομάζεται καμπύλη επιβίωσης (survival curve). 

Ο πίνακας παρουσιάζει τους χρόνους επιβίωσης, τον αριθμό των ατόμων που βρίσκονται σε 

κίνδυνο στην αρχή της μελέτης, τον αριθμό των θανάτων, τον αριθμό των λογοκριμένων 
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παρατηρήσεων, το ποσοστό επιβίωσης, την αθροιστική συνάρτηση κινδύνου και την 

αναλογία κινδύνων για ένα μεγαλo δείγμα παρατηρήσεων. 

Ο σχεδιασμός της καμπύλης επιβίωσης γίνεται με την βοήθεια του πίνακα και ένα 

παράδειγμα  εκτιμητή Kaplan-Meier παρουσιάζεται στο παρακάτω γράφημα: 

 

 

3.1.Καμπύλη επιβίωσης 

 

 

3.5.2.Έλεγχος log-rank 
 

Στην ιατρική έρευνα πολλές φορές εκτός από τις βασικές συναρτήσεις του χρόνου επιβίωσης 

και την αντίστοιχη καμπύλη επιβίωσης μας ενδιαφέρει να συγκρίνουμε τους χρόνους 

επιβίωσης για δύο ή περισσότερες ομάδες. Οι ομάδες μπορεί να διαφέρουν ως προς ένα 

χαρακτηριστικό το οποίο επηρεάζει σε σημαντικό βαθμό την επιβίωση των ασθενών ή να 

έχουμε ένα σύνολο ατόμων που νοσούν από μία συγκεκριμένη ασθένεια και να θέλουμε να 

συγκρίνουμε την αποτελεσματικότητα δύο ή περισσότερων θεραπειών ως προς την 

παράταση της ζωής των ασθενών. Ο πιο γνωστός έλεγχος προκειμένου να συγκρίνουμε τις 

καμπύλες επιβίωσης ανάμεσα σε δύο ομάδες (group) που μας ενδιαφέρουν να μελετήσουμε 

είναι ο μη-παραμετρικός έλεγχος log-rank. Στην συνέχεια παρουσιάζεται ο έλεγχος 

υποθέσεων για την σύγκριση καμπυλών επιβίωσης δύο ομάδων και είναι ο παρακάτω: 
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𝛨0: 𝜊𝜄 𝜅𝛼𝜇𝜋ύ𝜆𝜀𝜍 𝛿𝜀𝜈 𝛿𝜄𝛼𝜑έ𝜌𝜊𝜐𝜈 

𝑣𝑠 

𝛨1: ό𝜒𝜄 𝛨0 

Έστω οι διακεκριμένοι χρόνοι αποτυχίας 𝜏1 < 𝜏2 < ⋯ < 𝜏𝑘 και ορίζουμε τις παρακάτω 

ποσότητες: 

𝛶𝑖(𝜏𝑗): το πλήθος των ατόμων της ομάδας i που βρίσκονται σε κίνδυνο την χρονική στιγμή 𝜏𝑗 

𝛶(𝜏𝑗) = 𝛶0(𝜏𝑗) + 𝛶1(𝜏𝑗): ο συνολικός αριθμός των ατόμων που βρίσκονται σε κίνδυνο την 

χρονική στιγμή 𝜏𝑗 

𝑑𝑖𝑗: το πλήθος των αποτυχιών στην ομάδα i την χρονική στιγμή 𝜏𝑗 

𝑑𝑗 = 𝑑0𝑗 + 𝑑1𝑗: ο συνολικός αριθμός των αποτυχιών την χρονική στιγμή 𝜏𝑗 

Βασιζόμαστε στην στατιστική συνάρτηση: 

𝛧 =
∑ (𝑂𝑗 − 𝐸𝑗)

𝑘
𝑗=1

√∑ 𝑉𝑗
𝑘
𝑗=1

~𝑁(0,1) 𝜐𝜋ό 𝜏𝜂𝜈 𝛨0, 

όπου  𝑂𝑗= 𝑑1𝑗: ο παρατηρούμενος αριθμός αποτυχιών, 𝐸𝑗 = 𝑑𝑗
𝛶1(𝜏𝑗)

𝛶(𝜏𝑗)
: ο αναμενόμενος 

αριθμός αποτυχιών και 𝑉𝑗 =
𝛶0(𝜏𝑗)𝛶1(𝜏𝑗)𝑑𝑗(𝛶(𝜏𝑗)−𝑑𝑗)

𝛶(𝜏𝑗)
2
(𝛶(𝜏𝑗)−1)

: η διασπορά του αριθμού των αποτυχιών. 

Εάν η τιμή 𝛧 υπερβεί την κρίσιμη τιμή (από τον πίνακα 𝑋2) για βαθμό ελευθερίας 1 και ε.σ.σ. 

𝛼 ή 𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 𝑎 η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται. 

 

3.6. Το Μοντέλο Αναλόγων Κινδύνων του Cox 
 

Το μοντέλο Αναλόγων Κινδύνων του Cox ( Cox Proportional Hazards Model) παρουσιάστηκε 

από τον Cox το 1972 και είναι το πιο συνηθισμένο στατιστικό μοντέλο για λογοκριμένα 

δεδομένα και  χρησιμοποιείται για να περιγράψει την σχέση που συνδέει την επιβίωση ενός 

ασθενή με κάποιες επεξηγηματικές μεταβλητές. 

Έστω Τ ο χρόνος για να συμβεί ένας γεγονός (π.χ. θάνατος) και 𝑛 ο αριθμός των 

παρατηρήσεών μας, 𝑘 παράγοντες που επηρεάζουν τον χρόνο ζωής των ατόμων και 𝑧 =

(𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑘) το διάνυσμα των συμμεταβλητών.  

Το μοντέλο του Cox  δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 

ℎ(𝑡; 𝒛) = ℎ0(𝑡)𝑒
𝛽′𝒛, 
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όπου ℎ(𝑡; 𝒛) η συνάρτηση κινδύνου τη χρονική στιγμή 𝑡  δεδομένων των συμμεταβλητών, 

ℎ0(𝑡) η αναφορική συνάρτηση κινδύνου (baseline hazard function) όταν 𝒛 = 0, 𝒛 είναι το 

διάνυσμα των επεξηγηματικών μεταβλητων στο μοντέλο και 𝛽 το διάνυσμα των 

συντελεστών παλινδρόμησης. 

Επιπλέον, για δύο οποιαδήποτε άτομα  με σύνολα συμμεταβλητών 𝑧0, 𝑧1 ισχύει ότι η 

αναλογία των συναρτήσεων κινδύνου είναι σταθερή ως προς το χρόνο: 

ℎ(𝑡; 𝑧0)

ℎ(𝑡; 𝑧1)
= 𝑒(𝑧0−𝑧1)𝛽′

, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑡, 

και αποτελεί την κύρια προϋπόθεση για την καταλληλότητα του μοντέλου του Cox. 

Από την παραπάνω σχέση μπορεί να εκτιμηθεί και η συνάρτηση επιβίωσης για οποιοδήποτε 

άτομο ως εξής: 

ℎ(𝑡) = ℎ0(𝑡)𝑒
𝛽′𝒛 

∫ ℎ(𝑢)𝑑𝑢 = ∫ ℎ0(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

0

𝑡

0

𝑒𝛽′𝒛 

𝐻(𝑡) = 𝐻0(𝑡)𝑒
𝛽′𝒛 

exp[− 𝐻(𝑡)] = exp[−𝐻0(𝑡)𝑒
𝛽′𝒛] 

𝑆(𝑡) = exp[−𝐻0(𝑡)𝑒
𝛽′𝒛] 

𝑆(𝑡) = [𝑆0(𝑡)]
exp(𝛽′𝒛), 

όπου 𝑆0(𝑡) η αναφορική συνάρτηση επιβίωσης. 

 

3.6.1. Μέθοδος Μερικής Πιθανοφάνειας 
 

Στην συνέχεια, αφού έχουμε ορίσει το μοντέλο αναλόγων κινδύνων του Cox παρουσιάζεται 

η μέθοδος εκτίμησης του διανύσματος των συντελεστών παλινδρόμησης. Επειδή η 

αναφορική συνάρτηση κινδύνου δεν καθορίζεται παραμετρικά η εκτίμηση του διανύσματος 

των συντελεστών παλινδρόμησης του μοντέλου Cox  𝜷 ̂  γίνεται με την μέθοδο Μέγιστης 

Μερικής πιθανοφάνειας (Partial Likelihood)  χρησιμοποιώντας μόνο τα παρατηρούμενα 

δεδομένα και ακολουθεί τα παρακάτω βήματα: 

Έστω ότι έχουμε 𝑛 παρατηρήσεις και 𝑘 διακεκριμένους χρόνους αποτυχίας και ταξινομούμε 

τους χρόνους 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑘,  όπου 𝑡𝑖 έιναι ο χρόνος αποτυχίας για το i-άτομο. Επιπλέον, 

ορίζουμε ως 𝑅(𝑡i) τα άτομα που βρίσκονται σε κίνδυνο την στιγμή 𝑡i (γνωρίζουμε δηλαδή 

για ποια άτομα πρόκειται και είναι γνωστές και οι συμμεταβλητές τους). 

Η δεσμευμένη πιθανότητα να αποτύχει το j-άτομο την χρονική στιγμή 𝛵i δεδομένου ότι 

πεθαίνει/αποτυχαίνει ένα άτομο από το σύνολο  𝑅(𝑡i) την στιγμή  𝑡𝑖 δίνεται από την σχέση: 
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𝑃(𝑡j = 𝛵i|𝑅(𝑡i)) =
𝑒𝛽′𝒙𝒊

∑ 𝑒𝛽′𝒙𝒋
𝑗∈𝑅(𝑡i) 

 

 

Παίρνοντας το γινόμενο των δεσμευμένων πιθανοτήτων για όλους τους χρόνους αποτυχίας 

έχουμε την συνάρτηση μερικής πιθανοφάνειας 

 

𝐿(𝛽) = ∏[
𝑒𝛽′𝒙𝒊

∑ 𝑒𝛽
′𝒙𝒋

𝑗∈𝑅(𝑡i)

]

𝛿𝑖𝐾

𝑖=1

, 

η οποία μπορεί να χρησιμοποιηθεί μόνο όταν δεν υπάρχουν ισότιμες παρατηρήσεις (ties), 

δηλαδή σε κάθε χρόνο αποτυχίας συμβαίνει ένας θάνατος. 

Η εκτιμήτρια μέγιστης μερικής πιθανοφάνειας 𝛽 ̂ μεγιστοποιεί την παραπάνω πιθανοφάνεια 

ή ισοδύναμα τον λογάριθμό της. Ο λογάριθμος της μερικής πιθανοφάνειας (log-partial 

likelihood) δίνεται από την σχέση: 

 

𝑙𝑛 𝐿(𝛽) = ∑ 𝛿𝑖

𝐾

𝑖=1

[𝛽′𝒙𝒊 − 𝑙𝑜𝑔 ∑ 𝑒𝛽′𝒙𝒋

𝑗∈𝑅(𝑡i)

]. 

Η εκτιμήτρια μεγίστης μερικής πιθανοφάνειας μπορεί να υπολογιστεί με την χρήση της 

μεθόδου Newton-Raphson αν δεν υπάρχουν ισότητες στις παρατηρήσεις. Αν υπάρχουν 

ισότητες στις παρατηρήσεις ο υπολογισμός της μπορεί να είναι χρονοβόρος. 

  

3.6.2. Έλεγχοι Υποθέσεων  για το διάνυσμα συντελεστών παλινδρόμησης 𝜷 ̂ 
 

Αφού έχει γίνει η εκτίμηση του διανύσματος των συντελεστών παλινδρόμησης 𝜷 ̂ μπορούμε 

να ελέγξουμε την σημαντικότητα για μία ή περισσότερες μεταβλητές στο μοντέλο. Οι έλεγχοι 

που χρησιμοποιούνται πιο συχνά είναι ο έλεγχος λόγου πιθανοφάνειας, ο έλεγχος Wald και 

ο έλεγχος Score που αναλύονται στην συνέχεια και συγκρίνουν τις παρακάτω υποθέσεις: 

𝐻0: 𝛽 = 𝛽0 
𝑣𝑠 

𝐻1: 𝛽 ≠ 𝛽0, 

 

• Έλεγχος λόγου πιθανοφάνειας ( Likelihood Ratio test) 

Ο έλεγχος αυτός χρησιμοποιείται για να συγκρίνει δύο εμφωλευμένα (nested) μοντέλα 

του Cox και βασίζεται στην στατιστική συνάρτηση: 
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𝐿𝑅 = −2𝑙𝑜𝑔 [
𝐿𝑠(𝛽 ̂)

𝐿𝑔(𝛽 ̂)
], 

όπου 𝐿𝑠(𝛽 ̂), 𝐿𝑔(𝛽 ̂) οι συναρτήσεις πιθανοφάνειας του μοντέλου με λιγότερες 

μεταβλητές και του γενικού μοντέλου αντίστοιχα. Προσεγγιστικά ακολουθεί την 

κατανομή 𝑋2 με βαθμούς ελευθερίας την διαφορά του αριθμού των παραμέτρων των 

δύο μοντέλων. 

• Έλεγχος Wald 

Ο έλεγχος αυτός βασίζεται στην στατιστική συνάρτηση 

𝑍 = (𝛽 ̂ − 𝛽0)
′
𝛪(𝛽 ̂)(𝛽 ̂ − 𝛽0)~𝑋𝑝

2, 

όπου 𝛪(𝛽 ̂) ο πίνακας πληροφορίας, 𝑝 ο αριθμός των ανεξάρτητων μεταβλητών. 

 

• Έλεγχος Score 

Για τον έλεγχο της σημαντικότητας του συντελεστή παλινδρόμησης ο έλεγχος υποθέσεων 

Score βασίζεται στην στατιστική συνάρτηση: 

𝑄 = 𝑈(𝛽0)
′𝐼−1(𝛽0)𝑈(𝛽0) 

όπου 𝑈(𝛽0) =
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝛽)

𝜕𝛽
 υπολογισμένη στο 𝛽0. 

Υπό την 𝐻0 για μεγάλο μέγεθος δείγματος και στις τρείς περιπτώσεις οι στατιστικές 

συναρτήσεις ακολουθούν προσεγγιστικά την 𝑋2 με βαθμό ελευθερίας 𝑝. 

 

3.6.3 .Προϋποθέσεις καταλληλότητας μοντέλου 
 

Για να δεχτούμε ότι το μοντέλο μας είναι το κατάλληλο για να περιγράψει τα δεδομένα μας 

και να είναι σωστή η συμπερασματολoγία των αποτελεσμάτων είναι απαραίτητος ο έλεγχος 

της υπόθεσης της αναλογικότητας των κινδύνων. 

Υπάρχουν αρκετοί τρόποι για να ελέγξουμε την  παραπάνω προϋπόθεση και γραφικά και με 

άλλους ελέγχους. Το 𝐻𝑅 (𝐻𝑎𝑧𝑎𝑟𝑑 𝑅𝑎𝑡𝑖𝑜) δηλαδή ο λόγος των συναρτήσεων κινδύνου για 

δύο διαφορετικά άτομα θα πρέπει να είναι σταθερή ως προς τον χρόνο. Δύο τρόποι για να 

ελέγξουμε αυτή την προϋπόθεση γραφικά είναι οι παρακάτω: 

• Γράφημα των καμπυλών επιβίωσης για δύο υποσύνολα στο οποίο εάν 

διασταυρωθούν οι καμπύλες δεν ικανοποιείται η προϋπόθεση 

• Γράφημα του log [− log(𝑆̂)] ως πρός log (𝑡) για δύο υποσύνολα, όπου πρέπει οι 

καμπύλες να είναι παράλληλες 

Επιπλέον, μία συνηθισμένη μέθοδος είναι να εισάγουμε στο μοντέλο έναν όρο 

αλληλεπίδρασης με τον χρόνο και να παρατηρήσουμε εάν το 𝐻𝑅 αλλάζει με τον χρόνο ή 

παραμένει σταθερό. 
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3.7. Υπόλοιπα 
 

Τα υπόλοιπα χρησιμοποιούνται για να ελέγξουμε την αναλογικότητα των κινδύνων, την 

ολική επάρκεια του μοντέλου και την ύπαρξη σημείων επιρροής. Τα πιο γνωστά υπόλοιπα 

είναι τα Cox-Snell, Martingale, Deviance, Score,Schoenfeld και το καθένα χρησιμοποιείται για 

διαφορετικό σκοπό. Έχουν την ίδια λογική με τα υπόλοιπα στα γραμμικά μοντέλα με την 

διαφορά ότι στο μοντέλο του Cox γίνεται η σύγκριση των υπολοίπων με μία εκθετική 

κατανομή με παράμετρο 1. 

 

3.7.1. Υπόλοιπα Cox-Snell  
 

Τα υπόλοιπα Cox-Snell χρησιμοποιούνται για να ελέγξουμε την ολική επάρκεια του μοντέλου 

και δίνονται από την παρακάτω σχέση: 

𝑟𝑗 = 𝐻̂0(𝑇𝑗) exp(𝛽′𝑍𝑗) , 𝑗 = 1,2, . . , 𝑛 

Εάν το μοντέλο μας είναι κατάλληλο τα υπόλοιπα Cox-Snell θα πρέπει να φαίνονται σαν ένα 

δείγμα λογοκριμένων παρατηρήσεων που προέρχονται από την εκθετική κατανομή με 

παράμετρο 1. Ένα γράφημα των υπολοίπων Cox-Snell συναρτήσει των παρατηρήσεων (ή του 

χρόνου) δεν θα πρέπει να εμφανίζει κάποια συμμετρία. 

Επιπλέον, ένα γράφημα της αθροιστικής συνάρτησης κινδύνου (Cumulative Hazard Function) 

ως πρός τα υπόλοιπα 𝑟𝑗 πρέπει να εμφανίζει προσεγγιστικά μία ευθεία γραμμή που περνάει 

από την αρχή των αξόνων και έχει κλίση 1 και υποδηλώνει ότι το προσαρμοσμένο μοντέλο 

είναι κατάλληλο και ικανοποιείται η προϋπόθεση για το 𝐻𝑅. 

 

3.7.2. Υπόλοιπα Martingale 
 

Τα υπόλοιπα Martingale χρησιμοποιούνται για την ανίχνευση σημείων επιρροής αλλά 

κυρίως για τον προσδιορισμό της συναρτησιακής μορφής που θα πάρει μία μεταβλητή που 

πρόκειται να εισαχθεί στο μοντέλο μας. 

Εάν οι παρατηρήσεις είναι δεξιά λογοκριμένες και οι άλλες μεταβλητές είναι σταθερές τότε 

τα υπόλοιπα έχουν την μορφή: 

𝑀̂𝑗 = 𝛿𝑗 − 𝐻̂0(𝑇𝑗) exp(𝛽′𝑍𝑗) = 𝛿𝑗 − 𝑟𝑗 , 

Και έχουν την ιδιότητα ∑ 𝑀̂𝑗
𝑛
𝑗=1 = 0  και για μεγάλο αριθμό παρατηρήσεων τα υπόλοιπα 𝑀̂𝑗 

είναι ασυσχέτιστα. Τα υπόλοιπα αυτά παίρνουν τιμές στο διάστημα (−∞, 1) και οι αρνητικές 

τιμές τους αντιστοιχούν σε υπόλοιπα για λογοκριμένες παρατηρήσεις. 

Η γραφική παράσταση των υπολοίπων Martingale ως προς την μεταβλητή που μας 

ενδιαφέρει υποδηλώνει εάν η συναρτησιακή της μορφή είναι κατάλληλη ή χρειάζεται 
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κάποιος μετασχηματισμός. Η πιο απλή προσέγγιση είναι η γραφική παράσταση των 

υπολοίπων του μοντέλου που δεν περιέχει μεταβλητές ως πρός τις τιμές της κάθε 

μεταβλητής ξεχωριστά και εάν απεικονίζεται ευθεία γραμμή τότε δεν χρειάζεται να γίνει 

κάποιος μετασχηματισμός. 

 

3.7.3. Υπόλοιπα Deviance 
 

Τα υπόλοιπα Deviance υπολογίζονται με σκοπό να χρησιμοποιηθούν για την ανίχνευση 

έκτροπων παρατηρήσεων και το πλεονέκτημα τους είναι ότι η κατανομή τους τείνει να είναι 

κανονική σε σχέση  με τα Martingale, τα οποία παρουσιάζουν υψηλή κυρτότητα. 

𝐷𝑗 = 𝑠𝑖𝑔𝑛[𝑀̂𝑗]{−2[𝑀̂𝑗 + 𝛿𝑗log (𝛿𝑗 − 𝑀̂𝑗]}
1

2⁄  

Παίρνει την τιμή 0 όταν το 𝑀̂𝑗 = 0 και η λογαριθμική συνάρτηση τείνει να αυξάνει την τιμή 

του υπολοίπου όταν το 𝑀̂𝑗 παίρνει τιμές πολύ κοντά στο 1 και να μικραίνει τις μεγάλες 

αρνητικές τιμές του 𝑀̂𝑗. 

Στην γραφική παράσταση περιμένουμε αυτά τα υπόλοιπα να κατανέμονται συμμετρικά 

γύρω από το 0 και οι πολύ μεγάλες απόλυτες τιμές των υπολοίπων Deviance δηλώνουν την 

ύπαρξη πιθανών έκτροπων παρατηρήσεων. 

 

3.7.4. Υπόλοιπα Schoenfeld 
 

Ο συγκεκριμένος τύπος υπολοίπων είναι πολύ χρήσιμος για την αξιολόγηση της υπόθεσης 

της αναλογικότητας των κινδύνων και διαφέρουν από τους προηγούμενους τύπους 

υπολοίπων που αναφέραμε γιατί υπολογίζεται ένα σύνολο τιμών για κάθε μία από τις 

ανεξάρτητες μεταβλητές. 

Έστω 𝑛 ο συνολικός αριθμός των παρατηρήσεων, και έστω 𝑍𝑖 , 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛 το διάνυσμα 

μεταβλητών του ατόμου στο i-οστό γεγονός την χρονική στιγμή 𝑡𝑖.Το υπόλοιπο Schoenfeld 

ορίζεται ως η τιμή της συμμεταβλητής 𝑍𝑘 μείον την αναμενόμενη τιμή της συμμεταβλητής 

για τα άτομα που βρίσκονται σε κίνδυνο την χρονική στιγμή  𝑡𝑖 και δίνεται από την σχέση : 

 

𝑟𝑖𝑘 = 𝑍𝑖𝑘 − 𝑍̂̅𝑤𝑖𝑘
, 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛, 𝑘 = 1,2, … , 𝑝 

 

Για έναν ασθενή όπου ο χρόνος επιβίωσής του είναι λογοκριμένος τα υπόλοιπα αυτά 

παίρνουν την τιμή 0. Στην περίπτωση που ικανοποιείται η προϋπόθεση, η κατανομή των 

υπολοίπων Schoenfeld ως προς τον χρόνο σε ένα γράφημα είναι τυχαία γύρω από το 0. 
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3.8. Παραβίαση της προϋπόθεσης της αναλογικότητας των κινδύνων 
 

Είναι πολύ πιθανό στην ανάλυσή μας να παραβιαστεί η συνθήκη της αναλογικότητας των 

κινδύνων, η οποία να προκαλέσει πρόβλημα στην εκτίμηση των συντελεστών 

παλινδρόμησης του μοντέλου και επομένως στην συμπερασματολογία μας για το μοντέλο. 

Συνήθως, το πρόβλημα αυτό μπορεί να αντιμετωπιστεί με τους παρακάτω τρόπους: 

i. Να γίνει εισαγωγή άλλων μεταβλητών, νέων μεταβλητών, μη-γραμμικών όρων για τις 

ήδη υπάρχουσες μεταβλητές ή εισαγωγή αλληλεπιδράσεων κάποιων 

συμμεταβλητών  

ii. Να χρησιμοποιηθεί το στρωματοποιημένο μοντέλο του Cox (Stratificated Cox Model) 

ή να γίνει μετασχηματισμός των μεταβλητών που προκαλούν το πρόβλημα της μη-

αναλογικότητας των κινδύνων  

➢ Στρωματοποίηση (Stratification) 

Υποθέτουμε ότι έχουμε 𝑘 μεταβλητές που δεν ικανοποιούν την προϋπόθεση 

της αναλογικότητας έστω 𝑍1, … , 𝑍𝑘 και 𝑝 μεταβλητές που την ικανοποιούν 

έστω  𝛸1, … , 𝛸𝑝.Για να εφαρμόσουμε το στρωματοποιημένο μοντέλο 

ορίζουμε μία νέα μεταβλητή 𝑍∗ .Μετατρέπουμε τις 𝑍1, … , 𝑍𝑘  σε κατηγορικές 

μεταβλητές και μετά παίρνουμε τους συνδυασμούς τους, οι οποίοι αποτελούν 

τα στρώματα. Τα στρώματα είναι οι κατηγορίες της νέας μεταβλητής που 

ορίσαμε. 

Το γενικό στρωματοποιημένο μοντέλο δίνεται από την σχέση: 

 

ℎ𝑔(𝑡, 𝑿) = ℎ0𝑔(𝑡)exp [𝛽1𝛸1 + 𝛽2𝛸2 + ⋯+ 𝛽𝑝𝛸𝑝], 

       𝑔 = 1,2, … , 𝑘∗(ο αριθμός των συνδυασμών/στρωμάτων) 

 

Η μεταβλητή 𝑍∗ δεν προστίθεται απαραίτητα στο μοντέλο σε αντίθεση με τις 

μεταβλητές 𝛸1, … , 𝛸𝑘. Οι βασικές συναρτήσεις κινδύνου ℎ0𝑔 μπορεί να είναι 

διαφορετικές για κάθε στρώμα, ενώ οι συντελεστές παλινδρόμησης του 

μοντέλου παραμένουν ίδιοι. Για διαφορετικές βασικές συναρτήσεις έχουμε 

και διαφορετικές καμπύλες επιβίωσης ενώ η αναλογικότητα των κινδύνων 

παραμένει σταθερή. 

Η εκτίμηση των παραμέτρων γίνεται με την μέθοδο μεγίστης μερικής 

πιθανοφάνειας. 

 

iii. Η εφαρμογή ενός μοντέλου που αποτελεί επέκταση του μοντέλου του Cox  

Στο μοντέλο του Cox θεωρούμε ότι οι μεταβλητές είναι ανεξάρτητες από τον χρόνο 

δηλαδή σταθερές. Υπάρχουν, όμως, περιπτώσεις που οι επεξηγηματικές μεταβλητές 

αλλάζουν ανάλογα με τον χρόνο (time-dependent variables). Στην περίπτωση αυτή 

μπορεί να εφαρμοστεί το μοντέλο του Cox χωρίς να ικανοποιείται η συνθήκη της 
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αναλογικότητας των κινδύνων και αποτελεί μία επέκταση του μοντέλου του Cox 

(extended Cox model). 

Το μοντέλο αυτό περιέχει και χρονικά ανεξάρτητες και εξαρτημένες μεταβλητές και 

δίνεται από την σχέση: 

ℎ(𝑡, 𝑿(𝑡)) = ℎ0(𝑡) exp [∑𝛽𝑖

𝑝1

𝑖=1

𝑋𝑖 + ∑𝛿𝑗

𝑝2

𝑗=1

𝑋𝑗(𝑡)], 

όπου 𝑝1 το πλήθος των χρονικά ανεξάρτητων μεταβλητών και 𝑝2 το πλήθος των 

χρονικά εξαρτημένων μεταβλητών. 

Και σε αυτή την περίπτωση χρησιμοποιείται η μέθοδος μεγίστης μερικής 

πιθανοφάνειας για την εκτίμηση των συντελεστών παλινδρόμησης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

Ανάλυση Δεδομένων με χρήση της R 

 

4.1. 1η Εφαρμογή 

4.1.1. Περιγραφή Δεδομένων για Γραμμική Παλινδρόμηση 

 

Το σετ δεδομένων που θα χρησιμοποιηθεί για την εφαρμογή της πολλαπλής γραμμικής 

παλινδρόμησης αφορά την καταγραφή του επιπέδου της ατμοσφαιρικής συγκέντρωσης του 

όζοντος και 8 μετεωρολογικών μετρήσεων ανά ημέρα που πραγματοποιήθηκαν στο Λος 

Άντζελες το 1976 για 330 ημέρες. Οι μεταβλητές είναι οι παρακάτω: 

ozone: Upland Maximum Ozone/η μέγιστη μέση/ώρα ημερήσια συγκέντρωση όζοντος στο 

Upland της Καλιφόρνια 

vh: Vandenberg 500 mb Height/το ύψος της πίεσης που μετρήθηκε στο Vandenberg AFB (m) 

wind: Wind Speed/η ταχύτητα του ανέμου στο αεροδρόμιο του Λος Άντζελες (mph) 

humidity: Humidity/Υγρασία στο αεροδρόμιο του Λος Άντζελες (%) 

temp: Sandburg AFB Temperature/η θερμοκρασία που καταγράφηκε στο Sandburg (F) 

ibh: Inversion Base Height (feet) 

dpg: Dagget Pressure Gradient/κλίση πίεσης από το αεροδρόμιο του Λος Άντζελες ως το 

Dagget (mm Hg) 

ibt: Inversion Base Temperature (F) 

vis: Visibility/Ορατότητα στο αεροδρόμιο του Λος Άντζελες(miles) 

 

Θα γίνει εξέταση σχετικά με τις μεταβλητές οι οποίες θα συμπεριληφθούν στο μοντέλο, 

έλεγχος των προϋποθέσεων του μοντέλου και εφαρμογή των εναλλακτικών μεθόδων στην 

περίπτωση μη-ικανοποίησής τους. Στα δεδομένα περιλαμβάνεται και η μεταβλητή doy (Day 

of the year) αλλά δεν έχει χρησιμοποιηθεί στην ανάλυσή μας.  

 

4.1.2. Εφαρμογή του μοντέλου πολλαπλής γραμμικής παλινδρόμησης 
 

Εφαρμόζοντας την πολλαπλή γραμμική παλινδρόμηση με εξαρτημένη μεταβλητή την ozone 
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και ανεξάρτητες τις υπόλοιπες μεταβλητές που αναφέρθηκαν παραπάνω παίρνουμε τα 

αποτελέσματα του πίνακα 4.1: 

 

 

Call: 
lm(formula = dt$ozone ~ ., data = dt) 
 
Residuals: 
     Min       1Q   Median       3Q      Max  
-12.9634  -3.1999  -0.1964   2.7273  13.4354  
 
Coefficients: 
              Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept) 27.9854385 29.7914845   0.939 0.348243     
vh          -0.0068673  0.0054482  -1.260 0.208408     
wind         0.0674234  0.1227376   0.549 0.583161     
humidity     0.0703698  0.0188511   3.733 0.000224 *** 
temp         0.2738886  0.0504730   5.426 1.13e-07 *** 
ibh         -0.0005314  0.0002862  -1.856 0.064306 .   
dpg          0.0015713  0.0113414   0.139 0.889895     
ibt          0.0254476  0.0137618   1.849 0.065357 .   
vis         -0.0065417  0.0037821  -1.730 0.084654 .   
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 
 
Residual standard error: 4.507 on 321 degrees of freedom 
Multiple R-squared:  0.6912, Adjusted R-squared:  0.6835  
F-statistic: 89.82 on 8 and 321 DF,  p-value: < 2.2e-16 

4.1.Πίνακας αποτελεσμάτων πολλαπλής γραμμικής παλινδρόμησης 

Στον πίνακα παρουσιάζονται οι εκτιμήσεις των συντελεστών παλινδρόμησης για κάθε 

μεταβλητή, τα τυπικά σφάλματα και τα αποτελέσματα των στατιστικών ελέγχων σχετικά με 

την σημαντικότητα των μεταβλητών στο μοντέλο. Επιπλέον, ο συντελεστής προσδιορισμού 

και ο προσαρμοσμένος συντελεστής προσδιορισμού, οι οποίοι αποτελούν μέτρα σχετικά με 

την προβλεπτική ικανότητα του μοντέλου. Εδώ παρατηρούμε ότι είναι περίπου 70%, το 

οποίο θεωρείται ένα ικανοποιητικά καλό ποσοστό για το μοντέλο μας. Σημαίνει ότι ένα 70% 

περίπου της μεταβλητότητας της συγκέντρωσης του όζοντος εξηγείται από τις ανεξάρτητες 

μεταβλητές λαμβάνοντας υπ’ όψην το πλήθος των μεταβλητών και τον αριθμό των 

ανεξάρτητων μεταβλητών. Σε επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας α=5% στατιστικά 

σημαντικές προκύπτουν οι μεταβλητές humidity, temp και για ε.σ.σ. α=10% στατιστικά 

σημαντικές είναι οι :ibt,ibh,vis. 

 

Στην συνέχεια εφαρμόζουμε τις μεθόδους Stepwise, Backward και Forward προκειμένου να 

βρεθεί το καταλληλότερο υποσύνολο μεταβλητών για το μοντέλο μας. Στους παρακάτω 

πίνακες 4.2,4.3,4.4 παρουσιάζονται τα αντίστοιχα αποτελέσματα: 

Start:  AIC=1002.57 
dt$ozone ~ vh + wind + humidity + temp + ibh + dpg + ibt + vis 
 
           Df Sum of Sq    RSS    AIC 
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- dpg       1      0.39 6520.4 1000.6 
- wind      1      6.13 6526.1 1000.9 
- vh        1     32.27 6552.2 1002.2 
<none>                  6520.0 1002.6 
- vis       1     60.77 6580.7 1003.6 
- ibt       1     69.45 6589.4 1004.1 
- ibh       1     70.00 6590.0 1004.1 
- humidity  1    283.04 6803.0 1014.6 
- temp      1    598.10 7118.1 1029.5 
 
Step:  AIC=1000.59 
dt$ozone ~ vh + wind + humidity + temp + ibh + ibt + vis 
 
           Df Sum of Sq    RSS     AIC 
- wind      1      6.71 6527.1  998.93 
- vh        1     33.00 6553.4 1000.25 
<none>                  6520.4 1000.59 
- vis       1     60.54 6580.9 1001.64 
- ibh       1     76.06 6596.4 1002.41 
- ibt       1     78.54 6598.9 1002.54 
+ dpg       1      0.39 6520.0 1002.57 
- humidity  1    407.58 6927.9 1018.59 
- temp      1    816.70 7337.1 1037.53 
 
Step:  AIC=998.93 
dt$ozone ~ vh + humidity + temp + ibh + ibt + vis 
 
           Df Sum of Sq    RSS     AIC 
<none>                  6527.1  998.93 
- vh        1     42.97 6570.0  999.09 
- vis       1     55.87 6582.9  999.74 
- ibh       1     71.10 6598.2 1000.50 
+ wind      1      6.71 6520.4 1000.59 
+ dpg       1      0.97 6526.1 1000.88 
- ibt       1     80.97 6608.0 1000.99 
- humidity  1    445.33 6972.4 1018.71 
- temp      1    860.21 7387.3 1037.78 

4.2 Αποτελέσματα διαδικασίας Stepwise 

Start:  AIC=1002.57 
dt$ozone ~ vh + wind + humidity + temp + ibh + dpg + ibt + vis 
 
           Df Sum of Sq    RSS    AIC 
- dpg       1      0.39 6520.4 1000.6 
- wind      1      6.13 6526.1 1000.9 
- vh        1     32.27 6552.2 1002.2 
<none>                  6520.0 1002.6 
- vis       1     60.77 6580.7 1003.6 
- ibt       1     69.45 6589.4 1004.1 
- ibh       1     70.00 6590.0 1004.1 
- humidity  1    283.04 6803.0 1014.6 
- temp      1    598.10 7118.1 1029.5 
 
Step:  AIC=1000.59 
dt$ozone ~ vh + wind + humidity + temp + ibh + ibt + vis 
 
           Df Sum of Sq    RSS     AIC 
- wind      1      6.71 6527.1  998.93 
- vh        1     33.00 6553.4 1000.25 
<none>                  6520.4 1000.59 
- vis       1     60.54 6580.9 1001.64 
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- ibh       1     76.06 6596.4 1002.41 
- ibt       1     78.54 6598.9 1002.54 
- humidity  1    407.58 6927.9 1018.59 
- temp      1    816.70 7337.1 1037.53 
 
Step:  AIC=998.93 
dt$ozone ~ vh + humidity + temp + ibh + ibt + vis 
 
           Df Sum of Sq    RSS     AIC 
<none>                  6527.1  998.93 
- vh        1     42.97 6570.0  999.09 
- vis       1     55.87 6582.9  999.74 
- ibh       1     71.10 6598.2 1000.50 
- ibt       1     80.97 6608.0 1000.99 
- humidity  1    445.33 6972.4 1018.71 
- temp      1    860.21 7387.3 1037.78 
 
Call: 
lm(formula = dt$ozone ~ vh + humidity + temp + ibh + ibt + vis,  
    data = dt) 
 
Coefficients: 
(Intercept)           vh     humidity         temp          ibh          ib
t          vis   
 32.3184132   -0.0076718    0.0735476    0.2812585   -0.0005166    0.025011
6   -0.0061978   

4.3 Αποτελέσματα διαδικασίας Backward 

 

Start:  AIC=1374.36 
dt$ozone ~ 1 
 
           Df Sum of Sq     RSS    AIC 
+ temp      1   12869.8  8245.6 1066.0 
+ ibt       1   11737.8  9377.6 1108.5 
+ vh        1    7788.8 13326.6 1224.5 
+ ibh       1    7338.7 13776.7 1235.4 
+ humidity  1    4261.1 16854.3 1302.0 
+ vis       1    4106.3 17009.1 1305.0 
+ dpg       1     967.4 20148.0 1360.9 
<none>                  21115.4 1374.4 
+ wind      1       3.8 21111.6 1376.3 
 
Step:  AIC=1066.05 
dt$ozone ~ temp 
 
           Df Sum of Sq    RSS    AIC 
+ ibh       1    889.40 7356.2 1030.4 
+ humidity  1    803.49 7442.1 1034.2 
+ vis       1    475.29 7770.3 1048.5 
+ ibt       1    415.48 7830.2 1051.0 
+ dpg       1     96.28 8149.4 1064.2 
<none>                  8245.6 1066.0 
+ vh        1     33.63 8212.0 1066.7 
+ wind      1      2.86 8242.8 1067.9 
 
Step:  AIC=1030.39 
dt$ozone ~ temp + ibh 
 
           Df Sum of Sq    RSS    AIC 
+ humidity  1    683.17 6673.1 1000.2 
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+ vis       1    234.95 7121.3 1021.7 
+ dpg       1    224.02 7132.2 1022.2 
+ vh        1    107.48 7248.8 1027.5 
+ wind      1     73.78 7282.5 1029.1 
<none>                  7356.2 1030.4 
+ ibt       1      7.37 7348.9 1032.1 
 
Step:  AIC=1000.22 
dt$ozone ~ temp + ibh + humidity 
 
       Df Sum of Sq    RSS     AIC 
+ vis   1    60.939 6612.1  999.20 
+ ibt   1    58.154 6614.9  999.34 
<none>              6673.1 1000.22 
+ dpg   1     8.233 6664.8 1001.82 
+ wind  1     3.461 6669.6 1002.05 
+ vh    1     0.248 6672.8 1002.21 
 
Step:  AIC=999.2 
dt$ozone ~ temp + ibh + humidity + vis 
 
       Df Sum of Sq    RSS     AIC 
+ ibt   1    42.085 6570.0  999.09 
<none>              6612.1  999.20 
+ wind  1    11.804 6600.3 1000.61 
+ vh    1     4.088 6608.0 1000.99 
+ dpg   1     3.349 6608.8 1001.03 
 
Step:  AIC=999.09 
dt$ozone ~ temp + ibh + humidity + vis + ibt 
 
       Df Sum of Sq    RSS     AIC 
+ vh    1    42.970 6527.1  998.93 
<none>              6570.0  999.09 
+ wind  1    16.677 6553.4 1000.25 
+ dpg   1     2.931 6567.1 1000.94 
 
Step:  AIC=998.93 
dt$ozone ~ temp + ibh + humidity + vis + ibt + vh 
 
       Df Sum of Sq    RSS     AIC 
<none>              6527.1  998.93 
+ wind  1    6.7098 6520.4 1000.59 
+ dpg   1    0.9705 6526.1 1000.88 
 
Call: 
lm(formula = dt$ozone ~ temp + ibh + humidity + vis + ibt + vh,  
    data = dt) 
 
Coefficients: 
(Intercept)         temp          ibh     humidity          vis          ib
t           vh   
 32.3184132    0.2812585   -0.0005166    0.0735476   -0.0061978    0.025011
6   -0.0076718   

4.4 Αποτελέσματα διαδικασίας Forward 

Η διαδικασία επιλογής των μεταβλητών που θα περιλαμβάνονται στο τελικό μοντέλο γίνεται 

βάσει του κριτηρίου AIC, όμως παρατηρούμε ότι και στις τρείς διαδικασίες η τιμή είναι ίδια, 

επομένως το τελικό μοντέλο περιέχει τις temp, ibh, humidity, vis, ibt, vh. 
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Κάνουμε γραμμική παλινδρόμηση στο τελικό μοντέλο και παίρνουμε τα αποτελέσματα του 

πίνακα 4.5. με τις τιμές των συντελεστών παλινδρόμησης, των τυπικών σφαλμάτων καθώς 

και τις τιμές που σχετίζονται με την σημαντικότητά τους: 

 

Call: 
lm(formula = dt$ozone ~ temp + ibh + humidity + vis + ibt + vh,  
    data = dt) 
 
Residuals: 
     Min       1Q   Median       3Q      Max  
-12.7542  -3.1059  -0.2119   2.8094  13.4611  
 
Coefficients: 
              Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept) 32.3184132 28.8004646   1.122   0.2626     
temp         0.2812585  0.0431083   6.524 2.64e-10 *** 
ibh         -0.0005166  0.0002754  -1.876   0.0616 .   
humidity     0.0735476  0.0156670   4.694 3.96e-06 *** 
vis         -0.0061978  0.0037274  -1.663   0.0973 .   
ibt          0.0250116  0.0124953   2.002   0.0462 *   
vh          -0.0076718  0.0052611  -1.458   0.1458     
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 
 
Residual standard error: 4.495 on 323 degrees of freedom 
Multiple R-squared:  0.6909, Adjusted R-squared:  0.6851  
F-statistic: 120.3 on 6 and 323 DF,  p-value: < 2.2e-16 

4.5 Αποτελέσματα τελικού μοντέλου (final) 

Από το τελικό μοντέλο ibt στατιστικά σημαντικές σε επίπεδο α=5% προκύπτουν οι 

μεταβλητές temp, humidity, και για ε.σ.σ. α=10% οι ibh, vis. Επιπλέον ο προσαρμοσμένος 

συντελεστής προσδιορισμού 𝑅𝑎𝑑𝑗
2  ο οποίος αποτελεί μέτρο της ερμηνευτικής ικανότητας του 

μοντέλου είναι 68,51% και θεωρείται αρκετά καλό ποσοστό για την προβλεπτική ικανότητα 

του μοντέλου. Το ολικό p-value είναι αρκετά μικρό, γεγονός που δηλώνει ότι το μοντέλο με 

τις μεταβλητές είναι στατιστικά σημαντικό και διαφορετικό από το μοντέλο που δεν περιέχει 

καμία μεταβλητή. 

Η εξίσωση του τελικού μοντέλου είναι η εξής: 

𝑜𝑧𝑜𝑛𝑒 = 32.318 + 0.281𝑡𝑒𝑚𝑝 − 0.00052𝑖𝑏ℎ + 0.0735ℎ𝑢𝑚𝑖𝑑𝑖𝑡𝑦 − 0.0062𝑣𝑖𝑠

+ 0.025𝑖𝑏𝑡 − 0.0077𝑣ℎ 

 

 

Συμπεράσματα 

Η αναμενόμενη τιμή της μέγιστης ημερήσιας συγκέντρωσης του όζοντος για την αύξηση της 

κάθε μεταβλητής κατά μία μονάδα και διατηρώντας τις υπόλοιπες σταθερές μεταβάλλεται 

ως εξής: 

➢ Για την μεταβλητή temp αυξάνεται κατά 0,2812 
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➢ Για την μεταβλητή ibh μειώνεται κατά 0.0005 

➢ Για την humidity έχουμε αύξηση κατα 0.073 

➢ Για την vis έχουμε μείωση κατά 0.0062 

➢ Για την μεταβλητή ibt αύξηση κατά 0.025 

➢ Για την vh έχουμε μείωση κατά 0.0076 

 

Στην συνέχεια κάνουμε έλεγχο για την ισχύ των προϋποθέσεων του μοντέλου (Κανονικότητα, 

την Ανεξαρτησία, την Ομοσκεδαστικότητα και την Γραμμικότητα) με την χρήση γραφικών 

παραστάσεων και κάποιων στατιστικών ελέγχων. 

 

4.6.Γραφικός έλεγχος για Κανονικότητα υπολοίπων(Q-Q plot) 
 
 
 
 

 
 Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test 
 
data:  final$residuals 
D = 0.031176, p-value = 0.6072 

4.7 Έλεγχος Lilliefors 
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 Shapiro-Wilk normality test 
 
data:  final$residuals 
W = 0.99589, p-value = 0.5461 

4.8 Έλεγχος Shapiro-Wilk 

 

Από το Q-Q plot (Εικόνα 4.6) βλέπουμε ότι τα ποσοστιαία σημεία των υπολοίπων του 

δείγματός μας  είναι σχεδόν πάνω στην ευθεία, γεγονός που μας επιτρέπει να δεχτούμε την 

υπόθεση της κανονικότητας των υπολοίπων. Επιπλέον,η υπόθεση αυτή επαληθεύεται και 

από τους ελέγχους κανονικότητας Lilliefors και Shapiro-Wilk όπου η p-value και στις δύο 

περιπτώσεις είναι μεγαλύτερη του 0.05 και έτσι οδηγούμαστε στην μη-απόρριψη της 

μηδενικής υπόθεσης (Kανονικότητα). 

 

Η δεύτερη προϋπόθεση που καλούμαστε να ελέγξουμε είναι η ανεξαρτησία των υπολοίπων 

ή αυτοσυσχέτιση και πραγματοποιείται με την βοήθεια γραφικών ελέγχων και ελέγχων 

υποθέσεων, οι οποίοι παρουσιάζονται στην συνέχεια: 

 

4.9.Διάγραμμα για τον έλεγχο της Ανεξαρτησίας των υπολοίπων 
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4.10  Διάγραμμα ACF για τον έλεγχο της αυτοσυσχέτισης 
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4.11  Διάγραμμα PACF για τον έλεγχο της αυτοσυσχέτισης 

 

 Runs Test 
 
data:  final$residuals 
statistic = -4.4106, runs = 126, n1 = 165, n2 = 165, n = 330, p-value = 1.0
31e-05 
alternative hypothesis: nonrandomness 

4.12. Έλεγχος υποθέσεων για ανεξαρτησία των υπολοίπων 

 

lag Autocorrelation D-W Statistic p-value 
   1       0.2743482      1.448445       0 
 Alternative hypothesis: rho != 0 

4.13.Έλεγχος Durbin-Watson 

 

Από τα αποτελέσματα των στατιστικών ελέγχων 4.12 και 4.13, όπου οι p-values είναι 

μικρότερες από το επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας προκύπτει ότι τα υπόλοιπα δεν είναι 

ανεξάρτητα μεταξύ τους. Από το διάγραμμα 4.9 δεν είναι ξεκάθαρο αν ισχύει η ανεξαρτησία 

δεν υπάρχει ένδειξη συγκεκριμένου μοτίβου, επομένως δεν μπορούμε να βγάλουμε κάποιο 

συμπέρασμα. Επίσης, από το διάγραμμα 4.10 μπορούμε να επιβεβαιώσουμε την συσχέτιση 

των υπολοίπων αφού βλέπουμε ότι η χρονοσειρά των υπολοίπων έχει τμήμα ΜΑ(1)  (Moving 

Average (1)) και από το διάγραμμα 4.11 παρατηρούμε στην αρχή οτι υπάρχει συσχέτιση και 



72 
 

στην συνέχεια ακολουθείται από συσχετίσεις οι οποίες δεν είναι σημαντικές. Από τα 

ανωτέρω παρατηρούμε ότι τα υπόλοιπα φαίνεται να ακολουθούν ένα ARMA(1,1) μοντέλο.  

Στην συνέχεια γίνεται έλεγχος για την υπόθεση της ομοσκεδαστικότητας των υπολοίπων και 

παρουσιάζεται ένα γράφημα των υπολοίπων ως προς τις προσαρμοσμένες τιμές (Γράφημα 

4.14) και τα αποτελέσματα δύο ελέγχων υποθέσεων στους πίνακες 4.15 και 4.16: 

 

4.14.Γράφημα για τον έλεγχο της Ομοσκεδαστικότητας 

 

 
 

 studentized Breusch-Pagan test 
 
data:  final 
BP = 50.463, df = 6, p-value = 3.795e-09 

4.15 Έλεγχος Breusch-Pagan 

 

Non-constant Variance Score Test  
Variance formula: ~ fitted.values  
Chisquare = 34.89423    Df = 1     p = 3.481118e-09  

4.16 Έλεγχος Ομοσκεδαστικότητας 
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Από το γράφημα 4.14 παρατηρούμε ότι η κόκκινη γραμμή αρχικά έχει μία ελαφριά καθοδική 

τάση και στην συνέχεια μία ανοδική πορεία, γεγονός που μας  δείχνει ότι η κατανομή των 

υπολοίπων δεν είναι τυχαία και δεν μπορούμε να δεχτούμε την ισότητα των διασπορών 

τους. Ιδανικά θα έπρεπε να είναι οριζόντια γραμμή και τα υπόλοιπα να είναι ομοιόμορφα 

κατανεμημένα. Η ετεροσκεδαστικότητα επιβεβαιώνεται και από τα αποτελέσματα των 

ελέγχων υποθέσεων 4.15, 4.16 καθώς η p-value είναι κατα πολύ μικρότερη του ε.σ.σ. α=5%, 

με αποτέλεσμα την απόρριψη της μηδενικής υπόθεσης (Ομοσκεδαστικότητα). 

 

 

4.17.Γραφικός έλεγχος για την γραμμικότητα 

 

Στο γράφημα 4.17 παρατηρούμε την εμφάνιση ενός συγκεκριμένου μοτίβου (παραβολή) και 

η κατανομή των υπολοίπων δεν είναι συμμετρική γύρω απο το 0, κατά συνέπεια η σχέση 

ανάμεσα στις μεταβλητές δεν είναι γραμμική. Επιπλέον,δηλώνεται και η ύπαρξη έκτροπων 

παρατηρήσεων στο δείγμα μας με τον αντίστοιχο αριθμό της παρατήρησης. 
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Αφού έχει γίνει έλεγχος για τις κύριες προϋποθέσεις των υπολοίπων, είναι σημαντικό να 

ελέγξουμε την ύπαρξη σημείων επιρροής και την εμφάνιση του φαινομένου της 

πολυσυγγραμικότητας.  

 

4.18.Διάγραμμα απόστασης Cook 

 

Το παραπάνω διάγραμμα χρησιμοποιείται για την ανίχνευση σημείων επιρροής και 

βλέπουμε ότι έχουμε τρείς παρατηρήσεις , οι οποίες θεωρούνται σημεία επιρροής και είναι 

οι: 17,220,258. 

Στο επόμενο διάγραμμα αναπαριστώνται οι τιμές του μέτρου DFFITS και όσες  παρατηρήσεις 

ξεπερνούν τις γραμμές (κρίσιμη τιμή) αποτελούν σημεία επιρροής. 
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4.19.Διάγραμμα DFFITS 

 

Στην συνέχεια μας ενδιαφέρει να ελέγξουμε εάν εμφανίζεται το πρόβλημα της 

πολυσυγγραμικότητας στην ανάλυσή μας και για τον λόγο αυτό χρησιμοποιούμε τον πίνακα 

συσχέτισης, τον παράγοντα μεγέθυνσης διασποράς (VIF),και το μέτρο variance 

decomposition proportions.Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στους επόμενους πίνακες: 
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4.20.Πίνακας συσχέτισης 

 

   temp       ibh  humidity       vis       ibt        vh  
 6.325041  4.018760  1.576983  1.424699 14.946240  5.035570  

4.21.Παράγοντας μεγέθυνσης διασποράς 

 

Condition 
Index Variance Decomposition Proportions 
         temp  ibh   humidity vis   ibt   vh    
1  1.000 0.010 0.012 0.008    0.020 0.005 0.011 
2  1.785 0.001 0.000 0.342    0.149 0.003 0.019 
3  2.449 0.036 0.029 0.296    0.606 0.000 0.002 
4  2.529 0.018 0.284 0.014    0.183 0.001 0.048 
5  4.959 0.473 0.004 0.277    0.041 0.004 0.669 
6  8.782 0.462 0.670 0.063    0.002 0.987 0.249 

4.22.Variance decomposition proportions 

 

Στον πίνακα συσχέτισης 4.20 φαίνεται ότι υπάρχει συσχέτιση μεταξύ της μεταβλητής temp 

με τις ibt και vh και της μεταβλητής ibt με την ibh καθώς οι  απόλυτες τιμές των αντίστοιχων 

συντελεστών συσχέτισης είναι μεγάλες και κοντά στο 1. Επομένως ,από το μέτρο αυτό 

δεχόμαστε την ύπαρξη του φαινομένου της πολυσυγγραμικότητας. 
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Από τα αποτελέσματα του πίνακα 4.21 βλέπουμε ότι ο παράγοντας μεγέθυνσης διασποράς 

για την μεταβλητή ibt έχει τιμή μεγαλύτερη του 10 και ίσως η μεταβλητή αυτή προκαλεί 

πρόβλημα πολυσυγγραμικότητας. 

Στον πίνακα 4.22  παρατηρούμε δύο μεγάλα ποσοστά μεταβλητότητας για τον μεγαλύτερο 

δείκτη κατάστασης και αυτά είναι για την μεταβλητή ibh (67%) και για την μεταβλητή ibt 

(98,7%).  

 

Το επόμενο βήμα είναι να εφαρμόσουμε κάποιες τεχνικές προκειμένου να επιλύσουμε τα 

ζητήματα που έχουν προκύψει στην ανάλυσή μας. Όπως είδαμε προηγουμένως, ένα από τα 

προβλήματα που προκύπτουν είναι αυτό της ετεροσκεδαστικότητας και ένας τρόπος 

αντιμετώπισής του είναι η εφαρμογή ενός αλγορίθμου, ο οποίος διορθώνει τα τυπικά 

σφάλματα της μ.ε.τ. και ονομάζεται μέθοδος White. Τα αποτελέσματα της μεθόδου 

παρουσιάζονται στην συνέχεια στον πίνακα 4.23: 

 

t test of coefficients: 
 
               Estimate  Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept) 32.31841323 26.64202908  1.2131  0.22599     
temp         0.28125846  0.04667997  6.0252 4.60e-09 *** 
ibh         -0.00051663  0.00026031 -1.9847  0.04803 *   
humidity     0.07354765  0.01448015  5.0792 6.42e-07 *** 
vis         -0.00619778  0.00296980 -2.0869  0.03768 *   
ibt          0.02501165  0.01351118  1.8512  0.06506 .   
vh          -0.00767184  0.00486619 -1.5766  0.11588     
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 

4.23.Αποτελέσματα μεθόδου White 

 

Στην συνέχεια γίνεται εφαρμογή της μεθόδου Newey-West και της Γενικευμένης μεθόδου 

ελαχίστων τετραγώνων (Generalized Least Squares method), με τις οποίες αντιμετωπίζεται 

ταυτόχρονα το πρόβλημα της ετεροσκεδαστικότητας και της αυτοσυσχέτισης και γίνεται 

διόρθωση των τυπικών σφαλμάτων των εκτιμήσεων: 

 

t test of coefficients: 
 
               Estimate  Std. Error t value  Pr(>|t|)     
(Intercept) 32.31841323 28.02050656  1.1534   0.24961     
temp         0.28125846  0.04737374  5.9370 7.491e-09 *** 
ibh         -0.00051663  0.00026628 -1.9402   0.05323 .   
humidity     0.07354765  0.01632224  4.5060 9.247e-06 *** 
vis         -0.00619778  0.00325140 -1.9062   0.05751 .   
ibt          0.02501165  0.01285243  1.9461   0.05251 .   
vh          -0.00767184  0.00506896 -1.5135   0.13113     
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 

4.24.Αποτελέσματα μεθόδου Newey-West 
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Generalized least squares fit by REML 
  Model: ozone ~ temp + ibh + humidity + vis + ibt + vh  
  Data: dt  
       AIC    BIC    logLik 
  1992.479 2022.7 -988.2395 
 
Coefficients: 
               Value Std.Error   t-value p-value 
(Intercept) 32.31841 28.800465  1.122149  0.2626 
temp         0.28126  0.043108  6.524455  0.0000 
ibh         -0.00052  0.000275 -1.875795  0.0616 
humidity     0.07355  0.015667  4.694440  0.0000 
vis         -0.00620  0.003727 -1.662760  0.0973 
ibt          0.02501  0.012495  2.001682  0.0462 
vh          -0.00767  0.005261 -1.458224  0.1458 
 
 Correlation:  
         (Intr) temp   ibh    humdty vis    ibt    
temp      0.155                                    
ibh       0.321 -0.420                             
humidity -0.259 -0.457  0.200                      
vis      -0.156 -0.077 -0.063  0.353               
ibt       0.528 -0.628  0.790  0.202  0.062        
vh       -0.998 -0.169 -0.349  0.233  0.127 -0.539 
 
Standardized residuals: 
        Min          Q1         Med          Q3         Max  
-2.83723541 -0.69092548 -0.04714812  0.62496871  2.99449585  
 
Residual standard error: 4.495293  
Degrees of freedom: 330 total; 323 residual 

4.25 Αποτελέσματα Γενικευμένης μεθόδου ελαχίστων τετραγώνων 

 

Συγκρίνοντας τα αποτελέσματα της γραμμικής παλινδρόμησης (πίνακας 4.5) με τους πίνακες 

4.23, 4.24 και 4.25 παρατηρούμε ότι υπάρχει μείωση στα τυπικά σφάλματα των συντελεστών 

παλινδρόμησης και επομένως μία μικρή διαφοροποίηση σχετικά με την σημαντικότητα 

κάποιων μεταβλητών. 

 

Για την αντιμετώπιση της πολυσυγγραμικότητας εφαρμόζουμε την Ανάλυση Κύριων 

Συνιστωσών προκειμένου να υπολογίσουμε τους συντελεστές παλινδρόμησης του μοντέλου 

ορίζοντας νέες μεταβλητές έτσι ώστε να συγκεντρώσουμε όση περισσότερη πληροφορία 

από τις αρχικές μεταβλητές. Τα αποτελέσματα της εφαρμογής είναι τα παρακάτω: 

 

Importance of components: 
                          PC1    PC2     PC3     PC4     PC5     PC6 
Standard deviation     1.8840 1.0553 0.76942 0.74480 0.37994 0.21453 
Proportion of Variance 0.5916 0.1856 0.09867 0.09245 0.02406 0.00767 
Cumulative Proportion  0.5916 0.7772 0.87582 0.96827 0.99233 1.00000 

4.26 Αποτελέσματα εφαρμογής PCA 
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                   PC1         PC2        PC3        PC4         PC5         PC6 

dt.temp      0.4767888 -0.09518100 0.36759657 -0.2495781  0.65706867 -0.36668428 

dt.ibh      -0.4111447  0.03061966 0.26369562 -0.7963217  0.04924015  0.35204292 

dt.humidity  0.2060659  0.77536614 0.52559974  0.1118879 -0.25096717  0.06771769 

dt.vis      -0.3152106 -0.48629120 0.71505262  0.3800045 -0.09132650  0.01090621 

dt.ibt       0.5069754 -0.20885183 0.02309012  0.1077403  0.08977851  0.82410893 

dt.vh        0.4525346 -0.32971525 0.08514042 -0.3674945 -0.69746035 -0.24030868 

4.27 Πίνακας Ζ με στήλες τις Κύριες Συνιστώσες 

              PC1           PC2           PC3           PC4           PC5           PC6 

PC1  1.000000e+00 -3.750137e-17  1.225635e-15  3.770116e-16  2.017383e-15  2.036149e-15 

PC2 -3.750137e-17  1.000000e+00 -8.851548e-17 -1.133615e-16 -3.453504e-16  7.624969e-16 

PC3  1.225635e-15 -8.851548e-17  1.000000e+00 -2.204755e-16  8.649768e-16  2.202020e-15 

PC4  3.770116e-16 -1.133615e-16 -2.204755e-16  1.000000e+00 -1.222601e-16 -2.106769e-15 

PC5  2.017383e-15 -3.453504e-16  8.649768e-16 -1.222601e-16  1.000000e+00  7.499173e-16 

PC6  2.036149e-15  7.624969e-16  2.202020e-15 -2.106769e-15  7.499173e-16  1.000000e+00 

4.28 Πίνακας συσχέτισης για τις Κύριες Συνιστώσες 

 

Από τον πίνακα 4.26 οι πληροφορίες που παίρνουμε είναι ότι η πρώτη Κύρια Συνιστώσα 

εξηγεί το 59% της μεταβλητότητας, η δεύτερη το 18%, η Τρίτη το 9% κ.ο.κ. Επιπλέον, οι δύο 

πρώτες κύριες συνιστώσες εξηγούν το 77,7%, οι τρείς πρώτες το 87,5% κ.ο.κ. 

Στον πίνακα 4.27 φαίνεται η σχέση που συνδέει την κάθε κύρια συνιστώσα με τις αρχικές 

μεταβλητές και ο πίνακας 4.28 είναι ο πίνακας συσχέτισης των κύριων συνιστωσών και 

παρατηρούμε ότι οι συντελεστές έχουν πολύ μικρές τιμές, επομένως είναι ορθογώνιες 

μεταξύ τους.  

 

Στην συνέχεια εφαρμόζουμε γραμμική παλινδρόμηση με επεξηγηματικές μεταβλητές τις 

Κύριες Συνιστώσες και έχουμε τα αποτελέσματα του πίνακα 4.29: 

Call: 
lm(formula = Ozone ~ ., data = ozone.pca) 
 
Residuals: 
     Min       1Q   Median       3Q      Max  
-12.7542  -3.1059  -0.2119   2.8094  13.4611  
 
Coefficients: 
            Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept) 11.77576    0.24746  47.587  < 2e-16 *** 
PC1          3.38353    0.13155  25.721  < 2e-16 *** 
PC2          0.82326    0.23485   3.505  0.00052 *** 
PC3          1.64057    0.32210   5.093 5.99e-07 *** 
PC4          0.20841    0.33275   0.626  0.53156     
PC5          3.04223    0.65229   4.664 4.55e-06 *** 
PC6          0.04974    1.15525   0.043  0.96568     
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 
 
Residual standard error: 4.495 on 323 degrees of freedom 
Multiple R-squared:  0.6909, Adjusted R-squared:  0.6851  
F-statistic: 120.3 on 6 and 323 DF,  p-value: < 2.2e-16 

4.29 Αποτελέσματα παλινδρόμησης με επεξηγηματικές τις κύριες συνιστώσες 
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                  [,1] 
dt.temp      4.0666420 
dt.ibh      -0.9319474 
dt.humidity  1.4610240 
dt.vis      -0.4918710 
dt.ibt       1.9178785 
dt.vh       -0.8109771 

4.30 Συντελεστές παλινδρόμησης για τις αρχικές μεταβλητές 

 

Στον πίνακα 4.29 παρουσιάζονται οι συντελεστές παλινδρόμησης για τις κύριες συνιστώσες, 

τα τυπικά σφάλματά τους καθώς και η σημαντικότητά τους μέσω των στατιστικών ελέγχων t 

και των p-values. 

Στον πίνακα 4.30 παρουσιάζονται οι συντελεστές παλινδρόμησης των αρχικών μεταβλητών 

μετά την εφαρμογή της ανάλυσης των κυρίων συνιστωσών και πιο συγκεκριμένα το τελικό 

μοντέλο διαμορφώνεται ως εξής:  

𝑜𝑧𝑜𝑛𝑒 = 4.067𝑡𝑒𝑚𝑝 − 0.932𝑖𝑏ℎ + 1.461ℎ𝑢𝑚𝑖𝑑𝑖𝑡𝑦 − 0.492𝑣𝑖𝑠 + 1.92𝑖𝑏𝑡 − 0.811𝑣ℎ 

 

 

4.2. 2η Εφαρμογή 

4.2.1. Περιγραφή Δεδομένων για Ανάλυση Επιβίωσης 

 

Τα δεδομένα που θα χρησιμοποιήσουμε για την ανάλυση επιβίωσης και στα οποία θα γίνει 

η εφαρμογή του μοντέλου του Cox αφορούν 137 άνδρες ασθενείς με καρκίνο του πνεύμονα 

σε προχωρημένο στάδιο οι οποίοι υποβάλλονται είτε σε τυπική θεραπεία είτε σε 

χημειοθεραπεία. Από τον συνολικό αριθμό των ατόμων οι 69 άνδρες υποβλήθηκαν στην 

πρώτη θεραπεία (standard) και οι 68 στην καινούργια θεραπεία (test). Επιπλέον από τις 137 

παρατηρήσεις υπάρχουν 9 λογοκριμένες παρατηρήσεις, επομένως το ποσοστό λογοκρισίας 

για τα δεδομένα μας είναι 6.5%. Για την μελέτη αυτή καταγράφηκαν οι παρακάτω 

μεταβλητές:  

1. Treatment: Η θεραπεία που εφαρμόστηκε στον ασθενή με 2 επίπεδα (1=standard, 

2=test) 

2. Cell.Type: Ο ιστολογικός τύπος του όγκου με 4 επίπεδα (1=squamous, 2=small, 

3=adeno, 4=large) 

3. Survival: Ο χρόνος επιβίωσης του ασθενή (ημέρα) 

4. Status: Η κατάσταση του ασθενή (1=dead, 0=censored) 

5. Karnofsky Score: Η κλίμακα Karnofsky που αποτελεί μία ταξινόμηση των ασθενών 

σχετικά με την κατάσταση της υγείας τους (0-100, 100=best)  

6. Months from diagnosis: Ο χρόνος από την διάγνωση της ασθένειας μέχρι την έναρξη 

της μελέτης (μήνας) 

7. Age: Η ηλικία του ασθενή 

8. Prior.Therapy: Εάν έχει υποβληθεί σε άλλη θεραπεία ξανά ο ασθενής (0=no, 10=yes) 
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Σκοπός της μελέτης είναι να βρεθεί εάν η χημειοθεραπεία είναι αποτελεσματική για τους 

ασθενείς και επιπλέον ποιες μεταβλητές είναι στατιστικά σημαντικές και επηρεάζουν τον 

χρόνο επιβίωσης των ασθενών. 

 

4.2.2. Εφαρμογή του μοντέλου Αναλόγων Κινδύνων του Cox 
 

Αρχικά χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος Kaplan-Meier για την εκτίμηση της συνάρτησης 

επιβίωσης και στη συνέχεια σε άλλο γραφημα το πως μεταβάλλεται η επιβίωση σε σχέση με 

τις δύο θεραπείες που εφαρμόζονται στους ασθενείς. Παρακάτω παρουσιάζονται οι 

αντίστοιχες καμπύλες επιβίωσης: 

 

 

 

4.31 Καμπύλη επιβίωσης για την μελέτη 



82 
 

 

4.32 Καμπύλες επιβίωσης σε σχέση με την θεραπεία 

 

Στο γράφημα 4.31 παρουσιάζεται η καμπύλη επιβίωσης για το συνολικό δείγμα, με τον 

κόκκινο σταυρό δηλώνονται οι λογοκριμένες παρατηρήσεις και το 95% διάστημα 

εμπιστοσύνης για την καμπύλη επιβίωσης είναι μεταξύ των ορίων με πορτοκαλί χρώμα.  

Στο γράφημα 4.32 παρουσιάζονται οι καμπύλες επιβίωσης για την κάθε θεραπεία ξεχωριστά 

και παρατηρούμε ότι δεν διαφέρουν ιδιαίτερα στην αρχή αλλά είναι  σημαντικό  το γεγονός 

ότι με την χημειοθεραπεία είναι πιο μεγάλο το  διάστημα επιβίωσης. Επιπλέον, το ίδιο 

συμπέρασμα για τις καμπύλες επιβίωσης έχουμε και από τον έλεγχο log-rank και τα 

αποτελέσματα είναι τα παρακάτω: 

 

survdiff(formula = Surv(Survival, Status) ~ Treatment, data = lung) 
 
             N Observed Expected (O-E)^2/E (O-E)^2/V 
Treatment=1 69       64     64.5   0.00388   0.00823 
Treatment=2 68       64     63.5   0.00394   0.00823 
 
 Chisq= 0  on 1 degrees of freedom, p= 0.928  

4.33 Αποτελέσματα ελέγχου log-rank 
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Στα αποτελέσματα του ελέγχου log-rank (4.33) βλέπουμε οτι η p-τιμή είναι πάρα πολύ κοντά 

στην μονάδα και έτσι δεν απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση και επομένως δεν μπορούμε 

να δεχτούμε την διαφορετικότητα των καμπυλών, και κατά συνέπεια τη διαφορετικότητα 

των δύο θεραπειών.  

Στον πίνακα 4.34 παρουσιάζονται οι έλεγχοι log-rank με διαφορετικά βάρη και πιο 

συγκεκριμένα παρουσιάζονται με την σειρά οι έλεγχοι log-rank/Mantel Haenszel, Gehan-

Breslow, Tarone-Ware, Peto-Peto και Fleming-Harrington: 

 

                     Q         Var         Z   pNorm 
1           5.0020e-01  3.0499e+01  0.090573 0.92783 
n           4.4700e+02  2.0894e+05  0.977899 0.32812 
sqrtN       3.4738e+01  2.2203e+03  0.737223 0.46099 
S1          3.0575e+00  1.1010e+01  0.921472 0.35680 
S2          3.0588e+00  1.0774e+01  0.931898 0.35139 
FH_p=0_q=1 -2.6420e+00  8.6630e+00 -0.897621 0.36939 
FH_p=1_q=1  6.1729e-01  1.0531e+00  0.601534 0.54748 
              maxAbsZ        Var      Q  pSupBr 
1          8.3602e+00 3.0499e+01 1.5138 0.26013 
n          6.6000e+02 2.0894e+05 1.4439 0.29752 
sqrtN      7.3748e+01 2.2203e+03 1.5651 0.23512 
S1         4.7908e+00 1.1010e+01 1.4438 0.29754 
S2         4.7305e+00 1.0774e+01 1.4412 0.29902 
FH_p=0_q=1 3.4538e+00 8.6630e+00 1.1734 0.48038 
FH_p=1_q=1 1.8892e+00 1.0531e+00 1.8410 0.13124 

4.34 Αποτελέσματα ελέγχου weighted log-rank 

Μας ενδιαφέρει κυρίως ο τελευταίος έλεγχος που δίνει έμφαση στο τέλος του χρόνου της 

διαδικασίας παρακολούθησης και παρατηρούμε ότι και εδώ με βάση την p-value δεν 

απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση και επομένως συμφωνεί με τα αποτελέσματα του 

ελέγχου log-rank. 

 

Στην συνέχεια εφαρμόζουμε το μοντέλο Αναλόγων Κινδύνων του Cox προκειμένου να 

μελετήσουμε ποιές μεταβλητές επηρεάζουν τον χρόνο επιβίωσης των ασθενών και έχουμε 

τα παρακάτω αποτελέσματα: 

Call: 
coxph(formula = Surv(Survival, Status) ~ ., data = lung) 
 
  n= 137, number of events= 128  
 
                            coef  exp(coef)   se(coef)      z Pr(>|z|)     
Treatment2             2.946e-01  1.343e+00  2.075e-01  1.419  0.15577     
Cell.Type2             8.616e-01  2.367e+00  2.753e-01  3.130  0.00175 **  
Cell.Type3             1.196e+00  3.307e+00  3.009e-01  3.975 7.05e-05 *** 
Cell.Type4             4.013e-01  1.494e+00  2.827e-01  1.420  0.15574     
Karnofsky             -3.282e-02  9.677e-01  5.508e-03 -5.958 2.55e-09 *** 
Months.from.Diagnosis  8.132e-05  1.000e+00  9.136e-03  0.009  0.99290     
Age                   -8.706e-03  9.913e-01  9.300e-03 -0.936  0.34920     
Prior.Therapy10        7.159e-02  1.074e+00  2.323e-01  0.308  0.75794     
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 
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                      exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95 
Treatment2               1.3426     0.7448    0.8939    2.0166 
Cell.Type2               2.3669     0.4225    1.3799    4.0597 
Cell.Type3               3.3071     0.3024    1.8336    5.9647 
Cell.Type4               1.4938     0.6695    0.8583    2.5996 
Karnofsky                0.9677     1.0334    0.9573    0.9782 
Months.from.Diagnosis    1.0001     0.9999    0.9823    1.0182 
Age                      0.9913     1.0087    0.9734    1.0096 
Prior.Therapy10          1.0742     0.9309    0.6813    1.6937 
 
Concordance= 0.736  (se = 0.03 ) 
Rsquare= 0.364   (max possible= 0.999 ) 
Likelihood ratio test= 62.1  on 8 df,   p=1.799e-10 
Wald test            = 62.37  on 8 df,   p=1.596e-10 
Score (logrank) test = 66.74  on 8 df,   p=2.186e-11 

4.35 Αποτελέσματα εφαρμογής μοντέλου Cox 

Από τον πίνακα  4.35 προκύπτει ότι οι μεταβλητές Cell.Type και Karnofsky είναι στατιστικά 

σημαντικές για το επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας α=5% αφού η p-value<0.05. Από τους 

τρείς στατιστικούς ελέγχους Likelihood Ratio, Wald, Score συμπεραίνουμε ότι οι δύο 

μεταβλητές επηρεάζουν τον χρόνο επιβίωσης , καθώς η p-value είναι κατά πολύ μικρότερη 

της τιμής του επιπέδου στατιστικής σημαντικότητας α=0.05. Επιπλέον, δίνεται η τιμή του 

συντελεστή προσδιορισμού που είναι 36,4% και αφορά την προβλεπτική ικανότητα του 

μοντέλου. 

Στην συνέχεια εφαρμόζοντας την μέθοδο Stepwise με το κριτήριο AIC  γίνεται η επιλογή του 

καταλληλότερου υποσυνόλου μεταβλητών, δηλαδή το μοντέλο που περιγράφει καλύτερα τα 

δεδομένα μας. 

 

Stepwise Model Path  
Analysis of Deviance Table 
 
Initial Model: 
Surv(Survival, Status) ~ Treatment + Cell.Type + Karnofsky +  
    Months.from.Diagnosis + Age + Prior.Therapy 
 
Final Model: 
Surv(Survival, Status) ~ Cell.Type + Karnofsky 
 
 
                     Step Df     Deviance Resid. Df Resid. Dev      AIC 
1                                               129   948.7942 964.7942 
2 - Months.from.Diagnosis  1 7.914882e-05       130   948.7943 962.7943 
3         - Prior.Therapy  1 1.212778e-01       131   948.9156 960.9156 
4                   - Age  1 9.134375e-01       132   949.8290 959.8290 
5             - Treatment  1 1.697418e+00       133   951.5264 959.5264 

4.36 Αποτελέσματα διαδικασίας Stepwise 

 
Επιλέγουμε το μοντέλο με την μικρότερη τιμή του κριτηρίου AIC και αυτό περιλαμβάνει τις 
μεταβλητές Cell.Type και Karnofsky και εφαρμόζουμε το μοντέλο του Cox παίρνοντας τα           
παρακάτω αποτελέσματα: 
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Call: 
coxph(formula = Surv(Survival, Status) ~ Cell.Type + Karnofsky,  
    data = lung) 
 
  n= 137, number of events= 128  
 
                coef exp(coef)  se(coef)      z Pr(>|z|)     
Cell.Type2  0.715334  2.044870  0.252686  2.831  0.00464 **  
Cell.Type3  1.157733  3.182711  0.292937  3.952 7.74e-05 *** 
Cell.Type4  0.325645  1.384923  0.276680  1.177  0.23921     
Karnofsky  -0.031057  0.969421  0.005177 -5.999 1.99e-09 *** 
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 
 
           exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95 
Cell.Type2    2.0449     0.4890    1.2462    3.3555 
Cell.Type3    3.1827     0.3142    1.7925    5.6513 
Cell.Type4    1.3849     0.7221    0.8052    2.3820 
Karnofsky     0.9694     1.0315    0.9596    0.9793 
 
Concordance= 0.734  (se = 0.03 ) 
Rsquare= 0.352   (max possible= 0.999 ) 
Likelihood ratio test= 59.37  on 4 df,   p=3.931e-12 
Wald test            = 61.26  on 4 df,   p=1.577e-12 
Score (logrank) test = 63.94  on 4 df,   p=4.305e-13 

4.37 Αποτελέσματα τελικού μοντέλου (final) 
 

Στον πίνακα 4.37 παρουσιάζονται οι συντελεστές παλινδρόμησης των μεταβλητών, η                    
στατιστική συνάρτηση z του ελέγχου Wald, τα Hazard ratios, τα  95% διαστήματα                            
εμπιστοσύνης τους, ο συντελεστής προσδιορισμού του μοντέλου και οι p-values για τους         
στατιστικούς ελέγχους Likelihood, Wald, Score. 
 
Ερμηνεία Αποτελεσμάτων 
Οι παράμετροι αντιπροσωπεύουν την αύξηση που παρατηρείται στην αναμενόμενη τιμή 
του λογάριθμου της συνάρτησης κινδύνου. Πιο συγκεκριμένα, στο μοντέλο μας έχουμε τα  
εξής: 

➢ Διατηρώντας σταθερή την κλίμακα Karnofsky, υπάρχει αύξηση κατά 2.0049 μεταξύ 
 του τύπου 1 και 2, 3.1827 μεταξύ του τύπου 1 και 3 και 1.3849 μεταξύ του τύπου 1  
και 4 

➢ Για κάθε επιπλέον μονάδα της κλίμακας Karnofsky η αναμενόμενη τιμή του  
λογαρίθμου της συνάρτησης κινδύνου αυξάνεται κατά 0.9694 μονάδες για τον                 
ιστολογικό τύπο 1. 

➢ Για την αύξηση μίας μονάδας της κλίμακας Karnofsky έχουμε μείωση κατά 3.06%           
της συνάρτησης κινδύνου (exp(coef)-1=0.9694-1=0.0306) 

➢ Ο αναμενόμενος κίνδυνος  είναι 2.0449 φορές μεγαλύτερος για τους ασθενείς με           
ιστολογικό τύπο 2 σε σχέση με τον 1, 3.1827 φορές μεγαλύτερος για τους ασθενείς     
με τύπο 3 σε σύγκριση με τους ασθενείς τύπου 1 και 1.3849 φορές μεγαλύτερος για 
αυτούς με ιστολογικό τύπο 4 σε σχέση με τον 1. 

➢ Έστω ότι έχουμε έναν ασθενή με τιμή της κλίμακας Karnofsky 5 και έναν ασθενή με    
τιμή 70, ο λόγος των αντίστοιχων συναρτήσεων κινδύνου είναι: 

𝐻𝑅 = 0.9694−65 ≈ 28, 
              Δηλαδή ο κίνδυνος να αποβιώσει ο πρώτος ασθενής είναι 28 φορές μεγαλύτερος    
              από  τον  κίνδυνο να αποβιώσει ο δεύτερος. 
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Στην συνέχεια θέλουμε να ελέγξουμε αν ισχύουν οι προϋποθέσεις καταλληλότητας του            
μοντέλου.Το γράφημα που παρουσιάζεται στην συνέχεια (4.38) είναι ένας έλεγχος σχετικά 
με  την υπόθεση αναλογικότητας των κινδύνων: 
 

 
4.38 Έλεγχος για την υπόθεση αναλογικότητας των κινδύνων (final) 

 
 

Παρατηρούμε ότι οι δύο καμπύλες δεν είναι παράλληλες, επομένως παραβιάζεται η                    
υπόθεση και ο λόγος των συναρτήσεων κινδύνου δεν είναι σταθερός ως προς τον χρόνο. 
 
Η αναλογικότητα των κινδύνων, η ολική επάρκεια του μοντέλου αλλά και η ύπαρξη                      
σημείων επιρροής μπορεί να ελεγχθεί με την βοήθεια των υπολοίπων που θα                                    
παρουσιαστούν στην συνέχεια. 
 
Αρχικά κατασκευάζεται το γράφημα της αθροιστικής συνάρτησης κινδύνου ως προς τα             
υπόλοιπα Cox-Snell το οποίο παρουσιάζεται στην συνέχεια (Γράφημα 4.39): 
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4.39 Γραφική παράσταση υπολοίπων Cox-Snell 
 

Παρατηρούμε αρχικά ότι τα δεδομένα βρίσκονται κοντά στην ευθεία που περνάει από την   
αρχή των αξόνων όμως υπάρχει μεγάλη απόκλιση στο πάνω δεξιά μέρος του γραφήματος,    
και κατά συνέπεια δεν μπορούμε να δεχτούμε ότι το μοντέλο μας έχει καλή προσαρμογή. 
 
Στο γράφημα 4.40 αποτυπώνονται τα υπόλοιπα Martingale και οι μεγάλες τιμές αποτελούν 
έκτροπες παρατηρήσεις και πιο συγκεκριμένα, δηλώνουν τους ασθενείς για τους οποίους     
ο χρόνος ζωής δεν προσαρμόζεται καλά από το μοντέλο. Οι τιμές των υπολοίπων που είναι 
πολύ κοντά στην μονάδα αφορούν ασθενείς για τους οποίους ο χρόνος ζωής είναι                         
απρόσμενα μικρός. 
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4.40 Γραφική παράσταση υπολοίπων Martingale 

 
Στο γράφημα 4.41 παρουσιάζεται μια γραφική παράσταση των υπολοίπων Deviance ως            
προς τις παρατηρήσεις και εντοπίζουμε κάποιες ακραίες τιμές, οι οποίες ίσως                                    
υποδηλώνουν  ότι έχουμε σημεία επιρροής. Το γράφημα μπορούμε να πούμε ότι σχετίζεται 
με το γράφημα των υπολοίπων Martingale αλλά είναι πιο συμμετρικό και παρατηρούμε           
δύο ακραίες τιμές σε απόλυτη τιμή, τα οποία αποτελούν σημεία επιρροής. 
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4.41 Γραφική παράσταση υπολοίπων Deviance 

 
 
Στην συνέχεια κατασκευάζεται το γράφημα των υπολοίπων Schoenfeld για την μεταβλητή  
Cell.Type και την μεταβλητή Karnofksy αντίστοιχα (4.42 και 4.43):  
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4.42 Γραφική παράσταση υπολοίπων Schoenfeld για την μεταβλητή Cell.Type 
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4.43 Γραφική παράσταση υπολοίπων Schoenfeld για την μεταβλητή Karnofsky 

 

Στις παραπάνω γραφικές παραστάσεις παρατηρούμε ότι δεν υπάρχει τυχαιότητα των  
υπολοίπων γύρω από το 0, επομένως επιβεβαιώνεται ότι δεν ισχύει η αναλογικότητα των      
κινδύνων, κυρίως για τη μεταβλητή Karnofky, όπως είδαμε και παραπάνω. 
 
 
Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται αποτελέσματα σχετικά με το ποια μεταβλητή                 
σχετίζεται με την παραβίαση της προϋπόθεσης της αναλογικότητας των κινδύνων:  
 
 

 
    rho  chisq       p 
Cell.Type 0.164  2.77 0.09625 
Karnofsky 0.282  9.20 0.00242 
GLOBAL       NA 14.03 0.00090 

4.44 Έλεγχος για παραβίαση της προϋπόθεσης PH 
 
 

Από τις τιμές των p-value συμπεραίνουμε εύκολα ότι η μεταβλητή Karnofsky δεν                               
ικανοποιεί την προϋπόθεση και για το λόγο αυτό στην συνέχεια χρησιμοποιείται στο                  
στρωματοποιημένο μοντέλο  του Cox (Stratificated Cox model) και έχουμε τα εξής                          
αποτελέσματα για τους συντελεστές της μεταβλητής Cell.Type:  
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Call: 
coxph(formula = Surv(Survival, Status) ~ Cell.Type + strata(Karnofsky),  
    data = lung) 
 
  n= 137, number of events= 128  
 
             coef exp(coef) se(coef)     z Pr(>|z|)     
Cell.Type2 0.8547    2.3507   0.2929 2.919 0.003516 **  
Cell.Type3 1.1919    3.2934   0.3319 3.591 0.000329 *** 
Cell.Type4 0.1819    1.1995   0.3200 0.569 0.569649     
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 
 
           exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95 
Cell.Type2     2.351     0.4254    1.3241     4.173 
Cell.Type3     3.293     0.3036    1.7184     6.312 
Cell.Type4     1.200     0.8337    0.6407     2.246 
 
Concordance= 0.603  (se = 0.079 ) 
Rsquare= 0.121   (max possible= 0.975 ) 
Likelihood ratio test= 17.66  on 3 df,   p=0.0005164 
Wald test            = 16.89  on 3 df,   p=0.0007429 
Score (logrank) test = 17.82  on 3 df,   p=0.0004787 

4.45 Αποτελέσματα στρωματοποιημένου μοντέλου 
 

Επιπλέον στον πίνακα 4.45 παρουσιάζονται και η προβλεπτική ικανότητα του μοντέλου που 
είναι   12.1%  ένα ποσοστό το οποίο δεν είναι ικανοποιητικό και επίσης, οι p-values των στα
τιστικών ελέγχων Likelihood, Wald, Score που δηλώνουν ότι το μοντέλο με τις μεταβλητές        
είναι στατιστικά σημαντικό και οι συντελεστές των μεταβλητών δεν είναι 0. 
 
Ένας εναλλακτικός τρόπος να αντιμετωπίσουμε την παραβίαση της προϋπόθεσης της                
αναλογικότητας των κινδύνων είναι η εισαγωγή αλληλεπιδράσεων των συμμεταβλητών και 
στην  συγκεκριμένη   περίπτωση γίνεται η εισαγωγή του της αλληλεπίδρασης των Cell.Type-
Karnofsky. Από τον παρακάτω πίνακα εξ’αιτίας της τιμής p-value θεωρούμε ότι ικανοποιούν 
όλες την συγκεκριμένη προϋπόθεση αν και ο γενικός έλεγχος φαίνεται να απορρίπτει την       
υπόθεση της αναλογικότητας των κινδύνων για όλες τις μεταβλητές μαζί,και τα                                
αποτελέσματα του μοντέλου αυτού παρουσιάζονται στον πίνακα 4.46: 
 
 
                        rho    chisq       p 
Cell.Type           0.03611  0.16435 0.68518 
Karnofsky           0.11099  1.58258 0.20839 
Cell.Type:Karnofsky 0.00771  0.00737 0.93159 
GLOBAL                   NA 14.28792 0.00254 

4.46 Έλεγχος για παραβίαση της προϋπόθεσης PH 
 
 
 
Call: 
coxph(formula = Surv(Survival, Status) ~ Cell.Type + Karnofsky +  
    Cell.Type * Karnofsky, data = lung) 
 
  n= 137, number of events= 128  
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                          coef exp(coef)  se(coef)      z Pr(>|z|)     
Cell.Type2           -0.539483  0.583049  0.831011 -0.649    0.516     
Cell.Type3            0.402923  1.496192  0.811215  0.497    0.619     
Cell.Type4            0.260496  1.297573  1.082179  0.241    0.810     
Karnofsky            -0.042602  0.958293  0.010646 -4.002 6.29e-05 *** 
Cell.Type2:Karnofsky  0.022757  1.023018  0.014378  1.583    0.113     
Cell.Type3:Karnofsky  0.013302  1.013391  0.013381  0.994    0.320     
Cell.Type4:Karnofsky  0.002185  1.002187  0.016986  0.129    0.898     
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 
 
                     exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95 
Cell.Type2              0.5830     1.7151    0.1144    2.9721 
Cell.Type3              1.4962     0.6684    0.3051    7.3366 
Cell.Type4              1.2976     0.7707    0.1556   10.8214 
Karnofsky               0.9583     1.0435    0.9385    0.9785 
Cell.Type2:Karnofsky    1.0230     0.9775    0.9946    1.0523 
Cell.Type3:Karnofsky    1.0134     0.9868    0.9872    1.0403 
Cell.Type4:Karnofsky    1.0022     0.9978    0.9694    1.0361 
 
Concordance= 0.744  (se = 0.03 ) 
Rsquare= 0.366   (max possible= 0.999 ) 
Likelihood ratio test= 62.39  on 7 df,   p=5.021e-11 
Wald test            = 58.19  on 7 df,   p=3.466e-10 
Score (logrank) test = 67.36  on 7 df,   p=5.036e-12 

4.47 Αποτελέσματα του μοντέλου μετά την εισαγωγή του όρου αλληλεπίδρασης 
 

Ερμηνεία Αποτελεσμάτων 
➢ Η αναμενόμενη τιμή του λογαρίθμου της συνάρτησης κινδύνου αυξάνεται κατά 0.58

30, 1.4962, 1.2976 για τους τύπους 2, 3 και 4 αντίστοιχα σε σύγκριση με τον τύπο 1 
➢ Για αύξηση της κλίμακας Karnofsky κατά μία μονάδα ο λογάριθμος την συνάρτησης 

κινδύνου αυξάνεται κατά 0.958293 
➢ Κάθε επιπλέον μονάδα της κλίμακας Karnofsky  οδηγεί σε αύξηση κατά 1.023, 1.013, 

1.022 για τον τύπο 2, 3 και 4 αντίστοιχα  σε σχέση με τον τύπο 1. 
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