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Eisagwg 

O skopìc aut c thc diplwmatik c ergasÐac eÐnai na parousi�soume k�poia
jèmata apo th JewrÐa Montèlwn.Sto 1o kef�laio dÐnoume k�poia proapai-
toÔmena apo th Logik  gia thn prwtob�jmia gl¸ssa,ta montèla kai to apo-
deiktiko sÔsthma Hilbert.Sto 2o kef�laio ja diatup¸soume kai apodeÐxoume
to Je¸rhma Plhrìthtac kai ja dwsoume to Je¸rhma Sump�geiac kai to
Asjenèc Je¸rhma Löwenheim-Skolem wc apìrroiec tou Jewr matoc Plh-
rìthtac.Sto 3o kefalaio ja diatup¸soume kai ja apodeÐxoume to Kajodikì
Je¸rhma Löwenheim-Skolem.Sto 4o kef�laio ja orÐsoume tic Skolem su-
nart seic,ta dusdi�krita kai ja parousi�soume porÐsmata gia thn kataskeÔh
montèlwn paragìmena apo stoiqeÐa dusdi�krita.

Ja  jela na euqarist sw ton k.Arbanit�kh gia to polÔ ìmorfo kai en-
diafèron jèma pou mou prìteine na asqolhj¸,all� kai gia thn bo jeia pou
mou pareÐqe se olh thn poreÐa aut c thc diplwmatik c ergasÐac.EpÐshc ja
 jela na euqarist sw ton k.Stefanèa kai ton k.Qaralampìpoulo gia th
summetoq  kai thn parousÐa touc sthn trimel  epitrop .
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Kef�laio 1

ProapaitoÔmena

1.1 Prwtob�jmia Gl¸ssa

O ìroc "prwtob�jmia gl¸ssa� dhl¸nei ìti h gl¸ssa diajètei metablhtèc
mìno gia ta antikeÐmena kai ìqi metablhtèc gia sqèseic   sunart seic   sÔno-
la.

Orismìc 1.1.1. Mia prwtob�jmia gl¸ssa L perilamb�nei :
a)ta logik� sÔmbola
1)sundèsmwn : ¬, ∨, ∧ , →, ↔
2)posodeikt¸n : ∀(kajolikoÔc)   ∃(uparxiakoÔc)
3)isìthtac : =
4)metablht¸n : x1,x2,...(arijmhsimo pl joc)
5)parenjèsewn : ( , ) kai

b)mh logik� sÔmbola
6)sqèsewn Ri,i∈ I
7)sunart sewn fj,j∈J
8)stajer¸n ck,k∈K
ìpou I,J,K eÐnai k�poia sÔnola deikt¸n peperasmèna h �peira.

Genik� mia prwtob�jmia gl¸ssa gr�fetai ¸c : L=< (Ri)i∈I , (fj)j∈J ,
(ck)k∈K > .Apì ed¸ kai pèra opìte ja lème gl¸ssa ja ennooÔme prwtob�j-
mia gl¸ssa.H dÔnamh   plhj�rijmoc miac gl¸ssac,sumbolÐzetai me ‖ L ‖
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1.1 Prwtob�jmia Gl¸ssa PROAPAITOUMENA

,orÐzetai
‖ L ‖=| L | ∪ ω.Lème ìti mia gl¸ssa L eÐnai arijm simh   mh arijm simh an
‖ L ‖ eÐnai arijm simo   mh arijm simo.

Se pollèc peript¸seic pairn�me apì mia dosmènh gl¸ssa L se mia �llh
gl¸ssa L

′
h opoÐa èqei ìla ta sÔmbola thc L me epiplèon k�poia epiprìsjeta

sÔmbola.Se mÐa tètoia perÐptwsh qrhsimopoioÔme to sumbolÐsmo L⊆L ′
kai

lème ìti h gl¸ssa L
′
eÐnai epèktash thc L , kai L eÐnai mÐa meÐwsh thc L

′
.AfoÔ

L kai L
′
eÐnai mìno sÔnola sumbìlwn,h epèktash L

′
mporeÐ na grafeÐ ìti

L
′
=L∪X,ìpou Q eÐnai èna sÔnolo apì nèa sÔmbola.

Orismìc 1.1.2. Oi ìroi orÐzontai me anadrom : (a)K�je metablht  eÐnai
ìroc.
(b)K�je sÔmbolo stajer�c eÐnai ìroc.
(g)An t1,...,tn eÐnai ìroi kai f eÐnai èna n-melèc sÔmbolo sun�rthshc,tìte
f(t1,...,tn) eÐnai ìroc.

Orismìc 1.1.3. Oi tÔpoi eÐnai orismènoi me anadrom :
(a)An s,t eÐnai ìroi tìte s=t eÐnai tÔpoc.
(b)An oi t1,...,tn eÐnai ìroc kai R eÐnai èna n-melèc sÔmbolo sqèshc tìte
R(t1,...,tn) eÐnai tÔpoc.
(g)An f kai y eÐnai tÔpoc kai u mÐa metablht  tìte ta akìlouja eÐnai tÔpoi:
¬f , f∨y , f∧y , f→y , ∀uf(u) , ∃uf(u).

Prìtash 1.1.4. K�je ìroc t ikanopoieÐ akrib¸c mÐa apì tic akìloujec
sunj kec:
1)t≡u , gia mÐa monadik� orismènh metablht  u.
2)t≡c , gia mia monadik� orismènh stajer� c.
3)t≡f(t1,...,tn) , gia èna monadik� orismèno sÔmbolo sunart sewc f kai mo-
nadik� ìrismènouc ìrouc t1,...,tn.

Prìtash 1.1.5. K�je tÔpoc f ikanopoieÐ akrib¸c mia apì tic akìloujec
sunj kec:
1)q≡s=t ,gia monadik� orismènouc ìrouc s,t.
2)t≡R(t1,...,tn) , gia èna manadik� orismèno sÔmbolo sunart sewc R kai mo-
nadik� ìrismènouc ìrouc t1,...,tn.
3)q≡ ¬f,gia èna monadik� orismèno tÔpo f.
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PROAPAITOUMENA 1.2 Montèla

4)q≡ f∨y,gia monadik� orismènouc tÔpouc f kai y.
5)q≡ f∧y,gia monadik� orismènouc tÔpouc f ka y.
6)q≡ f→y,gia monadik� orismènouc tÔpouc f ka y.
7)q≡ ∃uf(u),gia mia monadik� orismènh metablht  u kai èna monadik� ori-
smèno tÔpo f.
8)q≡ ∀uf(u),gia mia monadik� orismènh metablht  u kai èna monadik� ori-
smèno tÔpo f.

Autèc oi prot�seic mac epitrèpoun na apodeÐxoume idiìthtec ekfr�sewn
me domik  epagwg ,dhlad  epagwg  sto m koc thc èkfrashc kai mporoÔme
epÐshc na d¸soume orismoÔc me domikh anadrom ,dhlad  anadrom  sto m koc
twn èkfrasewn.

Orismìc 1.1.6. Mia ektetamènh èkfrash eÐnai èna zeÔgoc (a,(u1,...,un))
apì èna (kal� dosmèno) ìro   tÔpo a kai mia lÐsta apì sugkekrimènec meta-
blhtèc ja qrhsimopoi soume to sumbolismì a(u1,...,un)≡(a,(u1,...,un)) kai
gia k�je akoloujÐa ìrwn t1,...,tn≡a(u1 ≡ t1,...,un ≡tn).

EpÐshc,mia ektetamènh èkfrash a(u1,...,un) eÐnai pl rhc �n h lÐsta (u1,...,un)
perilamb�nei ìlec tic metablhtèc oi opoÐec emfanÐzontai wc eleÔjerec sto a.

1.2 Montèla

Se aut n thn enìthta ja mil soume gia ta montèla se mia dosmènh gl¸s-
sa.'Ena montèloA gia thn gl¸ssa L perièqei,prwta apì ìla,èna pedÐo dom c
A,to opoÐo eÐnai èna mh kenì sÔnolo.Se autì to pedÐo dom c,k�je n-melèc
sÔmbolo sqèshc R antistoiqeÐ se mia n-mel  sqèsh RA ⊆ An sto A,k�je
n-melèc sÔmbolo sun�rthshc f antistoiqeÐ se mia n-mel  sun�rthsh fA:An →
A sto A,kai k�je sÔmbolo stajer�c c antistoiqeÐ se mia stajer� cA h opoÐa
an kei sto A.'Ena montèlo gia th L eÐnai èna zeÔgoc <A,I>,kai gr�foume
A=<A,I>,B=<B,I> k.o.k..Ja prospaj soume na eÐmaste arket� sunep c
ètsi ¸ste ta pedÐa dom c twn montèlwn A,B,k.l.p. na eÐnai ta A,B,k.l.p..Oi
sqèseic,sunart seic kai stajerèc tou A eÐnai eÐkonec wc proc to I twn sum-
bìlwn sqèsewn,sunart sewn kai stajer¸n sth L.
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1.3 Apodeiktikì SÔsthma Hilbert
gia thn Prwtob�jmia Gl¸ssa PROAPAITOUMENA

An xekin soume me èna montèloA gia th gl¸ssa L mporoÔme p�nta na to
epekteÐnoume se èna montèlo gia thn gl¸ssa L

′
=L∪X dÐnontac kat�llhlec

ermhneÐec gia k�je sÔmbolo sto Q.An I
′
eÐnai opoiad pote ermhneÐa gia ta

sÔmbola tou Q sto A ,kai Q diaqwristeÐ apì th L,tìte A
′
=<A,I∪I ′ > eÐnai

èna montèlo gia th L
′
.Se aut n thn perÐptwsh lème ìti A

′
eÐnai epèktash

tou A sth L
′
,kai A eÐnai h meÐwsh tou A

′
sth L.Stic perissìterec forèc

qrhsimopoioÔme ènan eukolìtero sumbolismì gia to <A
′
,I> o opoÐoc eÐnai

A
′
.Xek�jara up�rqoun polloÐ trìpoi èna montèlo A gia th L na epektajeÐ

se èna montèlo A
′
gia th L

′
.Apì thn �llh,èna dosmèno montèlo A

′
gia th

L
′
,èqei mìno mia meÐwsh A gia th L.Fti�qnoume to A periorÐzontac th su-

n�rthsh ermhneÐac I
′
thc L∪X sth L.H diadikasÐa epèktashc   meÐwshc den

all�zei to pedÐo dom c.

1.3 Apodeiktikì SÔsthma Hilbert

gia thn Prwtob�jmia Gl¸ssa

Axi¸mata kai Kanìnec Paragwg c:

1)f → (f→ y)
2)(f→ y) →( (f → (y → q) → (f → q) )
3)(f→ y) → ( (f → ¬y) → ¬f)
4)¬ ¬ f → f
5)f → ( y → (f∧y) )
6a)(f∧y) → f kai 6b)(f∧y) → y
7a)(f∨y) → f kai 7b)(f∨y) → y
8)( f → q) → ( (y→q) → ( (f∨y) → q) )
9)∀uf(u) → f(t) ( t eleÔjero gia u sthn f(u) )
10)∀u( f → y)(u ìqi eleÔjerh sto f)
11)f(t)→ ∃uf(u)( t eleÔjeroc gia u sto f(u) ).

Kanìnec Paragwg c:

12)f, f→y ⇒ y (Modus Pones)
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PROAPAITOUMENA
1.3 Apodeiktikì SÔsthma Hilbert

gia thn Prwtob�jmia Gl¸ssa

13)f ⇒ ∀uf(u)(GenÐkeush)
14)f → y ⇒ ∃u(f → y)(u ìqi eleÔjerh sto y)

Axi¸mata Isìthtac:Gia k�je n-melèc sÔmbolo sqèshc R sthn L kai
gia k�je n-melèc sÔmbolo sun�rthshc f sthn L:
15) `u=u , `u=u

′ ↔ u
′
=u kai `u=u

′ → (u
′
=u

′′ → (u=u
′′
))

16)` (v1=w1 ∧ ... ∧ vn=wn) → (R(v1,...vn) ↔R(w1,...wn))
17)` (v1=w1 ∧ ... ∧ vn=wn) → (f(v1,...vn)=f(w1,...wn)).

Orismìc 1.3.1. Mia apìdeixh sthn L apì mia jewrÐa T eÐnai k�je akoloujÐa
tÔpwn f0,...,fn ìpou k�je fi eÐnai h axÐwma   ènac tÔpoc sthn T   prokÔptei
apì dÔo prohgoÔmenouc tÔpouc me ènan apì touc Kanìnec Paragwg c.

Je¸rhma 1.3.2. (Je¸rhma Orjìthtac): K�je je¸rhma thc jewrÐac T
eÐnai mia shmasiologik  sunèpeia thc T ,dhlad  an T ` f ⇒ T |= f.

Je¸rhma 1.3.3. (Je¸rhma Paragwg c): Gia k�je jewrÐa T,k�je prìtash
q kai k�je tÔpoc f èqoume : T,q ` f ⇔ T ` q → f.

Je¸rhma 1.3.4. An T eÐnai èna sÔnolo apì prot�seic,h endedeigmènh a-
ntikat�stash eÐnai eleÔjerh kai o epiplèon periorismìc isqÔei :
An T,f ` q tìte T, ∃uf(u) ` q.
Periorismìc:u na mhn emfanÐzetai eleÔjera sto q, ∃uf(u) eÐnai prìtash .kai
h dosmènh apìdeixh na mhn èqei desmeumènec emfanÐseic tou u.

Apìdeixh(Je¸rhma 1.3.4.):An T,f ` q tìte apì Je¸rhma Paragwg c :
T ` q → f kai apì ton Kanìna Paragwg c 14 èqoume T ` ∃uf(u) → q kai
�ra p�li apì to Je¸rhma Paragwg c :T, ∃uf(u) ` q. a

Orismìc 1.3.5. Upojètoume ìti T eÐnai mia L-jewrÐa:
1)T eÐnai sunep c an den apodeiknÔei mia antÐfash ,dhlad  an den up�rqei
prìtash q tètoia ¸ste T ` q ∧ ¬q.
2)T eÐnai pl rhc an gia k�je L-prìtash j, eÐte T` j   T ` ¬j.

L mma 1.3.6. 1)Mia jewrÐa eÐnai sunep c an kai mìno an up�rqei prìtash
q tètoia ¸ste T 0 q.
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1.3 Apodeiktikì SÔsthma Hilbert
gia thn Prwtob�jmia Gl¸ssa PROAPAITOUMENA

2)Mia jewrÐa T eÐnai sunep c an kai mìno an k�je peperasmèno uposÔno-
lo T0 ⊆ T eÐnai sunep c.

3)Gia k�je jewrÐa T kai k�je prìtash q isqÔei :T `q ⇔ T∪ { ¬q } e-
Ðnai asunep c.

4)An T eÐnai sunep c,tìte gia k�je prìtash q,eÐte T∪ { q } eÐnai sunep c  
T∪ { ¬q } eÐnai sunep c.

5)An ∃uf(u) prìtash,T∪ { ∃uf(u) } eÐnai sunep c kai c eÐnai mia stajer� h
opoÐa den emfanÐzetai sto T   sto ∃uf(u),tìte T∪ { f(c) } eÐnai sunep c.

Apìdeixh(L mma 1.3.6.):1)'Eqoume ìti T eÐnai sunep c tìte èstw ìti den
up�rqei prìtash q tètoia ¸ste T0q �ra T`q gia k�je prìtash q,kai èstw
q=f∧ ¬f tìte T` f∧ ¬f.�topo afoÔ T eÐnai sunep c.AntÐstrofa,up�rqei
prìtash q tètoia ¸ste T0q kai èstw ìti T eÐnai asunep c tìte
T` q∧ ¬q,�topo afoÔ T0q tìte T eÐnai sunepèc.

2)'Eqoume T na èinai mia jewrÐa h opoÐa eÐnai sunep c,èstw ìti to pepe-
rasmèno uposÔnolo T0 ⊆ T eÐnai asunepèc tìte T0 ` q∧ ¬q kai afoÔ T0

eÐnai uposÔnolo tou T kai h prìtash q∧ ¬q èqei apìdeixh sto T0 tìte ja
èqei kai sto T �ra T ` q∧ ¬q,�topo �ra k�je peperasmèno uposÔnolo T0

⊆ T eÐnai sunepèc.AntÐstrofa,t¸ra èqoume T0 ⊆ T na eÐnai peperasmèno
uposÔnolo tou T to opoÐo eÐnai sunepèc,èstw ìti T eÐnai asunepèc tìte
T ` q∧ ¬q kai tìte èstw f0,...,fk mÐa akoloujÐa pou apodeiknÔei thn antÐfa-
sh sto T kai èstw T0={f0,...,fi : ìpou 1≤ i ≤ k} �ra T0 ` q∧ ¬q,�topo
�ra T eÐnai sunep c.

3)Gia k�je jewrÐa T kai prìtash q èqoume :
An T ` q tìte gia to T∪ { ¬q } xèroume ìti : T∪ { ¬q } ` q kai T∪ { ¬q }

` ¬q �ra T∪ { ¬q } ` q∧ ¬q �ra T∪ { ¬q } eÐnai asunepèc.AntÐstrofa,an
T∪ { ¬q } eÐnai asunepèc tìte T∪ { ¬q } ` q∧ ¬q ⇒ T∪ { ¬q } ` q kai T∪
{ ¬q } ` ¬q ⇒ T` q ,�fou kamÐa prìtash q den mporeÐ na apodeiqjeÐ apì
mia jewrÐa apoteloÔmenh apokleistik� apì thn �rnhsh thc prìtashc aut c
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PROAPAITOUMENA
1.3 Apodeiktikì SÔsthma Hilbert

gia thn Prwtob�jmia Gl¸ssa

pou jèloume na apodeiqjeÐ.

4)'Estw T eÐnai sunepèc kai èstw ìti kanèna apì ta T∪ {q} kai T∪ { ¬q}
eÐnai sunep  ,�ra apì to (3) èqoume T` ¬q kai T ` q ,�topo afoÔ T eÐnai
sunepèc �ra eÐte T∪ { q } eÐnai sunep c   T∪ { ¬q } eÐnai sunep c.

5)'Eqoume ∃uf(u) na eÐnai prìtash ,T∪ { ∃uf(u) } na eÐnai sunep c jew-
rÐa,kai c na eÐnai stajer� tètoia ¸ste na mhn emfanÐzetai oÔte sto T oÔte
sto ∃uf(u) tìte èstw ìti T∪ { f(c) } eÐnai asunep c kai tìte T∪ { f(c) } `
q ∧ ¬q kai apì to Je¸rhma 1.3.4 èqoume ìti an T∪ {f} ` q∧ ¬q tìte
T∪ { ∃uf(u) } ` q∧ ¬q me periorismoÔc to u na mhn emfanÐzetai eleÔjera
sth q ∧ ¬q, ∃uf(u) na eÐnai prìtash,kai h dosmènh apìdeixh na mhn èqei
desmeÔmenec emfanÐseic tou u.'Ara èqoume T∪ { ∃uf(u) } ` q∧ ¬q,�topo �ra
T∪ { f(c) } eÐnai sunep c. a
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Kef�laio 2

Je¸rhma Plhrìthtac

2.1 Je¸rhma Plhrìthtac

Je¸rhma 2.1.1. (Je¸rhma Plhrìthtac)
1)K�je sunep c arijm simh jewrÐa T eqei arijm simo montèlo.
2)Gia k�je arijm simh L-jewrÐa T kai k�je L-prìtash q èqoume : �n T |=q
tìte T`q.

Ja apodeÐxoume ton deÔtero isqurismì deqìmenoi ìti isqÔei o pr¸toc.Upojètoume
ìti T |=q all� T0q ,tìte T ∪ { ¬q } eÐnai sunep c,kai ètsi èqei èna montèlo
A sÔmfwna me to 1) to opoÐo eÐnai kai montèlo tou T tètoio ¸ste A 2q
�topo afoÔ T |=q ,�ra �n T|=q tìte T `q .

SugkekrÐmena einai arket� sunijismèno na anaferìmaste sto 1)   sto 2)
¸c Je¸rhma Plhrìthtac tou Gödel.

H idèa kleidÐ gia thn apìdeixh tou 1) sto Je¸rhma Plhrìthtac eÐnai h
akìloujh:

Orismìc 2.1.2. (SÔnola Henkin) MÐa L-je¸ria H eÐnai Henkin sÔnolo e�n
ikanopoÐei tic akìloujec sunj kec:
(1):h H eÐnai sunep c
(2):Gia k�je L-prìtash q ,eÐte q∈H eÐte¬q ∈H,dhlad  sugkekrimèna h H
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2.1 Je¸rhma Plhrìthtac JEWRHMA PLHROTHTAS

einai pl rhc.
(3):E�n ∃uq(u)∈H,tìte up�rqei k�poia stajer� c tètoia ¸ste q(c)∈H.

H stajèra c sthn teleutaÐa sunj kh onom�zetai Henkin m�rturac gia
tic uparxiakèc prot�seic ∃uf(u) ,ètsi èna Henkin sÔnolo eÐnai mia sunep 
pl rhc jewrÐa h opoÐa eqei Henkin m�rturec.

L mma 2.1.3. (Idiìthtec twn Henkin sunìlwn )
Upojètoume ìti H eÐnai Henkin sÔnolo,ìtan:

1)H eÐnai kleistì wc prìc `,dhlad  gia k�je prìtash q isqÔei : an H`q
,tìte q∈ H.

2)Gia k�je prìtash f,y,∃uf(u) :
i) ¬ f ∈ H ⇔ f 6∈ H.
ii) f ∧ y ∈ H ⇔ f ∈ H kai y ∈ H.
iii) f ∨ y ⇔ f ∈ H   y ∈ H.
iv) f → y ∈ H ⇔ f 6∈ H   y ∈ H.
v)∃uf(u) ∈ H ⇔ up�rqei k�poio c tètoio ¸ste f(c) ∈ H.
vi)∀uf(u) ∈ H ⇔ f(c) ∈ H gia ìla ta c.

Apìdeixh(L mma 2.1.3):1)Upojètoume ìti H ` q all� q 6∈ H afoÔ H
pl rhc kai ètsi H ` ¬ q to opoÐo k�nei to H �sunepec,�topo �ra H ` q tìte
q ∈ H.

2)i)An ¬ f ∈ H tìte H ` ¬ f ,kai èstw ìti den isqÔei ìti f 6∈ H tìte
afoÔ H pl rhc èqoume f ∈ H ⇒ H ` f ,�topo afou H eÐnai sunep c apì ton
orismì.'Ara ¬ f∈ H ⇒ f 6∈ H.AntÐstrofa,an f 6∈ H tìte èstw ìti ¬ f 6∈ H

�ra f ∈ H afoÔ H pl rhc,�topo.
ii)An f ∧ y ∈ H kai f ∧ y ` f kai f ∧ y ` y,afoÔ f ∧ y ∈ H tìte H ` f

kai H ` y �ra apì to (1) èqoume f kai y ∈ H.AntÐstrofa,qrhsimopoioÔme to
gegonìc ìti f,y ` f ∧ y ,ìpou an f,y ∈ H, tìte H`f∧y kai ètsi f∧y∈ H,
apì thn idiìthta (1).

iii)An f ∨ y ∈ H tìte f∈ H   y∈ H,afoÔ �n f 6∈ H kai y 6∈ H tìte apì
(i) èqoume ¬f∈ H kai ¬y∈ H �ra ¬(f∨y)∈ H dhlad  f ∨ y 6∈ H apo to (ii)
�topo.AntÐstrofa,�n f∈ H   y∈ H tìte èqoume ìti f,y` f ∨ y kai afoÔ f
  y ∈ H tìte H` f ∨ y ⇒ f ∨ y ∈ H apì thn idiìthta 1).
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iv)An f → y ∈ H tìte (¬f ∨ y) ∈ H �ra apì to (iii) ¬f∈ H   y∈ H kai
apo (i) ìti f6∈ H   y∈ H.AntÐstrofa,�n f6∈ H   y∈ H tìte apì (i) èqoume :
¬f∈ H   y∈ H ⇒ (¬f∨ y) ∈ H ⇒ f → y ∈ H.

v)An ∃uf(u)∈ H ,tìte f(c)∈ H gia k�poio c,apì ton orismì twn Henkin
sunìlwn.To antÐstrofo isqÔei diìti f(c)` ∃uf(u) kai afoÔ f(c)∈ H tìte
H` ∃uf(u) kai tìte ∃uf(u)∈ H apì thn idiìthta 1).

vi)'Eqoume ∀uf(u)∈ H kai isqÔei ∀uf(u)`f(c) gia ìla ta c �ra H`f(c)
kai thn idiìthta 1) f(c)∈ H gia ìla ta c.AntÐstrofa,èstw f(c)∈ H gia ìla
ta c kai ∀uf(u) 6∈ H ⇒ f(c) gia ìla ta c kai ¬( ∀uf(u) )∈ H apì to (i)⇒ f(c) ∈ H gia ìla ta c kai ∃u ¬f(u) ∈ H ⇒ f(c) ∈ H gia ìla ta c kai
gia k�poio c

′
èqoume ¬f(c

′
) ⇒ f(c)∈ H gia ìla ta c kai ∃c ′

tètoio ¸ste
f(c

′
) 6∈ H,�topo �ra ∀uf(u)∈ H a.
To parap�nw l mma proteÐnei ìti k�je Henkin sÔnolo eÐnai Th(A) gia

k�poia dìmh A ,dhlad  jewrÐa dom c,kai ètsi gia na kataskeu�soume èna mo-
ntèlo k�poiac sunep c je¸riac prèpei na kataskeÔasoume èna Henkin sÔno-
lo to opoÐo epekteÐnei thn T.Gia na to k�noume autì arqik� ja qreiastoÔme
na epekteÐnoume thn gl¸ssa(gia na eis�goume arketèc stajerèc ètsi ¸ste na
qrhsimopoihjoÔn wc Henkin m�rturec) kai aut  h epèktash eÐnai to basikì
komm�ti gia thn apìdeixh tou Jewr matoc Plhrìthtac.

L mma 2.1.4. An L eÐnai mia arijm simh gl¸ssa ,tìte k�je sunep c L-
jewrÐa T perièqetai se èna Henkin sÔnolo H sthn L

′
ìpou L

′
eÐnai mia

epèktash thc L me mia �peirh akoloujÐa nèwn stajer¸n (d0,d1,....).

Apìdeixh(L mma 2.1.4):'Eqoume mia arÐjmhsh S={=, s1, ....} ìlwn twn sum-
bìlwn stajer¸n,sqèsewn kai sunart sewn sthn L sumperilambanìmenou kai
tou sumbìlou thc isìthtac,kai lème ìti èna sÔmbolo s èqei t�xh n �n autì
orÐzetai se mia n-�da {s0, ..., sn}.'Etsi to sÔmbolo = eÐnai to mìno pou èqei
t�xh 0.

Upol mma 2.1.5. Up�rqei mia arÐjmhsh q0,q1,.... ìlwn twn prot�sewn
thc L

′
ètsi ¸ste gia k�je n ,h stajer� dn na mhn emfanÐzetai se kamÐa tic

pr¸tec n prot�seic q0,...,qn−1.
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Apìdeixh(Upol mmatoc 2.1.5 ):Gia k�je n=0,1,2,..... Sn eÐnai to sÔno-
lo ìlwn twn prot�sewn thc gl¸ssac L

′
m kouc mikrìterou   Ðsou tou

5+n,ìpou oi metablhtèc prot�sewn an koun sto sÔnolo {u0, ..., un},sto o-
poÐo up�rqoun mìno stajerèc thc gl¸ssac L t�xhc n kai oi nèec stajerèc
d0,...,dn−1,dn.

H epilog  tou arijmoÔ 5 ston orismì tou Sn diasfalÐzei ìti to S0 den
eÐnai kèno,afoÔ ∃u0(u0=u0)∈ S0.

'Epishc isqÔei ìti :
1)K�je Sn eÐnai peperasmèno.
2)Sn ⊆ Sn+1 ∀n.
3)To d0 den emfanÐzetai se kamÐa prìtash sto S0 kai gia k�je n > 0,to dn

den emfanÐzetai se kamÐa prìtash touSn−1.

Pr�gmati,to (1) isqÔei afoÔ ìlec oi prot�seic tou Sn èqoun m koc mi-
krìtero h Ðso me 5+n,dhlad  peperasmèno arijmì kai ìla ta stoiqeÐa,sÔmbola
kai ta loip� pou mporoÔn na apartÐsoun mia prot�sh eÐnai peperasmèna.Tìte
ìlec oi prot�seic sto Sn , eÐnai sto pl joc peperasmènec.

Gia to (2) èqoume oti to Sn+1 eÐnai to sÔnolo twn prot�sewn thc L
′

m kouc mikrìterou   Ðsou me 5+(n+1) kai to Sn eÐnai to antistoÐqo sÔno-
lo m kouc mikrìterou   Ðsou me 5+n< 5+(n+1) �ra oi prot�seic tou Sn

perièqontai sto Sn+1, �ra Sn ⊆ Sn+1.

Gia to (3) qrhsimopoioÔme ton orismì twn Sn,gia to S0 stic metablhtèc
twn prot�sewn tou den emfanÐzetai kanena apì ta dn �ra oÔte to d0.Gia to
Sn−1 oi metablhtèc twn prot�sewn tou eÐnai sto sÔnolo {u0, ..., un−1} sto
opoÐo up�rqoun mìno stajerèc t�xhc n-1 kai oi neèc stajerèc d0,...,dn−2,�ra
to dn den emfanÐzetai se kamÐa prìtash tou Sn−1.

T¸ra arijmoÔme me èna sugkekrimèno trìpo aut� ta peperasmèna sÔno-
la wc: Sn= { qn0 ,q

n
1 ,...,q

n
kn

} kai oloklhr¸noume me to ìti h apaitoÔmenh
arÐjmhsh ìlwn twn prot�sewn thc gl¸ssac L

′
eÐnai h allhlouqÐa ìlwn twn
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arijm sewn : q00,...,q
0
k0
,q10,...,q

1
k1
,...... .a

Upol mma 2.1.6. :Up�rqei f0,f1,..... mia akoloujÐa twn prot�sewn sthn
L

′
me tic akìloujec idiìthtec :

1)Gia k�je n, f2n=qn   f2n= ¬qn .
2)Gia k�je n ,�n f2n = ∃uy(u) gia k�poio tÔpo y(u) sthn L

′
tìte f2n+1=y(dn),diaforetik�

f2n=f2n+1.
3)Gia k�je n, to sÔnolo T∪ { f0,f1,...,f2n+1 } eÐnai sunepèc.

Apìdeixh(Upol mmatoc 2.1.6.):Gia k�je n ja orÐsoume to f2n kai f2n+1

me anadrom  sto n.Gia n èqoume:
1)f2n = qn   ¬qn.
2)�n f2n = ∃uy(u) gia k�poio tupo y(u) sthn L

′
tìte f2n+1=y(dn),diaforetik�

f2n=f2n+1.
3)An=T∪ { f0,f1,...,f2n+1 } sunepèc.
Gia n+1 èqoume ìti afoÔ An eÐnai sunepèc tìte An∪ { qn+1 }   An∪ { ¬qn+1 }

eÐnai sunepèc apì L mma 1.3.6.(4) �ra f2n+2 = qn+1   f2n+2 = ¬qn+1,dhlad 
An ∪ { f2n+2 } eÐnai sunepèc.An f2n+2 = ∃uy(u) tìte gia k�poio tÔpo y(u)
thc L

′
kai dn+1 pou den an kei oÔte sto An oÔte sto f2n+2 èqoume apì L m-

ma 1.3.6.(5) ìti An ∪ { y(dn+1) } eÐnai sunepèc ,�ra f2n+3 =y(dn+1) ,alli¸c
f2n+3=f2n+2. 'Epishc èqoume ìti An⊆ An+1=T∪ { f0,....,f2n+3 } kai An eÐnai
sunepèc �ra apì L mma 1.3.6.(2) èqoume An+1 eÐnai sunepèc.Ara orÐsthke h
akoloujÐa f0,f1,...... . a

T¸ra eÐnai eÔkolo na deixoÔme oti to H={ f0,...,fn,..... } apì thn ako-
loujÐa twn prot�sewn pou kataskeu�sthke sthn apìdeixh tou Upol mmatoc
2.1.6. eÐnai èna sÔnolo Henkin.Pr�gmati,apì to Upol mma 2.1.6.(3) èqoume
T∪ { f0,...,f2n+1 } eÐnai sunepèc kai { f0,...,f2n+1 } ⊆ T∪ { f0,...,f2n+1 } kai {
f0,...,f2n+1 } ⊆ H �ra apì to L mma 1.3.6.(2) to { f0,...,f2n+1 } eÐnai sunepèc
ara apo to idio l mma p�li to H eÐnai sunepèc.Apì to Upol mma 2.1.6.(2)
an f2n = ∃uy(u) ∈ H tìte gia k�je tÔpo f(u) sthn L

′
èqoume ìti f2n+1 =

y(dn)∈H �ra ∃ y(u) ∈ H tìte up�rqei stajer� dn tètoia ¸ste y(dn)∈H.Gia
k�je prìtash qn sthn L

′
èqoume f2n= qn   f2n= ¬qn kai afoÔ qn ∈ H  
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¬qn ∈ H,�ra H eÐnai pl rhc.

Blèpoume ìti to H perièqei to T.Upojètoume ìti q∈T.'Eqoume q=qn gia
k�poio n ,kai ètsi f2n=q   f2n=¬q,all� T∪ { f0,...,f2n,f2n+1 } eÐnai sunepèc
kai �ra den mporeÐ na perièqei to q kai to ¬q opìte f2n=q,�ra T ⊆ H. a

GnwrÐzoume ìti mia dimer  sqèsh ∼ se èna sÔnolo C eÐnai sqèsh isoduna-
mÐac an gia ìla ta x,y,z ∈ C isqÔei :
1)x ∼ x
2)x∼y ⇔ y∼x
3)(x∼y kai y∼z) ⇒ x∼z

L mma 2.1.7. An L
′
eÐnai mia arijm simh gl¸ssa kai H eÐnai èna sÔnolo

Henkin sth gl¸ssa L
′
,tìte up�rqei mia arijm simh L

′
-dom  C tètoia ¸ste

gia k�je L
′
-prìtash q: C |=q ⇔ q ∈ H.

Apìdeixh(L mmatoc 2.1.7.):'Estw C èna (arijm simo) sÔnolo ìlwn twn
stajer¸n sth gl¸ssa L

′
.To L mma 2.1.3. proteÐnei na kataskeu�soume èna

montèlo C thc H me pedÐo dom c to C,jètontac gia e1,e2,...,en,e ∈ C:
RC(e1,e2,...,en) ⇔ R(e1,e2,...,en) ∈ H ,kai
fC(e1,e2,...,en)=e ⇔ (f(e1,e2,...,en)=e) ∈ H
kai autì sqedìn douleÔei,ektìc ìti dÐnei pollèc diaforetikèc ermhneÐec twn
stajer¸n,dhlad  mpìrei na eÐnai (e=e

′
) ∈ H ,en¸ e kai e

′
eÐnai diaforetikèc

stajerèc.Gia thn antimet¸pish autoÔ tou jèmatoc qreiazìmaste na tauto-
poi soume tic stajèrec tic opoÐec to H je¸rei ìti eÐnai Ðsec,wc ex c:
a ∼ b ⇔ (a=b) ∈ H me a,b ∈ C.

Upol mma 2.1.8. H sqèsh ∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac sto sÔnolo C twn
stajer¸n thc L

′
.

Apìdeixh(Upol mmatoc2.1.8.):H apìdeixh eÐnai �mesh apì ta axi¸mata thc
Isìthtac tou sust matoc Hilbert,ìpou èna apì ta opoÐa anafèrei ìti sth L

′

èqoume `u=u , `u=u
′ ↔ u

′
=u kai `u=u

′ → (u
′
=u

′′ → (u=u
′′
)).
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Gia a,b,c ∈ C:
1) ` a=a ⇒ (a=a)∈ H ⇒ a ∼ a
2)[ ` a=b ↔ b=a ]⇒ [(a=b)↔ (b=a)]∈ H ⇒ [(a=b)∈H ⇔ (b=a)]∈H ⇒
[a∼b ⇔ b∼a]
3) [`(a=b)→[(b=c)→(a=c)]] ⇒ [(a=b)→ [(b=c)→(a=c)]]∈ H ⇒ [(a=b)∈
H kai (b=c)∈ H ⇒ (a=c)∈ H] ⇒ [a∼b kai b∼ c ⇒ a∼c ]. a

'Ara aut� ta trÐa apodeiknÔoun oti h ∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac.PaÐrnoume
t¸ra thn om�da phlÐko C

′
kai èna omomorfismì r: C → C

′
thc ∼ ,ìpou

r(a)=a
′
,ètsi ¸ste : (a=b)∈H ⇔ a

′
=b

′
,gia a,b∈C,kai a ′

,b
′ ∈C ′

.

Upol mma 2.1.9. Gia k�je n-melèc sÔmbolo R,up�rqei mia n-mel c sqèsh
R

′
sto C

′
tètoia ¸ste gia k�je a1,....,an ∈ C :

R
′
(a

′

1,a
′

2,...,a
′
n ) ⇔ R(a1,...,an) ∈ H (1)

Apìdeixh(Upol mmatoc 2.1.9.):Apì ta axi¸mata Isìthtac èqoume ìti gia
k�je n-melèc sÔmbolo sqèshc R sthn L

′ ` (v1=w1 ∧ ... ∧ vn=wn) →
(R(v1,...vn) ↔R(w1,...wn)).Gia k�je stajer� a1,...,an,b1,...,bn èqoume : `
(a1=b1 ∧ ... ∧ an=bn) → (R(a1,...an) ↔R(b1,...bn)) �ra autì eÐnai sthn H
,kai afoÔ to H eÐnai kleistì wc prìc to ` kai apì to L mma 2.1.3. èqoume :
[(a1=b1 ∧ ... ∧ an=bn) → (R(a1,...an) ↔R(b1,...bn))] ∈ H ⇔⇔ [(a1=b1 ∧ ... ∧ an=bn)] 6∈ H   [(R(a1,...an) ↔R(b1,...bn))] ∈ H ⇔⇔ ¬[(a1=b1 ∧ ... ∧ an=bn)] ∈ H   [(R(a1,...an) 6∈ H   R(b1,...bn)) ∈ H kai
(R(a1,...an) ∈ H   R(b1,...bn)) 6∈ H] ⇔⇔ [a

′

1=b
′

1,a
′

2=b
′

2,...,a
′
n=b

′
n] ⇒ [R(a1,...,an)∈H ⇔ R(b1,...,bn)∈H].

MporoÔme t¸ra na exasfalÐsoume thn (1) jètontac R
′
(u1,...,un)⇔ R(a1,...,an)∈H,

ìpou a1,...,an eÐnai opoiesd pote metablhtèc tètoiec ¸ste a
′

1=u1,...,a
′
n=un

,kai opoiad pote �llh epilog  twn a1,...,an ja d¸sei thn Ðdia tÐmh al jeiac
sto R

′
(u1,...,un). a

Upol mma 2.1.10. Gia k�je kleistì ìro t ,up�rqei mia stajer� c tètoia
¸ste (t=c)∈H ,kai gia opoiesd pote dÔo stajerèc c,d : [(t=c)∈H ∧ (t=d)∈H]⇒ (c=d)∈H.

Apìdeixh(Upol mmatoc 2.1.10.):Gia ton pr¸to isqurismì ,paÐrnoume ìti
gia k�je ìro isqÔei ìti `u(t=u) ,afoÔ:
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1.u=u apì to Axi¸mata Isìthtac
2.∀u(u=u) (13)
3.∀u(u=u) → t=t (9)
4.t=t 2,3,Modus Pones
5.t=t → `u(t=u) (11)
6.`u(t=u) 4,5,Modus Pones
kai jètoume f(u)≡ t=u .'Ara ` ∃uf(u) kai �ra H ` ∃uf(u) kai apì to L mma
2.1.3. ∃uf(u)∈H kai apì ton orismì twn Henkin sunìlwn up�rqei k�poia
stajer� c tètoia ¸ste f(c)∈H,dhlad  (t=c)∈H.

Gia to deÔtero isqurismì apì ta Axi¸mata Isìthtac èqoume ìti :
`[(c=t) → ((t=d) → (c=d))] ⇔⇔ `[ [¬(c=t)] ∨[(t=d) → (c=d)] ] ⇔ `[[¬(c=t)] ∨ [{ ¬(t=d) } ∨[c=d]]] ⇔⇔ `[[¬(c=t)] ∨[¬(t=d)] ∨ (c=d)] ⇔ `[¬((t=c)∧(t=d)) ∨ (c=d)] ⇔⇔ `[(t=c)∧(t=d) → (c=d)] kai �ra H`[(t=c)∧(t=d) → (c=d)] kai apì
L mma 2.1.3. [(t=c)∧(t=d) → (c=d)]∈H ⇒ [(t=c)∧(t=d)]6∈H   (c=d)∈H
apì L mma 2.1.3. ⇔ ¬[(t=c)∧(t=d)]∈H   (c=d)∈H ⇔
[(t=c)∈H ∧ (t=d)∈H] ⇒ (c=d)∈H. a

Upol mma 2.1.11. Gia k�je n-melèc sÔmbolo sun�rthshc f ,up�rqei mia
n-mel c sun�rthsh f

′
:C

′n → C
′
tètoia ¸ste gia k�je stajer� a1,...,an,c ∈

C èqoume : f
′
(a

′

1,...,a
′
n)=c

′ ⇔ (f(a1,...,an)=c)∈H.

Apìdeixh(Upol mmatoc 2.1.11.):Apì to Upol mma 3 gia k�je a1,...,an
up�rqei k�poia stajer� c tètoia ¸ste (f(a1,...,an)=c)∈ H.Met� orÐzoume
thn f

′
wc f

′
(u1,...,un)=c

′
gia k�je a1,...,an tètoio ¸ste u1=a

′

1,...,un=a
′
n.Apì

ta Axi¸mata thc Isìthtac èqoume ìti gia n-melèc sÔmbolo sun�rthshc f sthn
L

′
èqoume ` (v1=w1 ∧ ... ∧ vn=wn) → (f(v1,...vn)=f(w1,...wn)).
Gia k�je stajer� a1,...,an,b1,...,bn èqoume : ` (a1=b1 ∧ ... ∧ an=bn) →

(f(a1,...an)=f(b1,...bn)) �ra autì eÐnai sthn H ,kai afoÔ to H eÐnai kleistì
wc prìc to ` kai apì to L mma 2.1.3. èqoume : [(a1=b1 ∧ ... ∧ an=bn) →
(f(a1,...an) =f(b1,...bn))] ∈ H ⇔⇔ [(a1=b1 ∧ ... ∧ an=bn)] 6∈ H   [(f(a1,...an) = f(b1,...bn))] ∈ H ⇔⇔ ¬[(a1=b1 ∧ ... ∧ an=bn)] ∈ H   (f(a1,...,an) = f(b1,...,bn)) ∈ H ⇔
[(a

′

1=b
′

1 ∨ ... ∨ a
′
n=b

′
n)]   (f(a1,...,an) = f(b1,...,bn)) ∈ H apì to Upol mma

2.1.5.. 'Ara [(a
′

1=b
′

1 ∨ ... ∨ a
′
n=b

′
n)]   (f(a1,...,an) = f(b1,...,bn)=c) ∈ H
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kai katal goume sto zhtoÔmeno jètontac f
′
(u1,...,un)=c

′ ⇔( f(a1,...,an)=c)
∈ H,
ìpou a1,...,an eÐnai opoiesd pote metablhtèc tètoiec ¸ste a

′

1=u1,...,a
′
n=un

,kai opoiad pote �llh epilog  twn a1,...,an ja d¸sei thn Ðdia tÐmh al jeiac
sto f

′
(u1,...,un). a

H dom  pou qreiazìmaste eÐnai h :
C

′
= { C

′
, {c

′
}c∈Const,{R

′
}R∈Rel,{ f

′
}f∈Fun } kai èqoume to epìmeno Upol mma.

Upol mma 2.1.12. Gia k�je kleistì ìro t , up�rqei mia stajer� c tètoia

¸ste :(t=c)∈H kai tC
′
= c

′
.

Apìdeixh(Upol mmatoc 2.1.12.):AfoÔ to Upol mma anafèretai se klei-
stoÔc ìrouc t tìte apì to Upolhmm� 2.1.10. up�rqei stajer� c tètoia ¸ste
(t=c)∈H gia k�je kleistì ìro t.'Ara to èna mèroc apodeÐqjhke,t¸ra prèpei
na deÐxoume ìti h ermhneÐa tou kleistoÔ ìrou t sto C

′
isoÔtai me c

′
,dhlad 

tC
′
=c

′
. Me epagwg  stouc kleistoÔc ìrouc.An t=c tìte cC

′
=c

′
isqÔei apo

ton orismì.'Estw ìti h upìjesh isqÔei gia t1,....,tn,dhlad  tC
′

1 =c
′

1,...,t
C

′

1 =c
′
n

kai (ti=ci)∈H �ra t=f(t1,...,tn) kai tìte gnwrÐzoume ìti (f(t1,...,tn)=c)∈H  

(f(c1,...,cn)=c)∈H �ra t=f(c1,..,cn) kai tC
′
=fC

′
(cC

′

1 ,...,cC
′

n )=c
′
.'Ara (t=c)∈H

kai tC
′
=c

′
. a

Gia na apìdeixoume thn isodunamÐa C
′
|= q ⇔ q∈ H ja k�noume epagwg 

sto tÔpo q.Arqik� ja to deÐxoume gia touc prwtarqikoÔc tÔpouc.
An q ≡ s=t ,tìte apì to Upol mma 2.1.12. gia touc kleistoÔc ìrouc t,s

up�rqoun stajerèc a,b tètoiec ¸ste : (t=a)∈H kai tC
′
=a

′
kai (s=b)∈H kai

sC
′
=b

′
.'Ara C

′
|= s=t ⇔ sC

′
=tC

′ ⇔ a
′
=b

′ ⇔ (a=b)∈H ,apì Upol mma
2.1.8..'Ara èqoume : (ti=ai)∈H ⇔ q∈H.

An q=R(t1,...,tn) ìpou t1,...,tn kleistoÐ ìroi �ra apì to Upol mma 2.1.12.

up�rqoun stajerèc a1,...,an tètoiec ¸ste (ti=ai)∈H kai tC
′

i =a
′

i ∀i.'Eqoume :
C

′
|= R(t1,...,tn) ⇔ RC

′
(tC

′

1 ,...,tC
′

n ) ⇔ RC
′
(a

′

1,...,a
′
n) ⇔ R(a1,...,an)∈H, apì

to Upol mma 2.1.9. ⇔ R(t1,...,tn)∈H,afoÔ (ti=ai)∈H ⇔ q∈H.

21



2.1 Je¸rhma Plhrìthtac JEWRHMA PLHROTHTAS

'Estw ìti to zhtoÔmeno isqÔei gia tÔpouc me t�xh mikrìterh tou n kai
t¸ra èstw f tupoc t�xhc n tètoioc ¸ste f=¬ y   f=y1 ∧y2   f=y1 ∨ y2

  f=y1 → y2   f=∃uy(u)   f=∀uy(u),ìpou gia ìla aut� èqoume ìti h t�xh
twn y1,y2 kai y gia opoiod pote f einai mikrìterh tou n,�ra gia aut� isqÔei
h upo'jèsh thc epagwg c.

An q=¬y tìte C
′
|= q ⇔ C

′
|= ¬y ⇔ C

′2 y ⇔ y6∈ H ⇔ ¬y ∈H, afoÔ
H pl rhc ⇔ q∈H.

An q=y1 ∧ y2 tìte C
′
|= y1 ∧ y2 ⇔ C

′
|= y1 kai C

′
|= y2 ⇔ y1 ∈ H

kai y2 ∈ H ,apo thn upìjesh thc epagwg c ⇔ y1 ∧ y2 ∈ H apì to L mma
2.1.3. ⇔ q∈ H.

An q=y1 ∨ y2tìte C
′
|= q ⇔ C

′
|= y1 ∨ y2 ⇔ C

′
|= y1   C

′
|= y2 ⇔

y1 ∈ H   y2 ∈ H ,apì upìjesh thc epagwg c ⇔ y1 ∨ y2 ∈ H ,apì to L mma
2.1.3. ⇔ q∈ H.

An q=y1 →y2tìte C
′
|= q ⇔ C

′
|= y1 → y2 ⇔ C

′
|= ¬y1   C

′
|= y2⇔ y1 6∈ H   y2 ∈ H ,apì upìjesh thc epagwg c ⇔ y1 → y2 ∈ H ,apì to

L mma 2.1.3. ⇔ q∈ H.

An q=∃uy(u) tìte C ′
|= q ⇔ C

′
|= y(c

′
) gia k�poio c

′
sto C

′ ⇔ y(c
′
)

∈ H ,apì upìjesh thc epagwg c gia k�poio c
′
sto C

′ ⇔ ∃uy(u) ∈ H ,apì
to L mma 2.1.3. ⇔ q∈ H.

An q=∀uy(u) tìte C ′
|= q ⇔ C

′
|= y(c

′
) gia ìla ta c

′
sto C

′ ⇔ y(c
′
)

∈ H ,apì upìjesh thc epagwg c gia ìla ta c
′
sto C

′ ⇔ ∀uy(u) ∈ H ,apì
to L mma 2.1.3. ⇔ q∈ H. a

'Ara gia k�je tÔpo q isqÔei C
′
|= q ⇔ q∈ H.

Gia thn olokl rwsh thc apìdeixhc tou jewr matoc Plhrìthtac arqik�
fti�qnoume mia sunèph L-je¸ria ,ìpou L arijm simh gl¸ssa ,t¸ra èstw H na
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JEWRHMA PLHROTHTAS
2.2 Je¸rhma Sump�geiac kai

Asjenèc Je¸rhma Löwenheim-Skolem

eÐnai èna sÔnolo Henkin ìpwc to L mma 2.1.4. gia mia epektamènh gl¸ssa
L

′
apì stajerèc ,dhlad  c=Const∪ { d0,...,dn,.... } kai èstw A

′
=(A

′
,{ c

′

}c∈Const ,{ d
′

0,...,d
′
n,.... },{ R

′
}R∈Rel,{ f

′
}f∈Fun) na eÐnai mia L

′
-dom  ìpwc to

L mma 2.1.7. gia to H.H L-dom  pou qreiazìmaste eÐnai h periorismènh
A= ( A

′
,{ c

′
}c∈Const ,{ R

′
}R∈Rel,{ f

′
}f∈Fun ) sthn opoÐa den up�rqoun oi

stajerèc d0,...,dn,.... me thn epiplèon parat rhsh oti ta d
′

0,...,d
′
n,.... eÐnai

stoiqeÐa tou pedÐou dom c A
′
thc dom c A.

To je¸rhma Plhrìthtac tou Godel tautopoieÐ thn ènnoia thc al jeiac
me thn dikailoghmènh al jeia (dhlad  al jeia pou mporeÐ na dikaiologhjeÐ)
,kai h jemeli¸dhc shmasÐa tou den mporeÐ na uperktimhjeÐ.EpÐshc èqei èna
meg�lo arijmì apì majhmatÐkec efarmogèc.

2.2 Je¸rhma Sump�geiac kai

Asjenèc Je¸rhma Löwenheim-Skolem

Se aut n thn enìthta ja anafèroume èna je¸rhma arkèt� shmantikì ìpou h
apìdeixh tou aporrèei apì to Je¸rhma Plhrìthtac tou Gödel ,kai eÐnai to
ex c :

Je¸rhma 2.2.1. (Je¸rhma Sump�geiac):An k�je peperasmèno uposÔno-
lo miac arijm simhc jewrÐac T èqei montèlo ,tìte h T èqei (arijm simo)
montèlo.

Apìdeixh(Je¸rhmatoc Sump�geiac):Apì upìjesh èqoume k�je pepera-
smèno uposÔnolo miac arijm simhc jewrÐac T èqei montèlo ,�ra k�je pepe-
rasmèno tètoio uposÔnolo eÐnai sunepèc ,�ra apì to L mma 1.3.6.(2) èqoume
ìti h T eÐnai sunep  kai apì to Je¸rhma Plhrìthtac tou Gödel ,to (1) ,h
T èqei (arijm simo) montèlo. a

MporoÔme na broÔme pollèc efarmogèc tou Je¸rhmatoc Sump�geiac se
probl mata,all� to akìloujo basikì gegonìc dÐnei mia idèa pwc autì to
je¸rhma mpìrei na efarmosteÐ.

Pìrisma 2.2.2. E�n mia arijm simh jewrÐa T èqei aujaÐreta meg�la pe-
perasmèna montèla,tìte èqei �peiro montèlo.
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2.2 Je¸rhma Sump�geiac kai
Asjenèc Je¸rhma Löwenheim-Skolem JEWRHMA PLHROTHTAS

Apìdeixh(Pìrisma 2.2.2.):Gia k�je n , èstw jn=∃u0...∃un[(u0 6= u1) ∧
(u1 6= u2).... ∧ (un−1 6= un)] na eÐnai prìtash h opoÐa uposthrÐzei ìti u-
p�rqoun toul�qiston n+1 antikeÐmena ,kai sÔnolo T∗=T

⋃
{ j0,j1,.... }

.Apì upìjesh h T èqei aujaÐreta meg�la peperasmèna montèla,�ra èqei kai
montèla ta opoÐa ikanopoioÔn k�je uposÔnolo tou T∗ ,�ra apì Je¸rhma
Sump�geiac h T∗ èqei èna montèlo ,to opoÐo eÐnai �peiro montèlo tou T ,a-
foÔ to jn,ètsi ìpwc to èqoume orÐsei,eÐnai prìtash h opoÐa uposthrÐzei ìti
up�rqoun toul�qiston n+1 antikeÐmena ,�ra k�je montèlo tou T∗ prèpei na
ikanopoieÐ kai to T kai to { j0,j1,.... } �ra eÐnai �peiro. a

To Je¸rhma Plhrìthtac tou Gödel eÐnai to basikìtero apotèlesma pou
afor� th sqèsh jewri¸n kai montèlwn,afoÔ bebai¸nei ìti k�je sunep c jew-
rÐa èqei montèlo.Stic arqèc tou eikostoÔ ai¸na o Löwenheim eÐqe apodeÐxei
mia prìtash sqetik� me to mègejoc twn montèlwn miac jewrÐac. To Je¸rh-
ma Löwenheim anafèretai se montèla miac mìno prìtashc all� sta epìmena
qrìnia o Skolem to epèkteine se montèla tuqìntoc sunìlou prot�sewn.H
apìdeixh tou jewr matoc autoÔ aporrèei apo thn apìdeixh tou Jewr matoc
Plhrìthtac tou Gödel kai gia autì jewreÐtai pìrisma autoÔ tou jewr ma-
toc.

Je¸rhma 2.2.3. (Je¸rhma Asjenèc Löwenheim-Skolem): An mia arij-
m simh jewrÐa T èqei montèlo ,tìte èqei arijm simo montèlo.

Apìdeixh(Je¸rhma Asjenèc Löwenheim-Skolem): H arijm simh jewrÐa
T èqei montèlo tìte gnwrÐzoume ìti eÐnai sunep c �ra apì to Je¸rhma Plh-
rìthtac tou Gödel èqoume èna arijm simo montèlo gia thn T. a

To je¸rhma Löwenheim-Skolem apodÐdei mia sunarpastik  sunèpeia e�n
to efarmìsoume sth Zermelo-Fraenkel JewrÐa Sunìlwn (ZFC) .H (ZFC)
apodeiknÔei thn Ôparxh mh arijm simwn sunìlwn ,all� èqei arijm simo mo-
ntèlo ìpwc èqoume anafèrei prohgoumènwc.Autì anafèretai gia pr¸th for�
apo ton Skolem kai lègetai par�doxo Skolem:An A eÐnai èna arijm simo mo-
ntèlo tètoiac jewrÐac pou perièqei to sÔnolo N twn fusik¸n ,gia na eÐnai
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JEWRHMA PLHROTHTAS
2.2 Je¸rhma Sump�geiac kai

Asjenèc Je¸rhma Löwenheim-Skolem

èna sÔnolo Q∈A mh arijm simo wc prìc A ,arkeÐ na mhn up�rqei mèsa sto
A sun�rthsh f:N → X h opoÐa einai 1-1 kai epÐ.
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Kef�laio 3

Kajodikì Je¸rhma
Löwenheim-Skolem

3.1 Stoiqei¸dhc emfÔteush,upodom  kai

perÐblhma enìc sunìlou

Orismìc 3.1.1. 'Estw A,B dÔo L-domèc.Lème ìti A eÐnai mia upodo-
m (upomontèlo) tou B kai B mia epèktash tou A kai gr�foume A⊆B an
isqÔoun oi akìloujec sunj kec:
1)A⊆B.
2)Gia k�je sÔmbolo stajer�c c sthn L,cB=cA ∈A.
3)Gia k�je n-melèc sÔmbolo sqèshc R kai gia ìla ta x1,...,xn ∈ A
RB (x1, ..., xn) ⇔ RA (x1, ..., xn)
4)Gia k�je n-melèc sÔmbolo sun�rthshc f kai gia ìla ta x1,...,xn ∈ A
fB(x1, ..., xn) = fA(x1, ..., xn)

Orismìc 3.1.2. 'Estw A,B L-domèc .Mia 1-1 sun�rthsh F:A → B eÐnai
mia emfÔteush an isqÔoun oi akìloujec sunj kec:
1}Gia k�je sÔmbolo stajer�c c sthn L,cB =F(cA).
2)Gia k�je n-melèc sÔmbolo sqèshc R kai gia ìla ta x1,...,xn ∈ A
RA (x1, ..., xn) ⇔ RB (F(x1), ..., F(xn)) .
3)Gia k�je n-melèc sÔmbolo sun�rthshc f kai gia ìla ta x1,...,xn ∈ A
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3.1 Stoiqei¸dhc emfÔteush,upodom  kai
perÐblhma enìc sunìlou Kajodikì Je¸rhma Löwenheim-Skolem

fB (F(x1), ..., F(xn)) = F(fA (x1, ..., xn))

H F:A→B eÐnai stoiqei¸dhc emfÔteush an epiprìsjeta ,gia k�je pl rwc
ektetamèno tÔpo q(u1,...,un) kai gia ìla ta x1,...,xn ∈ A :
A |= q(x1,...,xn) ⇔ B |= q(F(x1),...,F(xn))
An A⊆B ,tìte xek�jara h tautotik  apeikìnish id:A→B eÐnai emfÔteush
ìtan A eÐnai upodom (upomontèlo) tou B ,dhlad  A⊆B.OrÐzoume:
A � B ⇔ id:A→B eÐnai mia stoiqei¸dhc emfÔteush
kai ìtan autì isqÔei ,lème ìti A eÐnai mia stoiqei¸dhc upodìmh(upomontèlo)
thc B kai B mia stoiqei¸dhc epèktash thc A.

Orismìc 3.1.3. 'Estw duo L-domècA,B.OiA kaiB lègontai stoiqei¸dhc
isodÔnamec h apl¸c isodÔnamec ,me sÔmbolaA≡B an Th(A)=Th(B) dhlad 
oi A kai B ikanopoioÔn tic Ðdiec prot�seic sthn L.

O isomorfismìc eÐnai profan¸c stoiqei¸dhc emfÔteush ,kai h sÔnjesh
stoiqei¸dwn emfuteÔsewn eÐnai stoiqei¸dhc emfÔteush.EpÐshc eÐnai xek�ja-
ro ìti an A � B tìte A ≡ B all� den isqÔei to antÐjeto.

'Estw A èna sÔnolo kai F:An → A mia n-mel c sun�rthsh sto A.'Ena
sÔnolo Q⊆A lègetai kleistì wc prìc F an F(a1,...,an)∈X gia ìla ta a1,...,an
∈X.Gia k�je sÔnolo Q,k�je sullog  apo sunart seic F sto Q kai gia k�je
A⊆Q ,èstw : A(0)=A kai A(n+1)=A(n) ∪ {F(x1,...,xn):x1,...,xn ∈ A(n) ,F∈F }

tìte AF=∪∞
n=0 A

(n) eÐnai perÐblhma tou A.

Prìtash 3.1.4. To AF eÐnai uposÔnolo tou Q pou perièqei to A kai eÐnai
kleistì wc prìc ìlec tic sunart seic sthF .

Apìdeixh(Prìtash 3.1.4.):Gia na apodeÐxoume to zhtoÔmeno prèpi na de-
Ðxoume ìti :
1)A⊆AF

2)AF eÐnai kleistì wc prìc ìlec tic sunart seic sthn F.
3)An U⊆Q,A⊆U ,kai U eÐnai kleistì wc prìc k�je F∈F,tìte AF ⊆ U.

1)'Eqoume orÐsei ìti AF=∪∞n=0 A
(n)=A(0) ∪A(1) ∪.... A(n) �ra A⊆ AF.
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3.1 Stoiqei¸dhc emfÔteush,upodom  kai

perÐblhma enìc sunìlou

2)'Estw mia sun�rthsh F(x1,...,xn) ìpou F∈F.An x1,...,xn sullègontai apì
èna pl joc sunìlwn An ,∀n,dhlad  èstw A(0),A(1),...,A(k) tìte A(k+1)=A(k) ∪
{ F(x1,...,xn):x1,...,xn ∈,F∈F } èqoume ìti x1,...,xn ∈A(k) kai F(x1,...,xn)∈A(k+1).'Ara
F(x1,...,xn)∈AF �ra AF eÐnai kleistì wc prìc k�je F∈F.
3)Ja apodeÐxoume to zhtoÔmeno me epagwg  sto n.
An n=0 tìte A(0)=A⊆U.
'Estw gia n isqÔei ìti A(n) ⊆ U,kai t¸ra èqoume :
A(n+1)=A(n) ∪ {F(x1,...,xn):x1,...,xn ∈ A(n) ,F∈F } kai afoÔ A(n) ⊆ U tìte
x1,...,xn ∈A(n) ⇒ x1,...,xn ∈Y kai afoÔ U eÐnai kleistì wc proc k�je sun�r-
thsh F∈F tìte F(x1,...,xn)∈Y,�ra {F(x1,...,xn):x1,...,xn ∈ A(n) ,F∈F } ⊆ U
�ra A(n+1) ⊆U.'Ara A(n) ⊆ U ∀n kai AF = ∪∞

n=0A
(n) ⊆ U. a

L mma 3.1.5. (L mma Elègqou Stoiqei¸souc Upodom c):UpojètoumeA⊆B,tìte
A�B an kai mìno an gia k�je pl rwc ektetamèno tÔpo f(u1,...,un,u) kai o-
poiad pote x1,...,xn∈ A isqÔei ìti :
(1) an up�rqei k�poio y∈B tètoio ¸ste B |=f(x1,...,xn,y) tìte up�rqei k�poio
z∈A tètoio ¸ste B |=f(x1,...,xn,z).

Apìdeixh(L mmatoc Elègqou Stoiqei¸souc Upodom c): Upojètoume pr¸ta
ìti A�B.An h upìjesh tou (1) isqÔei gia k�poia x1,...,xn∈ A tìte
B |= ∃uf[x1,...,xn] kai apì ton orismì thc stoiqei¸douc upodom c ,èqoume
A |= ∃uf[x1,...,xn] kai autì sunep�getai ìti gia k�poio z∈A:A |= f[x1,...,xn,z].
AfoÔA�B,èqoume p�li ìtiB |= f[x1,...,xn,z] ,�ra katal xame sto sumpèra-
sma tou (1).

AntÐstrofa, upojètoumeA⊆B kai h (1) isqÔei gia k�je tÔpo f(u1,...,un,u).
Qreiazìmaste na apodeÐxoume ìti gia k�je q(u1,...,un) kai gia ìla ta x1,...,xn∈
A isqÔei : A |= q[ x1,...,xn] ⇔ B |= q[ x1,...,xn] kai to k�noume me epagwg 
ston tÔpo q. Arqik� gia touc prwtarqikoÔc tÔpouc èqoume :

An q ≡ s=t ,ìpou t,s∈A tìte: A |= q[ x1,...,xn] ⇔ A |= s=t ⇔ sA=tA⇔
sB=tB,epeid  A⊆B ⇔ B |= s=t ⇔ B |= q[ x1,...,xn].

An q=R(x1,...,xn) ìpou x1,...,xn∈A tìte : A |= q[ x1,...,xn] ⇔ A |=
R(x1,...,xn) ⇔ R(xA1 ,...,x

A
n )⇔R(xB1 ,...,x

B
n ) ,epeid A⊆B⇔ B |= R(x1,...,xn)⇔ B |= q[ x1,...,xn].
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'Estw ìti to zhtoÔmeno isqÔei gia tupouc me t�xh mikrìterh tou n kai
t¸ra èstw f tupoc t�xhc n tètoioc ¸ste f=¬ y   f=y1 ∧y2   f=y1 ∨ y2

  f=y1 → y2   f=∃uy(u)   f=∀uy(u),ìpou gia ìla aut� èqoume ìti h t�xh
twn y1,y2 kai y gia opoiod pote f einai mikrìterh tou n,�ra gia aut� isqÔei
h upìjesh thc epagwg c.

An q=¬y tìte A |= q[ x1,...,xn] ⇔ A 2 y[x1,...,xn] ⇔ B 2 y[x1,...,xn]
apì upìjesh epagwg c ⇔ B |= q[ x1,...,xn].

An q=y1 ∧ y2 tìte A |= q[ x1,...,xn] ⇔ A |= y1[x1,...,xn] kai A |=
y2[x1,...,xn] ⇔ B |= y1[x1,...,xn] kai B |= y2[x1,...,xn] apì upìjesh epagwg c⇔ B |= q[ x1,...,xn].

An q=y1 ∨ y2 tìte A |= q[ x1,...,xn] ⇔ A |= y1[x1,...,xn]   A |=
y2[x1,...,xn] ⇔ B |= y1[x1,...,xn]   B |= y2[x1,...,xn] apì upìjesh epagw-
g c ⇔ B |= q[ x1,...,xn].

An q=y1 →y2 tìteA |= q[ x1,...,xn]⇔A 2 y1[x1,...,xn]  A |= y2[x1,...,xn]⇔ B 2 y1[x1,...,xn]   B |= y2[x1,...,xn] apì upìjesh epagwg c ⇔
B |= q[ x1,...,xn].

An q=∃uy(x1,...,xn,u) tìteA |= q[ x1,...,xn]⇔ gia k�poio z∈A ,A|=y[x1,...,xn,z]⇔ gia k�poio z∈A ,B|=y[x1,...,xn,z] apì upìjesh epagwg c ⇔ gia k�poio
y∈B B |= y[x1,...,xn,y] apì thn upìjesh (1)⇔ B |= ∃uy[x1,...,xn,u] ⇔
B |= q[ x1,...,xn].

An q=∀uy(x1,...,xn,u),tìte isqÔei ìti |= q[ x1,...,xn]↔ ¬( ∃u¬y[x1,...,xn,u])
(2) �ra A |= q[ x1,...,xn] ⇔ A|= ¬ ∃u¬y[x1,...,xn,u] apì to (2) ⇔ A 2
∃u¬y[x1,...,xn,u] ⇔A 2 ∃u¬y[x1,...,xn,u] apì to prohgoÔmeno ⇔
B|= ∀uy(x1,...,xn,u) ⇔ B |= q[ x1,...,xn]. a
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3.2 Kajodikì Je¸rhma

Löwenheim-Skolem

Je¸rhma 3.2.1. (Kajodikì Je¸rhma Lowenheim-Skolem):An Q⊆B eÐnai
èna arijm simo uposÔnolo tou pedÐou dom c thc dom c B,tìte up�rqei mia
arijm simh ,stoiqei¸dhc upodom  A�B tètoia ¸ste Q⊆A.

H apìdeixh tou jewr matoc ja qrhsimopoi sei dÔo apl� l mmata ,kai to
L mma Elègqou Stoiqei¸douc Upodom c.

L mma 3.2.2. Upojètoume ìti eÐnai B mia L-dom  kai A⊆B,tìte A eÐnai
pedÐo dom c thc upodom c A⊆B an kai mìno an to A perièqei thn ermhneÐa
cB tou B gia k�je stajer� sth gl¸ssa L kai eÐnai kleistì wc proc tic
sunart seic fB gia k�je sÔmbolo sun�rthshc sth gl¸ssa L :
x1,...,xn ∈A ⇒ fB(x1,...,xn)∈A

Apìdeixh(L mma 3.2.2):An A⊆B kai A pedÐo dom c tou A tìte apì ton
orismì thc upodom c èqoume ìti :
1)A⊆B, 2)cB=cA ∈A, 3) kai gia ìla ta x1,...,xn ∈ A RB (x1, ..., xn) ⇔
RA (x1, ..., xn) kai fB (x1, ..., xn ) = fA (x1, ..., xn) ,ìpou c,R,f sÔmbolo
stajer¸n,sqèsewn kai sunart sewn antÐstoiqa sth gl¸ssa L.'Ara èqoume
cB=cA ∈A �ra h ermhneÐa cB thc B perièqetai sto A kai fB (x1, ..., xn ) =
fA (x1, ..., xn)∈A dhlad  x1,...,xn ∈A ⇒ fB(x1,...,xn)∈A.

An h A perièqei thn ermhneÐa sth B gia k�je sÔmbolo stajer�c sth
gl¸ssa L kai eÐnai kleistì wc proc tic sunart seic fB gia f∈L dhlad 
x1,...,xn ∈A⇒ fB(x1,...,xn)∈A.Jètoume cB=cA,fA=fB � A kai RB (x1, ..., xn)⇔ RA (x1, ..., xn) gia x1,...,xn ∈ A �ra A⊆B kai A pedÐo dom c A. a

Orismìc 3.2.3. (Apolutìthta kai Skolem sÔnola): Upojètoume ìtiB eÐnai
mia L-dom  kai f eÐnai ènac tÔpoc.'Ena sÔnolo sunart sewn S sto pedÐo dom c
tou B eÐnai Skolem sÔnolo gia to f sto B ,an gia k�je upodom  A⊆B,an A
eÐnai kleistì wc proc ìlec tic sunart seic sto S ,tìte f eÐnai apìluta an�mesa
,dhlad  gia k�je pl rwc ektetamèno tÔpo f(u1,...,un) kai gia ìla ta x1,...,xn
∈ A A |= f(x1,...,xn) ⇔ B |= f(x1,...,xn) (2).
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ParathroÔme ìti sÔmfwna me ton orismì ,an S eÐnai Skolem sÔnolo gia
f kai S ⊆ S

′
,tìte S

′
eÐnai epÐshc Skolem sÔnolo gia f.

Gia thn apìdeixh tou epìmenou l mmatoc ,ja qrhsimopoi soume to AxÐw-
ma Epilog c sthn akìloujh logik  morf  :an R ⊆ X×Y eÐnai mia dimer c
sqèsh,tìte:(∀x∈X)(∃y∈Y)R(x,y) ⇒ (∃f:X→Y)(∀x∈X)R(x,f(x)).

L mma 3.2.4. Se k�je L-dom  B , k�je tÔpoc f èqei peperasmèno Skolem
sÔnolo .

Apìdeixh(L mmatoc 3.2.4.):H apìdeixh ja gÐnei me epagwg  ston tÔpo f.
Gia touc prwtarqikoÔc tÔpouc f≡ s=t   f≡ R(t1,...,tn),ìpou t1,...,tn,s ìroi
paÐrnoume Sf =∅ ,�ra oi prwtarqikoÐ tÔpoi f èqoun peperasmèno Skolem
sÔnolo.

Parat rhsh 3.2.5. Me Sf,Sy,Sf∧y,Sf∨y,Sf→y,S∃uy,S∀uy ja sumbolÐzoume
ta Skolem sÔnola gia touc tÔpouc f,y,f∧y,f∨ y,f→ y,∃uy(u),∀uy(u) a-
ntÐstoiqa.

H upojèsh thc epagwg c eÐnai ìti oi tÔpoi f kai y èqoun peprasmèno Sko-
lem sÔnola.Proqwrìntac epagwgik�,jètoume : S¬f=Sf,Sf∧y=Sf∨y=Sf→y=Sf

∪ Sy.Pr�gmati Sf eÐnai to Skolem sÔnolo gia to f ,dhlad  gia ton tÔpo f kai
gia ìla ta x1,...,xn ∈ A isqÔei : A |= f(x1,...,xn) ⇔ B |= f(x1,...,xn) ,ìpou
A⊆B,tìte èqoume :A |= ¬f(u1,...,un) ⇔ A 2 f(u1,...,un) ⇔B 2 f(u1,...,un)⇔ B |= ¬f(u1,...,un) �ra S¬f=Sf .An Sf kai Sy ta Skolem sÔnola gia ta f
kai y antÐstoiqa tìte : A |= f[x1,...,xn] ∧ y[x1,...,xn] ⇔ A |= f[x1,...,xn] kai
A |= y[x1,...,xn] ⇔ B |= y1[x1,...,xn] kai B |= y2[x1,...,xn] apì upìjesh epa-
gwg c ⇔B |= f[x1,...,xn] ∧ y[x1,...,xn]kai A |= f[x1,...,xn] ∨ y[x1,...,xn] ⇔
A |= f[x1,...,xn]   A |= y[x1,...,xn] ⇔ B |= f[x1,...,xn]   B |= y[x1,...,xn] apì
upìjesh epagwg c ⇔B |= f[x1,...,xn] ∨ y[x1,...,xn] kai A |= f[x1,...,xn] →
y[x1,...,xn] ⇔ A |= ¬f[x1,...,xn]   A |= y[x1,...,xn] ⇔ B |= ¬f1[x1,...,xn]   B
|= y[x1,...,xn] apì upìjesh epagwg c ⇔B |= f[x1,...,xn] → y[x1,...,xn] gnw-
rÐzontac ìti A |= y(x1,...,xn) ⇔ B |= y(x1,...,xn) gia ìla ta x1,...,xn∈A.'Ara
èqoume Sf∧y=Sf∨y=Sf→y=Sf ∪ Sy ,kai apì thn upìjesh thc epagwg c èqou-
me ìti Sf kai Sy eÐnai peperasmèna Skolem sÔnola �ra Sf∧y,Sf∨y,Sf→y eÐnai
pepeprasmèna Skolem sÔnola.
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Löwenheim-Skolem

Sthn endiafèrousa perÐptwsh ìpou f(u1,...,un)≡ ∃uy(u1,...,un,u) paÐr-
noume k�poio y0 ∈ B kai jètoume:R(x1,...,xn,y)⇔B |= y(x1,...,xn)   (gia ìla
ta y∈B,B 2 y(x1,...,xn,y) kai y=y0).
EÐnai profanèc ìti gia ìla ta −→x ∈ Bn,up�rqei k�poio y∈ B tètoio ¸ste
R(−→x ,y).To AxÐwma Epilog c mac dÐnei mia sun�rthsh f:Bn → B tètoia ¸ste
R(−→x ,f(−→x )) gia ìla ta −→x ∈ Bn,kai jètoume S∃uy=Sy ∪ { f }.

EÐnai profanèc ìtiA|= ∃uy(x1,...,xn)⇒B|= ∃uy(x1,...,xn).Gia thn mh te-
trimmènh kateÔjunsh tou (2) ,upojètoume ìti A⊆B,A eÐnai kleistì wc proc
ìlec tic sunart seic sto S∃uy sumperilambanomènhc kai thc f kai x1,...,xn∈
A .UpologÐzoume ,qrhsimopoi¸ntac thn upìjesh thc epagwg c:
B|= ∃uy(x1,...,xn)⇒ gia k�poio y∈B,B|= y(x1,...,xn,y)⇒B|= y(x1,...,xn,f(x1,...,xn))⇒ A|= y(x1,...,xn,f(x1,...,xn))
'Ara B|= ∃uy(x1,...,xn) ⇔ A|= ∃uy(x1,...,xn), kai afoÔ Sy eÐnai peperasmèno
Skolem sÔnolo.

Tèloc ,ìtan f≡ ∀uy jètoume S∀uy=S¬(∃u¬y)=S∃u¬y kai to opoÐo epalh-
jeÔtai amèswc apì thn (2),kai �ra to S∀uy eÐnai peperasmèno Skolem sÔnolo.
'Ara gia k�je tÔpo f up�rqei peperasmèno Skolem sÔnolo. a

Apìdeixh(Jewr matoc Löwenheim-Skolem):'Eqoume L-dom  B kai èna a-
rijm simo sÔnolo Q⊆B ,paÐrnoume k�poio y0 ∈B,kai jètoume U=Q ∪ { y0 } ∪
{ cB | c èna sÔmbolo stajer�c } kai me autìn ton trìpo to U eÐnai arijm simo
kai ìqi kenì akìma kai an Q=∅ kai den up�rqoun stajerèc.'Estw Sf na eÐnai
peperasmèno Skolem sÔnolo gia k�je tÔpo f apo to L mma 3.2.4. kai jètou-
me F={ fB | f eÐnai èna sÔmbolo sun�rthshc } ∪ ∪f Sf kai èstw A na eÐnai
to perÐblhma tou U wc proc F sÔmfwna me thn Prìtash 3.1.4. .To sÔnolo
A eÐnai arijm simo ,afoÔ to U kai F eÐnai arijm sima sÔnola,kai gnwrÐzoume
ìti h arijm simh ènwsh arijm simwn sunìlwn eÐnai arijm simh,kai autì to
sÔnolo eÐnai to pedÐo dom c k�poiac dom c A h opoÐa eÐnai upodom  tou B
apì to L mma 3.2.2..Epipleìn,gia kaje f,A eÐnai kleistì wc proc ìlec tic
sunart seic pou an koun se èna Skolem sÔnolo gia to f,kai ètsi isqÔei h
(2),kai autì shmaÐnei akrib¸c ìti A�B. a
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Kef�laio 4

Dusdi�krita

4.1 Skolem Sunart seic kai

Je¸rhma Ramsey

Se aut n thn enìthta up�rqei ligìterh èmfash sthn arijm simh gl¸ssa.Ja
prèpei na sundu�soume th mèjodo kataskeu c montèlwn apo Skolem sunar-
t seic mazÐ me mia all  shmantik  ènnoia,aut n twn dusdi�kritwn stoiqeiwn
enìc montèlou.Pr¸ta ja melet soume tic Skolem sunart seic. Meta ja a-
pìdeÐxoume èna sundiastikì apotèlesma to opoÐo eÐnai gnwstì wc Je¸rhma
Ramsey.Tìte to efarmìzoume gia na prokÔyoun montèla paragìmena apo
stoiqeÐa dusdi�krita ,kai telik� dÐnoume arketèc efarmogèc.

'Eqoume mia gl¸ssa L,epekteÐnoume thn gl¸ssa L se mia gl¸ssa L∗

prosjètontac nèa sÔmbola sunart sewn .'Estw F na eÐnai mia apeikìnish
apì to sÔnolo ìlwn twn tÔpwn thc morf c y=(∃x)f thc gl¸ssac L se mia
lÐsta apì nèa sÔmbola sunart sewn Fy.

Upojètoume ìti F eÐnai 1-1 kai ìti an y èqei akrib¸c n eleÔjerec meta-
blhtèc ,tìte Fy eÐnai èna n-melèc sÔmbolo Skolem sun�rthshc.Onom�zoume
thn epèktash L ∪ { Fy : y=(∃x)f ènac tÔpoc thc L } mia Skolem epèktash
thc L ,kai to sumbolÐzoume me L∗.EpÐshc isqÔei ìti | L |=| L∗ | .Pr�gmati,ac
poÔme ìti o plhj�rijmoc thc L eÐnai k ,dhlad  | L |=k,h L∗ eÐnai mia gl¸ssa
h opoÐa prokÔptei apì epèktash thc L prosjètontac nèa sÔmbola sunar-
t sewn ,ta opoÐa proèrqontai apì thn apeikìnish F ,ìpwc èqoume anafèrei
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prohgoumènwc ,to sÔnolo twn tÔpwn thc morf c y=(∃x)f thc L oi opoÐoi
mèsw thc F katal goun stic Fy èqoun plhj�rijmo mikrìtero tou k ,èstw
l≤k,tìte èqoume : | L∗ |= | L ∪ { Fy : y=(∃x)f ènac tÔpoc thc L } |=| L |

∪ | { Fy : y=(∃x)f ènac tÔpoc thc L } |=k+l=k,apì tic idiìthtec twn plh-
jarÐjmwn,�ra | L |=| L∗ |.H Skolem jewrÐa SL thc gl¸ssac L sthn gl¸ssa
L∗ èqei tic akìloujec prot�seic thc L∗ wc axi¸mata:
(1)'Estw y=(∃x)f na èinai opoiosd pote tÔpoc thc L kai upojètoume ìti y
èqei akrib¸c tic eleÔjerec metablhtèc x1,...,xn.'Estw y1,...,yn na eÐnai meta-
blhtèc oi opoÐec den emfanÐzontai sto y.Tìte h prìtash:
(∀y1....yn)(y(y1,...,yn)→ f(Fy(y1,...,yn),y1,...,yn)) eÐnai èna axÐwma thc SL.

PrathroÔme ìti f(Fy(y1,...,yn),y1,...,yn)) prokÔptei apì thn f(x,x1,...,xn)
antikajist¸ntac ìlec tic eleÔjerec metablhtèc x sto f me ton ìro Fy(y1,...,yn),kai
ìlec tic eleÔjerec emfanÐseic twn xi kai yi.

'Estw A èna montèlo gia thn L.Mia epèktash A∗ tou A sthn L∗ ,eÐnai
mia Skolem epèktash tou A an kai mìno an A∗ |= SL.An T eÐnai mia jewrÐa
sthn L,tìte h Skolem epèktash thc T,h opoÐa sumbolÐzetai ,me T∗,eÐnai h
jewrÐa T∗ me to sÔnolo axi¸matwn T ∪ SL.

Prìtash 4.1.1. i)K�je montèlo A thc L èqei mia Skolem epèktash A∗.
ii)An T eÐnai mia sunep c jewrÐa sthn L ,tìte h Skolem epèktash thc T∗

eÐnai mia sunep c jewrÐa sthn L∗.
iii)'Estw A,B montèla gia thn L ,èstw B∗ na eÐnai mia epèktash tou B,kai
èstw A∗ na eÐnai mia epèktash tou A sthn L∗.An A∗ ⊆B∗ tìte A�B.

Apìdeixh(Prìtash 4.1.1.):i)'EstwA èna montèlo gia thn L.'Estw y=(∃x)f
kai upojètoume ìti y èqei akrib¸c tic eleÔjerec metablhtèc x1,...,xn.Ja
prèpei na orÐsoume thn ermhneÐa Gy thc Fy sto A wc akoloÔjwc:
Gia k�je a1,...,an∈A :an A |= y( a1,...,an) tìte èstw Gy(a1,...,an) na eÐnai
to pr¸to stoiqeÐo a thc A tètoio ¸ste A |= f( a,a1,...,an) kai an ìqi A
|= y( a1,...,an) ,tìte èstw Gy(a1,...,an) na eÐnai tuqaÐo.EÐnai eÔkolo t¸ra na
elègxoume ìti h epèktash A∗=A∪ { Gy:y=(∃x)f na eÐnai tÔpoc thc L } eÐnai
Skolem epèktash tou A.Pr�gmati,autì pou jèloume na deÐxoume eÐnai A∗ |=
SL,ìpou SL jewrÐa sthn L∗.Apì th jewrÐa xèroume ìti A |= SL kai afoÔ h
SL èqei wc axÐwma to (1) tìte { Gy:y=(∃x)f na eÐnai tÔpoc thc L } |= SL �ra
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A∪ { Gy:y=(∃x)f na eÐnai tÔpoc thc L } |= SL ⇔ A∗ |= SL.
ii)AfoÔ h T eÐnai sunep c jewrÐa sthn L tìte apì to Je¸rhma Plhrìthtac h
T èqei montèlo ,èstw A,kai apì to (i) to A èqei Skolem epèktash A∗,ìpou
apì thn jewrÐa gnwrÐzoume ìti A∗ |= SL kai A∗ |= T afoÔ A|= T �ra
A∗ |= T ∪ SL ,kai afoÔ to A∗ ikanopoieÐ to sÔnolo axi¸matwn thc T∗ tìte
ikanopoieÐ kai th T∗ ,tìte h Skolem epèktash T∗ thc T eÐnai sunep c jewrÐa.
iii)'Estw A∗ ⊆ B∗ èqoume ìti : B |= ∃xy(x,a1,...,an) gia ìla ta a1,...,an∈A
kai afoÔ B∗ Skolem epèktash tou B tìte:
B|= ∃xy(x,a1,...,an) ⇒ ∃Gy(a1,...,an)=a:B|=y(a,a1,...,an) ⇒⇒ ∃Gy(a1,...,an)=a∈A:B|=y(a,a1,...,an),afoÔ apì to L mma Elègqou Stoi-
qei¸douc Upodom c apì to prohgoÔmeno kef�laio èqoume ìti A�B. a

'EstwA∗ na eÐnai mia Skoem epèktash touA ,kai èstw Q⊂ A.To Skolem
perÐblhma thc Q sto A∗ eÐnai to sÔnolo U tètoio ¸ste Q⊂ U ⊂ A,U peri-
èqei ìec tic sunart seic sto A∗,kai na prosjèsoume ìti me ton orismì tou
peribl matoc kai thn apìdeixh twn idiìthtwn èqoume asqolhjeÐ sto prohgo-
Ômeno kef�laio,�ra ed¸ den qrei�zontai apìdeixh.Me H(Q) apokaloÔme to
Skolem perÐblhma kai D(X) to antÐstoiqo upomontèlo tou A kajorismèno
apì to sÔnolo H(Q).

Prìtash 4.1.2. 'EstwA∗ mia Skolem epèktash touA kai èstw Q⊂A.Tìte
to Skolem perÐblhma D(X) eÐnai stoiqeiwdhc upomontèlo tou A.

Apìdeixh(Prìtash 4.1.2):An onom�soume D(X)∗ to montèlo kajorismèno
apo to H(Q) sto montèlo A∗,tìte eÐnai profan¸c ìti D(X) sthn L∗ tìte
apì Prìtash 4.2.1.(iii) èqoume ìti D(X)�A. a

Mia jewrÐa sthn L èqei eswterikèc Skolem sunart seic an kai mìno an gia
kaje tÔpo y=(∃x)f me akrib¸c tic metablhtèc x1,...,xn eleÔjerec ,up�rqei
ènac n-mel c ìroc ty tètoioc ¸ste:
T` (∀y1....yn)(y(y1,...,yn)→ f(ty(y1,...,yn),y1,...,yn))

Parat rhsh 4.1.3. Oi metablhtèc y1,...,yn den emfanÐzontai sto y   sto
ty ,kai y(y1,...,yn),f(ty(y1,...,yn),y1,...,yn)) eÐnai oi profaneÐc tÔpoi pou pro-
kÔptoun apì y(x1,...,xn) kai f(x,x1,...,xn).
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Prìtash 4.1.4. An mia jewrÐa T èqei eswterÐkec Skolem sunart seic
,tìte to T eÐnai pl rhc montèlwn ,dhlad  ìpote A kai B eÐnai dÔo montèla
thc T kai A⊆B,tìte A�B.

Apìdeixh(Prìtash 4.1.4.):AfoÔ A eÐnai upomontèlo tou B,tìte A eÐnai
kleistì wc proc ìlouc touc ìrouc ty thc L.'Estw y=(∃x)f kai èqoume:
B|= ∃x f(x,x1,...,xn)⇒ ∃y∈B tètoio ¸ste :B|= f(y,x1,...,xn),kai afoÔ h T
èqei eswterikèc Skolem sunart seic èqoume ìti :B|=f(ty(y1,...,yn),y1,...,yn))
ìpou ty(y1,...,yn),y1,...,yn)∈A,afoÔ A kleistì wc proc ìlouc touc ìrouc ty
,�ra apì to L mma Elègqou Stoiqei¸douc Upodom c èqoume ìti A�B. a

Prìtash 4.1.5. 'Estw T mia jewrÐa sthn L.Tìte up�rqoun mia epèktash
L

′
thc L kai mia epèktash T

′
thc T (T

′
mia jewrÐa sthn L

′
) tètoia ¸ste T

′

èqei eswterikèc Skolem sunart seic.Epipleìn,k�je montèlo thc T ,èqei mia
epèktash pou eÐnai montèlo thc T

′
.

Apìdeixh(Prìtash 4.1.5.):Xekin¸ntac apì thn gl¸ssa L=L0,orÐzoume
mia aÔxousa akoloujÐa epèktasewn Ln jètontac Ln+1=L∗n.Shmei¸noume ìti
gia k�je n,h Skolem jewrÐa SLn eÐnai èna sÔnolo prot�sewn apì thn Ln+1.'Estw
L

′
=∪nLn kai èstw T

′
èqei to sÔnolo twn axiwm�twn T∪ ∪nSLn .EpeÐdh ,k�je

tÔpoc thc L
′
perièqei to polÔ peperasmèno arijmì sumbìlwn ,blèpoume ìti

T
′
èqei eswterikèc Skolem sunart seic.Pr�gmati,afoÔ k�je tÔpoc thc L

′
pe-

rièqei to polÔ peperasmèno arijmì sumbìlwn tìte h T
′
ja èqei peperasmèno

pl joc ìrwn ,opìte f(t(t1,..,tn),t1,..,tn) ènac tÔpoc kai t1,..,tn ìroi tìte o
t(t1,..,tn) wc ìroc den perièqetai sto peperasmèno pl joc ìrwn pou ana-
ferj kame prohgoumènwc kai �ra kataskeu�zetai apo touc  dh up�rqontec
ìrouc,to opoiì epibebai¸nei ton orismì twn eswterik¸n Skolem sunart se-
wn kai �ra h T

′
èqei eswterikèc Skolem sunart seic.

'Eqoume thn gl¸ssa L=L0 kai thn T jewrÐa sth gl¸ssa aut  kai èstw
A èna montèlo thc T sthn L.Apì thn Prìtash 4.2.1(i) èqoume ìti up�rqei
Skolem epèktash A1 thc A,gia thn opoÐa isqÔei ìti A1 |= SL0 sthn gl¸s-
sa L1=(L0)

∗ me jewrÐa thn T1 me sÔnolo axiwm�twn to T∪SL0 .'Eqoume th
gl¸ssa Ln,kai th jewrÐa Tn me sÔnolo axiwm�twn T∪SLn−1

kai me montèlo
An tìte apì thn Prìtash 4.2.1.(i) up�rqei Skolem epèktash An+1 tètoia
¸ste An+1 |= SLn sth gl¸ssa Ln+1=(Ln)

∗ me jewrÐa thn Tn+1 me sÔnolo
axiwm�twn to T∪SLn .'Ara gia th gl¸ssa L

′
=∪nLn,h jewrÐa T

′
=∪nTn me
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sÔnolo axiwm�twn to T∪ ∪nSLn èqei montèlo A=∪nAn. a

'Estw M⊆ N(to sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n) kai k∈N.QrhsimopoioÔme
touc akìloujouc sumbolismoÔc: [M]∞={A⊆M : A �peiro },[M]<∞={ A⊆M
: A peprasmèno } kai [M]k={(n1,...,nk) : n1 <....< nk ìpou n1,...,nk∈M }

Ta stoiqeÐa tou teleutaÐou sunìlou ja ta onom�zoume kai k-sÔnola tou
M.ParathroÔme ìti sÔmfwna me to parap�nw isqÔei ìti:[M]<∞=∪∞k=1[M]k.

'Otan èqoume èna sÔnolo Q kai dÔo xèna ,me kèna uposÔnola tou A,B me
Q=A∪B ja lème ìti èqoume èna diqrwmatismì tou Q me ta qr¸mata A kai
B.An U⊆Q tètoio ¸ste U⊆A   U⊆B tìte to U ja lègetai monoqrwmatikì.

'Estw t¸ra ènac diqrwmatismìc tou N me ta qr¸mata A kai B   pio a-
pl� ac poÔme ìti qrwmatÐzoume touc fusikoÔc arijmoÔc me ta qr¸mata mplè
kai kìkkino.Tìte sÐgoura �peiroi apì autoÔc ja eÐnai mplè   �peiroi ja e-
Ðnai kìkkinoi.Me �lla lìgia up�rqei èna �peiro uposÔnolo touc to opoÐo
eÐnai monoqrwmatikì.Pr�gmati,an den up rqe tètoio sÔnolo tìte to sÔnolo
twn mplè fusik¸n arijm¸n ja  tan peperasmèno.Sunep¸c kai h ènwsh touc
(dhlad  ìloi oi fusikoi arijmoÐ) ja  tan peperasmènh,�topo.Aut  eÐnai h
pio apl  ekdoq  tou Jewr matoc Ramsey,argìtera ja to genikèusoume me
k�poion trìpo.

Je¸rhma 4.1.6. (Je¸rhma Ramsey) 'Estw ìti [N]2=A∪B ìpou A,B mh
kèna kai xèna uposÔnola tou [N]2.Tìte up�rqei M∈[N]∞ tètoio ¸ste [M]2 ⊆
A   [M]2 ⊆B.

Apìdeixh(Je¸rhma Ramsey):Ja k�noume qr sh tou Jewr matoc Ram-
sey sthn pio apl  perÐptwsh pou anafèrame parap�nw.JewroÔme to sÔnolo
R0={(1,n) : n∈N\ { 1 } } to opoÐo eÐnai èna uposÔnolo tou [N]2 kai �ra
apì thn upìjesh mac eÐnai qrwmatismèno me ta qr¸mata A kai B.Sunep¸c
up�rqei èna M1 ⊆ N �peiro tètoio ¸ste to R0={(1,n) : n∈M1 } na eÐnai mono-
qrwmatikì.'Estw t¸ra m1=minM1 to opoÐo up�rqei apì thn �rqh thc kal c
di�taxhc twn fusik¸n arijm¸n.'Estw R1={(m1,n) :n∈M1 \ { m1 } }.Parìmoia
up�rqei M2 ⊆ M1 �peiro tètoio ¸ste to R1={ (m1,n) : n∈M2 } na eÐnai mo-
noqrwmatkì.'Estw m2=minM2.Me parìmoio trìpo kataskeÔazoume gnhsi¸c
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fjÐnousa akoloujÐa sunìlwn N=M 0 ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ ...⊇ .... kai aÔxousa
akoloujÐa arijm¸n 1=m0 < m1 < m2 <... tètoiec ¸ste mi ∈ Mi gia k�je
i∈ N\ { 0}.Koit�me to sÔnolo { (mi−1,mi) : i∈N }.EÐnai uposÔnolo tou A∪B
kai sunep¸c up�rqei K⊆N �peiro tètoio ¸ste to { (mi−1,mi) :i∈K } na e-
Ðnai monoqrwmatikì.Upojètoume ed¸ qwrÐc bl�bh thc genikìthtac ìti èqei
qr¸ma A.'Estw M={ mi : i∈ K }.To zhtoÔmeno sÔnolo.Dhlad  isqÔei ìti
[M]2 ⊆ A.Pr�gmati,èstw (mi,mi+j)∈[M]2.Tìte to stoiqeÐo autì anhkeÐ sto
Ri kai sunep¸c èqei to Ðdio qr¸ma me to (mi,mi+1).To teleutaÐo an kei sto
{ (mi,mi+1) : i∈K } sunep¸c èqei to qr¸ma A.Opìte kai (mi,mi+j) ìpwc
jèlame. a

Ja doÔme t¸ra ìti to je¸rhma Ramsey genikeÔetai gia k-sÔnola kai
gia r-qr¸mata.H idèa thc apìdeixhc paramènei h Ðdia en¸ oi genikeumènec ja
prokÔyoun me epagwg .

Je¸rhma 4.1.7. (Je¸rhma Ramsey) 'Estw k,r∈N.Tìte gia k�je
f:[N]k → {1,2,...,r} up�rqei M∈[N]∞ kai i0 ∈ { 1,2,...,r } tètoia ¸ste
f[[M]k]={i0 }.

Apìdeixh(Je¸rhma Ramsey):Upojètoume pr¸ta ìti r=2.Gia k=1 an
f:N→ {1,2} tìte up�rqei M∈[N]∞ kai i0 {1,2} tètoia ¸ste f[M]={i0 },diìti to
N wc �peiro sÔnolo den mporeÐ na qwrÐsei se duo peperasmèna.Upojètoume
t¸ra ìti to Je¸rhma alhjeÔei gia k.'Estw f:[N]k+1 → {1,2}.ja deÐxoume ìti
up�rqei M∈[N]∞ kai i0∈ {1,2} tètoia ¸ste f([M]k+1)={i0 }.Je¸roume to sÔno-
lo A={(1,a1,...,ak) : (a1,...,ak)∈[N]k }.Apì thn upìjesh up�rqoun M1 ∈ [N]∞
kai i1 ∈ {1,2} tètoia ¸ste

f[{(1,a1,...,ak):(a1,...,ak)∈[M1]
k }]={ i1 }

'Estw m1=minM1.JewroÔme to sÔnolo
A1={ (m1,a1,....,ak) : (a1,...,ak)∈[M1 \ { m1 }]k }

Apì thn upìjesh up�rqoun M2 ∈[N]∞ kai i2 ∈ {1,2} tètoia ¸ste
f[{(m1,a1,...,ak) : (a1,...,ak)∈[M2]

k }]={i2 }
'Estw m2=minM2.Parìmoia orÐzoume:

A2={(m2,a1,....,ak) : (a1,...,ak)∈[M2 \ {m2 }]
k }

'Estw m3=minM3.KataskeÔazoume me autìn ton trìpo akoloujÐa
M1 ⊇M2 ⊇M3 ⊇..... kai aÔxousa akoloujÐa fusik¸n (mn)n∈N tètoiec ¸ste
mn=minMn gia k�je n∈N.'Estw t¸ra:
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B={(mn,mn+1,...,mn+k) : n∈K } ⊆ [N]k+1

Apì to je¸rhma gia k=1 paÐrnoume ìti up�rqei K∈[N]∞ tètoio ¸ste
f[{(mn,...,mn+k) : n∈K}]={i0 }

gia k�poio i0 ∈ {1,2}.OrÐzoume M={mn : n∈K}.To M eÐnai to z toumeno sÔno-
lo.ArkeÐ loipìn na deÐxoume ìti f[[M]k+1]={i0 }.'Estw (mj1 ,...,mjk+1

)∈[M]k+1

ìpou j1,...,jk+1 ∈K.AfoÔ j1∈K isqÔei ìti f((mj1 ,mj1+1...,mj1+k))={i0 }.EpÐshc
ek kataskeu c mj1 ,...,mjk+1

∈Mj1 .Sunep¸c apì ton orismì tou Mj1 isqÔei
ìti:

f((mj1 ,...,mjk+1
))=f((mj1 ,mj1+1,...,mj1+k))={i0 }

ìpwc jèlame.'Ara apì epagwg  to je¸rhma isqÔei gia k�je k∈N.'Estw t¸ra
ìti to je¸rhma isqÔei gia r≥2.Ja deÐxoume ìti isqÔei kai gia r+1.'Estw
f:[N]k → {1,2,...,r+1 }.AntistoiqoÔme ta r kai r+1.Dhlad  orÐzoume g:[N]k→ {1,2,...,r} tètoia ¸ste g(A)=r ⇔ f(A)=r   f(A)=r+1 kai g(A)=f(A)
ìtan f(A)6=r kai f(A)6=r+1 ìpou A∈[N]k.To jè¸rhma efarmìzetai gia thn
g.Sunep¸c up�rqei M∈[N]∞ kai i0 ∈ {1,2,...r} tètoio ¸ste g[[M]k]={i0 }.An
i0 6= r èqoume to zhtoÔmeno diìti tìte h g tautÐzetai me thn f sto [M]k.An
i0=r tìte antistoiqoÔme to M me to N kai efarmìzoume to Je¸rhma gia
k=2.Sunep¸c up�rqei M1 ∈[M]∞ ⊆[N]∞ kai i1 ∈ {r,r+1} tètoia ¸ste g[[M1]

k]=
{i1 }.Tìte isqÔei ìti f[[M1]

k]={ i1 }. a

4.2 Dusdi�krita

'Estw A èna montèlo sto L,kai èstw Q⊆A na eÐnai èna uposÔnolo tou A to
opoÐo �koubal�ei� th sqèsh <,ìpou austhr� olik� diat�zei to Q.ParathroÔme
ìti h < mporeÐ na eÐnai   kai na mhn eÐnai sqèsh sto A.Lème ìti to Q eÐnai
èna sÔnolo apì stoiqeÐa dusdi�krita sto A an kai mìno an gia ìla ta n
kai ìlec tic peperasmènec akoloujÐec x1 <...<xn kai y1 <...<yn apì to Q,
(A,x1...xn)≡(A,y1...yn).

An h sqèsh < eÐnai katanoht  ,tìte den ja thn anafèroume leptome-
r¸c.EpÐshc anaferìmaste sto Q apl� wc èna sÔnolo dusdi�kritwn sto
A.O ìroc dusdi�krita shmaÐnei ìti oi akoloujÐec x1 <...<xn kai y1 <...<yn
den mporoÔn na xeqwrÐsoun apì kanèna pr¸thc t�xhc tÔpo f(u1,...,un) thc
L.Taktìmorfh emfÔteush ja ennooÔme mia isomorfik  emfÔteush miac olik�
diatetagmènhc dom c se mia all .'Enac taktomorfismìc tou <Q,< > eÐnai
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ènac automorfismìc tou <Q,< >.Aut  h ènnoia ja bohj sei na d¸soume
èmfash sthn diafor� metaxÔ ènoc isomorfismoÔ montèlwn gia thn L kai ènoc
taktomorfismoÔ twn sunìlwn twn dusdi�kritwn sta montèla.

Ed¸ èqoume mia epark  sunj kh h opoÐa mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na
p�roume paradeÐgmata apì sÔnola dusdi�kritwn :

Prìtash 4.2.1. 'Estw <Q,< > na eÐnai èna grammik� diatetagmèno u-
posÔnolo ènoc montèlou A.Upojètoume ìti gia k�je dÔo aÔxousec n-adec x1
<...<xn kai y1 <...<yn apì to Q ,up�rqei ènac automorfismìc f apì to A
sto A tètoioc ¸ste f(x1)=y1,...,f(xn)=yn.Tìte to Q eÐnai èna sÔnolo dusdi-
�kritwn sto A.

Apìdeixh(Prìtash 4.2.1.):'Eqoume f:(A,x1...xn)∼=(A,y1...yn) sunep¸c
(A,x1...xn)≡(A,y1...yn),�ra Q eÐnai èna sÔnolo apo dusdi�krita. a

L mma 4.2.2. 'Estw L
′
=L∪ {cn:n∈w },ìpou ta cn eÐnai nèec stajerèc.'Estw

T mia jewrÐa sthn L me �peira montèla.Tìte to akìloujo sÔnolo T
′
apì

prot�seic thc L
′
eÐnai sunep c:

T
′
=T∪ {f(ci1,...,cin) ↔ f(cj1,...,cjn):f(u1,...,un) eÐnai ènac tÔpoc thc L,

n∈ ω,kai i1 <...<in kai j1 <...<jn } ∪ { ¬c1 ≡c2 }.

Apìdeixh(L mmatoc 4.2.2.):'Estw A èna �peiro montèlo tou T,kai èstw I
na eÐnai èna arijm simo �peiro uposÔnolo tou A.Upojètoume ìti h sqèsh <

diat�zei k�la to I ,ètsi ¸ste: i 0 ,...,i n ,... eÐnai mia lÐsta ìlwn twn stoiqeÐwn
tou I.Isqurizìmaste ìti:
(1)dosmènou opoioud pote peperasmènou uposunìlou D tou T

′
,up�rqei èna

�peiro uposÔnolo J tou I ,ìpou ta stoiqeÐa tou J eÐnai :j0 <...<jn
tètoia ¸ste h epèktash (A,jn)n∈ω na ikanopoieÐ to D.

Autì apodeiknÔetai me epagwg  ston arijmì twn prot�sewn sto D.'Etsi
upojètoume ìti h (1) isqÔei gia k�poio peperasmèno uposÔnolo D⊆T ′

kai
èstw f(u1,...,un) na eÐnai ènac tÔpoc thc L.T¸ra diaqwrÐzoume to [J]m se
dÔo komm�tia:'Estw:
A0={ x1 <...<xm :xi ∈ J kai A |= f(x1,...,xm) } kai
A1={ x1 <...<xm :xi ∈ J kai A |= ¬f(x1,...,xm) }
Xek�jara [J]m ⊆ A0 ∪ A1.Apì to je¸rhma Ramsey gia k=m kai r=2 up�r-
qei èna �peiro uposÔnolo K⊆J me ta stoiqeÐa tou K na aparijmoÔntai wc
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ex c:k0 < k1 <...< kn <.... tètoia ¸ste [K]m ⊆A0   [K]m ⊆A1.EÐnai arket�
eÔkolo na epalhjeueÐ ìti kai se aut n thn perÐptwsh h epèktash (A,kn)n∈ω
ikanopoieÐ to f(cs1 ,...,csm) ↔ f(ct1 ,...,ctm) me s1 <...<sn kai
t1 <...<tn.Pr�gmati,arqik� èqoume ìti:
(A,kn)n∈ω |= f(cs1 ,...,csm) ↔ f(ct1 ,...,ctm) ⇔⇔ (A,kn)n∈ω |= [¬f(cs1 ,...,csm)∨ f(ct1 ,...,ctm)]∧[f(cs1 ,...,csm)∨¬f(ct1 ,...,ctm)]⇔ (A,kn)n∈ω |= [¬f(cs1 ,...,csm)∨ f(ct1 ,...,ctm)] kai
(A,kn)n∈ω |= [f(cs1 ,...,csm)∨ ¬f(ct1 ,...,ctm)] ⇔⇔ (A,kn)n∈ω |= ¬f(cs1 ,...,csm)   (A,kn)n∈ω |= f(ct1 ,...,ctm) kai
(A,kn)n∈ω |= f(cs1 ,...,csm)   (A,kn)n∈ω |= ¬f(ct1 ,...,ctm)
,ìpou thn teleutaÐa isodunamÐa ja thn onom�soume (2) gia lìgouc eukolÐac,me
s1 <...<sn kai t1 <...<tn.

To epiqeÐrhma t¸ra qwrÐzetai se dÔo peript¸seic exart¸menec sto an
[K]m ⊆A0   [K]m ⊆A1.'Estw [K]m ⊆A0,tìte paÐrnoume (ct1 ,...,ctm) kai (cs1 ,...,csm)
∈ [K]m ⊆A0 kai èqoume A |= f(cs1 ,...,csm) kai A |= f (ct1 ,...,ctm) �ra isqÔei
h (2) kai sunep¸c h arqik  isodunamÐa.

'Ara h epèktash (A,kn)n∈ω ikanopoieÐ to f(cs1 ,...,csm) ↔ f(ct1 ,...,ctm)
me s1 <...<sn kai t1 <...<tn.Epiplèon,fusik� kai (A,kn)n∈ω ikanopoieÐ ìlec
tic prot�seic tou D.'Etsi autì apodeiknÔei ìti h (1) isqÔei opoted pote to
D aux�netai me thn prosj kh miac prìtaseic,kai ètsi h epagwg  eÐnai o-
loklhrwmènh.H sunèpeia tou T

′
eÐnai �meso epakìloujo thc (1).AfoÔ èna

peperasmèno uposÔnolo tou T
′
èqei montèlo tìte eÐnai ikanopoi simo �ra h

T
′
eÐnai peprasmèna ikanopoi simh kai apì to Je¸rhma Sump�geiac èqoume

ìti h T
′
èqei montèlo �ra eÐnai sunep c. a

Je¸rhma 4.2.3. 'Estw T mia jewrÐa sthn L me �peira montèla,kai èstw
<Q,<> na eÐnai èna olik� diatetagmèno sÔnolo.Tìte up�rqei èna montèlo A
thc T me Q⊆A kai tètoio ¸ste Q na eÐnai èna sÔnolo dusdi�kritwn sto A.

Apìdeixh(Je¸rhma 4.2.3.):'Estw L
′
=L∪ {cx:x∈X } kai èstw

T
′
=T∪ {f(cx1 ,...,cxn) ↔ f(cy1

,...,cyn):f(u1,...,un) eÐnai ènac tÔpoc thc L,
n∈ ω,kai x1 <...<xn kai y1 <...<yn apì to Q } ∪ { ¬c1 ≡c2 : x1 6=x2
sto Q}.AfoÔ k�je peperasmèno uposÔnolo Q mporeÐ na eÐnai taktomorfi-
k� emfuteÔsimo sto < ω,< >,blèpoume ìti apì to L mma 4.2.2.,T

′
eÐnai

èna sunepèc sÔnolo prot�sewn thc L
′
.'Estw A

′
èna opoiod pote montèlo
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tou T
′
,kai èstw A na eÐnai h meÐwsh tou A

′
sto L.Tìte A eÐnai èna mo-

ntèlo tou T.MporoÔme,qwrÐc bl�bh thc genikìthtac ,na tautopoi soume tic
ermhneÐec tou cx,x∈X,sto A me ta Ðdia ta stoiqeÐa x.T¸ra ,apì thn mor-
f  tou T

′
,blèpoume ìti to dosmèno f(u1,...,un) thc L kai x1 <...<xn kai y1

<...<yn tou Q ,èqoume A |= f(x1,...,xn) an kai mìno an A |= f(y1,...,yn).'Ara
(A,x1...xn)≡(A,y1...yn) kai ètsi Q eÐnai èna sÔnolo susdi�kritwn sto A. a

To gegonìc ìti h T èqei montèlo me dusdi�krita apì opoiad pote dia-
tetagmenh perigraf  eÐnai  dh arket� axioshmeÐwto.Blèpoume parak�tw ìti
an T epÐshc èqei eswterikèc Skolem sunart seic tìte h kataskeu  mac dÐnei
montèla me akìma perissìterec endiafèrousec idiìthtec.

Sthn par�grafo parak�tw,ac upojèsoume ìti h T èqei eswterikèc Sko-
lem sunart seic ja k�noume tic akìloujec aplèc parathr seic sqetik� me
ta montèla tou T:
Arqik� parat roume ìti apì thn Prìtash 4.1.5. ìti k�je jewrÐa mporeÐ na
epèktajei se mia jewrÐa me eswterikèc Skolem sunart seic.An A eÐnai èna
montèlo tou T ,h Skolem epèktash A∗ tou A mporeÐ na prokÔyei apì to
A me thn prosj kh k�poiwn sunart sewn oi opoÐec eÐnai  dh orismènec sto
A,dhlad  sunart seic oi opoÐec eÐnai ermhneÐec twn ìrwn thc L sto A.'Ara
den up�rqei aparaÐthth diafor� metaxÔ A∗ kai A kai se ìlec tic mellonti-
kèc suzht seic ja ta jewroÔme praktik� to Ðdio montèlo.Pr�gmati,A∗ kai
A,eÐnai akrib¸c to Ðdio montèlo an oi Skolem sunart seic sto L,kai ìpwc
xèroume autì mporei na gÐnei.JumÐzoume epÐshc ìti an Q⊂A,tìte to Skolem
perÐblhma paragìmeno apo to Q eÐnai to montèlo D(Q)=<H(Q),...>,ìpou
H(Q) eÐnai to perÐblhma tou Q wc proc ìlouc ìrouc sto A,ìpwc to èqoume
orÐsei sto pro goÔmeno kef�laio.EpÐshc D(X)�A.Blèpoume ìti èna montèlo
A eÐnai paragìmeno apì èna sÔnolo dusdi�kritwn an kai mìno an gia k�poio
sÔnolo Q⊂A apì dusdi�krita sto A , A=D(X).

Se autì to shmeÐo ja d¸soume thn ènnoia thc perigr�fhc ,thc par�leiyhc
kai thc pragmatopoÐhshc.Autèc oi ènnoiec eÐnai arket� shmantikèc kai autì
ja faneÐ sth sunèqeia.

Sthn arq  ja anaferjoÔme sthn ènnoia ènoc sunìlou S apì tÔpouc thc L
stic eleÔjerec metablhtèc x1,...,xn.Ed¸ ja qrhsimopoi soume ta x1,...,xn wc
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onìmata gia aujaÐretec tuqaÐec metablhtèc sth L. To S eÐnai èna sÔnolo apì
tÔpouc thc L me eleÔjerec metablhtèc x1,...,xn (sumbolik�,S=S(x1,...,xn) an
kai mìno an x1,...,xn eÐnai akribeÐc memonwmènec metablhtèc kai k�je tÔpoc sto
S perièqei to polÔ tic metablhtèc x1,...,xn eleÔjerec). T¸ra eis�goume thn
sÔmbash s=s(x1,...,xn) ,ìpwc k�name kai gia f=f(u0,...,un).An s=s(x1,...,xn)
tìte o sumbolismìc A|=s[a1,...,an] shmaÐnei ìti h akoloujÐa a1,...,an tou A
ikanopoieÐ to s sto A.EÐnai arket� qr simo epÐshc na eis�goume to sumbo-
lismì A|=S[a1,...,an] pou shmaÐnei ìti gia k�je s∈S ,ta a1,...,an ikanopoioÔn
to s stoA,se aut n thn perÐptwsh lème ìti a1,...,an ikanopoioÔn to S stoA.

'Estw S èna sÔnolo apì tÔpouc me metabl tec x1,...,xn kai èstw A na
eÐnai èna montèlo gia th L.Lème ìti A pragmatopoieÐ to S an kai mìno an
k�poia n-�da twn stoiqeÐwn tou A ikanopoieÐ to S sto A.Lème ìti A pa-
raleÐpei to S an kai mìno an A den pragmatopoieÐ to S.H fr�sh S eÐnai
ikanopoi simh sto A èqei akrib¸c thn Ðdia shmasÐa ìpwc to A pragmato-
poieÐ to S. Me thn perigrafh S(x1,...,xn) stic metablhtèc x1,...,xn ennooÔme
èna mègisto sunep  sÔnolo tÔpwn thc L se autèc tic metablhtèc.Dosmènou
opoioud pote montèlou A kai n-�da a1,...,an∈A,to sÔnolo S(x1,...,xn) apì
ìlouc touc tÔpouc g(x1,...,xn) ikanopoieÐtai apì ta a1,...,an eÐnai mia perigra-
f  kai pio sugkekrimèna eÐnai h monadik  perigraf  pou pragmatopoieÐtai apì
ta a1,...,an.KaleÐtai h perigraf  twn a1,...,an sto A.

To akìloujo je¸rhma perèqei perissìterec apì tic pio basikèc kai sh-
mantikèc idiìthtec twn montèlwn paragìmena apì dusdi�krita.

Je¸rhma 4.2.4. 'Estw Q na eÐnai èna sÔnolo dusdi�kritwn se èna montèlo
A miac jewrÐac T me eswterikèc Skolem sunart seic.Tìte :

(a)(Je¸rhma Uposunìlou):An U⊆Q,tìte U eÐnai èna sÔnolo dusdi�kritwn
stoD(U) me sebasmì sthn di�taxh pou klhronomeÐtai apì to Q kaiD(U)�D(Q).

(b)(Je¸rhma Stretching):Upojètoume ìti Q kai U eÐnai �peira olik� diate-
tagmèna sÔnola.Tìte up�rqei èna montèlo B,sto opoÐo U eÐnai èna sÔnolo
dusdi�kritwn kai ta sÔnola twn tÔpwn pou ikanopoioÔntai apì aÔxousec ako-
loujÐec stoiqeÐwn apì to Q sto A kai apì to U sto B eÐnai ta Ðdia.
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(c)(Je¸rhma AutomorfismoÔ):'Estw f na eÐnai ènac taktomorfismìc tou Q
sto Q.Tìte f mporeÐ na epektajeÐ monadik� se ènan automorfismì tou D(Q)
sto D(Q).

(d)(Je¸rhma Stoiqei¸douc EmfÔteushc):'Estw U na eÐnai èna sÔnolo dus-
di�kritwn sto B kai tètoio ¸ste ta sÔnola twn tÔpwn pou ikanopoioÔntai apì
aÔxousec akìloujiec stoiqeÐwn apì to Q kai U na eÐnai ta Ðdia.'Estw f na e-
Ðnai mia 1-1 taktomorfik  emfÔteush tou Q sto U ,tìte f mporeÐ na epektajeÐ
monadik� se mia stoiqei¸dh emfÔteush f

′
apì to D(Q) sto D(U).To range f

′

eÐnai H,ìpou H eÐnai to range thc f.

(e)(Je¸rhma DiapÐstwshc kai Par�leiyhc TÔpwn):'Estw U,B ikanopoioÔn
thn pr¸th prìtash tou (d).Upojètoume epÐshc ìti Q kai U eÐnai �peira.Tìte
dosmènou opoiasd pote perigraf c S(u1,...,un) thc L , D(Q) pragmatopoieÐ
to S an kai mìno an D(U) pragmatopoieÐ to S.

Apìdeixh(Je¸rhma 4.2.4.):(a)Arqik� parathroÔme ìtiD(U) eÐnai èna stoi-
qei¸dec upomontèlo sto D(Q).Pr�gmati,afoÔ U⊆Q tìte D(U)⊆D(Q),ìpou
D(U) kai D(Q) eÐnai montèla thc jewrÐac T kai afoÔ h T èqei eswterikèc
Skolem sunart seic tìte apì prìtash 4.1.4. èqoume D(U)�D(Q).Apì upo-
jèsh gnwrÐzoume ìti Q eÐmai sÔnolo dusdi�kritwn stoA kai afoÔ U⊆Q tìte
eÐnai xek�jaro ìti oi aÔxousec akoloujÐec apì to U ikanopoioÔn touc Ðdiouc
tÔpouc pou ikanopoioÔn kai oi aÔxousec akoloujÐec apì to Q.'Ara U eÐnai
èna sÔnolo dusdi�kritwn sto D(U).

(b)'Estw S na eÐnai to sÔnolo ìlwn twn tÔpwn f(u1,...,un) thc L pou i-
kanopoioÔntai apì aÔxousec akoloujÐec x1 <...< xn tou Q.Se mia epèktash
L

′
=L ∪ { cy : y ∈ Y } thc L,èstw S

′
na eÐnai to sÔnolo ìlwn twn prot�sewn

f(cy1
,...,cyn),ìpou f∈S kai y1 <...< yn sto U.AfoÔ Q eÐnai �peiro apì to

L mma 4.2.2. èqoume ìti S
′
eÐnai sunep c .'Ara up�rqei montèlo B me U⊆B

tètoio ¸ste U na eÐnai èna sÔnolo dusdi�kritwn sto B.

(c)H apìdeixh tou eÐnai apìrroia tou (d),�ra ja apìdeÐxoume to (d).
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(d)K�je stoiqeÐo y∈H(Q) eÐnai paragìmeno apì k�poio ìro t(u1,...,un) kai
k�poia stoiqeÐa x1,...,xn tou Q.MporoÔme na jewr soume ìti o ìroc t kai ta
stoiqeÐa xi apì to Q mporoÔn na epileqjoÔn ètsi ¸ste to t na èqei akrib¸c
tic metablhtèc u1,...,un eleÔjerec ,x1 <...< xn,kai y=t(x1,...,xn).(Austhr�
mil¸ntac,ja prèpei na qrhsimopoi soume to t[x1,...,xn] gia thn tim  tou ìrou t
sta x1,...,xn.Ja af soume tic tetragwnikèc parenjèseic kai ja deqjoÔme ìti
t eÐnai mia sun�rthsh).Ja anaferìmaste se autì wc mia sun jhc anapar�sta-
sh tou y sto D(Q).'Estw y=t(x1,...,xn) na eÐnai mia sun jhc anapar�stash
tou y.OrÐzoume f

′
(y)=t(f(x1),...,f(xn)).

Pr¸ta deÐqnoume ìti f
′
eÐnai kal� orismèno.Upojètoume ìti t

′
(z1,...,zm)

eÐnai mia all  sun jhc anapar�stash.Tìte sto D(Q) èqoume t
′
(x1,...,xn)=

=t
′
(z1,...,zm).'Estw u1 <...< ul na eÐnai mia lÐsta apì to sÔnolo {x1,...,xn,z1,...,zm}

se aÔxousa di�taxh.Tìte ja ekfr�soume thn isìthta t
′
(x1,...,xn)=t

′
(z1,...,zm)

me ènan tÔpo f se ìrouc apì touc u1,...,ul,ètsi D(Q) |= f(u1,...,ul).Apì u-
pìjesh ,D(U) |= f(f(u1),...,f(un)).Apì autì akoloujeÐ ìti t

′
(f(x1),...,f(xn))=

=t
′
(f(z1),...,f(zm)) sto D(U).
'Estw f(u1,...,ul) na eÐnai opoiosd pote tÔoc sto L,kai èstw y1,...,yl

na eÐnai tètoia ¸ste D(Q) |= f(y1,...,yl).Ac p�roume tic sun jeiec anapa-
rast�seic twn y1,...,yl oi opoÐec dÐnontai ,ac poÔme,apì ta t1,...,tl mazÐ me
mia akoloujÐa apì genn torec x1 <...< xn apì to Q.JewroÔme ìti k�je
ti ìtan efarmìzetai se mia kat�llhlh upakoloujÐa twn x1 <...< xn dÐnei
yi.MporoÔme na broÔme èna tÔpo y na perièqei touc ìrouc t1,...,tl kai tic
metablhtèc u1,...,un tètoiec ¸ste:D(Q) |= f[y1,...,yl] an kai mìno an D(Q) |=
y[x1,...,xl].

EpÐshc p�li èqoume D(U) |= y[f(x1),...,f(xl)].'Ara exet�zontac th mor-
f  tou y blèpoume ìti D(U) |= f[f

′
(y1),...,f

′
(yl)].'Etsi h f

′
eÐnai isomorfi-

smìc.An z∈H(range f),tìte up�rqei mia sun jh anapar�stash z=t(y1,...,ym)
me y1,...,ym sto range thc f.Tìte f

′
apeikonÐzei to stoiqeÐo t(x1,...,xn) tou

H(Q) sto z.'Etsi f
′
eÐnai sto H(range thc f) kai to apotèlesma tou (d)

prokÔptei apo to (a).EÐnai arket� eÔkolo na deÐxoume ìti f
′
eÐnai monadi-

k .Pr�gmati, me epagwg  ja deÐxoume ìti an f
′
epekteÐnei thn f kai eÐnai iso-

morfismìc tìte gia k�je t(u1,...,un) kai x1,...,xn∈Q: f
′
(t(x1,...,xn))=f(t(x1,...,xn)).

EpeÐdh f,f
′
eÐnai isomorfismoÐ an c eÐnai stajer� tìte f

′
(c)=f(c).An t=g(t1,...,tn),ìpou

t1,...,tn eÐnai ìroi gia touc opoÐouc isqÔei h upìjesh thc epagwg c,tìte
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f
′
(g(t1(x1,...,xn),...,tn(x1,...,xn)))=g(f

′
(t1(x1,...,xn),...,f

′
(tn(x1,...,xn))))=

=g(f(t1(x1,...,xn),...,f(tn(x1,...,xn))))(lìgw upìjesh thc epagwg c)=
=f(g(t1(x1,...,xn),...,tn(x1,...,xn))),�ra to zhtoÔmeno apodeÐqjhke.

(e)'Estw Q,U,D(Q),D(U) ikanopoioÔn tic upojèseic tou (e).Upojètoume ìti
z1,...,zn sto H(Q) pragmatopoioÔn to S sto D(Q).'Estw ìti z1,...,zn èqoun tic
sun jeic anaparast�seic stoD(Q) kai ac jewr soume ìti se autèc tic anapa-
rast�seic to polÔ oi genn torec x1 <...< xm apì to Q perilamb�nontai.'Estw
f na eÐnai mia opoiad pote apeikìnish pou diathreÐ th di�taxh apì to x1 <...<
xm sto y1 <...< ym sto U.Tìte apì (d),D({x1,...,xm})∼=D({y1,...,ym}) apì thn
apeikìnish f

′
.'Etsi h n-�da twn stoiqeÐwn f

′
(z1),...,f

′
(zn) tou D({ y1,...,ym} )

pragmatopoieÐ to S.AfoÔ D({ y1,...,ym} )�D(U),apì to (a) afoÔ { y1,...,ym}
⊆ U,blèpoume ìti f

′
(z1),...,f

′
(zn) pragmatopoieÐ to S epÐshc sto D(U).H �l-

lh kateÔjunsh gÐnetai me ton Ðdio akrib¸c trìpo,afoÔ xekin�me upojètontac
ìti z1,...,zn sto H(U) pragmatopoioÔn to S sto D(U),kai ergazìmaste ana-
lìgwc kai katal goume ìti ta f

′′
(z1),...,f

′′
(zn) pragmatopoioÔn to S epÐshc

sto D(Q),ìpou f
′
h antÐstoiqh apeikìnish pou diathreÐ th di�taxh apì to y1

<...<yn sto x1 <...<xn sto Q kai f
′
eÐnai h apeikìnish pou prokÔptei apo

to (d). a

K�poiec apì tic efarmogèc gia thn kataskeu  montèlwn paragìmena apo
dusdi�krita dÐnontai parak�tw.

Pìrisma 4.2.5. 'Estw L mia arijm simh gl¸ssa kai èstw T na eÐnai mia
jewrÐa sthn L me �peira montèla.Tìte up�rqei mia arijm simh sullìgh D
apì perigrafèc thc L tètoia ¸ste T na èqei aujaÐreta meg�la montèla ta
opoÐa pragmatopoioÔn mìno autèc tic perigrafèc sto D.

Apìdeixh(Pìrisma 4.2.5.):Arqik� epekteÐnoume th gl¸ssa L sthn L
′
kai

thn T se mia jewrÐa T
′
sthn L

′
me eswterikèc Skolem sunart seic.H T

′

akìma èqei �peira montèla.'Estw Q na eÐnai èna apì ta sÔnola dusdi�kritwn
sto D(Q),ìpou D(Q) eÐnai èna montèlo tou T

′
kai h di�taxh < sto Q eÐnai

apì to ω.Tìte afoÔ L
′
eÐnai arijm simh ,D(Q) eÐnai xan� arijm simo.'Etsi to

D(Q) pragmatopoieÐ to polÔ ènan arijm simo arijmì tÔpwn thc L
′
.An U eÐnai

èna �peiro sÔnolo dusdi�kritwn sto D(U) tètoio ¸ste aÔxousec akoloujÐec
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apì to U ikanopoioÔn touc Ðdiouc tÔpouc ìpwc kai aÔxousec akoloujÐec apì
Q ,tìte D(U) pragmatopoieÐ to polÔ autoÔc touc tÔpouc thc L

′
pou prag-

matopoioÔntai sto D(Q).Oi mei¸seic twn D(Q) kai D(U) sthn L eÐnai kai ta
dÔo montèla thc T kai pragmatopoioÔntai akrib¸c tic Ðdiec perigrafèc. a

Pìrisma 4.2.6. K�je �peiro montèlo èqei stoiqei¸dh epèktash me auja-
Ðreta meg�lec om�dec apì automorfismoÔc.

Apìdeixh(Pìrisma 4.2.6.):'Estw A na eÐnai èna �peiro montèlo gia thn
L,kai èstw A∗ na eÐnai mia epèktash tou A thc opoÐac h jewrÐa èqei esw-
terikèc Skolem sunart seic.'Estw T na eÐnai h jewrÐa dom c tou A∗ sthn
gl¸ssa L∗ ∪ { ca : a ∈ A } .H T eÐnai mia jewrÐa me eswterikèc Skolem su-
nart seic,kai h T èqei �peira montèla (A∗,a)a∈A.'Estw Q na eÐnai èna sÔnolo
apì dusdi�krita sto D(Q),to opoÐo eÐnai montèlo tou T.Tìte h meÐwsh tou
D(Q) sth gl¸ssa L eÐnai mia stoqei¸dhc epèktash tou A me toul�qiston
tìsouc polloÔc automorfismoÔc ìsoi taktomorfismoÐ sto Q,afoÔ apì to
Je¸rhma 4.2.4.(c) èqoume opoiosd pote taktomorfismìc apì to Q sto Q e-
pekteÐnetai monadik� se èna automorfismì tou D(Q) sto D(Q). a

Pìrisma 4.2.7. 'Estw L na eÐnai mia arijm simh gl¸ssa kai èstw T na
eÐnai mia jewrÐa sthn L me �peira montèla.Tìte gia k�je �peiro plhj�rijmo
a,h T èqei èna montèlo A plhjarÐjmou a tètoio ¸ste gia k�je uposÔnolo
B⊆A to ektetamèno montèlo (A,b)b∈B pragmatopoieÐ to polÔ |B| ∪ ω peri-
grafèc sthn ektetamènh gl¸ssa L∪ { cb : b ∈ B }.

Apìdeixh(Pìrisma 4.2.7.):EpekteÐnoume thn T se mia jewrÐa T
′
h opo-

Ða èqei eswterikèc Skolem sunart seic se mia ektetamènh gl¸ssa L
′
.'Estw

<Q,< > na eÐnai èna oriak� diatetagmèno sÔnolo t�xhc tÔpou a,kai èstw
A

′
=D(Q) na eÐnai èna montèlo thc T

′
sto opoÐo to Q eÐnai èna sÔnolo dus-

di�kritwn.Tìte to A
′
èqei dÔnamh a,epeÐdh L

′
eÐnai akìma arijm simo.'Estw

B⊆A.Epilègoume mia sun jh anapar�stash gia k�je b∈B ,kai èstw U na
eÐnai to sÔnolo ìlwn twn y∈Q ta opoÐa emfanÐzontai se mia apì autèc tic
sun jeic anaparast�seic.Tìte |U| ≤ |B| ∪ ω.KaloÔme dÔo akoloujÐec x1
<...<xn kai y1 <...<yn isodÔnamec sto U an kai mìno an gia ìla ta k≤n kai
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ìla ta z ∈U ,èqoume xk 6= z,yk 6= z,kai xk <z an kai mìno an yk < z.H morf 
thc ektetamènhc gl¸ssac eÐnai L

′
=L∪ { cz:z∈Y }.Opoted pote ta x1 <...<xn

kai y1 <...<yn eÐnai isodÔnama sto U,ikanopoioÔn touc Ðdiouc tÔpouc sto e-
ktetamèno montèlo (A

′
,z)z∈Y.Autì akoloujeÐ ìti gia k�je ìro t(u1,...,un) thc

L
′
,ta dÔo stoiqeÐa t(x1,...,xn) kai t(y1,...,yn) pragmatropoioÔn thn Ðdia peri-

graf  sto montèlo (A
′
,z)z∈Y,�ra epÐshc sto montèlo (A

′
,b)b∈B.'Estw A na

eÐnai h meÐwsh tou A
′
sto L.Tìte,opoted pote ta x1 <...<xn kai y1 <...<yn

eÐnai isodÔnama sto U, ta dÔo stoiqeÐa t(x1,...,xn) kai t(y1,...,yn) pragmato-
poioÔn thn Ðdia perigraf  sto montèlo (A

′
,b)b∈B.Wstìso,up�rqoun to polÔ

|U| ∪ w mh isodÔnamec n-�dec sto U,epeÐdh an gr�youme
x

′
=eÐnai to el�qisto z∈U tètoio ¸ste x < z  

x
′
=�peiro an U < x

tìte blèpoume ìti x1 <...<xn kai y1 <...<yn eÐnai isodÔnama sto U an kai
mìno an x

′

1=y
′

1,...,x
′
n=y

′
n,�ra gia tic mh isodÔnamec n-�dec sto U isqÔei ìti

x
′

1 6=y
′

1,...,x
′
n 6=y

′
n,kai to jèma eÐnai pìsec n-�dec x

′

1 < ... < x
′
n oi opoÐec den

eÐnai Ðsec metaxÔ touc,kai lìgou autoÔ katal goume ìti up�rqoun to pìlu
|U| ∪ ω mh isodÔnamec n-�dec sto U.Epiplèon,k�je stoiqeÐo tou A eÐnai
Ðso me k�poio ìro t(x1,...,xn) sto montèlo (A,z)z∈Y me x1 6∈U,...,xn 6∈U.EpÐshc
up�rqoun to polÔ |U| ∪ ω ìroi sth gl¸ssa L

′
autoÔ tou montèlou.Autì

akoloujeÐ ìti to montèlo (A,b)b∈B pragmatopoieÐ to polÔ |U| ∪ ω ≤
≤ |B| ∪ ω perigrafèc. a
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