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ΠΡΟΛΟΓΟ΢ 

Στθν παροφςα εργαςία μελετάται θ ελαςτικι ευςτάκεια αξονικά κλιβόμενων 

ράβδων ςτακερισ διατομισ υπό μεταβαλλόμενθ κατά μικοσ του άξονά των αξονικι 

κλίψθ. Αρχικά διατυπϊνεται θ εξίςωςθ λυγιςμοφ αμφιαρκρωτϊν ράβδων 

υποκείμενων ςε ςυγκεντρωμζνο αξονικό κλιπτικό φορτίο ςτο άκρο τουσ και 

επιπλζον ενδιάμεςα φορτία ίδιασ τιμισ με του άκρου. Εξάγονται αρικμθτικά 

αποτελζςματα για διαφορετικό αρικμό ενδιάμεςων φορτίων, τα οποία είναι 

ιςαπζχοντα, ενϊ τα φατνϊματα ζχουν τθν ίδια δυςκαμψία. Θ περίπτωςθ αυτι είναι 

μια αρκετά καλι προςομοίωςθ για τουσ φορείσ-πλαίςια ςφγχρονων εργοςταςιακϊν 

κτιρίων (π.χ. κτίρια ναυπθγείων).  

Σε τζτοια πλαίςια ςχετικά μεγάλου φψουσ, ςτα οποία λειτουργοφν βαριζσ 

γερανογζφυρεσ, τα υποςτυλϊματα μορφϊνονται μζχρι τθ ςτάκμθ εδράςεωσ ωσ 

ςφνκετα, προκειμζνου να εξαςφαλιςτεί θ απαιτοφμενθ δυςκαμψία. Το εςωτερικό 

κφριο μζλοσ ζχει ςτακερι διατομι, γι’ αυτό ςτθν προςομοίωςθ τα φατνϊματα 

κεωρικθκαν ίδιασ δυςκαμψίασ. Το κατακόρυφο φορτίο τθσ γερανογζφυρασ 

προςομοιϊνεται με το φορτίο που αςκείται ςτο άκρο του μζλουσ. Θ πρόςκετθ, 

αυξανόμενθ κατά βιματα προσ τθ βάςθ του υποςτυλϊματοσ, αξονικι κλιπτικι 

δφναμθ που προζρχεται από τα ςυνυπάρχοντα οριηόντια φορτία (πλευρικι ϊκθςθ 

γερανογζφυρασ, ανεμοπίεςθ), είναι κατ’ αντιςτοιχία τα ενδιάμεςα κλιπτικά φορτία. 

Το μζλοσ αυτό για περίπτωςθ λυγιςμοφ εκτόσ του επιπζδου του πλαιςίου (περί τον 

ιςχυρό άξονα αδράνειασ τθσ διατομισ) μπορεί να κεωρθκεί (ςε ςυνδυαςμό με τθ 

διαμόρφωςθ τθσ λεπτομζρειασ ζδραςισ του) ωσ αμφιαρκρωτό ςτοιχείο. Οι 

παραδοχζσ που ζγιναν χάριν απλοποίθςθσ είναι θ ιςότθτα μεταξφ των αςκοφμενων 

φορτίων, κακϊσ και τα ιςαπζχοντα διαςτιματα μεταξφ των φορτίων. 

Με αφορμι λοιπόν τθν περίπτωςθ αυτι, μελετάται θ περίπτωςθ αμφιαρκρωτοφ 

υποςτυλϊματοσ με ςτακερι διατομι και πραγματοποιείται θ εφρεςθ του κρίςιμου 

φορτίου λυγιςμοφ για ζνα ζωσ τρία ιςαπζχοντα κλιπτικά φορτία. Στθ ςυνζχεια 

πραγματοποιείται θ λφςθ για περιςςότερα ιςαπζχοντα κλιπτικά φορτία. Λόγω του 

μεγάλου πλικουσ αγνϊςτων-εξιςϊςεων και τθσ πινακοποίθςθσ του προβλιματοσ, θ 
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διαδικαςία αυτι πραγματοποιικθκε ςε θλεκτρονικό υπολογιςτι με τθ βοικεια 

μακθματικοφ προγράμματοσ, το οποίο αναλφεται ςτθν εργαςία. Αρικμθτικά 

αποτελζςματα εξάγονται για μζχρι και οκτϊ ίςα και ιςαπζχοντα μεταξφ τουσ 

κλιπτικά φορτία. 

Στθν εργαςία χρθςιμοποιικθκε θ (γραμμικι) διαφορικι εξίςωςθ λυγιςμοφ τετάρτθσ 

τάξθσ, θ οποία προκφπτει από τθ κεϊρθςθ ςτο ςτοιχειϊδεσ τμιμα dx του φορζα. 

Είναι λοιπόν ανεξάρτθτθ των ςυνοριακϊν ςυνκθκϊν. Ακολοφκωσ, λαμβάνονται οι 

εκάςτοτε κινθματικζσ (γεωμετρικζσ) και φυςικζσ (που αφοροφν τα εντατικά μεγζκθ) 

ςυνοριακζσ ςυνκικεσ, οι οποίεσ μεταφράηονται μακθματικά ςε ζνα ςφςτθμα n 

εξιςϊςεων με n αγνϊςτουσ. Από αυτζσ προκφπτει μετά από επεξεργαςία ζνασ 

πίνακασ, του οποίου θ ορίηουςα (ορίηουςα ευςτάκειασ) πρζπει να ιςοφται με μθδζν 

προκειμζνου το ςφςτθμα να ζχει μθ τετριμμζνθ (δθλαδι μθ μθδενικι) λφςθ. Από το 

μθδενιςμό τθσ ορίηουςασ ευςτάκειασ προκφπτει θ εξίςωςθ λυγιςμοφ, από τθ λφςθ 

τθσ οποίασ λαμβάνεται το κρίςιμο φορτίο λυγιςμοφ. Εν ςυνεχεία εξάγονται και τα 

ιςοδφναμα μικθ λυγιςμοφ, δθλαδι το μικοσ που κα απαιτείτο για να λυγίςει μια 

αμφιζρειςτθ ράβδοσ κλιβόμενθ ολόκλθρθ από κρίςιμο φορτίο λυγιςμοφ το οποίο 

αςκείται ςτο άκρο τθσ. 

Στο τζλοσ τθσ εργαςίασ επιχειρείται να δοκεί μια προςεγγιςτικι λφςθ με τθ 

κεϊρθςθ ςυνεχοφσ φορτίου, μεταβαλλόμενου κατά μικοσ τθσ ράβδου. Με τθ 

κεϊρθςθ αυτι αλλάηει θ διαφορικι εξίςωςθ λυγιςμοφ τετάρτθσ τάξθσ από 

ςτακερϊν ςυντελεςτϊν ςε μθ ςτακεροφσ. Θ επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ αυτισ είναι 

πολφπλοκθ, και για το λόγο αυτό επιχειροφνται κάποιεσ προςεγγίςεισ. Το 

αποτζλεςμα είναι απλοφςτερο ςτθ ςυνζχεια κακϊσ ο αρικμόσ των ςυνοριακϊν 

ςυνκθκϊν είναι μικρότεροσ. Στόχοσ είναι να βρεκεί μια ικανοποιθτικι προςζγγιςθ 

κατά τθ κεϊρθςθ του αςκοφμενου φορτίου, θ οποία δθλαδι κα δίνει 

αποτελζςματα για το κρίςιμο φορτίο με ανεκτι απόκλιςθ από τισ ακριβείσ τιμζσ. 

Το κζμα τθσ διπλωματικισ αυτισ εργαςίασ, θ οποία εκπονικθκε κατά το τελευταίο 

μου εξάμθνο ςτθ Σχολι Ρολιτικϊν Μθχανικϊν του Ε.Μ.Ρ., μου υποδείχκθκε από 

τον Κακθγθτι κ. Γ. Ιωαννίδθ. Στο ςθμείο αυτό κζλω να του αποδϊςω τισ κερμότερεσ 

ευχαριςτίεσ μου για τθ ςυνεχι βοικεια και κακοδιγθςι του. Επίςθσ, ευχαριςτϊ 
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κερμά τον κακθγθτι μου, κ. Τάςο Αβραάμ, για τθν πολφτιμθ βοικειά του κατά τθν 

εκπόνθςθ αυτισ τθσ διπλωματικισ εργαςίασ. 
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ΕΙ΢ΑΓΩΓΗ 

Ευςτάκεια ενόσ ςϊματοσ κεωρείται θ ιδιότθτά του να αναπτφςςει δυνάμεισ ι ροπζσ 

οι οποίεσ τείνουν να το επαναφζρουν ςτθν κατάςταςθ ιςορροπίασ του όταν αυτι 

διαταράςςεται. Απλουςτευτικά, θ δυνατότθτά του αντικειμζνου να ςτζκεται ι να 

αντζχει χωρίσ διαφοροποίθςθ τθσ κζςθσ του ι αλλαγι ςτο υλικό του. Ραρακάτω 

αναφζρονται κάποιεσ ςθμαντικζσ πτυχζσ των οριςμϊν αυτϊν. 

 Το ςϊμα βρίςκεται αρχικά ςε κατάςταςθ ιςορροπίασ. 

 Εφαρμόηεται μια διατάραχθ ςτο ςϊμα κατά τθν αρχικι κατάςταςθ 

(εξετάηεται θ μορφι τθσ κίνθςισ του, φραγμζνθ ι μθ). 

 Υπάρχει ανταπόκριςθ του ςϊματοσ ςε αυτι τθ διαταραχι. 

 Ρροςδιορίηεται θ ςυμπεριφορά του ςϊματοσ θ οποία ακολουκεί τθ 

διαταραχι. 

Ο όροσ «λυγιςμόσ» δθλϊνει τθν απϊλεια τθσ ευςτάκειασ ενόσ κλιβομζνου 

ςτοιχείου. Οι καταςκευζσ ανκίςτανται ςτα φορτία με το υλικό και τθ γεωμετρία 

τουσ (μορφι διατομισ, τρόποι ςτιριξθσ). Οι επιπτϊςεισ του λυγιςμοφ είναι κυρίωσ 

γεωμετρικζσ: πραγματοποιοφνται τόςο μεγάλεσ μετατοπίςεισ ςτθν καταςκευι ϊςτε 

μεταβάλλεται το ςχιμα τθσ. Το φορτίο ςτο οποίο ςυμβαίνουν αυτζσ οι αλλαγζσ ςτθ 

γεωμετρία είναι το φορτίο λυγιςμοφ. 

Θ ευςτάκεια είναι ςυνδεδεμζνθ με το όνομα του Euler. Ο Euler το 18ο αιϊνα 

μελζτθςε τθν ευςτάκεια πριν εδραιωκεί θ κεωρία τθσ ελαςτικότθτασ 

χρθςιμοποιϊντασ αξιόλογα εργαλεία τα οποία ανζπτυξαν οι James και Daniel 

Bernoulli. Ο James Bernoulli αςχολικθκε με το πρόβλθμα του βζλουσ ελαςτικά 

καμπτόμενθσ ράβδου και ανακάλυψε ότι θ αντίςταςθ οφείλεται ςτθν επιμικυνςθ 

και επικόλλθςθ των διαμικων ινϊν. Οι κεωρθτικζσ του παρατθριςεισ ςυνζδεςαν 

τισ ροπζσ με τθν καμπυλότθτα τθσ παραμορφωμζνθσ ράβδου. Ο Daniel Bernoulli 

πρότεινε ςτον Euler πϊσ να καταλιξει ςε μια διαφορικι εξίςωςθ ιςορροπίασ τθσ 

ράβδου. Ο Euler ακολοφκθςε το βιμα αυτό και προχϊρθςε περαιτζρω ςτθν 

ταξινόμθςθ των ςχζςεων. Ραρατιρθςε ότι ζνασ κλιβόμενοσ βραχφσ πρόβολοσ υπό 

το ίδιο βάροσ του θ για φορτίο P εφαρμοηόμενο ςτο άκρο του δθμιουργοόυςε 
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πλιρθ βράχυνςθ χωρίσ κάμψθ, ενϊ ςε ζνα λυγθρό πρόβολο το κλιπτικό φορτίο 

επζφερε και κάμψθ. Το οριακό φορτίο ςτο οποίο μεταβάλλεται θ ςυμπεριφορά του 

προβόλου προςδιορίςκθκε ωσ         
 

  
 
 

 όπου Ε είναι το μζτρο 

ελαςτικότθτασ, Ι θ ροπι αδράνειασ τθσ διατομισ και L το μικοσ του προβόλου. Ο 

Lagrange επίςθσ μελζτθςε το πρόβλθμα. 

Τα καταςκευαςτικά υλικά ςτθν εποχι του Euler ιταν το ξφλο κι θ πζτρα, με χαμθλζσ 

εντοχζσ ςε ελαςτικζσ παραμορφϊςεισ, οπότε ιταν απαραίτθτεσ οι ογκϊδεισ 

καταςκευζσ. Θ ευςτάκεια δεν αποτελοφςε πρόβλθμα για τζτοιεσ καταςκευζσ και θ 

καταςκευι του Euler δεν είχε πρακτικι εφαρμογι μζχρι τα 1850, όταν λόγω τθσ 

καταςκευισ ςιδθρϊν ςιδθροδρομικϊν γεφυρϊν το κζμα τθσ ευςτάκειασ 

αναδείχκθκε ςε ςθμαντικό τομζα τθσ αςφάλειασ τθσ καταςκευισ. 

Κατά το δεφτερο μιςό του 19ου αιϊνα οι μελζτεσ του Euler για τα υποςτυλϊματα 

επεκτάκθκαν και ςε άλλεσ μορφζσ καταςκευϊν. Το 1859 ο Bresse εξζδωςε τθν 

πρϊτθ μελζτθ για το λυγιςμό ελαςτικοφ δακτυλίου υπό ανομοιογενι ακτινικι 

κλίψθ. Τα ορκογωνικά πλαίςια αποτζλεςαν αντικείμενο ζρευνασ για πρϊτθ φορά 

το 1893. Θ πρϊτθ γενικι κεωρία ελαςτικισ ευςτάκειασ εκδόκθκε το 1889 από τον 

Bryan. Ο Bryan ανακάλυψε ότι το κεϊρθμα τθσ μοναδικότθτασ τθσ λφςθσ ςτθν 

ελαςτικότθτα δεν ιςχφει ςε 2 περιπτϊςεισ: 

1. Πταν εμφανίηονται ςχετικά μεγάλεσ μετατοπίςεισ για μικρζσ τάςεισ. 

2.  Πταν ζνα πεδίο μετατοπίςεων είναι όμοιο με τθν κίνθςθ ενόσ άκαμπτου 

ςϊματοσ. Τζτοια είναι θ περίπτωςθ ενόσ ςφαιρικοφ κελφφουσ το οποίο 

ςυμπιζηεται μζςα ςε κυκλικό δακτφλιο ελαφρϊσ μικρότερθσ διαμζτρου. 

Σφμφωνα με τον Bryan όποτε υπάρχουν περιςςότερεσ από μία καταςτάςεισ 

ιςορροπίασ, το κριτιριο για να αποφαςιςτεί ποια κα ακολουκθκεί από τθν 

καταςκευι δίνεται από τθν ελάχιςτθ ενζργεια. 

Θ κεωρία τθσ διακλάδωςθσ αναπτφχκθκε απο τον Henri Poincare και, παρότι δεν 

είχε αντίκτυπο ςτισ μελζτεσ ευςτάκειασ των ςφγχρονϊν του, ιταν θ βάςθ πάνω 

ςτθν οποία ςτθρίχκθκε θ ςφγχρονθ κεωρία τθσ ευςτάκειασ. Ο Lapyunov ζδωςε  
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ζναν αυςτθρά μακθματικό οριςμό τθσ ευςτάκειασ χρθςιμοποιϊντασ ζνα δυναμικό 

κριτιριο, το οποίο κεωρείται ακόμα ζνα γενικό κριτιριο ευςτάκειασ. 

Στο πρϊτο μιςό του 20ου αιϊνα, εντοπίςτθκαν και ερευνικθκαν πολλά προβλιματα 

των καταςκευϊν που υπόκεινται ςε λυγιςμό. Ο Timoshenko το 1936 αποτυπϊνει 

μια επιτομι των ζωσ τότε γνωςτϊν και κεωροφμενων ωσ ελαςτικι ευςτάκεια 

προβλθμάτων. Βαςίςτθκε ςε κεωριςεισ ιςορροπίασ και υπολόγιςε μόνο το φορτίο 

λυγιςμοφ με αυτόν τον τρόπο. Ενδιαφζρον για μεταλυγιςμικι ςυμπεριφορά 

ανιχνεφεται το 1937 ςχετικά με το ςχεδιαςμό αεροπλάνων. Σε αυτό το πεδίο 

εμφανίηεται ωσ αποτζλεςμα των ςοβαρϊν ανακολουκιϊν μεταξφ κεωρθτικϊν 

προβλζψεων και πειραματικϊν αποτελεςμάτων ςε ό,τι αφορά τα φορτία λυγιςμοφ 

κελυφϊν.  

Από τθ δουλειά του νεαροφ Ολλανδοφ W.T. Koiter, ο οποίοσ χρθςιμοποίθςε τθ 

κεωρία τθσ διακλάδωςθσ ςε ςυνεχι ςυςτιματα, προζκυψε αλλαγι ςτο μοντζλο. 

Λόγω του πολζμου θ διατριβι του εκδόκθκε το 1945. Με τθ νζα προςζγγιςθ θ 

πλθροφορία του κρίςιμου φορτίου κρίκθκε ανεπαρκισ και ο Koiter ανζπτυξε μια 

αςυμπτωτικι ανάλυςθ, θ οποία του επζτρεψε να ακολουκιςει το μεταλυγιςμικό 

δρόμο ςτα πρϊιμα του ςτάδια. Το ζργο του Koiter αγνοοφνταν ςτισ δυτικζσ χϊρεσ 

για τα επόμενα 20 χρόνια, όταν και επανανακαλφφκθκε ςτο Harvard από τουσ 

Budianski και Hutchinson. Θ πιο ενδιαφζρουςα αναςκόπθςθ τθσ μεταλυγιςμικισ 

κεωρίασ ζγινε από τουσ Hutchinson και Koiter. Στθν Αγγλία, οι Thompson, Sidwell 

και Chilver ςυνζβαλαν ςτθ μελζτθ ευςτάκειασ ςυςτθμάτων τα οποία 

προςδιορίηονταν ςε όρουσ γενικευμζνων ςυντεταγμζνων ωσ τα 1960. Το 1963, ςτο 

University College London ξεκίνθςε θ μεγαλφτερθ προςπάκεια ζρευνασ ςε ζνα και 

μόνο κζντρο, θ οποία διιρκεςε ςχεδόν 20 χρόνια. ΢ϊςοι επιςτιμονεσ επίςθσ 

ενδιαφζρονταν για το πρόβλθμα τθσ μθ γραμμικισ ανάλυςθσ ευςτάκειασ, ιδιαίτερα 

δε ο Bolotin, ο οποίοσ επθρζαςε ςε μεγάλο βακμό τθ κεωρία ευςτάκειασ. 

ΜΟΡΥΕ΢ Ι΢ΟΡΡΟΠΙΑ΢ 

Θ ευςτάκεια απεικονίηεται ςτο χαρακτθριςτικό παράδειγμα τθσ ςφαίρασ ςε 

καμπφλθ επιφάνεια. Σε μια ςφαίρα θ οποία βρίςκεται αρχικά ςε ιςορροπία επί 

κοίλθσ διατομισ, μια ελαφρϊσ αποκλίνουςα δφναμθ κα μετακινιςει λίγο τθ 
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ςφαίρα αλλά, όταν ςταματιςει θ επιρροι τθσ δφναμθσ, αυτι κα επιςτρζψει ςτθν 

αρχικι τθσ κζςθ. Θ ςφαίρα βρίςκεται ςε ευςτακι ιςορροπία. Αν θ καμπφλθ 

επιφάνεια είναι κυρτι, θ ςφαίρα κα απομακρφνεται ςυνεχϊσ και δε κα επιςτρζψει 

ποτζ ςτθν αρχικι κατάςταςθ ιςορροπίασ. Θ ςφαίρα βρίςκεται δθλαδι ςε αςτακι 

κατάςταςθ ιςορροπίασ. Εάν θ δφναμθ εφαρμοςκεί ςε ςφαίρα ςε επίπεδθ 

επιφάνεια, θ ςφαίρα κα μετακινθκεί ςε μια νζα κζςθ ιςορροπίασ, ςτθν οποία κα 

παραμείνει αφοφ αποςυρκεί θ δφναμθ. Σε αυτι τθν περίπτωςθ θ ςφαίρα 

κεωρείται ότι βρίςκεται ςε ουδζτερθ ιςορροπία. 

 

Εικόνα 1 Μορφζσ ιςορροπίασ 

ΣΤΠΟΙ ΕΤ΢ΣΑΘΕΙΑ΢ 

Α. Αςτάθεια μζςω Σημείου Διακλάδωςησ 

Θ μορφι αυτι χαρακτθρίηεται από το γεγονόσ ότι όςο το κλιπτικό αυξάνει, το μζλοσ 

ι το ςφςτθμα το οποίο ςυνικωσ εκτρζπεται ςτθν κατεφκυνςθ των αςκοφμενων 

φορτίων, ξαφνικά εκτρζπεται ςε διαφορετικι κατεφκυνςθ. Το ςθμείο μετάβαςθσ 

από τθ ςυνικθ μορφι εκτροπισ ςτθ  διαφοροποιθμζνθ αναφζρεται ωσ ςθμείο 

διακλάδωςθσ τθσ ιςορροπίασ. Το φορτίο ςτο ςθμείο διακλάδωςθσ ονομάηεται 

κρίςιμο φορτίο. Ο δρόμοσ ιςορροπίασ μζχρι τθ διακλάδωςθ καλείται πρωτεφων ι 

κφριοσ δρόμοσ ιςορροπίασ ενϊ μετά από αυτι λζγεται δευτερεφων θ 

μεταλυγιςμικόσ δρόμοσ ιςορροπίασ. Ανάλογα με τθ φφςθ του μεταλυγιςμικοφ 

δρόμου ιςορροπίασ, διακρίνονται δυο είδθ διακλάδωςθσ: 

1. Συμμετρική Διακλάδωςη 
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Στθ ςυμμετρικι διακλάδωςθ οι μεταλυγιςμικοί δρόμοι είναι ςυμμετρικοί ωσ προσ 

τον άξονα των φορτίων. Αν ο μεταλυγιςμικόσ κλάδοσ είναι ανοδικόσ το ςφςτθμα 

κεωρείται ότι εκτίκεται ςε ευςτακι ςυμμετρικι διακλάδωςθ. Σε αυτι τθν 

περίπτωςθ το φορτίο το οποίο απαιτείται για να διατθρθκεί θ ιςορροπία μετά το 

λυγιςμό αυξάνεται όςο αυξάνεται το βζλοσ. Αν ο μεταλυγιςμικόσ κλάδοσ είναι 

κακοδικόσ το ςφςτθμα κεωρείται ότι εκτίκεται ςε αςτακι ςυμμετρικι διακλάδωςθ. 

Σε αυτι τθν περίπτωςθ το φορτίο το οποίο απαιτείται για να διατθρθκεί θ 

ιςορροπία μετά το λυγιςμό μειϊνεται όςο αυξάνεται το βζλοσ. 

 

Εικόνα 2 Συμμετρική διακλάδωςη 

2. Αςφμμετρη Διακλάδωςη 

Στο ςφςτθμα αυτό το φορτίο το οποίο απαιτείται για να διατθρθκεί θ ιςορροπία 

μετά το λυγιςμό κεωρθτικά μπορεί να αυξάνεται ι να μειϊνεται ανάλογα με τθν 

κατεφκυνςθ προσ τθν οποία εκτρζπεται το ςφςτθμα μετά το λυγιςμό. Ρρακτικά θ 

περίπτωςθ αυτι αφορά αςτακι ιςορροπία οπότε ο ανοδικόσ μεταλυγιςμικόσ 

κλάδοσ αποτελεί απλά μακθματικι λφςθ. 
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Εικόνα 3 Αςφμμετρη διακλάδωςη 

 

Β. Αςτάθεια μζςω Οριακοφ Σημείου 

Σε αυτόν τον τφπο αςτάκειασ υπάρχει μόνο ζνασ τρόποσ εκτροπισ από τθν αρχι τθσ 

φόρτιςθσ ωσ το οριακό ι μζγιςτο φορτίο. 

 

Εικόνα 4 Αςτάθεια μζςω οριακοφ ςημείου 

Αντίκετα από τθν περίπτωςθ του ευςτακοφσ ςυμμετρικοφ ςθμείου διακλάδωςθσ 

που ςυνδζεται με ευςτακι μεταλυγιςμικό δρόμο ιςορροπίασ, οι άλλεσ τρεισ 

περιπτϊςεισ (ςυμμετρικό αςτακζσ ςθμείο διακλάδωςθσ, αντιμετρικό ςθμείο και 

οριακό κρίςιμο ςθμείο) ςυνδζονται με ακαριαίο λυγιςμό. 

Για τισ περιπτϊςεισ ςυμμετρικοφ ςθμείου διακλάδωςθσ, θ γραμμικι ανάλυςθ δίνει 

ςυνικωσ πολφ ικανοποιθτικά αποτελζςματα λόγω τθσ πολφ μικρισ μετατόπιςθσ 

ςτον προλυγιςμικό κλάδο. Αντικζτωσ, ςτισ περιπτϊςεισ αςφμμετρου ςθμείου 

διακλάδωςθσ ι οριακοφ ςθμείου θ γραμμικι ανάλυςθ αποτυγχάνει να δϊςει 
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ικανοποιθτικά αποτελζςματα, λόγω μεγάλων μετατοπίςεων ςτον προλυγιςμικό 

δρόμο. 

Λυγιςμόσ υποςτυλώματοσ ςταθερήσ διατομήσ και φορτί ου 

Οι λυγθρζσ αξονικά κλιβόμενεσ ράβδοι υπόκεινται ςε ζναν τφπο ςυμπεριφοράσ 

γνωςτό ωσ λυγιςμό. Αν το φορτίο ςε ζνα τζτοιο μζλοσ είναι ςχετικά μικρό, θ αφξθςθ 

ςτο φορτίο προκαλζι μόνο αξονικι βράχυνςθ ςτο μζλοσ. Μόλισ, όμωσ, προςεγγιςτεί 

ζνα ςυγκεκριμζνο φορτίο, το φορτίο λυγιςμοφ, το μζλοσ ξαφνικά αποκλίνει 

πλευρικά. Αυτι θ κάμψθ προκαλεί μεγάλεσ παραμορφϊςεισ οι οποίεσ οδθγοφν 

ςτθν αςτοχία του μζλουσ. Ζτςι, το φορτίου λυγιςμοφ αποτελεί κριτιριο ςχεδιαςμοφ 

για κλιβόμενα μζλθ. 

Τα εφελκυόμενα μζλθ όπωσ και τα βραχζα ςυμπαγι υποςτυλϊματα αςτοχοφν όταν 

θ φόρτιςθ φτάςει ζνα όριο αντοχισ του υλικοφ. Με δεδομζνο το όριο αντοχισ του 

υλικοφ είναι ςχετικά απλόσ ο προςδιοριςμόσ τθσ αντοχισ του μζλουσ. Ωςτόςο, ο 

λυγιςμόσ ωσ φαινόμενο δε ςχετίηεται αποκλειςτικά με τθν προβλζψιμθ αντοχι του 

υλικοφ. Το επίπεδο κλίψθσ ςτο οποίο κα ςυμβεί εξαρτάται από πλικοσ 

παραγόντων, ςτουσ οποίουσ ςυμπεριλαμβάνονται οι διαςτάςεισ του μζλουσ, ο 

τρόποσ ςτιριξθσ και οι ιδιότθτεσ του υλικοφ. Ο προςδιοριςμόσ του φορτίου 

λυγιςμοφ είναι ζνα ςχετικά περίπλοκο κζμα. 

Ο λυγιςμόσ ωσ φυςικό φαινόμενο εξθγείται από το βαςικό νόμο τθσ φφςθσ ότι 

οποιοδιποτε φυςικό φαινόμενο επιλζγει τον ευκολότερο δρόμο για να 

πραγματοποιθκεί. Το υποςτφλωμα τείνει να υποβιβάςει το ςθμείο εφαρμογισ του 

φορτίου. Σε ςχετικά μικρά φορτία είναι πιο εφκολο αυτό να γίνει μζςω βράχυνςθσ 

παρά μζςω κάμψθσ. Κακϊσ το επιβαλλόμενο φορτίο αυξάνεται, είναι ευκολότερο 

για ζνα λυγθρό υποςτφλωμα να υποβιβάςει το φορτίο μζςω κάμψθσ παρά μζςω 

βράχυνςθσ, και αυτό λαμβάνει χϊρα όταν το κλιπτικό φορτίο εξιςωκεί με το φορτίο 

λυγιςμοφ. 

Το φορτίο λυγιςμοφ, λοιπόν, είναι το οριακό φορτίο για το οποίο είναι δυνατι θ 

αξονικι κλίψθ ςτθν απαραμόρφωτθ κατάςταςθ. Θ μετάβαςθ από τθν ευκφγραμμθ 
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ςτθν παραμορφωμζνθ κατάςταςθ ςυμβαίνει επειδι θ ευκφγραμμθ μορφι παφει 

να είναι ευςτακισ. 

Λυγιςμόσ του Υποςτυλώματοσ Euler 

 

Εικόνα 5 Το υποςτφλωμα Euler 

Ζνα αξονικά κλιβόμενο μζλοσ ςυμπεριφζρεται με ςχετικά περίπλοκο τρόπο. 

Επομζνωσ θ μελζτθ των υποςτυλωμάτων ξεκινά με ιδεατζσ ςυνκικεσ, όπωσ αυτζσ 

του υποςτυλϊματοσ Euler. Το αξονικά κλιβόμενο μζλοσ ζχει ςτακερι διατομι και 

αποτελείται από ομογενζσ υλικό. Ακόμα ιςχφουν οι εξισ παραδοχζσ: 

 Στα άκρα του μζλουσ υπάρχουν απλζσ ςτθρίξεισ. Στο κατϊτερο υπάρχει 

αμετακίνθτθ άρκρωςθ και ςτο ανϊτερο κφλιςθ θ οποία απαγορεφει τθν 

οριηόντια μετατόπιςθ. 

 Το μζλοσ είναι τελείωσ ευκφγραμμο και το φορτίο εφαρμόηεται ςτον 

κεντρικό του άξονα. 

 Το υλικό υπακοφει ςτο νόμο του Hooke. 

 Οι παραμορφϊςεισ y (θ ςυνάρτθςθ τθσ ελαςτικισ γραμμισ του 

παραμορφωμζνου μζλουσ) του μζλουσ είναι αρκετά μικρζσ ϊςτε ο όροσ     

να κεωρείται αμελθτζοσ ςτθν ζκφραςθ τθσ καμπυλότθτασ  
   

             . Θ 
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καμπυλότθτα προςεγγίηεται επομζνωσ ωσ θ δεφτερθ παράγωγοσ τθσ 

ελαςτικισ γραμμισ y’’. 

Θ εςωτερικι ροπι ςε απόςταςθ x από το άκρο είναι: 

          

Και εξιςϊνοντασ αυτλθν με τθν εξωτερικά επιβαλλόμενθ ροπι P*y 

           

Από τθν επίλυςθ προκφπτει το κρίςιμο φορτίο λυγιςμοφ 

  
    

  
 

Αυτό είναι το φορτίο Euler, ςτο οποίο θ ράβδοσ ιςορροπεί ςυγχρόνωσ ςτθν 

ευκφγραμμθ και τθν παραμορφωμζνθ κατάςταςθ. Είναι επίςθσ το ελάχιςτο φορτίο 

ςτο οποίο το υποςτφλωμα παφει να βρίςκεται ςε ευςτακι ιςορροπία. 

Θ ςυμπεριφορά του υποςτυλϊματοσ Euler ςυνοψίηεται ωσ εξισ: ζωσ το φορτίο 

Euler το υποςτφλωμα πρζπει να παραμείνει ευκφγραμμο. Στο φορτίο Euler 

ςυναντάται μια διακλάδωςθ τθσ ιςορροπίασ, δθλαδι το υποςτφλωμα μπορεί είτε 

να παραμείνει ευκφγραμμο είτε να υποτεκεί ενα παραμορφωμζνο ςχιμα 

απροςδιορίςτου μεγζκουσ. Αυτι θ ςυμπεριφορά υποδεικνφει ότι ςτο φορτίο Euler 

υπάρχει μια κατάςταςθ ουδζτερθσ ιςορροπίασ και ςυνεπϊσ το φορτίο Euler 

υποδεικνφει τθ μετάβαςθ από τθν ευςτακι ςτθν αςτακι ιςορροπία. 

Οι ακριβζσ αυτζσ μζκοδοι καταλιγουν πολλζσ φορζσ ςε μεγάλεσ και πολφπλοκεσ 

εξιςϊςεισ (μεταβλθτι διατομι, μεταβλθτό αξονικό φορτίο, κλπ.), κακιςτϊντασ 

εξαιρετικά δφςκολθ τθν επίλυςθ του προβλιματοσ. Για το λόγο αυτό ζχουν 

αναπτυχκεί διάφορεσ προςεγγιςτικζσ μζκοδοι.  

Μζθοδοσ Rayleigh-Ritz 

Θ μζκοδοσ αυτι κεωρεί ςυνάρτθςθ βζλουσ θ οποία ικανοποιεί τισ ςυνοριακζσ 

ςυνκικεσ. Για να είναι δυνατι θ ιςορροπία κα πρζπει το ςυνολικό δυναμικό να ζχει 

ςτάςιμθ τιμι ςτο κρίςιμο φορτίο. Θ παράγωγοσ του ςυνολικοφ δυναμικοφ ωσ προσ 
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τθν άγνωςτθ μεταβλθτι τθσ ςυνάρτθςθσ του βζλουσ οδθγεί ςτθν τιμι του κρίςιμου 

φορτίου. 

Μζθοδοσ Galerkin 

Ππωσ και ςτθ μζκοδο Rayleigh-Ritz, θ μζκοδοσ Galerkin χρθςιμοποιεί πάλι 

ςυνάρτθςθ βζλουσ ικανοποιοφςα τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ του προβλιματοσ, θ 

οποία όμωσ ειςάγεται απευκείασ ςτθ διαφορικι εξίςωςθ τετάρτθσ τάξθσ. 

Μζθοδοσ πεπεραςμζνων διαφορών 

Θ κλιβόμενθ ράβδοσ χωρίηεται ςε n τμιματα 0-1, 1-2, ..., n-1, n. Από τθν ιςορροπία 

ροπϊν για κάκε κζςθ τθσ ράβδου προκφπτει μια διαφορικι εξίςωςθ δευτζρασ 

τάξθσ. Λαμβάνοντασ τθ δεφτερθ παράγωγο του βζλουσ για κάκε φάτνωμα με τθ 

μζκοδο πεπεραςμζνων διαφορϊν και κάνοντασ χριςθ των ςυνοριακϊν ςυνκθκϊν 

προκφπτει ζνα ομογενζσ ςφςτθμα n-1 εξιςϊςεων. Ο μθδενιςμόσ τθσ ορίηουςασ του 

ςυςτιματοσ δίνει το κρίςιμο φορτίο. 

Θεωρητικά αποτελζςματα-Κανονιςτικζσ διατάξεισ EC3 

Μζςω τθσ ακριβοφσ ι τθσ όποιασ προςεγγιςτικισ λφςθσ προςδιορίηονται κρίςιμα 

φορτία Ncr και ςτθ ςυνζχεια θ ανθγμζνθ λυγθρότθτα       
   

   
 . Από τισ 

καμπφλεσ ςτισ οποίεσ παραπζμπει ο Κανονιςμόσ και ανάλογα με τθ γεωμετρία τθσ 

διατομισ υπολογίηεται ο μειωτικόσ ςυντελεςτισ x. Τζλοσ, το οριακό φορτίο όπωσ 

ορίηεται ςτον EC3. είναι ίςο με 

              
    
    

 

Λυγιςμόσ υποςτυλώματοσ μεταβλητήσ διατομήσ ή φορτίου  

Οι S. P. Timoshenko και J. M. Gere παρουςίαςαν πρϊτοι εργαςία με τα κρίςιμα 

φορτία λυγιςμοφ αξονικά κλιβόμενων προβόλων μεταβλθτισ διατομισ από αξονικό 

φορτίο ςτο άκρο του προβόλου ι από διανεμθμζνο αξονικό φορτίο κατά μικοσ του 

άξονα του. Ο G. Silver μελζτθςε κλιβόμενα ςτοιχεία με τμθματικά μεταβλθτι 

διατομι ενϊ ο M. Abbasi εξζταςε τθν περίπτωςθ κλιβόμενου υποςτυλϊματοσ με 
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μεταβλθτι διατομι και μεταβλθτό αξονικό φορτίο. Οι H.H. Vaziri και J. Xie εξζταςαν 

τθν περίπτωςθ κλιβόμενου προβόλου τυχοφςασ μεταβλθτισ διατομισ με τυχοφςα 

ςυνάρτθςθ μεταβολισ του αξονικοφ κλιπτικοφ φορτίου κατά μικοσ του άξονα του 

προβόλου μζςω επαναλθπτικισ αρικμθτικισ επίλυςθσ με απευκείασ ολοκλιρωςθ 

τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ ιςορροπίασ (Runge-Kutta). Οι L. Qinsheng, C. Hong και L. 

Guiging μελζτθςαν επίςθσ αξονικά κλιβόμενα ςτοιχεία για διάφορεσ περιπτϊςεισ 

μεταβλθτισ διατομισ και μεταβλθτοφ αξονικοφ φορτίου. Ο Ι. Ερμόπουλοσ 

προςδιόριςε κρίςιμα φορτία και ιςοδφναμα μικθ λυγιςμοφ κλιβόμενων μελϊν με ι 

χωρίσ πρόςκετα κλιπτικά φορτία ςτο άνοιγμά τουσ ςε επίπεδα πλαίςια με ι χωρίσ 

μετάκεςθ. Τζλοσ, οι Ι. ΢αυτογιάννθσ και Ι. Ερμόπουλοσ μελζτθςαν κλιβόμενα 

υποςτυλϊματα μεταβλθτισ διατομισ ςε ελαςτικζσ ςτθρίξεισ υπό ζκκεντρθ φόρτιςθ 

κάνοντασ χριςθ τθσ μεκόδου γωνιϊν ςτροφισ και τθσ μεκόδου πεπεραςμζνων 

ςτοιχείων.  
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1 ΚΕΥΑΛΑΙΟ 1: ΘΕΩΡΗΣΙΚΟ ΤΠΟΒΑΘΡΟ 

1.1 Βαςικέσ παραδοχέσ θεωρίασ ελαςτικήσ ευςτάθειασ 

Το κεφάλαιο αυτό βαςίηεται ςτισ βιβλιογραφικζσ αναφορζσ του Αντ. Κουνάδθ 

(1997) 

1. Ο υπό μελζτθ φορζασ αποτελείται από γραμμικά (ραβδωτά) μζλθ και είναι 

καταςκευαςμζνοσ από ομογενζσ, ιςότροπο, γραμμικά ελαςτικό υλικό που 

ακολουκεί το νόμο του Hooke.  

 

Διάγραμμα 1.1 Διάγραμμα τάςεων-παραμορφώςεων υλικοφ 

2. Το διάγραμμα ς-ε κεωρείται το ίδιο για εφελκυςμό και κλίψθ. 

3. Ραραδοχι Bernoulli-Navier : Επίπεδεσ διατομζσ κάκετεσ ςτον 

απαραμόρφωτο άξονα του γραμμικοφ μζλουσ πριν από το λυγιςμό 

παραμζνουν επίπεδεσ και κάκετεσ ςτον παραμορφωμζνο άξονα του μζλουσ 

μετά το λυγιςμό. 

4. Τα εξωτερικά εγκάρςια φορτία διζρχονται δια του κζντρου διάτμθςθσ τθσ 

διατομισ του μζλουσ και είναι παράλλθλα προσ ζναν από τουσ κφριουσ 

άξονεσ αδράνειασ. Με αυτόν τον τρόπο αποκλείεται οποιαδιποτε ςτροφι ι 

ςτρζψθ τθσ διατομισ (περί τον άξονα του μζλουσ), θ οποία ζτςι υπόκειται 

μόνο ςε κάμψθ ςε ζνα από τα κφρια επίπεδά τθσ. 

0

0

ς

ε
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5. Θ αξονικι και θ εγκάρςια μετατόπιςθ ενόσ ςθμείου κατά μικοσ του άξονα x 

είναι πολφ μικρζσ ςυγκριτικά με τισ διαςτάςεισ τθσ διατομισ του μζλουσ. Θ 

γραμμικι κεωρία ελαςτικισ ευςτάκειασ είναι δθλαδι κεωρία μικρϊν βελϊν. 

Θ ανθγμζνθ παραμόρφωςθ ε, θ αξονικι μετατόπιςθ ξ, θ καμπυλότθτα κ 

(=1/R) και θ εγκάρςια μετατόπιςθ w (βζλοσ) ςυνδζονται με τισ ςχζςεισ: 

  
  

  
             

   

         

Ππου ε και κ αντιςτοιχοφν ςε ςθμείο του άξονα, το οποίο είναι ςυνάρτθςθ 

τθσ τετμθμζνθσ x. Συνεπϊσ, ςφμφωνα με τθ κεωρία μικρϊν βελϊν ο όροσ w’2 

είναι αμελθτζοσ ςυγκριτικά με τθ μονάδα και τον όρο ξ’. Επιπρόςκετα, ο 

άξονασ του μελοφσ κεωρείται ότι δεν ζχει αλλάξει μικοσ, δθλαδι οφτε 

βραχφνεται οφτε μθκφνεται. Ακόμα, θ επιρροι τθσ διατμθτικισ 

παραμόρφωςθσ ςτο βζλοσ κάμψθσ αμελείται. 

6. Τα κρίςιμα φορτία λυγιςμοφ υπολογίηονται με τθ κεϊρθςθ ότι θ ελαςτικι 

παραμόρφωςθ οφείλεται μόνο ςε κάμψθ (αμελείται θ αξονικι 

παραμόρφωςθ που τυχόν προθγικθκε). 

Επιςθμαίνεται ότι οι παραδοχζσ 1-4 ιςχφουν και για τθν περίπτωςθ μθ γραμμικισ 

κεωρίασ ελαςτικισ ευςτάκειασ. 

 



17 
 

1.2 ΢ήμανςη 

 

Εικόνα 1.1 Στοιχειώδεσ τμήμα dx 

Οι κετικζσ φορζσ των εντατικϊν μεγεκϊν (ροπι κάμψθσ, τζμνουςα δφναμθ, αξονικι 

δφναμθ) και των μεγεκϊν μετατοπίςεωσ/κινθματικϊν (αξονικό βζλοσ ξ, εγκάρςιο 

βζλοσ w, ςτροφι διατομισ w’) κακορίηονται αυτόματα μετά τθν επιλογι 

ςυςτιματοσ ορκογϊνιων ςυντεταγμζνων κατά το οποίο ο άξονασ x ταυτίηεται 

γενικά με τον άξονα του μζλουσ και διζρχεται ςυνικωσ από τα κζντρα βάρουσ των 

διατομϊν. Ο άξονασ w είναι κάκετοσ ςτον άξονα x. 

Ορίηουμε κετικι αξονικι μετατόπιςθ ξ(x) όταν κατευκφνεται προσ τθ κετικι φορά 

του άξονα x. Ακόμα, κετικό το βζλοσ w(x) όταν κατευκφνεται προσ τθ κετικι φορά 

του άξονα w. Θ κετικι γωνία ορίηεται εκείνθ κατά τθν οποία ο κετικόσ άξονασ x 

ςτρεφόμενοσ κατά μια ορκι γωνία ςυμπίπτει με τον κετικό άξονα w. Οι κετικζσ 

φορζσ των εντατικϊν μεγεκϊν Μ,V,N ορίηονται ςτθ διατομι x+dx. Ζτςι θ αξονικι 

δφναμθ N+dN είναι κετικι όταν ζχει τθ φορά του κετικοφ άξονα x. Θ τζμνουςα 

V+dV είναι κάκετθ ςτον απαραμόρφωτο άξονα τθσ δοκοφ και κετικι όταν ζχει τθ 

φορά του κετικοφ άξονα w. Από τθν ιςορροπία ςτο ςτοιχειϊδεσ κομμάτι dx 

προκφπτει και θ κετικι φορά για τθ ροπι κάμψθσ M+dM. 
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1.3 Διαφορική εξίςωςη λυγιςμού 

Θ δοκόσ βρίςκεται υπό εγκάρςια φόρτιςθ και αξονικι κλίψθ. Θεωρείται θ 

ιςορροπία των δυνάμεων που δρουν ςτο ςτοιχείο dx ςτθν παραμορφωμζνθ 

κατάςταςθ με παρειζσ κάκετεσ ςτον απαραμόρφωτο άξονα. 

Ιςορροπία κατά τθ διεφκυνςθ του άξονα w: 

              

  

  
    

Ιςορροπία κατά τθ διεφκυνςθ του άξονα x: 

         

             

Δθλαδι θ αξονικι δφναμθ είναι ςτακερι ςε ολόκλθρο το μικοσ τθσ δοκοφ. 

Επομζνωσ από τθ ςυνοριακι ςυνκικθ ςτο άκρο τθσ δοκοφ όπου δρα θ κλιπτικι 

δφναμθ P είναι  

        

Ιςορροπία ροπϊν κάμψθσ ωσ προσ ςθμείο α: 

                 
  

 
                  

  

  
      

Αμελϊντασ διαφορικοφσ όρουσ ανϊτερθσ τάξθσ προκφπτει: 

  
  

  
   

  

  
 

Ραραγωγίηοντασ ωσ προσ x και αντικακιςτϊντασ από τα προθγοφμενα είναι 

      

   
   

      

   
       

Για δοκό υπό αξονικι κλίψθ Ν(x)=-P , άρα θ εξίςωςθ γράφεται 
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Οι εξιςϊςεισ αυτζσ προκφπτουν με βάςθ τθν ιςορροπία ενόσ ενδιάμεςου ςτοιχείου 

dx, άρα είναι ανεξάρτθτεσ: α) τθσ φφςθσ του υλικοφ (ελαςτικό ι ανελαςτικό) και β) 

των ςυνκθκϊν ςτιριξθσ. Από τισ ςχζςεισ τθσ Αντοχισ των Υλικϊν για υλικό γραμμικά 

ελαςτικό με ςτακερι διατομι προκφπτει θ ςχζςθ ροπισ κάμψθσ(Μ(x))-

καμπυλότθτασ(κ(x))   

          
      

   
             

Αντικακιςτϊντασ ςτθν προθγοφμενθ  

    
      

   
   

      

   
      

Ριο απλά:  EIw’’’’(x)+Pw’’(x)=q(x) 

Αυτι είναι μια 4θσ τάξθσ μθ ομογενισ γραμμικι ςυνικθσ διαφορικι εξίςωςθ με 

ςτακεροφσ ςυντελεςτζσ. Θζτοντασ  Μ(x)=-ΕΙw’’(x)  (γραμμικά ελαςτικό υλικό) και  

N=-P  λαμβάνονται οι εκφράςεισ τθσ τζμνουςασ δφναμθσ κάκετθσ ςτον 

απαραμόρφωτο άξονα τθσ δοκοφ και του κατανεμθμζνου φορτίου  q(x) 

          
      

   
   

     

  
                   

      
     

  
                    

Στθν περίπτωςθ που θ εγκάρςια φόρτιςθ είναι μθδζν (όπωσ ςτθν περίπτωςθ τθσ 

παροφςασ διπλωματικισ), τότε 

                     

ι κζτοντασ k2=P/EI 
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Στθν εξίςωςθ αυτι καταλιγει κανείσ κεωρϊντασ τθν ιςορροπία τθσ αμφιζρειςτθσ 

δοκοφ ςτθν παραμορφωμζνθ κατάςταςθ. To φορτίο P εννοείται είναι το κρίςιμο 

φορτίο λυγιςμοφ, κακϊσ για φορτίο P<Pcr θ δοκόσ παραμζνει ευκφγραμμθ (w(x)=0). 

1.3.1 Λύςη τησ διαφορικήσ εξίςωςησ λυγιςμού 

                    

                  

                   

                

Θεωροφμε λφςθ τθσ μορφισ w(x)=eρx οπότε αντικακιςτϊντασ ςτθ διαφορικι 

προκφπτει 

              

        

     

Άρα                              δθλαδι 2 γραμμικά ανεξάρτθτεσ λφςεισ 

είναι οι        ,          άρα                            

Με τθ μζκοδο μεταβολισ των παραμζτρων κα βρεκεί θ μερικι λφςθ τθσ μθ 

ομογενοφσ διαφορικισ εξίςωςθσ. Αναηθτείται λφςθ τθσ μορφισ:  

                                

θ οποία ικανοποιεί τισ ςυνκικεσ: 

  
           

           

  
            

               

Λφνοντασ το παραπάνω ςφςτθμα κα βρεκοφν οι C1(x) και C2(x) 
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Άρα μετά τισ πράξεισ είναι:       
  

   
 

    , δθλαδι 

           

Επομζνωσ θ λφςθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ είναι: 

                            

Οι ςτακερζσ Α, Β, Γ, Δ προςδιορίηονται από ιςάρικμεσ ςυνκικεσ ςτιριξθσ. Οι 

ςυνκικεσ αυτζσ ςυνδζονται με κινθματικά μεγζκθ (το βζλοσ w και τθ ςτροφι w’) 

και εντατικά μεγζκθ (τθ ροπι Μ(x) και τθν τζμνουςα δφναμθ V(x)). Θ τζμνουςα 

δφναμθ V(x)=-EIw’’’(x)-Pw’(x) απλοποιείται ςφμφωνα με τθν προθγοφμενθ λφςθ ωσ 

εξισ: 

         

1.3.2 Περίπτωςη αξονικού εφελκυςμού 

Στθν περίπτωςθ που ζχουμε εφελκυςμό αντί κλίψθσ τότε θ ςτθ διαφορικι εξίςωςθ 

αλλάηει το πρόςθμο τθσ δφναμθσ P και ζτςι προκφπτει θ παρακάτω διαφορικι 

τετάρτθσ τάξθσ 

                                  
 

  
 

Ακολουκϊντασ ίδια διαδικαςία επίλυςθσ όπωσ προθγουμζνωσ, λαμβάνεται ζπειτα 

από 2 ολοκλθρϊςεισ 
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Θ αντίςτοιχθ ομογενισ εξίςωςθ ζχει λφςθ τθσ μορφισ:  wh(x)= C1ekx + C2e-kx   και με 

δεδομζνο ότι  

         
 

 
                         

 

 
           

θ λφςθ τθσ ομογενοφσ λαμβάνει τθ μορφι 

                          

Το γενικό ολοκλιρωμα προκφπτει πάλι ωσ άκροιςμα τθσ λφςθσ τθσ ομογενοφσ 

εξίςωςθσ και μίασ μερικισ λφςθσ τθσ αρχικισ δοκείςασ. Άρα τελικά 

                              

ενϊ θ τζμνουςα δφναμθ είναι τϊρα 

                          

1.4 Παρατηρήςεισ 

Σε ό,τι αφορά τισ εξιςϊςεισ τθσ κλαςικισ ςτατικισ που διζπουν τθ ςυμπεριφορά 

δοκϊν (ράβδων) υπό αξονικι κλίψθ θ εφελκυςμό, παρατθρεί κανείσ ότι 

προκφπτουν με μθδενιςμό τθσ αξονικισ φόρτιςθσ P ςτισ προθγοφμενεσ εξιςϊςεισ. 

Ζτςι λαμβάνονται οι ςχζςεισ τθσ κλαςικισ ςτατικισ:  

                

                         

      
     

  
 

Αυτό οφείλεται ςτο ότι για τισ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ από τισ οποίεσ προκφπτουν 

αυτζσ οι ςχζςεισ αγνοείται πλιρωσ θ καμπτικι παραμόρφωςθ τθσ ελαςτικισ 

γραμμισ. Στθν περίπτωςθ του λυγιςμοφ (ςτατικι 2ασ τάξθσ) όμωσ θ παραμόρφωςθ 

αυτι λαμβάνεται υπόψθ ςτθ μόρφωςθ των εξιςϊςεων ιςορροπίασ. Αυτό οδθγεί ςε 

μια πρόςκετθ ροπι κάμψθσ λόγω αξονικισ φόρτιςθσ, πζραν εκείνθσ που 

προκαλείται από τθν εγκάρςια φόρτιςθ q(x). Στθν περίπτωςθ που θ αξονικι δφναμθ 

είναι κλιπτικι, θ πρόςκετθ ροπι κάμψθσ προςτίκεται ςε αυτιν λόγω του φορτίου 
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q(x). Πταν όμωσ είναι εφελκυςτικι, τότε θ πρόςκετθ ροπι κάμψθσ ζχει αντίκετο 

πρόςθμο από τθ ροπι κάμψθσ λόγω του φορτίου q(x). Θ πρόςκετθ ροπι κάμψθσ 

ιςοφται με     (+ για κλίψθ, - για εφελκυςμό) και ονομάηεται δευτερεφουςα ροπι 

κάμψθσ. Θ ροπι κάμψθσ λόγω του φορτίου q(x) καλείται κφρια ροπι κάμψθσ. Σε 

διάφορουσ κανονιςμοφσ (π.χ. ςιδθρϊν καταςκευϊν) θ δευτερεφουςα ροπι κάμψθσ 

καλείται επιρροι P-Δ. 

Ακόμα, να ςθμειωκεί ότι ο χαρακτθριςμόσ «Γραμμικι και Μθ Γραμμικι Θεωρία 

Ελαςτικισ Ευςτάκειασ» απορρζει από τθ μορφι τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ, και εάν 

αυτι είναι γραμμικι ι μθ γραμμικι. Θ ςχζςθ όμωσ μεταξφ βζλουσ κάμψεωσ w(x) 

και αξονικισ φόρτιςθσ P είναι ζντονα μθ γραμμικι. 

Από μακθματικισ άποψθσ το γραμμικό πρόβλθμα του λυγιςμοφ είναι ζνα 

πρόβλθμα ιδιοτιμϊν. Δθλαδι, μόνο για οριςμζνεσ τιμζσ τθσ παραμζτρου k (κατά 

ςυνζπεια P) προκφπτουν μθ τετριμμζνεσ (μθ μθδενικζσ) λφςεισ. Οι τιμζσ αυτζσ τθσ 

παραμζτρου k είναι άπειρεσ ςτο πλικοσ και λζγονται ιδιοτιμζσ ι χαρακτθριςτικζσ 

τιμζσ. Οι λφςεισ που αντιςτοιχοφν ς αυτζσ τισ ιδιοτιμζσ ονομάηονται 

ιδιοςυναρτιςεισ ι κανονικζσ μορφζσ λυγιςμοφ. Μζςω των ιδιοςυναρτιςεων 

κακορίηεται μόνο το ςχιμα τθσ ελαςτικισ γραμμισ, δθλαδι θ μορφι τθσ λφςθσ 

πολλαπλαςιαςμζνθ με μια αυκαίρετθ ςτακερά ολοκλιρωςθσ. Τα μεγζκθ των βελϊν 

κάμψθσ w(x), όπωσ και τα υπόλοιπα εξαρτθμζνα μεγζκθ (w’(x), M(x), V(x), ε(x), κλπ.) 

δεν είναι δυνατό να προςδιοριςτοφν μζςω τθσ γραμμικισ ανάλυςθσ. Για τθν εφρεςθ 

τουσ απαιτείται μθ γραμμικι ανάλυςθ λυγιςμοφ. Θ μικρότερθ ιδιοτιμι αντιςτοιχεί 

ςτο μικρότερο φορτίο λυγιςμοφ (που ενδιαφζρει ςτθν πράξθ) και θ αντίςτοιχθ 

ιδιοςυνάρτθςθ ςτθν πρϊτθ ι κεμελιϊδθ  κανονικι μορφι λυγιςμοφ. Οι κανονικζσ 

μορφζσ λυγιςμοφ είναι γραμμικά ανεξάρτθτεσ ςυναρτιςεισ οι οποίεσ ικανοποιοφν 

τθ ςυνκικθ ορκογωνικότθτασ. 

            

 

 

             

Οι ιδιοςυναρτιςεισ και τα αντίςτοιχα φορτία Euler εξαρτϊνται από τισ ςυνοριακζσ 

ςυνκικεσ, γι’ αυτό τα προβλιματα αυτά λζγονται προβλιματα ςυνοριακϊν τιμϊν. 
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Θ ιδιότθτα τθσ ορκογωνικότθτασ είναι ιδιαίτερα χριςιμθ κατά τθν επίλυςθ (μθ 

γραμμικϊν) προβλθμάτων με αρικμθτικζσ μεκόδουσ. 

1.5 Επίλυςη για 1 αξονικό φορτίο 

Αρχικά επιλφεται μια αμφιζρειςτθ ράβδοσ υπό αξονικι κλίψθ, για εξωτερικι 

φόρτιςθ P. Πςο θ εξωτερικι φόρτιςθ είναι μικρότερθ τθσ κρίςιμθσ (P<Pcr) θ ράβδοσ 

παραμζνει ευκφγραμμθ και υπόκειται ςε αξονικι βράχυνςθ Δl και ανθγμζνθ 

βράχυνςθ ε. Στθν κρίςιμθ φόρτιςθ P=Pcr επιτυγχάνεται θ μζγιςτθ αξονικι βράχυνςθ 

για τθν ευκφγραμμθ μορφι ιςορροπίασ (Δlcr=Pcrl/EA) και ςυναντϊνται δφο απείρωσ 

γειτονικζσ μορφζσ ιςορροπίασ, θ ευκφγραμμθ που είναι αςτακισ και θ ελαφρϊσ 

καμπυλωμζνθ, θ οποία αποδεικνφεται ότι είναι ευςτακισ. Υπάρχει πρόςκετθ 

μετατόπιςθ     
 

 
      

 

 
 . Θ ιςορροπία ςτθν παραμορφωμζνθ κατάςταςθ είναι 

δυνατι εφόςον θ διαφορικι εξίςωςθ λυγιςμοφ ζχει μορφωκεί για μια τζτοια 

κατάςταςθ και ζχει λφςθ. Λαμβάνεται λοιπόν θ γενικι λφςθ: 

                            

Μζνει να προςδιοριςκοφν οι 4 ςυνοριακζσ ςυνκικεσ, από τισ οποίεσ κα προκφψουν 

οι 4 άγνωςτεσ ςτακερζσ ολοκλιρωςθσ. 

1. Συνκικθ:                                                

                                              

Άρα  Β=0 

2. Συνκικθ:                      

       

Άρα και Δ=0, δθλαδι το βζλοσ τθσ δοκοφ είναι: 

                 

3. Συνκικθ:                                     

4. Συνκικθ:                                               

              

Από τθ ςχζςθ αυτι προκφπτει είτε ότι Α=0 , που απορρίπτεται, γιατί τότε 

w(x)=0, θ οποία είναι τετριμμζνθ είτε ότι sin(kl)=0. Τότε είναι Γ=0 και ακόμα: 
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Οπότε οι κανονικζσ μορφζσ λυγιςμοφ δίνονται από τθν εξίςωςθ 

            
   

 
               

 

Εικόνα 1.2 Ιδιομορφζσ λυγιςμοφ 

Αn είναι αυκαίρετεσ ςτακερζσ ολοκλιρωςθσ διάφορεσ του μθδενόσ. Ραρατθρείται 

δθλαδι ότι οι τιμζσ των βελϊν κάμψθσ δεν είναι γνωςτζσ. Γνωςτζσ είναι οι 

ςυναρτιςεισ ςχιματοσ τθσ ελαςτικισ γραμμισ. Τα φορτία Euler όμωσ 

προςδιορίηονται κατά μζγεκοσ, ενϊ για n=1 λαμβάνεται το μικρότερο φορτίο 

λυγιςμοφ του Euler, το λεγόμενο κρίςιμο φορτίο ελαςτικοφ λυγιςμοφ. 

    
    

  
                   

Το φορτίο αυτό είναι το μικρότερο φορτίο για το οποίο ζνα αμφιζρειςτα 

εδραηόμενο υποςτφλωμα βρίςκεται ςε ουδζτερθ ιςορροπία. Τα υπόλοιπα φορτία 

Euler (για n=1,2,…) αποτελοφν μακθματικζσ λφςεισ οι οποίεσ ζχουν κεωρθτικό 

μόνον ενδιαφζρον (π.χ. ςε περίπτωςθ τζτοιασ δζςμευςθσ που να μθν επιτρζπει το 

λυγιςμό κατά τθν πρϊτθ ιδιομορφι). Το φορτίο Euler είναι φυςικϊσ αποδεκτό εν 

προκειμζνω και κακορίηει τθ φζρουςα ικανότθτα ςε αξονικό φορτίο του 

αμφιζρειςτου υποςτυλϊματοσ. 

Αξιόλογο είναι και το ςυμπζραςμα ότι το αμφιζρειςτο υποςτφλωμα τελικϊσ μπορεί 

να ιςορροπιςει ςε ελαφρϊσ καμπυλωμζνθ μορφι για τισ διάφορεσ τιμζσ του P που 
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προκφπτουν για τισ διαφορετικζσ τιμζσ του n. Θ κανονικι μορφι λυγιςμοφ είναι θ 

εξίςωςθ ελαςτικισ γραμμισ για n=1, δθλαδι              
  

 
 .  

1.5.1 ΢χέςη Υορτίου-Βέλουσ 

Θ ςυμπεριφορά του αμφιζρειςτου υποςτυλϊματοσ κακϊσ το φορτίο αυξάνεται από 

το μθδζν μζχρι τθν κρίςιμθ τιμι παριςτάνεται γραφικά μζςω τθσ ςχζςθσ του 

φορτίου P και τθσ χαρακτθριςτικισ μετατόπιςθσ      
 

 
       

 

 
    

 

Εικόνα 1.3 Δρόμοσ ιςορροπίασ 

Για P<Pcr=
    

  
  το υποςτφλωμα ιςορροπεί παραμζνοντασ ευκφγραμμο. Άρα ο 

δρόμοσ ιςορροπίασ ταυτίηεται αρχικά με τον άξονα P. Για P=Pcr το υποςτφλωμα 

εγκαταλείπει τθν ευκφγραμμθ μορφι ιςορροπίασ που είναι αςτακισ, και κάμπτεται 

ελαφρϊσ χωρίσ να μεταβάλλεται θ τιμι του φορτίου. Ζχουμε δθλαδι διακλάδωςθ 

ιςορροπίασ ςτθν οποία αντιςτοιχοφν δφο απείρωσ γειτονικζσ μορφζσ ιςορροπίασ. Θ 

ευκφγραμμθ (αςτακισ) και θ ελαφρϊσ καμπυλωμζνθ που παριςτάνεται με μια 

οριηόντια ευκεία διερχόμενθ από το ςθμείο διακλάδωςθσ, θ οποία δεν επιτρζπει 

τον προςδιοριςμό του βζλουσ δ για P>Pcr. 

Το ςθμείο διακλάδωςθσ αντιςτοιχεί ςε ουδζτερθ ιςορροπία και αποτελεί το ςφνορο 

μεταξφ αςτακοφσ και ευςτακοφσ ιςορροπίασ. Με εφαρμογι μθ γραμμικισ κεωρίασ 

ευςτάκειασ μπορεί να αποδειχκεί ότι θ ιςορροπία είναι ευςτακισ ι αςτακισ. 
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2 ΚΕΥΑΛΑΙΟ 2: ΔΙΑΣΤΠΩ΢Η ΣΟΤ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ΢ 

2.1 Επίλυςη αμφιαρθρωτού υποςτυλώματοσ με 2 αξονικά 

φορτία  

Στθν ενότθτα αυτι παρουςιάηεται θ διαδικαςία εφρεςθσ του κρίςιμου φορτίου για 

ζνα αμφιαρκρωτό υποςτφλωμα. Το υποςτφλωμα φορτίηεται με αξονικό κλιπτικό 

φορτίο P το οποίο εφαρμόηεται ςτθν άκρθ του και από ενδιάμεςο φορτίο ίςο με το 

ακραίο (δθλαδι επίςθσ P), το οποίο εφαρμόηεται ςτθ μζςθ του υποςτυλϊματοσ. Θ 

δοκόσ κεωρείται μικουσ L=2l και ζχει ίδια δυςκαμψία EI κακ’ όλον το μικοσ τθσ. Θ 

λογικι τθσ διαδικαςίασ ζχει ωσ εξισ. Είναι δεδομζνθ θ διαφορικι εξίςωςθ που 

διζπει τθν ιςορροπία τθσ ράβδου για το εκάςτοτε τμιμα με ςτακερι αξονικι 

δφναμθ, όπωσ φυςικά και θ λφςθ τθσ. Συνεπϊσ για κάκε τμιμα (μικουσ l) θ κάκε 

λφςθ περιζχει 4 αγνϊςτουσ ςτακερζσ ολοκλιρωςθσ. Συνολικά ζχουμε 8 αγνϊςτουσ 

άρα απαιτοφνται 8 εξιςϊςεισ. Οι 4 προκφπτουν από τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ςτισ 

ςτθρίξεισ (2 και 2 αντίςτοιχα). Οι υπόλοιπεσ 4 προκφπτουν από τθ ςυνζχεια που 

απαιτείται για τα κινθματικά (βζλοσ κάμψθσ w και ςτροφι w’) και τα εντατικά (ροπι 

κάμψθσ και τζμνουςα δφναμθ) μεγζκθ.  

Για διευκόλυνςθ των υπολογιςμϊν εκλζγονται 2 ςυςτιματα ςυντεταγμζνων, το 

κακζνα με αρχι τθ ςτιριξθ και με φορά «προσ το εςωτερικό τθσ δοκοφ». Ιδιαίτερθ 

προςοχι απαιτείται ςτθν εξιςϊςεισ των ςυνοριακϊν ςυνκθκϊν ςε ςχζςθ με τισ 

φορζσ (δθλαδι τα πρόςθμα) των εκάςτοτε κινθματικϊν και εντατικϊν μεγεκϊν. 

Είναι   
  

  

  
    

  
 

  
   δθλαδι         και         
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2P 

     

 

      

 

P 

  

 

            

  

Είναι για το βζλοσ κάμψθσ w1 

                                       

                                       

  
            

               
           

  
             

               
           

Ομοίωσ για το βζλοσ w2 

                                       

                                       

  
            

               
           

  
             

               
           

1.         

        

2.                
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άρα το βζλοσ κάμψθσ w1 απλουςτεφεται ςε 

                        

Ομοίωσ 

3.         

4.         

Άρα  

                        

Αφοφ χρθςιμοποιικθκαν οι 4 ςυνοριακζσ ςυνκικεσ των ςτθρίξεων κα 

παρουςιαςτοφν και οι 4 ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ςτο μζςον τθσ δοκοφ. Είναι το ςθμείο 

l1 για το 1ο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων και l2 για το 2ο. Πμωσ τα 2 μικθ είναι ίςα με l 

άρα χάριν απλοποίθςθσ κα αναφζρεται παντοφ l. 

5.               

      
           

            
                 

Διαιρϊντασ με (–ΕΙ) προκφπτει 

   
         

   
         

         
           

   
            

            
      

            
            

      

  
      

      

        

6.             

     
                 

     
               

          

                       

7.             

           Γ              Γ   

           Γ                Γ   

            Γ   
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8.   
             

                                 

Ρολλαπλαςιάηοντασ αυτι τθ ςχζςθ επί 3l και αντικακιςτϊντασ Γ2=-2Γ1, 

3Γ1l=           ζχουμε 

                                                             

Ζςτω τϊρα ότι sin(k2l)=0. Τότε k2l=nπ και k1l=    . Άρα sin(k1l)≠0 και από το 

αποτζλεςμα τθσ ςυνκικθσ 6. ζπεται ότι πρζπει A1=0=Γ1=Γ2=Α2. Τοφτο είναι άτοπο 

(τετριμμζνθ λφςθ), γιατί ςθμαίνει ότι θ ράβδοσ είναι ςε προλυγιςμικι κατάςταςθ. 

Με παρόμοια ςυλλογιςτικι καταλιγουμε ςε αντίςτοιχθ τετριμμζνθ λφςθ και ςτθν 

περίπτωςθ που sin(k1l)=0. Αυτό κα μασ επζτρεπε τθν πραγματοποίθςθ κάποιων 

διαιρζςεων, ωςτόςο γίνεται να ςυνεχίςουμε και χωρίσ τθν παρατιρθςθ αυτι. 

Ρολλαπλαςιάηουμε λοιπόν με          και προκφπτει 

                                                                        

Πμωσ είναι και                        άρα 

                                                                      

Ππωσ εξθγικθκε Α1≠0 και κζτοντασ k2l=x είναι k1l=    

                                                     

Ρρόκειται για μία μθ γραμμικι εξίςωςθ. Με τθ βοικεια ενόσ μακθματικοφ 

προγράμματοσ (Maple), το οποίο κα εξθγθκεί περαιτζρω ςε επόμενο κεφάλαιο, 

μπορεί να βρεκεί θ ακριβισ λφςθ. Αναηθτείται θ πρϊτθ μθ μθδενικι λφςθ. Για το 

λόγο αυτό είναι χριςιμο να γίνει θ γραφικι παράςταςθ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ.  
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Αναηθτείται λοιπόν μια λφςθ ςτο διάςτθμα (0,2), θ οποία είναι θ 

              

Άρα  

                

     
              

Πμωσ είναι   
 

 
 και k2=P/EI άρα 

              
  

  
 

Το ιςοδφναμο μικοσ λυγιςμοφ είναι το μικοσ ςτο οποίο κα λφγιηε θ αμφιαρκρωτι 

αυτι ράβδοσ ζαν κλίβονταν ολόκλθρθ από αυτό το φορτίο, δθλαδι 
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2.2 Επίλυςη αμφιαρθρωτού υποςτυλώματοσ με 3 αξονικά 

φορτία 

Το αμφιαρκρωτό υποςτφλωμα φορτίηεται τϊρα από τρία ιςαπζχοντα κλιπτικά 

φορτία. Το πρϊτο αςκείται ςτο άκρο του υποςτυλϊματοσ, το δεφτερο ςε απόςταςθ 

l από το πρϊτο και το τρίτο αντίςτοιχα ςε απόςταςθ l από το δεφτερο. Θ δοκόσ 

λοιπόν ζχει μικοσ L=3l. Θ ράβδοσ ζχει τθν ίδια δυςκαμψία EI κακϋόλο το μικοσ τθσ. 

Αντίςτοιχα με τθν προθγοφμενθ ενότθτα, για κάκε τμιμα με ςτακερό αξονικό 

φορτίο ςτο μικοσ του είναι γνωςτι θ διαφορικι εξίςωςθ και θ λφςθ τθσ. Για κάκε 

τμιμα λοιπόν κα υπάρχουν 4 άγνωςτεσ ςτακερζσ ολοκλιρωςθσ. Άρα ςυνολικά κα 

ζχουμε 12 αγνϊςτουσ και πρζπει να βρεκοφν 12 εξιςϊςεισ. 

Εκλζγονται 3 ςυςτιματα ςυντεταγμζνων, ομόφορα. Το πρϊτο ζχει αφετθρία τθν 

αριςτερι άρκρωςθ, το δεφτερο ξεκινά ςε απόςταςθ l από το πρϊτο και το τρίτο ςε 

απόςταςθ l από το δεφτερο. 

 

 

3P 

        

 

2P 

          

 

P 

            

 

Είναι   
  

  

  
    

 
 

  

  
    

  
 

  
       δθλαδι                        

και            

Είναι για το βζλοσ κάμψθσ w1 
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Ομοίωσ για το βζλοσ w2 

                                       

                                       

  
            

               
           

  
             

               
           

Ομοίωσ και το βζλοσ w3 

                                       

                                       

  
            

               
           

  
             

               
           

Ππωσ ζγινε αντιλθπτό ιδθ από τθ φόρτιςθ με 2 αξονικά φορτία, θ επίλυςθ είναι 

αρκετά δυςχερισ. Θ απλι περίπτωςθ των 2 φορτίων καταλιγει ςε ζνα ςφςτθμα 4 

εξιςϊςεων με 4 αγνϊςτουσ (κακϊσ κάποιοι από τουσ 8 αρχικά αγνϊςτουσ 

μθδενίςτθκαν εφκολα) και τελικά ςε μια μθ γραμμικι εξίςωςθ. Κατά τθ φόρτιςθ με 

3 κλιπτικά φορτία κα πρζπει να επιλυκεί αντίςτοιχα ζνα ςφςτθμα 10 εξιςϊςεων με 

10 αγνϊςτουσ, ενϊ αντιλαμβάνεται κανείσ ότι και θ μθ γραμμικι εξίςωςθ ςτο τζλοσ 

κα είναι ιδιαίτερα πολφπλοκθσ μορφισ. Αυτό πρακτικά κακιςτά τθν επίλυςθ «με το 

χζρι» αδφνατθ. Ωςτόςο επιχειρείται να δοκοφν τα βιματα αυτισ τθσ διαδικαςίασ 

ϊςτε να γίνει πιο αντιλθπτι αυτι θ δυςκολία. Ακόμα, κα ςυμβάλει και  ςτθν 

εξοικείωςθ με τα βιματα που απαιτοφνται και για τθν πινακοποίθςθ του 

προβλιματοσ και τθν επίλυςθ αυτοφ με τθ χριςθ μακθματικοφ προγράμματοσ. 
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 Από τισ 2 ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ςτθ ςτιριξθ τθσ δοκοφ είναι 

1.         

        

2.                
        

  
        

     

Αυτό απλοποιεί τθ ςυνάρτθςθ για το βζλοσ κάμψθσ w1 ςε 

                        

3.               

            

   
 

 
   

4.               

           

           

5.             

  
        

      

   
                 

  

   
 

 
           

6.             

  
        

      

   
              

               
    

                           

7.             

                     

8.             

                                   

9.         
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10.    
        

                        

Άρα  ςε ςυνδυαςμό με τθν 9. κα είναι 

         

11.                

                        

                                

12.                

                                     

                                                

Ραρατθρείται λοιπόν ότι με τθν προςκικθ ενόσ μόνο φορτίου το ςφςτθμα των 

εξιςϊςεων ζχει γίνει εξαιρετικά πολφπλοκο για να επιλυκεί με το χζρι. Για το λόγο 

αυτό θ επίλυςθ 3 και περιςςοτζρων κλιπτικϊν φορτίων ζγινε με τθ βοικεια του 

μακθματικοφ προγράμματοσ Maple και παρουςιάηεται ςτο επόμενο κεφάλαιο. 
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3 ΚΕΥΑΛΑΙΟ 3: ΑΜΥΙΑΡΘΡΩΣΟ ΤΠΟ΢ΣΤΛΩΜΑ 

ΘΛΙΒΟΜΕΝΟ ΑΠΟ ΢ΤΓΚΕΝΣΡΩΜΕΝΑ ΑΞΟΝΙΚΑ 

ΥΟΡΣΙΑ 

3.1 Ειςαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάηεται θ περίπτωςθ κλιβόμενου αμφιαρκρωτοφ 

υποςτυλϊματοσ από πολλά αξονικά φορτία. Το ζνα φορτίο τοποκετείται ςτο άκρο 

του υποςτυλϊματοσ και τα υπόλοιπα ενδιάμεςα, ςε ιςαπζχουςεσ κζςεισ. Θ ράβδοσ 

ζχει ςτακερι διατομι κακ’ όλο το μικοσ τθσ. Από τθν επίλυςθ προκφπτουν κρίςιμα 

φορτία και ιςοδφναμα μικθ λυγιςμοφ.  

Ππωσ φάνθκε ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο θ διαδικαςία εφρεςθσ του κρίςιμου 

φορτίου λυγιςμοφ ενόσ υποςτυλϊματοσ που κλίβεται από πολλά αξονικά φορτία 

είναι ιδιαίτερα δυςχερισ. Είναι όμωσ το πρόβλθμα του λυγιςμοφ, ζνα πρόβλθμα 

ιδιοτιμϊν όπωσ ζχει προαναφερκεί. Με αυτι τθ κεϊρθςθ το πρόβλθμα γίνεται 

απλοφςτερο εάν διατυπωκεί με πίνακεσ οι οποίοι ςτθ ςυνζχεια ειςάγονται ςτο 

μακθματικό πρόγραμμα Maple. Για να γίνει πλιρωσ κατανοθτι αυτι θ διαδικαςία, 

κα παρουςιαςτεί αναλυτικά ςτο πρόγραμμα για ζναν μικρό αρικμό φορτίων (2, 3 

και 4) ενϊ ακολουκεί πιο ςυνοπτικά για περιςςότερα φορτία. 

Θ λογικι ζχει ωσ εξισ: οι n εξιςϊςεισ (ςυνοριακζσ ςυνκικεσ κινθματικϊν και 

εντατικϊν μεγεκϊν) διατυπϊνονται με τζτοιο τρόπο ϊςτε ςτο αριςτερό μζλοσ να 

εμφανίηονται οι n άγνωςτοι (ςτακερζσ ολοκλιρωςθσ) με τουσ ςυντελεςτζσ τουσ και 

το δεξί μζλοσ να είναι μθδενικό. Ακολοφκωσ διατυπϊνονται οι πίνακεσ που 

αντιςτοιχοφν ςε τοφτο το ςφςτθμα. Δθλαδι ζνασ πίνακασ με τουσ ςυντελεςτζσ των 

αγνϊςτων, πολλαπλαςιάηεται με ζνα μθτρϊο ςτιλθσ (τουσ άγνωςτουσ) και αυτό το 

γινόμενο πρζπει να ιςοφται με τον μθδενικό πίνακα. Εφόςον θ εξίςωςθ είναι θ 

ομογενισ, για να ζχει το ςφςτθμα μθ τετριμμζνθ (δθλαδι μθ μθδενικό τον πίνακα 

των αγνϊςτων, ο οποίοσ κα ςιμαινει προλυγιςμικι κατάςταςθ) λφςθ κα πρζπει θ 

ορίηουςα του πίνακα των ςυντελεςτϊν να είναι μθδενικι. Δθλαδι  

            



37 
 

Εάν υπάρχει ο      , κάτι το όποιο ιςχφει αν και μόνον αν         , τότε κα είναι 

              

Δθλαδι 

        

Άρα πρζπει ο πίνακασ      να μθν είναι αντιςτρζψιμοσ και τοφτο ςυμβαίνει όταν θ 

ορίηουςα του είναι μθδενικι. Από το μθδενιςμό λοιπόν τθσ ορίηουςασ κα προκφψει 

θ εξίςωςθ λυγιςμοφ του υποςτυλϊματοσ και από τθ λφςθ αυτισ τθσ εξίςωςθσ 

βρίςκεται το κρίςιμο φορτίο λυγιςμοφ. 

Για διευκόλυνςθ κατά το ςχθματιςμό των πινάκων εκλζγονται πάντα τα ςυςτιματα 

ςυντεταγμζνων με τθν ίδια λογικι. Το πρϊτο τοποκετείται ςτθν αριςτερι ςτιριξθ 

(άρκρωςθ) του υποςτυλϊματοσ (δεξιόφορο), το δεφτερο ςε απόςταςθ l από το 

πρϊτο (ομόφορο), το τρίτο ςε απόςταςθ l από το δεφτερο, κοκ. 

Ακόμα ιςχφει γενικά για το βζλοσ κάμψθσ wn 
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3.2 Αμφιαρθρωτή ράβδοσ ςταθερήσ διατομήσ θλιβόμενη από 2 

αξονικά φορτία 

 

 2P 
          

 
P 

             

 

Είναι   
  

  

  
    

  
 

  
      δθλαδι           και         

 

 
 

1.         

        

2.                
        

  
        

     

Αυτζσ οι 2 ςυνκικεσ κα ιςχφουν πάντα ανεξάρτθτα του πλικουσ των 

ςυγκεντρωμζνων φορτίων, κακϊσ είναι οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ που αφοροφν ςτθν 

αριςτερι ςτιριξθ (άρκρωςθ) που ςθμαίνουν πάντα μθδενιςμό βζλουσ κάμψθσ και 

ροπισ κάμψθσ. Άρα πάντα κα μθδενίηονται οι ςτακερζσ Β1 και Δ1 ! 

3.             

                     

                       

4.               
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5.             

  
        

      

   
                 

  

                 

6.               

           

         

7.         

                               

8.         

                        

Τϊρα που μορφϊκθκαν οι εξιςϊςεισ κα τισ φζρουμε ςε μθτρωικι μορφι ςτο 

πρόγραμμα Maple. Να ςθμειωκεί ότι επειδι προζκυψε εφκολα ο μθδενιςμόσ των 2 

ςτακερϊν Β1 και Δ1 , αυτζσ τισ γνωρίηουμε άρα κα χρθςιμοποιθκοφν μόνον οι 

εξιςϊςεισ 3-8, δθλαδι ο πίνακασ των ςυντελεςτϊν κα είναι ζνασ πίνακασ 6*6. 

Αυτόσ κα πολλαπλαςιάηεται με τον πίνακα-ςτιλθ των 6 αγνϊςτων. 

Αρχικά πρζπει να καλζςουμε τισ εντολζσ του προγράμματοσ για τθ Γραμμικι 

Άλγεβρα 

 

Φςτερα κα γράψουμε τα διανφςματα που προκφπτουν. Εδϊ επιλζγεται να οριςτοφν 

διανφςματα-ςτιλεσ. Αυτά είναι βζβαια 6 διανφςματα τα οποία εν ςυνεχεία κα 

τοποκετθκοφν ςτον πίνακα το ζνα δίπλα ςτο άλλο. 
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Τϊρα κα οριςτεί ο πίνακασ των ςυντελεςτϊν με παράκεςθ των οριςμζνων 

διανυςμάτων 

  

 

Να ςθμειωκεί ότι το διάνυςμα-ςτιλθ ,x- ζχει τθν εξισ μορφι 

 

Ακολοφκωσ δίνεται θ εντολι για να βρει το πρόγραμμα τθν ορίηουςα 

(Determinant) αυτοφ του πίνακα, ςτθν οποία δίνουμε το όνομα “det”. 

 

  

 

Ακολοφκωσ αντικακιςτοφμε τα k1, k2 ςε ςχζςθ με το k,    
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Εν ςυνεχεία αντικακιςτοφμε τα kl με x (αντικατάςταςθ μεταβλθτισ), ϊςτε να 

ζχουμε μία μεταβλθτι και να είναι πιο διαχειρίςιμθ θ εξίςωςθ λυγιςμοφ. Στθ 

ςυνάρτθςθ αυτι δίνεται και το όνομα f.  

  

  

 

Φαίνεται ότι θ εξίςωςθ λυγιςμοφ κα είναι (όπωσ άλλωςτε αναμενόταν) θ ίδια 

με αυτιν που καταλιξαμε ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο λφνοντασ το ςφςτθμα με 

το χζρι. Τϊρα πρζπει να γίνει θ γραφικι παράςταςθ αυτισ τθσ ςυνάρτθςθσ για 

να δοφμε ςε ποιο διάςτθμα μθδενίηεται για πρϊτθ φορά εκτόσ από το ςθμείο 

0. Εάν ηθτοφςαμε από το πρόγραμμα απλά να λφςει τθν f(x)=0 κα μασ ζδινε 

μόνο τθ λφςθ x=0. Για να δϊςει το πρϊτο κρίςιμο φορτίο λυγιςμοφ πρζπει να 

του ποφμε να ψάξει για λφςθ ςτο διάςτθμα που βλζπουμε ότι θ ςυνάρτθςθ 

ζχει ρίηα διαφορετικι του ςθμείου (0,0). 
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Γίνεται ορατό τϊρα ότι θ πρϊτθ μθ μθδενικι τιμι που μθδενίηει τθ ςυνάρτθςθ αυτι 

είναι ςτο διάςτθμα (1,2), οπότε ηθτάμε από το πρόγραμμα να τθν εντοπίςει. 

  

 

 

Δθλαδι είναι                 . Πμωσ εμείσ κζλουμε το κρίςιμο φορτίο 

λυγιςμοφ.         
 

  
 

  

 
  άρα          

  

  
 . Ο ςυντελεςτισ προ τθσ 

ποςότθτασ 
  

  
 , δθλαδι εν προκειμζνω θ ποςότθτα     , καλείται αδιάςτατο κρίςιμο 

φορτίο λυγιςμοφ    
   

 

 

Πςο για το ιςοδφναμο μικοσ λυγιςμοφ KL, αυτό βρίςκεται ωσ εξισ. Από τον  
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οριςμό του κζλουμε τθν ιςότθτα  

       
  

   
    

  
  

  
 

   
 

 
   

Δθλαδι ο ςυντελεςτισ ιςοδφναμου μικουσ λυγιςμοφ είναι   
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3.3 Αμφιαρθρωτή ράβδοσ ςταθερήσ διατομήσ θλιβόμενη από 3 

αξονικά φορτία 

 

 

3P 

        

 

2P 

          

 

P 

            

 

Είναι   
  

  

  
    

 
 

  

  
    

  
 

  
       δθλαδι                        

και            
 

 
 

1.         

        

2.                
        

  
        

     

Φαίνεται δθλαδι πάλι ότι μθδενίηονται τα Β1 , Δ1, χάρθ ςτο επιλεχκζν ςφςτθμα 

ςυντεταγμζνων. 

3.             

                     

                       

4.               
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5.             

  
        

      

   
                 

  

 

 
                

6.               

            

 

 
        

7.             

                                   

                                      

8.               

                                     

                                       

9.             

  
        

      

   
              

               
    

                             

10.               

           

         

11.         

                               

12.         
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Τϊρα κα μορφωκεί ο πίνακασ (10*10) ςτο πρόγραμμα Maple. Τα διανφςματα κα 

μορφωκοφν πάλι ωσ ςτιλεσ, οι οποίεσ κα παρατεκοφν θ μια δίπλα ςτθν άλλθ για το 

ςχθματιςμό του πίνακα. 

Αρχικά καλοφμε τισ εντολζσ Γραμμικισ Άλγεβρασ του προγράμματοσ 

  

  
 

  

  

   

   

   

   

   

   

   

Ακολοφκωσ ορίηεται ο πίνακασ, όπωσ προθγουμζνωσ. Του δίνεται το όνομα Matr. 
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Στθ ςυνζχεια βρίςκεται θ ορίηουςα ευςτάκειασ. 

  

 

 

 

 

 

 

Ραρατθροφμε ότι κυριαρχοφν τα διάφορα ki*l. Αυτά τα ki είναι ςυνάρτθςθ ενόσ k, 

ενϊ εμείσ κα αναηθτιςουμε το k*l=x. Για να διευκολυνκοφμε λοιπόν ςε αυτζσ τισ 

αντικαταςτάςεισ πρζπει να ζχουμε ςτθν ορίηουςα μασ ίδια τάξθ ki και l. Θα 

πολλαπλαςιάςουμε λοιπόν τθν ορίηουςα αυτι με l και εν ςυνεχεία κα 

αντικαταςτιςουμε                        και k*l=x. Δθλαδι  
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Για να γίνει αλγεβρικι αντικατάςταςθ πρζπει να χρθςιμοποιθκεί θ εντολι “algsubs” 

 

  

 

 

 

 

 

 

Τϊρα κα γίνει θ γραφικι παράςταςθ αυτισ τθσ ςυνάρτθςθσ. Ρρϊτα καλείται το 

πακζτο εντολϊν για τισ γραφικζσ παραςτάςεισ.  

 

Για καλφτερθ ευκρίνεια, προκειμζνου να βρεκεί το διάςτθμα ςτο οποίο κα πρζπει 

να αναηθτθκεί θ πρϊτθ λφςθ, επιλζγουμε το διάςτθμα τθσ γραφικισ παράςταςθσ το 

οποίο κα φαίνεται ςτο ςχζδιο. 
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άρα θ λφςθ αναηθτείται ςτο διάςτθμα (0,5..1) 

  

  

 

Για το κρίςιμο φορτίο λυγιςμοφ ιςχφει αντίςτοιχα με τθν προθγοφμενθ παράγραφο. 

        
 

  
 

  

 
  άρα          

  

  
            

  

  
 . Δθλαδι τϊρα το 

αδιάςτατο κρίςιμο φορτίο λυγιςμοφ είναι    
  

 

ενϊ ο ςυντελεςτισ ιςοδφναμου μικουσ λυγιςμοφ είναι   
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3.4 Αμφιαρθρωτή ράβδοσ ςταθερήσ διατομήσ θλιβόμενη από 4 

αξονικά φορτία 

 

 

4P 

          

 

3P 

            

 

2P 

              

 

P 

                

 

Είναι   
  

  

  
    

 
 

  

  
    

  
  

  
     

 

  
       δθλαδι            

                   και               
 

 
 

1.         

        

2.                
        

  
        

     

3.             

                     

                       

4.               
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5.             

  
        

      

   
                 

  

 

 
                

6.               

            

 

 
        

7.             

                                   

                                      

8.               

                                     

                                       

9.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

10.               

            

 

 
        

11.             

                                   

                                      

12.               
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13.             

  
        

      

   
              

               
    

                             

14.               

           

         

15.         

                               

16.         

                        

Ακολουκεί θ μόρφωςθ του πίνακα (14*14) ςτο πρόγραμμα Maple. Ραρουςιάηονται 

τα διανφςματα 

 

Ακόμα, δίνουμε εντολι για να μπορεί το πρόγραμμα να εμφανίςει ολόκλθρο τον 

πίνακα, κακϊσ ζχει μεγάλο αρικμό ςτιλων και ςειρϊν. 

 

 

 

 

 

 

 

 



53 
 

 

 

 

 

 

 

 

Άρα ο πίνακασ είναι ο ακόλουκοσ 
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Θ ορίηουςα του πίνακα είναι 
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Τϊρα δίνεται ζνα όνομα ςτθν ορίηουςα («orizousa»), ςτθν οποία αντικακιςτοφμε τα  

                              και πολλαπλαςιάηουμε με τθν ποςότθτα l2 

προκειμζνου να ζχουμε τελικά ίδιασ τάξθσ k και l. 

 

 

 

 

 

Τϊρα γίνεται να προχωριςουμε ςτθν αλγεβρικι αντικατάςταςθ k*l=x. 

 

Ζτςι ζχουμε να βροφμε τθν πρϊτθ μθ μθδενικι ρίηα τθσ ακόλουκθσ ςυνάρτθςθσ 
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(26

) 
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Ράλι κα γίνει θ γραφικι παράςταςθ για να ηθτθκεί από το πρόγραμμα ποφ να 

αναηθτιςει τθ λφςθ. 

  

  

 

 

Άρα αναηθτείται θ λφςθ ςτο διάςτθμα (0,2..0,7) 
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Άρα είναι         
 

  
 

  

  
 , δθλαδι          

  

  
            

  

  
. Δθλαδι 

το βcr
2 είναι 

 

Ενϊ το αδιάςτατο ιςοδφναμο μικοσ λυγιςμοφ είναι   
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3.5 Αμφιαρθρωτή ράβδοσ ςταθερήσ διατομήσ θλιβόμενη από 5 

αξονικά φορτία 

 

5P 

      4P 

       3P 

        2P 

         P 

          

 

Είναι   
  

  

  
    

 
 

  

  
    

  
  

  
     

  

  
     

 

  
       δθλαδι          

                              και                  
 

 
 

1.         

        

2.                
        

  
        

     

3.             

                     

                       

4.               
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5.             

  
        

      

   
                 

  

 

 
                

6.               

            

 

 
        

7.             

                                   

                                      

8.               

                                     

                                       

9.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

10.               

            

 

 
        

11.             

                                   

                                      

12.               
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13.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

14.               

            

 

 
        

15.             

                                   

                                      

16.               

                                     

                                       

17.             

  
        

      

   
              

               
    

                             

18.               

           

         

19.         

                               

20.         

                        

Ακολουκεί θ μόρφωςθ του πίνακα και θ επίλυςθ ςτο πρόγραμμα Maple. 
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Ρολλαπλαςιάηουμε με l3 για να ζχουμε ίδιασ τάξθσ k και l 

 

 

 

 

Τϊρα κα γίνει θ γραφικι παράςταςθ αυτισ τθσ ςυνάρτθςθσ. Ζφοςον κζλουμε τθ μθ 

τετριμμζνθ λφςθ, πρζπει x≠0, άρα μποροφμε να διαιρζςουμε με x3 για να 

απλοποιθκεί θ ςυνάρτθςθ και να είναι πιο εφκολα διαχειρίςιμθ, τόςο 

προγραμματιςτικά όςο και εποπτικά. 
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Αναηθτείται λοιπόν μια λφςθ ςτο διάςτθμα (0,1..0,7) 

 

 

Άρα είναι         
 

  
 

  

  
 , δθλαδι          

  

  
            

  

  
. Δθλαδι 

το βcr
2 είναι 3.164720812. Ενϊ το αδιάςτατο ιςοδφναμο μικοσ λυγιςμοφ είναι 
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3.6 Αμφιαρθρωτή ράβδοσ ςταθερήσ διατομήσ θλιβόμενη από 6 

αξονικά φορτία  

 

 

6P 

       5P 

        4P 

         3P 

          2P 

           P 

            

 

 

Είναι   
  

  

  
    

 
 

  

  
    

  
  

  
     

  

  
     

  

  
     

 

  
       δθλαδι 

                                               και          

           
 

 
 

1.         

        

2.                
        

  
        

     

3.             
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4.               

                        

                          

5.             

  
        

      

   
                 

  

 

 
                

6.               

            

 

 
        

7.             

                                   

                                      

8.               

                                     

                                       

9.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

10.               

            

 

 
        

11.             
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12.               

                                     

                                       

13.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

14.               

            

 

 
        

15.             

                                   

                                      

16.               

                                     

                                       

17.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

18.               

            

 

 
        

19.             
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20.               

                                     

                                       

21.             

  
        

      

   
              

               
    

                             

22.               

           

         

 

23.         

                               

24.         

                        

Ακολουκεί θ μόρφωςθ των διανυςμάτων 
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Ακολουκεί θ γραφικι παράςταςθ, από τθν οποία προκφπτει ότι θ πρϊτθ λφςθ 

αναηθτείται ςτο διάςτθμα (0,2..0,5) 
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Άρα είναι         
 

  
 

  

  
 , δθλαδι          

  

  
            

  

  
. Δθλαδι 

το βcr
2 είναι 2.702643471. Ενϊ το αδιάςτατο ιςοδφναμο μικοσ λυγιςμοφ είναι 

  
 

 
            . 
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3.7 Αμφιαρθρωτή ράβδοσ ςταθερήσ διατομήσ θλιβόμενη από 7 

αξονικά φορτία 

 

7P 

        6P 

         5P 

          4P 

           3P 

            2P 

             P 

              

 

 

 

 

Είναι   
  

  

  
    

 
 

  

  
    

  
  

  
     

  

  
     

  

  
     

  

  
     

 

  
       

δθλαδι                                                        

και                        
 

 
 

1.         

        

2.                
        

  
        

     

3.             
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4.               

                        

                          

5.             

  
        

      

   
                 

  

 

 
                

6.               

            

 

 
        

7.             

                                   

                                      

8.               

                                     

                                       

9.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

10.               

            

 

 
        

11.             

                                   

                                      



76 
 

12.               

                                     

                                       

13.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

14.               

            

 

 
        

15.             

                                   

                                      

16.               

                                     

                                       

17.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

18.               

            

 

 
        

19.             

                                   

                                      



77 
 

20.               

                                     

                                       

21.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

22.               

            

 

 
        

23.             

                                   

                                      

24.               

                                     

                                       

25.             

  
        

      

   
              

               
    

                             

26.               

           

         

27.         

                               

28.         
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Ακολουκεί θ μόρφωςθ των διανυςμάτων 
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Ρροκειμζνου να ζχουμε ίδιασ τάξθσ k και l διαιροφμε με k5 

  

 

 

 

Ακολουκεί θ γραφικι παράςταςθ αυτισ τθσ ςυνάρτθςθσ f. 
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Άρα θ λφςθ αναηθτείται ςτο διάςτθμα (0,1..0,4)  

  

 

 

Άρα είναι         
 

  
 

  

  
 , δθλαδι          

  

  
            

  

  
. Δθλαδι 

το βcr
2 είναι 2.358547494. Ενϊ το αδιάςτατο ιςοδφναμο μικοσ λυγιςμοφ είναι 
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3.8 Αμφιαρθρωτή ράβδοσ ςταθερήσ διατομήσ θλιβόμενη από 8 

αξονικά φορτία 

 

8P 

         7P 

          6P 

           5P 

            4P 

             3P 

              2P 

               P 

                

 

 

 

 

Είναι   
  

  

  
    

 
 

  

  
    

  
  

  
     

  

  
     

  

  
     

  

  
     

  

  
     

 

  
       δθλαδι                                       

                         και                           
 

 
 

1.         

        

2.                
        

  
        

     

3.             
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4.               

                        

                          

5.             

  
        

      

   
                 

  

 

 
                

6.               

            

 

 
        

7.             

                                   

                                      

8.               

                                     

                                       

9.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

10.               

            

 

 
        

11.             
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12.               

                                     

                                       

13.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

14.               

            

 

 
        

15.             

                                   

                                      

16.               

                                     

                                       

17.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

18.               

            

 

 
        

19.             
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20.               

                                     

                                       

21.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

22.               

            

 

 
        

23.             

                                   

                                      

24.               

                                     

                                       

25.             

  
        

      

   
              

               
    

 

 
           

 

 
                

26.               

            

 

 
        

27.             
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28.               

                                     

                                       

29.             

  
        

      

   
              

               
    

                             

30.               

           

         

31.         

                               

32.         

                        

Ακολουκεί θ μόρφωςθ των διανυςμάτων 
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Και παρατίκεται ο πίνακασ που προκφπτει 
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Και τϊρα κα γίνει θ γραφικι παράςταςθ τθσ f. 
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Ηθτείται τϊρα από το πρόγραμμα να απλοποιιςει τθ ςυνάρτθςθ, να εκτελζςει 

δθλαδι κάποιεσ πράξεισ, ϊςτε να πάρει λιγότερο υπολογιςτικό χρόνο ςτθ ςυνζχεια 

θ εφρεςθ τθσ λφςθσ. Αυτι κα αναηθτθκεί ςτο διάςτθμα (0,16..0,21). Να ςθμειωκεί 

ακόμα ότι όςο πιο πολφπλοκθ γίνεται θ ςυνάρτθςθ που δίνει τθν εξίςωςθ λυγιςμοφ 

είναι ςθμαντικό το διάςτθμα ςτο οποίο αναηθτείται θ λφςθ να είναι κατά το 

δυνατόν μικρό ϊςτε να μπορζςει το πρόγραμμα να βρει τθ λφςθ. Ρλζον θ 

διαδικαςία αυτι μπορεί να πάρει πάνω από μιςι ϊρα για το πρόγραμμα. 

 

  

 

 

Δθλαδι είναι         
 

  
 

  

  
 , δθλαδι          

  

  
            

  

  
. 

Δθλαδι το βcr
2 είναι 2.092300199. Ενϊ το αδιάςτατο ιςοδφναμο μικοσ λυγιςμοφ 

είναι   
 

 
            . 
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4 ΚΕΥΑΛΑΙΟ 4: ΑΜΥΙΑΡΘΡΩΣΟ ΤΠΟ΢ΣΤΛΩΜΑ 

ΘΛΙΒΟΜΕΝΟ ΑΠΟ ΟΜΟΙΟΜΟΡΥΟ ΔΙΑΝΕΜΗΜΕΝΟ 

ΑΞΟΝΙΚΟ ΥΟΡΣΙΟ 

Ππωσ φάνθκε από τα προθγοφμενα θ ακριβισ μακθματικι επίλυςθ του 

προβλιματοσ ενόσ υποςτυλϊματοσ που κλίβεται από πολλά αξονικά φορτία είναι 

αρκετά περίπλοκθ διαδικαςία που απαιτεί μεγάλο υπολογιςτικό χρόνο ακόμα και 

με τθ χριςθ θλεκτρονικοφ υπολογιςτι. Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται προςπάκεια για 

να γίνει θ διαδικαςία αυτι πιο εφκολα μζςα από κάποια προςζγγιςθ. 

Ζτςι εξετάηεται θ περίπτωςθ κλιβόμενου αμφιαρκρωτοφ υποςτυλϊματοσ από 

ομοιόμορφο διανεμθμζνο αξονικό φορτίο ςε όλο το μικοσ του υποςτυλϊματοσ. 

Ραρουςιάηεται θ αντίςτοιχθ διαφορικι εξίςωςθ τετάρτθσ τάξθσ που προκφπτει από 

μια τζτοια κεϊρθςθ. 

Θεωρείται υποςτφλωμα μικουσ L, αμφιαρκρωτό, με ςτακερι δυςκαμψία ΕΙ. 

Δζχεται αξονικό ςυγκεντρωμζνο κλιπτικό φορτίο P1 ςτο άκρο και ενδιάμεςο 

ομοιόμορφο διανεμθμζνο κλιπτικό φορτίο. Ζτςι θ αντίδραςθ ςτθν άλλθ ςτιριξθ 

είναι P2. Είναι P1=P , P2=a*P και τϊρα αναηθτείται θ ζκφραςθ τθσ P(x) τζτοια ϊςτε 

P(0)=P1*a=P*a και P(L)=P1=P. Αυτι είναι θ ακόλουκθ 

             
      

 
 

Θ οποία πράγματι για x=0 δίνει τθν τιμι Pa και για x=L τθν P. 
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Θα γίνει προςπάκεια να διατυπωκεί θ ιςορροπία ςτο ςτοιχειϊδεσ τμιμα dx. 

 

Εικόνα 4.1 Στοιχειώδεσ τμήμα dx 

1. ΙΣΟ΢΢ΟΡΙΑ ΑΞΟΝΙΚΩΝ ΔΥΝΑΜΕΩΝ 

       
      

 
   

  

  
  

      

 
 

Και αφοφ Ν=-P 

  

  
  

      

 
 

2. ΙΣΟ΢΢ΟΡΙΑ ΢ΟΡΩΝ 

                         
      

 
 
    

 
  

Αμελοφνται οι όροι διαφορικϊν ανϊτερθσ τάξθσ και προκφπτει 
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Είναι ακόμα N(x)=-P(x) , M(x)=-EIw(x)’’. Άρα 

                          

3. ΙΣΟ΢΢ΟΡΙΑ ΤΕΜΝΟΥΣΩΝ ΔΥΝΑΜΕΩΝ 

          

Και αντικακιςτϊντασ τθν ζκφραςθ τθσ dV από τθν προθγοφμενθ ςχζςθ 

λαμβάνεται 

                       
     

  
        

                       
     

  
      

Ζχουμε λοιπόν τελικά 

                    
      

 
        

      

 
      

                   
      

 
            

      

 
       

Θ διαφορικι αυτι εξίςωςθ τετάρτθσ τάξθσ ζχει δφςκολθ επίλυςθ ακόμα και με τθ 

βοικεια μακθματικοφ προγράμματοσ. Ρρζπει να γίνουν προςεγγίςεισ, ενδεχομζνωσ 

να κεωρθκοφν κάποιεσ ςυναρτιςεισ ςχιματοσ. Αυτι θ διαδικαςία ξεφεφγει από 

τουσ ςκοποφσ τθσ παροφςασ διπλωματικισ εργαςίασ. Θα μποροφςε να αποτελζςει 

αντικείμενο περαιτζρω μελζτθσ μελλοντικά. Εδϊ παρατίκεται θ πορεία επίλυςθσ 

ςτο πρόγραμμα Maple. 
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Ενϊ ακόμα και αν κζςουμε κάποιεσ αρχικζσ ςυνκικεσ θ λφςθ δεν είναι απλοφςτερθ. 

Αντικζτωσ: 
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Και τελικά λαμβάνεται το εξισ μινυμα κακϊσ γίνεται προςπάκεια να κζςουμε τισ 

ςυνοριακζσ ςυνκικεσ: 

>  

Warning, solutions may have been lost 
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5 ΚΕΥΑΛΑΙΟ 5: ΢ΤΜΠΕΡΑ΢ΜΑΣΑ 

Στθ διπλωματικι αυτι εργαςία παρουςιάςτθκε θ διαδικαςία εφρεςθσ του κρίςιμου 

φορτίου λυγιςμοφ ενόσ αμφιαρκρωτοφ υποςτυλϊματοσ ςτακερισ δυςκαμψίασ 

κατά το μικοσ του, το οποίο κλίβεται από πολλά ςυγκεντρωμζνα αξονικά φορτία 

ίςα και ιςαπζχοντα μεταξφ τουσ. Ζγινε θ μακθματικι επίλυςθ και βρζκθκαν τιμζσ 

για 1 ζωσ 8 φορτία. Ακολοφκωσ ζγινε προςπάκεια για τθν εφρεςθ ενόσ πιο εφκολου 

τρόπου εφρεςθσ αυτοφ του φορτίου με τθν προςζγγιςθ ενόσ ομοιόμορφα 

διανεμθμζνου κλιπτικοφ φορτίου. Με τον τρόπο αυτό το πρόβλθμα απλοποιείται 

κακϊσ κάκε φορά απαιτοφνται μόνον 4 ςυνοριακζσ ςυνκικεσ. Ωςτόςο θ 

μακθματικι επίλυςθ τθσ προκφπτουςασ διαφορικισ εξίςωςθσ είναι ιδιαίτερα 

δυςχερισ.  

Από τθ διαδικάςια τθσ επίλυςθσ και τθν επεξεργαςία των αποτελεςμάτων 

προκφπτουν διάφορα ςυμπεράςματα. 

Θ κεϊρθςθ του προβλιματοσ του λυγιςμοφ ωσ πρόβλθμα ιδιοτιμϊν, δθλαδι θ 

πινακοποίθςθ του, απλοποιεί ςθμαντικά τθ διαδικαςία και τθ μετατρζπει ςε 

«επαναλθπτικι». Ο προγραμματιςμόσ τθσ διαδικαςίασ αυτισ κα ιταν ζνα 

ενδιαφζρον εγχείρθμα.   

Με αφετθρία τα 2 και 3 ςυγκεντρωμζνα φορτία παρατθρεί κανείσ ότι κάκε επιπλζον 

φορτίο δίνει 4 επιπλζον εξιςϊςεισ ςυνοριακϊν ςυνκθκϊν. Ζτςι για αρικμό n 

φορτίων προκφπτουν 4n εξιςϊςεισ και άρα ζνασ πίνακασ *4n*4n+. Ακόμα, με το 

επιλεχκζν ςτθ διπλωματικι αυτι εργαςία ςφςτθμα ςυντεταγμζνων μειϊνεται 

πάντα κατά 2 ο αρικμόσ των αγνϊςτων ςτακερϊν, από τισ 2 ςυνκικεσ για τθν 

αριςτερι άρκρωςθ, οι οποίεσ μθδενίηουν εφκολα τισ ςτακερζσ Β1 και Δ1 . Ο πίνακασ 

δθλαδι κα είναι *(4n-2)*(4n-2)]. 

Ασ παρατθριςουμε τϊρα ενδεικτικά τουσ πίνακεσ για τα 3 και 4 φορτία 
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Με μια προςεκτικι ματιά παρατθρεί κανείσ οριςμζνα ενδιαφζροντα ςτοιχεία. Οι 

ςειρζσ των πινάκων μοιάηουν να ζχουν κάποια κοινά ςτοιχεία όπωσ και οι 

ςυντελεςτζσ τουσ. Θα μποροφςε κάποιοσ να κεωριςει ότι αποτελοφνται από  

υποπίνακεσ με ςτακερά ςτοιχεία τα εκάςτοτε sin(knl), cos(knl), κλπ, και φυςικοφσ 

αρικμοφσ οι οποίοι μεταβάλλονται ανάλογα με το πλικοσ των φορτίων. 
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A1 Γ1 Α2 Β2 Γ2 Δ2 Αn-1 Βn-1 Γn-1 Δn-1 Αn Bn Γn Δn 

sin(k1*l) l 0 -1 0 -1                 

k1*cos(k1*l) 1 -k2 0 -1 0                 

n*sin(k1*l)/(n-1) 0 0 -1 0 0                 

0 n/(n-1) 0 0 -1                   

    sin(k2*l) cos(k2*l) l 1 0 -1 0 -1         

    k2*cos(k2*l) -k2*sin(k2*l) 1 0 -kn-1 0 -1 0         

    (n-1)*sin(k2*l)/(n-2) (n-1)*cos(k2*l)/(n-2) 0 0 0 -1 0 0         

    0 0 (n-1)/(n-2) 0 0 0 -1 0         

            sin(kn-1*l) cos(kn-1*l) l 1 0 -1 0 -1 

            Kn-1*cos(kn-1*l) -kn-1*sin(kn-1*l) 1 0 -kn 0 -1 0 

            2*sin(kn-1*l)/1 2*cos(kn-1*l)/1 0 0 0 -1 0 0 

            0 0 2/1 0 0 0 -1 0 

                    sin(kn*l) cos(kn*l) l 1 

                    sin(kn*l) cos(kn*l) 0 0 

Πίνακασ 5.1 Γενική μορφή πίνακα ςυντελεςτών για n αξονικά θλιπτικά φορτία 

 

Ο πίνακασ αυτόσ είναι μια προςπάκεια απόδοςθσ τθσ λογικισ που χρθςιμοποιείται για τθν καταςκευι του πίνακα πολλϊν (ζχει νόθμα για 2 ι 

περιςςότερα φορτία) και λειτουργεί «αντίςτροφα». Δθλαδι ξεκινά κανείσ από τισ τελευταίεσ 4 ςτιλεσ (δεξιά ςτον πίνακα που αντιςτοιχεί 

δεξιά ςτθ δοκό) και ςε αυτζσ προςκζτει (επαυξάνει) από μπροςτά (αριςτερά) ςταδιακά τουσ υπόλοιπουσ υποπίνακεσ μζχρι να φτάςει ςτο 

αριςτερότερο φορτίο (δθλαδι μζχρι να φτάςει ςτο τμιμα k1 το οποίο είναι πάντα το ίδιο υποπινακάκι *4*2+). Ζτςι παραδείγματοσ χάριν για 

τα 3 φορτία, ξεκινάμε από κάτω δεξιά. 
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0 -1 0 -1 

-k3 0 -1 0 

0 -1 0 0 

0 0 -1 0 

sin(k3*l) cos(k3*l) l 1 

sin(k3*l) cos(k3*l) 0 0 

 

 

Ακολοφκωσ προςκζτουμε τισ 4 ςτιλεσ-8 ςειρζσ για το τμιμα k2. 

0 -1 0 -1 

-k2 0 -1 0 

0 -1 0 0 

0 0 -1 0 

sin(k2*l) cos(k2*l) l 1 

K2*cos(k2*l) -k2*sin(k2*l) 1 0 
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2*sin(k2*l)/1 2*cos(k2*l)/1 0 0 

0 0 2/1 0 

 

 

 

 

Τζλοσ και το τμιμα με k1 (4*2). 

 

sin(k1*l) l 

k1*cos(k1*l) 1 

n*sin(k1*l)/(n-1) 0 

0 n/(n-1) 
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Ραρακάτω παρουςιάηεται ζνασ ςυνοπτικόσ πίνακασ με τα αποτελζςματα για τα 

κρίςιμα φορτία και τα ιςοδφναμα μικθ λυγιςμοφ 

Αριθμόσ 

ςυγκεντρωμζνων 

φορτίων 

Αδιάςτατο 

κρίςιμο 

φορτίο 

λυγιςμοφ 

Αδιάςτατο 

ιςοδφναμο 

μήκοσ 

λυγιςμοφ 

1 9,870 1,00 

2 6,536 1,23 

3 4,815 1,43 

4 3,818 1,61 

5 3,165 1,77 

6 2,703 1,91 

7 2,359 2,05 

8 2,092 2,17 

Πίνακασ 5.2 Συγκεντρωτικόσ πίνακασ αποτελεςμάτων 

Τα αποτελζςματα φαίνονται λογικά. Υπάρχει μείωςθ ςτο κρίςιμο φορτίο λυγιςμοφ 

με τθν αφξθςθ των κλιπτικϊν φορτίων.  

Ο παραπάνω πίνακασ παρουςιάηεται και με τθ μορφι διαγράμματοσ  (για μζχρι 8 

φορτία) και γίνεται μια προςπάκεια να βρεκεί θ εξίςωςθ παρεμβολισ. 
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Διάγραμμα 5.1 Καμπφλη κρίςιμου φορτίου 

Θ παρεμβολι γίνεται με τθ μζκοδο ελαχίςτων τετραγϊνων και το πολυϊνυμο 

παρεμβολισ είναι το                        για n κετικό ακζραιο. 

Ακολουκεί παρόμοια προςπάκεια για το αδιάςτατο ιςοδφναμο μικοσ λυγιςμοφ 
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Διάγραμμα 5.2 Καμπφλη ιςοδφναμου μήκουσ λυγιςμοφ 

Από το διάγραμμα φαίνεται ότι ικανοποιθτικι προςζγγιςθ μπορεί να δϊςει και θ 

ευκεία             , όπου x ο αρικμόσ των φορτίων. 

Σε ό,τι αφορά τθν προςπάκεια προςζγγιςθσ μζςω διανεμθμζνου αξονικοφ φορτίου, 

ςτθν παροφςα διπλωματικι εργαςία καταλιξαμε ςτθ διαφορικι εξίςωςθ που 

διζπει τθν ιςορροπία του ςτοιχειϊδουσ τμιματοσ dx.  

                   
      

 
            

      

 
       

Θ ακριβισ λφςθ αυτισ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ όμωσ είναι δφςχρθςτθ κακϊσ 

περιλαμβάνει υπεργεωμετρικζσ ςυναρτιςεισ και ςυναρτιςεισ Bessel. Με τον τρόπο 

αυτό δεν είναι εφκολο να εξάγει κανείσ κάποιο πρακτικό αποτζλεςμα ςε 

διαχειρίςιμθ και κατανοθτι μορφι.  

Επιπλζον, παρατθρεί κανείσ ότι το αριςτερό μζλοσ είναι ίδιο με τθσ διαφορικισ 

εξίςωςθσ τετάρτθσ τάξθσ για ςτακερό κλιπτικό φορτίο, θ οποία όμωσ είναι και 

ομογενισ. Θα είχε ίςωσ ενδιαφζρον να δοκιμάςει κανείσ κάποια προςζγγιςθ με 

ςυναρτιςεισ ςχιματοσ (που κα ικανοποιοφν τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ) για το βζλοσ 

ςτο δεξιό μζλοσ. Κςωσ ζνα άλλο βζλοσ             
  

 
 . 
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Ακολοφκωσ, εφόςον βρεκεί κάποια «απλι» λφςθ τθσ εξίςωςθσ, να 

χρθςιμοποιθκοφν οι 4 ςυνοριακζσ ςυνκικεσ και να βρεκεί το κρίςιμο φορτίο 

λυγιςμοφ και να εξεταςτεί εάν αποτελεί καλι προςζγγιςθ τθσ ακριβοφσ λφςθσ. Να 

επιςθμανκεί ότι χριηει προςοχισ το ςυγκρίςιμο μζγεκοσ. Επειδι το φορτίο είναι 

διανεμθμζνο δθλαδι, ίςωσ να ιταν προτιμότερο ωσ κρίςιμο φορτίο να κεωρθκεί 

αυτό που αςκείται ςτο μζςον (εάν αναφερόμαςτε ςε γραμμικά αυξανόμενο φορτίο) 

τθσ ράβδου, ϊςτε να ζχουμε μια μζςθ τιμι του ςυνολικά αςκοφμενου φορτίου. 

Φυςικά ενδιαφζρον κα είχε θ μελζτθ του γενικότερου προβλιματοσ. Θ περίπτωςθ 

δθλαδι όπου αλλάηει θ δυςκαμψία κατά μικοσ τθσ ράβδου, ι εκείνθ που τα φορτία 

δεν είναι ίςα ι ιςαπζχοντα. 
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