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Περίληψη

Το αντικείμενο της Μεταπτυχιακής Διατριβής είναι η ανάλυση του επίπεδου προβλήμα-

τος επαφής ενός κεκλιμένου άκαμπτου διεισδυτή τύπου σφήνας με την επιφάνεια ελαστικού

ημίχωρου στα πλαίσια της θεωρίας τάσεων ζεύγους, σύμφωνα με την οποία λαμβάνεται υπόψη

η επίδραση της μικροδομής του υλικού στα μακροσκοπικά χαρακτηριστικά του προβλήματος

επαφής. Συγκεκριμένα, εισάγεται το χαρακτηριστικό μήκος του υλικού, το οποίο αντιστοιχεί

στα χαρακτηριστικά της μικροδομής. Τέτοιου είδους επαφές προκύπτουν σε ένα ευρύ φάσμα

εφαρμογών της μηχανικής, από τη δομική και τη γεωτεχνική μηχανική, μέχρι τη μίκρο και

νάνο τεχνολογία.

Η μεθοδολογία επίλυσης βασίζεται στις ιδιόμορφες ολοκληρωτικές εξισώσεις, οι οποίες

προκύπτουν από τον χειρισμό του προβλήματος μικτών συνοριακών τιμών με ολοκληρωτι-

κούς μετασχηματισμούς Fourier και γενικευμένες συναρτήσεις. Η ιδιόμορφη ολοκληρωτική

εξίσωση που διέπει το πρόβλημα επιλύεται αριθμητικά για διάφορες τιμές του χαρακτηριστικού

μήκους του υλικού. Τα αποτελέσματα εστιάζουν στην επίδραση της μικροδομής του υλικού

και της κλίσης του διεισδυτή στην απόκριση της επαφής. ΄Οπου είναι εφικτό, γίνεται σύγκρι-

ση των εποτελεσμάτων με τα αντίστοιχα αποτελέσματα που προκύπτουν από την κλασική

ελαστικότητα.

Τα αποτελέσματα της ανάλυσης κάνουν φανερή τόσο την επίδραση της μικροδομής του

υλικού, όσο και της κλίσης του διεισδυτή στην απόκριση της επαφής. Η μελέτη και η επίλυση

προβλημάτων επαφής όπως αυτό της παρούσας εργασίας, μπορεί να συνεισφέρει στο σχεδιασμό

πειραματικών εξοπλισμών, μηχανικών εξαρτημάτων και άλλων εφαρμογών της μηχανικής.

Λέξεις Κλειδιά

Μηχανική επαφών, θεωρία τάσεων ζεύγους, ιδιόμορφες ολοκληρωτικές εξισώσεις, κεκλι-

μένος τριγωνικός διεισδητής, χαρακτηριστικό μήκος υλικού.
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Abstract

This thesis examines the plane contact problem of a tilted rigid wedge penetrator and

a flat half-plane within the context of couple stress elasticity, which takes into account

the effect of the microstructural characteristics of the material in the macroscopic contact

response. In particular, the material characteristic length is introduced which corresponds

to the microstructural characteristics. Such contacts arise in a wide range of engineering

applications, from structural and geotechnical engineering to micro and nano technology.

The Solution methodology is based on singular integral equations arising from the

treatment of the mixed boundary value problem with Fourier integral transforms and

generalized functions. The singular integral equation governing the problem is solved

numerically for various values of the material characteristic length. The results focus on

the effect of the material microstructure and the inclination of the indentor upon the

contact response. When possible, they are compared with those predicted by classical

elasticity.

The results obtained from the analysis reveal the impact of the material microstructure

and the wedge inclination upon the contact response. Solutions of such problems may be

of interest to the design of machine components, experimental setups, or other engineering

applications.

Keywords

Contact mechanics, couple stress elasticity, singular Integral Equations, tilted swallow

wedge, material characteristic length.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Γενικά

Αισθήτηρες με σφηνοειδή γεωμετρία εμφανίζονται συχνά στο σχεδιασμό οργάνων, όπως

επιφανειακά προφιλόμετρα, όργανα μετρήσεων για τον προσδιορισμό και την μέτρηση της

ποιότητας της επιφάνειας και όργανα για τον υπολογισμό των μηχανικών ιδιοτήτων υλικών με

δοκιμές διείσδυσης. Επιπλέον, τέτοιου είδους επαφές μπορούν να προκύψουν σε επιφανειακές

θεμελιώσεις κατασκευών οπλισμένου σκυροδέματος.

Τα μηχανικά χαρακτηριστικά τέτοιων τύπων επαφών μπορεί να είναι ευαίσθητα στην ε-

πίδραση της μικροδομής του υλικού, λόγω του μεγέθους των κόκκων ή του πάχους πιθανών

στρώσεων καθώς και άλλων παραμέτρων που μπορεί να σχετίζονται με την τραχύτητα της

επιφάνειας, παραμένουσες τάσεις και ελαστική ανισοτροπία. Συγκεκριμένα, η επίδραση της

μικροδομής του υλικού (μέγεθος κόκκου ή πάχος στρώματος ή ακόμη και η ύπαρξη διαβάθ-

μισης υλικού) σύνηθως οδηγεί στον υπολογισμο των λεγόμενων ΄φαινομένων κλίμακας΄, τα

οποία επηρεάζουν σημαντικά την αναμενόμενη μακροσκοπική μηχανική απόκριση της επαφής.

Μελέτες έχουν δείξει ότι υπάρχει μεγάλη επίδραση των φαινομένων κλίμακας στη σκλη-

ρότητα σε πολυκρυσταλλικά, κυψελοειδή και πολυμερή υλικά ειδικά όταν το βάθος διείσδυσης

είναι της τάξης μεγέθους του υπομικρομέτρου. Για παράδειγμα, η μετρούμενη σκληρότητα

της διείσδυσης των μετάλλων και των κεραμικών αυξάνεται με συντελεστή δύο, καθώς το

πλάτος της επαφής μειώνεται από 10 έως 1 μμ (Ma and Clarke, 1995, Poole et al., 1996;

Stelmashenko et al., 1993). Επιπλέον, διείσδυση λεπτών φίλμ έδειξε αύξηση της τάσης διαρ-

ροής με μειούμενο πάχος μεμβράνης. (Huber et al., 2002). Οι Fleck et al. (1994) πρότειναν

οτι η επίδραση των φαινομένων κλίμακας στην σκληρότητα σχετίζεται με τις υψηλές κλίσεις

τάσης/τροπής που υπάρχουν σε διεσδύσεις μικρού βάθους. Αυτή η εξάρτηση απο τις βαθ-

μίδες τάσης/τροπής μπορεί επίσης να εξαχθεί από τη θεωρία εξάρθρωσης(disclocation theory)

(Fleck et al., 1994). Επιπλέον, οι Ma and Clarke (1995) παρατήρησαν ότι η διακύμανση της

σκληρότητας με το μέγεθος της δίεισδυσης ταιριάζει στο μοντέλο πλαστικότητας βαθμίδας

τροπής (strain gradient plasticity model). Σε γενικές γραμμές, η σκλήρυνση των υλικών

οφείλεται στη συνδυασμένη παρουσία γεωμετρικά αναγκαίων εξάρθρώσεων που συνδέονται με

τις πλαστικές βαθμίδες τροπών (strain gradient) και στατιστικά αποθηκευμένες διαταραχές

13



14 Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

που σχετίζονται με τις πλαστικές τροπές. Ωστόσο, αν και οι βαθμίδες των τροπών χρησι-

μοποιούνται εκτεταμένα για την ερμηνεία των φαινομένων κλίμακας τα αποτελέσματα στην

πλαστική παραμόρφωση, είναι επίσης σημαντικά για τα υλικά που παραμορφώνονται ελαστικά

όταν το αντιπροσωπευτικό μήκος του πεδίου παραμόρφωσης γίνεται συγκρίσιμο με τα μήκη της

μικροδομής του υλικού. Στην πραγματικότητα, οι Maranganti and Sharma (2007) έδειξαν ότι

τα φαινόμενα βαθμίδας (gradient effects) διαδραματίζουν σημαντικό ρόλο σε σύνθετα υλικά

με δομή χονδροειδών κόκκων. Πράγματι, οι Chen tl al. (1998) ανάπτυξαν ένα μοντέλο συ-

νεχούς για κυψελοειδή υλικά και κατέληξε στο συμπέρασμα ότι το η περιγραφή του συνεχούς

αυτών των υλικών υπακούει σε μια θεωρία βαθμίδας ελαστικότητας του τύπου τάσης ζεύγους.

Στην τελευταία μελέτη, το μήκος υλικού αναγνωρίστηκε φυσικά με το μέγεθος των κυψελών.

Εξάλλου, οι θεωρίες βαθμίδας χρησιμοποιήθηκαν με επιτυχία στο παρελθόν για την μοντελο-

ποίηση υλικών με μικροδομές όπως οι αφροί (Lakes, 1983) και πορώδη στερεά (Lakes, 1993).

Οι Fleck and Shu (1995) έδειξαν τη σημασία της επίδρασης της βαθμίδας της τροπής στο

λυγισμό των ελαστικών ινών σύνθετων υλικών. Φαινόμενα κλίμακας παρατηρήθηκαν επίσης

πειραματικά στη συμπεριφορά μετά από λυγισμό λεπτών φίλμ (Fang and Wickert, 1994).

Επιπλέον, σε πειράματα διείσδυσης πολυ μικρού βάθους διείσδυσης η πλαστική διαρροή

δεν συμβαίνει παρα μόνο οταν η ισοδύναμη παραμόρφωση λάβει μια κρίσιμη τιμή διαρροής.

Επιπλέον, η μετατόπιση που ανακτάται κατά την αποφόρτιση είναι σε μεγάλο βαθμό ελαστική

και για το λόγο αυτό η θεωρία των ελαστικών επαφών χρησιμοποιείται γενικά για τον προσδιο-

ρισμό του μέτρο ελαστικότητας από μια απλή ανάλυση των δεδομένων μετατόπισης - φορτίου

της διείσδυσης (Pharr et al., 1992). Υπο αυτές τις συνθήκες, η παρατηρούμενη απόκριση

του υλικού μπορεί να ερμηνευθεί μόνο μέσω εκτιμήσεων ελαστικότητας. Ωστόσο, η κλασσική

ελαστικότητα δεν περιλαμβάνει εσωτερικές κλίμακες μήκους και επομένως δεν είναι δυνατή για

την πρόβλεψη των πειραματικά παρατηρούμενων επιδράσεων κλίμακας. Στην πραγματικότητα,

΄όσο η κλίμακα επαφής μειώνεται προοδευτικά (μικρο έως νανο-κλίμακα) τα εσωτερικά μήκη

του υλικού γίνονται σημαντικά και η επίδραση τους στη μακροσκοπική απόκριση της επαφής

δεν μπορεί να αγνοηθεί. Για το λόγο αυτό, γενικευμένες θεωρίες του συνεχούς μέσου όπως

είναι η θεωρία τάσεων ζεύγους και η πιο γενική θεωρία βαθμίδας τροπής, μπορούν να χρη-

σιμοποιηθούν για την ερμηνεία του μεγέθους που εξαρτάται απο την μικροδομή του υλικού

στις ελαστικές ιδιότητες του υλικού. Αυτές οι θεωρίες λαμβάνουν υπόψη της επίδραση της

μικροδομής κάθως εμπλουτίζουν το κλασικό συνεχές με επιπλέον κλίμακες χαρακτηριστικού

μήκους του υλικού.

Οι συνθήκες επαφής μεταξύ δύο σωμάτων είναι δυνατόν να μήν είναι συμμετρικές, λόγω

πιθανής στροφής του διεισδυτή, εξαιτίας κάποια επιβαλλόμενης ροπής σε αυτόν ή ανεπιθύμη-

των γεωμετρικών ανωμαλιών στην επιφάνεια του υπο διείδυση σώματος. Σε τέτοιες συνθήκες,

αναμένεται σημαντική αλλοίωση των αποτελεσμάτων επαφής και μπορεί να προκύψουν σημα-

ντικά μακροσκοπικά σφάλματα. Επιπλέον, θα επηρέαζε καταλυτικά τις παρατηρούμενες μορφές

αστοχίας, επομένως είναι απαραίτητη η θεωρητική ανάλυση τέτοιου είδους επαφών. Μη συμ-

μετρικές συνθήκες επαφής μπορούν να εμφανιστούν στις εφαρμογές της επιστήμης των υλικών

(δοκιμές διείσδυσης) όταν για παράδειγμα οι ιδιότητες ενός υλικού εξάγονται μέσω της τε-

χνικής διείσδυσης. Παρόμοιες ασυμμετρίες μπορούν επίσης να εντοπιστούν σε καταστάσεις
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επαφής μεγάλης κλίμακας σε έργα πολιτικού μηχανικού και σε γεωτεχνικές εφαρμογές όπου

τα πέδιλα λειτουργούν ουσιαστικά ως άκαμπτοι διεισδυτές του εδάφους.

Η υιοθέτηση μιας γενικευμένης θεωρίας συνεχούς μέσου κρίνεται αναγκαία προκειμένου

να καλύψει τις αδυναμίες της κλασικής ελαστικότητας, η οποία δεν προβλέπει την επίδραση

της μικροδομής του υλικού στην απόκριση της επαφής. Μια τέτοια θεωρία, είναι η θεωρία

τάσεων ζέυγους, γνωστή και ώς ”Cosserat theory of elasticity with constrained rotations”

(Mindlin and Tiersten, 1962; Toupin, 1964).

1.2 Αντικείμενο και διάρθρωση της διατριβής

Στην παρούσα διατριβή έγινε ανάλυση του επίπεδου προβλήματος επαφής ενός απαρα-

μόρφωτου διεισδυτή τύπου σφήανας και ενός ελαστικού ημίχωρου υπο την επίδραση ενός

συγκεντρωμένου φορτίου και μίας ροπής. Το ίδιο πρόβλημα επαφής είχε επιλυθεί αρχικά απο

τον Sackfiled (Sackfield et al., 2005), στα πλαίσια της κλασικής θεωρίας ελαστικότητητας.

Στη παρούσα εργασία παρέχονται λύσεις που λαμβάνουν υπόψη την επίδραση της μικροδομής

του υλικού, χρησιμοποιόντας την θεωρία τάσεων ζεύγους.

Συγκεκριμένα, σε αυτή την θεωρία, η πυκνότητα ενέργειας παραμόρφωσης και οι σχέσεις

συμβιβαστού των παραμορφώσεων περιλαμβάνουν, εκτός απο τις συνηθισμένες απειροελάχι-

στες τροπές, τις παραγώγους των στροφών. Οι γενικευμένες σχέσεις τάσης - παραμόρφωσης

για την περίπτωση ισότροπου υλικού περιλαμβάνουν ενα ζεύγος νέων ελαστικών σταθερών,

μια εξ΄ αυτών είναι το χαρακτηριστικό μήκος του υλικού.

Στο κεφάλαιο που ακολουθεί γίνεται αναλυτική περιγραφής της θεωρίας τάσεων ζεύγους

καθώς και η παρουσίαση των βασικών εξισώσεων για προβλήματα επίπεδης παραμόρφωσης και

του κριτηρίου διαρροής von Mises.

Στα επόμενα κεφάλαια γίνεται πλήρης περιγραφή της προσέγγισης του προβλήματος επα-

φής με την θεωρία τάσεων ζεύγους και των συνοριακών συνθηκών. Αναλύεται η μεθοδολογία

επίλυσης του προβλήματος μικτών συνοριακών τιμών, η οποία μεταξυ άλλων περιλαμβάνει ολο-

κληρωτικούς μετασχηματισμούς Fourier και γενικευμένες συναρτήσεις. Τέλος, περιγράφονται

οι ιδιόμορφικές ολοκληρωτικές εξισώσεις που προκύπτουν απο την παραπάνω μεθοδολογία κα-

θώς και η αριθμητική τους επίλυση.

Στο τελευταίο κεφάλαιο αναλύονται τα αποτελέσματα, στα οποια μεταξυ άλλων συμπε-

ριλαμβάνονται, η κατανομή της πίέσης κάτω απο την επιφάνεια του διεισδυτή, η μέση πίεση

και η εκκεντρότητα συναρτήσει του χαρακτηριστικού μήκους και το τασικό πεδίο για όλες

τις τάσεις και τις τάσεις ζεύγη. ΄Οπου είναι εφικτό, τα αποτελέσματα συγκρίνονται με αυτά

που προβλέπονται απο την κλασική Ελαστικότητα, ώστε να γίνει αντιληπτή η επίδραση της

μικροδομής του υλικού στην απόκριση της επαφής.





Κεφάλαιο 2

Θεωρία τάσεων ζεύγους

2.1 Γενικά

Η θεωρία τάσεων ζεύγους (couple-stress theory) υποθέτει ότι κάθε στοιχείο επιφάνειας

ΔS , που βρίσκεται είτε στο εσωτερικό του σώματος είτε στην επιφάνεια του, υπόκειται όχι

μόνο σε μια συνισταμένη δύναμη αλλά και σε μια συνισταμένη ροπή, ανά μονάδα επιφάνειας.

Η υπόθεση αυτή είναι κατάλληλη για υλικά με κοκκώδη ή κρυσταλλική δομή όπου η αλληλε-

πίδραση δυο γειτονικών στοιχείων εισάγει εσωτερικές ροπές.

΄Οπως είναι γνωστό, οι βασικές ιδέες της θεωρίας τάσεων ζεύγους διατυπώθηκαν αρχικά

από τους Voigt (1887) και Ε. και F. Cosserat (1909). ΄Ομως, η αυστηρή θεμελίωση της θε-

ωρίας έγινε τη δεκαετία του 1960 με τις εργασίες των Toupin (1962), Mindlin and Tiersten

(1962) και Koiter (1964). Ενδιαφέρουσες παρουσιάσεις της θεωρίας τάσεων ζεύγους μπορούν

επίσης να βρεθούν στις εργασίες των Aero and Kuvshinskii (1960), Palmov (1964), Muki

and Sternberg (1965) και Georgiadis and Velgaki (2003). Συγκεκριμένα, στην τελευταία

εργασία παρέχεται μία πληρέστερη και πιο ολοκληρωμένη περιγραφή της θεωρίας, καθώς περι-

λαμβάνονται και φαινόμενα αδράνειας και μικρο-αδράνειας, επισημαίνοντας έτσι τη μικροδομική

προέλευση της θεώρησης τάσεων ζεύγους.

Τέλος, σημειώνεται ότι η θεωρία τάσεων ζεύγους αποτελεί μία υπό-περίπτωση του τύπου

ΙΙΙ (Form III) της γενικής θεωρίας του Mindlin (1964), ενώ είναι διαφορετική από τη γενική

μικροπολική θεωρία των Cosserat (micropolar) (Nowacki, 1972), που θεωρεί τα σωματίδια

του υλικού με έξι ανεξάρτητους βαθμούς ελευθερίας (τρεις συνιστώσες μετατόπισης και τρεις

συνιστώσες στροφής).

2.2 Βασικές εξισώσεις

Προχωρούμε, στη συνέχεια, σε μία σύντομη παρουσίαση της θεωρίας τάσεων ζεύγους.

Η θεωρία αυτή υποθέτει ότι: (i) κάθε υλικό σημείο έχει τρεις ανεξάρτητους βαθμούς ε-

λευθερίας (τρεις συνιστώσες μετατόπισης), (ii) η Αρχή των Τάσεων (Stress Principle) των

Euler-Cauchy επεκτείνεται λαμβάνοντας υπόψη την ύπαρξη ελκυστών τάσεων ζεύγους (ρο-

πής), (iii) η πυκνότητα παραμορφωσιακής ενέργειας εξαρτάται όχι μόνο από την τροπή αλλά
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και από την βαθμίδα της στροφής. Απουσία αδρανειακών φαινομένων, οι νόμοι διατήρησης

της ορμής και της στροφορμής για έναν όγκο ελέγχου CV με επιφάνεια S είναι (Mindlin and

Tiersten, 1962, Georgiadis and Velgaki, 2003)∫
S
t(n)p dS +

∫
CV
fpd(CV ) = 0 (2.1)

∫
S

(xqtpepqk +M (n)
p )dS +

∫
CV

(xqfkepqk + Cp)d(CV ) = 0 (2.2)

όπου t
(n)
i είναι η επιφανειακή δύναμη ανά μονάδα επιφανείας (ο ελκυστής των τάσεων), fp

είναι οι καθολικές δυνάμεις ανά μονάδα όγκου, M
(n)
p είναι η επιφανειακή ροπή ανά μονάδα

επιφανείας, Cp είναι οι καθολικές ροπές ανά μονάδα όγκου και xq είναι οι συνιστώσες του

διανύσματος θέσης κάθε υλικού στοιχείου με στοιχειώδη όγκο dCV .

Στη συνέχεια, οι τάσεις και οι τάσεις ζεύγους ορίζονται αν λάβουμε υπ’ όψιν την ισορροπία

στοιχειώδους υλικού τετραέδρου (τετραέδρου Cauchy) και χρησιμοποιήσουμε τις Εξ. (2.1)

και (2.2), αντίστοιχα (Aero and Kuvshinskii, 1960; Malvern, 1969). Ο τανυστής των τάσεων

σpq, ο οποίος είναι ασύμμετρος, ορίζεται ως :

tp = σpqnq (2.3)

και ο τανυστης των τάσεων ζεύγους µpq, ο οποίος είναι επίσης ασύμμετρος ορίζεται ως :

M (n)
p = µpqnq (2.4)

Οι σχέσεις t(n) = −t(−n) και M (n) = −M (−n)
που n είναι το κάθετο μοναδιαίο διάνυ-

σμα σε ένα στοιχείο επιφάνειας (είτε στο σύνορο, είτε σε οποιαδήποτε ιδεατή επιφάνεια στο

εσωτερικό του σώματος) με φορά προς τα έξω, μπορούν εύκολα να αποδειχθούν αν θεωρήσει

κανείς την ισορροπία μίας «λεπτής λωρίδας» (thin slice) του υλικού. Οι τάσεις ζεύγους mupq

έχουν διαστάσεις [δύναμη][μήκος]
−1

. Επιπλέον, η τάση σpq χωρίζεται σε ένα συμμετρικό και

ένα αντισυμμετρικό τμήμα :

σpq = τpq + αpq (2.5)

όπου τpq = τqp και αpq = −αqp, ενώ το µpq χωρίζεται σε ένα αποκλίνον µ
(D)
pq και ένα σφαιρκό

τμήμα µ
(S)
pq με τον ακόλουθο τρόπο:

µpq = mpq +
1

3
δpqµkk (2.6)
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όπου mpq ≡ µ(D)
pq , µ

(S)
pq ≡ 1

3δpqµkk και δpq είναι το δέλτα του Kronecker.

Σύμφωνα με τους ανωτέρω ορισμούς και χρησιμοποιώντας το θεώρημα Green-Gauss προ-

κύπτουν οι εξισώσεις ισορροπίας δυνάμεων και ροπών :

∂pσpq + fq = 0 (2.7)

∂pµpq + σkpepqk + Cq = 0 (2.8)

ή, λόγω της (2.5):

∂pτpq + ∂pαpq + fq = 0 (2.9)

1

2
∂pµpqepqk + αpq +

1

2
Ckepqk = 0 (2.10)

Συνδυάζοντας τις Εξ. (2.9) και (2.10) και λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι curl(div(13δpqµkk)) =

0 προκύπτει μία ενιαία εξίσωση ισορροπίας:

∂pτpq −
1

2
∂p∂rmrkepqk + fq −

1

2
∂pCkepqk = 0 (2.11)

Για την κινηματική περιγραφή του σώματος ορίζονται, στα πλαίσια μιας γεωμετρικά γραμ-

μικής θεωρίας, οι ακόλουθες ποσότητες:

ωq =
1

2
epqkuk,p (2.12)

kpq = ωq,p (2.13)

όπου ωq είναι το διάνυσμα της στροφής και kpq είναι ο τανυστής καμπυλότητας (carvature

tensor), ο οποίος έχει διαστάσεις [μήκος]
−1

και ορίζεται ως η βαθμίδα της στροφής είτε ως ο

στροβιλισμός της τροπής:

kpq =
1

2
eqkl∂p∂kul ≡ eqkl∂kepl (2.14)
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Η εξίσωση (2.14) εκφράζει την εξίσωση συμβιβαστού μεταξύ τροπών και καμπυλοτήτων.

Επιπλέον, η ταυτότητα ∂skpq = ∂p∂sωq = ∂pksq εκφράζει τις εξισώσεις συμβιβαστού για

τον τανυστή καμπυλότητας. Για τον τανυστή των τροπών ισχύουν οι συνήθεις εξισώσεις

συμβιβαστού κατα Saint Venant (Barber, 1992). Τέλος, σημειώνεται οτι ο τανυστής kpq

είναι ασύμμετρος και πώς kpp = 0 (traceless tensor) λόγω της αντισυμμετρίας του συμβόλου

εναλλαγής, επομένως το kpq έχει μόνο οκτώ ανεξάρτητες συνιστώσες.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, η αρμόζουσα μεταβολική έκφραση για την θεωρία τάσεων ζε-

ύγους είναι:∫
V
δW (epq, ∂pωq)dV =

∫
V
fqδuqdV +

∫
V
CqδωqdV +

∫
S
t(n)q δuqdS +

∫
S
M (n)
q δωqdS

(2.15)

Ως προς τις συνοριακές συνθήκες, σε κάθε σημείο μιας λείας συνοριακής επιφάνειας ορίζο-

νται τρείς τροποποιημένοι ελκυστές δύναμης και δύο εφαπτομενικοί ελκυστές ροπής (Mindlin

and Tiersten, 1962; Koiter, 1964):

Pq = σpqnp −
1

2
eqprnp∂rm(nn) (2.16)

όπου mnn είναι η κάθετη συνιστώσα του αποκλίνοντος τανυστή τάσεων ζεύγους mpq. Αξίζει

να σημειωθεί οτι η ύπαρξη ακμών στην συνοριακή επιφάνεια οδηγεί σε επιπλέον συνοριακές

συνθήκες (Koiter, 1964).

Σύμφωνα με τα ανωτέρω, οι τροποποιημένοι ελκυστές δύναμης και ροπής (P
(n)
q , R

(n)
q )

σχετίζονται με τους ελκυστές (t
(n)
q ,M

(n)
q ) με τις ακόλουθες σχέσεις:

P (n)
q = t(n)q −

1

2
nkekpq∂p(M

(n)
p np) (2.17)

R(n)
q = M (n)

q − (M (n)
p np)np (2.18)

Απο την Εξ. (2.18) προκύπτει ότι nqR
(n)
q = 0, επομένως ο ελκυστής ροπής R

(n)
q εφάπτεται

σε κάθε σημείο του συνόρου (δηλαδή, έχει μηδενική κάθετη συνιστώσα στο σύνορο).

Τονίζεται ότι με μια πρώτη ματιά, θα ήταν εύλογο να σκεφτεί κανείς ότι οι επιφανειακοί

ελκυστές t
(n)
p και M

(n)
p μπορούν να ορισθούν ανεξάρτητα σε κάθε σημείο της συνοριακής επι-

φάνειας του σώματος βάσει των Εξ. (2.3) και (2.4). Ωστόσο, σύμφωνα με τον Koiter (1964),

ο αριθμός των έξι συνοριακών συνθηκών (τρεις συνιστώσες για τον ελκυστή δύναμης t
(n)
p και

τρεις συνιστώσες για τον ελκυστή ροπήςM
(n)
p θα ερχόταν σε αντίθεση με τις πέντε γεωμετρι-

κές συνθήκες που μπορούν να ορισθούν ανεξάρτητα σε ένα σημείο του συνόρου. Πράγματι,

επειδή στη θεωρία τάσεων ζεύγους το διάνυσμα της στροφής ωq εξαρτάται από το διάνυσμα

της μετατόπισης uq (όπως άλλωστε υποδηλώνεται απο την Εξ. (2.12) ), η κάθετη συνιστώσα
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της στροφής προσδιορίζεται πλήρως από την κατανομή των εφαπτομενικών μετατοπίσεων στο

σύνορο. Συνεπώς, μόνο οι τρεις συνιστώσες της μετατόπισης και οι δυο εφαπτομενικές συνι-

στώσες της στροφής μπορούν να περιγραφούν ανεξάρτητα στο σύνορο. Κατ’ επέκταση, μόνο

πέντε επιφανειακοί ελκυστές (οι ενεργειακά συζυγής των παραπάνω κινηματικών μεγεθών)

ορίζονται σε ένα σημείο μιας λείας συνοριακής επιφάνειας. Οι ελκυστές αυτοί δίνονται στις

Εξ. (2.14) και (2.15). Σημειώνουμε ότι παρόμοια κατάσταση συναντάται και στην θεωρία

πλακών κατά Kirchhoff, όπου ο αριθμός των συνοριακών συνθηκών, σε μια ελεύθερη παρειά

της πλάκας, μειώνεται από τρεις σε δυο. Αντιθέτως, στη θεωρία Cosserat (micropolar), όπου

η στροφή είναι πλήρως ανεξάρτητη από το διάνυσμα της μετατόπισης, οι συνοριακές συνθήκες

είναι έξι (Nowacki, 1972) και μπορούν άμεσα να εξαχθούν από την ισορροπία του τετραέδρου

Cauchy(Εξ. (2.3) και (2.4) ).

΄Οσον αφορά τις καταστατικές εξισώσεις της θεωρίας τάσεων ζεύγους, στην απλούστερη

περίπτωση γραμμικής και ισότροπης καταστατικής συμπεριφοράς, η πυκνότητα παραμορφωσια-

κής ενέργειας λαμβάνει την ακόλουθη τετραγωνική μορφή:

W = W (epq, kpq) =
1

2
λεppεqq + µεpq + 2ηkpqkpq + 2η′kpqkqp (2.19)

όπου περιλαμβάνονται τέσσερις διαφορετικές υλικές σταθερές, οι συνήθεις σταθερές Lame

(λ, µ) με διαστάσεις [δύναμη][μήκος]
−2

και δύο μικροδομικές σταθερές (η, η′) που εισάγονται

απο την θεωρία τάσεων ζεύγους και έχουν διαστάσεις δύναμης.

Γραμμικές και ισότροπες καταστατικές σχέσεις προκύπτουν από την Εξ. (2.19) μέσω των

ακόλουθων μεταβολικών εκφράσεων:

τpq =
∂W

∂εpq
= λδpqεkk + 2µεpq (2.20)

mpq =
∂W

∂kpq
= 4ηkpq + 4η′kqp (2.21)

΄Επειτα, αντικαθιστώντας τις καταστατικές σχέσεις (2.20) και (2.21) στην εξίσωση ισορ-

ροπίας (2.11) και χρησιμοποιώντας τις γεωμετρικές σχέσεις (2.12) και (2.13) καταλήγουμε,

απουσία καθολικών δυνάμεων και ροπών, στις εξισώσεις ισορροπίας ως προς τις μετατοπίσεις

(Muki and Sternberg, 1965):

∇2uq − `2∇4 + ∂p

( 1

1− 2ν
up,p + `2∇2(up,p)

)
= 0 (2.22)

όπου ν = λ
2(λ+µ) είναι ο λόγος Poisson, ` ≡ ( ηµ)

1
2 το χαρακτηριστικό μήκος του υλικού, ∇2

ο

τελεστής Laplace και ∇4 ≡ ∇2∇2
ο διαρμονικός τελεστής. Αξίζει να σημειωθεί, οτι καθώς

` → 0, οι παραπάνω εξισώσεις εκφυλίζονται στις εξισώσεις Navier-Cauchy της κλασικής

ελαστικότητας.
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Κάνοντας εφαρμογή του τελεστή βαθμίδας ∇() ≡ ∂p στην Εξ. (2.22) καταλήγουμε στην

έκφραση:

∇2(∇ · u) ≡ uq,qpp = 0 (2.23)

Παρατηρούμε ότι η συστολή/διαστολή (dilatation) εqq = uq,q, υπακούει στην ίδια εξίσωση με

την κλασσική ελαστικότητα (Koiter, 1964).

Ολοκληρώνοντας, μπορεί κανείς να παρατηρήσει τα ακόλουθα: (α) Καθώς ισχύει η σχέση

kpp = 0 θα ισχύει και mpp = 0 και, για το λόγο αυτό, ο τανυστής mpq έχει μόνο οκτώ

ανεξάρτητες συνιστώσες. (β) Το σφαιρικό τμήμα
1
3µkk του τανυστή τάσεων ζεύγους µpq δεν

εμφανίζεται ούτε στην τελική εξίσωση κίνησης, ούτε στις καταστατικές εξισώσεις. Συνεπώς,

η ποσότητα αυτή παραμένει απροσδιόριστη στη θεωρία τάσεων ζεύγους. Με άλλα λόγια, το

πεδίο µpq είναι μοναδικό, εκτός από ένα πρόσθετο αυθαίρετο (σταθερό) και ισότροπο πεδίο

τάσεων ζεύγους. (γ) Για να είναι θετικά ορισμένη η παραμορφωσιακή ενέργεια, που είναι απα-

ραίτητη προϋπόθεση για τη μοναδικότητα της λύσεως (Mindlin and Tiersten, 1962, Mindlin

and Eshel, 1968), πρέπει να ισχύουν οι ακόλουθοι περιορισμοί (Mindlin and Tiersten, 1962)

μεταξύ των σταθερών του υλικού:

3λ+ 2µ > 0, µ > 0, η > 0, −1 <
η′

η
< 1 (2.24)

2.3 Επίπεδη παραμόρφωση

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται οι βασικές εξισώσεις της θεωρίας τάσεων ζεύγους για

ομογενή και ισότροπα στερεά σε συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης στο καρτεσιανό σύστημα

συντεταγμένων.

Για ένα σώμα δύο διαστάσεων σε συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης, το πεδίο των μετα-

τοπίσεων παίρνει την γενική μορφή:

ux ≡ ux(x, y) 6= 0, uy ≡ uy(x, y) 6= 0, uz = 0 (2.25)

Επιπλέον, οι κινηματικές σχέσεις του ελαστικού σώματος γίνονται:

εxx =
∂ux
∂x

, εyy =
∂uy
∂y

, εxy = εyx =
1

2

(∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
(2.26)

ω =
1

2

(∂uy
∂x
− ∂ux

∂y

)
, kxz =

∂ω

∂x
, kyz =

∂ω

∂y
(2.27)

όπου ε είναι ο συνήθης τανυστής των τροπών, ω είναι η στροφή, και kyz, kxz είναι οι μη

μηδενικοί όροι του τανυστή καμπυλότητας, εκφραζόμενοι σε διαστάσεις [μήκος]
−1

.
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Σε συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης, ο συμμετρικός τανυστής των τάσεων τpq έχει τρείς

ανεξάρτητες συνιστώσες εντός του επιπέδου (x, y), οι οποίες γράφονται συναρτήσει του πε-

δίου των μετατοπίσεων σύμφωνα με τις εξ. (2.20) και (2.27):

τxx = (λ+ 2µ)
∂ux
∂x

+ λ
∂uy
∂y

(2.28)

τxy = µ
(∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
(2.29)

τyy = (λ+ 2µ)
∂uy
∂y

+ λ
∂ux
∂x

(2.30)

Ο τανυστής τάσεων-ζεύγους mpq έχει δύο ανεξάρτητες συνιστωσες εντός του πεδίου

(x, y), που γράφονται συναρτήσει των μετατοπίσεων σύμφωνα με τις Εξ. (2.21) και (2.27):

mxz = 2µ`2
(∂2uy
∂x2

− ∂2ux
∂x∂y

)
(2.31)

myz = 2µ`2
( ∂2uy
∂x∂y

− ∂2ux
∂y2

)
(2.32)

Κάνοντας θεώρηση μηδενικών καθολικών δυνάμεων και ροπών, το αντισυμμετρικό τμήμα

του τανυστή των τάσεων γράφεται σύμφωνα με την εξ. (2.10):

αxx = αyy = 0 (2.33)

αxy = −1

2

(∂mxz

∂x
+
∂myz

∂y

)
= −2µ`2∇2ω, αyx = −αxy, (2.34)

όπου ∇2 = ∂2x() + ∂2y() είναι ο διδιάστατος τελεστής Laplace σε καρτεσιανές συντεταγμένες.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, οι συνιστώσες του ασύμμετρου τανυστή τάσεων σpq γράφονται:

σxx = τxx = (λ+ 2µ)
∂ux
∂x

+ λ
∂uy
∂y

(2.35)

σyy = τyy = (λ+ 2µ)
∂uy
∂y

+ λ
∂ux
∂x

(2.36)
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σyx = τyx + αyx = µ
(∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
+ µ`2

(∂3uy
∂x3

− ∂3ux
∂x2∂y

+
∂3uy
∂x∂y2

− ∂3ux
∂y3

)
(2.37)

σxy = τxy + αxy = µ
(∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
− µ`2

(∂3uy
∂x3

− ∂3ux
∂x2∂y

+
∂3uy
∂x∂y2

− ∂3ux
∂y3

)
(2.38)

σyx

σyy

myz

σyy

σyx

myz

σxx

σxx

σxy

σxymxz mxz

x

y

Σχήμα 2.1: Οι συνιστώσες των τάσεων και των τάσεων ζεύγους σε καρτεσιανές συντεταγμένες για

ένα στοιχειώδες σωματίδιο σε συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης.

Η πυκνότητα ενέργειας παραμόρφωσης (2.19) λαμβάνει την μορφή:

W =
λ

2
(εxx + εyy)

2 + µ(ε2xx + 2ε2xy + ε2yy) + 2µ`2(k2xz + k2yz) (2.39)

ή με όρους τάσεων:

W =
1

2µ

(
τ2xy+

1

2(1 + ν)

(
τ2xx+τ2yy−2ντxxτyy−ν2(τxx+τyy)

2
))

+
1

8µ`2
(m2

xz+m2
yz) (2.40)

Επιπλέον, συνδυάζοντας τις Εξ. (2.33), (2.34) και (2.40) με τις (2.7) και (2.8), αποκτούμε

το ακόλουθο σύστημα συζευγμένων μερικών διαφορικών εξισώσεων ως προς τις συνιστώσες

του διδιάστατου πεδίου μετατοπίσεων (ux, uy):

1

1− 2ν

∂

∂x

[
2(1−ν)

∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

]
+
∂u2x
∂y2

+`2
( ∂4uy
∂x3∂y

− ∂4ux
∂x2∂y2

+
∂4uy
∂x∂y3

− ∂
4ux
∂x4

)
= 0 (2.41)
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1

1− 2ν

∂

∂y

[
2(1−ν)

∂uy
∂y

+
∂ux
∂x

]
+
∂u2y
∂x2

+`2
( ∂4ux
∂x3∂y

− ∂4uy
∂x2∂y2

+
∂4ux
∂x∂y3

− ∂
4uy
∂x4

)
= 0 (2.42)

Σύμφωνα με τον Mindlin (1963), η πλήρης λύση των Εξ. (2.7) και (2.8) στην περίπτωση

επίπεδης παραμόρφωσης, διατυπώνεται μέσω τασικών συναρτήσεων ως εξής:

σxx =
∂2Φ

∂2y
− ∂2Ψ

∂x∂y
, σyy =

∂2Φ

∂2x
+

∂2Ψ

∂x∂y
,

σxy = − ∂2Φ

∂x∂y
− ∂2Ψ

∂2y
, σyx = − ∂2Φ

∂x∂y
+
∂2Ψ

∂2y

(2.43)

mxz =
∂Ψ

∂x
, myz =

∂Ψ

∂y
(2.44)

όπου Φ ≡ Φ(x, y), Ψ ≡ Ψ(x, y) είναι δύο αυθαίρετες (επαρκώς ομαλές) τασικές συναρτήσεις,

οι οποίες συνδέονται μέσω του παρακάτω συζευγμένου συστήματος μερικών διαφορικών εξι-

σώσεων (Mindlin, 1963):

∂

∂x
(Ψ− `2∇2Ψ) = −2(1− ν)`2∇2(

∂Φ

∂y
) (2.45)

∂

∂y
(Ψ− `2∇2Ψ) = −2(1− ν)`2∇2(

∂Φ

∂x
) (2.46)

Μετά την αποσύζευξη τους οδηγούν στις ακόλουθες εξισώσεις πεδίου:

∇4Φ = 0 (2.47)

∇2Ψ− `2∇4Ψ = 0 (2.48)

΄Οταν οι ποσότητες `, ∂Ψ/∂x, ∂Ψ/∂y τείνουν στο μηδέν, οι παραπάνω εξισώσεις εκφυλίζο-

νται στην αναπαράσταση του Airy για την κλασική ελαστικότητα. Επιπλέον, συνδυάζοντας τις

εξ. (2.26), (2.27),(2.35)-(2.38) (2.43) και (2.44), προκύπτουν οι εξής σχέσεις μετατοπίσεων

- τασικών συναρτήσεων:

∂ux
∂x

=
1

2µ
(
∂2Φ

∂2y
− ∂2Ψ

∂x∂y
− ν∇2Φ) (2.49)
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∂uy
∂y

=
1

2µ
(
∂2Φ

∂2x
+

∂2Ψ

∂x∂y
− ν∇2Φ) (2.50)

∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

= − 1

2µ
(2
∂2Φ

∂x∂y
− ∂2Ψ

∂2x
+
∂2Ψ

∂2y
) (2.51)

2.4 Τάσεις von Mises

Στον τομέα της Μηχανικής Στερεών Σωμάτων ο Richard von Mises συνέβαλε σημαντικά

στη θεωρία της πλαστικότητας, διατυπώνοντας αυτό που έχει γίνει γνωστό ως το κριτήριο

διαρροής von Mises (Von Mises yield criterion). Η ισοδύναμη τάση von Mises σeq χρησιμο-

ποιείται για να προβλέψει τη διαρροή των υλικών κάτω από οποιαδήποτε εντατική κατάσταση

από τα αποτελέσματα των απλών μονοαξονικών δοκιμών αντοχής. Ικανοποιεί την ιδιότητα ότι

δύο εντατικές καταστάσεις με την ίδια ενέργεια παραμόρφωσης έχουν ίση τάση von Mises.

Σύμφωνα με το συγκεκριμένο κριτήριο (γνωστό και ως κριτήριο μέγιστης ενέργειας παραμόρ-

φωσης), η διαρροή ενός όλκιμου υλικού ξεκινάει οταν η δεύτερη αμετάβλητη του αποκλίνοντος

τανυστή των τάσεων J2 φτάσει σε μια οριακή τιμή και εφαρμόζεται καλύτερα σε υλικά που

έχουν όλκιμη συμπεριφορά, όπως πολλά μέταλλα. Σε αυτη την ενότητα θα διατυπωθεί το

κριτήριο διαρροής von Mises στην θεωρία τάσεων ζεύγους. Αναλυτικότερα, η ισοδύναμη τάση

σeq ισούται με:

σeq =
√

3J2 (2.52)

Η δεύτερη αμετάβλητη του αποκλίνοντος τανυστή των τάσεων J2 για την θεωρία τάσεων

ζεύγους ορίζεται (Muhlhaus and Vardoulakis, 1987) :

J2 =
1

4
sijsij +

1

4
sijsji +

mijmij

2`2
(2.53)

όπου sij είναι ο αποκλίνων τανυστής των τάσεων. Απουσία των τάσεων ζεύγους (mij = 0,

sij = sji), η σχέση (2.53) εκφυλίζεται στην κλασική αναπαράσταση:

J2 =
1

2
sijsij (2.54)
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Για την περίπτωση επίπεδης παραμόρφωσης η σχέση (2.53) γίνεται:

J2 =
1

2
[s2xx + s2yy + s2zz] +

1

4
σ2xy +

1

2
σxyσyx +

1

4
σ2yx +

1

2

[(mxz

`

)2
+
(myz

`

)2]
(2.55)

Τελος, αντικαθιστώντας την σχέση (2.55) στην (2.52) προκύπτει η τελική έκφραση για

την ισοδύναμη τάση σeq στα πλασία της θεωρίας τάσεων ζεύγους:

σeq =

√
3

2
[s2xx + s2yy + s2zz] +

3

4
σ2xy +

3

2
σxyσyx +

3

4
σ2yx +

3

2

[(mxz

`

)2
+
(myz

`

)2]
(2.56)





Κεφάλαιο 3

Ορισμός του προβλήματος και

μεθοδολογία επίλυσης

3.1 Συνοριακές συνθήκες

Η παρούσα εργασία πραγματεύεται το πρόβλημα επαφής μεταξύ ενός απαραμόρφωτου διεισ-

δυτή τύπου σφήνας και ενός ελαστικού ημίχωρου. Το σώμα διέπεται απο τις εξισώσεις της

θεωρίας τάσεων ζεύγους στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Oxyz με αρχή των αξόνων

στην κεντρική γραμμή της γεωμετρίας του διεισδυτή. Επιπλέον, ο διεισδυτής φορτίζεται απο

συγκεντρωμένο φορτίο P και μία ροπή M , η οποία δημιουργεί κλίση στον διεισδυτή και η

επαφή γίνεται ασύμμετρη. Ακολούθως, παράγεται ασύμμετρη γραμή επαφής μήκους (b + a)

και βάθος επαφής δ.

ab

α

φ α+φ-α

M
P

x

y

δθ

Σχήμα 3.1: Διείσδηση ενός άκαμπτου διεισδυτή τύπου σφήνας σε ένα ελαστικό ημίχωρο υπο την

δράση ενός συγκεντρωμένου φορτίου P και μίας ροπής M

29
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Αναλυτικότερα, σύμφωνα με τον Johnson (1985) υποθέτουμε οτι ο διεισδυτής είναι ικα-

νοποιητικά μακρύς στην διεύθυνση z για να ισχύουν οι συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης.

Επιπλέον, η ημιγωνία του διεισδυτή θ πρέπει να προσεγγίζει τις 900 έτσι ώστε οι παραμορ-

φώσεις να είναι μικρές, όπως ορίζεται στα πλαίσια μιας γεωμετρικά γραμμικής θεωρίας. Για

την επίλυση του προβλήματος έγινε η παραδοχή οτι θ = 890. Ο διεισδυτής στρέφεται αντίθετα

απο την φορά των δεικτών του ρολογιού υπο την επίδραση ενός συγκεντρωμένου φορτίου P ,

το οποίο είναι μετατοπισμένο απο την κεντρική γραμμή της γεωμετρίας του σώματος κατα μια

θετική απόσταση e (εκκεντρότητα). Το πρόβλημα είναι ισοδύναμο με έναν διεισδυτή επιβαλ-

λόμενο σε ένα συγκεντρωμένο φορτίο P και μια ροπή M = −Pe (Σχήμα 3.1). Παρατηρούμε

οτι για e → 0 προκύπτει το αντίστοιχο συμμετρικό πρόβλημα επαφής, το οποίο έχει λυθεί

απο τους Zisis et al. (2014). Σε αυτό το σημείο πρέπει να τονισθεί ότι σε δι-διάστατα προ-

βλήματα επαφής παρουσιάζεται δυσκολία στον ακριβό προσδιορισμό του βάθους διεισδύσης δ.

Η δυσκολία αυτή δεν υφίσταται σε τρι-διάστατα προβλήματα επαφής. ΄Οπως έχει συζητηθεί

και απο τον Johnson (1985), η τιμή της μετατόπισης ενός σημείου της επιφάνειας του ελα-

στικού ημιχώρου κατα την φόρτιση απο σημειακό φορτίο, πάντα αναφερόμενοι σε δι-διάστατα

προβλήματα επαφής, δεν μπορεί να προσδιορισθεί ως τυχαίο σημείο το οποίο βρίσκεται στο

άπειρο, εξαιτίας του γεγονότος ότι οι μετατοπίσεις δεν φράσσονται και παρουσιάζουν συμπε-

ριφορά στο άπειρο O(lnρ), όπου ρ είναι η απόσταση απο το σημείο φόρτισης. Ακολούθως, η

ορθή μετατόπιση uy μπορεί να ορισθεί ως πρός κάποιο τυχαίο σημείο επιλογής στην επιφάνεια

του ημίχωρου (βλέπε Bower, 2009).

Για τα σημεία εντός της περιοχής επαφής (−b ≤ x ≤ a) ισχύουν οι παρακάτω γενικές

γεωμετρικές συνθήκες:

uy = δ − x(φ+ α), 0 ≤ x ≤ a

uy = δ − x(φ− α), −b ≤ x ≤ 0

(3.1)

όπου φ είναι η εξωτερική γωνία του διεισδυτή, α είναι η γωνία στροφής του διεισδυτή (|α| < φ)

και δ είναι μια θετική σταθερά, συγκεκριμένα το βάθος διείσδυσης στο x = 0, το οποίο είναι

απροσδιόριστο για διδιάστατα προβλήματα, όπως το υπο μελέτη. Επιπλέον, για μια ομαλή και

άτριβη επαφή, ισχύουν οι ακόλουθες συνοριακές συνθήκες ελκυστή (Shu and Fleck, 1998;

Zisis et al., 2014):

σyy(x, 0) = 0, x /∈ [−b, a] (3.2)

σyx(x, 0) = 0, −∞ ≤ x ≤ ∞ (3.3)

myz(x, 0) = 0, −∞ ≤ x ≤ ∞ (3.4)

οι οποίες συνοδεύονται απο τις εξής συμπληρωματικές εξισώσεις:∫ a

−b
σyy(x, 0)dx = −

∫ a

−b
p(x)dx = −P (3.5)
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∫ a

−b
σyy(x, 0)xdx = −

∫ a

−b
p(x)xdx = −M = Pe (3.6)

όπου p(x) ≥ 0 είναι η πίεση κάτω απο την επιφάνεια του διεισδυτή.

Τέλος, δεδομένου ότι το η οριζόντια επιφάνεια είναι απεριόριστη, οι παραπάνω συνοριακές

συνθήκες πρέπει να συμπληρωθούν από τις συνθήκες κανονικότητας στο άπερο:

σpq → 0, mpq → 0, ρ ≡
√
x2 + y2 →∞ (3.7)

3.2 Ολοκληρωτικοί μετασχηματισμοί Fourier

Το πρόβλημα επαφής επίπεδης παραμόρφωσης του διεισδυτή τύπου σφήνας επιλύεται με

την βοήθεια του ολοκληρωτικού μετασχηματισμού Fourier. Ο ευθύς μετασχηματισμός Fou-

rier και ο αντίστροφος του ορίζονται ως εξής:

f̂(ξ) =

∫ a

−b
f(x)eiξxdx, f(x) =

1

2π

∫ a

−b
f̂(ξ)e−iξxdξ (3.8)

όπου i ≡
√
−1

Ο μετασχηματισμός των (2.47) και (2.48) με την (3.8) παράγει τις ακόλουθες διαφορικές

εξισώσεις για τις μετασχηματισμένες τασικές συναρτήσεις:

d4Φ̂

dy4
− 2ξ2

d2Φ̂

dy2
+ ξ4Φ̂ = 0 (3.9)

`2
d4Ψ̂

dy4
− (1 + 2`2ξ2)

d2Ψ̂

dy2
+ ξ2(1 + `2ξ2)Ψ̂ = 0 (3.10)

Ομοίως, οι μετασχηματισμένες τάσεις, τάσεις-ζεύγη και μετατοπίσεις είναι οι εξής:

σ̂xx =
d2Φ̂

dy2
+ iξ

dΨ̂

dy
, σ̂yy = −ξ2Φ̂− iξ dΨ̂

dy

σ̂yx = iξ
dΦ̂

dy
− ξ2Ψ̂, σ̂xy = iξ

dΦ̂

dy
− d2Ψ̂

dy2

(3.11)

m̂xz = −iξΨ̂, m̂yz =
dΨ̂

dy
(3.12)
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ûx =
1

2µξ

(
i(1− ν)

d2Φ̂

dy2
− ξ dΨ̂

dy
+ iνξ2Φ̂

)

ûy =
1

2µξ2
(
(1− ν)

d3Φ̂

dy3
− (2− ν)ξ2

dΦ̂

dy
− iξ3Ψ̂

) (3.13)

Οι εξ. (3.9) και (3.10) έχουν την παρακάτω γενική λύση, η οποία πρέπει να είναι φραγμένη

καθώς y → +∞:

Φ̂(ξ, y) =
[
C1(ξ) + yC2(ξ)

]
e−|ξ|y (3.14)

Ψ̂(ξ, y) = C3(ξ)e
−|ξ|y + C4(ξ)e

−γy
(3.15)

όπου γ ≡ γ(ξ) = (`−2 + ξ2)
1
2

Χρησιμοποιώντας τις εξ. (3.2), (3.3) και (3.4) οι σχέσεις για τις άγνωστες σταθερές

Ci(ξ) (i = 1, 2, 3, 4) διαμορφώνονται ως εξής:

C2(ξ) = |ξ|C1(ξ)− iξ(1− |ξ|−1γ)C4(ξ) (3.16)

C3(ξ) = −γ|ξ|−1C4(ξ) (3.17)

όπου οι σταθερές C2(ξ), C3(ξ) συνδέονται μέσω των εξ. (2.45) και (2.46) σύμφωνα με:

C3(ξ) = −4i`2(1− ν)ξC2(ξ) (3.18)

Η μετασχηματισμένη πίεση κάτω απο την επιφάνεια του διεισδυτή σύμφωνα με την εξ.

(3.8) γράφεται ως:

p̂(ξ) =

∫ a

−b
p(x)eiξxdx = −σ̂yy(ξ, 0) = −

∫ ∞
−∞

σyy(x, 0)eiξxdx (3.19)

και λαμβάνοντας υπόψη την εξ. (3.11) είναι :

p̂(ξ) = ξ2Φ̂ + iξ
dΨ̂

dy
(3.20)
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Κάνοντας αντικατάσταση τις εξ. (3.14) και (3.15) στην (3.20) προκύπτει:

C1(ξ) =
p̂(ξ)

ξ2
(3.21)

Τέλος, σύμφωνα με τις εξ. (3.16)-(3.21) οι σχέσεις για τις μετασχηματισμένες τασικές

συναρτήσείς γράφονται:

Φ̂(ξ, y) =
[
1 +

|ξ|γy
γ − 4(1− ν)`2ξ2(|ξ| − γ)

]e−|ξ|y
ξ2

p̂(ξ) (3.22)

Ψ̂(ξ, y) = −
4i`2(1− ν)

[
|ξ|γe|ξ|y − ξ2e−γy

]
γ −

[
4(1− ν)`2ξ2(|ξ| − γ)

]
ξ
p̂(ξ) (3.23)

3.3 Ιδιόμορφη ολοκληρωτική εξίσωση

Στόχος είναι η εύρεση της κατανομής της πίεσης p(x) στην επιφάνεια επαφής. Για την

λύση του προβλήματος μικτών συνοριακών τιμών χρησιμοποιείται η μέθοδος των ιδιόμορ-

φων ολοκληρωτικών εξισώσεων. Στην κλασική θεωρία ελαστικότητας η γενική διαδικασία

αναγωγής προβλημάτων μικτών συνοριακών τιμών σε ιδιόμορφες ολοκληρωτικές εξισώσεις

παρουσιάζεται μεταξύ άλλων απο τους Erdogan (1978), Hills and Nowel (1994). Εφαρμογές

αυτής της τεχνικής στα πλαίσια της θεωρίας τάσων ζεύγους για προβλήματα επαφής επίπε-

δης παραμόρφωσης, μπορούν να αναζητηθουν στις εργασίες των Gourgiotis and Georgiadis

(2007,2008), Zisis et al. (2014), Gourgiotis et al. (2016) και στα πλαίσια της θεωρίας βαθ-

μίδας ελαστικότητας στις εργασίες των Paulinio et al. (2003), Gourgiotis and Georgiadis

(2009).

Ο ορισμός του αντίστροφου μετασχηματισμού Fourier στην (3.8) οδηγεί στην ακόλουθη

ολοκληρωτική εξίσωση:

duy
dx

=
1

2π

∫ ∞
−∞

(
−i
2µξ

(
(1− ν)

d3Φ

dy3
− (2− ν)ξ2

dΦ

dy
− iξ3Ψ

))
e−ixξdξ (3.24)

Ακολούθως, εάν ληφθούν υπόψη οι εκφράσεις για τις τασικές συναρτήσεις απο τις εξ.

(3.22) και (3.23), καθώς και της κατανομής πίεσης στην επιφάνεια επαδής απο την εξ. (3.20)

και θέτοντας y = 0 προκύπτει:
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duy
dx

∣∣∣∣
y=0

=
1

2π

∫ ∞
−∞

i(1− ν)|ξ|γ
µξ[4(1− ν)`2ξ2(|ξ| − γ)− γ]

(∫ a

−b
p(t)eiξtdt

)
e−ixξdξ (3.25)

Επιπλέον, αλλάζοντας την σειρά ολοκλήρωσης το πρόβλημα διέπεται απο την κάτωθι ολο-

κληρωτική εξίσωση:

duy
dx

∣∣∣∣
y=0

=
1

2π

∫ a

−b
p(t)

∫ ∞
−∞

(
i(1− ν)|ξ|γ

µξ[4(1− ν)`2ξ2(|ξ| − γ)− γ]

)
e−i(x−t)ξdξdt (3.26)

Τέλος, χρησιμοποιόντας τις συνοριακή συνθήκη στην εξ. (3.1) και γνωρίζοντας οτι η πο-

σότητα μέσα στην παρένθεση είναι περιττή συνάρτηση του ξ, η σχέση (3.26) μπορεί να γραφεί

ως:

1

µπ

∫ a

−b
K(x− t)p(t)dt = −φ− sign(x)α, x ∈ [−b, a] (3.27)

όπου ο πυρήνας K(x− t) ορίζεται ως:

K(x− t) =

∫ ∞
0

g(ξ)sin(ξ(x− t))dξ (3.28)

και

g(ξ) =
(1− ν)γ

4(1− ν)`2ξ2(ξ − γ)− γ
(3.29)

Αξίζει να σημειωθεί πως θέτοντας `→ 0 στην εξίσωση (3.27), προκύπτει η ολοκληρωτική

εξίσωση που διέπει το αντίστοιχο πρόβλημα στην κλασική Ελαστικότητα.

Ο πυρήνας K(x− s) στην εξ. (3.27) διαχωρίζεται στο κανονικό και στο ιδιόμορφο μέρος

του εξετάζοντας την ασυμπτωτική συμπεριφορά της συνάρτησης g(ξ) στο ξ → ∞ χρησιμο-

ποιόντας θεώρηματα τύπου Abel-Tauber (Ross, 1969). Παρατηρώντας οτι:

lim
ξ→∞

g(ξ) = g∞(ξ) = − 1− ν
3− 2ν

(3.30)

η g(ξ) διασπάται ως:

g(ξ) = g∞(ξ) + [g(ξ)− g∞(ξ)] (3.31)
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και ο πυρήνας K(x− t) γίνεται:

K(x− t) =

∫ ∞
0

g∞(ξ)sin(ξ(x− t))dξ︸ ︷︷ ︸
singular part

+

∫ ∞
0

[g(ξ)− g∞(ξ)]sin(ξ(x− t))dξ︸ ︷︷ ︸
regular part

= − 1− ν
3− 2ν

1

x− t
+N(x− t)

(3.32)

όπου:

N(x− t) =
2(1− ν)2

3− 2ν

∫ ∞
0

[
2`2ξ2(γ − ξ)− γ

γ + 4(1− ν)`2ξ2(γ − ξ)

]
sin(ξ(x− t))dξ (3.33)

ειναι ένας κανονικός (regular) πυρήνας.

Επιπλέον, χρησιμοποιούνται οι ακόλουθες κανονικοποιήσεις:

x =
a+ b

2
(r + c), t =

a+ b

2
(s+ c), ξ =

2

a+ b
ζ, ` =

a+ b

2
q (3.34)

όπου c = (a − b)/(a + b). Ακολούθως, η ιδιόμορφη ολοκληρωτική εξίσωση για την πίεση

κάτω απο την επιφάνεια του διεισδυτή παίρνει την εξής μορφή:

− 1− ν
3− 2ν

∫ 1

−1

p(s)

r − s
ds+

∫ 1

−1
Ñ(r − s)p(s)ds = µπ(−φ− sign(r)α), |r| ≤ 1 (3.35)

και οι συμπληρωματικές εξισώσεις (3.5) και (3.6) γράφονται:∫ 1

−1
p(s)ds =

2P

a+ b
(3.36)

∫ 1

−1
p(s)sds =

4M

(a+ b)2
− c 2P

a+ b
=

2P (b− a− 2e)

(a+ b)2
(3.37)

Σημειώνεται ότι το πρώτο ολοκλήρωμα της σκέψης (3.35) αντιμετωπίζεται ως ολοκλήρωμα

κύριας τιμής κατα Cauchy (CPV), ενώ ο κανονικοποιημένος πυρήνας Ñ(r − s) να έχει την

παρακάτω μορφή:

Ñ(r − s) =
2(1− ν)2

3− 2ν

∫ ∞
0

[
2q2ζ2(γ̃ − ζ)− γ̃

γ̃ + 4(1− ν)q2ζ2(γ̃ − ζ)

]
sin(ζ(r − s))dζ (3.38)

όπου γ̃ = (q−2 + ζ2)
1
2 . Το ολοκλήρωμα αυτό συγκλίνει, είναι ενας ημιτονικός μετασχημα-

τισμός Fourier και υπολογίζεται αριθμητικά μέσω των αλγορύθμων του Mathematica, όπου

λαμβάνεται υπόψη ο ταλαντευόμενος χαρακτήρας του.





Κεφάλαιο 4

Αριθμητική Επίλυση

4.1 Πίεση κάτω απο την επιφάνεια του διεισδυτή

Η αριθμητική λύση της ιδιόμορφης ολοκληρωτικής εξίσωσης (3.35) επιτυγχάνεται χρησι-

μοποιόντας την μέθοδο της παράθεσης (collocation method). Περαιτέρω, η πίεση μηδενίζεται

στα ακραία σημεία του μήκους επαφής. Οπως έχει επισυμανθεί απο τους Zisis et. al. (2014) η

παρουσία της συνάρτησης signum στο δεξί μέρος της εξ. (3.35) οδηγεί σε μια ασυνέχεια της

λύσης στο σημείο r = −(a− b)/(a+ b). Προκειμένου να αντιμετωπισθεί αυτό, γίνεται εφαρ-

μογή της μεθοδολογίας που προτάθηκε απο την εργασία (Ioakimidis, 1980) για προβλήματα

ρωγμών στα οποία η φόρτιση παρουσιάζει ασυνέχειες. Γίνεται η υπόθεση οτι:

p(s) = ψ(s) + h(s) (4.1)

όπου ψ(s) είναι μια νέα συνάρτηση η οποία πρέπει να προσδιορισθεί και h(s) ικανοποιεί την

ιδιόμορφη ολοκληρωτική εξίσωση:

− 1− ν
3− 2ν

∫ 1

−1

h(s)

r − s
ds = µπ(−φ− sign(r)α) (4.2)

Παρατηρείται οτι η εξ. (4.2) έχει την ίδια γενική μορφή με εκείνη που περιγράφει το

πρόβλημα του κεκλιμένου διεισδυτή τύπου σφήνας στην κλασική Ελαστικότητα (Sackfield et

all., 2005). Η αναλυτική λύση δίνεται απο τον σχέση:

h(s) = −2µ(3− 2ν)φ

π(1− ν)
log

∣∣∣∣∣∣
√

1+c
1−c −

√
1−s
1+s√

1+c
1−c +

√
1−s
1+s

∣∣∣∣∣∣
 (4.3)

όπου

c =
a− b
a+ b

(4.4)

37
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Επιπλέον, έχει αποδειχθεί οτι η παρακάτω σχέση συνδέει τα μεγέθη c, φ, θ (Sackfield et

all., 2005):

sin−1(c) =
πα

2φ
(4.5)

Με αντικατάσταση της εξ. (4.1) στην (3.35) και χρησιμοποιώντας την (4.3) καταλήγουμε

στην:

− 1− ν
3− 2ν

∫ 1

−1

ψ(s)

r − s
ds+

∫ 1

−1
Ñ(r − s)ψ(s)ds = f(r), |r| ≤ 1 (4.6)

όπου:

f(r) = −
∫ 1

−1
Ñ(r − s)h(s)ds (4.7)

Εύκολα αποδυκνείεται οτι η f(r) είναι συνεχής στο διάστημα r ∈ [−1, 1], επομένως μπορεί

να εφαρμοσθεί η μεθοδολογία που περιγράφεται απο τους Zisis et. al. (2014) για τον κυλιν-

δρικό διεισδυτή. Αναλυτικότερα υποθέτουμε οτι η συνάρτηση ψ(s) έχει την μορφή:

ψ(s) =
∞∑
n=0

anUn(s)
√

1− s2 (4.8)

όπου Un(s) είναι πολυώνυμα Chebyshev δεύτερης τάξης και αn πραγματικές σταθερές.

Ακολούθως, η ολοκληρωτική εξίσωση (4.6) γίνεται:

∞∑
n=0

an

(
− 1− ν

3− 2ν

∫ 1

−1

Un(s)
√

1− s2
r − s

ds+

∫ 1

−1
Un(s)

√
1− s2Ñ(r − s)ds

)
= f(r) (4.9)

Το πρώτο ολοκλήρωμα της εξ. (4.9) υπολογίζεται σαν ολοκλήρωμα CPV χρησιμοποι-

ώντας την εξής σχέση (Chan et al., 2003):

∫ 1

−1

Un(s)
√

1− s2
r − s

ds = πTn+1(r), n ≥ 0, |r| ≤ 1 (4.10)

όπου Tn+1(r) πολυώνημα Chebyshev πρώτης τάξης και Un(s) πολυώνυμα Chebyshev δεύτε-

ρης τάξης.

Επιπλέον, με αντικατάσταση της εξ. (4.10) στην (4.9) καταλήγουμε στην παρακάτω ε-

ξίσωση:
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∞∑
n=0

an

(
− (1− ν)π

3− 2ν
Tn+1(r) +Wn(r)

)
= f(r) (4.11)

όπου:

Wn(r) =

∫ 1

−1
Un(s)

√
1− s2Ñ(r − s)ds (4.12)

είναι ένα κανονικό ολοκλήρωμα, το οποίο μπορεί να υπολογισθεί μέσω της μεθόδου τετραγω-

νισμού Gauss-Chebyshev. Αναλυτικότερα είναι:

Wn(r) =

M∑
m=1

(
π

M + 1
sin2

[
mπ

M + 1

]
Un(sm)Ñ(r − sm)

)
(4.13)

όπου:

sm = cos

[
mπ

M + 1

]
, m = 1, 2, .....,M (4.14)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (4.13) και (4.14) στην (4.11) προκύπτει η τελική εξίσωση

που θα χρησιμοποιηθεί για την αριθμητική διακριτοποίηση:

∞∑
n=0

an

{
− (1− ν)π

3− 2ν
Tn+1(r) +

M∑
m=1

(
π

M + 1
sin2

[
mπ

M + 1

]
Un(sm)Ñ(r − sm)

)}
= f(r)

(4.15)

Η εξίσωση (4.15) λύνεται φράσσοντας την σειρά σε πεπερασμένο αριθμό n = N και χρη-

σιμοποιωντας μια κατάλληλη τεχνική παράθεσης με σημεία παράθεσης αυτά των ριζών της

TN+1(r):

rn = cos

[
(2n− 1)π

2(N + 1)

]
, n = 0, 1, 2, ......, N + 1 (4.16)

Με αυτο τον τρόπο σχηματίζεται μια γραμμική αλγεβρική εξίσωση για τις N + 1 σταθερές

αn. Σε αυτό το σημείο σημειώνεται οτι οι συμπληρωματικές εξισώσεις (3.36) και (3.37)

δεν απαιτούνται για τον υπολογισμό των συντελεστών αn αλλα είναι απαραίτητες για τον

υπολογισμό των μηκών επαφής a και b (Zisis et. al., 2014). Στο παρόν πρόβλημα, αντι να

υπολογίζονται απευθείας τα μήκη επαφής, είναι προτιμώτερος ο υπολογισμός του φορτίου P

και της εκκεντρότητας e για δεδομένες τιμές των a και b.
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4.2 Τάσεις εντός του ημιχώρου

Σε αυτή την ενότητα περιγράφεται η διαδικασία υπολογισμού του τασικού πεδίου εντός

του ελαστικού ημίχωρου. Η ανάλυση θα γίνει ενδεικτικά για την σyy και με ανάλογο τρόπο

υπολογίζονται τα τασικά πεδία για τις υπόλοιπες τάσεις και τάσεις ζεύγους. Αναλυτικότερα,

με αντικατάσταση των εξ. (3.22) και (3.23) στην (3.11) προκύπτει:

σ̂yy(ξ, y) =

[
−
(

1 +
ξγy

γ − 4(1− ν)`2ξ2(|ξ| − γ)

)
e−|ξ|y

−4ξ2`2(1− ν)[γe−γy − e−|ξ|γ ]

γ − 4(1− ν)`2ξ2(|ξ| − γ)

]
p̂(ξ)

(4.17)

όπου:

p̂(ξ) =

∫ ∞
−∞

p(t)eiξtdt (4.18)

Εφαρμόζοντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier στην σ̂yy(ξ, y) είναι:

σyy(x, y) =
1

2π

∫ ∞
−∞

σ̂yy(ξ, y)e−iξxdξ (4.19)

και αντικαθιστώντας την σχέση (4.17) στην (4.19) προκύπτει η παρακάτω ολοκληρωτική ε-

ξίσωση:

σyy(x, y) =
1

2π

∫ ∞
−∞

{[
−
(

1 +
ξγy

γ − 4(1− ν)`2ξ2(|ξ| − γ)

)
e−|ξ|y

−4ξ2`2(1− ν)[γe−γy − e−|ξ|γ ]

γ − 4(1− ν)`2ξ2(|ξ| − γ)

][ ∫ a

−b
p(t)eiξtdt

]}
e−iξxdξ

(4.20)

Αλλάζοντας την σειρά ολοκλήρωσης στην εξ. (4.20) γράφουμε:

σyy(x, y) =
1

2π

∫ a

−b
p(t)

∫ ∞
−∞

{[
−
(

1 +
ξγy

γ − 4(1− ν)`2ξ2(|ξ| − γ)

)
e−|ξ|y

−4ξ2`2(1− ν)[γe−γy − e−|ξ|γ ]

γ − 4(1− ν)`2ξ2(|ξ| − γ)

]}
e−iξ(x−t)dξdt

(4.21)
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Παρατηρείται πως η σχέση:

−
(

1 +
ξγy

γ − 4(1− ν)`2ξ2(|ξ| − γ)

)
e−|ξ|y − 4ξ2`2(1− ν)[γe−γy − e−|ξ|γ ]

γ − 4(1− ν)`2ξ2(|ξ| − γ)
(4.22)

είναι άρτια ως προς ξ, επομένως η σχέση (4.21) μπορεί να γραφεί ως:

σyy(x, y) =
1

π

∫ a

−b
p(t)

∫ ∞
0

K(x− t, ξ)dξdt (4.23)

όπου:

K(x− t, ξ) =

[
−
(

1 +
ξγy

γ − 4(1− ν)`2ξ2(ξ − γ)

)
e−ξy

−4ξ2`2(1− ν)[γe−γy − e−ξγ ]

γ − 4(1− ν)`2ξ2(ξ − γ)

]
cos[ξ(x− t)]

(4.24)

Ακολούθως, χρησιμοποιείται η παρακάτω κανονικοποίηση:

y =
a+ b

2
z (4.25)

και μαζί με τις κανονικοποιήσεις της σχέσης (3.34) η εξ. (4.23) γίνεται:

σyy(r, z) =
1

π

∫ 1

−1
p(s)R(r − s, ζ)ds (4.26)

όπου:

R(r − s, ζ) =

∫ ∞
0

K(r − s, ζ)dζ (4.27)

και

K(r − s, ζ) =

[
−
(

1 +
ζγ̃z

γ̃ − 4(1− ν)q2ζ2(ζ − γ̃)

)
e−ζz

−4ζ2q2(1− ν)[γ̃e−γ̃z − e−ζγ̃ ]

γ̃ − 4(1− ν)q2ζ2(ζ − γ̃)

]
cos[ζ(r − s)]

(4.28)

Επιπλέον, κάνοντας χρήση των σχέσεων (4.1) και (4.8) προκύπτει η ακόλουθη έκφραση

για την πίεση κάτω απο τον διεισδυτή:
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p(s) = h(s) +
∞∑
n=0

anUn(s)
√

1− s2 (4.29)

Αντικαθιστώντας την σχέση (4.29) στην (4.27) η σyy(r, z) παίρνει την ακόλουθη μορφή:

σyy(r, z) =
1

π

{∫ 1

−1
h(s)R(r − s, ζ)ds+

∞∑
n=0

∫ 1

−1
anUn(s)

√
1− s2R(r − s, ζ)ds

}
(4.30)

Το ολοκλήρωμα

I =

∫ 1

−1
anUn(s)

√
1− s2R(r − s, ζ)dζ (4.31)

υπολογίζεται με την μέθοδο τετραγωνισμού Gauss-Chebyshev σύμφωνα με την ακόλουθη

σχέση:

I =

M∑
m=1

π

M + 1
sin2

[
mπ

M + 1

]
Un(sm)R(r − sm, ζ) (4.32)

όπου:

sm = cos

[
mπ

M + 1

]
, m = 1, 2, ....,M (4.33)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (4.31) και (4.32)-(4.33) και φράσοοντας τό άθροισμα σε πεπε-

ρασμένο αριθμό N , καταλήγουμε στην τελική έκφραση για την σyy :

σyy(r, z) =
1

π

∫ 1

−1
h(s)R(r − s, ζ)ds+

1

M + 1

N∑
n=0

M∑
m=1

sin2

[
mπ

M + 1

]
Un(sm)R(r − sm, ζ)

(4.34)



Κεφάλαιο 5

Αποτελέσματα και Συζήτηση

Στη παρούσα ενότητα γίνεται η ανάλυση και ο σχολιασμός των αποτελεσμάτων. Συγκε-

κριμένα, εξετάζεται η επίδραση του κανονικοποιημένου χαρακτηριστικού μήκους 2`/(a + b),

της κλίσης του διεισδυτή μέσω του λόγου a/b και του λόγου Poisson ν, στην εκκεντρότητα,

την μέση πίεση, την καταναμομή της πίεσης κάτω απο την επιφάνεια του διεισδυτή και των

τασικών πεδίων. Επιπλέον, παρέχονται λύσεις για τις τάσεις και τις τάσεις ζεύγους κάτω απο

την αιχμή του διεισδυτή (r = −(a − b)/(a + b)). ΄Οπου είναι εφικτό γίνεται σύγκριση των

αποτελεσμάτων με τα αντίστοιχα της κλασικής ελαστικότητας.

5.1 Εκκεντρότητα και μέση πίεση

Στο σχήμα 5.1(a) παρουσιάζεται η αδιαστοποιημένη εκκεντρότητα e/eclass συναρτήσει του

κανονικοποιημένου χαρακτηριστικού μήκους του υλικού 2`/(a+ b) για διαφορετικές τιμές του

λόγου a/b και του λόγου Poisson ν. ΄Οσο ο λόγος 2`/(a+ b) απομακρύνεται απο το μηδέν, η

εκκεντρότητα παρουσιάζει μια απότομη μείωση φτάνοντας στην ελάχιστη τιμή της όταν 2`/(a+

b) → 0.5. Για ακόμα μεγαλύτερες τιμές του κανονικοποιημένου χαρακτηριστικού μήκους, η

εκκεντρότητα αυξάνεται και προσεγγίζει την τιμή της κλασικής ελαστικότητας (e → eclass)

όταν 2`/(a+ b)→∞. Υπό το πρίσμα όσων αναφέρθηκαν παραπάνω, συμπεραίνεται πως όταν

το μέγεθος της μικροδομής του υλικού είναι συγκρίσιμο με το μήκος επαφής του διεισδυτή,

παρατηρείται μια μείωση της απαίτησης εκκεντρότητας (μειωμένη ροπήM για δεδομένο φορτίο

P ) σε σχέση με αυτή της κλασικής ελαστικότητας για την επίτευξη δεδομένης τιμής του

λόγου a/b. ΄Οσο αναφορά τον λόγο Poisson ν, αξίζει να σημειωθεί πως αυξανόμένου ν, τόσο

μεγαλύτερη είναι η απαίτηση εκκεντρότητας για την επίτευξη δεδομένης τιμής του λόγου a/b,

και η επίδραση του γίνεται μέγιστη όταν 2`/(a+ b)→ 0.5.

Στο σχήμα 5.1(b) απεικονίζεται η αδιαστατοποιημένη μέση πίεση κάτω απο την επιφάνεια

του διεισδυτή pav/pav,class συναρτήσει του κανονικοποιημένου χαρακτηριστικού μήκους του

υλικού 2`/(a+ b), για διαφορετικές τιμές του λόγου a/b και του λόγου Poisson ν. Παρατη-

ρείται πως όσο ο λόγος 2`/(a + b) αυξάνεται, η αδιαστατοποιημένη μέση πίεση pav/pav,class

αυξάνεται μέχρι να αποκτήσει μια οριακή τιμή:

43
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lim
`→∞

pav
pav,class

= 3− 2ν (5.1)

Επιπροσθέτως, για σταθερές τιμές του λόγου Poisson ν και του μήκους επαφής a + b,

όσο αυξάνεται η κλίση του διεισδυτή, η μέση πίεση pav ελαττώνεται. Παρατηρώντας το δι-

άγραμμα 5.1(b) στην περιοχή 0.2 < 2`/(a + b) < 0.8 προκύπτει πως όσο μικρότερος είναι ο

λόγος a/b (μεγαλύτερη κλίση του διεισδυτή), η αδιαστατοποιημένη μέση πίεση pav/pav,class

γίνεται μεγαλύτερη παρόλο που η μέση πίεση κατα απόλυτη τιμή μειώνεται. Απο τα παραπάνω

προκύπτει το ενδιαφέρον συμπέρασμα πως ο κεκλιμένος διεισδυτής είναι περισσότερο επιρρε-

πής σε φαινόμενα κλίμακας και όσο μεγαλύτερη είναι η κλίση του, τόσο μεγαλύτερες είναι οι

αποκλίσεις απο την θεωρία της κλασικής ελαστικότητας. ΄Οσο το κανονικοποιημένο χαρα-

κτηριστικό μήκος 2`/(a+ b) απομακρύνεται απο αυτή την περιοχή, σταδιακά παύει να ισχυεί

αυτή η διαφορόποιηση και ο λόγος pav/pav,class συγκλίνει στην τιμή 3− 2ν, ανεξαρτήτως της

κλίσης του διεισδυτή.

Αξίζει να σημειωθεί πως καθώς το κανονικοποιημένο χαρακτηριστικό μήκος αυξάνεται,

η μέση πίεση δεν επηρεάζεται απο την κλίση του διεισδυτή, παρα μόνο απο την μικροδομή

του υλικού και το λόγο Poisson ν, με την επίδραση του δεύτερου να γίνεται μέγιστη όταν

2`/(a+ b)→∞.

2 / (  +  )l a b 2 / (  +  )l a b

e
eclass

pav

pav, class

ν=0

ν=0.5ν=0.3

black symbols a/b=1/3

red symbols a/b=1/2

black symbols a/b=1/3

red symbols a/b=1/2

green symbols a/b=1

ν=0

ν=0.3

ν=0.5

(a) (b)

Σχήμα 5.1: Επίδραση του κανονικοποιημένου χαρακτηριστικού μήκους 2`/(a+ b), (a) στην αδιαστα-

τοποιημένη εκκεντρότητα e/eclass και (b) την αδιαστατοποιημένη μέση πίεση pav/pav,class, για ν = 0,

ν = 0.3 και ν = 0.5 και a/b = 1, a/b = 0.5 και a/b = 0.33.
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5.2 Κατανομή της πίεσης

Στα σχήματα (5.2) − (5.4) παρουσιάζονται επιλεγμένα διαγράμματα της κανονικοποιη-

μένης κατανομής της πίεσης κάτω απο την επιφάνεια του διεισδυτή για τρείς διαφορετικές

τιμές του λόγου a/b, συγκεκριμένα για a/b = 1, a/b = 1/2 και a/b = 1/3. Τα αποτελέσματα

παρουσιάζονται για λόγους Poisson ν = 0 και ν = 0.5, για τις περιπτώσεις της κλασικής ελα-

στικότητας και της θεωρίας τάσεων ζεύγους για υλικά με κανονικοποιημένο χαρακτηριστικό

μήκος 2`/(a+ b) = 0.1, 0.5, και 1.0.

΄Οσο το κανονικοποιημένο χαρακτηριστικό μήκος του υλικού 2`/(a+ b) αυξάνεται, η κα-

τανομή της πίεσης κάτω απο την επιφάνεια του διεισδυτή παρουσιάζει σημαντική αύξηση σε

σχέση με τα αντίστοιχα αποτελέσματα που προβλέπονται απο την κλασική ελαστικότητα. Συ-

γκεκριμένα, για μικρές τιμές του λόγου 2`/(a+ b), η κατανομή της πίεσης προσεγγίζει αυτή

της κλασικής ελαστικότητας. Σημειώνεται πως τόσο η κλασική ελαστικότητα, όσο και η θε-

ωρία τάσεων-ζεύγους παρουσιάζουν λογαριθμική ιδιομορφία στο σημείο r = −(a− b)/(a+ b).

Οσο ο λόγος 2`/(a+b) αυξάνεται, η μικροδομή επηρεάζει όλο και περισσότερο την μακροσκο-

πική συμπεριφορά του διεισδυτή και ο ελαστικός ημίχωρος γίνεται πιο δύσκαμπτος. Τέλος,

παρατηρείται πως όσο αυξάνεται ο λόγος Poisson, η πίεση κάτω απο τον διεισδυτή αυξάνεται.

a b/ =1

Σχήμα 5.2: Η κατανομή της αδιάστατοποιημένης πίεσης p(r)/µcot(φ) κάτω απο την επιφάνεια του

διεισδυτή συναρτήσει της κανονικοποιημένης απόστασης r = (2x− a+ b)/(a+ b) για a/b = 1, ν = 0

και ν = 0.5 και διάφορες τιμές του λόγου 2`/(a+ b).
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a b/ =1/2a b/ =1/2

Σχήμα 5.3: Η κατανομή της αδιάστατοποιημένης πίεσης p(r)/µcot(φ) κάτω απο την επιφάνεια του

διεισδυτή συναρτήσει της κανονικοποιημένης απόστασης r = (2x − a + b)/(a + b) για a/b = 1/2,

ν = 0 και ν = 0.5 και διάφορες τιμές του λόγου 2`/(a+ b).

a b/ =1/3 a b/ =1/3

Σχήμα 5.4: Η κατανομή της αδιάστατοποιημένης πίεσης p(r)/µcot(φ) κάτω απο την επιφάνεια του

διεισδυτή συναρτήσει της κανονικοποιημένης απόστασης r = (2x − a + b)/(a + b) για a/b = 1/3,

ν = 0 και ν = 0.5 και διάφορες τιμές του λόγου 2`/(a+ b).
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5.3 Τάσεις και τάσεις ζεύγους καθ΄ ύψος κάτω απο την

αιχμή του διεισδυτή

Σε αυτήν την ενότητα παρουσιάζονται οι αδιαστατοποιημένες τάσεις και οι τάσεις ζεύγους

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή (r = −(a− b)/(a+ b)) κατα μήκος του άξονα 2y/(a+ b).

Απο τα αποτέλεσματα των αναλύσεων γίνεται φανερή η επίδραση του χαρακτηριστικού μήκους

του υλικού καθώς παρατηρείται σημαντική διακύμανση της εντατικής κατάστασης σε σύγκριση

με τα αντίστοιχα αποτελέσματα της κλασικής ελαστικότητας. ΄Ομως, εκτός απο την επιρροή

της μικροδομής του υλικού, σημαντική επίδραση στην απόκριση της επαφής έχει και η κλίση

του διεισδυτή όπου διαπιστώνεται διαφοροποίηση τών τάσεων ανάλογα με το λόγο a/b.

5.3.1 Επίδραση του κανονικοποιημένου χαρακτηριστικού μήκους

Στα διαγράμματα που ακολουθούν απεικονίζονται οι αδιαστατοποιημένες τάσεις και οι

τάσεις ζεύγη για σταθερή κλίση του διεισδυτή (σταθερός λόγος a/b = 1/2) και διάφορες

τιμές του κανονικοποιημένου χαρακτηριστικού μήκους, για ν = 0 και ν = 0.5.

σxx

μ φ)cot(
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Σχήμα 5.5: Η σxx/µ cot(φ) συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a + b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, a/b = 0.5 και διάφορες τιμές του λόγου

2`/(a+ b).

Για μικρές τιμές του λόγου 2`/(a + b), η σxx/µ cot(φ) παρουσιάζει την ίδια συμπεριφο-

ρά με αυτή που προβλέπεται απο την κλασική ελαστικότητα, ενώ για μεγαλύτερες τιμές τα

αποτελέσματα διαφοροποιούνται. Συγκεκριμένα, παρατηρώντας το σχήμα (5.5) στην περιοχή

2y/(a + b) < 0.6 για τους λόγους 2`/(a + b), 0.5 και 1, διαπιστώνεται οτι η σxx/µ cot(φ)

αυξάνεται αλβγεβρικά όσο το κανονικοποιημένο χαρακτηριστικό μήκος του υλικού αυξάνε-

ται. Μάλιστα για 2`/(a + b) = 1 και ν = 0 αλλάζει πρόσημο κοντά στην επιφάνεια του

υλικού (2y/(a+ b) ' 0.1). Αυτό έχει ως αποτέλεσμα ένα στοιχειώδες σωματίδιο του υλικού

που βρίσκεται σε αυτή την περιοχή να καταπονείται απο εφελκυστικές τάσεις αντί των ανα-

μενόμενων θλιπτικών τάσεων που προβλέπονται απο την κλασική ελαστικότητα. Αξίζει να
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τονισθεί οτι όσο μεγαλύτερος είναι ο λόγος Poisson, τόσο μεγαλύτερη είναι η σxx/µ cot(φ)

κατα απόλυτη τιμή (θλιπτική) και απαιτούνται πολύ μεγαλύτερες τιμές του κανονικοποιημένου

χαρακτηριστικού μήκους του υλικού, προκειμένου να παρατηρηθεί εναλλαγή του πρόσημου

της τάσης.
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a b+

2y

a b+

Classical Elasticity Classical Elasticity
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Σχήμα 5.6: Η σyy/µ cot(φ) συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a + b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, a/b = 1/2 και διάφορες τιμές του λόγου

2`/(a+ b).

΄Οσο αναφορά την συμπεριφορά της σyy/µ cot(φ) (Σχήμα 5.6), παρατηρείται ομοιότητα

με την κλασική ελαστικότητα. ΄Οπως αναφέρθηκε στην προηγούμενη ενότητα, τόσο η λύση

της κλασικής ελαστικότητας, όσο και αυτή της θεωρίας τάσεων ζεύγους παρουσιάζουν λο-

γαριθμηκή ιδιομορφία στο σημείο y = 0. Στην περιοχή 2y/(a + b) < 1, αύξηση του λόγου

2`/(a + b), συνεπάγεται αύξηση της σyy/µ cot(φ), ενώ για μεγαλύτερες τιμές του βάθους

του ημίχωρου, η σyy/µ cot(φ) τείνει στην αντίστοιχη τιμή της κλασικής ελαστικότητας. Αυτή

η συμπεριφορά έχει ως αποτέλεσμα το στοιχειώδες σωματίδιο του υλικού που βρίσκεται σε

βάθος κοντά στην επιφάνεια του ημίχωρου να επιβάλλεται σε αρκετά μεγαλύτερες θλιπτικές

τάσεις σε σχέση με αυτές που προβλέπονται απο την κλασική ελαστικότητα. Συγκεκριμένα,

για ν = 0, 2`/(a+ b) = 1 και βάθος 2y/(a+ b) = 0.1 είναι:

σyy
σyy,clas

= 1.68. (5.2)

Για τις διατμητικές τάσεις ισχύουν τα παρακάτω. Η σxy/µ cot(φ) μειώνεται αλγεβρικά όσο

ο λόγος 2`/(a + b) αυξάνεται. Γίνεται αντιληπτό απο το σχήμα (5.7) πως ο λόγος Poisson

ν δεν επηρεάζει σε σημαντικό βαθμό τα αποτελέσματα, παρόλα αυτά παρατηρείται μια μικρή

αύξηση των τάσεων κατ΄ απόλυτη τιμή. Τέλος, ενώ η κλασική ελαστικότητα προβλέπει η

σxy/µ cot(φ) να τείνει στο μηδέν στο σημείο της επαφής, δεν ισχυεί το ίδιο για την θεωρία
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τάσεων ζεύγους, όπου παρατηρείται ολο και μεγαλύτερη τάση (κατ΄ απόλυτη τιμή) στο σημείο

της επαφής για αυξανόμενους λόγους 2`/(a+ b).
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Σχήμα 5.7: Η σxy/µ cot(φ) συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a + b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, a/b = 1/2 και διάφορες τιμές του λόγου

2`/(a+ b).

Αντίθετα η σyx/µ cot(φ) αυξάνεται αλγεβρικά όσο αυξάνεται το κανονικοποιημένο χαρα-

κτηριστικό μήκος του υλικού. Μάλιστα για ν = 0 και 2`/(a+b) = 1, η τάση αλλάζει πρόσημο.

Η επιρροή του λόγου Poisson είναι μεγαλύτερη απ΄ ότι στην σxy/µ cot(φ) αφού όπως φαίνεται

απο το διάγραμμα (5.8), οι τάσεις είναι αρκετά μεγαλύτερες (κατ΄ απόλυτη τιμή) για ν = 0.5.

2y

a b+

σyx

μ φ)cot(

2y

a b+

Classical Elasticity

Classical Elasticity

Σχήμα 5.8: Η σyx/µ cot(φ) συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a + b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, a/b = 1/2 και διάφορες τιμές του λόγου

2`/(a+ b).
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Οι αδιαστατοποιημένες τάσεις ζεύγους mxz/µ cot(φ)` και myz/µ cot(φ)` για μεγαλύτερες

τιμές του λόγου 2`/(a+b) αυξάνονται (κατ΄ απόλυτη τιμή) εως ότου 2`/(a+b)→ 0.5. Για τιμές

του κανονικοποιημένου χαρακτηριστικού μήκους μεγαλύτερες απο 0.5, οι αδιαστοποιημένες

τάσεις ζεύγους παρουσιάζουν μια περίεργη συμπεριφορά όπου σε σημεία κοντά της επιφάνειας

του υλικού παρουσιάζονται αυξανόμενες και σε σημεία μεγαλύτερου βάθος μειωμένες (κατ΄

απόλυτη τιμή) .
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Σχήμα 5.9: Η mxz/µ cot(φ)` συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a+ b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, a/b = 1/2 και διάφορες τιμές του λόγου

2`/(a+ b).
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Σχήμα 5.10: Η myz/µ cot(φ)` συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a+b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, a/b = 1/2 και διάφορες τιμές του λόγου

2`/(a+ b).
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Αναλυτικότερα, παρατηρώντας το σχήμα (5.9) σε βάθος 2y/(a + b) < 0.5, για 2`/(a +

b) = 0.5 και 2`/(a + b) = 1, η mxz/µ cot(φ)` είναι μεγαλύτερη (κατ΄ απόλυτη τιμή) στην

πρώτη περίπτωση, ενώ σε μεγαλύτερο βάθος στην δεύτερη περίπτωση. Παρόμοια συμπεριφορά

παρουσιάζει και η myz/µ cot(φ)`, όπου σύμφωνα με το διάγραμμα (5.10) για βάθος 2y/(a+

b) < 1.0 και τιμές του λόγου 2`/(a + b), 0.5 και 1.0, οι αδιαστατοποιήμενες τάσεις ζεύγη

στην πρώτη περίπτωση είναι μεγαλύτερες (κατ΄ απόλυτη τιμή), ενώ σε μεγαλύτερο βάθος οι

αντίστοιχες της δεύτερης περίπτωσης υπερισχύουν.
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Σχήμα 5.11: Η σeq/µ cot(φ) συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a+ b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, a/b = 1/2 και διάφορες τιμές του λόγου

2`/(a+ b).

Τέλος, παρατηρώντας το σχήμα (5.11), οι αδιαστατοποιημένες τάσεις von Mises σeq/µ cot(φ)

σε βάθος κοντα στην επιφάνεια του υλικού, είναι αρκετά μεγαλύτερες όσο ο λόγος 2`/(a+ b)

αυξάνεται. Αυτο έχει ως αποτελέσμα η διαρροή του υλικού να επέρχεται γρηγορότερα στις

περιπτώσεις όπου το κανονικοποιημένο χαρακτηριστικό μήκος έιναι μεγάλο. ΄Οσο αυξάνεται

το βάθος του υλικού, η σeq/µ cot(φ) τείνει στην τιμή της κλασικής ελαστικότητας. Συγκε-

κριμένα, για ν = 0, 2`/(a+ b) = 1 και βάθος 2y/(a+ b) = 0.1 είναι:

σeq
σeq,clas

= 2.17 (5.3)
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5.3.2 Επίδραση της κλίσης του διεισδυτή

Στα διαγράμματα που ακολουθούν παρουσιάζονται οι αδιαστατοποιημένες τάσεις και οι

τάσεις ζεύγους για σταθερή τιμή του κανονικοποιημένου χαρακτηριστικού μήκους του υλικού,

2`/(a+ b) = 0.5 και διάφορες τιμές λόγου a/b, για ν = 0 και ν = 0.5.
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Σχήμα 5.12: Η σxx/µ cot(φ) συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a+ b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, 2`/(a + b) = 0.5 και διάφορες τιμές του

λόγου a/b.
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Σχήμα 5.13: Η σyy/µ cot(φ) συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a+ b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, 2`/(a + b) = 0.5 και διάφορες τιμές του

λόγου a/b.

΄Οσο αναφορά τις αδιαστατοποιημένες ορθές τάσεις, η σxx/µ cot(φ) παρουσιάζει σημαντική

διαφοροποίηση ανάλογα με τον λόγο a/b κοντά στην επιφάνεια του υλικού (2y/(a+b) < 0.5).

Αντίθετα η σyy/µ cot(φ) δεν επηρεάζεται σημαντικά απο την κλίση του διεισδυτή κοντά στην
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επιφάνεια του υλικου. Συγκεκριμένα, για βάθος 2y/(a+ b) = 0.1 και a/b = 1/3, για ν = 0,

υφίσταται μείωση της σxx κατά 12.7% και της σyy κατα 6.6% σε σχέση με τα αποτελέσματα

της αντίστοιχης συμμετρικής επαφής. Απο την άλλη, όσο αυξάνεται το βάθος, η κλίση του

διεισδυτή ελαττώνει την επιρροή της στην σxx, ενώ η σyy επηρεάζεται σε μεγαλύτερο βαθμό,

γεγονός που προκύπτει απο τα αντίστοιχα ποσοστά μείωσης τους στο βάθος 2y/(a+ b) = 1,

τα οποία υπολογίζονται 9.7% και 11.5% αντίστοιχα.
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Σχήμα 5.14: Η σxy/µ cot(φ) συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a+ b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, 2`/(a + b) = 0.5 και διάφορες τιμές του

λόγου a/b.
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Σχήμα 5.15: Η σyx/µ cot(φ) συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a+ b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, 2`/(a + b) = 0.5 και διάφορες τιμές του

λόγου a/b.

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι αδιαστατοποιημένες διατμητικές τάσεις σxy/µ cot(φ)

και σyx/µ cot(φ), όπου σύμφωνα με τα διαγράμματα (5.14) και (5.15), δεν είναι πλέον μηδενικές

αλλά αυξάνονται κατ΄ απόλυτη τιμή όσο αυξάνεται η κλίση του διεισδυτή.
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Σχήμα 5.16: Η mxz/µ cot(φ)` συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a+b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, 2`/(a + b) = 0.5 και διάφορες τιμές του

λόγου a/b.

2y

a b+

2y

a b+

2y

a b+

2y

a b+

Σχήμα 5.17: Η myz/µ cot(φ)` συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a+b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, 2`/(a + b) = 0.5 και διάφορες τιμές του

λόγου a/b.

Στό σχήμα (5.16) παρουσιάζεται η αδιαστατοποιημένη τάση ζέυγους mxz/µ cot(φ)`, η

οποία εμφανίζει μείωση του μέτρου της όσο αυξάνεται η κλίση του διεισδυτή. Για τιμές του

λόγου 2y/(a + b) στο εύρος 0 − 1, η επιρροή του λόγου a/b στην τιμή της mxz/µ cot(φ)`

αυξάνεται όσο απομακρυνόμαστε απο την επιφάνεια του υλικου. Συγκεκριμένα, για ν = 0,

2y/(a+b) = 1 και a/b = 1/3, παρατηρείται μείωση 12.3% σε σχέση με την αντίστοιχη τιμή της

συμμετρικής επαφής. ΄Οσο πλησιάζουμε την επιφάνεια του ημίχωρου, τόσο μικρότερη είναι η

επίδραση του λόγου a/b, κάτι που εύκολα διαπιστώνεται αν εξεταστεί το αντίστοιχο ποσοστό

μείωσης της mxz/µ cot(φ)` στο βάθος 2y/(a+ b) = 0.1, τό οποίο υπολογίζεται 8.3%. Η συ-

μπεριφορά της myz/µ cot(φ)` στο σχήμα (5.17) είναι παρόμοια με αυτή των αδιαστοποιημένων
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διατμητικών τάσεων σxy/µ cot(φ) και σyx/µ cot(φ). Αναλυτικότερα, ενώ στην συμμετρική ε-

παφή προβλέπεται μηδενική καθ΄ όλο το βάθος του ημίχωρου, στην θεωρία τάσεων ζεύγους

εμφανίζεται μη μηδενική και αυξάνεται με την αύξηση της κλίσης του διεισδυτη.

2y

a b+

2y

a b+

2y

a b+

2y

a b+

Σχήμα 5.18: Η σeq/µ cot(φ) συναρτήσει της κατακόρυφης κανονικοποιημένης απόστασης 2y/(a+ b)

κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή για ν = 0 και ν = 0.5, 2`/(a + b) = 0.5 και διάφορες τιμές του

λόγου a/b.

Τέλος, σύμφωνα με το διάγραμμα (5.18), η σeq/µ cot(φ) παρουσιάζει παρόμοια συμπερι-

φορά με την σyy/µ cot(φ). Αναλυτικότερα, για ν = 0, 2y/(a + b) = 0.1 και a/b = 1/3,

παρατηρείται μείωση 6.5% σε σχέση με την αντίστοιχη τιμή της συμμετρικής επαφής, ενώ το

αντίστοιχο ποσοστό για 2y/(a+ b) = 1 ανέρχεται σε 11.2%.
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Σχήμα 5.19: Το ποσοστό μείωσης των τάσεων συναρτήσει του κανονικοποιημένου βάθους 2y/(a+b),

για a/b = 1/3 και ν = 0, σε σχέση με τις αντίστοιχες τάσεις της συμμετρικής επαφής
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Στο σχήμα (5.19) δίνεται το ποσοστό μείωσης τών σxx, σyy, mxz και σeq κάτω απο την

αιχμή του διεισδυτή, συναρτήσει του αδιστατοποιημένου βάθους του υλικού 2y/(a + b), για

ν = 0 και a/b = 1/3, σε σχέση με τις αντίστοιχες τάσεις και τάσεις ζεύγους της συμμετρι-

κής επαφής. Παρατηρώντας το εν λόγω διάγραμμα διαπιστώνεται πως η κλίση του διεισδυτή

επηρεάζει τα αποτελέσματα των τάσεων και τάσεων ζεύγους σε ποσοστό που δεν μπορεί να

θεωρηθεί αμελητέο. Αφενός οι ορθές τάσεις σxx, σyy, η τάση ζεύγους mxz και η ισοδύναμη

τάση von Mises σeq μειώνονται όσο αυξάνεται η κλίση του διεισδύτη, αφετέρου οι διατμητικές

τάσεις σxy, σyx και η τάση ζεύγους myz αυξάνονται σε μεγάλο βαθμό ενώ στην συμμετρική

επαφή είναι μηδενικές.

5.4 Τασικά πεδία

Σε αυτή την ενότητα παρατίθενται τα τασικά πεδία του ελαστικού ημίχωρου για διάφορες

τιμές των λόγων 2`/(a + b) και a/b, για ν = 0 και ν = 0.5 αντίστοιχα. Μελέτωντας τα

παρακάτω διαγράμματα, τα συμπεράσματα της προηγούμενης ενότητας για τις τάσεις και τάσεις

ζεύγους καθ΄ ύψος κάτω απο την αιχμή του διεισδυτή γενικεύονται σε όλο το πεδίο.

Στα σχήματα (5.20) και (5.21) παρουσιάζεται η σxx/µ cot(φ). Παρατηρείται πως όσο

αυξάνεται το κανονικοποιημένο χαρακτηριστικό μήκους του υλικού 2`/(a+ b), η τάση κοντά

στην επιφάνεια του υλικού (2y/(a+ b) < 0.5) μειώνεται, ενώ σε μεγαλύτερα βάθη αυξάνεται.

Οσο αναφορά την επιρροή της κλίσης του διεισδυτή, όσο αυτή αυξάνεται η σxx/µ cot(φ)

μειώνεται.
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Σχήμα 5.20: Η σxx/µ cot(φ) σε όλο το πεδίο για ν = 0 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a+ b) και

a/b.
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Σχήμα 5.21: Η σxx/µ cot(φ) σε όλο το πεδίο για ν = 0.5 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a + b)

και a/b.

Σχετικά με την σyy/µ cot(φ), εξετάζοντας τα σχήματα (5.22) και (5.23), παρατηρείται

πως αύξηση του κανονικοποιημένου χαρακτηριστικού μήκους 2`/(a+ b) επιφέρει αύξηση της

σyy/µ cot(φ) κατ΄ απόλυτη τιμή. Απο την άλλη, όσο αυξάνεται η κλίση του διεισδυτή, το

μέτρο της τάσης που καταπονείται ο ημίχωρος μειώνεται.
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Σχήμα 5.22: Η σyy/µ cot(φ) σε όλο το πεδίο για ν = 0 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a+ b) και

a/b.
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Σχήμα 5.23: Η σyy/µ cot(φ) σε όλο το πεδίο για ν = 0.5 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a + b)

και a/b.

Η αδιαστατοποιημένη διατμητική τάση σxy/µ cot(φ), η οποία παρουσιάζεται στα σχήματα

(5.24) και (5.25) αυξάνεται κατ΄ απόλυτη τιμή όσο το κανονικοποιημένο χαρακτηριστικό μήκος

2`/(a+ b) αυξάνεται. Κοντά στην επιφάνεια του ημίχωρου (2y/(a+ b) < 1), όσο αυξάνεται η

κλίση του διεισδυτή, αριστερά της αιχμής οι τάσεις μειώνονται, ενώ δεξιά της αιχμής οι τάσεις

αυξάνονται. ΄Οσο απομακρυνόμαστε απο την επιφάνεια Ο λόγος a/b δεν επηρεάζει σημαντικά

την σxy/µ cot(φ).
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Σχήμα 5.24: Η σxy/µ cot(φ) σε όλο το πεδίο για ν = 0 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a+ b) και

a/b.
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Σχήμα 5.25: Η σxy/µ cot(φ) σε όλο το πεδίο για ν = 0.5 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a + b)

και a/b.

Στα σχήματα (5.26) και (5.27) παρουσιάζεται η σyx/µ cot(φ). Η συμπεριφορά της είναι

αντίθετη απο την σxy/µ cot(φ) ως προς το κανονικοποιημένο χαρακτηριστικό μήκος του υ-

λικού. Συγκεκριμένα, όσο ο λόγος 2`/(a + b) αυξάνεται οι τάσεις μειώνονται κατ΄ απόλυτη

τιμή ωσότου αλλάξουν πρόσημο εκατέρωθεν της αιχμής του διεισδυτή για 2`/(a + b) = 0.5.

΄Οσο αναφορά της επίδραση της κλίσης του διεισδυτή η συμπεριφορά είναι παρόμοια με την

σxy/µ cot(φ).
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Σχήμα 5.26: Η σyx/µ cot(φ) σε όλο το πεδίο για ν = 0 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a+ b) και

a/b.
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Σχήμα 5.27: Η σyx/µ cot(φ) σε όλο το πεδίο για ν = 0.5 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a + b)

και a/b.

Στα επόμενα σχήματα απεικονίζονται οι αδιαστατοποιημένες τάσεις ζεύγη. Αναλυτικότε-

ρα, στα διαγράμματα (5.28) και (5.29) η mxz/µ cot(φ)` παρουσιάζει αντίστοιχη συμπεριφορά

με την σyy/µ cot(φ) ως προς την επιρροή του κανονικοποιημένου χαρακτηριστικού μήκους,

δηλαδη αύξηση του λόγου 2`/(a + b) επιφέρει αύξηση της mxz/µ cot(φ)`. Επιπλέον, όσο

αυξάνεται η κλίση του διεισδυτή, η mxz/µ cot(φ)` μειώνεται κοντά στην επιφάνεια του υλικού

(2y/(a + b) < 1) ενώ για μεγαλύτερα βάθη ο λόγος a/b δεν επηρεάζει σε σημαντικό βαθμό

τα αποτελέσματα.
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Σχήμα 5.28: Η mxz/µ cot(φ)` σε όλο το πεδίο για ν = 0 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a + b)

και a/b.
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Σχήμα 5.29: Η mxz/µ cot(φ)` σε όλο το πεδίο για ν = 0.5 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a+ b)

και a/b.

Η αδιαστατοποιημένη τάση ζεύγους myz/µ cot(φ)` αυξάνεται κατ΄ απόλυτη τιμή όσο αυ-

ξάνεται το κανονικοποιημένο χαρακτηριστικό μήκος μέχρι την οριακή τιμή 2`/(a + b) = 0.5.

Παρατηρώντας τα σχήματα (5.30) και (5.31) διαπιστώνεται οτι περαιτέρω αύξηση του κανο-

νικοποιημένου χαρακτηριστικού μήκους επιφέρει μείωση της myz/µ cot(φ)`. ΄Οσο αναφορά

την επιρροή της κλίσης του διεισδυτή, όσο αυτή αυξάνεται το μέτρο των αδιατατοποιημένων

τάσεων ζεύγους μειώνεται.
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Σχήμα 5.30: Η myz/µ cot(φ)` σε όλο το πεδίο για ν = 0 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a + b)

και a/b.
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Σχήμα 5.31: Η myz/µ cot(φ)` σε όλο το πεδίο για ν = 0.5 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a+ b)

και a/b.

Τέλος, στα σχήματα (5.32) και (5.33) παρουσιάζονται οι αδιαστατοποιημένες ισοδύναμες

τάσεις von Mises. Παρατηρείται αύξηση της σeq/µ cot(φ) όσο αυξάνεται το κανονικοποιημένο

χαρακτηριστικό μήκος του υλικού 2`/(a+ b). Επίσης, όσο αυξάνεται η κλίση του διεισδυτή,

η σeq/µ cot(φ) μειώνεται κοντά στην επιφάνεια του ημίχωρου (2y/(a+ b) < 1), ενώ σε μεγα-

λύτερα βάθη η επιρροή της εξασθενεί.
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Σχήμα 5.32: Η σeq/µ cot(φ) σε όλο το πεδίο για ν = 0 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a+ b) και

a/b.
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Σχήμα 5.33: Η σeq/µ cot(φ) σε όλο το πεδίο για ν = 0.5 και διάφορες τιμές των λόγων 2`/(a + b)

και a/b.





Κεφάλαιο 6

Συμπεράσματα

Η παρούσα εργασία πραγματεύεται το πρόβλημα επαφής μεταξύ ενός απαραμόρφωτου διεισ-

δυτή τύπου σφήνας και ενός ελαστικού ημίχωρου στα πλαίσια της θεωρίας ελαστικότητας

τάσεων ζεύγους, η οποία εισάγει στις εξισώσεις το χαρακτηριστικό μήκος του υλικού για να

περιγράψει την επίδραση της μικροδομής στην μακροσκοπική απόκριση της επαφής. Επιπλέον,

ο διεισδυτής φορτίζεται απο συγκεντρωμένο φορτίο P και μία ροπή M , η οποία δημιουργεί

κλίση στον διεισδυτή και η επαφή γίνεται ασύμμετρη. Η μεθοδολογία επίλυσης του προβλήμα-

τος επαφής βασίζεται στις ιδιόμορφες ολοκληρωτικές εξισώσεις, οι οποίες προκύπτουν απο τον

χειρισμό του προβλήματος μικτών συνοριακών τιμών με ολοκληρωτικούς μετασχηματισμούς

Fourier και γενικευμένες συναρτήσεις.

Τα αποτέλεσμα της παρούσας εργασίας έδειξαν οτι η επίδραση της μικροδομής του υλικού

τροποποιεί την πίεση κάτω απο την επιφάνεια του διεισδυτή και τις τάσεις εντός του ελαστικού

ημίχωρου σε πολυ σημαντικό βαθμό σε σύγκριση με την κλασική ελαστικότητα. Επιπλέον,

εισάγονται δύο νέες τάσεις, οι λεγόμενες τάσεις ζεύγους. Συγκεκριμένα, όσο αυξάνεται το

κανονικοποιημένο χαρακτηριστικό του μήκους 2`/(a + b), η πίεση κάτω απο την επιφάνεια

του διεισδυτή και οι τάσεις και τάσεις ζεύγους εντός του ελαστικού ημιχώρου αυξάνονται σε

πολύ μεγάλο βαθμό και μάλιστα σε κάποιες περιπτώσεις είναι πολλαπλάσιες απο αυτές που

προβλέπονται απο την κλασική ελαστικότητα.

Επιπλέον, τυχόν στροφή του διεισδυτή κατα την διάρκεια της διείσδυσης επηρεάζει την

μακροσκοπική απόκριση της επαφής αφού όπως αποδείχτηκε αλλοιώνει το τασικό πεδίο και

είναι δυνατό να προκύψουν εσφαλμένα στοιχεία για τα μηχανικά χαρακτηριστικά του υλικού

ακόμα και αν ληφθεί υπόψη η επίδραση της μικροδομής του. Τέλος, όσο αυξάνεται ο λόγος

Poisson ν οι τάσεις είναι κατ΄ απόλυτη τιμή μεγαλύτερες. Αν όλα τα παραπάνω δεν ληφθούν

υπόψη κατα τον σχεδιασμό της διείσδυσης, μπορεί να οδηγήσει σε λανθασμένη εκτίμηση των

μηχανικών χαρακτηριστικών του υλικού.

Απο τα αποτελέσματα της παρούσας εργασίας συμπέραίνεται πως η επίλυση προβλημάτων

διείσδυσης σε υλικά με σύνθετη μικροδομή με την κλασική μηχανική επαφών δεν είναι ρεα-

λιστική. Αντίθετα, κρίνεται επιτακτική η προσέγγιση τέτοιων προβλημάτων με θεωρίες που

λαμβάνουν υπόψη την επίδρασης της μικροδομής στην μακροσκοπική απόκριση της επαφής,

όπως η θεωρία ελαστικότητας τάσεων ζεύγους.
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