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Περίληψη

Σε αυτή την εργασία θα δείξουμε ότι τα υπερβολικά συστήματα νόμων διατήρησης ut +

(f(u))x = 0 και νόμων ισορροπίας ut + (f(u))x = g(u), όπου u ∈ Rn, με αρχικά δεδομένα

Cauchy επιδέχονται ολική ασθενή λύση που ανήκει στον χώρο BV υπο την προϋπόθεση ότι τα

αρχικά δεδομένα έχουν αρκούντως μικρή ολική κύμανση και f, g : Rn → Rn είναι αρκούντως

ομαλές. Αυτό θα το επιτύχουμε με την μέθοδο vanishing viscosity θεωρώντας τα συστήματα

ut +A(u)ux = εuxx και ut +A(u)ux + g(u) = εuxx αντίστοιχα και δείχνοντας ότι οι λύσεις

αυτών προσεγγίζουν τις λύσεις των υπερβολικών προβλημάτων. Επιπρόσθετα, θα δείξουμε ότι

οι λύσεις αυτές είναι ευσταθείς και μοναδικές εαν απαιτήσουμε συγκεκριμένες admissibility
conditions.

Για να το επιτέυξουμε αυτό βασιζόμαστε στις εργασίες των S.Bianchini και A.Bressan (για

τους νόμους διατήρησης) και στις εργασίες της C.Christoforou (για τους νόμους ισορροπίας).

Keywords

Hyperbolic Systems, PDES, Balance Laws, Conservation Laws, Vanishing Viscosity,
Riemann Problem, Cauchy Problem
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Abstract

In this piece of work we will show how the hyperbolic systems of conservation laws
ut + (f(u))x = 0 and balance laws ut + (f(u))x = g(u), u ∈ Rn with Cauchy data admit a
global weak solution that is an element of BV when the initial data are of small variation
and f, g : Rn → Rn are sufficiently smooth via the vanishing viscosity method. These
viscous approximation solutions of the Cauchy problems ut + A(u)ux = εuxx and ut +

A(u)ux + g(u) = εuxx respectively, are proved to be stable under suitable norms, and
unique when admissibility conditions are taken into account.

In order to prove this result for conservation laws we follow closely the works S.Bianchini
and A.Bressan. Concerning balance laws we follow the works of C.Christoforou.

Keywords

Hyperbolic Systems, PDES, Balance Laws, Conservation Laws, Vanishing Viscosity,
Riemann Problem, Cauchy Problem
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Κεφάλαιο 1

Περί των νόμων διατήρησης και ισορρο-

πίας

1.1 Πρόλογος

Σε αυτή την εργασία σκοπός μας είναι να αποδείξουμε ότι το υπερβολικό πρόβλημα Cauchy

ut + (f(u))x + g(u) = 0

u(0, x) = u0(x)
(1.1)

όπου x ∈ R, t ∈ [0,+∞) και u ∈ Rn επιδέχεται λύση. Η παραπάνω εξίσωση είναι ενα

Σύστημα Νόμων Ισορροπίας (ή, στην περίπτωση που η g είναι απούσα, ένα Σύστημα Νόμων

Διατήρησης) και έχει μεγάλη και πλούσια ιστορία. Η μελέτη των συστημάτων αυτών ξεκίνησε

από τα μέσα του 18ου αιώνα απο μεγάλους μαθηματικούς όπως τον Euler, τους Bernoulli και
τον Riemann και ακόμη και σήμερα είναι κομμάτι ενεργής έρευνας τόσο στα μαθηματικά όσο

και στη φυσική.

Ιστορικά, έχουν υπάρξει τέσσερις τρόποι για την λύση ενός προβλήματος σαν το (1.1):

η στοχαστική αριθμητική μέθοδος του Glimm, η μέθοδος front tracking, η μέθοδος com-
pansated compactness και η μέθοδος vanishing viscosity. Εμείς θα ασχοληθούμε με την

τελευταία.

΄Οπως είναι δοσμένη η (1.1), για αυθαίρετες συναρτήσεις u0, f και g δεν περιμένουμε

κάποιου είδους λύση ακόμη και με την πιο ασθένη έννοια της λέξης. Συνεπώς, πρέπει να

γίνουν ορισμένες υποθέσεις για τις συναρτήσεις αυτές που με τη σειρά τους θα δώσουν αρκετή

δομή στο πρόβλημα ώστε να γίνει επιλύσιμο. Ορισμένες ερώτησεις που θα μας απασχολήσουν

στη πορεία είναι οι ακόλουθες:

• Ποιοι είναι οι φυσιολογικοί χώροι συναρτήσεων των οποίων στοιχεία πρέπει να είναι οι

u0, f, g έτσι ώστε το σύστημα (1.1) να είναι καλώς τοποθετημένο;

• Δοθέντων των παραπάνω, ποιος είναι ο φυσιολογικός χώρος στον οποίο θα αναζητή-

σουμε την u;

• Δεδομένης της φυσικής του προβλήματος, πρέπει να απαιτήσουμε κάποια συγκεκριμένη

συμπεριφορά από την λύση του;

• Θέλοντας να σεβαστούμε τη φυσική του προβλήματος, πρέπει να απαιτήσουμε παραπάνω

απο τις u0, f και g;
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Κεφάλαιο 1. Περί των νόμων διατήρησης και ισορροπίας

Στις ενότητες που ακολουθούν θα απαντήσουμε σε αυτες καθώς και σε περισσότερες

ερωτήσεις που θα προκύψουν φυσικά απο την ανάλυσή μας. Επιπροσθέτως, θα παραθέσουμε

τους απαραίτητους ορισμούς και εργαλεία για την περάτωση της ανάλυσης αυτής.

Ακολουθεί ο σκελετός αυτής της εργασίας. Στο υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου θα κάνου-

με αναφορές στα μαθηματικά προαπαιτούμενα που θα χρησιμοποιήσουμε στα επόμενα κεφά-

λαια. Θα γίνουν αναφορές στον χώρο BV των συναρτήσεων φραγμένης κύμανσης, στο πώς

μπορούμε να επεκτείνουμε την έννοια της λύσης μίας ΜΔΕ σε ασθενή λύση, θα παραθέσουμε

μια εισαγωγή των μεθόδων ημιομάδων που θα χρησιμοποιήσουμε στο κεφάλαιο 5 και θα παρα-

θέσουμε το Center Manifold Theorem το οποίο θα φανεί ως ένα απο τα βασικότερα εργαλεία

στη διαθεσή μας για την κατασκευή φραγμάτων ώστε να επεκτείνουμε την λύση του (1.1)

σε οσοδήποτε μεγάλους χρόνους. Κλείνουμε αυτό το κεφάλαιο κάνοντας μία εκτενή ανάλυση

της μεθόδου vanishing viscosity στην πιο απλή περίπτωση στην οποία μπορεί να εμφανιστεί

με την εξίσωση του Burgers.

Στο Μέρος Ι επιλύουμε το πρόβλημα Cauchy για νόμους διατήρησης

ut + (f(u))x = 0, u(0, x) = ū(x) (1.2)

με τη μέθοδο vanishing viscosity. Με πολύ λίγα λόγια, αυτό επιτυγχάνεται θεωρώντας το

σύστημα

ut +A(u)ux = εuxx, u(0, x) = ū(x) (1.3)

και δείχνοντας πως η λύση της άνω εξίσωσης τείνει στην λύση της (1.2) καθώς ε → 0

ανεξάρτητα από τον τρόπο που επιλέγουμε να το εξαλείψουμε.

Στό Μέρος ΙΙ επεκτέινουμε την μελέτη μας με τη μέθοδο vanishing viscosity για νόμους

ισορροπίας μελετώντας το προβλημα Cauchy

ut + f(u)x + g(u) = 0, u(0, x) = u0(x) (1.4)

υποθέτοντας πάλι το σύστημα

ut +A (u)ux + g (u) = εuxx, u(0, x) = u0(x) (1.5)

και δείχνουμε πως η λύση της άνω εξίσωσης τείνει στην λύση της (1.4) καθώς ε→ 0 ανεξάρ-

τητα από τον τρόπο που επιλέγουμε να το εξαλείψουμε. Σε αυτό το σημείο υπογραμμίζουμε

πως η ανάλυση για το δεύτερο πρόβλημα βασίζεται αποκλειστικά στους τρόπους επίλυσης που

εμφανίζονται στο πρώτο μέρος και έτσι μας δίνεται η ευκαιρία να αποδείξουμε (σχεδόν) το ίδιο

αποτέλεσμα σε αρκετά μικρότερη έκταση.

Τέλος, αναφέρουμε ότι οι αποδείξεις για ορισμένα λήμματα, προτάσεις και πορίσματα έ-

χουν ηθελημένα παραλειφθεί είτε κατα μέρος είτε εξ ολοκλήρου. Αυτό συμβαίνει είτε διότι

ειναι εξαιρετικά τεχνικές είτε επειδή εμπεριέχουν ιδέες απο παλαιότερες δουλειές που δεν σχε-

τίζονται με την παρούσα εργασία. Σε κάθε περίπτωση, όλες οι λεπτομέριες αυτές αναλύονται

εκτενώς στις αναφορές που κάνουμε καθ’ όλη την έκταση του κειμένου και ελπίζουμε πως οι

παραθέσεις μας δεν θα αφήσουν χώρο για θολά σημεία.
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1.2 Μαθηματικά προκαταρκτικά

1.2 Μαθηματικά προκαταρκτικά

1.2.1 Θεωρία μέτρου και ο χώρος συναρτήσεων φραγμένης κύμαν-

σης

Σε αυτό το μέρος θα αναφέρουμε ορισμούς και αποτελέσματα από τη θεωρία μέτρου και

τον χώρο συναρτήσεων φραγμένης κύμανσης (BV ) που θα χρησιμοποιήσουμε στην παρούσα

εργασία βασιζόμενοι κυρίως στα [1] και [2].

Ορισμός 1.1 (Διανυσματικά μέτρα). ΄Εστω X μη-κενό σύνολο και F μία σ-άγεβρα επί του
X. Το µ : F → Rm λέγεται διανυσματικό μέτρο αν

• µ(∅) = 0,

• για κάθε (En)n∈N ξένων ανα δύο στοιχείων του F ισχύει

µ
( ∞⋃
n=1

En
)

=
∞∑
n=1

µ(En).

Αν m = 1, το µ θα λέγεται προσημασμένο μέτρο, ενώ όποτε αναφερόμαστε απλώς σε κάποιο

μέτρο χωρις περαιτέρω εξηγηση, θα εννοούμε πάντα διανυσματικό. Σε ό,τι ακολουθεί, θεω-

ρούμε ότι X = RN , F είναι η σ-άλγεβρα που παράγεται απο τα σύνολα Borel του RN και το µ
είναι μέτρο Radon.
Με |µ| θα συμβολίζουμε την ολική κύμανση του µ. Αναλυτικότερα, για κάθε E ∈ F ,

έχουμε

|µ|(E) = sup

{ ∞∑
n=1

|µ(En)| : En ∈ F ξένα άνα δύο με E =

∞⋃
n=1

En

}
.

Αν |µ|(X) <∞, θα λέμε ότι µ έχει φραγμένη κύμανση.

Ο λόγος που πρώτα απ’ όλα αναφερόμαστε σε διανυσματικά μέτρα είναι γιατί όταν κανείς

μιλάει για μια συνάρτηση u ∈ BV , ένα βασικό πλεονέκτημα είναι πως η Du (η ασθενής

παράγωγος της u) μπορεί να θεωρηθεί ως ένα διανυσματικό μέτρο
1
. Για να το δούμε αυτό,

δίνουμε τον ορισμό την παραγώγου Radon-Nikodym όπως μας εξυπηρετεί καλύτερα για την

ανάλυσή μας.

Ορισμός 1.2 (Παράγωγος Radon-Nikodym). ΄Εστω µ ένα φραγμένο, θετικό μέτρο και ν

ένα μέτρο. Για B(x, r) ⊂ Rn, ορίζουμε

∆(x, r)
.
=


ν(B(x,r))
µ(B(x,r)) , αν µ(B(x, r)) > 0

0 , αν µ(B(x, r)) = 0.

΄Επίσης, θα γράφουμε

Dµν(x)
.
= lim sup

r→0
∆(x, r) Dµν(x)

.
= lim inf

r→0
∆(x, r).

1
Ειδικότερα, μια τέτοια θεώρηση μας επιτρέπει να χρησιμοποιήσουμε επιχειρήματα συμπάγειας (μέσω

weak∗ σύγκλισης) τα οποία υπό άλλες συνθήκες δεν θα ήταν δυνάτα (λόγω της μη-ανακλαστικότητας του
L1
).
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Κεφάλαιο 1. Περί των νόμων διατήρησης και ισορροπίας

Αν Dµν(x) = Dµν(x) < ∞, θα λέμε ότι το μετρο ν είναι παραγωγίσιμο ως προς µ και θα
συμβολίζουμε με

dν

dµ
(x) = Dµν(x) = Dµν(x)

την Radon-Nikodym παράγωγο του ν ως προς µ. ΄Οταν δεν υπάρχει φόβος σύγχυσης, θα
γράφουμε Dν(x) ή πιο απλά Dν.

Ο χώρος BV (Ω)

΄Εστω Ω ⊂ Rn και u ∈ L1(Ω;Rn)
.
= L1(Ω). Τότε θα γράφουμε∫

Ω
|Du| = sup

{∫
Ω
udivϕdx : ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN ) ∈ C1

c (Ω)N , |ϕ|L∞(Ω) ≤ 1

}
,

όπου |ϕ|L∞(Ω) = supx

√∑
i ϕ

2
i (x).

Ορισμός 1.3. Ο υπόχωρος του L1(Ω) για τον οποίο ισχύει
∫

Ω |Du| < ∞ θα ονομάζεται
χώρο συναρτήσεων φραγμένης κύμανσης. Με άλλα λόγια,

BV (Ω) =

{
u ∈ L1(Ω) :

∫
Ω
|Du| <∞

}
.

Θα γράφουμε Tot.Var.{u} ή ‖Du‖ στη θέση του
∫

Ω |Du|

Σημείωση 1.1. Αν θεωρήσουμε το συνεχές συναρτησιακό L : C1
c (Ω)N → R με

L(ϕ)
.
=

∫
Ω
udivϕdx

τότε, απο το θεώρημα αναπαράστασης του Riesz, υπάρχουν ενα μέτρο Radon µ και μία

µ−μετρήσιμη συνάρτηση σ τέτοια ώστε

|σ(x)| = 1 µ− a.e.∫
Ω
u divϕdx = −

∫
Ω
σ · ϕdµ για κάθε ϕ ∈ C1

c (Ω)N .

Με άλλα λόγια μπορούμε να ταυτίσουμε το Du με ένα μέτρο Radon.

Ορισμός 1.4. ΄Εστω ένα διάστημα J ⊂ R και u : J → Rn μια L1
συνάρτηση. Η ολική

κύμανση (total variation) της u ορίζεται ως

Tot.Var.{u} .= sup


N∑
j=1

|u(xj)− u(xj−1)|

 (1.6)

όπου το supremum είναι υπεράνω όλων των διαμερίσεων του J . Αν Tot.Var.{u} < ∞, η u
ανήκει στον BV (J) που, όταν δεν υπάρχει φόβος σύγχυσης, θα συμβολίζεται παρακάτω απλώς

ως BV .

Από τον ορισμό του ολοκληρώματος Lebesgue είναι σαφές ότι ο Ορισμός 1.4 είναι ειδική
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1.2 Μαθηματικά προκαταρκτικά

περίπτωση του 1.3
2
. Ο λόγος που περιλαμβάνουμε και τους δύο ειναι πως, ενώ για λόγους

πληρότητας θα παραθέσουμε αποτελέσματα για αμφότερους τους ορισμους, στην πράξη θα

βασίσουμε την μελέτη μας στα υπόλοιπα κεφάλαια στον 1.4. ΄Οταν u ∈ J ⊂ R, θα γράφουμε

την ολική κύμανσή της σχεδόν αποκλειστικά ως Tot.Var.{u}.
Ο χώρος BV (Ω) εφοδιασμένος με τη νόρμα ‖u‖BV = ‖u‖L1 + ‖Du‖ έιναι ένας μη-

διαχωρίσιμος χώρος Banach. Μάλιστα, ο W 1,1(Ω) είναι γνήσιος υπόχωρος του. ΄Εστω

u ∈W 1,1(Ω). Τότε για κάθε ϕ ∈ C1
c

(
Ω,RN

)
με |ϕ| ≤ 1 έχουμε∫

Ω
udivϕdx = −

∫
Ω
∇u · ϕdx ≤

∫
Ω
|∇u|dx <∞,

άρα u ∈ BV (Ω).

Ιδιότητες του BV (Ω):

• (κάτω ημισυνέχεια του Tot.Var.{·}) ΄Εστω un ∈ BV (Ω) και un → u ∈ L1
loc(Ω). Τότε

‖Du‖ ≤ lim inf ‖Dun‖.

• (προσέγγιση απο ομαλές συναρτήσεις) ΄Εστω u ∈ BV (Ω). Τότε υπάρχει un ∈ BV (Ω)∩
C∞c (Ω) έτσι ώστε un

‖·‖BV−−−−→ u.

• (weak∗ τοπολογία) ΄Εστω un, u ∈ BV (Ω). Θα λέμε ότι η un συγκλίνει w∗ στη u (και

θα γράφουμε un
w∗−−→ u) αν

1. un → u στον L1
loc(Ω),

2. Dun
w∗−−→ Du, δηλαδή,

∫
Ω ϕDun →

∫
Ω ϕDu για κάθε ϕ ∈ C1

c (Ω).

΄Ως χαρακτηρισμό της w∗ σύγκλισης έχουμε ότι un
w∗−−→ u αν και μόνο αν ‖un‖BV ≤M

και un → u στον L1
loc(Ω).

• (συμπάγεια) ΄Εστω un ∈ BV (Ω) με Ω ανοικτό, φραγμένο και ∂Ω Lipschitz. Αν ισχύει

ότι ‖un‖BV ≤M για κάθε n ∈ N, τοτε υπάρχει υπακολουθία ukn της un και u ∈ BV (Ω)

έτσι ώστε ukn → u στον L1(Ω).

Παραθέτουμε ορισμένα ακόμη αποτελέσματα (που εκμεταλλέυονται την διάταξη του R) μιλώ-

ντας για τον BV (J).

• (αριστερή/δεξιά συνέχεια) ΄Εστω u : (a, b)→ Rn. Τότε για κάθε x ∈ (a, b) τα όρια

u(x−)
.
= lim

y→x−
u(y), u(x+)

.
= lim

y→x+
u(y)

είναι καλώς ορισμένα και η u έχει το πολύ αριθμήσιμες ασυνέχειες.

• (προσέγγιση από κατά τμήματα σταθερη συνάρτηση) ΄Εστω u ∈ BV (R). Τότε, για

κάθε ε > 0 υπάρχει v ∈ BV (R) κατα τμήματα σταθερή έτσι ώστε

1. Tot.Var.{v} ≤ Tot.Var.{u} και ‖v − u‖L∞ ≤ ε.
2
Αυτό φαίνεται με περισσότερη ευκολία αν υποθέσουμε ότι η u′ είναι Riemann ολοκληρώσιμη.
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Κεφάλαιο 1. Περί των νόμων διατήρησης και ισορροπίας

2. Αν επιπροσθέτως
∫ 0
−∞ |u(x)− u(−∞)|dx +

∫∞
0 |u(x)− u(∞)|dx < ∞, έχουμε

‖v − u‖L1 < ε

• ΄Εστω u ∈ BV (R). Τότε, για κάθε ε > 0

1

ε

∫ ∞
−∞
|u(x+ ε)− u(x)|dx ≤ Tot.Var.{u}.

Εξαιρετικά σημαντικό αποτέλεσμα που θα χρησιμοποιήσουμε είναι το παρακάτω θεώρημα που

εκμεταλλέυεται την w∗ συμπάγεια στον BV από τον Helly.

Θεώρημα 1.1 (Helly). ΄Εστω un : R → Rn μία ακολουθία συναρτήσεων για την οποία
ισχύουν

Tot.Var.{uν} ≤ C, |uν(x)| ≤M ∀ν, x

για κάποιες σταθερές C,M . Τότε, υπάρχουν ukν , u ∈ BV έτσι ώστε, για κάθε x ∈ R

limukν (x) = limu(x),

Tot.Var.{u} ≤ C, |u(x)| ≤M.

Απόδειξη. Στο παράρτημα.

Παρόμοια αποτελέσματα έχουμε και όταν η μπαίνει ο χρόνος ως δεύτερη μεταβλητή.

Θεώρημα 1.2. ΄Εστω uν : [0,∞) × R → Rn μία ακολουθία συναρτήσεων για την οποία
ισχύουν

Tot.Var.{uν(t, ·)} ≤ C, |uν(t, x)| ≤M ∀ν, x, t∫ ∞
−∞
|uν(t, x)− uν(s, x)|dx ≤ L|t− s| ∀t, s ≥ 0

για κάποιες σταθερές C,M,L. Τότε, υπάρχει υπακολουθία ukν που συγκλίνει σε μια u ∈
L1
loc([0,∞)× R;Rn). Επιπροσθέτως, η u ικανοποιεί τα ακόλουθα:

Tot.Var.{u(t, ·)} ≤ C, |u(t, x)| ≤M ∀x, t (1.7)∫ ∞
−∞
|u(t, x)− u(s, x)|dx ≤ L|t− s| ∀t, s ≥ 0 (1.8)

Οι τιμές του ορίου ορίζονται μονοσήμαντα απο την απαίτηση

u(t, x) = u(t, x+) = lim
y→x+

u(t, y) (1.9)

Απόδειξη. Στο παράρτημα.

Θεώρημα 1.3. ΄Εστω u ∈ BV ((a, b)× R;Rn) για την οποία ισχύουν

Tot.Var.{u(t, ·)} ≤M ∀t ∈ (a, b)∫ ∞
−∞
|u(t, x)− u(s, x)|dx ≤ L|t− s| ∀t, s ∈ (a, b)
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για κάποιες σταθερές M,L. Τότε, υπάρχει ένα Z ⊂ (a, b) μέτρου 0 τέτοιο ώστε, για κάθε

(τ, ξ) ∈ {(a.b) \ Z} × R υπάρχει λ > 03 για το οποίο η συνάρτηση

U(t, x)
.
=

u− αν x < λt,

u+
αν x > λt

με u−
.
= limx→ξ− u(τ, x) και u+ .

= limx→ξ+ u(τ, x) ικανοποιεί

lim
r→0+

1

r2

∫ r

−r

∫ λ∗r

−λ∗r
|u(τ + t, ξ + x)− U(t, x)|dxdt = 0,

lim
r→0+

1

r

∫ λ∗r

−λ∗r
|u(τ + t, ξ + x)− U(t, x)|dx = 0,

για κάθε λ∗ > 0.

1.2.2 Περί λύσεων υπερβολικών συστημάτων

Για αρχή αγνοούμε πιθανές αρχικές συνθήκες μιας και δε τις χρειαζόμαστε για τις ε-

πεξηγήσεις μας. ΄Ενας νόμος διατήρησης μίας χωρικής διάστασης είναι η παρακάτω μερική

διαφορική εξίσωση:

ut + (f(u))x = 0. (1.10)

Εδώ, u : R× [0,+∞)→ R είναι η διατηρητέα ποσότητα και f είναι η ροή (flux). Ολοκληρώ-

νοντας την (1.10) στο διάστημα [a, b] έχουμε

∂t

∫ b

a
u(x, t)dx =

∫ b

a
∂tu(x, t)dx

= −
∫ b

a
∂xf(u(x, t))dx

= f(u(a, t))− f(u(b, t)),

(1.11)

που είναι η εισροή στο a μείον την εκροή στο b. Με άλλα λόγια, η ποσότητα u δε δημιουργείται

ούτε καταστρέφεται ή, εναλλακτικά, η u αλλάζει μόνο λόγω της ροής τα άκρα του διαστήματος.

Από τον κανόνα της αλυσίδας και θέτοντας f ′ = a, η εξίσωση (1.10) μπορεί να γραφεί

στην ημιγραμμική μορφή

ut + a(u)ux = 0. (1.12)

Με πλαίσιο αναφοράς μόνο τις ομαλές συναρτήσεις, οι εξισώσεις (1.10) και (1.12) είναι πλήρως

ισοδύναμες, ωστόσο, αν η u έχει άλματα, η (1.12) δεν είναι γενικά καλώς ορισμένη μιας και

περιέχει το γινόμενο της ασυνεχούς a(u) με την παράγωγο -με την έννοια των κατανομών-

ux. ΄Ετσι, οδηγούμαστε στον ορισμό της ασθενούς λύσης για την (1.10), δηλαδή η u είναι

ασθενής λύση της (1.10) αν και μόνο αν∫ ∫
(uϕt + f(u)ϕx)dxdt = 0 ∀ϕ ∈ C1

c . (1.13)

Για το υπόλοιπο κεφάλαιο, η ϕ θα καλέιται test function4.
3
το λ το βλέπουμε ως κάποια πεπερασμένη ταχύτητα.
4
΄Η κατανομή, όσο αφορά την ανάλυσή μας οι δύο όροι είναι ισοδύναμοι.
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΄Ολα τα παραπάνω γενικεύονται φυσιολογικά για συστήματα n× n νόμων διατήρησης:
∂tu1 + ∂xf1(u1, . . . , un) = 0

.

.

.

∂tun + ∂xfn(u1, . . . , un) = 0

(1.14)

το οποίο χάριν ευκολίας θα γράφουμε πάλι ως (1.10), όπου πλέον u=̇(u1, . . . , un) ∈ Rn

και f=̇(f1, . . . , fn) είναι μία απεικόνιση από τον Rn στον Rn. Παρατηρούμε ότι για την

(1.14) μπορούμε να θεωρούμε ασθενείς λύσεις u ∈ L1
loc (με την έννοια των κατανομών).

Επιπροσθέτως, αν A(u) = Df(u) είναι ο n × n Ιακωβιανός πίνακας της f στο διάνυσμα u

τότε η (1.14) μπορεί να γραφεί στην ημιγραμμική μορφή

ut +A(u)ux = 0. (1.15)

Πιο αυστηρά:

Ορισμός 1.5. ΄Εστω f : Rn → Rn ένα ομαλό διανυσματικό πεδίο. Η συνάρτηση u : Ω→ Rn

είναι ασθενής λύση τους συστήματος νόμων διατήρησης (1.10) αν για κάθε ϕ ∈ C1
c (Ω;R)

έχουμε ∫ ∫
Ω

(uϕt + f(u)ϕx)dxdt = 0

.

Πλέον όλες οι υποθέσεις συνέχειας για την u έχουν αρθεί και το μόνο που απαιτούμε είναι

τοπική ολοκληρωσιμότητα για τις u και f(u) στο Ω.

Συνέπεια του άνω ορισμού ειναι το ακόλουθο.

Λήμμα 1.1. ΄Εστω (um)m∈N ομοιόμορφα φραγμένη ακολουθία ασθενών λύσεων της (1.10)

έτσι ώστε um → u και f(um) → f(u) στον L1
loc . Τότε η u είναι επίσης ασθενής λύση της

(1.10).

Απόδειξη. Για κάθε ϕ ∈ C1
c (Ω;R) έχουμε

0 = lim
m→∞

∫ ∫
Ω

(umϕt + f(um)ϕx)dxdt =

∫ ∫
Ω

(uϕt + f(u)ϕx)dxdt.

Επιστρέφουμε τώρα στην (1.10) και την εξοπλίζουμε με αρχικές συνθήκες της μορφής

u(x, 0) = u0(x) ∈ L1
loc.

΄Ετσι, καταλήγουμε στο πρόβλημα Cauchy

ut + (f(u))x = 0

u(x, 0) = u0(x)
(1.16)

και θα καλούμε την u ασθενή λύση του προβλήματος Cauchy (1.16) αν και μονο αν η u είναι

ασθενής λύση της (1.10) τέτοια ώστε οι αρχικές συνθήκες να ικανοποιούνται.
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Ο επόμενος ορισμός μάς δίνει επιπλέον έλεγχο στο πρόβλημά μας.

Ορισμός 1.6. Το σύστημα (1.15) λέγεται αυστηρά υπερβολικό (strictly hyper-
bolic) αν, για κάθε u, ο Ιακωβιανός πίνακας A(u) έχει n πραγματικές διακεκριμένες ιδιοτιμές

λ1(u) < · · · < λn(u).

Σημείωση 1.2. Η παραπάνω ιδιότητα θα παίξει ουσιαστικό ρόλο στην μετέπειτα ανάλυσή

μας διότι απο την μία θα μας επιτρέψει να μετρήσουμε την δύναμη κυμάτων που θα αλλη-

λεπιδράσουν (δημιουργώντας ασυνέχειες που θέλουμε να ελέγξουμε) και απο την άλλη θα

μας δώσει μία συνθήκη επιτρεψιμότητας (admissibility condition) για τις ασθενείς λύσεις του
προβλήματος.

1.2.3 Ημιομάδες

Τα εξελικτικά προβλήματα προσφέρουν ενα πρόσφορο έδαφος για την χρήση «μεθόδων

ημιομάδων»(«semigroup methods»)5. Από χρηστική σκοπιά μας επιτρέπουν να δούμε πώς θα

εξελιχθεί η λύση του πρόβλήματος αν στις αρχικές συνθήκες,τις οποίες γνωρίζουμε, δράσει

ένας τελεστής. Στοιχειώδες παράδειγμα ενός semigroup είναι η απεικόνιση eAt για A πίνακα

και t ≥ 0. Εδώ θα παραθέσουμε τον ορισμό του semigroup που θα χρησιμοποιήσουμε πα-

ρακάτω στην ανάλυσή μας καθώς και μία πρόταση που δείχνει άμεσα την χρησιμότητά τους.

Αργότερα στο κείμενο (όταν η ανάγκη το επιτάσσει) θα παραθέσουμε περαιτέρω πληροφορίες

για αυτά. Τα παρακάτω είναι βασισμένα στα [3] και [4].

Ορισμός 1.7. ΄Εστω X χώρος Banach και D κλειστό υποσύνολό του. Θεωρούμε τη συνεχή
ροή S : D × [0,+∞)→ D με τις παρακάτω ιδιότητες:

1. S0u = u, SsStu = Ss+tu,

2. ‖Stu− Ssu‖X ≤ L‖u− v‖X + L′|t− s| για κάποια L,L′ > 0.

Τότε, θα λέμε την S Lipschitz συνεχή ημιομάδα.

Για το σφάλμα που μπορεί να έχουμε όταν μελετάμε μια Lipschitz συνεχή συνάρτηση

u : [0, t]→ D μέσω ενός semigroup, έχουμε το ακόλουθο φράγμα.

Πρόταση 1.1. ΄Εστω S : D × [0,+∞) → D ένα Lipschitz semigroup και u : [0, T ] → D
μία Lipschitz συνεχής συνάρτηση. Τότε, για κάποιο L > 0,

‖u(T )− STu(0)‖X ≤ L
∫ T

0
lim inf
h→0+

‖u(t+ h)− Shu(t)‖X
h

dx. (1.17)

1.2.4 Center Manifold Theorem

Ολοκληρώνουμε τη συζήτηση για τα μαθηματικά προαπαιτούμενα μιλώντας για το center
manifold theorem (CMT)([5],[6]). Αρχικά, για τη γραμμική περίπτωση, η βασική ιδέα του

CMT είναι η ακόλουθη.

5
Ονομάζονται έτσι διότι έχουν δομή ομάδας εκτός τις ύπαρξης αντιστρόφων στοιχείων.
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Κεφάλαιο 1. Περί των νόμων διατήρησης και ισορροπίας

Δοθέντος ενός προβλήματος Cauchy

ẋ = Ax, x(0) = x̄, (1.18)

όπου A ∈ Rn×n, με λύση

x(t) = etAx̄, etA
.
=
∞∑
k=0

tkAk

k!
,

μπορούμε να διασπάσουμε τον Rn σε τρεις υποχώρους: ΄Εναν ευσταθή (stable)V s
, έναν

ασταθή (unstable)V u
και εναν κεντρικό (center)V c

, όπου ο καθένας τους αναφέρεται στο

πρόσημο των ιδιοτιμών του A (αρνητικές, θετικές και μηδενικές ιδιοτιμές αντίστοιχα) έτσι

ώστε οι υπόχωροι αυτοί να είναι αναλλοίωτοι της ροής (1.18) και να ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Rn = V s ⊕ V u ⊕ V c
για τις συνεχείς προβολές

πs : Rn 7→ V s, πu : Rn 7→ V u, πc : Rn 7→ V c

με x = πsx+ πcx+ πux,

2. οι προβολές αυτές αντιμετατίθενται με τον A και συνεπώς με το eAt 6.

Τώρα, στη μη-γραμμική περίπτωση, έχουμε το σύστημα

ẋ = f(x), x(0) = x̄. (1.19)

Αν υποθέσουμε ότι f(0) και Df(0) = A, τότε η παραπάνω ανάλυση μάς καλύπτει ως πρω-

τοτάξια εκτίμηση Taylor για το (1.19). Σύμφωνα με το CMT, υπάρχει αναλλοίωτο manifold
M για το σύστημα (1.19) εφαπτόμενο στο V c

στο 0.

Σημείωση 1.3. Στην περίπτωση που η f είναι αρκούντως ομαλή και ο A
.
= Df(0) δεν

έχει μηδενικές ιδιοτιμές, οι Hartman και Grobman έδειξαν πως υπάρχει ομοιομορφισμός ϕ
που ορίζεται κοντά στο 0 ο οποίος μας επιτρέπει (τοπικά έστω) να μελετάμε μόνο τη γραμμική

περίπτωση και να εξάγουμε συμπεράσματα για τη μη-γραμμική.

Θεώρημα 1.4 (΄Υπαρξη και ιδιότητες του center manifold). ΄Εστω f ∈ Ck+1(Rn,Rn),

όπου k ≥ 1, με f(0) = 0. Θεωρούμε τον πίνακα A
.
= Df(0) και V s, V u, V c

τους ευσταθείς,

ασταθείς και κεντρικούς υπόχωρους όπως πάνω. Τότε υπάρχει δ > 0 και τοπικό, center
manifoldM με τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. Υπάρχει ϕ ∈ Ck(V c,Rn) με πcϕ(xc) = xc έτσι ώστε

M = {ϕ (xc) ; xc ∈ V c, |xc| < δ} .

2. Το manifold M είναι τοπικά αναλλοίωτο για την ροή (1.19), δηλαδή, για x0 ∈ M,
έχουμε x(t, x0) ∈M για όλα τα t κοντά στο μηδέν.

6πse
At = eAtπs, πue

At = eAtπu, πce
At = eAtπc
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1.3 Κίνητρο: Εξίσωση Burgers & το Πρόβλημα Riemann

Σχήμα 1.1: Οπτική αναπαράσταση του center manifold theorem.

3. ΤοM εφάπτεται στο V c
στο 0.

4. Κάθε ολικά φραγμένη τροχιά που είναι αρκούντως κοντα στο 0 παραμένει εξ΄ ολοκλήρου

εντός τουM.

5. Για κάθε τροχιά για την οποία x(t) → 0 καθώς t → ∞ υπάρχει η > 0 και τροχιά

t 7→ y(t) ∈M έτσι ώστε

eηt|x(t)− y(t)| t→+∞−−−−→ 0.

1.3 Κίνητρο: Εξίσωση Burgers & το Πρόβλημα Riemann

Θα δώσουμε ενα κίνητρο για τα προβλήματά μας παρουσιάζοντας το (μαλλον ευκολότε-

ρο) πρόβλημα που συναντά κανείς σε μορφή μη-γραμμικής υπερβολικής εξίσωσης. Ο λόγος

για αυτό είναι ότι οι βασικές ιδέες που θα αναφέρουμε εδώ μεταφέρονται στις γενικότερες

περιπτώσεις.

Η Εξίσωση Burgers με Ιξώδες

Η μονοδιάστατη εξίσωση Burgers για συμπιεστό αέριο με ιξώδες είναι η

ut + uux = νuxx, (1.20)

όπου u η ταχύτητα του αερίου και ν > 0 η σταθερά κινηματικού ιξώδους (kinematic viscosity).
Σε ό,τι ακολουθεί, υποθέτουμε ότι x ∈ R και t ∈ [0,+∞). Εφοδιάζουμε το παραπάνω με την

αρχική συνθήκη u(x, 0) = w(x) και έχουμε ένα πρόβλημα Cauchy.
Ο λόγος που ξεκινάμε με αυτό το (παραβολικό) πρόβλημα και όχι με την inviscid Burgers

(όπου ν = 0) είναι διότι έτσι θα φανεί με σαφήνεια πώς το ιξώδες μας επιτρέπει να ψάξουμε

αναλυτική λύση για την (1.20) που, καθώς το ν → 0, τείνει να γίνει step function (Σχ. 1.2)

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν την φυσική του προβλήματος, περιμένουμε λύσεις τύπου travelling
wave, δηλαδή, για u(x, t), x ∈ R και t ∈ [0,+∞), περιμένουμε την w(x− st) .

= w(y) να είναι

λύση της (1.20) όπου s = const. είναι η ταχύτητα του κύματος. Σύμφωνα με τα παραπάνω,

ut = −sw′, ux = w′, uxx = w′′
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Κεφάλαιο 1. Περί των νόμων διατήρησης και ισορροπίας

και η (1.20) μπορεί να γραφεί ως

−sw′ + ww′ = νw′′

ή, ισοδύναμα,

−sw +
w2

2
= νw′ + C. (1.21)

Απαιτώντας w(−∞) = uL, w(+∞) = uR έτσι ώστε uL > uR
7

και w′(±∞) = 0, και

αντικαθιστώστας, έχουμε:

s =
uL + uR

2
C =

−uLuR
2

.

Συνεπώς, η (1.21) γίνεται

ν
dw

dy
=
w2

2
− uL + uR

2
w − uLuR

2
.

Ολοκληρώνοντας,
8
παίρνουμε την

y

2
+ C =

1

uL − uR
ln
uL − w
w − uR

που με την σειρά της μας δίνει την

w =
uL + uRe

A

eA + 1

= uR +
uL − uR

2

2

eA + 1
,

(1.22)

όπου A = y uL−uR2ν + C = (x−st)(uL−uR
2ν + C. Τέλος, χρησιμοποιώντας το

2e−A/2

eA/2+e−A/2
=

1− tanhA/2, καταλήγουμε στην λύση της (1.20), δηλαδή:

w(y) =
uR + uL

2
− uL − uR

2
tanh

(
y(uL − uR)

4ν
+ C

)
u(x, t) =

uR + uL
2

− uL − uR
2

tanh

(
(x− uL+uR

2 t)(uL − uR)

4ν

)
,

(1.23)

όπου η συμπεριφορά της λύσης για διάφορες τιμές του ν φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

7
Για να αποφύγουμε τα shocks.
8
Με χρήση του

∫
dw

(w−a2−b2) = 1
2b

ln
∣∣∣w−a−bw−a+b

∣∣∣.
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1.3 Κίνητρο: Εξίσωση Burgers & το Πρόβλημα Riemann

Σχήμα 1.2: Προφίλ των λύσεων για την viscous Burgers’ equation για uR = 0, uL = 1, και
ν ίσο με 0.25, 0.1, και 0.02. Βλέπουμε πως η w(y) τείνει σε step function όταν ν → 0.

1.3.1 Η Inviscid Εξίσωση Burgers

Υποθέτουμε τώρα ότι το ιξώδες είναι είτε αμελητέο είτε μηδέν. ΄Ετσι, η (1.20) γίνεται

ut + uux = 0, (1.24)

η οποία είναι πιο εύκολο να μελετηθεί τοσο θεωρητικά όσο και αριθμητικά απο την (1.20).

Αυτό ωστόσο έχει το κόστος ότι ακόμη και με u(x, 0) = u0(x) ∈ C∞ για αρχικές συνθήκες,

μπορεί να έχουμε ασυνεχείς λύσεις. Παίρνοντας ιδέες απο το [7] (για μικρούς γενικά χρόνους)

η λύση του παραπάνω προβλήματος κατασκευάζεται ακολουθώντας τις χαρακτηριστικές εως

Tb
.
= {break time} ∈ (0,∞].

Πράγματι, για x′(t) = u(x, t) και για χαρακτηριστική (x(t), t), έχουμε

d

dt
u(x, t) =

1

2

d

dt
u+

1

2

d

dt
u =

1

2

∂u

∂t
+

1

2

∂u

∂x

dx

dt

=
1

2
(ut + uxu) = 0.

Συνεπώς, x′′(t) = 0 που υποδηλώνει ότι για δοθέν x ∈ R, για κάθε t μικρότερο του Tb,

η χαρακτηριστική που άγεται απο το x θα έχει την μορφή x(t) = u(x(0), 0)t + x(0) ή,

απλούστερα,

x(t) = u0(x0)t+ x0. (1.25)

Η εξίσωση (1.25) δείχνει ότι:

• οι χαρακτηριστικές είναι ευθείες,

• μπορεί να τέμνονται,

• δεν καλύπτουν απαραίτητα το (x, t) επίπεδο.

Για να βρούμε τον ακριβή χρόνο τομής δύο χαρακτηριστικών λειτουργούμε ως εξής: έστω

x1, x2 ∈ R και έστω x[(t) = u0(x1)t+ x1 και x](t) = u0(x2)t+ x2. Εξισώνουμε και έχουμε

t = − x2 − x1

u0(x2)− u0(x1)
.
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Κεφάλαιο 1. Περί των νόμων διατήρησης και ισορροπίας

Για να βρούμε το Tb ελαχιστοποιούμε την παραπάνω ποσότητα:

Tb = min
x1,x2∈R

{
− x2 − x1

u0(x2)− u0(x1)

}
= min

x1,x2∈R

{
−1

u0(x2)−u0(x1)
x2−x1

}

= min
x1,x2∈R

{
−1

1
x2−x1 (u0(x2)− u0(x1))

}
= min

x1,x2∈R

{
−1

1
x2−x1

∫ x2
x1
u′0(x)dx

}

= min
x∈R

{
−1

u′0(x)

}
.

Με άλλα λόγια, την πρώτη στιγμή που η κλίση των αρχικών δεδομένων γίνεται αρνητική

θα δημιουργηθούν shocks. Από φυσικής πλευράς, αυτό δε βγάζει νόημα. Για να υπερβούμε

αυτό το εμπόδιο παρατηρούμε πως η (1.24) μοιάζει με εξίσωση μεταφοράς που η ταχύτητα u

ισούται με τη ποσότητα που μεταφέται. Υιοθετώντας την μεθοδολογία vanishing viscosity
μπορούμε να επανακτήσουμε την σώστη φυσική συμπεριφορά.

΄Εστω το Riemann Problem της μορφής

ut + uux = 0 (1.26)

u(x, 0) = u0(x) =

uL, x < 0

uR, x > 0.
(1.27)

Από «αυστηρή σκοπιά» δε περιμένουμε κλασικές λύσεις για το (1.26)-(1.27)(αυτό φαίνεται

απο το Σχ. 1.2). Συνεπώς, θα ψάξουμε για ασθενείς λύσεις.

Ορισμός 1.8. Θα ονομάζουμε την u(x, t) ασθενή λύση των (1.26)-(1.27) αν και μόνο αν,

για κάθε ϕ ∈ C∞c (R× [0,+∞);R), ισχύει η ισότητα∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
ϕtu+ ϕxf(u)dxdt = −

∫ +∞

−∞
ϕ(x, 0)u(x, 0)dx. (1.28)

Σημείωση 1.4. Το να εστιάσουμε (αποκλειστικά) σε ασθενείς λύσεις δεν είναι ουσιαστικός

συμβιβασμός μιας και, όπως αναφέραμε, ακόμη και με αναλυτικές αρχικές συνθήκες περιμέ-

νουμε ασυνέχιες στις υποψήφιες λύσεις μας.

Η μορφή των λύσεών μας εξαρτάται απο το εάν η uL είναι μεγαλύτερη ή μικρότερη της

uR.

Περίπτωση 1: ΄Εστω uL > uR. Βάσει της φυσικής του προβλήματος, περιμένουμε

λύσεις της μορφής travelling waves, συγκεκριμένα της μορφης

u(x, t) = u0(x− st) .
= U(y),

όπου η U είναι step function της μορφής:

U(y) =

uL, y < 0

uR, y > 0.
=

uL, x < st

uR, x > st.
(1.29)
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1.3 Κίνητρο: Εξίσωση Burgers & το Πρόβλημα Riemann

Σχήμα 1.3: Οι χαρακτηριστικές για το shock wave.

Αυτό θα ονομάζεται shock wave και είναι αποδεκτή λύση για τις (1.26)-(1.27). Η σταθερά s

που εμφανίζεται στη U είναι το speed of propagation και για να το υπολοσίσουμε θεωρούμε

έναν αρκούντως μεγάλο θετικό αριθμό M και παρατηρούμε πως απο την μία έχουμε

∂t

∫ M

−M
u(x, t)dx = −

∫ M

−M
∂tu(x, t)dx

= −
∫ M

−M
u(x, t)∂xu(x, t)dx

= −
[
u2

2

]M
−M

=
u2
L − u2

R

2
,

και απο την άλλη ∫ M

−M
u(x, t)dx =

∫ M−st

−M−st
U(y)dy

=

∫ 0

−M−st
U(y)dy +

∫ M−st

0
U(y)dy

= uL(M + st) + uR(M − st).

Παραγωγίζοντας ως προς t έχουμε ∂t
∫M
−M u(x, t)dx = s(uL − uR), που μας δίνει

s =
uL + uR

2
. (1.30)

Σημείωση 1.5. ΄Ολα τα παραπάνω έρχονται σε πλήρη συμφωνία με τη συνθήκη Rankine-
Hugoniot που στη γενική (βαθμωτή) περίπτωση είναι s = f(uL)−f(uR)

uL−uR .

Ολοκληρώνουμε την ανάλυση μας για τη περίπτωση όπου uL > uR σημειώνοντας πως η

U είναι η μοναδική ασθενής λύση του προβλήματος (1.26)-(1.27).

Περίπτωση 2: ΄Εστω uL < uR. Εδώ οι χαρακτηριστικές δεν τέμνονται και δεν κα-

λύπτουν όλο το χώρο (x, t). Σε αυτή τη περίπτωση, δυνητικά, έχουμε πληθώρα ασθενών

λύσεων.

Αριστερά στο Σχ. 1.4 έχουμε ένα rarefaction fan ή αλλιώς transonic rarefaction που
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Κεφάλαιο 1. Περί των νόμων διατήρησης και ισορροπίας

Σχήμα 1.4: Αριστερά: ΄Ενα rarefaction fan (οι φυσικά αποδεκτές λύσεις που λαμβάνουμε απο
την vanishing viscosity method).
Δεξιά: ΄Ενα rarefaction shock (μη αποδεκτό λόγω entropy conditions).

δίνεται απο την

u(x, t) =


uL x < uLt

x
t uLt ≤ x ≤ uRt

uR x > uRt.

(1.31)

Η άλλη λύση, δεξιά στο Σχ.1.4, ονομάζεται rarefaction shock. Παρ΅ολο που υπάρχουν

πολλές ασθενείς λύσεις, μονάχα μία απο αυτές ειναι φυσικά αποδεκτη, η vanishing viscosity
solution, αλλιώς η rarefaction wave solution. Μπορούμε να απορρίψουμε όλες τις αφύσικες

ασθενείς λύσεις με τον έναν ή τον άλλο τρόπο. Ιστορικά, ο πιο συνηθισμένος είναι με διαφόρων

τύπων entropy conditions όπως, για παράδειγμα, ο ακόλουθος.

Παράδειγμα Entropy Condition: Μιια ασυνέχεια που μεταφέρεται με ταχύτητα s =
f(uL)−f(uR)

uL−uR έτσι ώστε f ′(uL) > s > f ′(uR) μας δίνει αποδεκτές λύσεις για το Riemann
Problem (1.26)-(1.27).

28



Μέρος I

Νόμοι Διατήρησης
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Κεφάλαιο 2

Η Μέθοδος Vanishing Viscosity για Νό-
μους Διατήρησης

Εισαγωγικά

Εδώ θεωρούμε σύστημα n×n μονοδιάστατων νόμων διατήρησης όπου τα αρχικά δεδομένα

έχουν μικρή κύμανση:

ut + (f(u))x = 0

u(x, 0) = ū(x).
(2.1)

Θα δείξουμε ότι οι λύσεις των viscous approximations ut +A(u)ux = εuxx
1
ορίζονται ολικά

στον χρόνο και ικανοποιούν ομοιόμορφα BV estimates ανεξάρτητα του ε, εξαρτώνται συνεχώς

από τα αρχικά δεδομένα στην L1
νόρμα και, για ε→ 0, αυτές οι viscous solutions συγκλίνουν

σε ένα μοναδικό όριο: την λύση της (2.1).

΄Εστω ότι η f : Rn → Rn είναι ομαλή και το σύστημα strictly hyperbolic, δηλαδή, για όλα

τα u ∈ Rn, ο Ιακωβιανός πίνακας A(u) = Df(u) έχει n πραγματικές διακεκριμένες ιδιοτιμές

λ1(u) < · · · < λn(u) (2.2)

και συνεπώς μπορούμε να επιλέξουμε βάσεις απο αριστερά και δεξιά ιδιοδιανύσματα li(u), ri(u),

κανονικοποιημένα, έτσι ώστε:

|ri| ≡ 1, li · rj =

1, αν i = j

0, αν i 6= j
. (2.3)

Εν γένει, ακόμη και με ομαλά δεδομένα, περιμένουμε απώλεια ομαλότητας. Συνεπώς

αντιλαμβανόμαστε την (2.1) με την έννοια των κατανομών και ψάχνουμε ασθενείς λύσεις u

που ικανοποιούν την ∫∫
(uϕt + f(u)ϕx)dxdt = 0 ∀ϕ ∈ C1

c . (2.4)

Δεδομένου ότι οι ασθενείς λύσεις δεν είναι κατ΄ ανάγκη μοναδικές, για να απομονώσουμε

τις «καλές» λύσεις, εισάγουμε την έννοια των entropy conditions. Συνήθως, αυτό σημαί-

1
Εδώ A(u) = Df(u) είναι ο Ιακοβιανός πίνακας της f
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Κεφάλαιο 2. Η Μέθοδος Vanishing Viscosity για Νόμους Διατήρησης

νει πως πρέπει να ασχοληθούμε με υπερβολικά συστήματα που ικανοποιούν την παρακάτω

υπόθεση, που πρώτος εισήγαγε ο P. Lax, και απλοποιεί την ανάλυση του προβλήματος.

(♠) Για κάθε i = 1, ..., n , το i−στο πεδίο είναι είτε γνησίως μη-γραμμικό, έτσι ώστε Dλi(u) ·
ri(u) > 0 για κάθε u, είτε γραμμικά εκφυλισμένο, δηλαδή Dλi(u) · ri(u) = 0 για κάθε u.

Παρατηρούμε πως στην γνησίως μη-γραμμική περίπτωση, η i−στη ιδιοτιμή λi είναι γνη-

σίως άυξουσα επί των ολοκλρηρωτικών καμπυλών που αντιστοιξούν στα ιδιοδιανύσματα ri.

Από την άλλη, στη γραμμικά εκφυλισμένη περίπτωση, η ιδιοτιμή λi είναι σταθερή επί των

καμπυλών αυτών. ΄Αρα, επί της ουσίας, με την παραπάνω υπόθεση εξασφαλίζουμε πως επί των

ολοκληρωτικών καμπυλών που ορίζονται απο τα ri, οι αντίστοιχες ιδιοτιμές λi δεν μπορούν

πότε να αυξάνονται και πότε να μειώνονται. Συνεπώς, δεν υπάρχουν πολλά τοπικά μέγιστα ή

ελάχιστα.

Σημείωση 2.6. Η υπόθεση (♠) έγινε πιο ασθενής με τα έργα των Liu και Yang ([8],[9])
και εν τέλει καταλύθηκε στο [10] με κόστος μεγάλες τεχνικότητες. Ο λόγος που εμφανίζονται

αυτές οι τεχνικότητες ειναι ο εξής: σε όλα τα έργα που βασίζονται στο σχήμα του Glimm (ή
στον αλγόριθμο front-tracking), οι προσεγγιστικές λύσεις βασίζονται σε BV estimates και στην
προσεκτική ανάλυση προβλημάτων Riemann. Σε αυτό το πλαίσιο, η υπόθεση (♠) απλοποιεί
τα πράγματα διότι κάθε πρόβλημα Riemann επιλύεται μέσω n στοιχειωδών κυμάτων ( δηλαδή
shocks, centered rarefactions ή contact discontinuities), ένα για κάθε χαρακτηριστικό πεδίο
για i = 1, . . . , n. ΄Οταν αυτή η υπόθεση καταρρέει, η κατασκευή λύσεων για τα προβλήματα

Riemann, αν και δυνατή, είναι εξαιρετικά πιο πολύπλοκη λόγω δυσκολιών στην εύρεση BV
εκτιμήσεων.

Αργότερα θα δούμε πώς με την μέθοδο vanishing viscosity, και δεδομένης της (♠), αποκτούμε
ομοιόμορφα BV φράγματα χωρίς αναφορές σε προβλήματα Riemann.

2.1 Το βασικό αποτέλεσμα για νόμους διατήρησης

Σκοπός αυτής της ενότητας είναι η παράθεση του βασικού αποτελέσματος για τους νόμους

διατήρησης όπως αυτό εμφανίζεται στο [11]. Επίσης, θα δοθεί η στρατηγική με την οποία θα

κινηθούμε έτσι ώστε να επιβεβαιώσουμε την ορθότητά του ισχυρισμού.

Θεώρημα 2.5. Θεωρούμε το πρόβλημα Cauchy για το υπερβολικό σύστημα με ιξώδες:

ut +A(u)ux = εuxx, u(0, x) = ū(x). (2.5)

Υποθέτουμε πως ο πίνακας A(u) ειναι strictly hyperbolic και εξαρτάται ομαλώς απο το u σε
μια περιοχή ενός συμπαγούς K ⊂ Rn. Τότε υπάρχουν θετικές σταθερές C,L,L′ και δ έτσι
ώστε να ισχύουν τα ακόλουθα. Αν

Tot.Var.{ū} < δ, lim
x→−∞

ū(x) ∈ K (2.6)

τότε, για κάθε ε > 0, το πρόβλημα Cauchy (2.5) έχει μοναδική λύση uε, που ορίζεται για κάθε

t ≥ 0. Χρησιμοποιώντας συμβολισμό ημιομάδων γράφουμε t 7→ uε(t, ·) .
= Sεt ū.
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2.1 Το βασικό αποτέλεσμα για νόμους διατήρησης

Επιπροσθέτως,

BV φράγμα: Tot.Var.{Sεt ū} ≤ C Tot.Var.{ū}, (2.7)

L1
ευστάθεια: ‖Sεt ū− Sεt v̄‖L1 ≤ L‖ū− v̄‖L1 , (2.8)

‖Sεt ū− Sεs ū‖L1 ≤ L′
(
|t− s|+

∣∣∣√εt−√εs∣∣∣) . (2.9)

Περί συγκλίσεων: καθώς ε→ 0+
, η λύση uε συγκλίνει στις τροχιές της ημιομάδας S έτσι

ώστε

‖Stū− Ssv̄‖L1 ≤ L‖ū− v̄‖L1 + L′|t− s|. (2.10)

Αυτά θα ονομάζονται vanishing viscosity limits και μπορούν να θεωρηθούν τα μοναδικά
vanishing viscosity solutions του υπερβολικού προβλήματος Cauchy

ut +A(u)ux = 0, u(0, x) = ū(x). (2.11)

Στην συντηρητική περίπτωση A(u) = Df(u), κάθε vanishing viscosity solution ειναι
ασθενής λύση της

ut + (f(u))x = 0, u(0, x) = ū(x) (2.12)

και ικανοποιεί την Liu admissibility condition2.
Αν επιπλέον υποθέσουμε πως κάθε πεδίο είναι genuinely nonlinear ή linearly degenerate,

οι vanishing viscosity solutions ταυτίζονται με τα μοναδικά όρια των μεθόδων Glimm και
front-tracking.

Παρατηρούμε πως στο παραπάνω θεώρημα οι μόνες ουσιαστικές υπόθεσεις ειναι το strict
hyperbolicity του συστήματος και η μικρή ολική κύμανση των αρχικών δεδομένων.

Σημείωση 2.7. Η θεώρηση vanishing viscosity βασίζεται στα viscous travelling waves. Σε
σύγκριση με τις μεθόδους του Glimm ή τον αλγόριθμο Front-tracking ειναι πιο θεμελιώδης και
αποφέρει γενικότερα αποτελέσματα. Ωστόσο, η αρχική μεθοδολογία με προσεγγίσεις από κατά

τμήματα σταθερές συναρτήσεις και η ανάλυση προβλημάτων Riemann έχει τα πλεονεκτήματά
της. Πιο συγκεκριμένα, αναδεικνύει τις ιδιαιτερότητες της γεωμετρίας του προβλήματος και

δίνει επιπλέον αποτελέσματα τόσο για τα ποιοτικά χαρακτηριστικά της δομής του προβλήματος

όσο και για την ασυμπτωτική συμπεριφορά των λύσεων.

Σημείωση 2.8. Σε αυτή την εργασία θα ασχοληθούμε μόνο με την περίπτωση που τα αρ-

χικά δεδομένα έχουν μικρή κύμανση. Πέρα απο βολικό, αυτό είναι και κοινώς αποδεκτο στην

σύγχονη βιβλιογραφία μιας και εξασφαλίζει την ύπαρξη καθολικών BV λύσεων για την (2.1)

και αποδίδει όλα τα βασικά χαρακτηριστικά του προβλήματος. ΄Ενα παράδειγμα του Jenssen
[13] δείχνει πως για αρχικά δεδομένα με μεγάλη ολική κύμανση, η λύση μπορεί να εκραγεί

σε πεπερασμένο χρόνο. Σε αυτό το γενικότερο σενάριο, περιμένει κανείς πως η ύπαρξη και η

2
Λέμε ότι ένα shock με αριστερές και δεξιές καταστάσεις u−, u+

ικανοποιεί την Liu admissibility condition
αν κάθε i−shock που ενώνει την u− με κάποια ενδιάμεση κατάσταση Si(s)

(
u−
)
ταξιδεύει με ταχύτητα

μεγαλύτερη ή ίση της ταχύτητας του shock (u−, u+) ( βλπ [12] για λεπτομέρειες)
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Κεφάλαιο 2. Η Μέθοδος Vanishing Viscosity για Νόμους Διατήρησης

μοναδικότητα μίας ασθενούς λύσης, καθώς και η σύγκλιση των vanishing viscosity approxi-
mations, θα στέκουν τοπικά στον χρόνο όσο η κύμανη των δεδομένων παραμένει φραγμένη.
Για αρχικά δεδομένα στον L∞ δεν περιμένουμε κανένα γενικό θεώρημα για μοναδικότητα ή

ευστάθεια των viscosity solutions.

Ο τρόπος με τον οποίο θα κινηθούμε για να αποδείξουμε το παραπάνω αποτέλεσμα ει-

ναι ο ακόλουθος. Στο επόμενο Κεφάλαιο εξάγουμε παραβολικές εκτίμησεις. Αυτό θα το

καταφέρουμε θεωρώντας το πρόβλημα μοναδιαίου ιξώδους ως μια σχεδόν γραμμική εξίσωση

θερμότητας με διαταραχή. Στη συνέχεια θα διασπάσουμε τις παραγώγους της u και με χρήση

του center manifold theorem και μίας κατάλληλα επιλεγμένης βάσης απο ιδιοδιανύσματα θα

δείξουμε ότι η διάσπαση αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να ελέγξουμε την ολική κύμανση

της u.

Στο Κεφάλαιο 4 μελετάμε πως η αλληλεπίδραση των κυμάτων που συνιστούν την λύση u

μπορεί να ελεγχεί επιβάλοντας φράγματα στους όρους που δημιουργούν τις διαταραχές που

μπορεί να έχει η u. Αποτέλεσμα αυτής της ανάλυσης είναι το γεγονός ότι η u ειναι καλώς

ορισμένη για κάθε θετικό χρόνο.

Στο Κεφάλαιο 5 μελετάμε την ευστάθεια των viscous solutions και εξάγουμε συμπερά-

σματα για την γενικότερη συμπεριφορά τους. ΄Ετσι καταλήγουμε, χρησιμοποιώντας τεχνικές

ημιομάδων, να εξαλείψουμε το ιξώδες και δείχνουμε ότι η λύση που που κατασκευάσαμε είναι

μοναδική.
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Κεφάλαιο 3

A-priori Εκτιμήσεις για το Total Variation
της Λυσης

Σε αυτό το κεφάλαιο θα εξάγουμε εκτιμήσεις για το σύστημα (2.1) βασιζόμενοι στη θεωρία

παραβολικών εξισώσεων και θα μελετήσουμε την συμπεριφορά τους για μεγάλους χρόνους.

3.1 Παραβολικές εκτιμίσεις

Ξεκινάμε την αναλυσή μας απο την εξίσωση

ut +A(u)ux = εuxx, (3.1)

που με την αλλαγή μεταβλητών s = t/ε και y = x/ε ισοδύναμεί με την

us +A(u)uy = uyy, u(y, 0) = ūε(y) = ū(εy), (3.2)

η οποία όχι μόνο είναι πιο εύκολη στην αναλυσή της αλλά εχει και ίδιο Tot.Var.{·} με την

(2.1). Συνεπώς, τόσο για τα a-priori BV φράγματα όσο και για την ανάλυση της ευστάθειας,

θα ασχοληθούμε με το παραβολικό σύστημα

ut +A(u)ux = uxx. (3.3*)

Θεωρούμε το παραπάνω σύστημα ως μία διαταραχή πρώτης τάξης της εξίσωσης της θερμότη-

τας
1
. Τέτοιες εξισώσεις έχουν mild solutions της μορφής

u(t) = G(t) ∗ u(0)−
∫ t

0
G(t− s) ∗A(u(s))ux(s)ds,

όπου G είναι ο συνήθης πυρήνας θερμότητας.

Για την συλλογή όλων των σχετικών φραγμάτων με αυτή τη προσέγγιση, υποθέτουμε πως

η u(x, t) ∈ BV είναι μια λύση του (3.3*) και θεωρούμε την κατάσταση

u∗ = lim
x→−∞

u(x, t) (3.4)

που είναι ανεξάρτητη του χρόνου (μιας και οποιαδήποτε διαταραχή έρχεται απο το −∞ δεν έχει

1
Με διαταραχή A(u)ux.
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Κεφάλαιο 3. A-priori Εκτιμήσεις για το Total Variation της Λυσης

φτάσει ακόμη). ΄Ετσι, ορίζουμε τον πίνακα A∗
.
= A(u∗) με λ∗i , r

∗
i , l
∗
i να είναι οι αντίστοιχες

ιδιοτιμές και δεξιά και αριστερά ιδιοδιανύσματα (κανονικοποιημένα). Είναι βολικό επίσης να

χρησιμοποιούμε το «•» για τη κατευθυνόμενη παράγωγο. ΄Ετσι, η έκφραση z•A(u)
.
= DA(u)·

z υποδηλώνει την παράγωγο της matrix-valued συνάρτησης u 7→ A(u) στην κατεύθυνση του

διανύσματος z. Το z ικανοποιεί την μεταβολική εξίσωση

zt + z •A(u)ux +A(u)zx = zxx (3.5*)

που περιγράφει την εξέλιξη της πρωτοτάξιας διαταραχής της λύσης u του παραβολκού συστή-

ματος.

Τώρα, ξαναγράφοντας τις (3.3*) και (3.5*), έχουμε

ut +A∗ux − uxx = (A∗ −A(u))ux (3.6)

zt +A∗zx − zxx = (A∗ −A(u))zx − (z •A(u))ux, (3.7)

όπου τα δεξιά μέλη τα αντιλαμβανόμαστε ως διαταραχές του γραμμικού παραβολικου συστή-

ματος με σταθερούς συντελεστές

wt +A∗wx − wxx = 0 (3.8)

που έχει λύσεις της μορφής: ∫
G∗(x− y, t)w(y, 0)dy.

Η συνάρτηση πίνακας G∗ υπολογίζεται εύκολα στο i− στο στοιχείο wi
.
= l∗i · w δίνοντας

G∗i (x, t) =
1

2
√
πt

exp

{
−(x− λ∗i t)2

4t

}
από όπου παίρνουμε τα φράγματα

‖G∗(t)‖L1 ≤ κ, ‖G∗x(t)‖L1 ≤
κ√
t
, ‖G∗xx(t)‖L1 ≤

κ

t
, (3.9)

για κάποια σταθερά κ για όλους τους χρόνους t > 0. Παρατηρούμε επίσης ότι αν η u είναι

λύση της (3.6), τότε η z = ux είναι ειδική λύση της (3.7). Συνεπώς, τα φράγματα για τα z zx

στέκουν για τα ux και uxx αντίστοιχα. Λαμβάνοντας υπ’οψιν πως το Tot.Var.{ū} είναι πάντα
μικρό, μπορούμε να εκτιμήσουμε φράγματα και για ανώτερες παραγώγους.

Πρόταση 3.2. ΄Εστω u, v λύσεις των συστημάτων (3.6)-(3.7) έτσι ώστε

‖ux(t)‖L1 , ‖z(t)‖L1 ≤ δ0, (3.10)

για κάποια σταθερά δ0 < 1, για όλους τους χρόνους t ∈ [0, t̂] όπου

t̂
.
=

(
1

400κκAδ0

)2

, κA
.
= sup

u

(
‖DA‖+

∥∥D2A
∥∥)
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3.1 Παραβολικές εκτιμίσεις

με κ όπως στην (3.9). Τότε, για κάθε t ∈ [0, t̂], ισχύουν τα ακόλουθα:

‖uxx(t)‖L1 , ‖zx(t)‖L1 ≤
2κδ0√
t
, (3.11)

‖uxxx(t)‖L1 , ‖zxx(t)‖L1 ≤
5κ2δ0

t
, (3.12)

‖uxxx(t)‖L∞ , ‖zxx(t)‖L∞ ≤
16κ3δ0

t
√
t
. (3.13)

Απόδειξη. Μπορεί να βρεθεί στο Παράρτημα.

Αν τα φράγματα της (3.10) στέκουν για το μεγαλύτερο διάστημα [0, T ], εφαρμόζοντας την

παραπάνω πρόταση για [t − t̂, t] και χρησιμοποιώντας το ότι t̂ ≈ δ−2
0 , έχουμε το ακόλουθο

πόρισμα.

Πόρισμα 3.1. Με υποθέσεις ίδιες με την Πρόταση 3.2 και αν τα φράγματα της (3.10)

στέκουν για t ∈ [0, T ], συμπεραίνουμε πως, για κάθε t ∈ [t̂, T ], ισχύουν τα ακόλουθα:

‖uxx(t)‖L1 , ‖ux(t)‖L∞ , ‖zx(t)‖L1 = O(1)δ2
0 , (3.14)

‖uxxx(t)‖L1 , ‖uxx(t)‖L∞ , ‖zxx(t)‖L1 = O(1)δ3
0 , (3.15)

‖uxxx(t)‖L∞ , ‖zxx(t)‖L∞ = O(1)δ4
0 . (3.16)

Τώρα στρέφουμε την προσοχή μας στα αρχικά δεδομένα των λύσεων των (3.6) και (3.7)

για τα οποία συμπεραίνουμε τα εξής:

Πρόταση 3.3. ΄Εστω u = u(x, t) και z = (x, t) λύσεις των (3.6) και (3.7) αντίστοιχα, με

Tot.Var.{u(·, 0)} ≤ δ0

4κ
, ‖z(0)‖L1 ≤

δ0

4κ
. (3.17)

Τότε, οι u, z είναι καλώς ορισμένες για t ∈ [0, t̂] και ικανοποιούν τα

‖ux(t)‖L1 ≤
δ0

2
, ‖z(t)‖L1 ≤

δ0

2
, ∀t ∈ [0, t̂]. (3.18)

Απόδειξη. Μπορεί να βρεθεί στο [11] σσ. 236-237.

Δεδομένου ότι η z είναι λύση γραμμικής εξίσωσης, δεν υπάρχει λόγος για περιορισμούς

στην ‖z(0)‖L1 . Παρ’ολα αυτά, χρησιμοποιούμε τις ίδιες υποθέσεις για τις ux και z προς

αποφυγήν τεχνικών δυσκολιών.

Με αυτά κατά νου, έχουμε τα ακόλουθα.

Πόρισμα 3.2. ΄Εστω u = u(x, t) και z = (x, t) λύσεις των (3.6) και (3.7) αντίστοιχα, με

‖ux(0)‖L1 ≤ δ0/4κ. Τότε, οι u, z είναι καλώς ορισμένες για t ∈ [0, t̂] και ικανοποιούν τις

σχέσεις

‖ux(t)‖L1 ≤ 2κ‖ux(0)‖L1 , ‖z(t)‖L1 ≤ 2κ‖z(0)‖L1 , ∀t ∈ [0, t̂]. (3.19)

Το ακόλουθο σχήμα μας δίνει μια οπτική της κατάστασης.
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Σχήμα 3.1

Αρχικά, στο διάστημα t ∈ [0, t̂], με t̂ ≈ δ2
0 έχουμε

‖ux(t)‖L1 ≤ δ0, (3.20)

ενώ οι νόρμες υψηλότερων παραγώγων φθίνουν κατά τρόπο

‖uxx‖L1 = O(1)
δ0√
t
, ‖uxxx‖L1 = O(1)

δ0

t
.

Από την άλλη, για t ≥ t̂, και όσο η (3.20) στέκει, έχουμε

‖uxx‖L1 = O(1)δ2
0 , ‖uxxx‖L1 = O(1)δ3

0 .

Αυτά τα φράγματα (οι κανονικές γραμμές στο Σχ. 3.1) τα λαμβάνουμε ακολουθώντας τυπικές

μεθόδους για παραβολικού τύπου εκτιμήσεις. Για την διατήρηση των εκτιμήσεων (3.20) για

μεγάλους χρόνους t ∈ [t̂,∞) (η διακεκομμένη γραμμή στο Σχ. 3.1) θα χρειαστούμε υπερ-

βολικού τύπου εκτιμήσεις που βασίζονται στο τοπικό gradient decomposition του ux σαν

άθροισμα travelling waves και στην ανάλυση των όρων που αλληλεπιδρούν.

3.2 Συμπεριφορά φραγμάτων για μεγάλους χρόνους

Ακολουθώντας το [5], το «βασικό συστατικό» για την ανάλυσή μας σε αυτό το σημείο θα

είναι τα Viscous Traveling Profiles, δηλαδή λύσεις της μορφής

u(x, t) = U(x− λt),

όπου η U πρέπει να ικανοποιεί το σύστημα

U ′′ = (A(U)− λ)U ′. (3.21)

Για την ακρίβεια, για κάθε x ∈ R και για u : R→ Rn θεωρούμε τον δεύτερης τάξης πίδακα
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3.2 Συμπεριφορά φραγμάτων για μεγάλους χρόνους

(jet) (u, ux, uxx) και ψάχνουμε traveling profiles U1, . . . , Un έτσι ώστε

U ′′i = (A (Ui)− σi)U ′i , Ui(x) = u(x) (3.22)

με σi κοντά στην χαρακτηριστική ταχύτητα λi και, ειδικότερα,

Ui(x) = u(x) i = 1, . . . , n∑
i

U ′i(x) = ux(x),
∑
i

U ′′i (x) = uxx(x).
(3.23)

Ο λόγος που θεωρούμε ότι Ui(x) = u(x) για κάθε i εγκειται στο ότι κατασκευάζουμε τα

viscous traveling waves ώστε να «περνάνε μέσα απο τη u». Για την αναλύση που θα κάνου-

με, υποθέτουμε πως, ως συνήθως, το Tot.Var.{u} είναι αρκούντως μικρό αλλά και πως οι

παράγωγοι είναι ομοιόμορφα μικροί.

Η ιδέα είναι πως θέλουμε να κάνουμε gradient decomposition στο u, δηλαδη να το φέρουμε

στη μορφή

ux(x) =
∑
i

vir̃i =
∑
i

U ′i(x), (3.24)

όπου r̃1, . . . , r̃n είναι μια βάση απο διανύσματα έξυπνα επιλεγμένα ώστε να αντιμετωπίσουμε

τα εξής δύο βασικα προβλήματα.

Πρώτον, το συστημα (3.23) ειναι υποκαθορισμένο. Πράγματι, το (3.22), όντας 2ης τάξης,

μας επιτρέπει αυθαίρετη επιλογή U ′(x) ∈ Rn καθως και αυθαίρετες επιλογές σi για συνολικά

(1+n) βαθμωτές παραμέτρους. Αθροίζοντας και στις n οικογένειες κυμάτων, έχουμε n(n+1)

ελέυθερες παραμέτρους. Από την άλλη, το (3.23) έχει n+ n εξισώσεις. Συνεπώς, για n ≥ 2

δεν έχουμε αρκετές πληροφορίες για μοναδική επιλογή των U1, . . . , Un.

Δεύτερον, για τυχαίες τιμές των ux, uxx, το (3.23) μπορεί να είναι μη-επιλύσιμο. Λόγου

χάρη, στην μονοδιάστατη περίπτωση όπου η μοναδική επιλογή για το σ ειναι σ = λ(u(x))− uxx
ux

αν ux = 0 και uxx 6= 0 δεν υπάρχει λύση
2
.

Το πρώτο πρόβλημα θα το λύσουμε εισάγοντας την χρήση ενός Central Manifold και θα

απαιτούμε τα traveling profiles να ανήκουν μόνο σε αυτό (και επομένως το decomposition
μας να βασίζεται μόνο σε αυτά). Το δεύτερο πρόβλημα θα λυθεί με την εισαγωγή μιας cut-
off function που στις ειδικές περιπτώσεις που θα είναι ενεργή (δηλαδή θα αντιμετωπίζουμε

προvλήματα με τις τιμές των ux και uxx) θα ικανοποιείται μόνο το ΣiU
′
i(x) = ux(x) δίνοντάς

μας χώρο για σφάλμα στο ΣiU
′′
i (x) = uxx(x).

3.2.1 Κατασκευή του Center Manifold

Ξεκινούμε παρατηρώντας πως για να έχουμε μοναδική λύση στο πρόβλημα μας χρειαζόμα-

στε n+ n εξισώσεις. Συνεπώς, για κάθε δοσμένη κατάσταση u θα χρειαστεί να κατασκευά-

σουμε n οικογένειες traveling wave profiles Ui που το καθενα να εξαρτάται από δύο βαθμωτές

παραμέτρους. Για την κατασκεύη αυτή θα χρησιμοποιήσουμε το Center manifold Theorem
και εργαζόμαστε ώς εξής.

2
Γενικά οπουδήποτε έχουμε μέγιστα ή ελάχιστα έχουμε αυτό το πρόβλημα.
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Τα traveling waves του (3.3*) είναι οι (πιθανώς μη-φραγμένες) λύσεις του

(A(U)− σ)U ′ = U ′′ (3.25)

που μπορούμε να γράψουμε ως πρωτοτάξιο σύστημα στον Rn × Rn × R ως:
u̇ = v,

v̇ = (A(u)− σ)v,

σ̇ = 0.

(3.26)

Υποθέτουμε τώρα πως έχουμε μια δοσμένη κατάσταση u∗ και σταθεροποιούμε ένα i ∈
{1, . . . , n}. Γραμμικοποιώντας το άνω σύστημα στο σημείο ισορροπίας P ∗

.
= (u∗, 0, λi(u

∗))

έχουμε το γραμμικό σύστημα 
u̇ = v,

v̇ = (A (u∗)− λi (u∗)) v,

σ̇ = 0.

(3.27)

΄Αρα, για τις αριστερές και δεξιές κανονικοποιημένες βάσεις των ιδιοδιανυσμάτων του

A(u∗), {l∗1, . . . , l∗n} και {r∗1, . . . , r∗n}, μπορούμε να γράψουμε κάθε v ως (V1, . . . , Vn ∈ Rn

και έτσι έχουμε

|r∗i | = 1, v =
∑
j

Vjr
∗
j , Vj

.
= l∗j · v.

Τώρα θεωρούμε έναν γραμμικό χώρο που ονομάζουμε N και περιέχει όλα τα (u, v, σ) ∈
Rn × Rn × R για τον οποίο ισχύει

Vj = 0 για κάθε j 6= i (3.28)

και έτσι, απο κατασκευή του, έχει διασταση n+2. Συνεπώς χρησιμοποιόντας Center Manifold
Theorem υπάρχει smooth manifold M ∈ Rn+n+1

εφαπτόμενο στο N στο στάσιμο σημείο

P ∗ τοπικά αναλλοίωτο στις ‘ροές’ του (3.26).

Σχήμα 3.2: Οπτική αναπαράσταση του Center ManifoldM και του Center Subspace N

Το manifoldM είναι διάστασης n+ 2 και περιγράφεται τοπικά απο τις n− 1 εξισώσεις

Vj = ϕj(u, Vi, σ) j 6= i. (3.29)
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3.2 Συμπεριφορά φραγμάτων για μεγάλους χρόνους

Ψάχνωντας λοιπόν n+2 ελεύθερες παραμέτρους παρατηρούμε αρχικά πως το τυχαίο σημείο

του N μπορεί να περιγραφεί ως

P = (u, v, σ) = (u, vir
∗
i , σ).

Συνεπώς, επιτρέπεται να αντιμετωπίσουμε κάθε (u, vi, σ) ∈ Rn+2
ως συντεταγμένη του

σημείου P . Για να συνεχίσουμε, σε αυτό το σημείο, κάνουμε την παρατήρηση οτι vi = ±|v|
είναι η προσημασμένη δύναμη του διανύσματος v και το σ ειναι η ταχύτητηα του κύματος.

Ακολουθώντας το [5] έχουμε πως, το γενικό σημείο του center manifoldM γράφεται ως

P = (u, v, σ) = (u, vir̃i, σ) ,

όπου πάλι το vi ειναι η προσημασμένη δύναμη του v και το r̃i είναι ένα μοναδιαίο διάνυσμα

παράλληλο στο v.

Γενικά δεν περιμένουμε το r̃i να είναι σταθερό (αυτό συμβαίνει πάντα στη γραμμική πε-

ρίπτωση), όμως εξαρτάται εξ΄ ολοκλήρου απο τα u, vi, σ. Επομένως, όλη η πληροφορία του

center manifold είναι κωδικοποιημένη στην απεικόνιση (u, vi, σ) 7→ r̃i(u, vi, σ).

Ειδικότερα, με τις μεθόδους που αναφέρονται στο [5] μπορούμε να κατασκευάσουμε n το

πλήθος center manifoldsMi ⊂ Rn+n+1
καθώς και n το πλήθος συναρτήσεις r̃i = r̃i (u, vi, σi)

έτσι ώστε

|r̃i| ≡ 1

Mi = {(u, v, σi) ; v = vir̃i (u, vi, σi)}

για (u, vi, σi) ∈ Rn × R× R στην περιοχή του (u∗, 0, λi (u∗)).

Επιπρόσθετα ισχύει η ισότητα

r̃i (u, 0, σi) = ri(u) (3.30)

για κάθε u, σi.

Τέλος αναφέρουμε πως οι τροχίες στο center manifold ικανοποιούν την σχέση

−σivi,x +
(
λ̃ivi

)
x
− vi,xx = 0

΄Οπου λ̃i είναι οι γενικευμένες ιδιοτιμές του A(u) που ορίζονται από το εσωτερικό γινόμενο

λ̃i
.
= 〈r̃i, A(u)r̃i〉 (3.31)

και ικανοποιούν την ταυτότητα
3(

A(u)− λ̃i
)
r̃i = vi

(
r̃i,ur̃i + r̃i,v

(
λ̃i − σi

))
(3.32)

που είναι το ανάλογο της συνηθισμένης

(A(u)− λi) ri = 0. (3.33)

3r̃i,u
.
= ∂

∂u
r̃i, r̃i,v

.
= ∂

∂vi
r̃i, r̃i,σ

.
= ∂

∂σi
r̃i
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.

3.2.2 Wave Decomposition

΄Εστω u : R → Rn μια ομαλή συνάρτηση με μικρό total variation. Σε κάθε σημείο x

ψάχνουμε ένα decomposition του gradient ux της μορφής

ux(x) =
∑
i

vir̃i =
∑
i

U ′i(x), (3.34)

όπου r̃i = r̃i (u, vi, σi) είναι τα διανύσματα που ορίζουν το center manifold M . Για να

ορίσουμε μονοσήμαντα τα r̃i πρέπει να πρώτα να χαρακτηρίσουμε τα vi και σi συναρτήσει των

u, ux, uxx .

Αρχικά, αναλογιζόμαστε την περίπτωση όπου η u ειναι το προφίλ ενός viscous travel-
ing wave (της j−στης οικογένειας που βρίσκεται στο center manifold Mj ). Σε αυτή τη

περίπτωση, το decomposition μας περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο, το

ux = vj r̃j(u, vj , σj), (3.35)

όπου για να μαντέψουμε τα vj , σj χρησιμοποιούμε ότι |r̃j | = 1 και επομένως vj = ±|vx|.
Επίσης, ισχύει πως τα ux και ut είναι παράλληλα

4
, άρα μπορούμε να γράψουμε

ut = uxx −A(u)ux = ωj r̃j (u, vj , σj) (3.36)

για κάποιο ωj ∈ R καταλήγοντας στο ότι σj =
−ωj
vj

.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, είναι λογικό να ορίσουμε

ut
.
= uxx −A(u)ux (3.37)

και να ψάξουμε τα βαθμωτά vi, ωi έτσι ώστε{
ux =

∑
i vir̃i (u, vi, σi) ,

ut =
∑

i ωir̃i (u, vi, σi) ,
σi = −ωi

vi
. (3.38)

Το πρόβλημα με αυτό είναι πως τα r̃i ορίζονται μόνο για σi κοντά στην i−χαρακτηριστική
ταχύτητα λ∗i

.
= λi (u∗) και για ux ≈ 0 έχουμε vi ≈ 0 συνεπώς

∣∣∣−ωjvj ∣∣∣ μπορεί να γίνει αυθαίρετα

μεγάλο.

Για να υπερβούμε αυτό το εμπόδιο εισάγουμε την cutoff function θ : R→ [−2δ1, 2δ2] με

θ(s) =

{
s if |s| ≤ δ1

0 if |s| ≥ 3δ1

∣∣θ′∣∣ ≤ 1,
∣∣θ′′∣∣ ≤ 4/δ1 (3.39)

που μας επιτρέπει να γράψουμε την (3.38) ως{
ux =

∑
i vir̃i (u, vi, σi)

ut =
∑

i (wi − λ∗i vi) r̃i (u, vi, σi) ,
(3.40)

4ut = −σjux
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όπου

ut = uxx −A(u)ux, σi = λ∗i − θ
(
wi
vi

)
. (3.41)

Σχήμα 3.3

Αν και το σi δεν ορίζεται για vi = wi = 0, γνωρίζουμε απο την (3.30) πως r̃i = ri(u)

(ανεξάρτητο του σi) οπότε σε κάθε περίπτωση οι παραπάνω εξισώσεις έχουν νόημα και στέ-

κουν.

Για τον μονοσήμαντο ορισμό των vi, wi στις (3.40)-(3.41) επικαλούμαστε το παρακάτω

λήμμα.

Λήμμα 3.2. Για |u− u∗|, |ux|, |uxx| αρκούντως μικρά, το σύστημα 2n εξισώσεων (3.40)

έχει μοναδική λύση (v, w) = (v1, . . . , vn, w1, . . . , wn). Η απεικόνιση (u, ux, uxx) 7−→ (v, w)

είναι ομαλή εκτός των n manifolds Zi
.
= {(v, w); vi = wi = 0} και ειδικότερα ειναι C1,1 5

στην περιοχή του σημείου (u∗, 0, 0).

Σημείωση 3.9. ΄Επειτα απο κάποιον γραμμικό μετασχηματισμό, μπορούμε να υποθέσουμε

πως ο A(u∗) είναι διαγώνιος. Ως συνέπεια, τα r∗1, r
∗
2, . . . , r

∗
n σχηματίζουν ορθοκανονική βάση〈

r∗i , r
∗
j

〉
= δij

και επίσης ισχύει

|r̃i (u, vi, σi)− r∗i | = O(1) · (|u− u∗|+ |vi|) .

Λόγω της (3.30) μπορούμε να συμπεράνουμε ότι

〈r̃i, A(u)r̃j〉 = O(1) · δ0 j 6= i. (3.42)

5
Συνεχώς παραγωγίσιμη με Lipschitz συνεχείς παραγώγους
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Από τα παραπάνω εξάγουμε τα φράγματα

|ux| ≤
∑
i

|vi| ≤ 2
√
n |ux| (3.43)

για το decomposition (3.24).

Φράγματα για τις Παραγώγους Κατά Συντεταγμένη

Εδώ, βασιζόμενοι στο Πόρισμα 3.1 αναφέρουμε ορισμένες εκτιμίσεις για τα vi, wi.

Λήμμα 3.3. Με τις ίδιες υποθέσεις όπως στη Πρόταση 3.3 και υποθέτοντας επιπλέον ότι

‖ux(t)‖L1 ≤ δ0

για t ∈ [0, T ], έχουμε ότι για t ∈ [t̂, T ] το decomposition (3.40) είναι καλώς ορισμένο και

ισχύουν οι παρακάτω εκτιμίσεις:

‖vi(t)‖L1 , ‖wi(t)‖L1 = O(1) · δ0, (3.44)

‖vi(t)‖L∞ , ‖wi(t)‖L∞ , ‖vi,x(t)‖L1 , ‖wi,x(t)‖L1 = O(1) · δ2
0 , (3.45)

‖vi,x(t)‖L∞ , ‖wi,x(t)‖L∞ = O(1) · δ3
0 (3.46)

Πόρισμα 3.3. Με τις ίδιες υποθέσεις όπως στο Λήμμα 3.2, έχουμε

‖r̃i,x(t)‖L1 ,
∥∥∥λ̃i,x(t)

∥∥∥
L1

= O(1) · δ0, (3.47)

‖r̃i,x(t)‖L∞ ,
∥∥∥λ̃i,x(t)

∥∥∥
L∞

= O(1) · δ2
0 (3.48)

Τέλος, αναφέρουμε μία σχέση που συνδέει γενικώς τα vi και wi λαμβάνοντας πάντα υπ’οψιν

πως

0 < δ0 << δ1 << 1.

Λήμμα 3.4. ΄Εστω ότι |wi/vi| ≥ 3δ1/5. Τότε ισχύει

|wi| ≤ 2 |vi,x|+O(1) · δ0

∑
j 6=i
|vj | , |vi| ≤

5

2δ1
|vi,x|+O(1) · δ0

∑
j 6=i
|vj | . (3.49)

Απο την άλλη, για |wi/vi| ≤ 4δ1/5 ισχύει

|vi,x| ≤ δ1 |vi|+O(1) · δ0

∑
j 6=i
|vj | . (3.50)

44



Κεφάλαιο 4

Αλληλεπίδραση των Viscous Waves

΄Εστω u
.
= u(t, x) η λύση του συστήματος

ut +A(u)ux = uxx. (4.1)

Βάσει της αναλυσης του προηγούμενου κεφαλαίου, έχουμε το decomposition του ux σε vis-
cous traveling waves. Επίσης, υποθέτοντας ότι τα ux, uxx παραμένουν αρκούντως μικρά, τα

components vi, wi είναι καλώς ορισμένα και για αυτά ισχύει{
vi,t + (λ̃ivi)x − vi,xx = ϕi

wi,t + (λ̃iwi)x − wi,xx = ψi
(4.2)

με λ̃i
.
= 〈r̃i, A(u)r̃i〉 και ϕi, ψi (source terms) που υπολογίζονται συναρτήσει των u, v, w και

των πρώτων παραγώγων τους.

Αρχικά, θα στρέψουμε την προσοχή μας στα ϕi και ψi και θα παραθέσουμε τον τρόπο με

τον οποίο εξάγουμε φράγματα για αυτά. Η σημασία τους θα αναδειχθεί ιδιαίτερα στη συνέχεια,

όταν με την χρήση τους θα εξασφαλίσουμε φράγματα για τις αλληλεπιδράσεις των viscous
traveling waves. Επιπροσθέτως, οι εκτιμήσεις αυτές θα μας επιτρέψουν να επεκτείνουμε τις

τοπικές λύσεις του (2.1) επ’ αόριστον.

Παραγωγίζοντας την (4.1) έχουμε ότι το (ux, ut) = Λ(u, v, w) ικανοποιεί την εξελικτική

εξίσωση (
ux

ut

)
t

+

([
A(u) 0

0 A(u)

](
ux

ut

))
x

−

(
ux

ut

)
xx

=

(
0

(ux •A(u))ut − (ut •A(u))ux

)
.

(4.3)

Παρατηρούμε πως η παραπάνω εξίσωση, αν A(u) = Df(u), έχει μηδενικό το δεύτερο μέλος

αφού

(ux •A(u))ut = (ut •A(u))ux = D2f(u) (ux ⊗ ut) .

Χάριν συμβολισμού, ορίζουμε

z
.
= (v, w), λ̃

.
=

 diag
(
λ̃i

)
0

0 diag
(
λ̃i

)  .
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΄Ετσι, η (4.3) γίνεται

∂Λ

∂u
ut +

∂Λ

∂z

(
v

w

)
t

+

([
A(u) 0

0 A(u)

]
Λ

)
x

− ∂Λ

∂z

(
v

w

)
xx

− ∂Λ

∂u
uxx

− ∂
2Λ

∂u[2]
(ux ⊗ ux)− ∂2Λ

∂z[2]
·

(
vx

wx

)
⊗

(
vx

wx

)
− 2

∂2Λ

∂u∂z
ux ⊗

(
vx

wx

)

=

(
0

(ux •A(u))ut − (ut •A(u))ux

)
.

Κάνοντας κάποιες τροποποιήσεις, έχουμε:

∂Λ

∂z

[(
v

w

)
t

+

(
λ̃

(
v

w

))
x

−

(
v

w

)
xx

]

=
∂Λ

∂z

(
λ̃

(
v

w

))
x

−

([
A(u) 0

0 A(u)

]
Λ

)
x

+
∂Λ

∂u
A(u)ux +

(
0

(ux •A(u))ut − (ut •A(u))ux

)

+
∂2Λ

∂u[2]
(ux ⊗ ux) +

∂2Λ

∂z[2]
·

(
vx

wx

)
⊗

(
vx

wx

)
+ 2

∂2Λ

∂u∂z
ux ⊗

(
vx

wx

)
.
=E

(4.4)

Αν θέλαμε εκφράσεις για τα ϕi, ψi, πολλαπλασιάζοντας την (4.4) με τον αντίστροφο πίνακα

του ∂Λ/∂z θα τις αποκτούσαμε. Μας αρκούν ωστόσο απλώς φράγματα για τα ϕi, ψi. Λόγω

του ότι ο (∂Λ/∂z)−1
αποδεικνύεται πως είναι ομοιόμορφα φραγμένος, έχουμε:

ϕi = O(1) · |E|, ψi = O(1) · |E|, i = 1, . . . , n. (4.5)

Ειδικότερα, στο [11] (σελ. 250-260) αποδεικνύεται το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 4.5. Για τα source terms της (4.2) ισχύουν τα παρακάτω φράγματα:

ϕi, ψi = O(1) ·
∑
j

(|vj,x|+ |wj,x|) · |wj − θjvj | σφάλμα λόγο της cut-off

+O(1) ·
∑
j

|vj,xwj − vjwj,x| αλλαγή ταχύτητας, γραμμικόι όροι

+O(1) ·
∑
j

∣∣∣∣vj (wjvj
)
x

∣∣∣∣2 · χ{|wj/vj |<3δ1}

αλλαγή ταχύτητας, δευτεροβάθμιοι όροι

+O(1) ·
∑
j 6=k

(|vjvk|+ |vj,xvk|+ |vjwk|+ |vj,xwk|+ |vjwk,x|+ |wjwk|)

αλληλεπίδραση κυμάτων διαφορετικών οικογενειών

(4.6)

Λίγα λόγια για τα δύο τελευταία αθροίσματα. Σε κάποιο x, μπορεί να συναντηθούν κύματα
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4.1 Εγκάρσιες Αλληλεπιδράσεις κυμάτων

απο τις οικογένειες j και k, για j 6= k. Η αλληλεπίδρασή τους υπολογίζεται μέσω των τετρα-

γωνικών όρων και η δύναμή τους απο τα μέτρα των γινομένων των διαφορετικών components
|vjvk| , |vjwk| , |vj,xwk| , . . . .

4.1 Εγκάρσιες Αλληλεπιδράσεις κυμάτων

Σε αυτή την υποενότητα θα εξάγουμε φράγματα για τις αλληλεπιδράσεις των διαφορετικών

οικογενειών κυμάτων. Με άλλα λόγια, θα φράξουμε την L1
νόρμα του τελευταίου αθροίσματος

του λήμματος 4.5. Ειδικότερα, θα δείξουμε ότι για∫ T

t̂

∫
{|ϕi(t, x)|+ |ψi(t, x)|} dxdt ≤ δ0, i = 1, . . . , n, (4.7)

έχουμε το αρκετά ακριvέστερο φράγμα∫ T

t̂

∫
j 6=k

(|vjvk|+ |vj,xvk|+ |vjwk|+ |vj,xwk|+ |vjwk,x|+ |wjwk|) dxdt = O(1) · δ2
0 . (4.8)

Αρχικά θα εδραιώσουμε φράγματα για παραβολικές εξισώσεις με διαφορετικά ρεύματα

(drifts).

Λήμμα 4.6. ΄Εστω z, z#
οι αντίστοιχες λύσεις των{

zt + (λ(t, x)z)x − zxx = ϕ(t, x)

z#
t +

(
λ#(t, x)z#

)
x
− z#

xx = ϕ#(t, x)
(4.9)

για t ∈ [0, T ] υπό την υπόθεση

inf
t,x
λ#(t, x)− sup

t,x
λ(t, x) ≥ c > 0. (4.10)

Τότε ισχύει∫ T

0

∫
|z(t, x)||z#(t, x)|dxdt ≤

1

c

(∫
|z(0, x)|dx+

∫ T

0

∫
|ϕ(t, x)|dxdt

)(∫ ∣∣∣z#(0, x)
∣∣∣ dx+

∫ T

0

∫ ∣∣∣ϕ#(t, x)
∣∣∣ dxdt) .

(4.11)

Απόδειξη. ΄Εστω η ομογενής περίπτωση όπου ϕ,ϕ# = 0. Ορίζουμε το Δυναμικό Αλληλεπι-

δράσεων (interaction potential) ως

Q
(
z, z#

)
.
=

∫∫
K(x− y)|z(x)|

∣∣∣z#(y)
∣∣∣ dxdy (4.12)

με

K(s)
.
=

{
1/c αν s ≥ 0,

1/c · ecs/2 αν s < 0.
(4.13)
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Παρατηρούμε πως η cK −K ′′ είναι η Dirac στο 0 (όπου οι παράγωγοι υπολογίζονται με την

έννοια των κατανομών).

Συνεπώς, έχουμε τα ακόλουθα:

d

dt
Q
(
z(t), z#(t)

)
=

d

dt

∫∫
K(x− y)|z(x)|

∣∣∣z#(y)
∣∣∣ dxdy

=

∫∫
K(x− y)

{
(zxx − (λz)x) sgn z(x)

∣∣∣z#(y)
∣∣∣

+ |z(x)|
(
z#
yy −

(
λ#z#

)
y

)
sgn z#(y)}dxdy

=

∫∫
K ′(x− y)

{
λ|z(x)|

∣∣∣z#(y)
∣∣∣− λ#|z(x)|

∣∣∣z#(y)
∣∣∣} dxdy

+

∫∫
K ′′(x− y)

{
|z(x)|

∣∣∣z#(y)
∣∣∣+ |z(x)|

∣∣∣z#(y)
∣∣∣} dxdy

≤ −
∫∫ (

cK ′ − 2K ′′
)
|z(x)|

∣∣∣z#(y)
∣∣∣ dxdy

= −
∫
|z(x)|

∣∣∣z#(x)
∣∣∣ dx.

΄Ετσι, καταλήγουμε στο∫ T

0

∫
|z(t, x)|

∣∣∣z#(t, x)
∣∣∣ dxdt ≤ Q(z(0), z#(0)

)
≤ 1

c
‖z(0)‖L1

∥∥∥z#(0)
∥∥∥
L1
, (4.14)

που αποδεικνύει το λήμμα για την ομογενή περίπτωση.

Για την γενική περίπτωση, έστω Γ,Γ#
οι συναρτήσεις Green για τα γραμμικά ομογενή

συστήματα. Τότε οι γενικές λύσεις των (4.9) γράφονται ως
z(t, x) =

∫
Γ(t, x, 0, y)z(0, y)dy +

∫ t

0

∫
Γ(t, x, s, y)ϕ(s, y)dyds

z#(t, x) =

∫
Γ#(t, x, 0, y)z#(0, y)dy +

∫ t

0

∫
Γ#(t, x, s, y)ϕ#(s, y)dyds.

(4.15)

Αντικαθιστώντας στην (4.14), έχουμε∫ T

max{s,s′}

∫
Γ(t, x, s, y) · Γ#

(
t, x, s′, y′

)
dxdt ≤ 1

c
(4.16)

για κάθε (s, y) και (s′, y′). Η (4.11) προκύπτει τώρα απο την (4.16) χάρη στην αναπαράσταση

(4.15).

Το παραπάνω λήμμα μάς επιτρέπει να κοντρολάρουμε τους όρους |vjvk|, |vjwk| και |wjwk|
της (4.8).

Για τους υπόλοιπους όρους (που περιέχουν παραγώγους του x) επικαλούμαστε το παρα-

κάτω λήμμα.

48



4.2 Κύματα ίδιων οικογενειών

Λήμμα 4.7. ΄Εστω z, z#
οι λύσεις του (4.9) έτσι ώστε η (4.10) να ισχύει ταυτόχρονα με τις∫ T

0

∫
|ϕ(t, x)|dxdt ≤ δ0,

∫ T

0

∫ ∣∣∣ϕ#(t, x)
∣∣∣ dxdt ≤ δ0 (4.17)

‖z(t)‖L1 ,
∥∥∥z#(t)

∥∥∥
L1
≤ δ0, ‖zx(t)‖L1 ,

∥∥∥z#(t)
∥∥∥
L∞
≤ C∗δ2

0 (4.18)

‖λx(t)‖L∞ , ‖λx(t)‖L1 ≤ C∗δ0, lim
x→−∞

λ(t, x) = 0 (4.19)

για κάθε t ∈ [0, T ]. Τότε έχουμε∫ T

0

∫
|zx(t, x)|

∣∣∣z#(t, x)
∣∣∣ dxdt = O(1) · δ2

0 . (4.20)

Σημείωση 4.10. Τώρα, για z
.
= vj , z

# .
= vk, λ

.
= λ̃j και λ

# .
= λ̃k από το Λήμμα 4.6

έχουμε τα απαιτούμενα φράγματα για την (4.8) για τους όρους της μορφής |vjvk| και απο 4.7
για τους όρους της μορφής |vj,xvk|. Την υπόθεση λ(t,−∞) = 0 την λαμβάνουμε με την

αλλαγή μεταβλητής x′
.
= x− λ∗j t.

4.2 Κύματα ίδιων οικογενειών

Εδώ, με τις ίδιες υποθέσεις όπως στην προηγούμενη ενότητα, θα εξάγουμε τα φράγματα∫ T

t̂

∫
|wi,xvi − wivi,x| dxdt = O(1) · δ2

0 , (4.21)

∫ T

t̂

∫
|wi/vi|<3δ1

|vi|2
∣∣∣∣(wivi

)
x

∣∣∣∣2 dxdt = O(1) · δ3
0 (4.22)

για κάθε i = 1, 2, . . . , n.

Για να το καταφέρουμε αυτό θα χρησιμοποιήσουμε δύο συναρτησιακά για να αποφύγουμε

διπλομετρήσεις που μπορεί να προκύψουν απο την δημιουργία shocks. Η βασική ιδέα που θα

εκμεταλλευτούμε ακολουθεί.

΄Εστω γ : R → R2
μία παραμετρικοποιημένη καμπύλη επαρκούς ομαλότητας. Το μήκος

της γ δίνεται απο την

L(γ)
.
=

∫
|γx(x)| dx.

Ορίζουμε το εμβαδόν της κυρτής θήκης της γ ως

A(γ)
.
=

1

2

∫∫
x<y
|γx(x) ∧ γx(y)| dxdy.

΄Εστω τώρα γ = γ(t, x) είναι μια επίπεδη καμπύλη που ικανοποιεί την εξίσωση

γt + λγx = γxx (4.23)

με λ αρκούντως ομαλό. Λόγω διάχυσης, τα L(γ(t)) και A(γ(t)) φθίνουν με τον χρόνο.

Στη γενίκευση αυτής της παρατήρησης βασιζόμαστε για την απόδειξη των εκτιμήσεων (4.21)-

(4.22).
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΄Εστω v, w πραγματικές συναρτήσεις που ικανοποιούν την

vt + (λv)x − vxx = ϕ

wt + (λw)x − wxx = ψ
. (4.24)

Ορίζουμε γ να είναι

γ(t, x)
.
=

(∫ x

−∞
v(t, y)dy,

∫ x

−∞
w(t, y)dy

)
(4.25)

και ολοκληρώνοντας ως προς x την (4.23) η (4.24) μετατρέπεται στην ισοδύναμη

γt + λγx − γxx = Φ(t, x)
.
=

(∫ x

−∞
ϕ(t, y)dy,

∫ x

−∞
ψ(t, y)dy

)
. (4.26)

Τώρα, για δοσμένο t ορίζουμε το το συναρτησιακό μήκους

L(t) = L(γ(t)) =

∫ √
v2(t, x) + w2(t, x)dx (4.27)

και το συναρτησιακό εμβαδού

A(t) = A(γ(t)) =
1

2

∫∫
x<y
|v(t, x)w(t, y)− v(t, y)w(t, x)|dxdy (4.28)

για τα οποία ισχύουν τα παρακάτω.

Λήμμα 4.8. ΄Εστω v, w οι λύσεις του συστήματος (4.2) για t ∈ [0, T ]. Για κάθε t υποθέτουμε

ότι οι x 7→ v(t, x), x 7→ w(t, x) και x 7→ λ(t, x) ειναι C1,1
. Τότε, για το συναρτησιακό

εμβαδού έχουμε

d

dt
A(t) ≤−

∫
|vx(t, x)w(t, x)− v(t, x)wx(t, x)| dx

+ ‖v(t)‖L1‖ψ(t)‖L1 + ‖w(t)‖L1‖ϕ(t)‖L1

(4.29)

και, όσο γx(t, x) 6= 0, για το συναρτησιακό μήκους έχουμε

d

dt
L(t) ≤ − 1(

1 + 9δ2
1

)3/2 ∫|w/v|≤3δ1

|v|
∣∣∣(w
v

)
x

∣∣∣2 dx+ ‖ϕ(t)‖L1 + ‖ψ(t)‖L1 (4.30)

Σημείωση 4.11. ΄Εστω u(t, x) λύση της

ut + (f(u))x − uxx = 0

και έστω γ
.
= (u, f(u)− ux). Για λ

.
= f ′, τα v

.
= ux, w

.
= −ut εξελίσσονται βάση της (4.23).

Αν ορίσουμε ταχύτητα s(x)
.
= −ut(x)/ux(x), έχουμε τα ακόλουθα για το A(γ):
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4.2 Κύματα ίδιων οικογενειών

A(γ) =
1

2

∫∫
x<y
|ux(x)ut(y)− ut(x)ux(y)| dxdy

=
1

2

∫∫
x<y
|ux(x)dx| · |ux(y)dy| · |s(x)− s(y)|

=
1

2

∫∫
x<y

[ το κύμα στο x]× [ το κύμα στο y]× [ διαφορά στις ταχύτητες ],

που δείχνει πως τοA μπορεί να θεωρηθεί ως interaction potential για κύματα ίδιων οικογενειών
το οποίο βρίσκεται σε συμφωνία με το συναρτησιακό αλληλεπιδράσεων που εισήγαγε ο Liu στο
[14] για γενικότερα υπερβολικά συστήματα.

Σημείωση 4.12. Ισως 6.8 απο [5] .

Συνεχίζοντας λοιπόν την απόδειξη των (4.21)-(4.22), για v
.
= vi, w

.
= wi, λ

.
= λiψ

.
= ψi

και για κάθε i = 1, . . . , n, θεωρώντας τα Li και Ai απο το Λήμμα 3.3 ισχύει

Ai(t) ≤ ‖vi(t)‖L∞ · ‖wi(t)‖L1 = O(1) · δ3
0 (4.31)

και

Li(t) ≤ ‖vi(t)‖L1 + ‖wi(t)‖L1 = O(1) · δ0. (4.32)

Τώρα, απο την (4.29) έχουμε∫ T

t̂

∫
|wi,xvi − wivi,x| dxdt

≤
∫ T

t̂

∣∣∣∣ ddtAi(t)
∣∣∣∣ dt+

∫ T

t̂
(‖vi(t)‖L1 ‖ψi(t)‖L1 + ‖wi(t)‖L1 ‖ϕi(t)‖L1) dt

≤ Ai(t̂) + sup
t∈[t̂,T ]

(‖vi(t)‖L1 + ‖wi(t)‖L1) ·
∫ T

t̂

∫
(|ϕi(t, x)|+ |ψi(t, x)|) dxdt

= O(1) · δ2
0 ,

(4.33)

που αποδεικνύει την (4.21). Για την απόδειξη της (4.22) παρατηρούμε πρώτα πως μπορούμε να

υποθέσουμε ότι τα (t, x) σημεία για τα οποία vi,x(t, x) = wi,x(t, x) = 0 είναι αριθμήσιμα (διότι

σε κάθε άλλη περίπτωση βλέπουμε τις vi,x, wi,x ως όρια συναρτήσεων που έχουν αριθμήσιμα

μηδενικά και οι παρακάτω υπολογισμοί στέκουν). ΄Ετσι, για σχεδόν όλα τα t ∈ [t̂, T ] η (4.30)

ισξύει ∫ T

t̂

∫
|wi/vi|<3δ1

|vi|
∣∣∣∣(wivi

)
x

∣∣∣∣2 dxdt
≤
∫ T

t̂

∣∣∣∣ ddtLi(t)
∣∣∣∣ dt+

∫ T

t̂
(‖ϕi(t)‖L1 + ‖ψi(t)‖L1) dt

≤ Li(t̂) +

∫ T

t̂

∫
(|ϕi(t, x)|+ |ψi(t, x)|) dxdt

= O(1) · δ0.

(4.34)

Δεδομένου ότι ‖vi(t)‖L∞ = O(1) · δ2
0 , έχουμε και την (4.22).
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4.3 Φράγματα για την συνάρτηση αποκοπής

Εδώ επιστρέφουμε στην συνάρτηση αποκοπής θ και θα εξάγουμε φράγματα για τα sources
όταν τα ελέγχουμε μέσω της θ. Ειδικότερα, θα δείξουμε ότι η ανισότητα∫ T

t̂

∫
(|vi,x|+ |wi,x|) |wi − θivi| dxdt = O(1) · δ2

0 (4.35)

στέκει. Υπενθυμίζουμε ότι θi
.
= θ(wi/vi) και η θ δίνεται απο την (3.39). Επίσης παρατηρούμε

ότι η ολοκληρωτέα ποσότητα στην (4.35) ειναι μη-μηδενική μόνο για |wi/vi| > δ1.

΄Εστω μια ακόμη ομαλή συνάρτηση αποκοπής η : R→ [0, 1] με

η(s) =

{
0 ιφ |s| ≤ 3δ1/5

1 ιφ |s| ≥ 4δ1/5
(4.36)

για την οποία επίσης απαιτούμε∣∣η′∣∣ ≤ 21/δ1,
∣∣η′′∣∣ ≤ 101/δ2

1 .

΄Οπως και για την θ, θα γράφουμε ηi για η(wi/vi).

Εξόρισμού της θ, για |wi/vi| > δ1 έχουμε πάντα το φράγμα

|wi − θivi| ≤ |ηiwi| ≤ ηi

2 |vi,x|+O(1) · δ0

∑
j 6=i
|vj |

 .

Βασιζόμενοι σε αυτό, έχουμε

(|vi,x| + |wi,x|) · |wi − θivi|

≤ (|vi,x|+ |wi,x|) ηi

2 |vi,x|+O(1) · δ0

∑
j 6=i
|vj |


≤ 2ηiv

2
i,x + 2ηi |vi,xwi,x|+

∑
j 6=i

(|vjvi,x|+ |vjwi,x|)

≤ 3ηiv
2
i,x + ηiw

2
i,x +

∑
j 6=i

(|vjvi,x|+ |vjwi,x|) ,

(4.37)

όπου για το τελευταίο άθροισμα έχουμε φράγμα απο (4.8). Συνεπώς, αρκεί να εκτιμήσουμε

τα v2
i,x και w2

i,x στην περιοχή που ηi 6= 0. Θα ασχοληθούμε μόνο με τον όρο v2
i,x μιας και ο

άλλος εκτιμάται αναλόγως.

Επιστρέφουμε στην (4.2) την οποία πολλαπλασιάζουμε με ηivi και ολοκληρώνουμε κατα

μέρη. Αυτό μας δίνει
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∫
ηiviϕidx =

∫ {
ηivivi,t + ηivi

(
λ̃ivi

)
x
− ηivivi,xx

}
dx

=

∫ {
ηi
(
v2
i /2
)
t
− ηiλ̃ivivi,x − ηi,xλ̃iv2

i + ηiv
2
i,x + ηi,xvi,xvi

}
dx

=

∫ { (
ηiv

2
i /2
)
t
+
(
λ̃iηi

)
x

(
v2
i /2
)
−
(
ηi,t + 2λ̃iηi,x − ηi,xx

) (
v2
i /2
)

+ ηiv
2
i,x + 2ηi,xvivi,x

}
dx.

Συνεπώς,∫
ηiv

2
i,xdx = − d

dt

[∫
ηiv

2
i /2dx

]
+

∫ (
ηi,t + λ̃iηi,x − ηi,xx

) (
v2
i /2
)
dx

−
∫
λ̃i,xηi

(
v2
i /2
)
dx− 2

∫
ηi,xvivi,xdx+

∫
ηiviϕidx.

(4.38)

Για το δεύτερο ολοκλήρωμα, μπορούμε να εξάγουμε

ηi,t + λ̃iηi,x − ηi,xx

= η′i

(
wi,t
vi
− vi,twi

v2
i

)
+ λ̃iη

′
i

(
wi,x
vi
− vi,xwi

v2
i

)
− η′′i

(
wi
vi

)2

x

− η′i

(
wi,xx
vi
− vi,xxwi

v2
i

− 2
vi,xwi,x
v2
i

+ 2
v2
i,xwi

v3
i

)
=
[
η′i

(
wi,t +

(
λ̃iwi

)
x
− wi,xx

)
/vi − η′iwi

(
vi,t +

(
λ̃ivi

)
x
− vi,xx

)
/v2
i

]
+2vi,xη

′
i/vi · (wi/vi)x − η′′i (wi/vi)

2
x

= η′i

(
ψi
vi
− wi
vi

ϕi
vi

)
+ 2η′i

vi,x
vi

(
wi
vi

)
x

− η′′i
(
wi
vi

)2

x

.

(4.39)

Αφου λ̃i,x =
(
λ̃i − λ∗i

)
x
, ολοκληρώνοντας ξανά κατά μέρη (και με χρήση της (3.49)) παίρ-

νουμε
1

∣∣∣∣∫ λ̃i,xηi
(
v2
i /2
)
dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ (λ̃i − λ∗i) (ηi,xv2
i /2 + ηivivi,x

)
dx

∣∣∣∣
≤
∥∥∥λ̃i − λ∗i ∥∥∥

L∞

{
1

2

∫ ∣∣η′i∣∣ |wi,xvi − vi,xwi| dx+
5

2δ1

∫
ηiv

2
i,xdx

+O(1) · δ0

∫ ∑
j 6=i
|vi,xvj | dx

}
≤
∫
|wi,xvi − vi,xwi| dx+

1

2

∫
ηiv

2
i,xdx+ δ0

∫ ∑
j 6=i
|vi,xvj | dx.

(4.40)

Εισάγοντας τις (4.39)-(4.40) στην (4.38), έχουμε

1
κάνοντας χρήση της εκτίμησης

∣∣∣λ̃i − λ∗i ∣∣∣ = O(1) · δ0 << δ1.
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1

2

∫
ηiv

2
i,xdx ≤ −

d

dt

[∫
ηiv

2
i

2
dx

]
+

1

2

∫ ∣∣η′i∣∣ (|viψi|+ |wiϕi|) dx
+

∫ ∣∣∣∣η′ivivi,x(wivi
)
x

∣∣∣∣ dx+
1

2

∫ ∣∣∣∣∣η′′i v2
i

(
wi
vi

)2

x

∣∣∣∣∣ dx
+

∫
|wi,xvi − wivi,x| dx+ δ0

∫ ∑
j 6=i
|vi,xvj | dx

+ 2

∫
|ηi,xvivi,x| dx+

∫
|viϕi| dx.

(4.41)

Εξ ορισμού των ηi, έχουμε |wi/vi| < δ1 οπουδήποτε ηi 6= 0, έτσι η (3.50) του Λήμματος

3.4 στέκει. Κατά συνέπεια,

|ηi,xvivi,x| =
∣∣∣∣η′ivivi,x(wivi

)
x

∣∣∣∣
≤ 2

∣∣∣∣δ1η
′
iv

2
i

(
wi
vi

)
x

∣∣∣∣+O(1) · δ0

∑
j 6=i

∣∣∣∣η′ivivj (wivi
)
x

∣∣∣∣
≤ 2

∣∣δ1η
′
i

∣∣ |wi,xvi − wivi,x|+O(1) · δ0

∣∣η′i∣∣∑
j 6=i

(
|vjwi,x|+ |vjvi,x|

∣∣∣∣wivi
∣∣∣∣) .
(4.42)

Τώρα, μέσω του Λήμματος 3.3, των (4.7)-(4.8) και των (4.21)-(4.22), από την (4.41) καταλή-

γουμε ∫ T

t̂

∫
ηiv

2
i,xdxdt ≤

∫
ηiv

2
i (t̂, x)dx+O(1) ·

∫ T

t̂

∫
(|viψi|+ |wiϕi|) dxdt

+O(1) ·
∫ T

t̂

∫
|wi,xvi − wivi,x| dxdt

+O(1) · δ0

∫ T

t̂

∫ ∑
j 6=i

(|vjwi,x|+ |vjvi,x|) dxdt

+O(1) ·
∫ T

t̂

∫
|wi/vi|<δ1

|vi (wi/vi)x|
2 dxdt

+ 2δ0

∫ T

t̂

∫ ∑
j 6=i
|vi,xvj | dxdt+ 2

∫ T

t̂

∫
|viϕi| dxdt

=O(1) · δ2
0 .

(4.43)

Με παρόμοια επιχειρήματα, καταλήγουμε στη σχέση∫ T

t̂

∫
ηiw

2
i,xdxdt = O(1) · δ2

0 . (4.44)

4.4 Ολοκλήρωση της απόδειξης των BV εκτιμήσεων

Είμαστε πλέον σε θέση να ολοκληρώσουμε την απόδειξη των (a priori) BV φραγμάτων

για το πρόβλημα Cauchy

ut +A(u)ux = uxx, u(0, x) = ū(x). (4.45)
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4.4 Ολοκλήρωση της απόδειξης των BV εκτιμήσεων

Υποθέτουμε ότι τα αρχικά δεδομένα ū : R→ Rn ικανοποιούν τα ακόλουθα:

Tot .Var .{ū} ≤ δ0

8
√
nκ
, lim

x→−∞
ū(x) = u∗, (4.46)

όπου κ η σταθερά
2

που εμφανίστηκε μέσω του πυρήνα Green G∗ στη γραμμικοποιημένη

εξίσωση (3.8).

Με χρήση της Πρότασης 3.3 έχουμε ύπαρξη της λύσης του προβλήματος Cauchy (4.45)

για κάθε t ∈ [0, t̂] η οποία ικανοποιεί την σχέση

∥∥ux(t̂)
∥∥
L1 ≤

δ0

4
√
n
. (4.47)

Αυτή η λύση μπορεί να επεκταθεί για οποιονδήποτε χρόνο υπό την προϋπόθεση ότι η ολική

κύμανση παραμένει αρκούντως μικρή. Πράγματι, από την έως τώρα ανάλυσή μας, για t ≥ t̂

μπορούμε να διασπάσουμε τα διανύσματα ux, ut με την βοήθεια της βάσης r̃i (όπως στην

(3.40)) έως κάποιον χρόνο T που θα δίνεται απο

T
.
= sup

{
τ ;

∑
i

∫ τ

t̂

∫
|ϕi(t, x)|+ |ψi(t, x)| dxdt ≤ δ0

2

}
. (4.48)

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει T <∞ έτσι ώστε να επιτυγχάνεται το παραπάνω supremum.

Από τις (3.43) και (4.47), για κάθε t ∈ [t̂, T ] έχουμε

‖ux(t)‖L1 ≤
∑
i

‖vi(t)‖L1

≤
∑
i

(∥∥vi(t̂)∥∥L1 +

∫ T

t̂

∫
|ϕi(t, x)| dxdt

)
≤ 2
√
n
∥∥ux(t̂)

∥∥
L1 +

δ0

2
≤ δ0.

(4.49)

Τότε, από το Λήμμα 4.5 και τα φράγματα (4.7), (4.21), (4.22) και (4.35) έχουμε

∑
i

∫ T

t̂

∫
|ϕi(t, x)|+ |ψi(t, x)| dxdt = O(1) · δ2

0 <
δ0

2
, (4.50)

που είναι άτοπο με κατάλληλη επιλογή του δ0.

Τέλος, βάσει των παραπάνω έχουμε ότι η ολική κύμανση παραμένει μικρότερη του δ0 για

όλα τα t ∈ [t̂,+∞]. Με άλλα λόγια, η λύση u ορίζεται ολικά.

2
Για την ακρίβεια, το κ εξαρτάται από τον πίνακα A(u∗) αλλά, δεδομένης της υπόθεσης ότι η u∗ βρί-

σκεται σε κάποιο συμπαγές υποσύνολο του Rn, έχουμε ότι το κ είναι ομοιόμορφα φραγμένο και έτσι θα το
αντιμετωπίζουμε ως σταθερά.
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Κεφάλαιο 5

Ευστάθεια των Viscous Solutions και η Ο-
ριακή συμπεριφορά τους

5.1 Ευστάθεια

Για να δείξουμε την ευστάθεια κάθε BV λύσης με μικρή ολική κύμανση, αρκεί να δείξουμε

ότι

‖z(t, ·)‖L1 ≤ L‖z(0, ·)‖L1 (5.1)

για τις πρωτοτάξιες διαταραχές.

Σημείωση 5.13. Ο παραπάνω ισχυρισμός στηρίζεται σε ενα επιχείρημα συνεχούς παρα-

μόρφωσης (homotopy argument). ΄Εστω u, v δύο λύσεις της 3.3*. Τότε μπορούμε να τις

ενώσουμε με ένα συνεχές μονοπάτι λύσεων uθ του οποίου οι αρχικές συνθήκες είναι

uθ(0, x)
.
= θu(0, x) + (1− θ)v(0, x).

Η απόσταση ‖u(t, ·)−v(t, ·)‖L1 για κάθε χρόνο t > 0 φράσσεται απο το μήκος του μονοπατιού

θ 7→ uθ(t) το οποίο μπορούμε να υπολογίσουμε ολοκληρώνοντας την νόρμα του εφαπτόμενου

διανύσματός του (Σχ. 5.1). Με άλλα λόγια, ισχύει

‖u(t, ·)− v(t, ·)‖L1 ≤
∫ 1

0

∥∥∥∥ ddθuθ(t)
∥∥∥∥
L1

dθ ≤ L‖u(0, ·)− v(0, ·)‖L1 . (5.2)

Σχήμα 5.1: Οπτική αναπαράσταση του homotopy argument.
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Κεφάλαιο 5. Ευστάθεια των Viscous Solutions και η Οριακή συμπεριφορά τους

Παρατηρούμε καταρχάς πως αν η u
.
= u(t, x) είναι μια λύση της (3.3*), τοτε η γραμμικο-

ποιημένη εξελικτική εξίσωση (3.5*) για πρωτοτάξιες διαταραχές μπορεί να γραφεί ώς

zt + (A(u)z)x − zxx = (ux •A(u)) zx − (z •A(u))ux. (5.3)

Ορίζουμε Υ
.
= zx−A(u)z και έτσι, παραγωγίζοντας την (3.3*), αποκτούμε την εξης εξελικτική

εξίσωση για το Υ:

Υt + (A(u)Υ)x −Υxx = [(ux •A(u)) z − (z •A(u))ux]x
−A(u) [(ux •A(u)) z − (z •A(u))ux]

+ (ux •A(u)) Υ− (ut •A(u)) z.

(5.4)

Ακολουθώντας τα ίδια βήματα ανάλυσης έως τώρα θα οδηγούμασταν σε όρους zi που δεν ειναι

κατ’ ανάγκη ολοκληρώσιμοι. Αυτό το πρόβλημα το ξεπερνάμε διαλέγοντας μία διαφορετική

βάση
1
των r̃1, . . . , r̃n που θα βασίζεται τόσο στην u όσο και στην z. Αυτό μας οδηγεί στο

decomposition z =
∑

i hir̃i (u, vi, λ
∗
i − θ (gi/hi))

Υ =
∑

i (gi − λ∗ihi) r̃i (u, vi, λ
∗
i − θ (gi/hi))

(5.5)

για το οποίο έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα (ανάλογο του Λήμματος 3.2).

Λήμμα 5.9. ΄Εστω |u− u∗|, |v| αρκούντως μικρά. Τότε, για όλα τα z,Υ ∈ Rn, το σύστημα
των 2n εξισώσεων με αγνώστους τα hi και gi έχει μοναδική λύση. Η απεικόνιση (z,Υ) 7→
(h, g) είναι Lipschitz κοντά στη λύση u, ομαλή σε n το πλήθος manifolds N̂i

.
= {hi = gi = 0}.

Παραγωγίζοντας τώρα τις (5.3)-(5.4) και χρησιμοποιώντας την (5.5) για τα βαθμωτά hi, gi,

έχουμε  hi,t +
(
λ̃ihi

)
x
− hi,xx = ϕ̂i

gi,t +
(
λ̃igi

)
x
− gi,xx = ψ̂i,

(5.6)

απο το οποίο μπορουμε να καταλήξουμε στην εκτίμηση:

‖z(t, ·)‖L1 ≤
∑
i

‖hi(t)‖L1 ≤
∑
i

(∥∥hi(t̂)∥∥+

∫ t

t̂

∫ ∣∣∣ ˆ̂ϕi(s, x)
∣∣∣ dxds) . (5.7)

Χρησιμοποιώντας τεχνικές παρόμοιες με αυτές του προηγούμενου κεφαλαίου για τις πηγές

ϕ̂i, ψ̂i, καταλήγουμε στο φράγμα (5.1).

5.2 Χρονική εξάρτηση

Για να δείξουμε την συνέχεια ως προς τον χρόνο για το σύστημα με ιξώδες (3.3*) «νορμά-

ρουμε» την εξίσωση και χρησιμοποιούμε τα φράγματα της Πρότασης 3.2 και το Πόρισμα 3.1.

1
Την οποία χάριν συμβολισμού θα γράφουμε επίσης r̃1, . . . , r̃n.
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5.3 Ταχύτητα διάδοσης

΄Ετσι, έχουμε

‖ut(t)‖L1 ≤ O(1) · ‖ux(t)‖L1 + ‖uxx(t)‖L1

= O(1) · δ0 +O(1) ·max

{
δ0√
t
, δ2

0 .

}
Επιλέγοντας για L′ = O(1) · Tot.Var.{u(0, ·)}, έχουμε

‖u(t)− u(s)‖L1 =

∥∥∥∥∫ t

s
uτ (τ)dτ

∥∥∥∥
L1

≤
∫ t

s
‖uτ (τ)‖L1 dτ ≤ L′(|t− s|+ |

√
t−
√
s|) (5.8)

5.3 Ταχύτητα διάδοσης

Ουσιαστική διαφορά μεταξύ ενός παραβολικού και ενός υπερβολικού προβλήματος είναι ότι

στα παραβολικά προβλήματα κάθε διαταραχή διαδίδεται στιγμιαία σε ολόκληρο το προς μελέτη

χωρίο, ενώ σε ένα υπερβολικό πρόβλημα κάθε διαταραχή έχει (πεπερασμένη) ταχύτητα διάδο-

σης. Δεδομένου οτι το πρόβλημά μας βρίσκεται στο μεταίχμιο αυτών των δύο καταστάσεων,

θα δείξουμε πως το μέγεθος της διαταραχής που μεταφέρεται με μεγάλη ταχύτητα είναι πολύ

μικρό.

Λήμμα 5.10. ΄Εστω u, v λύσεις του (3.3*) με μικρές ολικές κυμάνσεις έτσι ώστε για τα

αρχικά δεδομένα να ισχύει

u(0, x) = v(0, x) (5.9)

για κάθε x σε κάποιο διάστημα [a, b]. Τότε υπάρχουν α, β > 0 τέτοια ώστε

|u(t, x)− v(t, x)| ≤ ‖u(0)− v(0)‖L∞ ·
(
αeβt−(x−a) + αeβt+(x−b)

)
. (5.10)

5.4 Το όριο όταν εξαλείφουμε το ιξώδες

Μέχρι στιγμής, όλη η ανάλυσή μας αφορούσε το παραβολικό πρόβλημα «μοναδιαίου ιξώ-

δους» (3.3*). Αρχικά παρατηρούμε πως για κάθε ε > 0, η

uε(t, x) = u(t/ε, x/ε), (5.11)

όπου η u είναι λύση του

ut +A(u)ux = uxx, u(0, x) = ū(εx), (5.12)

μας δίνει την uε ως λύση του προβλήματος Cauchy

uεt +A (uε)uεx = εuεxx, uε(0, x) = ū(x). (5.13)

Λαμβάνοντας υπ’οψιν ότι οι αλλαγές κλίμακας δεν μεταβάλλουν την ολική κύμανση, έχουμε

ολοκληρώσει το πρώτο κομμάτι του Θεωρήματος 2.5.

Για να αποδείξουμε το υπόλοιπο κομμάτι του θεωρήματος αρχικά υιοθετούμε συμβολισμούς

semigroups και θέτουμε την απεικόνιση t 7→ uε(t, ·) .
= Sεt ū. Για Tot.Var.{ū} αρκούντως
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μικρό, η παραπάνω απεικόνιση (και κατά συνέπεια το semigroup) είναι καλώς ορισμένη για

κάθε t ≥ 0.

΄Απο τις (5.2) και (5.8), λαμβανουμε τα φράγματα (2.7)-(2.9) του Θεωρήματος 2.5 ως εξής:

Tot.Var.{uε(t)} = Tot .Var .{u(t/ε)} ≤ C Tot .Var .{ū}, (5.14)

‖uε(t)− vε(t)‖L1 = ε‖u(t)− v(t)‖L1 ≤ εL‖u(0)− v(0)‖L1 = εL
1

ε
‖ū− v̄‖L1 , (5.15)

‖uε(t)− uε(s)‖L1 ≤ ε‖u(t/ε)− u(s/ε)‖L1 ≤ εL′
(∣∣∣∣ tε − s

ε

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
√
t

ε
−
√
s

ε

∣∣∣∣∣
)
. (5.16)

Επιπροσθέτως, για ū(x) = v̄(x) σε κάποιο [a, b] από την (5.10) για τις uε, vε λύσεις της

(5.13), έχουμε
2

|uε(t, x)− vε(t, x)|
≤ ‖ū− v̄‖L∞ ·

{
α exp

(
βt−(x−a)

ε

)
+ α exp

(
βt+(x−b)

ε

)}
.

(5.17)

Τώρα θα ασχολήθούμε με το vanishing viscosity limit. ΄Ονομάζουμε U ⊂ L1
loc το σύνολο

όλων των συναρτήσεων ū ∈ BV (R;Rn) που ικανοποιούν την υπόθεση του Θεωρήματος

2.5. Για κάθε u ∈ U θα γράφουμε ως Sεt ū
.
= uε(t, ·) τις λύσεις της (5.13). Χάρη στο

ομοιόμορφο BV φράγμα (5.14) μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα του Helly και να

εξάγουμε ακολουθία εν
ν→∞−−−→ 0 έτσι ώστε

lim
ν→∞

uεν (t, ·) = u(t, ·) στον L1
loc (5.18)

για κάποια u ∈ BV . Ειδικότερα, με ένα διαγώνιο επιχείρημα, αυτό μπορούμε να το κάνουμε

για κάθε tq ∈ Q+ παίρνοντας για κάθε tq μία υπακολουθία της εν που να συγκλίνει για αυτό.

΄Ετσι, για ένα πυκνό, αριθμήσιμο U∗ ⊂ U θέτουμε

Stū
.
= lim

m→∞
Sεmt ū στον L1

loc (5.19)

για κάποια εm → 0. Ως συνέπεια των (5.15)-(5.16) έχουμε ότι η απεικόνιση (t, ū) 7→ uε(t, ·) .
=

Sεt ū είναι ομοιόμορφα συνεχής και έτσι το σύνολο των δυάδων (t, ū) για τις οποίες το όριο

(5.19) υπάρχει είναι κλειστό υποσύνολο του R+ × U .
Συνεπώς, το όριο (5.19) είναι καλώς ορισμένο για κάθε ū ∈ U και t ≥ 0. Τέλος, από τα

(5.14) και (5.19) αποκτούμε το ομοιόμορφο BV φράγμα

Tot.Var.{Stū} ≤ lim sup
m→∞

Tot .Var . {uεm(t)} ≤ C Tot.Var.{ū}. (5.20)

Για την ολοκλήρωση της απόδειξης του Θεωρήματος 2.5 πρέπει να δείξουμε ότι η απεικό-

νιση S είναι πράγματη semigroup και ότι ικανοποιεί την ανίσοτητα (2.10) και δεν εξαρτάται

απο την επιλογή της υπακολουθίας εm.

2
Λεπτομέρειες στο [11].
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5.4 Το όριο όταν εξαλείφουμε το ιξώδες

5.4.1 Συνεχής εξάρτηση

΄Εστω S η απεικόνιση που ορίστηκε στην (5.19). Τότε ισχυει

‖Stū− Stv̄‖L1 = sup
r>0

∫ r

−r
|(Stū) (x)− (Stv̄) (x)| dx.

Για κάθε r > 0 η L1
loc σύγκλιση συνεπάγεται ότι∫ r

−r
|(Stū) (x)− (Stv̄) (x)| dx

= lim
m→∞

∫ r

−r
|(Sεmt ū) (x)− (Sεmt v̄) (x)| dx ≤ L‖ū− v̄‖L1 .

Με άλλα λόγια, η S είναι Lipschitz συνεχής ως προς τα αρχικά δεδομένα

‖Stū− Stv̄‖L1 ≤ L‖ū− v̄‖L1 . (5.21)

Για την συνέχεια ως προς τον χρόνο, από την (5.16) έχουμε ότι∫ r

−r
|(Stv̄) (x)− (Ssv̄) (x)| dx

= lim
m→∞

∫ r

−r
|(Sεmt v̄) (x)− (Sεms v̄) (x)| dx

= lim
m→∞

εmL
′
(∣∣∣∣ tεm − s

εm

∣∣∣∣+

∣∣∣∣√ t

εm
−
√

s

εm

∣∣∣∣)
= L′|t− s|,

άρα

‖Stv̄ − Ssv̄‖L1 ≤ L′|t− s|. (5.22)

΄Ετσι, δείξαμε την (2.10) του Θεωρήματος 2.5.

5.4.2 Πεπερασμένη ταχύτητα διάδοσης

Για κάθε [a, b] ⊂ R για το οποίο ισχύει ū(x) = v̄(x) για κάθε x ∈ [a, b], έχουμε από την

(5.17) ότι για κάθε t ≥ 0 και x ∈ (a+ βt, b− βt)

|(St ū)(x)− (Stv̄) (x)|

≤ lim sup
m→∞

|(Sεmt ū) (x)− (Sεmt v̄) (x)|

≤ lim
m→∞

‖ū− v̄‖L∞ ·
{
α exp

(
βt− (x− a)

εm

)
+ α exp

(
βt+ (x− b)

εm

)}
= 0

(5.23)

για κάποιο β > 0. Με άλλα λόγια, αν περιορίσουμε την Stū ∈ L1
loc σε δοθέν διάστημα

[a′, b′], τότε η Stū ∈ L1
loc εξαρτάται μόνο από τις τιμές της ū στο διάστημα [a′ − βt, b′ + βt],

δηλαδή έχουμε πράγματι πεπερασμένη ταχύτητα διάδοσης. Με χρήση της (5.23) μπορούμε να
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βελτιώσουμε την (5.21). Αρχικά, θεωρούμε την βοηθητική συνάρτηση w̄ με

w̄(x) =

{
ū(x) όταν x ∈ [a− βt, b+ βt]

v̄(x) όταν x /∈ [a− βt, b+ βt].

Λόγω της πεπερασμένης ταχύτητας διάδοσης, ισχύει∫ b

a
|(Stū) (x) − (Stv̄) (x)

∣∣∣∣dx =

∫ b

a

∣∣∣∣ (Stw̄) (x)− (Stv̄) (x)|dx

≤ L‖w̄ − v̄‖L1 = L ·
∫ b+βt

a−βt
|ū(x)− v̄(x)|dx.

(5.24)

5.4.3 Η λύση ως ημιομάδα

Εδώ θα δείξουμε ότι η απεικόνιση (t, ū) 7→ Stū είναι semigroup, δηλαδη

S0ū = ū, SsStū = Ss+tū. (5.25)

Η πρώτη ιδιότητα ισχύει εξ ορισμού (διότι το Sεt ū είναι semigroup για κάθε ε > 0). Για την

δεύτερη, παρατηρούμε ότι

Ss+tū = lim
m→∞

Sεms Sεmt ū, SsStū = lim
m→∞

Sεms Stū, (5.26)

όπου φυσικά μπορούμε να υποθέσουμε ότι s > 0. Σταθεροποιούμε ένα r > 0 και ορίζουμε

u# : R→ Rn με

u#
m(x)

.
=

{
(Stū) (x) αν |x| > r + 2βs,

(Sεmt ū) (x) αν |x| < r + 2βs.

Καθώς Sεmt ū → Stū στον L1
loc, έπεται ότι u# → Stū στον L1

loc. Με χρήση των (5.17) και

(5.19) έχουμε

lim supm→∞
∫ r
−r |(S

εm
s Sεmt ū) (x)− (Sεms Stū) (x)| dx

≤ limm→∞ 2r · sup|x|<r

∣∣∣(Sεms Sεmt ū) (x)−
(
Sεms u#

m

)
(x)
∣∣∣+ limm→∞

∥∥∥Sεms u#
m − Sεms Stū

∥∥∥
L1

≤ limm→∞ 2r
∥∥∥Sεmt ū− u#

m

∥∥∥
L∞
· 2αe−βs/εm + limm→∞ L ·

∥∥∥u#
m − Stū

∥∥∥
L1

= 0,

που από την (5.26) μας δίνει την (5.25).

5.5 Συνθήκες για την μοναδικότητα της ασθενούς λύ-

σης

Σε αυτό το σημείο, θα χρησιμοποιήσουμε ουσιωδώς την υπόθεση (♠) καθώς και την

υπόθεση ότι το σύστημα (5.13) είναι συντηρητικό.

Βάσει του Θεωρήματος 5.6, η (♠) μας επιτρέπει να δείξουμε ότι οι vanishing viscosity
solutions Stū είναι ασθενείς λύσεις του προβλήματος Cauchy και, εάν ικανοποιούν τις συνθή-
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κες tame oscillation και Liu admissibility condition, είναι μοναδικές και ταυτίζονται με τις

λύσεις που παίρνουμε απο τις μεθόδουσ front tracking approximation και Glimm3.

Θεώρημα 5.6. ΄Εστω το n × n strictly hyperbolic πρόβλημα Cauchy για τους νόμους
διατήρησης

ut + f(u)x = 0, u(0, x) = ū, (5.27)

για το οποίο θεωρούμε ότι ικανοποιεί την υπόθεση (♠) και ότι η f είναι ομαλή. Τότε, για δ

αρκούντως μικρό και για κάθε ū που ικανοπιεί

‖ū‖L∞ < δ, Tot.Var.{ū} < δ,

το (5.27) επιδέχεται ασθενή λύση η οποία ορίζεται για κάθε t ≥ 0 και

1. είναι όριο απο front tracking approximations,

2. αν u η ασθενής λύση, τότε, μπορεί να γραφει ώς ομοι΄μορφα Lipschitz συνεχές semi-
group (ως προς χρόνο και αρχικές συνθήκες) Stū με S : D× [0,∞)→ D και D κλειστό
υποσύνολο του L1

loc,

3. αν u ικανοποιεί τις συνθήκες tame oscillation και Liu admissibility τότε είναι μοναδική.

Η συντηρητική μορφή για το σύστημα Cauchy μας επιτρέπει να δείξουμε ότι κάθε vanishing
viscosity solution είναι ασθενής λύση. Ειδικότερα,∫∫

[uϕt + f(u)ϕx] dxdt = lim
m→∞

∫∫
[uεmϕt + f (uεm)ϕx] dxdt

= − lim
m→∞

∫∫
[uεmt ϕ+ f (uεm)x ϕ] dxdt = − lim

m→∞

∫∫
εmu

εm
xxϕdxdt

= − lim
m→∞

∫∫
εmu

εmϕxxdxdt = 0,

όπου, αν και γράψαμε ϕxx υπονοώντας ότι ανήκει στον C2
c , στην πράξη μπορούμε να την

προσεγγίσουμε με C1
c συναρτήσεις και έτσι να είμαστε συνεπείς με τους έως τώρα ορίσμους

ασθενών λύσεων που έχουμε δώσει.

5.5.1 Tame oscillation

Θα δείξουμε ότι κάθε u(t, x) = (Stū)(x) ικανοποιεί την συνθήκη tame oscillation, δηλαδή,
σε κάθε τρίγωνο

∆τ
a,b

.
= {(s, y); s ≥ t, a+ β(s− τ) < y < b− β(s− τ)},

με τ > 0 και a < b ικανοποιεί τη συνθήκη

Osc.
{
u; ∆τ

a,b

}
≤ C ′ · Tot.Var.{u(τ, ·); (a, b)}, (5.28)

3
Οι λόγοι για τους οποίους ισχύουν τα παραπάνω, καθώς και το ακόλουθο θεώρημα, αναλύονται στα

[3],[15],[16],[17],[18],[19]
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όπου

Osc.{u; ∆} .= sup
(s,y),(s′,y′)∈∆

∣∣u(s, y)− u
(
s′, y′

)∣∣ .
΄Εστω a, b, τ, ū δοθέντα. Καθώς η u δίνεται μέσω κάποιου semigroup, μπορούμε χωρίς

βλάβη της γενικότητας να υποθέσουμε ότι τ = 0 και να ορίσουμε την βοηθητική συνάρτηση

v̄(x)
.
=


ū(x) αν a < x < b

ū(a+) αν x ≤ a
ū(b−) αν x ≥ b

και την τροχιά της v̄ την v(t, x)
.
= (Stv̄)(x). Παρατηρούμε ότι

lim
x→−∞

v(t, x) = ū(a+) ∀t ≥ 0.

Από την (5.14) και την ιδιότητα πεπερασμένης ταχύτητας διάδοσης της u, έχουμε

Osc.
{
u; ∆τ

a,b

}
= Osc.

{
v; ∆τ

a,b

}
≤ 2 sup

t
(Tot.Var.{Stv̄})

≤ 2C · Tot .Var .{v̄} = 2C · Tot.Var.{u(τ); (a, b)},

δηλαδή, για C ′ = 2C, έχουμε την απαιτούμενη συνθήκη.

5.5.2 Προσεγγιστικά αλματα και συνθήκες για shocks

Από τα ομοιόμορφα Lipschitz φράγματα ως προς τον χρόνο, για την u(t, x) = (Stū)(x),

με χρήση του Θεωρήματος 1.3 έχουμε ότι υπάρχει λ <∞ έτσι ώστε για τη συνάρτηση

U(t, x)
.
=

{
u− για x < λt

u+
για x > λt,

όπου u−
.
= limx→ξ− u(τ, x) και u+ .

= limx→ξ+ u(τ, x), να ισχύει

lim
r→0+

1

r2

∫ r

−r

∫ κr

−κr
|u(τ + t, ξ + x)− U(t, x)|dxdt = 0,

lim
r→0+

1

r

∫ κr

−κr
|u(τ + r, ξ + x)− U(r, x)|dx = 0.

Στην περίπτωση που u− 6= u+
, λέμε ότι το (τ, ξ) είναι ενα προσεγγιστικό άλμα (approxi-

mate jump) για την u. Στην περίπτωση που u− = u+
(δηλαδή μπορούμε να επιλέξουμε το λ

αυθαίρετα), λέμε ότι η u ειναι προσεγγιστικά συνεχής (approximately continuous) στο (τ, ξ).

Με άλλα λόγια, με εξαίρεση ένα υποσύνολο Z μέτρου μηδέν (που θα βρίσκονται οι στιγμές που

θα έχουμε τα interactions των κυμάτων), για κάθε (τ, ξ) η λύση u είναι είτε approximately
continuous είτε έχει approximate jumps, και αυτό θα είναι το μοναδικό είδος ασυνέχειας σε

αυτό το σύνολο. Επιπροσθέτως, όταν το σύστημα είναι σε συντηρητική μορφή, αν u είναι μία

ασθενής λύση, τα u−, u+
και λ πρέπει να ικανοποιούν τις συνθήκες Rankine-Hugoniot4 και,

όπως αποδεικνύεται στο [15], ικανοποιούν την συνθήκη του Liu.
4λ
(
u+ − u−

)
= f

(
u+
)
− f

(
u−
)

64
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5.5.3 Μοναδικότητα

Συνοψίζοντας τα αποτελέσματα μας έως τώρα, υπό την υπόθεση οτι το σύστημα (2.12)

είναι συντηρητικό και ικανοποιεί την (♠), το semigroup Stū που ορίζεται μέσω του viscosity
problem ικανοποιεί τις συνθήκες tame oscillation και Liu. ΄Ετσι, σύμφωνα με το Θεώρημα

5.6, είναι η μοναδική (ασθενής) λύση του προβλήματος Cauchy (2.12) και ταυτίζεται με το όριο

των μεθόδων front tracking approximation και Glimm. Ειδικότερα, η επιλογή υπακολουθίας

δεν έχει σημασία, δηλαδή,

Stū = lim
ε→0+

Sεt ū

για κάθε ε > 0. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του Θεωρήματος 2.5 στο πλαίσιο που

εξετάζουμε.

Κλείνουμε την κουβέντα για τα συστήματα νόμων διατήρησης δείχνοντας ένα αποτέλεσμα

για το πόσο εξαρτώνται οι viscosity solutions από τους πίνακες A(u).

Πόρισμα 5.4. ΄Εστω δύο υπερβολικά συστήματα

ut +A(u)ux = 0

ut + Â(u)ux = 0

τα οποία ικανοποιούν τις υποθέσεις του Θεωρήματος 2.5. ΄Εστω επίσης S, Ŝ τα αντίστοιχα

semigroups των viscosity solutions. Τότε, για ū αρχικά δεδόμένα με μικρή ολική κύμανση,
έχουμε ∥∥∥Stū− Ŝtū∥∥∥

L1
= O(1) · t

(
sup
u
|Â(u)−A(u)|

)
· Tot.Var.{ū}. (5.29)

Απόδειξη. ΄Εστω Sε, Ŝε τα semigroups των λύσεων των συστημάτων

ut +A(u)ux = εuxx, ut + Â(u)ux = εuxx.

Για την Lipschitz σταθερά L του Θεωρήματος 2.5, θέτουμε wε(t)
.
= Ŝεt ū και έτσι, για κάθε

t ≥ 0, έχουμε απο 1.1∥∥∥Ŝεt ū− Sεt ū∥∥∥
L1

= ‖wε(t)− Sεt ū‖L1

≤ L ·
∫ t

0

{
lim inf
h→0+

‖wε(s+ h)− Sεhwε(s)‖L1

h

}
ds

≤ L ·
∫ t

0

∫ ∣∣∣Â (wε(s, x))−A (wε(s, x))
∣∣∣ |wεx(s, x)| dxds

≤ L
(

sup
u
|Â(u)−A(u)|

)∫ t

0
‖wεx(s)‖L1 ds

= O(1) · t
(

sup
u
|Â(u)−A(u)|

)
Tot .Var{ū}
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Μέρος II

Νόμοι Ισορροπίας
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Κεφάλαιο 6

Η Μέθοδος Vanishing Viscosity για Νό-
μους Ισορροπίας

6.1 Το βασικό αποτέλεσμα για νόμους ισορροπίας

Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε τον τρόπο με τον οποίο δείχνουμε πως το υπερ-

βολικό σύστημα Cauchy για νόμους ισορροπίας

ut + f(u)x + g(u) = 0 u(0, x) = u0(x) (6.1)

με x ∈ R, u ∈ Rn και f, g : Rn → Rn έχει ολική ασθενή λύση όταν u0 ∈ BV με αρκούντως

μικρή ολική κύμανση. Για να το δείξουμε αυτό, υποθέτουμε ότι το σύστημα ειναι αυστηρώς

υπερβολικό (όπως και στο προηγούμενο μέρος) και ότι η πηγη g λειτουργεί ώς μηχανισμός

απόσβεσης. Πιο ειδικά, απαιτούμε για u∗ μια σταθερή λύση της (6.1) (δηλαδή έχουμε g(u∗) =

0) γύρω απο την οποία γραμμικοποιούμε το (6.1) και το διασπάμε με τα δεξιά ιδιοδιανύσματα

του A(u∗) στο νέο σύστημα

vi,t + λi (u∗) vi,x +

n∑
j=1

Bij (u∗) vj = 0, (6.2)

όπου ο n× n πίνακας Bij που δίνεται απο τη σχέση

B(u) = [r1(u), . . . , rn(u)]−1Dg(u) [r1(u), . . . , rn(u)] (6.3)

είναι «αυστηρώς διαγώνια κυριαρχούν επί των στηλών» (strictly column diagonally dominant-
s.c.d.d.), δηλαδή,

Bii (u∗)−
∑
j 6=i
|Bji (u∗)| > µ > 0, i = 1, . . . , n. (6.4)

Θα παρουσιάσουμε τώρα το βασικό αποτέλεσμα για τους νόμους ισορροπίας.

Θεώρημα 6.7. ΄Εστω το πρόβλημα Cauchy

uεt +A (uε)uεx + g (uε) = εuεxx, (6.5)

uε(0, x) = u0(x). (6.6)
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Υποθέτουμε ότι το A(u) έχει n το πλήθος διακεκριμένες ιδιοτιμές λ1(u) < · · · < λn(u) και

συνεπώς n γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα r1(u) < · · · < rn(u). Υπό τις υποθέσεις ότι

ο B(u∗), ορισμένος απο την (6.3), είναι s.c.d.d., οι g και u0 − u∗ ∈ L1
και ότι για κάποιο

δ0 > 0 ισχύει

Tot.Var.{u0} < δ0, (6.7)

έχουμε ότι για κάθε ε > 0 το πρόβλημα (6.5)-(6.6) έχει μοναδική λύση uε ∈ BV που ορίζεται
για κάθε t ≥ 0. Επιπροσθέτως,

Tot.Var. {uε(t, ·)} 6 Ce−µt Tot.Var. {u0} , (6.8)

όπου µ είναι μία θετική σταθερά που εξαρτάται απο τον B(u∗).

Περί ευστάθειας, αν vε είναι κάποια άλλη λύση της (6.5), τότε

‖uε(t)− vε(t)‖L1 6 Le−µt ‖u0 − v0‖L1 . (6.9)

Τέλος, καθώς ε→ 0 ισχύει ότι uε → u ∈ L1
loc και αν το πρόβλημα

ut +A(u)ux + g(u) = 0, u(0, x) = u0(x) (6.10)

είναι συντηρητικό (δηλ. A = Df), τότε η u είναι επιτρεπτή ασθενής λύση την οποία καλούμε

vanishing viscosity solution.

Σημείωση 6.14. Θα συμπτύξουμε τα αποτελέσματα που αποδεικνύονται στο [20] και είναι

παρόμοια με αυτά που υπάρχουν στο [11] και εξετάσαμε σε προηγούμενες ενότητες κάνοντας

αντιστοιχίες όποτε αυτό είναι αναγκαίο. Αναφέρουμε πως σε πρακτικό επίπεδο, όπως θα δού-

με, σε όλα τα φράγματα που αποκτώνται απο την ανάλυση εμφανίζεται ένας εκθετικός όρος

απόσβεσης λόγω της g(u) και, ειδικότερα, της υπόθεσης (6.4), που με τη σειρά της βασίζεται

στην επιλογή των ιδιοδιανυσμάτων του A(u).

Ο τρόπος με τον οποίο θα κινηθούμε για να αποδείξουμε το παραπάνω αποτέλεσμα ειναι ο

ακόλουθος. Στο υπόλοιπο του Κεφαλαίου εξάγουμε παραβολικές εκτίμησεις καθώς και BV

εκτιμήσεις μέσω της διάσπασης των παραγώγων της u. ΄Επειτα δείχνουμε ότι τα φράγματα

αυτά στέκουν για οσοδήποτε μεγάλους χρόνους επιγρέποντάς μας να ορίσουμε την λύση ολικά.

Αυτό το επιτυγχάνουμε με τεχνικές παρόμοιες με αυτές που παρουσιάσζονται στα Κεφάλαια

3 και 4.

Στο Κεφάλαιο 7 δείχνουμε ότι οι viscous solutions είναι ευσταθείς και τέλος εξαλείφουμε

το ιξώδες και δείχνοντας ότι το vanishing viscosity limit είναι λύση της (6.10).
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6.2 Παραβολικές εκτιμήσεις

Ξεκινάμε αναφέροντας πως με τις αλλαγές κλίμακας t ∼ t/ε, x ∼ x/ε, το σύστημα (6.5)-

(6.6) μετασχηματίζεται στο

ut +A(u)ux − uxx + εg(u) = 0,

u(0, x) = uε0(x) = u0(εx),
(6.11)

που για να μπορέσουμε να το μελετήσουμε θεωρούμε την γραμμικοποιημένη εξελικτική εξί-

σωση για μια απειροστή διαταραχή z της u

zt +A(u)zx + εDg(u)z − zxx + (z •A(u))ux = 0 (6.12)

. Προσθαφαιρώντας όρους μπορούμε να γράψουμε την παραπάνω ως

zt +A∗zx + εDg (u∗) z − zxx = (A∗ −A(u)) zx − (z •A(u))ux

+ ε (Dg (u∗)−Dg(u)) z
(6.13)

με το A∗ να είναι A(u∗). Σε αναλογία με το προηγούμενο μέρος, έχουμε το ακόλουθο Λήμμα.

Λήμμα 6.11. Υπό την υπόθεση (6.4), για κάθε t > 0 ο πυρήνας Green G του παραβολικού
συστήματος

wt +A∗wx − wxx + εDg (u∗)w = 0 (6.14)

ικανοποιεί τα φράγματα

‖G(t)‖L1 6 κe−εµt, ‖Gx(t)‖L1 6
κ√
t
e−εµt, ‖Gxx(t)‖L1 6

κ

t
e−εµt (6.15)

για κάποια θετική σταθερά κ.

Βάσει της σταθεράς του παραπάνω λήμματος, ορίζουμε τις σταθερές

t̂
.
=

(
1

400καδ0

)2

, ε0
.
= κ2αδ0, α

.
= sup

u

(
‖DA‖+

∥∥D2A
∥∥+

∥∥D2g
∥∥) (6.16)

και, σε αναλογία με τη Πρόταση 3.2, έχουμε τη παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 6.4. ΄Εστω u, z οι λύσεις των συστημάτων (6.11)-(6.12) αντίστοιχα, έτσι ώστε

να ισχύουν τα φράγματα

‖ux(t)‖L1 6 δ0e
−εµt, ‖z(t)‖L1 6 δ0e

−εµt
(6.17)

για δ0 < 1, για όλα τα t ∈ [0, t̂] και ε ∈ [0, ε0]. Τότε, για όλα τα t ∈ [0, t̂] ισχύουν τα ακόλουθα:

‖uxx(t)‖L1 , ‖zx(t)‖L1 6 2κδ0
t1/2

e−εµt,

‖uxxx(t)‖L1 , ‖zxx(t)‖L1 6 5κ2δ0
t e−εµt,

‖uxxx(t)‖L∞ , ‖zxx(t)‖L∞ 6 16κ3δ0
t3/2

e−εµt,

(6.18)
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όπου τα κ και µ είναι όπως στις (6.15) και (6.4).

Το επόμενο αποτέλεσμα (ανάλογο της Πρότασης 3.3) βασίζεται στα φράγματα για τη G

και μας δείχνει ότι οι u, z είναι καλώς ορισμένες έως τον χρόνο t̂.

Πρόταση 6.5. ΄Εστω u
.
= u(t, x), z

.
= z(t, x) λύσεις των (6.11) και (6.12) αντίστοιχα έτσι

ώστε να ικανοποιούν τα φράγματα

Tot.Var.{u(0, ·)} 6 δ0

4κ
, ‖z(0)‖L1 6

δ0

4κ
. (6.19)

Τότε, οι u, z είναι καλώς ορισμένες σε όλο το διάστημα [0, t̂] και ικανοποιούν τις εκτιμήσεις

‖ux(t)‖L1 6
δ0

2
e−εµt, ‖z(t)‖L1 6

δ0

2
e−εµt, t ∈ [0, t̂]. (6.20)

Απόδειξη. Γράφοντας την λύση z με χρήση του πυρήνα Green G, έχουμε:

z(t, x) =G(t) ∗ z(0) +

∫ t

0
G(t− s) ∗ [(A∗ −A(u)) zx(s)− (z •A(u))ux(s)] ds

+ ε

∫ t

0
G(t− s) ∗ (Dg (u∗)−Dg(u)) z(s)ds.

(6.21)

Υποθέτουμε ότι τ < t̂ είναι ο πρώτος χρόνος για τον οποίο η (6.20) ισχύει ως ισότητα.

Τότε,

‖z(τ)‖L1 ≤κe−εµτ‖z(0)‖L1 +

∫ τ

0
κe−εµ(τ−s) [‖ux(s)‖L1 ‖DA‖L∞ ‖zx(s)‖L1

+ ‖z(s)‖L∞‖DA‖L∞ ‖ux(s)‖L1

+ ε ‖ux(s)‖L1

∥∥D2g
∥∥
L∞
‖z(s)‖L1 ]ds.

(6.22)

Αν αντικαταστήσουμε το z με το ux και υποθέσουμε ότι δεν ισχύει η (6.20)1, η παραπάνω

ανισότητα μας δίνει αντίφαση, αποδεικνύοντας έτσι το πρώτο φράγμα της (6.20). Εισάγοντας

τις (6.17)2,(6.19) και (6.20)1, η (6.22) γίνεται

‖z(τ)‖L1 6
δ0

4
e−εµτ +

∫ τ

0
e−εµτ2

(
δ0

2
‖DA‖L∞

2κδ0

2
√
s
e−εµs

)
ds

+ ε

∫ τ

0
e−εµτ

δ2
0

4

∥∥D2g
∥∥
L∞

e−εµsds

6
δ0

4
e−εµτ + 2κδ2

0‖DA‖L∞e−εµτ
√
τ + ε

δ2
0

4

∥∥D2g
∥∥
L∞

τe−εµτ .

(6.23)

Δηλαδή, για κάθε ε ∈ (0, ε0], έχουμε ότι ‖z(τ)‖L1 < δ0
2 e
−εµτ

, άτοπο λόγω της επιλογής του

τ .

Το ακόλουθο πόρισμα είναι ανάλογο του Πορίσματος 3.1.

Πόρισμα 6.5. Αν τα φράγματα (6.17) στέκουν στο μεγαλύτερο διάστημα [0, T ], τότε για

72



6.3 BV εκτιμήσεις

t ∈ [t̂, T ] ισχύουν τα

‖uxx(t)‖L1 , ‖ux(t)‖L∞ , ‖zx(t)‖L1 = O(1)δ2
0e
−εµt

‖uxxx(t)‖L1 , ‖uxx(t)‖L∞ , ‖zxx(t)‖L1 = O(1)δ3
0e
−εµt

‖uxxx(t)‖L∞, ‖zxx(t)‖L∞ = O(1)δ4
0e
−εµt.

(6.24)

6.3 BV εκτιμήσεις

΄Εχοντας πλέον φράγματα για τους χρόνους έως t̂, σκοπός μας τώρα είναι να τα επε-

κτείνουμε στο [t̂,∞). Για να το καταφέρουμε αυτό θα διασπάσουμε τη χωρική παράγωγο

ως

ux =

n∑
i=1

vir̃i (6.25)

και τη χρονική παράγωγο ως

ut + εg(u) =
n∑
i=1

(wi − λ∗i vi) r̃i. (6.26)

΄Επειτα, θα μελετήσουμε το 2n× 2n σύστημα νόμων ισορροπίας με ιξώδες(
v

w

)
t

+

[(
Λ 0

0 Λ

)(
v

w

)]
x

−

(
v

w

)
xx

+ ε

(
B# H

K Bb

)(
v

w

)
=

(
Φ

Ψ,

)
(6.27)

όπου Λ είναι η διαγώνιος, ο

(
B# H
K Bb

)
1
είναι s.c.d.d2 και οι Φ = (ϕ1, . . . , ϕn),Ψ = (ψ1, . . . , ψn)

ονομάζονται πηγές. Για να έχουμε έλεγχο στις L1
νόρμες των v(t, ·) και w(t, ·) για κά-

θε t > t̂, πρέπει να δείξουμε ότι οι eεµt|Φ| και eεµt|Ψ| είναι ολοκληρώσιμες στο ημιεπίπεδο

{t > t̂, x ∈ R}. Ειδικότερα, θέλουμε να ισχύει∫ T

t̂

∫
eεµt

n∑
i=1

(|ϕi(t, x)|+ |ψi(t, x)|) dxdt = O(1)δ2
0 (6.28)

για να έχουμε αρκετά καλό a priori φράγμα στη ‖ux(t, ·)‖L1 που να εξασφαλίζει την εκθετική

μείωση της ολικής κύμανσης της u(t, ·).

Ορισμός 6.9. ΄Εστω ξ(t, x) μία βαθμωτή συνάρτηση. Θα λέμε ότι η ξ είναι ελέγξιμη

(controllable) αν, όποτε ∫ T

t̂

∫
eεµtξ(t, x)dxdt ≤ δ0, (6.29)

1
Οι πίνακες B#, Bb, H και K ορίζονται έμμεσα έτσι ώστε να ισχύει η (6.27) και αναλύονται με σαφήνεια

στο Παράρτημα Α του [20].
2
Εδώ γίνεται ουσιωδώς χρήση της υπόθεσης (6.4).
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ισχύει ∫ T

t̂

∫
eεµtξ(t, x)dxdt = O(1)δ2

0 . (6.30)

Το βασικό αποτέλεσμα που θέλουμε είναι το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 6.12. ΄Εστω u λύση της (6.11) έτσι ώστε για κάθε t ∈ [t̂, T ] να ισχύει

‖ux(t)‖ 6 δ0e
−εµt. (6.31)

Τότε, το άθροισμα

n∑
i=1

(|ϕi(t, x)|+ |ψi(t, x)|) (6.32)

είναι ελέγξιμο.

Στο υπόλοιπο της ενότητας θα δείξουμε πως αυτό το λήμμα πράγματι ισχύει. ΄Οπως

και στο προηγούμενο μέρος, θέλοντας να χρησιμοποιήσουμε το CMT, θεωρούμε τις τροχιές

viscous traveling i−waves της μορφής U(x − σit) όταν δεν υπάρχει η πηγή g (δηλ. g ≡ 0)

και σi ≈ λi(u∗). ΄Ολες αυτές οι τροχιές βρίσκονται σε ένα (center) manifold Ci ⊂ Rn+n+1
με

Ci = {(u, v, σi) : v = vir̃i, |u− u∗| < δ, |vi| < δ, |σi − λ∗i | < δ} , (6.33)

όπου το r̃
.
= r̃i(u, vi, σi) ορίζεται σε μία μικρή περιοχή του (u∗, 0λ∗i ) και r̃i → r∗i

.
= ri(u

∗)

καθώς (u, vi, σi) → (u∗, 0, λ∗i ). Απώτερος σκοπός της χρήσης του CMT είναι να φράξουμε

τις πηγές ϕi, ψi. Δεδομένου ότι υποθέσαμε ότι g ≡ 0, η ανάλυση σε αυτό το σημείο είναι ίδια

με το Κεφάλαιο 3.2.1.

6.3.1 Διάσπαση των παραγώγων

Επιλέγοντας τα r̃i μέσω του CMT, για μία ομαλή λύση της (6.11) u, θέλουμε να διασπά-

σουμε τα ux και ut μέσω κάποιων (v, w) ∈ R2n
έτσι ώστε

ux =

n∑
i=1

vir̃i (u, vi, σi)

ut + εg(u) =

n∑
i=1

(wi − λ∗i vi) r̃i (u, vi, σi) ,

(6.34)

όπου το σi θα δίνεται απο τη σχέση

σi = λ∗i − θ
(
wi
vi

)
(6.35)

με θ(wivi )
.
= θi να είναι η συνηθισμένη συνάρτηση αποκοπής (για να έχουμε έλεγχο στο σi

όταν το vi είναι κοντα στο 0).

Λέμε τώρα ότι η σχέση (6.34) έιναι decomposition βάσει των viscous traveling waves
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Ui = U(x− σit) και ισχύει

Ui(x) = u(x), U ′i(x) = vir̃i, U ′′i = (A(u)− σi)Ui.

΄Ετσι, έπεται ότι ux(x) =
∑

i U
′
i(x) και, όπως στο προηγούμενο μέρος, αν η θ είναι ταυτοτική

τότε για uxx έχουμε

uxx(x) = ut + εg(u) +A(u)ux =
∑
i

(wi − λ∗i vi) r̃i +A(u)
∑
i

vir̃i

=
∑
i

(A(u)− σiI) vir̃i =
∑
i

U ′′i (x).
(6.36)

Χάρη στο CMT έχουμε το ακόλουθο λήμμα, ανάλογο του Λήμματος 3.2 για τη διάσπαση.

Λήμμα 6.13. Για |u− u∗|, |ux|, |uxx| αρκούντως μικρά, το σύστημα 2n εξισώσεων (6.34)

έχει μοναδική λύση (v, w) = (v1, . . . , vn, w1, . . . , wn). Η απεικόνιση (u, ux, uxx) 7−→ (v, w)

είναι ομαλή εκτός των n manifolds Zi
.
= {(v, w); vi = wi = 0} και, ειδικότερα, ειναι C1,1

στην

περιοχή του σημείου (u∗, 0, 0).

Στο πνεύμα του Πορίσματος 6.5 και του Λήμματος 3.3 έχουμε το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 6.14. Δεδομένης της ισχύος των φραγμάτων (6.17) έως κάποιο χρόνο T > t̂,

ισχύουν τα ακόλουθα φράγματα

‖vi(t)‖L1 , ‖wi(t)‖L1 = O(1)δ0e
−εµt

‖vi(t)‖L∞,‖ ‖wi(t)‖L∞ , ‖vi,x(t)‖L1 , ‖wi,x(t)‖L1 = O(1)δ2
0e
−εµt

‖vi,x(t)‖L∞ , ‖wi,x(t)‖L∞ = O(1)δ3
0e
−εµt,

(6.37)

για κάθε t ∈ [t̂, T ]

6.3.2 Αλληλεπιδράσεις κυμάτων

Σε αυτό το σημείο θα θέλαμε ένα αποτέλεσμα παρόμοιο του Λήμματος 4.5 ώστε τα ϕi και

ψi να ειναι controllable. Το Λήμμα 6.15 που ακολουθεί καλύπτει αυτόν το ρόλο.

Λήμμα 6.15. Οι μοναδίκες λύσεις (v, w) της διάσπασης του συστήματος (6.34) ικανοποιούν

το 2n× 2n σύστημα νόμων ισορροπίας με πηγές της μορφής(
v

w

)
t

+

[(
Λ 0

0 Λ

)(
v

w

)]
x

−

(
v

w

)
xx

+ ε

(
B# H

K Bb

)(
v

w

)
=

(
Φ

Ψ

)
,

(6.38)

όπου Λ ειναι η διαγώνιος με στοιχεία της διαγωνίου τα {λ̃i} και ο πίνακας
(
B# H
K Bb

)
είναι

s.c.d.d. Ειδικότερα, ισχύουν τα φράγματα∣∣∣B#
ij −B

b
ij

∣∣∣ = O (|u− u∗| , |v|, |w|) , |Hij | , |Kij | = O (|u− u∗| , |v|, |w|) .
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Επιπροσθέτως, αν (u, v, w) = (u∗, 0, 0) τότε

B# = Bb = B (u∗) = [r1 (u∗) , . . . , rn (u∗)]−1Dg (u∗) [r1 (u∗) , . . . , rn (u∗)] .

Τέλος, για τις πηγές έχουμε τα παρακάτω

ϕi, ψi = O(1) ·
∑
j

(|vj,x|+ |wj,x|) · |wj − θjvj | σφάλμα λόγο της cut-off

+O(1) ·
∑
j

|vj,xwj − vjwj,x| αλλαγή ταχύτητας, γραμμικόι όροι

+O(1) ·
∑
j

∣∣∣∣vj (wjvj
)
x

∣∣∣∣2 · χ{|wj/vj |<3δ1}

αλλαγή ταχύτητας, δευτεροβάθμιοι όροι

+O(1) ·
∑
j 6=k

(|vjvk|+ |vj,xvk|+ |vjwk|+ |vj,xwk|+ |vjwk,x|+ |wjwk|

+ |vj,xvk,x|+ |vj,xwk,x|+ |wjwk,x|+ |wj,xwk,x|)

αλληλεπίδραση κυμάτων διαφορετικών οικογενειών

(6.39)

Σημείωση 6.15. Στο άθροισμα που μελετάται η αλληλεπίδραση των κυμάτων διαφορετι-

κών οικογενειών εμφανίζονται οι τέσσερις καινούργιοι όροι |vj,xvk,x|, |vj,xwk,x|, |wjwk,x| και
|wj,xwk,x| (κατά τα άλλα, η (4.4) είναι ίδια με την εξίσωση του Λήμματος 4.5). Αυτοί προ-

κύπτουν από την ύπαρξη της g (και πιο ειδικά με τον όρο που πολλαπλασιάζεται με το ε στην

(6.38)). Οι μέθοδοι με τις οποίες δείχνουμε ότι όλα τα παραπάνω αθροίσματα είναι το πολύ

τάξης δ2
0e
−εµt

είναι παρόμοιοι με τους τρόπους που παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 4 και τα εν-

διάμεσα αποτελέσματα όμοια (με μόνη διαφορά την συνεχή ύπαρξη του όρου e−εµt), και έτσι

παραλείπονται.
3

6.3.3 A priori BV φράγματα και επέκταση της λύσης για οσοδήποτε

μεγάλους χρόνους

Δεδομένου του Λήμματος 6.12, μπορούμε να εκτιμήσουμε τα a priori BV φράγματα της

λύση της (6.11) ως εξής.

΄Εστω u0 : R→ Rn αρχικά δεδομένα για τα οποία να ισχύει

Tot.Var. {u0} 6
δ0

8
√
nκ
, lim

x→−∞
u0(x) = u∗ ∈ K, (6.40)

όπου το κ δίνεται απο τη σχέση (6.15). Από την Πρόταση 6.5 υπάρχει λύση της (6.11) καλώς

ορισμένη στο διάστημα [0, t̂] για την οποία ισχύει

∥∥ux(t̂)
∥∥
L1 6

δ0

4
√
n
e−εµt̂. (6.41)

Μέσω της Πρότασης 6.4, αυτή η λύση μπορεί να επεκταθεί για οσοδήποτε μεγάλους

3
Οι λέπτομέρειες υπάρχουν στη Παράγραφο 6 και το Παράρτημα A του [20].
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χρόνους υπό την προϋπόθεση ότι η ολική κύμανση παραμένει αρκούντως μικρή.

Πράγματι, έστω T ο χρόνος στον οποίο πλέον δεν ορίζεται το decomposition (6.25) για

τον οποίο ισχύει

T
.
= sup

{
τ ;
∑
i

∫ τ

t̂

∫
eεµt (|ϕi(t, x)|+ |ψi(t, x)|) dxdt 6 δ0

2

}
(6.42)

και έστω T <∞. Τότε, για κάθε t ∈ [t̂, T ] έχουμε

‖ux(t)‖L1 6
n∑
i=1

‖vi(t)‖L1

6
n∑
i=1

e−εµt
(
eεµτ̂

∥∥vi(t̂)∥∥L1 +

∫ t

t̂

∫
eεµs |ϕi(s, x)| dxds

)
6 e−εµ(t−t̂)2

√
n
∥∥ux(t̂)

∥∥
L1 + e−εµt

δ0

2
6 δ0e

−εµt.

(6.43)

΄Ομως, βάσει του Λήμματος 6.12 έχουμε

∑
i

∫ T

t̂

∫
eεµt (|ϕi(t, x)|+ |ψi(t, x)|) dxdt = O(1)δ2

0 <
δ0

2
, (6.44)

πράγμα άτοπο για αρκούντως μικρό δ0. Συνεπώς, T =∞ και κατα συνέπεια η ολική κύμανση

της u είναι ομοιόμορφα φραγμένη και, ειδικότερα, φθίνει ομοιόμορφα ως προς τον χρόνο βάσει

της

Tot.Var.{u(t)} < δ0e
−εµt, ∀t ∈ [t̂,∞). (6.45)

Με άλλα λόγια, η λύση μας ορίζεται ολικά με ολική κύμανση

Tot.Var.{u(t)} = O(1)e−εµt Tot.Var. {u0} . (6.46)
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Κεφάλαιο 7

Συμπεριφορά των λύσεων

7.1 Ευστάθεια των λύσεων

Γυρνάμε πάλι στο σύστημα

ut +A(u)ux + εg(u)− uxx = 0 (7.1)

u(0, x) = ū(x)
.
= u0(εx) (7.2)

νόμων ισορροπίας με ιξώδες, όπου η g είναι αποσβετική. Σκοπός μας είναι να δείξουμε το

φράγμα

‖u(t)− v(t)‖ 6 Le−εµt‖u(0)− v(0)‖L1 , t > 0 (7.3)

για κάθε δύο λύσεις της (7.1). Για να το πετύχουμε αυτό, θεωρούμε μια απειροστή διαταραχή

z
.
= z(t, x) του u που ικανοποιεί την εξίσωση

zt + (A(u)z)x + εDg(u)z − zxx = (ux •A(u)) z − (z •A(u))ux. (7.4)

Με το ίδιο επιχείρημα ομοτοπίας όπως το Κεφάλαιο 5, αρκεί να ισχύει το ακόλουθο αποτέλε-

σμα.

Λήμμα 7.16. ΄Εστω ότι η z, ως απειροστή διαταραχή της u, ικανοποιεί τις υποθέσεις του

Θεωρήματος 6.7. Τότε, για κάποιο L > 0, ισχύει

‖z(t)‖L1 6 Le−εµt‖z(0)‖L1 . (7.5)

Δεδομένου του παραπάνω Λήμματος, αν τα ū, v̄ είναι αρχικά δεδομένα για λύσεις του

(7.1)-(7.2) με μικρή ολική κύμαμνση για τα οποία ισχύει

u∗ = lim
x→−∞

ū = lim
x→−∞

v̄,

ορίζουμε το μονοπάτι

ūτ (x) = τ ū(x) + (1− τ)v̄(x) (7.6)
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με εφαπτόμενο διάνυσμα

zτ (t, x) =
duτ

dτ
(t, x). (7.7)

Τώρα, η zτ είναι λύση της (7.4) με αρχικά δεδομένα

zτ (0, x) = ū(x)− v̄(x). (7.8)

Από το Λήμμα 7.16, για κάθε t > 0 έχουμε

‖u(t)− v(t)‖L1 6
∫ 1

0

∥∥∥∥duτdτ (t)

∥∥∥∥
L1

dτ

6 Le−εµt
∫ 1

0
‖ū− v̄‖L1dτ = Le−εµt‖ū− v̄‖L1 .

(7.9)

Συνεπώς, κάθε λύση μικρής ολικής κύμανσης είναι ευσταθής.

7.2 Εξάλειψη του ιξώδους

Αν u είναι λύση της

ut +A(u)ux + εg(u) = uxx (7.10)

u(0, x) = ū(x) = u0(εx), (7.11)

ορισμένη για κάθε t ≥ 0 με ολική κύμανση

Tot.Var.{u(t)} = Ce−εµt Tot.Var.{ū} = Ce−εµt Tot.Var.{u0} (7.12)

και ομοιόμορφη ευστάθεια

‖u(t)− v(t)‖L1 6 Le−εµt‖ū− v̄‖L1 , (7.13)

μπορούμε πρώτα απ’ όλα να εξάγουμε τα φράγματα

‖u(t)− u∗‖L1 6 Le−εµt ‖ū− u∗‖L1 = Le−εµt
1

ε
‖u0 − u∗‖L1 . (7.14)

Από τη συνεχή εξάρτηση της u από τον χρόνο, έχουμε

‖ux(t)‖L1 6 Cδ0e
−εµt

για κάθε t > 0, ‖uxx(t)‖L1 6

{
2κδ0√
t
e−εµt για t < t̂

2κδ0√
t̂
e−εµt για t > t̂

(7.15)
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και, από την ισότητα ut = uxx −A(u)ux − εg(u), συνεπάγεται

‖ut(t)‖L1 6 ‖uxx(t)‖L1 + ‖A(u)ux‖L1 + ε‖g(u)‖L1

6 L′
(

1 +
1

2
√
t

)
e−εµt

(7.16)

για κάποια σταθερά L′. Ολοκληρώνοντας την παραπάνω σχέση για δοσμένους χρόνους t >

s ≥ 0, παίρνουμε

‖u(t)− u(s)‖L1 6
∫ t

s
‖ut(τ)‖L1 dτ 6 L′

∫ t

s
e−εµτ

(
1 +

1

2
√
τ

)
dτ

6 L′e−εµs(|t− s|+ |
√
t−
√
s|).

(7.17)

Θέλοντας τώρα να επιστρέψουμνε στο πρόβλημα (6.5)-(6.6) απο το (7.10)-(7.11), αντι-

στρέφουμε την αλλαγή μεταβλητής uε
.
= uε(t, x)

.
= u(t/ε, x/ε) παρατηρώντας πως η u είναι

λύση του (7.10)-(7.11). ΄Ετσι, το (6.5)-(6.6) έχει ως μοναδική λύση την uε ορισμένη για κάθε

χρόνο, με u0 − u∗ ∈ L1
και Tot.Var.{u0} < δ0 για την οποία έχουμε

Tot.Var. {uε(t)} = Tot.Var.{u(t/ε)} 6 Ce−µt Tot.Var. {u0} . (7.18)

Αν vε είναι μία άλλη λύση της (6.5) με αρχικά δεδομένα v0 ∈ L1
, τότε απο την (7.13)

έχουμε

‖uε(t)− vε(t)‖L1 = ε‖u(t)− v(t)‖L1 6 Le−µt ‖u0 − v0‖L1 . (7.19)

Τέλος, για την συνέχεια ως προς τον χρόνο για τις λύσεις της (6.5), έχουμε

‖uε(t)− uε(s)‖L1 = ε‖u(t/ε)− u(s/ε)‖L1

6 εL′

(∣∣∣∣ tε − s

ε

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
√
t

ε
−
√
s

ε

∣∣∣∣∣
)
e−µs

= L′(|t− s|+
√
ε|
√
t−
√
s|)e−µs.

(7.20)

Σε αυτό το σημείο, για να εξαλείψουμε το ε, χρησιμοποιούμε το Θεώρημα του Helly 1.1

που μας επιτρέπει να επιλέξουμε μία υπακολουθία (uεm)m για την οποία ισχύει

uεm(t) −→ u(t) στον L1
loc (7.21)

για κάθε t > 0. Το όριο αυτό είναι φραγμένης κύμανσης για την οποία ισχύει

Tot.Var.{u(t)} 6 lim inf
m→∞

Tot.Var. {uεm(t)} (7.22)

6 Ce−µt Tot.Var. {u0} . (7.23)

Για την ολοκλήρωση της ανάλυσής μας και της απόδειξης του Θεωρήματος 6.7, παρατη-
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ρούμε ότι η u είναι εκ κατασκευής ασθενής λύση του

ut + f(u)x + g(u) = 0

u(0, x) = u0(x),
(7.24)

όποτε είναι σε συντηρητική μορφη.

Σημείωση 7.16. ΄Οπως θα περίμενε κανείς, η κουβέντα για τους νόμους ισορροπίας δεν

τελειώνει εδώ. Ενδεικικά, αναφέρουμε ότι στο [21] η συγγραφέας αποδεικνύει με μεθόδους

ημιομάδων πως η λύση του (7.24) είναι η μοναδική ασθενής λύση που συγκλίνει στη λύση

του συτήματος για νόμους διατήρησης καθώς η g τείνει να γίνει ταυτοτικά μηδέν. Κλεί-

νουμε αναφέροντας μία εφαρμογή: στις δουλειές των Donatelli-Τριβιζά ([22]) οι μέθοδοι που
εμφανίζονται εδώ χρησιμοποιούνται σε μοντέλα για την εξάπλωση του καρκίνου.

82



Παράρτημα

83
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Αποδείξεις επιλεγμένων θεωρημάτων

Αʹ.1 Απόδειξη του Θεωρήματος 1.1

Για κάθε ν ≥ 1, ορίζουμε

Uν
.
= sup


N∑
j=1

|uν(xj)− uν(xj−1| : N ≥ 1, και x0 < x1 < · · · < xN = x


το total variation της uν στο (−∞, x]. Παρατηρούμε ότι κάθε Uν είναι μη-φθίνουσα και

ικανοποιεί τις σχέσεις

0 ≤ Uν(x) ≤ C, |uν(y)− uν(x)| ≤ Uν(p2)− Uν(p1) ∀ p1 ≤ x ≤ y ≤ p2. (Αʹ.1)

Μπορούμε να επιλέξουμε την διαγώνια υπακολουθία Uν′ για την οποία, για κάθε x ∈ Q ισχύει

lim
ν′→∞

Uν′(x) = U(x).

Λόγω της (Αʹ.1), η συνάρτηση U απεικονίζει το Q στο [0, C] με μη-φθίνοντα τρόπο. ΄Ετσι,

για κάθε n ≥ 1, θεωρούμε το σύνολο των σημείων άλματος

Jn
.
=

{
x ∈ R : lim

y→x+
U(y)− lim

y→x−
U(y) ≥ 1

n

}
,

όπου y ∈ Q. Επίσης, λόγω του ορισμού της U , το Jn μπορεί να έχει το πολύ C ·n το πλήθος

σημεία. ΄Ετσι, για

J
.
=
⋃
n∈N

Jn,

το σύνολο των x ∈ R για τα οποία τα αριστερα και δεξιά όρια της U δε ταυτίζονται είναι το

πολύ αριθμήσιμο.

Θεωρούμε την υπακολουθία uµ έτσι ώστε το όριο

u(x)
.
= lim

µ→∞
uµ(x) (Αʹ.2)

να υπάρχει για κάθε x ∈ Q∪ J και ισχυριζόμαστε πως αυτό το όριο υπάρχει για κάθε x ∈ R.

Πράγματι, έστω ότι x /∈ J , δηλαδή για κάθε n ∈ N, x /∈ Jn. Συνεπώς, για κάθε n ∈ N
υπάρχουν p1, p2 ∈ Q έτσι ώστε p1 < x < p2 και U(p2)− U(p1) < 2/n. Τώρα, απο το (Αʹ.1)
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έχουμε

lim sup
h,k→∞

|uh(x)− uk(x)| ≤ lim sup
h→∞

|uh(x)− u (p1)|+ lim sup
k→∞

|uk(x)− u (p1)|

= 2 · lim sup
µ→∞

|uµ(x)− uµ (p1)| ≤ 2 · lim sup
µ→∞

(Uµ (p2)− Uµ (p1))

= 2 (U (p2)− U (p1)) <
4

n

και, δεδομένου ότι το n είναι αυθαίρετο, έπεται το ζητούμενο
1
.

Τώρα, για δοθέντα x0 < x1 < · · · < xN = x έχουμε

N∑
j=1

|u (xj)− u (xj−1)| = lim
µ→∞

 N∑
j=1

|uµ (xj)− uµ (xj−1)|


≤ lim sup

µ→∞
(Tot.Var. uµ) ≤ C.

(Αʹ.3)

Συνεπώς, Tot.Var. u ≤ C. Το ότι |U | ≤M είναι προφανές. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Αʹ.2 Απόδειξη του Θεωρήματος 1.2

Από το Θεώρημα 1.1, υπάρχει υπακολουθία uµ τέτοια ώστε uµ(t, ·) pw−−→ u(t, ·) για κάθε

t ∈ Q+ συνεπώς u ∈ L1
loc(R;Rn) η οποία, για κάθε t, s ∈ Q, ικανοποιεί την (1.7). Θα

δείξουμε ότι επιδέχεται συνεχή επέκταση.

Ορίζουμε

u(t, ·) .
= lim

m→∞
u(tm, ·)

όπου tm ∈ Q και tm → t. Το άνω όριο υπάρχει και είναι ανεξάρτητο της ακολουθίας (λόγω

του πρώτου φράγματος (1.7)). Παρατηρούμε, επίσης, πως αλλάζοντας αν χρειαστεί τις τιμές

της u σε ένα σύνολο μέτρου μήδεν, έχουμε

Tot.Var. u (tm, ·) ≤ C, |u (tm, x)| ≤M ∀m ≥ 1, x ∈ R.

Τέλος, ορίζουμε για ε > 0

uε(t, x)
.
=

1

ε

∫ x+ε

x
u(t, x)dx

και παρατηρούμε ότι η uε είναι Lipschitz συνεχής ως προς t, x. Πράγματι,

|uε(t, x)− uε(s, x)| ≤ 1

ε

∫ x+ε

x
|u(t, x)− u(s, x)|dx ≤ L

ε
· |t− s|

|uε(t, x)− uε(t, x+ h)| ≤ 1

ε

(∫ x+h

x
+

∫ x+ε+h

x+ε

)
|u(t, y)|dy ≤ 2M

ε
· h.

1
και το πρώτο κομμάτι του θεωρήματος
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Επιπροσθέτως, για κάθε t, x έχουμε

ũ(t, x)
.
= lim

ε→0+
uε(t, x) = u(t, x+), (Αʹ.4)

όπου η συνάρτηση ũ είναι κατά σημείο όριο συνεχών συναρτήσεων και κατά συνέπεια Borel
μετρήσιμη. Με άλλα λόγια, η ισότητα ũ(t, x) = u(t, x) ισχύει για σχεδόν όλα τα x. Αντικα-

θιστώντας την u με την ũ, το Θεώρημα αποδείχθηκε.

Αʹ.3 Απόδειξη της Πρότασης 3.2

Σκοπός μας είναι να δείξουμε τα ακόλουθα φράγματα

‖uxx(t)‖L1 , ‖zx(t)‖L1 ≤ 2κδ0√
t
,

‖uxxx(t)‖L1 , ‖zxx(t)‖L1 ≤ 5κ2δ0
t ,

‖uxxx(t)‖L∞ , ‖zxx(t)‖L∞ ≤
16κ3δ0
t
√
t
.

(Αʹ.5)

Βάση της έως τώρα ανάλυσης μας η zx μπορεί να γραφεί ως

zx(t) = G∗x(t) ∗ z(0) +

∫ t

0
G∗x(t− s) ∗ {(A∗ −A(u)) zx(s)− (z •A(u))ux(s)} ds. (Αʹ.6)

Με χρήση των

‖G∗(t)‖L1 ≤ κ, ‖G∗x(t)‖L1 ≤
κ√
t
, ‖G∗xx(t)‖L1 ≤

κ

t
(Αʹ.7)

και των υποθέσεών μας έχουμε∥∥∥∥∫ t

0
G∗x(t− s) ∗ {(A∗ −A(u)) zx(s)− (z •A(u))ux(s)} ds

∥∥∥∥
L1

≤
∫ t

0
‖G∗x(t− s)‖L1 {‖ux(s)‖L1 ‖DA‖L∞ ‖zx(s)‖L1 + ‖z(s)‖L∞‖DA‖L∞ ‖ux(s)‖L1} ds

≤ 2δ0κ‖DA‖L∞ ·
∫ t

0

1√
t− s

‖zx(s)‖L1 ds.

Αρχικά υποθέτουμε ότι έχουμε ομαλά αρχικά δεδομένα. Προς άτοπο υποθέτουμρ ότι υπάρχει

κάποιος χρόνος τ < t̂ για τον οποίο ισχύει η ισότητα στο (Αʹ.5)1 και παρατηρούμε ότι∫ t

0

1√
s(t− s)

ds =

∫ 1

0

1√
σ(1− σ)

dσ = π < 4.

Κάνοντας του υπολογισμούς παίρνουμε

‖zx(τ)‖L1 ≤
κ√
τ
δ0 + 2κδ0‖DA‖L∞ ·

∫ τ

0

1√
τ − s

2δ0κ√
s
ds

<
κδ0√
τ

+ 16κ2κAδ
2
0 ≤

2κδ0√
τ
,
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πράγμα άτοπο. Συνεπώς η (Αʹ.5)1 ισχύει ώς γνήσια ανίσωση για κάθε t ∈ [0, t̂]. Λαμβάνοντας

υπ’ όψιν ότι τα άνω φράγματα εξαρτώνται μόνο απο τις L1
νόρμες των ux και z με ένα

επιχείρημα προσέγγισης μπορούμε να τα γενικέυσουμε για γενικότερα αρχικά δεδομένα και

όχι απλώς ομαλά. Επίσης, δεδομένου ότι z = ux είναι μία ειδική λύση της:

zt +A∗zx − zxx = (A∗ −A(u)) zx − (z •A(u))ux,

το φράγμα (Αʹ.5)1 ισύει και όταν zx = uxx.

Με παρόμοιες τεχνικές δείχνουμε και το (Αʹ.5)2. Ειδικότερα για,

zxx(t) =G∗x(t/2) ∗ zx(t/2)

−
∫ t

t/2
G∗x(t− s) ∗ {(z •A(u))ux(s) + (A(u)−A∗) zx(s)}x ds

(Αʹ.8)

πρώτα δείξουμε το (Αʹ.5)2 για την περίπτωση που zxx = uxxx. Αν υποθέσουμε ότι υπάρχει

κάποιος χρόνος τ < t̂ για τον οποίο ισχύει η ισότητα στο (Αʹ.5)2 για πρώτη φορώ βάσει των

υποθέσεων της πρότασης έχουμε

‖zxx(τ)‖L1 ≤
2κδ0√
τ/2
· 2κδ0√

τ/2

+

∫ τ

τ/2

κ√
τ − s

· {‖zx •A(u)ux(s)‖L1 + ‖z • (ux •A(u))ux(s)‖L1} ds

+ ‖z •A(u)uxx(s)‖L1 + ‖ux •A(u)zx(s)‖L1 + ‖(A(u)−A∗) zxx(s)‖L1}ds

≤4κ2δ0

τ
+ κδ0

(
4κ2δ2

0

∥∥D2A
∥∥
L∞ + 20κ2δ0‖DA‖L∞

) ∫ τ

τ/2

1

s
√
τ − s

ds

<
4κ2δ0

τ
+ 20κ3κAδ

2
0 ·

4√
τ/2

<
5κ2δ0

τ

πράγμα άτοπο.

Τέλος, από (Αʹ.8) και(Αʹ.5)1−(Αʹ.5)2 το φράγμα (Αʹ.5)3 αποδεικνύεται μέσω της παρακάτω

ανισότητας

‖zxx(τ)‖L∞ ≤
κ√
τ/2
· 5κ2δ0

τ/2
+

∫ τ

τ/2

κ√
τ − s

· {‖zx •A(u)ux(s)‖L∞ + ‖z • (ux •A(u))ux(s)‖L∞
+ ‖z •A(u)uxx(s)‖L∞ + ‖ux •A(u)zx(s)‖L∞
+ ‖(A(u)−A∗) zxx(s)‖L∞}ds

≤10
√

2κ3δ0

τ
√
τ

+
(
8κ4δ3

0

∥∥D2A
∥∥+ 46κ4δ2

0‖DA‖
) ∫ τ

τ/2

1

s3/2
√
τ − s

ds

≤15κ3δ0

τ
√
τ

+ 46κ4κAδ
2
0 ·

4

τ/2
<

16κ3δ0

τ
√
τ
.

(Αʹ.9)
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