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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
       
      Πολλές φορές για να ερµηνεύσουµε τη συµπεριφορά µιας µεταβλητής Υ 
(µεταβλητή απόκρισης) έχουµε στη διάθεσή µας ένα µεγάλο πλήθος επεξηγηµατικών 
µεταβλητών  χωρίς αυτές να είναι όλες στατιστικά σηµαντικές. Εύκολα 
µπορούµε να καταλάβουµε ότι η θεώρηση παραπάνω µεταβλητών από αυτές που 
πραγµατικά επεξηγούν το φαινόµενο σε µελλοντικές µελέτες ή ο καθορισµός και ο 
έλεγχος µη σηµαντικών ποσοτήτων για την πρόβλεψη της τιµής της µεταβλητής 
απόκρισης, µπορεί να είναι χρονοβόρος αλλά και οικονοµικά ασύµφορος. Γεννιέται 
λοιπόν το ερώτηµα για το αν µπορούµε να εντοπίσουµε το µικρότερο υποσύνολο 
επεξηγηµατικών µεταβλητών, από το αρχικό µας σύνολο, αναπτύσσοντας έτσι ένα 
µοντέλο το οποίο όµως θα εξακολουθεί να επεξηγεί τη συµπεριφορά της µεταβλητής 
απόκρισης µας σε ικανοποιητικό βαθµό. 

1 2, ,...X X

     Κατά την επιλογή ενός στατιστικού µοντέλου το οποίο περιγράφει ένα υπό 
εξέταση φαινόµενο έχουµε να αντιµετωπίσουµε δύο αντικρουόµενα κριτήρια. Το 
πρώτο κριτήριο αφορά την όσο το δυνατόν καλύτερη πρόβλεψη της µεταβλητής 
απόκρισης µέσω του µοντέλου ενώ το δεύτερο κριτήριο αφορά την «οικονοµία» του 
µοντέλου. Πιο συγκεκριµένα, όσες περισσότερες επεξηγηµατικές µεταβλητές 
συµπεριλάβουµε στο µοντέλο, τόσο καλύτερη πρόβλεψη της µεταβλητής απόκρισης 
θα έχουµε. Ταυτόχρονα όµως, ένα µεγάλο πλήθος επεξηγηµατικών µεταβλητών κάνει 
το µοντέλο µη «οικονοµικό», µε την έννοια ότι καθίσταται πολλές φορές οικονοµικά 
και χρονικά δαπανηρή η συλλογή δεδοµένων από ένα µεγάλο πλήθος µεταβλητών. 
Στα πλαίσια της κλασικής Στατιστικής θεωρίας έχουν αναπτυχθεί κατά καιρούς 
διάφορες µέθοδοι επιλογής µοντέλου που βασίζονται κατά κύριο λόγο στον 
συντελεστή προσδιορισµού R2, στο κριτήριο Cp-Mallows καθώς και στον στατιστικό 
έλεγχο F-test. 
     Στην παρούσα διπλωµατική εργασία, η ανάπτυξη του προβλήµατος επιλογής 
µοντέλου και µεταβλητών εξετάζεται από τη σκοπιά της Μπεϋζιανής Στατιστικής. 
Συγκεκριµένα, εξετάζεται η γενική θεωρία επιλογής µοντέλων και µεταβλητών µε 
αναφορά στα δηµοφιλή γενικευµένα γραµµικά µοντέλα καθώς επίσης και ο τρόπος µε 
τον οποίο προσεγγίζουµε το παραπάνω πρόβληµα  από τη σκοπιά της Μπεϋζιανής 
θεωρίας. Ο όρος «Μπεϋζιανή» έχει αναφορά στον Thomas Bayes (1702-1761), ο 
οποίος απέδειξε µια ειδική περίπτωση αυτού που καλείται τώρα το Θεώρηµα του 
Bayes. Ωστόσο, ήταν ο Pierre Simon Laplace (1749-1827) ο οποίος παρουσίασε µια 
γενική µορφή του Θεωρήµατος και το χρησιµοποίησε για την προσέγγιση των 
προβληµάτων στην ουράνια µηχανική, στην επεξεργασία ιατρικών στοιχείων και στη 
νοµολογία. Στη δεκαετία του 1980 υπήρξε µια δραµατική αύξηση στον τοµέα της 
έρευνας και των εφαρµογών των Μπεϋζιανών µεθόδων, γεγονός που ως επί το 
πλείστον οφείλεται στην ανακάλυψη Markov Chain Monte Carlo τεχνικών, οι οποίες 
ήραν πολλά από τα υπολογιστικά προβλήµατα που παρουσιάζονταν µέχρι τότε κατά 
την εφαρµογή των µεθόδων αυτών. 
     Η Στατιστική κατά Bayes βασίζεται σε µία απλή ιδέα: η µόνη ικανοποιητική 
περιγραφή της αβεβαιότητας µας επιτυγχάνεται µέσω της πιθανότητας. Η Μπεϋζιανή 
προσέγγιση µας δίνει, µέσω του υπολογισµού πιθανοτήτων, ένα ισχυρό εργαλείο να 
καταλάβουµε, να χειριστούµε και να ελέγξουµε την αβεβαιότητα. Ο βασικός κανόνας 
στη Μπεϋζιανή συµπερασµατολογία είναι ότι όλες οι άγνωστες ποσότητες 
θεωρούνται τυχαίες µεταβλητές και πρέπει να περιγράφονται δια µέσου πιθανοτήτων. 
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Η Στατιστική συµπερασµατολογία χρησιµοποιείται για την εξαγωγή συµπερασµάτων 
από τα δεδοµένα που έχει στη διάθεση του ο ερευνητής για τον πληθυσµό. Βασικό 
εργαλείο όλων των Μπεϋζιανών µεθόδων είναι οι εκ των προτέρων (prior) 
κατανοµές. Οι κατανοµές αυτές εκφράζουν τις εκ των προτέρων γνώσεις και 
πεποιθήσεις του ερευνητή για τις άγνωστες παραµέτρους του µοντέλου και µέσω της 
Μπεϋζιανής µεθοδολογίας οδηγούν σε εκ των υστέρων (posterior) κατανοµές. Στις εκ 
των υστέρων κατανοµές εµπεριέχεται όλη η στατιστική συµπερασµατολογία των 
αγνώστων αυτών παραµέτρων όπως αυτή έχει προκύψει από την Μπεϋζιανή 
ανάλυση. Η ιδέα της εκ των προτέρων κατανοµής αποτελεί και την «καρδιά» της 
θεωρίας κατά Bayes και µπορεί να αποτελέσει το µεγαλύτερο πλεονέκτηµα ή το 
σοβαρότερο µειονέκτηµα έναντι της κλασικής Στατιστικής. 
     Η παρούσα διπλωµατική διαρθρώνεται σε τέσσερα κεφάλαια ως εξής: Στο πρώτο 
κεφάλαιο γίνεται µια εισαγωγή στα γενικευµένα γραµµικά µοντέλα και αναφέρονται 
κάποιες βασικές έννοιες και ιδιότητες των µοντέλων που ανήκουν σε αυτήν την 
κατηγορία. Στο δεύτερο κεφάλαιο αναπτύσσονται οι βασικές αρχές της Μπεϋζιανής 
Στατιστικής θεωρίας όπου µεταξύ άλλων δίνεται ο ορισµός της εκ των προτέρων 
κατανοµής, της εκ των υστέρων κατανοµής και του Θεωρήµατος Bayes. Το τρίτο 
κεφάλαιο περιγράφει τον τρόπο µε τον οποίο η Μπεϋζιανή θεωρία αντιµετωπίζει το 
πρόβληµα της επιλογής µοντέλων και µεταβλητών στα γενικευµένα γραµµικά 
µοντέλα και αναφέρονται όλες οι βασικές έννοιες που συνδέονται µε το πρόβληµα 
αυτό. Τέλος, στο τέταρτο κεφάλαιο αναλύεται κατά κύριο λόγο ο αλγόριθµος MC3  
(Markov Chain Monte Carlo Model Composition) που αποτελεί µία από τις πολλές  
Μπεϋζιανές υπολογιστικές µεθόδους για την επιλογή µοντέλων καθώς και τρεις 
εφαρµογές του αλγορίθµου αυτού σε πραγµατικά δεδοµένα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΑ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ 
 

1.1  Εισαγωγή 

     Τα γενικευµένα γραµµικά µοντέλα (Generalized Linear Models) (GLM) είναι 
στατιστικά µοντέλα που αποτελούν τη φυσική γενίκευση των κλασικών γραµµικών 
µοντέλων. Στο κλασικό γραµµικό µοντέλο ασχολούµαστε µε το πρόβληµα της 
πρόβλεψης µιας µεταβλητής απόκρισης  όταν γνωρίζουµε τις τιµές των 
επεξηγηµατικών µεταβλητών 

Y
1 2, ,..., pX X X  τις οποίες συµβολίζουµε για συντοµία µε 

το διάνυσµα . Για δεδοµένο X =X x , όπου 1 2[ , ,..., ]px x x=x , θεωρούµε ότι η τυχαία 

µεταβλητή 2~ ( ,Y N )µ σ| =X x  µε 
 

[ ] 0 1 1 .p pE Y x xµ β β β= | = = + ⋅ + + ⋅X x K     (1.1.1) 
 

Οι ποσότητες 0 1, ,..., pβ β β  ονοµάζονται συντελεστές του γραµµικού µοντέλου τους 
οποίους καλούµαστε να εκτιµήσουµε.  
     Το παραπάνω µοντέλο µπορεί να γενικευτεί ως προς τις υποθέσεις και πιο 
συγκεκριµένα, η επέκταση αφορά περισσότερο τις εξής δύο περιπτώσεις 
 

 Οι τυχαία µεταβλητή Y | =X x  µπορεί να ακολουθεί κατανοµή διαφορετική 
της Κανονικής, (π.χ Poisson, ∆ιωνυµική). 

 Η σχέση µεταξύ της δεσµευµένης µέσης τιµής [ ]E Y | =X x  και των τιµών 

1 2, ,..., px x x  των µεταβλητών 1 2, ,..., pX X X  δεν είναι ανάγκη να 
προσδιορίζεται από την απλή γραµµική µορφή της σχέσης (1.1.1). 

 
Η πρώτη γενίκευση βασίζεται στο γεγονός ότι µπορούµε να θεωρήσουµε µια 
ευρύτερη κλάση κατανοµών, γνωστή ως Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών. Η 
δεύτερη γενίκευση αναφέρεται στη σχέση (1.1.1) η οποία µπορεί να αντικατασταθεί 
από τη σχέση  
 

0 1 1( ) ,p pg x xµ β β β= + ⋅ + + ⋅K  
 

όπου  είναι µια µονότονη και διαφορίσιµη συνάρτηση που συνδέει τη µέση τιµή 
της τυχαίας µεταβλητής Y  µε τη γραµµική συνιστώσα του δευτέρου µέλους.  

g
| =X x

 

 

[7] 
 



1.2  Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών 

    Η Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών περιλαµβάνει ένα πλήθος από γνωστές 
κατανοµές και ανάλογα µε τον αριθµό των παραµέτρων που χαρακτηρίζουν µια 
κατανοµή χωρίζεται σε µονοπαραµετρική και πολυπαραµετρική. Στην παρούσα 
ενότητα θα αναφερθούµε στη µονοπαραµετρική και τη διπαραµετρική Εκθετική 
Οικογένεια Κατανοµών µιας και αυτές καλύπτουν τις περισσότερες περιπτώσεις 
κατανοµών που συναντάµε στις εφαρµογές. 
    Μια τυχαία µεταβλητή  ανήκει στη διπαραµετρική Εκθετική Οικογένεια 
Κατανοµών αν η κατανοµή της µπορεί να εκφραστεί στη µορφή 

Y

 
( )( , ) exp ( , )

( )
y bf y c y

a
θ θ ,θ φ φ
φ

⎧ ⎫⋅ −
| = −⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

 
όπου  και  είναι γνωστές συναρτήσεις. Η ,a b c θ  ονοµάζεται κανονική παράµετρος 
και είναι παράµετρος κεντρικής τάσης (location parameter) ενώ η φ  ονοµάζεται 
παράµετρος διασποράς (dispersion parameter). Ορίζουµε επίσης το στήριγµα της 
κατανοµής ως εξής 
 

{ }: ( , , ) 0 .S y f y θ φ= ∈ >  
      

Παράδειγµα 
 
Κανονική κατανοµή: Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής 

 που ακολουθεί την Κανονική κατανοµή Y 2( , )N µ σ  µπορεί να γραφτεί ως εξής 
 

2 2
2 1 2 2

2 2 2 2

2

1 1( , ) exp ( )
(2 ) 2

2 log(2                  exp .
2

f y y

y y

µ σ µ
πσ σ

µ µ σ πσ
σ

⎧ ⎫| = − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

)⎧ ⎫⎛ ⎞⋅ − +⎪ ⎪= −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 

 
Στη συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε  
 

θ µ= , 2 ,φ σ=  2( ) 2b θ θ= , ( )a φ φ=  και 
2 2 2log(2 )( , )

2
yc y σ πσφ +

= . 

 
    Θεωρούµε τώρα µια τυχαία µεταβλητή  της οποίας η κατανοµή εξαρτάται από 
µία µόνο παράµετρο 

Y
θ . Η κατανοµή της ανήκει στην µονοπαραµετρική Εκθετική 

Οικογένεια Κατανοµών αν µπορεί να γραφτεί στη µορφή 
 

{ }( ) ( ) ( )exp ( ) ( )f y s y t a y b ,θ θ θ| =  
 

όπου  και  είναι γνωστές συναρτήσεις. Την παραπάνω σχέση τη συναντάµε 
πολλές φορές και στην ισοδύναµη µορφή 

, ,a b s t
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{ }( ) exp ( ) ( ) ( ) ( ) ,f y a y b c dθ θ θ| = + + y  
 

όπου { }( ) exp ( )s y d y=  και { }( ) exp ( )t cθ θ= . Όπως και στην περίπτωση της 
διπαραµετρικής Εκθετικής Οικογένειας Κατανοµών ορίζεται και εδώ το στήριγµα 
 

{ }: ( , ) 0 .S y f y θ= ∈ >  
 
Αν , η κατανοµή λέγεται ότι είναι σε κανονική µορφή και η συνάρτηση ( )a y y=

( )b θ  καλείται φυσική παράµετρος της κατανοµής. Αν υπάρχουν και άλλες 
παράµετροι στην κατανοµή της παραµέτρου θ  που µας ενδιαφέρει, αυτές θεωρούνται 
ως ‘οχληρές’ (nuisance) παράµετροι. Αποδεικνύεται ότι αν η κατανοµή µιας τυχαίας 
µεταβλητής  είναι µέλος της Εκθετικής Οικογένειας Κατανοµών, ισχύουν οι 
παρακάτω ιδιότητες 

Y

 

[ ] ( )( )
( )

cE a Y
b
θ
θ
′

= −
′

 

και 
 

[ ]
[ ]3

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,
( )

b c c bVar a Y
b

θ θ θ θ
θ

′′ ′ ′′ ′−
=

′
 

 
από τις οποίες, αν  δηλαδή η κατανοµή είναι σε κανονική µορφή, µπορούµε 
να υπολογίσουµε τη µέση τιµή και τη διασπορά της τυχαίας µεταβλητής  

( )a y y=
.Y

Η µονοπαραµετρική Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών περιλαµβάνει µια σειρά από 
κατανοµές όπως η Εκθετική, η Poisson, η Γάµµα µε µία παράµετρο, η ∆ιωνυµική και 
η Κανονική µε γνωστή διακύµανση. 
 

Παραδείγµατα 
 
1) Κατανοµή Poisson: Μία διακριτή τυχαία κατανοµή  µε τιµές στο  
ακολουθεί την κατανοµή 

,Y {0,1, 2,...},
( )Poisson θ  αν έχει συνάρτηση µάζας πιθανότητας την  

 

( ) ,  0,  0,1,2,... .
!

y ef y y
y

θθθ θ
−⋅

| = > =  

 
Αν γράψουµε την παραπάνω σχέση στη µορφή  
 

{ }( ) exp log( ) log( !) ,f y y yθ θ θ| = − −  
 

παρατηρούµε ότι η κατανοµή ανήκει στην Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών µε 
 (είναι δηλαδή και σε κανονική µορφή), ( )a y y= ( ) log( )b θ θ=  (φυσική παράµετρος), 

( )c θ θ= −  και . ( ) log( !)d y y= −
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2) Κανονική κατανοµή µε γνωστή διακύµανση: Ως γνωστόν, η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την Κανονική 
κατανοµή 2( , )N µ σ  δίνεται από τον τύπο 
 

2 2
2 1 2 2

1 1( , ) exp ( ) ,
(2 ) 2

f y y yµ σ µ
πσ σ

⎧ ⎫| = − − ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

R , 

 
όπου µ ∈R  είναι η παράµετρος ενδιαφέροντος και η 0σ >  θεωρείται ως οχληρή 
παράµετρος. Η Κανονική κατανοµή µπορεί να γραφτεί στην ισοδύναµη µορφή 

2 2
2 2

2 2 2

1( , ) exp log(2 ) ,
2 2 2

yf y y µ µµ σ πσ
σ σ σ

⎧ ⎫
| = ⋅ − − −⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

 
απ’όπου καταλαβαίνουµε ότι ανήκει στην Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών µε 

 (κανονική µορφή), ( )a y y= 2( )b µµ
σ

=  (φυσική παράµετρος), 

2
2

2

1( ) log(2 )
2 2

c µµ πσ
σ

= − −  και 
2

2( )
2
yd y
σ

= − .  

 
3) ∆ιωνυµική κατανοµή: Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή  αφορά των αριθµό των 
επιτυχιών σε  ανεξάρτητες δοκιµές Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας 

Y
n π . Τότε η  

είναι διακριτή και ακολουθεί τη ∆ιωνυµική κατανοµή 
Y

( , )Binomial n π  µε συνάρτηση 
µάζας πιθανότητας 
 

( ) (1 ) , 0,1,..., ,y n yn
f y y

y
π π π −⎛ ⎞
| = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
n  

 
µε π  να είναι η παράµετρος που µας ενδιαφέρει. Γράφοντας την κατανοµή της  
στη µορφή  

Y

 

( ) exp log log(1 ) log ,
1

n
f y y n

y
ππ π
π

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞| = + − +⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
 

 
συµπεραίνουµε ότι ανήκει στην Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών µε  (είναι 

σε κανονική µορφή), 

( )a y y=

( ) log
1

b ππ
π

⎛= ⎜ −⎝ ⎠
⎞
⎟  (φυσική παράµετρος), ( ) log(1 )c nπ π= −  και 

. ( ) log
n

d y
y

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

1.3  Γενικευµένα γραµµικά µοντέλα – Βασικοί ορισµοί 

     Οι Nelder και Wedderburn (1972) προσπάθησαν να ενοποιήσουν αρκετές 
στατιστικές µεθόδους χρησιµοποιώντας την ιδέα του γενικευµένου γραµµικού 
µοντέλου. Το µοντέλο αυτό ορίζεται σε σχέση µε ένα σύνολο από ανεξάρτητες 
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τυχαίες µεταβλητές  όπου κάθε µία από αυτές ακολουθεί κατανοµή που 
ανήκει στην Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών και έχει τις εξής ιδιότητες: 

1 2, ,..., nY Y Y

 
 Η κατανοµή κάθε µιας από τις , iY 1,...,i n= , είναι Κανονικής µορφής και 
εξαρτάται από µία µόνο παράµετρο iθ , κατά συνέπεια 
 

{ }( ) exp ( ) ( ) ( )i i i i i i i i i .f y y b c dθ θ θ| = + + y

n

 
 

 Οι κατανοµές όλων των , iY 1,...,i = , είναι της ίδιας µορφής (π.χ όλες 
Κανονικές ή όλες ∆ιωνυµικές) και έτσι οι δείκτες i  στις συναρτήσεις  και 

 δεν χρειάζονται.  
,b c

d
 
Η από κοινού κατανοµή των  ή διαφορετικά η κατανοµή του τυχαίου 

διανύσµατος 
1 2, ,..., nY Y Y

[ ]1 2, ,..., T
nY Y Y=Y , η οποία καλείται µεταβλητή απόκρισης (response 

variable), (αναφέρεται και ως εξαρτηµένη µεταβλητή), είναι η εξής 
 

1 1
1 1 11

( ,..., ) ( ) exp ( ) ( ) ( ) .
n n n n

n n i i i i i
i i ii

if y y f y y b c d yθ θ θ θ θ
= = ==

⎧ ⎫,..., | = | = + +⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ ∑ ∑∏  

 
    Ας δούµε λοιπόν αναλυτικά στο σηµείο αυτό την περιγραφή του προβλήµατος. 
Έστω ότι έχουµε ένα τυχαίο διάνυσµα [ ]1 2, ,..., T

nY Y Y=Y (µεταβλητή απόκρισης) και 
 µεταβλητές ( 1p + ) 0 1, ,..., pX X X  οι οποίες ονοµάζονται επεξηγηµατικές µεταβλητές 

(explanatory variables), (αναφέρονται και ως ανεξάρτητες µεταβλητές). Θεωρούµε 
την 0X  σαν σταθερή και συγκεκριµένα 0 1X = . Έστω επίσης ότι έχουµε συλλέξει  
παρατηρήσεις (δείγµα) για κάθε µία από τις µεταβλητές   

n

 
ΤΙΜΕΣ ΤΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ Α/Α  

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ Y  1X  K  
pX  

1
2

n
M

 

1

2

n

y
y

y
M

 

(1)
1
(2)
1

( )
1

n

x
x

x
M

 

K

K

M

K

 

(1)

(2)

( )

p

p

n
p

x
x

x
M

 

 
όπου  είναι η i -παρατήρηση της τ.µ , (ή αλλιώς η τιµή της τ.µ ) και iy Y iY ( )i

jx  είναι 
η τιµή της µεταβλητής jX  στην -παρατήρηση της , για i 1,...,i n=  και . 

Συµβολίζουµε µε 

1,...,j p=
( ) , 0,...,i

i j jE Y X x j p iµ⎡ ⎤| = = =⎣ ⎦  τη µέση τιµή της  δοθέντων των 

παρατηρήσεων 
iY

( ) , 0,...,i
jx j p= . Για ευκολία συµβολισµού θα γράφουµε [ ]i iE Y µ= . 

Ορίζουµε ακόµα την ποσότητα 
 

( ) ( )
0 1 1: 1 , 1,..., ,i i

i p px x i nη β β β= ⋅ + ⋅ + + ⋅ =K  
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η οποία καλείται γραµµικός προσδιορισµός (linear predictor) του µοντέλου. Στα 
γενικευµένα γραµµικά µοντέλα, θεωρούµε µια µονότονη και διαφορίσιµη συνάρτηση 

 η οποία εκφράζει τον τρόπο σύνδεσης, συνήθως της µέσης τιµής g iµ  µε τον 
γραµµικό προσδιορισµό iη  και ονοµάζεται συνδετική συνάρτηση (link function). Οι 
παρακάτω ισότητες δείχνουν ακριβώς αυτόν τον τρόπο σύνδεσης 
 

(1) (1)
1 0 1 1

(2) (2)
2 0 1 1

( ) ( )
0 1 1

( ) 1
( ) 1

( ) 1

p p

p p

n n
n p

g x
g x

g x

µ β β β

µ β β β

µ β β β

= ⋅ + ⋅ + + ⋅

= ⋅ + ⋅ + + ⋅

= ⋅ + ⋅ + + ⋅

K

K

M M M M

K .p

x
x

x

 

Τις παραπάνω σχέσεις µπορούµε να τις εκφράσουµε και σε µορφή πινάκων ως εξής 
 

(1) (1)
01 1 1

(2) (2)
12 2 1

( ) ( )
1

( ) 1
( ) 1

.

( ) 1

p

p

n n
pn n p

g x x
g x x

g x x

βµ η
βµ η

βµ η

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

K

K

MM M M M M M

K

 

 
Θέτοντας [ ]1 2, ,..., ,T

nη η η=η  0 1, ,...,
T

pβ β β⎡ ⎤= ⎣ ⎦β  και ορίζοντας ως πίνακα 
σχεδιασµού (design matrix) τον ( 1n p )× +  πίνακα 
 

(1) (1)
1
(2) (2)
1

( ) ( )
1

1
1

,

1

p

p

n n
p

x x
x x

x x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

X

K

K

M M M M

K

 

 
γράφουµε συνοπτικά το αποτέλεσµα στη µορφή  = ⋅η X β    ή στη µορφή   
 

( )

0

( ) ,
p

T i
i i i j

j

g x jµ η β
=

= = ⋅ =∑x β  

 
 για , όπου  είναι η i -γραµµή του πίνακα σχεδιασµού .  1,...,i = n T

ix X
 

Παρατηρήσεις:  
 
1) Σε όλα τα παραπάνω έχουµε κάνει την υπόθεση ότι οι επεξηγηµατικές µεταβλητές 

jX  δεν υπόκεινται σε σφάλµατα, υπό την έννοια ότι η όλη ανάλυση γίνεται δοθέντων 

των παρατηρήσεων ( ) ,  1,..., ,  1,..., .i
jx j p i= = n  

2) Ο συντελεστής 0β  εκφράζει την αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής  
όταν όλες οι µεταβλητές 

Y

jX , 1,...,j p=  είναι µηδέν, ενώ ο συντελεστής jβ , για 
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1,..., ,j = p  εκφράζει την αναµενόµενη µεταβολή της Y  όταν η jX  αυξηθεί κατά µία 
µονάδα αλλά οι υπόλοιπες επεξηγηµατικές µεταβλητές παραµείνουν σταθερές. 
 

1.4   Το Κανονικό µοντέλο 

    Η πιο δηµοφιλής περίπτωση των γενικευµένων γραµµικών µοντέλων είναι το 
λεγόµενο Κανονικό γραµµικό µοντέλο  
 

[ ] 2| , | N~ ( , ),T
i i i i i i iE Y Yµ µ σ= =x x β x

i

 
 

µε τις  ανεξάρτητες µεταξύ τους. Στη συγκεκριµένη περίπτωση η 
συνάρτηση σύνδεσης είναι η ταυτοτική 

,  1,...,iY i n=
( )ig µ µ= . Το µοντέλο αυτό συνήθως 

γράφεται και στη µορφή 
 

,= ⋅Y X β + e  
 

όπου [ ]1,..., ,T
ne e=e  µε τα , ie 1,...,i n= , ανεξάρτητα και να ακολουθούν την 

κατανοµή 2(0, )N σ . Για το Κανονικό µοντέλο, ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας 

των συντελεστών  είναι ο 0 1, ,...,
T

pβ β β⎡ ⎤= ⎣ ⎦β
 

( ) 1ˆ ,
-T Tβ = X X X y  

 
όπου [ ]1,...,

T
ny y=y , το διάνυσµα των παρατηρήσεων της τ.µ Y . 

 

1.5   Μοντέλο Poisson 

     Αν Y ~ (i iPoisson )θ , , τότε ως γνωστόν 1,...,i n= [ ] 0i i iE Y µ θ= = > . Η συνδετική 
συνάρτηση που χρησιµοποιούµε στην περίπτωση αυτή είναι η ( ) log( ),i ig µ µ=  
δηλαδή έχουµε 
 

( ) ( )
0 1 1log( ) ,i i

i i p p ix xµ η β β β= = + ⋅ + + ⋅ = ⋅x βK T

i

 
 

από την οποία, λύνοντας ως προς iµ θ=  προκύπτει 
 

{ }exp 0.T
i iµ = ⋅ >x β  
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1.6   ∆ιωνυµικό µοντέλο 

    Στην περίπτωση όπου οι µεταβλητές ~ ( , )i iiY Binomial ν π , η µέση τιµή κάθε µιας 
είναι [ ]i i iE Y iµ ν π= = ⋅ . Η παράµετρος που µας ενδιαφέρει είναι η πιθανότητα iπ  και 
η σύνδεσή της µε τον γραµµικό προσδιορισµό iη  γίνεται µέσω της συνάρτησης 
g( ) logit( )i iπ π= και πιο συγκεκριµένα 
 

logit( ) : log .
1

Ti
i i

i

ππ η
π

⎛ ⎞
i= = = ⋅⎜ ⎟−⎝ ⎠

x β  

 
Όταν 1iν = , προκύπτει η κατανοµή ( )iBernoulli π  για την οποία χρησιµοποιούµε 
συνήθως την ίδια συνάρτηση σύνδεσης. Λύνοντας την παραπάνω σχέση ως προς iπ  
παίρνουµε 
 

{ }
{ }

exp
(0,1).

1 exp

T
i

i T
i

π
⋅

= ∈
+ ⋅

x β

x β
 

 
    Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε στο σηµείο αυτό την αναγκαιότητα χρήσης 
της συνδετικής συνάρτησης g . Αν για παράδειγµα στο ∆ιωνυµικό µοντέλο θέταµε 

, τότε θα υπήρχε πρόβληµα διότι το γραµµικό µέρος  
µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή στο  ενώ η πιθανότητα 

( ) T
i i ig π π= = ⋅x β T

i iη = ⋅x β
R (0,1)iπ ∈ . Για το λόγο 

αυτό, χρειαζόµαστε µια κατάλληλη συνδετική συνάρτηση  που να απεικονίζει το 
διάστηµα  σε όλο το διάστηµα , ώστε η αντίστροφή της (που υπάρχει αφού η 

 είναι µονότονη) να απεικονίζει το  στο . Υπάρχουν και άλλες συναρτήσεις 
που χρησιµοποιούνται στα ∆ιωνυµικά (και στα Bernoulli) µοντέλα αντί της , µε 
πιο γνωστές την probit (ή αντίστροφή Κανονική) 

g
(0,1) R

g R (0,1)
logit

1( ) ( )ig iπ π−= Φ , όπου  η 
τυποποιηµένη Κανονική κατανοµή και την συµπληρωµατική 

Φ
log log−  συνάρτηση µε 

τύπο [ ]( ) log log(1 )i ig π π= − − .         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[14] 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 ΜΠΕΫΖΙΑΝΉ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΉ ΘΕΩΡΊΑ ΚΑΙ 
MCMC 

 

2.1   Εισαγωγή 

     Παρότι οι αρχές της Μπεϋζιανής θεωρίας ανάγονται στον 18ο αιώνα, η Στατιστική 
κατά Bayes δεν είχε ευρεία διάδοση για αρκετά χρόνια, καθώς στις περισσότερες 
περιπτώσεις οι ερευνητές ήταν αναγκασµένοι να αντιµετωπίσουν δυσεπίλυτα 
ολοκληρώµατα υψηλής τάξης. Όµως η ανάπτυξη των υπολογιστών και η εµφάνιση 
µεθόδων προσοµοίωσης έκανε την εφαρµογή της Μπεϋζιανής θεωρίας πρακτικά 
δυνατή. Ειδικότερα, οι πρόσφατες µέθοδοι προσοµοίωσης Monte Carlo µε την χρήση 
Μαρκοβιανών αλυσίδων (MCMC) συνέβαλλαν αποφασιστικά στην διεκπεραίωση της 
Μπεϋζιανής ανάλυσης. 
    Η Μπεϋζιανή συµπερασµατολογία είναι µία µεθοδολογική προσέγγιση η οποία 
συνθέτει τη θεωρητική ή εµπειρική αντίληψη µιας τυχαίας δοκιµασίας, µε τα 
παρατηρηθέντα δεδοµένα. ∆ηλαδή, είναι η διαδικασία κατά την οποία βελτιώνεται η 
εκ των προτέρων γνώση (a-priori) που έχουµε για µία παράµετρο, µέσω της 
πιθανοφάνειας, στην εκ των υστέρων γνώση (posterior) που θα έχουµε για αυτή. Με 
άλλα λόγια, η Μπεϋζιανή Στατιστική βασίζεται στην υποκειµενική πιθανότητα, τις 
πεποιθήσεις, τις γνώσεις που έχουµε πριν αναλύσουµε τα δεδοµένα κάτι το οποίο 
εκφράζεται µε την εκ των προτέρων πληροφορία. Μέσω του Θεωρήµατος του Bayes 
η πληροφορία αναβαθµίζεται στην εκ των υστέρων πληροφορία όπου συνδυάζεται η 
εκ των προτέρων και η πληροφορία από τα δεδοµένα. 
   Το πλαίσιο στο οποίο κινείται η συµπερασµατολογία κατά Bayes είναι παρόµοιο µε 
αυτό της κλασικής Στατιστικής: υπάρχει η παράµετρος  του πληθυσµού την οποία 
θέλουµε να εκτιµήσουµε, καθώς και η πιθανότητα 

θ
( )f |y θ  η οποία καθορίζει την 

πιθανότητα παρατήρησης διαφορετικών  κάτω από διαφορετικές τιµές της 
παραµέτρου  Όµως η 

y
.θ θεµελιώδης διαφορά είναι ότι στη Μπεϋζιανή Στατιστική η 

παράµετρος  δεν θεωρείται σταθερός αριθµός αλλά χρησιµοποιείται σαν τυχαία 
ποσότητα (τυχαία µεταβλητή). Αν και η διαφορά αυτή µπορεί να φανεί όχι και τόσο 
ουσιαστική, οδηγεί σε µία τελείως διαφορετική προσέγγιση, ως προς την ερµηνεία, 
από αυτήν την κλασικής Στατιστικής. Χρησιµοποιώντας την παράµετρο  σαν 
τυχαία, όλη η ανάπτυξη της Μπεϋζιανής συµπερασµατολογίας πηγάζει και εξαρτάται 
µόνο από την θεωρία πιθανοτήτων. Αυτό έχει πολλά πλεονεκτήµατα και σηµαίνει 
πως όλα τα συµπεράσµατα µπορούν να παρουσιαστούν µε την µορφή πιθανοτήτων 
για την παράµετρο  

θ

θ

.θ
    Η Μπεϋζιανή προσέγγιση θέτει εκ των προτέρων πληροφορία στις άγνωστες 
παραµέτρους, µέσω µιας εκ των προτέρων κατανοµής, και µας παρέχει τις εκ των 
υστέρων κατανοµές των παραµέτρων. Τα συµπεράσµατα βασίζονται στους µέσους (ή 
σε άλλες ποσότητες) των εκ των υστέρων κατανοµών. Η Μπεϋζιανή 
συµπερασµατολογία δηλαδή, τυποποιεί την ενσωµάτωση των εκ των προτέρων (a-
priori) πληροφοριών, κάτι που στην κλασική Στατιστική συνήθως γίνεται όχι φανερά. 
    Κλείνοντας αυτήν την εισαγωγική παράγραφο και συνοψίζοντας, µπορούµε να 
πούµε ότι η Μπεϋζιανή Στατιστική θέτει µε σαφήνεια την ιδέα ότι όλες οι 
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πιθανότητες είναι υποκειµενικές και εξαρτώνται από τις πεποιθήσεις του κάθε 
ατόµου και τις γνώσεις που µπορεί να έχει καθένας για ένα δεδοµένο πρόβληµα.  

2.2  Εκ των προτέρων κατανοµή - Εκ των υστέρων κατανοµή -      
Θεώρηµα Bayes 

     Σηµαντικό κοµµάτι της Μπεϋζιανής Στατιστικής και ιδιαίτερου ενδιαφέροντος 
είναι η επιλογή της εκ των προτέρων κατανοµής κάθε φορά. Κάθε πρόβληµα είναι 
µοναδικό και έχει το δικό του περιεχόµενο. Από αυτό ακριβώς το περιεχόµενο 
εξάγονται οι a-priori πληροφορίες και είναι η διατύπωση και η εκµετάλλευση της 
προηγούµενης γνώσης που διαχωρίζουν την Μπεϋζιανή θεωρία από αυτήν της 
κλασικής Στατιστικής. Όταν προσπαθούµε να εκτιµήσουµε την παράµετρο  θα 
πρέπει να έχουµε κάποια γνώση ή κάποια πεποίθηση σχετικά µε την τιµή της  
προτού λάβουµε υπόψη µας τα δεδοµένα. Αυτό που επιτυγχάνεται µε το Θεώρηµα 
του Bayes, είναι η βελτίωση της εκ των προτέρων γνώσης που έχουµε για την 
παράµετρο, σύµφωνα µε την καινούρια γνώση που µας δίνει το παρατηρηθέν δείγµα 
εκφρασµένη µέσω της πιθανοφάνειας. Ο συνδυασµός της εκ των προτέρων και της 
δειγµατικής πληροφορίας, µας δίνει την εκ των υστέρων πληροφορία που εκφράζεται 
µέσω της εκ των υστέρων κατανοµής.  Για να µπορέσει όµως να επιτευχθεί αυτό θα 
πρέπει να καθορίσουµε την εκ των προτέρων κατανοµή 

θ
θ

( )f θ  (prior  distribution), η 
οποία αντιπροσωπεύει όπως είπαµε τις πεποιθήσεις µας για την κατανοµή του  
προτού αποκτήσουµε οποιαδήποτε πληροφορία από τα δεδοµένα µας. 

θ

     Η επιλογή της εκ των προτέρων κατανοµής πρέπει να γίνεται µε πολύ προσοχή 
διότι καθιστά την ανάλυση υποκειµενική. ∆ιαφορετική εκ των προτέρων επιλογή 
οδηγεί σε διαφορετικά αποτελέσµατα. Ωστόσο η επιρροή της εκ των προτέρων 
κατανοµής γίνεται ολοένα και µικρότερη καθώς προστίθενται νέα δεδοµένα. Συνήθως 
διαλέγουµε κατανοµές που απλοποιούν τους υπολογισµούς οι οποίες όµως 
«περιορίζουν» την επιλογή της  σε κάποια από τις γνωστές οικογένειες 
κατανοµών. Σε πολλές περιπτώσεις η διαθέσιµη εκ των προτέρων πληροφορία είναι 
περιορισµένη ή ακόµα και ανύπαρκτη. Στην περίπτωση αυτή επιθυµούµε η 
πληροφορία που προέρχεται από τα δεδοµένα να κυριαρχήσει στον τελικό 
υπολογισµό της εκ των υστέρων κατανοµής και είναι αρκετά συνηθισµένο να 
χρησιµοποιούµε µια a-priori η οποία  αντανακλά την άγνοια µας για την παράµετρο. 
Γενικά οι κατανοµές διακρίνονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες, τις πληροφοριακές 
(informative) και τις µη-πληροφοριακές (non-informative). 

( )f θ

    Υπάρχουν τέσσερα βασικά βήµατα για την Μπεϋζιανή προσέγγιση ενός 
πιθανοθεωρητικού προβλήµατος : 
 
                      1. Καθορισµός του µοντέλου πιθανοφάνειας ( )f .|y θ  
                      2. Καθορισµός της εκ των προτέρων κατανοµής  ( ).f θ
                      3. Υπολογισµός της εκ των υστέρων κατανοµής ( )f .|θ y  
                      4. Εξαγωγή συµπερασµάτων από την εκ των υστέρων κατανοµή. 
 
Πιο συγκεκριµένα, έστω [ ]1 2, ,..., T

ny y y=y  είναι ένα τυχαίο δείγµα από γνωστή 
κατανοµή µε σ.π.π. (ή σ.µ.π. στη διακριτή περίπτωση)  και άγνωστη παράµετρο 

. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας (likelihood) είναι η 
f

( )1 2, ,..., m
mθ θ θ= ∈θ R⊂Θ
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1

( ) ( )
n

i
i

f f y
=

| = |∏y θ ,θ

,

 η οποία όπως έχει αναφερθεί καθορίζει την πιθανότητα 

παρατήρησης διαφορετικών  κάτω από διαφορετικές τιµές της παραµέτρου 
Υποθέτοντας ακόµα ότι είναι η εκ των προτέρων κατανοµή για την 

παράµετρο  η συµπερασµατολογία µας τότε δεν προκύπτει µόνο από την µελέτη 
των δεδοµένων, δηλαδή την πιθανοφάνεια 

iy
.θ ( )f θ

,θ
( )f |y θ  αλλά τελικά από την συνάρτηση 

πιθανότητας της κατανοµής της παραµέτρου δοθέντος των δεδοµένων  η 
οποία καλείται εκ των υστέρων κατανοµή (posterior distribution). Σε πολλές 
περιπτώσεις αυτό οδηγεί σε περισσότερο φυσικά συµπεράσµατα σε σχέση µε την 
κλασική Στατιστική. Ο υπολογισµός της γίνεται µε χρήση του Θεωρήµατος Bayes: 

( )f |θ y ,

 
( ) ( )( )
( ) ( )

f ff .
f f d

∈

⋅ |
| =

⋅ |∫
θ Θ

θ y θθ y
θ y θ θ

 

 
Σηµειώνουµε ότι όταν η παράµετρος είναι διακριτή, τότε ο παρονοµαστής 
αντικαθιστάται από το άθροισµα ( ) ( )j j

j
f fθ θ|∑ y . Θα πρέπει να προσέξουµε 

ιδιαίτερα το γεγονός ότι από την στιγµή που ολοκληρώσαµε ως προς  ο 
παρανοµαστής στο Θεώρηµα του Bayes είναι συνάρτηση µόνο ως προς 

,θ
y . Συνεπώς, 

για δεδοµένες παρατηρήσεις ,y  ο παρανοµαστής είναι σταθερά και ονοµάζεται 
σταθερά κανονικοποίησης. Με βάση αυτά ένας εναλλακτικός τρόπος παρουσίασης 
του Θεωρήµατος του Bayes είναι ο εξής: 
 

( ) ( ) ( )f f f ,| ∝ ⋅ |θ y θ y θ  
 
δηλαδή η εκ των υστέρων κατανοµή είναι ανάλογη της a-priori κατανοµής 
πολλαπλασιαζόµενης µε την συνάρτηση πιθανοφάνειας. 
 

2.3  Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών - Συζυγείς εκ των προτέρων 
κατανοµές 

     Η εφαρµογή του Θεωρήµατος του Bayes στην πράξη είναι αρκετά δύσκολη όσον 
αφορά τους µαθηµατικούς υπολογισµούς και η δυσκολία αυτή οφείλεται κυρίως στο 
ολοκλήρωµα (σταθερά κανονικοποίησης) το οποίο υπάρχει στον παρανοµαστή. Πολύ 
συχνά έχουµε µια γενική ιδέα για το ποια θα πρέπει να είναι η εκ των προτέρων 
κατανοµή (πιθανότατα να µπορούµε να πούµε ποιος είναι ο µέσος και η διακύµανσή 
της), χωρίς όµως να µπορούµε να είµαστε πιο συγκεκριµένοι για την µορφή της. Σε 
αυτές τις περιπτώσεις µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια «βολική» µορφή της εκ 
των προτέρων η οποία θα είναι το αποτέλεσµα των πεποιθήσεων µας και ταυτόχρονα 
θα κάνει τους µαθηµατικούς υπολογισµούς σχετικά εύκολους. Αυτό είναι πολύ 
σηµαντικό καθώς κάποιες, ακόµα και απλές, επιλογές εκ των προτέρων κατανοµών, 
εµφανίζουν µεγάλες υπολογιστικές δυσκολίες. Για το λόγο αυτό για αρκετό διάστηµα 
η Μπεϋζιανή θεωρία περιορίστηκε σε κατανοµές που διευκόλυναν τον υπολογισµό 
των εκ των υστέρων κατανοµών. Τέτοιες κατανοµές είναι οι  συζυγείς εκ των 
προτέρων κατανοµές. 
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    Ως συζυγείς ορίζονται οι εκ των προτέρων κατανοµές οι οποίες εφαρµόζοντας το 
Θεώρηµα του Bayes καταλήγουν σε εκ των υστέρων κατανοµές που ανήκουν στην 
ίδια οικογένεια κατανοµών µε την εκ των προτέρων κατανοµή. Χρησιµοποιούµε τις 
κατανοµές αυτές όταν είναι συµβατές µε τις πεποιθήσεις µας, όταν περιγράφουν την 
προηγούµενη γνώση που έχουµε για την παράµετρο. Σε πολλές περιπτώσεις ο 
πλούτος της οικογένειας των συζυγών κατανοµών είναι αρκετά µεγάλος ώστε να 
µπορέσει να προσδιοριστεί η συζυγής εκ των προτέρων κατανοµή η οποία είναι 
αρκετά κοντά στις εκ των προτέρων πεποιθήσεις µας. Αυτό όµως το οποίο θα πρέπει 
να τονίσουµε είναι πως οι συζυγείς εκ των προτέρων κατανοµές δεν θα πρέπει να 
χρησιµοποιούνται απλά επειδή κάνουν τους µαθηµατικούς υπολογισµούς 
ευκολότερους και αν δεν υπάρχει a-priori κατανοµή µέσα στην οικογένεια αυτή η 
οποία αντανακλά τι πραγµατικά πιστεύουµε, τότε θα πρέπει να αποφύγουµε την εν 
λόγω προσέγγιση . 
    Η µόνη περίπτωση στην οποία οι συζυγείς κατανοµές προκύπτουν εύκολα, είναι 
για τα υποδείγµατα που ανήκουν στην Eκθετική Οικογένεια Κατανοµών. ∆ηλαδή, 
όταν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των παρατηρήσεων του δείγµατος 
εκφράζεται µε τη µορφή: 
 

{ }( ) ( ) ( ) exp ( ) ( )T ,f y h y g u yφ| = ⋅θ θ θ  
 
όπου ,  είναι συναρτήσεις των παρατηρήσεων  και , h u y g φ  συναρτήσεις της 
παραµέτρου θ , ενώ για τις συναρτήσεις  , u  ,  και h g φ  ισχύει: 
 

{ }( ) ( ) ( ) exp ( ) ( )T 1f y dy g h y u y dyφ| = =∫ ∫θ θ θ . 
 

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα τυχαίο δείγµα [ ]1 2, ,..., T
ny y y=y  από γνωστή 

κατανοµή  η οποία ανήκει στην Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών, δηλαδή µπορεί 
να γραφτεί στη µορφή 

f

 
{ }( ) ( ) ( ) exp ( ) ( )T .f y h y g u yφ| = ⋅θ θ θ  

   
Η συνάρτηση πιθανοφάνειας θα είναι  
 

{ }

{ }

11 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) exp ( ) ( )

                                   ( ) exp ( ) ( ) .

n n n
T

i i
ii i

n
T

i
i

if f y h y g u y

g u y

φ

φ

== =

=

⎧ ⎫ ⎧ ⎫| = | = ⎨ ⎬ ⎨
⎩ ⎭⎩ ⎭

⎧ ⎫∝ ⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑∏ ∏

∑

y θ θ θ θ

θ θ

⎬
 

Χρησιµοποιώντας µια εκ των προτέρων κατανοµή της µορφής 
  

{ }( ) ( ) exp ( ) ,Tf g bφ∝ ⋅θ θ θ  
 
η εκ των υστέρων κατανοµή θα υπολογιστεί κατά τα γνωστά από το Θεώρηµα του 
Bayes 
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                                     ( ) exp ( ) ,
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όπου  και .  p n d= +
1

( )
n

i
i

q b u y
=

= +∑
Το συµπέρασµα είναι ότι η εκ των υστέρων ανήκει στην ίδια οικογένεια κατανοµών 
µε την εκ των προτέρων κατανοµή αλλά µε προσαρµοσµένες παραµέτρους. Πρέπει 
να τονιστεί στο σηµείο αυτό για να ισχύουν όλα τα προηγούµενα, θα πρέπει οι χώροι 

 και  όπου παίρνουν τιµές οι µεταβλητές  και  αντίστοιχα, να είναι 
ανεξάρτητοι (ασύνδετοι), δηλαδή οι µεταβολές στις τιµές του  να µην επηρεάζουν 
τις τιµές του  

Θ ,Ψ θ y
θ

.y
    Συνοψίζοντας την ιδέα των συζυγών εκ των προτέρων κατανοµών αναφέρουµε το 
παρακάτω 
Σκοπός: ∆οθέντος της κατανοµής από την οποία προέρχονται τα δεδοµένα, να 
βρούµε κατάλληλη εκ των προτέρων κατανοµή ώστε η εκ των υστέρων να  ανήκει 
στην ίδια οικογένεια κατανοµών µε την εκ των προτέρων αλλά µε προσαρµοσµένες 
παραµέτρους και έτσι να αποφύγουµε τον υπολογισµό δύσκολων ολοκληρωµάτων. 
 
Παράδειγµα: Έστω ότι [ ]1 2, ,..., T

ny y y=y  είναι ένα τυχαίο δείγµα από κατανοµή 

Poisson µε άγνωστη παράµετρο λ , δηλαδή ( )
!

iy

i
i

f y e
y

θ θθ −| = ⋅ , όπου έχουµε θέσει 

λ θ= . Η κατανοµή αυτή µπορεί να γραφτεί στην ακόλουθη µορφή 
 

{ } { }1( ) exp exp ln
!i i

i

f y y
y

θ θ| = − ⋅θ , 

 
 από την οποία καταλαβαίνουµε ότι ανήκει στην Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών µε 
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Η πιθανοφάνεια υπολογίζεται ως ακολούθως 
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την οποία αν γράψουµε στη µορφή 1

( 1) 1

exp( )

n

i
i

y

nθ θ=

+ −∑
−  βλέπουµε ότι είναι η  

κατανοµή . 
1

1,
n

i
i

Gamma y n
=

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

Ορίζουµε ως εκ των προτέρων την εξής συνάρτηση  
 

( ) { } { } ( 1) 1exp exp lnd b d b df b e eθ θθ θ θ θ θ− + −∝ − ⋅ = = − , 
 
που όπως παρατηρούµε αποτελεί τον πυρήνα της κατανοµής Gamma(b+1,d). Από την 
θεωρία λοιπόν προέκυψε ότι για το συγκεκριµένο πρόβληµα πρέπει να 
χρησιµοποιήσουµε για συζυγή prior µια κατανοµή Gamma και όπως αναµένεται, η εκ 
των υστέρων κατανοµή (posterior) θα είναι και αυτή Gamma µε προσαρµοσµένες 
βέβαια παραµέτρους. Πράγµατι, από το Θεώρηµα Bayes έχουµε 
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Αριθµητική Εφαρµογή 
 
    Έχουµε ένα τυχαίο δείγµα από κατανοµή Poisson µε άγνωστη παράµετρο λ θ=  

.  Ας υποθέσουµε ότι οι εκ των προτέρων 
πεποιθήσεις µας για την παράµετρο 

T[3,5,2,5,4,7,4,5,6,5,4,6,6,4,5,6,7,3,4,6]=y
θ  αντιπροσωπεύονται ικανοποιητικά από την 

κατανοµή . Τότε, σύµφωνα µε τα προηγούµενα, η εκ των υστέρων 
κατανοµή της 

Gamma(3,5)
θ | y  θα είναι η . Ο παρακάτω κώδικας στην R µας 

δίνει τα γραφήµατα της εκ των προτέρων (prior) και της εκ των υστέρων (posterior)  
κατανοµής. 

Gamma(100, 25)

 
y<-c(3,5,2,5,4,7,4,5,6,5,4,6,6,4,5,6,7,3,4,6) 
n<-length(y) 
s<-sum(y) 
x<-seq(0,7,length=2000) 
b<-2 
d<-5 
plot(x,dgamma(x,b+1,d),ylab="",col=1,lty=1,type="l")               
lines(x,dgamma(x,s+b+1,n+d),col=2,lty=3)   
lines(x,dgamma(x,s+1,n),col=3,lty=4)                             
legend(5,1.2,legend=c("prior","posterior","likelihood"),col=c(1,2,3),
lty=c(1,3,4)) 
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2.4  Συνεχής αναθεώρηση 

    Είδαµε ότι το Θεώρηµα του Bayes προσφέρει τον µηχανισµό µε βάση τον οποίο οι 
εκ των προτέρων πληροφορίες µας αναθεωρούνται από τα δεδοµένα και δίνουν την 
εκ των υστέρων πληροφορία. Όµως η εκ των προτέρων και η εκ των υστέρων 
κατανοµή είναι έννοιες σχετικές, καθώς η κατανοµή που είναι σήµερα εκ των 
υστέρων, αύριο µπορεί να είναι εκ των προτέρων. Αυτό γιατί το Θεώρηµα του Bayes 
βρίσκει εφαρµογή και όταν έχουµε διαδοχική συλλογή δεδοµένων. Έτσι προκύπτει η 
εξής ερώτηση: εάν πάρουµε µια σειρά από δεδοµένα και αναθεωρήσουµε τις εκ των 
προτέρων πεποιθήσεις µας την στιγµή που λαµβάνουµε κάθε ένα από τα δεδοµένα 
µας, θα πάρουµε διαφορετικό αποτέλεσµα από ότι θα παίρναµε αν περιµέναµε να 
φτάσουν στα χέρια µας όλα τα δεδοµένα µαζί και µετά να αναθεωρήσουµε την εκ 
των προτέρων πληροφόρηση µας; 
    Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο ανεξάρτητα δείγµατα 1y  και 2y  από την ίδια σ.π.π. 

. Θεωρούµε αρχικά µόνο το πρώτο δείγµα f 1y  και υπολογίζουµε την εκ των 
υστέρων κατανοµή του 1|θ y  από το Θεώρηµα Bayes  
 

1 1( ) ( ) ( )f f f .| ∝ |θ y θ y θ  
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Ύστερα λαµβάνουµε και το δεύτερο δείγµα 2y  και υπολογίζουµε την εκ των υστέρων 
κατανοµή του 2|θ y  χρησιµοποιώντας όµως ως εκ των προτέρων την ήδη 
υπολογισµένη κατανοµή 1( )f |θ y   
 

2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (f f f f f f f f| ∝ | | ∝ | | = , |θ ).y θ y y θ θ y θ y θ θ y y θ  
 
Θεωρούµε τώρα ότι έχουµε ταυτόχρονα και τα δύο δείγµατα 1y  και 2y , (οπότε είναι 
σαν να έχουµε ένα ενιαίο δείγµα). Από το Θεώρηµα Bayes υπολογίζουµε την εκ των 
υστέρων κατανοµή του 1 2,|θ y y  και έχουµε 
 

1 2 1 2( , ) ( ) (f f f| ∝ , |θ ).y y θ y y θ  
 

Συµπέρασµα: Η εκ των υστέρων κατανοµή του 1 2,|θ y y  είναι η ίδια µε την εκ των 
υστέρων κατανοµή που λαµβάνουµε όταν θεωρήσουµε αρχικά το πρώτο δείγµα 1y , 
βρούµε την εκ των υστέρων του 1|θ y  και χρησιµοποιώντας αυτήν ως prior για τον 
υπολογισµό της εκ των υστέρων του 2|θ y . ∆ηλαδή είτε διαδοχικά είτε ενιαία 
λάβουµε τα δύο δείγµατα, καταλήγουµε στο ίδιο αποτέλεσµα. 
    Η παραπάνω διαδικασία, που αποτελεί βασικό πλεονέκτηµα της Μπεϋζιανής 
Στατιστικής, γενικεύεται για οποιονδήποτε αριθµό ανεξάρτητων δειγµάτων και είναι 
ιδιαίτερα εύχρηστη για την βελτίωση της εκ των υστέρων πληροφορίας όταν τα 
δεδοµένα συλλέγονται διαδοχικά µε το πέρας του χρόνου. 
 

2.5   Προβλεπτική κατανοµή 

     Ως τώρα έχουµε επικεντρώσει την προσοχή µας στην εκτίµηση των παραµέτρων. 
Έχουµε δηλαδή, καθορίσει ένα µοντέλο πιθανότητας µε σκοπό να περιγράψει την 
τυχαία διαδικασία µε την οποία παρατηρούνται τα δεδοµένα µας, και έχουµε ακόµα 
δείξει πώς η Μπεϋζιανή θεωρία συνδυάζει την πληροφορία την οποία παρέχει το 
δείγµα και την εκ των προτέρων πληροφόρηση η οποία χρησιµοποιείται στην 
εκτίµηση των παραµέτρων µε την µορφή της εκ των υστέρων κατανοµής. Συνήθως, ο 
λόγος για τον οποίο «προτείνονται» τα στατιστικά µοντέλα, είναι η διεξαγωγή 
προβλέψεων σχετικά µε τις µελλοντικές τιµές της διαδικασίας.  Την διαδικασία αυτή 
µπορούµε να την χειριστούµε πολύ καλύτερα στην Μπεϋζιανή Στατιστική απ’ ότι 
στην κλασική θεωρία.  
     Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι έχουµε ένα τυχαίο δείγµα (δεδοµένα) 

[ ]1 2, ,..., T
ny y y=y  µίας τυχαίας µεταβλητής  µε συνάρτηση πιθανοφάνειας 

 και θέλουµε να εξάγουµε συµπεράσµατα σχετικά µε την κατανοµή της 
µελλοντικής τιµής  µέσα από την διαδικασία αυτή. Με µία εκ των προτέρων 
κατανοµή  το Θεώρηµα του Bayes οδηγεί σε µία εκ των υστέρων κατανοµή 

 Η συνάρτηση πρόβλεψης για το 

Y
(f |y θ)

).

1ny +

( ),f θ
(f |θ y 1ny +  δεδοµένου του διανύσµατος y  θα 

είναι: 
 

[22] 
 



1 1

1

1

( ) ( )

                ( , ) ( )

                ( ) ( ) ,

n n

n

n

f y f y d

f y f

f y f d

+ +
Θ

+
Θ

+
Θ

| = , |

= | |

= | |

∫

∫

∫

y θ y θ

θ dy θ y θ

θ θ y θ

 

 
µε την τελευταία ισότητα να ισχύει επειδή όταν ξέρω το , που είναι η παράµετρος 
της κατανοµής, τότε οι παρατηρήσεις 

θ
[ ]1 2, ,..., T

ny y y=y , δεν µου χρειάζονται αφού 
ξέρω όλη την κατανοµή µέσω του  και άρα θα ισχύει θ 1 1( , ) (n nf y f y+ + ).| = |θ y θ  
Εποµένως η συνάρτηση πρόβλεψης είναι ένα ολοκλήρωµα της πιθανοφάνειας (για 
µία και µόνο παρατήρηση) πολλαπλασιαζόµενο µε την εκ των υστέρων κατανοµή.  
 
Παράδειγµα:  Έστω τυχαίο δείγµα  [ ]1 2, ,..., T

ny y y=y   µε 0iy =   ή  ,  δηλαδή 1iy =
 

( )iy bernoulli θ  ,  1,...,i n=  ,     0 1θ< <  
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Η συνάρτηση πιθανοφάνειας θα είναι  
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Θεωρούµε ότι η prior για το θ  είναι η  και άρα η σ.π.π. του 0 0Βήτα( , )a b θ  θα είναι η  
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Από το Θεώρηµα Bayes υπολογίζουµε την εκ των υστέρων κατανοµή του θ | y  
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Άρα η πιθανότητα η - παρατήρηση να είναι  ‘1’  ισούται µε τη µέση τιµή της εκ 
των υστέρων κατανοµής του 

1n+
yθ | , δηλαδή είναι ίση µε  

[ ]
0

1

0 0

n

i
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2.6   Markov Chain Monte Carlo (MCMC) 

     Έστω ότι (f y)θ |  είναι η σ.π.π.  της τυχαίας µεταβλητής θ  και ενδιαφερόµαστε 
γενικά να υπολογίσουµε τη µέση τιµή [ ]( )E h θ , όπου  µια οποιαδήποτε συνάρτηση 
του 

h
θ . Τότε ως γνωστόν 

 
[ ]( ) ( ) ( ) .E h h f y dθ θ θ θ

Θ

= |∫  

 
Την παραπάνω µέση τιµή, που σε πολλές περιπτώσεις δεν υπολογίζεται µε αναλυτικό 
τρόπο, µπορούµε να την εκτιµήσουµε µε την Monte Carlo εκτιµήτρια: 
 

[ ] *

1

1ˆ ( ) ( ),
n

i
i

E h h
n

θ θ
=

= ⋅∑  

 
όπου , είναι τυχαίες προσοµοιωµένες τιµές από την κατανοµή * , 1,...,i iθ = n ( )f yθ | . 
Συνήθως ενδιαφερόµαστε για την εκτίµηση της µέσης τιµής [ ]E θ  και της διασποράς 

[ ]V θ  της τ.µ θ . Στην πρώτη περίπτωση θέτουµε ( )h θ θ=  οπότε παίρνουµε την 
εκτιµήτρια 
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ενώ στη δεύτερη περίπτωση θέτουµε * 2( ) ( )h θ θ θ= −  και προκύπτει η εκτίµηση 
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Αποδεικνύεται ότι οι παραπάνω Monte Carlo εκτιµήτριες είναι συνεπείς και 
αµερόληπτές και για µεγάλο  συγκλίνουν στην ως προς εκτίµηση ποσότητα µε 
αρκετά µεγάλη πιθανότητα, υπό την προϋπόθεση το δείγµα των προσοµοιωµένων 
τιµών  να είναι τυχαίο. 

n

* , 1,...,i iθ =
    Από τα προηγούµενα προκύπτει το ερώτηµα για τον τρόπο µε τον οποίο µπορούµε 
να προσοµοιώσουµε τυχαίες τιµές από µια κατανοµή. Υπάρχουν διάφορες τεχνικές 
που εξυπηρετούν το σκοπό αυτό όπως η µέθοδος Απόρριψης που παράγει ένα IID 
δείγµα προσοµοιωµένων τιµών. Στη συνέχεια, θα αναφερθούµε πολύ συνοπτικά στη 
γενική ιδέα των αλγορίθµων MCMC καθώς επίσης και σε δύο τέτοιους αλγορίθµους, 
τον Metropolis-Hastings και τον Gibbs Sampling όπου το προσοµοιωµένο δείγµα 
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συνιστά πλέον µια Μαρκοβιανή Αλυσίδα. Τα βασικά στοιχεία της θεωρίας των 
Στοχαστικών Ανελίξεων θεωρούνται γνωστά και δεν αναπτύσσονται στην παρούσα 
παράγραφο.  
    Έστω  η παράµετρος της κατανοµής  και  τα δεδοµένα. Οι Metropolis et 
al (1953) πρότειναν την ιδέα της προσοµοίωσης τιµών από την εκ των υστέρων 
κατανοµή  στοχεύοντας στη δηµιουργία µιας Μαρκοβιανής Αλυσίδας µε τις 
εξής ιδιότητες: 

∈Θθ f y

(f |θ y)

 
                                               1.  Χώρο καταστάσεων .Θ  
                                               2.  Στάσιµη κατανοµή ( )f .|θ y  
 
Αν η Μαρκοβιανή Αλυσίδα είναι εργοδική (γνήσια επαναληπτική και απεριοδική) και 
η  είναι η στάσιµη κατανοµή της αλυσίδας, τότε µπορούµε να µάθουµε 
πληροφορίες όπως π.χ ο εκ των υστέρων µέσος απλά περιµένοντας να επιτευχθεί η 
στασιµότητα (να έχει συγκλίνει η αλυσίδα). Εν συνεχεία απλά καταγράφουµε τις 
τιµές µετά από αυτό το χρονικό διάστηµα.  

(f |θ y)

.  
Αλγόριθµος  Metropolis - Hastings 

      
 Για  0,t = (0) ,θ  (αρχική τιµή). 
 Για , επανέλαβε : 1,...,t = n

y Προσοµοίωσε                                   (κατανοµή εισήγησης)  * ( )~ ( , ).tgθ θ θ|

 Υπολόγισε 
* * ( )

( ) ( ) *

( ) ( , )min 1, .
( ) ( , )

t

MH t t

f y g y
f y g y
θ θ θα
θ θ θ

⎧ ⎫| |
= ⎨ ⎬| |⎩ ⎭

(πιθανότητα αποδοχής) 

 Θέσε ( 1) *tθ θ+ =  µε πιθανότητα MHα  και  ( 1) ( )t tθ θ+ =   µε πιθανότητα 1 MHα− .   
 
 

Αλγόριθµος  Gibbs  Sampling 
 
Έστω  το διάνυσµα των παραµέτρων 1 2, ,...,

T

pθ θ θ⎡= ⎣θ ⎤⎦

 Αρχικές τιµές , για (0) (0) (0) (0)
1 2, ,...,

T

pθ θ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦θ 0.t =  
 Σε κάθε επανάληψη ο αλγόριθµος κάνει την εξής διαδικασία  
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δηλαδή ως κατανοµές εισήγησης χρησιµοποιεί τις πλήρους δέσµευσης εκ των 
υστέρων κατανοµές των αντίστοιχων παραµέτρων (full conditional). Ένα άλλο 
χαρακτηριστικό του αλγορίθµου Gibbs είναι ότι η πιθανότητα αποδοχής είναι ένα, 
που σηµαίνει πως κάθε τιµή που προσοµοιώνεται γίνεται αποδεκτή (σε αντίθεση µε 
τον αλγόριθµο Metropolis- Hastings). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΜΠΕΫΖΙΑΝΗ ΕΠΙΛΟΓΗ ΜΟΝΤΕΛΩΝ KAI 
ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΣΤΑ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΑ 

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ 
 

3.1  Εισαγωγή 

     Η επιλογή µοντέλου είναι ένα σηµαντικό στάδιο της Στατιστικής 
συµπερασµατολογίας. Πιο συγκεκριµένα, ένα από τα ζητήµατα που καλούµαστε να 
αντιµετωπίσουµε στα γενικευµένα γραµµικά µοντέλα, είναι και αυτό της επιλογής 
επεξηγηµατικών µεταβλητών. Το πρόβληµα προκύπτει όταν ο αριθµός των 
επεξηγηµατικών µεταβλητών, που έχουµε προς µελέτη, είναι αρκετά µεγάλος και 
ενδιαφερόµαστε να επιλέξουµε ένα υποσύνολο από αυτές. Αλλά και όταν ο αριθµός 
των επεξηγηµατικών µεταβλητών δεν είναι αρκετά µεγάλος αντιµετωπίζουµε 
ανάλογο πρόβληµα εάν το ενδιαφέρον µας συγκεντρώνεται στην επιλογή των πιο 
“σηµαντικών” µεταβλητών. Ένα µοντέλο µε µικρότερο αριθµό επεξηγηµατικών 
µεταβλητών, και συνεπώς και παραµέτρων, είναι πιο επιθυµητό, διότι είναι πιο 
οικονοµικό. 
    Για να επιλέξουµε µεταξύ διαφορετικών µοντέλων µπορούµε να εφαρµόσουµε 
τόσο “υποκειµενικά”, όσο και “αντικειµενικά” κριτήρια. Στα υποκειµενικά κριτήρια 
συγκαταλέγονται α) οικονοµία µοντέλου (φειδωλότητα), β) πραγµατικότητα γ) καλή 
προσαρµογή και δ) συµφωνία µεθόδων επιλογής. Ας δούµε καθ’ ένα από τα κριτήρια 
αυτά χωριστά.  
Οικονοµία µοντέλου: Σύµφωνα µε το κριτήριο αυτό επιλέγουµε εκείνο το µοντέλο 
που έχει τον µικρότερο αριθµό ανεξάρτητων µεταβλητών.  
Πραγµατικότητα: Ας υποθέσουµε ότι από προηγούµενες µελέτες ή από εµπειρία είναι 
γνωστό ότι ένας ή περισσότεροι παράγοντες θα πρέπει να συµπεριλαµβάνονται (ή να 
µην συµπεριλαµβάνονται) στο µοντέλο. Στην περίπτωση αυτή επιλέγουµε εκείνο το 
µοντέλο το οποίο περιέχει τους περισσότερους (ή τους λιγότερους) από τους 
παράγοντες αυτούς.  
Καλή προσαρµογή: Πόσο καλά προσεγγίζει το θεωρητικό µοντέλο τα δεδοµένα. 
Συµφωνία µεθόδων: Σύµφωνα µε το κριτήριο αυτό επιλέγουµε εκείνο το µοντέλο στο 
οποίο συµφωνούν οι περισσότερες από τις µεθόδους επιλογής. Σε µερικές 
περιπτώσεις τέτοιο µοντέλο µπορεί να µην υπάρχει. 
    Σε αυτό το κεφάλαιο εξετάζουµε την επιλογή µοντέλου και µεταβλητών από την 
Μπεϋζιανή σκοπιά. Αυτό σηµαίνει ότι το διάνυσµα των παραµέτρων  του µοντέλου 
θα είναι τυχαία µεταβλητή. Επειδή το υπό µελέτη πρόβληµα αφορά τα γενικευµένα 
γραµµικά µοντέλα 

θ

 
( )

0
( ) , 1,...,

p
i

i i j j
j

g x iµ η β
=

= = =∑ n  

 
ένα µέρος του διανύσµατος  θα αποτελούν οι συντελεστές θ jβ , οι οποίοι κατά 
συνέπεια θεωρούνται και αυτοί τυχαίες µεταβλητές. Για παράδειγµα, στο Κανονικό 
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γραµµικό µοντέλο όπου , το διάνυσµα των παραµέτρων είναι το 2| ~ ( , )N σY X Xβ I
2,T T σ⎡= ⎣θ β ⎤⎦

)m ).

. Όταν οι επεξηγηµατικές µεταβλητές ενσωµατώνονται στον 
φορµαλισµό του µοντέλου  το ενδιαφέρον συνήθως εστιάζεται στον υπολογισµό 
της posterior κατανοµής  παρά της 

,m
( ,f |β y ( ,f m|θ y   

     Σε προβλήµατα επιλογής µεταβλητών, µπορούµε να αντικαταστήσουµε τον δείκτη 
 για ένα µοντέλο µε τον δείκτη-διάνυσµα , όπου ο 

δείκτης 
m { }0 1, ,..., 0,1

T p
pγ γ γ⎡ ⎤= ∈⎣ ⎦γ

γ  αντιπροσωπεύει ποιες από τις p  µεταβλητές 0 1, ,..., pX X X , 
περιλαµβάνονται στο µοντέλο. Για τις συνιστώσες του διανύσµατος  ισχύει γ
 

1 ,   αν η  περιλαµβάνεται στο µοντέλο 
.

0 ,   διαφορετικά                                          
j

j

X
γ

⎧
= ⎨
⎩

γ
 

 
Το λανθάνων διάνυσµα των δυαδικών δεικτών  το εισήγαγαν οι George και 
McCulloch (1993) στην πρώτη προσπάθειά τους να χρησιµοποιήσουν MCMC 
αλγόριθµους σε προβλήµατα επιλογής µοντέλου.  

,γ

3.2  Εκ των υστέρων λόγος πιθανοτήτων και ο παράγοντας Bayes 

     Η κατά Bayes σύγκριση µοντέλων βασίζεται στον υπολογισµό των περιθώριων 
πιθανοφανειών των παρατηρούµενων δεδοµένων των υπo σύγκριση µοντέλων. Μέσω 
αυτών των δεσµευµένων πιθανοτήτων µπορούν να υπολογιστούν οι παράγοντες 
Bayes (Bayes Factors) και οι εκ των υστέρων λόγοι σχετικών πιθανοτήτων (Posterior 
Odds) µεταξύ των συγκρινόµενων µοντέλων.  
    Ας θεωρήσουµε δύο ανταγωνιστικά µοντέλα  και  και ας υποθέσουµε ότι 
έχουµε παρατηρήσει κάποια δεδοµένα  τα οποία έχουν παραχθεί από ένα εκ των 
δύο αυτών µοντέλων. Κάθε ένα από τα µοντέλα 

0m 1m
y

0 1{ , }m m m∈  καθορίζει την 
κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής , Y ( )( ,m )f m|y θ , όπου µε  συµβολίζουµε το 
άγνωστο διάνυσµα παραµέτρων που αντιστοιχεί στο µοντέλο . Αν  είναι η εκ 
των προτέρων πιθανότητα του µοντέλου  τότε, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 
Bayes, η εκ των υστέρων πιθανότητα του αντίστοιχου µοντέλου θα είναι 

( )mθ
m ( )f m

m

   

0 0 1

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) (

f m f mf m
1)f m f m f m f m

| ⋅
| =

| ⋅ + | ⋅
yy

y y
      (3.1.1) 

 
 
όπου  και . Έχουµε λοιπόν συνοπτικά τις παρακάτω 
έννοιες 

0 1{ , }m m m∈ 0 1( ) ( ) 1f m f m+ =

)

 
 
                           :   Εκ των προτέρων πιθανότητα του ( )f m
                                          µοντέλου  (Prior model probability). m

 
                      (f m | y  :  Εκ των υστέρων πιθανότητα του 
                                         µοντέλου  (Posterior model probability). m
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                      (f m)|y  :  Περιθωριακή πιθανοφάνεια των δεδοµένων στο µοντέλο   
                                        m  (marginal likelihood of model m ). 
 
Η περιθωριακή πιθανοφάνεια των δεδοµένων στο µοντέλο  δίνεται από τη σχέση m
 

( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( )m mf m f m f m d
Θ

| = | ⋅ |∫y y θ θ mθ

)

, 

όπου ( )( mf m|θ  είναι η εκ των προτέρων κατανοµή των παραµέτρων στο µοντέλο 
. m

    Μια πολύ χρήσιµη ποσότητα για τη σύγκριση των δύο µοντέλων αποτελεί ο λόγος 
της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου  προς την εκ των υστέρων 
πιθανότητα του µοντέλου  που ονοµάζεται εκ των υστέρων λόγος πιθανοτήτων 
του µοντέλου  έναντι του µοντέλου  και συµβολίζεται µε  ( Posterior 
Odds). Από τη σχέση (3.1.1) έχουµε 

0m
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Σύµφωνα µε την τελευταία σχέση έχουµε τις ακόλουθες έννοιες 
 

 0

1

( )
( )

f m
f m

                 :  Εκ των προτέρων λόγος πιθανοτήτων του 

                                 µοντέλου  έναντι του µοντέλου  (Prior model odds). 0m 1m
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1

( ) :
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f m B
f m

|
=

|
y
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    :  Παράγοντας Bayes του µοντέλου   0m

                                 έναντι του µοντέλου   (Bayes Factor). 1m
 

0
01
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( ) :
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f m PO
f m

|
=

|
y
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  :  Εκ των υστέρων λόγος πιθανοτήτων του 

                                  µοντέλου  έναντι του µοντέλου  (Posterior model odds). 0m 1m
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Αποδείξαµε λοιπόν ότι τα παραπάνω τρία µεγέθη συνδέονται µε την εξής σχέση 
 

Posterior model odds   =  Bayes  Factor ×  Prior model odds. 
 

Η σχέση (3.1.1) µπορεί να γενικευτεί και στην περίπτωση που έχουµε περισσότερα 
από δύο ανταγωνιστικά µοντέλα. Θεωρώντας ένα σύνολο µοντέλων 

1 2{ , ,..., },MM m m m=  η εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου  
υπολογίζεται ως εξής 
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όπου M  είναι το πλήθος των µοντέλων που απαρτίζουν το σύνολο M . 
     Ο παράγοντας Bayes αποτελεί ένα µέτρο για την βαρύτητα της πληροφορίας, η 
οποία περιλαµβάνεται στα δεδοµένα, υπέρ ενός µοντέλου έναντι ενός άλλου 
µοντέλου. Ο παράγοντας αυτός µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως σχετικό µέτρο για τη 
σύγκριση δύο µοντέλων. Ερµηνείες του παράγοντα Bayes, σύµφωνα µε τους  Kass 
και Raftery, δίνονται στους Πίνακες 1 και 2.   
 
Πίνακας 1: Ερµηνεία του παράγοντα Bayes σύµφωνα µε τους Kass και Raftery   (log10) 

10 10log ( )B  10B  ΕΝ∆ΕΙΞΗ ΕΝΑΝΤΙ ΤΟΥ 
ΜΟΝΤΕΛΟΥ  0m

0.0 έως 0.5 1.0 έως 3.2 Όχι άξια αναφοράς 
0.5 έως 1.0 3.2 έως 10 Ουσιαστική 
1.0 έως 2.0 10 έως 100 Ισχυρή 

>2 >100 Αποφασιστική 
 

Πίνακας 2: Ερµηνεία του παράγοντα Bayes σύµφωνα µε τους Kass και Raftery ( φυσικός λογάριθµος) 

10ln( )B  10B  ΕΝ∆ΕΙΞΗ ΕΝΑΝΤΙ ΤΟΥ 
ΜΟΝΤΕΛΟΥ  0m

0 έως 1 1 έως 3 Όχι άξια αναφοράς 
1 έως 3 3 έως 20 Θετική 
3 έως 5 20 έως 150 Ισχυρή 

>5 >150 Πολύ ισχυρή 
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Παρατήρηση: Εάν τα δύο µοντέλα έχουν την ίδια εκ των προτέρων πιθανότητα, 
δηλαδή αν 0 1( ) ( ),f m f m= τότε  
 

0 0 0
01 01

1 1 1

( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( )

f m f m f mPO B
f m f m f m

| |
= × = =

| |
y y
y y

 

 
που σηµαίνει ότι στην ειδική αυτή περίπτωση ισχύει Posterior model odds = Bayes 
Factor. 
    Παρ’όλο που ο παράγοντας Bayes αποτελεί ένα σηµαντικό εργαλείο για την 
επιλογή του καταλληλότερου µοντέλου, θα διαπιστώσουµε στην επόµενη παράγραφο 
ότι επηρεάζεται πολύ από την µεταβλητότητα της εκ των προτέρων κατανοµής των 
παραµέτρων.      

3.3  Tο παράδοξο του Lindley 

     Η επιλογή των εκ των προτέρων κατανοµών είναι καίριας σηµασίας για τις εκ των 
υστέρων πιθανότητες των µοντέλων και πρέπει να γίνεται µε πολύ µεγάλη προσοχή. 
Οι εκ των υστέρων πιθανότητες είναι πολύ ευαίσθητες στο βαθµό των εκ των 
προτέρων διασπορών έχοντας µια τάση να ευνοούν τα µοντέλα µε πιο απλή δοµή 
καθώς οι εκ των προτέρων διασπορές αυξάνουν. Πιο συγκεκριµένα, ο Lindley (1957), 
παρατήρησε ότι όταν το µέγεθος του δείγµατος  αυξάνεται, επίσης αυξάνεται και ο 
λόγος των εκ των υστέρων συµπληρωµατικών πιθανοτήτων, γεγονός που οδηγεί σε 
παράδοξο, αφού για µεγάλα δείγµατα αυξάνεται και η εκ των υστέρων πιθανότητα 
του µοντέλου της αρχικής υπόθεσης. Ο Bartlett (1957) παρατήρησε ότι το παράδοξο 
του Lindley σχετίζεται και µε τη διασπορά της εκ των προτέρων κατανοµής, 
συγκεκριµένα όσο µεγαλύτερη είναι η διασπορά της, τόσο αυξάνεται και ο 
παράγοντας Bayes. Με άλλα λόγια επιλέγοντας εκ των προτέρων κατανοµές µε 
µεγάλη διασπορά καταλήγουµε σε ένδειξη υπέρ του µοντέλου της αρχικής υπόθεσης. 
Επιλέγουµε µεγάλες διασπορές στις εκ των προτέρων κατανοµές, όταν θέλουµε να 
δείξουµε τη µη επαρκή γνώση για µια παράµετρο.  

n

    Έστω ότι έχουµε ένα τυχαίο δείγµα από κανονική κατανοµή 2~ ( , )iy N θ σ , 
, µε γνωστή διασπορά 1,...,i n= 2σ  και θέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεση 

0 :H 0θ θ=  (µοντέλο ) έναντι της υπόθεσης 0m 1 :H 0θ θ≠  (µοντέλο ). Υποθέτουµε 
ότι η εκ των προτέρων πεποίθησή µας για την άγνωστη παράµετρο 

1m
θ  µπορεί να 

αντιπροσωπευτεί ικανοποιητικά από µια κανονική κατανοµή, 2
1 1~ ( , )Nθ θ σ  όπου τα 

1θ  και 2
1σ  είναι γνωστά. Οι περιθώριες πιθανοφάνειες των δύο µοντέλων είναι οι 

εξής: 
 

                   Μοντέλο : 0m 2
0 0

1

( ) ( ,
n

i
i

f m N y )θ σ
=

| = |∏y . 

 Μοντέλο  : 1m 2 2
1 1

1

( ) ( , ) ( , )
n

i
i

1f m N y N dθ σ θ θ σ
=Θ

| = | × |∏∫y θ . 

 
Υπολογίζουµε τώρα τον παράγοντα Bayes (Bayes Factor) και παίρνουµε το ακόλουθο 
αποτέλεσµα 
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που δείχνει ότι για δεδοµένη τιµή του y , (δηλαδή για δεδοµένες παρατηρήσεις 

), έχουµε ότι  , όταν  που σηµαίνει πως όταν η prior 
κατανοµή της παραµέτρου 

, 1,...,iy i n= 01B →+∞ 2
1σ → +∞

θ  έχει πολύ µεγάλη διασπορά 2
1σ ( πολύ µεγαλύτερη από 

αυτήν του δείγµατος 2σ ), τότε η Μπεϋζιανή ανάλυση οδηγεί στην υποστήριξη του 
απλούστερου µοντέλου  0.m

3.4  Τρόποι υπολογισµού της περιθώριας πιθανοφάνειας (marginal 
likelihood) 

     Όπως θα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο, στα Κανονικά γραµµικά µοντέλα και µε 
χρήση συζυγών εκ των προτέρων κατανοµών, µπορούµε να έχουµε αναλυτικά 
αποτελέσµατα για τις αντίστοιχες εκ των υστέρων κατανοµές. Το γεγονός αυτό όµως 
αποτελεί µια ειδική περίπτωση καθώς σε πολλές περιπτώσεις, τα ολοκληρώµατα που 
πρέπει να επιλυθούν για τον υπολογισµό των εκ των υστέρων πιθανοτήτων των 
µοντέλων και του παράγοντα Bayes πολλές φορές παρουσιάζουν µεγάλη δυσκολία. 
Πιθανόν να µην είναι δυνατή η χρήση συζυγών εκ των προτέρων κατανοµών, οπότε 
στις περιπτώσεις αυτές χρησιµοποιούνται ασυµπτωτικές προσεγγίσεις, όπως η 
µέθοδος Laplace, ή χρησιµοποιούνται τεχνικές βασισµένες σε µεθόδους Markov 
Chain Monte Carlo (MCMC). Στην παράγραφο αυτή αναφέρονται ορισµένες µέθοδοι 
εκτίµησης της περιθώριας πιθανοφάνειας (f m)|y  που όπως έχουµε δει υπεισέρχεται 
στον υπολογισµό του παράγοντα Bayes.   

 
Προσέγγιση  Laplace 

 
     Η πιο δηµοφιλής προσέγγιση της  περιθώριας πιθανοφάνειας είναι η προσέγγιση 
Laplace που χρησιµοποιήθηκε από τους Tierney και Kadame (1986), Tierney et al 
(1989) και Erkanli (1984)   
 

( )

1
( ) 22

( ) ( )( ) (2 ) ( , ) (
m

d m

m m ),f m f m fIπ| ≈ | ⋅ |θy y θ θ%
% % m

)

  (3.4.1) 

 
όπου  είναι η διάσταση του µοντέλου  ,  είναι ο αρνητικός αντίστροφος 

του Εσσιανού πίνακα (Hessian matrix) των δευτέρων παραγώγων της log-posterior 
κατανοµής 

( )d m m
( )m

Iθ%

( )( ,mf m|θ y  υπολογισµένος στην posterior κορυφή  της κατανοµής 

αυτής. Η 
( )mθ%

( )( ,m )f m|y θ%  και η ( )( m )f m|θ%  είναι η πιθανοφάνεια του µοντέλου και η 
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prior κατανοµή της διανυσµατικής παραµέτρου  αντίστοιχα υπολογισµένες και 

αυτές στην εκ των υστέρων κορυφή .   
( )mθ

( )mθ%

 
Laplace - Metropolis εκτιµητής 

 
     Για την αποφυγή αναλυτικών υπολογισµών των ποσοτήτων ( )mθ%  και 

( )m
Iθ%  που 

υπεισέρχονται στη σχέση (3.4.1), µπορούµε  να  εκτιµήσουµε αυτές τις ποσότητες µε 
χρήση ενός MCMC προσοµοιωµένου δείγµατος από τον µέσο ( )mθ  και τον πίνακα 

διασποράς-συνδιασποράς  των τιµών του δείγµατος. Το προσοµοιωµένο δείγµα το 
λαµβάνουµε από την εκ των υστέρων κατανοµή των παραµέτρων 

Σ̂
( )( ,m )f m|θ y . Η 

διαδικασία αυτή, που συνδυάζει τα ασυµπτωτικά αποτελέσµατα της προσέγγισης 
Laplace µε ένα MCMC δείγµα, αναφέρεται ως Laplace-Metropolis εκτιµητής (Lewis 
και Raftery, 1997) και δουλεύει αποδοτικά όταν η κατανοµή  είναι 
συµµετρική και κατά συνέπεια δεν αποτελεί πρόβληµα η αντικατάσταση της κορυφής 
από τον µέσο. Έχουµε λοιπόν την ακόλουθη εκτίµηση 

(f m|y )
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είναι ο πίνακας διασποράς-συνδιασποράς  του δείγµατος  { }( )

( ) , 1, 2,...,t
m t Nθ = . 

 
Άµεση  Monte Carlo εκτίµηση  

 
     Μέθοδοι Monte Carlo µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την εκτίµηση της 
περιθωριακής πιθανοφάνειας (f m)|y . Η πιο απλή διαδικασία είναι η παραγωγή ενός 
προσοµοιωµένου δείγµατος { }( )

( ) , 1, 2,...,t
m tθ = N  από την εκ των προτέρων κατανοµή 

( )( m )f mθ |  και στη συνέχεια η εκτίµηση της ζητούµενης πιθανοφάνειας 
 

( | ) ( | , ) ( | ) ,f m f m f m d
Θ

= ∫y y θ θ θ  

 από την ποσότητα 
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1

1ˆ ( ) ( ,
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N
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)

 

 
που είναι η στάθµιση της πιθανοφάνειας για κάθε τιµή του δείγµατος. Ο παραπάνω 
εκτιµητής είναι αρκετά ασταθής ειδικά όταν η εκ των προτέρων κατανοµή της 
παραµέτρου ( )( mf m|θ  διαφέρει πολύ από την εκ των υστέρων ( )( ,m )f m|θ y (για 
παράδειγµα όταν ως prior έχουµε επιλέξει µια επίπεδη κατανοµή) ή όταν η 
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πιθανοφάνεια έχει πολύ µικρότερη διασπορά από την prior. Επιπλέον, η διασπορά 
του συγκεκριµένου εκτιµητή µπορεί να είναι µεγάλη µε συνέπεια η σύγκλιση στην 
πραγµατική τιµή να γίνεται µε πολύ αργό ρυθµό.    
 

Εκτιµητής Αρµονικού Μέσου 
 
      Σε αντίθεση µε τη µέθοδο της άµεσης Monte Carlo εκτίµησης της κατανοµής 

, στη µέθοδο του Αρµονικού µέσου (Newton και Raftery, 1994) η 
προσοµοίωση των τιµών 

(f m|y )

{ }( )
( ) , 1, 2,...,t
m tθ = N  γίνεται από την εκ των υστέρων 

κατανοµή ( )( , )mf m|θ y . Έχουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα 
 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )

.

( ) ( )
( )

( )
( ) ,

( , )1 1 ( )
( ) ( ) ( , )

( , ) ( )1
( , ) ( )

1 ( , )
( , )

1 .
( , )

m
m m

m

m m
m

m

Bayes

m m
m

m
m m

f m
f m d

f m f m f m

f m f m
d

f m f m

f m d
f m

f m
E

θ

Θ

Θ

Θ

|

|
= ⋅ ⋅ |

| | |

| ⋅ |
= ⋅

| |

= ⋅ |
|

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

|⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

∫

θ y

y θ
θ θ

y y y θ

y θ θ
θ

y θ y

θ y θ
y θ

y θ

 

 
Βασιζόµενοι στην παραπάνω σχέση, µπορούµε να εκτιµήσουµε την περιθώρια 
πιθανοφάνεια (f m)|y  από την εξής ποσότητα 
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    Πρέπει να τονίσουµε ότι ο παραπάνω εκτιµητής είναι αρκετά ασταθής, ειδικά µε 
τιµές που δίνουν µικρή πιθανοφάνεια. Ο εκτιµητής του Αρµονικού µέσου µπορεί να 
επεκταθεί στον γενικευµένο εκτιµητή Αρµονικού µέσου θεωρώντας µια γενική 
συνάρτηση πυκνότητας των παραµέτρων  και παρατηρώντας ότι ισχύει το 
ακόλουθο 
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Ως εκ τούτου, µπορούµε να προσοµοιώσουµε τιµές { }( )
( ) , 1, 2,...,t
m tθ = N

)

 από την εκ 
των υστέρων κατανοµή ( )( ,mf m|θ y  και να εκτιµήσουµε την  από τον 
εκτιµητή  

(f m|y )
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Όσον αφορά την επιλογή της συνάρτησης πυκνότητας g , αυτή συνήθως είναι µια 
πολυµεταβλητή Κανονική ή µια Student κατανοµή µε µέση τιµή και διασπορά ίδια µε 
την εκ των υστέρων µέση τιµή και διασπορά της ( ) ,m m|θ y  εκτιµώµενη από ένα 
MCMC δείγµα. Να σηµειώσουµε τέλος ότι στην ειδική περίπτωση όπου 

, αναγόµαστε στην περίπτωση του απλού Αρµονικού µέσου. ( ) ( )( ) (m mg f= |θ θ )m
 

∆ειγµατολήπτης Σπουδαιότητας 
 
     Μια περισσότερο ακριβής Monte Carlo εκτίµηση γίνεται µε την τεχνική του 
δειγµατολήπτη σπουδαιότητας (Importance sampling). Στη µέθοδο αυτή 
προσοµοιώνουµε τιµές { }( )

( ) , 1, 2,...,t
m tθ = N  από µια αυθαίρετη κατανοµή ( )( )mg θ . 

Ισχύει το παρακάτω αποτέλεσµα 
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Ως εκ τούτου, µπορούµε να εκτιµήσουµε την κατανοµή (f m)|y  από την ποσότητα 
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Όταν η κατανοµή  είναι γνωστή µέχρι µια σταθερά, δηλαδή , 
τότε έχουµε 

g *
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 αφού ισχύει το εξής 
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Ειδικές περιπτώσεις:  
(i) Αν , τότε έχουµε την περίπτωση της Άµεσης  Monte Carlo 
εκτίµησης. 

( ) ( )( ) ( )m mg f m= |θ θ

)m
)

(ii) Αν , τότε έχουµε την περίπτωση του Αρµονικού µέσου. ( ) ( )( ) ( ,m mg f= |θ θ y
(iii) Αν ( ) ( ) ( )( ) ( ) (1 ) ( , ) , (0,1m m mg f m f mω ω= ⋅ | + − ⋅ | ∈θ θ θ y ω , τότε έχουµε ένα 
συνδυασµό των περιπτώσεων (i) και (ii) µέσω του παραπάνω κυρτού συνδυασµού της 
prior και της posterior κατανοµής του  ( ) .mθ

3.5  Παραλλαγές του παράγοντα Bayes 

    Η ανάγκη για χρήση σε ορισµένες περιπτώσεις µη πληροφοριακών εκ των 
προτέρων κατανοµών οδήγησε στην κατασκευή παραλλαγών του παράγοντα Bayes 
όπως ο εκ των υστέρων (Posterior BF), ο κλασµατικός (Fractional BF) και ο 
ενδογενής παράγοντας Bayes (Intrinsic BF). 
 

• Ο εκ των υστέρων παράγοντας Bayes (Posterior Bayes Factor) (Aitkin, 1991) 
είναι µια φυσική παραλλαγή του παράγοντα Bayes που βασίζεται στον λόγο των εκ 
των υστέρων προβλεπτικών κατανοµών των παρατηρούµενων δεδοµένων 
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Το κύριο µειονέκτηµα του είναι το γεγονός ότι η πληροφορία των δεδοµένων 
χρησιµοποιείται δύο φορές και εποµένως παραβιάζει την αρχή της πιθανοφάνειας. 
 

• Ο κλασµατικός παράγοντας Bayes (Fractional Bayes Factor) (O’Hagan, 
1995): 
 

0 0

( )0

1 1

( )1

1
( ) 0 ( ) 0 ( )

01 1
( ) 1 ( ) 1 ( )

( , ) ( , )

( , ) ( , )
m

m

b
m b m

b
m b m

f m f m d

PBF
f m f m d

−

Θ

−

Θ

| ⋅ |

=
| ⋅ |

∫

∫

y θ θ y θ

y θ θ y θ

0

1

m

m

,

 

όπου 
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και  (κλασµατικός παράγοντας). Αυτή η παραλλαγή του παράγοντα Bayes 
βασίζεται στην έννοια της χρήσης ενός µέρους της πιθανοφάνειας για εκτίµηση και 
το υπόλοιπο για την επιλογή µοντέλου. Aν και o κλασµατικός παράγοντας Bayes 
είναι ένα χρήσιµο στατιστικό εργαλείο για την επιλογή µοντέλου, δεν αποτελεί έναν 
καθαρά Μπεϋζιανό τρόπο προσέγγισης του προβλήµατος. 

1b <

 
• Ο ενδογενής παράγοντας Bayes (Intrinsic Bayes Factor) (Berger και Pericchi, 

1996), βασίστηκε στην αρχική ιδέα των (Spiegelhalter και Smith, 1982) που είχαν 
εισάγει την έννοια του µερικού παράγοντα Bayes (partial Bayes factor) στον οποίο 
χρησιµοποιούµε ένα µικρό µέρος των δεδοµένων για εκτίµηση και τα υπόλοιπα 
δεδοµένα για την επιλογή µοντέλου. Πιο συγκεκριµένα, τα δεδοµένα διαιρούνται σε 
δύο µέρη, υπολογίζονται οι εκ των υστέρων κατανοµές για το πρώτο µέρος και αυτές 
χρησιµοποιούνται ως εκ των προτέρων πληροφορίες για το δεύτερο µέρος. Η 
διαίρεση γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε το πρώτο µέρος να είναι το ελάχιστο δυνατό 
και να καταλήγει σε κατάλληλη εκ των υστέρων κατανοµή. ∆οθέντος ενός µικρού 
µέρους του δείγµατος , ο µερικός παράγοντας Bayes ορίζεται ως εξής ( )y l
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όπου  είναι τα υπόλοιπα δεδοµένα που θα χρησιµοποιηθούν για την επιλογή του 
µοντέλου. Ο ενδογενής παράγοντας Βayes εκτιµάται από τη διάµεσο ή τον µέσο των 
διαφορετικών µερικών παραγόντων Bayes 

(\ )ly

( )01 ( )B ly  που µπορούν να προκύψουν από 
ένα δείγµα.    

3.6  Μπεϋζιανή στάθµιση µοντέλων 

     Κατά την προσπάθεια να βγάλουµε συµπεράσµατα για µια ποσότητα που µας 
ενδιαφέρει και είναι καλά καθορισµένη για κάθε µοντέλο, µπορούµε να εκφράσουµε 
την αβεβαιότητά µας (ως προς το ποιο µοντέλο είναι καταλληλότερο) 
χρησιµοποιώντας τις εκ των υστέρων πιθανότητες των µοντέλων σαν βάρη (Kass και 
Raftery, 1995). Η τεχνική αυτή, γνωστή ως Μπευζιανή στάθµιση µοντέλων (Bayesian 
Model Averaging, BMA) παράγει ουσιαστικά καλύτερες προβλέψεις από τις 
µεθόδους που βασίζονται σε µεµονωµένα µοντέλα. 
    Αν  είναι η παράµετρος που µας ενδιαφέρει (π.χ η µελλοντική παρατήρηση), 
τότε η εκ των υστέρων κατανοµή της δεδοµένου των παρατηρήσεων θα είναι 

∆

 
( ) ( ) ( ,

m

f f m f
∈Μ

∆ | = | ⋅ ∆ | ),m∑y y y  

 
όπου  είναι η posterior πιθανότητα του µοντέλου  και  είναι η 
posterior κατανοµή της ποσότητας 

(f m y| ) )m ( ,f m y∆ |
∆  στο -µοντέλο. Η τεχνική αυτή παρουσιάζει 

ορισµένες δυσκολίες κατά την εφαρµογή της, όπως ότι αριθµός των συγκρινόµενων 
µοντέλων κάποιες φορές είναι πολύ µεγάλος. 

m

Η προβλεπτική ικανότητα των οποιονδήποτε  µοντέλων µπορεί να µετρηθεί από την 
ποσότητα  
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∑ ⎥y y   ,  (logarithmic scoring rule) 

 
για την Μπευζιανή στάθµιση µοντέλων και από την ποσότητα 
   

[ ]{ }log ( , ) ,mLS E f m= − ∆ | y  

 
για το µοντέλο  ξεχωριστά. Χαµηλότερες τιµές του  δείχνουν καλύτερη 
προβλεπτική δυνατότητα. Η µέθοδος Bayesian Model Averaging προσφέρει πάντα 
καλύτερες προβλέψεις για µια ποσότητα που µας ενδιαφέρει και αυτό διότι ισχύει 

.  

m LS

,mLS LS m≤ ∀ ∈Μ

.

3.7  Κριτήρια  πληροφορίας 

     Μία εναλλακτική και πολλές φορές ευκολότερη λύση για να συγκρίνουµε 
διαφορετικά µοντέλα είναι η χρησιµοποίηση κριτηρίων πληροφορίας. Τα πιο 
δηµοφιλή κριτήρια είναι το Akaike’s Information Criterion (AIC) (Akaike, 1974), το 
Bayes Information Criterion (BIC) (Schwarz, 1978), που είναι γνωστό και ως 
Schwarz Criterion και το πιο πρόσφατο Deviance Information Criterion (DIC) 
(Spiegelhalter et al, 2002). Όλα αυτά τα κριτήρια βασίζονται στη συνάρτηση 
Deviance η οποία για το µοντέλο  ορίζεται ως εξής m
 

( ) ( )( , ) 2 log ( , )m mD m f m= − |θ y θ  
 
Γενικά, τα περισσότερα από τα κριτήρια ελαχιστοποιούν την ποσότητα 

 

( ) ( )
ˆ2 log ( , ) ( ) ,m mIC f m d m= − | + ⋅y θ F

)

,

n

 
 
όπου  και  είναι ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας και η διάσταση της  
παραµέτρου  στο µοντέλο  αντίστοιχα. Είναι προφανές ότι οι τιµές του 

διανύσµατος  που µεγιστοποιούν την πιθανοφάνεια, ελαχιστοποιούν ταυτόχρονα 
τη συνάρτηση Deviance. Ο όρος  εκφράζει µία συνάρτηση ποινής (penalty 
function) η οποία επιβάλλεται στην ποσότητα -2log-likelihood( ) για κάθε 
µία επιπλέον παράµετρο που προστίθεται στο µοντέλο. ∆ιαφορετικές συναρτήσεις 
ποινής δίνουν και διαφορετικά κριτήρια. 

( )
ˆ

mθ ( )d m

( )mθ m

( )
ˆ

mθ
F

( )
ˆ( ,mD mθ

 Για  έχουµε το AIC κριτήριο  2F =
 

( ) ( )
ˆ( , ) 2 ( )m mAIC D m d m= + ⋅θ  

 
ενώ για  έχουµε το κριτήριο BIC log( )F =
 

( ) ( )
ˆ( , ) ( ) log( ),m mBIC D m d m n= + ⋅θ  

όπου  είναι ο αριθµός των παρατηρήσεων του δείγµατος. Αν θέλουµε να 
συγκρίνουµε δύο µοντέλα  και , επιλέγουµε αυτό που έχει τη µικρότερη τιµή 

n
0m 1m
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του εκάστοτε κριτηρίου που χρησιµοποιούµε ( ( )mIC ) και εποµένως ορίζουµε ως 01IC  
τη διαφορά τους 
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Αν  επιλέγουµε το µοντέλο  ενώ αν  επιλέγουµε το µοντέλο . 
Η παραπάνω σχέση µπορεί να γενικευτεί ορίζοντας 

01 0IC < 0m 01 0IC > 1m
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όπου ψ  είναι µια συνάρτηση ποινής που εξαρτάται από τη διαφορά των διαστάσεων 
των µοντέλων , το µέγεθος  του δείγµατος και από τους πίνακες 
σχεδιασµού  των δύο µοντέλων. 

0( ) ( )d m d m− 1

1m

)

n

0( ) ( ),mX X
    Το κριτήριο BIC µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον προσεγγιστικό υπολογισµό του 
παράγοντα Bayes (BF) και της εκ των υστέρων πιθανότητας ενός µοντέλου  

. Με χρήση του κριτηρίου Schwarz
,m

(f m y|   (Schwarz, 1978)  
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αποδεικνύεται ότι 
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οπότε  

01 01 01 01log( ) 2 log( ) 2 .B S B→ ⇒ − → − ⋅S              (3.7.2) 
 

Επίσης έχουµε το ακόλουθο 
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δηλαδή 
                   01 012 .BIC S∆ = − ⋅                               (3.7.3) 

 
Από τις σχέσεις (3.7.2) και (3.7.3) συµπεραίνουµε ότι 
 

01 012 log( ) ,B BIC− → ∆    όταν  n →∞
 
και συνεπώς παίρνουµε την προσέγγιση του παράγοντά Bayes από τη σχέση 
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Όπως αναφέραµε προηγουµένως, το κριτήριο BIC µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για 
τον υπολογισµό της εκ των υστέρων πιθανότητας ενός µοντέλου  Θεωρώντας ένα 
σύνολο µοντέλων 

.m
1 2{ , ,..., },MM m m m=  η εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου 

 υπολογίζεται ως γνωστόν από τη σχέση  m M∈
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Ας υποθέσουµε ότι όλα τα µοντέλα έχουν την ίδια εκ των προτέρων πιθανότητα. Τότε 
όµως θα είναι  , για κάθε 

km m m mPO B=
k

1,2,...,k = M  και συνεπώς 
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     Μέχρι τώρα στην παρούσα ενότητα έχουµε χρησιµοποιήσει τους εκτιµητές 
µέγιστης πιθανοφάνειας  στα κριτήρια πληροφορίας AIC και BIC. Σύµφωνα µε 
τον Brooks (2002) µπορούµε να ορίσουµε τις Μπεϋζιανές εκδοχές των κριτηρίων 
αυτών   

( )
ˆ

mθ

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , ) 2 ( ), ( ) ( , ) 2 ( )m m m m mAIC D D m d m AIC D m d m= + ⋅ = + ⋅θ θ θ  

και 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( ) log( ), ( ) ( , ) ( ) log( ),m m m m mBIC D D m d m n BIC D m d m n= + ⋅ = + ⋅θ θ θ  

 
όπου ( )( ,m )D mθ  είναι η εκ των υστέρων µέση τιµή της Deviance (η Deviance είναι 
τυχαία µεταβλητή αν θεωρήσουµε το διάνυσµα των παραµέτρων  ως τυχαία 
µεταβλητή). Αυτή η µέση τιµή αποτελεί ένα µέτρο για το πόσο καλά το µοντέλο 

( )mθ
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παρεµβάλει τα δεδοµένα. Ο όρος ( )( ,m )D mθ  εκφράζει την τιµή της Deviance 

υπολογισµένη στον εκ των υστέρων µέσο ( )mθ   των παραµέτρων.  
    Αναφέρουµε στη συνέχεια ένα ακόµα κριτήριο γνωστό ως Deviance Information 
Criterion (DIC) το οποίο αποτελεί µια γενίκευση του AIC και ορίζεται ως εξής 
 

( ) ( ) ( )2 ( , ) ( , )m m m .DIC D m D m= ⋅ −θ θ  
 
Θέτοντας ( ) ( ) ( ): ( , ) ( ,m m m )p D m D mθ θ= −  τον αριθµό των δραστικών (effective) 
παραµέτρων στο µοντέλο  τότε το κριτήριο DIC µπορεί να εκφραστεί µε τις 
σχέσεις 

m

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) 2

( , ) .
m m

m m

DIC D m p

D m p

= +

= +

θ

θ
m⋅

 

 
Παρατήρηση: Για Κανονικά µοντέλα (Normal models), ισχύει  και κατά 

συνέπεια από τη σχέση 
( ) ( )mp d m≈

( ) ( ) ( )( , ) 2m m mDIC D m p= +θ ⋅

)

 έχουµε ότι .  ( ) ( )m mDIC AIC≈
 
Τέλος, αξίζει να αναφερθεί ότι στις περισσότερες περιπτώσεις υπάρχει ισοδυναµία 
ανάµεσα στις διάφορες παραλλαγές του παράγοντα Bayes και στα κριτήρια 
πληροφορίας. Για παράδειγµα, ο εκ των υστέρων παράγοντας Bayes (PBF) είναι 
προσεγγιστικά ίσος µε το κριτήριο του τύπου (3.7.1) µε συνάρτηση ποινής 

. log(2)F =

3.8   Εκ των προτέρων κατανοµή στον χώρο των µοντέλων 

     Ο υπολογισµός, µε χρήση του Θεωρήµατος Bayes, της εκ των υστέρων 
πιθανότητας (f m | y  οποιουδήποτε µοντέλου, απαιτεί όπως είναι γνωστό τον 
καθορισµό µιας εκ των προτέρων πιθανότητας για κάθε ένα µοντέλο . Η πιο 
συνηθισµένη και προφανής επιλογή, κυρίως όταν δεν έχουµε καµία εκ των προτέρων 
πληροφορία, είναι η χρήση µιας Οµοιόµορφης κατανοµής, η οποία δίνει το ίδιο βάρος 
(την ίδια αρχική πιθανότητα) σε όλα τα µοντέλα του χώρου 

m M∈

M  και ως εκ τούτου 
χαρακτηρίζεται ως µή-πληροφοριακή (non-informative). Eποµένως ορίζουµε 
 

1( ) , ,f m m
M

= ∀ ∈M    (3.8.1)   

 
όπου M  το πλήθος όλων των µοντέλων του χώρου .M  Κατά το πρόβληµά της 
επιλογής µεταβλητών σε ένα γενικευµένο γραµµικό µοντέλο, είναι βολικό να 
ορίσουµε µια κατανοµή  για κάθε ένα όρο Bernoulli ,jγ  δηλαδή 
 

~ ( ), 1, 2,j j ... ,Bernoulli j pγ π =  
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µε jπ  να είναι η εκ των προτέρων πιθανότητα να περιλαµβάνεται η µεταβλητή jX  
στο µοντέλο. Θεωρώντας τα jγ  ανεξάρτητα, η παραπάνω prior δίνει την συνολική 
prior του µοντέλου  γ
 

1

1

( ) (1 ) ,j j
p

j j
j

f γ γπ π −

=

= −∏γ  

 
όπου . Πολλές φορές θεωρούµε την ίδια εκ των προτέρων 
πιθανότητα για όλες τις µεταβλητές, δηλαδή 

1( ,..., ) {0,1}p
pγ γ= ∈γ

jπ π=  για κάθε . Τότε 
έχουµε  

1, 2,...j p=

 
( ) ( )( ) (1 ) ,d pf π π −= −γ γγ d

d m

 
 

µε  τη διάσταση του µοντέλου 
1

( ) ( ( ))
p

j
j

d γ
=

= =∑γ γ . Για 0.5π = , δηλαδή όταν 

~ (0.5)j Bernoulliγ , , παίρνουµε το ισοδύναµο της prior (3.8.1) (non-
informative prior). Από την παραπάνω σχέση προκύπτει επίσης ότι 

1, 2,...j p=

 
( ) ( )

( ) (1 ) ,
1 1

d d
pf π ππ

π π
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ ∝⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

γ γ

γ  

 
απ’όπου καταλαβαίνουµε ότι η prior πιθανότητα ενός µοντέλου εξαρτάται στη γενική 
περίπτωση από τη διάσταση που έχει το συγκεκριµένο µοντέλο. Στην ειδική 
περίπτωση όµως που θεωρήσουµε µη πληροφοριακή prior ( 0.5π = ), έχουµε το εξής 
 

( ) ( )( ) 1 1,df ∝ =γγ  
 

πράγµα που δείχνει ότι δεν υπάρχει εξάρτηση από τη διάσταση του µοντέλου γ , κάτι 
που διαπιστώνουµε και από την µη-πληροφοριακή prior της σχέσης (3.8.1), αφού και 
αυτή µας δείχνει ότι η εκ των προτέρων πιθανότητα κάθε µοντέλου  δεν εξαρτάται 
από τη διάστασή του. 

m

 

 3.9   Εκ των προτέρων κατανοµή για τους συντελεστές του µοντέλου 

3.9.1  Εισαγωγικά 

     Ο καθορισµός της εκ των προτέρων κατανοµής για τους συντελεστές jβ  ενός 
γενικευµένου γραµµικού µοντέλου όταν καµία εκ των προτέρων πληροφορία δεν 
είναι διαθέσιµη, παρουσιάζει µεγάλο ενδιαφέρον κυρίως λόγω του παραδόξου των 
Lindley και Bartlett. Οι εκ των υστέρων πιθανότητες των µοντέλων είναι πολύ 
ευαίσθητες στο βαθµό των εκ των προτέρων διασπορών, έχοντας µια τάση να 
ευνοούν τα µοντέλα µε πιο απλή δοµή (µε λιγότερες µεταβλητές) καθώς οι εκ των 
προτέρων διασπορές αυξάνουν (Bartllet 1957, Lindley 1957). Εποµένως, η επιλογή 

[41] 
 



των εκ των προτέρων κατανοµών είναι καίριας σηµασίας για την εκ των υστέρων 
υποστήριξη των µοντέλων. Στην δηµοσίευσή του ο Lindley (1957), δίνει έµφαση 
στην επίδραση του µεγέθους του δείγµατος στις εκ των υστέρων πιθανότητες των 
µοντέλων και στα αντιφατικά αποτελέσµατα µεταξύ των Μπεϋζιανών και κλασικών 
ελέγχων σηµαντικότητας. Ο Bartllet (1957), τονίζει αντιστοίχως την επίδραση της 
διασποράς της εκ των προτέρων κατανοµής των παραµέτρων, στις εκ των υστέρων 
πιθανότητες των µοντέλων.    
     Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω, έστω  και  δύο µοντέλα µε , 
όπου  οι διαστάσεις των µοντέλων  και  αντίστοιχα. 

0m 1m 0 1( ) ( )d m d m<

0( ),  ( )d m d m1

m

p

0m 1m
 

 Αν το µέγεθος του δείγµατος  τότε , n →∞ 10 0B →
               (ο παράγοντας Bayes υποστηρίζει απλούστερα µοντέλα (Lindley, 1957)). 

 
 Αν η εκ των προτέρων διασπορά των συντελεστών →∞  τότε , 10 0B →
(Bartllet, 1957). 
 

     Η πιο συνηθισµένη εκ των προτέρων κατανοµή για να εκφράσουµε τις εκ των 
προτέρων πεποιθήσεις µας για τις παραµέτρους του µοντέλου  είναι η 
πολυµεταβλητή Κανονική κατανοµή, δηλαδή 

m M∈

 

( )( ) ( )( ) ~ ( , ), (3.9.1.1)
mm mf m N| ββ µ Σ  
 

όπου και  είναι ο εκ των προτέρων µέσος και ο εκ των προτέρων πίνακας 
συνδυακύµανσης αντίστοιχα των . Λόγω του παραδόξου Lindley και Bartlett, 
όταν καµία εκ των προτέρων πληροφορία δεν είναι διαθέσιµη, πρέπει να επιλέξουµε 
µια prior κατανοµή που παρέχει µικρή πληροφορία για τις παραµέτρους  η οποία 
όµως δεν είναι τελείως επίπεδη. Ο εκ των προτέρων πίνακας συνδυακύµανσης µπορεί 
να γραφτεί εναλλακτικά ως , όπου ο συντελεστής  ελέγχει την 
διασπορά της prior κατανοµής και ο πίνακας  καθορίζει τον εκ των προτέρων 
συσχετισµό των συντελεστών . Συνηθισµένη επιλογή για τον prior µέσο, όταν 
καµία εκ των προτέρων πληροφορία δεν είναι διαθέσιµη, είναι το µηδενικό διάνυσµα, 

. 

( )mβµ ( )mΣ

( )mβ

( )mβ

2
( ) ( )m c=Σ V 2c

( )mV

( )mβ

( )m
=βµ 0

 

3.9.2  Ανεξάρτητες εκ των προτέρων κατανοµές για τους συντελεστές 

     Σε προβλήµατα επιλογής µοντέλου και µεταβλητών µία από τις µεθόδους που 
µπορούµε να χρησιµοποιούµε είναι να θέτουµε ανεξάρτητες εκ των προτέρων 
κατανοµές στις παραµέτρους , 1,...,j jβ = . Σ’αυτή την περίπτωση η prior δίνεται 
από τη µορφή 

2~ ( , ) , 1,...,
jj jN jββ µ σ = p , 
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όπου 
jβ

µ  και 2
jσ  είναι ο εκ των προτέρων µέσος και εκ των προτέρων διασπορά 

αντίστοιχα για τον όρο j , ανεξάρτητα από το µοντέλο  Για µη πληροφοριακές 
περιπτώσεις θέτουµε 

.m
0.

jβ
µ =  

3.9.3  Εκ των προτέρων κατανοµές εξαρτηµένες από το µοντέλο 

    Στα Κανονικά γραµµικά µοντέλα η εκ των προτέρων κατανοµή (3.9.1.1) είναι αυτή 
που συνήθως χρησιµοποιείται. Επιπρόσθετα χρειάζεται να ορίσουµε µια prior για την 
διασπορά 2σ . Συνήθως η κατανοµή χρησιµοποιείται για την παράµετρο 
ακρίβειας 

Gamma
2τ σ −= ( ή η Αντίστροφη Ga για το mma 2σ ). Εποµένως έχουµε 

 
~ ( ,Gamma b ).τ ττ α    (3.9.3.1) 

 
Μια ακατάλληλη (improper) εκ των προτέρων στην τ  δεν επηρεάζει σε µεγάλο 
βαθµό τις εκ των υστέρων πιθανότητες (posterior odds) και ως εκ τούτου µπορούµε 
να θέσουµε 0bτ τα = =  χωρίς κανένα πρόβληµα. Στα Κανονικά γραµµικά µοντέλα 
είναι βολικό να χρησιµοποιήσουµε εκ των προτέρων κατανοµές στους συντελεστές 
του µοντέλου δεδοµένου της παραµέτρου 2σ . Έτσι αντί της (3.9.1.1) µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε την prior  
 

( )

2
( ) ( )( , ) ~ ( ,

mm mf m Nσ σ| ββ µ Σ2 ).

)

  (3.9.3.2) 
 

Η από κοινού εκ των προτέρων κατανοµή 2
( )( mf mσ, |β  δίνεται τότε από το 

γινόµενο των κατανοµών (3.9.3.1) και (3.9.3.2) η οποία καλείται Κανονική-
Αντίστροφη Γάµµα κατανοµή (Normal-Inverse Gamma) και είναι συζυγής αφού και 
η εκ των υστέρων  είναι επίσης Normal-Inverse Gamma (βλέπε π.χ.     
Bernardo και Smith (1994)   ή   O’Hagan (1994)). 

2
( )( mf σ, |β y, )m

),

     Οι Smith και Kohn (1996) και οι George και Foster (1997) υιοθέτησαν την εκ των 
προτέρων κατανοµή 
 

( )

2 2 2
( ) ( )( , ) ~ ( , ), ~ Gamma( ,

mm mf m N c bτ τσ σ τ| ββ µ V α

0 ) ,

   (3.9.3.3) 
 

µε   
 

( )m
=βµ  και 1

( ) ( ) ( )( T
m m m

−=V X X  (3.9.3.4) 
 
καταλήγοντας σε µία απλή µορφή για τις εκ των υστέρων πιθανότητες µε πολύ καλές 
ιδιότητες και ερµηνείες. Για τον καθορισµό της παραµέτρου , οι Smith και Kohn 
(1997) πρότειναν τιµές µεταξύ 10 και 1000 ενώ οι τιµές  και  
προτάθηκαν ως πολύ καλές πρακτικές λύσεις. 

2c
2 100c = 2c n=

    Οι Ibrahim και Laud (1994) και οι Laud και Ibrahim (1995) χρησιµοποίησαν 
παρόµοιες εκ των προτέρων κατανοµές στη δική τους εφαρµογή επιλογής µοντέλου. 
Πρότειναν πίνακα συνδυακύµανσης όπως αυτόν της (3.9.3.4) και µέσο ίσο µε τους 
εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας, δηλαδή .  

( ) ( )
ˆ

m m=βµ β
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    Για τα υπόλοιπα γενικευµένα γραµµικά µοντέλα (πλην του Κανονικού), µπορούµε 
να χρησιµοποιήσουµε µια περισσότερο γενική µορφή για τις εκ των προτέρων 
κατανοµές που δίνονται από τη σχέση 
      

( )

2
( ) ( )( ) ~ ( ,

mm mf m N c| ββ µ V ).

0

) .

   (3.9.3.5) 
 

Όπως αναφέραµε νωρίτερα, η συνήθης επιλογή όταν καµία πληροφορία δεν είναι 
διαθέσιµη, είναι . Για τον πίνακα συνδυακύµανσης µπορούµε επίσης να 
θεωρήσουµε 

( )m
=βµ

 
1

( ) ( ) ( )( T
m m m

−=V X X       (3.9.3.6) 
 
Μια εναλλακτική επιλογή είναι να θέσουµε  
 

(
( )

( ) ( )

12
1( )

ˆ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ

( ) ˆ ,
m

m m

m T
m m

j

l

νβ β

−

)m m

−

=

⎡ ⎤∂
= = − =⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
β

β β

β
V I X H X     (3.9.3.7) 

 
όπου  ο πίνακας πληροφορίας Fisher,  η συνάρτηση πιθανοφάνειας του 

µοντέλου ,  ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας των συντελεστών  και 

 όπου 

( )
ˆ

mβ
I ( )( )ml β

m ( )
ˆ

mβ ( )mβ

( ) ( ),m idiag h=H
2

1 .
( ) ( )

i
i

i i

h
b

µ
η α φ θ

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟ ′′∂⎝ ⎠

 

 
 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΣΥΝ∆ΕΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΒΑΡΗ  ih
Κανονικό 

       Poisson 
 ∆ιωνυµικό 

Ταυτοτική 
                Log 
                Logit 

2σ −  
             iλ  

(1 )i i iN p p−  
 
Αν και οι εκ των προτέρων κατανοµές που χρησιµοποιούν πίνακα συνδυακύµανσης 
όπως αυτός της σχέσης (3.9.3.7) είναι εξαρτηµένες, µπορούµε να τις βλέπουµε ως µη 
πληροφοριακές µιας και δεν επηρεάζουν την εκ των υστέρων κατανοµή  
για µεγάλες τιµές του  Να σηµειωθεί ότι η prior των Smith και Kohn (1996) είναι 
µια ειδική περίπτωση της παραπάνω γενίκευσης µιας και 

( )( ,mf m|β y)
2.c

2
ih σ −=  για τα Κανονικά 

µοντέλα. Ειδική περίπτωση της prior (3.9.3.3) µε  της µορφής (3.9.3.7) είναι η 
µοναδιαίας πληροφορίας εκ των προτέρων κατανοµή (unit information prior) για 

. Αυτή η prior έχει ακρίβεια προσεγγιστικά ίση µε την ακρίβεια που παρέχεται 
από ένα δεδοµένο. Ο πίνακας πληροφορίας Fisher µετρά το ποσό της πληροφορίας 
που παρέχονται από τα δεδοµένα και εποµένως η ακρίβεια από ένα δεδοµένο είναι 
ασυµπτωτικά ίση µε  

( )mV

2c = n

( )

1 1 .
m

n− −
βI
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3.9.4  Εκ των προτέρων κατανοµές στους συντελεστές προερχόµενες     από 
το µοντέλο µε τυποποιηµένες µεταβλητές 

     Ο Raftery (1996) ανέπτυξε µια εκ των προτέρων κατανοµή για γενικευµένα 
γραµµικά µοντέλα µε µονοδιάστατους όρους χρησιµοποιώντας τυποποιηµένες 
µεταβλητές οι οποίες σηµειώνονται µε sY  και s

jX . Αρχικά θεώρησε την περίπτωση 
όπου τα  είναι σταθερά για όλες τις παρατηρήσεις και ταυτοτική συνδετική 
συνάρτηση 

ih
( )g µ µ= . Αν θεωρήσουµε το διάνυσµα των συντελεστών του πλήρους 

µοντέλου 0 1( , ,..., )T
pβ β β=β , όπου 0β  είναι ο συντελεστής του σταθερού όρου, τότε 

το νέο µετασχηµατισµένο µοντέλο δίνεται από τη σχέση  
 

0
1

, 1,...,
p

s s s s s
i i ij j

j
E Y x i nµ β β

=

⎡ ⎤= = + =⎣ ⎦ ∑ . 

 
Ο Raftery χρησιµοποίησε ανεξάρτητες Κανονικές εκ των προτέρων στα 0

sβ  και s
jβ , 

δηλαδή 
 

0

2 2
0 0~ ( , ) , ~ (0, ) , 1,..., ,s
s s

jN c N c j i
β

β µ β = = p  

 
όπου  είναι οι prior παράµετροι που πρέπει να καθοριστούν. Από τα παραπάνω 
έχουµε 

2 2
0 ,c c

0 0
1

, 1,..., ,

p
s s

j j
j j

s
j j

j

s
s

s

s
j p

s

β β β

β β

=

= + −

= =

∑ y
y

y

y x

 

όπου y  και  είναι ο δειγµατικός µέσος και η διασπορά της µεταβλητής απόκρισης 

, 

2sy

Y jx  και  είναι ο δειγµατικός µέσος και η διασπορά των παρατηρήσεων που 
αφορούν την επεξηγηµατική µεταβλητή 

2
js

jX . Όλα αυτά οδηγούν στην πολυµεταβλητή 
Κανονική εκ των προτέρων κατανοµή για τους συντελεστές  που δίνεται από τη 
σχέση (3.9.3.3)  µε εκ των προτέρων µέσο 

β

 

( ) 0
( ,0,...,0)sm

T
β

µ= +βµ y  

 
και εκ των προτέρων πίνακα συνδυασποράς 
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όπου  η διάσταση του µοντέλου (ο αριθµός των επεξηγηµατικών µεταβλητών 
που λαµβάνουν µέρος στο µοντέλο ). Να σηµειωθεί ότι ο παραπάνω πίνακας είναι 
συµµετρικός. 

( )d m m
m

     Για γενικευµένα γραµµικά µοντέλα µε διαφορετική της ταυτοτικής συνδετική 
συνάρτηση, ο Raftery πρότεινε παρόµοια διαδικασία µε την παραπάνω αλλά µε 
κατάλληλα κάθε φορά βάρη  όπως αυτά δίνονται π.χ στο Poisson και ∆ιωνυµικό 
µοντέλο στον πίνακα (3.14). Χρησιµοποίησε επίσης δύο κριτήρια για να ορίσει 
κατάλληλες τιµές για την παράµετρο . Ανέφερε την τιµή 

ih

2c 1.65c =  που ικανοποιεί 
και τα δύο κριτήρια και πρότεινε διάφορες τιµές από 1 ως 5 (1 5c≤ ≤ ). 
     Μια παρόµοια prior ορίστηκε από τους Raftery et al (1997) για Κανονικά 
γραµµικά µοντέλα. Η εκ των προτέρων για το σταθερό συντελεστή προτάθηκε να 
είναι 2 2

0 0
ˆ~ ( , )N sβ β σy  ενώ για τους υπόλοιπους συντελεστές  

 
2 2 2~ (0, ) , 1,...,j jN c s j pβ σ− = . 

 
Οι Raftery et al (1997) ακολουθώντας συγκεκριµένα κριτήρια πρότειναν τις τιµές 

, , (όπου 2.85c = 1.27aτ = 0.3612bτ = ,a bτ τ  είναι οι παράµετροι της εκ των 
προτέρων Γάµµα κατανοµής που υποθέτουµε ότι ακολουθεί η παράµετρος ακρίβειας 

2τ σ −= ). 

3.9.5  Καθορισµός εκ των προτέρων κατανοµής στο πλήρες µοντέλο    

    Μια άλλη στρατηγική για την επιλογή εκ των προτέρων κατανοµών είναι να 
χρησιµοποιήσουµε prior για τους συντελεστές  του πλήρους µοντέλου (µε όλες τις 
επεξηγηµατικές µεταβλητές) και τις περιθώριες κατανοµές για τα µοντέλα 
χαµηλότερης διάστασης. Αυτή η εφαρµογή χρησιµοποιήθηκε από τους Kuo και 
Mallick (1998) αλλά κατέληξαν στο ότι µια εκ των προτέρων στο πλήρες µοντέλο 
µπορεί να αποτελέσει ακατάλληλη ή ανεπιθύµητη prior για µοντέλα µε µικρότερη 
διάσταση. Στην περίπτωση πού ο εκ των προτέρων πίνακας συνδυακύµανσης είναι 
διαγώνιος, η κατανοµή του β (δηλαδή η από κοινού κατανοµή των συντελεστών 

β

jβ ) 
ανάγεται σε ανεξάρτητες εκ των προτέρων κατανοµές για κάθε συντελεστή 

, 0,...,j j pβ = . Έτσι λοιπόν αν υποθέσουµε ότι  µε 

 τότε έχουµε ισοδύναµα ότι . Άλλες 

επιλογές για τον πίνακα συνδυακύµανσης είναι είτε  είτε 

, όπου  και  είναι ο πίνακας σχεδιασµού και ο 

σταθµισµένος πίνακας του πλήρους µοντέλου αντίστοιχα. Για Κανονικά µοντέλα η 
παραπάνω prior µπορεί επίσης να οριστεί δεδοµένου του 

2
( ) ( )~ ( , )m mm N c|β 0 V

2
( ) ( )m diag v=V j

)

2 2~ (0, ) , 0,...,j jN c v j pβ =
1

( ) ( ) ( )( T
m m m

−=V X X

( ) 1

( ) ( ) ( )
ˆT

m m m

−
X H X ( )mX ( )

ˆ
mH

2σ  παρόµοια µε την prior 
των Smith και Kohn (1996). 

3.9.6  Ενδογενής και «φανταστικών» δεδοµένων εκ των προτέρων 
κατανοµές 

      Μια άλλη πιο περίπλοκη εφαρµογή είναι να θεωρήσουµε διαµορφωτικά (training) 
δεδοµένα ώστε να καθορίσουµε µια εκ των προτέρων κατανοµή για τους συντελεστές 
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jβ . Τα διαµορφωτικά δεδοµένα µπορεί να είναι είτε ένα υποσύνολο του πραγµατικού 
δείγµατος  είτε ένα «φανταστικό» δείγµα που χρησιµοποιείται για να εκφράσει τις 
εκ των προτέρων πεποιθήσεις µας. Οι Spiegelhalter και Smith (1982) είχαν την ιδέα 
για τα φανταστικά δεδοµένα ενώ οι Berger και Pericchi (1996) εισήγαγαν την έννοια 
του ενδογενή παράγοντα Bayes που βασίζεται στην ιδέα του να χρησιµοποιήσουµε 
ένα ελάχιστο µέρος από τα δεδοµένα για εκτίµηση και τα υπόλοιπα για την επιλογή 
µοντέλου. Κατέληξαν στο ότι ο ενδογενής παράγοντας Bayes αντιστοιχεί στον 
πραγµατικό παράγοντα Bayes αν χρησιµοποιηθεί η κατάλληλη εκ των προτέρων 
κατανοµή. Αυτές οι priors καλούνται ενδογενής εκ των προτέρων κατανοµές 

y

 
* *

( ) ( ) 0( ) ( , ) ( )m m
*,f f m f m d= | |∫θ θ y y y  

 
όπου  ένα µοντέλο αναφοράς, π.χ το σταθερό µοντέλο (Null). 0m
     Παρουσιάζουµε στη συνέχεια µια οικογένεια εκ των προτέρων κατανοµών που 
σχετίζεται µε την Zellner’s g-prior, Zellner (1986). Περιγράφουµε µια εκδοχή που 
βασίζεται σε φανταστικά δεδοµένα καθώς και την power prior των Ibrahim και Chen 
(2000) και Chen, Ibrahim και Shao (2000). Οι εκ των προτέρων αυτές κατανοµές 
παρουσιάζονται για Κανονικά, Poisson και ∆ιωνυµικά µοντέλα αλλά κάτι αντίστοιχο 
µπορεί να οριστεί και για τα υπόλοιπα µοντέλα χρησιµοποιώντας παρόµοια 
επιχειρήµατα. 
     Η Zellner’s g-prior µπορεί απλά να οριστεί αν θέσουµε  στην 

συζυγή εκ των προτέρων κατανοµή 

1
( ) ( ) ( )( )T
m m m

−=V X X

( )

2 2
( ) ( )( , ) ~ ( ,

mm mf m N c 2 )σ σ| ββ µ V , για το 
Κανονικό µοντέλο. Η παραπάνω prior µπορεί να ερµηνευτεί χρησιµοποιώντας την 
power prior των Ibrahim και Chen (2000) και Chen et al (2000). Ας θεωρήσουµε 
φανταστικά δεδοµένα *y  τα οποία έχουν αποκτηθεί από τον ίδιο πίνακα σχεδιασµού 

. Τότε θέτουµε δική µας εκ των προτέρων κατανοµή ανάλογη µε την 
πιθανοφάνεια πού αποκτούµε από τα φανταστικά δεδοµένα, υψωµένη στη δύναµη 

( )mX

21 c  , δηλαδή 
21* *

( ) ( )( , ) ( , )
c

m mf m f m⎡ ⎤| ∝ |⎣ ⎦β y y β .  
 
Η παραπάνω εκ των προτέρων κατανοµή χρησιµοποιεί 2n c  δεδοµένα. Στο 
Κανονικό µοντέλο η κατανοµή αυτή καταλήγει στην ακόλουθη µορφή 

 
( )* 1 * 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ~ ( ) , ( )T T
m m m m m mf m N c 1 2σ− −|β y X X X y X X ,  (3.9.6.1) 

 
όπου  είναι ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας των συντελεστών 

 αν θεωρήσουµε ως παρατηρήσεις τα φανταστικά δεδοµένα 

1
( ) ( ) ( )( )T
m m m

−X X X y*

( )mβ *.y Καταλήγουµε 
λοιπόν στο συµπέρασµα ότι η (3.9.6.1) αποτελεί την Zellner g-prior για φανταστικά 
δεδοµένα ίσα µε 

( )

*
( ) mm= ⋅ βy X µ . Εάν καµία εκ των προτέρων πληροφορία δεν είναι 

διαθέσιµη, είναι φυσικό να «κεντράρουµε» τις εκ των προτέρων πεποιθήσεις µας για 
το διάνυσµα των συντελεστών  γύρω από το µηδέν και ως εκ τούτου θέτουµε 

. Επιπλέον, µία επιλογή για το  είναι να θέσουµε  το οποίο 
( )mβ

( )m
=βµ 0 n2c 2c =
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αντιστοιχεί στο να προσθέσουµε εκ των προτέρων πληροφορία ίση την πληροφορία 
που προσφέρει ένα δεδοµένο. Με βάση λοιπόν αυτά παίρνουµε την ακόλουθη prior 
 

( )* 1
( ) ( ) ( )( , ) ~ , ( )T
m mf m N n 2 .m σ−|β y 0 X X  

 
Με την παραπάνω θεώρηση, εκ των προτέρων υποστηρίζουµε το απλούστερο 
µοντέλο αλλά µε ελάχιστο τρόπο µιας και η prior που θέτουµε µετράει µόνο για ένα 
δεδοµένο στην τελική ανάλυση που θα κάνουµε. Αυτή η προσέγγιση είναι επίσης 
λογική στα πλαίσια της αρχής της «οικονοµίας» του µοντέλου. Οι εκ των υστέρων 
πιθανότητες των µοντέλων και οι διάφορες παραλλαγές του παράγοντα Bayes 
επιβάλουν ποινή στην πιθανοφάνεια του µοντέλου για τις παρεκκλίσεις από τα 
πραγµατικά δεδοµένα και την εκ των προτέρων κατανοµή. Εφόσον η παραπάνω prior 
κατανοµή µπορεί να προκύψει χρησιµοποιώντας ένα σύνολο από ελάχιστα 
σταθµισµένα φανταστικά δεδοµένα, τα οποία πλήρως υποστηρίζουν το σταθερό 
µοντέλο, παρέχει µια λογική εκ των προτέρων υποστήριξη σε περισσότερο 
«οικονοµικά» µοντέλα.  
      Παρόµοια επιχειρήµατα χρησιµοποιήθηκαν από τους Fouskakis et al (2008) για 
να υιοθετήσουν την εκ των προτέρων των Ntzoufras et al (2003) 
 

( ) ( )

1
( )( ) ~ ( , [ ]

m mmf m N n −| β ββ µ I ) ,  (3.9.6.2) 
 

για την λογιστική παλινδρόµηση, όπου  είναι ο πίνακας πληροφορίας που δίνεται 
από τη σχέση 

( )mβI

 

( ) ( ) ( ) ( )
ˆ

m

T
m m m=βI X H X , 

 
µε τον  να είναι ένας διαγώνιος πίνακας ο οποίος στη ∆ιωνυµική περίπτωση 
παίρνει τη µορφή 

( )
ˆ

mH

( )( )
ˆ (1 ) ,m i idiag N π π= −H i  

 
όπου  ο αριθµός των επαναλήψεων και iN iπ  η πιθανότητα επιτυχίας.  
Αυτή είναι η εκ των προτέρων κατανοµή µοναδιαίας πληροφορίας (unit information 
prior), που εισήχθη από τους Kass και Wasserman (1995). Εδώ χρησιµοποιούµε αυτή 
την prior σαν βάση, αλλά καθορίζουµε τα iπ  στον πίνακα πληροφορίας σύµφωνα µε 
τις δικές µας εκ των προτέρων πληροφορίες. Με αυτόν τον τρόπο αποφεύγουµε, έστω 
και ελάχιστα, την επαναχρησιµοποίηση των δεδοµένων στη εκ των προτέρων 
κατανοµή. Παρόµοια µε την περίπτωση του Κανονικού µοντέλου, όταν µικρή η 
µηδαµινή εκ των προτέρων πληροφορία είναι διαθέσιµη, µια λογική επιλογή για την 
prior µέση τιµή του διανύσµατος  είναι να θέσουµε ( )mβ

( )m
=βµ 0 . Αυτό αντιστοιχεί 

στην υπόθεση ότι µια λογική εκ των προτέρων εκτίµηση (όταν καµία πληροφορία δεν 
είναι διαθέσιµη), για όλες τις πιθανότητες του ∆ιωνυµικού µοντέλου παλινδρόµησης, 
είναι 1 2iπ = . Με αυτή την επιλογή και για δυαδικά δεδοµένα ( 1iN =  για όλα τα i ), 
η εξίσωση (3.9.6.2) απλουστεύεται παίρνοντας την ακόλουθη µορφή 
 

( )1
( ) ( ) ( )( ) ~ , 4 ( )T
m mf m N n −|β 0 X X m ,  (3.9.6.3) 
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όπου  είναι ο συνολικός αριθµός των δοκιµών Bernoulli. Αυτή η εκ των προτέρων 
κατανοµή µπορεί επίσης να «αιτιολογηθεί» χρησιµοποιώντας την power prior 
προσέγγιση των Chen et al (2000). Μετά τον καθορισµό του πίνακα σχεδιασµού  

για κάθε µοντέλο , θεωρούµε ένα σύνολο από φανταστικά δεδοµένα  και 
 για 

n

( )mX

m *
iy N= i

iN n* 2iN = 1,...,i = , που δίνουν πιθανότητες 1 2  για όλες τις ∆ιωνυµικές 
παρατηρήσεις  και εποµένως υποστηρίζεται το απλούστερο µοντέλο. Θεωρούµε µια 
εκ των προτέρων κατανοµή η οποία παράγεται χρησιµοποιώντας την πιθανοφάνεια 
αυτών των φανταστικών δεδοµένων  

i
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N N
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i

f m π π
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∏β y ,  (3.9.6.4) 

 

όπου . Σηµειωτέον, όταν τα δυαδικά δεδοµένα έχουν θεωρηθεί, τότε 

 για όλα τα , καταλήγοντας στην µορφή των Fouskakis et al (2008). 
Χρησιµοποιώντας την παραπάνω prior, η εκ των υστέρων κατανοµή δίνεται από την 
ακόλουθη σχέση 
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i
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Συνεπώς, αυτό είναι ισοδύναµο µε το να αποκτήσουµε πληροφορία από 

1
( 1

n
i

i
i

NN N
n=

⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ )  δοκιµές Bernoulli, αντί για  όταν χρησιµοποιούµε επίπεδη 

(µη πληροφοριακή) εκ των προτέρων κατανοµή. Έτσι λοιπόν, η εκ των προτέρων 
(3.9.6.4) εισάγει στην εκ των υστέρων κατανοµή επιπρόσθετη πληροφορία ισοδύναµη 
µε ένα δεδοµένο. Με εφαρµογή της προσέγγισης Laplace στην (3.9.6.4), προκύπτει το 
ακόλουθο προσεγγιστικό αποτέλεσµα 

N
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όπου  είναι οι εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας µε δεδοµένα  και  είναι ο 

παρατηρούµενος πίνακας πληροφορίας που δίνεται από τη σχέση 

*
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ˆ
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όπου  είναι η κατάλληλη πιθανότητα επιτυχίας για όλα τα i  

υπό το  µοντέλο όταν παρατηρούµε τα δεδοµένα 

( 1*
( ) ( )

ˆˆ 1 exp(i iπ
−

= + −X β

m *y . Με βάση αυτά τα φανταστικά 
δεδοµένα,  και ( )

ˆ
m =β 0 ˆ 1 2iπ =  για όλα τα  και έτσι προκύπτει ότι i

(
( )

ˆ ( ) ( )
1
2m

T
m m=

β
I X X ) . Συνεπώς καταλήγουµε στην εκ των προτέρων κατανοµή της 

σχέσης (3.9.6.3). 
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     Παρόµοια επιχειρήµατα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την περίπτωση που 
έχουµε Poisson µοντέλο. Αν όλα τα φανταστικά δεδοµένα  είναι ίσα µε ένα, τότε η 
αντίστοιχη εκ των προτέρων η οποία λαµβάνει υπ’όψιν ένα επιπρόσθετο δεδοµένο, 
δίνεται από τη σχέση 

*
iy

 
( )1

( ) ( ) ( )( ) ~ , ( )T
m mf m N n −|β 0 X X m .  (3.9.6.5) 

 
Η παραπάνω εκ των προτέρων κατανοµή µπορεί να είναι εξαιρετικά πληροφοριακή 
για τη σταθερή παράµετρο 0β  και για το λόγο αυτό µπορούµε να θέσουµε µία 
ξεχωριστή prior για τον συντελεστή 0β  και να χρησιµοποιήσουµε την prior (3.9.6.5) 
για τους υπόλοιπους συντελεστές \0( ) 1: ( ,..., )m pβ β=β , δηλαδή να έχουµε 
 

( )1
\0( ) \0( ) \ 0( )( ) ~ , ( T

m mf m N n −|β 0 X X )m , 
 

όπου  είναι ο πίνακας σχεδιασµού µετά την αφαίρεση της πρώτης στήλης µε τα 
‘1’ η οποία αντιστοιχεί στον σταθερό συντελεστή 

\0( )mX

0β . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

MCMC ΤΕΧΝΙΚΕΣ ΣΤΗΝ ΕΠΙΛΟΓΗ 
ΜΟΝΤΕΛΩΝ ΚΑΙ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ  

 

4.1  Εισαγωγή 

     Οι δυσκολίες στην Μπεϋζιανή επιλογή µοντέλων και µεταβλητών σχετίζονται µε 
τον υπολογισµό των ολοκληρωµάτων που εµφανίζονται στις εκ των υστέρων 
πιθανότητες των µοντέλων. Αυτά τα ολοκληρώµατα µπορούν να υπολογιστούν 
αναλυτικά µόνο σε κάποιες εξειδικευµένες περιπτώσεις. Έτσι, υπάρχει η ανάγκη για 
χρήση MCMC µεθόδων για την προσοµοίωση δείγµατος από την από κοινού εκ των 
υστέρων κατανοµή . Ακόµα όµως και στην περίπτωση όπου µπορούν να 
υπάρξουν αναλυτικές εκφράσεις για ορισµένα µεγέθη, όπως η περιθώρια 
πιθανοφάνεια 

( )( , )f |γγ β y

(f )|γ y  και ο παράγοντας Bayes (BF), η χρήση MCMC µεθόδων για 
την επιλογή µοντέλου κρίνεται επιτακτική µιας και σε πολλά προβλήµατα ο χώρος M 
των υποψήφιων µοντέλων είναι πολύ µεγάλος. 
     Οι MCMC µέθοδοι έχουν αναδειχτεί σε ένα πολύτιµο εργαλείο για την εκ των 
υστέρων διερεύνηση σε προβλήµατα Μπεϋζιανης επιλογής µοντέλων και 
µεταβλητών. Τέτοιες µέθοδοι χρησιµοποιούνται για την δηµιουργία µιας 
Μαρκοβιανής Αλυσίδας  µε στάσιµη κατανοµή την εκ των υστέρων 
κατανοµή  Σε εφαρµογές όπου ο αναλυτικός υπολογισµός της από κοινού εκ 
των υστέρων κατανοµής 

(1) (2), ,...γ γ
(f |γ y).

2( , , ),f σ |β γ y  δεν είναι διαθέσιµος, γίνεται η προσοµοίωση 
µιας Μαρκοβιανής Αλυσίδας της µορφής 
 

(1) (1) 2(1) (2) (2) 2(2), , , , ,..σ σβ γ β γ .   , 
 
που συγκλίνει στην από κοινού εκ των υστέρων κατανοµή ( , ).f |β γ y  Πιο αναλυτικά, 
µε τις µεθόδους MCMC προσοµοιώνονται παρατηρήσεις από την από κοινού εκ των 
υστέρων κατανοµή, οι οποίες συνιστούν µια αλυσίδα Markov. Η ιδιότητες των τιµών 
της Μαρκοβιανής αλυσίδας δίνει τη δυνατότητα στην επόµενη τιµή κάθε 
παρατήρησης να εξαρτάται από την παρούσα τιµή, όχι όµως από την προηγούµενη. 
Το πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου, είναι ότι όταν ο αλγόριθµος της προσοµοίωσης 
επαναλαµβάνεται πολλές φορές, η προσέγγιση της εκ των υστέρων κατανοµής 
βελτιώνεται σε κάθε βήµα. Έτσι, δίνεται η ικανότητα στους Μπεϋζιανούς να 
εκτιµούν µε ακρίβεια τις εκ των υστέρων κατανοµές. Οι πιο δηµοφιλείς µέθοδοι 
MCMC, είναι ο αλγόριθµος Metropolis-Hastings, και ο Gibbs Sampler. Περισσότερες 
λεπτοµέρειες από τους George και McCulloch (1993, 1996), Bernado και Smith 
(1994), Green (1995), Gelman et al (1998), Ntzoufras (1999), Lopes (2002).  
     Αν ένα δείγµα  µπορεί να παραχθεί από αυτή την κατανοµή, 
τότε οι εκ των υστέρων πιθανότητες των µοντέλων µπορούν να εκτιµηθούν από τη 
σχέση 

( ) ( )( , ,  1,..., )t t t′ ′ ′ =γ β t
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( )

1

1ˆ ( ) ( ),
t

t

t

f I
t

′

′=

= =∑γ γ γ    ,M∈γ

 
όπου (.)I  είναι η δείκτρια συνάρτηση. Επίσης η εκτίµηση για τους συντελεστές  
του µοντέλου  µπορεί να γίνει µε παραγωγή δείγµατος  από την περιθώρια εκ των 
υστέρων κατανοµή  

( )γβ
γ

( )( ,f |γβ γ y).
 

4.2  Το Κανονικό γραµµικό µοντέλο 

      Υποθέτουµε ότι  είναι η µεταβλητή απόκρισης και Y 0 1, ,..., pX X X  οι 
επεξηγηµατικές µεταβλητές και επίσης έχουµε συλλέξει  παρατηρήσεις για κάθε 
µια από τις προηγούµενες µεταβλητές. Το πρόβληµα της επιλογής µεταβλητών 
προκύπτει όταν θέλουµε να µοντελοποιήσουµε τη σχέση µεταξύ της  και ενός 
υποσυνόλου των 

n

Y
0 1, ,..., pX X X  αλλά υπάρχει αβεβαιότητα  για το ποιο υποσύνολο θα 

χρησιµοποιήσουµε. Μια τέτοια κατάσταση είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα κυρίως όταν 
το  είναι µεγάλο (άρα και τα υποψήφια πιθανά µοντέλα) και το σύνολο p

0 1, ,..., pX X X  περιέχει αρκετές µη σηµαντικές µεταβλητές. 
      Στο πρόβληµα επιλογής µεταβλητών κάθε θεωρούµενο µοντέλο αντιστοιχεί σε 
ένα ευδιάκριτο υποσύνολο των 0 1, ,..., .pX X X  Αυτό το πρόβληµα είναι περισσότερο 
οικείο στο πλαίσιο της πολλαπλής παλινδρόµησης όπου η προσοχή εστιάζεται στα 
Κανονικά γραµµικά µοντέλα. Πολλές από τις θεµελιώδεις εξελίξεις στην επιλογή 
µεταβλητών έχουν εµφανιστεί στο πλαίσιο των Κανονικών γραµµικών µοντέλων, 
επειδή ο αναλυτικός προσδιορισµός ορισµένων µεγεθών όπως η περιθώρια 
πιθανοφάνεια (f m)|y µε χρήση συζυγών κατανοµών, συνεπάγεται τη µείωση του 
υπολογιστικού κόστους και επειδή παρέχει µια απλή πρώτη προσέγγιση για 
περισσότερο πολύπλοκα µοντέλα. 
      Ας υποθέσουµε τώρα ότι το Κανονικό γραµµικό µοντέλο χρησιµοποιείται για να 
συσχετίσει την εξάρτηση της από τις Y 0, 1,..., pX X X  µεταβλητές, δηλαδή  
 

( )2| ,nN σY X Xβ I ,

⎤⎦

 (4.2.1) 
 

όπου είναι ένα 0 1, ,..., ,p⎡= ⎣X X X X β ( )1 1p + ×  διάνυσµα µε τους άγνωστους  

συντελεστές της παλινδρόµησης και 2σ  είναι η άγνωστη παράµετρος διασποράς. 
Είναι πολύ βολικό να αναπαραστήσουµε κάθε ένα από τα  µοντέλα   µε το 
διάνυσµα  

2 p m

0, 1,...., ,pγ γ γ
Τ

⎡ ⎤= ⎣ ⎦γ  
 

όπου 0jγ =  αν η µεταβλητή JX  δεν βρίσκεται στο µοντέλο και 1jγ =  στην αντίθετη 

περίπτωση. Ορίζουµε επίσης 
0

p

j
j

q γΤ

=

= ⋅ =∑γ γ 1  που δηλώνει το πλήθος των 

επεξηγηµατικών µεταβλητών του µοντέλου . γ
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       Για τον καθορισµό της εκ των προτέρων κατανοµής στο χώρο των µοντέλων ,M  
στις περισσότερες εφαρµογές επιλογής µεταβλητών χρησιµοποιούνται ανεξάρτητες 
εκ των προτέρων κατανοµές της µορφής  
 

( )1
0

( ) 1 ,jj
p

j j
j

f
γγω ω

−

=

= −∏γ        (4.2.2) 

 
οι οποίες ουσιαστικά µειώνουν το υπολογιστικό κόστος και συχνά οδηγούν σε λογικά 
αποτελέσµατα, Clyde, Desimone και Parmigiani (1996), George και McCulloch 
(1993, 1997), Raftery, Madigan και Hoeting (1997) και Smith και Kohn (1996). Κάτω 
από αυτή την εκ των προτέρων κατανοµή, κάθε JX  εισάγεται στο µοντέλο 
ανεξάρτητα από τις άλλες επεξηγηµατικές µεταβλητές µε πιθανότητα  
 

( 1) 1 ( 0)j j jf fγ γ ω= = − = = . 
 
Μια χρήσιµη απλούστευση της (4.2.2) είναι να θέσουµε jω ω= , για κάθε 

 και ως εκ τούτου να έχουµε  0,1,...,j = p

qγ

 
( ) (1 ) ,q pf ω ω −= −γγ    (4.2.3) 

 
όπου σ’αυτή την περίπτωση η υπερπαράµετρος ω  είναι η εκ των προτέρων 
πιθανότητα να βρίσκεται η µεταβλητή JX  , 0,1,...,j p=  στο µοντέλο . Ειδικότερα, 
θέτοντας 

γ
1 2ω =  , οδηγούµαστε στη πιο δηµοφιλή ίσως εκ των προτέρων κατανοµή 

(Οµοιόµορφη) στο χώρο των µοντέλων 
 

1( ) ,
2 pf =γ  

 
η οποία χρησιµοποιείται συνήθως για να εκφράσει την εκ των προτέρων άγνοιά µας. 
Ωστόσο, αυτή η εκ των προτέρων κατανοµή δίνει περισσότερη βαρύτητα σε µοντέλα 
µεγέθους 2q p=γ  επειδή υπάρχουν περισσότερα τέτοια στο σύνολο Μ. Αν θέλουµε 
να αυξήσουµε τη βαρύτητα πιο φειδωλών µοντέλων, µπορούµε να θέσουµε µια πολύ 
µικρή τιµή στο ω. Εναλλακτικά, µπορούµε να ορίσουµε µια εκ των προτέρων 
κατανοµή και στο ω, για παράδειγµα ( , )Bω α β  και σε συνδυασµό µε την (4.2.3) 
οδηγούµαστε στο αποτέλεσµα : 
 

( ),
( ) ,

( , )
B q p q

f
B
γα β
α β

+ + −
=γ γ       (4.2.4) 

 
 
όπου είναι ( , )B α β  η Βήτα κατανοµή. Πιο γενικά, µπορούµε να ορίσουµε µια εκ των 
προτέρων στη διάσταση του µοντέλου qγ έστω ( )h qγ και τότε  

( )
1

( ) .
p

f h q
q

−
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

γ
γ

γ   (4.2.5)                    
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Η (4.2.4) αποτελεί τότε µια ειδική περίπτωση της (4.2.5). 
     Εκτός από τον καθορισµό εκ των προτέρων κατανοµών στο χώρο των µοντέλων, 
πρέπει να ορίσουµε εκ των προτέρων κατανοµές και στους συντελεστές του 
Κανονικού γραµµικού µοντέλου καθώς και στην παράµετρο διασποράς 2σ  που 
αµφότερα θεωρούνται άγνωστα. Ο στόχος είναι να απορρίψουµε τις µεταβλητές jX  
για τις οποίες 0Jβ =  ή jβ  πολύ κοντά στο 0 στη σχέση (4.1.1) . Στην 
πραγµατικότητα, το πρόβληµα πλέον είναι να επιλέξουµε ένα υποσύνολο των 
επεξηγηµατικών µεταβλητών και να έχουµε: 
 

                      (4.2.6) 2 2
( ) ( )( , , ) ( ,nf Nσ σ( )| =γ γ γy β γ X β I),

 
όπου  είναι ένας  πίνακας του οποίου οι στήλες αντιστοιχούν στο 
υποσύνολο των 

( )γX n q× γ

0 1, ,..., pX X X  που συνθέτουν το µοντέλο . Επίσης  είναι ένα 

 διάνυσµα µε τους αντίστοιχους άγνωστους συντελεστές του µοντέλου και 
γ ( )γβ

1q ×γ
2σ  η 

άγνωστη παράµετρος διασποράς. Εδώ το ζεύγος 2
( )( , )σγβ  παίζει το ρόλο της 

παραµέτρου ( ) ( )m ≡ γθ θ  όπως συµβολιζόταν στα προηγούµενα κεφάλαια. Ο πιο 
δηµοφιλής και κοινός εκ των προτέρων καθορισµός για τις άγνωστες παραµέτρους 

2
( ) ,σγβ  ενός µοντέλου γ  διάστασης  ιδιαίτερα σε µεγάλα προβλήµατα, είναι η 

συζυγής Normal-Inverse-Gamma( ) κατανοµή, η οποία συντίθεται από µια 
διάστατη Kανονική κατανοµή για το  

qγ

NIG
q −γ ( )γβ
 

                                        (4.2.7) 
( )

2
( ) ( )( , ) ( ,qf Nσ| =

γ γγ ββ γ µ Σ2 ),σ γ

 
συνδυαζόµενη µε µια Inverse-Gamma (αντίστροφη Γάµµα)  κατανοµή για το 2σ  
 

( ) ( )
1

2
2 2

1( ) exp : , ,  , >
aab b 0.f IG a b a b

a
σ

σ σ

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞| = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

γ    (4.2.8) 

 
Ένα πολύ σηµαντικό χαρακτηριστικό του συνδυασµού των δύο εκ των προτέρων 
κατανοµών (4.2.7) και (4.2.8) είναι το γεγονός ότι οδηγούν σε αναλυτικές εκφράσεις 
των εκ των υστέρων κατανοµών  2( , , ),f σ(γ) |β γ y 2( )f σ | ,γ y  καθώς και της 
περιθώριας πιθανοφάνειας . Περιγράφουµε στη συνέχεια τη διαδικασία µε 
την οποία φτάνουµε στον υπολογισµό αυτών των κατανοµών: 

(f y | γ)

)Η από κοινού εκ των προτέρων κατανοµή για το ζεύγος 2
( )( ,σγβ γράφεται ως εξής: 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
( ) ( )

2 1
1

( )1 2 2 22
( )

2 1

2 2

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ,

1 1 1exp
2(2 ) ( )

1 1 1exp
2

q

a qa T

q

a q

, )f f f N IG a b NIG

b b
a

b

σ σ σ µ σ

σ σπ

σ σ

(γ) (γ)

+ +
−

(γ) (γ)

+ +

(γ)

, | = | | = × =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎧ ⎫= × − + −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎩ ⎭⎣ ⎦Γ

⎛ ⎞∝ × − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

γ γ γ

γ

γ γγ

γ

β γ β γ

β γ β

γ

β γ β γ γ Σ µ Σ

β µ Σ β µ
Σ

β µ( ) ( )( ) ( )

1
( ) .

T
−

(γ)

⎡ ⎤⎧ ⎫−⎨ ⎬⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦γ γβ γ βΣ β µ

a b
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Ολοκληρώνοντας την παραπάνω  εκ των προτέρων κατανοµή ως προς NIG 2σ  
παίρνουµε το ακόλουθο ενδιαφέρον αποτέλεσµα: 
 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2
( )

1
1 2

( )1 2 2 22
( )

21
( )1 22

( )

( , , , )

1 1 1exp
2(2 ) ( )

2 1
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∫
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γ
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γ

β µ Σ β µ

Σ

 

 
Αυτή είναι η πολυµεταβλητή κατανοµή Student: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )
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21

1 22
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2
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q
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q

q

MVSt
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ν

ν νπ ν
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−
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+⎛ ⎞
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γ

γ γ

γ
γ

γ

β β
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γ

β µ Z β µ
µ Z

Σ
,  

 

µε  2aν = και b
a

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

(γ)Z Σ . 

Η πιθανοφάνεια του µοντέλου δίνεται από την παρακάτω σχέση: 
 

( ) (
2

2
2 2

1 1( , , ) exp
2 2

n
T

f σ
πσ σ( ) ( ) ( )

⎛ ⎞ ⎡| = − − −⎜ ⎟ ) .⎤⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣
γ (γ) γ (γ) γy β γ y X β y X β

⎦

)

 

 
Με χρήση του Θεωρήµατος Bayes µπορούµε να υπολογίσουµε την από κοινού εκ των 
υστέρων κατανοµή του 2

( )( ,σγβ  καθώς ισχύει  
 

2 2( , ) ( , ) ( ,f f fσ σ(γ) (γ) ( ), | ∝ | ⋅ | γβ y γ β γ y β γ2 , ).σ

1 ,−

 
 

Επιπλέον, θεωρούµε την ακόλουθη ταυτότητα από τη γραµµική άλγεβρα: 
 

1 12 ( ) ( )T T T T− −− = − − −u Au α u u A α A u A α α A α  
 

όπου  είναι ένας συµµετρικός θετικά ορισµένος (ως εκ τούτου αντιστρέψιµος) 
πίνακας. Με εφαρµογή αυτής της ταυτότητας προκύπτει η παρακάτω σχέση: 

A
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( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )2

* * * 1 *
( )2

1 1
2

1 1 ,
2

T T

T

b
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σ

σ

(γ) (γ) ( ) ( )
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(γ) (γ)

⎡ ⎤+ − − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
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γ γ

γ γ

β γ β (γ) γ (γ) γ

β γ β

β µ Σ β µ y X β y X β

β µ Σ β µ
 

 
µε την οποία µπορούµε να γράψουµε την από κοινού εκ των υστέρων κατανοµή του 

2
( )( , )σγβ  ως ακολούθως: 
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σ σ
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όπου  
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Αυτή η εκ των υστέρων κατανοµή µπορούµε να καταλάβουµε εύκολα ότι είναι µια 

 αποδεικνύοντας ότι πρόκειται για συζυγή οικογένεια 
κατανοµών για το Κανονικό γραµµικό µοντέλο. Είναι σχεδόν άµεσο ότι η περιθώρια 
εκ των υστέρων κατανοµή του 

( )

* * * *
( )( , , ,  NIG a b

γβ γµ Σ

2σ  είναι µία * *( , )IG a b  ενώ η περιθώρια εκ των 
υστέρων κατανοµή του  προκύπτει ολοκληρώνοντας την από κοινού  εκ των 

υστέρων κατανοµή του 
(γ)β NIG

2
( )( , )σγβ ως ακολούθως: 
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Η παραπάνω κατανοµή είναι µια πολυµεταβλητή Student κατανοµή: 
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µε * 2aν =  και 
*

* *
( )*

b
a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

γZ Σ . 

 
    Όπως είχαµε αναφέρει και προηγουµένως, η χρήση των συζυγών εκ των προτέρων 
κατανοµών (4.2.7) και (4.2.8) οδηγεί και στον αναλυτικό υπολογισµό της περιθώριας 
πιθανοφάνειας . Πράγµατι, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι ισχύουν τα εξής: (f y | γ)
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όπου τα  και  είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους. Από αυτό προκύπτει ότι 1ε 2ε
 

( ) 2 1,= + +
γ(γ) β (γ)Y X µ X ε ε  

 
το οποίο οδηγεί µε τη σειρά του στην δεσµευµένη κατανοµή 
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n nf Nσ σ| = +
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Η περιθώρια πιθανοφάνεια  δίνεται τελικά από το ολοκλήρωµα (f y | γ
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Η χρήση αυτών των αναλυτικών εκφράσεων διευκολύνει την εκ των υστέρων 
αξιολόγηση και επιταχύνει ουσιαστικά την διερεύνηση του χώρου των µοντέλων 
µέσω των MCMC αλγορίθµων.     
     Επιστρέφοντας τώρα στην (4.2.7), η πιο συνηθισµένη εκ των προτέρων επιλογή 
για το µέσο  είναι η . Για την επιλογή του πίνακα συνδιασποράς  ο 

καθορισµός γίνεται ουσιαστικά θέτοντας  όπου  σταθερά και ο  

έχει συνήθως τη µορφή 

( )
,

γβµ
( )
=

γβµ 0

γ

( ) ,γΣ
2

( ) ( ) ,c=γΣ V c ( )γV

( ) 1

( ) ( ) ( )

−
= T

γ γ γV X X  ή ( ) = γγ qV I ( q q×γ γ  µοναδιαίος πίνακας). 

Σηµειωτέον ότι κάτω από αυτή τη θεώρηση του πίνακα  η υπό συνθήκη εκ των 
προτέρων κατανοµή (4.2.7) παρέχει µια σταθερή (συνεπή) περιγραφή της 

( ) ,γV
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αβεβαιότητας µε τη λογική ότι είναι η υπό συνθήκη κατανοµή για τα µη µηδενικά 
στοιχεία του διανύσµατος  δεδοµένου του ( )γβ γ  όταν ( )( )12 2

( ) ( ) ( )~ ,pN c σ
−T

γ γβ 0 X X γ

)I

)

 

ή  αντίστοιχα. Όπως έχει αναφερθεί και στο προηγούµενο 

κεφάλαιο, η επιλογή 

( 2 2
( ) ~ ,pN c σγβ 0

( 1

( ) ( ) ( )

−
= T

γ γ γV X X  αποτελεί την Zellner’s  g prior (1986) ενώ 

θέτοντας ( ) = γγ qV I  άµεσα προκύπτει ότι οι συντελεστές , 1,...,j j pβ =  είναι 
ανεξάρτητοι. 
     Έχοντας σταθεροποιήσει τον πίνακα , ο επόµενος στόχος είναι η επιλογή του 

 που θα πρέπει να λαµβάνει µεγάλη τιµή ώστε η εκ των προτέρων κατανοµή του 
 να είναι σχεδόν επίπεδη και έτσι να µειώνεται η εκ των προτέρων επίδραση στο 

εκ των υστέρων αποτέλεσµα. Ταυτόχρονα όµως, θα πρέπει να αποφύγουµε 
υπερβολικά µεγάλες τιµές για το  επειδή η εκ των προτέρων τότε θα προσδώσει 
αυξηµένη βαρύτητα στο µηδενικό µοντέλο καθώς  ενεργοποιώντας έτσι το 
παράδοξο των Bartllet-Lindley, (Bartllet 1957). ∆ιάφορες τιµές έχουν προταθεί στη 
βιβλιογραφία για την επιλογή του συντελεστή , όπου ενδεικτικά αναφέρουµε τις 
τιµές  από τους Raftery, Madigan και Hoeting (1997),  από τους 
Smith και Kohn (1996), 

( )γV
2c
( )γβ

2c
2c →∞

2c
2 2.85c = 2 2 100c =

{ }2 max ,c p= 2 n  από τους Fernandez, Ley και Steel (2001). 

4.3 Ο αλγόριθµος MC3 (Markov Chain Monte Carlo Model 
Composition) 

     Ο αλγόριθµος MC3 εισήχθη από τους Madigan και York (1995) στο γραφικό 
προσδιορισµό επιλογής µοντέλου. Παραλλαγές του MC3 είχαν χρησιµοποιηθεί σε 
Kανονικά γραµµικά µοντέλα από τον Hoeting et al (1995, 1996), τον Raftery et al 
(1997). Ο MC3 είναι ένας απλός Metropolis αλγόριθµος ο οποίος βοηθάει να 
εξερευνηθεί ο χώρος των µοντέλων όταν ο αριθµός των υποψηφίων µοντέλων είναι 
πολύ µεγάλος. Ορίζουµε ως γειτονιά του µοντέλου γ  το σύνολο  που περιέχει 
όλα τα µοντέλα που διαφέρουν από το 

( )nb γ
γ  κατά έναν όρο ή µεταβλητή. Επίσης 

επιλέγουµε τη συνάρτηση µεταπήδησης ( , )j ′γ γ  για όλα τα , M′∈γ γ που δείχνει την 
πιθανότητα του προτεινόµενου µοντέλου ′γ  όταν βρισκόµαστε στο τρέχον µοντέλο 

. Σηµειώνουµε ότι γ 1( , ) ( )j nb −′ =γ γ γ , για όλα τα ( )nb′∈γ γ

γ

 και  για 

όλα τα , όπου 

( , ) 0,j ′ =γ γ

( )nb′∉γ ( )nb γ  είναι ο αριθµός των µοντέλων που ανήκουν στο 
. Αν η αλυσίδα βρίσκεται στην κατάσταση ( )nb γ ,γ  µετά προτείνουµε το µοντέλο ′γ  

µε πιθανότητα  και αποδεχόµαστε το προτεινόµενο µοντέλο µε πιθανότητα  ( , )j ′γ γ
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Η παραπάνω διαδικασία συνθέτει τον ορισµό του MC3 αλγορίθµου για τον γραφικό 
προσδιορισµό µοντέλου από τους Madigan και Raftery (1994). Στην περίπτωση όπου 

( ) ( )nb nb ′=γ γ , η προηγούµενη πιθανότητα αποδοχής απλοποιείται στην έκφραση 
 όπως δόθηκε από τους Kass και Raftery (1995), Madigan et al min(1, , )a PO ′= γ γ
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(1995) και Raftery et al (1997). Μπορούµε εύκολα να γενικεύσουµε τον αλγόριθµο 
MC3 χρησιµοποιώντας οποιαδήποτε συνάρτηση ( , )j ′γ γ  και εποµένως να 
αποδεχτούµε το προτεινόµενο µοντέλο ′γ  µε πιθανότητα 
 

                               ( ) ( , )min 1, .
( ) ( , )

f ja
f j

′ ′⎛ |
= ⎜ ′|⎝ ⎠

⎞
⎟

γ y γ γ
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                    (4.3.1) 

 
Στην πράξη, προτείνουµε ένα νέο µοντέλο µε την ακόλουθη διαδικασία: 
Έστω ότι ο αλγόριθµος βρίσκεται στο τρέχων µοντέλο . Για  
πρoτείνουµε το νέο µοντέλο  µε στοιχεία  

γ 1, 2,...,j p=
′γ

 
1j jγ γ′ = −  
και 

k kγ γ′ =  για ,k j≠  
 
µε πιθανότητα 1. 
Αποδεχόµαστε το προτεινόµενο µοντέλο ′γ  µε πιθανότητα  
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     Σε περιπτώσεις όπου οι εκ των υστέρων λόγοι πιθανοτήτων (ή ο παράγοντας 
Bayes) δεν µπορούν να υπολογιστούν αναλυτικά, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 
προσεγγιστικές τεχνικές και συγκεκριµένα την προσέγγιση BIC ή Laplace. Πιο 
αναλυτικά όταν βρισκόµαστε στο µοντέλο  και προτείνουµε το µοντέλο , η 
πιθανότητα αποδοχής δίνεται από τη σχέση 
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όταν υιοθετούµε την προσέγγιση Laplace και από τη σχέση 
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αν χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση BIC.  

4.4   Αριθµητικές εφαρµογές 

      Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται τρεις εφαρµογές του αλγορίθµου MC3 εκ των 
οποίων οι δύο αφορούν Κανονικά γραµµικά µοντέλα ενώ η τρίτη αναφέρεται σε ένα 
πρόβληµα λογιστικής παλινδρόµησης.      
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4.4.1   Κανονικό γραµµικό µοντέλο: Προσοµοιωµένα δεδοµένα  

      Στην παρούσα εφαρµογή θεωρούµε ένα Κανονικό γραµµικό µοντέλο µε  
επεξηγηµατικές µεταβλητές 

15p =

1 2 1, ,..., 5X X X  και µέγεθος δείγµατος . Τα 
δεδοµένα είναι τεχνητά και έχουν κατασκευαστεί µε τέτοιο τρόπο ώστε οι µεταβολές 
των τιµών της µεταβλητής απόκρισης  να εξαρτώνται πολύ ισχυρά από τις τιµές 
των µεταβλητών 

50n =

Y
4X  και 5X , λιγότερο από τη µεταβλητή 12X  και τέλος να εχουν 

πολύ ασθενή εξάρτηση από τις τιµές των υπόλοιπων µεταβλητών. Επίσης θεωρούµε 
την παρουσία του σταθερού όρου 0X . Το µοντέλο που χρησιµοποιούµε για να 
εκφράσουµε την µεταβλητή απόκρισης συναρτήσει των επεξηγηµατικών 
µεταβλητών 

Y
1 2 15, ,...,X X X   είναι το ακόλουθο 

 
2 2

( ) ( )( , , ) ( ,nf Nσ σ( )| =γ γy β γ X β I),γ       
 
ενώ χρησιµοποιούµε την συζυγή Normal-Inverse-Gamma κατανοµή των σχέσεων 
(4.2.7) και (4.2.8)  ως εκ των προτέρων κατανοµή για τις παραµέτρους  και β 2σ  µε 

(
( )

12,  1.5,  : Ta b c )−= = = =
γβ (γ) (γ) (γ)µ 0 Σ X X  και 2c n= . Στον χώρο των µοντέλων 

θεωρούµε την Οµοιόµορφη κατανοµή έτσι ώστε  για κάθε µοντέλο . 
Σύµφωνα µε όσα δείξαµε στην προηγούµενη παράγραφο, η χρήση της συγκεκριµένης 
εκ των προτέρων κατανοµής οδηγεί στον αναλυτικό προσδιορισµό της περιθώριας 
πιθανοφάνειας  η οποία συµµετέχει στον υπολογισµό της πιθανότητας 

αποδοχής 

( ) 1/ 2 ,pf =γ γ

(f |y γ)
( )min 1,
( )

fa
f

′⎧ ⎫|
= ⎨ ⎬|⎩ ⎭

γ y
γ y

 αφού ισχύει ( ) ( ) (f f f )| ∝ | ⋅γ y y γ γ . Στο παρόν 

πρόβληµα η διάσταση του χώρου των µοντέλων (215 =32768) είναι τέτοια που µας 
επιτρέπει να υπολογίσουµε τις εκ των υστέρων πιθανότητες όλων των µοντέλων µε 
‘πλήρη απαρίθµηση’ του χώρου και έτσι έχουµε την δυνατότητα να συγκρίνουµε τα 
αποτελέσµατα µε αυτά που παίρνουµε ύστερα από την υλοποίηση του αλγορίθµου 
MC3 µετά από 10.000 επαναλήψεις: 
 
Πίνακας 4.4.1.1: Εκ των υστέρων πιθανότητες των 10 καλύτερων µοντέλων ύστερα από υλοποίηση 
του αλγορίθµου MC3. 
 

  Εκ των υστέρων πιθανότητα του μοντέλου 

Μοντέλο  MC3 Πλήρης απαρίθμηση 

X4+X5+X12  0.09  0.08 

X4+X5  0.06  0.05 

X4+X5+X12+X15  0.04  0.03 

X4+X5+X11+X12  0.02  0.02 

X4+X5+X6+X12  0.02  0.01 

X4+X5+X15  0.02  0.02 

X4+X5+X11  0.02  0.01 

X4+X5+X10+X12  0.02  0.01 

X2+X4+X5+X12  0.01  0.01 

X4+X5+X11+X12+X15  0.01  0.01 
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Πίνακας 4.4.1.2: Εκ των υστέρων περιθώριες πιθανότητες αποδοχής των επεξηγηµατικών µεταβλητών 
του µοντέλου.  
 

  ( )jf γ =1| y   

Μεταβλητές  MC3 Πλήρης απαρίθμηση 
X1  0.15  0.12 
X2  0.14  0.13 
X3  0.11  0.13 
X4  0.99  0.98 
X5  1.00  1.00 
X6  0.15  0.16 
X7  0.10  0.14 
X8  0.11  0.13 
X9  0.15  0.17 
X10  0.15  0.15 
X11  0.23  0.20 
X12  0.60  0.62 
X13  0.14  0.14 
X14  0.11  0.13 
X15  0.27  0.28 

 
Σύµφωνα µε τους παραπάνω Πίνακες, παρατηρούµε ότι επιβεβαιώνεται η ισχυρή 
εξάρτηση της µεταβλητής απόκρισης  από τις επεξηγηµατικές µεταβλητές Y 4X  και 

5X  κατά κύριο λόγο και κατά δεύτερο λόγο από την µεταβλητή 12X . Επίσης έχουµε 
µία σχεδόν ταύτιση των αποτελεσµάτων που παίρνουµε ύστερα από την υλοποίηση 
του 3MC  αλγορίθµου σε σχέση µε αυτά της πλήρους απαρίθµησης.

4.4.2 Κανονικό γραµµικό µοντέλο: Μελέτη όζοντος 

     Η εφαρµογή πού αναλύεται σε αυτή την παράγραφο αφορά τη συγκέντρωση 
όζοντος σε ορεινές περιοχές της Καλιφόρνιας (CA). Τα δεδοµένα περιγράφονται από 
τον ακόλουθο Πίνακα: 
 

Μεταβλητές  Περιγραφή 
Y  Ozone(depended)  Μέγιστο ημερήσιο επίπεδο όζοντος 
X1  Month  Μήνας : 1 = Γενάρης,..., 12 = Δεκέμβριος 
X2  Mday  Ημέρα του μήνα 
X3  Wday  Ημέρα της εβδομάδας : 1 = Δευτέρα,...,7 = Κυριακή 
X4  Vh  500 millibar ύψος πίεσης (m)  που μετριέται στο Vandenberg AFB 
X5  Wind  Ταχύτητα ανέμου (mph) στο διεθνές αεροδρόμιο του Λος Άντζελες (LAX) 
X6  Hum  Υγρασία (%) στο LAX 
X7  temp1  Θερμοκρασία (°F) που μετράται στο Sandburg, CA 
X8  temp2  Θερμοκρασία (°F) που μετράται στο El Monte, CA 
X9  Ibh  Αναστροφή ύψους βάσης (πόδια) στο LAX 
X10  Ibt  Κλίση πίεσης (mm Hg) από το LAX για το Daggett, CA 
X11  Dpg  Αναστροφή θερμοκρασιακής βάσης (βαθμούς F) στο  LAX  
X12  Vis  Ορατότητα (μίλια) που μετράται στο LAX 
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Στο παρόν πρόβληµα ακολουθήθηκε ακριβώς η ίδια διαδικασία µε αυτήν της 
προηγούµενης παραγράφου και προέκυψαν τα ακόλουθα απότελέσµατα: 
 
Πίνακας 4.4.2.1: Εκ των υστέρων πιθανότητες των 10 καλύτερων µοντέλων ύστερα από υλοποίηση 
του αλγορίθµου MC3. 
 

  Εκ των υστέρων πιθανότητα του μοντέλου 

Μοντέλο  MC3 Πλήρης απαρίθμηση 

X1+X6+X8  0.26  0.27 

X1+X4+X6+X8  0.10  0.10 

X1+X6+X7+X8  0.08  0.09 

X1+X4+X6+X7+X8  0.04  0.04 

X1+X6+X8+X9  0.04  0.04 

X1+X6+X8+X11  0.03  0.02 

X1+X5+X6+X8  0.03  0.02 

X1+X6+X8+X10  0.03  0.03 

X1+X6+X8+X12  0.03  0.03 

X1+X2+X6+X8  0.02  0.02 
 
 
Πίνακας 4.4.2.2: Εκ των υστέρων περιθώριες πιθανότητες αποδοχής των επεξηγηµατικών µεταβλητών 
του µοντέλου. 
 

    ( )jf γ =1| y  

Μεταβλητές  MC3 Πλήρης απαρίθμηση 

month  0.99 1.00 

mday  0.08 0.08 

wday  0.07 0.07 

vh  0.28 0.29 

wind  0.09 0.07 

hum  1.00 1.00 

temp1  0.27 0.28 

temp2  1.00 1.00 

ibh  0.17 0.15 

ibt  0.10 0.10 

dpg  0.11 0.18 

vis  0.11 0.88 
 
Βλέπουµε από τα αποτελέσµατα ότι οι παράγοντες που επηρεάζουν περισσότερο το 
επίπεδο του όζοντος είναι ο Μήνας (X1), η Υγρασία (%) στο LAX (X6) καθώς και η  
Θερµοκρασία (°F) που µετράται στο El Monte (X8). Οι υπόλοιπες µεταβλητές 
επεξηγούν σε πολύ µικρότερο βαθµό το επίπεδο του όζοντος στην συγκεκριµένη 
περιοχή. Αξίζει να παρατηρήσουµε επίσης ότι και σε αυτήν την εφαρµογή τα 
αποτελέσµατα που προκύπτουν από τον αλγόριθµο 3MC  είναι πάρα πολύ κοντά µε 
αυτά της µεθόδου της πλήρους απαρίθµησης. 
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4.4.3 Λογιστικό µοντέλο: Μέτρηση ποιότητας της υγειονοµικής περίθαλψης 

     Ένα σηµαντικό θέµα στην πολιτική για την υγεία είναι η αξιολόγηση της 
ποιότητας της υγειονοµικής περίθαλψης που προσφέρεται στους νοσοκοµειακούς 
ασθενείς. Η ποιότητα της φροντίδας συνήθως θεωρείται ότι εξαρτάται από τρία 
συστατικά [π.χ. Donabedian και Bashshur, (2002)]: (i) την διαδικασία, η οποία 
περιλαµβάνει όλες τις ενέργειες που οι παροχείς υγειονοµικής περίθαλψης κάνουν για 
λογαριασµό των ασθενών, (ii) τα αποτελέσµατα, τα οποία είναι ό,τι συµβαίνει στους 
ασθενείς ως αποτέλεσµα της φροντίδας που λαµβάνουν, και (iii) την κατάσταση της 
υγείας των ασθενών κατά την εισαγωγή, επειδή η καταλληλότητα των 
αποτελεσµάτων δεν µπορεί να κριθεί µη λαµβάνοντας υπόψη την κατάσταση της 
υγείας των ασθενών κατα την εισαγωγή τους σε ένα νοσοκοµείο.  
     Το πρόβληµα µε το οποίο ασχολούµαστε σε αυτήν την παράγραφο έχει να κάνει 
µε την αξιολόγηση της ποιότητας της ιατρικής περίθαλψης η οποία παρέχεται σε 
νοσοκοµεία των Η.Π.Α. σχετικά µε την αντιµετώπιση της πνευµονίας. Πιο 
συγκεκριµένα, τα δεδοµένα που αναλύονται στην παρούσα εφαρµογή αποτελούν ένα 
αντιπροσωπευτικό δείγµα  ηλικιωµένων Αµερικανών ασθενών που 
νοσηλεύτηκαν κατά την περίοδο 1980-86 µε πνευµονία σε διάφορα νοσοκοµεία των 
Η.Π.Α. και µετράται το ενδεχόµενο επιβίωσης ή θανάτου τους ύστερα από 30 µέρες 
παραµονής στο νοσοκοµείο. Το ενδεχόµενο αυτό θεωρούµε ότι εξαρτάται από 83 
συνολικά παράγοντες (δείκτες ασθενείας) οι οποίοι είναι για παράδειγµα η συστολική 
αρτηριακή πίεση την πρώτη ηµέρα της εισαγωγής, η παρουσία ή απουσία δύσπνοιας 
και το επίπεδο του αζώτου στην ουρία του αίµατος (ένα µέτρο της λειτουργίας των 
νεφρών). Το στατιστικό µοντέλο που χρησιµοποιούµε για να µετρήσουµε την 
επίδραση των  συνολικά παραγόντων (επεξηγηµατικές µεταβλητές) πάνω στην 
µεταβλητή απόκρισης Y που δηλώνει την επιβίωση(0) ή τον θάνατο(1) ενός ασθενούς 
είναι το λογιστικό µοντέλο παλινδρόµισης:  
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όπου ,  0,1,..., ,  1,...,ijX j p i= = n  είναι ο j -δείκτης ασθενείας για τον -ασθενή και i

( )ip γ  η πιθανότητα, για το µοντέλο γ , να πεθάνει ο ασθενής  ύστερα από 30 
ηµέρες νοσηλείας,

i

0 0 ( )( ,..., ) ,  ( ,..., ) ,  ( : 1,  0,... )T T
p p j j j pγ γ β β β γ= = = = =γγ β β  και 

 είναι ο υποπίνακας του πίνακα σχεδιασµού  µε στήλες που αντιστοιχούν στις 
µεταβλητές οι οποίες καθορίζονται από το µοντέλο . Θεωρούµε επίσης ότι 

( )γX X
γ

0 1,  1,...,iX i n= =  και 0 1γ = , δηλαδή ότι ο σταθερός όρος 0X  περιέχεται σε όλα τα 
µοντέλα. Αξίζει να σηµειωθεί στο σηµείο αυτό ότι η εξέταση όλων των δυνατών 
µοντέλων, πλήθους , µε στόχο την επιλογή του καλύτερου υποσυνόλου 
µεταβλητών, είναι ανέφικτη καθώς ο χώρος των µοντέλων είναι εξαιρετικά µεγάλος. 
Σε ένα τέτοιο πρόβληµα λοιπόν κρίνεται επιτακτική η ανάγκη χρήσης µεθόδων όπως 
ο αλγόριθµος 

83 242 9.7 10= ×

3MC  πού ‘εξερευνούν’ τον χώρο των µοντέλων δίνοντας µια πολύ 
καλή ένδειξη για το ποιο πρέπει να είναι το βέλτιστο µοντέλο.   
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    Ένα ακόµη σηµείο το οποίο πρέπει να τονίσουµε είναι ότι στο παρόν πρόβληµα η 
περιθώρια πιθανοφάνεια δεν µπορεί να υπολογιστεί σε ‘κλειστή µορφή’ και 
ως εκ τούτου είµαστε αναγκασµένοι να καταφύγουµε σε προσεγγιστικές µεθόδους για 
τον υπολογισµό της. Χρησιµοποιούµε λοιπόν την BIC προσέγγιση για τον 
υπολογισµό της πιθανότητας αποδοχής (βλέπε παράγραφο 4.3) και µετά από 10.000 
επαναλήψεις του αλγορίθµου προκύπτουν τα ακόλουθα αποτελέσµατα 

( | )f y γ

a

 
Πίνακας 4.4.3.1: Εκ των υστέρων πιθανότητες των 10 καλύτερων µοντέλων ύστερα από υλοποίησητου 
αλγορίθµου MC3. 
 

Μοντέλο 
Εκ των υστέρων 

πιθανότητα του μοντέλου 

X1+X2+X3+X4+X5+X8+X12+X15+X27+X37+X70+X73  0.013 

X1+X2+X3+X4+X5+X8+X12+X14+X15+X37+X70+X73  0.008 

X1+X2+X3+X4+X5+X8+X12+X15+X27+X37+X46+X70+X73  0.008 

X1+X2+X3+X4+X5+X8+X12+X15+X26+X27+X37+X56+X70+X73  0.007 

X1+X2+X3+X4+X5+X8+X12+X15+X37+X70+X73  0.007 

X1+X2+X3+X4+X5+X12+X15+X37+X46+X62+X64+X70+X73  0.006 

X1+X2+X3+X4+X5+X8+X12+X15+X16+X37+X42+X46+X54+X70+X73 0.006 

X1+X2+X3+X4+X5+X8+X12+X15+X16+X23+X37+X46+X58+X70+X73 0.006 

X1+X2+X3+X4+X5+X8+X12+X15+X27+X37+X46+X48+X64+X70+X73 0.006 

X1+X2+X3+X4+X5+X8+X12+X26+X37+X46+X47+X70+X73  0.006 
 
Όπως µπορούµε να καταλάβουµε, η εκτίµηση των εκ των υστέρων πιθανοτήτων των 
µοντέλων σε τόσο µεγάλους χώρους είναι προβληµατική και έτσι σε αυτές τις 
περιπτώσεις εστιάζουµε περισσότερο στην εκτίµηση των εκ των υστέρων περιθώριων 
πιθανοτήτων αποδοχής ( )jf γ =1| y .  
 
Πίνακας 4.4.3.2 Εκ των υστέρων περιθώριες πιθανότητες αποδοχής των επεξηγηµατικών µεταβλητών 
του µοντέλου. 
 
 

Μεταβλητές    ( )jf γ =1| y   Μεταβλητές   ( )jf γ =1| y Μεταβλητές    ( )jf γ =1| y

X1  1.00  X29  0.00  X57  0.03 

X2  0.96  X30  0.00  X58  0.04 

X3  1.00  X31  0.03  X59  0.01 

X4  1.00  X32  0.07  X60  0.07 

X5  0.95  X33  0.02  X61  0.04 

X6  0.08  X34  0.03  X62  0.13 

X7  0.07  X35  0.05  X63  0.00 

X8  0.85  X36  0.03  X64  0.05 

X9  0.04  X37  0.94  X65  0.00 

X10  0.00  X38  0.01  X66  0.00 

X11  0.09  X39  0.01  X67  0.03 

X12  0.97  X40  0.02  X68  0.14 
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X13  0.05  X41  0.00  X69  0.02 

X14  0.11  X42  0.02  X70  0.97 

X15  0.68  X43  0.05  X71  0.03 

X16  0.15  X44  0.02  X72  0.06 

X17  0.01  X45  0.04  X73  0.97 

X18  0.01  X46  0.58  X74  0.02 

X19  0.01  X47  0.08  X75  0.02 

X20  0.04  X48  0.01  X76  0.01 

X21  0.05  X49  0.13  X77  0.01 

X22  0.00  X50  0.03  X78  0.02 

X23  0.04  X51  0.01  X79  0.02 

X24  0.06  X52  0.06  X80  0.05 

X25  0.03  X53  0.04  X81  0.04 

X26  0.12  X54  0.07  X82  0.01 

X27  0.51  X55  0.10  X83  0.07 

X28  0.04  X56  0.03     
 
 
Πίνακας 4.4.3.3: Οι µεταβλητές µε εκ των υστέρων περιθώρια πιθανότητα αποδοχής  

( )jf γ =1| y >0.5 

 

Μεταβλητές  Όνομα    ( )jf γ =1| y  

X1  Systolic blood pressure  1.00 
X2  Age  0.96 
X3  Blood urea nitrogen  1.00 
X4  APACHE II coma score  1.00 
X5  Shortness of breath day 1  0.95 
X8  Septic complications  0.85 
X12  Initial temperature  0.97 
X15  Cardiomegaly score  0.68 
X27  Hematologic history score  0.51 
X37  APACHE respiratory rate score  0.94 
X46  Admission SBP  0.58 
X70  APACHE pH score  0.97 
X73  Morbid+ comorbid score  0.97 

 
Στον Πίνακα 4.4.3.3 φαίνεται ποιοί απο τους δείκτες ασθενείας είναι οι 
σηµαντικότεροι και καθορίζουν ουσιαστικά το αν ένας ασθενής θα πεθάνει ή θα 
επιβιώσει ύστερα από 30 ηµέρες νοσηλείας στο νοσοκοµείο. Επιπλέον, όπως 
µπορούµε να παρατηρήσουµε στον Πίνακα 4.4.3.2, όλες οι υπόλοιπες µεταβλητές 
έχουν περιθώρια εκ των υστέρων πιθανότητα µικρότερη από 0.15. 
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ 
 
      Στόχος της παρούσας διπλωµατικής εργασίας ήταν να εισάγει τον ενδιαφερόµενο 
αναγνώστη στην περιοχή της επιλογής µοντέλων και µεταβλητών στα δηµοφιλή 
γενικευµένα γραµµικά µοντέλα από τη σκοπιά της Μπεϋζιανής Στατιστικής 
µεθοδολογίας. Στην παρούσα διπλωµατική παρουσιάστηκαν όλες εκείνες οι βασικές 
έννοιες και αναπτύχθηκαν αρκετές από τις διαδικασίες µε τις οποίες χειρίζεται η 
Μπεϋζιανή Στατιστική το συγκεκριµένο θέµα. Ιδιαίτερη έµφαση δόθηκε στον 
καθορισµό εκ των προτέρων κατανοµών για τους συντελεστές και τις παραµέτρους 
του µοντέλου καθώς επίσης και στις διάφορες τεχνικές υπολογισµού της περιθώριας 
πιθανοφάνειας σε περιπτώσεις όπου αυτή δεν µπορεί να υπολογιστεί σε αναλυτική 
µορφή. Εκτός από τις απαραίτητες θεωρητικές έννοιες που αφορούν το πρόβληµα 
επιλογής µοντέλων και µεταβλητών και οι οποίες αναφέρθηκαν κατά κύριο λόγο στα 
τρία πρώτα κεφάλαια, στο τέταρτο και τελευταίο κεφάλαιο της εργασίας 
περιγράφτηκε αναλυτικά ο αλγόριθµος  MC3  καθώς και τρεις εφαρµογές του εν λόγω 
αλγορίθµου σε αριθµητικά δεδοµένα. Ειδικά στην περίπτωση της τρίτης εφαρµογής 
(λογιστικό µοντέλο) φάνηκε πόσο επιτακτική είναι η ανάγκη χρήσης MCMC 
µεθόδων, όπως ο αλγόριθµος  MC3 , σε προβλήµατα όπου ο αριθµός των υποψηφίων 
µοντέλων είναι πολύ µεγάλος και αυτό γιατί η πλήρης διερεύνηση τόσο µεγάλων 
χώρων είναι πρακτικά ανέφικτη.  
     Ελπίζω η παρούσα διπλωµατική εργασία να έχει θετική απήχηση σε όποιον 
αναγνώστη ενδιαφέρεται να µελετήσει ή και να εφαρµόσει ακόµα τη Μπεϋζιανή 
µεθοδολογία σε προβλήµατα επιλογής µοντέλων και µεταβλητών στα γενικευµένα 
γραµµικά µοντέλα.  
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