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Πεπίλητη 

 

ηελ εξγαζία απηή αξρηθά ζην πξώην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη ηα βαζηθά 

ζηνηρεία ηεο ζεσξίαο ζπλερώλ θιαζκάησλ, πνπ απνηειεί θνκκάηη θαη εξγαιείν 

ηεο ζεσξίαο αξηζκώλ.  

Σα ζπλερή θιάζκαηα αλαπηύρζεθαλ (ή αλαθαιύθζεθαλ) ελ κέξεη σο απάληεζε 

κηαο αλάγθεο λα πξνζεγγηζηνύλ νη άξξεηνη αξηζκνί. Από ηόηε έρνπλ δηαθξηζεί σο 

ζεκαληηθά εξγαιεία γηα πξνβιήκαηα ζηε ζεσξία πηζαλνηήησλ, ηελ αλάιπζε, ηελ 

θξππηνγξαθία θαη εηδηθά ηε ζεσξία αξηζκώλ. 

ηε ζπλέρεηα, ζην δεύηεξν θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ε κέζνδνο θξππηνγξάθεζεο 

RSA ώζηε ζην ηξίην θεθάιαην λα θαηαλνεζεί θαιύηεξα ν αιγόξηζκνο ηνπ Wiener, 

πνπ είλαη έλαο αιγόξηζκνο παξαγνληνπνίεζεο αθεξαίσλ πνπ ζηνρεύεη ζηελ 

απνθξππηνγξάθεζε κελπκάησλ RSA θαη ρξεζηκνπνηεί ηελ ζεσξία ζπλερώλ 

θιαζκάησλ.  

Σέινο, ζην ίδην θεθάιαην πεξηγξάθεηαη θαη έλαο άιινο ελδηαθέξνλ αιγόξηζκνο 

παξαγνληνπνίεζεο άκεζα ζπλδεδεκέλνο κε ηα ζπλερή θιάζκαηα.  
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Abstract 

 

Initially, in the first chapter of this essay are represented the principal parts of 

continued fraction theory, which is piece and tool of number theory. 

Continued fractions were developed (or discovered) as a response to a need to 

approximate irrational numbers. Since then they have distinguished themselves 

as important tools for solving problems in probability theory, analysis, 

cryptography and especially number theory. 

Then, in the second chapter is represented the RSA encryption in order that in 

the third chapter is comprehended better the Wiener algorithm, which is an 

algorithm of factorization that aims in decoding RSA messages and uses 

continued fraction theory. 

Finally, in the same chapter is described another interesting factorization 

algorithm directly connected with continued fracions. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Συνεχή κλάσματα 

 

 

1.1 Πεπεπαζμένα ζςνεσή κλάζμαηα (Finite continued fractions) 

 

  Όπσο γλσξίδνπκε θάζε ξεηόο αξηζκόο κπνξεί λα εθθξαζηεί ζύκθσλα κε ηνλ 

Δπθιείδεην αιγόξηζκν*  όπσο παξαθάησ:  

Έζησ ν ξεηόο  
57

13
. Αλ θάλνπκε ηελ δηαίξεζε ζα πάξνπκε  

 

57 = 13 ∙ 4 + 5   
57

13
 = 4 + 

5

13
   

57

13
 = 4 + 

1

13

5

 

πλερίδνληαο έρνπκε 

 

13 = 5 ∙ 2 + 3    
13

5
 = 2 + 

3

5
   

13

5
 = 2 + 

1

5

3

 

Οκνίσο 

 

5 = 3 ∙ 1 + 2   
5

3
 = 1 + 

2

3
   

5

3
 = 1 + 

1

3

2

 

 

3 = 2 ∙ 1 + 1   
3

2
 = 1 + 

1

2
 

 

2 = 1 ∙ 2 + 0 

 

* Θεώξεκα δηαίξεζεο ηνπ Δπθιείδε: Γηα θάζε αθεξαίνπο k ( k 0 ) θαη j ππάξρνπλ  

   κνλαδηθνί αθέξαηνη q θαη r κε 0 r k   θαη j qk r  . 
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Σειηθά ζπλδπάδνληαο ηα παξαπάλσ παίξλνπκε: 

 

                                            
57 1

4
113

2
1

1
1

1
2

 







 

 

Σν θιάζκα πνπ πξνθύπηεη ιέγεηαη ζπλερέο θιάζκα. 

 

Οξηζκόο Πεπεπαζμένο ζςνεσέρ κλάζμα (finite continued fraction) 

νλνκάδεηαη κία επαλαιακβαλόκελε αθνινπζία ηεο κνξθήο 

 

                                    
0

1

2

1

1

1

1

1
  +

1

               

n

n

a

a

a

a
a











 

όπνπ νη κεηαβιεηέο ia  είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί θαη 0ia  , γηα 1 i n  . Γηα λα 

ζπκβνιίζνπκε έλα ζπλερέο θιάζκα ζα ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ ζπκβνιηζκό πνπ 

πηνζέηεζε ν Dirichlet ην 1854 

                     0 1[ ,  ,  ,  ]na a a  = 
0

1

2

1

1

1

1

1
  +

1

               

n

n

a

a

a

a
a











 

Αλ νη κεηαβιεηέο ia  είλαη αθέξαηνη αξηζκνί, ηόηε ε πξνθύπηνπζα έθθξαζε 

νλνκάδεηαη απλό πεπεπαζμένο ζςνεσέρ κλάζμα (simple finite continued 

fraction). 

Δλώ ην πεπεξαζκέλν θιάζκα ηεο κνξθήο  
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1
0

2
1

3
2

1

1

  +

               

n

n
n

n

b
a

b
a

b
a

b

b
a

a













 

νλνκάδεηαη γενικεςμένο πεπεπαζμένο ζςνεσέρ κλάζμα (generalized finite 

continued fraction). 

 

ΘΔΩΡΖΜΑ Κάζε ξεηόο αξηζκόο κπνξεί λα εθθξαζηεί ζαλ απιό πεπεξαζκέλν 

ζπλερέο θιάζκα θαη θάζε απιό πεπεξαζκέλν ζπλερέο θιάζκα αλαπαξηζηά έλαλ 

ξεηό αξηζκό.   

  

Απόδεημε 

 

   Έλα απιό πεπεξαζκέλν ζπλερέο θιάζκα κήθνπο έλα παξηζηάλεη έλαλ αθέξαην 

αξηζκό θαη θαηά ζπλέπεηα ξεηό. Αο ππνζέζνπκε ηώξα όηη θάζε απιό 

πεπεξαζκέλν ζπλερέο θιάζκα κε k όξνπο είλαη ξεηόο θαη έζησ ην θιάζκα 

1 2 1[ ,  ,  ,  ,  ]k ka a a a  . Έρνπκε 

1 2 1[ ,  ,  ,  ,  ]k ka a a a   = 1a  + 
2 1

1

[ ,  ...,  , ]k ka a  

 πνπ είλαη ην άζξνηζκα δύν ξεηώλ, 

νπόηε ην 1 2 1[ ,  ,  ,  ,  ]k ka a a a  είλαη ξεηόο αξηζκόο. 

  Αληίζηξνθα, έζησ ν ξεηόο 
a

b
 κε b 0 . Από ηνλ Δπθιείδεην αιγόξηζκν 

ζπκπεξαίλνπκε όηη 

1 1a  bq  r  , όπνπ 10 r b   

                                                1 2 2b  r q  r  , όπνπ 2 10 r r   

 1   2 3 3r r q  r  , όπνπ 3 20 r r   

… 

     n 2 n 1 n nr  r q  r   , όπνπ n n 10 r r    

                                              n 1 n n 1r  r q   
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Γηαηξώληαο θαηάιιεια έρνπκε 

 

1
1 1

1

1ra
q q

bb b

r

     

2
2 2

11 1

2

1rb
q q

rr r

r

     

31
3 3

22 2

3

1rr
q q

rr r

r

     

 

 

                                                      1
1

n
n

n

r
q

r


  

  Ο πνιιαπιαζηαζηηθόο αληίζηξνθνο ηνπ ηειεπηαίνπ θιάζκαηνο ηεο k-ζηεο 

ζεηξάο είλαη ν πξώηνο όξνο ζηελ ( 1)k   ζεηξά. Έηζη, κε αληηθαηάζηαζε, 

ιακβάλνπκε: 

1

2

3

1

1

1

1

1

1
n

n

a
q

b
q

q

q
q 

 









 

Απηό ζεκαίλεη 1 2 1[ ,  ,  ,  ]n

a
q q q

b
 . Γειαδή εθθξάζακε έλαλ ηπραίν ξεηό ζε 

κνξθή απινύ πεπεξαζκέλνπ ζπλερνύο θιάζκαηνο. 

 

 

Έλαο γξαθηθόο ηξόπνο εύξεζεο ηνπ ζπλερνύο θιάζκαηνο ξεηνύ αξηζκνύ (πνπ 

είλαη κηθξόηεξνο από ηε κνλάδα). 

 

Θα εθθξάζνπκε σο ζπλερέο θιάζκα ηνλ αξηζκό 9
16

. 

Φηηάρλνπκε έλα πιέγκα πνπ απνηειείηαη από 16 ηεηξάγσλα νξηδνληίσο θαη 9 

ηεηξάγσλα θαζέησο. 
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ρεδηάδνπκε ην κεγαιύηεξν ηεηξάγσλν πνπ κπνξνύκε ζ’ απηό ην πιέγκα. 

  

                

                

                

                

                

                

                

                

                

 

Ο αξηζκόο ησλ ηεηξαγώλσλ απηνύ ηνπ κεγέζνπο είλαη ην 1a  ηνπ ζπλερνύο 

θιάζκαηνο. Δδώ κπνξνύκε λα ζρεδηάζνπκε 1 ηεηξάγσλν 9 9 , άξα 1 1a  .  

 

Μαο έρεη κείλεη έλα νξζνγώλην 7 9  θαη επαλαιακβάλνπκε ηελ δηαδηθαζία. 

ρεδηάδνπκε ην κεγαιύηεξν ηεηξάγσλν πνπ κπνξνύκε. Απηό είλαη έλα ηεηξάγσλν 

7 7  θαη πάιη κπνξνύκε λα ζρεδηάζνπκε έλα κόλν. πλεπώο 2 1a  . 

 

Σώξα έρεη κείλεη έλα νξζνγώλην 7 2 . 
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Δδώ ηώξα κπνξνύκε λα ζρεδηάζνπκε 3 ηεηξάγσλα 2 2 . 

 

                

                

                

                

                

                

                

                

                

 

Οπόηε 3 3a  . ηνλ ελαπνκείλαληα ρώξν κπνξνύκε λα ζρεδηάζνπκε 2 ηεηξάγσλα 

1 1 , δειαδή 4 2a  . 

Σειηθά  

9
[0,1,1,3,2]

16
  

ή 
9 1

0
116

1
1

1
1

3
2

 







. 
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1.2 Άπειπα ζςνεσή κλάζμαηα (Infinite continued fractions) 

 

Καη έλαο άξξεηνο κπνξεί λα εθθξαζηεί ζαλ ζπλερέο θιάζκα. Παξαδείγκαηνο 

ράξηλ, έζησ ν άξξεηνο 2 . Δίλαη 

 
1 1 1 1

2 1 ( 2 1) 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 ( 2 1)

2 1 ( 2 1)( 2 1)

           
   

  

 

 

                          
1 1 1

1 1 1
1 1 1

2 2 2
1 12 1 2 2

2  2 1

     

  
  



  

 

θαη ε δηαδηθαζία ζπλερίδεηαη ρσξίο ηέινο. Γειαδή 2 [1,  2,  2, 2, ...] . 

 

 

Αο ππνζέζνπκε ηώξα όηη ζέινπκε λα βξνύκε ηελ ζεηηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο 

2 2 0x x    

πνπ είλαη ν αξηζκόο 2. Γξάθνπκε ηώξα ηελ εμίζσζε σο εμήο 

2 2x x   

θαη δηαηξώληαο κε x (αθνύ x  ζεηηθόο) παίξλνπκε 

2
1x

x
   

θαη εθόζνλ 2x  , ιακβάλνπκε 
2

2 1
x

  . Αληηθαζηζηώληαο ην x  μαλά έρνπκε όηη 

2
2 1

2
1

x

 



 

Σειηθά επαλαιακβάλνληαο άπεηξεο θνξέο  

2
2 1

2
1

2
1

2
1

1  
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Σν πξώην ζπλερέο θιάζκα θαηαγξάθεθε από ηνλ Άγγιν καζεκαηηθό Lord 

Brouncker (1620 – 1684) θαη είλαη ην παξαθάησ 

2

2

2

2

2

1

14
1

3
2

5
2

7
2

9
2

2  















 

O e αλαπαξίζηαηαη ζαλ ζπλερέο θιάζκα σο εμήο 

2 1
2 1

3 1
2 0

4 1
3 1

5 1
4 1

15  
2

1
1

1
1

4  

e    

 

 

 









 

 

 Οξηζκόο Άπειπο ζςνεσέρ κλάζμα (infinite continued fraction) νλνκάδεηαη κία 

έθθξαζε ηεο κνξθήο 

0

1

2

3

1

1

1

1

 

a

a

a

a









 

 

όπνπ νη κεηαβιεηέο ia , γηα 0,  1,  i  , εθηόο από ηελ 0a  πνπ κπνξεί λα είλαη 

αξλεηηθή, είλαη ζεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί. πκβνιίδεηαη 0 1 2[ ,  ,  ,  ]a a a . Αλ νη 

κεηαβιεηέο ia , γηα 0i  , είλαη αθέξαηνη ηόηε ε έθθξαζε ιέγεηαη απιό άπεηξν 

ζπλερέο θιάζκα (simple infinite continued fraction). Όπσο ηα απιά πεπεξαζκέλα 

ζπλερή θιάζκαηα αλαπαξηζηνύλ ξεηνύο αξηζκνύο, ηα απιά άπεηξα ζπλερή 

θιάζκαηα αλαπαξηζηνύλ άξξεηνπο αξηζκνύο. 

 

Γενικεςμένο άπειπο ζςνεσέρ κλάζμα (generalized infinite continued 

fraction) ιέγεηαη έλα θιάζκα ηεο κνξθήο 
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1
0

2
1

3
2

4
3

  

b
a

b
a

b
a

b
a









 

 

ΘΔΩΡΖΜΑ (ύλδεζε ζπλερώλ θιαζκάησλ κε ζεηξέο) Έζησ 
1 2 3, , ,a a a  κε 

κεδεληθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί κε 
1k ka a   γηα όια ηα k . Τόηε γηα θάζε 

n ηζρύεη 

1

2
1 1

1 2

2
2 1 2

3
3 2 2

1

1

( 1) 1

α

kn

k k

n

n n

aa
a

a
a a

a a



















 

 




  

Εηδηθόηεξα, γηα n  παίξλνπκε 

1

2
1 1

1 2

2
2 1 2

3
3 2 2

4
4 3

( 1) 1

α

 

k

k k
aa

a
a

a a

a
a a













 

 

 

  

 

Απόδεημε 

 

Γηα ηελ απόδεημε ζα εθαξκόζνπκε ηελ κέζνδν ηεο καζεκαηηθήο επαγσγήο. Σν 

ζεώξεκα πξνθαλώο ηζρύεη γηα 1n  . Έζησ ηώξα όηη ηζρύεη γηα ηελ ηηκή n . Θα 

δείμνπκε όηη ηζρύεη θαη γηα ηελ ηηκή 1n . Έρνπκε 

1 11

1 1 2 1

1

1 2 1

( 1) 1 1 ( 1) ( 1)

1 1 1 1
               = ( 1)

k n nn

k k n n

n

n n

a a a a a

a a a a

 

 





  
    

 
     

 


 

             1 1

1 2 1

1 1
 = ( 1)n n n

n n

a a

a a a a
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               1

11 2

1

1 1 1
= ( 1)n

n n

n n

a aa a

a a







   




 

Απηό είλαη έλα άζξνηζκα n  όξσλ θα ζύκθσλα κε ηελ ππόζεζε πνπ θάλακε 

κπνξνύκε λα γξάςνπκε 

11

2
1 1

1 2

3
2 1 2

1

1
1

1

( 1) 1kn

k k

n

n n
n

n n

aa
a

a
a a

a

a a
a

a a

















 







          (1) 

Όκσο  

2 2

1 1
1 1

1 1

2

1
1

1

2

1

1

( )
                        =

                        =

n n n n n n
n n

n n n n

n n n n
n

n n

n
n n

n n

a a a a a a
a a

a a a a

a a a a
a

a a

a
a a

a a

 
 

 










   
  

 

 




 


 

Οπόηε αληηθαζηζηώληαο ζηελ (1) παίξλνπκε 

11

2
1 1

1 2

3
2 1 2

1

2

1

1

( 1) 1kn

k k

n

n
n n

n n

aa
a

a
a a

a

a
a a

a a
















 



 


  

πνπ καο δίλεη ην δεηνύκελν.                                                                                                                                                               

 

Παξάδεηγκα 

Γλσξίδνπκε όηη 
1

1

( 1) 1 1 1 1
log 2

1 2 3 4

k

k k






       θαη ζέηνληαο ka k  κπνξνύκε 

λα γξάςνπκε 
2

2

2

2

1
log 2

1
1

2
1

3
1

4
1
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ΘΔΩΡΖΜΑ Γηα θάζε αθνινπζία πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ 
1 2 3, , ,a a a  κε 0,1ka   

έρνπκε 

1

11 1
1

2
2

3
3

1

( 1) 1

1

1

1

kn

k k

n

n

aa a
a

a
a

a
a

a

a












 

 




  

Εηδηθόηεξα, γηα n  έρνπκε 

1

11 1
1

2
2

3
3

4
4

( 1) 1

1

1

1
 

k

k k
aa a

a
a

a
a

a
a

a










 

 

 

  

 

 

1.3 Σύποι ζςνεσών κλαζμάηυν 

 

1. Σν ζπλερέο θιάζκα ηύπνπ Stieltjes (Stieltjes fraction) (Thomas Joannes 

Stieltjes 1856 – 1894, Οιιαλδόο καζεκαηηθόο) είλαη ηεο κνξθήο 

1

2

3

2

2 1

1

1

1
 

1
 +

1

 
n

n

a z

a

a z

a
a z










 

όπνπ ka  , 1,  2,  3,  k   

Αλ ζέζνπκε 0

1

1
b

a
  θαη 

1

1
n

n n

b
a a 

  κε  1n   θαη 
1

z
t

  κπνξεί λα γξαθεί ζηελ 

κνξθή 
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0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

1

1 1

1

1 1

b b

b b t
z

b b t

b b t
z

b b t



 

 

 

 

 

όπνπ kb  > 0 , 1,  2,  3,  k   

 

2. Σν ζπλερέο θιάζκα ηύπνπ Jacobi (Jacobi fraction) (Carl Gustav Jacob Jacobi 

1804 – 1851, Γεξκαλόο καζεκαηηθόο) είλαη ηεο κνξθήο 

                                  0

1
1

2
2

3
3

4  

z a

z a

z a
z a









 

 

 
 

 

 

3. Σν ζπλερέο θιάζκα ηύπνπ Euler. O Euler (Leonhard Euler 1707 – 1783, 

Διβεηόο καζεκαηηθόο θαη θπζηθόο) παξήγαγε ηνλ ηύπν σο ηαπηόηεηα πνπ 

ζπλδέεη έλα πεπεξαζκέλν άζξνηζκα παξαγόλησλ κε έλα πεπεξαζκέλν ζπλερέο 

θιάζκα 

        0
0 0 1 0 1 2 0 1 2

1

2
1

3
2

1

1

1

1

1

1
1

n

n

n
n

n

a
a a a a a a a a a a

a

a
a

a
a

a

a
a

a





    



 

 



 


 

Δπίζεο ν Euler έδεημε όηη 

2

2

2

2

1
3

3
6

5
6

7
6

6  

  








 

 

4. Ο Gauss (Johann Carl Friedrich Gauss 1777 – 1855, Γεξκαλόο καζεκαηηθόο) 

ην 1812 έδεημε όηη ε ππεξβνιηθή εθαπηνκέλε εθθξάδεηαη ζαλ ζπλερέο θιάζκα σο 

εμήο 
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2

2

2

tanh

1

3

5
 

x
x

x

x

x









 

 

5. Ο ηύπνο ηνπ Perron (Oscar Perron 1880 – 1975, Γεξκαλόο καζεκαηηθόο 

γλσζηόο γηα ην βηβιίν ηνπ ζηα ζπλερή θιάζκαηα Die Lehre von den 

Kettenbrüchen - 1913) 

 

               
 

 

2

0

2

2

 
1 1

1
( 2)

2 ( 1)
( 3)

( 3) ( 2)
 

z
t z

dt
t z

z
z

z
z







 


 


 

 


   


   

    

 

6. Σν ζπλερέο θιάζκα ηύπνπ Rogers – Ramanujan (Srinivasa Ramanujan 1887 – 

1920, Ηλδόο καζεκαηηθόο θαη Leonard James Rogers 1862 – 1933, Άγγινο 

καζεκαηηθόο)   

3 5

2

3

4

1 1

1

1

1
 

q
q q q

q

q

q

     







 

                      

 

1.4 ςγκλίνονηερ πηηοί 

 

Έζησ έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο ζ. Ζ αλαπαξάζηαζε ηνπ ζ ζε ζπλερέο θιάζκα 

είλαη 0 1[ ,  ,  ,  ]na a a    ή 0 1[ ,  ,  ,  ,  ]na a a  . 

πκβνιηθά  
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0

1

2

1

1

1

1

1
  +

1

               

n

n

a

a

a

a






 







 

 Ο αξηζκόο 0 1[ ,  ,  ,  ]na a a  ιέγεηαη n-οζηόρ ζςγκλίνυν ξεηόο ζην ζ. Έζησ    

0 1[ ,  ,  ,  ]n
n

n

p
a a a

q
  

όπνπ np , 
nq  είλαη αθέξαηνη πξώηνη κεηαμύ ηνπο θαη 0nq  . 

 

 

ΠΡΟΣΑΖ 1  Ηζρύνπλ νη αλαγσγηθνί ηύπνη: 

                       1 2n n n np a p p    ( 2)n   κε 0 0p a , 1 0 1 1p a a    

                       1 2n n n nq a q q    ( 2)n   κε 0 1q  , 
1 1q a  

 

Απόδεημε 

 

Γηα 0n  : 0
0

0

[ ]
p

a
q

    0 0p a  θαη 0 1q   

Γηα 1n  : 1
0 1

1

[ , ]
p

a a
q

     1
0

1 1

1p
a

q a
     1 0 1 1p a a   θαη 1 1q a  

Έζησ όηη νη ηύπνη ηζρύνπλ γηα 1 2n m   . Θα δείμνπκε όηη ηζρύνπλ θαη γηα 

1n m  . Έζησ αθέξαηνη jr , js  πξώηνη κεηαμύ ηνπο ηέηνηνη ώζηε 

                                  1 2 1[ ,  ,  ,  ]
j

j

j

r
a a a

s
 , 0,  1,  j   

Δθαξκόδνπκε ηνπο ηύπνπο γηα ηνπο jr , js  θαη έρνπκε 

                                 1 2 3m m m mr a r r      

                                 1 2 3m m m ms a s s     

Δπίζεο 

               



 19 

                
0 1 0 0

11

1

1 1
[ ,  ,  ,  ]

[ ,  , ]

j

j
jj j

j

p
a a a a a

rq a a

s





      

θαη επεηδή νη 1jr  , 
1js 
 είλαη πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζπλεπάγεηαη όηη 

                0 1 1j j jp a r s    θαη 1j jq r   

Σώξα ζέηνπκε j m  θαη παίξλνπκε 

                
0 1 1m m mp a r s      

0 2 3 2 3( )m m m m m m mp a a r r a s s        

                                            
0 2 2 0 3 3( )m m m m m mp a a r s a r s        

                   1m mq r     2 3m m m mq a r r    

Όκσο γηα 1j m   

                    1 0 2 2m m mp a r s     

                    1 2m mq r   

Καη γηα 2j m   

                    2 0 3 3m m mp a r s     

                    2 3m mq r   

Οπόηε ηειηθά 

                   1 2m m m mp a p p    

                   1 2m m m mq a q q    

 

 

ΠΡΟΣΑΖ 2  Γηα θάζε n  ηζρύεη 

                      )i   1

1 1 ( 1)n

n n n np q p q 

     

                     )ii  1

2 2 2( 1)n

n n n n np q p q a

      

 

Απόδεημε 

 

)i  Θα απνδείμνπκε ηελ ηζόηεηα κε επαγσγή.  

Γηα  0n  : 0 1 1 0 0 1 0 1( 1) 1p q p q a a a a      , ηζρύεη. 
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Τπνζέηνπκε όηη ε ηζόηεηα ηζρύεη γηα n . Θα δείμνπκε όηη ηζρύεη θαη γηα 1n . 

Γειαδή ζα δείμνπκε όηη 2

1 2 2 1 ( 1)n

n n n np q p q 

      . Από ηελ πξνεγνύκελε 

πξόηαζε έρνπκε όηη 

                 
1 2 2 1 1 2 1 2 1( ) ( )n n n n n n n n n n np q p q p a q q a p p               

                                            1 2( 1)( 1) ( 1)n n                              

                                            1 2( 1)( 1) ( 1)n n        

 

)ii  Υξεζηκνπνηώληαο πάιη ηελ πξνεγνύκελε πξόηαζε παίξλνπκε 

               2 2 2 1 2 1( ) ( )n n n n n n n n n n n np q p q p a q q a p p q            

                                      2 1 2 1 2 1 1( )n n n n n n n n n n np a q a p q a p q p q           

Σώξα ζύκθσλα κε ην )i  έρνπκε 

                    1

2 2 2( 1)n

n n n n np q p q a 

      

  

 

Πόξηζκα1 Γηα θάζε ,  k l  ηζρύνπλ νη αληζόηεηεο 

                )i   2

2

k

k

p

q
< 2 2

2 2

k

k

p

q





  

                )ii   2 1

2 1

l

l

p

q





 > 2 3

2 3

l

l

p

q





 

                )iii  2

2

k

k

p

q
 < 2 1

2 1

l

l

p

q





 

 

Απόδεημε 

 

)i  Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ δεύηεξε ηζόηεηα ηεο πξνεγνύκελεο πξόηαζεο γηα 

2n k , k  

2 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( 1) k

k k k k k k k k k kp q p q a a p q p q

             < 0   

2 2 2k kp q   < 2 2 2k kp q     2

2

k

k

p

q
 < 2 2

2 2

k

k

p

q





 

 

)ii  Όπσο πξηλ γηα 2 1n l  , l  παίξλνπκε 
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2 2

2 1 2 3 2 3 2 1 2 3 2 3 2 1 2 3 2 3 2 1( 1) l

l l l l l l l l l lp q p q a a p q p q

                > 0   

 

2 1 2 3l lp q   >  2 3 2 1l lp q     2 1

2 1

l

l

p

q





 > 2 3

2 3

l

l

p

q





 

 

)iii  Οκνίσο από ηελ πξώηε ηζόηεηα ηεο πξνεγνύκελεο πξόηαζεο κπνξνύκε λα 

ζπκπεξάλνπκε όηη 

                               2

2

k

k

p

q
 < 2 1

2 1

k

k

p

q





 

Οπόηε 

          2

2

k

k

p

q
 < 2 2

2 2

k l

k l

p

q





 < 2 2 1

2 2 1

k l

k l

p

q

 

 

 < 2 1

2 1

l

l

p

q





 

 

 

ΠΡΟΣΑΖ 3  Γηα θάζε θπζηθό 1n   ηζρύεη 

                             

                       1 1

1 1

n n n

n n n

p p

q q





 

 





 

 

Απόδεημε 

 

Θα απνδείμνπκε ηελ πξόηαζε κε επαγσγή. Από ηελ πξόηαζε 1 γηα 1n  , έρνπκε  

 

0 1 2 0 1 2 0
0 1 2

1 2 1 2 0

( 1)
[ , , ]

1

a a p p
a a

a q q

  
 

 

  
  

 
 

 

Έζησ ηώξα 2n   θαη έζησ όηη ε ηζόηεηα πνπ ζέινπκε λα απνδείμνπκε ηζρύεη γηα 

n k ,  

δειαδή 1 1

1 1

k k k

k k k

p p

q q





 

 





. Θα δείμνπκε όηη ηζρύεη θαη γηα 1n k  , δειαδή ζα 

δείμνπκε όηη 1 2

1 2

k k k

k k k

p p

q q





 

 





. 
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Από ηελ ππόζεζε πνπ θάλακε παίξλνπκε 1 1

1 1

k k k

k k k

p p

q q





 

 





. Από ηνλ νξηζκό ηνπ 

ζπλερνύο θιάζκαηνο έρνπκε όηη 
1

1
k k

k

a
 

  . Άξα  

1 1 1 1

2 2 1 2 1 2

1 2 1 2
1 1 1 1

2 2

1
( )

1
( )

k
k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k
k k k k k k

k k

p
p a p p a p

p a p p

q q a q q
q a q q a q

   


 

 

   

     

   
   

 

   
 

   
 

   

 

   1 1 2 1 2

1 1 2 1 2

( )

( )

k k k k k k k k

k k k k k k k k

p a p p p p

q a q q q q

 

 
    

    

  
 

  
. 

 

 

ΠΡΟΣΑΖ 4 Ηζρύνπλ 

                      )i 0 2 2 1 32 1

0 2 2 2 1 3 1

k k

k k

p p p pp p

q q q q q q
 



           

                      )ii
2

1n

n n

p

q q
    

 

Απόδεημε 

 

)i  Από ηελ πξόηαζε 3 παίξλνπκε 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

n n n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n

p p p p p p q p q q p q p q

q q q q q q q q q q

  


  
       

     

    
    

  
 

θαη ηώξα από ηελ πξόηαζε 2 

1 1

( 1)

( )

n

n

n n n n n

p

q q q q


  


 


 

Δπεηδή νη αξηζκνί nq , 1n  , 1nq   ( 0)n   είλαη ζεηηθνί από ην πόξηζκα 1(γηα  2n k  

θαη 2 1n k  ) πξνθύπηεη 

                     0 2 2 1 32 1

0 2 2 2 1 3 1

k k

k k

p p p pp p

q q q q q q
 



           

 

)ii  Γηα 1n    
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2 2

1 1 1 1

1 1 1

( )

n

n n n n n n n n n n

p

q q q q q q q q


    

   
 

. 

 

 

ΠΡΟΣΑΖ 5 Έζησ 1   πξαγκαηηθόο αξηζκόο ηνπ νπνίνπ ε αλάπηπμε ζε 

ζπλερέο θιάζκα έρεη n-νζηό ζπγθιίλσλ ξεηό ζην ζ ην n

n

p

q
. Σόηε γηα θάζε n ηζρύεη 

2 2 2 2n np q   . 

Απόδεημε 

 

Έρνπκε 

2 2 2 2 n n
n n n

n n

p p
p q q

q q
       

 

· Αλ n άξηηνο, ηόηε από ηελ πξνεγνύκελε πξόηαζε  

1

1

n n

n n

p p

q q
 



   θαη 
2

1
0 n

n n

p

q q
   . 

Γειαδή  

2 2 2 2

2

1
2n n n

n n n

n n n n

p p p
p q q

q q q q
            , αθνύ 1  . 

 

· Αλ n πεξηηηόο, ηόηε  

   1

1

n n

n n

p p

q q




  1 1 1 1

1 1 1

0n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

p p p p p p p q p q

q q q q q q q q
    

  


           

Από ηελ πξόηαζε 2 

1

1 1

( 1) 1n

n

n n n n n

p

q q q q q




 

 
    

Άξα 

2 2 2 2

1 1 1

1
( )n n n n n

n n n

n n n n n n n

p q p q p
p q q

q q q q q q q
   

  

        (*) 

Όκσο 
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1 1

1 1 1 1 1

1 1 1n n n n n

n n n n n n n n n n n

p p p p p

q q q q q q q q q q q
  

    

          

 

Δπνκέλσο 

2

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
(2 ) 2 2 ( 1) 2 ( 1)

2 2

n n n n

n n n n n n n n n

q q q q

q q q q q q q q q
   

       

         

Ηζρύεη: 2

1 1 2

1 1

1 1
2

2
n n

n n

q q
q q




 

 

    

Οπόηε 

 
1 1 1 1

1 1
(2 ) 2 2 ( 1)n n

n n n n n

q q

q q q q q
  

   

      

Λακβάλνληαο ππ’ όςηλ όηη ε αθνινπζία nq  είλαη γλεζίσο αύμνπζα παίξλνπκε 

1

1 1 1 1 1

1 1
(2 ) 2 2 ( 1) 0 (2 ) 2n n n

n n n n n n n

q q q

q q q q q q q
    

    

         

Από ηελ (*) θαη ηελ πξνεγνύκελε αληζόηεηα έρνπκε ην δεηνύκελν 

2 2 2 2n np q   . 

 

 

ΠΡΟΣΑΖ 6  Έζησ m ζεηηθόο αθέξαηνο ν νπνίνο δελ είλαη ηεηξάγσλν αθεξαίνπ 

θαη n

n

p

q
, ν n-νζηόο ζπγθιίλσλ ξεηόο ηεο αλάπηπμεο ζε ζπλερέο θιάζκα ηνπ m . 

Σόηε ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ 2  modulo mnp  (ην νπνίν ζεσξνύκε όηη είλαη 

κεηαμύ ηνπ 2m  θαη ηνπ 2m  - επηηξέπνπκε ζην ππόινηπν λα είλαη θαη 

αξλεηηθόο) είλαη κηθξόηεξν ηνπ 2 n . 

 

Απόδεημε 

 

Δθαξκόδνπκε ηελ πξνεγνύκελε πξόηαζε γηα m   θαη έρνπκε 

2 2 2n np mq m  . Όκσο 2 2 2(mod )n n np p mq m  . Άξα 2 (mod ) 2np m m . 
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ΘΔΩΡΖΜΑ Έζησ ζ έλαο πξαγκαηηθόο άξξεηνο θαη 
0 1[ , , ]    ην αλάπηπγκά 

ηνπ ζε ζπλερέο θιάζκα. Ο αξηζκόο ζ είλαη ηεηξαγσληθόο άξξεηνο αλ θαη κόλν αλ 

ε αθνινπζία ( )n n 
 είλαη πεξηνδηθή.  

 

Απόδεημε 

 

Τπνζέηνπκε όηη ε αθνινπζία ( )n n 
 είλαη πεξηνδηθή. Άξα ππάξρνπλ ειάρηζηνη 

θπζηθνί k  θαη 1m   ηέηνηνη ώζηε 

0 1 1 1[ , , , , , , ]k k k ma a a a a     

Θέηνπκε 1[ , , ]k k ma a   . Ο   είλαη άξξεηνο.  

Αλ 1m  , ηόηε [ ] [ , ]k ka a   . Άξα 
1

ka


   θαη παίξλνπκε όηη 2 1 0ka    . 

Δπνκέλσο ν   είλαη θαη ηεηξαγσληθόο. 

Έζησ 2m  . Σόηε 

1 1[ , , ] [ , , , ]k k m k k ma a a        

Αλ n

n

r

s
 είλαη νη ζπγθιίλνληεο ξεηνί ζην  , από ηελ πξόηαζε 3 παίξλνπκε 

1 2

1 2

m m

m m

r r

s s





 

 





 

Δπνκέλσο, ν   είλαη ξίδα κηαο εμίζσζεο δεπηέξνπ βαζκνύ. 

Αλ 0k  , ηόηε   . 

Αλ 1k  , ηόηε 
0 0

1
[ , ]a a 


   . Καη αθνύ ν άξξεηνο   είλαη ηεηξαγσληθόο, 

έρνπκε 
a b

g



 , όπνπ , ,a b g  κε b > 0 θαη ν b  δελ είλαη ηέιεην ηεηξάγσλν 

αθεξαίνπ. Οπόηε ν   ζα είλαη ηεο ίδηαο κνξθήο, δειαδή έλαο ηεηξαγσληθόο 

άξξεηνο. 

Αλ 2k   θαη n

n

p

q
 νη ζπγθιίλνληεο ξεηνί ζην   από ηελ πξόηαζε 3 έρνπκε 

1 2

1 2

k k

k k

p p

q q
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Οπόηε, επεηδή ν   είλαη ηεηξαγσληθόο άξξεηνο, ε παξαπάλσ ηζόηεηα 

ζπλεπάγεηαη όηη ν   είλαη επίζεο ηεηξαγσληθόο άξξεηνο. 

Αληίζηξνθα, ππνζέηνπκε όηη ν   είλαη ηεηξαγσληθόο άξξεηνο. Σόηε ν   

ηθαλνπνηεί κηα εμίζσζε ηεο κνξθήο 

2 0x x      

όπνπ , ,     κε δηαθξίλνπζα 2 4     > 0. Θεσξνύκε ηελ δπαδηθή κνξθή 

2 2( , )f x y x xy y      

θαη ηνπο πίλαθεο 

1 1

     q
( )  ,n=1,2,

 q

n n

n n

p
A n

p  

 
  
 

 

όπνπ n

n

p

q
 νη ζπγθιίλνληεο ξεηνί ζην  . ύκθσλα κε ηελ πξόηαζε 2, ε νξίδνπζα 

ηνπ ( )A n  ηζνύηαη κε 1 . Οπόηε ε δπαδηθή κνξθή ( , )f x y  είλαη ηζνδύλακε κε ηελ  

2 2

( )( , ) ( ( , ))n A n n n nf x y f x y x xy y        

Έηζη έρνπκε ( , )n n na f p q  θαη 1 1 1( , )n n n nf p q     , Δπίζεο ε δηαθξίλνπζα ηεο 

κνξθήο ( , )nf x y  ηζνύηαη κε  . Καζώο ( ,1) 0f   , έρνπκε 

2

2

2 2

( , )
,1 ( ,1)n n n n n n

n n n n n

f p q p p p
f f a

q q q q q


   

      
            
       

 

Από ηελ πξόηαζε 4 έρνπκε όηη 
2

1n

n n

p

q q
   απ’ όπνπ 

2

2n

n

p

q


 
 

 
 < 

2

n

n

n

p

q

q

 

 < 
2

2 1

nq

 
 

Άξα 

n  < (2 1)     

Δθόζνλ 1n n    θαη 2 4n n n     , νη αθέξαηνη n  θαη n  είλαη επίζεο θξαγκέλνη 

αλεμάξηεηα ηνπ n . 

Αλ  (n=1,2, )n  είλαη ηα πιήξε πειίθα ηνπ  , ηόηε από ηελ πξόηαζε 3 

1 1

1 1

n n n

n n n

p p

q q
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Άξα 

2 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1

( ,1) ( , ) ( ) ,1n n n
n n n n n n n n n n n

n n n

p p
f f p p q q q q f

q q


   


 

      

 

 
      

 
 

              2

1 1 1( , ) ( ,1) 0n n n np q q f       

Καη εθόζνλ νη αθέξαηνη 
n , 

n  θαη 
n  είλαη θξαγκέλνη αλεμάξηεηα ηνπ n , έπεηαη 

όηη ην ζύλνιν 
1 2[ , , ]   είλαη πεπεξαζκέλν. Άξα ππάξρνπλ θπζηθνί ,m l  > 0 έηζη 

ώζηε 
l m l   , απ’ όπνπ έπεηαη όηη ε αθνινπζία ( )n n 

  είλαη πεξηνδηθή.  

 

 

1.5 Εύπεζη λύζηρ διοθανηικήρ εξίζυζηρ 

 

Ο Έιιελαο καζεκαηηθόο  Γηόθαληνο (πεξίπνπ 200 – 298) έδεζε ηνλ ηξίην αηώλα 

ζηελ Αιεμάλδξεηα ηεο Αηγύπηνπ. Δίλαη γλσζηόο γηα δύν πξάγκαηα: πξώηνλ, γηα 

ην ζύγγξακκά ηνπ «Αξηζκεηηθά», πνπ είλαη ην αξραηόηεξν ειιεληθό ζύγγξακκα 

άιγεβξαο θαη είλαη κηα εξγαζία πάλσ ζηελ ζεσξία αξηζκώλ ζηελ νπνία εθηόο 

άιισλ κειέηεζε εμηζώζεηο πνπ δέρνληαη σο ιύζεηο κόλν αθέξαηνπο αξηζκνύο θαη 

πξνο ηηκή ηνπ νλνκάζηεθαλ δηνθαληηθέο. Γεύηεξνλ, γηα ηνλ παξαθάησ γξίθν, 

πνπ ήηαλ ε επηγξαθή ζηνλ ηάθν ηνπ θαηόπηλ δηθήο ηνπ επηζπκίαο: 

«Δηαβάηε, ζ’ απηόλ ηνλ ηάθν αλαπαύεηαη ν Δηόθαληνο. Σε εζέλα πνπ είζαη 

ζνθόο, ε επηζηήκε ζα δώζεη ην κέηξν ηεο δσήο ηνπ. Άθνπζε. Ο Θεόο ηνπ 

επέηξεςε λα είλαη λένο γηα ην έλα έθην ηεο δσήο ηνπ. Αθόκα έλα δσδέθαην 

θαη θύηξσζε ην καύξν γέλη ηνπ. Μεηά από έλα έβδνκν αθόκα, ήξζε ηνπ 

γάκνπ ηνπ ε κέξα. Τνλ πέκπην ρξόλν απηνύ ηνπ γάκνπ γελλήζεθε έλα παηδί. 

Τη θξίκα, γηα ην λεαξό ηνπ γην. Αθνύ έδεζε κνλάρα ηα κηζά ρξόληα από ηνλ 

παηέξα ηνπ, γλώξηζε ηελ παγσληά ηνπ ζαλάηνπ. Τέζζεξα ρξόληα αξγόηεξα, 

Ο Δηόθαληνο βξήθε παξεγνξηά ζηε ζιίςε ηνπ, θηάλνληαο ζην ηέινο ηεο 

δσήο ηνπ.» 

Γηα λα βξνύκε πόζν ρξνλώλ πέζαλε ν Γηόθαληνο κπνξνύκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηνηρεηώδε άιγεβξα. Αλ x  είλαη ην δεηνύκελν, ηόηε πξέπεη λα 

ιύζνπκε ηελ εμίζσζε 5 4
6 12 7 2

x x x x
x       θαη παίξλνπκε ην απνηέιεζκα 

84x  . Έλαο εύθνινο ηξόπνο γηα λα ιύζνπκε ηνλ γξίθν είλαη λα παξαηεξήζνπκε 
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όηη ην 1
12

 ηεο δσήο ηνπ ήηαλ λένο θαη ην 1
7

 ήηαλ αλύπαληξνο. Γειαδή ε ειηθία 

ηνπ πξέπεη λα δηαηξεί ηνπο αξηζκνύο 12 θαη 7. Ο κόλνο αθέξαηνο πνπ έρεη απηή 

ηελ ηδηόηεηα θαη είλαη ζηα όξηα ηνπ αλζξώπηλνπ πξνζδόθηκνπ δσήο είλαη ν 

αξηζκόο 12 7 84  . Δηδηθόηεξα, ν Γηόθαληνο πέξαζε 84 14
6
  ρξόληα σο παηδί, 

84 7
12

  ρξόληα σο έθεβνο θαη ζε 84 12
7
  ρξόληα αθόκα έγηλε ν γάκνο ηνπ. 

Δπνκέλσο παληξεύηεθε ζηα 14 7 12 33    ηνπ ρξόληα. Όηαλ ήηαλ 33 5 38   

γελλήζεθε ν γηνο ηνπ, ν νπνίνο αξγόηεξα θαηέιεμε όηαλ ήηαλ 84 42
2
  ρξνλώλ, 

ελώ ν Γηόθαληνο ήηαλ 80 . Σειηθά, κεηά από 4  ρξόληα πέζαλε θαη ν ίδηνο ζηελ 

ώξηκε ειηθία ησλ 84 εηώλ. 

 

 

ΘΔΩΡΖΜΑ Έζησ ,a b  πεξηηηνί αξηζκνί πνπ βξίζθνληαη θνληά κεηαμύ ηνπο. 

Τόηε γηα θάζε c  ε εμίζσζε 

ax by c   

έρεη άπεηξεο αθέξαηεο ιύζεηο ( , )x y . Επίζεο αλ 0 0( , )x y  είλαη κηα αθέξαηα ιύζε ηεο 

εμίζσζεο κε 1c  , ηόηε γηα c  νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο είλαη ηεο κνξθήο 

0x cx bt  , 0y cy at  , t . 

  

Απόδεημε 

 

Πξώηα ζα ιύζνπκε ηελ εμίζσζε 1ax by  . Γξάθνπκε ην a
b

 σο απιό 

πεπεξαζκέλν ζπλερέο θιάζκα, 0 1[ , , , ]n

a
a a a

b
  θαη επηιέγνπκε ν n  λα είλαη 

πεξηηηόο. Σόηε ην a
b

 είλαη ίζν κε ηνλ n-νζηό ζπγθιίλσλ n

n

p
q

, νπόηε 

ζπκπεξαίλνπκε όηη np a  θαη nq b . Δπίζεο μέξνπκε όηη 

1

1 1 ( 1) 1n

n n n np q p q 

      

αθνύ ζεσξήζακε όηη ν n  είλαη πεξηηηόο. Σόηε 1 1 1n naq p b   . Οπόηε  

0 0 1 1( , ) ( , )n nx y q p   (*) 
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είλαη ε ιύζε ηεο εμίζσζεο 
0 0 1ax by  . Πνιιαπιαζηάδνπκε ηώξα κε c  θαη έρνπκε 

0 0( ) ( )a cx b cy c   

πλδπάδνληαο κε ηελ ax by c   παίξλνπκε 

0 0( ) ( )a cx b cy ax by    

0 0( ) ( )a cx x b cy y    

Απηό ζεκαίλεη όηη ν a  δηαηξεί ηνλ 0( )b cy y . Καη επεηδή νη ,a b  είλαη θνληηλνί 

πεξηηηνί, ζπλεπάγεηαη όηη ν a  δηαηξεί ηνλ 
0( )cy y . Οπόηε 

0cy y at   γηα θάπνην 

t . 

Αληηθαζηζηώληαο ην απνηέιεζκα απηό ζηελ εμίζσζε 0 0( ) ( )a cx x b cy y    

παίξλνπκε 0( ) ( )a cx x b at   θαη απαιείθνληαο ην a  έρνπκε 0cx x bt  . 

 

Παξαηεξήζεηο: εκεηώλνπκε όηη νη ,a b  ΠΡΔΠΔΗ λα είλαη πεξηηηνί πνπ δελ 

απέρνπλ πνιύ κεηαμύ ηνπο. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ε εμίζσζε 2 4 1x y   δελ 

έρεη αθέξαηεο ιύζεηο (γηαηί ην αξηζηεξό κέινο παξακέλεη πάληα δπγό, νπόηε 

δελ κπνξεί λα είλαη ίζν κε 1). Αθόκε λα ζεκεηώζνπκε όηη ε ζρέζε (*) ηεο 

παξαπάλσ απόδεημεο καο δείρλεη πώο λα βξίζθνπκε ην 0 0( , )x y : γξάθνπκε 

ην a
b

 σο απιό πεπεξαζκέλν ζπλερέο θιάζκα, 0 1[ , , , ]n

a
a a a

b
 , όπνπ n  

πεξηηηόο θαη ππνινγίδνπκε ηνλ 1n  ζπγθιίλσλ γηα λα βξνύκε ην 

0 0 1 1( , ) ( , )n nx y q p  . 

 

Παξάδεηγκα 

 

Έζησ ε δηνθαληηθή εμίζσζε 157 68 12x y  .  

Θα γξάςνπκε ην 157
68

 σο ζπλερέο θιάζκα. Έρνπκε  

157 2 68 21    

68 3 21 5    

21 4 5 1    

5 5 1 0    
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Άξα 
157 1

2
168

3
1

4
5

 





. Γειαδή 
0 1 2 3

157
[2,3,4,5] [ , , , ]

68
a a a a   3n   

θαη 0 0 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )n nx y q p q p    

2

2

1 1 4 30
2 2 2

1 13 13 13
3

4 4

p

q
      



 

Σελικά η 
0 0( , ) (13,30)x y   είναι μία λύση της 157 68 1x y  . Οπότε 

0 12 13 156cx    , 

0 12 30 360cy     και η γενική λύση της εξίσωσης 157 68 12x y   είναι 156 68x t  , 

360 157y t  , t . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Το κρυπτοσύστημα RSA 

 

 

2.1 Βαζικά ζηοισεία 

 

To θξππηνζύζηεκα RSA είλαη κία κέζνδνο θσδηθνπνίεζεο κε δεκόζην θιεηδί. 

Πήξε ην όλνκά ηνπ από ηα αξρηθά ησλ δεκηνπξγώλ ηεο R.Rivest, A.Shamir θαη 

L.Adleman. 

Βαζίδεηαη ζηελ ηδέα όηη είλαη πνιύ απιό λα πνιιαπιαζηάζνπκε δύν κεγάινπο 

αξηζκνύο, εηδηθά κε Ζ/Τ, αιιά είλαη αξθεηά δύζθνιν λα παξαγνληνπνηήζνπκε 

ηέηνηνπο αξηζκνύο.  

Παξαδείγκαηνο ράξηλ, έζησ όηη ζέινπκε λα παξαγνληνπνηήζνπκε ηνλ αξηζκό 

1459160519 ζε δύν παξάγνληεο. Έλαο Ζ/Τ κπνξεί λα παξαγνληνπνηήζεη απηόλ 

ηνλ αξηζκό πνιύ γξήγνξα, αιιά ζηελ νπζία ην θάλεη δνθηκάδνληαο όινπο ηνπο 

πηζαλνύο ζπλδπαζκνύο. Γεληθά, ν ππνινγηζηήο πξέπεη λα εμεηάζεη όινπο ηνπο 

αξηζκνύο ηάμεσο κεγέζνπο έσο ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αξηζκνύ πξνο 

παξαγνληνπνίεζε. Δδώ, ε ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ 1459160519 είλαη πεξίπνπ 

38000. Βέβαηα, δελ παίξλεη πνιύ ώξα ζηνλ ππνινγηζηή λα δνθηκάζεη 38000 

ζπλδπαζκνύο, αιιά ηη γίλεηαη αλ ν αξηζκόο πνπ ζέινπκε λα 

παξαγνληνπνηήζνπκε έρεη πάλσ από 400 ςεθία; Ζ ηεηξαγσληθή ξίδα ελόο 

ηέηνηνπ αξηζκνύ έρεη πάλσ από 200 ςεθία. Ζ δηάξθεηα δσήο ηνπ ζύκπαληνο είλαη 

πεξίπνπ 1018 δεπηεξόιεπηα – αξηζκόο κε 18 ςεθία. Αλ ιάβνπκε ππ’ όςηλ όηη 

έλαο ππνινγηζηήο κπνξεί λα πξαγκαηνπνηήζεη έλα εθαηνκκύξην δνθηκέο ην 

δεπηεξόιεπην, ζηε δηάξθεηα δσήο ηνπ ζύκπαληνο ζα κπνξνύζε λα εμεηάζεη 1024 

πηζαλέο παξαγνληνπνηήζεηο. Αιιά γηα έλα γηλόκελν κε 400 ςεθία, ππάξρνπλ 

10200 πηζαλέο δνθηκέο. Απηό ζεκαίλεη όηη ν ππνινγηζηήο ζα ρξεηαδόηαλ ρξόλν 
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10176 θνξέο ηελ δσή ηνπ ζύκπαληνο γηα λα παξαγνληνπνηήζεη έλαλ ηέηνην 

αξηζκό. 

Όκσο είλαη πνιύ πην εύθνιν λα απνθαλζνύκε αλ έλαο αξηζκόο είλαη πξώηνο – 

κε άιια ιόγηα λα βξνύκε όηη δελ παξαγνληνπνηείηαη. Αλ δελ είλαη πξώηνο, είλαη 

δύζθνιν λα παξαγνληνπνηεζεί αιιά αλ είλαη πξώηνο, δελ είλαη δύζθνιν λα ην 

δείμνπκε. 

Σν θξππηνζύζηεκα RSA ινηπόλ ιεηηνπξγεί σο εμήο: Βξίζθσ δύν κεγάινπο 

πξώηνπο αξηζκνύο p  θαη q , νη νπνίνη έρνπλ 100 ή αθόκα θαη 200 ςεθία ν 

θαζέλαο. Κξαηώ απηνύο ηνπο αξηζκνύο θξπθνύο (είλαη ην ηδησηηθό κνπ θιεηδί) θαη 

ηνπο πνιιαπιαζηάδσ ώζηε λα πάξσ ηνλ αξηζκό N p q  . Ο αξηζκόο N  είλαη 

κέξνο ηνπ δεκόζηνπ θιεηδηνύ κνπ. Αιιά πώο αθξηβώο ρξεζηκνπνηείηαη ν N  γηα 

λα θξππηνγξαθεζεί έλα κήλπκα θαη πώο νη  p  , q  γηα λα απνθξππηνγξαθεζεί; 

Αθνινπζεί έλα παξάδεηγκα όπνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε κηθξνύο πξώηνπο γηα λα 

γίλνληαη εύθνια νη πξάμεηο. ηελ πξαγκαηηθόηεηα όκσο, νη αξηζκνί απηνί είλαη 

πνιύ κεγαιύηεξνη. 

 
Ο Α ζέιεη λα δεκηνπξγήζεη έλα δεκόζην θιεηδί θαη ν Β ζέιεη λα ρξεζηκνπνηήζεη 

απηό ην θιεηδί γηα λα ζηείιεη ζηνλ Α έλα κήλπκα. Σν κήλπκα είλαη έλα αξηζκόο, 

αθνύ ππνζέηνπκε όηη νη Α θαη Β έρνπλ ζπκθσλήζεη ζε κία κέζνδν 

θσδηθνπνίεζεο θεηκέλσλ ζε αξηζκνύο. Σα βήκαηα είλαη ηα παξαθάησ: 

1. Ο Α επηιέγεη δύν πξώηνπο αξηζκνύο. Έζησ 23p   θαη 41q  . 

2. Πνιιαπιαζηάδεη ηνπο p  , q  θαη παίξλεη 23 41 943n p q     . Ο 943 είλαη 

κέξνο ηνπ δεκόζηνπ θιεηδηνύ, ην νπνίν δεκνζηνπνηεί ζηνλ Β θαη ζε όπνηνλ 

άιιν ζέιεη. 

3. Δπίζεο ν Α επηιέγεη αθόκα έλαλ αξηζκό, ηνλ e , ν νπνίνο πξέπεη λα είλαη 

πξώηνο ζε ζρέζε κε ηνλ ( 1)( 1)p q  . Έρνπκε ( 1)( 1) 22 40 880p q     . 

Οπόηε ν 7e   καο θάλεη ( (880,7) 1 ). Ο e  είλαη ην δεύηεξν θαη ηειεπηαίν 

κέξνο ηνπ δεκόζηνπ θιεηδηνύ, άξα ν Α απνθαιύπηεη ζηνλ Β θαη ηελ ηηκή 

ηνπ e  (ην δεπγάξη (n, e) είλαη ην δεκόζην θιεηδί). 

4. Σώξα ν Β μέξεη αξθεηά γηα λα θξππηνγξαθήζεη έλα κήλπκα γηα ηνλ Α. 

Έζησ όηη ην κήλπκα απηό είλαη ν αξηζκόο 35M  . 
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5. Τπνινγίδεη ηελ ηηκή ηνπ 7(mod n) = 35 (mod943)eC M   

64339296875 (mod943) 545  . Ο αξηζκόο 545 είλαη ην θξππηνγξαθεκέλν  

κήλπκα πνπ ζηέιλεη ν Β ζηνλ Α. 

6. Ο Α ζέιεη λα απνθξππηνγξαθήζεη ην κήλπκα. Γηα λα ην θάλεη, πξέπεη λα 

βξεη έλαλ αξηζκό d  ηέηνην ώζηε 1 (mod  ( 1)( 1))e d p q    . Γειαδή                 

7 1 (mod880)d  . Μία ιύζε είλαη 503d  , αθνύ 7 503 3251    

4(880) 1   1 (mod880) . 

7.  Γηα λα δηαβάζεη ην κήλπκα ν Α πξέπεη λα θάλεη ηνλ ππνινγηζκό     

503 (mod  n) = 545  (mod 943)dC . Γηα λα θάλνπκε απηή ηελ πξάμε,  

παξαηεξνύκε όηη 503 256 128 64 32 16 4 2 1         (πνπ είλαη ε 

δπαδηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ 503). Απηό ζεκαίλεη όηη  

503 256 128 64 32 16 4 2 1 256 128 1545 545 545 545 545          
 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ην 503545  (mod 943)  ζα ππνινγίζνπκε μερσξηζηά ηα 

256545  (mod  943) , 128545  (mod  943) ,…, 1545  (mod  943)  θαη ζα ηα 

πνιιαπιαζηάζνπκε. Έρνπκε  

1545  (mod  943)=545  

2545  (mod  943)=297025 (mod  943) 923  

4 2 2545  (mod  943)=(545 )  (mod  943) 923 923 851929(mod  943) 400     

16 4 4 4545 (mod943)=(545 )  (mod943) 400 25600000000(mod943) 857    

32 16 2 2545  (mod943)=(545 )  (mod943) 857 734449 (mod943) 795    

64 32 2 2545  (mod943)=(545 )  (mod943) 795 632025 (mod943) 215    

128 64 2 2545  (mod943)=(545 )  (mod943) 215 46225 (mod943) 18    

256 128 2 2545  (mod943)=(545 )  (mod943) 18 324 (mod943) 324    

Άξα 

503545  (mod943)=324 18 215 795 857 400 923 545(mod943) 35         

Οπόηε ν Α κπνξεί λα δηαβάζεη ην κήλπκα πνπ είλαη 35M  . 
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2.2 Θευπήμαηα 

 

Σν θξππηνζύζηεκα RSA είλαη βαζηζκέλν ζηα αθόινπζα ηξία ζεσξήκαηα. 

 

ΘΔΩΡΖΜΑ (Μηθξό ζεώξεκα ηνπ Fermat) Αλ  ν p  είλαη πξώηνο αξηζκόο θαη ν a  

είλαη έλαο αθέξαηνο ηέηνηνο ώζηε ( , ) 1p a  , ηόηε  

1 1 (mod )pa p  . 

 

ΘΔΩΡΖΜΑ (Euler) Αλ ( , ) 1a m  , ηόηε ( ) 1 (mod )ma m  ,  

όπνπ ( )m  ε ζπλάξηεζε Euler πνπ καο δίλεη ην πιήζνο ησλ ζεηηθώλ αθεξαίσλ 

ησλ κηθξόηεξσλ (ή κηθξόηεξσλ θαη  ίζσλ) ηνπ m  πνπ είλαη πξώηνη πξνο ηνλ m . 

 

Παξαηεξώ όηη αλ m p  (πξώηνο), ηόηε ( ) 1m p    θαη έρνπκε ην πξνεγνύκελν 

ζεώξεκα. 

 

ΘΔΩΡΖΜΑ Έζησ ,p q  δύν αξηζκνί (όρη απαξαίηεηα πξώηνη) αιιά πξώηνη κεηαμύ 

ηνπο. Τόηε, αλ  (mod )a b p  θαη  (mod )a b q , ζπλεπάγεηαη όηη  (mod )a b pq . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Παραγοντοποίηση ακεραίων και συνεχή κλάσματα  

 

 

3.1 Ο αλγόπιθμορ ηος Wiener 

 

Ο αιγόξηζκνο παξαγνληνπνίεζεο ηνπ Wiener ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ 

απνθξππηνγξάθεζε κελπκάησλ πνπ έρνπλ θξππηνγξαθεζεί κε ηελ κέζνδν 

θξππηνγξάθεζεο RSA. 

Όπσο πάληα, n p q  , όπνπ ,p q  πξώηνη. Σόηε ( ) ( 1)( 1)n p q    . Ζ κέζνδνο 

ηνπ Wiener βξίζθεη ηνλ κπζηηθό εθζέηε απνθξππηνγξάθεζεο d , όκσο πξέπεη λα 

ηζρύνπλ νη παξαθάησ ππνζέζεηο (ππνζέζεηο πνπ ηζρύνπλ πνιύ ζπρλά ζην RSA) 

3d  < 
1

4n  θαη q  < p < 2q . 

Αλ ν n  έρεη l  ςεθία ζηε δπαδηθή ηνπ αλαπαξάζηαζε, ηόηε ε κέζνδνο ιεηηνπξγεί 

όηαλ ν d  έρεη ιηγόηεξα από 1
4

l   ςεθία ζηε δηθή ηνπ δπαδηθή αλαπαξάζηαζε 

θαη νη ,p q  δελ απέρνπλ πνιύ κεηαμύ ηνπο. 

 

Αθνύ 1 (mod  (υ(n))e d  , ζπλεπάγεηαη όηη ππάξρεη αθέξαηνο t  ηέηνηνο ώζηε 

( ) 1de t n   

Δπίζεο n pq  > 2q . Οπόηε q  < n .  

Καη 0  < ( ) ( 1)( 1) 1n n pq p q p q         < 2 1q q   < 3q  < 3 n . 

Σώξα παξαηεξνύκε όηη 

1 ( )e t ed tn t n tn

n d nd nd

  
     

                                                  
1 ( ( ) )t n n

nd

 
  < 

3 3t n t

nd d n
 . 

Δθόζνλ t  < d , έρνπκε όηη 3t  < 3d  < 
1

4n  θαη 

e t

n d
  < 

1
4

1

dn
. 
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Σειηθά, αθνύ 3d  < 
1

4n  παίξλνπκε όηη 

e t

n d
  < 

2

1

3d
. 

Γειαδή ην θιάζκα t
d

 είλαη κία πνιύ θαιή πξνζέγγηζε ηνπ θιάζκαηνο e
n

. Σν 

παξαθάησ ζεώξεκα καο  εμαζθαιίδεη όηη κία ηόζν θνληηλή πξνζέγγηζε 

αλαγθαζηηθά είλαη έλαο από ηνπο n-ζηνπο ζπγθιίλνληεο ηνπ e
n

.  

 

ΘΔΩΡΖΜΑ Έζησ όηη ( , ) ( , ) 1a b c d   θαη 
a c

b d
 < 

2

1

2d
. Τόηε ν 

c

d
 είλαη έλαο από 

ηνπο ζπγθιίλνληεο ξεηνύο ηνπ ζπλερνύο θιάζκαηνο 
a

b
. 

 

Έζησ a  θαη b  δύν ζεηηθνί αθέξαηνη ηέηνηνη ώζηε ( , ) 1a b  . Σόηε κπνξνύκε λα 

γξάςνπκε ην a
b

 σο ζπλερέο θιάζκα 
1[ , , ]m

a
q q

b
 . Καη γηα 1 j m   ν 

1[ , , ]j jC q q  είλαη ν j ό   ζπγθιίλσλ ξεηόο ζην a
b

. Κάζε jC  κπνξεί λα 

γξαθεί ζαλ ξεηόο αξηζκόο j

j

c

d
, όπνπ ηα jc  θαη jd  ηθαλνπνηνύλ ηνπο παξαθάησ 

αλαδξνκηθνύο ηύπνπο 

1

1 2

1                     0

                   1

    2

j

j j j

j

c q j

q c c j





 

 


 
  

 

 

θαη 

1 2

0                   0

1                   1

 2

j

j j j

j

d j

q d d j





 

 


 
  

 

 

Από ηελ ζηηγκή πνπ ε ηηκή πνπ ε ηηκή ηνπ e
n

 είλαη δεκόζηα πιεξνθνξία, είλαη 

εύθνιν λα ππνινγίζνπκε ηνπο n-ζηνπο ζπγθιίλνληεο ζην e
n

. Απηό πνπ 

ρξεηαδόκαζηε παξαπάλσ είλαη έλα κία κέζνδνο γηα λα εμεηάδνπκε θάζε 
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ζπγθιίλσλ μερσξηζηά ώζηε λα βξνύκε ηνλ ζσζηό θαη λα βξνύκε ην ηδησηηθό 

θιεηδί d . 

Απηό δελ είλαη δύζθνιν. Αλ t
d

 είλαη είλαη έλαο ζπγθιίλσλ ηνπ e
n

, ηόηε 

κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηελ ηηκή ηνπ ( )n  λα είλαη 1( ) den
t

  . Από ηελ 

ζηηγκή πνπ νη n  θαη ( )n  είλαη γλσζηνί, κπνξνύκε λα παξαγνληνπνηήζνπκε ηνλ 

n  ιύλνληαο ηελ  εμίζσζε 2 ( ( ) 1) 0x n n x n     . Γελ μέξνπκε πνηνο n-ζηόο 

ζπγθιίλσλ είλαη ν ζσζηόο θαη γη’ απηό θάλνπκε δνθηκέο. 

Αλ απηή ε κέζνδνο δελ είλαη απνηειεζκαηηθή, ηόηε δελ ζα ηθαλνπνηνύληαη νη 

ππνζέζεηο 3d  < 
1

4n  θαη q  < p < 2q . 

 

Αθνινπζεί ν αιγόξηζκνο ηνπ Wiener ζε ςεπδνθώδηθα. 

 

1

0

1 1

0

1

1 2

1 2

'  algorithm ( , )

(q , , ; )  algorithm (b,n)

1

0

1

2  m

( 1)
'

 ' ( ) if  is the correct convergent
 

 '  is an integ

m m

j j j j

j j j j

j

j

j

j

Winer s n b

q r Euclidean

c

c q

d

d

j

c q c c

d q d d

d b
n

c

c
n n

d

n



 

 













 

 






for to

comment :
do

if

2

er

let  and  be the roots of the equation

( ' 1) 0
  

  and  are positive integers less than 

    ( , )

("failure")

p q

x n n x n

p q n

p q













 
 

     


 

   then
if

then return

return 
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Παξάδεηγκα 

 

Έζησ όηη 160523347n   θαη 60728973b  .  

Ζ αλάπηπμε ηνπ b
n

 ζε ζπλερέο θιάζκα είλαη 

 

60728973 0 160523347 60728973    

 

160523347 2 60728973 39065401    

 

60728973 1 39065401 21663572    

 

39065401 1 21663572 17401829    

 

21663572 1 17401829 4261743    

17401829 4 4261743 354857    

 

4261743 12 354857 3459    

 

354857 102 3459 2039    

 

3459 1 2039 1420    

 

2039 1 1420 619    

 

1420 2 619 182    

 

619 3 182 73    

 

182 2 73 36    

 

73 2 36 1    
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36 36 1   

 

Δπνκέλσο  
60728973

[0,2,1,1,1,4,12,102,1,1,2,3,2,2,36]
160523347

  

 

Οη έμη πξώηνη ζπγθιίλνληεο ξεηνί είλαη 

1 1

1

0
0

1 1

c q

d
    

2 1 02

2 2 1 0

2 0 1 1

2 1 0 2

q c cc

d q d d

  
  

  
 

3 3 2 1

3 3 2 1

1 1 0 1

1 2 1 3

c q c c

d q d d

  
  

  
 

4 3 24

4 4 3 2

1 1 1 2

1 3 2 5

q c cc

d q d d

  
  

  
,  

5 5 4 3

5 5 4 3

1 2 1 3

1 5 3 8

c q c c

d q d d

  
  

  
 

6 6 5 4

6 6 5 4

4 3 2 14

4 8 5 37

c q c c

d q d d

  
  

  
 

 

Σώξα ζα ππνινγίζνπκε ην 'n  

 

Γηα 2j  ,  

                   2

2

1 2 60728973 1
' 121457945

1

d b
n

c

  
    πνπ είλαη αθέξαηνο.  

Άξα ζα ιύζνπκε ηελ εμίζσζε 

 

2 (160523347 121457945 1) 160523347 0x x      ή 

2 39065403 160523347 0x x    

ε νπνία έρεη ξίδεο 39065398.89p   θαη 4.1091q  πνπ δελ είλαη αθέξαηνη. Άξα 

ζπλερίδνπκε λα εθηεινύκε ηνλ αιγόξηζκν. 

Γηα 3j  ,  

                3

3

1 3 60728973 1
' 182186918

1

d b
n

c
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Ζ δεπηεξνβάζκηα εμίζσζε πνπ πξέπεη λα ιύζνπκε είλαη 

 

2 (160523347 182186918 1) 160523347 0x x      ή 

2 21663570 160523347 0x x    

πνπ έρεη ξίδεο 7.40984p    θαη 21663562.59q    πνπ δελ είλαη αθέξαηεο άξα 

ζπλερίδνπκε. 

 

Γηα 4j  ,  

               4

4

1 5 60728973 1 303644864
' 151822432

2 2

d b
n

c

  
      

θαη ε εμίζσζε είλαη 

2 (160523347 151822432 1) 160523347 0x x      ή 

2 8700916 160523347 0x x    

κε ξίδεο 8700897.551p   θαη 18.449057q   πνπ είλαη δεθαδηθνί θαη άξα 

απνξξίπηνληαη. 

 

Γηα 5j  , 

               5

5

1 8 60728973 1 485831783
' 161943927.7

3 3

d b
n

c

  
     

Ο 'n  ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη δεθαδηθόο, νπόηε πξνρσξάκε ζην επόκελν 

βήκα. 

 

Γηα 6j  , 

                6

6

1 37 60728973 1 2246972000
' 160498000

14 14

d b
n

c

  
     

Οπόηε ζρεκαηίδνπκε ηελ εμίζσζε 

2 (160523347 160498000 1) 160523347 0x x      ή 

2 25348 160523347 0x x    

θαη βξίζθνπκε ηηο ξίδεο 12347p   θαη 13001q   πνπ είλαη ζεηηθνί αθέξαηνη. Άξα ν 

αιγόξηζκνο ζηακαηάεη γηαηί βξήθακε ηνπο παξάγνληεο ηνπ 160523347 θαη είλαη 

160523347 12447 13001  . 
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3.2 Έναρ δεύηεπορ αλγόπιθμορ 

 

 

Θεσξεηηθό ππόβαζξν 

 

Οξηζκόο Βάζε παξαγόλησλ είλαη έλα ζύλνιν  1 2, , , kB d d d  δηαθεθξηκέλσλ 

πξώησλ θαη 
1d  λα κπνξεί λα είλαη ην -1. Λέκε όηη ην ηεηξάγσλν αθεξαίνπ b  είλαη      

B ό   (γηα δνζκέλν m ), αλ ην ειάρηζην θαη’ απόιπηε ηηκή πειίθν ηνπ              

2(mod )b m  κπνξεί λα γξαθηεί σο γηλόκελν αξηζκώλ από ην B . 

 

Παξάδεηγκα 

 

Έζησ 4633m   θαη  1,2,3B   . Σα ηεηξάγσλα ησλ αξηζκώλ 67, 68, 69 είλαη 

B ί  δηόηη 

267 4489 144 (mod4633)    θαη 1 4 2144 ( 1) 2 3    

268 4624 9 (mod4633)    θαη 1 29 ( 1) 3    

269 4761 128 (mod4633)   θαη 7128 2  

 

  Έζησ ηώξα 2

kF  ν δηαλπζκαηηθόο ρώξνο πάλσ από ην ζώκα κε δύν ζηνηρεία, ην 

νπνίν πεξηέρεη k ά  από ην ζύλνιν  0,1 . Γνζκέλνπ ηνπ m  θαη ηεο βάζεο 

παξαγόλησλ B , ε νπνία πεξηέρεη k  αξηζκνύο, ζα δείμνπκε πώο ζα 

αληηζηνηρίζνπκε έλα δηάλπζκα 2

ka F  ζε θάζε B ό :  

  Γξάθνπκε ην 2  (mod )b m  ζηε κνξθή 
1

j

k
c

j

j

b


  θαη ζέηνπκε ηελ j  ζπληεηαγκέλε 

ηνπ a  ίζε κε  (mod 2)jc , δειαδή  0ja   αλ ν  jc  είλαη άξηηνο, θαη 1ja   αλ ν jc  

είλαη πεξηηηόο. 

  

 

  ην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα ην δηάλπζκα πνπ αληηζηνηρεί ζην 67 είλαη ην 

 1,0,0 , ζην 68 ην  1,0,0  θαη ζην 69 ην   0,1,0 . 



 42 

 

  Έζησ επίζεο όηη έρνπκε θάπνηνπο από ηνπο B ύ   2  (mod )ib m , ηέηνηνπο 

ώζηε ηα αληίζηνηρα δηαλύζκαηα  1 2, , ,i i i ika a a a  όηαλ πξνζηεζνύλ δίλνπλ ην 

κεδεληθό δηάλπζκα ηνπ 
2

kF . Σόηε ην γηλόκελν ησλ ειαρίζησλ θαη’ απόιπηε ηηκή 

ππνινίπσλ 2  (mod 2)ib  είλαη ίζν κε έλα γηλόκελν αξηίσλ δπλάκεσλ όισλ ησλ 

jd B . Γειαδή αλ γηα θάζε i  ζπκβνιίζνπκε κε 
ia  ην ειάρηζην θαη’ απόιπηε ηηκή 

ππόινηπν 2  (mod )ib m  έρνπκε  

                                                   
1

ij

k
a

i j

j

a d


  θαη 

1

ij

i

k a

i j

j

a d



   , 

 όπνπ ν εθζέηεο ηνπ θάζε πξώηνπ jd  ζην δεμί κέινο είλαη άξηηνο. Σόηε ην δεμί 

κέινο είλαη ηεηξάγσλν ηνπ j

j

j

d


  κε  
1

2
j ij

i

a   .  

Αλ ζέζνπκε  (mod )i

i

b b m  (παίξλνπκε ην ειάρηζην θαη’ απόιπηε ηηκή 

ππόινηπν) θαη  (mod )j

j

i

c d m


  (παίξλνπκε πάιη ην ειάρηζην θαη’ απόιπηε ηηκή 

ππόινηπν) παίξλνπκε δύν αξηζκνύο b , c  πνπ, ελώ θαηαζθεπάζηεθαλ κε 

δηαθνξεηηθό ηξόπν (ν b  σο γηλόκελν ησλ ib θαη ν c  σο γηλόκελν ησλ jd ), ηζρύεη 

2 2  (mod )b c m . Οπόηε ηώξα αλ  

·  (mod )b c m , ηόηε βξήθακε έλα κε ηεηξηκκέλν δηαηξέηε ηνπ m παίξλνληαο ην 

( , )b c m  ή ην ( , )b c m  

·  (mod )b c m , ηόηε επαλαιακβάλνπκε ηελ δηαδηθαζία κεγαιώλνληαο ηελ βάζε 

B  πνπ επηιέμακε. 

 

Ο αιγόξηζκνο 

 

  Έζησ m  ν αθέξαηνο πνπ ζέινπκε λα παξαγνληνπνηήζνπκε. Όιεο νη πξάμεηο 

πνπ ζα θάλνπκε παξαθάησ ζα γίλνπλ modulo m  (παίξλνληαο ην ειάρηζην κε 

αξλεηηθό ππόινηπν ή ην ειάρηζην θαη’ απόιπηε ηηκή ππόινηπν).  
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  Θέηνπκε 
1 1b   

                 
0 0b a m  

 
 

                     
0 0x m a   

  Τπνινγίδνπκε ην 2

0  (mod )b m , πνπ είλαη ην 2

0b m . Καη γηα  1,2,i   εθηεινύκε 

ηα παξαθάησ βήκαηα: 

 

1. Θέηνπκε 
1

1
i

i

a
x 

 
  
 

 θαη 
1

1
i i

i

x a
x 

   

2.  Τπνινγίδνπκε ην 1 2  (mod )i i i ib a b b m    

3.  Τπνινγίδνπκε ην 2  (mod )ib m . Κάλνπκε ηνλ ππνινγηζκό γηα κεξηθά i  θαη 

δηαιέγνπκε εθείλνπο ηνπο αξηζκνύο νη νπνίνη παξαγνληνπνηνύληαη ± σο 

γηλόκελν κηθξώλ πξώησλ. Δπηιέγνπκε κία βάζε παξαγόλησλ B  πνπ λα 

πεξηέρεη ην -1, όπσο θαη ηνπο πξώηνπο πνπ εκθαλίδνληαη πεξηζζόηεξεο 

από κία θνξέο ζην 2  (mod )ib m  (ή πνπ εκθαλίδνληαη ζε άξηηα δύλακε ζε 

έλα θαη κόλν  2  (mod )ib m ). Γεκηνπξγνύκε κία ιίζηα πνπ πεξηέρεη ηνπο 

αξηζκνύο 2  (mod )ib m , από ηνπο νπνίνπο πξνέθπςε ε βάζε B , θαη ηα 

αληίζηνηρα δηαλύζκαηα ia , πνπ πεξηέρεη κεδεληθά θαη άζζνπο, ηα νπνία 

είλαη ηα δηαλύζκαηα αλάιπζεο ηνπ αξηζκνύ m ζηελ βάζε B  πνπ έρνπκε 

επηιέμεη. Δάλ είλαη δπλαηό, βξίζθνπκε έλα ππνζύλνιν απηώλ ησλ 

αξηζκώλ, ησλ νπνίσλ ην άζξνηζκα ησλ αληίζηνηρσλ δηαλπζκάησλ λα θάλεη 

κεδέλ modulo θάπνηνπ αξηζκνύ πνπ δηαιέγνπκε. Θέηνπκε ib b  

(δνπιεύνληαο modulo m  θαη παίξλνληαο ην γηλόκελν πάλσ ζην 

ππνζύλνιν γηα ην νπνίν 0ia  ). Θέηνπκε επίζεο j

jc d


 , όπνπ ηα 

jd  είλαη ζηνηρεία ηνπ B  (εθηόο ηνπ -1) θαη 
1

2
j ija   . 

            Αλ  (mod )b c m  ή  (mod )b c m  , ηόηε ςάρλνπκε γηα θάπνην άιιν        

            ππνζύλνιν δεηθηώλ i  ηέηνησλ ώζηε 0ia  . Καη αλ θάηη ηέηνην δελ είλαη   

            εθηθηό, ηόηε πξέπεη λα ππνινγίζνπκε θη άιια ia , ib , 2  (mod )ib m  ώζηε λα   

            κεγαιώζνπκε ηελ βάζε παξαγόλησλ B . 
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Παξαηήξεζε: Γηα λα κπνξνύκε λα ππνινγίδνπκε ην j

jc d


  πην εύθνια, είλαη 

αξθεηό γηα θάζε ό  2  (mod )ib m  λα παίξλνπκε ην δηάλπζκα 

( , , )i ij ja a  αληί ηνπ 
i , ην νπνίν είλαη ην ίδην κε ην 

i  ππνινγηζκέλν (mod 2) . 

 

 

Παξάδεηγκα 1 

 

  Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ παξαπάλσ αιγόξηζκν γηα λα παξαγνληνπνηήζνπκε 

ηνλ αξηζκό 9073.  

 

Θέηνπκε 1 1b   

               
0 0 9073 95b a    

 
 

                   0 0 9073 95 0.25229656x m a      

Δπίζεο 2 2

0  (mod ) 95  (mod9073) 9025 48b m      

 

Βήκα 1. 
1

1
i

i

a
x 

 
  
 

 

              
1

1
i i

i

x a
x 

   

Γηα 1i    1

0

1 1
3

0.25229656
a

x

   
     

  
 

                     

                    1 1

0

1 1
3 0.963589515

0.25229656
x a

x
      

 

Γηα 2i     2

1

1 1
1

0.963589515
a

x
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2 2

1

1 1
1 0.037786302

0.963589515
x a

x
      

 

Γηα 3i     3

2

1 1
26

0.037786302
a

x

   
     

  
 

                       

                     
3 3

2

1 1
26 0.464616728

0.037786302
x a

x
      

 

Γηα 4i      4

3

1 1
2

0.464616728
a

x

   
     

  
 

               

           

Βήκα 2. 1 2  (mod )i i i ib a b b m    

 

Γηα 1i     1 1 0 1  (mod9073) 3 95 1 (mod9073) 286 (mod9073) 286b a b b        

 

Γηα 2i     2 2 1 0  (mod9073) 1 286 95 (mod9073) 381 (mod9073) 381b a b b        

 

Γηα 3i     3 3 2 1  (mod9073) 26 381 286 (mod9073) 10192 (mod9073)b a b b         

                           1119  

 

Γηα 4i     4 4 3 2  (mod9073) 2 1119 381 (mod9073) 2619 (mod9073)b a b b        

                          2619      

 

Βήκα 3. 2  (mod )ib m  

 

Γηα 1i      2 2

1  (mod ) 286  (mod9073) 81796 (mod9073) 139b m     

 

Γηα 2i     2 2

2  (mod ) 381  (mod9073) 145161 (mod9073) 7b m      
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Γηα 3i     2 2

3  (mod ) 1119  (mod9073) 1252161 (mod9073) 87b m     

 

Γηα 4i     2 2

4  (mod ) 2619  (mod9073) 6859161 (mod9073) 27b m      

 

   Άξα έρνπκε ηνλ πίλαθα 

 

i  0 1 2 3 4 

ia  95 3 1 26 2 

ib  95 286 381 1119 2619 

2  (mod )ib m  -48 139 -7 87 -27 

 

Παξαηεξνύκε όηη 448 2 3   

                             87 3 29    

                             327 3    

Δπηιέγνπκε σο βάζε παξαγόλησλ ηελ  1,2,3,7B   . Σόηε ην 2  (mod )ib m  είλαη 

ό   γηα 0,2,4i  . Σα αληίζηνηρα δηαλύζκαηα  
i  είλαη  0 1,4,1,0a  , 

 2 1,0,0,1a  ,  4 1,0,3,0a  . Σν άζξνηζκα ηνπ 
0a  θαη ηνπ 4a  είλαη κεδέλ modulo 

2. Οπόηε δηαιέγνπκε 95 2619 248805 3834 (mod9073)b      θαη 2 22 3 36c    . 

Γειαδή, ζύκθσλα κε ηνλ αιγόξηζκν πνπ εθαξκόζακε, έρνπκε 

2 23834 36  (mod9073)  θαη εθόζνλ 3834 36 (mod9073)  θαη 3834 36 (mod9073)   

παίξλνπκε ηνλ κε ηεηξηκκέλν παξάγνληα ηνπ 9073 

(3834 36,9073) (3870,90730) 43   . Σειηθά 9073 43 211  . 

 

 

Παξάδεηγκα 2 

 

   Με ηνλ ίδην ηξόπν ζα παξαγνληνπνηήζνπκε ηνλ αξηζκό 17873. 

 

Θέηνπκε 1 1b   
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0 0 17873 133b a    

 
 

                   
0 0 17873 133 0.689939786x m a      

Δπίζεο 2 2

0  (mod ) 133  (mod17873) 17689 (mod17873) 184b m      

 

 Βήκα 1  

1

1
i

i

a
x 

 
  
 

 

 
1

1
i i

i

x a
x 

   

 

Γηα 1i    1

0

1 1
1

0.689939786
a

x

   
     

  
 

                     

                    
1 1

0

1 1
1 0.449401846

0.689939786
x a

x
      

 

Γηα 2i     2

1

1 1
2

0.449401846
a

x

   
     

  
 

 

                      
2 2

1

1 1
2 0.22518

0.449401846
x a

x
      

 

Γηα 3i     3

2

1 1
4

0.22518
a

x

   
     

  
 

                       

                     3 3

2

1 1
4 0.440891731

0.22518
x a

x
      

 

Γηα 4i      4

3

1 1
2

0.440891731
a

x
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4 4

3

1 1
2 0.26813054

0.440891731
x a

x
      

 

Γηα 5i      5

4

1 1
3

0.26813054
a

x

   
     

  
 

 

 

 Βήκα 2 

1 2  (mod )i i i ib a b b m    

 

Γηα 1i     1 1 0 1  (mod  17873) 1 133 1 (mod  17873)b a b b       

                         134 (mod  17873) 134   

 

Γηα 2i     2 2 1 0  (mod  17873) 2 134 133 (mod  17873)b a b b       

                          401 (mod  17873) 401   

 

Γηα 3i     3 3 2 1  (mod  17873) 4 401 134 (mod  17873)b a b b        

                          1738 (mod  17873) 1738   

 

Γηα 4i     4 4 3 2  (mod  17873) 2 1738 401 (mod  17873)b a b b       

                          3877 (mod  9073) 3877   

 

Γηα 5i     5 5 4 3  (mod  17873) 3 3877 1738 (mod  17873)b a b b       

                          13369 (mod  9073) 13369   

 

 Βήκα 3 

2  (mod )ib m  

 

Γηα 1i      2 2

1  (mod ) 134  (mod  17873) 17956 (mod  17873) 83b m     

Γηα 2i     2 2

2  (mod ) 401  (mod  17873) 160801 (mod  17873) 56b m      

Γηα 3i     2 2

3  (mod ) 1738  (mod  17873) 3020644 (mod  17873) 107b m     
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Γηα 4i     2 2

4  (mod ) 3877  (mod  17873) 15031129 (mod  17873) 64b m      

Γηα 5i     2 2

5  (mod ) 13369  (mod  17873) 178730161 (mod  17873) 161b m     

       

Φηηάρλνπκε ηνλ πίλαθα 

 

i  0 1 2 3 4 5 

ia  133 1 2 4 2 3 

ib  133 134 401 1738 3877 13369 

2  (mod )ib m  -184 83 -56 107 -64 161 

 

Παξαηεξνύκε 3184 2 23   

                        356 2 7   

                        664 2  

                        161 7 23   

 

Θέηνπκε  1,2,7,23B   . Σόηε έρνπκε ύ   γηα 0,2,4,5i  . Σα 

αληίζηνηρα δηαλύζκαηα 
i  είλαη  0 1,3,0,1a  ,  2 1,3,1,0a  ,  4 1,6,0,0a  , 

 5 0,0,1,1a  . Σν άζξνηζκα ησλ  0a , 2a  θαη 5a  είλαη κεδέλ modulo 2. Άξα 

ππνινγίδνπκε όηη 133 401 13369 713008877 1288 (mod 17873)b       θαη 

32 7 23 1288c     . Γειαδή  (mod  17873)b c . Σώξα πξέπεη λα βξνύκε θη άιινπο 

ύ   ησλ νπνίσλ ην άζξνηζκα ησλ αληίζηνηρσλ δηαλπζκάησλ λα θάλεη 

κεδέλ modulo 2. Τπνινγίδνπκε ηνλ πίλαθα γηα κεξηθά i  αθόκα 

 

5 5

4

1 1
3 0.72952667

0.26813054
x a

x
      

Γηα 6i     6

5

1 1
1

0.72952667
a

x

   
     

  
 

                       

                     6 6

5

1 1
1 0.370751805

0.72952667
x a

x
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Γηα 7i     7

6

1 1
2

0.370751805
a

x

   
     

  
 

                       

                     
7 7

6

1 1
2 0.69722218

0.370751805
x a

x
      

 

Γηα 8i     8

7

1 1
1

0.69722218
a

x

   
     

  
 

 

Καη 

 

6 6 5 4  (mod  17873) 1 13369 3877 (mod  17873)b a b b       

    17246 (mod  17873) 17246   

 

7 7 6 5  (mod  17873) 2 17246 13369 (mod  17873)b a b b       

    47861 (mod  17873) 12115   

 

8 8 7 6  (mod  17873) 1 12115 17246 (mod  17873)b a b b       

    29361 (mod  17873) 11488   

 

 

2 2

6  (mod ) 17246  (mod  17873) 297424516 (mod  17873) 77b m      

 

2 2

7  (mod ) 12115  (mod  17873) 146773225 (mod  17873) 149b m     

 

2 2

8  (mod ) 11488  (mod  17873) 131974144 (mod  17873) 88b m      

 

Φηηάρλνπκε ηνλ πίλαθα 
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i  6 7 8 

ia  1 2 1 

ib  17246 12115 11488 

2  (mod )ib m  -77 149 -88 

      

Έρνπκε 77 7 11   

             388 2 11   

 

ηελ θαηλνύξηα βάζε παξαγόλησλ ζα πξνζζέζνπκε ηνλ αξηζκό 11, δειαδή 

 1,2,7,11,23B   . Σόηε γηα 0,2,4,5,6,8i   παίξλνπκε ύ   κε 

αληίζηνηρα δηαλύζκαηα  0 1,3,0,0,1a  ,  2 1,3,1,0,0a  ,  4 1,6,0,0,0a  , 

 5 0,0,1,0,1a  ,  6 1,0,1,1,0a   θαη  8 1,3,0,1,0a  . Σν άζξνηζκα ησλ 
2a , 

4a , 
6a  

θαη 8a  είλαη κεδέλ modulo 2. Άξα 

401 3877 17246 11488 308015791218496 7272 (mod  17873)b        θαη 32 7 11c     

θαη έηζη βξήθακε έλαλ κε ηεηξηκκέλν δηαηξέηε ηνπ 17873, ηνλ  

(7272 4928,17873) (12200,17873) 61   . Οπόηε 17873 61 293  .   
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