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Περίληψη

Η παρούσα διατριβή ασχολείται µε την κατασκευή και τη στατιστική ανάλυση των

παραγοντικών και των εύρωστων παραµετρικών σχεδιασµών.

Η µελέτη των πειραµατικών σχεδιασµών είναι εξαιρετικά σηµαντική στη σύγχρονη

ϐιοµηχανία, στην επιστήµη και στη µηχανική. Στο Κεφάλαιο 1 παρέχουµε µερικές

ϐασικές έννοιες στους παραγοντικούς σχεδιασµούς, στους ϐέλτιστους σχεδιασµούς

και στα πειράµατα υπολογιστών. Επίσης παρέχουµε µια συγκεντρωτική παρουσίαση

των σηµαντικότερων σηµείων όσον αφορά στους στόχους των πειραµάτων, τα ϐήµατα

για να είναι επιτυχηµένο ένα πείραµα καθώς επίσης και τα στοιχεία που επηρεάζουν

την καλή επιλογή ενός πειραµατικού σχεδιασµού.

Το Κεφάλαιο 2 αφιερώνεται σε µια σύντοµη εισαγωγή για τα πειράµατα υπολογι-

στών, τα οποία είναι εξαιρετικά σηµαντικά στη σύγχρονη ϐιοµηχανία, στην επιστήµη

και στη µηχανική.

Στο Κεφάλαιο 3 µελετάµε τους U-type, ορθογώνιους κατά στήλη (column-orthogo-

nal) και τους σχεδόν ορθογώνιους κατά στήλη (nearly column-orthogonal) σχεδια-

σµούς. Οι σχεδόν ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί είναι πολύ χρήσιµοι σε περι-

πτώσεις όπου δεν είναι γνωστοί οι ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί. Στο παρόν

κεφάλαιο παρουσιάζουµε την κατασκευή νέων σχεδιασµών οι οποίοι είναι κατάλλη-

λοι για πειράµατα κρησαρίσµατος (screening experiments). Σε κάποιες περιπτώσεις,

οι σχεδιασµοί που κατασκευάστηκαν είναι ϐέλτιστοι όσον αφορά στη δοµή των ταυ-

τόσηµων επιδράσεων (aliased structure). Οι δοµές των ταυτόσηµων επιδράσεων των

U-type, ορθογώνιων και σχεδόν ορθογώνιων κατά στήλη σχεδιασµών, υπολογίζονται

και παρουσιάζονται σε κλειστή µορφή. Το γεγονός αυτό κάνει αυτή την καινούργια

προσέγγιση ιδιαίτερα καινοτόµα και καθιστά ικανή την κατασκευή σχεδιασµών που

είναι διαφορετικοί από τους ήδη υπάρχοντες στη ϐιβλιογραφία. Επίσης παρουσιά-

Ϲονται ένα εκτεταµένο πολλαπλασιαστικό ϑεώρηµα (multiplication theorem), καθώς

και νέες άπειρες οικογένειες (infinite families) ορθογώνιων κατά στήλη σχεδιασµών
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χρησιµοποιώντας Ϲεύγη περιοδικών ακολουθιών Golay (periodic Golay pairs). Τα

ερευνητικά αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στο παρόν κεφάλαιο δηµοσιεύτηκαν

στην επιστηµονική εργασία [II].

Στο επόµενο κεφάλαιο (Κεφάλαιο 4) παρουσιάζονται κάποιες ϐασικές έννοιες για

τους παραγοντικούς σχεδιασµούς. Ιδιαίτερη ϐαρύτητα δίνεται σε µία ειδική κλάση

κλασµατικών παραγοντικών σχεδιασµών, τους υπερκορεσµένους σχεδιασµούς για

τους οποίους παρουσιάζονται ϐασικές έννοιες σχετικά µε τα κριτήρια ϐελτιστότητας,

την κατασκευή και την ανάλυσή τους.

Το Κεφάλαιο 5 παρουσιάζει µία µέθοδο κατασκευής υπερκορεσµένων σχεδια-

σµών πολλαπλών και µικτών-επιπέδων. Πιο συγκεκριµένα, παρέχουµε ένα νέο

κάτω ϕράγµα για την ϐελτιστοποίηση τέτοιων σχεδιασµών. Αυτό το ϕράγµα απο-

δεικνύεται ότι είναι ισχυρό και αρκετά γενικό αφού µπορεί να εφαρµοστεί σε ισορ-

ϱοπηµένους και µη ισορροπηµένους σχεδιασµούς. Επιπλέον, κατασκευάζονται και

αξιολογούνται νέες οικογένειες ισορροπηµένων και µη ισορροπηµένων υπερκορε-

σµένων σχεδιασµών. Οι νέοι σχεδιασµοί κατασκευάζονται εφαρµόζοντας τη µεθοδο-

λογία των k− κυκλικών σχεδιασµών για τους σχεδιασµούς πολλαπλών και µικτών

επιπέδων. Επιπλέον, αναπτύσσονται και αποδεικνύονται πρόσθετες συνθήκες που

είναι απαραίτητες για τους γεννήτορες και οι οποίες εξασφαλίζουν ότι οι αντίστοιχοι

k−κυκλικοί υπερκορεσµένοι σχεδιασµοί είναι ϐέλτιστοι. Η παρούσα µεθοδολογία ο-

δηγεί σε µια σειρά νέων, ϐελτιωµένων, οικογενειών υπερκορεσµένων σχεδιασµών και

παρέχει εργαλεία για την άµεση κατασκευή ϐέλτιστων ή σχεδόν ϐέλτιστων k−κυκλικών

σχεδιασµών, ελέγχοντας απλά τον αντίστοιχο γεννήτορα. Τα ερευνητικά αποτελέσµατα

που παρουσιάζονται στο παρόν κεφάλαιο δηµοσιεύτηκαν στην επιστηµονική εργασία

[V].

Στα επόµενα δύο κεφάλαια µελετάµε δύο µεθόδους για την ανάλυση υπερκορε-

σµένων σχεδιασµών. Πιο συγκεκριµένα, στο Κεφάλαιο 6 παρουσιάζουµε µία µέθοδο

ανάλυσης υπερκορεσµένων σχεδιασµών δύο, πολλαπλών και µικτών-επιπέδων. Η

ανάπτυξη νέων στατιστικών µεθόδων που είναι εµπνευσµένες από τους αλγόριθµους

µηχανικής µάθησης αυξάνεται ταχύτατα, ιδιαίτερα στην εποχή µας. Μία από αυ-

τές τις µεθόδους ϐασίζεται στις µηχανές διανυσµάτων υποστήριξης (SVM), οι οποίες

καταφέρνουν να εξαγάγουν µε µεγάλη επιτυχία τα σηµαντικά γονίδια σε προβλήµα-

τα ταξινόµησης, επιτυγχάνοντας εξαιρετικά υψηλή απόδοση. Σε αυτό το κεφάλαιο,
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λοιπόν, προτείνουµε µία νέα µέθοδο επιλογής µεταβλητών σε προβλήµατα παλινδρό-

µησης, που την ονοµάζουµε SVR-RFE, για την ανίχνευση ενεργών επιδράσεων τόσο

σε σχεδιασµούς δύο επιπέδων όσο και σε σχεδιασµούς µικτών επιπέδων. Οι µελέτες

προσοµοίωσης που παρουσιάζουµε δείχνουν ότι αυτή η διαδικασία είναι αρκετά α-

ποτελεσµατική, ειδικά όσον αφορά τη στατιστική ισχύ. Τα ερευνητικά αποτελέσµατα

που παρουσιάζονται στο παρόν κεφάλαιο δηµοσιεύτηκαν στην επιστηµονική εργασία

[III]. Στη συνέχεια, στο Κεφάλαιο 7 παρουσιάζουµε µία µέθοδο ανάλυσης υπερκορε-

σµένων σχεδιασµών δύο επιπέδων. Πιο συγκεκριµένα, παρουσιάζουµε µια διαδικα-

σία δύο σταδίων για την ανάλυση δύο επιπέδων ΥΣ ϑεωρώντας ένα µοντέλο κύριων

επιδράσεων, χωρίς την παρουσία αλληλεπιδράσεων. Η προτεινόµενη διαδικασία συν-

δυάζει τη µέθοδο του σίγουρου κρησαρίσµατος (sure independence screening, SIS)

µε τις ποινικοποιηµένες µεθόδους, όπως είναι η SCAD, η LASSO και η MC. Με τη

διαδικασία αυτή επιτυγχάνουµε ταυτόχρονα τόσο την επιλογή όσο και την εκτίµηση

των σηµαντικών επιδράσεων. Η απόδοση της µεθόδου παρουσιάζεται µέσω διαφό-

ϱων σεναρίων προσοµοίωσης όπου πραγµατοποιούνται συγκρίσεις µε υπάρχουσες

µεθοδολογίες. Οι µέθοδοι που χρησιµοποιήσαµε στην παρούσα µελέτη είναι η πα-

λινδρόµηση κατά ϐήµατα σε συνδυασµό µε τη SCAD, καθώς επίσης και ο DS. Τα

αποτελέσµατα από τη µελέτη προσοµοιώσεων, και από ένα παράδειγµα µε πραγµα-

τικά δεδοµένα, αποκαλύπτουν ότι η προτεινόµενη διαδικασία µπορεί να ϑεωρηθεί ως

ένα επωφελές εργαλείο λόγω της εξαιρετικά καλής απόδοσής του για τον εντοπισµό

ενεργών παραγόντων. Τα ερευνητικά αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στο παρόν

κεφάλαιο δηµοσιεύτηκαν στην επιστηµονική εργασία [VI].

Το Κεφάλαιο 8 πραγµατεύεται κάποιες ϐασικές έννοιες για τους εύρωστους πα-

ϱαµετρικούς σχεδιασµούς. Ιδιαίτερη ϐαρύτητα δίνεται τόσο στα είδη των σχεδιασµών

που απαρτίζουν τη µεθοδολογία των εύρωστων παραµετρικών σχεδιασµών όσο και

στις τεχνικές µοντελοποίησης, που συµπεριλαµβάνουν τη µοντελοποίηση ϑέσης και

διασποράς άρα και την αποκριτική µοντελοποίηση.

Στο Κεφάλαιο 9 προτείνουµε µια κατασκευή αποτελεσµατικών ΥΣ µαζί µε µία

µέθοδο ανάλυσης, προκειµένου να αντιµετωπιστεί το ιδιαίτερα σηµαντικό πρόβλη-

µα που αφορά στη µεθοδολογία των εύρωστων παραµετρικών σχεδιασµών (RPDM).

Συνδυάζοντας την επαναληπτική µέθοδο σίγουρου κρησαρίσµατος (iterative sure

independence screening, iter-SIS) για την επιλογή των µεταβλητών µε µία ποινικο-
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ποιηµένη µέθοδο, την αποκαλούµενη SCAD, προχωρήσαµε στην ανάλυση των ΥΣ

που κατασκευάστηκαν στο παρόν κεφάλαιο. Η προτεινόµενη µεθοδολογία εφαρµό-

στηκε σε διαφορετικά µοντέλα µε σκοπό να γίνει ορατή η αποτελεσµατικότητά της σε

πολλά διαφορετικά σενάρια, υποθέτοντας τόσο µοντέλα πρώτης όσο και µοντέλα δεύ-

τερης τάξης υπό την έννοια των σχεδιασµών της επιφάνειας απόκρισης. Στο παρόν

κεφάλαιο παρουσιάζουµε δύο επεξηγηµατικά παραδείγµατα καθώς και πολυάριθ-

µα αριθµητικά πειράµατα προσοµοίωσης για πολλές διαφορετικές περιπτώσεις. Τα

αποτελέσµατα υποδηλώνουν ότι η προτεινόµενη µέθοδος είναι ιδιαίτερα αποτελε-

σµατική για τον προσδιορισµό των ενεργών επιδράσεων των κύριων παραγόντων, των

αλληλεπιδράσεων δύο παραγόντων, των αλληλεπιδράσεων τριών παραγόντων καθώς

επίσης και των καθαρά τετραγωνικών όρων, υπό την προϋπόθεση της σποραδικότη-

τας των επιδράσεων. Τα ερευνητικά αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στο παρόν

κεφάλαιο δηµοσιεύτηκαν στην επιστηµονική εργασία [V].

Η παρουσίαση του ερευνητικού έργου για αυτή τη διατριβή ολοκληρώνεται µε

το Κεφάλαιο 10, όπου προτείνουµε µια κατασκευή για υπερκορεσµένους split-plot

σχεδιασµούς (SSSPD) κατάλληλους για RPD πειράµατα. Εφαρµόσαµε τη µεθοδο-

λογία των σύνθετων ορθογώνιων σχηµατισµών χρησιµοποιώντας ορθογώνιους σχη-

µατισµούς ισχύος µεγαλύτερης από 1 για τις split-plot µονάδες και ισορροπηµένους

ΥΣ για όλες τις whole-plot µονάδες. Η προτεινόµενη µεθοδολογία υποδεικνύει ότι

τα πειράµατα που διεξάγονται υπό το πρίσµα των split-plot σχεδιασµών µπορούν να

έχουν τεράστια αξία στη µεθοδολογία των RPD, αφού επιτρέπουν την εκτίµηση των

επιδράσεων που µας ενδιαφέρουν µε πολύ πιο εύκολο τρόπο από τους σχεδιασµούς

που προτάθηκαν από τον Taguchi. Τα ερευνητικά αποτελέσµατα που παρουσιάζον-

ται στο παρόν κεφάλαιο δηµοσιεύτηκαν στην επιστηµονική εργασία [IV].

Η παρουσίαση της διατριβής ολοκληρώνεται µε τα τέσσερα Παραρτήµατα. Στο

Παράρτηµα Α παρουσιάζουµε συνοπτικά τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από το

Κεφάλαιο 5. Στο Παράρτηµα Β παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα των προσοµοιώ-

σεων που προέκυψαν από το Κεφάλαιο 6. Στο Παράρτηµα Γ παρουσιάζουµε τα

αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων που προέκυψαν από το Κεφάλαιο 7 και τέλος στο

Παράρτηµα ∆ δίνουµε την απόδειξη του Λήµµατος 1 καθώς επίσης και τα αποτελέ-

σµατα των προσοµοιώσεων που προέκυψαν από το Κεφάλαιο 9.



Abstract

This dissertation deals with the construction and statistical analysis of fac-

torial and robust parameter designs. The study of experimental designs is ex-

tremely important in modern industry, science and engineering. In Chapter 1 we

provide some basic concepts in factorial designs, optimal designs, and computer

experiments. We also provide a concise presentation of the most important points

regarding the objectives of the experiments, the steps for an experiment to be suc-

cessful as well as the elements that influence the good choice of an experimental

design.

Chapter 2 is devoted to a brief introduction to computer experiments, which

are extremely important in modern industry, science and engineering.

In Chapter 3 we study U-type, column-orthogonal and nearly column-orthogonal

designs. The nearly column-orthogonal designs are very useful in cases where

column-orthogonal designs are unknown. In this chapter we present the con-

struction of new designs suitable for screening experiments. In some cases, the

constructed designs are optimal in respect to the alias structure. The structure of

the alias effects of the U-type, column-orthogonal and nearly column-orthogonal

designs are calculated and presented in closed form. This fact makes this new

approach highly innovative and makes it capable of constructing designs that

are different from the existing designs in the literature. In addition, we present

an extended multiplication theorem, as well as new infinite families of column-

orthogonal designs using periodic golay pairs. The research results presented in

this chapter were published in the scientific paper [II].

The following chapter (Chapter 4) introduces some basic concepts for facto-

rial designs. Particular emphasis is given in a special class of fractional factorial

designs, the supersaturated designs for which basic concepts are presented re-

garding their optimization criteria, their construction as well as their analysis.
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Chapter 5 discloses a method of constructing multi and mixed-level super-

saturated designs. In particular, we provide a new lower bound for the optimality

of such designs. This bound is proved to be tight and quite general since it can

be applied to both balanced and unbalanced designs. In addition, new families of

balanced and nearly balanced supersaturated designs are both constructed and

evaluated. The new designs are constructed by applying the k−circulant type

methodology for multi-level and mixed-level designs. Moreover, additional con-

ditions, that are needed on the generator vectors, are developed and proved in

this paper to pre-ensure the optimality of the corresponding k−circulant super-

saturated designs. This methodology leads to a series of new families of improved

supersaturated designs and provides tools for directly constructing optimal or

nearly-optimal k− circulant designs by just checking the corresponding genera-

tor vector. The research results presented in this chapter were published in the

scientific paper [V].

In the next two chapters we study two methods for analyzing supersaturated

designs. More specifically, in Chapter 6 we present a method for analyzing both

two-level and mixed-level designs. The development of new statistical methods in-

spired by machine learning algorithms is increasing rapidly, especially nowadays.

One of such methods is based on support vector machines (SVM), which manage

to successfully extract important genes in classification problems, achieving ex-

tremely high performance. In this chapter, we propose a new method of selecting

variables in regression problems, called SVR-RFE (Support Vector Regression -

Recursive Feature Elimination), for detecting active effects in both two-level and

mixed-level designs. The simulation studies that we present demonstrate that this

process is quite effective, especially in terms of statistical power. The research re-

sults presented in this chapter were published in the scientific paper [III]. Then,

in Chapter 7, we present a method of analyzing two-level supersaturated designs.

In particular, we present a two-stage procedure for analyzing two-level supersat-

urated designs assuming a main-effect only model without including interaction

terms. The proposed method combines sure independence screening (SIS) with

different penalty functions; such as Smoothly Clipped Absolute Deviation (SCAD),

Lasso and MC penalty achieving both the down-selection and the estimation of the
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significant effects, simultaneously. Insights on using the proposed methodology

are provided through various simulation scenarios and several comparisons with

existing approaches, such as stepwise in combination with SCAD and Dantzig

Selector (DS) are presented as well. Results of the numerical study and real data

analysis reveal that the proposed procedure can be considered as an advanta-

geous tool due to its extremely good performance for identifying active factors.

The research results presented in this chapter were published in the scientific

paper [VI].

Chapter 8 addresses some basic concepts for robust parameter designs. Par-

ticular emphasis is given on both types of designs that make up the robust pa-

rameter design methodology and the modelling techniques, including location and

dispersion modelling as well as response modelling.

In Chapter 9, we propose a construction of an effective SSD along with an

analysis method, in order to deal with the significant problem of the robust pa-

rameter design methodology (RPDM). Combining iterative SIS variable selection

and a penalized method, namely SCAD, we perform the analysis of the SSDs de-

veloped in the present work. The proposed methodology is applied in different

models so as to show its effectiveness in many different scenarios, assuming both

first and second-order models in a sense of a response surface design. Two illus-

trative examples as well as numerous numerical experiments are conducted for

plenty cases. The results imply that the proposed method is highly effective for

identifying the active effects of main factors, two-factor interactions, three-factor

interactions as well as the pure quadratic ones, under the assumption of effect

sparsity. The research results presented in this chapter were published in the

scientific paper [V].

The presentation of the research project for this dissertation is completed with

Chapter 10, where we propose a construction for supersaturated split-plot designs

(SSSPD) suitable for RPD experiments. We applied the methodology of compound

orthogonal arrays using orthogonal arrays of strength greater than 1, for the split-

plot units and any relevant balanced SSD for the whole plot units. The proposed

methodology suggests that experiments conducted in a split-plot point of view can

be of tremendous value in RPD since they enable the estimation of the contrasts
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of interest in considerably easier way than the designs proposed by Taguchi. The

research results presented in this chapter were published in the scientific paper

en [IV].

The presentation of this dissertation is completed with the four Appendixes.

In Appendix A we summarize the results obtained from Chapter 5. In Appendix

B we present the results of the simulations that emerged from Chapter 6. In

Appendix Γ we present the results of the simulations resulting from Chapter 7

and finally in Appendix ∆ we give the proof of Lemma 1 as well as the results of

the simulations resulting from Chapter 9.
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Εισαγωγή

΄Οταν κάποιος ανακαλύψει την αλήθεια για κάτι µε µεγάλο κόπο,

τότε, επιθεωρώντας πιο προσεκτικά την ανακάλυψή του,

συχνά διαπιστώνει ότι αυτό που τον κούρασε πολύ για να ϐρεθεί

ϑα µπορούσε να παρατηρηθεί µε τη µεγαλύτερη ευκολία.

—Galileo Galilei (1564–1642)

1.1 Πειράµατα και οι αντίστοιχοι στατιστικοί σχε-

διασµοί τους

Η µελέτη των πειραµατικών σχεδιασµών είναι εξαιρετικά σηµαντική στη σύγχρο-

νη ϐιοµηχανία, στην επιστήµη και στη µηχανική. Σήµερα τα πειράµατα εκτελούνται

σχεδόν παντού ως εργαλείο µελέτης και ϐελτιστοποίησης διαδικασιών και συστηµά-

των. Ο σκοπός ενός πειράµατος στη ϐιοµηχανική µηχανική είναι :

• να ϐελτιώσει την απόδοση των διαδικασιών

• να ϐελτιώσει την ποιότητα των προϊόντων (να µειωθεί η µεταβλητότητα και να

αυξηθεί η αξιοπιστία)

• να µειώσει το χρόνο ανάπτυξης

• να µειώσει το συνολικό κόστος.

΄Ενας καλός πειραµατικός σχεδιασµός ϑα πρέπει να ελαχιστοποιεί τον αριθµό των

απαιτούµενων εκτελέσεων που χρειάζονται για να αποκτήσουµε όσο το δυνατόν πε-

ϱισσότερες πληροφορίες. Οι πειραµατικοί σχεδιασµοί αποτελούν έναν κλάδο της
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στατιστικής που έχει µια µακρά ιστορία τόσο από άποψη ϑεωρητικής ανάπτυξης,

όσο και εφαρµογών. Περιεκτικές ανασκοπήσεις στη ϐιβλιογραφία για διάφορα είδη

σχεδιασµών µπορούν να ϐρεθούν στο Handbook of Statistics, Vol. 13, που εκδόθη-

κε από τους S. Ghosh και C.R. Rao όπως επίσης και στο Handbook of Statistics,

Vol. 22: Statistics in Industry, Edited by R. Khattree and C.R. Rao. Τα πειράµατα

µπορούν να ταξινοµηθούν ως

• ϕυσικά πειράµατα, ή

• πειράµατα υπολογιστών (ή προσοµοιώσεις).

Παραδοσιακά, ένα πείραµα υλοποιείται σε ένα εργαστήριο, ένα εργοστάσιο ή στον

γεωργικό τοµέα. Αυτό ονοµάζεται ϕυσικό πείραµα ή πραγµατικό πείραµα, όπου ο

πειραµατιστής πραγµατοποιεί µε ϕυσικό τρόπο όλη τη διαδικασία του πειράµατος.

Στα ϕυσικά πειράµατα, υποθέτουµε ότι υπάρχουν τυχαία σφάλµατα και λόγω αυτού

αποκτούµε διαφορετικές τιµές εξόδου ακόµη και κάτω από τις ίδιες πειραµατικές

συνθήκες. Η ύπαρξη τυχαίων σφαλµάτων δηµιουργεί πολυπλοκότητα τόσο στην α-

νάλυση δεδοµένων όσο και στη µοντελοποίηση. Η πολυπλοκότητα αυξάνεται ακόµη

περισσότερο στην περίπτωση που υπάρχει µία πληθώρα παραγόντων, ως εκ τούτου,

ο πειραµατιστής µπορεί να επιλέξει τους λίγους, αλλά σηµαντικούς, παράγοντες που

επηρεάζουν το πείραµα έτσι ώστε να είναι ευκολότερο να εξερευνήσει τη σχέση µετα-

ξύ της µεταβλητής εξόδου (απόκρισης) και των µεταβλητών εισόδου. Παράλληλα, ο

πειραµατιστής, για να αυξήσει την ακρίβεια ως προς την ανίχνευση αλλά και την εκτί-

µηση των σηµαντικών παραγόντων µπορεί να χρησιµοποιήσει διάφορους ισχυρούς

στατιστικούς πειραµατικούς σχεδιασµούς. Η στατιστική προσέγγιση στο σχεδιασµό

πειραµάτων ϐασίζεται συνήθως σε ένα στατιστικό µοντέλο. ΄Ενας καλός σχεδιασµός

είναι αυτός ο οποίος είναι ϐέλτιστος σε σχέση µε το στατιστικό µοντέλο που έχουµε

ϑεωρήσει. Υπάρχουν πολλοί στατιστικοί σχεδιασµοί για ϕυσικά πειράµατα, µετα-

ξύ των οποίων είναι ο κλασµατικός παραγοντικός σχεδιασµός - που ϐασίζονται σε

ένα µοντέλο ANOVA - και ο ϐέλτιστος σχεδιασµός - µε ϐάση ένα µοντέλο παλιν-

δρόµησης. Αυτοί είναι οι πιο ευρέως χρησιµοποιούµενοι σχεδιασµοί στην πράξη.

Αυτά τα µοντέλα αφορούν άγνωστες παραµέτρους όπως είναι οι κύριες επιδράσεις,

οι αλληλεπιδράσεις, οι συντελεστές παλινδρόµησης και η διακύµανση του τυχαίου

σφάλµατος. Καλοί σχεδιασµοί (π.χ. ορθογώνιοι σχεδιασµοί και διάφοροι ϐέλτιστοι
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σχεδιασµοί) µπορεί να παρέχουν αµερόληπτες εκτιµήτριες των παραµέτρων µε µι-

κρότερο ή ακόµη και τον πιο µικρό πίνακα µεταβλητότητας-συνδιακύµανσης κάτω

από µια ορισµένη έννοια. Κάποιες χρήσιµες έννοιες για τους σχεδιασµούς (ϕυσικών)

πειραµάτων καθώς επίσης και κάποιες ϐασικές γνώσεις των ορθογώνιων σχεδιασµών

και των ϐέλτιστων σχεδιασµών παρουσιάζονται στο επόµενο κεφάλαιο.

Πολλά ϕυσικά πειράµατα µπορεί να είναι δαπανηρά και χρονοβόρα επειδή οι

ϕυσικές διεργασίες είναι συχνά δύσκολο ή ακόµη και αδύνατον να µελετηθούν µε

συµβατικές πειραµατικές µεθόδους. Καθώς η υπολογιστική ισχύς αυξάνεται ταχέως

και είναι πλέον προσιτή σε όλους, έχει γίνει δυνατός ο υπολογισµός ορισµένων από

αυτές τις διεργασίες από εξελιγµένους κώδικες υπολογιστών [118]. Τις τελευταίες

δεκαετίες τα πειράµατα υπολογιστών ή οι υπολογιστικές προσοµοιώσεις αποτελούν

κυρίαρχα ϑέµατα τόσο στη στατιστική όσο και στη µηχανική και έχουν λάβει εκρη-

κτικές διαστάσεις εφιστώντας την προσοχή τόσο των επαγγελµατιών όσο και από της

ακαδηµαϊκής κοινότητας. Το υποκείµενο µοντέλο σε πειράµατα υπολογιστών είναι

ντετερµινιστικό και δεδοµένο, αλλά συχνά είναι πολύ περίπλοκο να το διαχειριστού-

µε και να το αναλύσουµε. ΄Ενας από τους στόχους των πειραµάτων υπολογιστών

(που παρουσιάζονται στο Μέρος Ι της παρούσας διδακτορικής διατριβής) είναι να

ϐρούµε ένα κατά προσέγγιση µοντέλο «metamodel» που είναι πολύ απλούστερο από

το πραγµατικό. Τα πειράµατα προσοµοίωσης µελετούν την υποκείµενη διαδικασία

µε προσοµοίωση της συµπεριφοράς της σε έναν υπολογιστή. Το πραγµατικό µο-

ντέλο είναι ντετερµινιστικό και δίνεται όπως σε ένα πείραµα υπολογιστή, αλλά τα

σφάλµατα στις τιµές εισόδου ϑεωρούνται δεδοµένα και χρειάζεται να τα υποθέσου-

µε. Η προσοµοίωση της τυχαίας διαδικασίας διεξάγεται µε την ενσωµάτωση τυχαίων

εισόδων στο ντετερµινιστικό µοντέλο.

1.2 Μερικές ϐασικές έννοιες για τους πειραµατικούς

σχεδιασµούς

Αυτή η ενότητα εισάγει µερικές ϐασικές έννοιες στους παραγοντικούς σχεδια-

σµούς, στους ϐέλτιστους σχεδιασµούς, και στα πειράµατα υπολογιστών. Για λεπτο-

µέρειες ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στις ερευνητικές εργασίες [15] και [32]

για τους παραγοντικούς σχεδιασµούς, στην [4] για τους ϐέλτιστους σχεδιασµούς και
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στην [118] για τα πειράµατα υπολογιστών.

Παράγοντας: ΄Ενας παράγοντας είναι µια ελεγχόµενη µεταβλητή που µας ενδιαφέ-

ϱει στο πείραµα. ΄Ενας παράγοντας µπορεί να είναι ποσοτικός ή ποιοτικός. Ποσοτι-

κός παράγοντας είναι αυτός του οποίου οι τιµές µπορούν να µετρηθούν σε αριθµητι-

κή κλίµακα και να ανήκουν σε ένα διάστηµα, π.χ. ϑερµοκρασία, πίεση, ποσοστό δύο

πρώτων υλών, µήκος χρόνου αντίδρασης, κτλ. Ποιοτικός παράγοντας είναι αυτός του

οποίου οι τιµές είναι κατηγορίες, όπως για παράδειγµα ο διαφορετικός εξοπλισµός

του ίδιου τύπου, οι διαφορετικοί χειριστές, τα διάφορα είδη υλικού κλπ. Ο ποιοτικός

παράγοντας ονοµάζεται επίσης και κατηγορικός παράγοντας. Σε πειράµατα υπολο-

γιστών, οι παράγοντες ονοµάζονται συνήθως µεταβλητές εισόδου. Οι µεταβλητές που

δεν µελετήθηκαν στο πείραµα δε ϑεωρούνται παράγοντες και ορίζονται µε σταθερές

τιµές. Οι µεταβλητές που δεν µπορούν να ελεγχθούν καθόλου ϑεωρού-νται ως τυχαία

σφάλµατα. Σε έναν εύρωστο σχεδιασµό, ορισµένοι µη-ελεγχόµενοι παράγοντες κατά

τη διάρκεια της κανονικής λειτουργίας ελέγχονται σκόπιµα και συµπεριλαµβάνονται

κατά τη διάρκεια του πειράµατος, έτσι ώστε το προϊόν να µπορεί να σχεδιαστεί για

να µπορεί να λειτουργεί καλά σε διαφορετικά περιβάλλοντα. Αυτοί είναι γνωστοί ως

παράγοντες ϑορύβου. Εκτενής συζήτηση για τέτοιου είδους σχεδιασµούς γίνεται στο

Μέρος ΙΙΙ της παρούσας διδακτορικής διατριβής.

Πειραµατική περιοχή, επίπεδα και συνδυασµός επιπέδων: Η πειραµατική

περιοχή είναι ο χώρος όπου οι παράγοντες (µεταβλητές εισόδου) λαµβάνουν τις τιµές

τους. Σε πειράµατα υπολογιστών η πειραµατική περιοχή ονοµάζεται επίσης χώ-

ϱος µεταβλητών εισόδου. ΄Ενας παράγοντας µπορεί να επιλεγεί για να έχει µερικές

συγκεκριµένες τιµές στην πειραµατική περιοχή, στην οποία ο παράγοντας δοκιµά-

Ϲεται. Αυτές οι επιλεγµένες τιµές ονοµάζονται επίπεδα του παράγοντα. Τα επίπεδα

χρησιµοποιούνται στο µοντέλο ANOVA όπου ο πειραµατιστής ϑέλει να ελέγξει εάν

η απόκριση y έχει σηµαντική διαφορά µεταξύ των διάφορων επιπέδων. ΄Ενας συν-

δυασµός επιπέδων είναι ένας από τους δυνατούς συνδυασµούς των επιπέδων των

παραγόντων. ΄Ενας συνδυασµός επιπέδων µπορεί να ϑεωρηθεί ένα σηµείο στο χώρο

µεταβλητών εισόδου και να ονοµάζεται πειραµατικό σηµείο. Σε πειράµατα υπολο-

γιστών η έννοια του επιπέδου χάνει την αρχική στατιστική σηµασία που ορίζεται

στους παραγοντικούς σχεδιασµούς, αλλά στην παρούσα διατριβή διατηρούµε αυτή

την έννοια για να διευκολύνουµε την κατασκευή των σχεδιασµών (ϐλ. Μέρος Ι).
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Εκτέλεση, δοκιµή: Μια εκτέλεση ή δοκιµή είναι η εφαρµογή ενός συνδυα-

σµού επιπέδων στο πειραµατικό περιβάλλον. Μια εκτέλεση µπορεί να είναι ϕυσική

ή πείραµα υπολογιστή. Επειδή ένα πείραµα υπολογιστή είναι ντετερµινιστικό, πολ-

λαπλές δοκιµές ϑα παράγουν ταυτόσηµες εξόδους. ΄Ετσι, µια δοκιµή (µε την έννοια

ενός ή αρκετών εκτελέσεων στο ίδιο πειραµατικό σηµείο) έχει νόηµα µόνο στα ϕυσικά

πειράµατα.

Απόκριση: Η απόκριση είναι το αποτέλεσµα µιας εκτέλεσης που ϐασίζεται στον

σκοπό του πειράµατος. Η απόκριση µπορεί να είναι αριθµητική τιµή ή ποιοτική ή

κατηγορηµατική και µπορεί να είναι µια συνάρτηση που ονοµάζεται συναρτησιακή

απόκριση. Στα πειράµατα υπολογιστών οι αποκρίσεις ονοµάζονται επίσης και έξοδοι.

Τυχαίο Σφάλµα: Σε οποιοδήποτε ϐιοµηχανικό ή εργαστηριακό πείραµα υπάρ-

χουν τυχαία σφάλµατα. Μπορεί να έχουµε διαφορετικά αποτελέσµατα σε δύο εκτε-

λέσεις του ίδιου περιβάλλοντος λόγω του τυχαίου σφάλµατος. Το τυχαίο σφάλµα

µπορεί συχνά να ϑεωρηθεί ότι ακολουθεί την κανονική κατανοµή N(0, σ2) στα πε-

ϱισσότερα πειράµατα. Η διασπορά σ2 µετράει το µέγεθος του τυχαίου σφάλµατος. Σε

πειράµατα υπολογιστών, ωστόσο, δεν υπάρχει τυχαίο σφάλµα. Εποµένως, η στατι-

στική ϑεωρία και οι µέθοδοι που έχουν κατασκευαστεί για την αντιµετώπιση τυχαίων

σφαλµάτων δεν µπορούν να εφαρµοστούν άµεσα για την ανάλυση δεδοµένων από

πειράµατα υπολογιστών. Ωστόσο, οι ιδέες και οι αρχές πολλών στατιστικών µεθόδων

µπορούν να επεκταθούν σε αυτές τις περιπτώσεις χωρίς τυχαία σφάλµατα.

Παραγοντικός σχεδιασµός: Σε έναν παραγοντικό σχεδιασµό, που αποτελείται

από ένα σύνολο πειραµατικών εκτελέσεων, έχουµε ως κύριο σκοπό την εκτίµηση

των κύριων επιδράσεων και ορισµένων αλληλεπιδράσεων των παραγόντων. ΄Ενας

παραγοντικός σχεδιασµός ονοµάζεται συµµετρικός αν όλοι οι παράγοντες έχουν τον

ίδιο αριθµό επιπέδων, διαφορετικά, ονοµάζεται ασυµµετρικός. Υπάρχουν αρκετές

ειδικές περιπτώσεις του γενικού παραγοντικού σχεδιασµού που είναι ιδιαίτερα ση-

µαντικές λόγω του ότι αφενός χρησιµοποιούνται ευρύτατα σε ερευνητικές εργασίες

και αφετέρου αποτελούν τη ϐάση άλλων σχεδιασµών µε µεγάλη πρακτική αξία. Η

σηµαντικότερη αυτών, είναι η περίπτωση που έχουµε m παράγοντες, καθέναν σε

δύο µόνο στάθµες. Μία πλήρης επανάληψη ενός τέτοιου σχεδιασµού απαιτεί 2m

παρατηρήσεις και λέγεται 2m παραγοντικός σχεδιασµός.

Πλήρης παραγοντικός σχεδιασµός: ΄Ενας σχεδιασµός όπου όλοι οι συνδυα-
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σµοί επιπέδων των παραγόντων εµφανίζονται εξίσου συχνά, ονοµάζεται πλήρης πα-

ϱαγοντικός σχεδιασµός ή πλήρης σχεδιασµός. Με τον όρο παραγοντικοί σχεδιασµοί

εννοούµε λοιπόν ότι σε κάθε πλήρη δοκιµή ή επανάληψη του πειράµατος εξετάζονται

όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί των επιπέδων (στάθµεων) των παραγόντων. Είναι σαφές

ότι ο αριθµός των εκτελέσεων σε έναν πλήρη παραγοντικό σχεδιασµό ϑα πρέπει να

είναι k
m∏
j=1

qj, όπου το qj είναι ο αριθµός των επιπέδων του παράγοντα j και k εί-

ναι ο αριθµός των επαναλήψεων για όλους τους συνδυασµούς επιπέδων. ΄Οταν όλοι

οι παράγοντες έχουν τον ίδιο αριθµό επιπέδων, q, το n = kqm, όπου n ο αριθµός

των πειραµατικών εκτελέσεων. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι, ο αριθµός των εκτελέσε-

ων ενός πλήρους παραγοντικού σχεδιασµού αυξάνεται εκθετικά µε τον αριθµό των

παραγόντων. Αντιλαµβανόµαστε λοιπόν, ότι πρόκειται για ιδιαίτερα κοστοβόρα πει-

ϱάµατα και στην περίπτωση αυτή ιδιαίτερα όταν υπάρχει αδυναµία εκτέλεσης του

πλήρους πειραµατικού σχεδιασµού, λόγω έλλειψης χρόνου ή πόρων, επιλέγουµε να

εξετάζουµε την εφαρµογή ενός αντιπροσωπευτικού υποσυνόλου των πειραµατικών

εκτελέσεων.

Κλασµατικός Παραγοντικός Σχεδιασµός: ΄Ενα κλάσµα ενός πλήρους παρα-

γοντικού σχεδιασµού (Fractional factorial design, FFD) είναι ένα υποσύνολο όλων

των πειραµατικών εκτελέσεων [32]. ΄Ενας FFD µπορεί να εκφραστεί ως ένας n ×m

πίνακας, όπου n είναι ο αριθµός των εκτελέσεων και m ο αριθµός των παραγόντων

και η j-οστή στήλη του πίνακα έχει qj επίπεδα (εγγραφές). Για παράδειγµα, ο σχε-

διασµός στο Παράδειγµα 1 που ακολουθεί µπορεί να εκφραστεί ως

D =



80 90 5 a

80 120 7 b

80 150 9 c

90 90 7 c

90 120 9 a

90 150 5 b

100 90 9 b

100 120 5 c

100 150 7 a



. (1.1)

όπου υπάρχουν τέσσερις παράγοντες, καθένας από τους οποίους έχει τρία επίπεδα.
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Συνολικά, υπάρχουν 81 = 34 δυνατοί συνδυασµοί επιπέδων, αλλά ο σχεδιασµός D

επιλέγει µόνο εννέα από αυτούς. Το πώς να επιλέξουµε ένα καλό υποσύνολο είναι το

πιο σηµαντικό ϑέµα στους FFD. Στη ϐιβλιογραφία συνιστάται η προσεκτική επιλογή

συνδυασµών, γνωστοί ως ορθογώνιοι σχεδιασµοί, και αυτή η επιλογή χρησιµοποιεί-

ται ευρέως και στην πράξη.

Ορθογώνιος σχηµατισµός: ΄Ενας ορθογώνιος σχηµατισµός (orthogonal array,

OA) ισχύος t µε n εκτελέσεις και s παράγοντες που συµβολίζεται ως OA(n, s, q, t)

είναι ένας FFD όπου κάθε υποσχεδιασµός n εκτελέσεων και m(m ≤ t) παραγόντων

είναι ένας πλήρης σχεδιασµός. Οι ορθογώνιοι σχηµατισµοί ισχύος δύο, χρησιµο-

ποιούνται εκτενώς για τον σχεδιασµό πειραµάτων σε διάφορους τοµείς και συχνά

εκφράζονται ως πίνακες ορθογώνιων σχεδιασµών. Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέ-

ξει στους Hedayat et al. [62] για περισσότερες λεπτοµέρειες.

Πίνακες ορθογώνιων σχηµατισµών: ΄Ενας πίνακας ορθογώνιου σχηµατισµού,

που συµβολίζεται µε Ln(q1× ...× qs), είναι ένας n× s πίνακας µε εισόδους 1, 2, ..., qj

στην j-οστή στήλη έτσι ώστε :

1. κάθε επίπεδο σε κάθε στήλη εµφανίζεται εξίσου συχνά.

2. κάθε συνδυασµός επιπέδων σε οποιεσδήποτε t στήλες εµφανίζεται εξίσου συ-

χνά.

΄Οταν όλοι οι παράγοντες έχουν τον ίδιο αριθµό επιπέδων, ο σχηµατισµός δηλώνεται

µε Ln(qs) που είναι ένας ορθογώνιος σχηµατισµός OA(n, s, q, 2). Οι πρώτες πέντε

στήλες του Πίνακα 1.1 δίνουν έναν ορθογώνιο πίνακα L9(3
4), όπου ο σχεδιασµός

χρησιµεύει για ένα πείραµα εννέα εκτελέσεων και τεσσάρων παραγόντων καθένας

σε τρία επίπεδα: 1, 2 και 3. Στην πραγµατικότητα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε

άλλα τρία σύµβολα όπως «α», «β» και «γ» για να αντικαταστήσουµε το 1, 2 και 3 στο

L9(3
4).

Παράδειγµα 1 Υποθέτουµε ότι υπάρχουν τέσσερις παράγοντες σε ένα πείραµα

χηµικής µηχανικής καθένας σε τρία επίπεδα ως εξής :

A (η ϑερµοκρασία της αντίδρασης): 80oC, 90oC, 100oC

B (το χρονικό µήκος της αντίδρασης): 90min, 120min, 150min

C (το ποσοστό αλκαλίων): 5%, 7%, 9%

D (χειριστής): a, b, c.



8 Εισαγωγή

Υπάρχουν 34 = 81 συνδυασµοί επιπέδων. Εάν χρησιµοποιούµε έναν L9(3
4) για

να κατασκευάσουµε ένα κλασµατικό παραγοντικό σχεδιασµό, οι στήλες του L9(3
4)

µπορούν να συµπληρωθούν για τους παράγοντες A,B,C και D µε οποιεσδήπο-

τε επιλογές από τις 4! = 24 δυνατές. Ας υποθέσουµε ότι οι τέσσερις παράγοντες

τοποθετούνται σε στήλες µε ϕυσική σειρά. Στη συνέχεια, αντικαθιστούµε τα «αφη-

ϱηµένα» τρία επίπεδα των τεσσάρων στηλών από τα επίπεδα των παραγόντων για

να αποκτήσουµε έναν κλασµατικό παραγοντικό σχεδιασµό στη δεξιά πλευρά του

Πίνακα 1.1. Υπάρχουν εννέα επιλεγµένοι συνδυασµοί επιπέδων. Ο πρώτος είναι

(80oC, 90min., 5%, a) και ο τελευταίος είναι (100oC, 150min., 7%, a). Σηµειώνουµε

ότι ο παράγοντας D (χειριστής) δεν µας ενδιαφέρει, αλλά πρέπει να εξετάσουµε το

αποτέλεσµά του καθώς ο χειριστής µπορεί να επηρεάσει την έξοδο του πειράµατος.

΄Ενας τέτοιος παράγοντας ονοµάζεται παράγοντας ϑορύβου.

Πίνακας 1.1: Ορθογώνιος σχεδιασµός L9(3
4) και ο σχετικός σχεδιασµός.

Νο 1 2 3 4 A B C D
1 1 1 1 1 80oC 90min 5% a
2 1 2 2 2 80oC 120min 7% b
3 1 3 3 3 80oC 150min 9% c
4 2 1 2 3 90oC 90 min 7% c
5 2 2 3 1 90oC 120 min 9% a
6 2 3 1 2 90oC 150 min 5% b
7 3 1 3 2 100oC 90 min 9% b
8 3 2 1 3 100oC 120min 5% c
9 3 3 2 1 100oC 150 min 7% a

Ισοµορφισµός: Η εναλλαγή στηλών και γραµµών του ορθογώνιου πίνακα σχε-

διασµού εξακολουθεί να δίνει έναν ορθογώνιο πίνακα σχεδιασµού. ∆ύο ορθογώνιοι

σχεδιασµοί ονοµάζονται ισόµορφοι εάν ο ένας µπορεί να ληφθεί από τον άλλο µε

εναλλαγή σειρών και στηλών και µετάθεση των επιπέδων µιας ή περισσοτέρων στη-

λών του πίνακα σχεδιασµού. ∆ύο ισόµορφοι παραγοντικοί σχεδιασµοί ϑεωρούνται

ισοδύναµοι.

Μοντέλα ANOVA: ΄Ενας παραγοντικός σχεδιασµός ϐασίζεται σε ένα στατιστικό

µοντέλο. Για ένα πείραµα µε επίπεδα παραγόντων x1, ..., xq, το µοντέλο µπορεί να

εκφραστεί ως

yij = µ+ αj + εij = µj + εij, j = 1, ..., q, i = 1, ..., nj, (1.2)
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όπου µ είναι ο γενικός µέσος της µεταβλητής y, µj είναι η πραγµατική τιµή της από-

κρισης y στο xj, και εij είναι το τυχαίο σφάλµα στην ith επανάληψη στο jth επίπεδο

του xj. ΄Ολα τα εij υποθέτουµε ότι είναι ανεξάρτητα και οµοιόµορφα κατανεµηµένα

σύµφωνα µε τηνN(0, σ2). Τότε ο µέσος µj µπορεί να διασπαστεί σε µj = µ+αj , όπου

αj καλείται η κύρια επίδραση του y στο xj και ικανοποιεί τη σχέση α1 + ...+αq = 0.

Ο αριθµός των εκτελέσεων σε αυτό το πείραµα είναι n = n1 + ...+nq. Το µοντέλο 1.2

καλείται µοντέλο ANOVA. ΄Ενα µοντέλο ANOVA για ένα πείραµα δύο παραγόντων,

παράγοντας A και παράγοντας B, µπορεί να εκφραστεί ως :

yijk = µ+ αi + βj + (αβ)ij + εijk, i = 1, ..., p; j = 1, ..., q; k = 1, ..., nij, (1.3)

όπου µ = είναι ο γενικός µέσος,

αi = η κύρια επίδραση του παράγοντα A στο επίπεδο αi,

βj = η κύρια επίδραση του παράγοντα B στο επίπεδο βj,

εijk = τυχαίο σφάλµα στην kth εκτέλεση στο συνδυασµό επιπέδου αiβj,

(αβ)ij = αλληλεπίδραση µεταξύ A και B στο συνδυασµό επιπέδου αiβj υπό τους

περιορισµούς :
p∑
i=1

αi = 0;

q∑
j=1

βj = 0;

p∑
i=1

(αβ)ij =

q∑
j=1

(αβ)ij = 0.

Υπάρχουν (p− 1) ανεξάρτητες παράµετροι αi, (q − 1)βj, και (p− 1)(q − 1)(αβ)ij. Ο

συνολικός αριθµός αυτών των παραµέτρων είναι pq−1. Για ένα παραγοντικό πείραµα

m παραγόντων µε q1, ..., qm επίπεδα, µπορούµε να εξετάσουµε τις αλληλεπιδράσεις

µεταξύ τριών παραγόντων, τεσσάρων παραγόντων κλπ. και ο συνολικός αριθµός

των κύριων επιδράσεων και αλληλεπιδράσεων γίνεται (
m∏
j=1

qj − 1), το οποίο αυξάνεται

εκθετικά όσο αυξάνεται το m.

Αρχή σποραδικότητας: Ο αριθµός των σηµαντικών επιδράσεων και αλληλεπι-

δράσεων σε έναν παραγοντικό σχεδιασµό είναι µικρός.

Αρχή ιεραρχίας: Οι επιδράσεις χαµηλότερης τάξης είναι πιθανότερο να είναι

σηµαντικές από τις επιδράσεις υψηλότερης τάξης. Οι κύριες επιδράσεις είναι πι-

ϑανότερο να είναι σηµαντικές από τις αλληλεπιδράσεις, και οι επιδράσεις της ίδιας

τάξης είναι εξίσου πιθανόν να είναι σηµαντικές.
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Υπερκορεσµένοι σχεδιασµοί : Οι υπερκορεσµένοι σχεδιασµοί είναι κλασµατι-

κοί παραγοντικοί σχεδιασµοί στους οποίους ο αριθµός των εκτιµώµενων επιδράσεων

(κύριων ή αλληλεπιδράσεων) είναι µεγαλύτερος από τον αριθµό των πειραµατικών

εκτελέσεων. Τόσο σε ϐιοµηχανικά όσο και επιστηµονικά πειράµατα, ειδικά στα αρ-

χικά στάδιά τους, είναι ιδιαίτερα συχνό ϕαινόµενο να υπάρχει ένας µεγάλος αριθµός

παραγόντων που είναι απαραίτητο να µελετηθούν αλλά το µέγεθος των πειραµα-

τικών εκτελέσεων να είναι περιορισµένο λόγω του υψηλού κόστους. Σύµφωνα µε

την αρχή σποραδικότητας των επιδράσεων, οι υπερκορεσµένοι σχεδιασµοί µπορούν

να χρησιµοποιηθούν αποτελεσµατικά σε τέτοια προβλήµατα για να εντοπίσουν τους

κυρίαρχους παράγοντες. Σύµφωνα µε αυτή την αρχή, όπως τονίσαµε και προηγου-

µένως, οι παράγοντες που επηρεάζουν την απόκριση του πειράµατος είναι λιγοστοί,

συγκριτικά µε το αρχικό σύνολο όλων των παραγόντων, εποµένως στόχος αυτών των

πειραµάτων είναι ο προσδιορισµός των λίγων αλλά κυρίαρχων ενεργών παραγόντων.

Σκεφτείτε ένα σχεδιασµό µε n εκτελέσεις και m παράγοντες, κάθε έναν µε q επίπε-

δα. Ο σχεδιασµός ονοµάζεται µη-κορεσµένος εάν n − 1 > m(q − 1), κορεσµένος

εάν n − 1 = m(q − 1) και υπερκορεσµένος εάν n − 1 < m(q − 1). Περισσότερες

λεπτοµέρειες σχετικά µε τους υπερκορεσµένους σχεδιασµούς παρέχονται στο Μέρος

ΙΙ της παρούσας διδακτορικής διατριβής.

Βέλτιστοι σχεδιασµοί : Υποθέτουµε ότι η υποκείµενη σχέση µεταξύ της από-

κρισης yk και των παραγόντων εισόδου xk = (xk1, ..., xks) µπορούν να εκφράζονται

σε ένα µοντέλο παλινδρόµησης ως:

yk =
m∑
j=1

βjgj(xk1, ..., xks) + εk =
m∑
j=1

βjgj(xk) + εk, k = 1, ..., n, (1.4)

όπου gj(.) είναι προκαθορισµένες ή γνωστές συναρτήσεις, ε είναι το τυχαίο σφάλµα

µεE(ε) = 0, και V ar(ε) = σ2. Το µοντέλο 1.4 περιλαµβάνει πολλά χρήσιµα µοντέλα,

όπως είναι το γραµµικό µοντέλο,

yk = β0 + β1x1 + ...+ βsxs + εk (1.5)
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και το τετραγωνικό µοντέλο,

yk = β0 +
s∑
i=1

βixi +
s∑
i=1

βix
2
i +

∑
1≤i<j≤s

βijxixj + εk. (1.6)

Σηµειώνουµε ότι οι συναρτήσεις gj µπορεί να είναι µη γραµµικές στο x, όπως για πα-

ϱάδειγµα exp(−xi), log(xj), 1/(a+xixj), κ.λπ. Στην παρούσα διδακτορική διατριβή

ϑεωρούµε τόσο γραµµικά όσο και πολυωνυµικά µοντέλα και τετραγωνικά µοντέλα.

Το µοντέλο 1.4 µπορεί να εκφραστεί µε τη µορφή διανυσµάτων και πινάκων ως

y = Gβ + ε. (1.7)

όπου

G =


g1(x1) ... gm(x1)

...
...

g1(xn) ... gm(xn)

 , β =


β1
...

βm

 (1.8)

Ο πίνακας G, που ονοµάζεται πίνακας σχεδιασµού, αντιπροσωπεύει τόσο τα δε-

δοµένα όσο και το µοντέλο. M = G
′
G ονοµάζεται ο πίνακας πληροφορίας, όπου G

′

είναι ο ανάστροφος του G. Αυτός µπορεί να γραφεί ως Μ(Dn) για να τονίσει ότι είναι

µία συνάρτηση του σχεδιασµού Dn = xk = (x1, ..., xs). Ο πίνακας συνδιακύµανσης

του εκτιµητή ελαχίστων τετραγώνων δίνεται από τη σχέση

Cov(β̂) =
σ2

n
Μ−1.

Σαφώς, ϑέλουµε το Cov(β̂) να είναι όσο το δυνατό µικρότερο µε µια ορισµένη έννοια.

Αυτό σηµαίνει τη µεγιστοποίηση του Μ(Dn) σε σχέση µε το Dn. Ωστόσο, Μ είναι

ένας πίνακας m ×m, οπότε πρέπει να ϐρούµε ένα κριτήριο κλίµακας για τη µεγι-

στοποίηση του Μ, που υποδηλώνεται µε φ(Μ(Dn)), και τότε µπορούµε να ϐρούµε

τον φ-ϐέλτιστο σχεδιασµό που µεγιστοποιεί το φ(Μ) πάνω στο χώρο του σχεδιασµού.

Πολλοί συγγραφείς έχουν προτείνει πολλά κριτήρια, όπως για παράδειγµα τα:

D-ϐελτιστότητα : µεγιστοποίηση της ορίζουσας Μ,

A-ϐελτιστότητα : ελαχιστοποίηση του ίχνους του Μ−1,
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E-ϐελτιστότητα : ελαχιστοποίηση της µεγαλύτερης ιδιοτιµής του Μ−1.

Στην πολυµεταβλητή στατιστική ανάλυση η ορίζουσα του πίνακα συνδιακύµανσης

ονοµάζεται γενικευµένη διακύµανση. Η D-ϐελτιστότητα είναι ισοδύναµη µε την

ελαχιστοποίηση της γενικευµένης διακύµανσης και επίσης ισοδυναµεί µε την ελα-

χιστοποίηση του όγκου του ελλειψοειδούς (β − β̂)
′
Μ(β − β̂) ≤ α2 για κάθε α2 > 0.

Η A-ϐελτιστότητα είναι ισοδύναµη µε την ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος των δια-

κυµάνσεων β̂1, ..., β̂m. ΄Οταν το πραγµατικό µοντέλο είναι γνωστό, οι ϐέλτιστοι σχε-

διασµοί είναι οι καλύτεροι υπό τη δεδοµένη ϐελτιστότητα. Οι ϐέλτιστοι σχεδιασµοί

έχουν πολλές ελκυστικές ιδιότητες, αλλά έχουν έλλειψη ευρωστίας στο µη προσδιορι-

σµένο µοντέλο. ΄Οταν το υποκείµενο µοντέλο είναι άγνωστο, οι ϐέλτιστοι σχεδιασµοί

ενδέχεται να έχουν κακή απόδοση. Αν µπορεί κανείς να συνδυάσει την αποτελεσµα-

τικότητα του ϐέλτιστου σχεδιασµού και της ευρωστίας του οµοιόµορφου σχεδιασµού,

ο νέος σχεδιασµός µπορεί να έχει µία καλή απόδοση.

1.2.1 Συγκεντρωτικά

Στην παρούσα ενότητα κάνουµε µια συγκεντρωτική παρουσίαση των σηµαντικό-

τερων σηµείων όσον αφορά στους στόχους των πειραµάτων, τα ϐήµατα για να είναι

επιτυχήµενο ένα πείραµα, καθώς επίσης και τα στοιχεία που επηρεάζουν την καλή

επιλογή ενός πειραµατικού σχεδιασµού.

Οι στόχοι των πειραµάτων περιλαµβάνουν τα ακόλουθα:

• ποιες µεταβλητές έχουν µεγαλύτερη επιρροή στην απόκριση y (κρησάρισµα).

• που ϑα ϑέσουµε τα σηµαντικά x, δηλαδή ποια ϑα είναι τα ϐέλτιστα επίπεδα

των x, έτσι ώστε το y να είναι σχεδόν πάντα κοντά στην επιθυµητή τιµή-στόχο

(ϐελτιστοποίηση).

• που ϑα ϑέσουµε τα σηµαντικά x, δηλαδή ποια ϑα είναι τα ϐέλτιστα επίπεδα

των x, έτσι ώστε η µεταβλητότητα στο y να είναι η µικρότερη δυνατή.

• που ϑα ϑέσουµε τα σηµαντικά x, δηλαδή ποια ϑα είναι τα ϐέλτιστα επίπε-

δα των x, έτσι ώστε να ελαχιστοποιούνται οι επιδράσεις των µη ελεγχόµενων

µεταβλητών z.

• ένα µαθηµατικό µοντέλο για να προβλέψουµε τις µελλοντικές αποκρίσεις.
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Σχεδιασµός του πειράµατος: Τα ϐήµατα που πρέπει να ακολουθήσουµε έτσι

ώστε να διεξάγουµε ένα επιτυχηµένο πείραµα είναι :

• Αναγνώριση και δήλωση του προβλήµατος.

• Επιλογή παραγόντων, επιπέδων και εύρους.

• Επιλογή της µεταβλητής απόκρισης.

• Επιλογή πειραµατικού σχεδιασµού.

• Εκτέλεση του πειράµατος.

• Στατιστική ανάλυση των δεδοµένων.

• Συµπεράσµατα και συστάσεις.

Επιλογή του πειραµατικού σχεδιασµού: Σε πολλές περιπτώσεις, υπάρχουν

περισσότερες από µία «καλές» επιλογές ενός πειραµατικού σχεδιασµού. ΄Οταν ε-

πιλέγουµε έναν σχεδιασµό, πάντα πρέπει να έχουµε κατά νου τους πειραµατικούς

στόχους. Συχνά, η επιλογή σχεδιασµού εξαρτάται από το µοντέλο που χρησιµοποιεί-

ται. Ορισµένοι σχεδιασµοί απαιτούν ανάλυση δύο (ή περισσότερων) σταδίων για να

προσαρµόσουµε το µοντέλο. Για παράδειγµα, για τους σχεδιασµούς κρησαρίσµατος

χρειάζονται συµπληρωµατικά πειράµατα για να προσαρµόσουµε πολύπλοκα µοντέ-

λα. Επίσης, διάφοροι περιορισµοί στο πείραµα ϑα πρέπει πάντα να λαµβάνονται

υπόψη (όπως ο αριθµός των παραγόντων, τα επίπεδα του κάθε παράγοντα). Τέλος,

το κόστος κάθε πειράµατος (επεξεργασία) και ο διαθέσιµος προϋπολογισµός εκτός

από το µοντέλο που χρησιµοποιείται, ϑα καθορίσουν τον αριθµό των πειραµατικών

εκτελέσεων στο σχεδιασµό.



14 Εισαγωγή
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Πειράµατα Υπολογιστών
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Εισαγωγικά στοιχεία και ϐασικές έννοιες

για τα πειράµατα υπολογιστών

Statisticians, like artists,

have the bad habit of falling in love with their models.

—George Box ( 1985-2013)

Σ το παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται µια σύντοµη εισαγωγή για τα πειράµατα

υπολογιστών.

2.1 Εισαγωγή

Με την έλευση της τεχνολογίας υπολογιστών και των αριθµητικών µεθόδων, οι

µηχανικοί και οι επιστήµονες συχνά χρησιµοποιούν προσοµοιώσεις υπολογιστών

για να µελετήσουν πραγµατικά ή ϑεωρητικά ϕυσικά συστήµατα. Για να προσοµοιώ-

σουµε ένα ϕυσικό σύστηµα, πρέπει να δηµιουργήσουµε µαθηµατικά µοντέλα για

να αναπαραστήσουµε τις ϕυσικές συµπεριφορές. Τα µοντέλα µπορούν να λάβουν

πολλές µορφές και διαφορετικά επίπεδα λεπτοµερούς εκπροσώπησης του ϕυσικού

συστήµατος. Τα µοντέλα είναι συχνά πολύ περίπλοκα και κατασκευασµένα µε δια-

ϕορετικά επίπεδα ακρίβειας, όπως το λεπτοµερές µοντέλο ϐασισµένο στη ϕυσική,

καθώς επίσης και πιο αφηρηµένα και υψηλότερου επιπέδου µοντέλα µε λιγότερο

λεπτοµερή αναπαράσταση. ΄Ενα µοντέλο ϐασισµένο στη ϕυσική µπορεί να αντι-

προσωπεύεται από ένα σύνολο εξισώσεων που περιλαµβάνουν γραµµικές, µη γραµ-

µικές, συνήθεις και µερικές διαφορικές εξισώσεις. ΄Ενα λιγότερο λεπτοµερές και ένα
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πιο αφηρηµένο µοντέλο µπορεί να χρησιµοποιεί στοχαστικές αναπαραστάσεις όπως

αυτές που χρησιµοποιούνται συνήθως για την προσοµοίωση διαδικασιών µε ϐάση

εµπειρικές παρατηρήσεις (π.χ. προσοµοιώσεις διακριτών συµβάντων για δίκτυα α-

ναµονής). Λόγω της πολυπλοκότητας των πραγµατικών ϕυσικών συστηµάτων, δεν

υπάρχει συνήθως ένας απλός αναλυτικός τύπος για την επαρκή περιγραφή των ϕαι-

νοµένων και απαιτούνται συστηµατικά πειράµατα για την ανάπτυξη των µοντέλων.

Συγκεκριµένα, συστηµατικά πειράµατα είναι χρήσιµα στις ακόλουθες περιπτώ-

σεις : 1) το µοντέλο είναι πολύ σύνθετο όπου οι υποκείµενες σχέσεις είναι µη γραµµι-

κές µε πολλές µεταβλητές να αλληλεπιδρούν µεταξύ τους, 2) το µοντέλο παρουσιάζει

στοχαστική συµπεριφορά, ή 3) το µοντέλο παράγει πολλαπλές και σύνθετες εξόδους,

όπως η συναρτησιακή απόκριση ή ακόµα και η 3D απεικόνιση. Σε τέτοιες καταστά-

σεις, είναι συχνά δύσκολο, ακόµη και αδύνατο να µελετηθεί η συµπεριφορά των µο-

ντέλων υπολογιστών που χρησιµοποιούν παραδοσιακές µεθόδους πειραµάτων. Μια

προσέγγιση για τη µελέτη περίπλοκων σχέσεων εισόδου-εξόδου που εµφανίζεται από

το µοντέλο προσοµοίωσης είναι η κατασκευή ενός προσεγγιστικού µοντέλου (επίσης

γνωστό ως µεταµοντέλο-metamodel) µε ϐάση ένα σύνολο περιορισµένων δεδοµένων

παρατήρησης που αποκτήθηκαν µε την εκτέλεση του µοντέλου προσοµοίωσης σε

προσεκτικά επιλεγµένα σηµεία του σχεδιασµού. Αυτό το προσεγγιστικό µοντέλο

έχει µια αναλυτική µορφή και είναι απλούστερο στη χρήση και στην εφαρµογή.

Η διαθεσιµότητα ενός µεταµοντέλου ως υποκατάστατου του αρχικού πολύπλοκου

προσοµοιωµένου µοντέλου είναι ιδιαίτερα χρήσιµη όταν η εφαρµογή του αρχικού

µοντέλου είναι µια εντατική διαδικασία (π.χ. από την άποψη της προετοιµασίας του

µοντέλου, του υπολογισµού και της ανάλυσης της εξόδου), όπως συνήθως συµβαίνει

στα πολύπλοκα µοντέλα προσοµοίωσης. Η ανάγκη για ένα «ϕτηνό σε υπολογισµό»

µεταµοντέλο είναι ακόµη µεγαλύτερη όταν κάποιος ϑα ήθελε να χρησιµοποιήσει το

µοντέλο για πιο απαιτητικά υπολογιστικά Ϲητήµατα όπως η ανάλυση ευαισθησίας, η

ϐελτιστοποίηση ή η πιθανοτική ανάλυση. Για να εκτελέσουµε µε επιτυχία τα προ-

αναφερθέντα Ϲητήµατα, ένα µεταµοντέλο υψηλής ποιότητας που αναπτύχθηκε από

ένα περιορισµένο µέγεθος δείγµατος είναι µια πολύ σηµαντική προϋπόθεση. Για να

ϐρεθεί ένα µεταµοντέλο υψηλής ποιότητας, η επιλογή ενός σωστού συνόλου δεδοµέ-

νων «εκπαίδευσης» γίνεται ένα σηµαντικό Ϲήτηµα για την προσοµοίωση. Ο λεγόµενος

space-filling σχεδιασµός παρέχει τρόπους για τη δηµιουργία αποτελεσµατικών δεδο-
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µένων εκπαίδευσης. Με την αποδοτική έννοια εννοούµε ότι είναι σε ϑέση να παράγει

ένα σύνολο σηµείων δειγµατοληψίας που απεικονίζουν τη µέγιστη πληροφορία µετα-

ξύ των σχέσεων εισόδου-εξόδου. Υπάρχουν πολλοί space-filling σχεδιασµοί, όπως η

δειγµατοληψία λατινικών υπερκύβων και οι τροποποιήσεις τους, οι ϐέλτιστες δειγµα-

τοληψίες λατινικών υπερκύβων και οι οµοιόµορφοι σχεδιασµοί. Οι McKay, Conover

και Beckman [103] εισήγαγαν τη δειγµατοληψία λατινικών υπερκύβων (Latin hy-

percube sampling, LHS) ως µία εναλλακτική της iid δειγµατοληψίας η οποία οδηγεί

στη µείωση της διασποράς της µεταβλητής y.

2.2 Πειράµατα υπολογιστών

Πολλές επιστηµονικές περιοχές συµπεριλαµβάνουν την µοντελοποίηση ϕυσικών

ϕαινοµένων χρησιµοποιώντας µαθηµατικά µοντέλα

y = f(x1, ..., xs) = f(x), x = (x1, ..., xs)
′ ∈ T

΄Οπου το x αποτελείται από επεξηγηµατικές µεταβλητές που εισάγουµε στο µοντέλο,

y είναι η µεταβλητή απόκρισης, η συνάρτηση f είτε είναι είτε µπορεί να µην είναι σε

αναλυτική µορφή, και T είναι ο χώρος των µεταβλητών που εισάγουµε. Το παραπάνω

µοντέλο µπορεί να ϑεωρηθεί ως µία λύση ενός συνόλου εξισώσεων, συµπεριλαµβανο-

µένων γραµµικών, µη γραµµικών, συνήθων ή µερικών διαφορικών εξισώσεων, όπου

είναι συνήθως απίθανο να αποκτήσουµε µία αναλυτική λύση για αυτές τις εξισώσεις.

Μηχανικοί και επιστήµονες χρησιµοποιούν αυτά τα µοντέλα για να πάρουν αποφά-

σεις εφαρµόζοντας το µοντέλο για την εκτίµηση της συµπεριφοράς συστηµάτων υπό

τον καθορισµό διαφορετικών µεταβλητών εισόδου. Εποµένως, το µοντέλο είναι ένα

κρίσιµο στοιχείο στην επιστηµονική έρευνα και στον µηχανικό σχεδιασµό. Η διαθε-

σιµότητα ενός µοντέλου είναι συνήθως κρίσιµη σε πολλές περιπτώσεις διότι µπορεί

να είναι είτε πολύ ακριβό είτε ιδιαίτερα χρονοβόρο να πραγµατοποιηθούν ϕυσικά

πειράµατα για να κατανοήσουµε πλήρως τη σχέση µεταξύ της µεταβλητής απόκρι-

σης y και των επεξηγηµατικών µεταβλητών xj. ΄Ετσι τα µοντέλα υπολογιστών έχουν

γίνει ιδιαίτερα σηµαντικά για να διερευνηθούν περίπλοκα ϕυσικά ϕαινόµενα. Οι

επιστήµονες και οι µηχανικοί κάνουν χρήση των προσοµοιώσεων µε υπολογιστές για

να διερευνήσουν πολύπλοκες σχέσεις µεταξύ των µεταβλητών εισόδου και εξόδου. ΄Ε-
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νας από τους στόχους των πειραµάτων υπολογιστών είναι αρχικά να ϐρουν ένα κατά

προσέγγιση µοντέλο που είναι πολύ απλούστερο από το πραγµατικό (αλλά περίπλο-

κο) µοντέλο προσοµοιώνοντας την συµπεριφορά µίας συσκευής/διαδικασίας στον

υπολογιστή. Η ξεχωριστή ϕύση των πειραµάτων υπολογιστή ϑέτουν µία µοναδική

πρόκληση, η οποία απαιτεί µία ιδιαίτερη προσέγγιση σχεδιασµού πειραµάτων.

Τις τελευταίες δεκαετίες ο σχεδιασµός πειραµάτων υπολογιστών χαίρουν ιδιαίτε-

ϱης προσοχής. Εκατοντάδες ερευνητικές εργασίες έχουν δηµοσιευτεί αναφερόµενες

σε αυτό το ϑέµα. Ανάµεσα σε αυτές και των [5,72,116] δίνουν µία διεξοδική ανασκό-

πηση σε αυτή τη ϱαγδαία αναπτυσσόµενη περιοχή και παρέχουν αρκετές αναφορές

για το παρόν αντικείµενο. Αξίζει να σηµειωθούν τα µοναδικά χαρακτηριστικά των

πειραµάτων υπολογιστή σε σύγκριση µε τα ϕυσικά πειράµατα:

• Τα πειράµατα υπολογιστών συχνά περιέχουν έναν µεγάλο αριθµό µεταβλητών

σε σύγκριση µε τα τυπικά ϕυσικά πειράµατα.

• Μεγαλύτερη πειραµατική περιοχή ή χώρος σχεδιασµού συχνά απασχολείται

για τη διεξαγωγή πολύπλοκων µη γραµµικών συναρτήσεων.

• Τα πειράµατα υπολογιστών είναι ντετερµινιστικά. Αυτό σηµαίνει ότι δείγµατα

µε ακριβώς τις ίδιες επεξηγηµατικές µεταβλητές ϑα παράξουν πανοµοιότυπες

µεταβλητές εξόδου-µεταβλητές απόκρισης.

Για να γίνουµε πιο σαφείς στα προαναφερθέντα χαρακτηριστικά, τα πειράµατα

υπολογιστών απαιτούν διαφορετικές προσεγγίσεις από τα ϕυσικά πειράµατα.

Σχήµα 2.1: Πειράµατα Υπολογιστών.
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2.3 Σχεδιασµοί για πειράµατα υπολογιστών

Για τα πειράµατα υπολογιστών, η επιλογή ενός πειραµατικού σχεδιασµού είναι

ένα ϐασικό Ϲήτηµα στην οικοδόµηση ενός αποτελεσµατικού µοντέλου. Ο καλύτερος

τρόπος να κατασκευαστεί ένας σχεδιασµός εξαρτάται από το υποκείµενο στατιστικό

µοντέλο. Το συνολικό µοντέλο του µέσου αποτελεί τη ϐάση για το κίνητρο της δειγ-

µατοληψίας των λατινικών υπερκύβων (Latin hypercube sampling) και των οµοιό-

µορφων σχεδιασµών. Μια καλή µέθοδος κατασκευής για space-filling σχεδιασµούς

ϑα πρέπει να πληρεί τα ακόλουθα κριτήρια :

(α) να είναι ϐέλτιστη κάτω από το υποκείµενο στατιστικό µοντέλο,

(ϐ) να µπορεί να εξυπηρετήσει διάφορους αριθµούς πειραµατικών εκτελέσεων και

µεταβλητών εισόδου,

(γ) να µπορεί εύκολα να παραχθεί σε ένα λογικό υπολογιστικό χρόνο.

∆ύο space-filling σχεδιασµοί ονοµάζονται ισοδύναµοι αν ο ένας µπορεί να ληφθεί

από τον άλλο µε µετατόπιση της τάξεως των παραγόντων ή/και των πειραµατικών

εκτελέσεων του άλλου. ΄Ενας space-filling σχεδιασµός µπορεί να δηµιουργηθεί τυ-

χαία, όπως στη δειγµατοληψία λατινικών υπερκύβων. Σε αυτή την περίπτωση, ένας

σχεδιασµός είναι ένα δείγµα από µια σειρά προτεινόµενων σχεδιασµών. Εµείς πρέπει

να χρησιµοποιούµε τον ίδιο συµβολισµό για αυτή την κλάση σχεδιασµών. Για παρά-

δειγµα, το LHS(n, s) µπορεί να είναι ένα δείγµα Λατινικού υπερκύβου ή το σύνολο

όλων αυτών των δειγµάτων. ΄Ενας space-filling σχεδιασµός µπορεί επίσης να εί-

ναι ντετερµινιστικός, όπως ο οµοιόµορφος σχεδιασµός. Εποµένως, µπορεί να ισχύει

ένας συµβολισµός είτε για έναν σχεδιασµό είτε για το σύνολο του ίδιου τύπου σχεδια-

σµών χωρίς κάποια σύγχυση. Η ϐελτιστοποίηση διαδραµατίζει σηµαντικό ϱόλο στον

σχεδιασµό και τη µοντελοποίηση των πειραµάτων υπολογιστών. Υπάρχουν γνωστοί

ευρετικοί συνδυαστικοί αλγόριθµοι ϐελτιστοποίησης για τη δηµιουργία ϐέλτιστων

σχεδιασµών, συµπεριλαµβανοµένων της τοπικής αναζήτησης, της προσοµοιωτικής

δακτυλίωσης (simulated annealing), της αποδοχής κατωφλίου (threshold accept-

ing) και των στοχαστικών εξελικτικών µεθόδων (stochastic evolutionary methods).
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Στην παρούσα διδακτορική διατριβή ϑα ασχοληθούµε µε την επιλογή και τον σχε-

διασµό πειραµάτων υπολογιστών και όχι µε τη δηµιουργία του µεταµοντέλου. Για

περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε τα µεταµοντέλα (metamodels) παραπέµπου-

µε στην εργασία των Fang et al. [46]. Στο επόµενο κεφάλαιο προτείνουµε γενικούς

σχεδιασµούς για πειράµατα υπολογιστών. Οι προτεινόµενοι ϐέλτιστοι σχεδιασµοί έ-

χουν πολλά πλεονεκτήµατα. Είναι πολύ εύκολο να κατασκευαστούν, έχουν ευέλικτα

µεγέθη και µπορούν να ϕιλοξενούν πολλά επίπεδα. Αυτά τα πλεονεκτήµατα καθι-

στούν τους σχεδιασµούς αυτού του κεφαλαίου µία καλή εναλλακτική για πειράµατα

υπολογιστών.
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Ορθογώνιοι κατά στήλη και σχεδόν

ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί για

µοντέλα µε όρους δεύτερης τάξης

Σ το παρόν κεφάλαιο µελετάµε τους U-type, ορθογώνιους κατά στήλη (column-

orthogonal) και τους σχεδόν ορθογώνιους κατά στήλη (nearly column-orthogo-

nal) σχεδιασµούς. Οι σχεδόν ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί είναι πολύ

χρήσιµοι σε περιπτώσεις όπου δεν είναι γνωστοί οι ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδια-

σµοί. Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζουµε την κατασκευή νέων σχεδιασµών οι

οποίοι είναι κατάλληλοι για πειράµατα κρησαρίσµατος (screening experiments).

Σε κάποιες περιπτώσεις, οι σχεδιασµοί που κατασκευάστηκαν είναι ϐέλτιστοι όσον

αφορά στη δοµή των ταυτόσηµων επιδράσεων (aliased structure). Οι δοµές των ταυ-

τόσηµων επιδράσεων των U-type, ορθογώνιων και σχεδόν ορθογώνιων κατά στήλη

σχεδιασµών υπολογίζονται και παρουσιάζονται σε κλειστή µορφή. Το γεγονός αυτό

κάνει αυτή την καινούργια προσέγγιση καινοτόµα και καθιστά ικανή την κατασκευή

σχεδιασµών που είναι διαφορετικοί από τους ήδη υπάρχοντες στη ϐιβλιογραφία. Ε-

πίσης παρουσιάζονται, ένα εκτεταµένο πολλαπλασιαστικό ϑεώρηµα (multiplication

theorem), καθώς και νέες άπειρες οικογένειες (infinite families) ορθογώνιων κατά

στήλη σχεδιασµών χρησιµοποιώντας Ϲεύγη περιοδικών ακολουθιών Golay (periodic

Golay pairs). Τα ερευνητικά αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στο παρόν κεφάλαιο

δηµοσιεύτηκαν στην επιστηµονική εργασία [II].
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3.1 Ερευνητικό πρόβληµα-Λύση

Από µία σύντοµη ανασκόπηση στην ϐιβλιογραφία αντιλαµβανόµαστε ότι οι σχε-

διασµοί για τα πειράµατα υπολογιστών έχουν αναπτυχθεί σε µεγάλο ϐαθµό τα τε-

λευταία χρόνια. Μία µεγάλη κλάση σχεδιασµών για πειράµατα υπολογιστών περι-

λαµβάνουν τους ιδιαιτέρως γνωστούς και συχνά χρησιµοποιούµενους σχεδιασµούς

λατινικού υπερκύβου (Latin hypercube designs, LHDs). Ωστόσο, οι σχεδιασµοί που

είναι κατάλληλοι για πειράµατα υπολογιστών είναι συνήθως περίπλοκοι ενώ είναι

υπολογιστικά κοστοβόρο τις περισσότερες ϕορές να καθοριστεί η δοµή των ταυτόση-

µων επιδράσεων.

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζουµε την κατασκευή νέων σχεδιασµών οι οποίοι

είναι κατάλληλοι για πειράµατα κρησαρίσµατος (screening experiments). Σε κά-

ποιες περιπτώσεις, οι σχεδιασµοί που κατασκευάστηκαν είναι ϐέλτιστοι όσον αφορά

στη δοµή των ταυτόσηµων επιδράσεων (aliased structure). Οι δοµές των ταυτόσηµων

επιδράσεων των U-type, ορθογώνιων και σχεδόν ορθογώνιων κατά στήλη σχεδιασµών

υπολογίζονται και παρουσιάζονται σε κλειστή µορφή κάτι που κάνει αυτή την και-

νούργια προσέγγιση καινοτόµα και καθιστά ικανή την κατασκευή σχεδιασµών που

είναι διαφορετικοί από τους ήδη υπάρχο-ντες στη ϐιβλιογραφία. Η κατασκευή των

νέων ορθογώνιων κατά στήλη σχεδιασµών (COD) και σχεδόν ορθογώνιων σχεδια-

σµών (NCOD) πραγµατοποιήθηκε συνδυάζοντας γενικευµένους ορθογώνιους σχε-

διασµούς, ξένους κυκλικούς πίνακες και περιοδικά Ϲεύγη Golay. Επίσης παρέχου-

µε ένα νέο πολλαπλασιαστή µε την παρουσίαση νέων κατευθυνόµενων ακολουθιών

µήκους 72. Αυτή η προσέγγιση οδηγεί σε µια νέα πολλαπλασιαστική τεχνική και

µια νέα άπειρη οικογένεια COD που περιλαµβάνει ϐέλτιστους σχεδιασµούς πολλών

νέων τάξεων. Σηµειώνουµε ότι οι ϐέλτιστοι ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί σε

αυτήν την άπειρη οικογένεια είναι νέων τάξεων και δεν µπορούσαν να κατασκευα-

στούν µε οποιαδήποτε γνωστή µέθοδο στη ϐιβλιογραφία. Οι προτεινόµενοι ϐέλτιστοι

σχεδιασµοί έχουν πολλά πλεονεκτήµατα. Είναι πολύ εύκολο να κατασκευαστούν,

έχουν ευέλικτα µεγέθη και µπορούν να ϕιλοξενούν πολλά επίπεδα. Αυτά τα πλεονε-

κτήµατα καθιστούν τους σχεδιασµούς αυτούς ιδιαίτερα αποδοτικούς για πειράµατα

υπολογιστών.
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3.2 Εισαγωγή και ϐασικές έννοιες

Σχεδιασµοί για τα πειράµατα υπολογιστών έχουν εκτενέστατα αναπτυχθεί στην

πρόσφατη ϐιβλιογραφία: για παράδειγµα παραπέµπουµε στις ακόλουθες εργασίες

[53,63,93,94,126,127,153,154]. Μία µεγάλη κλάση σχεδιασµών για πειράµατα

υπολογιστών, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, περιλαµβάνουν τους ιδιαιτέρως γνωστούς

και συχνά χρησιµοποιούµενους σχεδιασµούς λατινικού υπερκύβου (Latin hyper-

cube designs, LHDs). Αυτοί οι σχεδιασµοί έχουν n οµοιόµορφα κατανεµηµένα

επίπεδα σε n πειραµατικές εκτελέσεις. Πρόσφατα, οι Sun et al. [128], ακολουθώντας

τους Bingham et al. [11], χαλάρωσαν τους περιορισµούς που ισχύουν στα LHDs

σχετικά µε το µέγεθος των πειραµατικών εκτελέσεων ότι πρέπει να ισούται µε τον

αριθµό των επιπέδων, και εισήγαγαν µία εναλλακτική κλάση σχεδιασµών, τους

επονοµαζόµενους ορθογώνιους κατά στήλη (column-orthogonal) σχεδιασµούς για

πειράµατα υπολογιστών. ΄Οταν όλα τα επίπεδα επαναλαµβάνονται τον ίδιο αριθµό

ϕορών και κατανέµονται οµοιόµορφα σε κάθε στήλη, ο σχεδιασµός καλείται U-type

σχεδιασµός. ΄Οταν κάθε στήλη είναι ορθογώνια στην επίδραση που αντιστοιχεί στο

µέσο (mean effect), ο σχεδιασµός καλείται ορθογώνιος στο µέσο (mean orthogonal).

΄Ενας σχεδιασµός µε n πειραµατικές εκτελέσεις και m παράγοντες που έχει z

µηδενικά και q − 1 µη µηδενικά διακριτά επίπεδα που επαναλαµβάνονται τον ίδιο

αριθµό ϕορών σε κάθε παράγοντα συµβολίζεται µε D(n; z; qm).

• ΄Οταν το z = 0, τότε ο σχεδιασµός είναι ένας U-type σχεδιασµός και το z µπορεί

να παραληφθεί από το συµβολισµό, δηλαδή D(n; (q − 1)m).

• ΄Οταν το z = n/q, τότε ο σχεδιασµός είναι ένας U-type σχεδιασµός και το z

µπορεί να παραληφθεί από το συµβολισµό, για παράδειγµα D(n; qm).

• ΄Οταν το z 6= 0 και το z 6= n/q, τότε οι παραγόµενοι σχεδιασµοί είναι ορθογώνιοι

στο µέσο, άλλα όχι U-type, και τέτοιοι σχεδιασµοί είναι κατάλληλοι µόνο για

ποσοτικούς παράγοντες.

΄Ενας σχεδιασµός καλείται ορθογώνιος κατά στήλη σχεδιασµός και συµβολίζεται

µε COD(n; z; qm), εάν το εσωτερικό γινόµενο οποιωνδήποτε δύο στηλών είναι µηδέν.

΄Ενας σχεδόν ορθογώνιος κατά στήλη σχεδιασµός συβολίζεται µε NCOD(n; z; qm).

Σηµειώνουµε ότι ένας ορθογώνιος κατά στήλη σχεδιασµός COD(n; z; qm) δεν είναι
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πάντοτε U-type. ΄Εναν ορθογώνιο κατά στήλη σχεδιασµό COD(n; z; qm) που είναι

επίσης U-type, ϑα τον συµβολίζουµε ως U-type COD(n; z; qm). ΄Ενας ορθογώνιος

κατά στήλη σχεδιασµός καλείται l-ορθογώνιος εάν το άθροισµα των γινοµένων των

στοιχείων (sum of the elementwise products) οποιωνδήποτε l στηλών (είτε αυτές είναι

διακριτές είτε όχι) είναι µηδέν. ΄Οταν ` = 3, τότε οι σχεδιασµοί λέγονται 3-ορθογώνιοι

[11]. Ο σχεδιασµός T λέγεται ότι είναι ένας πλήρης fold-over του σχεδιασµού D εάν

T =

 D

−D

. Οι Georgiou et al. [56] έδειξαν ότι οποιοσδήποτε πλήρης fold-over

σχεδιασµός T είναι 3-ορθογώνιος.

΄Ενας πίνακας λέγεται ότι είναι κυκλικός εάν κάθε διάνυσµα γραµµή περιστρέ-

ϕεται κατά ένα στοιχείο δεξιά σε σύγκριση µε το προηγούµενο διάνυσµα γραµµή.

΄Ενας κυκλικός πίνακας A = circ(B) καθορίζεται πλήρως από ένα διάνυσµα B, το

οποίο εµφανίζεται ως η πρώτη γραµµή του πίνακα. Οι υπολοιπόµενες γραµµές του

A είναι η καθεµία κυκλικές µεταθέσεις του διανύσµατος B µε µία offset να ισού-

ται µε το δείκτη της γραµµής. Οι κυκλικοί πίνακες µε µία αντίθετη κατεύθυνση

µετακίνησης των στοιχείων ονοµάζονται πίσω-κυκλικοί. Εάν δεν προκαλείται σύγχυ-

ση, ο κυκλικός πίνακας και ο αντίστοιχος γεννήτορας διάνυσµα γραµµή (generator

row vector) ϑα γραφούν εν συντοµία µε το ίδιο γράµµα, δηλαδή A = circ(A). Τα

στοιχεία του πίνακα πληροφορίας ενός κυκλικού πίνακα µπορούν να υπολογιστούν

χρησιµοποιώντας την περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της πρώτης γραµµής

του. ΄Ενα σύνολο πινάκων
⋃`
j=1{Bj} λέγεται ότι είναι ξένοι αν Bi ∗ Bj = 0 για όλα

τα i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , ` όπου ∗ συµβολίζει το γινόµενο Hadamard.

΄Εστω A = {Aj : Aj = {aj,0, aj,1, ..., aj,n−1}, j = 1, . . . , `}, ένα σύνολο από `

διανύσµατα µήκους n. Αυτά τα διανύσµατα λέγονται ότι είναι ένα σύνολο από ξένα

(δεν έχουν κοινά σηµεία, εκεί που έχει µονάδες το ένα, το άλλο έχει µηδενικά)

διανύσµατα εάν το σύνολο των αντίστοιχων κυκλικών πινάκων Bj = ∪j{circ(Aj)},

j = 1, . . . , ` είναι ξένα. Η περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης PA(s) (εν συντοµία

PAF) και η µη περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης NA(s) (εν συντοµία NPAF )

ορίζεται, ϑεωρώντας το δείκτη i+ s modulo n, ως εξής

PA(s) =
∑̀
j=1

n−1∑
i=0

aj,iaj,i+s, and NA(s) =
∑̀
j=1

n−s−1∑
i=0

aj,iaj,i+s, s = 0, . . . , n− 1

αντίστοιχα. Το σύνολο των διανυσµάτων γραµµής (row vectors) A λέγεται ότι έχει
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µηδενική περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (µηδενικό PAF ) εάν PA(s) = 0 και

µηδενική µη-περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (µηδενικό NPAF ) εάν NA(s) =

0 (s = 1, . . . , n− 1).

΄Ενα Ϲεύγος πινάκων (A,B) λέγεται ότι είναι ϕίλιοι (αντίστοιχα αντί-ϕίλιοι) εάν

ABT − BAT = 0 (αντίστοιχα ABT + BAT = 0). Σύµφωνα µε τον Kharaghani [71],

ένα σύνολο {B1, B2, . . . , B2n} από τετραγωνικούς, πραγµατικούς πίνακες λέγεται ότι

είναι ϕίλιοι εάν

n∑
i=1

(
B2i−1B

T
2i −B2iB

T
2i−1
)

= 0. (3.1)

Ξεκάθαρα, ένα σύνολο από αµοιβαία ϕίλιους πίνακες είναι ϕίλιο αλλά το αντίστροφο

δεν ισχύει γενικά. ΄Ενα σύνολο πινάκων {B1, B2, . . . , Bn} τάξης m ικανοποιεί την

προσθετική ιδιότητα (additive property) εάν

n∑
i=1

BiB
T
i = fIm. (3.2)

Συµβολισµός

Ο ακόλουθος συµβολισµός είναι απαραίτητος για την παρουσίαση των αποτελεσµά-

των.

• {.} χρησιµοποιείται για να υποδηλώσουµε ένα σύνολο, ενώ [.] χρησιµοποιεί-

ται για να υποδηλώσουµε ένα πολλαπλό-σύνολο (το ίδιο στοιχείο επιτρέπεται

να υπάρχει πολλαπλές ϕορές σε ένα πολλαπλό σύνολο). Για παράδειγµα το

σύνολο A = {a1, a2, a3} είναι το ίδιο µε το σύνολο B = {a1, a1, a2, a2, a2, a3}·

και τα δύο έχουν τρία διακριτά στοιχεία a1, a2, a3. Από την άλλη µεριά, το

πολλαπλό σύνολο C = [a1, a2, a3] δεν είναι το ίδιο µε το πολλαπλό σύνολο

D = [a1, a1, a2, a2, a2, a3] αφού το πρώτο έχει τρία στοιχεία a1, a2, a3 ενώ το

δεύτερο έχει έξι στοιχεία a1, a1, a2, a2, a2, a3, ακόµη και αν και τα δύο έχουν τα

ίδια τρία διακριτά στοιχεία a1, a2, a3.

• #(x, S) χρησιµοποιείται για να υποδηλώσει τον αριθµό των x στο πολλαπλό

σύνολο S. Για παράδειγµα #(a2, D) = 3 και #(a3, D) = 1.

• {S} υποδηλώνει το σύνολο των διακριτών στοιχείων του πολλαπλού συνόλου

S. Για παράδειγµα {C} = {D} = A.



28
Ορθογώνιοι κατά στήλη και σχεδόν ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί για

µοντέλα µε όρους δεύτερης τάξης

• |x| υποδηλώνει την απόλυτη τιµή των στοιχείων x.

Σε αυτό το σηµείο υπενθυµίζουµε κάποιους ϐασικούς ορισµούς και ιδιότητες των

γενικευµένων ορθογώνιων σχεδιασµών. Οι γενικευµένοι ορθογώνιοι σχεδιασµοί και

οι ιδιότητές τους εισήχθησαν από τους Georgiou et al. [57].

Ορισµός 1 ΄Εστω D ένας n×m πίνακας στις αντιµεταθετικές µεταβλητές x1, . . . , xt

όπου κάθε µεταβλητή εµφανίζεται σε κάθε στήλη σε µία από τις δύο µορφές±aijxi, για

κάθε i = 1, . . . , t, j = 1, . . . , ui, και

t∑
i=0

ui = n, όπου u0 είναι ο αριθµός των µηδενικών

σε κάθε στήλη. Θέτουµε si =

ui∑
j=1

a2ij. Τότε D είναι ένας γενικευµένος ορθογώνιος

σχεδιασµός (GOD) εάν και µόνο εάν DTD =
(∑t

i=1 six
2
i

)
Im. Ο σχεδιασµός D ϑα

συµβολίζεται ως D = GOD(n;m; a1,1, . . . , a1,u1 ; a2,1, . . . , a2,u2 ; . . . ; at,1, . . . , at,ut). ΄Ε-

νας εναλλακτικός συµβολισµός ενός γενικευµένου ορθογώνιου σχεδιασµού είναι D =

GOD(n;m; < k1,1, a1,1 >, . . . , < k1,u1 , a1,u1 > ; . . . < kt,1, at,1 >, . . . , < kt,ut , at,ut >)

όπου ki,j δηλώνει πόσες ϕορές η µεταβλητή xi έχει συντελεστή ai,j. Εάν ki,j = 1,

συνήθως γράφουµε (. . . , aij, . . .), αλλιώς γράφουµε (. . . , < ki,j, aij >, . . .).

΄Εστω Ai (i = 1, . . . , 8) οι κυκλικοί πίνακες τάξης n και Rn ο πίσω διαγώνιος

µοναδιαίος πίνακας τάξης n. Οι ακόλουθες µορφές είναι γνωστές :

C2 =

 A1 A2Rn

−A2Rn A1

 , C4 =


A1 A2Rn A3Rn A4Rn

−A2Rn A1 AT4Rn −AT3Rn

−A3Rn −AT4Rn A1 AT2Rn

−A4Rn AT3Rn −AT2Rn A1

 ,

C8 =



A1 A2 A4Rn A3Rn A6Rn A5Rn A8Rn A7Rn

−A2 A1 A3Rn −A4Rn A5Rn −A6Rn A7Rn −A8Rn

−A4Rn −A3Rn A1 A2 −AT8Rn AT7Rn AT6Rn −AT5Rn

−A3Rn A4Rn −A2 A1 AT7Rn AT8Rn −AT5Rn −AT6Rn

−A6Rn −A5Rn AT8Rn −AT7Rn A1 A2 −AT4Rn AT3Rn

−A5Rn A6Rn −AT7Rn −AT8Rn −A2 A1 AT3Rn AT4Rn

−A8Rn −A7Rn −AT6Rn AT5Rn AT4Rn −AT3Rn A1 A2

−A7Rn A8Rn AT5Rn AT6Rn −AT3Rn −AT4Rn −A2 A1



.
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Σηµειώνουµε ότι υπάρχει άλλη µία, εναλλακτική, µορφή της C2 η οποία είναι η

ακόλουθη:

C2 =

 A1 A2

−A2
T A1

T

 ,

Οι σχεδιασµοί C2 και C4 είναι ορθογώνια όταν οι κυκλικοί πίνακες είναι προ-

σθετικοί [58]. Ο σχεδιασµός C8 είναι ορθογώνιος όταν οι κυκλικοί πίνακες που

χρησιµοποιούνται είναι ταυτόχρονα προσθετικοί και ϕίλιοι [71].

3.3 U-type και ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί

από GODs

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουµε µερικές µεθόδους για την κατασκευή ορθο-

γώνιων κατά στήλη σχεδιασµών χρησιµοποιώντας γενικευµένους ορθογώνιους σχε-

διασµούς (GODs), κατάλληλη αντικατάσταση όλων των µεταβλητών και µία fold-over

δοµή. Το ακόλουθο Θεώρηµα περιγράφει τις ιδιότητες που απαιτούνται για έναν

GOD έτσι ώστε να είναι χρήσιµο για την κατασκευή των CODs.

Θεώρηµα 1 ΄Εστω

D = GOD(n;m;a1,1, . . . , a1,u1 ;a2,1, . . . , a2,u2 ; . . . ;at,1, . . . , at,ut)

είναι ένας γενικευµένος ορθογώνιος σχεδιασµός στις αντιµεταθετικές µεταβλητές

x1, x2, . . . , xt.

Ορίζουµε το πολλαπλό σύνολο

M = [|a1,1x1|, . . . , |a1,u1x1|, |a2,1x2|, . . . , |a2,u2x2|, . . . , |at,1xt|, . . . , |at,utxt|]

και το σύνολοW = {M} = {w1, w2, . . . , wq}. Ο πίνακαςX = [DT −DT ]T είναι ένας

2n×m πίνακας και επιλέγοντας οποιεσδήποτε ` ≤ m από τις στήλες του, δηµιουργούµε

έναν πίνακα σχεδιασµού για έναν COD(2n; (2q)`), ` ≤ m. Επιπλέον εάν υπάρχουν

κατάλληλοι πραγµατικοί αριθµοί ai,j και xi, i = 1, 2, . . . , t, j = 1, 2, . . . , ui, τέτοιοι

ώστε
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(i) #(wi,M) = #(wi′ ,M) = p για όλα τα i, i′ = 1, 2, . . . , q και

(ii) τα στοιχεία του W είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένα στο [minW,maxW ],

τότε ο σχεδιασµός X που κατασκευάστηκε είναι ένας U-type σχεδιασµός.

Απόδειξη Θεωρήµατος.

Από την fold-over δοµή αυτής της κατασκευής, έχουµε ότι ο παραγόµενος σχεδια-

σµός Q είναι πάντοτε 3-ορθογώνιος COD(2n; (2q)m) και έτσι οποιεσδήποτε επιλε-

γόµενες στήλες ` ≤ m ϑα συνιστούν έναν 3-ορθογώνιο σχεδιασµό COD(2n; (2q)`).

Είναι εύκολο να δούµε ότι η συνθήκη (i) επιβάλλει όλες οι στήλες του πίνακα σχε-

διασµού X να είναι ισορροπηµένες (κάθε ένα από τα 2q επίπεδα ϑα εµφανίζεται p

ϕορές σε κάθε στήλη), ενώ οι συνθήκες (i) και (ii), µαζί, επιβεβαιώνουν την U-type

ιδιότητα του σχεδιασµού. Τέλος απόδειξης

Παράδειγµα 1 ΄Εστω A = (3x1,−2x2) και B = (3x1, 2x2), όπου x1 και x2 είναι

αντιµεταθετικές µεταβλητές. Είναι εύκολο να επαληθεύσουµε ότι αυτά τα δύο διανύ-

σµατα έχουν µηδενική περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (PAF). Χρησιµοποιώντας

τους αντίστοιχους κυκλικούς πίνακες στον πίνακα C2, µπορούµε να κατασκευάσουµε

έναν GOD(4; 3, 3; 2, 2)

D =


3x1 −2x2 3x1 2x2

−2x2 3x1 2x2 3x1

−3x1 −2x2 3x1 −2x2

−2x2 −3x1 −2x2 3x1


Αντικαταστήστε τη µεταβλητή x1 µε 1 και τη µεταβλητή x2 µε 1/2. Τότε, ο πίνακας

X = [DT −DT ]T είναι ένας 3-ορθογώνιος U-type COD(8; 4`), ` ≤ m (δείτε Θεώρηµα

1) αφού M = [1, 1, 3, 3] και W = {M} = {1, 3}, και έτσι οι συνθήκες (i) και (ii), του

Θεωρήµατος 1, ικανοποιούνται.

Η ακόλουθη παρατήρηση δείχνει ότι υπάρχουν πολλοί κατάλληλοι GODs που

µπορούν να χρησιµοποιηθούν µε το Θεώρηµα 1 για την παραγωγή των επιθυµητών

CODs.
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Παρατήρηση 1 Τα αποτελέσµατα του ϑεωρήµατος 1 είναι αρκετά γενικά αφού χρησι-

µοποιώντας τους αντίστοιχους κυκλικούς πίνακες από οποιαδήποτε 2, 4 ή 8 διανύσµα-

τα, που έχουν µηδενικό PAF, στις δοµές C2,C4,C8 αντίστοιχα, λαµβάνουµε αρκετούς

νέους ορθογώνιους πίνακες και GODs. Με τους περιορισµούς που περιγράψαµε στο

ϑεώρηµα 1, αυτά τα GODs ϑα δηµιουργήσουν νέους U-type ορθογώνιους κατά στήλη

σχεδιασµούς.

Πόρισµα 1 ΄Εστω ότι τα A = (a0, a1, . . . , at−1), B = (b0, b1, . . . , bt−1) είναι δύο ξένα

διανύσµατα από πραγµατικά στοιχεία, µήκους t που έχουν µηδενικό PAF. Θέτουµε

M = [|a0 + b0|, |a1 + b1|, . . . , |at−1 + bt−1|]

και

W = {M} = {w1, w2, . . . , wq}.

Εάν 0 ∈ W , τότε υπάρχει ένας COD(4t; (2q − 1)`), ` ≤ 2t και ένας COD(8t; (2q −

1)`), ` ≤ 4t. Εάν 0 6∈ W , τότε υπάρχει ένας COD(4t; (2q)`), ` ≤ 2t και ένας

COD(8t; (2q)`), ` ≤ 4t. Επιπλέον εάν

(i) #(wi,M) = #(wi′ ,M) = p για όλα τα i, i′ = 1, 2, . . . , q και

(ii) τα στοιχεία του W είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένα στο [minW,maxW ],

τότε ο σχεδιασµός X που κατασκευάστηκε είναι ένας U-type σχεδιασµός.

Απόδειξη

Χρησιµοποιώντας τα διανύσµατα A και B του Θεωρήµατος 3.14 των Georgiou et

al. [57], αποκτούµε τους GODs που χρειάζεται στο Θεώρηµα 1. Τέλος απόδειξης

Παράδειγµα 2 ΄Εστω A = (2, 0, 2, 0,−1, 0) και B = (0, 4, 0, 4, 0,−2) είναι δύο ξένα

διανύσµα-τα από πραγµατικά στοιχεία, µήκους t = 6 που έχουν µηδενικό PAF. Χρη-

σιµοποιώντας τα διανύσµατα A και B του Θεωρήµατος 3.14 [57], αποκτούµε τον

δύο-µεταβλητών

GODD1 = GOD(12; 1, 2, 2, 2, 4, 4; 1, 2, 2, 2, 4, 4)
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και των τεσσάρων µεταβλητών

GODD2 = GOD(24; 1, 2, 2, 2, 4, 4; 1, 2, 2, 2, 4, 4; 1, 2, 2, 2, 4, 4; 1, 2, 2, 2, 4, 4).

Χρησιµοποιώντας τον D1 στο Θεώρηµα 1

• µε τις δύο µεταβλητές να αντικαθιστούνται µε 1, λαµβάνουµε έναν ορθογώνιο

κατά στήλη σχεδιασµό COD(24; 6`), ` ≤ 12.

• µε τη µία µεταβλητή να αντικαθίσταται µε 1 και την άλλη µε 2, λαµβάνουµε

έναν ορθογώνιο κατά στήλη σχεδιασµό COD(24; 8`), ` ≤ 12.

• µε τη µία µεταβλητή να αντικαθίσταται µε 1 και την άλλη µε 4, λαµβάνουµε

έναν ορθογώνιο κατά στήλη σχεδιασµό COD(24; 10`), ` ≤ 12.

• Με τη µία µεταβλητή να αντικαθίσταται µε 1 και την άλλη από οποιονδήποτε

αριθµό µεγαλύτερο του 4 (5 για παράδειγµα), λαµβάνουµε έναν ορθογώνιο κατά

στήλη σχεδιασµό COD(24; 12`), ` ≤ 12.

Χρησιµοποιώντας τον D2 στο Θεώρηµα 1 µε διαφορετική αντικατάσταση των µετα-

ϐλητών, µπορούµε να κατασκευάσουµε CODs µε 48 εκτελέσεις, 24 παράγοντες σε 2s

επίπεδα, s = 3, 4, . . . , 12. Για παράδειγµα:

• µε όλες τις τέσσερις µεταβλητές να αντικαθίστανται µε 1, λαµβάνουµε έναν

ορθογώνιο κατά στήλη σχεδιασµό COD(48; 6`), ` ≤ 24.

• µε τις τέσσερις µεταβλητές να αντικαθίστανται µε (1, 5, 25, 105), λαµβάνουµε

έναν ορθογώνιο κατά στήλη σχεδιασµό COD(48; 24`), ` ≤ 24.

Επιπλέον, το πολλαπλό σύνολοM = [|2+0|, |0+4|, |2+0|, |0+4|, |−1+0|, |0−2|] =

[2, 4, 2, 4, 1, 2]. ΄Εχουµε ότι #(1,M) = 1, #(2,M) = 3, και #(4,M) = 2. Εποµένως,

η προϋπόθεση (i) του Πορίσµατος 1 δεν ικανοποιείται, οπότε ο παραγόµενος COD δεν

είναι U -type.

Θεώρηµα 2 ΄Εστω T1 και T2 δύο ξένοι και ϕίλιοι {0, 1,−1} κυκλικοί πίνακες τάξης

t, που ικανοποιούν την προσθετική ιδιότητα T1T
T
1 + T2T

T
2 = kIt, τότε
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i) για k = t υπάρχει ένας U-type COD(4t; (2q)`), q = 1, 2 και ένας COD(4t; 3`),

ενώ για k < t, υπάρχει ένας COD(4t; (2q + 1)`), q = 1, 2, ` ≤ 2t.

ii) για k = t υπάρχει ένας COD(8t; (2q)`)∗, q = 1, 2, 3, 4 και ένας COD(8t; (2q −

1)`), q = 2, 3, 4, ενώ για k < t, υπάρχει ένας COD(8t; (2q + 1)`), q = 1, 2, 3, 4,

` ≤ 4t. Σχεδιασµοί που έχουν επισηµανθεί µε
∗
είναι U-type όταν q = 1, 2, 4.

iii) για k = t υπάρχει ένας COD(16t; (2q)`)∗, q = 1, . . . , 8 και ένας COD(16t; (2q−

1)`), q = 2, . . . , 8, ενώ για k < t, υπάρχει έναςCOD(16t; (2q+1)`), q = 1, . . . , 8,

` ≤ 8t. Σχεδιασµοί που έχουν επισηµανθεί µε
∗
είναι U-type όταν q = 1, 2, 4, 8.

Απόδειξη

Σε κάθε περίπτωση, πρέπει να κατασκευάσουµε τον απαιτούµενο GOD.

i) Θέτουµε A1 = x1T1 +a1x1T2 και A2 = −a1x1T1 +x1T2. Χρησιµοποιώντας τους

αντίστοιχους κυκλικούς πίνακες των A1 και A2 στη δοµή C2, παίρνουµε έναν

γενικευµένο ορθογώνιο σχεδιασµό µιας µεταβλητήςD = GOD(2t; 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k times

, a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
k times

).

Φτιάχνουµε τη µεταβλητή του D σε 1 (x1 = 1). ΄Ενας επιθυµητός σχεδια-

σµός ϑα κατασκευαστεί επιλέγοντας µια κατάλληλη τιµή για τη σταθερά a1

και στη συνέχεια χρησιµοποιώντας τον προκύπτοντα πίνακα στο Θεώρηµα 1.

Για a1 = 2q − 1 και k = t, το Θεώρηµα 1 δίνει έναν U-type COD(4t; (2q)`),

q = 1, 2. Για a1 = q και k < t, το Θεώρηµα 1 δίνει έναν COD(4t; (2q + 1)`),

q = 1, 2. Για a1 = 0, το Θεώρηµα 1 ϑα δίνει πάντα έναν COD(4t; 3`).

ii) Θέτουµε A = a1x1T1 +a2x2T2, B = −a2x2T1 +a1x1T2, C = −a3x1T1 +a4x2T2,

και D = a4x2T1 + a3x1T2. Χρησιµοποιώντας τους αντίστοιχους κυκλικούς

πίνακες των διανυσµάτων A,B,C, και D στη δοµή C4, αποκτάµε έναν γενι-

κευµένο ορθογώνιο σχεδιασµό X = GOD(4t;< k, a1 >,< k, a3 >;< k, a2 >

,< k, a4 >). Ο επιθυµητός COD κατασκευάζεται χρησιµοποιώντας το X στο

Θεώρηµα 1 αφού ορίσουµε και τις δύο µεταβλητές (x1 και x2) ίσες µε 1 και
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k = t k < t

q COD(8t; (2q)`) COD(8t; (2q − 1)`) COD(8t; (2q + 1)t)

1 a1 = a2 = a3 = a4 = 1 — a1 = a2 = a3 = a4 = 1

2 a1 = a2 = 1, a3 = a4 = 3 a1 = a2 = a3 = 1, a4 = 0 a1 = a2 = 1, a3 = a4 = 2

3 ai = 2i − 1, i = 1, 2, 3,

a4 = 1

ai = i − 1, i = 1, 2, 3,

a4 = 1

ai = i− 1, i = 1, . . . , 4

4 ai = 2i− 1, i = 1, . . . , 4 ai = i− 1, i = 1, . . . , 4 ai = i, i = 1, . . . , 4

Σηµειώνουµε ότι οι παραπάνω συντελεστές των µεταβλητών είναι απλώς ενδει-

κτικοί και υπάρχουν πολλοί εναλλακτικοί συντελεστές.

iii) Θέτουµε A1 = a1x1T1 + a2x2T2, A2 = −a2x2T1 + a1x1T2, A3 = −a3x1T1 +

a4x2T2, A4 = a4x2T1 + a3x1T2, A5 = −a5x1T1 + a6x2T2, A6 = a6x2T1 + a5x1T2,

A7 = −a7x1T1 + a8x2T2, και A8 = a8x2T1 + a7x1T2. Χρησιµοποιώντας τους

αντίστοιχους κυκλικούς πίνακες των διανυσµάτων A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7,

και A8 στη δοµή C8, παίρνουµε έναν γενικευµένο ορθογώνιο σχεδιασµό D =

GOD(8t;< k, a1 >,< k, a3 >,< k, a5 >,< k, a7 >;< k, a2 >,< k, a4 >,<

k, a6 >,< k, a8 >). Ο επιθυµητός COD κατασκευάζεται χρησιµοποιώντας τον

D στο Θεώρηµα 1 αφού ορίσουµε και τις δύο µεταβλητές του (x1 και x2) να

ισούνται µε 1 και

k = t k < t

q COD(16t; (2q)`) COD(16t; (2q − 1)`) COD(16t; (2q + 1)t)

1 ai = 1, i = 1, . . . , 8 — ai = 1, i = 1, . . . , 8

2,3 a2i = a2i−1 = 2i − 1,

i = 1, . . . , q και a2i =

a2i−1 = 2i − 2q − 1, i =

q + 1, . . . , 4

a2i = a2i−1 = i − 1,

i = 1, . . . , q και a2i =

a2i−1 = i − q − 1, i =

q + 1, . . . , 4

a2i = a2i−1 = i,

i = 1, . . . , q και a2i =

a2i−1 = i − q, i = q +

1, . . . , 4

≥4 ai = 2i − 1, i = 1, . . . , q

και ai = 2i− 2q − 1, i =

q + 1, . . . , 8

ai = i − 1, i = 1, . . . , q

και ai = i − q − 1, i =

q + 1, . . . , 8

ai = i, i = 1, . . . , q και

ai = i−q, i = q+1, . . . , 8

Σηµειώνουµε ότι οι παραπάνω συντελεστές των µεταβλητών είναι απλώς ενδει-

κτικοί και υπάρχουν πολλοί εναλλακτικοί συντελεστές.



3.3 U-type και ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί από GODs 35

Τέλος απόδειξης

΄Οταν το k < t, ο COD που δηµιουργείται από το Θεώρηµα 2 µπορεί να είναι ή να

µην είναι U-type. Για να είναι τέτοιοι σχεδιασµοί U-type, πρέπει να διασφαλίσουµε

ότι όλα τα επίπεδα (συµπεριλαµβανοµένου του µηδενικού επιπέδου) εµφανίζονται

εξίσου συχνά. Οι περιορισµοί του Θεωρήµατος 2 δεν είναι αυστηροί. Στην πραγµα-

τικότητα, υπάρχουν πολλές άπειρες οικογένειες Ϲευγών διανυσµάτων που πληρούν

τις προϋποθέσεις που απαιτούνται από το Θεώρηµα 2. Μερικά µικρά παραδείγ-

µατα παρέχονται στον Πίνακα 3.1. Η πρώτη στήλη του Πίνακα 3.1 δίνει τα µήκη

των διανυσµάτων που δηµιουργήθηκαν. Για καθένα από τα µήκη ακολουθήστε την

κατασκευή που περιγράφεται στην Παρατήρηση 2.

Πίνακας 3.1: Παραδείγµατα ξένων, ϕίλιων κυκλικών πινάκων
Τάξη t = Βάρος ∆ιανύσµατα Γεννήτορα Μηδενικό
(n ≥ 0) k = T1 · T2
n+ 1 1 1 ; 0 NPAF
n+ 2 2 1,0 ; 0,1 NPAF
n+ 4 4 0,1,0,1 ; 1,0,-1,0 NPAF
n+ 6 4 0,0,1,0,0,1 ; 0,-1,0,0,1,0 NPAF
n+ 6 5 0,1,0,-1,0,1 ; 0,0,1,0,1,0 NPAF

7(n+ 1) 4 0,0,1,0,1,1,-1 ; 0,0,0,0,0,0,0 PAF
n+ 8 8 1,1,1,0,-1,1,-1,0 ; 0,0,0,1,0,0,0,1 NPAF

10(n+ 1) 9 0,1,0,1,0,-1,0,1,0,1 ; 0,0,1,0,-1,0,-1,0,1,0 PAF
12(n+ 1) 8 0,1,1,0,1,0,0,-1,1,0,-1,0 ; 0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1 PAF
13(n+ 1) 9 0,0,1,0,1,1,1,-1,-1,0,1,-1,1 ; 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 PAF
14(n+ 1) 8 0,0,1,0,1,0,-1,0,0,0,0,0,1,0 ; 0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,-1 PAF
n+ 14 10 1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0 ; 0,1,0,-1,0,1,0,1,0,-1,0,-1,0,-1 NPAF

14(n+ 1) 13 0,1,0,1,0,-1,0,1,0,-1,0,1,0,1 ; 0,0,1,0,1,0,-1,0,-1,0,1,0,1,0 PAF

Παρατήρηση 2 Θέτουµε T1 και T2 να είναι ένα Ϲευγάρι διανυσµάτων που δίνονται

στον Πίνακα 3.1. Εάν τα διανύσµατα έχουν µηδενικόNPAF τότε µπορούν να επεκτα-

ϑούν σε µήκος µε τη συνένωση ενός διανύσµατος 0n µήκους n µε όλες τις καταχωρήσεις

του µηδενός. Για παράδειγµα, για k = 2 µπορούµε να έχουµε T1 = circ(1, 0, 0n) και

T2 = circ(0, 1, 0n) για κάθε n ≥ 0. Εάν τα διανύσµατα έχουν µηδενικό PAF τότε

µπορούν να επεκταθούν σε µήκος εισάγοντας ένα διάνυσµα 0n µήκους n µε όλες τις
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καταχωρήσεις του µηδενός µεταξύ των στοιχείων και των δύο ακολουθιών. Για πα-

ϱάδειγµα, για k = 9 έχετε δύο κυκλικούς πίνακες τάξεως 10(n + 1) για κάθε n ≥ 0

χρησιµοποιώντας

T1 = circ(0, 0n, 1, 0n, 0, 0n, 1, 0n, 0, 0n,−1, 0n, 0, 0n, 1, 0n, 0, 0n, 1, 0n),

T2 = circ(0, 0n, 0, 0n, 1, 0n, 0, 0n,−1, 0n, 0, 0n,−1, 0n, 0, 0n, 1, 0n, 0, 0n)

.

Παράδειγµα 3 Για n = 2 και k = 2, επιλέγουµε T1 = (1, 0, 0) και T2 = (0, 1, 0)

από τον Πίνακα 3.1. Είναι εύκολο να δούµε ότι τα T1 και T2 µπορούν να δηµιουρ-

γήσουν δύο ξένους και ϕίλιους {0, 1,−1} κυκλικούς πίνακες που ικανοποιούν την

προσθετική ιδιότητα T1T
T
1 + T2T

T
2 = 2I3. ΄Εχουµε ότι k = 2 < 3 = t. Επιλέγουµε

a1 = 2 για να κατασκευάσουµε έναν 5-επιπέδων COD(12; 56) και a1 = 1 για να κα-

τασκευάσουµε έναν τριών επιπέδων COD(12; 36). Τα δύο Ϲεύγη κυκλικών πινάκων

που χρειάζονται για τους δύο σχεδιασµούς ϑα είναι : A1 = x1T1 +2x1T2 = (x1, 2x1, 0),

A2 = −2x1T1 + x1T2 = (−2x1, x1, 0) και A1 = x1T1 + x1T2 = (x1, x1, 0), A2 =

−x1T1 + x1T2 = (−x1, x1, 0). Χρησιµοποιώντας τους αντίστοιχους κυκλικούς πίνακες

των κατάλληλων διανυσµάτων A1 και A2 στη δοµή C2, αποκτάµε έναν γενικευµένο

ορθογώνιο σχεδιασµό µιας µεταβλητής

D5 = GOD(6; 1, 1, 2, 2) D3 = GOD(6; 1, 1, 1, 1)

x1 2x1 0 −2x1 x1 0

0 x1 2x1 0 −2x1 x1

2x1 0 x1 x1 0 −2x1

2x1 0 −x1 x1 0 2x1

−x1 2x1 0 2x1 x1 0

0 −x1 2x1 0 2x1 x1





x1 x1 0 −x1 x1 0

0 x1 x1 0 −x1 x1

x1 0 x1 x1 0 −x1
x1 0 −x1 x1 0 x1

−x1 x1 0 x1 x1 0

0 −x1 x1 0 x1 x1


.

Τα επιθυµητά CODs κατασκευάζονται στη συνέχεια αντικαθιστώντας τη µοναδική

µεταβλητή των D5 και D3 µε 1 και στη συνέχεια χρησιµοποιώντας τον παραγόµενο
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πίνακα στο Θεώρηµα 1. Αυτά ϑα είναι :

COD(12; 56) COD(12; 36)

1 2 0 −2 1 0

0 1 2 0 −2 1

2 0 1 1 0 −2

2 0 −1 1 0 2

−1 2 0 2 1 0

0 −1 2 0 2 1

−1 −2 0 2 −1 0

0 −1 −2 0 2 −1

−2 0 −1 −1 0 2

−2 0 1 −1 0 −2

1 −2 0 −2 −1 0

0 1 −2 0 −2 −1





1 1 0 −1 1 0

0 1 1 0 −1 1

1 0 1 1 0 −1

1 0 −1 1 0 1

−1 1 0 1 1 0

0 −1 1 0 1 1

−1 −1 0 1 −1 0

0 −1 −1 0 1 −1

−1 0 −1 −1 0 1

−1 0 1 −1 0 −1

1 −1 0 −1 −1 0

0 1 −1 0 −1 −1



.

Είναι απλό να επαληθεύσετε ότι και οι δύο σχεδιασµοί είναι CODs. Ο σχεδιασµός

τριών επιπέδων είναι U-type, αφού οποιοδήποτε από τα επίπεδα (1, 0,−1) εµφανίζεται

τέσσερις ϕορές σε κάθε στήλη. Καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ακόµα και όταν

k < t, αυτή η µέθοδος µπορεί να παράγει U-type CODs.

Παρατήρηση 3 Με την προσθήκη ενός κεντρικού σηµείου (µηδενική γραµµή 0Tn )

στους προκύπτοντες πίνακες σχεδιασµού του Θεωρήµατος 2, η ορθογωνικότητα κατά

στήλη δεν επηρεάζεται. ΄Ετσι, από το Θεώρηµα 2, µπορούµε να κατασκευάσουµε

i) COD(4t+ 1; (2q + 1)`), q = 1, 2, ` ≤ 2t.

ii) COD(8t+ 1; (2q + 1)`), q = 1, 2, 3, 4, ` ≤ 4t.

iii) COD(16t+ 1; (2q + 1)`), q = 1, . . . , 8, ` ≤ 8t.
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3.4 U-type και σχεδόν ορθογώνιοι κατά στήλη σχε-

διασµοί από GODs

Σε αυτή την ενότητα, δείχνουµε ότι οι µέθοδοι της προηγούµενης ενότητας µπο-

ϱούν να χρησιµοποιηθούν για την κατασκευή σχεδόν ορθογώνιων κατά στήλη σχε-

διασµών στην περίπτωση που το πρόβληµα της ύπαρξης ορθογώνιων κατά στήλη

σχεδιασµών για συγκεκριµένα µεγέθη πειραµατικών εκτελέσεων είναι ανοιχτό. Το

ακόλουθο ϑεώρηµα περιγράφει τις ιδιότητες που απαιτούνται για να είναι ένας GOD

χρήσιµος για την κατασκευή σχεδόν ορθογώνιων κατά στήλη σχεδιασµών.

Θεώρηµα 3 ΄Εστω

D = GOD(n;m;a1,1, . . . , a1,u1;a2,1, . . . , a2,u2; . . . ;at,1, . . . , at,ut)

είναι ένας γενικευµένος ορθογώνιος σχεδιασµός στις αντιµεταθετικές µεταβλητές

x1, x2, . . . , xt.

Ορίζουµε τα πολλαπλά σύνολα

M1 = [|a1,1x1|, . . . , |a1,u1x1|, |a2,1x2|, . . . , |a2,u2x2|, . . . , |at,1xt|, . . . , |at,utxt|, 0, 1]

,

M2 = [|a1,1x1|, . . . , |a1,u1x1|, |a2,1x2|, . . . , |a2,u2x2|, . . . , |at,1xt|, . . . , |at,utxt|, 0, 1, 2]

και τα αντίστοιχα σύνολα

W1 = {M1} = {w(1)
1 , w

(1)
2 , . . . , w(1)

q1
}

,

W2 = {M2} = {w(2)
1 , w

(2)
2 , . . . , w(2)

q2
}.

Ο πίνακας σχεδιασµού L1 = [DT 1n 0n − 1n − DT ]T είναι ένας NCOD(2n +

3; (2q1 − 1)`), ενώ ο πίνακας σχεδιασµού L2 = [DT 2n 1n 0n − 1n − 2n −DT ]T είναι



3.4 U-type και σχεδόν ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί από GODs 39

ένας NCOD(2n + 5; (2q2 − 1)`), ` ≤ m. Επιπλέον, για z ∈ {1, 2}, εάν υπάρχουν

κατάλληλοι πραγµατικοί αριθµοί a
(z)
i,j και x

(z)
i , i = 1, 2, . . . , t, j = 1, 2, . . . , ui, έτσι ώστε

(i) #(w
(z)
i ,Mz) = #(w

(z)
i′ ,Mz) = p για όλα τα i, i′ = 1, 2, . . . , qz και (ii) τα στοιχεία

του Wz είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένα στο [minWz,maxWz], τότε ο παραγόµενος

σχεδιασµός Lz είναι U-type.

Η ακόλουθη παρατήρηση δείχνει ότι υπάρχουν πολλοί κατάλληλοι GODs που µπο-

ϱούν να χρησιµοποιηθούν µε το Θεώρηµα 3 για τη δηµιουργία των επιθυµητών

CODs.

Παρατήρηση 4 Χρησιµοποιώντας κυκλικούς πίνακες από 2, 4, ή 8 διανύσµατα µε

µηδέν PAF στη δοµή C2, C4, ή C8, αντίστοιχα, λαµβάνουµε ορθογώνιους πίνακες και

GODs. Με τους περιορισµούς που περιγράφονται στο Θεώρηµα 3 και την προσθήκη

σειρών από µηδενικά, µονάδες και δύο, ανάλογα µε τις ανάγκες, αυτοί οι GODs ϑα

δηµιουργήσουν σχεδόν ορθογώνιους κατά στήλη σχεδιασµούς.

Θεώρηµα 4 ΄Εστω T1 και T2 δύο ξένοι και ϕίλιοι {0, 1,−1} κυκλικοί πίνακες τάξης

t, ικανοποιώντας την προσθετική ιδιότητα T1T
T
1 + T2T

T
2 = kIt, τότε υπάρχει

i) ένας NCOD(4t + 3; (2q + 3)`) και ένας NCOD(4t + 5; (2q + 5)`), q = 1, 2,

` ≤ 2t.

ii) ένας NCOD(8t+ 3; (2q+ 3)`) και ένας NCOD(8t+ 5; (2q+ 5)`), q = 1, 2, 3, 4,

` ≤ 4t.

iii) έναςNCOD(16t+3; (2q+3)`) και έναςNCOD(16t+5; (2q+5)`), q = 1, . . . , 8,

` ≤ 8t.

Απόδειξη

Σε κάθε περίπτωση, πρέπει να κατασκευάσουµε τον απαιτούµενο GOD. Η κατα-

σκευή είναι όπως στο Θεώρηµα 1, αλλά η αντικατάσταση της µεταβλητής και των

συντελεστών είναι ελαφρώς διαφορετική και πρέπει να προσδιοριστεί.

i) Κατασκευάζουµε το D όπως στο Θεώρηµα 2. Για να πάρουµε έναν NCOD(4t+

3; (2q + 3)`), απλά ορίζουµε τη µεταβλητή του D σε 2q − 1 (x1 = 2q − 1),
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a1 = q/(2q − 1) και χρησιµοποιούµε τον L1 στο Θεώρηµα 3, ενώ για τον

NCOD(4t+5; (2q+5)`) χρησιµοποιούµε το x1 = q+2 και a1 = (2q−1)/(q+2)

µε L2 στο Θεώρηµα 3.

ii)καιiii) Η απόδειξη είναι όπως στο Θεώρηµα 2 µε τη διαφορά ότι χρησιµοποιούµε

τις δοµές L1 και L2, που περιγράφονται στο Θεώρηµα 3. Στη συνέχεια,

και οι δύο µεταβλητές (x1 και x2) είναι ίσες µε 1 και όλοι οι συντελεστές

αντικαθίστανται µε τιµές ίσες µε εκείνες στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2

(περίπτωση k < t) συν 1 (για L1) και συν 2 (για L2).

Σηµειώνουµε ότι όλοι οι παραπάνω συντελεστές των µεταβλητών είναι απλώς ενδει-

κτικοί και υπάρχουν πολλοί εναλλακτικοί συντελεστές. Τέλος απόδειξης

3.5 Κατασκευές χρησιµοποιώντας περιοδικά Ϲεύγη

Golay

Σε µια πρόσφατη δηµοσίευση των Georgiou et al. [54], οι ίδιοι συγγραφείς πρό-

τειναν για πρώτη ϕορά µια πολλαπλασιαστική µεθοδολογία για τα περιοδικά Ϲεύγη

Golay (periodic Golay pairs, PGPs) µε στόχο τις κατευθυνόµενες (directed) ακο-

λουθίες. Στη συνέχεια κατασκεύασαν πολλές άπειρες οικογένειες PGP καθώς και

ορθογώνιους σχεδιασµούς και γενικευµένους ορθογώνιους σχεδιασµούς. Αυτά χρη-

σιµοποιούνται για την παραγωγή πολλών χρήσιµων ορθογώνιων κατά στήλη σχεδια-

σµών για πειράµατα υπολογιστών µε καλές στατιστικές ιδιότητες.

3.5.1 Νέα αποτελέσµατα στα περιοδικά Ϲεύγη Golay

Οι ακολουθίες Golay, επίσης γνωστές ως Ϲεύγη Golay, είναι δύο διανύσµατα

(A1, A2) µήκους n, µε στοιχεία από το σύνολο {1,−1}, που έχουν µηδενική µη

περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης. Αυτές οι ακολουθίες είναι γνωστό ότι υπάρ-

χουν για τα µήκη g = 2a10b26c, όπου g = 2a10b26c είναι µη αρνητικοί ακέραιοι

αριθµοί. Περισσότερες λεπτοµέρειες µπορείτε να ϐρείτε στους Borwein και Fergu-

son [14]. Τα περιοδικά Ϲεύγη Golay (Bomer και Antweiler, 1990) είναι η ϕυσική

γενίκευση των ακολουθιών Golay µε µηδενική περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτι-

σης. Οποιοσδήποτε ϑετικός ακέραιος g για τον οποίο υπάρχουν ακολουθίες Golay
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ονοµάζεται αριθµός Golay . Οµοίως, κάθε ϑετικός ακέραιος p για τον οποίο υπάρχει

ένα περιοδικό Ϲεύγος Golay ονοµάζεται περιοδικός αριθµός Golay. Είναι προφανές

ότι οποιοσδήποτε αριθµός Golay είναι επίσης ένας περιοδικός αριθµός Golay, αλλά

το αντίστροφο δεν είναι γενικά αληθές. Τόσο τα περιοδικά Ϲεύγη Golay όσο και οι α-

κολουθίες Golay µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την παραγωγή ορθογώνιων κατά

µπλοκ κυκλικών πινάκων, παρόλο που οι τελευταίες µπορούν να παρέχουν µερικές

χρήσιµες πολλαπλασιαστικές µεθόδους και να δώσουν πιο γενικά αποτελέσµατα. Η

ύπαρξη περιοδικών Ϲευγών Golay είναι σηµαντική ειδικά όταν δεν υπάρχουν ακο-

λουθίες Golay, δεν µπορούν να κατασκευαστούν ή είναι άγνωστες.

Τα περιοδικά Ϲεύγη Golay µήκους n είναι επίσης δύσκολο να κατασκευαστούν.

Τα περιοδικά Ϲεύγη Golay που δεν είναι ακολουθίες Golay είναι γνωστές µόνο για

µήκη n = 34, 50, 58, 74, 82, 122, 136, 164, 202, 226 και όλες αυτές έχουν κατασκευα-

στεί µε εντατική αναζήτηση µέσω υπολογιστών [33]. Με τη χρήση του Λήµµατος 1 και

του Θεωρήµατος 5 κατασκευάζουµε νέα περιοδικά Ϲεύγη Golay, άπειρης ποικιλίας

διαφορετικών µηκών, χωρίς αναζήτηση µέσω υπολογιστών.

Λήµµα 1 Υπάρχουν κατευθυνόµενες ακολουθίες µε µηδενική περιοδική συνάρτηση

αυτοσυσχέτισης µήκους p και τύπου (p, p), για p ∈ P = {34, 50, 58, 74, 82, 122, 136,

202, 226}.

Απόδειξη

Για την απόκτηση των απαιτούµενων κατευθυνόµενων ακολουθιών εφαρµόζουµε τις

τεχνικές κατασκευής από τους Koukouvinos and Seberry [78] σε περιοδικά Ϲεύγη

Golay. Οι προκύπτουσες κατευθυνόµενες ακολουθίες παρέχονται στον Πίνακα 3.2.

Τέλος απόδειξης
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Πίνακας 3.2: Τα Ϲεύγη δύο µεταβλητών κατευθυνόµενων ακολουθιών µήκους p και τύπου
(p, p) µε µηδενική περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης
p DirectedSequences D1, D2.
34 aaaāāāb̄āb̄bb̄bab̄b̄bbabb̄abb̄bbaaābb̄abba,

bāābaāb̄bbāāaābaābāāaabāaāab̄ab̄b̄b̄bbb.
50 āāāābbāb̄bb̄abbb̄āab̄bb̄aāaāb̄aab̄b̄abāabaab̄aābbab̄baab̄b̄aaa,

bbbaabbāabāāb̄babbābb̄ābaabbab̄bb̄baāabb̄aāābaāab̄āāb̄b̄b̄b̄.
58 āāāāb̄aaāāaāāāāaaābb̄ab̄bbaāab̄bab̄bb̄b̄b̄bab̄ab̄aabbāabb̄āabb̄aab̄aaaa,

bbbbabbaābb̄aābb̄āābbababāaaaāabāabb̄bāāabaāb̄bbb̄b̄b̄b̄bb̄b̄bbab̄b̄b̄b̄.
74 aābaāaāb̄āāaaāaaaābaabbāb̄abaab̄b̄āb̄ab̄b̄babaaāab̄b̄b̄b̄āāaāb̄b̄bāābb̄ab̄bābb̄āabaaabb̄b̄āa,

bb̄aaābbbābb̄aāb̄āabaāb̄b̄āaab̄bb̄b̄aaaabb̄bbābāaabab̄aabbābab̄āābbāb̄bbbb̄bbb̄b̄ab̄bb̄b
āb̄b.

82 aāb̄abaaaaabb̄āaab̄bābāb̄aāāāāab̄āab̄āb̄aāb̄b̄āāabbbab̄āaāb̄aaāāb̄b̄āāāaāaaab̄bb̄bā
āb̄b̄abab̄b̄āabb̄aā,
b̄baābb̄aabābaab̄b̄āaāabbbb̄bb̄b̄b̄aab̄b̄bbab̄bb̄abāāābb̄b̄aab̄bab̄abb̄abb̄b̄b̄b̄bab̄āb̄āabbb̄aā
bbbbbābab̄b.

122 ab̄aābaābb̄b̄b̄aaābāb̄aabab̄b̄b̄bāaāb̄aaaab̄aabab̄aaāab̄aabābbbbāb̄ābb̄āab̄āb̄abābbb̄aa
aab̄āb̄bb̄āb̄bbb̄āābb̄abāab̄bb̄bbb̄b̄bb̄abbāāābbaaabb̄aābb̄aāab̄āā,
b̄b̄abb̄baāb̄baābbbāāb̄b̄b̄āābaāaaāāaāabb̄ābaāb̄b̄aāāab̄aāab̄abbbbaāāb̄ābab̄abb̄aāb̄ab̄
āāāāb̄ābbabb̄bbabābbabbbbab̄bb̄āaaabābbab̄āb̄bbaaaāb̄bāb̄bab.

202 abb̄bāabbbāaāāb̄bābbb̄aāāb̄b̄b̄āb̄aāab̄aaaāāaab̄bb̄āb̄aaab̄ābāb̄b̄bb̄bb̄b̄āb̄bab̄aaābbāb̄bb̄
ab̄āb̄b̄āaaabaābaabbaābbbāb̄bb̄ab̄abbaāb̄abbb̄b̄āābaābbabb̄ab̄āaāabab̄aāabāāabbab̄a
aab̄ābāaāāābb̄ābāb̄aaab̄bb̄āb̄b̄bb̄b̄aaabāb̄b̄b̄āāabāab̄b̄bb̄b̄aab̄b̄aābb̄aab̄b̄āb,
āb̄aabbaāb̄baabbaaāaabb̄ābb̄b̄aaab̄ābbbaaāaab̄aāabbbab̄āb̄aāb̄b̄b̄bb̄āb̄abbbabāābb̄b̄ā
bb̄babābb̄bb̄abaābāāb̄bāb̄b̄aaāābab̄bāābabaāab̄āāāb̄bāābbāb̄bābbbb̄aab̄abaāab̄āāb̄bb
abāab̄aaāaāaab̄āb̄abbbab̄aāabbb̄b̄bbbabb̄bab̄aaab̄b̄baāāb̄āab̄b̄bb̄āāābb̄āaāb.

226 ab̄ab̄b̄āb̄abb̄b̄abbbāb̄aaāabbbbbbāb̄bb̄b̄abbbb̄āb̄aāb̄bābabābb̄bbaāb̄aaābaabaab̄bāab̄aā
abāb̄aab̄ābāāb̄abaaaaabb̄bāabb̄aaāab̄bab̄āb̄aab̄bāb̄b̄b̄ābaāab̄ābāb̄bbābb̄bb̄ābbbbabb̄āb̄
bb̄bāab̄aaāāāaaab̄b̄bab̄b̄b̄b̄bb̄bāb̄ābaāābb̄b̄abab̄ab̄ab̄bb̄āābbābābab̄b̄b̄bb̄b̄b̄b̄ab̄ābbab̄āab̄
bb̄āaab̄bbb̄bba,
bāāaāāabbb̄aāabb̄abāāb̄abaaaaāaaabāb̄āb̄āāb̄b̄aāabababābaaāb̄b̄bāb̄ab̄āaāaaaabā
aabbbb̄b̄b̄bbabb̄āaāab̄aābāāāāb̄aāaāb̄āāab̄āb̄abb̄bāb̄aaab̄āabbab̄abāabb̄bbaābb̄āaābb
bbbābab̄b̄āb̄abbab̄ābb̄babb̄āabbābbāb̄bbab̄bāāaāb̄ābāb̄āab̄bab̄aāāābaaāab̄āāāāāābb̄b
bab̄āāābaaābab̄aabab.
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Θεώρηµα 5 Εάν το g είναι ένας αριθµός Golay και p ένα περιοδικός αριθµός Golay

τότε t = gp είναι ένας περιοδικός αριθµός Golay.

Απόδειξη

Κατασκευάζουµε τις ακολουθίες Golay A και B µήκους g χρησιµοποιώντας τις γνω-

στές πολλαπλασιαστικές τεχνικές για τις ακολουθίες Golay. Αυτές οι δύο ακολουθίες

έχουν µηδενική µη περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης. Χρησιµοποιήστε τις κα-

τευθυνόµενες ακολουθίες D1 και D2 µήκους p που δίνονται στον Πίνακα 3.2, και

αντικαταστήστε τη µεταβλητή τους a µε µία ακολουθία Golay A και τη µεταβλητή

τους b µε µία ακολουθία Golay B. Αυτό ϑα δώσει τα επιθυµητά περιοδικά Ϲεύγη

Golay µήκους gp. Εποµένως, το gp είναι ένας περιοδικός αριθµός Golay. Τέλος

απόδειξης

Παράδειγµα 4 Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να κατασκευάσουµε ένα περιοδικό Ϲεύγος

Golay (T1, T2) µήκους 68. ΄Εχουµε ότι 68 = 2× 34, έτσι πρέπει να χρησιµοποιήσουµε

τις κατευθυνόµενες ακολουθίεςD1, D2 µήκους 34 και τύπου (34, 34) που δίνονται στον

Πίνακα 3.2 µε τις ακολουθίες Golay A = (+,+) και B = (+,−), όπου το + αντιπρο-

σωπεύει το +1 και το − αντιπροσωπεύει το −1. Το προκύπτον περιοδικό Ϲεύγος Golay

είναι :

T1 = (+ + + + + +−−−−−−−+−−−+ +−−+ +−+ +−+−+ +−+−

+ + +−−+ + + +−−+ +−+−+ + + +−−+−−+ + + +−+−++),

T2 = (+−−−−−+−+ +−−−+ +−+−−−−−+ +−−+−+ +−−+−

−−−−+ + + + +−−−+ +−−+ +−+ + +−+−+−+ +−+−+−).

Πόρισµα 2 Τα περιοδικα Ϲεύγη Golay µπορούν να κατασκευαστούν για όλα τα µήκη

t = 2a110a226a3pa4 , όπου a1, a2, a3 είναι µη-αρνητικοί ακέραιοι, p ∈ {34, 50, 58, 74,

82, 122, 202, 226} και a4 = 0, 1.
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3.5.2 Κατασκευή ορθογώνιων σχεδιασµών

΄Εστω Ai (i = 1, . . . , 8) κυκλικοί πίνακες τάξεως n και Rn ο πίσω διαγώνιος

µοναδιαίος πίνακας τάξεως n. Οι ακόλουθες κατασκευές είναι γνωστές.

C2 =

 A1 A2Rn

−A2Rn A1

 , C4 =


A1 A2Rn A3Rn A4Rn

−A2Rn A1 AT4Rn −AT3Rn

−A3Rn −AT4Rn A1 AT2Rn

−A4Rn AT3Rn −AT2Rn A1

 ,

C8 =



A1 A2 A4Rn A3Rn A6Rn A5Rn A8Rn A7Rn

−A2 A1 A3Rn −A4Rn A5Rn −A6Rn A7Rn −A8Rn

−A4Rn −A3Rn A1 A2 −AT8Rn AT7Rn AT6Rn −AT5Rn

−A3Rn A4Rn −A2 A1 AT7Rn AT8Rn −AT5Rn −AT6Rn

−A6Rn −A5Rn AT8Rn −AT7Rn A1 A2 −AT4Rn AT3Rn

−A5Rn A6Rn −AT7Rn −AT8Rn −A2 A1 AT3Rn AT4Rn

−A8Rn −A7Rn −AT6Rn AT5Rn AT4Rn −AT3Rn A1 A2

−A7Rn A8Rn AT5Rn AT6Rn −AT3Rn −AT4Rn −A2 A1



.

Οι σχεδιασµοί C2 και C4 είναι ορθογώνιοι όταν οι κυκλικοί πίνακες που χρησιµο-

ποιούνται είναι προσθετικοί [58]. Ο σχεδιασµόςC8 είναι ορθογώνιος όταν οι κυκλικοί

πίνακες που χρησιµοποιούνται είναι ταυτόχρονα προσθετικοί και ϕίλιοι [71].

Από τα περιοδικά Ϲεύγη Golay T1, T2 µήκους t και τους αντίστοιχους κυκλικούς

πίνακες Z1 = circ(T1), Z2 = circ(T2) µπορούµε να ορίσουµε

X = (Z1 + Z2)/2, W = (Z1 − Z2)/2. (3.3)

Λήµµα 2 Οι πίνακες X και W στην (3.8) είναι κυκλικοί, ξένοι, προσθετικοί, ϕίλιοι

πίνακες τάξεως t, µε εισόδους από το σύνολο {0, 1,−1} και X ± W είναι ένας ±1

πίνακας.

Απόδειξη

Προκύπτει µε απλούς υπολογισµούς. Τέλος απόδειξης

΄Εστω (T1, T2) το περιοδικό Ϲεύγος Golay µήκους t = 2a110a226a3pa4, όπου a1, a2, a3
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είναι µη-αρνητικοί ακέραιοι, p ∈ {34, 50, 58, 74, 82, 122, 202, 226} και a4 = 0 ή 1.

Χρησιµοποιώντας τους πίνακες X και W από την (3.8), ϑεωρούµε τις κατασκευές

Ai = (2i− 1)X + (2i+ 1)W, Ai+1 = (2i+ 1)X − (2i− 1)W, (i = 1, 3, 5, 7), (2)

A2i−1 = (2i− 1)X + 2iW, A2i = 2iX − (2i− 1)W, (i = 1, 2, 3, 4), (3)

Ai = (2i+ 1)X + (2i+ 3)W, Ai+1 = (2i+ 3)X − (2i+ 1)W, (i = 1, 3, 5, 7), (4)

A2i−1 = 2iX + (2i+ 1)W, A2i = (2i+ 1)X − 2iW, (i = 1, 2, 3, 4), (5)

Ai = (2i+ 3)X + (2i+ 5)W, Ai+1 = (2i+ 5)X − (2i+ 3)W, (i = 1, 3, 5, 7), (6)

A2i−1 = (2i+ 1)X + 2(i+ 1)W, A2i = 2(i+ 1)X − (2i+ 1)W, (i = 1, 2, 3, 4). (7)

Θεώρηµα 6 ΄Εστω t = 2a110a226a3pa4 , όπου a1, a2, a3 είναι µη-αρνητικοί ακέραιοι,

p ∈ {34, 50, 58, 74, 82, 122, 202, 226} και a4 = 0 ή 1. Υπάρχουν οι παρακάτω ορθο-

γώνιοι σχεδιασµοί για πειράµατα υπολογιστών : (i) OD(2b+1t; q`1) και (ii) OD(2b+1t+

s; q`2), q1 = 2b+1
, q2 = 2b+1 + 1, ` ≤ 2bt, για b = 1, 2, 3 και για κάθε ϑετικό ακέραιο s.

Απόδειξη

Για να αποδείξουµε την ύπαρξη των ορθογώνιων σχεδιασµών (i) και (ii) του ϑεωρή-

µατος χρησιµοποιούµε τις κατασκευές που δίνονται στο (2) και στο (3) αντίστοιχα.

Από το Λήµµα 4 έχουµε ότι οι πίνακες {Ai}8i=1 είναι κυκλικοί, προσθετικοί και ϕί-

λιοι. Για b = 1, 2, 3 και ένα συγκεκριµένο 1 ≤ ` ≤ 2bt, ο επιθυµητός ορθογώνιος

σχεδιασµός προκύπτει από την τυχαία επιλογή οποιωνδήποτε ` στηλών από τον πί-

νακα (CT
2b
,−CT

2b
)T ή (CT

2b
, 02bt×s,−CT

2b
)T για (i) ή (ii) αντίστοιχα, όπου C2b είναι ο

τετραγωνικός πίνακας τάξης 2bt που προκύπτει χρησιµοποιώντας τα {A1, . . . , A2b}.

Τέλος απόδειξης

Για να δείξουµε την κατασκευή που περιγράφεται στο Θεώρηµα 8, παρέχουµε

ένα λεπτοµερές παράδειγµα. Παρόλο που ο επιθυµητός σχεδιασµός σε αυτό το

παράδειγµα είναι αρκετά µεγάλος, είναι αρκετά εύκολο να κατασκευαστεί και να

παρουσιαστεί λόγω της µπλοκ κυκλικής δοµής του.

Παράδειγµα 5 Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να κατασκευάσουµε ένα OD(272; 4`),

` = 1, . . . ,

136. Από το 5, κατασκευάζουµε το περιοδικό Ϲεύγος Golay, (T1, T2) µήκους t = 68

όπως παρουσιάζεται στο Παράδειγµα 4. Ορίζουµε τους ξένους κυκλικούς πίνακες X
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και W όπως στο Λήµµα 4. ΄Ετσι,

X = circ( +000000− 00−−−+0− 000−−0 + 000000 + 0−+− 000− 0 + + + +−

−0 + 00−+ + 0 + 0000−+0 + +−+−+0),

W = circ(0 + + + + +−0−−0000− 0−+ + 00 + 0−+ +−+−0 + 000 + + + 0−

000000 + 0−+000 + 0−−+−00 + 000000+).

΄Εχουµε b = 1, έτσι από την κατασκευή (2) έχουµε

A1 = circ(1333333̄1̄3̄3̄1̄1̄1̄13̄1̄3̄331̄1̄313̄333̄33̄131̄11̄3331̄3̄11111̄1̄313̄31̄11313̄3̄33̄1̄13111̄11̄13),

A2 = circ(31̄1̄1̄1̄1̄13̄113̄3̄3̄313̄11̄1̄3̄3̄1̄311̄1̄11̄131̄3̄33̄1̄1̄1̄3̄133333̄3̄1̄311̄3̄331̄3111̄13̄31̄333̄33̄31̄).

Είναι εύκολο να επαληθεύσουµε ότι οι πίνακες A1 και A2 είναι κυκλικοί, προσθετικοί

και ϕίλιοι. Το επιθυµητόOD(272, 4`) λαµβάνεται µε την τυχαία επιλογή οποιωνδήποτε

` στηλών από τον πίνακα (CT
136,−CT

136)
T

όπου C136 είναι ο τετραγωνικός πίνακας

τάξεως 136, που λαµβάνεται χρησιµοποιώντας τους πίνακες A1 και A2 στη δοµή C2.

Ο ορθογώνιος σχεδιασµός που παρουσιάζεται στο Παράδειγµα 5 κατασκευάζε-

ται από δύο κυκλικούς πίνακες. Οι παράµετροι µερικών περαιτέρω ορθογώνιων

σχεδιασµών δίνονται στον Πίνακα 3.3

Τα παρακάτω πορίσµατα είναι απλές εφαρµογές του Θεωρήµατος 8, αλλά παρέ-

χουν νέες άπειρες κλάσεις ορθογώνιων σχεδιασµών.

Πόρισµα 3 Εάν το t είναι ένας Golay ή ένας περιοδικός αριθµός Golay τότε υπάρ-

χουν οι ακόλουθοι ορθογώνιοι σχεδιασµοί για πειράµατα υπολογιστών : OD(4t; 42t),

OD(4t+ 1; 52t), OD(8t; 84t), OD(8t+ 1; 94t), OD(16t; 168t) και OD(16t+ 1; 178t).

Πόρισµα 4 ΄Εστω t = 2a110a226a3pa4 , όπου a1, a2, a3 είναι µη αρνητικοί ακέραιοι, p ∈

{34, 50, 58, 74, 82, 122, 202, 226} και a4 = 0 ή 1. Τότε υπάρχουν οι ακόλουθοι ορθο-

γώνιοι σχεδιασµοί για πειράµατα υπολογιστών : (i) OD(2b+1t; q`1) και (ii) OD(2b+1t+

s; q`2), ` ≤ 2bt, για b = 1, 2, 3, για κάθε ϑετικό ακέραιο s, q1 = 2, . . . , 2b+1
, και

q2 = 3, . . . , 2b+1 + 1.

Απόδειξη

Τα αποτελέσµατα ακολουθούν από το Θεώρηµα 8 εξισώνοντας ή / και διαγράφοντας

τα επίπεδα, όπως απαιτείται, πριν από την εφαρµογή της τεχνικής του fold-over.
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Πίνακας 3.3: Ορισµένοι ορθογώνιοι σχεδιασµοί OD(n; qm) κατασκευασµένοι από δύο κυ-
κλικούς πίνακες. ΄Ολοι οι σχεδιασµοί για q = 4, 8, 16 ή q = n είναι επιπρόσθετα U-type.
Οι σχεδιασµοί που σηµειώνονται µε αστερίσκο κατασκευάζονται χρησιµοποιώντας περιοδικά
Ϲεύγη Golay που αναπτύσσονται όπως στο κεφάλαιο 3.5.1.

q = 4 q = 5 q = 8 q = 9 q = 16 q = 17
n m n m n m n m n m n m
4 2 5 2 8 4 9 4 16 8 17 8
8 4 9 4 16 8 17 8 32 16 33 16

16 8 17 8 32 16 33 16 64 32 65 32
32 16 33 16 64 32 65 32 128 64 129 64
40 20 41 20 80 40 81 40 160 80 161 80
64 32 65 32 128 64 129 64 256 128 257 128
80 40 81 40 160 80 161 80 320 160 321 160

104 52 105 52 208 104 209 104 416 208 417 208
128 64 129 64 256 128 257 128 512 256 513 256
136 68∗ 137 68∗ 272 136∗ 273 136∗ 544 272∗ 545 272∗

160 80 161 80 320 160 321 160 640 320 641 320
200 100∗ 201 100∗ 400 200∗ 401 200∗ 800 400∗ 801 400∗

208 104 209 104 416 208 417 208 832 416 833 416
232 116∗ 233 116∗ 464 232∗ 465 232∗ 928 464∗ 929 464∗

256 128 257 128 512 256 513 256 1024 512 1025 512
272 136∗ 273 136∗ 544 272∗ 545 272∗ 1088 544∗ 1089 544∗

296 148∗ 297 148∗ 592 296∗ 593 296∗ 1184 592∗ 1185 592∗

320 160 321 160 640 320 641 320 1280 640 1281 640
328 164∗ 329 164∗ 656 328∗ 657 328∗ 1312 656∗ 1313 656∗

400 200 401 200 800 400 801 400 1600 800 1601 800
416 208 417 208 832 416 833 416 1664 832 1665 832
464 232∗ 465 232∗ 928 464∗ 929 464∗ 1856 928∗ 1857 928∗

488 244∗ 489 244∗ 976 488∗ 977 488∗ 1952 976∗ 1953 976∗

512 256 513 256 1024 512 1025 512 2048 1024 2049 1024
544 272∗ 545 272∗ 1088 544∗ 1089 544∗ 2176 1088∗ 2177 1088∗



48
Ορθογώνιοι κατά στήλη και σχεδόν ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί για

µοντέλα µε όρους δεύτερης τάξης

Εδώ εξισώνοντας σηµαίνει ότι ϑέτουµε το µεγαλύτερο επίπεδο ίσο µε το προηγού-

µενο επίπεδο, µε επανάληψη αν είναι απαραίτητο, και διαγράφοντας σηµαίνει ότι

ορίζουµε το µεγαλύτερο επίπεδο ίσο µε µηδέν, µε επανάληψη εάν είναι απαραίτητο.

Τέλος απόδειξης

Η προτεινόµενη µέθοδος µπορεί επίσης να επεκταθεί και να χρησιµοποιηθεί για

την κατασκευή σχεδόν ορθογώνιων σχεδιασµών, όπως στους Bingham et al. [11].

Σε αυτές τις περιπτώσεις, η συσχέτιση των προκυπτόντων σχεδιασµών υπολογίζεται

εκ των προτέρων από την περιοδική συνάρτηση των χρησιµοποιηµένων διανυσµάτων

γραµµών και της δοµής του σχεδιασµού.

Θεώρηµα 7 ΄Εστω t = 2a110a226a3pa4 , όπου a1, a2, a3 είναι µη αρνητικοί ακέραιοι

αριθµοί, p ∈ {34, 50, 58, 74, 82, 122, 202, 226} και a4 = 0 ή 1. Τότε υπάρχουν οι ακό-

λουθοι σχεδόν ορθογώνιοι σχεδιασµοί για πειράµατα υπολογιστών : (i)NOD(2(2bt +

1); [{2(2b+1 + 1)}`]), (ii)NOD(2b+1t + s + 2; (2b+1 + 3)`), (iii)NOD(22(2b−1t +

1); [{22(2b−1 + 1)}`]) και (iv)NOD(2b+1t + s + 4; (2b+1 + 5)`),` ≤ 2bt, για b = 1, 2, 3

και για κάθε ϑετικό ακέραιο s.

Απόδειξη

Για να αποδειχθεί η ύπαρξη των σχεδόν ορθογώνιων σχεδιασµών που περιγράφο-

νται στα (i), (ii), (iii) και (iv), χρησιµοποιούµε την κατασκευή που δίνεται στα (4),

(5), (6) και (7) αντίστοιχα. Από το Λήµµα 4 έχουµε ότι οι πίνακες {Ai}8i=1 είναι

κυκλικοί, προσθετικοί και ϕίλιοι. Για b = 1, 2, 3 και ένα συγκεκριµένο 1 ≤ ` ≤

2bt, ο επιθυµητός σχεδόν ορθογώνιος σχεδιασµός (i), (ii), (iii) ή (iv) λαµβάνεται

µε τυχαία επιλογή οποιωνδήποτε ` στηλών από τον πίνακα (CT
2b
, 1T ,−1T ,−CT

2b
)T ,

(CT
2b
, 1T , 0T

2bt×s,−1T ,−CT
2b

)T , (CT
2b
, 3T , 1T ,−1T ,−3T ,−CT

2b
)T , ή

(CT
2b
, 2T , 1T , 0T

2bt×s,−1T ,−2T ,−CT
2b

)T , αντίστοιχα, όπου C2b είναι ο τετραγωνικός πί-

νακας τάξεως 2bt που λαµβάνεται χρησιµοποιώντας το {A1, . . . , A2b}. Τέλος από-

δειξης

΄Ενας σχεδιασµός ονοµάζεται `-ορθογώνιος εάν το άθροισµα των γινοµένων των

στοιχείων οποιωνδήποτε ` στηλών είναι µηδέν. Προφανώς, ένας `-ορθογώνιος σχε-

διασµός είναι ορθογώνιος στο µέσο όταν ` = 1 και οι κύριες επιδράσεις του είναι
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ορθογώνιες κατά Ϲεύγη όταν ` = 2. Από την fold-over δοµή των σχεδιασµών έχουµε

το ακόλουθο Λήµµα.

Λήµµα 3 ΄Ολοι οι σχεδιασµοί που κατασκευάστηκαν από τα Θεωρήµατα 8 και 9 είναι

2`+ 1 ορθογώνιοι, όπου ` οποιοσδήποτε µη-αρνητικός ακέραιος.

3.5.3 Κατασκευές χρησιµοποιώντας περιοδικά Ϲεύγη Golay

Ωστόσο, παρατηρήσαµε ότι η ϕίλια ιδιότητα (amicability property) στο Λήµµα

2, σελίδα 744 της αντίστοιχης ερευνητικής εργασίας, δεν ισχύει. Αυτό οδηγεί σε

µια µικρή τροποποίηση ορισµένων αποτελεσµάτων που αναφέρονται στο Θεώρηµα

2 σελίδα 744, της αντίστοιχης ερευνητικής εργασίας, στο Πόρισµα 2, σελίδα 745

και στο Θεώρηµα 3, σελίδα 745. ∆ίνουµε εδώ τη διορθωµένη έκδοση αυτών των

ϑεωρηµάτων, συµπεριλαµβανοµένων µερικών νέων αποτελεσµάτων που προκύπτουν

από την επέκταση αυτών των ϑεωρηµάτων πολλαπλασιασµού.

Τα παρακάτω είναι νέες κατευθυνόµενες ακολουθίες µήκους 72 και τύπου (72, 72)

που µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να επεκτείνουν το πολλαπλασιαστικό ϑεώρηµα

των Georgiou et al. [54]. Για λεπτοµέρειες σχετικά µε το συµβολισµό στις κατευ-

ϑυνόµενες ακολουθίες και στη χρήση τους σας παραπέµπουµε στην εργασία των

Georgiou et al. [54].

D1 = [a, a, a, b, a,−a,−a, a, a,−b,−b, b, b,−b, b,−b, a, a,−a, a,−b, b, a,−a, a, b,−b,−a, a,−b,

−b,−a, b, a,−b,−b, a,−a, b,−b,−b,−a,−b,−a, b, b, a, a, b,−a,−b, a,−b, b,−a, b,−a,−a,−b,

−a, b, a,−a, b,−b, a,−b,−b,−b,−b, a, a]

D2 = [b, b, a, a, a, a, b, a,−a,−b, b,−a,−b, a,−b,−b,−a,−b,−a, a, b, a,−b,−a, b, b,−a,−a,−b,

a,−b, a, a,−a,−b, b, a, a, b,−a,−b, a, a, b,−b, a,−a, b,−b, b,−a, a, b,−b, b, b, a,−a, a,−a,−a, a

a, b, b,−b,−b, b,−a, b, b, b]

Πόρισµα 5 Τα περιοδικά Ϲεύγη Golay µπορούν να κατασκευαστούν για όλα τα µήκη

t = 2a110a226a3pa4 , όπου τα a1, a2, a3 είναι µη αρνητικοί ακέραιοι, p ∈ {34, 50, 58, 72, 74,

82, 122, 202, 226} και a4 = 0, 1.

Από τα περιοδικά Ϲεύγη Golay T1, T2 µήκους t και τους αντίστοιχούς τους κυ-

κλικούς πίνακες Z1 = circ(T1), Z2 = circ(T2) µπορούµε να ορίσουµε

X = (Z1 + Z2)/2, W = (Z1 − Z2)/2. (3.8)
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Χρησιµοποιώντας τις νέες κατευθυνόµενες ακολουθίες που παρέχουµε παραπά-

νω µπορούµε να διορθώσουµε και να επεκτείνουµε τα αποτελέσµατα των Georgiou

et al. [54] ως εξής.

Λήµµα 4 Οι πίνακες X και W στο (3.8) είναι κυκλικοί, ξένοι, και προσθετικοί (addi-

tive) πίνακες τάξης t, µε εισόδους από το {0, 1,−1} καιX±W είναι ένας ±1 πίνακας.

Θεώρηµα 8 ΄Εστω t = 2a110a226a3pa4 , όπου a1, a2, a3 είναι µη-αρνητικοί ακέραιοι,

p ∈ {34, 50, 58, 72, 74, 82, 122, 202, 226} και a4 = 0 ή 1. Οι ακόλουθοι ορθογώνιοι

κατά στήλη σχεδιασµοί για πειράµατα υπολογιστών υπάρχουν :

(i) COD(2b+1t; q`1) και

(ii) COD(2b+1t+ s; q`2), q1 = 2b+1
, q2 = 2b+1 + 1, ` ≤ 2bt,

για b = 1, 2 και για κάθε ϑετικό ακέραιο s.

Πόρισµα 6 Εάν t είναι ένας Golay ή ένας περιοδικός Golay αριθµός τότε οι ακό-

λουθοι ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί για πειράµατα υπολογιστών υπάρχουν :

COD(4t; 42t), COD(4t+ 1; 52t), COD(8t; 84t), και COD(8t+ 1; 94t).

Πόρισµα 7 ΄Εστω t = 2a110a226a3pa4 , όπου a1, a2, a3 είναι µη-αρνητικοί ακέραιοι,

p ∈ {34, 50, 58, 72, 74, 82, 122, 202, 226} και a4 = 0 ή 1. Οι ακόλουθοι ορθογώνιοι

κατά στήλη σχεδιασµοί για πειράµατα υπολογιστών υπάρχουν :

(i) COD(2b+1t; q`1) και

(ii) COD(2b+1t+ s; q`2), ` ≤ 2bt,

για b = 1, 2, για κάθε ϑετικό ακέραιο s, q1 = 2, . . . , 2b+1
, και q2 = 3, . . . , 2b+1 + 1.

Η προτεινόµενη µέθοδος µπορεί επίσης να επεκταθεί και να χρησιµοποιηθεί

για την κατασκευή σχεδόν ορθογώνιων σχεδιασµών, όπως στους Bingham et al.

[11]. Σε τέτοιες περιπτώσεις, η συσχέτιση των παραγόµενων σχεδιασµών µπορεί

να υπολογιστεί µε την περιοδική συνάρτηση των χρησιµοποιούµενων διανυσµάτων

γραµµών και της δοµής του σχεδιασµού.
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Θεώρηµα 9 ΄Εστω t = 2a110a226a3pa4 , όπου a1, a2, a3 είναι µη-αρνητικοί ακέραιοι,

p ∈ {34, 50, 58, 72, 74, 82, 122, 202, 226} και a4 = 0 ή 1. Οι ακόλουθοι σχεδόν ορθο-

γώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί για πειράµατα υπολογιστών υπάρχουν :

(i) NCOD(2(2bt+ 1); [{2(2b+1 + 1)}`]),

(ii) NCOD(2b+1t+ s+ 2; (2b+1 + 3)`),

(iii) NCOD(22(2b−1t+ 1); [{22(2b−1 + 1)}`]) και

(iv) NCOD(2b+1t+ s+ 4; (2b+1 + 5)`),` ≤ 2bt,

για b = 1, 2 για κάθε ϑετικό ακέραιο s.

3.6 ∆οµή ταυτόσηµων επιδράσεων των σχεδιασµών

που δηµιουργήθηκαν

΄Οταν χρησιµοποιούµε σχεδιασµούς σε πειράµατα υπολογιστών ή για σκοπούς

κρησαρίσµατος, ενδιαφερόµαστε για ιδιότητες που σχετίζονται µε τις δοµές των συ-

σχετίσεών τους και την αποτελεσµατικότητά τους κατά την προσαρµογή διαφορετι-

κών µοντέλων. Σε αυτή την ενότητα ερευνούµε τέτοιες ιδιότητες και αξιολογούµε τους

σχεδιασµούς που κατασκευάσαµε. Ακολουθώντας παρόµοιες τεχνικές όπως ο Geor-

giou [51], µπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι οι κύριες επιδράσεις των ορθογώνιων

κατά στήλη σχεδιασµών που κατασκευάζονται από τη µέθοδο fold-over που παρου-

σιάσαµε προηγουµένως είναι ορθογώνιοι σε οποιαδήποτε τετραγωνική επίδραση και

σε οποιαδήποτε αλληλεπίδραση δύο παραγόντων.

Ο µέσος όρος και η µέγιστη τιµή για τις απόλυτες τιµές των στοιχείων εκτός

διαγωνίου των πινάκων των ταυτόσηµων επιδράσεων για τις τετραγωνικές επιδράσεις

(E(|q|) και max |qij|) και τις επιδράσεις των αλληλεπιδράσεων (E(|t|) και max |tij|)

έχουν οριστεί από τον Georgiou [51] για να εκτιµήσουν την απόδοση των LHD. Τα

κάτω όρια για τα παραπάνω κριτήρια, όπως αποδείχθηκαν από τον Georgiou [51],

δεν είναι κατάλληλα για τους ορθογώνιους κατά στήλη σχεδιασµούς που κατασκευά-

στηκαν σε αυτό το κεφάλαιο. Γενικεύουµε αυτά τα όρια έτσι ώστε να δουλεύουν για

τα CODs και τα NCODs έτσι ώστε τα αποδεδειγµένα όρια για τα LHDs να γίνουν µια

ειδική περίπτωση των νέων ορίων.
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Ορισµός 2 ΄Ενας σχεδιασµός που ικανοποιεί οποιοδήποτε από τα κάτω όρια που δί-

νονται στο Λήµµα 6 λέγεται ότι είναι τετραγωνικά-ϐέλτιστος (quadratic-optimal) όσον

αφορά σε αυτό το κριτήριο. Επιπλέον, κάθε σχεδιασµός µε E(|t|) = 0 ή max|tij| = 0

καλείται ϐέλτιστος-αλληλεπιδράσεων (interaction-optimal) όσον αφορά στο αντίστοι-

χο κριτήριο.

Είναι προφανές ότι, για ορθογώνιους σχεδιασµούς U-type που κατασκευάστηκαν

σε αυτό το κεφάλαιο, το κάτω όριο για τα E(|t|) και τα max|tij| είναι µηδέν, και

έτσι αυτοί οι σχεδιασµοί είναι ϐέλτιστοι-αλληλεπιδράσεων για τα κριτήρια E(|t|) και

max|tij|.

Το Λήµµα 5 καθορίζει, σε ϱητή µορφή, τη δοµή των ταυτόσηµων επιδράσεων του

πίνακα πληροφορίας του U-type σχεδιασµού στο [−1, 1]n×m µε n πειραµατικές εκτλέ-

σεις, m παράγοντες, q οµοιόµορφα κατανεµηµένα επίπεδα και s κεντρικά σηµεία.

Τα αποτελέσµατα αυτού του λήµµατος ϑα χρησιµοποιηθούν για τον προσδιορισµό

των κάτω ορίων για τα κριτήρια E(|q|) και max|qij| για τέτοιους σχεδιασµούς.

Λήµµα 5 ΄Εστω X ένας U-type ορθογώνιος κατά στήλη σχεδιασµός στο [−1, 1]m, µε

n πειραµατικές εκτελέσεις, m παράγοντες, και q επίπεδα µε s κεντρικά (µηδενικά)

σηµεία. ΄Εστω X1 = [1n X] ο πίνακας παλινδρόµησης για το µοντέλο πρώτης τάξης,

συµπεριλαµβανοµένης µίας στήλης µε µονάδες και όλες τις στήλες του X. Τότε, ο

πίνακας (XT
1 X1)

−1
είναι ένας διαγώνιος πίνακας τάξης m + 1 και η διαγώνιός του

είναι (n−1, u−1, u−1, . . . , u−1), όπου

u =


n

3

(
q + 1

q − 1

)
, εάν q Ϲυγός (s = 0)

q(q + 1)(n− s)
3(q − 1)2

, εάν q περιττός (s 6= 0)
.

Απόδειξη

Το στοιχείο (i, j) τουXT
1 X1 είναι ίσο µε το εσωτερικό γινόµενο των στηλών i και j του

X1. ΄Ετσι, το στοιχείο (1, 1) τουXT
1 X1 ϑα ισούται µε το n. ∆εδοµένου ότι ο σχεδιασµός

έχει τις στήλες του κατά Ϲεύγος ορθογώνιες (ο µέσος είναι επίσης ορθογώνιος σε όλες

τις άλλες στήλες επειδή ο σχεδιασµός είναι επίσης U-type αυτό σηµαίνει ότι όλα τα

µη διαγώνια στοιχεία του XT
1 X1, δηλαδή τα στοιχεία στις ϑέσεις (i, j) για i 6= j, ϑα

είναι µηδέν.
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q = 2k: Κάθε στήλη του X έχει τα στοιχεία

{
−2k + 1

2k − 1
,
−2k + 3

2k − 1
, . . . ,

2k − 3

2k − 1
,
2k − 1

2k − 1

}

και µηδενικά κεντρικά σηµεία (s = 0). Κάθε ένα από αυτά τα στοιχεία εµφα-

νίζεται n/q ϕορές σε κάθε στήλη. Για i > 1, το ith διαγώνιο στοιχείο του XT
1 X1

είναι ίσο µε

u = 2
n

2k

k∑
i=1

(
2i− 1

2k − 1

)2

=
n(2k + 1)

6k − 3
=
n

3

(
q + 1

q − 1

)
.

q = 2k + 1: Κάθε στήλη του X έχει τα στοιχεία

{
−k
k
,
−k + 1

k
, . . . ,

k − 1

k
,
k

k

}
.

Κάθε ένα από τα µη µηδενικά στοιχεία εµφανίζεται (n − s)/(q − 1) ϕορές σε

κάθε στήλη. Για i > 1, το ith διαγώνιο στοιχείο του XT
1 X1 είναι ίσο µε

u = 2
(n− s)
(q − 1)

k∑
i=1

(
i

k

)2

= 8
(n− s)
(q − 1)3

(q−1)/2∑
i=1

i2 =
q(q + 1)(n− s)

3(q − 1)2
.

Τέλος απόδειξης

Τα παράγωγα γενικευµένα κάτω όρια για τα κριτήρια E(|q|) καιmax|qij| δίνονται

στο ακόλουθο Λήµµα.

Λήµµα 6 ΄Εστω X ένας U-type σχεδιασµός στο [−1, 1]m, µε n πειραµατικές εκτελέ-

σεις, m παράγοντες, και q οµοιόµορφα κατανεµηµένα επίπεδα. Τότε,

E(|q|) ≥ u

n(m+ 1)
= LBEq και max |qij| ≥

u

n
= LBmaxq, (3.9)

όπου u είναι όπως δίνεται στο Λήµµα 5.

Απόδειξη

Για να αποδείξουµε τα όρια για οποιονδήποτε σχεδιασµό U-type, ακολουθούµε την

απόδειξη που δίνεται στο Λήµµα 2 του Georgiou [51], αλλά χρησιµοποιούµε τα απο-
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τελέσµατα για τους U-type ορθογώνιους σχεδιασµούς που δίδονται στο Λήµµα 5. Για

να εξοικονοµήσουµε χώρο, η υπόλοιπη απόδειξη παραλείπεται. Τέλος απόδειξης

Σηµειώνουµε ότι τα κάτω όρια που αποδείχτηκαν εδώ συµφωνούν µε εκείνα του

Georgiou [51] αν εφαρµοστούν σε LHDs.

Λήµµα 7 ΄Εστω X ένας σχεδόν ορθογώνιος κατά στήλη σχεδιασµός στο [−1, 1]m,

µε n πειραµατικές εκτελέσεις, m παράγοντες, q επίπεδα, και s κεντρικά σηµεία, που

κατασκευάστηκε χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 3. Υποθέτουµε ότι η συνθήκη (i) του

Θεωρήµατος 3 ικανοποιείται για όλα τα επίπεδα εκτός από ±1, 0 για L1 και για όλα τα

επίπεδα εκτός από ±2,±1, 0 για L2. Επιπλέον, ϑέτουµε τα επιπρόσθετα επιπεδα (±1

για L1 και ±2,±1 για L2) να εµφανιστούν µόνο µία ϕορά. Ο πίνακας X1 = [1n X]

είναι ο πίνακας παλινδρόµησης για το µοντέλο πρώτης τάξης, που περιλαµβάνει µία

στήλη µε µονάδες και όλες τις στήλες του X. Τότε, ο πίνακας πληροφορίας (XT
1 X1)

είναι ένας τετραγωνικός πίνακας τάξης m+ 1 της µορφής

XT
1 X1 =



n 0 0 . . . 0

0 u b . . . b

0 b u . . . b
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 b b . . . u


=

 n 0

0 (u− b)I + bJ

 ,

όπου

(u, b) =


(

[q(q + 3) + 8](n− s− 2)

3(q − 1)2
+

8

(q − 1)2
,

8

(q − 1)2

)
, για σχεδιασµούς από το L1.(

[q(q + 5) + 24](n− s− 4)

3(q − 1)2
+

40

(q − 1)2
,

40

(q − 1)2

)
,για σχεδιασµούς από το L2.

στο Θεώρηµα 3.

Απόδειξη

Το στοιχείο (i, j) του XT
1 X1 είναι ίσο µε το εσωτερικό γινόµενο των στηλών i και j

του X1. Η απόδειξη για τα διαγώνια στοιχεία (u), η πρώτη σειρά και η πρώτη στήλη

είναι παρόµοιες µε την απόδειξη του Λήµµατος 5. Κάθε στοιχείο εκτός διαγωνίου,

του XT
1 X1, λαµβάνεται υπολογίζοντας το εσωτερικό γινόµενο των δύο αντίστοιχων

διακριτών στηλών του σχεδόν ορθογώνιου σχεδιασµού.
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Περίπτωση 1: Σχεδιασµοί που κατασκευάστηκαν από το L1 στο Θεώρηµα 3: Κάθε

ένα από αυτά τα στοιχεία, εκτός από το 0, και το ±1, εµφανίζεται (ns − 2)/(q − 3)

ϕορές σε κάθε στήλη. έχουµε ότι q = 2k + 1, και έτσι κάθε στήλη του X έχει τα

στοιχεία {
−k
k
,
−k + 1

k
, . . . ,

k − 1

k
,
k

k

}
.

Για i > 1, το ith διαγώνιο στοιχείο του XT
1 X1, είναι ίσο µε

u = 2
n− s− 2

2k − 2

k∑
j=2

(
j

k

)2

+
2

k2
=

[q(q + 3) + 8](n− s− 2)

3(q − 1)2
+

8

(q − 1)2
,

b =
2(12)

k2
=

2

k2
=

8

(q − 1)2
.

Περίπτωση 2: Σχεδιασµοί που κατασκευάστηκαν από το L2 στο Θεώρηµα 3: Κάθε

ένα από αυτά τα στοιχεία, εκτός από το 0, το ±1, και το ±2, εµφανίζεται (n − s −

4)/(q − 5) ϕορές σε κάθε στήλη. Για i > 1, το ith διαγώνιο στοιχείο του XT
1 X1, είναι

ίσο µε

u = 2
n− s− 4

2k − 4

k∑
j=3

(
j

k

)2

+
10

k2
=

[q(q + 5) + 24](n− s− 4)

3(q − 1)2
+

40

(q − 1)2
,

b =
2(12 + 22)

k2
=

10

k2
=

40

(q − 1)2
.

Τέλος απόδειξης

Οι σχεδόν ορθογώνιοι σχεδιασµοί που κατασκευάστηκαν σε αυτό το κεφάλαιο εί-

ναι τετραγωνικά-ϐέλτιστοι αλλά όχι ϐέλτιστοι-αλληλεπιδράσεων όσον αφορά τα προ-

τεινόµενα κριτήρια. Από την άλλη πλευρά, οι σχεδόν ορθογώνιοι σχεδιασµοί αυτού

του κεφαλαίου έχουν πολύ καλές (µικρές) τιµές αυτών των κριτηρίων, όπως υποδει-

κνύεται από το Θεώρηµα 10.

Θεώρηµα 10 ΄Εστω X, b, και u όπως ορίστηκαν στο Λήµµα 7. Τα κριτήρια αξιολό-
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γησης για αυτό το σχεδιασµό είναι

ave(|t|) = E(|t|) =
2
∑m+1

i=1

∑m(m−1)/2
j=1 |tij|

m(m2 − 1)
=

b

n(m+ 1)
, max t = max

i,j
|tij| = b/n.

ave(|q|) = E(|q|) =

∑m+1
i=1

∑m
j=1 |qij|

m(m+ 1)
=

u

n(m+ 1)
, max q = max

i,j
|qij| = u/n.

Απόδειξη

Τα αποτελέσµατα ακολουθούν µε απλούς υπολογισµούς χρησιµοποιώντας το Λήµµα

7. Τέλος απόδειξης

Τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται σε αυτή την ενότητα δείχνουν ότι ακόµα

και όταν οι εκτιµήσεις των τετραγωνικών επιδράσεων και των αλληλεπιδράσεων δύο

παραγόντων είναι ασυσχέτιστες µε τις εκτιµήσεις των γραµµικών επιδράσεων, αυτό

δεν εµποδίζει τις τετραγωνικές επιδράσεις και τις αλληλεπιδράσεις δύο παραγόντων

από το να είναι συσχετισµένες µεταξύ τους. Επιπλέον, όλοι οι ορθογώνιοι U-type σχε-

διασµοί που κατασκευάστηκαν µε την προτεινόµενη µέθοδο fold-over είναι τετραγω-

νικοί και αλληλεπιδράσεων-ϐέλτιστοι µέσα στην κλάση των U-type σχεδιασµών. Τα

παραπάνω αποτελέσµατα παρέχουν κάποια εµπιστοσύνη και περιορισµένη ευρωστί-

α σε πιθανές µη-γραµµικότητες στο πρώτο στάδιο (κρησαρίσµατος) του πειράµατος.

Ως εκ τούτου, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τους σχεδιασµούς που κατασκευά-

στηκαν για το κρησάρισµα, ακόµη και όταν υποπτευόµαστε ότι ενδέχεται να είναι

ενεργές κάποιες αλληλεπιδράσεις δύο παραγόντων ή/και τετραγωνικές επιδράσεις,

αλλά πρέπει να είµαστε προσεκτικοί επειδή υπάρχει αβεβαιότητα.

3.7 Συζήτηση

Η κύρια συµβολή του παρόντος κεφαλαίου είναι η κατασκευή ορθογώνιων κατά

στήλη σχεδιασµών (COD) και σχεδόν ορθογώνιων σχεδιασµών (NCOD) συνδυά-

Ϲοντας γενικευµένους ορθογώνιους σχεδιασµούς, ξένους κυκλικούς πίνακες και πε-

ϱιοδικά Ϲεύγη Golay. Παρέχεται ένας νέος πολλαπλασιαστής µε την παρουσίαση

νέων κατευθυνόµενων (directed) ακολουθιών µήκους 72. Αυτή η προσέγγιση οδη-

γεί σε µια νέα πολλαπλασιαστική τεχνική και µια νέα άπειρη οικογένεια COD που

περιλαµβάνει ϐέλτιστους σχεδιασµούς πολλών νέων τάξεων. Σηµειώνουµε ότι οι ϐέλ-
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τιστοι ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί σε αυτήν την άπειρη οικογένεια είναι νέων

τάξεων και δεν µπορούσαν να κατασκευαστούν µε οποιαδήποτε γνωστή µέθοδο στη

ϐιβλιογραφία.

Μια σηµαντική ιδιότητα των σχεδιασµών που παρουσιάστηκαν είναι ότι η σύνθεσή

τους υπολογίζεται και δίνεται σε κλειστή µορφή, παρέχοντας έναν εκ των προτέρων

υπολογισµό όλων των σχεδιασµών εντός αυτής της κατηγορίας. Τα νέα κατώτατα

όρια που παρέχονται επαληθεύουν ότι οι σχεδιασµοί που κατασκευάστηκαν είναι

ϐέλτιστοι, σε σχέση µε τη δοµή των ταυτόσηµων επιδράσεων, στην κατηγορία των

περιγραφέντων ορθογώνιων κατά στήλη σχεδιασµών. Η γνώση της δοµής των ταυτό-

σηµων επιδράσεων πρώτης και δεύτερης τάξης µπορεί να αποδειχθεί πολύ χρήσιµη

όταν γίνεται κρησάρισµα µε την παρουσία όρων δεύτερης τάξης. Αυτές οι ιδιότητες

είναι πολύ χρήσιµες για την ανάλυση αυτών των σχεδιασµών κάτι που τους καθιστά

ιδιαίτερα ελκυστικούς στην κατηγορία των CODs.

Οι προτεινόµενοι ϐέλτιστοι σχεδιασµοί έχουν πολλά πλεονεκτήµατα. Είναι πο-

λύ εύκολο να κατασκευαστούν, έχουν ευέλικτα µεγέθη και µπορούν να ϕιλοξενούν

πολλά επίπεδα. Αυτά τα πλεονεκτήµατα καθιστούν τους σχεδιασµούς αυτού του

κεφαλαίου µία καλή εναλλακτική για πειράµατα υπολογιστών.

Παρόλο που έχει γίνει πολύ καλή δουλειά σε αυτόν τον τοµέα και έχουν κατα-

σκευαστεί πολλές νέες τάξεις κατάλληλων ορθογώνιων κατά στήλη σχεδιασµών, εξα-

κολουθούν να υπάρχουν ανοικτά προβλήµατα που πρέπει να αντιµετωπιστούν και

τάξεις για τις οποίες οι ϐέλτιστοι ή ορθογώνιοι σχεδιασµοί είναι ακόµη άγνωστοι. Για

αυτές τις τάξεις απαιτείται περαιτέρω µελέτη και έρευνα για να ληφθούν ϐέλτιστοι ή

ορθογώνιοι σχεδιασµοί. Σε τέτοιες περιπτώσεις και σε περίπτωση που αποδειχθεί ότι

δεν υπάρχουν ϐέλτιστοι ή ορθογώνιοι σχεδιασµοί, προτείνουµε να χρησιµοποιηθούν

εναλλακτικές λύσεις, όπως οι σχεδόν ορθογώνιοι κατά στήλη σχεδιασµοί.
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Εισαγωγικά στοιχεία και ϐασικές έννοιες

για τους υπερκορεσµένους σχεδιασµούς

To find out what happens when you change something,

it is necessary to change it.

—Box, Hunter, and Hunter, Statistics for Experimenters (1978)

Σ το παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται κάποιες ϐασικές έννοιες για τους παρα-

γοντικούς σχεδιασµούς. Ιδιαίτερη ϐαρύτητα δίνεται σε µία ειδική κλάση κλα-

σµατικών παραγοντικών σχεδιασµών, τους υπερκορεσµένους σχεδιασµούς για

τους οποίους παρουσιάζονται ϐασικές έννοιες σχετικά µε τα κριτήρια ϐελτιστότητας,

την κατασκευή και την ανάλυσή τους.

4.1 Εισαγωγή

Οι παραγοντικοί σχεδιασµοί χρησιµοποιούνται ευρύτατα σε πειράµατα που περι-

λαµβάνουν αρκετούς παράγοντες, και είναι αναγκαία η µελέτη της κοινής επίδρασής

τους στην µεταβλητή απόκριση. Η αλλαγή που γίνεται στην µεταβλητή απόκρισης

από την αλλαγή του επιπέδου του παράγοντα ονοµάζεται επίδραση (effect) του παρά-

γοντα. Αντιλαµβανόµαστε λοιπόν ότι ακόµη και για έναν µέτριο αριθµό παραγόντων,

ο συνολικός αριθµός των παρατηρήσεων είναι αρκετά µεγάλος. ΄Αλλοτε για να πε-

ϱιοριστεί το µέγεθος των πειραµατικών εκτελέσεων και άλλοτε διότι δεν υπάρχουν

τα απαραίτητα µέσα, οι πειραµατιστές είναι αναγκασµένοι να εκτελέσουν µία µόνο

επανάληψη τέτοιων σχεδιασµών (µη-επαναλαµβανόµενοι 2m παραγοντικοί σχεδια-
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σµοί). Σε άλλες περιπτώσεις υπάρχει η αναγκαιότητα να εξετάσουµε έναν µεγάλο

αριθµό παραγόντων αλλά στη διάθεσή µας έχουµε έναν περιορισµένο αριθµό πειρα-

µατικών εκτελέσεων. Στην περίπτωση αυτή είναι απαραίτητη η χρήση κλασµατικών

παραγοντικών σχεδιασµών. Οι σχεδιασµοί αυτοί είναι µεταξύ των ευρύτερα χρησι-

µοποιούµενων τύπων σχεδιασµών σε πολλά πρακτικά προβλήµατα. Για τη σωστή και

ως εκ τούτου επιτυχή χρήση των κλασµατικών παραγοντικών σχεδιασµών, ο πειρα-

µατιστής πρέπει να ϐασίζεται στις ακόλουθες τρεις ϑεµελιώδεις αρχές :

1 Αρχή σποραδικότητας των επιδράσεων (sparsity of effects principle). Στην πε-

ϱίπτωση ύπαρξης πολλών µεταβλητών-παραγόντων, η διαδικασία είναι πιθανό

να οδηγείται αρχικά από µερικές από τις κύριες επιδράσεις και αλληλεπιδρά-

σεις χαµηλής τάξης.

2 Προβολική ιδιότητα (projective property). Οι σχεδιασµοί αυτοί µπορούν να

προβάλλονται σε µεγαλύτερους σχεδιασµούς µε αντικείµενο τους σηµαντικούς

παράγοντες.

3 Ακολουθιακός πειραµατισµός (sequential experimentation). Είναι δυνατόν

να συνδυάσουµε τις εκτελέσεις δύο (ή περισσότερων) κλασµατικών παραγο-

ντικών σχεδιασµών έτσι ώστε να συγκεντρωθεί ακολουθιακά ένας µεγαλύτερος

σχεδιασµός µε σκοπό την εκτίµηση των επιδράσεων και αλληλεπιδράσεων των

παραγόντων που ενδιαφέρουν.

Παράλληλα πρέπει να αναφερθεί ότι οι ιεραρχικές υποθέσεις που ισχύουν για τους

παραγοντικούς σχεδιασµούς είναι

i Οι επιδράσεις µικρότερης τάξης είναι σηµαντικότερες από επιδράσεις µεγαλύτε-

ϱης τάξης.

ii Οι επιδράσεις ίδιας τάξης είναι το ίδιο σηµαντικές.

΄Εστω D ένας N × m ο πίνακας ενός παραγοντικού σχεδιασµού µε στοιχεία από

το σύνολο των παραγοντικών επιπέδων 1, 2, ..., s. Ο πίνακας D έχει την ιδιότητα

των ίσων εµφανίσεων αν κάθε ένα από τα παραγοντικά επίπεδα εµφανίζεται τον ίδιο

αριθµό ϕορών σε κάθε στήλη του D και αν ισχύει η ιδιότητα αυτή τότε ονοµάζε-

ται ισορροπηµένος. Τότε το N είναι πολλαπλάσιο του µέγιστου αριθµού s. ΄Ενας
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ισορροπηµένος σχεδιασµός ονοµάζεται ορθογώνιος ισχύος 2 αν όλοι οι s2 συνδυα-

σµοί επιπέδων εµφανίζονται τον ίδιο αριθµό ϕορών σε οποιεσδήποτε δύο στήλες του

σχεδιασµού.

Η κυριότερη χρήση των κλασµατικών παραγοντικών σχεδιασµών είναι σε πει-

ϱάµατα κρησαρίσµατος (screening experiments) δηλαδή σε πειράµατα στα οποία

ϑεωρούµε ότι µετέχουν πολλοί παράγοντες µε σκοπό την ανίχνευση των σηµαντικών

παραγόντων. Τα πειράµατα κρησαρίσµατος συνήθως εκτελούνται στα αρχικά στάδια

µιας µελέτης, όπου είναι πιθανό πολλοί από τους παράγοντες που ϑεωρήθηκαν αρ-

χικά να µην έχουν σηµαντική επίδραση στη µεταβλητή απόκρισης και πρωταρχικός

στόχος είναι να προσδιοριστούν οι λίγοι, αλλά κυρίαρχοι, ενεργοί παράγοντες, δια-

τηρώντας το κόστος όσο το δυνατόν χαµηλότερο. Οι παράγοντες που αναγνωρίζονται

ως σηµαντικοί, ερευνώνται πιο λεπτοµερειακά στα επόµενα πειράµατα. Ιδιαίτερα

αποδοτικοί σε τέτοιου είδους πειράµατα είναι µία ειδική κλάση κλασµατικών παρα-

γοντικών σχεδιασµών, οι υπερκορεσµένοι σχεδιασµοί.

4.2 Κατασκευή και κριτήρια αξιολόγησης υπερκορε-

σµένων σχεδιασµών

Οι υπερκορεσµένοι σχεδιασµοί (ΥΣ) είναι σχεδιασµοί των οποίων οι παράγοντες

υπερβαίνουν το µέγεθος των πειραµατικών εκτελέσεων και είναι ιδιαίτερα χρήσι-

µοι όταν ϑέλουµε να εξετάσουµε έναν µεγάλο αριθµό παραγόντων αλλά έχουµε στη

διάθεσή µας έναν περιορισµένο αριθµό πειραµατικών εκτελέσεων. Οι δύο µεγάλες

κλάσεις που µπορούν να διαχωριστούν οι ΥΣ είναι οι σχεδιασµοί δύο επιπέδων, όπου

όλοι οι παράγοντες ϐρίσκονται σε δύο και µόνο επίπεδα (two-level), και οι σχεδια-

σµοί µικτών επιπέδων (mixed-level) που περιλαµβάνουν παράγοντες µε διαφορετικό

αριθµό επιπέδων στον ίδιο πίνακα σχεδιασµού. Μία ειδική περίπτωση των σχεδια-

σµών µικτών επιπέδων είναι οι σχεδιασµοί πολλαπλών επιπέδων (multi-level) που

περιλαµβάνουν παράγοντες που αποτελούνται όλοι από τον ίδιο αριθµό επιπέδων

s > 2.

Ορισµός 1 Υπερκορεσµένοι σχεδιασµοί δύο επιπέδων ονοµάζονται οι κλασµατικοί

παραγοντικοί σχεδιασµοί των οποίων ο αριθµός των παραγόντων m είναι µεγαλύτερος

ή ίσος µε τον αριθµό των πειραµατικών εκτελέσεων, δηλαδή m ≥ N ή m > N − 1.
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Στη γενικότερη περίπτωση, όπου έχουµε περισσότερα από 2 επίπεδα, υπερκορεσµένοι

ονοµάζονται οι σχεδιασµοί για τους οποίους ισχύει m(s− 1) > N − 1.

Από τα παραπάνω αντιλαµβανόµαστε ότι ένας ΥΣ δεν µπορεί να είναι ορθογώνιος,

οπότε χρειάζεται να µετρήσουµε πόσο απέχει από την ορθογωνιότητα. Βάσει αυτής

της απόστασης ορίζονται κάποια κριτήρια ϐελτιστότητας ΥΣ που συζητούνται στο

κεφάλαιο 4.2.1. Το γεγονός ότι ένας ΥΣ δεν µπορεί να είναι ορθογώνιος έχει ως

αποτέλεσµα να δηµιουργούνται συσχετίσεις µεταξύ των στηλών του σχεδιασµού. Η

δοµή των συσχετίσεων ενός ΥΣ επηρεάζει σηµαντικά τόσο την κατασκευή όσο και την

ανάλυσή τους.

Ο Satterthwaite [119] ήταν ο πρώτος που εισήγαγε την ιδέα των ΥΣ ως ενός

τυχαίου ισορροπηµένου σχεδιασµού. Οι Booth και Cox [13] ήταν οι πρώτοι που εξέ-

τασαν συστηµατικά τους ΥΣ δύο επιπέδων και πρότειναν κάποια από τα ϐασικότερα

κριτήρια ϐελτιστότητας, το ave(s2) και το smax. Το ενδιαφέρον για τους ΥΣ άρχισε

να εµφανίζεται τριάντα χρόνια αργότερα από τον Lin [91] και από τότε η ανάπτυξή

τους ήταν ϱαγδαία αφού αρκετοί ερευνητές ασχολήθηκαν µε την κατασκευή και την

εξέταση των ιδιοτήτων των ΥΣ, όπως στις ακόλουθες εργασίες [;,2,18,20,24,45,47,

68, 70, 76, 83, 87–90, 92, 95, 97, 107, 108, 132, 133, 139, 142, 144–146, 149–151].

Υπάρχουν πολλές ερευνητικές εργασίες που αφορούν στην κατασκευή ΥΣ, όχι µόνο

για την περίπτωση δύο επιπέδων, αλλά και για σχεδιασµούς πολλαπλών και µικτών

επιπέδων. Οι Fang et al. [47] πρότειναν το κριτήριο E(fNOD) για τη σύγκριση ΥΣ

πολλαπλών και µικτών επιπέδων και παρουσίασαν µια µέθοδο για την κατασκευή

E(fNOD)-ϐέλτιστων ΥΣ. Οι Liu και Dean [95] πρότειναν µια µέθοδο για την κα-

τασκευή δύο-επιπέδων ΥΣ, χρησιµοποιώντας k-κυκλικούς γεννήτορες. Οι Georgiou

και Koukouvinos [55] γενίκευσαν την k-κυκλική µέθοδο των [95] για την κατασκευή

ΥΣ πολλαπλών επιπέδων. Οι Chen και Liu [26] γενίκευσαν περαιτέρω την k-κυκλική

µέθοδο των [55] για ΥΣ πολλαπλών επιπέδων και πρότειναν µία µέθοδο κατασκευής

ϐέλτιστων µικτών επιπέδων k-κυκλικών ΥΣ. Πιο πρόσφατα, οι Liu και Liu [89] πρότει-

ναν τρεις µεθόδους, µία εκ των οποίων αφορά ισαπέχοντες σχεδιασµούς και οι άλλες

δύο σχεδόν ισαπέχοντες σχεδιασµούς, για την κατασκευή E(fNOD)-ϐέλτιστων ΥΣ.

Περαιτέρω λεπτοµέρειες και µία εκτεταµένη ϐιβλιογραφική ανασκόπηση σχετικά µε

την κατασκευή και την ανάλυση ΥΣ γίνεται στην εργασία του Georgiou [52]. Οι Sun

et al. [129] παρουσίασαν επίσης µια πλήρη ανασκόπηση των υφιστάµενων µεθόδων
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ΥΣ µικτών επιπέδων. Μία ανασκόπηση της ϐιβλιογραφίας αποκαλύπτει ότι οι περισ-

σότερες από τις υπάρχουσες µελέτες έχουν επικεντρωθεί στους ισορροπηµένους ΥΣ

όπου όλα τα επίπεδα εµφανίζονται τον ίδιο αριθµό ϕορών σε κάθε παράγοντα. Στην

παρούσα διδακτορική διατριβή παρουσιάζουµε µία µέθοδο κατασκευής υπερκορε-

σµένων σχεδιασµών πολλαπλών και µικτών-επιπέδων τόσο για ισορροπηµένους όσο

και για µη ισορροπηµένους σχεδιασµούς (κεφάλαιο 5).

4.2.1 Κριτήρια αξιολόγησης και ϐελτιστοποίησης υπερκορεσµέ-

νων σχεδιασµών

Υπερκορεσµένοι σχεδιασµοί δύο επιπέδων

Για τη σύγκριση και την αξιολόγηση των υπερκορεσµένων σχεδιασµών δύο επιπέ-

δων, αναπτύχθηκαν κατά καιρούς ποικίλα κριτήρια. Τα κριτήρια αναδεικνύουν έναν

τρόπο µέτρησης της απόστασης του σχεδιασµού από τον ορθογώνιο, την απόσταση

της πρόβλεψης της διασποράς, ή την προβολικότητα του σχεδιασµού σε διάσταση

χαµηλότερης τάξης. Για να καθοριστεί η απόσταση από τον ορθογώνιο σχεδιασµό,

τα κριτήρια ϐελτιστότητας αξιολογούν τα µη διαγώνια στοιχεία του πίνακα XTX,

όπου X είναι ο πίνακας του σχεδιασµού. Τα κριτήρια που αξιολογούν την εκτίµηση

της διασποράς ϐασίζονται στην ορίζουσα ή το ίχνος του πίνακαXTX ενώ τα κριτήρια

που ϐασίζονται στην προβολικότητα του σχεδιασµού εστιάζουν την προσοχή τους στη

συσχέτιση µεταξύ των στηλών. ΄Εστω ότι sij είναι το στοιχείο της i-οστής γραµµής και

της j-οστής στήλης του πίνακα XTX. Οι Booth και Cox [13] πρότειναν σαν κριτήριο

σύγκρισης και κατασκευής σχεδιασµών την ελαχιστοποίηση της µέσης τιµής του s2ij

που συµβολίζεται µε ave(s2) ή E(s2), όπου

E(s2) =
∑

1≤i<j≤m

sij
2/[m(m− 1)/2] (4.1)

΄Οταν ϑέλουµε να δούµε την αποδοτικότητα ενός υπερκορεσµένου σχεδιασµού, ϐρί-

σκουµε την τιµή του E(s2) και όσο πιο κοντά είναι στο µηδέν τόσο καλύτερο σχε-

διασµό έχουµε. Αν το sij2 = 0, οι παράγοντες i και j είναι ορθογώνιοι. ΄Οταν το

sij
2 = ±N , τότε ci = ±cj και οι παράγοντες i και j είναι πλήρως εξαρτηµένοι. Οι
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Nguyen [107] και Tang και Wu [133], απέδειξαν ότι το

E(s2) ≥ N2(m−N + 1)

(N − 1)(m− 1)
. (4.2)

΄Ενας υπερκορεσµένος σχεδιασµός ονοµάζεται E(s2)-ϐέλτιστος όταν η E(s2) τιµή του

πίνακα σχεδιασµού στην 4.2 πετυχαίνει το κατώτερο ϕράγµα.

Υπερκορεσµένοι σχεδιασµοί πολλών και µικτών επιπέδων

Υπάρχουν διάφορα κριτήρια ϐελτιστότητας για την περίπτωση υπερκορεσµένων

σχεδιασµών πολλών και µικτών επιπέδων. ΄Εστω c1, ..., cm είναι οι στήλες ενός

SSD(N, s1s2...sm) και nijab είναι ο αριθµός των γραµµών µε συνδυασµούς επιπέδων

a, b στονN×2 πίνακα [ci, cj]. Οι Yamada και Lin [148], Yamada, Ikebe, Hashiguchi

και Niki [147] και Yamada και Matsui [150] όρισαν το

χ2(ci, cj) =

si−1∑
a=0

sj−1∑
b=0

[nijab −N/(sisj)]
2/(N/(sisj))

για την αξιολόγηση της εξάρτησης των στηλών ci και cj. ∆ύο στήλες είναι απόλυτα

εξαρτηµένες όταν το χ2(ci, cj) = N(si−1)(sj−1) και ανεξάρτητες όταν χ2(ci, cj) = 0.

Επιπρόσθετα πρότειναν τα ακόλουθα δύο κριτήρια για το ϐαθµό εξάρτησης ολόκλη-

ϱου του σχεδιασµού ως:

ave(χ2) =
∑

1≤i<j≤N

χ2(ci, cj)/[m(m− 1)/2],

max(χ2) = max
1≤i<j≤N

χ2(ci, cj).

΄Ενα άλλο µέτρο για τον ϐαθµό εξάρτησης µεταξύ δύο στηλών ci και cj του πίνακα

σχεδιασµού ορίστηκε από τους Fang, Lin και Ma [48] ως

f(ci, cj) =

si−1∑
a=0

sj−1∑
b=0

∣∣∣[nijab −N/(sisj)]∣∣∣
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Πιο συγκεκριµένα πρότειναν τα εξής κριτήρια που αφορούν στον ϐαθµό εξάρτησης

όλου του σχεδιασµού και µπορούν να υπολογιστούν από τις σχέσεις :

ave(f) =
∑

1≤i<j≤m

f(ci, cj)/[m(m− 1)/2],

max(f) = max
1≤i<j≤m

f(ci, cj).

΄Οταν όλα τα si = s οι Lu και Sun [99] και Lu, Hu και Zheng [98] όρισαν το

d2ij =
s−1∑
a=0

s−1∑
b=0

[nijab −N/(s
2)]2

για την µέτρηση της παρέκκλισης από την ορθογωνιότητα για τις στήλες ci και cj.

Αυτοί πρότειναν την ελαχιστοποίηση των ακόλουθων µέτρων

E(d2) =
∑

1≤i<j≤N

d2ij(ci, cj)/[m(m− 1)/2]

max(d2) = max
1≤i<j≤N

d2ij.

Είναι προφανές ότι E(d2) = (N/s2)ave(χ2) καιmax(d2) = (N/s2)max(χ2). Οι Fang

et al. [47] πρότειναν το E(fNOD) κριτήριο για την αξιολόγηση και τη σύγκριση των

ΥΣ µε µικτά επίπεδα υπό το πρίσµα της ορθογωνιότητας και της οµοιοµορφίας. Το

κριτήριο αυτό ορίζεται ως

E(fNOD) =
∑

1≤j1 6=j2≤m

f j1j2NOD/m(m− 1), (4.3)

όπου

f j1j2NOD =

sj1∑
αj1=1

sj2∑
αj2=1

(
nj1j2αj1αj2

− N

sj1sj2

)2

=

sj1∑
αj1=1

sj2∑
αj2=1

(
nj1j2αj1αj2

)2
− N2

sj1sj2

Ακόµη και αν αυτό το κριτήριο ορίζεται κυρίως για ισορροπηµένους ΥΣ, µπορεί να

εφαρµοστεί στην περίπτωση των σχεδόν ισορροπηµένων σχεδιασµών ή ακόµη και
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στην περίπτωση των µη ισορροπηµένων σχεδιασµών. Περισσότερες πληροφορίες

σχετικά µε το κριτήριο E(fNOD) και την εφαρµογή του στην περίπτωση των σχεδόν

και των µη ισορροπηµένων σχεδιασµών ϑα ϐρείτε στο κεφάλαιο 5.

4.3 Ανάλυση υπερκορεσµένων σχεδιασµών

Η ανάλυση των ΥΣ ϐασίζεται στην αρχή σποραδικότητας των επιδράσεων [17] η

οποία υποθέτει ότι µόνο λίγοι από τους παράγοντες επηρεάζουν τη µεταβλητή α-

πόκρισης. Παρόλο που έχουν το τεράστιο πλεονέκτηµα να µειώνουν δραστικά το

πειραµατικό κόστος, ένα κρίσιµο µειονέκτηµά τους είναι οι συσχετίσεις µεταξύ των

παραγόντων που εµπλέκονται στη στατιστική ανάλυση. Η ϐασική δυσκολία στη

στατιστική συµπερασµατολογία είναι ότι ο αριθµός των παραµέτρων είναι πολύ µε-

γαλύτερος από τον αριθµό των πειραµατικών εκτελέσεων που σηµαίνει ότι κλασικές

µέθοδοι όπως είναι η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων δεν µπορούν να χρησιµοποιη-

ϑούν.

Η ανάλυση των ΥΣ έχει προσελκύσει το ενδιαφέρον πολλών ερευνητών και για

τον λόγο αυτό έχουν προταθεί αρκετές µέθοδοι για την αντιµετώπιση αυτού του

προβλήµατος. Τέτοιες µέθοδοι περιλαµβάνουν την κλασική κατά ϐήµατα παλιν-

δρόµηση και τη µέθοδο επιλογής του καλύτερου υποσυνόλου µεταβλητών (step-

wise and all subset regression methods) [1, 87, 140, 142]. Οι Beattie et al. [6]

πρότειναν µία µέθοδο επιλογής µοντέλου δύο σταδίων που συνδυάζει τη στοχαστική

αναζήτηση επιλογής µεταβλητών (stochastic search variable selection, SSVS) µε

την εγγενή µέθοδο παραγόντων Bayes. Οι Holcomb et al. [64] επέκτειναν την απλή

ιδέα της γραµµικής παλινδρόµησης σε µια µέθοδο πολλών µοντέλων ενώ ο Zhang

et al. [158] πρότειναν τα µερικά ελάχιστα τετράγωνα και οι Li και Lin [82] πρότειναν

τις µεθόδους συρρίκνωσης, όπως είναι η ποινή της οµαλά περικοµµένης απόλυτης

απόκλισης (smoothly clipped absolute deviation penalty, SCAD), για την ικανότητά

τους να παρέχουν ταυτόχρονη επιλογή µεταβλητών και εκτίµηση των συντελεστών

του µοντέλου. Παράλληλα οι Lu και Wu [100] παρουσίασαν µια τροποποιηµένη

κατά ϐήµατα επιλογή, µε ϐάση την ιδέα της σταδιακής µείωσης των διαστάσεων.

Μετά από τους Candes και Tao [21] που εισήγαγαν τον γνωστό επιλογέα Dantzig

Selector (DS), οι Phoa et al. [112] ήταν οι πρώτοι που χρησιµοποίησαν τον DS
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για ΥΣ. Μερικά χρόνια αργότερα, ο Phoa [111] δηµιούργησε άλλη µια µέθοδο,

που ονοµάζεται SRRS, για την ανίχνευση των σηµαντικών επιδράσεων στους ΥΣ.

Οι Koukouvinos και Mylona [74] πρότειναν την εφαρµογή των µεθόδων οµαδικού

κρησαρίσµατος για την ανάλυση δεδοµένων χρησιµοποιώντας E(fNOD)-ϐέλτιστους

µικτών επιπέδων ΥΣ. Οι Marley και Woods [101] παρουσίασαν µια µέθοδο χρησι-

µοποιώντας έναν σταθµισµένο µέσο όρο των εκτιµήσεων ενώ, τον ίδιο χρόνο, οι Li

et al. [85] πρότειναν µια νέα στρατηγική για την ανίχνευση ενεργών παραγόντων

που ϐασίζεται στην ανάλυση συστάδων, γνωστή ως µέθοδος (contrast-orthogonality

cluster analysis, COCA). Τέλος, οι Koukouvinos et al. [75] πρότειναν µια άλλη

µέθοδο για s-µπλοκ δύο επιπέδων E(fNOD)- ϐέλτιστους ΥΣ µε N πειραµατικές ε-

κτελέσεις και p = s(N−1) παράγοντες. Ορισµένες πρόσφατες µέθοδοι ανάλυσης πε-

ϱιλαµβάνουν τον δειγµατολήπτη Gibbs [27], την πολυµεταβλητή µερικών ελαχίστων

τετραγώνων κατά ϐήµατα παλινδρόµηση [155], τη Μπεϋζιανή στρατηγική επιλογής

µεταβλητών που πρότειναν οι Huang et al. [67], το κριτήριο cAIC των Das et al. [30]

και τον αλγόριθµο MIC που προτάθηκε από τους Drosou et al. [36]. Μια περιε-

κτική επισκόπηση της ανάλυσης των ΥΣ δίνεται από τους Gupta και Kohli [59] και

Georgiou [52]. Ωστόσο, οι περισσότερες από αυτές τις µεθόδους αποτυγχάνουν να

ϐρουν τη λύση στο πρόβληµα όταν υπάρχουν πέραν του ενός ή των δύο ενεργών πα-

ϱαγόντων. Επιπρόσθετα, οι περισσότερες µελέτες περιορίζονται σε σχεδιασµούς δύο

επιπέδων. Το πρόβληµα της ανάλυσης δεδοµένων πολλαπλών και µικτών επιπέδων

ΥΣ έχει µελετηθεί µόνο από µερικούς ερευνητές όπως οι Zhang et al. [158] µε την

PLSVS και οι Phoa et al. [112] µε το Dantzig Selector.

Το πρόβληµα που υπάρχει στην ανάλυση των ΥΣ είναι η ύπαρξη µικρής µερο-

ληψίας ανάµεσα στις εκτιµηµένες επιδράσεις, αφού όπως ήδη έχουµε πει, οι σχε-

διασµοί αυτοί δεν είναι ορθογώνιοι. Αυτό σηµαίνει ότι για να αναγνωρίσουµε έναν

σηµαντικό παράγοντα, η επίδρασή του ϑα πρέπει να είναι τόσο µέγαλη, όσο να µην

µπορεί να επισκιαστεί από το πειραµατικό σφάλµα και την συνδυασµένη επίδραση

των µη σηµαντικών παραγόντων. Η µέθοδος ανάλυσης που ϑα επιλεγεί για έναν

ΥΣ ϑα πρέπει να διατηρεί τις τιµές αυτού του σφάλµατος στο χαµηλότερο δυνα-

τό επίπεδο. Η επιτυχία έγκειται στην αναγνώριση των σηµαντικών επιδράσεων µε

τα µικρότερα δυνατά σφάλµατα Τύπου Ι (µέσος όρος µη ενεργών παραγόντων που

εσφαλµένα αναγνωρίστηκαν ως ενεργοί) και Τύπου ΙΙ (µέσος όρος ενεργών παραγό-
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ντων που εσφαλµένα αναγνωρίστηκαν ως µη ενεργοί).

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή προτείνουµε δύο µεθόδους ανάλυσης ΥΣ, τη

µέθοδο SVR-RFE (κεφάλαιο 6) που εφαρµόζεται τόσο σε ΥΣ δύο επιπέδων όσο και σε

ΥΣ πολλαπλών και µικτών επιπέδων, και τη µέθοδο που ϐασίζεται στη SIS (κεφάλαιο

7) οι οποίες κρατούν το πειραµατικό σφάλµα σε εξαιρετικά χαµηλό επίπεδο.



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 5

Κατασκευή πολλαπλών και µικτών

επιπέδων k−κυκλικών υπερκορεσµένων

σχεδιασµών

Σ το παρόν κεφάλαιο παρουσιάζουµε µία µέθοδο κατασκευής υπερκορεσµένων

σχεδιασµών πολλαπλών και µικτών-επιπέδων. Πιο συγκεκριµένα, παρέχουµε

ένα νέο κάτω ϕράγµα για την ϐελτιστοποίηση τέτοιων σχεδιασµών. Αυτό το

ϕράγµα αποδεικνύεται ότι είναι ισχυρό και αρκετά γενικό αφού µπορεί να εφαρ-

µοστεί σε ισορροπηµένους και µη ισορροπηµένους σχεδιασµούς. Επιπλέον, κατα-

σκευάζονται και αξιολογούνται νέες οικογένειες ισορροπηµένων και µη ισορροπηµέ-

νων υπερκορεσµένων σχεδιασµών. Οι νέοι σχεδιασµοί κατασκευάζονται εφαρµόζο-

ντας τη µεθοδολογία των k− κυκλικών σχεδιασµών για τους σχεδιασµούς πολλαπλών

και µικτών επιπέδων. Επιπλέον, αναπτύσσονται και αποδεικνύονται πρόσθετες συν-

ϑήκες που είναι απαραίτητες για τους γεννήτορες και οι οποίες εξασφαλίζουν ότι

οι αντίστοιχοι k−κυκλικοί υπερκορεσµένοι σχεδιασµοί είναι ϐέλτιστοι. Η παρούσα

µεθοδολογία οδηγεί σε µια σειρά νέων, ϐελτιωµένων, οικογενειών υπερκορεσµένων

σχεδιασµών και παρέχει εργαλεία για την άµεση κατασκευή ϐέλτιστων ή σχεδόν

ϐέλτιστων k−κυκλικών σχεδιασµών, ελέγχοντας απλά τον αντίστοιχο γεννήτορα. Τα

ερευνητικά αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στο παρόν κεφάλαιο δηµοσιεύτηκαν

στην επιστηµονική εργασία [IV].
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5.1 Ερευνητικό πρόβληµα-Λύση

Από µία σύντοµη ανασκόπηση στη ϐιβλιογραφία (κεφάλαιο 4.2) αντιλαµβανόµα-

στε ότι οι περισσότερες από τις υπάρχουσες µελέτες έχουν επικεντρωθεί στους ισορ-

ϱοπηµένους ΥΣ όπου όλα τα επίπεδα εµφανίζονται τον ίδιο αριθµό ϕορών σε κάθε

παράγοντα. Οι παραπάνω µελέτες ϑεωρούν ότι όλα τα επίπεδα του παράγοντα εµφα-

νίζονται τον ίδιο αριθµό ϕορών σε κάθε στήλη (παράγοντα), δηλαδή ότι ο σχεδιασµός

είναι ισορροπηµένος. Ωστόσο, είναι συνηθισµένο στα προβλήµατα της πραγµατικής

Ϲωής να αντιµετωπίζουµε καταστάσεις όπου ο αριθµός των πειραµατικών εκτελέσε-

ων (N ) δεν είναι πολλαπλάσιο του αριθµού των επιπέδων (s). Αξίζει να σηµειωθεί

ότι οι µη ισορροπηµένοι σχεδιασµοί µπορούν να χρησιµοποιηθούν στις περιπτώσεις

όπου ορισµένες ϑεραπείες µπορεί να είναι πιο ακριβές ή πιο δύσκολο να εκτελε-

στούν από άλλες ή όταν ορισµένοι συνδυασµοί ϑεραπείας µπορεί να παρουσιάζουν

ιδιαίτερο ενδιαφέρον, έτσι ο πειραµατιστής επιλέγει να πειραµατιστεί περισσότερο

πάνω σ΄ αυτούς. Περιπτώσεις µη ισορροπηµένων σχεδιασµών έχουν ήδη µελετηθεί

αποτελεσµατικά σε πολλά διαφορετικά πεδία έρευνας, συµπεριλαµβανοµένων και

των υπερκορεσµένων σχεδιασµών (ϐλέπε [60,68]) και split-plot σχεδιασµών (ϐλέπε

[110]). Πρόσφατα έχουν παρουσιαστεί µελέτες ΥΣ όπου το N δεν είναι πολλαπλάσιο

του s. Σε αυτήν την κατεύθυνση κινήθηκαν οι Nguyen και Cheng [108], οι Bulutoglu

και Ryan [19] και οι Suen και Das [125], οι οποίοι ϑεώρησαν δύο επιπέδων E(s2)-

ΥΣ µε N περιττό. Οµοίως, οι Chen και Liu [25] και οι Chai et al. [22] ϑεώρησαν

ϐέλτιστους ΥΣ για γενικό αριθµό πειραµατικών εκτελέσεων. Σε τέτοιες περιπτώσεις,

επιθυµούµε να έχουµε «σχεδόν» ορθογωνιότητα καθεµιάς από τις επιδράσεις των

παραγόντων µε τη µέση επίδραση.

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζουµε την κατασκευή υπερκορεσµένων σχεδια-

σµών πολλαπλών και µικτών-επιπέδων. Για την κατασκευή αυτή τροποποιήσαµε την

k-κυκλική µέθοδο για την άµεση αναζήτηση «καλών» (ϐέλτιστων ή σχεδόν ϐέλτιστων),

ισορροπηµένων ή όχι, πολλαπλών επιπέδων ή µικτών επιπέδων, ΥΣ. Αποδεικνύου-

µε ένα νέο κάτω ϕράγµα για το E(fNOD) κριτήριο το οποίο εφαρµόζεται και σε µη

ισορροπηµένους ΥΣ. Στην πραγµατικότητα το ϕράγµα αυτό αποτελεί µία γενίκευση

άλλων, ήδη υπαρχόντων ϕραγµάτων. Εξασφαλίζουµε επίσης τις αναγκαίες προϋπο-

ϑέσεις για τον γεννήτορα, έτσι ώστε οι αντίστοιχοι ΥΣ, που κατασκευάστηκαν από τον

γεννήτορα αυτό και την k-κυκλική δοµή, να είναι E(fNOD)-ϐέλτιστοι. Η πιο σηµαν-
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τική συνεισφορά αυτής της µεθοδολογίας είναι ότι οι σχεδιασµοί που κατασκευά-

στηκαν εφαρµόζονται σε κάθε ΥΣ ανεξάρτητα αν ο σχεδιασµός είναι ισορροπηµένος

ή όχι, πολλαπλών ή µικτών επιπέδων.

5.2 Συµβολισµός και ϐασικές έννοιες

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται ο σχετικός συµβολισµός και κάποιες ϑεω-

ϱητικές έννοιες που ϑα ϕανούν χρήσιµες στα επόµενα κεφάλαια. Θεωρούµε ένα

πείραµα που περιλαµβάνει m παράγοντες F1, F2, · · · , Fm µε επίπεδα s1, s2, · · · , sm,

αντίστοιχα. ΄Ενας µικτών επιπέδων σχεδιασµός, d, που έχει N πειραµατικές εκτελέ-

σεις και m παράγοντες µπορεί να εκφραστεί ως ένας N ×m πίνακας τέτοιος ώστε η

j-οστή στήλη έχει στοιχεία 1, 2, . . . , sj. Στην περίπτωση όπου τοN−1 <
∑m

j=1(sj−1),

ο σχεδιασµός καλείται ΥΣ. Εδώ χρησιµοποιούµε το συµβολισµό D(N, s1 · · · sm) για

να δηλώσουµε µία κλάση µικτών επιπέδων ΥΣ µε N-πειραµατικές εκτελέσεις, που

περιλαµβάνει m παράγοντες µε επίπεδα s1, s2, · · · , sm, αντίστοιχα. Στην περίπτωση

που κάποια sj ΄s είναι ίσα τότε ο σχεδιασµός αυτός συµβολίζεται µεD(N, s1
r1 · · · slrl),

όπου
∑l

j=1 rj = m, ενώ όταν όλα τα sj ΄s είναι ίσα (= s), ο σχεδιασµός είναι ένας

πολλαπλών-επιπέδων ΥΣ, και συµβολίζεται µε D(N, sm).

Για έναν ισορροπηµένο σχεδιασµό, οι συνδυασµοί των επιπέδων N ϑα πρέπει

να είναι πολλαπλάσιο όλων των sj. Στο παρόν κεφάλαιο ϑεωρούµε ότι ο αριθµός

των ϕορών που κάθε επίπεδο εµφανίζεται σε κάθε στήλη διαφέρει το πολύ κατά ένα.

΄Ετσι, για κάθε δοθέν N , είναι πιθανό να ϐρούµε µη αρνητικά lj και uj τέτοια ώστε,

για 1 ≤ j ≤ m, N = ljsj + uj όπου lj = bN/sjc, uj < sj, και bN/sjc δηλώνει το

ακέραιο µέρος του N/sj. Ως εκ τούτου, στην j-οστή στήλη έχουµε ότι uj από τα sj

επίπεδα εµφανίζονται lj + 1 ϕορές, και τα υπόλοιπα sj − uj επίπεδα εµφανίζονται

lj ϕορές. Πρέπει να σηµειωθεί ότι αυτή η επιλογή του N είναι γενικά κατάλληλη

για µη ισορροπηµένους σχεδιασµούς ϑεωρώντας τους ισορροπηµένους ως µία ειδική

περίπτωση όταν uj = 0.

∆οθέντος ότι ο j-οστός παράγοντας κωδικοποιείται ως 1, . . . , sj, για 1 ≤ j ≤ m,

υποθέτουµε ότι οι v =
∏m

j=1 sj συνδυασµοί επιπέδων εκπροσωπούνται από τοm-οστό

α1 . . . αm (1 ≤ αj ≤ sj, 1 ≤ j ≤ m), το οποίο υποτίθεται ότι είναι λεξικογραφικά

διατεταγµένο. Επιπρόσθετα ϑεωρούµε ως njαj , για 1 ≤ j ≤ m, τον αριθµό των ϕορών
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που τα επίπεδα αj εµφανίζονται στον παράγοντα Fj, 1 ≤ αj ≤ sj και ως nj1j2αj1αj2
, για

1 ≤ j1 < j2 ≤ m, τον αριθµό των ϕορών που τα επίπεδα αj1 και αj2 εµφανίζονται

στους παράγοντες Fj1 και Fj2, αντίστοιχα, για 1 ≤ αji ≤ sji , i = 1, 2.

Παράδειγµα 6 Θεωρούµε ένα πείραµα που περιλαµβάνει 2 παράγοντες F1, F2 στα

επίπεδα s1 = 2 και s2 = 3 αντίστοιχα και µε N = 4 πειραµατικές εκτελέσεις. Πα-

ϱακάτω εξηγούµε τον συµβολισµό που περιγράφεται στην προηγούµενη παράγραφο.

Το σύµβολο D(4, 2131) αντιπροσωπεύει µια κλάση 4-πειραµατικών εκτελέσεων ΥΣ

που περιλαµβάνουν τους παράγοντες F1 και F2. Θεωρούµε οποιοδήποτε σχεδιασµό

d ∈ D(4, 2131). Εδώ το v = 6 και όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί επιπέδων α1α2 και ο

σχεδιασµός d που παρουσιάζεται παρακάτω:

α1α2 11 12 13 21 22 23 , d = 11 12 13 21

Επίσης, εδώ έχουµε l1 = 2, u1 = 0 και l2 = 1, u2 = 1. Τέλος, για να εξηγήσουµε τα

υπόλοιπα σύµβολα, παρουσιάζουµε τους παρακάτω πίνακες :

α1 n1
α1

1 3

2 1

,

α2 n2
α2

1 2

2 1

3 1

και

n12
11 = 1 n12

12 = 1 n12
13 = 1

n12
21 = 1 n12

22 = 0 n12
23 = 0

Ορισµός 1 ΄Ενας σχεδιασµός d ∈ D(N,
∏m

j=1 sj) ϑα λέγεται ότι είναι ένας σχεδόν

ισορροπηµένος µικτών επιπέδων ΥΣ εάνN <
∑m

j=1(sj−1) και για τα επίπεδα 1 ≤ j ≤

m, (sj − uj) του παράγοντα Fj εµφανίζονται lj ϕορές και τα υπολειπόµενα uj επίπεδα

εµφανίζονται (lj + 1) ϕορές στον παράγοντα Fj.

Ορισµός 2 ΄Ενας σχεδιασµός d ∈ D(N,
∏m

j=1 sj) ϑα λέγεται ότι είναι k-κυκλικός

εάν το d λαµβάνεται από τον γεννήτορα (g1, g2, . . . , gm) µε την κυκλική εναλλαγή k

στοιχείων σε κάθε ϐήµα.

Βασιζόµενοι στον ορισµό 2, για ένα δοθέν σύνολο παραµέτρων ενός σχεδιασµού,

N, s1, · · · , sm, µπορεί κανείς να αποκτήσει αρκετούς k-κυκλικούς ΥΣ πολλαπλών

είτε µικτών επιπέδων.
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Παράδειγµα 7 Θεωρούµε έναν 5-επιπέδων 3-κυκλικό ΥΣ d ∈ D(10, 527), µε m = 27

παράγοντες. Αυτός ο σχεδιασµός προκύπτει από τον γεννήτορα

(5, 4, 4, 2, 2, 5, 2, 5, 3, 1, 1, 4, 3, 3, 1, 4, 1, 3, 4, 2, 1, 3, 4, 2, 1, 3, 2),

µε την κυκλική εναλλαγή 3 στοιχείων σε κάθε ϐήµα, είναι ένας E(fNOD)−ϐέλτιστος

ΥΣ και αναπαριστάται στον Πίνακα 5.1.

Πίνακας 5.1: ΄Ενας ισορροπηµένος 5-επιπέδων 3-κυκλικός ΥΣ µε m = 27 και N = 10
πειραµατικές εκτελέσεις. Αυτός ο σχεδιασµός είναι ένας E(fNOD)-ϐέλτιστος ΥΣ.

5 4 4 2 2 5 2 5 3 1 1 4 3 3 1 4 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 2
1 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3 1 1 4 3 3 1 4 1 3 4 2 1 3 4 2
3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3 1 1 4 3 3 1 4 1 3 4 2 1
4 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3 1 1 4 3 3 1 4 1 3
4 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3 1 1 4 3 3 1
3 3 1 4 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3 1 1 4
1 1 4 3 3 1 4 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3
2 5 3 1 1 4 3 3 1 4 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5
2 2 5 2 5 3 1 1 4 3 3 1 4 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

Ας ϑεωρήσουµε ένα 2-κυκλικό µικτών επιπέδων ΥΣ d ∈ D(12, 211611) για m = 22

παράγοντες. Αυτός ο σχεδιασµός προέρχεται από τον γεννήτορα

(2, 5, 1, 3, 2, 5, 1, 2, 1, 4, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 2, 4, 1, 6, 2, 6),

µε την κυκλική εναλλαγή 2 στοιχείων σε κάθε ϐήµα και παρουσιάζεται στον Πίνακα

5.2.

Λόγω του γεγονότος ότι µπορούν να κατασκευαστούν αρκετοί ΥΣ χρησιµοποιώ-

ντας την προαναφερθείσα µεθοδολογία καθώς και άλλες υπάρχουσες µεθόδους κα-

τασκευής που έχουν προταθεί στη ϐιβλιογραφία, δηµιουργείται η αναγκαιότητα σύγ-

κρισης τέτοιων σχεδιασµών έτσι ώστε να καταλήξουµε στον ϐέλτιστο ΥΣ που τελικά ϑα

χρησιµοποιήσουµε. Οι Fang et al. [47] πρότειναν το E(fNOD) κριτήριο για την αξιο-

λόγηση και τη σύγκριση των ΥΣ µε µικτά επίπεδα υπό το πρίσµα της ορθογωνιότητας
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Πίνακας 5.2: ΄Ενας σχεδόν ισορροπηµένος µικτών επιπέδων 2-κυκλικός ΥΣ µε m = 22
παράγοντες και N = 12 πειραµατικές εκτελέσεις. Αυτός ο σχεδιασµός είναι ένας E(fNOD)-
ϐέλτιστος ΥΣ.

2 5 1 3 2 5 1 2 1 4 1 1 2 2 2 3 2 4 1 6 2 6
2 6 2 5 1 3 2 5 1 2 1 4 1 1 2 2 2 3 2 4 1 6
1 6 2 6 2 5 1 3 2 5 1 2 1 4 1 1 2 2 2 3 2 4
2 4 1 6 2 6 2 5 1 3 2 5 1 2 1 4 1 1 2 2 2 3
2 3 2 4 1 6 2 6 2 5 1 3 2 5 1 2 1 4 1 1 2 2
2 2 2 3 2 4 1 6 2 6 2 5 1 3 2 5 1 2 1 4 1 1
1 1 2 2 2 3 2 4 1 6 2 6 2 5 1 3 2 5 1 2 1 4
1 4 1 1 2 2 2 3 2 4 1 6 2 6 2 5 1 3 2 5 1 2
1 2 1 4 1 1 2 2 2 3 2 4 1 6 2 6 2 5 1 3 2 5
2 5 1 2 1 4 1 1 2 2 2 3 2 4 1 6 2 6 2 5 1 3
1 3 2 5 1 2 1 4 1 1 2 2 2 3 2 4 1 6 2 6 2 5
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

και της οµοιοµορφίας. Το κριτήριο αυτό ορίζεται ως

E(fNOD) =
∑

1≤j1 6=j2≤m

f j1j2NOD/m(m− 1), (5.1)

όπου

f j1j2NOD =

sj1∑
αj1=1

sj2∑
αj2=1

(
nj1j2αj1αj2

− N

sj1sj2

)2

=

sj1∑
αj1=1

sj2∑
αj2=1

(
nj1j2αj1αj2

)2
− N2

sj1sj2

Ο ορισµός του E(fNOD) στην εξίσωση (5.1) υπολογίζει την απόσταση X2 µεταξύ

των προβολών δύο παραγόντων και της οµοιόµορφης κατανοµής, και εποµένως αντι-

προσωπεύει µια απόσταση µεταξύ του σχεδιασµού και ενός ορθογώνιου σχεδιασµού

ισχύος 2. ΄Ετσι, το κριτήριοE(fNOD) µετρά την έκταση της µη ορθογωνιότητας µετα-

ξύ των στηλών του σχεδιασµού d. Ακόµη και αν αυτό το κριτήριο ορίζεται κυρίως για

ισορροπηµένους ΥΣ, µπορεί να εφαρµοστεί στην περίπτωση των σχεδόν ισορροπηµέ-

νων σχεδιασµών ή ακόµη και στην περίπτωση των µη ισορροπηµένων σχεδιασµών.

Το E(fNOD) είναι αµετάβλητο κατά την µετάθεση των επιπέδων σε µία ή περισσό-

τερες από τις στήλες του σχεδιασµού. Υπάρχουν πολλά κριτήρια ϐελτιστότητας για

την αξιολόγηση των ΥΣ µικτών επιπέδων (4.2.1). Στο παρόν κεφάλαιο, ϑεωρούµε

ως κύριο κριτήριο το E(fNOD) προσαρµοσµένο για σχεδιασµούς µε γενικό µέγεθος

πειραµατικών εκτελέσεων. Για αυτό το κριτήριο παρέχουµε νέα κάτω ϕράγµατα που

ισχύουν σε όλες τις περιπτώσεις, συµπεριλαµβανοµένης και της περίπτωσης των µη
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ισορροπηµένων σχεδιασµών. Επιπλέον, αναπτύσσουµε νέες µεθόδους κατασκευής

και αποδεικνύουµε ότι οι σχεδιασµοί που δηµιουργούνται από αυτές τις µεθόδους

είναι ϐέλτιστοι ϐάσει του κριτηρίου E(fNOD) και του κάτω ϕράγµατος που αποδεί-

ξαµε.

5.3 Νέα κάτω ϕράγµατα του E(fNOD)

Από µία µικρή ϐιβλιογραφική ανασκόπηση, σηµειώσαµε ότι είναι εξαιρετικά πε-

ϱίπλοκη και υπολογιστικά αδύνατη η αναζήτηση και κατασκευή ενός E(fNOD)-

ϐέλτιστου ΥΣ. Ως εκ τούτου, υπάρχει η ανάγκη να αποδειχθεί ένα κάτω ϕράγµα (LB)

για το κριτήριο E(fNOD) το οποίο ϑα χρησιµεύσει ως σηµείο αναφοράς για την κα-

τασκευή ϐέλτιστων ΥΣ. Τα ακόλουθα Λήµµατα, Λήµµα 8 και Λήµµα 9, συµβάλλουν

στην απόκτηση ενός γενικού κάτω ϕράγµατος για το κριτήριο E(fNOD), το οποίο

παρουσιάζεται στο Θεώρηµα 1. Κάτω από αυτό το LB, κατασκευάσαµε αρκετούς

ισορροπηµένους ή µη, πολλαπλών ή µικτών επιπέδων E(fNOD)-ϐέλτιστους ΥΣ.

Για να αποδείξουµε τα ακόλουθα Λήµµατα είναι απαραίτητο να ορίσουµε τις

ακόλουθες σχέσεις. Για 1 ≤ j1 < j2 ≤ m,

rj1j2 =
N

sj1sj2
, η

(1)
j1j2

= brj1j2c, και η
(2)
j1j2

= rj1j2 − η
(1)
j1j2, (5.2)

όπου brj1j2c είναι το ακέραιο µέρος του rj1j2 και συµβολίζεται µε η(1)j1j2
ενώ το

rj1j2 − η
(1)
j1j2 είναι το κλασµατικό µέρος του rj1j2 και συµβολίζεται µε η(2)j1j2

.

Τώρα µπορούµε να παρέχουµε το ακόλουθο λήµµα το οποίο δίνει ένα νέο κάτω

όριο για το κριτήριο E(fNOD).

Λήµµα 8 Για κάθε σχεδιασµό d ∈ D(N, s1 · · · sm), έχουµε ότι,

E(fNOD) ≥ LB1,
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όπου

LB1 =
∑

1≤j1 6=j2≤m

[
sj1sj2

{
r2j1j2 + η

(2)
j1j2

(1− η(2)j1j2
)
}
− N2

sj1sj2

]
/ m(m− 1).

ή ισοδύναµα

LB1 =
∑

1≤j1 6=j2≤m

sj1sj2

{
η
(2)
j1j2

(1− η(2)j1j2
)
}

/ m(m− 1).

Απόδειξη.Για 1 ≤ j1 < j2 ≤ m, έχουµε ότι,

sj1∑
αj1=1

sj2∑
αj2=1

nj1j2αj1αj2
= N.

Για 1 ≤ j1 < j2 ≤ m, έστω t1 και t2 ϑετικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε

t2η
(1)
j1j2

+ t1(1 + η
(1)
j1j2

) = sj1sj2rj1j2 = N και t1 + t2 = sj1sj2 . (5.3)

Από την εξίσωση (5.3), προκύπτει αµέσως ότι

t1 = sj1sj2η
(2)
j1j2

και t2 = sj1sj2(1− η
(2)
j1j2

),

όπου η(2)j1j2
= rj1j2 − η

(1)
j1j2 δίνει το κλασµατικό µέρος του rj1j2. Επιπλέον, προκύπτει

ότι

sj1∑
αj1=1

sj2∑
αj2=1

(
nj1j2αj1αj2

)2
≥

[
t2(η

(1)
j1j2

)2 + t1(1 + (η
(1)
j1j2

)2
]

=
[
t2(rj1j2 − η

(2)
j1j2

)2 + t1(1− η(2)j1j2
+ rj1j2)

2
]

= sj1sj2

[
r2j1j2 + η

(2)
j1j2

(1− η(2)j1j2
)
]

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Οµοίως, µπορούµε να αποκτήσουµε ένα επιπλέον κάτω ϕράγµα του E(fNOD)

όπως παρουσιάζεται στο Λήµµα 9. Για να αποδείξουµε το Λήµµα 9, ϑα χρειαστούµε

τα ακόλουθα. Για 1 ≤ i1, i2 ≤ N,

ci1i2 =
m∑
j=1

cji1i2 ,
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όπου

cji1i2 =

 1, εάν οι είσοδοι της i1 και της i2 γραµµής της j-οστής στήλης του d συµπίπτουν,

0, αλλιώς.

Υπενθυµίζουµε ότι ο σχεδιασµός d είναι ένας N × m πίνακας. Για 1 ≤ i ≤ N

έχουµε ότι cii = m. Επιπρόσθετα,

∑
1≤i1 6=i2≤N

ci1i2 =
m∑
j=1

sjlj(lj − 1) +
m∑
j=1

2ujlj = c.

Ορίζουµε,

q =
c

N(N − 1)
, ζ(1) = bqc, και ζ(2) = q − ζ(1).

΄Εστω p1 και p2 ϑετικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε

p2ζ
(1) + p1(1 + ζ(1)) = c και p1 + p2 = N(N − 1). (5.4)

Σηµειώνουµε ότι τόσο το Λήµµα 8 όσο και το Λήµµα 9 ισχύουν για οποιοδήποτε

σχεδιασµό d = D(N ; s1, · · · , sm), είτε πρόκειται για ένα ισορροπηµένο σχεδιασµό

είτε όχι.

Λήµµα 9 Για κάθε σχεδόν ισορροπηµένο σχεδιασµό d ∈ D(N, s1 · · · sm),

E(fNOD) ≥ LB2,

όπου,

LB2 =
N(N − 1)

[
q2 + ζ(2)(1− ζ(2))

]
m(m− 1)

+
Nm

m− 1
−
∑m

j=1[l
2
jsj + 2ljuj + uj]

m(m− 1)
−

N2
∑

1≤j1 6=j2≤m(sj1sj2)
−1

m(m− 1)
.

Απόδειξη. Για 1 ≤ j1 < j2 ≤ m, έστω Nj1j2 =
(
nj1j2αj1αj2

)
. Για κάθε στήλη dj του
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d, έστω W j = (wjil) ένας N × sj πίνακας, όπου για i = 1, · · · , N, l = 1, · · · sj,

wjil =

 1, ανxij = l

0, αλλιώς.
, (5.5)

και έστω W = (W 1,W 2, · · · ,Wm). Από την εξίσωση (5.4), µπορούµε εύκολα να

διαπιστώσουµε ότι το W πληροί την WW T = (ci1i2) και την

W TW =


A1 N12 · · · N1m

N21 A2 · · · N2m

...
...

...
...

Nm1 Nm2 · · · Am

 ,

όπου, για 1 ≤ j ≤ m, Aj είναι ένας sj×sj πίνακας του οποίου όλα τα στοιχεία εκτός-

διαγωνίου είναι µηδενικά και ανάµεσα σε όλα τα διαγώνια στοιχεία sj, τα στοιχεία uj

είναι ίσα µε lj και τα υπόλοιπα στοιχεία είναι lj + 1. Αυτό προκύπτει από τον ορισµό

τουW j και από τον Ορισµό 1 για τους σχεδόν ισορροπηµένους µικτών επιπέδων ΥΣ.

Σηµειώνουµε ότι ο πίνακας W είναι πράγµατι ένας induced πίνακας [128].

Ξανά, από τον ορισµό του f j1j2NOD, παίρνουµε

f j1j2NOD =

sj1∑
α1=1

sj2∑
α2=1

(
nj1j2αj1αj2

)2
− N2

sj1sj2

= tr(Nj1j2Nj2j1)−
N2

sj1sj2
.

΄Ετσι, µπορούµε να γράψουµε το E(fNOD) ως

E(fNOD) =
∑

1≤j1 6=j2≤m

[
tr(Nj1j2Nj2j1)−

N2

sj1sj2

]
/m(m− 1)

=

∑
1≤j1 6=j2≤m tr(Nj1j2Nj2j1)

m(m− 1)
−
N2
∑

1≤j1 6=j2≤m(sj1sj2)
−1

m(m− 1)
. (5.6)
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έχουµε ότι

∑
1≤j1 6=j2≤m

tr(Nj1j2Nj2j1) = tr[(W TW )2]−
m∑
j=1

tr(ATj Aj)

= tr[(WW T )2]−
m∑
j=1

[l2jsj + 2ljuj + uj]

=
∑

1≤i1 6=i2≤N

c2i1i2 +Nm2 −
m∑
j=1

[l2jsj + 2ljuj + uj].

Εποµένως,

E(fNOD) =

∑
1≤i1 6=i2≤N c

2
i1i2

m(m− 1)
+

Nm

m− 1
−
∑m

j=1[l
2
jsj + 2ljuj + uj]

m(m− 1)
−

N2
∑

1≤j1 6=j2≤m(sj1sj2)
−1

m(m− 1)
. (5.7)

Από την εξίσωση (5.4), αµέσως προκύπτει ότι

p1 = N(N − 1)ζ(2) και p2 = N(N − 1)(1− ζ(2)).

΄Ετσι,

∑
1≤i1 6=i2≤N

c2i1i2 ≥
[
p2(ζ

(1))2 + p1(1 + (ζ(1))2
]

= N(N − 1)
[
q2 + ζ(2)(1− ζ(2))

]
. (5.8)

Από τις εξισώσεις (5.7) και (5.8), η απόδειξη του Λήµµατος 2 ακολουθεί αµέσως.

Τέλος απόδειξης

Παρατήρηση 1 Σηµειώνουµε ότι το Λήµµα 1 των Chen και Liu [25] µπορεί να ϑεωρη-

ϑεί ως ειδική περίπτωση του Λήµµατος 9 διαλέγοντας τα uj = 0 για όλα τα j (όταν ο

σχεδιασµός είναι ισορροπηµένος τότε uj = 0 για όλα τα j).

Συνδυάζοντας το Λήµµα 8 και το Λήµµα 9 µπορούµε να διατυπώσουµε το α-

κόλουθο ϑεώρηµα το οποίο παρέχει ένα κάτω ϕράγµα για το κριτήριο E(fNOD).
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Θεώρηµα 1 Για κάθε σχεδιασµό d ∈ D(N,
∏m

j=1 sj),

E(fNOD) ≥ LB

όπου, LB = max{LB1, LB2}.

Το Θεώρηµα 1 παρέχει ένα γενικό κάτω ϕράγµα του κριτηρίουE(fNOD). Το Θεώ-

ϱηµα αυτό αποτελεί µία γενίκευση και περιλαµβάνει άλλα κάτω ϕράγµατα ως ειδικές

περιπτώσεις, όπως αυτό των Chen και Liu [25] το οποίο είναι για ισορροπηµένους

σχεδιασµούς (uj = 0 για όλα τα j). Αυτό το LB εφαρµόζεται τόσο σε ισορροπηµένους

όσο και σε µη ισορροπηµένους σχεδιασµούς, καθώς και σε σχεδιασµούς πολλαπλών

και µικτών επιπέδων. ΄Ετσι, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως σηµείο αναφοράς ϐελτι-

στότητας ενός σχεδιασµού για την περίπτωση των µη ισορροπηµένων σχεδιασµών.

Κάθε ΥΣ που επιτυγχάνει αυτή την τιµή του LB είναι ο καλύτερος σχεδιασµός στην

κλάση που ανήκει ως προς το κριτήριο E(fNOD) και αυτός ο σχεδιασµός ονοµάζεται

E(fNOD)-ϐέλτιστος.

5.4 Κατασκευή ϐέλτιστων πολλαπλών-επιπέδων k-

κυκλικών ΥΣ

Σε αυτή την ενότητα, παρέχουµε τις απαραίτητες προϋποθέσεις ενός γεννήτορα

από τον οποίο µπορούµε να κατασκευάσουµε έναν E(fNOD)-ϐέλτιστο πολλαπλών

επιπέδων, ισορροπηµένο ή µη, k-κυκλικό υπερκορεσµένο σχεδιασµό. Οι Georgiou

και Koukouvinos [55], παρήγαγαν τις ακόλουθες αναγκαίες και ικανές συνθήκες

(Λήµµα 10) για την ύπαρξη ενός ισορροπηµένου πολλαπλών επιπέδων k-κυκλικού

υπερκορεσµένου σχεδιασµού, µε την ιδιότητα των ίσων εµφανίσεων (ισορροπηµένοι

σχεδιασµοί). Σε αυτή την ενότητα, παρέχουµε τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες

(Θεώρηµα 2 και Θεώρηµα 3) για την ύπαρξη των πολλαπλών επιπέδων, σχεδόν-

ισορροπηµένων, k-κυκλικών ΥΣ. Η κατασκευή τέτοιων ϐέλτιστων σχεδιασµών παρέ-

χεται µέσω του Πορίσµατος 8 και του Θεωρήµατος 4.

Λήµµα 10 (Georgiou και Koukouvinos [55]).΄Εστω d ∈ D(N, sm) ένας k-κυκλικός

υπερκορεσµένος σχεδιασµός. Υποθέτουµε ότι ο σχεδιασµός d δηµιουργήθηκε από τον
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γεννήτορα (g1, g2, . . . , gm) µε την κυκλική εναλλαγή k στοιχείων σε κάθε ϐήµα και

προσθέτοντας µία γραµµή µε όλα τα στοιχεία να είναι ίσα µε s. Οι αναγκαίες και ικανές

συνθήκες για έναν s-επιπέδων, k-κυκλικό, ΥΣ d, µε την ιδιότητα των ίσων εµφανίσεων,

είναι :

(i) N = st, m = (N − 1)k = (st− 1)k, για κάποιο ϑετικό ακέραιο t.

(ii) Ο γεννήτορας περιέχει ακριβώς kt στοιχεία ίσα µε 1, 2, . . . , (s− 1) και kt− k ίσα

µε s.

(iii) Για κάθε ένα από τα επίπεδα i = 1, 2, . . . , s− 1 και (κάθε στήλη) j = 1, 2, . . . ,m

έχουµε

st−2∑
u=0

δi,guk+j − t = 0,

όπου δi,j =

 1, i = j

0, i 6= j
και εάν το uk + j > m αυτό αντικαθίσταται µε το

uk + j −m.

Κατά µήκος της γραµµής της εξίσωσης (5.2), ορίζουµε, για τα 1 ≤ j1 < j2 ≤ m,

r =
N

s2
, η(1) = brc, και η(2) = r − η(1),

όπου brc είναι ο ακέραιος που περιέχεται στο r. ΄Εστω t1 και t2 ϑετικοί ακέραιοι

τέτοιοι ώστε

t1 = s2η(2) και t2 = s2(1− η(2)).

Βασιζόµενοι στο νέο LB, που παρουσιάζεται στο Θεώρηµα 1 της ενότητας 5.3,

αποδεικνύουµε το ακόλουθο, γενικότερο ϑεώρηµα το οποίο παρέχει µια ικανή συν-

ϑήκη υπό την οποία το διάνυσµα του γεννήτορα παράγει έναν E(fNOD)-ϐέλτιστο,

πολλαπλών επιπέδων, σχεδόν-ισορροπηµένο, k-κυκλικό ΥΣ.

Θεώρηµα 2 ΄Εστω d ∈ D(N, sm) ένας ισορροπηµένος k-κυκλικός ΥΣ που παράγεται

από τον γεννήτορα (g1, g2, . . . , gm). ΄Εστω d∗ ∈ D(N∗, sm) ένας σχεδόν-ισορροπηµένος
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πολλαπλών επιπέδων k-κυκλικός ΥΣ που λαµβάνεται από τον d µέσω της λειτουργί-

ας διαγραφής µερικών γραµµών. Η ικανή συνθήκη για να είναι ο σχεδιασµός d∗,

E(fNOD)-ϐέλτιστος είναι ο γεννήτορας (g1, g2, . . . , gm) να επιλεγεί µε τέτοιο τρόπο ώ-

στε να ισχύει ένα από τα ακόλουθα:

(i) για 1 ≤ α1, α2 ≤ s, 1 ≤ j1 < j2 ≤ m,

nj1j2α1α2
=

N∗−1∑
θ=0

δα1gθk+j1
δα2gθk+j2

= η(1) ή(1 + η(1)),

όπου οποιοδήποτε j1+θk > m (j2+θk > m) αντικαθίσταται µε j1+θk−m (j2+

θk −m). Επιπλέον, t2 από τις πιθανές nj1j2α1α2
τιµές ϑα πάρουν την τιµή η(1) και

οι υπόλοιπες (π.χ. t1) ϑα πάρουν την τιµή (1 + η(1)), ή,

(ii) οι τιµές των cv για v = 1, · · · , [(N∗+1)/2] διαφέρουν το πολύ κατά ένα, όπου, για

v = 1, · · · , [(N∗−1)/2], 1 ≤ i1 6= i2 ≤ N∗−1, |i1−i2| = v ή |i1−i2| = N∗−1−v,

ci1i2 =
m∑
j=1

δxi1jxi2j =
m∑
j=1

δgjgj+vk = cv,

c[(N∗+1)/2] = k(t− 1),

όπου οποιαδήποτε j + vk > m αντικαθίστανται µε j + vk −m.

Απόδειξη. Με τη χρήση των παρεχόµενων συνθηκών είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι

το E(fNOD) των παραγόµενων ΥΣ ϑα ικανοποιεί και το κάτω ϕράγµα (LB) που πα-

ϱέχεται στο Θεώρηµα 1. Ακολουθώντας το Θεώρηµα 2, είναι εύκολο να αποδειχθεί

η ϐελτιστότητα του σχεδιασµού που προέκυψε. Πιο συγκεκριµένα, εάν ο αρχικός

σχεδιασµός d είναι E(fNOD)-ϐέλτιστος, τότε και ο σχεδιασµός d∗ ϑα είναι επίσης

E(fNOD)-ϐέλτιστος. Με αυτό τον τρόπο είµαστε σε ϑέση να αποκτήσουµε ϐέλτιστους

σχεδόν ισορροπηµένους, πολλών επιπέδων, k-κυκλικούς ΥΣ. Οι προαναφερθείσες

παρατηρήσεις παρουσιάζονται στο Πόρισµα 8. Τέλος απόδειξης

Από το Θεώρηµα 2 αντλούµε άµεσα το ακόλουθο πόρισµα.
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Πόρισµα 8 ΄Εστω d ένας σχεδιασµός που προκύπτει από το Λήµµα 10 ϐασιζόµενοι

σ΄ έναν δοθέν γεννήτορα (g1, g2, . . . , gm). ΄Εστω d∗ ένας σχεδιασµός που προκύπτει

από τον d µέσω της διαγραφής οποιασδήποτε γραµµής εκτός από τη γραµµή όπου όλα

τα στοιχεία είναι ίσα µε s. Τότε ο σχεδιασµός d∗ είναι ένας σχεδόν ισορροπηµένος

πολλαπλών επιπέδων k-κυκλικός ΥΣ µε N∗ = st − 1,m = N∗k. Επιπρόσθετα, για

1 ≤ i ≤ s, εάν το επίπεδο που αντιστοιχεί στην διεγραµµένη γραµµή και στην j-οστή

στήλη, 1 ≤ j ≤ m, είναι το i, τότε σε εκείνη τη στήλη του σχεδιασµού d∗, όλα τα

επίπεδα εκτός από το i ϑα εµφανίζονται το ίδιο συχνά (t ϕορές) και το επίπεδο i ϑα

εµφανίζεται (t− 1) ϕορές. Αν ο αρχικός σχεδιασµός d είναι E(fNOD)-ϐέλτιστος, τότε

ο σχεδιασµός d∗ ϑα είναι επίσης E(fNOD)-ϐέλτιστος.

Παράδειγµα 8 Το διάνυσµα του γεννήτορα

(5, 4, 4, 2, 2, 5, 2, 5, 3, 1, 1, 4, 3, 3, 1, 4, 1, 3, 4, 2, 1, 3, 4, 2, 1, 3, 2)

παράγει έναν ισορροπηµένο 5-επιπέδων 3-κυκλικό ΥΣ για m = 27 παράγοντες και

N = 10 πειραµατικές εκτελέσεις (που παρουσιάζεται στον Πίνακα 5.1). Σύµφωνα

µε το Πόρισµα 8, µετά τη διαγραφή της πρώτης γραµµής αποκτούµε έναν E(fNOD)-

ϐέλτιστο, σχεδόν ισορροπηµένο, 5-επιπέδων, 3-κυκλικό ΥΣ, µε m = 27 παράγοντες

και N∗ = 9 πειραµατικές εκτελέσεις. Ο σχεδιασµός παρουσιάζεται στον Πίνακα 5.3.

Λόγω του γεγονότος ότι ο αρχικός σχεδιασµός, d, (που παρουσιάζεται στον Πίνακα

Πίνακας 5.3: ΄Ενας σχεδόν ισορροπηµένος 5-επιπέδων 3-κυκλικός ΥΣ µεm = 27 παράγον-
τες και N∗ = 9 πειραµατικές εκτελέσεις που κατασκευάστηκε από το Πόρισµα 8 (διαγρά-
ϕοντας την πρώτη γραµµή).

1 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3 1 1 4 3 3 1 4 1 3 4 2 1 3 4 2
3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3 1 1 4 3 3 1 4 1 3 4 2 1
4 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3 1 1 4 3 3 1 4 1 3
4 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3 1 1 4 3 3 1
3 3 1 4 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3 1 1 4
1 1 4 3 3 1 4 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3
2 5 3 1 1 4 3 3 1 4 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5
2 2 5 2 5 3 1 1 4 3 3 1 4 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

5.1) είναι E(fNOD)-ϐέλτιστος, συµπεραίνουµε ότι ο σχεδιασµός d∗ (που παρουσιάζεται
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στον Πίνακα 5.3) είναι ένας E(fNOD)-ϐέλτιστος σχεδιασµός αφού κατασκευάστηκε

σύµφωνα µε το Πόρισµα 8.

Ακολουθώντας την απόδειξη του Θεωρήµατος 1 που αποδείχθηκε από τους Geor-

giou και Koukouvinos (2006), παρέχουµε µία άλλη κατασκευή, που παρουσιάζεται

στο Θεώρηµα 3, για σχεδόν ισορροπηµένους, πολλαπλών επιπέδων, k-κυκλικούς ΥΣ.

Θεώρηµα 3 ΄Εστω d ένας σχεδιασµός που λαµβάνεται µέσω του Λήµµατος 10 και

ϐασίζεται σ΄ έναν δοθέν γεννήτορα (g1, g2, . . . , gm). ΄Εστω d∗ ένας σχεδιασµός που

λαµβάνεται από τον d σύµφωνα µε τον ακόλουθο κανόνα:

(i) διαγράφοντας οποιεσδήποτε δύο γραµµές εκτός από τη γραµµή που όλα τα στοιχεία

είναι ίσα µε s.

(ii) διαγράφοντας όλες αυτές τις στήλες, όπου και οι δύο έχουν τα ίδια επίπεδα στις

σειρές που διαγράφηκαν.

Ο προκύπτων σχεδιασµός d∗ είναι ένας σχεδόν ισορροπηµένος πολλαπλών-επιπέδων

k-κυκλικός ΥΣ µε N∗ = st − 2,m∗ = (N∗ + 1)k − f , όπου f είναι ο αριθµός των

στηλών που διαγράφηκαν. Επιπρόσθετα, για 1 ≤ i1 < i2 ≤ s, εάν τα επίπεδα που

αντιστοιχούν στις γραµµές που διαγράφηκαν και στην j-οστή στήλη, είναι i1 και i2

αντίστοιχα, τότε σ΄ αυτή τη στήλη του σχεδιασµού d∗, όλα τα επίπεδα εκτός από τα

i1 και i2 ϑα εµφανίζονται τον ίδιο αριθµό ϕορών (t ϕορές) και τα επίπεδα i1 και i2 ϑα

εµφανίζονται t− 1 ϕορές το καθένα.

Απόδειξη. Η απόδειξη αυτού του ϑεωρήµατος προκύπτει από την απόδειξη του Θε-

ωρήµατος 1 των Georgiou και Koukouvinos [55].Τέλος απόδειξης

Οι ικανές συνθήκες για έναν σχεδιασµό που προέκυψε από το Θεώρηµα 3 για να

είναι E(fNOD)-ϐέλτιστος παρέχονται στο Θεώρηµα 4.

Θεώρηµα 4 ΄Εστω d∗ ∈ D(N∗, sm
∗
) ένας σχεδόν ισορροπηµένος πολλαπλών επιπέ-

δων k-κυκλικός ΥΣ που προέκυψε όπως εκείνος από το Θεώρηµα 3. Η ικανή συνθήκη

για να είναι ο σχεδιασµός d∗ E(fNOD)-ϐέλτιστος είναι ο γεννήτορας (g1, g2, . . . , gm+f ),

όπου f ορίζεται όπως στο Θεώρηµα 3, πρέπει να επιλεγεί µε τέτοιο τρόπο ώστε να ισχύει

ένα από τα ακόλουθα.
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(i) για 1 ≤ α1, α2 ≤ s, 1 ≤ j1 < j2 ≤ m∗,

nj1j2α1α2
= η(1) ή (1 + η(1)),

όπου η(1) = [N∗/s2]. Επιπρόσθετα, t2 από τις πιθανές nj1j2α1α2
τιµές ϑα λαµβάνουν την

τιµή η(1) και οι υπόλοιπες (π.χ. t1) ϑα λαµβάνουν την τιµή (1 + η(1)), ή,

(ii) για 1 ≤ i1 6= i2 ≤ N∗,

ci1i2 =
m∗∑
j=1

δxi1jxi2j = ζ(1) ή (1 + ζ(1)).

Εδώ, p2 από τις πιθανές ci1i2 τιµές ϑα λαµβάνουν την τιµή ζ(1) και οι υπόλοιπες (π.χ.

p1) ϑα λαµβάνουν την τιµή (1 + ζ(1)). Επιπρόσθετα, p1 και p2 είναι ϑετικοί ακέραιοι

τέτοιοι ώστε

p2ζ
(1) + p1(1 + ζ(1)) = m∗(t− 1)(st− 4)

p1 + p2 = N∗(N∗ − 1).


Απόδειξη. Για τον σχεδιασµό d∗, έχουµε

∑
1≤i1 6=i2≤N∗

ci1i2 = m∗(t− 1)(st− 4) = c.

Ορίζουµε

q =
c

N∗(N∗ − 1)
, ζ(1) = [q], και ζ(2) = q − ζ(1).

΄Εστω p1 και p2 ϑετικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε

p2ζ
(1) + p1(1 + ζ(1)) = c

p1 + p2 = N∗(N∗ − 1).


Θεωρώντας τις συνθήκες που παρήχθησαν στο Θεώρηµα 4, µετά από αλγεβρι-

κές πράξεις, παρατηρούµε ότι η τιµή του E(fNOD) συµπίπτει µε το κάτω όριο (LB)

που παρέχεται στο Θεώρηµα 1. Εποµένως ο προκύπτων σχεδιασµός είναι E(fNOD)-

ϐέλτιστος. Τέλος απόδειξης
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Παράδειγµα 9 Σε αυτό το παράδειγµα δείχνουµε πως να κατασκευάσουµε έναν σχε-

δόν ισορροπηµένο E(fNOD)-ϐέλτιστο 5-επιπέδων 3-κυκλικό ΥΣ µε 8 πειραµατικές ε-

κτελέσεις και 24 παράγοντες. Το διάνυσµα του γεννήτορα

(5, 4, 4, 2, 2, 5, 2, 5, 3, 1, 1, 4, 3, 3, 1, 4, 1, 3, 4, 2, 1, 3, 4, 2, 1, 3, 2)

παράγει έναν ισορροπηµένο 5-επιπέδων 3-κυκλικό ΥΣ για m = 27 παράγοντες και

N = 10 πειραµατικές εκτελέσεις που παρουσιάζεται στον Πίνακα 5.1. Από το Θεώρηµα

3, διαγράφουµε τις πρώτες δύο γραµµές και τις τρεις σχετικές στήλες (όπου και οι δύο

έχουν τα ίδια επίπεδα στις δύο γραµµές που διαγράφηκαν) οι οποίες είναι οι στήλες 7,

19 και 27.

Πίνακας 5.4: ΄Ενας σχεδόν-ισορροπηµένος 5-επιπέδων 3-κυκλικός υπερκορεσµένος σχε-
διασµός µε m = 24 παράγοντες και N = 8 πειραµατικές εκτελέσεις που κατασκευάστηκε
από το Θεώρηµα 3 (διαγράφοντας τις πρώτες δύο γραµµές και τρεις στήλες). Αυτός ο σχε-
διασµός είναι ϐέλτιστος (Θεώρηµα 4).

3 4 2 1 3 2 4 4 2 2 5 2 5 3 1 1 4 3 1 4 1 3 4 2
4 2 1 3 4 2 3 2 5 4 4 2 2 5 2 5 3 1 4 3 3 1 4 1
4 1 3 4 2 1 4 2 1 3 2 5 4 4 2 2 5 5 3 1 1 4 3 3
3 3 1 4 1 3 2 1 3 4 2 1 3 2 5 4 4 2 5 2 5 3 1 1
1 1 4 3 3 1 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 2 4 4 2 2 5 2 5
2 5 3 1 1 4 3 1 4 1 3 4 2 1 3 4 2 3 2 5 4 4 2 2
2 2 5 2 5 3 1 4 3 3 1 4 1 3 4 2 1 4 2 1 3 2 5 4
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4, παρατηρούµε ότι ο παραγόµενος σχεδιασµός είναι ένας

E(fNOD)-ϐέλτιστος σχεδόν-ισορροπηµένος 5-επιπέδων 3-κυκλικός ΥΣ µε m∗ = 24

παράγοντες και N∗ = 8 πειραµατικές εκτελέσεις, αφού ικανοποιείται η συνθήκη (ii)

του Θεωρήµατος 4.

Πιο συγκεκριµένα, ϐασιζόµενοι στον Πίνακα 5.5, έχουµε p2 = 24 Ϲεύγη έχοντας

ci1,i2 = 2 = ζ(1) και p1 = 32 Ϲεύγη γραµµών έχοντας ci1,i2 = 3 = ζ(1) + 1. ΄Εχουµε

ότι N∗ = st − 2 ⇒ t = 2, p1 + p2 = 56 και N∗(N∗ − 1) = 56. ΄Ετσι, p1 + p2 =

N∗(N∗−1). Επιπρόσθετα, p2ζ
(1)+p1(ζ

(1)+1) = 144 καιm∗(t−1)(st−4) = 144. ΄Ετσι,

p2ζ
(1) + p1(ζ

(1) + 1) = m∗(t− 1)(st− 4). Οι προαναφερθείσες εξισώσεις δικαιολογούν

ότι η συνθήκη (ii) του Θεωρήµατος 4 ικανοποιείται, µε αποτέλεσµα έναν E(fNOD)-

ϐέλτιστο, σχεδόν ισορροπηµένο, σχεδιασµό ο οποίος παρουσιάζεται στον Πίνακα 5.4.
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Πίνακας 5.5: Coincidences (ci1i2 ) µεταξύ όλων των Ϲευγών των επιπέδων της i1-οστής και
της i2-οστής γραµµών του σχεδιασµού που παρουσιάζονται στον Πίνακα 5.4.

i1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3
i2 2 3 4 5 6 7 8 3 4 5 6 7 8 4
ci1i2 3 2 3 3 3 2 2 3 3 2 2 2 3 2
i1 3 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 6 6 7
i2 5 6 7 8 5 6 7 8 6 7 8 7 8 8
ci1i2 3 2 3 3 2 3 2 3 3 3 2 3 2 3

5.5 Κατασκευή ϐέλτιστων µικτών-επιπέδων k-κυκλικών

ΥΣ

Σε αυτή την ενότητα παρέχουµε τις απαραίτητες προϋποθέσεις (Θεώρηµα 6) για

τον γεννήτορα έτσι ώστε να κατασκευαστεί ένας E − (fNOD)-ϐέλτιστος, µικτών επι-

πέδων, σχεδόν ισορροπηµένος, k-κυκλικός ΥΣ. Το Λήµµα 11 των Chen και Liu [25],

παρέχει τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες για την ύπαρξη µικτών-επιπέδων, k-

κυκλικών ισορροπηµένων ΥΣ. Στο Πόρισµα 9 και στο Θεώρηµα 5 παρέχουµε δύ-

ο µεθόδους κατασκευής µικτών-επιπέδων, σχεδόν ισορροπηµένων, k-κυκλικών ΥΣ

(Πόρισµα 9, Θεώρηµα 5) οι οποίοι είναι E(fNOD)-ϐέλτιστοι, εάν ο αρχικός σχεδια-

σµός, d, είναι επίσης E(fNOD)-ϐέλτιστος.

Λήµµα 11 (Chen και Liu [25])

΄Εστω d ∈ D(N, s1 · · · sm) ένας µικτών-επιπέδων k-κυκλικός ΥΣ, όπου m = qk, για

έναν ϑετικό ακέραιο q. Θεωρούµε τον γεννήτορα (g1, g2, . . . , gm), για κάποιους ϑετι-

κούς ακέραιους gj, gj+k, · · · , gj+(q−1)k να παίρνουν τιµές από το σύνολο sj συµβόλων

{1, 2, · · · , sj}, j = 1, 2, · · · , k. Υποθέτουµε ότι ο σχεδιασµός d∗ δηµιουργήθηκε από

τον γεννήτορα (g1, g2, . . . , gm) µε την κυκλική εναλλαγή k στοιχείων προς τα δεξιά

σε κάθε ϐήµα και προσθέτοντας µία γραµµή µε όλα τα στοιχεία να είναι ίσα µε 1. Οι

αναγκαίες και ικανές συνθήκες για να είναι ο d ένας µικτών-επιπέδων ισορροπηµένος

k-κυκλικός ΥΣ, είναι :

(i) N = q + 1, N = sjtj, για κάποιους ϑετικούς ακέραιους tj, j = 1, 2, · · · , k.

(ii) για κάθε j = 1, 2, · · · , k, και για κάθε ένα από τα επίπεδα lj = 1, 2, · · · , sj,

q−1∑
u=0

δlj ,gj+uk = tj − δlj ,1.
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Βασιζόµενοι στο Θεώρηµα 1 µπορούµε να επιτύχουµε, παρόµοια µε το Θεώρηµα

2, ικανές συνθήκες υπό τις οποίες ο γεννήτορας παράγει έναν σχεδόν ισορροπη-

µένο, µικτών-επιπέδων, k-κυκλικό ΥΣ. Μέσω του Πορίσµατος 9 και του Θεωρήµα-

τος 5, παρέχουµε τον τρόπο κατασκευής σχεδόν ισορροπηµένων µικτών-επιπέδων

k-κυκλικών ΥΣ. Η τιµή m = qk αφορά στον αριθµό των παραγόντων ενώ οι ϑετι-

κοί ακέραιοι q, gj, gj+k, · · · , gj+(q−1)k παίρνουν τιµές από το σύνολο sj συµβόλων

{1, 2, · · · , sj}, j = 1, 2, · · · , k.

΄Οµοια µε το Θεώρηµα 2, µπορούµε να αποδείξουµε το ακόλουθο Πόρισµα.

Πόρισµα 9 ΄Εστω d ένας σχεδιασµός που λαµβάνεται µέσω του Λήµµατος 11 και

ϐασίζεται σ΄ ένα δοθέν γεννήτορα (g1, g2, . . . , gm). ΄Εστω d∗ ένας σχεδιασµός που

λαµβάνεται από τον d διαγράφοντας µία οποιαδήποτε γραµµή. Τότε ο d∗ είναι ένας

σχεδόν ισορροπηµένος µικτών-επιπέδων k-κυκλικός ΥΣ µεN∗ = q,N∗ = sjtj−1,m =

qk. Επιπρόσθετα, για j = 1, 2, · · · , k, u = 1, · · · , q, εάν τα σύµβολα της γραµµής

που διαγράφηκε και αντιστοιχούν στη ((u − 1)k + j)-οστή στήλη είναι lj, τότε τα

σύµβολα 1, . . . , sj, εκτός από το lj, εµφανίζονται τον ίδιο αριθµό ϕορών ((tj) ϕορές)

ενώ το σύµβολο lj εµφανίζεται (tj − 1) ϕορές. Αν ο αρχικός σχεδιασµός d είναι

E(fNOD)-ϐέλτιστος, τότε οι σχεδιασµοί που προτείνονται στο Πόρισµα 9 ϑα είναι επίσης

E(fNOD)-ϐέλτιστοι.

Παράδειγµα 10 Σε αυτό το παράδειγµα παρουσιάζουµε έναν σχεδόν ισορροπηµένο

µικτών επιπέδων 2-κυκλικό ΥΣ d∗ = D(11; 211611) µεN∗ = 11 πειραµατικές εκτελέσεις

και m = 22 παράγοντες που κατασκευάστηκε από το Πόρισµα 9.

Ο πίνακας σχεδιασµού του d∗ (ϐλέπε Πίνακα 5.6) παράγεται από τον αρχικό σχε-

διασµό d που παρουσιάζεται στον Πίνακα 5.2, ο γεννήτορας του οποίου είναι

(2, 5, 1, 3, 2, 5, 1, 2, 1, 4, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 2, 4, 1, 6, 2, 6).

Εργαζόµενοι µε παρόµοιο τρόπο, όπως στα Θεωρήµατα 3 και 4, για πολλαπλών

επιπέδων σχεδιασµούς, µπορούµε να κατασκευάσουµε µικτών επιπέδων, σχεδόν ι-

σορροπηµένους, k-κυκλικούς ΥΣ (Θεώρηµα 5) και ικανές συνθήκες (Θεώρηµα 6)

κάτω από τις οποίες το διάνυσµα του γεννήτορα παράγει έναν E(fNOD)-ϐέλτιστο

σχεδόν ισορροπηµένο, µικτών επιπέδων, k-κυκλικό ΥΣ. Οι αποδείξεις των Θεωρη-

µάτων 5 και 6 παραλείπονται.
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Πίνακας 5.6: ΄Ενας σχεδόν ισορροπηµένος µικτών επιπέδων 2-κυκλικός ΥΣ µε m = 22
παράγοντες και N = 11 πειραµατικές εκτελέσεις. Αυτός ο σχεδιασµός είναι ϐέλτιστος.

2 5 1 3 2 5 1 2 1 4 1 1 2 2 2 3 2 4 1 6 2 6
2 6 2 5 1 3 2 5 1 2 1 4 1 1 2 2 2 3 2 4 1 6
1 6 2 6 2 5 1 3 2 5 1 2 1 4 1 1 2 2 2 3 2 4
2 4 1 6 2 6 2 5 1 3 2 5 1 2 1 4 1 1 2 2 2 3
2 3 2 4 1 6 2 6 2 5 1 3 2 5 1 2 1 4 1 1 2 2
2 2 2 3 2 4 1 6 2 6 2 5 1 3 2 5 1 2 1 4 1 1
1 1 2 2 2 3 2 4 1 6 2 6 2 5 1 3 2 5 1 2 1 4
1 4 1 1 2 2 2 3 2 4 1 6 2 6 2 5 1 3 2 5 1 2
1 2 1 4 1 1 2 2 2 3 2 4 1 6 2 6 2 5 1 3 2 5
2 5 1 2 1 4 1 1 2 2 2 3 2 4 1 6 2 6 2 5 1 3
1 3 2 5 1 2 1 4 1 1 2 2 2 3 2 4 1 6 2 6 2 5

Θεώρηµα 5 ΄Εστω d ένας σχεδιασµός που λαµβάνεται µέσω του Λήµµατος 11 και

ϐασίζεται σ΄ έναν δοθέν γεννήτορα (g1, g2, . . . , gm). ΄Εστω d∗ ένας σχεδιασµός που

λαµβάνεται από τον d σύµφωνα µε τον ακόλουθο κανόνα:

(i) διαγράφοντας οποιεσδήποτε δύο γραµµές.

(ii) διαγράφοντας όλες αυτές τις στήλες, όπου έχουµε τα ίδια επίπεδα στις γραµµές

που διαγράφηκαν.

Ο προκύπτων σχεδιασµός d∗ είναι ένας σχεδόν ισορροπηµένος µικτών-επιπέδων k-

κυκλικός ΥΣ µε N∗ = q − 1, N∗ = sjtj − 2,m∗ = qk − f , όπου f είναι ο αριθµός των

στηλών που διαγράφηκαν. Επιπρόσθετα, για 1 ≤ j ≤ m, εάν η j-οστή στήλη είναι

1 ≤ lj1 < lj2 ≤ sj, τότε σ΄ αυτή τη στήλη του σχεδιασµού d∗, όλα τα επίπεδα εκτός από

τα lj1 και lj2 ϑα εµφανίζονται τον ίδιο αριθµό ϕορών (tj ϕορές) και τα επίπεδα lj1 και

lj2 ϑα εµφανίζονται tj − 1 ϕορές.

Παράδειγµα 11 Σε αυτό το παράδειγµα παρουσιάζουµε έναν σχεδόν ισορροπηµένο

µικτών επιπέδων 2-κυκλικό ΥΣ d∗ = D(10; 26610), µε N∗ = 10 πειραµατικές εκτελέ-

σεις και m∗ = 16 παράγοντες, που κατασκευάστηκε από το Θεώρηµα 5. Ο αρχικός

σχεδιασµός παρουσιάζεται στον Πίνακα 5.2 και κατασκευάστηκε από τον γεννήτορα

(2, 5, 1, 3, 2, 5, 1, 2, 1, 4, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 2, 4, 1, 6, 2, 6).

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5, αφού αφαιρέσουµε τις πρώτες δύο γραµµές, αποκτούµε

τον σχεδόν ισορροπηµένο ΥΣ του Πίνακα 5.7. Η αποδοτικότητα του απεικονιζόµενου

σχεδιασµού (στον Πίνακα 5.7) ισούται µε 0.9451 αφού η τιµή του κριτηρίου E(fNOD),
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5.4667, δεν επιτυγχάνει την τιµή 5.1667 του κάτω ϕράγµατος. Οι παραπάνω τιµές

υπολογίστηκαν χρησιµοποιώντας τους µαθηµατικούς τύπους που αποδείξαµε και το

λογισµικό του προγράµµατος matlab.

Πίνακας 5.7: ΄Ενας σχεδόν ισορροπηµένος µικτών επιπέδων 2-κυκλικός ΥΣ µε m∗ = 16
παράγοντες και N∗ = 10 πειραµατικές εκτελέσεις.

6 2 6 2 5 1 3 5 2 1 4 1 2 2 3 2
4 1 6 2 6 2 5 3 5 1 2 4 1 2 2 2
3 2 4 1 6 2 6 5 3 2 5 2 4 1 1 2
2 2 3 2 4 1 6 6 5 1 3 5 2 1 4 1
1 2 2 2 3 2 4 6 6 2 5 3 5 1 2 1
4 1 1 2 2 2 3 4 6 2 6 5 3 2 5 1
2 1 4 1 1 2 2 3 4 1 6 6 5 1 3 2
5 1 2 1 4 1 1 2 3 2 4 6 6 2 5 1
3 2 5 1 2 1 4 1 2 2 3 4 6 2 6 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Το ακόλουθο Θεώρηµα παρέχει ικανές συνθήκες για έναν σχεδιασµό που επι-

τυγχάνεται από το Θεώρηµα 5 για να είναι E(fNOD)-ϐέλτιστος.

Θεώρηµα 6 ΄Εστω d∗ ∈ D(N∗, s1 · · · sm) ένας σχεδόν ισορροπηµένος µικτών-επιπέδων

k-κυκλικός ΥΣ που επιτυγχάνεται όπως στο Θεώρηµα 5 µε N∗ = sjtj − 2, 1 ≤ j ≤ m.

Ικανή συνθήκη για να είναι ο σχεδιασµός d∗ E(fNOD)-ϐέλτιστος είναι ο γεννήτορας

(g1, g2, . . . , gm∗+f ), όπου f είναι όπως περιγράφεται στο Θεώρηµα 5, να επιλεγεί µε

τέτοιο τρόπο ώστε να ισχύει κάποιο από τα ακόλουθα.

(i) Για 1 ≤ α1, α2 ≤ s, 1 ≤ j1 < j2 ≤ m∗,

nj1j2α1α2
= η

(1)
j1j2

ή (1 + η
(1)
j1j2

),

Εδώ, t2 από τις πιθανές nj1j2α1α2
τιµές ϑα παίρνουν την τιµή η

(1)
j1j2

και οι υπόλοιπες (π.χ.

t1) ϑα λαµβάνουν την τιµή (1 + η
(1)
j1j2

) όπου η
(1)
j1j2

, t1 και t2 ορίζονται όπως στις εξισώσεις

(5.2)-(10.5), ή,

(ii) Για 1 ≤ i1 6= i2 ≤ N∗,

ci1i2 =
m∑
j=1

δxi1jxi2j = ζ(1) ή (1 + ζ(1)).

Εδώ, p2 από τις πιθανές ci1i2 τιµές ϑα πάρουν την τιµή ζ(1) και οι υπόλοιπες (π.χ. p1)
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ϑα πάρουν την τιµή (1 + ζ(1)). Επιπρόσθετα, p1 και p2 είναι ϑετικοί ακέραιοι τέτοιοι

ώστε

p2ζ
(1) + p1(1 + ζ(1)) =

∑m∗

j=1(tj − 1)(sjtj − 4)

p1 + p2 = N∗(N∗ − 1).

Απόδειξη. Για τον σχεδιασµό d∗, έχουµε

∑
1≤i1 6=i2≤N∗

ci1i2 =
m∗∑
j=1

(tj − 1)(sjtj − 4) = c.

Ορίζουµε

q =
c

N∗(N∗ − 1)
, ζ(1) = [q], και ζ(2) = q − ζ(1).

΄Εστω p1 και p2 ϑετικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε

p2ζ
(1) + p1(1 + ζ(1)) = c

p1 + p2 = N∗(N∗ − 1).


Τότε, χρησιµοποιώντας τις παρεχόµενες συνθήκες και εύκολους υπολογισµούς,

µπορούµε να δούµε ότι η τιµή του E(fNOD) είναι η ίδια µε το LB που παρέχεται στο

Θεώρηµα 1 και έτσι ο σχεδιασµός είναι E(fNOD)-ϐέλτιστος.

5.6 Συµπεράσµατα

Οι ΥΣ καθίστανται µια ελκυστική τεχνική πειραµάτων κρησαρίσµατος τόσο στη

ϑεωρία όσο και στην πράξη. Οι περισσότερες µελέτες για ΥΣ επικεντρώθηκαν κυρίως

στην περίπτωση ισορροπηµένων σχεδιασµών. Ωστόσο, σε πραγµατικά προβλήµατα

Ϲωής η κατάσταση που ο αριθµός των πειραµατικών εκτελέσεων δεν είναι πολλαπλά-

σιο του N µπορεί να είναι πολύ ενδιαφέρουσα.

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται νέες κλάσεις ϐέλτιστων ισορροπηµένων και

σχεδόν ισορροπηµένων ΥΣ που κατασκευάστηκαν µέσω κατάλληλης τροποποίησης

και εφαρµογής της k-κυκλικής µεθόδου στην περίπτωση πολλαπλών και µικτών ε-

πιπέδων σχεδιασµών. Παρέχονται επίσης νέα κάτω ϕράγµατα για την ϐελτιστότητα
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ως προς το E(fNOD)-κριτήριο, τα οποία ισχύουν τόσο σε ισορροπηµένους όσο και

σε µη ισορροπηµένους σχεδιασµούς. Επιπλέον, παρέχονται οι αναγκαίες και ικανές

συνθήκες για τον γεννήτορα έτσι ώστε να επιτυγχάνεται αυτό το κάτω ϕράγµα για

τους µη ισορροπηµένους σχεδιασµούς εξασφαλίζοντας ότι οι σχεδιασµοί αυτοί είναι

E(fNOD)-ϐέλτιστοι. Είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι η παρούσα µεθοδολογία µπο-

ϱεί να εφαρµοστεί σε οποιονδήποτε ΥΣ, ανεξάρτητα αν είναι ισορροπηµένος ή µη,

πολλαπλών ή µικτών επιπέδων.

Παράλληλα, σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουµε µια σειρά από κατασκευές

E(fNOD)-ϐέλτιστων σχεδόν ισορροπηµένων k-κυκλικών πολλαπλών επιπέδων και µι-

κτών επιπέδων ΥΣ. Ο Πίνακας 5 που παρουσιάζεται στο παράρτηµα Α, περιέχει τους

E(fNOD)-ϐέλτιστους k-κυκλικούς πολλαπλών επιπέδων ΥΣ και τους αντίστοιχους

σχεδόν ισορροπηµένους k-κυκλικούς πολλαπλών επιπέδων ΥΣ που κατασκευάστη-

καν µε την τροποποιηµένη k-κυκλική µέθοδο που περιγράφηκε σε προηγούµενο

κεφάλαιο (Πόρισµα 8 και Θεώρηµα 3). Οι περισσότεροι από τους σχεδιασµούς που

έχουν παρουσιαστεί πληρούν τις απαραίτητες προϋποθέσεις (Θεώρηµα 4). Ακόµη

και αν ορισµένοι από τους σχεδιασµούς που παρουσιάστηκαν δεν ικανοποιούν αυτές

τις συνθήκες, έτσι ώστε να είναι ϐέλτιστοι, επιτυγχάνουν πραγµατικά υψηλές τιµές

όσον αφορά την αποδοτικότητά τους.

Με τον ίδιο τρόπο παρουσιάσαµε έναν µεγάλο αριθµό E(fNOD)-ϐέλτιστων k-

κυκλικών ΥΣ µικτών επιπέδων και τους αντίστοιχους σχεδόν ισορροπηµένους k-

κυκλικούς ΥΣ µικτών επιπέδων. Αν και είναι πολύ δύσκολο να ϐρεθεί ο ϐέλτιστος

σχεδιασµός, ιδίως στην περίπτωση των ΥΣ µικτών επιπέδων, κατασκευάσαµε και

παρουσιάζουµε στο παρόν κεφάλαιο νέες κλάσεις ϐέλτιστων και σχεδόν ϐέλτιστων

σχεδιασµών. Ο Πίνακας 6 επιβεβαιώνει όσα προαναφέρθηκαν, παρέχοντας έναν

µεγάλο αριθµό σχεδιασµών µε µικτά επίπεδα οι οποίοι κατασκευάστηκαν µε ϐάση

το Πόρισµα 9 και το Θεώρηµα 5.
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Ανάλυση υπερκορεσµένων σχεδιασµών µε

µία νέα µέθοδο που ϐασίζεται στις SVM

Σ το παρόν κεφάλαιο παρουσιάζουµε µία µέθοδο ανάλυσης υπερκορεσµένων

σχεδιασµών δύο, πολλαπλών και µικτών-επιπέδων. Η ανάπτυξη νέων στα-

τιστικών µεθόδων που είναι εµπνευσµένες από τους αλγόριθµους µηχανικής

µάθησης αυξάνεται ταχύτατα, ιδιαίτερα στην εποχή µας. Μία από αυτές τις µεθόδους

ϐασίζεται στις µηχανές διανυσµάτων υποστήριξης (SVM-RFE) οι οποίες καταφέρνουν

να εξαγάγουν µε µεγάλη επιτυχία τα σηµαντικά γονίδια σε προβλήµατα ταξινόµησης,

επιτυγχάνοντας εξαιρετικά υψηλή απόδοση. Σε αυτό το κεφάλαιο, λοιπόν, προτεί-

νουµε µία νέα µέθοδο επιλογής µεταβλητών σε προβλήµατα παλινδρόµησης, που την

ονοµάζουµε SVR-RFE, για την ανίχνευση ενεργών επιδράσεων τόσο σε σχεδιασµούς

δύο επιπέδων όσο και σε σχεδιασµούς µικτών επιπέδων. Οι µελέτες προσοµοίωσης

που παρουσιάζουµε δείχνουν ότι αυτή η διαδικασία είναι αρκετά αποτελεσµατική,

ειδικά όσον αφορά τη στατιστική ισχύ. Τα ερευνητικά αποτελέσµατα που παρουσιά-

Ϲονται στο παρόν κεφάλαιο δηµοσιεύτηκαν στην επιστηµονική εργασία [V].

6.1 Ερευνητικό πρόβληµα-Λύση

Η επιλογή των χαρακτηριστικών έχει εξελιχθεί σε ένα σηµαντικό εργαλείο προ-

επεξεργασίας των δεδοµένων για την ανάλυση ΥΣ. ΄Εχουν προταθεί κατά καιρούς

πολλοί αλγόριθµοι επιλογής χαρακτηριστικών για την εξάλειψη των µη σηµαντικών

χαρακτηριστικών. Αυτό είναι ένα σηµαντικό στάδιο αφού η αφαίρεση των µη σηµα-

ντικών χαρακτηριστικών ϐελτιώνει την απόδοση των µοντέλων µάθησης ενώ παρέχει

ταχύτερους, αλλά και οικονοµικότερους παράγοντες πρόβλεψης. Οι µηχανές δια-
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νυσµάτων υποστήριξης (SVM) που εισήγαγαν οι Cortes και Vapnik [28], αποτελούν

έναν από τους πλέον ισχυρούς αλγόριθµους ταξινόµησης. Ωστόσο, οι SVM έχουν ε-

ϕαρµοστεί µε επιτυχία όχι µόνο στην ταξινόµηση αλλά και στις διαδικασίες επιλογής

χαρακτηριστικών. ΄Ενας από αυτούς τους αλγορίθµους είναι ο λεγόµενος SVM-RFE

ο οποίος αποτελεί µία µέθοδο περιτυλίγµατος που συνδυάζει το SVM µε τη µέθο-

δο εξάλειψης επαναλαµβανόµενων χαρακτηριστικών (Support Vector Machines -

Recursive Feature Elimination, SVM-RFE) [38, 61, 105, 134]. Η προαναφερθείσα

µέθοδος είναι αρκετά δηµοφιλής λόγω της αποτελεσµατικότητάς της στην επιλογή

γονιδίων για την ταξινόµηση δεδοµένων του καρκίνου µέσω της ταξινόµησης όλων

των χαρακτηριστικών σύµφωνα µε µία συνάρτηση σκορ, εξαλείφοντας, σε κάθε ϐή-

µα, το χαρακτηριστικό µε τη χαµηλότερη ϐαθµολογία. ΄Εως τώρα έχουν προταθεί

πολλές τροποποιήσεις και ϐελτιώσεις έχοντας ως ϑεµελιώδη έννοια το RFE , λόγω της

αποδοτικότητάς του [49,65,96,117,152]. Ωστόσο, οι αλγόριθµοι επιλογής χαρακτη-

ϱιστικών χρησιµοποιούνται συνήθως στην ταξινόµηση και όχι στην παλινδρόµηση.

Μόνο οι Fang και Tai [49] αξιολόγησαν κάποιους τελευταίας τεχνολογίας αλγόριθ-

µους σε µια ποσοτική σχέση δοµής-δραστηριότητας (quantitative structure-activity

relationship, QSAR), ένας από τους οποίους ήταν ο RFE, ως ϐασικού αλγόριθµου

στην παλινδρόµηση των διανυσµάτων υποστήριξης.

Η αποτελεσµατικότητα του αλγόριθµου SVM-RFE καθώς επίσης και η σχέση που

υπάρχει µεταξύ των δεδοµένων υψηλής διάστασης και των ΥΣ από την άποψη της

διαστάσεως των προβληµάτων µας ώθησε στη δηµιουργία µίας µεθόδου ανάλυσης

ΥΣ κατάλληλα προσαρµοσµένης στην παλινδρόµηση. Αυτή η µέθοδος αποτελεί τρο-

ποποίηση του αλγορίθµου SVM-RFE, για προβλήµατα γραµµικής παλινδρόµησης,

κατάλληλα προσαρµοσµένα στις περιπτώσεις που ο πίνακας σχεδιασµού είναι ένας

ΥΣ. Αναφερόµαστε σε αυτή την τροποποίηση ως Μηχανές διανυσµάτων υποστήρι-

ξης ϐασιζόµενες στην αναδροµική αφαίρεση µεταβλητών (Support vector regression

based on Recursive Feature Elimination, SVR-RFE). Σε σύγκριση µε την εφαρµογή

των Fang και Tai [49], ο αλγόριθµός µας παρέχει ένα µέτρο πρόβλεψης µέσω του

διανύσµατος του ϐάρους που αποκτάται από το SVR, ενώ περιλαµβάνει δύο επιπλέ-

ον ϐήµατα, τα ϐήµατα 7 και 8, έτσι ώστε να εκτιµήσει αποτελεσµατικά το τελικό

µοντέλο στην περίπτωση ενός ΥΣ. Μια λεπτοµερής περιγραφή του αλγορίθµου πα-

ϱέχεται στην ενότητα 6.3.1. Τα αποτελέσµατα που αποκτήθηκαν από τα πειράµατα
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προσοµοίωσης αποκαλύπτουν ότι η µέθοδος είναι ιδιαίτερα αποτελεσµατική, ιδίως

όσον αφορά τα ποσοστά σφάλµατος Τύπου ΙΙ, για την ανάλυση ΥΣ µε παράγοντες

είτε µικτών είτε δύο επιπέδων.

6.2 Μηχανές ∆ιανυσµάτων Υποστήριξης (Support Vec-

tor Machines, SVM)

Θεωρούµε ένα σύνολο εκπαίδευσης που αποτελείται από n παρατηρήσεις x1, x2, ...,

xn ∈ X , όπου X συµβολίζει το χώρο των εσωτερικών προτύπων (π.χ. X = Rp),

και ένα σύνολο που αποτελείται από τις ετικέτες των σχετικών ετικετών κλάσης

y1, y2, ..., yn ∈ R. Οι µεταβλητές εισόδου ξ ∈ Rp είναι διανύσµατα p-διαστάσεων

και η έξοδος ή αλλιώς µεταβλητή απόκρισης y ∈ R είναι µία συνεχής µεταβλητή.

Στην ε-SV παλινδρόµηση (SVR, [136]), ο κύριος στόχος µας είναι να ϐρούµε µία

συνάρτηση f(ξ) η οποία απέχει το πολύ ε από τους πραγµατικούς στόχους yi για

όλα τα δεδοµένα εκπαίδευσης, και ταυτόχρονα είναι όσο το δυνατόν πιο επίπεδη.

∆ηλαδή, ενδιαφερόµαστε για σφάλµατα εφόσον είναι µεγαλύτερα από ε αλλά δεν

δεχόµαστε καµία απόκλιση µικρότερη από ε. Ας εξετάσουµε την περίπτωση γραµ-

µικών συναρτήσεων f ως

f(x;w) = wTx + b, w ∈ X , b ∈ R. (6.1)

Για την προσέγγιση του σφάλµατος, οι SVM χρησιµοποιούν την ε-ευαίσθητη συνάρτηση

του Vapnik, η οποία ορίζεται ως [66]

Lε(y(x)) = |y(x)− f(x;w)|ε =

 0 if |y(x)− f(x;w)| 6 ε,

|y(x)− f(x;w)| − ε, otherwise,

(6.2)

όπου ε είναι µια ακτίνα ενός σωλήνα εντός του οποίου πρέπει να ϐρίσκεται η συνάρ-

τηση παλινδρόµησης.

Με άλλα λόγια, το ε αποτελεί την ακρίβεια µε την οποία η συνάρτηση f προ-

σεγγίζει όλα τα Ϲεύγη (xi, yi). Η ϐασική ιδέα είναι να µειωθεί η πολυπλοκότητα του

µοντέλου µε µία ανοχή στα αντίστοιχα σφάλµατα. Η ελαχιστοποίηση του σφάλµατος

γενίκευσης, δηλαδή η εύρεση της ϐέλτιστης λύσης, ισοδυναµεί µε την ελαχιστο-
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ποίηση της νόρµας ||w||2 = wTw. Το αντίστοιχο κυρτό πρόβληµα ϐελτιστοποίησης

µπορεί να ϑεωρηθεί ως

minimize
1

2
||w||2, (6.3a)

s.t.

 yi − wTxi − b 6 ε,

wTxi + b− yi 6 ε,
(6.3b)

που είναι εφικτή µε ακρίβεια ε. Ωστόσο, στην περίπτωση που ϑέλουµε να επιτρέψουµε

κάποια λάθη, ανάλογα µε τη συνάρτηση απώλειας µαλακών περιθωρίων (soft margin

loss function) που χρησιµοποιήθηκε στις SVMs [28], εισάγουµε τις χαλαρές µετα-

ϐλητές ξi, ξ∗i , έτσι ώστε να αντιµετωπίσουµε τους µη εφικτούς περιορισµούς. Για

να το ϑέσουµε διαφορετικά, οι χαλαρές µεταβλητές είναι µη µηδενικές µεταβλητές

οι οποίες επιτρέπουν να υπάρχουν µεµονωµένες πληροφορίες-µεταβλητές στη λάθος

πλευρά του περιθωρίου ή του υπερεπιπέδου. ΄Ετσι, παίρνουµε τη µορφοποίηση για

το ε-ευαίσθητο SVR [37,123]

minimize
1

2
||w||2 + C

n∑
i=1

(ξi + ξ∗i ), (6.4a)

s.t.


yi − wTxi − b 6 ε+ ξi,

wTxi + b− yi 6 ε+ ξ∗i ,

ξi, ξ
∗
i > 0,

(6.4b)

όπου w είναι το διάνυσµα των ϐαρών για τις µεταβλητές και C > 0. Αυτή η σταθερά

καθορίζει την αντιστάθµιση (trade-off) µεταξύ της ποινής για τα σφάλµατα τα οποία

είναι µεγαλύτερα από ε και της επιπεδότητας των ϐαρών. Στις περισσότερες περι-

πτώσεις, το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης (6.4) µπορεί να λυθεί ευκολότερα στη διπλή

του µορφοποίηση. Μια τυποποιηµένη µέθοδος δυοποίησης (dualization method)

είναι αυτή της χρήσης των πολλαπλασιαστών Lagrange. Η ϐασική ιδέα είναι να

κατασκευάσουµε µία συνάρτηση Lagrange (πρωτεύουσα, primal) από την αντικειµε-

νική συνάρτηση και τους αντίστοιχους περιορισµούς, εισάγοντας ένα διπλό σύνολο

µεταβλητών, τους πολλαπλασιαστές Lagrange. Μπορεί να αποδειχθεί ότι αυτή η

συνάρτηση έχει ένα σηµείο σέλας ως προς τις αρχικές και δυϊκές µεταβλητές (pri-

mal and dual variables) στη λύση. Αν οι ŵ, b̂ είναι οι ελαχιστοποιητές της (6.4), η
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συνάρτηση της λύσης µπορεί να αποδειχθεί ότι έχει τη µορφή

ŵ =
n∑
i=1

(α̂i − α̂i∗)xi, (6.5)

και, έτσι, η συνάρτηση της πρόβλεψης του SVR, f(x), παίρνει τη µορφή

f̂(x;w) =
n∑
i=1

(α̂i − α̂i∗)xTi x + b. (6.6)

Αυτή η συνάρτηση πρόβλεψης ϐασίζεται µόνο σε ένα µικρό υποσύνολο δεδοµένων

κατάρτισης (δεδοµένα εκπαίδευσης) µε µη µηδενικούς πολλαπλασιαστές Lagrange

α̂i ή α̂i∗, όπου α̂i, α̂i∗ ∈ [0, C]. Αυτοί οι, µη µηδενικοί, συντελεστές είναι ϑετικοί και

επιλύουν το τετραγωνικό πρόβληµα προγραµµατισµού:

maximize

 − 1
2

∑n
i=1(αi − α∗i )(αi′ − α∗i′)xTi xi′

−ε
∑n

i=1(αi + α∗i ) +
∑n

i=1 yi(αi − α∗i ),
(6.7a)

s.t.
n∑
i=1

(αi − α∗i ) = 0 and αi, α
∗
i ∈ [0, C]. (6.7b)

Λόγω της ϕύσης των προαναφερθέντων περιορισµών, τυπικά µόνο ένα υποσύνολο

από τις τιµές της λύσης (αi − α∗i ) είναι µη µηδενικές και οι σχετικές τιµές των δε-

δοµένων καλούνται διανύσµατα υποστήριξης. Η µηχανή διανυσµάτων υποστήριξης

[136], που περιγράφεται παραπάνω, χρησιµοποιείται σε προβλήµατα παλινδρόµη-

σης και ονοµάζεται (SVR).

6.3 Νέα µέθοδος επιλογής µεταβλητών που ϐασίζεται

στις SVR

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα παρουσιάσουµε µια νέα µέθοδο επιλογής µεταβλητών

εµπνευσµένη από την παλινδρόµηση των διανυσµάτων υποστήριξης σε συνδυασµό

µε τον αλγόριθµο επαναλαµβανόµενης επιλογής χαρακτηριστικών (support vector

regression-recursive feature elimination SVR-RFE). Αυτή η µέθοδος αφαιρεί τα µη

σχετικά χαρακτηριστικά χρησιµοποιώντας το µέγεθος του ϐάρους. Πιο συγκεκρι-

µένα, ϐασίζεται στο κριτήριο κατάταξης w2, ενώ παρέχει ένα µέτρο προβλεπτικής



100
Ανάλυση υπερκορεσµένων σχεδιασµών µε µία νέα µέθοδο που ϐασίζεται

στις SVM

ικανότητας, δεδοµένου ότι τα χαρακτηριστικά µε µικρή τιµή αυτού του κριτηρίου έ-

χουν µικρή επίδραση στη συνάρτηση πρόβλεψης. Ο αλγόριθµος ξεκινά µε το σύνολο

των χαρακτηριστικών και διαδοχικά αφαιρεί αυτά µε τα µικρά ϐάρη. Μια λεπτοµε-

ϱής περιγραφή του SVR-RFE παρέχεται στην επαναληπτική διαδικασία της ενότητας

6.3.1.

6.3.1 Αλγόριθµος

΄Ενα σχεδιάγραµµα του αλγορίθµου µας αποτελείται από τα ακόλουθα ϐήµατα:

Αρχικοποίησε το υποσύνολο των χαρακτηριστικών ως SFI = [1, 2, ...,m] (Surviving

Features Indexes, Χαρακτηριστικά που έχουν επιβιώσει) και ως r έναν κενό πίνακα.

1. Ενηµέρωσε τα νέα παραδείγµατα εκπαίδευσης X = X(:, SFI)

2. Εκπαίδευσε το µοντέλο SVR.

3. Υπολόγισε το διάνυσµα του ϐάρους w για κάθε χαρακτηριστικό.

4. Υπολόγισε το κριτήριο κατάταξης w2 για όλα τα χαρακτηριστικά.

5. Βρες το χαρακτηριστικό z µε το µικρότερο κριτήριο κατάταξης.

6. Ενηµέρωσε το r και εξάλειψε το χαρακτηριστικό z από το SFI.

r = [SFI(z), r], (6.8)

SFI = SFI − SFI(z). (6.9)

Επανέλαβε τα ϐήµατα [1] - [6] µέχρι το SFI να γίνει ένας άδειος πίνακας. Εκτελώ-

ντας αυτή την επαναληπτική διαδικασία αποκτάµε ως έξοδο την ταξινοµηµένη λίστα

των χαρακτηριστικών r. Στη συνέχεια, συνεχίζουµε τη διαδικασία µε τα ακόλουθα

ϐήµατα

7. Εξάλειψε τα χαρακτηριστικά που είναι λιγότερο σηµαντικά, κρατώντας τα n/2

πιο σηµαντικά.

8. Εκτίµησε τις µεταβλητές που παραµένουν, µέσω του β̂ = (X ′X)−1X ′y. Οι

µεταβλητές που εµφανίζονται ως µη σηµαντικές ϑα λάβουν τιµές κοντά στο

µηδέν.
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Παρατήρηση 1 Στο ϐήµα 2 το πακέτο "e1071" µε ϐάση το εγχειρίδιο LibSVM [23],

του λογισµικού της R χρησιµοποιείται για την εκπαίδευση του µοντέλου ε-SVR µε γραµ-

µικό πυρήνα. Οι παράµετροι του αλγορίθµου προσδιορίστηκαν µέσω διασταυρωµένης

επικύρωσης όπως και στους Scholkopf et al. [121]. Τέλος, οι επιλεγµένες τιµές για τα

C και ε ήταν C = 10 και ε = 0.1.

Παρατήρηση 2 Στο ϐήµα 5, επιλέξαµε να κρατήσουµε τις n/2 πιο σηµαντικές µετα-

ϐλητές υπό την υπόθεση της σποραδικότητας των επιδράσεων. Πολλοί συγγραφείς υ-

ποθέτουν ότι υπάρχουν µέχρι και n/3 ενεργοί παράγοντες. Στη µελέτη µας υποθέτουµε

έως και n/2 ενεργούς παράγοντες. Τα πλεονεκτήµατα της µελέτης µας παρουσιάζονται

στην ενότητα 6.4.

6.4 Αξιολόγηση της προτεινόµενης µεθόδου

Σε αυτή την ενότητα εξετάζουµε την απόδοση του SVR-RFE µέσω πειραµάτων

προσοµοίωσης. Στη µελέτη προσοµοίωσης καθώς και στο παράδειγµα 6.4.2 συγκρί-

νεται η απόδοση του SVR-RFE µε τρεις, γνωστές από τη ϐιβλιογραφία, προσεγγίσεις

οι οποίες περιγράφονται εν συντοµία στην ενότητα 6.4.1.

6.4.1 Μέθοδοι ανάλυσης

Παρόλο που έχουν δηµοσιευθεί πολλές εργασίες όσον αφορά στην κατασκευή ΥΣ,

πολύ λιγότερες ερευνητικές εργασίες έχουν γραφεί για την ανάλυσή τους [31]. Τρεις

µέθοδοι που παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον είναι ο επιλογέας Dantzig (Dantzig

selector), η παλινδρόµηση κατά ϐήµατα και η ποινικοποιηµένη µέθοδος Lq.

Ο επιλογέας Dantzig (DS, [21]) αποτελεί µία δηµοφιλή µέθοδο συρρίκνωσης

µεταξύ των µεθόδων επιλογής µεταβλητών. Οι Phoa et al. [112] πρότειναν µια µέθοδο

ανάλυσης για ΥΣ µέσω του DS, στην οποία ο εκτιµητής β̂ ∈ Rp είναι η λύση στο

ακόλουθο πρόβληµα l1-κανονικοποίσης. Ο DS επιλέγει τους ενεργούς παράγοντες

επιλύοντας το ακόλουθο κυρτό πρόβληµα ϐελτιστοποίησης

minβ̂∈Rp ||β̂||l1 , subject to ||X ′(y −Xβ̂)||l∞ 6 λ (6.10)
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όπου λ είναι η παράµετρος συντονισµού, ||β||l1 = |β1| + ... + |βp| είναι η νόρµα l1

και ||β||l∞ = max(|β0|, ..., |βp|) είναι η νόρµα l∞, για το αντίστοιχο διάνυσµα. Για να

επιλέξουµε τη ϐέλτιστη παράµετρο κανονικοποίησης/ρύθµισης χρησιµοποιήσαµε

διασταυρωµένη επικύρωση. Η αποτελεσµατικότητα αυτής της µεθόδου αποδείχθηκε

επίσης από τους Marley και Woods [101] και από τους Errore et al. [40]. Στην πα-

λινδρόµηση κατά ϐήµατα, όπως ακριβώς και στην προς τα εµπρός επιλογή (forward

selection), είναι σύνηθες τα ποσοστά σφαλµάτων Τύπου Ι να είναι αρκετά υψηλά

[140]. Τέτοιες τεχνικές είναι πολύ δηµοφιλείς και διατίθενται σε πολλά λογισµικά

πακέτα, όπως στην R, τη SAS και την JMP. Μία από τις πιο συνηθισµένες επιλο-

γές για το επίπεδο σηµαντικότητας είναι το 0.1, και για το αenter και για το αremove,

το οποίο και χρησιµοποιούµε στην παρούσα µελέτη. ΄Εχουν προταθεί πολλές άλ-

λες τεχνικές ανάλυσης µερικές από τις οποίες αποτελούν επεκτάσεις της κλασικής

παλινδρόµησης κατά ϐήµατα [100]. Παρά τις ελλείψεις της, η παλινδρόµηση κα-

τά ϐήµατα είναι απλή, γρήγορη και χρησιµοποιείται συνήθως στην πράξη λόγω της

διαθεσιµότητάς της στα στατιστικά λογισµικά πακέτα.

Η ποινή Lq Lasso επιλύει το ακόλουθο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης

minβ̂∈Rpn
1/q||(y −Xβ̂)||lq + λ||β̂||l1 , (6.11)

όπου 1 ≤ q ≤ 2. Η ποινή Lq Lasso είναι ισοδύναµη µε την SQR Lasso, όταν το q = 2.

Η παράµετρος κανονικοποίησης/ρύθµισης της SQR Lasso, είναι C
√
log(p)/n, όπου

C είναι µία σταθερά, p είναι η διάσταση του σχεδιασµού και n το αντίστοιχο µέγεθος

των πειραµατικών εκτελέσεων. Επιλέγουµε χειροκίνητα την ελάχιστη παράµετρο

κανονικοποίησης να ισούται µε
√
log(p)/n, ενώ αναφερόµαστε σε αυτή η µέθοδος

ως Lq.

Στην παρούσα µελέτη προσοµοίωσης εφαρµόσαµε όλες τις µεθόδους χρησιµο-

ποιώντας το στατιστικό λογισµικό της R. Ως συµπλήρωµα στους κώδικές µας, χρησι-

µοποιήθηκαν τα στατιστικά πακέτα "flare" [84] και "e1071". Στις επόµενες ενότητες

παρουσιάζονται µια ολοκληρωµένη µελέτη προσοµοίωσης, καθώς και ένα ιδιαίτερα

επεξηγηµατικό παράδειγµα.
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6.4.2 Παράδειγµα

Αυτό το παράδειγµα είναι ιδιαίτερα δηµοφιλές δεδοµένου ότι έχει αναλυθεί από

πολλούς συγγραφείς, µέχρι στιγµής. Θεωρούµε τον ΥΣ του Lin [91], ο οποίος ϐασίζε-

ται στα δεδοµένα του Williams [141]. Τα επίπεδα των παραγόντων, καθώς επίσης και

η µεταβλητή απόκρισης παρέχονται στον Πίνακα 7.2. Ο σχεδιασµός αποτελείται από

24 παράγοντες και 14 πειραµατικές εκτελέσεις, ωστόσο περιέχει δύο όµοιες στήλες,

τη 13 και τη 16, µία από τις οποίες πρέπει να διαγραφεί, οδηγώντας σε 23 παράγο-

ντες. ∆ιαγράψαµε τη στήλη 13, η οποία αντιστοιχεί στον παράγοντα X13, αλλάζοντας

την επισήµανση των παραγόντων 14 − 24 σε 13 − 23 (ϐλ. Πίνακα 1). Ο προκύπτων

σχεδιασµός 23 παραγό-ντων και 14 πειραµατικών εκτελέσεων είναι E(s2)-ϐέλτιστος

ΥΣ και αποτελεί ένα δηµοφιλή σχεδιασµό για την εξέταση της απόδοσης διάφορων

µεθόδων ανάλυσης σε ΥΣ.

Πίνακας 6.1: ∆ύο επιπέδων υπερκορεσµένος σχεδιασµός (Lin, [91]) και τα δεδοµένα Rubber
του Williams [141] (Απόκριση).

Παράγοντες

Εκτέλεση 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 Απόκριση
1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 133
2 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 62
3 1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 45
4 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 52
5 -1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1 56
6 -1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 47
7 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 88
8 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 1 -1 193
9 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 32
10 1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 53
11 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 1 276
12 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1 145
13 1 1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 130
14 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1 -1 127

Ο Πίνακας 6.2 εµφανίζει τις µεταβλητές που επελέγησαν από κάθε µέθοδο, τις

µεταβλητές που ανιχνεύτηκαν από τους Westfall et al. [140], καθώς και τα αντίστοιχα

R2 και R2
adjusted που υπολογίστηκαν για κάθε µοντέλο. Αναµφισβήτητα, ο κυρίαρχος

παράγοντας είναι ο X14 αφού εµφανίζεται σε κάθε ένα από τα επιλεγµένα µοντέλα.

Πίνακας 6.2: Μεταβλητές που έχουν επιλεγεί από κάθε µέθοδο για τα δεδοµένα Rubber
του Williams [141].

Μέθοδος Επιλεγµένες µεταβλητές Μέγεθος του µοντέλου R2 R2
adjusted

Westfall [140] 14 12 19 4 10 11 6 0.987 0.975
SVR-RFE 14 19 7 9 15 8 11 7 0.960 0.913

Danzig Selector 14 1 0.632 0.601
Lq penalty 14 16 2 0.694 0.639

stepwise regression 14 12 19 4 10 11 7 1 13 16 21 11 0.969 0.795
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Ο συντελεστής R2 αυξάνεται αυτόµατα και ψευδώς κάποιες ϕορές όταν προστί-

ϑενται επιπλέον επεξηγηµατικές µεταβλητές στο µοντέλο. Ο R2
adjusted είναι µια προ-

σπάθεια να ληφθεί υπόψη αυτό το ϕαινόµενο. Βασιζόµενοι κυρίως στις τιµέςR2
adjusted

καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο SVR-RFE επιλέγει ένα κατάλληλο σύνολο ση-

µαντικών επιδράσεων ενώ διατηρεί το µέγεθος του µοντέλου σε χαµηλό επίπεδο σε

σύγκριση µε την παλινδρόµηση κατά ϐήµατα (stepwise regression).

6.4.3 Μελέτη προσοµοιώσεων

Για να συγκρίνουµε την απόδοση του αλγορίθµου SVR-RFE µε τις άλλες τρεις

µεθόδους ϑεωρούµε διάφορους ΥΣ και διάφορα σενάρια προσοµοίωσης. Πιο συγκε-

κριµένα:

1. Υπερκορεσµένοι Σχεδιασµοί. Χρησιµοποίηθηκαν είκοσι ΥΣ. ∆εκατέσσερις

είναι σχεδιασµοί δύο επιπέδων οκτώ εξ αυτών E(s2)-ϐέλτιστοι σχεδιασµοί που

κατασκευάστηκαν από τους Koukouvinos et al. [76], και τρεις εξ αυτών Μπε-

ϋζιανοι D-ϐέλτιστοι σχεδιασµοί που κατασκευάστηκαν από τους Marley και

Woods [101] (ϐλ. Πίνακα 6.4). Επίσης χρησιµοποιήθηκαν έξι σχεδιασµοί

µικτών επιπέδων µε παράγοντες που είχαν είτε δύο είτε τρεις στάθµες (ϐλ. Πί-

νακα Α.1). Πέντε από τους έξι ΥΣ είναι k-κυκλικοί µικτών επιπέδων ΥΣ ενώ ο

έκτος ήταν αυτός που παρουσιάστηκε στο πείραµα σχετικά µε τη γλυκόζη στο

αίµα των Wu και Hamada [143].

2. Σενάριο Προσοµοιώσεων. Ο αριθµός d των ενεργών παραγόντων επιλέχθηκε

από το σύνολο {0, 1, 2, ..., n/2} για κάθε έναν από τους πίνακες σχεδιασµού

n× p.

3. Μέθοδοι Ανάλυσης. Εκτός από τον SVR-RFE εφαρµόσαµε το DS, την παλιν-

δρόµηση κατά ϐήµατα και την ποινικοποιηµένη µέθοδο Lq.

Τα σενάρια προσοµοιώσεων πραγµατοποιήθηκαν σύµφωνα µε εκείνα που είχαν

εφαρµόσει οι Marley και Woods [101]. Πιο συγκεκριµένα, σε κάθε µία από τις 1000

επαναλήψεις :

1. Από τις στήλες p του X, d στήλες επιλέγονται τυχαία ως οι ενεργοί παράγοντες.
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Οι συντελεστές β για τους ενεργούς παράγοντες λαµβάνονται µε δειγµατοληψία

από την κατανοµή N(5, 1) και τυχαία εφαρµόζεται ένα πρόσηµο (+ ή −).

2. Οι συντελεστές των µη ενεργών παραγόντων λαµβάνονται τυχαία από την κα-

τανοµή N(0, 0.2).

3. Το διάνυσµα της απόκρισης παράγεται από το γραµµικό µοντέλο y = Xβ + ε,

όπου X = [x1, x2, ..., xp], β είναι οι συντελεστές που επελέγησαν και ε∼ N(0, 1)

το τυχαίο σφάλµα.

4. Οι πραγµατικοί ενεργοί παράγοντες επιλέγονται χρησιµοποιώντας την εξεταζό-

µενη µέθοδο επιλογής µοντέλων.

5. Στο τέλος των 1000 προσοµοιώσεων υπολογίστηκαν το µέσο ποσοστό των µη

ενεργών επιδράσεων που εντοπίστηκαν ως ενεργοί (ποσοστό σφάλµατος Τύπου

Ι), καθώς και το µέσο ποσοστό των ενεργών επιδράσεων που εντοπίστηκαν ως

µη ενεργοί (ποσοστό σφάλµατος Τύπου ΙΙ). Επίσης καθορίστηκε το ποσοστό

των ενεργών επιδράσεων που ορθώς εντοπίστηκαν ως ενεργές (στατιστική ισχύς,

statistical power).

Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση των ΥΣ, ο έλεγχος του ποσοστού σφάλµατος

Τύπου ΙΙ, διατηρώντας τη στατιστική ισχύ στο υψηλότερο επίπεδο, είναι ακόµη πιο

κρίσιµος από τον έλεγχο του ποσοστού σφάλµατος Τύπου Ι [140].

6.4.4 Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων

Σύµφωνα µε τη διαδικασία προσοµοιώσεων και µε ϐάση τις µεθόδους ανάλυ-

σης που περιγράφονται στις προηγούµενες υποενότητες, παρουσιάζουµε τα αποτε-

λέσµατα της µελέτης προσοµοίωσης στα Σχήµατα 6.1− 6.6 καθώς και στους Πίνακες

B.1−B.4 για µια λεπτοµερή περιγραφή των αποτελεσµάτων. Οι Πίνακες Β.1 έως Β.3

και τα Σχήµατα 6.1, 6.2, 6.3 παρουσιάζουν τα αποτελέσµατα που λαµβάνονται µε

την ανάλυση των ΥΣ δύο επιπέδων που περιγράφονται στον Πίνακα 6.3. Ο Πίνακας

Β.4, καθώς επίσης και τα Σχήµατα 6.4, 6.5 και 6.6 παρουσιάζουν τα αποτελέσµατα

των σχεδιασµών µικτών επιπέδων, των οποίων η λεπτοµερής περιγραφή δίδεται στον

Πίνακα 6.4. Οι παραπάνω Πίνακες συνοψίζουν τα σφάλµατα ως συνάρτηση του µε-
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γέθους του σχεδιασµού, του τύπου του σχεδιασµού και του σεναρίου προσοµοίωσης,

για όλες τις εξεταζόµενες µεθόδους.

∆ύο επιπέδων υπερκορεσµένοι σχεδιασµοί

Ο Πίνακας 6.3 παρουσιάζει τους ΥΣ δύο επιπέδων που χρησιµοποιήθηκαν στη

µελέτη προσοµοίωσης. Η πρώτη στήλη αντιπροσωπεύει το όνοµα κάθε σχεδιασµού,

όπου τα γράµµατα «Ki», i = 1, ..., 8 αντιπροσωπεύουν τους σχεδιασµούς του Kouk-

ouvinos et al. [76] ενώ τα γράµµατα «MWi», i = 1, ..., 6 αντιπροσωπεύουν τους

σχεδιασµούς του Marley και Woods [101], αντίστοιχα. Η δεύτερη και η τρίτη στή-

λη αντιπροσωπεύουν το µέγεθος των πειραµατικών εκτελέσεων και των παραγόντων,

αντίστοιχα, ενώ η τέταρτη στήλη αντιπροσωπεύει τον τύπο του σχεδιασµού.

Πίνακας 6.3: ∆ύο επιπέδων σχεδιασµοί που χρησιµοποιήθηκαν στη µελέτη προσοµοίωσης.

Μέγεθος του σχεδιασµού
Συµβολισµός Εκτελέσεις Παράγοντες Τύπος Σχεδιασµού

K1 8 14 E(s2)-optimal Koukouvinos et al. [76]
K2 10 18 E(s2)-optimal Koukouvinos et al. [76]
K3 12 22 E(s2)-optimal Koukouvinos et al. [76]
K4 14 26 E(s2)-optimal Koukouvinos et al. [76]
K5 16 30 E(s2)-optimal Koukouvinos et al. [76]
K6 18 34 E(s2)-optimal Koukouvinos et al. [76]
K7 20 38 E(s2)-optimal Koukouvinos et al. [76]
K8 22 42 E(s2)-optimal Koukouvinos et al. [76]
MW1 12 26 Bayesian D-optimal Marley and Woods [101]
MW2 14 24 Bayesian D-optimal Marley and Woods [101]
MW3 18 22 Bayesian D-optimal Marley and Woods [101]
MW4 12 26 E(s2)-optimal Marley and Woods [101]
MW5 14 24 E(s2)-optimal Marley and Woods [101]
MW6 18 22 E(s2)-optimal Marley and Woods [101]

Σχήµα 6.1: Σφάλµατα Τύπου Ι (Type I) και Τύπου ΙΙ (Type II) για το SVR-RFE στους ΥΣ
δύο επιπέδων. Το αριστερό πλαίσιο αναφέρεται στους σχεδιασµούς «K» ενώ το δεξιό πλαίσιο
αναφέρεται στους σχεδιασµούς «MW ».
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Σχήµα 6.2: Μέσες τιµές για τα σφάλµατα Τύπου Ι (Type I) και Τύπου ΙΙ (Type II) για όλες τις
µεθόδους στους εξεταζόµενους σχεδιασµούς δύο επιπέδων. Τα δύο πάνω πλαίσια αναφέρον-
ται στους µέσους των σφαλµάτων (α) Τύπου Ι και (ϐ) Τύπου ΙΙ των σχεδιασµών «K», ενώ τα
δύο κάτω πλαίσια αναφέρονται στους µέσους των σφαλµάτων (γ) Τύπου Ι και (δ) Τύπου ΙΙ των
σχεδιασµών «MW ». Τα σφάλµατα του SVR-RFE αναπαριστώνται από µπλε έντονες ϱάβδους,
τα έντονα κόκκινα γράµµατα αναπαριστούν τα σφάλµατα για το DS, οι µωβ έντονες ϱάβδοι
την παλινδρόµηση κατά ϐήµατα και οι πράσινες έντονες ϱάβδοι αναπαριστούν την ποινή Lq.

Το Σχήµα 6.1 απεικονίζει την απόδοση του SVR-RFE όπου τόσο τα σφάλµατα

Τύπου Ι όσο και τα σφάλµατα Τύπου ΙΙ απεικονίζονται για τους σχεδιασµούς δύο

επιπέδων, «K» και «MW », του Πίνακα 6.3. Είναι αξιοσηµείωτο ότι ο αλγόριθµος

SVR-RFE ελέγχει τη µέση τιµή τόσο των σφαλµάτων Τύπου Ι όσο και των σφαλµάτων

Τύπου ΙΙ, στο επίπεδο 0.10 για τους σχεδιασµούς «K», και στο επίπεδο 0.16 για τους

σχεδιασµούς «MW ».

Το Σχήµα 6.2 απεικονίζει τη σαφή υπεροχή του SVR-RFE έναντι του DS, της Lq

ποινικοποιηµένης µεθόδου και της παλινδρόµησης κατά ϐήµατα. Ιδιαίτερα, ο αλ-

γόριθµος SVR-RFE επιτυγχάνει πολύ µικρότερα σφάλµατα Τύπου ΙΙ από αυτά που

προέκυψαν από τις άλλες τρεις µεθόδους (Σχήµα 6.2(b) και 6.2(d)). Υπό αυτή την

έννοια, το SVR-RFE είναι πιο αποδοτικό σε σύγκριση µε τις άλλες τρεις διαδικασί-

ες. Παρόλο που ο DS και η ποινή Lq, επιτυγχάνουν ελαφρώς καλύτερη επίδοση

από το SVR-RFE σε σχέση µε τα σφάλµατα Τύπου Ι, αυτό συµβαίνει σε ιδιαίτερα

µικρό ποσοστό της τάξεως του 5%. ΄Ετσι, µπορούµε σίγουρα να υποστηρίξουµε ότι
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δεν υπάρχουν αξιοσηµείωτες διαφορές µεταξύ των διαφόρων διαδικασιών ανάλυσης

(Σχήµα 6.2(a) και 6.2(c)). Σηµειώνουµε ότι, για ΥΣ, το σφάλµα Τύπου ΙΙ είναι πιο

σηµαντικό [139], δεδοµένου του γεγονότος ότι αυτό ορίζεται ως η πιθανότητα να

χάσουµε έναν ενεργό παράγοντα. Εποµένως, όσο χαµηλότερα είναι τα σφάλµατα

Τύπου ΙΙ, τόσο υψηλότερη είναι η πιθανότητα για την ανίχνευση ενός πραγµατικά

ενεργού παράγοντα. Εξάλλου, όπως σηµειώνεται από τους Westfall et al. [140], τα

σφάλµατα Τύπου Ι είναι πολύ πιθανό να εµφανιστούν στην προσαρµογή µοντέλων

όπου ισχύει η αρχή σποραδικότητας των επιδράσεων (effect sparsity models).

Σχήµα 6.3: Σφάλµατα Τύπου ΙΙ (Type II) για τους δύο επιπέδων σχεδιασµούς «K» και «MW ».
Κάθε πάνελ αναφέρεται σε κάθε ξεχωριστό σχεδιασµό. Ο άξονας x αντιπροσωπεύει τους
ενεργούς παράγοντες που ανήκουν στο σύνολο {0, 1, 2, ..., n/2}. Ο άξονας y αντιπροσωπεύει
τα σφάλµατα Τύπου ΙΙ για τις τέσσερις διαφορετικές µεθόδους.

Το Σχήµα 6.3 δείχνει ότι, όταν υπάρχει µία ή ακόµα και δύο ενεργές επιδράσεις,
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η επίδοση των εξεταζόµενων µεθόδων ποικίλει ελάχιστα. Ωστόσο, εάν υπάρχουν

περισσότερες από δύο ενεργές επιδράσεις, η επίδοση των εξεταζόµενων µεθόδων

επηρεάζεται έντονα, ενώ αυτή η επίδραση αυξάνεται όταν αυξάνεται ο αριθµός των

παραγόντων. Αυτό το σηµείο µπορεί να γίνει ϕανερό από τα ποσοστά ανίχνευσης των

αληθώς ενεργών παραγόντων, δηλαδή των σφαλµάτων Τύπου ΙΙ.

Μικτών επιπέδων υπερκορεσµένοι σχεδιασµοί

Συνεχίζουµε κάνοντας κάποια πειράµατα προσοµοίωσης για να εξετάσουµε την

απόδοση του SVR-RFE στην ανίχνευση των ενεργών επιδράσεων σε µικτών επιπέδων

ΥΣ. Αυτός ο τύπος σχεδιασµών περιλαµβάνει ως ειδική περίπτωση τους ΥΣ πολλα-

πλών επιπέδων καθώς επίσης και τους ΥΣ δύο επιπέδων. Στους σχεδιασµούς µικτών

επιπέδων, εκχωρούµε δύο αντιθέσεις στους παράγοντες µε τρία επίπεδα, µία γραµ-

µική και µία τετραγωνική. Η κωδικοποίηση των γραµµικών και των τετραγωνικών

αντιθέσεων έχει ως εξής

Linear contrast : (0 1 2)→ (1 0 − 1)

Quadratic contrast : (0 1 2)→ (1 − 2 + 1)

Οι σχεδιασµοί µικτών επιπέδων που χρησιµοποιούνται στη µελέτη προσοµοίω-

σης απεικονίζονται στον Πίνακα 6.4. Η πρώτη στήλη αναφέρεται στο όνοµα του

σχεδιασµού που ϐασίζεται τόσο στον αριθµό των πειραµατικών εκτελέσεων όσο και

των παραγόντων. Η τέταρτη και η πέµπτη στήλη παρουσιάζουν τον αριθµό των παρα-

γόντων 2-επιπέδων και των παραγόντων 3-επιπέδων, αντίστοιχα. Η τελευταία στήλη

αντιπροσωπεύει το διάνυσµα των στάθµεων του αντίστοιχου k− κυκλικού σχεδια-

σµού.

Τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης συνοψίζονται στους Πίνακες Β.1 και Β.2 του

Παραρτήµατος Β. Το SVR-RFE επιτυγχάνει εξαιρετικά καλά αποτελέσµατα στους

ΥΣ µικτών επιπέδων, λαµβάνοντας υπόψη την τιµή του σφάλµατος Τύπου Ι, ενώ

παρουσιάζει µία αρκετά καλή απόδοση σε σχέση µε τα σφάλµατα Τύπου ΙΙ. Πιο

συγκεκριµένα, είναι προφανές ότι το σφάλµα Τύπου Ι είναι µικρότερο από 0.12 σε

όλες τις εξεταζόµενες περιπτώσεις. Το γεγονός αυτό δικαιολογείται επίσης µέσω της

γραφικής παράστασης που παρουσιάζεται στο Σχήµα 6.4. Ο αλγόριθµος SVR-RFE
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Πίνακας 6.4: Σχεδιασµοί µικτών επιπέδων που χρησιµοποιήθηκαν στη µελέτη προσοµοί-
ωσης. Η πρώτη στήλη αναφέρεται στο όνοµα του σχεδιασµού όπου το n συµβολίζει τις
πειραµατικές εκτελέσεις, το k την κυκλικότητα και το p τον αριθµό των παραγόντων. Η
τέταρτη στήλη παρουσιάζει τον αριθµό των παραγόντων 2-επιπέδων, ενώ η πέµπτη συµβολί-
Ϲει τον αριθµό των παραγόντων 3-επιπέδων. Η τελευταία στήλη συµβολίζει το διάνυσµα των
στάθµεων του αντίστοιχου k− κυκλικού σχεδιασµού.

Μέγεθος Σχεδιασµού Παράγοντες σε
΄Ονοµα Εκτελέσεις Παράγοντες 2-επίπεδα 3-επίπεδα Τελικές Τύπος ∆ιάνυσµα

στήλες σχεδιασµού επιπέδων
n12k2p22 12 22 11 11 33 k−κυκλικός (2, 3)
n12k3p33 12 33 22 11 44 k−κυκλικός (2, 2, 3)
n12k4p44 12 44 33 11 55 k−κυκλικός (2, 2, 2, 3)
n18p8 18 8 1 7 15

n18k2p34 18 34 17 17 51 k−κυκλικός (2, 3)
n24k2p46 24 46 23 23 69 k−κυκλικός (2, 3)

Σχήµα 6.4: Σφάλµατα Τύπου Ι (Type I) και Τύπου ΙΙ (Type II) για τον SVR-RFE στους
σχεδιασµούς µικτών επιπέδων.

επιτυγχάνει επίσης εξαιρετικά χαµηλά ποσοστά σφάλµατος Τύπου ΙΙ, ειδικά όταν

συγκρίνεται µε τις άλλες τρεις µεθόδους.

Το Σχήµα 6.5(α) απεικονίζει την έλλειψη διαφορών µεταξύ των εξεταζόµενων µε-

ϑόδων όσον αφορά τις µέσες τιµές των σφαλµάτων Τύπου Ι. Εκτός από την παλινδρό-

µηση κατά ϐήµατα, η οποία αποφέρει τα χειρότερα αποτελέσµατα, υπάρχουν ακόµα

λιγότερο αξιοσηµείωτες διαφορές µεταξύ των άλλων τριών µεθόδων ανάλυσης. Το

Σχήµα 6.5 (ϐ) απεικονίζει την ιδιαίτερα υψηλή απόδοση του SVR-RFE σε σύγκριση

µε τις διάφορες µεθόδους ανάλυσης, ακόµη και συγκριτικά µε το DS. Πιο συγκεκρι-

µένα, το SVR-RFE έχει περίπου 33% µέση µείωση στα ποσοστά σφαλµάτων Τύπου ΙΙ

έναντι του DS, περίπου 48% µέση µείωση στα ποσοστά σφαλµάτων Τύπου ΙΙ έναντι

της ποινής Lq καθώς και µια µέση µείωση στα ποσοστά σφαλµάτων Τύπου ΙΙ περίπου

κατά 40% στην παλινδρόµηση κατά ϐήµατα. Το γεγονός αυτό επιβεβαιώνεται µέσω
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Σχήµα 6.5: Μέσες τιµές για τα σφάλµατα Τύπου Ι (Type I) και Τύπου ΙΙ (Type II) για όλες
τις µεθόδους στους εξεταζόµενους µικτών επιπέδων σχεδιασµούς. Το αριστερό πλαίσιο α-
ναφέρεται (α) στους µέσους των σφαλµάτων Τύπου Ι και το δεξί πλαίσιο (ϐ) στους µέσους
των σφαλµάτων Τύπου ΙΙ των σχεδιασµών µικτών επιπέδων. Τα σφάλµατα του SVR-RFE
αναπαριστώνται από µπλε έντονες ϱάβδους, τα έντονα κόκκινα γράµµατα αναπαριστούν τα
σφάλµατα για το DS, οι µωβ έντονες ϱάβδοι την παλινδρόµηση κατά ϐήµατα και οι πράσινες
έντονες ϱάβδοι αναπαριστούν την ποινή Lq.

των Πινάκων Β.1 και Β.2 του Παραρτήµατος Β.

Επιπλέον, το SVR-RFE εµφανίζει εξαιρετική απόδοση όχι µόνο όταν το πραγµατι-

κό µοντέλο είναι πολύ αραιό, αλλά και όταν υπάρχει ένας µεγάλος αριθµός ενεργών

παραγόντων. Είναι αξιοσηµείωτο ότι επιτυγχάνει πολύ καλά ποσοστά ανεξάρτητα

από το πρόσηµο των εξεταζόµενων συντελεστών β. Το Σχήµα 6.6 δείχνει, µέσω µιας

γραφικής απεικόνισης των σφαλµάτων Τύπου ΙΙ, την υπεροχή του SVR-RFE έναντι

των άλλων µεθόδων ανάλυσης, ειδικά όταν υπάρχει ένας µεγάλος αριθµός ενεργών

παραγόντων. Συγκεκριµένα, ακόµη και αν η απόδοση των διαφόρων µεθόδων ποι-

κίλλει λίγο στην περίπτωση ενός ή δύο ενεργών επιδράσεων, η ϐελτίωση που επιφέρει

ο SVR-RFE αποκαλύπτεται όταν ο αριθµός των ενεργών παραγόντων αυξάνεται.

Γενικές παρατηρήσεις

Προκειµένου να ϐοηθήσουµε τη διαµόρφωση των συµπερασµάτων, αναπτύσσου-

µε µερικές γενικές παρατηρήσεις αναφέροντας τα πιο σηµαντικά σηµεία της µελέτης

µας :

1. ΄Ολα τα σφάλµατα Τύπου Ι για τον αλγόριθµο SVR-RFE είναι µικρότερα από

10% για τους σχεδιασµούς δύο επιπέδων, K και MW (Σχήµα 6.1), οµοίως τα

σφάλµατα Τύπου Ι είναι χαµηλότερα από 11% για τους σχεδιασµούς µικτών

επιπέδων.
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Σχήµα 6.6: Σφάλµατα Τύπου ΙΙ (Type II) για τους σχεδιασµούς µικτών επιπέδων. Κάθε
πλαίσιο αναφέρεται σε κάθε ξεχωριστό σχεδιασµό. Ο άξονας x αναπαριστά τους ενεργούς
παράγοντες οι οποίοι ανήκουν στο σύνολο {0, 1, 2, ..., n/2}. Ο άξονας y αναπαριστά τα
σφάλµατα Τύπου ΙΙ για τις τέσσερις διαφορετικές µεθόδους.

2. Το Σχήµα 6.7 απεικονίζει µια αξιοσηµείωτα υψηλή στατιστική ισχύ για τον

αλγόριθµο SVR-RFE . Ιδιαίτερα, λαµβάνοντας υπόψη έναν ΥΣ δύο επιπέδων

(Σχήµα 6.7(α) ), η στατιστική ισχύς επιτυγχάνει ποσοστό υψηλότερο από 90%

για τους σχεδιασµούς «K», ενώ το ποσοστό αυτό ϕτάνει το 85% για τους σχε-

διασµούς «MW ».

3. Τα Σχήµατα 6.3 και 6.6 δείχνουν πώς η απόδοση των µεθόδων υποβαθµίζεται

όσο το επίπεδο της σποραδικότητας των επιδράσεων µειώνεται, σε σχέση µε τα

ποσοστά του σφάλµατος Τύπου ΙΙ, για τους σχεδιασµούς δύο επιπέδων και τους

σχεδιασµούς µικτών επιπέδων, αντίστοιχα. Αυτά τα Σχήµατα µαρτυρούν την

κυριαρχία του SVR-RFE, ο οποίος επιτυγχάνει µια εξαιρετικά καλή απόδοση,

ειδικά στην περίπτωση της σποραδικότητας των επιδράσεων, σε σύγκριση µε

τις άλλες τρεις µεθόδους.

4. ∆εν υπάρχουν σηµαντικές διαφορές µεταξύ των διαφόρων προσεγγίσεων όσον

αφορά τα ποσοστά σφάλµατος Τύπου Ι, δηλαδή µόνο περίπου 5%. Το γε-

γονός αυτό ενισχύει την κυριαρχία του αλγορίθµου SVR-RFE, δεδοµένου ότι

καταφέρνει να επιτύχει σηµαντικά χαµηλά ποσοστά σφάλµατος Τύπου ΙΙ ενώ

διατηρεί το σφάλµα Τύπου Ι στο ίδιο επίπεδο, σε σύγκριση µε τις άλλες τρεις
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Σχήµα 6.7: Τιµές της ισχύος (Power) για τον αλγόριθµο SVR-RFE. Το πλαίσιο (α) αναφέρε-
ται στους σχεδιασµούς δύο επιπέδων, «K» και «MW » και το πλαίσιο (ϐ) αναφέρεται στους
σχεδιασµούς «µικτών επιπέδων». Κάθε κουκίδα αναπαριστά κάθε ξεχωριστό σχεδιασµό. Ο
άξονας x αναπαριστά το όνοµα του σχεδιασµού, ενώ ο άξονας y την ισχύ.

προσεγγίσεις.

5. Οι αριθµητικές συγκρίσεις µε το DS, την ποινή Lq και την παλινδρόµηση κα-

τά ϐήµατα, υποδηλώνουν την υπεροχή του SVR-RFE. Ειδικά όσον αφορά τα

σφάλµατα Τύπου ΙΙ, ο SVR-RFE επιτυγχάνει τα µικρότερα ποσοστά σε όλους

τους εξεταζόµενους σχεδιασµούς, υποθέτοντας είτε παράγοντες µε δύο είτε πα-

ϱάγοντες µε µικτά επίπεδα.

6.5 Συµπεράσµατα

Οι µηχανές διανυσµάτων υποστήριξης αποτελούν ένα ελκυστικό και ισχυρό ερ-

γαλείο για τη στατιστική µάθηση, µε πληθώρα εφαρµογών. ΄Ενα από τα πιο αποτελε-

σµατικά είναι η επιλογή µεταβλητών. Σε αυτό το κεφάλαιο, προτείνουµε µια µέθοδο

επιλογής µεταβλητών σε ΥΣ υποθέτοντας ένα γραµµικό µοντέλο παλινδρόµησης. Για

την αποτελεσµατική επιλογή των ενεργών επιδράσεων, αναπτύξαµε ένα νέο αλγό-

ϱιθµο, τον SVR-RFE, χρησιµοποιώντας την ελαχιστοποίηση του διανύσµατος του

ϐάρους ως κριτήριο για τον εντοπισµό των σηµαντικότερων µεταβλητών. Είναι αξιο-

σηµείωτο ότι το SVR-RFE έχει ιδιαίτερα υψηλή απόδοση και για τους σχεδιασµούς

δύο επιπέδων και για τους σχεδιασµούς µικτών επιπέδων.

Ο SVR-RFE επιτυγχάνει την επιλογή των σηµαντικών επιδράσεων µε υπερβολικά

χαµηλά σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ ενώ εµφανίζει εξαιρετική απόδοση λαµβά-

νοντας υπόψη τη στατιστική ισχύ. Και τα δύο σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ είναι
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σηµαντικά και ϑα πρέπει να διατηρούνται όσο το δυνατόν χαµηλότερα. Ωστόσο, τα

σφάλµατα Τύπου ΙΙ είναι πιο σηµαντικά στην περίπτωση των ΥΣ. Ο SVR-RFE τείνει

να επιτυγχάνει το χαµηλότερο ποσοστό σφάλµατος Τύπου ΙΙ σε σύγκριση µε τον DS,

την παλινδρόµηση και την ποινικοποιηµένη µέθοδο Lq, διατηρώντας παράλληλα τα

σφάλµατα Τύπου Ι σε ένα αξιοσηµείωτα χαµηλό επίπεδο. Αυτό είναι εξαιρετικά ση-

µαντικό αφού οι ΥΣ χρησιµοποιούνται κυρίως για την επιλογή των παραγόντων που

πρέπει να ληφθούν υπόψη για περαιτέρω έρευνα. Εποµένως, αυτό που επιθυµού-

µε είναι υψηλές τιµές της στατιστικής ισχύος. Επιπλέον, ο SVR-RFE καταφέρνει

να αποδίδει καλά σε σενάρια πραγµατικής Ϲωής, κάτι που απεικονίζεται µέσω του

παραδείγµατος, όπου το υποσύνολο των χαρακτηριστικών που επιλέγεται από τον

SVR-RFE παρέχει πολύ καλές επιδόσεις όσον αφορά το R2 και το προσαρµοσµένο

R2 οδηγώντας στο συµπέρασµα ότι οι παράγοντες που επιλέγονται από τον SVR-RFE

παρέχουν µια καλύτερη ερµηνεία των δεδοµένων.
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Ανάλυση υπερκορεσµένων σχεδιασµών µε

τη µέθοδο του σίγουρου κρησαρίσµατος

Σ το παρόν κεφάλαιο παρουσιάζουµε µία µέθοδο ανάλυσης υπερκορεσµένων

σχεδιασµών δύο επιπέδων. Πιο συγκεκριµένα, παρουσιάζουµε µια διαδι-

κασία δύο σταδίων για την ανάλυση δύο επιπέδων ΥΣ υποθέτοντας ένα µο-

ντέλο κύριων επιδράσεων, χωρίς την παρουσία αλληλεπιδράσεων. Η προτεινόµενη

διαδικασία συνδυάζει τη µέθοδο του σίγουρου κρησαρίσµατος (sure independence

screening, SIS) µε τις ποινικοποιηµένες µεθόδους, όπως είναι η SCAD, η LASSO

και η MC. Με τη διαδικασία αυτή επιτυγχάνουµε ταυτόχρονα τόσο την επιλογή όσο

και την εκτίµηση των σηµαντικών επιδράσεων. Η απόδοση της µεθόδου παρουσιάζε-

ται µέσω διαφόρων σεναρίων προσοµοίωσης όπου πραγµατοποιούνται συγκρίσεις µε

υπάρχουσες µεθοδολογίες. Οι µέθοδοι που χρησιµοποιήσαµε στην παρούσα µελέτη

είναι η παλινδρόµηση κατά ϐήµατα σε συνδυασµό µε τη SCAD, καθώς επίσης και

ο DS. Τα αποτελέσµατα από τη µελέτη προσοµοιώσεων και από ένα παράδειγµα µε

πραγµατικά δεδοµένα αποκαλύπτουν ότι η προτεινόµενη διαδικασία µπορεί να ϑε-

ωρηθεί ως ένα επωφελές εργαλείο λόγω της εξαιρετικά καλής απόδοσής του για τον

εντοπισµό ενεργών παραγόντων. Τα ερευνητικά αποτελέσµατα που παρουσιάζονται

στο παρόν κεφάλαιο δηµοσιεύτηκαν στην επιστηµονική εργασία [VI].

7.1 Ερευνητικό πρόβληµα-Λύση

Οι Fan και Lv [44] εισήγαγαν µια νέα τεχνική επιλογής µεταβλητών ϐασισµένη

στη µάθηση των συσχετίσεων, που ονοµάζεται µέθοδος του σίγουρου κρησαρίσµατος

(sure independence screening, SIS) καθώς και µία επέκταση της SIS, την επανα-
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ληπτική µέθοδο του σίγουρου κρησαρίσµατος (Iter-SIS), µε σκοπό να µειώσουµε τη

διάσταση του υπό εξέταση προβλήµατος από υψηλή σε µέτριας κλίµακας που ϑα

είναι δηλαδή κάτω από το µέγεθος του δείγµατος.

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζουµε την ανάλυση υπερκορεσµένων σχεδια-

σµών δύο επιπέδων υποθέτοντας ένα µοντέλο κύριων επιδράσεων, χωρίς την πα-

ϱουσία αλληλεπιδράσεων. Η προτεινόµενη µέθοδος επιλογής µεταβλητών ϐασίζεται

στο συνδυασµό των διαδικασιών SIS µε τα ποινικοποιηµένα ελάχιστα τετράγωνα.

Υποθέσαµε µόνο µοντέλα πρώτης τάξης που περιλαµβάνουν τις κύριες επιδράσεις,

χωρίς την παρουσία αλληλεπιδράσεων. Η αποτελεσµατικότητα της προτεινόµενης

µεθοδολογίας αποδεικνύεται µέσω προσοµοιώσεων ϑεωρώντας πολλά διαφορετικά

σενάρια και περιπτώσεις έτσι ώστε να γίνει ορατή η ευρωστία της προτεινόµενης µε-

ϑόδου. Η πιο σηµαντική συνεισφορά αυτής της µεθοδολογίας είναι ότι πρόκειται

για µία εύκολη µέθοδο στην εφαρµογή, η οποία δίνει εξαιρετικά αποτελέσµατα στην

ανίχνευση των ενεργών παραγόντων σε προβλήµατα που περιλαµβάνουν έναν πολύ

µεγάλο αριθµό παραγόντων.

7.2 Ανάλυση ΥΣ µε τη µέθοδο του Σίγουρου Κρη-

σαρίσµατος (SIS)

Στα πειράµατα κρησαρίσµατος, ο πειραµατιστής µπορεί να υποθέσει ότι υπάρ-

χουν µόνο µέχρι p′ ενεργοί παράγοντες από το σύνολο των p παραγόντων που συµπε-

ϱιλαµβάνονται στο πείραµα. Συνήθως, η διαδικασία είναι πιο ισχυρή όταν το p′ είναι

το πολύ το µισό του αριθµού των πειραµατικών εκτελέσεων (effect sparsity, Marley

και Woods, [101]). ΄Εστω ότι το X είναι ο n × p πίνακας σχεδιασµού των +1′s και

των −1 για τους παράγοντες δύο επιπέδων και το 1n είναι ένα n× 1 διάνυσµα µε 1.

Για ένα σχεδιασµό µε p παράγοντες, το µοντέλο των κύριων επιδράσεων µπορεί να

γραφεί ως

y = X1β + ε, (7.1)

όπου y = (y1, y2, ..., yn) είναι το διάνυσµα της απόκρισης n διαστάσεων, β είναι το

διάνυσµα στήλη (p+1)×1 των άγνωστων παραµέτρων παλινδρόµησης, X1 = [1n,X]

είναι ο n × (p + 1) πίνακας του µοντέλου, όπου κάθε γραµµή είναι µια πειραµατι-
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κή εκτέλεση, συµπεριλαµβανοµένης µίας στήλης µε 1΄ς. Οι στήλες p περιέχουν τα

κωδικοποιηµένα επίπεδα [-1, 1] των παραγόντων και ε = (ε1, ε2, ..., εn) είναι το διά-

νυσµα διάστασης n των τυχαίων σφαλµάτων τα οποία είναι ανεξάρτητα και κανονικά

κατανεµηµένα (IID). Θα επικεντρωθούµε στον εντοπισµό των κύριων επιδράσεων, χω-

ϱίς να εξετάσουµε τους όρους αλληλεπιδράσεων, χρησιµοποιώντας ΥΣ. Εξ ορισµού,

προκειµένου να χρησιµοποιηθούν τα συνήθη ελάχιστα τετράγωνα (OLS) η τάξη του

πίνακα X1 πρέπει να είναι µικρότερη ή ίση µε το ελάχιστο των n και p + 1. Αυτά

τα προβλήµατα, ειδικά όταν η διάσταση είναι πολύ µεγαλύτερη από το µέγεθος του

δείγµατος, απαιτούν νέες στατιστικές µεθοδολογίες [34,43,44].

Τα τελευταία χρόνια [44,59,64,82], έχουν προταθεί πολλές µέθοδοι ανάλυσης

για την επίλυση του προαναφερθέντος προβλήµατος, εστιάζοντας στα σφάλµατα Τύ-

που Ι και Τύπου ΙΙ. Αυτά τα σφάλµατα δεν πρέπει να αντιµετωπίζονται µε τον ίδιο

τρόπο. Ειδικά κάτω από το σενάριο της σποραδικότητας των επιδράσεων, το επιπλέ-

ον κόστος από µεγαλύτερες τιµές των σφαλµάτων Τύπου Ι µπορεί να είναι ανεκτό

για την επίτευξη υψηλής τιµής της ισχύος (Power). Εξάλλου, όπως σηµειώνεται από

τους Westfall et al. [140], τα σφάλµατα Τύπου Ι είναι πολύ πιθανά σε µοντέλα όπου

ισχύει η αρχή σποραδικότητας των επιδράσεων. Εποµένως, η ισχύς είναι ακόµα πιο

κρίσιµη στους ΥΣ δεδοµένου ότι είναι η ικανότητα ανίχνευσης των ενεργών παραγό-

ντων. ΄Ετσι, όσο µεγαλύτερη η τιµή της ισχύος, τόσο µικρότερη είναι η πιθανότητα

να λείπει ένας πραγµατικά ενεργός παράγοντας.

Στο παρόν κεφάλαιο προτείνουµε µια εναλλακτική µέθοδο για την ανάλυση ΥΣ

χρησιµοποιώντας είτε τη SIS είτε την επέκτασή της, την επαναληπτική SIS. Αυτή

η διαδικασία είναι µια µέθοδος ανίχνευσης που χρησιµοποιεί µόνο µία περιθωρια-

κή σχέση µεταξύ των επεξηγηµατικών µεταβλητών και της απόκρισης, έτσι ώστε να

ανιχνεύσει τις σηµαντικες µεταβλητές. ΄Οταν ο αριθµός d των επιλεγµένων µεταβλη-

τών είναι αρκετά µεγάλος, έχει υψηλή πιθανότητα επιλογής όλων των σηµαντικών

επεξηγηµατικών µεταβλητών. Για την αξιολόγηση και τη σύγκριση της SIS µε τις

υπόλοιπες µεθόδους ανάλυσης χρησιµοποιήθηκαν τα ακόλουθα µέτρα: (i) Η ισχύς,

δηλαδή το ποσοστό των ενεργών κύριων επιδράσεων που εντοπίστηκαν µε επιτυχί-

α (ii) το ποσοστό σφάλµατος Τύπου Ι, δηλαδή το ποσοστό των µη ενεργών κύριων

επιδράσεων που έχουν δηλωθεί σωστά ως ενεργές και (iii) το ποσοστό σφάλµατος

Τύπου ΙΙ, δηλαδή το κόστος δήλωσης µιας ενεργής επίδρασης ως µη ενεργής. Κυρί-
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ως επικεντρωθήκαµε στη σύγκριση των εξεταζόµενων µεθόδων ως προς την Ισχύ του

ελέγχου, η οποία ισούται µε (1-Τύπου ΙΙ), καθώς αυτό το µέτρο είναι και το πιο κρίσι-

µο στους ΥΣ. Επιπλέον, εξετάσαµε τις συγκρίσεις ως προς το µέσο συνολικό σφάλµα

(που περιγράφεται στο κεφάλαιο 7.4), προκειµένου να ελέγξουµε ταυτόχρονα και τα

δύο σφάλµατα, Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ.

7.2.1 Ποινικοποιηµένα ελάχιστα τετράγωνα

Με χαρακτηριστικά που έχουν επιλεγεί κατά προσέγγιση από την SIS, η µετέπειτα

επιλογή µεταβλητών και η εκτίµηση των παραµέτρων µπορούν να διεξαχθούν ταυτό-

χρονα χρησιµοποιώντας µια ποινικοποιηµένη µέθοδο. Χωρίς απώλεια της γενικό-

τητας υποθέτουµε ότι τα X1, ...Xd είναι τα χαρακτηριστικά που επιλέγονται από τη

SIS. Οι Fan και Li [42] πρότειναν µια κλάση µεθόδων επιλογής µεταβλητών µέσω

της µη κοίλης ποινικοποιηµένης πιθανοφάνειας. Οι Li και Lin [82] εισήγαγαν µια

επέκταση αυτής της µεθόδου στα µη κοίλα ποινικοποιηµένα τετράγωνα εστιάζοντας

στην κατάσταση όπου ο πίνακας σχεδιασµού δεν είναι πλήρης. Επαναπροσδιορίζο-

ντας τα β = β1, ..., βd, οι Fan και Li [42] ϑεώρησαν µια µορφή ποινικοποιηµένων

ελαχίστων τετραγώνων που µπορούν να γραφτούν ως

Q(β) =
1

2n

n∑
i=1

(Yi − xTi β)2 +
d∑
j=1

pλn(|βj|), (7.2)

όπου pλn(·) είναι µια συνάρτηση ποινής και λn > 0 είναι µια ϱυθµιστική παράµετρος

που ελέγχει την πολυπλοκότητα του µοντέλου. Για παράδειγµα, ϑα ϑέλαµε να ε-

πιλέξουµε να µην ποινικοποιήσουµε τους συντελεστές για ορισµένους σηµαντικούς

παράγοντες πρόβλεψης που ϑέλουµε να διατηρήσουµε στο µοντέλο. Αυτές οι ϱυθ-

µιστικές παράµετροι λn µπορούν να επιλεγούν από προσεγγίσεις οδηγούµενες από

δεδοµένα, όπως π.χ. η γενικευµένη διασταυρωµένη επικύρωση [29] (GCV) ή ακόµη

και µε την ελαχιστοποίηση των κριτηρίων πληροφορίας Akaike (AIC) ή Bayesian

(BIC). Για να ελαχιστοποιηθεί το πρόβληµα των ποινικοποιηµένων ελαχίστων τε-

τραγώνων της εξίσωσης (9.3), οι Fan και Li [42] πρότειναν την τοπική τετραγωνική

προσέγγιση που είναι ένας ενοποιηµένος και αποτελεσµατικός αλγόριθµος για τη

ϐελτιστοποίηση της ποινικοποιηµένης πιθανοφάνειας. Στην παρούσα εργασία ε-

πιλέξαµε λn = λ, διαλέγοντας το λn χρησιµοποιώντας και τα δύο AIC και BIC, η
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σύγκριση των οποίων παρουσιάζεται στην ενότητα 7.4.2, Μέρος Ι. ΄Ενας εναλλακτικός

τρόπος για την ελαχιστοποίηση του προβλήµατος των ποινικοποιηµένων ελαχίστων

τετραγώνων της εξίσωσης (9.3) είναι η τοπική γραµµική προσέγγιση που προτάθηκε

από τους Zou και Li [160]. Αυτή η προσέγγιση οδηγεί σε ένα κυρτό πρόβληµα που

µπορεί να λυθεί µε τη χρήση του αλγορίθµου LARS [39].

Πολλά κριτήρια επιλογής µεταβλητών µπορούν να εξαχθούν από την προσέγγι-

ση των ποινικοποιηµένων ελαχίστων τετραγώνων, µε διαφορετικές συναρτήσεις ποι-

νών. Οι πιο κοινές συναρτήσεις ποινής περιλαµβάνουν την ποινή LASSO [109,135]

pλ(|β|) = l|β|, την ποινή SCAD, και την minimax µη κοίλη ποινή [156]. Οι Fan και

Li [42] εστιάζουν στις µη κοίλες συναρτήσεις ποινής προκειµένου να διασφαλίσουν

ότι η συνάρτηση ποινής pλn(·) ικανοποιεί κάποιες συγκεκριµένες συνθήκες, έτσι ώ-

στε οι προκύπτοντες εκτιµητές να κατέχουν αρκετές επιθυµητές ιδιότητες [42], όπως

αµεροληψία, σποραδικότητα (να αποφέρουν αραιές λύσεις στις οποίες κάποιοι από

τους συντελεστές µπορεί να τεθούν ίσοι µε το µηδέν) και συνέχεια. ΄Εδειξαν λοιπόν

ότι η ποινή L1, η οποία οδηγεί στη µέθοδο του απόλυτου τελεστή συρρίκνωσης και

επιλογής (Least Absolut Shrinkage and Selection Operator, LASSO) δηµιουργεί

µεροληπτικές εκτιµήσεις. Ωστόσο, ικανοποιεί τη συνθήκη της σποραδικότητας και

της συνέχειας του παραγόµενου εκτιµητή. Από την άλλη πλευρά, η ποινή Lp, µε

0 ≤ p < 1 δεν ικανοποιεί τη συνθήκη της συνέχειας και η ποινή Lp, µε p > 1 δεν

ικανοποιεί τη συνθήκη της σποραδικότητας.

Η ποινή οµαλά περικοµµένης απόλυτης απόκλισης (smoothly clipped absolute

deviation penalty, SCAD) αποτελεί µια συνεχή διαφορίσιµη ποινή, η πρώτη παρά-

γωγος της οποίας ορίζεται ως

p
′

λ(β) = λ{I(β ≤ λ) +
(αλ− β)+
(α− 1)λ

I(β > λ)}, (7.3)

όπου pλ(0) = 0, για α > 2, β > 0 και I(·) µία δείκτρια συνάρτηση. Οι Fan και

Li (2001) πρότειναν την επιλογή του α = 3.7 η οποία ϕαίνεται να αποδίδει αρκετά

ικανοποιητικά σε πολλά προβλήµατα επιλογής µεταβλητών.

Για να ϐρεθεί η λύση των ποινικοποιηµένων ελαχίστων τετραγώνων και για να

προσεγγιστεί τοπικά η ποινή SCAD, οι Fan και Li [42] χρησιµοποίησαν την επα-

ναληπτική παλινδρόµηση κορυφογραµµής επιλέγοντας µια αρχική τιµή για τους
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άγνωστους συντελεστές. ∆οθείσας µιας αρχικής τιµής β(0) κοντά στην πραγµατική

β, όταν β(0)
j δεν είναι πολύ κοντά στο 0, η ποινή pλ(|βj|) µπορεί να προσεγγιστεί

τοπικά από την ακόλουθη τετραγωνική συνάρτηση

[pλ(|βj|)]
′
= p

′

λ(βj)sgn(βj) ≈ {p
′

λ(|β
(0)
j |)/|β

(0)
j |}βj, (7.4)

αλλιώς, όταν β(0)
j είναι πολύ κοντά στο 0, ϑέτουµε β̂j = 0. Με την τοπική τετραγω-

νική προσέγγιση, χρησιµοποιώντας την αρχική τιµή β(0), παίρνουµε τη λύση για τα

ποινικοποιηµένα ελάχιστα τετράγωνα µε επαναληπτικό υπολογισµό της ακόλουθης

παλινδρόµησης κορυφογραµµής

β(1) =
{
XTX + n

∑
λ

(β(0))
}−1

XTy, (7.5)

όπου
∑

λ(β
(0)) = diag

{
p
′

λ|β
(0)
1 |/|β

(0)
1 |, ..., p

′

λ|β
(0)
d |/|β

(0)
d |
}

. Ο τύπος του τυπικού σφάλµα-

τος από την επαναληπτική παλινδρόµηση κορυφογραµµής λαµβάνεται ως

ˆcov(β̂) =
{
XTX + n

∑
λ

(β̂)
}−1

XTX
{
XTX + n

∑
λ

(β̂)
}−1

. (7.6)

Ο τύπος (7.7) αναφέρεται µόνο στα µη-µηδενικά συστατικά του β̂. Η διαδικασία

για την εξεύρεση της λύσης των ποινικοποιηµένων ελαχίστων τετραγώνων και η

τοπική προσέγγιση της ποινής SCAD, είναι η χρήση µιας επαναληπτικής παλιν-

δρόµησης κορυφογραµµής επιλέγοντας µία αρχική τιµή για τους άγνωστους συντε-

λεστές. Η συνάρτηση της ποινής µπορεί να προσεγγιστεί τοπικά από την τετραγωνική

συνάρτηση της εξίσωσης (7.4). Εµείς αποκτήσαµε τη λύση για τα ποινικοποιηµένα

ελάχιστα τετράγωνα υπολογίζοντας µε επαναληπτικό τρόπο την παλινδρόµηση κορυ-

ϕογραµµής της εξίσωσης (7.5) και στη συνέχεια υπολογίζοντας τον τύπο του τυπικού

σφάλµατος της εξίσωσης (7.7). Η διαδικασία που περιγράφηκε προηγουµένως µπο-

ϱεί να εφαρµοστεί εύκολα µέσω πολλών στατιστικών πακέτων, όπως η R ή η MATLAB.

Πρόσφατα, ο Zhang [156] πρότεινε την ποινή MC+ που αποτελεί µια γρήγο-

ϱη, συνεχή, σχεδόν αµερόληπτη ποινικοποιηµένη µέθοδο επιλογής µεταβλητών στη

γραµµική παλινδρόµηση για δεδοµένα υψηλής διάστασης. Η παράγωγος της ελά-
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χιστης κοίλης ποινής (minimum concavity penalty, MCP) ορίζεται ως

p
′

λ(β) = (λ− β/a)+. (7.7)

Οι συναρτήσεις ποινής SCAD και MC, σε αντίθεση µε LASSO, έχουν επίπεδες ου-

ϱές κάτι που είναι ϑεµελιώδους σηµασίας για τη µείωση της µεροληψίας λόγω της

ποινικοποίησης [3,42]. Η ιδιότητα oracle έχει δηµιουργηθεί για µια κατηγορία συ-

ναρτήσεων ποινής συµπεριλαµβανοµένης της SCAD (Fan και Li [42]) και της LASSO

που προτάθηκε από τον [159], όταν το d είναι πεπερασµένο. Για µερικές περαιτέ-

ϱω ϑεωρητικές µελέτες παραπέµπουµε τον ενδιαφερόµενο αναγνώστη στους Zhang

και Huang [157] και Zhang [156]. Στη µελέτη µας χρησιµοποιήσαµε τις ποινές :

LASSO, SCAD και µία ποινή από τα στοιχεία της MC+, την ελάχιστη-µέγιστη (min-

imax) κοίλη ποινή (minimax concave penalty, MCP).

7.2.2 Μέθοδος Σίγουρου Κρησαρίσµατος

Οι Fan και Lv [44] πρότειναν µία διαδικασία κρησαρίσµατος µεταβλητών χρη-

σιµοποιώντας την παλινδρόµηση συνιστωσών προκειµένου να εντοπιστούν οι σηµα-

ντικοί παράγοντες, ϐασιζόµενοι στις µεµονωµένες συσχετίσεις τους µε τη µεταβλητή

απόκρισης. ∆ηµιούργησαν ένα p × 1 διάνυσµα ως ω από τις περιθωριακές συ-

σχετίσεις µεταξύ των κύριων επιδράσεων και της µεταβλητής απόκρισης. Ο n × p

πίνακας σχεδιασµού X είναι κανονικοποιηµένος, δηλαδή τέτοιος ώστε κάθε στήλη

του να έχει µηδενική µέση τιµή και τυπική απόκλιση ίση µε ένα. Αυτό το διάνυσµα

ω = ω1, ..., ωp δίνεται ως

ω = X′y, (7.8)

όπου y είναι ένα n × 1 διάνυσµα απόκρισης, X είναι ο n × p κανονικοποιηµένος

πίνακας του µοντέλου και p είναι ο αριθµός των παραγόντων.

Για ένα δεδοµένο γ ∈ (0, 1), οι p παραγοντικές συνιστώσες του ω, ταξινοµού-

νται κατά απόλυτη τιµή µεγέθους σε ϕθίνουσα σειρά και σχηµατίζουν το ακόλουθο

σύνολο παραγόντων

Mγ = {1 ≤ i ≤ p : |ωi| is among thefirst [γn] largest of all} (7.9)
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όπου [γn] δηλώνει το ακέραιο µέρος του γn. Αυτή η τιµή ενεργεί ως ένας τρόπος

συρρίκνωσης του αρχικού µοντέλου 1, ..., p σε ένα υποµοντέλο µε µέγεθος d = [γn] <

n. Μια τέτοια διαδικασία µάθησης συσχετίσεων κατατάσσει τα σηµαντικά χαρακτηρι-

στικά σύµφωνα µε τις περιθωριακές συσχετίσεις τους µε τη µεταβλητή απόκρισης και

αγνοεί εκείνα που έχουν αδύναµες οριακές συσχετίσεις µε τη µεταβλητή απόκρισης.

Οι Fan και Lv [44] ονόµασαν αυτή τη µέθοδο που ϐασίζεται στις συσχετίσεις, ως

Μέθοδο του Σίγουρου Κρησαρίσµατος (Sure Independence Screening, SIS), δε-

δοµένου ότι κάθε χαρακτηριστικό χρησιµοποιείται ανεξάρτητα ως ανεξάρτητη µετα-

ϐλητή προκειµένου να αποφασίσουµε πώς επηρεάζει την πρόβλεψη της µεταβλητής

απόκρισης. Η έννοια αυτή εφαρµόζεται σε γενικευµένα γραµµικά µοντέλα, σε προ-

ϐλήµατα ταξινόµησης καθώς και στη µη παραµετρική µάθηση όπως µελετήθηκε από

τους Ravikumar et al. [113].

Τα γραµµικά µοντέλα µε περισσότερους από n παράγοντες δεν µπορούν να ανι-

χνεύσουν όλες τις παραµέτρους µόνο µε n σηµεία δεδοµένων στο δείγµα. Εποµένως,

εφαρµόσαµε τη µέθοδο SIS επιλέγοντας d = n− 1, λαµβάνοντας υπόψη το γεγονός

ότι η SIS προτάθηκε για να µειώσει τη διάσταση ενός προβλήµατος από το υψηλό p,

κάτω από το µέγεθος του δείγµατος, n. Οι συνθήκες υπό τις οποίες η ιδιότητα του

σίγουρου κρησαρίσµατος

P (M∗ ⊂Mγ)→ 1 καθώς n→∞, (7.10)

ισχύει για τη SIS , όπου M∗ είναι το πραγµατικό µοντέλο και Mγ το τελικό µοντέλο,

απα-ντώνται στο Θεώρηµα 1 των Fan και Lv (2008).

Επαναληπτική Μέθοδος Σίγουρου Κρησαρίσµατος

Ωστόσο, σε µερικές περιπτώσεις η µεθοδολογία SIS ενδέχεται να αποτυγχάνει.

Για παράδειγµα, αν ένας παράγοντας είναι οριακά ασυσχέτιστος, αλλά συσχετίζεται

από κοινού µε τη µεταβλητή απόκρισης, δεν µπορεί να επιλεγεί από τη SIS και

συνεπώς αυτός ο σηµαντικός παράγοντας ϑα αφαιρεθεί από το πείραµά µας από το

πρώτο στάδιο. ΄Ενα άλλο µειονέκτηµα της SIS εµφανίζεται εάν ένας παράγοντας είναι

από κοινού ασυσχέτιστος µε την απόκριση αλλά έχει υψηλότερη οριακή συσχέτιση

µε τη µεταβλητή απόκρισης σε σύγκριση µε ορισµένους σηµαντικούς παράγοντες.
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Τότε, ο µη σηµαντικός παράγοντας κατατάσσεται υψηλότερα από τη διαδικασία SIS.

Υπάρχει επίσης το ενδεχόµενο συγγραµµικότητας µεταξύ των παραγόντων στο τε-

λικό επιλεγµένο µοντέλο, δεδοµένου ότι ελήφθησαν υπόψη ένας προς έναν κατά

τη διάρκεια της διαδικασίας κρησαρίσµατος. Μετά την εκτέλεση της SIS, προκει-

µένου να µειωθεί το αρχικό σύνολο όλων των πιθανών παραγόντων σ΄ ένα σύνολο

µε µέγεθος µικρότερο από n, µπορεί να εφαρµοστεί η SCAD για την εκτίµηση των

συντελεστών και να εξαλείψει εκείνους που δεν είναι σηµαντικοί, µε την παρουσία

των άλλων παραγόντων, δηλαδή τις εκτιµήσεις των συντελεστών που είναι κοντά στο

µηδέν. Αυτό µπορεί να µειώσει περαιτέρω τον αριθµό των σηµαντικών παραγόντων

παρέχοντας τις εκτιµήσεις που είναι απαραίτητο για να γραφεί το προσαρµοσµένο

µοντέλο. Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο η SCAD µπορεί να οδηγήσει στην εξάλει-

ψη κάποιου προβλήµατος συγγραµµικότητας που παράγεται µόνο µε τη µέθοδο SIS.

Προσπαθώντας να ξεπεράσουν αυτές τις δυσκολίες, οι Fan και Lv [44] εισήγαγαν µία

επαναληπτική διαδικασία της αρχικής τεχνικής SIS που ονοµάζεται επαναληπτική

µέθοδος σίγουρου κρησαρίσµατος (Iter-SIS). Η Iter-SIS λειτουργεί ως εξής :

• Πρώτον, επιλέγεται ένα υποσύνολο A1 = {Xi1 , ..., Xim1
} από m1 µεταβλητές

χρησιµοποιώντας τη µέθοδο SIS σε συνδυασµό µε µια µέθοδο ποινικοποιηµέ-

νης πιθανοφάνειας, για παράδειγµα τη SIS-SCAD ή τη SIS-LASSO, έτσι ώστε

να επιλέξουµε ένα υποσύνολο M̂1 αυτών των δεικτών. Στη συνέχεια δηµιουρ-

γείται ένα n διαστάσεων διάνυσµα των υπολοίπων µε την παλινδρόµηση της

απόκρισης Y πάνω στις µεταβλητές Xi1 , ..., Xim1
.

• Στην επόµενη επανάληψη, εφαρµόζεται αυτή η µέθοδος σεm−m1 παράγοντες

που χρησιµοποιούν τα υπόλοιπα ως νέες µεταβλητές απόκρισης. Αυτό έχει ως

αποτέλεσµα ένα υποσύνολο m2 µεταβλητών A2 = {Xj1 , ..., Xjm2
}.

• Στα επόµενα ϐήµατα, η SIS σε συνδυασµό µε µια συνάρτηση ποινής εφαρ-

µόζεται στους υπόλοιπους m - m1 - m2 παράγοντες χρησιµοποιώντας το νέο

σύνολο των υπολοίπων ως νέα µεταβλητή απόκρισης.

• Αφού εκτελέσουµε αρκετές επαναλήψεις παίρνουµε τα A1, ..., Al τα οποία είναι

διαφορετικά υποσύνολα, η ένωση των οποίων έχει µέγεθος d µικρότερο από n.

Εφαρµόζοντας µια ποινικοποιηµένη µέθοδο στην ένωση των Ai προκύπτει ένα

µέτριο µοντέλο το οποίο είναι πολύ κοντά στο πραγµατικό.
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Σηµειώνουµε ότι χρησιµοποιώντας τα υπόλοιπα από την πρώτη επανάληψη στο

{X1, ..., Xm} \ A1 µπορεί πιθανώς να ϐοηθήσει στην αναγνώριση αυτών των πα-

ϱαγόντων που έχουν υψηλή συσχέτιση µε τη µεταβλητή απόκρισης µόνο από την

παρουσία ορισµένων παραγόντων από το σύνολο των Xi1 , ..., Xim1
. Αυτό συµβαίνει

επειδή αυτοί οι παράγοντες είναι πιθανόν να είναι συσχετισµένοι µε τα υπόλοιπα

από την πρώτη παλινδρόµηση. ΄Ετσι, ϑα ενσωµατωθούν στο σύνολο A2.

7.3 Νέα µέθοδος επιλογής µεταβλητών που ϐασίζε-

ται στη SIS

Για το πρόβληµα της επιλογής µεταβλητών σε ΥΣ προτείνουµε, στο πρώτο στάδιο,

την εφαρµογή της µεθόδου του σίγουρου κρησαρίσµατος, είτε της SIS είτε της Iter-

SIS, για να µειώσουµε τη διάσταση του προβλήµατος από τις αρχικές p επιδράσεις

σε µία µέτρια κλίµακα, έστω d, κάτω από το µέγεθος του δείγµατος.

Σχήµα 7.1: Μέθοδοι επιλογής µοντέλων σε ΥΣ. Η SIS ή η Iter-SIS χρησιµοποιού-νται για να
µειώσουν τη διάσταση του προβλήµατος από τις αρχικές p επιδράσεις σε µία µέτρια κλίµακα,
έστω d, κάτω από το µέγεθος του δείγµατος. Στο δεύτερο στάδιο για να υπολογίσουµε τους
συντελεστές των επιδράσεων χρησιµοποιήσαµε µία µέθοδο ποινής όπως είναι η SCAD, η
LASSO και η MC.

Στο δεύτερο στάδιο χρησιµοποιήσαµε µια ποινικοποιηµένη µέθοδο όπως είναι

η SCAD,η LASSO και η MC για την εκτίµηση των συντελεστών των επιδράσεων,

οδηγώντας τους µη σηµαντικούς συντελεστές του µοντέλου στο µηδέν. Αυτό µπο-

ϱεί να µειώσει περαιτέρω τον αριθµό των σηµαντικών παραγόντων, και µε αυτό τον

τρόπο οδηγούµαστε µόνο στις εκτιµήσεις που είναι απαραίτητες για τη διαµόρφωση

του τελικού µοντέλου. Μία γραφική απεικόνιση αυτών των µεθόδων παρουσιάζε-

ται στο Σχήµα 7.1. Αυτή η µέθοδος η οποία ουσιαστικά είναι ο συνδυασµός της

SIS ακολουθούµενη από τις ποινές SCAD, LASSO ή MC, καλείται ως SIS-SCAD,
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SIS-Lasso και SIS-MC, αντίστοιχα. Οµοίως, η επαναληπτική SIS ακολουθούµενη

από τις ποινές SCAD, τη LASSO και την MC καλούνται ως Iter-SIS-SCAD, Iter-SIS-

Lasso και Iter-SIS-MC. Σε κάθε ενδιάµεσο στάδιο χρησιµοποιήσαµε είτε το κριτήριο

AIC είτε το κριτήριο BIC για το συντονισµό της παραµέτρου κανονικοποίησης των

ποινικοποιηµένων υποπροβληµάτων πιθανοφάνειας και του τελικού µοντέλου που

επιλέχθηκε από τις διαδικασίες που ϐασίζονται στη SIS, ενώ ϱυθµίσαµε την παράµε-

τρο α να είναι ίση µε 3.7 [42] στην περίπτωση της ποινής SCAD. Το πακέτο "SIS" της

R χρησιµοποιήθηκε για την εφαρµογή των µεθόδων SIS και Iter-SIS. Αυτό το πακέτο

απαιτεί ως είσοδο τον αριθµό σηµαντικών παραγόντων που πρέπει να επιστρέψουν

από τις διαδικασίες SIS και Iter-SIS. Τελικά επιλέξαµε n− 1, αλλά ένας χρήστης ϑα

µπορούσε ενδεχοµένως να επιλέξει το αρχικό υποσύνολο των παραγόντων να είναι

κάτι µεγαλύτερο από n, εάν ϑεωρείται ένας µεγάλος αριθµός αρχικών παραγόντων.

Αυτός ο αριθµός µπορεί να µειωθεί περαιτέρω από τη µέθοδο της ποινής που χρησι-

µοποιήθηκε στο δεύτερο στάδιο. Οι µέθοδοι συρρίκνωσης επιτυγχάνουν την επιλογή

των µεταβλητών µε τη µεροληψία, ή τη συρρίκνωση, των εκτιµώµενων συντελεστών

παλινδρόµησης στο µηδέν. Γενικά, οι µεροληπτικοί εκτιµητές έχουν συνήθως χα-

µηλότερη διασπορά από τους εκτιµητές που λαµβάνονται από τα συνήθη ελάχιστα

τετράγωνα. Αυτή είναι η πρώτη ϕορά που η SIS και η επέκτασή της, εφαρµόστηκε

σε ΥΣ. Αν και µπορεί να ϕαίνεται µια απλή ιδέα, η εφαρµογή της για την ανάλυση

ΥΣ οδηγεί σε εξαιρετικά ισχυρά αποτελέσµατα, ιδίως όσον αφορά τη στατιστική ισχύ

του ελέγχου.

7.4 Αξιολόγηση της προτεινόµενης µεθόδου

Για να δούµε την εφαρµογή των µεθόδων επιλογής χαρακτηριστικών µε τις µεθό-

δους που ϐασίζονται στη SIS στους ΥΣ, µελετήσαµε τις επιδόσεις τους τόσο σε προ-

σοµοιωµένα όσο και σε πραγµατικά δεδοµένα. Στο πρώτο µέρος αυτής της ενότητας

παρέχουµε πολλές συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων SIS µε τη χρήση διαφορετικών

ποινών για να αποφασίσουµε ποιος συνδυασµός είναι ο καλύτερος, ενώ στο δεύτερο

µέρος παρουσιάζουµε διάφορες συγκρίσεις µε κάποιες άλλες πολύ γνωστές µεθό-

δους. Στους πίνακες που παρέχονται στο Παράρτηµα Γ, παρουσιάζουµε διάφορα

µέτρα απόδοσης, τα οποία είναι όλα µε ϐάση 1000 προσοµοιώσεις.
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7.4.1 Μελέτη προσοµοιώσεων

Η απόδοση της προτεινόµενης µεθόδου που ϐασίζεται στη SIS εξετάζεται στο

παρόν κεφάλαιο µέσω πειραµάτων προσοµοίωσης. Οι επιδόσεις των διαδικασιών SIS

συγκρίθηκαν µε τέσσερις διαφορετικές υπάρχουσες προσεγγίσεις που προτείνονται

στη ϐιβλιογραφία:

(i) την stepwise-SCAD, την προσέγγιση των ποινικοποιηµένων ελαχίστων τετραγώ-

νων που οφείλεται στους Li και Lin [82].

(ii) τον επιλογέα Dantzig (DS), µία µέθοδο επιλογής χαρακτηριστικών για ΥΣ που

πρότειναν οι Phoa et al. [112] (όπως εφαρµόζεται στους [101, 139]). Ση-

µειώνουµε ότι επιλέξαµε την τιµή της παραµέτρου κατωφλίου ϐασιζόµενοι στην

τροποποίηση του AIC που υιοθετήθηκε από τους Phoa et al. [112].

(iii) την ποινή Lq LASSO. Η Lq LASSO ισοδυναµεί µε τη LAD LASSO [138] όταν

q = 1 και µε την SQR LASSO [7] όταν το q = 2, αντίστοιχα. Η παράµετρος

κανονικοποίησης της SQR LASSO είναι C
√
log(d)/n, όπου C είναι κάποια

σταθερά και d είναι η διάσταση του σχεδιασµού. Επιλέξαµε χειροκίνητα την

ελάχιστη παράµετρο κανονικοποίησης ως
√
log(d)/n και για την LAD και για

την SQR LASSO.

Σχέδιο προσοµοιώσεων

Για να συγκρίνουµε την απόδοση της προτεινόµενης µεθοδολογίας µε αυτή των

τεσσάρων µεθόδων προσοµοίωσης, δηµιουργήσαµε δεδοµένα από το γραµµικό µο-

ντέλο που περιλαµβάνει µόνο τις κύριες επιδράσεις y = Xβ + ε, όπου X είναι ένας

n× p πίνακας ΥΣ και εi ∼ N(0, 1) , i = 1, 2, ..., n το τυχαίο σφάλµα για κάθε παρα-

τήρηση yi. Χρησιµοποιήσαµε ως πίνακα σχεδιασµού, οκτώ ελάχιστους-ϐέλτιστους

κυκλικούς (minimax-optimal cyclic) ΥΣ που κατασκευάστηκαν από τους Koukouvi-

nos et al. [76] και έξι ΥΣ, τρεις E(s2)-ϐέλτιστους ΥΣ και τρεις D-ϐέλτιστους ΥΣ, που

κατασκευάστηκαν από τους Marley και Woods [101] (Πίνακας 7.1).

Θεωρούµε τα ακόλουθα δύο µοντέλα για τους συντελεστές β:

• οι ενεργοί παράγοντες παράγονται από την κατανοµή N(µ, 1), οι απόλυτες

τιµές της µ ισούνται µε 2 και τα άλλα, µη ενεργά συστατικά του β ισούνται µε
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Πίνακας 7.1: Σχεδιασµοί που εξετάζονται στη µελέτη προσοµοίωσης

ΥΣ d Παράγοντες n Πειραµατικές εκτελέσεις
Koukouvinos et al. 14 8 E(s2)-ϐέλτιστος
Koukouvinos et al. 18 10 E(s2)-ϐέλτιστος
Koukouvinos et al. 22 12 E(s2)-ϐέλτιστος
Koukouvinos et al. 26 14 E(s2)-ϐέλτιστος
Koukouvinos et al. 30 16 E(s2)-ϐέλτιστος
Koukouvinos et al. 34 18 E(s2)-ϐέλτιστος
Koukouvinos et al. 38 20 E(s2)-ϐέλτιστος
Koukouvinos et al. 42 22 E(s2)-ϐέλτιστος
Marley and Woods 26 12 E(s2)-ϐέλτιστος
Marley and Woods 24 14 E(s2)-ϐέλτιστος
Marley and Woods 22 18 E(s2)-ϐέλτιστος
Marley and Woods 26 12 D-ϐέλτιστος
Marley and Woods 24 14 D-ϐέλτιστος
Marley and Woods 22 18 D-ϐέλτιστος

0 (Μοντέλο 1, Model 1).

• οι ενεργοί παράγοντες παράγονται από την κατανοµή N(µ, 1), οι απόλυτες

τιµές της µ ισούνται 5 και τα άλλα, µη ενεργά συστατικά του β ισούνται µε 0

(Μοντέλο 2, Model 2).

Κάθε προσοµοίωση εκτελέστηκε 1000 ϕορές και οι ενεργοί παράγοντες p επιλέ-

χθηκαν τυχαία από το σύνολο των {1, ..., p} στηλών του X σύµφωνα µε τα ακόλουθα

σενάρια :

• Σενάριο Ι (σποραδικότητα των επιδράσεων): για ενεργούς παράγοντες που κυ-

µαίνονται από p = 1, ..., [n/6].

• Σενάριο ΙΙ (ενδιάµεση πολυπλοκότητα): για ενεργούς παράγοντες p = [n/6] +

1, ..., [n/4].

• Σενάριο ΙΙΙ (µεγάλος αριθµός επιδράσεων): για ενεργούς παράγοντες p =

[n/4] + 1, ..., [n/2].

Στους Πίνακες Γ.1-Γ.30 που παρέχονται στο παράρτηµα Γ, συγκρίνονται οι ε-

πιδόσεις των µεθόδων. Σε αυτούς τους πίνακες ο όρος «Type I» αντιπροσωπεύει

το σφάλµα Τύπου Ι (το κόστος δήλωσης µιας αδρανούς επίδρασης ως ενεργής), το

«Type II» αντιπροσωπεύει το σφάλµα Τύπου ΙΙ (το κόστος δήλωσης µιας ενεργής επί-

δρασης ως αδρανούς), η «Power» αντιπροσωπεύει τη στατιστική ισχύ και το «MS» τον
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µέσο αριθµό παραγόντων που περιέχονται στα τελικά µοντέλα. Οι προσοµοιώσεις

που πραγµατοποιήσαµε στην R πραγµατοποιήθηκαν χρησιµοποιώντας τα πακέτα

«flare» [84] και «SIS» [41], η οποία απαιτεί ως είσοδο την επιστροφή του αριθµού των

σηµαντικών παραγόντων όπου εµείς επιλέξαµε να είναι d = n− 1.

7.4.2 Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων

ΜΕΡΟΣ Ι : Συγκρίσεις µεταξύ των Ποινών

Πριν προχωρήσουµε στη µελέτη προσοµοίωσης µεταξύ των διαδικασιών που ϐα-

σίζονται στη SIS και των τεσσάρων προαναφερθέντων µεθόδων προσθέτουµε κάποια

συγκριτικά αποτελέσµατα µεταξύ όλων των µεθόδων SIS όπου εξετάστηκαν όλοι οι

πιθανοί συνδυασµοί µεταξύ της SIS και της Iter-SIS χρησιµοποιώντας τρεις διαφορε-

τικές ποινές. Η σύγκριση της SIS µε την Iter-SIS είναι πραγµατικά χρήσιµη για τον

προσδιορισµό του καλύτερου συνδυασµού που οδηγεί σε χαµηλά επίπεδα του σφάλ-

µατος Τύπου Ι ή Τύπου ΙΙ και σε υψηλά επίπεδα της ισχύος. Για να ϐοηθήσουµε τα

συµπεράσµατα, λάβαµε τον µέσο όρο των σφαλµάτων Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ για κάθε

µία από τις 1000 προσοµοιώσεις και στη συνέχεια προστέθηκε το συνολικό σφάλµα,

δηλαδή το µέσο συνολικό σφάλµα για όλες τις προσοµοιώσεις. Υπολογίζοντας το

µέσο συνολικό σφάλµα, µπορούµε να αποφασίσουµε σχετικά µε τη µέθοδο που δια-

τηρεί και τα δύο σφάλµατα στο χαµηλότερο επίπεδο, ταυτόχρονα. Τα αποτελέσµατα

συνοψίζονται στους Πίνακες Γ.1-Γ.35 του Παραρτήµατος Γ.

Το Σχήµα 7.2 δείχνει ορισµένες συγκρίσεις των µεθόδων που ϐασίζονται στις SIS

χρησιµοποιώντας είτε το κριτήριο AIC (µαύρες ϱάβδοι) είτε το κριτήριο BIC (γκρι

ϱάβδοι) για τον συντονισµό της παραµέτρου κανονικοποίησης του ποινικοποιηµένου

υποπροβλήµατος πιθανοφάνειας και αυτού του τελικού µοντέλου που επιλέχθηκε

από την SIS ή την Iter-SIS. Για να εκτελέσουµε τις παραπάνω συγκρίσεις, οι συ-

ντελεστές β επιλέγονται σύµφωνα µε το Μοντέλο 2. Παρατηρώντας το Σχήµα 7.2

καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το κριτήριο BIC είναι προτιµότερο δεδοµένου ότι

δίνει χαµηλότερες τιµές για το µέσο συνολικό σφάλµα από εκείνες του κριτηρίου

AIC. Επιπλέον, όσον αφορά τις συναρτήσεις των ποινών, η ποινή SCAD υπερέχει

όλων των άλλων και στα τρία σενάρια που εξετάστηκαν, δεδοµένου ότι τόσο η SIS όσο

και η Iter-SIS ακολουθούµενες από την ποινή SCAD δίνουν ταυτόχρονα τα χαµη-
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Σχήµα 7.2: Μέσο συνολικό σφάλµα για τις µεθόδους που ϐασίζονται στη SIS χρησιµο-
ποιώντας διαφορετικές ποινές. Υπάρχουν συγκρίσεις χρησιµοποιώντας είτε το κριτήριο AIC
(µαύρες ϱάβδοι) είτε το κριτήριο BIC (γκρι ϱάβδοι). Το πάνω αριστερό πλαίσιο (a) αναφέρεται
στο Σενάριο Ι, το πάνω δεξί πλαίσιο (b) αναφέρεται στο Σενάριο ΙΙ, και το κάτω αριστερό
πλαίσιο (c) αναφέρεται στο Σενάριο ΙΙΙ.

λότερα σφάλµατα. Καλά αποτελέσµατα συγκεντρώνονται χρησιµοποιώντας και την

ποινή MC. Ωστόσο, ϕαίνεται ότι η ποινή SCAD είναι ελαφρώς καλύτερη. Η SIS-

SCAD ξεπερνά την Iter-SIS-SCAD µόνο στο Σενάριο ΙΙΙ ως προς το σφάλµα Τύπου

ΙΙ (Πίνακες Γ.2-Γ.15). Συνοψίζοντας, οι µέθοδοι που ϐασίζονται στη SIS αποδίδουν

περισσότερο σε συνδυασµό µε τη συνάρτηση ποινής SCAD. ΄Ετσι ϑα χρησιµοποιή-

σουµε µόνο την SIS-SCAD και την Iter-SIS-SCAD χρησιµοποιώντας το κριτήριο BIC

για τις επικείµενες συγκρίσεις.

ΜΕΡΟΣ ΙΙ : Συγκρίσεις µε άλλες µεθόδους

Οι Πίνακες Γ.16-Γ.30 στο Παράρτηµα Γ συνοψίζουν τα αποτελέσµατα για µερικά

µέτρα απόδοσης. Τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων παρουσιάζονται και µέσω

των σχηµάτων 7.2, 7.3, 7.4 και 7.5 όσον αφορά το µέσο συνολικό σφάλµα καθώς

και µέσω του Σχήµατος 7.6 όσον αφορά τη στατιστική ισχύ. Στόχος µας είναι να

αποφασίσουµε ποια µέθοδος διατηρεί και τα δύο σφάλµατα, Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ,
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ταυτόχρονα στο χαµηλότερο επίπεδο, δεδοµένου ότι όσο χαµηλότερο είναι το µέσο

σφάλµα, τόσο χαµηλότερες είναι οι τιµές και των δύο σφαλµάτων. Το Μοντέλο 1

είναι ένα µοντέλο µε τυχαίους συντελεστές οι οποίοι έχουν µικρό µέγεθος, ίσο µε

2 και διακύµανση ίση µε 1. Το γεγονός αυτό οδηγεί σε πιο πολύπλοκα µοντέλα

αφού οι συντελεστές του είναι τόσο µικροί όσο και οι συντελεστές για τον όρο του

σφάλµατος. Το Μοντέλο 2 είναι ένα µοντέλο µε τυχαίους συντελεστές οι οποίοι όµως

έχουν σχετικά µεγάλο µέγεθος που ισούται µε 5 και µε διακύµανση ίση µε 1.

Σενάριο Ι: Στο Σχήµα 7.3 είναι προφανές για το Μοντέλο 1 (αριστερό πλαίσιο)

ότι υπάρχουν λίγες αξιοσηµείωτες διαφορές µεταξύ των µεθόδων που ϐασί-

Ϲονται στη SIS. Συνολικά, οι SIS-SCAD, Iter-SIS-SCAD, DS και SQR-Lasso

καταφέρνουν να διατηρούν και τα δύο σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ, σ΄ ένα

χαµηλό επίπεδο ταυτόχρονα. Ωστόσο, το Σχήµα 7.6 (πάνω αριστερό πλαίσιο,

µαύρη γραµµή) δείχνει ότι µόνο η SIS-SCAD και η stepwise-SCAD καταφέρ-

νουν να ϐρουν σχεδόν όλες τις ενεργές επιδράσεις µε υψηλή πιθανότητα, επι-

τυγχάνοντας ποσοστά για την ισχύ κοντά στο 100%. Επιπλέον, η LAD LASSO

δεν ϕαίνεται να είναι µια λογική επιλογή δεδοµένου ότι, ακόµη και κάτω από

το σενάριο σποραδικότητας των επιδράσεων, δεν εντοπίζονται ορισµένοι ενεργοί

παράγοντες και στις περισσότερες περιπτώσεις παρουσιάζεται σφάλµα Τύπου

ΙΙ. Το γεγονός αυτό γίνεται εµφανές και µέσω του σχήµατος της Ισχύος (Σχήµα

7.6, επάνω αριστερό πλαίσιο, µαύρη γραµµή), όπου η LAD LASSO µαζί µε

το DS επιτυγχάνει συγκριτικά χαµηλότερα ποσοστά. Για το Μοντέλο 2 όλες οι

Σχήµα 7.3: Μέσο συνολικό σφάλµα για το Σενάριο Ι. Το αριστερό πλαίσιο (a) αναφέρεται
στο Μοντέλο 1, το δεξί πλαίσιο (b) αναφέρεται στο Μοντέλο 2.

µέθοδοι εκτός από τη LAD LASSO και τη stepwise-SCAD έδωσαν εξαιρετικά
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αποτελέσµατα κάτω από το σενάριο σποραδικότητας των επιδράσεων, Σενάριο

Ι, επιτυγχάνοντας χαµηλές τιµές και για τα ποσοστά σφάλµατος Τύπου Ι και

Τύπου ΙΙ καθώς και υψηλές τιµές της στατιστικής ισχύος (Σχήµα 7.6, επάνω

αριστερά, γκρι γραµµή). Το δεξιό πλαίσιο του Σχήµατος 7.3 υποδηλώνει ότι

το DS ξεπερνά ελαφρώς σε απόδοση την SIS-SCAD και την Iter-SIS-SCAD

όσον αφορά τον µέσο όρο συνολικού σφάλµατος αλλά όχι όσον αφορά την ι-

σχύ. Το Σχήµα 7.6 (επάνω αριστερό πλαίσιο, γκρι γραµµή) δείχνει σαφώς

ότι δεν υπάρχουν διαφορές στη στατιστική Ισχύ µεταξύ SIS-SCAD, Iter-SIS-

SCAD και DS καθώς αυτές οι µέθοδοι προσδιορίζουν το πραγµατικό µοντέλο

περισσότερο από 99% των ϕορών επιτυγχάνοντας τις τιµές 99.97%, 99.85% και

99.77%, αντίστοιχα. Είναι ενδιαφέρον ότι οι µέθοδοι που ϐασίζονται στη SIS

παρουσιάζουν πολύ καλύτερες επιδόσεις από αυτές των άλλων τριών µεθόδων,

stepwise-SCAD, SQR και LAD LASSO.

Σενάριο ΙΙ: Στο Σχήµα 7.4 (αριστερός πίνακας) είναι προφανές ότι οι µέθοδοι

που ϐασίζονται στη SIS, ειδικά η Iter-SIS-SCAD, κυριαρχούν σε όλες τις άλλες

µεθόδους στην περίπτωση του Μοντέλου 1. Αυτό το γεγονός ενισχύεται µέσω

του άνω δεξιού πλαισίου του Σχήµατος 7.6, όπου η Iter-SIS-SCAD για το

Μοντέλο 1 (µαύρη γραµµή) επιτυγχάνει το ποσοστό 89.73% για τη στατιστική

ισχύ σε σύγκριση µε τα 86.18%, 65.82%, 55.95%, 77.91% και 89.82% των SIS-

SCAD, DS, LAD-Lasso SQR-Lasso και stepwise-SCAD, αντίστοιχα. Μόνο η

stepwise-SCAD δίνει πολύ καλά αποτελέσµατα σε αυτό το σενάριο αν λάβουµε

υπόψη την Ισχύ. Για µια ακόµη ϕορά, οι διαδικασίες που ϐασίζονται στη

Σχήµα 7.4: Μέσο συνολικό σφάλµα για το Σενάριο ΙΙ. Το αριστερό πλαίσιο (a) αναφέρεται
στο Μοντέλο 1, το δεξί πλαίσιο (b) αναφέρεται στο Μοντέλο 2.
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SIS σαφώς έχουν καλύτερες επιδόσεις έναντι όλων των υπολοίπων όσον αφορά

όλα τα εξεταζόµενα µέτρα, στην περίπτωση του Μοντέλου 2. Η Iter-SIS-SCAD

επιτυγχάνει την καλύτερη απόδοση, ακόµα καλύτερη και από αυτή της SIS-

SCAD (δεξί πλαίσιο του Σχήµατος 7.4). Πιο συγκεκριµένα, το συνολικό µέσο

σφάλµα της ανέρχεται στο 1% ενώ η Ισχύς ισούται µε 98.77% (Σχήµα 7.6,

επάνω δεξί πλαίσιο, γκρι γραµµή). Η SIS-SCAD επιτυγχάνει εξαιρετικά καλά

αποτελέσµατα, παρόµοια µε αυτά της Iter-SIS-SCAD, ακολουθούµενη από το

DS . ΄Ετσι, η προτεινόµενη µέθοδος ϕαίνεται να αποδίδει ακόµη και κάτω από

το Σενάριο ΙΙ.

Σενάριο ΙΙΙ: Το Σχήµα 7.5 παρουσιάζει µε σαφήνεια, µέσω του αριστερού

πλαισίου του, την αναµενόµενη υπεροχή των διαδικασιών που ϐασίζονται στη

SIS σε σχέση µε τις άλλες µεθοδολογίες ιδίως όσον αφορά το µέσο συνολικό

σφάλµα στο Μοντέλο 1. Επιπλέον, είναι σαφές το όφελος των SIS-SCAD και

Iter-SIS-SCAD σε σχέση µε τις άλλες µεθόδους σε σχέση µε την Ισχύ, κάτι που

απεικονίζεται στο Σχήµα 7.6 (κάτω αριστερό πλαίσιο, µαύρη γραµµή). Συγκε-

κριµένα, η Iter-SIS-SCAD παρουσιάζει περίπου 53% ϐελτίωση στην Ισχύ έναντι

του DS και κατά περίπου 28% ϐελτίωση στην Ισχύ έναντι της stepwise-SCAD.

Για το Μοντέλο 2 η προτεινόµενη µεθοδολογία επιτυγχάνει πολύ καλύτερες

Σχήµα 7.5: Μέσο συνολικό σφάλµα για το Σενάριο ΙΙΙ. Το αριστερό πλαίσιο (a) αναφέρεται
στο Μοντέλο 1, το δεξί πλαίσιο (b) αναφέρεται στο Μοντέλο 2.

επιδόσεις στον προσδιορισµό των σηµαντικών παραγόντων. Φαίνεται ότι µόνο η

SIS-SCAD και Iter-SIS-SCAD είναι ανταγωνιστικές, όπου η πρώτη επιτυγχάνει

υψηλότερες τιµές της στατιστικής ισχύος (Σχήµα 7.6, κάτω αριστερό πλαίσιο,

γκρι γραµµή) ενώ η τελευταία συγκεντρώνει χαµηλότερο µέσο όρο συνολικού
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σφάλµατος (Σχήµα 7.5, δεξιό πλαίσιο). Το DS επιτυγχάνει σχετικά χαµηλό

µέσο συνολικό σφάλµα. Ωστόσο, το Σχήµα 7.6 της Ισχύος δείχνει την κατω-

τερότητά της έναντι των προτεινόµενων µεθόδων. Το Σχήµα 7.6 ενισχύει την

αιτιολόγησή µας αφού σαφώς απεικονίζει την υπεροχή των διαδικασιών που

ϐασίζονται στη SIS. Οι πίνακες στο Παράρτηµα παρουσιάζουν τον πλήρη πίνα-

κα των αποτελεσµάτων, συµπεριλαµβανοµένου του σφάλµατος Τύπου Ι καθώς

και το µέσο µέγεθος (MS) των τελικά επιλεγµένων µοντέλων.

Σχήµα 7.6: Στατιστική ισχύς στο Μοντέλο 1 (µαύρες γραµµές) και στο Μοντέλο 2 (γκρι
γραµµές). Το επάνω αριστερό πλαίσιο (a) αναφέρεται στο Σενάριο Ι, το επάνω δεξιό πλαίσιο
(b) αναφέρεται το Σενάριο ΙΙ και το κάτω αριστερό πλαίσιο (c) αναφέρεται στο Σενάριο ΙΙΙ.

Συνολικά, η προτεινόµενη µεθοδολογία υπερβαίνει όλες τις άλλες µεθόδους ει-

δικά όταν δεν ισχύει η υπόθεση της σποραδικότητας των επιδράσεων. Αυτό είναι

εξαιρετικά σηµαντικό σε περιπτώσεις που υπάρχουν στο πείραµα πολλοί ενεργοί

παράγοντες. ΄Ετσι, η υπεροχή της προτεινόµενης µεθόδου έγκειται στην απόδοσή

της τόσο στο Σενάριο ΙΙ (ενδιάµεση πολυπλοκότητα) όσο και το Σενάριο ΙΙΙ (µεγά-

λος αριθµός ενεργών επιδράσεων), αφού η ανίχνευση των ενεργών παραγόντων σε

ΥΣ πέραν του ενός ή των δύο ενεργών παραγόντων (Σενάριο Ι) ϕαίνεται ότι δεν είναι

ικανοποιητική µε τη χρήση άλλων µεθόδων.
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7.4.3 Παραδείγµατα

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε τον τρόπο µε τον οποίο η προτεινόµενη µε-

ϑοδολογία αποδίδει σε πραγµατικά δεδοµένα από ένα πείραµα που έχει συζητηθεί

εκτενώς στη ϐιβλιογραφία. Αυτό το παράδειγµα παρουσιάζει τα δεδοµένα Rubber

του Williams [141], χρησιµοποιώντας τον ΥΣ του Lin [91].

Παράδειγµα 1

Πίνακας 7.2: ∆ύο επιπέδων υπερκορεσµένος σχεδιασµός και τα δεδοµένα Rubber του
Williams.

Παράγοντες
Εκτελέσεις 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 Απόκριση

1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 133
2 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 62
3 1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 45
4 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 52
5 -1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1 56
6 -1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 47
7 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 88
8 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 1 -1 193
9 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 32
10 1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 53
11 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 1 276
12 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1 145
13 1 1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 130
14 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1 -1 127

Πίνακας 7.3: Μοντέλα που αποκοµήθηκαν από την ανάλυση των δεδοµένων Rubber.

Μέθοδος Μέγεθος Τελικό µοντέλο
Williams [141] Αρχική Ανάλυση 7 14 16 19 (σηµαντικές)

4 21 13 8 (µέτριας σηµαντικότητας)
Williams [141] Τελική πρόταση 4 14 10 19 4

Lin [91] Παλινδρόµηση κατά ϐήµατα 5 4 10 12 14 19
Westfall et al. [140] Προς τα εµπρός παλινδρόµηση 6 14 12 19 4 10 11
Abraham et al. [1] all-subsets regression 3 1 14 19
Abraham et al. [1] all-subsets regression 4 1 13 14 19
Abraham et al. [1] all-subsets regression 5 1 3 13 14 19
Beattie et al. [6] πολλές µεθόδους 1 14
Li and Lin [82] Stepwise-SCAD 4 14 12 19 4

Zhang et al. [158] Μερικά ελάχιστα τετράγωνα (PLSVS) 4 14 12 19 4
Phoa et al. [112] Dantzig Selector 1 14

Phoa [111] SRRS 1 14

Λαµβάνοντας υπόψη τον ΥΣ του Lin [91], δηλαδή το µισό κλάσµα του 28-

εκτελέσεων και 24-παραγόντων Plackett-Burman σχεδιασµού, εκτελούµε την ανά-

λυση χρησιµοποιώντας τα αρχικά δεδοµένα από τον Williams [141]. Τα αρχικά

δεδοµένα απόκρισης του µισού κλάσµατος παρουσιάζονται στον Πίνακα 7.2. Οι πα-

ϱάγοντες X13 και X16 είναι ίδιοι και, ως εκ τούτου, διαγράψαµε τη στήλη 13 που
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Πίνακας 7.4: Μοντέλα που αποκοµήθηκαν από την ανάλυση των δεδοµένων Rubber χρη-
σιµοποιώντας τις µεθόδους που ϐασίζονται στη SIS.

∆εδοµένα Μέθοδος Μέγεθος Τελικό Μοντέλο
Orig.-scale Iter-SIS-SCAD 12 14 20 18 9 19 15(σηµαντικές)

11 12 16 6 7 17 (µέτριας σηµαντικότητας)
Orig.-scale SIS-SCAD 13 1 2 7 12 14 15 22(σηµαντικές)

6 8 9 11 16 18 (µέτριας σηµαντικότητας)
log10-scale Iter-SIS-SCAD 1 14
log10-scale SIS-SCAD 1 14

αντιστοιχεί στον παράγοντα X13. Ακολούθως, όπως οι Beattie et al. [6], οι Phoa et

al. [112] και ο Phoa [111] µετά τη διαγραφή της στήλης 13, άλλαξαµε την επισήµαν-

ση των παραγόντων από 14− 24 ως 13− 23 (Πίνακας 7.2). Ο προκύπτων σχεδιασµός

23 παραγόντων και 14 εκτελέσεων είναι ένας E(s2)-ϐέλτιστος ΥΣ και αποτελεί ένα

δηµοφιλή σχεδιασµό για τη µελέτη πολλών µεθόδων ανάλυσης σε ΥΣ. Μια σύντο-

µη µατιά στη στήλη της απόκρισης, y στον Πίνακα 7.2 δείχνει ότι η µεταβολή του

µεγέθους των τιµών της y είναι µεγάλη, µε το µικρότερο (y = 32) στο µεγαλύτερο

(y = 300). Ο Williams [141] επεσήµανε ότι η λογαριθµική κλίµακα είναι πιο κατάλ-

ληλη από την αρχική για το συγκεκριµένο πείραµα. Με αυτό τον τρόπο, αντίθετα µε

άλλους συγγραφείς που ανέλυσαν µόνο τα αρχικά δεδοµένα, εµείς παρέχουµε απο-

τελέσµατα τόσο για την αρχική απόκριση όσο και για τη µετασχηµατισµένη (log(y)).

Η αρχική ανάλυση ϐρίσκεται στη µελέτη του Williams [141] και ϐασίζεται στο

σχεδιασµό των Plackett-Burman 28 πειραµατικών εκτελέσεων και 24 παραγόντων.

Τα δεδοµένα αυτά έχουν προηγουµένως αναλυθεί από πολλούς συγγραφείς, όπως

π.χ. από τον Lin [91] ο οποίος χρησιµοποίησε την κατά ϐήµατα παλινδρόµηση

[35], από τους Westfall et al. [140], Abraham et al. [1] που χρησιµοποίησαν την

all-subsets παλινδρόµηση περιορίζοντας την αναζήτησή τους για τα καλύτερα υπο-

σύνολα σε µοντέλα µε πέντε ή λιγότερους παράγοντες, από τους Beattie et al. [6] που

σύγκριναν αρκετές µεθόδους επιλογής µοντέλων, τους Li και Lin [82], τους Zhang et

al. [158] καθώς και από δύο σχετικά νέες ερευνητικές εργασίες από τον Phoa, η πρώ-

τη αναφέρεται στον DS µε το αντίστοιχο profile plot [112] και η δεύτερη στη µέθοδο

SRRS [111]. Ο Πίνακας 7.3 παρουσιάζει µια συνοπτική περιγραφή των µεθόδων

που χρησιµοποιήθηκαν από κάθε συγγραφέα καθώς και το αντίστοιχο µέγεθος και

τις µεταβλητές του τελικά επιλεγµένου µοντέλου.

Εφαρµόσαµε τη SIS-SCAD και την Iter-SIS-SCAD. ∆ίνοντας ως προκαθορισµένη
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τιµή για το µέγιστο αριθµό των παραγόντων n−1 = 13, η Iter-SIS-SCAD αναγνώρισε

τον X14, ακολουθούµενο από τους X20, X18, X9, X19 και X15, ως τους πρώτους 6

πιο σηµαντικούς παράγοντες και από τους X11, X12, X16, X6, X7 και X17 ως µέ-

τριας σηµαντικότητας παράγοντες, ανάλογα µε το µέγεθος των επιδράσεων. ΄Ολες οι

µεταβλητές που παρουσιάστηκαν από την αρχική µελέτη των Westfall et al. [140],

ανιχνεύτηκαν από τις µεθόδους µας εκτός του παράγοντα X10. Ο παράγοντας X14

ϐρίσκεται σε κάθε επιλεγµένο µοντέλο είτε από τη SIS είτε από την Iter-SIS, ενώ

µόνος του εξηγεί το 63% της µεταβλητότητας στην παρατηρούµενη απόκριση. Ορι-

σµένες χρήσιµες παρατηρήσεις σχετικά µε το εν λόγω σύνολο δεδοµένων δίνονται

από τον Sundberg [130] ο οποίος έδειξε ότι το σύνολο δεδοµένων του Williams ϑα

έπρεπε να ϑεωρείται σε λογαριθµική κλίµακα αντί για την αρχική και ότι επηρεάζε-

ται από µία έκτροπη παρατήρηση (outlier), η οποία επηρεάζει σηµαντικά τα µικρά

σύνολα δεδοµένων που κατασκευάζονται ως ΥΣ. Η κυριαρχία του παράγοντα X14

ενισχύθηκε στην περίπτωση που ϑεωρούσαµε το σύνολο δεδοµένων του Williams σε

λογαριθµική κλίµακα αντί για την αρχική κλίµακα όπου είτε χρησιµοποιώντας τη

SIS είτε την Iter-SIS µόνο ο X14 παραµένει ως ενεργός παράγοντας (Πίνακας 7.4).

Αν και τα καλύτερα επιλεγµένα µοντέλα, είναι αυτά που περιέχουν τους παράγον-

τες 12, 11 ή 9, µόνο ο X14 είναι πολύ σηµαντικός για την απόκριση. ΄Ετσι, τελικά

συµφωνούµε µε τους Abraham et al. [1], ότι δεν είναι ακόµα σαφές ποιοι είναι οι

ενεργοί παράγοντες.

7.4.4 Γενικές παρατηρήσεις

Προκειµένου να συµβάλουµε στη διαµόρφωση των συµπερασµάτων, αναπτύσ-

σουµε ορισµένες γενικές παρατηρήσεις.

1. Η απώλεια ενός ενεργού παράγοντα στο πρώτο στάδιο (SIS) έχει επίπτωση στο

σφάλµα Τύπου ΙΙ το οποίο δεν µπορεί να ϐελτιωθεί στο δεύτερο στάδιο (δηλαδή

µε την εφαρµογή της SCAD). ΄Ετσι, το σφάλµα Τύπου ΙΙ της SIS-SCAD δίνει

µια αίσθηση της πιθανότητας του πρώτου συνόλου d. Εποµένως, η πιθανότητα

του πρώτου συνόλου, d, είναι ίση ή µεγαλύτερη από την πιθανότητα (1- σφάλµα

Τύπου ΙΙ) της SIS-SCAD. Συµπερασµατικά, η πιθανότητα του πρώτου σετ, d,

είναι ≥ από την Ισχύ (Power) της SIS-SCAD.
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2. Πειράµατα µε µεγάλο αριθµό ενεργών επιδράσεων, όπως στο Σενάριο ΙΙΙ στη

µελέτη προσοµοίωσης, αποτελούν µια σπάνια περίπτωση στους ΥΣ, δεδοµένου

ότι ισχύει η αρχή σποραδικότητας των επιδράσεων. Οι διαδικασίες SIS είναι

ιδιαίτερα αποδοτικές όταν ο αριθµός των ενεργών παραγόντων στο µοντέλο

είναι ίσος µε n/6 ή και περισσότερο (Σενάριο ΙΙ και ΙΙΙ) σε αντίθεση µε τις άλλες

µεθόδους, οι οποίες απέτυχαν στην εύρεση λύσης για το πρόβληµα πέρα από

έναν ή δύο ενεργούς παράγοντες (Σχήµα 7.5). Τα Σχήµατα 7.4 και 7.5 δείχνουν

πόσο απότοµη είναι η πτώση για τις τιµές των σφαλµάτων και το Σχήµα 7.6

δείχνει ότι οι αντίστοιχες τιµές για την Ισχύ είναι στο υψηλότερο επίπεδο έναντι

των υπολοίπων µεθόδων. Συγκεκριµένα, εάν κοιτάξουµε και τα τρία πάνελ

του Σχήµατος 7.6 παρατηρούµε ότι η συγκριτική αποδοτικότητα των µεθόδων

που ϐασίζονται στη SIS είναι ιδιαίτερα εµφανής για το Σενάριο ΙΙΙ, λιγότερο

εµφανής για το Σενάριο ΙΙ, και σχεδόν εξαφανίζεται, ειδικά σε σύγκριση µε

το ∆Σ, για το Σενάριο Ι, στην περίπτωση του Μοντέλου 2 (γκρίζα γραµµή).

Ωστόσο, στο Μοντέλο 1 (µαύρη γραµµή), οι µέθοδοι που ϐασίζονται στη SIS

έχουν υπερβολικά υψηλή Ισχύ σε σύγκριση µε τους υπόλοιπους αλγορίθµους.

Αναµφίβολα, οι εξαιρετικά καλές επιδόσεις των µεθόδων SIS συνεχίζουν να

υφίστανται και στην περίπτωση της σποραδικότητας των επιδράσεων (Σενάριο

Ι) όπου η πλειονότητα των µεθόδων που παρουσιάζονται αποδίδουν σε µεγάλο

ϐαθµό. (Σχήµα 7.3).

3. Φαίνεται ότι όλες οι µέθοδοι επιτυγχάνουν υψηλότερες τιµές της Ισχύος στο

Μοντέλο 2, όπου το µέγεθος των επιδράσεων είναι ίσο µε 5 µε διασπορά 1, παρά

στο Μοντέλο 1 όπου το µέγεθος των επιδράσεων είναι ίσο µε 2 µε διασπορά 1,

αποδεικνύοντας ότι η πολυπλοκότητα στο Μοντέλο 1 είναι ακόµη υψηλότερη

από ότι στο Μοντέλο 2. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι οι συντελεστές στο

Μοντέλο 1 είναι τόσο µικροί όσο ο όρος σφάλµατος, ενώ οι συντελεστές στο

Μοντέλο 2 είναι αρκετά µεγάλοι σε σχέση µε τον όρο σφάλµατος.

4. Στο Μοντέλο 1, η Iter-SIS-SCAD επιτυγχάνει υψηλότερες τιµές της Ισχύος για

το Σενάριο ΙΙ και το Σενάριο ΙΙΙ από την SIS-SCAD η οποία έχει καλύτερη

απόδοση στο Σενάριο Ι. Εποµένως, προτείνουµε τη χρήση της επαναληπτικής

µεθόδου SIS στο Σενάριο ΙΙ-και το Σενάριο ΙΙΙ, αλλά τη χρήση της SIS στην
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περίπτωση που ισχύει η σποραδικότητα των επιδράσεων δηλαδή στο Σενάριο Ι.

Στο Μοντέλο 2, τα αποτελέσµατα και των δύο διαδικασιών που ϐασίζονται στη

SIS είναι σχεδόν τα ίδια.

5. Για να ενισχύσουµε περαιτέρω την αιτιολόγησή µας για τη χρήση των διαδικα-

σιών που ϐασίζονται στη SIS πραγµατοποιήσαµε ένα παράδειγµα µε πραγµα-

τικά δεδοµένα όπου η προτεινόµενη µεθοδολογία επιτυγχάνει τον εντοπισµό

όλων των επιδράσεων, οι οποίες έχουν εντοπιστεί και από άλλες µελέτες που

έχουν γίνει στην ϐιβλιογραφία.

7.5 Συµπεράσµατα

Οι ΥΣ τυπικά χρησιµοποιούνται για να κρησάρουµε τους λίγους, ενεργούς, από

τους πολλούς υποψήφιους παράγοντες. Σε αυτό το κεφάλαιο µελετάµε τη µέθοδο

SIS ως µέθοδο επιλογής µοντέλου στους ΥΣ. Από όσο γνωρίζουµε, αυτή είναι η

πρώτη ϕορά, που αυτή η µέθοδος έχει εφαρµοστεί σε ΥΣ. Τα ϐασικότερα οφέλη

αυτής της ιδέας είναι ότι, αν και απλή, επιτυγχάνει εξαιρετική απόδοση όσον αφορά

τόσο τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ όσο και την Ισχύ. Μια εκτενής µελέτη

προσοµοίωσης δείχνει ότι η SIS-SCAD και η Iter-SIS-SCAD αποφέρουν τα καλύτερα

απολέσµατα και µπορούν να ανταγωνιστούν τις υπάρχουσες µεθόδους ανάλυσης που

έχουν προταθεί µέχρι τώρα στην ϐιβλιογραφία.

Σε ένα πείραµα κρησαρίσµατος, είναι πιο σηµαντικό να προσδιοριστούν οι πραγ-

µατικά ενεργές επιδράσεις από το να διασφαλιστεί ότι δεν περιλαµβάνονται µη ενερ-

γές επιδράσεις. Οι µέθοδοι SIS είναι πραγµατικά αποτελεσµατικές αφού επιτυγχά-

νουν συγκριτικά τις καλύτερες επιδόσεις ως προς τη στατιστική Ισχύ που αποτελεί

και το κρισιµότερο µέτρο για την ανάλυση των ΥΣ. Τα αποτελέσµατα που παρέχουν

είναι τόσο ικανοποιητικά που ξεπερνούν ακόµη και εκείνα του DS, στις περισσότε-

ϱες περιπτώσεις. Επιπλέον, αποδίδουν εξαιρετικά καλά όχι µόνο όταν το πραγµατικό

µοντέλο είναι πολύ αραιό αλλά και όταν υπάρχει µεγάλος αριθµός ενεργών επιδρά-

σεων (Σενάριο ΙΙΙ). Μια τέτοια µέθοδος λοιπόν είναι σε ϑέση να χειριστεί σχεδιασµούς

που περιλαµβάνουν πολλούς παράγοντες δύο ή και πολλών επιπέδων.
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 8

Εισαγωγικά στοιχεία και ϐασικές έννοιες

για τους εύρωστους παραµετρικούς

σχεδιασµούς

Cost is more important than quality

but quality is the best way to reduce cost.

—Genichi Taguchi (1924–2012)

Σ το παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται κάποιες ϐασικές έννοιες για τους εύρω-

στους παραµετρικούς σχεδιασµούς.

8.1 Εισαγωγή

Μετά το τέλος του ∆ευτέρου Παγκοσµίου Πολέµου, οι ιαπωνικές εταιρίες έχοντας

αντιληφθεί τις ανάγκες των καιρών για συνεχή ποιοτική ϐελτίωση των προϊόντων και

των υπηρεσιών, προς όφελος του καταναλωτή υιοθέτησαν προγράµµατα, τα οποία

αποσκοπούσαν στην ϐελτίωση της ποιότητας. Σύµφωνα µε την ιαπωνική ϕιλοσοφία,

όσο υψηλότερη είναι η ποιότητα, τόσο χαµηλότερο είναι το κόστος παραγωγής και

η τιµή του προϊόντος. Οι πιο δηµοφιλείς µέθοδοι που αποσκοπούν στην ελάττωση

του παραγωγικού κόστους και την ποιοτική ϐελτίωση των προϊόντων µέσω του στα-

τιστικού ποιοτικού ελέγχου πριν από την έναρξη της µαζικής παραγωγής «Off-line

Quality Control» είναι οι γνωστές ως «Μέθοδοι του Taguchi» (Taguchi methods). Ο

Taguchi, µε τη ϐοήθεια του παραµετρικού σχεδιασµού, στοχεύει στο να µειωθεί η

µεταβλητότητα της παραγωγής ενός προϊόντος ή ενός συστήµατος.



142
Εισαγωγικά στοιχεία και ϐασικές έννοιες για τους εύρωστους

παραµετρικούς σχεδιασµούς

Η µεθοδολογία των εύρωστων παραµετρικών σχεδιασµών (Robust Parameter De-

sign Methodology, RPDM) αποτελεί µια στατιστική µεθοδολογία που στοχεύει στη

µείωση της διασποράς ενός συστήµατος λόγω των µεταβλητών που είναι δύσκολο

να ελεγχθούν, δηλαδή των µεταβλητών ϑορύβου. Σύµφωνα µε τον Taguchi, η από-

κλιση ενός προϊόντος από τον επιθυµητό στόχο οφείλεται σε δύο παράγοντες, τους

παράγοντες που µπορούν να ελεγχθούν και τους παράγοντες που δεν µπορούν να

ελεγχθούν. Ο εύρωστος παραµετρικός σχεδιασµός συνεπάγεται το σχεδιασµό του

συστήµατος όχι µε την έννοια του πειραµατικού σχεδιασµού αλλά µε την έννοια της

επιλογής των επιπέδων των παραγόντων ελέγχου µε στόχο να επιτευχθεί η µείωση

της διασποράς και η διατήρηση της µέσης απόδοσης. Ο στόχος είναι να επιλέξουµε

τα επίπεδα των παραγόντων ελέγχου, ώστε να γίνει η διαδικασία λιγότερο ευαίσθητη

στη µεταβολή του ϑορύβου και άρα πιο εύρωστη.

Ελεγχόµενοι παράγοντες (control factors, C) είναι αυτοί των οποίων τις τιµές

µπορεί να ϱυθµίσει εύκολα ο πειραµατιστής. Αυτοί οι παράγοντες χωρίζονται σε αυ-

τούς που επηρεάζουν τη διασπορά του αποτελέσµατος και ονοµάζονται παράγοντες

ελέγχου διασποράς (variability control factors), σε αυτούς που επιδρούν στο µέσο

του αποτελέσµατος και ονοµάζονται παράγοντες ελέγχου του στόχου (target control

factors), και τέλος, σε αυτούς που δεν επιδρούν ούτε στη µέση απόδοση ούτε στην

µεταβλητότητα και εποµένως µπορούν να ϱυθµιστούν έτσι ώστε να εναρµονίζονται µε

τις οικονοµικές απαιτήσεις και ονοµάζονται παράγοντες κόστους. Η επιλογή των επι-

πέδων των παραγόντων ελέγχου εστιάζεται σε µεγάλο ϐαθµό στην µεταβλητότητα της

µεταβλητής απόκρισης, το µεγαλύτερο ποσοστό της οποίας οφείλεται στην παρουσία

ενός δεύτερου συνόλου παραγόντων, οι οποίοι καλούνται παράγοντες ϑορύβου (noise

factors) ή µεταβλητές ϑορύβου (noise variables).

Οι µη ελεγχόµενοι παράγοντες ή παράγοντες ϑορύβου (noise factors, N ) είναι

πηγές διασποράς που δε συνδέονται συνήθως µε το περιβάλλον της παραγωγής ή

της λειτουργίας και δεν µπορούν να ελεγθούν κατά τη διαδικασία του σχεδιασµού

ενός προϊόντος. Οι παράγοντες αυτοί διακρίνονται στους εξωτερικούς παράγοντες

ϑορύβου, όπως η υγρασία, η σκόνη, η ϑερµοκρασία περιβάλλοντος, κ.ά. και στους

εσωτερικούς παράγοντες ϑορύβου, όπως οι αποκλίσεις των µηχανηµάτων από τις

προδιαγραφές της παραγωγικής διεργασίας.
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Ο Taguchi [131] πρότεινε τη χρήση των διασταυρωµένων σχηµατισµών, δηλαδή

της διασταύρωσης δύο παραγοντικών σχεδιασµών, του ενός που αντιστοιχεί στους

παράγοντες ελέγχου και του άλλου που αντιστοιχεί στους παράγοντες ϑορύβου,

µε σκοπό την εξεύρεση των ϐέλτιστων επιπέδων για τους παράγοντες ελέγχου. Ο

διασταυρωµένος σχηµατισµός (crossed array) περιέχει δύο πειραµατικούς σχεδια-

σµούς, έναν για τους παράγοντες ϑορύβου (εξωτερικός σχηµατισµός, outer array)

και έναν για τους παράγοντες ελέγχου (εσωτερικός σχηµατισµός, inner array), οι

οποίοι σχεδιασµοί διασταυρώνονται µεταξύ τους. Ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλον,

ο εσωτερικός και ο εξωτερικός σχηµατισµός, είναι γενικά αρκετά οικονοµικοί σε µέ-

γεθος (πλήθος εκτελέσεων), γιατί είναι κορεσµένοι (saturated) ή σχεδόν κορεσµένοι

σχεδιασµοί. ΄Οµως η διασταύρωση αυτών των δυο δεν παράγει, πάντα, έναν οικο-

νοµικό σχεδιασµό. Σε µαθηµατικούς όρους, αν N1 και N2 συµβολίζουν τα µεγέθη

των εκτελέσεων για τους σχηµατισµούς παραγόντων ελέγχου και ϑορύβου αντίστοιχα,

τότε N = N1N2 είναι το µέγεθος των εκτελέσεων για το διασταυρωµένο σχηµατισµό.

Ο διασταυρωµένος σχηµατισµός σε πάρα πολλές περιπτώσεις είναι ιδιαίτερα δα-

πανηρός, όσον αφορά τις πειραµατικές εκτελέσεις. Ωστόσο, άλλες στρατηγικές που

χρησιµοποιούν τους λεγόµενους συνδυασµένους σχηµατισµούς [122] χρειάζονται

λιγότερες πειραµατικές εκτελέσεις για τον ίδιο αριθµό παραγόντων. Μπορούµε να

αναλύσουµε ένα σχεδιασµό που περιέχει τους παράγοντες ελέγχου και τους παράγο-

ντες ϑορύβου µε την ϐοήθεια της Μεθοδολογίας Αποκριτικών Επιφανειών (Response

Surface Methodology, RSM). Για αυτή την προσέγγιση, ο λεγόµενος συνδυασµένος

σχηµατισµός (combined array, Wu and Hamada [143]) είναι πιο οικονοµικός και

αρκετά αποδοτικός. Η λέξη συνδυασµένος σηµαίνει ότι δεν χρησιµοποιούνται διαφο-

ϱετικοί σχηµατισµοί, αλλά ένας σχηµατισµός και για τους παράγοντες ελέγχου και

για τους παράγοντες ϑορύβου. Οι συνδυασµένοι σχηµατισµοί είναι οικονοµικοί όσον

αφορά στο µέγεθος των πειραµατικών εκτελέσεων ενώ προσφέρουν και µεγαλύτερη

ευχέρεια όσον αφορά στην επιλογή των παραγόντων που ϑα εκτιµήσουµε.
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8.3 Αρχή σηµαντικότητας των επιδράσεων στον Πα-

ϱαµετρικό Σχεδιασµό

Η ιεραρχία των επιδράσεων στους παραγοντικούς σχεδιασµούς δε λειτουργεί για

πειράµατα παραµετρικού σχεδιασµού. Στους παραγοντικούς σχεδιασµούς, οι επι-

δράσεις της ίδιας τάξης αντιµετωπίζονται µε τον ίδιο τρόπο. Αυτό σηµαίνει ότι οι

κύριες επιδράσεις είναι υψηλότερης σηµασίας, ακολουθούν οι επιδράσεις δεύτερης

τάξης, έπειτα οι επιδράσεις τρίτης τάξης και ούτω καθεξής. Αντίθετα, οι επιδράσεις

(κύριες ή αλληλεπιδράσεις) της ίδιας τάξης στους RPDM, δεν είναι απαραίτητα του

ίδιου ενδιαφέροντος. Για παράδειγµα, οι C × N αλληλεπιδράσεις είναι σηµαντικό-

τερες από τις C × C αλληλεπιδράσεις. Σύµφωνα µε τους Wu και Hamada [143] η

σηµαντικότητα των επιδράσεων ϑα πρέπει να κατατάσσεται σε ϕθίνουσα σειρά σπου-

δαιότητας όπως αυτή εµφανίζεται στον Πίνακα 8.1.

Πίνακας 8.1: Κατάταξη των επιδράσεων στους παραγοντικούς έναντι των εύρωστων παρα-
µετρικών σχεδιασµών µέχρι τρίτης τάξης σηµαντικότητας των παραγόντων.

Κατάταξη
σηµαντικότητας Τύπος επίδρασης

Παραγοντικά Πειράµατα
1. C, N
2. C ×N , C × C, N ×N
3. C × C × C, C × C ×N , C ×N ×N

N ×N ×N
Εύρωστα Παραµετρικά Πειράµατα

1. C, N , C ×N
2. C × C, C × C ×N
3. N ×N , C × C × C, C ×N ×N

N ×N ×N

(i) κύριες επιδράσεις ελέγχου (C), κύριες επιδράσεις ϑορύβου (N), ελέγχου επί

ϑορύβου (C × N) αλληλεπιδράσεις

(ii) ελέγχου επί ελέγχου (C×C) αλληλεπιδράσεις, ελέγχου επί ελέγχου επί ϑορύβου

(C × C × N) αλληλεπιδράσεις.

(iii) ϑορύβου επί ϑορύβου (N × N) αλληλεπιδράσεις.

Παρατηρούµε ότι οι (C × N) αλληλεπιδράσεις είναι οι πιο σηµαντικές από τις

αλληλεπιδράσεις δεύτερης τάξης (όπως τις (N × N) για παράδειγµα) διότι, µαζί µε τις
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κύριες επιδράσεις, εµπλέκονται στον καθορισµό του µοντέλου ϑέσης και διασποράς

άρα και στη διαδικασία ϐελτιστοποίησης του παραµετρικού σχεδιασµού. Η ακριβής

εκτίµηση των επιδράσεών τους οδηγεί στην ϐελτίωση της διαδικασίας ϐελτιστοποίη-

σης.

Οι κύριες επιδράσεις ϑορύβου επίσης περιλαµβάνονται στην πρώτη κλάση ση-

µαντικότητας

(i) παρόλο που δεν συµµετέχουν στη διαδικασία ϐελτιστοποίησης, το µέγεθός τους

µπορεί να καθιστά δύσκολη την ερµηνεία της σηµαντικότητας των άλλων επι-

δράσεων που είναι ταυτόσηµες µε αυτές. Επίσης οι κύριες επιδράσεις ϑορύβου

είναι ιδιαίτερα χρήσιµες για την ευρωστία του µοντέλου διότι δεν µπορούν να

υπάρχουν αλληλεπιδράσεις που εµπλέκονται οι αντίστοιχες επιδράσεις δίχως

την ύπαρξη αυτών στο υπό εξέταση µοντέλο.

(ii) Οι (C × C × N) αλληλεπιδράσεις µπορούν να ϑεωρηθούν ως επίδραση δεύ-

τερης τάξης. Είναι υψηλής σηµασίας όχι µόνο µεταξύ των αλληλεπιδράσεων

τρίτης τάξης, αλλά και µεταξύ µερικών αλληλεπιδράσεων δεύτερης τάξης, όπως

των (N × N) για παράδειγµα. Η σηµαντικότητά τους υποδεικνύει ότι το Ϲεύ-

γος των παραγόντων ελέγχου ϑα πρέπει να προσαρµοστεί από κοινού για να

ελαχιστοποιήσει την επίδραση του παράγοντα ϑορύβου (που περιέχεται στην

αλληλεπίδραση (C×C×N) τριών παραγόντων) επί της απόκρισης.

8.4 Στρατηγικές µοντελοποίησης

Οι στρατηγικές µοντελοποίησης είναι είτε η λεγόµενη µοντελοποίηση ϑέσης - δια-

σποράς που χρησιµοποιείται στους διασταυρωµένους σχηµατισµούς ή η αποκριτική

µοντελοποίηση που χρησιµοποιείται σε συνδυασµένους σχηµατισµούς και η οποία

υιοθετείται στο Κεφάλαιο 9. Η προσέγγιση της µοντελοποίησης ϑέσης-διασποράς

είναι µία προσέγγιση που γίνεται εύκολα κατανοητή και µπορεί να εφαρµοστεί εξί-

σου εύκολα. Είναι µια ϕυσική προσέγγιση για τα πειράµατα που ϐασίζονται στους

διασταυρωµένους σχηµατισµούς. Στην ϕόρµα του διασταυρωµένου σχηµατισµού, οι

ȳi και s2i υπολογίζονται πάνω στον ίδιο σχηµατισµό παραγόντων ϑορύβου. Τα µο-

ντέλα που ϐρίσκουµε καθορίζουν ποιοι παράγοντες είναι οι σηµαντικοί παράγοντες
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ϑέσης (αυτοί που εµφανίζονται στο µοντέλο του µέσου) και ποιοι είναι οι σηµαντικοί

παράγοντες διασποράς (αυτοί που εµφανίζονται στο µοντέλο διασποράς).

8.4.1 Μοντελοποίηση ϑέσης και διασποράς (Location and Dis-

persion Modeling)

Στην προσέγγιση της µοντελοποίησης ϑέσης-διασποράς κατασκευάζουµε ξεχω-

ϱιστά µοντέλα για τα µέτρα ϑέσης και ξεχωριστά µοντέλα για τα µέτρα διασποράς

για τις κύριες επιδράσεις και τις αλληλεπιδράσεις των παραγόντων ελέγχου. Σε κά-

ϑε συνδυασµό επιπέδων, υπολογίζονται τα ȳi (δειγµατικός µέσος, ως µέτρο ϑέσης)

και τα lns2i (λογαριθµοποιηµένη δειγµατική διασπορά, ως µέτρο διασποράς) επί των

επαναλήψεων και υπολογίζονται ως εξής :

ȳi =
1

ni

ni∑
j=1

yij, si
2 =

1

ni − 1

ni∑
j=1

(yij − ȳi)2, (8.1)

όπου ni είναι ο αριθµός των επαναλήψεων ϑορύβου για τη στάθµη του i-οστού παρά-

γοντα ελέγχου. Από τα µοντέλα ϑέσης και διασποράς που προκύπτουν, οι παράγο-

ντες ϑέσης (location factors) ορίζονται να είναι εκείνοι οι παράγοντες που εµφανί-

Ϲονται ως σηµαντικοί στο µοντέλο ϑέσης και οι παράγοντες διασποράς (dispersion

factors) ορίζονται να είναι εκείνοι οι παράγοντες που εµφανίζονται ως σηµαντικοί

στο µοντέλο διασποράς. Ο παράγοντας ϑέσης που δεν είναι παράγοντας διασπο-

ϱάς καλείται παράγοντας προσαρµογής (adjustment factor). Για τα προβλήµατα

nominal-the-best οι προτεινόµενες στάθµες για τους παράγοντες ελέγχου µπορούν

να ληφθούν χρησιµοποιώντας την ακόλουθη διαδικασία δύο ϐηµάτων:

1 Επιλέγουµε τις στάθµες των παραγόντων διασποράς για την ελαχιστοποίηση

της διασποράς.

2 Επιλέγουµε τις στάθµες του παράγοντα προσαρµογής για να ϕέρουµε τη ϑέ-

ση/το µέσο στο στόχο.

Αν ο παράγοντας που χρησιµοποιείται στο ϐήµα 2 ήταν επίσης παράγοντας δια-

σποράς, η αλλαγή της στάθµης του ϑα µπορούσε επίσης να επηρεάσει και τη ϑέση

και τη διασπορά. Τότε ενδεχοµένως η ϑέση µπορεί να προσαρµοστεί στο στόχο αλ-

λά η διασπορά να αυξηθεί, κάτι το οποίο απαιτεί την προσαρµογή των παραγόντων
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διασποράς και στη συνέχεια την επανάληψη µεταξύ των δύο ϐηµάτων. Αν ο ένας

παράγοντας προσαρµογής δεν αρκεί για να ϕέρει την ϑέση στον επιθυµητό στόχο,

µπορεί να χρειαστούν δύο ή περισσότεροι παράγοντες προσαρµογής στο ϐήµα 2 για

να ϕτάσουµε τον στόχο. Για τα προβλήµατα «the larger-the-better» και «the smaller-

the-better», συνήθως συνίσταται να εναλλάσσουµε τα δύο ϐήµατα της προηγούµενης

διαδικασίας ως εξής :

1 Επιλέγουµε τις στάθµες των παραγόντων ϑέσης για τη µεγιστοποίηση (ή την

ελαχιστοποίηση) της ϑέσης.

2 Επιλέγουµε τις στάθµες των παραγόντων διασποράς που δεν είναι παράγοντες

ϑέσης για την ελαχιστοποίηση της διασποράς.

8.4.2 Μοντελοποίηση Taguchi

Η ιδέα του Taguchi για την ϐελτίωση της ποιότητας δίνει έµφαση στη µείωση της

διασποράς. Η προσέγγισή του για τη µείωση της διασποράς αναγνωρίζεται ευρέως ως

µια πολύ σηµαντική συµβολή στη στατιστική και τη µηχανική. Η µέθοδος ανάλυσης

είναι απλή και είναι συνδεδεµένη µε την έννοια του διασταυρωµένου σχηµατισµού.

Υπάρχει µια προσπάθεια να µεγιστοποιηθεί το SNR (Signal to Noise Ratio). Η µο-

ντελοποίηση που γίνεται, ουσιαστικά σχετίζει το SNR µε τους παράγοντες ελέγχου

στο σενάριο «µόνο µε κύριες επιδράσεις». Οι τυπικές τεχνικές του ANOVA χρησι-

µοποιούνται για να ανιχνεύσουν τους παράγοντες ελέγχου που επηρεάζουν το SNR.

Αυτοί οι παράγοντες είναι ουσιστικά και αυτοί που επηρεάζουν τη µεταβλητότη-

τα του προβλήµατος. Επιπλέον, ο ANOVA γίνεται στο µέσο της απόκρισης, όπως

παρουσιάστηκε και στην 8.4.1, προκειµένου να διαπιστωθούν πιθανοί παράγοντες

προσαρµογής.

Ο Taguchi πρότεινε την οµαδοποίηση των παρατηρήσεων σε κάθε εξωτερικό σχη-

µατισµό µε την ϐοήθεια κάποιων µέτρων απόδοσης, τα οποία παρέχουν πληροφορία

για το µέσο και τη διασπορά. Τα µέτρα απόδοσης ονοµάζονται µέτρα απόδοσης

ϑορύβου SNRs και η στατιστική ανάλυση γίνεται ϐασισµένη σε αυτά. Υπάρχουν τέσ-

σερα κύρια µέτρα απόδοσης ϑορύβου που συνιστά ο Taguchi. Η επιλογή εξαρτάται

από το στόχο του πειράµατος. ΄Οπως στην περίπτωση της αποκριτικής επιφάνειας,

υπάρχουν τρεις κύριοι στόχοι :
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1. The Smaller the Better: Ο πειραµατιστής επιθυµεί την ελαχιστοποίηση της

απόδοσης.

2. The Larger the Better: Ο πειραµατιστής επιθυµεί την µεγιστοποίηση της από-

δοσης.

3. The Target is Best: Ο πειραµατιστής επιθυµεί να επιτύχει µια συγκεκριµένη

τιµή στόχο.

8.4.3 Αποκριτική Μοντελοποίηση (Response Modeling)

Οι στρατηγικές µοντελοποίησης στην µεθοδολογία των εύρωστων παραµετρικών

σχεδιασµών είναι, είτε το λεγόµενο µοντέλο διασποράς ϑέσης που χρησιµοποιείται

στους διασταυρωµένους σχηµατισµούς είτε η αποκριτική µοντελοποίηση που χρησι-

µοποιείται στους συνδυασµένους σχηµατισµούς. Η στρατηγική µοντελοποίησης που

υιοθετήθηκε στην παρούσα διδακτορική διατριβή είναι η αποκριτική µοντελοποίηση.

Εφαρµόσαµε το µοντέλο απόκρισης σύµφωνα µε τα παρακάτω ϐήµατα:

• Επιλέγουµε ποιο µοντέλο ϑέλουµε να εφαρµόσουµε. Για παράδειγµα για το

µοντέλο πρώτης σηµαντικότητας, ϑα λάβουµε υπόψη µόνο τους παράγοντες

C, N και C × N . Το τελικό εκτιµώµενο µοντέλο ŷ ϑα περιέχει τις σηµαντικές

επιδράσεις των παραπάνω παραγόντων.

• Σύµφωνα µε την RPDM ϑεωρούµε ότι οι παράγοντες ϑορύβου είναι τυχαίες

µεταβλητές µε E[z] = 0 και V ar[z] = Σz. Με ϐάση αυτές τις υποθέσεις

µπορούµε να διαµορφώσουµε το µοντέλο ϑέσης Ê[y] καθώς και το µοντέλο

διασποράς V̂ar[y], αντίστοιχα.

• Η RPDM µεθοδολογία στοχεύει στη µείωση της διασποράς της διαδικασίας, ενώ

ϐελτιστοποιεί τη µέση απόκριση. Στόχος είναι να επιλέξουµε σωστά τα επίπεδα

των παραγόντων ελέγχου έτσι ώστε η διαδικασία να µην είναι ευαίσθητη στις

αλλαγές των παραγόντων ϑορύβου. Με αυτόν τον τρόπο, επιλέγουµε τα επίπεδα

των συντελεστών ελέγχου έτσι ώστε να ϐελτιστοποιήσουµε το µοντέλο του µέσου
ˆE[y] κρατώντας το µοντέλο της διασποράς V̂ar[y] όσο το δυνατόν χαµηλότερα.
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• Αυτό µπορεί να γίνει, για παράδειγµα, εξετάζοντας την αλληλεπίδραση µεταξύ

των παραγόντων ελέγχου και ϑορύβου.
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Προσέγγιση µε τη µοντελοποίηση της

απόκρισης στη µεθοδολογία των εύρωστων

παραµετρικών σχεδιασµών µε τη χρήση

υπερκορεσµένων σχεδιασµών

Τ α τελευταία χρόνια, τόσο οι εύρωστοι παραµετρικοί σχεδιασµοί (robust pa-

rameter designs, RPDs) όσο και οι ΥΣ έχουν προσελκύσει µία πληθώρα ε-

ϱευνητών. Στο παρόν κεφάλαιο, ϑεωρούµε µία «χρυσή τοµή» µεταξύ των δύο αυτών

πεδίων. Πιο συγκεκριµένα, προτείνουµε µια κατασκευή αποτελεσµατικών ΥΣ µα-

Ϲί µε µία µέθοδο ανάλυσης, προκειµένου να αντιµετωπιστεί το ιδιαίτερα σηµαντικό

πρόβληµα που αφορά στη µεθοδολογία των εύρωστων παραµετρικών σχεδιασµών

(RPDM). Συνδυάζοντας την επαναληπτική µέθοδο σίγουρου κρησαρίσµατος (itera-

tive sure independence screening, Iter-SIS) για την επιλογή των µεταβλητών µε µία

ποινικοποιηµένη µέθοδο, την αποκαλούµενη SCAD, προχωρήσαµε στην ανάλυση

των ΥΣ που κατασκευάστηκαν στο παρόν κεφάλαιο. Η προτεινόµενη µεθοδολογία

εφαρµόστηκε σε διαφορετικά µοντέλα µε σκοπό να γίνει ορατή η αποτελεσµατικό-

τητά της σε πολλά διαφορετικά σενάρια, υποθέτοντας τόσο µοντέλα πρώτης όσο και

µοντέλα δεύτερης τάξης υπό την έννοια των σχεδιασµών της επιφάνειας απόκρισης.

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζουµε δύο επεξηγηµατικά παραδείγµατα καθώς και

πολυάριθµα αριθµητικά πειράµατα προσοµοίωσης για πολλές διαφορετικές περι-

πτώσεις. Τα αποτελέσµατα υποδηλώνουν ότι η προτεινόµενη µέθοδος είναι ιδιαίτερα

αποτελεσµατική για τον προσδιορισµό των ενεργών επιδράσεων των κύριων παραγόν-

των, των αλληλεπιδράσεων δύο παραγόντων, των αλληλεπιδράσεων τριών παραγόντων

καθώς επίσης και των καθαρά τετραγωνικών όρων, υπό την προϋπόθεση της σπο-
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Προσέγγιση µε τη µοντελοποίηση της απόκρισης στη µεθοδολογία των
εύρωστων παραµετρικών σχεδιασµών µε τη χρήση υπερκορεσµένων

σχεδιασµών

ϱαδικότητας των επιδράσεων. Τα ερευνητικά αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στο

παρόν κεφάλαιο δηµοσιεύτηκαν στην επιστηµονική εργασία [III].

9.1 Ερευνητικό πρόβληµα-Λύση

Μεταξύ πολλών εφαρµογών του RPDM, µία από τις πιο πρόσφατες και ενδιαφέ-

ϱουσες αποτελεί η εφαρµογή της µεθοδολογίας των αποκριτικών επιφανειών (RSM).

Αυτή η προσέγγιση προτάθηκε για πρώτη ϕορά από τους Vining και Myers [137] οι

οποίοι προσάρµοσαν µοντέλα αποκριτικών επιφανειών ξεχωριστά για το µέσο και τη

διασπορά της απόκρισης. Οι Myers et. al. [106] αντιστοίχησαν τους παράγοντες ε-

λέγχου και τους παράγοντες ϑορύβου σε ένα συνδυασµένο σχεδιασµό και εφάρµοσαν

ένα µοντέλο αποκριτικής επιφάνειας.

Οι ΥΣ αποτελούν µια µεγάλη κατηγορία παραγο-ντικών σχεδιασµών που µπο-

ϱούν να χρησιµοποιηθούν για πειράµατα κρησαρίσµατος σηµαντικών παραγόντων

από ένα µεγάλο σύνολο πιθανών ενεργών παραγόντων. Τέτοιοι σχεδιασµοί χρησι-

µοποιούνται στο αρχικό στάδιο ϐιοµηχανικών είτε επιστηµονικών πειραµάτων για

τον προσδιορισµό των ενεργών επιδράσεων και είναι εξαιρετικά χρήσιµοι υπό την

προϋπόθεση ότι πληρείται η υπόθεση της «σποραδικότητας των επιδράσεων» [17].

Αυτή η υπόθεση σηµαίνει ότι µόνο λίγοι από τους πολλούς πειραµατικούς παρά-

γοντες επηρεάζουν πραγµατικά την απόκριση που µας ενδιαφέρει. Για περισσότερες

λεπτοµέρειες, παραπέµπουµε στο µέρος ΙΙ της παρούσας διδακτορικής διατριβής.

Η έννοια των ΥΣ στα RPD προβλήµατα είναι πρόσφατη και η µόνη ερευνητι-

κή εργασία που εξετάζει αυτή την προσέγγιση προτάθηκε από τους Matsuura et

al. [102]. Στο παρόν κεφάλαιο προτείνουµε έναν ΥΣ δύο επιπέδων στην περίπτωση

ενός προβλήµατος RPD υποθέτοντας ότι η απόκριση που µας ενδιαφέρει ακολουθεί

την κανονική κατανοµή. Εκτός από τις κύριες επιδράσεις, τις αλληλεπιδράσεις δεύ-

τερης τάξης και τους καθαρά τετραγωνικούς όρους, έχουµε επίσης εξετάσει και τις

αλληλεπιδράσεις τρίτης τάξης C × C × N που είναι ίδιας σηµαντικότητας µε εκείνες

των αλληλεπιδράσεων δεύτερης τάξης C × C σύµφωνα µε την αρχή σηµαντικότητας

των επιδράσεων που παρουσιάζονται στην ενότητα 8. Αναµφίβολα, η χρήση πολλών

διαφορετικών σχεδιασµών που προσπαθούν να αντιµετωπίσουν το παρόν πρόβλη-

µα µπορεί να οδηγήσει σ΄ έναν εξαιρετικά µεγάλο αριθµό πειραµατικών εκτελέσεων.
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Στο παρόν κεφάλαιο κατασκευάζουµε αποδοτικούς ΥΣ για εφαρµογές στους RPD

που µειώνουν δραµατικά τις πειραµατικές εκτελέσεις. ΄Ολες οι ϑεωρούµενες επιδρά-

σεις αντιστοιχίζονται στις στήλες του προτεινόµενου σχεδιασµού µε τη χρήση ενός

(8m+ 4)× (8m+ 4) πίνακα Hadamard (m είναι ένας ϕυσικός αριθµός) παίρνοντας

τον foldover σχεδιασµό. Με αυτόν τον τρόπο αποκτάµε και ξεχωριστές/διακριτές

στήλες που αντιστοιχούν σε κάθε επίδραση και την ιδιότητα κάθε στήλη να είναι

ισορροπηµένη. Επιπλέον, πραγµατοποιήσαµε µία ενδελεχή αναζήτηση για κάποιες

τάξεις (order), όπου n 6= 8m + 4, τα αποτελέσµατα των οποίων παρουσιάζονται στην

ενότητα 9.3.1. Η ισχύς της προτεινόµενης µεθόδου ενισχύθηκε επιπλέον µε την

παροχή της πλήρους δοµής του πίνακα συσχέτισης για µια σειρά διαφορετικών πε-

ϱιπτώσεων.

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζουµε µία προσέγγιση µε τη µοντελοποίηση της

απόκρισης στη µεθοδολογία των εύρωστων παραµετρικών σχεδιασµών µε τη χρή-

ση ΥΣ. Η ενότητα 9.3 παρουσιάζει τις ϐασικές έννοιες τόσο του RPDM όσο και της

διαδικασίας επιλογής µεταβλητών µέσω της επαναληπτικής µεθόδου σίγουρου κρη-

σαρίσµατος σε συνδυασµό µε τη µη κοίλη ποινικοποιηµένη πιθανοφάνεια. Στην πα-

ϱάγραφο 9.5 περιγράφεται η προτεινόµενη µεθοδολογία µαζί µε δύο επεξηγηµατικά

παραδείγµατα και στην παράγραφο 9.4 διεξάγουµε πολλά αριθµητικά πειράµατα

που αποκαλύπτουν την αποτελεσµατικότητα της προτεινόµενης διαδικασίας.

9.2 Θεωρητικό υπόβαθρο

Σε αυτή την ενότητα περιγράφονται οι ϐασικές έννοιες του RPDM, των µοντέλων

που εξετάζονται στη µελέτη µας, καθώς επίσης και της µεθοδολογίας της επιλογής

µέσω της ποινικοποιηµένης µη κοίλης πιθανοφάνειας, ώστε να αντιµετωπιστεί το

πρόβληµα της ανάλυσης του µοντέλου απόκρισης.

9.2.1 Μεθοδολογία Εύρωστων Παραµετρικών Σχεδιασµών

Η δυσκολία στον αποτελεσµατικό έλεγχο ορισµένων µεταβλητών εισόδου όταν µια

διαδικασία είναι υπό εξέλιξη οδήγησε στον χαρακτηρισµό των µεταβλητών εισόδου

σε δύο κατηγορίες : ελέγχου και ϑορύβου. Οι µεταβλητές ελέγχου είναι εκείνες

που µπορούν εύκολα να ελεγχθούν ή να ϱυθµιστούν κατά τη διάρκεια διεξαγωγής
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της διαδικασίας, ενώ οι µεταβλητές ϑορύβου είναι εκείνες που δεν µπορούν ή είναι

εξαιρετικά δύσκολο να ελεγχθούν.

Για 1 ≤ u ≤ N , έστω xu1, xu2, · · · , xup και zu1, zu2, · · · , zuq είναι αντίστοιχα τα

επίπεδα των p παραγόντων ελέγχου και των q παραγόντων ϑορύβου που αντιστοιχούν

στην u-οστή πειραµατική εκτέλεση. Θεωρούµε δύο µοντέλα εύρωστου παραµετρικού

σχεδιασµού (RPD): το πρώτο, που αναφέρεται ως µοντέλο 1, είναι το εξής

yu = µ+

p∑
i=1

aixui +

p∑
i1<i2=1

ai1i2xui1xui2 +

q∑
j=1

bjzuj +

p∑
i=1

q∑
j=1

cijxuizuj +

q∑
j=1

p∑
i1<i2=1

di1i2jxui1xui2zuj + εu, u = 1, 2, · · ·N, (9.1)

όπου yu δηλώνει την απόκριση που αντιστοιχεί στην u-οστή πειραµατική εκτέλεση.

Το δεύτερο, που αναφέρεται ως µοντέλο 2, είναι ένα µοντέλο επιφάνειας απόκρισης

και περιγράφεται ως εξής

yu = µ+

p∑
i=1

aixui +

p∑
i1<i2=1

ai1i2xui1xui2 +

p∑
i=1

aiix
2
ui +

q∑
j=1

bjzuj +

p∑
i=1

q∑
j=1

cijxuizuj +

q∑
j=1

p∑
i1<i2=1

di1i2jxui1xui2zuj + εu, u = 1, 2, · · ·N. (9.2)

Εκτός από αυτά τα δύο µοντέλα µπορούµε να ϑεωρήσουµε δύο επιπλέον µοντέλα

που δεν περιέχουν τους όρους αλληλεπιδράσεων τριών παραγόντων που περιλαµβάνο-

νται στο µοντέλο (1) και (2). Θα µπορούσαµε να αναφερθούµε σε αυτά τα δύο µοντέλα

ως µοντέλο 3 και µοντέλο 4, αντίστοιχα. Με αυτόν τον τρόπο, ϑα αποδείξουµε στα

ακόλουθα κεφάλαια ότι η µεθοδολογία µας λειτουργεί καλά και στα τέσσερα µοντέλα.

Υποθέτουµε ότι τα επίπεδα των παραγόντων ϑορύβου δεν είναι ελεγχόµενα και είναι

τυχαίες µεταβλητές στη διαδικασία έτσι ώστε E[z]=0 και Var[z] = Σz.

Εποµένως, το µοντέλο του µέσου και το µοντέλο της διασποράς προκύπτουν ϐά-

σει αυτής της υπόθεσης. Η RPDM µεθοδολογία στοχεύει στη µείωση της διασποράς

της διαδικασίας ενώ ϐελτιστοποιεί τη µέση απόκριση µε τη σωστή επιλογή των επιπέ-

δων των παραγόντων ελέγχου έτσι ώστε η διαδικασία να γίνει εύρωστη στις αλλαγές

των παραγόντων ϑορύβου. Αυτό µπορεί να γίνει, για παράδειγµα, εξετάζοντας την

αλληλεπίδραση µεταξύ των παραγόντων ελέγχου και ϑορύβου.
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9.2.2 Επιλογή µεταβλητών µέσω της µη κοίλης ποινικοποιηµέ-

νης πιθανοφάνειας

Οι Fan και Li [42] πρότειναν µία κλάση από µεθόδους για την επιλογή µε-

ταβλητών µέσω της µη κοίλης ποινικοποιηµένης πιθανοφάνειας. Οι Li και Lin [81]

εισήγαγαν µια επέκταση αυτής της µεθόδου στα µη κυρτά ποινικοποιηµένα ελάχιστα

τετράγωνα και επικεντρώθηκαν στην κατάσταση στην οποία ο πίνακας σχεδιασµού

δεν είναι πλήρης. Σύµφωνα µε τους Li και Lin [81], ορίζουµε τα ποινικοποιηµένα

ελάχιστα τετράγωνα ως

Q(β) =
1

2n

n∑
i=1

(yi − xT
iβ)2 +

d∑
j=1

pλn(|βj|), (9.3)

όπου d είναι η διάσταση του β, pλn(·) είναι η συνάρτηση ποινής, και λn είναι µία

παράµετρος συντονισµού η οποία ελέγχει την πολυπλοκότητα του µοντέλου και µπο-

ϱεί να επιλεγεί µέσω προσεγγίσεων ϐάσει των δεδοµένων, όπως είναι η µέθοδος της

διασταυρωµένης επικύρωσης (cross-validation) (CV) και η γενικευµένη µέθοδος της

διασταυρωµένης επικύρωσης (GCV; [29]).

Επιλέγοντας τη συνάρτηση ποινής να είναι η pλ(|β|) = λ|β|, καταλήγουµε στη

Lasso [135] ή, γενικότερα, στην pλ(|β|) = λ|β|q που οδηγεί στην παλινδρόµηση

κορυφογραµµής (ridge regression, [50]). Για να επιτευχθεί ο σκοπός της επιλογής

µεταβλητών, οι Fan και Li [42] πρότειναν τη χρήση της ποινής SCAD. Επιλέγοντας,

λοιπόν, µια αρχική τιµή για τους άγνωστους συντελεστές, οι Li και Lin [81] χρησι-

µοποίησαν την επαναληπτική παλινδρόµηση κορυφογραµµής έτσι ώστε να ϐρεθεί η

λύση για τα ποινικοποιηµένα ελάχιστα τετράγωνα παρέχοντας τόσο ϑεωρητικές όσο

και εµπειρικές τεκµηριώσεις στην προσέγγισή τους.

9.2.3 Επαναληπτική µέθοδος σίγουρου κρησαρίσµατος στους

Υπερκορεσµένους Σχεδιασµούς

Οι Fan και Lv [44] πρότειναν µία διαδικασία επιλογής µεταβλητών χρησιµο-

ποιώντας component-wise παλινδρόµηση έτσι ώστε να εντοπίσουν τους σηµαντικούς

παράγοντες ϐάσει µόνο των ατοµικών συσχετίσεων µε τη µεταβλητή απόκρισης. Κα-

τασκεύασαν ένα (m + 1) × 1 διάνυσµα ω περιθωριακών συσχετίσεων µεταξύ των
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επιδράσεων και της µεταβλητής απόκρισης το οποίο δίνεται από τη σχέσηω = XTy,

όπου y είναι ένα n×1 διάνυσµα απόκρισης, X είναι ο n×(m+1) κανονικοποιηµένος

πίνακας του µοντέλου και τοm αντιπροσωπεύει τον αριθµό των παραγόντων. ΄Ετσι, το

m+1 είναι ο αριθµός των παραµέτρων του µοντέλου. Στη συνέχεια, δηµιούργησαν έ-

να υπο-µοντέλο χρησιµοποιώντας µια τιµή κατωφλίου έτσι ώστε να εξαλειφθούν οι µη

σηµαντικές µεταβλητές. Οι Fan και Lv [44] αποκάλεσαν τη διαδικασία αυτή Μέθοδο

Σίγουρου Κρησαρίσµατος (SIS). Ο αριθµός των σηµαντικών παραγόντων µπορεί να

µειωθεί περαιτέρω µε τη χρήση µιας ποινικοποιηµένης µεθόδου όπως είναι η SCAD

ή η Lasso. Αυτή η µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί για την εκτίµηση των σηµαντικών

επιδράσεων αγνοώντας εκείνες που είναι µη σηµαντικές, εκτιµώντας τες κοντά στο

µηδέν. Επιπλέον, οι Fan και Lv [44] παρουσίασαν µία επαναληπτική διαδικασία της

αρχικής µεθόδου SIS, δηλαδή την Επαναληπτική Μέθοδο Σίγουρου Κρησαρίσµατος

(iterative SIS), προκειµένου να ξεπεραστούν ορισµένες αδυναµίες της µεθόδου SIS,

όπως η πολυσυγγραµµικότητα. Αυτή η µέθοδος ουσιαστικά εκτελεί µια επαναλη-

πτική διαδικασία χρησιµοποιώντας τα υπόλοιπα ως νέες αποκρίσεις.

9.3 Προτεινόµενη µέθοδος

Σε αυτή την ενότητα περιγράφουµε την προτεινόµενη µέθοδο που περιλαµβάνει

τόσο την κατασκευή του σχεδιασµού όσο και την ανάλυση των εξεταζόµενων µοντέλων

1 και 2. Η επέκταση στο µοντέλο 3 και το µοντέλο 4 είναι απλή. Για την κατασκευ-

ή χρησιµοποιήσαµε έναν πίνακα Hadamard διαστάσεων (8m + 4) × (8m + 4) από

τον οποίο προκύπτει ένας foldover σχεδιασµός αυτού του πίνακα Hadamard. Πιο

συγκεκριµένα, προτείνουµε δύο ξεχωριστές διαδικασίες ανάλογα µε το µοντέλο εν-

διαφέροντος, 1 ή 2. Ο προτεινόµενος σχεδιασµός παρουσιάζεται στην ακόλουθη

αλγοριθµική διαδικασία :

1. Θεωρούµε έναν n× n πίνακα Hadamard, H∗n, του οποίου όλα τα στοιχεία της

πρώτης στήλης είναι µονάδες, και ϑέτουµε n = 8m + 4, όπου m είναι ένας

ϕυσικός αριθµός.

2. Ορίζουµε HN = [H∗Tn ,−H∗Tn ]
T.
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3. Οι r, όπου r ≤ 8m+ 4, στήλες του HN αντιστοιχίζονται σε r παράγοντες, όπου

N = 16m+ 8.

4. Κατασκευάζουµε ένα σύνολο από 2p πειραµατικές εκτελέσεις όπου κάθε πα-

ϱάγοντας τοποθετείται διαδοχικά σε ±α και όλοι οι άλλοι παράγοντες ελέγχου

και ϑορύβου τοποθετούνται στο µηδέν. Σηµειώνουµε ότι τα αξονικά σηµεία

αντιστοιχίζονται µόνο στους παράγοντες ελέγχου.

5. Κατασκευάζουµε ένα σύνολο n0 κεντρικών σηµείων που σηµαίνει ότι όλοι οι

παράγο-ντες ελέγχου και ϑορύβου τοποθετούνται στο µηδέν σε κάθε πειραµα-

τική εκτέλεση.

Οι συνδυασµοί επιπέδων των παραγόντων ελέγχου και ϑορύβου στον προτεινό-

µενο σχεδιασµό συµβολίζονται µε xi, i = 1, 2, · · · , N και zi, i = 1, 2, · · · , N, αντί-

στοιχα, όπου N = 2(8m + 4). Ο πίνακας σχεδιασµού για το µοντέλο 1 είναι ο

X = (f(x1, z1), f(x2, z2), · · · , f(xN , zN)) ο οποίος αποτελεί έναν ΥΣ εάν 2(8m + 4) <

1 + p + q + pq +
(
p
2

)
+
(
p
2

)
q, ϑεωρώντας το µοντέλο 1. Για αυτό το µοντέλο ϑα α-

κολουθήσουµε µόνο τα ϐήµατα 1 – 3, έτσι ώστε να δηµιουργήσουµε τον πίνακα

σχεδιασµού. Η ενσωµάτωση καθαρά τετραγωνικών όρων οδηγεί σε µία προσέγγι-

ση µε τη µεθοδολογία της επιφάνειας της απόκρισης. Το µοντέλο 2 αποτελεί ένα

µοντέλο δεύτερης τάξης το οποίο πρέπει να προσαρµοστεί υπό τη µεθοδολογία της

επιφάνειας απόκρισης. Για το λόγο αυτό, προτείνουµε το σχεδιασµό, σύµφωνα µε

το µοντέλο 2, το οποίο δηµιουργείται αν ακολουθήσουµε τα ϐήµατα 1 – 5 της αλγο-

ϱιθµικής διαδικασίας. Αν ϑεωρήσουµε το µοντέλο 3 και το µοντέλο 4 ακολουθούµε

τα αντίστοιχα ϐήµατα ϐάσει των µοντέλων 1 και 2 αντίστοιχα. Ωστόσο, διαγράφουµε

τις αλληλεπιδράσεις τριών παραγόντων στο αρχικά υποτιθέµενο RPD µοντέλο. Τα

πειραµατικά αποτελέσµατα που παρέχονται στην ενότητα 9.4 υποδεικνύουν τον τρό-

πο επιλογής της παραµέτρου m. Πιο συγκεκριµένα, εάν οι σηµαντικές επιδράσεις

µπορούν να εκτιµηθούν (ο αριθµός τους ϑα πρέπει να είναι µικρότερος από το ένα

τρίτο του αριθµού των παραµέτρων) τότε συνιστούµε το m να επιλεγεί έτσι ώστε ο

εκτιµώµενος αριθµός των ενεργών επιδράσεων να είναι µικρότερος από περίπου το

ένα τρίτο του αριθµού των πειραµατικών εκτελέσεων. ∆ιαφορετικά, το m ϑα πρέπει

να επιλέγεται µε τέτοιο τρόπο ώστε να µπορεί να προσαρµοστεί το πλήρες µοντέλο.

Προκειµένου να δηµιουργηθεί ο πίνακας σχεδιασµού, υπενθυµίζουµε την ιδιότητα
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που παρέχεται από το Θεώρηµα 1 που δίνεται στην ενότητα 9.3.1.

9.3.1 Κατασκευή

Λήµµα 12 Θεωρούµε έναν n × n πίνακα Hadamard H
∗
n στον οποίο η πρώτη στήλη

είναι µία στήλη µε µονάδες. Ορίζουµε HN = [H∗Tn ,−H
∗T
n ]

T
. Οι r (r ≤ n) στήλες

του HN αντιστοιχίζονται στους r παράγοντες. Οι r στήλες συµβολίζονται ως di =

(di1, di2, · · · , diN)T, i = 1, 2, · · · , r, όπου N = 2n. ΄Εστω

D =
[
d1,d2, · · · ,dr,d12,d13, · · · ,d(r−1)r,d123,d124, · · · ,d(r−2)(r−1)r

]
,

όπου, για 1 ≤ i1 < i2 ≤ r, di1i2 = (di11di21, di12di22, · · · , di1Ndi2N)T
και, για 1 ≤ i1 <

i2 < i3 ≤ r, di1i2i3 = (di11di21di31, di12di22di32, · · · , di1Ndi2Ndi3N)T
. Τότε ο D είναι

ένας δύο επιπέδων ισορροπηµένος σχεδιασµός και οι ανά δύο στήλες του D δεν είναι

πλήρως εξαρτηµένες δεδοµένου ότι ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες

1. Για 1 ≤ i1 < i2 < i3 < i4 ≤ r, η αλληλεπίδραση d
∗
i1i2i3i4

δεν είναι πλήρως

εξαρτηµένη από την επίδραση του µέσου, όπου d
∗
i = (di1, di2, · · · , din)T

.

2. Για 1 ≤ i1 < i2 < i3 < i4 < i5 < i6 ≤ r, η αλληλεπίδραση d
∗
i1i2i3i4i5i6

δεν είναι

πλήρως εξαρτηµένη από την επίδραση του µέσου.

Στην προτεινόµενη µεθοδολογία χρησιµοποιήσαµε την ιδιότητα που δίνεται στο α-

κόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 1 Θεωρούµε έναν n× n πίνακα Hadamard H
∗
n στον οποίο η πρώτη στήλη

είναι µία στήλη µε µονάδες. Θέτουµε n = 8m+4, όπουm είναι ένας ϕυσικός αριθµός.

Ορίζουµε HN = [H∗Tn ,−H
∗T
n ]

T
. Οι r (r ≤ 8m+ 4) στήλες του ΗN αντιστοιχίζονται στους

r παράγοντες. Οι r στήλες συµβολίζονται ως di = (di1, di2, · · · , diN)T, i = 1, 2, · · · , r,

όπου N = 16m+ 8. ΄Εστω

D =
[
d1,d2, · · · ,dr,d12,d13, · · · ,d(r−1)r,d123,d124, · · · ,d(r−2)(r−1)r

]
,

όπου, για 1 ≤ i1 < i2 ≤ r, di1i2 = (di11di21, di12di22, · · · , di1Ndi2N)T
και, για 1 ≤ i1 <

i2 < i3 ≤ r, di1i2i3 = (di11di21di31, di12di22di32, · · · , di1Ndi2Ndi3N)T
. Τότε ο D είναι
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ένας ισορροπηµένος σχεδιασµός δύο επιπέδων και οι ανά δύο στήλες του D δεν είναι

πλήρως εξαρτηµένες.

Απόδειξη. ∆ίνεται στο παράρτηµα.

Το να µην έχουµε πλήρως εξαρτηµένες στήλες στον D είναι µια σηµαντική στα-

τιστική ιδιότητα για τους εκτιµητές του RPD µοντέλου. Αντιστοιχίζοντας σε αυτό το

σχεδιασµό όλους τους παράγοντες ελέγχου και ϑορύβου, µας δίνεται η δυνατότητα

να εκτιµήσουµε όλες τις κύριες επιδράσεις (C, N), τις αλληλεπιδράσεις δεύτερης

τάξης (C×N, C×C), καθώς και τις αλληλεπιδράσεις τρίτης τάξης (C×C×N).

Παρατήρηση 1 Το Θεώρηµα 1 αποδεικνύει ότι όλοι οι πίνακες Hadamard τάξεως

n = 8m + 4 παρέχουν σχεδιασµούς που µπορούν να εκτιµήσουν το µοντέλο που µας

ενδιαφέρει. Αυτό δεν σηµαίνει ότι οποιαδήποτε άλλη κλάση είναι ακατάλληλη για

αυτή τη µεθοδολογία, αλλά ότι η αναζήτηση τέτοιων σχεδιασµών πρέπει να γίνει για

κάθε περίπτωση χωριστά για να προσδιοριστεί αν ένας πίνακας Hadamard τάξεως

n 6= 8m + 4 είναι κατάλληλος για τα προτεινόµενα µοντέλα. Πραγµατοποιήσαµε

αναζήτηση σε υπολογιστή για τις περιπτώσεις πινάκων Hadamard τάξεως 8, 16, 24

και 40 και ϐρήκαµε τα ακόλουθα: Για την τάξη 8 υπάρχει µόνο ένας inequivalent

Hadamard matrix και για τάξη 16 υπάρχουν 5 inequivalent Hadamard matrix αλλά

κανένας από αυτούς δεν είναι κατάλληλος για την προσαρµογή του µοντέλου που

µας ενδιαφέρει (δηλαδή του µοντέλου όπου εκτιµώνται όλες οι υπό εξέταση παράµε-

τροι). Για την τάξη 24 υπάρχουν 60 inequivalent Hadamard matrix αλλά µόνο 2

από αυτούς είναι κατάλληλοι για την προσαρµογή του µοντέλου που µας ενδιαφέρει

(δηλαδή του µοντέλου όπου εκτιµώνται όλες οι υπό εξέταση παράµετροι). Αυτοί οι δύο

πίνακες παρέχονται στο Παράρτηµα ∆. Ο αριθµός των inequivalent Hadamard matrix

τάξεως 40 είναι άγνωστος, αλλά µπορέσαµε να ϐρούµε µερικούς από αυτούς που είναι

κατάλληλοι για την προτεινόµενη µεθοδολογία και παραθέτουµε έναν εξ αυτών στο

Παράρτηµα ∆.

Παρατήρηση 2 Η ισχύς των προτεινόµενων σχεδιασµών ενισχύεται επιπλέον, αφού

εκτός από το ϑεώρηµά µας παρέχουµε την πλήρη δοµή των πινάκων συσχέτισης για

έναν αριθµό διαφορετικών περιπτώσεων και τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι στην πλειο-

νότητα των περιπτώσεων οι παράγοντες στον πίνακα του µοντέλου παραµένουν ασυ-

σχέτιστοι. Πιο συγκεκριµένα, ο Πίνακας 9.1 παρέχει την πλήρη δοµή των πινάκων
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συσχέτισης ενός αριθµού διαφορετικών περιπτώσεων για τους σχεδιασµούς που κατα-

σκευάστηκαν από τους πίνακες Hadamard τάξεως n = 12 και n = 20. Συµπεριλάβαµε

µόνο τις περιπτώσεις όπου ο προκύπτων πίνακας του µοντέλου είναι υπερκορεσµένος

και ο συνολικός αριθµός των κύριων επιδράσεων στο µοντέλο (παράγοντες ελέγχου

και ϑορύβου) είναι µέχρι 2n/3. Οι παράµετροι p και q συµβολίζουν τον αριθµό των

παραγόντων ελέγχου και ϑορύβου που περιλαµβάνονται στο σχεδιασµό, αντίστοιχα,

ενώ η παράµετρος t υποδηλώνει το συνολικό αριθµό των στηλών στον πίνακα του

µοντέλου (εξαιρουµένου του σταθερού όρου) του µοντέλου 1. Στον Πίνακα 9.1 συµπε-

ϱιλάβαµε τις απόλυτες τιµές των συσχετίσεων καθώς και τη συχνότητα στον αντίστοιχο

πίνακα συσχέτισης. Ο συµβολισµός Corr(M1) αναφέρεται στον πίνακα συσχέτισης του

πίνακα του µοντέλου για το µοντέλο 1, ενώ το Corr(A,B) αναφέρεται στον πίνακα

συσχέτισης του αντίστοιχου πίνακα του µοντέλου που περιλαµβάνει µόνο τις επιδρά-

σεις του Α και τις επιδράσεις του Β. Σηµειώνουµε ότι τα C και N αντιπροσωπεύουν τις

κύριες επιδράσεις των παραγόντων ελέγχου και ϑορύβου, αντίστοιχα. Οµοίως, οι C×C

υποδηλώνουν τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των παραγόντων ελέγχου, οι C×N υποδη-

λώνουν τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των παραγόντων ελέγχου και των παραγόντων

ϑορύβου και οι C×C×N υποδηλώνουν τις αλληλεπιδράσεις τρίτης τάξης µεταξύ των

παραγόντων ελέγχου και των παραγόντων ϑορύβου.

Επιπλέον, χρησιµοποιούµε το r για να δηλώσουµε την απόλυτη τιµή της συσχέτισης

και f για να δηλώσουµε τη συχνότητα αυτής της συσχέτισης στον πίνακα συσχέτισης.

∆εν λαµβάνουµε υπόψη τη διαγώνιο του πίνακα συσχέτισης. Τα αποτελέσµατα που

παρουσιάζονται στον Πίνακα 9.1 δείχνουν ότι σε όλες τις περιπτώσεις υπάρχει ένας

µεγάλος αριθµός µη συσχετισµένων παραγόντων στον πίνακα του µοντέλου και στις

περισσότερες περιπτώσεις ο συσχετισµός παραµένει χαµηλός, και ίσος µε 0.33. Υπάρ-

χουν υψηλότερες συσχετίσεις (0.66) µόνο αν ϑεωρήσουµε ένα µεγάλο µοντέλο (πάνω

από 50 παραµέτρους που πρέπει να εκτιµηθούν µε 24 πειραµατικές εκτελέσεις), αλλά

αυτές οι συσχετίσεις εµφανίζονται µόνο µεταξύ των κύριων επιδράσεων των παραγό-

ντων ελέγχου και των C×C×N αλληλεπιδράσεων.

Ακόµα και σ΄ αυτές τις ακραίες περιπτώσεις, έχουµε µόνο µερικές συσχετίσεις που

είναι ίσες µε 0.66 ενώ οι υπόλοιπες είναι είτε ίσες µε µηδέν είτε ίσες µε 0.33. Αυτό το

γεγονός δεν περιορίζει τα αποτελέσµατά µας, αφού, µπορούµε ακόµη να εκτιµήσουµε

το πλήρες µοντέλο. Παρόµοια, µπορούµε να παράγουµε τα αποτελέσµατα για όλες τις
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άλλες περιπτώσεις των σχεδιασµών που κατασκευάσαµε από τους πίνακες Hadamard

τάξεως 20, 24, 28, 36 και 40, αλλά τα αποτελέσµατα είναι αρκετά εκτενή για να

µπορέσουν να συµπεριληφθούν στην παρούσα διδακτορική διατριβή.

9.3.2 Ανάλυση του προτεινόµενου σχεδιασµού

Η αντιµετώπιση πειραµάτων που περιλαµβάνουν πολλούς παράγοντες οδηγεί σε

έναν πίνακα ο οποίος αποτελεί έναν ΥΣ. Αυτό το γεγονός σηµαίνει ότι δεν µπο-

ϱούν να εκτιµηθούν όλοι οι παράµετροι του µοντέλου. Ως εκ τούτου, εφαρµόζουµε

τη µεθοδολογία των ποινικοποιηµένων ελάχιστων τετραγώνων σε συνδυασµό µε την

επαναληπτική SIS, προκειµένου να εντοπιστούν οι σηµαντικοί παράγοντες που επη-

ϱεάζουν την απόκριση που µας ενδιαφέρει. Πιο συγκεκριµένα, πραγµατοποιούµε

την ανάλυση σε δύο ϐήµατα: το πρώτο είναι η εφαρµογή της επαναληπτικής SIS,

για την επιλογή µιας αρχικής τιµής για τα ποινικοποιηµένα ελάχιστα τετράγωνα, το

δεύτερο ϐήµα είναι η εφαρµογή της µεθοδολογίας των ποινικοποιηµένων ελαχίστων

τετραγώνων χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση SCAD. Με αυτό τον τρόπο επιτυγχάνου-

µε τόσο την επιλογή όσο και την εκτίµηση των σηµαντικών επιδράσεων. Η διαδικασία

που προτείνουµε περιγράφεται συνοπτικά στα ακόλουθα τέσσερα στάδια :

1. Θεώρησε το γραµµικό µοντέλο παλινδρόµησης y = Xβ+ ε, όπου X = [1N ,D]

είναι ο πίνακας σχεδιασµού, y είναι ένα N-διαστάσεων διάνυσµα, β είναι ένα

διάνυσµα µήκους r, όπου r είναι ο αριθµός των παραµέτρων του µοντέλου

που αντιστοιχούν στις στήλες του πίνακα σχεδιασµού και ε είναι το κανονικά

κατανεµηµένο σφάλµα.

2. ∆ιάλεξε τους n − 1 πιο σηµαντικούς παράγοντες χρησιµοποιώντας την επανα-

ληπτική SIS έτσι ώστε να επιλεγεί η αρχική τιµή για την µέθοδο SCAD.

3. Εφάρµοσε τα ποινικοποιηµένα ελάχιστα τετράγωνα χρησιµοποιώντας τον πίνα-

κα σχεδιασµού X που περιγράφεται στο στάδιο 1, επέλεξε την αρχική τιµή που

ϐρέθηκε στο στάδιο 2, και επέλεξε την παράµετρο ϱύθµισης χρησιµοποιώντας

το κριτήριο BIC.

4. Επέλεξε την παράµετρο α = 3.7 σύµφωνα µε τους Li και Lin [81].
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Πίνακας 9.1: ∆οµή συσχετίσεων του πίνακα σχεδιασµού των 24 πειραµατικών εκτελέσεων
που κατασκευάζεται από έναν πίνακα Hadamard τάξεως 12.
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Πίνακας 9.1: (συνέχεια)
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Η προκύπτουσα εκτίµηση αποτελείται από δύο κοµµάτια : τα στοιχεία που ϑα

είναι ακριβώς 0, τα οποία αντιστοιχούν στο συντελεστή των µη σηµαντικών επιδράσε-

ων και τα υπόλοιπα µη µηδενικά στοιχεία που αντιστοιχούν στις ενεργές επιδράσεις.

Υποθέτουµε ότι οι παρατηρήσεις λαµβάνονται από το µοντέλο y = X1β1 + X2β2 +ε,

όπου, χωρίς απώλεια της γενικότητας, όλα τα στοιχεία του πρώτου τµήµατος X1

είναι ενεργά, ενώ του δεύτερου τµήµατος X2 δεν είναι ενεργά. Ο εκτιµητής oracle

β̂1 = (XT
1 X1)

−1XT
1 y αποτελεί έναν ιδανικό εκτιµητή και η συνάρτηση SCAD είναι αυ-

τή η οποία δίνει µια εκτίµηση που κατέχει την ιδιότητα oracle υπό την ασυµπτωτική

έννοια. Σηµειώνουµε ότι β̂2 = 0. Συνεπώς, αυτή η διαδικασία ταυτόχρονα εξαι-

ϱεί τις µη ενεργές επιδράσεις και υπολογίζει τους συντελεστές παλινδρόµησης των

ενεργών. Για την εφαρµογή της µεθόδου χρησιµοποιήσαµε κώδικες της R κάνοντας

παράλληλα χρήση του πακέτου "SIS".

9.3.3 Παραδείγµατα

Στο παρόν κεφάλαιο δείχνουµε, µέσω δύο παραδειγµάτων µε προσοµοιωµένα

δεδοµένα, πόσο αποτελεσµατικά η προτεινόµενη µέθοδος µπορεί να εκτιµήσει τις

παραµέτρους του µοντέλου σε ένα πρόβληµα εύρωστου παραµετρικού σχεδιασµού.

Και στα δύο παραδείγµατα, ο κύριος στόχος είναι να προσδιοριστούν τα ϐέλτιστα

επίπεδα των παραγόντων ελέγχου, δηλαδή τα επίπεδα που ελαχιστοποιούν τη µέση

απόκριση καθώς επίσης και τη διασπορά του µοντέλου.

Πίνακας 9.2: Πίνακες Hadamard που χρησιµοποιήθηκαν στη µελέτη.
Παραγόντων Στήλες για τα µοντέλα Hadamard Εκτελέσεις Χρήση
C: ελέγχου, 1 2 3 4 σχεδιασµού
N: ϑορύβου
C=6,N=3 87 20× 20 40 Παράδειγµα 1
C=5,N=5 95 45 20× 20 40 Πειράµατα προσοµοίωσης

100 50 20× 20 51 Παράδειγµα 2 και
Πειράµατα προσοµοίωσης

C=3,N=3 27 18 12× 12 24 Πειράµατα προσοµοίωσης
30 22 12× 12 31 Πειράµατα προσοµοίωσης

Παράδειγµα 1

Σε αυτό το πείραµα εξετάζουµε έξι παράγοντες ελέγχου, A, B, C, D, E, F και

τρεις παράγοντες ϑορύβου m, n, o, καθένα σε δύο επίπεδα. Ο στόχος είναι να ελαχι-

στοποιηθεί η µέση απόκριση, διατηρώντας παράλληλα τη διασπορά του µοντέλου
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στο µικρότερο δυνατό επίπεδο. Αυτό ϑα επιτευχθεί µε την κατάλληλη επιλογή

των στάθµεων των παραγόντων ελέγχου. Στο παρόν παράδειγµα εξετάζουµε τα δε-

δοµένα από την εργασία των Kunert et al. [80], όπου το πραγµατικό µοντέλο είναι

το ακόλουθο:

y = 4.08−0.85xB + 0.63xE + 0.88xF + 0.31zn + 0.20xCzn + 0.18xEzo−0.18xAxBzn + ε.

(9.4)

Υποθέτουµε ότι το πειραµατικό σφάλµα ε ακολουθεί την N(0, σ2) µε το σ να ι-

σούται µε 0.043 και πριν προχωρήσουµε στην εκτίµηση του µοντέλου απόκρισης

χρησιµοποιούµε τα δεδοµένα από το σχεδιασµένο πείραµα. Αυτά τα στοιχεία πα-

ϱουσιάζονται στον Πίνακα ∆.1 του Παραρτήµατος ∆. Η εξίσωση 9.4 αποτελεί το ε-

κτιµώµενο µοντέλο της απόκρισης που δίνεται στους Kunert et al. [80], το οποίο

αποκτήθηκε µε τη χρήση των δεδοµένων από το διασταυρωµένο σχηµατισµό. Χρησι-

µοποιώντας τον προτεινόµενο πειραµατικό σχεδιασµό και ϑέτονταςm = 2, εκτελούµε

το ίδιο πείραµα όπως και οι Kunert et al. [80], στο παράδειγµα προσοµοίωσής µας.

Πρώτον, όλοι οι παράγοντες ελέγχου και ϑορύβου κατανέµονται στις p+q = 9 στήλες

του 40 × 40 πίνακα. Αυτό επιτεύχθηκε παίρνοντας τον πίνακα HN = [H∗Tn ,−H∗Tn ]
T,

όπου Η∗Τn είναι ένας 20 × 20 πίνακας Hadamard του οποίου η πρώτη στήλη είναι

µια στήλη µόνο µε µονάδες. Ο πίνακας σχεδιασµού X, µε διαστάσεις 40 × 87, που

χρησιµοποιήθηκε στη γραµµική παλινδρόµηση, είναι ένας ΥΣ κάτι που σηµαίνει ότι

δεν µπορούν να είναι εκτιµήσιµες όλες οι παράµετροι του µοντέλου παλινδρόµησης.

Ο Πίνακας Α.1 δείχνει το διάνυσµα των δεδοµένων που λαµβάνεται από το πραγµα-

τικό µοντέλο απόκρισης χρησιµοποιώντας κώδικες της R. Εκτελώντας την ανάλυση

σύµφωνα µε την προαναφερθείσα διαδικασία τριών σταδίων (στην ενότητα 9.3.2), το

εκτιµώµενο µοντέλο έχει ως εξής

ŷ = 4.079−0.84xB+0.62xE+0.87xF+0.30zn+0.19xCzn+0.17xEzo−0.18xAxBzn. (9.5)

Σηµειώνουµε ότι επιλέξαµε την ποινή Lasso αντί της ποινής SCAD. Κάναµε αυτή

την επιλογή διότι η ποινή Lasso έδωσε τελικά το επιθυµητό µοντέλο, ενώ η ποινή

SCAD έχασε την αλληλεπίδραση τριών παραγόντων η οποία, σύµφωνα µε το πραγ-

µατικό µοντέλο, ϕαίνεται να είναι σηµαντική. Σύµφωνα µε το RPDM ϑεωρούµε τους

παράγοντες ϑορύβου να είναι τυχαίες µεταβλητές µε E(z) = 0 και Var(z) = Σz = I.
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Εποµένως, το µοντέλο ϑέσης µπορεί να περιγραφεί ως

Ê[y] = 4.079− 0.84xΒ + 0.62xΕ + 0.87xF,

και το αντίστοιχο µοντέλο διασποράς ως

V̂ar[y] = constant+ (0.30 + 0.19xC − 0.18xΑxΒ)2V ar(zn),

V̂ar[y] = constant+ 2(0.30)(0.19)xC − 2(0.19)(0.18)xΑxΒ.

Τέλος, το µοντέλο διασποράς είναι το ακόλουθο

V̂ar[y] = constant+ 0.114xC − 0.068xΑxΒ.

Ο όρος xAxBzn έχει το zn ως παράγοντα ϑορύβου και ο παράγοντας ϑορύβου zn εµ-

ϕανίζεται στην εξίσωση (9.5). ΄Ετσι, η παρουσία της αλληλεπίδρασης xΑxΒzn και

του παράγοντα zn σηµαίνει ότι ο xC και η αλληλεπίδραση xAxB ϑα έπρεπε να συ-

µπεριλαµβάνονται στο µοντέλο της διασποράς V̂ar[y]. Ο κύριος στόχος είναι να

ελαχιστοποιηθεί η απόκριση. Ωστόσο, την ίδια στιγµή πρέπει να διατηρήσουµε τη

διακύµανση στο χαµηλότερο επίπεδο. ΄Ετσι, εάν οι περιοχές ενδιαφέροντος για τις

τιµές των µεταβλητών µας είναι xi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , 6, τότε υπολογίζονται οι ϐέλτι-

στες στάθµες των επιπέδων των παραγόντων ελέγχου µέσω του µοντέλου για το µέσο

και του µοντέλου διακύµανσης ως (xA, xB, xC, xD, xE, xF) = (1, 1,−1, 0,−1,−1). Οι

στάθµες αυτές που ελαχιστοποιούν το µοντέλο διακύµανσης είναι ακριβώς ίδιες µε

αυτές που επιλέχθηκαν στο µοντέλο του µέσου, δεδοµένου ότι οι µόνες µεταβλητές

που επηρεάζουν το µοντέλο διακύµανσης είναι η κύρια επίδραση xC και η αλληλε-

πίδραση δεύτερης τάξης xAxB, όπου και οι δύο ελαχιστοποιούν τη διακύµανση µε

τις προαναφερθείσες στάθµες.

Παράδειγµα 2

Υποθέτουµε ότι υπάρχουν πέντε παράγοντες ελέγχου, πέντε παράγοντες ϑορύβου

και µία µεταβλητή απόκρισης. Ο κύριος στόχος είναι να επιλέξουµε τις στάθµες για

τους παράγοντες ελέγχου που ελαχιστοποιούν ταυτόχρονα τη µέση απόκριση και τη

διακύµανση του µοντέλου. ∆ανειζόµαστε, εν µέρει το παράδειγµα που παρουσιάζεται
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στους Matsuura et al. [102]. Στο παράδειγµα τους δεν υπάρχουν αλληλεπιδράσεις

τριών παραγόντων. Ως εκ τούτου, ϑεωρούµε το ακόλουθο µοντέλο αποκριτικής επι-

ϕάνειας

y = 4.08− 0.85x1 + 0.63x4 + 0.88x5 − 0.81x21 + 0.6x23 + 1.01x25 +

+0.31z1 − 0.72x1z1 + 0.20x2z2 + 0.20x4z3 + 0.18x1x4z1 + ε,

όπου το πειραµατικό σφάλµα ε κατανέµεται σύµφωνα µε την N(0, σ2) µε το σ να

ισούται µε 0.1. Με ϐάση αυτό το µοντέλο αποκριτικής επιφάνειας προσοµοιώσαµε

µία απόκριση, που παρουσιάζεται στον Πίνακα ∆.1 του Παραρτήµατος ∆, έτσι ώστε

για την εκτίµηση του µοντέλου αποκριτικής επιφάνειας να χρησιµοποιήσουµε τα δε-

δοµένα από το σχεδιασµένο πείραµα. Σηµειώνουµε ότι αν χρησιµοποιήσουµε έναν

κεντρικό σύνθετο σχεδιασµό (Central Composite Design, CCD), τότε χρειαζόµαστε

τουλάχιστον 128 + 2p+ n0 πειραµατικές εκτελέσεις, έτσι ώστε όλες οι παράµετροι να

είναι εκτιµήσιµες χωρίς όµως να περιέχουν τις αλληλεπιδράσεις τριών παραγόντων.

Χρησιµοποιούµε τον πειραµατικό σχεδιασµό που προτείνεται στο Θεώρηµα 1 και

εφαρµόζουµε το µοντέλο 2. Πρώτα απ΄ όλα, ϑεωρώντας m = 2, αντιστοιχούµε τους

πέντε παράγοντες ελέγχου και τους πέντε παράγοντες ϑορύβου στις p+q = 10 στήλες

ενός 40×40 πίνακα. Στη συνέχεια, ϑεωρούµε ένα σύνολο αξονικών σηµείων 2p = 10,

όπου ο κάθε παράγοντας ελέγχου τίθεται διαδοχικά στο ±α, όπου επιλέξαµε ότι το

α = 1, και όλοι οι υπόλοιποι παράγοντες τοποθετούνται στο 0. Τέλος, επιλέξαµε

να τοποθετήσουµε ένα κεντρικό σηµείο που σηµαίνει ότι το n0 = 1. Συνοπτικά,

οι πειραµατικές εκτελέσεις που χρειάζονται στο σχεδιασµό είναι 51 οι οποίες µειώ-

νουν δραµατικά τις πειραµατικές εκτελέσεις ενός CCD. Επιπλέον, ο προτεινόµενος

σχεδιασµός περιέχει όλες τις αλληλεπιδράσεις C×C×N. Ως εκ τούτου, ο πίνακας

σχεδιασµού αποτελείται από 101 παραµέτρους (µαζί µε το µέσο όρο του µοντέλου).

Ο πίνακας σχεδιασµού αποτελείται από 25 τοις εκατό περισσότερες πειραµατικές

εκτελέσεις από εκείνες των Matsuura et al. [102]. Ωστόσο, οι παράµετροι που πρέ-

πει να εκτιµηθούν είναι κατά 200 τοις εκατό περισσότερες από των Matsuura et
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al. [102]. Το εκτιµώµενο µοντέλο είναι τελικά το

ŷ = 4.09− 0.85x1 + 0.62x4 + 0.85x5 − 0.84x21 + 0.73x23 + 0.90x25 +

+0.30z1 − 0.73x1z1 + 0.19x2z2 + 0.20x4z3 + 0.16x1x4z1.

Το µοντέλο για το µέσο (ή µοντέλο ϑέσης) είναι το ακόλουθο

Ê[y] = 4.09− 0.85x1 + 0.62x4 + 0.85x5 − 0.84x21 + 0.73x23 + 0.90x25,

και το µοντέλο διασποράς είναι το ακόλουθο

V̂ar[y] = Var(0.30z1 − 0.73x1z1 + 0.19x2z2 + 0.20x4z3 + 0.16x1x4z1) =

= constant+ (0.30− 0.73x1 + 0.16x1x4)
2V ar(z1) + (0.19x2)

2V ar(z2)

+(0.20x4)
2(z3) =

= constant− 2(0.30)(0.73)x1 + 2(0.73)(0.16)x1x4 = constant− 0.44x1 + 0.23x1x4.

Ο κύριος στόχος είναι να ελαχιστοποιηθεί η απόκριση διατηρώντας τη διακύµανση

στο χαµηλότερο επίπεδο. ΄Ετσι, εάν οι περιοχές ενδιαφέροντος για τις τιµές των

µεταβλητών είναι xi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , 6, τότε οι ϐέλτιστες στάθµες των επιπέδων

των παραγόντων ελέγχου υπολογίζονται µέσω του µοντέλου για το µέσο και του

µοντέλου διακύµανσης. Εάν ϑεωρήσουµε αρχικά το µοντέλο του µέσου πρέπει να

επιλέξουµε τις στάθµες των παραγόντων ως (x1, x2, x3, x4, x5) = (1, 0, 0,−1,−1). Αν

ϑεωρήσουµε µόνο τους παράγοντες που ελαχιστοποιούν τη διασπορά του µοντέλου

απόκρισης ϑα πρέπει να ορίσουµε τη µεταβλητή (x1) να είναι ίση µε 1 ενώ η (x4)

ϑα πρέπει να οριστεί ίση µε −1. Καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι οι στάθµες είναι

συνεπείς και για τα δύο µοντέλα. ΄Ετσι, προτείνουµε τις στάθµες να είναι ως εξής :

(x1, x2, x3, x4, x5) = (1, 0, 0,−1,−1). Σηµειώνουµε ότι η στάθµη των τετραγωνικών

όρων µπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε να επωφελείται όλη η διαδικασία.

9.4 Πειράµατα προσοµοίωσης

Σε αυτή την ενότητα παρέχουµε µια συγκριτική µελέτη µε προσοµοιωµένα δεδο-

µένα ώστε να εξετάσουµε την απόδοση της προτεινόµενης µεθοδολογίας. Οι πίνακες
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που αναφέρονται σε αυτή την ενότητα µπορούν να ϐρεθούν στο Παράρτηµα ∆. Το

πρώτο µέρος του παρόντος κεφαλαίου αποτελεί µία µελέτη προσοµοίωσης για το

µοντέλο 1. Θεωρήσαµε δύο διαφορετικά σενάρια :

1. p = 3, q = 3 και m = 1

2. p = 5, q = 5 και m = 2

προκειµένου να παρουσιάσουµε την αποτελεσµατικότητα της µεθόδου µας σε διαφο-

ϱετικές καταστάσεις. Το δεύτερο µέρος του παρόντος τµήµατος αποτελεί µια µελέτη

προσοµοίωσης για το µοντέλο αποκριτικής επιφάνειας, δηλαδή για το µοντέλο 2, στο

οποίο εφαρµόσαµε τα προαναφερθέντα δύο σενάρια. Σηµειώνουµε ότι για το µοντέλο

2 επιλέξαµε α = 1 και n0 = 1. Τα αριθµητικά πειράµατα διεξήχθησαν, όταν ένας µε

δύο από τους παράγοντες ελέγχου και από τους παράγοντες ϑορύβου είναι ενεργοί,

όπως παρουσιάζεται και στις ακόλουθες περιπτώσεις. ΄Ετσι, τα ποσοστά σφάλµατος

τύπου Ι και τύπου ΙΙ στον ΥΣ εξετάζονται για τρεις διαφορετικές περιπτώσεις όσον

αφορά τους ενεργούς παράγοντες που επηρεάζουν την απόκριση, δηλαδή για τις

περιπτώσεις 1 έως 3, οι οποίες ϑεωρούνται ως εξής :

Περίπτωση Ι : ένας παράγοντας ελέγχου και ένας παράγοντας ϑορύβου ενεργοί.

Περίπτωση ΙΙ : δύο παράγοντες ελέγχου και ένας παράγοντας ϑορύβου ενεργοί.

Περίπτωση ΙΙΙ : δύο παράγοντες ελέγχου και δύο παράγοντες ϑορύβου ενεργοί.

Για απλούστευση υποθέτουµε ότι όλες οι επιδράσεις των ενεργών παραγόντων είναι

σταθερές και ίσες µε β ενώ οι επιδράσεις των µη ενεργών παραγόντων ίσες µε 0.

Η τιµή του β ισούται µε 1σ, 2σ και 3σ αντίστοιχα, και χωρίς απώλεια της γενικό-

τητας ϑεωρήσαµε σ = 1. Επιπλέον, ϑεωρήσαµε τις περιπτώσεις όπου το βi έχει

κατανεµηθεί τυχαία ως συν ή πλην δείχνοντας την ευρωστία της µεθοδολογίας µας.

Θεωρήσαµε ότι το πειραµατικό σφάλµα κατανέµεται σύµφωνα µε την N(0, σ2) και

ότι η τιµή του µέσου µ των µοντέλων ισούται µε 100. Συνολικά πραγµατοποιήθηκαν

1000 αριθµητικά πειράµατα, σε κάθε περίπτωση, για τα δύο διαφορετικά σενάρια

των παραγόντων ελέγχου και ϑορύβου.

Οι προτεινόµενοι πίνακες σχεδιασµού που χρησιµοποιήθηκαν στην παρούσα µε-

λέτη προσοµοίωσης και των τεσσάρων µοντέλων παρέχονται στον Πίνακα Α.1. Πρέπει

να αναφερθεί ότι εκτελούµε πρόσθετες προσοµοιώσεις λαµβάνοντας υπόψη τα µο-

ντέλα 1 και 2 χωρίς να συµπεριλαµβάνονται αλληλεπιδράσεις τριών παραγόντων.
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Αναφέρουµε αυτά τα µοντέλα ως µοντέλα 3 και 4 και παρουσιάζουµε τα αποτελέ-

σµατα που αποκοµήθηκαν στους Πίνακες ∆.10-∆.13 του Παραρτήµατος ∆. ΄Εχουµε

επίσης διεξαγάγει αριθµητικά πειράµατα για ένα CCD µε n = 128 + 2p + n0 =

128 + 10 + 1 = 139 πειραµατικές εκτελέσεις, τα αποτελέσµατα των οποίων παρου-

σιάζονται στον Πίνακα ∆.14 του Παραρτήµατος ∆.

Οι Πίνακες ∆.2-∆.14 του Παραρτήµατος ∆ δείχνουν τα αποτελέσµατα των ποσο-

στών επιλογής καθώς και τις εκτιµήσεις των συντελεστών κάθε µοντέλου σε κάθε

µία από τις περιπτώσεις που ϑεωρήσαµε. Πιο συγκεκριµένα, σε κάθε στήλη β υ-

πάρχουν 1000 πειραµατικές εκτελέσεις. Οι αριθµοί στις στήλες “E(βi|βi 6= 0)” και

“V (βi|βi 6= 0)” υποδεικνύουν τις εκτιµήσεις για το µέσο και τη διακύµανση αντί-

στοιχα, για την παράµετρο βi µε δεδοµένο ότι βi 6= 0. ΄Οπως µπορεί να παρατηρηθεί

οι επιδράσεις των ενεργών παραγόντων µπορεί να ϐρεθούν, µε µεγάλη πιθανότητα,

όταν ο αριθµός των επιδράσεων των ενεργών παραγόντων είναι περίπου το ένα τρίτο

του αριθµού των πειραµατικών εκτελέσεων για το µέγεθος των επιδράσεων που κυ-

µαίνονται από 1σ έως 3σ και που ορίζονται τυχαία ως συν ή µείον. Επιπροσθέτως,

αυτοί οι πίνακες παρουσιάζουν τα αποτελέσµατα των σφαλµάτων Τύπου Ι και Τύπου

ΙΙ που ϐρέθηκαν για τις περιπτώσεις 1 έως 3. Για παράδειγµα, στον Πίνακα ∆.4 του

Παραρτήµατος ∆, το ποσοστό επιλογής όλων των ενεργών παραγόντων είναι περίπου

100% (δηλαδή, σφάλµα Τύπου ΙΙ 0 %) για όλες τις εξεταζόµενες περιπτώσεις.

Συνοπτικά, για τα µοντέλα 1 και 3 η χρήση των προτεινόµενων σχεδιασµών παρέ-

χει υψηλή πιθανότητα για την εύρεση των επιδράσεων των ενεργών παραγόντων στην

πλειοψηφία των περιπτώσεων που ϑεωρήσαµε και για τα δύο σενάρια. Σηµειώνουµε

ότι υπάρχουν ορισµένες περιπτώσεις όπου εµφανίζεται ποσοστό σφάλµατος Τύπου Ι.

Αυτό σηµαίνει ότι ορισµένοι παράγοντες προσδιορίζονται ως ενεργοί, ενώ είναι ανε-

νεργοί. Ωστόσο, το ποσοστό αυτού του σφάλµατος είναι αµελητέο κάτι που ϕαίνεται

και από τους Πίνακες ∆.2-∆.5 και τους Πίνακες ∆.10-∆.11 του Παραρτήµατος ∆ για

τα µοντέλα 1 και 3, αντίστοιχα.

΄Οσον αφορά τα µοντέλα αποκριτικής επιφάνειας, όπως είναι τα µοντέλα 2 και

4, οι πειραµατικές εκτελέσεις για τον προτεινόµενο σχεδιασµό αυξήθηκαν αφού υ-

πάρχουν επιπλέον 2p = 10 αξονικά σηµεία και ένα κεντρικό σηµείο. Τα αριθµητικά

αποτελέσµατα είναι αξιοσηµείωτα, αφού παρατηρήσαµε ότι σε ορισµένες περιπτώ-

σεις, οι τετραγωνικές επιδράσεις δεν µπορούν να εκτιµηθούν. Αυτό συµβαίνει όταν το
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µέγεθος του συντελεστή β είναι αρκετά µικρό, για παράδειγµα στην περίπτωση όπου

το β = 1. Το γεγονός αυτό παρατηρήθηκε και για το σχεδιασµό CCD ο οποίος όµως

έχει και το µειονέκτηµα του αρκετά µεγάλου αριθµού πειραµατικών εκτελέσεων σε

σύγκριση µε τον προτεινόµενο σχεδιασµό. Για να µην αναφέρουµε το γεγονός ότι η

εκτίµηση των επιδράσεων χρησιµοποιώντας τη µέθοδό µας είναι εξαιρετικά καλή (ϐλ.

Πίνακες ∆.6- ∆.9 και τους Πίνακες ∆.12- ∆.14 του Παραρτήµατος ∆ για το µοντέλο 2

και 4 αντίστοιχα.

Εν κατακλείδι, η εφαρµογή τόσο του σχεδιασµού όσο και της προτεινόµενης

διαδικασίας στους εύρωστους παραµετρικούς σχεδιασµούς είναι πραγµατικά απο-

τελεσµατική για τον προσδιορισµό των ενεργών επιδράσεων, ειδικά όταν οι ενεργοί

παράγοντες είναι περίπου το ένα τρίτο των πειραµατικών εκτελέσεων.

9.5 Συµπεράσµατα

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται µία συγκριτική µελέτη της εφαρµογής των

ΥΣ σε προβλήµατα εύρωστων παραµετρικών σχεδιασµών. Οι ΥΣ που κατασκευάστη-

καν χρησιµοποιώντας το fold-over ενός (8m + 4) × (8m + 4) πίνακα Hadamard (m

είναι ένας ϕυσικός αριθµός) αντί για έναν ορθογώνιο σχεδιασµό δύο επιπέδων, επι-

τυγχάνουν µια αξιοσηµείωτη µείωση των πειραµατικών εκτελέσεων. Επιπρόσθετα,

µελετήθηκαν και άλλες διαστάσεις πινάκων Hadamard καθώς και µια πλήρης δο-

µή συσχετίσεων για διαφορετικές περιπτώσεις. Τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι στην

πλειονότητα των περιπτώσεων οι παράγοντες στον πίνακα του µοντέλου παραµένουν

ασυσχέτιστοι.

Θεωρήσαµε πολλά διαφορετικά µοντέλα. Το πρώτο αποτελείται από τις κύριες

επιδράσεις (C,N) και τις αλληλεπιδράσεις C×N, C×C και C×C×N, ενώ το δεύτερο

αποτελεί ένα µοντέλο αποκριτικής επιφάνειας αφού περιέχει όλες τις επιδράσεις

του προηγούµενου µοντέλου µαζί µε τις τετραγωνικές επιδράσεις (C2) των παραγό-

ντων ελέγχου. Εκτός από αυτούς τους σχεδιασµούς εκτελέσαµε τον προτεινόµενο

σχεδιασµό και την προτεινόµενη διαδικασία ανάλυσης σε δύο ακόµα σχεδιασµούς

σύµφωνα µε τον εύρωστο παραµετρικό σχεδιασµό, δηλαδή αυτούς τους σχεδιασµούς

µε όλες τις παραπάνω επιδράσεις χωρίς όµως να ενσωµατώσουµε αλληλεπιδράσεις

τριών παραγόντων. Ωστόσο, πρέπει να σηµειώσουµε ότι οι C×C×N αλληλεπιδράσεις
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Προσέγγιση µε τη µοντελοποίηση της απόκρισης στη µεθοδολογία των
εύρωστων παραµετρικών σχεδιασµών µε τη χρήση υπερκορεσµένων

σχεδιασµών

στο RPDM είναι το ίδιο σηµαντικές µε τις C×C αλληλεπιδράσεις και η σηµασία

τους µπορεί να υποδηλώνει ότι το Ϲεύγος των παραγόντων ελέγχου ϑα πρέπει να

προσαρµοστεί από κοινού έτσι ώστε να µειωθεί ελαφρώς η επίδραση του παράγοντα

ϑορύβου (που περιέχεται στην αλληλεπίδραση τριών παραγόντων) στην απόκριση.

΄Ετσι, όλες οι επιδράσεις µπορούν να αντιστοιχηθούν στις στήλες του ΥΣ χωρίς την

ύπαρξη δύο στηλών που είναι πλήρως ταυτόσηµες όπως αποδείχθηκε στο Θεώρηµα

1.

Μέσα από τα αριθµητικά πειράµατα αποκαλύπτεται ότι αν ο εκτιµώµενος αριθ-

µός των ενεργών παραγόντων είναι µικρότερος από το ένα τρίτο περίπου του αριθµού

των ενεργών παραµέτρων, τότε ο προτεινόµενος ΥΣ, µε την τιµή τουm να είναι τέτοια

ώστε ο εκτιµώµενος αριθµός ενεργών επιδράσεων να είναι µικρότερος από περίπου

το ένα τρίτο του αριθµού των πειραµατικών εκτελέσεων, είναι ιδιαίτερα αποτελεσµα-

τικός για την εξεύρεση όλων των ενεργών επιδράσεων. Για να αναλύσουµε τέτοιους

σχεδιασµούς σύµφωνα µε τον RPDM, εφαρµόζουµε την επαναληπτική διαδικασία

SIS σε συνδυασµό µε την SCAD, προκειµένου να µπορέσουµε ταυτόχρονα να α-

νιχνεύσουµε και να εκτιµήσουµε τις ενεργές επιδράσεις. Εξετάσαµε τα ποσοστά

σφάλµατος Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ και παρατηρήσαµε ότι και τα δύο διατηρούνται στο

χαµηλότερο επίπεδο. Πιο συγκεκριµένα, η µέθοδός µας ϕαίνεται να αποδίδει αρκε-

τά καλά, ειδικά όσον αφορά το ποσοστό επιλογής των ενεργών παραγόντων (δηλαδή

το ποσοστό σφάλµατος Τύπου ΙΙ) στις περισσότερες περιπτώσεις.

Πρέπει να επισηµανθεί ότι υπάρχουν πολλά Ϲητήµατα που απαιτούν µελλοντι-

κή έρευνα. Για παράδειγµα, το µέγεθος των ενεργών επιδράσεων ϑα µπορούσε να

επιλεγεί σύµφωνα µε τη σηµαντικότητα των επιδράσεων.



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 10
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για Εύρωστα Παραµετρικά Πειράµατα

Σ τόχος των εύρωστων παραµετρικών σχεδιασµών, όπως έχουµε ήδη εκτενώς

αναφερθεί στα προηγούµενα κεφάλαια, είναι ο προδιορισµός της επίδρασης

των παραγόντων ελέγχου στη διασπορά που οφείλεται στους παράγοντες που δεν

µπορούν να ελεγχθούν-παράγοντες ϑορύβου. Οι split-plot σχεδιασµοί µπορούν να

εφαρµοστούν αποτελεσµατικά για να µειώσουµε το κόστος στους εύρωστους παρα-

µετρικούς σχεδιασµούς (robust parameter designs, RPDs), δηλαδή, όταν υπάρχουν

παράγοντες που είναι δύσκολο να αλλάξουν ή δύσκολο να ελεγχθούν. Υπό την

παρουσία πολλών παραγόντων, είτε οι παραδοσιακοί επαναλαµβανόµενοι split-plot

σχεδιασµοί, είτε οι σχεδιασµοί των καρτεσιανών γινοµένων που προτάθηκαν από

τον Taguchi, δεν είναι τόσο πρακτικοί δεδοµένου ότι απαιτούν µεγάλο αριθµό πει-

ϱαµατικών εκτελέσεων. ΄Ετσι, είναι απαραίτητο να χρησιµοποιηθούν κλασµατικοί

παραγοντικοί σχεδιασµοί, όπως είναι οι ΥΣ. Στο παρόν κεφάλαιο προτείνουµε µια

κατασκευή για υπερκορεσµένους split-plot σχεδιασµούς (SSSPD) κατάλληλους για

RPD πειράµατα. Εφαρµόσαµε τη µεθοδολογία των σύνθετων ορθογώνιων σχεδια-

σµών χρησιµοποιώντας ορθογώνιους σχεδιασµούς ισχύος µεγαλύτερης από 1, για

τις split-plot µονάδες και ισορροπηµένους ΥΣ για όλες τις whole-plot µονάδες. Η

προτεινόµενη µεθοδολογία υποδεικνύει ότι τα πειράµατα που διεξάγονται υπό το

πρίσµα των split-plot σχεδιασµών µπορούν να έχουν τεράστια αξία στη µεθοδολογία

των RPD, αφού επιτρέπουν την εκτίµηση των επιδράσεων που µας ενδιαφέρουν µε

πολύ πιο εύκολο τρόπο από τους σχεδιασµούς που προτάθηκαν από τον Taguchi. Τα

ερευνητικά αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στο παρόν κεφάλαιο δηµοσιεύτηκαν

στην επιστηµονική εργασία [VII].
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10.1 Ερευνητικό πρόβληµα-Λύση

Σε ϐιοµηχανικά πειράµατα, οι σχεδιασµοί διηρηµένων τεµαχίων ή αλλιώς οι split-

plot σχεδιασµοί έχουν κερδίσει σε σηµαντικό ϐαθµό την προσοχή των πειραµατιστών.

Υπό την παρουσία split-plot δοµής, ορισµένοι παράγοντες είναι πιο δαπανηροί να

αλλάξουν από άλλους παράγοντες [9,69,120] λόγω του γεγονότος ότι είτε µια συγκε-

κριµένη ϑεραπεία είναι δαπανηρή είτε χρονοβόρα για να εκτελεστεί. Οι παράγοντες

που η αλλαγή τους είναι δαπανηρή εφαρµόζονται σε µεγάλες παρτίδες (whole-plot

µονάδες), ενώ οι παράγοντες που η αλλαγή τους είναι εύκολη εφαρµόζονται σε µι-

κρές παρτίδες (split-plot µονάδες) µέσα στις µεγαλύτερες.

΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει εκτενώς στα προηγούµενα κεφάλαια η RPD µεθο-

δολογία στοχεύει στην επιλογή των στάθµεων για τους παράγοντες που µπορούν

να ελεγθούν (παράγοντες ελέγχου C) που οδηγούν σε προϊόντα ή διαδικασίες που

είναι λιγότερο ευαίσθητες στις επιδράσεις των µη ελεγχόµενων παραγόντων (των πα-

ϱαγόντων ϑορύβου N ). Η ϐέλτιστη επιλογή των παραγόντων ελέγχου είναι αυτή

που οδηγεί τη µέση απόκριση πλησιέστερα στο στόχο οδηγώντας παράλληλα και

στη µικρότερη δυνατή διασπορά καθώς οι παράγοντες ϑορύβου αλλάζουν. Η χρήση

των διασταυρωµένων σχηµατισµών που προτάθηκαν από τον Taguchi [131] οδηγεί

σε πολύ κοστοβόρα πειράµατα όσον αφορά στο µέγεθος των εκτελέσεων. Πρόσφατα,

διάφοροι συγγραφείς, ξεκινώντας από τους Box και Jones [16], έδειξαν πώς µπορούν

να χρησιµοποιηθούν επαρκώς οι split-plot σχεδιασµοί για τη µείωση του κόστους

των πειραµάτων RPD καθώς και για την αύξηση της αποτελεσµατικότητας παρουσία

παραγόντων ϑορύβου.

Οι Box και Jones [16] συζήτησαν τρεις τρόπους µε τους οποίους οι split-plot

σχεδιασµοί µπορούν να υπάρξουν σε εύρωστα παραµετρικά πειράµατα. Ο πρώτος

ϑεωρεί ότι οι παράγοντες ϑορύβου (noise factors) είναι δύσκολο να αλλάξουν (whole-

plot), ενώ οι παράγοντες ελέγχου (control factors) είναι εύκολο να αλλάξουν (split-

plot). Ο δεύτερος ϑεωρεί τους παράγοντες ελέγχου (control factors) δύσκολο να

αλλάξουν (whole-plot ), ενώ τους παράγοντες ϑορύβου (noise factors) εύκολο να

αλλάξουν (split-plot), και στον τελευταίο, οι Box και Jones [16] εξέτασαν τη χρήση

strip-plots, τα οποία µπορούν να µειώσουν περαιτέρω το κόστος του πειράµατος.

Γενικά, στα RPD πειράµατα, το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στις επιδράσεις των

παραγόντων ελέγχου καθώς και των αλληλεπιδράσεων µεταξύ των παραγόντων ελέγ-
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χου επί των παραγόντων ϑορύβου. Οι κύριες επιπτώσεις των παραγόντων ϑορύβου

είναι δευτερεύοντος ενδιαφέροντος, καθώς δεν επηρεάζουν στον προσδιορισµό των

ϐέλτιστων στάθµεων. ∆εδοµένου αυτού, οι Box και Jones [16] καταλήγουν στο συ-

µπέρασµα ότι οι παράγοντες ϑορύβου είναι καταλληλότερο να χρησιµοποιηθούν ως

whole-plots. Αυτός είναι και ο λόγος για τον οποίο ϑεωρήσαµε τους παράγοντες

ελέγχου ως split-plots και τους παράγοντες ϑορύβου ως whole-plots.

Οι ερευνητές έχουν διερευνήσει το ερώτηµα του πώς να επιλεγούν οι καλύτε-

ϱοι split-plot σχεδιασµοί για ένα δεδοµένο σύνολο παραγόντων ελέγχου και ϑορύ-

ϐου [10,12]. Μέχρι στιγµής έχει δηµοσιευθεί ένας σηµαντικός αριθµός ερευνητικών

εργασιών, η πλειοψηφία των οποίων επικεντρώνεται σε κλασµατικούς split-plot σχε-

διασµούς [8,9,12,79]. Σε περιπτώσεις όπου είναι σηµαντικό να εξετάσουµε ένα µε-

γάλο αριθµό παραγόντων µε περιορισµένο αριθµό πειραµατικών εκτελέσεων µε µία

split-plot δοµή, η χρήση υπερκορεσµένων split-plot σχεδιασµών (SSSPDs) µπορεί

να αποδειχθεί ένας οικονοµικός και ταυτόχρονα αποδοτικός τρόπος κρησαρίσµατος.

Ωστόσο, παρόλο που η ενσωµάτωση ΥΣ στην split-plot δοµή είναι ένας ιδιαίτερα απο-

δοτικός τρόπος πειραµατισµού, η συγκεκριµένη περιοχή παραµένει ανεξερεύνητη.

Οι πιο πρόσφατες δηµοσιευµένες εργασίες περιλαµβάνουν αυτή της Koh et al. [73]

η οποία κατασκεύασε SSSPDs χρησιµοποιώντας έναν E(s2)-ϐέλτιστο ΥΣ για τους

whole-plot παράγοντες και µισά κλάσµατα Plackett-Burman σχεδιασµών για τους

split-plot παράγοντες. Η δική µας κατασκευή, που παρουσιάζεται στο Θεώρηµα 1,

είναι ένα γενικό ϑεώρηµα κατασκευής που ϑεωρεί αυτό των Koh et al. [73] ως ειδική

περίπτωση.

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζουµε µία µέθοδο κατασκευής SSSPDs κατάλ-

ληλων για RPD πειράµατα. Εφαρµόσαµε τη µεθοδολογία των σύνθετων ορθογώνιων

σχεδιασµών χρησιµοποιώντας ορθογώνιους σχεδιασµούς ισχύος µεγαλύτερης από 1,

για τις split-plot µονάδες και ισορροπηµένους ΥΣ για όλες τις whole-plot µονάδες.

Επιπλεόν παρουσιάζουµε τον πίνακα των ταυτόσηµων επιδράσεων των προτεινόµε-

νων σχεδιασµών καθώς επίσης παρουσιάζουµε και έναν αποδοτικό τρόπο ανάλυσης.
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10.2 Θεωρητικό υπόβαθρο

Σε αυτή την ενότητα περιγράφουµε τις ϐασικές έννοιες του RPDM, τα υπό εξέταση

µοντέλα καθώς επίσης και τη µεθοδολογία των σύνθετων ορθογώνιων σχεδιασµών.

10.2.1 Μεθοδολογία Εύρωστων Παραµετρικών Σχεδιασµών

Για 1 ≤ u ≤ N , έστω xu1, xu2, · · · , xup τα επίπεδα των p παραγόντων ελέγχου και

zu1, zu2, · · · , zuq τα επίπεδα των q παραγόντων ϑορύβου που αντιστοιχούν στη u-οστή

πειραµατική εκτέλεση. ΄Εστω yu η απόκριση που µας ενδιαφέρει και αντιστοιχεί στη

u-οστή πειραµατική εκτέλεση. Θεωρούµε δύο µοντέλα RPD.

Το πρώτο, που αναφέρεται ως µοντέλο 1, περιγράφεται ως εξής :

yk = µ+

p∑
i=1

aixki +

q∑
j=1

bjzkj +

p∑
i=1

q∑
j=1

cijxkizkj + εk, k = 1, 2, · · · , n.(10.1)

Το δεύτερο µοντέλο, που αναφέρεται ως µοντέλο 2, περιγράφεται ως εξής

yk = µ+

p∑
i=1

aixki +

p∑
i1<i2=1

ai1i2xki1xki2 +

q∑
j=1

bjzkj +

p∑
i=1

q∑
j=1

cijxkizkj + εk, k = 1, 2, · · · , n. (10.2)

Υποθέτουµε ότι τα επίπεδα των παραγόντων ϑορύβου δεν είναι ελεγχόµενα και

είναι τυχαίες µεταβλητές στη διαδικασία έτσι ώστε E[z]=0 και V ar[z] = Σz. Σύµ-

ϕωνα µε αυτή την υπόθεση λαµβάνουµε το µοντέλο του µέσου και το µοντέλο της

διακύµανσης. Η µεθοδολογία RPDM στοχεύει στην ϐελτιστοποίηση της µέσης α-

πόκρισης διατηρώντας τη διασπορά της διαδικασίας στο χαµηλότερο επίπεδο. Αυτό

µπορεί να επιτευχθεί µε σωστή επιλογή των επιπέδων των παραγόντων ελέγχου, έτσι

ώστε η διαδικασία να µην επηρεάζεται από τις αλλαγές των παραγόντων ϑορύβου.

Αυτό µπορεί να επιτευχθεί µε την εξέταση της αλληλεπίδρασης µεταξύ παραγόντων

ελέγχου και ϑορύβου.
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10.2.2 Σύνθετοι ορθογώνιοι σχεδιασµοί

Ορισµός 1 ΄Ενας ορθογώνιος σχηµατισµός OA(n,m, s1 × s2 × · · · × sm, t) ισχύος t,

µε N πειραµατικές εκτελέσεις (γραµµές), και γιαm παράγοντες (στήλες) µε s1, · · · , sm
επίπεδα (σύµβολα), αντίστοιχα, είναι έναςN×m πίνακας του οποίου κάθε στήλη αντι-

στοιχεί σε έναν παράγοντα τέτοιο ώστε για κάθε t όλοι οι πιθανοί συνδυασµοί επιπέδων

για τους t παράγοντες να εµφανίζονται εξίσου συχνά στις πειραµατικές εκτελέσεις.

Για την περίπτωση που τα s1 = s2 = · · · = sm = s, χρησιµοποιούµε το συµβολισµό

OA(n,m, s, t).

Θα επικεντρωθούµε σε δύο επιπέδων ορθογώνιους σχηµατισµούς, οι οποίοι είναι

ορθογώνιοι σχηµατισµοί µε όλους τους παράγοντες σε δύο επίπεδα. Αυτό οδηγεί σε

ένα OA(n,m, 2, t), για το οποίο ισχύει ότι s1 = s2 = · · · = sm = 2.

Ορισµός 2 ΄Ενας δύο επιπέδων σύνθετος ορθογώνιος πίνακας [114] τύπου (tl, t2, t3),

έστωD, είναι ένας n1n2×(m1+m2) πίνακας µε όλους τους παράγοντες σε δύο επίπεδα

ο οποίος µπορεί να γραφεί ως

D =
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.
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T
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.

.
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είναι ένας OA(n1,m1, 2, t1). Για 1 ≤ i ≤ n1, κάθε bi είναι ένας OA(n2,m2, 2, t2)
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και D είναι ένας ορθογώνιος πίνακας µε n1n2 πειραµατικές εκτελέσεις και m1 + m2

παράγοντες ισχύος t3 = min{t1, t2}. Ο πίνακας D συµβολίζεται ως

COA((n1, n2), (m1,m2), 2, (t1, t2, t3)).

Οι πρώτοι m1 παράγοντες πρόκειται να χρησιµοποιηθούν για τους παράγοντες

ϑορύβου, και οι τελευταίοι m2 παράγοντες πρόκειται να χρησιµοποιηθούν για τους

παράγοντες ελέγχου. Οι σχεδιασµοί που χρησιµοποιήθηκαν στη µεθοδολογία του

Taguchi αποτελούν µια ειδική περίπτωση των σύνθετων ορθογώνιων σχεδιασµών που

αντιστοιχούν στην ίδια επιλογή για καθένα από τα bi. Ο Rosenbaum [115] έδειξε πώς

µπορεί κανείς να αποκτήσει σχεδιασµούς που έχουν υψηλότερη αναλυτική τάξη από

τους διασταυρωµένους σχηµατισµούς για την ανάλυση των yi επιτρέποντας ακόµα

και την ανάλυση s2i .

10.3 Κατασκευή σχεδιασµών και δοµή ταυτόσηµων

επιδράσεων

Σε αυτή την ενότητα αναπτύσσουµε τους προτεινόµενους σχεδιασµούς προτείνον-

τας ένα γενικό ϑεώρηµα κατασκευής καθώς και δύο ειδικές περιπτώσεις κατάλλη-

λες για το µοντέλο 1 και το µοντέλο 2, αντίστοιχα. Συγκεκριµένα προτείνουµε την

κατασκευή ενός split-plot σχεδιασµού για RPD πειράµατα χρησιµοποιώντας ορθο-

γώνιους σχηµατισµούς ισχύος µεγαλύτερης από 1, δηλαδή έναν OA(n2,m2, 2, t2),

για t2 ≥ 1 για τα split-plots και οποιονδήποτε ισορροπηµένο ΥΣ, δηλαδή έναν

OA(n1,m1, 2, t1), t1 = 1 για τις whole-plot µονάδες.

Αν και οι προτεινόµενοι σχεδιασµοί µπορούν να εφαρµοστούν αποτελεσµατικά

σε οποιουδήποτε τύπου split-plot πειράµατα, εµείς εξετάζουµε την περίπτωση των

πειραµάτων κρησαρίσµατος µέσα σε µια δοµή RPD. Τα πειράµατα περιλαµβάνουν

παράγοντες ελέγχου (C) και ϑορύβου (N), όλοι σε δύο επίπεδα, µε τους παράγο-

ντες ελέγχου να έχουν αντιστοιχηθεί στα split-plots και οι παράγοντες ϑορύβου στα

whole-plots. Στόχος αυτών των σχεδιασµών είναι να εκτιµηθεί πλήρως το µοντέλο

πρώτης σηµαντικότητας το οποίο αποτελείται κυρίως από τις κύριες επιδράσεις των

whole-plots και των split-plots καθώς επίσης και από µερικές αλληλεπιδράσεις δύο
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παραγόντων µεταξύ των whole-plots και των split-plots (Πίνακας 8.1).

10.3.1 Κατασκευή

Ας ϑεωρήσουµε µια κλάση n-εκτελέσεων σχεδιασµών D(n, 2m, t) που αφορούν

m παράγοντες κάθε έναν σε δύο επίπεδα, έτσι ώστε κάθε σχεδιασµός που ανήκει

σε αυτή την κλάση να είναι ένας OA(n,m, 2, t) ισχύος t ≥ 1. Είναι προφανές ότι

οποιοσδήποτε σχεδιασµός που ανήκει στο D(n, 2m, t) µε την προϋπόθεση ότι t = 1

και n ≤ m, είναι ένας ισορροπηµένος ΥΣ.

Θεώρηµα 1 Θεωρούµε έναν σχεδιασµό D1 ∈ D(n1, 2
m1 , t1) µε πίνακα σχεδιασµού

XW . Για την περίπτωση t1 = 1, υποθέτουµε ότι οι στήλες του πίνακα σχεδιασµού

XW είναι ανά δύο ανεξάρτητες (δεν ταυτίζονται). Για 1 ≤ i ≤ n1, κάθε bi ∈

D(n2, 2
m2 , t2), t2 ≥ 1, µε πίνακα σχεδιασµού XSi. Ορίζουµε το

D2 =


b1

b2
.
.
.

bn1


έτσι ώστε οD2 να αποτελεί έναν ΟΑ ισχύος µεγαλύτερης ή ίσης µε 1. ΄ΕστωD(COA)(n1n2,

2m1+m2) µία κλάση από n1n2-εκτελέσεων σχεδιασµούς που περιλαµβάνει (m1 + m2)

παράγοντες, κάθε ένας σε δύο επίπεδα, έτσι ώστε κάθε σχεδιασµόςD ∈ D(COA)(n1n2,

2m1+m2) να είναι ένας COA µε µία κατάλληλη επιλογή παραµέτρων. Ακολουθώντας

τον ορισµό 2, ορίζουµε (D ∈ D(COA)(n1n2, 2
m1+m2)) ως

D =



dT1
.
.
. b1

dT1
.
.
.

dTn1

.

.

. bn1

dTn1


. (10.3)

Τότε ο D είναι ένας ισορροπηµένος δύο επιπέδων split-plot σχεδιασµός ο οποίος επι-
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τρέπει την εκτίµηση του RPD µοντέλου πρώτης σηµαντικότητας.

Απόδειξη Θεωρήµατος 1.

΄Εστω XW είναι ο πίνακας σχεδιασµού οποιουδήποτε n1 × m1 δύο επιπέδων ισορ-

ϱοπηµένου ΥΣ, είναι ένας OA(n1,m1, 2, t1), t1 = 1 και XSi , i = 1, . . . , n1 είναι ο

πίνακας σχεδιασµού για κάθε n2 ×m2, OA(n2,m2, 2, t2), t2 ≥ 1 έτσι ώστε όλα µαζί

να αποτελούν έναν OA ισχύος µεγαλύτερης ή ίσης µε 2. Επιπλέον, 1n2 έστω ένα

n2 × 1 διάνυσµα στήλη µε 1′ς και ⊗ το δεξιό γινόµενο Kronecker. Ο whole-plot

πίνακας σχεδιασµού για τον ΥΣ στο περιβάλλον των split-plot σχεδιασµών είναι

XWP = XW ⊗ 1n2 (10.4)

όπου ο XWP είναι ένας n1n2 × m1 πίνακας. Επιπρόσθετα, ο split-plot πίνακας

σχεδιασµού στο περιβάλλον των split-plot σχεδιασµών είναι

XSP = 1n1 ⊗XSi , (10.5)

όπουXSP είναι ένας n1n2×m2 πίνακας. Μπορεί να αποδειχθεί ότι για n1 OA(n2,m2, 2,

t2), t2 ≥ 2 στα split-plots τέτοια ώστε τοD2 να αποτελεί ένα OA(n1n2,m2, 2, t) ισχύος

t ≥ 2, καταλήγουν σε ορθογώνιες στήλες όπου

X
′

SPXSP = n1n2Im2 . (10.6)

Αυτό υποδεικνύει ότι οι split-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι µεταξύ τους, κάτι

το οποίο οδηγεί σε ορθογωνιότητα των παραγόντων ελέγχου στο υπό εξέταση RPD

µοντέλο. Αυτό είναι εξαιρετικά σηµαντικό για την ακριβή εκτίµηση των παραγόντων

ελέγχου.

Οποιεσδήποτε δύο στήλες του πίνακα σχεδιασµού D (9.5), η µία να αντιστοι-

χεί σε έναν whole-plot παράγοντα και η άλλη να αντιστοιχεί σε έναν split-plot

παράγοντα, σχηµατίζουν έναν OA(n1n2, 2, 2, 2), n1n2 = n. ΄Ετσι για κάθε στήλη

cj1k, 1 ≤ j1 ≤ m1, 1 ≤ k ≤ n που ανήκει σε ένα whole-plot πίνακα σχεδιασµού και

για οποιαδήποτε στήλη cj2k, 1 ≤ j2 ≤ m2, 1 ≤ k ≤ n που ανήκει σε ένα split-plot

πίνακα σχεδιασµού, αυτό αυτόµατα υποδηλώνει ότι cj1kcj2k = 0. ΄Ετσι, προκύπτει
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ότι οι whole-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι στους split-plot παράγοντες καθώς X
′
WP

X
′
SP

( XWP XSP

)
=

 X
′
WPXWP 0

0 n1n2Im2

 . (10.7)

Αυτό υποδεικνύει ότι οι split-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι στους whole-plot

παράγοντες, δηλαδή οι παράγοντες ελέγχου είναι ορθογώνιοι µε τους παράγοντες

ϑορύβου. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα την ορθογωνικότητα µεταξύ των whole-plot πα-

ϱαγόντων και των αλληλεπιδράσεων των whole-plot µε τους split-plot (το C ×N στο

πλαίσιο RPD).Τέλος απόδειξης

Πίνακας 10.1: Εύρωστος Παραµετρικός Split-plot σχεδιασµός.
Whole Plot Whole-plots Split-plots
εκτέλεση W1 W2 . . . . . . . . . Wn1

1 d11 d12 . . . . . . . . . d1m1 XS1

2 d21 d22 . . . . . . . . . d2m1 XS2

...
...

... . . . ...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

... . . . ...
...

n1 dn11 dn12 . . . . . . . . . dn1m1 XSn1

Στην εξίσωση (10.7), υποτίθεται ότι οι αλληλεπιδράσεις δύο παραγόντων µεταξύ

των whole-plot και των split-plot παραγόντων είναι αµελητέες, εποµένως αποκλεί-

στηκαν από τον πίνακα σχεδιασµού. Αυτή η κατασκευή επιτρέπει τη χρήση ισορρο-

πηµένων ΥΣ τόσο στους whole-plot όσο και στους split-plot παράγοντες. Ανάλογα µε

την κατασκευή αυτών των σχεδιασµών µπορούµε εύκολα να καταλήξουµε ως προς

τους περιορισµούς στις πειραµατικές µονάδες. Με αυτόν τον τρόπο, δεν είναι γενι-

κά δυνατή η τοποθέτηση οποιασδήποτε whole-plot επί whole-plot ή split-plot επί

split-plot αλληλεπίδρασης. Εντούτοις, µπορούµε να εξάγουµε κάποια χρήσιµα συ-

µπεράσµατα σχετικά µε κάποιες από τις whole-plot επί split-plot αλληλεπιδράσεις

(τις C ×N στο RPD πλαίσιο) οι οποίες είναι και οι πιο σηµαντικές αλληλεπιδράσεις

στην RPD µεθοδολογία (Πίνακας 8.1).

Θεωρούµε ότι XWPi είναι η i-οστή στήλη του XWP , i = 1, . . . ,m1, XSPj είναι η
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j-οστή στήλη του XSP , j = 1, . . . ,m2 και ϑέτουµε

XWPSPi =
[
XWPi ∗XSP1 XWPi ∗XSP2 . . . XWPi ∗XSPm2

]
, (10.8)

όπου ∗ είναι το γινόµενο ανά στοιχείο. Τότε ο πίνακας XWPSP για τις whole-plot επί

split-plot αλληλεπιδράσεις µπορεί να γραφεί ως

XWPSP = [XWPSP1 XWPSP2 . . . XWPSPm1 ] , (10.9)

όπου ο XWPSP είναι n1n2×m1m2 διαστάσεων. Ο Πίνακας 10.1 δίνει µία σχηµατική

εξήγηση του split-plot σχεδιασµού.

10.3.2 ∆οµή ταυτόσηµων επιδράσεων

Λόγω του γεγονότος ότι οι ΥΣ είναι ένας ειδικός τύπος κλασµατικών παραγοντικών

σχεδιασµών, µερικές από τις επιδράσεις είναι ταυτόσηµες µε άλλες επιδράσεις. Αυτό

σηµαίνει ότι δεν µπορούµε να εκτιµήσουµε όλες τις επιδράσεις ανεξάρτητα από άλ-

λες επιδράσεις (Wu και Hamada, [143]). Για να εξετάσουµε τη δοµή των ταυτόσηµων

σχέσεων µεταξύ των επιδράσεων ϑα πρέπει να δηµιουργήσουµε τον αντίστοιχο πίνα-

κα των ταυτόσηµων επιδράσεων (alias matrix). Ας εξετάσουµε το προσαρµοσµένο

µοντέλο

y = X1β1 + ε1, (10.10)

αλλά το πραγµατικό µοντέλο είναι

y = X1β1 +X2β2 + ε. (10.11)

Μπορούµε εύκολα να καταλήξουµε ότι ο πίνακας των ταυτόσηµων επιδράσεων µε-

ταξύ των δύο αυτών µοντέλων ισούται µε Xalias = (X1
′
X1)

−1(X1)
′
X2.

Για να εκτιµήσουµε τις ταυτόσηµες σχέσεις στο SSSPDs ϑεωρούµε ότι

X1 = [XWP XSP ]

και ϑέτουµε X2 να είναι ο πινακας σχεδιασµού των whole-plot επί split-plot αλλη-
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λεπιδράσεων

X2 = XWPSP = [XWPSP1 XWPSP2 . . . XWPSPm1 ]

Εποµένως, ο πίνακας των ταυτόσηµων επιδράσεων µεταξύ των κύριων επιδράσεων

(split-plot C και whole-plot N ) και των αλληλεπιδράσεων δύο παραγόντων µεταξύ

των split-plot και των whole-plot (C ×N ) παραγόντων δίνεται ως

Xalias = (X1
′
X1)

−1(X1)
′
X2

=

 X
′
WPXWP X

′
WPXSP

X
′
SPXWP X

′
SPXSP

−1 ×
 X

′
WPXWPSP1 . . . X

′
WPXWPSPm1

X
′
SPXWPSP1 . . . X

′
SPXWPSPm1



=

 0 . . . 0

1
n1n2

X
′
SPXWPSP1 . . . 1

n1n2
X
′
SPXWPSPm1

 .

Ο πίνακας Xalias δείχνει ότι οι split-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι µεταξύ τους

(X ′SPXSP = 1
n1n2

Im2 ), οι split-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι στους whole-plot

παράγοντες (X ′WPXSP = 0) και οι whole-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι στις

whole-plot επί split-plot αλληλεπιδράσεις (X ′WPXWPSPi = 0). Είναι προφανές ότι

οι whole-plot παράγοντες είναι συσχετισµένοι µεταξύ τους αφού ϐρίσκονται σ΄ έναν

ΥΣ καθώς επίσης και οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ των whole-plots και των split-plots

συσχετίζονται µε τους split-plot παράγοντες.

Παρατήρηση 1 Οι ΥΣ,E(s2)-ϐέλτιστοι ήD-ϐέλτιστοι, κατασκευάζονται χρησιµοποιώ-

ντας είτε αναζήτηση στον υπολογιστή είτε διάφορες άλλες µεθόδους. ΄Ετσι, δεν υ-

πάρχει ένα σχέδιο πάνω στο πως οι whole-plot επί split-plot αλληλεπιδράσεις είναι

µερικώς ταυτόσηµες µε τους split-plot παράγοντες. Πρέπει να σηµειώσουµε ότι οι ταυ-

τόσηµες δοµές πρέπει να εξεταστούν πριν από τη χρήση των προαναφερθέντων ΥΣ σε

πρακτικά προβλήµατα.
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10.3.3 Γενικές παρατηρήσεις

• Σε γενικές γραµµές, οι προτεινόµενοι σχεδιασµοί αποτελούν έναν SSSPD του-

λάχιστον σε σχέση µε τους whole-plot παράγοντες. Μια κλάση SSSPD σχε-

διασµών έχει παρουσιαστεί από τους Koh et al. [73]. Η κατασκευή τους είναι

µια ειδική περίπτωση κατασκευής του Θεωρήµατος 1 που προτείνουµε στο

παρόν κεφάλαιο. Πιο συγκεκριµένα, οι Koh et al. [73] χρησιµοποίησαν έναν

E(s2)-ϐέλτιστο ΥΣ στους whole-plot παράγοντες και µισά κλάσµατα Plackett-

Burman σχεδιασµών στους split-plot παράγοντες. Η κατασκευή µας επιτρέπει

τη χρήση ισορροπηµένων ΥΣ τόσο στους whole-plot όσο και στους split-plot

παράγοντες. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα σχεδιασµούς που µπορούν να ϕιλοξε-

νήσουν πολυάριθµους παράγοντες µε περιορισµένες πειραµατικές εκτελέσεις

κάτι που είναι κατάλληλο και εξαιρετικά χρήσιµο για πειράµατα κρησαρίσµα-

τος.

• Στο ϑεώρηµα κατασκευής που προτείνουµε χρησιµοποιήσαµε COA µε κατάλ-

ληλη επιλογή παραµέτρων χωρίς τη χρήση οποιουδήποτε συγκεκριµένου τύ-

που ϐέλτιστου σχεδιασµού είτε whole-plot είτε split-plot σχεδιασµούς. Αυτοί

οι σχεδιασµοί µπορούν να εφαρµοστούν αποτελεσµατικά για RPD πειράµα-

τα και είναι σε ϑέση να ϕιλοξενήσουν πολλούς παράγοντες µε περιορισµένες

πειραµατικές εκτελέσεις. Παρουσιάζουµε επιπλέον κάποιες χρήσιµες ειδικές

περιπτώσεις που επιτρέπουν στους ερευνητές να επιλέξουν έναν σχεδιασµό α-

νάλογα µε το µοντέλο που τους ενδιαφέρει.

• Τα RPD πειράµατα επιτρέπουν τη χαλάρωση µεταξύ των ταυτόσηµων επιδράσε-

ων µεταξύ των παραγόντων ϑορύβου. ΄Ετσι, οι σχεδιασµοί που παρουσιάζουµε

σε αυτή τη διδακτορική διατριβή όπου προσαρµόζουµε έναν ΥΣ σε όλους τους

whole-plot παράγοντες λειτουργούν πολύ καλά σε RPD πειράµατα.

• Οι σχεδιασµοί που παρουσιάζονται εξυπηρετούν το µοντέλο πρώτης σηµαντι-

κότητας (Πίνακας 8.1) καθώς και µερικούς από τους όρους αλληλεπίδρασης

C × N . Με αυτόν τον τρόπο είµαστε σε ϑέση να εξετάσουµε πολλούς παρά-

γοντες του µοντέλου πρώτης σηµαντικότητας στο πρώτο στάδιο του πειράµατος

ώστε να εντοπίσουµε τους πιο σηµαντικούς. Οι σηµαντικοί παράγοντες που

προέκυψαν µπορούν να χρησιµοποιηθούν στα επακόλουθα πειράµατα στα ο-
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ποία είµαστε σε ϑέση να εξετάσουµε όχι µόνο το πρώτο αλλά και το δεύτερο

και το τρίτο µοντέλο RPD σηµαντικότητας (Πίνακας 8.1).

Στα επόµενα κεφάλαια εξετάζουµε ορισµένες ειδικές περιπτώσεις στις οποίες εί-

µαστε σε ϑέση να προσαρµόσουµε διαφορετικά RPD µοντέλα.

10.3.4 Ειδική περίπτωση 1

Μία από τις ειδικές περιπτώσεις των παρουσιαζόµενων σχεδιασµών είναι η πραγ-

µατοποίηση της ίδιας επιλογής για κάθε ένα από τα bi, κάτι που έχει ως αποτέλεσµα

τους διασταυρωµένους σχηµατισµούς που έχουν χρησιµοποιηθεί µέχρι στιγµής στη

µεθοδολογία του Taguchi. Αυτό επιβεβαιώνει ότι οι υπάρχοντες σχεδιασµοί απο-

τελούν µια ειδική περίπτωση των σύνθετων ορθογώνιων σχεδιασµών. Προκειµένου

να µειώσουµε περαιτέρω τις πειραµατικές εκτελέσεις, εξακολουθούµε να χρησιµο-

ποιούµε έναν ΥΣ στους whole-plot παράγοντες.

Λήµµα 13 ΄Εστω XW ένας ισορροπηµένος ΥΣ, και κάθε ένα από τα bi = bk ένας

OA(n2,m2, 2, t2), t2 ≥ 2. Ακολουθώντας τον ορισµό 2, κατασκευάζουµε έναν split-

plot σχεδιασµό D ∈ D(COA)(n1n2, 2
m1+m2) ως

D =



dT1
.
.
. bk

dT1
.
.
.

dTn1

.

.

. bk

dTn1


. (10.12)

Τότε ο D είναι ένας ισορροπηµένος δύο επιπέδων split-plot σχεδιασµός ο οποίος επι-

τρέπει την εκτίµηση του RPD µοντέλου 10.1.

Απόδειξη του Λήµµατος 13.

Από το Θεώρηµα 1 συµπεραίνουµε ότι επαναλαµβάνοντας τον OA(n2,m2, 2, t2), t2 ≥
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2 στα split-plot οδηγούµαστε σε ορθογώνιες στήλες όπου

X
′

SPXSP = n1n2Im2 . (10.13)

Αυτό υποδεικνύει ότι οι split-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι ο ένας στον άλλο.

Επιπλέον, από το Θεώρηµα 1, όλοι οι whole-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι στους

split-plot παράγοντες ως X
′
WP

X
′
SP

( XWP XSP

)
=

 X
′
WPXWP 0

0 n1n2Im2

 . (10.14)

Αυτό υποδεικνύει ότι οι split-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι στους whole-

plot παράγοντες, δηλαδή οι παράγοντες ελέγχου είναι ορθογώνιοι στους παράγοντες

ϑορύβου. Επιπλέον, ο πίνακας των ταυτόσηµων επιδράσεων µεταξύ των κύριων επι-

δράσεων (split-plot C και whole-plot N ) και των αλληλεπιδράσεων δύο παραγόντων

µεταξύ των split-plot και των whole-plot (C ×N ) παραγόντων δίνεται ως

Xalias = (X1
′
X1)

−1(X1)
′
X2

=

 X
′
WPXWP X

′
WPXSP

X
′
SPXWP X

′
SPXSP

−1 ×
 X

′
WPXWPSP1 . . . X

′
WPXWPSPm1

X
′
SPXWPSP1 . . . X

′
SPXWPSPm1



=

 0 . . . 0

0 . . . 0

 .
(10.15)

Ο πίνακας Xalias καταδεικνύει ότι οι split-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι ο έ-

νας στον άλλο (X ′SPXSP = 1
n1n2

Im2 ), οι split-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι στους

whole-plot παράγοντες (X ′WPXSP = 0) και στις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των whole-

plot και των split-plot παραγόντων (X ′SPXWPSPi = 0) και οι whole-plot παράγοντες

είναι ορθογώνιοι στις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των whole-plot και των split-plot πα-

ϱαγόντων (X ′WPXWPSPi = 0). Αυτό έχει ως αποτέλεσµα την καλή προσαρµογή του

µοντέλου (10.1). Τέλος απόδειξη του Λήµµατος 13.
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10.3.5 Ειδική περίπτωση 2

Προκειµένου να επιτύχουµε έναν πιο αποδοτικό σχεδιασµό από τον σχεδιασµό

που παρουσιάζεται στην ειδική περίπτωση 1, χρησιµοποιούµε την τεχνική foldover

ως εξής.

Λήµµα 14 ΄Εστω XW ένας ισορροπηµένος ΥΣ, bk ένας OA(n2,m2, 2, t2), t2 ≥ 2 και

b̄k ο foldover σχεδιασµός του bk. Ακολουθώντας τον ορισµό 2, κατασκευάζουµε έναν

split-plot σχεδιασµό D ∈ D(COA)(n1n2, 2
m1+m2) ως

D =



dT1
.
.
. bk

dT1
.
.
.

dT2
.
.
. b̄k

dT2
.
.
.

dTn1−1
.
.
. bk

dTn1−1

dTn1

.

.

. b̄k

dTn1



. (10.16)

Τότε ο D είναι ένας ισορροπηµένος δύο επιπέδων split-plot σχεδιασµός ο οποίος επι-

τρέπει την εκτίµηση του RPD µοντέλου 10.2.

Απόδειξη του Λήµµατος 14.

Επαναλαµβάνοντας τον OA(n2,m2, 2, t2), t2 ≥ 2 και τον foldover σχεδιασµό του στο

split-plot οδηγεί σε ορθογώνιες στήλες όπου

X
′

SPXSP = n1n2Im2 . (10.17)

Αυτό υποδεικνύει ότι οι split-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι ο ένας στον άλλο.
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Επιπλέον, όλοι οι whole-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι στους split-plot παράγο-

ντες λόγω του Θεωρήµατος 1. Επιπροσθέτως, ο πίνακας των ταυτόσηµων επιδράσεων

µεταξύ των κύριων επιδράσεων (split-plot C και whole-plot N ) και των αλληλεπι-

δράσεων δύο παραγόντων µεταξύ των split-plot και whole-plot (C ×N ) παραγόντων

δίδονται ως

Xalias = (X1
′
X1)

−1(X1)
′
X2 =

 0 . . . 0

0 . . . 0

 ,

όπως ακριβώς στην εξίσωση 10.15.

Θεωρούµε ότι XSPSPi = XSPk ∗ XSPl είναι το i-οστό γινόµενο ανά στοιχείο (ele-

mentwise product) µεταξύ της k-οστής και της l-οστής στήλης του XSP ,∀k 6= l, για

i = 1, . . . ,
(
m2

2

)
, τότε

XSPSP =

[
XSPSP1 XSPSP2 . . . XSPSP

(m2
2 )

]
, (10.18)

όπου XSPSP είναι n1n2 ×
(
m2

2

)
διαστάσεων.

Ας ϑεωρήσουµε το προσαρµοσµένο µοντέλο

y = X1β1 + ε1, (10.19)

αλλά το πραγµατικό µοντέλο είναι

y = X1β1 +X3β3 + ε. (10.20)

Μπορούµε εύκολα να καταλήξουµε στο συµπέρασµα ότι ο πίνακας των ταυτόσηµων

επιδράσεων µεταξύ των δύο µοντέλων είναι ίσος µε Xalias = (X1
′
X1)

−1(X1)
′
X3.

Προκειµένου να εκτιµηθούν οι ταυτόσηµες σχέσεις στον SSSPD, ϑεωρούµε ότι

X1 = [XWP XSP ]

και έστω X3 ένας πίνακας σχεδιασµού των αλληλεπιδράσεων split-plot επί split-plot
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X3 = XSPSP =

[
XSPSP1 XSPSP2 . . . XSPSP

(m2
2 )

]
.

Εποµένως, ο πίνακας των ταυτόσηµων επιδράσεων µεταξύ των κύριων επιδράσεων

(split-plot C και whole-plot N ) και των αλληλεπιδράσεων δύο παραγόντων µεταξύ

των split-plot (C × C) παραγόντων δίνεται ως

Xalias = (X1
′
X1)

−1(X1)
′
X3

=

 X
′
WPXWP X

′
WPXSP

X
′
SPXWP X

′
SPXSP

−1 ×
 X

′
WPXSPSP1 . . . X

′
WPXSPSP

(m2
2 )

X
′
SPXWPSP1 . . . X

′
SPXWPSP

(m2
2 )



=

 0 . . . 0

0 . . . 0

 .

Ο πίνακας Xalias όχι µόνο καταδεικνύει ότι οι split-plot παράγοντες είναι ορ-

ϑογώνιοι ο ένας στον άλλο (X ′SPXSP = 1
n1n2

Im2 ) και στους whole-plot παράγοντες

(X ′WPXSP = 0) αλλά επίσης δείχνει ότι οι split-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι στις

αλληλεπιδράσεις µεταξύ των split-plot επί split-plot παραγόντων (X ′SPXSPSPi = 0)

και ότι οι whole-plot παράγοντες είναι ορθογώνιοι στις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των

split-plot επί split-plot παραγόντων (X ′WPXSPSPi = 0). Αυτό έχει ως αποτέλεσµα

την καλή προσαρµογή του µοντέλου (10.2). Τέλος απόδειξης του Λήµµατος 14.

10.3.6 Αλγόριθµος δηµιουργίας σχεδιασµών

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουµε έναν αλγόριθµο για την εφαρµογή του προ-

αναφερθέντος ϑεωρήµατος. Αυτό είναι πολύ σηµαντικό για τους ενδιαφερόµενους,

ώστε να δηµιουργήσουν εύκολα τους προτεινόµενους σχεδιασµούς. ΄Ενα σκίτσο του

αλγορίθµου µας αποτελείται από τα ακόλουθα ϐήµατα:

1. Θεωρούµε έναν σχεδιασµό D1 ∈ D(n1, 2
m1 , t1) µε πίνακα σχεδιασµού XW .

Θεωρούµε έναν ισορροπηµένο ΥΣ έτσι ώστε να µπορούµε να ϕιλοξενήσουµε
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πολλούς whole-plot παράγοντες.

2. Για 1 ≤ i ≤ n1, ϑεωρούµε ένα bi ∈ D(n2, 2
m2 , t2), µε t2 ≥ 1. Επιλέγουµε είτε

έναν πλήρη είτε έναν κλασµατικό παραγοντικό σχεδιασµό ισχύος t2 ≥ 1 (π.χ.

έναν ισορροπηµένο ΥΣ) για κάθε ένα από τα bi.

3. Ορίζουµε τον πίνακα

D2 =


b1

b2
...

bn1

 ,

έτσι ώστε ο D2 να αποτελεί έναν ΟΑ ισχύος µεγαλύτερης ή ίσης µε 1.

4. Ορίζουµε D ∈ D(COA)(n1n2, 2
m1+m2) ως

D =



dT1
... b1

dT1
...

dTn1

... bn1

dTn1


. (10.21)

5. Ο κατασκευασµένος σχεδιασµός D είναι ένας ισορροπηµένος split-plot σχε-

διασµός δύο επιπέδων που επιτρέπει την εκτίµηση του RPD µοντέλου πρώτης

σηµαντικότητας.

Παρατήρηση 1: Στο ϐήµα 2, επιλέγουµε ένα bk ∈ D(n2, 2
m2 , t2), µε t2 ≥ 1.

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την ίδια επιλογή για κάθε ένα από τα bk. Τότε

οδηγούµαστε σε διασταυρωµένους σχηµατισµούς που έχουν χρησιµοποιηθεί µέχρι

τώρα στη µεθοδολογία του Taguchi. ΄Εστω XW ένας ισορροπηµένος ΥΣ. Αυτός ο
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σχεδιασµός µπορεί εύκολα να δηµιουργηθεί ως

D =



dT1
... bk

dT1
...

dTn1

... bk

dTn1


. (10.22)

Τότε ο D είναι ένας ισορροπηµένος δύο επιπέδων split-plot σχεδιασµός ο οποίος

επιτρέπει την εκτίµηση του RPD µοντέλου 10.1.

Παρατήρηση 2: Στο ϐήµα 2, επιλέγουµε ένα bk ∈ D(n2, 2
m2 , t2), µε t2 ≥ 1 και b̄k ο

foldover σχεδιασµός του bk. ΄Εστω XW ένας ισορροπηµένος ΥΣ. Αυτός ο σχεδιασµός

µπορεί εύκολα να δηµιουργηθεί ως

D =



dT1
... bk

dT1
...

dT2
... b̄k

dT2
...

dTn1−1
... bk

dTn1−1

dTn1

... b̄k

dTn1



. (10.23)

Τότε, ο D είναι ένας ισορροπηµένος δύο επιπέδων split-plot σχεδιασµός ο οποίος

επιτρέπει την εκτίµηση του RPD µοντέλου 10.2.
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Παράδειγµα κατασκευής, εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο 10.3.6

Ας ϑεωρήσουµε τον σχεδιασµό D1 ∈ D(6, 210, 1) για τους whole-plot παράγοντες

που δίνεται ως

Πίνακας 10.2: Σχεδιασµός D1 ο οποίος αποτελείται από m1 = 10 whole-plot παράγοντες
και n1 = 6 πειραµατικές εκτελέσεις.

Whole-plots
W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 W10

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 dT1
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 dT2

D1 = 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 dT3
-1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 dT4
-1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 dT5
-1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 dT6

Θεωρούµε τους σχεδιασµούς bk ∈ D(4, 211, 1) ο καθένας αντιστοιχεί στους sub-

plot παράγοντες ως ακολούθως

b1 =


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

−1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 1

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1



b2 =


1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1

−1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1

1 −1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1



b3 =


1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 1

1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1

−1 1 −1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1 1 1 −1 1 1 1 −1
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b4 =


1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1 −1

−1 1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1

−1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 1 1

1 −1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 1



b5 =


−1 −1 1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1 1 1 −1 1 −1 −1 1

1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1

1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 1 −1



b6 =


1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 1 −1 −1

−1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 1 −1

−1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 1

1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1



Πίνακας 10.3: Σχεδιασµός D ο οποίος αποτελείται από m1 + m2 = 21 παράγοντες και
n1n2 = 24 πειραµατικές εκτελέσεις.

Whole-plots Split-plots
W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 W10

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 b1
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 b2

D = 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 b3
-1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 b4
-1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 b5
-1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 b6

Ακολουθώντας αυτή τη διαδικασία, ο πίνακας σχεδιασµού D είναι ο ακόλουθος
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w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9 w10 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 1 1 −1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 1 1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 −1 1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 1 −1 −1 1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 1 −1 −1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1



,

Ο σχεδιασµός D ∈ D(COA)(24, 221, 1) είναι ένας ισορροπηµένος δύο επιπέδων split-

plot σχεδιασµός ο οποίος επιτρέπει την εκτίµηση του RPD µοντέλου πρώτης σηµαν-

τικότητας.

10.4 Ανάλυση των προτεινόµενων σχεδιασµών

Η δυσκολία της ανάλυσης των SSSPD έγκειται στο γεγονός ότι υπάρχουν πολλοί

παράγοντες που εξετάζονται µε εξαιρετικά περιορισµένους πόρους. Αυτό οδηγεί σε

έναν πίνακα ΥΣ που σηµαίνει ότι δεν µπορούν να εκτιµηθούν όλες οι παράµετροι.

Η ακριβής ανάλυση αυτών των πειραµάτων εξαρτάται τόσο από τη σποραδικότητα

των επιδράσεων όσο και από την ιεραρχία τους (περισσότερες πληροφορίες ϑα ϐρείτε

στο κεφάλαιο 4) [104]. Με ϐάση αυτές τις ϐασικές αρχές παρουσιάζουµε µια µε-

ϑοδολογία για την ανάλυση των προτεινόµενων σχεδιασµών. Πραγµατοποιούµε την

ανάλυση σε τρία στάδια : το πρώτο συνιστά την ανάλυση των whole-plot, το δεύτερο
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αποτελεί την ανάλυση των split-plot και των αλληλεπιδράσεων µεταξύ των whole-plot

και των split-plot, και το τρίτο αφορά στην ενσωµάτωση της ανάλυσης στο RPD πλαί-

σιο. Στην ανάλυση λαµβάνουµε υπόψη ότι οι παράγοντες ελέγχου αντιστοιχούνται

στα split-plot και οι παράγοντες ϑορύβου στα whole-plot.

10.4.1 Στάδιο Ι : Whole-plot (N) ανάλυση

Η ανάλυση των whole-plot παρατηρήσεων γίνεται µε διαδικασίες κατά ϐήµατα

επιλογής [91]. Οι παρατηρήσεις για τους whole-plots παράγοντες υπολογίζονται

λαµβάνοντας µε τη µέση τιµή των αποκρίσεων πάνω στις split-plot µονάδες µέσα

σε κάθε whole-plot µονάδα. Λόγω του γεγονότος ότι προσαρµόσαµε έναν ΥΣ στον

whole-plot πίνακα XW υπάρχει ένας µικρός αριθµός whole-plot µονάδων και κατά

συνέπεια, ελάχιστοι ϐαθµοί ελευθερίας για το whole-plot σφάλµα, κάτι που περιορί-

Ϲει τη δύναµη της ανάλυσης των whole-plot. Σε τέτοιες περιπτώσεις, ϑα µπορούσαν

να χρησιµοποιηθούν µεγαλύτερες τιµές του α (π.χ., α = 0.2) έτσι ώστε να αυξηθούν

οι πιθανότητες ανίχνευσης σηµαντικών whole-plot επιδράσεων. Ωστόσο, η επίπτω-

ση του κρησαρίσµατος πολλών παραγόντων µε λίγους ϐαθµούς ελευθερίας για τις

whole-plot µονάδες είναι ότι ακόµη και για υψηλές τιµές των τιµών του α, ακόµη

και σηµαντικές whole-plot επιδράσεις εξακολουθούν να είναι µη σηµαντικές. Στις

περιπτώσεις αυτές, µπορεί να είναι αναπόφευκτο να χρησιµοποιηθεί η κρίση εµπει-

ϱογνωµόνων για τον προσδιορισµό των σηµαντικών παραγόντων. Χρησιµοποιήσαµε

τελικά α = 0.2 καθώς επίσης επιλέξαµε τους ενεργούς παράγοντες ϑορύβου σε 5%

επίπεδο σηµαντικότητας. Για να συνοψίσουµε, τα ϐήµατα που αποτελούν το Στάδιο

Ι είναι τα ακόλουθα:

1. Υπολογίζουµε το µέσο όρο των αποκρίσεων πάνω στις split-plot µονάδες µέσα

σε κάθε whole-plot µονάδα έτσι ώστε να λάβουµε τις παρατηρήσεις για τα

whole-plots .

2. Αναλύουµε τα whole-plots χρησιµοποιώντας κατά ϐήµατα επιλογή µε α = 0.2.

3. Επιλέγουµε τις σηµαντικές whole-plot επιδράσεις σε 5% επίπεδο σηµαντικό-

τητας.
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10.4.2 Στάδιο ΙΙ : Ανάλυση split-plot (C) και whole-plot επί split-

plot (C× N) αλληλεπιδράσεων.

Μόλις οι ενεργοί whole-plot παράγοντες έχουν ανιχνευτεί, ϑεωρούµε τις αλληλε-

πιδράσεις µεταξύ των whole-plot και των split-plot παραγόντων. ΄Αλλες προτεινόµε-

νες µέθοδοι εξετάζουν µια αυστηρή προσέγγιση κληρονοµικότητας των επιδράσεων,

σύµφωνα µε την οποία αλληλεπιδράσεις ϑεωρούνται µόνο εάν και οι δύο whole-plot

και split-plot παράγοντες ανιχνεύονται από τα προηγούµενα ϐήµατα. Αντιθέτως,

εµείς ϑεωρήσαµε όλους τους split-plot παράγοντες καθώς επίσης και τις αλληλεπι-

δράσεις µεταξύ των ενεργών whole-plot και όλων των split-plot παραγόντων. Σε περί-

πτωση που εξετάζουµε το µοντέλο 2, σε αυτό το στάδιο ενσωµατώνουµε τις split-plot

επί split-plot αλληλεπιδράσεις. Επιπλέον ϑεωρήσαµε ένα µοντέλο που περιλαµβά-

νει την whole-plot επίδραση η οποία µετράει για όλη τη διασπορά των whole-plot

µονάδων έτσι ώστε να διασφαλιστεί ότι το whole-plot σφάλµα δεν συγχωνεύεται µε το

split-plot σφάλµα. Πραγµατοποιήσαµε την ανάλυση για την εύρεση των σηµαντικών

επιδράσεων των split-plot παραγόντων και των αλληλεπιδράσεων µεταξύ των whole-

plot και των split-plot παραγόντων χρησιµοποιώντας κατά ϐήµατα επιλογή µε α =

0.2. Επιλέξαµε τους ενεργούς παράγοντες σε 1% επίπεδο σηµαντικότητας. Για να

συνοψίσουµε, τα ϐήµατα που αποτελούν το Στάδιο ΙΙ είναι τα ακόλουθα:

1. Θεωρούµε το µοντέλο µε (α) όλους τους split-plot παράγοντες (ϐ) τις αλληλε-

πιδράσεις µεταξύ των ενεργών whole-plot (που ανιχνεύτηκαν στο στάδιο Ι) και

όλων των split-plot παραγόντων (γ) µία whole-plot επίδραση η οποία µετράει

για όλη τη διασπορά των whole-plot µονάδων.

2. Αναλύουµε το µοντέλο του ϐήµατος 1 χρησιµοποιώντας κατά ϐήµατα επιλογή

µε α = 0.2.

3. Επιλέγουµε τους σηµαντικούς split-plot (C, παράγοντες ελέγχου) και τις αλ-

ληλεπιδράσεις µεταξύ των whole-plot και των split-plot (C×N) επιδράσεων σε

επίπεδο σηµαντικότητας 1%.
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10.4.3 Στάδιο ΙΙΙ : Αποκριτική Μοντελοποίση

Οι στρατηγικές µοντελοποίησης στη µεθοδολογία των εύρωστων παραµετρικών

σχεδιασµών είναι, είτε το λεγόµενο µοντέλο διασποράς ϑέσης που χρησιµοποιείται

στους διασταυρωµένους σχηµατισµούς είτε η αποκριτική µοντελοποίηση που χρησι-

µοποιείται στους συνδυασµένους σχηµατισµούς. Η στρατηγική µοντελοποίησης που

υιοθετήθηκε στο παρόν κεφάλαιο είναι η αποκριτική µοντελοποίηση. Εφαρµόσαµε

λοιπόν το µοντέλο απόκρισης σύµφωνα µε τα παρακάτω ϐήµατα:

• Το εκτιµώµενο µοντέλο διατυπώνεται µε ϐάση τόσο το στάδιο Ι όσο και το

στάδιο ΙΙ. Ακριβέστερα, µόλις επιλεγούν οι ενεργοί whole-plot (N) παράγοντες

από το στάδιο Ι και οι ενεργοί split-plot (C) παράγοντες, καθώς επίσης και

οι αλληλεπιδράσεις δύο παραγόντων µεταξύ των whole-plot και των split-plot

παραγόντων (C×N) ή µεταξύ των split-plot µε άλλους split-plot παράγοντες

(C×C) από το στάδιο ΙΙ, δηµιουργούµε το τελικό µοντέλο ŷ.

• Σύµφωνα µε την RPDM ϑεωρούµε ότι οι παράγοντες ϑορύβου είναι τυχαίες

µεταβλητές µε E[z] = 0 και V ar[z] = Σz. Με ϐάση αυτές τις υποθέσεις

µπορούµε να διαµορφώσουµε το µοντέλο ϑέσης Ê[y] = 0 καθώς και το µοντέλο

διασποράς V̂ar[y], αντίστοιχα.

• Η RPDM στοχεύει στη µείωση της διασποράς της διαδικασίας, ενώ ϐελτιστο-

ποιεί τη µέση απόκριση. Στόχος είναι να επιλέξουµε σωστά τα επίπεδα των

παραγόντων ελέγχου έτσι ώστε η διαδικασία να µην είναι ευαίσθητη στις αλ-

λαγές των παραγόντων ϑορύβου. Με αυτόν τον τρόπο, επιλέγουµε τα επίπεδα

των συντελεστών ελέγχου έτσι ώστε να ϐελτιστοποιήσουµε το µοντέλο του µέσου

Ε̂[y] = 0 κρατώντας το µοντέλο της διασποράς V̂ar[y] όσο το δυνατόν χαµηλό-

τερα.

10.5 Παραδείγµατα

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουµε ορισµένα επεξηγηµατικά παραδείγµατα. Κα-

τασκευάσαµε τους σχεδιασµούς σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1 καθώς και σύµφωνα µε

τις ειδικές περιπτώσεις που παρουσιάζονται µέσω του Λήµµατος 13 και του Λήµµα-

τος 14 που προτάθηκαν στις προηγούµενες ενότητες.
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Παράδειγµα 12 Θεωρούµε τον σχεδιασµό D1 ∈ D(6, 210, 1) για τους whole-plot

παράγοντες και τους σχεδιασµούς bk ∈ D(4, 211, 1) που αντιστοιχούν στους split-

plot παράγοντες που δίνονται στο Παράδειγµα 10.3.6. Ο προκύπτων σχεδιασµός

D ∈ D(COA)(24, 221, 1) που κατασκευάστηκε στο παράδειγµα του κεφαλαίου 10.3.6

(Πίνακας 10.3) είναι ένας ισορροπηµένος split-plot σχεδιασµός δύο επιπέδων που επι-

τρέπει την εκτίµηση του RPD µοντέλου πρώτης σηµαντικότητας.

Υποθέτουµε ότι το πείραµα περιλαµβάνει µία απόκριση,m1 = 10 παράγοντες ϑορύ-

ϐου (N) καιm2 = 11 παράγοντες ελέγχου (C) όλοι σε δύο επίπεδα, µε τους παράγοντες

ελέγχου να λειτουργούν ως split-plot παράγοντες, και µε τους παράγοντες ϑορύβου

να λειτουργούν ως whole-plot παράγοντες. Ο κύριος στόχος είναι να επιλέξουµε τις

στάθµες για τους παράγοντες ελέγχου που ελαχιστοποιούν τη µέση απόκριση και ταυτό-

χρονα ελαχιστοποιούν τη διακύµανση του µοντέλου. Θεωρούµε το ακόλουθο µοντέλο

απόκρισης

y = 25.00+15.31x1+10.88x5+11.18x11+12.85z2+13.63z5+11.18x2z2+ε, (10.24)

όπου το πειραµατικό σφάλµα ε κατανέµεται ως N(0, 1). Υπάρχουν δύο ενεργοί πα-

ϱάγοντες ελέγχου (C) και δύο ενεργοί παράγοντες ϑορύβου (N) καθώς και µια C ×N

αλληλεπίδραση. Χρησιµοποιώντας τον προτεινόµενο πειραµατικό σχεδιασµό D προ-

σοµοιώσαµε δεδοµένα από την εξίσωση (10.24) πριν προχωρήσουµε στην εκτίµηση του

µοντέλου απόκρισης.

Πίνακας 10.4: Whole-plot ανάλυση διασποράς (Στάδιο Ι) για το Παράδειγµα 1. Παλινδρό-
µηση κατά ϐήµατα µε α = 0.2.

Πηγή µεταβλητότητας ϐε Adj SS Adj MS F-Value P-Value
z2 1 790.49 790.49 131503.94 0.00
z5 1 895.87 895.87 149035.66 0.00
z8 1 0.12 0.12 19.92 0.05

Σφάλµα 2 0.01 0.01
Συνολικό 5 2680.94

Εκτελώντας την ανάλυση σύµφωνα µε την προαναφερθείσα διαδικασία (Κεφάλαιο

10.4) εντοπίσαµε πρώτα τους σηµαντικούς whole-plot παράγοντες (Πίνακας 10.4). Σε

επίπεδο σηµαντικότητας 5% µόνο ο z2 και ο z5 ϕαίνεται να είναι σηµαντικοί. ΄Ετσι

χρησιµοποιήθηκαν στο επόµενο στάδιο ΙΙ.

Μετά τη διεξαγωγή της ανάλυσης για τους split-plot παράγοντες σύµφωνα µε το
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Πίνακας 10.5: Split-plot ανάλυση διασποράς (Στάδιο ΙΙ) για το Παράδειγµα 1. Παλινδρό-
µηση κατά ϐήµατα µε α = 0.2.

Πηγή µεταβλητότητας ϐε Adj SS Adj MS F-Value P-Value
x1 1 3730.00 3730.05 13172.55 0.00
x5 1 1498.30 1498.25 5291.02 0.00
x11 1 2060.10 2060.10 7275.19 0.00
x2z2 1 1223.30 1223.30 4320.06 0.00
x5z2 1 1.90 1.86 6.58 0.03
x6z2 1 0.80 0.81 2.87 0.12
x4z5 1 2.90 2.86 10.09 0.01
x10z5 1 0.60 0.60 2.13 0.18
WPE 5 10723.80 2144.75 7574.12 0.00

Σφάλµα 10 2.80 0.28
Συνολικό 23 27692.00

στάδιο ΙΙ αποκτήσαµε τους σηµαντικούς παράγοντες που παρουσιάζονται στον Πίνακα

10.5. Είναι προφανές ότι σε επίπεδο σηµαντικότητας 1% οι παράγοντες x1, x5, x11 και

η αλληλεπίδραση x2z2 ϕαίνεται να είναι σηµαντικοί. Ακολουθώντας τα ϐήµατα του

σταδίου ΙΙΙ, αξιολογήσαµε πρώτα το εκτιµώµενο µοντέλο το οποίο περιγράφεται ως

ŷ = 24.90 + 15.38x1 + 10.81x5 + 11.43x11 + 12.57z2 + 13.39z5 + 9.76x2z2. (10.25)

Σύµφωνα µε την RPDM ϑεωρούµε ότι οι παράγοντες ϑορύβου είναι τυχαίες µεταβλητές

µε E[z] = 0 και V ar[z] = Σz = I. Εποµένως το µοντέλο για το µέσο µπορεί να

περιγραφεί ως

Ε̂[y] = 24.90 + 15.38x1 + 10.81x5 + 11.43x11,

και το αντίστοιχο µοντέλο της διασποράς ως

V̂ar[y] = constant+ (12.57 + 9.76x2)
2V ar(z2),

V̂ar[y] = constant+ 2(12.57)(9.76)x2.

Τέλος, το µοντέλο της διασποράς λαµβάνεται ως

V̂ar[y] = constant+ 245.37x2.
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Κύριος στόχος είναι να ελαχιστοποιήσουµε την απόκριση κρατώντας, την ίδια στιγ-

µή, τη διασπορά στο χαµηλότερο δυνατό επίπεδο. ΄Ετσι, εάν οι περιοχές ενδιαφέροντος

είναι xi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , 6, τότε τα ϐέλτιστα επίπεδα των παραγόντων ελέγχου εκτι-

µώνται τόσο µέσω του µοντέλου του µέσου όσο και του µοντέλου της διασποράς ως

(x1, x2, x5, x11) = (−1,−1,−1,−1). Οι στάθµες εκείνες που ελαχιστοποιούν το µοντέ-

λο διασποράς, είναι οι ίδιες µε εκείνες που επιλέχθηκαν στο µοντέλο του µέσου αφού

η µόνη µεταβλητή που επηρεάζει το µοντέλο διασποράς είναι η κύρια επίδραση x2 η

οποία ελαχιστοποιεί τη διασπορά µε τα προαναφερόµενα επίπεδα.

Παράδειγµα 13 Ας ϑεωρήσουµε τον σχεδιασµόD1 ∈ D(6, 210, 1) για τους whole-plot

παράγοντες ως

D1 =



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1

.


Θεωρούµε τους σχεδιασµούς dk ∈ D(4, 23, 2) κάθε ένας να αντιστοιχεί στους

split-plot παράγοντες ως

bk =


−1 −1 −1

−1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

 .

Ακολουθώντας το Λήµµα 14 κατασκευάζουµε τον σχεδιασµό ο οποίος είναι ένας δύο

επιπέδων ισορροπηµένος split-plot σχεδιασµός ο οποίος επιτρέπει την εκτίµηση του

µοντέλου 10.1.

Υποθέτουµε ότι το πείραµα περιλαµβάνει µία απόκριση, m1 = 10 παράγοντες

ϑορύβου (N) και m2 = 3 παράγοντες ελέγχου (C) όλοι σε δύο επίπεδα, µε τους

παράγοντες ελέγχου να λειτουργούν ως split-plot παράγοντες, και µε τους παρά-
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γοντες ϑορύβου να λειτουργούν ως whole-plot παράγοντες. Ο κύριος στόχος είναι

να επιλέξουµε τις στάθµες για τους παράγοντες ελέγχου που µεγιστοποιούν τη µέση

απόκριση και ταυτόχρονα ελαχιστοποιούν τη διακύµανση του µοντέλου. Θεωρούµε

το ακόλουθο µοντέλο απόκρισης

y = 25.00 + 15.6x1 + 16x3 + 13.8z1 + 10.6z8 + 10.8x2z1 + ε, (10.26)

όπου το πειραµατικό σφάλµα ε κατανέµεται ως N(0, 1). Υπάρχουν δύο ενεργοί πα-

ϱάγοντες ελέγχου (C) και δύο ενεργοί παράγοντες ϑορύβου (N) καθώς και µια C×N

αλληλεπίδραση. Χρησιµοποιώντας το προτεινόµενο πειραµατικό σχέδιο D προσο-

µοιώσαµε δεδοµένα από την εξίσωση (10.26) πριν προχωρήσουµε στην εκτίµηση του

µοντέλου απόκρισης.
D ∈ D(COA)(24, 213, 1)

D =



w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9 w10 s1 s2 s3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 −1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 −1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 1 −1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 1 1 −1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 −1 −1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 1 1 −1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 1 −1 1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 1 1 −1



Εκτελώντας την ανάλυση σύµφωνα µε την προαναφερθείσα διαδικασία (Κεφάλαιο

10.4) εντοπίσαµε πρώτα τους σηµαντικούς whole-plot παράγοντες (Πίνακας 10.6).
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Πίνακας 10.6: Whole-plot ανάλυση διασποράς (Στάδιο Ι) για το Παράδειγµα 2. Παλινδρό-
µηση κατά ϐήµατα µε α = 0.2.

Πηγή µεταβλητότητας ϐε Adj SS Adj MS F-Value P-Value
z1 1 23.190 23.190 321.18 0.04
z8 1 34.580 34.580 478.94 0.03
z9 1 323.139 323.139 4475.53 0.01
z10 1 326.465 326.465 4521.61 0.01

Σφάλµα 1 0.072 0.072
Συνολικό 5 857.275

Σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%, οι παράγοντες z1, z8, z9 και ο z10 ϕαίνεται να είναι

σηµαντικοί. ΄Ετσι χρησιµοποιήθηκαν στο επόµενο στάδιο ΙΙ.

Πίνακας 10.7: Split-plot ανάλυση διασποράς (Στάδιο ΙΙ) για το Παράδειγµα 2. Παλινδρό-
µηση κατά ϐήµατα µε α = 0.2.

Πηγή µεταβλητότητας ϐε Adj SS Adj MS F-Value P-Value
x1 1 2464.3 2464.35 22372.18 0.00
x2 1 0.4 0.40 3.67 0.11
x3 1 3571.9 3571.88 32426.78 0.00
x1z1 1 2.4 2.40 21.77 0.01
x2z1 1 1629.7 1629.72 14795.12 0.00
x3z1 1 4.6 4.64 42.15 0.00
x1z8 1 0.4 0.39 3.54 0.12
x2z8 1 0.8 0.85 7.67 0.04
x3z8 1 3.1 3.07 27.86 0.00
x1z9 1 12.1 12.06 109.51 0.00
x2z9 1 1.0 0.96 8.74 0.03
x1z10 1 0.6 0.56 5.10 0.07
x3z10 1 4.1 4.06 36.89 0.00
WPE 5 3429.1 685.82 6226.11 0.000

Σφάλµα 5 0.6 0.11
Συνολικό 23 18654.0

Μετά τη διεξαγωγή της ανάλυσης για τους split-plot παράγοντες σύµφωνα µε το

στάδιο ΙΙ αποκτήσαµε τους σηµαντικούς παράγοντες που παρουσιάζονται στον Πίνα-

κα 10.7. Είναι προφανές ότι σε επίπεδο σηµαντικότητας 1% οι παράγοντες x1, x3

και οι αλληλεπιδράσεις x2z1, x3z1, x3z8, x1z9, x3z10 ϕαίνεται να είναι σηµαντικοί.

΄Οπως µπορούµε να παρατηρήσουµε από τον Πίνακα 10.7, τα x1 και x3 προέκυψαν

ως οι δύο σηµαντικοί παράγοντες ϑέσης. Με αυτόν τον τρόπο ϑα πρέπει να συµπε-

ϱιληφθούν στο µοντέλο του µέσου και όχι στο µοντέλο διασποράς. Το γεγονός αυτό

ενισχύεται από το γεγονός ότι οι όροι αλληλεπίδρασης µεταξύ των παραγόντων ϑορύ-

ϐου και των παραγόντων ελέγχου x1 και x3 ϕαίνεται πως είναι λιγότερο σηµαντικοί
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από τις κύριες επιδράσεις των x1 και x3, αντίστοιχα. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπόψη µόνο

τους όρους αλληλεπίδρασης µεταξύ του x2 και των ενεργών παραγόντων ϑορύβου

συµπεραίνουµε ότι ϑα πρέπει να λάβουµε υπόψη µόνο τη x2z1 στο µοντέλο διασπο-

ϱάς. Ακολουθώντας τα ϐήµατα του σταδίου ΙΙΙ, αξιολογήσαµε πρώτα το εκτιµώµενο

µοντέλο το οποίο περιγράφεται ως

ŷ = 16.96 + 15.20x1 + 16.70x3 + 2.20z1 + 2.68z8 + 8.21z9 +

8.25z10 + 11.28x2z1.

Σύµφωνα µε την RPDM ϑεωρούµε ότι οι παράγοντες ϑορύβου είναι τυχαίες µεταβλη-

τές µε E[z] = 0 και V ar[z] = Σz = I. Εποµένως το µοντέλο για το µέσο µπορεί να

περιγραφεί ως

Ε̂[y] = 16.96 + 15.20x1 + 16.70x3,

και το αντίστοιχο µοντέλο της διασποράς ως

V̂ar[y] = constant+ (2.20 + 11.28x2)
2V ar(z1),

V̂ar[y] = constant+ 2(2.20)(11.28)x2.

Τέλος, το µοντέλο της διασποράς λαµβάνεται ως

V̂ar[y] = constant+ 49.63x2.

Κύριος στόχος είναι να µεγιστοποιήσουµε την απόκριση κρατώντας, την ίδια στιγ-

µή, τη διασπορά στο χαµηλότερο δυνατό επίπεδο. ΄Ετσι, εάν οι περιοχές ενδιαφέρο-

ντος είναι xi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , 6, τότε τα ϐέλτιστα επίπεδα των παραγόντων ελέγχου

εκτιµώνται τόσο µέσω του µοντέλου του µέσου όσο και του µοντέλου της διασποράς

ως (x1, x2, x3) = (+1,−1,+1). Οι στάθµες εκείνες που ελαχιστοποιούν το µοντέλο

διασποράς, είναι οι ίδιες µε εκείνες που επιλέχθηκαν στο µοντέλο του µέσου αφού

η µόνη µεταβλητή που επηρεάζει το µοντέλο διασποράς είναι η κύρια επίδραση x2

η οποία ελαχιστοποιεί τη διασπορά µε τα προαναφερόµενα επίπεδα.
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Παράδειγµα 14 Ας ϑεωρήσουµε τον σχεδιασµόD1 ∈ D(6, 210, 1) για τους whole plot

παράγοντες ως

D1 =



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1

.− 1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1


Θεωρούµε τους σχεδιασµούς bk ∈ D(4, 23, 2) και τους foldover σχεδιασµούς τους

b̄k ο καθένας να αντιστοιχεί στους split-plot παράγοντες.

bk =


−1 −1 −1

−1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

 , b̄k =


1 1 1

1 −1 −1

−1 1 −1

−1 −1 1


Ακολουθώντας το Λήµµα 14 κατασκευάζουµε έναν σχεδιασµόD ∈ D(COA)(24, 213, 1)

ο οποίος είναι ένας δύο επιπέδων ισορροπηµένος split-plot σχεδιασµός και επιτρέπει

την εκτίµηση του µοντέλου 10.2.

Υποθέτουµε ότι το πείραµα περιλαµβάνει µία απόκριση,m1 = 10 παράγοντες ϑορύ-

ϐου (N) και m2 = 3 παράγοντες ελέγχου (C) όλοι σε δύο επίπεδα, µε τους παράγοντες

ελέγχου να λειτουργούν ως split-plot παράγοντες, και µε τους παράγοντες ϑορύβου

να λειτουργούν ως whole-plot παράγοντες. Ο κύριος στόχος είναι να επιλέξουµε τις

στάθµες για τους παράγοντες ελέγχου που ελαχιστοποιούν τη µέση απόκριση και ταυτό-

χρονα ελαχιστοποιούν τη διακύµανση του µοντέλου. Θεωρούµε το ακόλουθο µοντέλο

απόκρισης

y = 20.00+14.50x2 +13.00x3 +9.80z1 +8.60z8 +10.80x2x3 +11.00x1z1 + ε. (10.27)

όπου το πειραµατικό σφάλµα ε κατανέµεται ως N(0, 1). Υπάρχουν δύο ενεργοί πα-

ϱάγοντες ελέγχου (C) και δύο ενεργοί παράγοντες ϑορύβου (N) καθώς και µια C ×N



10.5 Παραδείγµατα 205

αλληλεπίδραση. Χρησιµοποιώντας τον προτεινόµενο πειραµατικό σχεδιασµό D προ-

σοµοιώσαµε δεδοµένα από την εξίσωση (10.27) πριν προχωρήσουµε στην εκτίµηση του

µοντέλου απόκρισης.

D =



w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9 w10 s1 s2 s3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 −1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 1 −1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 1 1 1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 −1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 −1

−1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 −1 −1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1

−1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 1 1 −1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 1 1 1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 1 −1 −1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 1



,

Πίνακας 10.8: Whole-plot ανάλυση διασποράς (Στάδιο ΙΙ) για το Παράδειγµα 3. Παλινδρό-
µηση κατά ϐήµατα µε α = 0.2.

Πηγή µεταβλητότητας ϐε Adj SS Adj MS F-Value P-Value
z1 1 461.93 461.93 11584.48 0.00
z7 1 0.38 0.38 9.43 0.09
z8 1 384.92 384.92 9653.21 0.00

Σφάλµα 2 0.08 0.04
Συνολικό 5 680.34

Εκτελώντας την ανάλυση σύµφωνα µε την προαναφερθείσα διαδικασία (Κεφάλαιο

10.4) εντοπίσαµε πρώτα τους σηµαντικούς whole-plot παράγοντες (Πίνακας 10.8). Σε

επίπεδο σηµαντικότητας 5%, ο παράγοντας z1 και ο z8 ϕαίνεται να είναι σηµαντικοί.

΄Ετσι χρησιµοποιήθηκαν στο επόµενο στάδιο ΙΙ.
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Πίνακας 10.9: Split-plot ανάλυση διασποράς (Στάδιο ΙΙ) για το Παράδειγµα 3. Παλινδρό-
µηση κατά ϐήµατα µε α = 0.2.

Πηγή µεταβλητότητας ϐε Adj SS Adj MS F-Value P-Value
x1 1 2.30 2.27 9.09 0.02
x2 1 4922.80 4922.77 19691.78 0.00
x3 1 3743.40 3743.41 14974.18 0.00
x1x2 1 1.80 1.78 7.14 0.03
x1x3 1 1.40 1.38 5.54 0.05
x2x3 1 2376.80 2376.82 9507.62 0.00
x1z1 1 2500.20 2500.21 10001.19 0.00
x3z1 1 2.80 2.81 11.25 0.01
x1z7 1 2.30 2.33 9.31 0.02
x3z8 1 4.80 4.78 19.11 0.00
WPE 5 2721.3 544.27 2177.16 0.00

Σφάλµα 8 2.0 0.25
Συνολικό 23 15301.90

Μετά τη διεξαγωγή της ανάλυσης για τους split-plot παράγοντες σύµφωνα µε το

στάδιο ΙΙ αποκτήσαµε τους σηµαντικούς παράγοντες που παρουσιάζονται στον Πίνακα

10.9. Είναι προφανές ότι σε επίπεδο σηµαντικότητας 1% οι παράγοντες x2 και x3 και

οι αλληλεπιδράσεις x2x3, x1z1, x3z8 ϕαίνεται να είναι σηµαντικοί. ΄Οπως µπορούµε

να παρατηρήσουµε από τον Πίνακα 10.9, ο x3 εµφανίζεται ως σηµαντικός παράγοντας

ϑέσης. Με αυτόν τον τρόπο ϑα πρέπει να συµπεριληφθεί στο µοντέλο του µέσου και

όχι στο µοντέλο διασποράς. Το γεγονός αυτό ενισχύεται από το γεγονός ότι ο όρος

αλληλεπίδρασης x3z8 ϕαίνεται ότι είναι λιγότερο σηµαντικός από την κύρια επίδραση

x3. ΄Ετσι, λαµβάνουµε υπόψη µόνο τον όρο αλληλεπίδρασης x1z1 στο µοντέλο δια-

σποράς. Ακολουθώντας τα ϐήµατα του σταδίου ΙΙΙ, αξιολογήσαµε πρώτα το εκτιµώµενο

µοντέλο το οποίο περιγράφεται ως

ŷ = 19.99 + 14.32x2 + 12.49x3 + 9.61z1 + 8.77z8 + 10.90x2x3 + 11.18x1z1. (10.28)

Σύµφωνα µε την RPDM ϑεωρούµε ότι οι παράγοντες ϑορύβου είναι τυχαίες µεταβλητές

µε E[z] = 0 και V ar[z] = Σz = I. Εποµένως το µοντέλο για το µέσο µπορεί να

περιγραφεί ως

Ε̂[y] = 19.99 + 14.32x2 + 12.49x3 + 10.90x2x3,
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και το αντίστοιχο µοντέλο της διασποράς ως

V̂ar[y] = constant+ (9.61 + 11.18x1)
2V ar(z1),

V̂ar[y] = constant+ 2(9.61)(11.18)x1.

Τέλος, το µοντέλο της διασποράς λαµβάνεται ως

V̂ar[y] = constant+ 214.88x1.

Κύριος στόχος είναι να ελαχιστοποιήσουµε την απόκριση κρατώντας, την ίδια στιγ-

µή, τη διασπορά στο χαµηλότερο δυνατό επίπεδο. ΄Ετσι, εάν οι περιοχές ενδιαφέροντος

είναι xi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , 6, τότε τα ϐέλτιστα επίπεδα των παραγόντων ελέγχου εκτι-

µώνται τόσο µέσω του µοντέλου του µέσου όσο και του µοντέλου της διασποράς ως

(x1, x2, x3) = (−1,−1,−1). Οι στάθµες εκείνες που ελαχιστοποιούν το µοντέλο δια-

σποράς, είναι οι ίδιες µε εκείνες που επιλέχθηκαν στο µοντέλο του µέσου αφού η µόνη

µεταβλητή που επηρεάζει το µοντέλο διασποράς είναι η κύρια επίδραση x2 η οποία

ελαχιστοποιεί τη διασπορά µε τα προαναφερόµενα επίπεδα.

10.6 Συµπεράσµατα

Στη ϐιοµηχανία, λόγω περιορισµών χρόνου και κόστους, το µέγεθος των πειρα-

µάτων πρέπει να διατηρείται όσο το δυνατόν µικρότερο. Μερικές ϕορές τα πειράµατα

αυτά περιλαµβάνουν όχι µόνο παράγοντες που µπορούν να ελεγχθούν αλλά και ορι-

σµένους ανεξέλεγκτους παράγοντες οδηγώντας σε RPD πειράµατα. Οι split-plot σχε-

διασµοί µπορούν να χρησιµοποιηθούν αποτελεσµατικά για να µειώσουν το κόστος

στον RPD πειραµατισµό υπό την παρουσία παραγόντων που είναι δύσκολο να ελεγ-

χθούν. Σε αυτό το πλαίσιο, όταν είναι απαραίτητο να εξεταστεί ένας µεγάλος αριθµός

παραγόντων µε περιορισµένες πειραµατικές εκτελέσεις και όπου οι παραδοσιακοί

split-plot σχεδιασµοί (επαναλαµβανόµενοι ή κλασµατικοί παραγοντικοί) δεν είναι ε-

ϕικτοί, τότε ϑα πρέπει να συµπεριληφθούν ΥΣ στο πλαίσιο των split-plot. Στο παρόν

κεφάλαιο προτείνουµε µια µέθοδο κατασκευής για υπερκορεσµένους split-plot σχε-
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διασµούς (SSSPDs) κατάλληλους για RPD πειράµατα. Εφαρµόσαµε τη µεθοδολογία

των σύνθετων ορθογώνιων σχεδιασµών χρησιµοποιώντας ορθογώνιους σχεδιασµούς

ισχύος µεγαλύτερης από 1, για τις split-plot µονάδες και ισορροπηµένους ΥΣ για

τις whole-plot µονάδες. Οι SSSPDs που προτείνονται σε αυτό το κεφάλαιο µπορούν

να ϑεωρηθούν ως µια χρήσιµη προσέγγιση για τον προσδιορισµό των σηµαντικών

παραγόντων στην RPDM. Αυτοί οι σχεδιασµοί οδηγούν πάντοτε σε ορθογωνιότητα

µεταξύ των whole-plot και των split-plot παραγόντων και, κυρίως, αποτελούν µία

γενίκευση άλλων µεθόδων που έχουν ήδη προταθεί στην ϐιβλιογραφία.



Μέρος IV

Παραρτήµατα – Βιβλιογραφία





Παράρτηµα Α

Παράρτηµα Κεφαλαίου 5

Πίνακας Α.1: E(fNOD)-ϐέλτιστοι σχεδόν ισορροπηµένοι k-κυκλικοί πολλαπλών επιπέδων
ΥΣ.

n k q m Μέθοδος Κατασκευής E(fNOD) LfNOD
Αποδοτικότητα

6 2 3 10 2.6667 2.6667 1.0000
G = (2111221233)
5 2 3 10 Πόρισµα 8 2.6667 2.6667 1.0000
4 2 3 8 Θεώρηµα 3 2.3651 2.3651 1.0000
6 3 3 15 2.8571 2.8571 1.0000
G = (211312123222131)
5 3 3 15 Πόρισµα 8 2.7937 2.7937 1.0000
4 3 3 12 Θεώρηµα 3 2.4040 2.4040 1.0000
6 4 3 20 2.9474 2.9474 1.0000
G = (12112222333211212113)
5 4 3 20 Πόρισµα 8 2.8538 2.8538 1.0000
4 4 3 16 Θεώρηµα 3 2.4556 2.4556 1.0000
6 5 3 25 3.0000 3.0000 1.0000
G = (1123211123222112312132312)
5 5 3 25 Πόρισµα 8 2.8889 2.8889 1.0000
4 5 3 20 Θεώρηµα 3 2.4749 2.4749 1.0000
6 6 3 30 3.0345 3.0345 1.0000
G = (121212232133323311112121211222)
5 6 3 30 Πόρισµα 8 2.9119 2.9119 1.0000
4 6 3 24 Θεώρηµα 3 2.5266 2.4831 0.9828
6 7 3 35 3.0588 3.0588 1.0000
G = (13122232211312313121122221321123121)
5 7 3 35 Πόρισµα 8 2.9281 2.9281 1.0000
4 7 3 28 Θεώρηµα 3 2.4974 2.4974 1.0000
6 8 3 40 3.0769 3.0769 1.0000
G = (2122211212323123112322113211123223111321)
5 8 3 40 Πόρισµα 8 2.9402 2.9402 1.0000
4 8 3 32 Θεώρηµα 3 2.5045 2.5045 1.0000
6 9 3 45 3.0909 3.0909 1.0000
G = (213332122112112213321223321121111211232221132)
5 9 3 45 Πόρισµα 8 2.9495 2.9495 1.0000
4 9 3 36 Θεώρηµα 3 2.5079 2.5079 1.0000
6 10 3 50 3.1020 3.1020 1.0000
G = (22132123221111122121333122121322221112121122333131)
5 10 3 50 Πόρισµα 8 2.9569 2.9569 1.0000
4 10 3 40 Θεώρηµα 3 2.5197 2.5145 0.9980
6 11 3 55 3.1111 3.1111 1.0000
G = (1212131111321312213211311321222212222113133213213222122)
5 11 3 55 Πόρισµα 8 2.9630 2.9630 1.0000
4 11 3 44 Θεώρηµα 3 2.5520 2.5182 0.9867
6 12 3 60 3.1186 3.1186 1.0000
G = (122222212221132311221213313123113122211111332131221232121312)
5 12 3 60 Πόρισµα 8 2.9680 2.9680 1.0000
4 12 3 48 Θεώρηµα 3 2.5307 2.5201 0.9958
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Πίνακας Α.1: E(fNOD)-ϐέλτιστοι σχεδόν ισορροπηµένοι k-κυκλικοί πολλαπλών επιπέδων
ΥΣ (συνέχεια) - Α * δείχνει ότι η γραµµή µε το ίδιο επίπεδο έχει αφαιρεθεί.

n k q m Μέθοδος Κατασκευής E(fNOD) LfNOD
Αποδοτικότητα

9 3 3 24 3.9130 3.9130 1.0000
G = (323122321113232112211231)
8 3 3 24 Πόρισµα 8 3.9324 3.9324 1.0000
7 3 3 18 Θεώρηµα 3 3.6209 3.5163 0.9711
9 4 3 32 4.0645 4.0645 1.0000
G = (22231121221123321321123231133112)
8 4 3 32 Πόρισµα 8 4.0502 4.0502 1.0000
7 4 3 24 Θεώρηµα 3 3.7222 3.6208 0.9727
9 5 3 40 4.1539 4.1539 1.0000
G = (2313232222211111132222323122111321331131)
8 5 3 40 Πόρισµα 8 4.1197 4.1197 1.0000
8 5 3 30 Θεώρηµα 3* 3.7762 3.6797 0.9744
8 5 3 30 Θεώρηµα 3 3.7946 3.6797 0.9697
9 6 3 48 4.1655 4.1655 1.0000
G = (321311213123132123213212222211331222121332112131)
8 6 3 48 Πόρισµα 8 4.1655 4.1655 1.0000
7 6 3 36 Θεώρηµα 3* 3.7714 3.7270 0.9882
7 6 3 36 Θεώρηµα 3 3.7524 3.7270 0.9932
9 7 3 56 4.2545 4.2545 1.0000
G = (22222323121223131321121231332112112123232212311113311321)
8 7 3 56 Πόρισµα 8 4.1980 4.1980 1.0000
7 7 3 42 Θεώρηµα 3* 3.7995 3.7507 0.9872
7 7 3 42 Θεώρηµα 3 3.8064 3.7507 0.9854
12 3 3 33 5 5 1.0000
G = (212233121322223131111112331312223)
11 3 3 33 Πόρισµα 8 5.0556 5.0556 1.0000
10 3 3 24 Θεώρηµα 3* 4.7512 4.5628 0.9603
10 3 3 24 Θεώρηµα 3 4.7150 4.5628 0.9677
12 4 3 44 5.2093 5.2093 1.0000
G = (12122312212131111111223212212333332212233133)
11 4 3 44 Πόρισµα 8 5.2300 5.2300 1.0000
10 4 3 32 Θεώρηµα 3* 4.9252 4.7437 0.9632
10 4 3 32 Θεώρηµα 3 4.9050 4.7437 0.9671
12 5 3 55 5.3333 5.3333 1.0000
G = (1112321132222231121232311112133312132332123312321123122)
11 5 3 55 Πόρισµα 8 5.3333 5.3333 1.0000
10 5 3 40 Θεώρηµα 3* 4.9915 4.8504 0.9717
10 5 3 40 Θεώρηµα 3 4.9966 4.8504 0.9707
8 2 4 14 4.6154 4.6154 1.0000
G = (23311222144133)
7 2 4 14 Πόρισµα 8 4.3990 4.3990 1.0000
6 2 4 12 Θεώρηµα 3 4.0227 4.0227 1.0000
8 3 4 21 4.8000 4.8000 1.0000
G = (344423111213232121332)
7 3 4 21 Πόρισµα 8 4.3990 4.3990 1.0000
6 3 4 18 Θεώρηµα 3 4.1291 4.1029 1.0000
8 4 4 28 4.8889 4.8889 1.0000
G = (3131111344343222224213112323)
7 4 4 28 Πόρισµα 8 4.6042 4.6042 1.0000
6 4 4 24 Θεώρηµα 3* 4.1558 4.1413 0.9965
6 4 4 24 Θεώρηµα 3 4.1630 4.1413 0.9948
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Πίνακας Α.1: E(fNOD)-ϐέλτιστοι σχεδόν ισορροπηµένοι k-κυκλικοί πολλαπλών επιπέδων
ΥΣ (συνέχεια) - Α * δείχνει ότι η γραµµή µε το ίδιο επίπεδο έχει αφαιρεθεί.

n k q m Μέθοδος Κατασκευής E(fNOD) LfNOD
Αποδοτικότητα

8 5 4 35 4.9412 4.9412 1.0000
G = (23321322311431423132421121122331443)
7 5 4 35 Πόρισµα 8 4.6434 4.6434 1.0000
6 5 4 30 Θεώρηµα 3 4.1822 4.1637 0.9956
8 6 4 42 4.9756 4.9756 1.0000
G = (143433231121322111233233322224111312414342)
7 6 4 42 Πόρισµα 8 4.6692 4.6692 1.0000
6 6 4 30 Θεώρηµα 3 4.1976 4.1881 0.9977
8 7 4 49 5 5 1.0000
G = (3431422213423132223431213112134311143112232122334)
7 7 4 49 Πόρισµα 8 4.6875 4.6875 1.0000
6 7 4 42 Θεώρηµα 3* 4.2030 4.2030 1.0000
6 7 4 42 Θεώρηµα 3 4.2123 4.2030 0.9978
8 8 4 56 5.0182 5.0182 1.0000
G = (21411341113441331333231234223211321114224312222422233133)
7 8 4 56 Πόρισµα 8 4.7011 4.7011 1.0000
6 8 4 48 Θεώρηµα 3* 4.2163 4.2128 0.9992
6 8 4 48 Θεώρηµα 3 4.2116 4.2128 0.9979
12 3 4 33 6.7500 6.7500 1.0000
G = (343133442211234114122332211323421)
11 3 4 33 Πόρισµα 8 6.5625 6.5625 1.0000
10 3 4 27 Θεώρηµα 3* 6.1660 6.1090 0.9908
10 3 4 27 Θεώρηµα 3 6.2001 6.1090 0.9853
12 4 4 44 6.9070 6.9070 1.0000
G = (23243321113332242413133212123143424241312411)
11 4 4 44 Πόρισµα 8 6.6933 6.6933 1.0000
10 4 4 36 Θεώρηµα 3* 6.2802 6.2357 0.9929
10 4 4 36 Θεώρηµα 3 6.2706 6.2357 0.9944
12 5 4 55 7 7 1.0000
G = (3231241113231443121322224133211343224341342311112342432)
11 5 4 55 Πόρισµα 8 6.7708 6.7708 1.0000
10 5 4 45 Θεώρηµα 3* 6.3641 6.2955 0.9892
10 5 4 45 Θεώρηµα 3 6.3621 6.2955 0.9895
16 4 4 60 8.9492 8.9492 1.0000
G = (143231111242212313241213412424414241342221342311421333333332)
15 4 4 60 Πόρισµα 8 8.7680 8.7680 1.0000
14 4 4 48 Θεώρηµα 3* 8.4309 8.2766 0.9817
14 4 4 48 Θεώρηµα 3 8.3759 8.2766 0.9881
10 2 5 18 6.5882 6.5882 1.0000
G = (321353451431242241)
9 2 5 18 Πόρισµα 8 6.2306 6.2306 1.0000
8 2 5 16 Θεώρηµα 3* 5.7733 5.7733 1.0000
8 2 5 16 Θεώρηµα 3 5.7933 5.7733 0.9971
10 3 5 27 6.7692 6.7692
G = (124212314151433335422541243)
9 3 5 27 Πόρισµα 8 6.3754 6.3754 1.0000
8 3 5 24 Θεώρηµα 3* 5.8748 5.8748 1.0000
8 3 5 24 Θεώρηµα 3 5.9183 5.8748 0.9927
10 4 5 36 6.8571 6.8571 1.0000
G = (123423232142431244345451352512133141)
9 4 5 36 Πόρισµα 8 6.4457 6.4457 1.0000
8 4 5 32 Θεώρηµα 3* 5.9360 5.9239 0.9980
8 4 5 32 Θεώρηµα 3 5.9400 5.9239 0.9973
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Πίνακας Α.1: E(fNOD)-ϐέλτιστοι σχεδόν ισορροπηµένοι k-κυκλικοί πολλαπλών επιπέδων
ΥΣ (συνέχεια) - Α * δείχνει ότι η γραµµή µε το ίδιο επίπεδο έχει αφαιρεθεί.

n k q m Μέθοδος Κατασκευής E(fNOD) LfNOD
Αποδοτικότητα

10 5 5 45 6.9091 6.9091 1.0000
G = (144432334412155332114142134222553322151442133)
9 5 5 45 Πόρισµα 8 6.4873 6.4873 1.0000
8 5 5 40 Θεώρηµα 3* 5.9605 5.9528 0.9987
8 5 5 40 Θεώρηµα 3 5.9579 5.9528 0.9991
10 6 5 54 6.9434 6.9434 1.0000
G = (113113124424532545223411342332445343351224434232211151)
9 6 5 54 Πόρισµα 8 6.5147 6.5147 1.0000
8 6 5 48 Θεώρηµα 3* 5.9790 5.9719
8 6 5 48 Θεώρηµα 3 5.9896 5.9719
15 2 5 28 9.3333 9.3333 1.0000
G = (5143442334451321243252153211)
14 2 5 28 Πόρισµα 8 9.0489 9.0489 1.0000
13 2 5 24 Θεώρηµα 3* 8.6530 8.5878 0.9924
13 2 5 24 Θεώρηµα 3 8.6168 8.5878 0.9966
15 3 5 42 9.6585 9.6585 1.0000
G = (125213121415322541431132454214533353342244)
14 3 5 42 Πόρισµα 8 9.3307 9.3307 1.0000
13 3 5 36 Θεώρηµα 3* 8.8654 8.8114 0.9939
13 3 5 36 Θεώρηµα 3 8.8717 8.8114 0.9932
12 2 6 22 8.5714 8.5714 1.0000
G = (3531425643642352151124)
11 2 6 22 Πόρισµα 8 8.1151 8.1151 1.0000
10 2 6 20 Θεώρηµα 3* 7.5906 7.5906 1.0000
10 2 6 20 Θεώρηµα 3 7.6012 7.5906 0.9986
12 3 6 33 8.7500 8.7500 1.0000
G = (245112423532535656224411354163341)
11 3 6 33 Πόρισµα 8 8.2639 8.2639 1.0000
10 3 6 30 Θεώρηµα 3 7.7096 7.7050 0.9994
12 4 6 44 8.8372 8.8372 1.0000
G = (45455235241643222151145433241212563365433161)
11 4 6 44 Πόρισµα 8 8.3366 8.3366 1.0000
10 4 6 40 Θεώρηµα 3* 7.7607 7.7607 1.0000
10 4 6 40 Θεώρηµα 3 7.7658 7.7607 0.9993
12 5 6 55 8.8889 8.8889 1.0000
G = (5352642121364123325224444113332123555561643551261445143)
11 5 6 55 Πόρισµα 8 8.3796 8.3796 1.0000
10 5 6 50 Θεώρηµα 3* 7.8002 7.7937 0.9992
10 5 6 50 Θεώρηµα 3 7.7969 7.7937 0.9996
14 2 7 26 10.5600 10.5600 1.0000
G = (67154621125235544333266471)
13 2 7 26 Πόρισµα 8 10.0310 10.0310 1.0000
12 2 7 24 Θεώρηµα 3* 9.4525 9.4525 1.0000
12 2 7 24 Θεώρηµα 3 9.4598 9.4525 0.9992
14 3 7 39 10.7368 10.7368 1.0000
G = (234322413156334573245545726657411662161)
13 3 7 39 Πόρισµα 8 10.1826 10.1826 1.0000
12 3 7 36 Θεώρηµα 3* 9.5850 9.5755 0.9990
12 3 7 36 Θεώρηµα 3 9.5850 9.5755 0.9993
14 4 7 52 10.8235 10.8235 1.0000
G = (6621213465524263424234157564577521161657143133265343)
13 4 7 52 Πόρισµα 8 10.2569 10.2569 1.0000
12 4 7 48 Θεώρηµα 3* 9.6410 9.6357 0.9994
12 4 7 48 Θεώρηµα 3 9.6375 9.6357 0.9998
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Πίνακας Α.1: E(fNOD)-ϐέλτιστοι σχεδόν ισορροπηµένοι k-κυκλικοί πολλαπλών επιπέδων
ΥΣ (συνέχεια) - Α * δείχνει ότι η γραµµή µε το ίδιο επίπεδο έχει αφαιρεθεί.

n k q m Μέθοδος Κατασκευής E(fNOD) LfNOD
Αποδοτικότητα

16 2 8 30 12.5517 12.5517 1.0000
G = (515312666435267423481785724137)
15 2 8 30 Πόρισµα 8 11.9671 11.9671 1.0000
14 2 8 28 Θεώρηµα 3 11.3449 11.3449 1.0000
16 3 8 45 12.7273 12.7273 1.0000
G = (652578524445413127636354385236712261873161747)
15 3 8 45 Πόρισµα 8 12.1207 12.1207 1.0000
14 3 8 42 Θεώρηµα 3 11.4741 11.4741 1.0000
16 4 8 60 12.8136 12.8136 1.0000
G = (132634158872716336651742424651886237647423235554471125517637)
15 4 8 60 Πόρισµα 8 12.1962 12.1962 1.0000
14 4 8 56 Θεώρηµα 3* 11.5414 11.5375 0.9997
14 4 8 56 Θεώρηµα 3 11.5401 11.5375 0.9998
24 2 8 46 18.2000 18.2000 1.0000
G = (1643374874546551473136522375842262651621187387)
23 2 8 46 Πόρισµα 8 17.6677 17.6677 1.0000
22 2 8 42 Θεώρηµα 3* 17.1018 17.0716 0.9982
22 2 8 42 Θεώρηµα 3 17.0879 17.0716 0.9990
18 2 9 34 14.5455 14.5455 1.0000
G = (6437261815727188294687925533446351)
17 2 9 34 Πόρισµα 8 13.9169 13.9169 1.0000
16 2 9 32 Θεώρηµα 3 13.2589 13.2589 1.0000
18 3 9 51 14.7200 14.7200 1.0000
G = (372568735572815444926897121661783353137646218289454)
17 3 9 51 Πόρισµα 8 14.0721 14.0721 1.0000
16 3 9 48 Θεώρηµα 3* 13.3927 13.3927 1.0000
16 3 9 48 Θεώρηµα 3 13.3945 13.3927 0.9999
20 2 10 38 16.5405 16.5405 1.0000
G = (9314311042749727265815991028566845133786)
19 2 10 38 Πόρισµα 8 15.8765 15.8765 1.0000
18 2 10 36 Θεώρηµα 3 15.1886 15.1886 1.0000
20 3 10 57 16.7143 16.7143 1.0000
G = (928126647448162891101355931578189248796353563427975637102104)
19 3 10 57 Πόρισµα 8 16.0329 16.0329 1.0000
18 3 10 54 Θεώρηµα 3* 15.3260 15.3260 1.0000
18 3 10 54 Θεώρηµα 3 15.3274 15.3274 0.9999
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Πίνακας Α.2: E(fNOD)-ϐέλτιστοι σχεδόν ισορροπηµένοι k-κυκλικοί µικτών επιπέδων ΥΣ -
Α * δείχνει ότι η γραµµή µε το ίδιο επίπεδο έχει αφαιρεθεί.

n k m ∆ιάνυσµα Επιπέδων Τύπος Σχεδιασµού E(fNOD) LfNOD
Αποδοτικότητα

8 8 56 (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 4) 2.3455 2.3455 1.0000
G = (21112114122121122122122122122214222212231121122312122122)
7 8 56 Πόρισµα 9 2.5395 2.5395 1.0000
6 8 34 Θεώρηµα 5 2.1003 2.0574 0.9796
8 8 56 (2, 2, 2, 2, 2, 2, 4, 4) 2.6727 2.6727 1.0000
G = (22222134211212121112122311212134121122412222112322212242)
7 8 34 Πόρισµα 9 2.8134 2.8134 1.0000
6 8 34 Θεώρηµα 5* 2.5357 2.4881 0.9812
6 8 34 Θεώρηµα 5 2.6893 2.6353 0.9799
8 8 56 (2, 2, 2, 2, 2, 4, 4, 4) 3.0182 3.0182 1.0000
G = (21122332112212132222242211212123221113442221124112122434)
7 8 56 Πόρισµα 9 3.0989 3.0989 1.0000
6 8 36 Θεώρηµα 5* 2.8645 2.8645 1.0000
6 8 36 Θεώρηµα 5 2.8702 2.8702 0.9980
8 8 56 (2, 2, 2, 2, 4, 4, 4, 4) 3.3818 3.3818 1.0000
G = (22112234112141342211331212121443212244212222332211222243)
7 8 56 Πόρισµα 9 3.3960 3.3960 1.0000
6 8 36 Θεώρηµα 5* 3.2346 3.1962 0.9881
6 8 36 Θεώρηµα 5 3.1093 3.0657 0.9860
8 7 49 (2, 2, 2, 2, 2, 2, 4) 2.3571 2.3571 1.0000
G = (1222224112111221122131122122222221122111232211224)
7 7 49 Πόρισµα 9 2.5525 2.5525 1.0000
6 7 31 Θεώρηµα 5 2.2070 2.0887 0.9464
8 7 49 (2, 2, 2, 2, 2, 4, 4) 2.7381 2.7381 1.0000
G = (1212234212123411122122212143122124222211232122121)
7 7 49 Πόρισµα 9 2.8702 2.8702 1.0000
6 7 32 Θεώρηµα 5* 2.7208 2.5796 0.9481
6 7 32 Θεώρηµα 5 2.5559 2.4110 0.9432
8 7 49 (2, 2, 2, 2, 4, 4, 4) 3.1429 3.1429 1.0000
G = (1121221212224212123131111444222243422113322222123)
7 7 49 Πόρισµα 9 3.2031 3.2031 1.0000
6 7 32 Θεώρηµα 5* 3.0619 2.9906 0.9767
6 7 32 Θεώρηµα 5 2.9287 2.8396 0.9696
8 6 42 (2, 2, 2, 2, 2, 4) 2.3740 2.3740 1.0000
G = (111224221123212123112212221214122212222121)
7 6 42 Πόρισµα 9 2.5706 2.5706 1.0000
6 6 26 Θεώρηµα 5 2.2592 2.1485 0.9510
8 6 42 (2, 2, 2, 2, 4, 4) 2.8293 2.8293 1.0000
G = (122243111144221224112133211231222122222212)

6 42 Πόρισµα 9 2.8293 2.8293 1.0000
6 6 28 Θεώρηµα 5* 2.7923 2.6865 0.9621
6 6 28 Θεώρηµα 5 2.6342 2.5073 0.9518
8 5 35 (2, 2, 2, 2, 4) 2.4000 2.4000 1.0000
G = (11114111222221222223212241221322121)
7 5 35 Πόρισµα 9 2.5978 2.5978 1.0000
6 5 22 Θεώρηµα 5 2.2694 2.2175 0.9771
8 2 14 (2, 4) 2.7692 2.7692 1.0000
G = (22131424132221)
7 2 14 Πόρισµα 9 2.9375 2.9375 1.0000
6 2 10 Θεώρηµα 5 2.9833 2.9833 0.9796
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Πίνακας Α.2: E(fNOD)-ϐέλτιστοι σχεδόν ισορροπηµένοι k-κυκλικοί µικτών επιπέδων ΥΣ
(συνέχεια) - Α * δείχνει ότι η γραµµή µε το ίδιο επίπεδο έχει αφαιρεθεί.

n k m ∆ιάνυσµα Επιπέδων Μέθοδος Κατασκευής E(fNOD) LfNOD
Αποδοτικότητα

8 3 21 (2, 4, 4) 3.6000 3.6000 1.0000
G = (242113231234144223122)
7 3 21 Πόρισµα 9 3.5896 3.5896 1.0000
6 3 16 Θεώρηµα 5* 3.5125 3.4125 0.9715
6 3 16 Θεώρηµα 5 3.1813 3.0813 0.9686
10 3 27 (2, 2, 5) 3.3077 3.3077 1.0000
G = (213124115211214122225122223)
9 3 27 Πόρισµα 9 3.4869 3.4869 1.0000
8 3 18 Θεώρηµα 5* 3.6622 3.4008 0.9286
8 3 18 Θεώρηµα 5 3.6099 3.4008 0.9421
10 2 18 (2, 5) 3.7647 3.7647 1.0000
G = (121424252311251322)
9 2 18 Πόρισµα 9 3.8906 3.8906 1.0000
8 2 13 Θεώρηµα 5* 4.2092 3.9015 0.9269
8 2 13 Θεώρηµα 5 3.8390 3.6338 0.9466
12 5 55 (2, 2, 2, 2, 6) 3.6741 3.6741 1.0000
G = (1212421113111231121612112222262222522214112212112522212)
11 5 55 Πόρισµα 9 3.8743 3.8743 1.0000
10 5 22 Θεώρηµα 5* 3.9376 3.7166 0.9439
10 5 22 Θεώρηµα 5 3.8520 3.7166 0.9648
12 4 44 (2, 2, 2, 6) 3.8140 3.8140 1.0000
G = (11232111222222231215212522142226111212161124)
11 4 44 Πόρισµα 9 4.0052 4.0052 1.0000
10 4 28 Θεώρηµα 5 4.2169 3.9418 0.9348
12 3 33 (2, 2, 6) 4.0833 4.0833 1.0000
G = (123222112226224215211116125123214)
11 3 33 Πόρισµα 9 4.2523 4.2523 1.0000
10 3 22 Θεώρηµα 5* 4.6190 4.3506 0.9419
10 3 22 Θεώρηµα 5 4.6537 4.3506 0.9349
12 2 22 (2, 6) 4.7619 4.7619 1.0000
G = (2422132612161425252311)
11 2 22 Πόρισµα 9 4.8585 4.8585 1.0000
10 2 16 Θεώρηµα 5* 5.3333 5.1667 0.9688
10 2 16 Θεώρηµα 5 5.4667 5.1667 0.9451
14 4 52 (2, 2, 2, 7) 4.5000 4.5000 1.0000
G = (1115121722242111222511222126122422132122212312161217)
13 4 52 Πόρισµα 9 4.6889 4.6889 1.0000
12 4 33 Θεώρηµα 5* 5.0910 4.7917 0.9412
12 4 33 Θεώρηµα 5 5.2547 4.9858 0.9488
14 4 52 (2, 2, 7, 7) 6.3627 6.3627 1.0000
G = (1153227612321275221421472266223221531125224411211167)
13 4 Πόρισµα 9 6.3511 6.3511 1.0000
12 4 Θεώρηµα 5* 7.0596 6.8007 0.9633
12 4 Θεώρηµα 5 7.4449 7.1974 0.9668
14 4 55 (2, 7, 7, 7) 8.4706 8.4706 1.0000
G = (2672276414362631152313742723231511572552124612452467)
13 4 52 Πόρισµα 9 8.2071 8.2071 1.0000
12 4 43 Θεώρηµα 5* 8.4901 8.3683 0.9857
12 4 43 Θεώρηµα 5 8.2895 8.2031 0.9896
14 4 39 (2, 7, 7) 7.5789 7.5789 1.0000
G = (164144153232175147266113257221276222235)
13 4 39 Πόρισµα 9 7.4284 7.4284 1.0000
12 4 31 Θεώρηµα 5* 7.9202 7.7525 0.9788
12 4 31 Θεώρηµα 5 8.1581 8.0334 0.9847
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Πίνακας Α.2: E(fNOD)-ϐέλτιστοι σχεδόν ισορροπηµένοι k-κυκλικοί µικτών επιπέδων ΥΣ
(συνέχεια) - Α * δείχνει ότι η γραµµή µε το ίδιο επίπεδο έχει αφαιρεθεί.

n k m ∆ιάνυσµα επιπέδων Μέθοδος Κατασκευής E(fNOD) LfNOD
Αποδοτικότητα

14 2 26 (2, 7) 5.7600 5.7600 1.0000
G = (16241213252511221327272614)
13 2 26 Πόρισµα 9 5.8351 5.8351 1.0000
12 2 19 Θεώρηµα 5* 6.7371 6.3043 0.9358
12 2 19 Θεώρηµα 5 6.2996 5.9487 0.9443
15 4 56 (3, 3, 5, 5) 8.0182 8.0182 1.0000
G = (11321144213513453222324323542223231233513334111132232255)
14 4 56 Πόρισµα 9 7.8781 7.8781 1.0000
13 4 44 Θεώρηµα 5* 7.6369 7.5142 0.9839
13 4 44 Θεώρηµα 5 7.8521 7.7379 0.9855
15 4 56 (3, 5, 5, 5) 8.9000 8.9000 1.0000
G = (12152331342334441244251511522442255222233333355111353324)
14 4 56 Πόρισµα 9 8.6589 8.6589 1.0000
13 4 46 Θεώρηµα 5* 8.3509 8.2620 0.9894
13 4 46 Θεώρηµα 5 8.3954 8.2620 0.9841
15 3 42 (3, 3, 5) 7.2195 7.2195 1.0000
G = (332123315213124324121232122211334313235235)
14 3 42 Πόρισµα 9 7.1736 7.1736 1.0000
13 3 32 Θεώρηµα 5* 6.9638 6.7945 0.9757
13 3 32 Θεώρηµα 5 6.8715 6.7022 0.9754
15 3 42 (3, 5, 5) 8.4065 8.4065 1.0000
G = (342343134322213223121255335244154232155311)
14 3 42 Πόρισµα 9 8.2260 8.2260 1.0000
13 3 34 Θεώρηµα 5* 8.0183 7.8614 0.9804
13 3 34 Θεώρηµα 5 7.8957 7.7780 0.9851
15 2 28 (3, 5) 7.3704 7.3704 1.0000
G = (2321152124341235321313352432)
14 2 28 Πόρισµα 9 7.3167 7.3167 1.0000
13 2 22 Θεώρηµα 5* 7.2287 6.9950 0.9677
13 2 22 Θεώρηµα 5 7.1941 6.9950 0.9723
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Πίνακας Β.1: Αποτελέσµατα συγκρίσεων προσοµοίωσης µεταξύ των µεθόδων επιλογής µε-
ταβλητών για τους δύο-επιπέδων «K», E(s2)-ϐέλτιστους, σχεδιασµούς. Η πρώτη στήλη πα-
ϱουσιάζει το σχεδιασµό, η δεύτερη στήλη αναφέρεται στον αριθµό των πραγµατικά ενεργών
παραγόντων d ενώ οι άλλες στήλες παρουσιάζουν τα σφάλµατα που αντιστοιχούν σε κάθε
µέθοδο. Οι σειρές που αναφέρονται ως mean, παρουσιάζουν το συνολικό µέσο όρο των
αντίστοιχων σφαλµάτων για κάθε σχεδιασµό.

SVR-RFE Dantzig selector Lq-penalty stepwise regression

Designs d Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II
K1 1 0.0995 0.0000 0.0032 0.0000 0.08553 0.0000 0.1404 0.0000

2 0.0916 0.0440 0.0780 0.0115 0.06566 0.0270 0.1298 0.0410
3 0.0833 0.1257 0.0947 0.1213 0.0414 0.2913 0.1348 0.2350
4 0.0882 0.2210 0.1204 0.2328 0.0447 0.5043 0.1968 0.4090

mean 0.0907 0.0977 0.0741 0.0914 0.05932 0.2057 0.1505 0.1710
K2 1 0.1268 0.0000 0.0012 0.0000 0.0795 0.0000 0.1674 0.0000

2 0.0889 0.0065 0.0303 0.0040 0.0528 0.0001 0.1443 0.0065
3 0.0641 0.0240 0.0679 0.0590 0.0381 0.1760 0.1658 0.1217
4 0.0580 0.0850 0.0846 0.1580 0.0316 0.3985 0.2154 0.2983
5 0.0626 0.1636 0.109 0.2472 0.0325 0.5570 0.2688 0.4240

mean 0.1160 0.0977 0.0743 0.0914 0.0752 0.2057 0.1839 0.1710

K3 1 0.1144 0.0000 0.0005 0.0000 0.0718 0 0.1744 0.0000
2 0.0913 0.0015 0.0108 0.0005 0.0481 0.0000 0.1697 0.0000
3 0.0679 0.0176 0.0304 0.0400 0.028 0.0783 0.1646 0.0473
4 0.0629 0.0400 0.0563 0.1125 0.0198 0.2848 0.1900 0.1460
5 0.0579 0.1028 0.0698 0.1902 0.0155 0.4722 0.2424 0.2992
6 0.0615 0.1653 0.0823 0.2528 0.0154 0.5868 0.2843 0.4157

mean 0.0760 0.0545 0.0417 0.0993 0.0331 0.2370 0.2042 0.1514
K4 1 0.12 0.0000 0.0001 0.0000 0.0636 0.0000 0.1902 0.0000

2 0.098 0.004 0.005 0.0025 0.045 0.0000 0.18 0.009
3 0.0756 0.0087 0.0217 0.0257 0.0326 0.0427 0.1783 0.0343
4 0.0548 0.0195 0.0372 0.0793 0.0204 0.2005 0.1807 0.0895
5 0.05 0.053 0.0553 0.1476 0.0193 0.3952 0.2162 0.2048
6 0.0526 0.1005 0.0719 0.2108 0.0167 0.5533 0.2589 0.3207
7 0.0575 0.1564 0.0806 0.2807 0.0139 0.6537 0.2949 0.4100

mean 0.0726 0.0489 0.0388 0.1067 0.0302 0.2636 0.2142 0.1526

K5 1 0.1080 0.0000 0.0001 0.0000 0.062 0.0000 0.1979 0.0000
2 0.0871 0.0030 0.0007 0.0010 0.0450 0.0000 0.1938 0.0000
3 0.071 0.0057 0.0059 0.0097 0.0294 0.0190 0.1817 0.0000
4 0.0561 0.0153 0.0186 0.0488 0.0163 0.1033 0.1827 0.0340
5 0.0508 0.0432 0.0334 0.0980 0.0116 0.2830 0.1915 0.0934
6 0.0510 0.0745 0.0456 0.1568 0.0091 0.4407 0.2275 0.2015
7 0.0553 0.1196 0.0573 0.2114 0.0072 0.5651 0.2697 0.3146
8 0.0634 0.1751 0.0717 0.2534 0.0069 0.6600 0.3034 0.4058

mean 0.0678 0.0546 0.0292 0.0974 0.0234 0.2589 0.2185 0.1312
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Πίνακας Β.2: Αποτελέσµατα συγκρίσεων προσοµοίωσης µεταξύ των µεθόδων επιλογής µε-
ταβλητών για τους δύο-επιπέδων «K», E(s2)-ϐέλτιστους, σχεδιασµούς. Η πρώτη στήλη πα-
ϱουσιάζει το σχεδιασµό, η δεύτερη στήλη αναφέρεται στον αριθµό των πραγµατικά ενεργών
παραγόντων d ενώ οι άλλες στήλες παρουσιάζουν τα σφάλµατα που αντιστοιχούν σε κάθε
µέθοδο. Οι σειρές που αναφέρονται ως mean, παρουσιάζουν το συνολικό µέσο όρο των
αντίστοιχων σφαλµάτων για κάθε σχεδιασµό.

SVR-RFE Dantzig selector Lq-penalty stepwise regression
Designs d Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II
K6 1 0.1043 0.0000 0.0001 0.0000 0.0565 0.0000 0.2149 0.0000

2 0.0850 0.0010 0.0011 0.0010 0.0415 0.0000 0.1998 0.0000
3 0.0696 0.0047 0.0044 0.0090 0.0293 0.005 0.1917 0.0023
4 0.0567 0.0108 0.0156 0.0418 0.0193 0.0625 0.1835 0.0238
5 0.0499 0.0252 0.0232 0.0894 0.01262 0.1944 0.1915 0.0658
6 0.0482 0.0440 0.0353 0.1388 0.00882 0.3648 0.2128 0.1367
7 0.0502 0.0776 0.0461 0.1816 0.0078 0.4927 0.2444 0.2261
8 0.0522 0.1120 0.0570 0.2243 0.00735 0.6046 0.2840 0.3197
9 0.0551 0.1537 0.0629 0.2699 0.00504 0.6737 0.3088 0.395

mean 0.0635 0.0477 0.0273 0.1062 0.0209 0.2664 0.2257 0.1299

K7 1 0.0871 0.0000 0.0001 0.0000 0.0535 0.0000 0.2139 0.0000
2 0.0787 0.0000 0.0000 0.0020 0.0410 0.0000 0.2054 0.0001
3 0.0703 0.002 0.0014 0.0067 0.0292 0.0000 0.1974 0.0000
4 0.0537 0.0085 0.0061 0.0238 0.0191 0.0303 0.1887 0.0043
5 0.0503 0.0244 0.0162 0.0570 0.0112 0.1302 0.1880 0.0228
6 0.0467 0.0348 0.0276 0.0990 0.0072 0.2792 0.1983 0.0678
7 0.0447 0.0534 0.0345 0.1480 0.0056 0.4259 0.2230 0.1571
8 0.0515 0.0896 0.0434 0.1868 0.0047 0.5401 0.2609 0.2532
9 0.0574 0.1302 0.0536 0.2340 0.0047 0.6239 0.2993 0.3456
10 0.0608 0.1707 0.5932 0.2579 0.0036 0.6967 0.3173 0.4065

mean 0.0601 0.0514 0.0776 0.1015 0.0180 0.2726 0.2292 0.1257
K8 1 0.0803 0.0000 0.0001 0.0000 0.0493 0.0000 0.2239 0.0000

2 0.0799 0.0015 0.0001 0.0020 0.0398 0.0000 0.2141 0.0000
3 0.0625 0.0000 0.0014 0.0053 0.0290 0.0003 0.2096 0.0000
4 0.0558 0.0053 0.0057 0.0253 0.0204 0.0148 0.1949 0.0018
5 0.0505 0.0144 0.0124 0.0518 0.0144 0.0752 0.1993 0.0182
6 0.0497 0.0295 0.0228 0.0892 0.0099 0.2123 0.1960 0.0515
7 0.0447 0.0390 0.0322 0.1339 0.0073 0.3756 0.2157 0.1114
8 0.0461 0.0585 0.0396 0.1779 0.0059 0.4916 0.2443 0.1886
9 0.0470 0.0810 0.0460 0.2061 0.0055 0.5839 0.2820 0.2780
10 0.0513 0.1167 0.0545 0.2377 0.0038 0.6634 0.3030 0.3380
11 0.0585 0.1531 0.0607 0.2741 0.0039 0.7209 0.3259 0.3970

mean 0.0569 0.0454 0.0250 0.1094 0.0172 0.2853 0.2372 0.1259
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Πίνακας Β.3: Αποτελέσµατα συγκρίσεων προσοµοίωσης µεταξύ των µεθόδων επιλογής µε-
ταβλητών για τους δύο-επιπέδων «MW », Bayesian D-ϐέλτιστους σχεδιασµούς. Η πρώτη
στήλη παρουσιάζει το σχεδιασµό, η δεύτερη στήλη αναφέρεται στον αριθµό των πραγµατικά
ενεργών παραγόντων d ενώ οι άλλες στήλες παρουσιάζουν τα σφάλµατα που αντιστοιχούν σε
κάθε µέθοδο. Οι σειρές που αναφέρονται ως mean, παρουσιάζουν τον συνολικό µέσο όρο
των αντίστοιχων σφαλµάτων για κάθε σχεδιασµό.

SVR-RFE Dantzig selector Lq-penalty stepwise regression
Designs d Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II
MW1 1 0.1012 0.0000 0.0006 0.0000 0.0635 0.0000 0.1743 0.0000

2 0.0761 0.0060 0.0178 0.0160 0.0451 0.0070 0.1648 0.0145
3 0.0670 0.0520 0.0497 0.1030 0.0343 0.1687 0.1659 0.0877
4 0.0770 0.1450 0.0755 0.2125 0.0305 0.4050 0.1865 0.2380
5 0.0935 0.2594 0.0942 0.3114 0.0308 0.5610 0.2080 0.4096
6 0.1165 0.3937 0.1125 0.4228 0.0353 0.6608 0.2220 0.5355

mean 0.0886 0.1427 0.0584 0.1776 0.0399 0.3004 0.1869 0.2142

MW2 1 0.1180 0.0020 0.0002 0.0000 0.0683 0.0000 0.2136 0.0000
2 0.0938 0.0035 0.0049 0.0010 0.0795 0.0000 0.2080 0.0040
3 0.0756 0.0110 0.0209 0.0450 0.0346 0.0600 0.1930 0.0190
4 0.0683 0.0433 0.0461 0.1005 0.0241 0.2330 0.2005 0.0808
5 0.0697 0.0886 0.0688 0.1788 0.0215 0.4098 0.2134 0.1778
6 0.0830 0.1578 0.0832 0.2665 0.0218 0.5563 0.2339 0.3088
7 0.0955 0.2337 0.0948 0.3361 0.0220 0.6371 0.2594 0.4154

mean 0.0863 0.0771 0.0456 0.1326 0.0388 0.2709 0.2174 0.1437
MW3 1 0.1041 0.0000 0.0000 0.0000 0.0762 0.0000 0.2465 0.0000

2 0.0963 0.0000 0.0002 0.0001 0.0534 0.0000 0.2530 0.0000
3 0.0759 0.0003 0.0011 0.0063 0.0341 0.0006 0.2397 0.0010
4 0.0669 0.0018 0.0066 0.0220 0.0157 0.0345 0.2429 0.0022
5 0.0527 0.0034 0.0163 0.0454 0.0079 0.1438 0.2273 0.0136
6 0.0438 0.0105 0.0314 0.0798 0.0053 0.3503 0.2249 0.0373
7 0.0405 0.0229 0.0445 0.1283 0.0040 0.5294 0.2273 0.0851
8 0.0423 0.0419 0.0562 0.1614 0.0037 0.6509 0.2347 0.1761
9 0.0492 0.0717 0.0769 0.2152 0.0037 0.7192 0.2398 0.2918

mean 0.0635 0.0169 0.0259 0.0732 0.0227 0.2699 0.2373 0.0674
MW4 1 0.1131 0.0010 0.0004 0.0000 0.0636 0.0000 0.1554 0.0000

2 0.0865 0.0110 0.0213 0.0060 0.0489 0.0015 0.1415 0.0195
3 0.0735 0.0620 0.0554 0.0963 0.0371 0.1847 0.156 1 0.1317
4 0.0857 0.1775 0.0953 0.2353 0.0374 0.4328 0.1945 0.2900
5 0.1095 0.3158 0.1096 0.3524 0.0358 0.5892 0.2406 0.4534
6 0.1254 0.4223 0.1184 0.4313 0.0361 0.6633 0.2559 0.5283

mean 0.0990 0.1649 0.0667 0.1869 0.0432 0.3119 0.1907 0.2372
MW4 1 0.1212 0.0000 0.0001 0.0000 0.0706 0.0000 0.1917 0.0000

2 0.0985 0.0010 0.0055 0.0020 0.0473 0.0000 0.1904 0.0000
3 0.0785 0.0097 0.0229 0.0353 0.0349 0.0600 0.1835 0.0223
4 0.0621 0.0295 0.0470 0.0865 0.0242 0.2258 0.1914 0.0858
5 0.0704 0.0858 0.0697 0.1896 0.0253 0.4136 0.2161 0.1876
6 0.0804 0.1555 0.0878 0.2625 0.0246 0.5570 0.2674 0.3127
7 0.0899 0.2190 0.0948 0.3343 0.0243 0.6396 0.3019 0.4169

mean 0.0859 0.0715 0.0468 0.1300 0.0359 0.2709 0.2203 0.1465
MW5 1 0.1026 0.0000 0.0001 0.0000 0.0741 0.0000 0.2510 0.0000

2 0.1007 0.0000 0.0003 0.0025 0.0555 0.0000 0.1808 0.001
3 0.0767 0.0003 0.0030 0.0043 0.0328 0.0010 0.1785 0.0247
4 0.0683 0.0050 0.0125 0.0155 0.0183 0.0493 0.1870 0.0685
5 0.0615 0.0124 0.0359 0.0540 0.0109 0.2672 0.2262 0.1952
6 0.0626 0.0305 0.0663 0.1087 0.0107 0.4713 0.2709 0.3233
7 0.0793 0.0703 0.1039 0.1697 0.0123 0.6109 0.3096 0.4071
8 0.1074 0.1321 0.1409 0.2494 0.0152 0.7019 0.3281 0.4838
9 0.1516 0.2199 0.1762 0.3240 0.1946 0.7542 0.3368 0.5053

mean 0.0901 0.0523 0.0599 0.1031 0.0472 0.3173 0.2521 0.2232
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Πίνακας Β.4: Αποτελέσµατα συγκρίσεων προσοµοίωσης µεταξύ των µεθόδων επιλογής µετα-
ϐλητών για τους σχεδιασµούς µικτών επιπέδων. Η πρώτη στήλη παρουσιάζει τον σχεδιασµό,
η δεύτερη στήλη αναφέρεται στον αριθµό των πραγµατικά ενεργών παραγόντων d ενώ οι
άλλες στήλες παρουσιάζουν τα σφάλµατα που αντιστοιχούν σε κάθε µέθοδο. Οι σειρές που
αναφέρονται ως mean, παρουσιάζουν τον συνολικό µέσο όρο των αντίστοιχων σφαλµάτων για
κάθε σχεδιασµό.

SVR-RFE Dantzig selector Lq-penalty stepwise regression

Designs d Type I Type II Type I Type II Type I Type II Type I Type II
n12k2p22 1 0.0773 0.0100 0.0006 0.0000 0.0521 0.0000 0.1325 0.0000

2 0.0592 0.0255 0.0155 0.0580 0.0455 0.0145 0.1231 0.0205
3 0.0559 0.0640 0.0380 0.1657 0.0403 0.1267 0.1260 0.0970
4 0.0609 0.1385 0.0565 0.2768 0.0384 0.3320 0.1494 0.2550
5 0.0600 0.1998 0.0697 0.3606 0.0370 0.5072 0.1827 0.4004
6 0.0659 0.3020 0.0786 0.4283 0.0373 0.6217 0.2028 0.5048

mean 0.0632 0.1233 0.0431 0.2149 0.0418 0.2670 0.1527 0.2130
n12k3p33 1 0.0595 0.0010 0.0006 0.0000 0.0461 0.0000 0.0975 0.0000

2 0.0485 0.0385 0.0117 0.0275 0.0426 0.0195 0.0924 0.0310
3 0.0503 0.1210 0.0366 0.1410 0.0413 0.1523 0.0992 0.1447
4 0.0577 0.2355 0.0580 0.2758 0.0396 0.3338 0.1208 0.3270
5 0.0636 0.3408 0.0725 0.3724 0.0418 0.4910 0.1495 0.5190
6 0.0692 0.4410 0.0801 0.4528 0.0387 0.5933 0.1603 0.6252

mean 0.0581 0.1963 0.0432 0.2116 0.0417 0.2650 0.1199 0.2745

n12k4p44 1 0.0521 0.0090 0.0008 0.0000 0.0359 0.0000 0.0765 0.0000
2 0.0425 0.0580 0.0182 0.0705 0.0389 0.0390 0.0735 0.0515
3 0.0451 0.1687 0.0402 0.2147 0.0402 0.2043 0.0847 0.2127
4 0.0522 0.2923 0.0553 0.3373 0.0396 0.3790 0.1045 0.4400
5 0.0584 0.4128 0.0666 0.4328 0.0388 0.5334 0.1234 0.6198
6 0.0635 0.5235 0.0721 0.5122 0.0380 0.6313 0.1295 0.6747

mean 0.0523 0.244 0.0422 0.2612 0.0386 0.2978 0.0987 0.3331
n18p8 1 0.0861 0.0000 0.0001 0.0000 0.1036 0.0000 0.1667 0.0000

2 0.0768 0.0000 0.0002 0.0165 0.0753 0.0000 0.1756 0.0000
3 0.0702 0.0000 0.0022 0.0397 0.0519 0.0000 0.1653 0.0000
4 0.0640 0.0000 0.0045 0.0635 0.0336 0.0043 0.1619 0.0000
5 0.0589 0.0000 0.0086 0.0822 0.0198 0.0216 0.1555 0.0000
6 0.0442 0.0000 0.0101 0.1127 0.0086 0.0618 0.1511 0.0017
7 0.0359 0.0000 0.0119 0.1400 0.0056 0.2967 0.1419 0.0023
8 0.0219 0.0004 0.0190 0.1619 0.0043 0.4663 0.1459 0.0104
9 0.0007 0.0007 0.0175 0.1889 0.0020 0.5848 0.1418 0.0262

mean 0.0510 0.0001 0.0082 0.0895 0.0339 0.1595 0.1562 0.0045

n18k2p34 1 0.0634 0.0020 0.0003 0.0000 0.0383 0.0000 0.1403 0.0000
2 0.0607 0.0145 0.0055 0.0525 0.0326 0.0060 0.1325 0.0035
3 0.0618 0.0540 0.0180 0.1487 0.0290 0.0567 0.1280 0.0140
4 0.0716 0.1325 0.0403 0.2505 0.0261 0.2668 0.1261 0.1758
5 0.0839 0.2050 0.0563 0.3140 0.0238 0.4524 0.1413 0.1900
6 0.0956 0.3212 0.0730 0.3968 0.0232 0.6070 0.1712 0.3302
7 0.1082 0.4244 0.0858 0.4631 0.0234 0.6989 0.1984 0.4740
8 0.1150 0.5033 0.0969 0.5138 0.0232 0.7623 0.2137 0.5588
9 0.1192 0.5600 0.1035 0.5657 0.0242 0.8028 0.2227 0.6084

mean 0.0866 0.2463 0.0533 0.3006 0.0271 0.4059 0.1638 0.2616

n24k2p46 1 0.0556 0.0000 0.0000 0.0000 0.0375 0.0000 0.1504 0.0000
2 0.0555 0.0065 0.0008 0.0195 0.0313 0.0000 0.1396 0.0000
3 0.0519 0.0237 0.0050 0.0443 0.0277 0.0080 0.1363 0.0060
4 0.0599 0.0775 0.0140 0.1138 0.0226 0.0675 0.1346 0.0200
5 0.0708 0.1238 0.0288 0.1870 0.0210 0.2268 0.1369 0.0722
6 0.0829 0.1997 0.0446 0.2535 0.0206 0.3853 0.1474 0.1457
7 0.0915 0.2593 0.0556 0.3279 0.0211 0.5180 0.1696 0.2790
8 0.1017 0.3390 0.0673 0.3901 0.0205 0.6274 0.1902 0.3876
9 0.1073 0.4087 0.0737 0.4366 0.0212 0.6831 0.2099 0.4967
10 0.1114 0.4680 0.0805 0.4893 0.0221 0.7362 0.2188 0.5497
11 0.1174 0.5314 0.0887 0.5350 0.0224 0.7756 0.2232 0.5784
12 0.1178 0.5607 0.0925 0.5570 0.0225 0.8040 0.2300 0.6188

mean 0.1138 0.3331 0.0613 0.3727 0.0323 0.5369 0.2319 0.3504



Παράρτηµα Γ

Παράρτηµα Κεφαλαίου 7:

ΜΕΡΟΣ Ι : Συγκρίσεις ποινών

Πίνακας Γ.1: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των επαναληπτικών
µεθόδων SIS χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο AIC για
τους E(s2)−ϐέλτιστους σχεδιασµούς των Marley και Woods [101].

SSD Iter-SIS-SCAD Iter-SIS-Lasso Iter-SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.05 0.00 1.00 2.35 0.10 0.00 1.00 3.52 0.08 0.00 1.00 3.00
12× 26 2 I 0.06 0.00 1.00 3.35 0.17 0.00 1.00 5.96 0.07 0.01 0.99 3.75
12× 26 3 II 0.08 0.08 0.92 4.69 0.20 0.02 0.98 7.63 0.10 0.08 0.98 4.94
12× 26 4 III 0.14 0.21 0.79 6.18 0.23 0.11 0.89 8.68 0.14 0.21 0.79 6.33
12× 26 5 III 0.19 0.34 0.66 7.40 0.26 0.22 0.78 9.42 0.19 0.33 0.67 7.40
12× 26 6 III 0.24 0.43 0.57 8.18 0.28 0.30 0.70 9.82 0.24 0.42 0.58 8.22
14× 24 1 I 0.02 0.00 1.00 1.39 - - - - 0.07 0.00 1.00 2.66
14× 24 2 I 0.03 0.00 1.00 2.61 0.17 0.00 1.00 5.67 0.07 0.00 1.00 3.52
14× 24 3 II 0.04 0.00 1.00 3.91 0.22 0.00 1.00 7.70 0.08 0.00 1.00 4.57
14× 24 4 II 0.06 0.02 0.98 5.12 0.25 0.00 1.00 8.95 0.08 0.03 0.97 5.50
14× 24 5 III 0.11 0.07 0.93 6.65 0.27 0.03 0.97 9.95 0.12 0.08 0.92 6.98
14× 24 6 III 0.18 0.15 0.85 8.26 0.28 0.07 0.93 10.67 0.18 0.16 0.84 8.36
14× 24 7 III 0.23 0.21 0.79 9.47 0.30 0.12 0.88 11.27 0.23 0.21 0.79 9.47
18× 22 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 - - - - 0.00 0.00 1.00 1.00
18× 22 2 I 0.00 0.00 1.00 2.10 0.11 0.00 1.00 4.27 0.01 0.00 1.00 2.26
18× 22 3 I 0.01 0.00 1.00 3.15 0.19 0.00 1.00 6.59 0.02 0.00 1.00 3.47
18× 22 4 II 0.01 0.00 1.00 4.22 0.28 0.00 1.00 9.11 0.03 0.00 1.00 4.59
18× 22 5 II 0.02 0.00 1.00 5.31 0.36 0.00 1.00 11.04 0.04 0.00 1.00 5.73
18× 22 6 III 0.06 0.02 0.98 6.77 0.42 0.00 1.00 12.60 0.08 0.02 0.98 7.18
18× 22 7 III 0.11 0.04 0.96 8.37 0.46 0.02 0.98 13.79 0.14 0.05 0.95 8.76
18× 22 8 III 0.23 0.10 0.90 10.47 0.50 0.04 0.96 14.64 0.25 0.10 0.90 10.67
18× 22 9 III 0.33 0.14 0.86 12.03 0.54 0.07 0.93 15.36 0.34 0.14 0.86 12.13
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Πίνακας Γ.2: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των επαναληπτικών
µεθόδων SIS χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο AIC για
τους σχεδιασµούς των Koukouvinos et al. [76].

SSD Iter-SIS-SCAD Iter-SIS-Lasso Iter-SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

8× 14 1 I 0.20 0.00 1.00 3.65 0.29 0.00 1.00 4.76 0.18 0.00 1.00 3.30
8× 14 2 II 0.17 0.03 0.97 3.97 0.27 0.01 0.99 5.23 0.17 0.04 0.96 3.92
8× 14 3 III 0.17 0.15 0.85 4.40 0.26 0.05 0.95 5.71 0.17 0.15 0.85 4.42
8× 14 4 III 0.24 0.33 0.67 5.08 0.28 0.13 0.87 6.27 0.24 0.34 0.66 5.08
10× 18 1 I 0.14 0.00 1.00 3.40 - - - - 0.11 0.00 1.00 2.92
10× 18 2 I 0.12 0.00 1.00 3.89 0.24 0.00 1.00 5.85 0.12 0.00 1.00 3.94
10× 18 3 II 0.13 0.03 0.97 4.80 0.25 0.01 0.99 6.75 0.13 0.04 0.96 4.79
10× 18 4 III 0.16 0.13 0.87 5.75 0.24 0.03 0.97 7.28 0.16 0.13 0.87 5.71
10× 18 5 III 0.21 0.23 0.77 6.60 0.25 0.09 0.91 7.87 0.21 0.23 0.77 6.63
12× 22 1 I 0.03 0.00 1.00 1.71 - - - - 0.07 0.00 1.00 2.45
12× 22 2 I 0.06 0.00 1.00 3.13 0.19 0.00 1.00 5.89 0.08 0.00 1.00 3.66
12× 22 3 II 0.06 0.00 1.00 4.09 0.23 0.00 1.00 7.27 0.08 0.01 0.99 4.48
12× 22 4 III 0.09 0.04 0.96 5.40 0.23 0.01 0.99 8.11 0.10 0.05 0.95 5.64
12× 22 5 III 0.14 0.11 0.89 6.84 0.24 0.05 0.95 8.82 0.15 0.13 0.87 6.98
12× 22 6 III 0.20 0.19 0.81 8.02 0.24 0.08 0.92 9.39 0.20 0.19 0.81 8.00
14× 26 1 I 0.06 0.00 1.00 2.56 - - - - 0.10 0.00 1.00 3.60
14× 26 2 I 0.06 0.00 1.00 3.40 0.17 0.00 1.00 6.11 0.09 0.00 1.00 4.25
14× 26 3 II 0.06 0.00 1.00 4.44 0.20 0.00 1.00 7.70 0.09 0.00 1.00 5.11
14× 26 4 II 0.07 0.03 0.97 5.54 0.22 0.00 1.00 8.80 0.09 0.03 0.97 5.94
14× 26 5 III 0.11 0.08 0.92 6.96 0.22 0.02 0.98 9.58 0.12 0.09 0.91 7.16
14× 26 6 III 0.16 0.16 0.84 8.28 0.23 0.04 0.96 10.41 0.17 0.16 0.84 8.36
14× 26 7 III 0.22 0.24 0.76 9.45 0.24 0.08 0.92 11.01 0.21 0.23 0.77 9.48
16× 30 1 I 0.00 0.00 1.00 1.20 - - - - 0.05 0.00 1.00 2.35
16× 30 2 I 0.02 0.00 1.00 2.45 0.12 0.00 1.00 5.40 0.06 0.00 1.00 3.57
16× 30 3 I 0.02 0.00 1.00 3.56 0.18 0.00 1.00 7.88 0.06 0.00 1.00 4.52
16× 30 4 II 0.03 0.01 0.99 4.84 0.21 0.00 1.00 9.57 0.07 0.01 0.99 5.66
16× 30 5 III 0.05 0.02 0.98 6.15 0.23 0.01 0.99 10.68 0.08 0.03 0.97 6.88
16× 30 6 III 0.09 0.07 0.93 7.70 0.23 0.02 0.98 11.39 0.11 0.07 0.93 8.24
16× 30 7 III 0.14 0.13 0.87 9.41 0.24 0.04 0.96 12.20 0.15 0.13 0.87 9.61
16× 30 8 III 0.20 0.19 0.81 10.89 0.25 0.07 0.93 12.90 0.20 0.19 0.81 10.88
18× 34 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 - - - - 0.01 0.00 1.00 1.48
18× 34 2 I 0.00 0.00 1.00 2.06 0.07 0.00 1.00 4.22 0.03 0.00 1.00 3.01
18× 34 3 I 0.01 0.00 1.00 3.17 0.17 0.00 1.00 8.12 0.04 0.00 1.00 4.20
18× 34 4 II 0.01 0.00 1.00 4.38 0.23 0.00 1.00 10.75 0.05 0.00 1.00 5.44
18× 34 5 II 0.03 0.01 0.99 5.68 0.24 0.00 1.00 11.97 0.06 0.02 0.98 6.60
18× 34 6 III 0.05 0.03 0.97 7.11 0.24 0.00 1.00 12.71 0.08 0.03 0.97 7.97
18× 34 7 III 0.09 0.07 0.93 8.89 0.24 0.02 0.98 13.31 0.11 0.08 0.92 9.51
18× 34 8 III 0.14 0.12 0.88 10.52 0.25 0.04 0.96 14.09 0.15 0.12 0.88 10.92
18× 34 9 III 0.19 0.17 0.83 12.11 0.25 0.06 0.94 14.69 0.19 0.17 0.83 12.25
20× 38 1 I 0.01 0.00 1.00 1.27 - - - - 0.06 0.00 1.00 3.09
20× 38 2 I 0.01 0.00 1.00 2.31 0.07 0.00 1.00 4.56 0.05 0.00 1.00 3.75
20× 38 3 I 0.01 0.00 1.00 3.43 0.10 0.00 1.00 6.47 0.04 0.00 1.00 4.53
20× 38 4 II 0.01 0.00 1.00 4.50 0.12 0.00 1.00 8.22 0.04 0.00 1.00 5.34
20× 38 5 II 0.02 0.00 1.00 5.59 0.15 0.00 1.00 9.83 0.04 0.01 0.99 6.33
20× 38 6 III 0.02 0.01 0.99 6.73 0.17 0.00 1.00 11.37 0.04 0.01 0.99 7.35
20× 38 7 III 0.04 0.03 0.97 8.13 0.18 0.01 0.99 12.62 0.06 0.04 0.96 8.72
20× 38 8 III 0.08 0.07 0.93 9.76 0.20 0.02 0.98 13.78 0.09 0.08 0.92 10.19
20× 38 9 III 0.12 0.12 0.88 11.51 0.21 0.03 0.97 14.71 0.13 0.12 0.88 11.70
20× 38 10 III 0.17 0.17 0.83 13.17 0.23 0.05 0.95 15.83 0.18 0.17 0.83 13.32
22× 42 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 - - - - 0.00 0.00 1.00 1.02
22× 42 2 I 0.00 0.00 1.00 2.00 0.03 0.00 1.00 3.15 0.00 0.00 1.00 2.02
22× 42 3 I 0.00 0.00 1.00 3.01 0.06 0.00 1.00 5.16 0.00 0.00 1.00 3.05
22× 42 4 I 0.00 0.00 1.00 4.01 0.09 0.00 1.00 7.28 0.00 0.00 1.00 4.09
22× 42 5 II 0.00 0.00 1.00 5.00 0.12 0.00 1.00 9.32 0.01 0.00 1.00 5.17
22× 42 6 II 0.01 0.01 0.99 6.17 0.15 0.00 1.00 11.34 0.01 0.01 0.99 6.36
22× 42 7 III 0.02 0.02 0.98 7.44 0.17 0.00 1.00 12.89 0.02 0.02 0.98 7.70
22× 42 8 III 0.04 0.04 0.96 8.99 0.19 0.01 0.99 14.24 0.05 0.04 0.96 9.24
22× 42 9 III 0.08 0.07 0.93 10.85 0.20 0.02 0.98 15.50 0.08 0.08 0.92 11.07
22× 42 10 III 0.11 0.11 0.89 12.52 0.21 0.03 0.97 16.38 0.12 0.11 0.89 12.72
22× 42 11 III 0.16 0.16 0.84 14.26 0.23 0.05 0.95 17.40 0.17 0.16 0.84 14.44
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Πίνακας Γ.3: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των επαναληπτικών
µεθόδων SIS χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο AIC για
τους D−ϐέλτιστους σχεδιασµούς των Marley και Woods [101].

SSD Iter-SIS-SCAD Iter-SIS-Lasso Iter-SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.04 0.00 1.00 1.89 - - - - 0.08 0.00 1.00 2.99
12× 26 2 I 0.04 0.00 1.00 2.91 0.17 0.00 1.00 6.07 0.07 0.00 1.00 3.75
12× 26 3 II 0.06 0.05 0.95 4.35 0.20 0.01 0.99 7.52 0.10 0.08 0.92 4.94
12× 26 4 III 0.12 0.17 0.83 5.98 0.22 0.10 0.90 8.46 0.14 0.21 0.79 6.33
12× 26 5 III 0.17 0.28 0.72 7.25 0.24 0.18 0.82 9.11 0.19 0.33 0.33 7.40
12× 26 6 III 0.23 0.39 0.61 8.26 0.26 0.27 0.73 9.60 0.24 0.42 0.58 8.22
14× 24 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 - - - - 0.03 0.00 1.00 1.59
14× 24 2 I 0.01 0.00 1.00 2.20 0.16 0.00 1.00 5.58 0.05 0.00 1.00 3.05
14× 24 3 II 0.02 0.00 1.00 3.41 0.23 0.00 1.00 7.79 0.06 0.00 1.00 4.24
14× 24 4 II 0.05 0.03 0.97 4.95 0.25 0.01 0.99 9.05 0.10 0.04 0.96 5.64
14× 24 5 III 0.11 0.09 0.91 6.60 0.27 0.04 0.96 9.97 0.13 0.09 0.91 7.02
14× 24 6 III 0.19 0.16 0.84 8.40 0.29 0.08 0.92 10.66 0.20 0.17 0.83 8.55
14× 24 7 III 0.24 0.23 0.77 9.53 0.30 0.13 0.87 11.17 0.24 0.23 0.77 9.55
18× 22 1 I 0.01 0.00 1.00 1.13 - - - - 0.08 0.00 1.00 2.63
18× 22 2 I 0.02 0.00 1.00 2.31 0.14 0.00 1.00 4.73 0.07 0.00 1.00 3.49
18× 22 3 I 0.03 0.00 1.00 3.50 0.20 0.00 1.00 6.88 0.08 0.00 1.00 4.47
18× 22 4 II 0.03 0.00 1.00 4.63 0.26 0.00 1.00 8.67 0.08 0.00 1.00 5.41
18× 22 5 II 0.04 0.00 1.00 5.68 0.32 0.00 1.00 10.37 0.08 0.00 1.00 6.33
18× 22 6 III 0.06 0.01 0.99 6.95 0.36 0.00 1.00 11.77 0.09 0.01 0.99 7.37
18× 22 7 III 0.09 0.02 0.98 8.27 0.39 0.00 1.00 12.87 0.11 0.02 0.98 8.57
18× 22 8 III 0.15 0.04 0.96 9.74 0.42 0.01 0.99 13.77 0.16 0.04 0.96 9.95
18× 22 9 III 0.21 0.06 0.96 11.11 0.44 0.02 0.98 14.52 0.22 0.06 0.94 11.22

Πίνακας Γ.4: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων SIS
χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο AIC για τους σχεδια-
σµούς των Koukouvinos et al. [76].

SSD SIS-SCAD SIS-Lasso SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

8× 14 1 I 0.15 0.00 1.00 3.00 0.25 0.00 1.00 4.27 0.12 0.00 1.00 2.54
8× 14 2 II 0.14 0.03 0.97 3.59 0.23 0.02 0.98 4.66 0.13 0.03 0.97 3.45
8× 14 3 III 0.17 0.16 0.84 4.42 0.25 0.07 0.93 5.55 0.17 0.15 0.85 4.45
8× 14 4 III 0.19 0.22 0.78 5.05 0.25 0.10 0.90 6.17 0.19 0.21 0.79 5.02
10× 18 1 I 0.09 0.00 1.00 2.52 - - - - 0.11 0.00 1.00 2.87
10× 18 2 I 0.09 0.00 1.00 3.41 0.21 0.00 1.00 5.36 0.09 0.02 0.98 3.48
10× 18 3 II 0.11 0.03 0.97 4.57 0.22 0.00 1.00 6.22 0.11 0.03 0.97 4.50
10× 18 4 III 0.13 0.07 0.93 5.50 0.23 0.03 0.97 7.03 0.13 0.07 0.93 5.49
10× 18 5 III 0.17 0.14 0.86 6.51 0.24 0.07 0.93 7.71 0.17 0.14 0.86 6.51
12× 22 1 I 0.05 0.00 1.00 2.06 0.13 0.00 1.00 3.72 0.07 0.00 1.00 2.37
12× 22 2 I 0.03 0.00 1.00 2.66 0.17 0.00 1.00 5.34 0.05 0.00 1.00 2.93
12× 22 3 II 0.05 0.02 0.98 3.92 0.21 0.01 0.99 6.92 0.07 0.03 0.97 4.19
12× 22 4 III 0.08 0.04 0.96 5.24 0.22 0.02 0.98 7.81 0.09 0.04 0.96 5.40
12× 22 5 III 0.12 0.08 0.92 6.70 0.22 0.05 0.95 8.57 0.13 0.08 0.92 6.73
12× 22 6 III 0.16 0.12 0.88 7.87 0.24 0.08 0.92 9.35 0.17 0.13 0.87 7.88
14× 26 1 I 0.04 0.00 1.00 2.11 - - - - 0.06 0.00 1.00 2.59
14× 26 2 I 0.03 0.00 1.00 2.69 0.14 0.00 1.00 5.27 0.04 0.00 1.00 3.05
14× 26 3 II 0.04 0.00 1.00 4.12 0.17 0.00 1.00 6.90 0.06 0.00 1.00 4.38
14× 26 4 II 0.05 0.01 0.99 5.15 0.19 0.00 1.00 8.22 0.06 0.02 0.98 5.36
14× 26 5 III 0.08 0.04 0.96 6.44 0.20 0.02 0.98 9.18 0.09 0.05 0.95 6.58
14× 26 6 III 0.12 0.07 0.93 7.93 0.21 0.04 0.96 10.05 0.12 0.07 0.93 8.03
14× 26 7 III 0.15 0.10 0.90 9.14 0.23 0.07 0.93 10.82 0.16 0.10 0.90 9.16
16× 30 1 I 0.01 0.00 1.00 1.19 - - - - 0.02 0.00 1.00 1.64
16× 30 2 I 0.02 0.00 1.00 2.45 0.11 0.00 1.00 5.16 0.04 0.00 1.00 3.03
16× 30 3 I 0.02 0.00 1.00 3.53 0.16 0.00 1.00 7.42 0.04 0.00 1.00 4.05
16× 30 4 II 0.03 0.01 0.99 4.84 0.19 0.00 1.00 8.83 0.05 0.01 0.99 5.25
16× 30 5 III 0.06 0.02 0.98 6.30 0.20 0.02 0.98 9.95 0.07 0.03 0.97 6.65
16× 30 6 III 0.08 0.04 0.96 7.70 0.21 0.03 0.97 10.96 0.09 0.05 0.95 7.91
16× 30 7 III 0.13 0.08 0.92 9.35 0.23 0.05 0.95 11.93 0.13 0.08 0.92 9.47
16× 30 8 III 0.16 0.10 0.90 10.66 0.23 0.07 0.93 12.61 0.16 0.10 0.90 10.68
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Πίνακας Γ.5: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων SIS
χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο AIC για τους σχεδια-
σµούς των Koukouvinos et al. [76].

SSD SIS-SCAD SIS-Lasso SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

18× 34 1 I 0.00 0.00 1.00 1.12 - - - - 0.01 0.00 1.00 1.35
18× 34 2 I 0.00 0.00 1.00 2.14 0.09 0.00 1.00 4.92 0.01 0.00 1.00 2.46
18× 34 3 I 0.01 0.00 1.00 3.28 0.16 0.00 1.00 7.91 0.02 0.00 1.00 3.75
18× 34 4 II 0.14 0.00 1.00 4.40 0.19 0.00 1.00 9.82 0.03 0.00 1.00 4.96
18× 34 5 II 0.03 0.01 0.99 5.73 0.21 0.01 0.99 11.13 0.04 0.01 0.99 6.12
18× 34 6 III 0.06 0.03 0.97 7.44 0.22 0.02 0.98 11.93 0.07 0.03 0.97 7.72
18× 34 7 III 0.09 0.05 0.95 8.98 0.22 0.03 0.97 12.77 0.10 0.06 0.94 9.25
18× 34 8 III 0.13 0.07 0.93 10.68 0.23 0.05 0.95 13.70 0.13 0.07 0.93 10.81
18× 34 9 III 0.16 0.09 0.91 12.09 0.24 0.07 0.93 14.44 0.16 0.09 0.91 12.19
20× 38 1 I 0.00 0.00 1.00 1.16 - - - - 0.02 0.00 1.00 1.62
20× 38 2 I 0.01 0.00 1.00 2.33 0.06 0.00 1.00 4.01 0.02 0.00 1.00 2.59
20× 38 3 I 0.01 0.00 1.00 3.34 0.08 0.00 1.00 5.93 0.02 0.00 1.00 3.64
20× 38 4 II 0.01 0.00 1.00 4.34 0.11 0.00 1.00 7.63 0.02 0.00 1.00 4.66
20× 38 5 II 0.01 0.01 0.99 5.45 0.13 0.00 1.00 9.15 0.02 0.01 0.99 5.73
20× 38 6 III 0.03 0.02 0.98 6.93 0.15 0.01 0.99 10.84 0.04 0.02 0.98 7.18
20× 38 7 III 0.06 0.03 0.97 8.48 0.17 0.02 0.98 12.28 0.06 0.03 0.97 8.67
20× 38 8 III 0.09 0.05 0.95 10.23 0.19 0.03 0.97 13.56 0.09 0.05 0.95 10.36
20× 38 9 III 0.12 0.07 0.93 11.89 0.21 0.04 0.96 14.63 0.13 0.07 0.93 11.99
20× 38 10 III 0.16 0.10 0.90 13.42 0.22 0.06 0.94 15.64 0.16 0.10 0.90 13.54
22× 42 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 - - - - 0.00 0.00 1.00 1.02
22× 42 2 I 0.00 0.00 1.00 2.01 0.03 0.00 1.00 3.32 0.00 0.00 1.00 2.06
22× 42 3 I 0.00 0.00 1.00 3.01 0.06 0.00 1.00 5.18 0.00 0.00 1.00 3.07
22× 42 4 I 0.00 0.00 1.00 4.03 0.08 0.00 1.00 7.22 0.00 0.00 1.00 4.10
22× 42 5 II 0.00 0.00 1.00 5.16 0.11 0.00 1.00 9.04 0.00 0.00 1.00 5.27
22× 42 6 II 0.02 0.01 0.99 6.53 0.14 0.01 0.99 10.88 0.02 0.01 0.99 6.66
22× 42 7 III 0.04 0.02 0.98 8.12 0.16 0.02 0.98 12.46 0.04 0.03 0.97 8.29
22× 42 8 III 0.06 0.04 0.96 9.77 0.18 0.02 0.98 14.06 0.06 0.04 0.96 9.89
22× 42 9 III 0.09 0.06 0.94 11.59 0.20 0.03 0.97 15.29 0.10 0.06 0.94 11.72
22× 42 10 III 0.12 0.07 0.93 13.14 0.21 0.05 0.95 16.23 0.13 0.07 0.93 13.26
22× 42 11 III 0.15 0.09 0.91 14.62 0.22 0.06 0.94 17.26 0.15 0.09 0.91 14.71

Πίνακας Γ.6: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων
SIS χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο AIC για τους
E(s2)−ϐέλτιστους σχεδιασµούς των Marley και Woods [101].

SSD SIS-SCAD SIS-Lasso SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.03 0.00 1.00 1.80 - - - - 0.05 0.00 1.00 2.22
12× 26 2 I 0.04 0.01 0.99 2.87 0.16 0.00 1.00 5.84 0.05 0.01 0.99 3.24
12× 26 3 II 0.08 0.07 0.93 4.53 0.20 0.04 0.96 7.40 0.09 0.08 0.92 4.75
12× 26 4 III 0.14 0.17 0.83 6.36 0.23 0.13 0.87 8.49 0.14 0.18 0.82 6.44
12× 26 5 III 0.20 0.26 0.74 7.90 0.26 0.20 0.80 9.40 0.20 0.26 0.74 7.92
12× 26 6 III 0.23 0.32 0.68 8.67 0.27 0.26 0.74 9.82 0.23 0.32 0.68 8.68
14× 24 1 I 0.02 0.00 1.00 1.35 - - - - 0.04 0.00 1.00 1.97
14× 24 2 I 0.03 0.00 1.00 2.58 0.15 0.00 1.00 5.36 0.04 0.00 1.00 2.95
14× 24 3 II 0.04 0.00 1.00 3.88 0.20 0.00 1.00 7.19 0.06 0.01 0.99 4.24
14× 24 4 II 0.06 0.03 0.97 5.12 0.22 0.01 0.99 8.44 0.07 0.03 0.97 5.41
14× 24 5 III 0.10 0.06 0.94 6.57 0.25 0.03 0.97 9.56 0.11 0.06 0.94 6.71
14× 24 6 III 0.15 0.09 0.91 8.14 0.27 0.06 0.94 10.42 0.15 0.10 0.90 8.20
14× 24 7 III 0.20 0.13 0.87 9.46 0.28 0.09 0.91 11.12 0.20 0.13 0.87 9.46
18× 22 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 - - - - 0.03 0.00 1.00 1.67
18× 22 2 I 0.00 0.00 1.00 2.06 0.12 0.00 1.00 4.43 0.02 0.00 1.00 2.43
18× 22 3 I 0.01 0.00 1.00 3.14 0.20 0.00 1.00 6.87 0.03 0.00 1.00 3.50
18× 22 4 II 0.01 0.00 1.00 4.19 0.27 0.00 1.00 8.91 0.03 0.00 1.00 4.56
18× 22 5 II 0.02 0.00 1.00 5.30 0.33 0.00 1.00 10.67 0.04 0.00 1.00 5.70
18× 22 6 III 0.06 0.02 0.98 6.83 0.37 0.01 0.99 11.92 0.08 0.02 0.98 7.11
18× 22 7 III 0.13 0.04 0.96 8.70 0.43 0.02 0.98 13.25 0.15 0.04 0.96 8.93
18× 22 8 III 0.22 0.07 0.93 10.53 0.47 0.04 0.96 14.30 0.23 0.07 0.93 10.64
18× 22 9 III 0.31 0.10 0.90 12.14 0.52 0.07 0.93 15.10 0.32 0.10 0.90 12.20



227

Πίνακας Γ.7: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων
SIS χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο AIC για τους
D−ϐέλτιστους σχεδιασµούς των Marley και Woods [101].

SSD SIS-SCAD SIS-Lasso SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.02 0.00 1.00 1.61 - - - - 0.04 0.00 1.00 2.01
12× 26 2 I 0.04 0.00 1.00 2.93 0.14 0.00 1.00 5.46 0.05 0.00 1.00 3.13
12× 26 3 II 0.06 0.05 0.95 4.20 0.18 0.03 0.97 7.12 0.07 0.06 0.94 4.42
12× 26 4 III 0.12 0.14 0.86 6.16 0.22 0.10 0.90 8.34 0.13 0.14 0.86 6.25
12× 26 5 III 0.17 0.21 0.79 7.58 0.24 0.16 0.84 9.24 0.18 0.21 0.79 7.64
12× 26 6 III 0.21 0.27 0.73 8.60 0.25 0.23 0.77 9.74 0.21 0.27 0.73 8.60
14× 24 1 I 0.02 0.00 1.00 1.46 - - - - 0.05 0.00 1.00 2.21
14× 24 2 I 0.02 0.00 1.00 2.55 0.16 0.00 1.00 5.56 0.05 0.00 1.00 3.15
14× 24 3 II 0.04 0.01 0.99 3.73 0.18 0.00 1.00 6.76 0.06 0.01 0.99 4.13
14× 24 4 II 0.06 0.03 0.97 5.09 0.22 0.01 0.99 8.29 0.08 0.03 0.97 5.44
14× 24 5 III 0.11 0.06 0.94 6.74 0.24 0.04 0.96 9.28 0.12 0.07 0.93 6.89
14× 24 6 III 0.17 0.11 0.89 8.29 0.27 0.08 0.92 10.35 0.17 0.12 0.88 8.36
14× 24 7 III 0.20 0.14 0.86 9.48 0.27 0.11 0.89 10.90 0.20 0.14 0.86 9.48
18× 22 1 I 0.03 0.00 1.00 1.58 - - - - 0.06 0.00 1.00 2.30
18× 22 2 I 0.02 0.00 1.00 2.46 0.08 0.00 1.00 2.63 0.05 0.00 1.00 3.15
18× 22 3 I 0.04 0.00 1.00 3.73 0.20 0.00 1.00 6.71 0.06 0.01 0.99 4.13
18× 22 4 II 0.04 0.00 1.00 4.68 0.24 0.00 1.00 8.40 0.08 0.03 0.97 5.44
18× 22 5 II 0.05 0.00 1.00 5.85 0.28 0.00 1.00 9.69 0.12 0.07 0.93 6.89
18× 22 6 III 0.06 0.01 0.99 6.92 0.32 0.00 1.00 11.12 0.17 0.12 0.88 8.36
18× 22 7 III 0.08 0.02 0.98 8.13 0.34 0.01 0.99 12.03 0.20 0.14 0.86 9.48
18× 22 8 III 0.12 0.02 0.98 9.53 0.37 0.01 0.99 13.11 0.25 0.18 0.82 10.50
18× 22 9 III 0.17 0.04 0.96 10.88 0.38 0.02 0.98 13.80 0.26 0.21 0.79 11.02

Πίνακας Γ.8: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των επαναληπτικών
µεθόδων SIS χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο BIC για
τους σχεδιασµούς των Koukouvinos et al. [76].

SSD Iter-SIS-SCAD Iter-SIS-Lasso Iter-SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

8× 14 1 I 0.20 0.00 1.00 3.61 0.30 0.00 1.00 6.50 0.18 0.00 1.00 3.30
8× 14 2 II 0.17 0.03 0.97 3.93 0.27 0.01 0.99 5.20 0.16 0.04 0.96 3.87
8× 14 3 III 0.17 0.15 0.85 4.42 0.26 0.05 0.95 5.71 0.17 0.15 0.85 4.38
8× 14 4 III 0.24 0.33 0.77 5.05 0.28 0.13 0.87 6.27 0.24 0.34 0.66 5.04
10× 18 1 I 0.12 0.00 1.00 3.06 0.26 0.00 1.00 8.00 0.11 0.00 1.00 2.92
10× 18 2 I 0.09 0.00 1.00 3.49 0.23 0.00 1.00 5.64 0.10 0.00 1.00 3.66
10× 18 3 II 0.10 0.04 0.96 4.44 0.24 0.01 0.99 6.61 0.11 0.05 0.95 4.58
10× 18 4 III 0.15 0.13 0.87 5.56 0.24 0.03 0.97 7.18 0.15 0.13 0.87 5.58
10× 18 5 III 0.21 0.23 0.77 6.54 0.25 0.09 0.91 7.82 0.20 0.23 0.77 6.53
12× 22 1 I 0.02 0.00 1.00 1.50 0.16 0.00 1.00 5.10 0.05 0.00 1.00 2.03
12× 22 2 I 0.02 0.00 1.00 2.44 0.16 0.00 1.00 5.11 0.04 0.00 1.00 2.82
12× 22 3 II 0.02 0.00 1.00 3.39 0.20 0.00 1.00 6.75 0.04 0.01 0.99 3.81
12× 22 4 III 0.05 0.05 0.95 4.80 0.22 0.01 0.99 7.85 0.07 0.05 0.95 5.12
12× 22 5 III 0.12 0.12 0.88 6.42 0.23 0.05 0.95 8.68 0.13 0.13 0.87 6.63
12× 22 6 III 0.19 0.20 0.80 7.79 0.24 0.08 0.92 9.31 0.19 0.20 0.80 7.78
14× 26 1 I 0.01 0.00 1.00 1.24 0.10 0.00 1.00 4.40 0.02 0.00 1.00 1.54
14× 26 2 I 0.01 0.00 1.00 2.34 0.11 0.00 1.00 4.57 0.04 0.00 1.00 2.91
14× 26 3 II 0.02 0.00 1.00 3.45 0.16 0.00 1.00 6.77 0.04 0.00 1.00 4.04
14× 26 4 II 0.04 0.03 0.97 4.72 0.20 0.00 1.00 8.29 0.06 0.03 0.97 5.15
14× 26 5 III 0.08 0.08 0.92 6.20 0.21 0.01 0.99 9.36 0.10 0.10 0.90 6.59
14× 26 6 III 0.14 0.16 0.84 7.80 0.23 0.04 0.96 10.26 0.14 0.16 0.84 7.89
14× 26 7 III 0.20 0.24 0.76 9.13 0.24 0.08 0.92 10.90 0.20 0.23 0.77 9.19
16× 30 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.07 0.00 1.00 4.00 0.01 0.00 1.00 1.16
16× 30 2 I 0.00 0.00 1.00 2.05 0.07 0.00 1.00 3.99 0.01 0.00 1.00 2.41
16× 30 3 I 0.00 0.00 1.00 3.07 0.12 0.00 1.00 6.34 0.02 0.00 1.00 3.49
16× 30 4 II 0.01 0.01 0.99 4.22 0.18 0.00 1.00 8.55 0.02 0.01 0.99 4.58
16× 30 5 III 0.03 0.03 0.97 5.50 0.20 0.01 0.99 10.07 0.04 0.03 0.97 5.88
16× 30 6 III 0.06 0.07 0.93 7.04 0.22 0.02 0.98 11.07 0.08 0.07 0.93 7.39
16× 30 7 III 0.12 0.14 0.86 8.79 0.23 0.04 0.96 12.00 0.13 0.14 0.86 9.06
16× 30 8 III 0.19 0.20 0.80 10.47 0.24 0.08 0.92 12.77 0.18 0.20 0.80 10.43
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Πίνακας Γ.9: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των επαναληπτικών
µεθόδων SIS χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο BIC για
τους σχεδιασµούς των Koukouvinos et al. [76].

SSD Iter-SIS-SCAD Iter-SIS-Lasso Iter-SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

18× 34 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.03 0.00 1.00 2.90 0.00 0.00 1.00 1.00
18× 34 2 I 0.00 0.00 1.00 2.00 0.03 0.00 1.00 2.90 0.00 0.00 1.00 2.01
18× 34 3 I 0.00 0.00 1.00 3.00 0.08 0.00 1.00 5.51 0.00 0.00 1.00 3.04
18× 34 4 II 0.00 0.00 1.00 4.07 0.15 0.00 1.00 8.39 0.01 0.00 1.00 4.16
18× 34 5 II 0.01 0.01 0.99 5.20 0.19 0.00 1.00 10.56 0.02 0.02 0.98 5.37
18× 34 6 III 0.03 0.03 0.97 6.58 0.21 0.01 0.99 11.95 0.04 0.04 0.96 6.83
18× 34 7 III 0.07 0.08 0.92 8.30 0.22 0.02 0.98 12.90 0.08 0.08 0.92 8.50
18× 34 8 III 0.11 0.12 0.88 9.85 0.23 0.03 0.97 13.83 0.12 0.13 0.87 10.14
18× 34 9 III 0.17 0.19 0.81 11.59 0.25 0.07 0.93 14.53 0.17 0.18 0.82 11.57
20× 38 1 I 0.00 0.00 1.00 1.02 0.04 0.00 1.00 3.37 0.01 0.00 1.00 1.41
20× 38 2 I 0.00 0.00 1.00 2.03 0.04 0.00 1.00 3.37 0.02 0.00 1.00 2.56
20× 38 3 I 0.00 0.00 1.00 3.07 0.06 0.00 1.00 5.10 0.02 0.00 1.00 3.59
20× 38 4 II 0.00 0.00 1.00 4.09 0.08 0.00 1.00 6.88 0.02 0.00 1.00 4.58
20× 38 5 II 0.01 0.00 1.00 5.18 0.11 0.00 1.00 8.67 0.02 0.01 0.99 5.62
20× 38 6 III 0.01 0.01 0.99 6.33 0.14 0.00 1.00 10.41 0.02 0.01 0.99 6.63
20× 38 7 III 0.03 0.04 0.96 7.75 0.16 0.01 0.99 12.00 0.04 0.04 0.96 8.04
20× 38 8 III 0.07 0.08 0.92 9.35 0.18 0.02 0.98 13.26 0.08 0.08 0.92 9.57
20× 38 9 III 0.11 0.13 0.87 11.05 0.20 0.03 0.97 14.45 0.11 0.13 0.87 11.10
20× 38 10 III 0.16 0.18 0.82 12.71 0.22 0.05 0.95 15.64 0.17 0.19 0.81 12.81
22× 42 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.01 0.00 1.00 2.50 0.00 0.00 1.00 1.00
22× 42 2 I 0.00 0.00 1.00 2.00 0.01 0.00 1.00 2.47 0.00 0.00 1.00 2.00
22× 42 3 I 0.00 0.00 1.00 3.00 0.03 0.00 1.00 4.20 0.00 0.00 1.00 3.01
22× 42 4 I 0.00 0.00 1.00 4.00 0.05 0.00 1.00 5.98 0.00 0.00 1.00 4.02
22× 42 5 II 0.00 0.00 1.00 5.01 0.08 0.00 1.00 7.90 0.00 0.00 1.00 5.05
22× 42 6 II 0.01 0.01 0.99 6.16 0.11 0.00 1.00 10.02 0.01 0.01 0.99 6.19
22× 42 7 III 0.01 0.02 0.98 7.38 0.14 0.00 1.00 11.80 0.02 0.02 0.98 7.50
22× 42 8 III 0.04 0.05 0.95 8.88 0.16 0.01 0.99 13.51 0.04 0.05 0.95 8.96
22× 42 9 III 0.07 0.08 0.92 10.63 0.19 0.02 0.98 14.94 0.08 0.09 0.91 10.70
22× 42 10 III 0.11 0.12 0.88 12.23 0.20 0.03 0.97 16.05 0.11 0.12 0.88 12.32
22× 42 11 III 0.15 0.17 0.83 13.82 0.22 0.05 0.95 17.15 0.15 0.18 0.82 13.84

Πίνακας Γ.10: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των επαναληπτι-
κών µεθόδων SIS χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο BIC
για τους E(s2)−ϐέλτιστους σχεδιασµούς των Marley και Woods [101].

SSD Iter-SIS-SCAD Iter-SIS-Lasso Iter-SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.01 0.00 1.00 1.19 0.15 0.00 1.00 5.50 0.05 0.00 1.00 2.22
12× 26 2 I 0.00 0.00 1.00 2.00 0.14 0.00 1.00 5.43 0.05 0.00 1.00 3.18
12× 26 3 II 0.05 0.08 0.92 3.92 0.19 0.02 0.98 7.28 0.08 0.09 0.91 4.50
12× 26 4 III 0.12 0.22 0.78 5.74 0.23 0.11 0.89 8.53 0.13 0.21 0.79 6.01
12× 26 5 III 0.18 0.35 0.65 7.14 0.26 0.22 0.78 9.29 0.19 0.34 0.66 7.21
12× 26 6 III 0.23 0.43 0.57 7.99 0.28 0.30 0.70 9.72 0.23 0.43 0.57 8.02
14× 24 1 I 0.00 0.00 1.00 1.08 0.13 0.00 1.00 5.00 0.04 0.00 1.00 1.84
14× 24 2 I 0.01 0.00 1.00 2.17 0.12 0.00 1.00 4.57 0.03 0.00 1.00 2.67
14× 24 3 II 0.01 0.00 1.00 3.26 0.18 0.00 1.00 6.84 0.03 0.00 1.00 3.71
14× 24 4 II 0.03 0.02 0.98 4.50 0.22 0.01 0.99 8.38 0.06 0.03 0.97 5.00
14× 24 5 III 0.08 0.07 0.93 6.06 0.25 0.03 0.97 9.64 0.10 0.08 0.92 6.42
14× 24 6 III 0.15 0.15 0.85 7.79 0.27 0.07 0.93 10.50 0.17 0.16 0.84 8.02
14× 24 7 III 0.22 0.23 0.77 9.17 0.29 0.12 0.88 11.16 0.22 0.22 0.78 9.18
18× 22 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.05 0.00 1.00 3.00 0.00 0.00 1.00 1.00
18× 22 2 I 0.00 0.00 1.00 2.00 0.05 0.00 1.00 3.01 0.00 0.00 1.00 2.00
18× 22 3 I 0.00 0.00 1.00 3.00 0.11 0.00 1.00 5.02 0.00 0.00 1.00 3.01
18× 22 4 II 0.00 0.00 1.00 4.00 0.18 0.00 1.00 7.23 0.00 0.00 1.00 4.05
18× 22 5 II 0.00 0.00 1.00 5.05 0.27 0.00 1.00 9.58 0.01 0.00 1.00 5.11
18× 22 6 III 0.03 0.02 0.98 6.43 0.35 0.01 0.99 11.52 0.04 0.02 0.98 6.54
18× 22 7 III 0.09 0.05 0.95 7.98 0.42 0.02 0.98 13.21 0.10 0.05 0.95 8.13
18× 22 8 III 0.21 0.10 0.90 10.06 0.48 0.04 0.96 14.38 0.21 0.10 0.90 10.11
18× 22 9 III 0.31 0.16 0.84 11.68 0.53 0.07 0.93 15.20 0.32 0.16 0.84 11.68
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Πίνακας Γ.11: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των επαναληπτι-
κών µεθόδων SIS χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο BIC
για τους D−ϐέλτιστους σχεδιασµούς των Marley και Woods [101].

SSD Iter-SIS-SCAD Iter-SIS-Lasso Iter-SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.01 0.00 1.00 1.13 0.14 0.00 1.00 5.40 0.02 0.00 1.00 1.55
12× 26 2 I 0.01 0.00 1.00 2.34 0.14 0.00 1.00 5.40 0.03 0.00 1.00 2.80
12× 26 3 II 0.04 0.04 0.96 3.75 0.18 0.01 0.99 7.18 0.05 0.05 0.95 4.09
12× 26 4 III 0.10 0.18 0.82 5.60 0.21 0.10 0.90 8.28 0.12 0.18 0.82 5.81
12× 26 5 III 0.16 0.29 0.71 6.96 0.23 0.18 0.82 8.99 0.17 0.30 0.70 7.01
12× 26 6 III 0.22 0.40 0.60 8.04 0.26 0.27 0.73 9.51 0.22 0.40 0.60 8.07
14× 24 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.11 0.00 1.00 4.30 0.00 0.00 1.00 1.00
14× 24 2 I 0.00 0.00 1.00 2.02 0.11 0.00 1.00 4.36 0.01 0.00 1.00 2.11
14× 24 3 II 0.01 0.00 1.00 3.11 0.18 0.00 1.00 6.81 0.01 0.00 1.00 3.27
14× 24 4 II 0.03 0.03 0.97 4.46 0.22 0.01 0.99 8.44 0.04 0.04 0.96 4.70
14× 24 5 III 0.09 0.10 0.90 6.15 0.26 0.04 0.96 9.66 0.10 0.10 0.90 6.34
14× 24 6 III 0.16 0.17 0.83 7.92 0.28 0.09 0.91 10.50 0.17 0.18 0.82 8.07
14× 24 7 III 0.23 0.24 0.76 9.19 0.29 0.13 0.87 11.03 0.23 0.24 0.76 9.18
18× 22 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.08 0.00 1.00 3.60 0.00 0.00 1.00 1.04
18× 22 2 I 0.00 0.00 1.00 2.00 0.08 0.00 1.00 3.61 0.01 0.00 1.00 2.11
18× 22 3 I 0.00 0.00 1.00 3.01 0.12 0.00 1.00 5.30 0.01 0.00 1.00 3.16
18× 22 4 II 0.00 0.00 1.00 4.04 0.17 0.00 1.00 7.14 0.01 0.00 1.00 4.21
18× 22 5 II 0.01 0.00 1.00 5.08 0.23 0.00 1.00 8.94 0.02 0.00 1.00 5.32
18× 22 6 III 0.02 0.01 0.99 6.24 0.30 0.00 1.00 10.74 0.04 0.01 0.99 6.51
18× 22 7 III 0.05 0.02 0.98 7.60 0.35 0.00 1.00 12.19 0.07 0.02 0.98 7.90
18× 22 8 III 0.11 0.04 0.96 9.17 0.39 0.01 0.99 13.31 0.12 0.04 0.96 9.38
18× 22 9 III 0.17 0.07 0.93 10.58 0.42 0.02 0.98 14.24 0.19 0.07 0.93 10.78

Πίνακας Γ.12: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων SIS
χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο BIC για τους σχεδια-
σµούς των Koukouvinos et al. [76].

ΣΣ∆ ΣΙΣ-Σ Ἃ∆ ΣΙΣ-Λασσο ΣΙΣ-Μ῝Π

n× p p
′

ΣΝ Τψπε Ι Τψπε ΙΙ Ποωερ ΜΣ Τψπε Ι Τψπε ΙΙ Ποωερ ΜΣ Τψπε Ι Τψπε ΙΙ Ποωερ ΜΣ

8× 14 1 Ι 0.15 0.00 1.00 2.97 0.25 0.00 1.00 5.00 0.12 0.00 1.00 2.58
8× 14 2 ΙΙ 0.12 0.03 0.97 3.43 0.22 0.02 0.98 4.58 0.12 0.03 0.97 3.37
8× 14 3 ΙΙΙ 0.17 0.16 0.84 4.37 0.25 0.07 0.93 5.52 0.17 0.15 0.85 4.40
8× 14 4 ΙΙΙ 0.19 0.22 0.78 5.01 0.25 0.10 0.90 6.16 0.19 0.22 0.78 4.99
10× 18 1 Ι 0.07 0.00 1.00 2.17 0.19 0.00 1.00 5.00 0.09 0.00 1.00 2.51
10× 18 2 Ι 0.07 0.00 1.00 3.08 0.19 0.00 1.00 5.05 0.07 0.00 1.00 3.16
10× 18 3 ΙΙ 0.09 0.03 0.97 4.30 0.21 0.00 1.00 6.08 0.10 0.03 0.97 4.35
10× 18 4 ΙΙΙ 0.12 0.07 0.93 5.36 0.22 0.03 0.97 6.94 0.12 0.07 0.93 5.36
10× 18 5 ΙΙΙ 0.16 0.15 0.85 6.37 0.23 0.07 0.93 7.68 0.16 0.14 0.86 6.36
12× 22 1 Ι 0.03 0.00 1.00 1.58 0.14 0.00 1.00 4.70 0.04 0.00 1.00 1.90
12× 22 2 Ι 0.02 0.00 1.00 2.32 0.13 0.00 1.00 4.69 0.03 0.00 1.00 2.52
12× 22 3 ΙΙ 0.03 0.02 0.98 3.45 0.18 0.01 0.99 6.45 0.04 0.03 0.97 3.72
12× 22 4 ΙΙΙ 0.06 0.04 0.96 4.86 0.20 0.02 0.98 7.56 0.07 0.04 0.96 5.05
12× 22 5 ΙΙΙ 0.11 0.09 0.91 6.36 0.22 0.05 0.95 8.43 0.11 0.09 0.91 6.48
12× 22 6 ΙΙΙ 0.15 0.13 0.87 7.67 0.24 0.08 0.92 9.28 0.16 0.13 0.87 7.70
14× 26 1 Ι 0.01 0.00 1.00 1.32 0.10 0.00 1.00 4.42 0.03 0.00 1.00 1.70
14× 26 2 Ι 0.01 0.00 1.00 2.31 0.10 0.00 1.00 4.42 0.02 0.00 1.00 2.46
14× 26 3 ΙΙ 0.02 0.01 0.99 3.44 0.14 0.00 1.00 6.19 0.03 0.01 0.99 3.68
14× 26 4 ΙΙ 0.03 0.01 0.99 4.58 0.17 0.00 1.00 7.78 0.04 0.02 0.98 4.80
14× 26 5 ΙΙΙ 0.06 0.05 0.95 6.03 0.19 0.02 0.98 8.91 0.07 0.05 0.95 6.19
14× 26 6 ΙΙΙ 0.10 0.08 0.92 7.59 0.20 0.04 0.96 9.85 0.11 0.08 0.92 7.69
14× 26 7 ΙΙΙ 0.14 0.11 0.89 8.88 0.22 0.07 0.93 10.71 0.14 0.11 0.89 8.92
16× 30 1 Ι 0.00 0.00 1.00 1.00 0.07 0.00 1.00 4.00 0.01 0.00 1.00 1.15
16× 30 2 Ι 0.00 0.00 1.00 2.10 0.07 0.00 1.00 3.97 0.01 0.00 1.00 2.30
16× 30 3 Ι 0.00 0.00 1.00 3.10 0.12 0.00 1.00 6.21 0.01 0.00 1.00 3.33
16× 30 4 ΙΙ 0.01 0.01 0.99 4.27 0.16 0.00 1.00 8.10 0.02 0.01 0.99 4.48
16× 30 5 ΙΙΙ 0.04 0.03 0.97 5.76 0.18 0.02 0.98 9.38 0.05 0.03 0.97 5.99
16× 30 6 ΙΙΙ 0.06 0.05 0.95 7.23 0.20 0.03 0.97 10.60 0.07 0.05 0.95 7.37
16× 30 7 ΙΙΙ 0.11 0.09 0.91 8.99 0.22 0.05 0.95 11.75 0.12 0.09 0.91 9.08
16× 30 8 ΙΙΙ 0.14 0.11 0.89 10.30 0.22 0.09 0.91 11.33 0.14 0.10 0.90 10.34
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Πίνακας Γ.13: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων SIS
χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο BIC για τους σχεδια-
σµούς των Koukouvinos et al. [76].

SSD SIS-SCAD SIS-Lasso SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

18× 34 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.04 0.00 1.00 3.17 0.00 0.00 1.00 1.00
18× 34 2 I 0.00 0.00 1.00 2.00 0.04 0.00 1.00 3.17 0.00 0.00 1.00 2.02
18× 34 3 I 0.00 0.00 1.00 3.01 0.09 0.00 1.00 5.85 0.00 0.00 1.00 3.05
18× 34 4 II 0.00 0.00 1.00 4.13 0.14 0.00 1.00 8.32 0.01 0.00 1.00 4.19
18× 34 5 II 0.02 0.01 0.99 5.39 0.18 0.01 0.99 9.38 0.02 0.01 0.99 5.46
18× 34 6 III 0.04 0.03 0.97 7.01 0.20 0.04 0.96 9.86 0.05 0.03 0.97 7.13
18× 34 7 III 0.07 0.06 0.94 8.55 0.22 0.07 0.93 10.71 0.08 0.06 0.94 8.70
18× 34 8 III 0.11 0.08 0.92 10.25 0.23 0.13 0.87 10.45 0.11 0.08 0.92 10.35
18× 34 9 III 0.15 0.10 0.90 11.77 0.22 0.16 0.84 10.36 0.15 0.10 0.90 11.81
20× 38 1 I 0.00 0.00 1.00 1.02 0.04 0.00 1.00 3.35 0.00 0.00 1.00 1.02
20× 38 2 I 0.00 0.00 1.00 2.06 0.04 0.00 1.00 3.35 0.00 0.00 1.00 2.17
20× 38 3 I 0.00 0.00 1.00 3.09 0.06 0.00 1.00 4.96 0.01 0.00 1.00 3.24
20× 38 4 II 0.00 0.00 1.00 4.10 0.08 0.00 1.00 6.76 0.01 0.00 1.00 4.22
20× 38 5 II 0.01 0.01 0.99 5.25 0.10 0.00 1.00 8.37 0.01 0.01 0.99 5.38
20× 38 6 III 0.03 0.02 0.98 6.73 0.13 0.01 0.99 10.11 0.03 0.02 0.98 6.87
20× 38 7 III 0.05 0.04 0.96 8.21 0.16 0.02 0.98 11.77 0.05 0.04 0.96 8.32
20× 38 8 III 0.08 0.06 0.94 9.95 0.18 0.03 0.97 13.19 0.08 0.06 0.94 10.00
20× 38 9 III 0.11 0.08 0.92 11.62 0.20 0.05 0.95 14.44 0.12 0.08 0.92 11.66
20× 38 10 III 0.15 0.10 0.90 13.14 0.22 0.06 0.94 15.46 0.15 0.11 0.89 13.23
22× 42 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.02 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00
22× 42 2 I 0.00 0.00 1.00 2.00 0.02 0.00 1.00 2.65 0.00 0.00 1.00 2.00
22× 42 3 I 0.00 0.00 1.00 3.00 0.03 0.00 1.00 4.32 0.00 0.00 1.00 3.01
22× 42 4 I 0.00 0.00 1.00 4.00 0.06 0.00 1.00 6.16 0.00 0.00 1.00 4.01
22× 42 5 II 0.00 0.00 1.00 5.12 0.08 0.00 1.00 8.01 0.00 0.00 1.00 5.15
22× 42 6 II 0.02 0.01 0.99 6.46 0.11 0.01 0.99 9.90 0.02 0.02 0.98 6.51
22× 42 7 III 0.03 0.03 0.97 8.03 0.14 0.02 0.98 11.77 0.04 0.03 0.97 8.12
22× 42 8 III 0.06 0.04 0.96 9.64 0.17 0.02 0.98 13.56 0.06 0.04 0.96 9.66
22× 42 9 III 0.09 0.07 0.93 11.39 0.19 0.03 0.97 14.93 0.09 0.07 0.93 11.44
22× 42 10 III 0.12 0.08 0.92 12.89 0.20 0.05 0.95 15.97 0.12 0.08 0.92 12.94
22× 42 11 III 0.14 0.10 0.90 14.35 0.22 0.06 0.94 17.09 0.16 0.11 0.89 14.19

Πίνακας Γ.14: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων
SIS χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο BIC για τους
E(s2)−ϐέλτιστους σχεδιασµούς των Marley και Woods [101].

SSD SIS-SCAD SIS-Lasso SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

S12× 26 1 I 0.00 0.00 1.00 1.11 0.13 0.00 1.00 5.18 0.02 0.00 1.00 1.39
12× 26 2 I 0.01 0.00 1.00 2.34 0.13 0.00 1.00 5.18 0.03 0.01 0.99 2.66
12× 26 3 II 0.05 0.07 0.93 4.01 0.18 0.04 0.96 7.12 0.07 0.08 0.92 4.28
12× 26 4 III 0.12 0.18 0.82 5.99 0.22 0.13 0.87 8.35 0.13 0.19 0.81 6.16
12× 26 5 III 0.19 0.26 0.74 7.62 0.25 0.20 0.80 9.31 0.19 0.26 0.74 7.67
12× 26 6 III 0.22 0.33 0.67 8.45 0.26 0.26 0.74 9.73 0.22 0.33 0.67 8.45
14× 24 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.10 0.00 1.00 4.36 0.02 0.00 1.00 1.42
14× 24 2 I 0.01 0.00 1.00 2.13 0.11 0.00 1.00 4.36 0.01 0.00 1.00 2.33
14× 24 3 II 0.01 0.00 1.00 3.27 0.17 0.00 1.00 6.52 0.03 0.01 0.99 3.58
14× 24 4 II 0.04 0.03 0.97 4.61 0.20 0.01 0.99 8.00 0.05 0.03 0.97 4.88
14× 24 5 III 0.08 0.06 0.94 6.21 0.23 0.03 0.97 9.27 0.09 0.06 0.94 6.34
14× 24 6 III 0.14 0.10 0.90 7.85 0.26 0.07 0.93 10.24 0.14 0.10 0.90 7.93
14× 24 7 III 0.19 0.14 0.86 9.20 0.28 0.09 0.91 11.03 0.19 0.14 0.86 9.21
18× 22 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.06 0.00 1.00 2.15 0.00 0.00 1.00 1.04
18× 22 2 I 0.00 0.00 1.00 2.00 0.06 0.00 1.00 3.15 0.00 0.00 1.00 2.00
18× 22 3 I 0.00 0.00 1.00 3.00 0.12 0.00 1.00 5.22 0.00 0.00 1.00 3.03
18× 22 4 II 0.00 0.00 1.00 4.00 0.20 0.01 0.99 8.00 0.00 0.00 1.00 4.06
18× 22 5 II 0.01 0.00 1.00 5.09 0.26 0.00 1.00 9.35 0.09 0.06 0.94 6.43
18× 22 6 III 0.04 0.02 0.98 6.56 0.33 0.01 0.99 11.16 0.05 0.02 0.92 6.68
18× 22 7 III 0.11 0.05 0.95 8.37 0.40 0.02 0.98 12.76 0.12 0.05 0.95 8.47
18× 22 8 III 0.20 0.08 0.92 10.22 0.29 0.14 0.86 11.60 0.20 0.08 0.92 10.25
18× 22 9 III 0.29 0.11 0.89 11.82 0.29 0.16 0.84 11.89 0.30 0.12 0.88 11.88
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Πίνακας Γ.15: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων
SIS χρησιµοποιώντας διαφορετικές ποινές σε συνδυασµό µε το κριτήριο BIC για τους
D−ϐέλτιστους σχεδιασµούς των Marley και Woods [101].

SSD SIS-SCAD SIS-Lasso SIS-MCP

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.02 0.00 1.00 1.46 0.12 0.00 1.00 4.90 0.02 0.00 1.00 1.56
12× 26 2 I 0.02 0.00 1.00 2.51 0.12 0.00 1.00 4.90 0.03 0.00 1.00 2.73
12× 26 3 II 0.04 0.05 0.95 3.86 0.17 0.03 0.97 6.80 0.06 0.06 0.94 4.08
12× 26 4 III 0.11 0.14 0.86 5.90 0.21 0.10 0.90 8.19 0.12 0.14 0.86 5.99
12× 26 5 III 0.17 0.22 0.78 7.39 0.23 0.16 0.84 9.12 0.17 0.22 0.78 7.43
12× 26 6 III 0.21 0.28 0.72 8.44 0.25 0.23 0.77 9.67 0.21 0.28 0.72 8.43
14× 24 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.12 0.00 1.00 4.62 0.00 0.00 1.00 1.09
14× 24 2 I 0.00 0.00 1.00 2.07 0.12 0.00 1.00 4.62 0.01 0.00 1.00 2.21
14× 24 3 II 0.01 0.01 0.99 3.23 0.16 0.00 1.00 6.32 0.02 0.01 0.99 3.43
14× 24 4 II 0.04 0.03 0.97 4.64 0.20 0.01 0.99 7.91 0.05 0.04 0.96 4.85
14× 24 5 III 0.09 0.07 0.93 6.32 0.23 0.04 0.96 9.07 0.10 0.07 0.93 6.46
14× 24 6 III 0.15 0.12 0.88 7.96 0.26 0.08 0.92 10.21 0.15 0.12 0.88 8.04
14× 24 7 III 0.19 0.15 0.85 9.19 0.27 0.11 0.89 10.80 0.19 0.15 0.85 9.20
18× 22 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.07 0.00 1.00 3.44 0.01 0.00 1.00 1.31
18× 22 2 I 0.00 0.00 1.00 2.01 0.07 0.00 1.00 3.44 0.01 0.00 1.00 2.23
18× 22 3 I 0.00 0.00 1.00 3.08 0.12 0.00 1.00 5.23 0.02 0.00 1.00 3.31
18× 22 4 II 0.01 0.00 1.00 4.10 0.17 0.00 1.00 7.01 0.02 0.00 1.00 4.33
18× 22 5 II 0.01 0.00 1.00 5.18 0.22 0.00 1.00 8.75 0.03 0.00 1.00 5.42
18× 22 6 III 0.02 0.01 0.99 6.35 0.27 0.00 1.00 10.30 0.04 0.01 0.99 6.59
18× 22 7 III 0.05 0.02 0.98 7.65 0.31 0.01 0.99 11.53 0.06 0.02 0.98 7.83
18× 22 8 III 0.09 0.03 0.97 9.10 0.35 0.01 0.99 12.73 0.11 0.03 0.97 9.28
18× 22 9 III 0.15 0.05 0.95 10.57 0.37 0.02 0.98 13.55 0.16 0.05 0.95 10.68

ΜΕΡΟΣ ΙΙ : Συγκρίσεις µε άλλες µεθόδους
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Πίνακας Γ.16: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων Iter-
SIS-SCAD, SIS-SCAD και Dantzig selector στο µοντέλο 1, για τους σχεδιασµούς των Kouk-
ouvinos et al. [76].

US Iter-SIS-SCAD SIS-SCAD DS

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

8× 14 1 I 0.17 0.30 0.70 3.00 0.17 0.00 1.00 3.16 0.06 0.06 0.94 1.66
8× 14 2 II 0.18 0.20 0.80 3.71 0.14 0.23 0.77 3.32 0.06 0.22 0.78 2.23
8× 14 3 III 0.18 0.30 0.70 4.02 0.15 0.31 0.69 3.70 0.06 0.35 0.65 2.65
8× 14 4 III 0.19 0.39 0.61 4.38 0.17 0.36 0.64 4.20 0.07 0.45 0.55 2.89
10× 18 1 I 0.13 0.10 0.90 3.11 0.11 0.05 0.95 2.81 0.04 0.07 0.93 1.69
10× 18 2 I 0.13 0.14 0.86 3.77 0.11 0.14 0.86 3.50 0.03 0.20 0.80 2.09
10× 18 3 II 0.16 0.27 0.73 5.10 0.12 0.21 0.79 4.24 0.04 0.33 0.67 2.58
10× 18 4 III 0.16 0.27 0.73 5.10 0.14 0.26 0.74 4.89 0.04 0.41 0.59 2.99
10× 18 5 III 0.18 0.35 0.65 5.53 0.16 0.32 0.68 5.53 0.06 0.47 0.53 3.38
12× 22 1 I 0.05 0.09 0.91 1.87 0.04 0.00 1.00 1.80 0.04 0.07 0.93 1.69
12× 22 2 I 0.06 0.12 0.88 2.94 0.06 0.00 1.00 3.00 0.02 0.20 0.80 1.93
12× 22 3 II 0.07 0.12 0.88 4.05 0.07 0.12 0.88 3.91 0.02 0.29 0.71 2.48
12× 22 4 III 0.09 0.15 0.85 4.99 0.09 0.18 0.82 4.87 0.03 0.38 0.62 2.95
12× 22 5 III 0.12 0.23 0.77 5.93 0.12 0.24 0.76 5.81 0.03 0.44 0.56 3.30
12× 22 6 III 0.15 0.31 0.69 6.58 0.14 0.28 0.72 6.63 0.03 0.48 0.52 3.66
14× 26 1 I 0.03 0.06 0.94 1.71 0.03 0.00 1.00 1.70 0.03 0.04 0.96 1.67
14× 26 2 I 0.04 0.09 0.91 2.90 0.02 0.00 1.00 2.40 0.01 0.19 0.81 1.92
14× 26 3 II 0.06 0.10 0.90 4.07 0.05 0.12 0.88 3.84 0.01 0.28 0.72 2.49
14× 26 4 II 0.07 0.11 0.89 5.19 0.06 0.15 0.85 4.86 0.02 0.36 0.64 3.02
14× 26 5 III 0.09 0.16 0.84 6.15 0.10 0.20 0.80 6.09 0.02 0.43 0.57 3.39
14× 26 6 III 0.12 0.23 0.77 6.98 0.11 0.23 0.77 6.93 0.03 0.48 0.52 3.72
14× 26 7 III 0.16 0.31 0.69 7.82 0.14 0.28 0.72 7.69 0.04 0.50 0.50 4.15
16× 30 1 I 0.01 0.04 0.96 1.37 0.03 0.00 1.00 2.00 0.02 0.03 0.97 1.64
16× 30 2 I 0.02 0.08 0.92 2.32 0.07 0.10 0.90 3.80 0.01 0.20 0.80 1.77
16× 30 3 I 0.02 0.08 0.92 3.37 0.03 0.11 0.89 3.55 0.01 0.28 0.72 2.34
16× 30 4 II 0.04 0.08 0.92 4.69 0.05 0.12 0.88 4.84 0.01 0.35 0.65 2.86
16× 30 5 III 0.05 0.10 0.90 5.84 0.07 0.15 0.85 6.11 0.02 0.40 0.60 3.37
16× 30 6 III 0.07 0.13 0.87 6.90 0.10 0.18 0.82 7.37 0.02 0.44 0.56 3.80
16× 30 7 III 0.10 0.18 0.82 8.05 0.13 0.21 0.79 8.38 0.03 0.47 0.53 4.21
16× 30 8 III 0.14 0.26 0.74 8.96 0.15 0.25 0.75 9.33 0.03 0.51 0.49 4.38
18× 34 1 I 0.01 0.04 0.96 1.25 0.01 0.00 1.00 1.40 0.02 0.04 0.96 1.66
18× 34 2 I 0.00 0.07 0.93 1.99 0.00 0.07 0.93 3.38 0.02 0.20 0.80 1.77
18× 34 3 I 0.01 0.08 0.92 3.05 0.02 0.09 0.91 3.15 0.02 0.28 0.72 2.32
18× 34 4 II 0.01 0.07 0.93 4.15 0.03 0.11 0.89 4.45 0.02 0.34 0.66 2.84
18× 34 5 II 0.03 0.08 0.92 5.43 0.05 0.14 0.86 5.75 0.02 0.40 0.60 3.32
18× 34 6 III 0.04 0.11 0.89 6.61 0.07 0.15 0.85 7.02 0.02 0.44 0.56 3.75
18× 34 7 III 0.07 0.13 0.87 7.93 0.10 0.18 0.82 8.40 0.02 0.47 0.53 4.09
18× 34 8 III 0.10 0.19 0.81 9.11 0.12 0.20 0.80 9.50 0.02 0.49 0.51 4.53
18× 34 9 III 0.13 0.25 0.75 10.1 0.15 0.25 0.75 10.6 0.02 0.52 0.48 4.85
20× 38 1 I 0.01 0.03 0.97 1.27 0.02 0.00 1.00 1.60 0.02 0.04 0.96 1.77
20× 38 2 I 0.01 0.07 0.93 2.07 0.01 0.00 1.00 2.20 0.01 0.20 0.80 1.76
20× 38 3 I 0.01 0.06 0.94 3.13 0.01 0.09 0.91 3.13 0.01 0.27 0.73 2.30
20× 38 4 II 0.01 0.06 0.94 3.13 0.02 0.11 0.89 4.38 0.01 0.33 0.67 2.80
20× 38 5 II 0.02 0.06 0.94 5.29 0.04 0.12 0.88 5.77 0.01 0.38 0.62 3.30
20× 38 6 III 0.02 0.07 0.93 6.34 0.06 0.14 0.86 6.97 0.01 0.41 0.59 3.80
20× 38 7 III 0.03 0.08 0.92 7.39 0.08 0.16 0.84 8.35 0.01 0.45 0.55 4.12
20× 38 8 III 0.04 0.11 0.89 8.45 0.09 0.18 0.82 9.34 0.01 0.49 0.51 4.52
20× 38 9 III 0.07 0.15 0.85 9.60 0.12 0.21 0.79 10.59 0.02 0.50 0.50 4.96
20× 38 10 III 0.10 0.21 0.79 10.80 0.15 0.24 0.76 11.70 0.02 0.53 0.47 5.21
22× 42 1 I 0.01 0.03 0.97 1.18 0.00 0.00 1.00 1.30 0.02 0.04 0.96 1.66
22× 42 2 I 0.00 0.07 0.93 1.89 0.00 0.03 0.97 2.03 0.01 0.19 0.81 1.75
22× 42 3 I 0.00 0.07 0.93 2.85 0.00 0.09 0.91 2.89 0.01 0.27 0.73 2.28
22× 42 4 I 0.00 0.06 0.94 3.84 0.01 0.09 0.91 3.96 0.01 0.32 0.68 2.86
22× 42 5 II 0.00 0.06 0.94 4.87 0.02 0.11 0.89 5.33 0.01 0.37 0.63 3.34
22× 42 6 II 0.01 0.07 0.93 5.89 0.03 0.12 0.88 6.48 0.01 0.41 0.59 3.85
22× 42 7 III 0.01 0.07 0.93 6.96 0.06 0.15 0.85 8.06 0.01 0.45 0.55 4.22
22× 42 8 III 0.02 0.08 0.92 8.07 0.07 0.16 0.84 9.13 0.01 0.47 0.53 4.64
22× 42 9 III 0.04 0.11 0.89 9.22 0.09 0.18 0.82 10.59 0.01 0.49 0.51 4.97
22× 42 10 III 0.07 0.16 0.84 10.53 0.12 0.21 0.79 11.68 0.01 0.53 0.47 5.17
22× 42 11 III 0.10 0.21 0.79 11.80 0.13 0.23 0.77 12.55 0.02 0.54 0.46 5.55
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Πίνακας Γ.17: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων Iter-
SIS-SCAD, SIS-SCAD και Dantzig selector στο µοντέλο 1, για τους E(s2)−ϐέλτιστους σχε-
διασµούς των Marley και Woods [101].

SSD Iter-SIS-SCAD SIS-SCAD DS

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.04 0.08 0.92 1.91 0.03 0.00 1.00 2.20 0.03 0.05 0.95 1.69
12× 26 2 I 0.05 0.12 0.88 3.07 0.05 0.10 0.90 3.12 0.03 0.23 0.77 0.23
12× 26 3 II 0.08 0.17 0.83 4.22 0.09 0.28 0.72 4.26 0.03 0.34 0.66 2.74
12× 26 4 III 0.10 0.27 0.73 5.22 0.12 0.32 0.68 5.38 0.04 0.45 0.55 3.17
12× 26 5 III 0.13 0.36 0.64 6.02 0.13 0.35 0.65 6.11 0.05 0.52 0.48 3.49
12× 26 6 III 0.16 0.46 0.54 6.47 0.18 0.46 0.54 6.97 0.06 0.56 0.44 3.80
14× 24 1 I 0.02 0.05 0.95 1.50 0.01 0.00 1.00 1.20 0.03 0.04 0.96 1.66
14× 24 2 I 0.03 0.08 0.92 2.56 0.03 0.03 0.97 2.62 0.01 0.20 0.80 1.85
14× 24 3 II 0.05 0.08 0.92 3.76 0.05 0.12 0.88 3.68 0.02 0.29 0.71 2.47
14× 24 4 II 0.06 0.10 0.90 4.88 0.08 0.15 0.85 4.98 0.02 0.37 0.63 2.99
14× 24 5 III 0.10 0.16 0.84 6.03 0.11 0.19 0.81 6.16 0.03 0.44 0.56 3.37
14× 24 6 III 0.12 0.20 0.80 6.99 0.14 0.23 0.77 7.06 0.03 0.49 0.51 3.71
14× 24 7 III 0.18 0.31 0.69 7.81 0.18 0.29 0.71 7.98 0.04 0.55 0.45 3.83
18× 22 1 I 0.02 0.05 0.95 1.31 0.00 0.00 1.00 1.10 0.03 0.04 0.96 1.57
18× 22 2 I 0.01 0.09 0.91 1.94 0.02 0.05 0.95 2.22 0.01 0.20 0.80 1.70
18× 22 3 I 0.01 0.08 0.92 2.96 0.01 0.09 0.91 2.99 0.01 0.27 0.73 2.27
18× 22 4 II 0.02 0.07 0.93 4.05 0.03 0.08 0.92 4.21 0.01 0.33 0.67 2.79
18× 22 5 II 0.03 0.07 0.93 5.18 0.06 0.11 0.89 5.49 0.01 0.39 0.61 3.27
18× 22 6 III 0.05 0.08 0.92 6.26 0.10 0.13 0.87 6.82 0.02 0.44 0.56 3.67
18× 22 7 III 0.07 0.10 0.90 7.45 0.17 0.17 0.83 8.35 0.03 0.49 0.51 4.04
18× 22 8 III 0.12 0.13 0.87 8.71 0.22 0.19 0.81 9.55 0.04 0.52 0.48 4.38
18× 22 9 III 0.18 0.16 0.84 9.92 0.28 0.22 0.78 10.64 0.05 0.56 0.44 4.66

Πίνακας Γ.18: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων Iter-
SIS-SCAD, SIS-SCAD και Dantzig selector στο µοντέλο 1, για τους D−ϐέλτιστους σχεδια-
σµούς των Marley και Woods [101].

SSD Iter-SIS-SCAD SIS-SCAD DS

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.04 0.09 0.91 1.84 0.05 0.00 1.00 2.30 0.03 0.07 0.93 1.73
12× 26 2 I 0.05 0.12 0.88 2.96 0.09 0.20 0.80 3.70 0.02 0.23 0.77 2.08
12× 26 3 II 0.07 0.15 0.85 4.20 0.08 0.21 0.79 4.15 0.03 0.34 0.66 2.64
12× 26 4 III 0.10 0.25 0.75 5.13 0.10 0.29 0.71 5.13 0.04 0.44 0.56 3.09
12× 26 5 III 0.13 0.36 0.64 5.95 0.14 0.37 0.63 6.09 0.05 0.51 0.49 3.48
12× 26 6 III 0.16 0.44 0.56 6.51 0.16 0.40 0.60 6.75 0.06 0.56 0.44 3.73
14× 24 1 I 0.02 0.07 0.93 1.36 0.01 0.00 1.00 1.20 0.03 0.04 0.96 1.60
14× 24 2 I 0.02 0.09 0.91 2.34 0.02 0.05 0.95 2.30 0.02 0.21 0.79 1.86
14× 24 3 II 0.04 0.09 0.91 3.62 0.07 0.10 0.90 4.08 0.02 0.30 0.70 2.45
14× 24 4 II 0.07 0.12 0.88 4.89 0.09 0.16 0.84 5.12 0.02 0.38 0.62 2.93
14× 24 5 III 0.10 0.16 0.84 6.05 0.11 0.19 0.81 6.21 0.03 0.44 0.56 3.30
14× 24 6 III 0.13 0.23 0.77 7.11 0.15 0.26 0.74 7.15 0.04 0.50 0.50 3.62
14× 24 7 III 0.18 0.30 0.70 7.91 0.18 0.29 0.71 8.07 0.04 0.52 0.48 3.98
18× 22 1 I 0.02 0.06 0.94 1.33 0.02 0.00 1.00 1.50 0.03 0.03 0.97 1.63
18× 22 2 I 0.02 0.08 0.92 2.29 0.05 0.03 0.97 2.41 0.01 0.19 0.81 1.71
18× 22 3 I 0.03 0.07 0.93 3.39 0.03 0.08 0.92 3.42 0.01 0.28 0.72 2.24
18× 22 4 II 0.04 0.06 0.94 4.44 0.04 0.08 0.92 4.41 0.01 0.33 0.67 2.74
18× 22 5 II 0.05 0.07 0.93 5.59 0.07 0.09 0.91 5.71 0.01 0.39 0.61 3.17
18× 22 6 III 0.06 0.07 0.93 6.60 0.09 0.10 0.90 6.87 0.01 0.42 0.58 3.64
18× 22 7 III 0.08 0.07 0.93 7.62 0.11 0.11 0.89 7.90 0.02 0.44 0.56 4.06
18× 22 8 III 0.11 0.09 0.91 8.73 0.14 0.13 0.87 9.03 0.02 0.48 0.52 4.36
18× 22 9 III 0.14 0.12 0.88 9.80 0.19 0.15 0.85 10.13 0.03 0.51 0.49 4.68
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Πίνακας Γ.19: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων LAD-
Lasso, SQR-Lasso και Stepwise-SCAD στο µοντέλο 1, για τους σχεδιασµούς των Koukouvi-
nos et al. [76].

SSD LAD-Lasso SQR-Lasso Stepwise-SCAD

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

8× 14 1 I 0.10 0.07 0.93 2.17 0.09 0.09 0.91 2.13 0.14 0.02 0.98 2.85
8× 14 2 II 0.09 0.36 0.64 2.39 0.06 0.17 0.83 2.41 0.14 0.15 0.85 3.39
8× 14 3 III 0.09 0.42 0.58 2.76 0.05 0.34 0.66 2.54 0.16 0.35 0.65 3.72
8× 14 4 III 0.09 0.51 0.49 2.88 0.04 0.49 0.51 2.49 0.19 0.54 0.46 3.72
10× 18 1 I 0.15 0.07 0.93 3.44 0.08 0.08 0.92 2.31 0.16 0.00 1.00 3.70
10× 18 2 I 0.13 0.26 0.74 3.48 0.05 0.13 0.87 2.60 0.15 0.04 0.96 4.30
10× 18 3 II 0.10 0.35 0.65 3.51 0.04 0.28 0.72 2.78 0.17 0.21 0.79 4.88
10× 18 4 III 0.10 0.47 0.53 3.47 0.03 0.42 0.58 2.78 0.20 0.39 0.61 5.28
10× 18 5 III 0.09 0.54 0.46 3.42 0.03 0.55 0.45 2.63 0.23 0.51 0.49 5.45
12× 22 1 I 0.05 0.08 0.92 2.07 0.07 0.08 0.92 2.49 0.18 0.00 1.00 4.76
12× 22 2 I 0.04 0.37 0.63 2.11 0.05 0.13 0.87 2.74 0.17 0.03 0.97 5.25
12× 22 3 II 0.04 0.45 0.55 2.38 0.04 0.20 0.80 3.13 0.17 0.10 0.90 5.94
12× 22 4 III 0.04 0.56 0.44 2.44 0.03 0.34 0.66 3.09 0.19 0.25 0.75 6.43
12× 22 5 III 0.04 0.62 0.38 2.57 0.02 0.47 0.53 3.01 0.23 0.40 0.60 6.95
12× 22 6 III 0.04 0.67 0.33 2.65 0.02 0.56 0.44 2.88 0.24 0.48 0.52 6.96
14× 26 1 I 0.07 0.07 0.93 2.73 0.06 0.06 0.94 2.56 0.19 0.00 1.00 5.74
14× 26 2 I 0.06 0.28 0.72 2.90 0.05 0.08 0.92 3.01 0.18 0.03 0.97 6.25
14× 26 3 II 0.05 0.38 0.62 3.01 0.03 0.16 0.84 3.32 0.18 0.08 0.92 6.94
14× 26 4 II 0.05 0.49 0.51 3.08 0.03 0.28 0.72 3.45 0.19 0.20 0.80 7.47
14× 26 5 III 0.05 0.56 0.44 3.23 0.02 0.41 0.59 3.42 0.22 0.30 0.70 8.03
14× 26 6 III 0.05 0.63 0.37 3.21 0.02 0.51 0.49 3.31 0.24 0.42 0.58 8.32
14× 26 7 III 0.05 0.66 0.34 3.26 0.02 0.61 0.39 3.06 0.25 0.48 0.52 8.41
16× 30 1 I 0.01 0.08 0.92 3.72 0.06 0.07 0.93 2.71 0.20 0.00 1.00 6.88
16× 30 2 I 0.08 0.17 0.83 3.83 0.05 0.10 0.90 3.12 0.18 0.00 1.00 7.26
16× 30 3 I 0.06 0.25 0.75 3.90 0.03 0.12 0.88 3.50 0.18 0.02 0.98 7.80
16× 30 4 II 0.06 0.38 0.62 3.91 0.02 0.22 0.78 3.73 0.18 0.10 0.90 8.40
16× 30 5 III 0.05 0.48 0.52 3.83 0.02 0.34 0.66 3.71 0.20 0.19 0.81 9.02
16× 30 6 III 0.05 0.56 0.44 3.84 0.01 0.42 0.58 3.75 0.22 0.31 0.69 9.53
16× 30 7 III 0.05 0.61 0.39 3.81 0.01 0.53 0.47 3.50 0.25 0.41 0.59 9.87
16× 30 8 III 0.05 0.65 0.35 3.79 0.01 0.61 0.39 3.33 0.27 0.46 0.54 10.2

Πίνακας Γ.20: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων LAD-
Lasso, SQR-Lasso και Stepwise-SCAD στο µοντέλο 1, για τους σχεδιασµούς των Koukouvi-
nos et al. [76].

SSD LAD-Lasso SQR-Lasso Stepwise-SCAD

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

18× 34 1 I 0.04 0.07 0.93 2.25 0.06 0.06 0.94 2.90 0.21 0.00 1.00 7.78
18× 34 2 I 0.03 0.27 0.73 2.47 0.04 0.07 0.93 3.29 0.19 0.01 0.99 8.21
18× 34 3 I 0.02 0.37 0.63 2.55 0.03 0.10 0.90 3.76 0.19 0.02 0.98 8.86
18× 34 4 II 0.02 0.50 0.50 2.58 0.02 0.17 0.83 3.98 0.19 0.05 0.95 9.57
18× 34 5 II 0.02 0.59 0.41 2.60 0.02 0.26 0.74 4.16 0.19 0.12 0.88 9.87
18× 34 6 III 0.02 0.65 0.35 2.63 0.01 0.37 0.63 4.14 0.21 0.21 0.79 10.69
18× 34 7 III 0.02 0.71 0.29 2.67 0.01 0.48 0.52 3.92 0.23 0.30 0.70 11.18
18× 34 8 III 0.02 0.73 0.27 2.73 0.01 0.55 0.45 3.81 0.25 0.40 0.60 11.55
18× 34 9 III 0.02 0.77 0.23 2.67 0.01 0.62 0.38 3.61 0.27 0.46 0.54 11.70
20× 38 1 I 0.05 0.07 0.93 2.68 0.05 0.07 0.93 2.89 0.22 0.00 1.00 8.96
20× 38 2 I 0.04 0.20 0.80 2.94 0.04 0.06 0.94 3.31 0.20 0.00 1.00 9.30
20× 38 3 I 0.03 0.29 0.71 3.12 0.03 0.09 0.91 3.86 0.20 0.00 1.00 9.86
20× 38 4 II 0.03 0.42 0.58 3.15 0.02 0.13 0.87 4.22 0.19 0.02 0.98 10.45
20× 38 5 II 0.02 0.53 0.47 3.09 0.02 0.22 0.78 4.44 0.19 0.07 0.93 10.94
20× 38 6 III 0.02 0.61 0.39 3.06 0.01 0.32 0.68 4.41 0.21 0.16 0.84 11.83
20× 38 7 III 0.02 0.67 0.33 2.99 0.01 0.41 0.59 4.38 0.23 0.26 0.74 12.32
20× 38 8 III 0.02 0.71 0.29 2.86 0.01 0.51 0.49 4.13 0.26 0.37 0.63 12.83
20× 38 9 III 0.02 0.75 0.25 2.84 0.01 0.58 0.42 3.96 0.27 0.42 0.58 12.96
20× 38 10 III 0.02 0.78 0.22 2.77 0.01 0.64 0.36 3.73 0.27 0.46 0.54 13.08
22× 42 1 I 0.07 0.06 0.94 3.68 0.05 0.05 0.95 3.03 0.22 0.00 1.00 9.85
22× 42 2 I 0.05 0.09 0.91 3.87 0.04 0.06 0.94 3.48 0.21 0.00 1.00 10.47
22× 42 3 I 0.04 0.16 0.84 3.95 0.03 0.08 0.92 3.98 0.21 0.01 0.99 11.00
22× 42 4 I 0.03 0.32 0.68 3.91 0.02 0.11 0.89 4.45 0.20 0.02 0.98 11.34
22× 42 5 II 0.03 0.43 0.57 3.94 0.02 0.18 0.82 4.75 0.20 0.05 0.95 12.02
22× 42 6 II 0.03 0.52 0.48 3.94 0.01 0.26 0.74 4.92 0.21 0.12 0.88 12.71
22× 42 7 III 0.03 0.59 0.41 3.86 0.01 0.37 0.63 4.73 0.22 0.19 0.81 13.37
22× 42 8 III 0.03 0.65 0.35 3.84 0.01 0.46 0.54 4.59 0.24 0.29 0.71 13.88
22× 42 9 III 0.03 0.68 0.32 3.80 0.01 0.54 0.46 4.35 0.26 0.35 0.65 14.24
22× 42 10 III 0.03 0.72 0.28 3.64 0.01 0.60 0.40 4.19 0.27 0.41 0.59 14.57
22× 42 11 III 0.03 0.74 0.26 3.71 0.01 0.66 0.34 3.92 0.28 0.45 0.55 14.69
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Πίνακας Γ.21: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων LAD-
Lasso, SQR-Lasso και Stepwise-SCAD στο µοντέλο 1, για τους E(s2)−ϐέλτιστους σχεδια-
σµούς των Marley και Woods [101].

SSD LAD-Lasso SQR-Lasso Stepwise-SCAD

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.06 0.09 0.91 2.38 0.07 0.07 0.93 2.60 0.16 0.00 1.00 4.89
12× 26 2 I 0.06 0.38 0.62 2.47 0.05 0.15 0.85 2.94 0.15 0.07 0.93 5.38
12× 26 3 II 0.05 0.49 0.51 2.70 0.04 0.32 0.68 3.02 0.17 0.25 0.75 6.14
12× 26 4 III 0.05 0.59 0.41 2.82 0.04 0.45 0.55 3.01 0.19 0.42 0.58 6.53
12× 26 5 III 0.06 0.65 0.35 2.95 0.04 0.57 0.43 2.92 0.21 0.52 0.48 6.88
12× 26 6 III 0.06 0.71 0.29 2.89 0.04 0.64 0.36 2.85 0.22 0.58 0.42 6.97
14× 24 1 I 0.08 0.06 0.94 2.75 0.07 0.08 0.92 2.51 0.20 0.00 1.00 5.64
14× 24 2 I 0.06 0.27 0.73 2.84 0.05 0.09 0.91 2.99 0.18 0.01 0.99 5.92
14× 24 3 II 0.05 0.36 0.64 3.03 0.04 0.16 0.84 3.31 0.18 0.05 0.95 6.66
14× 24 4 II 0.05 0.49 0.51 3.09 0.03 0.29 0.71 3.46 0.19 0.16 0.84 7.19
14× 24 5 III 0.05 0.56 0.44 3.12 0.03 0.43 0.57 3.39 0.22 0.30 0.70 7.60
14× 24 6 III 0.05 0.61 0.39 3.27 0.02 0.51 0.49 3.32 0.25 0.43 0.57 8.02
14× 24 7 III 0.05 0.65 0.35 3.25 0.02 0.59 0.41 3.27 0.27 0.50 0.50 8.14
18× 22 1 I 0.12 0.07 0.93 3.49 0.08 0.06 0.94 2.53 0.25 0.00 1.00 6.22
18× 22 2 I 0.09 0.08 0.92 3.64 0.06 0.07 0.93 3.00 0.25 0.00 1.00 6.96
18× 22 3 I 0.05 0.31 0.69 3.67 0.03 0.09 0.91 3.45 0.24 0.00 1.00 7.50
18× 22 4 II 0.05 0.31 0.69 3.67 0.03 0.16 0.84 3.84 0.23 0.01 0.99 8.13
18× 22 5 II 0.05 0.43 0.57 3.71 0.02 0.29 0.71 3.83 0.22 0.06 0.94 8.40
18× 22 6 III 0.05 0.52 0.48 3.73 0.01 0.42 0.58 3.69 0.23 0.15 0.85 8.71
18× 22 7 III 0.06 0.60 0.40 3.73 0.01 0.54 0.46 3.38 0.25 0.29 0.71 8.66
18× 22 8 III 0.06 0.65 0.35 3.67 0.01 0.63 0.37 3.18 0.26 0.46 0.54 7.99
18× 22 9 III 0.06 0.68 0.32 3.71 0.02 0.69 0.31 2.98 0.29 0.53 0.47 7.94

Πίνακας Γ.22: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων LAD-
Lasso, SQR-Lasso και Stepwise-SCAD στο µοντέλο 1, για τους D−ϐέλτιστους σχεδιασµούς
των Marley και Woods [101].

SSD LAD-Lasso SQR-Lasso Stepwise-SCAD

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.06 0.08 0.92 2.41 0.07 0.07 0.93 2.58 0.17 0.00 1.00 5.32
12× 26 2 I 0.05 0.36 0.64 2.50 0.05 0.14 0.86 2.89 0.16 0.06 0.94 5.83
12× 26 3 II 0.05 0.50 0.50 2.59 0.04 0.29 0.71 3.00 0.16 0.16 0.84 6.24
12× 26 4 III 0.05 0.58 0.42 2.77 0.03 0.45 0.55 2.93 0.19 0.39 0.61 6.63
12× 26 5 III 0.05 0.64 0.36 2.80 0.03 0.56 0.44 2.90 0.20 0.51 0.49 6.64
12× 26 6 III 0.05 0.69 0.31 2.87 0.03 0.64 0.36 2.84 0.21 0.58 0.42 6.80
14× 24 1 I 0.08 0.07 0.93 2.74 0.07 0.06 0.94 2.55 0.20 0.00 1.00 5.83
14× 24 2 I 0.05 0.36 0.64 2.88 0.05 0.09 0.91 2.98 0.20 0.01 0.99 6.41
14× 24 3 II 0.04 0.36 0.64 2.84 0.04 0.17 0.83 3.29 0.20 0.06 0.94 6.91
14× 24 4 II 0.04 0.49 0.51 2.89 0.03 0.29 0.71 3.45 0.20 0.18 0.82 7.38
14× 24 5 III 0.05 0.59 0.41 2.93 0.03 0.29 0.71 3.48 0.21 0.29 0.71 7.64
14× 24 6 III 0.04 0.65 0.35 2.87 0.02 0.52 0.48 3.29 0.24 0.42 0.58 7.81
14× 24 7 III 0.04 0.69 0.31 2.88 0.02 0.61 0.39 3.13 0.25 0.49 0.51 7.85
18× 22 1 I 0.08 0.06 0.94 2.56 0.07 0.07 0.93 2.47 0.26 0.00 1.00 6.45
18× 22 2 I 0.05 0.11 0.89 2.76 0.06 0.06 0.94 3.03 0.25 0.00 1.00 6.93
18× 22 3 I 0.03 0.21 0.79 2.99 0.04 0.08 0.92 3.47 0.24 0.00 1.00 7.53
18× 22 4 II 0.02 0.36 0.64 3.02 0.02 0.13 0.87 3.91 0.24 0.01 0.99 8.33
18× 22 5 II 0.02 0.50 0.50 2.90 0.01 0.23 0.77 4.07 0.23 0.03 0.97 8.82
18× 22 6 III 0.02 0.59 0.41 2.82 0.01 0.35 0.65 4.04 0.22 0.08 0.92 9.10
18× 22 7 III 0.02 0.66 0.34 2.76 0.01 0.46 0.54 3.87 0.22 0.18 0.82 9.06
18× 22 8 III 0.03 0.71 0.29 2.71 0.01 0.58 0.42 3.50 0.23 0.30 0.70 8.84
18× 22 9 III 0.02 0.74 0.26 2.65 0.01 0.65 0.35 3.20 0.24 0.42 0.58 8.35
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Πίνακας Γ.23: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων Iter-
SIS-SCAD, SIS-SCAD και Dantzig selector στο µοντέλο 2, για τους σχεδιασµούς των Kouk-
ouvinos et al. [76].

SSD Iter-SIS-SCAD SIS-SCAD DS

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

8× 14 1 I 0.20 0.00 1.00 3.59 0.15 0.00 1.00 3.00 0.00 0.00 1.00 1.05
8× 14 2 II 0.16 0.03 0.97 3.84 0.13 0.04 0.96 3.44 0.08 0.00 1.00 3.00
8× 14 3 III 0.16 0.12 0.88 4.44 0.16 0.12 0.88 4.35 0.10 0.13 0.87 3.73
8× 14 4 III 0.23 0.29 0.71 5.10 0.18 0.19 0.81 5.05 0.13 0.24 0.76 4.34
10× 18 1 I 0.12 0.00 1.00 3.06 0.07 0.00 1.00 2.21 0.00 0.00 1.00 1.00
10× 18 2 I 0.09 0.00 1.00 3.51 0.07 0.00 1.00 3.10 0.03 0.00 1.00 2.48
10× 18 3 II 0.10 0.04 0.96 4.44 0.09 0.04 0.96 4.31 0.07 0.04 0.96 4.00
10× 18 4 III 0.14 0.11 0.89 5.56 0.13 0.09 0.91 5.42 0.10 0.05 0.95 4.80
10× 18 5 III 0.20 0.22 0.78 6.50 0.17 0.15 0.85 6.45 0.11 0.23 0.77 5.31
12× 22 1 I 0.02 0.00 1.00 1.43 0.02 0.00 1.00 1.49 0.00 0.00 1.00 1.00
12× 22 2 I 0.02 0.00 1.00 2.34 0.01 0.00 1.00 2.26 0.01 0.00 1.00 2.21
12× 22 3 II 0.02 0.00 1.00 3.46 0.03 0.02 0.98 3.53 0.03 0.02 0.98 3.57
12× 22 4 III 0.05 0.05 0.95 4.80 0.06 0.05 0.95 4.92 0.06 0.08 0.92 4.70
12× 22 5 III 0.10 0.10 0.90 6.24 0.13 0.10 0.90 6.67 0.08 0.16 0.84 5.49
12× 22 6 III 0.17 0.20 0.80 7.62 0.17 0.14 0.86 7.84 0.10 0.23 0.77 6.11
14× 26 1 I 0.01 0.00 1.00 1.28 0.01 0.00 1.00 1.32 0.00 0.00 1.00 1.00
14× 26 2 I 0.02 0.00 1.00 2.37 0.01 0.00 1.00 2.33 0.00 0.00 1.00 2.12
14× 26 3 II 0.02 0.00 1.00 3.47 0.02 0.01 0.99 3.46 0.02 0.01 0.99 3.47
14× 26 4 II 0.03 0.02 0.98 4.69 0.04 0.02 0.98 4.71 0.04 0.05 0.95 4.76
14× 26 5 III 0.07 0.08 0.92 6.18 0.05 0.03 0.97 5.85 0.06 0.12 0.88 5.69
14× 26 6 III 0.13 0.14 0.86 7.70 0.12 0.10 0.90 7.76 0.08 0.19 0.81 6.41
14× 26 7 III 0.18 0.21 0.79 9.01 0.16 0.13 0.87 9.08 0.09 0.26 0.74 6.94
16× 30 1 I 0.00 0.00 1.00 1.01 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00
16× 30 2 I 0.00 0.00 1.00 2.05 0.00 0.00 1.00 2.06 0.00 0.00 1.00 2.03
16× 30 3 I 0.00 0.00 1.00 3.07 0.01 0.01 0.99 3.24 0.00 0.00 1.00 3.17
16× 30 4 II 0.01 0.01 0.99 4.19 0.03 0.02 0.98 4.59 0.02 0.03 0.97 4.51
16× 30 5 III 0.02 0.02 0.98 5.45 0.05 0.04 0.96 6.09 0.04 0.07 0.93 5.67
16× 30 6 III 0.06 0.06 0.94 6.98 0.10 0.07 0.93 7.88 0.05 0.13 0.87 6.50
16× 30 7 III 0.11 0.12 0.88 8.59 0.13 0.10 0.90 9.30 0.07 0.18 0.82 7.26
16× 30 8 III 0.16 0.18 0.82 10.1 0.17 0.13 0.87 10.66 0.07 0.22 0.78 7.85

Πίνακας Γ.24: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων Iter-
SIS-SCAD, SIS-SCAD και Dantzig selector στο µοντέλο 2, για τους σχεδιασµούς των Kouk-
ouvinos et al. [76].

SSD Iter-SIS-SCAD SIS-SCAD DS

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

18× 34 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00
18× 34 2 I 0.00 0.00 1.00 2.00 0.00 0.00 1.00 2.00 0.00 0.00 1.00 2.04
18× 34 3 I 0.00 0.00 1.00 3.01 0.00 0.00 1.00 3.09 0.01 0.00 1.00 3.20
18× 34 4 II 0.00 0.00 1.00 4.05 0.01 0.01 0.99 4.35 0.02 0.02 0.98 4.38
18× 34 5 II 0.01 0.01 0.99 5.22 0.04 0.03 0.97 5.98 0.03 0.06 0.94 5.58
18× 34 6 III 0.02 0.02 0.98 6.40 0.06 0.04 0.96 7.34 0.04 0.10 0.90 6.51
18× 34 7 III 0.05 0.06 0.94 7.99 0.09 0.07 0.93 9.03 0.05 0.15 0.85 7.39
18× 34 8 III 0.09 0.11 0.89 9.59 0.12 0.09 0.91 10.49 0.07 0.20 0.80 8.15
18× 34 9 III 0.15 0.16 0.84 11.31 0.17 0.13 0.87 12.03 0.07 0.23 0.77 8.68
20× 38 1 I 0.00 0.00 1.00 1.02 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00
20× 38 2 I 0.00 0.00 1.00 2.05 0.00 0.00 1.00 2.08 0.00 0.00 1.00 2.00
20× 38 3 I 0.00 0.00 1.00 3.07 0.00 0.00 1.00 3.16 0.00 0.00 1.00 3.00
20× 38 4 II 0.00 0.00 1.00 4.09 0.02 0.01 0.99 4.52 0.00 0.00 1.00 4.27
20× 38 5 II 0.01 0.00 1.00 5.18 0.03 0.02 0.98 5.82 0.02 0.02 0.98 5.53
20× 38 6 III 0.01 0.01 0.99 6.31 0.05 0.04 0.96 7.48 0.06 0.06 0.94 6.64
20× 38 7 III 0.03 0.03 0.97 7.60 0.09 0.06 0.94 9.25 0.11 0.11 0.89 7.58
20× 38 8 III 0.05 0.06 0.94 9.15 0.11 0.08 0.92 10.64 0.15 0.15 0.85 8.43
20× 38 9 III 0.10 0.11 0.89 10.92 0.14 0.10 0.90 12.29 0.20 0.20 0.80 8.97
20× 38 10 III 0.15 0.18 0.82 12.52 0.18 0.12 0.88 13.73 0.24 0.24 0.76 9.61
22× 42 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00
22× 42 2 I 0.00 0.00 1.00 2.01 0.00 0.00 1.00 2.00 0.00 0.00 1.00 2.00
22× 42 3 I 0.00 0.00 1.00 3.00 0.00 0.00 1.00 3.06 0.00 0.00 1.00 3.00
22× 42 4 I 0.00 0.00 1.00 4.02 0.01 0.01 0.99 4.24 0.01 0.00 1.00 4.00
22× 42 5 II 0.00 0.00 1.00 5.03 0.01 0.01 0.99 5.47 0.02 0.02 0.98 5.00
22× 42 6 II 0.00 0.00 1.00 6.07 0.03 0.02 0.98 6.96 0.03 0.05 0.95 6.00
22× 42 7 III 0.01 0.01 0.99 7.30 0.06 0.05 0.95 8.91 0.04 0.10 0.90 7.67
22× 42 8 III 0.03 0.03 0.97 8.61 0.09 0.06 0.94 10.44 0.05 0.13 0.87 8.54
22× 42 9 III 0.06 0.08 0.92 10.35 0.12 0.09 0.91 12.20 0.05 0.18 0.82 9.18
22× 42 10 III 0.11 0.12 0.88 12.23 0.14 0.09 0.91 13.52 0.06 0.21 0.79 9.84
22× 42 11 III 0.15 0.17 0.83 13.63 0.17 0.11 0.89 15.01 0.07 0.26 0.74 10.39
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Πίνακας Γ.25: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων Iter-
SIS-SCAD, SIS-SCAD και Dantzig selector στο µοντέλο 2, για τους E(s2)−ϐέλτιστους σχε-
διασµούς των Marley και Woods [101].

SSD Iter-SIS-SCAD SIS-SCAD DS

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.01 0.00 1.00 1.23 0.01 0.00 1.00 1.13 0.00 0.00 1.00 1.02
12× 26 2 I 0.02 0.01 0.99 2.41 0.02 0.02 0.98 2.47 0.03 0.00 1.00 2.65
12× 26 3 II 0.04 0.05 0.95 3.82 0.07 0.08 0.92 4.33 0.07 0.08 0.92 4.46
12× 26 4 III 0.10 0.17 0.93 5.58 0.14 0.18 0.82 6.28 0.10 0.23 0.77 5.41
12× 26 5 III 0.17 0.30 0.70 7.01 0.20 0.26 0.74 7.82 0.11 0.33 0.67 5.74
12× 26 6 III 0.22 0.41 0.59 7.93 0.23 0.33 0.67 8.65 0.13 0.45 0.55 5.96
14× 24 1 I 0.00 0.00 1.00 1.06 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00
14× 24 2 I 0.01 0.00 1.00 2.22 0.01 0.00 1.00 2.13 0.01 0.00 1.00 2.10
14× 24 3 II 0.01 0.00 1.00 3.27 0.02 0.02 0.98 3.42 0.03 0.01 0.99 3.50
14× 24 4 II 0.03 0.03 0.97 4.53 0.05 0.04 0.96 4.83 0.05 0.08 0.92 4.73
14× 24 5 III 0.07 0.07 0.93 5.97 0.10 0.08 0.92 6.47 0.07 0.16 0.84 5.58
14× 24 6 III 0.13 0.13 0.87 7.59 0.15 0.11 0.89 8.08 0.10 0.25 0.75 6.10
14× 24 7 III 0.22 0.24 0.76 9.14 0.20 0.16 0.84 9.35 0.11 0.23 0.77 6.47
18× 22 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00
18× 22 2 I 0.00 0.00 1.00 2.00 0.00 0.00 1.00 2.00 0.00 0.00 1.00 2.00
18× 22 3 I 0.00 0.00 1.00 3.00 0.00 0.00 1.00 3.04 0.00 0.00 1.00 3.05
18× 22 4 II 0.00 0.00 1.00 4.00 0.01 0.00 1.00 4.85 0.01 0.00 1.00 4.23
18× 22 5 II 0.00 0.00 1.00 5.05 0.02 0.01 0.99 5.31 0.04 0.02 0.98 5.61
18× 22 6 III 0.03 0.01 0.99 6.33 0.07 0.03 0.97 6.99 0.08 0.07 0.93 6.92
18× 22 7 III 0.08 0.04 0.96 7.86 0.15 0.06 0.94 8.87 0.13 0.15 0.85 7.87
18× 22 8 III 0.17 0.08 0.92 9.77 0.23 0.09 0.91 10.58 0.17 0.23 0.77 8.59
18× 22 9 III 0.28 0.13 0.87 11.45 0.32 0.12 0.88 12.05 0.20 0.30 0.70 8.85

Πίνακας Γ.26: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων Iter-
SIS-SCAD, SIS-SCAD και Dantzig selector στο µοντέλο 2, για τους D−ϐέλτιστους σχεδια-
σµούς των Marley και Woods [101].

SSD Iter-SIS-SCAD SIS-SCAD DS

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.01 0.00 1.00 1.14 0.02 0.00 1.00 1.39 0.00 0.00 1.00 1.00
12× 26 2 I 0.01 0.00 1.00 2.30 0.02 0.01 0.99 2.57 0.02 0.06 0.94 2.30
12× 26 3 II 0.04 0.04 0.96 3.73 0.06 0.07 0.93 4.12 0.03 0.19 0.81 3.21
12× 26 4 III 0.08 0.14 0.86 5.29 0.12 0.15 0.85 5.99 0.05 0.34 0.66 3.72
12× 26 5 III 0.16 0.27 0.73 6.98 0.18 0.23 0.77 7.64 0.06 0.45 0.55 3.92
12× 26 6 III 0.24 0.44 0.56 8.53 0.21 0.28 0.72 8.58 0.07 0.54 0.46 4.11
14× 24 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00
14× 24 2 I 0.00 0.00 1.00 2.02 0.00 0.00 1.00 2.08 0.00 0.03 0.97 2.05
14× 24 3 II 0.01 0.01 0.99 3.11 0.02 0.02 0.98 3.42 0.01 0.11 0.89 2.97
14× 24 4 II 0.02 0.03 0.97 4.35 0.06 0.05 0.95 4.99 0.03 0.22 0.78 3.72
14× 24 5 III 0.06 0.07 0.93 5.86 0.11 0.09 0.91 6.70 0.04 0.33 0.67 4.05
14× 24 6 III 0.15 0.16 0.84 7.68 0.17 0.13 0.87 8.25 0.04 0.33 0.67 4.05
14× 24 7 III 0.22 0.22 0.78 9.18 0.22 0.17 0.83 9.49 0.05 0.47 0.53 4.65
18× 22 1 I 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 1.00
18× 22 2 I 0.00 0.00 1.00 2.00 0.00 0.00 1.00 2.03 0.00 0.01 0.99 1.98
18× 22 3 I 0.00 0.00 1.00 3.01 0.00 0.00 1.00 3.07 0.00 0.05 0.95 2.89
18× 22 4 II 0.00 0.00 1.00 4.05 0.01 0.00 1.00 4.20 0.01 0.10 0.90 3.68
18× 22 5 II 0.01 0.00 1.00 5.08 0.02 0.00 1.00 5.30 0.01 0.18 0.82 4.28
18× 22 6 III 0.02 0.01 0.99 6.22 0.04 0.01 0.99 6.58 0.01 0.24 0.76 4.79
18× 22 7 III 0.04 0.01 0.99 7.44 0.07 0.02 0.98 7.96 0.02 0.30 0.70 5.16
18× 22 8 III 0.08 0.03 0.97 8.84 0.12 0.04 0.96 9.39 0.02 0.34 0.66 5.59
18× 22 9 III 0.16 0.07 0.93 10.44 0.18 0.06 0.94 10.97 0.03 0.38 0.62 5.93
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Πίνακας Γ.27: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων LAD-
Lasso, SQR-Lasso και Stepwise-SCAD στο µοντέλο 2, για τους σχεδιασµούς των Koukouvi-
nos et al. [76].

SSD LAD-Lasso SQR-Lasso Stepwise-SCAD

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

8× 14 1 I 0.06 0.00 1.00 1.82 0.08 0.00 1.00 2.10 0.14 0.00 1.00 2.84
8× 14 2 II 0.13 0.29 0.71 3.02 0.08 0.01 0.99 2.95 0.12 0.06 0.94 3.38
8× 14 3 III 0.10 0.31 0.69 3.15 0.08 0.29 0.71 2.99 0.13 0.23 0.77 3.75
8× 14 4 III 0.12 0.47 0.53 3.33 0.05 0.54 0.46 2.32 0.19 0.45 0.55 4.12
10× 18 1 I 0.15 0.00 1.00 3.47 0.08 0.00 1.00 2.35 0.17 0.00 1.00 3.81
10× 18 2 I 0.12 0.22 0.78 3.40 0.05 0.00 1.00 2.79 0.15 0.01 0.99 4.36
10× 18 3 II 0.10 0.29 0.71 3.58 0.04 0.15 0.85 3.20 0.16 0.12 0.88 5.02
10× 18 4 III 0.09 0.50 0.50 3.21 0.04 0.39 0.61 2.95 0.21 0.30 0.70 5.74
10× 18 5 III 0.08 0.56 0.44 3.29 0.03 0.55 0.45 2.66 0.25 0.45 0.55 6.05
12× 22 1 I 0.04 0.00 1.00 1.90 0.07 0.00 1.00 2.52 0.18 0.00 1.00 4.78
12× 22 2 I 0.06 0.32 0.68 2.52 0.05 0.00 1.00 2.96 0.17 0.01 0.99 5.30
12× 22 3 II 0.04 0.36 0.64 2.67 0.03 0.11 0.89 3.20 0.16 0.06 0.94 5.88
12× 22 4 III 0.05 0.55 0.45 2.74 0.02 0.27 0.73 3.29 0.18 0.15 0.85 6.68
12× 22 5 III 0.04 0.57 0.43 2.87 0.02 0.48 0.52 2.91 0.23 0.31 0.69 7.36
12× 22 6 III 0.05 0.67 0.33 2.82 0.02 0.61 0.39 2.64 0.27 0.44 0.56 7.68
14× 26 1 I 0.06 0.00 1.00 2.52 0.07 0.00 1.00 2.66 0.19 0.00 1.00 5.83
14× 26 2 I 0.06 0.21 0.79 3.09 0.05 0.00 1.00 3.12 0.18 0.01 0.99 6.24
14× 26 3 II 0.04 0.30 0.70 3.05 0.03 0.07 0.93 3.51 0.17 0.03 0.97 6.79
14× 26 4 II 0.06 0.49 0.51 3.35 0.02 0.23 0.77 3.56 0.18 0.10 0.90 7.55
14× 26 5 III 0.05 0.52 0.48 3.46 0.02 0.42 0.58 3.32 0.21 0.21 0.79 8.26
14× 26 6 III 0.05 0.52 0.48 3.46 0.02 0.58 0.42 2.88 0.24 0.34 0.66 8.85
14× 26 7 III 0.05 0.64 0.36 3.45 0.01 0.66 0.34 2.65 0.27 0.43 0.57 9.15
16× 30 1 I 0.09 0.00 1.00 3.71 0.06 0.00 1.00 2.75 0.20 0.00 1.00 6.74
16× 30 2 I 0.08 0.11 0.89 3.90 0.04 0.00 1.00 3.22 0.19 0.00 1.00 7.31
16× 30 3 I 0.05 0.19 0.81 3.93 0.03 0.02 0.98 3.79 0.17 0.01 0.99 7.68
16× 30 4 II 0.05 0.40 0.60 3.73 0.02 0.11 0.89 4.06 0.18 0.03 0.97 8.47
16× 30 5 III 0.05 0.47 0.53 3.90 0.01 0.30 0.70 3.79 0.18 0.10 0.90 9.08
16× 30 6 III 0.05 0.58 0.42 3.63 0.01 0.46 0.54 3.47 0.22 0.21 0.79 9.94
16× 30 7 III 0.05 0.61 0.39 3.76 0.01 0.59 0.41 3.07 0.25 0.32 0.68 10.46
16× 30 8 III 0.05 0.68 0.32 3.57 0.01 0.67 0.33 2.81 0.28 0.43 0.57 10.76

Πίνακας Γ.28: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων LAD-
Lasso, SQR-Lasso και Stepwise-SCAD στο µοντέλο 2, για τους σχεδιασµούς των Koukouvi-
nos et al. [76].

SSD LAD-Lasso SQR-Lasso Stepwise-SCAD

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

18× 34 1 I 0.04 0.00 1.00 2.19 0.06 0.00 1.00 2.84 0.21 0.00 1.00 7.78
18× 34 2 I 0.03 0.20 0.80 2.61 0.04 0.00 1.00 3.31 0.20 0.00 1.00 8.48
18× 34 3 I 0.02 0.29 0.71 2.68 0.03 0.01 0.99 3.84 0.19 0.01 0.99 8.91
18× 34 4 II 0.03 0.51 0.49 2.75 0.02 0.06 0.94 4.33 0.18 0.02 0.98 9.37
18× 34 5 II 0.02 0.58 0.42 2.71 0.01 0.21 0.79 4.34 0.19 0.06 0.94 10.06
18× 34 6 III 0.03 0.67 0.33 2.72 0.01 0.39 0.61 3.96 0.20 0.13 0.87 10.87
18× 34 7 III 0.03 0.69 0.31 2.83 0.01 0.52 0.48 3.54 0.23 0.22 0.78 11.55
18× 34 8 III 0.03 0.74 0.26 2.84 0.01 0.62 0.38 3.23 0.26 0.34 0.66 12.04
18× 34 9 III 0.03 0.76 0.24 2.82 0.04 0.70 0.30 2.79 0.28 0.40 0.60 12.33
20× 38 1 I 0.04 0.00 1.00 2.54 0.05 0.00 1.00 2.96 0.21 0.00 1.00 8.90
20× 38 2 I 0.04 0.17 0.83 2.95 0.04 0.00 1.00 3.47 0.21 0.00 1.00 9.43
20× 38 3 I 0.03 0.21 0.79 3.27 0.03 0.00 1.00 4.03 0.19 0.00 1.00 9.75
20× 38 4 II 0.02 0.45 0.55 3.02 0.02 0.03 0.97 4.53 0.19 0.01 0.99 10.32
20× 38 5 II 0.02 0.53 0.47 3.03 0.04 0.13 0.87 4.71 0.18 0.02 0.98 10.83
20× 38 6 III 0.02 0.64 0.36 2.86 0.01 0.31 0.69 4.38 0.18 0.06 0.94 11.50
20× 38 7 III 0.02 0.69 0.31 2.75 0.01 0.47 0.53 3.92 0.21 0.15 0.85 12.36
20× 38 8 III 0.02 0.75 0.25 2.60 0.01 0.57 0.43 3.58 0.24 0.26 0.74 13.13
20× 38 9 III 0.02 0.78 0.22 2.47 0.00 0.65 0.35 3.26 0.27 0.37 0.63 13.60
20× 38 10 III 0.02 0.81 0.19 2.42 0.00 0.70 0.30 3.00 0.29 0.42 0.58 13.81
22× 42 1 I 0.06 0.00 1.00 3.61 0.05 0.00 1.00 3.07 0.22 0.00 1.00 9.96
22× 42 2 I 0.05 0.05 0.95 3.84 0.04 0.00 1.00 3.56 0.21 0.00 1.00 10.27
22× 42 3 I 0.03 0.34 0.66 3.85 0.03 0.00 1.00 4.13 0.21 0.00 1.00 11.08
22× 42 4 I 0.03 0.34 0.66 3.75 0.02 0.02 0.98 4.72 0.20 0.01 0.99 11.46
22× 42 5 II 0.03 0.34 0.66 3.79 0.01 0.08 0.92 5.06 0.19 0.02 0.98 11.87
22× 42 6 II 0.03 0.57 0.43 3.70 0.01 0.22 0.78 5.03 0.19 0.05 0.95 12.54
22× 42 7 III 0.03 0.60 0.40 3.79 0.01 0.38 0.62 4.63 0.21 0.13 0.87 13.54
22× 42 8 III 0.03 0.68 0.32 3.58 0.01 0.52 0.48 4.05 0.22 0.19 0.81 14.02
22× 42 9 III 0.03 0.70 0.30 3.60 0.01 0.61 0.39 3.69 0.25 0.28 0.72 14.64
22× 42 10 III 0.03 0.75 0.25 3.44 0.01 0.68 0.32 3.37 0.27 0.36 0.64 15.05
22× 42 11 III 0.03 0.77 0.23 3.47 0.00 0.73 0.27 3.07 0.29 0.42 0.58 15.24
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Πίνακας Γ.29: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων LAD-
Lasso, SQR-Lasso και Stepwise-SCAD στο µοντέλο 2, για τους E(s2)−ϐέλτιστους σχεδια-
σµούς των Marley και Woods [101].

SSD LAD-Lasso SQR-Lasso Stepwise-SCAD

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.05 0.00 1.00 2.19 0.06 0.00 1.00 2.60 0.15 0.00 1.00 4.72
12× 26 2 I 0.07 0.37 0.63 2.96 0.05 0.00 1.00 3.18 0.14 0.03 0.97 5.35
12× 26 3 II 0.05 0.42 0.58 2.93 0.04 0.24 0.76 3.19 0.15 0.13 0.87 6.13
12× 26 4 III 0.06 0.59 0.41 3.04 0.04 0.47 0.53 2.95 0.19 0.31 0.69 6.87
12× 26 5 III 0.06 0.62 0.38 3.22 0.04 0.59 0.41 2.89 0.23 0.48 0.52 7.47
12× 26 6 III 0.06 0.71 0.29 3.04 0.04 0.68 0.32 2.76 0.25 0.54 0.46 7.69
14× 24 1 I 0.07 0.00 1.00 2.65 0.07 0.00 1.00 2.57 0.20 0.00 1.00 5.50
14× 24 2 I 0.07 0.20 0.80 3.12 0.05 0.00 1.00 3.08 0.18 0.00 1.00 5.95
14× 24 3 II 0.05 0.30 0.70 3.07 0.03 0.08 0.92 3.50 0.18 0.03 0.97 6.70
14× 24 4 II 0.06 0.47 0.53 3.29 0.03 0.24 0.76 3.57 0.18 0.08 0.92 7.27
14× 24 5 III 0.05 0.53 0.47 3.31 0.03 0.44 0.56 3.27 0.21 0.19 0.81 8.06
14× 24 6 III 0.06 0.61 0.39 3.44 0.03 0.57 0.43 3.05 0.25 0.32 0.68 8.64
14× 24 7 III 0.05 0.63 0.37 3.43 0.03 0.66 0.34 2.80 0.29 0.44 0.56 8.78
18× 22 1 I 0.11 0.00 1.00 3.44 0.07 0.00 1.00 2.57 0.26 0.00 1.00 6.43
18× 22 2 I 0.09 0.01 0.99 3.74 0.05 0.00 1.00 3.01 0.25 0.00 1.00 6.93
18× 22 3 I 0.05 0.03 0.97 3.78 0.04 0.00 1.00 3.70 0.23 0.00 1.00 7.40
18× 22 4 II 0.05 0.34 0.66 3.60 0.02 0.06 0.94 4.05 0.23 0.00 1.00 8.17
18× 22 5 II 0.06 0.43 0.57 3.89 0.01 0.32 0.68 3.58 0.22 0.02 0.98 8.73
18× 22 6 III 0.06 0.57 0.43 3.60 0.01 0.52 0.48 3.04 0.22 0.06 0.94 9.10
18× 22 7 III 0.06 0.60 0.40 3.74 0.01 0.67 0.33 2.55 0.23 0.16 0.84 9.37
18× 22 8 III 0.07 0.68 0.32 3.54 0.02 0.74 0.26 2.31 0.25 0.29 0.71 9.13
18× 22 9 III 0.07 0.70 0.30 3.62 0.02 0.78 0.22 2.22 0.28 0.42 0.58 8.93

Πίνακας Γ.30: Αποτελέσµατα προσοµοιώσεων από τις συγκρίσεις µεταξύ των µεθόδων LAD-
Lasso, SQR-Lasso και Stepwise-SCAD στο µοντέλο 1, για τους D−ϐέλτιστους σχεδιασµούς
των Marley και Woods [101].

SSD LAD-Lasso SQR-Lasso Stepwise-SCAD

n× p p
′

SN Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS Type I Type II Power MS

12× 26 1 I 0.05 0.00 1.00 2.33 0.06 0.00 1.00 2.60 0.17 0.00 1.00 5.20
12× 26 2 I 0.05 0.33 0.67 2.46 0.05 0.01 0.99 3.08 0.16 0.01 0.99 5.79
12× 26 3 II 0.05 0.43 0.57 2.84 0.04 0.17 0.83 3.30 0.16 0.10 0.90 6.34
12× 26 4 III 0.05 0.57 0.43 2.76 0.03 0.41 0.59 3.04 0.17 0.26 0.74 6.77
12× 26 5 III 0.06 0.63 0.37 3.02 0.03 0.57 0.43 2.78 0.20 0.44 0.56 6.95
12× 26 6 III 0.05 0.69 0.31 2.85 0.03 0.67 0.33 2.62 0.21 0.54 0.46 6.97
14× 24 1 I 0.07 0.00 1.00 2.60 0.07 0.00 1.00 2.54 0.21 0.00 1.00 5.88
14× 24 2 I 0.05 0.20 0.80 2.79 0.05 0.00 1.00 3.02 0.20 0.00 1.00 6.38
14× 24 3 II 0.04 0.30 0.70 2.95 0.03 0.07 0.93 3.50 0.19 0.02 0.98 6.84
14× 24 4 II 0.04 0.48 0.52 2.88 0.02 0.22 0.78 3.57 0.18 0.07 0.93 7.40
14× 24 5 III 0.04 0.57 0.43 2.93 0.02 0.41 0.59 3.35 0.20 0.20 0.80 7.81
14× 24 6 III 0.04 0.64 0.36 2.89 0.02 0.55 0.45 3.07 0.22 0.32 0.68 8.10
14× 24 7 III 0.04 0.68 0.32 2.96 0.02 0.64 0.36 2.85 0.25 0.44 0.56 8.11
18× 22 1 I 0.08 0.00 1.00 2.58 0.08 0.00 1.00 2.58 0.26 0.00 1.00 6.56
18× 22 2 I 0.05 0.05 0.95 2.87 0.05 0.00 1.00 3.09 0.25 0.00 1.00 7.06
18× 22 3 I 0.02 0.09 0.91 3.19 0.03 0.00 1.00 3.65 0.23 0.00 1.00 7.36
18× 22 4 II 0.02 0.50 0.50 2.88 0.02 0.04 0.96 4.18 0.25 0.00 1.00 8.49
18× 22 5 II 0.02 0.50 0.50 2.89 0.01 0.15 0.85 4.40 0.22 0.01 0.99 8.64
18× 22 6 III 0.03 0.60 0.40 2.81 0.01 0.36 0.64 3.92 0.22 0.04 0.96 9.30
18× 22 7 III 0.03 0.68 0.32 2.63 0.01 0.53 0.47 3.34 0.22 0.10 0.90 9.59
18× 22 8 III 0.02 0.72 0.28 2.58 0.00 0.65 0.35 2.88 0.22 0.19 0.81 9.58
18× 22 9 III 0.02 0.76 0.24 2.46 0.00 0.72 0.28 2.54 0.22 0.31 0.69 9.07
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Παράρτηµα ∆

Παράρτηµα Κεφαλαίου 9

(Πληροφορίες παρέχονται επίσης στο συµπληρωµατικό υλικό το

οποίο είναι διαθέσιµο στη διεύθυνση http://www.asq.org/pub/jqt/)

Απόδειξη του Λήµµατος 1.

Οι στήλες δi, i = 1, 2, · · · , r είναι ισορροπηµένες και όλες είναι ορθογώνιες µεταξύ

τους. Η στήλη di1i2 , 1 ≤ i1 < i2 ≤ r είναι ισορροπηµένη επειδή

N∑
k=1

di1kdi2k = 0.

Είναι άµεσο από την κατασκευή του πίνακα HN ότι

N∑
k=1

di1kdi2k · · · di2`+1k = 0, (.29)

για όλα τα ` = 0, 1, . . .. ΄Ετσι, di1i2i3, 1 ≤ i1 < i2 < i3 ≤ r είναι επίσης ισορροπηµέ-

νος.

Ας εξετάσουµε τώρα την δοµή των ταυτόσηµων επιδράσεων των στηλών του πί-

νακα D. ∆ύο στήλες x,y του πίνακα D ϑα λέγεται ότι είναι εντελώς ταυτόσηµες εάν

xTy = ±N . ΄Εχει ήδη σηµειωθεί ότι οι στήλες di1 ,di2 , 1 ≤ i1 < i2 ≤ r είναι ορθο-

γώνιες µεταξύ τους. Από την εξίσωση (.29) έχουµε ότι οι ταυτόσηµες οποιωνδήποτε

δύο παραγόντων του D που συνολικά εµπλέκουν ακριβώς 2`+ 1 (` µη αρνητικός α-

κέραιος) διακριτές στήλες του HN , ϑα είναι µηδέν και έτσι ϑα είναι ορθογώνιες. Από

τα παραπάνω αποτελέσµατα καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι τα ακόλουθα Ϲεύγη

παραγόντων του D είναι ορθογώνια (di1 ,di1i2), (di1 ,di2i3), (di1 ,di1i2i3), (di1i2 ,di1i2i3),

(di1i2 ,di1i3i4), (di1i2 ,di3i4i5), (di1i2i3 ,di1i2i4). Το υπόλοιπο της απόδειξης ακολουθεί
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αµέσως αφού ικανοποιούνται οι (1) και (2).

Απόδειξη του Θεωρήµατος 1 Εδώ αρκεί να αποδειχθεί ότι πληρούνται οι προ-

ϋποθέσεις (1) και (2) του Λήµµατος 1. Επίσης, πρέπει να σηµειωθεί ότι η αλλη-

λεπίδραση di1i2i3i4 ϑα ταυτίζεται πλήρως µε την επίδραση του µέσου εάν και µόνο

εάν η αλληλεπίδραση d∗i1i2i3i4 ταυτίζεται πλήρως µε την επίδραση του µέσου. Η αλ-

ληλεπίδραση d∗i1i2i3i4 ϑα είναι πλήρως ταυτόσηµη µε την επίδραση του µέσου εάν οι

στήλες i1, i2, i3, i4 είναι µία από τις ακόλουθες δύο δυνατότητες.

i1 i2 i3 i4

+ + + +

+ + − −

+ − + −

+ − − +

− + + −

− + − +

− − + +

− − − −

i1 i2 i3 i4

− + + +

+ − + +

+ + − +

+ + + −

− − − +

− − + −

− + − −

+ − − −

Εάν είναι δυνατόν, ας υποθέσουµε ότι οι στήλες αυτές είναι πλήρως εξαρτηµένες και

ϑεωρούµε την πρώτη επιλογή. Η απόδειξη της άλλης επιλογής ϑα είναι παρόµοια.

΄Εστω u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7 και u8 είναι ο αριθµός των ϕορών που οι συνδυασµοί

των συµβόλων + + + +, + + − −, + − + −, + − − +, − + + −, − +

− +, − − + + και − − − − εµφανίζονται σε ολόκληρο το σχεδιασµό. Επειδή οι

στήλες d∗i1, d∗i2, d∗i3 και d∗i4 είναι ισορροπηµένες, έχουµε τις ακόλουθες εξισώσεις.

u1 + u2 = u7 + u8

u1 + u3 = u6 + u8

u1 + u4 = u5 + u8

u1 + u5 = u4 + u8

u1 + u6 = u3 + u8

u1 + u7 = u2 + u8
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Οι παραπάνω εξισώσεις έχουν ως αποτέλεσµα

u1 = u8, u2 = u7, u3 = u6, and u4 = u5.

Και πάλι, από τη στήλη d∗i1 είναι ορθογώνια στις στήλες d∗i2 ,d
∗
i3

και d∗i4, έχουµε

περαιτέρω

u5 + u6 = u7 + u8

u5 + u7 = u6 + u8

u6 + u7 = u5 + u8

Αυτές οι εξισώσεις παρέχουν

u5 + u6 + u7 = 3u8 or u5 + u6 + u7 + u8 = 4u8.

Αλλά, αφού η στήλη d∗i1 είναι ισορροπηµένη, έχουµε

u5 + u6 + u7 + u8 = 4m+ 2 ή u8 = m+ 1/2

Αυτό δεν είναι δυνατό και έχουµε µια αντίφαση που σηµαίνει ότι οι στήλες di1 και

di2i3i4 δεν είναι πλήρως ταυτόσηµες.

Τέλος, ας ελέγξουµε εάν η αλληλεπίδραση di1i2i3i4i5i6, 1 ≤ i1 < i2 < i3 < i4 <

i5 < i6 ≤ r είναι πλήρως ταυτόσηµη µε την επίδραση του µέσου.

∑N
k=1 di1kdi2kdi3kdi4kdi5kdi6k = 2

∑n
k=1 di1kdi2kdi3kdi4kdi5kdi6k

Η αλληλεπίδραση di1i2i3i4i5i6 ϑα είναι πλήρως ταυτόσηµη µε την επίδραση του

µέσου εάν και µόνο εάν η αλληλεπίδραση d∗i1i2i3i4i5i6 ταυτίζεται πλήρως µε την

επίδραση του µέσου. Οι µόνες πιθανές περιπτώσεις για να συµβεί αυτό είναι να
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έχουµε µία από τις ακόλουθες δύο συλλογές διακριτών πειραµατικών εκτελέσεων :

i1 i2 i3 i4 i5 i6 i1 i2 i3 i4 i5 i6 i1 i2 i3 i4 i5 i6 i1 i2 i3 i4 i5 i6

+ + + + + + + − + + − + − + + + + − − − + + + +

+ + + + − − + − + − + + − + + + − + − − − − + +

+ + + − + − + − − + + + − + + − + + − − − + − +

+ + + − − + + − − − − + − + + − − − − − + − − +

+ + − + + − + − − − + − − + − + + + − − − + + −

+ + − + − + + − − + − − − + − + − − − − + − + −

+ + − − + + + − + − − − − + − − + − − − + + − −

+ + − − − − + − + + + − − + − − − + − − − − − −

ή

i1 i2 i3 i4 i5 i6 i1 i2 i3 i4 i5 i6 i1 i2 i3 i4 i5 i6 i1 i2 i3 i4 i5 i6

+ + + + + − + + − − + − − + + + − − − − + − + +

+ + + + − + + + − − − + − + + − + − − − − + + +

+ + + − + + + − + + − − − + + − − + + − − − − −

+ + − + + + + − + − + − − + − + + − − + − − − −

+ − + + + + + − + − − + − + − + − + − − + − − −

− + + + + + + − − + + − − + − − + + − − − + − −

+ + + − − − + − − + − + − − + + + − − − − − + −

+ + − + − − + − − − + + − − + + − + − − − − − +

Εάν είναι δυνατόν, ας υποθέσουµε ότι αυτές οι στήλες είναι πλήρως ταυτόσηµες

και ϑεωρούµε την πρώτη συλλογή διακριτών πειραµατικών εκτελέσεων. Η απόδειξη

της άλλης συλλογής είναι παρόµοια. ΄Εστω ui, 1 ≤ i ≤ 32 είναι ο αριθµός των ϕορών

που οι συνδυασµοί των συµβόλων που αναφέρονται στην πρώτη επιλογή εµφανίζονται

σε ολόκληρο το σχεδιασµό. Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι στήλες d∗i1, d∗i2, d∗i3, d∗i4 ,d
∗
i5

και d∗i6 είναι ορθογώνιες µεταξύ τους. Λόγω της ορθογωνικότητας µεταξύ αυτών των

στηλών, καθεµία από τις στήλες i2 − i5 που αποτελείται από τις πρώτες 16 σειρές

πρέπει να είναι τουλάχιστον ισορροπηµένη. Αυτό σηµαίνει ότι έχουµε τις ακόλουθες
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εξισώσεις.

u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6 + u7 + u8 = 2m+ 1

u9 + u10 + u11 + u12 + u13 + u14 + u15 + u16 = 2m+ 1

u1 + u2 + u3 + u4 + u9 + u10 + u15 + u16 = 2m+ 1

u1 + u2 + u5 + u6 + u9 + u11 + u14 + u16 = 2m+ 1

u1 + u3 + u5 + u7 + u10 + u11 + u13 + u16 = 2m+ 1

u1 + u4 + u6 + u7 + u9 + u10 + u11 + u12 = 2m+ 1

Από τις παραπάνω εξισώσεις, έχουµε την απλοποίηση,

2m+ 1 + 2(u1 − u8) = 2(u12 + u13 + u14 + u15),

που είναι µια αντίφαση.
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Πίνακας ∆.1: ∆ιανύσµατα δεδοµένων y που δηµιουργήθηκαν από το πραγµατικό αποκρι-
τικό µοντέλο για το Παράδειγµα 1 και το Παράδειγµα 2, αντίστοιχα.

Y(Παράδειγµα 1) Y(Παράδειγµα 2)
1. 3.2899 27. 4.4705 1. 2.063 27. 8.055
2. 2.8646 28. 6.7239 2. 4.222 28. 5.309
3. 4.2935 29. 5.3923 3. 4.790 29. 3.814
4. 4.6329 30. 2.2038 4. 4.358 30. 5.214
5. 4.8237 31. 3.5459 5. 5.018 31. 4.545
6. 4.8633 32. 1.2366 6. 4.332 32. 5.661
7. 2.9599 33. 4.1455 7. 4.119 33. 6.685
8. 2.1846 34. 3.3259 8. 3.967 34. 4.191
9. 3.4778 35. 2.0709 9. 4.508 35. 7.227
10. 5.9263 36. 4.3410 10. 5.962 36. 4.538
11. 4.5668 37. 2.3969 11. 6.784 37. 8.307
12. 6.9583 38. 6.6161 12. 4.861 38. 6.704
13. 3.1946 39. 6.6849 13. 5.254 39. 6.474
14. 5.5459 40. 4.8801 14. 3.361 40. 5.768
15. 5.3045 15. 4.838 41. 2.573
16. 4.5311 16. 3.709 42. 4.137
17. 5.6376 17. 2.966 43. 4.050
18. 1.6251 18. 2.651 44. 4.010
19. 2.1511 19. 1.251 45. 4.763
20. 2.5945 20. 2.913 46. 4.611
21. 5.7143 21. 7.181 47. 4.664
22. 5.3713 22. 3.476 48. 3.538
23. 3.1564 23. 6.797 49. 6.054
24. 3.4684 24. 6.162 50. 4.340
25. 2.5655 25. 3.363 51. 4.130
26. 3.3507 26. 6.174
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Πίνακας ∆.2: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται τρεις παρά-
γοντες ελέγχου και τρεις παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 1. Η περίπτωση Ι (Case I), η
περίπτωση ΙΙ (Case II), και η περίπτωση ΙΙΙ(Case III) περιγράφονται στην ενότητα 4 και το
β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και
V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέ-
τρων βi αντίστοιχα, δεδοµένου ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται
στις δύο τελευταίες γραµµές κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 99.880 0.023 99.880 0.023 99.880 0.023
α1 0.912 0.023 1.912 0.023 2.912 0.023
b1 0.992 0.023 1.992 0.024 2.992 0.023
c11 1.006 0.023 2.006 0.022 3.006 0.022

Type I 0.000 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
CASE II

µ 99.880 0.022 99.880 0.022 99.880 0.022
α1 0.912 0.022 1.912 0.022 2.912 0.022
α2 0.726 0.022 1.726 0.022 2.726 0.022
b1 0.934 0.022 1.934 0.022 2.992 0.022
α12 1.141 0.022 2.141 0.022 3.141 0.022
c11 0.995 0.022 1.995 0.022 3.006 0.022
c21 1.207 0.022 2.207 0.022 2.958 0.022
d121 0.974 0.022 1.974 0.022 2.974 0.022

Type I 0.000 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000

CASE III
µ 99.880 0.023 99.880 0.023 99.880 0.023
α1 0.912 0.023 1.912 0.023 2.912 0.023
α2 0.726 0.023 1.726 0.023 2.726 0.023
b1 0.934 0.026 1.934 0.026 2.934 0.026
b2 0.856 0.026 1.856 0.026 2.856 0.026
α12 1.141 0.023 2.141 0.023 3.141 0.023
c11 0.995 0.026 1.995 0.026 2.995 0.023
c12 1.207 0.026 2.207 0.026 3.207 0.026
c21 0.889 0.026 1.889 0.026 2.889 0.026
c22 1.031 0.026 2.031 0.026 3.031 0.026
d121 1.022 0.026 2.022 0.026 3.022 0.026
d122 1.174 0.026 2.174 0.026 3.174 0.026

Type I 0.000 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
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Πίνακας ∆.3: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται τρεις παρά-
γοντες ελέγχου και τρεις παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 1. Η περίπτωση Ι (Case I), η
περίπτωση ΙΙ (Case II),και η περίπτωση ΙΙΙ (Case III) περιγράφονται στην ενότητα 4 και το
β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών µε το πρόσηµο του βi να ϑεωρείται τυχαί-
α ως ϑετικό ή αρνητικό. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν
τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέτρων βi αντίστοιχα, δεδοµένου
ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται στις δύο τελευταίες γραµµές
κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 99.880 0.023 99.880 0.023 99.880 0.023
α1 -1.088 0.023 -2.088 0.023 -3.088 0.023
b1 0.992 0.023 1.992 0.023 2.992 0.022
c11 1.006 0.023 2.006 0.023 -2.994 0.022

Type I 0.000 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
CASE II

µ 99.880 0.022 99.880 0.022 100.028 0.022
α1 -1.088 0.022 -2.088 0.022 -3.088 0.022
α2 0.726 0.022 1.726 0.022 2.726 0.022
b1 -1.008 0.022 -2.08 0.022 -3.066 0.022
α12 1.141 0.022 2.141 0.022 3.141 0.022
c11 -0.994 0.022 -1.994 0.022 -2.994 0.022
c21 -1.042 0.022 -2.042 0.022 -3.042 0.022
d121 0.974 0.022 1.974 0.022 2.974 0.022

Type I 0.027 0.000 0.001
Type II 0.000 0.000 0.000

CASE III
µ 99.880 0.016 99.880 0.023 99.880 0.023
α1 -1.088 0.016 -2.088 0.023 -3.088 0.023
α2 0.726 0.016 1.726 0.023 2.726 0.023
b1 -1.066 0.018 -2.066 0.026 -3.066 0.026
b2 0.856 0.018 1.856 0.026 2.856 0.026
α12 1.141 0.016 2.141 0.023 3.141 0.023
c11 -1.049 0.019 -2.005 0.026 -3.004 0.026
c12 1.163 0.019 2.207 0.026 3.207 0.026
c21 -0.977 0.021 -2.111 0.026 -3.111 0.026
c22 -0.834 0.021 -1.969 0.026 -2.969 0.026
d121 -0.978 0.018 -1.978 0.026 -2.978 0.026
d122 -0.826 0.018 -1.826 0.026 -2.826 0.026

Type I 0.063 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
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Πίνακας ∆.4: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται πέντε παρά-
γοντες ελέγχου και πέντε παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 1. Η περίπτωση Ι (Case I), η
περίπτωση ΙΙ (Case II),και η περίπτωση ΙΙΙ (Case III), περιγράφονται στην ενότητα 4 και το
β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και
V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέτρων
βi, αντίστοιχα, δεδοµένου ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται
στις δύο τελευταίες γραµµές κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 99.998 0.024 99.998 0.024 99.998 0.024
α1 1.113 0.024 2.114 0.024 3.114 0.024
b1 1.103 0.024 2.103 0.024 3.103 0.024
c11 1.094 0.025 2.094 0.024 3.094 0.024

Type I 0.001 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
CASE II

µ 99.998 0.024 99.998 0.026 99.998 0.026
α1 1.113 0.024 2.113 0.026 3.113 0.026
α2 0.911 0.024 1.911 0.026 2.911 0.026
b1 1.102 0.024 2.102 0.026 3.102 0.026
α12 1.004 0.024 2.004 0.026 3.004 0.026
c11 1.093 0.024 2.093 0.026 3.093 0.026
c21 0.910 0.025 1.972 0.026 2.910 0.026
d121 1.015 0.024 2.015 0.026 3.015 0.026

Type I 0.011 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000

CASE III
µ 99.998 0.013 99.998 0.026 99.983 0.026
α1 1.138 0.014 2.113 0.026 3.113 0.026
α2 0.819 0.013 1.911 0.026 2.911 0.026
b1 1.039 0.014 2.156 0.027 3.156 0.027
b2 0.858 0.014 1.920 0.027 2.920 0.027
α12 1.004 0.014 2.004 0.026 3.004 0.026
c11 1.123 0.013 2.061 0.027 3.061 0.027
c12 0.923 0.014 1.967 0.027 2.967 0.027
c21 0.941 0.014 1.979 0.027 2.979 0.027
c22 1.106 0.014 2.166 0.027 3.166 0.027
d121 1.004 0.014 2.032 0.027 3.032 0.027
d122 0.525 0.015 1.735 0.027 2.735 0.027

Type I 0.060 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
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Πίνακας ∆.5: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται πέντε παρά-
γοντες ελέγχου και πέντε παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 1. Η περίπτωση Ι (Case I), η
περίπτωση ΙΙ (Case II), και η περίπτωση ΙΙΙ (Case III), περιγράφονται στην ενότητα 4 και το
β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών µε το πρόσηµο του βi να ϑεωρείται τυχαί-
α ως ϑετικό ή αρνητικό. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν
τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέτρων βi, αντίστοιχα, δεδοµένου
ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται στις δύο τελευταίες γραµµές
κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 99.998 0.125 100.026 0.131 100.005 0.127
α1 1.114 0.023 2.114 0.023 3.114 0.023
b1 -0.897 0.023 -1.897 0.023 -2.897 0.023
c11 -0.906 0.023 -1.906 0.023 -2.906 0.023

Type I 0.071 0.000 0.000
Type II 0.083 0.000 0.000

CASE II
µ 99.998 0.110 99.998 0.130 99.998 0.138
α1 -0.815 0.020 -1.815 0.025 -2.815 0.025
α2 0.982 0.020 1.982 0.025 2.982 0.025
b1 -0.897 0.019 -1.897 0.025 -2.897 0.025
α12 1.004 0.019 2.004 0.025 3.004 0.025
c11 -0.859 0.020 -1.859 0.025 -2.859 0.025
c21 0.920 0.020 1.920 0.025 2.920 0.025
d121 -0.913 0.020 -1.913 0.025 -2.913 0.025

Type I 0.011 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000

CASE III
µ 99.997 0.014 99.998 0.026 99.998 0.026
α1 -0.670 0.016 -1.886 0.026 -2.886 0.026
α2 0.912 0.016 1.911 0.026 2.912 0.026
b1 -0.806 0.015 -1.844 0.027 -2.844 0.027
b2 0.849 0.015 1.920 0.027 2.919 0.027
α12 -1.004 0.015 -1.996 0.026 -2.995 0.027
c11 -0.918 0.014 -1.939 0.027 -2.939 0.027
c12 0.954 0.016 1.967 0.027 2.966 0.027
c21 -1.030 0.016 -2.021 0.027 -3.021 0.027
c22 1.133 0.016 2.166 0.027 3.166 0.027
d121 -1.159 0.022 -1.968 0.027 -2.968 0.027
d122 0.001 0.001 1.735 0.027 2.735 0.027

Type I 0.071 0.000 0.000
Type II 0.083 0.000 0.000
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Πίνακας ∆.6: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται τρεις παρά-
γοντες ελέγχου και τρεις παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 2. Η περίπτωση Ι (Case I), η
περίπτωση ΙΙ (Case II), και η περίπτωση ΙΙΙ (Case III) περιγράφονται στην ενότητα 4 και το
β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και
V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέ-
τρων βi αντίστοιχα, δεδοµένου ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται
στις δύο τελευταίες γραµµές κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 99.920 0.123 99.920 0.123 99.920 0.123
α1 1.173 0.023 2.173 0.024 3.173 0.024
α2
1 1.155 0.146 2.157 0.147 3.157 0.147
b1 0.923 0.026 1.992 0.026 2.992 0.026
c11 1.215 0.026 2.215 0.026 3.215 0.026

Type I 0.000 0.000 0.
Type II 0.000 0.000 0.
CASE II

µ 99.900 0.112 99.900 0.169 99.900 0.169
α1 1.173 0.017 2.173 0.026 3.173 0.026
α2 0.835 0.017 1.835 0.026 2.835 0.026
α2
1 1.129 0.115 2.129 0.220 3.130 0.220
α2
2 1.052 0.115 2.052 0.220 3.052 0.220
b1 0.923 0.018 1.923 0.028 2.923 0.028
α12 0.756 0.020 1.874 0.028 3.874 0.028
c11 1.216 0.018 2.216 0.028 3.216 0.028
c21 0.974 0.018 1.974 0.028 2.974 0.028
d121 1.303 0.021 2.184 0.028 2.184 0.028

Type I 0.095 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000

CASE III
µ 99.900 0.141 99.900 0.180 99.930 0.180
α1 1.173 0.021 2.173 0.027 3.173 0.027
α2 0.835 0.021 1.835 0.027 2.835 0.027
α2
1 1.129 0.183 2.129 0.234 3.129 0.234
α2
2 1.052 0.183 2.052 0.234 3.052 0.234
b1 0.891 0.027 1.941 0.033 2.941 0.033
b2 0.903 0.027 1.953 0.033 2.953 0.033
α12 0.875 0.023 1.875 0.030 2.875 0.030
c11 1.119 0.026 2.119 0.033 3.119 0.033
c12 1.044 0.026 2.044 0.033 3.044 0.033
c21 0.959 0.026 1.959 0.033 2.959 0.033
c22 1.289 0.026 2.289 0.033 3.289 0.033
d121 1.349 0.030 1.200 0.033 3.200 0.033
d122 1.096 0.030 1.947 0.033 2.947 0.033

Type I 0.000 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
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Πίνακας ∆.7: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται τρεις παρά-
γοντες ελέγχου και τρεις παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 2. Η περίπτωση Ι (Case I), η
περίπτωση ΙΙ (Case II), και η περίπτωση ΙΙΙ (Case III) περιγράφονται στην ενότητα 4 και το
β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών µε το πρόσηµο του βi να ϑεωρείται τυχαί-
α ως ϑετικό ή αρνητικό. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν
τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέτρων βi αντίστοιχα, δεδοµένου
ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται στις δύο τελευταίες γραµµές
κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 99.921 0.123 99.921 0.131 99.921 0.123
α1 -0.827 0.024 -1.827 0.023 -2.827 0.024
α2
1 1.157 0.147 2.157 0.147 3.157 0.147
b1 -1.077 0.026 -2.077 0.026 -3.077 0.026
c11 1.216 0.026 2.216 0.026 3.216 0.026

Type I 0.000 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
CASE II

µ 99.900 0.112 99.900 0.169 99.900 0.169
α1 -0.827 0.017 -1.827 0.026 -2.827 0.026
α2 0.835 0.017 1.835 0.026 2.835 0.026
α2
1 -0.871 0.145 -1.871 0.220 -2.871 0.220
α2
2 -0.948 0.145 -1.948 0.220 -2.948 0.220
b1 0.923 0.018 1.923 0.028 2.923 0.028
α12 0.756 0.021 1.874 0.028 2.875 0.028
c11 -0.784 0.018 -1.784 0.028 -2.784 0.028
c21 -1.026 0.018 -2.026 0.028 -3.026 0.028
d121 1.302 0.021 2.184 0.028 3.184 0.028

Type I 0.095 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000

CASE III
µ 99.990 0.141 99.990 0.180 99.990 0.180
α1 1.173 0.021 2.173 0.027 3.173 0.027
α2 0.835 0.021 1.835 0.027 2.835 0.027
α2
1 -0.871 0.183 -1.871 0.234 -2.871 0.234
α2
2 -0.948 0.183 -1.948 0.234 -2.948 0.234
b1 0.891 0.027 1.941 0.033 2.941 0.033
b2 0.903 0.027 1.953 0.033 2.953 0.033
α12 -1.125 0.023 -2.125 0.030 -3.125 0.030
c11 -0.881 0.026 -1.881 0.033 -2.881 0.033
c12 -0.956 0.026 -1.956 0.033 -2.956 0.033
c21 0.959 0.026 1.959 0.033 2.959 0.033
c22 1.289 0.026 2.289 0.033 3.289 0.033
d121 1.349 0.030 2.200 0.033 3.200 0.033
d122 1.096 0.030 1.947 0.033 2.946 0.033

Type I 0.059 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
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Πίνακας ∆.8: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται πέντε παρά-
γοντες ελέγχου και πέντε παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 2. Η περίπτωση Ι (Case I), η
περίπτωση ΙΙ (Case II), και η περίπτωση ΙΙΙ (Case III) περιγράφονται στην ενότητα 4 και το
β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και
V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέ-
τρων βi αντίστοιχα, δεδοµένου ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται
στις δύο τελευταίες γραµµές κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 100.000 0.071 100.056 0.059 100.059 0.059
α1 0.920 0.015 1.724 0.018 2.723 0.018
α2
1 0.002 0.312 1.128 0.169 2.117 0.169
b1 0.847 0.017 1.974 0.013 2.970 0.013
c11 0.878 0.016 1.942 0.011 2.938 0.011

Type I 0.031 0.008 0.008
Type II 0.200 0.000 0.000
CASE II

µ 100.115 0.089 100.337 0.111 100.068 0.112
α1 0.920 0.019 1.920 0.024 2.920 0.021
α2 1.109 0.019 2.109 0.024 3.109 0.021
α2
1 0.001 0.001 0.001 0.001 2.212 0.259
α2
2 1.985 0.108 3.715 0.134 3.830 0.259
b1 0.834 0.020 1.899 0.025 2.899 0.022
α12 1.012 0.020 2.012 0.025 3.012 0.022
c11 0.878 0.020 1.878 0.025 2.878 0.022
c21 1.076 0.020 2.076 0.025 3.076 0.022
d121 0.935 0.020 1.935 0.025 2.935 0.022

Type I 0.011 0.000 0.000
Type II 0.100 0.099 0.000

CASE III
µ 100.115 0.080 100.337 0.118 99.983 0.119
α1 0.975 0.018 1.920 0.025 2.920 0.023
α2 1.165 0.018 2.109 0.025 3.109 0.023
α2
1 0.002 0.000 0.001 0.001 2.212 0.275
α2
2 1.985 0.097 3.715 0.143 3.829 0.275
b1 0.790 0.020 1.890 0.028 2.890 0.025
b2 0.834 0.020 1.958 0.028 2.958 0.025
α12 1.012 0.018 2.011 0.027 3.012 0.024
c11 0.896 0.019 1.896 0.028 2.896 0.024
c12 1.162 0.019 2.163 0.028 3.163 0.025
c21 1.044 0.019 2.044 0.028 3.043 0.025
c22 0.910 0.019 1.909 0.028 2.909 0.025
d121 1.017 0.020 1.943 0.028 2.944 0.025
d122 0.994 0.025 2.042 0.028 3.042 0.025

Type I 0.034 0.000 0.000
Type II 0.071 0.077 0.000
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Πίνακας ∆.9: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται πέντε παρά-
γοντες ελέγχου και πέντε παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 2. Η περίπτωση Ι (Case I), η
περίπτωση ΙΙ (Case II), και η περίπτωση ΙΙΙ (Case III) περιγράφονται στην ενότητα 4 και το
β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών µε το πρόσηµο του βi να ϑεωρείται τυχαί-
α ως ϑετικό ή αρνητικό. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν
τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέτρων βi αντίστοιχα, δεδοµένου
ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται στις δύο τελευταίες γραµµές
κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 100.065 0.125 100.056 0.056 100.060 0.056
α1 -0.775 0.022 -1.859 0.012 -2.859 0.012
α2
1 0.001 0.122 1.127 0.160 2.115 0.160
b1 -0.881 0.022 -2.006 0.024 -3.004 0.024
c11 0.944 0.022 1.941 0.011 2.938 0.011

Type I 0.094 0.083 0.083
Type II 0.200 0.000 0.000
CASE II

µ 99.950 0.087 99.950 0.087 99.950 0.100
α1 0.982 0.016 1.977 0.016 2.920 0.019
α2 -0.820 0.016 -1.816 0.016 -2.891 0.019
α2
1 -2.138 0.232 -3.085 0.233 -3.788 0.231
α2
2 1.404 0.232 2.375 0.233 3.349 0.231
b1 0.825 0.232 1.821 0.017 2.899 0.020
α12 0.935 0.017 1.931 0.017 3.012 0.020
c11 -1.046 0.017 -2.041 0.017 -3.122 0.020
c21 0.999 0.017 1.995 0.017 3.077 0.020
d121 -1.061 0.017 -2.056 0.017 -2.995 0.021

Type I 0.032 0.044 0.011
Type II 0.000 0.000 0.000

CASE III
µ 99.997 0.104 100.337 0.118 100.068 0.120
α1 -1.080 0.022 -2.080 0.025 -3.080 0.023
α2 1.109 0.022 2.109 0.025 3.109 0.023
α2
1 0.500 0.001 0.500 0.001 2.212 0.275
α2
2 1.985 0.126 3.715 0.143 3.830 0.275
b1 -1.110 0.024 -2.110 0.028 -2.110 0.025
b2 -1.042 0.024 -2.042 0.027 -3.042 0.025
α12 -0.988 0.023 -1.988 0.028 -2.988 0.024
c11 0.896 0.024 1.896 0.028 2.896 0.025
c12 1.163 0.024 2.163 0.028 3.163 0.025
c21 1.044 0.024 2.044 0.028 3.044 0.025
c22 -1.091 0.024 -2.091 0.028 -3.091 0.025
d121 0.944 0.024 1.944 0.028 2.944 0.025
d122 1.042 0.024 2.042 0.028 3.042 0.025

Type I 0.000 0.000 0.000
Type II 0.071 0.071 0.000
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Πίνακας ∆.10: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται πέντε πα-
ϱάγοντες ελέγχου και πέντε παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 3. Η περίπτωση Ι (Case I),
η περίπτωση ΙΙ (Case II), και η περίπτωση ΙΙΙ (Case III) περιγράφονται στην ενότητα 4 και το
β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και
V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέ-
τρων βi αντίστοιχα, δεδοµένου ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται
στις δύο τελευταίες γραµµές κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 99.998 0.024 100.026 0.024 99.998 0.024
α1 1.113 0.024 2.114 0.024 3.114 0.024
b1 1.103 0.024 2.103 0.024 3.103 0.024
c11 1.093 0.024 2.094 0.024 3.094 0.024

Type I 0.000 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
CASE II

µ 99.998 0.023 99.998 0.025 99.998 0.025
α1 1.114 0.023 2.114 0.025 3.114 0.025
α2 0.911 0.023 1.911 0.025 2.911 0.025
b1 1.103 0.023 2.103 0.025 3.103 0.025
α12 1.004 0.023 2.004 0.025 3.004 0.025
c11 1.094 0.023 2.094 0.025 3.094 0.025
c21 0.910 0.024 1.972 0.025 2.972 0.025

Type I 0.026 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000

CASE III
µ 99.998 0.027 99.998 0.027 99.983 0.027
α1 1.113 0.027 2.114 0.027 3.114 0.027
α2 0.911 0.027 1.910 0.027 2.910 0.027
b1 1.103 0.027 2.103 0.027 3.103 0.027
b2 0.926 0.027 1.926 0.027 2.926 0.027
α12 1.004 0.027 2.004 0.027 3.004 0.027
c11 1.061 0.028 2.061 0.028 3.061 0.028
c12 0.967 0.028 1.967 0.028 2.967 0.028
c21 0.979 0.028 1.979 0.028 2.979 0.028
c22 1.166 0.028 2.165 0.028 3.166 0.028

Type I 0.000 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
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Πίνακας ∆.11: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται πέντε πα-
ϱάγοντες ελέγχου και πέντε παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 3. Η περίπτωση Ι (Case I),
η περίπτωση ΙΙ (Case II), και η περίπτωση ΙΙΙ (Case III) περιγράφονται στην ενότητα 4 και το
β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών µε το πρόσηµο του βi να ϑεωρείται τυχαί-
α ως ϑετικό ή αρνητικό. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν
τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέτρων βi αντίστοιχα, δεδοµένου
ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται στις δύο τελευταίες γραµµές
κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 99.998 0.024 99.998 0.024 99.998 0.024
α1 -0.886 0.024 -1.886 0.024 -2.886 0.024
b1 1.103 0.024 2.103 0.024 3.103 0.024
c11 -0.906 0.024 -1.906 0.024 -2.906 0.024

Type I 0.000 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
CASE II

µ 99.998 0.025 99.998 0.139 100.028 0.025
α1 -0.886 0.025 -1.886 0.025 -2.886 0.025
α2 0.911 0.025 1.911 0.025 2.911 0.025
b1 1.102 0.025 2.102 0.025 3.102 0.025
α12 -0.996 0.025 -1.996 0.025 -2.996 0.025
c11 1.094 0.025 2.094 0.025 3.094 0.025
c21 -1.028 0.025 -2.028 0.025 -3.028 0.025

Type I 0.001 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000

CASE III
µ 99.997 0.027 99.997 0.027 99.997 0.027
α1 -0.886 0.027 -1.886 0.027 -2.886 0.027
α2 0.911 0.027 1.911 0.027 2.911 0.027
b1 -0.897 0.027 -1.897 0.027 -2.897 0.027
b2 -1.074 0.027 -2.074 0.027 -3.074 0.027
α12 1.004 0.027 2.004 0.027 3.004 0.027
c11 1.061 0.028 2.061 0.028 3.061 0.028
c12 -1.033 0.028 -2.033 0.028 -3.033 0.028
c21 -1.021 0.028 -2.021 0.028 -3.021 0.028
c22 -0.834 0.028 -1.834 0.028 -2.834 0.028

Type I 0.000 0.000 0.000
Type II 0.000 0.000 0.000
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Πίνακας ∆.12: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται πέντε πα-
ϱάγοντες ελέγχου και πέντε παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 4. Η περίπτωση Ι (Case I),
η περίπτωση ΙΙ (Case II), και η περίπτωση ΙΙΙ (Case III) περιγράφονται στην ενότητα 4 και το
β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και
V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέ-
τρων βi αντίστοιχα, δεδοµένου ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται
στις δύο τελευταίες γραµµές κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 100.001 0.059 100.223 0.068 100.252 0.097
α1 0.920 0.013 1.920 0.014 2.919 0.021
α2
1 0.001 0.001 0.001 0.001 2.818 0.117
b1 0.899 0.013 1.899 0.015 2.899 0.022
c11 0.948 0.014 1.948 0.016 2.878 0.022

Type I 0.087 0.087 0.000
Type II 0.200 0.200 0.000
CASE II

µ 100.115 0.068 100.337 0.108 100.068 0.078
α1 0.920 0.015 1.920 0.023 2.920 0.015
α2 1.109 0.015 2.109 0.023 3.109 0.015
α2
1 0.001 0.001 0.001 0.001 2.212 0.180
α2
2 1.985 0.083 3.715 0.132 3.830 0.180
b1 0.899 0.015 1.899 0.024 2.899 0.016
α12 0.939 0.016 2.012 0.024 2.939 0.016
c11 0.951 0.016 1.878 0.024 2.951 0.016
c21 1.003 0.016 2.076 0.024 3.003 0.016

Type I 0.007 0.000 0.071
Type II 0.111 0.111 0.000

CASE III
µ 100.115 0.087 100.337 0.113 100.068 0.093
α1 0.920 0.019 1.920 0.024 2.920 0.018
α2 1.109 0.019 2.109 0.024 3.109 0.018
α2
1 0.001 0.001 0.001 0.001 2.212 0.215
α2
2 1.985 0.106 3.715 0.137 3.830 0.215
b1 0.899 0.020 1.899 0.025 2.899 0.019
b2 0.947 0.020 1.947 0.025 2.947 0.019
α12 1.012 0.020 2.012 0.025 3.012 0.019
c11 0.896 0.021 1.896 0.026 2.896 0.019
c12 1.163 0.021 2.163 0.026 3.163 0.019
c21 1.044 0.021 2.044 0.026 3.044 0.019
c22 0.909 0.021 1.909 0.026 2.909 0.019

Type I 0.026 0.000 0.051
Type II 0.083 0.083 0.000
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Πίνακας ∆.13: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται πέντε πα-
ϱάγοντες ελέγχου και πέντε παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 4. Η περίπτωση Ι (Case I),
η περίπτωση ΙΙ (Case II), και η περίπτωση ΙΙΙ (Case III) περιγράφονται στην ενότητα 4 και το
β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών µε το πρόσηµο του βi να ϑεωρείται τυχαί-
α ως ϑετικό ή αρνητικό. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν
τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέτρων βi αντίστοιχα, δεδοµένου
ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται στις δύο τελευταίες γραµµές
κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 100.001 0.059 100.222 0.068 100.252 0.097
α1 -1.080 0.013 -2.080 0.015 -3.080 0.021
α2
1 0.001 0.001 0.001 0.001 2.818 0.117
b1 -1.101 0.013 -2.101 0.015 -3.101 0.022
c11 0.948 0.014 -1.948 0.016 -2.878 0.022

Type I 0.087 0.087 0.000
Type II 0.200 0.200 0.000
CASE II

µ 100.030 0.068 99.807 0.108 100.068 0.078
α1 -1.080 0.015 -2.080 0.023 -3.080 0.015
α2 1.109 0.015 2.109 0.023 3.109 0.015
α2
1 -1.912 0.082 -3.642 0.130 -3.788 0.180
α2
2 0.001 0.001 0.001 0.001 -2.170 0.180
b1 0.899 0.015 1.899 0.024 2.899 0.016
α12 -1.061 0.016 -1.988 0.024 -3.061 0.016
c11 -1.049 0.016 -2.122 0.024 -3.049 0.016
c21 1.003 0.016 2.076 0.024 3.003 0.016

Type I 0.071 0.000 0.071
Type II 0.111 0.111 0.000

CASE III
µ 100.115 0.081 100.337 0.113 99.997 0.101
α1 -1.080 0.017 -2.080 0.024 -3.080 0.019
α2 -0.891 0.017 -1.891 0.024 -2.891 0.019
α2
1 0.001 0.001 0.001 0.001 2.212 0.232
α2
2 1.985 0.098 3.715 0.137 3.830 0.232
b1 -1.101 0.018 -2.101 0.025 -3.101 0.020
b2 -1.053 0.018 -2.053 0.025 -3.053 0.020
α12 1.012 0.018 2.012 0.025 3.012 0.020
c11 0.896 0.019 1.896 0.026 2.896 0.021
c12 -0.837 0.019 -1.837 0.026 -2.837 0.021
c21 1.043 0.019 2.044 0.026 3.044 0.021
c22 -1.091 0.019 -2.091 0.026 -3.091 0.021

Type I 0.051 0.000 0.026
Type II 0.083 0.083 0.000
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Πίνακας ∆.14: Αποτελέσµατα 1000 αριθµητικών πειραµάτων όπου ϑεωρούνται πέντε παρά-
γοντες ελέγχου και πέντε παράγοντες ϑορύβου για το Μοντέλο 4 χρησιµοποιώντας ένα CCD.Η
περίπτωση Ι (Case I),η περίπτωση ΙΙ (Case II), και η περίπτωση ΙΙΙ (Case III) περιγράφονται
στην ενότητα 4 και το β = 1, 2, 3 υποδεικνύει το µέγεθος των συντελεστών µε το πρόσηµο
του βi να ϑεωρείται τυχαία ως ϑετικό ή αρνητικό. Οι αριθµοί στις στήλες E(βi|βi 6= 0) και
V (βi|βi 6= 0) υποδεικνύουν τον µέσο όρο και τη διακύµανση των εκτιµήσεων των παραµέ-
τρων βi αντίστοιχα, δεδοµένου ότι βi 6= 0. Τα σφάλµατα Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ παρουσιάζονται
στις δύο τελευταίες γραµµές κάθε περίπτωσης.

β = 1 β = 2 β = 3
E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0) E(βi|βi 6= 0) V (βi|βi 6= 0)

CASE I
µ 100.958 0.007 100.488 0.127 100.488 0.107
α1 -1.003 0.007 -2.003 0.008 -3.003 0.007
α2
1 0.001 0.001 1.500 0.340 2.503 0.114
b1 -0.858 0.008 -1.858 0.008 -2.858 0.008
c11 0.971 0.008 1.971 0.008 2.971 0.008

Type I 0.00 0.000 0.000
Type II 0.20 0.000 0.000

CASE II
µ 100.266 0.110 100.511 0.120 100.068 0.120
α1 -1.003 0.008 -2.003 0.008 -3.003 0.008
α2 0.868 0.008 1.868 0.008 2.868 0.008
α2
1 -2.260 0.117 -2.419 0.273 -3.419 0.273
α2
2 0.001 0.001 -2.103 0.273 -3.103 0.273
b1 1.142 0.008 2.142 0.008 3.142 0.008
α12 -0.952 0.008 -1.952 0.008 -2.952 0.008
c11 -1.029 0.008 -2.029 0.008 -3.030 0.008
c21 0.908 0.008 1.908 0.008 2.908 0.008

Type I 0.000 0.000 0.000
Type II 0.111 0.000 0.000

CASE III
µ 100.502 0.120 100.86 0.115 100.511 0.122
α1 -1.003 0.007 -2.003 0.008 -3.003 0.008
α2 -1.132 0.007 -2.132 0.008 -3.132 0.008
α2
1 0.001 0.001 0.001 0.001 2.581 0.277
α2
2 0.001 0.001 3.103 0.123 2.897 0.277
b1 -0.858 0.272 -1.858 0.008 -2.857 0.008
b2 -1.074 0.272 -2.074 0.008 -3.074 0.008
α12 1.048 0.007 2.048 0.008 3.048 0.008
c11 0.971 0.007 1.971 0.008 2.971 0.008
c12 -0.960 0.007 -1.960 0.008 -2.960 0.008
c21 0.908 0.007 1.908 0.008 2.908 0.008
c22 -0.996 0.007 -1.996 0.008 -2.996 0.008

Type I 0.025 0.000 0.000
Type II 0.167 0.083 0.000

Πίνακας ∆.15: ΄Ολοι (δύο) κατάλληλοι πίνακες Hadamard τάξεως 24.
+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + ++
+ + + + + + + + + + + +−−−−−−−−−−−−
+ + +− + +− +−−−− +−−− +−− +− + ++
+ + +− + +− +−−−−− + + +− + +− +−−−
+ + +−−− +−− +− + +−−− + + +− + +−−
+ + +−−− +−− +− +− + + +−−− +−− ++
+ +− + +− +−−− +− +−− +− + + +−−−+
+ +− + +− +−−− +−− + +− +−−− + + +−
+ +− +−−− + + +−− +− +−−− + + +− +−
+ +− +−−− + + +−−− +− + + +−−− +−+
+ +−−− +−− +− + + +− + +− +−−− + +−
+ +−−− +−− +− + +− +−− +− + + +−−+
+− + + +−−− +−− + +− + + +−−− +−−+
+− + + +−−− +−− +− +−−− + + +− + +−
+− + +− +−−− + +− + +−−− +−− +− ++
+− + +− +−−− + +−−− + + +− + +− +−−
+− +−−− + + +− +− + +− +−−− + + +−−
+− +−−− + + +− +−−− +− + + +−−− ++
+−− +− + + +−−− + + +− + +− +−−− +−
+−− +− + + +−−− +−− +−− +− + + +−+
+−−− + + +− + +−− + + +−−− +−− +−+
+−−− + + +− + +−−−−− + + +− + +− +−
+−−− +−− +− + + + + + +− + +− +−−−−
+−−− +−− +− + + +−−− +−− +− + + ++

+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + ++
+−−−−− +− +−− + +−− + +− +− + + ++
+ +−−−−− +− +−− + +−− + +− +− + ++
+ + +−−−−− +− +−− + +−− + +− +− ++
+ + + +−−−−− +− +−− + +−− + +− +−+
+ + + + +−−−−− +− +−− + +−− + +− +−
+− + + + +−−−−− +− +−− + +−− + +−+
+ +− + + + +−−−−− +− +−− + +−− + +−
+− +− + + + +−−−−− +− +−− + +−− ++
+ +− +− + + + +−−−−− +− +−− + +−−+
+ + +− +− + + + +−−−−− +− +−− + +−−
+− + +− +− + + + +−−−−− +− +−− + +−
+−− + +− +− + + + +−−−−− +− +−− ++
+ +−− + +− +− + + + +−−−−− +− +−−+
+ + +−− + +− +− + + + +−−−−− +− +−−
+− + +−− + +− +− + + + +−−−−− +− +−
+−− + +−− + +− +− + + + +−−−−− +−+
+ +−− + +−− + +− +− + + + +−−−−− +−
+− +−− + +−− + +− +− + + + +−−−−−+
+ +− +−− + +−− + +− +− + + + +−−−−−
+− +− +−− + +−− + +− +− + + + +−−−−
+−− +− +−− + +−− + +− +− + + + +−−−
+−−− +− +−− + +−− + +− +− + + + +−−
+−−−− +− +−− + +−− + +− +− + + + +−
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Πίνακας ∆.16: Τέσσερις κατάλληλοι πίνακες Hadamard τάξεως 40.
−− +− +−−−−− +− +−−− +−−− + +−−− + +−−− + + +−− +− +−−
+−− +−−−−−−− +−− + +−−−− +−−− + +−−− + + +−− +− +−−+
− +−− +−−−−− +−− +−−−−− +−−− + +−−− + + +−− + + +−− +−
+− +−−−−−−−−− +− +−−− +−−− + +−−− + +−−− + + +−− +−+
− +− +−−−−−−− +− +−−− +−−− + +−−− + +−−− + + +−− +− +−
+ + + + +−− +− +− +−−−− +− + + + +−−−−− + + + +− +−−−−− ++
+ + + + + +−− +− +−−−− +− + +− +−−− +− + + +−− +−− +−− + +−
+ + + + +− +−− +−−−− +− + +− +−−− + + + + +−− +−− +−− + +−−
+ + + + + +− +−−−−− +− + +− +−−− + +− + +−− +−− +− + + +−−−
+ + + + +− +− +−−− +−− +− +− +− + +−− +−− + +− +− +− +−−−+
− +− + + +− + + +−− +− +−−−−− +−−− +− +− +−−− + +− + +−−+
+− + +−− + + + + +−− +−−−−−−−−− + + +− +−−− + +−− +−− ++
− + +− + + + + +−− +−− +−−−−−−− + +−− +−− + + +−−−−− + ++
+ +− +− + + +− + +− +−−−−−−−− + +−− +−− +− +−−− +− + + +−
+− +− + + +− + +− +− +−−−−−− + +−−−−− +− +−−− + + + + +−−
+− + + + +− +−− + + + + +−− +− +− +− +−− + + +− + +−− + + +−−+
− + + + +− +−− + + + + + + +−− +− +− +−− + + +−− +−− + + +−− ++
+ + + +− +−− +− + + + + +− +−− +− +−− + + +−− +−− + + +−− + ++
+ + +− +−− +− + + + + + + +− +−− +−− +− +−− + +− + + +−− + + +−
+ +− + +− +− +− + + + + +− +− +−−− +− +−− + + + + + +−− + + +−−
−− + + +−− + + +− + + +− +− +− +−− +− +−−−−− +− +− +−− +−−
− + + +−− + + +− + + +−−− +− + + +−− +−−−−−−− +− + +− +−−−
+ + +−− + + +−− + +−− + +− + +−− +−− +−−−−− +− + +− +−−−−
+ +−− + + +−− + +−− + +− + +− + +− +−−−−−−−− + +− +−−−−+
+−− + + +−− + +−− + + + + +− +−− +− +−−−−−− + +− +−−−− +−
−− + + + + +−−− +− +− + +−−− + + + + + +−− +− +−− +−−− +− +−
− + + +− +−−− +− +− + +−−− + + + + + + + +−− +−− +−−− +− +−−
+ + +−−−−− + + +− + +−−− + +− + + + + +− +−− + +−−−−− +−−+
+ +−− +−− + +−− + +− +− + +−− + + + + + +− +−−−−−− + +−− +−
+−− + +− + +−− + +− +− + +−−− + + + + +− +− +−−−− +−−− +−+
−−− + +− +− + + + +−− +−− + +−− +− +− + +− + +−− +− +−−−−−
−− + +− +− + +− +−− + +− + +−− +− +−− +− + + + +−− +−−−−−−
− + +−−− + +− +−− + + + + +−−−− +−− +− + + + +− +−− +−−−−−
+ +−−− + +− +−− + + +− +−−− + +−− +− + + + +− +− +−−−−−−−
+−−− + +− +− + + + +−−−−− + +−− +− + + + +− +− +− +−−−−−−
− +− + + + + +−−−− + +−−− + +− + +− + + +− +− + + + + + +−− +−+
+− + +− + +−− +− + +−−− + +−− +− + + +− +− + + + + + + + +−− +−
− + +− + +−− + + + +−−− + +−−−− + + + + +− + +− + + + + +− +−−+
+ +− +−−− + + + +−−− + +−−− + + + + +−− + +− + + + + + + +− +−−
+− +− +− + + +−−−− + +−−− + + + + +− + + +− +− + + + + +− +− +−

Πίνακας ∆.16: (συνέχεια)
−− +− +−−−−− + + +−− + +−−− +− +− +− +−−− + +−− + +− +−−
+−− +−−−−−− + +−− + +−−− +− +− + + +−−−− +−− + +− +−−+
− +−− +−−−−− +−− + +−−− + + +− + +−−−−− +−− + + + +−− +−
+− +−−−−−−−−− + + +−− + +−− + +− +−−− +−− + + +−−− +−+
− +− +−−−−−−− + + +−− + +−− + +− +−−− +−− + + +−−− +− +−
+ + + + +−− +− + + +−−−−−− + +− +−−−− +− +− +− +−−−− + +−
+ + + + + +−− +− +−−− +−− + +− +−−−− +− +−−− +−− +− + +−−
+ + + + +− +−− +−−− + +− + +−−−−−− +− +−− + +−− +− + +−−−
+ + + + + +− +−−−− + +− + +−−−−−− +− +−− +−−− +− + +−−−+
+ + + + +− +− +−− + +−− +−−− +−− +−−−− +− +− +− +−−−− ++
−−− + +−− + + +−− +− +−−−−− + +−−−− +− +−− +− + + + +− ++
−− + +−− + + +− +−− +−−−−−− +−−− + +− +−− +− + +− +− + ++
− + +−− + + +−−− +−− +−−−−−−−− + +− +−− +− + +− +− + + ++
+ +−−− + +−− + +− +−−−−−−−−− + +− +−− +− + +− +− + + + +−
+−−− + +−− + +− +− +−−−−−−− + +−−−− +− + +− +− + + + +−+
−− + + + + + +−− + + + + +−− +− +− +− +−−− + + + + +− + + +− +−−
− + + +− + +−− + + + + + + +−− +− +− +−−− + + +− +− + + +− +−−+
+ + +−− +−− + + + + + + +− +−− +− +−− + + + +−−− + + + + +−− +−
+ +−− +−− + + + + + + + + +− +−− +−− +− + +−− + + + + +−−− +−+
+−− + +− + + +− + + + + +− +− +−−− +− + +−− + + + + +− +− +− +−
− +− +− +− + + +−− + + + +− +− +−− +− +−−−−− +−−− +−− + +−
+− +−−− + + + +− + + +−− +− + + +−− +−−−−−−−−− + +− + +−−
− +−− + + + + +− + + +−− +− + +−− +−− +−−−−−−− + +− + +−−−
+−− +− + + +− + + +−− +− + +− + +− +−−−−−−−− + +−− +−−−+
−− +− + + +− + + +−− + + + +− +−− +− +−−−−−− + +−−−−−− ++
+− + + + +− +− + +− +− + + +−−− + + + + +−− +− +−− + +−− + + +−
− + + + +− +− + +− +− + + +−−− + + + + + + +−− +−− + +−− + + +−−
+ + + +− +− + +− +− + +−−−− + + + + + + +− +−− + + +−−− + +−−+
+ + +− +− + +− +− + +− +−− + +− + + + + + +− +−− +−−− + +−− ++
+ +− + + + +− +− + +− +−− + +−− + + + + +− +− +−−−− + +−− + ++
−− + +−− +− + + +− +−−−− +−−− + + +− + +−− +−− +− +−−−−−
− + +−− +− + +−− +−− +− +−−− + + +−− +−− + + +−− +−−−−−−
+ +−−−− + +− + +−− +− +−−−− + +−− +−− + + +− +−− +−−−−−
+−−− + + +− +−−− +− +−−−− + +−− + +− + + +− +− +−−−−−−−
−−− + + +− +− +− +− +−−−− +−−− + + + + + +−−− +− +−−−−−−
− +− + + + +−− +−− +−−− +− + + + +−− + +−−− + + + + + +−− +−+
+− + +− +−− + +− +−−− +− + +− +−− + +−−− + + + + + + + +−− +−
− + +− +−− + + + +−−−−− + +− +−− + + +−− + +− + + + + +− +−−+
+ +− +−− + + +−−−−− + + +− +−− + + +−− + +−− + + + + + +− +−−
+− +− + + + +−−−−− +− +− +− + + + +−− + +−−− + + + + +− +− +−
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Πίνακας ∆.16: (συνέχεια)
−− +− +−−−−− +− +− + + +−−−−−− + +− +−−−−− + +− +− +−−
+−− +−−−−−−− +− + + +−−− +−− + +− +−−−−− + +−−− +−−+
− +−− +−−−−− +− + +−−−− + +− + +−−−−−− + + +−−− +−− +−
+− +−−−−−−−− + +− +−− + +− + +−−−−−− +− +−−− +−− +−+
− +− +−−−−−− + +− +−− + +−− +−−− +−− +−−−−− + +− +− +−
+ + + + +−− +− + + +−−−− +− +−− +−−− + + +−− +− +−− + +−−+
+ + + + + +−− +− +−−− + +− +−− +−−−− + +−− +− +−− + +−− ++
+ + + + +− +−− +−−− + +− +−− +−−−− + +−− + + +−− +−−− + ++
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