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Περίληψη  
 

Οι πλέον διαδομένες μέθοδοι τιμολόγησης παραγώγων αξιόγραφων (derivatives) 

υποθέτουν ότι οι αγορές στις οποίες διαπραγματεύονται είναι πλήρεις, δηλαδή ο κίνδυνος 

που εμπεριέχεται στις αποδόσεις των αξιόγραφων μπορεί να αντισταθμιστεί. Στην πράξη 

όμως αυτή η υπόθεση παραβιάζεται έντονα. Η διπλωματική αυτή εργασία έχει σκοπό να 

παρουσιάσει και να ελέγξει εμπειρικά την αποτελεσματικότητα διαδεδομένων μεθόδων 

τιμολόγησης όταν οι αγορές δεν είναι πλήρεις. Στο πλαίσιο αυτό θα εξετασθούν πηγές μη 

πληρότητας που αφορούν στοχαστική μεταβλητότητα και άλματα στις διαδικασίες τιμών. 

Η έρευνα της παρούσας διπλωματικής εργασίας ξεκινά από τη μελέτη του βασικού 

μοντέλου των Black-Scholes-Merton (1973). Ένα από τα βασικά προβλήματα του μοντέλου 

αυτού έγκειται στην υπόθεση σταθερής μεταβλητότητας, η οποία εμποδίζει το μοντέλο να 

αντικατοπτρίσει την πραγματική εικόνα της αγοράς. Σε συνέχεια αυτού αναλύεται το 

μοντέλο του Heston (1993), το οποίο θεωρεί στοχαστική μεταβλητότητα η οποία ακολουθεί 

μία διαδικασία «επιστροφής στο μέσο». Το τρίτο μοντέλο το οποίο μελετήθηκε είναι το 

μοντέλο του Kou (2002), ένα μοντέλο το οποίο προσθέτει άλματα στη διαδικασία των τιμών 

του υποκείμενου τίτλου. Έτσι, βάσει δεδομένων δικαιωμάτων του δείκτη S&P 500 

πραγματοποιείται βαθμονόμηση των μοντέλων και έπειτα ανάλυση της ικανότητας 

πρόβλεψης των πραγματικών τιμών. 

Τέλος, αναλύεται μια επενδυτική στρατηγική μέσω της τεχνικής αντιστάθμισης δέλτα (d-

hedging). Συγκεκριμένα, εξετάζεται βάσει των πραγματικών τιμών του δείκτη S&P 500 αν η 

εν λόγω στρατηγική καταλήγει σε κέρδος ή ζημία. Ελέγχονται τρεις διαφορετικοί τρόποι για 

τον υπολογισμό της μεταβλητής δέλτα και προσδιορίζεται ποιος από αυτούς οδηγεί στο 

ευνοϊκότερο αποτέλεσμα.  
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Περίγραμμα Εργασίας  
 

Η δομή της παρούσας διπλωματικής εργασίας έχει ως εξής. Αρχικά, στο πρώτο κεφάλαιο 

παρουσιάζονται τα βασικά χαρακτηριστικά των δικαιωμάτων προαίρεσης, τα οποία 

αποτελούν το αντικείμενο στο οποίο εστιάζεται η έρευνα, και πραγματοποιείται μια 

εισαγωγή στις βασικές στοχαστικές διαδικασίες.  

Ακολούθως, αναπτύσσεται η ιδέα της γεωμετρικής κίνησης Brown η οποία περιγράφει τη 

κίνηση των μετοχών (Samuelson,Merton) και πως αυτή οδηγεί στην εξαγωγή του μοντέλου 

των Black-Scholes-Merton.  

Έπειτα στο Κεφάλαιο 3 αναπτύσσεται αναλυτικότερα η έννοια της μεταβλητότητας αλλά 

και ο λόγος για τον οποίο δεν είναι σωστό να θεωρείται σταθερή μεταβλητή όπως 

προβλέπει το μοντέλο των Black-Scholes.   

Στα επόμενα δύο Κεφάλαια παρουσιάζονται δύο διαφορετικά μοντέλα. Το μοντέλο του 

Heston το οποίο ανήκει στη κατηγορία των μοντέλων στοχαστικής μεταβλητότητας και το 

μοντέλο του Kou το οποίο ανήκει στη κατηγορία των μοντέλων αλμάτων διάχυσης. Σκοπός 

της έρευνας που πραγματοποιήθηκε είναι η σύγκριση των τριών μοντέλων ως προς την 

ικανότητα πρόβλεψης πραγματικών τιμών. 

Στο Κεφάλαιο 6 αναλύεται η μεταβλητή δέλτα και η διαδικασία αντιστάθμισης μέσω αυτής. 

Επιπλέον, παρουσιάζεται μία επενδυτική στρατηγική η οποία βασίζεται στην εν λόγω 

διαδικασία και χρησιμοποιεί τρεις διαφορετικούς τρόπους για τον υπολογισμό του δέλτα.  

Στο Κεφάλαιο 7 παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της σύγκρισης των μοντέλων. Στη 

πραγματικότητα αξιολογούνται ποιο από αυτά είναι κατάλληλο να προβλέψει με μικρότερη 

απόκλιση τις πραγματικές τιμές των δικαιωμάτων.  

Τέλος, στο Κεφάλαιο 8 εξετάζεται η αποδοτικότητα της στρατηγικής που αναπτύσσεται και 

γίνεται αξιολόγηση ποιος τρόπος προσδιορισμού αποφέρει μεγαλύτερο κέρδος ή ζημία στη 

θέση που λαμβάνει ο επενδυτής.       
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Abstract  
 

Nowadays, the most widespread derivatives pricing methods assume that real markets are 

complete, in other words the included risk in derivatives can be perfectly hedged. However, 

in practice this hypothesis usually fails. The aim of this thesis is to present and examine 

empirically the effectiveness of pricing methods, when markets are incomplete. Therefore, 

we will consider incompleteness stemming from stochastic volatility and jumps in price 

diffusion processes.       

The research of this diploma thesis starts with the analysis of the basic Black-Scholes-Merton 

model (1973). A main drawback of this model is the assumption of constant volatility, which 

obstructs the model by the reproduction of real market characteristics. Furthermore, the 

Heston model (1993) is presented. This is a stochastic volatility model which proposes a 

mean-reverting process for the volatility. The third model studied is the Kou model (2002). It 

is a model, which adds jumps in the diffusion process of the underlying assets prices. Based 

on real market data of call options on index S&P 500, we calibrate each model, in order to 

analyze their predictability on “out-of-the sample” option prices.         

Finally, we consider an investing strategy, which is based on delta-hedging. Particularly, is 

examined, with real data of the index S&P 500, if this certain strategy is leading an investor 

to a profit or a loss. We are proposing three different ways of parameter delta calculation, 

so that we can evaluate which of them yields the most profitable position.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 
 

VIII 
 

Περιεχόμενα 

Περίληψη .............................................................................................................................V 

Περίγραμμα Εργασίας ...................................................................................................... VI 

Abstract ............................................................................................................................. VII 

Λίστα Πινάκων – Διαγραμμάτων – Εικονών ......................................................................... X 

Διαγράμματα .................................................................................................................... X 

Πίνακες ............................................................................................................................. X 

Εικόνες ............................................................................................................................. XI 

1 Εισαγωγή ...................................................................................................................... 1 

1.1 Δικαιώματα προαίρεσης (options) ......................................................................... 1 

1.2 Στοχαστικές διαδικασίες ........................................................................................ 4 

1.2.1 Μαρκοβιανή διαδικασία .................................................................................... 5 

1.2.1.1 Διαδικασία Wiener......................................................................................... 5 

1.2.1.2 Γενικευμένη διαδικασία Wiener ..................................................................... 5 

1.2.2 Διαδικασία Ito.................................................................................................... 6 

1.3 Η κίνηση των τιμών των μετοχών ........................................................................... 7 

1.4 Λήμμα του Ito ........................................................................................................ 8 

2 Black-Scholes-Merton ................................................................................................. 10 

2.1 Λογαριθμική ιδιότητα τιμών των μετοχών ........................................................... 10 

2.2 Αναμενόμενη απόδοση και μεταβλητότητα ......................................................... 10 

2.3 Η ιδέα των Black-Scholes ..................................................................................... 12 

2.4 Ουδετερότητα Ρίσκου .......................................................................................... 13 

2.5 Εξαγωγή του μοντέλου Black-Scholes-Merton ..................................................... 14 

3 Μεταβλητότητα (σ)..................................................................................................... 17 

3.1 Τεκμαρτή Μεταβλητότητα (implied volatility) ...................................................... 17 

3.2 Χαμόγελο μεταβλητότητας (Volatility smile) ........................................................ 17 

4 Μοντέλο S. Heston ..................................................................................................... 20 

4.1 Συσχετισμένες Διαδικασίες .................................................................................. 20 

4.2 Επιστροφής στο μέσο και O-U διαδικασία ........................................................... 21 

4.3 Μοντέλο Heston .................................................................................................. 22 

4.4 Ολοκλήρωμα Heston ........................................................................................... 25 

4.4.1 Αριθμητική ολοκλήρωση .............................................................................. 25 

4.4.2 Monte Carlo ολοκλήρωση ............................................................................ 25 

4.4.3 Γρήγορος μετασχηματισμός Fourier ............................................................. 26 



 
 

IX 
 

4.5 Βαθμονόμηση μοντέλου ...................................................................................... 29 

5 Μοντέλο S. Kou........................................................................................................... 32 

5.1 Levy διαδικασία ................................................................................................... 32 

5.2 Ανάλυση μοντέλου .............................................................................................. 33 

5.3 Τύπος μοντέλου Kou ............................................................................................ 35 

6 Αντιστάθμιση δέλτα (Δ-hedging) ................................................................................ 37 

6.1 δ – Hedging .......................................................................................................... 37 

6.2 δ(Heston) ............................................................................................................. 39 

6.3 Στρατηγική ........................................................................................................... 40 

7 Αποτελέσματα Προβλέψεων Τιμών Δικαιωμάτων ..................................................... 41 

7.1 Δεδομένα ............................................................................................................ 41 

7.2 Volatility smile ..................................................................................................... 41 

7.3 Ολοκλήρωμα Heston ........................................................................................... 42 

7.4 Προβλέψεις τιμών ............................................................................................... 45 

7.5 Συμπεράσματα .................................................................................................... 52 

8 Αποτελέσματα Επενδυτικής Στρατηγικής ................................................................... 54 

8.1 Αποτελέσματα ..................................................................................................... 54 

8.2 Συμπεράσματα .................................................................................................... 59 

9 Σύνοψη ....................................................................................................................... 61 

Βιβλιογραφία ..................................................................................................................... 62 

Appendix................................................................................................................................ 64 

  

  

 

 

 

 

 

 



 
 

X 
 

Λίστα Πινάκων – Διαγραμμάτων – Εικονών 
 

Διαγράμματα  
 

Διάγραμμα 1. «Volatility smile» για δικαιώματα αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου με υποκείμενο 

τίτλο το δείκτη S&P 500 την ημέρα 5/12/2018, με λήξη τον Ιούνιο 2019.  

Διάγραμμα 2. «Volatility smile» για δικαιώματα αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου με υποκείμενο 

τίτλο το δείκτη S&P 500 την ημέρα 5/12/2018, με λήξη τον Ιούνιο 2019.  

Διάγραμμα 3. Πραγματικές τιμές δικαιωμάτων και τιμές προβλέψεων, 29/3/2019. 

Διάγραμμα 4. Ραβδόγραμμα σφαλμάτων των προβλέψεων για τις διάφορες τιμές 

εξάσκησης, 29/3/2019. 

Διάγραμμα 5. Πραγματικές τιμές δικαιωμάτων και τιμές προβλέψεων, 5/4/2019. 

Διάγραμμα 6. Ραβδόγραμμα σφαλμάτων των προβλέψεων για τις διάφορες τιμές 

εξάσκησης, 5/4/2019. 

Διάγραμμα 7. Πραγματικές τιμές δικαιωμάτων και τιμές προβλέψεων, 19/4/2019. 

Διάγραμμα 8. Ραβδόγραμμα σφαλμάτων των προβλέψεων για τις διάφορες τιμές 

εξάσκησης, 19/4/2019. 

Διάγραμμα 9. Πραγματικές τιμές δικαιωμάτων και τιμές προβλέψεων, 26/4/2019. 

Διάγραμμα 10. Ραβδόγραμμα σφαλμάτων των προβλέψεων για τις διάφορες τιμές 

εξάσκησης, 26/4/2019. 

Διάγραμμα 11. Συγκριτικό διάγραμμα τελικής θέσης, ανά εβδομάδα, για τους τρείς 

διαφορετικούς τρόπους υπολογισμού του δέλτα. 

Διάγραμμα 12. Θέση επενδυτή για δικαιώματα αγοράς με διαφορετική τιμή άσκησης.  

 

Πίνακες 

 
Πίνακας 1. Τιμές μοντέλων σύμφωνα με το υπόδειγμα του Heston για διάφορες τιμές 

άσκησης Κ.  

Πίνακας 2. Σχετικά σφάλματα μεθόδων τιμολόγησης δικαιωμάτων μέσω του υποδείγματος 

του Heston για δείγματα «in-the-sample». 

Πίνακας 3. Όρια παραμέτρων του υποδείγματος Heston κατά τη διαδικασία βαθμονόμησης. 



 
 

XI 
 

Πίνακας 4. Πραγματικές τιμές και προβλέψεις Kou και Heston, για τιμές δικαιωμάτων στις 

29/3/2019. 

Πίνακας 5. Σχετικά σφάλματα προβλέψεων των μοντέλων Kou και Heston.  

Πίνακας 6. Τιμές παραμέτρων υποδείγματος Heston για τις ημερομηνίες βαθμονόμησης.  

Πίνακας 7. Τιμές παραμέτρων υποδείγματος Kou για τις ημερομηνίες βαθμονόμησης. 

Πίνακας 8. Αποτελέσματα στρατηγικής για δικαιώματα με τιμή άσκησης Κ=2800 και 

καταγραφή συνολικής θέσης για κάθε εβδομάδα (σ=σταθερό). 

Πίνακας 9. Αποτελέσματα στρατηγικής για δικαιώματα με τιμή άσκησης Κ=2800 και 

καταγραφή συνολικής θέσης για κάθε εβδομάδα (σ=σ(implied)). 

Πίνακας 10. Αποτελέσματα στρατηγικής για δικαιώματα με τιμή άσκησης Κ=2800 και 

καταγραφή συνολικής θέσης για κάθε εβδομάδα (υπόδειγμα Heston). 

Πίνακας 11. Αριθμητικά αποτελέσματα (θέση) στρατηγικής για κάθε διαφορετικό τρόπο 

υπολογισμού της παραμέτρου δ, σε δικαιώματα με τιμή άσκησης Κ=2800.    

 

Εικόνες   

 
Εικόνα 1. Μέγεθος αγοράς παραγώγων, στην OTC (over-the-counter) αγορά και στη 

χρηματιστηριακή αγορά. 

Εικόνα 2. Τεκμαρτή κατανομή και λογαριθμική κατανομή για δικαιώματα μετοχών 

Εικόνα 3. Leptokurtic feature στο μοντέλο του Kou. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

XII 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

1 

1 Εισαγωγή 
 

 

1.1 Δικαιώματα προαίρεσης (options) 
 

Ο όρος παράγωγο προϊόν, χρησιμοποιείται για να περιγράψει τα χρηματοοικονομικά 

προϊόντα που παράγονται (derive) από άλλα απλούστερης μορφής υποκείμενα προϊόντα 

(underlying assets). Τα παράγωγα είναι ουσιαστικά συμβόλαια, που περιγράφουν μία 

μελλοντική συναλλαγή των υποκειμένων προϊόντων [11].  

Μία από τις σημαντικότερες αγορές διεθνώς, είναι αυτή των παραγώγων. Η δυναμική της 

αγοράς γίνεται αντιληπτή, από το μέγεθος της, το οποίο εκτιμάται ότι το 2008 ανήλθε στα 

$596 τρισεκατομμύρια. Την ίδια στιγμή, η εταιρεία McKinsey & Company υπολογίζει ότι το 

2008 η αξία του συνόλου των χρηματοοικονομικών περιουσιακών στοιχείων, 

συμπεριλαμβανομένων των μετοχών αλλά και των τραπεζικών καταθέσεων, ανερχόταν στα 

$167 τρισεκατομμύρια [23].  

Τα παράγωγα, θεωρούνται τα πιο σύγχρονα χρηματοοικονομικά εργαλεία, καθώς 

επιτρέπουν στους επενδυτές να διαμορφώνουν το ύψος του κινδύνου στο οποίο είναι 

διατεθειμένοι να εκτεθούν με βάση την εκτίμηση που έχουν για τη μεταβολή των τιμών της 

αγοράς, αλλά και την απόδοση που προσδοκούν. Αυτός είναι και ο λόγος της ταχύτατης 

ανάπτυξης της αγοράς των παραγώγων παγκοσμίως, η δυνατότητα δηλαδή που παρέχουν 

στους επενδυτές να διαμορφώσουν ένα χαρτοφυλάκιο το οποίο ανταποκρίνεται πλήρως 

στις δικές τους ανάγκες. 

Μία από τις πιο διάσημες και διαδεδομένες κατηγορίες παραγώγων είναι τα δικαιώματα 

προαίρεσης (options). Τα δικαιώματα προαίρεσης εμπορεύονται τόσο στα χρηματιστήρια 

όσο και στην over-the-counter αγορά (OTC). Η OTC αγορά είναι ένα δίκτυο επενδυτών οι 

οποίοι διαπραγματεύονται τηλεφωνικά ή μέσω υπολογιστή τις συναλλαγές παραγώγων. Η 

συγκεκριμένη αγορά απαρτίζεται τυπικά από χρηματοπιστωτικά ιδρύματα και πελάτες 

αυτών (fund manager ή corporate treasurer). Η μεγαλύτερη ποσότητα παραγώγων πλέον 

δεν διαπραγματεύεται στην αγορά των χρηματιστηρίων αλλά στην OTC. Μία ενδεικτική 

σύγκριση των δύο αγορών, διαχρονικά, φαίνεται στην Εικόνα 1 παρακάτω, 
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Εικόνα 1. Μέγεθος αγοράς παραγώγων, στην OTC αγορά και στη χρηματιστηριακή αγορά 

[11]. 

Υπάρχουν δύο είδη δικαιωμάτων. Δικαίωμα αγοράς (call option), στο οποίο ο κάτοχος έχει 

το δικαίωμα να αγοράσει τον υποκείμενο τίτλο σε μία συγκεκριμένη ημερομηνία για μία 

συγκεκριμένη τιμή. Δικαίωμα πώλησης (put option), στο οποίο ο κάτοχος έχει το δικαίωμα 

να πουλήσει τον υποκείμενο τίτλο σε μία συγκεκριμένη ημερομηνία για μία συγκεκριμένη 

τιμή. Η προσυμφωνημένη αυτή τιμή που υπάρχει στο συμβόλαιο είναι γνωστή ως τιμή 

εξάσκησης (strike price) και η ημερομηνία ως ημερομηνία λήξης (expiration/maturity date). 

Τα δικαιώματα Αμερικάνικου τύπου μπορούν να εξασκηθούν οποιαδήποτε στιγμή μέχρι 

την ημερομηνία λήξης. Τα δικαιώματα Ευρωπαϊκού τύπου μπορούν να εξασκηθούν μόνο 

την ημερομηνία λήξης τους. Να σημειωθεί ότι οι όροι Αμερικάνικο και Ευρωπαϊκό δεν 

αναφέρονται στην τοποθεσία του δικαιώματος αλλά ούτε του χρηματιστηρίου. Τα 

περισσότερα δικαιώματα που εμπορεύονται στα χρηματιστήρια είναι Αμερικάνικου τύπου. 

Στα δικαιώματα μετοχικών τίτλων που εμπορεύονται στην αγορά, ένα συμβόλαιο είναι 

συνήθως μία συμφωνία να αγοραστούν ή να πωληθούν 100 μετοχές. Τα δικαιώματα 

Ευρωπαϊκού τύπου είναι γενικότερα ευκολότερο να αναλυθούν σε σχέση με αυτά 

Αμερικάνικου τύπου, για αυτό και ορισμένα χαρακτηριστικά των Αμερικανικών συχνά 

συνεπάγονται από τα αντίστοιχά τους Ευρωπαϊκά [11].  

Τα βασικά στοιχεία των δικαιωμάτων προαίρεσης είναι τα παρακάτω [11],[23]: 

 Η τιμή του δικαιώματος (Option price): Το αντίτιμο που καταβάλει ο αγοραστής του 

δικαιώματος στον πωλητή του για να το αποκτήσει. Σε περίπτωση που ο αγοραστής 

επιλέξει να ασκήσει το δικαίωμα του, ο πωλητής, που έχει αποκομίσει το αντίτιμο, 

έχει την υποχρέωση να πραγματοποιήσει τη συναλλαγή που περιγράφεται στο 

συμβόλαιο. Στη συνέχεια, η τιμή του δικαιώματος αγοράς συμβολίζεται με C.  

 Ημερομηνία Λήξης (Expiration Date): Η τελευταία ημέρα διαπραγμάτευσης του 

συμβολαίου. Μέχρι την ημερομηνία αυτή, το συμβόλαιο αυτό έχει ορισμένη αξία, 

αλλά μετά το πέρας αυτής ακυρώνεται και πλέον δεν είναι χρήσιμο στον κάτοχο 

του. Παρότι οποιαδήποτε ημερομηνία πριν την ημέρα λήξης η τιμή του 
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δικαιώματος είναι αποτέλεσμα διαπραγμάτευσης μεταξύ των αντισυμβαλλομένων 

επενδυτών, την ημέρα εκπνοής, η αξία καθορίζεται μονοσήμαντα από τη σχέση της 

τιμής άσκησης και της τιμής της μετοχής. Στα οργανωμένα χρηματιστήρια που 

διαπραγματεύονται δικαιώματα προαίρεσης, ορισμένα από τα χαρακτηριστικά των 

δικαιωμάτων, όπως το πλήθος των υποκείμενων μετοχών είναι καθορισμένα από 

τους κανονισμούς του χρηματιστηρίου. Συγκεκριμένα, στο Chicago Board of Options 

Exchange (CBOE) των Ηνωμένων Πολιτειών της Αμερικής, τα δικαιώματα που 

διαπραγματεύονται, έχουν ως υποκείμενο αγαθό 100 μετοχές της εκάστοτε 

εταιρείας, και έχουν ως ημερομηνία λήξης το πρώτο Σάββατο μετά την τρίτη 

Παρασκευή του μήνα λήξης. Αντίστοιχα, στην αγορά παραγώγων του 

Χρηματιστηρίου Αθηνών, τόσο τα δικαιώματα επί δεικτών όσο και τα δικαιώματα 

επί μετοχών λήγουν την τρίτη Παρασκευή του μήνα. Ωστόσο, παγκοσμίως, μερικά 

δικαιώματα επί χρηματιστηριακών δεικτών εκπνέουν σε ειδικές ημερομηνίες και 

ώρες.  

 Τιμή Εξάσκησης (Strike Price): Είναι η προκαθορισμένη τιμή που αποφασίζεται κατά 

τη συγγραφή του συμβολαίου για την αγορά / πώληση του υποκείμενου αγαθού σε 

περίπτωση που ο κάτοχος του δικαιώματος, επιλέξει να το ασκήσει. Η τιμή 

άσκησης, στο παρόν κείμενο, συμβολίζεται με Κ. 

 Τύπος Δικαιώματος: Ο τύπος δικαιώματος αντικατοπτρίζει τον τρόπο που μπορεί να 

ασκηθεί το δικαίωμα (Ευρωπαϊκός/Αμερικάνικος). 

Στο σημείο αυτό θα αναπτυχθεί ένα παράδειγμα, ώστε να γίνει πλήρως αντιληπτή η 

λειτουργία των παραγώγων. Έστω ότι ένας επενδυτής δίνει εντολή σε ένα χρηματιστή να 

αγοράσει ένα δικαίωμα αγοράς, με λήξη το Δεκέμβρη, της εταιρείας Google με τιμή 

εξάσκησης 520$. Ο χρηματιστής θα μεταφέρει τη συγκεκριμένη εντολή στο χρηματιστήριο 

CBOE και η συναλλαγή θα εκπληρωθεί. Η τιμή ενός δικαιώματος για μία μετοχή είναι 

32.00$, όμως ένα συμβόλαιο προβλέπει την αγορά 100 μετοχών, οπότε καταβάλλεται από 

τον επενδυτή το ποσό των 3,200$. Προς το παρόν, λοιπόν, ο επενδυτής έχει αποκτήσει, με 

κόστος 3,200$, το δικαίωμα να αγοράσει 100 μετοχές της Google για 520$ την καθεμία. Εάν 

η τιμή της Google δεν υπερβεί τα 520$ μέχρι το Δεκέμβριο, τότε το δικαίωμα δεν θα 

εξασκηθεί και ο επενδυτής χάνει 3,200$ (στο παράδειγμα αγνοούνται οι χρεώσεις των 

συναλλαγών). Βέβαια, στην αντίθετη περίπτωση, όπου η Google τα πήγε καλά το τελευταίο 

διάστημα και η μετοχή της έχει την τιμή 600$, ο επενδυτής έχει τη δυνατότητα να αγοράσει 

100 μετοχές στη τιμή 520$ και να τις πουλήσει αμέσως για 600$ τη καθεμία, αποκτώντας 

κέρδος 8,000$, ή 4,800$ εάν ληφθεί υπόψη το αρχικό κόστος του δικαιώματος [11]. 

Να αναφερθεί ότι υπάρχουν 4 θέσεις που μπορεί να λάβει ένας επενδυτής στην αγορά των 

δικαιωμάτων [11]: 

 Αγοραστής δικαιωμάτων αγοράς (long position of calls) 

 Πωλητής δικαιωμάτων αγοράς (short position of calls) 

 Αγοραστής δικαιωμάτων πώλησης (long position of puts) 

 Πωλητής δικαιωμάτων πώλησης. (short position of puts) 

 

Οι αγοραστές συνήθως αναφέρεται πως έχουν long θέση, ενώ οι πωλητές αναφέρονται ως 

short θέση. Η πώληση ενός δικαιώματος είναι γνωστή και ως γράψιμο του δικαιώματος 
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(writing the option). Υπάρχουν δύο πλευρές  επενδυτών σε κάθε συμφωνία, αυτός που 

αγοράζει το δικαίωμα και αυτόν που πωλεί το δικαίωμα. Ο επενδυτής που πωλεί το 

δικαίωμα λαμβάνει κάποια χρήματα εκείνη τη στιγμή, ωστόσο αργότερα ενδεχομένως 

προκύψουν υποχρεώσεις τις οποίες καλείται να καλύψει. Το κέρδος ή ζημία του επενδυτή 

που εκδίδει το συμβόλαιο είναι αντίθετο από αυτόν που το αγοράζει.   

Σύμφωνα με την ορολογία, αναφέρονται δικαιώματα ως in the money, at the money και out 

of the money. Θέτοντας, S, την τιμή της μετοχής και Κ την τιμή άσκησης, ένα δικαίωμα 

αγοράς είναι in the money όταν S>K, at the money όταν S=Κ και out of the money όταν S<K. 

Αντίστοιχα, ένα δικαίωμα πώλησης είναι in the money όταν S<K, at the money όταν S=Κ και 

out of the money όταν S>K. Είναι φανερό ότι ένα δικαίωμα θα εξασκείται μόνο όταν είναι in 

the money [11].  

Η τιμή ενός δικαιώματος αγοράς τείνει να μειώνεται όσο αυξάνει η τιμή εξάσκησης, ενώ 

αντίθετα μειώνεται η τιμή ενός δικαιώματος πώλησης καθώς η τιμή εξάσκησης αυξάνεται. 

Και στους δύο τύπους δικαιωμάτων τείνει να αυξηθεί η αξία τους καθώς αυξάνεται ο 

χρόνος για τη λήξη τους. Περισσότερες λεπτομέρειες σχετικά με την τιμολόγηση των 

δικαιωμάτων θα αναπτυχθούν στη συνέχεια της διπλωματικής εργασίας.  

  

1.2 Στοχαστικές διαδικασίες 
 

Κάθε μεταβλητή της οποίας η τιμή μεταβάλλεται στο χρόνο με τυχαίο τρόπο λέγεται ότι 

ακολουθεί μια στοχαστική διαδικασία. Οι στοχαστικές διαδικασίες ταξινομούνται σε 

διακριτού χρόνου ή συνεχόμενες. Διακριτού χρόνου είναι μία διαδικασία όπου η τιμή της 

μεταβλητής μπορεί να αλλάζει μόνο σε συγκεκριμένες στιγμές στο χρόνο, αντίθετα 

συνεχόμενες είναι αυτές όπου η μεταβλητή μπορεί να μεταβάλλεται οποιαδήποτε στιγμή. 

Οι στοχαστικές διαδικασίες μπορούν επίσης να διακριθούν ως συνεχούς ή διακριτής 

μεταβλητής. Σε μία διαδικασία συνεχούς μεταβλητής, η μεταβλητή μπορεί να λάβει 

οποιαδήποτε τιμή σε ένα καθορισμένο εύρος, ενώ σε μία διακριτής μεταβλητής μπορεί να 

λάβει μόνο συγκεκριμένες τιμές [11].  

Στη συγκεκριμένη εργασία θα αναφερθούμε σε συνεχείς στοχαστικές διαδικασίες και 

συνεχούς χρόνου για τις τιμές των μετοχών. Σημειώνεται ότι, στην πραγματικότητα, οι τιμές 

των μετοχών δεν είναι ούτε συνεχείς μεταβλητές αλλά ούτε και συνεχούς χρόνου. Οι τιμές 

των μετοχών περιορίζονται μέχρι την τάξη των λεπτών (cents) και μεταβολές στην τιμή τους 

μπορούν να συμβούν μόνο κατά τις χρονικές περιόδους όταν τα χρηματιστήρια είναι 

ανοιχτά. Παρ’ όλα αυτά, η συγκεκριμένη θεώρηση, για τις τιμές των μετοχών, έχει 

αποδειχθεί ένα χρήσιμο εργαλείο για διάφορους σκοπούς. Οι στοχαστικές διαδικασίες 

είναι βασικές για την κατανόηση της τιμολόγησης των παραγώγων. 

 

 

 



 
 

5 

1.2.1 Μαρκοβιανή διαδικασία 
 

Μία Μαρκοβιανή διαδικασία είναι ένας συγκεκριμένος τύπος στοχαστικής διαδικασίας, 

στην οποία μόνο η τρέχουσα τιμή μιας μεταβλητής είναι σχετική για να προβλεφθεί το 

μέλλον της. Οι προηγούμενες τιμές της μεταβλητής και ο τρόπος με τον οποίο έχουν 

προέλθει από το παρελθόν είναι άσχετοι. 

Οι τιμές των μετοχών θεωρείται ότι ακολουθούν Μαρκοβιανή διαδικασία. Ας γίνει η 

υπόθεση ότι η τιμή της μετοχής της ΙΒΜ είναι αυτή τη στιγμή 100$. Εάν η τιμή ακολουθεί 

μαρκοβιανή διαδικασία όλη η πληροφορία του παρελθόντος εμπεριέχεται σε αυτή την τιμή 

των 100$. Οι προβλέψεις για τον μέλλον είναι αβέβαιες και οφείλουν να εκφράζονται μέσω 

κατανομών πιθανοτήτων. Η συγκεκριμένη διαδικασία συνεπάγεται ότι η κατανομή 

πιθανότητας της τιμής οποιαδήποτε μελλοντική στιγμή είναι ανεξάρτητη από το μονοπάτι 

που ακολούθησε στον παρελθόν [11].  

 

1.2.1.1 Διαδικασία Wiener  

  

Η διαδικασία Wiener (ή αλλιώς Brown) είναι ένας συγκεκριμένος τύπος Μαρκοβιανής 

διαδικασίας με μέσο όρο μεταβολής 0 και διακύμανση 1, ανά έτος. Τυπικά, θεωρείται ότι 

μια μεταβλητή z ακολουθεί διαδικασία Wiener, αν έχει τις δύο παρακάτω ιδιότητες 

[11],[22], 

1. Η αλλαγή Δz  κατά τη διάρκεια ενός μικρού χρονικού διαστήματος Δt είναι 

        

όπου το ε ακολουθεί μια κανονική κατανομή φ(0,1).  

2. Οι τιμές των Δz για οποιαδήποτε δύο διαφορετικά διαστήματα χρόνου, Δt, είναι 

ανεξάρτητα. 

Από την πρώτη ιδιότητα προκύπτει ότι η Δz ακολουθεί κανονική κατανομή με μέσο όρο 0, 

τυπική απόκλιση  Δ   και διακύμανση Δt. Μέσω της δεύτερης συνεπάγεται ότι η μεταβλητή 

z ακολουθεί Μαρκοβιανή διαδικασία. 

 

1.2.1.2 Γενικευμένη διαδικασία Wiener 

 

Η μεταβολή του μέσου όρου στη μονάδα του χρόνου για μία στοχαστική διαδικασία είναι 

γνωστή ως ρυθμός μεταβολής (drift rate) και η μεταβολή της διακύμανσης επίσης στη 

μονάδα του χρόνου είναι γνωστή ως ρυθμός διακύμανσης (variance rate). Η βασική 

διαδικασία Wiener, η οποία αναφέρεται παραπάνω, έχει ρυθμό μεταβολής 0 και ρυθμό 

διακύμανσης 1. Η τιμή 0 για τον ρυθμό μεταβολής, σημαίνει ότι η αναμενόμενη τιμή για τη 

μεταβλητή z είναι σε οποιαδήποτε μεταγενέστερη χρονική στιγμή ίση με την τρέχουσα τιμή 
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της. Η τιμή 1 για τον ρυθμό διακύμανσης, σημαίνει ότι η διακύμανση της μεταβολής του z 

σε ένα χρονικό διάστημα μήκους Τ, ισούται με Τ. Μία γενικευμένη κίνηση Wiener για μία 

μεταβλητή x μπορεί να οριστεί, ως προς dz ως εξής [11],[22], 

                                

όπου τα a και b είναι σταθερά. 

Ο όρος adt υποδηλώνει ότι η μεταβλητή x έχει αναμενόμενο ρυθμό μεταβολής α ανά 

μονάδα χρόνου. Χωρίς τον όρο bdz, η εξίσωση (1.1) καταλήγει στη μορφή        και 

ολοκληρώνοντας αυτή ως προς το χρόνο, προκύπτει x = x0 + at, όπου x0 είναι η τιμή της 

παραμέτρου x στη χρονική στιγμή 0. Σε μια περίοδο χρόνου Τ, η μεταβλητή x αυξάνεται 

κατά ποσό aT. Ο όρος bdz της εξίσωσης, μπορεί να χαρακτηριστεί ως «θόρυβος» ή 

μεταβλητότητα στο μονοπάτι που ακολουθείτε από το x. Το ποσό αυτού του θορύβου ή 

μεταβλητότητας είναι b φορές μίας Wiener διαδικασίας. Μία Wiener διαδικασία έχει 

ρυθμό μεταβλητότητας στη μονάδα του χρόνου ίσο με 1. Το γεγονός αυτό, οδηγεί στο 

συμπέρασμα ότι b φορές μια διαδικασία Wiener έχει ρυθμό διακύμανσης ίσο με b2. Σε ένα 

μικρό διάστημα χρόνου Δt, η μεταβολή Δx του x δίνεται από την εξίσωση, 

                                

όπου, ε όπως και παραπάνω ακολουθεί κανονική κατανομή. Επομένως, το Δx ακολουθεί 

κανονική κατανομή με μέσο αΔt και διακύμανση b2 Δt.  

Κατά αναλογία με όσα ισχύουν και στη διαδικασία Wiener, είναι φανερό ότι η μεταβολή 

της μεταβλητής x σε οποιοδήποτε χρονικό διάστημα Τ ακολουθεί κανονική κατανομή με 

μέσο όρο αΤ και διακύμανση b2Τ [11].       

 

1.2.2 Διαδικασία Ito  
 

Η διαδικασία Ito, είναι μία ακόμη στοχαστική διαδικασία, η οποία είναι μία γενικευμένη 

κίνηση Wiener όπου οι παράμετροι a,b είναι συναρτήσεις της μεταβλητής x και του χρόνου. 

Αλγεβρικά μπορεί  να γραφεί ως [11],[14], 

                                          

Στη συγκεκριμένη διαδικασία ο ρυθμός μεταβολής όσο και ο ρυθμός διακύμανσης είναι 

μεταβλητοί στο χρόνο. Σε ένα μικρό χρονικό διάστημα μεταξύ t και t Δt, η μεταβλητή x 

αλλάζει σε x   Δx, όπου 

                                          . 

Η παραπάνω σχέση (1.4) περιλαμβάνει μια προσέγγιση. Υποθέτει ότι ο ρυθμός μεταβολής 

και διακύμανσης του x παραμένουν σταθεροί, ίσοι με την τιμή τους τη χρονική στιγμή t, 

κατά τη διάρκεια μεταξύ t και t   Δt. Αξίζει να σημειωθεί ότι η κίνηση Ito είναι 

Μαρκοβιανή, επειδή η μεταβολή του x εξαρτάται μόνο από την τιμή x τη χρονική στιγμή t 
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και όχι από την ιστορία του. Μία μη-Μαρκοβιανή κίνηση θα μπορούσε να οριστεί ως μια 

κίνηση Ito στην οποία οι συντελεστές a,b εξαρτώνται από το x και όχι από το χρόνο ή από 

παρελθοντικές τιμές της διαδικασίας. 

 

1.3 Η κίνηση των τιμών των μετοχών 
 

Οι τιμές  των μετοχών (οι οποίες δεν πληρώνουν μερίσματα) προτείνεται ότι ακολουθούν 

μια γενικευμένη κίνηση Wiener, δηλαδή μία στοχαστική διαδικασία, η οποία έχει σταθερό 

αναμενόμενο ρυθμό επιστροφής και διακύμανσης. Ωστόσο, το συγκεκριμένο μοντέλο 

αποτυγχάνει να καλύψει ένα σημαντικό παράγοντα για τις τιμές των μετοχών. Αυτός είναι 

ότι, η αναμενόμενη ποσοστιαία απόδοση των επενδυτών από τις μετοχές είναι ανεξάρτητη 

της τιμής των μετοχών. Με άλλα λόγια, ένας επενδυτής που απαιτεί απόδοση 14% το χρόνο 

από μία μετοχή αξίας 10$, θα απαιτεί την ίδια και από μία μετοχή αξίας 50$ [11]. 

Είναι ξεκάθαρο, ότι η παραδοχή του σταθερού αναμενόμενου ρυθμού απόδοσης είναι 

ακατάλληλη και πρέπει να αντικατασταθεί από την παραδοχή ότι η αναμενόμενη απόδοση 

είναι σταθερή. Εάν S είναι η τιμή της μετοχής τη χρονική στιγμή t, τότε ο αναμενόμενος 

ρυθμός μεταβολής της S υποτίθεται ότι είναι μS, όπου μ μία σταθερή παράμετρος. Αυτό 

συνεπάγεται ότι, σε ένα μικρό χρονικό διάστημα Δt η αναμενόμενη αύξηση της τιμής S 

ισούται με μSΔt. Η παράμετρος μ είναι ο αναμενόμενος ρυθμός απόδοσης της μετοχής S, 

εκφρασμένος σε δεκαδική μορφή. 

Δεδομένου ότι ο συντελεστής του όρου dz, είναι μηδέν, έτσι ώστε να μην υπάρχει 

αβεβαιότητα, τότε προκύπτει το παρακάτω μοντέλο, 

                           

και στο όριο     , 

  

 
                           

Ολοκληρώνοντας την παραπάνω σχέση στο διάστημα του χρόνου 0 έως Τ, προκύπτει, 

      
                     

όπου, S0 και ST είναι οι τιμές των μετοχών τις χρονικές στιγμές 0 και Τ  αντίστοιχα. Η 

τελευταία εξίσωση δείχνει ότι, όταν δεν υπάρχει αβεβαιότητα, η τιμή της μετοχής 

αυξάνεται με συνεχή ρυθμό μ στη μονάδα του χρόνου [11]. 

Στη πραγματικότητα, σίγουρα, υπάρχει αβεβαιότητα. Μία λογική υπόθεση, λοιπόν, είναι ότι 

η μεταβλητότητα της ποσοστιαίας απόδοσης σε ένα μικρό διάστημα Δt, είναι ίδια 

ανεξάρτητα από την τιμή της μετοχής. Με άλλα λόγια, ένας επενδυτής είναι τόσο αβέβαιος 

για την ποσοστιαία απόδοση σε μία μετοχή αξίας 50$ όσο και σε μία αξίας 10$. Το γεγονός 

αυτό οδηγεί στο συμπέρασμα, ότι η τυπική απόκλιση της μεταβολής σε μία μικρή περίοδο 
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χρόνου Δt πρέπει να είναι ανάλογη της τιμής της μετοχής και επομένως οδηγούμαστε στο 

εξής μοντέλο, 

                                   

Η εξίσωση (1.8) αποτελεί το πιο διαδεδομένο, πλέον χρησιμοποιούμενο, μοντέλο για την 

περιγραφή της συμπεριφοράς, της τιμής των μετοχών (υπόδειγμα Samuelson-Merton).  

Η μεταβλητή μ είναι ο αναμενόμενος ρυθμός απόδοσης (ανά έτος), που εισπράττεται από 

ένα επενδυτή σε μικρό χρονικό διάστημα. Οι περισσότεροι επενδυτές απαιτούν 

υψηλότερες αποδόσεις και αυτή η κατάσταση τους παρακινεί να λάβουν μεγαλύτερο 

ρίσκο. Πιο αναλυτικά, η παράμετρος μ εξαρτάται από το μέρος του ρίσκου εκείνο, το οποίο 

δεν μπορεί να διαχωριστεί από τον επενδυτή. Αντίθετα, αυτό εξαρτάται από τα επίπεδα 

των επιτοκίων στην οικονομία. Όσο υψηλότερα είναι τα επίπεδα των επιτοκίων τόσο 

υψηλότερη είναι και η αναμενόμενη απόδοση που απαιτείται από οποιαδήποτε μετοχή. 

Βέβαια, δεν χρειάζεται να ασχοληθούμε με τον καθορισμό του μ, καθώς η αξία ενός 

παραγώγου είναι, γενικά, ανεξάρτητη από τη μεταβλητή μ. 

Η μεταβλητή σ είναι η μεταβλητότητα της τιμής της μετοχής (η σ2 αναφέρεται ως variance 

rate) και υποδηλώνει το μέτρο της αβεβαιότητας, και αυτό αυξάνει όσο πιο μακριά 

«κοιτάζει» ένας επενδυτής. Σε αντίθεση,  με την παράμετρο μ, η παράμετρος σ είναι 

εξαιρετικά σημαντική για τον προσδιορισμό της τιμής διάφορων παραγώγων. Συνήθεις 

τιμές για την εν λόγω μεταβλητή βρίσκονται στο εύρος 0.15 – 0.6 ( ή 15% - 60%) [11].  

   

1.4 Λήμμα του Ito 
 

Η τιμή ενός παραγώγου, με υποκείμενο τίτλο μία μετοχή, είναι συνάρτηση της τιμής της 

μετοχής και του χρόνου. Γενικότερα, μπορεί να ειπωθεί ότι η τιμή οποιουδήποτε 

παραγώγου είναι συνάρτηση των στοχαστικών μεταβλητών του παραγώγου και του 

χρόνου. Ένα εξαιρετικά σημαντικό αποτέλεσμα, γνωστό και ως λήμμα του Ito,  για τη 

μελέτη της συμπεριφοράς συναρτήσεων με στοχαστικές μεταβλητές προέκυψε από τον 

Ιάπωνα μαθηματικό Kiyosi Ito (1915-2008), το 1951 [11],[14]. 

Ας υποθέσουμε ότι η μεταβλητή x ακολουθεί μία διαδικασία Ito, τότε 

                                         

όπου dz είναι μια κίνηση Wiener και οι a και b είναι συναρτήσεις των x και t. Η μεταβλητή x 

έχει ρυθμό μεταβολής a και ρυθμό διακύμανσης b2. Το λήμμα του Ito αποδεικνύει ότι η 

συνάρτηση G των x και t ακολουθεί την παρακάτω διαδικασία [11], 

    
   

  
     

  

  
    

 

 
 
   

   
        

  

  
                  

όπου dz είναι η ίδια διαδικασία Wiener με την πρώτη εξίσωση. Επομένως, η G ακολουθεί 

επίσης μια διαδικασία Ito με ρυθμό μεταβολής  
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και ρυθμό διακύμανσης  

 
  

  
 
 

    

Στο Κεφάλαιο 1.3 [εξίσωση (1.18)], έγινε αποδεκτό ότι ένα λογικό μοντέλο για την 

περιγραφή της κίνησης της τιμής των μετοχών είναι  

                                    

Από το λήμμα του Ito προκύπτει ότι η διαδικασία που ακολουθείται από μια συνάρτηση G 

των S και t είναι η ακόλουθη,  

    
   

  
      

  

  
    

 

 
 
   

   
           

  

  
                  

Είναι φανερό ότι τόσο η S όσο και η μεταβλητή G επηρεάζονται από την ίδια πηγή 

αβεβαιότητας, dz. 
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2 Black-Scholes-Merton  
 

 

2.1 Λογαριθμική ιδιότητα τιμών των μετοχών 
 

Για να προσδιορίσουμε την κίνηση που ακολουθείται από την lnS θα χρησιμοποιήσουμε το 

λήμμα του Ito θέτοντας G = lnS [11]. Προκύπτουν, επομένως, οι ακόλουθες εκφράσεις, 

  

  
  
 

 
  

   

   
    

 

  
  

  

  
   

οι οποίες λόγω της διαδικασίας που ακολουθείται από την G οδηγούν στο αποτέλεσμα  

        
  

 
                     

Εφόσον τα μ  σ είναι σταθερά η τελευταία εξίσωση αποδεικνύει ότι η G = lnS ακολουθεί 

μία γενικευμένη κίνηση Wiener, με σταθερό drift rate ίσο με μ –      και σταθερό variance 

rate ίσο με σ2. Η μεταβολή, άρα, της μεταβλητής G από τη χρονική στιγμή 0 έως μία 

μεταγενέστερη Τ ακολουθεί κανονική κατανομή με μέσο όρο (μ –     )Τ και διακύμανση 

σ2Τ  Αυτό σημαίνει ότι 

                 
  

 
                                

  

 
         

όπου ST είναι η τιμή της μετοχής στη χρονική στιγμή Τ, S0 η τιμή της μετοχής τη χρονική  

στιγμή 0 και φ μ σ  υποδηλώνει μία κανονική κατανομή με μέσο όρο μ και διακύμανση σ. 

Μία μεταβλητή έχει λογαριθμική κατανομή, όταν ο λογάριθμος της ίδιας μεταβλητής 

ακολουθεί κανονική κατανομή, όπως η lnST. Βάσει του μοντέλου που αναπτύχθηκε για τη 

συμπεριφορά της τιμής της μετοχής κάποια μεταγενέστερη χρονική τιμή Τ, δεδομένης της 

τρέχουσας τιμής της, η αξία της μετοχής κατανέμεται λογαριθμικά. Η τιμή της τυπικής 

απόκλισης είναι σ  . Είναι ανάλογη, λοιπόν, της τετραγωνικής ρίζας του πόσο μακριά 

επιθυμείται να γίνει πρόβλεψη [11].    

 

2.2 Αναμενόμενη απόδοση και μεταβλητότητα  
 

Στις αρχές της δεκαετίας του 1970 οι Fischer Black, Myron Scholes και Robert Merton 

οδηγήθηκαν σε μία ανακάλυψη, η οποία υπήρξε σημείο αναφοράς για την τιμολόγηση 

παραγώγων Ευρωπαϊκού τύπου. Αυτή ήταν η ανάπτυξη του ομώνυμου μοντέλου Black-

Scholes-Merton (ή Black-Scholes). Το εν λόγω μοντέλο είχε τεράστια επίδραση στον τρόπο 

με τον οποίο οι επενδυτές τιμολογούσαν τα παράγωγα και αντιστάθμιζαν τη θέση τους. Το 

1997, η σπουδαιότητα του μοντέλου αναγνωρίστηκε, όταν απονεμήθηκε το βραβείο 
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Νόμπελ στους Robert Merton και Myron Scholes. Δυστυχώς, ο Fischer Black απεβίωσε το 

έτος 1995, αλλιώς θα ήταν σίγουρα ο ένας από τους παραλήπτες του βραβείου [1],[11]. 

Το μοντέλο που χρησιμοποιήθηκε για τη συμπεριφορά της τιμής της μετοχής από τους 

Black, Scholes και Merton υποθέτει ότι οι τιμές των μετοχών κατανέμονται λογαριθμικά. 

Ορίζεται, 

μ : η αναμενόμενη απόδοση της μετοχής ανά έτος 

σ : η μεταβλητότητα της τιμής της μετοχής ανά έτος. 

Μια μεταβλητή η οποία ακολουθεί λογαριθμική κατανομή μπορεί να πάρει οποιαδήποτε 

θετική τιμή μεταξύ 0 και   . Αντίθετα από την κανονική κατανομή, αυτή είναι 

σχεδιασμένη έτσι ώστε ο μέσος όρος, η διάμεσος και ο μέσος να έχουν διαφορετικές τιμές. 

Από την παραπάνω εξίσωση αλλά και τις ιδιότητες της κατανομής αποδεικνύεται ότι η 

αναμενόμενη τιμή Ε ST) της ST δίνεται από τη σχέση [11], 

         
                    

και η διακύμανση var(ST) της ST από τη σχέση  

          
        

                       

Η μεταβλητότητα, σ, μίας μετοχής είναι το μέτρο της αβεβαιότητας για τις αποδόσεις που 

πληρώνονται από τη μετοχή. Οι μετοχές έχουν συνήθως μεταβλητότητα από 15% έως 60%. 

Η αβεβαιότητα για μία μελλοντική τιμή της μετοχής αυξάνεται, περίπου, με βάση τη 

τετραγωνική ρίζα        του πόσο μακριά είναι η πρόβλεψη. Για παράδειγμα, η τυπική 

απόκλιση της ποσοστιαίας μεταβολής μιας μετοχής σε 4 εβδομάδες είναι περίπου διπλάσια 

από την τυπική απόκλιση αυτής σε μία εβδομάδα.  

Για τον προσδιορισμό της μεταβλητότητας της τιμής μίας μετοχής εμπειρικά, από ιστορικά 

δεδομένα, παρακολουθείται η τιμή της κατά τη διάρκεια συγκεκριμένων διαστημάτων (π.χ. 

κάθε μέρα, εβδομάδα ή μήνα). Ωστόσο, η επιλογή του χρονικού διαστήματος που 

πρόκειται να παρακολουθηθεί δεν είναι εύκολη. Περισσότερα δεδομένα γενικά οδηγούν σε 

μεγαλύτερη ακρίβεια, βέβαια η μεταβλητότητα αλλάζει με το χρόνο και υπάρχει ο κίνδυνος 

ότι παλιά δεδομένα ίσως είναι άσχετα για την πρόβλεψη μίας μελλοντικής τιμής. Ένας 

ισχυρισμός, ο οποίος φαίνεται να δουλεύει ικανοποιητικά είναι η χρήση τιμών από 

καθημερινά δεδομένα στο διάστημα 90 έως 180 μερών. Εναλλακτικά, ένας «άγραφος» 

κανόνας θεωρεί ότι πρέπει να κοιτάζει κανείς τόσο πίσω όσο θέλει να προβλέψει μπροστά. 

Στη συνέχεια θα αναπτυχθούν πιο εξελιγμένα μοντέλα σχετικά με την εκτίμηση της 

μεταβλητότητας [11]. 

Ένα σημαντικό θέμα που προκύπτει σχετικά με το χρόνο όταν πρόκειται να υπολογισθεί και 

να χρησιμοποιηθεί η μεταβλητότητα, είναι εάν πρέπει να μετριούνται οι ημερολογιακές 

ημέρες είτε οι μέρες στις οποίες είναι εφικτές οι συναλλαγές. Σχετικές έρευνες 

αποδεικνύουν ότι τα επίπεδα μεταβλητότητας είναι αρκετά υψηλότερα όταν τα 

χρηματιστήρια είναι ανοιχτά για συναλλαγές. Για το λόγο αυτό, συνήθως, οι επενδυτές 

τείνουν να αγνοούν τις ημέρες, τις οποίες τα χρηματιστήρια είναι κλειστά όταν υπολογίζουν 
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τη μεταβλητότητα από ιστορικά δεδομένα αλλά και όταν υπολογίζουν τη διάρκεια ενός 

παραγώγου. Ο τύπος που υπολογίζει τη μεταβλητότητα ανά έτος από τη μεταβλητότητα 

ανά ημέρα είναι 

Volatility 

per annum 

= Volatility 

per trading day 

  
 
                      

          
 

Ο αριθμός των εμπορεύσιμων ημερών, κατά τη διάρκεια ενός χρόνου, είναι 252 για τις 

μετοχές. Η διάρκεια ενός δικαιώματος υπολογίζεται ως Τ χρόνια, όπου 

  
                                                         

   
  

    

2.3 Η ιδέα των Black-Scholes 
 

Η διαφορική εξίσωση των Black-Scholes-Merton είναι μία εξίσωση, η οποία πρέπει να 

ικανοποιείται από την τιμή σχεδόν οποιουδήποτε παραγώγου με υποκείμενο τίτλο ένα 

προϊόν όπου η τιμή του ακολουθεί γεωμετρική κίνηση Brown, το οποίο δεν πληρώνει 

μερίσματα. Παρακάτω θα αναπτυχθούν τα επιχειρήματα που οδήγησαν στη εξαγωγή της 

συγκεκριμένης εξίσωσης [1],[11].  

Ας θεωρηθεί ότι δημιουργείται ένα χαρτοφυλάκιο μηδενικού κινδύνου (riskless portfolio), 

το οποίο αποτελείται από μία θέση σε παράγωγα και μία θέση σε μετοχές. Θεωρώντας την 

απουσία ευκαιριών αρμπιτράζ, η απόδοση του χαρτοφυλακίου πρέπει να ισούται με το 

επιτόκιο μηδενικού ρίσκου, r. Η θεώρηση αυτή οδηγεί στη διαφορική εξίσωση των Black-

Scholes-Merton. 

Ο λόγος για τον οποίο μπορεί να σχηματιστεί ένα χαρτοφυλάκιο μηδενικού ρίσκου είναι ότι 

και η τιμή της μετοχής αλλά και η τιμή του παραγώγου επηρεάζονται από την ίδια πηγή 

αβεβαιότητας, τις κινήσεις της μετοχής. Σε οποιοδήποτε μικρό διάστημα χρόνου, η τιμή του 

παραγώγου είναι «απόλυτα συσχετισμένη» με την τιμή της υποκείμενης μετοχής. Όταν 

δημιουργηθεί το συγκεκριμένο χαρτοφυλάκιο, το κέρδος ή η ζημία από τη θέση της 

μετοχής πάντα αντισταθμίζει το κέρδος ή τη ζημία από τη θέση του παραγώγου, έτσι ώστε 

η συνολική αξία του χαρτοφυλακίου στο τέλος του μικρού αυτού διαστήματος να είναι 

γνωστή με βεβαιότητα. 

Ας υποθέσουμε, για παράδειγμα ότι κάποια χρονική στιγμή η σχέση μεταξύ μίας μικρής 

μεταβολής ΔS στην τιμή της μετοχής και η ακόλουθη μικρή μεταβολή Δc στην τιμή ενός 

δικαιώματος προαίρεσης Ευρωπαϊκού τύπου, δίνεται από τη σχέση  

           

Η εξίσωση αυτή σημαίνει ότι η σχέση ανάμεσα στο c και στη S είναι τοπικά γραμμική με 

κλίση 0.4. Το χαρτοφυλάκιο μηδενικού ρίσκου θα αποτελείται από : 
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1. Μία long θέση σε 0.4 μετοχές  

2. Μία short θέση σε ένα call option. 

Υποτίθεται, για παράδειγμα, ότι η τιμή της μετοχής αυξάνεται κατά 10 λεπτά. Η τιμή του 

δικαιώματος θα αυξηθεί κατά 4 λεπτά και τα 0.4×10=4 κέρδος από τις μετοχές, είναι ίσο με 

τα 4 λεπτά ζημίας από τη short θέση στο δικαίωμα. 

Στη πραγματικότητα, στην ανάλυση των Black-Scholes-Merton, η θέση στη μετοχή και το 

παράγωγο παραμένει ακίνδυνη για ένα πολύ μικρό διάστημα χρόνου (θεωρητικά 

παραμένει ακίνδυνη στιγμιαία). Με σκοπό να συνεχίσει να παραμένει ακίνδυνο το 

χαρτοφυλάκιο πρέπει να ρυθμίζεται συχνά. Για παράδειγμα, η σχέση από το παράδειγμά 

         ενδέχεται να αλλάξει σε δύο εβδομάδες σε          . Αυτό σημαίνει ότι, με 

σκοπό να διατηρηθεί την ακίνδυνη θέση του χαρτοφυλακίου πρέπει να αγοραστούν 0.1 

επιπλέον μετοχές για κάθε δικαίωμα αγοράς που πωλείται. Παρ’ όλα αυτά, ισχύει ότι η 

απόδοση ενός ακίνδυνου χαρτοφυλακίου σε οποιοδήποτε μικρό διάστημα χρόνου ισούται 

με το επιτόκιο μηδενικού κινδύνου. Αυτό είναι και το βασικό στοιχείο στην ανάλυση των 

Black-Scholes-Merton και οδηγεί στην εξαγωγή του τύπου τιμολόγησης [11]. 

Το μοντέλο που αναπτύχθηκε από τους Black-Scholes-Merton χρησιμοποιεί ορισμένες 

υποθέσεις με σκοπό να πραγματοποιηθεί η επίλυση της μερικής διαφορικής εξίσωσης και 

να προκύψει η εξαγωγή ενός τύπου ο οποίος αποδίδει την τιμή των παραγώγων. Οι 

υποθέσεις αυτές αναφέρονται παρακάτω [11]: 

1. Η τιμή του υποκείμενου τίτλου που εμπεριέχεται στο Ευρωπαϊκό δικαίωμα αγοράς 

ακολουθεί τη γεωμετρική κίνηση Brown (γενικευμένη Wiener διαδικασία),  

                

όπου οι μεταβλητές μ, σ είναι σταθερές      . 

2. Δεν υπάρχουν κόστη συναλλαγών στις αγοραπωλησίες τίτλων ή φόροι. Όλοι οι 

τίτλοι είναι απείρως διαιρέσιμοι. 

3. Ο υποκείμενος τίτλος δεν πληρώνει μέρισμα κατά τη διάρκεια ζωής του 

δικαιώματος. 

4. Δεν υπάρχουν ευκαιρίες arbitrage. 

5. Οι συναλλαγές στον υποκείμενο τίτλο μπορούν να γίνονται σε συνεχή χρόνο. 

6. Επιτρέπονται οι πωλήσεις με αρνητική θέση (short selling). 

7. Το επιτόκιο μηδενικού ρίσκου r είναι σταθερό και ίδιο για όλους τους χρόνους. 

 

2.4 Ουδετερότητα Ρίσκου 
 

Ένα από τα πιο σημαντικά εργαλεία που χρησιμοποιήθηκαν στην ανάλυση των παραγώγων 

είναι η υπόθεση της ουδετερότητας του κινδύνου. Αυτή, η ιδιότητα εμφανίζεται στην 

εξίσωση των Black-Scholes-Merton και στην ουσία είναι το γεγονός ότι καμία μεταβλητή 

του μοντέλου δεν επηρεάζεται από τις προτιμήσεις ρίσκου του επενδυτή. Οι μεταβλητές 

που υπάρχουν στο μοντέλο είναι η τρέχουσα τιμή της μετοχής, η μεταβλητότητα, ο χρόνος 

και το επιτόκιο μηδενικού κινδύνου. Όλες είναι ανεξάρτητες από προτιμήσεις ρίσκου. 
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Η διαφορική εξίσωση των Black-Scholes-Merton δε θα ήταν ανεξάρτητη των προτιμήσεων 

ρίσκου των επενδυτών εάν συμπεριλάμβανε την αναμενόμενη απόδοση μ, των μετοχών. Ο 

ισχυρισμός αυτός επιβεβαιώνεται, διότι η τιμή του μ εξαρτάται από τις προτιμήσεις των 

επενδυτών. Όσο υψηλότερο είναι τα επίπεδα ρίσκου των επενδυτών, τόσο μεγαλύτερη 

είναι η τιμή του μ για οποιαδήποτε μετοχή. Βέβαια, η μεταβλητή μ εξαλείφεται κατά την 

εξαγωγή της εξίσωσης των Black-Scholes-Merton. 

Εφόσον, η διαφορική εξίσωση των Black-Scholes-Merton, τελικά είναι ανεξάρτητη των 

προτιμήσεων ρίσκου, συνεπάγεται ότι και η λύση αυτής είναι ανεξάρτητη προτιμήσεων. 

Επομένως, οποιοδήποτε είδος ρίσκου μπορεί να χρησιμοποιηθεί όταν υπολογίζεται η τιμή 

ενός παραγώγου. Άρα, μπορεί να γίνει η απλή υπόθεση ότι όλοι οι επενδυτές είναι 

ουδέτεροι ρίσκου. 

Σε ένα κόσμο όπου όλοι οι επενδυτές είναι αδιάφοροι του ρίσκου, η αναμενόμενη απόδοση 

όλων των επενδυτικών κεφαλαίων ισούται με το επιτόκιο μηδενικού ρίσκου, r. Αυτό 

συμβαίνει, διότι οι επενδυτές δεν απαιτούν κάποια ενισχυμένη απόδοση ώστε να τους 

ωθήσει να πάρουν κάποιο ρίσκο. Η υπόθεση, επομένως, ενός κόσμου ουδέτερου-ρίσκου 

απλοποιεί αρκετά την ανάλυση των παραγώγων. 

Είναι σημαντικό να εκτιμηθεί ότι η υπόθεση ότι όλοι οι επενδυτές είναι ουδέτεροι ρίσκου 

είναι απλά ένα τέχνασμα το οποίο βοηθά στην ανάκτηση λύσεων από τη διαφορική 

εξίσωση Black-Scholes-Merton. Οι λύσεις που αποκτώνται είναι έγκυρες, βέβαια, και στην 

πραγματικότητα. Δύο γεγονότα συμβαίνουν όταν μεταβαίνουμε από ένα risk-neutral σε ένα 

risk-averse κόσμο, ο αναμενόμενος ρυθμός ανάπτυξης στην τιμή των μετοχών 

μεταβάλλεται και ο ρυθμός προεξόφλησης που χρησιμοποιείται για την αποπληρωμή των 

παραγώγων επίσης μεταβάλλεται. Οι δύο αυτές μεταβολές τείνουν να αντισταθμίζουν η μία 

την άλλη [11].      

 

2.5 Εξαγωγή του μοντέλου Black-Scholes-Merton 
 

Θεωρείται η τιμή ενός παραγώγου σε μία γενική χρονική στιγμή t (όχι τη χρονική στιγμή 0). 

Εάν Τ είναι η ημερομηνία λήξης, ο χρόνος για τη λήξη είναι T-t [1],[11].  

Γίνεται η υπόθεση ότι η κίνηση που ακολουθεί η τιμή των μετοχών είναι αυτή που 

αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 1.3, 

                        

Τίθεται f η τιμή ενός δικαιώματος προαίρεσης ή άλλου παραγώγου που εξαρτάται από την 

S. Η μεταβλητή f πρέπει να είναι συνάρτηση των S και t. Επομένως,  από τo λήμμα του Ito, 

προκύπτει, 
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Όπως αναφέρθηκε και στο Κεφάλαιο 1.4, όπου αναπτύχθηκε το λήμμα του Ito, η κίνηση 

Wiener τόσο στην f όσο και στη S είναι ίδιες. Στις παραπάνω εξισώσεις, δηλαδή, η 

ποσότητα dz   ε   ) είναι η ίδια. Το γεγονός αυτό, επιτρέπει να δημιουργηθεί ένα 

χαρτοφυλάκιο από τη μετοχή και το παράγωγο τέτοιο ώστε η κίνηση Wiener να εξαλειφθεί. 

Το χαρτοφυλάκιο αποτελείται από ένα παράγωγο και       μετοχές. 

Ο κάτοχος του χαρτοφυλακίου έχει short θέση (πωλητής) σε ένα παράγωγο και long θέση 

(αγοραστής) σε       μετοχές. Ορίζουμε Π ως την αξία του χαρτοφυλακίου. Εξ’ ορισμού   

     
  

  
                  

Η μεταβολή ΔΠ στην αξία του χαρτοφυλακίου σε διάστημα χρόνου Δt δίνετε από τη σχέση 

       
  

  
                

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (2.7) τις εξισώσεις (2.4),(2.5) προκύπτει  

       
  

  
   

 

 
 
   

   
                    

Εφόσον, η εξίσωση (2.8) δεν περιέχει τον όρο Δz, το χαρτοφυλάκιο πρέπει να είναι 

ακίνδυνο για το διάστημα Δt. Οι υποθέσεις που έγιναν στο προηγούμενο κεφάλαιο 

υποδηλώνουν ότι το χαρτοφυλάκιο πρέπει στιγμιαία να έχει τον ίδιο ρυθμό απόδοσης 

όπως άλλα μικρής διάρκειας μηδενικού ρίσκου χρεόγραφα. Εάν το κέρδος είναι 

μεγαλύτερο από αυτή την απόδοση, τότε οι arbitrageurs θα μπορούσαν να αποκομίσουν 

ακίνδυνο κέρδος δανειζόμενοι απλά χρήματα για να αγοράσουν το χαρτοφυλάκιο, ή σε 

περίπτωση που το κέρδος είναι λιγότερο, θα μπορούσαν επίσης να αποκομίσουν ακίνδυνο 

κέρδος κατέχοντας short θέση στο χαρτοφυλάκιο και αγοράζοντας μηδενικού ρίσκου 

χρεόγραφα. Ο συλλογισμός αυτός καταλήγει στην εξής σχέση, 

                   

όπου r είναι το επιτόκιο μηδενικού κινδύνου. Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (2.6),(2.8) στην 

εξίσωση (2.9),  

   
  

  
   

 

 
 
   

   
              

  

  
     

ή αλλιώς  

  

  
   

  

  
 
 

 
    

   

   
                  

Η τελευταία εξίσωση (2.10) είναι γνωστή ως διαφορική εξίσωση Black-Scholes-Merton [1], 

[11]. Η συγκεκριμένη εξίσωση έχει αρκετές λύσεις, οι οποίες αντιστοιχούν σε όλα τα 

διαφορετικά παράγωγα που μπορούν να οριστούν με υποκείμενο τίτλο S. Η τιμή του 

παραγώγου που λαμβάνεται βασίζεται στις συνοριακές συνθήκες που χρησιμοποιούνται 

για την επίλυσή της. Οι συνθήκες αυτές προσδιορίζουν τις πιθανές τιμές που μπορούν να 
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αποκτήσουν οι μεταβλητές S και t. Η οριακή συνθήκη που χρησιμοποιείται για την 

περίπτωση ενός δικαιώματος Ευρωπαϊκού τύπου είναι η απόδοση του στη λήξη του, 

δηλαδή 

                                      

Αξίζει να σημειωθεί, ότι το χαρτοφυλάκιο που χρησιμοποιήθηκε ώστε να εξαχθεί η 

παραπάνω διαφορική εξίσωση δεν είναι σταθερά ακίνδυνο. Είναι ακίνδυνο για ένα 

απειροστά μικρό διάστημα χρόνου. Καθώς τα S και t μεταβάλλονται, μεταβάλλεται επίσης 

ο λόγος      . Για να παραμείνει ακίνδυνο το χαρτοφυλάκιο, είναι απαραίτητο να 

μεταβάλλεται συχνά η αναλογία των μετοχών σε σχέση με τα παράγωγα σε αυτό. 

Θεωρητικά, κάθε συνάρτηση f(S,t) η οποία είναι λύση της διαφορικής, αποτελεί τιμή 

κάποιου παραγώγου το οποίο θα μπορούσε να εμπορεύεται, χωρίς να δημιουργεί 

ευκαιρίες αρμπιτράζ.  

Η πιο διάσημη επίλυση της διαφορικής εξίσωσης (2.10) και γνωστός ως Black-Scholes-

Merton τύπος για τις τιμές των Ευρωπαϊκών δικαιωμάτων αγοράς είναι [1],[11],         

             
                          

όπου,  

   
   

  
      

  

   

   
 

   
   

  
      

  

   

   
        

και,  

c : η τιμή του Ευρωπαϊκού δικαιώματος αγοράς  

S0 : η τιμή του υποκείμενου τίτλου τη χρονική στιγμή 0 

K : η τιμή εξάσκησης  

r : το επιτόκιο μηδενικού ρίσκου  

T : ο χρόνος που μεσολαβεί για την εφαρμογή του δικαιώματος  

σ : η μεταβλητότητα της τιμής του υποκείμενου τίτλου  

Η συνάρτηση Ν    είναι η αθροιστική συνάρτηση κατανομής για μία κανονική κατανομή. Η 

τιμή της στην πραγματικότητα είναι η πιθανότητα μίας μεταβλητής με κανονική κατανομή 

μέσου 0 και τυπικής απόκλισης 1, να είναι μικρότερη από x.  
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3 Μεταβλητότητα (σ) 
 

 

Μετά την ανάπτυξη του μοντέλου των Black-Scholes-Merton προκύπτουν ερωτήματα όπως, 

πόσο κοντά είναι οι προβλεπόμενες τιμές μέσω του μοντέλου με τις πραγματικές τιμές της 

αγοράς, χρησιμοποιούν τελικά οι επενδυτές το μοντέλο όταν προσδιορίζουν την τιμή ενός 

δικαιώματος, είναι οι κατανομές των τιμών των μετοχών πράγματι λογαριθμικές; Αυτό που 

συμβαίνει στην πραγματικότητα είναι ότι το εν λόγω μοντέλο χρησιμοποιείται αλλά όχι με 

τον τρόπο που οι δημιουργοί του πρότειναν. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι «επιτρέπεται» 

στη μεταβλητότητα που χρησιμοποιείται για την τιμολόγηση ενός δικαιώματος να 

εξαρτάται από την τιμή εξάσκησης και το χρόνο για τη λήξη. 

 

3.1 Τεκμαρτή Μεταβλητότητα (implied volatility) 
 

Η παράμετρος, στο μοντέλο των Black-Scholes-Merton, της οποίας η τιμή δεν μπορεί να 

υπολογιστεί άμεσα είναι η μεταβλητότητα (σ). Υπάρχουν διάφορες τεχνικές για τον 

υπολογισμό της, βάσει της ιστορίας της τιμής του υποκείμενου τίτλου. Ωστόσο, συνήθως οι 

επενδυτές χρησιμοποιούν την τιμή της μεταβλητής, η οποία είναι γνωστή ως τεκμαρτή 

μεταβλητότητα (σimplied). Η τιμή αυτή αντικατοπτρίζει την μεταβλητότητα που παρατηρείται 

στην πραγματική αγορά. Οι σimplied χρησιμοποιούνται με σκοπό να καταγράφεται η «γνώμη» 

της αγοράς για την μεταβλητότητα ενός τίτλου. Με άλλα λόγια, η σimplied είναι η τιμή εκείνη 

της μεταβλητότητας για την οποία η θεωρητική τιμή (σύμφωνα με το μοντέλο BS) ενός 

δικαιώματος ισούται με την πραγματική του τιμή ή αλλιώς, 

                                             

Ωστόσο, όπως είναι φανερό από τη δομή του τύπου των Black-Scholes η συνάρτηση 

c(S0 K   σ T  δεν είναι εφικτό να επιλυθεί ως προς την μεταβλητότητα. Για το λόγο αυτό, 

για την επίλυση της παραπάνω ισότητας (3.1) χρησιμοποιούνται επαναληπτικές μέθοδοι 

εύρεσης ρίζας, όπως η μέθοδος διχοτόμησης ή η μέθοδος Newton-Raphson [11].  

 

3.2 Χαμόγελο μεταβλητότητας (Volatility smile) 
 

Το διάγραμμα της τεκμαρτής μεταβλητότητας ενός δικαιώματος, με σταθερό το χρόνο 

λήξης, ως συνάρτηση της τιμής εξάσκησης είναι γνωστό ως «χαμόγελο μεταβλητότητας» 

(volatility smile), λόγω του σχήματός του. 

Το χαμόγελο μεταβλητότητας για τα δικαιώματα μετοχών μελετήθηκε από τον Rubinstein 

(1985,1994) και από τους Jackwerth και Rubinstein (1996). Από το 1987 και έπειτα, το 

χαμόγελο μεταβλητότητας χρησιμοποιούταν από επενδυτές για να τιμολογήσουν 
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δικαιώματα είτε μετοχών είτε δεικτών, και έχει μια γενική μορφή όπως στο Διάγραμμα 1. 

Τα δεδομένα από τα οποία προκύπτει το διάγραμμα και υπολογίζεται η μεταβλητότητα 

παρουσιάζονται αναλυτικότερα στο Κεφάλαιο 7. 

 

 

Διάγραμμα 1. «Volatility smile» για δικαιώματα αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου με υποκείμενο 

τίτλο το δείκτη S&P 500 την ημέρα 5/12/2018, με λήξη τον Ιούνιο 2019.  

Η παραπάνω εικόνα μερικές φορές αναφέρεται και ως κλίση μεταβλητότητας (volatility 

skew). Η μεταβλητότητα μειώνεται όσο αυξάνει η τιμή εξάσκησης. Η μεταβλητότητα που 

χρησιμοποιείται για τιμολογηθεί ένα δικαίωμα χαμηλής τιμής εξάσκησης είναι σημαντικά 

υψηλότερη από αυτή που χρησιμοποιείται για ένα υψηλής τιμής εξάσκησης. 

Παρακάτω δίνεται η τεκμαρτή κατανομή πιθανότητας για τα δικαιώματα μετοχών με τη 

συνεχή γραμμή. Η λογαριθμική κατανομή, με τον ίδιο μέσο όρο και ίδια τυπική απόκλιση 

με την τεκμαρτή κατανομή, δίνεται με τη διακεκομμένη γραμμή. Είναι φανερό ότι η 

τεκμαρτή κατανομή έχει αριστερά υψηλότερες τιμές ενώ δεξιά χαμηλότερες από τη 

λογαριθμική κατανομή.       
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Εικόνα 2. Τεκμαρτή κατανομή και λογαριθμική κατανομή για δικαιώματα μετοχών [11]. 

Με σκοπό να αποδειχτεί ότι το Διάγραμμα 1 και η Εικόνα 2 είναι συναφείς μεταξύ τους, 

θεωρούμε ένα δικαίωμα το οποίο είναι «βαθειά εκτός χρημάτων». Από την Εικόνα 2 είναι 

φανερό ότι ένα δικαίωμα με τιμή εξάσκησης Κ2 έχει χαμηλότερη τιμή όταν χρησιμοποιείται 

η τεκμαρτή κατανομή αντί για τη λογαριθμική. Αυτό συμβαίνει διότι το δικαίωμα 

αποπληρώνει μόνο στην περίπτωση που η τιμή της μετοχής καταφέρει να ξεπεράσει την 

τιμή Κ2, και η πιθανότητα του ενδεχόμενου αυτού είναι χαμηλότερη για την τεκμαρτή 

κατανομή πιθανοτήτων σε σχέση με τη λογαριθμική κατανομή. Επομένως, αναμένεται η 

τεκμαρτή κατανομή να αποδώσει μία σχετικά χαμηλή τιμή για το δικαίωμα αυτό. Μία 

σχετικά χαμηλή τιμή οδηγεί επίσης σε χαμηλή τιμή για την τεκμαρτή μεταβλητότητα, και 

είναι ακριβώς αυτό που παρατηρείται από το Διάγραμμα 1.     

Ένας λόγος, που υπάρχει κλίση σε αυτό το διάγραμμα είναι η μόχλευση. Η λογική είναι ότι 

όσο μειώνεται η αξία των μετοχών αυξάνει η σχετική αξία του χρέους σε μια εταιρεία, 

δηλαδή αυξάνει η μόχλευση, κάτι που κάνει την εταιρεία ακόμη πιο επικίνδυνη και 

συντελεί στο να αυξάνεται η (τεκμαρτή) μεταβλητότητα της. Το ακριβώς αντίθετο 

συμβαίνει όταν αυξάνεται η αξία των μετοχών, όπου μειώνεται η μόχλευση, η 

επικινδυνότητα άρα και η (τεκμαρτή) μεταβλητότητα. Ένας άλλος λόγος, είναι ο φόβος της 

κατάρρευσης της τιμής, όπου όσο πέφτει μια μετοχή, δημιουργείται επιπλέον φόβος και 

νευρικότητα στην αγορά, κάτι που εντείνει την άνοδο της (τεκμαρτής) μεταβλητότητας, ενώ 

στην άνοδο της τιμής της μετοχής δεν υπάρχει τέτοιος φόβος, κάτι που αντικατοπτρίζεται 

σε χαμηλότερη (τεκμαρτή) μεταβλητότητα. Καθώς η σχέση μεταξύ τεκμαρτής 

μεταβλητότητας και τιμής εξάσκησης εξαρτάται από το επίπεδο της τρέχουσας τιμής του 

τίτλου, για να είναι πιο σταθερό το χαμόγελο μεταβλητότητας, σε πολλές περιπτώσεις 

σχεδιάζεται ανάμεσα στην τεκμαρτή μεταβλητότητα και το λόγο τιμής εξάσκησης και 

τρέχουσας τιμής, Κ/S0 [11]. 
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4 Μοντέλο S. Heston  
 

 

Αν και το μοντέλο των Black-Scholes-Merton χρησιμοποιείται εκτεταμένα με ικανοποιητικά 

αποτελέσματα για την τιμολόγηση  παραγώγων, όπως αποδείξαμε παραπάνω μέσω του 

χαμόγελου της μεταβλητότητας, η βασική του υπόθεση για σταθερή μεταβλητότητα 

παραβιάζεται έντονα. Στην προσπάθεια επίλυσης του συγκεκριμένου προβλήματος 

προτάθηκαν διάφορα μοντέλα στοχαστικής μεταβλητότητας, κανένα από αυτά ωστόσο δε 

κατάφερε να καταλήξει σε μία κλειστού τύπου λύση. Το 1993, λοιπόν, δημοσιεύεται από 

τον Steven Heston ένα μοντέλο στοχαστικής μεταβλητότητας, το οποίο παρουσιάζει μία 

κλειστού τύπου λύση αλλά και συνυπολογίζει τη συσχέτιση που έχουν η κίνηση των τιμών 

των υποκείμενων τίτλων με αυτή της μεταβλητότητάς τους.  

 

4.1 Συσχετισμένες Διαδικασίες  
 

Στο κεφάλαιο 1, αναφέρθηκε πως αναπαρίσταται μία στοχαστική διαδικασία μίας απλής 

μεταβλητής. Τώρα θα επεκταθεί η συγκεκριμένη ανάλυση στην περίπτωση όπου υπάρχουν 

δύο ή παραπάνω μεταβλητές οι οποίες ακολουθούν συσχετισμένες στοχαστικές 

διαδικασίες. Ας υποτεθεί ότι οι διαδικασίες που ακολουθούνται από δύο μεταβλητές x1 και 

x2 είναι 

                                            

όπου  dz1 και dz2 είναι ανελίξεις Wiener. 

Η μορφή διακριτού-χρόνου των παραπάνω διαδικασιών είναι  

                                                

όπου ε1 και ε2 είναι δείγματα από μία κανονική κατανομή φ     . 

Εάν δεν ήταν συσχετισμένες μεταβλητές οι x1 και x2, τα τυχαία δείγματα ε1 και ε2 που 

χρησιμοποιούνται για να αποκτηθούν οι κινήσεις τους σε ένα συγκεκριμένο διάστημα Δ  θα 

έπρεπε να είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους. 

Εάν οι x1 και x2 έχουν μη μηδενική συσχέτιση ρ, τότε οι τιμές των ε1 και ε2 που 

χρησιμοποιούνται πρέπει να προκύπτουν από μία δισδιάστατη κανονική κατανομή. Κάθε 

μεταβλητή σε μία δισδιάστατη κανονική κατανομή, έχει μία κανονική κατανομή και μία 

συσχέτιση μεταξύ των μεταβλητών η οποία είναι ρ. Στη προκειμένη περίπτωση αναφέρεται 

ότι οι διαδικασίες Wiener, dz1 και dz2 έχουν συσχέτιση ρ. 

Με σκοπό να αποκτηθούν δείγματα των μεταβλητών ε1 και ε2 με συσχέτιση ρ, τίθενται 

ε1        και    ε2   ρ    v      
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όπου τα u και v αποκτώνται ως ασυσχέτιστες μεταβλητές με κανονική κατανομή [11]. 

Τα παραπάνω αποτελέσματα είναι δυνατό να γενικευθούν όταν υπάρχουν τρεις ή και 

παραπάνω διαφορετικές μεταβλητές, οι οποίες ακολουθούν συσχετισμένες στοχαστικές 

διαδικασίες (Cholesky decomposition). Στην περίπτωση των τριών πρέπει να υπάρξουν τρία 

δείγματα ε, τα οποία έχουν μία τρισδιάστατη κανονική κατανομή. Όταν υπάρχουν n 

συσχετισμένες μεταβλητές, πρέπει να υπάρχουν n διαφορετικά ε και πρέπει να 

αποκτηθούν από μία n-διάστατη κανονική κατανομή [11].     

 

4.2 Επιστροφής στο μέσο και O-U διαδικασία    
 

“Ότι πηγαίνει πάνω πρέπει να επιστρέψει κάτω’’, ένα λαϊκό απόφθεγμα το οποίο φαίνεται 

να είναι εξαιρετικά σημαντικό για τις χρηματιστηριακές αγορές. Μετά το κραχ του 

χρηματιστηρίου το 1987, ο Fischer Black ανέφερε ότι ίσως η αιτία αυτού ήταν η υποτίμηση 

την αναμενόμενης «επιστροφής στο μέσο» της αγοράς [10]. 

Μία κατηγορία μοντέλων, η οποία προτείνεται για τη μοντελοποίηση της τιμολόγησης 

παραγώγων, θεωρεί μία στοχαστική διαδικασία “επιστροφής στο μέσο” για τη 

μεταβλητότητα (stochastic volatility mean-reverting models). Τα εν λόγω μοντέλα 

χαρακτηρίζονται ως mean-reverting, επειδή η μεταβλητότητα είναι μία μονότονη 

συνάρτηση, της οποίας η κλίση έχει την τάση να «τραβά» την τιμή της στο μέσο όρο. 

Παρατηρώντας τα ιστορικά δεδομένα των τιμών βλέπουμε ότι στην πραγματικότητα η 

μεταβλητότητα έχει όντως αυτή την τάση, όπως επίσης δείχνει έντονη επιμονή στις 

μεταβολές της (long memory). Αυτό συμβαίνει, διότι μία διακύμανση στην τιμή της μετοχής 

προκαλεί μια σειρά διακυμάνσεων οι οποίες φθίνουν αργά, καθώς άσχημα νέα 

ακολουθούνται από άσχημα νέα ενώ καλά νέα ακολουθούνται από καλά νέα [20]. 

Υπάρχει μία πληθώρα ορισμών για τη διαδικασία mean-reversion. Το σκεπτικό μιας 

διαδικασίας η οποία επιστρέφει στο μέσο της είναι τόσο γενικό ώστε διάφοροι ορισμοί να 

μπορούν να παραχθούν για αυτό. Στο σημείο αυτό θα αναπτυχθούν τα μοντέλα τα οποία 

είναι χρήσιμα παρακάτω για την ανάλυση του μοντέλου του Heston [10]. 

Θεωρείται, αρχικά, μία απλή αυτορυθμιζόμενη διαδικασία  

xt = a0 + a1xt-1 + εt              (4.1) 

όπου εt είναι μία μηδενικού μέσου κατανομή και α   (0,1). Ο μέσος όρος της διαδικασίας 

είναι  

   
  

    
                  

ενώ η μεταβλητή α1 ελέγχει την επαναφορά στο μέσο. Διαισθητικά, οι μεταβολές εt-1 

εισάγονται στο xt με βαρύτητα α1, στο xt+1 με βαρύτητα α1
2 και ου το καθεξής. Το κλάσμα 

         είναι ο μέσος χρόνος για μία μεταβολή ώστε να εξαλειφτεί από τη διαδικασία, 
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ο λεγόμενος mean-reversion χρόνος. Σημειώνεται ότι η διαδικασία αυτή μοντελοποιεί 

θετικές συσχετίσεις. 

Η δεύτερη αυτορυθμιζόμενη διαδικασία που θεωρείται είναι  

 xt = μ + α μ - xt-1) + εt          (4.3) 

όπου     και ξανά εt είναι μία  μηδενικού ρίσκου κατανομή και α   (0,1). Ο μέσος όρος 

της συγκεκριμένης διαδικασίας είναι μ. Ο μεσαίος όρος της δεξιάς πλευράς, ο όρος mean-

reversion, μετρά την απόκλιση της διαδικασίας από το μέσο σε προηγούμενα χρονικά 

διαστήματα και προσθέτει τη διόρθωση με βαρύτητα α. Εάν η διαδικασία ήταν κάτω από το 

μέσο σε προηγούμενα χρονικά διαστήματα, η διαδικασία δέχεται μια α-μεγέθους άνω 

κίνηση, αντίθετα σε περίπτωση που ήταν πάνω από το μέσο, δέχεται προς τα κάτω. Εάν 

τεθεί         και      , στη πρώτη διαδικασία, προκύπτει η δεύτερη, και είναι 

φανερό ότι οι συσχετίσεις στην προκειμένη περίπτωση είναι αρνητικές. Επίσης, είναι 

διαφορετικός ο χρόνος mean-reversion και ισούται με     [10]. 

Στα μοντέλα στοχαστικής μεταβλητότητας, η μεταβλητότητα ακολουθεί συνήθως μία 

Ornstein-Uhlenbeck διαδικασία, μία διαδικασία η οποία ανήκει στη δεύτερη αυτή 

κατηγορία [10], 

                                     

όπου Yt είναι η διαδικασία της μεταβλητότητας στο χρόνο t και a είναι ο συντελεστής 

συσχέτισης όπου ελέγχει την ταχύτητα της επιστροφής στο μέσο. Ο μέσος χρόνος της 

διαδικασίας Y που χρειάζεται για να επιστρέψει στο μέσο m είναι    . Η διακριτοποίηση 

της διαδικασίας αποδίδει μία αυτορυθμιζόμενη διαδικασία με αρνητική συσχέτιση –a. Η 

λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι [3],[4] 

             
                 

 

 
                . 

Η διαδικασία που χρησιμοποιείται στο μοντέλο του Heston, είναι μία mean-reverting CIR 

(Cox-Ingersoll-Ross) διαδικασία, γνωστή στα μαθηματικά και ως Feller, η οποία αναλύεται 

με τον ίδιο τρόπο και η μορφή της είναι [9], 

                                       . 

 

4.3 Μοντέλο Heston  
 

Το μοντέλο το οποίο προτείνεται από τον Heston (1993) προβλέπει μία γεωμετρική κίνηση 

Brown για τις τιμές των μετοχών και ένα mean-reverting μοντέλο για τη μεταβλητότητα. 

Συγκεκριμένα, εισάγεται μία νέα μεταβλητή με το όνομα διακύμανση v, και πρόκειται στην 

ουσία για το τετράγωνο της μεταβλητότητας, v σ2. Επεκτείνοντας , λοιπόν, το μοντέλο των 

Black-Scholes-Merton, ο Heston υποθέτει ότι η μεταβλητή Vt ακολουθεί μία CIR διαδικασία. 

Διαμορφώνεται, επομένως, η τελική μορφή του μοντέλου ως εξής [9], 
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όπου, ρ είναι ο συντελεστής συσχέτισης και οι dWt1 , dWt2 είναι δύο συσχετισμένες 

κινήσεις Wiener. Οι υποθέσεις που γίνονται για το συγκεκριμένο μοντέλο, είναι ότι δεν 

πληρώνονται μερίσματα και ότι το επιτόκιο παραμένει σταθερό, δηλαδή η τιμή της 

μεταβλητής r είναι σταθερή [9]. 

Οι μεταβλητές που χρησιμοποιούνται στο μοντέλο είναι οι ακόλουθες [5],[19], 

St : η τιμή του υποκείμενου τίτλου τη χρονική στιγμή t 

r : το επιτόκιο μηδενικού κινδύνου  

Vt : η διακύμανση τη χρονική στιγμή t 

κ : ο συντελεστής ο οποίος ελέγχει την «ταχύτητα» της επιστροφής στο μέσο 

θ : η τιμή στην οποία συγκλίνει η διαδικασία της Vt (το μέσο) 

σ : η μεταβλητότητα της διακύμανσης  Vt 

dWt1 , dWt2: δύο συσχετισμένες διαδικασίες Wiener, με συντελεστή συσχέτισης ρ.  

Τα μοντέλα στοχαστικής μεταβλητότητας καταφέρνουν να αντιμετωπίσουν την πιο 

περιοριστική υπόθεση από το μοντέλο των Black-Scholes, αυτή της σταθερής 

μεταβλητότητας κατά τη διάρκεια της ζωής ενός δικαιώματος. Παρατηρώντας τις αγορές 

είναι ξεκάθαρο και μπορεί εύκολα να διαπιστωθεί ότι η μεταβλητότητα δεν είναι σταθερή. 

Για αυτό άλλωστε προκύπτουν και τα διαφορετικά επίπεδα τεκμαρτής μεταβλητότητας και 

το γνωστό γράφημα, «χαμόγελο της μεταβλητότητας». 

Συγκριτικά με τα υπόλοιπα μοντέλα μεταβλητότητας, το συγκεκριμένο περιλαμβάνει 

ορισμένες επιθυμητές ιδιότητες. Αρχικά, μοντελοποιεί τη μεταβλητότητα ως μία mean-

reverting διαδικασία, μία υπόθεση που συνάδει με τη πραγματικότητα αν παρατηρηθεί η 

συμπεριφορά της μεταβλητότητας στις αγορές [10]. Σε περίπτωση όπου η μεταβλητότητα 

δεν ήταν mean-reverting, οι αγορές θα ήταν εφικτό να διαθέτουν ένα αριθμό από τίτλους οι 

οποίοι θα είχαν μεταβλητότητα είτε πολύ υψηλή είτε κοντά στο 0. Βέβαια, υπάρχουν 

τέτοιες περιπτώσεις ωστόσο είναι αρκετά σπάνιες και βραχυχρόνιες. Επιπρόσθετα, το εν 

λόγω μοντέλο περιλαμβάνει τη συσχέτιση μεταξύ της απόδοσης των κεφαλαίων και της 

μεταβλητότητας. Η συγκεκριμένη ιδιότητα μοντελοποιεί την στατιστική συσχέτιση μεταξύ 

του υποκείμενου τίτλου και τη μεταβλητότητά του, το οποίο είναι ένα εμφανές 

χαρακτηριστικό στις αγορές. Ένα παράδειγμα είναι οι αγορές μετοχών, στις οποίες η τιμή 

της μεταβλητότητας τείνει να αυξηθεί όταν συμβαίνουν μεγάλες πτώσεις στη τιμή των 

μετοχών, δηλαδή     (leverage effect). Συνεπώς, το μοντέλο του Heston παρέχει μία 

δομή, η οποία μπορεί να «φιλοξενήσει» τυπικά χαρακτηριστικά τα οποία παρατηρούνται 

στις χρηματοπιστωτικές αγορές.     
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Χρησιμοποιώντας το βασικό επιχείρημα arbitrage των Black-Scholes-Merton, απέδειξε ότι η 

αξία U(S,v,t) κάθε κεφαλαίου πρέπει να ικανοποιεί τη μερική διαφορική εξίσωση [9], 

 

 
   

   

   
     

   

    
 
 

 
   

   

   
   

  

  
                     

  

  
    

  

  
                    

όπου ο όρος λ   v    συμβολίζει το ρίσκο της μεταβλητότητας και πρέπει να είναι 

ανεξάρτητο από οποιοδήποτε κεφάλαιο, και στη συγκεκριμένη εργασία θα θεωρείται ίσο 

με 0. 

Ένα από τα βασικά πλεονεκτήματα της μεθόδου του Heston είναι ότι παρέχει μία κλειστού 

τύπου λύση. Υπέθεσε ότι η λύση πρέπει να είναι, κατά αναλογία με το τύπο των Black-

Scholes, της ίδιας μορφής και εφαρμόζοντας τις κατάλληλες οριακές συνθήκες στην  

παραπάνω μερική διαφορική εξίσωση (4.7) καταλήγει στον ακόλουθο τύπο για την τιμή 

ενός ευρωπαϊκού δικαιώματος αγοράς [9], 

                       
                            

Είναι βολικό για τη επίλυση να ορίσουμε ως,  

           

Υποθέτοντας ότι οι χαρακτηριστικές εξισώσεις f1, f2 είναι γνωστές, τότε οι ποσότητες P1, P2 

μπορούν να οριστούν μέσω του αντίστροφου μετασχηματισμού Fourier ως,  

     
 

 
   

 

 
    

             
        

  

 

 

             

Η λύση και η τελική μορφή των χαρακτηριστικών εξισώσεων είναι, 

                                                

όπου,  

                
 

  
                          

      

   
   

         
         

  
   

     

      
  

    
             

             
 

              
 
                

για j=1,2, όπου 
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4.4 Ολοκλήρωμα Heston  
 

Στο μοντέλο του Heston προκύπτει ένα θέμα που αφορά τον υπολογισμό του 

ολοκληρώματος που εμφανίζεται στις ποσότητας P1 και P2, καθώς τα άκρα του δεν είναι 

πεπερασμένα. Για τον λόγο αυτό έχουν αναπτυχθεί διάφοροι τρόποι και μετασχηματισμοί, 

οι οποίοι έχουν ως σκοπό τον υπολογισμό των  Pj (όπου j=1,2) ποσοτήτων και το βέλτιστο 

προσδιορισμό της τιμής των δικαιωμάτων. Στο σημείο αυτό θα αναλυθούν τρεις 

διαφορετικοί τρόποι, όπου μέσω αυτών υλοποιείται το μοντέλο του Heston. 

 

4.4.1 Αριθμητική ολοκλήρωση 

 

Ο πρώτος τρόπος προσέγγισης για την επίλυση του ολοκληρώματος, είναι η αριθμητική 

ολοκλήρωση (numerical integration). O κανόνας του Simpson είναι μία συνήθης 

αντιμετώπιση του ζητήματος. Πρόκειται για μία μέθοδο, η οποία υπολογίζει προσεγγιστικά 

την τιμή ενός ολοκληρώματος [26], 

     

 

 

   
   

 
         

   

 
                   

όπου το  διάστημα (a,b) χωρίζεται σε μικρότερα ίσα υποδιαστήματα, ο αριθμός των 

οποίων εξαρτάται από την απαιτούμενη ακρίβεια. Γενικά, υπάρχουν και άλλες παρόμοιες 

μέθοδοι, όπως οι μέθοδοι Gauss, οι οποίες χρησιμοποιούνται για τον ίδιο σκοπό. Η 

συγκεκριμένη διαδικασία πραγματοποιείται στο υπολογιστικό πρόγραμμα MATLAB 

χρησιμοποιώντας την εντολή integral. Ο αντίστοιχος κώδικας αναπτύσσεται στο Appendix. 

 

4.4.2 Monte Carlo ολοκλήρωση 

 

Η δεύτερη μεθοδολογία που θα αναπτυχθεί είναι η μέθοδος Monte Carlo. Οι μέθοδοι 

Monte Carlo βασίζονται στην αναλογία μεταξύ πιθανότητας και όγκου, και έχουν χτιστεί 

πάνω σε δύο γνωστά θεωρήματα, το Νόμο των Μεγάλων Αριθμών και το Κεντρικό Οριακό 

Θεώρημα. Η μαθηματική θεωρία συνδέει την πιθανότητα να εμφανιστεί ένα ενδεχόμενο, 

με όλα τα πιθανά ενδεχόμενα που υπάρχουν στο χώρο. Συγκεκριμένα η πιθανότητα να 

συμβεί ένα ενδεχόμενο ισούται με το μέτρο, ή τον όγκο, του ενδεχομένου, διαιρεμένο με το 

μέτρο ή τον όγκο όλων των πιθανών ενδεχομένων. Οι μέθοδοι Monte Carlo λειτουργούν 

αντίστροφα, υπολογίζουν δηλαδή τον όγκο όλων των ενδεχομένων ώστε να παρουσιαστεί 

τελικά ως πιθανότητα. Αυτό που καλείται να κάνει επομένως μια προσομοίωση Monte 

Carlo μίας στοχαστικής διαδικασίας είναι να δημιουργήσει μέσω τυχαίων δειγματοληψιών 

πιθανά αποτελέσματα για τη διαδικασία. Παράγοντας όλο και περισσότερα μονοπάτια για 

μία διαδικασία, τελικά βοηθά να αποκτηθεί μια ολοκληρωμένη κατανομή πιθανοτήτων για 
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τις τιμές της υπολογιζόμενης μεταβλητής. Ο Νόμος των Μεγάλων αριθμών διαβεβαιώνει 

πως η εκτίμηση συγκλίνει στην πραγματική πιθανότητα εμφάνισης του εκάστοτε 

ενδεχομένου, ενώ ταυτόχρονα από το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα λαμβάνονται 

πληροφορίες για το μέγεθος του σφάλματος της εκτίμησης μετά από πεπερασμένες 

παραγωγές. Πιο αναλυτικά, θεωρείται μία ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών 

Χ1 Χ2 … Χn από μία κατανομή με μέση τιμή μ και διασπορά σ2, τότε ισχύει βάσει του νόμου 

των μεγάλων αριθμών ότι 

   
          

 
                    

με πιθανότητα 1. Έτσι, για μεγάλες τιμές του n το Yn είναι μία καλή προσέγγιση του μ. Από 

το κεντρικό οριακό θεώρημα ισχύει ότι 

         
  

 
               

προσεγγιστικά για μεγάλες τιμές του n, οπότε είναι φανερό πως όσο βελτιώνεται η 

προσέγγιση, το σφάλμα αυτής τείνει στο 0, με ταχύτητα η οποία δεν εξαρτάται από τη 

διάσταση του προβλήματος. 

Η αναλυτική μορφή του κώδικα για τον υπολογισμό ενός δικαιώματος αγοράς Ευρωπαϊκού 

τύπου μέσω του μοντέλο του Heston, επιλύοντας το ολοκλήρωμα με τη μέθοδο Monte 

Carlo, στο MATLAB, καταγράφεται στο Appendix. 

Κρίνεται αναγκαίο να αναφερθεί ότι, για την υλοποίηση της μεθόδου αυτής γίνεται 

εφαρμογή της μεθοδολογίας αποσύνθεσης Cholesky. Όταν, απαιτούνται δύο συσχετισμένα 

δείγματα ε1 και ε2, τα οποία ακολουθούν κανονική κατανομή ακολουθείται η συγκεκριμένη 

διαδικασία. Θεωρούμε δύο ανεξάρτητα δείγματα μεταξύ τους, έστω x1 και x2, από μία 

ενιαία κανονική κατανομή. Τότε, τα απαιτούμενα δείγματα ε1 και ε2 υπολογίζονται ως εξής, 

ε1 = x1 

ε2 = ρx1 + x2      

όπου  ρ  είναι ο συντελεστής συσχέτισης. Η διαδικασία αυτή μπορεί να γενικευθεί και να 

εφαρμοστεί στην περίπτωση που απαιτούνται n  συσχετισμένα δείγματα [11],[24].    

 

4.4.3 Γρήγορος μετασχηματισμός Fourier  

 

Η τρίτη μεθοδολογία που θα αναπτυχθεί είναι ο γρήγορος μετασχηματισμός Fourier (Fast 

Fourier Transform-FFT), η οποία προτείνεται από τους Carr & Madan (1999) [2]. Πρόκειται 

για μία μεθοδολογία, η οποία είναι ταχύτερη σε σχέση με τις υπόλοιπες που επιχειρούν να 

λύσουν το ίδιο πρόβλημα.  
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Ο μετασχηματισμός Fourier         και ο αντίστροφος μετασχηματισμός          μίας 

ολοκληρώσιμης συνάρτησης, f(x), είναι 

                          

 

  

 

            
 

  
                 

 

  

 

f(x) θεωρείται η ουδέτερη ρίσκου συνάρτηση πυκνότητας της λογαριθμικής απόδοσης του 

υποκείμενου τίτλου και F φ  καλείται χαρακτηριστική εξίσωση του f(x). Ακόμα και αν η 

μεταβλητή δεν είναι απόλυτα συνεχής, η χαρακτηριστική της εξίσωση υπάρχει.  

Ο FFT είναι ένας αλγόριθμος ο οποίος χρησιμοποιείται για να υπολογίζει αθροίσματα του 

ακόλουθου τύπου, 

         
  
 
              

 

   

 

Θέτονται, xt = lnSt και k = lnK, όπου Κ είναι η τιμή εξάσκησης του δικαιώματος. Η τιμή 

ενός δικαιώματος αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου, με λήξη Τ, ως συνάρτηση του k είναι, 

                   
 

 

                          

όπου fT(x) είναι η συνάρτηση πυκνότητας που ορίστηκε παραπάνω. Οι Carr και Madan 

όρισαν μία τροποποιημένη συνάρτηση, επειδή η CT(k) δεν είναι διπλά ολοκληρώσιμη  

       
                                  

Πλέον η cT(k) είναι δύο φορές ολοκληρώσιμη για ένα εύρος τιμών του a και   . Οι 

μετασχηματισμοί Fourier της cT(k) είναι, 

                   
 

  

                 

      
 

  
              
 

  

                  

Αντικαθιστώντας το μετασχηματισμό (4.16) στην (4.14), 

       
         

     
 

  
              
 

  

            

και (4.13),(4.14) στην (4.15) 
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όπου FcT φ  είναι η χαρακτηριστική εξίσωση του xT, η οποία δίνεται από (Hong 2004), 

         
               

               

     
                  

                            
 

      
  

  
      

                            

     
                

      
 

 
        

                    

            

Οι Carr και Madan απέδειξαν ότι [2], 

       
     

 
    

  
 
                      

 

 
              

 

   

 

όπου οι παράμετροι έχουν οριστεί ώστε να υπάρχει ισορροπία ανάμεσα στον υπολογιστικό 

χρόνο και την ακρίβεια  

          

  
 

 
 

      

       

  
 

 
 

      
  

 
                …      
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Αυτή είναι μία εφαρμογή του FFT [2],[19]. Τέλος, απομένει ο προσδιορισμός της τιμής του 

α, για την οποία προτείνεται,  

                            

Ο κώδικας με τη συγκεκριμένη μεθοδολογία αναφέρεται στο Appendix και χρησιμοποιείται 

για τον προσδιορισμό της τιμής ενός δικαιώματος αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου. 

 

4.5 Βαθμονόμηση μοντέλου 
 

Πριν χρησιμοποιηθεί ένα μοντέλο τιμολόγησης, πρέπει να βεβαιωθεί ότι είναι ικανό να 

παράγει ακριβή αποτελέσματα για τα δικαιώματα τα οποία ήδη εμπορεύονται στην αγορά. 

Η διαθεσιμότητα κλειστού τύπου λύσεων των μοντέλων είναι αρκετά χρήσιμη στη 

διαδικασία βαθμονόμησής τους. Απαιτείται, επομένως, ο προσδιορισμός των βέλτιστων 

παραμέτρων, των οποίων οι τιμές θα είναι ικανές να αναπαράγουν τις τιμές της αγοράς. Ο 

σκοπός των βαθμονομημένων μοντέλων είναι η χρήση τους για την πρόβλεψη των τιμών 

των δικαιωμάτων. Η περίπτωση που ενδιαφέρει ιδιαίτερα, είναι αυτή για τα δείγματα "out-

of-the sample”, δηλαδή η πρόβλεψη των τιμών των δικαιωμάτων μέσω του 

βαθμονομημένου μοντέλου, βάσει παρελθοντικών τιμών.        

Ο σκοπός της βαθμονόμησης είναι η εύρεση των κατάλληλων παραμέτρων οι οποίες 

ελαχιστοποιούν τη διαφορά μεταξύ των τιμών του μοντέλου και των παρατηρούμενων 

τιμών της αγοράς. Πιο συγκεκριμένα, υπό την υπόθεση ενός κόσμου ουδέτερου ρίσκου, το 

μοντέλο του Heston έχει πέντε άγνωστες παραμέτρους               . Επομένως, 

υπολογίζοντας τις τιμές αυτών των παραμέτρων, επιδιώκεται η απόκτηση της εξέλιξης των 

υποκείμενων τίτλων η οποία είναι συναφής με την τρέχουσα τιμή των δικαιωμάτων 

[5],[19]. 

Με σκοπό να υπολογιστεί η βέλτιστη τιμή των παραμέτρων αυτών χρειάζεται, αρχικά, να 

οριστεί η ποσοτικοποίηση του μέτρου της απόστασης μεταξύ των τιμών του μοντέλου και 

της αγοράς, και έπειτα μέσω της μεθόδου βελτιστοποίησης να προσδιοριστούν οι τιμές 

εκείνες των παραμέτρων που ελαχιστοποιούν την απόσταση αυτή. Μία απλή και κατανοητή 

προσέγγιση είναι η ελαχιστοποίηση του μέσου όρου των τετραγωνικών διαφορών,  

      
 

 
   

           
            

 
 

   

                  

όπου CiΩ Κi,Ti) είναι οι τιμές των δικαιωμάτων χρησιμοποιώντας τις τιμές παραμέτρων Ω 

και  CiMkt Κi,Ti) είναι οι παρατηρούμενες από την αγορά τιμές δικαιωμάτων. 

Το πρόβλημα που παρουσιάζεται στη διαδικασία βαθμονόμησης είναι ότι η αντικειμενική 

συνάρτηση δεν είναι απαραίτητα μονότονη και ενδεχομένως παρουσιάζει διάφορα τοπικά 

ελάχιστα. Το γεγονός αυτό περιπλέκει την εκτίμηση των βέλτιστων παραμέτρων, αφού η 

λύση που θα αποκτηθεί βασίζεται στην αρχική εκτίμηση. Επομένως, μία καλή αρχική 
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εκτίμηση είναι εξαιρετικά σημαντική, αλλά ακόμα και με αυτή δεν είναι εγγυημένη η 

σύγκλιση στο ολικό ακρότατο. 

Το επιθυμητό θα ήταν η αναζήτηση του ολικού ελάχιστου. Ωστόσο, οι ολικοί εκτιμητές 

απαιτούν υψηλότερους υπολογιστικούς χρόνους και μερικές φορές χωρίς να καταλήγουν 

σε αισθητά καλύτερα αποτελέσματα.   

Όταν μία συνάρτηση παρουσιάζει διάφορα ελάχιστα, οι τοπικοί εκτιμητές αντιμετωπίζουν 

το πρόβλημα ότι εφόσον βρεθεί μία λύση, δεν είναι σίγουρο αν αυτή είναι η καλύτερη 

δυνατή. Με άλλα λόγια, δε είναι εφικτό να διακριθεί εάν η λύση είναι τοπικό ή ολικό 

ελάχιστο, ή συνεπώς, εάν φτάσει σε ένα τοπικό ελάχιστο, δεν υπάρχει εύκολος τρόπος να 

ανιχνευθεί πόσο μακριά βρίσκεται από το ολικό. 

Ένας εναλλακτικός τρόπος για να αντιμετωπίσουμε αυτό το πρόβλημα είναι να οριστεί ένα 

κριτήριο για την αποδοχή λύσεων. Σε περίπτωση που τεθεί κάποιο όριο βάσει του οποίου 

οι λύσεις θα θεωρούνται αποδεκτές, είναι σίγουρο ότι κάθε αποδεκτή λύση θα είναι 

συναφής με τα κριτήρια ανεκτικότητας. Αντίθετα, εάν βρεθεί μία μη αποδεκτή λύση, 

μπορεί να επαναληφτεί ο αλγόριθμος με διαφορετική αρχική εκτίμηση και να αναζητηθεί 

μία λύση που πληροί τα κριτήρια.     

Ως τοπικός εκτιμητής στην διπλωματική εργασία χρησιμοποιείται η εντολή του MATLAB, η 

συνάρτηση lsqnonlin (least-squares non-linear), η οποία υλοποιεί έναν αλγόριθμο 

ελαχιστοποίησης σε ένα διάστημα εμπιστοσύνης. Όσον αφορά τις παραμέτρους, ορίζονται 

άνω και κάτω όρια. Οι περιορισμοί αυτοί επιβάλλονται, διότι είναι πιθανό να προκύψουν 

μαθηματικά αποδεκτές λύσεις, οι οποίες ωστόσο να μην έχουν κάποιο οικονομικό νόημα. 

Τα όρια που τίθενται για κάθε παράμετρο αναφέρονται παρακάτω [5]: 

 θ, V0 – Αρχική και μέση διακύμανση: Αποδεκτές λύσεις για τα επίπεδα διακύμανσης 

πρέπει να λαμβάνουν θετικές τιμές. Επίσης, δεδομένου του χαρακτηριστικού “mean-

reversion”, η μεταβλητότητα των περισσότερων τίτλων σπάνια ξεπερνούν το επίπεδο 

των 100%. Συνεπώς, χρησιμοποιούνται τα όρια 0 και 1 για τις παραμέτρους vbar και v0.    

 ρ - Συσχέτιση: Η στατιστική συσχέτιση λαμβάνει τιμές από -1 έως 1. Όπως αναφέρθηκε 

προηγουμένως, η συσχέτιση μεταξύ μεταβλητότητας και τιμών των μετοχών τείνει να 

είναι αρνητική. Βέβαια, θετικές τιμές συσχέτισης είναι πιθανές σε ορισμένες 

περιπτώσεις. Επομένως, θα χρησιμοποιηθεί ολόκληρο το εύρος κατά τη διαδικασία 

βαθμονόμησης.   

 σ – Μεταβλητότητα διακύμανσης: Εφόσον, πρόκειται για μεταβλητότητα είναι σίγουρο 

πως λαμβάνει θετικές τιμές. Η μεταβλητότητα των οικονομικών τίτλων ίσως 

μεταβάλλεται έντονα σε μικρά διαστήματα χρόνου, οπότε απαιτούνται υψηλότερα 

όρια για τη συγκεκριμένη μεταβλητή για αυτό θα χρησιμοποιηθεί το εύρος 0 έως 1. 

 κ – Ταχύτητα επιστροφής: Με σκοπό να βεβαιωθεί ότι διατηρείται το χαρακτηριστικό 

mean-reversion, η παράμετρος κ πρέπει να λάβει θετικές τιμές. Ωστόσο, δεν έχει 

επιβεβαιωθεί ξεκάθαρα ποιο είναι το κατάλληλο ανώτερο όριο της συγκεκριμένης 

μεταβλητής. Συνεπώς, είτε χρησιμοποιείται ως άνω όριο κάποια αυθαίρετα μεγάλη 

τιμή είτε αυτό εφαρμόζεται έμμεσα κατά τη διαδικασία βαθμονόμησης μέσω του 

περιορισμού μη-αρνητικότητας.      
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 Περιορισμός μη-αρνητικότητας: Εκτός των ορίων των παραμέτρων, μία επιπλέον 

συνθήκη απαιτείται για να βεβαιωθεί ότι η διακύμανση στο μοντέλο του Heston δε 

γίνεται 0 ή αρνητική. Γνωστή και ως συνθήκη Feller, σε μία διαδικασία CIR η 

διακύμανση είναι αυστηρά θετική θέτοντας τον περιορισμό          [4].      
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5 Μοντέλο S. Kou 
 

 

Η ανέλιξη Brown και η κανονική κατανομή έχουν χρησιμοποιηθεί εκτεταμένα στο μοντέλο 

τιμολόγησης των Black-Scholes με σκοπό να περιγράψουν την απόδοση των κεφαλαίων. 

Ωστόσο, προκύπτουν δύο βασικά ζητήματα από διάφορες εμπειρικές έρευνες. Το 

χαρακτηριστικό ‘leptokurtic’, δηλαδή ότι η κατανομή τη απόδοσης ίσως έχει υψηλότερη 

κορυφή και χαμηλότερα άκρα, ενδεχομένως και ασυμμετρικά, σε σύγκριση με την κανονική 

κατανομή και τη γνωστή «ανωμαλία» του χαμόγελου της μεταβλητότητας. Για να 

ενσωματωθούν και τα δύο αυτά χαρακτηριστικά προτείνεται από τον Steven Kou, για την 

τιμολόγηση δικαιωμάτων, ένα διπλό εκθετικό μοντέλο αλμάτων διάχυσης. Ένα μοντέλο, 

από το οποίο προκύπτουν αναλυτικές λύσεις για την τιμολόγηση μίας ποικιλίας 

δικαιωμάτων, συμπεριλαμβανομένου δικαιωμάτων αγοράς και πώλησης, παράγωγα 

επιτοκίων, path-dependent δικαιώματα, κάτι το οποίο δεν μπορεί να συμβεί από 

εναλλακτικά μοντέλα.             

 

5.1 Levy διαδικασία  

 

Διαδικασία Levy, ονομάζεται μία στοχαστική διαδικασία με ανεξάρτητες σταθερές 

προσαυξήσεις. Δύο διάσημες ανελίξεις Levy είναι η κίνηση Brown και Poisson. Η κίνηση 

Brown είναι η μόνη συνεχής κίνηση Levy, όλες οι υπόλοιπες έχουν κομμάτια ασυνέχειας. 

Θεωρητικά, οι ασυνεχείς κινήσεις Levy μπορούν να έχουν άπειρα άλματα [7].    

Μία στοχαστική διαδικασία         , ορισμένη σε ένα χώρο πιθανότητας           

λέγεται ότι είναι μία ανέλιξη Levy, εφόσον ικανοποιεί τις ιδιότητες, 

 Οι τροχιές της στοχαστικής διαδικασίας         , κάτω από το μέτρο πιθανότητας 

 , είναι δεξιά συνεχείς συναρτήσεις του χρόνου ενώ υπάρχουν τα αριστερά όρια, 

με πιθανότητα 1 

 P(Χ0 = 0) = 1  

 Οι προσαυξήσεις της ανέλιξης, είναι ανεξάρτητες, Xt-Xs είναι ίσες κατά κατανομή με 

την τυχαία μεταβλητή Χt-s, για κάθε       

 Οι προσαυξήσεις της ανέλιξης       είναι ανεξάρτητες της          

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, δίνεται πλέον μια ταυτότητα στις στοχαστικές 

διαδικασίες με σταθερές και ανεξάρτητες προσαυξήσεις και επιπλέον γίνεται σαφές ότι οι 

διαδικασίες Brown και Poisson αποτελούν μέλη της οικογένειας Levy [17].   

Μία βασική ιδιότητα που διατηρούν οι ανελίξεις Levy και χρησιμοποιείται και στο μοντέλο 

του Kou είναι ότι, η στοχαστική  διαδικασία η οποία προκύπτει ως το άθροισμα 

ανεξάρτητων ανελίξεων Levy είναι στοχαστική ανέλιξη Levy.  
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5.2 Ανάλυση μοντέλου  

 

Το μοντέλο που προτείνεται από τον Steven Kou για την τιμή του υποκείμενου τίτλου 

αποτελείται από δύο μέρη, ένα συνεχές μέρος το οποίο ακολουθεί γεωμετρική κίνηση 

Brown και ένα μέρος αλμάτων (ανέλιξη Levy), στο οποίο ο λογάριθμος του μεγέθους των 

αλμάτων ακολουθεί μία διπλή εκθετική κατανομή και οι στιγμές που συμβαίνουν τα 

άλματα υπόκεινται σε μία κατανομή Poisson. Πιο αναλυτικά, η ακόλουθη διαφορική 

εξίσωση είναι το μοντέλο που προτείνεται για την τιμή S(t) [15], 

  

  
                    

  

   

                   

όπου W είναι μία κίνηση Brown, Ν είναι μία κίνηση Poisson με ρυθμό λ  και Vi μία 

ακολουθία ανεξάρτητων όμοια κατανεμημένων μη αρνητικών μεταβλητών, έτσι ώστε η 

Y=log(V) να ακολουθεί μία διπλή εκθετική κατανομή, με συνάρτηση πυκνότητας    

            
                 

                         

όπου      ,      , αναπαριστούν τις πιθανότητες αλμάτων προς τα πάνω και προς 

τα κάτω, αντίστοιχα. Με άλλα λόγια,  

              
                  

                  
  , 

όπου ξ+ και ξ- είναι εκθετικές τυχαίες μεταβλητές με μέσο όρο      και     , αντίστοιχα, 

και ο συμβολισμός   υποδηλώνει ισότητα στην κατανομή. Στο μοντέλο, όλες οι πηγές 

τυχαιότητας, N, W και Y, υποτίθεται ότι είναι ανεξάρτητες. Για λόγους απλότητας αλλά και 

για να αποκτήσουμε αναλυτικές λύσεις σε διάφορα προβλήματα τιμολόγησης, οι 

μεταβλητές μ,σ θεωρούνται σταθερές, και η κίνηση Brown και τα άλματα υποτίθεται ότι 

είναι μονοδιάστατα.  

Επιλύοντας την παραπάνω διαφορική εξίσωση (5.1), η οποία περιγράφει το μοντέλο, 

λαμβάνεται η δυναμική της τιμής των κεφαλαίων [15],[16], 

                   
 

 
                          

 

   

 

Επίσης, ισχύει για τις αναμενόμενες τιμές των αλμάτων και τη διακύμανση, 
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Ο περιορισμός      είναι απαραίτητος για να εγγυηθεί  ότι        και          , 

το οποίο γενικά σημαίνει ότι το μέσο θετικό άλμα δεν μπορεί να ξεπεράσει το 100%, κάτι το 

οποίο είναι λογικό.  

Υπάρχουν τρεις βασικές ιδιότητες της διπλής εκθετικής κατανομής, οι οποίες είναι 

εξαιρετικά σημαντικές για το μοντέλο. Πρώτον, τα μεγέθη των αλμάτων έχουν το λεγόμενο 

ως ‘leptokurtic feature’, γεγονός που συνάδει με την εμπειρική κατανομή που χαρακτηρίζει 

το ρυθμό απόδοσης των υποκείμενων τίτλων. Η συγκεκριμένη κατανομή σε σύγκριση με 

την κανονική έχει υψηλότερη κορυφή γύρω από το μέσο όρο και δύο πιο χαμηλές γραμμές 

στις άκρες (ίσως και ασυμμετρικές). Στην Εικόνα 3 που ακολουθεί γίνεται γραφικά μία 

σύγκριση των δύο κατανομών. Η κόκκινη γραμμή αντιστοιχεί στην κανονική κατανομή ενώ 

η μαύρη στο μοντέλο. Οι μεταβλητές που χρησιμοποιήθηκαν είναι Δt=1 ημέρα = 1/252 

χρόνια, σ=20% ανά έτος, μ=15% ανά έτος, λ=10, p=0.3,     =2% και     =4%. Σε αυτή τη 

περίπτωση οπότε προκύπτει Ε(Y) =-2.2% και SD(Y)=4.47%. Τα νούμερα αυτά ερμηνεύονται 

ως, 10 άλματα περίπου το χρόνο με μέσο μέγεθος -2.2% και μεταβλητότητα αλμάτων 

4.47%. Δεύτερον, ένα μοναδικό χαρακτηριστικό, το οποίο προσδίδει η εκθετική κατανομή, 

είναι η «απώλεια μνήμης» (memoryless)  του μοντέλου, δηλαδή τα γεγονότα που 

συμβαίνουν αυτή τη στιγμή είναι ανεξάρτητα από αυτά του παρελθόντος. Η ιδιότητα αυτή 

εξηγεί γιατί οι κλειστού τύπου λύσεις για διάφορα προβλήματα τιμολόγησης δικαιωμάτων 

(American options,barrier,lookback), είναι εφικτές μέσω του διπλού εκθετικού μοντέλου 

διάχυσης, ενώ μοιάζει αδύνατο για διάφορα άλλα μοντέλα, όπως το απλό μοντέλο 

διάχυσης αλμάτων του Merton. Τέλος, η συγκεκριμένη κατανομή έχει ψυχολογική και 

οικονομική αιτιολόγηση. Πράγματι, έχει αποδειχθεί από εμπειρικές έρευνες ότι οι αγορές 

τείνουν να αντιδρούν είτε σε «καλά» είτε σε «κακά» νέα. Είναι εύλογο οπότε να 

ερμηνευθούν τα άλματα ως «απάντηση» της αγοράς στις νέες πληροφορίες. Έτσι, στην 

απουσία τέτοιων πληροφοριών, η τιμή των υποκείμενων τίτλων πρέπει να ακολουθεί τη 

κίνηση Brown. «Καλά» ή «κακά» νέα, συμβαίνουν σύμφωνα με την κατανομή Poisson και η 

τιμή των υποκείμενων κεφαλαίων μεταβάλλεται σε απάντηση των νέων αυτών, σύμφωνα 

με την κατανομή που επιβάλλεται στο μέγεθος των αλμάτων [21],[23].    
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Εικόνα 3. Leptokurtic feature στο μοντέλο του Kou [23]. 

 

5.3 Τύπος μοντέλου Kou 
 

Με σκοπό να καταλήξουμε στην τελική έκφραση για την τιμή ενός δικαιώματος αγοράς και 

πώλησης Ευρωπαϊκού τύπου με βάση το μοντέλο του Kou είναι αναγκαίο πρώτα να 

ορίσουμε τις εξισώσεις [15],[21],  

           
 
  

  , 

Hh0(x) =     Φ(-x) , 

Hhn(x) =            
 

 
 = 

 

  
          

  

   
 

 
,      , 

In(c;α,β,γ) =                 
 

 
  n    , 

όπου Φ υποδηλώνει την αθροιστική κανονική κατανομή. Έτσι, προκύπτει η ακόλουθη σχέση 

nHhn(x) = Hhn-2(x)  -  xHhn-1(x)          . 

Τότε       ,  

In c;α β γ       
   

 
  

 

 
 
   

 
                

 

 
 
   

   

 
 
  

 
 
  

           
 

 
 , 

όταν β>0 και α  . Όταν β<0 και α<0, τότε έχουμε τον ακόλουθο τύπο, 

In(c;α,β,γ)  =   
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Στη συνέχεια, ο Kou ορίζει την ακόλουθη συνάρτηση πιθανότητας για το μοντέλο διάχυσής 

του,  

Ψ(μ σ λ  ,η1 η2;α Τ    P                 (5.3) 

όπου ΖΤ   μ    σWt +    
  
    και Υ έχει διπλή εκθετική κατανομή και Ν είναι μία κατανομή 

Poisson με ρυθμό λ. 

Ο Kou απέδειξε ότι [15], 

Ψ(μ σ λ  ,η1 η2;α Τ   
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όπου, 

            
   

   

 
     
   

  
  

     
 
   

 
  

     
 
   

         

            
   

   

 
     
   

  
  

     
 
   

 
  

     
 
   

         

      
         

     
      

  
   

Καταλήγουμε, λοιπόν, στον τύπο για την τιμή ενός Ευρωπαϊκού δικαιώματος προαίρεσης 

[15], 
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6 Αντιστάθμιση δέλτα (Δ-hedging) 
 

 

6.1 δ – Hedging 
 

Τα χρηματοπιστωτικά ιδρύματα χρησιμοποιούν διάφορες τεχνικές με σκοπό να 

διαχειριστούν το ρίσκο που έγκειται στις επενδυτικές τους στρατηγικές. Στο συγκεκριμένο 

κεφάλαιο της διπλωματικής εργασίας θα αναπτυχθεί η αντιστάθμιση (Δ) δέλτα (δ-hedging). 

Ας γίνει η υπόθεση ότι μία εταιρεία πουλά ένα δικαίωμα προαίρεσης σε ένα πελάτη στην 

«over-the-counter» αγορά και είναι αντιμέτωπη με τη διαχείριση του ρίσκου που 

εμπεριέχει η συγκεκριμένη κίνηση. Στην ιδανική περίπτωση όπου το ίδιο δικαίωμα 

εμπορεύεται στο χρηματιστήριο μπορεί να αγοράσει το ίδιο με αυτό που πούλησε και με 

αυτό τον τρόπο να απαλλαγεί από το ρίσκο στο οποίο έχει εκτεθεί. Σε περίπτωση όμως 

όπου το δικαίωμα έχει δημιουργηθεί υπό καθοδήγηση του πελάτη και δεν αντιστοιχεί σε 

συνηθισμένα προϊόντα, η διαχείριση της έκθεσης στον κίνδυνο είναι μία πιο πολύπλοκη 

διαδικασία [11]. 

Υπάρχουν διάφορες προσεγγίσεις για το ζήτημα αυτό. Οι παράμετροι που  

χρησιμοποιούνται είναι γνωστοί γενικότερα ως «Greek letters» ή απλά «Greeks» (delta, 

gamma, vega). Κάθε Ελληνικό γράμμα μετρά μία διαφορετική διάσταση του ρίσκου σε μία 

θέση ενός δικαιώματος και σκοπός του εκάστοτε επενδυτή είναι να διαχειριστεί τα Greeks 

έτσι ώστε κάθε ρίσκο να είναι αποδεκτό. Η συγκεκριμένη  στρατηγική εφαρμόζεται από 

τους επενδυτές τόσο των χρηματιστηρίων όσο και από αυτούς των χρηματοπιστωτικών 

ιδρυμάτων.       

Το δέλτα (Δ) ενός δικαιώματος ορίζεται ως ο ρυθμός της μεταβολής της τιμής του 

δικαιώματος σε σχέση με την τιμή του υποκείμενου τίτλου.  

  
  

  
                    

όπου c είναι η τιμή του δικαιώματος και S είναι η τιμή της μετοχής. Πρόκειται στην ουσία, 

για τη κλίση της καμπύλης που σχεδιάζεται από την τιμή του δικαιώματος και την τιμή του 

υποκείμενου τίτλου. Αν, για παράδειγμα, η τιμή του δέλτα για ένα δικαίωμα είναι 0.6 αυτό 

σημαίνει ότι όταν μία μεταβολή πραγματοποιείται στην τιμή της μετοχής τότε η τιμή του 

δικαιώματος μεταβάλλεται κατά 60% της μεταβολής αυτής. Ένας επενδυτής λοιπόν όπου 

έχει πουλήσει 20 δικαιώματα αγοράς, δηλαδή δικαιώματα όπου αντιστοιχούν σε 2000 

μετοχές, για να αντισταθμίσει τη θέση του είναι υποχρεωμένος να αγοράσει          

     μετοχές. Το κέρδος (ζημία), επομένως, από τις μετοχές θα αντισταθμίσει τη ζημία 

(κέρδος) από το δικαίωμα [11].  

Επισημαίνεται ότι, εφόσον το δέλτα ενός δικαιώματος δεν παραμένει σταθερό, η θέση του 

επενδυτή παραμένει δ-αντισταθμισμένη για μόνο ένα μικρό σχετικά διάστημα χρόνου. 

Συνεπώς, το δέλτα πρέπει να αναπροσαρμόζεται τακτικά. Αν, στο προηγούμενο 
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παράδειγμα, η τιμή του δέλτα αυξηθεί από 0.6 σε 0.65 στο διάστημα μία ημέρας, πρέπει να 

αγοραστούν επιπλέον               μετοχές ώστε να διατηρηθεί η ουδετερότητα στο 

ρίσκο του χαρτοφυλακίου. Η συγκεκριμένη διαδικασία, η οποία πρέπει να 

επαναλαμβάνεται τακτικά είναι γνωστή ως δυναμική αντιστάθμιση (dynamic hedging). 

Η μεταβλητή δέλτα είναι στενά συσχετισμένη με την ανάλυση των Black-Scholes-Merton. 

Όπως εξηγήθηκε και στο αντίστοιχο κεφάλαιο, η εξαγωγή της διαφορικής εξίσωσης 

προκύπτει δημιουργώντας ένα ακίνδυνο χαρτοφυλάκιο το οποίο αποτελείται από μία θέση 

ενός δικαιώματος με υποκείμενο τίτλο μία μετοχή και από μία θέση στην ίδια μετοχή. 

Εκφρασμένο, στην ορολογία της αντιστάθμισης αυτό θα αποτελείται, 

-1: δικαιώματα 

+Δ: μετοχές. 

Για ένα δικαίωμα αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου, σε μία μετοχή η οποία δεν αποδίδει  

μερίσματα, αποδεικνύεται ότι  

                                  

όπου d1 είναι η ποσότητα που ορίζεται στο μοντέλο των Black-Scholes και Ν(x) η αθροιστική 

συνάρτηση κατανομής για μία κανονική κατανομή. Ο συγκεκριμένος τύπος αποδίδει την 

τιμή του δέλτα για μία long θέση σε ένα δικαίωμα αγοράς. Η αντιστάθμιση δέλτα για μία 

short θέση σε ένα δικαίωμα αγοράς, απαιτεί μία long θέση Ν(d1) μετοχών για κάθε 

δικαίωμα το οποίο πωλείται, και αντίστροφα.       

Με σκοπό την υλοποίηση σε πραγματικά δεδομένα της στρατηγικής αντιστάθμισης Δ, 

αναλύεται η διαδικασία που ακολουθείται ώστε να επιτευχθεί η συγκεκριμένη στρατηγική. 

Έστω ότι κατέχεται ένα προς πώληση δικαίωμα αγοράς (short position) τη χρονική στιγμή t0 

του οποίου η αξία ισούται με c. Για να αντισταθμιστεί η θέση αυτή πρέπει να αγοραστούν 

τη συγκεκριμένη χρονική στιγμή      μετοχές. Είναι φανερό, επομένως, ότι το 

χαρτοφυλάκιο έχει αξία την t0 ίση με       .  

Σε κάθε διάστημα χρόνου, στο οποίο γίνεται αξιολόγηση της θέσης μέχρι τη λήξη του 

δικαιώματος, αναπροσαρμόζεται το χαρτοφυλάκιο, έτσι ώστε στο χρόνο ti  να αποτελείται 

από Δi μετοχές.  

Στην πράξη, ακολουθούνται τα παρακάτω βήματα για τη δημιουργία του χαρτοφυλακίου 

(θεωρείται επιτόκιο    , καθώς η τιμή του δεν επηρεάζει σημαντικά τα αποτελέσματα) : 

 Στο χρόνο     αγοράζονται Δ0 μετοχές δανειζόμενοι ποσό            

  Στο χρόνο t1 αγοράζονται (ή πωλούνται αν είναι αρνητικό το πρόσημο) Δ1   Δ0 

μετοχές (ώστε να καταλήξουμε με Δ1). Έχει πλέον δανεισθεί ποσό    

                 

 Στο χρόνο t2 αγοράζονται (ή πωλούνται αν είναι αρνητικό το πρόσημο) Δ2   Δ1 

μετοχές (ώστε να καταλήξουμε με Δ2). Έχει πλέον δανεισθεί ποσό    
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 Στο χρόνο       αγοράζονται (ή πωλούνται αν είναι αρνητικό το πρόσημο)  

          μετοχές (ώστε να καταλήξουμε με Δn). Έχει τελικά δανεισθεί ποσό 

                         

Η αντιστάθμιση βελτιώνεται όταν αυξάνουμε το πλήθος n των αναπροσαρμογών του 

χαρτοφυλακίου. 

Συγκεκριμένα, με τη στρατηγική αυτή στο χρόνο T, αν        θα διαθέτονται Δn μετοχές 

και θα οφείλεται ποσό σχεδόν ίσο με             , ενώ αν        θα διαθέτονται 0 

μετοχές και το ποσό το οποίο θα οφείλεται είναι σχεδόν ίσο με c(t0,S0). 

 

6.2 δ(Heston) 
 

Ο ορισμός της παραμέτρου δ  όπως αναφέρθηκε παραπάνω είναι [εξίσωση (6.1)], 

  
  

  
 

ωστόσο η σχέση που συνδέει τις δύο αυτές μεταβλητές στο μοντέλο του Heston είναι 

διαφορετική από αυτή στο υπόδειγμα των Black- Scholes. Παραγωγίζοντας την ακόλουθη 

σχέση που προκύπτει ως λύση του μοντέλου [9], ως προς S  εξίσωση       , 

                        
          

λαμβάνεται, 

           

  
     

   
  

  
   
  

                   

Υπολογίζεται,       ,      , 

   
  

 
 

 
   

 
 
 

 
   

               ;   

  
 

  

 
 
 

 
 

  
 

 

                

Ο όρος που περιλαμβάνει τη μεταβλητή S είναι fj(x,v τ;φ  από την ισότητα        . Έτσι, 

σύμφωνα με το κανόνα αλυσίδας λαμβάνεται, 

   
  

 
 

 
   

 
 
 

 
   

               ;   

  
 

         ;  
 
         ;  

  

 
 
 

 
 

  
 

 

               

Δεδομένου από το Κεφάλαιο 4.3 ότι,  
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προκύπτει, 

  

   
  

 
 

 
    

               ;   

  
    

 

 
    

 

 
    

               ;  

 
    

 

 

 

 

 

Εισάγοντας αυτή την έκφραση στην αρχική εξίσωση               , λαμβάνεται η 

έκφραση της μεταβλητής δέλτα σύμφωνα με το μοντέλο του Heston [22], 

     
 

 
    

               ;   

 
    

 

 

 

 
    

               ;  

 
             

 

 

 

 

6.3 Στρατηγική 
 

Βασιζόμενοι στη διαδικασία delta-hedging, στη συγκεκριμένη εργασία αναπτύχθηκε μία 

συγκεκριμένη στρατηγική. Σκοπός αυτού του εγχειρήματος είναι η ανάπτυξη μιας 

κερδοφόρου στρατηγικής μέσω ενός χαρτοφυλακίου, το οποίο θα αποτελείται από 

δικαιώματα προαίρεσης και μετοχές του υποκείμενου τίτλου του συμβολαίου.  

Έστω ότι ένας επενδυτής πουλάει ένα δικαίωμα αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου (short position), 

ενώ ταυτόχρονα με σκοπό να αντισταθμίσει τη θέση του δανείζεται χρήματα, ώστε να 

αγοράσει ‘delta’ μετοχές. Στη συνέχεια, σε εβδομαδιαία βάση, θεωρείται ότι 

πραγματοποιείται αναπροσαρμογή του χαρτοφυλακίου, ώστε να εξασφαλιστεί ξανά η 

αντιστάθμιση του χαρτοφυλακίου, αλλά και την ίδια στιγμή ‘κλείνει τη θέση του’ από ένα 

μέρος του αρχικού χαρτοφυλακίου. Με την έκφραση ‘κλείνει τη θέση’, υποδηλώνεται ότι ο 

επενδυτής πωλεί τις μετοχές τη συγκεκριμένη στιγμή με σκοπό να ξεχρεώσει το δανεισμό 

του και ταυτοχρόνως αγοράζει ξανά το δικαίωμα αγοράς, το οποίο πούλησε αρχικά. Τη 

χρονική στιγμή αυτή, επομένως, έχοντας πραγματοποιήσει το κλείσιμο της θέσης μπορούμε 

να αποφανθούμε τελικά, αν η ενέργεια αυτή οδήγησε σε κέρδος ή ζημία. Το ζητούμενο για 

την επιτυχία της στρατηγικής που περιγράφηκε είναι να παρατηρηθεί μία σταθερή τάση 

(είτε κέρδος μόνο είτε ζημία) στη θέση του επενδυτή κατά τη διάρκεια που έχει στην 

κατοχή του τα συγκεκριμένα κεφάλαια. Στην περίπτωση που παρατηρηθεί κέρδος τότε η 

στρατηγική εξακολουθεί ως έχει, αντίθετα στην περίπτωση που παρατηρηθεί ζημία ο 

επενδυτής οφείλει να ακολουθήσει την αντίθετη στρατηγική ώστε να καταλήξει και πάλι σε 

κέρδος. 

Για τη διερεύνηση της αποτελεσματικότητας της εν λόγω στρατηγικής χρησιμοποιήθηκαν 

τιμές για δικαιώματα αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου με υποκείμενο τίτλο το δείκτη S&P 500. 

Αντίστοιχα, και οι μετοχές αναφέρονται στο συγκεκριμένο δείκτη. Το κοινό χαρακτηριστικό 

των συμβολαίων που μελετήθηκαν είναι η κοινή ημερομηνία λήξης τους, τον Ιούνιο 2019, 

ενώ το επιτόκιο θεωρείται σταθερό και ίσο με 2%. Η μελέτη πραγματοποιήθηκε για 

διάφορες τιμές εξάσκησης και η αναπροσαρμογή του χαρτοφυλακίου πραγματοποιούταν 

εβδομαδιαία.          
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7 Αποτελέσματα Προβλέψεων Τιμών Δικαιωμάτων 

 

7.1 Δεδομένα  
 

Τα δεδομένα που χρησιμοποιούμε στην ανάλυση που ακολουθεί τα έχουμε συλλέξει από 

την ιστοσελίδα του χρηματιστηρίου του Σικάγο (CME Group, 

https://www.cmegroup.com/trading/equity-index/us-index/sandp-

500_quotes_globex_options.html#optionProductId=134&strikeRange=ALL). Στη παρούσα 

διπλωματική εργασία θα ασχοληθούμε με δικαιώματα αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου τα οποία 

έχουν ως υποκείμενο τίτλο το δείκτη S&P 500 (Standard & Poor’s 500). Ο δείκτης αυτός 

είναι βασισμένος σε 500 διαφορετικές μετοχές εταιρειών, από διαφορετικούς κλάδους 

(βιομηχανίες , εταιρείες μεταφορών, χρηματοπιστωτικά ιδρύματα, κτλ) και αναφέρεται στις 

μεγαλύτερες 500 εταιρείες των Η.Π.Α (https://www.spindices.com/indices/equity/sp-500). 

Οι τιμές παρατηρούνται ξεκινώντας από το Δεκέμβριο 2018 μέχρι και τον Ιούνιο 2019, και 

σε αυτό το διάστημα καταγράφονται για διαφορετικές ημέρες οι τιμές κλεισίματος των 

δικαιωμάτων αλλά και του δείκτη. Τα δικαιώματα που εξετάζουμε λήγουν τον Ιούνιο του 

2019 και συγκεκριμένα έχουν ημερομηνία λήξης 20/6/2019. Το επιτόκιο μηδενικού ρίσκου 

θεωρείται σταθερό και ίσο με 2% για τους υπολογισμούς.      

Ο χρόνος για τη λήξη υπολογίζεται κάθε φορά που αποκτώνται δεδομένα. Αρχικά, 

υπολογίζεται μέσω της εντολής του προγράμματος Microsoft Excel   NETWORKDAYS, ο 

αριθμός των εργάσιμων ημερών, δηλαδή των ημερών κατά των οποίων διαπραγματεύονται 

τα συμβόλαια. Έπειτα, ο αριθμός αυτός διαιρείται με τον αριθμό των εμπορεύσιμων 

ημερών ενός έτους, που είναι 252 ημέρες.    

 

7.2 Volatility smile 

  
Στον πίνακα του χρηματιστηρίου αναφέρονται οι τιμές (c) των δικαιωμάτων που υπάρχουν 

για κάθε διαφορετική τιμή εξάσκησης (K), δημιουργούνται δηλαδή ζεύγη τιμών c-K. Για τη 

δημιουργία του παρακάτω διαγράμματος                 χρησιμοποιούνται τα δεδομένα 

της 5/12/2018. Σύμφωνα με τα δεδομένα της συγκεκριμένης ημέρας οι αντίστοιχες τιμές 

των μεταβλητών του μοντέλου των Black-Scholes είναι          , για κάθε τιμή Κ 

χρησιμοποιείται η αντίστοιχη τιμή του συμβολαίου και τέλος το επιτόκιο θεωρείται ίσο με 

      . Μέσω του υπολογιστικού προγράμματος MATLAB, με χρήση του κώδικα 

(Appendix A-1) για τον υπολογισμό τεκμαρτής μεταβλητότητας υπολογίζεται, για κάθε σετ 

τιμών c,K το οποίο υπάρχει, η αντίστοιχη τιμή σimplied. Κατασκευάζεται κατά αυτό τον τρόπο 

το Διάγραμμα 1, το οποίο αναπαριστά την τιμή της τεκμαρτής μεταβλητότητας σε σχέση με 

τις διάφορες τιμές εξάσκησης που υπάρχουν.           

https://www.cmegroup.com/trading/equity-index/us-index/sandp-500_quotes_globex_options.html#optionProductId=134&strikeRange=ALL
https://www.cmegroup.com/trading/equity-index/us-index/sandp-500_quotes_globex_options.html#optionProductId=134&strikeRange=ALL
https://www.spindices.com/indices/equity/sp-500
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Διάγραμμα 2. «Volatility smile» για δικαιώματα αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου με υποκείμενο 

τίτλο το δείκτη S&P 500 την ημέρα 5/12/2018, με λήξη τον Ιούνιο 2019.  

Στο παραπάνω διάγραμμα παρατηρείται ότι όσο η τιμή άσκησης αυξάνει η τιμή της 

μεταβλητότητας μειώνεται κατά κύριο λόγο, ενώ για μεγάλες τιμές άσκησης φαίνεται πως 

έχει μία μικρή αύξηση. Το αποτέλεσμα αυτό είναι συναφές με την αντίστοιχη θεωρία όπως 

αναπτύσσεται και στο Κεφάλαιο 3. Επιπλέον, παρατηρείται ότι η τιμή της μεταβλητότητας 

λαμβάνει γενικά τις χαμηλότερες τιμές της για τιμές εξάσκησης οι οποίες είναι παραπλήσιες 

της τιμής S0. Επιβεβαιώνεται, επομένως, μέσω αυτού του διαγράμματος ότι η αρχική 

υπόθεση στο μοντέλο των Black-Scholes-Merton, ότι η μεταβλητότητα (σ) είναι σταθερή 

μεταβλητή, στην πραγματικότητα δεν ισχύει, καθώς η τεκμαρτή μεταβλητότητα η οποία 

εξάγεται από τις τιμές των δικαιωμάτων στην αγορά φαίνεται να διαφέρει για κάθε τιμή 

εξάσκησης. 

 

7.3 Ολοκλήρωμα Heston  
 

Το μοντέλο του Heston προβλέπει μία κλειστού τύπου λύση, η οποία υπολογίζει την τιμή 

ενός δικαιώματος. Ωστόσο, όπως αναφέρεται και στο Κεφάλαιο 4, όπου αναπτύσσεται το 

μοντέλο αυτό, στη λύση του εμφανίζεται ένα ολοκλήρωμα του οποίου το άνω άκρο είναι 

  . Το μη πεπερασμένο άκρο του ολοκληρώματος έχει οδηγήσει στη μελέτη διαφόρων 

μεθόδων, οι οποίες μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να το υπολογίσουν. Στο σημείο αυτό 

εξετάζονται οι τρεις διαφορετικοί τρόποι που προτείνονται στο Κεφάλαιο 4.4 με κριτήρια 

την ακρίβεια και το χρόνο.   
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Όσον αφορά την ακρίβεια το εγχείρημα που εξετάζεται είναι χρησιμοποιώντας τις ίδιες 

τιμές για τις παραμέτρους του μοντέλου (v0 κ θ σ ρ , σε κάθε διαφορετική υπολογιστική 

διαδικασία (αριθμητική ολοκλήρωση,Monte Carlo, Fft), ποία από αυτές είναι ικανή να 

προσεγγίσει καλύτερα τις πραγματικές τιμές. Όσον αφορά το χρόνο, υπολογίζεται το 

χρονικό διάστημα που απαιτείται από κάθε διαδικασία ώστε να υπολογίσει την τιμή του 

δικαιώματος.      

Στους υπολογισμούς, χρησιμοποιούνται τιμές δικαιωμάτων για τη βαθμονόμηση του 

μοντέλου η οποία πραγματοποιείται μέσω του αντίστοιχου κώδικα, Appendix A-4. Οι τιμές 

αποκτώνται στις 22/1/2019, σε εύρος για την τιμή άσκησης 2400-2800. Τη συγκεκριμένη 

μέρα σημειώνεται ως αρχική τιμή          , χρόνος μέχρι τη λήξη            και 

επιτόκιο μηδενικού ρίσκου       . Εφαρμόζοντας τον κώδικα βαθμονόμησης στις 

συγκεκριμένες τιμές προκύπτουν οι ακόλουθες τιμές για τις παραμέτρους του μοντέλου, 

                                                            .          

Ο κώδικας για τον υπολογισμό μέσω της μεθόδου Monte Carlo απαιτεί δύο επιπλέον 

μεταβλητές. Αυτές είναι ο αριθμός των επαναλήψεων που εκτελεί η διαδικασία και ο 

αριθμός στον οποίο «τεμαχίζεται» στο διάστημα του χρόνου, Μ και Ν αντίστοιχα οι 

συμβολισμοί τους στον κώδικα. Για τους παρακάτω υπολογισμούς οι μεταβλητές αυτές 

τίθενται              . Γενικά, όσο μεγαλύτερη είναι η τιμή της μεταβλητής Μ 

τόσο βελτιώνεται η προσέγγιση της τιμής, αλλά ταυτόχρονα τόσο αυξάνεται και ο χρόνος 

υπολογισμού.     

Πίνακας 1. Τιμές μοντέλων σύμφωνα με το υπόδειγμα του Heston για διάφορες τιμές 

άσκησης Κ.  

K 
(τιμή 

άσκησης) 

Πραγματικά 
δεδομένα 

Αριθμητική 
ολοκλήρωση 

Μετασχηματι
-σμός Fourier  

Monte Carlo 
ολοκλήρωση 

2400 288.4 288.517 294.726 287.527 

2450 248.4 248.281  253.255 246.126 

2500 210.2 210.151 213.104 207.24 

2550 174 174.161 174.761 169.609 

2600 140.4 140.528 138.829 140.45 

2650 109.6 109.696 106.013 110.303 

2700 82.1 82.272 89.961 82.134 

2750 58.9 58.883 63.576 58.908 

2800 40 39.991 42.049 41.664 

 

Με σκοπό μία περισσότερο ξεκάθαρη σύγκριση σχετικά με την ακρίβεια των μεθόδων 

δημιουργήθηκε ο παρακάτω πίνακας, στον οποίο υπολογίζονται τα σχετικά σφάλματα κάθε 

μεθόδου. Κάθε κελί του Πίνακα 2, δηλαδή ορίζεται ως, 
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Υπολογίζεται το σχετικό σφάλμα, και όχι το απόλυτο, γιατί είναι ωφέλιμο να παρατηρηθεί 

αν το σφάλμα που προκύπτει είναι θετικό ή αρνητικό. Με αυτό τον τρόπο μπορεί να 

παρατηρηθεί, εάν η εκάστοτε μέθοδος έχει κάποια τάση να υπερτιμολογεί (θετικό σφάλμα) 

τα δικαιώματα ή να τα υποτιμολογεί (αρνητικό σφάλμα).  

Πίνακας 2. Σχετικά σφάλματα μεθόδων τιμολόγησης δικαιωμάτων μέσω του 

υποδείγματος του Heston για δείγματα «in-the-sample».  

K 
(τιμή 

άσκησης) 

Αριθμητική 
ολοκλήρωση 

Μετασχηματι
-σμός Fourier  

Monte Carlo 
ολοκλήρωση 

2400 -0.04% -2.19% 0.30% 

2450 0.05% -1.95% 0.92% 

2500 0.02% -1.38% 1.41% 

2550 -0.09% -0.44% 2.52% 

2600 -0.09% 1.12% -0.04% 

2650 -0.09% 3.27% -0.64% 

2700 -0.21% -9.57% -0.04% 

2750 0.03% -7.94% -0.01% 

2800 0.02% -5.12% -4.16% 

 

Παρατηρώντας του δύο πίνακες και λαμβάνοντας υπόψη και τα δύο κριτήρια που 

μελετήθηκαν, η πιο αποτελεσματική μέθοδος φαίνεται να είναι η αριθμητική ολοκλήρωση. 

Πρόκειται για μία άμεση μέθοδο, η οποία υπολογίζει ταχύτατα τις ζητούμενες τιμές αλλά 

και με εξαιρετική ακρίβεια. Η μέθοδος του γρήγορου μετασχηματισμού Fourier υπολογίζει 

επίσης άμεσα και με μεγάλη ταχύτητα τις τιμές των δικαιωμάτων, ωστόσο σχετικά με την 

απόκλιση διαπιστώνεται ότι δεν είναι ικανή να αναπαράγει τις πραγματικές τιμές με 

μεγάλη ακρίβεια, αν και αυτή επηρεάζεται από την επιλογή της παραμέτρου α της 

μεθόδου. Αναμενόμενο, αν αναλογιστεί κανείς ότι η συγκεκριμένη μέθοδος αναπτύχθηκε 

με γνώμονα την ταχύτητα του υπολογισμού του ολοκληρώματος και όχι την ακρίβεια. 

Τέλος, η μέθοδος Monte Carlo, η οποία αποτελεί μία συνηθισμένη προσέγγιση για την 

επίλυση ολοκληρωμάτων. Η συγκεκριμένη μέθοδος παρατηρείται ότι λειτουργεί 

ικανοποιητικά σωστά για την αναπαραγωγή των τιμών, και τα σφάλματα της είναι ιδιαίτερα 

μικρά δεδομένου ότι το πλήθος των 10,000 επαναλήψεων είναι ένας μικρός αριθμός για τη 

μέθοδο Monte Carlo. Το σημαντικό μειονέκτημα της μεθόδου αυτής είναι ο χρόνος ο 

οποίος απαιτείται για την εκτέλεση ενός υπολογισμού. Στο συγκεκριμένο παράδειγμα 

υπολογίστηκε ότι ο μέσος χρόνος για τον κάθε υπολογισμό της τιμής ενός δικαιώματος 

είναι περίπου 437 δευτερόλεπτα, σε ένα συμβατικό υπολογιστή. Είναι φανερό ότι για 

υπολογισμούς μεγαλύτερης ακρίβειας, στους οποίους απαιτούνται κατ’ ελάχιστο 1,000,000 

επαναλήψεις ο χρόνος εκτέλεσης αυξάνεται σημαντικά. Βέβαια, σημειώνεται ότι στη 

βιβλιογραφία προτείνονται διάφορες μέθοδοι, οι οποίες μπορούν μέσω ορισμένων 

μετασχηματισμών ή τροποποιήσεων να βελτιώσουν τη ταχύτητα των υπολογισμών. Για 

τους λόγους που προαναφέρθηκαν, στη συνέχεια της διπλωματικής εργασίας οι 

υπολογισμοί τιμών των δικαιωμάτων οι οποίοι θα πραγματοποιούνται μέσω του μοντέλου 
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του Heston, θα χρησιμοποιούν την μέθοδο της αριθμητικής ολοκλήρωσης. Οι αντίστοιχοι 

κώδικες για κάθε μέθοδο αναφέρονται στο Appendix Α-2.      

 

7.4 Προβλέψεις τιμών  
 

Το βασικό ζήτημα, το οποίο καλούνται να αντιμετωπίσουν τα μοντέλα που έχουν 

αναπτυχθεί για την τιμολόγηση παραγώγων, είναι η πρόβλεψη των τιμών σε μία  

μεταγενέστερη χρονική στιγμή. Ο υπολογισμός με άλλα λόγια των τιμών δικαιωμάτων τα 

οποία είναι «out-of-the sample», δηλαδή την τιμή ενός δικαιώματος την επόμενη μέρα από 

αυτή που έγινε η βαθμονόμηση ή την επόμενη εβδομάδα ή τον επόμενο μήνα αν είναι 

εφικτό. Ο κλάδος αυτός της μαθηματικής προτυποποίησης όπου έχει αναπτυχθεί στα 

χρηματοοικονομικά αναζητά ένα υπόδειγμα το οποίο θα είναι ικανό να αναπαράγει τις 

τιμές τις αγοράς και να συμπεριλαμβάνει τα διάφορα χαρακτηριστικά της. Κατά καιρούς 

έχουν αναπτυχθεί διάφορα υποδείγματα, ωστόσο στο σημείο αυτό θα εξετασθούν δυο από 

τα πιο διάσημα και αποτελεσματικά μοντέλα. Αυτά είναι του S. Kou και S. Heston, τα οποία 

έχουν αναλυθεί παραπάνω στα Κεφάλαια 4 και 5, αντίστοιχα.  

Στο στάδιο αυτό ακολουθείται μια συγκεκριμένη διαδικασία, η οποία καταλήγει στη 

πρόβλεψη τιμών δικαιωμάτων αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου. Πιο συγκεκριμένα, συλλέγονται 

δεδομένα για τις τιμές των δικαιωμάτων σε εβδομαδιαία βάση. Σε κάθε ημερομηνία όταν 

συλλέγονται δεδομένα γίνεται μέσω αυτών βαθμονόμηση και των δύο μοντέλων. Με βάση 

τις τιμές των παραμέτρων που προκύπτουν κάθε φορά πραγματοποιείται πρόβλεψη για την 

επόμενη εβδομάδα και ταυτόχρονα γίνεται σύγκριση με τις πραγματικές τιμές. Η εν λόγω 

διαδικασία πραγματοποιείται σε 4 διαφορετικές ημερομηνίες και σχηματίζονται 

διαγράμματα για τις τιμές που προκύπτουν σε σύγκριση με τις πραγματικές και 

ραβδογράμματα για τα σχετικά σφάλματα των προβλέψεων. Να αναφερθεί ότι 

πραγματοποιήθηκε η ίδια διαδικασία και σε μηνιαία βάση ωστόσο τα αποτελέσματα δεν 

ήταν ικανοποιητικά, διότι ένας μήνας είναι μεγάλο χρονικό διάστημα και σε αυτό 

μεσολαβούν διάφορα γεγονότα τα οποία απαιτούν διαφορετικές τιμές στις παραμέτρους 

των μοντέλων.         

Όσον αφορά τη βαθμονόμηση του υποδείγματος του Heston ακολουθείται η διαδικασία 

που αναλύθηκε στο Κεφάλαιο 4.5. Από τις πέντε παραμέτρους του μοντέλου, η μία 

υπολογίζεται άμεσα και οι υπόλοιπες υπολογίζονται μέσω του αντίστοιχου κώδικα στο 

υπολογιστικό πρόγραμμα Matlab. Η μεταβλητή αυτή είναι η v0, η οποία υπολογίζεται από 

την τεκμαρτή μεταβλητότητα των συμβολαίων που αποτελούν το δείγμα, το οποίο 

υπόκειται σε βαθμονόμηση. Η συγκεκριμένη μεταβλητή ορίζεται ως αρχική διακύμανση  

δηλαδή είναι ίση με το τετράγωνο της αρχικής μεταβλητότητας. Ως αρχική μεταβλητότητα 

μπορεί να θεωρηθεί η μέση τεκμαρτή μεταβλητότητα των δικαιωμάτων που υπάρχουν τη 

συγκεκριμένη ημέρα. Επομένως η τιμή της παραμέτρου αυτής υπολογίζεται μέσω της 

τεκμαρτής μεταβλητότητας και δεν υποβάλλεται στη διαδικασία υπολογισμού μέσω της 

βαθμονόμησης του μοντέλου. Για τις υπόλοιπες παραμέτρους θεωρούνται τα ακόλουθα 

όρια, 
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Πίνακας 3. Όρια παραμέτρων του υποδείγματος Heston κατά τη διαδικασία βαθμονόμησης. 

 θ σ ρ κ 
Κάτω όριο 0.001 0 -1 0 

Άνω όριο 1 1 1 5 

 

Όσον αφορά το μοντέλο του Kou η βαθμονόμηση του μοντέλου έγινε με τη μέθοδο δοκιμή 

και σφάλμα. Με αυτό τον τρόπο κάθε φορά προσδιορίζονταν οι τιμές των παραμέτρων οι 

οποίες μπορούσαν να αναπαράγουν τις πραγματικές τιμές με μεγαλύτερη ακρίβεια. Οι 

υπολογισμοί για το μοντέλο του Kou πραγματοποιούνται στο υπολογιστικό πρόγραμμα 

Mathematica Wolfram 11. Η παράμετρος nStep έχει αποδειχθεί ότι όποια τιμή και αν λάβει 

μεταξύ 10-15 παράγει ικανοποιητικά αποτελέσματα, για αυτό και στους υπολογισμούς της 

εργασίας θεωρήθηκε σταθερή και ίση με 12 [21]. 

Η πρώτη ημέρα όπου έλαβε χώρα η διαδικασία που περιγράφηκε παραπάνω είναι στις 

22/3/2019 με σκοπό την πρόβλεψη των τιμών στις 29/3/2019. Έπειτα από τη διαδικασία 

βαθμονόμησης προκύπτουν οι ακόλουθες τιμές παραμέτρων για κάθε μοντέλο, 

 Heston:                                          

 Kou:                             . 

Δεδομένου των αποτελεσμάτων αυτών χρησιμοποιώντας τους κώδικες για τον υπολογισμό 

της τιμής ενός δικαιώματος αγοράς λαμβάνονται τα ακόλουθα αποτελέσματα για τις 

προβλέψεις τιμών στις 29/3/2019. 

Πίνακας 4. Πραγματικές τιμές και προβλέψεις Kou και Heston, για τιμές δικαιωμάτων στις 

29/3/2019.  

K Πραγματικές 
τιμές 

Heston Kou 

2700 166 184.8166 142.41 

2725 136.63 165.094 129.53 

2750 126 145.9098 117.24 

2775 101.46 127.3705 105.57 

2785 97 120.1764 101.09 

2800 94.8 109.6648 94.57 

2815 76.7 99.5255 88.31 

2825 76.4 92.9902 84.27 

2835 73 86.6432 80.36 

2850 62.4 77.4877 74.7 

2860 49.95 71.6329 71.08 

2875 48.3 63.2314 65.87 

2885 44.3 57.8888 62.54 

2900 37.3 50.2737 57.78 
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Διάγραμμα 3. Πραγματικές τιμές δικαιωμάτων και τιμές προβλέψεων, 29/3/2019. 

Για τις ίδιες τιμές υπολογίζονται τα σχετικά σφάλματα στον Πίνακα 5 και αναπαρίστανται 

στο ακόλουθο ραβδόγραμμα, Διάγραμμα 3.  

Πίνακας 5. Σχετικά σφάλματα προβλέψεων των μοντέλων Kou και Heston.  

K Heston Kou 

2700 11.34% -14.21% 

2725 20.83% -5.20% 

2750 15.80% -6.95% 

2775 25.54% 4.05% 

2785 23.89% 4.22% 

2800 15.68% -0.24% 

2815 29.76% 15.14% 

2825 21.71% 10.30% 

2835 18.69% 10.08% 

2850 24.18% 19.71% 

2860 43.41% 42.30% 

2875 30.91% 36.38% 

2885 30.67% 41.17% 

2900 34.78% 54.91% 
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Διάγραμμα 4. Ραβδόγραμμα σφαλμάτων των προβλέψεων για τις διάφορες τιμές 

εξάσκησης, 29/3/2019. 

Παρατηρείται ότι η κόκκινη γραμμή, δηλαδή αυτή των προβλέψεων του υποδείγματος 

Heston βρίσκεται πάνω από τη μπλε γραμμή, τη γραμμή των πραγματικών τιμών. Το ίδιο 

αποτέλεσμα προκύπτει και από το ραβδόγραμμα σφαλμάτων καθώς όλα τα σχετικά 

σφάλματα του μοντέλου είναι θετικά. Επίσης, παρατηρείται ότι η κόκκινη γραμμή 

ακολουθεί την κατεύθυνση της μπλε, ενώ η πράσινη φαίνεται να αποτυπώνει μία πιο 

γραμμική σχέση. Βέβαια, είναι φανερό ότι οι αποκλίσεις και στα δύο μοντέλα είναι αρκετά 

μεγάλες.  

Οι υπόλοιπες ημέρες, στις οποίες επαναλήφθηκε η συγκεκριμένη διαδικασία και οι 

παράμετροι που προέκυψαν από τη διαδικασία βαθμονόμησης καταγράφονται στους δύο 

παρακάτω πίνακες.  

Πίνακας 6. Τιμές παραμέτρων υποδείγματος Heston για τις ημερομηνίες βαθμονόμησης.  

 V0 θ σ ρ κ 
29/3/2019 0.0125 0.277 0.7757 -0.129 0.287 

12/4/2019 0.0117 0.0431 0.6602 0.4318 2.03 

19/4/2019 0.0141 0.0268 1 0.3861 4.9241 

 

Πίνακας 7. Τιμές παραμέτρων υποδείγματος Kou για τις ημερομηνίες βαθμονόμησης. 

 η1 η2 λ p σ n(step) 
29/3/2019 7.5 8 2 0.45 0.175 12 

12/4/2019 7.4 5.7 2 0.366 0.158 12 

19/4/2019 7.4 5.7 2 0.366 0.158 12 
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Παρακάτω παρατίθενται τα αποτελέσματα των προβλέψεων και για τις υπόλοιπες 

εξεταζόμενες ημερομηνίες, ξεκινώντας από την 5/4/2019. 

   

 

Διάγραμμα 5. Πραγματικές τιμές δικαιωμάτων και τιμές προβλέψεων, 5/4/2019. 

 

 

Διάγραμμα 6. Ραβδόγραμμα σφαλμάτων των προβλέψεων για τις διάφορες τιμές 

εξάσκησης, 5/4/2019. 

Παρατηρείται ότι και στις προβλέψεις της 5/4/2019 η κόκκινη γραμμή για τις τιμές των 

δικαιωμάτων βρίσκεται πάνω από τη μπλε γραμμή των πραγματικών τιμών. Η πράσινη 
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γραμμή όπως και στο Διάγραμμα 2 για ένα μέρος τιμών άσκησης έγκειται κάτω και στις 

υπόλοιπες πάνω από τη μπλε γραμμή. Επιπλέον, παρατηρείται ότι οι προβλέψεις των 

μοντέλων είναι βελτιωμένες συγκριτικά με την προηγούμενη ημερομηνία. Στο σημείο αυτό 

να σημειωθεί ότι για τη βαθμονόμηση των μοντέλων γίνεται χρήση των δεδομένων όλων 

των παρελθοντικών ημερομηνιών και όχι μόνο της προηγούμενης εβδομάδας, τόσο σε αυτή 

την ημερομηνία όσο και σε αυτές που θα ακολουθήσουν. Τα επόμενα αποτελέσματα 

αναφέρονται στις προβλέψεις την ημέρα 19/4/2019. 

 

 

Διάγραμμα 7. Πραγματικές τιμές δικαιωμάτων και τιμές προβλέψεων, 19/4/2019. 
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Διάγραμμα 8. Ραβδόγραμμα σφαλμάτων των προβλέψεων για τις διάφορες τιμές 

εξάσκησης, 19/4/2019. 

Οι προβλέψεις της συγκεκριμένης ημερομηνίας διαπιστώνονται ακόμα πιο βελτιωμένες για 

το υπόδειγμα του Heston. Συγκεκριμένα παρατηρείται ότι οι αποκλίσεις από τις 

πραγματικές τιμές είναι ελάχιστες, της τάξης κάτω του 3%, εξαιρώντας τις δύο περιπτώσεις 

που ξεπερνούν αυτό το ποσοστό. Στο μοντέλο του Kou για ακόμη μία φορά φαίνεται να 

είναι οι εκτιμήσεις κάτω των πραγματικών τιμών για ορισμένες τιμές άσκησης και άνω για 

τις υπόλοιπες. Ακολουθούν τα αποτελέσματα προβλέψεων για την ημέρα 26/4/2019. 

 

 

Διάγραμμα 9. Πραγματικές τιμές δικαιωμάτων και τιμές προβλέψεων, 26/4/2019. 
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Διάγραμμα 10. Ραβδόγραμμα σφαλμάτων των προβλέψεων για τις διάφορες τιμές 

εξάσκησης, 26/4/2019. 

Στη συγκεκριμένη ημερομηνία παρατηρούνται ικανοποιητικά αποτελέσματα εκτιμήσεων 

και στα δύο υποδείγματα. Η κόκκινη γραμμή είναι σε υψηλότερα επίπεδα από την μπλε, 

ωστόσο για ακόμα μία φορά φαίνεται να ακολουθεί την κατεύθυνση της μπλε. Η πράσινη 

γραμμή εμφανίζεται ξανά να τέμνει τη μπλε καμπύλη σε ένα σημείο, με αποτέλεσμα ένα 

τμήμα της να βρίσκεται κάτω και ένα πάνω από τη μπλε. Βέβαια, στη προκειμένη 

περίπτωση φαίνεται η τιμή του υποκείμενου τίτλου να έχει ξεπεράσει το εύρος των 

δικαιωμάτων που μελετάται, με αποτέλεσμα όλα τα δικαιώματα να είναι «in-the-money».  

 

7.5 Συμπεράσματα 
 

Στο συγκεκριμένο κεφάλαιο έγινε μία προσπάθεια ανάλυσης πραγματικών δεδομένων του 

δείκτη S&P 500 σύμφωνα με τα πρότυπα της αντίστοιχης θεωρίας. Αρχικά, επιβεβαιώθηκε 

η θεωρία όσον αφορά το χαμόγελο της μεταβλητότητας, το οποίο ακολούθησε τη 

θεωρητική μορφή του σχήματος. Στη συνέχεια, πραγματοποιήθηκε έλεγχος αν τελικά η 

μεθοδολογία που ακολουθείται είναι ικανή να αναπαράγει σωστά αποτελέσματα. Έτσι, η 

ανάλυση καταλήγει στο μείζον θέμα το οποίο εξετάζεται, το οποίο είναι η πρόβλεψη τιμών.  

Εξάγονται τα ακόλουθα συμπεράσματα, λοιπόν, όσον αφορά την ικανότητα πρόβλεψης των 

μοντέλων: 

1. Τα αποτελέσματα της βαθμονόμησης των μοντέλων βελτιώνονται όσο μεγαλύτερο 

είναι το δείγμα των τιμών που εξετάζεται. Λογικό εφόσον κάθε μοντέλο διαθέτει 

σχεδόν 5 παραμέτρους οι οποίες υπόκεινται στη διαδικασία βαθμονόμησης. 

2.  Η κόκκινη γραμμή η οποία αναπαριστά τα αποτελέσματα του μοντέλου του Heston 

παρατηρείται ως επί το πλείστον να βρίσκεται πάνω από τη μπλε γραμμή των 

-15.00% 

-10.00% 

-5.00% 

0.00% 

5.00% 

10.00% 

15.00% 

20.00% 

25.00% 

30.00% 

35.00% 

40.00% 

2700 2725 2750 2775 2785 2800 2815 2825 2835 2850 2860 2875 2885 2900 

Σφάλματα Προβλέψεων 

HESTON 

KOU 



 
 

53 

πραγματικών τιμών, δηλαδή το συγκεκριμένο μοντέλο έχει την τάση να υπερτιμολογεί 

κατά κάποιο τρόπο τα προϊόντα. 

3. Επίσης, το μοντέλο του Heston φαίνεται να παρουσιάζει μία συνέπεια ως προς τη 

μορφή των διαγραμμάτων. Ανεξάρτητα από τον αν βρίσκεται άνω ή υπό της μπλε 

γραμμής παρατηρείται ότι ακολουθεί τη κατεύθυνσή (κλίση) της και ορισμένες φορές οι 

προβλέψεις του συγκεκριμένου υποδείγματος είναι αρκετά ακριβείς. 

4. Το μοντέλο του Kou φαίνεται αν έχει μία «πιο γραμμική» σχέση. Παρατηρείται, όχι 

ξεκάθαρα ωστόσο, μία τάση να υποτιμολογεί τα δικαιώματα τα οποία βρίσκονται «in-

the-money» ενώ υπερτιμολογεί αυτά τα οποία βρίσκονται «out-of-the-money».   

5. Η ίδια διαδικασία πραγματοποιήθηκε επίσης με σκοπό την πρόβλεψη τιμών σε χρονικό 

διάστημα ενός μήνα. Ωστόσο τα αποτελέσματα δεν καταγράφονται διότι το εγχείρημα 

αυτό δεν ήταν αποτελεσματικό, καθώς σε τόσο μεγάλο χρονικό διάστημα μεσολαβούν 

διάφορα γεγονότα τα οποία μεταβάλουν ακανόνιστα τις τιμές των μετοχών.    
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8 Αποτελέσματα Επενδυτικής Στρατηγικής   
 

 

8.1 Αποτελέσματα 
 

Στο συγκεκριμένο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της στρατηγικής όπου 

αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 6. Έγινε ο έλεγχος δύο διαφορετικών χρονικών σεναρίων και σε 

διαφορετικό εύρος τιμών άσκησης. Η πρώτη κατηγορία δεδομένων η οποία αναλύθηκε 

είναι για το χρονικό διάστημα 1/2/2019 έως 24/5/2019 και σε εύρος τιμών άσκησης 2700-

2900. Το συγκεκριμένο εύρος επιλέχθηκε διότι είναι τα πλαίσια μέσα στα οποία εξελίχθηκε 

η τιμή του δείκτη S&P 500 στο συγκεκριμένο χρονικό διάστημα. Η δεύτερη κατηγορία 

δειγμάτων χρονικά έγκειται μεταξύ 14/12/2018 και 24/5/2019 και η διαδικασία έλαβε χώρα 

για συγκεκριμένες τιμές άσκησης (Κ=2500,2550,2600,2650,2700,2750,2800). Και στις δύο 

περιπτώσεις το επιτόκιο θεωρείται σταθερό και ίσο με 2%. 

Παράλληλα, και για τα δύο αυτά σενάρια πραγματοποιήθηκαν τρεις διαφορετικοί τρόποι 

υπολογισμού της μεταβλητής δέλτα. Πρώτον, υπολογίστηκε μέσω του υποδείγματος Black-

Scholes και θεωρώντας ότι η τιμή της μεταβλητότητας είναι σταθερή και ίση με      . 

Δεύτερον, υπολογίστηκε ξανά μέσω του ίδιου υποδείγματος ωστόσο αυτή τη φορά για την 

τιμή της μεταβλητότητας χρησιμοποιήθηκε η τεκμαρτή μεταβλητότητα των δικαιωμάτων. Η 

μεταβλητή σ θεωρείται ίση με 0.2 στον πρώτο τρόπο υπολογισμού, με σκοπό να εξεταστεί 

η περίπτωση όπου η μεταβλητότητα που χρησιμοποιείται να είναι υψηλότερη από την 

τεκμαρτή. Τρίτον, υπολογίστηκε η τιμή του δέλτα μέσω του υποδείγματος Heston. Για τις 

παραμέτρους του υποδείγματος που απαιτούνται για τον υπολογισμό, έγινε βαθμονόμηση 

του μοντέλου βάση όλου του δείγματος που αποτελεί το κάθε σενάριο. Στη συνέχεια 

αναλύεται διεξοδικά η στρατηγική που ακολουθείται. 

Έστω ένας επενδυτής, βάση του πρώτου σεναρίου και του πρώτου τρόπου υπολογισμού 

του δέλτα, ο οποίος έχει short θέση σε εκατό δικαιώματα αγοράς, δηλαδή πωλεί 100 

δικαιώματα την 1/2/2019 με τιμή άσκησης Κ=2800. Ένα δικαίωμα αγοράς Ευρωπαϊκού 

τύπου με υποκείμενο τίτλο το δείκτη S&P 500 την πρώτη Φεβρουαρίου και τιμή εξάσκησης 

2800 κοστίζει 53 $. Επομένως, λόγω της ενέργειας αυτής ο επενδυτής λαμβάνει το ποσό 

των                  $ (κάθε συναλλαγή δικαιώματος αφορά 100 μετοχές για αυτό 

απαιτούνται         δικαιώματα). Με σκοπό να αντισταθμίσει τη θέση του, δηλαδή να 

μην είναι εκτεθειμένος στο κίνδυνο από τη μεταβολή της τιμής του δείκτη (σύμφωνα με τον 

ορισμό της παραμέτρου δέλτα) ο επενδυτής υπολογίζει τη μεταβλητή δέλτα η οποία του 

υποδεικνύει τον αριθμό των μετοχών που οφείλει να αγοράσει ώστε να «καλύψει» τη θέση 

του. Πραγματοποιείται ο υπολογισμός με βάση τα δεδομένα της ημέρας αυτής, 
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και προκύπτει        , άρα απαιτούνται                  μετοχές. Το κόστος της 

αγοράς αυτής υπολογίζεται πολλαπλασιάζοντας το πλήθος των μετοχών με την τιμή του 

δείκτη τη συγκεκριμένη ημερομηνία, δηλαδή                              . 

Το ποσό αυτό δανείζεται στον επενδυτή με επιτόκιο 2%. 

Την επόμενη εβδομάδα ο επενδυτής καλείται να αναπροσαρμόσει τη θέση του ώστε να 

διατηρηθεί ουδέτερη ρίσκου. Υπολογίζεται, συνεπώς, στις 8/2/2019 η παράμετρος δέλτα 

ξανά και στη προκειμένη περίπτωση ισούται με 0.441, δηλαδή 4410 μετοχές. Ο αριθμός 

αυτός σημαίνει ότι η επόμενη κίνηση του επενδυτή είναι να πουλήσει 30 (=4440-4410) 

μετοχές ώστε να φτάσει στις 4410 και με τα λεφτά που θα εισπράξει θα ξεπληρώσει ένα 

μέρος του δανείου. Το ποσό που εισπράττει είναι ίσο με τριάντα επί την τιμή του δείκτη τη 

συγκεκριμένη ημέρα, ίσο οπότε με                    $. Το χρέος του δηλαδή 

μειώνεται σε 11940380, κάτι παραπάνω της διαφοράς των δύο ποσών λόγω του επιτοκίου 

που λαμβάνεται υπόψη.  

Στις 8/2/2019 επομένως ο επενδυτής έχει στη κατοχή του τα ακόλουθα, 

o Μία ανοιχτή θέση σε ένα δικαίωμα αγοράς με τιμή εξάσκησης Κ=2800 

o 4410 μετοχές του δείκτη S&P 500 

o Ένα χρέος 11940380 δολαρίων. 

Αν λοιπόν αποφασίσει ότι τελικά επιθυμεί να «κλείσει τη θέση του» πρέπει να γίνουν οι 

εξής ενέργειες, 

o Να αγοράσει ξανά το δικαίωμα το οποίο πούλησε το οποίο στις 8/2 κοστίζει 46.5$, 

αποκομίζοντας κέρδος ίσο με                      $  

o Να πουλήσει τις μετοχές του δείκτη που έχει στη κατοχή του λαμβάνοντας το ποσό, 

                     $ 

o Να ξεπληρώσει το χρέος που οφείλει από το δανεισμό του. 

Τελικά το ποσό το οποίο κέρδισε ή ζημιώθηκε υπολογίζεται, 

                                              . 

 Εφόσον το τελικό ποσό που προκύπτει είναι θετικό, γίνεται αντιληπτό ότι ο επενδυτής 

μέσω της ενέργειας αυτής εξασφάλισε ένα κέρδος περίπου 66370$.      

Η διαδικασία αυτή ακολουθείται και τις υπόλοιπες ημερομηνίες μέχρι 24/5/2019, και για 

διαφορετικά δικαιώματα, δηλαδή διαφορετικής τιμής άσκησης. Σε κάθε επόμενη 

ημερομηνία γίνεται αναπροσαρμογή της αντιστάθμισης και ελέγχεται εάν στη περίπτωση 

που «κλείνει η θέση» του επενδυτή κάθε εβδομάδα παρατηρείται κέρδος ή ζημία. Τα 

αποτελέσματα παρουσιάζονται παρακάτω.  

Πίνακας 8. Αποτελέσματα στρατηγικής για δικαιώματα με τιμή άσκησης Κ=2800 και 

καταγραφή συνολικής θέσης για κάθε εβδομάδα (σ=σταθερό). 
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Ο υπολογισμός της παραμέτρου δέλτα όπως αναφέρθηκε παραπάνω πραγματοποιήθηκε 

με τρεις διαφορετικούς τρόπους,  τα αποτελέσματα των οποίων καταγράφονται παρακάτω 

στους αντίστοιχους πίνακες. Με σκοπό τη σύγκριση των αποτελεσμάτων των τριών αυτών 

μεθοδολογιών δημιουργήθηκε το παρακάτω διάγραμμα. Τα δεδομένα που 

χρησιμοποιούνται είναι τα ίδια, δηλαδή δικαιώματα με τιμή άσκησης 2800, όπως επίσης 

και η διαδικασία για τον υπολογισμό της αντιστάθμισης και της θέσης είναι πανομοιότυπη. 

Διαφέρει η τιμή της μεταβλητής δέλτα ανάλογα με τον τρόπο που υπολογίζεται.     

Πίνακας 9. Αποτελέσματα στρατηγικής για δικαιώματα με τιμή άσκησης Κ=2800 και 

καταγραφή συνολικής θέσης για κάθε εβδομάδα (σ=σ(implied)). 

Ημερομηνία S0 Δέλτα Αριθμός 
Μετοχών 

Κόστος 
Μετοχών 

Αθροιστικό 
Χρέος 

Τιμές 
Δικαιωμάτων 

Θέση 
Δικαιωμ. 

Θέση 
Μετοχών 

ΘΕΣΗ 

01-Feb-19 2706.53 3820 3820 10338945 -10338944.6 53 - - - 

2/8/2019 2707.88 3700 -120 -324946 -10017976.3 46.5 65000 1179.718033 66179.72 

2/15/219 2775.6 5060 1360 3774816 -13796646.1 77.88 -248800 247889.9092 -910.091 

2/22/2019 2792.67 5390 330 921581.1 -14723534.6 79.25 -262500 328956.6862 66456.69 

3/1/2019 2803.69 5610 220 616811.8 -15346010.4 82.22 -292200 382690.4991 90490.5 

3/8/2019 2743.07 4250 -1360 -3730575 -11621338.6 54.05 -10500 36708.85224 26208.85 

3/15/2019 2822.48 6020 1770 4995790 -16621598.9 87.5 -345000 369730.7469 24730.75 

3/22/2019 2800.71 5450 -570 -1596405 -15031588.3 87.85 -348500 232281.1947 -116219 

3/29/2019 2834.4 6220 770 2182488 -17219858.8 94.8 -418000 410109.2027 -7890.8 

4/5/2019 2892.74 7620 1400 4049836 -21276319.1 127.5 -745000 766359.7062 21359.71 

4/12/2019 2907.41 7990 370 1075742 -22360245.6 136 -830000 869960.3327 39960.33 

4/19/2019 2905.03 7930 -60 -174302 -22194545.5 133.04 -800400 842342.3842 41942.38 

4/26/2019 2939.88 6290 -1640 -4821403 -17381680.3 144.05 -910500 1110164.879 199664.9 

5/3/2019 2945.64 6290 0 0 -17388366.9 133.23 -802300 1139708.731 337408.7 

Ημερομηνία S0 Δέλτα Αριθμός  
Μετοχών 

Κόστος 
Μετοχών 

Αθροιστικό  
Χρέος 

Τιμές  
Δικαιωμάτων 

Θέση 
Δικαιωμ. 

Θέση 
Μετοχών 

ΘΕΣΗ 

01-Feb-19 2706.53 4440 4440 12016993 -12016993.20 53 - - - 

2/8/2019 2707.88 4410 -30 -81236.4 -11940379.6 46.5 65000 1371.190594 66371.19 

2/15/219 2775.6 5190 780 2164968 -14109940.9 77.88 -248800 295423.0536 46623.05 

2/22/2019 2792.67 5380 190 530607.3 -14645976.2 79.25 -262500 378588.4095 116088.4 

3/1/2019 2803.69 5500 120 336442.8 -14988053.1 82.22 -292200 432241.8583 140041.9 

3/8/2019 2743.07 4690 -810 -2221887 -12771932.2 54.05 -10500 93066.11375 82566.11 

3/15/2019 2822.48 5720 1030 2907154 -15683999.8 87.5 -345000 460585.7874 115585.8 

3/22/2019 2800.71 5420 -300 -840213 -14849820.3 87.85 -348500 330027.9195 -18472.1 

3/29/2019 2834.4 5880 460 1303824 -16159356.8 94.8 -418000 506915.1517 88915.15 

4/5/2019 2892.74 6700 820 2372047 -18537620 127.5 -745000 843738.0191 98738.02 

4/12/2019 2907.41 6940 240 697778.4 -19242529.6 136 -830000 934895.7939 104895.8 

4/19/2019 2905.03 6970 30 87150.9 -19337082.9 133.04 -800400 910976.1975 110576.2 

4/26/2019 2939.88 7530 560 1646333 -20990854.5 144.05 -910500 1146441.928 235941.9 

5/3/2019 2945.64 7720 190 559671.6 -21558601 133.23 -802300 1181739.769 379439.8 

5/10/2019 2881.4 6840 -880 -2535632 -19031262.4 97.05 -440500 677513.6048 237013.6 

5/17/2019 2859.53 6520 -320 -915050 -18123533.9 103.78 -507800 520601.6807 12801.68 

5/24/2019 2826.06 5860 -660 -1865200 -16265306.2 64.15 -111500 295405.35 183905.4 
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5/10/2019 2881.4 8310 2020 5820428 -23215484 97.05 -440500 728950.0115 288450 

5/17/2019 2859.53 6640 -1670 -4775415 -18448999.6 103.78 -507800 538279.5619 30479.56 

5/24/2019 2826.06 6110 -530 -1497812 -16958285 64.15 -111500 308941.628 197441.6 

 

Πίνακας 10. Αποτελέσματα στρατηγικής για δικαιώματα με τιμή άσκησης Κ=2800 και 

καταγραφή συνολικής θέσης για κάθε εβδομάδα (υπόδειγμα Heston). 

Ημερομηνία S0 Δέλτα Αριθμός  
Μετοχών 

Κόστος 
Μετοχών 

Αθροιστικό  
Χρέος 

Τιμές 
Δικαιωμάτων  

Θέση 
Δικαιωμ. 

Θέση 
Μετοχών 

ΘΕΣΗ 

01-Feb-19 2706.53 6427 6427 17394868 -17394868.3 53    

2/8/2019 2707.88 6452 25 67697 -17469256.9 46.5 65000 1984.829267 66984.83 

2/15/219 2775.6 5107 -1345 -3733182 -13742795.2 77.88 -248800 432194.032 183394 

2/22/2019 2792.67 4781 -326 -910410 -12837671.5 79.25 -262500 514083.815 251583.8 

3/1/2019 2803.69 4573 -208 -583168 -12259442.5 82.22 -292200 561831.9194 269631.9 

3/8/2019 2743.07 5928 1355 3716860 -15981018.4 54.05 -10500 279900.5823 269400.6 

3/15/2019 2822.48 4209 -1719 -4851843 -11135323 87.5 -345000 744495.3346 399495.3 

3/22/2019 2800.71 4669 460 1288327 -12427933.2 87.85 -348500 648581.7643 300081.8 

3/29/2019 2834.4 3958 -711 -2015258 -10417455.7 94.8 -418000 801099.4807 383099.5 

4/5/2019 2892.74 3078 -880 -2545611 -7875852 127.5 -745000 1028001.716 283001.7 

4/12/2019 2907.41 2925 -153 -444834 -7434048.03 136 -830000 1070126.22 240126.2 

4/19/2019 2905.03 2901 -24 -69720.7 -7367187.11 133.04 -800400 1060304.921 259904.9 

4/26/2019 2939.88 2814 -87 -255770 -7114251.63 144.05 -910500 1158570.692 248070.7 

5/3/2019 2945.64 2853 39 114880 -7231868.36 133.23 -802300 1172042.555 369742.6 

5/10/2019 2881.4 2927 74 213223.6 -7447873.99 97.05 -440500 985983.8125 545483.8 

5/17/2019 2859.53 3133 206 589063.2 -8039802.29 103.78 -507800 919105.2047 411305.2 

5/24/2019 2826.06 3879 746 2108241 -10151135.9 64.15 -111500 811150.8683 699650.9 
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Διάγραμμα 11. Συγκριτικό διάγραμμα τελικής θέσης, ανά εβδομάδα, για τους τρείς 

διαφορετικούς τρόπους υπολογισμού του δέλτα. 

Παρατηρείται ότι η πράσινη γραμμή είναι αρκετά πιο ψηλά από τις υπόλοιπες δύο. Η 

διαφορά αυτή ύψους στο συγκεκριμένο σχήμα σημαίνει ότι τα κέρδη του επενδυτή είναι 

μεγαλύτερα αν ακολουθούσε τη διαδικασία αντιστάθμισης μέσω του υποδείγματος Heston. 

Ωστόσο, φαίνεται πως καταγράφει πιο έντονα τις μεταβολές ή αλλιώς τη μεταβλητότητα 

κάθε στιγμή, ενώ οι άλλες δύο γραμμές σημειώνουν σχετικά μικρές μεταβολές. Με σκοπό 

την αριθμητική διάταξη των αποτελεσμάτων δημιουργήθηκε ο ακόλουθος πίνακας, στον 

οποίο η χαμηλότερη τιμή χρωματίζεται κόκκινη, η ενδιάμεση μπλε και η υψηλότερη 

πράσινη.  

Πίνακας 11. Αριθμητικά αποτελέσματα (θέση) στρατηγικής για κάθε διαφορετικό τρόπο 

υπολογισμού της παραμέτρου δ, σε δικαιώματα με τιμή άσκησης Κ=2800.    

Κ=2800 

01-Feb-19 σ(σταθερό) σ(implied) σ(Heston) 

2/8/2019 66371.19 66179.72 66984.83 

2/15/219 46623.05 -910.091 183394 

2/22/2019 116088.4 66456.69 251583.8 

3/1/2019 140041.9 90490.5 269631.9 

3/8/2019 82566.11 26208.85 269400.6 

3/15/2019 115585.8 24730.75 399495.3 

3/22/2019 -18472.1 -116219 300081.8 

3/29/2019 88915.15 -7890.8 383099.5 

4/5/2019 98738.02 21359.71 283001.7 

4/12/2019 104895.8 39960.33 240126.2 

4/19/2019 110576.2 41942.38 259904.9 

4/26/2019 235941.9 199664.9 248070.7 

5/3/2019 379439.8 337408.7 369742.6 

5/10/2019 237013.6 288450 545483.8 

5/17/2019 12801.68 30479.56 411305.2 

5/24/2019 183905.4 197441.6 699650.9 

 

Η συγκεκριμένη διαδικασία επαναλαμβάνεται για δικαιώματα με διαφορετικές τιμές 

άσκησης. Τα αποτελέσματα για τη θέση του επενδυτή συλλέγονται στο ακόλουθο 

διάγραμμα για το σύνολο των τιμών άσκησης οι οποίες αναλύονται. Το Διάγραμμα 5 

αναπαριστά τα αποτελέσματα στην περίπτωση που η μεταβλητή δέλτα υπολογίζεται 

χρησιμοποιώντας στην τιμή μεταβλητότητας την τεκμαρτή μεταβλητότητα.  
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Διάγραμμα 12. Θέση επενδυτή για δικαιώματα αγοράς με διαφορετική τιμή άσκησης.  

Παρατηρείται ότι στο τελευταίο διάγραμμα όλες οι γραμμές κατά κύριο λόγο βρίσκονται 

πάνω από τον οριζόντιο άξονα. Με άλλα λόγια, το κλείσιμο της θέσης του επενδυτή 

καταλήγει τις περισσότερες περιπτώσεις να είναι κερδοφόρο για οποιαδήποτε τιμή 

άσκησης στο εύρος 2700-2900.   

 

8.2 Συμπεράσματα  
 

Η συγκεκριμένη στρατηγική αναλύθηκε εκτεταμένα για αρκετές τιμές άσκησης των 

δικαιωμάτων και για πολλές ημερομηνίες. Κρίνεται αναγκαίο να σημειωθεί ότι στο χρονικό 

αυτό διάστημα το οποίο πραγματοποιήθηκε η μελέτη ο δείκτης S&P 500 παρουσίαζε μία 

ανοδική πορεία. Η τιμή του από τις πρώτες μετρήσεις που καταγράφηκαν το Δεκέμβριο 

2018 κυμαινόταν στην τάξη των 2500,00 μονάδων, ενώ σχεδόν πέντε μήνες αργότερα 

ξεπερνά την τιμή των 2900,00 μονάδων, μια ιστορικά υψηλή τιμή για το συγκεκριμένο 

δείκτη. Η ανοδική αυτή πορεία του δείκτη με ορισμένες ενδιάμεσες μικρές πτώσεις 

συμβάλει σημαντικά στα αποτελέσματα της στρατηγικής όπου αναπτύχθηκε. 

Συλλέγοντας, λοιπόν, και αξιολογώντας τα αποτελέσματα από όλα τα δικαιώματα όπου 

μελετήθηκαν παρατηρείται ότι το υπόδειγμα του Heston οδηγεί συστηματικά τη 

συγκεκριμένη στρατηγική σε μεγαλύτερο κέρδος. Αν και παρουσιάζει μεγαλύτερες 

μεταβολές όταν μεταβάλλεται η τιμή του δείκτη γεγονός που ενδεχομένως οδηγήσει τη 

στρατηγική σε βαθειά ζημία,  στην παρούσα ανάλυση φαίνεται να καταλήγει στα 

ιδανικότερα αποτελέσματα. Η περίπτωση όπου η μεταβλητή δέλτα υπολογίζεται 

χρησιμοποιώντας την τεκμαρτή μεταβλητότητα αντίθετα παρατηρείται ότι συστηματικά 

οδηγεί στην λιγότερο ευνοϊκή θέση με βάση το κριτήριο των κερδών. Παρατηρείται να 
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ακολουθεί τη μεταβολή της τιμής του δείκτη και παράλληλα να βρίσκεται είτε λίγο πάνω 

είτε λίγο κάτω από τον οριζόντιο άξονα. Τέλος, η περίπτωση όπου για τον υπολογισμό του 

δέλτα θεωρείται σταθερή η μεταβλητότητα και ίση με 0.2. Τα αποτελέσματα της 

συγκεκριμένης περίπτωσης συνήθως βρίσκονται ανάμεσα σε αυτά των προηγούμενων δύο 

περιπτώσεων. Η συγκεκριμένη περίπτωση φαίνεται να ακολουθεί τη μορφή των 

αποτελεσμάτων που λαμβάνονται όταν χρησιμοποιείται η τεκμαρτή μεταβλητότητα, 

ωστόσο καταλήγει σε ευνοϊκότερη θέση για τον επενδυτή.        
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9 Σύνοψη 
 

 

Αυτή η διπλωματική εργασία είχε στόχο την αξιολόγηση της ικανότητας πρόβλεψης τιμών 

δικαιωμάτων Ευρωπαϊκού τύπου χρησιμοποιώντας διαδεδομένα μοντέλα τιμολόγησης 

παραγώγων και την ανάλυση μιας συγκεκριμένης επενδυτικής στρατηγικής, η οποία 

βασίζεται στη διαδικασία αντιστάθμισης δέλτα. 

Πιο συγκεκριμένα αναφέρθηκαν τα χαρακτηριστικά των δικαιωμάτων (options), ορισμένες 

βασικές στοχαστικές διαδικασίες και ο τρόπος όπου μέσω αυτών προκύπτει το πλέον 

γνωστό μοντέλο των Black-Scholes-Merton. Ακολούθησαν, το μοντέλα του Heston από τη 

κατηγορία των υποδειγμάτων στοχαστικής μεταβλητότητας [9] και το μοντέλο του Kou από 

την κατηγορία υποδειγμάτων αλμάτων διάχυσης [15].        

Για τις απαραίτητες αναλύσεις που έλαβαν χώρα χρησιμοποιήθηκαν πραγματικές τιμές 

δεδομένων από τον πίνακα του χρηματιστηρίου του Σικάγο (CBOE Market). Δεδομένα για 

δικαιώματα Ευρωπαϊκού τύπου με υποκείμενο τίτλο το δείκτη S&P 500. 

Με σκοπό την ανάλυση της ικανότητας πρόβλεψης πραγματοποιήθηκε βαθμονόμηση των  

μοντέλων σύμφωνα με τα πραγματικά δεδομένα τιμών. Τα αποτελέσματα και η κατάλληλη 

χρήση των μοντέλων διατυπώνονται εκτενώς στο Κεφάλαιο 7, όσον αφορά την πρόβλεψη 

τιμών. 

Οι υπολογισμοί πραγματοποιήθηκαν στα υπολογιστικά προγράμματα MATLAB και 

MATHEMATICA. Οι αντίστοιχοι κώδικες για κάθε υπολογισμό παρατίθενται στο παράρτημα 

(Appendix) στο τέλος της εργασίας. 

Τέλος, πραγματοποιήθηκε ανάλυση μια συγκεκριμένης επενδυτικής στρατηγικής. Μέσω της 

συγκεκριμένης ανάλυσης έγινε εφικτός ο χαρακτηρισμός της στρατηγικής ως προς την 

κερδοφορία αλλά και εξετάστηκε ποια μέθοδος υπολογισμού της παραμέτρου δέλτα 

οδηγεί στο ιδανικότερο αποτέλεσμα για τη θέση που λαμβάνει ο επενδυτής. Αναλυτικά 

αποτελέσματα παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 8. 
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Οι  υπολογισμοί στην παρούσα διπλωματική εργασία πραγματοποιήθηκαν με χρήση των 

υπολογιστικών προγραμμάτων: 

 Matlab, της Mathworks (Έκδοση R2018b) 

 Mathematica Wolfram 11 

  

{A – 1}   Κώδικας υπολογισμού τεκμαρτής μεταβλητότητας   

Ο υπολογισμός της τεκμαρτής μεταβλητότητας πραγματοποιήθηκε στο MATLAB, 

χρησιμοποιώντας τη μέθοδο διχοτόμησης. Ο συγκεκριμένος κώδικας μας επιτρέπει να 

λαμβάνουμε τιμές, γρήγορα, για διαφορετικά ζεύγη τιμών (S0,K,r,T,call price), από τα 

οποία  έχουμε σκοπό να μετρήσουμε την τεκμαρτή τους μεταβλητότητα. 

Η μέθοδος διχοτόμησης είναι μια κλειστή (bracketing) υπολογιστική μέθοδος, η οποία έχει 

ως στόχο την εύρεση ρίζας, μέσω του εγκλωβισμού αυτής σε ένα κλειστό διάστημα. Οι 

κλειστές μέθοδοι χρειάζονται δύο αρχικές εκτιμήσεις και βασίζονται στο παρακάτω 

θεώρημα [26], 

αν x, f(x) ϵ R και η f είναι συνεχής για x ϵ (xl, xu) και f(xl)*f(xu)<0 

τότε υπάρχει ξ ϵ (xl, xu)  τέτοιο ώστε f(ξ)=0, (θεώρημα Bolzano). 

Η διαδικασία που ακολουθεί η μέθοδος διχοτομεί το διάστημα [xl,xu], εντοπίζει τη ρίζα σε 

ένα από αυτά τα δύο υποδιαστήματα και επαναλαμβάνεται στο επιλεγμένο υποδιάστημα. 

Παράγεται, λοιπόν κατά αυτό τον τρόπο, μια ακολουθία διαστημάτων [xl,xu]1, [xl,xu]2, …, 

[xl,xu]n και μια ακολουθία προσεγγίσεων της ρίζας x1 = (xl
1 + xu

1)/2, x2 = (xl
2 + xu

2)/2, …, xn = 

(xl
n + xu

n)/2. Το κριτήριο τερματισμού επιβάλλεται ως εa < εf (αναλόγως την επιθυμητή 

ακρίβεια) όπου,  

εa = 
        

  
   και   εf = 5*10-3. 

Στην περίπτωση της τεκμαρτής μεταβλητότητας είναι γνωστό ότι οι τιμές της κυμαίνονται 

συνήθως από 0 έως 1, γεγονός που μας επιτρέπει να χρησιμοποιηθεί η εν λόγω μέθοδος 

και να τεθούν τα όριά της ως xl = 0 και xu = 1.  Ο κώδικας του προγράμματος παρατίθενται 

στη συνέχεια,  

clear all; 
clc; 
% w = [ S0, r, T, K, Cmarket ] 
load w.mat;  

  
for i = 1:length(w) 
f=@(sigma) 

w(i,1)*normcdf((log(w(i,1)/w(i,4))+(w(i,2)+((sigma)^2)/2)*w(i,3))/(si

gma*(w(i,3)^(1/2))))-w(i,4)*exp(-

w(i,2)*w(i,3))*normcdf((log(w(i,1)/w(i,4))+(w(i,2)+(sigma^2)/2)*w(i,3

))/(sigma*(w(i,3)^(1/2)))-sigma*(w(i,3)^(1/2))) - w(i,5); 
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sigmalow=0.01;    % oria pou brisketai h riza  
sigmaup=0.99; 
sigmaold=sigmalow;   

  
while(1) 
    sigmanew=(sigmalow+sigmaup)/2; 
    if (abs(sigmanew-sigmaold)<10^(-6));break;end 
    sigmaold=sigmanew; 
    if (f(sigmalow)*f(sigmanew)<0) 
        sigmaup=sigmanew; 
    else 
        sigmalow=sigmanew; 
    end 
end 
v(i) = sigmanew; 
end  

  
v' 

 

{A – 2}  Κώδικες υπολογισμού της τιμής ενός Ευρωπαϊκού δικαιώματος αγοράς 

μέσω του υποδείγματος Heston  

Όπως αναφέρεται και στο κυρίως κείμενο για τον υπολογισμό ενός δικαιώματος αγοράς 

μέσω του μοντέλου του Heston, η δυσκολία έγκειται στον υπολογισμό του ολοκληρώματος. 

Στη συγκεκριμένη εργασία παρουσιάστηκαν τρεις διαφορετικές μέθοδοι για την υλοποίηση 

του υπολογισμού  αυτού, των οποίων οι κώδικες παρουσιάζονται παρακάτω.    

 

A – 2.1 Υπολογισμός με τη μέθοδο Monte Carlo 

 
Η μέθοδος Monte Carlo, όπως αναφέρεται στο κεφάλαιο 4.4.2, μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον 
υπολογισμό ενός ολοκληρώματος. Μπορεί, επομένως, να χρησιμοποιηθεί για την υλοποίηση του 
μοντέλου του Heston και να τιμολογήσει τα προϊόντα. Ο κώδικας που αναφέρεται παρακάτω  
πραγματοποιεί τον συγκεκριμένο υπολογισμό στο υπολογιστικό πρόγραμμα MATLAB, καλώντας τη 
συνάρτηση Heston_MCS(S,K,T,r,v,kappa,theta,sigma,rho,N,M).        
 

function [price err] = 

Heston_MCS(S,K,T,r,v,kappa,theta,sigma,rho,N,M) 

 

%kappa = rate of reversion 
%theta = long run variance 
%sigma = Volatility of volatility 
%v0 = initial Variance 
%rho = correlation 
%T = Time till maturity 
%r = interest rate 
%s0 = initial asset price 

 

dt=T/N; 
C=zeros(M,1); 
tic; 
for j=1:M 
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S_m=zeros(N+1,1); 
v_m=zeros(N+1,1); 
S_m(1)=S; 
v_m(1)=v; 
for i=1:N 

     
    e1=norminv(random('unif',0,1),0,1); 
    e2_temp=norminv(random('unif',0,1),0,1); 
    e2=e1*rho+e2_temp*sqrt(1-rho*rho); 
    S_m(i+1)=S_m(i)*exp((r-

0.5*max(v_m(i),0))*dt+sqrt(max(v_m(i),0))*sqrt(dt)*e1); 
    v_m(i+1)=v_m(i)+kappa*(theta-

max(v_m(i),0))*dt+sigma*sqrt(max(v_m(i),0))*sqrt(dt)*e2; 

     
end 
C(j)=exp(-r*T)*max(S_m(N+1)-K,0); 
end 
toc; 
price=mean(C); 

  

Οι μεταβλητές είναι ίδιες ονομαστικά με τις αντίστοιχες του μοντέλου, όπως αυτές αναφέρονται στο 
κυρίως κείμενο. 

 

A – 2.2 Υπολογισμός με τη μέθοδο γρήγορου μετασχηματισμού Fourier 

 
function CallValue = 

HestonCallFft(kappa,theta,sigma,rho,r,v0,s0,strike,T); 

 
x0 = log(s0); 
alpha = 1.25; 
N= 4096; 
c = 600; 
eta = c/N; 
b =pi/eta; 
u = [0:N-1]*eta; 
lambda = 2*b/N; 
position = (log(strike) + b)/lambda + 1; %position of call 
%value in FFT 
%matrix 
v = u - (alpha+1)*i; 
zeta = -.5*(v.^2 +i*v); 
gamma = kappa - rho*sigma*v*i; 
PHI = sqrt(gamma.^2 - 2*sigma^2*zeta); 
A = i*v*(x0 + r*T); 
B = v0*((2*zeta.*(1-exp(-PHI.*T)))./(2*PHI - ... 
(PHI-gamma).*(1-exp(-PHI*T)))); 
C = -kappa*theta/sigma^2*(2*log((2*PHI - ... 
(PHI-gamma).*(1-exp(-PHI*T)))./ ... 
(2*PHI)) + (PHI-gamma)*T); 
charFunc = exp(A + B + C); 
ModifiedCharFunc = charFunc*exp(-r*T)./(alpha^2 ... 
+ alpha - u.^2 + i*(2*alpha +1)*u); 
SimpsonW = 1/3*(3 + (-i).^[1:N] - [1, zeros(1,N-1)]); 
FftFunc = exp(i*b*u).*ModifiedCharFunc*eta.*SimpsonW; 
payoff = real(fft(FftFunc)); 
CallValueM = exp(-log(strike)*alpha)*payoff/pi; 
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format short; 
CallValue = CallValueM(round(position)); 
end  

 

A – 2.3 Υπολογισμός με αριθμητική ολοκλήρωση  

 

Η συνάρτηση HestonCallQuad(kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K) υπολογίζει την τιμή ενός 

δικαιώματος αγοράς. Αυτή καλεί την HestonP(kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,type), όπου 

type = 1,2, η οποία επιλύει το ολοκλήρωμα αριθμητικά μέσω της εντολής integral. Αυτή με 

τη σειρά της καλεί τη συνάρτηση 

HestonPIntegrand(phi,kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,type) , η οποία υπολογίζει το 

ολοκλήρωμα στο υπόδειγμα του Heston. Αυτή, ακολούθως, χρησιμοποιεί τη συνάρτηση 

Hestf(phi,kappa,theta,sigma,rho,v0,r,Ts0,type) , η οποία υπολογίζει τη συνάρτηση f που 

υπάρχει μέσα στο ολοκλήρωμα.  

function call = HestonCallQuad(kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K) 
warning off; 
call = s0*HestonP(kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,1) - K*exp(-

r*T)*HestonP(kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,2); 
function ret = HestonP(kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,type) 
ret = 0.5 + 

1/pi*integral(@(phi)HestonPIntegrand(phi,kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T

,s0,K,type),0,100);  %,[],[],kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,type); 
function ret = 

HestonPIntegrand(phi,kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,type) 
ret = real(exp(-

i*phi*log(K)).*Hestf(phi,kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,type)./(i*ph

i)); 
function f = Hestf(phi,kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,type); 
if type == 1 
u = 0.5; 
b = kappa - rho*sigma; 
else 
u = -0.5; 
b = kappa; 
end 
a = kappa*theta; x = log(s0); 
d = sqrt((rho*sigma*phi.*i-b).^2-sigma^2*(2*u*phi.*i-phi.^2)); 
g = (b-rho*sigma*phi*i + d)./(b-rho*sigma*phi*i - d); 
C = r*phi.*i*T + a/sigma^2.*((b- rho*sigma*phi*i + d)*T - 2*log((1-

g.*exp(d*T))./(1-g))); 
D = (b-rho*sigma*phi*i + d)./sigma^2.*((1-exp(d*T))./(1-

g.*exp(d*T))); 
f = exp(C + D*v0 + i*phi*x); 

 

{A – 3}  Κώδικες για τη βαθμονόμηση του υποδείγματος Heston  

Για την υλοποίηση της διαδικασίας του calibration του μοντέλου δημιουργήθηκαν δύο 
διαφορετικά αρχεία script στο MATLAB. Στο πρώτο αρχείο ορίστηκε η συνάρτηση της 
διαφοράς μεταξύ της πραγματικής τιμής και της θεωρητικής τιμής του μοντέλου, ενώ στο 
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δεύτερο πραγματοποιείται η βαθμονόμηση του μοντέλου χρησιμοποιώντας την εντολή του 
λογισμικού lsqnonlin.  Οι εν λόγω κώδικες παρατίθενται αναλυτικά παρακάτω,  
 
 

 function [cost] = costf(x) 
global data;global finalcost; global counter;  
counter = counter +1; 

   
% Compute individual differences 
% Sum of squares performed by Matlab's  

  
for i=1:length(data)  
cost(i) = data(i,5) - 

HestonCallQuad(x(5),x(2),x(3),x(4),x(1),data(i,4),data(i,2),data(i

,1),data(i,3));     
end 

  

% Show final cost 
finalcost = sum(cost.^2) ; 
end 

 
 

 

 % Heston calibration, local optimization (Matlab's lsqnonlin) 
% Input on data.mat 
% Data = [So, t, K, r, call price] 
 

clear all; 
global data; global cost; global finalcost; global counter; 
counter = 0; 
load data.mat; 

  
% Initial parameters and parameter bounds 
% Bounds [v0, Vbar, vvol, rho, kappa] 
 

x0 = [0.03,0.2,0.4,-0.5,1.5]; 
lb = [0.001, 0.02, 0, -1,1]; 
ub = [1, 1, 5, 0, 20]; 
 

% Optimization: calls function costf.m: 
 

tic; 
[x,resnorm,residual,exitflag,output]= lsqnonlin(@costf,x0,lb,ub); 
toc; 
 

% Solution: 

 
x 
min = finalcost 

w = counter  

 

Το διάνυσμα x που θα εμφανισθεί μετά από την επίλυση του προβλήματος, 
περιλαμβάνει τις τιμές [v0, Vbar, vvol, rho, kappa] αντίστοιχα. Το διάνυσμα 
x0 περιέχει τις αρχικές εκτιμήσεις των μεταβλητών, το lb τις ελάχιστες ενώ το ub τις 
μέγιστες δυνατές τιμές των μεταβλητών που αναζητούνται. 
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{A – 4}  Υπολογισμός δέλτα μέσω υποδείγματος Heston 
 
Ο κώδικας που χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της παραμέτρου δέλτα μέσω του 
μοντέλου του Heston είναι ο ακόλουθος, 
 
 function deltaH = HestonDelta(kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K) 
warning off; 
deltaH = HestonPi(kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,1) + 

HestonP(kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,1) - 

HestonP(kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,2); 
function ret = HestonP(kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,type) 
ret = 

s0/pi*integral(@(phi)HestonPIntegrand(phi,kappa,theta,sigma,rho,v0,r,

T,s0,K,type),0,100);  

%,[],[],kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,type); 
function ret = HestonPi(kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,type) 
 ret = 0.5 + 

1/pi*integral(@(phi)HestonPIntegrand(phi,kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T

,s0,K,type),0,100); 
function ret = 

HestonPIntegrand(phi,kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K,type) 
ret = real(exp(-

i*phi*log(K)).*Hestf(phi,kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,type)./(s0))

; 
function f = Hestf(phi,kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,type); 
if type == 1 
u = 0.5; 
b = kappa - rho*sigma; 
else 
u = -0.5; 
b = kappa; 
end 
a = kappa*theta; x = log(s0); 
d = sqrt((rho*sigma*phi.*i-b).^2-sigma^2*(2*u*phi.*i-phi.^2)); 
g = (b-rho*sigma*phi*i + d)./(b-rho*sigma*phi*i - d); 
C = r*phi.*i*T + a/sigma^2.*((b- rho*sigma*phi*i + d)*T - 2*log((1-

g.*exp(d*T))./(1-g))); 
D = (b-rho*sigma*phi*i + d)./sigma^2.*((1-exp(d*T))./(1-

g.*exp(d*T))); 
f = exp(C + D*v0 + i*phi*x); 

 

Για τον υπολογισμό της παραμέτρου δέλτα για διάφορα ζεύγη τιμών ταχύτερα, 
δημιουργήθηκε το ακόλουθο αρχείο script το οποίο καλεί τον παραπάνω κώδικα και 
πραγματοποιείται ο υπολογισμός,  
  
clear; 
clc;   
% d=[kappa,theta,sigma,rho,v0,r,T,s0,K] 
load d.mat; 
for i = 1:length(d) 
    dH(i) = 

HestonDelta(d(i,1),d(i,2),d(i,3),d(i,4),d(i,5),d(i,6),d(i,7),d(i,8),d

(i,9)); 
end 
dH' 
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{A – 5}  Κώδικες υπολογισμού της τιμής ενός Ευρωπαϊκού δικαιώματος αγοράς 

μέσω του υποδείγματος Kou 

Για τον υπολογισμό της τιμής ενός δικαιώματος μέσω του μοντέλου του Steven Kou 

χρησιμοποιήθηκε το υπολογιστικό πρόγραμμα Mathematica Wolfram (Version 11.0.1.0). Ο 

συγκεκριμένος κώδικας δημοσιεύθηκε μαζί με το αντίστοιχο άρθρο που περιγράφει το 

μοντέλο, λόγω της περιπλοκότητάς του και με σκοπό να μπορεί να χρησιμοποιηθεί από 

ερευνητές και φοιτητές. Ο κώδικας του μοντέλου αναφέρεται παρακάτω,    

phi[x_]  = (1+Erf[x/Sqrt[2]])/2 

 

Hh[n_,x_] :=If[x>=-6,If[x<10,1/n!*NIntegrate[(t-x)^n*Exp[-

t^2/2],{t,x,Infinity}],0], 

  (temp=(x+Sqrt[x*x+4*n])*0.5; 

   (NIntegrate[(t-x)^n*Exp[-t^2/2],{t,x,temp-3}]+ 

      NIntegrate[(t-x)^n*Exp[-t^2/2],{t,temp-3,temp-1}]+ 

      NIntegrate[(t-x)^n*Exp[-t^2/2],{t,temp-1,temp}]+ 

      NIntegrate[(t-x)^n*Exp[-t^2/2],{t,temp,temp+1}]+ 

      NIntegrate[(t-x)^n*Exp[-t^2/2],{t,temp+1,temp+3}]+ 

      NIntegrate[(t-x)^n*Exp[-t^2/2],{t,temp+3,Infinity}])/(n!))] 

 
II[jj_,ll_,aa_,bb_,dd_] := 

 Which[(bb>0&&aa!=0), 

  -(Exp[aa*ll]/aa)*(Table[(bb/aa)^(jj-i),{i,0,jj}]. 

      Table[Hh[i,bb*ll-dd] ,{i,0,jj}])+ 

   

((bb/aa)^(jj+1))*(Sqrt[2*Pi]/bb)*Exp[aa*dd/bb+(1/2)*(aa/bb)^2]*phi[-

bb*ll+dd+aa/bb], 

  (bb<0&&aa<0), 

  -(Exp[aa*ll]/aa)*(Table[(bb/aa)^(jj-i),{i,0,jj}]. 

      Table[Hh[i,bb*ll-dd],{i,0,jj}])- 

   

((bb/aa)^(jj+1))*(Sqrt[2*Pi]/bb)*Exp[aa*dd/bb+(1/2)*(aa/bb)^2]*phi[bb

*ll-dd-aa/bb], 

  (bb>0&&aa==0), 

  Hh[n+1,bb*ll-dd]/bb] 

 

Pni[n_,i_,p_,eta1_,eta2_]:= 

 Sum[Binomial[n,j]*(p^j)*((1-p)^(n-j))*Binomial[n-i-1,j-

i]*((eta1/(eta1+eta2))^(j-i))*((eta2/(eta1+eta2))^(n-j)),{j,i,n-

1}]/;i<n 

 

Qni[n_,i_,p_,eta1_,eta2_]:= 

 Sum[Binomial[n,j]*((1-p)^j)*(p^(n-j))*Binomial[n-i-1,j-

1]*((eta2/(eta1+eta2))^(j-i))*((eta1/(eta1+eta2))^(n-j)),{j,i,n-

1}]/;i<n 

 

cprob[mu_,eta1_,eta2_,la_,p_,sig_,aa_,bigT_,nStep_]:= 

 (IITwo=Table[II[k-1,aa-mu*bigT,-eta1,-1/(sig*Sqrt[bigT]),-

(sig*Sqrt[bigT])*eta1],{k,1,nStep}]; 

  IIFour=Table[II[k-1,aa-mu*bigT,eta2,1/(sig*Sqrt[bigT]),-

(sig*Sqrt[bigT])*eta2],{k,1,nStep}]; 

  PiN[n_]=Exp[-la*bigT]*((la*bigT)^n)/(n!); 

  

PiNPni=Table[PiN[n]*Pni[n,k,p,eta1,eta2]*((sig*Sqrt[bigT]*eta1)^k),{n

,1,nStep},{k,1,n}]; 
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PiNQni=Table[PiN[n]*Qni[n,k,p,eta1,eta2]*((sig*Sqrt[bigT]*eta2)^k),{n

,1,nStep},{k,1,n}]; 

  sec=Sum[PiNPni[[n,k]]*IITwo[[k]],{n,1,nStep},{k,1,n}]; 

  fourth=Sum[PiNQni[[n,k]]*IIFour[[k]],{n,1,nStep},{k,1,n}]; 

  

(sec*Exp[((sig*eta1)^2)*bigT/2]+fourth*Exp[((sig*eta2)^2)*bigT/2])/(S

qrt[2*Pi]*sig*Sqrt[bigT])+Exp[-la*bigT]*phi[-(aa-

mu*bigT)/(sig*Sqrt[bigT])]) 

 
 
callOR[eta1_,eta2_,la_,p_,sig_,rr_,bigS_,bigK_,bigT_,nStep_]:= 

 (zetaaOR=p*eta1/(eta1-1)+(1-p)*eta2/(eta2+1)-1; 

  tempaa1OR=rr+sig*sig/2-la*zetaaOR; 

  tempaa2OR=tempaa1OR-sig*sig; 

  bigS*cprob[tempaa1OR,eta1-

1,eta2+1,la*(1+zetaaOR),p*eta1/((1+zetaaOR)*(eta1-

1)),sig,Log[bigK/bigS],bigT,nStep]-bigK*Exp[-

rr*bigT]*cprob[tempaa2OR,eta1,eta2,la,p,sig,Log[bigK/bigS],bigT,nStep

]) 

 

Καλώντας, λοιπόν, τη συνάρτηση callOR και θέτοντας τιμές στις απαιτούμενες μεταβλητές 

λαμβάνουμε την τιμή δικαιώματος μέσω του μοντέλου του Kou.   

 

 


