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Περίληψη

Αντικείμενο της διπλωματικής εργασίας είναι η ανάπτυξη και υλοποίηση ενός προσαρμο-

στικού ευφυούς νόμου ελέγχου, για την επίλυση του προβλήματος συμφωνίας και διάταξης

γύρω από έναν ηγέτη, ενός πολυπρακτορικού συστήματος που αποτελείται από κινητά ρομπότ.

Το προς μελέτη σύστημα είναι μη γραμμικό με άγνωστη δυναμική για την εκμάθησή της οποίας

χρήσιμοποιούνται Νευρωνικά Δίκτυα Υψηλότερης Τάξης.

Το πρόβλημα προσεγγίζεται από δύο διαφορετικές οπτικές γωνίες, και ως εκ τούτου,

πραγματοποιούνται δύο μελέτες για το ίδιο ρομποτικό σύστημα.

Στη μεν πρώτη, εξετάζεται ένας κατανεμημένος νόμος ελέγχου, για την δημιουργία του

οποίου χρησιμοποιείται ο “PI Μετασχηματισμός Λάθους Συμφωνίας” [1]. Ο γράφος που

αναπαριστά την μετάδοση της πληροφορίας μεταξύ των πρακτόρων έχει γεννητικό δέντρο με

ρίζα τον ηγέτη. Αρχικά, αποδεικνύεται ότι η σύγκλιση του μετασχηματισμού σε μία μικρή

γειτονιά περί της αρχής των αξόνων συνεπάγεται προσεγγιστικό leader-follower consensus

των πρακτόρων. ΄Επειτα, γίνεται ο σχεδιασμός του νόμου ελέγχου χρησιμοποιώντας τεχνικές

από την θεωρία Lyapunov, τον προσαρμοστικό έλεγχο, τη backstepping μεθοδολογία και τα

νευρωνικά δίκτυα υψηλότερης τάξης.

Στην δεύτερη, εξετάζεται ένας κατανεμημένος νόμος ελέγχου για την επίτευξη leader-

follower formation των πρακτόρων, ο οποίος εξασφαλίζει επιπρόσθετα την ιδιότητα της απο-

φυγής συγκρούσεων μεταξύ των κινητών ρομπότ. Για το σκοπό αυτό, εισάγεται μία συνάρτηση

δυναμικού η οποία ενεργοποιείται μόνο όταν οι πράκτορες έχουν πλησιάσει περισσότερο από

κάποιο επιτρεπτό όριο. Ο γράφος που αναπαριστά την μετάδοση της πληροφορίας μεταξύ των

πρακτόρων έχει γεννητικό δέντρο με ρίζα τον ηγέτη ενώ ο υπογράφος που αναπαριστά την

επικοινωνία μεταξύ των ακολούθων θα πρέπει να είναι μη κατευθυνόμενος.

Τέλος, τα προτεινόμενα σχήματα ελέγχου υλοποιούνται σε περιβάλλον Simulink/Matlab,

ξεχωριστά για την καθε περίπτωση. Οι προσομοιώσεις επιβεβαιώνουν τα θεωρητικά αποτε-

λέσματα και την αποτελεσματικότητα της σχεδίασης του ελέγχου.

Λέξεις Κλειδιά

Συμφωνία, Σχηματισμός Διάταξης, Συνεργατικός / Προσαρμοστικός / Κατανεμημένος ΄Ε-

λεγχος, Πολυπρακτορικό Σύστημα, Κινητά Ρομπότ, Ηγέτης-Ακόλουθος, Αποφυγή Συγκρο-

ύσεων, Νευρωνικά Δίκτυα.
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Abstract

The purpose of this diploma thesis is to develop and implement an intelligent adaptive

control law, for leader follower consensus and formation of a multi-agent system consisting

of mobile robots. Since the dynamics of the system to be examined are non-linear and

unknown, Higher Order Neural Networks are employed in order to approximate it.

Two different approaches on the mobile robot cooperative control problem are conside-

red. In the first one, we examine a distributed control law using a generalization of the so

called ”PI Consensus Error Transformation” [1] for leader-follower consensus. The graph

representing the information transmission between the agents has a spanning tree with

the leader as its root. Initially, it is proved that the convergence of the transformed varia-

bles to a small neighbourhood of the origin implies approximate leader-follower consensus

of the agents. Then, distributed control laws are designed based on the new transfor-

mation, using results from Lyapunov theory, adaptive control, backstepping methodology

and Higher Order Neural Networks.

In the second one, we examine distributed control laws for leader-follower formation

of the multi-agent system that additionally ensure collision avoidance between all mobile

robots. For this purpose, a potential function is introduced, which is activated only when

the distance between two agents becomes less than or equal to some threshold value. In

the second case, the graph representing the information transmission between the agents

has a spanning tree with the leader as its root, while the sub-graph representing the

communication between the followers must be undirected.

Finally, the aforementioned control laws for both approaches are implemented in Si-

mulink/Matlab environment. The simulation results confirm our theoretical analysis and

the effectiveness of the proposed control design.

Keywords

Consensus, Formation, Cooperative / Adaptive / Distributed Control, Multi-Agent Sy-

stem, Mobile Robots, Leader-Follower, Collision Avoidance, Neural Networks.

7





Περιεχόμενα

Ευχαριστίες 3

Περίληψη 5

Abstract 7

Περιεχόμενα 10

Κατάλογος Σχημάτων 12

1 Εισαγωγή 13

1.1 Αντικείμενο της διπλωματικής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.1 Συνεργατικό Σύστημα (Cooperative System) . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.2 Συγκεντρωμένο - Αποκεντρωμένο - Κατανεμημένο Σύστημα . . . . . . 14

1.1.3 Συνεργατικός ΄Ελεγχος (Cooperative Control) . . . . . . . . . . . . . 15

1.1.4 Συνεισφορά . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2 Οργάνωση του τόμου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Θεωρητικό υπόβαθρο 19

2.1 Θεωρία Γράφων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1.1 Τα Είδη των Γράφων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1.2 Η Λαπλασιανή Μήτρα ενός Γράφου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Μαθηματικά Λήμματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3 Θεωρία Προσέγγισης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 Μαθηματικό Μοντέλο του Κινούμενου Ρομπότ Διαφορικής Οδήγη-

σης 23

3.1 Εισαγωγή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 Ολόνομοι και Μη-Ολόνομοι Περιορισμοί . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.3 Κινηματικοί Περιορισμοί του Ρομπότ Διαφορικής Οδήγησης . . . . . . . . . . 24

3.3.1 Περιορισμός (I): ΄Οχι Πλευρική Ολίσθηση . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.3.2 Περιορισμός (II): Καθαρή Κύλιση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.4 Δυναμικό Μοντέλο του Ρομπότ Διαφορικής Οδήγησης . . . . . . . . . . . . . 30

3.4.1 Θεωρούμενο Σύστημα Αναφοράς: q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

9



10 Περιεχόμενα

3.4.2 Θεωρούμενο Σύστημα Αναφοράς: qc . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4 Κατανεμημένος Νόμος Ελέγχου για την Συμφωνία των τροχιών ε-

νός Συστήματος Ακόλουθων με την τροχιά ενός Ηγέτη 41

4.1 Εισαγωγή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.2 Οργάνωση του Κεφαλαίου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.3 Διατύπωση του Προβλήματος και Ορισμός των Παραμέτρων . . . . . . . . . . 42

4.4 Σχεδιασμός Νόμου Ελέγχου της Θέσης Διαμέσου της Ταχύτητας . . . . . . . 50

4.5 Σχεδιασμός Νόμου Ελέγχου της Ταχύτητας Διαμέσου της Ροπής . . . . . . . 53

4.6 Εισαγωγή Νευρωνικών Δικτύων στο Νόμο Ελέγχου . . . . . . . . . . . . . . 55

5 Αποτελέσματα Προσομοιώσεων Κεφαλαίου 4 67

5.1 Εισαγωγή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2 Πρώτη Συνδεσμολογία Πρακτόρων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.3 Δεύτερη Συνδεσμολογία Πρακτόρων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

6 Κατανεμημένος Νόμος Ελέγχου για την Διάταξη ενός Συστήματος

Ακόλουθων γύρω από έναν Ηγέτη με Αποφυγή Συγκρούσεων 81

6.1 Εισαγωγή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.2 Οργάνωση του Κεφαλαίου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.3 Διατύπωση του Προβλήματος και Ορισμός των Παραμέτρων . . . . . . . . . . 82

6.4 Σχεδιασμός Νόμου Ελέγχου της Θέσης Διαμέσου της Ταχύτητας . . . . . . . 88

6.5 Σχεδιασμός Νόμου Ελέγχου της Ταχύτητας Διαμέσου της Ροπής . . . . . . . 95

6.6 Εισαγωγή Νευρωνικών Δικτύων στο Νόμο Ελέγχου . . . . . . . . . . . . . . 98

7 Αποτελέσματα Προσομοιώσεων Κεφαλαίου 6 109

7.1 Πρώτη Συνδεσμολογία Πρακτόρων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

7.2 Δεύτερη Συνδεσμολογία Πρακτόρων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

7.3 Τρίτη Συνδεσμολογία Πρακτόρων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

8 Επίλογος 129

8.1 Σύνοψη και συμπεράσματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

8.2 Μελλοντικές επεκτάσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

8.2.1 Επεκτάσεις πρώτου προβλήματος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

8.2.2 Επεκτάσεις πρώτου και δεύτερου προβλήματος . . . . . . . . . . . . . 130

Παράρτημα 131

Βιβλιογραφία 141



Κατάλογος Σχημάτων

1.1 Σύστημα Πολλαπλών Πρακτόρων - Multi-Agent System . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Τρόποι Σύνδεσης των Πρακτόρων ενός Συστήματος . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3 Συνεργατικός ΄Ελεγχος Κινητών Ρομπότ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.1 Κινητό Ρομπότ Διαφορικής Οδήγησης - Differential Drive Mobile Robot . . . 24

4.1 Γράφος με Γεννητικό Δένδρο από τον Ηγέτη προς τους Ακόλουθους . . . . . 44

5.1 Ισχυρά Συνεκτικός Κατευθυνόμενος Γράφος των Ακόλουθων . . . . . . . . . 68

5.2 Τροχιές των Οχημάτων στο x− y επίπεδο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
5.3 Χρονική μεταβολή του διανύσματος μετασχηματισμών συμφωνίας των πρακτόρων 69

5.4 Χρονική μεταβολή του διανύσματος ταχυτήτων των πρακτόρων . . . . . . . . . 69

5.5 Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά

τον x-άξονα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.6 Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά

τον y-άξονα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.7 Χρονική μεταβολή του διανύσματος των νευρωνικών δικτύων . . . . . . . . . . 71

5.8 Χρονική μεταβολή του διανύσματος ροπών των πρακτόρων . . . . . . . . . . . 71

5.9 Ισχυρά Συνεκτικός Κατευθυνόμενος Γράφος των Ακόλουθων . . . . . . . . . 74

5.10 Τροχιές των Οχημάτων στο x− y επίπεδο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
5.11 Χρονική μεταβολή του διανύσματος μετασχηματισμών συμφωνίας των πρακτόρων 75

5.12 Χρονική μεταβολή του διανύσματος ταχυτήτων των πρακτόρων . . . . . . . . . 75

5.13 Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά

τον x-άξονα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5.14 Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά

τον y-άξονα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5.15 Χρονική μεταβολή του διανύσματος των νευρωνικών δικτύων . . . . . . . . . . 77

5.16 Χρονική μεταβολή του διανύσματος ροπών των πρακτόρων . . . . . . . . . . . 77

6.1 Γράφος με Γεννητικό Δένδρο από τον Ηγέτη προς τους Ακόλουθους . . . . . 84

6.2 Δυναμικό Αποφυγής Συγκρούσεων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

6.3 Σχέση μεταξύ της απόστασης dij και των ‖ai‖, ‖aj‖ . . . . . . . . . . . . . . 87
6.4 Σχηματισμός των Ακόλουθων γύρω από τον Ηγέτη . . . . . . . . . . . . . . . 88

11



12 Κατάλογος Σχημάτων

7.1 Συνεκτικός Μη Κατευθυνόμενος Γράφος των Ακόλουθων . . . . . . . . . . . 110

7.2 Τροχιές των Οχημάτων στο x− y επίπεδο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
7.3 Χρονική μεταβολή του διανύσματος μετασχηματισμών συμφωνίας των πρακτόρων111

7.4 Χρονική μεταβολή του διανύσματος ταχυτήτων των πρακτόρων . . . . . . . . . 111

7.5 Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά

τον x-άξονα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

7.6 Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά

τον y-άξονα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

7.7 Χρονική μεταβολή του διανύσματος των νευρωνικών δικτύων . . . . . . . . . . 113

7.8 Χρονική μεταβολή του διανύσματος ροπών των πρακτόρων . . . . . . . . . . . 113

7.9 Συνεκτικός Μη Κατευθυνόμενος Γράφος των Ακόλουθων . . . . . . . . . . . 116

7.10 Τροχιές των Οχημάτων στο x− y επίπεδο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
7.11 Χρονική μεταβολή του διανύσματος μετασχηματισμών συμφωνίας των πρακτόρων117

7.12 Χρονική μεταβολή του διανύσματος ταχυτήτων των πρακτόρων . . . . . . . . . 117

7.13 Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά

τον x-άξονα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

7.14 Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά

τον y-άξονα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

7.15 Χρονική μεταβολή του διανύσματος των νευρωνικών δικτύων . . . . . . . . . . 119

7.16 Χρονική μεταβολή του διανύσματος ροπών των πρακτόρων . . . . . . . . . . . 119

7.17 Συνεκτικός Μη Κατευθυνόμενος Γράφος των Ακόλουθων . . . . . . . . . . . 122

7.18 Τροχιές των Οχημάτων στο x− y επίπεδο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
7.19 Χρονική μεταβολή του διανύσματος μετασχηματισμών συμφωνίας των πρακτόρων123

7.20 Χρονική μεταβολή του διανύσματος ταχυτήτων των πρακτόρων . . . . . . . . . 123

7.21 Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά

τον x-άξονα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

7.22 Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά

τον y-άξονα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

7.23 Χρονική μεταβολή του διανύσματος των νευρωνικών δικτύων . . . . . . . . . . 125

7.24 Χρονική μεταβολή του διανύσματος ροπών των πρακτόρων . . . . . . . . . . . 125



Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Αντικείμενο της διπλωματικής

΄Ενα σημαντικό πρόβλημα που συναντάται σε συστήματα πολλών πρακτόρων αποτελεί η

εύρεση αποδοτικών μεθόδων για την μεταξύ τους συνεργασία, και ως εκ τούτου, την επίτευξη

συλλογικών εργασιών. Ανάλογα με την φύση του εκάστοτε συστήματος, καθώς και των

λειτουργιών που καλείται να φέρει εις πέρας, χρησιμοποιούνται διάφορες τεχνικές Αυτομάτου

Ελέγχου. Σε αυτές συμπεριλαμβάνονται από κλασσικές μέθοδοι Μη-Γραμμικού ελέγχου μέχρι

Ευφυείς Τεχνικές, όπως αλγόριθμοι εκπαίδευσης ασαφών συστημάτων, νευρωνικά δίκτυα και

προσαρμοστικά νευροασαφή συστήματα.

Σκοπός της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι η αντιμετώπιση δύο συναφών προ-

βλημάτων συνεργατικού ελέγχου, με διαφορετική λογική κάθε φορά. Ζήτημα του πρώτου

προβλήματος αποτελεί η συμφωνία μίας ομάδας κινούμενων ρομπότ διαφορικής οδήγησης ως

προς την τροχιά ενός κινούμενου ρομπότ-ηγέτη, κάνοντας χρήση του PI μετασχηματισμού

λάθους συμφωνίας [1]. Στο δεύτερο τα ρομπότ-ακόλουθοι καλούνται να λάβουν μία συγκε-

κριμένη διάταξη γύρω από τον κινούμενο ηγέτη υιοθετώντας αντίστοιχη τροχιά με την δικιά

του, ενώ πρέπει να εξασφαλίζεται ταυτόχρονα αποφυγή συγκρούσεων τόσο με τον ηγέτη όσο

και μεταξύ των ακόλουθων. Εργασίες στις οποίες έχουν μελετηθεί αντίστοιχα προβλήματα

αποτελούν οι [21]-[31].

Τόσο στο πρώτο όσο και στο δεύτερο πρόβλημα η δυναμική των κινούμενων ρομπότ

διαφορικής οδήγησης έχει θεωρηθεί άγνωστη. Για την εκμάθησή της γίνεται online προσαρ-

μοστικός έλεγχος με χρήση νευρωνικών δικτύων υψηλότερης τάξης (HONN). Αντίστοιχο

πρόβλημα εκμάθησης της δυναμικής των ρομπότ έχει μελετηθεί στις εργασίες [3] και [4], ενώ

τεχνικές χρήσης νευρωνικών δικτύων σε μοντέλα προσαρμοστικού ελέγχου μελετώνται στα

άρθρα [11]-[15].

1.1.1 Συνεργατικό Σύστημα (Cooperative System)

΄Ενα συνεργατικό σύστημα ορίζεται ως ένα σύνολο από πολλαπλές δυναμικές οντότητες

που μοιράζονται πληροφορίες για να επιτύχουν ένα κοινό στόχο.

Παραδείγματα συνεργατικών συστημάτων ελέγχου μπορεί να περιλαμβάνουν:

13
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• ρομπότ που λειτουργούν μέσα σε ένα σύστημα παραγωγής,
• μη επανδρωμένα αεροσκάφη σε επιχειρήσεις έρευνας και διάσωσης ή στρατιωτικές αποστολές
επιτήρησης και επίθεσης,

• συστοιχίες μικροδορυφόρων που αποτελούν ένα κατανεμημένο ραντάρ μεγάλου ανοίγματος
Τα συστήματα πολλαπλών πρακτόρων μπορούν να ανταπεξέλθουν σε προβλήματα που είναι

δύσκολο ή αδύνατο να επιλυθούν από έναν μεμονωμένο πράκτορα, παρέχοντας έτσι καινοτόμες

δυνατότητες και ιδιότητες στο σύστημα που απορρέουν από την συνεργατική δράση τους.

Η ευφυΐα μπορεί να περιλαμβάνει:

• αλγοριθμική αναζήτηση (algorithmic search),

• εποπτευόμενη μάθηση (supervised learning),

• ενισχυτική μάθηση (reinforcement learning) ή

• μηχανική μάθηση (machine learning - deep learning).

Σχήμα 1.1: Σύστημα Πολλαπλών Πρακτόρων - Multi-Agent System

Ο όρος οντότητα συσχετίζεται συχνότερα με οχήματα ικανά για φυσική κίνηση όπως ρο-

μπότ, αυτοκίνητα, πλοία και αεροσκάφη. Ωστόσο ο ορισμός επεκτείνεται σε μια γενικότερη

έννοια οντότητας η οποία παρουσιάζει μία χρονικά εξαρτώμενη συμπεριφορά. Τέτοια παραδείγ-

ματα οντοτήτων είναι λόγου χάρη τα πολυπρακτορικά συστήματα που συναντόνται στα δίκτυα

επικοινωνιών:

• Κινητά ad hoc δίκτυα (MANET - Mobile Ad hoc NETworks),

• Ασύρματα δίκτυα πλέγματος (WMN - Wireless Mesh Networks)

• Ασύρματα δίκτυα αισθητήρων (WSN - Wireless Sensor Networks)

• ΄Εξυπνα δίκτυα ηλεκτρικής ενέργειας (Smart Grids).

1.1.2 Συγκεντρωμένο - Αποκεντρωμένο - Κατανεμημένο Σύστημα

΄Ενα σύστημα λήψης αποφάσεων ελέγχου μπορεί να είναι Συγκεντρωμένο (Centralized),

Αποκεντρωμένο (Decentralized) ή Κατανεμημένο (Distributed). Η βασική διαφορά ανάμε-

σα στην λογική του συγκεντρωμένου και του αποκεντρωμένου ή κατανεμημένου συστήματος



1.1 Αντικείμενο της διπλωματικής 15

έγκειται στην δυνατότητα επικοινωνίας μεταξύ των πρακτόρων και την λήψη αποφάσεων ελέγ-

χου μέσω αυτής. Αναλυτικότερα, στη μεν πρώτη περίπτωση, όλοι οι πράκτορες βρίσκονται σε

άμεση συνεννόηση με έναν κεντρικό και ακολουθούν τις οδηγίες του, και άρα κάθε συγκεντρω-

μένο σύστημα μπορεί θεωρητικά να μοντελοποιηθεί ως μία ενιαία οντότητα. Ως εκ τούτου,

ο βασικός πράκτορας επιμερίζεται αποκλειστικά τον έλεγχο της δομής και της συμπεριφοράς

του συνολικού συστήματος. Αυτό φυσικά έχει ως αποτέλεσμα την πλήρη αποδιοργάνωση του

συστήματος σε περίπτωση που υποστεί βλάβη ο κεντρικός πράκτορας. Αντίθετα, στην πε-

ρίπτωση του αποκεντρωμένου και του κατανεμημένου συστήματος, κάθε πράκτορας βρίσκεται

σε άμεση επικοινωνία μόνο με τους γείτονές του και αυτοοργανώνεται βάσει των συνθηκών

και των λειτουργικών αναγκών της γειτονιάς του. Τόσο η αποκεντρωμένη όσο και η κατανε-

μημένη μορφή οργάνωσης δίνει στο σύστημα το πλεονέκτημα της αυτονομίας των πρακτόρων,

καταρχήν από τον οδηγό τους, αλλά και από τους γείτονές τους , αφού οποιοσδήποτε πράκτο-

ρας και να πάθει βλάβη δεν πρόκειται να επηρεάσει αρνητικά την λειτουργία του συστήματος

ακόμα και αν πρόκειται για τον οδηγό.

Σχήμα 1.2: Τρόποι Σύνδεσης των Πρακτόρων ενός Συστήματος

1.1.3 Συνεργατικός ΄Ελεγχος (Cooperative Control)

Ο συνεργατικός έλεγχος συχνά ασχολείται με το πρόβλημα του ελέγχου ενός πολυπρα-

κτορικού ρομποτικού συστήματος για την επίτευξη ενός κοινού στόχου, όπως και γίνεται στην

παρούσα εργασία. Τα καθήκοντα των ρομποτικών συστημάτων περιλαμβάνουν μεταξύ άλλων:

• αναζήτηση,
• εξερεύνηση,
• επιτήρηση,
• επιχειρήσεις διάσωσης,
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• χαρτογράφηση άγνωστων ή μερικώς γνωστών περιβαλλόντων και
• ανταπόκριση σε καταστάσεις έκτακτης ανάγκης.

Σε πραγματικές εφαρμογές, ο έλεγχος πολλαπλών ρομπότ συχνά περιπλέκεται από τους

ακόλουθους παράγοντες:

• Περιορισμοί στους οποίους υπόκειται το ίδιο το ρομποτικό σύστημα εκ κατασκευής και οδη-
γούν σε μείωση αφενός του χώρου των δυνατών διατάξεων (configuration space) του ρομπότ

και αφετέρου του χώρου εργασίας του (task space).

• Περιορισμοί πόρων όσον αφορά τις δυνατότητες ανίχνευσης κίνησης και επικοινωνίας.
• Η άγνωστη φύση του περιβάλλοντος απαιτεί από τα ρομποτικά συστήματα να είναι προ-
σαρμοστικά στις περιβαλλοντικές αλλαγές, ακριβή στην απόκτηση πληροφοριών, έγκαιρα και

έξυπνα στην λήψη αποφάσεων.

• Οι κατανεμημένες δομές πληροφορίας και υπολογισμού δεν μπορούν να είναι αυθαίρετες
λόγω του γεωγραφικού διαχωρισμού και των περιορισμών επικοινωνίας.

Σχήμα 1.3: Συνεργατικός ΄Ελεγχος Κινητών Ρομπότ

Οι κύριοι στόχοι του συνεργατικού ελέγχου ρομπότ περιλαμβάνουν την ανάπτυξη της με-

θοδολογίας και του λογισμικού που επιτρέπουν:

• Δυναμική ανάθεση εργασιών.
• Δρομολόγηση οχήματος (path planning) και σχεδιασμός μονοπατιού χωρίς εμπόδια.

• ΄Αμεση τροποποίηση της τροχιάς του εκάστοτε ρομπότ όταν δημιουργείται κίνδυνος συγκρο-
ύσεών του με γειτονικά σε αυτό οχήματα.

• ΄Αμεση αλλαγή τροχιάς του οχήματος προς αποφυγή καινούργιων μη-αναμενόμενων εμπο-
δίων.

• Κατανεμημένη και σε πραγματικό χρόνο λήψη αποφάσεων,
• Δημιουργία τροχιάς κάτω από μή-ολονομικούς περιορισμούς.
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Το πρόβλημα συνεργατικού ελέγχου που μελετάται στην παρούσα εργασία, αποσκοπεί

στην επίτευξη σχηματισμού διάταξης (formation) κινούμενων ρομπότ μέσω της επίλυσης ενός

προβλήματος συμφωνίας (consensus) μεταξύ των πρακτόρων. Το πρωτόκολλο συμφωνίας ε-

ίναι ένα δυναμικό σύστημα το οποίο διέπεται από την τοπολογία διασύνδεσης και την αρχική

συνθήκη για κάθε ρομπότ-πράκτορα. Ο συνεργατικός έλεγχος αποτελεί ένα γενικό πρόβλημα

το οποίο υποδιαιρείται σε πιο εξειδικευμένα, μερικά εκ των οποίων είναι τα ακόλουθα:

• Συνάντηση (Rendezvous)

• Κυκλική Επιδίωξη (Cyclic Pursuit)

• ΄Ελεγχος Σχηματισμού (Formation Control)

• Συρρίκνωση (Flocking)

Αξίζει να σημειωθεί πως η ιδέα του τελευταίου προβλήματος, flocking, πηγάζει από την ίδια

την φύση και συγκεκριμένα από την συνεργατική και παράλληλα αποκεντρωμένη συμπεριφορά

που εμφανίζουν τα ζώα μεταξύ τους. Ανάλογα με το είδος στο οποίο αναφερόμαστε, η παρα-

πάνω έννοια αποτυπώνεται στις ακόλουθες εκφράσεις:

• Swarming → Swarm of insects • Herding → Herd of tetrapods

• Flocking→ Flock of birds • Shoaling and Schooling→ School of fish
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1.1.4 Συνεισφορά

Σχετικά με την συνεισφορά της παρούσας διπλωματικής εργασίας, θα μπορούσε να θεω-

ρηθεί ότι διαχωρίζεται στα ακόλουθα τρία μέρη.

• Πρώτον γίνεται κατάλληλη τροποποίηση του PI μετασχηματισμού λάθους συμφωνίας [1]

ώστε να καταστεί δυνατή η εφαρμογή του σε προβλήματα leader follower consensus, ως εκ

τούτου και formation, για την περίπτωση κινούμενου ηγέτη.

• Δεύτερον σχεδιάζεται νόμος ελέγχου για την αντιμετώπιση του προβλήματος leader

follower formation, με κινούμενο ηγέτη και ταυτόχρονα εξασφάλιση αποφυγής συγκρούσεων

μεταξύ όλων των πρακτόρων, ηγέτη και ακόλουθων.

• Τρίτον γίνεται σχεδιασμός προσαρμοστικού νόμου ελέγχου χρησιμοποιώντας νευρωνικά
δίκτυα υψηλότερης τάξης HONN, για την online εκμάθηση της δυναμικής των χρησιμοποιη-

θέντων ρομπότ, η οποία και θεωρείται άγνωστη.

1.2 Οργάνωση του τόμου

Στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται περιγραφή των προβλημάτων με τα οποία θα σχοληθεί η πα-

ρούσα εργασία καθώς και μία γενική ανάλυση του ευρύτερου αντικειμένου του αυτομάτου

ελέγχου στο οποίο υπόκεινται αυτά. Στα επόμενα δύο κεφάλαια, 2 και 3, γίνεται ανασκόπηση

του απαιτούμενου μαθηματικού υποβάθρου που χρειάζεται για την αντιμετώπιση των προβλη-

μάτων. Συγκεκριμένα, παραθέτονται ορισμοί, ιδιότητες και λήμματα που πρόκειται να χρησι-

μοποιηθούν στην πορεία. Επίσης γίνεται εκτεταμένη εξέταση των κινηματικών περιορισμών

των κινούμενων ρομπότ διαφορικής οδήγησης, πάνω στα οποία υλοποιούνται οι νόμοι ελέγχου,

καθώς και αναλυτική εύρεση του δυναμικού μοντέλου τους. Στο κεφάλαιο 4 γίνεται διατύπωση

του πρώτου προβλήματος και εύρεση του κατάλληλου νόμου ελέγχου για την αντιμετώπισή

του, ενώ στο κεφάλαιο 5 παραθέτονται τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων που έγιναν για

την υλοποίηση του ελεγκτή. Αντίστοιχα, στο κεφάλαιο 6 γίνεται διατύπωση και αντιμετώπιση

του δεύτερου προβλήματος ελέγχου και στο κεφάλαιο 7 παραθέτονται τα αποτελέσματα των

αντίστοιχων προσομοιώσεων. Τέλος, στο κεφάλαιο 8 τοποθετούνται τα συμπεράσματα και οι

μελλοντικές επεκτάσεις των προβλημάτων.



Κεφάλαιο 2

Θεωρητικό υπόβαθρο

Στο παρόν κεφάλαιο γίνεται εκτεταμένη ανάλυση του θεωρητικού-μαθηματικού υποβάθρου

που απαιτείται για την αντιμετώπιση των προβλημάτων ελέγχου που περιγράφονται στα κε-

φάλαια 4 και 6.

2.1 Θεωρία Γράφων

2.1.1 Τα Είδη των Γράφων

Οι γράφοι αποτελούν μαθηματικές δομές που χρησιμοποιούνται για την περιγραφή των

σχέσεων μεταξύ κάθε ζεύγους οντοτήτων που ανήκουν σε ένα σύνολο. ΄Ενας γράφος αποτε-

λείται από “κορυφές” - “vertices”, οι οποίες συνδέονται μεταξύ τους με “ακμές” - “edges”.

Μαθηματικά ορίζεται ως ένα διατεταγμένο ζεύγος G = (V,E), όπου V είναι το σύνολο των

κορυφών του και E είναι το σύνολο των ακμών του.

Οι γράφοι χωρίζονται σε κατευθυνόμενους και μη κατευθυνόμενους, η διαφορά των οπο-

ίων έγκειται στην ύπαρξη και έλλειψη, αντίστοιχα, προσανατολισμού των ακμών τους. ΄Ενας

μη-κατευθυνόμενος γράφος θεωρείται συνεκτικός, όταν υπάρχει μονοπάτι μεταξύ κάθε ζε-

ύγους των κορυφών του, δηλαδή όταν κάθε κορυφή είναι προσβάσιμη από κάθε άλλη. ΄Ενας

κατευθυνόμενος γράφος θεωρείται:

• ασθενώς συνεκτικός, εάν αντικαθιστώντας τα προσανατολισμένα άκρα του από μη-
προσανατολισμένα, προκύπτει ένας συνεκτικός μη-κατευθυνόμενος γράφος,

• συνεκτικός, εάν υπάρχει ένα μονοπάτι προς μία τουλάχιστον κατεύθυνση μεταξύ
κάθε ζεύγους των κορυφών του,

• ισχυρά συνεκτικός, εάν υπάρχει ένα μονοπάτι προς κάθε κατεύθυνση μεταξύ κάθε
ζεύγους των κορυφών του.

2.1.2 Η Λαπλασιανή Μήτρα ενός Γράφου

Στην θεωρία γράφων, η Λαπλασιανή Μήτρα αποτελεί μία αναπαράσταση του γράφου υπό

την μορφή ενός πίνακα.

19
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Ορισμός 2.1. Δεδομένου ενός γράφου G = (V,E) που αποτελείται από n κορυφές, η

Λαπλασιανή Μήτρα Ln×n ορίζεται ως η διαφορά: L = D − A, όπου D είναι ο “πίνακας

βαθμού”-“degree matrix” και A ο “πίνακας γειτνίασης”-“adjacency matrix” του γράφου.

Η μήτρα D αποτελεί έναν διαγώνιο πίνακα, κάθε διαγώνιο στοιχείο dii του οποίου ισούται

με τον αριθμό των ακμών που συνδέονται με την αντίστοιχη κορυφή i, deg(vi).

Η μητρα A αποτελεί έναν τετραγωνικό πίνακα, κάθε στοιχείο aij του οποίου περιγράφει την

σχέση μεταξύ των κορυφών i και j.

Συγκεκριμένα, για έναν απλό γράφο, όπου ο πίνακας γειτνίασης αποτελείται μόνο από

μονάδες και μηδενικά, τα στοιχεία της Λαπλασιανής εκφράζονται από την σχέση:

Lij =


deg(vi), εάν i = j

−1, εάν i 6= j και η κορυφή vi γειτνιάζει με την vj

0, διαφορετικά

όπου: deg(vi) είναι ο βαθμός της κορυφής i.

Σημείωση 1. Ιδιότητες της Λαπλασιανής Μήτρας:

Για έναν μη-κατευθυνόμενο γράφο G, με λαπλασιανή L, της οποίας οι ιδιοτιμές είναι οι:

λ0 ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λn−1 ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:
• Ο πίνακας L είναι συμμετρικός.
• Ο πίνακας L είναι θετικά ημιορισμένος, δηλαδή λi ≥ 0 για κάθε i.

• Ο πίνακας L είναι διαγώνια κυρίαρχος diagonally dominant. Δηλαδή, για κάθε γραμμή

του πίνακα, το μέτρο του στοιχείου που ανήκει στην κύρια διαγώνιο είναι μεγαλύτερο ή ίσον

από το άθροισμα των μέτρων των λοιπών στοιχείων της γραμμής:

‖lii‖ ≥
∑
j 6=i
‖lij‖, ∀i

• Το άθροισμα της κάθε γραμμής καθώς και της κάθε στήλης του είναι μηδέν, L1 =

1TL = 0.

• Η μικρότερη ιδιοτιμή του είναι το μηδέν, λ0 = 0, καθώς το v0 = [1, 1, ..., 1]T αποτελεί

ιδιοδιάνυσμά του, Lv0 = 0 = λ0v0.

• Ο αριθμός των συνεκτικών στοιχείων, connected components, του γράφου συμπίπτει με

την διάσταση του μηδενοχώρου της Λαπλασιανής και την αλγεβρική πολλαπλότητα, algebraic

multiplicity της μηδενικής ιδιοτιμής.

• Για ένα γράφο με πολλαπλά συνεκτικά στοιχεια, ο πίνακας L είναι μπλοκ διαγώνιος,
block diagonal, όπου κάθε μπλοκ του αποτελεί την Λαπλασιανή Μήτρα που αντιστοιχεί στο

κάθε στοιχείο.
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2.2 Μαθηματικά Λήμματα

Λήμμα 2.1. [20] ΄Εστω ένα leader-follower πολυπρακτορικό σύστημα στο οποίο συμβο-

λίζουμε με L τη Laplacian του υπογράφου των followers και με G ένα διαγώνιο πίνακα

G = diag(g1, g2, · · · , gn) με gi > 0 αν υπάρχει ακμή από τον leader στον i follower. Εάν ο

συνολικός γράφος έχει ένα γεννητικό δέντρο με ρίζα τον ηγέτη, τότε ο πίνακας L + G είναι

θετικά ορισμένος.

Λήμμα 2.2. [16] (Comparison Lemma) Θεωρούμε μία βαθμωτή διαφορική εξίσωση

u̇ = f(t, u), u(t0) = u0 (2.1)

όπου η συνάρτηση f(t, u) είναι συνεχής ως προς t και τοπικά Lipschitz ως προς u, για κάθε

t ≥ 0 και για κάθε u ∈ J ⊂ R. ΄Εστω [t0, T ) (το T μπορεί να είναι το άπειρο) το μέγιστο

διάστημα ύπαρξης της λύσης u(t), και θεωρούμε ότι u(t) ∈ J για κάθε t ∈ [t0, T ). ΄Εστω v(t)

μία συνεχής συνάρτηση της οποίας η άνω δεξιά παράγωγος D+v(t) ικανοποιεί την διαφορική

ανισότητα

D+v(t) ≤ f(t, v(t)), v(t0) ≤ u0 (2.2)

με v(t) ∈ J για κάθε t ∈ [t0, T ). Τότε, v(t) ≤ u(t) για κάθε t ∈ [t0, T ).

Τα ακόλουθα δύο λήμματα, (2.3) και (2.4), αποτελούν απόρροια του λήμματος (2.2).

Λήμμα 2.3. Αν ισχύει

V̇ ≤ −λV ∀t ∈ [t0, tf ) (2.3)

με λ > 0, θετική σταθερά, και V (t) ≥ 0, μη αρνητική συνάρτηση, τότε

V (t) ≤ V (t0)e
−λ(t−t0) (2.4)

Λήμμα 2.4. Αν ισχύει

V̇ ≤ −v1V + v2 ∀t ∈ [t0, tf ) (2.5)

με v1, v2 > 0, θετικές σταθερές, και V (t) ≥ 0, μη αρνητική συνάρτηση, τότε

V (t) ≤ e−v1(t−t0)
[
V (t0)−

v2
v1

]
+
v2
v1

(2.6)

Λήμμα 2.5. [16] (Λήμμα Barbalat) ΄Εστω συνάρτηση φ : R → R η οποία πληροί τις

παρακάτω προϋποθέσεις

• Το όριο limt→∞
∫ t
0 φ(τ)dτ υπάρχει και είναι πεπερασμένο

• Η συνάρτηση φ(t) είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [0,∞)

Τότε η φ συγκλίνει στο μηδέν, δηλαδή είναι

φ(t)→ 0 για t→∞ (2.7)

Σημειώνεται ότι ένας συχνά χρησιμοποιούμενος τρόπος να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση φ(t)

είναι ομοιόμορφα συνεχής, είναι να δειχθεί ότι η παράγωγός της είναι φραγμένη.
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2.3 Θεωρία Προσέγγισης

Για την ικανότητα προσέγγισης μιας μη γραμμικής συνάρτησης μέσω ενός τεχνητού νευ-

ρωνικού δικτύου με ένα hidden layer μέσα σε ένα συμπαγές σύνολο ισχύει το παρακάτω

θεώρημα.

Θεώρημα 2.1. [19] (Universal Approximation Theorem) ΄Εστω φ(·) μία μη-σταθερή ,
φραγμένη, μονοτονικά αύξουσα συνεχής συνάρτηση. Επίσης, έστω Im0 ο m0 διαστάσε-

ων υπερκύβος-μονάδα [0, 1]m0 . Ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων στο Im0 συμβολίζεται

C(Im0). Τότε για κάθε συνάρτηση f 3 C(Im0) και ε > 0, υπάρχει ακέραιος M και σετ

πραγματικών σταθερών ai, bi και Wij , όπου i = 1, ...,m1 και j = 1, ...,m0 τέτοια ώστε να

ορίζεται η συνάρτηση

F (x1, ..., xm0) =

m1∑
i=1

αiφ

m0∑
j=1

Wijxj + bi

 (2.8)

η οποία αποτελεί προσέγγιση της συνάρτησης f(·) με

|F (x1, ..., xm0)− f(x1, ..., xm0)| < ε (2.9)

για κάθε x1, ..., xm0 που ανήκουν στο χώρο του διανύσματος εισόδου.



Κεφάλαιο 3

Μαθηματικό Μοντέλο του

Κινούμενου Ρομπότ Διαφορικής

Οδήγησης

3.1 Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο γίνεται μελέτη των Κινηματικών Περιορισμών του Κινούμενου Ρομπότ

Διαφορικής Οδήγησης, καθώς και αναλυτική εύρεση του Δυναμικού Μοντέλου του. Η θεωρία

της ενότητας 3.2 έχει βασιστεί στο κεφάλαιο 11 του βιβλίου [17], ενώ για τις ενότητες 3.3 και

3.4 έχει χρησιμοποιηθεί υλικό σχετικά με τα χαρακτηριστικά μεγέθη (μάζες, ροπές αδράνειας

κλπ) και την κινητική ενέργεια του ρομπότ διαφορικής οδήγησης από τις πηγές [2]-[10].

3.2 Ολόνομοι και Μη-Ολόνομοι Περιορισμοί

Η κύλιση των τροχών ενός οχήματος έχει ως αποτέλεσμα την εμφάνιση κινηματικών πε-

ριορισμών. Αυτοί κατηγοριοποιούνται σε ολόνομους (holonomic) και μη-ολόνομους (non-

holonomic) και περιορίζουν την τοπική ευκινησία του ρομπότ.

΄Εστω q το διάνυσμα γενικευμένων συντεταγμένων που περιγράφει την διάταξη του συστήμα-

τος. Ολόνομοι ή ολοκληρώσιμοι, ονομάζονται οι περιορισμοί που μπορούν να γραφτούν υπό

την μορφή

hi(q) = 0 i = 1, ..., k < n (3.1)

΄Αν σε ένα μηχανικό σύστημα όλοι οι περιορισμοί μπορούν να εκφραστούν υπό την παραπάνω

μορφή, τότε το συνολικό σύστημα καλείται Ολόνομο.

Οι περιορισμοί που περιλαμβάνουν γενικευμένες μεταβλητές q και ταχύτητες q̇

ai(q, q̇) = 0 i = 1, ..., k < n (3.2)

23
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ονομάζονται κινηματικοί (kinematic constraints). Συνήθως είναι γραμμικοί ως προς τις γενι-

κευμένες ταχύτητες q̇, εξού και εκφράζονται με την Πφαφφιανή μορφή (Pfaffian form)

aTi (q)q̇ = 0 i = 1, ..., k < n (3.3)

ΘεωρώνταςA(q) τον πίνακα που περιλαμβάνει όλα τα διανύσματα ai(q), η σχέση (3.3) μπορεί

να διατυπωθεί και ως ακολούθως

AT (q)q̇ = 0 (3.4)

Στην περίπτωση που οι παραπάνω κινηματικοί περιορισμοί δεν είναι ολοκληρώσιμοι, τότε θε-

ωρούνται μη-ολόνομοι. Αν έστω και ένας περιορισμός του συστήματος υπάγεται σε αυτή την

περίπτωση, τότε το συνολικό σύστημα θεωρείται Μη-Ολόνομο.

Το γεγονός αν ένα σύστημα είναι Ολόνομο ή Μη-Ολόνομο παίζει πολύ σημαντικό ρόλο,

καθώς επηρεάζεται εντελώς διαφορετικά η ευκινησία του συστήματος σε κάθε περίπτωση.

Στη μεν πρώτη περίπτωση, υπάρχει απώλεια προσβασιμότητας στον χώρο διατάξεων καθώς

αν το n-διάστατο σύστημα υπόκειται σε k ολονομικούς περιορισμούς, τότε η επιφάνεια στην

οποία μπορεί να κινηθεί θα έχει διάσταση (n − k). Στη δε δεύτερη περίπτωση, παρότι το

σύστημα υφίσταται υποβάθμιση ως προς τον χώρο στον οποίο ανήκουν οι γενικευμένες τα-

χύτητες, (n − k)-διάστατος υπόχωρος, εντούτοις, συνεχίζει να έχει πρόσβαση σε ολόκληρο

τον n-διάστατο χώρο των διατάξεων.

3.3 Κινηματικοί Περιορισμοί του Ρομπότ Διαφορικής Ο-

δήγησης

Σχήμα 3.1: Κινητό Ρομπότ Διαφορικής Οδήγησης - Differential Drive Mobile Robot

Στην παρούσα παράγραφο γίνεται ανάλυση των κινηματικών περιορισμών του ρομπότ, καθώς

η γνώση τους είναι απαραίτητη για την μετέπειτα εξαγωγή του δυναμικού μοντέλου του.

Με βάση την γεωμετρία του κινητού ρομπότ διαφορικής οδήγησης που απεικονίζεται στο σχήμα
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(3.1), ορίζουμε τα ακόλουθα σημεία:

• (xc, yc) : οι συντεταγμένες του κέντρου μάζας του ρομπότ

• (x, y) : οι συντεταγμένες του μέσου του ευθύγραμμου τμήματος

που συνδέει τις δύο ρόδες του ρομπότ

• (xwR, ywR) : οι συντεταγμένες της δεξιάς ρόδας του ρομπότ

• (xwL, ywL) : οι συντεταγμένες της αριστερής ρόδας του ρομπότ

καθώς και τα παρακάτω μεγέθη:

• θ : η γωνία περιστροφής του συστήματος συντεταγμένων του ρομπότ

ως προς το αδρανειακό σύστημα συντεταγμένων

• φ̇R : η γωνιακή ταχύτητα της δεξιάς ρόδας

• φ̇L : η γωνιακή ταχύτητα της αριστερής ρόδας

• b : η απόσταση καθενός κινητήριου τροχού από τον άξονα συμμετρίας

• d : η απόσταση μεταξύ του κέντρου μάζας του ρομπότ και του μέσου

του ευθύγραμμου τμήματος που συνδέει τις δύο ρόδες του ρομπότ

• r : η ακτίνα των κινητήριων τροχών

• mc : η μάζα του ρομπότ χωρίς τους κινητήριους τροχούς και τους ρότορες των κινητήρων

• mw : η μάζα καθενός κινητήριου τροχού συν τον ρότορα του κινητήρα του

• Ic : η ροπή αδρανείας του ρομπότ, χωρίς τους κινητήριους τροχούς

και τους ρότορες των κινητήρων, γύρω από έναν κατακόρυφο άξονα

διαμέσου της τομής του άξονα συμμετρίας με τον άξονα του τροχού οδήγησης

• Iw : η ροπή αδρανείας καθενός κινητήριου τροχού και του ρότορα του κινητήρα του,

γύρω από τον άξονα της ρόδας

• Im : η ροπή αδρανείας καθενός κινητήριου τροχού και του ρότορα του κινητήρα του,

γύρω από την διάμετρο της ρόδας

Σύμφωνα με τους παραπάνω ορισμούς, μπορούμε να ορίσουμε δύο συστήματα αναφοράς για

το ρομπότ. ΄Ενα βασιζόμενο στο διάνυσμα (x, y)

q =
[
x y θ φR φL

]T
(3.5)

και ένα βασιζόμενο στο διάνυσμα (xc, yc)

qc = [ xc yc θ φR φL ]T (3.6)

΄Οπως γίνεται φανερό από το σχήμα (3.1), οι συντεταγμένες του κέντρου μάζας του ρομπότ,

(xc, yc) , συνδέονται με τις συντεταγμένες του μέσου του ευθυγράμμου τμήματος που συνδέει

τις δύο ρόδες του ρομπότ, (x, y) , μέσω της σχέσης

xc = x+ d cos θ (3.7)

yc = y + d sin θ (3.8)
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Οι συντεταγμένες της δεξιάς ρόδας του ρομπότ μπορούν να εκφραστούν είτε συναρτήσει των

(x, y) μέσω της σχέσης

xwR = x+ b sin θ (3.9)

ywR = y − b cos θ (3.10)

είτε συναρτήσει των (xc, yc) μέσω της σχέσης

xwR = xc − d cos θ + b sin θ (3.11)

ywR = yc − d sin θ − b cos θ (3.12)

Ομοίως, οι συντεταγμένες της αριστερής ρόδας του ρομπότ εκφράζονται συναρτήσει των (x, y)

μέσω της σχέσης

xwL = x− b sin θ (3.13)

ywL = y + b cos θ (3.14)

και συναρτήσει των (xc, yc) μέσω της

xwL = xc − d cos θ − b sin θ (3.15)

ywL = yc − d sin θ + b cos θ (3.16)

Παραγωγίζοντας τις (3.7)-(3.8) λαμβάνουμε

ẋc = ẋ− dθ̇ sin θ (3.17)

ẏc = ẏ + dθ̇ cos θ (3.18)

Παραγωγίζοντας τις (3.9)-(3.10) λαμβάνουμε

ẋwR = ẋ+ bθ̇ cos θ (3.19)

ẏwR = ẏ + bθ̇ sin θ (3.20)

Παραγωγίζοντας τις (3.11)-(3.12) λαμβάνουμε

ẋwR = ẋc + dθ̇ sin θ + bθ̇ cos θ (3.21)

ẏwR = ẏc − dθ̇ cos θ + bθ̇ sin θ (3.22)

Παραγωγίζοντας τις (3.13)-(3.14) λαμβάνουμε

ẋwL = ẋ− bθ̇ cos θ (3.23)

ẏwL = ẏ − bθ̇ sin θ (3.24)

Παραγωγίζοντας τις (3.15)-(3.16) λαμβάνουμε

ẋwL = ẋc + dθ̇ sin θ − bθ̇ cos θ (3.25)

ẏwL = ẏc − dθ̇ cos θ − bθ̇ sin θ (3.26)
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Το Σύστημα Συντεταγμένων του Ρομπότ, έστω (xR, yR) , συνδέεται με το Αδρανειακό

Σύστημα Συντεταγμένων, έστω (xI , yI) , μέσω ενός πίνακα περιστροφής. Συγκεκριμένα,

τα σημεία του (xI , yI)-επιπέδου προκύπτουν αν περιστραφούν αντιωρολογιακά τα σημεία του

(xR, yR)-επιπέδου κατά γωνία θ. Μαθηματικά αυτή η σχέση περιγράφεται από τον ακόλουθο

μετασχηματισμό[
ẋI

ẏI

]
=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
ẋR

ẏR

]
⇔

[
ẋR

ẏR

]
=

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

][
ẋI

ẏI

]
(3.27)

Στην συνέχεια προχωράμε στην ανάλυση των κινηματικών περιορισμών του κινητού ρομπότ

διαφορικής οδήγησης, οι οποίοι χωρίζονται σε δύο κατηγορίες.

3.3.1 Περιορισμός (I): ΄Οχι Πλευρική Ολίσθηση

Αυτός ο περιορισμός δηλώνει ότι το ρομπότ μπορεί να κινείται μόνο σε καμπύλη τροχιά, προς

τα εμπρός και προς τα πίσω, και όχι προς τα πλάγια. Στο πλαίσιο συντεταγμένων του ρομπότ

αυτός ο περιορισμός μεταφράζεται ως το γεγονός ότι η ταχύτητα της κάθε ρόδας είναι μηδενική

κατά μήκος του πλευρικού άξονα, δηλαδή του άξονα y.

ẏR = 0 (3.28)

Εφαρμόζοντας τον περιορισμό (3.28) στην δεξιά ρόδα και κάνοντας χρήση του μετασχηματι-

σμού (3.27) λαμβάνουμε ότι

ẏRwR = −ẋIwR sin θ + ẏIwR cos θ = 0 (3.29)

Αντικαθιστώντας τα ẋIwR και ẏ
I
wR από τις σχέσεις (3.19) και (3.20) αντίστοιχα, στην (3.29),

προκύπτει η εξίσωση

−ẋI sin θ + ẏI cos θ = 0 (3.30)

Αντικαθιστώντας τα ẋIwR και ẏ
I
wR από τις σχέσεις (3.21) και (3.22) αντίστοιχα, στην (3.29),

προκύπτει η εξίσωση

−ẋIc sin θ + ẏIc cos θ − dθ̇ = 0 (3.31)

Εφαρμόζοντας τον περιορισμό (3.28) στην αριστερή ρόδα και κάνοντας χρήση του μετασχη-

ματισμού (3.27) λαμβάνουμε ότι

ẏRwL = −ẋIwL sin θ + ẏIwL cos θ = 0 (3.32)

Αντικαθιστώντας τα ẋIwL και ẏ
I
wL από τις σχέσεις (3.23) και (3.24) αντίστοιχα, στην (3.32),

προκύπτει η εξίσωση

−ẋI sin θ + ẏI cos θ = 0 (3.33)

Αντικαθιστώντας τα ẋIwL και ẏ
I
wL από τις σχέσεις (3.25) και (3.26) αντίστοιχα, στην (3.32),

προκύπτει η εξίσωση

−ẋIc sin θ + ẏIc cos θ − dθ̇ = 0 (3.34)
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Βάσει των σχέσεων (3.30) και (3.33), προκύπτει ότι ο περιορισμός (3.28) εκφράζεται στο

Αδρανειακό Σύστημα Συντεταγμένων από την εξίσωση

−ẋ sin θ + ẏ cos θ = 0 (3.35)

άν επιλεγεί ως διάνυσμα αναφοράς το (3.5) τόσο για την δεξιά όσο και για την αριστερή ρόδα.

Βάσει των σχέσεων (3.31) και (3.34), προκύπτει ότι ο περιορισμός (3.28) εκφράζεται στο

Αδρανειακό Σύστημα Συντεταγμένων από την εξίσωση

−ẋc sin θ + ẏc cos θ − dθ̇ = 0 (3.36)

άν επιλεγεί ως διάνυσμα αναφοράς το (3.6) τόσο για την δεξιά όσο και για την αριστερή ρόδα.

3.3.2 Περιορισμός (II): Καθαρή Κύλιση

Αυτός ο περιορισμός αντιπροσωπεύει το γεγονός ότι κάθε ρόδα διατηρεί ένα σημείο επαφής

P με το δάπεδο. Δεν υπάρχει slipping της ρόδας στον διαμήκη άξονά της ούτε sliding στον

ορθογώνιο άξονά της. Οι ταχύτητες των σημείων επαφής στο πλαίσιο συντεταγμένων του

ρομπότ συνδέονται με τις ταχύτητες των ροδών σύμφωνα με τις ακόλουθες σχέσεις.

vRPR = rφ̇R (3.37)

vRPL = rφ̇L (3.38)

Εφαρμόζοντας τον περιορισμό (3.37) στην δεξιά ρόδα και κάνοντας χρήση του μετασχηματι-

σμού (3.27) λαμβάνουμε ότι

ẋRwR = ẋIwR cos θ + ẏIwR sin θ = rφ̇R (3.39)

Αντικαθιστώντας τα ẋIwR και ẏ
I
wR από τις σχέσεις (3.19) και (3.20) αντίστοιχα, στην (3.39),

προκύπτει η εξίσωση

ẋI cos θ + ẏI sin θ + bθ̇ = rφ̇R (3.40)

Αντικαθιστώντας τα ẋIwR και ẏ
I
wR από τις σχέσεις (3.21) και (3.22) αντίστοιχα, στην (3.39),

προκύπτει η εξίσωση

ẋIc cos θ + ẏIc sin θ + bθ̇ = rφ̇R (3.41)

Εφαρμόζοντας τον περιορισμό (3.38) στην αριστερή ρόδα και κάνοντας χρήση του μετασχη-

ματισμού (3.27) λαμβάνουμε ότι

ẋRwL = ẋIwL cos θ + ẏIwL sin θ = rφ̇L (3.42)

Αντικαθιστώντας τα ẋIwL και ẏ
I
wL από τις σχέσεις (3.23) και (3.24) αντίστοιχα, στην (3.42),

προκύπτει η εξίσωση

ẋI cos θ + ẏI sin θ − bθ̇ = rφ̇L (3.43)

Αντικαθιστώντας τα ẋIwL και ẏ
I
wL από τις σχέσεις (3.25) και (3.26) αντίστοιχα, στην (3.42),

προκύπτει η εξίσωση

ẋIc cos θ + ẏIc sin θ − bθ̇ = rφ̇L (3.44)
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Βάσει της σχέσης (3.40) ο περιορισμός (3.37) εκφράζεται στο Αδρανειακό Σύστημα Συντε-

ταγμένων από την εξίσωση

ẋ cos θ + ẏ sin θ + bθ̇ = rφ̇R (3.45)

όσον αφορά την δεξιά ρόδα, ενώ, βάσει της σχέσης (3.43) ο περιορισμός (3.38) εκφράζεται

στο Αδρανειακό Σύστημα Συντεταγμένων από την εξίσωση

ẋ cos θ + ẏ sin θ − bθ̇ = rφ̇L (3.46)

όσον αφορά την αριστερή ρόδα, άν επιλεγεί ως διάνυσμα αναφοράς το (3.5).

Βάσει της σχέσης (3.41) ο περιορισμός (3.37) εκφράζεται στο Αδρανειακό Σύστημα Συντε-

ταγμένων από την εξίσωση

ẋc cos θ + ẏc sin θ + bθ̇ = rφ̇R (3.47)

όσον αφορά την δεξιά ρόδα, ενώ, βάσει της σχέσης (3.44) ο περιορισμός (3.38) εκφράζεται

στο Αδρανειακό Σύστημα Συντεταγμένων από την εξίσωση

ẋc cos θ + ẏc sin θ − bθ̇ = rφ̇L (3.48)

όσον αφορά την αριστερή ρόδα, άν επιλεγεί ως διάνυσμα αναφοράς το (3.6).

Από τις σχέσεις (3.35), (3.45) και (3.46) ορίζεται ο Πίνακας Κινηματικών Περιορισμών του

ρομπότ, ο οποίος πρέπει να επαληθεύει την εξίσωση

A(q)q̇ = 0 (3.49)

για την περίπτωση όπου το διάνυσμα αναφοράς είναι το (3.5), και εκφράζεται ως

A(q) =

 − sin θ cos θ 0 0 0

cos θ sin θ b −r 0

cos θ sin θ −b 0 −r

 (3.50)

Από τις σχέσεις (3.79), (3.47) και (3.48) ορίζεται ο Πίνακας Κινηματικών Περιορισμών του

κινητού ρομπότ, ο οποίος πρέπει να επαληθεύει την εξισωση

Ac(qc)q̇c = 0 (3.51)

για την περίπτωση όπου το διάνυσμα αναφοράς είναι το (3.6), και εκφράζεται ως

Ac(qc) =

 − sin θ cos θ −d 0 0

cos θ sin θ b −r 0

cos θ sin θ −b 0 −r

 (3.52)

Παρατηρούμε ότι οι σχέσεις (3.49) και (3.51) αποτελούν εκφράσεις περιορισμών σε Πφαφφια-

νή μορφή, αντίστοιχες της (3.4).
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Για την ολοκλήρωση της μελέτης των κινηματικών περιορισμών προχωράμε στην εύρεση πι-

νάκων S(q) και Sc(qc) οι οποίοι θα πρέπει να πληρούν τις ακόλουθες συνθήκες.

΄Οσον αφορά τον S(q) πρέπει να ικανοποιεί τις σχέσεις

A(q)S(q) = 0 & q̇ = S(q)

[
φ̇R

φ̇L

]
(3.53)

ως εκ τούτου θεωρούμε τον πίνακα

S(q) =



r
2 cos θ r

2 cos θ
r
2 sin θ r

2 sin θ
r
2b − r

2b

1 0

0 1

 (3.54)

Ενώ, όσον αφορά τον Sc(qc) πρέπει να ικανοποιεί τις σχέσεις

Ac(qc)Sc(qc) = 0 & q̇c = Sc(qc)

[
φ̇R

φ̇L

]
(3.55)

ως εκ τούτου θεωρούμε τον πίνακα

Sc(qc) =



r
2 cos θ − r

2bd sin θ r
2 cos θ + r

2bd sin θ
r
2 sin θ + r

2bd cos θ r
2 sin θ − r

2bd cos θ
r
2b − r

2b

1 0

0 1

 (3.56)

Εδώ ολοκληρώνεται η εξέταση των Κινηματικών Περιορισμών του κινητού ρομπότ διαφορικής

οδήγησης, οι οποίοι συγκεντρωτικά εκφράζονται από τις σχέσεις (3.49), (3.50), (3.53) και

(3.54) για την περίπτωση όπου σύστημα αναφοράς θεωρείται το (3.5). Και από τις σχέσεις

(3.51), (3.52), (3.55) και (3.56) για την περίπτωση όπου σύστημα αναφοράς θεωρείται το

(3.6).

3.4 Δυναμικό Μοντέλο του Ρομπότ Διαφορικής Οδήγη-

σης

Για την εξαγωγή του Δυναμικού Μοντέλου του κινητού ρομπότ διαφορικής οδήγησης, θα

κάνουμε χρήση του μοντέλου Lagrange. Αρχικά θα βρούμε την Δυναμική και την Κινη-

τική Ενέργεια του συστήματος. ΄Οσον αφορά την πρώτη, είναι μηδενική αφού κινείται στο

xy−επίπεδο. Συνεπώς V = 0. ΄Οσον αφορά την δεύτερη, αποτελείται από τρία μέρη:

− Την Κινητική Ενέργεια της ρομποτικής πλατφόρμας

Kc =
1

2
mcv

2
c +

1

2
Icθ̇

2
(3.57)
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− Την Κινητική Ενέργεια της δεξιάς ρόδας

KwR =
1

2
mwv

2
wR +

1

2
Imθ̇

2 +
1

2
Iwφ̇

2
R (3.58)

− Την Κινητική Ενέργεια της αριστερής ρόδας

KwL =
1

2
mwv

2
wL +

1

2
Imθ̇

2 +
1

2
Iwφ̇

2
L (3.59)

όπου

v2i = ẋ2i + ẏ2i (3.60)

Από τις σχέσεις (3.57), (3.58) και (3.59) λαμβάνουμε ότι η συνολική ενέργεια του ρομπότ

διαφορικής οδήγησης είναι Κινητική και περιγράφεται από την εξίσωση

K =
1

2
mcv

2
c +

1

2
Icθ̇

2 +
1

2
mw

(
v2wR + v2wL

)
+ Imθ̇

2 +
1

2
Iw

(
φ̇2R + φ̇2L

)
(3.61)

Λαμβάνοντας υπόψιν την (3.60), η (3.61) γράφεται εκ νέου

K =
1

2
mc

(
ẋ2c + ẏ2c

)
+

1

2
Icθ̇

2+
1

2
mw

((
ẋ2wR + ẏ2wR

)
+
(
ẋ2wL + ẏ2wL

))
+Imθ̇

2+
1

2
Iw

(
φ̇2R + φ̇2L

)
(3.62)

3.4.1 Θεωρούμενο Σύστημα Αναφοράς: q

Προχωράμε στην ανάλυση του δυναμικού μοντέλου για την περίπτωση όπου το διάνυσμα

αναφοράς είναι το (3.5). Για τον λόγο αυτό, αντικαθιστούμε τα (3.17), (3.18), (3.19), (3.20),

(3.23) και (3.24) στην (3.62), η οποία και παίρνει την μορφή

K =
1

2
Icθ̇

2 + Imθ̇
2 +

1

2
Iw

(
φ̇2R + φ̇2L

)
+

1

2
mc

[(
ẋ− dθ̇ sin θ

)2
+
(
ẏ + dθ̇ cos θ

)2]
(3.63)

+
1

2
mw

[(
ẋ+ bθ̇ cos θ

)2
+
(
ẏ + bθ̇ sin θ

)2]
+

1

2
mw

[(
ẋ− bθ̇ cos θ

)2
+
(
ẏ − bθ̇ sin θ

)2]
Εκτελώντας τις πράξεις στην (3.63) προκύπτει ότι

K =
1

2
(mc + 2mw)

(
ẋ2 + ẏ2

)
+mcdθ̇ (−ẋ sin θ + ẏ cos θ)

+
1

2

(
Ic + 2Im +mcd

2 + 2mwb
2
)
θ̇2 +

1

2
Iw

(
φ̇2R + φ̇2L

)
(3.64)

Θέτοντας

m := mc + 2mw & I := Ic + 2Im +mcd
2 + 2mwb

2
(3.65)

και αντικαθιστώντας τις (3.65) στην (3.64), η τελευταία γίνεται

K =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
+mcdθ̇ (−ẋ sin θ + ẏ cos θ) +

1

2
Iθ̇2 +

1

2
Iw

(
φ̇2R + φ̇2L

)
(3.66)

΄Εχοντας βρεί την ολική ενέργεια του συστήματος, προχωράμε στην εφαρμογή της εξίσωσης

Lagrange η οποία, εν γένει, έχει την ακόλουθη μορφή

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= F −ATλ (3.67)
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με συνάρτηση Lagrange την

L = K − V (3.68)

όπου K είναι η κινητική ενέργεια του συστήματος, εν προκειμένω η (3.64), και V είναι η

δυναμική ενέργεια του συστήματος, εν προκειμένω είναι V = 0. Οπότε, στην περίπτωσή μας

θα είναι L ≡ K.
Αναλύοντας την (3.67) θα την φέρουμε τελικά στην ακόλουθη μορφή

M(q)q̈ + V (q, q̇)q̇ + F (q̇) +G(q) + τd = B(q)τ −AT (q)λ (3.69)

η οποία και αποτελεί την γενική έκφραση της εξίσωσης Lagrange για το κινητό ρομπότ διαφο-

ρικής οδήγησης. ΄Οσον αφορά τα μεγέθη της (3.69), παραθέτουμε τους ακόλουθους ορισμούς

• M(q) : η συμμετρική και θετικά ορισμένη μήτρα αδράνειας του ρομπότ

• V (q, q̇) : η κεντρομόλος και κοριόλις μήτρα

• F (q̇) : η επιφανειακή τριβή

• G(q) : το διάνυσμα του βαρυτικού πεδίου

• τd : φραγμένες άγνωστες διαταραχές συμπεριλαμβανομένης μη-δομημένης

και μη-μοντελοποιημένης δυναμικής

• B(q) : η μήτρα μετασχηματισμού εισόδου

• τ : το διάνυσμα εισόδου

• A(q) : πίνακας συσχετιζόμενος με τους περιορισμούς

• λ : το διάνυσμα των δυνάμεων περιορισμού

Καθώς το ρομπότ κινείται στο xy-επίπεδο έπεται ότι το βαρυτικό πεδίο του είναι μηδενικό και

άρα θα έχουμε G(q) = 0. Επίσης θεωρούμε ότι δεν υπάρχει επιφανειακή τριβή, F (q̇) = 0,

ούτε άγνωστες διαταραχές, τd = 0. Κατ’επέκταση, στην περίπτωσή μας, η εξίσωση (3.69)

μπορεί να λάβει την απλοποιημένη μορφή

M(q)q̈ + V (q, q̇)q̇ = B(q)τ −AT (q)λ (3.70)

Θεωρώντας ως διάνυσμα ροπών το

τ =

[
τR

τL

]
(3.71)

έπεται ότι το διάνυσμα F της (3.67) θα έχει την μορφή

F =


0 0

0 0

0 0

τR 0

0 τL

 (3.72)
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Προχωράμε στον υπολογισμό του
d
dt

(
∂K
∂q̇

)
− ∂K

∂q , που αποτελεί το αριστερό μέλος της (3.67).

Λαμβάνοντας την μερική παράγωγο ως προς q̇ και ως προς q της (3.66), παίρνουμε αντίστοιχα

∂K

∂q̇
=


mẋ−mcdθ̇ sin θ

mẏ +mcdθ̇ cos θ

mcd (−ẋ sin θ + ẏ cos θ) + Iθ̇

Iwφ̇R

Iwφ̇L

 &
∂K

∂q
=


0

0

mcdθ̇ [−ẋ cos θ − ẏ sin θ]

0

0


(3.73)

΄Επειτα, παραγωγίζοντας ως προς τον χρόνο την (3.73), προκύπτει

d

dt

(
∂K

∂q̇

)
=



mẍ−mcdθ̈ sin θ −mcd(θ̇)2 cos θ

mÿ −mcdθ̈ cos θ −mcd(θ̇)2 sin θ

mcd
[
−ẍ sin θ − ẋθ̇ cos θ + ÿ cos θ − ẏθ̇ sin θ

]
+ Iθ̈

Iwφ̈R

Iwφ̈L


(3.74)

Βάσει των σχέσεων (3.73) και (3.74), παίρνουμε τελικά ότι

d

dt

(
∂K

∂q̇

)
− ∂K

∂q
=


mẍ−mcdθ̈ sin θ −mcd(θ̇)2 cos θ

mÿ −mcdθ̈ cos θ −mcd(θ̇)2 sin θ

mcd (−ẍ sin θ + ÿ cos θ) + Iθ̈

Iwφ̈R

Iwφ̈L

 (3.75)

Παρατηρούμε ότι ο παραπάνω πίνακας (3.75) μπορεί να γραφεί ως άθροισμα γινομένων πινάκων,

και τελικά να λάβει την μορφή του αριστερού μέλους της (3.70), όπως φαίνεται ακολούθως

d

dt

(
∂K

∂q̇

)
− ∂K

∂q
= M(q)q̈ + V (q, q̇) q̇ (3.76)

=


m 0 −mcd sin θ 0 0

0 m mcd cos θ 0 0

−mcd sin θ mcd cos θ I 0 0

0 0 0 Iw 0

0 0 0 0 Iw




ẍ

ÿ

θ̈

φ̈R

φ̈L



+


0 0 −mcdθ̇ cos θ 0 0

0 0 −mcdθ̇ sin θ 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




ẋ

ẏ

θ̇

φ̇R

φ̇L
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Οι μήτρες M(q), V (q, q̇) και B της εξίσωσης (3.70), βάσει της (3.76), δίνονται από τις

ακόλουθες σχέσεις

M(q) =


m 0 −mcd sin θ 0 0

0 m mcd cos θ 0 0

−mcd sin θ mcd cos θ I 0 0

0 0 0 Iw 0

0 0 0 0 Iw

 (3.77)

V (q, q̇) =


0 0 −mcdθ̇ cos θ 0 0

0 0 −mcdθ̇ sin θ 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 (3.78)

B =


0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

 (3.79)

Καθώς είναι AS = 0, μπορούμε να απλοποιήσουμε την εξίσωση Lagrange (3.70) αν την

πολλαπλασιάσουμε με τον πίνακα ST
. Τότε θα είναι

STMq̈ + STV q̇ = STBτ − STATλ(
STM

)
q̈ +

(
STV

)
q̇ =

(
STB

)
τ (3.80)

Ορίζουμε τους πίνακες

M ′ := STM & V ′ := STV & B′ := STB (3.81)

Αντικαθιστώντας λοιπόν τις (3.81) στην (3.80), η εξίσωση Lagrange παίρνει την απλοποιημένη

μορφή

M ′q̈ + V ′q̇ = B′τ (3.82)

Πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες (3.54) και (3.77) προκύπτει η μήτραM ′

M ′ =

[
m r

2 cos θ −mcd
r
2b sin θ m r

2 sin θ +mcd
r
2b cos θ I r

2b Iw 0

m r
2 cos θ +mcd

r
2b sin θ m r

2 sin θ −mcd
r
2b cos θ −I r

2b 0 Iw

]
(3.83)

Πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες (3.54) και (3.78) προκύπτει η μήτρα V ′

V ′ =

[
0 0 −mcdθ̇

r
2 0 0

0 0 −mcdθ̇
r
2 0 0

]
(3.84)

Πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες (3.54) και (3.79) προκύπτει η μήτρα B′

B′ =

[
1 0

0 1

]
(3.85)



3.4 Δυναμικό Μοντέλο του Ρομπότ Διαφορικής Οδήγησης 35

Καθώς η μεταβλητή q̇ μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των φ̇R και φ̇L, σύμφωνα με την σχέση

(3.53), μπορούμε να εκφράσουμε την εξίσωση (3.82) συναρτήσει των γωνιακών ταχυτήτων,

όπως θα αναλυθεί παρακάτω. Για τον λόγο αυτό, αρχικά ορίζουμε το διάνυσμα ταχυτήτων

v12

v12 =

[
v1

v2

]
=

[
φ̇R

φ̇L

]
(3.86)

Ως εκ τούτου, οι γενικευμένες μεταβλητές q̇ και q̈ εκφράζονται μέσω των γωνιακών ταχυτήτων

q̇ = S

[
v1

v2

]
= Sv12 (3.87)

q̈ = Ṡ

[
v1

v2

]
+ S

[
v̇1

v̇2

]
= Ṡv12 + Sv̇12 (3.88)

Αντικαθιστώντας τις (3.87) και (3.88) στην(3.82), παίρνουμε την εξίσωση

M ′
(
Ṡv12 + Sv̇12

)
+ V ′Sv12 = B′τ(

M ′S
)
v̇12 +

(
M ′Ṡ + V ′S

)
v12 = B′τ (3.89)

Ορίζουμε τους πίνακες

M̄ := M ′S & V̄ :=
(
M ′Ṡ + V ′S

)
& B̄ := B′ (3.90)

Αντικαθιστώντας λοιπόν τις (3.90) στην (3.89), η εξίσωση Lagrange γράφεται εκ νέου

M̄v̇12 + V̄ v12 = B̄τ (3.91)

Πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες (3.83) και (3.54) προκύπτει η μήτρα M̄

M̄ =

[
r2

4b2

(
mb2 + I

)
+ Iw

r2

4b2

(
mb2 − I

)
r2

4b2

(
mb2 − I

)
r2

4b2

(
mb2 + I

)
+ Iw

]
(3.92)

Αθροίζοντας, το γινόμενο του πίνακα (3.83) με την παράγωγο του (3.54), με το γινόμενο του

πίνακα (3.84) με τον (3.54), προκύπτει η μήτρα V̄

V̄ =

[
0 mcd

r2

2b

−mcd
r2

2b 0

]
θ̇ (3.93)

Τέλος είναι

B̄ =

[
1 0

0 1

]
(3.94)

Παρατηρούμε ότι οι γωνιακές ταχύτητες της δεξιάς και της αριστερής ρόδας

[
φ̇R φ̇L

]T
σχετίζονται με την γραμμική και γωνιακή ταχύτητα του κέντρου μάζας του ρομπότ [v ω]T

μέσω των σχέσεων[
v

ω

]
=

[
r
2

r
2

r
2b − r

2b

][
φ̇R

φ̇L

]
⇔

[
φ̇R

φ̇L

]
=

[
1
r

b
r

1
r − b

r

][
v

ω

]
(3.95)
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Θέτοντας

C =

[
1
r

b
r

1
r − b

r

]
& vw =

[
v

ω

]
(3.96)

η (3.95) γράφεται

v12 = Cvw (3.97)

Αντικαθιστώντας την (3.97) στην (3.91), λαμβάνουμε την εναλλακτική μορφή της εξίσωσης

Lagrange (
M̄C

)
v̇w +

(
V̄ C

)
vw = B̄τ (3.98)

Ορίζουμε τους πίνακες

M̂ := M̄C & V̂ := V̄ C & B̂ := B̄ (3.99)

Αντικαθιστώντας λοιπόν τις (3.99) στην (3.91), η εξίσωση Lagrange γράφεται εκ νέου

M̂v̇w + V̂ vw = B̂τ (3.100)

Πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες (3.92) και (3.96) προκύπτει η μήτρα M̂

M̂ =

[
m r

2 + Iw
1
r I r

2b + Iw
b
r

m r
2 + Iw

1
r −

(
m r

2 + Iw
1
r

) ] (3.101)

Πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες (3.93) και (3.96) προκύπτει η μήτρα V̂

V̂ =

[
mcd

r
2b −mcd

r
2

−mcd
r
2b −mcd

r
2

]
(3.102)

Τέλος είναι

B̂ =

[
1 0

0 1

]
(3.103)

΄Οσον αφορά την σχέση της μεταβλητής q̇ με το διάνυσμα ταχυτήτων vw, αντικαθιστώντας

την (3.97) στην (3.87), προκύπτει

q̇ = SCvw (3.104)

Πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες (3.54) και (3.96), προκύπτει η μήτρα

Ŝ = SC =


cos θ 0

sin θ 0

0 1
1
r

b
r

1
r − b

r

 (3.105)
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3.4.2 Θεωρούμενο Σύστημα Αναφοράς: qc

Προχωράμε στην ανάλυση του δυναμικού μοντέλου για την περίπτωση όπου το διάνυσμα

αναφοράς είναι το (3.6). Για τον λόγο αυτό, αντικαθιστούμε τα (3.21), (3.22), (3.25) και

(3.26) στην (3.62), η οποία και παίρνει την μορφη

K =
1

2
mc

(
ẋ2c + ẏ2c

)
+

1

2
Icθ̇

2 + Imθ̇
2 +

1

2
Iw

(
φ̇2R + φ̇2L

)
+

1

2
mw

[(
ẋc + dθ̇ sin θ + bθ̇ cos θ

)2
+
(
ẏc − dθ̇ cos θ + bθ̇ sin θ

)2]
+

1

2
mw

[(
ẋc + dθ̇ sin θ − bθ̇ cos θ

)2
+
(
ẏc − dθ̇ cos θ − bθ̇ sin θ

)2]
(3.106)

Εκτελώντας τις πράξεις στην (3.106) προκύπτει ότι

K =
1

2
(mc + 2mw)

(
ẋ2c + ẏ2c

)
+ 2mwdθ̇ (−ẋc sin θ − ẏc cos θ)

+
1

2

(
Ic + 2Im + 2mwd

2 + 2mwb
2
)
θ̇2 +

1

2
Iw

(
φ̇2R + φ̇2L

)
(3.107)

Θέτοντας

m := mc + 2mw (3.108)

Ioc := Ic + 2Im + 2mwd
2 + 2mwb

2
(3.109)

και αντικαθιστώντας τις (3.108) και (3.109) στην (3.107), η τελευταία γίνεται

K =
1

2
m
(
ẋ2c + ẏ2c

)
+ 2mwdθ̇ (ẋc sin θ − ẏc cos θ) +

1

2
Iocθ̇

2 +
1

2
Iw

(
φ̇2R + φ̇2L

)
(3.110)

΄Εχοντας βρεί την ολική ενέργεια του συστήματος, προχωράμε στην εφαρμογή της εξίσωσης

Lagrange η οποία, έχει την μορφή (3.67), με συνάρτηση Lagrange την (3.68). Η κινητική

ενέργεια του συστήματος, εν προκειμένω είναι η (3.110), και V είναι η δυναμική ενέργεια του

συστήματος, εν προκειμένω είναι V = 0. Οπότε, στην περίπτωσή μας θα είναι L ≡ K.
Σημειώνεται ότι, και σε αυτή την περίπτωση, ισχύει η ανάλυση (3.69)-(3.72), με την μόνη

διαφορά ότι οι εξισώσεις (3.69) και (3.70) επαναδιατυπώνονται ως ακολούθως

Mc(qc)q̈c + Vc(qc, q̇c)q̇c + Fc(q̇c) +Gc(qc) + τd = Bc(qc)τ −AT
c (qc)λ (3.111)

Mc(qc)q̈c + Vc(qc, q̇c)q̇c = Bc(qc)τ −AT
c (qc)λ (3.112)

όπου για τις μήτρες και τα διανύσματα της (3.111) ισχύουν οι αντίστοιχοι ορισμοί.

Προχωράμε στον υπολογισμό του
d
dt

(
∂K
∂q̇c

)
− ∂K

∂qc
. Λαμβάνοντας την μερική παράγωγο ως

προς q̇c και ως προς qc της (3.110), παίρνουμε αντίστοιχα

∂K

∂q̇c
=


mẋc + 2mwdθ̇ sin θ

mẏc − 2mwdθ̇ cos θ

2mwd (ẋc sin θ − ẏc cos θ) + Iocθ̇

Iwφ̇R

Iwφ̇L

 &
∂K

∂qc
=


0

0

2mwdθ̇ [ẋc cos θ + ẏc sin θ]

0

0


(3.113)



38 Κεφάλαιο 3. Μαθηματικό Μοντέλο του Κινούμενου Ρομπότ Διαφορικής Οδήγησης

΄Επειτα, παραγωγίζοντας ως προς τον χρόνο την (3.113), προκύπτει

d

dt

(
∂K

∂q̇c

)
=



mẍc + 2mwdθ̈ sin θ + 2mwd(θ̇)2 cos θ

mÿc − 2mwdθ̈ cos θ + 2mwd(θ̇)2 sin θ

2mwd
[
−ẍc sin θ + ẋcθ̇ cos θ − ÿc cos θ + ẏcθ̇ sin θ

]
+ Iocθ̈

Iwφ̈R

Iwφ̈L


(3.114)

Βάσει των σχέσεων (3.113) και (3.114), παίρνουμε τελικά ότι

d

dt

(
∂K

∂q̇c

)
− ∂K

∂qc
=


mẍc + 2mwdθ̈ sin θ + 2mwd(θ̇)2 cos θ

mÿc − 2mwdθ̈ cos θ + 2mwd(θ̇)2 sin θ

2mwd (ẍc sin θ − ÿc cos θ) + Iocθ̈

Iwφ̈R

Iwφ̈L

 (3.115)

Παρατηρούμε ότι ο παραπάνω πίνακας (3.115) μπορεί να γραφεί ως άθροισμα γινομένων πι-

νάκων, και τελικά να λάβει την μορφή του αριστερού μέλους της (3.112), όπως φαίνεται

ακολούθως

d

dt

(
∂K

∂q̇c

)
− ∂K

∂qc
= Mc(qc)q̈c + Vc (qc, q̇c) q̇c (3.116)

=


m 0 2mwd sin θ 0 0

0 m −2mwd cos θ 0 0

2mwd sin θ −2mwd cos θ Ioc 0 0

0 0 0 Iw 0

0 0 0 0 Iw




ẍc

ÿc

θ̈

φ̈R

φ̈L



+


0 0 2mwdθ̇ cos θ 0 0

0 0 2mwdθ̇ sin θ 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




ẋc

ẏc

θ̇

φ̇R

φ̇L


Οι μήτρες Mc(qc), Vc(qc, q̇c) και Bc της εξίσωσης (3.112) να δίνονται από τις ακόλουθες

σχέσεις

Mc(qc) =


m 0 2mwd sin θ 0 0

0 m −2mwd cos θ 0 0

2mwd sin θ −2mwd cos θ Ioc 0 0

0 0 0 Iw 0

0 0 0 0 Iw

 (3.117)

Vc(qc, q̇c) =


0 0 2mwdθ̇ cos θ 0 0

0 0 2mwdθ̇ sin θ 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 (3.118)



3.4 Δυναμικό Μοντέλο του Ρομπότ Διαφορικής Οδήγησης 39

Bc =


0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

 (3.119)

Καθώς είναι AcSc = 0, μπορούμε να απλοποιήσουμε την εξίσωση Lagrange αν την πολλα-

πλασιάσουμε με τον πίνακα ST
c . Τότε θα είναι

ST
c Mcq̈c + ST

c Vcq̇c = ST
c Bcτ − ST

c A
T
c λ (3.120)(

ST
c Mc

)
q̈c +

(
ST
c Vc

)
q̇c =

(
ST
c Bc

)
τ (3.121)

Ορίζουμε τους πίνακες

M ′c := ST
c Mc & V ′c := ST

c Vc & B′c := ST
c Bc (3.122)

Αντικαθιστώντας λοιπόν τις (3.122) στην (3.121), η εξίσωση Lagrange παίρνει την απλοποι-

ημένη μορφή

M ′cq̈c + V ′c q̇c = B′cτc (3.123)

Πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες (3.56) και (3.117) προκύπτει η μήτραM ′c

M ′c =

[
m r

2 cos θ −mcd
r
2b sin θ m r

2 sin θ +mcd
r
2b cos θ r

2b

(
Ioc − 2mwd

2
)

Iw 0

m r
2 cos θ +mcd

r
2b sin θ m r

2 sin θ −mcd
r
2b cos θ r

2b

(
2mwd

2 − Ioc
)

0 Iw

]
(3.124)

Πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες (3.56) και (3.118) προκύπτει η μήτρα V ′c

V ′c =

[
0 0 mwdrθ̇ 0 0

0 0 mwdrθ̇ 0 0

]
(3.125)

Τέλος, πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες (3.56) και (3.119), παίρνουμε

B′c =

[
1 0

0 1

]
(3.126)

Καθώς η μεταβλητή q̇c μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των φ̇R και φ̇L, σύμφωνα με την σχέση

(3.55), μπορούμε να εκφράσουμε την εξίσωση (3.123) συναρτήσει των γωνιακών ταχυτήτων,

όπως θα αναλυθεί παρακάτω.

Οι γενικευμένες μεταβλητές q̇c και q̈c εκφράζονται μέσω των γωνιακών ταχυτήτων

q̇c = Sc

[
v1

v2

]
= Scv12 (3.127)

q̈c = Ṡc

[
v1

v2

]
+ Sc

[
v̇1

v̇2

]
= Ṡcv12 + Sv̇12 (3.128)

Αντικαθιστώντας τις (3.127) και (3.128) στην (3.123), παίρνουμε την εξίσωση

M ′c

(
Ṡcv12 + Scv̇12

)
+ V ′cScv12 = B′cτ(

M ′cSc

)
v̇12 +

(
M ′cṠc + V ′cSc

)
v12 = B′cτ (3.129)
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Ορίζουμε τους πίνακες

M̄c := M ′cSc = M̄ , όπως περιγράφεται στην (3.92) (3.130)

V̄c :=
(
M ′cṠc + V ′cSc

)
= V̄ , όπως περιγράφεται στην (3.93) (3.131)

B̄c := B′c = B̄, όπως περιγράφεται στην (3.94) (3.132)

Αντικαθιστώντας λοιπόν τις (3.130), (3.131) και (3.132) στην (3.129), η εξίσωση Lagrange

γράφεται εκ νέου

M̄cv̇12 + V̄cv12 = B̄cτ (3.133)

Αντικαθιστώντας την (3.95) στην (3.133), λαμβάνουμε την εναλλακτική μορφή της εξίσωσης

Lagrange (
M̄cC

)
v̇w +

(
V̄cC

)
vw = B̄cτ (3.134)

Ορίζουμε τους πίνακες

M̂c := M̄cC = M̂ , όπως περιγράφεται στην (3.101) (3.135)

V̂c := V̄cC = V̂ , όπως περιγράφεται στην (3.102) (3.136)

B̂c := B̄c = B̂, όπως περιγράφεται στην (3.103) (3.137)

Αντικαθιστώντας λοιπόν τις (3.135), (3.136) και (3.137) στην (3.133), η εξίσωση Lagrange

γράφεται εκ νέου

M̂cv̇w + V̂cvw = B̂cτ (3.138)

΄Οσον αφορά την σχέση της μεταβλητής q̇c με το διάνυσμα ταχυτήτων vw, αντικαθιστώντας

την (3.97) στην (3.127), προκύπτει

q̇c = ScCvw (3.139)

Πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες (3.56) και (3.96), προκύπτει η μήτρα

Ŝc = ScC =


cos θ −d sin θ

sin θ d cos θ

0 1
1
r

b
r

1
r − b

r

 (3.140)



Κεφάλαιο 4

Κατανεμημένος Νόμος Ελέγχου

για την Συμφωνία των τροχιών

ενός Συστήματος Ακόλουθων με

την τροχιά ενός Ηγέτη

4.1 Εισαγωγή

Θεωρούμε μία ομάδα κινητών ρομπότ διαφορικής οδήγησης, όχι απαραιτήτως ίδιας δυνα-

μικής, τα οποία καλούνται να εκτελέσουν μία εργασία συνεργατικού ελέγχου. Συγκεκριμένα

ζητείται να εκτελέσουν Leader-Follower Consensus, δηλαδή να συναντηθούν στην θέση ενός

ρομπότ-ηγέτη, ο οποίος δεν είναι σταθερός σε ένα σημείο αλλά κινείται με άγνωστη ταχύτητα,

και στην συνέχεια να ακολουθήσουν την τροχιά του. Σημειώνεται ότι η δυναμική του κάθε

πράκτορα, συμπεριλαμβανομένου και του ηγέτη, θεωρείται άγνωστη από τους άλλους και θα

γίνει online εκτίμησή της χρησιμοποιώντας τεχνικές προσαρμοστικού ελέγχου σε συνδυασμό

με νευρωνικά δίκτυα. ΄Οσον αφορά τον γράφο που αναπαριστά την μετάδοση της πληροφορίας

μεταξύ των οχημάτων, αρκεί να αποτελεί ένα γεννητικό δέντρο με ρίζα τον ηγέτη. Ο υπο-

γράφος δε που περιγράφει την επικοινωνία μεταξύ των ακόλουθων δεν διέπεται από κάποιον

περιορισμό όσον αφορά την κατευθυντικότητα ή την συνεκτικότητά του. Για την επίτευξη

των ανωτέρω, ο νόμος ελέγχου που θα σχεδιαστεί πρέπει να είναι αφενός κατανεμημένος,

καθώς δεν πρόκειται για κεντροποιημένο σύστημα αλλά ο κάθε πράκτορας αυτενεργεί βάσει

των ερεθισμάτων που λαμβάνει από την “γειτονιά” του, ενώ η πληροφορία του ηγέτη τον

επηρεάζει μόνο στην περίπτωση που συνδέεται απευθείας μαζί του. Αφετέρου, πρέπει να είναι

προσαρμοστικός, καθώς όπως προαναφέρθηκε η δυναμική των ρομπότ θεωρείται άγνωστη και

πρέπει να γίνει προσέγγιση των άγνωστων συναρτήσεων.
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Κεφάλαιο 4. Κατανεμημένος Νόμος Ελέγχου για την Συμφωνία των τροχιών ενός

Συστήματος Ακόλουθων με την τροχιά ενός Ηγέτη

4.2 Οργάνωση του Κεφαλαίου

Το παρόν κεφάλαιο δομείται ως εξής: Αρχικά γίνεται διατύπωση του προβλήματος και

ορισμός όλων των παραμέτρων που θα χρησιμοποιηθούν στην ανάλυσή του. ΄Επειτα σχεδιάζε-

ται ο νόμος ελέγχου θέσης των ρομπότ διαμέσου της ταχύτητάς τους, η οποία και θεωρείται

είσοδος στο υπό έλεγχο σύστημα κινηματικής ανάλυσης των οχημάτων διαφορικής οδήγησης.

Στην επόμενη παράγραφο σχεδιάζεται ο νόμος ελέγχου της ταχύτητας των ρομπότ διαμέσου

της ροπής τους, η οποία και θεωρείται είσοδος στο υπό έλεγχο σύστημα δυναμικής ανάλυσης

των οχημάτων διαφορικής οδήγησης. Τέλος, γίνεται εισαγωγή νευρωνικών δικτύων στην είσο-

δο του συνολικού συστήματος, έτσι ώστε να γίνει προσέγγιση των άγνωστων μη-γραμμικών

συναρτήσεων που αφορούν την δυναμική των ρομπότ.

4.3 Διατύπωση του Προβλήματος και Ορισμός των Πα-

ραμέτρων

Για την σωστή τοποθέτηση του προβλήματος, αρχικά θα περιγράψουμε αναλυτικά τα δια-

νύσματα και τους πίνακες που πρόκειται να χρησιμοποιηθούν στην ανάλυση που έπεται.

Το συνολικό διάνυσμα θέσεων των n ακόλουθων, διάστασης 2n× 1, είναι

q̃ =
[
q1x q1y q2x q2y · · · qnx qny

]T
(4.1)

Το συνολικό διάνυσμα ταχυτήτων των n ακόλουθων, διάστασης 2n× 1, είναι

ṽ =
[
v1R v1L v2R v2L · · · vnR vnL

]T
(4.2)

Το διάνυσμα αποτελούμενο από την θέση του ηγέτη q0 = [ q0x q0y ]T n-φορές, διάστασης

2n× 1, είναι

q̃0 =
[
q0x q0y q0x q0y · · · q0x q0y

]T
(4.3)

Το διάνυσμα αποτελούμενο από την ταχύτητα του ηγέτη v0 = [ v0x v0y ]T n-φορές, δι-

άστασης 2n× 1, είναι

ṽ0 =
[
v0x v0y v0x v0y · · · v0x v0y

]T
(4.4)

Η Λαπλασιανή μήτρα που περιγράφει έναν γράφο αποτελούμενο από n κόμβους έχει διάσταση

n× n και δίνεται από την σχέση

L =



∑n
j=1 a1j −a12 · · · −a1n
−a21

∑n
j=1 a2j · · · −a2n

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·
−an1 −an2 · · ·

∑n
j=1 anj


(4.5)
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Καθώς στο πρόβλημά μας η θέση του κάθε πράκτορα, που αποτελεί κόμβο του γράφου του

συστήματος, είναι διάνυσμα δύο διαστάσεων, έπεται ότι η Λαπλασιανή μήτρα του συστήματός

μας θα πρέπει να οριστεί ως L̂ = L⊗ I2 και θα έχει διάσταση 2n× 2n.

L̂ =



∑n
j=1 a1j 0 −a12 0 · · · −a1n 0

0
∑n

j=1 a1j 0 −a12 · · · 0 −a1n
−a21 0

∑n
j=1 a2j 0 · · · −a2n 0

0 −a21 0
∑n

j=1 a2j · · · 0 −a2n
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
−an1 0 −an2 0 · · ·

∑n
j=1 anj 0

0 −an1 0 −an2 · · · 0
∑n

j=1 anj


(4.6)

Ορίζουμε ως R τον διαγώνιο πίνακα διαστάσεων n × n, ο οποίος περιγράφει την σχέση του
κάθε ακόλουθου με τον ηγέτη. Συγκεκριμένα, κάθε στοιχείο της κυρίας διαγωνίου του, ri θα

είναι διάφορο του μηδενός άν ο ακόλουθος i έχει απευθείας πρόσβαση στον ηγέτη και μηδέν

σε αντίθετη περίπτωση.

R = diag(r1, r2, ..., rn) (4.7)

Καθώς όμως η θέση του κάθε πράκτορα είναι ένα διδιάστατο διάνυσμα, θα πρέπει να τροπο-

ποιηθεί αναλόγως και ο πίνακας R ώστε να λάβουμε έναν νέο πίνακα διαστάσεων 2n× 2n, ο

οποίος και περιγράφεται από την σχέση R̂ = R⊗ I2.

R̂ = diag(r1, r1, r2, r2, ..., rn, rn) (4.8)

Για την επίλυση του προβλήματος του leader-follower consensus ορίζουμε τον μετασχηματισμό

z̃(t) = q̃(t) + ρ

∫ t

0

[
L̂q̃(s) + R̂(q̃(s)− q̃0(s))

]
ds (4.9)

ο οποίος αποτελεί παραλλαγή του PI consensus error transformation [1], ούτως ώστε να

συμπεριλαμβάνει την ύπαρξη ενός ηγέτη στο σύστημα των πρακτόρων. Οι πίνακες L̂ και R̂

πρέπει να είναι κατάλληλα ορισμένοι, ώστε η υποκείμενη τοπολογία γράφου του συστήματος

να εμπεριέχει ένα Γεννητικό Δένδρο (Spanning Tree) από τον ηγέτη προς τους ακόλουθους.

Στο παρακάτω σχήμα παραθέτουμε μία τέτοια τοπολογία γράφου, για την περίπτωση 1-ηγέτη

και 5-ακόλουθων.
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Σχήμα 4.1: Γράφος με Γεννητικό Δένδρο από τον Ηγέτη προς τους Ακόλουθους

Το διάνυσμα z̃ είναι επίσης 2n× 1 διαστάσεων και περιγράφεται στην ακόλουθη εξίσωση

z̃ =
[
z1x z1y z2x z2y · · · znx zny

]T
(4.10)

Καθώς το άθροισμα των στοιχείων της κάθε γραμμής του πίνακα L̂ ισούται με μηδέν, έπεται ότι

θα ισχύει: L̂q̃0 = 0. Συνεπώς, ο μετασχηματισμός (4.9) μπορεί να γραφεί και ως ακολούθως

z̃(t) = q̃(t) + ρ

∫ t

0

[
L̂(q̃(s)− q̃0(s)) + R̂(q̃(s)− q̃0(s))

]
ds

z̃(t) = q̃(t) + ρ

∫ t

0

[
(L̂+ R̂)(q̃(s)− q̃0(s))

]
ds (4.11)

Παραγωγίζοντας την σχέση (4.11) και λαμβάνοντας υπόψιν το γεγονός ότι για τα κινητά

ρομπότ διαφορικής οδήγησης η θέση q και η ταχύτητα v συνδέονται μέσω του πίνακα S

βάσει της εξίσωσης q̇ = Sv, θέτοντας v̄ = Sv τελικά λαμβάνουμε ότι είναι q̇ = v̄ και στην

περίπτωσή μας ˙̃q = ˜̄v. Το συνολικό διάνυσμα ταχυτήτων ˜̄v των n ακόλουθων, διάστασης

2n× 1, έχει την μορφή

˜̄v =
[
v̄1x v̄1y v̄2x v̄2y · · · v̄nx v̄ny

]T
(4.12)

΄Ετσι, η παράγωγος του μετασχηματισμού (4.11) γράφεται ως ακολούθως

˙̃z = ˙̃q(t) + ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃(t)− q̃0(t)) (4.13)

= ˜̄v + ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃(t)− q̃0(t))
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Στην πορεία θα αποδείξουμε ότι η σύγκλιση του μετασχηματισμού (4.11) οδηγεί πράγματι

το σύστημα των n-ακόλουθων σε leader-follower consensus. Συγκεκριμένα θα εξεταστεί η

περίπτωση όπου το z̃ συγκλίνει σε μία γειτονιά του μηδενός, και θα εξαχθούν τα αντίστοιχα

συμπεράσματα όσον αφορά την συμπεριφορά του συστήματος. Αρχικά ορίζουμε την χρονικά

μεταβαλλόμενη συνάρτηση w̃(t) ως ακολούθως

w̃(t) ≡
∫ t

0

[
(L̂+ R̂)(q̃(s)− q̃0(s))

]
ds (4.14)

Αντικαθιστώντας την συνάρτηση (4.14) στην σχέση (4.11), ο μετασχηματισμός z̃ λαμβάνει

την μορφή

z̃(t) = q̃(t) + ρw̃(t) (4.15)

Αναδιατάσσοντας την (4.15) και αφαιρώντας το διάνυσμα q̃0(t) εκατέρωθεν της εξίσωσης,

προκύπτει ότι

q̃(t)− q̃0(t) = z̃(t)− ρw̃(t)− q̃0(t) (4.16)

Παραγωγίζοντας την (4.14) παίρνουμε

˙̃w(t) = (L̂+ R̂)(q̃(t)− q̃0(t)) (4.17)

Αντικαθιστώντας την (4.16) στην (4.17), η παράγωγος του w̃ δίνεται από την σχέση

˙̃w(t) = (L̂+ R̂)[z̃(t)− ρw̃(t)− q̃0(t)] (4.18)

Εκτελώντας πράξεις στην (4.18) παίρνουμε

˙̃w(t) = −ρ(L̂+ R̂)w̃(t) + (L̂+ R̂)z̃(t)− (L̂+ R̂)q̃0(t) (4.19)

Η διαφορική εξίσωση (4.19) έχει ως λύση την συνάρτηση w̃(t)

w̃(t) = f̃(t)− g̃(t) (4.20)

όπου οι συναρτήσεις f̃ και g̃ περιγράφονται από τα ακόλουθα ολοκληρώματα

f̃(t) =

∫ t

0
e−ρ(L̂+R̂)(t−s)(L̂+ R̂)z̃(s)ds (4.21)

g̃(t) =

∫ t

0
e−ρ(L̂+R̂)(t−s)(L̂+ R̂)q̃0(s)ds (4.22)

Αντικαθιστώντας την σχέση (4.20) στην (4.16) και αναδιατάσσοντάς την, προκύπτει ότι

q̃(t)− q̃0(t) = z̃(t)− ρf̃(t) + [ρg̃(t)− q̃0(t)] (4.23)

΄Εχοντας υποθέσει ότι το z̃ προϊόντος του χρόνου θα συγκλίνει σε μία γειτονιά του μηδενός,

λαμβάνουμε το ακόλουθο όριο

lim
t→∞
‖z̃(t)‖ ≤ ε (4.24)

όπου η σταθερά ε δηλώνει την ακτίνα της σφαίρας που περιγράφει την περιοχή μέσα στην οποία

θα εγκλωβιστεί τελικά το z̃ με το πέρας του χρόνου. Εν γένει, αποτελεί μία μικρή θετική
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σταθερά, ε > 0. Εφαρμόζοντας την τριγωνική ανισότητα στο ολοκλήρωμα της συνάρτησης

(4.21) λαμβάνουμε ότι

‖f̃(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

0
e−ρ(L̂+R̂)(t−s)(L̂+ R̂)z̃(s)ds

∥∥∥∥
≤
∫ t

0

∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)(t−s)(L̂+ R̂)z̃(s)
∥∥∥ ds

≤
∫ t

0

∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)(t−s)(L̂+ R̂)
∥∥∥ ‖z̃(s)‖ ds (4.25)

Το ολοκλήρωμα (4.25) μπορεί να διασπαστεί σε δύο επιμέρους, για μία τυχαία χρονική στιγμή

t, και άρα η ανισότητα τελικά να γίνει

‖f̃(t)‖ ≤
∫ t/2

0

∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)(t−s)(L̂+ R̂)
∥∥∥ ‖z̃(s)‖ ds+

∫ t

t/2

∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)(t−s)(L̂+ R̂)
∥∥∥ ‖z̃(s)‖ ds

(4.26)

Καθώς το z̃ έχει υποτεθεί φραγμένο, έπεται ότι υπάρχει θετική πραγματική σταθερά η οποία

λειτουργεί ως άνω φράγμα του, δηλαδή

∃c > 0 : ‖z̃(t)‖ ≤ c ∀t ≥ 0 (4.27)

Κάνοντας χρήση του ε− δ ορισμού του ορίου συνάρτησης, η σχέση (4.24) μπορεί να επανα-
διατυπωθεί ως ακολούθως

∀δ > 0 ∃T > 0 : ‖z̃(t)‖ ≤ (1 + δ)ε ∀t ≥ T (4.28)

Αντικαθιστώντας τις ανισότητες (4.27) και (4.28) στα δύο ολοκληρώματα της σχέσης (4.26)

αντίστοιχα, προκύπτει ότι για t/2 ≥ T είναι

‖f̃(t)‖ ≤ c
∫ t/2

0

∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)(t−s)(L̂+ R̂)
∥∥∥ ds+ (1 + δ)ε

∫ t

t/2

∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)(t−s)(L̂+ R̂)
∥∥∥ ds
(4.29)

Σημείωση 2. Δοθέντος ενός πίνακα A, η συνάρτηση f(A) μπορεί να εκφραστεί μέσω του

επικαμπύλιου ολοκληρώματος

f(A) =
1

2πi

∮
γ
f(λ)(λI−A)−1dλ (4.30)

όπου η κλειστή καμπύλη γ περικλείει το φάσμα του πίνακα A και η συνάρτηση f(λ) είναι

αναλυτική σε ένα συνεκτικό σύνολο που περιέχει την καμπύλη γ. Η απόδειξη της σχέσης

(4.30) παρατίθεται στο βιβλίο [18].

Θέτοντας στο ολοκλήρωμα (4.30) όπου f(x) = ex λαμβάνουμε την ακόλουθη έκφραση της

εκθετικής μήτρας

etA =
1

2πi

∮
γ
etλ(λI−A)−1dλ (4.31)
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Λαμβάνοντας τη νόρμα της σχέσης (4.31) παρατηρούμε ότι∥∥etA∥∥ =

∥∥∥∥ 1

2πi

∮
γ
etλ(λI−A)−1dλ

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥ 1

2πi

∥∥∥∥∥∥∥∥∮
γ
etλ(λI−A)−1dλ

∥∥∥∥ (4.32)

Εφαρμόζοντας την τριγωνική ανισότητα στο επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της (4.32) προκύπτει

ότι ∥∥etA∥∥ ≤ 1

2π

∮
γ

∥∥∥etλ(λI−A)−1
∥∥∥ dλ

≤ 1

2π

∮
γ

∣∣∣etλ∣∣∣ ∥∥(λI−A)−1
∥∥ dλ (4.33)

΄Αν θεωρήσουμε ότι ο πίνακας A είναι αρνητικά ορισμένος, δηλαδή όλες οι ιδιοτιμές του,

λj(A), βρίσκονται στο αριστερό ημισφαίριο, Reλj(A) ≤ −ξ < −σ < 0, j = 1, 2, ..., N ,

μπορούμε να υποθέσουμε ότι η καμπύλη γ βρίσκεται αριστερά της γραμμής Re(λ) = −σ < 0

και για t > 0 ∣∣∣etλ∣∣∣ =
∣∣∣etRe(λ)+jtIm(λ)

∣∣∣ = etRe(λ)
∣∣∣ejtIm(λ)

∣∣∣ = etRe(λ) (4.34)

Καθώς όμως είναι

Re(λ) ≤ −ξ < −σ < 0

etRe(λ) ≤ e−tξ < e−tσ (4.35)

Αντικαθιστώντας την ανισότητα (4.35) στην (4.34) προκύπτει ότι

|etλ| < e−tσ (4.36)

Λαμβάνοντας υπόψιν την (4.36), η (4.33) γίνεται∥∥etA∥∥ ≤ 1

2π

∮
γ
e−tσ

∥∥(λI−A)−1
∥∥ dλ (4.37)

Θεωρώντας ότι το resolvent της μήτραςA είναι φραγμένο στην καμπύλη γ, θα υπάρχει θετική

σταθερά Λ τέτοια ώστε ∥∥(λI−A)−1
∥∥ < Λ (4.38)

Λαμβάνοντας υπόψιν την (4.38), η (4.37) τελικά παίρνει την μορφή

∥∥etA∥∥ ≤ 1

2π

∮
γ
e−tσΛdλ =

1

2π
e−tσΛ

∫ 2π

0
deiφ =

1

2π
e−tσΛ2π (4.39)

Τελικά, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι η νόρμα της εκθετικής μήτρας (4.31) εμφανίζει

άνω φράγμα ∥∥etA∥∥ ≤ Λe−tσ (4.40)

όπου −σ είναι μία αρνητική σταθερά, μεγαλύτερη του πραγματικού μέρους εκείνης της ιδιο-
τιμής του πίνακα A που έχει την ελάχιστη απόσταση από την ευθεία y = 0 στο μιγαδικό

επίπεδο.
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Εξετάζοντας τώρα την ποσότητα ‖e−ρ(L̂+R̂)(t−s)(L̂+R̂)‖ που εμφανίζεται στα ολοκληρώματα
της σχέσης (4.29), παρατηρούμε ότι∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)(t−s)(L̂+ R̂)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)(t−s)
∥∥∥∥∥∥(L̂+ R̂)

∥∥∥ (4.41)

Καθώς ο πίνακας (L̂ + R̂) είναι θετικά ορισμένος, έπεται ότι ο πίνακας −ρ(L̂ + R̂) θα είναι

αρνητικά ορισμένος, και άρα θα έχει όλες τις ιδιοτιμές του αυστηρά στο αριστερό μιγαδικό

ημιεπίπεδο. Ως εκ τούτου πληροί τις προϋποθέσεις εφαρμογής της ανισότητας (4.40), οπότε

μπορούμε να εξάγουμε το ακόλουθο συμπέρασμα∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)(t−s)
∥∥∥ ≤ λe−ρρ1(t−s) (4.42)

όπου λ, ρ1 κατάλληλες θετικές σταθερές.

Θεωρώντας σταθερά λ1 τέτοια ώστε

λ1 = λ
∥∥∥(L̂+ R̂)

∥∥∥ (4.43)

προκύπτει τελικά ότι υπάρχουν θετικές σταθερές ρ1, λ1 > 0 τέτοιες ώστε∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)(t−s)(L̂+ R̂)
∥∥∥ ≤ λ1e−ρρ1(t−s) (4.44)

Αντικαθιστώντας την (4.44) στα επιμέρους ολοκληρώματα της ανισότητας (4.29) και εκτε-

λώντας πράξεις, παίρνουμε ότι

‖f̃(t)‖ ≤ c
∫ t/2

0
λ1e
−ρρ1(t−s)ds+ (1 + δ)ε

∫ t

t/2
λ1e
−ρρ1(t−s)ds (4.45)

= cλ1
1

ρρ1

[
e−ρρ1(t−s)

]t/2
0

+ (1 + δ)ελ1
1

ρρ1

[
e−ρρ1(t−s)

]t
t/2

Τελικά, σύμφωνα με την (4.45), η νόρμα της f̃(t) είναι άνω φραγμένη από την συνάρτηση

‖f̃(t)‖ ≤ cλ1
ρρ1

[
e−ρρ1t/2 − e−ρρ1t

]
+

(1 + δ)ελ1
ρρ1

[
1− e−ρρ1t/2

]
(4.46)

Θεωρώντας ότι για t→∞ η ποσότητα δ → 0 και παίρνοντας το όριο στο άπειρο στην (4.46),

καταλήγουμε στο εξής συμπέρασμα

lim
t→∞
‖f̃(t)‖ ≤ lim

t→∞

[
cλ1
ρρ1

[
e−ρρ1t/2 − e−ρρ1t

]
+

(1 + δ)ελ1
ρρ1

[
1− e−ρρ1t/2

]]
lim
t→∞
‖f̃(t)‖ ≤ ελ1

ρρ1
(4.47)

Επανερχόμενοι τώρα στον ορισμό της συνάρτησης g̃(t) και εκτελώντας παραγοντική ολο-

κλήρωση στην σχέση (4.22) παρατηρούμε ότι είναι

g̃(t) =

[
1

ρ
e−ρ(L̂+R̂)(t−s)q̃0(s)

]t
0

− 1

ρ

∫ t

0
e−ρ(L̂+R̂)(t−s) ˙̃q0(s)ds (4.48)
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Πολλαπλασιάζοντας την (4.48) με ρ και εκτελώντας πράξεις παίρνουμε

ρg̃(t) =
[
e−ρ(L̂+R̂)(t−s)q̃0(s)

]t
0
−
∫ t

0
e−ρ(L̂+R̂)(t−s) ˙̃q0(s)ds (4.49)

=
[
q̃0(t)− e−ρ(L̂+R̂)tq̃0(0)

]
−
∫ t

0
e−ρ(L̂+R̂)(t−s) ˙̃q0(s)ds

Αφαιρώντας την ποσότητα q̃0(t) και στα δύο μέλη της σχέσης (4.49) συνεπάγεται ότι

ρg̃(t)− q̃0(t) = −
[
e−ρ(L̂+R̂)tq̃0(0) +

∫ t

0
e−ρ(L̂+R̂)(t−s) ˙̃q0(s)ds

]
(4.50)

Λαμβάνοντας τη νόρμα της (4.50) και εφαρμόζοντας την τριγωνική ανισότητα έπεται ότι

‖ρg̃(t)− q̃0(t)‖ =

∥∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)tq̃0(0) +

∫ t

0
e−ρ(L̂+R̂)(t−s) ˙̃q0(s)ds

∥∥∥∥ (4.51)

≤
∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)tq̃0(0)

∥∥∥+

∥∥∥∥∫ t

0
e−ρ(L̂+R̂)(t−s) ˙̃q0(s)ds

∥∥∥∥
≤
∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)tq̃0(0)

∥∥∥+

∫ t

0

∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)(t−s)
∥∥∥∥∥∥ ˙̃q0(s)

∥∥∥ ds
Καθώς το ˙̃q0 είναι φραγμένο, έπεται ότι

∃qs :
∥∥∥ ˙̃q0(t)

∥∥∥ ≤ qs ∀t ≥ 0 (4.52)

Αντικαθιστώντας την σχέση (4.52) στην (4.51) παίρνουμε

‖ρg̃(t)− q̃0(t)‖ ≤
∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)tq̃0(0)

∥∥∥+ qs

∫ t

0

∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)(t−s)
∥∥∥ ds (4.53)

΄Επειτα, λαμβάνοντας υπόψιν την ανισότητα (4.42), η (4.53) γίνεται

‖ρg̃(t)− q̃0(t)‖ ≤
∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)tq̃0(0)

∥∥∥+ qs

∫ t

0
λe−ρρ1(t−s)ds (4.54)

Τέλος, εκτελώντας πράξεις στην (4.54) παίρνουμε

‖ρg̃(t)− q̃0(t)‖ ≤
∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)tq̃0(0)

∥∥∥+ qsλ
1

ρρ1

[
e−ρρ1(t−s)

]t
0

(4.55)

=
∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)tq̃0(0)

∥∥∥+
qsλ

ρρ1

[
1− e−ρρ1t

]
Λαμβάνοντας το όριο στο άπειρο στα μέλη της (4.55) προκύπτει ότι

lim
t→∞
‖ρg̃(t)− q̃0(t)‖ ≤ lim

t→∞

[∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)tq̃0(0)
∥∥∥+

qsλ

ρρ1

[
1− e−ρρ1t

]]
lim
t→∞
‖ρg̃(t)− q̃0(t)‖ ≤ qsλ

ρρ1
(4.56)

Λαμβάνοντας τη νόρμα της σχέσης (4.23) και εφαρμόζοντας την τριγωνική ανισότητα έχουμε

ότι

‖q̃(t)− q̃0(t)‖ = ‖z̃(t)− ρf̃(t) + [ρg̃(t)− q̃0(t)]‖ (4.57)

≤ ‖z̃(t)‖+ ρ‖f̃(t)‖+ ‖ρg̃(t)− q̃0(t)‖
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Με δεδομένα τα όρια (4.24), (4.47) και (4.56), παίρνουμε το όριο στο άπειρο της (4.57)

lim
t→∞
‖q̃(t)− q̃0(t)‖ ≤ lim

t→∞
‖z̃(t)‖+ ρ lim

t→∞
‖f̃(t)‖+ lim

t→∞
‖ρg̃(t)− q̃0(t)‖

≤ ε+ ρ
ελ1
ρρ1

+
qsλ

ρρ1

΄Ετσι, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι

lim
t→∞
‖q̃(t)− q̃0(t)‖ ≤ ε+ ε

λ1
ρ1

+
1

ρ
qs
λ

ρ1
(4.58)

΄Οπως γίνεται φανερό από την ανισότητα (4.58), η πολλαπλασιαστική παράμετρος ρ του με-

τασχηματισμού z̃ παίζει καθοριστικό ρόλο στην μείωση της απόκλισης που εμφανίζεται λόγω

της ταχύτητας του ηγέτη. Ως εκ τούτου, πρέπει να επιλέγεται όσο το δυνατόν μεγαλύτερη

γίνεται, ώστε να καθίσταται το σφάλμα qs αρκούντως μικρό.

Η προηγούμενη ανάλυση αποτελεί την απόδειξη του παρακάτω Λήμματος σχετικά με το con-

sensus των κινητών ρομπότ και τον μετασχηματισμό (4.9)

Λήμμα 4.6. Για ένα σύστημα πρακτόρων με κινούμενο ηγέτη, αν ο γράφος επικοινωνίας

είναι γεννητικό δέντρο με ρίζα τον ηγέτη και

lim
t→∞
‖z̃(t)‖ ≤ ε (4.59)

τότε συνεπάγεται ότι

lim
t→∞
‖q̃(t)− q̃0(t)‖ ≤ ε(1 +

λ1
ρ1

) +
1

ρ
qs
λ

ρ1
(4.60)

όπου

· ε : lim
t→∞
‖z̃(t)‖ ≤ ε, ε μηδέν ή μικρή θετική σταθερά

· qs : ‖ ˙̃q0(t)‖ ≤ qs ∀t ≥ 0

· ρ1, λ1 :
∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)t(L̂+ R̂)

∥∥∥ ≤ λ1e−ρρ1t ∀t ≥ 0, λ1, ρ1 > 0

· ρ1, λ :
∥∥∥e−ρ(L̂+R̂)t

∥∥∥ ≤ λe−ρρ1t ∀t ≥ 0, λ, ρ1 > 0

ή ισοδύναμα επιτυγχάνεται Leader-Follower Consensus των πρακτόρων, με μία μικρή απόκλι-

ση η οποία και οφείλεται στην ταχύτητα του ηγέτη.

4.4 Σχεδιασμός Νόμου Ελέγχου της Θέσης Διαμέσου

της Ταχύτητας

Σύμφωνα με το Λήμμα 4.6, για την επίτευξη του Leader-Follower Consensus θα πρέπει να

σχεδιαστεί ένας νόμος ελέγχου τέτοιος ώστε στη μόνιμη κατάσταση να εξασφαλιστεί ότι θα

είναι z̃ = 0.

Ως εκ τούτου λαμβάνουμε την παρακάτω Lyapunov-like συνάρτηση

V0 =
1

2
z̃T z̃ (4.61)



4.4 Σχεδιασμός Νόμου Ελέγχου της Θέσης Διαμέσου της Ταχύτητας 51

Παραγωγίζοντας την (4.61) και χρησιμοποιώντας την (4.13) έχουμε ότι

V̇0 = z̃T
(
˜̄v + ρ

(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0)

)
(4.62)

Είμαστε σε θέση πλέον να ορίσουμε το νόμο ελέγχου, έστω ˜̄vc, που πρέπει να εισαχθεί στην

(4.62) και ο οποίος θα λάβει την θέση της εισόδου ˜̄v

˜̄vc = −ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0)− k1z̃ (4.63)

Σημειώνεται ότι το συνολικό διάνυσμα ταχυτήτων ˜̄vc των n ακόλουθων, διάστασης 2n × 1,

θα έχει την μορφή

˜̄vc =
[
v̄c1x v̄c1y v̄c2x v̄c2y · · · v̄cnx v̄cny

]T
(4.64)

Αντικαθιστώντας την (4.63) στην (4.62), λαμβάνουμε ότι

V̇0 = −k1‖z̃‖2 (4.65)

Απ’όπου προκύπτει ότι

V̇0 = −2k1V0 ≤ −k1V0 (4.66)

Εφαρμόζοντας το Λήμμα (2.3) στην ανισότητα (4.66) λαμβάνουμε ότι

lim
t→∞

V0(t) = 0 ⇒ lim
t→∞
‖z̃(t)‖ = 0 ⇒ lim

t→∞
z̃(t) = 0 (4.67)

΄Οπως αποδείχθηκε στο Κεφάλαιο 4, όπου γίνεται κινηματική και δυναμική ανάλυση του ρομπότ

διαφορικής οδήγησης, ο πίνακας S̄ διαστάσεων 2 × 2 που περιγράφει την σχέση μεταξύ των

διανυσμάτων θέσης και ταχύτητας ενός κινητού ρομπότ δίνεται από την ακόλουθη έκφραση

για τον πράκτορα i

S̄i =

[
ri
2 cos θi − ri

2bi
di sin θi

ri
2 cos θi + ri

2bi
di sin θi

ri
2 sin θi + ri

2bi
di cos θi

ri
2 sin θi − ri

2bi
di cos θi

]

και για το σύστημα των n πρακτόρων λαμβάνουμε το συνολικό πίνακα διαστάσεων 2n× 2n

ˆ̄S =



S̄1 02×2 · · · 02×2

02×2 S̄2 · · · 02×2

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

02×2 02×2 · · · S̄n


(4.68)

Η μήτρα αδράνειας του κινητού ρομπότ διαφορικής οδήγησης έχει δειχθεί ότι είναι ένας πίνακας

διαστάσεων 2× 2 ο οποίος περιγράφεται από την ακόλουθη σχέση για τον κάθε πράκτορα

M̄i =

 r2i
4b2i

(mib
2
i + Ii) + Iwi

r2i
4b2i

(mib
2
i − Ii)

r2i
4b2i

(mib
2
i − Ii)

r2i
4b2i

(mib
2
i + Ii) + Iwi
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και για το σύστημα των n πρακτόρων λαμβάνουμε το συνολικό πίνακα διαστάσεων 2n× 2n

ˆ̄M =



M̄1 02×2 · · · 02×2

02×2 M̄2 · · · 02×2

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

02×2 02×2 · · · M̄n


(4.69)

Η Κεντρομόλος και Κοριόλις μήτρα ενός κινητού ρομπότ διαφορικής οδήγησης έχει δειχθεί

ότι είναι ένας πίνακας διαστάσεων 2 × 2 ο οποίος έχει την παρακάτω μορφή για τον κάθε

πράκτορα

V̄i =

[
0

mcidir
2
i

2bi

−mcidir
2
i

2bi
0

]
θ̇i

και για το σύστημα των n πρακτόρων λαμβάνουμε το συνολικό πίνακα διαστάσεων 2n× 2n

ˆ̄V =



V̄1 02×2 · · · 02×2

02×2 V̄2 · · · 02×2

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

02×2 02×2 · · · V̄n


(4.70)

Η μήτρα μετασχηματισμού εισόδου ενός κινητού ρομπότ διαφορικής οδήγησης έχει αποδειχθεί

ότι συμπίπτει με τον μοναδιαίο πίνακα διαστάσεων 2× 2, δηλαδή είναι

B̄i = I2

και για το σύστημα των n πρακτόρων λαμβάνουμε το συνολικό πίνακα διαστάσεων 2n× 2n

ˆ̄B = I2n (4.71)

Τέλος, παραθέτουμε το διάνυσμα, μεγέθους 2n × 1, που περιγράφει την είσοδο ροπής του

συστήματος της δυναμικής των ρομπότ

τ̃ =
[
τ1R τ1L τ2R τ2L · · · τnR τnL

]T
(4.72)

Λαμβάνοντας υπόψιν τους ορισμούς και τις σχέσεις (4.1)-(4.68), είμαστε σε θέση να διατυ-

πώσουμε το ακόλουθο Λήμμα:

Λήμμα 4.7. ΄Εστω n κινούμενα ρομπότ διαφορικής οδήγησης που περιγράφονται από την

(3.55). Αν η ταχύτητα ṽ επιλεγεί ως

ṽ = ṽc = ˆ̄S
−1 (
−ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0)− k1z̃

)
και ο γράφος επικοινωνίας είναι γεννητικό δέντρο με ρίζα τον ηγέτη τότε limt→∞ ‖z̃(t)‖ = 0

που συνεπάγεται approximate leader-follower consensus σύμφωνα με το Λήμμα 4.6.
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4.5 Σχεδιασμός Νόμου Ελέγχου της Ταχύτητας Δια-

μέσου της Ροπής

Προχωράμε στην ανάλυση του συνολικού συστήματος το οποίο περιλαμβάνει την δυναμική

των κινητών ρομπότ διαφορικής οδήγησης, και έχει την ακόλουθη μορφή

˙̃z = ˆ̄Sṽ + ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0) (4.73)

˙̃v = − ˆ̄M
−1

[ ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd] + ˆ̄M
−1
τ̃ (4.74)

΄Οπως παρατηρείται, στην εξίσωση (4.74) δεν γίνεται χρήση της μήτρας μετασχηματισμού ει-

σόδου
ˆ̄B, καθώς αποτελεί έναν μοναδιαίο πίνακα και άρα μπορεί να παραληφθεί.

Σε αυτό το σύστημα αναζητάμε κατάλληλη είσοδο τ̃ η οποία, σύμφωνα με το Λήμμα 4.7, θα

οδηγήσει την ταχύτητα ṽ στην επιθυμητή ṽc, έτσι ώστε ο μετασχηματισμός z̃ να συγκλίνει

στο μηδέν.

Γι’αυτή την ανάλυση χρησιμοποιείται η τεχνική του Backstepping. Συγκεκριμένα γίνεται κα-

τάλληλος συνδυασμός των μεθόδων Single-Integrator Backstepping, Generic Backstepping

και Block Backstepping, τεχνικές οι οποίες αναλύονται διεξοδικά στο κεφάλαιο 14 του βιβλίου

[16].

Για να μετατρέψουμε το πρόβλημα τουGeneric Backstepping σε απλοποιημένο Single-Integrator

Backstepping, θα θεωρήσουμε μία νέα μεταβλητή εισόδου ως ακολούθως

τ̃1 = − ˆ̄M
−1

[ ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd] + ˆ̄M
−1
τ̃ (4.75)

τ̃ = ˆ̄Mτ̃1 + ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd (4.76)

Αντικαθιστώντας την σχέση (4.75) στην (4.74), το σύστημα εξισώσεων (4.73)-(4.74) λαμβάνει

την ακόλουθη μορφή

˙̃z = ˆ̄Sṽ + ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0) (4.77)

˙̃v = τ̃1 (4.78)

΄Επειτα, προσθαφαιρώντας το γινόμενο
ˆ̄Sṽc στην σχέση (4.77), το σύστημα εξισώσεων (4.77)-

(4.78) λαμβάνει την μορφή

˙̃z = ˆ̄Sṽ + ˆ̄Sṽc − ˆ̄Sṽc + ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0) (4.79)

˙̃v = τ̃1 (4.80)

Ορίζοντας μία νέα μεταβλητή λάθους, η οποία θα μετράει στο σφάλμα μεταξύ της πραγματικής

ταχύτητας ṽ και της επιθυμητής ṽc

ẽ = ṽ − ṽc (4.81)

το σύστημα (4.79)-(4.80) τροποποιείται εκ νέου ως ακολούθως

˙̃z =
[
ˆ̄Sṽc + ρ

(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0)

]
+ ˆ̄Sẽ (4.82)

˙̃e = ˙̃v − ˙̃vc = τ̃1 − ˙̃vc (4.83)
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Επιθυμούμε λοιπόν, με κατάλληλη επιλογή της ροπής εισόδου τ̃1, να επιτύχουμε ασυμπτωτική

σύγκλιση του λάθους στο μηδέν, ẽ→ 0, οπότε και θα εξασφαλιστεί ṽ → ṽc.

Ως εκ τούτου λαμβάνουμε την ακόλουθη μη αρνητική Lyapunov-like συνάρτηση, η οποία

αποτελεί επαυξημένη μορφή της (4.61)

Vε = V0 +
1

2
ẽT ˆ̄Mẽ =

1

2
z̃T z̃ +

1

2
ẽT ˆ̄Mẽ (4.84)

Παραγωγίζοντας την συνάρτηση (4.84) παίρνουμε

V̇ε = V̇0 + ˙̃e
T ˆ̄Mẽ (4.85)

= z̃T
(
˜̄v + ρ

(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0)

)
+ (τ̃1 − ˙̃vc)T ˆ̄Mẽ

Αντικαθιστώντας την έκφραση της ταχύτητας ˜̄v από την (4.81), η παραπάνω εξίσωση, (4.85),

επαναδιατυπώνεται ως ακολούθως

V̇ε = z̃T
(

ˆ̄S (ẽ+ ṽc) + ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0)

)
+ (τ̃1 − ˙̃vc)T ˆ̄Mẽ (4.86)

= z̃T ˆ̄Sẽ+ (τ̃1 − ˙̃vc)T ˆ̄Mẽ+ z̃T
(

ˆ̄Sṽc + ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0)

)
Τέλος, βάσει της (4.66), η (4.86) θα λάβει την μορφή

V̇ε =
(
z̃T ˆ̄S + (τ̃1 − ˙̃vc)T ˆ̄M

)
ẽ− k1‖z̃‖2 (4.87)

Επιλέγουμε είσοδο τ̃1 τέτοια ώστε

(τ̃1 − ˙̃vc)T =
(
−k2ẽT − z̃T ˆ̄S

)
ˆ̄M
−1

(4.88)

΄Ετσι, αντικαθιστώντας την σχέση (4.88) στην (4.87) θα λάβουμε

V̇ε = −k1‖z̃‖2 − k2‖ẽ‖2 (4.89)

Για την μήτρα αδρανείας, σύμφωνα με τον ορισμό της, ισχύει η ακόλουθη ισότητα

ˆ̄M = ˆ̄M
T
⇔ ˆ̄M

−1
= ( ˆ̄M

−1
)T (4.90)

Λύνοντας την σχέση (4.88) ως προς τ̃1, και λαμβάνοντας υπόψιν την ισότητα (4.90) παίρνουμε

ότι

τ̃1 = ˙̃vc + ˆ̄M
−1
(
−k2ẽ− ˆ̄S

T
z̃

)
(4.91)

Αντικαθιστώντας τελικά την σχέση (4.91) στην (4.76) θα λάβουμε την είσοδο ροπής

τ̃ = −ˆ̄S
T
z̃ − k2ẽ+ ˆ̄M ˙̃vc + ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd (4.92)

με k2 θετική σταθερά. Ισοδύναμα

V̇ε = −k1‖z̃‖2 − k2‖ẽ‖2

≤ −k1
(

1

2
z̃T z̃

)
− 2k2

λmax( ˆ̄M)

(
1

2
ẽT ˆ̄Mẽ

)
(4.93)
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Θεωρώντας σταθερά k τέτοια ώστε k > max{k1, 2k2/λmax( ˆ̄M)}, η ανισότητα (4.93) γίνεται

V̇ε ≤ −k
(

1

2
z̃T z̃ +

1

2
ẽT ˆ̄Mẽ

)
V̇ε ≤ −kVε (4.94)

Παρατηρούμε ότι στην ανισότητα (4.94) μπορούμε να εφαρμόσουμε το Λήμμα 2.3, και άρα να

συμπεράνουμε την σύγκλιση των ποσοτήτων z̃ και e στο μηδέν

lim
t→∞

Vε(t) = 0 ⇒ lim
t→∞

z̃(t) = 0 & lim
t→∞

ẽ(t) = 0 & lim
t→∞

(ṽ(t)− ṽc(t)) = 0

(4.95)

Λαμβάνοντας υπόψιν τους ορισμούς και τις σχέσεις (4.73)-(4.95) , είμαστε σε θέση να διατυ-

πώσουμε το ακόλουθο Λήμμα:

Λήμμα 4.8. Δοθέντος του συστήματος δυναμικών εξισώσεων που περιγράφουν την κινημα-

τική και δυναμική των ρομπότ διαφορικής οδήγησης

˙̃z = ˆ̄Sṽ + ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0) (4.96)

˙̃v = − ˆ̄M
−1

[ ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd] + ˆ̄M
−1
τ̃ (4.97)

Αν στο παραπάνω σύστημα η ροπή εισόδου τ̃ λάβει την ακόλουθη μορφή

τ̃ = −ˆ̄S
T
z̃ − k2ẽ+ ˆ̄M ˙̃vc + ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd

= −ˆ̄S
T
z̃ − k2(ṽ − ṽc) + ˆ̄M ˙̃vc + ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd

και ο γράφος επικοινωνίας είναι γεννητικό δέντρο με ρίζα τον ηγέτη τότε limt→∞ ‖z̃(t)‖ = 0

που συνεπάγεται approximate leader-follower consensus σύμφωνα με το Λήμμα 4.7.

4.6 Εισαγωγή Νευρωνικών Δικτύων στο Νόμο Ελέγ-

χου

Στην συνέχεια θα εξετάσουμε την εισαγωγή νευρωνικών δικτύων στο νόμο ελέγχου που

προτείνεται στο Λήμμα 4.8, ούτως ώστε να μπορεί να θεωρηθεί εντελώς άγνωστη η δυναμική

των κινητών ρομπότ, δηλαδή οι πίνακες
ˆ̄M , ˆ̄V , ˆ̄F και ˆ̄τd.

Σύμφωνα με το παραπάνω Λήμμα, η ροπή εισόδου λαμβάνει την μορφή

τ̃ = −ˆ̄S
T
z̃ − k2ẽ+ ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd + ˆ̄M ˙̃vc︸ ︷︷ ︸ (4.98)

Αυτό το μέρος της εισόδου θα προσεγγιστεί από

Νευρωνικά Δίκτυα Υψηλότερης Τάξης

(Higher Order Neural Networks)
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Από την Θεωρία Προσέγγισης, Θεώρημα 2.1, γνωρίζουμε ότι μπορούν να βρεθούν πίνακες

και διανύσματα

W : 2nm× 2n (4.99)

S(z) : 2nm× 1 (4.100)

ε : 2n× 1 (4.101)

τα οποία προσεγγίζουν τη δυναμική των ρομπότ σύμφωνα με την ακόλουθη εξίσωση

ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd + ˆ̄M ˙̃vc = W TS(z) + ε (4.102)

Το διάνυσμα S(z) αποτελείται από 2n διανύσματα Si(z), το μήκος των οποίων ειναι m και

εξαρτάται από την τάξη των HONN που θα χρησιμοποιηθούν. Καθώς έχουμε επιλέξει να

κάνουμε χρήση Νευρωνικών Δικτύων Δευτέρας Τάξης, έπεται ότι εν προκειμένω θα είναι

m = 15, όπως θα φανεί και στην αναλυτική περιγραφή του διανύσματος Si(z). Στην είσοδο

τ̃ όμως, θα χρησιμοποιήσουμε μία προσέγγιση της συνάρτησης (4.102), η οποία θα έχει την

μορφή

Ŵ TS(z), Ŵ : 2nm× 2n (4.103)

Ο νόμος ελέγχου (4.98) θα τροποποιηθεί κατάλληλα έτσι ώστε να περιλαμβάνει τα νευρωνικά

δίκτυα με τα οποία θα προσεγγιστεί η άγνωστη δυναμική, καθώς και έναν έξτρα όρο του

σφάλματος (robustness term) ο οποίος αποσκοπεί στον περιορισμό της απόκλισης που θα

εμφανιστεί λόγω της παρουσίας των νευρωνικών δικτύων. Ο όρος αυτός λειτουργεί ως sliding-

mode control σε δύο διαστάσεις. Ως εκ τούτου, ο νόμος ελέγχου περιγράφεται από την

εξίσωση

τi = −S̄Ti zi − k2ei − k3
ei
‖ei‖

+ Ŵ T
i

(
[1 1]T ⊗ Si(z)

)
(4.104)

και μπορεί να γραφεί σε συμπαγή μορφή ως ακολούθως

τ̃ = −ˆ̄S
T
z̃ − k2ẽ− k3SGN(ẽ) + Ŵ TS(z) (4.105)

Το κέρδος k3 αποτελεί μία θετική σταθερά το μέτρο της οποίας επιλέγεται ανάλογα με το

μέγεθος της απόκλισης που εμφανίζεται, όπως θα φανεί στην πορεία της ανάλυσης.

Ορίζουμε την διαφορά μεταξύ της πραγματικής συνάρτησης (4.99) και της προσέγγισής της

(4.103) ως

W̃ = W − Ŵ , W̃ : 2nm× 2n (4.106)

΄Οσον αφορά τους πίνακες
ˆ̄M , ˆ̄V , ˆ̄F , ˆ̄τd που εμφανίζονται στις σχέσεις (4.98) και (4.102)

υποθέτουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι

ˆ̄F = 0 & ˆ̄τd = 0 (4.107)

Σε διαφορετική περίπτωση, αν αυτοί οι δύο όροι είναι άνω φραγμένοι σε νόρμα τότε η επίδραση

τους μπορεί να εξαλειφθεί από τον robustness term −k3SGN(ẽ) για αρκετά μεγάλο k3.

Ο πίνακας
ˆ̄M , όπως έχει οριστεί στην σχέση (4.69), αποτελεί ένα σταθερό θετικά ορισμένο
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πίνακα.

Ο πίνακας
ˆ̄V , όπως έχει οριστεί στην σχέση (4.70), εξαρτάται από την μεταβλητή θ̇ και άρα

από τις μεταβλητές vR και vL, αφού είναι θ̇ = r
2bvR−

r
2bvL. Δηλαδή εξαρτάται από το διάνυσμα

ṽ, όπως έχει οριστεί στην σχέση (4.2).

Σύμφωνα με τα παραπάνω, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι το διάνυσμα z θα εξαρτάται από

τα διανύσματα ṽ και ˙̃vc, δηλαδή θα έχει την ακόλουθη μορφή

z =
[
v1R v1L v̇c1x v̇c1y · · · vnR vnL v̇cnx v̇cny

]T
(4.108)

Σύμφωνα με τον ορισμό του, το S(z) περιγράφεται από το ακόλουθο διάνυσμα

S(z) =
[
ST
1 (z) ST

1 (z) ST
2 (z) ST

2 (z) · · · ST
n (z) ST

n (z)
]T

(4.109)

Βάσει της σχέσης (4.108) το διάνυσμα Si(z), όπου i = 1, 2, ..., n, δομείται ως ακολούθως

Si(z) =



si1

si2

si3

si4

si5

si6

si7

si8

si9

si10

si11

si12

si13

si14

si15



=



1

tanh(viR)

tanh(viL)

tanh(v̇cix)

tanh(v̇ciy)

tanh2(viR)

tanh(viR) tanh(viL)

tanh(viR) tanh(v̇cix)

tanh(viR) tanh(v̇ciy)

tanh2(viL)

tanh(viL) tanh(v̇cix)

tanh(viL) tanh(v̇ciy)

tanh2(v̇cix)

tanh(v̇cix) tanh(v̇ciy)

tanh2(v̇ciy)



(4.110)

Για λόγους πληρότητας παραθέτουμε αναλυτικά την μορφή που θα έχουν οι πίνακες W , Ŵ

και W̃ .

W =



W1x 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 W1y 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 W2x 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 W2y · · · 0m×1 0m×1

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · Wnx 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 Wny


(4.111)
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όπου τα W1x,W1y, ...,Wnx,Wny αποτελούν σταθερά διανύσματα μεγέθους m× 1.

Ŵ =



Ŵ1x 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 Ŵ1y 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 Ŵ2x 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 Ŵ2y · · · 0m×1 0m×1

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · Ŵnx 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 Ŵny


(4.112)

όπου τα Ŵ1x, Ŵ1y, ..., Ŵnx, Ŵny αποτελούν χρονικά μεταβαλλόμενα διανύσματα μεγέθους

m× 1.

W̃ =



W̃1x 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 W̃1y 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 W̃2x 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 W̃2y · · · 0m×1 0m×1

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · W̃nx 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 W̃ny


(4.113)

όπου τα W̃1x, W̃1y, ..., W̃nx, W̃ny αποτελούν χρονικά μεταβαλλόμενα διανύσματα μεγέθους

m× 1.

Σύμφωνα με τους ορισμούς των πινάκων (4.110)-(4.112), τα διανύσματαW TS(z) και Ŵ TS(z),

μεγέθους 2n× 1, στην περίπτωση όπου n = 5 σχηματικά λαμβάνουν την μορφή του διαγράμ-

ματος νευρωνικών δικτύων που παρατίθεται στο Παράρτημα της εργασίας.

΄Οσον αφορά το διάνυσμα λάθους ẽ θα έχει την επόμενη μορφή

ẽ =
[
e1R e1L e2R e2L · · · enR enL

]T
(4.114)

Ορίζουμε ένα νέο πίνακα, έστω J , διαστάσεων 2nm× 2n , ο οποίος δίνεται από την έκφραση

J =



1m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1

0m×1 1m×1 0m×1 · · · 0m×1

0m×1 0m×1 1m×1 · · · 0m×1

· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·

0m×1 0m×1 0m×1 · · · 1m×1


(4.115)
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Προχωράμε στον υπολογισμό του γινομένου S(z)ẽT ◦ J , όπου ◦ δηλώνει το Hadamard

product.

Λαμβάνοντας το γινόμενο των πινάκων (4.109) και (4.114) προκύπτει ότι

S(z)ẽT =



e1RS1(z) e1LS1(z) · · · enRS1(z) enLS1(z)

e1RS1(z) e1LS1(z) · · · enRS1(z) enLS1(z)

· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·

e1RSn(z) e1LSn(z) · · · enRSn(z) enLSn(z)

e1RSn(z) e1LSn(z) · · · enRSn(z) enLSn(z)


(4.116)

΄Επειτα, υπολογίζοντας το γινόμενο των πινάκων (4.116) και (4.115) προκύπτει τελικά ότι

S(z)ẽT ◦ J = (4.117)

e1RS1(z) 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 e1LS1(z) 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 e2RS2(z) 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 0t×1 e2LS2(z) · · · 0m×1 0m×1

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · enRSn(z) 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 enLSn(z)


Βάσει των σχέσεων (4.109), (4.112), (4.114), (4.115), (4.116) και (4.117) ορίζουμε το Ŵ

έτσι ώστε να ικανοποιεί την ακόλουθη Διαφορική Εξίσωση (Update Law)

˙̂W = −γ
[
S(z)ẽT ◦ J + σŴ

]
(4.118)

Η παράμετρος γ που εμφανίζεται στο νόμο αναβάθμισης (4.118) ονομάζεται κέρδος προσαρ-

μογής (adaptation gain), και είναι μία θετική σταθερά η οποία συμβάλλει στην ταχύτητα της

σύγκλισης του αλγορίθμου. Αντίστοιχα, η παράμετρος σ ονομάζεται παράγοντας ολίσθησης

(drift factor) και ρόλος της είναι να κρατάει τα βάρη Ŵ φραγμένα. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα

να βελτιώνει την ευστάθεια του συστήματος αλλά ταυτόχρονα να αυξάνει το σφάλμα. Ως εκ

τούτου, για το σ επιλέγεται μία μικρή θετική τιμή.

Θεωρούμε την ακόλουθη μη αρνητική Lyapunov-like συνάρτηση, η οποία αποτελεί επαυξημένη

μορφή της (4.84)

VNN =
1

2
z̃T z̃ +

1

2
ẽT ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

2γ
W̃ TW̃

}
(4.119)

Παραγωγίζοντας την συνάρτηση (4.119) και κάνοντας χρήση των σχέσεων (4.73) και (4.83)
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παίρνουμε

V̇NN = z̃T ˙̃z + ˙̃e
T ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
= z̃T

(
ˆ̄Sṽ + ρ

(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0)

)
+
(
τ̃1 − ˙̃vc

)T ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
Το μέγεθος ṽ γράφεται σαν συνάρτηση του σφάλματος ẽ, εξίσωση (4.81), και με δεδομένη

την σχέση (4.66) τελικά παίρνουμε

V̇NN = z̃T
(

ˆ̄S (ẽ+ ṽc) + ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0)

)
+
(
τ̃1 − ˙̃vc

)T ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
= z̃T

(
ˆ̄Sṽc + ρ

(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0)

)
+ z̃T ˆ̄Sẽ+

(
τ̃1 − ˙̃vc

)T ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
= −k1‖z̃‖2 + z̃T ˆ̄Sẽ+

(
τ̃1 − ˙̃vc

)T ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
΄Επειτα, αντικαθιστώντας την σχέση (4.75) προκύπτει ότι

V̇NN =− k1‖z̃‖2 + z̃T ˆ̄Sẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
+

(
− ˆ̄M

−1 ( ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd

)
+ ˆ̄M

−1
τ̃ − ˙̃vc

)T
ˆ̄Mẽ

=− k1‖z̃‖2 + z̃T ˆ̄Sẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
+
(
τ̃ −

(
ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd + ˆ̄M ˙̃vc

))T ( ˆ̄M
−1
)T

ˆ̄Mẽ

Από τις σχέσεις (4.102) και (4.105) η τελευταία τροποποιείται ως ακολούθως

V̇NN =− k1‖z̃‖2 + z̃T ˆ̄Sẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
+

(
−ˆ̄S

T
z̃ − k2ẽ− k3SGN(ẽ) + Ŵ TS(z)−

(
W TS(z) + ε

))T
ẽ

=− k1‖z̃‖2 − k2ẽT ẽ− k3 (SGN(ẽ))T ẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
−
(
W TS(z)− Ŵ TS(z)

)T
ẽ− εT ẽ

Παρατηρούμε ότι, σύμφωνα με τον ορισμό της παραμέτρου SGN θα είναι

(SGN(ẽ))T ẽ =
∑
i

{(
ei
‖ei‖

)T
ei

}
=
∑
i

{‖ei‖} ≥ ‖e‖ ⇒

− (SGN(ẽ))T ẽ ≤ −‖e‖ (4.120)

Τέλος, κάνοντας χρήση των (4.106) και (4.120), καταλήγουμε στην ανισότητα

V̇NN ≤ −k1‖z̃‖2 − k2‖ẽ‖2 − k3‖ẽ‖ − ST (z)W̃ ẽ− εT ẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
(4.121)
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Προχωράμε στον υπολογισμό του γινομένου ST (z)W̃ ẽ.

Λαμβάνοντας το γινόμενο των (4.109) και (4.113) προκύπτει ότι

ST (z)W̃ =
[
ST
1 (z)W̃1x ST

1 (z)W̃1y · · · ST
n (z)W̃nx ST

n (z)W̃ny

]
(4.122)

Πολλαπλασιάζοντας την (4.122) με την (4.114) παίρνουμε

ST (z)W̃ ẽ = ST
1 (z)W̃1xe1R + ST

1 (z)W̃1ye1L + ...+ ST
n (z)W̃nxenR + ST

n (z)W̃nyenL

(4.123)

΄Επειτα προχωράμε στον υπολογισμό του tr
{

1
γW̃

T ˙̃W
}
. Αρχικά παρατηρούμε ότι, καθώς είναι

W̃ = W − Ŵ και ο πίνακας W είναι σταθερός οπότε Ẇ = 0, έπεται ότι παραγωγίζοντας

την σχέση (4.106) και αντικαθιστώντας την σχέση (4.118) θα λάβουμε

˙̃W = − ˙̂W = γ
[
S(z)ẽT ◦ J + σŴ

]
(4.124)

Πολλαπλασιάζοντας τώρα την σχέση (4.124) με W̃ παίρνουμε

1

γ
W̃ T ˙̃W = W̃ TS(z)ẽT ◦ J + σW̃ TŴ (4.125)

Από τις σχέσεις (4.113) και (4.117) προκύπτει ότι

W̃ TS(z)ẽT ◦ J = (4.126)

e1RW̃
T
1xS1(z) 0 · · · 0 0

0 e1LW̃
T
1yS1(z) · · · 0 0

· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·
0 0 · · · enRW̃

T
nxSn(z) 0

0 0 · · · 0 enLW̃
T
nySn(z)


Επίσης οι σχέσεις (4.112) και (4.113) δίνουν

W̃ TŴ =



W̃ T
1xŴ1x 0 · · · 0 0

0 W̃ T
1yŴ1y · · · 0 0

· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·
0 0 · · · W̃ T

nxŴnx 0

0 0 · · · 0 W̃ T
nyŴny


(4.127)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (4.126) και (4.127) στην (4.125) προκύπτει τελικά ότι

1

γ
W̃ T ˙̃W = W̃ TS(z)ẽT ◦ J + σW̃ TŴ (4.128)
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=



e1RW̃
T
1xS1(z) + σW̃ T

1xŴ1x · · · 0

0 · · · 0

· · · · ·
· · · · ·
· · · · ·
0 · · · 0

0 · · · enLW̃
T
nySn(z) + σW̃ T

nyŴny


(4.129)

Λαμβάνοντας λοιπόν το tr
{

1
γW̃

T ˙̃W
}
από την σχέση (4.128) παίρνουμε

tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
=

n∑
i=1

{
eiRW̃

T
ixSi(z) + σW̃ T

ixŴix + eiLW̃
T
iySi(z) + σW̃ T

iyŴiy

}
(4.130)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (4.123) και (4.130) στην (4.121) λαμβάνουμε ότι

V̇NN ≤− k1‖z̃‖2 − k2‖ẽ‖2 − k3‖ẽ‖ − εT ẽ−
n∑
i=1

{
ST
i (z)W̃ixeiR − ST

i (z)W̃iyeiL

}
+

n∑
i=1

{
eiRW̃

T
ixSi(z) + σW̃ T

ixŴix + eiLW̃
T
iySi(z) + σW̃ T

iyŴiy

}
(4.131)

Επίσης, καθώς τα Si(z), W̃ix, W̃iy είναι διανύσματα μεγέθους (m× 1), ισχύει ότι

ST
i (z)W̃ixeiR = eiRW̃

T
ixSi(z) (4.132)

ST
i (z)W̃iyeiL = eiLW̃

T
iySi(z) (4.133)

Με βάση την σχέση (4.131) και λαμβάνοντας υπόψιν τις ισότητες (4.132) και (4.133) συνε-

πάγεται ότι

V̇NN ≤ −k1‖z̃‖2 − k2‖ẽ‖2 − k3‖ẽ‖ − εT ẽ+
n∑
i=1

{
σW̃ T

ixŴix + σW̃ T
iyŴiy

}
(4.134)

Πρωτού αναλύσουμε περισσότερο την σχέση (4.134), βασιζόμενοι στην εξίσωση (4.106) πα-

ρατηρούμε ότι το γινόμενο W̃ T
ixŴix μπορεί να τροποποιηθεί όπως φαίνεται παρακάτω

W̃ T
ixŴix = W̃ T

ix

(
Wix − W̃ix

)
(4.135)

=
1

2

(
W̃ix + W̃ix

)T (
Wix − W̃ix

)
=

1

2

[
W̃ix +

(
Wix − Ŵix

)]T (
Wix − W̃ix

)
=

1

2

[
W̃ T

ixWix − W̃ T
ixW̃ix +W T

ixWix −W T
ixW̃ix − Ŵ T

ixWix + Ŵ T
ixW̃ix

]
=

1

2

[
−W̃ T

ixW̃ix +W T
ixWix − Ŵ T

ix

(
Wix − W̃ix

)]
΄Ετσι, η σχέση (4.135) δίνει τελικά ότι

W̃ T
ixŴix =

1

2

[
−W̃ T

ixW̃ix +W T
ixWix − Ŵ T

ixŴix

]
(4.136)
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Αντίστοιχη σχέση θα ισχύει και για το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων W̃iy και Ŵiy

W̃ T
iyŴiy =

1

2

[
−W̃ T

iyW̃iy +W T
iyWiy − Ŵ T

iyŴiy

]
(4.137)

Λαμβάνοντας υπόψιν τις σχέσεις (4.136) και (4.137), η (4.134) γράφεται

V̇NN ≤− k1‖z̃‖2 − k2‖ẽ‖2 − k3‖ẽ‖ − εT ẽ+
n∑
i=1

{σ
2

[
−W̃ T

ixW̃ix +W T
ixWix − Ŵ T

ixŴix

]}
+

n∑
i=1

{σ
2

[
−W̃ T

iyW̃iy +W T
iyWiy − Ŵ T

iyŴiy

]}
(4.138)

Αναδιατάσσοντας την (4.138) παίρνουμε

V̇NN ≤− k1‖z̃‖2 − k2‖ẽ‖2 − k3‖ẽ‖ − εT ẽ+
n∑
i=1

{
−σ

2

[
W̃ T

ixW̃ix + W̃ T
iyW̃iy

]}
+

n∑
i=1

{σ
2

[
W T

ixWix +W T
iyWiy

]
− σ

2

[
Ŵ T

ixŴix + Ŵ T
iyŴiy

]}
(4.139)

Λαμβάνοντας υπόψιν τον ορισμό του tr
{
W̃ T W̃

}
, η (4.139) γίνεται

V̇NN ≤ −k1‖z̃‖2−k2‖ẽ‖2−k3‖ẽ‖−εT ẽ−
σ

2
tr
{
W̃ T W̃

}
+
σ

2
tr
{
W TW

}
− σ

2
tr
{
Ŵ T Ŵ

}
(4.140)

Η (4.140) άνω φράσεται από την συνάρτηση

V̇NN ≤ −k1‖z̃‖2 − k2‖ẽ‖2 − k3‖ẽ‖+ ‖ε‖‖ẽ‖ − σ

2
tr
{
W̃ T W̃

}
+
σ

2
tr
{
W TW

}
(4.141)

≤ −k1‖z̃‖2 − k2‖ẽ‖2 − ‖ẽ‖(k3 − ‖ε‖)−
σ

2
tr
{
W̃ T W̃

}
+
σ

2
tr
{
W TW

}
Επιλέγοντας το κέρδος k3 έτσι ώστε να ικανοποιεί την συνθήκη k3 ≥ ‖ε‖ καταφέρνουμε να
αναιρέσουμε την απόκλιση ε, όπως γίνεται φανερό από την σχέση (4.141). Ως εκ τούτου

καταλήγουμε στην παρακάτω ανισότητα, η οποία περιγράφει το άνω φράγμα της παραγώγου

της συνάρτησης τύπου-Lyapunov VNN

V̇NN ≤ −k1‖z̃‖2 − k2‖ẽ‖2 −
σ

2
tr
{
W̃ T W̃

}
+
σ

2
tr
{
W TW

}
(4.142)

Υπενθυμίζουμε ότι η συνάρτηση VNN έχει οριστεί στην σχέση (4.119) ως ακολούθως

VNN =
1

2
z̃T z̃ +

1

2
ẽT ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

2γ
W̃ T W̃

}
(4.143)

Οπότε, η (4.142) ισοδύναμα γράφεται

V̇NN ≤ −2k1

(
1

2
z̃T z̃

)
− 2k2

λmax

(
ˆ̄M
) (1

2
ẽT ˆ̄Mẽ

)
−σγ

(
tr

{
1

2γ
W̃ T W̃

})
+
σ

2
tr
{
W TW

}
(4.144)

Θεωρώντας μία νέα σταθερά Λ η οποία να ικανοποιεί τη συνθήκη

0 < Λ ≤ min

2k1,
2k2

λmax

(
ˆ̄M
) , σγ

 (4.145)
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Κεφάλαιο 4. Κατανεμημένος Νόμος Ελέγχου για την Συμφωνία των τροχιών ενός

Συστήματος Ακόλουθων με την τροχιά ενός Ηγέτη

και αντικαθιστώντας την στην ανισότητα, η (4.144) γράφεται

V̇NN ≤ −Λ

(
1

2
z̃T z̃

)
− Λ

(
1

2
ẽT ˆ̄Mẽ

)
− Λ

(
tr

{
1

2γ
W̃ T W̃

})
+
σ

2
tr
{
W TW

}
(4.146)

Ορίζουμε μία νέα σταθερά G σύμφωνα με την σχέση

G =
σ

2
tr
{
W TW

}
(4.147)

Τελικά, οι σχέσεις (4.146) και (4.147) μας δίνουν την ανισότητα σύμφωνα με την οποία συν-

δέονται οι συναρτήσεις VNN και V̇NN

V̇NN ≤ −ΛVNN +G (4.148)

Εφαρμόζοντας το Λήμμα 2.4 στην ανισότητα (4.148), προκύπτει ότι το όριο στο άπειρο της

Lyapunov-like συνάρτησης VNN εμφανίζει άνω φράγμα

lim
t→∞

VNN (t) ≤ G

Λ
(4.149)

Από την σχέση (4.119) προκύπτει ότι

1

2
z̃T z̃ ≤ VNN &

1

2
ẽT ˆ̄Mẽ ≤ VNN (4.150)

Ισοδύναμα

‖z̃‖ ≤
√

2VNN (4.151)

λmin

(
ˆ̄M
)

2
‖ẽ‖2 ≤ VNN ⇒ ‖ẽ‖ ≤

√√√√ 2

λmin

(
ˆ̄M
)VNN (4.152)

Τέλος, παίρνοντας το όριο στο άπειρο των ανισοτήτων (4.151)-(4.152), και δεδομένης της

(4.149), προκύπτει ότι

lim
t→∞
‖z̃(t)‖ ≤

√
2
G

Λ
& lim

t→∞
‖ẽ(t)‖ ≤

√√√√ 2

λmin

(
ˆ̄M
)G

Λ
(4.153)

Δηλαδή, προϊόντος του χρόνου, τόσο ο PI-μετασχηματισμός όσο και το σφάλμα των ταχυ-

τήτων θα εγκλωβιστούν σε μικρή περιοχή γύρω από το μηδέν, το μέγεθος της οποίας θα

εξαρτάται από την σχέση των ποσοτήτων G και Λ. Ως εκ τούτου, η ταχύτητα ṽ θα πλησιάσει

πολύ την επιθυμητή ṽc και αντίστοιχα το μέγεθος z̃ θα πλησιάσει πολύ το μηδέν, διατηρώντας

ωστόσο μία μικρή απόκλιση.

Εν συνεχεία διατυπώνεται το Λήμμα που συγκεντρώνει όλες τις ιδέες που αναπτύχθηκαν για

το πρόβλημα συνεργατικού ελέγχου που εξετάστηκε στο παρόν κεφάλαιο.
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Λήμμα 4.9. ΄Εστω ένα πολυπρακτορικό σύστημα αποτελούμενο από κινητά ρομπότ διαφο-

ρικής οδήγησης. Προκειμένου να εκτελέσουν Leader-Follower Consensus, με μία μικρή

απόκλιση οφειλόμενη στην ταχύτητα του ηγέτη, ορίζουμε τον ακόλουθο μετασχηματισμό

z̃(t) = q̃(t) + ρ

∫ t

0

[(
L̂+ R̂

)
(q̃(s)− q̃0(s))

]
ds

Δοθέντος του συστήματος δυναμικών εξισώσεων που περιγράφουν την κινηματική και δυνα-

μική των ρομπότ διαφορικής οδήγησης

˙̃z = ˆ̄Sṽ + ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0)

˙̃v = − ˆ̄M
−1

[ ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd] + ˆ̄M
−1
τ̃

αν στο παραπάνω σύστημα χρησιμοποιηθεί ο ακόλουθος νόμος ελέγχου

τ̃ = −ˆ̄S
T
z̃ − k2ẽ− k3SGN(ẽ) + Ŵ TS(z)

ẽ = ṽ − ṽc
k2 > 0 & k3 ≥ ‖ε‖

όπου

ṽc = ˆ̄S
−1 (
−ρ
(
L̂+ R̂

)
(q̃ − q̃0)− k1z̃

)
, k1 > 0

με νόμο προσαρμογής (update law) των νευρωνικών δικτύων (HONN)

˙̂W = −γ
[
S(z)ẽT ◦ J + σŴ

]
, γ, σ > 0

και ο γράφος επικοινωνίας είναι γεννητικό δέντρο με ρίζα τον ηγέτη, τότε τόσο ο παραπάνω

μετασχηματισμός όσο και το σφάλμα ταχύτητας, με την πάροδο του χρόνου θα συγκλίνουν

σε μία περιοχή κοντά στην αρχή. Δηλαδή θα είναι

lim
t→∞
‖z̃(t)‖ ≤

√
2
G

Λ
& lim

t→∞
‖ẽ(t)‖ ≤

√√√√ 2

λmin

(
ˆ̄M
)G

Λ

όπου

G =
σ

2

∑
i

(
‖Wix‖2 + ‖Wiy‖2

)
Λ ∈

0,min

2k1,
2k2

λmax

(
ˆ̄M
) , σγ




που συνεπάγεται Approximate Leader-Follower Consensus.





Κεφάλαιο 5

Αποτελέσματα Προσομοιώσεων

Κεφαλαίου 4

5.1 Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο γίνεται παρουσίαση και ανάλυση των αποτελεσμάτων των προσομοι-

ώσεων που υλοποιήθηκαν για το πρόβλημα ελέγχου του κεφαλαίου 5. Οι προσομοιώσεις

έγιναν σε περιβάλλον Simulink, ενώ η οπτικοποίηση των αποτελεσμάτων έγινε σε περιβάλλον

Matlab.

Το πολυπρακτορικό σύστημα που εξετάστηκε περιλαμβάνει ένα όχημα-ηγέτη και πέντε

οχήματα-ακόλουθους. Σημειώνεται ότι όλα τα οχήματα αποτελούν κινητά ρομπότ διαφορικής

οδήγησης. Η ορθότητα του προσαρμοστικού αλγορίθμου που προτάθηκε στο προηγούμενο

κεφάλαιο επαληθέυεται για 3 διαφορετικές συνδεσμολογίες των ακόλουθων, δηλαδή για 3 δια-

φορετικούς ισχυρά συνεκτικούς κατευθυνόμενους γράφους που περιγράφουν την επικοινωνία

μεταξύ των ακόλουθων. Ο ηγέτης σε κάθε περίπτωση θεωρείται ότι έχει άμεση επικοινωνία

μόνο με έναν ακόλουθο έτσι ώστε να εξετάζεται το “χειρότερο” σενάριο.

Στον επόμενο πίνακα παραθέτονται όλες εκείνες οι παράμετροι οι οποίες αρχικοποιούνται

κατάλληλα για την ομαλή λειτουργία της εκάστοτε προσομοίωσης.

Παράμετροι Προσομοιώσεων

k1 : κέρδος της ταχύτητας εισόδου

k2, k3 : κέρδη της ροπής εισόδου

ρ : πολλαπλασιαστική παράμετρος του PI μετασχηματισμού

γ : κέρδος προσαρμογής του νόμου αναβάθμισης των HONN

σ : παράγοντας ολίσθησης του νόμου αναβάθμισης των HONN

q0(0) : διάνυσμα αρχικής θέσης του ηγέτη

q(0) : διάνυσμα αρχικών θέσεων του συνόλου των ακόλουθων

΄Οπως ήταν αναμενόμενο, η πολλαπλασιαστική παράμετρος ρ χρειάστηκε να λάβει αρκετά

μεγάλη τιμή, και στις 3 προσομοιώσεις, ώστε να περιοριστεί σε μεγάλο βαθμό η απόκλιση της

σύγκλισης. Αυτό όμως είχε ως αποτέλεσμα την ανάλογη αύξηση των κερδών k1 και k2.
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68 Κεφάλαιο 5. Αποτελέσματα Προσομοιώσεων Κεφαλαίου 4

5.2 Πρώτη Συνδεσμολογία Πρακτόρων

Σχήμα 5.1: Ισχυρά Συνεκτικός Κατευθυνόμενος Γράφος των Ακόλουθων

Σχήμα 5.2: Τροχιές των Οχημάτων στο x− y επίπεδο



5.2 Πρώτη Συνδεσμολογία Πρακτόρων 69

Σχήμα 5.3: Χρονική μεταβολή του διανύσματος μετασχηματισμών συμφωνίας των πρακτόρων

Σχήμα 5.4: Χρονική μεταβολή του διανύσματος ταχυτήτων των πρακτόρων



70 Κεφάλαιο 5. Αποτελέσματα Προσομοιώσεων Κεφαλαίου 4

Σχήμα 5.5: Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά τον

x-άξονα

k1 = 0.1 k2 = 15 k3 = 40 ρ = 15 γ = 1 σ = 0.001 q0(0) = [1 0]

q(0) = 1
4

[
2 10 4 8 6 6 8 4 10 2

]

Σχήμα 5.6: Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά τον

y-άξονα
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Σχήμα 5.7: Χρονική μεταβολή του διανύσματος των νευρωνικών δικτύων

Σχήμα 5.8: Χρονική μεταβολή του διανύσματος ροπών των πρακτόρων

Ακολούθως παραθέτονται στιγμιότυπα από την κίνηση των οχημάτων. Σημειώνεται ότι ο

πράκτορας που αντιστοιχεί στον ηγέτη εμφανίζεται με κόκκινο χρώμα.



72 Κεφάλαιο 5. Αποτελέσματα Προσομοιώσεων Κεφαλαίου 4

t = 0 t = 0.2126

t = 0.4640 t = 0.7181

t = 0.9186 t = 1.1913

t = 1.4845 t = 1.7597
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t = 2.1538 t = 2.4743

t = 2.7979 t = 3.0716

t = 3.4449 t = 3.7530

t = 4.0852 t = 5.6447



74 Κεφάλαιο 5. Αποτελέσματα Προσομοιώσεων Κεφαλαίου 4

5.3 Δεύτερη Συνδεσμολογία Πρακτόρων

Σχήμα 5.9: Ισχυρά Συνεκτικός Κατευθυνόμενος Γράφος των Ακόλουθων

Σχήμα 5.10: Τροχιές των Οχημάτων στο x− y επίπεδο
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Σχήμα 5.11: Χρονική μεταβολή του διανύσματος μετασχηματισμών συμφωνίας των πρακτόρων

Σχήμα 5.12: Χρονική μεταβολή του διανύσματος ταχυτήτων των πρακτόρων



76 Κεφάλαιο 5. Αποτελέσματα Προσομοιώσεων Κεφαλαίου 4

Σχήμα 5.13: Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά τον

x-άξονα

k1 = 0.1 k2 = 10 k3 = 40 ρ = 15 γ = 1 σ = 0.001 q0(0) = [1 0]

q(0) = 1
4

[
2 10 4 8 6 6 8 4 10 2

]

Σχήμα 5.14: Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά τον

y-άξονα



5.3 Δεύτερη Συνδεσμολογία Πρακτόρων 77

Σχήμα 5.15: Χρονική μεταβολή του διανύσματος των νευρωνικών δικτύων

Σχήμα 5.16: Χρονική μεταβολή του διανύσματος ροπών των πρακτόρων

Ακολούθως παραθέτονται στιγμιότυπα από την κίνηση των οχημάτων. Σημειώνεται ότι ο

πράκτορας που αντιστοιχεί στον ηγέτη εμφανίζεται με κόκκινο χρώμα.
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t = 0 t = 0.1444

t = 0.2786 t = 0.4396

t = 0.5978 t = 0.8854

t = 1.1935 t = 1.4628
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t = 1.6500 t = 1.8979

t = 2.1798 t = 2.4548

t = 2.7300 t = 3.0690

t = 3.5146 t = 4.1308





Κεφάλαιο 6

Κατανεμημένος Νόμος Ελέγχου

για την Διάταξη ενός

Συστήματος Ακόλουθων γύρω

από έναν Ηγέτη με Αποφυγή

Συγκρούσεων

6.1 Εισαγωγή

Θεωρούμε μία ομάδα κινητών ρομπότ διαφορικής οδήγησης, όχι απαραιτήτως ίδιας δυνα-

μικής, τα οποία καλούνται να εκτελέσουν μία εργασία συνεργατικού ελέγχου. Συγκεκριμένα

ζητείται να εκτελέσουν Leader-Follower Formation, δηλαδή να λάβουν ένα συγκεκριμένο

σχήμα και ταυτόχρονα να ακολουθήσουν την τροχιά ενός ρομπότ-ηγέτη. Το σχήμα που θα

λάβουν μπορεί να σχετίζεται με την θέση του ηγέτη και να τον περιστοιχίζει με καθορισμένο

τρόπο. Σημειώνεται ότι η δυναμική του κάθε πράκτορα, συμπεριλαμβανομένου και του ηγέτη,

θεωρείται άγνωστη από τους άλλους και θα γίνει online εκτίμησή της, χρησιμοποιώντας τε-

χνικές προσαρμοστικού ελέγχου σε συνδυασμό με νευρωνικά δίκτυα. ΄Οσον αφορά τον γράφο

που αναπαριστά την μετάδοση της πληροφορίας μεταξύ των οχημάτων, αρκεί να αποτελεί ένα

γεννητικό δέντρο με ρίζα τον ηγέτη, ενώ ο υπογράφος που περιγράφει την επικοινωνία μεταξύ

των ακόλουθων, πρέπει να είναι μη-κατευθυνόμενος. Για την επίτευξη των ανωτέρω, ο νόμος

ελέγχου που θα σχεδιαστεί πρέπει να είναι αφενός κατανεμημένος, καθώς δεν πρόκειται για

ένα κεντροποιημένο σύστημα αλλά ο κάθε πράκτορας αυτενεργεί βάσει των ερεθισμάτων που

λαμβάνει από την “γειτονιά” του, και αφετέρου πρέπει να είναι προσαρμοστικός. Πέρα από

την προαναφερθείσα συνεργατική συμπεριφορά, καθίσταται απαραίτητο ο νόμος ελέγχου να

εξασφαλίζει και αποφυγή συγκρούσεων μεταξύ των οχημάτων, τόσο των ακόλουθων όσο και

του ηγέτη, έτσι ώστε το πρόβλημα να έχει πρακτική αξία και να δύναται να υλοποιηθεί με

πραγματικά οχήματα διαφορικής οδήγησης.
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Κεφάλαιο 6. Κατανεμημένος Νόμος Ελέγχου για την Διάταξη ενός Συστήματος

Ακόλουθων γύρω από έναν Ηγέτη με Αποφυγή Συγκρούσεων

6.2 Οργάνωση του Κεφαλαίου

Το παρόν κεφάλαιο δομείται ως εξής: Αρχικά γίνεται διατύπωση του προβλήματος και

ορισμός όλων των παραμέτρων που θα χρησιμοποιηθούν στην ανάλυσή του. ΄Επειτα σχεδιάζε-

ται ο νόμος ελέγχου θέσης των ρομπότ διαμέσου της ταχύτητάς τους, η οποία και θεωρείται

είσοδος στο υπό έλεγχο σύστημα κινηματικής ανάλυσης των οχημάτων διαφορικής οδήγησης.

Στην επόμενη παράγραφο σχεδιάζεται ο νόμος ελέγχου της ταχύτητας των ρομπότ διαμέσου

της ροπής τους, η οποία και θεωρείται είσοδος στο υπό έλεγχο σύστημα δυναμικής ανάλυσης

των οχημάτων διαφορικής οδήγησης. Τέλος, γίνεται εισαγωγή νευρωνικών δικτύων στην είσο-

δο του συνολικού συστήματος, έτσι ώστε να γίνει προσέγγιση των άγνωστων μη-γραμμικών

συναρτήσεων που αφορούν την δυναμική των ρομπότ.

6.3 Διατύπωση του Προβλήματος και Ορισμός των Πα-

ραμέτρων

Για την μελέτη του προβλήματος θα εξεταστούν δύο αντιπροσωπευτικά σημεία του κάθε

πράκτορα. Το ένα σημείο θα αντιπροσωπεύει το κέντρο του formation, δηλαδή εκείνο το

σημείο ως προς το οποίο οι πράκτορες θα πρέπει να συμφωνήσουν, ενώ το δεύτερο σημείο θα

αποτελεί την πραγματική θέση τους στο επίπεδο (x, y). Τα παραπάνω σημεία περιγράφονται

από τα διδιάστατα διανύσματα qi και q
∗
i αντίστοιχα, για τον κάθε ένα ξεχωριστά, και από τα

q̃ και q̃∗ αντίστοιχα, για το σύνολο του συστήματος. Τα διανύσματα q̃ και q̃∗ συνδέονται

μέσω της σχέσης q̃∗ = q̃ + ã, όπου ã είναι ένα σταθερό διάνυσμα αποτελούμενο από διδι-

άστατα διανύσματα ai διαφορετικά για κάθε πράκτορα. Επιθυμούμε λοιπόν οι πράκτορες να

εκτελέσουν leader-follower consensus ως προς τις θέσεις qi και ως εκ τούτου να επιτευχθεί

leader-follower formation ως προς τις θέσεις q∗i . Το σχήμα που θα λάβουν κατά το formation

θα καθοριστεί από τα σταθερά διανύσματα ai και την σχέση που έχουν μεταξύ τους και με

την θέση του ηγέτη. Σημειώνεται ότι για τον ηγέτη έχει θεωρηθεί ότι a0 = 0, δηλαδή είναι

q∗0 = q0.

Για την σωστή τοποθέτηση του προβλήματος, αρχικά θα περιγράψουμε αναλυτικά τα δια-

νύσματα και τους πίνακες που πρόκειται να χρησιμοποιηθούν στην ανάλυση που έπεται.

Το συνολικό διάνυσμα θέσεων των n ακόλουθων για το πρόβλημα του consensus control,

διάστασης 2n× 1, είναι

q̃ =
[
q1x q1y q2x q2y · · · qnx qny

]T
(6.1)

Το συνολικό διάνυσμα θέσεων των n ακόλουθων για το πρόβλημα του formation control,

διάστασης 2n× 1, είναι

q̃∗ =
[
q∗1x q∗1y q∗2x q∗2y · · · q∗nx q∗ny

]T
(6.2)

Το συνολικό διάνυσμα ταχυτήτων των n ακόλουθων, διάστασης 2n× 1, είναι

ṽ =
[
v1R v1L v2R v2L · · · vnR vnL

]T
(6.3)
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Το συνολικό διάνυσμα σταθερών των n ακόλουθων, διάστασης 2n× 1, είναι

ã =
[
a1x a1y a2x a2y · · · anx any

]T
(6.4)

Το διάνυσμα αποτελούμενο από την θέση του ηγέτη q0 = [ q0x q0y ]T n-φορές, διάστασης

2n× 1, είναι

q̃0 =
[
q0x q0y q0x q0y · · · q0x q0y

]T
(6.5)

Το διάνυσμα αποτελούμενο από την ταχύτητα του ηγέτη v0 = [ v0x v0y ]T n-φορές, δι-

άστασης 2n× 1, είναι

ṽ0 =
[
v0x v0y v0x v0y · · · v0x v0y

]T
(6.6)

Η Λαπλασιανή μήτρα που περιγράφει έναν γράφο αποτελούμενο από n κόμβους έχει διάσταση

n× n και δίνεται από την σχέση

L =



∑n
j=1 a1j −a12 · · · −a1n
−a21

∑n
j=1 a2j · · · −a2n

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·
−an1 −an2 · · ·

∑n
j=1 anj


(6.7)

Καθώς στο πρόβλημά μας η θέση του κάθε πράκτορα, που αποτελεί κόμβο του γράφου του

συστήματος, είναι διάνυσμα δύο διαστάσεων, έπεται ότι η Λαπλασιανή μήτρα του συστήματός

μας θα πρέπει να οριστεί ως L̂ = L⊗ I2 και θα έχει διάσταση 2n× 2n.

L̂ =



∑n
j=1 a1j 0 −a12 0 · · · −a1n 0

0
∑n

j=1 a1j 0 −a12 · · · 0 −a1n
−a21 0

∑n
j=1 a2j 0 · · · −a2n 0

0 −a21 0
∑n

j=1 a2j · · · 0 −a2n
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
−an1 0 −an2 0 · · ·

∑n
j=1 anj 0

0 −an1 0 −an2 · · · 0
∑n

j=1 anj


(6.8)

Ορίζουμε ως R τον διαγώνιο πίνακα διαστάσεων n × n, ο οποίος περιγράφει την σχέση του
κάθε ακόλουθου με τον ηγέτη. Συγκεκριμένα, κάθε στοιχείο της κυρίας διαγωνίου του, ri θα

είναι διάφορο του μηδενός άνν ο ακόλουθος i έχει απευθείας πρόσβαση στον ηγέτη.

R = diag(r1, r2, ..., rn) (6.9)

Καθώς όμως η θέση του κάθε πράκτορα είναι ένα διδιάστατο διάνυσμα, θα πρέπει να τροπο-

ποιηθεί αναλόγως και ο πίνακας R ώστε να λάβουμε έναν νέο πίνακα διστάσεων 2n × 2n, ο
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οποίος και περιγράφεται από την σχέση R̂ = R⊗ I2.

R̂ = diag(r1, r1, r2, r2, ..., rn, rn) (6.10)

Για την επίλυση του προβλήματος του leader-follower consensus ορίζουμε τον μετασχηματισμό

z̃ = −L̂q̃ − R̂(q̃ − q̃0) (6.11)

Οι πίνακες L̂ και R̂ πρέπει να είναι κατάλληλα ορισμένοι, ώστε η υποκείμενη τοπολογία γράφου

του συστήματος να εμπεριέχει ένα Γεννητικό Δένδρο (Spanning Tree) με ρίζα τον ηγέτη, ενώ

ο υπογράφος που αναπαριστά τη σύνδεση των ακόλουθων πρέπει να είμαι μη-κατευθυνόμενος

έτσι ώστε να ικανοποείται η συνθήκη L̂ = L̂T
. Για την μήτρα R̂, η προϋπόθεση αυτή

πληρούται ούτως η άλλως αφού αποτελεί διαγώνιο πίνακα. Στο παρακάτω σχήμα παραθέτουμε

μία τέτοια τοπολογία γράφου, για την περίπτωση 1-ηγέτη και 5-ακόλουθων.

Σχήμα 6.1: Γράφος με Γεννητικό Δένδρο από τον Ηγέτη προς τους Ακόλουθους

Το διάνυσμα z̃ είναι επίσης 2n× 1 διαστάσεων και περιγράφεται στην ακόλουθη εξίσωση

z̃ =
[
z1x z1y z2x z2y · · · znx zny

]T
(6.12)

Με βάση τον τρόπο που έχει οριστεί η εναλλαγή της πληροφορίας στον γράφο, τα zix και ziy

είναι μεταβλητές που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την σχεδίαση ελεγκτή στον πράκτορα

i.

Καθώς το άθροισμα των στοιχείων της κάθε γραμμής του πίνακα L̂ ισούται με μηδέν, έπεται ότι

θα ισχύει: L̂q̃0 = 0. Συνεπώς, ο μετασχηματισμός (6.11) μπορεί να γραφεί και ως ακολούθως

z̃ = −L̂(q̃ − q̃0)− R̂(q̃ − q̃0)

z̃ = −(L̂+ R̂)(q̃ − q̃0) (6.13)
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Από την σχέση (6.13) γίνεται φανερό ότι, καθώς είναι det(L̂ + R̂) 6= 0 αν limt→∞ z̃(t) = 0

τότε και limt→∞(q̃(t) − q̃0(t)) = 0, δηλαδή πράγματι, η σύγκλιση του παραπάνω μετασχη-

ματισμού οδηγεί σε leader-lollower formation. Σύμφωνα με το Λήμμα 2.1, το γεγονός ότι

det(L̂ + R̂) 6= 0 εξασφαλίζεται επειδή υπάρχει ένα γεννητικό δέντρο από τον ηγέτη στους

ακόλουθους, οπότε και η μήτρα L̂+ R̂ είναι θετικά ορισμένη.

Παραγωγίζοντας την σχέση (6.13) και λαμβάνοντας υπόψιν το γεγονός ότι για τα κινητά ρο-

μπότ διαφορικής οδήγησης η θέση q και η ταχύτητα v συνδέονται μέσω του πίνακα S βάσει

της εξίσωσης q̇ = Sv, θέτοντας v̄ = Sv τελικά λαμβάνουμε ότι είναι q̇ = v̄ και στην πε-

ρίπτωσή μας ˙̃q = ˜̄v.

Το συνολικό διάνυσμα ταχυτήτων ˜̄v των n ακόλουθων, διάστασης 2n× 1, έχει την μορφή

˜̄v =
[
v̄1x v̄1y v̄2x v̄2y · · · v̄nx v̄ny

]T
(6.14)

΄Ετσι, η παράγωγος του μετασχηματισμού (6.13) γράφεται ως ακολούθως

˙̃z = −(L̂+ R̂)( ˙̃q − ˙̃q0) = −(L̂+ R̂)(˜̄v − ṽ0) (6.15)

Επιθυμούμε να βρούμε την είσοδο ṽc του παραπάνω συστήματος η οποία θα εξασφαλίσει

leader-follower consensus (z̃ → 0) ως προς τα διανύσματα qi, και άρα leader-follower for-

mation ως προς τα διανύσματα q∗i . Ωστόσο επιθυμούμε παράλληλα να επιτευχθεί αποφυγή

συγκρούσεων μεταξύ όλων των πρακτόρων, καθώς και μεταξύ του ηγέτη και των ακόλουθων,

ως προς τις θέσεις q∗i .

Για την μελέτη του προβλήματος αποφυγής συγκρούσεων θα χρειαστεί να εισάγουμε δύο νέες

συναρτήσεις, για την περιγραφή των οποίων είναι απαραίτητη η πρότερη διατύπωση των ορι-

σμών των ακόλουθων παραμέτρων.

Ορίζουμε ως ri την ακτίνα του μικρότερου δυνατού κύκλου μέσα στον οποίο εμπεριέχεται ο

συνολικός χώρος που πιάνει το ρομπότ i στο x− y επίπεδο και ως r0 την ακτίνα του κύκλου
που αντιστοιχεί στον ηγέτη. Επίσης, ως rij καλείται το άθροισμα των ακτίνων των ρομπότ i

και j, δηλαδή είναι rij = ri + rj . Τέλος, θεωρούμε θετική σταθερά ε το μέγεθος της οποίας

παρουσιάζει άνω και κάτω φράγματα, τα οποία προκύπτουν βάσει της γεωμετρίας της διάταξης

του συστήματος των πρακτόρων ,όπως θα φανεί στην παρακάτω ανάλυση.

Λαμβάνοντας υπόψιν τους ορισμούς των rij και ε, τα Δυναμικά Αποφυγής Συγκρούσεων

περιγράφονται από τις παρακάτω σχέσεις⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉4
1

ε−rij

=


(

1
‖q∗

i−q
∗
j ‖−rij

− 1
ε−rij

)4
, αν ‖q∗i − q∗j ‖ < ε

0 , αν ‖q∗i − q∗j ‖ ≥ ε
(6.16)

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉4
1

ε−ri0

=


(

1
‖q∗

i−q0‖−ri0
− 1

ε−ri0

)4
, αν ‖q∗i − q0‖ < ε

0 , αν ‖q∗i − q0‖ ≥ ε
(6.17)

Η συνάρτηση (6.16) αφορά την αποφυγή συγκρούσεων των ακόλουθων μεταξύ τους, ενώ

η συνάρτηση (6.17) αφορά την αποφυγή συγκρούσεων του κάθε ακόλουθου με τον ηγέτη.

Ουσιαστικά αποτελούν συνεχείς και διαφορίσιμες συναρτήσεις οι οποίες μηδενίζονται όταν
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η απόσταση ‖q∗i − q∗j ‖, ‖q∗i − q0‖ αντίστοιχα, είναι μεγαλύτερη/ίση του ε, και λαμβάνουν
πολύ μεγάλη τιμή όταν οι προηγούμενες αποστάσεις γίνουν μικρότερες του ε. Θεωρητικά

απειρίζονται στο όριο ‖q∗i −q∗j ‖ → rij , ‖q∗i −q0‖ → ri0 αντίστοιχα, δηλαδή μόλις η απόσταση

μεταξύ δύο πρακτόρων γίνει ίση με το άθροισμα των ακτινών τους, πράγμα το οποίο υποδεικνύει

ότι απαγορεύται τα οχήματα να ακουμπήσουν μεταξύ τους. Υπό αυτή την έννοια θεωρούμε ότι

κάθε πράκτορας μπορεί να δει κάθε άλλον, και άρα να προσπαθήσει να τον αποφύγει, εφόσον

αυτός έρθει σε απόσταση μικρότερη από ε.

Στην παρακάτω γραφική παράσταση εμφανίζεται η γενική μορφή του Δυναμικού Αποφυγής

Συγκρούσεων, βάσει του οποίου έχουν δομηθεί οι σχέσεις (6.16) και (6.17). Σημειώνεται ότι

με l καλείται η απόσταση μεταξύ δύο πρακτόρων, ενώ οι παράμετροι που αφορούν το άθροισμα

των ακτίνων τους και το κατώφλι έχουν λάβει τις τιμές r = 0.1 και ε = 1 αντίστοιχα.

Σχήμα 6.2: Δυναμικό Αποφυγής Συγκρούσεων

΄Οπως γίνεται φανερό από το σχήμα, η συνάρτηση πράγματι μηδενίζεται όταν η τιμή της α-

πόστασης l γίνει ίση με ε, ενώ απειρίζεται όταν το l τείνει στην τιμή του r, πράγμα το οποίο

περιγράφεται από την κατακόρυφη ασύμπτωτη που εμφανίζεται στην θέση l = r.

Καθώς μας ενδιαφέρει να αποφεύγεται η σύγκρουση μεταξύ οποιουδήποτε ζεύγους πρακτόρων

(i, j), αλλά και οποιουδήποτε ζεύγους ακόλουθου-ηγέτη (i, 0), θα λάβουμε τα συνολικά Δυ-

ναμικά Αποφυγής Συγκρούσεων VCAF και VCAL αντίστοιχα, ως ακολούθως

VCAF =
∑
i

∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉4
1

ε−rij

(6.18)
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VCAL =
∑
i

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉4
1

ε−ri0

(6.19)

΄Οσον αφορά την επιλογή της σταθεράς ε που χρησιμοποιείται στα δυναμικά αποφυγής συγκρο-

ύσεων, πρέπει να πληροί κάποιες προϋποθέσεις ουτως ώστε να μην εμποδιστεί η διαδικασία του

formation. Συγκεκριμένα, αν αναλογιστούμε το γεγονός ότι το τελικό σχήμα που θα λάβει η

διάταξη εξαρτάται από τα διδιάστατα διανύσματα ai των ακόλουθων και την σχέση που έχουν

μεταξύ τους καθώς και με την θέση του ηγέτη, αλλά και το γεγονός ότι οι πράκτορές μας δεν

αποτελούν σημειακές μάζες αλλά οχήματα με διαστάσεις, τότε το μέγεθος του ε αποκτά άνω

και κάτω φράγμα.

Για την ανάλυση αυτών των φραγμάτων ορίζουμε ως dij την ευκλείδεια απόσταση μεταξύ

των πρακτόρων i και j, η οποία χρησιμοποιώντας το νόμο των συνημιτόνων μπορεί να γραφεί

συναρτήσει των ‖ai‖, ‖aj‖ και της μεταξύ τους γωνίας έστω θ̂ij , ως ακολούθως

dij =

√
‖ai‖2 + ‖aj‖2 − 2‖ai‖‖aj‖ cos

(
θ̂ij

)
(6.20)

Ο νόμος των συνημιτόνων (6.20) ισχύει αν αναλογιστούμε το γεγονός ότι κάθε ζεύγος α-

κόλουθων, έστω πράκτορες i και j, στην επιθυμητή κατάσταση θα πρέπει να εμφανίζει μία

διάταξη της παρακάτω μορφής σε σχέση με την θέση του ηγέτη.

Σχήμα 6.3: Σχέση μεταξύ της απόστασης dij και των ‖ai‖, ‖aj‖

Είναι σαφές πως προκειμένου να μην υπάρχει η δυνατότητα να ακουμπήσουν οποιαδήποτε

δύο οχήματα, το ε θα πρέπει να είναι μεγαλύτερο από το άθροισμα μεταξύ των ακτίνων δύο

οποιονδήποτε πρακτόρων, rij , καθώς και οποιουδήποτε ζεύγους ακόλουθου-ηγέτη, ri0 .

Επίσης, προκειμένου τα οχήματα να μπορούν να πιάσουν τις επιθυμητές θέσεις γύρω από τον
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ηγέτη, θα πρέπει το ε να είναι μικρότερο από την ευκλείδεια απόσταση μεταξύ δύο οποιονδήποτε

πρακτόρων, dij , καθώς και μεταξύ οποιουδήποτε ζεύγους ακόλουθου-ηγέτη, ‖ai‖ στην τελική
κατάσταση.

Οι παραπάνω περιορισμοί περιγράφονται μαθηματικά από την ακόλουθη ανισοτική σχέση

max
i,j∈(1,...,n)

{rij , ri0} < ε < min
i,j∈(1,...,n)

{dij , ‖ai‖} (6.21)

Οι παραπάνω ορισμοί των μεγεθών ri, ‖ai‖, dij και θ̂ij συνοψίζονται στο ακόλουθο σχήμα,
το οποίο παρουσιάζει έναν δυνατό σχηματισμό των πρακτόρων ο οποίος και θα υλοποιηθεί

πρακτικά στην πειραματική ανάλυση του προβλήματος. Συγκεκριμένα, οι ακόλουθοι, μπλέ

κύκλοι, καλούνται να αποκτήσουν τέτοια διάταξη ώστε να περιστοιχίζουν συμμετρικά τον

ηγέτη, κόκκινος κύκλος, η οποία και θα πρέπει να διατηρείται όποια και να είναι η τροχιά που

διαγράφει ο ηγέτης ανά πάσα χρονική στιγμή.

Σχήμα 6.4: Σχηματισμός των Ακόλουθων γύρω από τον Ηγέτη

6.4 Σχεδιασμός Νόμου Ελέγχου της Θέσης Διαμέσου

της Ταχύτητας

Για την επίτευξη και των δύο προαναφερθέντων στόχων, θα πρέπει να σχεδιαστεί ένας νόμος

ελέγχου, τέτοιος ώστε στη μόνιμη κατάσταση να εξασφαλιστεί ότι θα είναι z̃ = 0 και



6.4 Σχεδιασμός Νόμου Ελέγχου της Θέσης Διαμέσου της Ταχύτητας 89

∑
i

∑
j

⌊
1

‖q∗
i−q

∗
j ‖−rij

⌉4
1

ε−rij

= 0 και
∑

i

⌊
1

‖q∗
i−q0‖−ri0

⌉4
1

ε−ri0

= 0.

Ως εκ τούτου λαμβάνουμε την παρακάτω μη αρνητική Lyapunov-like συνάρτηση

V0 =
1

2
z̃T (L̂+ R̂)−1z̃ +

1

4

∑
i

∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉4
1

ε−rij

+
1

4

∑
i

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉4
1

ε−ri0

(6.22)

Παραγωγίζοντας την (6.22) και χρησιμοποιώντας την (6.15) έχουμε ότι

V̇0 = −z̃T (˜̄v − ṽ0)−
∑
i

∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )T (v̄i − v̄j)

(‖q∗i − q∗j ‖ − rij)2‖q∗i − q∗j ‖

−
∑
i

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)T (v̄i − v0)

(‖q∗i − q0‖ − ri0)2‖q∗i − q0‖
(6.23)

Στην (6.23) χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι q̇∗i = v̄i αφού q̇
∗
i = q̇i + ȧi και ȧi = 0, καθώς

τα ai είναι σταθερά διανύσματα.

Παρατηρούμε ότι γενικά ισχύει η ακόλουθη σχέση∑
i

∑
j

(q∗i − q∗j )T (v̄i − v̄j) =
∑
i

∑
j

(q∗i − q∗j )T v̄i −
∑
i

∑
j

(q∗i − q∗j )T v̄j

=
∑
i

∑
j

(q∗i − q∗j )T v̄i +
∑
i

∑
j

(q∗j − q∗i )T v̄j (6.24)

Αν κάνουμε μία αναδιάταξη στα i, j έχουμε ότι είναι∑
i

∑
j

(q∗i − q∗j )T v̄i =
∑
i

∑
j

(q∗j − q∗i )T v̄j (6.25)

Αντικαθιστούμε την σχέση (6.25) στην (6.24) και προκύπτει η ακόλουθη εξίσωση σχετικά με

τα αθροίσματα∑
i

∑
j

(q∗i − q∗j )T v̄i +
∑
i

∑
j

(q∗j − q∗i )T v̄j = 2
∑
i

∑
j

(q∗i − q∗j )T v̄i∑
i

∑
j

(q∗i − q∗j )T (v̄i − v̄j) = 2
∑
i

∑
j

(q∗i − q∗j )T v̄i (6.26)

Αντικαθιστώντας την σχέση (6.26) στην (6.23) λαμβάνουμε ότι

V̇0 = −z̃T (˜̄v − ṽ0)− 2
∑
i

∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )T v̄i

(‖q∗i − q∗j ‖ − rij)2‖q∗i − q∗j ‖

−
∑
i

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)T (v̄i − v0)

(‖q∗i − q0‖ − ri0)2‖q∗i − q0‖
(6.27)

Επίσης, παρατηρούμε ότι

∑
i

∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )T

(‖q∗i − q∗j ‖ − rij)2‖q∗i − q∗j ‖
= 0 (6.28)
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καθώς στο σύνολό του αποτελεί άθροισμα αντίθετων όρων.

Πολλαπλασιάζοντας την σχέση (6.28) με το διάνυσμα v0 λαμβάνουμε την ακόλουθη ισότητα∑
i

∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )Tv0

(‖q∗i − q∗j ‖ − rij)2‖q∗i − q∗j ‖
= 0 (6.29)

Αφαιρώντας την σχέση (6.29) από την (6.27) λαμβάνουμε τελικά ότι η παράγωγος της Lyapunov-

like συνάρτησης δίνεται από την σχέση

V̇0 = −z̃T (˜̄v − ṽ0)− 2
∑
i

∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )T (v̄i − v0)

(‖q∗i − q∗j ‖ − rij)2‖q∗i − q∗j ‖

−
∑
i

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)T (v̄i − v0)

(‖q∗i − q0‖ − ri0)2‖q∗i − q0‖

(6.30)

Προκειμένου να γράψουμε την (6.30) σε πιο συμπαγή μορφή, θα ορίσουμε πίνακες N̂F και

N̂L, μεγέθους 2n× 1, ως

N̂F =


NF1

·
·
·

NFn

 =



2
∑

j

⌊
1

‖q∗
1−q∗

j ‖−r1j

⌉3
1

ε−r1j

(q∗
1−q∗

j )

(‖q∗
1−q∗

j ‖−r1j)2‖q
∗
1−q∗

j ‖

·
·
·

2
∑

j

⌊
1

‖q∗
n−q∗

j ‖−rnj

⌉3
1

ε−rnj

(q∗
n−q∗

j )

(‖q∗
n−q∗

j ‖−rnj)2‖q∗
n−q∗

j ‖


(6.31)

N̂L =


NL1

·
·
·

NLn

 =



⌊
1

‖q∗
1−q0‖−r10

⌉3
1

ε−r10

(q∗
1−q0)

(‖q∗
1−q0‖−r10)2‖q∗

1−q0‖

·
·
·⌊

1
‖q∗

n−q0‖−rn0

⌉3
1

ε−rn0

(q∗
n−q0)

(‖q∗
n−q0‖−rn0)2‖q∗

n−q0‖


(6.32)

Οι σχέσεις (6.31) και (6.32) δίνουν τις ακόλουθες ισότητες

2
∑
i

∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )T (v̄i − v0)

(‖q∗i − q∗j ‖ − rij)2‖q∗i − q∗j ‖
= N̂T

F (˜̄v − ṽ0) (6.33)

∑
i

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)T (v̄i − v0)

(‖q∗i − q0‖ − ri0)2‖q∗i − q0‖
= N̂T

L (˜̄v − ṽ0) (6.34)

Αντικαθιστώντας λοιπόν τις σχέσεις (6.33) και (6.34) στην (6.30) λαμβάνουμε την ακόλουθη

συμπαγή μορφή της V̇0

V̇0 = −z̃T (˜̄v − ṽ0)− N̂T
F (˜̄v − ṽ0)− N̂T

L (˜̄v − ṽ0)

= −(z̃ + N̂F + N̂L)T (˜̄v − ṽ0) (6.35)
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Παρατηρούμε ότι η σχέση (6.35) μπορεί να γραφεί υπό την μορφή αθροισμάτων, σύμφωνα με

τους ορισμούς των διανυσμάτων z̃, N̂F , N̂L, ˜̄v, ṽ0, όπως αυτοί περιγράφονται στις σχέσεις

(6.12), (6.31), (6.32), (6.14) και (6.6) αντίστοιχα.

V̇0 = −
∑
i

{
(zi +NFi +NLi)

T (v̄i − v0)
}

(6.36)

Είμαστε σε θέση πλέον να ορίσουμε το νόμο ελέγχου, έστω v̄c, που πρέπει να εισαχθεί στην

(6.36) και ο οποίος θα λάβει την θέση της εισόδου ˜̄v. Σημειώνεται ότι το συνολικό διάνυσμα

ταχυτήτων ˜̄vc των n ακόλουθων, διάστασης 2n× 1, θα έχει την μορφή

˜̄vc =
[
v̄c1x v̄c1y v̄c2x v̄c2y · · · v̄cnx v̄cny

]T
(6.37)

όπου είναι

v̄ci = k1 (zi +NFi +NLi) + k2

(
zi +NFi +NLi

‖zi +NFi +NLi‖

)
(6.38)

Το πρώτο μέρος της ˜̄vc αποτελεί έναν κλασσικό έλεγχο ανατροφοδότισης κατάστασης, ενώ

το δεύτερο μέρος λειτουργεί ως sliding mode control σε δύο διαστάσεις. Ως εκ τούτου, ο

νόμος ελέγχου μπορεί να γραφεί σε συμπαγή μορφή ως ακολούθως

˜̄vc = k1(z̃ + N̂F + N̂L) + k2SGN(z̃ + N̂F + N̂L) (6.39)

Αντικαθιστώντας το νόμο ελέγχου (6.38) στην (6.36), παίρνουμε

V̇0 = −
∑
i

{
(zi +NFi +NLi)

T

(
k1 (zi +NFi +NLi) + k2

(
zi +NFi +NLi

‖zi +NFi +NLi‖

)
− v0

)}
(6.40)

Εκτελώντας πράξεις στα αθροίσματα, η (6.40) επαναδιατυπώνεται ως ακολούθως

V̇0 =
∑
i

{
−k1‖zi +NFi +NLi‖2 − k2‖zi +NFi +NLi‖+ (zi +NFi +NLi)

T v0

}
(6.41)

Παρατηρούμε ότι το τρίτο άθροισμα της (6.41) εμπεριέχει το εσωτερικό γινόμενο των διανυ-

σμάτων (zi+NFi+NLi) και v0, στο οποίο αν εφαρμόσουμε την ανισότητα Cauchy–Schwarz,

η (6.41) γίνεται

V̇0 ≤
∑
i

{
−k1‖zi +NFi +NLi‖2 − k2‖zi +NFi +NLi‖+ ‖v0‖‖zi +NFi +NLi‖

}
=
∑
i

{
−k1‖zi +NFi +NLi‖2 − (k2 − ‖v0‖) ‖zi +NFi +NLi‖

}
(6.42)

Η ταχύτητα v0 του ηγέτη δεν μπορεί να γίνει αυθαίρετα μεγάλη, και άρα θα υπάρχει κάποιο

άνω φράγμα το οποίο και δεν δύναται να υπερβεί, έστω sup{‖v0‖}. Τότε η (6.42) γίνεται

V̇0 ≤
∑
i

{
−k1‖zi +NFi +NLi‖2 − (k2 − sup{‖v0‖}) ‖zi +NFi +NLi‖

}
(6.43)

Επιλέγοντας κατάλληλο κέρδος k2 ώστε να ικανοποιεί την ανισότητα

k2 ≥ sup{‖v0‖} (6.44)
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έπεται ότι το δεύτερο μέρος της ανισότητας (6.43) θα περιέχει καθαρά μη-θετικούς όρους, και

άρα μπορούμε να λάβουμε ένα λιγότερο αυστηρό άνω φράγμα της V̇0 ως ακολούθως

V̇0 ≤
∑
i

{
−k1‖zi +NFi +NLi‖2

}
V̇0 ≤ −k1‖z̃ + N̂F + N̂L‖2 (6.45)

Για την απόδειξη της Πρότασης που ακολουθεί στην συνέχεια της ανάλυσης, είναι απαραίτητη

η γνώση της μορφής των παραγώγων των διανυσμάτων N̂F και N̂L. Παραγωγίζοντας λοιπόν

την σχέση (6.31), λαμβάνουμε ότι

˙̂NF =
[
ṄT

F1 · · · ṄT
Fn

]T
(6.46)

όπου

ṄFi =
∑
j

2

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(v̄i − v̄j)(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖

(6.47)

− 2

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉2
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )T (v̄i − v̄j)(q∗i − q∗j )(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖2

·

 3(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2 +

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉
1

ε−rij

(
2

‖q∗i − q∗j ‖ − rij
+

1

‖q∗i − q∗j ‖

)


Ομοίως, παραγωγίζοντας την σχέση (6.32) παίρνουμε ότι

˙̂NL =
[
ṄT

L1 · · · ṄT
Ln

]T
(6.48)

όπου

ṄLi =

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(v̄i − v0)(
‖q∗i − q0‖ − ri0

)2 ‖q∗i − q0‖ (6.49)

−
⌊

1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉2
1

ε−ri0

(q∗i − q0)T (v̄i − v0)(q∗i − q0)(
‖q∗i − q0‖ − ri0

)2 ‖q∗i − q0‖2
·

 3(
‖q∗i − q0‖ − ri0

)2 +

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉
1

ε−ri0

(
2

‖q∗i − q0‖ − ri0
+

1

‖q∗i − q0‖

)
Επανερχόμενοι στην ανισότητα (6.45), είμαστε σε θέση να διατυπώσουμε την ακόλουθη

Πρόταση.

Πρόταση 6.1. Καθώς είναι

V̇0 ≤ −k1‖z̃ + N̂F + N̂L‖2

έπεται ότι θα ισχύει

lim
t→∞
‖z̃(t) + N̂F (t) + N̂L(t)‖ = 0 (6.50)
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Απόδειξη. Ολοκληρώνοντας κατά μέλη την σχέση (6.45) παίρνουμε∫ ∞
0

V̇0(τ)dτ ≤ −k1
∫ ∞
0
‖z̃(τ) + N̂F (τ) + N̂L(τ)‖2dτ

V0(t =∞)− V0(t = 0) ≤ −k1
∫ ∞
0
‖z̃(τ) + N̂F (τ) + N̂L(τ)‖2dτ (6.51)

Από την (6.51) συμπεραίνουμε ότι το ολοκλήρωμα
∫∞
0 ‖z̃(τ) + N̂F (τ) + N̂L(τ)‖2dτ υπάρχει

και είναι φραγμένο, άρα και πεπερασμένο, όπως φαίνεται από την ακόλουθη ανισότητα∫ ∞
0
‖z̃(τ) + N̂F (τ) + N̂L(τ)‖2dτ ≤ 1

k1
(V0(t = 0)− V0(t =∞)) (6.52)

Σημειώνεται ότι καμία εκ των ποσοτήτων V0(t = 0) και V0(t = ∞) δεν απειρίζεται, καθώς

αφενός η κατάσταση εκκίνησης του συστήματος δεν περιλαμβάνει συγκρούσεις μεταξύ των

πρακτόρων, και αφετέρου, δεδομένου ότι η συνάρτηση V0 έχει δειχθεί ότι είναι φθίνουσα,

δεν δύναται να απειρίζεται στην μόνιμη κατάσταση. Ως εκ τούτου, εξασφαλίζεται ότι δεν θα

υπάρχουν συγκρούσεις καθόλη την διάρκεια λειτουργίας του συστήματος. ΄Αρα τα διανύσματα

N̂F και N̂L δεν απειρίζονται καμία χρονική στιγμή. Συγκρίνοντας την σχέση (6.31) με τις

(6.46) και (6.47) συμπεραίνουμε ότι, άν η διανυσματική συνάρτηση N̂F είναι φραγμένη το ίδιο

θα ισχύει και για την
˙̂NF . Ομοίως, συγκρίνοντας την σχέση (6.32) με τις (6.48) και (6.49)

συμπεραίνουμε ότι, άν η διανυσματική συνάρτηση N̂L είναι φραγμένη το ίδιο θα ισχύει και για

την
˙̂NL.

Θεωρούμε την συνάρτηση

F (t) =

∫ t

0
‖z̃(τ) + N̂F (τ) + N̂L(τ)‖2dτ (6.53)

Η (6.53) είναι χρονικά μεταβαλλόμενη και σύμφωνα με την (6.52) έχει πεπερασμένο όριο για

t→∞. Η συνάρτηση Ḟ (t) είναι ομοιόμορφα συνεχής αφού η F̈ (t) είναι φραγμένη. Πράγματι

είναι

F̈ (t) = 2
(
z̃ + N̂F + N̂L

)T (
˙̃z + ˙̂NF + ˙̂NL

)
(6.54)

Βάσει της παραπάνω ανάλυσης, τα διανύσματα z̃, N̂F , N̂L,
˙̃z, ˙̂NF και

˙̂NL παραμένουν

φραγμένες συναρτήσεις καθόλη την διάρκεια λειτουργίας του συστήματος. Κατ’επέκταση το

ίδιο θα ισχύει και για την F̈ (t) λόγω της σχέσης (6.54).

Συνεπώς, η συνάρτηση F (t) πληροί τις προϋποθέσεις του Λήμματος Barbalat (2.5), εφαρ-

μόζοντας το οποίο λαμβάνουμε ότι

lim
t→∞

Ḟ (t) = 0

lim
t→∞
‖z̃(t) + N̂F (t) + N̂L(t)‖2 = 0

lim
t→∞
‖z̃(t) + N̂F (t) + N̂L(t)‖ = 0 (6.55)

Η σχέση (6.55) ολοκληρώνει την απόδειξη της Πρότασης καθώς συμπίπτει με την (6.50).
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Πρόταση 6.2. Καθώς είναι

lim
t→∞
‖z̃(t) + N̂F (t) + N̂L(t)‖ = 0

έπεται ότι θα ισχύει

lim
t→∞

V0(t) = 0

δηλαδή λόγω της προηγούμενης πρότασης, η συνάρτηση V0 προϊόντος του χρόνου θα βρεθεί

στο Ολικό της Ελάχιστο. Αυτό θα συμβαίνει σχεδόν για όλες τις δυνατές αρχικές καταστάσεις

του συστήματος. Εκείνες οι αρχικές καταστάσεις για τις οποίες δεν θα ισχύει η πρόταση

αφορούν τα σαγματικά σημεία της συνάρτησης V0.

΄Οπως αποδείχθηκε στο Κεφάλαιο 4, που αφορά την κινηματική και δυναμική ανάλυση του

ρομπότ διαφορικής οδήγησης, ο πίνακας S̄ διαστάσεων 2 × 2 που αφορά την σχέση μεταξύ

των διανυσμάτων θέσης και ταχύτητας ενός κινητού ρομπότ διαφορικής οδήγησης δίνεται από

την ακόλουθη σχέση για τον πρακτορα i

S̄i =

[
ri
2 cos θi − ri

2bi
di sin θi

ri
2 cos θi + ri

2bi
di sin θi

ri
2 sin θi + ri

2bi
di cos θi

ri
2 sin θi − ri

2bi
di cos θi

]

και για το σύστημα των n πρακτόρων λαμβάνουμε το συνολικό πίνακα διαστάσεων 2n× 2n

ˆ̄S =



S̄1 02×2 · · · 02×2

02×2 S̄2 · · · 02×2

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

02×2 02×2 · · · S̄n


(6.56)

Η μητρα αδράνειας ενός κινητού ρομπότ διαφορικής οδήγησης έχει δειχθεί ότι είναι ένας

πίνακας διαστάσεων 2 × 2 ο οποίος περιγράφεται από την ακόλουθη σχέση για τον κάθε

πράκτορα

M̄i =

 r2i
4b2i

(mib
2
i + Ii) + Iwi

r2i
4b2i

(mib
2
i − Ii)

r2i
4b2i

(mib
2
i − Ii)

r2i
4b2i

(mib
2
i + Ii) + Iwi


και για το σύστημα των n πρακτόρων λαμβάνουμε το συνολικό πίνακα διαστάσεων 2n× 2n

ˆ̄M =



M̄1 02×2 · · · 02×2

02×2 M̄2 · · · 02×2

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

02×2 02×2 · · · M̄n


(6.57)

Η Κεντρομόλος και Κοριόλις μήτρα ενός κινητού ρομπότ διαφορικής οδήγησης έχει δειχθεί

ότι είναι ένας πίνακας διαστάσεων 2× 2 ο οποίος περιγράφεται από την ακόλουθη σχέση για
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τον κάθε πράκτορα

V̄i =

[
0

mcidir
2
i

2bi

−mcidir
2
i

2bi
0

]
θ̇i

και για το σύστημα των n πρακτόρων λαμβάνουμε το συνολικό πίνακα διαστάσεων 2n× 2n

ˆ̄V =



V̄1 02×2 · · · 02×2

02×2 V̄2 · · · 02×2

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

02×2 02×2 · · · V̄n


(6.58)

Η μήτρα μετασχηματισμού εισόδου ενός κινητού ρομπότ διαφορικής οδήγησης έχει αποδειχθεί

ότι συμπίπτει με τον μοναδιαίο πίνακα διαστάσεων 2× 2, δηλαδή είναι

B̄i = I2

και για το σύστημα των n πρακτόρων λαμβάνουμε το συνολικό πίνακα διαστάσεων 2n× 2n

ˆ̄B = I2n (6.59)

Τέλος, η είσοδος του συστήματος της δυναμικής των ρομπότ δίνεται από το ακόλουθο διάνυσμα

ροπών με διάσταση 2n× 1

τ̃ =
[
τ1R τ1L τ2R τ2L · · · τnR τnL

]T
(6.60)

Λαμβάνοντας υπόψιν τους ορισμούς και τις σχέσεις (6.1)-(6.56), είμαστε σε θέση να διατυ-

πώσουμε το ακόλουθο Λήμμα

Λήμμα 6.10. ΄Εστω n κινούμενα ρομπότ διαφορικής οδήγησης που περιγράφονται από την

(3.55). ΄Αν η ταχύτητα ṽ επιλεγεί ως

ṽc = ˆ̄S
−1 (

k1(z̃ + N̂F + N̂L) + k2SGN(z̃ + N̂F + N̂L)
)

(6.61)

και ο γράφος επικοινωνίας είναι γεννητικό δέντρο με ρίζα τον ηγέτη τότε

lim
t→∞
‖z̃(t)‖ = 0 & lim

t→∞
VCAF (t) = 0 & lim

t→∞
VCAL(t) = 0

που συνεπάγεται leader-follower formation με αποφυγή συγκρούσεων.

6.5 Σχεδιασμός Νόμου Ελέγχου της Ταχύτητας Δια-

μέσου της Ροπής

Προχωράμε στην ανάλυση του συνολικού συστήματος το οποίο περιλαμβάνει την δυναμική

των κινητών ρομπότ διαφορικής οδήγησης, και έχει την ακόλουθη μορφή

˙̃z = −(L̂+ R̂)[ˆ̄Sṽ − ṽ0] (6.62)

˙̃v = − ˆ̄M
−1

[ ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd] + ˆ̄M
−1
τ̃ (6.63)
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΄Οπως παρατηρείται, στην εξίσωση (6.63) δεν γίνεται χρήση της μήτρας μετασχηματισμού ει-

σόδου
ˆ̄B, καθώς αποτελεί έναν μοναδιαίο πίνακα και άρα μπορεί να παραληφθεί.

Σε αυτό το σύστημα αναζητάμε κατάλληλη είσοδο τ̃ η οποία, σύμφωνα με το Λήμμα 6.10, θα

οδηγήσει την ταχύτητα ṽ στην επιθυμητή ṽc, έτσι ώστε τόσο ο μετασχηματισμός z̃ όσο και

τα δυναμικά αποφυγής συγκρούσεων, με την πάροδο του χρόνου, να συγκλίνουν στο μηδέν.

Γι’αυτή την ανάλυση χρησιμοποιείται η τεχνική του Backstepping. Συγκεκριμένα γίνεται κα-

τάλληλος συνδυασμός των μεθόδων Single-Integrator Backstepping, Generic Backstepping

και Block Backstepping, τεχνικές οι οποίες αναλύονται διεξοδικά στο κεφάλαιο 14, του βι-

βλίου [16].

Για να μετατρέψουμε το πρόβλημα τουGeneric Backstepping σε απλοποιημένο Single-Integrator

Backstepping, θα θεωρήσουμε μία νέα μεταβλητή εισόδου ως ακολούθως

τ̃1 = − ˆ̄M
−1

[ ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd] + ˆ̄M
−1
τ̃ (6.64)

τ̃ = ˆ̄Mτ̃1 + ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd (6.65)

Αντικαθιστώντας την σχέση (6.64) στην (6.63), το σύστημα εξισώσεων (6.62)-(6.63) λαμβάνει

την ακόλουθη μορφη

˙̃z = −(L̂+ R̂)[ˆ̄Sṽ − ṽ0] (6.66)

˙̃v = τ̃1 (6.67)

΄Επειτα, προσθαφαιρώντας το γινόμενο
ˆ̄Sṽc στην σχέση (6.66), το σύστημα εξισώσεων (6.66)-

(6.67) λαμβάνει την μορφή

˙̃z = −(L̂+ R̂)[ˆ̄Sṽ + ˆ̄Sṽc − ˆ̄Sṽc − ṽ0] (6.68)

˙̃v = τ̃1 (6.69)

Ορίζοντας μία νέα μεταβλητή λάθους, η οποία θα μετράει το σφάλμα μεταξύ της πραγματικής

ταχύτητας ṽ και της επιθυμητής ṽc

ẽ = ṽ − ṽc (6.70)

το σύστημα (6.68)-(6.69) τροποποιείται εκ νέου ως ακολούθως

˙̃z = −(L̂+ R̂)[ˆ̄Sṽc − ṽ0]− (L̂+ R̂)ˆ̄Sẽ (6.71)

˙̃e = ˙̃v − ˙̃vc = τ̃1 − ˙̃vc (6.72)

Επιθυμούμε λοιπόν, με κατάλληλη επιλογή της ροπής εισόδου τ̃1, να επιτύχουμε ασυμπτωτική

σύγκλιση του λάθους στο μηδέν, ẽ → 0, οπότε και θα εξασφαλιστεί ṽ → ṽc. Ως εκ τούτου

λαμβάνουμε την ακόλουθη μη αρνητική Lyapunov-like συνάρτηση

Vε =
1

2
ẽT ˆ̄Mẽ (6.73)

Παραγωγίζοντας την συνάρτηση (6.73) παίρνουμε

V̇ε = ˙̃e
T ˆ̄Mẽ = (τ̃1 − ˙̃vc)

T ˆ̄Mẽ (6.74)
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Επιλέγουμε είσοδο τ̃1

(τ̃1 − ˙̃vc)
T = −k3ẽT ˆ̄M

−1
(6.75)

έτσι ώστε αντικαθιστώντας την σχέση (6.75) στην (6.74) να λάβουμε

V̇ε = −k3ẽT ẽ = −k3‖ẽ‖2 (6.76)

Για την μήτρα αδρανείας, σύμφωνα με τον ορισμό της, ισχύει η ακόλουθη ισότητα

ˆ̄M = ˆ̄M
T
⇔ ˆ̄M

−1
= ( ˆ̄M

−1
)T (6.77)

Λύνοντας την σχέση (6.75) ως προς τ̃1, και λαμβάνοντας υπόψιν την ισότητα (6.77) παίρνουμε

τελικά ότι

τ̃1 = ˙̃vc − k3 ˆ̄M
−1
ẽ (6.78)

Αντικαθιστώντας τελικά την σχέση (6.78) στην (6.65) θα λάβουμε την είσοδο ροπής

τ̃ = −k3ẽ+ ˆ̄M ˙̃vc + ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd (6.79)

με k3 θετική σταθερά. Ισοδύναμα

V̇ε = −k3‖ẽ‖2 ≤ −
2k3

λmax( ˆ̄M)

(
1

2
ẽT ˆ̄Mẽ

)
V̇ε ≤ −

2k3

λmax( ˆ̄M)
Vε (6.80)

Παρατηρούμε ότι στην ανισότητα (6.80) μπορούμε να εφαρμόσουμε το Λήμμα 2.3, και άρα να

συμπεράνουμε την σύγκλιση των ποσοτήτων e και ṽ στο μηδέν

lim
t→∞

Vε(t) = 0 ⇒ lim
t→∞

ẽ(t) = 0 & lim
t→∞

(ṽ(t)− ṽc(t)) = 0 (6.81)

Λαμβάνοντας υπόψιν τους ορισμούς και τις σχέσεις (6.62)-(6.81) , είμαστε σε θέση να διατυ-

πώσουμε το ακόλουθο Λήμμα:

Λήμμα 6.11. Δοθέντος του συστήματος δυναμικών εξισώσεων που περιγράφουν την κινη-

ματική και δυναμική των ρομπότ διαφορικής οδήγησης

˙̃z = −(L̂+ R̂)[ˆ̄Sṽ − ṽ0] (6.82)

˙̃v = − ˆ̄M
−1

[ ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd] + ˆ̄M
−1
τ̃ (6.83)

Αν στο παραπάνω σύστημα η ροπή εισόδου τ̃ λάβει την ακόλουθη μορφή

τ̃ = −k3ẽ+ ˆ̄M ˙̃vc + ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd

= −k3(ṽ − ṽc) + ˆ̄M ˙̃vc + ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd

και ο γράφος επικοινωνίας είναι γεννητικό δέντρο με ρίζα τον ηγέτη τότε

lim
t→∞
‖z̃(t)‖ = 0 & lim

t→∞
VCAF (t) = 0 & lim

t→∞
VCAL(t) = 0

που συνεπάγεται leader-follower formation με αποφυγή συγκρούσεων σύμφωνα με το Λήμμα

6.10.
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6.6 Εισαγωγή Νευρωνικών Δικτύων στο Νόμο Ελέγ-

χου

Στην συνέχεια θα εξετάσουμε την εισαγωγή νευρωνικών δικτύων στο νόμο ελέγχου που

προτείνεται στο Λήμμα 6.11, ούτως ώστε να μπορεί να θεωρηθεί εντελώς άγνωστη η δυναμική

των κινητών ρομπότ, δηλαδή οι πίνακες
ˆ̄M , ˆ̄V , ˆ̄F και ˆ̄τd. Σύμφωνα με το παραπάνω Λήμμα,

η ροπή εισόδου λαμβάνει την μορφή

τ̃ = −k3ẽ+ ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd + ˆ̄M ˙̃vc︸ ︷︷ ︸ (6.84)

Αυτό το μέρος της εισόδου θα προσεγγιστεί από

Νευρωνικά Δίκτυα Υψηλότερης Τάξης

(Higher Order Neural Networks)

Από την Θεωρία Προσέγγισης, Θεώρημα 2.1, γνωρίζουμε ότι μπορούν να βρεθούν πίνακες

και διανύσματα

W : 2nm× 2n (6.85)

S(z) : 2nm× 1 (6.86)

ε : 2n× 1 (6.87)

τα οποία προσεγγίζουν τη δυναμική των ρομπότ σύμφωνα με την ακόλουθη εξίσωση

ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd + ˆ̄M ˙̃vc = W TS(z) + ε (6.88)

Το διάνυσμα S(z) αποτελείται από 2n διανύσματα Si(z), το μήκος των οποίων ειναι m και

εξαρτάται από την τάξη των HONN που θα χρησιμοποιηθούν. Καθώς έχουμε επιλέξει να

κάνουμε χρήση Νευρωνικών Δικτύων Δευτέρας Τάξης, έπεται ότι, εν προκειμένω, θα είναι

m = 15, όπως θα φανεί και στην αναλυτική περιγραφή του διανύσματος Si(z). Στην είσοδο

τ̃ όμως, θα χρησιμοποιήσουμε μία προσέγγιση της συνάρτησης (6.88), η οποία θα έχει την

μορφή

Ŵ TS(z), Ŵ : 2nm× 2n (6.89)

Ο νόμος ελέγχου (6.84) θα τροποποιηθεί κατάλληλα έτσι ώστε να περιλαμβάνει τα νευρωνικά

δίκτυα με τα οποία θα προσεγγιστεί η άγνωστη δυναμική, καθώς και έναν έξτρα όρο του

σφάλματος ο οποίος αποσκοπεί στον περιορισμό της απόκλισης που θα εμφανιστεί λόγω της

παρουσίας των νευρωνικών δικτύων. Ο όρος αυτός λειτουργεί ως sliding-mode control σε

δύο διαστάσεις. Ως εκ τούτου, ο νόμος ελέγχου περιγράφεται από την εξίσωση

τi = −k3ei − k4
ei
‖ei‖

+ Ŵ T
i

(
[1 1]T ⊗ Si(z)

)
(6.90)

και μπορεί να γραφεί σε συμπαγή μορφή ως ακολούθως

τ̃ = −k3ẽ− k4SGN(ẽ) + Ŵ TS(z) (6.91)
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Το κέρδος k4 αποτελεί μία θετική σταθερά το μέτρο της οποίας επιλέγεται ανάλογα με το

μέγεθος της απόκλισης που εμφανίζεται, όπως θα φανεί στην πορεία της ανάλυσης.

Ορίζουμε την διαφορά μεταξύ της πραγματικής συνάρτησης (6.85) και της προσέγγισής της

(6.89) ως

W̃ = W − Ŵ W̃ : 2nm× 2n (6.92)

΄Οσον αφορά τους πίνακες
ˆ̄M , ˆ̄V , ˆ̄F , ˆ̄τd που εμφανίζονται στις σχέσεις (6.84) και (6.88)

υποθέτουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι

ˆ̄F = 0 & ˆ̄τd = 0 (6.93)

Σε διαφορετική περίπτωση, αν αυτοί οι δύο όροι είναι άνω φραγμένοι σε νόρμα τότε η επίδραση

τους μπορεί να εξαλειφθεί από τον robustness term −k4SGN(ẽ) για αρκετά μεγάλο k4.

Ο πίνακας
ˆ̄M , όπως έχει οριστεί στην σχέση (6.57), αποτελεί ένα σταθερό θετικά ορισμένο

πίνακα.

Ο πίνακας
ˆ̄V , όπως έχει οριστεί στην σχέση (6.58), εξαρτάται από την μεταβλητή θ̇ και άρα

από τις μεταβλητές vR και vL, αφού είναι θ̇ = r
2bvR−

r
2bvL. Δηλαδή εξαρτάται από το διάνυσμα

ṽ, όπως έχει οριστεί στην σχέση (6.3).

Σύμφωνα με τα παραπάνω, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι το διάνυσμα z θα εξαρτάται από

τα διανύσματα ṽ και ˙̃vc, δηλαδή θα έχει την ακόλουθη μορφή

z =
[
v1R v1L v̇c1x v̇c1y · · · vnR vnL v̇cnx v̇cny

]T
(6.94)

Σύμφωνα με τον ορισμό του, το S(z) περιγράφεται από το ακόλουθο διάνυσμα

S(z) =
[
ST
1 (z) ST

1 (z) ST
2 (z) ST

2 (z) · · · ST
n (z) ST

n (z)
]T

(6.95)

Βάσει της σχέσης (6.94) το διάνυσμα Si(z), όπου i = 1, 2, ..., n, δομείται ως ακολούθως

Si(z) =



si1

si2

si3

si4

si5

si6

si7

si8

si9

si10

si11

si12

si13

si14

si15



=



1

tanh(viR)

tanh(viL)

tanh(v̇cix)

tanh(v̇ciy)

tanh2(viR)

tanh(viR) tanh(viL)

tanh(viR) tanh(v̇cix)

tanh(viR) tanh(v̇ciy)

tanh2(viL)

tanh(viL) tanh(v̇cix)

tanh(viL) tanh(v̇ciy)

tanh2(v̇cix)

tanh(v̇cix) tanh(v̇ciy)

tanh2(v̇ciy)



(6.96)
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Για λόγους πληρότητας παραθέτουμε αναλυτικά την μορφή που θα έχουν οι πίνακες W , Ŵ

και W̃ .

W =



W1x 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 W1y 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 W2x 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 W2y · · · 0m×1 0m×1

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · Wnx 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 Wny


(6.97)

όπου τα W1x,W1y, ...,Wnx,Wny αποτελούν σταθερά διανύσματα μεγέθους m× 1.

Ŵ =



Ŵ1x 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 Ŵ1y 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 Ŵ2x 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 Ŵ2y · · · 0m×1 0m×1

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · Ŵnx 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 Ŵny


(6.98)

όπου τα Ŵ1x, Ŵ1y, ..., Ŵnx, Ŵny αποτελούν χρονικά μεταβαλλόμενα διανύσματα μεγέθους

m× 1.

W̃ =



W̃1x 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 W̃1y 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 W̃2x 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 W̃2y · · · 0m×1 0m×1

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · W̃nx 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 W̃ny


(6.99)

όπου τα W̃1x, W̃1y, ..., W̃nx, W̃ny αποτελούν χρονικά μεταβαλλόμενα διανύσματα μεγέθους

m× 1.

Σύμφωνα με τους ορισμούς των πινάκων (6.96)-(6.98), τα διανύσματαW TS(z) και Ŵ TS(z),

μεγέθους 2n× 1, στην περίπτωση όπου n = 5 σχηματικά λαμβάνουν την μορφή του διαγράμ-

ματος νευρωνικών δικτύων που παρατίθεται στο Παράρτημα της εργασίας.

΄Οσον αφορά το διάνυσμα λάθους ẽ θα έχει την επόμενη μορφή

ẽ =
[
e1R e1L e2R e2L · · · enR enL

]T
(6.100)
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Ορίζουμε ένα νέο πίνακα, έστω J , διαστάσεων (2n × m) × 2n, ο οποίος δίνεται από την

έκφραση

J =



1m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1

0m×1 1m×1 0m×1 · · · 0m×1

0m×1 0m×1 1m×1 · · · 0m×1

· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·

0m×1 0m×1 0m×1 · · · 1m×1


(6.101)

Προχωράμε στον υπολογισμό του γινομένου S(z)ẽT ◦ J , όπου ◦ δηλώνει το Hadamard

product.

Λαμβάνοντας το γινόμενο των πινάκων (6.95) και (6.100) προκύπτει ότι

S(z)ẽT =



e1RS1(z) e1LS1(z) · · · enRS1(z) enLS1(z)

e1RS1(z) e1LS1(z) · · · enRS1(z) enLS1(z)

· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·

e1RSn(z) e1LSn(z) · · · enRSn(z) enLSn(z)

e1RSn(z) e1LSn(z) · · · enRSn(z) enLSn(z)


(6.102)

΄Επειτα, υπολογίζοντας το γινόμενο των πινάκων (6.102) και (6.101) προκύπτει τελικά ότι

S(z)ẽT ◦ J = (6.103)

e1RS1(z) 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 e1LS1(z) 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 e2RS2(z) 0m×1 · · · 0m×1 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 e2LS2(z) · · · 0m×1 0m×1

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · enRSn(z) 0m×1

0m×1 0m×1 0m×1 0m×1 · · · 0m×1 enLSn(z)


Βάσει των σχέσεων (6.95), (6.98), (6.100), (6.101), (6.102) και (6.103) ορίζουμε το Ŵ έτσι

ώστε να ικανοποιεί την ακόλουθη Διαφορική Εξίσωση (Update Law)

˙̂W = −γ
[
S(z)ẽT ◦ J + σŴ

]
(6.104)

Η παράμετρος γ που εμφανίζεται στο νόμο αναβάθμισης (6.104) ονομάζεται κέρδος προσαρ-

μογής (adaptation gain), και είναι μία θετική σταθερά η οποία συμβάλει στην ταχύτητα της

σύγκλισης του αλγορίθμου. Αντίστοιχα, η παράμετρος σ ονομάζεται παράγοντας ολίσθησης

(drift factor) και ρόλος της είναι να κρατάει τα βάρη Ŵ φραγμένα. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα
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να βελτιώνει την ευστάθεια του συστήματος αλλά ταυτόχρονα να αυξάνει το σφάλμα. Ως εκ

τούτου, για το σ επιλέγεται μία μικρή θετική τιμή.

Θεωρούμε την ακόλουθη μη αρνητική Lyapunov-like συνάρτηση

VNN = Vε + tr

{
1

2γ
W̃ T W̃

}
=

1

2
ẽT ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

2γ
W̃ T W̃

}
(6.105)

Παραγωγίζοντας την συνάρτηση (6.105) και κάνοντας χρήση της σχέσης (6.72) παίρνουμε

V̇NN = ˙̃e
T ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
(6.106)

=
(
τ̃1 − ˙̃vc

)T ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
΄Επειτα, αντικαθιστώντας την σχέση (6.64) στην (6.106) προκύπτει ότι

V̇NN =

(
− ˆ̄M

−1 ( ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd

)
+ ˆ̄M

−1
τ̃ − ˙̃vc

)T
ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
=
(
τ̃ −

(
ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd + ˆ̄M ˙̃vc

))T ( ˆ̄M
−1
)T

ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
(6.107)

Από τις σχέσεις (6.88) και (6.91), η εξίσωση (6.107) τροποποιείται ως ακολούθως

V̇NN =
(
−k3ẽ− k4SGN(ẽ) + Ŵ TS(z)−

(
W TS(z) + ε

))T
ẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
= −k3ẽT ẽ− k4 (SGN(ẽ))T ẽ−

(
W TS(z)− Ŵ TS(z)

)T
ẽ− εT ẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
(6.108)

Παρατηρούμε ότι, σύμφωνα με τον ορισμό της παραμέτρου SGN θα είναι

(SGN(ẽ))T ẽ =
∑
i

{(
ei
‖ei‖

)T
ei

}
=
∑
i

{‖ei‖} ≥ ‖e‖ ⇒

− (SGN(ẽ))T ẽ ≤ −‖e‖ (6.109)

Τέλος, κάνοντας χρήση των (6.92) και (6.109) στην (6.108) καταλήγουμε στην ανισότητα

V̇NN ≤ −k3‖ẽ‖2 − k4‖e‖ − ST (z)W̃ ẽ− εT ẽ+ tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
(6.110)

Προχωράμε στον υπολογισμό του γινομένου ST (z)W̃ ẽ.

Λαμβάνοντας το γινόμενο των (6.95) και (6.99) προκύπτει ότι

ST (z)W̃ =
[
ST
1 (z)W̃1x ST

1 (z)W̃1y · · · ST
n (z)W̃nx ST

n (z)W̃ny

]
(6.111)

Πολλαπλασιάζοντας την (6.111) με την (6.100) παίρνουμε

ST (z)W̃ ẽ = ST
1 (z)W̃1xe1R + ST

1 (z)W̃1ye1L + ...+ ST
n (z)W̃nxenR + ST

n (z)W̃nyenL

(6.112)
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΄Επειτα προχωράμε στον υπολογισμό του tr
{

1
γW̃

T ˙̃W
}
. Αρχικά παρατηρούμε ότι, καθώς είναι

W̃ = W − Ŵ και ο πίνακας W είναι σταθερός οπότε Ẇ = 0, έπεται ότι παραγωγίζοντας

την σχέση (6.92) και αντικαθιστώντας την σχέση (6.104) θα λάβουμε

˙̃W = − ˙̂W = γ
[
S(z)ẽT ◦ J + σŴ

]
(6.113)

Πολλαπλασιάζοντας τώρα την σχέση (6.113) με W̃ παίρνουμε

1

γ
W̃ T ˙̃W = W̃ TS(z)ẽT ◦ J + σW̃ T Ŵ (6.114)

Από τις σχέσεις (6.99) και (6.103) προκύπτει ότι

W̃ TS(z)ẽT ◦ J = (6.115)

e1RW̃
T
1xS1(z) 0 · · · 0 0

0 e1LW̃
T
1yS1(z) · · · 0 0

· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·
0 0 · · · enRW̃

T
nxSn(z) 0

0 0 · · · 0 enLW̃
T
nySn(z)


Επίσης οι σχέσεις (6.98) και (6.99) δίνουν

W̃ T Ŵ =



W̃ T
1xŴ1x 0 · · · 0 0

0 W̃ T
1yŴ1y · · · 0 0

· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·
0 0 · · · W̃ T

nxŴnx 0

0 0 · · · 0 W̃ T
nyŴny


(6.116)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (6.115) και (6.116) στην (6.114) προκύπτει τελικά ότι

1

γ
W̃ T ˙̃W = W̃ TS(z)ẽT ◦ J + σW̃ T Ŵ

=



e1RW̃
T
1xS1(z) + σW̃ T

1xŴ1x · · · 0

0 · · · 0

· · · · ·
· · · · ·
· · · · ·
0 · · · 0

0 · · · enLW̃
T
nySn(z) + σW̃ T

nyŴny


(6.117)

Λαμβάνοντας λοιπόν το tr
{

1
γW̃

T ˙̃W
}
από την σχέση (6.6) παίρνουμε

tr

{
1

γ
W̃ T ˙̃W

}
=

n∑
i=1

{
eiRW̃

T
ixSi(z) + σW̃ T

ixŴix + eiLW̃
T
iySi(z) + σW̃ T

iyŴiy

}
(6.118)
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (6.112) και (6.118) στην (6.110) λαμβάνουμε ότι

V̇NN ≤− k3‖ẽ‖2 − k4‖ẽ‖ − εT ẽ (6.119)

−
n∑
i=1

{
ST
i (z)W̃ixeiR + ST

i (z)W̃iyeiL

}
+

n∑
i=1

{
eiRW̃

T
ixSi(z) + σW̃ T

ixŴix + eiLW̃
T
iySi(z) + σW̃ T

iyŴiy

}
Επίσης, καθώς τα Si(z), W̃ix, W̃iy είναι διανύσματα μεγέθους (m × 1), προκύπτουν οι πα-

ρακάτω ισότητες

ST
i (z)W̃ixeiR = eiRW̃

T
ixSi(z) (6.120)

ST
i (z)W̃iyeiL = eiLW̃

T
iySi(z) (6.121)

Με βάση την σχέση (6.119) και λαμβάνοντας υπόψιν τις ισότητες (6.120) και (6.121) συνε-

πάγεται ότι

V̇NN ≤ −k3‖ẽ‖2 − k4‖ẽ‖ − εT ẽ+
n∑
i=1

{
σW̃ T

ixŴix + σW̃ T
iyŴiy

}
(6.122)

Πρωτού αναλύσουμε περισσότερο την σχέση (6.122), βασιζόμενοι στην εξίσωση (6.92) παρα-

τηρούμε ότι το γινόμενο W̃ T
ixŴix μπορεί να τροποποιηθεί όπως φαίνεται παρακάτω

W̃ T
ixŴix = W̃ T

ix

(
Wix − W̃ix

)
(6.123)

=
1

2

(
W̃ix + W̃ix

)T (
Wix − W̃ix

)
=

1

2

[
W̃ix +

(
Wix − Ŵix

)]T (
Wix − W̃ix

)
=

1

2

[
W̃ T

ixWix − W̃ T
ixW̃ix +W T

ixWix −W T
ixW̃ix − Ŵ T

ixWix + Ŵ T
ixW̃ix

]
=

1

2

[
−W̃ T

ixW̃ix +W T
ixWix − Ŵ T

ix

(
Wix − W̃ix

)]
΄Ετσι, η σχέση (6.123) δίνει τελικά ότι

W̃ T
ixŴix =

1

2

[
−W̃ T

ixW̃ix +W T
ixWix − Ŵ T

ixŴix

]
(6.124)

Αντίστοιχη σχέση θα ισχύει και για το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων W̃iy και Ŵiy

W̃ T
iyŴiy =

1

2

[
−W̃ T

iyW̃iy +W T
iyWiy − Ŵ T

iyŴiy

]
(6.125)

Λαμβάνοντας υπόψιν τις σχέσεις (6.124) και (6.125), η (6.122) γράφεται

V̇NN ≤ −k3‖ẽ‖2 − k4‖ẽ‖ − εT ẽ+

n∑
i=1

{σ
2

[
−W̃ T

ixW̃ix +W T
ixWix − Ŵ T

ixŴix

]}
(6.126)

+

n∑
i=1

{σ
2

[
−W̃ T

iyW̃iy +W T
iyWiy − Ŵ T

iyŴiy

]}
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Αναδιατάσσοντας την (6.126) παίρνουμε

V̇NN ≤− k3‖ẽ‖2 − k4‖ẽ‖ − εT ẽ+

n∑
i=1

{
−σ

2

[
W̃ T

1xW̃1x + W̃ T
1yW̃1y

]}
(6.127)

+
n∑
i=1

{σ
2

[
W T

1xW1x +W T
1yW1y

]
− σ

2

[
Ŵ T

1xŴ1x + Ŵ T
1yŴ1y

]}

Λαμβάνοντας υπόψιν τον ορισμό του tr
{
W̃ T W̃

}
, η (6.127) γίνεται

V̇NN ≤ −k3‖ẽ‖2 − εT ẽ−
σ

2
tr
{
W̃ T W̃

}
+
σ

2
tr
{
W TW

}
− σ

2
tr
{
Ŵ T Ŵ

}
(6.128)

Η (6.128) άνω φράσεται από την συνάρτηση

V̇NN ≤ −k3‖ẽ‖2 − k4‖ẽ‖+ ‖ε‖‖ẽ‖ − σ

2
tr
{
W̃ T W̃

}
+
σ

2
tr
{
W TW

}
(6.129)

≤ −k3‖ẽ‖2 − ‖ẽ‖(k4 − ‖ε‖)−
σ

2
tr
{
W̃ T W̃

}
+
σ

2
tr
{
W TW

}
Επιλέγοντας το κέρδος k4 έτσι ώστε να ικανοποιεί την συνθήκη k4 ≥ ‖ε‖ καταφέρνουμε να
αναιρέσουμε την απόκλιση ε, όπως γίνεται φανερό από την σχέση (6.129). Ως εκ τούτου

καταλήγουμε στην παρακάτω ανισότητα, η οποία περιγράφει το άνω φράγμα της παραγώγου

της συνάρτησης τύπου-Lyapunov VNN

V̇NN ≤ −k3‖ẽ‖2 −
σ

2
tr
{
W̃ T W̃

}
+
σ

2
tr
{
W TW

}
Υπενθυμίζουμε ότι η συνάρτηση VNN έχει οριστεί στην σχέση (6.105) ως ακολούθως

VNN =
1

2
ẽT ˆ̄Mẽ+ tr

{
1

2γ
W̃ T W̃

}
(6.130)

Οπότε, η (6.130) ισοδύναμα γράφεται

V̇NN ≤ −
2k3

λmax

(
ˆ̄M
) (1

2
ẽT ˆ̄Mẽ

)
− σγ

(
tr

{
1

2γ
W̃ T W̃

})
+
σ

2
tr
{
W TW

}
(6.131)

Θεωρώντας μία νέα σταθερά Λ η οποία να ικανοποιεί τη συνθήκη

0 < Λ ≤ min

 2k3

λmax

(
ˆ̄M
) , σγ

 (6.132)

και αντικαθιστώντας την στην ανισότητα, η (6.131) γράφεται

V̇NN ≤ −Λ

(
1

2
ẽT ˆ̄Mẽ

)
− Λ

(
tr

{
1

2γ
W̃ T W̃

})
+
σ

2
tr
{
W TW

}
(6.133)

Ορίζουμε μία νέα σταθερά G σύμφωνα με την σχέση

G =
σ

2
tr
{
W TW

}
(6.134)
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Τελικά, οι σχέσεις (6.133) και (6.134) μας δίνουν την ανισότητα σύμφωνα με την οποία συν-

δέονται οι συναρτήσεις VNN και V̇NN

V̇NN ≤ −ΛVNN +G (6.135)

Εφαρμόζοντας το Λήμμα 2.4 στην ανισότητα (6.135), προκύπτει ότι το όριο στο άπειρο της

Lyapunov-like συνάρτησης VNN εμφανίζει άνω φράγμα

lim
t→∞

VNN (t) ≤ G

Λ
(6.136)

Από την σχέση (6.105) προκύπτει ότι

1

2
ẽT ˆ̄Mẽ ≤ VNN (6.137)

Ισοδύναμα

λmin

(
ˆ̄M
)

2
‖ẽ‖2 ≤ VNN ⇒ ‖ẽ‖ ≤

√√√√ 2

λmin

(
ˆ̄M
)VNN (6.138)

Τέλος, παίρνοντας το όριο στο άπειρο της ανισότητας (6.138), και δεδομένης της (6.136),

προκύπτει ότι

lim
t→∞
‖ẽ(t)‖ ≤

√√√√ 2

λmin

(
ˆ̄M
)G

Λ
(6.139)

Δηλαδή, προϊόντος του χρόνου, το σφάλμα των ταχυτήτων θα εγκλωβιστεί σε μία μικρή πε-

ριοχή γύρω από το μηδέν, το μέγεθος της οποίας θα εξαρτάται από την σχέση των ποσοτήτων

G και Λ. Ως εκ τούτου, η ταχύτητα ṽ θα πλησιάσει πολύ την επιθυμητή ṽc, διατηρώντας

ωστόσο μία μικρή απόκλιση από αυτήν.

Στην συνέχεια διατυπώνεται το Λήμμα που συγκεντρώνει όλες τις ιδέες που αναπτύχθηκαν

για το πρόβλημα συνεργατικού ελέγχου που εξετάστηκε στο παρόν κεφάλαιο.
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Λήμμα 6.12. ΄Εστω ένα πολυπρακτορικό σύστημα αποτελούμενο από κινητά ρομπότ δια-

φορικής οδήγησης. Προκειμένου να εκτελέσουν Leader-Follower Formation, αποφεύγοντας

παράλληλα τις συγκρούσεις, ορίζουμε τον μετασχηματισμό

z̃ = −L̂q̃ − R̂(q̃ − q̃0)

καθώς και τα δυναμικά

VCAF =
∑
i

∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉4
1

ε−rij

& VCAL =
∑
i

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉4
1

ε−ri0

Δοθέντος του συστήματος δυναμικών εξισώσεων που περιγράφουν την κινηματική και δυνα-

μική των ρομπότ διαφορικής οδήγησης

˙̃z = −(L̂+ R̂)[ˆ̄Sṽ − ṽ0]

˙̃v = − ˆ̄M
−1

[ ˆ̄V ṽ + ˆ̄F + ˆ̄τd] + ˆ̄M
−1
τ̃

αν στο παραπάνω σύστημα χρησιμοποιηθεί ο ακόλουθος νόμος ελέγχου

τ̃ = −k3ẽ− k4SGN(ẽ) + Ŵ TS(z)

ẽ = ṽ − ṽc
k3 > 0 & k4 ≥ ‖ε‖

όπου

ṽc = ˆ̄S
−1 (

k1(z̃ + N̂F + N̂L) + k2SGN(z̃ + N̂F + N̂L)
)

k1 > 0 & k2 ≥ sup{‖v0‖}

με νόμο προσαρμογής (update law) των νευρωνικών δικτύων (HONN)

˙̂W = −γ
[
S(z)ẽT ◦ J + σŴ

]
γ, σ > 0

και ο γράφος επικοινωνίας είναι γεννητικό δέντρο με ρίζα τον ηγέτη, τότε το σφάλμα ταχύτη-

τας, άρα και ο μετασχηματισμός z̃, με την πάροδο του χρόνου θα συγκλίνουν σε μία περιοχή

κοντά στην αρχή. Δηλαδή θα είναι

lim
t→∞
‖ẽ(t)‖ ≤

√√√√ 2

λmin

(
ˆ̄M
)G

Λ

όπου

G =
σ

2

∑
i

(
‖Wix‖2 + ‖Wiy‖2

)
Λ ∈

0,min

 2k2

λmax

(
ˆ̄M
) , σγ




που συνεπάγεται Leader-Follower Formation με αποφυγή συγκρούσεων.





Κεφάλαιο 7

Αποτελέσματα Προσομοιώσεων

Κεφαλαίου 6

Στο παρόν κεφάλαιο γίνεται παρουσίαση και ανάλυση των αποτελεσμάτων των προσομοι-

ώσεων που υλοποιήθηκαν για το πρόβλημα ελέγχου του κεφαλαίου 5. Οι προσομοιώσεις

έγιναν σε περιβάλλον Simulink, ενώ η οπτικοποίηση των αποτελεσμάτων έγινε σε περιβάλλον

Matlab.

Το πολυπρακτορικό σύστημα που εξετάστηκε περιλαμβάνει ένα όχημα-ηγέτη και πέντε

οχήματα-ακόλουθους. Σημειώνεται ότι όλα τα οχήματα αποτελούν κινητά ρομπότ διαφορικής

οδήγησης. Η ορθότητα του προσαρμοστικού αλγορίθμου που προτάθηκε στο προηγούμενο

κεφάλαιο επαληθέυεται για 3 διαφορετικές συνδεσμολογίες των ακόλουθων, δηλαδή για 3

διαφορετικούς μη κατευθυνόμενους γράφους που περιγράφουν την επικοινωνία μεταξύ των

ακόλουθων. Επίσης, σε κάθε μία από τις 3 περιπτώσεις οι ακόλουθοι καλούνται να λάβουν

διαφορετικό σχηματισμό διάταξης. Ο ηγέτης σε κάθε περίπτωση θεωρείται ότι έχει άμεση

επικοινωνία μόνο με έναν ακόλουθο έτσι ώστε να εξετάζεται το “χειρότερο” σενάριο.

Στον επόμενο πίνακα παραθέτονται όλες εκείνες οι παράμετροι οι οποίες αρχικοποιούνται

κατάλληλα για την ομαλή λειτουργία της εκάστοτε προσομοίωσης.

Παράμετροι Προσομοιώσεων

k1, k2 : κέρδη της ταχύτητας εισόδου

k3, k4 : κέρδη της ροπής εισόδου

ε : κατώφλι ενεργοποίησης των δυναμικών αποφυγής συγκρούσεων

r0 : ακτίνα του κύκλου που αντιστοιχεί στον ηγέτη

r : διάνυσμα των ακτίνων των κύκλων που αντιστοιχούν στους ακόλουθους

γ : κέρδος προσαρμογής του νόμου αναβάθμισης των HONN

σ : παράγοντας ολίσθησης του νόμου αναβάθμισης των HONN

q0(0) : διάνυσμα αρχικής θέσης του ηγέτη

q∗(0) : διάνυσμα αρχικών θέσεων του συνόλου των ακόλουθων

a : σταθερό διάνυσμα που καθορίζει την διάταξη που θα λάβει το σύστημα
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7.1 Πρώτη Συνδεσμολογία Πρακτόρων

Σχήμα 7.1: Συνεκτικός Μη Κατευθυνόμενος Γράφος των Ακόλουθων

Σχήμα 7.2: Τροχιές των Οχημάτων στο x− y επίπεδο
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Σχήμα 7.3: Χρονική μεταβολή του διανύσματος μετασχηματισμών συμφωνίας των πρακτόρων

k1 = 0.1 k2 = 5 k3 = 5 k4 = 20 ε = 4 r0 = 2 γ = 1 σ = 0.001

r =
[

1 1.5 0.5 1 1.5
]

q0(0) = [1 0]

Σχήμα 7.4: Χρονική μεταβολή του διανύσματος ταχυτήτων των πρακτόρων
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Σχήμα 7.5: Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά τον

x-άξονα

q∗(0) =
[

4 20 8 16 12 12 16 8 20 4
]

a =
[

0 8 4
√

2 4
√

2 4
√

2 −4
√

2 −4
√

2 −4
√

2 −4
√

2 4
√

2
]

Σχήμα 7.6: Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά τον

y-άξονα
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Σχήμα 7.7: Χρονική μεταβολή του διανύσματος των νευρωνικών δικτύων

Σχήμα 7.8: Χρονική μεταβολή του διανύσματος ροπών των πρακτόρων

Ακολούθως παραθέτονται στιγμιότυπα από την κίνηση των οχημάτων. Σημειώνεται ότι ο

πράκτορας που αντιστοιχεί στον ηγέτη εμφανίζεται με κόκκινο χρώμα. Επίσης, με συνεχόμενη

γραμμή περιγράφονται οι πραγματικές θέσεις των πρακτόρων κάθε χρονική στιγμή και με δια-

κεκομμένη γραμμή οι επιθυμητές θέσεις που καλούνται να λάβουν ιδανικά. Τέλος, τα οχήματα

λαμβάνουν τα σχήματα κύκλων, οι ακτίνες των οποίων καθορίζονται από το διάνυσμα r.
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t = 0 t = 1.3606

t = 2.0369 t = 2.6830

t = 3.8045 t = 5.1450

t = 5.9549 t = 6.8150
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t = 7.4501 t = 8.5414

t = 8.8460 t = 10.2530

t = 10.6727 t = 11.0692

t = 11.6161 t = 14.4842
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7.2 Δεύτερη Συνδεσμολογία Πρακτόρων

Σχήμα 7.9: Συνεκτικός Μη Κατευθυνόμενος Γράφος των Ακόλουθων

Σχήμα 7.10: Τροχιές των Οχημάτων στο x− y επίπεδο
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Σχήμα 7.11: Χρονική μεταβολή του διανύσματος μετασχηματισμών συμφωνίας των πρακτόρων

k1 = 0.1 k2 = 3 k3 = 10 k4 = 20 ε = 4 r0 = 2 γ = 1 σ = 0.001

r =
[

1 1.5 0.5 1 1.5
]

q0(0) = [1 0]

Σχήμα 7.12: Χρονική μεταβολή του διανύσματος ταχυτήτων των πρακτόρων
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Σχήμα 7.13: Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά τον

x-άξονα

q∗(0) =
[

4 −20 8 −16 12 −12 16 −8 20 −4
]

a =
[

0 8
√

2 4
√

2 4
√

2 −4
√

2 4
√

2 8
√

2 8
√

2 −8
√

2 8
√

2
]

Σχήμα 7.14: Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά τον

y-άξονα
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Σχήμα 7.15: Χρονική μεταβολή του διανύσματος των νευρωνικών δικτύων

Σχήμα 7.16: Χρονική μεταβολή του διανύσματος ροπών των πρακτόρων

Ακολούθως παραθέτονται στιγμιότυπα από την κίνηση των οχημάτων. Σημειώνεται ότι ο

πράκτορας που αντιστοιχεί στον ηγέτη εμφανίζεται με κόκκινο χρώμα. Επίσης, με συνεχόμενη

γραμμή περιγράφονται οι πραγματικές θέσεις των πρακτόρων κάθε χρονική στιγμή και με δια-

κεκομμένη γραμμή οι επιθυμητές θέσεις που καλούνται να λάβουν ιδανικά. Τέλος, τα οχήματα

λαμβάνουν τα σχήματα κύκλων, οι ακτίνες των οποίων καθορίζονται από το διάνυσμα r.
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t = 0 t = 1.2068

t = 2.3043 t = 4.1215

t = 4.6671 t = 5.5895

t = 6.4246 t = 7.8242
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t = 8.6192 t = 9.0933

t = 9.7770 t = 10.3955

t = 10.7942 t = 11.4945

t = 12.3498 t = 13.8884
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7.3 Τρίτη Συνδεσμολογία Πρακτόρων

Σχήμα 7.17: Συνεκτικός Μη Κατευθυνόμενος Γράφος των Ακόλουθων

Σχήμα 7.18: Τροχιές των Οχημάτων στο x− y επίπεδο
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Σχήμα 7.19: Χρονική μεταβολή του διανύσματος μετασχηματισμών συμφωνίας των πρακτόρων

k1 = 0.1 k2 = 3 k3 = 5 k4 = 20 ε = 4 r0 = 2 γ = 1 σ = 0.001

r =
[

1 1.5 0.5 1 1.5
]

q0(0) = [1 0]

Σχήμα 7.20: Χρονική μεταβολή του διανύσματος ταχυτήτων των πρακτόρων
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Σχήμα 7.21: Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά τον

x-άξονα

q∗(0) =
[
−4 −20 −8 −16 −12 −12 −16 −8 −20 −4

]
a =

[
0 8 4

√
2 8 8

√
2 8 −4

√
2 8 −8

√
2 8

]

Σχήμα 7.22: Χρονική μεταβολή του διανύσματος θέσεων συμφωνίας των πρακτόρων κατά τον

y-άξονα
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Σχήμα 7.23: Χρονική μεταβολή του διανύσματος των νευρωνικών δικτύων

Σχήμα 7.24: Χρονική μεταβολή του διανύσματος ροπών των πρακτόρων

Ακολούθως παραθέτονται στιγμιότυπα από την κίνηση των οχημάτων. Σημειώνεται ότι ο

πράκτορας που αντιστοιχεί στον ηγέτη εμφανίζεται με κόκκινο χρώμα. Επίσης, με συνεχόμενη

γραμμή περιγράφονται οι πραγματικές θέσεις των πρακτόρων κάθε χρονική στιγμή και με δια-

κεκομμένη γραμμή οι επιθυμητές θέσεις που καλούνται να λάβουν ιδανικά. Τέλος, τα οχήματα

λαμβάνουν τα σχήματα κύκλων, οι ακτίνες των οποίων καθορίζονται από το διάνυσμα r.



126 Κεφάλαιο 7. Αποτελέσματα Προσομοιώσεων Κεφαλαίου 6

t = 0 t = 1.8154

t = 2.3823 t = 3.7742

t = 4, 6246 t = 5, 8963

t = 6, 5803 t = 8, 0010
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Κεφάλαιο 8

Επίλογος

Στο παρόν κεφάλαιο γίνεται σύνοψη της μελέτης που εκπονήθηκε στα πλαίσια της διπλωμα-

τικής εργασίας, καθώς και παράθεση πιθανών επεκτάσεων των προβλημάτων που εξετάστηκαν.

8.1 Σύνοψη και συμπεράσματα

Στην παρούσα εργασία προτάθηκαν δύο νέοι αλγόριθμοι για την αντιμετώπιση προβλη-

μάτων συνεργατικού ελέγχου, βασισμένοι σε τεχνικές consensus. Σε κάθε περίπτωση το

σύστημα αποτελείται από έναν ηγέτη και n ακόλουθους, και η επικοινωνία μεταξύ των α-

κόλουθων περιγράφεται από έναν ισχυρά συνεκτικό γράφο, ο οποίος στην πρώτη περίπτωση

μπορεί να είναι κατευθυνόμενος, ενώ στην δεύτερη περίπτωση πρέπει απαραιτήτως να είναι

μη-κατευθυνόμενος. ΄Οσον αφορά την επικοινωνία με τον ηγέτη, αρκεί να υπάρχει ένα γεννη-

τικό δένδρο με ρίζα εκείνον προς τους ακόλουθους. Για την εύρεση των επιθυμητών εισόδων

ελέγχου του εκάστοτε προς μελέτη συστήματος, δημιουργήθηκαν κατάλληλες συναρτήσεις

τύπου-Lyapunov και με κλασσικά εργαλεία μη-γραμμικού ελέγχου εξήχθησαν τα αντίστοιχα

συμπεράσματα σύγκλισης. Τέλος, και στα δύο συστήματα εισήχθησαν Νευρωνικά Δίκτυα

Υψηλότερης Τάξης για την εκμάθηση των άγνωστων συναρτήσεων, ενώ πάλι αποδείχθηκε

μαθηματικά η σύγκλισή τους.

΄Οσον αφορά το πρώτο πρόβλημα ελέγχου που αντιμετωπίστηκε, έγινε κατάλληλη επέκταση

του PI μετασχηματισμού λάθους συμφωνίας ώστε να είναι δυνατή η επίτευξη leader-follower

consesus με κινούμενο ηγέτη. Ωστόσο εμφανίζεται απόκλιση μεταξύ της επιθυμητής και της

μόνιμης κατάστασης του συστήματος, η οποία και οφείλεται στην ύπαρξη της ταχύτητας του

ηγέτη, αλλά μπορεί να αντιμετωπιστεί μέσω κατάλληλης επιλογής των παραμέτρων της σχε-

δίασης.

΄Οσον αφορά το δεύτερο πρόβλημα ελέγχου, υλοποιήθηκε leader-follower formation των

πρακτόρων με επιτυχή αποφυγή συγκρούσεων μεταξύ των οχημάτων. Μάλιστα με το νόμο

ελέγχου που επιλέχθηκε, κατέστη δυνατή η εξάλειψη του σφάλματος που εμφανίζεται στο

σύστημα λόγω της χρήσης των νευρωνικών δικτύων για την εκμάθηση της άγνωστης δυναμι-

κής των κινούμενων ρομπότ, και παρά την επίδρασή τους ο χρησιμοποιούμενος μετασχηματι-

σμός συμφωνίας, και ως εκ τούτου σχηματισμού διάταξης των πρακτόρων, τείνει ασυμπτωτικά
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στο μηδέν.

8.2 Μελλοντικές επεκτάσεις

8.2.1 Επεκτάσεις πρώτου προβλήματος

• Μηδενισμός της απόκλισης που εμφανίζεται στο Leader Follower Consensus λόγω της

χρήσης του PI Μετασχηματισμού Λάθους Συμφωνίας.

• Κατάλληλη τροποποίηση του νόμου ελέγχου ώστε να αποφεύγονται οι συγκρούσεις
μεταξύ των οχημάτων, ηγέτη-ακόλουθων και ακόλουθων μεταξύ τους.

8.2.2 Επεκτάσεις πρώτου και δεύτερου προβλήματος

• Ενσωμάτωση της γωνίας θ των κινητών ρομπότ στις Lyapunov-like συναρτήσεις, ούτως

ώστε να γίνει επαλήθευση της ορθότητας της κατεύθυνσης που λαμβάνουν τα οχήματα.

• Αναβάθμιση του ελεγκτή ώστε να υπάρχει δυνατότητα αποφυγής στατικών ή και κινο-
ύμενων εμποδίων.

• Ευελιξία όσον αφορά την επικοινωνία μεταξύ των πρακτόρων ώστε αυτή να μην περι-
γράφεται αποκλειστικά από έναν σταθερό γράφο, αλλά να υπάρχει δυνατότητα μεταβολής της

ανάλογα με τις ανάγκες του συστήματος κάθε χρονική στιγμή.

• Τριδιάστατη επέκταση του προβλήματος και εφαρμογή του σε μη επανδρωμένα αερο-
σκάφη, UAVs.
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Υπολογισμός Παραγώγων

Στην παρούσα παράγραφο θα γίνει αναλυτικός υπολογισμός των πρώτων και δεύτερων παρα-

γώγων των Δυναμικών Αποφυγής Συγκρούσεων. Σημειώνεται ότι, καθώς όλες οι μεταβλητές

μας είναι χρονικά μεταβαλλόμενες, ως εκ τούτου λαμβάνονται αποκλειστικά οι χρονικές πα-

ράγωγοι των συναρτήσεων.

• Υπολογισμός της παραγώγου του δυναμικού (6.18)
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• Υπολογισμός της παραγώγου του δυναμικού (6.19)
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2 (q∗i − q0)
T (v̄i − v0)

2‖q∗i − q0‖

V̇CAL = −
∑
i

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)
T (v̄i − v0)

(‖q∗i − q0‖ − ri0)
2 ‖q∗i − q0‖

(8.2)

Στην επικείμενη ανάλυση θα θεωρούμε δεδομένο ότι για κάθε διάνυσμα x είναι

(‖x‖)′ = xT ẋ

‖x‖

• Υπολογισμός της παραγώγου της διανυσματικής συνάρτησης (6.31)

˙̂
NF =


ṄF1

·
·
·

ṄFn

 =



(
2
∑

j

⌊
1

‖q∗1−q∗j ‖−r1j

⌉3
1

ε−r1j

(q∗1−q∗j )
(‖q∗1−q∗j ‖−r1j)2‖q∗1−q∗j ‖

)′
·
·
·(

2
∑

j

⌊
1

‖q∗n−q∗j ‖−rnj

⌉3
1

ε−rnj

(q∗n−q∗j )
(‖q∗n−q∗j ‖−rnj)2‖q∗n−q∗j ‖

)′



Ακολούθως προχωράμε στον υπολογισμό της παραγώγου ṄFi, η οποία και θα είναι ίδια για

κάθε i = 1, ..., N .
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ṄFi =

2
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖


′

= 6
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉2
1

ε−rij

(
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)′
(q∗i − q∗j )(

‖q∗i − q∗j ‖ − rij
)2
‖q∗i − q∗j ‖

+ 2
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(v̄i − v̄j)(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖

+ 2
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )
‖q∗i − q∗j ‖

 1(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2

′

+ 2
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
(

1

‖q∗i − q∗j ‖

)′

= 6
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉2
1

ε−rij

−
(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)′
(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2 (q∗i − q∗j )(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖

+ 2
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(v̄i − v̄j)(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖

+ 2
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )
‖q∗i − q∗j ‖

−2
(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)
(‖q∗i − q∗j ‖ − rij)4

(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)′

+ 2
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2 −1

‖q∗i − q∗j ‖2
(
‖q∗i − q∗j ‖

)′

=− 6
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉2
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )T (v̄i − v̄j)(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖

(q∗i − q∗j )(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖

+ 2
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(v̄i − v̄j)(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖

− 2
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )
‖q∗i − q∗j ‖

2(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)3 (q∗i − q∗j )T (v̄i − v̄j)
‖q∗i − q∗j ‖

− 2
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2 1

‖q∗i − q∗j ‖2
(q∗i − q∗j )T (v̄i − v̄j)

‖q∗i − q∗j ‖
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Τελικά λαμβάνουμε ότι η παράγωγος του NFi δίνεται από την εξίσωση

ṄFi =− 6
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉2
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )T (v̄i − v̄j)(q∗i − q∗j )(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)4
‖q∗i − q∗j ‖2

(8.3)

+ 2
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(v̄i − v̄j)(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖

− 4
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )T (v̄i − v̄j)(q∗i − q∗j )(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)3
‖q∗i − q∗j ‖2

− 2
∑
j

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )T (v̄i − v̄j)(q∗i − q∗j )(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖3

Η σχέση (8.3) μπορεί να λάβει την πιο συμπαγή μορφή

ṄFi =
∑
j

2

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉3
1

ε−rij

(v̄i − v̄j)(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖

(8.4)

− 2

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉2
1

ε−rij

(q∗i − q∗j )T (v̄i − v̄j)(q∗i − q∗j )(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2
‖q∗i − q∗j ‖2

·

 3(
‖q∗i − q∗j ‖ − rij

)2 +

⌊
1

‖q∗i − q∗j ‖ − rij

⌉
1

ε−rij

(
2

‖q∗i − q∗j ‖ − rij
+

1

‖q∗i − q∗j ‖

)


• Υπολογισμός της παραγώγου της διανυσματικής συνάρτησης (6.32)

˙̂
NL =


ṄL1

·
·
·

ṄLn

 =



(⌊
1

‖q∗1−q0‖−r10

⌉3
1

ε−r10

(q∗1−q0)
(‖q∗1−q0‖−r10)2‖q∗1−q0‖

)′
·
·
·(⌊

1
‖q∗n−q0‖−rn0

⌉3
1

ε−rn0

(q∗n−q0)
(‖q∗n−q0‖−rn0)2‖q∗n−q0‖

)′


Ακολούθως προχωράμε στον υπολογισμό της παραγώγου ṄLi, η οποία και θα είναι ίδια για

κάθε i = 1, ..., N .
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ṄLi =

⌊ 1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2 ‖q∗i − q0‖

′

= 3

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉2
1

ε−ri0

(
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

)′ (q∗i − q0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2 ‖q∗i − q0‖

+

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(v̄i − v0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2 ‖q∗i − q0‖

+

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)
‖q∗i − q0‖

(
1

(‖q∗i − q0‖ − ri0)
2

)′

+

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2

(
1

‖q∗i − q0‖

)′
= 3

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉2
1

ε−ri0

− (‖q∗i − q0‖ − ri0)
′

(‖q∗i − q0‖ − ri0)
2

(q∗i − q0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2 ‖q∗i − q0‖

+

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(v̄i − v0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2 ‖q∗i − q0‖

+

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)
‖q∗i − q0‖

−2 (‖q∗i − q0‖ − ri0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)4

(‖q∗i − q0‖ − ri0)
′

+

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2

−1

‖q∗i − q0‖2
(‖q∗i − q0‖)

′

=− 3

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉2
1

ε−ri0

(q∗i − q0)T (v̄i − v0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2 ‖q∗i − q0‖
(q∗i − q0)

(‖q∗i − q0‖ − ri0)
2 ‖q∗i − q0‖

+

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(v̄i − v0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2 ‖q∗i − q0‖

−
⌊

1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)
‖q∗i − q0‖

2

(‖q∗i − q0‖ − ri0)
3

(q∗i − q0)T (v̄i − v0)
‖q∗i − q0‖

−
⌊

1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2

1

‖q∗i − q0‖2
(q∗i − q0)T (v̄i − v0)

‖q∗i − q0‖
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Τελικά λαμβάνουμε ότι η παράγωγος του NLi δίνεται από την εξίσωση

ṄLi =− 3

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉2
1

ε−ri0

(q∗i − q0)T (v̄i − v0)(q∗i − q0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

4 ‖q∗i − q0‖2
(8.5)

+

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(v̄i − v0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2 ‖q∗i − q0‖

− 2

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)T (v̄i − v0)(q∗i − q0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

3 ‖q∗i − q0‖2

−
⌊

1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(q∗i − q0)T (v̄i − v0)(q∗i − q0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2 ‖q∗i − q0‖3

Η σχέση (8.5) μπορεί να λάβει την πιο συμπαγή μορφή

ṄLi =

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉3
1

ε−ri0

(v̄i − v0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2 ‖q∗i − q0‖
(8.6)

−
⌊

1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉2
1

ε−ri0

(q∗i − q0)T (v̄i − v0)(q∗i − q0)
(‖q∗i − q0‖ − ri0)

2 ‖q∗i − q0‖2

·

 3

(‖q∗i − q0‖ − ri0)
2 +

⌊
1

‖q∗i − q0‖ − ri0

⌉
1

ε−ri0

(
2

‖q∗i − q0‖ − ri0
+

1

‖q∗i − q0‖

)

• Υπολογισμός της παραγώγου του διανύσματος v̄ci

Από την σχέση (8.7) παίρνουμε ότι το διδιάστατο διάνυσμα v̄ci έχει την ακόλουθη μορφή

v̄ci = k1 (zi +NFi +NLi) + k2

(
zi +NFi +NLi

‖zi +NFi +NLi‖

)
(8.7)

Παραγωγίζοντας την (8.7) προκύπτει ότι

˙̄vci = k1

(
żi + ṄFi + ṄLi

)
+ k2

(
żi + ṄFi + ṄLi

‖zi +NFi +NLi‖

)
+ k2 (zi +NFi +NLi)

−1

‖zi +NFi +NLi‖2
(‖zi +NFi +NLi‖)′

= k1

(
żi + ṄFi + ṄLi

)
+ k2

(
żi + ṄFi + ṄLi

‖zi +NFi +NLi‖

)

+ k2 (zi +NFi +NLi)
−1

‖zi +NFi +NLi‖2
(zi +NFi +NLi)

T
(
żi + ṄFi + ṄLi

)
‖zi +NFi +NLi‖
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Τελικά λαμβάνουμε ότι η παράγωγος του v̄ci δίνεται από την εξίσωση

˙̄vci =

(
k1 +

k2
‖zi +NFi +NLi‖

)(
żi + ṄFi + ṄLi

)
(8.8)

− k2
(zi +NFi +NLi)

T
(
żi + ṄFi + ṄLi

)
(zi +NFi +NLi)

‖zi +NFi +NLi‖3

όπου τα zi, NFi και NLi δίνονται από τις σχέσεις (6.13), (6.31) και (6.32) αντίστοιχα, ενώ τα

żi, ṄFi και ṄLi δίνονται από τις σχέσεις (6.15), (8.4) και (8.6) αντίστοιχα.

Σύμφωνα με τις σχέσεις (6.37) και (6.39) λαμβάνουμε ότι το συνολικό διάνυσμα ˜̄vc αποτελείται

από τα επιμέρους διανύσματα (8.7)

˜̄vc =



v̄c1

v̄c2

·
·
·
v̄cn


(8.9)

και η παράγωγός του από τα διανύσματα (8.8) αντίστοιχα

˙̄̃vc =



˙̄vc1
˙̄vc2

·
·
·

˙̄vcn


(8.10)

Τελικά, η είσοδος ταχύτητας ṽc, που σχεδιάζεται για τον έλεγχο της θέσης των ρομπότ,

συνδέεται με την (8.9) μέσω της εξίσωσης

ṽc = ˆ̄S−1 ˜̄vc (8.11)

και η παράγωγός της με τις (8.9) και (8.10) μέσω της σχέσης

˙̃vc =
(

ˆ̄S−1
)′

˜̄vc + ˆ̄S−1 ˙̄̃vc (8.12)
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