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Πρόλογος 

Οη εκηθιαζηθέο θαηαζηάζεηο ησλ θβαληνκεραληθψλ ζπζηεκάησλ απαζρφιεζαλ ηελ 

επηζηεκνληθή θνηλφηεηα, απφ ηα πξψηα θηφιαο βήκαηα ηεο θβαληηθή θπζηθήο. Ζ 

αλαηξεπηηθή ζεσξία ηνπ πξνεγνχκελνπ αηψλα δε κπνξνχζε, φπσο άιισζηε 

απνδείρζεθε, παξά λα ζπκπιεξψλεη θαη λα επεθηείλεη θπζηθνχο λφκνπο ηεο θιαζηθήο 

θπζηθήο. Ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ είρε ε εχξεζε, ζεσξεηηθή θαη πεηξακαηηθή, 

εκηθιαζηθψλ θαηαζηάζεσλ ζε ζπζηήκαηα απιά, φπσο ν αξκνληθφο ηαιαλησηήο θαη 

ην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ.   

 ηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία αλαπηχζζεηαη θαη παξνπζηάδεηαη ην θαηλφκελν 

ησλ εκηθιαζηθψλ θαηαζηάζεσλ ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ, δειαδή ησλ θβαληηθψλ 

θαηαζηάζεσλ πνπ βξίζθνληαη πνιχ θνληά ζην θιαζηθφ φξην. Αθνχ γίλεηαη κηα 

αλαθνξά ζηηο εκηθιαζηθέο θαηαζηάζεηο ηνπ θβαληηθνχ αξκνληθνχ ηαιαλησηή, 

αλαιχνληαη ζεσξεηηθά νη θαηαζηάζεηο ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ πνπ έρνπλ θιαζηθή 

ζπκπεξηθνξά. Οη ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ παξνπζηάδνπλ 

ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ, κηαο θαη ε ελέξγεηα ζην ζχζηεκα απηφ δελ απνηειεί γξακκηθή 

ζπλάξηεζε ηνπ θχξηνπ θβαληηθνχ αξηζκνχ, φπσο ε ελέξγεηα ζηνλ θβαληηθφ αξκνληθφ 

ηαιαλησηή, γεγνλφο πνπ δίλεη ηδηαίηεξα ραξαθηεξηζηηθά ζηελ πξνζέγγηζε ηνπ 

θιαζηθνχ νξίνπ. Γηα ηελ θαιχηεξε κειέηε θαη εκπέδσζε ηνπ θαηλνκέλνπ, 

αλαπηχρηεθε κηθξνεθαξκνγή, κε ρξήζε ηεο Mathematica, φπνπ κπνξεί θαλείο λα 

κειεηήζεη ην άηνκν ην πδξνγφλνπ, θαη λα δεη ζρεκαηηθά ηηο θαηαζηάζεηο ηνπ, ηφζν ηηο 

εκηθιαζηθέο, φζν θαη ηηο δηεγεξκέλεο. Ζ ρξήζε ηεο Mathematica δίλεη λέεο δηαζηάζεηο 

ζηελ κειέηε ηνπ θαηλνκέλνπ, θαζψο δηεπθνιχλεη ηνπο αξηζκεηηθνχο ππνινγηζκνχο, 

αθήλνληαο ρψξν θαη ρξφλν γηα εθηελέζηεξε κειέηε θαη εκπέδσζε. Ζ ζπγθεθξηκέλε 

κνληεινπνίεζε ησλ ζηαζκψλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα εθκάζεζε, εκπέδσζε ή 

αθφκα θαη γηα ηελ δηδαζθαιία αληίζηνηρσλ θεθαιαίσλ ηεο θβαληνκεραληθήο. Ζ 

αλάπηπμε ηεο ζπγθεθξηκέλεο εθαξκνγήο βνήζεζε θαη εκέλα πξνζσπηθά λα 

θαηαλνήζσ παξακέηξνπο ηεο θβαληηθήο θπζηθήο πνπ κέρξη ζήκεξα δελ είρα 

αληηιεθζεί.   

 Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη ζην πξψην θεθάιαην ε ζεκειηψδεο ζεσξία γηα ην 

άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ, ελφο ζπζηήκαηνο εμαηξεηηθά ζεκαληηθνχ γηα ηε ζεκειίσζε ηεο 

θβαληηθήο ζεσξίαο. ην δεχηεξν θεθάιαην γίλεηαη κηα αλαθνξά ζηνλ αξκνληθφ 

ηαιαλησηή θαη ζηηο εκηθιαζηθέο θαηαζηάζεηο απηνχ, ζεσξία πνπ απνηέιεζε ηε βάζε 

ηφζν γηα ηελ ζεσξεηηθή εμέιημε ησλ ζχκθσλσλ θαηαζηάζεσλ θαη ζε άιια 

ζπζηήκαηα, φζν θαη γηα ηερλνινγηθά επηηεχγκαηα πνπ ραξαθηήξηζαλ ηνλ 

πξνεγνχκελν αηψλα. ην ηξίην θεθάιαην δηαηππψλεηαη ζεσξεηηθά θαη αλαιχεηαη ην 

εκηθιαζηθφ φξην ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ, ζχκθσλα κε ην πξφηππν ηνπ  Brown.  

 ηα επφκελα θεθάιαηα δίλεηαη ε αλάιπζε ησλ εθαξκνγψλ πνπ αλαπηχρηεθαλ 

ζε γιψζζα Mathematica. Οη εθαξκνγέο παξνπζηάδνπλ ζρεκαηηθά ηηο ζεσξεηηθέο 

δηαηππψζεηο ησλ πξνεγνχκελσλ θεθαιαίσλ θαη πξνζθέξνπλ έλα δηαδξαζηηθφ 

πεξηβάιινλ γηα ηελ θαιχηεξε θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ. 

 

  



5 
 

 

Κεφάλαιο 1 

 

Το άτομο του Υδρογόνου 

 

 

1.1 Εισαγωγή – Ιστορική Αναδρομή 

Σν άηνκν πδξνγφλνπ είλαη έλα άηνκν ηνπ ρεκηθνχ ζηνηρείνπ πδξνγφλνπ.  Σν 

νπδέηεξν άηνκν απνηειείηαη απφ έλα κνλαδηθφ ζεηηθά θνξηηζκέλν πξσηφλην θαη έλα 

κνλαδηθφ αξλεηηθά θνξηηζκέλν ειεθηξφλην. Σν πην ζχλεζεο ηζφηνπν είλαη  ην 

πδξνγφλν -1 ή πξψηην ή ειαθξχ πδξνγφλν ην νπνίν δε πεξηέρεη λεηξφληα. Άιια 

ηζφηνπα είλαη ην δεπηέξην ην νπνίν πεξηέρεη έλα ή δχν λεηξφληα. Παξαθάησ ζα 
αλαθεξζνχκε ζην πδξνγφλν-1. 

Ζ ιέμε πδξνγφλν (hydrogen) πξνέξρεηαη απφ ηηο αξραίεο ειιεληθέο ιέμεηο «ὕδσξ» 

+ «γελλψ», δειαδή δειψλεη ηελ βαζηθή ρεκηθή ηδηφηεηά ηνπ, λα θαίγεηαη 

ζρεκαηίδνληαο ύδσξ, δειαδή λεξφ. Σν ρεκηθφ ζηνηρείν Τδξνγφλν (Ζ) , ή δηπδξνγφλν,  

είλαη έλα άρξσκν, άνζκν, άγεπζην, εμαηξεηηθά εχθιεθην ακέηαιιν, δηαηνκηθφ αέξην, 
κε αηνκηθφ αξηζκφ έλα 1. 

Σν πδξνγφλν είλαη ην πην άθζνλν ρεκηθφ ζηνηρείν, αθνχ ζεσξείηαη φηη απνηειεί 

ην 75% ηεο νξαηήο κάδαο ηνπ ζχκπαληνο. Ωζηφζν, ην ζηνηρεηαθφ πδξνγφλν 

(δηπδξνγφλν, H2) είλαη ζρεηηθά ζπάλην ζηε Γε. Βηνκεραληθά παξάγεηαη 

απφ πδξνγνλάλζξαθεο, φπσο ην κεζάλην θαη ζπλήζσο θαηαλαιψλεηαη επηηφπνπ, 

θπξίσο γηα ηελ αλαβάζκηζε ησλ νξπθηψλ θαπζίκσλ (π.ρ. κε πδξνππξφιπζε), ζηελ 

παξαγσγή ακκσλίαο  θαη ζηελ παξαζθεπή καξγαξίλεο. Σν πδξνγφλν επίζεο κπνξεί 

ελαιιαθηηθά λα παξαρζεί θαη κε ειεθηξφιπζε λεξνχ, αιιά ε κέζνδνο απηή γεληθά 

απνθεχγεηαη, σο ζεκαληηθά ιηγφηεξν νηθνλνκηθή. Σν πδξνγφλν 

ζρεκαηίδεη νκνηνπνιηθέο ελψζεηο θαη ηνληθέο ελψζεηο κε αξλεηηθφ θνξηίν, 

ζρεκαηίδνληαο ην αληφλ πδξηδίνπ (Ζ
-
). Παξάγεη επίζεο επηδηαιπηνκέλα θαηηφληα, 

φπσο ην νμψλην (H3O
+
). Παίδεη ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ νμενβαζηθή ρεκεία, πνπ 

πεξηιακβάλεη αληαιιαγή πξσηνλίσλ κεηαμχ δηαιπκέλσλ κνξίσλ. 

Μπνξεί λα ζπλδπαζηεί ρεκηθά κε ζρεδφλ θάζε άιιν ζηνηρείν θαη έηζη κπνξεί λα 

δψζεη πεξηζζφηεξεο ελψζεηο απφ φηη κπνξεί νπνηνδήπνηε άιιν ζηνηρείν. ηηο ελψζεηο 

απηέο ζπγθαηαιέγνληαη ην λεξφ, ε ακκσλία, ηα νμέα, ηα πδξνμείδηα, δηάθνξνη 

πδξνγνλάλζξαθεο, φπσο ην πεηξέιαην θαη ην θπζηθφ αέξην θαη κεγάιν πνζνζηφ ησλ 

ππφινηπσλ νξγαληθψλ ελψζεσλ. Δμαηηίαο ηεο ειαθξφηεηάο ηνπ ην πδξνγφλν δελ 

απνηειεί πεξηζζφηεξν απφ ην 1% ηεο ζπλνιηθήο κάδαο ηεο Γεο. ε θαζαξή αέξηα 

                                                             
1 αηνκηθή κάδα  = 1,00794(7) amu, ρεκηθφ ηχπν H2,  κνξηαθή κάδα 2,01588(14)  amu. Δίλαη επίζεο, ην 

ειαθξχηεξν ρεκηθφ ζηνηρείν. 

 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A7%CE%B7%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CE%AC_%CF%83%CF%84%CE%BF%CE%B9%CF%87%CE%B5%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%BC%CE%AD%CF%84%CE%B1%CE%BB%CE%BB%CE%B1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%B9%CE%B1%CF%84%CE%BF%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CF%8C&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%AD%CF%81%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CF%84%CE%BF%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CF%8C%CF%82_%CE%B1%CF%81%CE%B9%CE%B8%CE%BC%CF%8C%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3%CF%8D%CE%BC%CF%80%CE%B1%CE%BD
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%93%CE%B7
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%92%CE%B9%CE%BF%CE%BC%CE%B7%CF%87%CE%B1%CE%BD%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A5%CE%B4%CF%81%CE%BF%CE%B3%CE%BF%CE%BD%CE%AC%CE%BD%CE%B8%CF%81%CE%B1%CE%BA%CE%B5%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9C%CE%B5%CE%B8%CE%AC%CE%BD%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CF%81%CF%85%CE%BA%CF%84%CE%AC_%CE%BA%CE%B1%CF%8D%CF%83%CE%B9%CE%BC%CE%B1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A5%CE%B4%CF%81%CE%BF%CF%80%CF%85%CF%81%CF%8C%CE%BB%CF%85%CF%83%CE%B7&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%BC%CE%BC%CF%89%CE%BD%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9C%CE%B1%CF%81%CE%B3%CE%B1%CF%81%CE%AF%CE%BD%CE%B7&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%97%CE%BB%CE%B5%CE%BA%CF%84%CF%81%CF%8C%CE%BB%CF%85%CF%83%CE%B7
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9D%CE%B5%CF%81%CF%8C
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9F%CE%BC%CE%BF%CE%B9%CE%BF%CF%80%CE%BF%CE%BB%CE%B9%CE%BA%CE%AD%CF%82_%CE%B5%CE%BD%CF%8E%CF%83%CE%B5%CE%B9%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%99%CE%BF%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CE%AD%CF%82_%CE%B5%CE%BD%CF%8E%CF%83%CE%B5%CE%B9%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%91%CE%BD%CE%B9%CF%8C%CE%BD_%CF%85%CE%B4%CF%81%CE%B9%CE%B4%CE%AF%CE%BF%CF%85&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CE%B1%CF%84%CE%B9%CF%8C%CE%BD
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CE%BE%CF%8E%CE%BD%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9F%CE%BE%CE%B5%CE%BF%CE%B2%CE%B1%CF%83%CE%B9%CE%BA%CE%AE_%CF%87%CE%B7%CE%BC%CE%B5%CE%AF%CE%B1&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9D%CE%B5%CF%81%CF%8C
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%BC%CE%BC%CF%89%CE%BD%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CE%BE%CE%AD%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A5%CE%B4%CF%81%CE%BF%CE%BE%CE%B5%CE%AF%CE%B4%CE%B9%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A6%CF%85%CF%83%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CE%B1%CE%AD%CF%81%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CF%81%CE%B3%CE%B1%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CE%AD%CF%82_%CE%B5%CE%BD%CF%8E%CF%83%CE%B5%CE%B9%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%93%CE%B7
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%91%CF%84%CE%BF%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CE%AE_%CE%BC%CE%AC%CE%B6%CE%B1&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/Amu
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9C%CE%BF%CF%81%CE%B9%CE%B1%CE%BA%CE%AE_%CE%BC%CE%AC%CE%B6%CE%B1&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/Amu


6 
 

κνξθή ζπλαληάηαη ζπάληα, θπξίσο ζε θπζηθά αέξηα θαη ζε κηθξφ πνζνζηφ ζηα 
αλψηεξα ζηξψκαηα ηεο αηκφζθαηξαο.  

Πνιιά νξπθηά θαη φινη νη δσληαλνί νξγαληζκνί πεξηέρνπλ ελψζεηο. Σν πδξνγφλν 

βξίζθεηαη ζηελ θεξαηίλε, ζηα έλδπκα, ζηα κφξηα ηνπ DNA, ελψ βξίζθεηαη άθζνλν 

ζηηο ηξνθέο, ππφ κνξθή ιηπψλ, πξσηετλψλ θαη πδαηαλζξάθσλ. Όια ηα βαξχηεξα 

ζηνηρεία, φπσο θαη ην ήιην, πξνθχπηνπλ απφ ηελ ππξεληθή ζχληεμε ηνπ πδξνγφλνπ. 

Βάζεη απηήο ηεο δηαδηθαζίαο πηζηεχεηαη φηη ζρεκαηίζηεθε ην ίδην ην χκπαλ, ελψ ε 

ίδηα δηαδηθαζία είλαη επίζεο ππεχζπλε γηα ηελ έθιπζε ελέξγεηαο απφ ηα άζηξα, φπσο 

γίλεηαη ζηνλ Ήιην. 

 Σν 1671, ν  Robert Boyle αλαθάιπςε  θαη πεξηέγξαςε ηελ αληίδξαζε 

ξηληζκάησλ ζηδήξνπ θαη δηαιπκάησλ νμέσλ, πνπ θαηέιεγαλ ζηελ παξαγσγή αέξηνπ 

πδξνγφλνπ. Σν 1746 ν Henry Cavendish ήηαλ ν πξψηνο πνπ αλαγλψξηζε ην 

παξαγφκελν πδξνγφλν σο μερσξηζηφ ρεκηθφ ζηνηρείν, νλνκάδνληάο ην «εχθιεθην 

αέξα». Αξγφηεξα, ην 1781, δηαπίζησζε φηη ην πδξνγφλν παξάγεη λεξφ φηαλ θαίγεηαη. 

πρλά ζε απηφλ απνδίδεηαη θαη ε αλαθάιπςή ηνπ. Σν 1783, ν  Antoine 

Lavoisier νλφκαζε ην λέν ρεκηθφ ζηνηρείν «πδξνγφλν», φηαλ απηφο θαη ν Laplace 

επηβεβαίσζαλ ηελ αλαθάιπςε ηνπ Cavendish. Σν πδξνγφλν πγξνπνηήζεθε γηα πξψηε 

θνξά απφ ηνλ James Dewar ην 1898 ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν ηεο απφηνκεο 

εθηφλσζεο ζπκπηεζκέλνπ αεξίνπ. Με ηελ ίδηα κέζνδν θαηφξζσζε λα παξαζθεπάζεη 
ζηεξεφ πδξνγφλν ηνλ επφκελν ρξφλν (1899). 

Σν δεπηέξην αλαθαιχθζεθε ην Γεθέκβξην ηνπ 1931 απφ ηνλ Harold Urey θαη 

ην ηξίηην  θαηαζθεπάζηεθε ηερλεηά ην 1934, απφ ηνπο Ernest Rutherford, Mark 

Oliphant θαη Paul Harteck. Σν βαξχ χδσξ (D2O), αλαθαιχθζεθε απφ ηελ νκάδα ηνπ 
Urey ην 1932. 

Tν 1806 o Francois Isaac de Rivaz θαηαζθεχαζε ηνλ πξψην θηλεηήξα εζσηεξηθήο 

θαχζεο πνπ ρξεζηκνπνηνχζε κείγκα πδξνγφλνπ θαη νμπγφλνπ  θαη ιίγα ρξφληα 

αξγφηεξα ν Edward Daniel Clark αλαθάιπςε ηνλ ζσιήλα αλάθιεμεο πδξνγφλνπ. 
Tν 1823 ν Dobereiner εθεχξε ηε ιπρλία πδξνγφλνπ. 

Σν πξψην αεξφζηαην πδξνγφλνπ εθεπξέζεθε απφ ηνλ Jack Charles ην 1783. Σν 

πδξνγφλν παξείρε ηελ απαηηνχκελε άλσζε γηα ηα πξψηα αμηφπηζηα αεξνπνξηθά 

ηαμίδηα κεηά απφ ηελ εθεχξεζε, ην 1852, ηνπ πξψηνπ αεξφπινηνπ πδξνγφλνπ απφ 

ηνλ Henry Giffard. Ο Γεξκαλφο Κφκεο Ferdinand von Zeppelin πξνψζεζε ηελ ηδέα 

ησλ αεξφπινησλ πνπ αλπςψλνληαη κε πδξνγφλν θαη πνπ αξγφηεξα νλνκάζζεθαλ πξνο 

ηηκήλ ηνπ, Zeppelin. Σν πξψην ηέηνην αεξφπινην πέηαμε ην 1900. Ζ εθεχξεζε απηή 

εγθαηλίαζε ηηο πξψηεο ηαθηηθέο αεξνγξακκέο πνπ, απφ ην 1910 πνπ άξρηζαλ, κέρξη 

ηελ έλαξμε ηνπ Πξψηνπ Παγθνζκίνπ Πνιέκνπ, ηνλ Αχγνπζην ηνπ 1914, είραλ 

κεηαθέξεη 35.000 επηβάηεο ρσξίο θαλέλα αηχρεκα. Καηά ηε δηάξθεηα ηνπ πνιέκνπ ηα 
Zeppelin ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζε απνζηνιέο αλαγλψξηζεο βνκβαξδηζκνχ.  

Ζ πξψηε ππεξαηιαληηθή πηήζε, ρσξίο ζηάζεηο, έγηλε απφ ην βξεηαληθφ αεξφπινην 

R34 ην 1919. Οη πηήζεηο κε αεξφπινηα επαλαιήθζεθαλ ηε δεθαεηία ηνπ 1920  θαη ε 

αλαθάιπςε ηνπ ειίνπ ζηηο ΖΠΑ, σο κε εχθιεθην αέξην, ππνζρφηαλ απμεκέλε 

αζθάιεηα, αιιά νη ΖΠΑ αξλήζεθαλ λα πνπιήζνπλ ην λέν αέξην γηα κηα ηέηνηα 

ρξήζε. Ζ ρξήζε πδξνγφλνπ ζηα αεξφπινηα ζπλερίζηεθε, κέρξη ην πεξίθεκν 

δπζηχρεκα ηνπ αεξφπινηνπ Hindenburg πάλσ απφ ην New Jersey ζηηο 6 

Μαΐνπ ηνπ 1937.  Ζ αλάθιεμε δηαξξνήο πδξνγφλνπ ζεσξήζεθε  ε αηηία ηνπ, αιιά πην 

πξνζεθηηθέο έξεπλεο πνπ έγηλαλ αξγφηεξα έδεημαλ πσο ε αηηία ηεο αλάθιεμεο ήηαλ 

άιιε. Όκσο ε δπζθήκηζε ηνπ πδξνγφλνπ, σο αλπςσηηθνχ αεξίνπ,  ήηαλ θαηαιπηηθή 
θαη πξνθάιεζε ηε δηαθνπή ηεο ρξήζεο  ηνπ.  

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%88%CE%BD%CE%B6%CF%85%CE%BC%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/DNA
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%89%CE%BB%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CF%85%CF%81%CE%B7%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CE%AE_%CF%83%CF%8D%CE%BD%CF%84%CE%B7%CE%BE%CE%B7
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3%CF%8D%CE%BC%CF%80%CE%B1%CE%BD
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%89%CE%BB%CE%B9%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/1671
http://en.wikipedia.org/wiki/Robert_Boyle
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3%CE%AF%CE%B4%CE%B7%CF%81%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/1746
http://el.wikipedia.org/wiki/1781
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9D%CE%B5%CF%81%CF%8C
http://el.wikipedia.org/wiki/1783
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9B%CE%B1%CF%80%CE%BB%CE%AC%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A4%CE%B6%CE%AD%CE%B9%CE%BC%CF%82_%CE%9D%CF%84%CE%B9%CE%BF%CF%8D%CE%B1%CF%81&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1898
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A5%CE%B3%CF%81%CE%BF%CF%80%CE%BF%CE%AF%CE%B7%CF%83%CE%B7_%CE%B1%CE%B5%CF%81%CE%AF%CF%89%CE%BD&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A5%CE%B3%CF%81%CE%BF%CF%80%CE%BF%CE%AF%CE%B7%CF%83%CE%B7_%CE%B1%CE%B5%CF%81%CE%AF%CF%89%CE%BD&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1899
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CE%B5%CF%85%CF%84%CE%AD%CF%81%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/1931
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A7%CE%AC%CF%81%CE%BF%CE%BB%CE%BD%CF%84_%CE%9F%CF%85%CF%81%CE%AD%CF%85&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A4%CF%81%CE%AF%CF%84%CE%B9%CE%BF&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1934
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%92%CE%B1%CF%81%CF%8D_%CF%8D%CE%B4%CF%89%CF%81
http://el.wikipedia.org/wiki/1932
http://el.wikipedia.org/wiki/1806
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CE%B9%CE%BD%CE%B7%CF%84%CE%AE%CF%81%CE%B1%CF%82_%CE%B5%CF%83%CF%89%CF%84%CE%B5%CF%81%CE%B9%CE%BA%CE%AE%CF%82_%CE%BA%CE%B1%CF%8D%CF%83%CE%B7%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CE%B9%CE%BD%CE%B7%CF%84%CE%AE%CF%81%CE%B1%CF%82_%CE%B5%CF%83%CF%89%CF%84%CE%B5%CF%81%CE%B9%CE%BA%CE%AE%CF%82_%CE%BA%CE%B1%CF%8D%CF%83%CE%B7%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CE%BE%CF%85%CE%B3%CF%8C%CE%BD%CE%BF
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A3%CF%89%CE%BB%CE%AE%CE%BD%CE%B1%CF%82_%CE%B1%CE%BD%CE%AC%CF%86%CE%BB%CE%B5%CE%BE%CE%B7%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1823
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9D%CF%84%CE%BF%CE%BC%CF%80%CE%B5%CF%81%CE%AD%CE%B9%CE%BD%CE%B5%CF%81&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9B%CF%85%CF%87%CE%BD%CE%AF%CE%B1_%CF%85%CE%B4%CF%81%CE%BF%CE%B3%CF%8C%CE%BD%CE%BF%CF%85&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%B5%CF%81%CF%8C%CF%83%CF%84%CE%B1%CF%84%CE%BF
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%96%CE%B1%CE%BA_%CE%A4%CF%83%CE%B1%CF%81%CE%BB%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1783
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%86%CE%BD%CF%89%CF%83%CE%B7
http://el.wikipedia.org/wiki/1852
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%91%CE%B5%CF%81%CF%8C%CF%80%CE%BB%CE%BF%CE%B9%CE%BF&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A7%CE%B5%CE%BD%CF%81%CE%AF_%CE%93%CE%BA%CE%B9%CF%86%CF%86%CE%AC%CF%81%CE%BD%CF%84&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9A%CF%8C%CE%BC%CE%B7%CF%82_%CE%A6%CE%AD%CF%81%CE%BD%CF%84%CE%B9%CE%BD%CE%B1%CF%81%CE%BD%CF%84_%CF%86%CE%BF%CE%BD_%CE%96%CE%AD%CF%80%CF%80%CE%B5%CE%BB%CE%B9%CE%BD&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1900
http://el.wikipedia.org/wiki/1910
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%A0%CE%A0
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CF%8D%CE%B3%CE%BF%CF%85%CF%83%CF%84%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/1914
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%91%CE%BD%CE%B1%CE%B3%CE%BD%CF%8E%CF%81%CE%B9%CF%83%CE%B7&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1919
http://el.wikipedia.org/wiki/1920
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%89%CE%BB%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%97%CE%A0%CE%91
http://el.wikipedia.org/wiki/6_%CE%9C%CE%B1%CE%90%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/wiki/6_%CE%9C%CE%B1%CE%90%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/wiki/1937


7 
 

Ωζηφζν, άιιεο ρξήζεηο ηνπ πδξνγφλνπ ζπλέρηζαλ λα εθεπξίζθνληαη θαη λα 

ρξεζηκνπνηνχληαη, φπσο ε πξψηε ςπρφκελε κε πδξνγφλν ζηξνβηινγελλήηξηα 

ην 1937 ζην Dayton ηνπ Οράην, απφ ηελ Dayton Power & Light Co, πνπ ιφγσ ηεο 

ζεξκηθήο αγσγηκφηεηαο ηνπ αεξίνπ πδξνγφλνπ είλαη ε πην ζπλεζηζκέλε κέζνδνο ζηνλ 

ηνκέα αθφκε θαη ζηηο κέξεο καο. Σν 1977 ρξεζηκνπνηήζεθε κπαηαξία ληθειίνπ - 

πδξνγφλνπ ζηελ ηερλνινγία ησλ δνξπθφξσλ. Ζ ζπγθεθξηκέλε  κπαηαξία 

ρξεζηκνπνηήζεθε θαη ζηνπο δνξπθφξνπο ή δηαζηεκφπινηα ISS, Mars Odyssey, Mars 

Global Surveyor θαη ην δηαζηεκηθφ ηειεζθφπην Hubble. Σέινο, κείγκα πγξνχ 

πδξνγφλνπ θαη νμπγφλνπ ρξεζηκνπνηείηαη σο ην ζπλεζηζκέλν πξνσζεηηθφ ησλ 

ηειεπηαίσλ νξφθσλ ησλ ππξαχισλ, ησλ δηαζηεκνπινίσλ θαη ησλ δηαζηεκηθψλ 

ιεσθνξείσλ. 

 

1.2 Η Κβαντική θεωρία 

Σν άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ έρεη  ηδηαίηεξε ζεκαζία ζηελ Κβαληηθή ζεσξία θαη 

ηελ θβαληηθή ζεσξία πεδίνπ, σο έλα απιφ θπζηθφ ζχζηεκα δπν θνξηηζκέλσλ 

ζσκαηηδίσλ γηα ην νπνίν έρνπλ πξνθχςεη πνιιέο απιέο αλαιπηηθέο ιχζεηο θαη 

ζεκαληηθά ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ αηνκηθή ζεσξία. Ζ εχξεζε εκηθιαζηθψλ 

θαηαζηάζεσλ ζην ζχζηεκα απηφ απνηέιεζε πξφθιεζε απφ ηηο πξψηεο, θηφιαο, 

πξνζπάζεηεο πνπ έγηλαλ γηα ηελ απφδεημε ηεο Αξρήο ηεο Αληηζηνηρίαο. Δίλαη πιένλ 

θνηλψο απνδεθηφ, φηη θαηαζηάζεηο κε απφιπηα θιαζηθή ζπκπεξηθνξά δελ είλαη 

δπλαηφλ λα ππάξμνπλ ζην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ. Μπνξνχλ λα ππάξμνπλ θαηαζηάζεηο 

κε θιαζηθή ζπκπεξηθνξά γηα πεξηνξηζκέλν ρξνληθφ δηάζηεκα θαη κεηά απνθηνχλ 

πάιη θαζαξά θβαληηθφ ραξαθηήξα. Ο θβαληηθφο θαη ν θιαζηθφο ραξαθηήξαο ηνπ 

θπκαηνπαθέηνπ ελαιιάζζνληαη ζπλερψο γηα θάπνην ρξνληθφ δηάζηεκα, κέρξηο φηνπ, ε 
θβαληηθή θχζε ηνπ αηφκνπ λα επηθξαηήζεη εμ νινθιήξνπ. 

Σν 1914, ν Νίειο Μπνξ φξηζε ηηο θαζκαηηθέο ζπρλφηεηέο ηνπ, κεηά απφ κηα 

ζεηξά απφ παξαδνρέο. Απηέο νη παξαδνρέο, πνπ απνηέιεζαλ θαη ηηο ζεκέιηεο ιίζνπο 

ηνπ κνληέινπ ηνπ Μπνξ, δελ ήηαλ απφιπηα ζσζηέο, έδηλαλ φκσο, ζσζηέο ηηκέο 

ελέξγεηαο. Σα απνηειέζκαηα ηνπ Μπνξ, γηα ηηο ζπρλφηεηεο θαη ηηο ελέξγεηεο, 

επηβεβαηψζεθαλ απφ ηελ εμίζσζε Schrödinger ην 1925-1926. Ζ εμίζσζε Schrödinger 

δίλεη κηα αλαιπηηθή ιχζε γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ, απφ φπνπ ππνινγίδνληαη νη 

ελεξγεηαθέο ζηάζκεο θαη νη θαζκαηηθέο ζπρλφηεηεο. Ζ ιχζε ηεο εμίζσζεο 

Schrödinger κπνξεί λα δψζεη πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο απφ ην κνληέιν ηνπ Μπνξ, 
θαζψο εμεγεί ηνλ αληζνηξνπηθφ ραξαθηήξα ησλ αηνκηθψλ δεζκψλ.   

 Ζ κειέηε ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ, θαη ε επίιπζε ηνπ, κέζσ ηεο εμίζσζεο 

Schrödinger, μεθηλά απφ ηελ παξαδνρή φηη ην ειεθηξηθφ πεδίν ηνπ ππξήλα 

πξνέξρεηαη απφ έλα ζεκεηαθφ θνξηίν, δεδνκέλνπ φηη ην κέγεζνο ηνπ ππξήλα είλαη 

πνιχ κηθξφ (        ) ζε ζρέζε κε ηελ απφζηαζε ηνπ ειεθηξνλίνπ απφ ηνλ 
ππξήλα. Σν ζρήκα θαη ην κέγεζνο ηνπ ππξήλα δε ιακβάλνληαη ππφςε.  

Ζ δχλακε Coulomb πνπ αλαπηχζζεηαη κεηαμχ ππξήλα θαη ειεθηξνλίνπ  

θαζνξίδεη ηελ θίλεζε ηνπ ειεθηξνλίνπ θαη είλαη ίζε κε, 

    
   

         ,             (1) 

φπνπ, r0 ην κνλαδηαίν δηάλπζκα θαηά κήθνο ηεο αθηίλαο r, Ε ν αηνκηθφο αξηζκφο, e ην 

θνξηίν ηνπ ειεθηξνλίνπ θαη εν ε καγλεηηθή δηαπεξαηφηεηα ηνπ θελνχ. ρεκαηηθά   

θαίλεηαη παξαθάησ.  

http://el.wikipedia.org/wiki/1937
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9D%CF%84%CE%AD%CF%85%CF%84%CE%BF%CE%BD&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CF%87%CE%AC%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/1977
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9C%CF%80%CE%B1%CF%84%CE%B1%CF%81%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9D%CE%B9%CE%BA%CE%AD%CE%BB%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%B9%CE%B1%CF%83%CF%84%CE%B7%CE%BC%CF%8C%CF%80%CE%BB%CE%BF%CE%B9%CE%BF&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%B9%CE%B1%CF%83%CF%84%CE%B7%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CF%84%CE%B7%CE%BB%CE%B5%CF%83%CE%BA%CF%8C%CF%80%CE%B9%CE%BF&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CF%8D%CF%81%CE%B1%CF%85%CE%BB%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CE%B9%CE%B1%CF%83%CF%84%CE%B7%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CE%BB%CE%B5%CF%89%CF%86%CE%BF%CF%81%CE%B5%CE%AF%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CE%B9%CE%B1%CF%83%CF%84%CE%B7%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CE%BB%CE%B5%CF%89%CF%86%CE%BF%CF%81%CE%B5%CE%AF%CE%BF


8 
 

Σν ειεθηξφλην εθηειεί ηξνρηά Κέπιεξ ειιεηπηηθήο κνξθήο. Ο Johannes Kepler
1
, ην 

1965 φξηζε ηνπο λφκνπο ησλ πιαλεηηθψλ θηλήζεσλ. χκθσλα κε ηνλ δεχηεξν λφκν, ε 

επηβαηηθή αθηίλα
2
 ζε ίζνπο ρξφλνπο ζαξψλεη ίζα εκβαδά, γηαηί θάζε πιαλήηεο 

θηλείηαη ηαρχηεξα φηαλ βξίζθεηαη θνληά ζην πεξηήιην ηεο ηξνρηάο ηνπ απφ φ, ηη θνληά 

ζην αθήιην. χκθσλα κε ηνλ ηξίην λφκν, ην ηεηξάγσλν ηνπ ρξφλνπ πνπ απαηηείηαη γηα 

λα ζπκπιεξψζεη έλαο πιαλήηεο κηα πιήξε πεξηθνξά γχξσ απφ ηνλ Ήιην (πεξίνδνο 

ηνπ πιαλήηε) είλαη αλάινγν ηνπ θχβνπ ηνπ κεγάινπ εκηάμνλα ηεο ειιεηπηηθήο ηνπ 

ηξνρηάο. Γεδνκέλσλ ησλ δχν παξαπάλσ λφκσλ θ περίοδοσ περιςτροφήσ βρίςκεται 

να είναι 2/32 a
k

m
T  , όπου α ο μεγάλοσ θμιάξονασ,  m θ μάηα του πλανιτθ που 

περιςτρζφεται και 
 

   μια ςτακερι ποςότθτα3, με   =
  

  
, με L=      να είναι θ 

ςτροφορμι κάκε πλανιτθ. Η ποςότθτα τθσ ςτροφορμισ  ζχει ςτακερό μζτρο, αφοφ 
θ επιβατικι ακτίνα διαγράφει ςε ίςουσ χρόνουσ ίςεσ επιφάνειεσ και το διάνυςμά 
τθσ ζχει ςτακερι διεφκυνςθ, αφοφ θ κίνθςθ των πλανθτϊν μπορεί να κεωρθκεί 
επίπεδθ και μπορεί να προςδιοριςτεί μόνο από το r και το κ (ακτινικι και γωνιακι 
μεταβλθτι αντίςτοιχα), κακϊσ κεωρείται επίπεδθ. Σν 1967, ν Isaac Newton φξηζε 

ηνλ λόκν ηεο παγθόζκηαο έιμεο 
2r

mM
GF H , με G τθν ςτακερά τθσ παγκόςμιασ 

ζλξθσ και ΜΗ τθ μάηα του θλίου. Ζ δχλακε αιιειεπίδξαζεο πνπ αλαπηχζζεηαη 

κεηαμχ δχν καδψλ, ζε ζχζηεκα πνπ δξνπλ κφλν ζπληεξεηηθέο δπλάκεηο,  είλαη  

αληηζηξφθσο αλάινγε ηεο απφζηαζήο ηνπο θαη εμαξηάηαη κφλν απφ ηηο 

ζπκκεηέρνπζεο κάδεο θαη ηελ κεηαμχ ηνπο απφζηαζε. Καη’ αληηζηνηρία, ζηελ θίλεζε 

ηνπ ειεθηξνλίνπ ιακβάλεηαη ππφςε ε δχλακε Coulomb κεηαμχ ησλ δχν ζσκαηηδίσλ, 

ε νπνία ζέηεη ζε ηξνρηά ην ειεθηξφλην γχξσ απφ ην θέληξν κάδαο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Κάζε ζχζηεκα δχν ζσκάησλ ηα νπνία αιιειεπηδξνχλ θαη ιακβάλεηαη ππφςε κφλν ε 

δχλακε αιιειεπίδξαζεο κπνξεί λα ζεσξεζεί θεπιεξηαλφ. 

 

 

 
ρήκα 1.1: Ζ δχλακε Coulomb κεηαμχ ηνπ κνλαδηθνχ πξσηνλίνπ θαη κνλαδηθνχ ειεθηξνλίνπ ζην άηνκν ηνπ 

πδξνγφλνπ θαη ε νπνία θαζνξίδεη θαη ηελ θίλεζή ηνπ. Με θφθθηλν απεηθνλίδεηαη ην ειεθηξφλην θαη κε κπιε ην 

πξσηφλην 

 
 

 

Ζ δπλακηθή ελέξγεηα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν  

      
   

     
  

   

             
  (2) 

                                                             
1 Ο Johannes Kepler ήηαλ Γεξκαλφο αζηξνλφκνο (27 Γεθεκβξίνπ 1571 – 15 Ννεκβξίνπ1630).  
2
 Ζ γξακκή πνπ ελψλεη έλα πιαλήηε κε ην θέληξν ηνπ Ήιηνπ. 

3 Μεταγενζςτερεσ μετριςεισ ζδειξαν ότι υπάρχει αξιοςθμείωτο ςφάλμα ςε αυτό τον λόγο. 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CE%B5%CF%81%CE%B9%CE%AE%CE%BB%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CF%86%CE%AE%CE%BB%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%93%CE%B5%CF%81%CE%BC%CE%B1%CE%BD%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CF%83%CF%84%CF%81%CE%BF%CE%BD%CE%BF%CE%BC%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/27_%CE%94%CE%B5%CE%BA%CE%B5%CE%BC%CE%B2%CF%81%CE%AF%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/wiki/1571
http://el.wikipedia.org/wiki/15_%CE%9D%CE%BF%CE%B5%CE%BC%CE%B2%CF%81%CE%AF%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/wiki/15_%CE%9D%CE%BF%CE%B5%CE%BC%CE%B2%CF%81%CE%AF%CE%BF%CF%85
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φπνπ x, y, z είλαη νη νξζνγψληεο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ειεθηξνλίνπ ζ ‘ έλα ηξηζδηάζηαην 

ζχζηεκα αλαθνξάο, κε ηελ αξρή ησλ αμφλσλ ηνπνζεηεκέλε ζηνλ ππξήλα.  

 

 

1.2.1 Εξίσωση Schrödinger  

Σα δχν θνξηηζκέλα ζσκαηίδηα ηνπ αηφκνπ ηνπ  πδξνγφλνπ, είλαη έλα ζχζηεκα 

ζσκαηηδίσλ πνπ αιιειεπηδξνχλ, κέζσ ειεθηξνζηαηηθψλ δπλάκεσλ Coulomb θαη 

θηλνχληαη ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρψξν. ην ζχζηεκα  δηαηεξείηαη ε ελέξγεηα ηνπ θέληξνπ 

κάδαο θαη ε νξκή.  Απηφ πνπ κειεηάηαη είλαη ε ζρεηηθή θίλεζε ηνπ ππξήλα, κάδαο Μ, 

θαη ηνπ ειεθηξνλίνπ, κάδαο m, σο πξνο ην θέληξν κάδαο ηνπο. Σν πξφβιεκα  κπνξεί 

λα κεηαζρεκαηηζηεί ζε πξφβιεκα ελφο ζσκαηηδίνπ, εάλ ζεσξήζνπκε φηη ην πξσηφλην 

είλαη έλαο ππξήλαο άπεηξεο κάδαο, αθίλεηνο ζην θέληξν ηνπ αηφκνπ θαη ην 

ειεθηξφλην έλα ζσκαηίδην κάδαο ίζε κε ηελ αλνηγκέλε κάδα (κ) ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ 

ζσκαηηδίσλ, 

  
   

   
  (3) 

Σν ειεθηξφλην κάδαο κ θηλείηαη γχξσ απφ ηελ αθίλεην ππξήλα. Ζ απφζηαζή 

ηνπο είλαη r. Σν πξφβιεκα είλαη απφιπηα ηζνδχλακν κε ην πξαγκαηηθφ, κηαο θαη ν 

ππξήλαο είλαη αθίλεηνο, φπσο θαη ζην πξαγκαηηθφ πξφβιεκα, θαη ην ειεθηξφλην 

θηλείηαη ζε θεπιεξηαλή ηξνρηά γχξσ απφ ηνλ ππξήλα - πξσηφλην, νπφηε θαη ε νιηθή 

ελέξγεηα ηνπ ηζνδχλακνπ ζπζηήκαηνο είλαη ίζε κε ηελ νιηθή ελέξγεηα ηνπ 

πξαγκαηηθνχ ζε έλα ζχζηεκα αλαθνξάο, φπνπ ην θέληξν κάδαο είλαη ζηαζεξφ.  

χκθσλα κε ηα παξαπάλσ ην ειεθηξφλην αλνηγκέλεο κάδαο κ βξίζθεηαη ζε 

ηξνρηά γχξσ απφ ηνλ αθίλεην ππξήλα, ππφ ηελ επίδξαζε ηεο δχλακεο Coulomb κε 

δπλακηθή ελέξγεηα  

      
   

         (4)   c. g. s 

φπνπ x, y, z είλαη νη νξζνγψληεο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ειεθηξνλίνπ κε θνξηίν e1 , κε ηνλ 

αθίλεην ππξήλα λα ζεσξείηαη ε αξρή ησλ αμφλσλ. Ζ ηξηζδηάζηαηε εμίζσζε 

Schrödinger είλαη 

  
  

  
                                  (5), 

φπνπ     
  

    
  

    
  

    , θαη Δ ε νιηθή ελέξγεηα ηεο ζρεηηθήο θίλεζεο ηνπ αηφκνπ. 

Ζ δηαθνξηθή απηή εμίζσζε, γηα λα επηιπζεί, ζα πξέπεη λα ρσξηζηεί ζε ηξεηο 

θαλνληθέο, φπνπ ε θάζε κία ζα εμαξηάηαη απφ κία κφλν κεηαβιεηή. Γηα ην ζθνπφ 

απηφ εθθξάδνπκε ηελ (5) ζε ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο, νπφηε παίξλεη ηε κνξθή 

  
  

  
                              (6) 

φπνπ    
 

  

 

  
     

  
  

 

      

 

  
     

 

  
  

 

       

   

         

Ζ κεηαηξνπή απφ θαξηεζηαλέο ζε ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο έγηλε ζχκθσλα κε ηηο 

ζρέζεηο : 

                                                             
1                  
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r ∈ [0, ∞ ), ζ ∈ [0, π ], θ ∈ [0, 2π ) 

Ζ δπλακηθή ελέξγεηα εθθξαζκέλε θαη απηή ζε ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο γίλεηαη: 

      
   

 
     (7)  c.g.s. 

εμαξηάηαη, δειαδή, κφλν απφ ην r, ηελ αθηηληθή απφζηαζε ηνπ ειεθηξνλίνπ απφ ηνλ 

ππξήλα. Σν πεδίν απηφ είλαη έλα θεληξηθφ πεδίν.   

Ζ ιχζε ηεο εμίζσζεο  (6) έρεη  ηε κνξθή,  

ς(r,ζ,θ) = R(r)Y(ζ,θ)    (9) 

φπνπ Y(ζ,θ) είλαη νη ζθαηξηθέο αξκνληθέο ζπλαξηήζεηο, ιχζεηο ηεο γσληαθήο 

εμίζσζεο  

  

  
 

 

  ζ θ 
  

 

    

 

  
       

   ζ θ 

 ζ
  

 

    

    ζ θ 

 θ 
              

θαη R(r) είλαη νη ιχζεηο ηεο αθηηληθήο εμίζσζεο : 

 

 

  

   
      

    

  
                       

  

 

1.2.2 Γωνιακή εξίσωση 

Ζ εμίζσζε (9) κπνξεί λα γξαθηεί θαη σο ς(r, ζ ,θ) = R(r)Θ(ζ)Φ(θ), φπνπ ζεσξνχκε 

φηη  Y(ζ, θ) = Θ(ζ)Φ(θ). Ζ Y(ζ, θ) ζπάεη ζε δχν θαλνληθέο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο, ηελ 

Θ(ζ) θαη ηελ Φ(θ), φπνπ ε θάζε κία εμαξηάηαη απφ κία  κφλν κεηαβιεηή, ηελ ζ θαη  

ηελ θ αληίζηνηρα. Οη κεξηθέο ιχζεηο ησλ Θ(ζ)  θαη Φ(θ) είλαη: 

          
            

    

 

        

        
   

           0<ζ<π (12) 

θαη 

      
 

   
     ,  0<θ<2π  (13) 

Άξα νη ιχζεηο  Y(ζ, θ) έρνπλ ηε κνξθή1: 

        
    

 

        

        
            

                

νη νπνίεο είλαη νη γλσζηέο ζθαηξηθέο αξκνληθέο ζπλαξηήζεηο. Όπνπ l είλαη ν 

θβαληηθφο αξηζκφο ηεο ζηξνθνξκήο πνπ παίξλεη ηηο ηηκέο l     θαη m o καγλεηηθφο 

θβαληηθφο αξηζκφο πνπ παίξλεη ηηο ηηκέο    = 0,1,2,… Οη ζπλαξηήζεηο   
           

είλαη νη ζπλαθείο ζπλαξηήζεηο Legendre. ηνλ παξαθάησ πίλαθα δίλνληαη νη πξψηεο 

ζθαηξηθέο αξκνληθέο γηα l=0,1,2. 

 

 

 

 

                                                             
1 Ζ απφδεημε ηεο ιχζε δελ αλαθέξεηαη. Μπνξεί θαλείο λα αλαηξέμεη ζε νπνηνδήπνηε 

βηβιίν θβαληηθήο θπζηθήο.  
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Πίλαθαο 1.1: Οη ζθαηξηθέο αξκνληθέο γηα l=0,1 θαη 2.  
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ρήκα 1.2: Οη πξψηεο ζθαηξηθέο αξκνληθέο ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ. Ζ πξψηε ζεηξά απεηθνλίδεη ηελ 

πεξίπησζε l=0, ε δεχηεξε ηελ l=1 θαη ε ηξίηε ηελ l=3. Πξνθαλψο έρνπλ ζρεδηαζηεί γηα    . Ο 

ζρεδηαζκφο ηνπο έγηλε κε   εθαξκνγή ζην Mathematica. Ζ θάζε απεηθνλίδεηαη ρξσκαηηθά ζχκθσλα κε 

ηνλ θαλφλα πνπ απεηθνλίδεηαη ζηνλ κνλαδηαίν θχθιν παξαθάησ.  

 

 

 
Εικόνα 1.1: Χρωματικι απεικόνιςθ τθσ μιγαδικισ φάςθσ ςε rad ςτο μοναδιαίο κφκλο. Οι αςυνζχειεσ 

ςτθν ζνταςθ προκφπτουν για τιμζσ       , με n= 0, -1, -2. Εικόνα από 

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Unit_circle_domain_coloring.png  

 

 

 

1.2.3 Ακτινική εξίσωση 

Ζ αθηηληθή εμάξηεζε ηεο ς(r,ζ, θ)= R(r)Θ(ζ)Φ(θ), δειαδή ην R(r)  εμαξηάηαη απφ ηε 

δπλακηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο.  

      
   

 
 

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Unit_circle_domain_coloring.png
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Έθηνο απφ ηε δπλακηθή ελέξγεηα Coulomb V(r), ππεηζέξρεηαη θαη ε θπγνθεληξηθή 

δπλακηθή ελέξγεηα 
        

    
.   

  Απφ ηελ εμίζσζε (11) έρνπκε: 

 

 

  

         
    

                              (12) 

Θέησ r R(r)= u(r) νπφηε πξνθχπηεη:  

  

  

      

   
        

        

    
                         

H ζπγθεθξηκέλε κνξθή είλαη παξφκνηα κε ηε κνλνδηάζηαηε εμίζσζε 

Schrödinger, ζηελ νπνία γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ εθαξκφδνληαη νη νξηαθέο 

ζπλζήθεο: 

α) 0<r<∞ (ην r δε παίξλεη αξλεηηθέο ηηκέο) 

β)  u(r)=0 ζηελ αξρή ησλ αμόλσλ, ε ιύζε ηεο εμίζσζεο Schrödinger πξέπεη λα είλαη 

παληνύ πεπεξαζκέλε 

γ) u(∞)=0 

Γηα ηελ εχξεζε ηεο αθηηληθήο εμίζσζεο κειεηάκε μερσξηζηά ηηο πεξηπηψζεηο  

κηθξήο, κεζαίαο θαη κεγάιεο απφζηαζεο ηνπ ειεθηξνλίνπ απφ ηνλ ππξήλα. 

Πεξίπησζε 1
ε
: ‘Έζησ r πνιχ κηθξφ θαη     . Ζ δπλακηθή ελέξγεηα Coulomb   

 

 
   

είλαη ακειεηέαο ζεκαζίαο ζε ζρέζε κε ηε θπγνθεληξηθή ελέξγεηα   
 

    , νπφηε ε 

(13) παίξλεη ηε κνξθή 

      

   
 

      

  
               

κε γεληθή ιχζε ηελ 

         
       

    

O δεχηεξνο φξνο απνξξίπηεηαη νπφηε ε u(r) είλαη αλάινγε ηνπ      .  Άξα  

         
    

Γηα      ην δπλακηθφ Coulomb δε κπνξεί λα αγλνεζεί. 

Πεξίπησζε 2
ε
: Έζησ r πνιχ κεγάιν. Ζ νιηθή πξαγκαηηθή δπλακηθή ελέξγεηα 

κεδελίδεηαη θαη ε (13) γίλεηαη 

      

   
 

   

  
              

Ζ ελέξγεηα Δ κπνξεί λα έρεη ζεηηθέο ηηκέο (ην ειεθηξόλην βξίζθεηαη πνιύ 

καθξηά θαη δελ δέρεηαη επίδξαζε από ηνλ ππξήλα) ή αξλεηηθέο ηηκέο (δέζκηεο 

θαηαζηάζεηο). Οη δεχηεξεο αθνξνχλ ηελ εχξεζε επίιπζεο ηεο αθηηληθήο εμίζσζεο. Οη 

ιχζεηο ηειηθά ηεο (13) είλαη 

              

κε      
   

   θαη Δ<0. Ο δεχηεξνο φξνο απνξξίπηεηαη, δεδνκέλνπ φηη ε u(r) πξέπεη 

λα είλαη πεπεξαζκέλε ζε άπεηξε απφζηαζε. Άξα  
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Οη νξηαθέο ζπλζήθεο επηηξέπνπλ, ζηελ πεξίπησζε πνπ Δ<0, νξηζκέλεο κφλν 

δηαθεθξηκέλεο αξλεηηθέο ηδηνηηκέο ηεο ελέξγεηαο. Οη δηαθεθξηκέλεο απηέο θαηαζηάζεηο 

ιέγνληαη δέζκηεο θαηαζηάζεηο.  

Γηα ηελ απινπνίεζε ησλ πξάμεσλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ν 

κεηαζρεκαηηζκφο 

      
     

  
           

δίλνληαο ηειηθά ζηελ πξνεγνχκελε εμίζσζε ηε κνξθή          . 

Πεξίπησζε 3
ε
: r ελδηάκεζεο απφζηαζεο. Ζ ιχζε, πνπ ζα θαιχπηεη φιε ηελ πεξηνρή 

κεηαβνιήο ηνπ r, ζα είλαη ηεο κνξθήο 

                          

Με αληηθαηάζηαζε ζηελ (13) ιακβάλεηαη 

   

   
   

   

 
   

  

  
  

    

 
 

      

 
                

απφ ηελ νπνία πξνζδηνξίδεηαη ην       ιακβάλνληαο ππφςε ηηο νξηαθέο ζπλζήθεο, 

γηα r πνιχ κηθξφ θαη r άπεηξν. Οη απνδεθηέο ιχζεηο γηα ην      είλαη ηα ζπλαθή 

πνιπψλπκα Laguerre 

          
            

                   

Σειηθά κε αληηθαηάζηαζε ηεο (18) ζηελ (20) νη θπκαηνζπλαξηήζεηο πξνθχπηνπλ απφ  

                        
                 

κε Ν ηνλ παξάγνληα θαλνληθνπνίεζεο. Σειηθά  κε επαλαθνξά απφ ηελ (17) ε (21) 

γξάθεηαη 

                          
                   

H θπκαηνζπλάξηεζε πξέπεη λα είλαη θαλνληθνπνηεκέλε, νπφηε κε εθαξκνγή 

ηεο ζπλζήθεο θαλνληθνπνίεζεο  

                                     
          

 
    

∞

 

   
∞

 

 

θαη ην Ν ππνινγίδεηαη ίζν κε 

       
 
   

        

           
 

 
 

                

Σέινο, κε αληηθαηάζηαζε απφ ηελ ζρέζε r R (r)= u(r) ηεο R(r), ε αθηηληθή ζπλάξηεζε 

νξίδεηαη σο,  

            
        

           
 

 
 

                   
                  

H αθηηληθή εμίζσζε εμαξηάηαη απφ ηνπο θβαληηθνχο αξηζκνχο n θαη l.  
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1.2.4 Γενική λύση  

Ζ γεληθή ιχζε ηεο εμίζσζεο Schrödinger γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ είλαη ε εμήο: 

                
        

           
 

 
 

                   
                             

κε    
     

        , φπνπ Ε=1 γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ (αηνκηθφο αξηζκφο) 

θαη    ε αθηίλα Bohr, πνπ ηζνχηαη κε 
  

   . 

 Γηα ηνπο θβαληηθνχο αξηζκνχο n (θχξηνο θβαληηθφο αξηζκφο), l (θβαληηθφο αξηζκφο 

ηεο ζηξνθνξκήο ) θαη m (καγλεηηθφο θβαληηθφο αξηζκφο) ηζρχεη θαηά ηα γλσζηά: 

             ί                 έ    ά      

               ή            

         ή         (26) 

Οη ηηκέο πνπ ιακβάλεη ε ελέξγεηα ηνπ κνλαδηθνχ ειεθηξνλίνπ ηνπ νπδέηεξνπ αηφκνπ 

ηνπ πδξνγφλνπ δίλνληαη απφ ηνλ ηχπν  

       
    

  
    

  

  
  

 

  
 
 

 
 

 
      

κε j λα είλαη ν θβαληηθφο αξηζκφο νιηθήο ζηξνθνξκήο θαη α ε ζηαζεξά ιεπηήο πθήο1. 

Γηα n=1 πξνθχπηεη ε ελέξγεηα ηεο ζεκειηψδνπο θαηάζηαζεο ηνπ ειεθηξνλίνπ2
. Ζ 

ελέξγεηα εμαξηάηαη θπξίσο απφ ηνλ θχξην θβαληηθφ αξηζκφ n. ε κηα ηηκή ηνπ n 

αληηζηνηρνύλ δηάθνξα δεύγε ηηκώλ γηα ηα l θαη m, κε απνηέιεζκα δηαθνξεηηθέο 

ηδηνζπλαξηήζεηο λα αληηζηνηρνύλ ζε ίδηα ηδηνηηκή ελέξγεηαο (εθθπιηζκόο).  

Γηα ηζηνξηθνχο ιφγνπο, νη θαηαζηάζεηο κε ίδην n ζεσξείηαη φηη απνηεινχλ κηα 

ζηηβάδα. Κάζε ζηηβάδα ζπκβνιίδεηαη κε έλα ιαηηληθφ θεθαιαίν γξάκκα K, L, M, 

N…πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε θβαληηθφ αξηζκφ. Οη θαηαζηάζεηο πνπ έρνπλ ίδην n, 

αλήθνπλ ζηελ ίδηα ζηηβάδα, θαη ίδην l, αλήθνπλ ζηελ ίδηα ππνζηηβάδα. Ζ θάζε 

ππνζηηβάδα ζπκβνιίδεηαη κε έλα κηθξφ ιαηηληθφ γξάκκα s, p, d, f …  πνπ αληηζηνηρεί 

ζηα l=0, 1, 2, 3, 4… O παξαθάησ πίλαθαο παξαζέηεη απηφ ηνλ ζπκβνιηζκφ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             

1   
  

        
 . 

2    
    

 

     
     όπου    θ μάηα του θλεκτρονίου. 
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n Γράμμα 

Σηιβάδας 

L Γράμμα 

Υποζηιβάδας 

1 Κ 1 S 

2 L 2 P 

3 M 3 F 

4 N 4 G 

5 

  
O 
  

5 
  

h 
  

   Πίλαθαο 1 2:  πκβνιηζκφο ησλ ζηηβάδσλ θαη ησλ ππνζηηβάδσλ κε ιαηηληθνχο ραξαθηήξεο. 

 
 

 

 

1.3 Πυκνότητα Πιθανότητας  

Ζ θπκαηνζπλάξηεζε γηα ηε ζεκειηψδε θαηάζηαζε ηνπ αηφκνπ είλαη  

                       
    

 
   

 

  
 

 
 
  

  
           

Οη ζηαζεξέο είλαη ηέηνηεο, ψζηε ε ζπλάξηεζε λα είλαη θαλνληθνπνηεκέλε. Ζ        δελ 

εμαξηάηαη απφ ηε γσληά, αθνχ είλαη ην γηλφκελν ελφο αθηηληθνχ θχκαηνο κε ηελ 

  
  

 

       . Όια ηα θχκαηα κε l=0 έρνπλ απηφ ην ραξαθηεξηζηηθφ. Οη θαηαζηάζεηο 

απηέο είλαη ζθαηξηθά ζπκκεηξηθέο. 

 Σν ειεθηξφλην, πνπ πεξηγξάθεηαη απφ πξνεγνχκελε εμίζσζε, βξίζθεηαη κε 

πηζαλφηεηα αλά κνλάδα φγθνπ πνπ δίλεηαη απφ ηελ έθθξαζε,  

               
 

 
  

   
   

 
  
               

H ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο είλαη επίζεο ζθαηξηθά ζπκκεηξηθή, φπσο ζα πξέπεη λα 

ζπκβαίλεη κε θάζε θχκα θαηάζηαζεο s. H πηζαλφηεηα λα βξεζεί ην ειεθηξφλην ζηε 

«γεηηνληά» ελφο ζεκείνπ είλαη ε ίδηα γηα φια ηα ζεκεία πνπ ηζαπέρνπλ απφ ην θέληξν 

(δειαδή ηνλ ππξήλα). Οξίδεηαη ε αθηηληθή θαηαλνκή πηζαλφηεηαο κε ηε ζπλαθή ηεο 

ππθλφηεηα Ρ(r) ηέηνηα ψζηε, ην γηλφκελν Ρ(r) dr λα είλαη ε πηζαλφηεηα λα βξεζεί ην 

ειεθηξφλην ζε νπνηνδήπνηε ζεκείν κέζα ζηνλ ζθαηξηθφ θινηφ αθηίλαο r θαη πάρνπο 

dr. Ο φγθνο ηνπ θινηνχ είλαη ην γηλφκελν ηνπ εκβαδνχ ηεο επηθάλεηαο 4πr
2
 επί ην 

πάρνο ηνπ θινηνχ dr. Αθνχ ε ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο                
 
 είλαη ίδηα 

παληνχ κέζα ζηνλ θινηφ, ηζρχεη 

 

                          

ή γηα ηελ θαηάζηαζε 1s, 

       
 

  
     

 
  
   

Σν ίδην απνηέιεζκα πξνθχπηεη θαη γηα ην u(r)  
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Ζ ηειεπηαία εμίζσζε δίλεη ηελ αθηηληθή ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο γηα 

νπνηαδήπνηε θαηάζηαζε. Γηα ηηο ζθαηξηθέο θαηαζηάζεηο s είλαη ίζε κε 

          (φπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ). Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο       , θαζψο 

θαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ππνινίπσλ ππθλνηήησλ πηζαλφηεηαο γηα ηηο πξψηεο 

δηεγεξκέλεο θαηαζηάζεηο παξνπζηάδνληαη ζην επφκελν ζρήκα. Ζ       εξκελεχεηαη 

σο, ε πηζαλφηεηα επξέζεσο ηνπ ειεθηξνλίνπ ζε απφζηαζε r απφ ηνλ ππξήλα, 

αλεμάξηεηα κε ηελ θαηεχζπλζε ζην ρψξν. Ζ θνξπθή ηεο πξψηεο θακπχιεο, θαζψο 

θαη νη κέγηζηεο θνξπθέο ησλ ππνινίπσλ θαηαζηάζεσλ, αληηζηνηρνχλ ζηε κέγηζηε 

απφζηαζε ηνπ ειεθηξνλίνπ απφ ηνλ ππξήλα, δεδνκέλνπ φηη ν ππξήλαο βξίζθεηαη ζηελ 

αξρή ησλ αμφλσλ.  

Πξνθαλψο ηζρχεη ε ζπλζήθε θαλνληθνπνίεζεο  

 

      
 

 

             

θαη ε κέζε απφζηαζε ηνπ ειεθηξνλίνπ απφ ηνλ ππξήλα κπνξεί λα ππνινγηζηεί απφ,  

           
 

 

            

 

 

   

  

 

0 5 10 15 20

r2 R 1, 0 2

0 5 10 15 20

r2 R 2, 0 2

0 5 10 15 20

r2 R 2, 1 2

0 5 10 15 20

r2 R 3, 0 2

0 5 10 15 20

r2 R 3, 1 2

0 5 10 15 20

r2 R 3, 2 2
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ρήκα1.3: Ζ ζρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ησλ πξψησλ αθηηληθψλ ππθλνηήησλ πηζαλφηεηαο γηα ην άηνκν ηνπ 

πδξνγφλνπ. ρεδηάζηεθαλ ζην Mathematica. Οη κέγηζηεο θνξπθέο δείρλνπλ ηελ κέγηζηε ζέζε ηνπ ειεθηξνλίνπ γηα 

ηελ ζπγθεθξηκέλε θαηάζηαζε. Ζ  απφζηαζε απηή εμαξηάηαη απφ ηελ  ηηκή ηεο ελέξγεηαο, θαη  φζν πην πςειή είλαη 

ε ηηκή ηεο ελέξγεηαο, ηφζν κεγαιχηεξε θαη ε απφζηαζε. Οη ζπλαξηήζεηο ζρεδηάζηεθαλ ζην Mathematica . 

 

 

 

Οη πξψηεο δηεγεξκέλεο θαηαζηάζεηο γηα ην άηνκνπ ηνπ πδξνγφλνπ, γηα n=2, 

είλαη νη                             . Όιεο έρνπλ ηνλ ίδην θχξην θβαληηθφ αξηζκφ θαη 

ηελ ίδηα νιηθή ελέξγεηα Δ2  (ηεηξαπιφο εθθπιηζκφο). Ζ θαηάζηαζε        είλαη 

ζθαηξηθά ζπκκεηξηθή. Έλα ειεθηξφλην ζηελ θαηάζηαζε 2s, ζα βξίζθεηαη καθξχηεξα 

απφ ηνλ ππξήλα απφ φηη έλα ειεθηξφλην ζηελ θαηάζηαζε 1s. Δίλαη πξνθαλέο ινηπφλ, 

φηη ε κέγηζηε θνξπθή ηεο αλαπαξάζηαζεο ηεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο, φιν θαη ζα 

απνκαθξχλεηαη απφ ηνλ ππξήλα. Ζ παξαηήξεζε απηή δηαηεξεί ηελ παιαηά αληίιεςε, 

ηνπ φηη ηα ειεθηξφληα είλαη ηνπνζεηεκέλα ζε ζηηβάδεο.  

Οη θαηαζηάζεηο                                 δελ είλαη ζθαηξηθά ζπκκεηξηθέο. 

Οη γσλίεο ζ θαη θ πιένλ ζα επεξεάζνπλ ηελ θαηαλνκή ηεο θπκαηνζπλάξηεζεο. Οη 

θαηαζηάζεηο έρνπλ ίδηα αθηηληθή θπκαηνζπλάξηεζε, αιιά απηή πνιιαπιαζηάδεηαη 

θάζε θνξά κε δηαθνξεηηθέο ζθαηξηθέο αξκνληθέο, αλάινγα κε ηνλ θβαληηθφ αξηζκφ l 

θαη m. ρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο εμάξηεζεο απφ ηηο ζθαηξηθέο αξκνληθέο δίλεηαη 

ζην ρήκα 1.2. 

 Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη, ε ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ 

θ θαη επνκέλσο είλαη ζπκκεηξηθή γχξσ απφ ηνλ άμνλα z, πάληα. Ζ ηδηφηεηα απηή 

είλαη απνηέιεζκα ηνπ φηη          . Σν απνηέιεζκα απηφ ηζρχεη  γηα φιεο ηηο 

πδξνγνλνεηδήο θπκαηνζπλαξηήζεηο.  

 Ζ θαηάζηαζε        έρεη έληνλα ραξαθηεξηζηηθά πξνζαλαηνιηζκνχ ζην ρψξν, 

φπσο θαίλεηαη ζην ρήκα 1.2 Μεξηθέο θνξέο, ινηπφλ ε ζπγθεθξηκέλε θαηάζηαζε 

γξάθεηαη θαη      
 
  γηα λα ηνληζηεί απηφο ν πξνζαλαηνιηζκφο. Ο πξνζαλαηνιηζκφο 

απηφο δειψλεη φηη, ην ειεθηξφλην έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα z. Άιιεο 

θαηαζηάζεηο κε έληνλν πξνζαλαηνιηζκφ ζην ρψξν κπνξνχλ λα ζρεκαηηζηνχλ κε 

ζπλδπαζκφ θπκάησλ κε       θαη         Έηζη, νη θπκαηνζπλαξηήζεηο, 

     
 

 
 

  
                 

     
 

 
 

  
                         

έρνπλ ζπκκεηξηθέο ππθλφηεηεο πηζαλφηεηαο θαηά κήθνο ησλ αμφλσλ x θαη y, 

αληίζηνηρα. Οη θπκαηνζπλαξηήζεηο ησλ πξνεγνχκελσλ εμηζψζεσλ, πνπ 

ζρεκαηίζηεθαλ κε ππέξζεζε θπκάησλ ηεο πξψηεο δηεγεξκέλεο ζηάζκεο Δ2, είλαη θαη 

απηέο ζηάζηκεο θαηαζηάζεηο κε ηελ ίδηα ελέξγεηα. Σα ηξία θχκαηα      
 
  

     
 
       

 
 καδί κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ εμίζνπ θαιά γηα ηελ πεξηγξαθή 

ησλ θαηαζηάζεσλ 2p ησλ πδξνγνλνεηδψλ αηφκσλ. Κπκαηνζπλαξηήζεηο κε έληνλε 

θαηεπζπληηθφηεηα παίδνπλ ζπνπδαίν ξφιν ζηνλ ρεκηθφ δεζκφ, ζηνλ ζρεκαηηζκφ 

κνξίσλ θαη ζηηο ρεκηθέο ηδηφηεηεο. Οη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο Schrödinger, πνπ 

αλαθέξεηαη ην ζπγθεθξηκέλν κνληέιν ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ, είλαη γξακκηθψο 

αλεμάξηεηεο. Κάζε γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ θπκαηνζπλαξηήζεσλ ίδηαο ελέξγεηαο 

n=2 θαη l=1 ζα είλαη κηα θπκαηνζπλάξηεζε ζαθψο θαζνξηζκέλεο ελέξγεηαο θαη 

κέηξνπ ζηξνθνξκήο, φρη φκσο θαη ζπληζηψζαο Lz. Οη ηξεηο απηέο ζπλαξηήζεηο 
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απνηεινχλ κηα βάζε ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ππνρψξνπ, πνπ ραξαθηεξίδεηαη απφ n=2 θαη 

l=1.  

 Ζ επφκελε δηεγεξκέλε ζηάζκε έρεη n=3 θαη ελέξγεηα Δ3. Δίλαη ελλέα θνξέο 

εθθπιηζκέλε, δειαδή ππάξρνπλ ελλέα θπκαηνζπλαξηήζεηο κε ηελ ίδηα ελέξγεηα, νη 

νπνίεο αληηζηνηρνχλ ζε φιεο ηηο δπλαηέο επηινγέο ησλ l θαη    γηα n=3. Οη ελλέα 

απηέο θαηαζηάζεηο, φιεο καδί απνηεινχλ ηελ ηξίηε ζηηβάδα, κε ππνζηηβάδεο ηηο 3s, 

3p, θαη 3d, νη νπνίεο απνηεινχληαη απφ κία, ηξεηο θαη πέληε θαηαζηάζεηο, αληίζηνηρα. 

ηελ εθαξκνγή πνπ αθνινπζεί κπνξεί θαλείο λα επηιέμεη n=3 θαη αληίζηνηρα ηα l θαη 

m πνπ ζέιεη γηα λα δεη ηελ ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο ησλ ηδηνθαηαζηάζεσλ. Δπίζεο, 

κπνξεί λα δεη ην απνηέιεζκα ηεο ππέξζεζεο θαηαζηάζεσλ ίδηαο ελέξγεηαο.   

 

 

 

1.5 Στροφορμή 

Ζ ηξνρηαθή ζηξνθνξκή νξίδεηαη σο:            . Αλ ζεσξήζνπκε ηηο πξνβνιέο ηηο 

          ζηνπο άμνλεο ηνπ θαξηεζηαλνχ επηπέδνπ x, y, z  αληίζηνηρα παίξλνπκε: 

 

 

       (34) 

 

Έζησ ε πξνβνιή ηεο νιηθήο ζηξνθνξκήο    ηνπ πεξηζηξεθφκελνπ 

ειεθηξνλίνπ γχξσ απφ ηνλ ππξήλα. Αληηζηνηρνχλ ζε απηήλ νη εξκηηηαλνί ηειεζηέο      

θαη   
 . Οη ηδηνζπλαξηήζεηο ησλ ηειεζηψλ είλαη νη ζθαηξηθέο αξκνληθέο              

θαη νη ηδηνηηκέο ηνπο είλαη νη ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηελ ζηξνθνξκή κε ηνλ θβαληηθφ 

αξηζκφ l, δειαδή  

     έ           έ             θαη 

  
  έ           έ      

Ηζρχνπλ, ινηπφλ νη παξαθάησ εμηζψζεηο 

                                                      

  
                                     

Γηα ηα l, m ηζρχνπλ νη ζρέζεηο (25). Οη ζρέζεηο (35) πξνθχπηνπλ απφ ηελ έθθξαζε 

ηεο ζηξνθνξκήο ζε ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο, ε νπνία είλαη  

     
  

    

 

  
     

 

  
  

  

     
 

  

    . Ζ έθθξαζε απηή, πξνθαλψο, ρξεζηκνπνηείηαη 

ζε πξνβιήκαηα κε ζθαηξηθή ζπκκεηξία, θαη δίλεη ηξνρηαθή ζηξνθνξκή L =  

         . Ζ ηξνρηαθή ζηξνθνξκή δηαηεξείηαη ζε ζπζηήκαηα κε πιήξε ζπκκεηξία. 

Ζ ζπληζηψζα z ηεο ηξνρηαθήο ζηξνθνξκήο ηαπηίδεηαη κε ηελ αδηκνπζηαθή ζπληζηψζα 

ηεο νξκήο ζηελ θιαζηθή πεξηγξαθή, νπφηε γηα ην εκηθιαζηθφ φξην ηνπ αηφκνπ ηνπ 

πδξνγφλνπ, ζα ρξεζηκνπνηεζεί ε αδηκνπζηαθή γσλία αληί ηνπ z ζηελ κνλαδηθή 

ζπληζηψζα ηεο ζηξνθνξκήο. 
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Σα κεγέζε ηεο ζηξνθνξκήο θαη ηεο πξνβνιήο ηεο παίξλνπλ ζπγθεθξηκέλεο 

κφλν ηηκέο, δειαδή είλαη θβαληηζκέλα. Οη ηειεζηέο      θαη   
  κεηαηίζεληαη κεηαμχ 

ηνπο θαη είλαη δπλαηφλ λα είλαη γλσζηή ε ηηκή θαη ησλ δχν ηαπηφρξνλα. Αληίζεηα νη 

ηειεζηέο    
  ή   

  θαη   
   δελ κεηαηίζεληαη, κε απνηέιεζκα λα κελ κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί ε ηηκή ηνπο ηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή. Γεληθά κφλν ην κέγεζνο ηεο νιηθήο 

ζηξνθνξκήο θαη κηαο εθ ησλ πξνβνιψλ είλαη δπλαηφλ λα είλαη γλσζηά ηαπηφρξνλα. Ζ 

κέζε ηηκή ησλ άιισλ δπν πξνβνιψλ είλαη κεδέλ.  

Αλ ζεσξεζεί ε πξνβνιή   
 , κε ηηο άιιεο δχν λα έρνπλ κέζε ηηκή κεδέλ, ηφηε 

ε αθξηβήο ηηκή ηεο είλαη  

      

Απηφ νδεγεί ζε θβάλησζε ηεο θαηεχζπλζεο. Ο πξνζαλαηνιηζκφο ηνπ δηαλχζκαηνο 

ηεο νιηθήο ζηξνθνξκήο κπνξεί λα είλαη κφλν απηφο γηα ηνλ νπνίν νη πξνβνιέο ηνπ 

  
   ζηνλ άμνλα z είλαη αθέξαην πνιιαπιάζην ηνπ    Ζ γσλία ζ πνπ ζρεκαηίδεη ε 

δηεχζπλζε L, κε ηνλ άμνλα z δίλεηαη απφ  

     
 

       
  

θαη παίξλεη νξηζκέλεο ηηκέο. ρεκαηηθά δίλεηαη έλα παξάδεηγκα παξαθάησ γηα l=2 θαη 

άξα       . 

 

 

 
Δηθφλα 1.2: ρεδηαζκφο ηνπ δηαλχζκαηνο ηεο ζηξνθνξκήο κε δεδνκέλν θβαληηθφ αξηζκφ l=2 άξα       . 

Πξνθχπηνπλ 6 πξνζαλαηνιηζκνί πνπ αληηζηνηρνχλ ζε θάζε m πνπ κπνξεί λα πξνθχςεη δεδνκέλνπ ηνπ l. 
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1.6 Ενεργειακές στάθμες - Εκφυλισμός 

Με εμαίξεζε ηε ζεκειηψδε ζηάζκε γηα n=0, φιεο νη ππφινηπεο είλαη εκθσλιζμένες. Ζ 

ηάμε εθθπιηζκνχ, δειαδή ν αξηζκόο ησλ ηδηνζπλαξηήζεσλ κε ίδηα ελέξγεηα, είλαη 

      Δμαξηάηαη αξρηθά απφ ην n, φπνπ, γηα δεδνκέλν n, νη αληίζηνηρεο επηηξεπηέο 

ηηκέο ηνπ l θαζνξίδνπλ ηειηθά ηνλ αξηζκφ ησλ εθθπιηζκέλσλ θαηαζηάζεσλ. Κάζε 

θαηάζηαζε εκθαλίδεη επίζεο spin      , ην νπνίν δίλεη 2s+1 δέζκεο, παξνπζία 

καγλεηηθνχ πεδίνπ, γεγνλφο πνπ απνδεηθλχεη ηελ χπαξμε ηνπ spin θαη ηνλ ελεξγεηαθφ 

εθθπιηζκφ, ηνλ επηπξφζζεην εθθπιηζκφ ησλ θαηαζηάζεσλ, ιφγνπ απηνχ. 

Ζ ζθαηξηθή ζπκκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο, είλαη ππεχζπλε γηα ηνλ εθθπιηζκφ 

πνπ παξνπζηάδεη. Σν άηνκν είλαη ζθαηξηθφ, νπφηε φιεο νη ηδηνζπλαξηήζεηο πνπ 

δηαθέξνπλ κφλν σο πξνο ηελ ηηκή ηνπ m ζα έρνπλ ίδηα ελέξγεηα, αθνχ νη δηαθνξεηηθέο 

ηηκέο ηνπ m αληηζηνηρνχλ ζε δηαθνξεηηθνχο πξνζαλαηνιηζκνχο ηνπ δηαλχζκαηνο ηεο 

ζηξνθνξκήο ζηνλ ρψξν, νη νπνίνη δελ επεξεάδνπλ ηελ ελέξγεηα ηνπ ειεθηξνλίνπ. Ο 

εθθπιηζκφο απηφο νλνκάδεηαη περιζηροθικός εκθσλιζμός θαη αλακέλεηαη ζε φια ηα 

θεληξηθά δπλακηθά. Ζ νλνκαζία απνξξέεη απφ ην γεγνλφο φηη ιφγσ, ηεο 

πεξηζηξνθηθήο ζπκκεηξίαο πνπ έρεη θάζε θεληξηθφ δπλακηθφ, νη ελεξγεηαθέο ηνπ 

ηδηνηηκέο ζα εμαξηψληαη κφλν απφ ηνπο θβαληηθνχο αξηζκνχ n θαη l θαη φρη απφ ην m.  

Όκσο ζην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ ζπγθεθξηκέλα, νη ελεξγεηαθέο ζηάζκεο είλαη 

αλεμάξηεηεο θαη απφ ην l. Πξνθχπηνπλ θαηαζηάζεηο κε δηαθνξεηηθφ l πνπ έρνπλ ίδηα 

ελέξγεηα. Ο εθθπιηζκφο απηφο νλνκάδεηαη ζσμπηωμαηικός ή σδρογονικός 

εκθσλιζμός θαη είλαη απνηέιεζκα ηεο ηδηφηεηαο απφ ηελ θιαζηθή κεραληθή, φηη 

δηαζέηεη θιεηζηέο κε θπθιηθέο ηξνρηέο.  

 

 

1.7 Άρση εκφυλισμού λόγο ύπαρξης μαγνητικού πεδίου 

Ζ άξζε ηνπ πεξηζηξνθηθνχ εθθπιηζκνχ κπνξεί λα επηηεπρζεί κε ηελ παξνπζία 

καγλεηηθνχ πεδίνπ. ηα άηνκα ππάξρνπλ δηάθνξεο θαηαζηάζεηο κε ίδηα ελέξγεηα,  

φπσο δηαηππψζεθε παξαπάλσ. Όιεο απηέο νη θαηαζηάζεηο δειψλνπλ φηη, ην 

ειεθηξφλην βξίζθεηαη ζηελ ίδηα ζηηβάδα θαη αληηπξνζσπεχνληαη απφ κηα θνηλή 

γξακκή ζην θάζκα εθπνκπήο. Ζ παξνπζία καγλεηηθνχ πεδίνπ αιιάδεη απηή ηελ 

εηθφλα, θαζψο αληηδξά δηαθνξεηηθά κε ειεθηξφληα πνπ ραξαθηεξίδνληαη απφ 

δηαθνξεηηθνχο θβαληηθνχο αξηζκνχο. Ο θχξηνο θβαληηθφο αξηζκφο κπνξεί λα είλαη 

ίδηνο, δελ είλαη φκσο ίδηνη, ν θβαληηθφο αξηζκφο ζηξνθνξκήο θαη ν καγλεηηθφο 

θβαληηθφο αξηζκφο. Σν απνηέιεζκα, ηεο αιιειεπίδξαζεο καγλεηηθνχ πεδίνπ θαη 

ειεθηξνλίσλ κε δηαθνξεηηθνχο θβαληηθνχο αξηζκνχο, είλαη ε παξνπζία ιεπηψλ 

θαζκαηηθψλ γξακκψλ, πνιχ θνληά ε κία ζηελ άιιε. Ζ παξνπζία καγλεηηθνχ πεδίνπ 

ρσξίδεη ηηο ελεξγεηαθέο ζηάζκεο απφ κία ζε δηαθνξεηηθέο. Οη κεηαβάζεηο ζηηο ζηάζκεο 

πνπ πξνθχπηνπλ δηέπνληαη απφ ηνπο θαλόλεο επηινγήο. Ζ απφζηαζε κεηαμχ απηψλ 

ησλ γξακκψλ είλαη αλάινγε ηνπ καγλεηηθνχ πεδίνπ, ηδηφηεηα πνπ είλαη ρξήζηκε γηα 

αξθεηέο πξαθηηθέο εθαξκνγέο, φπσο ζηελ αζηξνλνκία, φπνπ δίλεηαη ε δπλαηφηεηα 

κέηξεζεο ηνπ καγλεηηθνχ πεδίνπ ηνπ ήιηνπ θαη ησλ άιισλ αζηέξσλ.   
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Θεσξνχκε έλα καγλεηηθφ πεδίν
1
 θαηά ηνλ άμνλα z 

       

Σφηε ε ελέξγεηα αιιειεπίδξαζεο ηεο καγλεηηθήο ξνπήο θαη ελφο καγλεηηθνχ 

πεδίνπ είλαη  

             

Ζ καγλεηηθή ξνπή νξίδεηαη σο,   

   
 

    
   

Οπφηε ε ελέξγεηα γξάθεηαη ηειηθά, 

  
  

    
            

Γηα ην    ηζρχεη, 

      

αθνχ νη αηνκηθέο ηδηνθαηαζηάζεηο είλαη θαη ηδηνθαηαζηάζεηο  ηνπ   , κε ηδηνηηκέο      

θαη    

  
  

    
                     

κε 

   
  

    
 

ηε καγλεηφλε ηνπ Bohr, πνπ απνηειεί ηελ κνλάδα κέηξεζεο ησλ αηνκηθψλ 

καγλεηηθψλ ξνπψλ.  Ζ πξνζζήθε ζηηο αηνκηθέο ζηάζκεο ελφο φξνπ ηεο κνξθήο 

  
  

    
    ζα πξνθαιέζεη άξζε ηνπ πεξηζηξνθηθνχ εθθπιηζκνχ, αθνχ πιένλ ε 

ελέξγεηα ησλ ζηαζκψλ ζα εμαξηάηαη απφ ηνλ θβαληηθφ αξηζκφ m. Γηα παξάδεηγκα, γηα 

ηελ ζηάζκε κε l=1 ε άξζε ηνπ εθθπιηζκνχ ζα δψζεη ην παξαθάησ απνηέιεζκα πνπ 

θαίλεηαη ζηελ εηθφλα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             
1
 Σο μαγνθτικό πεδίο είναι ανομοιογενζσ για να είναι μπορζςει να αςκθκεί μαγνθτικι δφναμθ ςε 
άτομο. 
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Δηθφλα 1.4 :Οκαιφ θαηλφκελν Zeeman.Ζ ηνπνζέηεζε καγλεηηθνχ πεδίνπ θαηά ηνλ άμνλα z πξνθαιεί άξζε ηνπ 

πεξηζηξνθηθνχ εθθπιηζκνχ δεκηνπξγψληαο ηξεηο θαηλνχξηεο ζηάζκεο γηα l=1 θαη πέληε γηα l=2. Οη ζηάζκεο είλαη 

ηζαπέρνπζεο θαη δηαθέξνπλ σο πξνο ηνλ θβαληηθφ αξηζκφ m. Οη κεηαβάζεηο έρνπλ ζρεδηαζηεί ζχκθσλα κε ηνπο 

θαλφλεο επηινγήο. Δηθφλα  απφ http://psi.phys.wits.ac.za/teaching/Connell/phys284/2005/lecture-

03/lecture_03/node14.html  

 
 

Γηα κηα ζηάζκε κε ηπρφλ l, ην πιήζνο ησλ ζηαζκψλ Zeeman ζα είλαη 2l+1 θαη 

ε κεηαμχ ηνπο απφζηαζε ίζε κε    . Ζ απφζηαζε απηή νλνκάδεηαη απφζηαζε 

Zeeman.  

 Αλ ζηε ζεκειηψδε ζηάζκε ηνπ πδξνγφλνπ εθαξκνζηεί αλνκνηνγελέο 

καγλεηηθφ πεδίν ηεο κνξθήο  

                  

Γειαδή, πεδίν κε δηεχζπλζε θαη  βαζκίδα θαηά ηνλ άμνλα z, ηφηε ε ελέξγεηα 

αιιειεπίδξαζεο είλαη,  

                    

          
 

   
  

To πείξακα απηφ πξαγκαηνπνηήζεθε απφ ηνπο Stern θαη Gerlach θαη ζηελ νπζία 

επηβεβαίσζε ηελ χπαξμε ηνπ spin ηνπ ειεθηξνλίνπ.  

 Ζ ελέξγεηα ησλ αηφκσλ κέζα ζε αλνκνηνγελέο καγλεηηθφ πεδίν είλαη 

ζπλάξηεζε ηνπ z, νπφηε ζα είλαη ππεχζπλε γηα ηελ χπαξμε δχλακεο  

    
  

  
  

    

  
          

θαηά κήθνο ηνπ άμνλα z, πνπ είλαη πξνθαλήο ε εμάξηεζή ηεο απφ ηνλ θβαληηθφ 

αξηζκφ m. Με ηελ επηβνιή απηνχ ηνπ πεδίνπ ζηε ζεκειηψδε ζηάζκε, ε αξρηθή δέζκε 

ρσξίζηεθε ζε δχν θαη επνκέλσο ππάξρεη θβαληηθφο αξηζκφο s πνπ έρεη ηελ ηηκή ½. 

Γεληθά, θαηά ηελ έμνδν απφ κηα ζπζθεπή Stern- Gerlach νπνηαζδήπνηε δηεγεξκέλεο 

θαηάζηαζεο ησλ αηφκσλ ηνπ πδξνγφλνπ ζα πξνθχςνπλ 2s+1 δέζκεο.  

http://psi.phys.wits.ac.za/teaching/Connell/phys284/2005/lecture-03/lecture_03/node14.html
http://psi.phys.wits.ac.za/teaching/Connell/phys284/2005/lecture-03/lecture_03/node14.html
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Ο θβαληηθφο αξηζκφο s νλνκάδεηαη spin (ηδηνζηξνθνξκή). Πεξηγξάθεηαη απφ 

δχν θβαληηθνχο αξηζκνχο s θαη   , φπνπ ην   , παίξλεη ηηκέο απφ –s έσο +s. Ζ ηηκή 

ηεο ζηξνθνξκήο ιφγσ ηεο ηδηνπεξηζηξνθήο ηνπ ειεθηξνλίνπ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

          θαη ε ζπληζηψζα θαηά ηε δηεχζπλζε ηνπ άμνλα z είλαη         Σέινο 

ε νιηθή ζηξνθνξκή νξίδεηαη σο       . 

 Λακβάλνληαο ππφςε ηελ αιιειεπίδξαζε spin - ηξνρηάο, θαζψο θαη ηελ 

ζρεηηθηζηηθή δηφξζσζε ηεο κάδαο κε ηελ ηαρχηεηα εμάγεηαη ν ηύπνο ηνπ Sommerfeld 

γηα ηε ιεπηή πθή ησλ ελεξγεηαθψλ επηπέδσλ ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ 

       
  

   
  

 

  
 
 

 
 

  
  

 Σν θπζηθφ λφεκα ηνπ παξαπάλσ ηχπνπ είλαη, φηη θαηαζηάζεηο δηαθνξεηηθνχ l 

(αιιά ίδηνπ n), πνπ ζπλδπάδνληαη κε ην spin, ψζηε λα δψζνπλ ίδηα νιηθή ζηξνθνξκή, 

ζα έρνπλ ίδηα ελέξγεηα, ηνπιάρηζηνλ κέρξη ην έβδνκν δεθαδηθφ ςεθίν. 

 

 

1.8 Ατομικό Σύστημα μονάδων 

Αηνκηθφ ζχζηεκα κνλάδσλ θαιείηαη ην ζχζηεκα, ζην νπνία ηζρχεη        . 

Σν ζχζηεκα απηφ ρξεζηκνπνηείηαη επξχηαηα ζηελ αηνκηθή θπζηθή θαη είλαη γλσζηφ 

κε ηε ζπληνκνγξαθία A.U.(Atomic Units). ηα πιαίζηα ηνπ ζπζηήκαηνο απηνχ ε 

κνλάδα κέηξεζεο ελφο νπνηνπδήπνηε θπζηθνχ κεγέζνπο είλαη ν κνλαδηθφο εθείλνο 

ζπλδπαζκφο ησλ           κε ηηο δηαζηάζεηο απηνχ ηνπ θπζηθνχ κεγέζνπο θαη 

αξηζκεηηθφ ζπληειεζηή ηε κνλάδα. Έηζη, νη πνζφηεηεο    
  

          θαη 

  
   

 
         είλαη κνλάδεο κήθνπο θαη ελέξγεηαο ηνπ αηνκηθνχ ζπζηήκαηνο 

κνλάδσλ. ε αηνκηθέο κνλάδεο, ε ελέξγεηα ηεο ζεκειηψδνπο ζηάζκεο ηνπ αηφκνπ 

γξάθεηαη σο,     
 

 
       

 

 
                    

Έηζη ε αθηηληθή εμίζσζε Schrödinger γξάθεηαη ζην αηνκηθφ ζχζηεκα κνλάδσλ σο,  

         
 

 
  

      

        

Δπίζεο, ζε αηνκηθέο κνλάδεο κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ νη κέζεο ηηκέο βαζηθψλ 

κεγεζψλ, φπσο  ε κέζε απφζηαζε ηνπ ειεθηξνλίνπ απφ ηνλ ππξήλα γηα ηε ζεκειηψδε 

θαηάζηαζε <r> = 3/2 Α.U. H πηζαλφηεξε απφζηαζε ηνπ ειεθηξνλίνπ απφ ηνλ ππξήλα 

δίλεηαη απφ ηελ ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο θαη είλαη r = 1 =    ζε αηνκηθέο κνλάδεο θαη 

ε αλακελφκελε ηηκή ζηελ ζεκειηψδε θαηάζηαζε ηεο πνζφηεηαο 1/r είλαη  
 

 
   

 

  
 . 
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Κεφάλαιο 2  

Κβαντικός Αρμονικός Ταλαντωτής. 

 

 

2.1 Βασικές αρχές 

Ο αξκνληθφο ηαιαλησηήο ζηελ θιαζηθή κεραληθή είλαη έλα απφ ηα πην απιά 

ζπζηήκαηα. Πεξηγξάθεη ηελ θίλεζε ελφο ζψκαηνο κάδαο m, πνπ ππφθεηηαη ζε δχλακε  

                

δειαδή αλάινγε ηεο απνκάθξπλζεο απφ ην ειθηηθφ θέληξν    . Ζ εμίζσζε 

θίλεζεο ηνπ ζσκαηηδίνπ είλαη,          θαη ε ιχζε ηεο εμίζσζεο απηήο είλαη 

               , πνπ αληηπξνζσπεχεη κηα αξκνληθή ηαιάλησζε κε ζπρλφηεηα, 

        θαη πεξίνδν,      
 

 
. H δχλακε F απνξξέεη απφ ην δπλακηθφ: 

  
 

 
             

Γηα ηνλ θβαληηθφ αξκνληθφ ηαιαλησηή ρξεζηκνπνηείηαη ε εμίζσζε 

Schrödinger, αληί ηεο εμίζσζεο ηνπ Νεχησλα   

    
  

  
                       

φπνπ, m ε κάδα ηνπ ζσκαηηδίνπ. 
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Αλ ζεσξεζεί   
 

 
    

 

 
      ε εμίζσζε παίξλεη ηε κνξθή : 

    
  

  
   

 

 
                  

 Ζ Υακηιηoληαλή  ηνπ ζσκαηηδίνπ είλαη: 

   
   

  
 

 

 
                    

φπνπ      ν ηειεζηήο ζέζεο θαη    ν ηειεζηήο νξκήο : 

     
 

  
          

O πξψηνο φξνο ηεο εμίζσζεο (5) αληηπξνζσπεχεη ηελ θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ 

ζσκαηηδίνπ, ελψ ν δεχηεξνο αληηπξνζσπεχεη ηελ δπλακηθή ελέξγεηα. Γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ησλ ελεξγεηαθψλ ζηαζκψλ θαη ησλ αληίζηνηρσλ ηδηνθαηαζηάζεσλ 

απαηηείηαη ε επίιπζε ηεο ρξνλναλεμάξηεηεο εμίζσζεο Schrödinger 

                    (7) 

Ζ ιχζεηο πξνθχπηνπλ σο εμήο  

       
 

    
 

  

  
 
   

   
    

        
  

 
                                                            

(8) 

φπνπ,    είλαη ηα πνιπψλπκα  Hermite: 

        
   

     

   
     

            

H ελέξγεηα ζε θάζε ελεξγεηαθή ζηάζκε δίλεηαη απφ: 

         
 

 
           

Οη παξαπάλσ εμηζψζεηο απινπνηνχληαη, αλ ρξεζηκνπνηεζεί ε αδηάζηαηε 

κνξθή ηνπο,  κε        , νπφηε πξνθχπηεη: 

   
 

 

  

   
 

 

 
             

Καη γηα ηηο ηδηνθαηαζηάζεηο θαη ηδηνελέξγεηεο : 

      
 

     
   

 
      

  

 
                 



27 
 

        
 

 
               

 

 

 

 

 

 

 

ρήκα 2.1: ρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ησλ ππθλνηήησλ πηζαλφηεηαο γηα n=1, 10, 20, 30, 40, 50. 

 

 

Αλ ζπκβνιηζηνχλ νη ηδηνθαηαζηάζεηο ηνπ ηαιαλησηή σο,       , κε n=0 ε 

ζεκειηψδεο θαηάζηαζε, n=1 ε πξψηε δηεγεξκέλε θ.ν.θ., ηφηε νξίδνληαη νη ηειεζηέο 

δεκηνπξγίαο θαη θαηαζηξνθήο ηνπ Paul Dirac σο: 
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ή   ζε αδηάζηαηε κνξθή :    
  

 
                      

 

 
          

θαη έρνπλ ηελ εμήο δξάζε πάλσ ζηηο ηδηνθαηαζηάζεηο: 

                                                                       

Οξίδεηαη επίζεο ν ηειεζηήο       , κε ηηο παξαθάησ ηδηφηεηεο: 

                                 

Οπφηε ε Υακηιηνληαλή κπνξεί λα εθθξαζηεί κέζσ ηνπ Ν, σο: 

     
 

 
             

Απφ ηνλ παξαπάλσ ηχπν πξνθχπηεη γηα ηηο ηδηνελέξγεηεο, 

     
 

 
           (18.β) 

Αλ εθαξκνζηεί επαλεηιεκκέλσο ε  (18.α), κε ζεκείν εθθίλεζεο ηελ ζεκειηψδε 

θαηάζηαζε, πξνθχπηεη 

        
 

   
                      

πνπ γξάθεηαη ζηελ αλαπαξάζηαζε ζέζεο, σο 

      
 

   
                     

κε  

           
 

  
    

  

  

ε ζεκειηψδεο θαηάζηαζε ζε αδηάζηαηε κνξθή, φπνπ γηα λα πξνθχςεη ε ζπγθεθξηκέλε 

κνξθή, ειήθζε ππφςε, φηη ε δξάζε ηνπ ηειεζηή α ζα πξέπεη λα εθκεδελίδεη ηελ 

ηδηνθαηάζηαζε, αθνχ ε ζεκειηψδεο είλαη ε ρακειφηεξε    (                  ).  

Μέζσ ησλ ηειεζηψλ δεκηνπξγίαο θαη θαηαζηξνθήο κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ θαη ηα 

κεγέζε, ζέζε (x) θαη νξκή (p) 
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2.2 Αβεβαιότητα του αρμονικού ταλαντωτή 

Ζ ρακειφηεξε ελεξγεηαθή ζηάζκε ηνπ θβαληηθνχ αξκνληθνχ ηαιαλησηή είλαη 

   
 

 
   θαη φρη 0, φπσο ζηνλ θιαζηθφ αξκνληθφ ηαιαλησηή. Απηφ ζπκβαίλεη γηαηί 

ζηε Υακηιηνληαλή ηνπ, ππάξρνπλ νη δχν φξνη ηεο θηλεηηθήο θαη ηεο κεραληθήο 

ελέξγεηαο πνπ δείρζεθαλ παξαπάλσ. Σν ζσκαηίδην, ινηπφλ, έρεη θηλεηηθή ελέξγεηα 

ζηελ γεηηνληά ηνπ x=0, εθεί δειαδή πνπ ε δπλακηθή ελέξγεηα ηείλεη ζην κεδέλ. Ζ 

αξρή αβεβαηφηεηαο ηνπ Heisenberg (       
 

 
 ), ζε απηή ηελ πεξίπησζε, 

ππνδεηθλχεη φηη ε αβεβαηφηεηα ηεο νξκήο απμάλεηαη, νπφηε θαη ε νιηθή ελέξγεηα 

απμάλεηαη κέρξη έλα ζεκείν.  

Παξαθάησ θαηαζθεπάδνληαη νη θαηαζηάζεηο ηνπ θβαληηθνχ αξκνληθνχ ηαιαλησηή, 

ιακβάλνληαο ππφςε ηελ αξρή ηεο αβεβαηφηεηαο. Οη αβεβαηφηεηεο ζέζεο θαη νξκήο 

έρνπλ σο εμήο:  

                                                                                          

                
 

   
                                                                             

Οη ηειεζηέο    θαη       αιιειναλαηξνχληαη θαη  εηζάγνληαο ζηελ (22) θαη ηνλ 

ηειεζηή Ν γξάθεηαη, 

      
 

   
              

 

   
    

 

 
               

      
 

 
                                                                         

φπνπ,    ην ραξαθηεξηζηηθφ πιάηνο ηνπ αξκνληθνχ ηαιαλησηή     
 

  
   θαη 

          

H αβεβαηφηεηα ηεο ζέζεο δίλεηαη ηειηθά απφ,  

                  
     

 

 
                                         

Οκνίσο ππνινγίδεηαη ε αβεβαηφηεηα ηεο νξκήο, σο 

                                                                                                

                 
   

 
                           

  

  
     

 

 
                 

(27) 

Καη ηειηθά,  
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Με πνιιαπιαζηαζκφ ησλ ζρέζεσλ (25) θαη (28) ιακβάλεηαη ην απνηέιεζκα 

          
 

 
  

 

 
        

θαη κε πνιιαπιαζηαζκφ ησλ (24) θαη (27) ε ζρέζε ηεο αβεβαηφηεηαο κπνξεί λα 

γξαθεί θαη: 

           
  

 
          

Ζ ηζφηεηα ηζρχεη γηα ηε ζεκειηψδε θαηάζηαζε. Ζ θπκαηνζπλάξηεζε ηεο ζεκειηψδνπο 

θαηάζηαζεο κπνξεί λα γξαθεί ζαλ ζπλάξηεζε ηνπ πιάηνπο    θαη ε έθθξαζή ηεο 

είλαη, 

      
 

      

     
  

   
 
          

δειαδή έλα Γθανπζηαλφ θπκαηνπαθέην κε ηππηθή απφθιηζε   . 

Τπνινγίδνληαο ηψξα ηε κέζε ηηκή ηεο ελέξγεηαο ηζρχεη: 

      
    

  
 

   

 
     

    

  
 

   

 

  

 

 

      
         

Ζ ειάρηζηε ηηκή ηνπ κεγέζνπο      είλαη  
   

 
 , ηηκή πνπ αλ αληηθαηαζηαζεί ζηελ (31) 

ιακβάλεηαη ε ειάρηζηε ηηκή γηα ηελ ελέξγεηα σο, 

  
 

  
 
   

 
 

     

 
 

 

   
 

  

 
         

Γειαδή,  

   
  

 
         

 Σν ζπκπέξαζκα πνπ πξνθχπηεη είλαη, φηη ε κέζε ηηκή ηεο ελέξγεηαο πνπ 

κπνξεί λα έρεη έλα θπζηθφ ζχζηεκα είλαη κεγαιχηεξε ή ίζε ηεο ελέξγεηαο ηεο 

ζεκειηψδνπο θαηάζηαζεο. 

 

 

2.3 Σύγκριση με τον κλασικό αρμονικό ταλαντωτή 

Ο θιαζηθφο αξκνληθφο ηαιαλησηήο έρεη εμίζσζε θίλεζεο,  

                              

H νιηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ζηαζεξή θαη δίλεηαη απφ, 
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φπνπ, σ είλαη ε γσληαθή ζπρλφηεηα θαη    ην αξρηθφ πιάηνο. Γηα ηε ζχγθξηζε κε ηνλ 

θβαληηθφ αξκνληθφ ηαιαλησηή νξίδνπκε ηελ ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο ηνπ ηαιαλησηή 

σο ζπλάξηεζε ηνπ x: 

             
  

 
              

κε dt ην ρξφλν πνπ ν ηαιαλησηήο βξίζθεηαη ζην ζηνηρεηψδεο dx θαη Σ= 2π/σ ν ρξφλνο 

κηαο πεξηφδνπ. Με δηαθφξηζε ηεο (34) θαη αληηθαηάζηαζε ζηελ (36) έρνπκε ηειηθά:   

                    
 

  
 

 

                 

 Με εμίζσζε ησλ (35) θαη (14), δειαδή ησλ εθθξάζεσλ γηα ηελ ελέξγεηα ηνπ 

θιαζηθνχ θαη θβαληνκεραληθνχ ζπζηήκαηνο αληίζηνηρα, εθθξάδεηαη ε ζρέζε κεηαμχ 

ηνπ αξρηθνχ πιάηνπο     θαη ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ πιάηνπο  : 

    
       

  
                        

Απφ ηε ζχγθξηζε ησλ δχν εθθξάζεσλ ηνπ ηαιαλησηή εμάγεηαη ην απνηέιεζκα, φηη 

γηα ρακειέο ελέξγεηεο θαη ηδηνθαηαζηάζεηο ηα δχν ζπζηήκαηα δηαθέξνπλ εκθαλψο. 

Όκσο γηα ηδηνθαηαζηάζεηο κε πνιχ κεγάιν n νη ππθλφηεηεο πηζαλφηεηαο κνηάδνπλ 

αξθεηά. Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη ε ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο ηνπ θβαληηθνχ 

ηαιαλησηή γηα n=50 θαη ηνπ θιαζηθνχ ζε ζπλάξηεζε κε ην x. Οη δχν ζπλαξηήζεηο 

έρνπλ παξφκνηα ζπκπεξηθνξά.  

 

 10 5 5 10

0.05

0.10

0.15
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ρήκα 2.2: Ζ θφθθηλε γξακκή ζπκβνιίδεη ηελ ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο ηνπ θιαζηθνχ αξκνληθνχ ηαιαλησηή θαη ε 

κπιε ηνπ θβαληηθνχ γηα n=50. 

 

 

 

2.3 Έκφραση μέσω πινάκων 

Οη ηδηνζπλαξηήζεηο ηνπ θβαληηθνχ ηαιαλησηή κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ κέζσ 

πηλάθσλ. Απνηεινχλ  έλα πιήξεο νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα ζην ρψξν Hilbert. Αλ 

ζπκβνιηζηεί θάζε ηδηνζπλάξηεζε κφλν κε ην αληίζηνηρν γξάκκα n ιακβάλνληαη ηα 

παξαθάησ δηαλχζκαηα, 

    
 
 
 
                  

 
 
 
                    

 

 
 

 
 
 
 
  

 
 

                    

Σα δηαλχζκαηα {      } απνηεινχλ θαη απηά έλα πιήξεο νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα, ην 

ρψξν Fock. Οη ηειεζηέο δεκηνπξγίαο θαη θαηαζηξνθήο ζε απηφ ην ρψξν επηηξέπνπλ 

ηελ θαηαζθεπή νπνηαζδήπνηε θαηάζηαζεο απφ ηελ ζεκειηψδε. 

Οη πην ζεκαληηθέο ζρέζεηο είλαη νη: 

                         

        
 

   
                                   

                                          

                                                   

                                            

              
 

 
              

 

 
                       

 

 

2.4 Σύμφωνες καταστάσεις  

Οη ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο ή θαηαζηάζεηο Clauber, είλαη έλα πνιχ ζεκαληηθφ θνκκάηη 

ηεο θβαληηθήο  νπηηθήο θαη εηδηθά ηεο θπζηθήο ησλ ιέηδεξ. ηνλ Roy J. Clauber ην 

2005 απνλεκήζεθε ην βξαβείν Νφκπει γηα ηελ ζπκβνιή ηνπ ζηελ θβαληηθή ζεσξία 
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ηεο νπηηθήο ζπκθσλίαο. Παξαθάησ δίλεηαη κηα ζπλνπηηθή πεξηγξαθή ησλ ζχκθσλσλ 

θαηαζηάζεσλ ησλ δεζκψλ ιέηδεξ.  

 Ζ θαηάζηαζε πνπ πεξηγξάθεη κηα δέζκε ιέηδεξ έρεη απξνζδηφξηζην αξηζκφ 

θσηνλίσλ, αιιά πνιχ θαιά εληνπηζκέλε θάζε ζε αληίζεζε κε κηα θαηάζηαζε απφ 

απφιπηα νξηζκέλν αξηζκφ ζσκαηηδίσλ, πνπ έρνπλ φκσο απξνζδηφξηζηε θάζε. 

ΟΡΗΜΟ  : Μηα ζχκθσλε θαηάζηαζε         ή θαηάζηαζε Clauber, νξίδεηαη 

σο ηδηνθαηάζηαζε ηνπ ηειεζηή πιάηνπο, δειαδή ηνπ ηειεζηή  α, κε ηδηνηηκέο  ∈    

                                                          

Δίλαη νη θαηαζηάζεηο πνπ βξίζθνληαη πην θνληά ζην θιαζηθφ φξην απφ φιεο ηηο 

ππφινηπεο. Ο ηειεζηήο   δελ είλαη εξκηηηαλφο θαη νη ηδηνηηκέο ηνπ   δελ είλαη 

απαξαίηεηα πξαγκαηηθνί αξηζκνί.  

Θεψξεκα:  α) Οη ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο δελ έρνπλ θαζνξηζκέλε ελέξγεηα. Ζ 

κέζε ελέξγεηα θαη ε αβεβαηφηεηα ελέξγεηαο ηνπ ηαιαλησηή ζε κηα ζχκθσλε 

θαηάζηαζε        είλαη ίζε κε1: 

         
 

 
               

β) Με φληαο ηδηνθαηαζηάζεηο ηεο ελέξγεηαο, νη ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο ζα 

γξάθνληαη σο κηα επαιιειία ηέηνησλ ηδηνθαηαζηάζεσλ. πγθεθξηκέλα:   

         
    

   
  

   

∞

   

          

Οη θαηαζηάζεηο        θαη        είλαη θαλνληθνπνηεκέλεο. 

γ) ηελ αλαπαξάζηαζε ζέζεο, νη ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο, κε Ηmα=0, 

πεξηγξάθνληαη απφ ηηο θπκαηνζπλαξηήζεηο 

            
 

      
       

 

   

Απφδεημε: α)                  
 

 
                

 

 
     

 

 
   

Ζ αβεβαηφηεηα ηεο ελέξγεηαο ππνινγίδεηαη σο:  

                 

κε 

               
 

 
 

 

                        
 

 
    

                         
 

 
 

Μηα ρξήζηκε παξαηήξεζε γηα ηελ εθηέιεζε ηέηνησλ ππνινγηζκψλ απνξξέεη 

απφ ηε ζρέζε ζπδπγίαο 

                                         

                                                             

1 Ιςχφει 
  

 
 

 

 
 για        
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ε νπνία ππνδεηθλχεη φηη, ην ζπδπγέο δηάλπζκα        είλαη ηδηνδηάλπζκα ηνπ 

ζπδπγνχο ηειεζηή     κε ηδηνηηκή   , δειαδή ηε ζπδπγή ηεο αξρηθήο. Οπφηε κπνξεί 

λα γξαθεί ε παξαθάησ ζρέζε 

                           

θαη  

                            

                                         

 

Γηα ην κέγεζνο      ε ζρέζε έρεη σο εμήο, κεηά ηα πξνεγνχκελα: 

                
 

 
 

Καη άξα  

                           
 

 
       

 

 
 

 

      

          

β) Έζησ                        

φπνπ νη     ζπληειεζηέο πξνζδηνξίδνληαη παξαθάησ: 

Αφ ηελ (45) πξνθχπηεη φηη:  

              

 

           

 

               

 

              

 

                 

 

   

Καη ηειηθά ε αλαδξνκηθή ζρέζε πνπ δίλεη ηνπο ζπληειεζηέο είλαη, 

     
 

    
         

  

   
    

H ζπλζήθε θαλνληθνπνίεζεο δίλεη ην     

      
 

∞

   

   
     

  

∞
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∞

   

 

γ) ηελ αλαπαξάζηαζε ζέζεο ε εμίζσζε ηδηνηηκψλ ησλ ζχκθσλσλ 

θαηαζηάζεσλ                   παίξλεη ηε κνξθή 

 

  
    

 

  
              

Οη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο ζε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή είλαη, γηα Imα=0, 

      
    

         
  

 
       

 

             
 
   

θαη γηα         , ηπραίν κηγαδηθφ αξηζκφ  

       
 

  
    

        
 

 
        

 

πκπεξαζκαηηθά, ε ηδηνηηκή α πνπ ραξαθηεξίδεη ηηο ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο, 

είλαη ην θβαληηθφ αλάινγν ηνπ θιαζηθνχ πιάηνπο. Σα δχν κεγέζε ζπλδένληαη κε ηε 

ζρέζε      , κε Α λα ζπκβνιίδεη ην πιάηνο ηεο θιαζηθήο ηαιάλησζεο. Δπίζεο 

θαζψο ην α ηείλεη ζην άπεηξν, δειαδή ζην φξην ησλ κεγάισλ πιαηψλ, ε αβεβαηφηεηα 

ηεο ελέξγεηαο κεηψλεηαη πάξα πνιχ θαη νη θβαληηθέο θαηαζηάζεηο θαζνξηζκέλνπ 

πιάηνπο, δειαδή νη ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο, γίλνληαη θαη θαζνξηζκέλεο ελέξγεηαο, 

απνθηνχλ δειαδή θιαζηθή ζπκπεξηθνξά.  

Οη πηζαλφηεηεο εκθάληζεο ησλ δηαθφξσλ ηδηνθαηαζηάζεσλ δίλνληαη απφ ηνλ 

ηχπν, 

      
           

  
 

Με ππνινγηζκνχο εχθνια πξνθχπηεη φηη γηα κεγάια α,     4, ε πηζαλφηεξε 

ηηκή ηνπ n ζπλδέεηαη κε ην α κέζσ ηεο ζρέζεο 
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ρήκα 2.1: Αλαπαξάζηαζε ηνπ ζχκθσλεο θαηάζηαζεο ηνπ θβαληηθνχ αξκνληθνχ ηαιαλησηή  γηα t = 0 

θαη α = 1 + i. 

 

 

ην εκηθιαζηθφ φξην ησλ ζρεηηθά κεγάισλ α, ε κνξθή ησλ ζχκθσλσλ 

θαηαζηάζεσλ πεξηγξάθεη έλαλ ηαιαλησηή πνπ έρεη εθηνπηζηεί απφ ηε ζέζε 

ηζνξξνπίαο ηνπ x=0 θαη βξίζθεηαη ζηε κέζε ζέζε          , ελψ ε κέζε νξκή 

ηνπ είλαη κεδέλ θαη θπζηθά θαη ε κέζε αξρηθή ηνπ ηαρχηεηα. Ζ ρξνληθή εμέιημε ηεο 

θπκαηνζπλάξηεζεο δηαηεξεί ηνλ Γθανπζηαλφ ραξαθηήξα κε ην θέληξν λα 

ηαιαληψλεηαη πεξηνδηθά, φπσο ζην αληίζηνηρν θιαζηθφ πξφβιεκα.  Γηα κεγάια α ε 

ρξνληθή εμέιημε ζα δηαηεξεί ην ραξαθηήξα κηαο ζχκθσλεο θαηάζηαζεο. Σν αθφινπζν 

ζεψξεκα επηβεβαηψλεη ηα παξαπάλσ: 

ΘΔΩΡΖΜΑ: Ζ ρξνληθά εμειηγκέλε κνξθή κηαο ζχκθσλεο θαηάζηαζεο l α > 

είλαη πάιη κηα ζχκθσλε θαηάζηαζε            κε κηγαδηθφ πιάηνο α(t) ίζν κε  

            

Απόδεημε: ζα είλαη  

                                           

         
    

   
  

   
            

    

    
  

   
             

  

∞

   

∞

   

  

   
    

    
  

   
       

 
 
         

  

∞

   

 

  
    

    
  
   

        

   
        

  

∞

   

 

H ζηαζεξή θάζε      σο πξνο x κπνξεί λα αγλνεζεί θαη ηφηε ην απνηέιεζκα 

γξάθεηαη σο, 

           
       

   
       

   
         

  

∞
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Με κηγαδηθφ πιάηνο α (=                     ε ρξνληθά εμειηγκέλε 

θπκαηνζπλάξηεζε, ζε αληηζηνηρία κε ηελ ρξνλναλεμάξηεηε,  πεξηγξάθεηαη απφ ηελ 

έθθξαζε 

         
 

      
            

 

 
             

 

πνπ αληηζηνηρεί ζε κηα ηαιαληεπφκελε Γθανπζηαλή θακπάλα κε ζηηγκηαίν 

θέληξν ζην               θαη ζηηγκηαία κέζε νξκή             , 

απνηειέζκαηα πνπ είλαη ζε ζπκθσλία κε ηα θιαζηθά.  

 

 

 
ρήκα 2.2: ρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο ζχκθσλεο θαηάζηαζεο γηα α = 1 + i κεηά απφ ρξφλν t = 1,5 θαη t = 3,50. 

Σν πιάηνο παξακέλεη ζηαζεξφ. Ζ θάζε ζπκβνιίδεηαη ρξσκαηηθά.  
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Κεφάλαιο 3 

 

Σύμφωνες Καταστάσεις του ατόμου  του  Υδρογόνου 

 

3.1 Σύμφωνες καταστάσεις 

Απφ ηνλ πξνεγνχκελν αηψλα ε θπζηθή ρξεζηκνπνηεί δχν ηξφπνπο κειέηεο θαη 

πεξηγξαθήο ηνπ θπζηθνχ θφζκνπ. Ο πξψηνο είλαη κέζσ ηεο Κιαζηθήο Φπζηθήο, φπνπ 

κειεηψληαη θαη δηαηππψλνληαη νη θηλήζεηο θαη νη ζπκπεξηθνξέο ησλ αληηθεηκέλσλ ζην 

καθξφθνζκν. Σέηνηα αληηθείκελα είλαη νη ηξνρνί, νη ηξνραιίεο, νη πιαλήηεο θαη νη 

γαιαμίεο. Ζ Κιαζηθή Φπζηθή κειεηά θαηλφκελα, φπσο ε θξνχζε κεηαμχ 

αληηθεηκέλσλ ηνπ καθξφθνζκνπ, ε ηξνρηά ελφο δνξπθφξνπ γχξσ απφ ηε γε, ε 

ηζνξξνπία ελφο ζψκαηνο θαη εμεηάδεη ηε ζρέζε δξάζεο-αληίδξαζεο ζε απηά, ε νπνία 

είλαη ζπλήζσο απφιπηα νξηζκέλε θαη νδεγεί ζε αθξηβή απνηειέζκαηα. Ο δεχηεξνο 

είλαη κέζσ ηεο Κβαληηθήο Φπζηθήο, φπνπ κειεηάηαη ν κηθξφθνζκνο, ηα  κφξηα, ηα 

άηνκα θαη ηα ζηνηρεηψδε ζσκαηίδηα. Ζ Κβαληηθή Φπζηθή πεξηγξάθεη ηε ζπκπεξηθνξά 

ησλ ζσκαηηδίσλ κέζσ λφκσλ θαη ζρέζεσλ πνπ ζηεξίδνληαη ζηηο πηζαλφηεηεο. Σα 

απνηειέζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ δίλνπλ απάληεζε ζην εξψηεκα ηνπ, πφζν πηζαλφ 

είλαη έλα ελδερφκελν λα ζπκβεί. Γηαηππψλεη ηνπο λφκνπο πνπ δηέπνπλ ηε κεηάβαζε  

ησλ ζσκαηηδίσλ ζε ρακειφηεξε ή πςειφηεξε ελέξγεηα θαη ηελ πηζαλφηεηα εχξεζήο  

ηνπο ζε  επίπεδα ελέξγεηαο  δηαθνξεηηθά απφ απηά πνπ κειεηά ε  Κιαζηθή θπζηθή. 

Απφ πνιχ λσξίο είρε δηαηππσζεί φηη, νη λφκνη ηεο Κβαληηθή Φπζηθήο, ζα έπξεπε λα 
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κπνξνχλ, ππφ ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο (π.ρ. κεγάινπο θβαληηθνχο αξηζκνχο), λα 

πεξηγξάςνπλ θαη  θιαζηθά θαηλφκελα. Άιισζηε πεξηγξάθνπλ ηηο ηδηφηεηεο ησλ 

ζπζηαηηθψλ ζηνηρείσλ ησλ ζσκάησλ ηνπ καθξφθνζκνπ. Έηζη, ζα έπξεπε ζην όξηα ησλ 

κεγάισλ θβαληηθώλ αξηζκώλ λα ζπκθσλνύλ κε ηα απνηειέζκαηα ηεο θιαζηθήο θπζηθήο 

(Αξρή ηεο Αληηζηνηρίαο). Ζ αλάπηπμε ηεο ηερλνινγίαο ζπληέιεζε ζηελ φιν θαη 

ιεπηνκεξέζηεξε παξαηήξεζε ηνπ κηθξφθνζκνπ, γεγνλφο πνπ ψζεζε ηε κειέηε θαη 

έβαιε ηα ζεκέιηα γηα ηελ έλσζε ησλ δχν ζεσξηψλ. 

Ο πξψηνο επηζηήκνλαο πνπ επίζεκα θαηαπηάζηεθε κε ηελ απφδεημε ηεο Αξρήο 

ηεο Αληηζηνηρίαο ήηαλ ν Erwin Schrödinger. Σν 1926 ζηε δεκνζίεπζή ηνπ δηαηχπσζε 

ζηηο ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο ηνπ θβαληηθνχ αξκνληθνχ ηαιαλησηή, Γθανπζηαλά 

θπκαηνπαθέηα ειάρηζηεο αβεβαηφηεηαο πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ εμίζσζε Schrödinger 

θαη έρνπλ κέγηζηε ζπκθσλία θαη θιαζηθή ζπκπεξηθνξά. Οη θαηαζηάζεηο απηέο έρνπλ 

ζρεηηθή δηαζπνξά (ηππηθή απφθιηζε πξνο κέζε ηηκή), ίζε θαη κηθξή, ζε πςειέο 

ελέξγεηεο, γηα ηα δηαλχζκαηα  ζέζεο θαη  νξκήο. Δπίζεο, ελψ ε αλακελφκελε ηηκή ησλ 

εμηζψζεσλ θίλεζεο Heisenberg
1
 είλαη κεδέλ γηα φιεο ηηο ελέξγεηεο, ζε κηα ζχκθσλε 

θαηάζηαζε  νη αλακελφκελεο ηηκέο ησλ εμηζψζεσλ θίλεζεο είλαη αθξηβψο νη θιαζηθέο 

εμηζψζεηο θίλεζεο θαη έρνπλ κηθξή δηαζπνξά ζε κεγάιεο ελέξγεηεο. Ο 

θβαληνκεραληθφο γξακκηθφο αξκνληθφο ηαιαλησηήο θαη νη ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο 

ηνπ κπνξνχλ λα επεθηαζνχλ θαη έρνπλ επεθηαζεί, ζε πνιιά θπζηθά ζπζηήκαηα, φπσο 

ζηε θβαληηθή νπηηθή θαη ζπζηήκαηα πνπ κειεηνχλ κπνδφληα. Σα θπκαηνπαθέηα 

ειάρηζηεο αβεβαηφηεηαο κειεηήζεθαλ απφ ηνλ Roy J.Glauber ην 1963, ν νπνίνο 

βαζηζκέλνο ζηηο αξρέο ηνπ  Schrödinger δηαηχπσζε ηελ ζεσξία ησλ ζχκθσλσλ 

θαηαζηάζεσλ ζην ειεθηξνκαγλεηηθφ πεδίν. 

Ζ πξνζπάζεηα ηνπ Schrödinger λα επεθηείλεη ηελ ζεσξία ηνπ ν ίδηνο θαη ζε 

πην πνιχπινθα ζπζηήκαηα δελ ήηαλ θαη ηφζν επηηπρήο ιφγν ‘‘ππνινγηζηηθψλ 

πξνβιεκάησλ’’, φπσο ν ίδηνο αλαθέξεη. Γηα πνιιά ρξφληα ε κειέηε ησλ θαηαζηάζεσλ 

ειάρηζηεο αβεβαηφηεηαο έκεηλε ζην παξαζθήλην. Σειηθά ε αλάπηπμε ηεο ηερλνινγίαο 

θαζηζηνχζε πιένλ δπλαηή ηελ εθηελέζηεξε κειέηε παιαηφηεξσλ  εξσηεκάησλ πάλσ 

ζηε θβαληηθή ζεσξία.  

ηα κέζα ηεο δεθαεηίαο ηνπ νγδφληα ην ελδηαθέξνλ γηα ην θιαζηθφ φξην ηεο 

θβαληηθήο ζεσξίαο έγηλε έληνλν. Έλαο απφ ηνπο βαζηθνχο ιφγνπο  πνπ ψζεζαλ ζε 

απηφ ην ελδηαθέξνλ, ήηαλ ε αλαθάιπςε ησλ Parker  θαη Stroud
2
 φηη, φηαλ έλα άηνκν 

αιιειεπηδξά κε παικνχο ιέηδεξ ηεο ηάμεο ησλ picoseconds ή femtoseconds, ε ηειηθή 

θαηάζηαζε είλαη κηα ζχκθσλε ππέξζεζε Rydberg
3
 θαηαζηάζεσλ. Rydberg άηνκα 

νλνκάδνληαη ηα πςειά δηεγεξκέλα άηνκα πνπ έρνπλ κεγάινπο θχξηνπο θβαληηθνχο 

αξηζκνχο. Αληηζηνίρσο, νη πνιχ πςειέο ελεξγεηαθέο ζηάζκεο νλνκάδνληαη Rydberg 

θαηαζηάζεηο. Δμαηηίαο ηεο κεγάιεο απφζηαζεο ησλ ή ηνπ  ειεθηξνλίνπ ζζέλνπο απφ 

ηνλ ππξήλα, παξνπζηάδνπλ ζπγθεθξηκέλεο ηδηφηεηεο, φπσο ην φηη έρνπλ ρακειή 

ελέξγεηα ζχλδεζεο, δηαηαξάζζνληαη θαη ηνλίδνληαη εχθνια απφ εμσηεξηθά ειεθηξηθά 

                                                             
1
 Ο Βέρνερ Χάιδενμπεργκ (Werner Heisenberg, Βχξηζκπνπξγθ 5 Γεθεκβξίνπ 1901 – Μφλαρν 1 Φεβξνπαξίνπ 1976), 

Γεξκαλφο θπζηθφο, ηηκήζεθε κε ην Βξαβείν Νφκπει Φπζηθήο ηνπ 1932. 
2
 J. Parker και C.R. Stroud, Jr., Phys. Rev. Lett. 56, 716 (1986). 

3 Johannes Robert Rydberg, νπεδφο θπζηθφο (1854-1916) 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%92%CF%8D%CF%81%CF%84%CF%83%CE%BC%CF%80%CE%BF%CF%85%CF%81%CE%B3%CE%BA
http://el.wikipedia.org/wiki/5_%CE%94%CE%B5%CE%BA%CE%B5%CE%BC%CE%B2%CF%81%CE%AF%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/wiki/1901
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9C%CF%8C%CE%BD%CE%B1%CF%87%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/1_%CE%A6%CE%B5%CE%B2%CF%81%CE%BF%CF%85%CE%B1%CF%81%CE%AF%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/wiki/1976
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A6%CF%85%CF%83%CE%B9%CE%BA%CE%AE
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%92%CF%81%CE%B1%CE%B2%CE%B5%CE%AF%CE%B1_%CE%9D%CF%8C%CE%BC%CF%80%CE%B5%CE%BB_%CE%A6%CF%85%CF%83%CE%B9%CE%BA%CE%AE%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/1932
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θαη καγλεηηθά πεδία θαη ηα εμσηεξηθά ειεθηξφληα αληηκεησπίδνπλ ειεθηξηθφ 

δπλακηθφ παξφκνην κε εθείλν ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ. Σα άηνκα Rydberg είλαη 

ηδαληθά γηα ηε κειέηε ηνπ εκηθιαζηθνχ νξίνπ θαζψο, ην κέγεζφο ηνπο κπνξεί λα 

θηάζεη ην κέγεζνο ελφο κηθξνηζίπ. Σν άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ  δηεγεξκέλν ζηνλ θχξην 

θβαληηθφ αξηζκφ n=100 θηάλεη ζε κέγεζνο ηελ ηάμε ηνπ ελφο κηθξνκέηξνπ. 

Ζ ππέξζεζε Rydberg θαηαζηάζεσλ απνηειεί έλα θπκαηνπαθέην, πνπ γηα 

κεξηθέο πεξηφδνπο Kepler έρεη ζηνηρεία θιαζηθήο ηξνρηάο ειεθηξνλίνπ γχξσ απφ ηνλ 

ππξήλα. Μεηά απφ κεξηθέο πιήξεηο ηξνρηέο  ράλεη ηνλ θιαζηθφ ραξαθηήξα ηνπ, αιιά 

ηνλ απνθηά μαλά  κεηά απφ ζπγθεθξηκέλνπο ρξφλνπο, γλσζηνί σο ρξόλνη αλαγέλλεζεο 

(revival times). Σν ζεκαληηθφηεξν απνηέιεζκα απηήο ηεο αλαθάιπςεο ήηαλ φηη, ε 

πιεηνςεθία ησλ αιιειεπηδξάζεσλ ηέηνησλ παικψλ ιέηδεξ  κε ηελ χιε πξνθαιεί ηελ 

παξαγσγή θπκαηνπαθέησλ ειάρηζηεο αβεβαηφηεηαο.  

ηελ αηνκηθή θπζηθή ε ζχκθσλε αθηηλνβνιία ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ κειέηε 

βαζηθψλ ζεκάησλ ηεο θβαληηθήο θπζηθήο. Σα θαηλφκελα πνπ πξνθαινχληαη απφ ηελ 

αιιειεπίδξαζε δεζκψλ ιέηδεξ θαη αηφκσλ θαη ν ζπλδπαζκφο  ειεθηξνκαγλεηηθψλ 

πεδίσλ ρακειψλ ζπρλνηήησλ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα θέξνπλ άηνκα ζε επηζπκεηέο 

θαηαζηάζεηο, θαηάιιειεο γηα ηελ κειέηε ζπγθεθξηκέλσλ θαηλνκέλσλ. Γηα 

παξάδεηγκα, έλα άηνκν αιθαιίνπ ζε θαηάζηαζε Rydberg είλαη ην θαηάιιειν γηα 

πεηξάκαηα αλαζηνιήο απζφξκεηεο εθπνκπήο. Έλα θπκαηνπαθέην Rydberg
1
  κπνξεί 

λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε κειέηε ησλ αξρψλ, θαηά ησλ νπνίσλ, έλα αληίζηνηρν 

θιαζηθφ ζχζηεκα είλαη ρανηηθφ. Δπίζεο, είλαη θαηάιιειν γηα ηε κειέηε ζπζηεκάησλ 

πνπ κειεηνχλ  ην ζπλδεηηθφ θξίθν κεηαμχ ηεο θιαζηθήο θαη ηελ θβαληηθήο θπζηθήο, 

πεηξάκαηα φπσο απηφ κε ην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ, φπνπ κεηά απφ εθαξκνγή ηεο 

δέζκεο παξαηεξείηαη θπκαηνπαθέην, ην νπνίν θηλείηαη ζε θπθιηθή ηξνρηά γχξσ απφ 

ηνλ ππξήλα, ζε ζπκθσλία κε ην θιαζηθφ πιαλεηηθφ πξφηππν.  

Ζ χπαξμε ζχκθσλσλ θαηαζηάζεσλ ζην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ, αληίζηνηρσλ κε 

απηψλ ηνπ αξκνληθνχ ηαιαλησηή, έρεη απνξξηθζεί απφ ηνλ ίδην ηνλ Schrödinger.  Ζ 

ελέξγεηα ζην άηνκν δελ είλαη γξακκηθή ζπλάξηεζε ηνπ θβαληηθνχ αξηζκνχ n. Απηφ 

φκσο πνπ δελ έρεη απνξξηθζεί, είλαη ε χπαξμε θαηαζηάζεσλ πνπ είλαη θνληά ζην 

θιαζηθφ πξφηππν, έζησ γηα πεξηνξηζκέλν ρξνληθφ δηάζηεκα. Ζ παξαηήξεζε θαη ε 

κειέηε ηνπο, απαηηεί ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο θαη παξακέηξνπο, νη νπνίεο ζα 

αλαιπζνχλ παξαθάησ.  Οη θαηαζηάζεηο απηέο κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ ζύκθσλεο αλ 

ιάβνπκε ππφςε, φηη έρνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά απηψλ ηνπ αξκνληθνχ ηαιαλησηή, αιιά 

γηα πνιχ κηθξφ ρξνληθφ δηάζηεκα, ιφγνπ ηνπ δπλακηθνχ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Μηα απφ ηηο ζχγρξνλεο πξνζπάζεηεο θαηαζθεπήο εκηθιαζηθψλ θαηαζηάζεσλ 

ηνπ πδξνγφλνπ έγηλε απφ ηνλ Brown
2
. Παξνπζίαζε έλα θπκαηνπαθέην θπθιηθήο 

ηξνρηάο. Σν θπκαηνπαθέην απηφ είλαη κηα ζχκθσλε ππέξζεζε γθανπζηαλψλ 

θαηαζηάζεσλ ηνπ πδξνγφλνπ, ειάρηζηεο αβεβαηφηεηαο πνπ εθηειεί θπθιηθή ηξνρηά.  

Οη θαηαζηάζεηο πνπ ρξεζηκνπνηεί  ζηελ ππέξζεζε είλαη φιεο θπθιηθέο, δειαδή ηζρχεη 

l=m=n-1. Ζ πεξίνδνο θαη ην κέγεζνο ηεο θπθιηθήο ηξνρηάο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ ηνπ 

                                                             
1
 Κυματοπακζτο που αποτελείται από υψθλά διεγερμζνεσ καταςτάςεισ. 

2 L.S. Brown, Am. J. Phys. 41, 525, (1973). 
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Brνwn είλαη ίδηεο κε απηέο πνπ έρεη έλα θιαζηθφ κνληέιν ειεθηξνλίνπ, ίδηαο 

ελέξγεηαο, πνπ θηλείηαη γχξσ απφ ηνλ ππξήλα, ζεσξψληαο φηη ην ειεθηξφλην 

βξίζθεηαη ζην θέληξν κάδαο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ. Ο Brown πξνέβιεςε φηη ην 

θπκαηνπαθέην απιψλεηαη θαηά κήθνο ηεο ηξνρηάο ηνπ, ζε πνζνζηφ αλάινγν ηνπ  

κεγέζνπο (αξηζκφο αλαγελλήζεσλ/ θχξην θβαληηθφ αξηζκφ )
1/2

. 

Πνιινί ζεσξεηηθνί θπζηθνί
1
 θαηαπηάζηεθαλ κε ηελ απφδεημε ηεο χπαξμεο θαη 

ηε καζεκαηηθή πξνηππνπνίεζε ησλ εκηθιαζηθψλ θαηαζηάζεσλ ηνπ πδξνγφλνπ. Οη 

δηαθνξεηηθέο νπηηθέο γσληέο απφ ηηο νπνίεο εμεηάζηεθε ην πξφβιεκα θαηαιήγνπλ ζε 

κεξηθά θνηλά απνηειέζκαηα. Σν βαζηθφηεξν απφ απηά είλαη φηη εκηθιαζηθή 

θαηάζηαζε αληίζηνηρε ηνπ αξκνληθνχ ηαιαλησηή δελ κπνξεί λα ππάξμεη γηα ην 

δπλακηθφ ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ. Γηα ηελ θαηαζθεπή εκηθιαζηθψλ θαηαζηάζεσλ 

απαηηείηαη  ππέξζεζε θαηαζηάζεσλ δηαθνξεηηθψλ ελεξγεηψλ θαη κφλν ηφηε ππάξρεη 

πηζαλφηεηα εκθάληζεο θπκαηνπαθέηνπ πνπ λα έρεη ραξαθηεξηζηηθά θεπιεξηαλήο 

ηξνρηάο, αιιά φκσο, αθφκα θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε, ε κνξθή ηνπ αιιάδεη ζην 

ρξφλν.  Δπίζεο ππάξρνπλ φλησο θαηαζηάζεηο  πνπ ζε ζπγθεθξηκέλεο κφλν ρξνληθέο 

ζηηγκέο πξνζεγγίδνπλ πνιχ ην θιαζηθφ φξην. Κνηλφ ραξαθηεξηζηηθφ φισλ απηψλ ησλ 

θαηαζηάζεσλ είλαη φηη, είλαη απφιπηα νξηζκέλεο ζην επίπεδν x-y, ηππηθφ 

ραξαθηεξηζηηθφ ζχκθσλεο ππέξζεζεο θαηαζηάζεσλ πςειήο ζηξνθνξκήο (       ).  

Ο Brown είρε εμ αξρήο δηαηππψζεη, ινηπφλ, κηα πνιχ θαιή πξνζέγγηζε 

εκηθιαζηθψλ θαηαζηάζεσλ ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ.  ε ζπγθεθξηκέλεο ρξνληθέο 

ζηηγκέο θαη γηα κηθξφ ρξνληθφ δηάζηεκα ην θπκαηνπαθέην θπθιηθψλ ηξνρηψλ ηνπ 

Brown εκθαλίδεη ειάρηζηε αβεβαηφηεηα (ζην φξην ησλ κεγάισλ θβαληηθψλ αξηζκψλ), 

θαη ε θίλεζή ηνπ πεξηγξάθεηαη απφ Υακειηνληαλέο εμηζψζεηο. Σελ πεξηζζφηεξε 

βέβαηα δηάξθεηα ηεο δσήο ηνπ δελ έρεη θιαζηθά ραξαθηεξηζηηθά, αιιά πνιχπινθε 

δπλακηθή, ιφγσ ηεο δηαθξηηηθφηεηαο ησλ ελεξγεηαθψλ ζηαζκψλ θαη ηνπο λφκνπο 

δηαρσξηζκνχ ηνπο. 

 

3.2 Πειράματα για την παρατήρηση  

Τπάξρνπλ δχν θαηεγνξίεο πεηξακάησλ πνπ κπνξεί λα γίλεη δπλαηή ε 

παξαηήξεζε ηέηνησλ θαηαζηάζεσλ. Πεηξάκαηα, φπνπ δέζκεο ιέηδεξ ηεο ηάμεο ησλ 

picoseconds ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα δηεγείξνπλ κηα ππέξζεζε ζχκθσλσλ 

θαηαζηάζεσλ Rydberg δηαθφξσλ ελεξγεηψλ. Απηφ έρεη σο απνηέιεζκα ηελ 

δεκηνπξγία θπκαηνπαθέησλ πνπ ζηε δπλακηθή ηνπο εκθαλίδνληαη παξάκεηξνη 

θιαζηθψλ Kepler ηξνρηψλ, ηα νπνία φκσο δελ είλαη ρσξηθά νξηζκέλα. Ζ δεχηεξε 

θαηεγνξία είλαη πεηξάκαηα φπνπ ρακειφζπρλα πεδία ρξεζηκνπνηνχληαη, ζε 

ζπλδπαζκφ κε δέζκε ιέηδεξ ηεο ηάμεσο ησλ nanoseconds γηα λα πξνεηνηκάζνπλ ηα 

άηνκα ζε ζπγθεθξηκέλεο δηεγεξκέλεο θαηαζηάζεηο πςειήο ζηξνθνξκήο ή ππέξζεζε 

ηέηνησλ θαηαζηάζεσλ ίδηαο ελέξγεηαο, θαη έρνπλ σο απνηέιεζκα θαιά νξηζκέλα 

θπκαηνπαθέηα, πνπ φκσο ε δπλακηθή ηνπο δε κπνξεί λα πεξηγξαθεί. 

                                                             
1 Perelomov, Mostowski, νη Zlatev θαη Feng, νη Gerry θαη  Kieffer, νη Barut θαη Girardello, νη Mc Anally θαη 

Bracken, ν Nieto, νη Kustaanheimo-Stiefel θαη πνιινί άιινη. 
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  Οη Parker θαη Stroud
1
 πξνέβιεςαλ φηη, παικφο ιέηδεξ ηεο ηάμεο ησλ 

picoseconds ζπληνληζκέλνο θνληά ζε έλα πεδίν πδξνγφλνπ Rydberg κε θχξην 

θβαληηθφ αξηζκφ       ζα έδηλε κηα ζχκθσλε ππέξζεζε θαηαζηάζεσλ απφ 5 έσο 10 

Rydberg θαηαζηάζεηο. Όιεο νη θαηαζηάζεηο  έρνπλ ίδηα κηθξή ζηξνθνξκή l θαη  m=0. 

Σν θπκαηνπαθέην απηφ είλαη εληνπηζκέλν ζηελ αθηηληθή κεηαβιεηή, αιιά θαζφινπ 

εληνπηζκέλν ζηηο γσληαθέο. Δθηειεί κηα πιήξε πεξηζηξνθή ζε ρξφλν ίζν κε κηα 

πεξίνδν Kepler         . Κνληά ζηνλ παικφ, ην θπκαηνπαθέην έρεη ειάρηζηε 

αθηηληθή αβεβαηφηεηα (ΓrΓp= 0.53 γηα      ). Κνληά ζηα λνπθιεφληα 

δηαζθνξπίδεηαη, ιφγσ ηεο επίδξαζεο ηνπ δπλακηθνχ Coulomb. Μεηά απφ ιίγεο 

πεξηφδνπο δηαζθνξπίδεηαη  ηειείσο θαη  εληνπίδεηαη ελ κέξεη, ζε ρξνληθά δηαζηήκαηα 

πνπ εμαξηψληαη απφ ην   . Σειηθά κεηά απφ      πεξηφδνπο απνθηά ηελ αξρηθή ηνπ 

κνξθή. Ζ ζπκπεξηθνξά απηή επαλαιακβάλεηαη γηα πνιχ κεγάιν ρξνληθφ δηάζηεκα, 

αθφκα θαη κεηά απφ ρξφλν        Σα πξψηα πεηξάκαηα γηα ηελ παξαηήξεζε θαη 

κειέηε εληνπηζκέλσλ αθηηληθά θπκαηνπαθέησλ πξαγκαηνπνηήζεθαλ απφ ηηο νκάδεο 

ησλ Wolde
2
 θαη Τeazell

3
. 

 

 

3.3 Ιδιότητες του κυματοπακέτου 

Ο Brown, φπσο πξναλαθέξζεθε είρε πξνζεγγίζεη θαηά πνιχ, ζεσξεηηθά, ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ελφο εκηθιαζηθνχ θπκαηνπαθέηνπ γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ. 

Παξαθάησ  κειεηάκε εθηελψο, κε ηξφπν αλάινγν ηεο αλάιπζεο πνπ παξνπζηάζηεθε 

απφ ηελ Zagorka D. Gaeta ζηελ δηαηξηβή ηεο, ηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ θπκάησλ πνπ 

δηαηχπσζε ν Brown. Ζ θαηαζθεπή ελφο θπκαηνπαθέηνπ, πνπ ζα έρεη θιαζηθή 

ζπκπεξηθνξά γηα πεξηνξηζκέλν ρξνληθφ δηάζηεκα, απαηηεί, φπσο πξναλαθέξζεθε, 

ππέξζεζε θαηαζηάζεσλ πςειήο ζηξνθνξκήο.  Ζ ζχκθσλε θαηάζηαζε πνπ 

πξνθχπηεη, δελ έρεη ειάρηζηε αβεβαηφηεηα ζε φιε ηε δηάξθεηα δσήο ηεο, φπσο νη 

ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο ηνπ αξκνληθνχ ηαιαλησηή, αιιά ε αβεβαηφηεηά ηεο πνηθίιεη 

ζην ρξφλν. Απηφ νθείιεηαη ζηε Υακηιηνληαλή ηνπ πδξνγφλνπ, ε νπνία δελ είλαη 

γξακκηθή ζπλάξηεζε ηνπ n, 

   
 

   
          

φπνπ, n ν θχξηνο θβαληηθφο αξηζκφο. 

Ζ δπλακηθή ελφο πδξνγνλνεηδνχο θπκαηνπαθέηνπ είλαη αληίζηνηρε κε ηε 

δπλακηθή ελφο Γθανπζηαλνχ θπκαηνπαθέηνπ ειεθηξνκαγλεηηθήο αθηηλνβνιίαο πνπ 

δηαδίδεηαη ζε έλα θνίιν πεδίν κε κέζε δηαζπνξά. Παξαθάησ κειεηάηε ην 

θπκαηνπαθέην γηα ρξφλν  t=0, ε βξαρππξφζεζκε θαη καθξνπξφζεζκε ζπκπεξηθνξά 

ηνπ, θαζψο θαη νη ρξφλνη πνπ εληνπίδεηαη θαη δηαζθνξπίδεηαη ζην ρψξν.  

 

                                                             
1 J. Parker και C.R. Stroud, Jr., Phys. Rev. Lett. 56, 716 (1986). 
2
 A. ten Wolde et all, Phys. Rev. Lett. 61, (1988).  

3 J. A. Yeazell et all, Phys. Rev. A 40, 5040 (19). 
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3.3.1 Συμπεριφορά για t=0 

Έλα θπκαηνπαθέην θπθιηθήο ηξνρηάο είλαη κηα ζχκθσλε ππέξζεζε  θπθιηθώλ 

θαηαζηάζεσλ, θαηαζηάζεσλ δειαδή γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη:                         θαη 

νξίδεηαη σο: 

            

∞

   

           
         

φπνπ g(n) ε ζπλάξηεζε βάξνπο, ε νπνία έρεη Γθανπζηαλή θαηαλνκή ζην n: 

     
 

     
  

 
 

     
       

    
 

               

φπνπ,    ε κέζε ηηκή θαη ζ ε ηππηθή απφθιηζε ηεο θαηαλνκήο. 

Ζ θπκαηνζπλάξηεζε ηεο θαηάζηαζεο                       
   είλαη: 

                                                                                     

θαη ε ζηαζεξά θαλνληθνπνίεζεο νξίδεηαη σο: 

   
 

      
            

Ζ επηινγή Γθανπζηαλήο ζπλάξηεζεο βάξνπο πξνθχπηεη απφ ην φηη, κηα 

εκηθιαζηθή θαηάζηαζε πξέπεη λα είλαη θπκαηνπαθέην ειάρηζηεο αβεβαηφηεηαο. Κάζε 

θπκαηνπαθέην ειάρηζηεο αβεβαηφηεηαο πξέπεη λα είλαη Γθανπζηαλφ ζην ρψξν. Ζ 

θπκαηνζπλάξηεζε ελφο θπκαηνπαθέηνπ θπθιηθήο ηξνρηάο ζρεηίδεηαη κε ηε 

ζπλάξηεζε βάξνπο κέζσ κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier κε κεηαβιεηή κεηαζρεκαηηζκνχ 

θ (        ). Μπνξνχκε ηψξα λα δείμνπκε φηη κηα Γθανπζηαλή ππέξζεζε απφ 

θπθιηθέο ηξνρηέο θαηαιήγεη ζε Γθανπζηαλφ θπκαηνπαθέην ζην ρψξν. Θεσξνχκε, 

πξνθαλψο, φηη ε φπνηα αλαθνξά γίλεηαη ζε κεκνλσκέλεο θαηαζηάζεηο (θαη φρη ζην 

θπκαηνπαθέην), ζηελ παξαθάησ αλάιπζε ελλννχληαη θπθιηθέο θαηαζηάζεηο. Ζ 

εμάξηεζε απφ ηα r θαη ζ ηεο θπκαηνζπλάξηεζεο κπνξεί λα αγλνεζεί, γηαηί ζηε 

πεξίπησζε φπνπ    >> 1 ηζρχεη  

   
  ∞

                        
  ∞

  
 

 
                  

αθνχ νη γεηηνληθέο θπθιηθέο ηξνρηέο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ είλαη εληνπηζκέλεο ζε απηέο 

ηηο δχν κεηαβιεηέο.  

Ηζρχεη επίζεο 

   
    

         
 
  

        
 

   

   

θαη 

   
  

 
 

       

     
   

νπφηε, κφλν ε εμάξηεζε απφ ηε  κεηαβιεηή θ παξακέλεη, ζηε κνξθή          , 

δειαδή ηζρχεη: 
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∞

   

∞

   

                 

Ζ ρξήζε ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ Fourier ζα καο δψζνπλ πιεξνθνξίεο γηα ηελ 

αξρηθή κνξθή ηνπ θχκαηνο ζην ρψξν. ην άζξνηζκα παξαπάλσ κπνξνχκε λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ην n=1 κε -∞, αθνχ       θαη     . Οπφηε ε εμίζσζε 

γξάθεηαη: 

            
 ∞

 ∞

      
       

   
 

 

∞

   ∞

                          

δειαδή, σο Γηαθξηηφο Μεηαζρεκαηηζκφο Fourier ηεο ζπλάξηεζεο g(x). Γηα ρξφλν t=0 

ζα πξνθχςεη Γθανπζηαλή ζπλάξηεζε ζην ρψξν Fourier, κε κεηαβιεηή 

κεηαζρεκαηηζκνχ ηε θ, ζε θάζε αθέξαην πνιιαπιάζην ηνπ 2π. Ζ θπκαηνζπλάξηεζε 

ζε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο είλαη πεξηνδηθή ζην θ κε πεξίνδν 2π. Με 

αληηθαηάζηαζε ηνπ αζξνίζκαηνο ζηελ εμίζσζε (6) απφ νινθιήξσκα ιακβάλνπκε φηη, 

ε κνξθή ηνπ θπκαηνπαθέηνπ είλαη Γθανπζηαλή κε ηππηθή απφθιηζε ζηε κεηαβιεηή θ 

ίζε κε 1/(2ζn). H ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο είλαη νπφηε: 

                      
               

 
 

 
Δηθφλα 1: Ζ ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ γηα t = 0 γηα        θαη       . Ζ 

ζπλάξηεζε ζρεδηάζηεθε ζε Mathematica. 

 
 

 

3.3.2 Δυναμική του κυματοπακέτου  

Ζ  ρξνλνεμαξηψκελε θπκαηνζπλάξηεζε ηνπ θπκαηνπαθέηνπ είλαη: 

               

∞

   

           
         

 

   
            

φπνπ, πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ ζπλάξηεζε γηα t=0 κε ηνλ παξάγνληα ηνπ ρξφλνπ. Ζ 

εμάξηεζε απφ ην n δελ είλαη γξακκηθή. Απηφ έρεη σο απνηέιεζκα, ε κνξθή ηνπ 

θχκαηνο λα αιιάδεη ζην ρξφλν, ιφγσ ησλ άληζσλ απνζηάζεσλ κεηαμχ ησλ 

ελεξγεηαθψλ ζηαζκψλ.  Γηα ηε κειέηε ηεο κνξθήο ηνπ ν φξνο, t/(2n
2
)  αλαπηχζζεηαη  

ζε ζεηξά Taylor γχξσ απφ ην   : 



45 
 

 

   
 

 

    
     

  

  
    

  

  
 

 

   
  

  
 

 

   
  

  
 

 

                      

φπνπ Γn=n-     . Σψξα ν θάζε φξνο ηεο ζεηξάο κπνξεί λα κειεηεζεί μερσξηζηά. 

Ο πξψηνο φξνο είλαη γξακκηθφο θαη απφ απηφλ εμαξηάηαη ε κνξθή ηνπ 

παθέηνπ ζηελ αξρή ηεο δηάδνζεο. Αλ ιεθζεί ππφςε κφλν απηφο,  ε 

θπκαηνζπλάξηεζε αθνινπζεί ηελ εμήο κνξθή: 

             
       

   
 

            
   

  
  

∞

   

               

φπνπ, ΣΚ=2π    είλαη ε πεξίνδνο Kepler. Ζ κνξθή απηή δειψλεη φηη, ην 

θπκαηνπαθέην ειάρηζηεο αβεβαηφηεηαο εθηειεί θπθιηθή ηξνρηά κε πεξίνδν ίζε κε ΣΚ 

θαη απνηειεί εκηθιαζηθή θαηάζηαζε.  

                    

∞

   

           
           

    

    
             

Μεηά απφ κεξηθέο πεξηφδνπο Kepler ν δεχηεξνο κε γξακκηθφο, σο πξνο n, 

φξνο ηεο ζεηξάο ιακβάλεη κέξνο ζηε κνξθή ηνπ θπκαηνπαθέηνπ. Ο δηαζθνξπηζκφο 

ηνπ είλαη εκθαλήο, ην πιάηνο κηθξαίλεη θαη κεηά απφ ιίγεο αθφκα ηξνρηέο ε αξρή θαη 

ην ηέινο ηεο θπκαηνκνξθήο ζπγθξνχνληαη. Ζ εμίζσζε αθνινπζεί ηε κνξθή: 

             
       

   
 

       
       

      
 

          

    
  

∞

   

                

φπνπ,            είλαη ε γσληαθή κεηαβιεηή θαη              είλαη ν ρξφλνο 

επαλεκθάληζεο ηεο θπκαηνκνξθήο (revival time), έηζη φπσο πξνέβιεςαλ νη Parker 

θαη Stroud θαη επηβεβαίσζαλ πεηξακαηηθά νη Yeazell θαη Stroud. ην ρξφλν απηφ, ε 

θπκαηνκνξθή απνθηά ζρεδφλ ηελ αξρηθή ηεο κνξθή. O κεηαζρεκαηηζκφο Fourier ηεο 

Γθανπζηαλήο θαηαλνκήο ζην n ζηελ παξαπάλσ ζπλάξηεζε, είλαη Γθανπζηαλή 

θαηαλνκή, κε ηελ κεηαβιεηή ηεο λα απμάλεηαη ζχκθσλα κε ηελ εμίζσζε: 

    
 

   
 

 
      

    

    
 

              

Σν αξηζηεξφ κέινο ηεο εμίζσζεο απηήο δειψλεη φηη, ην θχκα δηαζθνξπίδεηαη θαηά 

κήθνο ηεο θπθιηθήο ηξνρηάο, κέρξηο φηνπ ε θεθαιή ηνπ θχκαηνο ζπλαληά ην ηέινο, 

φπνπ ην θχκα ζπγθξνχεηαη κε ηνλ εαπηφ ηνπ θαη ζπλερίδεη ηε δηάδνζή ζπκβάιινληαο 

κε ηνλ εαπηφ ηνπ. Απνηέιεζκα απηνχ είλαη  ε εκθάληζε επηκέξνπο κεγίζησλ, 

κηθξφηεξσλ απφ ηελ αξρηθή κνξθή ηνπ θπκαηνπαθέηνπ. Οη ρξφλνη εκθάληζεο είλαη 

   
    

 
, φπνπ p θαη q είλαη κεηαμχ ηνπο πξψηνη αθέξαηνη αξηζκνί.  Σν 

θπκαηνπαθέην ζε απηνχο ηνπο ρξφλνπο πεξηέρεη q θπκαηνπαθέηα πνπ ηαμηδεχνπλ 

θαηά κήθνο ηεο ηξνρηάο, εθηειψληαο κηα πιήξε πεξηζηξνθή ζε ρξφλν κηαο πεξηφδνπ 

Kepler. ε φιεο ηηο επαλεκθαλίζεηο ηνπ, ην θπκαηνπαθέην δηαθέξεη θαηά αθέξαην 

πνιιαπιάζην ηνπ π απφ ηελ αξρηθή θάζε.  Ζ θπκαηηθή εμίζσζε ζε κηα επηκέξνπο 

αλαβίσζε δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν:  
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φπνπ,    ν παξάγνληαο ηεο θάζεο θαη Κ ν αξηζκφο ησλ επηκέξνπο κεγίζησλ πνπ 

παξνπζηάδνληαη θαη         φπσο απηή νξίδεηαη ζηελ εμίζσζε (12) ηνπ παξφληνο 

θεθαιαίνπ. 

Ζ πξψηε επηκέξνπο αλαβίσζε εκθαλίδεηαη κεηά απφ ρξφλν          , όπνπ  

     είλαη ν κέγηζηνο αξηζκφο επηκέξνπο κεγίζησλ πνπ κπνξνχλ λα παξαηεξεζνχλ  

ζε έλα θπκαηνπαθέην θαη εμαξηάηαη απφ ην αξρηθφ πιάηνο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ. Ο 

αξηζκφο απηφο ππνινγίδεηαη απφ, 

    

    
         

       

    
          

θαη εμαξηάηαη απφ ην αξρηθφ θπκαηνπαθέην. Μέγηζηα πνπ μεπεξλνχλ απηφλ ηνλ 

αξηζκφ δελ είλαη δπλαηφλ λα παξαηεξεζνχλ. Σν          είλαη ν ρξόλνο κεηά από ηνλ 

νπνίν ην θύκα δηαζθνξπίδεηαη ηειείσο θαη ππνινγίδεηαη αλ εμηζσζεί ην δεμί κέινο ηεο 

εμίζσζεο Γθ κε     , πνπ είλαη ε ηηκή ηεο δηαθχκαλζεο κηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο 

νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλεο ζηελ θπθιηθή ηξνρηά. 

Μεηά απφ ρξφλν ίζν κε                
   ε ζπλεηζθνξά ηνπ ηξίηνπ φξνπ ηνπ 

αλαπηχγκαηνο Taylor γίλεηαη αξθεηά εκθαλήο, φπνπ                   Ο θχξηνο 

θβαληηθφο αξηζκφο      αλαθέξεηαη ζηελ ζηάζκε κε ηε κεγαιχηεξε δηαθνξά απφ ην 

  , ε νπνία είλαη ηθαλή λα ζπλεηζθέξεη ζεκαληηθά ζηε κνξθή ηνπ θπκαηνπαθέηνπ. 

Δμαηηίαο απηήο ηεο ζπλεηζθνξάο παξαηεξνχληαη θαηλφκελα, φπσο κηθξά κέγηζηα πνπ 

πξνεγνχληαη ηνπ θπξίσο κεγίζηνπ ζε κηα πιήξε επαλεκθάληζε ηνπ θχκαηνο. 

Πξνθεηκέλνπ λα απμεζεί ν ρξφλνο, πνπ νη κε γξακκηθνί φξνη δελ έρνπλ ζπλεηζθνξά, 

ρξεηάδεηαη λα γίλεη ππέξζεζε ησλ θαηαζηάζεσλ κε κηα Γθανπζηαλή ζπλάξηεζε πην 

απφηνκε απφ απηή πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ αλάιπζε παξαπάλσ.  

 
 

 
 

t=0 TK      t = 0,25 TK 
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   t=1 TK     t=1, 25 TK 

 

  
   t = 2 TK         t = 2, 5 TK 

  
   t = 3 TK      t = 4 TK   

  
   t = 6 TK     t = 10 TK 

 

  
t = 15 TK    t = 30 TK= Σrev/4 

  
   t = 40 TK= Σrev/3   t = 60 TK= Σrev/2 
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     t = 120 TK = Σrev  

 

Δηθφλα 2: Οη παξαπάλσ εηθφλεο δείρλνπλ ηε ρξνληθή εμέιημε ηνπ θχκαηνο, γηα        θαη ζn =2.5, απφ ρξφλν 0 

TK κέρξη Σrev = 
    

 
    . Σν θχκα αξρηθά είλαη εληνπηζκέλν σο έλα Γθανπζηαλφ θπκαηνπαθέην. Μεηά απφ θάπνην 

ρξφλν, ζε  ιηγφηεξν απφ 2 πεξηφδνπο Kepler, ην πιάηνο κεηψλεηαη αηζζεηά. ηε ζπλέρεηα  δηαζθνξπίδεηαη ζηελ 

ηξνρηά ηνπ θαη ηειηθά αιιειεπηδξά κε ηνλ εαπηφ. ε ρξφλν 10 TK έρεη ήδε ζπλαληήζεη ηνλ εαπηφ ηνπ θαη ζε 15 TK 

ζχει διαςκορπιςτεί πλιρωσ. Ζ αιιειεπίδξαζε απηή έρεη σο απνηέιεζκα επηκέξνπο εληνπηζκνχο ζε ρξφλνπο Σrev 

/4,  Σrev /3 θαη  Σrev /2. Ο αξηζκόο ησλ κεγίζησλ είλαη ίζνο κε ηνλ αξηζκό πνπ δηαηξείηαη ην Σrev.  ε ρξφλν ίζν κε Σrev  

θπκαηνπαθέην  εληνπίδεηαη μαλά κε δηαθνξά θάζεο π. Οη εηθφλεο θαηαζθεπάζηεθαλ ζε Mathematica κε ρξήζε ηεο 

εθαξκνγήο πνπ αλαπηχζζεηαη θαη παξνπζηάδεηαη παξαθάησ. 

 
 

 

Έλαο αθφκα ηξφπνο λα κειεηεζεί ε κνξθή θαη ε ζπκπεξηθνξά ηνπ θχκαηνο 

είλαη λα εθαξκνζηεί Γηαθξηηφο Μεηαζρεκαηηζκφο Fourier, κε t = p    /q ζηε 

ρξνλνεμαξηψκελε εμίζσζε ηνπ θπκαηνπαθέηνπ ιακβάλνληαο ππφςε κφλν ηνπο δχν 

πξψηνπο φξνπο ηνπ αλαπηχγκαηνο Taylor. Με ηε δηαδηθαζία απηή πξνθχπηεη φηη, ζηνλ 

p/q επηκέξνπο εληνπηζκφ ηνπ θπκαηνπαθέηνπ, κε p θαη q κεηαμχ ηνπο πξψηνη αξηζκνί, 

πεξηέρνληαη q κέγηζηα πεξίπνπ ίδηνπ πιάηνπο κε ην αξρηθφ. Σα κέγηζηα απηά 

θαηαλέκνληαη ζε δηαζηήκαηα 2π/q.  Δπίζεο,  νη επαλεκθαλίζεηο κε p πεξηηηφ αξηζκφ 

είλαη κεηαηνπηζκέλεο θαηά π ζε ζρέζε κε ηηο επαλεκθαλίζεηο κε ίδην q θαη p άξηην. Σν 

πην ζεκαληηθφ απνηέιεζκα πνπ πξνθχπηεη απφ απηήλ ηελ αλάιπζε είλαη φηη, αθνχ 

       αληηπξνζσπεχεη ηε ζέζε ελφο θιαζηθνχ ειεθηξνλίνπ πνπ θηλείηαη ζε θπθιηθή 

ηξνρηά γχξσ απφ ηνλ ππξήλα κε ελέξγεηα ίζε κε -1/2n
2
 , ε κεηαηόπηζε π δειώλεη  ηε 

δηαθνξά ζέζεο ζε ρξόλν t, κεηαμύ ηνπ θπκαηνπαθέηνπ ειάρηζηεο αβεβαηόηεηαο θαη ελόο 

θιαζηθνύ ειεθηξνλίνπ, πνπ βξηζθόηαλ ζηελ ίδηα ζέζε κε ην θπκαηνπαθέην ζε ρξόλν 

t=0. 

 

 

3.3.3 Αβεβαιότητα του κυματοπακέτου  

Παξαθάησ εμεηάδεηαη ε αβεβαηφηεηα ησλ βαζκψλ ειεπζεξίαο ηνπ 

θπκαηνπαθέηνπ. Γείρλεηαη φηη ε αβεβαηφηεηα είλαη ζπλάξηεζε ηνπ    θαη ηείλεη ζην ½  

(ζε αηνκηθέο κνλάδεο) θαζψο ην    ηείλεη ζην άπεηξν. 

Πξψηα ππνινγίδεηαη ε αβεβαηφηεηα ζηηο κεηαβιεηέο r θαη ζ γηα κηα 

θαηάζηαζε θπθιηθήο ηξνρηάο ζην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ                      . ηελ 

θαηάζηαζε απηή, ε θπκαηνζπλάξηεζε είλαη εληνπηζκέλε ζηηο δχν απηέο κεηαβιεηέο. 
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Υξεζηκνπνηψληαο ηηο αλακελφκελεο ηηκέο γηα ην r θαη r
2
 ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

θαηάζηαζεο, ε αβεβαηφηεηα ζηελ αθηηληθή κεηαβιεηή ππνινγίδεηαη σο: 

      
      

 
               

Ζ αλακελφκελε ηηκή ηεο νξκήο     είλαη κεδέλ.  Γηα ην   
  έρσ: 

  
  

 

 
    

  

   
            

θαη ε αλακελφκελε ηηκή    
    είλαη: 

    
      

 

 
              

 

  
             

αθνχ [    ]=0, νπφηε ιφγν κεηάζεζεο πξνθχπηεη ν ηειεπηαίνο φξνο ηεο εμίζσζεο. To 

γηλφκελν ηεο αβεβαηφηεηαο, σο πξνο ηελ αθηηληθή ζπληεηαγκέλε   είλαη ίζν κε: 

          
 

 
   

 

  
     

 

  
              

φπνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ηα γλσζηά  απνηειέζκαηα γηα ηηο πνζφηεηεο       1
θαη 

          2.   

Σν απνηέιεζκα απηφ, απμάλεηαη ιίγν ζην θπκαηνπαθέην, δεδνκέλνπ φηη 

έρνπκε ππέξζεζε θαηαζηάζεσλ θαη κηα Γθανπζηαλή ζπλάξηεζε βάξνπο. Ζ 

αβεβαηφηεηα ζηελ αθηηληθή κεηαβιεηή r ππνινγίδεηαη αλ αληηθαηαζηαζεί ην άζξνηζκα 

ζην n ζηελ θπκαηηθή εμίζσζε κε νινθιήξσκα θαη ιακβάλνληαο ππφςε φηη, ηα κε 

δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα ησλ r θαη ζ είλαη κεδεληθά ζηε βάζε [Ζ,L
2
,Lz].  Οπφηε 

ε αβεβαηφηεηα είλαη (ζε αθξίβεηα ηνπ πξψηνπ φξνπ 1/  ) : 

            
         

                   

φπνπ, ζn ε ηππηθή απφθιηζε ηεο Γθανπζηαλήο θαηαλνκήο ζηελ εμίζσζε νξηζκνχ ηεο 

θπκαηνκνξθήο. Ζ αβεβαηφηεηα ζηελ αθηηληθή νξκή κπνξεί λα ππνινγηζηεί ζηνλ ίδην 

βαζκφ αθξίβεηαο αλαπηχζζνληαο ζε ζεηξά Taylor ην    
    ζηε γεηηνληά ηνπ    θαη 

αληηθαζηζηψληαο ην άζξνηζκα κε νινθιήξσκα. Σν απνηέιεζκα πνπ ιακβάλεηαη είλαη: 

     
 

    
     

 

  
    

 

   

 

  

   

           

Σν γηλφκελν ηεο αβεβαηφηεηαο ζηνλ αθηηληθφ βαζκφ ειεπζεξίαο είλαη ίζν κε: 

       
 

 
   

 

    
 

   
 

  
  

 

   
 

   
                

Γηα ζn=2.5 θαη                ην απνηέιεζκα πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ παξαπάλσ 

ηχπν είλαη 0,642 ,  0,539 θαη 0,513 αληίζηνηρα. 

Ζ αλακελφκελε ηηκή ηεο αδηκνχζηα γσλίαο ζ γηα κηα θπθιηθή θαηάζηαζε είλαη 

<ζ>=π/2. Ζ αλακελφκελε ηηκή ηνπ ηεηξαγψλνπ ηεο ζ είλαη:   

                                                             
1
       

 

    
, όπου    θ ακτίνα Bohr ίςθ με 1 ςε ατομικζσ μονάδεσ. 

2        
 

   
 

 
      

 
, όπου    θ ακτίνα Bohr ίςθ με 1 ςε ατομικζσ μονάδεσ και l= n-1 για τισ κυκλικζσ 

καταςτάςεισ. 
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∞

   

                 

θαη  ε αβεβαηφηεηα ζε απηφ ην κέγεζνο είλαη ίζε κε ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα ηεο 

παξαπάλσ εμίζσζεο. Σν άζξνηζκα βξίζθεηαη κεηαμχ ησλ νξίσλ: 

 

      
   

 

      
    

 

       

∞

   

 
 

  
   

 

      
            1 

Ζ αλακελφκελε ηηκή ζηεο αηιμοφκιασ ορμισ Lκ είλαη κεδέλ. Ζ αλακελφκελε ηηκή ηνπ 

ηεηξαγψλνπ ηεο είλαη:  

   
       

       
    

 

       
   

   

 
                   

αθνχ [LZ, ζ]=0. Σν γηλφκελν αβεβαηφηεηαο ζην ζ είλαη ηειηθά: 

           
 

 
   

 

  
    

 

  
                     

Οη εμηζψζεηο (27) θαη (28) πξνέθπςαλ ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία κε απηήλ 

πνπ εθαξκφζηεθε γηα ηελ νξκή. Έηζη απνδεηθλχεηαη, φηη ηα γηλφκελα αβεβαηφηεηαο 

ηνπ θπκαηνπαθέηνπ είλαη ίδηα κε απηά κηαο κεκνλσκέλεο θπθιηθήο ηξνρηάο, αλ 

αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ ηειεπηαία εμίζσζε ην n κε   .  

Όηαλ έλα άηνκν βξίζθεηαη ζε θαηάζηαζε                       , ε πηζαλφηεηα 

επξέζεσο ηνπ ειεθηξνλίνπ κεηαμχ θ θαη θ+dθ είλαη νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλε γχξσ 

απφ ηνλ θχθιν αθηίλαο n
2
, κε αλακελφκελε ηηκή ίζε κε π θαη ηππηθή απφθιηζε ίζε κε 

    . Έλα θπκαηνπαθέην εληνπηζκέλν ζηε θ κεηαβιεηή θαηαζθεπάδεηαη απφ 

ζχκθσλε ππέξζεζε θπθιηθψλ θαηαζηάζεσλ. Ζ αβεβαηφηεηα ζηε πνιηθή γσλία είλαη 

πνιχπινθή ζηνλ ππνινγηζκφ. Παξαθάησ δίλνληαη κεξηθέο αξηζκεηηθέο ηηκέο. Ζ 

αβεβαηφηεηα ηεο πνζφηεηαο LZ  ελφο ηέηνηνπ θπκαηνπαθέηνπ είλαη ίζε κε ζn. Σν 

γηλφκελν ηεο αβεβαηφηεηαο θπκαηνπαθέησλ κε ζn. = 2,5 θαη       θαη 320 είλαη 

αληίζηνηρα 0,635 θαη 0,5125
2
 

Απφ ηελ κειέηε ησλ γηλνκέλσλ αβεβαηφηεηαο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ ηνπ Brown 

πξνέθπςε φηη έρεη ειάρηζηε αβεβαηφηεηα. Ζ αβεβαηφηεηά ηνπ είλαη αληηζηξφθσο 

αλάινγε ηνπ    θαη ηείλεη ζην κεδέλ ζην φξην ησλ κεγάισλ θβαληηθψλ αξηζκψλ. 

Ζ παξαπάλσ κειέηε ηνπ θιαζηθνχ νξίνπ ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ έδεημε 

φηη ν θβαληνκεραληθή θχζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη πάληα παξνχζα, παξφια ηα 

θιαζηθά ραξαθηεξηζηηθά πνπ κπνξεί λα εκθαλίδνληαη. Ζ θιαζηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ, 

εθθξάδεηαη κε ηηο αλαβηψζεηο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ, φπνπ έλα εληνπηζκέλν θχκα 

ηαμηδεχεη θαηά κήθνο ηεο Κεπιεξηαλήο ηξνρηάο, ελψ ε θβαληνκεραληθή κε ηε 

δηαζπνξά ηνπ θαηά κήθνο ηεο ηξνρηάο θαη ηηο επηκέξνπο αλαβηψζεηο ηνπ παθέηνπ. ην 

φξην ησλ κεγάισλ θβαληηθψλ αξηζκψλ ην ζχζηεκα έρεη φιεο ηηο ηδηφηεηεο κηαο 

εκηθιαζηθήο  θαηάζηαζεο, φκσο κφλν γηα φζν ρξφλν κπνξνχλ λα αγλνεζνχλ νη κε 

γξακκηθνί φξνη ηεο Υακηιηνληαλήο. Ζ επίδξαζε απηψλ ησλ φξσλ κεηά απφ θάπνην 

ρξνληθφ δηάζηεκα δίλεη ηειηθά  θβαληνκεραληθφ ραξαθηήξα ζην ζχζηεκα.   

                                                             
1
 Z.D. Gaeta. Classical Limit of a Hydrogen Atom, University of Rochester, N.Y. (1995) 

2 Gaeta and Stroud, Phys. Rev.A , 42, 6308 
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 Οη εμηζψζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ην θπκαηνπαθέην κπνξνχλ λα κειεηεζνχλ 

ζηελ επφκελε εθαξκνγή γηα δηαθνξεηηθέο κέζεο ηηκέο θαη ηππηθέο απνθιίζεηο. Γηα 

ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ δίλεηαη θαη ε πξνζνκνίσζε ηεο πξνζεγγηζηηθήο 

θιαζηθήο            πνπ νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε (12) ηεο παξαγξάθνπ 3.4.2 θαη ζηελ 

νπζία απνηειεί ην ηδαληθφ εκηθιαζηθφ άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ.  

3.3.4 Άλλες διατυπώσεις- Σχολιασμοί 

Οη ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο ηνπ αξκνληθνχ ηαιαλησηή, απφ ηε ζηηγκή ηεο 

δηαηχπσζήο ηνπο απφ ηνλ Schrödinger, έγηλαλ  αληηθείκελν κειέηεο γηα πνιινχο 

επηζηήκνλεο. Ωο εκηθιαζηθέο θαηαζηάζεηο, ήηαλ νη θαηάιιειεο γηα λα κειεηεζεί ε 

Αξρή ηεο Αληηζηνηρίαο. Δπίζεο, εθαξκφζηεθαλ  ζηελ θβαληηθή νπηηθή, θπξίσο ζηελ 

αλαπαξάζηαζε ηνπ ειεθηξνκαγλεηηθνχ πεδίνπ. ηε βηβιηνγξαθία δηαηππψλνληαη νη 

ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο κε πνιινχο δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο, θαη νη πξνζπάζεηεο ηεο 

γελίθεπζήο ηνπο ζε ζπζηήκαηα, φπνπ ε ελέξγεηα δελ είλαη γξακκηθή ζπλάξηεζε ηνπ 

θβαληηθνχ αξηζκνχ, φπσο ην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ, είλαη εμίζνπ πνιιέο.  

Ζ βηβιηνγξαθία γηα ηηο πξνζπάζεηεο εμαγσγήο ησλ ζχκθσλσλ θαηαζηάζεσλ 

ηνπ πδξνγφλνπ κπνξνχλ λα ρσξηζηεί ζε δχν κεγάιεο θαηεγνξίεο. ηελ πξψηε 

θαηεγνξία, νη ζπγγξαθείο δηαηππψλνπλ ηηο θαηαζηάζεηο απηέο σο ππεξζέζεηο 

ζηάζηκσλ ηδηνθαηαζηάζεσλ, θαη ζπδεηνχλ εθηελψο ηελ εμέιημε ηνπ ζπζηήκαηνο ζε 

θπζηθφ  ρξφλν.  

ηε δεχηεξε θαηεγνξία, αλήθνπλ αξρηθά νη Nieto θαη Simmons
1
, πνπ 

πξνζπάζεζαλ λα θαηαζθεπάζνπλ ηηο θαηαζηάζεηο γηα δηάθνξα δπλακηθά. Αξγφηεξα 

νη Bhaumik et al
2
, αλαιχνπλ ηελ θαηαζθεπή ζχκθσλσλ θαηαζηάζεσλ κέζσ 

κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ ρξνληθά αλεμάξηεηνπ ηξηζδηάζηαηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ 

πδξνγφλνπ ζε ζχζηεκα ηεζζάξσλ αξκνληθψλ ηαιαλησηψλ ρξνληθά αλεμάξηεησλ, 

επίζεο. Αληίζηνηρν κεηαζρεκαηηζκφ ρξεζηκνπνίεζαλ θαη νη Duru, Kleinert θαη 

Gerry
3
, νη νπνίνη επηζήκαλαλ φηη ην ζχζηεκα ηεζζάξσλ αξκνληθψλ ηαιαλησηψλ 

εμειίζζεηαη ζχκθσλα κε έλα λέν παξακεηξηθφ ρξφλν θαη φρη ζε θπζηθφ ρξφλν. Οη 

Toyoda θαη Wakayama
4
 δηαηχπσζαλ, αληίζηνηρα, ηηο ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο 

ρξεζηκνπνηψληαο ζπκκεηξία SU(2) x SU(2).     

Σo ζχζηεκα ησλ ηεζζάξσλ αξκνληθψλ ηαιαλησηψλ έρεη ηέζζεξηο βαζκνχο 

ειεπζεξίαο, ζε αληίζεζε κε ην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ πνπ έρεη ηξεηο. Κάπνηνη 

ζπγγξαθείο απινπνίεζαλ ηνλ παξαπάλσ βαζκφ ειεπζεξίαο, ζεσξψληαο φηη ε 

κηγαδηθή νξκή απηνχ ηνπ βαζκνχ είλαη κεδέλ. Ζ παξαδνρή απηή δίλεη ζσζηφ 

ελεξγεηαθφ θάζκα γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ, αιιά ακθηζβεηείηαη ε νξζφηεηα ησλ 

θπκαηνζπλαξηήζεσλ πνπ πξνθχπηνπλ.   

 Ζ θχζε ηνπ πξνβιήκαηνο, κέρξη ηνπιάρηζηνλ ην 2001, άθελε ζηελ 

πεηξακαηηθή παξαηήξεζε έλα αλνηρηφ ζέκα. Οη πξνυπνζέζεηο πξνεηνηκαζίαο πνπ 

απαηηνχληαη ζηα άηνκα ηνπ πδξνγφλνπ είλαη ζπγθεθξηκέλεο θαη νη πηζαλφηεηεο 

                                                             
1 M.M. Nieto and L.M. Simmons, Jr., Phys. Rev. Lett. 41, 207 (1978). 
2 D. Bhaumik, B. Dutta-Roy, and G. Ghosh, J. Phys. A 19,  1355 (1986). 
3
I H Duru and H. Kleinert, Phys. Lett. 84B (1979)  185 και C.C. Gerry, Phys. Rev. A (1988) 

4 Toyoda and Wakayamma, Phys Rev. A 59, (1999) 1021 
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παξαηήξεζεο ηειηθά, ησλ φλησο ζχκθσλσλ θαηαζηάζεσλ, είλαη κηθξέο θαη πνιιέο 

θνξέο ακθηζβεηήζηκεο.  

  Ο Glauber
1
 έδσζε ηδηαίηεξε έκθαζε ζηε καζεκαηηθή πξνηππνπνίεζε ησλ 

ζχκθσλσλ θαηαζηάζεσλ ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ. Παξά ηνπο δχζθνινπο θαη 

ρξνλνβφξνπο καζεκαηηθνχο ππνινγηζκνχο, ηειηθά ήηαλ δπλαηή ε νπηηθνπνίεζε 

απηψλ ησλ θαηαζηάζεσλ. Ο Glauber επηζήκαλε, αλάκεζα ζε αξθεηά αθφκα ζεκεία, 

φηη έλα πνιχ ζεκαληηθφ ραξαθηεξηζηηθφ είλαη ε ειάρηζηε αβεβαηφηεηα πνπ 

ραξαθηεξίδεη απηέο ηηο θαηαζηάζεηο. Οη ‘’squeezed states’’ ήηαλ άκεζε απφξξνηα 

απηήο ηεο ζεψξεζεο, νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνχληαη ζπρλά ζηηο πεξηγξαθέο θβαληηθψλ 

θαηλνκέλσλ ζε εξγαζηεξηαθά πεηξάκαηα. Ζ νκάδα Nieto, ζεσξψληαο σο 

ζεκαληηθφηεξε παξάκεηξν ηελ ειάρηζηε αβεβαηφηεηα, γηα λα είλαη κηα θαηάζηαζε 

εκηθιαζηθή,  πξνζαλαηνιίζηεθε πξνο απηή ηελ θαηεχζπλζε θαη εμήγαγε έλα ζχλνιν 

θαηαζηάζεσλ
2
.  

 Οη θαηαζηάζεηο πνπ παξνπζηάζηεθαλ απφ ηνλ Klauder
3
 είλαη θαζαξά 

καζεκαηηθέο θαη δελ δίλνληαη γεληθνί θπζηθνί κεραληζκνί, νη νπνίνη ζα θαηέιεγαλ 

ζην λα παξαηεξεζνχλ απηέο νη θαηαζηάζεηο ζην εξγαζηήξην. Όκσο, ππάξρεη έλαο 

ηέηαξηνο  βαζκφο ειεπζεξίαο, ν νπνίνο, αλ φλησο ππάξρεη, ζα πξνθχπηεη απφ ηε 

θπζηθή ηνπ πξνβιήκαηνο γηα ηελ χπαξμε ζχκθσλσλ θαηαζηάζεσλ. Οη Gazeau θαη 

Klauder
4
, πξνζπάζεζαλ λα νξίζνπλ απηφλ ηνλ ηέηαξην βαζκφ κέζσ ζχλδεζεο ησλ 

θβαληηθψλ κεηαβιεηψλ θαη ησλ θιαζηθψλ κεηαβιεηψλ κε θχξηα ηε κεηαβιεηή ηεο 

γσλίαο.  Γπζηπρψο φκσο, θαηέιεμαλ ζε έλα απνηέιεζκα πνπ κπνξεί λα εθαξκνζηεί 

γηα ηνλ αξκνληθφ θβαληηθφ ηαιαλησηή θαη ιίγα αθφκα ζπζηήκαηα, αιιά φρη ζην 

άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ. Έλαο βαζκφο ειεπζεξίαο παξακέλεη θαη ζηελ θαηαζθεπή ηνπ 

Fox
5
, o νπνίνο δηαηππψλεη ηηο Γθανπζηαλέο ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο, αθήλνληαο ην 

πιάηνο ηεο Γθανπζηαλήο απζαίξεην. Γελ δίλνληαη θξηηήξηα, κέζσ ησλ νπνίσλ ζα 

επηιεγεί ην πιάηνο ηεο Γθανπζηαλήο.  

Οη Bo-Wei Xu θαη Guo-Hui Ding
6
, παξνπζίαζαλ ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο ηνπ 

γεληθνχ πξνβιήκαηνο Coulomb κε κηα επέθηαζε ζην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ, 

ηζρπξηδφκελνη φηη δελ παξνπζηάδνπλ δηαζπνξά ζην ρξφλν. Υξεζηκνπνίεζαλ 

παξαβνιηθέο ζπληεηαγκέλεο θαη ην πξφηππν ησλ ηεζζάξσλ αξκνληθψλ ηαιαλησηψλ.  

   Ζ  εχξεζε εκηθιαζηθψλ θαηαζηάζεσλ κε ζπλερή θιαζηθφ ραξαθηήξα είλαη 

αδχλαηε, θπξίσο γηαηί ε γξακκηθφηεηα ηεο ελέξγεηαο θαη ηνπ θβαληηθνχ αξηζκνχ ηνπ 

αξκνληθνχ ηαιαλησηή δελ έρεη ζρέζε κε ηε κε γξακκηθφηεηα ηεο ελέξγεηαο ζην 

ζχζηεκα ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ. Απηφ απνηέιεζε θαη ηε κεγάιε πξφθιεζε γηα 

ηελ επηζηεκνληθή θνηλφηεηα. Οη εκηθιαζηθέο θαηαζηάζεηο πνπ εμήγαγαλ θάπνηνη 

ζπγγξαθείο ακθηζβεηήζεθαλ.  Παξάδεηγκα απνηειεί ε πεξίπησζε ηνπ Klauder, φπνπ 

θαηαζθεχαζε θαηαζηάζεηο δίλνληαο έκθαζε ζηελ ηδηφηεηα φηη, παξάγνληαο ηνπ 

                                                             
1
 R.J. Glauber, Phys. Rev. 131, 2766 (1963). 

2
 Μ.M. Nieto and L.M. Simmons, Jr., Phys, Rev Lett. 41, 207 (1978) 

3 J.R. Klauder, J. Math. Phys. A 28 (1995) 7019 
4 Gazeau and J.R. Klauder , J. Phys. A 32 (1999) 123 
5
 R.F. Fox, Phys. Rev. A 59, 3241(1998) 

6 Xu and Ding, Phys.,Rev., A, 62, (2000) 
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ρξφλνπ       δελ επεξεάδεη ηνλ εκηθιαζηθφ ραξαθηήξα ησλ θαηαζηάζεσλ. Όκσο νη 

Bellomo θαη Stroud έδεημαλ φηη ηδηφηεηεο, φπσο ε πεξηνδηθφηεηα ησλ ζχκθσλσλ 

θαηαζηάζεσλ θαη ε θιαζηθφηεηα πνπ παξνπζηάδνπλ νη αλακελφκελεο ηηκέο ησλ 

κεηαβιεηψλ, δελ ηθαλνπνηνχληαη θαη είλαη εμίζνπ ζεκαληηθέο γηα ην ραξαθηεξηζκφ 

απηψλ ησλ θαηαζηάζεσλ, σο ζχκθσλσλ.  

 Οη  Curado, Rego-Monteiro, Rodriges θαη Hassouni
1
, παξνπζίαζαλ, ην 2006, 

ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ αθνινπζψληαο ηελ κέζνδν ηνπ 

Klauder. Οη ελεξγεηαθέο ζηάζκεο ηνπ πδξνγφλνπ εμαξηψληαη απφ έλα κφλν θβαληηθφ 

αξηζκφ, ηνλ θχξην θαη ε αβεβαηφηεηα ηεο νξκήο παξακέλεη ζηαζεξή ζηε δηάξθεηα ηνπ 

ρξφλνπ, φπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. Οη θαηαζηάζεηο νξίζηεθαλ σο 

              
              

          
 
    

   

       

 

   

 

φπνπ,        ε ζηαζεξά θαλνληθνπνίεζεο. Ζ δηαθχκαλζε ηεο νξκήο νξίδεηαη σο, 

                                              θαη ππνινγίδεηαη κε ρξήζε ηεο ζρέζεο 

                                   

 

 

 

 

 
Δηθφλα : Σξηζδηάζηαηε απεηθφληζε ηνπ Γξ γηα         θαη       ,  ζχκθσλα κε ηε 

καζεκαηηθή δηαηχπσζε πνπ παξαζέηνπλ νη Curado, Rego-Monteiro, Rodriges θαη Hassouni ζηε 

δεκνζίεπζή ηνπο γηα ηηο ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ. Σν ζρήκα ζρεδηάζηεθε 

ζην Mathematica. Παξαηεξείηαη ζηαζεξφηεηα ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπ Γξ.  

 
 

 

 

 

                                                             
1 E.M.F. Curado et all, Phs. A 371 (2006) 16-19 
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Κεφάλαιο 4 

 

 Προσομοίωση των κυματοσυναρτήσεων 

 

 

4.1 Φυσικές επιστήμες και υπολογιστής 

Ζ ρξήζε ειεθηξνληθνχ ππνινγηζηή ζηηο ζεηηθέο επηζηήκεο έδσζε θαη ζπλερίδεη λα 

δίλεη λέα ψζεζε ζηελ εμέιημε ηφζν ησλ επηζηεκψλ, φζν θαη ησλ ίδησλ ησλ 

ππνινγηζηψλ θαη ησλ ππνινγηζηηθψλ ζπζηεκάησλ.  Καηά ην παξειζφλ έλα απφ ηα 

βαζηθφηεξα πξνβιήκαηα ηεο θπζηθήο θαη ησλ καζεκαηηθψλ ήηαλ νη ρξνλνβφξεο θαη 

πνιχπινθεο πξάμεηο. Δηδηθά, ε καζεκαηηθή πξνηππνπνίεζε ησλ θβαληνκεραληθψλ 

ζπζηεκάησλ απαηηνχζε  θαη απαηηεί ηδηαίηεξα πνιχπινθεο πξάμεηο θαη πξνζεγγίζεηο. 

Ζ εμέιημε ησλ ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ θαη ε επξεία ρξήζε ηνπο ζε θαζεκεξηλφ 

επίπεδν έδσζαλ λέα πλνή ζηηο ζεηηθέο επηζηήκεο. 

 Πξνγξάκκαηα θαη εθαξκνγέο θαηάιιεια γηα καζεκαηηθνχο θπζηθνχο θαη 

κεραληθνχο, θαζψο θαη γιψζζεο πξνγξακκαηηζκνχ ή ηππνπνηεκέλεο  κέζνδνη 

αλάιπζεο πξνβιεκάησλ αλαπηχρζεθαλ θαη έδσζαλ ζε εξεπλεηέο, θαζεγεηέο, 

θνηηεηέο θαη καζεηέο ρξήζηκα εξγαιεία. Πιένλ, νη καζεκαηηθέο πξάμεηο ξνπηίλαο  

πέξαζαλ ζηε ‘’δηθαηνδνζία’’ ηνπ ππνινγηζηή, αθήλνληαο ρξφλν θαη ρψξν γηα 

πεξαηηέξσ κειέηε θαη θπξίσο γηα πιεξέζηεξε θαηαλφεζε θαηλνκέλσλ αθφκα θαη κε 

ηελ πξψηε επαθή κε απηά. Οη πην δηαδεδνκέλεο κέζνδνη είλαη   ε κέζνδνο Monte 

Carlo, ε κέζνδνο Runge Kutta, ε αξηζκεηηθή γξακκηθή άιγεβξα, νη κεηαζρεκαηηζκνί 

Fourier θαη Taylor, πνπ εχθνια ηππνπνηνχληαη κέζσ ππνινγηζηή θαη πνιιέο άιιεο. 

Δπίζεο, γιψζζεο  πξνγξακκαηηζκνχ αλαπηχρζεθαλ απνθιείζηεθα γηα ρξήζε ζηηο 

ζεηηθέο επηζηήκεο φπσο νη MATLAB, Mathematica, Python, SciLab, COMSOL 

Multiphysics θαη αξθεηέο άιιεο.  
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 Όια ηα παξαπάλσ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ζπγθέληξσζε θαη  αλάιπζε 

δεδνκέλσλ, βειηηζηνπνίεζε, κνληεινπνίεζε, πξφβιεςε, πξνζνκνίσζε,  

νπηηθνπνίεζε, ππνινγηζηηθή βνήζεηα, θαηαλφεζε κνληέισλ, κειέηε κειινληηθήο 

ζπκπεξηθνξάο. Πξνθαλψο είλαη αδχλαηνλ λα αλαθεξζεί ην ζχλνιν  ησλ ρξήζεσλ 

ηέηνησλ κεζφδσλ, θαζψο κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ελφο 

αξηζκεηηθνχ απνηειέζκαηνο, κέρξη ηελ πξφβιεςε ζεηζκψλ θαη θιηκαηηθψλ αιιαγψλ 

ή κειέηε ζηνηρεησδψλ ζσκαηηδίσλ ζε εμεηδηθεπκέλα εξγαζηήξηα. 

 Ζ δπλαηφηεηα ησλ ππνινγηζηψλ λα εθηεινχλ επαλαιακβαλφκελεο πνιχπινθεο 

πξάμεηο, κέζσ θαηάιιεινπ πξνγξακκαηηζκνχ, δηεχξπλε ην ζχλνιν ησλ πξνβιεκάησλ 

πνπ κπνξνχλ λα επηιπζνχλ κε ηε ρξήζε ηνπο. Ζ βειηηζηνπνίεζε ησλ κεζφδσλ θαη 

ησλ ινγηζκηθψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη θαζηζηά πιένλ δπλαηή ηελ επίιπζε ζρεδφλ 

θάζε πξνβιήκαηνο. Οη πξνζεγγίζεηο πνπ απαηηνχληαη ζηνλ νξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ 

θαη ησλ ζπλαξηήζεσλ είλαη φιν θαη ιηγφηεξεο, γεγνλφο πνπ ειαρηζηνπνηεί ην 

ελδερφκελν ιάζνπο θαη θπζηθά δηεπθνιχλεη ηνλ ίδην ηνλ ρξήζηε, αθνχ ηνπ δίλεη ηελ 

δπλαηφηεηα λα επηθεληξσζεί ζην πξφβιεκα θαη φρη ζηηο απαηηήζεηο ησλ ινγηζκηθψλ. 

Δίλαη βέβαηα, γεγνλφο φηη, νη πξνζεγγίζεηο κπνξνχλ λα ειαρηζηνπνηεζνχλ, φρη φκσο 

θαη λα παξαιεθζνχλ. Έηζη, είλαη δφθηκν, λα γίλεηαη έιεγρνο ζε νπνηνδήπνηε 

πξνθχπηνλ απνηέιεζκα. Δηδηθφηεξα, ε πξνζνκνίσζε πεηξακάησλ ή θπζηθψλ 

θαηλνκέλσλ ρξήδεη ηέηνηνπ ειέγρνπ. Σν πξαγκαηηθφ θαηλφκελν δε κπνξεί παξά λα 

έρεη απνθιίζεηο απφ ην θαηαζθεπαζκέλν, κηαο θαη νη παξάκεηξνη πνπ κπνξεί λα 

εκπιαθνχλ ζε έλα πξαγκαηηθφ πείξακα ή θαηλφκελν είλαη πνιιέο θνξέο απξφβιεπηνη 

θαη απξνζδηφξηζηνη.  

 Οη ζχγρξνλνη ππνινγηζηέο θαη ε θπζηθή επηζηήκε ζπλεξγάζηεθαλ γηα λα 

θαιχςνπλ ην θελφ κεηαμχ ζεσξεηηθήο θαη πεηξακαηηθήο θπζηθήο. Ζ ππνινγηζηηθή 

θπζηθή είλαη έλα βήκα κεηά απφ ηελ πξψηε θαη έλα βήκα πξηλ απφ ηελ δεχηεξε. 

Βνεζά ζηελ καζεκαηηθή πξνηππνπνίεζε θαη πξνεηνηκάδεη ην ελδερφκελν πείξακα. Οη 

αλάγθεο ηεο πνιχπινθεο απηήο επηζηήκεο έθαλε ηνλ ππνινγηζηή αλαπφζπαζην 

θνκκάηη ηεο, βνεζψληαο ηνλ ηαπηφρξνλα λα εμειηρζεί θαη αιιάδνληαο θαηαιπηηθά ηνλ 

ηξφπν θαη ηνλ ιφγν ρξήζεο ηνπ. 

 Ο θαηάινγνο ησλ θαηλνκέλσλ ηεο θπζηθήο πνπ έρνπλ κέρξη ηελ παξνχζα 

ζηηγκή πξνζνκνησζεί θαη αλαιπζεί κέζσ ππνινγηζηή είλαη αηειείσηνο θαη δηαξθψο 

απμαλφκελνο. Δθαξκνγέο πνπ αθνξνχλ ηνκείο, φπσο ηελ βηνθπζηθή, ηε ζσκαηηδηαθή 

θπζηθή θαη πνιινχο αθφκα. Ζ εμέιημε ησλ θβαληηθψλ ππνινγηζηψλ θαη ε φιν θαη 

κεγαιχηεξε αχμεζε ηεο ρσξεηηθφηεηαο κε αξθεηά ρακειφ θφζηνο ζπλέβαιαλ αξθεηά 

ζε απηφ ηα ηειεπηαία ρξφληα. Ζ αλάπηπμε ζε απηφλ ηνλ ηνκέα ζπλερίδεηαη θαη 

αλακέλεηαη λα επηδείμεη ζεκαληηθά δείγκαηα έξγνπ.  

 Ζ πξνεγκέλε έξεπλα, φκσο δελ είλαη ε κφλε πνπ σθειήζεθε απφ ηελ είζνδν 

ησλ ππνινγηζηψλ ζηηο θπζηθέο επηζηήκεο. Σν πην επξχ πεδίν εθαξκνγήο ηεο 

πιεξνθνξηθήο ζηελ εθπαίδεπζε απνηειεί, ε δηδαζθαιία ησλ θπζηθψλ επηζηεκψλ. 

Δξγαζηήξηα κε ρξήζε ππνινγηζηή, θχιια εξγαζίαο, πξνζνκνηψζεηο θαη εθαξκνγέο 

πνιπκέζσλ εηζάγνπλ ηνπο καζεηέο φισλ ησλ βαζκίδσλ ηεο εθπαίδεπζεο ζηηο έλλνηεο 

ησλ θπζηθψλ επηζηεκψλ κε ηξφπν ηδηαίηεξα ελεξγεηηθφ θαη επράξηζην. Ηδηαίηεξα ζηελ 

πξσηνβάζκηα θαη δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε, ε ρξήζε ειεθηξνληθνχ ππνινγηζηή 
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πξνηείλεηαη θαη πηνζεηείηαη απφ κεγάιν αξηζκφ εθπαηδεπηηθψλ. Σν εθάζηνηε 

θαηλφκελν, γίλεηαη εηθφλα θαη ην πείξακα κε ην νπνίν παξαηεξήζεθε πξάμε, 

αθήλνληαο πίζσ ηελ παζεηηθή δηδαζθαιία. Ζ δπζθνιία ηεο θαηαλφεζεο πεξηνξίδεηαη, 

ελψ ηαπηφρξνλα αλαπηχζζνληαη ε θξηηηθή ζθέςε θαη θαηλνχξηεο δεμηφηεηεο πνπ 

αθνξνχλ ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ θαη ηε ρξήζε θαη εμνηθείσζε κε ηηο λέεο 

ηερλνινγίεο. Οη εθαξκνγέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ή κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ 

ζηα πιαίζηα ηεο ζρνιηθήο εθπαίδεπζεο αθνξνχλ θεθάιαηα ηεο δηδαζθφκελεο χιεο, 

φπσο νη λφκνη ηνπ Νεχησλα, ή αθφκα θαη θεθάιαηα πέξαλ απηήο, πνπ έρνπλ φκσο 

ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ, φπσο ε πξνζνκνίσζε ησλ αηνκηθψλ ζπγθξνχζεσλ ζην πείξακα 

ηνπ CERN.   

 ηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία αλαπηχζζεηαη εθαξκνγή βαζηζκέλε ζην άηνκν ηνπ 

πδξνγφλνπ. Ζ εθαξκνγή απηή έρεη σο ζηφρν, λα επηδείμεη έλα κηθξφ δείγκα ησλ 

δπλαηνηήησλ πνπ δίλεη ε ρξήζε ηεο Mathematica ζηελ θπζηθή επηζηήκε. Με ρξήζε 

απιψλ εληνιψλ κπνξεί θαλείο λα κνληεινπνηήζεη ηηο πξψηεο δηεγεξκέλεο ζηάζκεο ηνπ 

αηφκνπ θαη λα κειεηήζεη ηηο ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο ηνπ. ε επίπεδν αλάπηπμεο ηεο 

εθαξκνγήο δίλεηαη ε δπλαηφηεηα εμνηθείσζεο, ηφζν κε ηελ γιψζζα, φζν θαη κε ην 

θαηλφκελν.  Ζ πεξηήγεζε ζηηο εληνιέο ηεο γιψζζεο θαη νη ζπλερείο δνθηκέο, ψζηε ην 

απνηέιεζκα λα είλαη ην επηζπκεηφ κνπ πξνζέθεξαλ ηελ εμνηθείσζε απηή θαη κνπ 

άλνημαλ ην δξφκν γηα πεξαηηέξσ ρξήζε ηεο γιψζζαο, αιιά θαη ιεπηνκεξέζηεξε 

κειέηε ησλ ηχπσλ ηεο θβαληηθήο θπζηθήο. Ζ κειέηε ησλ ζχκθσλσλ θαηαζηάζεσλ 

ήηαλ ην δπζθνιφηεξν θνκκάηη. Ζ ζσζηή ζχληαμε ησλ ηχπσλ επέθεξε ηειηθά ην 

αλακελφκελν απνηέιεζκα επηβεβαηψλνληαο ηελ ζεσξεηηθή αλάιπζε, ρσξίο ηελ 

ρξνλνβφξα ελαζρφιεζε κε πξνζεγγίζεηο θαη θαηαλνκέο. Ο ππνινγηζηήο 

ειαρηζηνπνίεζε ηνλ ρξφλν κειέηεο ηεο πξνηεηλφκελεο ζηελ βηβιηνγξαθία εμίζσζεο 

γηα ηηο ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο. Ο ρξήζηεο, πνπ ζε δεχηεξν ζηάδην ζα κπνξέζεη λα 

ρξεζηκνπνηήζεη ηελ εθαξκνγή, κπνξεί λα κειεηήζεη ζηελ νζφλε ηνπ ππνινγηζηή ηνπ 

ηηο δηεγεξκέλεο θαηαζηάζεηο ελφο αηφκνπ, σο εηζαγσγή ζηελ θβαληηθή θπζηθή. Οη 

ζχλζεηεο θαη νη ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο είλαη ηδαληθέο γηα πεξαηηέξσ κειέηε. Θα 

κπνξνχζε επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζεί θαηά ηε δηάξθεηα παξάδνζεο αληίζηνηρσλ 

θεθαιαίσλ ζε θνηηεηέο ή αθφκα θαη καζεηέο, κηαο θαη νη ζηάζκεο ησλ αηφκσλ 

δηδάζθνληαη ήδε απφ ηηο ηάμεηο ηνπ γπκλαζίνπ. Ζ εθαξκνγή ζπλνδεχεηαη, φπσο 

ζπλεζίδεηαη, απφ θχιιν νδεγηψλ, ψζηε λα κπνξεί θαλείο ρσξίο πεξαηηέξσ ππνδείμεηο 

λα ηε ρξεζηκνπνηεί. Πξνζσπηθά, ζεσξψ, πσο ε θαηαλφεζε ηνπ θαηλνκέλνπ, φρη κφλν 

σο καζεκαηηθνχο ηχπνπο πξνο αλάιπζε, αιιά θαη σο νπηηθνπνηεκέλνπ κνληέινπ,  

είλαη έλα ρξήζηκν εξγαιείν ζηα ρέξηα θνηηεηψλ θαη καζεηψλ. 

 

 

4.2 Χρήση της  Mathematica 

 Γηα ηελ δεκηνπξγία ησλ κηθξνεθαξγκνγψλ ρξεζηκνπνηήζεθε ε Mathematica 

8.0. Ζ πιεζψξα παξαδεηγκάησλ πνπ παξαηίζεληαη ζηελ βνήζεηα ηεο εθαξκνγήο θαη ε 

κεγάιε πνηθηιία ζπλαξηήζεσλ πνπ δηαζέηεη δηεπθνιχλνπλ ηνλ ρξήζηε. Ζ γιψζζα 

Mathematica είλαη κηα ζπλερψο εμειηζζφκελε γιψζζα, πνπ ήδε απφ ηηο πξψηεο 
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εθδφζεηο ηεο είρε ηε δπλαηφηεηα λα ρεηξίδεηαη αθεξεκέλεο καζεκαηηθέο έλλνηεο κε 

κεγάιε ηαρχηεηα θαη εμαηξεηηθή αθξίβεηα ζηα απνηειέζκαηα. Δπίζεο, δηαζέηεη 

πιεζψξα επηινγψλ θαη εληνιψλ πνπ ζηέθνπλ κε επηηπρία ηε γξαθηθή απεηθφληζε 

πιεζψξαο απνηειεζκάησλ, ζε δηζδηάζηαηε ή ηξηζδηάζηαηε κνξθή. 

 Αξρηθά παξνπζηάδεηαη ε νπηηθνπνίεζε ησλ ζηαζκψλ ηνπ αηφκνπ ηνπ  

πδξνγφλνπ ζε ηξηζδηάζηαηε κνξθή. Ζ ζπλάξηεζε πνπ νξίδεη ηνλ ζρεδηαζκφ απηψλ 

είλαη ε εμίζσζε  

                
        

           
 

 
 

                   
                        

   
     

        , φπνπ, Ε=1 γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγφλνπ (αηνκηθφο αξηζκφο) θαη 

   ε αθηίλα Bohr πνπ ηζνχηαη κε 
  

   , ζε αηνκηθέο κνλάδεο φπνπ    e = m= 1. Οη 

αηνκηθέο κνλάδεο  απινπνηνχλ ηε ζπλάξηεζε, απνθεχγεηαη ε πνιππινθφηεηα ζηηο 

πξάμεηο εληφο ηεο εθαξκνγήο θαη βειηηζηνπνηείηαη ν ρξφλνο απφδνζεο ηνπ 

απνηειέζκαηνο, ρσξίο ην απνηέιεζκα λα δηαθέξεη απφ ην απαηηνχκελν. Ο 

ρξσκαηηζκφο ηνπ ζρήκαηνο γίλεηαη ζχκθσλα κε ηνλ θαλφλα ρξσκαηηζκνχ γσληψλ 

ζην κηγαδηθφ επίπεδν θαη ν νπνίνο αλαθέξεηαη ζρεκαηηθά ζηελ Δηθφλα 2 ηνπ 

θεθαιαίνπ 1. Ζ Mathematica δίλεη ηε δπλαηφηεηα ρξήζεο απηνκάησο απηνχ ηνπ 

θαλφλα κε  εληνιή πνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί κέζα ζε Plot, είηε ηξηζδηάζηαην, 

είηε δηζδηάζηαην. Ζ ζπλάξηεζε πνπ  εηζέξρεηαη κέζα ζηελ εληνιή Plot3D θαη ηειηθά 

απεηθνλίδεηαη, είλαη ε ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο. 

 Σα notebook                      ,                   ,          

           ,                     ,                     ,          

           ,                   ,                                  , 

                   , ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηνλ νξηζκφ ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ 

ζρεδηάδνληαη θαη  θαινχληα ζε έλα αξρηθφ notebook κε ην φλνκα hyr+agt.nb. Με ηελ 

εθηέιεζε ηεο εθαξκνγήο αλνίγεη θαη έλα παξάζπξν νδεγηψλ θαη δξαζηεξηνηήησλ. 

 ην notebook                       ε εληνιή πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα 

ηελ θαηαζθεπή ηνπ απινχ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ είλαη ε Parametric Plot 3D[], ε 

νπνία δέρζεθε σο φξηζκα ηελ απφιπηε ηηκή ηεο παξαπάλσ ζρέζεο κε ρξήζε ηεο 

εληνιήο Abs[]. Ζ εληνιή Parametric Plot 3D[] πξνηηκήζεθε ζηελ ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε θαζψο ρξεζηκνπνηήζεθαλ νη παξακεηξηθέο εμηζψζεηο               , 

y=             ,          γηα κεηαηξνπή ησλ θαξηεζηαλψλ ζπληεηαγκέλσλ ζε 

ζθαηξηθέο, κε ζθνπφ ηε δεκηνπξγία ηνπ ζθαηξηθνχ θινηνχ ηνπ αηφκνπ. Με ηελ 

εληνιή Evaluate[], νη ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο δηαηηκήζεθαλ ζχκθσλα κε ηελ 

θπκαηνζπλάξηεζε ησλ ζηαζκψλ ηνπ πδξνγφλνπ, δίλνληαο ην αλακελφκελν 

απνηέιεζκα. Πξνθαλψο ζα ππάξρεη θαη άιινο ηξφπνο ζπλδπαζκνχ εληνιψλ γηα ηελ 

επίηεπμε ηνπ ίδην απνηειέζκαηνο. Ζ ζπλάξηεζε ζρεδηάδεηαη ζηα δηαζηήκαηα 

                         .  

Οη θβαληηθνί αξηζκνί επηιέγνληαη ζε φιεο ηηο κηθξνεθαξκνγέο απφ ηνλ 

ρξήζηε. Απηφ επηηπγράλεηαη κε ρξήζε ηεο εληνιήο Manipulate[], ε νπνία δίλεη ηε 
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δπλαηφηεηα λα νξηζηεί κηα κεηαβιεηή, ηεο νπνίαο ε ηηκή ζα κπνξεί λα θαζνξηζηεί 

θαηά ηε δηάξθεηα ηεο εθηέιεζεο ηεο εθαξκνγήο. Οη επηιεγφκελεο ηηκέο δηαβάδνληαη 

απφ ηα Plots θαη θαηαζθεπάδνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο. Ζ δπλαηφηεηα επηινγήο ησλ 

θβαληηθψλ αξηζκψλ δελ είλαη απζαίξεηε ή απεξηφξηζηε. Γίλεηαη έλα εχξνο ηηκψλ γηα 

ηνλ θχξην θβαληηθφ αξηζκφ θαη βήκα έλα θαη ζχκθσλα κε απηφ θαζνξίδνληαη νη ηηκέο 

γηα ηνπο άιινπο δχν θβαληηθνχο αξηζκνχο. Οη εληνιέο If[], πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη 

εληφο ηεο Manipulate[], παξέρνπλ ηνπο θαηάιιεινπο πεξηνξηζκνχο γηα ηνπο n, l, m. 

Πξνθαλψο νξίδεηαη κέζσ ησλ εληνιψλ If φηη        θαη      .  

 Ζ αξρηθή εηθφλα δίλεη ηελ εηθφλα ηεο ζεκειηψδνπο ζηάζκεο, ελψ δίπια 

αθξηβψο ζρεδηάδεηαη θαη ε αθηηληθή ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο ηεο ίδηαο ζηάζκεο 

ρξεζηκνπνηψληαο  ηελ ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο ηεο αθηηληθήο ζπλάξηεζεο  

            
        

           
 

 
 

                   
              

ζε αηνκηθέο κνλάδεο. Υξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ ζρεδηαζκφ ηεο, ε εληνιή Plot[] θαη ε 

εληνιή Abs[], γηα λα νξίζεη ηελ ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο. Ζ εληνιή Manipulate[] 

νξίδεη ηνπο θβαληηθνχο αξηζκνχο ηαπηφρξνλα θαη ζηηο δχν ζπλαξηήζεηο (ηελ αθηηληθή 

θαη ηελ γεληθή θπκαηνζπλάξηεζε).  

 Ο ρξήζηεο κπνξεί λα επηιέμεη ηελ ζηάζκε πνπ επηζπκεί επηιέγνληαο αξρηθά 

ηνλ θχξην θβαληηθφ αξηζκφ n. Απηνκάησο ζπγθεθξηκελνπνηνχληαη νη επηινγέο γηα 

ηνπο θβαληηθνχο αξηζκνχο l θαη m θαη εκθαλίδεηαη ε ηηκή ηεο ελέξγεηαο γηα ηε ζηάζκε 

απηή. Γηα ην επηιεγφκελν l ζπγθεθξηκελνπνηνχληαη απηνκάησο θαη νη επηινγέο γηα ηνλ 

θβαληηθφ αξηζκφ m. Ζ επηινγή ησλ θβαληηθψλ ζηαζκψλ πεξηνξίδεηαη κέρξη n = 5.  

 ε λέν παξάζπξν δίλνληαη νδεγίεο ζρεηηθά κε ηε ρξήζε θαη ελδεηθηηθά κεξηθέο 

δξαζηεξηφηεηεο πνπ κπνξνχλ λα πξαγκαηνπνηεζνχλ, φπσο ε παξαηήξεζε ηνπ 

ελεξγεηαθνχ εθθπιηζκνχ θαη ν πεξηνξηζκφο ζηελ επηινγή ησλ l θαη m. 

 ηε ζπλέρεηα δίλεηαη ε δπλαηφηεηα λα παξαηεξήζεη θαλείο ηελ πξφζζεζε 

θαηαζηάζεσλ ίδηαο ελέξγεηαο θαζψο θαη ηε ζρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο ππέξζεζεο 

δχν θαηαζηάζεσλ νπνηνζδήπνηε ελέξγεηαο ζηα notebooks                   , , 

                    ,                     ,                     , 

                    . Οη εληνιέο πνπ θαζνξίδνπλ ην ζρεκαηηζκφ απηψλ ησλ 

ζχλζεησλ θαηαζηάζεσλ είλαη νη ίδηεο κε ηηο πξναλαθεξφκελεο, κε θαηάιιεινπο φκσο 

ζπλδπαζκνχο θαη πεξηνξηζκνχο. Οη θπκαηνζπλαξηήζεηο είλαη θαλνληθνπνηεκέλεο. 

Σν κελνχ Coherent States αλαθέξεηαη ζηηο ζχκθσλεο θαηαζηάζεηο. Οη 

επηινγέο Coherent States1, Coherent States2, Coherent States2D, νη νπνίεο 

αληηζηνηρνχλ ζηα νκψλπκα notebooks, απεηθνλίδνπλ ζε ηξηζδηάζηαηε θαη 

δηζδηάζηαηε κνξθή αληίζηνηρα ηε ρξνληθή εμέιημε ηεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ζηελ 

εμίζσζεο  

               

∞
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φπνπ n o θχξηνο θβαληηθφο αξηζκφο. Ζ άζξνηζε γίλεηαη γηα δεθαέμη θαηαζηάζεηο. 

Καηαζηάζεηο πνπ ε ηηκή ηνπ n δηαθέξεη πνιχ απφ ην    κπνξνχλ λα παξαιεηθηνχλ, 

αθνχ ε ζπλάξηεζε βάξνπο γηα κεγάιεο δηαθνξέο ζα δψζεη απνηειέζκαηα πνιχ 

κηθξφηεξσλ ηάμεσλ κεγέζνπο. Δπίζεο, ε άζξνηζε άπεηξσλ ζπλαξηήζεσλ θαζπζηεξεί 

πνιχ ηελ εθηέιεζε ηεο εθαξκνγήο. Οη θαηαζηάζεηο πνπ ρξεζηκνπνηεί  ζηελ ππέξζεζε 

είλαη φιεο θπθιηθέο, δειαδή ηζρχεη         . 

 Ζ ζπλάξηεζε αξρηθά γίλεηαη φξηζκα ζε κηα εληνιή Sum[] γηα λα γίλεη ε 

άζξνηζε ησλ 16 θαηαζηάζεσλ. Κάζε θαηάζηαζε ραξαθηεξίδεηαη απφ ην n. Οη 

θαηαζηάζεηο πνπ ηειηθά επηιέγνληαη γηα ηελ άζξνηζε είλαη εθείλεο κε n πνιχ θνληά 

ζηελ πεξηνρή ηνπ   . ηε ζπλέρεηα ε εληνιή Abs[] νξίδεη ηελ ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο. 

Σειηθά ε ζπλάξηεζε ζρεδηάδεηαη κέζσ ηεο Plot3D[] γηα ηελ επηινγή «Coherent States 

1». Ζ ζπλάξηεζε είλαη θαλνληθνπνηεκέλε. Οη άμνλεο x-y έρνπλ ηηκέο γσληψλ απφ -π 

κέρξη π γηα ηελ κεηαβιεηή θ θαη απφ 0 κέρξη π γηα ηελ κεηαβιεηή ζ. ηνλ άμνλα z 

αληηζηνηρεί ην πιάηνο, ελψ είλαη εκθαλέο ην πάρνο ηεο ζπλάξηεζεο. Ζ κεηαβιεηή t 

νξίδεη ηνλ ρξφλν. Με ηελ εληνιή Manipulate δίλεηαη ε δπλαηφηεηα ζηνλ ρξήζηε λα 

νξίζεη ηελ κέζε ηηκή πνπ επηζπκεί, θαζψο θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε. Γίλεηαη 

δπλαηφηεηα επηινγήο ζπγθεθξηκέλσλ ηηκψλ πνπ αλαθέξνληαη ζηελ βηβιηνγξαθία θαη 

επηβεβαηψλνληαη. Μεηά απφ πιεζψξα δνθηκψλ δηαπηζηψζεθε φηη, γηα ηελ 

ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε νη ηηκέο γηα ην κέζσ n πξέπεη λα είλαη αξθεηά κεγάιεο, 

ψζηε λα είλαη δπλαηή ε παξαηήξεζε ηφζν ηεο πιήξνπο αλαβίσζεο, φζν θαη ησλ 

επηκέξνπο αλαβηψζεσλ.  

 ην «Coherent States 2» παξνπζηάδεηαη ε εμέιημε ηεο θπκαηνκνξθήο ζε 

θπθιηθή θίλεζε. Γηα ην ζθνπφ απηφ ρξεζηκνπνηήζεθε ε εληνιή Parametric Plot3D[], 

ε νπνία επέβαιε ζηελ θπκαηνζπλάξηεζε λα εθηειεί θπθιηθή ηξνρηά ζην επίπεδν x-y. 

Υξεζηκνπνηνχληαη νη πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο κε παξακεηξηθέο εμηζψζεηο x=Cos[p], 

y=Sin[p] θαη z ηελ απφιπηε ηηκή ηεο θπκαηνζπλάξηεζεο ζην ηεηξάγσλν. Ζ 

ζπγθεθξηκέλε κνξθή είλαη ην ίδην αθξηβήο θαη πεξηζζφηεξν θαηαλνεηή απφ ηνλ 

ρξήζε, απνδίδεη φκσο ηα απνηειέζκαηα ζε πεξηζζφηεξν ρξφλν, ηνπιάρηζηνλ ζε 

ζπκβαηηθνχο ππνινγηζηέο. 

Αξρηθά, πξνηείλεηαη ε επηινγή ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ n, θαζψο θαη ηεο ηππηθήο 

απφθιηζεο. ηε ζπλέρεηα κπνξεί θαλείο λα παξαηεξήζεη ηελ ρξνληθή εμέιημε ηνπ 

θπκαηνπαθέηνπ. Ζ θπκαηνζπλάξηεζε παξακέλεη εληνπηζκέλε γηα ειάρηζηεο ηξνρηέο 

Κέπιεξ. Μηα ηξνρηά Κέπιεξ νινθιεξψλεηαη ζε θάζε αθέξαηα ηηκή  ηεο κεηαβιεηήο t, 

ε νπνία κεηξηέηαη ζε κνλάδεο Σθ (πεξίνδνο Κέπιεξ) . Σν θχκα, ζηε ζπλέρεηα, 

δηαζθνξπίδεηαη ζηελ ηξνρηά ηνπ θαη εληνπίδεηαη νιηθά μαλά κεηά απφ ρξφλν Trev ίζν 

κε ην πειίθν ηνπ κέζνπ n  κε ηνλ αξηζκφ ηξία θαη κε δηαθνξά θάζεο π απφ ηελ 

αξρηθή θπκαηνζπλάξηεζε. ε ελδηάκεζνπο ρξφλνπο εληνπίδεηαη κεξηθψο. Οη ρξφλνη 

απηνί είλαη ίζνη κε Trev /4, Trev /3 θαη Trev  /2, φπνπ παξαηεξνχληαη ηέζζεξα, ηξία θαη 

δχν αληίγξαθα κηθξφηεξνπ πιάηνπο ηνπ αξρηθνχ θχκαηνο αληίζηνηρα. Έζησ φηη ν 
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ρξήζηεο επηιέγεη nm = 360 θαη sn = 2.5. Ζ ρξνληθή εμέιημε ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

ζπλάξηεζεο θαίλεηαη κε ηελ επηινγή Play θάησ απφ ην time. Αξρηθά ην 

θπκαηνπαθέην ζα αξρίζεη λα δηαζθνξπίδεηαη, κέρξηο φηνπ δηαζθνξπηζηεί πιήξσο. 

Αξγφηεξα ζε ρξφλν time =  30 ζα δηαθξίλνληαη εκθαλψο ηέζζεξα κέγηζηα, ζε time = 

40 ζα δηαθξίλνληαη 3 κέγηζηα, ζε time = 60 δχν κέγηζηα θαη ηειηθά ζε time = 120 =  

Trev  ε θπκαηνζπλάξηεζε ζα επαλεκθαληζηεί πιήξσο κε δηαθνξά θάζεο π απφ ηελ 

αξρηθή γηα time = 0. 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κεφάλαιο 5  

 

Κώδικας της Εφαρμογής 

 

5.1 Δομή της εφαρμογής 

Με ηελ εθηέιεζε ηεο εθαξκνγήο εκθαλίδεηαη έλα θεληξηθφ παξάζπξν κε ηίηιν 

«Hydrogen Atom», ην νπνίν πεξηέρεη (θαιεί), φιεο ηηο κηθξνεθαξκνγέο πνπ 

νξίζηεθαλ. Σα                      ,                   ,                     , 

                    ,                     ,                     , 

                  ,                                  ,                    , 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηνλ νξηζκφ ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ζρεδηάδνληαη. Μέζσ ησλ ηξηψλ 

menu κπνξεί θαλείο λα πεξηεγεζεί ζηηο εθαξκνγέο. Οη ηίηινη ησλ επηινγψλ ησλ menu, 

αιιά θαη ην παξάζπξν ησλ νδεγηψλ-δξαζηεξηνηήησλ πνπ εκθαλίδεηαη καδί κε ηελ 

εθηέιεζε δηεπθνιχλεη ηελ πεξηήγεζε θαη ηελ ρξήζε.  

Ο θψδηθαο εθηέιεζεο ησλ αξρηθψλ παξαζχξσλ είλαη: 
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(*Βαςικζσ ςυναρτιςεισ που ορίηουν το ςχεδιαςμό των ςτακμϊν του υδρογόνου και των 

ςφμφωνων καταςτάςεων*) 

 

                                 
       

    
     

                                  

                                                       

                            

                                            

                                        

psi90[r_,t_,p_,n_,nm_,sn2_]:= Exp[-(n-nm)^2./(4. sn2^2.)]  

(1/(4. Pi^4.))  r^(n-1) Exp[-r/n] (Sin[t])^(n-1) Exp[I (n-1)p]; 

 

(*Ειςαγωγι των notebook όπου ςχεδιάηονται οι ςυναρτιςεισ  ςτο notebook που κα ορίςει 

το αρχικό παράκυρο*) 

DocumentNotebook[ 
CellGroup[ 

{TextCell["Hydrogen Atom", CellFrame {{2,2},{2,7}},  
FontColor Red, FontSize20 ,TextAlignment Center], 

 
Button["Simple Hydrogen Atom", 

NotebookOpen[ToFileName[Directory[],"Simple Hydrogen 
Atom.nb"]], 
ImageSize{Automatic,50},AlignmentCenter],  

 
ActionMenu["Combinations",  

  {"Same Energy level"NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
"Same   Energy level.nb"]], 

     "Ψ[1,0,0]+Ψ[2,0,0]” NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
"Ψ[1,0,0]+Ψ[2,0,0].nb"]], 

      "Ψ[1,0,0]+Ψ[3,1,0]"  NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
               " Ψ[1,0,0]+Ψ[3,1,0].nb"]]} 
       "Ψ[1,0,0]+Ψ[2,1,0]"  NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
               " Ψ[1,0,0]+Ψ[2,1,0].nb"]]} 
        "Ψ[3,0,0]+Ψ[2,1,0]"  NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
               " Ψ[3,0,0]+Ψ[2,1,0].nb"]]} 
 
 
 

,ImageSize{Automatic,50}],  
    

ActionMenu["Coherent States", 
 {"Coherent States 1"NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
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        "Coherent States 1.nb"]],  
   "Coherent States 2" NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
        "Coherent States 2.nb"]],   

                   "Classical evolution" NotebookOpen[ToFileName[Directory[],  
                        "PsiClassic.nb"]]     }, 

ImageSize{Automatic,50}] 
    

   },Alignment Center],BackgroundGrayLevel[.8],Editable False] 
 
CreateWindow[ 

%,WindowTitle "Hydrogen" , WindowSize {500,400}] 
 
(*Δθμιουργία παρακφρου, κακοριςμόσ μεγεκϊν και ςυγγραφι κειμζνου,*) 
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                                 (*Δθμιουργία  παρακφρου με επεξθγιςεισ και 

δραςτθριότθτεσ*) 

 

5.2 Ορισμός Μικροεφαρμογών 

Παξαθάησ θαίλνληαη νη εληνιέο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηνλ ζρεδηαζκφ ηεο θάζε 

ζπλάξηεζεο. Σα notebook                      ,                   ,          

           ,                     ,                     ,                     ,   

                  ,                                  ,                    , πνπ ηηο 

εθηεινχλ θαινχληαη ζην notebook ηνπ αξρηθνχ παξαζχξνπ κε ην φλνκα Hydrogen. 

(*ηάζκεο ηνπ αηφκνπ ηνπ πδξνγφλνπ θαη αθηηληθή θπκαηνζπλάξηεζε*) 

                  

 (*Περιοριςμοί ςτθν δυνατότθτα επιλογισ      κβαντικϊν αρικμϊν.*) 
             
                                         

                                     

                       

                       

                                    

                                                              

                                                                           

                                                                                                   

                                                                                                      
 
    

                                                                       
  

 
         

                                                                                               

                                                                                               

                                                                                   

                     

                                                                                        

           

 

                                                          

                                                                                                   
 
     

     
  

 
         

                                                                                                   

                                                                        

                                                                               

                                                                                              -     
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                                                             .  .1    

] 

 

(*χεδιαςμόσ ακροίςματοσ ςτακμϊν ίδιασ ενζργειασ και ςτακμϊν τυχαίασ 

επιλογισ*) 
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(*χεδιαςμόσ ςφμφωνων καταςτάςεων  *) 

                            

                                                                          

        

(*ορισμός κσματοσσνάρτησης*) 

 

Manipulate[ 
Plot3D[ 

Abs[Sum[  

4.74122 Pi^2  psi78[1 ,t,p,n,nm,sn] 

     Exp[I time (2Pi nm^3)/(2. n^2)] 

    ,{n,nm-8,nm+8,1}]]^2, 

    {p,-Pi, Pi},{t,0,Pi}, 

PlotRange All,MeshNone,  
ColorFunction 
Function[{ p}, Hue[ p]] 

             ], 
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   {time,0,130.,0.1 }, 

   {nm, {360.,111.,150.,300.}}, 

   {sn,{2.5,2 ,3,4}} 

          ] 

(*ςχεδίαςθ ςτο χϊρο, απεικόνιςθ μετακίνθςθσ ςε ευκεία γραμμι.*) 
 

CreateWindow[ 

DocumentNotebook[%], WindowTitle"Coherent States 1"] 

 

Manipulate[ 
ParametricPlot3D[ 

{  Sin[p ],  Cos[ p], Abs[Sum[4.74 Pi^2.  

psi78[1  ,t,p,n,nm,sn]  

Exp[I time (2.Pi nm^3.)/(2.  n^2.)], 

{n,nm-8.,nm+8.,1}]]^2}, 

{p,0,2 Pi  },{t,0,Pi}, 

PlotRange All, MeshNone, 
 ColorFunction Function[{p}, Hue[ p]], 
 Axes False 

  ], 

     {time,0.,130.  }, 

     {nm,{ 360.,111.,150.,300.,80.}}, 

     {sn,{2.5,2,1.5,3.}}] 
        }}] 

 (*ςχεδίαςθ ςτο χϊρο, απεικόνιςθ μετακίνθςθσ κυκλικά*) 
 

CreateWindow [ 

DocumentNotebook[%], WindowTitle"Coherent States 2"] 

 

                                                         

 

                                    

                                                     

         
 

Manipulate[ 
Plot3D[ 
Abs[Sum[ 

4.77 Pi  psiclass[n,nm,sn, r,phi,thita] 

 Exp[I t (2Pi nm^3)/(2nm^2)(1- 2( n-nm)/nm)], 

{n,nm-7,nm+7,1}] 

]^2, 

{phi,-Pi,Pi},{thita,0,Pi}, 

PlotRange All,     
ColorFunctionFunction[{phi},Hue[phi] ] 

], 

{nm,{360,111,150,300}}, 

{sn,{2.5,2,3,4}},{r,1,10,1},{t,0,100} 

] 
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CreateWindow[ 
DocumentNotebook[%]] 

 

(ζρεδηαζκφο ζε δχν δηαζηάζεηο γηα ηαρχηεξε παξαηήξεζε) 

                            

                                            

                                        

DocumentNotebook[ 
Manipulate[ 

Plot[ 
                                                      Abs[ 
                                                     Sum[ 4.74122 Pi^2   
                                                      psi90[1,1/2Pi,p,n,nvalue,StDeviation] 

Exp[I time (2Pi nvalue^3)/(2.  n^2)], 
{n,nvalue-8,nvalue+8,1}]]^2, 
{p,-Pi, Pi}, 
PlotRange All,MeshNone,  
ColorFunction Function[{ p}, 
 Hue[ p]], 

     Filling Bottom], 
{time,0,130.,0.1 }, 
{nvalue,{360.,111.,150.,300. }}, 
{StDeviation,{2.5,2 ,3,4}}] 
                           ] 
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