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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 

 

Οη κέζνδνη δηάγλσζεο αζηνρηώλ, νη νπνίεο βαζίδνληαη ζε πεξηγξαθέο ησλ ζπζηεκάησλ ζηνλ 

ρώξν θαηάζηαζεο, είλαη επξέσο ρξεζηκνπνηνύκελεο. Μηα ππνζρόκελε αλαιπηηθή κέζνδνο -πνπ 

απνηειεί θαη ην αληηθείκελν ηεο παξνύζαο εξγαζίαο- είλαη ην θίιηξν αλίρλεπζεο αζηνρηώλ. 

Έλα θίιηξν αλίρλεπζεο αζηνρηώλ ζρεδηάδεηαη, γεληθά, γηα λα παξέρεη πιεξνθνξία, ε νπνία 

βνεζά ζηελ αλίρλεπζε θαη ηνλ εληνπηζκό ζθαικάησλ ζε ελεξγνπνηεηέο, αηζζεηήξεο θαη 

κεηαβνιέο ηεο δπλακηθήο ελόο γξακκηθνύ, ρξνληθά ακεηάβιεηνπ ζπζηήκαηνο. Δηδηθόηεξα, ε 

έμνδνο ηνπ θίιηξνπ είλαη έλα «αλακελόκελν» δηάλπζκα κεηξήζεσλ ησλ αηζζεηήξσλ. 

Αληηπξνζσπεύεη ηηο εμόδνπο ησλ αηζζεηήξσλ πνπ ζα ιακβάλακε αλ δελ ππήξρε θακία αζηνρία 

ζηηο κεηξήζεηο, αιιαγή δπλακηθήο ή άιιεο δηαηαξαρέο. Γειαδή, αλ δελ ππάξρεη θακία 

δηαηαξαρή, ε έμνδνο ηνπ θίιηξνπ πξνζεγγίδεη ην πξαγκαηηθό δηάλπζκα εμόδνπ ησλ αηζζεηήξσλ 

αζπκπησηηθά όζν ε επίδξαζε ησλ ζθαικάησλ ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο ζβήλεη. Όηαλ ππάξρνπλ 

δηαηαξαρέο ζα ππάξρεη δηαθνξά κεηαμύ ηεο αλακελόκελεο εμόδνπ από ην θίιηξν θαη ηεο 

πξαγκαηηθήο εμόδνπ από ηνπο αηζζεηήξεο. Απηή ε δηαθνξά ή ην ζήκα ζθάικαηνο 

ραξαθηεξίδεηαη από ζπγθεθξηκέλεο ηδηόηεηεο θαη απνηειεί ηελ βαζηθή πιεξνθνξία γηα ηνλ 

εληνπηζκό ηεο πεγήο ησλ ζθαικάησλ. Ζ αλίρλεπζε θαη αλαγλώξηζε ησλ πξνβιεκαηηθώλ 

αηζζεηήξσλ κε θίιηξα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ είλαη αλεμάξηεηεο από ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν έλα 

ζηνηρείν παξνπζηάδεη βιάβε κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη ε βιάβε απηή αιιάδεη ηελ έμνδν ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Απνπζία αζηνρηώλ, ην θίιηξν αλίρλεπζεο ιεηηνπξγεί σο έλαο ζπλήζεο 

παξαηεξεηήο θαηάζηαζεο. 

ηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία εθαξκόζηεθε ε κέζνδνο ησλ θίιηξσλ αλίρλεπζεο αζηνρηώλ ζε έλα 

κνληέιν ηνπ ζπζηήκαηνο πξνζαλαηνιηζκνύ ελόο δνξπθόξνπ ζηνλ ρώξν γηα αλίρλεπζε θαη 

εληνπηζκό αζηνρηώλ ζηνπο αηζζεηήξεο ηνπ. ε όιεο ηηο εμεηαδόκελεο πεξηπηώζεηο αζηνρηώλ, 

παξαηεξήζεθαλ δηαθνξνπνηήζεηο ζηε δπλακηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

ΛΔΞΔΙ ΚΛΔΙΓΙΑ: Φίιηξν αλίρλεπζεο, Αλίρλεπζε ζθαικάησλ, Δληνπηζκόο ζθαικάησλ, 

Γηάλπζκα ζπκβάληνο, Υώξνο αλίρλεπζεο, Γεκηνπξγόο αλίρλεπζεο, Γηαρσξηζηκόηεηα ζηελ 

έμνδν, ηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν, Πιήξσο κεηξήζηκν, Αζηνρίεο ζε αηζζεηήξεο. 
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ABSTRACT 

 

State space model-based fault diagnosis methods are widespread. One promising analytical 

method –which constitutes the subject of this thesis- is the failure detection filter.  

In general, a failure detection filter is designed to provide information, which helps to detect and 

isolate failures occurring in actuators, sensors or changes in the dynamics of a linear, time 

invariant system. More specifically, the output of the filter is an ‘expected’ sensor output vector. 

It represents the sensor outputs which would be obtained if there were no measurement failures, 

dynamic changes or other disturbances. That is, if there are no disturbances, the filter output will 

approach the actual sensor output vector asymptotically as the effect of initial condition errors 

settles out. When disturbances do occur there will be a difference between the expected output 

from the filter and the actual output from the sensors. This difference or error signal is 

characterized by concrete attributes and is the source of the desired event information. The 

failure detection and identification in failure detection filters are independent of the manner in 

which a component fails as long as the failure alters the system output. In the absence of a 

failure, the failure detection filter functions as a usual state estimator. 

In this thesis the method of failure detection filters is applied to a model of a satellite attitude 

control system, in order to detect and isolate failures in its sensors. Variability of the dynamic 

behavior of the system was observed in all examined cases of failure. 

 

KEYWORDS: Detection Filter, Fault detection, Fault isolation, Event vector, Detection space, 

Detection generator, Output separable, Output stationary, Base normal canonical form, Fully 

measurable, Sensor failures 
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ΚΑΣΑΛΟΓΟ  ΒΑΙΚΟΣΔΡΧΝ  ΤΜΒΟΛΧΝ 

 

   : Γηάλπζκα ζπκβάληνο. 

     : 
Απζαίξεηε ρξνληθή ζπλάξηεζε πνπ ζρεηίδεηαη κε ηε θύζε ηεο 

αζηνρίαο. 

   : Ο ειέγμηκνο ππόρσξνο ηνπ δηαλύζκαηνο ζπκβάληνο 
if .  

    : θάικα εθηίκεζεο θαηάζηαζεο. 

     : θάικα εθηίκεζεο εμόδνπ (ππόινηπν). 

 : Ο γξακκηθόο ηειεζηήο πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πίλαθα  . 

 : Ο γξακκηθόο ηειεζηήο πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πίλαθα  . 

 : Ο γξακκηθόο ηειεζηήο πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πίλαθα  . 

 : Ο γξακκηθόο ηειεζηήο πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πίλαθα  . 

    : Ζ δηάζηαζε ηνπ ρώξνπ  . 

   : Ο ρώξνο αλίρλεπζεο ηνπ δηαλύζκαηνο ζπκβάληνο   . 

  : Ο δεκηνπξγόο αλίρλεπζεο γηα ηελ αζηνρία πνπ ζπλδέεηαη κε ην 

δηάλπζκα ζπκβάληνο if .  

  : Ζ δηάζηαζε ηνπ    . 

     : Σν επηζπκεηό ειάρηζην πνιπώλπκν πνπ ζπλδέεηαη κε ηνλ    .  

 : Ο ππόρσξνο πνπ δεκηνπξγείηαη από κία νκάδα δηαλπζκάησλ 

ζπκβάληνο. 

   : Ο ρώξνο αλίρλεπζεο ηνπ  . 

  : Ζ δηάζηαζε ηνπ    . 

   : Ο επηπιένλ ππόρσξνο ηνπ    .  

   : Δηδηθή πεξίπησζε ηνπ   .  

   :     Γηάλπζκα ζπκβάληνο πνπ εμεηάδεηαη γηα ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν. 

    :     Ο ρώξνο αλίρλεπζεο ηνπ δηαλύζκαηνο ζπκβάληνο   . 

  : ύλνιν δεηθηώλ γηα ην   . 

          Οη πίλαθεο  ,  ,   εθθξαζκέλνη ζηελ θαλνληθή κνξθή. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ  1 

ΔΙΑΓΧΓΗ 

 

1.1  Βαζικέρ έννοιερ ζηην ηεσνική διάγνυζηρ ζθαλμάηυν 

Οιόθιεξε ε έλλνηα ηεο δηάγλσζεο ζθαικάησλ ζπλίζηαηαη ζηηο αθόινπζεο ηξεηο νπζηαζηηθέο 

δηαδηθαζίεο: 

Ανίσνεςζη αζηοσίαρ (Fault detection): Αλίρλεπζε ηεο ύπαξμεο ζθαικάησλ ζηηο ιεηηνπξγηθέο 

κνλάδεο ηεο δηεξγαζίαο, ηα νπνία νδεγνύλ ζε κε επηζπκεηή ή κε αλεθηή ζπκπεξηθνξά 

νιόθιεξνπ ηνπ ζπζηήκαηνο 

Δνηοπιζμόρ αζηοσίαρ (Fault isolation): Πξνζδηνξηζκόο ηεο ζέζεο ησλ δηαθόξσλ ζθαικάησλ ζην 

ζύζηεκα 

Ανάλςζη ή Αναγνώπιζη αζηοσίαρ (Fault analysis or identification): Πξνζδηνξηζκόο ηνπ ηύπνπ, 

ηνπ κεγέζνπο θαη ηεο αηηίαο ηεο αζηνρίαο. 

Ζ ζρεηηθή ζεκαζία ησλ ηξηώλ δηαδηθαζηώλ είλαη πξνθαλώο ππνθεηκεληθή, σζηόζν ε αλίρλεπζε 

είλαη άθξσο απαξαίηεηε γηα θάζε πξαθηηθό ζύζηεκα θαη ν εληνπηζκόο είλαη ζρεδόλ εμίζνπ 

ζεκαληηθόο. Ζ αλαγλώξηζε αζηνρίαο, από ηελ άιιε, αλ θαη αλακθίβνια ρξήζηκε, κπνξεί λα κελ 

είλαη νπζηαζηηθή αλ δελ πεξηιακβάλεηαη θακία ελέξγεηα αλαδηακόξθσζεο. πλεπώο, ε δηάγλσζε 

ζθαικάησλ πνιύ ζπρλά ζεσξείηαη σο αλίρλεπζε αζηνρίαο θαη εληνπηζκόο (ελ ζπληνκία FDI) 

ζηε βηβιηνγξαθία [15]. 

 

1.2  Ανηικείμενο ηηρ επγαζίαρ 

Ζ παξνύζα εξγαζία έρεη σο αληηθείκελν ηε κειέηε ησλ δύν πξώησλ δηαδηθαζηώλ ηεο ηερληθήο 

δηάγλσζεο ζθαικάησλ, ήηνη ηεο αλίρλεπζεο θαη ηνπ εληνπηζκνύ αζηνρίαο. Πην ζπγθεθξηκέλα, ηα 

αλσηέξσ ζέκαηα ζα εμεηαζηνύλ ζηνπο αηζζεηήξεο δνξπθόξνπ, κε εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ ησλ 

θίιηξσλ αλίρλεπζεο αζηνρηώλ. ηα πιαίζηα ηεο εξγαζίαο, δελ ζα δηελεξγεζεί εθηελήο αλαθνξά 

ζηελ αλάιπζε/ αλαγλώξηζε αζηνρίαο θαζώο επίζεο θαη ζηηο ελέξγεηεο πνπ πξέπεη λα ιάβνπλ 

ρώξα, πξνθεηκέλνπ λα απνθαηαζηαζεί ην πξόβιεκα.  
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1.3  Δπιζηημονική – Σεσνική ζημαζία ηος πποβλήμαηορ 

Ζ νξζή ιεηηνπξγία, ζπληήξεζε θαη αζθάιεηα ηνπ ζπζηήκαηνο, πξνϋπνζέηνπλ:  

 ηελ ύπαξμε δηαδηθαζίαο παξαθνινύζεζεο θαζώο επίζεο θαη  

 ηελ εθαξκνγή ελόο πιάλνπ ζπληήξεζεο πνπ λα αληηθαζηζηά ηα κέξε πνπ έρνπλ ππνζηεί 

βιάβε, πξνηνύ επεξεάζνπλ ην ζύζηεκα. 

Δίλαη πνιύ ρξήζηκν λα εληνπίδεηαη ε αζηνρία ζε πξώηκν ζηάδην πξνθεηκέλνπ λα γίλεηαη άκεζε 

απνθαηάζηαζή ηεο θαη λα κελ πξνθαιείηαη ε ζπλνιηθή δπζιεηηνπξγία ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

1.4  ηόσορ ηηρ Δπγαζίαρ 

Ζ παξνύζα εξγαζία έρεη σο ζηόρν λα παξέρεη: 

 κηα ζπζηεκαηηθή παξνπζίαζε ηνπ πξνβιήκαηνο αλίρλεπζεο αζηνρηώλ ζε γξακκηθά, 

ρξνληθά ακεηάβιεηα ζπζηήκαηα κε ηε κέζνδν ησλ θίιηξσλ αλίρλεπζεο αζηνρηώλ 

 κηα εηδίθεπζε ζε αζηνρίεο αηζζεηήξσλ 

 εθαξκνγή ηεο αλσηέξσ ζεσξίαο γηα αλίρλεπζε αζηνρηώλ ζε αηζζεηήξεο δνξπθόξνπ θαη 

ζπλεπώο αμηνιόγεζε ηεο κεζόδνπ βάζεη ησλ απνηειεζκάησλ πξνζνκνίσζεο. 

 

1.5  Γομή ηηρ Δπγαζίαρ 

Μεηά ηα εηζαγσγηθά ζηνηρεία ηνπ πξώηνπ θεθαιαίνπ, ην δεύηεξν θεθάιαην δίλεη κηα ζπλνπηηθή 

θαη θαηόπηλ αλαιπηηθή παξνπζίαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Σν ηξίην θεθάιαην μεθηλά κε έξεπλα ηεο 

δνκήο ηνπ πξνβιήκαηνο αλίρλεπζεο κε αμησκαηηθό ηξόπν (ππνελόηεηα 3.1.1). Ο όγθνο ησλ 

ζεσξεηηθώλ απνηειεζκάησλ παξνπζηάδεηαη ζηε ζπλέρεηα έσο θαη ηελ ελόηεηα 3.5 θαη 

αθνινύζσο παξνπζηάδεηαη ε θαλνληθή κνξθή, ελώ ζην ηέινο ησλ ελνηήησλ 3.2 θαη 3.3 

ζπλνςίδνληαη ηα πξνεγνύκελα απνηειέζκαηα κε ιηγόηεξν ηππηθό ηξόπν. ην ηέηαξην θεθάιαην 

εηδηθεύνληαη ηα πξνεγνύκελα απνηειέζκαηα ζε αζηνρίεο πνπ αθνξνύλ αηζζεηήξεο. ην πέκπην 

θεθάιαην γίλεηαη κηα ζύγθξηζε ηεο κεζόδνπ ησλ θίιηξσλ αλίρλεπζεο αζηνρηώλ κε ελαιιαθηηθέο 

κεζνδνινγίεο. ην έθην θεθάιαην εμεγείηαη ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν εθαξκόδεηαη ε κεζνδνινγία 

γηα ην πξόβιεκα ηεο αλίρλεπζεο αζηνρηώλ ζηνπο αηζζεηήξεο δνξπθόξνπ θαη αμηνινγνύληαη ηα 

απνηειέζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ εθαξκνγή απηή. ην έβδνκν θεθάιαην αλαθέξνληαη ηα 

ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ από ηελ εθηέιεζε ηεο εξγαζίαο, νη πεξηνξηζκνί ηεο, όπσο επίζεο 

θαη πξνηεηλόκελεο επεθηάζεηο ηεο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ  2 

ΠΑΡΟΤΙΑΗ  ΣΟΤ  ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ 

 

2.1  ςνοπηική παποςζίαζη  ηος πποβλήμαηορ 

Ζ αλίρλεπζε αλαθέξεηαη ζηε δηαδηθαζία απόθηεζεο πιεξνθνξηώλ γηα γεγνλόηα βαζηζκέλσλ ζε 

πξνζβάζηκα ζήκαηα ηνπ ζπζηήκαηνο. Σν επηζπκεηό δηάλπζκα ειέγρνπ       θαη ην δηάλπζκα 

εμόδνπ ηνπ αηζζεηήξα      ζεσξνύκε όηη είλαη πξνζβάζηκα ζήκαηα.  

Ζ απινύζηεξε κέζνδνο αλίρλεπζεο αζηνρηώλ είλαη ε ζύγθξηζε ηεο απόδνζεο δύν όκνησλ 

ζηνηρείσλ— δηαθνξά ζεκαηνδνηεί αζηνρία [42]. Αλαγλώξηζε σο πξνο ην πνην από ηα δύν έρεη 

ραιάζεη γίλεηαη ζπγθξίλνληαο ην θαζέλα κε έλα ηξίην ζηνηρείν. Απηή ε δηαδηθαζία ςεθνθνξίαο 

είλαη απιή, αιιά ηα πιενλάδνληα ζηνηρεία κπνξεί λα είλαη αθξηβά, βαξηά ή νγθώδε. Μία άιιε 

ιύζε ζην πξόβιεκα αλίρλεπζεο απνηειεί ην θίιηξν αλίρλεπζεο.  

Σν θίιηξν αλίρλεπζεο απνηειεί έλα γξακκηθό θίιηξν νδεγνύκελν από ηα πξνζβάζηκα ζήκαηα 

      θαη      [39]. Ζ έμνδνο ηνπ θίιηξνπ είλαη έλα ‘αλακελόκελν’ δηάλπζκα εμόδνπ 

αηζζεηήξα. Αληηπξνζσπεύεη ηηο εμόδνπο αηζζεηήξα πνπ ζα ιακβάλακε αλ δελ ππήξραλ θαζόινπ 

αζηνρίεο, αιιαγέο ή άιιεο δηαηαξαρέο. Γειαδή, αλ δελ ππάξρεη θακία δηαηαξαρή ε έμνδνο ηνπ 

θίιηξνπ ζα πξνζεγγίδεη ην πξαγκαηηθό δηάλπζκα εμόδνπ αηζζεηήξα αζπκπησηηθά όζν ε 

επίδξαζε ησλ ζθαικάησλ ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο ζβήλεη. Όηαλ δηαηαξαρέο όλησο ππάξρνπλ ζα 

ππάξρεη δηαθνξά κεηαμύ ηεο αλακελόκελεο εμόδνπ από ην θίιηξν θαη ηεο πξαγκαηηθήο εμόδνπ 

από ηνπο αηζζεηήξεο. Απηή ε δηαθνξά ή ην ζήκα ζθάικαηνο απνηειεί ηελ πεγή ηεο επηζπκεηήο 

πιεξνθνξίαο γηα γεγνλόηα. Σν θίιηξν αλίρλεπζεο ζρεδηάδεηαη έηζη ώζηε όηαλ ζπκβνύλ 

ζπγθεθξηκέλα γεγνλόηα ην πξνθύπηνλ ζήκα ζθάικαηνο λα ζπκπεξηθέξεηαη κε έλαλ ηξόπν πνπ 

είλαη αζπλήζηζηνο θαη εύθνια αλαγλσξίζηκνο. Οη πιεξνθνξίεο γηα γεγνλόηα ιακβάλνληαη 

ςάρλνληαο γηα απηέο ηηο αζπλήζηζηεο απνθξίζεηο ζθάικαηνο. πκβαίλεη όηη –απνπζία 

δηαηαξαρώλ- όρη κόλν ε έμνδνο ηνπ θίιηξνπ πξνζεγγίδεη ηελ έμνδν ηνπ αηζζεηήξα αιιά θαη ε 

θαηάζηαζε ηνπ θίιηξνπ πξνζεγγίδεη ηελ θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο. Με απηήλ ηελ έλλνηα ην 

θίιηξν αλίρλεπζεο απνηειεί επίζεο έλα θίιηξν εθηίκεζεο θαηάζηαζεο. ε νξηζκέλεο 

πεξηπηώζεηο κπνξεί λα είλαη αθόκε θαη επηζπκεηό λα επηηξέςνπκε ην θίιηξν αλίρλεπζεο λα 
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ρξεζηκεύεη θαη σο εθηηκεηήο θαηάζηαζεο. Χζηόζν, έλα θίιηξν ζρεδηαζκέλν γηα εθηίκεζε 

θαηάζηαζεο δε ζα απνηειεί έλα επηηπρέο θίιηξν αλίρλεπζεο παξά κόλν από θαζαξή ζύκπησζε. 

Δλώ έλα θίιηξν πνπ απνηειεί εθηηκεηή θαηάζηαζεο ζρεδηάδεηαη γηα λα κεηώλεη όια ηα 

ζθάικαηα όζν ην δπλαηόλ πεξηζζόηεξν, ην θίιηξν αλίρλεπζεο ζρεδηάδεηαη γηα λα βειηηώζεη θαη 

λα θάλεη εύθνια αλαγλσξίζηκα εθείλα ηα ζθάικαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ζπγθεθξηκέλα 

γεγνλόηα. Σν θίιηξν ζα πξέπεη λα είλαη εηδηθά ζρεδηαζκέλν πξνθεηκέλνπ λα ην επηηπγράλεη απηό. 

Ο ιόγνο γηα ηνλ νπνίν έλα θίιηξν αλίρλεπζεο κπνξεί λα απνηειεί θαη επηηπρή εθηηκεηή 

θαηάζηαζεο είλαη όηη κπνξεί (θαη πξέπεη) λα ζρεδηάδεηαη ώζηε λα εμνπδεηεξώλεη όια ηα 

ζθάικαηα, αθόκε θαη ηα δηαθνξεηηθά από εθείλα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα γεγνλόηα πνπ είλαη 

ζρεδηαζκέλν λα αληρλεύεη. Δπνκέλσο, απνπζία απηώλ ησλ εηδηθώλ γεγνλόησλ ηα ζθάικαηα ζα 

πξέπεη λα είλαη κηθξά. Δπηπξόζζεηα, αλ ηελ αλαγλώξηζε αζηνρηώλ αθνινπζήζνπλ θαηάιιειεο 

δηνξζσηηθέο ελέξγεηεο, ην θίιηξν αλίρλεπζεο μαλαπνθηά θπζηνινγηθή ιεηηνπξγία. Γηα 

παξάδεηγκα, ε απνζύλδεζε ελόο ραιαζκέλνπ αηζζεηήξα ζα εμαιείςεη ηελ παξνπζία αζηνρίαο. 

Παξάιιεια, ε εθηίκεζε ηνπ θίιηξνπ γηα ην πνηα ζα πξέπεη λα είλαη ε ρακέλε κέηξεζε κπνξεί λα 

ππνθαηαζηήζεη ηε ζπγθεθξηκέλε κέηξεζε. 

 

2.2  Αναλςηικόηεπη παποςζίαζη ηος πποβλήμαηορ 

Ζ πξνζνρή καο ζα πεξηνξηζηεί ζε ληεηεξκηληζηηθά ζπζηήκαηα ηα νπνία είλαη γξακκηθά θαη 

ρξνληθά ακεηάβιεηα όηαλ ιεηηνπξγνύλ θαλνληθά. Σέηνηα ζπζηήκαηα κπνξνύλ λα 

ραξαθηεξηζηνύλ πιήξσο από κηα ζρέζε εηζόδνπ-εμόδνπ κεηαμύ ελόο δηαλύζκαηνο ειέγρνπ      

θαη ελόο δηαλύζκαηνο  κέηξεζεο     . Χζηόζν, ε αλαπαξάζηαζε ηνπ ρώξνπ θαηάζηαζεο ησλ 

ζπζηεκάησλ απαηηεί ηνλ επηπιένλ νξηζκό ελόο δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο     : 

                                                                   0                                                            (2.2.1) 

                                          

Σα δηαλύζκαηα     (=     ),      θαη      είλαη  –δηάζηαην,  –δηάζηαην θαη  –δηάζηαην 

αληίζηνηρα θαη νη  , ,  είλαη ζηαζεξνί πίλαθεο ζπληεηαγκέλσλ δηάζηαζεο    ,     

θαη    . Ούηε ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο      νύηε ε ηξηάδα         νξίδεηαη κνλαδηθά γηα 

έλα δνζέλ ζύζηεκα. Τπάξρνπλ πνηθίιεο ηζνδύλακεο επηινγέο γηα ηνπο        . 
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Αλ ν   δελ είλαη αληηζηξέςηκνο, ην δηάλπζκα εμόδνπ ζε νπνηαδήπνηε ρξνληθή ζηηγκή δελ 

πεξηέρεη αξθεηή πιεξνθνξία γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ     . Οη πεξηζζόηεξνη λόκνη ειέγρνπ 

αλάδξαζεο απαηηνύλ αθξηβή γλώζε ηνπ     . Ζ ζπλήζεο δηαδηθαζία πνπ ρξεζηκνπνηείηαη θαη 

ζηε ζεσξία παξαηεξεηή θαη ζηε ζεσξία ζηνραζηηθήο εθηίκεζεο είλαη λα πξνζεγγίζνπλ ην      

κε ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο       ελόο κνληέινπ αλαθνξάο (ρήκα 2.1). Οη δύν πξνζεγγίζεηο 

πξνζδηνξίδνπλ δηαθνξεηηθά θξηηήξηα γηα ηελ επηινγή ελόο πίλαθα αλάδξαζεο  . εκεηώλεηαη 

όηη ε ζεσξία παξαηεξεηή είλαη θαηά θάπνην ηξόπν πην γεληθή κε ηελ έλλνηα όηη δελ απαηηεί έλα 

 –δηάζηαην κνληέιν αλαθνξάο. Σν θύξην κέιεκα ηεο ζεσξίαο αλίρλεπζεο αζηνρηώλ είλαη λα 

ζπλδπάζεη απηή ηελ ηθαλόηεηα εθηίκεζεο θαηάζηαζεο κε ηελ ηθαλόηεηα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ. 

Ο πεξηνξηζκόο πνπ ηίζεηαη ζηελ επηινγή ηνπ   είλαη όηη ην ζθάικα εμόδνπ,           , ζα 

πξέπεη λα πεξηέρεη πιεξνθνξία γηα ηελ αζηνρία ηνπ ζπζηήκαηνο ζε κνξθή πνπ λα κπνξεί λα 

εξκελεπζεί εύθνια. Τπνθείκελε ζε απηόλ ηνλ πεξηνξηζκό, ε ειεπζεξία επηινγήο ηνπ   γηα ηνπο 

ζθνπνύο ηεο εθηίκεζεο θαηάζηαζεο κεγηζηνπνηείηαη. 

Ζ πξνζέγγηζε ηνπ κνληέινπ αλαθνξάο βαζίδεηαη ζηελ ππόζεζε όηη ε ηξηάδα            

πεξηγξάθεη ηε ζρέζε εηζόδνπ-εμόδνπ ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ κνληεινπνηείηαη ππό ηελ πξνϋπόζεζε 

όηη ην ζύζηεκα δελ έρεη ραιάζεη. Αθνύ απηό απαηηεί ηα         θαη            λα είλαη 

ηζνδύλακεο αλαπαξαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο κπνξνύκε λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ην            ζην κνληέιν αλαθνξάο κε ην        . Οη εμηζώζεηο ηνπ 

ζπζηήκαηνο γηα ην κνληέιν αλαθνξάο είλαη ηόηε όκνηεο κε ηηο (2.2.1) εθηόο από ηελ παξνπζία 

ηνπ όξνπ αλάδξαζεο ηνπ ζθάικαηνο εμόδνπ:  

                                                 δνζέλ                (2.2.2) 

             

Μηα ελαιιαθηηθή αλαπαξάζηαζε είλαη λα αληηθαηαζηήζνπκε ην       ζηε δηαθνξηθή εμίζσζε 

από ην       : 

                                                                      δνζέλ                    (2.2.3) 

                                       

Οη (2.2.2) θαη νη (2.2.3) γίλνληαη ηαπηόζεκεο κε ηελ (2.2.1) αλ ην       είλαη ίζν κε ην     . 

Ζ αθξίβεηα κε ηελ νπνία ε πξνζέγγηζε ηνπ κνληέινπ αλαθνξάο εθηηκά ην      κπνξεί λα 

πξνζδηνξηζηεί ζηα πιαίζηα ησλ εμηζώζεσλ ζθάικαηνο: 
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                                                                                                                              (2.2.4) 

                 

Απνπζία θάπνηαο αζηνρίαο, ην      ηθαλνπνηεί κηα δηαθνξηθή εμίζσζε αληίζηνηρε κε ηελ (2.2.3): 

                                                                                     δνζέλ                          (2.2.5) 

                                                                                

Πξνθεηκέλνπ ην κνληέιν αλαθνξάο λα απνηειεί έλαλ αζπκπησηηθά επζηαζή εθηηκεηή 

θαηάζηαζεο, είλαη αλαγθαίν ν   λα επηιεγεί έηζη ώζηε όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ        λα έρνπλ 

αξλεηηθά πξαγκαηηθά κέξε. Απηό είλαη ην βαζηθό θξηηήξην κε ην νπνίν ε ζεσξία παξαηεξεηή 

νξίδεη έλαλ απνδεθηό πίλαθα αλάδξαζεο  . Ζ ζεσξία αλίρλεπζεο αζηνρηώλ εγγπάηαη ηελ 

ηθαλόηεηα λα ηθαλνπνηήζνπκε απηό ην θξηηήξην παξέρνληαο ζρεδόλ πιήξε ειεπζεξία ζηελ 

επηινγή ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ       . 

                                               

 

 

ρήκα 2.1 Γεληθή πινπνίεζε κνληέινπ αλαθνξάο γηα εθηίκεζε θαηάζηαζεο θαη/ή αλίρλεπζε 

αζηνρηώλ 

Παξνπζία θάπνηαο αζηνρίαο ή αιιαγήο ζε κηα παξάκεηξν ηνπ ζπζηήκαηνο, ε ηξηάδα         

ζηελ νπνία βαζίδεηαη ην κνληέιν αλαθνξάο δελ πεξηγξάθεη πιένλ ηε δπλακηθή ηνπ ππό βιάβε 

ζπζηήκαηνο θαη ην       δελ είλαη απαξαίηεηα κηα θαιή πξνζέγγηζε ηνπ     . Σν κνληέιν 
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αλαπαξηζηά ην      θαη ην      ζην ζύζηεκα πνπ έρεη ραιάζεη σο ζπλάξηεζε ηνπ         θαη 

κίαο ζεηξάο πξόζζεησλ δηαλπζκάησλ: 

                                                   δνζέλ                            (2.2.6) 

                                 

Οη βαζκσηνί ζπληειεζηέο      ,        θαη       ,         είλαη ελ γέλεη ζπλαξηήζεηο ησλ 

     θαη     , αιιά κπνξεί λα είλαη απζαίξεηεο ρξνληθέο ζπλαξηήζεηο. Σν     είλαη ην   -νζηό 

κνλαδηαίν δηάλπζκα ζηνλ  –δηάζηαην ρώξν εμόδνπ, αιιά ηα   ,    κπνξεί λα είλαη νπνηαδήπνηε 

 –δηάζηαηα δηαλύζκαηα. Ζ ρξεζηκόηεηα ηεο ζεσξίαο πνπ ζα αλαπηπρζεί παξαθάησ ζηεξίδεηαη 

ζην γεγνλόο όηη νη αζηνρίεο ηνπ ζπζηήκαηνο κπνξνύλ ζπρλά λα κνληεινπνηεζνύλ κε ρξήζε ηεο 

(2.2.6) κε έλαλ κόλν πξνζζεηηθό όξν. Πην ζπγθεθξηκέλα, 

Μονηελοποίηζη αζηοσιών: Σν ζύζηεκα αλνηρηνύ βξόρνπ κπνξεί λα απνζπληεζεί ζε ηξία 

ηκήκαηα: ηνπο ελεξγνπνηεηέο, ηε δπλακηθή ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ηνπο αηζζεηήξεο. ην παξαθάησ 

ρήκα απεηθνλίδεηαη ε αλσηέξσ απνζύλζεζε, ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ζηελ πξάμε. 

Αζηνρίεο είλαη δπλαηόλ λα εκθαληζζνύλ ζε νπνηνδήπνηε από ηα ηξία ηκήκαηα ηνπ ζπζηήκαηνο 

αλνηρηνύ βξόρνπ. Δθηόο από ηηο πηζαλέο αζηνρίεο, παξνπζηάδνληαη νη εμσηεξηθέο δηαηαξαρέο θαη 

ν ζόξπβνο πνπ επεξεάδνπλ ηε δπλακηθή ηεο δηεξγαζίαο θαη ηηο κεηξήζεηο ησλ αηζζεηήξσλ 

αληίζηνηρα. 

 
 

πλεπώο, ηα πηζαλά είδε αζηνρηώλ είλαη ηα εμήο: 

 Αζηνρία ζε ελεξγνπνηεηή: Μία αζηνρία ζηνλ i-νζηό ελεξγνπνηεηή κνληεινπνηείηαη 

καζεκαηηθά σο εμήο: 

                                                                                                                             (2.2.7) 

όπνπ      είλαη έλα κνλαδηαίν   -δηάλπζκα ζηελ i-νζηή δηεύζπλζε ζπληεηαγκέλσλ: 
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θαη       είλαη κία απζαίξεηε βαζκσηή ρξνληθή ζπλάξηεζε. Αληηθαζηζηώληαο ηελ (2.2.7) ζηελ 

(2.2.1) έρνπκε: 

                                                                δνζέλ                                       (2.2.8) 

                                 

όπνπ    είλαη ε i-νζηή ζηήιε ηνπ πίλαθα  . 

Σηο (2.2.8) ζα θαινύκε μονηέλο αζηοσίαρ ενεπγοποιηηή. 

 Αζηνρία ζε αηζζεηήξα. Μία αζηνρία ζηνλ i-νζηό αηζζεηήξα κνληεινπνηείηαη σο εμήο: 

                                                                                                                           (2.2.9) 

όπνπ      είλαη έλα κνλαδηαίν   -δηάλπζκα ζηελ i-νζηή δηεύζπλζε ζπληεηαγκέλσλ θαη        

είλαη κία απζαίξεηε βαζκσηή ρξνληθή ζπλάξηεζε. 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ (2.2.9) ζηελ (2.2.1) έρνπκε: 

                                                                                                                           (2.2.10) 

                                            

Σηο (2.2.10) ζα θαινύκε μονηέλο αζηοσίαρ αιζθηηήπα. 

 Μεηαβνιέο ζηε δπλακηθή ηνπ ζπζηήκαηνο, πνπ πξνθύπηνπλ από κεηαβνιέο ησλ ζηνηρείσλ  

ησλ πηλάθσλ  ,   ή  . 

εκεηώλεηαη όηη νη κεηαβνιέο ζηα δπλακηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο δηεξγαζίαο (πεξίπησζε 3) 

εκθαλίδνληαη ζηελ εμίζσζε θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο κε ηνλ ίδην ηξόπν κε ηνλ νπνίν 

εκθαλίδνληαη θαη νη αζηνρίεο ζε ελεξγνπνηεηή.  

Ζ ζπκπεξηθνξά ησλ ζθαικάησλ      θαη       κεηά από κηα αζηνρία ζπζηήκαηνο κπνξνύλ λα  

πξνζδηνξηζηνύλ από ην       ηε ζηηγκή ηεο  αζηνρίαο, ηελ (2.2.2) θαη ην θαηάιιειν κνληέιν 

αζηνρίαο. Δμαηηίαο ηεο ζεκαζίαο ηνπο, ε πξνζνρή καο ζα πεξηνξηζηεί ζηα κνληέια αζηνρίαο 

ελεξγνπνηεηή θαη αηζζεηήξα. Με ηελ αζηνρία λα ζπκβαίλεη ηε ρξνληθή ζηηγκή   , ηα ζθάικαηα 

πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο (2.2.8) θαη (2.2.10) είλαη αληίζηνηρα: 

                                                                  δνζέλ                                      (2.2.11) 
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θαη: 

                                                                            δνζέλ                            (2.2.12) 

                                                                  

όπνπ ην    είλαη ε  -νζηή ζηήιε ηνπ πίλαθα αλάδξαζεο  . 

Δμαηηίαο ηεο ζεκαζίαο ηνπο ζηνλ νξηζκό ησλ ηδηνηήησλ ηνπ ζπζηήκαηνο αλίρλεπζεο αζηνρηώλ, 

δηαλύζκαηα ηα νπoία εκθαλίδνληαη ζηε δηαθνξηθή εμίζσζε γηα ην      όκνηα κε ηα    θαη    

παξαπάλσ, ηα θαινύκε διανύζμαηα ζςμβάνηορ(event vectors). 

Σν θεληξηθό δήηεκα ζηε ζεσξία αλίρλεπζεο αζηνρηώλ είλαη πώο λα επηιέμνπκε ηνλ πίλαθα 

αλάδξαζεο   έηζη ώζηε ην       πνπ παξάγεηαη από κηα αζηνρία λα κπνξεί λα ζπζρεηηζηεί κε 

εθείλε ηελ αζηνρία άκεζα. Απηή ε ζπζρέηηζε δελ είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ηξόπνπ κε ηνλ νπνίν ε 

αζηνρία ζπκβαίλεη αιιά ηεο δπλακηθήο ζρέζεο κεηαμύ ηνπ ραιαζκέλνπ ζηνηρείνπ θαη ηνπ 

ππόινηπνπ ζπζηήκαηνο. Αλαθνξηθά κε ηα κνληέια αζηνρίαο ελεξγνπνηεηή θαη αηζζεηήξα, ε 

ζπζρέηηζε είλαη ζπλάξηεζε ησλ δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο    θαη    θαη ηνπ     , αιιά είλαη 

αλεμάξηεηε από ηηο ρξνληθέο ζπλαξηήζεηο       θαη       . Γηα λα δνύκε πόζν ζεκαληηθή είλαη 

ε αλεμαξηεζία από ηηο       θαη       , αο ζεσξήζνπκε ηελ αζηνρία ζην πξώην ζηνηρείν 

ειέγρνπ πνπ ην νδεγεί ζην λα κε ιακβάλεη εληνιή εηζόδνπ. Αλ ην ζηνηρείν ειέγρνπ απνηύρεη κε 

ηξόπν δηαθνξεηηθό από ην λα ηεζεί εθηόο ιεηηνπξγίαο, ε       ζα είλαη θάπνηα ρξνληθή 

ζπλάξηεζε δηαθνξεηηθή από ηελ      . Ζ κόλε ηδηόηεηα πνπ ραξαθηεξίδεη όινπο ηνπο 

δπλαηνύο ηξόπνπο αζηνρηώλ γηα ην πξώην ζηνηρείν ειέγρνπ είλαη όηη, πέξα από έλαλ βαζκσηό 

παξάγνληα, ην κνληέιν αζηνρίαο ελεξγνπνηεηή ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεί ην δηάλπζκα 

ζπκβάληνο   . Όκνηα, ε        ζην κνληέιν αζηνρίαο αηζζεηήξα γηα ηνλ πξώην αηζζεηήξα 

κπνξεί λα είλαη      ,    ή θάπνηα άιιε ρξνληθή ζπλάξηεζε. Όκσο, ην δηάλπζκα     πξέπεη λα 

είλαη ην    . Καηά ζπλέπεηα, ε πξώηε ζηήιε ηνπ   είλαη ην δηάλπζκα ζπκβάληνο πνπ ζρεηίδεηαη 

κε θάζε αζηνρία ηνπ πξώηνπ αηζζεηήξα. 

Ζ αλάιπζε πνπ αθνινπζεί ρξεζηκνπνηεί ην γεληθό κνληέιν: 

                      
                                                  δνζέλ                             (2.2.13) 
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όπνπ 
 
   είλαη έλα    

 
δηάλπζκα θαη       κία απζαίξεηε ρξνληθή ζπλάξηεζε. Ζ ιύζε ηεο 

εμίζσζεο (2.2.13) είλαη: 

                                                        

  
                                             (2.2.14) 

                             

Γηα έλαλ δνζέληα  , ε      πεξηγξάθεη κία ηξνρηά ζηνλ  -δηάζηαην ρώξν θαηάζηαζεο, ε νπνία 

είλαη ζπλάξηεζε ηνπ      , ηνπ δηαλύζκαηνο ζπκβάληνο    θαη ηνπ      . Σν ζθάικα εμόδνπ 

      πεξηγξάθεη κηα αληίζηνηρε ηξνρηά ζην ρώξν εμόδνπ. Χο δηαηζζεηηθή βνήζεηα, έλα δεύγνο 

ππνζεηηθώλ ηξνρηώλ θαίλεηαη ζην ρήκα 2.2 γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ: 

                                                                                                                                       (2.2.15) 

                         

Γεδνκέλνπ όηη ν πίλαθαο  A DC  είλαη επζηαζήο, ην ζθάικα εθηίκεζεο θαηάζηαζεο ζηε 

κόληκε θαηάζηαζε ζα είλαη: 

                          

  
                   

      
   

  

 

  
                             (2.2.16) 

Όπσο πξνθύπηεη από ηελ (2.2.16), ην βαζηθό ραξαθηεξηζηηθό ησλ ηξνρηώλ ζηε κόληκε 

θαηάζηαζε ην νπνίν είλαη αλεμάξηεην από ηελ       είλαη όηη ην      ζα πξέπεη λα πεξηέρεηαη 

ζηνλ ειέγμηκν ππόρσξν ηνπ   , δει. ζηνλ ππόρσξν πνπ παξάγεηαη από ηηο ζηήιεο ηνπ  : 

                                                                              (2.2.17) 

Όκνηα, ην ζθάικα εμόδνπ       ζηε κόληκε θαηάζηαζε πεξηνξίδεηαη ζηνλ ππόρσξν πνπ 

παξάγεηαη από ηηο ζηήιεο ηνπ    (                     

  
          όπσο πξνθύπηεη από ηηο 

(2.2.13) θαη (2.2.16)). 

Ζ ειεπζεξία λα επηιέμνπκε ηνλ   παξέρεη ηε δπλαηόηεηα λα αιιάμνπκε ηνπο   θαη    γηα λα 

θάλνπκε ην  ζθάικα εμόδνπ πνπ παξάγεηαη από ηελ         εύθνια αλαγλσξίζηκν. Σν ζεώξεκα 

αλίρλεπζεο απνδεηθλύεη όηη ν   κπνξεί λα απαηηεζεί λα ηθαλνπνηεί: 

                                                                                                                                 (2.2.18) 
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δηαηεξώληαο ζπγρξόλσο ηελ ειεπζεξία λα ηνπνζεηήζνπκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ       . 

Πξνθεηκέλνπ λα γίλεη δηάθξηζε κεηαμύ ηνπ γεληθνύ πίλαθα αλάδξαζεο θαη απηνύ πνπ απαηηνύκε 

λα ηθαλνπνηεί ηελ (2.2.18) γηα θάπνην   , ν ηειεπηαίνο αλαθέξεηαη σο θίιηξν αλίρλεπζεο γηα 

εθείλε ηελ   .  

Σν δεύηεξν ρήκα δείρλεη ππνζεηηθέο ηξνρηέο ζθάικαηνο αληίζηνηρεο κε εθείλεο ηνπ πξώηνπ κε 

ηε δηαθνξά όηη ν   απνηειεί θίιηξν αλίρλεπζεο . Τπνθείκελν ζε νξηζκέλνπο πεξηνξηζκνύο πνπ 

ζα αλαθέξνπκε παξαθάησ, ην γεγνλόο όηη ην       πεξηνξίδεηαη ζηε δηεύζπλζε εμόδνπ     

επηηξέπεη ην ζθάικα λα ζπζρεηηζηεί κνλαδηθά κε ην δηάλπζκα ζπκβάληνο    θαη επνκέλσο κε 

ηελ αζηνρία πνπ κνληεινπνηείηαη από ηελ        . Αλ ε ζπζρέηηζε δελ είλαη κνλαδηθή, ε 

επόκελε ελόηεηα παξέρεη έλαλ κεραληζκό γηα λα θαζνξίζνπκε ην ζύλνιν ησλ  αζηνρηώλ πνπ 

παξάγνπλ ηελ ίδηα ηξνρηά ζθάικαηνο εμόδνπ. Απνδεηθλύεηαη επίζεο όηη επηιέγνληαο ηνλ   λα 

απνηειεί  θίιηξν αλίρλεπζεο γηα ηελ    ειαρηζηνπνηνύκε ηνλ αξηζκό ησλ αζηνρηώλ ζε απηό ην 

ζύλνιν. 

 

 

 

ρήκα 2.2:  Τπνζεηηθό ζθάικα εθηίκεζεο θαηάζηαζεο (αξηζηεξά) θαη ζθάικα εθηίκεζεο 

εμόδνπ (δεμηά) γηα αζηνρία ζε ελεξγνπνηεηή όηαλ ν πίλαθαο αλάδξαζεο   έρεη επηιεγεί 

απζαίξεηα 
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ρήκα 2.3:  Τπνζεηηθό ζθάικα εθηίκεζεο θαηάζηαζεο (αξηζηεξά) θαη ζθάικα εθηίκεζεο 

εμόδνπ (δεμηά) γηα αζηνρία ζε ελεξγνπνηεηή όηαλ ν   απνηειεί θίιηξν αλίρλεπζεο 

 

εκεηώλεηαη όηη θαιό είλαη λα πξνεγεζεί κηα αλάγλσζε ηνπ παξαξηήκαηνο Α.1 πξνηνύ 

αλαγλσζζνύλ νη επόκελεο ελόηεηεο, θαζώο ρξεζηκνπνηνύληαη ζε απηέο έλλνηεο θαη ζύκβνια πνπ 

νξίδνληαη εθεί ρσξίο λα γίλεηαη άκεζε αλαθνξά. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ  3 

ΘΔΧΡΙΑ  ΑΝΙΥΝΔΤΗ  ΑΣΟΥΙΧΝ 

 

3.1  Ανίσνεςζη μίαρ αζηοσίαρ 

Οπιζμόρ 3.1.1: Οη ηδηνηηκέο ελόο       πίλαθα κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ ζρεδόλ απζαίξεηα αλ 

ππάξρεη έλα ζύλνιν αθεξαίσλ             κε             η.ώ νη ηδηνηηκέο κπνξνύλ λα 

πξνζδηνξηζηνύλ    ηε θνξά. 

Γηα έλαλ πξαγκαηηθό πίλαθα απηό επηβάιιεη έλαλ ειαθξύ πεξηνξηζκό ζηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ 

κηγαδηθώλ ηδηνηηκώλ, επεηδή απηέο πξέπεη λα εκθαλίδνληαη ζε κηγαδηθά ζπδπγή δεύγε. Γηα 

παξάδεηγκα ζηελ πεξίπησζε ελόο πξαγκαηηθνύ       πίλαθα (     ) κε       θαη      , 

ηξεηο ηδηνηηκέο πξέπεη λα πξνζδηνξηζηνύλ σο νκάδα θαη ε ηειεπηαία πξνζδηνξίδεηαη ρσξηζηά. 

Αθνύ νη κηγαδηθέο ηδηνηηκέο πξέπεη λα εκθαλίδνληαη ζε ζπδπγή δεύγε, ε νκάδα ησλ ηξηώλ 

ηδηνηηκώλ κπνξεί λα έρεη ην πνιύ έλα ζπδπγέο δεύγνο κε κία πξαγκαηηθή ηδηνηηκή. Ζ ηειεπηαία 

ηδηνηηκή πξνζδηνξηδόκελε ρσξηζηά (σο νκάδα ηνπ ελόο) πξέπεη λα είλαη πξαγκαηηθή. Ζ 

πηζαλόηεηα δύν κηγαδηθώλ ζπδπγώλ δεπγώλ ηδηνηηκώλ θαηά ζπλέπεηα απνθιείεηαη. 

Οπιζμόρ 3.1.2: Γνζεηζώλ ησλ εμηζώζεσλ (2.2.13) ην δηάλπζκα ζπκβάληνο    ζα ιέκε όηη είλαη 

ανισνεύζιμο (detectable), αλ ππάξρεη   η.ώ 

 Σν ζθάικα εμόδνπ (ζηε κόληκε θαηάζηαζε) πνπ παξάγεηαη από ηελ αζηνρία πνπ 

ζπλδέεηαη κε ην δηάλπζκα ζπκβάληνο έρεη ζηαζεξή δηεύζπλζε θαη 

 Όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ        κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ ζρεδόλ απζαίξεηα. 

Αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα λα απνηειεί ν   θίιηξν αλίρλεπζεο γηα ην    -ηζνδύλακε ηεο 

(2.2.18) κε όξνπο δηαλπζκαηηθνύ ρώξνπ-είλαη ε εμήο: 

                                                                                                                                      (3.1.1) 

όπνπ    είλαη ν ειέγμηκνο ππόρσξνο ηεο    ν νπνίνο παξάγεηαη από ηα δηαλύζκαηα       
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Χζηόζν ε (3.1.1) δελ εγγπάηαη έλαλ απνδεθηό αιγόξηζκν γηα ηελ ηνπνζέηεζε ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ 

      . Τπάξρνπλ δηάθνξνη ιόγνη γηα ηε 2
ε
 ζπλζήθε ηνπ νξηζκνύ 3.1.2.: Ο πίλαθαο    

     ζα πξέπεη λα είλαη ηνπιάρηζηνλ επζηαζήο, ώζηε ν όξνο πνπ νθείιεηαη ζηελ αξρηθή 

ζπλζήθε ζηε ιύζε ηεο (2.2.14) λα εμαιεηθζεί. Γηαθνξεηηθά, ην       δελ ζα πεξηνξηζηεί ζηε 

δηεύζπλζε εμόδνπ    . Δπηπιένλ, όκσο, είλαη επηζπκεηό λα έρνπκε αξθεηό έιεγρν πάλσ ζηηο 

ηδηνηηκέο ηνπ        γηα λα κπνξνύκε λα επεξεάζνπκε ην ρξόλν πνπ απαηηείηαη γηα λα ιάβεη 

ην       ηελ ηειηθή ηνπ ηηκή. 

Πξνθεηκέλνπ λα αλαπηπρζεί έλαο ηέηνηνο αιγόξηζκνο είλαη επηζπκεηό λα ζέζνπκε ην πξόβιεκα 

αλίρλεπζεο αζηνρηώλ ζε έλα πην γεληθό πιαίζην. Σν πξόβιεκα ηίζεηαη πιένλ βνιηθά ζηα πιαίζηα 

ηνπ σώπος ανίσνεςζηρ ηεο   , όπσο απηόο ζα νξηζηεί παξαθάησ. Ο ρώξνο αλίρλεπζεο ηεο    έρεη 

θαη κηα δεύηεξε εθαξκνγή πνπ δηθαηνινγεί πεξεηαίξσ ηελ εηζαγσγή ηνπ. Οξηζκέλεο αζηνρίεο 

κπνξεί λα κελ είλαη δηαθξίζηκεο αλ ζηεξηρζνύκε κόλν ζηελ θαηεύζπλζε ηνπ ζθάικαηνο εμόδνπ. 

Δίλαη εκθαλέο όηη απηή ε δπζθνιία ζρεηίδεηαη κε ηε δηαθνξά ηεο δηάζηαζεο ηνπ ρώξνπ 

θαηάζηαζεο θαη ηνπ αξηζκνύ ησλ αλεμάξηεησλ αηζζεηήξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Απνδεηθλύεηαη όηη 

ν ρώξνο αλίρλεπζεο ηεο    απνηειείηαη από ηηο κε δηαθξίζηκεο από ηελ   , βάζεη ηεο 

θαηεύζπλζεο κόλν, αζηνρίεο. Θα αλαθεξζνύκε αλαιπηηθόηεξα θαη πην ηππηθά ζε απηό ζηε 

ζπλέρεηα. 

 

3.1.1  Υώποι ανίσνεςζηρ 

Οπιζμόρ 3.1.3: Έζησ    έλα δηάλπζκα ζπκβάληνο πνπ ζρεηίδεηαη κε κία αζηνρία ζε έλα ζύζηεκα 

ην νπνίν κνληεινπνηείηαη από ηελ ηξηάδα         όηαλ δελ ππάξρνπλ αζηνρίεο. Έζησ όηη 

     . Ο σώπορ ανίσνεςζηρ (detection space) ηεο    ζπκβνιίδεηαη κε     θαη είλαη ην επζύ 

άζξνηζκα: 

i)            

όπνπ ν    είλαη ν κεγαιύηεξνο ππόρσξνο πνπ ηθαλνπνηεί ηηο εμήο ηξεηο ζπλζήθεο: 

ii)           

iii)         

iv)         
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Παξαηεξήζεηο:  

1)  Σν    αλήθεη ζηνλ    .` 

2)  Ο     είλαη παξαηεξήζηκνο ππόρσξνο γηα ην        . 

3)           

Ζ αλάπηπμε ησλ ηδηνηήησλ ηνπ     έγηλε κε ηελ ππόζεζε όηη      .  Αλ       ηόηε 

                                                        

θαη ν    παξάγεηαη από ηελ αθνινπζία δηαλπζκάησλ                      

          Όκνηα, αλ                     είλαη όια κεδέλ, είλαη δπλαηόλ λα δείμνπκε όηη 

                                                                      

θαη όηη ν    παξάγεηαη από ηελ αθνινπζία δηαλπζκάησλ                  
      

                            Ο ρώξνο εμόδνπ,    , ν νπνίνο ζρεηίδεηαη κε ηνλ 

   παξάγεηαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε από ηελ αληίζηνηρε αθνινπζία                   

                              Ζ πξσηαξρηθή ζεκαζία ζηε ζεσξία αλίρλεπζεο 

αζηνρηώλ ησλ κεδεληθώλ δηαλπζκάησλ ζηελ αθνινπζία γηα ηνλ     είλαη όηη εζηηάδεη ηελ 

πξνζνρή ζηε δηεύζπλζε εμόδνπ         αληί γηα ηελ    . Απηή ε κεηαηόπηζε ηεο πξνζνρήο 

κπνξεί λα ηνληζηεί ηξνπνπνηώληαο ηνλ νξηζκό 3.1.3: 

Οπιζμόρ 3.1.3α: Έζησ    έλα δηάλπζκα ζπκβάληνο πνπ ζρεηίδεηαη κε κία αζηνρία ζε έλα 

ζύζηεκα ην νπνίν κνληεινπνηείηαη από ηελ ηξηάδα         όηαλ δελ ππάξρνπλ αζηνρίεο θαη 

ππνζέηνπκε όηη   είλαη ν κηθξόηεξνο αθέξαηνο γηα ηνλ νπνίν          . Ο ρώξνο αλίρλεπζεο 

ηεο    ζπκβνιίδεηαη κε     θαη είλαη ην επζύ άζξνηζκα: 

i)                 

όπνπ ν        είλαη ν κεγαιύηεξνο ππόρσξνο πνπ ηθαλνπνηεί ηηο εμήο ηξεηο ζπλζήθεο: 

ii)           

iii)         

iv)         

Δύθνια απνδεηθλύεηαη όηη ηα δηαλύζκαηα                 ηθαλνπνηνύλ ηα ii) - iv) θαη 

επνκέλσο πεξηέρνληαη ζηνλ    . Χζηόζν, γεληθά, παξάγνπλ κόλν έλαλ ππόρσξν ηνπ     θαη θαηά 
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ζπλέπεηα ν αιγόξηζκνο πνπ αλαπηύζζεηαη παξαθάησ πξέπεη θαη εδώ λα ρξεζηκνπνηεζεί 

πξνθεηκέλνπ λα πξνζδηνξηζηνύλ νη     θαη    . 

 

3.1.2  Θεώπημα ανίσνεςζηρ 

Θεώπημα 3.1.1: Έλα δηάλπζκα ζπκβάληνο είλαη αληρλεύζηκν αλλ ην       είλαη παξαηεξήζηκν. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, αλ ην       είλαη παξαηεξήζηκν ηόηε θάζε δηάλπζκα ζπκβάληνο     είλαη 

αληρλεύζηκν, δει. ππάξρεη   η.ώ 

 Σν ζθάικα εμόδνπ πνπ παξάγεηαη από ηελ αζηνρία πνπ ζπλδέεηαη κε ην δηάλπζκα 

ζπκβάληνο έρεη ζηαζεξή δηεύζπλζε θαη 

 Όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ        κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ ζρεδόλ απζαίξεηα. 

κιαγπάθηζη απόδειξηρ 

Αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα λα απνηειεί ν   θίιηξν αλίρλεπζεο γηα ην  -ηζνδύλακε ηεο 

(3.1.1) - είλαη λα ηθαλνπνηεί ηελ παξαθάησ εμίζσζε 

                                                                                                                                         (3.1.2) 

γηα θάπνην        (όπνπ     είλαη ν ρώξνο αλίρλεπζεο ηνπ   ). 

H παξαπάλσ εμίζσζε απνδεηθλύεηαη όηη έρεη ιύζε γηα θάζε   θαη θάζε       . Ο     είλαη 

αλαιινίσηνο σο πξνο        γηα θάζε   πνπ ηθαλνπνηεί ηελ παξαπάλσ εμίζσζε. Σν γεγνλόο 

απηό κε ηε ζεηξά ηνπ δηαζθαιίδεη όηη ηα δηαλύζκαηα                       πεξηέρνληαη 

ζηνλ    . Αθνύ απηά ηα δηαλύζκαηα παξάγνπλ ηνλ ειέγμηκν ππόρσξν ηνπ  , έπεηαη όηη ν    είλαη 

ππόρσξνο ηνπ    . Δπνκέλσο, ν     ζα είλαη ππόρσξνο ηνπ      θαη         , δει. ε 

αζηνρία πνπ ζρεηίδεηαη κε ηo   παξάγεη ζθάικαηα εμόδνπ ζε κία δηεύζπλζε, θαηά κήθνο ηεο   . 

Μέρξη ζηηγκήο έρνπκε ηθαλνπνηήζεη ηελ 1
ε
 ζπλζήθε ηνπ νξηζκνύ— γλσξίδνπκε  δειαδή  όηη 

ππάξρεη πίλαθαο αλάδξαζεο η.ώ ε έμνδνο πνπ παξάγεηαη από κηα ζπγθεθξηκέλε αζηνρία θείηαη 

ζε κία δηεύζπλζε. Απνκέλεη λα δείμνπκε όηη  όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ        κπνξνύλ λα 

πξνζδηνξηζηνύλ ζρεδόλ απζαίξεηα. Δπεηδή ν     είλαη αλαιινίσηνο σο πξνο       , ππάξρεη 

έλα ζύλνιν: 

                                                                                                                                       (3.1.3) 
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ηδηνηηκώλ ηνπ        πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ    . Οη ππόινηπεο      ζρεηίδνληαη κε θάπνην 

απζαίξεην ζπκπιήξσκα ηνπ   . Αλ ν    δηακεξηζηεί: 

          
  

νη επηπιένλ      ηδηνηηκέο ζρεηίδνληαη κε ηνλ    
 . 

Έζησ όηη ν    δηακεξίδεηαη όκνηα κε πξηλ, όκσο κε ηνλ επηπιένλ πεξηνξηζκό ζηελ επηινγή ηνπ 

   
 :       

      . 

Δπεηδή ν     είλαη αλαιινίσηνο σο πξνο        γηα θάζε   πνπ ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε 

(3.1.2), αλ κηα βάζε γηα ηνλ    πξνζδηνξηζηεί σο    γξακκηθά αλεμάξηεηα δηαλύζκαηα από ηνλ 

    θαη      από ηνλ    
  ν πίλαθαο        γηα απηή ηε βάζε παίξλεη ηε κνξθή  

 
      
    

  θαη ν   ηε κνξθή        . 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ        είλαη νη ηδηνηηκέο ηνπ     θαη ηνπ    .Σν δεύγνο          είλαη 

πάληα παξαηεξήζηκν. Θέινπκε θαη ην          λα είλαη παξαηεξήζηκν ή ηζνδύλακα ην 

           λα είλαη παξαηεξήζηκν           (αθξηβήο νξηζκόο ζα δνζεί κεηά ην ηέινο ηεο 

απόδεημεο) θάηη πνπ ζπκβαίλεη αλλ       παξαηεξήζηκν. Ζ παξαηεξεζηκόηεηα εγγπάηαη όηη 

ππάξρνπλ πίλαθεο     θαη      η.ώ νη ηδηνηηκέο ησλ             θαη             λα 

είλαη νπνηνδήπνηε επηζπκεηό ζύλνιν. Σαπηόρξνλα, ν     παξακέλεη αλαιινίσηνο σο πξνο 

             , όπνπ     
    
    

  ζηελ πξναλαθεξζείζα βάζε δει. ν    

     ηθαλνπνηεί ηελ (3.1.2) πξνθαλώο γηα θάπνην άιιν        . πλεπώο, επηζπκεηόο ηειεζηήο 

είλαη ν            

Οπιζμόρ 3.1.4: Έλα ζύζηεκα            είλαη παξαηεξήζηκν           αλ θαλέλα δηάλπζκα 

   ην νπνίν δελ πεξηέρεηαη ζηνλ     δελ παξάγεη ζθάικαηα εμόδνπ ηα νπνία πεξηνξίδνληαη ζηνλ 

ππόρσξν εμόδνπ     . Ηζνδύλακα, αλ   
  είλαη ν ειέγμηκνο ππόρσξνο γηα ην   , δειαδή ν ρώξνο 

πνπ παξάγεηαη από                         ε ζπλζήθε γηα παξαηεξεζηκόηεηα 

          είλαη: 
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Οπιζμόρ 3.1.5: Έζησ    θαη    δηαλύζκαηα ζπκβάληνο πνπ ζρεηίδνληαη κε αζηνρίεο ζε έλα 

ζύζηεκα ην νπνίν κνληεινπνηείηαη-όηαλ δελ ππάξρνπλ αζηνρίεο-από ηελ ηξηάδα        .Σν 

δηάλπζκα ζπκβάληνο    είλαη ιζοδύναμο ζηην ανίσνεςζη (detection equivalent) κε ην    αλ: 

 Κάζε θίιηξν αλίρλεπζεο γηα ην    απνηειεί επίζεο θίιηξν αλίρλεπζεο γηα ην    θαη 

 Σν ζθάικα εμόδνπ ην νπνίν παξάγεηαη από ηελ αζηνρία πνπ ζρεηίδεηαη κε ην δηάλπζκα 

ζπκβάληνο    (θαη ην νπνίν έρεη ζηαζεξή δηεύζπλζε) έρεη ηελ ίδηα δηεύζπλζε κε απηήλ 

πνπ ζρεηίδεηαη κε ην δηάλπζκα ζπκβάληνο   . 

Αλ ην    είλαη ηζνδύλακν ζηελ αλίρλεπζε κε ην   , έλα ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ πνπ 

βαζίδεηαη κόλν ζηε δηεύζπλζε ηνπ ζθάικαηνο εμόδνπ δελ κπνξεί λα δηαθξίλεη κεηαμύ ησλ 

αζηνρηώλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα δύν δηαλύζκαηα ζπκβάληνο. 

Απνδεηθλύεηαη όηη ν ρώξνο αλίρλεπζεο     είλαη ν ρώξνο όισλ ησλ δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο πνπ 

είλαη ηζνδύλακα ζηελ αλίρλεπζε κε ην  . Δηδηθόηεξα, ν ρώξνο αλίρλεπζεο     είλαη ηζνκνξθηθόο-

δει. ππάξρεη 1-1 θαη επί αληηζηνίρηζε κε ην ζύλνιν       ησλ δηαλπζκάησλ ηα νπνία είλαη 

ηζνδύλακα ζηελ αλίρλεπζε κε ην  . 

ε πνιιέο πεξηπηώζεηο, ν    είλαη κεδεληθόο θαη ην    είλαη ν δηθόο ηνπ ρώξνο αλίρλεπζεο. Απηό 

αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε όπνπ θαλέλα δηάλπζκα ζπκβάληνο δελ είλαη ηζνδύλακν ζηελ 

αλίρλεπζε κε ην   . Απηή ε πεξίπησζε είλαη ζεκαληηθή, επεηδή εγγπάηαη όηη έλα ζύζηεκα 

αλίρλεπζεο αζηνρηώλ κπνξεί κνλαδηθά λα ζπζρεηίζεη έλα ζθάικα ζηε δηεύζπλζε     κε ηελ 

αζηνρία πνπ ζρεηίδεηαη κε ηo   . Παξόιν πνπ δελ ππάξρεη γεληθόο θαλόλαο, ην γεγνλόο όηη ν      

είλαη ππόρσξνο ηνπ      ππνλνεί όηη ν      είλαη πνιύ πηζαλό λα είλαη κεδεληθόο αλ ην   είλαη 

πεξίπνπ ίζν κε ην  , αλ δει. ππάξρνπλ ζρεδόλ ηόζεο αλεμάξηεηεο κεηξήζεηο όζεο θαη νη 

κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο. Αλ ην   είλαη ίζν κε ην   ηόηε ν      είλαη κεδεληθόο, επνκέλσο θαη ν 

   . Ζ πεξίπησζε όπνπ ην   είλαη ίζν κε ην   είλαη κηα απιή εθαξκνγή ηεο ζεσξίαο ζρεηηθήο κε 

ηελ αλίρλεπζε αζηνρηώλ θαη ζα παξνπζηαζηεί αλαιπηηθά αξγόηεξα. 

Έλα αθόκε ζεκείν πνπ αμίδεη λα ζεκεησζεί είλαη ην εμήο: Αλ    είλαη έλα δηάλπζκα ζπκβάληνο 

η.ώ          θαη    δελ αλήθεη ζηνλ     ηόηε έλα ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ ην νπνίν 

αληρλεύεη ηελ αζηνρία πνπ ζρεηίδεηαη κε ην   , δελ κπνξεί λα αληρλεύζεη ζπγρξόλσο θαη εθείλε 

πνπ ζρεηίδεηαη κε ην   , θαζώο γηα ηε δεύηεξε αζηνρία ην ζθάικα εμόδνπ δελ κπνξεί λα 

πεξηνξηζηεί ζε κία θαηεύζπλζε (ζα ππάξρεη θαη άιιε ζπληζηώζα πέξαλ ηεο    ). 
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Λήμμα 3.1.1: Έζησ           . Τπάξρεη έλα κνλαδηθό δηάλπζκα        , ην νπνίν θαιείηαη 

δημιοςπγόρ ανίσνεςζηρ (detection generator) ηνπ     , η.ώ: 

i)                                           

ii)                

Οη δειώζεηο ππνλννύλ όηη ηα δηαλύζκαηα                 απνηεινύλ βάζε γηα ηνλ    . Ο 

δεκηνπξγόο αλίρλεπζεο είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκνο ζηνλ πξνζδηνξηζκό ππνινγηζηηθώλ αιγνξίζκσλ 

ζρεηηθώλ κε ηελ επηινγή ηνπ  . 

Αλγόπιθμορ ςπολογιζμού  : Έζησ                           , 

              

  
   
 

           

        

όπνπ                                   ν κνλαδηαίνο πίλαθαο θαη 

                                                                                                    

Σόηε            , όπνπ    είλαη έλα   -δηάλπζκα η.ώ                    

                                             

   
    

 
       

                                                                           

                                                                                                             

Λήμμα 3.1.2: Γηα κία δνζείζα βάζε, έζησ: 

                             θαη 

                                  , όπνπ    είλαη ν κνλαδηαίνο πίλαθαο. Σόηε, 

            
   

όπνπ  
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Απηό ην ιήκκα ην ζπκπεξηιάβακε κόλν γηα λα δείμνπκε όηη αθόκε θαη ζηα πην πεξίπινθα 

ζπζηήκαηα ππάξρεη έλαο απιόο, θαηαζθεπαζηηθόο αιγόξηζκνο γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ ρώξσλ 

αλίρλεπζεο. 

Σν αθόινπζν ιήκκα παξνπζηάδεη έλαλ ηξόπν πξνζδηνξηζκνύ πίλαθα αλάδξαζεο  , γηα ηνλ 

νπνίν ν     είλαη αλαιινίσηνο σο πξνο        ελώ ηαπηόρξνλα ηνπνζεηνύληαη θαη νη    ην 

πιήζνο επηζπκεηέο ηδηνηηκέο, νη ζρεηηδόκελεο κε ηνλ    . Ζ ηνπνζέηεζε ησλ ηδηνηηκώλ απηώλ 

γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ επηζπκεηνύ ειάρηζηνπ πνιπσλύκνπ       γηα ηνλ     : 

                                         
            

                                          (3.1.4) 

Λήμμα 3.1.3: Έζησ   ν δεκηνπξγόο αλίρλεπζεο ηνπ     θαη έζησ επίζεο όηη       είλαη 

παξαηεξήζηκν. Αλ        είλαη ην    -ηάμεο επηζπκεηό ειάρηζην πνιπώλπκν γηα ηνλ      

αλαθνξηθά κε ηνλ     , ν   πξέπεη λα ηθαλνπνηεί: 

                                                                                                                            (3.1.5) 

Ο     είλαη αλαιινίσηνο αλαθνξηθά κε ηνλ      γηα θάζε ηέηνηνλ  . Ζ (3.1.5) κπνξεί λα 

γξαθεί θαη σο εμήο: 

                                                                                                                               (3.1.5’) 

Σν πξνεγνύκελν ιήκκα δελ πξνζδηνξίδεη έλα κνλαδηθό θίιηξν αλίρλεπζεο αλ     . Σν 

ζεώξεκα αλίρλεπζεο εμαζθαιίδεη όηη ε ειεπζεξία πνπ απνκέλεη είλαη αξθεηή γηα ηελ 

ηνπνζέηεζε ησλ ππόινηπσλ       ηδηνηηκώλ. Έλαο ηξόπνο γηα ηελ ηνπνζέηεζε ησλ ηδηνηηκώλ 

απηώλ πεξηγξάθεηαη ζην ηέινο ηεο ελόηεηαο γηα ηελ θαλνληθή κνξθή. Έλαο άιινο ηξόπνο είλαη 

λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κεξηθή παξαηεξεζηκόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο          . Αθνύ 

        
  , νη ηδηνηηκέο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ     δελ κπνξνύλ λα αιιάμνπλ κε αλάδξαζε ηεο 

εμόδνπ γηα ην          . Αξθεηνί αιγόξηζκνη γηα ηνπνζέηεζε ηδηνηηκώλ ζην παξαηεξήζηκν 

ππνζύζηεκα κπνξνύλ λα βξεζνύλ ζηε βηβιηνγξαθία [6]. 

 

3.1.3  Μη παπαηηπήζιμα ζςζηήμαηα 

Γπζηπρώο, ην πξόβιεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ ράλεη θάπνηεο από ηηο επηζπκεηέο ηδηόηεηεο αλ ην 

κνληέιν αλαθνξάο       ζην νπνίν πξόθεηηαη λα βαζηζηεί ην ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ δελ 
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είλαη παξαηεξήζηκν. Γελ είλαη απαξαίηεην ην ζύζηεκα λα είλαη παξαηεξήζηκν— κόλν έλα 

θαηάιιειν κνληέιν ηνπ ζπζηήκαηνο λα είλαη παξαηεξήζηκν. Πξαθηηθά, έλα παξαηεξήζηκν 

κνληέιν κπνξεί λα απνθηεζεί απιά εμαιείθνληαο ηελ κε παξαηεξήζηκε δπλακηθή από ην 

κνληέιν. Απηό δελ αιιάδεη ηελ απνηειεζκαηηθόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο αλίρλεπζεο αζηνρηώλ 

θαζώο νη αζηνρίεο ζην κε παξαηεξήζηκν κέξνο ηνπ ζπζηήκαηνο δελ κπνξνύλ λα αληρλεπζνύλ. 

Αλ γηα θάπνην ιόγν πξέπεη λα ζρεδηάζνπκε έλα θίιηξν αλίρλεπζεο γηα έλα κε παξαηεξήζηκν 

κνληέιν ζπζηήκαηνο, νη δπζθνιίεο πνπ ζα αλαθεξζνύλ ζηε ζπλέρεηα ζα πξέπεη λα ιακβάλνληαη 

ππόςε. 

Αλ ην       δελ είλαη παξαηεξήζηκν, ν ρώξνο αλίρλεπζεο όπσο νξίδεηαη ζηνλ Οξηζκό 3.1.3 δελ 

είλαη θαη’ αλάγθε κνλαδηθόο. Απηό ην κεηνλέθηεκα κπνξεί λα εμαιεηθζεί κε δηάθνξνπο ηξόπνπο. 

Έλαο είλαη λα αιιάμνπκε ηνλ νξηζκό γηα λα εμαζθαιίζνπκε κνλαδηθή ιύζε. Χο παξάδεηγκα, ζα 

ήηαλ αλαγθαίν λα αιιάμνπκε ηε ζπλζήθε i) ζε: 

          i)’         
             

                                                                                                  (3.1.6) 

όπνπ   αλήθεη ζην νξζνγώλην ζπκπιήξσκα ηνπ     : 

                             

                                       

Ζ απαηηνύκελε αιιαγή ζηε ζπλζήθε  ii) είλαη όκνηα: 

          ii)’      
                                                                                                                (3.1.7) 

Σν ηειηθό απνηέιεζκα ζα ήηαλ λα πεξηνξίζνπκε ηελ πξνζνρή καο ζηελ πξνβνιή ηνπ     πάλσ 

ζην       . Σν       είλαη ν ρώξνο γξακκώλ ηνπ   θαη αλαθεξόκαζηε ζε απηόλ θιαζηθά σο 

ηνλ παξαηεξήζηκν ρώξν ηνπ      . Μηα ηέηνηα εηδίθεπζε ηνπ νξηζκνύ ηνπ ρώξνπ αλίρλεπζεο 

δελ ζα πξνζέζεηε ζηε δηαηζζεηηθή θαηαλόεζε ηνπ πξνβιήκαηνο αλίρλεπζεο αζηνρηώλ νύηε ζα 

επέηξεπε λα ιεθζνύλ επηπξόζζεηα απνηειέζκαηα. Πάλησο, ζηελ πινπνίεζε αιγνξίζκσλ, είλαη 

απιό λα επηιέμνπκε            σο ην ρώξν αλίρλεπζεο ηεο    αλ θάηη ηέηνην θαίλεηαη 

επηζπκεηό.  

Αλ ην       δελ είλαη παξαηεξήζηκν, ηόηε ν    
  κπνξεί λα επηιεγεί έηζη ώζηε: 

                              
                                                                                                 (3.1.8) 
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Ο κε παξαηεξήζηκνο ρώξνο      ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη αλαιινίσηνο. Απηόο ν ρώξνο θαη νη 

ηδηνηηκέο πνπ ζρεηίδνληαη κε απηόλ απνηεινύλ έλα ππνζύζηεκα ην νπνίν πνηέ δελ επεξεάδεη ηελ 

έμνδν ηνπ ζπζηήκαηνο. Δίλαη θαλεξό όηη απηέο νη ηδηνηηκέο δελ κπνξνύλ λα αιιαρζνύλ πνηέ κε 

αλάδξαζε ηεο εμόδνπ. Δάλ, 

                                         

κόλν        ηδηνηηκέο ηνπ        κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ κε επηινγή ηνπ  . 

Ζ επηινγή ηνπ    
   δελ είλαη κνλαδηθή αθόκε θη αλ ην       είλαη παξαηεξήζηκν. Από ηελ 

(3.1.6) είλαη θαλεξό όηη γηα έλα κε παξαηεξήζηκν ζύζηεκα ε απνζύλζεζε δελ απαηηεί ν      λα 

είλαη κνλαδηθόο. Κάζε     πνπ ηθαλνπνηεί: 

                                                                                                                               (3.1.9) 

είλαη αλαιινίσηνο            αλαθνξηθά κε ηνλ         αλ ν      είλαη αλαιινίσηνο 

αλαθνξηθά κε ηνλ       . Χο παξάδεηγκα, είλαη δπλαηόλ λα επηιέμνπκε ηνλ    
  όπσο νξίδεηαη 

ζηηο (3.1.6) θαη (3.1.7). Ζ ζεκαζία ηεο (3.1.9) είλαη όηη ππνλνεί όηη δελ είλαη αλάγθε λα 

πξνζδηνξίζνπκε ηνλ     πξνθεηκέλνπ λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ. Σν 

πξόβιεκα ραξαθηεξίδεηαη πιήξσο από νπνηαδήπνηε ιύζε ηεο εμίζσζεο. Τπάξρνπλ     ηδηνηηκέο 

πνπ κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ θαη πνπ ζρεηίδνληαη κε εθείλνλ ηνλ     . 

Αλ ην       είλαη παξαηεξήζηκν, ν     είλαη ηζνκνξθηθόο κε ην ζύλνιν      ησλ δηαλπζκάησλ 

ηα νπνία είλαη ηζνδύλακα ζηελ αλίρλεπζε κε ην  . Αλ ην       δελ είλαη παξαηεξήζηκν, 

ρξεηαδόκαζηε έλα πην γεληθό κέζν γηα ηνλ ραξαθηεξηζκό ησλ        Ξεθάζαξα, θάζε        γηα 

θάζε      πνπ ηθαλνπνηεί ηελ (3.1.9) είλαη ηζνδύλακν ζηελ αλίρλεπζε κε ην  . 

Πξνθεηκέλνπ λα ζέζνπκε απηά ηα επηρεηξήκαηα πην απζηεξά είλαη αλαγθαίν λα πηνζεηήζνπκε 

έλαλ ηξνπνπνηεκέλν νξηζκό ηεο αληρλεπζηκόηεηαο. 

Οπιζμόρ 3.1.6: Έλα δηάλπζκα ζπκβάληνο ζα ιέκε όηη είλαη ημι-ανισνεύζιμο (quasi-detectable), 

αλ ππάξρεη   η.ώ 

 Σν ζθάικα εμόδνπ πνπ παξάγεηαη από ηελ αζηνρία πνπ ζπλδέεηαη κε ην δηάλπζκα 

ζπκβάληνο έρεη ζηαζεξή δηεύζπλζε θαη 

 Οη      ηδηνηηκέο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ παξαηεξήζηκε δπλακηθή ηνπ          

κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ ζρεδόλ απζαίξεηα. 
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Σν ζεώξεκα αλίρλεπζεο κπνξεί λα εξκελεπζεί ζηα πιαίζηα απηνύ ηνπ νξηζκνύ. 

Θεώπημα 3.1.1’ (Θεώπημα ανίσνεςζηρ για μη παπαηηπήζιμα ζςζηήμαηα): Ζ αζηνρία πνπ 

ζρεηίδεηαη κε ην δηάλπζκα ζπκβάληνο   είλαη εκη-αληρλεύζηκε αλ θαη κόλν αλ ν     είλαη 

παξαηεξήζηκνο. 

Αθνύ θάζε δηάλπζκα         επεξεάδεη ηελ έμνδν ηνπ ζπζηήκαηνο, είλαη εκθαλέο όηη θάζε 

δηάλπζκα               είηε παξάγεη έμνδν πνπ είλαη κόλν θαηά κήθνο ηεο    είηε δελ 

παξάγεη θαζόινπ έμνδν. Σν ζύλνιν      ησλ δηαλπζκάησλ ηα νπνία είλαη ηζνδύλακα ζηελ 

αλίρλεπζε κε ηελ   είλαη όια ηα δηαλύζκαηα               ηα νπνία ηθαλνπνηνύλ        . 

πλνπηηθά, αλ ην       δελ είλαη παξαηεξήζηκν, ην πξόβιεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ αιιάδεη κε 

ηξεηο ηξόπνπο: 

    από ηηο ηδηνηηκέο ηνπ        γίλνληαη κε ειέγμηκεο. 

 Ο ρώξνο αλίρλεπζεο δελ είλαη κνλαδηθόο θαη ε ζπλάξηεζή ηνπ ηθαλνπνηείηαη από θάζε 

ιύζε ηεο (3.1.9) θαη 

 Σν ζύλνιν      ησλ δηαλπζκάησλ ηα νπνία είλαη ηζνδύλακα ζηελ αλίρλεπζε κε ην 

  είλαη όια ηα δηαλύζκαηα                ηα νπνία ηθαλνπνηνύλ        . 

 

3.2  Ανίσνεςζη πολλών αζηοσιών 

ε έλα ζύζηεκα κε κεγάιν αξηζκό πηζαλώλ αζηνρηώλ, είλαη ρξήζηκν λα γλσξίδνπκε ηηο 

ζπλζήθεο θάησ από ηηο νπνίεο πεξηζζόηεξα από έλα γεγνλόηα κπνξνύλ λα αληρλεπζνύλ από έλα 

κόλν θίιηξν αλίρλεπζεο. 

Σν βαζηθό ζεώξεκα πνπ αθνξά ηελ ακνηβαία αληρλεπζηκόηεηα (αθξηβήο νξηζκόο ζα δνζεί 

παξαθάησ) πεξηιακβάλεη δύν ζπλζήθεο νη νπνίεο καδί είλαη ηθαλέο γηα έλα ζύλνιν   αζηνρηώλ 

λα είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκεο. Ζ πξώηε ζπλζήθε είλαη νη δηεπζύλζεηο εμόδνπ         λα 

είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο, όπνπ       είλαη ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηηο 

αζηνρίεο. Ζ δεύηεξε ζπλζήθε πεξηιακβάλεη ηνπο αληίζηνηρνπο ρώξνπο αλίρλεπζεο           . 

Αλ έλα ζύλνιν   αζηνρηώλ είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκεο ην επόκελν βήκα είλαη λα πινπνηήζνπκε 

αιγνξίζκνπο γηα ην ζρεδηαζκό ηνπ ζπζηήκαηνο αλίρλεπζεο αζηνρηώλ. Αλ δελ είλαη ακνηβαία 

αληρλεύζηκεο αιιά ηα         είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα, δηάθνξεο επηινγέο είλαη δηαζέζηκεο. 

Μία απ’ απηέο είλαη λα παξαβηάζνπκε ηνλ νξηζκό θαη λα επηηξέςνπκε νξηζκέλεο ηδηνηηκέο ηνπ 
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       λα κελ κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ απζαίξεηα. Μία άιιε είλαη λα βξνύκε έλα 

ππνζύλνιν ησλ   αζηνρηώλ πνπ κπνξνύλ λα αληρλεπζνύλ από έλα κόλν θίιηξν αλίρλεπζεο. Μία 

ηξίηε επηινγή είλαη λα απμήζνπκε ηε δηάζηαζε ηνπ κνληέινπ αλαθνξάο κε ηέηνην ηξόπν ώζηε 

όιεο νη αζηνρίεο λα κπνξνύλ λα αληρλεπζνύλ από έλα κόλν ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ. 

εκ.: Γίλεηαη ε ππόζεζε όηη ην κνληέιν αλαθνξάο       είλαη παξαηεξήζηκν (ην πξαγκαηηθό 

ζύζηεκα δελ ρξεηάδεηαη λα είλαη παξαηεξήζηκν). Αλ ην       δελ είλαη παξαηεξήζηκν ηόηε ηα 

απνηειέζκαηα πνπ παξνπζηάδνληαη ζηε ζπλέρεηα είλαη εμίζνπ έγθπξα σο κειέηε ακνηβαία εκη-

αληρλεύζηκσλ γεγνλόησλ. Δπίζεο, ππνζέηνπκε όηη             . Αλ απηό δελ αιεζεύεη γηα 

θάπνην   , ην ζπγθεθξηκέλν    απιά αληηθαζίζηαηαη από ην πξώην ζηνηρείν ζηελ αθνινπζία 

        
      ην νπνίν δελ πεξηέρεηαη ζην     . 

 

3.2.1  Ικανέρ ζςνθήκερ για ένα αμοιβαία ανισνεύζιμο ζύνολο 

Οπιζμόρ 3.2.1: Γνζεηζώλ ησλ εμηζώζεσλ ζθάικαηνο: 

                                      

                                                                              

ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο       ζα ιέκε όηη είλαη αμοιβαία ανισνεύζιμα (mutually detectable), 

αλ ππάξρεη   η.ώ 

 Σν ζθάικα εμόδνπ πνπ παξάγεηαη από ηελ αζηνρία πνπ ζπλδέεηαη κε θάζε δηάλπζκα 

ζπκβάληνο έρεη ζηαζεξή δηεύζπλζε θαη 

 Όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ        κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ ζρεδόλ απζαίξεηα. 

Οξηζκέλεο εηδηθέο πεξηπηώζεηο κπνξνύλ λα εμεηαζηνύλ επζύο ακέζσο. Έζησ όηη ηα δηαλύζκαηα 

ζπκβάληνο     θαη    έρνπλ ηελ ίδηα δηεύζπλζε εμόδνπ, ηζρύεη δει. όηη  

                                                   

Γηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 

    αλήθεη ζηνλ    : Σόηε ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο    θαη     είλαη ηζνδύλακα ζηελ 

αλίρλεπζε. πλεπώο, αλ πεξηνξίζνπκε ηε κία αζηνρία λα παξάγεη ζθάικα εμόδνπ θαηά 

κήθνο ηεο δηεύζπλζεο     κόλν, πεξηνξίδεηαη θαη ε δεύηεξε. Δπνκέλσο, έλα ζύζηεκα 
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αλίρλεπζεο αζηνρηώλ κπνξεί πάληα λα ζρεδηαζηεί έηζη ώζηε λα αληρλεύεη θαη ηηο δύν 

αζηνρίεο, αιιά ε απόθαζε σο πξνο ην πνηα αζηνρία έρεη ζπκβεί δελ κπνξεί λα βαζηζηεί 

ζηε δηεύζπλζε ηνπ ζθάικαηνο εμόδνπ απηήο θαζ’ απηήο. 

     δελ αλήθεη ζηνλ    : ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, όπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνύκελα έλα 

ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ ην νπνίν αληρλεύεη ηελ αζηνρία πνπ ζρεηίδεηαη κε ην    

δελ κπνξεί λα αληρλεύζεη ζπγρξόλσο θαη εθείλε πνπ ζρεηίδεηαη κε ην   , θαζώο γηα ηε 

δεύηεξε αζηνρία ην ζθάικα εμόδνπ δελ κπνξεί λα πεξηνξηζηεί ζε κία θαηεύζπλζε (ζα 

ππάξρεη θαη άιιε ζπληζηώζα πέξαλ ηεο    ). 

Σα απνηειέζκαηα ηεο πξνεγνύκελεο ελόηεηαο είλαη άκεζα γεληθεύζηκα κόλν ζε απηέο ηηο δύν 

πεξηπηώζεηο. 

Δπηπξόζζεηα απνηειέζκαηα ζα δνζνύλ αξρηθά γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ νη δηεπζύλζεηο εμόδνπ 

          είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο. Αλ εμαηξέζνπκε ηελ πηζαλή ζπκπεξίιεςε ηζνδύλακσλ 

ζηελ αλίρλεπζε αζηνρηώλ, απηό πεξηνξίδεη ηελ πξνζνρή καο ζε   ην πνιύ πηζαλέο αζηνρίεο. 

Δμαηηίαο ηεο ζεκαζίαο ησλ γξακκηθά αλεμάξηεησλ δηεπζύλζεσλ, δίλνπκε ηνλ αθόινπζν νξηζκό. 

Οπιζμόρ 3.2.2: Έζησ   ν ππόρσξνο πνπ παξάγεηαη από ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο      . Σα 

δηαλύζκαηα       είλαη διασυπίζιμα ζηην έξοδο (output separable) αλ: 

                          

Απνδεηθλύεηαη εύθνια όηη ε δηαρσξηζηκόηεηα ζηελ έμνδν είλαη ηθαλή λα εγγπεζεί όηη κπνξεί λα 

βξεζεί θάπνηνο   γηα ηνλ νπνίν νη αζηνρίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο       

παξάγνπλ ζθάικαηα εμόδνπ ζε κία δηεύζπλζε. Δπηπιένλ,   
  (  

           θαη           

     ) ην πιήζνο ηδηνηηκέο ηνπ         ηνπνζεηνύληαη απζαίξεηα. Όια απηά ζπλνςίδνληαη 

ηππηθόηεξα ζην παξαθάησ ιήκκα. 

Λήμμα 3.2.1: Αλ ηα       είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν, ππάξρεη   η.ώ νη αζηνρίεο πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηα       παξάγνπλ ζθάικαηα εμόδνπ ζε κία δηεύζπλζε γηα ην ζύζηεκα 

αλίρλεπζεο αζηνρηώλ           θαη νη   
  ην πιήζνο ηδηνηηκέο ηνπ        πνπ ζρεηίδνληαη 

κε ηνπο            είλαη ζηνηρεία ελόο επηζπκεηνύ ζπλόινπ  . 

Αμίδεη λα ζεκεηώζνπκε όηη παξόιν πνπ ε γξακκηθή αλεμαξηεζία ησλ         εγγπάηαη ηελ 

ύπαξμε θίιηξνπ αλίρλεπζεο γηα ηα      , ρξεηάδεηαη κηα ηζρπξόηεξε ζπλζήθε αλ επηζπκνύκε 

ην θίιηξν λα είλαη εθαξκόζηκν ζηελ πξάμε. πλεπώο, ν βαθμόρ ηεο δηαρσξηζηκόηεηαο ζηελ 



43 

 

έμνδν είλαη ζεκαληηθόο. Ο κεραληθόο ζα πξέπεη λα ζρεδηάζεη ην κνληέιν αλαθνξάο θαη λα 

επηιέμεη ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο έηζη ώζηε νη δηεπζύλζεηο αζηνρίαο λα είλαη όζν ην δπλαηόλ 

πεξηζζόηεξν δηαρσξίζηκεο. Τπάξρεη έλα απιό κέηξν ηεο δηαρσξηζηκόηεηάο ηνπο ην νπνίν είλαη 

ρξήζηκν γηα απηήλ ηελ εξγαζία. Τπνζέηνπκε όηη ππάξρνπλ   αλεμάξηεηεο κεηξήζεηο θαη έζησ 

όηη έρνπλ επηιεγεί   δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν δηαλύζκαηα ζπκβάληνο, δει. ν κέγηζηνο δπλαηόο 

αξηζκόο. ρεκαηίδνπκε ηα         θαη ηα θαλνληθνπνηνύκε έηζη ώζηε θαζέλα από απηά λα έρεη 

κέηξν έλα. Ζ απόιπηε ηηκή ηεο νξίδνπζαο ηνπ     πίλαθα πνπ έρεη σο ζηήιεο ηνπ ηα 

θαλνληθνπνηεκέλα    ζα είλαη κεηαμύ κεδέλ θαη έλα. Όηαλ ηα    είλαη νξζνγώληα, ε ηηκή ζα 

είλαη έλα θαη όηαλ έλα ή πεξηζζόηεξα είλαη πεξίπνπ γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ άιισλ, ε ηηκή 

ζα είλαη πεξίπνπ κεδέλ. Φαίλεηαη όηη γηα λα απνδίδεη θαιά ην θίιηξν αλίρλεπζεο, απηή ε 

νξίδνπζα ζα πξέπεη λα είλαη δύν δέθαηα ή πεξηζζόηεξν ζε απόιπηε ηηκή.  

Αλ   
  είλαη ίζν κε   ηόηε από ην παξαπάλσ ιήκκα έπεηαη ακέζσο όηη νη   αζηνρίεο πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηα       είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκεο. Οη αζηνρίεο κπνξνύλ επίζεο λα είλαη 

ακνηβαία αληρλεύζηκεο αλ   
  είλαη κηθξόηεξν ηνπ  , αξθεί λα ππάξρεη αξθεηή ειεπζεξία ζηελ 

επηινγή ηνπ   γηα ελαπόζεζε ησλ ππόινηπσλ      
  ηδηνηηκώλ ηνπ     . Γηα ην ζθνπό απηό 

είλαη αλαγθαία κηα γελίθεπζε ηεο έλλνηαο ηνπ ρώξνπ αλίρλεπζεο. 

Οπιζμόρ 3.2.3: Έζησ      ην νπνίν παξάγεηαη από ηα       θαη έζησ όηη ηα       είλαη 

δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν. Ο ρώξνο αλίρλεπζεο γηα ην   είλαη ν ππόρσξνο       
  η.ώ: 

i)           

όπνπ ν    είλαη ν κεγαιύηεξνο ππόρσξνο πνπ ηθαλνπνηεί ηηο εμήο ηξεηο ζπλζήθεο:  

ii)           

iii)         

iv)         

Τπελζπκίδνπκε όηη αλ ν   επηιεγεί έηζη ώζηε ν     λα είλαη αλαιινίσηνο σο πξνο ηνλ     , 

θάζε δηάλπζκα ζπκβάληνο ζηνλ     παξάγεη ζθάικαηα εμόδνπ ηα νπνία είλαη κόλν θαηά κήθνο 

ηεο δηεύζπλζεο   . Όκνηα, αλ ν   επηιεγεί έηζη ώζηε ν     λα είλαη αλαιινίσηνο σο πξνο ηνλ 

    , θάζε δηάλπζκα ζπκβάληνο ζηνλ     παξάγεη ζθάικαηα εμόδνπ ηα νπνία πεξηνξίδνληαη 

ζην ππεξεπίπεδν   . 

 



44 

 

Λήμμα 3.2.2: Γηα κηα δνζείζα βάζε έζησ   ν πίλαθαο: 

                          

θαη έζησ όηη                . Έζησ: 

                              θαη 

  
                               

όπνπ    είλαη ν κνλαδηαίνο πίλαθαο. 

Αλ ην       είλαη παξαηεξήζηκν, ηόηε ν     είλαη ν κε παξαηεξήζηκνο ρώξνο ηνπ    

        
  , δει. 

               
   

Δπίζεο, ν     είλαη αλαιινίσηνο σο πξνο ηνλ      . 

Ο ρώξνο αλίρλεπζεο     είλαη πεξηζζόηεξν από κηα απζαίξεηε γελίθεπζε ηνπ     . Πξόθεηηαη γηα 

έλαλ ρώξν αλίρλεπζεο ν νπνίνο ζα πξέπεη λα ιακβάλεηαη ππόςε καδί κε ηνπο            όηαλ 

εμεηάδεηαη ε ακνηβαία αληρλεπζηκόηεηα. Πξνηνύ αλαπηύμνπκε ηε ζρέζε ηνπ     κε ηνπο 

           είλαη απαξαίηεην λα πξνζδηνξίζνπκε ηε ζρέζε ησλ            κεηαμύ ηνπο. Σν 

αθόινπζν ιήκκα δείρλεη όηη ε έλσζε                 κπνξεί λα εθθξαζηεί νξζά σο ην επζύ 

άζξνηζκα                . Απηή ε ηδηόηεηα αιεζεύεη κόλν αλ ηα       είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ 

έμνδν. 

Λήμμα 3.2.3: Αλ ηα       είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν, ηόηε ηα            είλαη ακνηβαία 

δηαθξηηά, δει.: 

                                                             

Ζ απινύζηεξε ζρέζε πνπ απνδεηθλύεηαη κεηαμύ ηνπ     θαη ησλ            είλαη όηη θάζε 

           είλαη ππόρσξνο ηνπ     . Απηό ην απνηέιεζκα, παξόιν πνπ απνδεηθλύεηαη αξθεηά 

εύθνια, ην παξαζέηνπκε σο ιήκκα εμαηηίαο ηεο ζεκαζίαο ηνπ. 

Λήμμα 3.2.4: Αλ ηα       είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν δηαλύζκαηα ζπκβάληνο, νη αηνκηθνί 

ρώξνη αλίρλεπζεο είλαη ππόρσξνη ηνπ    : 
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Σα ηέζζεξα Λήκκαηα πνπ αλαθέξζεθαλ πξνεγνύκελα επηηξέπνπλ ην πξόβιεκα ηεο ακνηβαίαο 

αληρλεπζηκόηεηαο ησλ δηαρσξίζηκσλ ζηελ έμνδν δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο λα ηεζεί ζε επηιύζηκε 

κνξθή. Αλ ε δηάζηαζε ηνπ      ζπκβνιηζηεί κε   : 

                                                                                                                                        (3.2.1) 

κία ζπλέπεηα ηνπ Λήκκαηνο 3.2.2 είλαη όηη αλ ν       είλαη αλαιινίσηνο αλαθνξηθά κε ηνλ 

    , ππάξρνπλ     ηδηνηηκέο ηνπ      πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ      . Όπσο δειώλεηαη ζην 

Λήκκα 3.2.1 νη   
   ηδηνηηκέο ηνπ      πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνπο             κπνξνύλ λα 

ηνπνζεηεζνύλ ζρεδόλ απζαίξεηα. Σν Λήκκα  3.2.4 μεθάζαξα απαηηεί: 

                                 
                                                                                                          (3.2.2) 

Απνδεηθλύεηαη όηη θάζε   πνπ θάλεη ηνπο           αλαιινίσηνπο θάλεη επίζεο θαη ηνλ    . 

Απηέο νη δηαπηζηώζεηο πξνηείλνπλ όηη κπνξεί λα είλαη δύζθνιν λα θάλνπκε ηνπο             

αλαιινίσηνπο θαη λα ηνπνζεηήζνπκε όιεο ηηο ηδηνηηκέο ηνπ        ζρεδόλ απζαίξεηα αλ ην 

   δελ είλαη ίζν κε ην   
 . 

Θεώπημα 3.2.1: Σα δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν δηαλύζκαηα ζπκβάληνο       είλαη ακνηβαία 

αληρλεύζηκα αλ θαη κόλν αλ         
  . 

 

3.2.2  Αμοιβαία ανισνεύζιμο ςποζύνολο ενόρ μη ανισνεύζιμος ζςνόλος 

Σν παξαπάλσ ζεώξεκα δειώλεη όηη ηα δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν δηαλύζκαηα ζπκβάληνο 

      δελ είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα από έλα κόλν ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ αλ ε έλσζε 

ησλ ρώξσλ αλίρλεπζήο ηνπο           δελ είλαη ίζε κε ηνλ     . Αθνύ ην Λήκκα 3.2.4 απαηηεί ε 

έλσζε             λα είλαη ππόρσξνο ηνπ    , ην ζεώξεκα αλαγλσξίδεη όηη ν     κπνξεί γηα 

θάπνην ιόγν λα είλαη κεγαιύηεξνο από ηνλ             . Ο «επηπιένλ ρώξνο» ηνπ     έρεη σο 

απνηέιεζκα έλα ζύλνιν ηδηνηηκώλ ηνπ        πνπ δελ κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ απζαίξεηα 

αλ ν   επηιεγεί έηζη ώζηε νη           λα είλαη αλαιινίσηνη αλαθνξηθά κε ηνλ     . Ζ 

αξρηθή πξνζπάζεηα απηήο ηεο ελόηεηαο είλαη λα αλαπηύμεη ηε δνκή ηνπ     πην νινθιεξσκέλα 

από ην Λήκκα 3.2.4, πξνθεηκέλνπ λα θαζνξίζνπκε ην ιόγν γηα ηηο κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο. Δλ 

ζπλερεία, αλαπηύζζνληαη αιγόξηζκνη γηα ηελ επηινγή ελόο ππνζπλόινπ ησλ       πνπ είλαη 

ακνηβαία αληρλεύζηκν. 
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Όηαλ ηα       δελ είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα, ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνεγνύκελεο ελόηεηαο 

δελ παξέρνπλ κηα αλαπαξάζηαζε ηνπ     κε ηα          . Ο παξαθάησ νξηζκόο παξέρεη κηα 

ηέηνηα αλαπαξάζηαζε νξίδνληαο ηππηθά ηνλ επηπιένλ ππόρσξν    ηνπ    . 

Οπιζμόρ 3.2.4: Έζησ όηη ηα       δελ είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα . Ο επιπλέον ςπόσυπορ 

(excess subspace) ηνπ     είλαη θάζε ππόρσξνο          ν νπνίνο ηθαλνπνηεί: 

                                                                                                                               (3.2.3) 

Ο επηπιένλ ππόρσξνο ηνπ     δελ είλαη κνλαδηθόο. Κάζε ππόρσξνο ν νπνίνο ηθαλνπνηεί ηελ 

(3.2.3) θαη αλήθεη ζην      απνηειεί έλαλ επηπιένλ ππόρσξν γηα ηνλ    . Ζ πιεηνλόηεηα ησλ 

ηδηνηήησλ ελόο επηπιένλ ππνρώξνπ κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί ρσξίο εηδηθή επηινγή ηνπ   . Γηα 

παξάδεηγκα, ε δηάζηαζε ηνπ    νξίδεηαη από ηα    θαη   
   : 

                                          
                                                                                  (3.2.4) 

Σν παξαθάησ Λήκκα δειώλεη όηη αλ ν   επηιεγεί έηζη ώζηε νη           λα είλαη αλαιινίσηνη 

αλαθνξηθά κε ηνλ     , νη    ηδηνηηκέο ηνπ      πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ    είλαη νη ίδηεο 

γηα θάζε επηινγή   ή    . Απηέο είλαη νη ηδηνηηκέο πνπ πξνιακβάλνπλ ηα        από ην λα είλαη 

ακνηβαία αληρλεύζηκα. Σν ιήκκα δελ ππνλνεί όηη νη κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο είλαη ππνζύλνιν ησλ 

αξρηθώλ ηδηνηηκώλ ηνπ   θαη ελ γέλεη δελ είλαη. Πξνζδηνξίδνληαη από ην ζύζηεκα θαη ηνπο 

ρώξνπο αλίρλεπζεο. 

Λήμμα 3.2.5: Έζησ     έλαο επηπιένλ ππόρσξνο ηνπ     θαη       δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν. Αλ 

ν   επηιεγεί έηζη ώζηε ηα           λα είλαη αλαιινίσηα αλαθνξηθά κε ηνλ     , νη 

   ηδηνηηκέο ηνπ      πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ    είλαη αλεμάξηεηεο από ηελ επηινγή ηνπ  . 

Σν Λήκκα 3.2.5 επηηξέπεη ε κειέηε γηα ηελ ακνηβαία αληρλεπζηκόηεηα ησλ        λα 

επηθεληξσζεί ζηνλ   . Από ηε ζπλζήθε iv) ηνπ Οξηζκνύ 3.2.3 θαη από ηνλ Οξηζκό 3.2.4, ε 

εηθόλα ηνπ     θάησ από ηνλ   κπνξεί λα εθθξαζηεί: 

                                                                                                                             (3.2.5) 

Αθνύ ην    αλήθεη ζην      αιιά επίζεο είλαη παξαηεξήζηκν, δελ κπνξεί λα ππάξμεη θαλέλαο 

ππόρσξνο   
 

 ηνπ    ν νπνίνο λα είλαη αλαιινίσηνο αλαθνξηθά κε ηνλ   (ή αλαθνξηθά κε ηνλ 

    ): 

                       
    

           
                                                                                           (3.2.6) 
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Όκνηα, δελ κπνξεί λα ππάξμεη θαλέλαο ππόρσξνο   
 

 ηνπ    ηνπ νπνίνπ ε εηθόλα θάησ από ηνλ 

  λα πεξηέρεηαη ζην   
 

  θαη θάπνην ρώξν αλίρλεπζεο     : 

                    
    

                
                                                                              (3.2.7) 

Γηαθνξεηηθά, ζα κπνξνύζε λα ρξεζηκνπνηεζεί ν Οξηζκόο 3.1.3 γηα λα δείμνπκε όηη ν   
  πξέπεη 

λα είλαη ππόρσξνο ηνπ     . Οη εμηζώζεηο (3.2.5) - (3.2.7) ππνζηεξίδνπλ ην δηαηζζεηηθό 

επηρείξεκα όηη ν    ζρεηίδεηαη κέζσ ηνπ ηειεζηή   κε ηα            κε ηέηνην ηξόπν ώζηε δελ 

κπνξεί λα είλαη κέξνο θαλελόο εθ ησλ ρώξσλ αληρλεύζεσλ κόλνπ ηνπ. 

Αλ ν    επηιεγεί απζαίξεηα έηζη ώζηε απιά λα ηθαλνπνηεί ηνλ Οξηζκό 3.2.4, ε (3.2.5) δείρλεη ηε 

ζρέζε ηνπ    κε ηα          . Τπάξρεη κία εηδηθή επηινγή ηνπ    γηα ηελ νπνία ε (3.2.5) κπνξεί 

λα απινπνηεζεί. Απηόο ν επηπιένλ ππόρσξνο ζπκβνιίδεηαη κε    . ε απηό αθξηβώο αλαθέξεηαη 

ην παξαθάησ Λήκκα: 

Λήμμα 3.2.6: Έζησ όηη ηα       είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν θαη       νη αληίζηνηρνη 

δεκηνπξγνί αλίρλεπζεο. Τπάξρεη έλαο κνλαδηθόο επηπιένλ ππόρσξνο     ηνπ    η.ώ: 

                                               

Αλγόπιθμορ ςπολογιζμού    : Δίλαη, 

                                    
   

  όπνπ  

                  
  

 
 
 
 
 
 

          
 

              

          
 

               
 
 
 
 
 

            
 

θαη        
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Ζ ρξεζηκόηεηα ηνπ     είλαη όηη επηηξέπεη λα δνύκε ηνλ επηπιένλ ππόρσξν σο νληόηεηα. Ζ 

κειέηε ηνπ    –δηάζηαηνπ ρώξνπ αλίρλεπζεο      πεξηνξίδεηαη ζηε κειέηε ηνπ         –

δηάζηαηνπ ρώξνπ             . 

Τπνζέηνπκε όηη ν   έρεη επηιεγεί έηζη ώζηε νη            λα είλαη αλαιινίσηνη αλαθνξηθά κε ηνλ 

    . Τπνζέηνπκε όηη ππάξρεη κηα δηακέξηζε ηνπ    : 

                                   
                                                                                              (3.2.8) 

ηέηνηα ώζηε ε εηθόλα ηνπ      θάησ από ηνλ   λα κελ έρεη ζπληζηώζα θαηά κήθνο ηνπ   : 

                                                                                                       (3.2.9) 

Αλ      είλαη ν κεγαιύηεξνο ππόρσξνο ν νπνίνο ηθαλνπνηεί ηηο (3.2.7) θαη (3.2.8), ηόηε ε 

παξαηεξεζηκόηεηα ηνπ     ππνλνεί όηη ν     
 

  ηθαλνπνηεί: 

                  
      

                   
       

              
                                                              (3.2.10) 

όπνπ    
                           

θαη όηη ν       
  είλαη παξαηεξήζηκνο         

  , δειαδή θάζε δηάλπζκα ζπκβάληνο ζηνλ     
 

 

παξάγεη έλα ζήκα ζθάικαηνο εμόδνπ ην νπνίν έρεη ζπληζηώζα θαηά κήθνο ηνπ    . Ζ δηάζηαζε 

ηνπ     
  είλαη: 

                
         

                                                                                                          (3.2.11) 

O     
  ζα ήηαλ ππόρσξνο ηνπ      κε ηε δηαθνξά όηη ην ζήκα ζθάικαηνο εμόδνπ γηα θάζε 

δηάλπζκα ζπκβάληνο ζηνλ       
 

  έρεη θαη άιιε ζπληζηώζα θαηά κήθνο θάπνηαο δηεύζπλζεο 

δηαθνξεηηθήο από ην    —εμ νπ θαη ε αλάγθε γηα ην         
         επηρείξεκα ζηελ 

(3.2.10). 

Ζ ζεκαζία ηνπ     
  είλαη όηη αληηπξνζσπεύεη ηε ζπλεηζθνξά ηεο     ζηνλ επηπιένλ ππόρσξν 

ηνπ     . Αλ ε    απνκαθξπλζεί από ηα       , ε (3.2.10) ππνλνεί όηη θαλέλα δηάλπζκα ζηνλ 

    
  δελ κπνξεί λα είλαη ζην λέν επηπιένλ ππόρσξν επεηδή ην ζθάικα εμόδνπ ην νπνίν 

παξάγεηαη από δηαλύζκαηα ζπκβάληνο ζηνλ     
 

  δελ κπνξεί λα πεξηνξηζηεί ζην ρώξν εμόδνπ 

πνπ παξάγεηαη από ηα                    . Από ηελ άιιε, ε (3.2.9) πξνηείλεη όηη ηα 
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δηαλύζκαηα ζπκβάληνο ζηνλ       παξακέλνπλ ζην λέν επηπιένλ ππόρσξν αθνύ δελ παξάγνπλ 

θακία ζπληζηώζα εμόδνπ θαηά κήθνο ηνπ    . Απνδεηθλύεηαη όηη ν λένο επηπιένλ ππόρσξνο 

απνηειείηαη κόλν από ηνλ     . Σν απνηέιεζκα ηεο απνκάθξπλζεο ηνπ     είλαη όηη ε δηάζηαζε 

ηνπ επηπιένλ ππνρώξνπ κεηώλεηαη ζε: 

                                                               
                                                        (3.2.12) 

Δάλ, 

                                                                                                                         (3.2.13) 

ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο                 είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα. 

Αλ ε (3.2.13) δελ ηθαλνπνηείηαη γηα θαλέλα      , δύν ή πεξηζζόηεξα δηαλύζκαηα 

ζπκβάληνο από ηα       πξέπεη λα αθαηξεζνύλ πξνθεηκέλνπ λα πάξνπκε έλα ακνηβαία 

αληρλεύζηκν ζύλνιν δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο. Θα ήηαλ δπλαηό λα γεληθεύζνπκε ηνλ αλσηέξσ 

ζπιινγηζκό ζηελ αθαίξεζε   δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο, αιιά κηα απινύζηεξε δηαδηθαζία είλαη 

λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα      θαη      κε άκεζν ηξόπν γηα λα θαζνξίζνπκε ηνλ λέν επηπιένλ 

ππόρσξν αλ αθαηξεζνύλ θαη ην    θαη ην    από ηα       . Αλ   είλαη ην ζύλνιν δεηθηώλ 

απνηεινύκελν από ηνπο δύν δείθηεο   θαη  , θαη      ζπκβνιίδεη ην λέν επηπιένλ ππόρσξν κε ηα 

   θαη    απνκαθξπζκέλα, ην Θεώξεκα 3.2.2 ιέεη όηη ν      είλαη ε ηνκή ηνπ      θαη ηνπ     : 

                                                                                                        (3.2.14) 

Ζ εμίζσζε (3.2.14) είλαη εθαξκόζηκε ζε έλα γεληθό ζύλνιν   δηαλπζκάησλ. Σα κόλα 

δηαλύζκαηα ζηνλ      είλαη όζα πεξηέρνληαη θαη ζηνπο δύν ππνρώξνπο (θαη ζηνλ      θαη ηνλ 

    ), δειαδή είλαη ηα δηαλύζκαηα ζηνλ     ησλ νπνίσλ ε παξνπζία δελ επεξεάδεηαη από ηελ 

απνκάθξπλζε νύηε ηνπ    νύηε ηνπ   . Σν ζεώξεκα πξνηείλεη όηη έλαο ινγηθόο αιγόξηζκνο γηα 

λα βξνύκε έλα αληρλεύζηκν ππνζύλνιν ησλ       είλαη λα ππνινγίζνπκε ηνπο              

θαη ζηε ζπλέρεηα λα απνκαθξύλνπκε ηα   δηαλύζκαηα ζπκβάληνο γηα ηα νπνία ε γελίθεπζε ηεο 

(3.2.14) έρεη σο απνηέιεζκα ηνλ κεδεληθό ρώξν.  

Θεώπημα 3.2.2: Γνζέλησλ ησλ δηαρσξίζηκσλ ζηελ έμνδν δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο      , έζησ 

  έλα απζαίξεην ππνζύλνιν ηνπ ζπλόινπ δεηθηώλ         . Αλ ηα δηαλύζκαηα    κε   λα 

αλήθεη ζην   αθαηξεζνύλ από ηα      , ηόηε ν επηπιένλ ππόρσξνο πνπ ζρεηίδεηαη κε ηα 

ππόινηπα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο είλαη: 
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Πιελ ειαρίζησλ πξνζζέζεσλ, ην Θεώξεκα 3.2.2 νινθιεξώλεη ηελ αλάπηπμε ηεο δνκήο ηνπ      

θαη ησλ αιγνξίζκσλ εύξεζεο ελόο ακνηβαία αληρλεύζηκνπ ππνζπλόινπ ησλ      . Αλ       

είλαη ν κεδεληθό ρώξνο  , ην αληίζηνηρν ζύλνιν δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο είλαη ακνηβαία 

αληρλεύζηκα. ηε ζπλέρεηα, αλαπηύζζνπκε αιγνξίζκνπο βαζηζκέλνπο ζε πίλαθεο πνπ είλαη 

ππνινγηζηηθά απινύζηεξνη από ην Λήκκα 3.2.5 θαη ην Θεώξεκα 3.2.2. 

Οη πίλαθεο           θαη     κπνξνύλ λα επηιεγνύλ έηζη ώζηε νη ζηήιεο ηνπο λα απνηεινύλ 

βάζε γηα ηνπο αληίζηνηρνπο δηαλπζκαηηθνύο ρώξνπο           θαη     θαη ν πίλαθαο   κπνξεί λα 

νξηζηεί ζηα πιαίζηα ησλ δηαλπζκάησλ      . 

Σν ηζνδύλακν ζε όξνπο πίλαθα ηεο                   είλαη ην εμήο: 

                

Έλα ππνζύζηεκα ην νπνίν ζρεηίδεηαη κε ηνλ     κπνξεί λα νξηζηεί ζηα πιαίζηα ηνπ   θαη ν   

θαζνξίδεη ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν ην ζπγθεθξηκέλν ππνζύζηεκα αιιειεπηδξά κε ηα αλαιινίσηα 

ππνζπζηήκαηα (απηά πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνπο          ). Σν αθόινπζν Λήκκα είλαη ην 

ηζνδύλακν ζε όξνπο πίλαθα ηνπ Λήκκαηνο 3.2.5 θαη αλαθέξεη όηη νη ηδηνηηκέο ηνπ   ζα πξέπεη 

λα είλαη νη ξίδεο ηνπ ζρεηηθνύ ειάρηζηνπ πνιπσλύκνπ (mod           ) ηνπ      γηα ηνλ 

   . 

Λήμμα 3.2.7: Έζησ όηη ν   έρεη επηιεγεί έηζη ώζηε νη           λα είλαη αλαιινίσηνη αλαθνξηθά 

κε ηνλ     . Σν αληίζηνηρν ειάρηζην πνιπώλπκν ηνπ     γηα ηνλ      είλαη ε 

ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε ηνπ  , όπνπ ν    νξίδεηαη σο: 

                                                                            

Θεώπημα 3.2.3: Γνζέλησλ ησλ δηαρσξίζηκσλ ζηελ έμνδν δηαλπζκάησλ      , ππνζέηνπκε όηη 

ηα πξώηα   δηαλύζκαηα αθαηξνύληαη από ην ζύλνιν θαη έζησ   
  νη πξώηεο   γξακκέο ηνπ  . Ο 

επηπιένλ ππόρσξνο      γηα ηα ελαπνκείλαληα     δηαλύζκαηα παξάγεηαη από ηηο     ζηήιεο 

ηνπ     : 

          

όπνπ νη ζηήιεο ηνπ        πίλαθα   παξάγνπλ ην κεδελνρώξν ηνπ: 
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Σν πξνεγνύκελν ζεώξεκα δελ είλαη ηόζν ρξήζηκν όζν ην Θεώξεκα 3.2.2, επεηδή δελ επηηξέπεη ν 

     λα ζπζρεηηζηεί κε ηα           , ηα νπνία πξνθύπηνπλ αλ αθαηξέζνπκε ην 

αληίζηνηρν    από ηα      . Σα δύν αθόινπζα πνξίζκαηα εμαιείθνπλ απηό ην κεηνλέθηεκα. Σν 

πξώην πόξηζκα παξέρεη έλαλ απιό κεραληζκό εύξεζεο ησλ      θαη     
 , καδί κε ηνπο πίλαθεο 

  
 
θαη   .  

Πόπιζμα 1: Γνζέλησλ ησλ ζπλζεθώλ ηνπ αλσηέξσ ζεσξήκαηνο, νξίδνπκε ηνπο εμήο 

κεηαζρεκαηηζκνύο: 

                 
        

          

                   
             

                 
             

όπνπ νη ζηήιεο ηνπ   θαη   παξάγνπλ ην κεδελνρώξν θαη ην ρώξν γξακκώλ ηνπ     αληίζηνηρα. 

Αλ νη πίλαθεο    
  θαη       

   δηακεξηζηνύλ: 

                         
   

  
  

   
   

                      

                    
           

     
                       

κε        έλαλ      ππνπίλαθα,    έλαλ        ππνπίλαθα θηι. , ηόηε νη      θαη     
  

ηθαλνπνηνύλ: 

                      
       

    
          

            
     

                          

                                       

όπνπ νη      θαη     
  κπνξνύλ λα θαζνξηζηνύλ από κηα δηακέξηζε ηνπ    

 
 : 
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Πόπιζμα 2: Έζησ        ιύζεηο ηνπ Πνξίζκαηνο 1 αλ ην αληίζηνηρν    αθαηξεζεί από ηα 

      θαη έζησ όηη ηα ζηνηρεία ησλ ζπλόισλ        είλαη νη ηδηνηηκέο ησλ        

αληίζηνηρα. Αλ ην ζύλνιν δεηθηώλ   είλαη έλα ηπραίν ππνζύλνιν ηνπ           θαη θάζε    γηα 

ην νπνίν     αθαηξεζεί από ηα      , νη ηδηνηηκέο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ επηπιένλ ππόρσξν 

ησλ    πνπ απνκέλνπλ (   ) είλαη ηα ζηνηρεία ηνπ: 

                                                 

 

3.2.3  Δπαύξηζη ηος σώπος καηάζηαζηρ 

Τπάξρνπλ αξθεηέο πεξηζηάζεηο ζηηο νπνίεο κία αιιαγή ζηε δηάζηαζε ηνπ ρώξνπ θαηάζηαζεο 

ηνπ κνληέινπ αλαθνξάο κπνξεί λα θάλεη ην πξόβιεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ απινύζηεξν. 

Τπνζέηνπκε όηη ην       είλαη παξαηεξήζηκν. Απνδεηθλύεηαη όηη αλ ηα       είλαη 

δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν, ππάξρεη έλα παξαηεξήζηκν κνληέιν αλαθνξάο           ηάμεο       γηα 

ην νπνίν είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα. Αλ ηα       δελ είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα, ε επαύμεζε 

ηνπ ρώξνπ θαηάζηαζεο είλαη κία ελαιιαθηηθή ηεο απνκάθξπλζεο δηαλπζκάησλ από ην ζύλνιν.  

Θεώπημα 3.2.4: Έζησ όηη ηα       είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν, αιιά όρη ακνηβαία 

αληρλεύζηκα γηα ην      . Ζ ειάρηζηε ηζνδύλακε αλαπαξάζηαζε           γηα ηελ νπνία ηα  

      είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα είλαη ηάμεο: 

                                                      
                

 

3.2.4  ύνοτη-Αλγόπιθμορ 

Σν Λήκκα 3.2.1 απνδεηθλύεη όηη ε δηαρσξηζηκόηεηα ζηελ έμνδν είλαη ηθαλή λα εγγπεζεί όηη ν   

κπνξεί λα επηιεγεί έηζη ώζηε νη αζηνρίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα       λα παξάγνπλ ζθάικαηα 

εμόδνπ ζε κία κόλν δηεύζπλζε-- κηα απνδεθηή επηινγή ηνπ   είλαη ν    όπσο δόζεθε 

πξνεγνύκελα. Ζ δπζθνιία είλαη όηη ν νξηζκόο ηεο ακνηβαίαο αληρλεπζηκόηεηαο (Οξηζκόο 3.2.1) 

απαηηεί λα ππάξρεη   η.ώ: 

 Σν ζθάικα εμόδνπ πνπ παξάγεηαη από ηηο αζηνρίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα        είλαη 

ζε κία κόλν δηεύζπλζε θαη 

 Όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ        κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ ζρεδόλ απζαίξεηα. 
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Ζ δηαρσξηζηκόηεηα ζηελ έμνδν δελ είλαη ηθαλή λα εγγπεζεί όηη θαη νη δύν αλσηέξσ ζπλζήθεο 

κπνξνύλ λα ηθαλνπνηεζνύλ. 

Ο πξνζδηνξηζκόο κηαο ηθαλήο ζπλζήθεο γηα ακνηβαία αληρλεπζηκόηεηα απαηηεί κηα γελίθεπζε 

ηεο έλλνηαο ησλ ρώξσλ αλίρλεπζεο. Πξόθεηηαη γηα ηνλ ρώξν αλίρλεπζεο      όπσο απηόο 

νξίζηεθε πξνεγνύκελα. Σν βαζηθό ζηνηρείν ηνπ είλαη όηη πεξηέρεη θαζέλαλ εθ ησλ           όπσο 

επίζεο θαη ην επζύ άζξνηζκά ηνπο: 

                                                                                                       (3.2.15) 

Καηαζθεπάδνληαη πίλαθεο           θαη      έηζη ώζηε νη ζηήιεο ηνπο λα απνηεινύλ βάζε γηα 

ηνπο αληίζηνηρνπο δηαλπζκαηηθνύο ρώξνπο           θαη    . 

Με όξνπο πίλαθα, ε (3.2.15) ππνλνεί όηη: 

                                                                                                  (3.2.15΄) 

θαη όηη ν ρώξνο ζηειώλ ηνπ      πεξηέρεη ηνπο ρώξνπο ζηειώλ όισλ ησλ          . Οη δπζθνιίεο 

πνπ πεξηιακβάλνληαη ζηελ αλίρλεπζε ησλ       κε έλα κόλν θίιηξν αλίρλεπζεο είλαη ε 

αληζόηεηα ζηελ (3.2.15). Σν Θεώξεκα 3.2.1 ιέεη όηη ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα ηα 

      λα είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα είλαη ε (3.2.15) λα είλαη ηζόηεηα. 

Αλ ε (3.2.15) είλαη ηζόηεηα, ην ππόινηπν απηήο ηεο ελόηεηαο δελ ρξεηάδεηαη. Τπνζέηνληαο όηη ην 

      είλαη παξαηεξήζηκν, έλα θίιηξν αλίρλεπζεο κπνξεί λα επηιεγεί γηα ηα       θαη όιεο νη 

  ηδηνηηκέο ηνπ        κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ηερληθέο ηεο 

ππνελόηεηαο ηνπνζέηεζε ηδηνηηκώλ πνπ παξνπζηάδεηαη ακέζσο κεηά ή ηεο ελόηεηαο 3.6. Αλ ε 

(3.2.15) δελ είλαη ηζόηεηα, ην Λήκκα 3.2.1 εγγπάηαη όηη θαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε κπνξεί λα 

επηιεγεί   γηα ηνλ νπνίν θάζε αζηνρία πνπ ζρεηίδεηαη κε έλα εθ ησλ       παξάγεη ζθάικα 

εμόδνπ ζε κία κόλν δηεύζπλζε, αιιά θάπνηεο από ηηο ηδηνηηκέο ηνπ        δελ κπνξνύλ λα 

ηνπνζεηεζνύλ απζαίξεηα. Αλ ην    νξηζηεί: 

                                                                                                                          (3.2.16) 

                                         

έλα ζύλνιν    ηδηνηηκώλ ηνπ       έρνπλ ζηαζεξή ηηκή ε νπνία δελ κπνξεί λα αιιάμεη 

(Λήκκαηα 3.2.5 θαη 3.2.7). 
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Σν Λήκκα 3.2.6 αλαθέξεηαη ζε έλαλ   –δηάζηαην ππόρσξν     – ν νπνίνο θαιείηαη επηπιένλ 

ππόρσξνο ηνπ     – η.ώ: 

                                         

Αλ ν   επηιεγεί έηζη ώζηε θαζέλα εθ ησλ       λα παξάγεη ζθάικα εμόδνπ ζε κία κόλν 

δηεύζπλζε, νη ηδηνηηκέο ηνπ        πνπ δελ κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ απζαίξεηα είλαη νη 

ηδηνηηκέο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ     . Καηαζθεπάδνπκε πίλαθα      έηζη ώζηε νη ζηήιεο ηνπ λα 

απνηεινύλ βάζε γηα ηνλ δηαλπζκαηηθό ρώξν    . Με ηνλ   νξηζκέλν από ηνπο δεκηνπξγνύο 

αλίρλεπζεο γηα ηνπο           :  

                                                                                                                          (3.2.17) 

έλαο       πίλαθαο   θαη έλαο      πίλαθαο   κπνξνύλ λα θαηαζθεπαζηνύλ η.ώ: 

                                                                                                                         (3.2.18) 

Οη κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ        είλαη νη ηδηνηηκέο  ηνπ   .   

Από ηε ζηηγκή πνπ ν επηπιένλ ππόρσξνο ηνπ     θαη νη κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ        

έρνπλ πξνζδηνξηζηεί, ηξεηο επηινγέο είλαη δηαζέζηκεο ζην ζρεδηαζηή: 

i) Δπέιεμε έλαλ   γηα ηνλ νπνίν θαζέλα εθ ησλ       παξάγεη ζθάικα εμόδνπ ζε κία κόλν 

δηεύζπλζε θαη απνδέμνπ ηηο    κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ       . 

ii) Βξεο έλα ππνζύλνιν ησλ       γηα ην νπνίν δελ ππάξρνπλ θαζόινπ κε ειέγμηκεο 

ηδηνηηκέο γηα ηνλ       , ή 

iii) Αύμεζε ηε δηάζηαζε ηνπ κνληέινπ αλαθνξάο ζε     κε ηέηνην ηξόπν ώζηε όιεο νη 

ηδηνηηκέο ηνπ              λα κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ. 

Ζ επηινγή κεηαμύ απηώλ ησλ επηινγώλ πξνθαλώο εμαξηάηαη από ην εάλ νη ηδηνηηκέο  ηνπ   σο 

ηδηνηηκέο ηνπ        είλαη απνδεθηέο ή όρη.  

Αο ζεσξήζνπκε ην πξόβιεκα ηεο απνκάθξπλζεο δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο από ηα       πξώηα. 

Σν ζεώξεκα αλίρλεπζεο εγγπάηαη όηη νπνηνδήπνηε δηάλπζκα από ηα       είλαη αληρλεύζηκν. 

Δπνκέλσο, όζν απνκαθξύλνληαη δηαλύζκαηα από ην ζύλνιν      , ν αξηζκόο ησλ ηδηνηηκώλ 

ηνπ        πνπ δελ κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ απζαίξεηα ζα πξέπεη λα κεηώλεηαη. Δίλαη 

δπλαηόλ λα κεηαθηλήζνπκε έλα ή πεξηζζόηεξα δηαλύζκαηα από ηα      , λα βξνύκε έλαλ λέν 
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    γηα ηα ελαπνκείλαληα δηαλύζκαηα, λα ειέγμνπκε γηα ακνηβαία αληρλεπζηκόηεηα, θηι. Σν 

πξόβιεκα είλαη όηη αλ ην   είλαη κεγάιν, ν ππνινγηζκόο πνπ απαηηείηαη γηα λα απνθηήζνπκε 

ηειηθά έλα ακνηβαία αληρλεύζηκν ππνζύλνιν ησλ       κπνξεί λα είλαη απαγνξεπηηθόο. Σν 

Θεώξεκα 3.2.3 θαη ηα πνξίζκαηά ηνπ παξνπζηάδνπλ έλαλ πην απνηειεζκαηηθό αιγόξηζκν. 

Αλ ηα πξώηα   δηαλύζκαηα από ηα       απνκαθξπλζνύλ, ην Θεώξεκα 3.2.3 νξίδεη έλαλ πίλαθα 

   : 

                        

 
 
 
 
 

  
 

  
  
  
 
 
 

      
       

 
 
 
 

                                                                                          (3.2.19) 

όπνπ   
  είλαη νη πξώηεο   γξακκέο ηνπ   ζηελ (3.2.18). Σν Πόξηζκα 1 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.2.3 

ηόηε νξίδεη έλαλ       πίλαθα κεηαζρεκαηηζκνύ        όπνπ νη     ζηήιεο ηνπ   παξάγνπλ 

ην κεδελνρώξν ηνπ     θαη νη        ζηήιεο ηνπ   παξάγνπλ ην ρώξν γξακκώλ ηνπ    . Καη 

ν   θαη ν      γηα ηα αξρηθά   δηαλύζκαηα ζπκβάληνο κπνξνύλ ηόηε λα κεηαζρεκαηηζηνύλ: 

      
        

           
  

  

   
   

                                                                                (3.2.20) 

       
                  

         

όπνπ     είλαη        ,       είλαη       θηι. Σν Πόξηζκα 1 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.2.3 ιέεη όηη 

ν επηπιένλ ππόρσξνο γηα ηα         είλαη ν ρώξνο ζηειώλ ηνπ     . Αλ ν   επηιεγεί έηζη ώζηε 

θαζέλα εθ ησλ         λα παξάγεη ζθάικα εμόδνπ ζε κία κόλν δηεύζπλζε, νη κε ειέγμηκεο 

ηδηνηηκέο ηνπ        είλαη νη     ηδηνηηκέο ηνπ   . Γεδνκέλνπ όηη νη ηδηνηηκέο ελόο πίλαθα δελ 

αιιάδνπλ κε κεηαζρεκαηηζκό νκνηόηεηαο, έπεηαη όηη νη     ηδηνηηκέο ηνπ   ζα απνηεινύλ 

ππνζύλνιν ησλ    ηδηνηηκώλ ηνπ  . Πξνθαλώο ην ζεώξεκα είλαη εθαξκόζηκν ζηελ 

απνκάθξπλζε   απζαίξεηα επηιεγκέλσλ δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο από ηα        αλ ν   
  επηιεγεί 

λα είλαη νη θαηάιιειεο γξακκέο ηνπ  . 

Παξόιν πνπ νη (3.2.19) θαη (3.2.20) είλαη ππνινγηζηηθά πην απνηειεζκαηηθέο από ην λα 

πξνζδηνξίδακε ηνλ     γηα ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο         θαη θαηόπηλ λα βξίζθακε ηνπο 

      θαη    άκεζα, ην Πόξηζκα 2 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.2.3 επηηξέπεη κηα πνιύ κεγαιύηεξε 

εμνηθνλόκεζε. Ζ δηαδηθαζία είλαη λα εθαξκόζνπκε ην Θεώξεκα 3.2.3 θαη ην Πόξηζκα 1 

απνκαθξύλνληαο αξρηθά κόλν ηελ     από ηα       θαη ζηε ζπλέρεηα κόλν ηελ     από ηα       
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θαη νύησ θαζεμήο γηα   επαλαιήςεηο. Απηό έρεη σο απνηέιεζκα έλα ζύλνιν   εμηζώζεσλ 

όκνησλ κε ηελ (3.2.18): 

                                                                                                                 (3.2.21) 

όπνπ    είλαη ν   ρσξίο ηελ  –νζηή ζηήιε,    είλαη ν   ρσξίο ηελ  –νζηή γξακκή, ν ρώξνο 

ζηειώλ ηνπ      είλαη ν επηπιένλ ππόρσξνο κεηά ηελ απνκάθξπλζε ηνπ    από ηα       θαη νη 

ηδηνηηκέο ηνπ    είλαη νη αληίζηνηρεο κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ       . Αλ θάπνηνο        

είλαη κεδέλ, ηα     δηαλύζκαηα ζπκβάληνο                   είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα. 

Με ηηο   ιύζεηο από ηελ (3.2.21), έζησ        ηα ζύλνια ησλ ηδηνηηκώλ γηα ηνπο 

αληίζηνηρνπο      . Αλ θάπνην απζαίξεην ππνζύλνιν ησλ       απνκαθξπλζεί από 

ηα      , ην Πόξηζκα 2 αλαθέξεη όηη νη κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ        πνπ ζρεηίδνληαη 

κε ηα ελαπνκείλαληα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ από ηηο ηνκέο ηνπ 

θαηάιιεινπ ζπλόινπ από ηα      . Χο παξάδεηγκα, αλ θαη ην    θαη ην    απνκαθξπλζνύλ 

από ηα      , νη κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ        πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα       είλαη ε 

ηνκή ηνπ     θαη    : 

                        

Αλ ην     είλαη ην θελό ζύλνιν, ηόηε ηα       είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα. Αλ όρη, κπνξνύκε λα 

δνθηκάζνπκε άιινπο ζπλδπαζκνύο. Σν Πόξηζκα 2 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.2.3 γεληθεύεη απηό ην 

απιό ηεζη ζε όια ηα δπλαηά ππνζύλνια ησλ      . 

Οη ηνκέο πνπ πεξηγξάθεθαλ από ην Πόξηζκα 2 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.2.3 ππνινγίδνληαη πνιύ 

εύθνια από ηε ζηηγκή πνπ νη        θαη ηα        έρνπλ πξνζδηνξηζηεί από ηελ (3.2.21) 

ρξεζηκνπνηώληαο ην πόξηζκα 1 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.2.3. Σόηε γίλεηαη απιό δήηεκα λα 

πξνζδηνξίζνπκε όια ηα δπλαηά ακνηβαία αληρλεύζηκα ππνζύλνια ησλ      . Δλαιιαθηηθά, 

είλαη δπλαηόλ λα πξνζδηνξίζνπκε κεγαιύηεξα ππνζύλνια ησλ       ηα νπνία δελ είλαη 

ακνηβαία αληρλεύζηκα , αιιά γηα ηα νπνία νη αληίζηνηρεο κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ        

είλαη απνδεθηέο. Απηό ηζνδπλακεί κε ζπκβηβαζκό κεηαμύ ησλ επηινγώλ i) θαη ii) πνπ 

αλαθέξζεθαλ λσξίηεξα. ε νξηζκέλεο εθαξκνγέο, νπνηαδήπνηε από απηέο ηηο δύν ελαιιαθηηθέο 

έρεη σο απνηέιεζκα έλα ππνζύλνιν ησλ       ην νπνίν είλαη κηθξόηεξν απ’ όζν επηζπκνύκε ή 

ην νπνίν πεξηέρεη κόλν έλα δεπγάξη δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο πνπ ζρεηίδνληαη κε αζηνρία ζε 

αηζζεηήξα. ε απηέο ηηο πεξηπηώζεηο, ε επηινγή iii) κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα πάξνπκε 

έλα κεγαιύηεξν ζύλνιν ακνηβαία αληρλεύζηκσλ δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο από ηελ επηινγή ii). 
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Σα δηαλύζκαηα       κπνξνύλ λα γίλνπλ ακνηβαία αληρλεύζηκα κε επαύμεζε ηνπ ρώξνπ 

θαηάζηαζεο αλ θαη κόλν αλ είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν. Αθνύ ε ηάμε ηνπ   είλαη  , απηό 

εγγπάηαη όηη   θαηάιιεια επηιεγκέλεο αζηνρίεο κπνξνύλ λα αληρλεπζνύλ κε έλα κόλν ζύζηεκα 

αλίρλεπζεο αζηνρηώλ. Σν θόζηνο είλαη όηη ην κνληέιν αλαθνξάο ζην νπνίν ην ζύζηεκα 

αλίρλεπζεο αζηνρηώλ βαζίδεηαη κπνξεί λα έρεη κεγαιύηεξε δηάζηαζε από ην αξρηθό κνληέιν 

αλαθνξάο. 

Σοποθέηηζη ιδιοηιμών: Αλ ην κνληέιν αλαθνξάο είλαη εθθξαζκέλν ζηε θαλνληθή κνξθή, νη 

ηδηνηηκέο ηνπ        κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ απιά κε ηξόπν παξόκνην κε εθείλνλ πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ ελόηεηα 3.6. Γηαθνξεηηθά, είλαη αλαγθαίν λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνπο 

αιγνξίζκνπο πνπ αλαπηύζζνληαη ζε απηήλ ηελ ππνελόηεηα. Σα απνηειέζκαηα ησλ 

πξνεγνύκελσλ ελνηήησλ ρξεζηκνπνηνύληαη εδώ γηα λα παξέρνπλ αιγνξίζκνπο γηα λα: 

 ηνπνζεηήζνπκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ        πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνπο          , 

 ηνπνζεηήζνπκε ηηο ππόινηπεο      ηδηνηηκέο ηνπ       , 

Ζ ιύζε ζην πξόβιεκα ελαπόζεζεο ησλ ηδηνηηκώλ εμαξηάηαη από ην ζύλνιν ησλ δηαλπζκάησλ 

ζπκβάληνο      , αιιά εμαξηάηαη αθόκε πην βαζηθά από ηνλ   θαη ηνλ  . Αο ππνζέζνπκε πξνο 

ζηηγκήλ όηη είλαη επηζπκεηό λα επηιέμνπκε ηνλ   έηζη ώζηε ν        λα είλαη ίζνο κε θάπνηνλ 

επηιεγέληα πίλαθα   . Αλ ν   είλαη αληηζηξέςηκνο, ε κνλαδηθή ιύζε ηνπ   είλαη: 

                                         
                                                                                   (3.2.22) 

Αλ ν   δελ είλαη αληηζηξέςηκνο, σζηόζν, ιύζε ζηελ: 

                                                                                                                              (3.2.23) 

κπνξεί λα κελ ππάξρεη. Αλ   είλαη ην ζύλνιν   επηζπκεηώλ ηδηνηηκώλ ηνπ       , απηέο νη 

ηδηνηηκέο δελ πξνζδηνξίδνπλ κνλαδηθά έλαλ επηζπκεηό   .  

Οη ρώξνη αλίρλεπζεο           είλαη   -…  -δηάζηαηνη αληίζηνηρα. Δμαηηίαο ηεο απαίηεζεο νη 

αζηνρίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε θαζέλα εθ ησλ       λα παξάγνπλ ζθάικαηα εμόδνπ ζε κία κόλν 

δηεύζπλζε,   από ηηο ηδηνηηκέο ηνπ        ζρεηίδνληαη κνλαδηθά κε ηνλ    ,    κε ηνλ     , 

θνθ. Έζησ        ηα ζύλνια ησλ επηζπκεηώλ ηδηνηηκώλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνπο          . Σα 

ζηνηρεία ησλ       είλαη νη ξίδεο ελόο αληίζηνηρνπ ζπλόινπ πνιπσλύκσλ            : 

                                                
                                             (3.2.24) 
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όπνπ         θηι. Απηά είλαη ηα επηζπκεηά ζρεηηθά ειάρηζηα πνιπώλπκα ησλ           

αλαθνξηθά κε ηνλ     . Αλ ην   
  νξηζηεί σο: 

                                      
      

ηόηε ε έλσζε ησλ       : 

                             
            

είλαη έλα ππνζύλνιν ηνπ επηζπκεηνύ   κε   
  ζηνηρεία. 

Όζνλ αθνξά ηελ επηινγή ησλ ηδηνηηκώλ, ζηηο πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο, νη ηδηνηηκέο ζα πξέπεη 

λα είλαη θάπσο πην αξλεηηθέο από ηηο αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο ηνπ ίδηνπ ηνπ ζπζηήκαηνο. Αθόκε, 

αξθεηέο θνξέο, ε πιένλ πξαθηηθή πξνζέγγηζε είλαη λα επηιέμνπκε ηελ ίδηα ηηκή γηα όιεο ηηο 

ειέγμηκεο ηδηνηηκέο πξνθεηκέλνπ λα γίλεη εθκεηάιιεπζε θαη ηεο ζηαζηκόηεηαο ζηελ έμνδν όπσο 

απηή ζα αλαπηπρζεί παξαθάησ. 

Αθνύ ηα       είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν, έρεη αλαθεξζεί όηη κπνξεί λα επηιεγεί έλαο   η.ώ: 

 Σα ζθάικαηα εμόδνπ πνπ παξάγνληαη από ηηο αζηνρίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα        

είλαη ζε κία κόλν δηεύζπλζε θαη 

 Σν   
  είλαη έλα ππνζύλνιν ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ        κε   

  ζηνηρεία. 

Μηα απεπζείαο γελίθεπζε ηνπ Λήκκαηνο 3.1.3 παξέρεη έλαλ αιγόξηζκν γηα ηελ εύξεζε απηνύ 

ηνπ  . Με ηνπο δεκηνπξγνύο αλίρλεπζεο       θαη κε ηα             γξακκέλα σο 

πνιπώλπκα ηνπ  , έλαο     πίλαθαο ζρεκαηίδεηαη: 

                                                                                                                  (3.2.25) 

Ο   είλαη ηόηε νπνηαδήπνηε ιύζε ηεο: 

                                                                                                                              (3.2.26) 

όπνπ                                                                                                                    (3.2.27) 

Ζ (3.2.26) είλαη εγγπεκέλν όηη έρεη ιύζε θαη κηα ιύζε κπνξεί λα βξεζεί ρξεζηκνπνηώληαο 

ζπκβαηηθέο ηερληθέο αλάιπζεο πηλάθσλ. Ζ δηαθνξά κεηαμύ ηεο (3.2.23) θαη ηεο (3.2.26) είλαη όηη 
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ε (3.2.26) εκκέζσο πεξηέρεη ηνλ πεξηνξηζκό όηη θάζε ιύζε   ηθαλνπνηεί θαη ηηο δύν ζπλζήθεο 

πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ. 

Αλ ην   είλαη ίζν κε ην      , ε (3.2.26) έρεη κνλαδηθή ιύζε. Αλ όρη, ν αιγόξηζκνο πνπ 

αλαπηύζζεηαη κεηά ηελ θαλνληθή κνξθή επηιέγεη κηα ζπγθεθξηκέλε ιύζε. ε νπνηαδήπνηε 

πεξίπησζε πάλησο, αλ ηα       είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα, επηιέγεηαη κηα ιύζε η.ώ νη 

ηδηνηηκέο ηνπ        λα είλαη ηα ζηνηρεία ηνπ  . Αλ ηα       δελ είλαη ακνηβαία 

αληρλεύζηκα, σζηόζν, γηα θάζε ιύζε ηεο (3.2.26) νξηζκέλεο ηδηνηηκέο ηνπ        είλαη 

ζηαζεξέο θαη κε ειέγμηκεο. Απηέο είλαη νη    ηδηνηηκέο ηνπ   ηηο νπνίεο ζπδεηήζακε λσξίηεξα. 

 

3.3  ηαζιμόηηηα ζηην έξοδο  

Γηα θάπνην ζπγθεθξηκέλν   πνπ επηιέρζεθε γηα ηα      , κπνξεί λα ππάξρεη έλα ζύλνιν 

δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο      , πέξαλ ησλ       ηα νπνία παξάγνπλ θαη απηά έμνδν ζε κία 

θαηεύζπλζε. Σα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο             δελ είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα, αθνύ 

ε έμνδόο ηνπο θείηαη ζε κία δηεύζπλζε κόλν αλ ν   ηθαλνπνηεί έλα ζύλνιν πεξηνξηζκώλ 

επηπξόζζεησλ ζε απηνύο πνπ απαηηνύληαη γηα λα γίλνπλ ηα       ακνηβαία αληρλεύζηκα. Θα 

δείμνπκε ζηε ζπλέρεηα όηη ην ειάρηζην θόζηνο πνπ ζρεηίδεηαη κε ηελ επέθηαζε ηνπ ζπλόινπ ησλ 

δηαλπζκάησλ ζην             είλαη κία απώιεηα ζηελ ειεπζεξία ηνπνζέηεζεο ησλ ηδηνηηκώλ 

θαζελόο εθ ησλ           αλεμάξηεηα από ηνπο ππόινηπνπο ρώξνπο αλίρλεπζεο.  

Οπιζμόρ 3.3.1: Έζησ όηη ηα       είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν θαη έζησ    ε θιάζε ησλ 

ηειεζηώλ η.ώ γηα θάζε       ε έμνδνο πνπ παξάγεηαη από θαζέλα εθ ησλ       σο πξνο 

         έρεη κία κόλν δηεύζπλζε. Ο ππόρσξνο    κπνξεί λα γίλεη ζηάζιμο ζηην έξοδο (output 

stationary) κε ηα       αλ ππάξρεη        γηα ηνλ νπνίν ε έμνδνο από θάζε ζηνηρείν        

γηα ην           θείηαη κόλν θαηά κήθνο ηεο δηεύζπλζεο     (ή     , αλ       , θηι.) 

Ζ ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν είλαη κία πξνζπάζεηα λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ηειεπηαίν βαζκό 

ειεπζεξίαο πνπ απνκέλεη ζηελ επηινγή ηνπ  -ηελ ειεπζεξία λα επηιέμνπκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ 

    - γηα λα απνθηήζνπκε πιεξνθνξία ζρεηηθά κε αζηνρίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε γεγνλόηα 

δηαθνξεηηθά από ηα       από ην ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ. Ζ κέζνδνο κπνξεί λα είλαη 

αξθεηά επηηπρεκέλε. 
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3.3.1  Πποζθήκη ενόρ ζηάζιμος διανύζμαηορ ζςμβάνηορ ζε ένα ανισνεύζιμο ζύνολο 

Θεώπημα 3.3.1: Έζησ όηη ηα       είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα,     είλαη ν ρώξνο αλίρλεπζεο 

ηνπ δηαλύζκαηνο ζπκβάληνο   , θαη       ην κηθξόηεξν ππνζύλνιν ηνπ       η.ώ: 

                                               

Σόηε ν    (θαη   ) κπνξεί λα γίλεη ζηάζηκνο ζηελ έμνδν  κε ηα       αλ θαη κόλν αλ 

                                                   

θαη όια ηα       είλαη δηάθνξα ηνπ κεδελόο. Τπνζέηνληαο όηη             είλαη όια 

δηάθνξα ηνπ κεδελόο 

                                                            

γηα ηα ίδηα      , όπνπ    είλαη έλαο βαζκσηόο παξάγνληαο γηα ην   . 

Πξνηνύ κειεηήζνπκε ηηο επηπηώζεηο ηνπ Θεσξήκαηνο 3.3.1, είλαη ρξήζηκν λα νξίζνπκε ην ηεζη 

ζε όξνπο πίλαθα. Σν ηεζη πνπ νξίδεηαη ζην Πόξηζκα 1 αληηζηξέθεη ην ηεζη ηνπ ζεσξήκαηνο 

3.3.1, κε ηελ έλλνηα όηη πξώηα βξίζθεη ηα κε κεδεληθά        ζηελ έθθξαζε γηα ην     θαη 

θαηόπηλ πξνζδηνξίδεη αλ ν     πεξηέρεηαη ζην επζύ άζξνηζκα ησλ αληίζηνηρσλ ρώξσλ αλίρλεπζεο 

ή όρη. 

Πόπιζμα 1: Τπνζέηνπκε όηη ηα       είλαη ην κηθξόηεξν ππνζύλνιν ησλ       γηα ηα νπνία ε:                   

                                                    
   

        

έρεη ιύζε όπνπ: 

                                                   
         

  

                                                   
         

  

Σν δηάλπζκα ζπκβάληνο    κπνξεί λα γίλεη ζηάζηκν ζηελ έμνδν κε ηα       αλ θαη κόλν αλ 

ππάξρεη ιύζε ηεο: 

                                                    
                                

όπνπ: 
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θαη νη                είλαη νη ηζνδύλακνη πίλαθεο ηνπ θαηάιιεινπ ρώξνπ αλίρλεπζεο S. Αλ 

ππάξρεη  , ζα ηθαλνπνηεί ηελ: 

                                                      
  

   
  

  

   
  

    

Αλ ηα       είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν, αιιά όρη ακνηβαία αληρλεύζηκα, ην Θεώξεκα 3.3.1 

πξέπεη λα ηξνπνπνηεζεί. Οη ηξνπνπνηήζεηο πεξηιακβάλνπλ κηα αιιαγή ζην ηεζη ηνπ     θαη έλα 

ηεζη ζην     ην νπνίν δελ απαηηνύληαλ πξνεγνπκέλσο. To Πόξηζκα 2 ζπλνςίδεη ηε γεληθή 

πεξίπησζε. 

Πόπιζμα 2: Τπνζέηνπκε όηη ηα       είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν. Έζησ     
  ν ρώξνο 

αλίρλεπζεο ηνπ   
  όπνπ ν   

  παξάγεηαη από ηα       θαη έζησ       ην κηθξόηεξν ππνζύλνιν 

ησλ       γηα ηα νπνία: 

                                                         
       

Σόηε ν     κπνξεί λα γίλεη ζηάζηκνο ζηελ έμνδν  κε ηα       αλ θαη κόλν αλ: 

                                                                     

κε ηα        κε κεδεληθά θαη                          όπνπ: 

                                                                  

Σν Θεώξεκα 3.3.1 επηηξέπεη κεξηθέο απιέο παξαηεξήζεηο ζηε δπλαηόηεηα ηνπ λα θάλνπκε 

πεξηζζόηεξα από έλα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο ζηάζηκα ζηελ έμνδν κε ηα      . Αλ     είλαη ν 

ρώξνο αλίρλεπζεο γηα δύν δηαθνξεηηθά δηαλύζκαηα ζπκβάληνο    θαη   , αλ δειαδή ηα    θαη    

είλαη ηζνδύλακα ζηελ αλίρλεπζε, απνδεηθλύεηαη όηη ην λα θάλνπκε ην    ζηάζηκν ζηελ έμνδν  κε 

ηα       έρεη σο απνηέιεζκα λα γίλνληαη θαη ηα δύν (θαη ην    θαη ην   ) ζηάζηκα ζηελ έμνδν  

κε ηα      . Σν αθόινπζν πόξηζκα εηζάγεη ηελ ακνηβαία ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν γηα ηελ 

εηδηθή πεξίπησζε όπνπ νη ρώξνη αλίρλεπζεο           πεξηέρνληαη ζηελ θαηάιιειε έλσζε 

         
       θαη ηα ζύλνια δεηθηώλ       είλαη μέλα. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε ηα 

            δελ έρνπλ πξνθαλώο θακία αιιειεπίδξαζε θαη κπνξνύλ λα ζεσξεζνύλ ρσξηζηά. ην 

γεληθό απνηέιεζκα ζα αλαθεξζνύκε παξαθάησ. 

Πόπιζμα 3: Τπνζέηνπκε όηη ηα       είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα θαη νξίδνπκε ηα ζύλνια 

δεηθηώλ    λα είλαη ηα κηθξόηεξα ζύλνια γηα ηα νπνία: 
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Αλ θάζε     κπνξεί λα γίλεη ζηάζηκν ζηελ έμνδν  κε ηα      , ηόηε ην ζύλνιν ησλ ππνρώξσλ 

           κπνξεί λα γίλεη output stationary  κε ηα       αλ: 

                                                        

γηα θάζε        . 

Αλ ην     κπνξεί λα γίλεη ζηάζηκν ζηελ έμνδν  κε ηα      , πξέπεη λα θαζνξίζνπκε ηελ 

επίδξαζε ζηελ ελαπόζεζε ησλ   ηδηνηηκώλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ     . Αλ: 

                                                   
             

θαη ηα       είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα, είλαη πξνθαλέο όηη νη        
  ηδηνηηκέο πνπ δελ 

ζρεηίδνληαη κε ηνπο            κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ θαη εδώ ζρεδόλ απζαίξεηα. Ζ 

δπλαηόηεηα ηνπνζέηεζεο ησλ ππόινηπσλ    
  ηδηνηηκώλ ζπλνςίδεηαη ζην Θεώξεκα 3.3.2. Έζησ 

όηη ε δηάζηαζε ηνπ     είλαη   . Ζ επίπησζε ηνπ λα θάλνπκε ηνλ     ζηάζηκν ζηελ έμνδν  κε ηα 

      είλαη όηη       ηδηνηηκέο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ             κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ. 

Ζ ηνπνζέηεζε επηηξέπεη κόλν    δηαθξηηέο ηδηνηηκέο, θαζεκία από ηηο νπνίεο πξέπεη λα έρεη 

πνιιαπιόηεηα  . 

Ηζρύεη όηη         γηα       θαη ζπλεπώο                   . Αλ ην     είλαη λα 

γίλεη ζηάζηκν ζηελ έμνδν κε ηα      , απηό πξνηείλεη δύν δηαδηθαζίεο ζρεδίαζεο. Ζ πξώηε 

είλαη όηη ηα       πξέπεη λα επηιεγνύλ έηζη ώζηε νη ρώξνη αλίρλεπζήο ηνπο λα είλαη πεξίπνπ 

ίζεο δηάζηαζεο θαη ε δεύηεξε είλαη όηη ην    πξέπεη λα επηιεγεί έηζη ώζηε ν ρώξνο αλίρλεπζήο 

ηνπ λα είλαη όζν ην δπλαηόλ κεγαιύηεξνο. ην βαζκό πνπ απηό κπνξεί λα επηηεπρζεί, ν αξηζκόο 

ησλ κε ειέγμηκσλ ηδηνηηκώλ κπνξεί λα ειαρηζηνπνηεζεί. 

Θεώπημα 3.3.2: Τπνζέηνπκε όηη ν     ηθαλνπνηεί ην ζεώξεκα γηα ηα           . Αλ ν     γίλεη 

ζηάζηκνο ζηελ έμνδν  κε ηα      , νη    ηδηνηηκέο ηνπ      πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ     

κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ ζρεδόλ απζαίξεηα. Οη ηδηνηηκέο ηνπ      πνπ ζρεηίδνληαη κε 

θαζέλα εθ ησλ            απνηεινύληαη από ηηο    πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ     θαη από        

ηδηνηηκέο πνπ είλαη αλεμάξηεηεο από ηελ επηινγή ηνπ      . 

Τπάξρνπλ δύν ζύλνια αιγνξίζκσλ γηα ην Θεώξεκα 3.3.2: Αιγόξηζκνη γηα ελαπόζεζε ησλ    

ηδηνηηκώλ ζην    (όπνπ    είλαη ην επηζπκεηό ζύλνιν ησλ    ηδηνηηκώλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ 
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   ) θαη αιγόξηζκνη γηα ηνλ θαζνξηζκό ησλ κε ειέγμηκσλ ηδηνηηκώλ ηνπ      αλ ν     γίλεη 

ζηάζηκνο ζηελ έμνδν  κε ηα      . Ο αιγόξηζκνο πνπ ηθαλνπνηεί ηελ πξώηε απαίηεζε 

παξνπζηάδεηαη ζην Πόξηζκα 1. 

Πόπιζμα 1: Τπνζέηνπκε όηη ην    ηθαλνπνηεί ην Θεώξεκα 3.3.1. Σόηε ην    είλαη ζηάζηκν ζηελ 

έμνδν  κε ηα       θαη θάζε ζηνηρείν ηνπ    είλαη ηδηνηηκή ηνπ      πνιιαπιόηεηαο   αλ ν 

  είλαη ιύζε ησλ   γξακκηθώλ εμηζώζεσλ: 

                        
  

    
          

                      
     

             

 

Ο    
  πξνζδηνξίδεηαη από ηνπο ρώξνπο αλίρλεπζεο ησλ      : 

                                                    
                         

      είλαη ν    
  κε όινπο ηνπο ππνπίλαθεο λα έρνπλ ηεζεί ίζνη κε ην κεδέλ εθηόο από ηνλ  -

νζηό θαη      ην επηζπκεηό ειάρηζην πνιπώλπκν γηα ηνλ     (νη ξίδεο ηνπ      είλαη ηα ζηνηρεία 

ηνπ   ). 

Ο δεύηεξνο αιγόξηζκνο πνπ απαηηείηαη γηα ην ζεώξεκα είλαη γηα ηηο κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ 

     πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ εθαξκνγή ηνπ Πνξίζκαηνο 1. Έζησ       ην ειάρηζην 

πνιπώλπκν ηνπ      αλαθνξηθά κε ηνλ     : 

                                                                                                                   (3.3.1) 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ       πνπ δελ κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ απζαίξεηα θαη πνπ ζρεηίδνληαη κε 

ηνλ       είλαη νη ξίδεο ηνπ       πνπ δελ είλαη επίζεο ξίδεο ηνπ     , δει. είλαη νη ξίδεο ηνπ 

πειίθνπ              . Αλ ην        εθθξαζηεί: 

                                                          
                                               (3.3.2) 

ηόηε νη ζπληειεζηέο          
 είλαη ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλύζκαηνο ζπληεηαγκέλσλ   : 

                                                        

   

 
    

                           

όπνπ    είλαη ε ιύζε ζηελ: 

                                                                                                                        (3.3.3) 
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θαη   είλαη ν πίλαθαο ειεγμηκόηεηαο ηνπ   : 

                                                                                                         (3.3.4) 

 

3.3.2  Πποζθήκη μιαρ ζηάζιμηρ κλάζηρ ζε ένα ανισνεύζιμο ζύνολο 

Αλ θαζέλαο εθ ησλ         κπνξεί λα γίλεη ζηάζηκνο ζηελ έμνδν κε ηα      , δελ έπεηαη θαη’ 

αλάγθε όηη νη         κπνξνύλ λα γίλνπλ αμοιβαία ζηάζιμοι ζηην έξοδο (mutually output 

stationary) κε ηα      . Ζ κειέηε ηεο ακνηβαίαο ζηαζηκόηεηαο ζηελ έμνδν κπνξεί λα γίλεη ζε 

ηξία επίπεδα. Σν απινύζηεξν επίπεδν ζπλνςίζηεθε ζην Πόξηζκα 3 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.3.1. Αλ 

              είλαη ηα κηθξόηεξα ζύλνια δεηθηώλ γηα ηα νπνία: 

                                                               
                                                             (3.3.5) 

ην πόξηζκα βεβαηώλεη όηη νη         κπνξνύλ λα γίλνπλ ακνηβαία ζηάζηκνη ζηελ έμνδν αλ ηα 

ζύλνια δεηθηώλ είλαη όια μέλα: 

                                                                                                                                   (3.3.6) 

Σν δεύηεξν επίπεδν δπζθνιίαο ην ζπλαληάκε αλ ηα ζύλνια δεηθηώλ είλαη                         

ηαπηόζεκα: 

                                                                                                                                        (3.3.7) 

ε απηήλ ηελ πεξίπησζε απνδεηθλύεηαη όηη ν έιεγρνο γηα ακνηβαία ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν κε 

ηα       ρξεηάδεηαη λα εθαξκνζηεί ζε έλαλ κόλν ππόρσξν από ην ζύλνιν        . Αλ 

ππάξρνπλ   ζηνηρεία ζην   , ν      νξίδεη κηα θιάζε    
 
 ρώξσλ αλίρλεπζεο (ζηελ πξαγκαηηθόηεηα 

έλαλ   –δηάζηαην ππόρσξν από ρώξνπο αλίρλεπζεο) νη νπνίνη είλαη πάληα ακνηβαία ζηάζηκνη 

ζηελ έμνδν κε ηα       όηαλ ν     είλαη ζηάζηκνο ζηελ έμνδν κε ηα      . Αλ νη         

κπνξνύλ λα γίλνπλ ακνηβαία ζηάζηκνη ζηελ έμνδν κε ηα       , απνδεηθλύεηαη όηη όινη νη 

        πξέπεη λα είλαη ζηνηρεία ηνπ    
 
,γηα θάζε    . Ζ έμνδνο πνπ ζρεηίδεηαη κε θάζε 

ζηνηρείν ηνπ    
 
 έρεη κηα κνλαδηθή δηεύζπλζε ζηνλ   –δηάζηαην ππόρσξν ηνπ    ν νπνίνο 

παξάγεηαη από ηελ         
.  

Μηα επέθηαζε ηνπ παξαπάλσ είλαη αλ ππάξρεη θάπνην     γηα ην νπνίν  
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                                                            (3.3.8) 

Όζν ην κέγεζνο ηνπ ζπλόινπ δεηθηώλ    απμάλεηαη, ε δηάζηαζε ηεο θιάζεο    
 
 απμάλεηαη. ηε 

γεληθή πεξίπησζε όπνπ ηα       έρνπλ ηνκή αιιά είλαη αλεμάξηεηα, ε θιάζε    
 
 πξέπεη λα 

νξηζηεί ζην ζύλνιν δεηθηώλ: 

      
     

 

Αλ θαλέλα από ηα αηνκηθά ζύλνια δεηθηώλ δελ είλαη ίζν κε ην   , ζα πξέπεη λα νξίζνπκε έλα 

δηάλπζκα ζπκβάληνο     θαη ηνλ ρώξν αλίρλεπζήο ηνπ     πάλσ ζηελ          . 

Σν πξώην επίπεδν είλαη απιή επέθηαζε ησλ επηρεηξεκάησλ ηεο πξνεγνύκελεο ελόηεηαο. 

Χζηόζν, γηα ηα ππόινηπα επίπεδα, ε άιγεβξα πνπ απαηηείηαη είλαη αξθεηά πεξίπινθε θαη ε 

εθαξκνγή ησλ Λεκκάησλ παύεη λα είλαη ηεηξηκκέλε. Γηα ην ιόγν απηό δελ ζα γίλεη πεξεηαίξσ 

αλάιπζε. 

Πάλησο, δηαηζζεηηθά ζα κπνξνύζακε λα πνύκε όηη ζηελ πεξίπησζε πνπ θάπνηα από ηα ζύλνια 

δεηθηώλ έρνπλ ηνκή αιιά δελ είλαη ηαπηόζεκα, ε ζηαζηκόηεηα απηώλ ησλ επηπξόζζεησλ 

δηαλπζκάησλ πνπ ζρεηίδνληαη εμαξηάηαη από ην εάλ ή όρη δύν από ηα ζύλνια θάλνπλ ηελ ίδηα 

ηδηνηηκή κε ειέγμηκε θαη απαηηνύλ δηαθνξεηηθέο ηηκέο γηα απηήλ. 

 

3.3.3  ύνοτη-Αλγόπιθμορ 

Αθόκε θαη αλ κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ        είλαη απνδεθηέο, ηα απνηειέζκαηα πάλσ 

ζηελ ακνηβαία αληρλεπζηκόηεηα επηηξέπνπλ ην πνιύ       αζηνρίεο λα αληρλεπζνύλ από έλα 

κόλν ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ. Ζ ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν επηδηώθεη λα θαζνξίζεη εάλ 

εηδηθέο επηινγέο ηνπ   πνπ απμάλνπλ απηόλ ηνλ αξηζκό κπνξνύλ λα βξεζνύλ ή όρη. Ζ 

ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν ζεσξεί ην πξόβιεκα εύξεζεο θάπνηνπ   γηα ηνλ νπνίν θαζέλα εθ ησλ 

         παξάγεη ζθάικα εμόδνπ ζε κία κόλν δηεύζπλζε, όπνπ    είλαη έλα εθ ησλ       θαη 

ηα       δελ είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν κε ηα       (Σα       είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ 

έμνδν). Σν θόζηνο ηεο ρξήζεο ζηαζηκόηεηαο ζηελ έμνδν γηα λα απμήζνπκε ηνλ αξηζκό ησλ 

αζηνρηώλ πνπ κπνξνύλ λα αληρλεπζνύλ από έλα κόλν ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ είλαη όηη 

νξηζκέλεο ηδηνηηκέο ηνπ        κπνξεί λα πξέπεη λα ηνπνζεηεζνύλ κε πνιιαπιόηεηα 

κεγαιύηεξε από έλα. Σν πιενλέθηεκα απηήο ηεο πξνζέγγηζεο, σζηόζν, είλαη όηη κπνξεί λα 
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απμήζεη ζεκαληηθά ηνλ αξηζκό ησλ αζηνρηώλ πνπ κπνξνύλ λα αληρλεπζνύλ από έλα κόλν 

ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ. 

Δμ νξηζκνύ ηα          δελ είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν. Αθνύ ηα       είλαη δηαρσξίζηκα 

ζηελ έμνδν, απηό ππνλνεί όηη ην     είλαη έλαο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ        . Έζησ όηη 

      είλαη ην κηθξόηεξν ππνζύλνιν ησλ        γηα ην νπνίν ε: 

                                                    
   

                                                                             (3.3.9) 

έρεη ιύζε όπνπ: 

                                                   
         

                                                                     (3.3.10) 

                                                   
         

  

θαη ηα       είλαη έλα ζύλνιν κε κεδεληθώλ ζπληειεζηώλ. Αλ ηα       είλαη ακνηβαία 

αληρλεύζηκα, ην Πόξηζκα 1 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.3.1 εγγπάηαη όηη ην    κπνξεί λα γίλεη ζηάζηκν 

ζηελ έμνδν κε ηα       αλ ππάξρεη ιύζε ζηελ: 

                                                    
                                                                                    (3.3.11) 

όπνπ: 

                                                    
                                                                              (3.3.12) 

θαη όπνπ     αληηζηνηρεί ζηνλ     κε ηνλ ίδην ηξόπν πνπ ν      αληηζηνηρεί ζηνλ     . 

Αλ ππάξρεη ιύζε ζηελ (3.3.11), κία ιύζε ζα είλαη: 

                                                       
  

   
  

  

   
  

                                                              (3.3.13) 

Σν Πόξηζκα 2 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.3.1 παξνπζηάδεη έλα παξόκνην ηεζη γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ 

ηα       δελ είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα. 

Αλ ην    κπνξεί λα γίλεη ζηάζηκν ζηελ έμνδν κε ηα      , ε επόκελε εξώηεζε αθνξά έλαλ 

αιγόξηζκν επηινγήο ηνπ   θαη εάλ νη ηδηνηηκέο ηνπ        κπνξνύλ λα επηιεγνύλ θαη εδώ 

απζαίξεηα ή όρη. Αλ:  

                                                                                                                                     (3.3.14) 
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ην Θεώξεκα 3.3.2 καο βεβαηώλεη όηη έλα ζύλνιν    ηδηνηηκώλ    κπνξεί λα επηιεγεί απζαίξεηα 

θαη όηη κπνξνύκε λα βξνύκε έλαλ   γηα ηνλ νπνίν: 

i) Σν    είλαη ζηάζηκν ζηελ έμνδν κε ηα       γηα ηνλ        θαη 

ii)    από ηηο ηδηνηηκέο ηνπ        πνπ ζρεηίδνληαη κε θαζέλαλ εθ ησλ           είλαη ηα 

ζηνηρεία ηνπ  . 

Ο πεξηνξηζκόο ζηηο επηινγέο ηνπ   είλαη όηη    ηδηνηηκέο ηνπ        ζα πξέπεη λα είλαη ίζεο κε 

θάζε ζηνηρείν ηνπ   . Οη ηδηνηηκέο ηνπ        πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνπο ππόινηπνπο ρώξνπο 

αλίρλεπζεο             εμαθνινπζνύλ λα κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ ειεύζεξα. Αλ       γηα 

θάπνην    , σζηόζν, νη       επηπξόζζεηεο ηδηνηηκέο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ αληίζηνηρν      

είλαη κε ειέγμηκεο. Έλαο αιγόξηζκνο γηα επηινγή ηνπ   ζα παξνπζηαζηεί ζηε ζπλέρεηα. 

Ζ θύξηα δπζθνιία κε ηε ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν είλαη ε πηζαλή εηζαγσγή κε ειέγμηκσλ 

ηδηνηηκώλ ηνπ       . Έλαο αιγόξηζκνο γηα πξνζδηνξηζκό ησλ κε ειέγμηκσλ ηδηνηηκώλ 

παξνπζηάδεηαη παξαθάησ. Αλ νη ηδηνηηκέο είλαη κε απνδεθηέο, δελ κπνξεί λα γίλεη ηίπνηα εθηόο 

από ην λα άξνπκε ηνλ πεξηνξηζκό ζην    γηα ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν.  

Οη εμηζώζεηο (3.3.9) θαη (3.3.11) κπνξνύλ λα εθαξκνζηνύλ ζε θαζέλα εθ ησλ       γηα λα 

θαζνξίζνπκε πνηα κπνξνύλ λα γίλνπλ ζηάζηκα ζηελ έμνδν κε ηα      . Αλ θάπνην    δελ 

κπνξεί, ζα πξέπεη λα αθαηξείηαη από ην ζύλνιν. Δίλαη ηόηε δπλαηόλ λα ζεσξήζνπκε ηελ 

ακνηβαία ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν ησλ ππόινηπσλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπλόινπ. 

Αλόκνηα κε ην πξόβιεκα ηεο ακνηβαίαο αληρλεπζηκόηεηαο, δελ ππάξρεη πεξηνξηζκόο ζηνλ 

αξηζκό ησλ δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο ηα νπνία κπνξνύλ λα γίλνπλ ακνηβαία ζηάζηκα ζηελ έμνδν 

κε ηα      , αιιά ην γεγνλόο όηη θαζέλα από δύν δηαλύζκαηα ζπκβάληνο κπνξεί λα γίλεη 

αηνκηθά ζηάζηκν ζηελ έμνδν κε ηα       δελ ππνλνεί θαη’ αλάγθε όηη κπνξνύλ λα γίλνπλ 

ακνηβαία ζηάζηκα ζηελ έμνδν κε ηα      . Έζησ όηη ηα    θαη    είλαη δύν ζηνηρεία από ηα 

     . Ο απινύζηεξνο έιεγρνο αθνξά ηα ππνζύλνια ησλ         ηα νπνία ρξεηάδνληαη γηα 

λα θαηαζθεπάζνπκε ηα     θαη     όκνηα κε ηελ (3.3.9). Αλ    είλαη ην κηθξόηεξν ζύλνιν 

δεηθηώλ γηα ην νπνίν ην     είλαη γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ          , θαη    είλαη έλα 

αληίζηνηρν ζύλνιν δεηθηώλ γηα ην    ηόηε ην πόξηζκα 3 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.3.1 ιέεη όηη ηα    θαη 

   κπνξνύλ λα γίλνπλ ακνηβαία ζηάζηκα ζηελ έμνδν κε ηα       αλ: 

                                                                                                                                      (3.3.15) 
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Απηή είλαη κία ηθαλή αιιά όρη αλαγθαία ζπλζήθε γηα ακνηβαία ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν. 

Ζ δπζθνιία κε ηελ ακνηβαία ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν είλαη όηη ε άιγεβξα πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα 

βξνύκε έλα ακνηβαία ζηάζηκν ζηελ έμνδν ππνζύλνιν ησλ       κπνξεί λα ζπκπιεξσζεί ζην 

ζρεδηαζηηθό αιγόξηζκν γηα ηνλ   από έλα ζύλνιν κε ειέγμηκσλ θαη κε απνδεθηώλ ηδηνηηκώλ 

ηνπ       . Γελ ππάξρεη θαλέλαο αζθαιήο θαλόλαο γηα απνθπγή απηνύ ηνπ πξνβιήκαηνο, 

αιιά νξηζκέλνη θαλόλεο βνεζνύλ. Με ηε ζεηξά κε ηελ νπνία ζα πξέπεη λα εθαξκόδνληαη: 

i) Αγλόεζε θάζε    γηα ην νπνίν νη δηαζηάζεηο    ησλ ρώξσλ αλίρλεπζεο            δελ 

είλαη πεξίπνπ ίζνη, 

ii) Αγλόεζε θάζε    γηα ην νπνίν ην    είλαη πνιύ κηθξόηεξν από ην ειάρηζην         θαη 

iii) Μελ πξνζπαζήζεηο λα θάλεηο ηα    θαη    ακνηβαία ζηάζηκα ζηελ έμνδν κε ηα       αλ 

νη δηαζηάζεηο ησλ     θαη     δελ είλαη πεξίπνπ ίζεο ή δελ ηζρύεη ε (3.3.15). 

Απηνί νη θαλόλεο δελ ζβήλνπλ ηελ πηζαλόηεηα λα έρνπκε κε απνδεθηέο ηδηνηηκέο γηα ηνλ 

       αιιά ειαρηζηνπνηνύλ ηελ πηζαλόηεηα ειαρηζηνπνηώληαο ηνλ αξηζκό ησλ κε ειέγμηκσλ 

ηδηνηηκώλ πνπ πξνθύπηνπλ από εθαξκνγή ηνπ Θεσξήκαηνο 3.3.2. 

Αθνινύζσο αλαπηύζζνληαη αιγόξηζκνη γηα: 

 λα επηιέμνπκε   έηζη ώζηε ην    λα είλαη ζηάζηκν ζηελ έμνδν  κε ηα      , θαη  

 λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ        αλ ην    γίλεη ζηάζηκν ζηελ 

έμνδν  κε ηα      . 

Σοποθέηηζη ιδιοηιμών: Όπσο θαη πξνεγνύκελα, ππνζέηνπκε όηη ηα       είλαη δηαρσξίζηκα 

ζηελ έμνδν θαη ηα        είλαη ππνςήθηα γηα ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν. 

Απηό πνπ απνκέλεη είλαη λα νξίζνπκε έλαλ αιγόξηζκν ηνπνζέηεζεο ηδηνηηκώλ όηαλ 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν. Όπσο παξαπάλσ, ππνζέηνπκε όηη ην    πξόθεηηαη λα 

γίλεη ζηάζηκν ζηελ έμνδν κε ηα       θαη όηη       είλαη ην κηθξόηεξν ππνζύλνιν ησλ       

γηα ην νπνίν ε: 

                                                    
   

        

έρεη ιύζε όπνπ: 
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Οη ηδηνηηκέο ηνπ        πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνπο              παξακέλνπλ αλεπεξέαζηεο από 

ηελ απαίηεζε ηεο ζηαζηκόηεηαο ζηελ έμνδν. Μπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ όπσο θαη πξνεγνύκελα 

απαηηώληαο ν   λα ηθαλνπνηεί ηηο     εμηζώζεηο: 

                                                                                                                             (3.3.16) 

όπνπ   είλαη νη ηειεπηαίεο     ζηήιεο ηνπ   θαη        είλαη νη ηειεπηαίεο     ζηήιεο ηνπ 

     . 

Ζ επίδξαζε ηεο ζηαζηκόηεηαο ζηελ έμνδν είλαη λα πεξηνξίζεη ηελ ειεπζεξία κε ηελ νπνία νη 

ηδηνηηκέο ηνπ        πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνπο            κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ. Αλ    

είλαη ε δηάζηαζε ηνπ     ,έλα κόλν ζύλνιν    κε    ζηνηρεία θαη έλα αληίζηνηρν πνιπώλπκν 

      κπνξνύλ λα επηιεγνύλ ειεύζεξα. Σν Θεώξεκα 3.3.2 ηόηε απαηηεί ηα ζηνηρεία ηνπ    λα 

απνηεινύλ ηδηνηηκέο ηνπ        πνπ ζρεηίδνληαη κε θαζέλα εθ ησλ           . Ζ θαζαξή 

επίδξαζε είλαη όηη κόλν    κνλαδηθέο ηδηνηηκέο κπνξνύλ λα επηιεγνύλ θαη θαζεκία ζα πξέπεη λα 

ηνπνζεηεζεί κε πνιιαπιόηεηα  . Σν Πόξηζκα 1 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.3.2 παξέρεη έλαλ αιγόξηζκν 

γηα λα επηβεβαηώζεη όηη έλαο απνδεθηόο   επηιέγεηαη. Οη   γξακκηθέο εμηζώζεηο από ην πόξηζκα 

πιένλ ησλ     γξακκηθώλ εμηζώζεσλ πνπ ππάξρνπλ ζηελ (3.3.16) καδί αληηθαζηζηνύλ ηελ 

(3.2.26). Μία ιύζε ζε απηέο ηηο εμηζώζεηο είλαη εγγπεκέλε θαη είλαη κνλαδηθή αλ ην   είλαη ίζν 

κε ην      . ε δηαθνξεηηθή πεξίπησζε, ν αιγόξηζκνο πνπ αλαπηύζζεηαη κεηά ηελ θαλνληθή 

κνξθή κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα βξνύκε κία κνλαδηθή ιύζε. 

Αλ       είλαη νη δηαζηάζεηο ησλ           , ην Θεώξεκα 3.3.2 δειώλεη όηη ην    ηθαλνπνηεί: 

                                                                   

Δλώ ε (3.2.26) επηηξέπεη όιεο νη   
  ηδηνηηκέο ηνπ        πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνπο           λα 

ηνπνζεηεζνύλ, ε παξαπάλσ ζπδήηεζε ππνλνεί όηη ε ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν ηνπ    επηηξέπεη 

κόλν     από ηηο ηδηνηηκέο λα ηνπνζεηεζνύλ. Οη ππόινηπεο   
      ηδηνηηκέο κπαίλνπλ 

απηόκαηα γηα θάζε απνδεθηή επηινγή ηνπ  . Απηέο νη κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο δε ζα πξέπεη λα 

ζπγρένληαη κε εθείλεο ηνπ   νη νπνίεο ζπδεηήζεθαλ λσξίηεξα. Απηέο είλαη ζπλέπεηα ηεο 

επηζπκίαο  λα θάλνπκε ην    ζηάζηκν ζηελ έμνδν κε ηα      . Σν εάλ ή όρη είλαη εθηθηό λα 

ζρεδηάζνπκε έλα ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ γηα λα αληρλεύζνπκε ηηο αζηνρίεο πνπ 

ζρεηίδνληαη κε θαζέλα εθ ησλ        θαζώο επίζεο θαη ηελ αζηνρία πνπ ζρεηίδεηαη κε ην    
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εμαξηάηαη από ην εάλ απηέο νη κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο είλαη απνδεθηέο ή όρη. Έλαο αιγόξηζκνο 

γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ κε ειέγμηκσλ ηδηνηηκώλ παξνπζηάδεηαη ζηε ζπδήηεζε πνπ έπεηαη ηνπ 

Πνξίζκαηνο 1 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.3.2. 

Γελίθεπζε ησλ αιγνξίζκσλ ελαπόζεζεο ηδηνηηκώλ ζηα       αθνινπζεί ηελ ίδηα γξακκή πνπ 

αλαπηύρζεθε αθξηβώο παξαπάλσ. Αλ ηα    θαη    είλαη δύν δηαλύζκαηα ζπκβάληνο πνπ 

ηθαλνπνηνύλ ηελ (3.3.15), ηόηε ην Πόξηζκα 1 ηνπ Θεσξήκαηνο 3.3.2 κπνξεί λα εθαξκνζηεί 

αλεμάξηεηα γηα θαζέλα από απηά. Ζ γεληθή πεξίπησζε δελ αλαπηύρζεθε ηδηαίηεξα. Πάλησο, 

όηαλ ρξεζηκνπνηείηαη κε θαηάιιειε παξαιιαγή ηεο (3.3.16), θαζέλαο από απηνύο ηνπο 

αιγνξίζκνπο νξίδεη έλα ζύλνιν   ζπλεπώλ εμηζώζεσλ ηηο νπνίεο ν   ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηεί. 

 

3.4  Αναγκαίερ και ικανέρ ζςνθήκερ για ένα ανισνεύζιμο ζύνολο 

Λήμμα 3.4.1: Έζησ   ν ππόρσξνο πνπ παξάγεηαη από ηα       θαη ππνζέηνπκε όηη ηα 

      είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν. Αλ ην       είλαη παξαηεξήζηκν θαη ν   επηιεγεί έηζη 

ώζηε ν      λα είλαη αλαιινίσηνο, θαλέλα δηάλπζκα        δελ κπνξεί λα παξάγεη έμνδν γηα ην 

ζύζηεκα          ε νπνία πεξηνξίδεηαη ζην   . 

Σν αθόινπζν ζεώξεκα πεξηνξίδεηαη ζηελ πεξίπησζε όπνπ θακία δπάδα από ηα       δελ είλαη 

ηζνδύλακα ζηελ αλίρλεπζε. Απηή είλαη ε γεληθή πεξίπησζε, αθνύ αλ ηα    θαη    είλαη 

ηζνδύλακα ζηελ αλίρλεπζε, ηόηε           θαη κόλν έλα εθ ησλ   ,    ρξεηάδεηαη λα 

ζπκπεξηιεθζεί ζην ζύλνιν ησλ δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο. 

Θεώπημα 3.4.1: Τπνζέηνπκε όηη θακία δπάδα δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο από ηα       δελ είλαη 

ηζνδύλακα ζηελ αλίρλεπζε. Σα δηαλύζκαηα       κπνξνύλ λα γίλνπλ ακνηβαία αληρλεύζηκα κε 

επαύμεζε ηνπ ρώξνπ θαηάζηαζεο αλ θαη κόλν αλ είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν. 

Απόδειξη: 

Ικανό: Άκεζε ζπλέπεηα ηνπ Θεσξήκαηνο 3.2.4 

Αναγκαίο: Έζησ   ν ππόρσξνο πνπ παξάγεηαη από ηα       θαη ππνζέηνπκε όηη           . 

Δπηιέγνπκε   δηαλύζκαηα από ην ζύλνιν ηα νπνία είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν. Υάξηλ 

επθνιίαο, έζησ όηη απηά είλαη ηα      . Έζησ, επίζεο   
  ν ρώξνο πνπ παξάγεηαη από ηα 
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      θαη έζησ       ν ρώξνο αλίρλεπζεο ηνπ   
 . Απμάλνπκε ην ρώξν θαηάζηαζεο αλ είλαη 

αλαγθαίν έηζη ώζηε ηα       λα ακνηβαία αληρλεύζηκα. 

Γηαθξίλνπκε 2 πεξηπηώζεηο : 

 Έζησ όηη          γηα θάπνην      . Σόηε γηα θάζε   γηα ηνλ νπνίν ηα       

παξάγνπλ ζθάικαηα εμόδνπ θαηά κήθνο κόλν ηεο αληίζηνηρεο δηεύζπλζεο         ην 

ζθάικα εμόδνπ πνπ παξάγεηαη από ηελ    κπνξεί λα πεξηνξηζηεί ζην ρώξν εμόδνπ πνπ 

παξάγεηαη από ηα δηαλύζκαηα ζηελ αθνινπζία                 Δθ 

θαηαζθεπήο,        
 .  Αιιά ην πξνεγνύκελν ιήκκα απαηηεί λα ππάξρεη θάπνηνο 

αθέξαηνο   γηα ηνλ νπνίν               
  θαη θαηά ζπλέπεηα ην    δελ κπνξεί λα 

πεξηνξηζηεί λα παξάγεη ζθάικαηα εμόδνπ ζε κία κόλν δηεύζπλζε. Δπνκέλσο, ηα 

         δελ είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα. 

 Αλ όια ηα    γηα       ηθαλνπνηνύλ         , ηόηε αθνύ θακία δπάδα από ηα       

δελ είλαη ηζνδύλακα ζηελ αλίρλεπζε, γηα θάζε    ζα ππάξρεη θάπνην ειάρηζην ζύλνιν 

δεηθηώλ          κε δύν ή πεξηζζόηεξα ζηνηρεία η.ώ            . Από ην ζεώξεκα, 

ηα ζθάικαηα εμόδνπ πνπ παξάγνληαη από ηα          κπνξνύλ λα πεξηνξηζηνύλ ζηηο 

αληίζηνηρεο δηεπζύλζεηο             κόλν αλ θάπνηεο από ηηο ηδηνηηκέο πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηνπο            έρνπλ πνιιαπιόηεηα ίζε κε ηνλ αξηζκό ησλ ζηνηρείσλ ηνπ 

  . Δπνκέλσο, ν νξηζκόο δελ κπνξεί λα ηθαλνπνηεζεί γηα ηα          γηα θαλέλα 

     .   

 

3.5  Πλήπυρ μεηπήζιμα ζςζηήμαηα 

Σν απινύζηεξν πξόβιεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ αθνξά ζπζηήκαηα όπνπ ην πιήξεο δηάλπζκα 

θαηάζηαζεο κεηξηέηαη. Σα ζπζηήκαηα απηά θαινύληαη πλήπυρ μεηπήζιμα ζςζηήμαηα (fully 

measurable systems) θαη ραξαθηεξίδνληαη από ην γεγνλόο όηη        . Ο πίλαθαο κεηξήζεσλ 

κπνξεί επνκέλσο λα αληηζηξαθεί γηα λα θαζνξίζεη ηελ θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο άκεζα. Σα 

πιήξσο κεηξήζηκα ζπζηήκαηα απνηεινύλ έλα εθθπιηζκέλν παξάδεηγκα ηνπ γεληθνύ 

πξνβιήκαηνο αλίρλεπζεο αζηνρηώλ. 

Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί θάζε δηάλπζκα ζπκβάληνο είλαη ν δηθόο ηνπ ρώξνο αλίρλεπζεο γηα 

πιήξσο κεηξήζηκα ζπζηήκαηα. Δμαηηίαο απηνύ ηνπ γεγνλόηνο, ηα πξνεγνύκελα βαζηθά 

απνηειέζκαηα κπνξνύλ λα κεησζνύλ ζε δύν -κάιινλ απιέο- δειώζεηο. 
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Τπελζπκίδνπκε όηη ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο       νξίδνληαη λα είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν 

αλ ηα         είλαη ακνηβαία αλεμάξηεηα. Γηα πιήξσο κεηξήζηκα ζπζηήκαηα, ε αλεμαξηεζία 

ησλ       ππνλνεί δηαρσξηζηκόηεηα ζηελ έμνδν. Σα πξνεγνύκελα απνηειέζκαηα κπνξνύλ λα 

ζπλνςηζηνύλ γηα πιήξσο κεηξήζηκα ζπζηήκαηα ζε έλα κόλν ζεώξεκα. 

Θεώπημα 3.5.1: Αλ ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο       είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα ηόηε είλαη 

ακνηβαία αληρλεύζηκα γηα θάζε πιήξσο κεηξήζηκν ζύζηεκα        .  

Σν παξαπάλσ ζεώξεκα ιέεη όηη νη αζηνρίεο πνπ αληηπξνζσπεύνληαη από ηα δηαλύζκαηα 

ζπκβάληνο       κπνξνύλ λα αληρλεπζνύλ από έλα κόλν ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ αλ ηα 

δηαλύζκαηα ζπκβάληνο είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα. Ζ αλεμαξηεζία ησλ       είλαη ηθαλή λα 

δηαζθαιίζεη όηη κπνξεί λα επηιεγεί   η.ώ ην ζήκα ζθάικαηνο πνπ ζρεηίδεηαη κε θαζέλα από ηα 

δηαλύζκαηα ζπκβάληνο λα βξίζθεηαη κόλν θαηά κήθνο ηεο αληίζηνηρεο δηεύζπλζεο         

θαη όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ        λα κπνξνύλ λα επηιεγνύλ ειεύζεξα. Ζ δπζθνιία ησλ 

ηδηνηηκώλ πνπ δελ κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ απζαίξεηα δελ πθίζηαηαη γηα πιήξσο κεηξήζηκα 

ζπζηήκαηα. 

Γηα λα νινθιεξώζνπκε ηα απνηειέζκαηα, ζα πξέπεη λα ζεσξήζνπκε ζύλνια δηαλπζκάησλ 

ζπκβάληνο πνπ δελ είλαη ακνηβαία αλεμάξηεηα. Απηό ην πξόβιεκα αληηζηνηρεί ζηε ζηαζηκόηεηα 

ζηελ έμνδν. Γηαλύζκαηα ζπκβάληνο       ηα νπνία είλαη γξακκηθνί ζπλδπαζκνί ησλ       

κπνξνύλ λα πξνζηεζνύλ ζηα      , αιιά ηόηε είλαη αλαγθαίν λα νξίζνπκε θάπνηεο από ηηο 

ηδηνηηκέο ηνπ        λα έρνπλ ίδηα ηηκή. Ζ ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν γηα πιήξσο κεηξήζηκα 

ζπζηήκαηα ζπλνςίδεηαη ζην παξαθάησ ζεώξεκα. 

Θεώπημα 3.5.2: Έζησ όηη ηα       είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα γηα ην πιήξσο κεηξήζηκν 

ζύζηεκα         θαη έζησ       νη ηδηνηηκέο ηνπ         πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα 

      αληίζηνηρα. Τπνζέηνπκε όηη ν   επηιέγεηαη έηζη ώζηε ην ζήκα ζθάικαηνο πνπ ζρεηίδεηαη 

κε θαζέλα από ηα       λα είλαη ζε κία κόλν θαηεύζπλζε γηα ην          θαη έλα 

ππνζύλνιν       ησλ   ηδηνηηκώλ είλαη ίζεο. Κάζε αζηνρία κε έλα δηάλπζκα ζπκβάληνο   ην 

νπνίν είλαη γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ        παξάγεη έμνδν θαηά κήθνο κόλν ηεο δηεύζπλζεο 

   . 

Απηό είλαη κηα αλαδηαηύπσζε κηαο νηθείαο ηδηόηεηαο ηεο άιγεβξαο πηλάθσλ. Ο   επηιέγεηαη έηζη 

ώζηε ηα       λα είλαη ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ     . Δπνκέλσο: 

                                                                                                            (3.5.1) 
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θαη νη αζηνρίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα       παξάγνπλ έμνδν ζε κία δηεύζπλζε. Αλ       

είλαη ίζεο, ηόηε θάζε γξακκηθόο ζπλδπαζκόο    ησλ        απνηειεί θαη απηόο ηδηνδηάλπζκα 

ηνπ      θαη ζπλεπώο ε αζηνρία πνπ ζρεηίδεηαη κε απηόλ πξέπεη λα παξάγεη έμνδν θαηά 

κήθνο κόλν ηεο δηεύζπλζεο    . Αλ όιεο νη   ηδηνηηκέο επηιεγνύλ λα είλαη ίζεο ηόηε θάζε 

δηάλπζκα απνηειεί ηδηνδηάλπζκα ηνπ      θαη θάζε αζηνρία πνπ κπνξεί λα πεξηγξαθεί από 

έλα κόλν δηάλπζκα ζπκβάληνο παξάγεη έμνδν ζε κία κόλν δηεύζπλζε. 

 

3.6  Κανονική μοπθή 

Έλα κνληέιν αλαθνξάο εθθξαζκέλν ζε έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ην νπνίν θάλεη ηελ επηινγή 

ελόο θίιηξνπ αλίρλεπζεο ηεηξηκκέλε νξίδεηαη λα είλαη ζηελ κανονική μοπθή (base normal 

canonical form). H θαλνληθή κνξθή έρεη έλα επηπιένλ πιενλέθηεκα, όηη επηηξέπεη ην κνληέιν 

αλαθνξάο λα είλαη απνζπδεπγκέλν ζε έλα ζύλνιν ππνζπζηεκάησλ κηθξόηεξεο δηάζηαζεο. Οη 

ηδηόηεηεο ηεο κανονικήρ μοπθήρ γηα ληεηεξκηληζηηθά ζπζηήκαηα θαη ν πίλαθαο κεηαζρεκαηηζκνύ 

ζηελ θαλνληθή κνξθή πεξηγξάθνληαη ζε απηήλ ηελ ελόηεηα. 

Έζησ όηη ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο       είλαη δηαρσξίζηκα ζηελ έμνδν. Αλ ν   απνηειεί 

θίιηξν αλίρλεπζεο γηα ηα      , ηόηε νη αζηνρίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα       παξάγνπλ 

ζθάικαηα εμόδνπ ζε κία κόλν δηεύζπλζε γηα ην         , δειαδή νη ρώξνη αλίρλεπζεο 

           είλαη αλαιινίσηνη αλαθνξηθά κε ηνλ     . Αλ   είλαη έλα απζαίξεην δηάλπζκα ζηνλ 

     γηα θάπνην    , ηόηε ε ηδηόηεηα ηνπ αλαιινίσηνπ απαηηεί ην         λα είλαη γξακκηθόο 

ζπλδπαζκόο ησλ δηαλπζκάησλ πνπ παξάγνπλ ηνλ    . Απηό πξνηείλεη όηη αλ έλα ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ γηα ηνλ    επηιεγεί έηζη ώζηε ηα δηαλύζκαηα βάζεο γηα θάζε            λα είλαη 

κνλαδηαία δηαλύζκαηα, ηόηε ν      είλαη ηνπιάρηζηνλ κεξηθώο κπινθ δηαγώληνο. Ζ ηδηόηεηα 

ν πίλαθαο λα είλαη κπινθ δηαγώληνο όηαλ ην κνληέιν αλαθνξάο εθθξάδεηαη ζην θαηάιιειν 

ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ είλαη κηα γεληθή ηδηόηεηα ησλ αλαιινίσησλ ππνρώξσλ. 

Σν θξίζηκν ζεκείν ζηελ παξαπάλσ ζπδήηεζε είλαη όηη έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην νπνίν ν 

     είλαη κεξηθώο κπινθ δηαγώληνο είλαη ζπλάξηεζε κόλν ησλ            . Ο 

κεηαζρεκαηηζκόο ζε απηό ην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί από ηα 

δηαλύζκαηα βάζεο γηα ηνπο            αλεμάξηεηα από ηελ επηινγή ηνπ θίιηξνπ αλίρλεπζεο  . Ζ 

βάζε πνπ νξίζηεθε ζην Λήκκα 3.1.1 είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκε. Αλ    είλαη ν δεκηνπξγόο 

αλίρλεπζεο γηα ηνλ    , ε ελδεηθλύκελε βάζε γηα ηνλ     είλαη ε                  . Όκνηεο 
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βάζεηο ππάξρνπλ γηα ηνπο            . Ζ θαλνληθή κνξθή νξίδεηαη από απηά ηα δηαλύζκαηα 

βάζεο. 

Ο πίλαθαο κεηαζρεκαηηζκνύ από ην δνζέλ ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζηελ θαλνληθή κνξθή 

νξίδεηαη λα είλαη ν    . Αλ     θαη ηα       είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα, ν      
θαζνξίδεηαη 

κνλαδηθά από ηηο βάζεηο γηα ηνπο            πνπ δίλνληαη ζην Λήκκα 3.1.1, αιιηώο έλα 

επηπξόζζεην ζύλνιν δηαλπζκάησλ πξέπεη λα πξνζδηνξηζηεί. Ζ γεληθή δνκή γηα ηνλ     είλαη: 

                                                                     
                             (3.6.1) 

όπνπ ν βαζηθόο πεξηνξηζκόο γηα ηνλ ππνπίλαθα     είλαη όηη πξέπεη λα επηιεγεί έηζη ώζηε ν   λα 

είλαη κε ηδηάδσλ: 

               
                                              

Απηόο ν εηδηθόο     επηιέγεηαη έηζη ώζηε ηα       
 λα απνηεινύλ βάζε γηα ηνλ επηπιένλ 

ππόρσξν     πνπ ζρεηίδεηαη κε ηνπο           θαη ηα ππόινηπα δηαλύζκαηα ζα ηα νξίζνπκε 

παξαθάησ. Όια ηα δηαλύζκαηα ζην δεμί κέινο ηεο (3.6.1) εθηόο από   αλήθνπλ ζην     . 

Απηέο νη   ζηήιεο κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα λα νξίζνπκε έλαλ κεηαζρεκαηηζκό γηα ην 

ρώξν εμόδνπ ζπκβαηό κε ηνλ    : 

  
                             

                     
                  

                                                                                                                                                 (3.6.2) 

Ο κεηαζρεκαηηζκόο ζηελ θαλνληθή κνξθή είλαη έλαο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο— ν     

κεηαζρεκαηίδεη ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο ζηελ  θαλνληθή κνξθή θαη ν   ην κεηαζρεκαηίδεη πίζσ 

ζην αξρηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. Σν κνληέιν αλαθνξάο θαη ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο ζηελ  

θαλνληθή κνξθή ζπκβνιίδνληαη σο: 

                                                     

                                                   

                                                
                                                                                        (3.6.3) 
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Μηα πινπνίεζε ηνπ κνληέινπ αλαθνξάο ζηελ θαλνληθή κνξθή θαίλεηαη ζην ρήκα 3.1. Σα 

κνληέια αλαθνξάο              θαη          ζα ήηαλ ηζνδύλακεο πεξηγξαθέο ηνπ ίδηνπ 

ζπζηήκαηνο αλ ην        ήηαλ ζην αξρηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, αλ δει. ν πίλαθαο 

κεηαζρεκαηηζκνύ ηεο εμόδνπ   
     

δελ εκθαληδόηαλ ζηελ (3.6.3). Σν πιενλέθηεκα ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκέλνπ ρώξνπ εμόδνπ θαηαδεηθλύεηαη αξγόηεξα. Σν κεηνλέθηεκα είλαη όηη ε έμνδνο 

ηνπ ζπζηήκαηνο      ζα πξέπεη λα κεηαζρεκαηίδεηαη πξνηνύ ελζσκαησζεί ζηηο εθηηκήζεηο ηνπ 

κνληέινπ αλαθνξάο.  

 Με ηνπο     θαη   
    λα έρνπλ νξηζηεί, είλαη δπλαηόλ λα μεθηλήζνπκε κία ζπζηεκαηηθή 

αλάπηπμε ηεο δνκήο ησλ   ,    θαη   . Ο πίλαθαο    είλαη ηεο κνξθήο: 

 

                              

 

 
 
 
 
 

    
                

 

    
 
 

    
 

 
 

 
 

   
 
 

   
 

 
 

    
    
    

 
 
 

 
 

    
 

    
    

   
 
 

   
 

   
 

    
  

 
 
 
 
 

                                                    (3.6.4) 

 

Οη ππνπίλαθεο     
  θαη    

     
     

  πεξηγξάθνπλ ηε δπλακηθή ηνπ   πνπ δελ ζρεηίδεηαη κε ηνλ    . 

Ο     
  έρεη δηάζηαζε               θαη νη    

     
     

  έρνπλ αληίζηνηρεο δηαζηάζεηο. Ο 

πίλαθαο   είλαη ν       πίλαθαο πνπ ζρεηίδεηαη κε ηνλ     ζηελ (3.2.18)– απηό κπνξεί λα 

επαιεζεπηεί αλ κεηαηξέςνπκε ηελ (3.2.18) ζηελ θαλνληθή κνξθή. Όκνηα νη          είλαη 

πίλαθεο πνπ έρνπλ κόλν κία κε κεδεληθή γξακκή αληίζηνηρε κηαο γξακκήο ηνπ  , όπσο απηόο 

νξίδεηαη ζηελ (3.2.18):  

                                                         
  

 
                                                                              (3.6.5) 

Οη ππόινηπνη ππνπίλαθεο ηνπ    ζρεηίδνληαη κε ηνπο ρώξνπο αλίρλεπζεο         . Ο ζθνπόο ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ είλαη λα ζέζνπκε απηνύο ηνπο ππνπίλαθεο ζε κηα πξόηππε κνξθή. Οη εθηόο 

δηαγσλίνπ πίλαθεο     
 

 είλαη       πίλαθεο κε κόλν κία κε κεδεληθή ζηήιε: 

       
   

            
      
              

                                                           (3.6.6) 
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Οη δηαγώληνη ππνπίλαθεο είλαη       πίλαθεο ηεο κνξθήο: 

 

                                      
  

 

 
 

        
 

    
 
 
 

  
  

 

 
 
 

 
 

     

 
 

 
 

                                                           (3.6.7) 

 

Ο πίλαθαο εμόδνπ    έρεη απινύζηεξε δνκή από ηνλ   : 

 

                                     

 

 
 

        
        

 
 

 
 

 
 
 

 
 

   
 

 
     

 
 

                                                    (3.6.8) 

 

όπνπ         είλαη κνλαδηαία δηαλύζκαηα ζηνπο   -…  -δηάζηαηνπο ππνρώξνπο: 

          

                   

Με ηα    θαη    λα έρνπλ πξνζδηνξηζηεί πιήξσο, ε πξνζνρή καο κπνξεί λα ζηξαθεί ζηνλ 

αιγόξηζκν επηινγήο ηνπ   . Ο    ζα επηιεγεί σο άζξνηζκα ηξηώλ όξσλ : 

                                                                                                                               (3.6.9) 

όπνπ 

 ν       επηιέγεηαη έηζη ώζηε νη             λα είλαη αλαιινίσηνη αλαθνξηθά κε ηνλ 

         δει. επηιέγεηαη ώζηε λα εμαζθαιίζεη όηη ν    απνηειεί θίιηξν αλίρλεπζεο γηα 

ηνπο           . 

 νη     θαη     ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ ελαπόζεζε ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ        , κε ηέηνην 

ηξόπν όκσο ώζηε λα κελ παξαβηάδεηαη ε ηδηόηεηα ηνπ αλαιινίσηνπ.  

Παξαηεξήζεηο: 

1) Με έλα δνζέλ ζύλνιν επηζπκεηώλ ηδηνηηκώλ ν    είλαη ελ γέλεη κνλαδηθόο, σζηόζν νη 

ζπληζηακέλνη πίλαθεο      ,     θαη      γεληθά δελ είλαη. 

2) Αλ     ηόηε      . 
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Μηα θαιή επηινγή γηα ηνλ      είλαη ε αθόινπζε: 

 

     

 

 
 
 

            
            
 

    
    
    

 
    
    
    

 
 
 

 
 

    
    

 
 
 
 

 
 
 
  

 
 
 

                                     (3.6.10) 

 

όπνπ ηα δηαλύζκαηα       θηι. νξίδνληαη ζηελ (3.6.6). Με απηήλ ηελ επηινγή ηνπ      ν    

       γίλεηαη πεξίπνπ κπινθ δηαγώληνο: 

 

          

 

 
 
 
 

    
          

 

 
 

    
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
  

 

 

    
 

 
 

   
 
 

   
 

   
 

    
  

 
 
 
 

                     (3.6.11) 

 

Σν γεγνλόο όηη ν           είλαη κπινθ δηαγώληνο είλαη ηθαλό λα εγγπεζεί όηη νη           είλαη 

αλαιινίσηνη αλαθνξηθά κε ηνλ          . 

Μηα παξαιιαγή ηνπ αλσηέξνπ επηρεηξήκαηνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα δείμνπκε όηη 

αλαγθαία θαη ηθαλή απαίηεζε γηα λα είλαη νη            αλαιινίσηνη αλαθνξηθά κε ηνλ    

     είλαη ν         λα εκθαλίδεη ηελ ηδηόηεηα λα είλαη κεξηθώο κπινθ δηαγώληνο, όπσο ζηελ 

(3.6.11). Ο πίλαθαο      κπνξεί λα επηιεγεί λα ελαπνζέηεη ηηο ηδηνηηκέο ηνπ         πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηνπο           , ρσξίο λα παξαβηάδεη απηόλ ηνλ πεξηνξηζκό. Ζ γεληθή ιύζε γηα 

ηνλ     είλαη ε αθόινπζε:  

 

    

 

 
 
 
 

        

        

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

   

 
 

 
 
  

 
 
 
 

                                  (3.6.12) 

 

όπνπ ηα   -   -δηάζηαηα δηαλύζκαηα         ηθαλνπνηνύλ ηελ: 
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                                               (3.6.13) 

 

Οη ζπληειεζηέο    
      

  είλαη ηα ζηνηρεία ησλ     
      

  από ηελ (3.6.7). Οη ζπληειεζηέο 

        
 είλαη oη ζπληειεζηέο ησλ επηζπκεηώλ ζρεηηθώλ ειάρηζησλ πνιπσλύκσλ            : 

                         
                                                                          (3.6.14) 

                                              
  

όπνπ         
 είλαη νη επηζπκεηέο ηδηνηηκέο ηνπ        . Με ηε βνήζεηα ηεο (3.6.8) είλαη 

εύθνιν λα εμαθξηβώζνπκε όηη: 

 

                                     

 

 
 
 
 
 

             
 

 
 
 

    
  

 
 
 

   
 
 

   
 

 
 

 
 
  

 

 

    
 
 

   
 
 

   
 

   
 

    
  

 
 
 
 
 

                             (3.6.15) 

 

όπνπ νη δηαγώληνη ππνπίλαθεο είλαη: 

 

                                                    

 

 
 

        

   
 
 
 

 
  

 

 
 
 

 
         

      

 
 

                                     (3.6.16) 

 

Από ηελ (3.6.16), έπεηαη όηη ην γηλόκελν                   δηαηξεί ην ραξαθηεξηζηηθό 

πνιπώλπκν ηνπ                 θαη επνκέλσο θαζεκία εθ ησλ         
 θηι. είλαη ηδηνηηκή 

ηνπ                 ζρεηηδόκελε κε ηνλ θαηάιιειν ρώξν αλίρλεπζεο. 

Αλ    , όπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνύκελα ν πξνζδηνξηζκόο ηνπ    έρεη νινθιεξσζεί. ε 

δηαθνξεηηθή πεξίπησζε, ην ηειεπηαίν βήκα ζηελ επηινγή ηνπ    είλαη λα επηιέμνπκε ηνλ     γηα 

λα ελαπνζέζνπκε ηηο ππόινηπεο      ηδηνηηκέο ηνπ         πνπ κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ.(Οη 
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   ηδηνηηκέο ηνπ         πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ     είλαη κε ειέγμηκεο). Ζ γεληθή ιύζε γηα ηνλ 

     είλαη: 

    

 

 
 
 
 

       

       

 
 
 

 
 
 
 

     

     

      

 
 
 
 

                                                        (3.6.17) 

  

όπνπ ν      είλαη έλαο              ππνπίλαθαο. Ζ ηειηθή έθθξαζε γηα ηνλ         είλαη 

ηόηε: 

        

 

 
 
 
 
 

             
 
 
 

    
  

 

 
 
 

   
 
 

   
 
 

 
 
  

 

 

    
 
 

   
 
 

   
   
     

 
 
 
 
 

                        (3.6.18) 

όπνπ : 

       
                                                                        (3.6.19) 

         
           

Δμαηηίαο ηεο δνκήο ηνπ   , ην κόλν απνηέιεζκα ηνπ     είλαη λα αιιάμεη ηηο ηειεπηαίεο      

ζηήιεο ηνπ        . Δπνκέλσο, ε ηηκή ηνπ επεξεάδεη κόλν ηηο      ηδηνηηκέο ηνπ         πνπ 

δελ ζρεηίδνληαη κε ηνπο                

Ζ ππνινγηζηηθή ρξεζηκόηεηα ηεο θαλνληθήο κνξθή θαλεξώλεηαη από ηελ επθνιία κε ηελ νπνία 

ν    ζηελ (3.6.9) κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί. Ο       κπνξεί λα επηιεγεί κε επνπηεία 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ (3.6.10). Από ηε ζηηγκή πνπ έρεη επηιεγεί έλα ζύλνιν επηζπκεηώλ 

ηδηνηηκώλ          θηι, ην κόλν πνπ απαηηείηαη γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ηνλ     ζηελ (3.6.12) 

είλαη λα ππνινγίζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ πνιπσλύκνπ ζηελ (3.6.14). Αλ ην θίιηξν 

αλίρλεπζεο έρεη ζρεδηαζηεί λα αληρλεύεη   δηαρσξίζηκεο ζηελ έμνδν αζηνρίεο, αλ δει.     

ηόηε ν      είλαη κεδεληθόο. ε δηαθνξεηηθή πεξίπησζε, ν      πξνζδηνξίδεηαη κέζσ αιγνξίζκνπ 
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ηνλ νπνίν ζα πεξηγξάςνπκε παξαθάησ. Οπζηαζηηθά δει. ε θαλνληθή κνξθή επηηξέπεη ν    λα 

επηιεγεί κε απιή επνπηεία. 

Τπάξρεη θαη έλα δεύηεξν ζεκαληηθό πιενλέθηεκα ηεο θαλνληθήο κνξθή. Δμαηηίαο ηνπ όηη ν 

        είλαη κεξηθώο κπινθ δηαγώληνο θαη ησλ αληίζηνηρσλ δηακεξίζεσλ ηνπ   , ην κνληέιν 

αλαθνξάο              κπνξεί λα απνζπδεπρζεί ζε έλα ζύλνιν       ππνζπζηεκάησλ 

δηάζηαζεο               αληίζηνηρα. Με ηα       ,        θαη    δηακεξηζκέλα όκνηα κε ηα  

          θαη    αληίζηνηρα: 

       

 
 
 
 
 
      

 
      

      

       
 
 
 
 

                                                        (3.6.20) 

        

      
 

      

      

                                                         (3.6.21) 

   

 
 
 
 
 
   
 
   
  

   
 
 
 
 

                                                             (3.6.22) 

 

Σόηε ην απνζπδεπγκέλν κνληέιν αλαθνξάο ηθαλνπνηεί ηηο   εμηζώζεηο: 

                                                                                                          (3.6.23) 

                                                

όπνπ ηα         θαη         είλαη ιύζεηο ησλ εμηζώζεσλ: 

                                                                                                               (3.6.24) 

                                                                                                                       (3.6.25) 

                        

Αλ νη αζηνρίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα       είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκεο ηόηε ε (3.6.24) 

εμαθαλίδεηαη. Αλ επηπιένλ     ηόηε εμαθαλίδεηαη θαη ε (3.6.25) θαη κέλεη κόλν ε (3.6.23). Ζ 
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απνζύδεπμε κπνξεί λα νδεγήζεη ζε ζεκαληηθή κείσζε ησλ ππνινγηζηηθώλ απαηηήζεσλ ηνπ 

κνληέινπ αλαθνξάο. 

Σοποθέηηζη ηυν ςπόλοιπυν      ιδιοηιμών ηος     : Τπελζπκίδνπκε όηη, 

 

                                                      
   

  
 

  
        

 
  

           

                                                   (3.6.26)  

 

Δθαξκόδνπκε ηε δηαδηθαζία ηεο νξζνγώληαο κείσζεο ζηνλ   
  όπσο απηή πεξηγξάθεηαη ζην 

Παξάξηεκα Α2. Ξεθηλάκε ηε δηαδηθαζία κε: 

        

όπνπ    είλαη ν κνλαδηαίνο πίλαθαο 

θαη έζησ όηη απηή ηειεηώλεη κε: 

             

Υξεηάζηεθαλ ζπλνιηθά      κεηώζεηο κε ρξήζε ηεο ii)’. Δμαηηίαο ηνπ ηξόπνπ κε ηνλ νπνίν 

θαηαζθεπάζηεθε ν   
 , ππήξραλ κόλν     γξακκέο ηνπ   

  ζηελ (3.6.26) γηα ηηο νπνίεο ε i) 

εγγπάηαη κε κεδεληθό βνεζεηηθό δηάλπζκα. Αο ππνζέζνπκε ράξηλ επθνιίαο όηη απηέο είλαη νη 

ηειεπηαίεο     γξακκέο     
    

  ηνπ   
 . Γηα        , έζησ    ν κεγαιύηεξνο 

αθέξαηνο γηα ηνλ νπνίν όια ηα   
    

             έρνπλ κε κεδεληθά βνεζεηηθά δηαλύζκαηα 

θαη έζησ   
  ηo βνεζεηηθό δηάλπζκα ην νπνίν ζρεηίδεηαη κε ην   

            . Απνδεηθλύεηαη 

όηη ππάξρνπλ      γξακκηθά αλεμάξηεηα δηαλύζκαηα ζηελ αθνινπζία 

    
                   

               
  

θαη όηη απηά ηα δηαλύζκαηα, καδί κε κηα βάζε ηνπ    νξίδνπλ κηα βάζε γηα ην ρώξν θαηάζηαζεο. 

πλεπώο, ν πίλαθαο    πνπ απαηηείηαη ζηελ ελόηεηα 3.6 είλαη 

          
     

                   
               

   

Ζ ελόηεηα 3.2.4 αλαθέξεη όηη νη    ηδηνηηκέο ηνπ        πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ     κπνξνύλ 

λα ηνπνζεηεζνύλ ζρεδόλ απζαίξεηα απαηηώληαο ν   λα είλαη νπνηαδήπνηε ιύζε ηεο: 
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                                                                                                                                (3.6.27) 

όπνπ,   

                               

θαη              είλαη ηα επηζπκεηά ειάρηζηα πνιπώλπκα ηα νπνία ζρεηίδνληαη κε ηνπο  

          . Αλ         ε ιύζε ηεο (3.6.27) δελ είλαη κνλαδηθή. Μνλαδηθή ιύζε ιακβάλνπκε, 

σζηόζν, αλ νη ππόινηπεο      ηδηνηηκέο ηνπ        πξνζδηνξηζηνύλ. Ο πιένλ βνιηθόο 

ηξόπνο γηα λα ην επηηύρνπκε απηό είλαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα δηαλύζκαηα     
    

 . 

Σα      
    

  ζα ηα ρεηξηζηνύκε σο δεκηνπξγνύο αλίρλεπζεο          . Ζ (3.6.27) αθήλεη 

αξθεηή ειεπζεξία ζηελ επηινγή ηνπ   γηα λα γίλνπλ  νη ρώξνη πνπ παξάγνληαη από     
     

              
  θηι. αλαιινίσηνη          . Έζησ   

  νπνηαδήπνηε ιύζε ηεο (3.6.27). 

Αλ     
       

     είλαη ηα επηζπκεηά ειάρηζηα πνιπώλπκα ηα νπνία ζρεηίδνληαη κε απηνύο 

ηνπο ρώξνπο: 

  
             

           
                                  (3.6.28) 

ηόηε κία κνλαδηθή ιύζε γηα ηνλ   ε νπνία αλαζέηεη ζε όιεο ηηο   ηδηνηηκέο ηνπ         ηελ 

επηζπκεηή ηηκή είλαη: 

    
                                                                                  (3.6.29) 

όπνπ ν    είλαη ιύζε ηεο: 

    
     

      
                                                              (3.6.30) 

θαη: 

        
   

      
    

       
   

    
  

                 (3.6.31) 

 

  
      

         
      

       
    

      
     

    (3.6.32) 

Άζρεηα από ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν επηιέγεηαη ν   
 , ε (3.6.29) παξέρεη κνλαδηθή 

αλαπαξάζηαζε γηα ηνλ  . Δπνκέλσο, αλ ρξεζηκνπνηείηαη ε θαλνληθή κνξθή γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηνπ   
  σο: 
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                                                               (3.6.33) 

όπνπ ηα     θαη    είλαη κεηαζρεκαηηζκνί ησλ ιύζεσλ ησλ (3.6.10) θαη (3.6.12), ηόηε νη 

(3.6.29) θαη (3.6.30) κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ πξνθεηκέλνπ λα πξνζδηνξίζνπκε ηνλ    θαη 

λα νινθιεξώζνπκε ηελ επηινγή ηνπ  . 

ρήκα 3.1:  Τινπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο αλίρλεπζεο αζηνρηώλ ζε θαλνληθή κνξθή 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ  4 

ΑΣΟΥΙΔ  Δ  ΑΙΘΗΣΗΡΔ 

 

4.1  Πληποθοπία για αζηοσία ζε αιζθηηήπα ζε πλήπυρ μεηπήζιμο ζύζηημα 

Θα δείμνπκε όηη ην ζθάικα πνπ παξάγεηαη από αζηνρία ζε αηζζεηήξα, ελ γέλεη,  ζα θείηαη ζε 

δηδηάζηαην επίπεδν. 

Έζησ όηη κία αζηνρία ζπκβαίλεη ζηνλ  -νζηό αηζζεηήξα: 

                                                                                                                (2.2.9) 

όπνπ      είλαη έλα κνλαδηαίν  -δηάλπζκα ζηελ  -νζηή δηεύζπλζε ζπληεηαγκέλσλ, θαη      είλαη 

κηα απζαίξεηε βαζκσηή ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ. Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηελ (2.2.1) κε ηελ (2.2.9) 

ζηελ πεξηγξαθή ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ζέζνπκε          (*) (όπνπ   είλαη ν     

κνλαδηαίνο πίλαθαο θαη    είλαη έλαο ζεηηθόο αξηζκόο), ε εμίζσζε ζθάικαηνο γίλεηαη: 

                                                                                                           (4.1.1) 

Ζ ιύζε ηεο (4.1.1) είλαη ε εμήο: 

                                       

  
                                                     (4.1.2) 

θαη ην κόληκν ζθάικα είλαη ην εμήο: 

                                     

  
                                                                               (4.1.3) 

Πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη ην      δελ είλαη νύηε πξνζβάζηκν ζήκα, νύηε κπνξεί λα παξαρζεί από 

πξνζβάζηκα ζήκαηα. Ζ εμίζσζε (2.2.9) δελ κπνξεί λα ιπζεί σο πξνο      επεηδή ην        είλαη 

άγλσζην. Χζηόζν, ην ζθάικα εμόδνπ 

                                     

                                            

  
                                                                 (4.1.4) 
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είλαη πξνζβάζηκν. Σν        θαη ην             

  
         είλαη βαζκσηά, ζπλεπώο απηό ην 

κόληκν ζθάικα πάληα θείηαη ζην επίπεδν πνπ ζρεκαηίδνπλ ζην ρώξν εμόδνπ ηα δύν  -

δηαλύζκαηα,        θαη     . Δλ γέλεη, ην       ζα βξίζθεηαη ζε απηό ην επίπεδν. Οη κόλεο 

πεξηπηώζεηο ζηηο νπνίεο ην       δηαηεξεί ζηαζεξή δηεύζπλζε είλαη νη εμήο: 

1) Αλ                                                                                                                    (4.1.5) 

ή 

2) Αλ ε        ηθαλνπνηεί ηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε 

                                      

  
                                                                                 (4.1.6) 

όπνπ   είλαη κηα απζαίξεηε βαζκσηή ζηαζεξά. 

Σν επίπεδν ζθάικαηνο πνπ νξίδεηαη από ηα        θαη      είλαη ην ίδην γηα όιεο ηηο ηζνδύλακεο 

πεξηγξαθέο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Όηαλ     θαη ν   είλαη ν κνλαδηαίνο πίλαθαο, ε εμίζσζε (*) κπνξεί λα επηιπζεί κνλαδηθά σο 

πξνο   γηα λα ιάβνπκε: 

                                                                                                                                   (4.1.7) 

Σόηε 

                                                                                                                                           (4.1.8) 

θαη 

                                                                                                              (4.1.9) 

όπνπ    είλαη ε  -νζηή ζηήιε ηνπ  . Σόηε ε (4.1.4) κπνξεί λα γξαθεί σο αθνινύζσο: 

                                                      

  
                   

                           

  
                                   

  
                          (4.1.10) 

Σν δηδηάζηαην επίπεδν ζθάικαηνο θαζνξίδεηαη κνλαδηθά από ηα    θαη     .(Αλ ην    ηπραίλεη λα 

είλαη ζπγγξακκηθό κε ην     ηόηε ην επίπεδν ζθάικαηνο εθθπιίδεηαη θαη ην ζθάικα θείηαη ζηε 
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ζηαζεξή δηεύζπλζε ηνπ    ). Έλα ζθάικα ην νπνίν παξακέλεη πεξηνξηζκέλν ζην επίπεδν  πνπ 

ζρεκαηίδνπλ ηα    θαη     είλαη ελδεηθηηθό εκθάληζεο αζηνρίαο ζηνλ  -νζηό αηζζεηήξα. 

Καζέλαο εθ ησλ   αηζζεηήξσλ κπνξεί λα ζρεηηζηεί κε έλα επίπεδν ζθάικαηνο ζην ρώξν 

εμόδνπ. Έλα ζήκα ζθάικαηνο ην νπνίν παξακέλεη ζε έλα απ’ απηά ηα επίπεδα ζθάικαηνο είλαη 

ελδεηθηηθό αζηνρίαο ζηνλ αηζζεηήξα κε ηνλ νπνίν έρεη ζπζρεηηζηεί. Αθνύ ππάξρνπλ   επίπεδα 

ζθάικαηνο ζηνλ  -δηάζηαην ρώξν εμόδνπ, απηά ηα επίπεδα ζα ηέκλνληαη(αλ δελ είλαη όια ηα   

επίπεδα εθθπιηζκέλα). Χζηόζν, αθόκε θαη όηαλ ηα επίπεδα ζθάικαηνο πνπ ζρεηίδνληαη κε δύν 

δηαθνξεηηθνύο αηζζεηήξεο ηέκλνληαη, είλαη θαη εθεί δπλαηόλ λα δηαθνξνπνηήζνπκε κεηαμύ ηεο 

αζηνρίαο ησλ δύν αηζζεηήξσλ, εθηόο από ηηο αθόινπζεο εηδηθέο πεξηπηώζεηο: 

 Σα δύν επίπεδα ζθάικαηνο ζπκπίπηνπλ, ή ζηελ πξαγκαηηθόηεηα, θαη νη  δύν αηζζεηήξεο 

έρνπλ ην ίδην επίπεδν ζθάικαηνο. 

 Σν ζήκα ζθάικαηνο δηαηεξεί ζηαζεξή δηεύζπλζε πνπ ζπκπίπηεη κε ηελ ηνκή ησλ δύν 

επίπεδσλ ζθάικαηνο. Πξνθεηκέλνπ λα ζπκβεί θάηη ηέηνην, ε βαζκσηή ζπλάξηεζε        

πνπ αληηπξνζσπεύεη ηελ αζηνρία ηνπ αηζζεηήξα ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηεί κία εηδηθή 

εμίζσζε ηεο κνξθήο (4.1.6).  

Οη δύν αλσηέξσ εηδηθέο πεξηπηώζεηο αθνξνύλ αζηνρίεο πνπ δελ είλαη δηαθξίζηκεο βάζεη ηεο 

θαηεύζπλζεο κόλν. 

 

4.2  Πληποθοπία για αζηοσία ζε αιζθηηήπα ζε μεπικώρ μεηπήζιμο ζύζηημα 

Οη εμηζώζεηο ζθάικαηνο πνπ αληηζηνηρνύλ ζε αζηνρία ηνπ  -νζηνύ αηζζεηήξα είλαη νη εμήο: 

                                                         δνζέλ                                          (2.2.12) 

                                               

Πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε όηη ε αζηνρία πνπ πεξηγξάθεηαη από ηηο παξαπάλσ εμηζώζεηο ζα 

παξήγαγε πάληα έλα ζθάικα εμόδνπ πεξηνξηζκέλν ζηελ θαηεύζπλζε      αλ ζέηακε ην    ίζν κε 

ην κεδέλ. Απηό ζεκαίλεη όηη ε κέηξεζε       δε ζα ηξνθνδνηνύληαλ ζην θίιηξν θαζόινπ. Αιιά 

ζην ζρεδηαζκό ησλ θίιηξσλ αλίρλεπζεο, όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, ελδηαθεξόκαζηε όρη κόλν κε 

ην λα πεξηνξίζνπκε ηα ζθάικαηα εμόδνπ ζε αλαγλσξίζηκεο πεξηνρέο, είηε επζείεο είηε επίπεδα, 

αιιά επίζεο κε ην λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ       . Σν λα ζέηνπκε ην    ίζν κε ην 

κεδέλ αθαηξεί ηνλ έιεγρν από κηα ηδηνηηκή πνπ ζε δηαθνξεηηθή πεξίπησζε ζα κπνξνύζε λα ηεζεί 
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ειεύζεξα ζηελ πην ρξήζηκε ηηκή. Πάξαπηα, ζε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο, απηό κπνξεί λα απνηειεί 

επηζπκεηή επηινγή. 

Οη αιγόξηζκνη πνπ αλαπηύρζεθαλ πξνεγνύκελα ρξεζηκνπνηνύλ ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο ζηηο 

εμηζώζεηο ζθάικαηνο γηα ηελ επηινγή ηνπ  . Αθνύ ην δηάλπζκα ζπκβάληνο είλαη ζηήιε ηνπ  , 

απηό νδεγεί ζε έλα θπθιηθό επηρείξεκα. Πξνθεηκέλνπ λα βγνύκε από απηή ηε δπζθνιία, είλαη 

απαξαίηεην λα αληηθαηαζηήζνπκε ηελ παξαπάλσ εμίζσζε κε  εμηζώζεηο ζθάικαηνο ζηηο νπνίεο 

ην    δελ εκθαλίδεηαη ξεηά. 

Έζησ   θάπνην δηάλπζκα πνπ ηθαλνπνηεί ηελ: 

                                                                                                                                        (4.2.1) 

θαη αο ζεσξήζνπκε ηηο ζπλέπεηεο ηνπ λα απαηηήζνπκε ν   λα απνηειεί θίιηξν αλίρλεπζεο γηα ην 

 . Όπσο έρεη αλαθεξζεί ν   ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηεί κία εμίζσζε ηεο κνξθήο: 

                                                                                                                                (4.2.2) 

όπνπ    είλαη θάπνην δηάλπζκα ζην ρώξν αλίρλεπζεο ηνπ  . Λόγσ ηεο (4.2.1) ε (4.2.2)  γίλεηαη: 

                                                                                                                                   (4.2.3) 

Δίλαη εκθαλέο όηη ε απαίηεζε ην ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ λα αληρλεύεη ηελ «αζηνρία» πνπ 

ζρεηίδεηαη κε ην   έρεη σο απνηέιεζκα ε  -νζηή ζηήιε ηνπ   λα γίλεηαη ζπγθεθξηκέλε κε 

απνηέιεζκα λα κελ πθίζηαηαη πιένλ θπθιηθό επηρείξεκα. Δίλαη ηόηε δπλαηό λα απαηηήζνπκε νη 

ππόινηπεο ζηήιεο ηνπ   λα αληρλεύνπλ κία δεύηεξε «αζηνρία» ζρεηηδόκελε κε ην         , δει. 

κε ην              . Γηα λα δώζνπκε έκθαζε ζε απηήλ ηελ απαίηεζε, ε (2.2.12) κπνξεί λα 

αληηθαηαζηαζεί από κία εμίζσζε ζθάικαηνο κε δύν δηαλύζκαηα ζπκβάληνο : 

                                                                   (4.2.4) 

            

H παξαπάλσ εμίζσζε ζπζρεηίδεη ην δεπγάξη δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο              κε ηελ 

αζηνρία ζηνλ  -νζηό αηζζεηήξα. 

Γύν ζεκεία αλαθνξηθά κε ηελ (4.2.4) ρξήδνπλ πεξαηηέξσ ζρνιηαζκνύ. Σν πξώην είλαη όηη ε 

ρξήζε δύν δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο γηα ην ραξαθηεξηζκό ηεο αζηνρίαο ζε αηζζεηήξα γεληθά 

ζπλεπάγεηαη όηη ην ζθάικα εμόδνπ πνπ παξάγεηαη από κία αζηνρία ζε αηζζεηήξα δελ κπνξεί λα 
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πεξηνξηζηεί ζε κία κόλν δηεύζπλζε. Αλ ηα    θαη          δελ είλαη ζπγγξακκηθά θαη αλ ην 

         είλαη δηάθνξν ηνπ κεδελόο, ην ζθάικα εμόδνπ κπνξεί λα πεξηνξηζηεί κόλν ζην 

επίπεδν πνπ παξάγεηαη από ηα    θαη         . 

Σν δεύηεξν ζεκείν είλαη όηη ν κόλνο πεξηνξηζκόο γηα ην   είλαη όηη πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηελ 

(4.2.1) θαη ν κόλνο πεξηνξηζκόο γηα ην    είλαη όηη ζα πξέπεη λα αλήθεη ζην ρώξν αλίρλεπζεο ηνπ 

   πρλά, κπνξεί λα επηιεγεί  , ην νπνίν απνηειεί δηάλπζκα ζπκβάληνο γηα αζηνρία ζε 

ελεξγνπνηεηή ή κεηαβνιή ζηε δπλακηθή ηνπ ζπζηήκαηνο. Όηαλ ππάξρεη ηέηνην  , έλα ζύζηεκα 

αλίρλεπζεο αζηνρηώλ ζρεδηαζκέλν γηα ην               κπνξεί λα αληρλεύζεη θαη λα 

απνκνλώζεη θαη ηελ αζηνρία ηνπ ζπζηαηηθνύ κέξνπο πνπ ζρεηίδεηαη κε ην   θαη ηελ αζηνρία ηνπ 

αηζζεηήξα. Ζ αζηνρία ηνπ ζπζηαηηθνύ κέξνπο πνπ ζρεηίδεηαη κε ην   παξάγεη ζθάικα εμόδνπ 

πνπ είλαη θαηά κήθνο κόλν ηεο δηεύζπλζεο   . Ζ αζηνρία ζηνλ αηζζεηήξα παξάγεη ζθάικα 

εμόδνπ ην νπνίν  πεξηνξίδεηαη ζην επίπεδν πνπ παξάγεηαη από ηα    θαη          . 

Ζ ηειεπηαία δπζθνιία κε ηηο αζηνρίεο ζε αηζζεηήξεο αθνξά αηζζεηήξεο νη νπνίνη είλαη 

γξακκηθά εμαξηεκέλνη. Αλ        , ε έμνδνο θάπνησλ αηζζεηήξσλ είλαη γξακκηθόο 

ζπλδπαζκόο ηεο εμόδνπ ησλ ππνινίπσλ. Σν γεγνλόο απηό εηζάγεη θάπνηα αζάθεηα ζηνλ 

θαζνξηζκό ησλ αζηνρηώλ ησλ αηζζεηήξσλ. Γηα παξάδεηγκα, αλ δύν αηζζεηήξεο είλαη ίδηνη, είλαη 

αδύλαην λα πξνζδηνξίζνπκε από ηελ έμνδν ηνπ ζπζηήκαηνο αλίρλεπζεο αζηνρηώλ πνηνο από 

ηνπο δύν έρεη ραιάζεη. Γηα λα ιύζνπκε απηό ην πξόβιεκα απμάλνπκε ηε δηάζηαζε ηνπ κνληέινπ 

θαηάζηαζεο. 

Γιαδικαζία ζσεδίαζηρ: Εεύγε δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο             , όπνπ    αλήθεη ζην ρώξν 

αλίρλεπζεο ηνπ   ζα πξέπεη λα ζπζρεηηζηνύλ κε όιεο ηηο αζηνρίεο αηζζεηήξσλ ή ηξόπνη γηα ηνλ 

κνλαδηθό πξνζδηνξηζκό ησλ θαηάιιεισλ ζηειώλ ηνπ   πξνηνύ ν   πξνζδηνξηζηεί πιήξσο ζα 

πξέπεη λα αλαπηπρζνύλ. 

Τπνζέηνπκε όηη ηα       είλαη έλα ζύλνιν δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο γηα έλα ζύλνιν   αζηνρηώλ 

ηνπ ελδηαθέξνληνο. Τπνζέηνπκε επίζεο όηη πξόθεηηαη λα παξαθνινπζήζνπκε κηα αζηνρία ζηνλ 

 -νζηό αηζζεηήξα. Γηα λα ζέζνπκε ηελ αζηνρία αηζζεηήξα ζηε κνξθή (4.2.4) ζα πξέπεη λα 

βξνύκε έλα   ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηελ (4.2.1). Καηά ζεηξά πξνηίκεζεο, νη δηαδηθαζίεο γηα λα ην 

επηηύρνπκε απηό είλαη:  

i) Αλ θάπνην εθ ησλ       ηθαλνπνηεί:  
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έζησ, 

                   

θαη όξηζε ην ζύλνιν δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο       . Απηό ην ζύλνιν είλαη ην ζύλνιν δηαλπζκάησλ 

ζπκβάληνο αλαγθαίσλ γηα ηελ (4.2.4). 

ii) Αλ        είλαη έλα ππνζύλνιν ησλ       θαη έλαο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ   θαη    

ηθαλνπνηεί ηελ  

             
     

 

ηόηε όξηζε ην ζύλνιν           . Απηή ε επηινγή ζα ζπδεηεζεί πεξαηηέξσ ζηε ζπλέρεηα. 

iii) Βξεο έλα   ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηελ  

          

θαη όξηζε ην ζύλνιν       . 

Ζ επηινγή ii) δηαθέξεη από ηε δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεθε πξνεγνπκέλσο ζην όηη ην    δελ 

ρξεηάδεηαη λα εμαιεηθζεί. Αλ επηιεγεί θίιηξν αλίρλεπζεο ην νπνίν αληρλεύεη ηα       θαη νη 

ηδηνηηκέο ηνπ      πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνπο           ηνπνζεηεζνύλ ρξεζηκνπνηώληαο ηηο 

ελόηεηεο 3.2.4 θαη 3.3.3, ην    πξνζδηνξίδεηαη κνλαδηθά. Αλ απνκέλεη αξθεηή ειεπζεξία ζηελ 

επηινγή ηνπ   ώζηε λα αληρλεύεη ην   , ηόηε ε αζηνρία αηζζεηήξα κπνξεί λα αληρλεπζεί καδί κε 

ηηο αζηνρίεο γηα ηα       θαη παξάγεη έμνδν ζην ρώξν εμόδνπ πνπ νξίδεηαη από ηα      θαη    .    

ηελ i) θαη iii) παξαπάλσ, ην    κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί από ην       όπνπ    είλαη έλα 

απζαίξεην ζηνηρείν ηνπ    . Αλ ην    πεξηέρεηαη ζηνλ    , ην ζθάικα αηζζεηήξα κπνξεί λα 

θείηαη ζε κία κόλν δηεύζπλζε θαη κόλν ην   ρξεηάδεηαη λα ιεθζεί ππόςε. Σα ηξία βήκαηα 

παξνπζηάδνληαη κε ζεηξά απνηειεζκαηηθόηεηαο κε ηελ νπνία ρξεζηκνπνηνύλ ηε ζρεδηαζηηθή 

ειεπζεξία ζηελ επηινγή ηνπ  . Δθόζνλ ε iii) απαηηεί λα νξηζηνύλ δύν λέα δηαλύζκαηα 

ζπκβάληνο είλαη πξνθαλώο ε ιηγόηεξν απνηειεζκαηηθή. Ζ επηινγή ii) είλαη ε πιένλ δύζθνιε λα 

πινπνηεζεί, ε i) ε πην απιή. Ζ επηινγή i) ζα πξέπεη πάληα λα εμεηάδεηαη πξώηε. 

Ξεθηλώληαο από έλα αξρηθό ζύλνιν δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο      , ε εθαξκνγή ησλ i)- iii) 

παξάγεη έλα κεγαιύηεξν ζύλνιν      . Όπσο ππνδείρζεθε, θάπνηα από ηα δηαλύζκαηα 

ζπκβάληνο ζην ζύλνιν ζα πξέπεη λα ηα ιακβάλνπκε ππόςε ζε δεύγε γηα ην ζρεδηαζηηθό 
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αιγόξηζκν. Αλ κηα αζηνρία αηζζεηήξα ραξαθηεξίδεηαη από ην δεύγνο δηαλπζκάησλ ζπκβάληνο 

      , δελ έρεη λόεκα λα ζρεδηάζνπκε έλα θίιηξν αλίρλεπζεο γηα έλα κόλν δηάλπζκα 

ζπκβάληνο ηνπ δεύγνπο. Απηή ε εμάξηεζε ζε δεύγε ζα πξέπεη λα αλαγλσξίδεηαη ζηε 

ζρεδηαζηηθή δηαδηθαζία. 

Σέινο, αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη αλ από ηε δνκή ηνπ κνληέινπ αλαθνξάο θάπνηνο κπνξεί λα 

πξνζδηνξίζεη ηελ δηάζηαζε ηνπ ρώξνπ αλίρλεπζεο ηνπ   , ηόηε κπνξεί λα είλαη δπλαηόλ λα 

γξάςνπκε ηελ (3.1.5’) σο κε γξακκηθή εμίζσζε ε νπνία κπνξεί λα ιπζεί αξηζκεηηθά. Γηα 

παξάδεηγκα, αλ ε δηάζηαζε ηνπ ρώξνπ αλίρλεπζεο ηνπ    κπνξεί λα είλαη κόλν έλα, ηόηε 

      

θαη κε ην    ζηε ζέζε ηνπ  , ε (3.1.5’) γίλεηαη: 

                                                                                                                             (4.2.5) 

Απηή ε κε γξακκηθή εμίζσζε ζα πξέπεη λα ιπζεί ηαπηόρξνλα κε ηηο εμηζώζεηο πνπ πξνθύπηνπλ 

από ηα ππόινηπα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο. Σν πην πηζαλό είλαη όηη γηα ηε ιύζε ζα ρξεηαζηεί έλαο 

αιγόξηζκνο ζε ππνινγηζηή ν νπνίνο ιύλεη ζπζηήκαηα κε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ  5 

ΤΥΔΣΙΗ  ΜΔ  ΔΝΑΛΛΑΚΣΙΚΔ  ΜΔΘΟΓΟΛΟΓΙΔ 

 

5.1  Μέθοδοι διάγνυζηρ ζθαλμάηυν 

Τπάξρνπλ δύν βαζηθέο πξνζεγγίζεηο γηα ην πξόβιεκα ηεο δηάγλσζεο ζθαικάησλ: ε πξνζέγγηζε 

πνπ βαζίδεηαη ζηελ πεξίζζεηα πιηθνύ εμνπιηζκνύ θαη ε πξνζέγγηζε πνπ βαζίδεηαη ζηελ 

αλαιπηηθή πεξίζζεηα [13].  

Οη κέζνδνη παξάιιεινπ πιενλάδνληνο πιηθνύ εμνπιηζκνύ [1], [4], ρξεζηκνπνηνύλ πνιιαπιέο 

ισξίδεο αηζζεηήξσλ, ελεξγνπνηεηώλ, ππνινγηζηώλ θαη ινγηζκηθνύ γηα λα κεηξήζνπλ θαη/ή λα 

ειέγμνπλ κηα ζπγθεθξηκέλε κεηαβιεηή. Σππηθά, έλα ζρήκα ςεθνθνξίαο εθαξκόδεηαη ζην 

ζύζηεκα πιενλάδνληνο πιηθνύ εμνπιηζκνύ γηα λα απνθαζίζνπκε εάλ θαη πόηε έρεη ζπκβεί 

θάπνηα αζηνρία θαη ηελ πηζαλή ηνπνζεζία ηεο κεηαμύ ησλ πιενλαδόλησλ ζπζηαηηθώλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Σν ζρήκα απηό ζηεξίδεηαη ζηελ αλάπηπμε απιήο ινγηθήο θαη νδεγεί ζηνλ 

απνθιεηζκό ηνπ νξγάλνπ πνπ έρεη ππνζηεί αζηνρία. Γηα παξάδεηγκα, εάλ έλα από ηα ηξία 

πιενλάδνληα ζήκαηα δηαθέξεη ζεκαληηθά από ηα άιια δύν, ην ζήκα απηό απνθιείεηαη. Οη 

δηαηάμεηο ςεθνθνξίαο είλαη εύθνια πινπνηήζηκεο θαη ζπλήζσο παξέρνπλ ηαρεία αλίρλεπζε 

κεγάισλ αζηνρηώλ, όκσο είλαη εθαξκόζηκεο κόλν ζε ζπζηήκαηα πνπ θαηέρνπλ κεγάιν βαζκό 

παξάιιεινπ πιενλάδνληνο πιηθνύ εμνπιηζκνύ. Σα θύξηα πξνβιήκαηα πνπ ζπλαληώληαη ζηελ 

πεξίζζεηα πιηθνύ εμνπιηζκνύ είλαη ν επηπιένλ εμνπιηζκόο θαη ην θόζηνο ζπληήξεζεο θαη, 

επηπξόζζεηα, ν επηπιένλ ρώξνο πνπ απαηηείηαη γηα ηελ εγθαηάζηαζε ηνπ εμνπιηζκνύ. 

ηελ πξνζέγγηζε πνπ βαζίδεηαη ζηελ αλαιπηηθή πεξίζζεηα [9], [14], ε καζεκαηηθή ζρέζε 

κεηαμύ δηαθνξεηηθώλ κεηαβιεηώλ κέζα ζην ζύζηεκα, πνπ επηβάιιεηαη από ην αλαιπηηθό 

κνληέιν ηνπ ζπζηήκαηνο (ππό ηε κνξθή ζπλήζσλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ, κνληέισλ βάζεη 

δεδνκέλσλ, θαη κνληέισλ έκπεηξσλ ζπζηεκάησλ), ιεηηνπξγεί σο έλα ζεκείν αλαθνξάο γηα ηε 

δηάγλσζε αζηνρίαο. Πην ζπγθεθξηκέλα, όπνηε νη κεηξήζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο παξαβηάδνπλ απηέο 

ηηο ζρέζεηο, ζπκπεξαίλεηαη ε παξνπζία κίαο αζηνρίαο. Ζ απόθιηζε από ηηο αλαιπηηθέο ζρέζεηο 

κεηά ηελ εκθάληζε αζηνρηώλ αληηθαηνπηξίδεηαη ζε έλα ζύλνιν από ζήκαηα, ηα ππόινηπα. Έηζη, 

ηα ζήκαηα ησλ ππνινίπσλ ζα πξέπεη, ζε ηδαληθέο ζπλζήθεο (δειαδή απνπζία δηαηαξαρώλ θαη 
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ζνξύβνπ), λα είλαη κεδεληθά όηαλ ην ζύζηεκα είλαη πγηέο, ελώ ζα πξέπεη λα απνθιίλνπλ από ην 

κεδέλ όηαλ εκθαλίδνληαη ζθάικαηα.  

ην ζρήκα ηεο αλαιπηηθήο πεξίζζεηαο δελ εηζάγνληαη επηπξόζζεηα ζθάικαηα πιηθνύ 

εμνπιηζκνύ, θαζώο δελ απαηηείηαη επηπιένλ πιηθόο εμνπιηζκόο. Καηά ζπλέπεηα, ε αλαιπηηθή 

πεξίζζεηα είλαη κάιινλ πην αμηόπηζηε από ηελ πεξίζζεηα πιηθνύ εμνπιηζκνύ. 

Ζ δηάγλσζε αζηνρίαο πνπ βαζίδεηαη ζηελ αλαιπηηθή πεξίζζεηα, γεληθά, απνηειείηαη από δύν 

ζηάδηα:  

 ηελ παξαγσγή ππνινίπσλ (residual generation) πνπ απνζθνπεί ζηελ παξαγσγή ελόο 

ζήκαηνο έλδεημεο ζθάικαηνο-ηνπ ππνινίπνπ, θάλνληαο ρξήζε ησλ δηαζέζηκσλ 

κεηξήζεσλ εηζόδνπ-εμόδνπ ηνπ ππό παξαθνινύζεζε ζπζηήκαηνο  θαη  

 ηελ ιήςε απνθάζεσλ (decision-making), όπνπ ηα ππόινηπα εμεηάδνληαη γηα ηελ 

πηζαλόηεηα ζθαικάησλ θαη θαηόπηλ εθαξκόδεηαη έλαο θαλόλαο απνθάζεσλ γηα λα 

θαζνξίζνπκε αλ έρεη ζπκβεί θάπνην ζθάικα. Μηα δηαδηθαζία απνθάζεσλ κπνξεί λα 

απνηειείηαη από έλα απιό  ηεζη θαησθιίνπ ζηηο ζηηγκηαίεο ηηκέο ή ηνπο θηλεηνύο κέζνπο 

ησλ ππνινίπσλ ή κπνξεί λα απνηειείηαη από κεζόδνπο ζεσξίαο ζηαηηζηηθώλ απνθάζεσλ.  

Γεληθά, γηα ηελ παξαγσγή ππνινίπσλ, [20], ρξεζηκνπνηνύληαη ηξεηο βαζηθέο πξνζεγγίζεηο. Ζ 

πξώηε πξνζέγγηζε πεξηιακβάλεη ηηο κεζόδνπο πνπ βαζίδνληαη ζε παξαηεξεηέο (observer-based) 

[17], [18]. Ζ πξνζέγγηζε απηή ζπλίζηαηαη ζηελ εθηίκεζε ησλ εμόδσλ ηνπ ζπζηήκαηνο από ηηο 

κεηξήζεηο (ή από έλα ππνζύλνιν ησλ κεηξήζεσλ) ρξεζηκνπνηώληαο παξαηεξεηή θαηάζηαζεο 

θαη ζηνλ νξηζκό ησλ ππνινίπσλ σο ε δηαθνξά κεηαμύ ησλ πξαγκαηηθώλ κεηξήζεσλ θαη ησλ 

εθηηκήζεσλ ηνπ κνληέινπ. 

Ζ δεύηεξε πξνζέγγηζε είλαη ε ηζνηηκία ρώξνπ (parity space) [21], [37], [40], όπνπ ην ππόινηπν 

παξάγεηαη κε ρξήζε ησλ απνθαινύκελσλ ζπλαξηήζεσλ ηζνηηκίαο πνπ νξίδνληαη ζε έλα ρξνληθό 

παξάζπξν ησλ δεδνκέλσλ εηζόδνπ-εμόδνπ ηνπ ζπζηήκαηνο. Ζ κέζνδνο ηεο ηζνηηκίαο ρώξνπ 

βαζίδεηαη ζε απιέο αιγεβξηθέο πξνβνιέο θαη ζηε γεσκεηξία, θαη ε βαζηθή ηδέα πίζσ από απηή 

ηε κέζνδν είλαη λα παξέρεη έλαλ θαηάιιειν έιεγρν γηα ηελ ηζνηηκία ή ηε ζπλέπεηα δηαθόξσλ 

κεηξήζεσλ ζην ππό παξαθνινύζεζε ζύζηεκα. Παξ’ όια απηά, ζεκεηώλεηαη όηη ε κέζνδνο ηεο 

ηζνηηκίαο ρώξνπ είλαη πεξηζζόηεξν επαίζζεηε ζηνλ ζόξπβν ησλ κεηξήζεσλ θαη ζε δηαηαξαρέο 

ζε ζύγθξηζε κε ηηο κεζόδνπο πνπ βαζίδνληαη ζε παξαηεξεηέο, νη νπνίεο είλαη πεξηζζόηεξν 

ζζελαξέο ιόγσ ηεο δνκήο ηνπ θιεηζηνύ βξόρνπ. 
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Σέινο, ε ηξίηε πξνζέγγηζε είλαη ε εθηίκεζε παξακέηξσλ [23], [24]. Ζ πξνζέγγηζε απηή 

βαζίδεηαη ζηελ ππόζεζε όηη ηα ζθάικαηα αληηθαηνπηξίδνληαη ζηηο θπζηθέο παξακέηξνπο ηνπ 

ζπζηήκαηνο, όπσο ηξηβή, κάδα, ημώδεο, αληίζηαζε, επαγσγή, ρσξεηηθόηεηα, θηι. Ζ βαζηθή ηδέα 

ηεο κεζόδνπ είλαη όηη νη παξάκεηξνη ηεο πξαγκαηηθήο δηεξγαζίαο εθηηκώληαη ζπλερώο on-line 

ρξεζηκνπνηώληαο γλσζηέο κεζόδνπο εθηίκεζεο παξακέηξσλ θαη ηα απνηειέζκαηα ζπγθξίλνληαη 

κε ηηο παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ αλαθνξάο πνπ ιακβάλνληαη ζηελ αξρή ζε ζπλζήθεο ζηηο 

νπνίεο δελ ππάξρνπλ ζθάικαηα. Σα ππόινηπα ζε απηή ηελ πξνζέγγηζε είλαη νπζηαζηηθά ε 

δηαθνξά κεηαμύ ησλ εθηηκήζεσλ ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ησλ αληίζηνηρσλ ηηκώλ 

γηα ηελ νλνκαζηηθή (ρσξίο αζηνρία) πεξίπησζε. 

ύγκπιζη ηυν ηπιών ανυηέπυ πποζεγγίζευν: Απνδεηθλύεηαη όηη ε πξνζέγγηζε ηεο ηζνηηκίαο 

ρώξνπ είλαη ηζνδύλακε κε ηελ πξνζέγγηζε πνπ βαζίδεηαη ζε παξαηεξεηέο ππό ζπγθεθξηκέλεο 

ζπλζήθεο. Τπάξρνπλ δηαθνξέο, σζηόζν δελ ζα γίλεη αλαθνξά ηνπο εδώ δεδνκέλνπ όηη δελ 

απνηεινύλ αληηθείκελν ηεο παξνύζαο εξγαζίαο. Γηα ην ιόγν απηό ζα εζηηάζνπκε ζηηο δηαθνξέο 

κεηαμύ ησλ δύν πξνεγνύκελσλ πξνζεγγίζεσλ θαη ηεο πξνζέγγηζεο εθηίκεζεο παξακέηξσλ [4]:  

Γύο ππώηερ πποζεγγίζειρ: 

 Ζ δηαδηθαζία ζρεδίαζεο είλαη ζπζηεκαηηθή θαη απιή. 

 Δύθνιεο ζηελ πινπνίεζε θαη ν αιγόξηζκνο εθηέιεζεο είλαη απιόο. 

 Δύθνιν λα ρεηξηζηεί θάπνηνο πνιιαπιέο αζηνρίεο αλ ν αξηζκόο κεηξήζεσλ είλαη 

επαξθήο. 

 Ηδηαίηεξα θαηάιιειεο γηα αλίρλεπζε θαη εληνπηζκό αζηνρηώλ ζε ελεξγνπνηεηέο θαη 

αηζζεηήξεο. 

 Γπλαηόλ λα αληρλεύζνπλ θαη λα εληνπίζνπλ ζθάικαηα ζε παξακέηξνπο, αλ θαη 

πεξίπινθν λα επηηεπρζεί. 

Σπίηη πποζέγγιζη: 

 Ζ δηαδηθαζία ζρεδίαζεο είλαη ζπζηεκαηηθή αιιά όρη απιή. 

 Ζ πινπνίεζε είλαη πνιύπινθε, δηόηη απαηηεί πνιινύο ππνινγηζκνύο. 

 Ζ αλίρλεπζε θαη ν εληνπηζκόο πνιιαπιώλ αζηνρηώλ δελ είλαη έλα εύθνιν δήηεκα αλ δελ 

είλαη εγθαηεζηεκέλνη πνιινί αηζζεηήξεο. 

 Ζ αλίρλεπζε θαη ν εληνπηζκόο αζηνρηώλ ζε ελεξγνπνηεηέο θαη αηζζεηήξεο είλαη δπλαηόλ 

λα επηηεπρζεί, σζηόζν είλαη αξθεηά πεξίπινθν. 

 Ζ αλίρλεπζε θαη ν εληνπηζκόο αζηνρηώλ ζε παξακέηξνπο είλαη πνιύ απιέο δηαδηθαζίεο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ  6 

ΔΦΑΡΜΟΓΗ 

 

6.1  Γοπςθοπικά ζςζηήμαηα 

Όπσο ζηηο πεξηζζόηεξεο θαηαζθεπέο, έηζη θαη ζηνπο δνξπθόξνπο ππάξρεη ε πηζαλόηεηα 

εκθάληζεο κε αλακελόκελσλ αλσκαιηώλ θαη αζηνρηώλ ζε εζσηεξηθέο ζπληζηώζεο θαη 

ππνζπζηήκαηα θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ ρξόλνπ δσήο ηνπο. Γεληθά, ε αλάπηπμε ηεο ηερλνινγίαο πνπ 

ζα θάλεη ηνλ δνξπθόξν ηθαλό λα αληρλεύεη, λα εληνπίδεη, λα αλαγλσξίδεη θαη ηειηθά λα 

πξνζαξκόδεηαη απηόκαηα ζε κε αλακελόκελεο αζηνρίεο ζηηο ζπληζηώζεο ηνπ ή ηα 

ππνζπζηήκαηά ηνπ είλαη άθξσο επηζπκεηή. 

Οη δηαδεδνκέλεο κεζνδνινγίεο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ παξαθνινύζεζε ηεο ζπκπεξηθνξάο 

δνξπθόξσλ, νη νπνίνη βξίζθνληαη ζε ηξνρηά γύξσ από ηε Γε, εμαξηώληαη ζε κεγάιν βαζκό από 

ηελ ππνζηήξημε από ην έδαθνο. ηνλ επίγεην ζηαζκό, νη ρεηξηζηέο αμηνινγνύλ θαη αλαιύνπλ κία 

κεγάιε πνζόηεηα δεδνκέλσλ πξνθεηκέλνπ λα πξνζδηνξίζνπλ ηελ ηξέρνπζα θαηάζηαζε ηνπ 

δνξπθόξνπ. Δίλαη θαλεξό όηη ν ηξόπνο απηόο είλαη ρξνλνβόξνο θαη απαηηείηαη πνιιή εξγαζία 

γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ, ελώ εμαξηάηαη από αλζξώπηλα ιάζε. Γηα ηνλ ιόγν απηό, είλαη επηζπκεηή 

ε απηνλνκία ζηελ παξαθνινύζεζε ηεο θαηάζηαζεο ελόο δνξπθόξνπ θαη ζηε δηάγλσζε 

ζθαικάησλ, ώζηε ε ιεηηνπξγία ησλ απνζηνιώλ δνξπθόξσλ λα θαηαζηεί πην απνηειεζκαηηθή θαη 

πην απνδνηηθή. 

Τποζςζηήμαηα δοπςθόπος: Οη δνξπθόξνη είλαη πνιύπινθα κεραληθά ζπζηήκαηα πνπ 

απνηεινύληαη από δηάθνξα ειεθηξηθά, κεραλνινγηθά, ειεθηξνκεραλνινγηθά θαη ζεξκηθά 

ππνζπζηήκαηα θαη ζπληζηώζεο πνπ αιιειεπηδξνύλ θαη ζπλεξγάδνληαη κεηαμύ ηνπο ζπλερώο, γηα 

λα δηαηεξήζνπλ θαη λα εθπιεξώζνπλ ηνπο ζθνπνύο ηεο απνζηνιήο ηνπ δνξπθόξνπ. 

Σα κνλνιηζηθά δηαζηεκηθά ζθάθε δηαηξνύληαη ηππηθά ζε επηά ππνζπζηήκαηα:  

 ζρεηηθά κε ηε δηαρείξηζε ησλ εληνιώλ θαη ησλ δεδνκέλσλ (Command and Data 

Handling, C&DH),  

 ζρεηηθά κε ηνλ πξνζδηνξηζκό θαη ηνλ έιεγρν ηεο ηνπνζέηεζεο ζηνλ ρώξν (Attitude 

Determination and Control, ADCS),  
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 ζρεηηθά κε ηνλ έιεγρν ηξνρηάο (orbital control),  

 ζρεηηθά κε ηνλ έιεγρν πινήγεζεο (navigation control),  

 ζρεηηθά κε ηελ ηειεκεηξία θαη ηελ απόδνζε εληνιώλ από απόζηαζε (Telemetry and 

TeleCommand, T&TC),  

 ζεξκηθά ππνζπζηήκαηα θαη  

 πξνσζεηηθά ππνζπζηήκαηα.   

Σν θάζε ππνζύζηεκα είλαη επηθνξηηζκέλν κε ηελ ηέιεζε ελόο ζπγθεθξηκέλνπ ζπλόινπ 

ιεηηνπξγηώλ. Δπηπιένλ, πνιιά από απηά ηα ππνζπζηήκαηα επηθνηλσλνύλ πάληα κεηαμύ ηνπο, 

πξνθεηκέλνπ λα εμαζθαιηζηεί ε εθηέιεζε ησλ εληνιώλ ηνπ δνξπθόξνπ.  

Δμαηηίαο ηεο πξναλαθεξζείζαο πνιππινθόηεηαο ησλ δνξπθνξηθώλ ζπζηεκάησλ, δηάθνξα 

ζύλνια απαηηήζεσλ θαη ραξαθηεξηζηηθώλ δηαγλσζηηθήο απηνλνκίαο ζε δηαθνξεηηθά επίπεδα 

ηίζεληαη ζπρλά γηα έλαλ δνξπθόξν. Έηζη, γηα ηελ απνηειεζκαηηθή θαη απνδνηηθή αληηκεηώπηζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο απηόλνκεο δηάγλσζεο ζθάικαηνο θαη ηεο αλαπξνζαξκνγήο ελόο 

δνξπθόξνπ, πξαγκαηνπνηείηαη ε αθόινπζε ηεξαξρηθή απνζύλζεζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζε ηξία 

επίπεδα: 

 Δπίπεδν ζπληζησζώλ: πεξηιακβάλεη ηε δηάγλσζε αζηνρηώλ ζε αηζζεηήξεο, 

ελεξγνπνηεηέο θαη εζσηεξηθέο ζπληζηώζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ελόο δνξπθόξνπ. 

 Δπίπεδν ππνζπζηεκάησλ: αθνξά ζηελ αθνινπζία ησλ εληνιώλ θαη ησλ γεγνλόησλ 

κεηαμύ ησλ ππνζπζηεκάησλ ηνπ δνξπθόξνπ θαη ηελ επίδξαζε ησλ αζηνρηώλ ζε απηό ην 

επίπεδν. 

 Δπίπεδν απνζηνιήο: πεξηιακβάλεη όιεο ηηο ελέξγεηεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ αζθάιεηα 

θαη ηνπο ζηόρνπο ηεο απνζηνιήο, νη νπνίεο νδεγνύλ ζε αλαζρεδηαζκό ηεο απνζηνιήο ηνπ 

δνξπθόξνπ –εάλ ρξεηάδεηαη– εμαηηίαο ηεο εκθάληζεο αζηνρηώλ. 

Σο ππόβλημα ηος ελέγσος ηηρ ηοποθέηηζηρ ζηον σώπο: Ο έιεγρνο ηεο ηνπνζέηεζεο ζηνλ ρώξν 

(attitude control) αθνξά ζηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηνπ δνξπθόξνπ σο πξνο έλα επηζπκεηό πιαίζην 

αλαθνξάο. Σν πξόβιεκα απηό κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε ηξία ππνπξνβιήκαηα:  

 Πξνζδηνξηζκόο ηεο ηνπνζέηεζεο ζηνλ ρώξν, πνπ γίλεηαη κε ηε βνήζεηα αηζζεηήξσλ 

ζέζεο,  

 Γηόξζσζε ηεο ηνπνζέηεζεο ζηνλ ρώξν, ε νπνία επηηπγράλεηαη κε ξνπέο πνπ 

εθαξκόδνληαη ζην ζώκα ηνπ δνξπθόξνπ θαη παξάγνληαη από ελεξγνπνηεηέο, όπσο 

πξνσζεηέο,  
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 Έιεγρνο ηεο ηνπνζέηεζεο ζηνλ ρώξν, πνπ βαζίδεηαη ζε ππνινγηζηηθνύο αιγνξίζκνπο πνπ 

θαζνξίδνπλ ην κέγεζνο θαη ηελ θαηεύζπλζε ησλ ξνπώλ πνπ πξέπεη λα εθαξκνζηνύλ ζηνλ 

δνξπθόξν, σο απόθξηζε ζε κία εληνιή ζρεηηθά κε ηελ ηνπνζέηεζε ηνπ δνξπθόξνπ ζηνλ 

ρώξν, ή γηα ηελ αληηζηάζκηζε ησλ δηαηαξαρώλ. 

Ζ εκθάληζε αζηνρίαο ζε έλα ζύζηεκα ειέγρνπ ηεο ηνπνζέηεζεο ηνπ δνξπθόξνπ ζηνλ ρώξν, 

εμαηηίαο δπζιεηηνπξγίαο ζε εζσηεξηθέο ζπληζηώζεο ηνπ ζπζηήκαηνο, ελεξγνπνηεηέο ή 

αηζζεηήξεο, ζα κπνξνύζε λα έρεη σο ζπλέπεηα ηε κεγαιύηεξε θαηαλάισζε ελέξγεηαο, ηελ 

απώιεηα ειέγρνπ θαη ελ ηέιεη ηελ απνηπρία ηεο απνζηνιήο. Οη βιάβεο κπνξνύλ, γεληθά, λα 

νδεγήζνπλ ζε κε αλακελόκελεο κεηαβνιέο ή ζηε ζηαδηαθή γήξαλζε ησλ ζπληζησζώλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο ειέγρνπ ηεο ηνπνζέηεζεο ηνπ δνξπθόξνπ ζηνλ ρώξν, ησλ ελεξγνπνηεηώλ θαη/ή ησλ 

αηζζεηήξσλ.  

 

6.2  Δθαπμογή Μεθοδολογίαρ – Αποηελέζμαηα 

ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα ζεσξνύκε έληεθα αζηνρίεο, θαζεκία από ηηο νπνίεο αληηζηνηρεί ζε 

έλαλ από ηνπο έληεθα αηζζεηήξεο ηνπ ππό εμέηαζε ζπζηήκαηνο. Σν ζεσξνύκελν ζύζηεκα 

πεξηγξάθεηαη από έλα κνληέιν ζην ρώξν θαηάζηαζεο κε ηνπο πίλαθεο          ,          

θαη         . Δπνκέλσο ε δηάζηαζε ηνπ ρώξνπ θαηάζηαζεο είλαη 22. εκεηώλεηαη επίζεο όηη 

ην δεύγνο        είλαη παξαηεξήζηκν. 

ύκθσλα κε ηε ζεσξία, ε αζηνρία ζηνλ  -νζηό αηζζεηήξα ζρεηίδεηαη κε ην δεπγάξη δηαλπζκάησλ 

ζπκβάληνο           . πλεπώο, ηα δηαλύζκαηα ζπκβάληνο γηα ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα είλαη 

ηα δεύγε                    όπνπ    είλαη θάπνην δηάλπζκα πνπ ηθαλνπνηεί ηελ           . 

Αξρηθά, ζεσξνύκε ηα δηαλύζκαηα            ηα νπνία είλαη εθ θαηαζθεπήο δηαρσξίζηκα 

ζηελ έμνδν. πλεπώο, εμεηάδνπκε αλ είλαη ακνηβαία αληρλεύζηκα, αλ δειαδή ππάξρεη πίλαθαο 

αλάδξαζεο   ν νπνίνο λα απνηειεί θίιηξν αλίρλεπζεο γηα όια ηα            θαη ζπγρξόλσο 

λα κπνξνύκε λα ηνπνζεηήζνπκε όιεο ηηο ηδηνηηκέο ηνπ        ζρεδόλ απζαίξεηα. Γηα ην 

ζθνπό απηό ππνινγίδνπκε ηνπο ρώξνπο αλίρλεπζεο     θαη ηηο δηαζηάζεηο ηνπο, όπσο επίζεο θαη 

ηνπο αληίζηνηρνπο δεκηνπξγνύο αλίρλεπζεο   . Πξνθύπηεη ζε θάζε πεξίπησζε όηη            

 . Δπνκέλσο,   
            . Έπεηαη, επνκέλσο, όηη ηα            είλαη ακνηβαία 

αληρλεύζηκα. 
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Καηόπηλ, ζεσξνύκε ηα δηαλύζκαηα             ηα νπνία αιιάδνπκε κε επηηξεπηό ηξόπν γηα 

δηεπθόιπλζή καο. Πην ζπγθεθξηκέλα, αλ ην     έρεη ζπληζηώζα ζηνλ αληίζηνηρν     ηόηε ηε 

κεδελίδνπκε. (εκεηώλεηαη όηη απηή ε ελέξγεηα είλαη επηηξεπηή δεδνκέλνπ όηη ην δεύηεξν 

δηάλπζκα ηνπ δεύγνπο,     , κπνξεί λα είλαη ην        
, κε    

    ). Γεδνκέλνπ όηη δελ 

απνκαθξύλακε θαλέλα    από ην αξρηθό ζύλνιν-θάηη πνπ ζα ζπλέβαηλε αλ ηα    δελ ήηαλ 

ακνηβαία αληρλεύζηκα θαη νη κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο πνπ πξνέθππηαλ δελ ήηαλ επηηξεπηέο-έπεηαη 

όηη θάζε              είλαη γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ         . πλεπώο, ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηαζηκόηεηα ζηελ έμνδν.  

Διέγρνπκε γηα θάζε     αλ κπνξεί λα γίλεη ζηάζηκν ζηελ έμνδν κε ηα       , ρξεζηκνπνηώληαο 

ην Πόξηζκα 1. ηε ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή κπνξνύλ λα γίλνπλ όια. ηε ζπλέρεηα, εθαξκόδνπκε 

ην Πόξηζκα 1 γηα λα ηα θάλνπκε ζηάζηκα ζηελ έμνδν θαη θαηόπηλ ππνινγίδνπκε ηηο κε ειέγμηκεο 

ηδηνηηκέο-αλ ππάξρνπλ-πνπ πξνθύπηνπλ από εθαξκνγή ηνπ πνξίζκαηνο. ην παξάδεηγκά καο ηα 

ζύλνια δεηθηώλ είλαη όια μέλα κεηαμύ ηνπο θαη θαηά ζπλέπεηα δελ ρξεηάδεηαη θάηη πεξηζζόηεξν 

από δηαδνρηθή εθαξκνγή ηνπ Πνξίζκαηνο 1. Πην ζπγθεθξηκέλα, ηα ζύλνια δεηθηώλ γηα όια ηα 

    πιελ ηνπ     έρνπλ κόλν έλα ζηνηρείν. Σα ελ ιόγσ     είλαη δειαδή ηζνδύλακα ζηελ 

αλίρλεπζε κε θάπνηα    θαη επνκέλσο αλ απαηηήζνπκε ν   λα απνηειεί θίιηξν αλίρλεπζεο γηα 

απηά ηα    ηόηε ζα απνηειεί θίιηξν αλίρλεπζεο θαη γηα ηα ηζνδύλακα κε απηά ζηελ αλίρλεπζε 

    (ζην παξάδεηγκά καο όια πιελ ηνπ    ). Δπηιέγνπκε απηόλ ηνλ ηξόπν θαη ρξεζηκνπνηνύκε 

ην Πόξηζκα 1 κόλν γηα ην     ηειηθά. Δπεηδή ε δηάζηαζε ηνπ ρώξνπ αλίρλεπζεο ηνπ     είλαη 1 

πξνθύπηνπλ δύν κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο. Απηέο, κε εθαξκνγή ηεο ζεσξίαο, βξίζθνπκε όηη είλαη νη 

-1.333 θαη -1.111 νη νπνίεο είλαη αξλεηηθέο θαη ζπλεπώο ηηο απνδερόκαζηε.(εκεηώλεηαη όηη ην 

     (ην ηξνπνπνηεκέλν) είλαη κεδέλ θαη επνκέλσο αζηνρία ζηνλ 11
ν
 αηζζεηήξα πξόθεηηαη γηα 

εθθπιηζκέλε πεξίπησζε πνπ ζα παξάγεη ζθάικα εμόδνπ ζε κία κόλν δηεύζπλζε θαη όρη ζε 

επίπεδν). 

Σν επόκελν βήκα είλαη ε ηνπνζέηεζε ησλ ηδηνηηκώλ θαη ε εύξεζε ηνπ πίλαθα  . Σν πιήζνο ησλ 

ηδηνηηκώλ πνπ αληηζηνηρνύλ ζηνλ θάζε ρώξν αλίρλεπζεο    , ζα πξέπεη λα είλαη ίζν κε ηε 

δηάζηαζή ηνπ. ε πεξίπησζε πνπ ηνπνζεηεζεί κία κηγαδηθή ηδηνηηκή, ζα πξέπεη λα ηνπνζεηεζεί 

θαη ε ζπδπγήο ηεο. Αθόκε, όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, αθνύ ρξεζηκνπνηνύκε ζηαζηκόηεηα ζηελ 

έμνδν γηα ην     έπεηαη όηη δύν ηδηνηηκέο ηνπ        ζα πξέπεη λα είλαη ίδηεο. Σέινο, επεηδή 

ην θίιηξν καο αληρλεύεη   ην πιήζνο (11) δηαρσξίζηκεο ζηελ έμνδν αζηνρίεο δελ ππάξρνπλ 

ηδηνηηκέο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ    
 . 
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Όζν δελ ππάξρεη αζηνρία ζην ζύζηεκα, ην ππόινηπν ζα ηείλεη ζην κεδέλ. Αληίζεηα, όηαλ 

ραιάζεη θάπνηνο από ηνπο αηζζεηήξεο, ην δηάλπζκα ηνπ ππνινίπνπ ζα πξέπεη λα θείηαη ζην 

επίπεδν αζηνρίαο πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ αηζζεηήξα πνπ έρεη ππνζηεί βιάβε. Ο εληνπηζκόο ηεο 

αζηνρίαο γίλεηαη ππνινγίδνληαο ηελ απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από θάζε 

επίπεδν αζηνρίαο                   .  Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο απόζηαζεο έγηλε έκκεζε 

ρξήζε ηνπ ηύπνπ ππνινγηζκνύ πξνβνιήο δηαλύζκαηνο ζε επίπεδν. Ο ηειηθόο ηύπνο πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε είλαη ν εμήο:                             
  

             θαη θαηόπηλ 

ππνινγίζηεθε ην κέηξν απηνύ, όπνπ ν πίλαθαο      έρεη σο ζηήιεο ηνπ ηα     θαη     , ηα 

δηαλύζκαηα δει. πνπ παξάγνπλ ην εθάζηνηε επίπεδν. 

ηνπο επόκελνπο πίλαθεο παξνπζηάδνληαη ηα πξνθαζνξηζκέλα επίπεδα αζηνρίαο γηα θάζε 

αηζζεηήξα θαζώο θαη νη δεκηνπξγνί αλίρλεπζεο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

 : 

 

{Cf1, 
CAf1} 

{Cf2, 
CAf2} 

{Cf3, 
CAf3} 

{Cf4, 
CAf4} 

{Cf5, 
CAf5} 

{Cf6, 
CAf6} 

{Cf7, 
CAf7} 

{Cf8, 
CAf8} 

{Cf9, 
CAf9} 

{Cf10, 
CAf10} 

Cf11 

1 -11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 1 -7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 3 1 -14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 5 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 3 1 -9,33 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 9 0 1 1 -9,11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 1 -5 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 -4 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 1 -17 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 1 -9 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 

 

 

Πίλαθαο 6.1.1:  Πξνθαζνξηζκέλα επίπεδα αζηνρίαο γηα θάζε αηζζεηήξα 
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g1 g2 g3 g4 g7 g8 g9 g10 g11 g’4 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

 

Πίλαθαο 6.1.2:  Γεκηνπξγνί αλίρλεπζεο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ  . 

Ζ ζπλάξηεζε        πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ πξνζνκνίσζε απεηθνλίδεηαη ζην παξαθάησ 

ρήκα 6.1: 

 

ρήκα 6.1:  πλάξηεζε        
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Όπσο αλαιύζεθε ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην, εάλ ν πίλαθαο αλάδξαζεο   επηιεγεί έηζη ώζηε ν 

       λα είλαη επζηαζήο, ηόηε κεηά ηε κεηαβαηηθή απόθξηζε θαη απνπζία δηαηαξαρώλ, ην 

ππόινηπν ζηε κόληκε θαηάζηαζε ζα είλαη κε κεδεληθό κόλν ζηελ πεξίπησζε ύπαξμεο θάπνηαο 

αζηνρίαο ζην ζύζηεκα.  

Γηα ηε ζπγθεθξηκέλε πξνζνκνίσζε, ε αζηνρία εηζάγεηαη ζην ζύζηεκα ηε ρξνληθή ζηηγκή 25. 

Άξα, κεηά ηελ εμάιεηςε ησλ κεηαβαηηθώλ θαηλνκέλσλ θαη κέρξη ηε ρξνληθή ζηηγκή 25, ην 

ππόινηπν ζα πξέπεη λα είλαη κεδεληθό.  

Μεηά ηελ είζνδν αζηνρίαο ζην ζύζηεκα, ην ππόινηπν ζα πξέπεη λα απνθιίλεη από ην κεδέλ. ηε 

ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη ελδεηθηηθά ηα απνηειέζκαηα γηα ηνλ 1
ν
 , ηνλ 5

ν
 , 8

ν
 θαη ηνλ 9

ν
 

αηζζεηήξα (ζην Παξάξηεκα B πεξηέρνληαη ηα απνηειέζκαηα γηα ηνπο ππόινηπνπο αηζζεηήξεο). 

Λίγν κεηά από ηε ρξνληθή ζηηγκή 25, όπνπ εκθαλίδεηαη ε αζηνρία, ε ηηκή ηνπ ππνινίπνπ 

παξακέλεη ζηαζεξή θαη δηάθνξε ηνπ κεδελόο, κέρξη θαη ην ηέινο ηεο πξνζνκνίσζεο ζε θάζε 

πεξίπησζε. Γηα θαζέλαλ από ηνπο αηζζεηήξεο 1, 5, 8 θαη 9 παξνπζηάδεηαη αξρηθά ην ππόινηπν, 

αθνινπζεί ην δηάγξακκα ηεο απόζηαζεο ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ην αληίζηνηρν 

πξνθαζνξηζκέλν επίπεδν αζηνρίαο θαη ηέινο ηα δηαγξάκκαηα ησλ απνζηάζεσλ ηνπ ππνινίπνπ 

από ηα ππόινηπα πξνθαζνξηζκέλα επίπεδα αζηνρίαο. 
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ρήκα 6.2:  ήκα ππνινίπνπ παξνπζία αζηνρίαο ζηνλ 1
ν
 αηζζεηήξα 

 

 

 

ρήκα 6.3:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ην επίπεδν αζηνρίαο ηνπ 1
νπ
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ρήκα 6.4:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ηα ππόινηπα πξνθαζνξηζκέλα 

επίπεδα αζηνρίαο. Αζηνρία ζηνλ 1
ν
 αηζζεηήξα 
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ρήκα 6.5:  ήκα ππνινίπνπ παξνπζία αζηνρίαο ζηνλ 5
ν
 αηζζεηήξα 

 

 

ρήκα 6.6:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ην επίπεδν αζηνρίαο ηνπ 5
νπ
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ρήκα 6.7:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ηα ππόινηπα πξνθαζνξηζκέλα 

επίπεδα αζηνρίαο. Αζηνρία ζηνλ 5
ν
 αηζζεηήξα 
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ρήκα 6.8:  ήκα ππνινίπνπ παξνπζία αζηνρίαο ζηνλ 8
ν
 αηζζεηήξα 

 

 

ρήκα 6.9:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ην επίπεδν αζηνρίαο ηνπ 8
νπ
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ρήκα 6.10:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ηα ππόινηπα πξνθαζνξηζκέλα 

επίπεδα αζηνρίαο. Αζηνρία ζηνλ 8
ν
 αηζζεηήξα 
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ρήκα 6.11:  ήκα ππνινίπνπ παξνπζία αζηνρίαο ζηνλ 9
ν
 αηζζεηήξα 

 

 

ρήκα 6.12:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ην επίπεδν αζηνρίαο ηνπ 9
νπ
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ρήκα 6.13:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ηα ππόινηπα πξνθαζνξηζκέλα 

επίπεδα αζηνρίαο. Αζηνρία ζηνλ 9
ν
 αηζζεηήξα 
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ηνλ αθόινπζν πίλαθα παξνπζηάδνληαη ζπγθεληξσηηθά νη απνζηάζεηο ηνπ ππνινίπνπ από όια ηα 

πξνθαζνξηζκέλα επίπεδα αζηνρίαο, γηα όιεο ηηο πηζαλέο πεξηπηώζεηο αζηνρίαο. Όπσο θαίλεηαη 

από ηνλ παξαθάησ πίλαθα, ην ππόινηπν πνπ παξάγεηαη από αζηνρία ζηνλ 11
ν
 αηζζεηήξα έρεη 

ζρεδόλ κεδεληθή απόζηαζε θαη από ην πξνθαζνξηζκέλν επίπεδν αζηνρίαο ηνπ 10
ν
 αηζζεηήξα 

δεδνκέλνπ όηη ηδαληθά αλήθεη θαη ζε απηό. Χζηόζν, αλ δνύκε ππόινηπν θαηά κήθνο ηνπ       ην 

πην πηζαλό είλαη λα νθείιεηαη ζε αζηνρία ζηνλ 11
ν
 αηζζεηήξα παξά ζηνλ 10

ν
. 

 

 d1(m) d2(m) d3(m) d4(m) d5(m) d6(m) d7(m) d8(m) d9(m) d10(m) d11(m) 

Αστοχία 
στον 1ο 
αισθητήρα 

2,47*10-16
 3,333 3,341 3,341 3,341 3,341 3,341 3,341 3,341 3,341 3,341 

Αστοχία 
στον 2ο 
αισθητήρα 

0,4444 2,50*10
-16 1,333 1,405 1,405 1,405 1,405 1,405 1,405 1,405 1,405 

Αστοχία 
στον 3ο 
αισθητήρα 

5,407 0,8889 4,86*10
-15 5,333 5,407 5,407 5,407 5,407 5,407 5,407 5,407 

Αστοχία 
στον 4ο 
αισθητήρα 

4,749 4,749 4,743 4,97*10
-16 0,2222 1,516 4,749 4,749 4,749 4,749 4,749 

Αστοχία 
στον 5ο 
αισθητήρα 

4,222 4,222 4,222 4,222 4,76*10
-14 4,222 4,222 4,222 4,222 4,222 4,222 

Αστοχία 
στον 6ο 
αισθητήρα 

4,006 4,006 4,006 1,284 0,2222 1,58*10
-16 4 4,006 4,006 4,006 4,006 

Αστοχία 
στον 7ο 
αισθητήρα 

1,024 1,024 1,024 1,024 1,024 0,7778 6,86*10
-16 1,024 1,024 1,024 1,024 

Αστοχία 
στον 8ο 
αισθητήρα 

0,7115 0,7115 0,7115 0,7115 0,7115 0,7115 0,5556 1,91*10
-17 0,444 0,7115 0,7115 

Αστοχία 
στον 9ο 
αισθητήρα 

8,012 8,012 8,012 8,012 8,012 8,012 8,012 0,4444 3,68*10
-15 8 8 

Αστοχία 
στον 10ο 
αισθητήρα 

2,247 2,247 2,247 2,247 2,247 2,247 2,247 2,247 0,3333 3,70*10
-16 2,222 

Αστοχία 
στον 11ο 
αισθητήρα 

0,5556 0,5556 0,5556 0,5556 0,5556 0,5556 0,5556 0,5556 0,5556 6,17*10
-16 0 

 

Πίλαθαο 6.1.3: Απνζηάζεηο ππνινίπνπ από πξνθαζνξηζκέλα επίπεδα αζηνρίαο, γηα θάζε αζηνρία 

 

6.3  Κπιηική Ανάλςζη Αποηελεζμάηυν 

Γηα ηελ αλίρλεπζε θαη ηνλ εληνπηζκό αζηνρηώλ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ παξνύζα εξγαζία ε 

κέζνδνο ησλ θίιηξσλ αλίρλεπζεο αζηνρηώλ. Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ από ηηο 

πξνζνκνηώζεηο ήηαλ αξθεηά αθξηβή θαη νδήγεζαλ ζηελ αλίρλεπζε θαη ην ζσζηό εληνπηζκό ηεο 
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εθάζηνηε αζηνρίαο. Δπίζεο, επαιεζεύηεθε ην βαζηθό πιενλέθηεκα ησλ θίιηξσλ αλίρλεπζεο 

αζηνρηώλ, όηη δειαδή ε αλίρλεπζε θαη ν εληνπηζκόο αζηνρηώλ είλαη αλεμάξηεηεο ηνπ ηξόπνπ κε 

ηνλ νπνίν έλα ζηνηρείν πθίζηαηαη βιάβε, δεδνκέλνπ όηη ην ππόινηπν θηλνύληαλ πάληα ζην 

ζσζηό επίπεδν αλεμάξηεηα από ηε βιάβε ηελ νπνία εκθάληδε ν εθάζηνηε αηζζεηήξαο. Παξ’ όια 

απηά, θαηά ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ παξαηεξήζεθε όηη ε αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ 

εμαξηάηαη από ην πιήζνο ησλ αζηνρηώλ πνπ εκθαλίδνληαη ηαπηόρξνλα. Δπίζεο, εμ’ νξηζκνύ, ηα 

θίιηξα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ είλαη ζρεδηαζκέλα λα ιεηηνπξγνύλ θάησ από ηδαληθέο ζπλζήθεο 

(απνπζία δηαηαξαρώλ θαη ζνξύβνπ). ηελ πεξίπησζε κε ηδαληθώλ ζπλζεθώλ ε απόδνζε ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ ζπζηήκαηνο αλίρλεπζεο αζηνρηώλ κεηώλεηαη αξθεηά εάλ δελ ιάβνπλ ρώξα νη 

θαηάιιειεο πξνζαξκνγέο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ  7 

ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

 

Σα απνηειέζκαηα ησλ πξνζνκνηώζεσλ επαιήζεπζαλ ηα θύξηα ζηνηρεία ηεο ζεσξίαο θαη έδεημαλ 

όηη έλα ζύζηεκα αλίρλεπζεο αζηνρηώλ βαζηζκέλν ζηε ζεσξία απνδίδεη ηθαλνπνηεηηθά θαη κπνξεί 

λα παξέρεη αμηόπηζηε αλίρλεπζε αζηνρηώλ, αλεμάξηεηα από ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν ηα κέξε ηνπ 

ζπζηήκαηνο πθίζηαληαη βιάβε, δειαδή επηηπγράλνληαη πςειά επίπεδα αμηνπηζηίαο κε ιηγόηεξν 

πιενλάδνληα εμνπιηζκό. Γηα λα εληνπίζνπκε πνηα ζπληζηώζα ηνπ ζπζηήκαηνο δπζιεηηνπξγεί, 

δελ ρξεηάδεηαη λα ππάξρεη ηξεηο θνξέο θάζε ζπληζηώζα επαίζζεηε ζε αζηνρία, θάηη πνπ ζα ήηαλ 

αλαγθαίν αλ ρξεζηκνπνηνύληαλ κέζνδνο βαζηζκέλε ζε πεξίζζεηα πιηθνύ εμνπιηζκνύ. 

Ζ παξνύζα εξγαζία πεξηνξίζηεθε ζηελ αλίρλεπζε θαη ηνλ εληνπηζκό κίαο αζηνρίαο, ρσξίο λα 

ιεθζεί ππόςε ε παξνπζία ζνξύβνπ θαη δηαηαξαρώλ. Δπίζεο, δελ πξαγκαηνπνηήζεθε ε 

αλαγλώξηζε ηνπ κεγέζνπο θαη ηεο θύζεο ηεο αζηνρίαο. Γεληθά, ε αλαγλώξηζε κίαο αζηνρίαο  

είλαη πνιύ ζεκαληηθή γηα ηηο κεζόδνπο πνπ βαζίδνληαη ζηελ αλαιπηηθή πεξίζζεηα, θαζώο 

θαζνξίδεη εάλ ην ζύζηεκα είλαη ηθαλό λα εμαθνινπζεί λα ιεηηνπξγεί ηθαλνπνηεηηθά.  

Αθόκε, απνδείρζεθε όηη γηα κηα ζπγθεθξηκέλε επηινγή ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ θίιηξνπ, ην πξόβιεκα 

κπνξεί λα ιπζεί, σζηόζν δελ πξνζδηνξίζηεθε κηα βέιηηζηε επηινγή ηδηνηηκώλ ζε ζρέζε κε ηε 

δηαθνξνπνίεζε κεηαμύ ησλ εμόδσλ ηνπ πγηνύο θαη ηνπ ππό βιάβε ζπζηήκαηνο θαη αλαθνξηθά κε 

ηε ρξνληθή θαζπζηέξεζε πξνηνύ αληρλεπζεί κηα αζηνρία. Απηό ζα κπνξνύζε λα απνηειεί 

αληηθείκελν πεξαηηέξσ κειέηεο. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ  Α 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΟ  ΤΜΠΛΗΡΧΜΑ 

 

Α1  Γενικέρ Ιδιόηηηερ διανςζμαηικών σώπυν 

Έλαο ππόρσξνο   ηνπ    ζπκβνιίδεηαη κε     . Ζ διάζηαζη ηνπ   ζπκβνιίδεηαη κε     . 

Σν οπθογώνιο ζςμπλήπυμα ελόο ππνρώξνπ      είλαη έλαο ππόρσξνο    πνπ απνηειείηαη 

από όια ηα δηαλύζκαηα ηα νπνία είλαη θάζεηα ζε θάζε δηάλπζκα ηνπ  : 

                     

Γηα θάζε     πίλαθα  , ππάξρεη έλαο κνλαδηθόο γξακκηθόο ηειεζηήο πνπ νξίδεηαη ζηνλ    θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε  . Αλ     , ε εικόνα ηνπ   κέζσ ηνπ   είλαη ν κηθξόηεξνο ππόρσξνο 

      ηέηνηνο ώζηε γηα θάζε     ππάξρεη θάπνην       ην νπνίν ηθαλνπνηεί: 

      

Ζ εικόνα ηνπ   κέζσ ηνπ   ζπκβνιίδεηαη ζπρλά σο    θαη ε ζρέζε ηνπ    κε ηνλ   

ζπκβνιίδεηαη σο: 

      

Ο κεδελνρώξνο ηνπ ηειεζηή   ζπκβνιίδεηαη κε      θαη νξίδεηαη σο ν κεγαιύηεξνο ππόρσξνο 

ηνπ    ηνπ νπνίνπ ε εηθόλα κέζσ ηνπ   είλαη ν κεδεληθόο ρώξνο  . 

Έλαο ππόρσξνο      νξίδεηαη λα είλαη αλαιινίσηνο αλαθνξηθά κε ηνλ   αλ ε εηθόλα ηνπ 

ηθαλνπνηεί     . Με άιια ιόγηα, έλαο ππόρσξνο είλαη αλαιινίσηνο αλαθνξηθά κε ηνλ   αλ 

πεξηέρεη ηελ εηθόλα ηνπ κέζσ ηνπ  . 

Κάζε αλαιινίσηνο ππόρσξνο ζπλδέεηαη κε έλα ειάρηζην πνιπώλπκν     . Οη ξίδεο ηνπ 

πνιπσλύκνπ είλαη νη ηδηνηηκέο ηνπ   πνπ ζρεηίδνληαη κε απηόλ ηνλ ππόρσξν. 

Σα δηαλύζκαηα        νξίδνπκε λα είλαη καζεκαηηθά αλάινγα            αλ ε δηαθνξά 

ηνπο είλαη ζηνηρείν ηνπ  , αλ δειαδή      . πκβνιηθά, ε καζεκαηηθή αλαινγία 

πξνζδηνξίδεηαη σο: 
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H καζεκαηηθή αλαινγία απνηειεί γελίθεπζε ηεο ηζόηεηαο. Σν         επηρείξεκα κπνξεί λα 

εξκελεπζεί σο επέθηαζε ηνπ κεδεληθνύ ρώξνπ   ώζηε λα ζπκπεξηιάβεη ηνλ  . 

εκεηώλεηαη όηη ε νπζηαζηηθή δηαθνξά κεηαμύ ελόο πίλαθα θαη ελόο γξακκηθνύ ηειεζηή είλαη όηη 

ν γξακκηθόο ηειεζηήο νξίδεηαη ρσξίο λα πξνζαξηήζνπκε κηα βάζε γηα ην δηαλπζκαηηθό ρώξν. 

Γηα θάζε ηδηόηεηα γξακκηθώλ ηειεζηώλ ππάξρεη κηα ηζνδύλακε ηδηόηεηα γηα πίλαθεο. 

Αλ ν   έρεη κία βάζε      , έζησ   ν πίλαθαο ηνπ νπνίνπ νη ζηήιεο είλαη ηα δηαλύζκαηα 

      εθθξαζκέλα ζην θαηάιιειν ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. Από ζύκβαζε, ν   ζπκβνιίδεηαη: 

            

Ο ρώξνο ζηειώλ ηνπ   είλαη ην ηζνδύλακν ζε όξνπο πίλαθα ηνπ ππνρώξνπ  . 

Με ηνλ   νξηζκέλν σο: 

  

 
 
 
 
 

 
  
   

 
      

 
 
 
 

 

ην ζύζηεκα         είλαη πιήξσο παξαηεξήζηκν αλ θαη κόλν αλ ν   είλαη ηάμεο  . 

Οπιζμόρ: Έλαο ππόρσξνο   είλαη παξαηεξήζηκνο γηα ην         αλ: 

         

Α2  Γιαδικαζία οπθογώνιαρ μείυζηρ 

Θεσξνύκε έλαλ      πίλαθα: 

   

  
 

 
 
  
 
  

όπνπ ηα              είλαη απζαίξεηα  -δηαλύζκαηα. Ζ δηαδηθαζία νξζνγώληαο κείσζεο είλαη 

κηα επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία ε νπνία παξάγεη έλαλ ζπκκεηξηθό, ζεηηθά εκηνξηζκέλν πίλαθα 

      ν ρώξνο ζηειώλ ηνπ νπνίνπ ζπκπίπηεη κε ην     . ηελ  - νζηή επαλάιεςε ε  - νζηή 

γξακκή ηνπ   εμεηάδεηαη γηα λα θαζνξίζνπκε εάλ είλαη νξζνγώληα ζην ρώξν ζηειώλ ελόο 
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ζπκκεηξηθνύ πίλαθα. Αλ δελ είλαη, ν ρώξνο ζηειώλ  ηνπ πίλαθα κεηώλεηαη ώζηε λα 

εμαζθαιίδεηαη νξζνγσληόηεηα. Ο αιγόξηζκνο μεθηλά κε έλαλ αξρηθό πίλαθα      ν νπνίνο είλαη 

ζπκκεηξηθόο θαη ζεηηθά νξηζκέλνο. Ζ απνκάθξπλζε γίλεηαη κε ηέηνην ηξόπν ώζηε νη           

     λα παξακέλνπλ ζπκκεηξηθνί θαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνη. Μεηά ην πέξαο ηεο δηαδηθαζίαο, ν 

ρώξνο ζηειώλ ηνπ       είλαη ην νξζνγώλην ζπκπιήξσκα ηνπ ρώξνπ γξακκώλ ηνπ  , δειαδή 

είλαη ην     . Ο αιγόξηζκνο μεθηλά κε νπνηνλδήπνηε ζπκκεηξηθό, ζεηηθά νξηζκέλν πίλαθα      . 

Ζ επαλάιεςε είλαη κηα δηαδηθαζία δύν βεκάησλ ζηα πιαίζηα ηνπ βνεζεηηθνύ δηαλύζκαηνο   :  

i)           

   είλαη ην εζσηεξηθό γηλόκελν ηνπ    κε ηνλ ρώξν γξακκώλ ηνπ     -- ην νπνίν είλαη επίζεο ν 

ρώξνο ζηειώλ ηνπ      , αθνύ ν      είλαη ζπκκεηξηθόο. Αλ ην    είλαη κεδεληθό, ην    είλαη 

νξζνγώλην ζην ρώξν ζηειώλ ηνπ      θαη θακία ηξνπνπνίεζε ηνπ      δελ απαηηείηαη: 

ii)             

Aλ ην    δελ είλαη κεδεληθό, ην           κεγαιώλεη πξνθεηκέλνπ λα ζπκπεξηιάβεη ην   : 

      ii)’              
    

 

  
   

  

Μεηά από    επαλαιήςεηο ην πνιύ, ν ρώξνο γξακκώλ ηνπ   είλαη ην          θαη ν ρώξνο 

ζηειώλ ηνπ       είλαη ην     . 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ  Β 

ΤΜΠΛΗΡΧΜΑΣΙΚΑ  ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ 

 

Παξαζέηνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ αθνξνύλ ηνπο αηζζεηήξεο 2, 3, 4, 6, 7, 10 θαη 11 ηνπ 

δνξπθόξνπ. 

 

ρήκα ΠΒ.1:  ήκα ππνινίπνπ παξνπζία αζηνρίαο ζηνλ 2
ν
 αηζζεηήξα 

 

ρήκα ΠΒ.2:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ην επίπεδν αζηνρίαο ηνπ 2
νπ

 

αηζζεηήξα 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

0.5

1

1.5

Time  (sec)

|r
(t

)|

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10

-3

Time  (sec)

d
2
  

(m
)



121 

 

 

 

 

 

 

ρήκα ΠΒ.3:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ηα ππόινηπα πξνθαζνξηζκέλα 

επίπεδα αζηνρίαο. Αζηνρία ζηνλ 2
ν
 αηζζεηήξα 
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ρήκα ΠΒ.4:  ήκα ππνινίπνπ παξνπζία αζηνρίαο ζηνλ 3
ν
 αηζζεηήξα 

 

 

ρήκα ΠΒ.5:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ην επίπεδν αζηνρίαο ηνπ 3
νπ
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ρήκα ΠΒ.6:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ηα ππόινηπα πξνθαζνξηζκέλα 

επίπεδα αζηνρίαο. Αζηνρία ζηνλ 3
ν
 αηζζεηήξα 
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ρήκα ΠΒ.7:  ήκα ππνινίπνπ παξνπζία αζηνρίαο ζηνλ 4
ν
 αηζζεηήξα 

 

 

ρήκα ΠΒ.8:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ην επίπεδν αζηνρίαο ηνπ 4
νπ
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ρήκα ΠΒ.9:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ηα ππόινηπα πξνθαζνξηζκέλα 

επίπεδα αζηνρίαο. Αζηνρία ζηνλ 4
ν
 αηζζεηήξα 
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ρήκα ΠΒ.10:  ήκα ππνινίπνπ παξνπζία αζηνρίαο ζηνλ 6
ν
 αηζζεηήξα 

 

 

ρήκα ΠΒ.11:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ην επίπεδν αζηνρίαο ηνπ 6
νπ
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ρήκα ΠΒ.12:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ηα ππόινηπα πξνθαζνξηζκέλα 

επίπεδα αζηνρίαο. Αζηνρία ζηνλ 6
ν
 αηζζεηήξα 
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ρήκα ΠΒ.13:  ήκα ππνινίπνπ παξνπζία αζηνρίαο ζηνλ 7
ν
 αηζζεηήξα 

 

 

ρήκα ΠΒ.14:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ην επίπεδν αζηνρίαο ηνπ 7
νπ
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ρήκα ΠΒ.15:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ηα ππόινηπα πξνθαζνξηζκέλα 

επίπεδα αζηνρίαο. Αζηνρία ζηνλ 7
ν
 αηζζεηήξα 
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ρήκα ΠΒ.16:  ήκα ππνινίπνπ παξνπζία αζηνρίαο ζηνλ 10
ν
 αηζζεηήξα 

 

 

ρήκα ΠΒ.17:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ην επίπεδν αζηνρίαο ηνπ 10
νπ
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ρήκα ΠΒ.18:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ηα ππόινηπα πξνθαζνξηζκέλα 

επίπεδα αζηνρίαο. Αζηνρία ζηνλ 10
ν
 αηζζεηήξα 
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ρήκα ΠΒ.19:  ήκα ππνινίπνπ παξνπζία αζηνρίαο ζηνλ 11
ν
 αηζζεηήξα 

 

 

ρήκα ΠΒ.20:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ην επίπεδν αζηνρίαο ηνπ 11
νπ
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ρήκα ΠΒ.21:  Απόζηαζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ππνινίπνπ από ηα ππόινηπα πξνθαζνξηζκέλα 

επίπεδα αζηνρίαο. Αζηνρία ζηνλ 11
ν
 αηζζεηήξα 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ  Γ 

ΠΙΝΑΚΔ  ΜΟΝΣΔΛΟΤ  ΤΣΗΜΑΣΟ  ΣΟ   

ΥΧΡΟ  ΚΑΣΑΣΑΗ 

 

Ο πίλαθαο Α ηεο καζεκαηηθήο παξάζηαζεο ηνπ γξακκηθνπνηεκέλνπ κνληέινπ ηνπ δνξπθόξνπ 

είλαη:  

 

 

 

Πίλαθαο ΠΓ.1:  Ο πίλαθαο Α ηεο καζεκαηηθήο παξάζηαζεο ζην ρώξν θαηάζηαζεο 

-11 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 -7 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 -12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 3 0 -14 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 4 0 -48 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 5 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 8 0 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 3 0 -9,33 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4 0 -10,67 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A= 0 0 0 0 0 0 9 0 1 0 -9,11 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 10 0 3 0 -8,89 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 -5 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 -6 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 -4 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 -4 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 -17 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 0 -72 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 -9 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 -20 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 -2 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 -5 0
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Ο πίλαθαο εηζόδνπ Β είλαη: 

 

 

Πίλαθαο ΠΓ.2:  Ο πίλαθαο Β ηεο καζεκαηηθήο παξάζηαζεο ζην ρώξν θαηάζηαζεο 

 

Ο πίλαθαο εμόδσλ C ηνπ κνληέινπ ηνπ δνξπθόξνπ είλαη: 

 

 

Πίλαθαο ΠΓ.3:  Ο πίλαθαο C ηεο καζεκαηηθήο παξάζηαζεο ζην ρώξν θαηάζηαζεο 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0026 -0,0012 -0,0004 0,0025 -0,0011 -0,0004 -0,0008 -0,0013 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0009 0,00087 -0,0015 -0,0016 0,0005 0,0006 -0,0009 -0,0009 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0008 0,00106 -0,0019 -0,0015 -0,0006 -0,0013 0,0018 0,00165 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0011 0,0004 0,00087 0,0013 -0,0027 0,0012 0,0004 -0,0025 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0005 0,00059 -0,0009 -0,0009 0,0009 0,0009 -0,0015 -0,0015 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

B= 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-0,001 -0,0007 0,0015 0,0018 0,0012 0,0007 -0,0016 -0,0018 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0042 -0,0042 -0,0033 0,0033 0,0042 -0,0042 -0,0033 0,00331 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-4E-04 0,00186 0,00191 0,0002 0,0004 -0,0019 -0,0019 -0,0002 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0008 0,00106 -0,0019 -0,0015 -0,0006 -0,0013 0,0018 0,00165 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-0,001 -0,0007 0,0015 0,0018 0,0012 0,0007 -0,0016 -0,0018 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0042 -0,0042 -0,0033 0,0033 0,0042 -0,0042 -0,0033 0,00331 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

C= 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0


