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Περίληψη 

Αναπτύξαµε τον αλγόριθµο και κατασκευάσαµε τον κώδικά σε γλώσσα 

προγραµµατισµού Fortran για την αριθµητική επίλυση της µονοδιάστατης 

εξίσωσης διάχυσης µε εξωτερική πηγή. Η συγκεκριµένη εξίσωση περιγράφει τη 

µεταβολή του µαγνητικού πεδίου στο εσωτερικό υπεραγώγιµης πλάκας στην οποία 

η σχέση ηλεκτρικού πεδίου και πυκνότητας ρεύµατος είναι µη γραµµική. 

Χρησιµοποιώντας το πρόγραµµα που αναπτύξαµε, εκτελέσαµε αριθµητικούς 

υπολογισµούς για την εκτίµηση του µαγνητικού πεδίουκαι πυκνότητας ηλεκτρικού 

ρεύµατος µέσα σε άπειρη υπεραγώγιµη πλάκα, η οποία ακολουθεί νόµο δύναµης 

για την σχέση ηλεκτρικού πεδίου-πυκνότητας ρεύµατος ( )nc cE E J J= . Η δυναµική 

της διείσδυσης του µαγνητικού πεδίου οδηγείται από εναλλασσόµενο εξωτερικό 

µαγνητικό πεδίο ( ) ( )0 sin 2extH t H ftπ= . Στις προσοµοιώσεις που κάναµε µεταβάλαµε 

τον εκθέτη του νόµου δύναµης, n το πλάτος του εναλλασσόµενου µαγνητικού 

πεδίου, Ho,  και το κρίσιµο ρεύµα Jc. Για όλες τις τιµές του εκθέτη 3n ≥

διαπιστώσαµε ότι η διείσδυση του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου γίνεται µε τη 

µορφή µετώπου. Από τη χρονική µεταβολή της µαγνήτισης της πλάκας 

υπολογίσαµε το πραγµατικό και φανταστικό µέρος της θεµελιώδους (πρώτης 

αρµονικής) µιγαδικής µαγνητικής επιδεκτικότητας. Αυτή η ποσότητα µπορεί να 

συγκριθεί άµεσα µε πειραµατικές µετρήσεις. Το κύριο συµπέρασµα των 

υπολογισµών µας, σε σχέση µε την εναλλασσόµενη µαγνητική επιδεκτικότητα, 

ήταν η εξάρτηση µε τον εκθέτη της µέγιστης τιµής του φανταστικού µέρους της. 

Συγκεκριµένα, διαπιστώσαµε ότι το µέγιστο προσδιορίζεται από τη συνθήκη 

0 2 1cH J d =  για µικρές τιµές του εκθέτη. Για µεγάλες τιµές το µέγιστο 

παρατηρείται όταν ικανοποιείται η συνθήκη 0 2 4 3cH J d = .  

Abstract 



 

 

We developed an algorithm that solves numerically the one dimensional diffusion 

equation in the presence of an external source. 

ThealgorithmwasimplementedusingFortran programming language. This particular 

equation describes the variation of the magnetic field inside a superconducting 

plate when the relation between the electric field and the current density is non-

linear. Using the Fortran code we were able to simulate numerically the magnetic 

and the current density inside an infinite superconducting plate which is governed 

by a power-law electric field – current density relation ( )nc cE E J J= . The dynamics 

of the penetration of the magnetic field is driven by a harmonic external 

magneticfield ( ) ( )0 sin 2extH t H ftπ= . During the simulation we used various values 

for the exponent (n ), the amplitude of the external magnetic field ( 0H ) and the 

critical current density (
cJ ). For all values of the exponent 3n ≥  we observed that 

the penetration of the external magnetic field has the form of a wavefront. Using 

the variation of the plate’s magnetization with time we calculated the real and 

imaginary part of the fundamental (first harmonic) complex magnetic 

susceptibility. Thisquantitycanbedirectlycomparedwithexperimentalvalues. The 

main conclusion of our calculation, with respect to the alternating magnetic 

susceptibility, was the dependence of the imaginary part’s maximal value on the 

exponent. In particular we observed that for small values of the exponent the 

maximal value correspondsto the condition 0 2 1cH J d = , while for large values of 

the exponent the condition is 0 2 4 3cH J d = . 
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1. Εισαγωγή 

 

Η υπεραγωγιµότητα είναι ένα φυσικό φαινόµενο το οποίο ανακαλύφθηκε τ αιώνα πριν και 

εξακολουθεί να είναι το ίδιο εντυπωσιακό ακόµα και σήµερα. Η υπεραγωγιµότητα είναι 

εντυπωσιακή για πολλούς λόγους, οι οποίοι σχετίζονται τόσο µε τις φυσικές διεργασίες που την 

προκαλούν, όσο και µε τις απεριόριστες τεχνολογικές εφαρµογές της. 

Η ανακάλυψη της υπεραγωγιµότητας έλαβε χώρα το 1911 στο Leiden της Ολλανδίας. Ο 

Kamerlingh-Onnes είχε υγροποιήσει λίγα χρόνια νωρίτερα (1908) το ήλιο, µε αποτέλεσµα να 

έχει στην διάθεσή του ένα ψυκτικό µέσο, το οποίο µπορούσε να ψύξει υλικά σε πολύ χαµηλές 

θερµοκρασίες. Στα διάφορα πειράµατα που πραγµατοποίησε µελετώντας την αγωγιµότητα των 

µετάλλων σε χαµηλές θερµοκρασίες παρατήρησε ότι η αντίσταση του υδραργύρου (Hg) 

εκµηδενίζεται στην θερµοκρασία των 4.152 Τ = Κ . Μια ακόµα παρατήρηση ήταν ότι η 

εφαρµογή µαγνητικού πεδίου µπορεί να καταστρέψει την υπεραγωγιµότητα.Για την µελέτη των 

ιδιοτήτων των υλικών σε χαµηλές θερµοκρασίες που µεταξύ άλλων οδήγησε στην υγροποίηση 

του ηλίου, ο Kamerlingh-Onnes τιµήθηκε µε το βραβείο Nobel. 

 

Εικόνα 1: Ο εκµηδενισµός της ειδικής αντίστασης του Hg όπως µετρήθηκε από τον Kamerlingh-Onnes το 1911. 



 

 

Στην κλασική εικόνα του µοντέλου Thomson – Drude  η αγωγιµότητα των µετάλλων οφείλεται 

στην ροή των ηλεκτρονίων µέσα από το ιοντικό πλέγµα. Σε χαµηλές θερµοκρασίες το «ρευστό» 

των ηλεκτρονίων αναµένεται να παγώσει, έτσι θα έπρεπε η αντίσταση του µετάλλου να 

απειρίζεται.  Η εµφάνιση της υπεραγωγιµότητας δεν είναι συµβατή µε την εικόνα του µοντέλου  

Thomson – Drude. Η κβαντική φυσική καθορίζει την συµπεριφορά των ηλεκτρονίων, και πιο 

συγκεκριµένα η µικροσκοπική ερµηνεία της υπεραγωγιµότητας από τους Bardeen, Cooper και 

Schrieffer(1957) στηρίζεται στον σχηµατισµό ζευγών ηλεκτρονίων, τα οποία συµπεριφέρονται 

ως µποζονικάσυσσωµατώµατα. 

Πέρα από το χαρακτηριστικό της µηδενικής αντίστασης, η υπεραγωγιµότητα σχετίζεται και µε 

µια άλλη ιδιότητα, τον απόλυτο διαµαγνητισµό. Ένα υλικό σε υπεραγώγιµη κατάσταση εντός 

εξωτερικού µαγνητικού πεδίου, εµφανίζειµηδενική µαγνητική επαγωγή στο εσωτερικό του. Η 

συµπεριφορά αυτή ονοµάζεται φαινόµενο Meissnerκαι αποτελεί χαρακτηριστική ιδιότητα της 

υπεραγωγιµότητας. Η ιδιότητα της µηδενικής αντίστασης δεν επαρκεί για να ερµηνεύσει αυτή 

την συµπεριφορά. Σε έναν ιδανικό αγωγό τα επαγωγικά ρεύµατα θα κρατούσαν σταθερή την 

µαγνητική επαγωγή στο εσωτερικό του.Μάλιστα η συµπεριφορά των υπεραγωγών σε σχέση µε 

τα εφαρµοζόµενα εξωτερικά πεδία τους κατηγοριοποιεί σε υπεραγωγούς τύπου 1 και 

υπεραγωγούς τύπου 2.  

 

Εικόνα 2: Ένας υπεραγωγός τύπου Ι αποβάλει το µαγνητικό πεδίο από το εσωτερικό του, επιδεικνύοντας πλήρως 

διαµαγνητική συµπεριφορά 



 

 

Στους υπεραγωγούς τύπου 1 ο µηδενισµός της αντίστασης συνοδεύεται από την πλήρη αποβολή 

του µαγνητικού πεδίου από το εσωτερικό του. Ακριβέστερα θα ισχύει ότι 0B =
r

σε όλο το 

εσωτερικό, εκτός από ενός πολύ λεπτού επιφανειακού στρώµατος.  Η µετάβαση από την 

υπεραγώγιµη κατάστασηστην κανονική, παρουσία µαγνητικού πεδίου, είναι αλλαγή φάσης 

πρώτου είδους, η οποία συνοδεύεται από ασυνέχειες και έκλυση λανθάνουσας θερµότητας. 

Στους υπεραγωγούς τύπου 2 υπάρχει µια ενδιάµεση κατάσταση µεταξύ της υπεραγώγιµης και 

της κανονικής κατάστασης, όπου επιτρέπεται η διείσδυση µαγνητικού πεδίου υπό την µορφή 

σωλήνων µαγνητικής ροής (fluxtubes).  Στην ενδιάµεση κατάστασή το υλικό συµπεριφέρεται 

βάση µιας ισχυρά µη γραµµικής σχέσης ρεύµατος – τάσης. 

 

Εικόνα 3:Το διάγραµµα φάσεων για έναν υπεραγωγό τύπου ΙΙ. Εµφανίζονται 2 κρίσιµα µαγνητικά πεδία. Το πρώτο 

κρίσιµο µαγνητικό πεδίο οριοθετεί την υπεραγώγιµη κατάσταση από την µικτή κατάσταση και το δεύτερο κρίσιµο 

µαγνητικό πεδίο οριοθετεί την µικτή κατάσταση από την κανονική κατάσταση 



 

 

Εντελώς απρόσµενα το 1986 ανακαλύφθηκαν οι υπεραγωγοί υψηλών θερµοκρασιών. Πρόκειται 

για µικτά οξείδια του χαλκού τα οποία εµφανίζουν θερµοκρασία µετάβασης, η οποία φτάνει 

τους 145 K. Γενικότερα ως υπεραγωγοί υψηλών θερµοκρασιών χαρακτηρίζονται οι υπεραγωγοί 

µε θερµοκρασία µετάβασης µεγαλύτερη από την θερµοκρασία βρασµού του υγρού αζώτου σε 

ατµοσφαιρική πίεση. Είναι ευνόητο ότι οι χαµηλότερες απαιτήσεις σε ψύξη καθιστούν τους 

υπεραγωγούς υψηλών θερµοκρασιών έναν κλάδο έντονης επιστηµονικής µελέτης, καθώς η 

µαζική χρήση υπεραγωγών σε πρακτικές εφαρµογές θα αποτελούσε πραγµατική τεχνολογική 

επανάσταση. 

 

 

Εικόνα 4: Το χρονικό της ανακάλυψης υπεραγώγιµων ενώσεων. 

 

 

 



 

 

2. Υπεραγωγοί Τύπου Ι 
 

Οι υπεραγωγοί τύπου Ι µπορούν να µελετηθούν χρησιµοποιώντας µια κλασική προσέγγιση. 

Στους ωµικούς αγωγούς ισχύει η µικροσκοπική µορφή του νόµου του Ohm 

 ,σ=j E  (1.1) 

όπου σ η ειδική αγωγιµότητα. Το αντίστροφο της ειδικής αγωγιµότητας είναι η ειδική αντίσταση 
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Σε ένα ιδανικό µέταλλο η ειδική αντίσταση αναµένεται να µηδενίζεται στο απόλυτο µηδέν της 

κλίµακας Kelvin. Χαρακτηριστικό γνώρισµα των υπεραγωγών τύπου Ι είναι ο απότοµος 

µηδενισµός της ειδικής αντίστασης σε µια κρίσιµη θερµοκρασία CT . Κάτω από αυτή την 

θερµοκρασία η ειδική αντίσταση παραµένει µηδενική.  Παράλληλα ο υπεραγωγός 

συµπεριφέρεται ως τέλειος διαµαγνήτης. 

Σύµφωνα µε το µοντέλο των δύο ρευστών, ο υπεραγωγός περιέχει κανονικά και υπεραγώγιµα 

ηλεκτρόνια. Τα κανονικά ηλεκτρόνια συναντούν αντίσταση κατά την κίνησή τους, έτσι 

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι κινούνται µε κάποια ταχύτητα ολίσθησης nν
r

. Η χωρική 

πυκνότητα ρεύµατος που αντιστοιχεί στην κίνηση αυτή θα δίνεται από την σχέση 
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όπου θεωρούµε ότι το ηλεκτρόνιο εκτελεί ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση υπό την 

επίδραση του ηλεκτρικού πεδίου και τ είναι ο χαρακτηριστικός χρόνος που µεσολαβεί ανάµεσα 

στις κρούσεις του ηλεκτρονίου. Απουσία ηλεκτρικού πεδίου δεν µπορεί να υπάρχει 

µακροσκοπικό ρεύµα, το οποίο να οφείλεται σε συντονισµένη κίνηση των ηλεκτρονίων. 

Τα υπεραγώγιµα ηλεκτρόνια κινούνται χωρίς αντίσταση, έτσι από τον δεύτερο νόµο του 

Νεύτωνα θα ισχύει 
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Η χωρική πυκνότητα ρεύµατος για τα υπεραγώγιµα ηλεκτρόνια θα δίνεται από την σχέση 

   ,s s sn e= −J v  Error! Bookmark not defined. 

οπότε και θα ισχύει 
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Βλέπουµε ότι µπορούµε να έχουµε χρονικά σταθερή πυκνότητα ρεύµατος, ακόµα και χωρίς 

εφαρµογή ηλεκτρικού πεδίου. Θεωρώντας ότι η αγωγιµότητα οφείλεται αποκλειστικά στα 

υπεραγώγιµα ηλεκτρόνια θα έχουµε 

 0  sµ∇× =B J  Error! Bookmark not defined. 

Συνδυάζοντας τις δυο ανωτέρω σχέσεις θα έχουµε 
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 Error! Bookmark not defined. 

Εφαρµόζοντας τον τελεστή του στροβιλισµού θα έχουµε 
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Όπου το µήκος διείσδυσης London δίνεται από την σχέση 
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 Error! Bookmark not defined. 

Με αντίστοιχο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι 
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Το ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο, καθώς και η χωρική πυκνότητα ρεύµατος ικανοποιούν την 

εξίσωση διάχυσης. Με αυτή την παρατήρηση µπορούµε να ερµηνεύσουµε το φαινόµενο 

Meissner, αφού το µαγνητικό πεδίο πρακτικά µηδενίζεται σε αποστάσεις µεγαλύτερες του ενός 

µήκους διείσδυσης London από την επιφάνεια του υπεραγωγού. Η προσέγγιση των αδερφών 

London δεν ερµηνεύει την δηµιουργία των υπεραγώγιµων ηλεκτρονίων, ούτε εµπεριέχει 

στοιχεία της κβαντικής φυσικής. 

Μια πληρέστερη φαινοµενολογική προσέγγιση µπορεί να γίνει από την θεωρία Ginsburg – 

Landau. Στα πλαίσια της θεωρία Ginsburg – Landau θεωρούµε την αλληλεπίδραση ενός 

σωµατιδίου, το οποίο συµπεριφέρεται κβαντικά, µε ένα κλασικό µαγνητικό πεδίο. Ουσιαστικά 

πρόκειται για µια απλή εφαρµογή της θεωρίας αλλαγών φάσης δεύτερης τάξης του Landau, στο 

φαινόµενο της υπεραγωγιµότητας. Η παράµετρος τάξης για την υπεραγωγιµότητα είναι η 

πυκνότητα των υπεραγώγιµων ηλεκτρονίων
2

Sn = Ψ . Η ελεύθερη ενέργεια του υπεραγωγού θα 

δίνεται από την σχέση 
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Το σωµατίδιο που περιγράφεται από την ανωτέρω σχέση έχει διπλάσια µάζα και διπλάσιο 

φορτίο σε σχέση µε ένα ηλεκτρονίου. Στην πραγµατικότητα τα σωµατίδια που περιγράφει 

θεωρία Ginsburg - Landauείναι τα ζεύγη Cooper, της θεωρίας BCS. Η εξίσωση κίνησης για το Ψ 

είναι 
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µε την συνοριακή συνθήκη 
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Η εξίσωση κίνησης για το ανυσµατικό δυναµικό δίνει τον νόµο Ampere 
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όπου η πυκνότητα ρεύµατος δίνεται από την σχέση 
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Γράφοντας την παράµετρο τάξης Ψ σε πολική µορφή 
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η πυκνότητα ρεύµατος γίνεται 
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είναι το κβάντο της µαγνητικής ροής. Η ροή αυτή σχετίζεται µε λύσεις των εξισώσεων Ginsburg 

– Landau που περιγράφουν δίνες, οπότε έχουµε µια ερµηνεία της µερικής θωράκισης µέσω 

οιονεί σωµατιδίων, τα οποία ονοµάζονται φλαξόνια . 

Η µικροσκοπική ερµηνεία της υπεραγωγιµότητας δίνεται από την θεωρία BCS των 

BardeenCooper και Schrieffer, οι οποίοι τιµήθηκαν µε το βραβείο Nobel το 1972. Τα ηλεκτρόνια 

καθώς κινούνται µέσα στον υπεραγωγό αλληλεπιδρούν µε τα ιόντα του πλέγµατος, µε 

αποτέλεσµα να δηµιουργείται µια ενεργός ελκτική δύναµη ανάµεσα τους, η οποία οδηγεί στον 

σχηµατισµό ζευγών ηλεκτρονίων, τα οποία ονοµάζονται ζεύγη Cooper. Το ηλεκτρόνιο καθώς 

αλληλεπιδρά µε το πλέγµα προκαλεί τοπικές παραµορφώσεις της πυκνότητας φορτίου. Η 

περίσσεια θετικού φορτίου διαδίδεται ακολουθώντας την κίνηση του ηλεκτρονίου µε 

αποτέλεσµα κάποιο άλλο ηλεκτρόνιο να υφίσταται ελκτική δύναµη και να πλησιάζει. Έτσι 

δηµιουργείται ένας σχηµατισµός, ο οποίος διαδίδεται χωρίς αντίσταση. Τα ηλεκτρόνια 

συζεύγνυνται µε αποτέλεσµα να επιδεικνύουν µποζονική συµπεριφορά, έτσι σε χαµηλές 

θερµοκρασίες υφίστανται συµπύκνωση Bose – Einstein. 

 



 

 

 

Εικόνα 5:  Ο σχηµατισµός του ζεύγους Cooper µέσω της αλληλεπίδρασης µε το  πλέγµα. 

 

Το σηµαντικό στοιχείο είναι το γεγονός ότι η σύζευξη των ηλεκτρονίων οδηγεί στην σταθεροποίηση των 

ζευγών Cooper, καθώς η ρήξη ενός ζεύγους επηρεάζει τις ενέργειες όλων των ζευγών. Αυτός ο 

µηχανισµός οδηγεί στην εµφάνιση ενεργειακού χάσµατος, το οποίο απουσιάζει στους αγωγούς. Κάτω 

από την κρίσιµη θερµοκρασία η ύπαρξη των ζευγών Cooper ευνοείται ενεργειακά, ενώ καθώς η 

θερµοκρασία αυξάνεται προς την κρίσιµη τιµή της, το ενεργειακό χάσµα µειώνεται και τελικά η 

υπεραγωγιµότητα καταστρέφεται. Ωστόσο η πρωτογενής αλληλεπίδραση που οδηγεί στην εµφάνιση της 

ελκτικής δύναµης προβλέπει κρίσιµη θερµοκρασία της τάξης των 30-40Κ, έτσι η θεωρία BCS δεν µπορεί 

να ερµηνεύσει την ύπαρξη υπεραγωγών υψηλών θερµοκρασιών. Έτσι η θεωρητική κατανόηση των 

υπεραγωγών υψηλής θερµοκρασίας αποτελεί ένα από τα σηµαντικότερα ανοιχτά προβλήµατα της 

φυσικής συµπυκνωµένης ύλης.  

 

 

 

 

 

 



 

 

3. Υπεραγωγοί Τύπου ΙΙ 
 

Στην θεωρία Ginsburg – Landau εµφανίζονται δύο εγγενείς κλίµακες µήκους, το µήκος 

συσχέτισης 
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το οποίο περιγράφει την τάξη µεγέθους των αποστάσεων µεταξύ των σηµείων που 

συσχετίζονται, λόγω της µεταβολής της φάσης του Ψ, και το µήκος διείσδυσης  
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το οποίο περιγράφει την τάξη µεγέθους του βάθους στο οποίο εισχωρεί το εξωτερικό µαγνητικό 

πεδίο στο εσωτερικό του υπεραγωγού. Το πηλίκο των δύο αυτών µεγεθών είναι η παράµετρος 

Ginsburg -  Landau 
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Για 1/ 2κ >  µπορούµε να έχουµε λύσεις της θεωρίας, οι οποίες περιγράφουν δίνες και 

επιτρέπουν την µαγνητική ροή από τον «σωλήνα» που σχηµατίζουν.Γύρω από τα φλαξόνια 

αναπτύσσονται επιφανειακά υπερ-ρεύµατα. Ο µηχανισµός αυτός περιγράφει την µικτή 

κατάσταση ή κατάσταση Schubnikov των υπεραγωγών τύπου II. Σε ένα ιδανικό υπεραγωγό τα 

φλαξόνια δηµιουργούν το λεγόµενο πλέγµα Abrikosov, το οποίο είναι τριγωνικό. Καθώς 

πλησιάζουµε την κανονική κατάσταση του µετάλλου, η πυκνότητα των φλαξονίων αυξάνεται 

µέχρις ότου η αλληλοεπικάλυψη τους είναι τόσο µεγάλη, όπου επιτρέπεται η ελεύθερη ροή του 

µαγνητικού πεδίου από ολόκληρη την επιφάνεια του υπεραγωγού. 



 

 

 

Εικόνα 6: Η πρώτη εικόνα του πλέγµατος Abrikosov. 

 

Αν θεωρήσουµε έναν υπεραγωγό άπειρης έκτασης, τότε η εξίσωση που περιγράφει ένα φλαξόνιο 

θα είναι 
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Όπου 0Κ  η συνάρτηση Bessel µηδενικής τάξης. Στο κέντρο του φλαξονίου µπορούµε να 

θεωρήσουµε ότι 
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Το φλαξόνιο έχει ενέργεια ανά µονάδα µήκους 
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οπότε είναι ευνόητο ότι απαιτείται παρουσία εξωτερικού µαγνητικού πεδίου για να είναι 

ενεργειακά επιτρεπτός ο σχηµατισµός του. Συγκεκριµένα η τιµή του πρώτου κρίσιµου 

µαγνητικού πεδίου δίνεται από την σχέση 
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Προφανώς η ακριβής λύση των εξισώσεων Ginsburg – Landau είναι υπερβολικά δύσκολή, έτσι 

ένα σύστηµα µε πολλά φλαξόνια, προσεγγίζεται από πολλές λύσεις µεµονωµένων φλαξονίων. Η 

προσέγγιση αυτή είναι αρκετά καλή όταν 2cH H� , όπου 2cH  είναι το κρίσιµο µαγνητικό πεδίο 

που χαρακτηρίζει την µετάβαση από την µικτή φάση στην κανονική φάση.Στην περιοχή αυτή η 

πυκνότητα των φλαξονίων είναι µικρή, οπότε η αλληλοεπικάλυψη τους είναι µικρή, µε 

αποτέλεσµα η προσέγγιση του συστήµατος ως επαλληλία πολλών µεµονωµένων φλαξονίων να 

είναι καλή. Η τιµή του δεύτερου κρίσιµου µαγνητικού πεδίου δίνεται από την σχέση 
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Όπως ήδη αναφέραµε η µετάβαση αυτή χαρακτηρίζεται από την αλληλοεπικάλυψη των 

φλαξονίων σε βαθµό όπου η ροή του εξωτερικού πεδίου είναι επιτρεπτή από ολόκληρη την 

επιφάνεια του υπεραγωγού. 



 

 

 

Εικόνα 7: Η δοµή ενός φλαξονίου. Ο πυρήνας χαρακτηρίζεται από διάσταση της τάξης του µήκους συσχέτισης ξ, 

ενώ γύρω από το φλαξόνιο ρέει υπερ-ρευµα, το οποίο εισρέει σε βάθος της τάξης µεγέθους του µήκους London λ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

4. FluxFlowResistivity 
 

Θεωρούµε έναν υπεραγωγό τύπου ΙΙ, ο οποίος βρίσκεται σε µικτή κατάσταση, καθώς του εφαρµόζεται 

εξωτερικό µαγνητικό πεδίο κάθετα στην επιφάνειά του. Ο υπεραγωγός τροφοδοτείται µε ηλεκτρικό 

ρεύµα, όποτε διαρρέεται από ηλεκτρόνια, τα οποία προκαλούν την ανάπτυξη  χωρικής πυκνότητας 

ρεύµατος j. Το ρεύµα αυτό είναι ρεύµα µεταφοράς. Ωστόσο στον υπεραγωγό υπάρχει και το επιφανειακό 

ρεύµα, το οποίο αναπτύσσεται γύρω από τα φλαξόνια. Έτσι η δύναµη Lorentz που αναπτύσσεται 

ανάµεσα στα φλαξόνια και τα ηλεκτρόνια που διαρρέουν τον υπεραγωγό θα δίνεται από την σχέση 
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Η δύναµη ανά µονάδα µήκους του φλαξονίου θα είναι 
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Υπό την επίδραση της δύναµης Lorentz τα φλαξόνια θα τεθούν σε κίνηση, έτσι µε αποτέλεσµα την 

ανάπτυξη Ηλεκτρεγερτικής ∆ύναµης. Το ηλεκτρικό πεδίο που θα αναπτυχθεί δίνεται από την σχέση 
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όπου n  είναι η πυκνότητα φλαξονίων ανά µονάδα εµβαδού και Lv
r

 η ταχύτητά τους.  Τα ηλεκτρόνια του 

ρεύµατος µεταφοράς θα αρχίσουν  να αντιλαµβάνονται µια πτώση τάσης, η οποία είναι απόρροια της 

εµφάνισης αντίστασης. Ωστόσο αν η κίνηση των φλαξονίων ήταν εντελώς ελεύθερη θα έπρεπε να 

εµφανίζεται επιτάχυνση και κατ’ επέκταση διαρκής αύξηση του ηλεκτρικού πεδίου. Το γεγονός ότι δεν 

παρατηρείται τέτοια αύξηση οφείλεται στην δράση δυνάµεων ιξώδους. Έτσι αντισταθµίζεται η δράση της 

δύναµης Lorentz. Η συνθήκη ισορροπίας θα είναι 
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Η ειδική αντίσταση θα δίνεται από την σχέση 
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Για να µπορέσουµε να περάσουµε σε µακροσκοπικές παραµέτρους θα πρέπει να βασιστούµε σε ένα 

πρότυπο το οποίο να περιγράφει το φαινόµενο αυτό. Μια προσέγγιση είναι να θεωρήσουµε ότι το ρεύµα 

µεταφοράς αποφεύγει τα ακίνητα φλαξόνια, διερχόµενο µέσα από περιοχές που βρίσκονται σε 

υπεραγώγιµη κατάσταση, ενώ διέρχεται µέσα από τον πυρήνα τον κινούµενων φλαξονίων, ο οποίος 

βρίσκεται σε κανονική κατάσταση. Μέσω αυτής την προσέγγισης καταλήγουµε ότι η ειδική αντίσταση 

στην µικτή κατάσταση θα σχετίζεται µε την ειδική αντίσταση στην κανονική κατάσταση µέσω της 

σχέσης 
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Η εµφάνιση αντίστασης στην µικτή κατάσταση είναι απογοητευτική για ενδεχόµενες τεχνολογικές 

εφαρµογές, καθώς η µικτή κατάσταση είναι πολύ πιο εύκολα επιτεύξιµη, σε σχέση µε την υπεραγώγιµη. 

Ωστόσο τυχαίνει δυο ανεπιθύµητα χαρακτηριστικά να διευκολύνουν εν τέλει την κατάσταση αναιρώντας 

το ένα την επίδραση του άλλου. Η ύπαρξη πλεγµατικών ατελειών οδηγεί στην δέσµευση των φλαξονίων 

και εν τέλει στην αποτροπή της εµφάνισης αντίστασης.Έτσι η ύπαρξη πλεγµατικών ατελειών καταλήγει 

να είναι σωτήρια για την διατήρηση της µηδενικής αντίστασης των υπεραγωγών τύπου ΙΙ στην 

κατάσταση Schubnikov. 

Χωρίς να µπούµε σε λεπτοµέρειες της ακριβούς αλληλεπίδρασης των φλαξονίων µε τις ατέλειες, 

µπορούµε να αναζητήσουµε το αίτιο της δέσµευση στο ενεργειακό ισοζύγιο. Η βασική ιδέα είναι ότι η 

υπεραγώγιµη κατάσταση έχει µικρότερη ελεύθερη ενέργεια από την κανονική κατάσταση για 

θερµοκρασία και εξωτερικό µαγνητικό πεδίο που αντιστοιχούν σε υπεραγώγιµη κατάσταση. Ο πυρήνας 

του φλαξονίου βρίσκεται σε κανονική κατάσταση, έτσι καθώς κινείται καταστρέφεται η 

υπεραγωγιµότητα της περιοχής που καταλαµβάνει, ενώ ταυτόχρονα η περιοχή που καταλάµβανε περνά 

σε υπεραγώγιµη κατάσταση. Αν ένα τµήµα της περιοχή στην οποία µεταβεί το φλαξόνιο δεν είναι σε 

υπεραγώγιµη κατάσταση, όπως συµβαίνει µε τις ατέλειες, τότε εξοικονοµείται η  ενέργεια µετατροπής 

του τµήµατος την περιοχής αυτής σε υπεραγώγιµη, σε σχέση µε την µετάβαση σε µια περιοχή η οποία θα 

ήταν εξ ολοκλήρου υπεραγώγιµη. Άρα ενεργειακά προκρίνεται η κατάληψη των περιοχών που 

περιλαµβάνουν ατέλειες. Αντίστοιχα η µετακίνηση από της περιοχές αυτές απαιτεί ενέργεια, ως εκ 

τούτου τα φλαξόνια «καρφώνονται» στις ατέλειες.∆εδοµένου ότι τα φλαξόνια αλληλεπιδρούν µεταξύ 

τους, µε αποτέλεσµα δυο ελεύθερα φλαξόνια να απωθούνται, το κάρφωµα ορισµένων φλαξονίων µπορεί 

να οδηγήσει σε σταθεροποίηση ολόκληρου του πλέγµατος Abrikosov. 



 

 

Θεωρώντας µια µέση µέγιστη δύναµη καρφώµατος ανά µονάδα µήκος pf , τα φλαξόνια θα παραµένουν 

καρφωµένα όσο η δύναµη Lorentz ανά µονάδα µήκους είναι µικρότερη από την δύναµη καρφώµατος ανά 

µονάδα µήκους. Έτσι θα υπάρχει µια κρίσιµη τιµή ρεύµατος για την οποία θα ισχύει 
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όπου cj  είναι η κρίσιµη πυκνότητα ρεύµατος. Στο µοντέλο κρίσιµης κατάστασης του Bean δεν υπάρχει 

εξάρτηση της κρίσιµης τιµής του ρεύµατος από το εφαρµοζόµενο µαγνητικό πεδίο. Για τιµές ρεύµατος 

µεγαλύτερες από την κρίσιµη τα φλαξόνιο τίθενται πάλι σε κίνηση. Θεωρώντας ότι και σε αυτή την 

περίπτωση αναπτύσσεται δύναµη ιξώδους θα έχουµε 
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ενώ το ηλεκτρικό πεδίο θα δίνεται από την σχέση  
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Συνήθως η κρίσιµη πυκνότητα ρεύµατος είναι αρκετά µικρότερη από την πυκνότητα ρεύµατος 

αποδέσµευσης 0j , η οποία στα πλαίσια της θεωρίας Ginzburg – Landau δίνεται από την σχέση 
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Η κρίσιµη κατάσταση είναι µετασταθής, µε αποτέλεσµα να καταστρέφεται µέσω θερµικών ή κβαντικών 

διακυµάνσεων . Το φαινόµενο αυτό είναι γνωστό ως ερπυσµός.  

 

 

 

 

 



 

 

5. Κάρφωμα Φλαξονίων 
 

Με βάση όσα αναφέραµε η φαινοµενολογία των υπεραγωγών τύπου ΙΙ, στην κατάσταση Schubnikov 

καθορίζεται από την συµπεριφορά των φλαξονίων. Η διατήρηση της υπεραγώγιµης κατάστασης 

παρουσία εξωτερικού ρεύµατος οφείλεται στο κάρφωµα των φλαξονίων, δηλαδή στο γεγονός 

ότι οι ατέλειες συµβάλουν στην σταθεροποίηση του πλέγµατος Abrikosov. 

Ας θεωρήσουµε την ύπαρξη ενός φλαξονίου µοναδικού στον υπεραγωγό. Το φλαξόνιο θα 

υπόκειται σε ένα τυχαίο δυναµικό καρφώµατος pinε , το οποίο µπορεί να περιγραφή µέσω της 

συνάρτησης συσχετισµού 

 ( ) ( ) ( ), ,  , ,pin pinz z z zε ε′ ′′ ′Κ − − =u u u u Error! Bookmark not defined. 

όπου ( )zu  είναι η µετατόπιση του φλαξονίου. 

 

Εικόνα 8: Η γεωµετρία της δέσµευσης του φλαξονίου. 

Θα εστιαστούµε στο κάρφωµα που οφείλεται σε ατέλειες, οι οποίες έχουν διαστάσεις µικρότερες 

από το µήκος συσχέτισης ξ. Θεωρούµε ότι οι ατέλειες έχουν αµελητέο µέγεθος κατά µήκος του 

φλαξονίου, ενώ το εγκάρσιο µέγεθος τους είναι της τάξης του µήκους συσχέτισης 
pr ξ� . 



 

 

Το δυναµικό καρφώµατος σχετίζεται µε την διακύµανση των συντελεστών α και m της θεωρίας 

Ginzburg – Landau ως 

 ( ) ( ) ( )2
,  ,pin pinz d RU pε = −∫ ru R u Error! Bookmark not defined. 

όπου  R  είναι η εγκάρσια µετατόπιση.  

Οι συναρτήσεις pinU  και p  εξαρτώνται από το είδος της παραµέτρου που υφίσταται 

διακύµανση (µέση ελεύθερη διαδροµήl ή κρίσιµη θερµοκρασία cT ). Συγκεκριµένα 
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όπου vψ  είναι η λύση των εξισώσεων Ginzburg – Landau για µια δίνη προσανατολισµένη 

παράλληλα στον άξονα  z.Ασυµπτωτικά θα ισχύει ότι 
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Μπορεί να υπολογίσει κανείς ότι η συνάρτηση συσχετισµού είναι 

 ( ) ( )4,  ,z kγ ξΚ =u u  Error! Bookmark not defined. 

όπου  
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για κάρφωµα που οφείλεται σε διακυµάνσεις της κρίσιµης θερµοκρασίας και 
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για κάρφωµα που οφείλεται σε διακυµάνσεις της κρίσιµης µέσης ελεύθερης διαδροµής. 

Αντίστοιχα η συνάρτηση ( )k u
r

 είναι διαφορετική στις δύο αυτές περιπτώσεις, αλλά ισχύει ότι 

( ) 2k ξ −=0 .  

Για την περίπτωση µιας σκληρής – άκαµπτης δίνης µήκους L η µέση ενέργεια καρφώµατος 

( ) pin Lε µηδενίζεται, ωστόσο 

 ( ) ( ) ( )2 2
 ,  ,  pin pin pinL dz dz z z Lε ε ε γ ξ′ =′= ∫ 0 0 Error! Bookmark not defined. 

Το γεγονός ότι το ενεργό δυναµικό καρφώµατος  ( )1/22

pin Lε δεν είναι ανάλογο µε το µήκος της 

δίνης είναι απόρροια του ανταγωνισµού ανάµεσα στα ελκτικά κέντρα. Έστω 
in  η πυκνότητα 

των κέντρων και  pinf η δύναµη καρφώµατος. Μόνο ατέλειες οι οποίες απέχουν λιγότερο από ένα 

µήκος συσχέτισης ξ συνεισφέρουν, στην δυναµική ενέργεια. Ο όγκος που αντιστοιχεί είναι  

2V Lξ= , έτσι θα ισχύει 

 ( ) ( )1/21/22 2 2 ,pin i pinL n f Lε ξ ξ=  Error! Bookmark not defined. 

από όπου υπολογίζουµε ότι 

 2 2.i pinn fγ ξ=  Error! Bookmark not defined. 

Το αποτέλεσµα στο οποίο καταλήξαµε συνηγορεί στο γεγονός µια σκληρή δίνη δεν θα 

µπορούσε να είναι ευσταθής, καθώς η δύναµη Lorentz είναι γραµµική στο µήκους της δίνης. 

Έτσι η τιµή του κρίσιµου ρεύµατος θα µηδενιζόταν. Μια πραγµατική δίνη εµφανίζει 

ελαστικότητα, οπότε αναµένουµε να υπάρχουν διορθώσεις στην συµπεριφορά του ενεργού 

δυναµικού καρφώµατος. Συγκεκριµένα θεωρούµε ότι υπάρχει ένα συλλογικό µήκος 

καρφώµατος 
cL  πέρα από το οποίο η µετατόπιση της δίνης ξεπερνά την χαρακτηριστική 

κλίµακα διακυµάνσεων του τυχαίου δυναµικού καρφώµατος. Τότε κάθε τµήµα µήκους cL  της 

δίνης καρφώνεται ανεξάρτητα µε αποτέλεσµα η τιµή του κρίσιµου ρεύµατος να είναι µη 



 

 

µηδενική. Για µια δίνη µήκους L στην συνολική δυναµική ενέργεια συνεισφέρουν η ελαστική 

ενέργεια, η ενέργεια καρφώµατος και η δυναµική ενέργεια λόγω της δύναµης Lorentz 
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Για µηδενική πυκνότητα ρεύµατος ελαχιστοποιούµε την συνολική δυναµική ενέργεια ανά 

µονάδα µήκους /V L , οπότε και υπολογίζουµε ότι το συλλογικό µήκος καρφώµατος είναι 
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Η δυναµική ενέργεια καρφώµατος γίνεται 

 ( ) ( )1/2 1/3
2 4

0c cU Lγξ γε ξ= =  Error! Bookmark not defined. 

Η ισορροπία ανάµεσα στην δύναµη Lorentz και την δύναµη καρφώµατος δίνει την τιµή της 

κρίσιµης πυκνότητας ρεύµατος 
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Για ασθενές κάρφωµα θα ισχύει ότι cLξ � , κατ επέκταση η κρίσιµη πυκνότητα ρεύµατος θα 

είναι πολύ µικρότερη από την πυκνότητα ρεύµατος αποδέσµευσης 
0.cj j�  Αν 

cLξ ≅  η 

προσέγγιση καταρρέει καθώς η παραµόρφωση της δίνης παύει να περιγράφεται µέσω 

ελαστικότητας. 

 

 

 

 

 



 

 

6. Ερπυσμός Φλαξονίων 
 

Όπως αναφέραµε η κρίσιµη κατάσταση είναι µετασταθής.  Σε κλασική προσέγγιση οι θερµικές 

διακυµάνσεις µπορούν να οδηγήσουν στην κατάρρευσή της.  Η ταχύτητα των  φλαξονίων θα  

ακολουθεί µια σχέση της µορφής 
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όπου ( )U j  είναι το φράγµα δυναµικού που υφίσταται λόγω του καρφώµατος. Η πυκνότητα 

ρεύµατος ακολουθεί έναν δυναµικό νόµο της µορφής 
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Η κλίµακα ενέργεια του φράγµατος δυναµικού καθορίζεται από την δυναµική ενέργεια 

καρφώµατος cU , ενώ το γεγονός ότι το φράγµα µηδενίζεται για την κρίσιµη τιµή του ρεύµατος 

µεταφοράς υποδηλώνει ότι 
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O εκθέτης α δεν µπορεί να υπολογιστεί µέσω της φαινοµενολογικής προσέγγισης που έχουµε 

πραγµατοποιήσει. Στο µοντέλο των Anderson και Kimο εκθέτης λαµβάνει την τιµή 1 

Μια άλλη περιοχή που ενδιαφέρει είναι το όριο όπου η πυκνότητα ρεύµατος µηδενίζεται. Η 

περιοχή αυτή είναι γνωστή ως υαλώδης φάση του υπεραγωγού.  Στο µοντέλο του συλλογικού 

καρφώµατος προκύπτει ότι 

 

( ) 1c

c

U J
U j

J

µ

µ

  
 = −      (5.4) 

Το πρότυπο της υαλώδους φάσης αντιστοιχεί στο όριο 0µ →   οπότε και θα ισχύει 
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Στην φάση αυτή η ταχύτητα των φλαξονίων θα δίνεται από την σχέση 
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Η σχέση αυτή υποδηλώνει ότι το ηλεκτρικό πεδίο, το οποίο αντισταθµίζει την δύναµη Lorentz,  

θα ικανοποιεί µια σχέση της µορφής 

 nJΕ �  (5.7) 

Εποµένως στην υαλώδη φάση ο υπεραγωγός συµπεριφέρεται σαν ένας µη γραµµικός ωµικός 

αγωγός. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

7. Ηλεκτροδυναμική Υπεραγωγών παρουσία κέντρων καρφώματος 

των φλαξονίων 
 

Το µαγνητικό πεδίο σε ένα υπεραγωγό δευτέρου είδους διεισδύει υπό µορφή φλαξονίων Abrikosov. Όταν 

το διεισδύων µαγνητικό πεδίο µεταβάλλεται µε το χρόνο ένα ηλεκτρικό πεδίο αναπτύσσεται στο 

εσωτερικό του υπεραγωγού σύµφωνα µε το νόµο του Faraday / t∇× = −∂ ∂E B , όπου Β είναι η 

µαγνητική επαγωγή. Στο εσωτερικό ενός υπεραγωγού δευτέρου είδους το πεδίο Β διαφέρει από το Η 

(στο κενό ισχύει η σχέση Β=µ0Η). Η χρονική µεταβολή της µαγνητικής επαγωγής µπορεί να οφείλεται 

στη µεταβολή του εξωτερικά επιβαλλόµενου µαγνητικού πεδίου ή στο σταµάτηµα της µεταβολής λόγω 

της µείωσης των υπεραγώγιµων ρευµάτων που προκαλείται από την κίνηση των φλαξονίων (η οποία 

προκαλεί κατανάλωση ενέργειας). Τα φλαξόνια οδηγούνται (drivenby) από την πυκνότητα της δύναµης 

Lorentz ×Β J  που ασκείται [2,6,15]από τα υπεραγώγιµα ρεύµατα πυκνότητας J. H προκαλούµενη 

κίνηση των φλαξονίων µε πεδίο ταχυτήτων v επάγει ένα ηλεκτρικό πεδίο = ×E B v το οποίο βεβαίως 

συµπίπτει µε αυτό που δίνει ο νόµος του Faraday, / t∇× = −∂ ∂E B . Εδώ αγνοούµαι τη χρονική 

µεταβολή του επιφανειακού ρεύµατος Meissner το οποίο ρέει στο εντός του µαγνητικού µήκους 

διείσδυσης (Ηc1=0) οπότε στον υπεραγωγό θα ισχύει Β=µ0Ηκαι D=ε0Ε. Σ’ ένα ιδανικό υπεραγωγό 

δευτέρου είδους  (τέλεια κρυσταλλικότητα, χωρίς προσµίξεις), στην κατάσταση Abrikosov, η εφαρµογή 

ηλεκτρικού πεδίουπροκαλεί κίνηση των φλαξονίων µε γραµµική σχέση ηλεκτρικού πεδίου-πυκνότητας 

ρεύµατος, Ε=ρffJόπου ρff=ρnB/Bc2, και ρnη ειδική ηλεκτρική αντίσταση στην κανονική κατάσταση (όταν ο 

υπεραγωγός βρίσκεται πάνω από το δεύτερο κρίσιµο πεδίο Βc2). Γραµµική σχέση Ε(J) παρατηρείται 

επίσης όταν το κάρφωµα των φλαξονίων είναι αµελητέο. Αυτό συµβαίνει όταν η θερµοκρασία είναι 

κοντά στο δεύτερο κρίσιµο µαγνητικό πεδίο ή πυκνότητα ρεύµατος είναι πολύ µεγάλη. Τέλος γραµµική 

σχέση ηλεκτρικού πεδίου πυκνότητας ρεύµατος παρατηρείται στην περιοχή της θερµικά υποβοηθούµενης 

ροής φλαξονίων (ΤΑFFthermalassistedfluxflowregime). Σ’ αυτή την περιοχή ισχύει  

 exp( / )ff BU k Tρ ρ= −  Error! Bookmark not defined. 

όπου Uείναι η ενέργεια ενεργοποίησης.  

Όταν το κάρφωµα των φλαξονίων είναι ισχυρό τότε η σχέση Ε(J) είναι µη γραµµική. Για την περιγραφή 

της µη γραµµικής σχέσης E(J) έχουν προταθεί διάφορα πρότυπα. Toπρώτο πρότυπο προτάθηκε από τον 

Anderson,το οποίο προβλέπει Ε(J)=Ecexp(J/Jc-1).Την εποχή που ανακαλύφτηκαν οι υπεραγωγοί µε βάση 

τα οξείδια του χαλκού είχαν προταθεί τα πρότυπα συλλογικού καρφώµατος (collectivecreep) και 

υαλώδους κατάσταση φλαξονίων (vortexglassstate) τα οποία προβλέπουν E(J)=Ecexp(-U(J)/kBT) µε 

U=U0[(Jc/J)
β
-1], όπου U0είναι µία χαρακτηριστική ενέργεια ενεργοποίησης, β>0 και Jc η κρίσιµη 



 

 

πυκνότητα ρεύµατος[ΑΝΑΦΟΡΑ BLATERetal] . Μία ρεαλιστική προσέγγιση των µη γραµµικών 

σχέσεων E(J) είναι ο νόµος δύναµης Ε(J)=Ec(J/Jc)
n
. Στα επόµενα θα περιοριστούµε σ’ αυτόν το νόµο.  

Για να περιγράψουµε τη συµπεριφορά του υπεραγωγού στην περίπτωση µη γραµµικής σχέσης 

E(J) θα αγνοήσουµε το ρεύµα µετατόπισης στο νόµο Ampere-Maxwell, άρα το µαγνητικό πεδίο 

και τα ρεύµα ικανοποιούν την εξίσωση  

 0  µ∇× =B J  Error! Bookmark not defined. 

Στην πλέον γενική της µορφή η χαρακτηριστική τάσης – ρεύµατος θα έχει την µορφή 

 ( ),  R=E B j j  (6.1) 

Ο όρος ( ),R B j  είναι η γενικευµένη αντίσταση. Μπορούµε να αντιστρέψουµε την ανωτέρω 

σχέση 

 ( ),  G=j B E E  Error! Bookmark not defined. 

Ο όρος ( ),G B E  είναι η γενικευµένη αγωγιµότητα. Συνδυάζοντας τις εξισώσεις του Maxwell 

 0  µ∇× =B j  Error! Bookmark not defined. 
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Στην ωµική-γραµµική περίπτωση θα έχουµε  ( ),G σ=B E , τότε ο νόµος Ampere γίνεται 

 0  µ σ∇× =B E  (6.2) 

∆ρούµε µε τον τελεστή του στροβιλισµού και χρησιµοποιούµε τον νόµο Faraday 
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Χρησιµοποιώντας την διανυσµατική ταυτότητα  

 ( ) ( ) 2∇× ∇× = ∇ ∇ −∇B B B�  Error! Bookmark not defined. 



 

 

Και τον νόµο του Gauss για τον µαγνητισµό καταλήγουµε ότι το µαγνητικό πεδίο ικανοποιεί 

εξίσωση διάχυσης 
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B B  Error! Bookmark not defined. 

∆ρούµε µε τον τελεστή του στροβιλισµό στον νόµο Faraday, στο δεξί µέλος εναλλάσσουµε την 

χρονική παράγωγο µε την δράση του στροβιλισµού και χρησιµοποιούµε τον νόµο του Ampere 

 ( ) 0  
t t

µ
∂ ∂

∇× ∇× = − ∇× = −
∂ ∂

E B j Error! Bookmark not defined. 

Στο αριστερό µέλος χρησιµοποιούµε την διανυσµατική ταυτότητα 

 ( ) ( ) 2∇× ∇× = ∇ ∇ −∇E E E�  Error! Bookmark not defined. 

και τον νόµο του Gauss απουσία φορτίου, ενώ στο δεξί αντικαθιστούµε τον νόµο του Ohm. 

Καταλήγουµε ότι και το ηλεκτρικό πεδίο ικανοποιεί εξίσωση διάχυσης 
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Για την µη γραµµική περίπτωση η διαδικασία είναι αντίστοιχη. Για ευκολία θα µελετήσουµε την 

περίπτωση όπου ( ) ( ),G G=B E E  και ( ) ( ),R R=B j j . Πολλαπλασιάζουµε τον νόµο του 

Ampere µε την γενικευµένη αντίσταση και εµφανίζουµε το ηλεκτρικό πεδίο 

 ( ) ( )0 0  R Rµ µ∇× = =j B j j E  Error! Bookmark not defined. 

∆ρούµε µε τον τελεστή του στροβιλισµού και χρησιµοποιούµε τον νόµο του Faraday. Η εξίσωση 

που ικανοποιεί το µαγνητικό πεδίο είναι 
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Για το ηλεκτρικό πεδίο δρούµε µε τον τελεστή του στροβιλισµού στον νόµο του Faraday και 

χρησιµοποιούµε τον νόµο Ampere 
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Αντικαθιστούµε την χαρακτηριστική ρεύµατος τάσης και καταλήγουµε στην εξίσωση που 

ακολουθεί το ηλεκτρικό πεδίο 
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Οι διαφορικές εξισώσεις που ικανοποιούν το ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο είναι και οι δυο µη 

γραµµικές, ωστόσο είναι διαφορετικής µορφής, γεγονός που µπορεί να επηρεάσει την επίλυση 

τους. Το σηµαντικό είναι ότι όσο η γενικευµένη αντίσταση και αγωγιµότητα δεν εξαρτώνται από 

το µαγνητικό πεδίο οι εξισώσεις είναι αποζευγµένες.  Στην γενική περίπτωση οι εξισώσεις είναι 

συζευγµένες. 

Για να προχωρήσουµε θεωρούµε ότι η χαρακτηριστική ρεύµατος - τάσης είναι της µορφής 

~ aE j ,  η οποία αντιστοιχεί στην υαλώδη φάση του υπεραγωγού. Συγκεκριµένα θα έχουµε 
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Για α=1 έχουµε την ωµική περίπτωση, ενώ για a→∞  έχουµε ιδανικό υπεραγωγό τύπου 2, όπου 

θα ισχύει πάντα ( ) ( )o cj B j B= , σε συµφωνία µε το µοντέλο της κρίσιµης κατάστασης του 

Bean. Η γενικευµένη αντίσταση δίνεται από την σχέση 
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Για να υπολογίσουµε την γενικευµένη αγωγιµότητα πρέπει να αντιστρέψουµε την 

χαρακτηριστική τάσης ρεύµατος. Έχουµε ότι 
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Οπότε καταλήγουµε ότι 
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Η γενικευµένη αγωγιµότητα δίνεται από την σχέση 

 ( ) ( )
1 a

a
o

o o

j B
G

E E

−

 Ε
=  
 

E  Error! Bookmark not defined. 

Για ευκολία σε όσα ακολουθούν θεωρούµε ότι το oj δεν εξαρτάται από το µαγνητικό πεδίο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

8. Error! Bookmark not defined.Πρότυπο μονοδιάστατου υπεραγωγού 
 

 

 

 

 

 

Στην παρούσα διπλωµατική θα εφαρµόσουµε το γενικό φορµαλισµό στην περίπτωση µίας άπειρης 

πλάκας πάχους a η οποία είναι παράλληλη στο επίπεδο yz (δες σχήµα 1). Το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο 

είναι παράλληλο στον άξονα-zHa=Haez. Λόγω της συµµετρίας της συγκεκριµένης περίπτωσης το 

µαγνητικό πεδίο µέσα και έξω από την υπεραγώγιµη πλάκα θα είναι παράλληλο µε το άξονα z και θα 

εξαρτάται µόνο από την συντεταγµένη x. Η πυκνότητα ρεύµατος και το ηλεκτρικό πεδίο θα είναι 

παράλληλα µε τον άξονα y και θα εξαρτώνται από την συντεταγµένη x. Άρα µε βάση την συµµετρία 

έχουµε: 
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Υπενθυµίζουµε ότι στην ανάλυση µας υποθέτουµε ότι Ηc1=0, άρα Β=µοΗ. Επιπρόσθετα ο υπεραγωγός 

περιγράφεται από µία σχέση «δύναµης» όσον αφορά τη σχέση ηλεκτρικού πεδίου πυκνότητας ρεύµατος 
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Το ηλεκτρικό πεδίο είναι παράλληλο µε την πυκνότητα ρεύµατος.  



 

 

 

Εικόνα 9:Άπειρη υπεραγώγιµη πλάκα πάχους d σε εξωτερικό µαγνητικό πεδίο 

Μπορούµε να ορίσουµε τη µαγνήτιση σαν τη µαγνητική ροπή ανά µονάδα όγκου από τη σχέση  
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όπου Ly και Lz το µήκος της πλάκας παράλληλα στοny και z άξονα, αντίστοιχα. Ο παράγοντας 2 στην 

προηγούµενη σχέση προέρχεται από τα εγκάρσια ηλεκτρικά ρεύµατα (Jx) που ρέουν στα άκρα (στο 

άπειρο) της πλάκας. Η συνεισφορά αυτών των ρευµάτων είναι ίση µε αυτή των διαµηκών (Jy) [αναφορά 

Πίσσας σηµειώσεις]. Στην οιονεί στατική προσέγγιση (αγνοούµε το ρεύµα µετατόπισης) ο νόµος του 

Ampère δίνει : 
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Ο νόµος του Faraday για το συγκεκριµένο πρόβληµα παίρνει τη µορφή 
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Tο µαγνητικό πεδίο µπορεί να γραφτεί σαν υπέρθεση ενός διανυσµατικού πεδίου hπου εξαρτάται από το 

x και το χρόνο, t, και του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου που εξαρτάται µόνο από το χρόνο: 

 ˆ[ ( , ) ( )]ext ext zh x t H t= + = +H h H e Error! Bookmark not defined. 

Το πεδίο hπαίζει το ρόλο της τοπικής µαγνήτισης. Στη συγκεκριµένη γεωµετρία η µαγνητική ροπή ανά 

µονάδα όγκου (µαγνήτιση σχέση Error! Bookmark not defined.) ταυτίζεται µε το ολοκλήρωµα της 

τοπικής µαγνήτισης σε όλο το πλάτος της πλάκας [1,αναφορά Brandtreview]  
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Στα επόµενα θα το ονοµάζουµε τοπική µαγνήτιση. Αν λάβουµε υπόψη ότι / /H x h x∂ ∂ = ∂ ∂  (το 

εξωτερικό πεδίο είναι οµογενές, εξαρτάται µόνο από χρόνο) και το νόµο δύναµης της σχέσης ( )E J o 

νόµος του Faraday και του Ampere (για n περιττός ακέραιος), δίνουν  
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Στο τελευταίο βήµα λάβαµε υπόψη ότι  
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Θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι η επιλογή του n να είναι περιττός δεν περιορίζει την ανάλυση που 

κάνουµε.  Απλά απλοποιεί τη µορφή που παίρνει η εξίσωση που ικανοποιεί η τοπική µαγνήτιση. 

Σύµφωνα µε σχέση Error! Bookmark not defined. η τοπική µαγνήτιση υπακούει σε µία µη-γραµµική 

εξίσωση διάχυσης µε σταθερά διάχυσης 0/ n

c cE Jµ  και “οδηγούσα” δύναµη το ρυθµό dHext/dt. Οι αρχικές 

συνθήκες για τη λύση της εξίσωσης Error! Bookmark not defined. είναι: 
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Όπως έχουµε αναφέρει στο θεωρητικό µέρος για n→∞  η εξίσωση Error! Bookmark not defined. 

είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση που περιγράφει την κρίσιµη κατάσταση υπεραγωγού 
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To πρόσηµο στην προηγούµενη σχέση εξαρτάται από το αν έχουµε αύξηση η µείωση του εξωτερικού 

µαγνητικού πεδίου. 

Στα ακόλουθα θα περιγράψουµε τον αριθµητικό αλγόριθµο που θα χρησιµοποιήσουµε για τη λύση της 

εξίσωσης Error! Bookmark not defined.. Για τον υπολογισµό των παραγώγων χρησιµοποιήσαµε τη 

µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών. Υποψήφιοι τύποι για τη χωρική µερική παράγωγο πρώτης τάξης 

είναι: 
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Για τη χωρική µερική παράγωγο δευτέρας τάξης µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τους τύπους 
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Τέλος η χρονική µερική παράγωγος θα δίνεται από τη σχέση 

 
( , ) ( , ) ( , )h x t h x t t h x t

t t

∂ + ∆ −
≈

∂ ∆
 Error! Bookmark not defined. 

Με βάση τους τύπους µε τις πεπερασµένες διαφορές για τις χωρικές παραγώγους η εξίσωση Error! 

Bookmark not defined. µπορεί να λυθεί µε επαναληπτική µέθοδο. Θεωρούµε τα διακριτά χωρικά 

σηµεία και διακριτές στιγµές  

 , όπου /  και m άρτιος ακέραιοςix i x x a m= ∆ ∆ = Error! Bookmark not defined. 

 ,j j t j '= ∆ ∈  Error! Bookmark not defined. 

η τοπική µαγνήτιση τη χρονική στιγµή jt t+ ∆  στη θέση xi θα δίνεται από τη σχέση: 
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όπου  
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Στα προηγούµενα υποθέσαµε ότι η παράµετρος 
cJ  εξαρτάται µόνο από τη θερµοκρασία.  

Για πρακτικούς λόγους είναι χρήσιµο να χρησιµοποιήσουµε τις ακόλουθες µονάδες 
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Σ’ αυτό το σύστηµα η εξίσωση της µη γραµµικής διάχυσης, της τοπικής µαγνήτισης µονάδων παίρνει τη 

µορφή  
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Οι επαναφορά των διαστάσεων των φυσικών µεγεθών στο SI µπορεί να γίνει µε την βοήθεια των 

σχέσεων 
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Για να επιλυθεί η εξίσωση διάχυσης της τοπικής µαγνήτισης, θα πρέπει εκτός των αρχικών συνθηκών, να 

καθοριστεί και ο ρυθµός αλλαγής του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου. Βασιζόµενοι στη πειραµατική 

µεθοδολογία µαγνητικών µετρήσεων σε υπεραγωγούς δευτέρου είδους, το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο 

µπορεί να µεταβάλλεται είτε γραµµικά µε το χρόνο, Hext=At, (περίπτωση µαγνητόµετρων SQUID ή 

ταλαντευόµενου δείγµατος) ή, ηµιτονοειδώςHext=H0sin(ωt), (περίπτωση εναλλασσόµενης µαγνητικής 

επιδεκτικότητας). Σ’ αυτή την διπλωµατική θα περιοριστούµε σε ηµιτονοειδή µεταβολή µε το χρόνο του 

εξωτερικού µαγνητικού πεδίου. Συνεπώς θα ισχύουν οι σχέσεις: 
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Η µιγαδική εναλλασσόµενη µαγνητική επιδεκτικότητα ' ''iχ χ χ= −  (µε βάση τη σύµβαση για το 

εξωτερικό µαγνητικό πεδίο) µπορεί να οριστεί από τη σχέση  
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Επειδή το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο είναι περιοδική συνάρτηση του χρόνου και η µαγνήτιση 

θα είναι περιοδική συνάρτηση του χρόνου. Συνεπώς µπορούµε να αναπτύξουµε τη µαγνήτιση σε 

σειρά Fourier 
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Το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος της n στης αρµονικής της εναλλασσόµενης µαγνητικής 

επιδεκτικότητας θα δίνονται από τις σχέσεις 
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Θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι θα µπορούσαµε να ορίσουµε τη µιγαδική µαγνητική επιδεκτικότητα 

χρησιµοποιώντας την σύµβαση 0Re[ exp( 2 )]extH H i ftπ= . Σ’ αυτήτην περίπτωση ισχύουνοισχέσεις 
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9. Αποτελέσματα της προσομοίωσης 
 

Μετά την κατασκευή και τον έλεγχο του κώδικα σε γλώσσα Fortran 90 εκτελέσαµε ένα αριθµό 

προσοµοιώσεων για διάφορες τιµές κρίσιµου ρεύµατος. Λαµβάνοντας υπόψη τον διαθέσιµο 

υπολογιστικό χρόνο διατηρήσαµε σταθερές τις παραµέτρους πλάτος του εναλλασσόµενου µαγνητικού 

πεδίου (Η0=1), συχνότητα (f=1), πάχος της πλάκας (a=1) και κατώφλι ηλεκτρικού µαγνητικού πεδίου 

(Εc=1). Οι προσοµοιώσεις έγιναν θεωρώντας νόµο δύναµης µεταξύ ηλεκτρικού πεδίου και πυκνότητας 

ρεύµατος Ε=Εc(J/Jc)
n
. Εξετάσαµε τις περιπτώσεις n=1,3, και 5.  

 

Εικόνα 10: Μεταβολή του ηλεκτρικού πεδίου (Ε=Εc(J/Jc)
n
) σας συνάρτηση της πυκνότητας ρεύµατος για 

n=1,3,5,7,9 

Στο σχήµα 10 φαίνεται η µεταβολή του ηλεκτρικού πεδίου µε την πυκνότητα ρεύµατος σε γραµµικούς 

και λογαριθµικούς άξονες. Όπως έχουµε προαναφέρει το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο υποθέσαµε ότι 

µεταβάλλεται ηµιτονοειδώς άρα ο ρυθµός µεταβολής του, συνιµιτονοειδώς. Η χρονική περίοδος που 

υπολογίσαµε την τοπική µαγνήτιση ήταν 3/2 Τ (όπου Τ η περίοδος). Από τη χρονική µεταβολή της 

µαγνήτισης υπολογίσαµε τη θεµελιώδη εναλλασσόµενη µαγνητική επιδεκτικότητα µε αριθµητικό 

υπολογισµό των ολοκληρωµάτων µε τον κανόνα του τραπεζίου.  
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10. Προσομοιώσεις για n=1,3,5, jc=1, H0=1, f=1, και a=1. 
Στο σχήµα 11 φαίνεται η µεταβολή της τοπικής µαγνήτισης και της πυκνότητας ρεύµατος µε το x για την 

περίπτωση n=1. Αυτή η περίπτωση είναι όµοια µε αυτή της αγώγιµης πλάκας που βρίσκεται σε 

εναλλασσόµενο µαγνητικό πεδίο. Σ’ αυτή την περίπτωση η µεταβολή του µαγνητικού πεδίου γίνεται µε 

οµαλό τρόπο χωρίς να εµφανίζεται µέτωπο στην διείσδυση του.  

 

Εικόνα 11: Μεταβολή της τοπικής µαγνήτισης (πάνω σχήµα) και της πυκνότητας ρεύµατος (κάτω σχήµα) 

συναρτήσει του x. Οι προσοµοιώσεις έγιναν µε n=1, Jc=1,H0=1,a=1 
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Εικόνα 12:(πάνω σχήµα) Μεταβολή του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου και της µαγνήτισης (µαγνητική ροπή ανά 

µονάδα όγκου) µε το χρόνο. (κάτω σχήµα) Μεταβολή της µαγνήτισης µε το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο. Οι 

προσοµοιώσεις έγιναν µε n=1, Jc=1,H0=1,a=1. 

Στο Σχήµα 12 (πάνω σχήµα) φαίνεται η µεταβολή του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου και της µαγνήτισης 

συναρτήσει του χρόνου. Είναι προφανές ότι η υπάρχει διαφορά φάσης µεταξύ της µαγνήτισης και του 

εξωτερικού µαγνητικού πεδίου. Αυτή η περίπτωση είναι όµοια µε αυτή ενός αγωγού που βρίσκεται σε 

ένα εξωτερικό µαγνητικό πεδίο (περίπτωση δινορευµάτων). Στο σχήµα 12 (κάτω σχήµα) φαίνεται η 
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µεταβολή της µαγνήτισης συναρτήσει του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου. Παρατηρούµε ότι η καµπύλη 

µαγνήτισης εµφανίζει υστέρηση λόγω της διαφοράς φάσης της µε το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο. 

 

Εικόνα 13: Μεταβολή της τοπικής µαγνήτισης (πάνω σχήµα) και της πυκνότητας ρεύµατος (κάτω σχήµα) 

συναρτήσει του x. Οι προσοµοιώσεις έγιναν µε n=3, Jc=1,H0=1,a=1 

Στο σχήµα 13 παρουσιάζεται η µεταβολή της τοπικής µαγνήτισης και της πυκνότητας ρεύµατος µε το x 

για την περίπτωση n=3. Σ’ αυτή την περίπτωση η µεταβολή του µαγνητικού πεδίου γίνεται µε τη µορφή 

µετώπου το οποίο διεισδύει προς το κέντρο της πλάκας καθώς το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο αυξάνει. 

Όπως φαίνεται στο κάτω γράφηµα του σχήµατος 13 η πυκνότητα ρεύµατος ρέει µέχρι το µέτωπο του 

µαγνητικού πεδίο. Τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά των καµπύλων h και J συνδέονται µε τη µη γραµµική 

σχέση του ηλεκτρικού πεδίου µε την πυκνότητα ρεύµατος. Όπως θα δούµε στα επόµενα αυτά τα 

χαρακτηριστικά γίνονται εντονότερα καθώς ο εκθέτης, n, αυξάνει. 
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Εικόνα 14: (πάνω σχήµα) Μεταβολή του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου και της µαγνήτισης (µαγνητική ροπή ανά 

µονάδα όγκου) µε το χρόνο. (κάτω σχήµα) Μεταβολή της µαγνήτισης µε το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο. Οι 

προσοµοιώσεις έγιναν µε n=3, Jc=1,H0=1,a=1 

Το σχήµα 14 δείχνει την µεταβολή του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου και της µαγνήτισης συναρτήσει 

του χρόνου για n=3. Η µαγνήτιση παρουσιάζει διαφορά φάσης µε το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο 

προκαλώντας µαγνητική υστέρηση (κάτω γράφηµα). Συγκρίνοντας το αυτό το γράφηµα µε το αντίστοιχο 

του σχήµατος 12 (περίπτωση n=1) διαπιστώνουµε ότι αυτό εµφανίζει ένα πλατό για κάποια τµήµατα του. 
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Αυτό το χαρακτηριστικό –όπως θα δούµε παρακάτω- θα γίνεται περισσότερο έντονο καθώς αυξάνει ο 

εκθέτης , n. 

 

Εικόνα 15:Μεταβολή της τοπικής µαγνήτισης (πάνω σχήµα) και της πυκνότητας ρεύµατος (κάτω σχήµα) 

συναρτήσει του x. Οι προσοµοιώσεις έγιναν µε n=5, Jc=1,H0=1,a=1. 

0.0 0.5 1.0

-0.28

0.00

0.28

0.0 0.5 1.0
-1.8

-0.9

0.0

0.9

1.8

 

h

n=5

 

J

x



 

 

 

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-0.3

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

M
(H

)

Hext

n=5

 

Εικόνα 16:(πάνω σχήµα) Μεταβολή του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου και της µαγνήτισης (µαγνητική ροπή ανά 

µονάδα όγκου) µε το χρόνο. (κάτω σχήµα) Μεταβολή της µαγνήτισης µε το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο. Οι 

προσοµοιώσειςέγιναν µε n=5, Jc=1,H0=1,a=1. 
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Εικόνα 17:Μεταβολή της τοπικής µαγνήτισης (πάνω σχήµα) και της πυκνότητας ρεύµατος (κάτω σχήµα) 

συναρτήσει του x. Οι προσοµοιώσεις έγιναν µε n=7, Jc=1,H0=1,a=1. 
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Εικόνα 18:(πάνω σχήµα) Μεταβολή του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου και της µαγνήτισης (µαγνητική ροπή ανά 

µονάδα όγκου) µε το χρόνο. (κάτω σχήµα) Μεταβολή της µαγνήτισης µε το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο. Οι 

προσοµοιώσειςέγιναν µε n=7, Jc=1,H0=1,a=1. 
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Εικόνα 19: Μεταβολή του µαγνητικού πεδίου στο εσωτερικό της πλάκας συναρτήσει του x. Οι προσοµοιώσεις 

έγιναν µε n=7, Jc=1,H0=1,a=1. 
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Εικόνα 20:Μεταβολή της τοπικής µαγνήτισης (πάνω σχήµα) και της πυκνότητας ρεύµατος (κάτω σχήµα) 

συναρτήσει του x. Οι προσοµοιώσεις έγιναν µε n=9, Jc=1,H0=1,a=1. 
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Εικόνα 21: (πάνω σχήµα) Μεταβολή του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου και της µαγνήτισης (µαγνητική ροπή ανά 

µονάδα όγκου) µε το χρόνο. (κάτω σχήµα) Μεταβολή της µαγνήτισης µε το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο. Οι 

προσοµοιώσεις έγιναν µε n=7, Jc=1,H0=1,a=1. 
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Στα σχήµατα 15 -21 φαίνονται αντίστοιχα αποτελέσµατα µ’ αυτά των σχηµάτων 13-14 για τις 

περιπτώσεις n=5,7 9. Όπως προαναφέραµε, καθώς ο εκθέτης n αυξάνει, η διείσδυση του µαγνητικού 

πεδίου γίνεται µε τη µορφή µετώπου. Η πυκνότητα ρεύµατος γίνεται σχεδόν σταθερή (εκτός του 

µετώπου) και τείνει να λάβει την τιµή Jc. Αυτό θα συµβεί στο όριο που εκθέτης n τείνει στο άπειρο. Είναι 

ενδιαφέρον να αναφέρουµε ότι όσο ο εκθέτης n αυξάνει η µεταβολή της µαγνητικού πεδίου προσεγγίζει 

τη γραµµική µεταβολή µε το x. Σηµειώνουµε ότι στο όριο που το n τείνει στο άπειρο η χωρική µεταβολή 

του µαγνητικού πεδίου γίνεται γραµµική και η πυκνότητα ρεύµατος σταθερή.   

  



 

 

11. Προσομοιώσεις για n=5, H0=1, f=1, και a=1 σαν συνάρτηση του 

κρίσιμου ρεύματος. 
Σ’ αυτό το εδάφιο παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων για τον υπολογισµό της 

εναλλασσόµενης µαγνητικής επιδεκτικότητας συναρτήσει α) του κρίσιµου ρεύµατος θεωρώντας 

σταθερές τις παραµέτρους, H0=f=a=Ec=1 και β) του πλάτους του εναλλασσόµενου εξωτερικού 

µαγνητικού πεδίου, θεωρώντας σταθερές τις παραµέτρους, Jc=f=a=Ec=1. Οι υπολογισµοί και στις δύο 

περιπτώσεις έγιναν θεωρώντας ότι ο εκθέτης της σχέσης ηλεκτρικού πεδίου πυκνότητας ρεύµατος είναι 

n=5.  

 

Εικόνα 22:(µαγνήτιση συναρτήσει του χρόνου) Χρονική εξέλιξη της µαγνήτισης για τρείς αντιπροσωπευτικές τιµές 

του κρίσιµου ρεύµατος (Jc=0.5, 2, 100). 
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Στο σχήµα 22  φαίνονται η χρονική εξέλιξη του εξωτερικού µαγνητικού πεδίου και της υπολογισµένης 

µαγνήτισης για τρείς αντιπροσωπευτικές τιµές του Jc=0.5,2, και 100.  

0.01 0.1 1 10 100
-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

2 4 6 8 10
-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

χ'
 a

n
d

 χ
'' 

(S
I)

J
c

max χ'' 

H
0
/H*=H

0
/(J

c
d/2)=1

J
c
=2

n=5

Bean model

n→ ∞

χ'
 a

n
d

 χ
'' 

(S
I)

J
c

max χ'' 

H
0
/H*=H

0
/(J

c
d/2)=1

J
c
=2

n=5

Bean model

n→ ∞

 

Εικόνα 23: Πραγµατικό και φανταστικό µέρος της µαγνητικής εναλλασσόµενης µαγνητικής επιδεκτικότητας, 

συναρτήσει του κρίσιµου ρεύµατος Jc, υπεραγώγιµης πλάκας µε µη γραµµική σχέση ηλεκτρικού πεδίου πυκνότητας 

ρεύµατος Ε=Εc(J/Jc)
n
. Ο υπολογισµός έγινε για n=5, H0=f=a=Ec=1. Η γραφικές παραστάσεις µε τη ροζ γραµµή 

αντιπροσωπεύουν τα χ’ και χ’’ για την περίπτωση του πρότυπου Bean (n τείνει στο άπειρο). Στο πάνω γράφηµα ο 

άξονας Jc είναι σε λογαριθµική κλίµακα, ενώ στο κάτω σε γραµµική. 

 



 

 

Από τις καµπύλες M(t) µε αριθµητική ολοκλήρωση υπολογίστηκε η εναλλασσόµενη µαγνητική 

επιδεκτικότητα σύµφωνα µε τις σχέσεις που έχουµε προαναφέρει στην περιγραφή του προτύπου για την 

υπεραγώγιµη πλάκα: 
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Στο σχήµα 23 συνοψίζονται τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων που είχαν σαν στόχο τον υπολογισµό 

του πραγµατικού και φανταστικού µέρους της θεµελιώδους εναλλασσόµενης µαγνητικής επιδεκτικότητας 

συναρτήσει του κρίσιµου ρεύµατος. Αυτό το σχήµα περιέχει το κεντρικό αποτέλεσµα της διπλωµατικής. 

Στο ίδιο σχήµα έχουµε συµπεριλάβει τη µεταβολή του πραγµατικού και φανταστικού µέρος της χ για την 

περίπτωση που εκθέτης τείνει στο άπειρο (πρότυπο Bean). To πρώτο συµπέρασµα που µπορεί να εξαχθεί 

από τους υπολογισµούς µας είναι ότι ακόµη και µε εκθέτη n=5 η καµπύλες χ’ και χ’’ είναι πολύ κοντά σ΄ 

αυτές που το n είναι άπειρο (τουλάχιστον σε λογαριθµική κλίµακα). Παρόλο την µεγάλη οµοιότητα 

υπάρχουν ορισµένα λεπτά χαρακτηριστικά τα οποία αξίζουν κάποιο σχολιασµό. Παρατηρούµε ότι και η 

θέση και το ύψος του µεγίστου του φανταστικού µέρους χ’’ είναι διαφορετικό από αυτό του προτύπου 

Bean. Στο πρότυπο Bean µέγιστο αναµένεται όταν ικανοποιείται η συνθήκη H0/Jcd/2=4/3. Οι 

υπολογισµοί µας δείχνουν ότι για n=5 το µέγιστο στο χ’’ προσδιορίζεται από την συνθήκη H0/Jcd/2=1.  

Στο σχήµα 24 συνοψίζονται τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων για τον υπολογισµό του πραγµατικού 

και φανταστικού µέρους της θεµελιώδους εναλλασσόµενης µαγνητικής επιδεκτικότητας συναρτήσει του 

πλάτους του εναλλασσόµενου µαγνητικού πεδίου. 
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Εικόνα 24:(επιδεκτικότητα -κρίσιµο ρεύµα) Πραγµατικό και φανταστικό µέρος της µαγνητικής εναλλασσόµενης 

µαγνητικής επιδεκτικότητας, συναρτήσει του πλάτους του εναλλασσόµενου εξωτερικού µαγνητικού πεδίου, 

υπεραγώγιµης πλάκας µε µη γραµµική σχέση ηλεκτρικού πεδίου πυκνότητας ρεύµατος Ε=Εc(J/Jc)
n
. Ο υπολογισµός 

έγινε για n=5, Jc=f=a=Ec=1. Στο πάνω γράφηµα ο άξονας Η0 είναι σε λογαριθµική κλίµακα, ενώ στο κάτω σε 

γραµµική. 

 

 



 

 

12. Συμπεράσματα 
 

Αναπτύξαµε τον αλγόριθµο και κατασκευάσαµε το κώδικά σε γλώσσα προγραµµατισµού Fortran για την 

αριθµητική επίλυση της µοναδιάστατης εξίσωσης διάχυσης µε εξωτερική πηγή. Η συγκεκριµένη εξίσωση 

περιγράφει τη µεταβολή του µαγνητικού πεδίου στο εσωτερικό υπεραγώγιµης πλάκας στην οποία η 

σχέση ηλεκτρικού πεδίου και πυκνότητας ρεύµατος είναι µη γραµµική. Χρησιµοποιώντας το πρόγραµµα 

που αναπτύξαµε, εκτελέσαµε αριθµητικούς υπολογισµούς για την εκτίµηση του µαγνητικού πεδίου, της 

πυκνότητας ηλεκτρικού ρεύµατος και της θεµελιώδους (πρώτης αρµονικής) µιγαδικής µαγνητικής 

επιδεκτικότητας.  

  



 

 

13. ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ (ΚΩΔΙΚΑΣΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ) 
 

Όπως είδαµε στα προηγούµενα, οι εξισώσεις που περιγράφουν έναν υπεραγωγό τύπου ΙΙ στην 

κατάσταση Abrikosov-Schubnikovείναι µη γραµµικές µε αποτέλεσµα η αναλυτική τους επίλυση 

να µην έχει ευοδωθεί. Έτσι, αναπτύχθηκε κώδικας στην γλώσσα προγραµµατισµού Fortran, 

προκειµένου να προχωρήσουµε σε αριθµητική επίλυσή τους. Η γεωµετρία που µας ενδιαφέρει 

είναι µια άπειρη πλάκα. Για πρακτικούς λόγους είναι χρήσιµο να χρησιµοποιήσουµε τις ακόλουθες 

µονάδες 0 1c ca J E µ= = = =  έτσι ώστε οι εξίσωση που περιγράφει το μαγνητικό πεδίο να γίνει 

αδιάστατη. 

Σε αδρές γραµµές η βασική δοµή του κώδικα είναι αυτή που ακολουθεί. Αρχικοποιούνται οι 

τιµές των διάφορες παραµέτρων. Για τις τιµές αυτές η διαδικασία της προσοµοιώσεις 

αποτελείται από ένα βρόγχο, ο οποίος αντιστοιχεί στην ροή του χρόνο. Γιακάθε δεδοµένη 

χρονική στιγµή υπολογίζεται σε όλη την έκταση του υπεραγωγού η επίδραση το µαγνητικό 

πεδίο, ως αποτέλεσµα της χρονική µεταβολή του εξωτερικού πεδίου και της αλληλεπίδρασης µε 

τα γειτονικά σηµεία.Υπολογίζονται η µαγνήτισηκαι η µαγνητική επιδεκτικότητα. Ανά τακτά 

χρονικά διαστήµατα αποθηκεύονται δεδοµένα. 

Παρουσία εξωτερικού πεδίου η εξίσωση Error! Reference source not found. διαµορφώνεται 
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Η εξίσωση αυτή λύνεται µέσω της µεθόδου πεπερασµένων διαφορών. Η ύπαρξη των 

παραγώγων συσχετίζει τις τιµές του πεδίου µια δεδοµένη χρονική στιγµή σε ένα σηµείο µε τις 

τιµές των γειτονικών σηµείων την αµέσως προηγούµενη χρονική στιγµή. Ουσιαστικά κάθε 

χρονική στιγµή απαιτείται η επίλυση ενός προβλήµατος συνοριακών τιµών. Στα άκρα του 

υπεραγωγού το πεδίο είναι ίσο µε το εξωτερικό πεδίο, ενώ στις υπόλοιπα σηµεία τιµή του πεδίου 

καθορίζεται από την εξίσωση (13.1). Η επίλυση αυτού του προβλήµατος γίνεται µε την µέθοδο 

forwardEuler.  Ο υπολογισµός ξεκινά από το ένα άκροκαι προχωρά προς το άλλο. Ωστόσο, 

καθώς ο αριθµητικός υπολογισµός προχωρά από το ένα άκρο της πλάκας προς το άλλο η 



 

 

συσσώρευση αριθµητικών σφαλµάτων οδηγεί σε µεγάλες αποκλείσεις στο τελικό σηµείο. Η 

συνοριακή συνθήκη δεν θα µπορεί να ισχύει για το τελικό σηµείο.  

Για να λύσουµε αυτό το πρόβληµα, αλλά και να βελτιώσουµε την ταχύτητα του κώδικα, 

χρησιµοποιούµε την συµµετρία του κατοπτρισµού σε σχέση µε το επίπεδο x-y. Υπολογίζουµε 

την τιµή του πεδίου στο µισό πάχος της πλάκας και στο άλλο µισό θεωρούµε το πεδίο 

συµµετρικό. Η µέθοδος αυτή είναι πολύ αποτελεσµατική, αλλά πάλι απαιτείται προσοχή. Για 

την εξέλιξη της εξίσωσης (13.1) χρειαζόµαστε τις παραγώγους του πεδίου, η οποίες 

υπολογίζονται αριθµητικά. Η παράγωγος στα διάφορα σηµεία είναι οµαλή, αλλά στο µέσο της 

πλάκας, όπου πάλι υπάρχει συσσώρευση αριθµητικού σφάλµατος η παράγωγος δεν µηδενίζεται 

ως όφειλε. Τουναντίον ο υπολογισµός της από τις τιµές του πεδίου είναι ιδιαίτερα ασταθείς, 

καθώς η ανάθεση των τιµών µε συµµετρικό τρόπο, οδηγεί σε ένα πεδίο του οποίου η παράγωγος 

είναι ασυνεχής στο σηµείο όπου ενώνονται οι δυο τιµές που υπολογίστηκαν µε τις τιµές που 

ανατέθηκαν. Για να αποφύγουµε το πρόβληµα αυτό θεωρούµε την τιµή της παραγώγου του 

πεδίου στο µέσο της πλάκας µηδενική. Με την διαδικασία αυτή ο υπολογισµός γίνεται ευσταθείς 

και τα αποτελέσµατα που παίρνουµε είναι αξιόπιστα. 

Αναλυτικά η δοµή του προγράµµατος έχει ως εξής. Αρχικοποιείται η τιµή του πλήθους των 

διαµερίσεων του πάχους της πλάκας. Η τιµή που έχει επιλεγεί είναι 1 1024n = . Για την 

αριθµητική επίλυση του προβλήµατος χρησιµοποιήσαµε αδιάστατες εξισώσεις. Η απόσταση 

ανάµεσα στα χωρικά σηµεία είναι 1dx d n= . Η τιµή του εκθέτη (n_ej) το κρίσιµο ρεύµα, η 

συχνότητα και το πλάτος του εναλλασσόµενου µαγνητικού πεδίου είναι οι παράµετροι κάθε 

προσοµοίωσης.Για να συγκλίνει ο αλγόριθµος θα πρέπει να επιλέγεται κατάλληλα το βήµα των 

χρονική µεταβολής. Τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης αποθηκεύονται µετά από 

συγκεκριµένο αριθµό χρονικών βηµάτων, ανάλογα µε χρονικό βήµα ddt(i). 

Το πρόγραµµα έχει την δυνατότητα να τρέξει για διάφορες τιµές του κρίσιµου ρεύµατος της 

συχνότητα, του πλάτους του εναλλασσόµενου µαγνητικού πεδίου και του εκθέτη n_ej. 

Αρχικοποιείται το πεδίο(h) και οι παράγωγοί του (deriv1 και deriv2) εντός του υπεραγωγού. Για 

την προσοµοίωση του AC πεδίου τόσο το βήµα όσο και ο συχνότητα αποθήκευσης δεδοµένων 

εξαρτώνται από την θερµοκρασία. Τέλος υπολογίζεται το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος 

της µαγνητικής επιδεκτικότητας. 

  



 

 
program creep 

IMPLICIT NONE 

INTEGER(8), PARAMETER   :: n1=1024,n2=1000,n3=30,n4=103,n5=10 

INTEGER DATE_TIME(8) 

INTEGER(8) :: i1,i2,i4,i5,k1,k2,k3,k4,i,j,i15,nr,nf,itime,i_count,n_ac,n_j,n_save 

real(8) :: bdc,f,tc,bc2,bc20,d,sigma,mu,mu0,kb,u00,dbc20,dtemperature,m_sat,h_test 

real(8) :: dx,f0,d0,e1,e2,c1,c2,ec,pi,b_d,h_d,dif,bm0,bm,tm,n,n_ej 

real(8) :: dx1,d1,m1,dtime_d,TIME_DIM1,TIME_DIM2 

real(8) :: total_time,ramp_time,dtime_r,dtime_ac,dtime,time,simulation_time 

real(8) :: 

total_time1,ramp_time1,dha_dt1,dtime_r1,dtime_ac1,dtime1,time1,simulation_time1 

 

real(8), DIMENSION(0:n1) :: xi 

real(8), DIMENSION(0:n5,0:n1) :: deriv1,deriv2,hz,h,hp,g 

real(8), DIMENSION(0:n5) :: moment,bac,dha_dt,ha 

real(8), DIMENSION(0:n2) :: ttime 

real(8), DIMENSION(1:n3) :: jc,dtt,NSS 

real(8), DIMENSION(0:n4) :: b,b1 

real(8), DIMENSION(0:50000) :: t_m 

real(8), DIMENSION(0:n5,50000) :: m 

real(8), DIMENSION(1:n5,1:n3) :: chi1,chi2 

 

! this function transforms a integer value to a string  

character(len=25) str 

!COMPLEX(4), DIMENSION(Nn1+1,Nn2+1,Nn3+1) :: spec 

 

CHARACTER (LEN = 12) initial_time(3) 

CHARACTER (LEN = 12) final_time(3) 

CHARACTER (LEN = 12) current_time(3) 

CHARACTER (LEN = 25) name_profile 

 

write(*,*) ' *****************      PROGRAM creep v               *******************' 

Write(*,*) ' ***********************************************************************' 

 

cALLDATE_AND_TIME (initial_time(1), initial_time(2)) 

write(*,*) ' **** Starting the calculation hh:mm:ss.ms=', 

initial_time(2)(1:2),":",initial_time(2)(3:4),":",initial_time(2)(5:10) 

! Boltzman constant and vacuum permeability 

kb=1.38d-23 

pi=4.0d0*datan(1.0d0) 

! vaccum magnetic permeability N/A^2 

mu0=1.0d0 

!mu0=4.0*pi*1.0D-7 



 

 
! crossover electric field 

! Ec 1micro V/cm=10^(-4)V/m 

ec=1.0d0 !1.0d-3 

! normal state resistivity 

 

! slab thickness m 

d=1.0d0 !1.0d-3 

dx=d/float(n1) 

 

! exponent of E(J)=Ec(J/Jc)^n. It should be an odd integer 

!n_ej=15 

n_ej=5.0 

 

! ac field amplitude (Tesla) 

n_ac=1 

bac(1)=1.5d0 !0.5d-4 ! 5d-3,5d-4, 0.05d-4 

 

! critical current 

n_j=1 

jc(1)=1.0d0;dtt(1)=1.0d-08;NSS( 1)=100000 

 

! frequency Hz 

f=1.0d0 ! 5,50, 500, 

 

open(unit=70,file='conditions.txt') 

write(70,'(a,f10.3)')   '1  mu0=',mu0 

write(70,'(a,f10.3)')   '2   Ec=',Ec 

write(70,'(a,f10.3)')   '3    d=',d 

write(70,'(a,f10.3)')   '4 n_ej=',n_ej 

write(70,'(a,30f10.3)') '5  Bac=',(bac(i5),i5=1,n_ac) 

write(70,'(a,20f10.3)') '6   jc=',(jc(k1),k1=1,n_J) 

write(70,'(a,20e10.3)') 'diffussivity=', (Ec/(mu0*jc(k1)**n_ej),k1=1,n_j) 

write(70,'(a,20e10.3)') 'dtime       =', (dtt(k1),k1=1,n_j) 

 

close(70) 

do 1984 k1=1,n_j ! jc loop       

!************************* initial profile ********************* 

do i5=1,n_ac     

do i2=1,n1; h(i5,i2)=0.0; deriv1(i5,i2)=0.0; deriv2(i5,i2)=0.0; enddo! i2 

enddo! i5 

!***********               time interval       ***************** 

total_time=1.5/f  

itime=1 



 

 
time=0.0d0 

i_count=1 

! simulation time =3/2 periods !!! 

simulation_time=total_time 

! interval of ac susceptibility calculation 

TIME_DIM1=0.5; TIME_DIM2=1.5 

 

dif=Ec/(mu0*jc(k1)**n_ej)     

 

!************************************************************** 

!           the time step depends on the critical current 

                            dtime=dtt(k1) 

!************************************************************** 

 

write(*,*) '***************************************************************' 

b_d=mu0*jc(k1)*d/2.0 ! full penetration field in Tesla 

h_d=    jc(k1)*d/2.0 ! full penetration field in A/m 

write(*,'(a,f15.5,A)')   ' J_c                            =',jc(k1), ' reduced units' 

write(*,'(a,f15.5,A)')   ' H*=j_c d/2                     =',h_d, ' reduced units' 

write(*,'(A,f15.5,A   )')' n_ej (exponent of the E-J)     =',n_ej , ' ' 

write(*,'(a,e15.5,A)')   ' dtime                          =',dtime, ' reduced units' 

write(*,'(a,e15.5,A)')   ' diffusivity                    =',dif, ' reduced units' 

write(*,'(a,e15.5,A)')   ' diffusivity xdtime             =',dif*dtime, ' reduced 

units' 

write(*,*) '***************************************************************' 

 

!*********************** T I M E   L O O P *for AC CALCULATION******* 

do 10 while (time.le.total_time) 

time=time+dtime 

 

do i5=1,n_ac ! n_ac is the number of ac amplitutes 

ha(i5)    =(1.0d0/mu0)*bac(i5)*sin(2.0d0*pi*f*time) 

dha_dt(i5)=(1.0d0/mu0)*2.0*pi*f*bac(i5)*cos(2.0d0*pi*f*time) 

enddo! i5 

! zeroing the dericative at the center 

 

do i5=1,n_ac 

deriv1(i5,n1/2)=0.0 

enddo!i5 

 

do i5=1,n_ac   

do 47 i2=1,n1/2-1 ! space loop     

 



 

 
! h' calculation 

deriv1(i5,i2)=(h(i5,i2)-h(i5,i2-1))/dx 

! h'' calculation 

deriv2(i5,i2) =(deriv1(i5,i2+1)-deriv1(i5,i2))/dx  

!deriv2(i2) =(h(i2+1)-2.0d0*h(i2)+h(i2-1))/(dx**2) 

! cutoff 

if ( deriv2(i5,i2).gt.(2.0*jc(k1)/dx) ) then 

deriv2(i5,i2)=jc(k1)/dx 

endif 

47enddo!i2 space loop 

enddo!i5 

 

! dif=Ec/(mu0*cc**n_ej) 

 

do 57 i2=1,n1/2-1  

! Ey(x)=E(x),Bz(x)=B(x), Hz(x)=H(x),Jy(x)=J(x) (geometry) 

! B=mu0H (Hc1=0) 

! h=Hz-Ha (local magnetization) 

! dE/dx=-dB/dt  (Faraday law) 

! E=Ec(J/Jc)**n (influence of pinning) 

! -dH/dx=J ( Ampere law in quasi-static approximation) 

! dh/dt=(Εc/mu0 cc**n)[(h')^n]'-dHa/dt  (non linear diffusion equation)    

do i5=1,n_ac     

g(i5,i2)=dif*n_ej*deriv1(i5,i2)**(n_ej-1.0)*deriv2(i5,i2) 

h(i5,i2)=(g(i5,i2)-dha_dt(i5))*dtime+h(i5,i2) 

hz(i5,i2)=h(i5,i2)+ha(i5) 

enddo!i5 

57enddo!i2 space loop 

 

 

do i5=1,n_ac 

hz(i5, 0)=ha(i5); hz(i5,n1)=ha(i5) 

enddo! I5 

 

 

do i5=1,n_ac 

moment(i5)=0.0 

enddo 

 

! the local magnetization h(x) is symmetric.  

! The integral of the local magnetization gives the 

! total magnetic moment. 

 



 

 
do i5=1,n_ac 

do i2=1,n1/2-1; moment(i5)=moment(i5)+h(i5,i2)*dx;enddo 

moment(i5)=2.0*moment(i5)+h(i5,n1/2)*dx 

enddo 

 

! save data with step T/NSS(K1)  

n_save=NSS(K1) 

 

if (mod(itime,n_save).eq.0) then 

open(unit=70,position='APPEND',file='m.txt') 

!                           time external magnetic field magnetization 

write(70,'(e20.8,15e15.5)') time,jc(k1),(ha(i5),moment(i5)/d,i5=1,n_ac) 

close(70) 

write(*,*) '=========================================================================' 

 

!save_data     (n_ac,n1,n5,n_ej,ec,itime ,time,dtime ,dx,ha,deriv1,deriv2,h,hz) 

call  save_data(n_ac,n1,n5,n_ej,ec,i_count,time,dtime,dx,ha,deriv1,deriv2,h,hz) 

 

do i5=1,n_ac 

m(i5,i_count)=moment(i5) 

write(*,'(a,f10.2,a,a,f12.6,a)') '  Bac=',bac(i5),' ru ',' magnetization=', 

moment(i5)/d ,' ru' 

enddo! i5 

write(*,*) '=========================================================================' 

t_m(i_count)=time 

i_count=i_count+1 

endif 

itime=itime+1 

10end do! end time while loop 

i_count=i_count-1    

 

! ****************************************************** 

!                  ac susceptibility calculation 

! ****************************************************** 

 

do i5=1,n_ac 

chi1(i5,k1)=0.0 

chi2(i5,k1)=0.0 

do 78 i4=1,i_count-1 

! PROSOXH TO TIME_DIM1 KAI TO TIME_DIM2 EKSARTATAI APO TO SIMULATION TIME 

if ((t_m(i4).ge.TIME_DIM1/f).and.(t_m(i4).le.TIME_DIM2/f)) then 

chi1(i5,k1)=chi1(i5,k1)+0.5*(m(i5,i4)*sin(2.0*pi*f*t_m(i4))+m(i5,i4+1)*sin(2.0*pi*f*t_

m(i4+1)))*(t_m(i4+1)-t_m(i4)) 



 

 
chi2(i5,k1)=chi2(i5,k1)+0.5*(m(i5,i4)*cos(2.0*pi*f*t_m(i4))+m(i5,i4+1)*cos(2.0*pi*f*t_

m(i4+1)))*(t_m(i4+1)-t_m(i4)) 

endif 

78enddo 

chi1(i5,k1)=(2.0*f)*(chi1(i5,k1)/(bac(i5)/mu0))/d 

chi2(i5,k1)=(2.0*f)*(abs(chi2(i5,k1))/(bac(i5)/mu0))/d 

enddo!i5 

 

open(unit=75,position='APPEND',file='chi.txt') 

write(75,'(16e20.8)') jc(k1),(bac(i5),chi1(i5,k1),chi2(i5,k1),i5=1,n_ac) 

close(75) 

 

1984enddo!k1 temperature loop 

 

close(30) 

 

!write(*,'(A,\)') ' Give the dc-magnetic field in Tesla=?'  

!read(*,*) bdc 

 

cALLDATE_AND_TIME (final_time(1), final_time(2)) 

write(*,*) ' **** Endting the calculation hh:mm:ss.ms=', 

final_time(2)(1:2),":",final_time(2)(3:4),":",final_time(2)(5:10) 

 

Write(*,*) ' Press ENTER to finish' 

read(*,*) 

 

ENDPROGRAM creep 

! ********************************************************************* 

!   S A V E    D A T A 

! ********************************************************************* 

SUBROUTINE save_data(n_ac,n1,n5,n_ej,ec,itime ,time,dtime,dx,ha,deriv1,deriv2,h,hz ) 

IMPLICIT NONE 

CHARACTER (LEN = 12) REAL_CLOCK (3) 

INTEGER(8) :: i,j,itime,n1,n5,n_ac,i5 

real(8) time,dtime,da,dx,mu0,ec,pi,j_sat,d,n_ej,f 

!INTEGER, DIMENSION(LOWER:UPPER,SMALL:LARGE) :: a,b 

real(8), DIMENSION(0:n5) :: ha,rate,bac 

real(8), DIMENSION(0:n5,0:n1) :: deriv1,deriv2,g,hz,h,hp 

CHARACTER (LEN = 25) name_profile 

! this function transforms a integer value to a string  

character(len=25) str 

pi=4.0*atan(1.0) 

mu0=4.0*pi*1.0D-7 



 

 
cALLDATE_AND_TIME (REAL_CLOCK (1), REAL_CLOCK (2)) 

write(*,*) ' Current real time ','hh=',real_clock(2)(1:2)," mm=",real_clock(2)(3:4)," 

ss.ms=",real_clock(2)(5:10) 

 

write(*,'(a,i10,a,e13.3,a,e13.3,a,e13.3)')  'step I=',itime, ' simulation  time  =', 

time, ' step dtime =',dtime  

 

do i5=1,n_ac 

name_profile=trim(str(itime))//'-'//trim(str(i5))//'.txt' 

! print profiles 

open(unit=10,file=name_profile) 

do i=1,n1/2-1 

    h(i5, n1-i)=h(i5 ,i) 

    hz(i5,n1-i)=hz(i5,i) 

    deriv1(i5,n1-i)=-deriv1(i5,i) 

    deriv2(i5,n1-i)=deriv2(i5,i) 

    g(i5,n1-i)=g(i5,i) 

enddo 

h(i5,n1/2)=     0.5*(h(i5,n1/2-1)+h(i5,n1/2+1)) 

hz(i5,n1/2)=    0.5*(hz(i5,n1/2-1)+hz(i5,n1/2+1)) 

deriv2(i5,n1/2)=0.5*(deriv2(i5,n1/2-1)+deriv2(i5,n1/2+1)) 

 

do i=1,n1-1 

! The h fields are expresed in Oe,  the j in A/cm2 and E/EC . 

write(10,'(2e25.5,1e25.12,5e25.5)') float(i)*dx,h(i5,i),hz(i5,i),-

deriv1(i5,i),deriv2(i5,i) 

enddo 

!write(80,*) 

close (10) 

!close(80) 

enddo!i5 

END SUBROUTINE save_data 

 

character(len=25) function str(k) 

!   "Convert an integer to string." 

integer(8), intent(in) :: k 

write (str, *) k 

    str = adjustl(str) 

end function str 
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