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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 

ηελ παξνχζα εξγαζία κειεηάηαη έλα πξφβιεκα ζθέδαζεο απφ ηδαληθφ αγσγφ, ν νπνίνο 

θσηνβνιείηαη εζσηεξηθά. Ο αγσγφο επηιέγεηαη λα είλαη έλαο θπθιηθφο θχιηλδξνο απείξνπ 

κήθνπο (θαηά  ) θαη ε πεγή είλαη έλα λεκαηνεηδέο ξεχκα παξάιιειν ζηνλ άμνλα    Ζ 

πξναλαθεξζείζα απιή γεσκεηξία είλαη ηέηνηα πνπ λα επηηξέπεη ηελ εχξεζε αθξηβνχο ιχζεο. 

Ζ Μέζνδνο Βνεζεηηθψλ Πεγψλ, γλσζηή σο MAS (Method of Auxiliary Sources), είλαη κηα 

ζπρλά ρξεζηκνπνηνχκελε αξηζκεηηθή κέζνδνο ζε πξνβιήκαηα ζθέδαζεο. Ζ MAS, ζηελ 

πεξίπησζή καο, ρξεζηκνπνηεί   βνεζεηηθέο πεγέο πάλσ ζε κηα θιεηζηή επηθάλεηα εμσηεξηθή 

ηνπ ζθεδαζηή. Tα ξεχκαηα θαζεκίαο είλαη θαη‘ αξρήλ άγλσζηα. Απηά πξνζδηνξίδνληαη κε 

επηβνιή ηεο ζπλνξηαθήο ζπλζήθεο ζε   ζεκεία πάλσ ζην ζθεδαζηή, θαζψο ηφηε πξνθχπηεη 

έλα     ζχζηεκα κε αγλψζηνπο ηα MAS ξεχκαηα. Ζ αθξηβήο επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

είλαη δπλαηή ιφγσ ηεο απιήο γεσκεηξίαο ηνπ πξνβιήκαηνο θη επνκέλσο ην MAS πεδίν γηα 

πεπεξαζκέλν   ππνινγίδεηαη αθξηβψο (γεγνλφο ζπάλην). Υάξε ζηε δπλαηφηεηα απηή θαη 

χζηεξα απφ αλαιπηηθή κειέηε, βξίζθνπκε ηελ ειάρηζηε δπλαηή απφζηαζε ηεο βνεζεηηθήο 

επηθάλεηαο. Απνδεηθλχνπκε επηπιένλ φηη ππάξρεη δπλαηφηεηα, ζην φξην    , ην MAS 

πεδίν λα ζπγθιίλεη ζην πξαγκαηηθφ, ελψ ηα MAS ξεχκαηα λα απνθιίλνπλ. Αλ απφ ηελ άιιε 

κεξηά, ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν Δθηεηακέλεο Οινθιεξσηηθήο Δμίζσζεο ή ΔΗΔ (απφ ην 

Extended Integral Equation) ζην ίδην πξφβιεκα ηέηνηα θαηλφκελα δε ζπκβαίλνπλ. ηε 

δηπισκαηηθή απηή εξγαζία επηηπγράλεηαη ινηπφλ ε εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ αλάινγσλ κε ηηο 

εξγαζίεο [1], [2] θαη [3] γηα ηελ πεξίπησζε πνπ εμεηάδνπκε. εκεηψλνπκε δε, φηη φια ηα 

ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα εληζρχνληαη απφ αξηζκεηηθή κειέηε, ζηελ νπνία δίλεηαη ηδηαίηεξε 

πξνζνρή ζηε δηάθξηζε ησλ θαηλνκέλσλ απφθιηζεο θαη ηαιαληψζεσλ, πνπ ζεσξεηηθά έρνπλ 

πξνβιεθζεί κε ηα θαηλφκελα πνπ εμαξηψληαη απφ ηελ αξηζκεηηθή πινπνίεζε θαη πξνέξρνληαη 

απφ «round-off» ή «ill-conditioning». Έηζη, αλ ζε θάπνην «πξαγκαηηθφ» πξφβιεκα ζθέδαζεο, 

κε πεξίπινθε γεσκεηξία, εθαξκφζεη θαλείο κεζφδνπο ηνπ Τπνινγηζηηθνχ 

Ζιεθηξνκαγλεηηζκνχ, παξφκνηεο κε ηε MAS θαη δηαπηζηψζεη απνθιίζεηο ή αθχζηθεο 

ηαιαληψζεηο, ζα πξέπεη λα εμεηάζεη κε κεγάιε πξνζνρή ηελ «πεγή» απφ ηελ νπνία 

πξνέξρνληαη. 
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ABSTRACT 

This work examines a scattering problem from a perfect conductor illuminated internally. The 

conductor is chosen to be an infinitely long (along the  -axis) circular cylinder and the source 

a current filament parallel to the  -axis. The aforementioned simple geometry is simple 

enough for the exact solution to be determined. The Method of Auxiliary Sources (MAS) is a 

commonly used numerical method for scattering problems. In our case, MAS employs   

auxiliary sources on a closed surface external to the scatterer. The source currents are initially 

unknown. They are determined by enforcing the boundary condition on   points on the 

scatterer, resulting a     system with the MAS currents as the unknowns. The exact 

solution of the system is possible because of the simple problem geometry (this is a rare 

occurrence). Because of this and after an analytical study, we determine the allowable 

minimum distance of the auxiliary surface. We further demonstrate the possibility, in the limit 

   , of the MAS field to converge to the true field, while the MAS currents diverge. If, on 

the other hand, we apply the Extended Integral Equation (EIE) method to the same problem, 

such phenomena do not occur. This diploma thesis thus draws conclusions analogous to the 

works [1], [2], and [3] for the case of interest. Let us note that all theoretical results are 

reinforced by a numerical study, in which we take great care to distinguish the divergence and 

oscillation phenomena predicted theoretically to those that depend on the numerical 

implementation and are due to ―round-off‖ or ―ill-conditioning‖. Therefore, if in a ―real‖ 

scattering problem, with a complicated geometry, one uses methods of Computational 

Electromagnetics similar to MAS and observes divergence or unphysical oscillations, one 

should take great care to examine their ―source‖.  
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scattering, Fredholm integral equations of the first kind, solvability 
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ΔΤΥΑΡΙΣΙΔ 

 Με ηελ νινθιήξσζε ηεο δηπισκαηηθήο απηήο εξγαζίαο θαη ζπλαθφινπζα, ησλ 

ζπνπδψλ κνπ ζηε ζρνιή Ζιεθηξνιφγσλ Μεραληθψλ θαη Μεραληθψλ Τπνινγηζηψλ ηνπ 

Δ.Μ.Π. ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνλ επίθνπξν θαζεγεηή θχξην Γεψξγην Φηθηψξε γηα ηελ 

επθαηξία πνπ κνπ παξείρε, κέζσ ηεο παξνχζαο εξγαζίαο, λα έξζσ ζε επαθή κε ελδηαθέξνληα 

επηζηεκνληθά αληηθείκελα φπσο απηφ ηνπ Τπνινγηζηηθνχ Ζιεθηξνκαγλεηηζκνχ, ησλ 

Αζπκπησηηθψλ Μαζεκαηηθψλ θαη πνιιψλ άιισλ, κέρξη πξφηηλνο άγλσζηα ζε εκέλα. Σνλ 

επραξηζηψ αθφκα γηα ηε ζπλερή βνήζεηα θαη ηελ εκπηζηνζχλε ηνπ θαζ‘ φιε ηε δηάξθεηα 

εθπφλεζεο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο. Δπραξηζηψ επίζεο ζεξκά ηνλ θαζεγεηή θχξην Κπξηάθν 

Υηηδαλίδε θαη ηνλ θαζεγεηή θχξην Ησάλλε αξαληφπνπιν γηα ηηο πνιιέο θαη ρξήζηκεο 

γλψζεηο πνπ κνπ παξείραλ ζηα πιαίζηα ησλ καζεκάησλ πνπ δηδάζθνπλ. Σέινο, ζα ήζεια λα 

επραξηζηήζσ ηδηαηηέξσο ηελ νηθνγέλεηά κνπ γηα ηε ζηήξημε, πνπ κνπ παξείρε φια απηά ηα 

ρξφληα ησλ ζπνπδψλ κνπ. 
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  : δηάλπζκα ηεο έληαζεο ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ   [   ] 

  : δηάλπζκα ηεο δηειεθηξηθήο κεηαηφπηζεο   [    ] 

  : δηάλπζκα ηεο καγλεηηθήο επαγσγήο   [       ] 

  : δηάλπζκα ηεο έληαζεο ηνπ καγλεηηθνχ πεδίνπ   [    ] 

  : ρσξηθή ππθλφηεηα ξεχκαηνο   [    ] 

   : κνλαδηαίν δηάλπζκα θαηά ηνλ άμνλα                 

-γεληθά, ηα δηαλχζκαηα ζην ρψξν ζεκεηψλνληαη κε παρηά γξαθή 

   : δηάλπζκα σο πίλαθαο     

 -γεληθά, ηα δηαλχζκαηα πνπ παξηζηάλνληαη σο πίλαθεο     ζπκβνιίδνληαη κε ηε βνήζεηα 

ηνπ βέινπο 

   : πίλαθαο     

   : καγλεηηθή δηαπεξαηφηεηα ζην θελφ   [   ] 

   : δηειεθηξηθή ζηαζεξά ηνπ θελνχ [   ] 

  : ν θπκαηηθφο αξηζκφο ή θπκαηάξηζκνο ηνπ κέζνπ δηάδνζεο, ζην θελφ θαη ζε θπθιηθή 

ζπρλφηεηα ιεηηνπξγίαο   ηζρχεη :            [   ] 

ℝ         : ην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ 

ℝ          : ην εθηεηακέλν ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, δειαδή ην ℝ με δύο 

επιπλέον ςτοιχεία  το    και το    

ℝ  ℝ  ℝ    ℝ            
     έ 

 : ν  -δηάζηαηνο  ρψξνο   

ℕ : ην ζχλνιν ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ           

  : ην ζχλνιν ησλ αθεξαίσλ αξηζκψλ              

  : ε θαληαζηηθή κνλάδα,       

       
ℝ 

 : νινθιήξσκα ηεο   ζηνλ ℝ  

     : ην ζπλαξηεζηαθφ ηνπ Dirac. Μπνξεί λα νξηζηεί κέζσ ησλ δχν ζρέζεσλ : 

           , αλ              

θαη            
ℝ 
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Μηα ζεκαληηθή ηδηφηεηα είλαη φηη αλ                , ηφηε 

                         , φπνπ κε      ζπκβνιίδνπκε ην κνλνδηάζηαην 

ζπλαξηεζηαθφ ηνπ Dirac. 

        : ζεκειηψδεο ιχζε ηνπ ηειεζηή  , φπνπ   είλαη ε ζέζε παξαηήξεζεο θαη   , ε ζέζε 

ηεο πεγήο. Οξίδεηαη απφ ηε ζρέζε :                              

  : ην αλάδειηα, π.ρ. ζε Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο είλαη     
 

  
   

 

  
   

 

  
 

   : ν ηειεζηήο ηνπ Laplace,        

      : ζπλάξηεζε Bessel πξψηνπ είδνπο ηάμεο   

      : ζπλάξηεζε Neumann πξψηνπ είδνπο ηάμεο   

  
       : ζπλάξηεζε Hankel πξψηνπ είδνπο ηάμεο  , ηζρχεη :   

                    

        : Ο ρψξνο ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ηα ηεηξάγσλά ηνπο είλαη νινθιεξψζηκεο 

ζπλαξηήζεηο ζην δηάζηεκα      , δειαδή                   
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εκείσζε 1 : 

 ην θείκελν ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο (θεθάιαηα 1 έσο θαη 6) θάζε θνξά πνπ 

εκθαλίδεηαη κηα έλλνηα γηα πξψηε θνξά, ρξεζηκνπνηείηαη ε πιάγηα γξαθή. Γηα παξάδεηγκα, 

φηαλ αλαθεξζεί γηα πξψηε θνξά ε έλλνηα ηεο ζεκειηψδνπο ιχζεο, γξάθνπκε ζεκειηώδεο 

ιύζε, ελψ νπνπδήπνηε θη αλ ε έλλνηα απηή ρξεζηκνπνηεζεί ζηε ζπλέρεηα, γξάθεηαη 

ζπλεζηζκέλα. Έηζη, θάζε έλλνηα γξάθεηαη αθξηβψο κία θνξά «πιάγηα», ηελ πξψηε. Ωζηφζν, 

ζε δηάθνξα ζεκεία ηνπ θεηκέλνπ ρξεζηκνπνηείηαη πιάγηα γξαθή κε ζθνπφ λα δνζεί έκθαζε. 

Με έληνλν ρξψκα γξάθνληαη νη ιέμεηο φηαλ απνηεινχλ νξηζηέεο έλλνηεο (ζε καζεκαηηθνχο 

θαηά βάζε νξηζκνχο), θαζψο θαη νη παξαηεξήζεηο, νη ηίηινη ησλ εθηά θεθαιαίσλ ηεο 

εξγαζίαο, ησλ παξαγξάθσλ θηι. εκεηψλνπκε επίζεο φηη ζε θάζε θεθάιαην νη ζρέζεηο είλαη 

ηεο κνξθήο  αρι μ σ κεφαλαίου αύ  ν αρι μ σ ςχές σ , μεθηλψληαο ηελ αξίζκεζε απφ 

θάζε θεθάιαην. Γηα παξάδεηγκα, ε πξψηε ζρέζε ηνπ θεθαιαίνπ 2 ζεκεηψλεηαη σο      , ελψ 

ηνπ θεθαιαίνπ 5 σο        Μφλε εμαίξεζε απνηεινχλ νη ζρέζεηο ησλ παξαξηεκάησλ πνπ 

είλαη ηεο κνξθήο    ρέχον παρ ρτ μα αύ  ν αρι μ σ ςχές σ   Σέινο, νη παξαπνκπέο 

δίλνληαη κέζα ζε αγθχιεο, ελψ φηαλ γξάθνπκε [x,(5)] ελλννχκε ηε ζρέζε (5) ηεο παξαπνκπήο 

ππ‘ αξηζκφλ x.           

εκείσζε 2 : 

 εκεηψλεηαη επίζεο φηη ηα απνηειέζκαηα ηεο παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο 

έρνπλ παξνπζηαζηεί σο νκηιία απφ ηνλ θχξην Γεψξγην Φηθηψξε κε ηίηιν : ―Method-of-

Auxiliary-Sources (MAS) and Extended-Integral-Equation (EIE) solutions to a simple cavity 

problem : comparison of  convergence Properties‖ ζην ζπλέδξην ―International Symposium 

on Antennas and Propagation and USNC/URSI National Radio Science Meeting‖, πνπ 

πξαγκαηνπνηήζεθε ηελ πεξίνδν 3-8 Ηνπιίνπ 2011 ζηελ Washington.    
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Κεθάιαην 1 :   Γεληθή εηζαγσγή     

ε δχν πξφζθαηεο εξγαζίεο [1], [2] έρεη απνδεηρζεί φηη, ππφ νξηζκέλεο ζπλζήθεο, ηα 

βνεζεηηθά ξεχκαηα ηεο Μεζφδνπ Βνεζεηηθψλ Πεγψλ (Method of Auxiliary Sources - MAS) 

είλαη δπλαηφλ λα απνθιίλνπλ θαζψο ν αξηζκφο ησλ ξεπκάησλ ηείλεη ζην άπεηξν. Ζ απφθιηζε 

εκθαλίδεηαη κε ηε κνξθή αθχζηθσλ ηαιαληψζεσλ ζηα βνεζεηηθά ξεχκαηα. ηηο [1], [2], ε σο 

άλσ ηδηφηεηα δείρλεηαη κέζσ ιεπηνκεξνχο αλαιπηηθήο, αξηζκεηηθήο θαη αζπκπησηηθήο 

κειέηεο δηζδηάζηαηνπ πξνβιήκαηνο ζθέδαζεο απφ άπεηξν, ηέιεηα αγψγηκν θπθιηθφ θχιηλδξν, 

κε πξνζπίπηνλ πεδίν απηφ ελφο άπεηξνπ λεκαηνεηδνχο αγσγνχ επξηζθφκελνπ εθηόο ηνπ 

θπιίλδξνπ. Σν απινπνηεκέλν απηφ πξφβιεκα είλαη ηδηαίηεξα δηαθσηηζηηθφ δηφηη ε MAS ιχζε 

κπνξεί λα ππνινγηζηεί αλαιπηηθά θαη θαηφπηλ λα δηεξεπλεζεί αζπκπησηηθά. Απφ ηελ άιιε 

κεξηά, ζηελ εξγαζία [3] απνδεηθλχεηαη φηη, γηα ην ίδην απιφ πξφβιεκα ζθέδαζεο, παξφκνηα 

θαηλφκελα δε ζπκβαίλνπλ φηαλ αληί γηα MAS εθαξκφζεη θαλείο ηε Μέζνδν Δθηεηακέλεο 

Οινθιεξσηηθήο Δμίζσζεο (Extended Integral Equation – EIE method).   

  Σθνπόο ηεο δηπισκαηηθήο απηήο εξγαζίαο είλαη ε επέθηαζε ησλ παξαπάλσ γηα ηελ 

πεξίπησζε πνπ ν άπεηξνο λεκαηνεηδήο αγσγφο βξίζθεηαη εληόο ηνπ θπιίλδξνπ. ην εμήο ην 

πξφβιεκα απηφ ζα αλαθέξεηαη σο «εζσηεξηθφ», ελψ απηφ πνπ πξαγκαηεχνληαη νη εξγαζίεο 

[1],[2] θαη [3] ζα θαιείηαη «εμσηεξηθφ»  πξφβιεκα.    

 Πξνο απηή ινηπφλ ηελ θαηεχζπλζε, ζην Κεθάιαην 2 δίλεηαη ην απαξαίηεην ππφβαζξν 

γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηεο ππφινηπεο εξγαζίαο. πγθεθξηκέλα, ην θεθάιαην απηφ δνκείηαη 

απφ ηέζζεξηο απηνηειείο ππνελφηεηεο (πιελ ηεο εηζαγσγήο), θπξηφηεξεο απφ ηηο νπνίεο είλαη 

νη 2.3 θαη 2.4 φπνπ γίλεηαη κηα ζχληνκε παξνπζίαζε ησλ κεζφδσλ MAS θαη EIE αληίζηνηρα. 

Ζ παξάγξαθνο 2.2 ζπλδέεηαη κε ην Κεθάιαην 3 θαη απνηειεί ηε ζεσξεηηθή βάζε γηα ηελ 

εχξεζε ηεο αθξηβνύο ιχζεο ηνπ «εζσηεξηθνχ» πξνβιήκαηνο. Σν Κεθάιαην 4 είλαη ην 

κεγαιχηεξν ζε έθηαζε θεθάιαην ηεο παξνχζαο εξγαζίαο. Δθεί αθνχ εμαρζνχλ φια ηα 

αληίζηνηρα κε ηελ [1] απνηειέζκαηα, ζηελ παξάγξαθν 4.3.2 γίλεηαη ε αζπκπησηηθή κειέηε 

ηνπ πξνβιήκαηνο, ελψ ζηελ 4.5 παξνπζηάδεηαη πιεζψξα αξηζκεηηθψλ πεηξακάησλ πνπ 

δείρλνπλ θαζαξά ηα παξαπάλσ ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα. Σν θεθάιαην 5 είλαη αληίζηνηρν ηεο 

εξγαζίαο [3] θαη πξαγκαηεχεηαη ηελ εθαξκνγή ηεο ΔΗΔ γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ «εζσηεξηθνχ» 

πξνβιήκαηνο. ην θεθάιαην 6 ζπλνςίδνληαη ηα ζεκαληηθφηεξα απνηειέζκαηα θαη γίλεηαη κηα 

ζπδήηεζε γηα ηελ εθαξκνγή θαη ηε ζεκαζία ηνπο ζηνλ Τπνινγηζηηθφ Ζιεθηξνκαγλεηηζκφ. 

Οη αλαγθαίεο γλψζεηο ηνπ θεθαιαίνπ 2 ζπκπιεξψλνληαη κε επηπξφζζεηεο πιεξνθνξίεο πνπ 

δίλνληαη ζην Κεθάιαην 7, ην νπνίν απνηειείηαη απφ ηέζζεξα παξαξηήκαηα. ε απηά 

παξνπζηάδνληαη θάπνηα επηπιένλ ζεσξεηηθά ζηνηρεία θαη δίλνληαη (κε θάπνηα απζηεξφηεηα) 

απνδείμεηο ηχπσλ ή κεζφδσλ πνπ εθαξκφζηεθαλ ζε δηάθνξα ζεκεία ηεο εξγαζίαο. ην 

ηειεπηαίν θεθάιαην, θαηά ηα θαζηεξσκέλα, δίλεηαη ε βηβιηνγξαθία πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα 

ηελ εθπφλεζε ηεο εξγαζίαο. 
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Κεθάιαην  2:   Βαζηθέο γλώζεηο θαη ππόβαζξν  

 

2.1 ηόρνη ηνπ Κεθαιαίνπ 2 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζηε Γεληθή Δηζαγσγή, ην θεθάιαην απηφ σο θχξην ζηφρν έρεη 

λα δνκήζεη ην απαξαίηεην ππφβαζξν γηα ηελ παξαθνινχζεζε ηεο ππφινηπεο εξγαζίαο. Απηφ 

επηηπγράλεηαη κέζσ ηεο νξγάλσζήο ηνπ ζε απηνηειείο ελφηεηεο, θαζεκία απφ ηηο νπνίεο 

πξαγκαηεχεηαη αληηθείκελα γλψζεο αλεμάξηεηα κεηαμχ ηνπο έηζη, ψζηε αλ θάπνηνο είλαη, εθ 

ησλ πξνηέξσλ, εμνηθεησκέλνο κε θάπνηα απφ απηά, λα ηα πξνζπεξάζεη. Σαπηφρξνλα φκσο 

γίλεηαη πξνζπάζεηα ε ζεσξεηηθή αλάιπζε λα κε «μεθεχγεη» ζε ηίπνηα πεξηζζφηεξν απφ ηα 

απνιχησο απαξαίηεηα. πγθεθξηκέλα ινηπφλ, ζηελ παξάγξαθν 2.2 παξνπζηάδεηαη αξρηθά ε 

κέζνδνο ηεο ζπλάξηεζεο Green (νξνινγία αληίζηνηρε ησλ [10] θαη [11]) θαη πψο απηή 

εθαξκφδεηαη ζε Πξνβιήκαηα πλνξηαθψλ Σηκψλ. Αθνινπζεί κηα ζχληνκε παξνπζίαζε ησλ 

πξνβιεκάησλ Ζιεθηξνκαγλεηηθήο θέδαζεο θαη κέζσ ηεο βαζηθήο ειεθηξνκαγλεηηθήο 

ζεσξίαο δηαηππψλεηαη αλαιπηηθά πσο απηά αλάγνληαη ηειηθά ζηελ επίιπζε ελφο 

πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθψλ ηηκψλ. εκεηψλνπκε φηη ε παξάγξαθνο απηή απνηειεί εηζαγσγή 

θαη απαξαίηεηε γλψζε γηα ην Κεθάιαην 3. ηελ παξάγξαθν 2.3 παξνπζηάδεηαη ε Μέζνδνο 

Βνεζεηηθψλ Πεγψλ (MAS) ζηε γεληθή πεξίπησζε αξρηθά, ελψ ζηε ζπλέρεηα δίλνληαη θάπνηα 

θαηαηνπηζηηθά παξαδείγκαηα εθαξκνγήο, αθνινπζψληαο ηελ [4]. Καη‘ αλάινγν ηξφπν, ζηελ 

παξάγξαθν 2.4 παξέρνληαη ελ ζπληνκία νη βαζηθέο αξρέο ηεο Μεζφδνπ Δθηεηακέλεο 

Οινθιεξσηηθήο Δμίζσζεο (EIE method), ελψ ην ηειεπηαίν ηκήκα ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ 

αθηεξψλεηαη ζηελ παξνπζίαζε θάπνησλ ζπγθεθξηκέλσλ καζεκαηηθψλ ζεσξεκάησλ θαη 

ηχπσλ, ζπρλά ρξεζηκνπνηνχκελσλ ζηελ εξγαζία απηή. 

 

2.2 Πξνβιήκαηα ζθέδαζεο σο πξνβιήκαηα ζπλνξηαθώλ ηηκώλ 

2.2.1 Θεκειηώδεηο ιύζεηο θαη ζπλάξηεζε Green 

Έζησ ν γξακκηθφο δηαθνξηθφο ηειεζηήο  , ν   δειαδή πεξηιακβάλεη ζπλήζεηο ή θαη 

κεξηθέο παξαγψγνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ πάλσ ζηηο νπνίεο εθαξκφδεηαη. Αλ      είλαη κηα 

δεδνκέλε ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζηνλ ℝ , ζεσξνχκε  ηελ εμίζσζε :  

                          

Γηα ηνλ ηειεζηή   νξίδνπκε ηε ζεκειηώδε ιύζε         σο ηε ζπλάξηεζε εθείλε πνπ 

ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε : 

                               , 

φπνπ   είλαη ην γλσζηφ ζπλαξηεζηαθφ ηνπ Dirac. Απφ ηηο ζρέζεηο       θαη       

παξαηεξνχκε φηη ε ζεκειηψδεο ιχζε         απνηειεί ιχζε ηεο       ζηελ πεξίπησζε πνπ ε 

ζπλάξηεζε      είλαη κε κεδεληθή κφλν ζην ζεκείν    θαη ε ηηκή ηεο ζην ζεκείν απηφ είλαη 

ηέηνηα, ψζηε ην νινθιήξσκά ηεο ζε νπνηαδήπνηε πεξηνρή ηνπ    λα ηζνχηαη κε κνλάδα. 

Δπεηδή ν ηειεζηήο   έρεη ππνηεζεί γξακκηθφο, αλ ην νινθιήξσκα ηεο   ζην ζεκείν    έρεη 

ηελ ηηκή       (αληί γηα κνλάδα), ηφηε ε ιχζε ζα είλαη               χκθσλα κε ηα 
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πξνεγνχκελα, αλ ε ζπλάξηεζε   είλαη κε κεδεληθή θαη ζε άιια ζεκεία, ηφηε κπνξνχκε λα 

ζπκπεξηιάβνπκε ηε ζπλεηζθνξά απφ φια ηα ζεκεία απηά κέζσ ηνπ νινθιεξψκαηνο 

                   
ℝ 

, ην νπνίν απνηειεί θαη ιχζε ηεο εμίζσζεο        Αλ ζέινπκε λα 

γξάςνπκε κε ζρέζεηο ηε δηαδηθαζία πνπ κφιηο πεξηγξάςακε, έρνπκε : 

                                 
ℝ 

  

                                           
ℝ 

  

                                              
ℝ 

       

θαη κπνξνχκε λα πνχκε φηη ε ιχζε ηεο       είλαη : 

                        
ℝ 

              

Παξαηεξνχκε δειαδή φηη αλ γηα ηνλ ηειεζηή   γλσξίδνπκε ηε ζεκειηψδε ηνπ ιχζε        , 

ηφηε γηα ηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο       αξθεί κία νινθιήξσζε, απηή πνπ ππαγνξεχεηαη απφ 

ηε ζρέζε        Δπηπιένλ, ιφγσ ηεο ηδηφηεηαο             απφ ηε       έπεηαη φηη :  

                             

Ζ ζρέζε       εθθξάδεη ηελ Αξρή ηεο Ακνηβαηόηεηαο, ζχκθσλα κε ηελ νπνία ην απνηέιεζκα 

πνπ παξάγεηαη ζην ζεκείν   απφ έλα κνλαδηαίν αίηην ζην ζεκείν   , ηζνχηαη κε ην 

απνηέιεζκα πνπ παξάγεηαη ζην ζεκείν    απφ έλα κνλαδηαίν αίηην ηνπνζεηεκέλν ζην ζεκείν 

   Όπσο ζα θαλεί θαη ζην Κεθάιαην 3, ηα παξαπάλσ εθθξάδνληαη απφ ην γεγνλφο φηη ε   

είλαη ζπλάξηεζε κφλν ηεο απφζηαζεο              

 Αλ θαη γηα πνιινχο ηειεζηέο είλαη γλσζηέο νη ζεκειηψδεηο ιχζεηο ηνπο, ζπρλά ε 

ζρέζε       δελ είλαη αξθεηή. Απηφ ζπκβαίλεη γηαηί ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο εθηφο ησλ 

εμηζψζεσλ ηεο κνξθήο       έρνπκε λα ηθαλνπνηήζνπκε θάπνηεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. Έηζη, 

έλα Πξόβιεκα Σπλνξηαθώλ Τηκώλ δηαηππψλεηαη σο εμήο : 

 
                                          

                                        
  , 

φπνπ ν   είλαη γξακκηθφο ηειεζηήο θαη    είλαη ην ζχλνξν ηνπ ηφπνπ   ζηνλ νπνίν 

αλαδεηνχκε ηε ιχζε    Ζ ζπλζήθε         θαιείηαη ζπλνξηαθή. ε ηέηνηα πξνβιήκαηα αληί 

ηεο ζεκειηψδνπο ιχζεο ρξεζηκνπνηνχκε ηε συνάρτηση Green ηνπ πξνβιήκαηνο 

       ,ζπκβνιηθά  , ε νπνία νξίδεηαη απφ ηνλ ηχπν : 

                                     

ηε       κε   ζπκβνιίδνπκε, φπσο θαη πξνεγνπκέλσο, ηε ζεκειηψδε ιχζε ηνπ ηειεζηή  , 

ελψ ε   είλαη κηα ιχζε ηεο εμίζσζεο : 

                         , 
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πνπ επηιέγεηαη έηζη, ψζηε ε   λα ηθαλνπνηεί εθηφο απφ ηε       θαη ηε          Ζ ζπλάξηεζε 

  δηαθέξεη απφ πξφβιεκα ζε πξφβιεκα θαη εκπεξηέρεη ηφζν ηε θπζηθή ηνπ πξνβιήκαηνο, 

κέζσ ησλ βνεζεηηθψλ ζπλζεθψλ, φζν θαη ηε γεσκεηξία, κέζσ ηνπ ζρήκαηνο ηνπ ηφπνπ  , ζε 

αληίζεζε κε ηελ   πνπ γηα δεδνκέλν ηειεζηή   είλαη ίδηα θαη εθθξάδεη ηε δνκή ηνπ ηειεζηή 

απηνχ. ε αληηζηνηρία κε ελ εμίζσζε      , ε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο       δίλεηαη απφ ηε 

ζρέζε : 

                        
ℝ 

              

Έηζη, ε ιχζε ζα απνηειείηαη απφ δχν κέξε, ην                          
ℝ 

  θαη ην 

                         
ℝ 

, ψζηε 

                              , 

θαη      

                                                                      

                                                                         

                                                       
   

Αλαθεθαιαηψλνληαο, έλα πξφβιεκα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ κπνξεί λα αληηκεησπηζζεί σο εμήο : 

Βήκα 1
ν
 : Γηα ηνλ ηειεζηή   βξίζθνπκε ηε ζεκειηψδε ιχζε, ε νπνία ζπλήζσο είλαη γλσζηή 

θαη κέζσ ηνπ νινθιεξψκαηνο       ππνινγίδνπκε ηελ     

Βήκα 2
ν
 : Λχλνπκε ηελ εμίζσζε           Ζ ιχζε ηεο εμίζσζεο απηήο γηα θιαζηθέο 

γεσκεηξίεο είλαη γλσζηή θαη δίλεηαη ζπλαξηήζεη θάπνησλ ζηαζεξψλ, νη νπνίεο φηαλ 

πξνζδηνξηζηνχλ θαζηζηνχλ ηελ    πιήξσο γλσζηή θη επνκέλσο θαη ηελ   απφ ηε ζρέζε 

       

Βήκα 3
ν
 : Ο πξνζδηνξηζκφο ησλ πξναλαθεξζέλησλ ζηαζεξψλ γίλεηαη κέζσ ηεο ζπλνξηαθήο 

ζπλζήθεο          ή κέζσ θάπνησλ εηδηθψλ απαηηήζεσλ πνπ έρνπλ λα θάλνπλ κε ηε θπζηθή 

ηνπ πξνβιήκαηνο. Με ηελ εθηέιεζε ηνπ βήκαηνο απηνχ, φπσο αλαθέξεηαη θαη παξαπάλσ, ην 

πξφβιεκα έρεη ιπζεί. 

2.2.2 Πξνβιήκαηα ειεθηξνκαγλεηηθήο ζθέδαζεο   

 Όηαλ έλα ζψκα «θσηίδεηαη» απφ έλα ειεθηξνκαγλεηηθφ θχκα, ην νπνίν νλνκάδεηαη 

πξνζπίπηνλ ή απ’ επζείαο, επάγνληαη ζ‘ απηφ ξεχκαηα (πφισζεο ή αγσγηκφηεηαο αλάινγα αλ 

απηφ είλαη δηειεθηξηθφ ή αγψγηκν αληίζηνηρα). Σα επαγφκελα ξεχκαηα, φληαο κε ηε ζεηξά 

ηνπο πεγέο ειεθηξνκαγλεηηθψλ θπκάησλ, πξνθαινχλ κία δεπηεξνγελή αθηηλνβνιία. Ζ 

άγλσζηε απηή αθηηλνβνιία αλαθέξεηαη ζπλήζσο σο ζθεδαδόκελν πεδίν ή πεδίν ζθέδαζεο θαη 

ην θπζηθφ θαηλφκελν πνπ κφιηο πεξηγξάςακε ειεθηξνκαγλεηηθή ζθέδαζε.    

 Γηα ηε κειέηε ελφο πξνβιήκαηνο ζθέδαζεο, ή κε αιιά ιφγηα γηα ηελ εχξεζε ηνπ 

ζθεδαδφκελνπ πεδίνπ ζην ρψξν, ην πξψην βήκα είλαη ε δηαηχπσζε ηνπ αληίζηνηρνπ 

πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθψλ ηηκψλ. Ζ θαηάζηξσζε ηνπ εθάζηνηε πξνβιήκαηνο επηηπγράλεηαη 

κε ρξήζε ησλ εμηζψζεσλ Maxwell θαη ηεο ηδηαίηεξεο θπζηθήο θαη γεσκεηξίαο ηνπ. Όια απηά 

πεξηγξάθνληαη ζηελ ππνπαξάγξαθν 2.2.2.1 πνπ αθνινπζεί. Σν επφκελν βήκα είλαη θπζηθά ε 

επίιπζε ηνπ παξαπάλσ πξνβιήκαηνο θαη ζην ζεκείν απηφ είλαη πνπ ππεηζέξρνληαη νη 
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κέζνδνη πνπ αλαθέξζεθαλ ζηελ πξνεγνχκελε ππνπαξάγξαθν θαη ζπκπιεξψλνληαη 

θαηάιιεια ζηηο ακέζσο επφκελεο (ηηο 2.2.2.2 θαη 2.2.2.3). 

2.2.2.1 Δμηζώζεηο ηνπ Maxwell θαη δηαηύπσζε ηνπ αληίζηνηρνπ πξνβιήκαηνο 

ζπλνξηαθώλ ηηκώλ 

Όπσο ήδε αλαθέξζεθε, ζρεδφλ ζε θάζε πξφβιεκα ειεθηξνκαγλεηηθήο ζθέδαζεο 

θχξηνο ζηφρνο είλαη ν ππνινγηζκφο ηνπ ζπλνιηθνχ πεδίνπ ζην ρψξν. Δπεηδή φκσο ζηηο 

πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο μέξνπκε ην απ‘ επζείαο πεδίν αλαγφκαζηε ηειηθά ζηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ηνπ ζθεδαδφκελνπ. Ωο γλσζηφλ, ηα πεδηαθά κεγέζε ζπλδένληαη κέζσ ησλ 

εμηζώζεωλ ηνπ Maxwell, πνπ ζε ζεκεηαθή κνξθή είλαη : 

                               

                                

     
  

  
                  

      
  

  
                 

Παξαηεξνχκε φηη αλ βξνχκε ην έλα πεδίν (ην ειεθηξηθφ ή ην καγλεηηθφ),ηφηε κέζσ ησλ 

ζρέζεσλ          θαη          είλαη εχθνιν λα βξνχκε θαη ην άιιν (ην καγλεηηθφ ή ην 

ειεθηξηθφ αληίζηνηρα).         

 εκεηψλνπκε φηη ν, ζπκπιεξσκαηηθφο ζηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο, λόκνο δηαηήξεζεο 

ηνπ θνξηίνπ είλαη : 

     
  

  
               

Φπζηθά, ζε πεξίπησζε πνπ ζην πξφβιεκα έρνπκε πεξηζζφηεξα ηνπ ελφο κέζα κεηάδνζεο, 

πεξίπησζε πνπ απνηειεί θαη ηε ζπλεζηζκέλε, ρξεζηκνπνηνχκε ηνπο λφκνπο ηνπ Maxwell γηα 

ηηο δηαρσξηζηηθέο επηθάλεηεο, ηνπο νπνίνπο γηα ιφγνπο ζπληνκίαο παξαιείπνπκε.  

 Ζ αλάιπζε ησλ ειεθηξνκαγλεηηθψλ πεδίσλ δηεπθνιχλεηαη κε ηελ εηζαγσγή 

ζπλαξηήζεσλ πνπ είλαη γλσζηέο σο ζπλαξηήζεηο δπλακηθνύ. πγθεθξηκέλα, ε εμίζσζε 

         επηηξέπεη ηελ έθθξαζε ηεο καγλεηηθήο επαγσγήο   σο πεξηζηξνθήο κηαο 

βνεζεηηθήο δηαλπζκαηηθήο ζπλάξηεζεο   , ε νπνία θαιείηαη δηαλπζκαηηθό δπλακηθό, δειαδή 

                    

Δπηπιένλ, ιφγσ ηεο       , ε ζρέζε          γξάθεηαη : 

     
  

  
                     

Δπνκέλσο, επεηδή ε ζπλάξηεζε   
  

  
 έρεη κεδεληθή πεξηζηξνθή γηα θάζε ζεκείν ηνπ 

ρψξνπ, κπνξεί λα εθθξαζηεί σο θιίζε κηαο βνεζεηηθήο βαζκσηήο ζπλάξηεζεο   πνπ 

νλνκάδεηαη βαζκωηό δπλακηθό. χκθσλα κε ηα παξαπάλσ, ε έληαζε ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ 

  εθθξάδεηαη κε ηε βνήζεηα ησλ ζπλαξηήζεσλ δπλακηθνχ σο εμήο : 
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ηελ πεξίπησζε πνπ ν ρψξνο έρεη παληνχ ηηο ηδηφηεηεο ηνπ θελνχ, δειαδή 

δηειεθηξηθή ζηαζεξά    θαη καγλεηηθή δηαπεξαηφηεηα    ηζρχνπλ νη ζπληαθηηθέο ζρέζεηο : 

                     

θαη 

                    

Οη ζρέζεηο       ,        κε ηε βνήζεηα ηεο           δίλνπλ : 

      
  

  
  

 

  
               

Δλψ νη       ,        θαη          δίλνπλ : 

                 
  

  
 
   

   
                

Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ νξηζκφ ηνπ ηειεζηή ηνπ Laplace γηα ηελ πεξίπησζε ησλ 

δηαλπζκαηηθψλ ζπλαξηήζεσλ, ε ηειεπηαία ζρέζε γξάθεηαη : 

                      
  

  
 
   

   
                

Αλ ηψξα εηζάγνπκε ηε ζπλζήθε Lorentz (          
  

  
 ), ηφηε απφ ηηο εμηζψζεηο 

       θαη        πξνθχπηνπλ δχν αλεμάξηεηεο εμηζψζεηο γηα θαζεκία απφ ηηο ζπλαξηήζεηο 

  θαη  , νη εμήο : 

        
   

   
  

 

  
              

θαη 

        
   

   
                    

Γειαδή ην βαζκσηφ δπλακηθφ ηθαλνπνηεί ηε βαζκσηή θπκαηηθή εμίζσζε, ελψ ην 

δηαλπζκαηηθφ δπλακηθφ ηε δηαλπζκαηηθή θπκαηηθή εμίζσζε. εκεηψλνπκε φηη αλ ην   είλαη 

εθθξαζκέλν ζε θαξηεζηαλέο ζπληζηψζεο, ηφηε εχθνια απνδεηθλχεηαη φηη θαζεκία απφ (ηηο 

ζπληζηψζεο) απηέο ηθαλνπνηεί ηελ αληίζηνηρε βαζκσηή θπκαηηθή εμίζσζε. Δπίζεο, απφ ηε  

       πξνθχπηεη φηη ην δηαλπζκαηηθφ δπλακηθφ εμαξηάηαη απφ ηελ θαηαλνκή ησλ πεγψλ 

ξεχκαηνο, ελψ (απφ ηε       )ην βαζκσηφ δπλακηθφ απφ ηελ θαηαλνκή ησλ πεγψλ θνξηίνπ. 

Φπζηθά, νη δχν απηέο θαηαλνκέο ζπλδένληαη κέζσ ηνπ λφκνπ δηαηήξεζεο ηνπ θνξηίνπ, 

γεγνλφο πνπ επηβεβαηψλεη ηελ αιιειεμάξηεζε ησλ   θαη   κέζσ ηεο ζπλζήθεο Lorentz. 

 Αλ θαη ηα κεγέζε ζηελ παξαπάλσ αλάιπζε έρνπλ απζαίξεηε ρξνληθή εμάξηεζε, ζηε 

ζπλέρεηα ζα πεξηνξίζνπκε ηε κειέηε καο ζε πεγέο θαη πεδία πνπ κεηαβάιινληαη 

εκηηνλνεηδψο κε ην ρξφλν. Ο πεξηνξηζκφο απηφο δηεπθνιχλεη ηδηαίηεξα ηελ αλάιπζε ηνπ 
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εθάζηνηε πξνβιήκαηνο κε ηελ εηζαγσγή θαζηζεηώλ, δειαδή ζεκεηαθψλ ζπλαξηήζεσλ πνπ 

είλαη αλεμάξηεηεο ηνπ ρξφλνπ. Αλ        είλαη ε ζηηγκηαία ηηκή ελφο κεγέζνπο ζηε ζέζε  , 

ηφηε ν θαζηζέηεο ηνπ, πνπ ζπλήζσο ζπκβνιίδεηαη κε ην αληίζηνηρν θεθαιαίν γξάκκα, ζηε 

ζέζε   ζπλδέεηαη κε απηήλ κέζσ ηεο ζρέζεο : 

                                 , 

φπνπ   είλαη ε θπθιηθή ζπρλφηεηα ηνπ εκηηνλνεηδνχο κεγέζνπο    Όιεο νη παξαπάλσ 

εμηζψζεηο,( πνπ ραξαθηεξίδνπλ ην ειεθηξνκαγλεηηθφ πεδίν) γηα ηελ πεξίπησζε 

εκηηνλνεηδνχο ρξνληθήο κεηαβνιήο πεγψλ θαη πεδίσλ αιιάδνπλ κνξθή. πγθεθξηκέλα, ε 

ρξνληθή παξαγψγηζε  
    νπνηνπδήπνηε κεγέζνπο ππνθαζίζηαηαη παληνχ απφ 

πνιιαπιαζηαζκφ ηνπ θαζηζέηε ηνπ κεγέζνπο απηνχ κε ηελ πνζφηεηα   , ελψ φιεο νη 

πνζφηεηεο αληηθαζίζηαληαη απφ ηνπο αληίζηνηρνπο θαζηζέηεο ηνπο.   

 Έηζη, ζηελ πεξίπησζε απηή ε ζρέζε         γξάθεηαη : 

                      , 

ελψ ε ζπλζήθε Lorentz παίξλεη ηε κνξθή : 

                           

Μπνξνχκε επνκέλσο εχθνια, απφ ηε ζρέζε       , λα εθθξάζνπκε ην   ζπλαξηήζεη κφλν 

ηνπ   : 

   
 

    
                         

Δπηπιένλ, ε θπκαηηθή εμίζσζε        κεηαηξέπεηαη ζηελ αληίζηνηρε εμίζωζε ηνπ Helmholtz : 

                            

 ην ζεκείν απηφ είκαζηε πιένλ ζε ζέζε λα δηαηππψζνπκε ην ζρεηηθφ πξφβιεκα 

ζπλνξηαθψλ ηηκψλ. Πξάγκαηη, εμεηάδνληαο θαη‘ αξρήλ ηηο ζρέζεηο        θαη       , 

παξαηεξνχκε φηη αλ δεηείηαη είηε ην ειεθηξηθφ είηε ην καγλεηηθφ πεδίν, αξθεί λα ππνινγηζηεί 

ην δηαλπζκαηηθφ δπλακηθφ. Αλ επηπιένλ, ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ 

ππαγνξεχνληαη ζην θεθάιαην 5 ηνπ [12], ηφηε έρνπκε θαηαζθεπάζεη έλα πξφβιεκα ηεο 

κνξθήο       ζην νπνίν ε άγλσζηε ζπλάξηεζε είλαη ε   θαη ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε         

2.2.2.2 Η ζεκειηώδεο ιύζε ηεο εμίζσζεο Helmholtz 

Όπσο θάλεθε ζηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν, γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ ειεθηξηθνχ 

πεδίνπ, ζα ρξεηαζηεί λα ιχζνπκε έλα πξφβιεκα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ κε ηειεζηή   απηφλ ηνπ 

Helmholtz, δειαδή ζην πξφβιεκά καο,          χκθσλα κε ηελ αλάιπζε ηεο 

παξαγξάθνπ 2.2.1 ην πξψην βήκα πνπ ζα πξέπεη λα θάλνπκε είλαη λα πξνζδηνξίζνπκε ηε 

ζεκειηψδε ιχζε γηα ηνλ ηειεζηή ηνπ Helmholtz.  Όπσο αλαθέξεηαη ζην [10] θαη ζην [11] ε 

ζεκειηψδεο ιχζε γηα ηελ πεξίπησζε ησλ δχν δηαζηάζεσλ, πεξίπησζε πνπ ζα καο 

απαζρνιήζεη ζηε ζπλέρεηα (βι. παξάγξαθν 3.2), είλαη :  
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Όπνπ   
   

 είλαη ε ζπλάξηεζε Hankel κεδεληθήο ηάμεο πξψηνπ είδνπο. ην Παξάξηεκα Α 

παξνπζηάδεηαη έλαο απφ ηνπο ηξφπνπο απφδεημεο ηεο         

2.2.2.3 Η κέζνδνο ηνπ ρσξηζκνύ ησλ κεηαβιεηώλ 

 Αθνχ ινηπφλ πξνζδηνξίζνπκε ηε ζεκειηψδε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο, ην επφκελφ καο 

κέιεκα είλαη ε ιχζε ηεο εμίζσζεο          ζηνλ ηφπν   (γηα ηνλ ηειεζηή        ). Ο 

ηφπνο   ζην πξφβιεκα πνπ ζα κειεηήζνπκε ακέζσο κεηά είλαη ην εζσηεξηθφ ελφο θπθιηθνχ 

θπιίλδξνπ απείξνπ κήθνπο θαηά z θαη αθηίλαο       πλεπψο, κπνξνχκε λα πνχκε πσο ε πξνο 

επίιπζε εμίζσζε          είλαη απηή ηνπ Helmholtz ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο ηηο νπνίεο ζα 

ζπκβνιίζνπκε σο        Έηζη, ζα πξέπεη λα ιχζνπκε ηελ εμίζσζε : 

               ,   γηα              θαη                          

ηηο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο ν ηειεζηήο ηνπ Laplace είλαη : 

   
  

   
 
 

 

 

  
 

 

  
  

   
                 

Θα ιχζνπκε ηελ        κε ηε κέζνδν ρωξηζκνύ ηωλ κεηαβιεηώλ. Γειαδή 

ππνζέηνπκε φηη ε ιχζε ηεο εμίζσζεο απηήο είλαη ηεο κνξθήο : 

                               

Αλ θαη ε ππφζεζε πνπ ππαγνξεχεηαη απφ ηε ζρέζε        δείρλεη κε κηα πξψηε καηηά 

ηνπιάρηζην καζεκαηηθά αβάζηκε, ε νξζφηεηά ηεο απνδεηθλχεηαη κε απζηεξφηεηα θαη ν 

ελδηαθεξφκελνο γηα ηνλ ηξφπν «νηθνδφκεζεο» ηεο κεζφδνπ απηήο κπνξεί λα αλαηξέμεη ζην 

ζε θάπνην ζρεηηθφ βηβιίν πλαξηεζηαθήο Αλάιπζεο ή ζην [35], φπνπ γίλεηαη κηα ζπδήηεζε 

επί ηνπ ζέκαηνο απηνχ. Δδψ, δε ζα επεθηαζνχκε ζε κηα ηέηνηα ζεσξεηηθή αλάιπζε 

επηθχξσζεο ηεο κεζφδνπ θαη ησλ βεκάησλ πνπ ζα εθηειέζνπκε, αιιά ζα αξθεζηνχκε κφλν 

ζηελ πξνθαηαξθηηθή ζπκθσλία πσο αλ φλησο βξεζεί κηα ιχζε πνπ είλαη ηεο κνξθήο        

θαη ηθαλνπνηεί ηε       , ηφηε ζα γίλεη δεθηή. Πξνο απηή ινηπφλ ηελ θαηεχζπλζε, ε εμίζσζε 

       κε ηελ ππφζεζε ηνπ ρσξηζκνχ ησλ κεηαβιεηψλ γξάθεηαη ηζνδχλακα : 

  

   
   

 
  

  
  

 
 

   
   

 
                     

Ζ ηειεπηαία ζρέζε κπνξεί λα πάξεη ηε κνξθή : 

  

   
   

 
  

  
  

 
     

   
   

 
                

θαη εχθνια θαίλεηαη φηη ην δεμί κέινο είλαη ζπλάξηεζε κφλν ηεο κεηαβιεηήο  , ελψ ην 

αξηζηεξφ ηεο κέινο εμαξηάηαη κφλνλ απφ ηε    Σν γεγνλφο απηφ καο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα 

φηη θαζέλα απφ ηα δχν απηά κέιε είλαη ζηαζεξνί αξηζκνί θαη κάιηζηα ίζνη κε ηνλ αξηζκφ  , ν 

νπνίνο νλνκάδεηαη θαη ζηαζεξά ρωξηζκνύ. Καη‘ απηφ ινηπφλ ηνλ ηξφπν, πξνθχπηνπλ δχν 

αλεμάξηεηεο ζπλήζεηο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο : 
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θαη 

   

   
                     

 Ζ δεχηεξε εμίζσζε κπνξεί λα ιπζεί αλ πξψηα γίλεη ε παξαηήξεζε φηη ε ιχζε ζα 

πξέπεη λα είλαη   -πεξηνδηθή. ‘ απηήλ ηελ πεξίπησζε θαη‘ αλάγθε ζα ηζρχεη : 

     ,                    

Πξάγκαηη, ζα πξέπεη θαη‘ αξρήλ    , ψζηε ε        λα δέρεηαη σο ιχζε νπνηνλδήπνηε 

γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ησλ ζπλαξηήζεσλ       θαη        Αλ ήηαλ    , ζα είρακε σο ιχζε 

πνιπψλπκα ην πνιχ δεπηέξνπ βαζκνχ, ελψ αλ    , ε εμάξηεζε ηεο   απφ ηε   ζα ήηαλ 

εθζεηηθή. Αθνχ έγηλε δεθηφ πιένλ φηη    , ε   -πεξηνδηθφηεηα επηηπγράλεηαη φηαλ ε 

πνζφηεηα    είλαη θπζηθφο αξηζκφο, θάηη πνπ νδεγεί ζηνλ πεξηνξηζκφ πνπ ππαγνξεχεηαη ζηε 

ζρέζε        Έηζη, ε γεληθή ιχζε ηεο        είλαη νη ζπλαξηήζεηο : 

           
         

                        , 

φπνπ νη     ,      είλαη νπνηεζδήπνηε πξαγκαηηθέο ζηαζεξέο πνπ πξνζδηνξίδνληαη απφ 

θαηάιιειεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (γηα θάζε    ).     

 Αλ ηψξα ζηελ πξψηε εμίζσζε ζέζνπκε      θαη ζεσξήζνπκε ηελ αιιαγή 

κεηαβιεηήο      θαηαιήγνπκε ζε κηα δηαθνξηθή εμίζσζε, γλσζηή θαη σο εμίζωζε ηνπ 

Bessel : 

                                           

Σν ζχλνιν ησλ ιχζεσλ ηεο       ,        : ηθαλνπνηείηαη ε        γηα θάπνην      είλαη 

γλσζηέο θαη πξνθχπηνπλ σο ν γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ ζπλαξηήζεσλ Bessel θαη  

Neumann   ηάμεο, πνπ ζπκβνιίδνληαη σο       θαη       αληίζηνηρα.   

 Έηζη, ε γεληθή ιχζε ηεο        πξνθχπηεη κε πνιιαπιαζηαζκφ ησλ ιχζεσλ σο πξνο  

  θαη σο πξνο   πνπ ηζρχνπλ γηα ηνλ ίδην θάζε θνξά δείθηε   θαη ζηε ζπλέρεηα άζξνηζε γηα 

φια ηα      πλεπψο, ε δεηνχκελε ιχζε δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν : 

                          

 

    

                      

Όπνπ νη ζπληειεζηέο    θαη    πξνζδηνξίδνληαη απφ ηελ θπζηθή ηνπ θάζε πξνβιήκαηνο. 

 

2.3 Η Μέζνδνο Βνεζεηηθώλ Πεγώλ (MAS) 

Όπσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη ε παξνπζίαζε ηεο Μεζφδνπ Βνεζεηηθψλ Πεγψλ (MAS) ζα είλαη 

θαη‘ αξρήλ γεληθή αθνινπζψληαο θαηά βάζε ηελ παξνπζίαζε πνπ γίλεηαη ζηελ [4]. 
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2.3.1 Γεληθά ζηνηρεία 

 Ζ Μέζνδνο Βνεζεηηθψλ Πεγψλ (Method of Auxiliary Sources - MAS) απνηειεί κηα 

αξθεηά δεκνθηιή αξηζκεηηθή κέζνδν ηνπ Τπνινγηζηηθνχ Ζιεθηξνκαγλεηηζκνχ γηα ηελ 

επίιπζε ειιεηπηηθνύ ηχπνπ πξνβιεκάησλ ζπλνξηαθψλ ηηκψλ, πνιιά απφ ηα νπνία 

εκθαλίδνληαη ζε πξνβιήκαηα ειεθηξνκαγλεηηθήο ζθέδαζεο, κνληεινπνίεζεο θεξαηψλ, 

ζρεδηαζκφ θπκαηνδεγψλ, ζηελ θαηαζθεπή δηαηάμεσλ ξαδηνεληνπηζκνχ θηι. χκθσλα κε ηε 

βηβιηνγξαθία,(βι.[4]) ηα θχξηα πιενλεθηήκαηά ηεο είλαη ε επθνιία εθαξκνγήο, ε αξηζκεηηθή 

επζηάζεηα θαη ε ππνινγηζηηθή αθξίβεηα πνπ παξέρεη κε απνηέιεζκα λα απνηειεί κηα θαιή 

ελαιιαθηηθή κέζνδν ζε ζρέζε κε ηηο θιαζηθέο ηερληθέο νινθιεξσηηθψλ εμηζψζεσλ, φπσο ε 

Μέζνδνο ησλ Ρνπψλ (Method of Moments ή ελ ζπληνκία, ΜνΜ). Ζ θεληξηθή ηεο ηδέα, 

ζηνηρείν πνπ ηε δηαθνξνπνηεί θαηά θχξην ιφγν απφ ηηο άιιεο κεζφδνπο, είλαη φηη ην 

πξφβιεκα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ δε δηαηππψλεηαη ζε ζρέζε κε ηε ζπλερή ξεπκαηηθή θαηαλνκή 

πνπ αλαπηχζζεηαη ζηελ επηθάλεηα φπνπ ηθαλνπνηνχληαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο, αιιά 

αληηζέησο βάζεη θάπνησλ δηαθξηηψλ, βνεζεηηθψλ ξεπκάησλ (ππφ ηελ έλλνηα φηη ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα δελ εκθαλίδνληαη θαη απνηεινχλ ηέρλαζκα ηεο MAS), ηηο ιεγφκελεο 

«βνεζεηηθέο πεγέο», νη νπνίεο ηνπνζεηνχληαη ζε θάπνηα απφζηαζε απφ ηελ επηθάλεηα πάλσ 

ζηελ νπνία δηαηππψλνληαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο, πνπ ζπλήζσο θαιείηαη 

θπζηθή. Έηζη, ε MAS δελ ελδηαθέξεηαη γηα ηα επηθαλεηαθά ξεχκαηα πνπ εθθξάδνπλ ηηο 

αζπλέρεηεο ζην ζχλνξν (νη νπνίεο πξνβιέπνληαη απφ ηελ ειεθηξνκαγλεηηθή ζεσξία). ηε 

κέζνδν απηή ηα ζθεδαδφκελα ειεθηξνκαγλεηηθά πεδία παληνχ ζην ρψξν «παξάγνληαη» απφ 

ηηο βνεζεηηθέο πεγέο, απνπζία ηεο θπζηθήο επηθάλεηαο ηνπ ζθεδαζηή. ηελ πξαγκαηηθφηεηα, 

ε MAS απνηειεί κηα κέζνδν επίιπζεο ελφο πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθψλ ηηκψλ θαη ε 

πξνηεηλφκελε απ‘ απηή ιχζε είλαη έλαο πεπεξαζκέλνο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ζεκειησδψλ 

ιχζεσλ ηεο ζρεηηθήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο. ε ειεθηξνκαγλεηηθά πξνβιήκαηα φπνπ 

ππνηίζεηαη κία ζπρλφηεηα ιεηηνπξγίαο, ή φπσο αιιηψο ιέκε ζε πξνβιήκαηα φπνπ κειεηάκε ηε 

δηάδνζε κνλνρξωκαηηθώλ θπκάησλ ε ηζνδχλακε δηαθνξηθή εμίζσζε είλαη απηή ηνπ 

Helmholtz θαη ε ζεκειηψδεο ιχζε ηεο γηα ηελ πεξίπησζε ησλ δχν δηαζηάζεσλ δίλεηαη απφ ηε 

ζρέζε         ηνλ πξναλαθεξζέληα γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ηα βάξε είλαη αλάινγα πξνο ηηο 

εληάζεηο ησλ βνεζεηηθψλ ξεπκάησλ, νη νπνίεο απνηεινχλ ηνπο πξσηαξρηθνχο αγλψζηνπο. 

Όηαλ απηά ππνινγηζηνχλ, ηφηε ηα MAS πεδία πξνζδηνξίδνληαη απ‘ επζείαο.  

2.3.2 Σξόπνο εθαξκνγήο ηεο κεζόδνπ 

 Όπσο θάλεθε παξαπάλσ, θαηά ηελ εθαξκνγή ηεο MAS ην πξψην βήκα είλαη ε 

επηινγή ησλ βνεζεηηθψλ πεγψλ. Αλ ην πξφβιεκα είλαη δηζδηάζηαην, ηφηε σο βνεζεηηθέο 

πεγέο επηιέγνληαη   λεκαηνεηδή ξεχκαηα ηα νπνία (σο θσηνβνινχζεο ειεθηξνκαγλεηηθέο 

πεγέο) παξάγνπλ πεδία αλάινγα ηεο ζπλάξηεζεο Hankel κεδεληθήο ηάμεο πξψηνπ είδνπο (βι. 

θαη ζρέζε       ). ηελ πεξίπησζε ησλ ηξηψλ δηαζηάζεσλ, νη βνεζεηηθέο πεγέο είλαη δεχγε 

ζηνηρεησδψλ δίπνισλ, ηα νπνία παξάγνπλ πεδία αλάινγα ηεο ζθαηξηθήο ζπλάξηεζεο Hankel 

πξψηνπ είδνπο θαη κεδεληθήο ηάμεο( δειαδή κε άιια ιφγηα, ηα πεδία, εληειψο αληίζηνηρα κε 

ην πξφβιεκα ησλ δχν δηαζηάζεσλ, είλαη αλάινγα ηεο ζεκειηψδνπο ιχζεο ηνπ ηξηζδηάζηαηνπ 

ηειεζηή ηνπ Helmholtz). Σα ζηνηρεία ζε θάζε δίπνιν επηιέγνληαη θάζεηα κεηαμχ ηνπο θαη 

ηαπηφρξνλα εθαπηνκεληθά ζηε βνεζεηηθή επηθάλεηα πξνθεηκέλνπ λα ηθαλνπνηείηαη ε 

ζεσξεηηθή αζπλέρεηα ησλ εθαπηνκεληθψλ ζπληζησζψλ ηνπ καγλεηηθνχ πεδίνπ. Καη ζηηο δχν 

πεξηπηψζεηο ηα MAS ειεθηξνκαγλεηηθά πεδία πξνθχπηνπλ σο ππέξζεζε ησλ πεδίσλ πνπ 

παξάγνληαη απφ ηηο   βνεζεηηθέο πεγέο, δειαδή πεδίσλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ζεκειηψδε 

ιχζε ηνπ ηειεζηή ηνπ Helmholtz πνιιαπιαζηαζκέλε επί κηα πνζφηεηα αλάινγε κε ηελ 
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έληαζε ηνπ αληίζηνηρνπ MAS ξεχκαηνο. Απηφο είλαη ν ιφγνο πνπ ζηελ [5] ε MAS 

αλαθέξεηαη θαη σο MFS (Method of Fundamental Solutions). Οη   απηέο εληάζεηο είλαη πξνο 

ππνινγηζκφ θαη φπσο εχθνια θαίλεηαη απφ ηα πξνεγνχκελα, φηαλ απηέο πξνζδηνξηζηνχλ ηα 

MAS πεδία, δειαδή ηα πξνζεγγηζηηθά πεδία πνπ πξνηείλεη ε MAS, θαζίζηαληαη πιήξσο 

γλσζηά. Ο απαηηνχκελνο ινηπφλ πξνζδηνξηζκφο επηηπγράλεηαη κε ηθαλνπνίεζε ηεο 

ζπλνξηαθήο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο ζε (ζπλήζσο)   ζεκεία ηεο θπζηθήο επηθάλεηαο. 

Έηζη, πξνθχπηεη έλα     ζχζηεκα ηνπ νπνίνπ άγλσζηνη είλαη ηα   MAS ξεχκαηα. Παξ‘ 

φια απηά, ην γεγνλφο φηη ε ζέζε ηεο βνεζεηηθήο επηθάλεηαο ή πην ηππηθά, ηεο επηθάλεηαο 

πάλσ ζηελ νπνία είλαη ηνπνζεηεκέλεο νη βνεζεηηθέο πεγέο δελ είλαη απζηεξά θαζνξηζκέλε 

έρεη νδεγήζεη ζε πνιιέο ζρεηηθέο κε ην ζέκα απηφ κειέηεο. Όπσο απνδεηθλχεηαη ζηελ [1] θαη 

ζην θεθάιαην 4 ηεο εξγαζίαο απηήο, γηα πνιχ κεγάιν πιήζνο βνεζεηηθψλ πεγψλ ππάξρεη ε 

δπλαηφηεηα επηινγήο βνεζεηηθήο επηθάλεηαο ηέηνηαο, ψζηε ηα MAS ξεχκαηα λα απνθιίλνπλ 

θαη κάιηζηα εθζεηηθά εμαξηεκέλα σο πξνο  , ελψ ην MAS πεδίν λα ζπγθιίλεη ζην 

πξαγκαηηθφ.          

 Ζ πεξίπησζε πνπ ζα καο απαζρνιήζεη είλαη ε ζθέδαζε ειεθηξνκαγλεηηθνχ πεδίνπ 

απφ έλα ηέιεηα αγψγηκν αληηθείκελν (ζπρλά αλαθεξφκελν σο PEC – Perfect Electric 

Conductor). Γηα ηελ θαιχηεξε φκσο θαηαλφεζε ηεο κεζφδνπ ζα παξνπζηάζνπκε ην πψο απηή 

εθαξκφδεηαη θαη γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ δηειεθηξηθνχ ζθεδαζηή, έζησ θαη ζχληνκα. 

2.3.2.1 PEC ζθεδαζηήο 

 ην ζρήκα 2.1 παξνπζηάδεηαη ε γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο. Τπνζέηνπκε δειαδή 

έλαλ PEC ζθεδαζηή πνπ πεξηβάιιεηαη απφ ρψξν κε ηδηφηεηεο ηνπ θελνχ (γηα απινπνίεζε). Ζ 

MAS ζηελ πεξίπησζε απηή εθαξκφδεηαη σο εμήο : πξψηνλ, αθαηξείηαη ε θπζηθή επηθάλεηα 

θαη δεχηεξνλ, αθνχ ζεσξήζνπκε κηα βνεζεηηθή επηθάλεηα εζσηεξηθή ηεο θπζηθήο 

ηνπνζεηνχκε ηηο   βνεζεηηθέο πεγέο πάλσ ζ‘ απηή. Ζ δηαδηθαζία θαίλεηαη ζην ζρήκα 2.2 ηεο 

επφκελεο ζειίδαο.  

 

ρήκα 2.1 : ― Ζ γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο : ζε ρψξν κε ηδηφηεηεο ηνπ θελνχ (     ) φπνπ δηαδίδεηαη 

ειεθηξνκαγλεηηθφ θχκα παξεκβάιιεηαη έλαο PEC ζθεδαζηήο  ‖ 
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Αμίδεη ζην ζεκείν απηφ λα παξαηεξήζνπκε φηη αλ θαη ζην ζρήκα, αιιά θαη ζηελ 

παξνχζα εξγαζία, φπσο ζα θαλεί ζην επφκελν θεθάιαην, ζεσξνχκε ρψξν κε ηδηφηεηεο απηέο 

ηνπ θελνχ, ε MAS κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε πεξηνρέο ζηηο νπνίεο ε δηειεθηξηθή ζηαζεξά 

είλαη νπνηνζδήπνηε αξηζκφο  .        

 Όπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, ην άγλσζην ζθεδαδφκελν ειεθηξηθφ πεδίν πνπ 

πξνηείλεη ε MAS πξνθχπηεη σο ππέξζεζε ησλ εληάζεσλ ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ πνπ 

παξάγεηαη απφ θάζε βνεζεηηθή πεγή :  

    
     

 

   

     

 

   

                     

φπνπ, κε     ζπκβνιίδνπκε ηε ιχζε πνπ πξνθχπηεη αλ ζεσξήζνπκε σο κφλε θσηνβνινχζα 

πεγή, ηελ  -νζηή απφ ηηο βνεζεηηθέο θαη κε        ηνπο πνιιαπιαζηαζηηθνχο παξάγνληεο 

(αλάινγνπο κε ηηο εληάζεηο ησλ MAS ξεπκάησλ) πνπ πξέπεη λα πξνζδηνξηζηνχλ. ε 

πεξίπησζε πνπ ε γεσκεηξία ησλ πξνβιεκάησλ παξνπζηάδνπλ ζπκκεηξίεο σο πξνο θάπνηνλ ή 

θάπνηνπο άμνλεο, ηφηε νη πίλαθεο     κπνξνχλ λα θαηαιήμνπλ λα είλαη έλα ηξηζδηάζηαην 

δηάλπζκα, ελψ ηα δηαλχζκαηα        αξηζκνί. Παξ‘ φια απηά ε        φπσο θαη νη        θαη 

       είλαη γεληθέο. Οη άγλσζηνη ζπληειεζηέο        πξνζδηνξίδνληαη απφ ηελ επηβνιή 

ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ ζε   ζεκεία πάλσ ζηε καζεκαηηθή επηθάλεηα, πνπ θαίλεηαη ζην 

παξαθάησ ζρήκα. εκεηψλνπκε φηη φπσο ζηε [4] έηζη θαη εδψ, σο καζεκαηηθή επηθάλεηα 

ελλννχκε ηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή, ν νπνίνο ζην ειεθηξνκαγλεηηθφ πξφβιεκα πνπ 

πξνηείλεη ε MAS απνπζηάδεη. Με άιια ιφγηα, ε καζεκαηηθή επηθάλεηα ζπκπίπηεη κε ηε 

θπζηθή πνπ έρεη αθαηξεζεί. Έηζη, πξνθχπηεη έλα αιγεβξηθφ ζχζηεκα σο πξνο         ε ιχζε ηνπ 

νπνίνπ ηζνδπλακεί κε εχξεζε ηνπ πεδίνπ     
   Έλα πξφβιεκα ηέηνηαο κνξθήο κειεηάηαη 

ζηελ [1]. 

 

ρήκα 2.2 : ― Δθαξκνγή ηεο MAS γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ζρήκαηνο 2.1 : ε θπζηθή επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή 

αθαηξείηαη θαη   βνεζεηηθέο πεγέο ηνπνζεηνχληαη ζε κηα επηθάλεηα, ηε βνεζεηηθή, ε νπνία είλαη εζσηεξηθή ηεο 

πξαγκαηηθήο. ην ζρήκα     . Σα ζεκεία εθαξκνγήο ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ βξίζθνληαη πάλσ ζηε κε- 

παξνχζα πιένλ αξρηθή επηθάλεηα, ηα φξηα ηεο νπνίαο νλνκάδνληαη σο καζεκαηηθή επηθάλεηα. ‖ 
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 Μηα δεχηεξε ζεηξά πξνβιεκάησλ θνηιφηεηαο είλαη απηά ζηα νπνία ε θσηνβνινχζα 

πξαγκαηηθή πεγή πεξηβάιιεηαη απφ έλα ζθεδαζηή ( ζε αληίζεζε κε ην πξνεγνχκελν φπνπ ην 

απ‘ επζείαο πεδίν εξρφηαλ απφ ηελ πεξηνρή ζην εμσηεξηθφ ηνπ). Έλα ηέηνην πξφβιεκα 

πξφθεηηαη λα κειεηήζνπκε ζηε ζπλέρεηα. ε ηέηνηεο θαηαζηάζεηο, αθαηξνχκε θαη πάιη ηε 

θπζηθή επηθάλεηα, αιιά ηψξα νη βνεζεηηθέο πεγέο ηνπνζεηνχληαη ζε επηθάλεηα εμσηεξηθή 

ηεο πξαγκαηηθήο. Καηά η‘ άιια, ε ππφινηπε δηαδηθαζία είλαη ίδηα. Σν MAS ζθεδαδφκελν 

πεδίν πεξηγξάθεηαη απφ κία ζρέζε ηεο κνξθήο        θαη νη άγλσζηνη ζπληειεζηέο 

πξνθχπηνπλ κε εληειψο παξφκνηα δηαδηθαζία.   

2.3.2.2 Γηειεθηξηθόο ζθεδαζηήο 

 Ζ πεξίπησζε απηή κνηάδεη πην πνιχπινθε ππφ ηελ έλλνηα φηη ηψξα ρξεηάδνληαη δχν  

βνεζεηηθέο επηθάλεηεο (άξα θαη ζχλνια βνεζεηηθψλ πεγψλ πάλσ ζ‘ απηέο), κηα εζσηεξηθή 

ηεο θπζηθήο επηθάλεηαο θαη κία εμσηεξηθή απηήο. Σν ζρήκα 2.3 είλαη δηαθσηηζηηθφ. Γηα ράξε 

ζπληνκίαο, ε εζσηεξηθή επηθάλεηα ζα ζπκβνιίδεηαη κε    θαη ε εμσηεξηθή κε      Σν 

ζθεδαδφκελν πεδίν ζην εμσηεξηθφ ηνπ δηειεθηξηθνχ ππνινγίδεηαη κε ηε βνήζεηα ησλ πεγψλ 

πνπ βξίζθνληαη ζηελ    θαη, ζε πιήξε αληηζηνηρία κε ηε       , είλαη : 

 

    
  

      
  

 

   

    
         

 

   

   
         
               

 

 

ρήκα 2.3 : ― Ζ γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο. Παξνπζίαζε ζε επίπεδν θάζεην σο πξνο ηνλ άμνλα z ‖ 

 

Παξφκνηα, ην πεδίν πνπ αλαπηχζζεηαη ζην εζσηεξηθφ ηνπ δηειεθηξηθνχ ζθεδαζηή 

ππνινγίδεηαη απφ ηηο βνεζεηηθέο πεγέο πνπ βξίζθνληαη απηήλ ηε θνξά ζηελ     θαη είλαη : 
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Οη ζπκβνιηζκνί ζηηο ζρέζεηο        θαη        είλαη απιέο επεθηάζεηο απηψλ ζηε       . Οη 

άγλσζηνη είλαη ηα δηαλχζκαηα   
         

 θαη    
            Ο πξνζδηνξηζκφο ηνπο επηηπγράλεηαη κε επηβνιή 

ηεο ζπλέρεηαο ησλ εθαπηνκεληθψλ ζπληζησζψλ ηεο έληαζεο ηνπ ζπλνιηθνχ ειεθηξηθνχ 

πεδίνπ ζε   ζεκεία πάλσ ζηε καζεκαηηθή επηθάλεηα, πνπ φπσο θαη πξηλ αλαπαξηζηά ηα φξηα 

ηεο πξαγκαηηθήο. Έηζη, πξνθχπηεη έλα ζχζηεκα κε αγλψζηνπο ηνπο    
         

 θαη    
           ηνπ νπνίνπ 

ε ιχζε νδεγεί ζηελ εχξεζε ηνπ MAS πεδίνπ παληνχ ζην ρψξν. 

 

2.4 Η Μέζνδνο Δθηεηακέλεο Οινθιεξσηηθήο Δμίζσζεο (EIE) 

2.4.1 Δηζαγσγή 

 ηελ παξάγξαθν 2.4 ζα παξνπζηάζνπκε αξρηθά ηα βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

κεζφδνπ Δθηεηακέλεο Οινθιεξσηηθήο Δμίζσζεο (ΔΗΔ method), εζηηάδνληαο ζηελ πεξίπησζε 

πνπ ζα απαζρνιήζεη ζην θπξίσο κέξνο ηεο εξγαζίαο θαη ζηε ζπλέρεηα ζα αλαθέξνπκε ηηο πην 

γλσζηέο θαη απνηειεζκαηηθέο απφ ηηο κεζφδνπο επίιπζεο ηεο, νη νπνίεο είλαη αξηζκεηηθέο. 

2.4.2 Δμαγσγή ηεο Δθηεηακέλεο Οινθιεξσηηθήο Δμίζσζεο 

Όπσο έρεη ήδε εηπσζεί, ν ζθεδαζηήο ηνπ πξνβιήκαηνο ζα είλαη έλαο ηέιεηα αγψγηκνο 

θπθιηθφο θχιηλδξνο, ν νπνίνο θσηνβνιείηαη εζσηεξηθά. ε πξνβιήκαηα ζθέδαζεο απφ ηέιεην 

αγσγφ, είηε εζσηεξηθά ή εμσηεξηθά, ε ζπλήζεο ζπλνξηαθή ζπλζήθε (πνπ πξνθχπηεη ιφγσ ηεο 

απαίηεζεο γηα ζπλέρεηα ησλ εθαπηνκεληθψλ ζπληζησζψλ ηεο έληαζεο ηνπ ειεθηξηθνχ 

πεδίνπ) είλαη ν κεδεληζκφο ησλ εθαπηνκεληθψλ ζπληζησζψλ πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ 

ζθεδαζηή. ηελ πεξίπησζε «εμσηεξηθνχ» πξνβιήκαηνο ε Δθηεηακέλε πλνξηαθή πλζήθε ή, 

EBC (απφ ηα αξρηθά ησλ ιέμεσλ Extended Boundary Condition) πξνθχπηεη απφ κεδεληζκφ 

ησλ εθαπηνκεληθψλ ζπληζησζψλ ηεο έληαζεο ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ ζην εζωηεξηθό ηνπ 

ζθεδαζηή, ελψ ζε «εζσηεξηθά» πξνβιήκαηα, γηα ηελ εμαγσγή ηεο απαηηείηαη κεδεληζκφο ζην 

εμωηεξηθό ηνπ αγσγνχ. Ζ Δθηεηακέλε Οινθιεξσηηθή Δμίζσζε είλαη ην απνηέιεζκα 

ηθαλνπνίεζεο ηεο EBC πάλσ ζε κηα θαηάιιειε επηθάλεηα (βι. ππνπαξάγξαθν 2.4.3) ζην 

εζσηεξηθφ ηνπ ζθεδαζηή γηα «εμσηεξηθά» πξνβιήκαηα, ελψ γηα «εζσηεξηθά» ζην εμσηεξηθφ 

ηνπ. Ζ εμίζσζε απηή πνπ, ζπρλά θαιείηαη θαη NFM (Null Field Method), είλαη ην πξψην 

βήκα πνιιψλ αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ, κεξηθέο απφ ηηο νπνίεο ζα παξνπζηαζηνχλ ζηε ζπλέρεηα 

θαη ζπγθεθξηκέλα ζηελ ππνπαξάγξαθν 2.4.4. Μπνξνχκε λα παξαηεξήζνπκε ηέινο φηη ζηελ 

ΔΗΔ ν ξφινο ηεο βνεζεηηθήο ζε ζρέζε κε ηε θπζηθή επηθάλεηα είλαη θαηά θάπνην ηξφπν 

αληίζηξνθνο ζπγθξηλφκελνο κε ηνλ ξφιν ηεο βνεζεηηθήο επηθάλεηαο πνπ ρξεζηκνπνηεί ε 

MAS. 

2.4.3 Δπηιπζηκόηεηα ηεο ΔΙΔ 

 ηελ [26] απνδεηθλχεηαη φηη ηα (θαιά δηαηππσκέλα θαηά Hadamard) πξνβιήκαηα 

ζπλνξηαθψλ ηηκψλ, πνπ αληηζηνηρνχλ ζε «εμσηεξηθά» είλαη ηζνδχλακα κε ηελ ΔΗΔ 

νπνπδήπνηε θαη αλ επηιεγεί ε επηθάλεηα ζην εζσηεξηθφ ηνπ ζθεδαζηή, ελψ ην ζρήκα ηεο 

κπνξεί λα είλαη νπνηνδήπνηε( αξθεί κφλν λα είλαη επαξθψο ιεία). αλ εθαξκνγή ηνπ 
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απνηειέζκαηνο απηνχ παξνπζηάζηεθε ε ζθέδαζε απφ ζθαηξηθφ αγσγφ, ελψ έλα άιιν 

παξάδεηγκα είλαη ε (αλεμάξηεηε απφ ηελ [26]) εξγαζία [3], φπνπ κειεηάηαη ε ζθέδαζε απφ 

θπθιηθφ θχιηλδξν απείξσλ δηαζηάζεσλ θαηά z. πγθεθξηκέλα, ζηελ [3] απνδεηθλχεηαη φηη ε 

νινθιεξσηηθή εμίζσζε είλαη επηιχζηκε αλεμάξηεηα απφ ην πνπ ζα ηνπνζεηεζεί ε βνεζεηηθή 

επηθάλεηα ζην εζσηεξηθφ ηνπ ζθεδαζηή. ην θεθάιαην 5 ζα δείμνπκε φηη ην ίδην ηζρχεη θαη 

γηα ην «εζσηεξηθφ» πξφβιεκα :  νπνπδήπνηε θαη αλ ηνπνζεηεζεί ε βνεζεηηθή επηθάλεηα ζην 

εμσηεξηθφ ηνπ ζθεδαζηή, ε πξνθχπηνπζα ΔΗΔ είλαη επηιχζηκε.               

 2.4.4 Μέζνδνη επίιπζεο ηεο ΔΙΔ  

 Όπσο αλαθέξζεθε ζηε 2.4.2 ε δηαηχπσζε ηεο ΔΗΔ είλαη ην πξψην βήκα γηα ηελ 

επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζθέδαζεο. Ζ πξνζεγγηζηηθή επίιπζή ηεο επηηπγράλεηαη κε ρξήζε 

αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ.  Μεξηθέο απφ ηηο πην ζεκαληηθέο είλαη : 

 ε NFM, γλσζηή θαη σο κέζνδνο T-matrix (Transition matrix). Ζ κέζνδνο απηή κέζσ 

ηεο ΔΗΔ πξνζδηνξίδεη πξψηα ηελ άγλσζηε επηθαλεηαθή θαηαλνκή ξεχκαηνο θαη ζηε 

ζπλέρεηα ππνινγίδεη ην ζθεδαδφκελν ειεθηξηθφ πεδίν. ηελ πξαγκαηηθφηεηα, αθνχ 

αλαπηχμεη ην απ‘ επζείαο πεδίν ζε θαηάιιειε βάζε ζπλαξηήζεσλ, εθθξάδεη ην 

ζθεδαδφκελν πεδίν ζηελ ίδηα βάζε θαη ζπζρεηίδεη ηνπο άγλσζηνπο ζπληειεζηέο ηνπ 

κε ηνπο γλσζηνχο ηνπ απ‘ επζείαο πεδίνπ. Ζ ζπζρέηηζε απηή εθθξάδεηαη κέζα απφ 

ηνλ πίλαθα κεηαθνξάο Σ. Γηα πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο παξαπέκπνπκε ζηηο [7], [8] 

θαη [9]. 

 Ζ DSIEM (απφ ηα αξρηθά ησλ ιέμεσλ Dual Surface Integral Equations Method) 

ππνζέηεη ηελ ηθαλνπνίεζε ηεο ζπλνξηαθήο ζπλζήθεο ζε κηα θαηάιιειε επηθάλεηα 

(εθηφο ή εληφο ηεο πξαγκαηηθήο αλ πξφθεηηαη γηα «εζσηεξηθφ» ή «εμσηεξηθφ» 

πξφβιεκα αληίζηνηρα). Ζ νινθιεξσηηθή εμίζσζε πνπ πξνθχπηεη, αθνχ 

πνιιαπιαζηαζηεί κε θάπνηα ζηαζεξά, πξνζηίζεηαη ζ‘ απηήλ πνπ έρεη πξνθχςεη απφ 

ηελ πξαγκαηηθή ζπλνξηαθή ζπλζήθε θη έηζη παίξλνπκε κηα λέα, ζπλδπαζκέλε 

νινθιεξσηηθή εμίζσζε. 

 Ζ CHIEF (Combined Helmholtz Integral Equation Formulation). Ζ κέζνδνο απηή 

ζπλδπάδεη δχν ζχλνια νινθιεξσηηθψλ εμηζψζεσλ, εθ ησλ νπνίσλ ην πξψην 

πξνέξρεηαη απφ ηελ ΔΗΔ. Σν ζχζηεκα πνπ πξνθχπηεη επηιχεηαη κε δηαδηθαζία 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. 

 Σέινο, ε NFMDS (NFM Discrete Sources) ρξεζηκνπνηεί φπσο θαη ε MAS έλα 

ζχλνιν δηαθξηηψλ, βνεζεηηθψλ πεγψλ εθηφο ή εληφο ηνπ ζθεδαζηή αλάινγα κε ην αλ 

πξφθεηηαη γηα «εζσηεξηθφ» ή «εμσηεξηθφ» πξφβιεκα αληίζηνηρα. Οη πεγέο απηέο 

είλαη ηέηνηεο, ψζηε λα ηθαλνπνηείηαη ε ΔΗΔ γηα ην ζπλνιηθφ πεδίν. Έηζη, πξνθχπηεη 

έλα αιγεβξηθφ ζχζηεκα σο πξνο ηηο εληάζεηο ησλ πεγψλ θαη ε επηθαλεηαθή 

ππθλφηεηα ξεχκαηνο πνπ αλαπηχζζεηαη πάλσ ζην ζθεδαζηή ππνινγίδεηαη απφ ηα 

δεπηεξνγελή πεδία. 

 

2.5 Υξήζηκα καζεκαηηθά εξγαιεία 

ηελ ηειεπηαία παξάγξαθν ηνπ δεχηεξνπ θεθαιαίνπ ζα παξνπζηάζνπκε ελ ζπληνκία δχν 

καζεκαηηθνχο ηχπνπο θαη δχν ζεσξήκαηα, ε ρξήζε ησλ νπνίσλ είλαη επηβεβιεκέλε ζε πνιιά 

ζεκεία ηεο δηπισκαηηθήο.  
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2.5.1 Addition Theorem 

Έλαο πνιχ ρξήζηκνο γηα ηελ εξγαζία ηχπνο, πνπ ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο Addition 

Theorem είλαη ν εμήο : 

  
   

    
    

                            

 

    

  
                

                

θαη ηζρχεη φηαλ νη αξηζκνί    θαη    είλαη ζεηηθνί πξαγκαηηθνί, ελψ ν   κπνξεί λα είλαη 

νπνηνζδήπνηε πξαγκαηηθφο αξηζκφο. Αμίδεη ζην ζεκείν απηφ λα παξαηεξήζνπκε ηα εμήο : 

1) ε πνζφηεηα                 
                 είλαη ν  -νζηφο ζπληειεζηήο Fourier ηεο 

πεξηνδηθήο σο πξνο   ζπλάξηεζεο   
   

    
    

            , πνπ απνηειεί ην δεμί 

κέινο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο,  

 θαζψο θαη 

2) αλ ζρεκαηίζνπκε έλα ηξίγσλν ηέηνην, ψζηε νη δχν ηνπ πιεπξέο λα έρνπλ κήθε    θαη    

θαη ε πεξηερφκελε ζ‘ απηέο γσλία λα είλαη       ηφηε, ην φξηζκα ηεο ζπλάξηεζεο Hankel ηνπ 

αξηζηεξνχ κέινπο ηεο        ζα είλαη, ζχκθσλα κε ην λόκν ηωλ ζπλεκηηόλωλ, ην κήθνο ηεο 

ηξίηεο πιεπξάο ηνπ ηξηγψλνπ απηνχ.  

2.5.2 Αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ζπλαξηήζεσλ Bessel θαη Hankel πςειήο ηάμεο 

Ηδηαίηεξα ρξήζηκεο ζα θαλνχλ θαη νη αζπκπησηηθέο εθθξάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

Bessel θαη Hankel πξψηνπ είδνπο γηα κεγάια   : 

                     
 

    
 
  

  
                            

  
               

            
 

  
 
  

  
                              

Σέινο, είλαη δηαηζζεηηθά απνδεθηφ φηη αλ παξαγσγίζνπκε ηε ζρέζε        σο πξνο   

θαηά κέιε, ζα εμάγνπκε φηη : 

 

  
  
            

 

  
   
           

  

 

 

 
 
  

  
                            

Παξ‘ φια απηά, κηα ηέηνηα δηαδηθαζία δελ είλαη απζηεξά ζσζηή. Ζ ζρέζε φκσο απηή ηζρχεη 

θαη ε αλαιπηηθή ηεο απφδεημε, γηα φπνηνλ ελδηαθέξεηαη, παξέρεηαη ζην παξάξηεκα Β ηνπ 

Κεθαιαίνπ 7. Οη ζρέζεηο       ,       θαη        είλαη εμαηξεηηθά ζεκαληηθέο ζε πνιιά 

ζεκεία ησλ Κεθαιαίσλ 3, 4 θαη 5. 

2.5.3 ύγθιηζε ζεηξάο 

ηελ εξγαζία απηή ην ζθεδαδφκελν πεδίν (βι. θεθάιαηα 3, 4 θαη 5) εθθξάδεηαη κε ηε 

βνήζεηα ζεηξψλ θη επνκέλσο, ε κειέηε ηεο ζχγθιηζεο ηνπ εθάζηνηε πεδίνπ αλάγεηαη ζηε 

κειέηε ζχγθιηζεο ηεο αληίζηνηρεο ζεηξάο. Έηζη, θξίλεηαη ζθφπηκν λα ππελζπκίζνπκε ην πην 
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θιαζηθφ θξηηήξην ζχγθιηζεο κηαο (αξηζκεηηθήο) ζεηξάο, ην Κξηηήξην ηνπ Λφγνπ, 

δηαηππψλνληάο ην ηππηθά, σο  ζεψξεκα : 

Θεώξεκα (Κξηηήξην ηνπ Λόγνπ) 

Έζησ ε αθνινπζία πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ        
    Θεσξνχκε ηελ αξηζκεηηθή ζεηξά 

   
 
      Αλ ε αθνινπζία     

    

  
  ζπγθιίλεη, ηφηε ηζρχνπλ ηα παξαθάησ : 

               , ε ζεηξά     
 
    ζπγθιίλεη ζε θάπνην πξαγκαηηθφ αξηζκφ. 

               , ε ζεηξά     
 
    απνθιίλεη, δειαδή    

 
      . 

               , ηφηε δε κπνξνχκε λα απνθαλζνχκε γηα ηε ζχγθιηζε ηεο ζεηξάο απηήο. 

Ζ πεξίπησζε    ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο καο ιέεη φηη ζε θάπνηεο πεξηπηψζεηο ε κειέηε 

ζχγθιηζεο κηαο ζεηξάο δε κπνξεί λα γίλεη κε ην (πνιχ απιφ) Κξηηήξην ηνπ ιφγνπ. ε ηέηνηεο 

θαηαζηάζεηο πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε άιια Κξηηήξηα χγθιηζεο αλάινγα κε ηελ πξνο 

εμέηαζε ζεηξά. Γηα πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο θαη θάπνηα θαηαηνπηζηηθά παξαδείγκαηα κηα 

θαιή επηινγή είλαη ηα [21] θαη [22]. Σν παξαπάλσ ζεψξεκα ηζρχεη θαη γηα ηελ πεξίπησζε 

ησλ κηγαδηθψλ ζεηξψλ κε ηελ πξνθαλή ηξνπνπνίεζε φηη ζηε ζέζε ηεο απφιπηεο ηηκήο 

ρξεζηκνπνηνχκε ην γλσζηφ κέηξν κηγαδηθνχ αξηζκνχ. εκεηψλνπκε ηέινο φηη φιεο νη ζεηξέο 

πνπ ζα καο απαζρνιήζνπλ ζηελ εξγαζία απηή κπνξνχλ λα κειεηεζνχλ σο πξνο ηε ζχγθιηζε 

κε ην Κξηηήξην ηνπ Λφγνπ ζε ζπλδπαζκφ κε ηηο αζπκπησηηθέο ζρέζεηο πνπ παξνπζηάζακε 

ζηελ πξνεγνχκελε ππνπαξάγξαθν. 

2.5.4 πλαξηήζεηο σο νινθιεξώκαηα αλαιπηηθώλ ζπλαξηήζεσλ 

 ηελ ηειεπηαία ππνπαξάγξαθν ηεο 2.5 παξνπζηάδνπκε ρσξίο απφδεημε ην ζεψξεκα 

[18, 5.31] (κε παξεκθεξείο ζπκβνιηζκνχο θαη δηαηχπσζε). 

 Θεώξεκα 

Έζησ ε ζπλάξηεζε         Αλ απηή ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο, κε ην   λα δηαηξέρεη θάπνην 

κνλνπάηη νινθιήξσζεο       θαη ην   λα είλαη ζηνηρείν ελφο ηφπνπ   : 

1) νη   θαη 
  

  
 είλαη αλαιπηηθέο ζπλαξηήζεηο σο πξνο ηε κεηαβιεηή  , 

2) ε   είλαη αλαιπηηθή ζπλάξηεζε ηεο κεηαβιεηήο   θαη 

3) ε ζπλάξηεζε 
  

  
 είλαη νκνηόκνξθα ζπλερήο σο πξνο ηε κεηαβιεηή   

ηφηε, ε ζπλάξηεζε        
 

 
   είλαη αλαιπηηθή σο πξνο  , κε παξάγσγν (σο πξνο  ): 
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Κεθάιαην  3 :  Παξνπζίαζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαη αθξηβήο ιύζε  

 

3.1 Δηζαγσγή 

ην ζχληνκν απηφ θεθάιαην αθνχ αξρηθά παξνπζηάζνπκε ην πξφβιεκα θνηιφηεηαο 

πνπ ζα κειεηήζνπκε (παξάγξαθνο 3.2), φζνλ αθνξά ηε γεσκεηξία ηνπ, θαζψο θαη ηνπο 

ζπκβνιηζκνχο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηα δηάθνξα εκπιεθφκελα κεγέζε(-ζπκβνιηζκνί 

πνπ ζα δηαηεξεζνχλ θαη ζηα επφκελα θεθάιαηα, 4 θαη 5-), ζα εμάγνπκε κε αλαιπηηθφ ηξφπν 

ηελ αθξηβή ιχζε ηνπ. Όπσο αλαθέξακε θαη ζηελ εηζαγσγή, ε γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο 

εμειέγε απιή ζθνπίκσο, έηζη ψζηε απηφ λα δέρεηαη αλαιπηηθή ιχζε. Γηα ηνλ ίδην φκσο ιφγν, 

θαη νη «πξνηεηλφκελεο» ιχζεηο ησλ MAS (θεθάιαην 4) θαη EIE (θεθάιαην 5) είλαη 

αλαιπηηθέο, κε απνηέιεζκα λα κπνξνχλ άκεζα λα ζπγθξηζνχλ κε ηελ αθξηβή θαη λα εμαρζνχλ 

ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα. 

 

3.2 Παξνπζίαζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

Ζ γεσκεηξία ηνπ παξφληνο πξνβιήκαηνο είλαη απηή πνπ πεξηγξάθεηαη ζηε Γεληθή 

εηζαγσγή θαη θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα (ρήκα 3.1).  

 

 

 

 

 

 

     

 

                                                                                                       

 

 

                         PEC θχιηλδξνο 

ρήκα 3.1 : ― Ζ γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο. Παξνπζίαζε ζε επίπεδν θάζεην σο πξνο ηνλ άμνλα z ‖ 

Θεσξνχκε φηη ν ζθεδαζηήο είλαη θπθιηθφο θχιηλδξνο αθηίλαο     , απείξνπ κήθνπο 

θαηά z θαη ηέιεηα αγψγηκνο. Έηζη, ην ζχζηεκα πνπ βνιεχεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε είλαη ην 

 

                                   

 

                                        

                                                                                                         

obs  
cyl  

Νεκαηνεηδέο 

ξεχκα  I 

εκείν 

Παξαηήξεζεο 

poipopoipoint 

 

 

cyl

 obs
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θπιηλδξηθφ. Δπεηδή φκσο έρνπκε αλεμαξηεζία απφ ην z, νη ζπληεηαγκέλεο θάζε ζεκείνπ ηνπ 

ρψξνπ ζα ζεκεηψλνληαη σο      , δειαδή ζηελ νπζία κπνξνχκε γηα απινπνίεζε λα 

ρξεζηκνπνηνχκε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο. Τπνζέηνπκε επηπιένλ φηη φια ηα κεγέζε έρνπλ 

ρξνληθή εμάξηεζε ηεο κνξθήο      θη επνκέλσο, είλαη ινγηθή, αιιά θαη αλακελφκελε ε 

ρξήζε θαζηζεηψλ παληνχ ζηελ εξγαζία απηή.       

 Ζ πεγή είλαη έλα λεκαηνεηδέο ξεχκα επί ηεο επζείαο              έληαζεο    θαη 

βξίζθεηαη κέζα ζην ζθεδαζηή,            Έηζη, κπνξνχκε λα πνχκε φηη ε πεγή βξίζθεηαη 

ζηνλ άμνλα   θαη κάιηζηα ζην ζεκείν         , φπσο θαίλεηαη ζην ρήκα 3.1 . Βέβαηα, γηα λα 

είκαζηε αθξηβέζηεξνη ε πεγή είλαη ε ξεπκαηηθή θαηαλνκή        
            , ν 

θαζηζέηεο ηεο νπνίαο είλαη                     

 Θεσξνχκε φηη ν ρψξνο έρεη παληνχ ηηο ηδηφηεηεο ηνπ θελνχ, δειαδή δηειεθηξηθή 

ζηαζεξά    θαη καγλεηηθή δηαπεξαηφηεηα     Έηζη, ν θπκαηάξηζκνο   γηα ζπρλφηεηα   ζα 

είλαη θαηά ηα γλσζηά,                          

 εκεηψλνπκε ηέινο, φηη ην ζεκείν παξαηήξεζεο ζα δίλεηαη κέζσ ησλ πνιηθψλ ηνπ 

ζπληεηαγκέλσλ, νη νπνίεο ζπκβνιηθά ζα είλαη                , φηαλ γξάθνπκε     , ζα 

ελλννχκε ηελ απφζηαζε ηνπ ζεκείνπ         απφ ην ζεκείν        ,γηα ηελ νπνία ηζρχεη : 

        
    

                                

3.3 Αθξηβήο ιύζε 

3.3.1 Δπίιπζε 

Όπσο αλαθέξακε θαη ζηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν, ε πεγή «θσηνβνιεί» 

εζσηεξηθά ηνλ θχιηλδξν. Αλ εηζάγνπκε ην ζπκβνιηζκφ       κπνξνχκε λα γξάςνπκε φηη ν  

θαζηζέηεο ηεο ξεπκαηηθήο απηήο θαηαλνκήο είλαη :  

                               

Απφ ηε ζρέζε       θαη ηηο ζπκκεηξίεο ηνπ πξνβιήκαηνο ζπκπεξαίλνπκε φηη ην ειεθηξηθφ 

πεδίν ζα έρεη κφλν   ζπληζηψζα.       

 Αλ ηψξα θάλνπκε ρξήζε ησλ βνεζεηηθψλ ζπλαξηήζεσλ δπλακηθνχ, ηφηε ην 

δηαλπζκαηηθφ δπλακηθφ θαη ε έληαζε ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ ζπλδένληαη κέζσ ηεο ζρέζεο 

      , ηελ νπνία μαλαγξάθνπκε γηα επθνιία : 

   
 

    
                        

Απφ ηε γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο πξνθχπηεη φηη                  , νπφηε ζα είλαη  

       Άκεζε ζπλέπεηα ηεο παξαηήξεζεο απηήο είλαη ε ζεκαληηθή απινπνίεζε ηεο 

ηειεπηαίαο ζρέζεο, 

                    

χκθσλα κε ηελ αλάιπζε ηεο παξαγξάθνπ 2.2, ε   ζπληζηψζα ηνπ  , δειαδή ε 

βαζκσηή ζπλάξηεζε              , ζα ηθαλνπνηεί ηε δηζδηάζηαηε, κε νκνγελή βαζκσηή 

εμίζσζε Helmholtz : 

                           , 
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ε νπνία ιφγσ ηεο ελαξθηήξηαο ππφζεζεο ( ζρέζε       ) γξάθεηαη : 

                                       

πλεπψο, νη ζρέζεηο       θαη       κπνξνχλ λα ζπλδπαζηνχλ θαη λα δψζνπλ ηελ εμίζσζε : 

                                        

Δπεηδή φκσο ν ζθεδαζηήο είλαη ηέιεηνο αγσγφο, ε απαίηεζε γηα ζπλέρεηα ηωλ 

εθαπηνκεληθώλ ζπληζηωζώλ ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ ζηελ επηθάλεηά ηνπ,             νδεγεί 

ζηε ζπλνξηαθή ζπλζήθε : 

                  γηα                          

Οη ζρέζεηο       θαη       ζπληζηνχλ ην πξφβιεκα ζπλνξηαθψλ ηηκψλ γηα ηελ πεξίπησζή 

καο. Αμίδεη ζην ζεκείν απηφ λα ζρνιηάζνπκε φηη ζα κπνξνχζακε, ζε ζπκθσλία κε ηε γεληθή 

αληηκεηψπηζε πνπ πξνηείλεηαη ζηελ ππνπαξάγξαθν 2.2.1, λα θαηαιήμνπκε ζε πξφβιεκα σο 

πξνο ηελ   , ε ιχζε ηνπ νπνίνπ κέζσ ηεο ζρέζεο       ζα έδηλε ηε δεηνχκελε     

 Θα ιχζνπκε ην πξφβιεκα             κε ηε κέζνδν πνπ ππαγνξεχεηαη ζην ηέινο 

ηεο ππνπαξαγξάθνπ 2.2.1. Πξνο ηνχην, γξάθνπκε αξρηθά : 

                        

Σν 1
ν
 βήκα είλαη είλαη ν πξνζδηνξηζκφο ηνπ    , αθνχ πξψηα βξνχκε ηε ζεκειηψδε 

ιχζε ηνπ ηειεζηή          γηα ηελ πεξίπησζε ησλ δχν δηαζηάζεσλ. Αλαηξέρνληαο ζηε 

2.2.2.2 ε ζεκειηψδεο απηή ιχζε, ρξεζηκνπνηψληαο ην ζπκβνιηζκφ      , είλαη : 

         
 

  
  
   
                          

Όπνπ               είλαη ε ζέζε ηνπ ζεκείνπ παξαηήξεζεο θαη  
           είλαη ε 

ζέζε ηεο λεκαηνεηδνχο πεγήο.            

χκθσλα κε ηε       ε     δίλεηαη απφ ην νινθιήξσκα : 

       
 

  
  
   
           

    

      

                                    

ην νπνίν ππνινγίδεηαη απ‘ επζείαο θαη πξνθχπηεη : 

     
   

    
  
   
                          

Σν επφκελν βήκα είλαη ε επίιπζε ηεο αληίζηνηρεο ηεο       νκνγελνχο εμίζσζεο 

ζηνλ ηφπν                           , ε ιχζε ηεο νπνίαο είλαη ε     θαη έρεη ήδε 

δνζεί ζην εδάθην 2.2.2.3 : 
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Σν 3
ν
 θαη ηειεπηαίν βήκα είλαη ν πξνζδηνξηζκφο ησλ ζπληειεζηψλ    θαη      Πξνο 

ηνχην, γλσξίδνπκε φηη νη ζπλαξηήζεηο Neumann,    απεηξίδνληαη γηα κεδεληθφ φξηζκα. ην 

πξφβιεκά καο φκσο ζηελ αξρή ησλ αμφλσλ, δειαδή ζην ζεκείν γηα ην νπνίν ηζρχεη         

δελ ππάξρεη θαλέλαο ιφγνο λα έρνπκε άπεηξν ειεθηξηθφ πεδίν. Πξάγκαηη, επεηδή ηα πεδία 

καθξηά απφ ηηο πεγέο ηνπο είλαη πεπεξαζκέλα θαη ε κφλε πεγή βξίζθεηαη ζην ζεκείν          

κε       , ζπκπεξαίλνπκε φηη ζα πξέπεη      γηα θάζε      Οη ζπληειεζηέο    ζα 

πξνθχςνπλ κε εθαξκνγή ηεο ζπλνξηαθήο ζπλζήθεο       δεδνκέλεο ηεο ζπλάξηεζεο     απφ 

ηε ζρέζε         Έηζη, γηα             έρνπκε: 

                             

 

    

        
   

    
  
   
                         

Αλ ηψξα, εθαξκφζνπκε ην Addition Theorem ζην δεμί κέινο ηεο       , ρξεζηκνπνηψληαο 

ηελ ππφζεζε φηη           , παίξλνπκε : 

            

 

    

        
   

    
            

   
        

      

 

    

    

                  

 

    

 
   

    
           

   
         

          

άξα, θαη‘ αλάγθε ζα ‗λαη : 

   
   

    

           
   
       

         
                

χκθσλα κε ηα παξαπάλσ πξνθχπηεη ηειηθά ην ειεθηξηθφ πεδίν ζηελ πεξηνρή             : 

     
   

    
   

   
             

           
   
       

         
         

 

    

                        

Παξαηήξεζε 1 : 

 ηελ παξαπάλσ αλάιπζε δε ιάβακε ππ‘ φςηλ ηελ εηδηθή πεξίπησζε φπνπ 

           ,γηα θάπνηα   ℕ  ε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο, δειαδή γηα ειεθηξηθέο αθηίλεο 

      πνπ αληηζηνηρνχλ ζε (ζεηηθά πξαγκαηηθά) κεδεληθά ησλ ζπλαξηήζεσλ Bessel (θάπνηαο 

ηάμεο) ε ιχζε πνπ ππαγνξεχεηαη απφ ηε        δελ έρεη λφεκα. Λέκε ηφηε φηη νη ειεθηξηθέο 

απηέο αθηίλεο αληηζηνηρνχλ ζε ζπρλόηεηεο ζπληνληζκνύ ηεο θνηιφηεηαο. εκεηψλνπκε φηη 

ηέηνηα θαηλφκελα δε ζπλαληψληαη ζην «εμσηεξηθφ» πξφβιεκα ηεο [1]. 

Παξαηήξεζε 2 : 

Όηαλ           , κε ηε βνήζεηα ηνπ Addition Theorem ε παξαπάλσ ζρέζε δίλεη : 

    
   

    
           

  
                      

   
                

         
        

                

θαη απνηειεί κηα ρξήζηκε ελαιιαθηηθή ζρέζε ηεο        φπσο ζα θαλεί παξαθάησ. 
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Παξαηήξεζε 3 : 

 Αλ εμεηάζνπκε ηε ζρέζε     ηεο [1] πνπ δίλεη ην ζπλνιηθφ πεδίν γηα ηελ πεξίπησζε 

ηνπ «εμσηεξηθνχ» πξνβιήκαηνο, εθθξάδεηαη θαη‘ αλάινγν κε ηελ πεξίπησζή καο ηξφπν σο 

άζξνηζκα ελφο φξνπ θαη κηαο ζεηξάο. Ο φξνο απηφο είλαη ν  
    

    
  
   
            θαη είλαη ν 

ίδηνο κε ηνλ αληίζηνηρν ηεο ζρέζεο         Σν γεγνλφο απηφ είλαη απνιχησο αλακελφκελν, 

θαζψο ν φξνο απηφο θαη ζηηο πεξηπηψζεηο αλαπαξηζηά ην απ‘ επζείαο πεδίν, ην νπνίν είλαη 

αλεμάξηεην ηεο γεσκεηξίαο θαη ηεο θπζηθήο ηνπ πξνβιήκαηνο( βι. θαη παξάγξαθν 2.2.1). 

Αληίζεηα, ν δεχηεξνο φξνο δηαθέξεη ζηηο δχν ζρέζεηο θαη αληαλαθιά ηε δηαθνξεηηθή 

γεσκεηξία ησλ δχν απηψλ πξνβιεκάησλ. Καζεκία απφ ηηο ζεηξέο απηέο αλαπαξηζηνχλ ην 

ζθεδαδφκελν πεδίν ηνπ εθάζηνηε πξνβιήκαηνο.      

 Απφ ην λφκν ηνπ Faraday (-ζρέζε         -) ε παξάγσγνο ηεο    σο πξνο       είλαη 

αλάινγε ηεο ζπληζηψζαο    ηνπ καγλεηηθνχ πεδίνπ. Ζ κεξηθή παξάγσγνο 
   

     
  κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί εχθνια απφ ηελ        : 

   
     

  
   

    
 
   

   
           

     

  
  
   
                

         

 

    

 
 

     
          

                       

 Ζ παξαπάλσ παξάγσγνο γηα           είλαη αλάινγε ηεο ξεπκαηηθήο θαηαλνκήο 

πνπ αλαπηχζζεηαη ζηελ εζσηεξηθή επηθάλεηα ηνπ  PEC θπιίλδξνπ. Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ 

ηηκή 
   

     
     , ε πξψηε ζθέςε ζα ήηαλ λα ζέζνπκε           ζηε ζρέζε         Παξ‘ φια 

απηά, πην εχθνιν είλαη λα παξαγσγίζνπκε ηε ζρέζε        θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ θαηάιιειε Wronskian, ε νπνία είλαη ε [10, 9.1.16], δειαδή ε ζρέζε : 

                      
       

          
 

  
               

Δπνκέλσο, χζηεξα απφ πξάμεηο, ε δεηνχκελε πνζφηεηα είλαη : 

   
     

  
    

         
 

         

         

 

    

            ια                          

θαη, φπσο αλαθέξακε παξαπάλσ, είλαη αλάινγε ηεο ξεπκαηηθήο θαηαλνκήο πνπ ζα 

αλαπηπρζεί. Αλ ζέινπκε λα πξνζδηνξίζνπκε επαθξηβψο ηελ ξεπκαηηθή θαηαλνκή πνπ 

αλαπηχζζεηαη πάλσ ζην ζθεδαζηή, θάλνπκε ρξήζε ηεο αζπλέρεηαο ησλ εθαπηνκεληθψλ 

ζπληζησζψλ ηνπ καγλεηηθνχ πεδίνπ θαη ηεο ππφζεζεο φηη ζην εζσηεξηθφ θαη ην εμσηεξηθφ 

ηνπ PEC θπιίλδξνπ νη ζπλζήθεο είλαη απηέο ηνπ θελνχ : 
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δειαδή,  

      
 

    

   
     

     ια                           

Δπνκέλσο, ιφγσ ησλ ζρέζεσλ        θαη        πξνθχπηεη ηειηθά : 

 

     
  

      
 

         

         

 

    

                     

3.3.2 πκπεξηθνξά ηεο ιύζεο - έιεγρνο ζύγθιηζεο 

Όπσο αλαθέξζεθε ζηελ παξαηήξεζε 2, ε ζεηξά ζην δεμί κέινο ηεο        

αλαπαξηζηά ην ζθεδαδφκελν πεδίν, θάζε φξνο ηεο νπνίαο ηθαλνπνηεί ηελ θπκαηηθή εμίζσζε 

ζην θπιηλδξηθφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. Όζνλ αθνξά ηε ζχγθιηζε ηεο ζεηξάο απηήο, κε ηε 

βνήζεηα ησλ εθθξάζεσλ        θαη       ,παξαηεξνχκε φηη γηα κεγάια     νη φξνη ηεο 

ζεηξάο ζπκπεξηθέξνληαη ζαλ 
 

 
 
    

    
             , φπνπ ε θξίζηκε απφζηαζε      νξίδεηαη 

φπσο ζηελ εξγαζία [1] σο εμήο : 

     
    
 

    
               

Παξαηεξνχκε δειαδή φηη ν  -νζηφο φξνο ηεο ζεηξάο        ζπκπεξηθέξεηαη φπσο ν  -νζηφο 

φξνο ηνπ αλαπηχγκαηνο Taylor ηεο ζπλάξηεζεο        , (γχξσ απφ ην       ) γηα 

  
    

    
   Ζ ζεηξά απηή ζπγθιίλεη γηα        θαη απνθιίλεη γηα          Δπνκέλσο, ε ζεηξά 

ζηελ        ζπγθιίλεη φηαλ             θαη απνθιίλεη φηαλ              

 Ζ επηθαλεηαθή θαηαλνκή ξεχκαηνο πνπ πεξηγξάθεηαη θη απηή κε ηε βνήζεηα ζεηξάο 

κέζσ ηεο ζρέζεο        ζπγθιίλεη, αθνχ γηα        νη φξνη ηεο ζπκπεξηθέξνληαη 

αλάινγα κε ηελ πνζφηεηα   
    

    
             , ελψ ηαπηφρξνλα ηζρχεη            Ωζηφζν, 

φπσο ε ιχζε γηα ην ειεθηξηθφ πεδίν ( πνπ δίλεηαη ζηε ζρέζε       ) έηζη θαη ε ιχζε γηα ηελ 

επηθαλεηαθή θαηαλνκή ξεχκαηνο πνπ θαίλεηαη ζηελ        δελ έρεη λφεκα γηα εθείλα ηα 

  ℕ θαη ηηο ειεθηξηθέο αθηίλεο      , πνπ είλαη ηέηνηα ψζηε              

Παξαηήξεζε 4 : 

 Ζ ζρέζε νξηζκνχ        ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ ππφζεζε φηη           καο δείρλεη 

φηη          . Έηζη, ζχκθσλα κε ηα παξαπάλσ, ην πεδίν, καζεκαηηθά ηνπιάρηζηνλ, έρεη 

λφεκα θαη έμσ απφ ηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή κέρξη ηελ θξίζηκε απφζηαζε        

Δπεθηείλακε κ‘ απηφλ ηνλ ηξφπν ηε ιχζε        ζηελ πεξηνρή 2 ηνπ ζρήκαηνο 4.1. 

εκεηψλνπκε ηέινο, φηη θαη ε παξάγσγνο σο πξνο      έρεη λφεκα ζηελ πεξηνρή 2 θαη έηζη, ε 

ιχζε απηή είλαη νπζηαζηηθά ε αλαιπηηθή επέθηαζε ηεο αθξηβνχο ιχζεο σο πξνο ηε κεηαβιεηή 

      Γηα θάπνηα βαζηθά ζεσξεηηθά ζηνηρεία πνπ αθνξνχλ ηελ αλαιπηηθή επέθηαζε 

κηγαδηθήο ζπλάξηεζεο, κηα έλλνηα πνπ ζα εκθαληζηεί ζε δηάθνξα κέξε ηεο εξγαζίαο απηήο, ν 
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ελδηαθεξφκελνο κπνξεί λα αλαηξέμεη ζην παξάξηεκα Γ. Γηα πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο θαη 

παξαδείγκαηα παξαπέκπνπκε ζηα [14], [15] θαη [20]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ρήκα 3.2 : ― Οη ηξεηο πεξηνρέο ζχγθιηζεο ηνπ «εζσηεξηθνχ» πξνβιήκαηνο. ηελ πεξηνρή γηα          , δειαδή 

ζηε πεξηνρή 3 ηνπ ζρήκαηνο, ε ζεηξά πνπ αλαπαξηζηά ην ζθεδαδφκελν πεδίν απνθιίλεη. Ζ πεξηνρή 2, πνπ  είλαη 

ρξσκαηηζκέλε, είλαη εμσηεξηθή ηνπ θπιίλδξνπ θαη απνηειεί ηελ πεξηνρή αλαιπηηθήο επέθηαζεο ηεο αθξηβνχο 

ιχζεο. εκεηψλνπκε φηη ε θξίζηκε απφζηαζε      είλαη γλσζηή θαη ζηε καγλεηνζηαηηθή: είλαη ε απφζηαζε απφ 

ηελ αξρή ησλ αμφλσλ, κεηξνχκελε πάλσ ζηελ επζεία πνπ δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη ηε ζέζε ηεο 

πεγήο, ζηελ νπνία πξέπεη λα ηνπνζεηεζεί κηα πεγή έληαζεο    ‖ 
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Κεθάιαην 4 :  Δθαξκνγή ηεο Μεζόδνπ Βνεζεηηθώλ Πεγώλ (MAS) 

 

4.1 Δηζαγσγή ηνπ Κεθαιαίνπ 4 

 ην θεθάιαην απηφ, ην νπνίν είλαη θαη ην εθηελέζηεξν φιεο ηεο εξγαζίαο, γίλεηαη 

εθαξκνγή ηεο MAS θαη ζηε ζπλέρεηα κειέηε ηεο ζπκπεξηθνξάο ηεο πξνηεηλφκελεο ιχζεο γηα 

ην πξφβιεκα πνπ πεξηγξάςακε ζηελ παξάγξαθν 3.2. 

 

4.2 Δθαξκνγή ηεο «πλερνύο» έθδνζεο ηεο (MAS) 

 Ζ πξψηε θαηά ζεηξά βνεζεηηθή πεγή πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε είλαη κηα ζπλερήο 

επηθαλεηαθή θαηαλνκή ξεχκαηνο πάλσ ζε θχιηλδξν αθηίλαο     . χκθσλα κε ηελ 

παξάγξαθν 2.3 ε επηθάλεηα απηή ζα πξέπεη λα είλαη εμσηεξηθή ηνπ PEC θπιίλδξνπ, δειαδή 

ζα ηζρχεη φηη            ηε βνεζεηηθή θπιηλδξηθή επηθάλεηα ε αλαπηπζζφκελε ξεπκαηηθή 

θαηαλνκή είλαη ηεο κνξθήο           
         Ζ ζπλάξηεζε  

        είλαη ε πξψηε πνπ 

πξέπεη λα πξνζδηνξηζηεί θη απηφ κπνξεί λα επηηεπρζεί κέζσ ηεο ζπλνξηαθήο ζπλζήθεο       

γηα κεδεληζκφ ηεο    ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή. Έπεηηα, είκαζηε έηνηκνη λα 

ππνινγίζνπκε ηελ έληαζε ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ, ην νπνίν απνηειεί θαη πξσηαξρηθφ καο 

ζηφρν. Δληειψο αλάινγα κε ηελ [1,(11)] ην ζπλνιηθφ πεδίν είλαη : 

    
   

    
   

   
                   

   
           

 

  

                           

εκεηψλνπκε φηη ζην δεμί κέινο ηεο παξαπάλσ ηζφηεηαο ν πξψηνο φξνο αλαπαξηζηά φπσο θαη 

ζηελ        ην απ‘ επζείαο πεδίν, ελψ ν δεχηεξνο απνηειεί ην ζθεδαδφκελν πεδίν, πνπ ηψξα 

δίλεηαη ππφ ηε κνξθή νινθιεξψκαηνο πάλσ ζηε βνεζεηηθή επηθάλεηα θαη εμαξηάηαη απφ ηελ 

άγλσζηε, πξνο ην παξφλ, ζπλάξηεζε         . 

4.2.1 Οινθιεξσηηθή Δμίζσζε : αλαδήηεζε ιύζεο 

 Δθαξκφδνληαο ηε ζπλζήθε      , δειαδή φηη                 γηα           

ζηε ζρέζε      , παίξλνπκε γηα            : 

   
   
            

            

 

  

  
 

    
  
   
                         

Ζ       απνηειεί κηα νινθιεξωηηθή εμίζωζε ηύπνπ Fredholm πξώηνπ είδνπο κε άγλσζηε 

ζπλάξηεζε ηε          θαη ππξήλα,   
   
           , ελψ (ε εμίζσζε απηή) ζηελ [3] 

αλαθέξεηαη σο MASIE (απ‘ ηα αξρηθά ηνπ MAS Integral Equation) ή θαη CMASIE 

(Continuous MASIE).Δπεηδή ηζρχεη : 
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παξαηεξνχκε φηη ν ππξήλαο, δειαδή ε ζπλάξηεζε    
   
           , εμαξηάηαη κφλνλ απφ ηε 

δηαθνξά ησλ κεηαβιεηψλ      θαη      θαη φρη απφ θαζεκία μερσξηζηά. Έηζη, κπνξνχκε λα 

πνχκε φηη ν ππξήλαο ηεο εμίζσζεο       είλαη έλαο ππξήλαο δηαθνξάο (ή, difference kernel 

φπσο έρεη θαζηεξσζεί δηεζλψο ζηε ζεσξία νινθιεξσηηθψλ εμηζψζεσλ). Έηζη, κπνξνχκε λα 

εηζάγνπκε ην ζπκβνιηζκφ : 

               
   
                           

Οκνίσο, επεηδή 

              
      

                                 

ε ζπλάξηεζε ηνπ δεμηνχ κέινπο εμαξηάηαη κφλνλ απφ ηε δηαθνξά           θαη θαζψο, εμ‘ 

ππνζέζεσο, ηζρχεη       , ε ζπλάξηεζε εμαξηάηαη ηειηθά απφ ηε κεηαβιεηή       Γηα ηελ 

πεξίπησζε απηή, ρξεζηκνπνηνχκε ην ζπκβνιηζκφ : 

         
 

    
  
   
                          

Απφ ηηο ζρέζεηο       έσο       γίλεηαη άκεζα αληηιεπηφ φηη νη ζπλαξηήζεηο   θαη   είλαη 

  -πεξηνδηθέο σο πξνο       Έηζη, ππάξρνπλ ηα αλαπηχγκαηα ζε ζεηξά Fourier γηα θαζεκία 

απφ ηηο παξαπάλσ ζπλαξηήζεηο, δειαδή ππάξρνπλ ζπληειεζηέο    θαη    ηέηνηνη, ψζηε : 

                  
             

 

    

            

θαη 

            
      

 

    

             

Φπζηθά, νη παξαπάλσ ζπληειεζηέο ππνινγίδνληαη απφ ηηο γλσζηέο ζρέζεηο : 

   
 

  
            

 

  

             

θαη 

   
 

  
            

 

  

              

Παξ‘ φια απηά, νη ζπληειεζηέο απηνί πξνζδηνξίδνληαη απ‘ επζείαο αλ εθαξκφζνπκε ην 

Addition Theorem (βι. 2.5.1)κε ηε βνήζεηα ηνπ πεξηνξηζκνχ               . Σν 

απνηέιεζκα είλαη : 
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θαη 

           
 

    
           

   
        

                     
  

       

 

    

              

 Παξαηεξψληαο ηψξα ηελ εμίζσζε      , ιφγσ ηεο πξναλαθεξζείζαο   -

πεξηνδηθφηεηαο σο πξνο      ησλ ζπλαξηήζεσλ   θαη  , ζπκπεξαίλνπκε φηη θαη ε ιχζε, εθ‘ 

φζνλ ππάξρεη, ζα είλαη θη απηή   -πεξηνδηθή ζπλάξηεζε σο πξνο ηε (κνλαδηθή ηεο 

αλεμάξηεηε) κεηαβιεηή       Έηζη, ε  
        κπνξεί λα γξαθεί σο εμήο : 

            
        

 

    

               

Δδψ, 

  
  

 

  
             

 

  

               

Άξα, νπζηαζηηθά αλαγφκαζηε ζηελ εχξεζε ησλ ζπληειεζηψλ   
   Πξνο ηνχην ινηπφλ, 

μαλαγξάθνπκε ηελ       κε ηνπο ζπκβνιηζκνχο       θαη       γηα επθνιία : 

               
            

 

  

                       

ηε ζπλέρεηα πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δχν κέιε ηεο παξαπάλσ ζρέζεο κε          θαη 

νινθιεξψλνπκε απφ    έσο  , σο πξνο     . ην αξηζηεξφ κέινο, αθνχ ρσξίζνπκε ηε δηπιή 

νινθιήξσζε ζε δχν νινθιεξψζεηο (σο πξνο      θαη σο πξνο     ), παίξλνπκε : 

              
                          

 

       

 

       

          
            

 

       

                 

Παξαηεξνχκε ηψξα φηη : 

                
            

 

       

                               

           
            

 

       

                        

Αλ θάλνπκε ρξήζε ησλ ζρέζεσλ        ε εμίζσζε        γξάθεηαη : 
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Δίλαη πιένλ εχθνιν λα δνχκε φηη αλ εηζάγνπκε ηελ πνζφηεηα          κέζα ζην 

νινθιήξσκα ηεο        θαη ιάβνπκε ππ‘ φςηλ ηε ζρέζε       , παίξλνπκε ηνπο ζπληειεζηέο 

  
  ζπλαξηήζεη ησλ    θαη    : 

  
  

 

  

  
   

               

Όκσο νη ζπληειεζηέο απηνί έρνπλ πξνζδηνξηζηεί ζηηο ζρέζεηο        θαη        θη επνκέλσο 

ε        δίλεη : 

  
   

 

      

           
   
       

           
          

                

εκεηψλνπκε φηη γηα ηελ εμαγσγή ηεο ηειεπηαίαο ζρέζεο, εθηφο ησλ πξναλαθεξζέλησλ, 

θάλακε ρξήζε ηεο αξηηφηεηαο ηεο     σο πξνο ην φξηζκα θαζψο θαη ησλ ηδηνηήησλ, πνπ 

δίλνληαη ζην θεθάιαην 2 :                   θαη   
               

        Έηζη, ε 

βνεζεηηθή ξεπκαηηθή θαηαλνκή πξνζδηνξίδεηαη πιήξσο κέζσ ησλ ζρέζεσλ        θαη 

       : 

          
 

      
 

           
          

           
   
       

       

                   
  

 

    

               

 

4.2.2 Μειέηε ζύγθιηζεο ηνπ αζξνίζκαηνο        

 Γηα ηε κειέηε ηεο ζχγθιηζεο ηεο ζεηξάο πνπ εκθαλίδεηαη ζηελ        ζα θάλνπκε 

ρξήζε ησλ αζπκπησηηθψλ ζρέζεσλ        θαη        γηα κεγάια      Έηζη, κε απιή 

εθαξκνγή ηνπο, νη φξνη ηνπ αζξνίζκαηνο ζπκπεξηθέξνληαη σο εμήο : 

        
    
    

 
   

                       

φπνπ ε θξίζηκε απφζηαζε,      είλαη απηή αθξηβψο πνπ νξίζηεθε ζηελ       . χκθσλα κε 

ηα παξαπάλσ, ην άζξνηζκα ζηελ        ζπκπεξηθέξεηαη ζαλ ηε γλσζηή καο γεσκεηξηθή 

ζεηξά. Ζ ζχγθιηζε επνκέλσο επηηπγράλεηαη φηαλ                 εκεηψλνπκε φηη ε 

πξψηε αληζφηεηα ηέζεθε γηα θαιχηεξε θαη ζπλνιηθή επνπηεία ησλ εκπιεθφκελσλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ απνζηάζεσλ θαη απνηειεί ελαξθηήξηα ππφζεζε θαηά ηελ εθαξκνγή ηεο 

MAS. Καηαιήμακε δειαδή ζε αληίζηνηρν κε ηελ [1] ζπκπέξαζκα, φηη δειαδή αλ ην πεδίν πνπ 

παξάγεηαη από κηα θπιηλδξηθή ξεπκαηηθή θαηαλνκή είλαη ηέηνην, ώζηε ην ζπλνιηθό πεδίν λα 

κεδελίδεηαη ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή, ηόηε ζα πξέπεη ε θξίζηκε απόζηαζε      λα είλαη 

κεγαιύηεξε από ηελ αθηίλα ηεο βνεζεηηθήο επηθάλεηαο.  
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4.2.3 πκπεξάζκαηα θαη ζρνιηαζκόο ησλ ζεσξεηηθώλ απνηειεζκάησλ 

4.2.3.1 Κάπνηεο εηδηθέο πεξηπηώζεηο 

Ζ ζπλάξηεζε Hankel δελ έρεη πξαγκαηηθά κεδεληθά. πλεπψο, γηα νπνηαδήπνηε ηηκή ηεο 

ειεθηξηθήο αθηίλαο ηεο βνεζεηηθήο επηθάλεηαο       ην άζξνηζκα ζηελ        έρεη λφεκα. 

Καη πάιη φκσο ην άζξνηζκα        δελ είλαη θαιά νξηζκέλν γηα εθείλα ηα   ℕ θαη ηηο 

ειεθηξηθέο αθηίλεο       πνπ ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε            . Όπσο είδακε, (ζηελ 

Παξαηήξεζε 1 ηεο 3.3.1) ε ίδηα αθξηβψο πεξίπησζε νδεγεί ηε ζεηξά πνπ πεξηγξάθεη ην 

αθξηβέο ειεθηξηθφ πεδίν ζε απφθιηζε. Αλεμάξηεηα φκσο απφ απηά, φζνλ αθνξά ηε 

βνεζεηηθή επηθάλεηα ν κφλνο πεξηνξηζκφο ζηελ ηνπνζέηεζή ηεο είλαη          . Έηζη, 

πξνθχπηεη κηα αθφκα δηαθνξά κε ην πξφβιεκα ζηελ [1]. ην πξφβιεκα απηφ, ε βνεζεηηθή 

ξεπκαηηθή θαηαλνκή δίλεηαη κε ηε βνήζεηα ζεηξάο, ν  -νζηφο φξνο ηεο νπνίαο εκθαλίδεη ζηνλ 

παξνλνκαζηή ηνπ ηελ πνζφηεηα           (-είλαη ε ζρέζε [1,(16)]-) θη επνκέλσο ππάξρνπλ 

ειεθηξηθέο αθηίλεο ηεο βνεζεηηθήο επηθάλεηαο πνπ νδεγνχλ ζε απφθιηζε. 

4.2.3.2 Σν όξην        

 ην ζρήκα 3.2 ε πεξηνρή 3, ζηελ νπνία ην άζξνηζκα        απνθιίλεη, κηθξαίλεη 

θαζψο ε απφζηαζε ηεο πεγήο,      κηθξαίλεη ή ηζνδχλακα, φηαλ ε πεγή πιεζηάδεη ην θέληξν 

ηνπ PEC θπιίλδξνπ. Πξάγκαηη, αλ ζπκβνιίζνπκε ηελ πεξηνρή κε   , ηφηε απηή κπνξεί λα 

πεξηγξάθεη ηππηθά σο ην εμήο ζχλνιν ζεκείσλ ηνπ ρψξνπ :                       θη 

επεηδή       
    
 

    
 φζν κηθξφηεξε γίλεηαη ε      ηφζν κεγαιχηεξε γίλεηαη ε     , νπφηε ηα 

ζεκεία ηνπ ρψξνπ πνπ αλήθνπλ ζηελ    είλαη ιηγφηεξα. Μάιηζηα,        φηαλ       . 

Σφηε, ηζρχεη ν πεξηνξηζκφο                 

4.2.3.3 Δπηπιένλ παξαηεξήζεηο γηα ηελ πεξίπησζε           

 Έλα εξψηεκα πνπ κπνξεί άκεζα λα αλαθχςεη απφ ηα παξαπάλσ γηα ηελ πεξίπησζε 

πνπ έρεη λφεκα λα εθαξκνζηεί ε MAS, δειαδή φηαλ               , είλαη θαηά πφζνλ ην 

πεδίν πνπ πξνηείλεηαη απφ ηε ζπλερή έθδνζε ηεο κεζφδνπ κέζσ ηεο ζρέζεο       δίλεη ην 

πξαγκαηηθφ πεδίν ηεο ζρέζεο         Πφζν κάιινλ φηαλ ε άγλσζηε βνεζεηηθή θαηαλνκή 

         έρεη πξνζδηνξηζηεί κφλνλ απφ ηε ζπλνξηαθή ζπλζήθε         Δχθνια κπνξνχκε λα 

δνχκε φηη ην πεδίν απηφ ζπγθιίλεη ζην πξαγκαηηθφ. Πξνο ηνχην, αλ εθαξκφζνπκε ην Addition 

Theorem ζηελ       θαη θάλνπκε αιιαγή άζξνηζεο θαη νινθιήξσζεο, πξνθχπηεη : 

    
   

    
   

   
                            

          

 

    

        

          
 

  
                                   

 Αλ αλαγλσξίζνπκε φηη ην νινθιήξσκα απνηειεί ην  -νζηφ ζπληειεζηή Fourier ηεο 

          πνιιαπιαζηαζκέλν επί    θαη θάλνπκε ρξήζε ηεο       , ε        δίλεη ηελ 

      . Μπνξνχκε επνκέλσο λα πνχκε φηη φηαλ               , ε βνεζεηηθή επηθαλεηαθή 

ππθλόηεηα ξεύκαηνο        παξάγεη ην πξαγκαηηθό ειεθηξηθό πεδίν ζε όια ηα ζεκεία ζην 

εζωηεξηθό ηνπ PEC θπιίλδξνπ (          ) θαη ηελ αλαιπηηθή ηνπ επέθηαζε ζε όια ηα ζεκεία 

κεηαμύ ηεο βνεζεηηθήο επηθάλεηαο θαη ηνπ PEC θπιίλδξνπ (               ).   
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ε πιήξε αληηζηνηρία κε ηα ζπκπεξάζκαηα ζηελ [1], ε αλαιπηηθή απηή επέθηαζε 

εξκελεχεηαη θπζηθά σο ην πεδίν πνπ παξάγεηαη απφ ηελ επηθαλεηαθή ππθλφηεηα ξεχκαηνο, 

          πνπ βξίζθεηαη ζε απφζηαζε       θαη ηθαλνπνηεί ηηο εμηζψζεηο ηνπ Maxwell ζε φια 

ηα ζεκεία γηα ην νπνία                   

 Αμίδεη ηέινο λα ζεκεηψζνπκε φηη, ζηε γεληθή πεξίπησζε, ε           δελ ηζνχηαη κε 

ηελ θάζεηε ζπληζηψζα ηνπ καγλεηηθνχ πεδίνπ (βι. ζρέζεηο        θαη       ). ην φξην 

φκσο          , ε        ηαπηίδεηαη κε ηελ        θη έηζη, κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε φηη 

θαζώο ε βνεζεηηθή επηθάλεηα πιεζηάδεη απηήλ ηνπ PEC θπιίλδξνπ, ε βνεζεηηθή θαηαλνκή 

ξεύκαηνο           πξνζεγγίδεη ηελ αιεζηλή επηθαλεηαθή ππθλόηεηα ξεύκαηνο πνπ 

αλαπηύζζεηαη πάλω ζην ζθεδαζηή.  

4.2.2 Έλαο ελαιιαθηηθόο ηξόπνο απόδεημεο  

 ηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν, εθηφο ησλ άιισλ, δείμακε φηη ε εμίζσζε       δελ 

είλαη επηιχζηκε φηαλ            Έλαο άιινο ηξφπνο απφδεημεο ηνπ ηζρπξηζκνχ απηνχ, 

αληίζηνηρνο κε απηφλ πνπ δίλεηαη ζηελ [1] ζα παξνπζηαζηεί ζην ζεκείν απηφ.   

 Τπνζέηνπκε φηη           θαζψο θη φηη ππάξρεη ιχζε ηεο νινθιεξσηηθήο 

εμίζσζεο      , έζησ ε         , ζπλερήο ζην δηάζηεκα            Θεσξνχκε επίζεο 

φηη ε      είλαη κηα κηγαδηθή κεηαβιεηή, ε νπνία δε βξίζθεηαη ζηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθψλ 

αξηζκψλ                ,               Με ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ        θαη 

      , παξαηεξνχκε φηη νη ηδηνκνξθίεο ζην δεμί κέινο ηεο       εκθαλίδνληαη φηαλ  

          
    
      

 

         
              

Ζ πνζφηεηα ζην δεμί κέινο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο είλαη κεγαιχηεξε απφ ηε κνλάδα, 

επνκέλσο αλ θάλνπκε ρξήζε ηεο ηαπηφηεηαο : 

                                            

ζπκπεξαίλνπκε φηη ε        ηζρχεη γηα             θαη            , φπνπ 

                    
    
      

 

         
                     

Σα ζεκεία απηά είλαη θιαδηθά θαη απνηεινχλ ηδηνκνξθίεο ηνπ δεμηνχ κέινπο ηεο 

νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο               

 Λφγσ ηεο ζπλέρεηαο ηεο          θαη ηνπ ζεσξήκαηνο ζηε 2.5.4, ην αξηζηεξφ κέινο 

ηεο       είλαη αλαιπηηθή ζπλάξηεζε (σο πξνο ηε κεηαβιεηή      ) κε πηζαλή εμαίξεζε ηηο 

ηδηνκνξθίεο ηεο νινθιεξσηέαο παξάζηαζεο, θαζψο ε κεηαβιεηή      δηαηξέρεη ην δηάζηεκα 

νινθιήξσζεο       . Οκνίσο κε πξηλ, νη ηδηνκνξθίεο βξίζθνληαη ζηα ζεκεία             

θαη             φπνπ, 

                          
    
      

 

         
         και                        

Σα ζεκεία πνπ πεξηγξάθνληαη απφ ηελ        ζρεκαηίδνπλ δχν παξάιιειεο επζείεο 

γξακκέο, θαζψο ε       κεηαβάιιεηαη απφ    έσο    Δπνκέλσο, ην αξηζηεξφ κέινο ηεο 

      είλαη αλαιπηηθή ζπλάξηεζε σο πξνο ηε κεηαβιεηή      ζηε ισξίδα κεηαμχ ησλ δχν, 
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πξναλαθεξζέλησλ επζεηψλ. Λφγσ αλαιπηηθήο επέθηαζεο θαη ην δεμί κέινο ηεο       ζα 

πξέπεη λα δηαηεξεί ηελ ηδηφηεηα απηή, δειαδή λα είλαη αλαιπηηθή ζπλάξηεζε ζηελ ίδηα 

πεξηνρή.          

 Θα δείμνπκε φηη ε αξρηθή ππφζεζε                  ζπλεπάγεηαη φηη  

                         , νπφηε νη ηδηνκνξθίεο ηνπ δεμηνχ κέινπο, φπσο δίλνληαη ζηε 

ζρέζε        ζα βξίζθνληαη κέζα ζηελ πξναλαθεξζείζα ισξίδα θη έηζη, ζα θαηαιήμνπκε ζε 

άηνπν θη επνκέλσο, ζην ζπκπέξαζκα φηη ε       δελ έρεη ιχζε ζηελ πεξίπησζε απηή. Όια 

απηά θαίλνληαη ζην ρήκα 4.1.        

 Γηα λα δείμνπκε φηη                          , θαη‘ αξρήλ παξαηεξνχκε φηη ε 

ζπλάξηεζε                 κε ηχπν              είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην 

πεδίν νξηζκνχ ηεο, αθνχ       
      

 
  0 φηαλ      Γηα λα δείμνπκε ην δεηνχκελν,  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ρήκα 4.1 : ― Όηαλ           , ην αξηζηεξφ κέινο ηεο       είλαη αλαιπηηθή ζπλάξηεζε κέζα ζηε ισξίδα 

πιάηνπο               . Οη ηδηνκνξθίεο ηνπ δεμηνχ κέινπο πνπ ζεκεηψλνληαη ζην παξαπάλσ ζρήκα κε καχξεο 

θνπθίδεο, θαη φπσο θαίλεηαη, βξίζθνληαη κέζα ζηελ πξναλαθεξζείζα ισξίδα‖ 

βάζεη ησλ ζρέζεσλ        θαη       , αξθεί λα δείμνπκε φηη : 

        
    
      

 

         
          

    
      

 

         
               

κε ηνλ πεξηνξηζκφ φηη :                   Όπσο γλσξίδνπκε, αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη 

γλεζίσο κνλφηνλε, ηφηε νξίδεηαη ε αληίζηξνθή ηεο θαη έρεη ην ίδην είδνο κνλνηνλίαο. Έηζη, 

εθ‘ φζνλ ε               γηα     είλαη γλεζίσο αχμνπζα, ην ίδην ζα ηζρχεη θαη γηα ηελ 

αληίζηξνθή ηεο ζπλάξηεζε,                    Δπνκέλσο, ε απφδεημε ηεο        φηαλ 

ηζρχεη                  ηζνδπλακεί κε ηελ απφδεημε ηεο ζρέζεο :  

    
      

 

         
 
    
      

 

         
                

κε ηνλ ίδην πεξηνξηζκφ. Γηα ηελ απφδεημή ηεο έρνπκε δηαδνρηθά : 

. . .     ●          ●          ●           ●          ●   . . . 

 

. . .     ●          ●          ●           ●          ●   . . . 

 

 

. . .     ●          ●          ●           ●          ●   . . . 

Im{ 
   

} 

Re{ 
   

} 

 2π 

              

 

Μηγαδηθφ επίπεδν  
   

  

              

ηδηνκνξθίεο ( , )n  ηνπ 

δεμηνχ κέινπο 

 

ηδηνκνξθίεο ( , )n  ηνπ 

δεμηνχ κέινπο 
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             , 

πνπ ηζρχεη αθνχ                 . πλεπψο, απνδείρζεθε ην δεηνχκελν.  

 4.3 «Γηαθξηηέο» Βνεζεηηθέο Πεγέο 

 ηελ παξάγξαθν απηή ζα κειεηήζνπκε ηε «δηαθξηηή» έθδνζε ηεο MAS, ε νπνία 

απνηειεί θαη ην ζπλήζε ηξφπν εθαξκνγήο ηεο κεζφδνπ. 

4.3.1 Γηαθξηηέο Βνεζεηηθέο Πεγέο θαη αθξηβήο ιύζε 

 χκθσλα κε ηα φζα αλαθέξζεθαλ ζηελ παξάγξαθν 2.3, αλ εθαξκφζνπκε ηε MAS 

ζην «εζσηεξηθφ» πξφβιεκα, ζα πξέπεη λα ζεσξήζνπκε   βνεζεηηθέο πεγέο, δειαδή   

δηαθξηηά λεκαηνεηδή ξεχκαηα παξάιιεια ζηνλ άμνλα  , έμσ απφ ηνλ PEC θχιηλδξν.  

 Σα MAS ξεχκαηα είλαη απηά πνπ πξέπεη λα πξνζδηνξηζηνχλ. Θα πξνζδηνξίζνπκε 

δειαδή ηηο   πνζφηεηεο   ,             νη νπνίεο είλαη ηέηνηεο, ψζηε ηα αληίζηνηρα 

κεγέζε    λα αληηπξνζσπεχνπλ ηηο εληάζεηο ησλ βνεζεηηθψλ MAS ξεπκάησλ πνπ βξίζθνληαη 

ζηηο ζέζεηο   . Θπκίδνπκε φηη   είλαη ε έληαζε ηεο πξαγκαηηθήο πεγήο πνπ βξίζθεηαη ζηε 

ζέζε           Οη ζέζεηο ησλ λεκαηνεηδψλ απηψλ ξεπκάησλ αλήθνπλ ζε θπθιηθφ θχιηλδξν, 

νκφθεληξν κε ην ζθεδαζηή ηνπ πξνβιήκαηνο, αθηίλαο           θαη ηζαπέρνπλ αλά δχν. Ζ 

θπιηλδξηθή επηθάλεηα πνπ κφιηο πεξηγξάςακε είλαη ε βνεζεηηθή επηθάλεηα πνπ απαηηεί ε 

MAS θαη είλαη εμσηεξηθή ηνπ ζθεδαζηή. Δπηπιένλ, γηα δηεπθφιπλζε ηεο ζεσξεηηθήο κειέηεο, 

κηα ζέζε επηιέγεηαη λα είλαη ε      ,  , ελψ ζηε γεληθή πεξίπησζε σο ζέζε    

ζπκβνιίδνπκε ην       
       

 
 , φπνπ            . Φπζηθά, ηα ζεκεία απηά 

αλαπαξηζηνχλ ηηο αληίζηνηρεο επζείεο-θνξείο ησλ λεκαηνεηδψλ MAS ξεπκάησλ (ζπκβνιηθά 

νη επζείεο απηέο κπνξνχλ λα γξαθνχλ σο          
       

 
   ,            ), ζην 

πλεχκα φκσο ηεο απινπνίεζεο, πνπ εηζήρζε ήδε απφ ην θεθάιαην 3, ζα ρξεζηκνπνηνχκε θαη 

ζηελ παξάγξαθν απηή, κόλν πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο, εθκεηαιιεπφκελνη θαη πάιη ηελ θαηά 

ηνλ άμνλα   ζπκκεηξία. Έλα ζεκαληηθφ κέγεζνο ζηε κειέηε πνπ ζα αθνινπζήζεη είλαη ε 

απφζηαζε ηνπ ζεκείνπ παξαηήξεζεο θαη ηνπ  -νζηνχ MAS ξεχκαηνο, πνπ βξίζθεηαη ζηε 

ζέζε      Απηή ζπκβνιίδεηαη κε        θαη ηζρχεη : 

            
      

                     
   

 
                             

 Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο έληαζεο ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ ζηελ πεξίπησζε απηή,  ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ αξρή ηεο επαιιειίαο. Έηζη, ιχλνπκε ην πξφβιεκα γηα θαζεκία απφ ηηο 

  βνεζεηηθέο πεγέο έληαζεο    πνπ βξίζθνληαη, φπσο πξναλαθέξζεθε, ζηηο ζέζεηο    θαη άιιε 

κηα θνξά γηα ηελ πξαγκαηηθή πεγή έληαζεο  , πνπ βξίζθεηαη ζηε ζέζε           Ζ ζπλνιηθή 

έληαζε ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ πξνθχπηεη σο ην άζξνηζκα φισλ απηψλ ησλ     ιχζεσλ. 

Έηζη, ε έληαζε ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ απνηειείηαη θαη πάιη απφ δχν φξνπο, φπνπ ν έλαο 
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αληηπξνζσπεχεη ην απ‘ επζείαο πεδίν θαη πξνθαλψο είλαη θνηλφο κε απηφλ ησλ εμηζψζεσλ 

       θαη        Ο δεχηεξνο φξνο απνηειείηαη απφ ην άζξνηζκα ησλ   ιχζεσλ, πνπ 

πξνέξρνληαη απφ ηα MAS ξεχκαηα θαη αληηπξνζσπεχεη ην ζθεδαδφκελν πεδίν. 

πγθεθξηκέλα, 

    
  

    
    

   
                 

   
                        

   

   

 

 Όπσο αλαθέξεηαη ζηε γεληθή εηζαγσγή γηα ηε MAS (παξάγξαθνο 2.3), ζα πξέπεη λα 

ζεσξήζνπκε   ζεκεία πάλσ ζην ζθεδαζηή. Οη ζέζεηο ησλ ζεκείσλ απηψλ ζα ζπκβνιίδνληαη 

κε    θαη γηα επθνιία ηίζεληαη ζε ζέζεηο νη γσλίεο ησλ νπνίσλ είλαη θνηλέο κε απηέο ησλ 

βνεζεηηθψλ πεγψλ. Γειαδή νη ζέζεηο ηνπο είλαη             , κε            . ην 

ζρήκα 4.2, πνπ αθνινπζεί θαίλεηαη ν ηξφπνο εθαξκνγήο ηεο κεζφδνπ, πνπ κφιηο 

πεξηγξάθεθε, γηα ην πξφβιεκά καο. 

 

                                                                                                                    Νεκαηνεηδέο ξεχκα  I 

                                                                                                                                                                                                                                                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MAS ξεχκαηα ζηε                                                                      εκεία εθαξκνγήο ηεο 

βνεζεηηθή επηθάλεηα                                                                     ζπλνξηαθήο ζπλζήθεο 

ρήκα 4.2 : ― Σα MAS ξεχκαηα είλαη ηνπνζεηεκέλα ζηηο ζέζεηο      ,   , φπνπ             , φπνπ 

            , ελψ ηα ζεκεία εθαξκνγήο είλαη ζηηο ζέζεηο      ,     Ζ απφζηαζε ησλ MAS ξεπκάησλ    

θαη ησλ ζεκείσλ εθαξκνγήο    ζπκβνιίδνληαη κε     θαη ε απφζηαζε ηεο λεκαηνεηδνχο πεγήο   θαη ηνπ ζεκείνπ 

εθαξκνγήο   ζεκεηψλεηαη σο   . ην παξαπάλσ ζρήκα είλαη     θαη δείρλνπκε ηα       θαη   .‖ 
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Τπελζπκίδνπκε φηη γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ έληαζε ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ, απφ ηελ 

       είλαη αλαγθαίν λα πξνζδηνξίζνπκε ηα   MAS ξεχκαηα. Απηφ επηηπγράλεηαη κε ηελ 

επηβνιή   ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ παξφκνησλ κε ηε ζπλνξηαθή ζπλζήθε       Οη ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε είλαη : 

                    γηα                           ,                           

Οη ζπλζήθεο απηέο αλ εθαξκνζηνχλ ζηελ       , δίλνπλ : 

     
   
        

   
       

   
     ,                            

ηελ παξαπάλσ ζρέζε εηζάγακε δχν ζπκβνιηζκνχο,      θαη   , νη νπνίνη ζπκβνιίδνπλ ηελ 

απφζηαζε ησλ MAS ξεπκάησλ    κε ηα ζεκεία εθαξκνγήο ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ 

      ,    θαη ηελ απφζηαζε ηεο λεκαηνεηδνχο πεγήο   κε ηα ζεκεία εθαξκνγήο   ,  

αληίζηνηρα. Οη ζπκβνιηζκνί απηνί θαίλνληαη θαη ζην ζρήκα 4.2. εκεηψλνπκε επίζεο φηη : 

               
      

               
       

 
                                

θαη 

        
      

               
   

 
                               

 Ζ        είλαη νπζηαζηηθά έλα     αιγεβξηθφ ζχζηεκα κε άγλσζηνπο ηα   MAS 

ξεχκαηα     Δχθνια κπνξνχκε λα δνχκε φηη ν πίλαθαο ηνπ ζπζηήκαηνο απηνχ,   
   
       , 

              είλαη θπθιηθόο (ή circulant). Τπελζπκίδνπκε φηη έλαο πίλαθαο θαιείηαη 

θπθιηθφο φηαλ θάζε ζεηξά ηνπ είλαη θπθιηθή κεηάζεζε ηεο πξψηεο ζεηξάο έηζη, ψζηε ην 

ηειεπηαίν ζηνηρείν θάζε ζεηξάο λα είλαη ην πξψην ζηνηρείν ηεο επφκελεο. Πξάγκαηη, απηά 

ηζρχνπλ ιφγσ ησλ ηδηνηήησλ             θαη              , γηα θάζε αθέξαην  , νη νπνίεο 

πξνθχπηνπλ άκεζα απφ ηε γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο.      

 Όπσο αλαθέξεηαη θαη ζηελ [1], ηέηνηα ζπζηήκαηα κπνξνχλ λα ιπζνχλ κε ρξήζε ηνπ 

δηαθξηηνύ κεηαζρεκαηηζκνύ Fourier, ελ ζπληνκία, DFT . Σέηνηα ζπζηήκαηα έρνπλ ηε γεληθή 

κνξθή : 

       

   

   

                               

Όπνπ    είλαη κηα   πεξηνδηθή αθνινπζία, δειαδή κηα αθνινπζία κε ηελ ηδηφηεηα : 

                           

Τπελζπκίδνπκε φηη γηα ην DFT κηαο   πεξηνδηθήο αθνινπζίαο    ηζρχεη : 

     
 

 
    

        

   

   

                               

Δλψ, ε αληίζηξνθε ηεο παξαπάλσ ζρέζεο είλαη : 
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Έηζη, γηα ην γεληθφ ζχζηεκα        έρνπκε : 

     
 

 
    

        

   

   

                                

     
 

 
    

        

   

   

                                

θαη 

     
 

 
    

        

   

   

                                 

Οη αληίζηξνθνη DFT ησλ ζρέζεσλ        ζχκθσλα κε ηελ        είλαη : 

                

   

   

                                   

                

   

   

                                   

θαη 

                

   

   

                                    

 Γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο       , πνιιαπιαζηάδνπκε θαζεκία απφ ηηο απηέο 

  ζρέζεηο κε          , φπνπ          ηε ζπλέρεηα, αζξνίδνπκε ηηο πξνθχπηνπζεο 

ζρέζεηο (σο πξνο  ). Έπεηηα αιιάδνπκε ηε ζεηξά ησλ δχν αζξνίζεσλ ζην αξηζηεξφ κέινο θαη 

εηζάγνπκε ηνπο DFT (ζρέζεηο       ). Με ηε βνήζεηα ηεο ζρέζεο        θαηαιήγνπκε ζηε 

ζρέζε : 

                                              

Έηζη, βξίζθνληαο ηα     , κε ηνλ αληίζηξνθν DFT (κέζσ ηεο ζρέζεο         ) ππνινγίδνπκε 

ηα άγλσζηα MAS ξεχκαηα.        

 ην πξφβιεκά καο, είλαη : 

     
 

 
   

            
        

   

   

                              

θαη 
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Όπσο θαη ζηελ [1], ππάξρεη ε δπλαηφηεηα νη δχν ηειεπηαίεο ζρέζεηο λα εθθξαζηνχλ 

δηαθνξεηηθά. Ζ δπλαηφηεηα απηή παξέρεηαη απφ ην Addition Theorem ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ 

ηαπηφηεηα : 

               
     αν            

      αλλού
                

   

   

 

Δχθνια πξνθχπηνπλ νη δεηνχκελεο, ελαιιαθηηθέο ζρέζεηο : 

                       
   

       

 

    

                               

θαη 

                         
   

       

 

    

                                 

 Παξαηήξεζε  1 :         

 Οη ζεηξέο πνπ εκθαλίδνληαη ζηηο ζρέζεηο        θαη        ζπγθιίλνπλ. Πξάγκαηη, νη 

φξνη ηεο  -νζηήο ζεηξάο ζηελ        γηα κεγάια     ζπκπεξηθέξνληαη αλάινγα κε ηελ 

πνζφηεηα :            
             

     , θαη ηαπηφρξνλα,          . Αληίζηνηρα, νη 

φξνη ηεο  -νζηήο ζεηξάο ζηελ        έρνπλ αλάινγε ζπκπεξηθνξά κε ηελ πνζφηεηα : 

           
             

      ελψ, εμ‘ ππνζέζεσο, ηζρχεη φηη            .   

Παξαηήξεζε  2 :         

 Απφ ηηο ζρέζεηο        θαη        γίλεηαη επίζεο θαλεξφ φηη             θαη 

           , νπφηε ε        γξάθεηαη : 

            
 

 

    

    
               

 

 Γλσξίδνληαο ηα     , είκαζηε πιένλ ζε ζέζε λα πξνζδηνξίζνπκε ηα MAS ξεχκαηα 

κέζσ ηεο ζρέζεο         . Δπεηδή φκσο,             κπνξνχκε λα εμάγνπκε θάηη αθφκα 

πην απιφ απφ κηα ζρέζε ηεο κνξθήο           ηελ πξνζπάζεηά καο απηή θάπνην ξφιν ζα 

παίμεη ην γεγνλφο αλ ην πιήζνο ησλ βνεζεηηθψλ πεγψλ,   είλαη άξηηνο ή πεξηηηφο θπζηθφο 

αξηζκφο. Γηαθξίλνληαο ινηπφλ ηηο δχν απηέο πεξηπηψζεηο έρνπκε : 

   

 
  
 

  
 

           

       

   

    
    

 
                 περιττ σ           

                       

 
 
  

   

    
    

 
                   ρτιοσ           
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4.3.2 πκπεξηθνξά MAS ξεπκάησλ γηα κεγάιν αξηζκό πεγώλ 

 Αθνχ ππνινγίζακε ηα   MAS ξεχκαηα, (ζρέζεηο      ) κε ηε βνήζεηα ησλ       , 

       θαη       ) ζα κειεηήζνπκε ηελ αζπκπησηηθή ηνπο ζπκπεξηθνξά ζην φξην      

ηελ πεξίπησζε απηή, ηα MAS ξεχκαηα ζα πξέπεη λα αληηκεησπίδνληαη πιένλ ζα κηα 

ηζνδχλακε επηθαλεηαθή ππθλφηεηα ξεχκαηνο πάλσ ζηε βνεζεηηθή επηθάλεηα, έζησ ηελ 

      
   ην πξψην θεθάιαην ηνπ [12] κπνξνχκε λα βξνχκε πνιιά ηέηνηα παξαδείγκαηα, ελψ ε 

[1] εμεηάδεη ηελ αληίζηνηρε πεξίπησζε γηα ην «εμσηεξηθφ» πξφβιεκα.  

 πγθεθξηκέλα, ε θαηαλνκή απηή ζα είλαη παξάιιειε σο πξνο ηνλ άμνλα   θαη ζα 

παξνπζηάδεη θπιηλδξηθή ζπκκεηξία, δειαδή είλαη ηεο κνξθήο       
          

         Αλ 

νξίζνπκε σο               κε            , ε δηαθνξά δχν δηαδνρηθψλ γσληψλ είλαη 

                     θη επνκέλσο, φηαλ     ην φξην ησλ παξαπάλσ γσληψλ, ε      

γίλεηαη ζπλερήο κεηαβιεηή. Ζ ηζνδχλακε       
        ηζνχηαη κε φξην (γηα    ) ηνπ 

ιφγνπ ηνπ MAS ξεχκαηνο ζηελ ηπρνχζα ζέζε   πξνο ην κήθνο ηνπ ηφμνπ ηεο απφζηαζεο δχν 

δηαδνρηθψλ ξεπκάησλ. Δπεηδή ηα MAS ξεχκαηα είλαη φια επί ηεο βνεζεηηθήο επηθάλεηαο, ην 

κήθνο απηφ είλαη          θαη ζπλεπψο, 

      
           

   
 

   
      

              
   

 
                

εκεηψλνπκε ηέινο φηη απφ εδψ θαη ζην εμήο νη πνζφηεηεο            ,             

ζα αλαθέξνληαη σο θαλνληθνπνηεκέλα MAS ξεύκαηα, κηα νξνινγία αληίζηνηρε κε απηή ησλ 

εξγαζηψλ [1] θαη [2].         

 Πξνηνχ πξνρσξήζνπκε ζηε κειέηε ηνπ νξίνπ ηεο       , ζεκεηψλνπκε φηη είλαη 

ινγηθφ λα πεξηκέλνπκε φηη : 

  φηαλ νη βνεζεηηθέο πεγέο είλαη ζηελ πεξηνρή 2 ηνπ ζρήκαηνο 3.2 (κε άιια ιφγηα, φηαλ 

ηζρχεη                 ) ην φξην ππάξρεη θαη κάιηζηα ηζνχηαη κε  
        , 

ελψ αληίζεηα, 

  ην φξην απνθιίλεη ζηελ πεξίπησζε πνπ νη βνεζεηηθέο πεγέο βξίζθνληαη εληφο ηεο πεξηνρήο 

1 (, φηαλ δειαδή            ).  

 Γηα ηε δηεξεχλεζε ηνπ νξίνπ       , είλαη θαλεξφ φηη αξθεί λα βξνχκε ην πψο 

ζπκπεξηθέξνληαη ηα    ζα ζπλάξηεζε ηνπ   θαζψο απηφ ηείλεη ζην άπεηξν. Απηή ινηπφλ, 

κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί κε ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ        θαη γη‘ απηφλ ην ιφγν, ζα 

πξέπεη λα κειεηήζνπκε ρσξηζηά ηηο πεξηπηψζεηο φπνπ ην πιήζνο ησλ βνεζεηηθψλ πεγψλ,   

είλαη άξηηνο ή πεξηηηφο θπζηθφο αξηζκφο. 

i. πεξηηηό πιήζνο βνεζεηηθώλ πεγώλ       

 ηελ πεξίπησζε απηή ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε ζρέζε            Δχθνια κπνξνχκε 

λα δνχκε φηη ζην δεμί ηεο κέινο ε εμάξηεζε σο πξνο   εηζάγεηαη απφ ην πιήζνο ησλ 

πξνζζεηέσλ, ην νπνίν είλαη  
   

 
   θαη απφ ηελ εμάξηεζε ηνπ      κέζσ ησλ ζρέζεσλ 

      ,        θαη ηεο         χκθσλα κε ηελ παξαηήξεζε 1 ηεο πξνεγνχκελεο 

ππνπαξαγξάθνπ έρνπκε γηα             : 
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Κη απηφ δηφηη  
    

    
   θη επνκέλσο,            

             
        γηα     θαη 

     Αλ φκσο,    , ηφηε ην φξην     δελ παίδεη θαλέλα ξφιν. Όπσο δειαδή 

αλαθέξεηαη ζηελ [1] κφλν ν φξνο γηα     πξέπεη λα θξαηεζεί. Με ηελ ίδηα αθξηβψο 

ζπιινγηζηηθή γηα             πξνθχπηεη : 

 

   
   

                   
   
                      

 

Δπνκέλσο, απφ ηελ        γηα κεγάια     παίξλνπκε : 

      

 
 
 

 
  

 

 

           
   
       

           
          

              
   

 
           περιττ σ 

 
 

 

           
          

           
   
       

              
 

 
                       ρτιοσ 

                

 Έηζη, απφ ηελ παξαπάλσ αζπκπησηηθή ζρέζε θαη ηελ          ππνινγίδνπκε απ‘ 

επζείαο ην φξην ζηε        : 

      
         

 

      
 
           

   
       

           
          

   
           

          

            
   
       

          

 

   

              

Αλ ηψξα παξαηεξήζνπκε φηη ε ζπλάξηεζε      είλαη άξηηα ζπλάξηεζε ηνπ  , θαζψο θαη φηη 

ε παξάζηαζε    
           

   
       

            
   

       
 είλαη άξηηα σο πξνο   (,αθνχ γηα θάζε θπζηθφ 

αξηζκφ    ηζρχεη :                   θαη   
               

      ), ζπκπεξαίλνπκε φηη ε 

       είλαη ηζνδχλακε κε ηελ         Γείμακε επνκέλσο φηη :       
                   

Έηζη, ηζρχνπλ απηά πνπ ππνζέζακε φζνλ αθνξά ηε ζχγθιηζε θαη ηελ απφθιηζε γηα ηελ 

πεξηνρή ηνπνζέηεζεο ησλ βνεζεηηθψλ πεγψλ ζηελ πεξίπησζε πνπ ην πιήζνο ηνπο είλαη 

πεξηηηφο αξηζκφο. 

ii. άξηην πιήζνο βνεζεηηθώλ πεγώλ       

 Ζ πεξίπησζε απηή ζηελ [1] ραξαθηεξίδεηαη σο πην πεξίπινθε. Ο ραξαθηεξηζκφο 

απηφο νθείιεηαη ζηελ παξαηήξεζε φηη ζα πξέπεη ηψξα, εθηφο ηνπ φξνπ γηα    , λα κελ 

ακειεζεί ε ζπλεηζθνξά ηνπ φξνπ γηα      φηαλ      , νη νπνίνη είλαη κάιηζηα ίζνη. 

Έηζη, νκνίσο κε πξηλ, θαηαιήγνπκε ζηελ ίδηα ζρέζε : 
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θαη επνκέλσο ζην ζπκπέξαζκα φηη :       
                   πλεπψο θαη ζηηο δχν 

πεξηπηψζεηο νη απαηηήζεηο    θαη    πνπ αληηζηνηρνχλ ζηε ζπλερή έθδνζε ηεο κεζφδνπ, 

ηζρχνπλ θαη εδψ. 

4.3.2.1 Δμαγσγή αζπκπησηηθνύ ηύπνπ γηα ηα MAS ξεύκαηα όηαλ           

 Θα κειεηήζνπκε ηψξα ηελ πεξίπησζε φπνπ           γηα κεγάιν αξηζκφ πεγψλ, 

δειαδή φηαλ    . Θα θαηαιήμνπκε ζε ζπκπεξάζκαηα αλάινγα κ‘ απηά ηεο [2] θαη ε 

πνξεία πνπ ζα αθνινπζήζνπκε είλαη αληίζηνηρε. Πξνο απηήλ ηελ θαηεχζπλζε, ππνζέηνπκε 

θαη‘ αξρήλ φηη : 

 
 
 

 
                          

                          

                        

                              

   

Τπνζέηνπκε δειαδή φηη ε αθηίλα ηνπ PEC θπιίλδξνπ,     , ε ζέζε ηεο πξαγκαηηθήο πεγήο, 

     θαζψο θαη ε ζέζε ησλ βνεζεηηθψλ πεγψλ,      ιεηηνπξγνχλ σο ζηαζεξέο πνζφηεηεο.

 H        κε ηε βνήζεηα ηεο        δίλεη : 

       
 

 
                               

φπνπ, φπσο θαη ζηε [2] νξίζακε, 

  
    
    

                

Παξαηεξνχκε φηη φηαλ ην    δελ είλαη πνιχ «θνληά» ζην  , νη ζπληειεζηέο      είλαη 

κεγάινη γηα κεγάια  , ελψ θζίλνπλ γξήγνξα θαζψο ην   κεηψλεηαη.   

 Θεσξνχκε ην   φρη πνιχ «θνληά» ζην   θαη ζεηηθφ αθέξαην   ηέηνηνλ, ψζηε γηα θάζε   

    λα ηζρχεη ε αζπκπησηηθή ζρέζε         Έηζη, νη φξνη      γηα     ζα θαινχληαη 

«κηθξνί», ζπγθξηλφκελνη κε ηνπο ππφινηπνπο (απηνχο δειαδή γηα ηνπο νπνίνπο     θαη) 

πνπ απμάλνληαη εθζεηηθά γηα απμαλφκελν    Ακειψληαο επνκέλσο ηνπο «κηθξνχο» φξνπο, 

παίξλνπκε : 

        

 
  
 

  
 
    

       

   

    
    

 
                          περιττ σ                  

              

 
 
  

   

    
    

 
            ρτιοσ                

   

Θα δείμνπκε φηη ην ηειηθφ απνηέιεζκα είλαη αλεμάξηεην ηνπ   θη έηζη δελ έρεη ζεκαζία ε 

αθξηβήο επηινγή ηνπ, ε νπνία ζηελ παξαπάλσ αλάιπζε δείρλεη απζαίξεηε.   

 Ξαλαγξάθνπκε ηελ πνιχ ρξήζηκε ζρέζε [2, (D8)] γηα δηεπθφιπλζε : 
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Όηαλ        θη επεηδή    , ζηνλ αξηζκεηή ηνπ δεμηνχ κέινπο ηεο        ν δεχηεξνο 

φξνο γίλεηαη πνιχ κηθξφηεξνο ζε ζρέζε κε ηνλ πξψην θη έηζη κπνξεί λα ακειεζεί. Οκνίσο θαη 

ν ηέηαξηνο ζε ζρέζε κε ηνλ ηξίην. εκεηψλνπκε φηη νη απινπνηήζεηο απηέο δελ είλαη δεθηέο 

φηαλ ην   είλαη πνιχ «θνληά» ζην  , κε απνηέιεζκα νη φξνη      θαη    λα κε δηαθέξνπλ 

αξθεηά, ή φηαλ ην   είλαη «κεγάιν» θαη κάιηζηα ηέηνην ψζηε ηα         θαη             

λα γίλνληαη πνιχ «κηθξά». Λφγσ ηεο ππφζεζεο          είλαη      Αλ ινηπφλ ζεσξήζνπκε 

φηη, γηα ηελ πεξίπησζε πνπ εμεηάδνπκε, νη παξαπάλσ πεξηνξηζκνί ηθαλνπνηνχληαη, ηφηε ν 

ηχπνο        δίλεη ηελ αζπκπησηηθή ζρέζε : 

   
 

   

          
                           

            
            

φηαλ     θαη     κε      , γηα θαηάιιειε ζεηηθή ζηαζεξά (ζχκθσλα πάληα κε ηα 

πξνεγνχκελα),  . Παξαηεξνχκε ινηπφλ φηη ππφ ηέηνηεο ζπλζήθεο ην άζξνηζκα 

    
           ζπκπεξηθέξεηαη αλάινγα κε ηελ πνζφηεηα ηνπ δεμηνχ κέινπο ηεο       , 

ε νπνία είλαη αλεμάξηεηε ηνπ           

 Κάλνπκε ρξήζε ηεο        γηα         θαη γηα            αλ ην   είλαη 

πεξηηηφο αξηζκφο, ελψ αλ ην   είλαη άξηηνο ζέηνπκε         θαη παίξλνπκε : 

     
 

 

 
 
 

 
 
 
      

   
     

  
       

                  
             περιττ σ                

      
 
       

                  
                        ρτιοσ                  

   

Δπνκέλσο, γηα κεγάια   ηα MAS ξεχκαηα ηθαλνπνηνχλ ηελ αζπκπησηηθή ζρέζε : 

    

 
 
 

 
 
 
 

 

        
   
     

  
       

                  
             περιττ σ                

 

 

        
 
       

                  
                             ρτιοσ                    

   

Ζ παξαπάλσ ζρέζε είλαη θαη ε δεηνχκελε θαη δείρλεη κε πνηνλ ηξφπν ηαιαληψλνληαη ηα 

ξεχκαηα γηα ηελ πεξίπησζε ηεο απφθιηζεο. 

 

Παξαηήξεζε 3 : 

 Αλ ζέινπκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζπκβνιηζκνχο γηα ηηο ζρέζεηο        αληίζηνηρνπο 

κε απηνχο ηεο [2], έρνπκε : 
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1) ζε πεξίπησζε πνπ ν   είλαη πεξηηηφο είλαη : 

       
 

 
        

   
 

 

    
                

κε 

   
    

  
 
 

                  
                    

ελψ,               

2) φηαλ ν   είλαη άξηηνο ηζρχεη : 

      
 

 
        

 
 
   

    
                

φπνπ ηψξα, 

   
      

                  
              

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη νη ζρέζεηο πνπ πξνέθπςαλ δείρλνπλ φηη ζηε δηαθξηηή εθδνρή ηεο 

MAS, ε κε επηιπζηκφηεηα εκθαλίδεηαη κε ηε κνξθή αθχζηθσλ ηαιαληψζεσλ, νη νπνίεο 

κάιηζηα ηαπηίδνληαη κε απηέο ηνπ «εμσηεξηθνχ» πξνβιήκαηνο. Ζ κφλε δηαθνξά είλαη φηη ν 

ιφγνο   φπσο νξίδεηαη ζηελ πεξίπησζή καο, είλαη αληίζηξνθνο κε απηφλ ηεο [2].  

 

4.4 πκπεξηθνξά ηνπ MAS πεδίνπ γηα κεγάιν αξηζκό πεγώλ 

 Σν επφκελν βήκα είλαη ε εχξεζε ηνπ MAS πεδίνπ γηα απζαίξεηα κεγάιν αξηζκφ 

πεγψλ, δειαδή ζην φξην      Απηφ κπνξεί λα επηηεπρζεί αθνχ πξψηα πξνζδηνξίζνπκε ην 

MAS πεδίν γηα πεπεξαζκέλν    Πξνο ηνχην, εθαξκφδνπκε ην Addition Theorem ζηελ        

θαη δεδνκέλνπ φηη           παίξλνπκε : 

 

    
   

    
   

   
                         

 

    

  
            

                       

   

   

 

Αλ ηψξα αιιάμνπκε ηε ζεηξά άζξνηζεο ζην δεμί κέινο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο θαη ζηε 

ζπλέρεηα εηζάγνπκε ηνλ DFT ησλ MAS ξεπκάησλ κέζσ ηεο ζρέζεο         , πξνθχπηεη : 

    
   

    
   

   
                             

           
 
       

                

 

    

 

εκεηψλνπκε φηη, φπσο θαη ζηελ [1], ζηελ        σο      ζπκβνιίδνπκε ηελ πεξηνδηθή 

επέθηαζε ηνπ DFT ησλ MAS ξεπκάησλ. ηε ζρέζε          νη ζπληειεζηέο      νξίδνληαη 

κφλν γηα            Ζ πξναλαθεξζείζα ινηπφλ επέθηαζε γηα νπνηνλδήπνηε αθέξαην   

επηηπγράλεηαη κε ηε βνήζεηα ηεο ηδηφηεηαο                

 Δίκαζηε πιένλ έηνηκνη λα εμάγνπκε αζπκπησηηθφ ηχπν γηα ηελ    θαζψο      
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Πξάγκαηη, απφ ηελ αθξηβή ζρέζε        παίξλνπκε ην φξην     θαη θάλνπκε ρξήζε ηεο 

      , δειαδή αληηθαζηζηνχκε θάζε      κε ηελ πνζφηεηα  
 

 

           
   

       

           
   

       
 . Έηζη, 

εχθνια θαηαιήγνπκε ζην εμήο απνηέιεζκα : 

      
   

    
   

   
             

           
   
       

         
         

 

    

                    

δειαδή ην MAS πεδίν ζπκπεξηθέξεηαη αλάινγα κε ην αθξηβέο πεδίν γηα νζνδήπνηε κεγάιν 

αξηζκφ βνεζεηηθψλ πεγψλ. 

Παξαηήξεζε 1 : 

 Όηαλ ρξεζηκνπνηήζακε ηελ αζπκπησηηθή ζρέζε        γηα λα θαηαιήμνπκε ζηελ 

       δηαγξάςακε ηνπο φξνπο   
          , θαζψο, φπσο έρνπκε ήδε ηνλίζεη, δε 

κεδελίδνληαη ζε θακία πεξίπησζε.   

Παξαηήξεζε 2 : 

 Όπσο θάλεθε απφ ηελ αλάιπζε πνπ πξνεγήζεθε, γηα ηελ εμαγσγή ηεο        δελ 

έγηλε θακία ππφζεζε γηα ηε ζέζε ησλ βνεζεηηθψλ πεγψλ. Με άιια ιφγηα, ην MAS πεδίν 

ζπκπεξηθέξεηαη αλάινγα κε ην αθξηβέο πεδίν θαζψο     είηε ηζρχεη           είηε 

           Δπηπιένλ, εμ‘ αηηίαο ηεο ηαχηηζήο ηνπ κε ην αθξηβέο πεδίν δε ρξεηάδεηαη λα 

κειεηήζνπκε εθ λένπ ην πφηε απηφ ζπγθιίλεη. Απηφ έρεη ήδε γίλεη ζηελ 3.3.2 θαη ην 

απνηέιεζκα είλαη φηη ην MAS πεδίν ζπγθιίλεη φηαλ            , ελψ απνθιίλεη φηαλ 

            Μπνξνχκε επνκέλσο λα  παξνπζηάζνπκε ηα σο ηψξα απνηειέζκαηα, 

δηαθξίλνληαο ηηο εμήο πεξηπηψζεηο : 

1) φηαλ                , γηα κεγάια   ην MAS πεδίν ζπγθιίλεη ζην πξαγκαηηθφ πεδίν 

ζην εζσηεξηθφ ηνπ PEC θπιίλδξνπ θαη ζηελ αλαιπηηθή ηνπ επέθηαζε ζηελ πεξηνρή γηα ηελ 

νπνία ηζρχεη                θαη βξίζθεηαη ζην εμσηεξηθφ ηνπ.       

2) Όηαλ            ηφηε ην MAS πεδίν γηα     :     

 2.1 ζπγθιίλεη θαη κάιηζηα δίλεη ην πξαγκαηηθφ πεδίν αλ              

 2.2 ζπγθιίλεη θαη κάιηζηα ηζνχηαη κε ηελ αλαιπηηθή επέθηαζε ηνπ πξαγκαηηθνχ 

πεδίνπ ζηελ πεξηνρή κεηαμχ ηνπ ζθεδαζηή θαη ησλ βνεζεηηθψλ πεγψλ ζηελ πεξίπησζε φπνπ 

                        

 2.3 απνθιίλεη φηαλ                          

Δπνκέλσο, ηα ζπκπεξάζκαηα ηεο [1] ηζρχνπλ θαη ζην «εζσηεξηθφ» πξφβιεκα. Γειαδή, ζην 

φξην     ην MAS πεδίν ζπγθιίλεη ζε έλα «πεδίν» ην νπνίν απνηειεί έλα καζεκαηηθφ φξην 

θαη δελ ηθαλνπνηεί θαη‘ αλάγθε ηηο εμηζψζεηο ηνπ Maxwell. Όηαλ φκσο, ην   ιακβάλεηαη σο 

πεπεξαζκέλνο αθέξαηνο, ηφηε ην MAS πεδίν είλαη πξαγκαηηθφ θαη δε ζπκπεξηθέξεηαη 

απφηνκα, φπσο γηα παξάδεηγκα φηαλ απφ ηελ πεξηνρή πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ πεξίπησζε 2.2 

κεηαβαίλνπκε ζ‘ απηήλ ηεο 2.3. 
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4.5 Αξηζκεηηθή κειέηε : απνηειέζκαηα θαη ζρνιηαζκόο 

 ηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηάζνπκε πιεζψξα απνηειεζκάησλ, πξνεξρφκελα απφ 

MATLAB αξηζκεηηθά πεηξάκαηα, ηα νπνία θαηαδεηθλχνπλ φια ηα ζπκπεξάζκαηα πνπ 

πξνεγήζεθαλ. Σα πεηξάκαηα είλαη πνιιά θαη επηιεγκέλα θαηάιιεια θη απηφ, γηα λα είκαζηε 

βέβαηνη φηη απνθεχγνπκε δηάθνξα ζθάικαηα ή ηνπιάρηζηνλ λα κεηψλνπκε θαηά πνιχ ηελ 

επίδξαζή ηνπο ζηα εμαγφκελα απνηειέζκαηα. ην ζεκείν απηφ, αμίδεη λα αλαθέξνπκε φηη, 

θαηά θχξην ιφγν, ηα ζθάικαηα πξνέξρνληαη απφ ζηξνγγπινπνηήζεηο ή αιιηψο, θαηλόκελα 

«round-off» πνπ εηζάγνληαη εμ‘ αηηίαο ηνπ πεπεξαζκέλνπ κήθνπο ιέμεο ηνπ εθάζηνηε 

ππνινγηζηή, απφ ηελ πξνζεγγηζηηθή επίιπζε ησλ αιγεβξηθψλ ζπζηεκάησλ, ν πίλαθαο ησλ 

νπνίσλ είλαη «θαθήο θαηάζηαζεο» (ή, “ill conditioned”) κε απνηέιεζκα ηε κε επξωζηία ησλ 

ιχζεσλ, θαζψο θαη απφ ηελ αδπλακία αθξηβνχο ππνινγηζκνχ ησλ ζπλαξηήζεσλ Bessel θαη 

Hankel. Ζ απιή γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ κειεηάκε είλαη ηέηνηα, ψζηε ε MAS λα 

επηδέρεηαη αθξηβή ιχζε ε νπνία θπζηθά κπνξεί λα πξνζνκνησζεί απ‘ επζείαο ζην MATLAB. 

Έηζη, κπνξεί λα ζπγθξηζεί κε ηε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο        πνπ ζα πξνθχςεη κε ρξήζε ηεο 

νπνηαζδήπνηε έηνηκεο ξνπηίλαο επίιπζεο ηνπ MATLAB. Ο «έιεγρνο» απηφο δείρλεη λα 

πεξηνξίδεη ηελ επίδξαζε ηεο δεχηεξεο πεγήο ζθαικάησλ. Ζ ηξίηε πεγή δε κπνξεί λα 

απνθεπρζεί θαη ε κφλε κέξηκλα πνπ ιάβακε ήηαλ ε ρξήζε κηαο απφ ηηο λέεο ζρεηηθά εθδφζεηο 

ηνπ MATLAB, ηεο 2010a. Έηζη, ην κεγαιχηεξν κέξνο ηεο πξνζνρήο καο, φπσο ζα θαλεί θαη 

παξαθάησ, ζηξέθεηαη ζηνλ πεξηνξηζκφ ηεο επίδξαζεο ηνπ «round-off». Ζ παξνπζίαζε ζα 

γίλεη ζε ελφηεηεο, αληίζηνηρεο ησλ πεξηπηψζεσλ ηεο παξαηήξεζεο 2 ηεο πξνεγνχκελεο 

παξαγξάθνπ. εκεηψλνπκε επηπιένλ φηη κε   ζα ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ησλ βνεζεηηθψλ 

πεγψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχκε θάζε θνξά, ελψ κε   ην πιήζνο ησλ αζξνηδφκελσλ φξσλ γηα ηελ 

πξνζέγγηζε ηεο εθάζηνηε ζεηξάο, ν ππνινγηζκφο ησλ νπνίσλ είλαη αλαγθαίνο, φπσο θάλεθε 

παξαπάλσ, ζηα δηάθνξα πεδηαθά κεγέζε. Σα κεγέζε απηά είλαη ην ζθεδαδφκελν ειεθηξηθφ 

πεδίν (αθξηβέο θαη θαηά MAS πξνηεηλφκελν) θαη ε επηθαλεηαθή θαηαλνκή ξεχκαηνο πάλσ 

ζηε βνεζεηηθή επηθάλεηα (απφ ηε ζπλερή έθδνζε ηεο MAS θαη  απηή πνπ πξνθχπηεη απφ ηα 

δηαθξηηά MAS ξεχκαηα).   

 

4.5.1 Η πεξίπησζε                

 Αξρηθά, ζα παξνπζηάζνπκε ηα αθξηβή κεγέζε ηα νπνία ππνινγίδνληαη απφ ηηο ζεηξέο  

ζηα δεμηά κέιε ησλ ζρέζεσλ        θαη         Οη ζεηξέο απηέο ζπγθιίλνπλ γξήγνξα θαη 

επνκέλσο, ν αξηζκφο ησλ φξσλ πνπ ρξεηάδεηαη λα αζξνηζηνχλ είλαη κηθξφο. Θα εθηειέζνπκε 

δχν MATLAB πεηξάκαηα. ην πξψην πείξακα ζα είλαη           ελψ ζην δεχηεξν 

          κε ηαπηφρξνλε θπζηθά ηζρχ ηεο αληζφηεηαο :                    

 1
ν
 πείξακα : νη ηηκέο ησλ παξακέηξσλ πνπ επηιέγνληαη γηα ην πείξακα απηφ είλαη 

          ,           ,           θαη            (έηζη, ζα είλαη θαη            ). 

Ύζηεξα απφ δνθηκέο, παξαηεξνχκε φηη ν αξηζκφο ησλ πξνζζεηέσλ      είλαη αξθεηφο γηα 

ηε ζχγθιηζε ησλ ζεηξψλ είλαη ηθαλνπνηεηηθφο. Πξάγκαηη, είηε ρξεζηκνπνηνχκε      είηε 

     ηα απνηειέζκαηα δε δηαθέξνπλ, πφζν κάιινλ ηα γξαθήκαηα, ηα νπνία παξαηίζεληαη 

ζηε ζπλέρεηα. ην πείξακα απηφ ελδεηθηηθά ρξεζηκνπνηήζακε      φξνπο.    
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ρήκα 4.3 : ― Απεηθφληζε ηνπ θαληαζηηθνχ  θαη πξαγκαηηθνχ κέξνπο ηεο επηθαλεηαθήο θαηαλνκήο ξεχκαηνο ζηε 

βνεζεηηθή επηθάλεηα (, πάλσ θαη θάησ αληίζηνηρα,) γηα            ,           ,           θαη            

Ζ θαηαλνκή απηή είλαη ε ιχζε ηεο MASIE, ε νπνία πξνθχπηεη κε εθαξκνγή ηεο ζπλερνχο έθδνζεο ηεο MAS. ‖ 
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ρήκα 4.4 : ― Απεηθφληζε ηνπ θαληαζηηθνχ  θαη πξαγκαηηθνχ κέξνπο ηνπ αθξηβνχο ζθεδαδφκελνπ ειεθηξηθνχ 

πεδίνπ (, πάλσ θαη θάησ αληίζηνηρα,) γηα            ,           ,           θαη            .‖ 
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ηα επφκελα ηέζζεξα γξαθήκαηα δίλνληαη ηα πξνζεγγηζηηθά κεγέζε, δειαδή ε 

«ηζνδχλακε» θαηαλνκή πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ πνζφηεηα  
   

      
  ζην φξην      , θαζψο 

θαη ε θαηά MAS πξνηεηλφκελε έληαζε ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ.  

 

 

ρήκα 4.5 : ― Απεηθφληζε ηνπ θαληαζηηθνχ  θαη πξαγκαηηθνχ κέξνπο ηεο πνζφηεηαο 
   

      
 γηα ηηο παξαπάλσ 

ηηκέο ησλ παξακέηξσλ     ,     ,      θαη      γηα       βνεζεηηθέο πεγέο ‖. Με ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο 4.3 

παξαηεξνχκε φηη ε πνζφηεηα 
   

      
 ζπγθιίλεη ζηελ ξεπκαηηθή θαηαλνκή πνπ αλαπηχζζεηαη ζηε βνεζεηηθή 

επηθάλεηα θαηά  ηελ εθαξκνγή ηεο ζπλερνχο έθδνζεο ηεο MAS. 
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ρήκα 4.6 : ― Απεηθφληζε ηνπ θαληαζηηθνχ  θαη πξαγκαηηθνχ κέξνπο ηνπ MAS ειεθηξηθνχ πεδίνπ γηα πιήζνο 

βνεζεηηθψλ ίζν κε     .Όπσο ζεσξεηηθά αλακελφηαλ, ην MAS πεδίν ζπγθιίλεη ζην πξαγκαηηθφ.‖ 
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εκεηψλνπκε φηη κε ηα παξαπάλσ απνηειέζκαηα γίλεηαη θαλεξφ απηφ ην νπνίν 

ζεσξεηηθά αλακέλακε, φηη δειαδή νη ζεηξέο ζπγθιίλνπλ θαζψο θαη φηη ην MAS πεδίν 

ζπγθιίλεη ζην πξαγκαηηθφ θαζψο ην   απμάλεηαη απεξηφξηζηα. Δδψ, γηα      ηα δεχγε 

ζρεκάησλ 4.3 - 4.5 θαη 4.4 - 4.6 ζπκπίπηνπλ ζε αξθεηά ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ. Ο αξηζκφο ησλ 

πξνζζεηέσλ ζην πείξακα απηφ, φπσο ήδε αλαθέξζεθε, δελ είλαη πνιχ θξίζηκνο ππφ ηελ 

έλλνηα φηη νη ζεηξέο πνπ πξνθχπηνπλ ζπγθιίλνπλ θαη κάιηζηα γξήγνξα. Απφ ηελ άιιε, γηα 

πιήζνο βνεζεηηθψλ πεγψλ ίζσλ κε    ην πξνζεγγηζηηθφ πεδίν ζρεδφλ ηαπηίδεηαη κε ην 

πξαγκαηηθφ, ελψ ηαπηφρξνλα ηα θαηλφκελα ηχπνπ «round-off» δε θαίλεηαη λα επεξεάδνπλ ην 

ηειηθφ απνηέιεζκα. Σα ίδηα αθξηβψο ηζρχνπλ θαη γηα ην πείξακα πνπ αθνινπζεί.   

 Σέινο, αλ θαη θάπνηα κεγέζε, απφ ηα εηθνληδφκελα ζηα πξνεγνχκελα ζρήκαηα, 

δείρλνπλ «αζχκκεηξα» ζηελ πξαγκαηηθφηεηα απηφ δελ ηζρχεη. Με πξνζεθηηθή παξαηήξεζε 

βιέπνπκε φηη γηα παξάδεηγκα ζην ζρήκα 4.4 ηα δηαγξάκκαηα ηφζν ηνπ θαληαζηηθνχ φζν θαη 

ηνπ πξαγκαηηθνχ κέξνο ηνπ αθξηβνχο ζθεδαδφκελνπ πεδίνπ είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ 

άμνλα ζπκκεηξίαο πνπ είλαη θάζεηνο ζηνλ άμνλα      θαη δηέξρεηαη απφ ην    Παξ‘ φια 

απηά, επεηδή ζηελ πξνζνκνίσζε πνπ παξνπζηάζηεθε ε κεηαβιεηή      δηαηξέρεη ην 

δηάζηεκα       θαη φρη ην       , δελ παξνπζηάδνληαη νη ηηκέο ησλ κεγεζψλ γηα ηα νπνία 

            θη έηζη, δεκηνπξγείηαη ε εζθαικέλε εληχπσζε φηη ηα κεγέζε απηά δελ είλαη 

ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα         Αληίζηνηρεο παξαηεξήζεηο κπνξνχλ λα 

δηαηππσζνχλ θαη γηα ηα ππφινηπα κεγέζε. Σέηνηα ζρήκαηα ζα παξνπζηαζηνχλ θαη ζηα 

ππφινηπα πεηξάκαηα, πνπ αθνινπζνχλ θαη ε θαηλνκεληθή «αζπκκεηξία» δε ζα ζρνιηαζηεί 

μαλά. 

2
ν
 πείξακα : νη ηηκέο ησλ ειεθηξηθψλ παξακέηξσλ πνπ δηαιέγνπκε ηψξα είλαη 

          ,           ,           θαη            (εδψ,            ). Καη πάιη ν 

αξηζκφο ησλ πξνζζεηέσλ πνπ δείρλεη αξθεηφο είλαη     . εκεηψλνπκε φηη δελ έρεη λφεκα 

ε απεηθφληζε ηνπ αθξηβνχο ζθεδαδφκελνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ θαζψο, φπσο δείμακε ζην 

θεθάιαην 3, ε ζεηξά πνπ ην αλαπαξηζηά απνθιίλεη φηαλ             Οκνίσο δε ζα 

παξνπζηάζνπκε νχηε θαη ην MAS πεδίν. Έηζη, ν ζηφρνο ηνπ πεηξάκαηνο απηνχ είλαη λα 

παξνπζηαζηεί, γηα κία αθφκα θνξά, φηη θαζψο κεγαιψλεη ην πιήζνο ησλ δηαθξηηψλ MAS 

ξεπκάησλ, ε ηζνδχλακε ξεπκαηηθή θαηαλνκή πνπ πξνθχπηεη «πιεζηάδεη» ηε ζπλερή 

επηθαλεηαθή ππθλφηεηα ξεχκαηνο πνπ αλαπηχζζεηαη ζηε βνεζεηηθή επηθάλεηα φηαλ θαλείο 

εθαξκφδεη ηε ζπλερή έθδνζε ηεο MAS. εκεηψλνπκε επηπιένλ φηη ην πιήζνο ησλ 

βνεζεηηθψλ πεγψλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ εμαγσγή ησλ γξαθεκάησλ πνπ αθνινπζνχλ 

είλαη     . Ζ ηηκή απηή ηνπ   δείρλεη θαηάιιειε, ζχκθσλα κε ην ζηφρν ηνπ πεηξάκαηνο 

απηνχ, αιιά θαη ηα φζα αλαθέξζεθαλ ζην ζρνιηαζκφ ηνπ πξψηνπ πεηξάκαηνο. Πξάγκαηη, αθ‘ 

ελφο ηα δεχγε θακππιψλ ζηα ζρήκαηα 4.7 θαη 4.8 ηεο επφκελεο ζειίδαο ζπκπίπηνπλ θαη αθ‘ 

εηέξνπ, είλαη φπσο ζεσξεηηθά αλακέλεηαη νκαιέο ζπλαξηήζεηο. Γηα ηηο ζπγθεθξηκέλεο 

δειαδή ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ζηα εηθνληδφκελα κεγέζε δελ παξνπζηάδνληαη αθαλφληζηεο 

ηαιαληψζεηο ή αζπλέρεηεο, πεξηπηψζεηο πνπ κφλν απφ round-off ζα κπνξνχζαλ λα έρνπλ 

πξνθχςεη. 
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ρήκα 4.7 : ― Απεηθφληζε ηνπ θαληαζηηθνχ  θαη πξαγκαηηθνχ κέξνπο ηεο επηθαλεηαθήο θαηαλνκήο ξεχκαηνο ζηε 

βνεζεηηθή επηθάλεηα γηα            ,           ,           θαη           .‖ 
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ρήκα 4.8 : ― Απεηθφληζε ηνπ θαληαζηηθνχ  θαη πξαγκαηηθνχ κέξνπο ηελ πνζφηεηαο  
   

      
   γηα ηηο 

παξαπάλσ ηηκέο ησλ παξακέηξσλ     ,     ,      θαη      γηα      βνεζεηηθέο πεγέο.‖ 
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4.5.2 Η πεξίπησζε            

4.5.2.1 ηόρνη 

 ηελ ππνπαξάγξαθν απηή παξνπζηάδνληαη απνηειέζκαηα ηα νπνία ζπκθσλνχλ κε ηα 

πνιχ ελδηαθέξνληα ζπκπεξάζκαηα ησλ 4.3.2 θαη 4.4. Όπσο είδακε ζηελ 4.2.2, φηαλ ηζρχεη φηη 

           ε ζεηξά ζην δεμί κέινο ηεο        απνθιίλεη. Έηζη ε ξεπκαηηθή θαηαλνκή πνπ 

ππαγνξεχεηαη απφ ηελ       , θαηά ηελ εθαξκνγή ηεο ζπλερνχο έθδνζεο ηεο MAS, δε ζα 

παξνπζηαζηεί ζην παξαθάησ πείξακα. Δπίζεο, ζηελ πεξίπησζε απηή ηα MAS ξεχκαηα 

ηαιαληεχνληαη. Ζ ηαιάλησζή ηνπο απηή εξκελεχεηαη σο απνηέιεζκα ηεο δηαθξηηνπνίεζεο 

ηεο κε επηιχζηκεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο (MASIE). Οη αζπκπησηηθέο ζρέζεηο        

δείρλνπλ κε πνηνλ ηξφπν ηαιαληεχνληαη ηα MAS ξεχκαηα.    

 Ο ζηφρνο καο ηψξα είλαη δηπιφο. Απφ ηε κία ζέινπκε λα δείμνπκε φηη ην MAS πεδίν 

πξνζεγγίδεη ην πξαγκαηηθφ, αλ θαη ηα MAS ξεχκαηα πνπ ην «παξάγνπλ», απνθιίλνπλ θαη απφ 

ηελ άιιε, φηη ε απφθιηζή ηνπο ζπκθσλεί κε απηήλ πνπ πξνβιέπεη ν αζπκπησηηθφο ηχπνο 

        Πξνο απηήλ ηελ θαηεχζπλζε, ηα πξψηα ηέζζεξα απφ ηα γξαθήκαηα πνπ ζα 

παξνπζηάζνπκε είλαη ην αθξηβέο θαη ην MAS πεδίν.  ηα επφκελα δχν δηαγξάκκαηα θαίλεηαη 

ην πξαγκαηηθφ θαη ην θαληαζηηθφ κέξνο ησλ MAS ξεπκάησλ. Σν πξαγκαηηθφ ηνπο κέξνο, 

φπσο ζεσξεηηθά αλακελφηαλ, παξνπζηάδεη έληνλεο ηαιαληψζεηο. Έηζη, ζην επφκελν ζρήκα  

δίλνληαη ηα ξεχκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην ζεσξεηηθφ ηχπν           

 Όπσο φκσο ζρνιηάδεηαη ζηελ 4.3.2.1, ν ηχπνο απηφο, πνπ ηζρχεη γηα ηελ πεξίπησζε 

φπνπ    , γίλεηαη πην αθξηβήο φηαλ ν ιφγνο   είλαη αξθεηά κεγαιχηεξνο ηνπ    

Βαζηδφκελνη ινηπφλ ζ‘ απηέο ηηο παξαηεξήζεηο, ζα δψζνπκε επηπιένλ γξαθήκαηα φπνπ ζα 

κειεηάηαη ε ηζρχ ησλ       . Έηζη, πξνζδνθνχκε φηη φζν ην   θαη ν ιφγνο   ζα κεγαιψλνπλ, 

ηφζν πην θαιά ζα δείρλνπλ ηα απνηειέζκαηα. Παξ‘ φια απηά, απφ έλα ζεκείν θαη ηα 

θαηλφκελα «round-off» ζα απνηξέπνπλ νπνηαδήπνηε, επηπιένλ κειέηε θαζψο ην πεπεξαζκέλν 

κήθνο ιέμεο ελφο νπνηνπδήπνηε ππνινγηζηή δε κπνξεί λα αθνινπζήζεη θαη λα 

αλαπαξαζηήζεη κε ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα ηελ απφθιηζε πνπ ππαγνξεχεηαη απφ ηηο       . 

 

4.5.2.2 ύγθιηζε ζην εζσηεξηθό ηνπ ζθεδαζηή (           

 3
ν
 πείξακα : νη ηηκέο ησλ παξακέηξσλ πνπ δηαιέγνπκε ηψξα είλαη         , 

          ,           θαη             (            ) θαη     . Πεηξακαηηδφκελνη 

κε δηάθνξεο ηηκέο ηνπ   παξαηεξνχκε φηη αθφκα θαη γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ ην MAS πεδίν 

ζπγθιίλεη ζην πξαγκαηηθφ. Παξ‘ φια απηά, νη κηθξέο ηηκέο, δειαδή ηηκέο κηθξφηεξεο απφ 50, 

δελ απνδίδνπλ θαηάιιεια ηελ ηαιάλησζε πνπ πξνβιέπεηαη ζεσξεηηθά. Έηζη, παίξλνπκε 

πιήζνο βνεζεηηθψλ  πεγψλ         Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζηελ 4.2.5.1, εθηφο ησλ 

κεγεζψλ πνπ παξνπζηάζηεθαλ ζηα πξνεγνχκελα πεηξάκαηα, ζα δνζεί θαη ν ζεσξεηηθφο ηχπνο 

       θαη ζα ζπγθξηζεί κε ηελ πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ MAS ξεπκάησλ. 
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ρήκα 4.9 : ― Απεηθφληζε ηνπ θαληαζηηθνχ  θαη πξαγκαηηθνχ κέξνπο ηεο επηθαλεηαθήο θαηαλνκήο ξεχκαηνο ζηε 

βνεζεηηθή επηθάλεηα γηα         ,          ,          θαη           .‖ 
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ρήκα 4.10 : ― Απεηθφληζε ηνπ θαληαζηηθνχ  θαη πξαγκαηηθνχ κέξνπο ηνπ MAS πεδίνπ γηα      . 

Παξαηεξνχκε φηη παξ‘ φιε ηελ απφθιηζε ηεο ηζνδχλακεο ξεπκαηηθήο θαηαλνκήο, ην MAS ζπγθιίλεη ζην 
πξαγκαηηθφ .‖ 
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ρήκα 4.11 : ― Απεηθφληζε ηνπ πξαγκαηηθνχ κέξνπο ηνπ MAS πεδίνπ γηα      . Παξαηεξνχκε φηη παξ‘ φιε 

ηελ απφθιηζε ηεο ηζνδχλακεο ξεπκαηηθήο θαηαλνκήο, ην πξνζεγγηζηηθφ πεδίν ζπγθιίλεη ζην πξαγκαηηθφ .‖ 

 

ρήκα 4.12 : ― Ζ ηαιάλησζε ησλ MAS ξεπκάησλ φπσο πεξηγξάθεηαη απφ ηνλ αζπκπησηηθφ ηχπν         Σν   

είλαη θαη εδψ,      Παξαηεξνχκε κε ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο 4.11, ε ζπκπεξηθνξά ησλ MAS ξεπκάησλ είλαη 

πξάγκαηη απηή πνπ πξνβιέπεηαη απφ ηνλ        γηα    . Αμίδεη λα ζρνιηάζνπκε φηη παξφιν πνπ        θαη 

     , ην απνηέιεζκα είλαη ηθαλνπνηεηηθφ. ‖ 
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4.5.2.3 Δπηπιένλ κειέηε ηνπ ηύπνπ        

Θα δψζνπκε ζηε ζπλέρεηα θάπνηα αθφκα δηαγξάκκαηα, κε ζθνπφ ηελ πεξαηηέξσ 

κειέηε πάλσ ζηελ ηζρχ ηνπ αζπκπησηηθνχ ηχπνπ       , θαζψο θαη γηα πνηεο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ   θαη   αξρίδεη λα θάλεη αηζζεηή ηελ παξνπζία ηνπ ην θαηλφκελν «round-off».  

 

 

ρήκα 4.13 : ― Σν πάλσ δηάγξακκα δείρλεη ηα MAS ξεχκαηα γηα        θαη       , ελψ ην θάησ ηε 

ζεσξεηηθή ηαιάλησζε       . Καη πάιη, ε πξνζέγγηζε θαίλεηαη πνιχ ηθαλνπνηεηηθή. ‖ 
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ην ζρήκα 4.13 γίλεηαη θαλεξφ φηη ν αζπκπησηηθφο ηχπνο πξνζεγγίδεη ζε πνιχ 

ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ηελ πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ MAS ξεπκάησλ. Σα γξαθήκαηα 

πξνέθπςαλ γηα ηηκέο ησλ ειεθηξηθψλ κεθψλ ίδηεο κε απηέο ηνπ πεηξάκαηνο 3. Απηφ πνπ 

άιιαμε είλαη ην πιήζνο ησλ βνεζεηηθψλ πεγψλ. Δδψ, ρξεζηκνπνηήζεθαλ     βνεζεηηθέο 

πεγέο.           

 ηα ζρήκαηα 4.14 θαη 4.15 παξνπζηάδεηαη πσο κεγάιεο ηηκέο ηνπ   ή ηνπ   νδεγνχλ 

ηα εηθνληδφκελα σο πξαγκαηηθά MAS ξεχκαηα λα παξνπζηάδνπλ επηπιένλ, αθαζφξηζηεο 

ηαιαληψζεηο, νη νπνίεο δελ εκθαλίδνληαη φηαλ πξνζνκνηψλεηαη ν ηχπνο         Όπσο 

ζεκεηψζεθε ζηελ 4.3.2.1, ζα πεξίκελε θαλείο φηη φζν κεγαιψλεη ην   θαη ην πιήζνο ησλ 

βνεζεηηθψλ πεγψλ, ηφζν πην «θνληά» ζα ήηαλ ην έλα γξάθεκα ζην άιιν. Απηφ φκσο δε 

ζπκβαίλεη, θαζψο ην δηάγξακκα πνπ δείρλεη ηα πξαγκαηηθά MAS ξεχκαηα αιινηψλεηαη απφ 

ηελ επίδξαζε θαηλνκέλσλ ηχπνπ round-off. Δίλαη απνιχησο ινγηθφ νη κεγάιεο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ λα θάλνπλ ηελ επίδξαζε ησλ θαηλνκέλσλ απηψλ ηζρπξφηεξε.  

 

 

 

 

ρήκα 4.14 : ― ην δεχηεξν γξάθεκα παξνπζηάδεηαη ε ηαιάλησζε πνπ πξνηείλεηαη απφ ηε ζρέζε       . Θα 

πεξίκελε θαλείο ε ζεσξεηηθά πξνβιεπφκελε ζπκπεξηθνξά λα ηαπηίδεηαη κε απηήλ ηνπ πάλσ δηαγξάκκαηνο, ην 

νπνίν ππνηίζεηαη φηη αλαπαξηζηά ηελ πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ MAS ξεπκάησλ. Απηφ φκσο δελ ηζρχεη, γηαηί 

νη πξφζζεηεο ηαιαληψζεηο ηνπ πξψηνπ δηαγξάκκαηνο εηζάγνληαη ιφγσ ηνπ πεπεξαζκέλνπ κήθνπο ιέμεο ηνπ 

ππνινγηζηή. ‖ 
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ρήκα 4.15 : ― Όπσο ζην ζρήκα 4.14 έηζη θαη ζ‘ απηφ, ηα δχν δηαγξάκκαηα δελ ηαπηίδνληαη, γηαηί ην πξψην έρεη 

επεξεαζηεί απφ ην «round-off». Οη ηηκέο ησλ παξακέηξσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ είλαη         θαη        ‖ 
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Κεθάιαην 5 :  Δθαξκνγή ηεο Μεζόδνπ Δθηεηακέλεο Οινθιεξσηηθήο 

Δμίζσζεο (ΔΙΔ) 

 

5.1 Δηζαγσγή 

 ην θεθάιαην απηφ ζα εθαξκφζνπκε ηε κέζνδν ΔΗΔ ζην «εζσηεξηθφ» πξφβιεκα, 

φπσο απηφ δηαηππψζεθε ζην θεθάιαην 3. ηφρνο είλαη ε εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ 

αληίζηνηρσλ κε ηελ εξγαζία [3]. Υαξαθηεξηζηηθά ηεο ΔΗΔ κπνξεί θαλείο λα βξεη ζηελ 

παξάγξαθν 2.4, ελψ γηα αθφκα πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο πξνηείλνληαη νη εξγαζίεο [6], [7] 

θαη [8]. εκεηψλνπκε ηέινο φηη ε δνκή ηεο παξνπζίαζεο πνπ αθνινπζεί είλαη αλάινγε κε 

απηήλ ηεο [3]. 

 

5.2 Δπηιπζηκόηεηα ηεο ΔΙΔ 

 ην θεθάιαην 3 πξνζδηνξίζακε ηελ αθξηβή επηθαλεηαθή θαηαλνκή ξεχκαηνο πνπ 

αλαπηχζζεηαη πάλσ ζηνλ PEC θχιηλδξν, ηεο νπνίαο μαλαγξάθνπκε γηα επθνιία ηε κνλαδηθή 

ζπληζηψζα, απηήλ θαηά z : 

  
          

 

      
 

         

         

 

    

                      

Ζ ζεηξά ζην δεμί κέινο ηεο       ζπγθιίλεη θη απηφ, γηαηί ιφγσ ηεο        γηα κεγάια     νη 

φξνη ζπκπεξηθέξνληαη αλάινγα κε ηελ πνζφηεηα  
    

    
     ελψ εμ‘ ππνζέζεσο ηζρχεη φηη  

          (κε απνηέιεζκα λα ζπκπεξηθέξεηαη ζαλ ηε γλσζηή γεσκεηξηθή ζεηξά). 

 ηελ παξάγξαθν απηή ζα δείμνπκε φηη ε κέζνδνο ΔΗΔ έρεη πάληα ιχζε, ε νπνία 

κάιηζηα ζα ζπγθιίλεη ζην πξαγκαηηθφ πεδίν. Έηζη, ζχκθσλα κε ηελ παξνπζίαζε ηεο 

παξαγξάθνπ 2.4, ζεσξνχκε θαη‘ αξρήλ φηη ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή έρεη αλαπηπρζεί κηα 

άγλσζηε πξνο ην παξφλ ξεπκαηηθή θαηαλνκή ηεο κνξθήο                 Καηά ηα γλσζηά, ε 

έληαζε ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ πνπ κεηξάηαη ζην ζεκείν παξαηήξεζεο             είλαη : 

               
  

    
    

   
           

         
   
           

 

  

                             

 Όπσο αλαθέξακε θαη ζηελ εηζαγσγηθή παξάγξαθν 2.4, ε δεηνχκελε νινθιεξσηηθή 

εμίζσζε πξνθχπηεη άκεζα απφ ην κεδεληζκφ ηεο έληαζεο ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ πάλσ ζε 

θάπνηα βνεζεηηθή επηθάλεηα ζην εμσηεξηθφ ηνπ ζθεδαζηή. Αλ δηαιέμνπκε σο βνεζεηηθή 

επηθάλεηα έλαλ θπθιηθφ θχιηλδξν, νκφθεληξν ηνπ PEC θπιίλδξνπ θαη κε αθηίλα     , ηφηε 

παίξλνληαο                , θαηαιήγνπκε ζηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε : 
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 Ζ εμίζσζε        είλαη κηα νινθιεξσηηθή εμίζσζε  Fredholm πξψηνπ είδνπο. Δπεηδή 

ε βνεζεηηθή επηθάλεηα επηιέγεηαη λα είλαη εμσηεξηθή ηνπ ζθεδαζηή, δειαδή          , 

έπεηαη φηη            θη επνκέλσο ν ππξήλαο ηεο      ,   
   
            είλαη κηα 

αλαιπηηθή ζπλάξηεζε, κε απνηέιεζκα λα νξίδεη έλα ζπκπαγή νινθιεξωηηθό ηειεζηή.  

Δπηπιένλ, ν ππξήλαο απηφο είλαη έλαο ππξήλαο δηαθνξάο, ππφ ηελ έλλνηα φηη εμαξηάηαη κφλνλ 

απφ ηε δηαθνξά           θαη φρη απφ θαζεκία κεηαβιεηή μερσξηζηά, ελψ ηαπηφρξνλα 

είλαη θαη   -πεξηνδηθφο. Έηζη, φπσο θαη ζην θεθάιαην 4, ε εμίζσζε ιχλεηαη επαθξηβψο. Ζ 

δηαδηθαζία είλαη απιή θαη ηαπηφζεκε (σο πξνο ηα βήκαηα) κε απηήλ πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ 

4.2.1, απαηηεί δε ηελ αλάπηπμε ζε ζεηξά Fourier ησλ ζπλαξηήζεσλ   
   
            θαη 

  
   
             Απηφ βέβαηα είλαη εχθνιν θαζψο απνηειεί άκεζε εθαξκνγή ηνπ Addition 

Theorem : 

  
   
                      

 

    

  
           

                           

θαη 

  
   
                      

 

    

  
           

                    

Αλ θαη δε ζα επαλαιάβνπκε ηε δηαδηθαζία, κπνξνχκε, πξηλ θαηαγξάςνπκε ηε ιχζε, λα πνχκε 

φηη ε ιχζε ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο,           είλαη κηα   -πεξηνδηθή ζπλάξηεζε θαη 

επνκέλσο αλαπηχζζεηαη ζε ζεηξά Fourier, νη ζπληειεζηέο ηεο νπνίαο είλαη αλάινγνη ηνπ 

ιφγνπ ησλ ζπληειεζηψλ Fourier ησλ ζεηξψλ ηεο       δηά ησλ ζπληειεζηψλ Fourier ησλ 

ζεηξψλ ηεο        Έηζη, νη κε κεδεληθνί φξνη   
           δηαγξάθνληαη θαη ην απνηέιεζκα 

είλαη : 

           
 

      
 

         

         

 

    

                     

Γείμακε δειαδή φηη ε ΔΗΔ έρεη ιχζε αλεμάξηεηα από ηε ζέζε ηεο βνεζεηηθήο επηθάλεηαο, ελψ 

ε επηθαλεηαθή θαηαλνκή ξεχκαηνο           ηαπηίδεηαη κε ηελ πξαγκαηηθή( βι. ζρέζεηο       

θαη      ). Ηζρχνπλ επνκέλσο αθξηβψο ηα αληίζηνηρα ζπκπεξάζκαηα κε ηελ [3] γηα ην 

πξφβιεκα πνπ κειεηάκε. Απηφ ζπκβαίλεη, γηαηί, φπσο θαη ζηελ [3], ηθαλνπνηείηαη ην 

Κξηηήξην ηνπ Picard, ην νπνίν είλαη ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα ηελ   -επηιπζηκφηεηα 

ηεο ΔΗΔ. Απηφ δελ ηζρχεη ζηε γεληθή πεξίπησζε γηα ηε MAS επεηδή, φπσο δείμακε ζην 

πξνεγνχκελν θεθάιαην, ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε είλαη επηιχζηκε κφλνλ φηαλ            

Γηα πεξηζζφηεξεο ζρεηηθέο ιεπηνκέξεηεο παξαπέκπνπκε ζην παξάξηεκα Γ. εκεηψλνπκε φηη 

θαη ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε       θαζίζηαηαη κε επηιχζηκε ζηηο εηδηθέο πεξηπηψζεηο φπνπ 

         , ζ‘ απηέο δειαδή πνπ αληηζηνηρνχλ ζε ζπρλφηεηεο ζπληνληζκνχ ηεο θνηιφηεηαο. 

Παξ‘ φια απηά, γηα νπνηαδήπνηε εθινγή ηεο ειεθηξηθήο αθηίλαο ηεο βνεζεηηθήο επηθάλεηαο ε 

      έρεη πάληα ιχζε.        
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Παξαηήξεζε 1 : 

 Αλ θαλείο ήζειε λα εθαξκφζεη ηε κέζνδν πνπ παξνπζηάζηεθε ζηελ 4.2.2, γηα λα 

απνδείμεη ηελ ελδερφκελε κε επηιπζηκφηεηα ηεο      , δε ζα θαηέιεγε ζην δεηνχκελν 

απνηέιεζκα, θαζψο δε ζα κπνξνχζε λα θηάζεη ζε άηνπν παξφκνην κ‘ απηφ ηεο 4.2.2. 

πγθεθξηκέλα ινηπφλ, ζηελ       ηδηφκνξθα ζεκεία ηνπ δεμηνχ κέινπο εκθαλίδνληαη φηαλ 

          , ή ηζνδχλακα φηαλ, 

          
    
      

 

         
             

απ‘ φπνπ θαη πάιη κε ηε βνήζεηα ηεο ηαπηφηεηαο        βξίζθνπκε φηη ε       ηζρχεη γηα 

             θαη             , κε 

                     
    
      

 

         
                                    

Σα ζεκεία απηά ζεκεηψλνληαη κε καχξεο θνπθθίδεο ζην ρήκα 5.1 ζηελ επφκελε ζειίδα.

 Θεσξψληαο φηη ε ιχζε,         είλαη ζπλερήο ηφηε ιφγσ ηνπ ζεσξήκαηνο ηεο 2.5.4 

νη  πηζαλέο ηδηνκνξθίεο ηνπ αξηζηεξνχ κέινπο ηεο      , αληίζηνηρα κε ηελ πεξίπησζε ηνπ 

θεθαιαίνπ 4, βξίζθνληαη ζηα ζεκεία              θαη              φπνπ, 

                         
    
      

 

         
         και                       

 Καζψο ινηπφλ ε κεηαβιεηή      δηαηξέρεη ην δηάζηεκα        θη έηζη ηα ζεκεία 

πνπ πεξηγξάθνληαη απφ ηελ       ζρεκαηίδνπλ δχν παξάιιειεο επζείεο γξακκέο θαη 

ζπλαθφινπζα, ην αξηζηεξφ κέινο ηεο       είλαη αλαιπηηθή ζπλάξηεζε σο πξνο ηε 

κεηαβιεηή       ζηε ισξίδα κεηαμχ ησλ δχν απηψλ επζεηψλ, δειαδή, ηζνδχλακα, φηαλ 

                       Καη πάιη, ιφγσ αλαιπηηθήο επέθηαζεο, ζα πξέπεη ε ζπλάξηεζε 

ζην δεμί κέινο ηεο       λα είλαη θη απηή αλαιπηηθή ζηελ ίδηα πεξηνρή, ελψ ηζρχεη ν 

πεξηνξηζκφο :                         

 ηε ζπλέρεηα ζα δείμνπκε φηη νη απαηηήζεηο απηέο ηθαλνπνηνχληαη ηαπηφρξνλα, ζε 

αληίζεζε κε φ,ηη ηειηθά ζπλέβε ζην θεθάιαην 4, κε απνηέιεζκα λα κε θηάλνπκε ζε θάπνηα 

αληίθαζε. Θα δείμνπκε δειαδή φηη                           κε ηελ ππφζεζε φηη : 

                   

Πξάγκαηη, γηα λα ηζρχεη ε παξαπάλσ αληζφηεηα ιφγσ ησλ ζρέζεσλ        θαη        

αξθεί λα ηζρχεη ε αλίζσζε : 

        
    
      

 

         
          

    
      

 

         
               

θη επεηδή, φπσο ήδε έρνπκε εμεγήζεη, ε ζπλάξηεζε                   είλαη γλεζίσο 

αχμνπζα, έρνπκε : 

                      
      

                
      

     

       
                         , 
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πνπ ηζρχεη ιφγσ ηνπ πεξηνξηζκνχ :                       

 Γείμακε επνκέλσο φηη ηα ηδηφκνξθα ζεκεία ηνπ δεμηνχ κέινπο ηεο νινθιεξσηηθήο 

εμίζσζεο       βξίζθνληαη εθηόο ηεο ισξίδαο αλαιπηηθφηεηαο ηνπ αξηζηεξνχ ηεο κέινπο. 

Παξ‘ φια απηά, ε αδπλακία απφδεημεο πεξί κε επηιπζηκφηεηαο ηεο εμίζσζεο       κε ηε 

ζπγθεθξηκέλε κέζνδν, ζε θακία πεξίπησζε δε ζα πξέπεη λα εθιεθζεί σο απφδεημε γεληθήο 

επηιπζηκφηεηαο, θάηη άιισζηε ινγηθά αβάζηκν. Σν κφλν ζπκπέξαζκα πνπ ζα πξέπεη λα 

εμαρζεί, αλ θπζηθά δελ έρεη πξνεγεζεί ε κειέηε ηεο παξαγξάθνπ 5.2, είλαη φηη δελ ππάξρεη 

θάπνηνο εθ ησλ πξνηέξσλ ιφγνο πνπ λα καο ππνδεηθλχεη πσο ε ΔΗΔ δελ είλαη επηιχζηκε.  

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ρήκα 5.1 : ― ην ζρήκα απηφ θαίλεηαη φηη, αληίζεηα κε φηη ζπκβαίλεη ζηε MAS, νη ηδηνκνξθίεο ηνπ δεμηνχ κέινπο 

πνπ ζεκεηψλνληαη ζην παξαπάλσ ζρήκα κε καχξεο θνπθίδεο βξίζθνληαη εθηφο απφ ηελ «ισξίδα αλαιπηηθφηεηαο» 

κήθνπο              . ‖ 

 

5.3 Γηαθξηηή έθδνζε ηεο ΔΙΔ 

 ηελ παξάγξαθν απηή, αθνχ πξψηα δηαθξηηνπνηήζνπκε ηελ ΔΗΔ, ζα κειεηήζνπκε αλ 

απηή επηδέρεηαη πάληα ιχζε, θαζψο θαη αλ απηή ε ιχζε ζπγθιίλεη θαηά θάπνην ηξφπν ( πνπ 

ζα θαζνξίζνπκε παξαθάησ,) ζηελ πξαγκαηηθή.       

 Σν πξψην βήκα, φπσο είπακε, είλαη ε δηαθξηηνπνίεζε ηεο        Όπσο θαη ζηελ [3] 

έηζη θαη εδψ, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν Nyström, ε νπνία ρξεζηκνπνηεί ηνλ θαλόλα 

ηεηξαγωληζκνύ, γλσζηφ ζηε δηεζλή βηβιηνγξαθία σο rectangular rule. Θεσξνχκε δειαδή   

ηζαπέρνληα ζεκεία πάλσ ζηνλ θχιηλδξν θη έηζη ην νινθιήξσκα ζηελ       θαηαιήγεη ζην 

γξακκηθφ ζχζηεκα :  

     
   
        

   

   

    
   
                                  

Όπνπ,  

. . .     ●          ●          ●           ●          ●   . . . 

 

. . .     ●          ●          ●           ●          ●   . . . 

 

 

. . .     ●          ●          ●           ●          ●   . . . 

Im{ 
   

} 

Re{ 
   

} 

 2π 

Μηγαδηθφ επίπεδν  
   

  

              

ηδηνκνξθίεο ( , )n  ηνπ 

δεμηνχ κέινπο 

 

ηδηνκνξθίεο ( , )n  ηνπ 

δεμηνχ κέινπο 

( , )2 Im{ }n 
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ελψ, ζε αληίζεζε κε ηελ πεξίπησζε ηεο MAS, είλαη : 

        
      

               
   

 
                               

εκεηψλνπκε φηη ηα άγλσζηα ξεχκαηα    είλαη ηέηνηα, ψζηε : 

   
      

 
   

   

 
                           

φπνπ           είλαη, φπσο θαη ζηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν, ε ππθλφηεηα ξεχκαηνο πνπ 

αλαπηχζζεηαη ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή. Θα κπνξνχζακε βέβαηα λα θαηαιήμνπκε ζηελ 

       θαη κε έλαλ άιιν, πην άκεζν ηξφπν : λα νξίζνπκε ηα άγλσζηα   δηαθξηηά 

(λεκαηνεηδή) ξεχκαηα    πάλσ ζηνλ PEC θχιηλδξν έηζη, ψζηε ε έληαζε ηνπ ειεθηξηθνχ 

πεδίνπ λα κεδελίδεηαη ζε   αληίζηνηρα ζεκεία πάλσ ζηε βνεζεηηθή επηθάλεηα, ελψ ε 

ξεπκαηηθή θαηαλνκή            ζα πξνθχπηεη κε ηξφπν αλάινγν ηεο       , κε ηελ πξνθαλή 

δηαθνξνπνίεζε φηη φπνπ      ζέηνπκε        θαη       ζηε ζέζε ηεο           

 Δπεηδή ν πίλαθαο ηνπ ζπζηήκαηνο       ,   
   
        είλαη θπθιηθφο απηφ ιχλεηαη 

αλαιπηηθά (βι. παξάγξαθν 4.3) : 

  
 
 

 
  
 

  
 

           

       

   

    
    

 
                 περιττ σ           

                       

 
 
  

   

    
    

 
                   ρτιοσ           

   

Όπνπ, ζε πιήξε αληηζηνηρία κε ην ζχζηεκα πνπ πξνέθπςε κε ηελ εθαξκνγή ηεο δηαθξηηήο 

έθδνζεο ηεο MAS, ηζρχεη : 

     
 

 

    

    
               

κε 

                 
              

  

    

                   
          

 

   

            

θαη 
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 Οη πνζφηεηεο      θαη      γηα κεγάια   ζπκπεξηθέξνληαη αλάινγα κε ηνπο φξνπο 

           
           θαη              

           αληίζηνηρα, θαζψο νη ζεηξέο ζηα δεμηά 

κέιε ησλ        θαη        ηείλνπλ ζην κεδέλ θαζψο    . Πξάγκαηη ζην φξην απηφ, θάζε 

φξνο ηεο πξψηεο ζεηξάο ζπκπεξηθέξεηαη, εθαξκφδνληαο ηνπο γλσζηνχο αζπκπησηηθνχο 

ηχπνπο ηνπ θεθαιαίνπ 2, αλάινγα κε ηελ πνζφηεηα            
             

     , ελψ 

απηνί ηεο δεχηεξεο ζεηξάο αλάινγα κε ηελ            
             

       Δπνκέλσο,  

       
 

 
 
         

         
                               

Οπφηε ην φξην : 

   
   

 
   

      
              

   

 
               

ππάξρεη, είλαη αλεμάξηεην ηεο ηηκήο ηεο      θαη κάιηζηα ηζνχηαη κε : 

   
   

 
   

      
                          

Παξαηεξνχκε δειαδή φηη ηα ζπκπεξάζκαηα ηεο πξνεγνχκελεο παξαγξάθνπ ηζρχνπλ θαη 

ζηελ πεξίπησζε απηή. Δπνκέλσο, κπνξνχκε λα πνχκε φηη είηε ε ζπλερήο είηε ε δηαθξηηή 

έθδνζε ηεο ΔΗΔ είλαη πάληα επηιχζηκε, αλεμάξηεηα δειαδή απφ ην πφζν καθξηά ή θνληά ζην 

ζθεδαζηή ζα επηιεγεί ε βνεζεηηθή επηθάλεηα, δειαδή γηα νπνηνδήπνηε      ηθαλνπνηεί απιά 

ηνλ πεξηνξηζκφ            

 

5.4 Αλαιπηηθή επέθηαζε ηνπ ζθεδαδόκελνπ πεδίνπ 

 Έζησ   
  ην ζεσξεηηθά ππνινγηζκέλν ζθεδαδφκελν ειεθηξηθφ πεδίν ζην εζσηεξηθφ 

ηνπ ζθεδαζηή, ην νπνίν ζχκθσλα κε ηε ζρέζε        είλαη : 

  
  

   

    
 

           
   
       

         
         

 

    

                      

Όπσο δείμακε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην, φηαλ ε βνεζεηηθή επηθάλεηα 

πεξηιακβάλεη ηελ ηδηνκνξθία ηεο αλαιπηηθήο ζπλέρηζεο ηνπ   
  σο πξνο ηε κεηαβιεηή     , ε 

νπνία βξίζθεηαη ζηε ζέζε          πξνθχπηεη κε επηιχζηκε νινθιεξσηηθή εμίζσζε θαηά ηελ 

εθαξκνγή ηεο ζπλερνχο έθδνζεο ηεο MAS θαη αθχζηθεο ηαιαληψζεηο θαηά ηελ εθαξκνγή ηεο 

δηαθξηηήο ηεο εθδνρήο. ηηο παξαγξάθνπο 5.2 θαη 5.3 δείμακε φηη ηέηνηα θαηλφκελα δελ 

παξαηεξνχληαη ζηελ ΔΗΔ (ζπλερή ή δηαθξηηή). Απηφ, φπσο ζα δεηρζεί παξαθάησ, κπνξεί λα 

δηθαηνινγεζεί απφ ην γεγνλφο φηη ε αλαιπηηθή επέθηαζε ηνπ ζπλνιηθνχ πεδίνπ    δε 

κεδελίδεηαη ζην εμσηεξηθφ ηνπ θπιίλδξνπ( ζε αληίζεηε πεξίπησζε ζα κεδεληδφηαλ παληνχ). 

Με κηαλ άιιε δηαηχπσζε, ην απ‘ επζείαο πεδίν, ην νπνίν είλαη θαιά νξηζκέλν παληνχ, εθηφο 

βέβαηα απφ ηε ζέζε ηεο λεκαηνεηδνχο πεγήο         , άξα θαη ζε φιε ηελ πεξηνρή εμσηεξηθά 

ηνπ ζθεδαζηή, δελ αλαηξείηαη απφ ηελ αλαιπηηθή επέθηαζε ηνπ ζθεδαδφκελνπ πεδίνπ.  

 Σν ζθεδαδφκελν ειεθηξηθφ πεδίν ζην εζσηεξηθφ ηνπ PEC θπιίλδξνπ, ζχκθσλα κε 

ηελ       είλαη: 
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ελψ ζην εμσηεξηθφ ηνπ, 

   
   

   

    
   

              
 

  

                            
   
                

Όπσο θαη ζηελ [3], ζα ππνινγίζνπκε αλαιπηηθά ηα   θαη   θαη ζα δείμνπκε φηη είλαη 

δηαθνξεηηθά. Πξάγκαηη, εθαξκφδνληαο ην Addition Theorem γηα ηελ πξψηε πεξίπησζε 

έρνπκε : 

  
   
                      

 

    

  
   
        

                                             

νπφηε ε         γίλεηαη : 

   
      

    
           

 

    

  
   
        

              
 

  

                     

                         

Αλ ζηελ ηειεπηαία ζρέζε αιιάμνπκε ηε ζεηξά άζξνηζεο θαη νινθιήξσζεο θαη ζηε ζπλέρεηα 

παξαηεξήζνπκε πσο ε πνζφηεηα           
 

  
                ηζνχηαη κε ηνλ  -νζηφ 

ζπληειεζηή Fourier, ν νπνίνο πξνθχπηεη άκεζα απφ ηελ       πνιιαπιαζηαζκέλν κε   , 

πξνθχπηεη : 

  
   

    
            

   
       

         

         

 

    

                                      

Αληίζηνηρα, γηα ηε δεχηεξε πεξίπησζε έρνπκε : 

  
   
               

                   

 

    

                                        

θαη κε δηαδηθαζία, αλάινγε κε ηελ πξνεγνχκελε, παίξλνπκε :  

  
   

    
            

          

 

    

                                       

Οη ζρέζεηο        θαη        απνδεηθλχνπλ ην δεηνχκελν, φηη δειαδή νη   θαη   δηαθέξνπλ. 

Μάιηζηα, αλ εθαξκφζνπκε ην Addition Theorem ζην απ‘ επζείαο πεδίν, ηφηε ζπγθξηλφκελν 

κε ην ζθεδαδφκελν πεδίν, φπσο πεξηγξάθεηαη κέζσ ηεο πνζφηεηαο   ζηε ζρέζε        είλαη 

κεγέζε αληίζεηα.  

Παξαηήξεζε 1 :         

 Ζ αιιαγή ζηε ζεηξά άζξνηζεο θαη νινθιήξσζεο πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ζηηο 

παξαπάλσ δχν πεξηπηψζεηο είλαη δεθηή θαζψο ηθαλνπνηνχληαη νη ζπλζήθεο ηνπ ζεωξήκαηνο 
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ηνπ Beppo Levi, θάηη ην νπνίν εχθνια κπνξεί λα απνδεηρζεί κε ρξήζε ησλ αζπκπησηηθψλ  

ζρέζεσλ        θαη       . 

 

5.5 Αξηζκεηηθή κειέηε 

 ηελ παξάγξαθν 5.3 δείμακε φηη ε δηαθξηηή έθδνζε ηεο ΔΗΔ είλαη πάληα επηιχζηκε. 

Μάιηζηα ε ηζνδχλακε ξεπκαηηθή θαηαλνκή ζπγθιίλεη ζηελ πξαγκαηηθή πνπ αλαπηχζζεηαη 

πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ PEC θπιίλδξνπ, αλεμάξηεηα δειαδή απφ ην πφζν καθξηά ζα 

επηιεγεί ε βνεζεηηθή επηθάλεηα, δειαδή γηα νπνηνδήπνηε      είλαη ηέηνην, ψζηε λα 

ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκφ            Θα επηβεβαηψζνπκε ην ζεσξεηηθφ απηφ απνηέιεζκα 

δείρλνληαο ζηα ζρήκαηα 5.2 θαη 5.3 φηη γηα πεξηπηψζεηο φπνπ           ε ηζνδχλακε 

ξεπκαηηθή θαηαλνκή παξνπζηάδεη νκαιή ζπκπεξηθνξά. ην ρήκα 5.4 ε θαηαλνκή πνπ 

πξνθχπηεη απφ ηα ξεχκαηα    παξνπζηάδεη ηαιαληψζεηο, νη νπνίεο εξκελεχνληαη σο 

απνηειέζκαηα ηνπ θαηλνκέλνπ «round-off». 

 

 

ρήκα 5.2 : ― Απεηθφληζε ησλ θαλνληθνπνηεκέλσλ ξεπκάησλ      γηα          ,           ,           θαη 

            (            ). Σν πιήζνο ησλ ξεπκάησλ είλαη      ‖ 
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ρήκα 5.3 : ― Απεηθφληζε ησλ θαλνληθνπνηεκέλσλ ξεπκάησλ      γηα            ,           ,           

θαη             (            ). Σν πιήζνο ησλ ξεπκάησλ είλαη      ‖ 
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ρήκα 5.4 : ― Οη ηηκέο ησλ παξακέηξσλ είλαη            ,           ,            θαη             

(            ). Σν πιήζνο ησλ ξεπκάησλ είλαη       Οη εκθαληδφκελεο ηαιαληψζεηο είλαη απφξξνηα ηνπ 

round-off.‖ 
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5.6 πκπεξάζκαηα 

 ηα θεθάιαηα 4 θαη 5, ηα νπνία απνηεινχλ θαη ηελ «θαξδηά» θαηά θάπνην ηξφπν ηεο 

δηπισκαηηθήο απηήο εξγαζίαο, είδακε πσο ηφζν ε MAS φζν θαη ε ΔΗΔ φηαλ εθαξκφδνληαη 

ζην ίδην «εζσηεξηθφ» πξφβιεκα ζθέδαζεο απφ ηέιεηα αγψγηκν θπθιηθφ θχιηλδξν απείξσλ 

δηαζηάζεσλ θαηά   ρξεζηκνπνηνχλ κηα βνεζεηηθή επηθάλεηα εμσηεξηθή ηεο πξαγκαηηθήο 

επηθάλεηαο ηνπ ζθεδαζηή. Παξ‘ φια απηά, νη ξφινη ησλ δχν βνεζεηηθψλ επηθαλεηψλ ππφ κία 

έλλνηα ελαιιάζζνληαη : ζηε MAS ε ππνζεηηθή ξεπκαηηθή θαηαλνκή αλαπηχζζεηαη πάλσ ζηε 

βνεζεηηθή επηθάλεηα θαη ε MASIE δηαηππψλεηαη κε ηελ επηβνιή ηεο ζπλνξηαθήο ζπλζήθεο 

πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζθεδαζηή, ελψ αληίζεηα ζηελ ΔΗΔ ππνζέηνπκε αλάπηπμε 

ξεπκαηηθήο θαηαλνκήο πάλσ ζηνλ PEC θαη ηθαλνπνίεζε ηεο ζπλέρεηαο ησλ εθαπηνκεληθψλ 

ζπληζησζψλ ηνπ ειεθηξηθνχ πεδίνπ ζηε βνεζεηηθή επηθάλεηα( δειαδή κηαο ζπλνξηαθήο 

ζπλζήθεο αληίζηνηρεο κε ηελ πξαγκαηηθή δηαηππσκέλε γηα      αληί γηα     ). Μέζα απφ 

αλαιπηηθή κειέηε, δείμακε φηη φηαλ ε βνεζεηηθή επηθάλεηα ηνπνζεηείηαη πέξα απφ θάπνηα 

ζέζε (ηελ θξίζηκε απφζηαζε) ε MASIE θαζίζηαηαη κε επηιχζηκε θαη ζηε δηαθξηηή ηεο 

έθδνζε, ηελ θιαζηθή MAS, ηα MAS ξεχκαηα απνθιίλνπλ κε εθζεηηθή εμάξηεζε σο πξνο ην 

πιήζνο ηνπο. Ζ ζπκπεξηθνξά ηνπο απηή εθιακβάλεηαη σο απνηέιεζκα ηεο δηαθξηηνπνίεζεο 

ηεο MASIE. Αληίζεηα, ε ΔΗΔ έρεη πάληα ιχζε θαη ην ίδην ηζρχεη θαη φηαλ απηή 

δηαθξηηνπνηεζεί. Σα πξνζεγγηζηηθά πεδία πνπ πξνηείλνπλ θαη νη δχν κέζνδνη ζπγθιίλνπλ ζην 

πξαγκαηηθφ θαζψο       εκεηψλνπκε φηη νη πξναλαθεξζείζεο παξαηεξήζεηο 

επαιεζεχηεθαλ κε κηα ζεηξά αξηζκεηηθψλ πεηξακάησλ κε ρξήζε ηνπ MATLAB.  
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Κεθάιαην 6 : Απνινγηζκόο θαη ηειηθά ζπκπεξάζκαηα 

 ηελ εξγαζία απηή κειεηψληαο έλα απιφ θπιηλδξηθφ πξφβιεκα θνηιφηεηαο, θηάζακε 

ζε κηα ζεηξά ζπκπεξαζκάησλ, πνπ παξνπζηάδνπλ έληνλν ελδηαθέξνλ. Γηαπηζηψζακε φηη παξ‘ 

φιε ηελ νκνηφηεηα ησλ κεζφδσλ MAS θαη ΔΗΔ, απηέο έρνπλ κηα ζεκαληηθά δηαθνξεηηθή 

ζπκπεξηθνξά. Όπσο δείμακε ζην θεθάιαην 4, χζηεξα απφ αλαιπηηθή κειέηε, φηαλ ε 

βνεζεηηθή επηθάλεηα ηνπνζεηείηαη πέξα απφ ηελ θξίζηκε απφζηαζε ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε 

MASIE θαζίζηαηαη κε επηιχζηκε. Οκνίσο, εθαξκφδνληαο ηελ θιαζηθή, δηαθξηηή έθδνζε ηεο 

MAS γηα           δείμακε φηη ηα MAS ξεχκαηα απνθιίλνπλ θαη κάιηζηα κε εθζεηηθή 

εμάξηεζε σο πξνο ην πιήζνο ηνπο, φπσο ππνδεηθλχεηαη θαη απφ ηηο ζρέζεηο         Ζ 

ζπκπεξηθνξά ηνπο απηή εθιακβάλεηαη σο απνηέιεζκα ηεο δηαθξηηνπνίεζεο ηεο MASIE. 

Έηζη, νη ηαιαληψζεηο πνπ εκθαλίζηεθαλ ζηα αξηζκεηηθά πεηξάκαηα γηα ηελ πεξίπησζε απηή 

ήηαλ απηέο πνπ ζεσξεηηθά είραλ πξνβιεθζεί θαη ζα παξνπζηάδνληαλ αθφκα θαη ζ‘ έλαλ 

ππνζεηηθό ππνινγηζηή κε άπεηξν κήθνο ιέμεο. Δληνχηνηο, ηα απνθιίλνληα απηά MAS ξεχκαηα 

παξάγνπλ ην MAS πεδίν, ην νπνίν ζπγθιίλεη ζην πξαγκαηηθφ. Αληίζεηα, ε ΔΗΔ έρεη πάληα 

ιχζε θαη ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ην     ζχζηεκα πνπ πξνθχπηεη φηαλ απηή δηαθξηηνπνηεζεί. 

Δπνκέλσο, γηα ηελ πεξίπησζε ηεο ΔΗΔ, νη απνθιίζεηο θαη νη ηαιαληψζεηο πνπ πηζαλφλ λα 

εκθαληζηνχλ θαηά ηελ αξηζκεηηθή πξνζνκνίσζε, νθείινληαη μεθάζαξα απφ θαηλφκελα ηχπνπ 

«round-off». Σέινο, ζεσξνχκε φηη ηα ζπκπεξάζκαηα απηά ζπλερίδνπλ, κε ηηο θαηάιιειεο 

βέβαηα ηξνπνπνηήζεηο, λα ηζρχνπλ θαη ζε άιιεο, πεξηζζφηεξν πνιχπινθεο γεσκεηξίεο. Έηζη, 

ζ‘ έλα «πξαγκαηηθφ» πξφβιεκα ζθέδαζεο κε ηέηνηα γεωκεηξία πνπ λα κελ επηηξέπεη ηελ εθ 

ηωλ πξνηέξωλ γλώζε ηεο ιύζεο, αλ θάπνηνο εθαξκφζεη κεζφδνπο παξεκθεξείο κε ηε MAS θαη 

δηαπηζηψζεη ηαιαληψζεηο ή απνθιίζεηο, ζα πξέπεη λα πξνζέμεη ηδηαίηεξα ηελ πξνέιεπζή ηνπο. 

Θα πξέπεη δειαδή λα θαηαθχγεη ζε κηα ζεηξά αξηζκεηηθψλ πεηξακάησλ πξνθεηκέλνπ λα 

δηαπηζηψζεη αλ ε «αθχζηθε» απηή ζπκπεξηθνξά είλαη πξντφλ «round-off» ή φρη. 
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Κεθάιαην 7 : Παξαξηήκαηα 

Σν θεθάιαην απηφ, φπσο αλαθέξζεθε θαη ζηε γεληθή εηζαγσγή, ζηνρεχεη λα δψζεη θάπνηα 

ζπκπιεξσκαηηθά γεληθά ζηνηρεία ηεο ζεσξίαο πάλσ ζηελ νπνία βαζίζηεθαλ πνιιέο απφ ηηο 

κεζφδνπο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαη παξαηεξήζεηο πνπ έγηλαλ. Ζ επηπιένλ πιεξνθνξία 

ζπλίζηαηαη απφ νξηζκνχο, δηαηχπσζε ζεσξεκάησλ(-θαη ζε θάπνηεο πεξηπηψζεηο-απνδείμεηο 

απηψλ) θαη νκαδνπνηείηαη ζε ηέζζεξα αλεμάξηεηα παξαξηήκαηα. 

 

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ A : “Η ζεκειηώδεο ιύζε ηεο εμίζσζεο Helmholtz” 

 ην παξάξηεκα απηφ ζα απνδείμνπκε ηε ζρέζε        κε ηξφπν πνπ ππαγνξεχεηαη 

ζην [11], δειαδή κε ρξήζε ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier( θαη φρη κε ηε κέζνδν πνπ 

πξνηείλεηαη ζηελ παξάγξαθν 5.8 ηνπ [10]). Θα δείμνπκε δειαδή ην παξαθάησ ζεψξεκα : 

Θεώξεκα                             

Ζ  ζεκειηψδεο ιχζε ηεο εμίζσζεο ηνπ Helmholtz ζηνλ ℝ  είλαη ε 

         
 

  
  
                        

Απόδεημε 

χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ       αλαδεηνχκε κηα ιχζε ηεο εμίζσζεο : 

                                  , 

φπνπ           ℝ
           

 Αλ κεηαζρεκαηίζνπκε θαηά Fourier σο πξνο ηε κεηαβιεηή    θαη ηα δχν κέιε ηεο 

      θαη ιάβνπκε ππ‘ φςηλ φηη                , πξνθχπηεη ε εμίζσζε : 

          

   
 

       
            

 

  
       

              

φπνπ νη ζπλαξηήζεηο          θαη          απνηεινχλ δεχγνο κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier σο 

πξνο ηε κεηαβιεηή             

 Ζ ιχζε ηεο γξακκηθήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο δεχηεξεο ηάμεο       σο πξνο    

εχθνια βξίζθνπκε φηη είλαη : 

         
 
       

        
 

        
 

              

Παίξλνπκε ζηε ζπλέρεηα ηνλ αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκφ Fourier θαη ζηα δχν κέιε ηεο 

      : 
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Υξεζηκνπνηψληαο ηψξα ηελ ηαπηφηεηα : 

   
                  

 

  

    
        

    

      
                       

(ππφ ηελ έλλνηα φηη αλαγλσξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε    
      

      

      
 σο κεηαζρεκαηηζκφ 

Fourier ηεο   
   
         ,) γηα      θαη    , ε ζρέζε       δίλεη ην δεηνχκελν : 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Β : “ηνηρεία Αζπκπησηηθήο Αλάιπζεο ” 

Β.1 Βαζηθά εξγαιεία 

Έλαο γλσζηφο θαη πνιχ ζεκαληηθφο νξηζκφο γηα ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία 

είλαη απηφο ηεο αζπκπηωηηθήο ηζνδπλακίαο θαη δίλεηαη παξαθάησ : 

Οξηζκόο 1                     

Έζησ    ℝ          θαη νη ζπλαξηήζεηο      θαη     νξηζκέλεο ζε κηα πεξηνρή ηνπ 

    Θα ιέκε φηη νη      θαη      είλαη αζπκπησηηθά ηζνδύλακεο θαη ζα γξάθνπκε 

                    φηαλ         

    

    
    

 ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε έλα ιήκκα, ην νπνίν ρξεζηκνπνηείηαη ζρεδφλ σο 

«απηνλφεην» ζε πνιιά ζεκεία ηεο εξγαζίαο. 

Λήκκα 1  

Αλ ηζρχεη φηη :              θαη             , θαζψο     ,ηφηε 

          θαζψο      . 

     Απόδεημε 

                      
    

    

    
          

                      
    

    

    
           

             
    

    

    
     
    

    

    
         

    
 
    

    
 
    

    
    

     
    

 
        

        
    

Άξα,         θαζψο      .  

 

Β.2 Δμαγσγή ηεο ζρέζεο        

ην θεθάιαην 9.3 ηνπ [8] δίλνληαη νη αζπκπησηηθέο εθθξάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

Bessel θαη Neumann γηα κεγάια    : 
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Δπεηδή φκσο γηα        θαη ζηαζεξφ    είλαη : 

       
  

  
    

  

  
       αφού      

   

 
  
  
 
 

 
  
   

      
   

 
  

  
 
  

       και 

        
                    

πξνθχπηεη φηη : 

  
               

            
 

  
 
  

  
   

         
     

                       

Δπνκέλσο, γηα λα απνδείμνπκε ηε ζρέζε        αξθεί λα δείμνπκε φηη :  

 

  
         

  

 

 

 
 
  

  
                           

δεδνκέλεο ηεο αζπκπησηηθήο ζρέζεο         

Πξνο απηήλ ηελ θαηεχζπλζε ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ιήκκα 1 πνπ παξνπζηάζακε 

πξνεγνπκέλσο. Έηζη, ε πξψηε απφ ηηο 3 ζρέζεηο ηεο          ηνπ     γηα     γξάθεηαη : 

 

 

 

  
                                   

Απφ ηε ζρέζε ινηπφλ απηή πξνθχπηεη : 

               
 

  
                  

δειαδή, 

 

  
              

 

 
                   

Απφ ηελ       ζπκπεξαίλνπκε φηη : 

           
 

  
 
  

  
                           

Αθνχ    
 

 
      

 

   
   θαη 

 

  
     

 

      
         θάλνληαο εθ λένπ ρξήζε ηνπ παξαπάλσ 

ιήκκαηνο, παίξλνπκε : 

   
 

      
 

  

      
          

 

  
 
  

  
                           

Απφ ηε       ιφγσ ησλ       θαη       έρνπκε : 



95 
 

 

  
           

 

  
 
  

  
      

 

 
 
 

  
 
  

  
              

άξα, 

 

  
          

 

  
 
 

 
     

 

 
 
    

 
 

 
 
 

 
 
    

                          

Παξαηεξνχκε φηη : 

 
 

 
 
    

 
 

 
 
 

 
 
    

    
 

 
 
    

            

άξα, ιφγσ ηνπ ιήκκαηνο 1 ε       ζπλεπάγεηαη φηη : 

 

  
          

 

  
 
 

 
    

 

 
 
    

            

απ‘ φπνπ πξνθχπηεη άκεζα ε πξνο απφδεημε ζρέζε : 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Γ : “Αλαιπηηθή Δπέθηαζε κηγαδηθήο ζπλάξηεζεο” 

ην ηξίην θαηά ζεηξά παξάξηεκα δίλνπκε θάπνηα βαζηθά ζεκεία ηεο ζεσξίαο ηεο αλαιπηηθήο 

ζπλέρηζεο κηγαδηθψλ ζπλαξηήζεσλ, ζεσξία πνπ απνηειεί έλα πνιχ ελδηαθέξνλ θαη ρξήζηκν, 

φζνλ αθνξά ηηο εθαξκνγέο, κέξνο ηνπ επξχηεξνπ καζεκαηηθνχ θιάδνπ πνπ αλαθέξεηαη 

ζπλήζσο σο Μηγαδηθή Αλάιπζε.     

Γ.1 Γεληθά ζηνηρεία θαη παξαδείγκαηα 

 Αλ θαη ε ζεσξία ηεο αλαιπηηθήο ζπλέρηζεο δηδάζθεηαη θαηά βάζε ζε πξνρσξεκέλα 

καζήκαηα Μηγαδηθήο Αλάιπζεο αθνχ δειαδή έρεη πξνεγεζεί έλα ηνπιάρηζηνλ κάζεκα 

βαζηθήο Μηγαδηθήο Αλάιπζεο, εληνχηνηο, φζν θη αλ απηφ αθνχγεηαη πεξίεξγν, κε ηελ έλλνηα 

απηή έρνπκε κηα θάπνηα εμνηθείσζε ήδε απφ ην ιχθεην, ρσξίο θαλ λα ην έρνπκε αληηιεθζεί! 

Γηα παξάδεηγκα, θάιιηζηα κηα άζθεζε ηεο α‘ ιπθείνπ ζα κπνξνχζε λα είλαη ε εμήο : ― Έζησ 

ε ζπλάξηεζε   κε ηχπν :      
    

   
 . Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνχ ηεο   .‖ Οη καζεηέο πνπ 

ζα απαληνχζαλ φηη ην πεδίν νξηζκνχ ηεο είλαη ην                  ζα έδηλαλ 

ζχκθσλα κε ηα φζα αλαθέξνληαη ζην επίζεκν ζρνιηθφ βηβιίν ζσζηή απάληεζε, ελψ φζνη 

παξαηεξνχζαλ φηη επεηδή                , ν ηχπνο ηεο   γξάθεηαη           

θαη γη‘ απηφ απαληνχζαλ φηη    ℝ, ζα έθαλαλ ιάζνο. Με άιια ιφγηα, ζην ιχθεην 

δηδάζθεηαη φηη πξψηα πξέπεη λα βξίζθνπκε ην πεδίν νξηζκνχ κηαο ζπλάξηεζεο κε δνζέληα 

ηχπν θαη έπεηηα λα θάλνπκε νπνηαδήπνηε απινπνίεζε ηνπ αξρηθνχ ηχπνπ, δηαηεξψληαο ην 

αξρηθά ππνινγηζκέλν πεδίν νξηζκνχ. Ζ αλαιπηηθή επέθηαζε ινηπφλ θάλεη αθξηβψο ην 

αληίζεην! Έηζη, νη καζεηέο πνπ έδσζαλ ηε ιαλζαζκέλε απάληεζε, ρσξίο (κάιινλ) λα ην 

ήμεξαλ, έθαλαλ κηα (πνιχ απιή) αλαιπηηθή ζπλέρηζε ηεο   απφ ην               ζ‘ φιν 

ην ℝ  Έλα δεχηεξν, ζρεηηθφ παξάδεηγκα,( ην νπνίν ζπλαληάηαη ζε πξψηα εμάκελα ζεηηθψλ 

ζρνιψλ) είλαη ε ζπλάξηεζε   πνπ νξίδεηαη κέζσ δπλακνζεηξάο, κε ηνλ παξαθάησ ηξφπν : 

         
 

   

              

Ζ δπλακνζεηξά απηή έρεη αθηίλα ζύγθιηζεο      θαη είλαη αλαιπηηθή φηαλ        

Γλσξίδνπκε φκσο φηη      
    

 

   
  γηα       , άξα : 

     
 

   
              

Ζ ζπλάξηεζε φκσο ηνπ δεμηνχ κέινπο ηεο       είλαη αλαιπηηθή γηα θάζε κηγαδηθφ αξηζκφ   

εθηφο απφ ην       Καη‘ απηφλ ηνλ ηξφπν, επεθηείλακε αλαιπηηθά ηε      απ‘ ην ζχλνιν  

               ζην           Κάπνηα επηπιένλ παξαδείγκαηα ζην ίδην θιίκα 

κπνξεί θαλείο λα βξεη ζηα ζρεηηθά θεθάιαηα ησλ [14] θαη [15] ή ζην [20].  

 Με θάπνηα καζεκαηηθή ραιαξφηεηα κπνξνχκε λα πνχκε φηη δνζέληνο ηνπ ηχπνπ κηαο 

ζπλάξηεζεο, έζησ      θαη ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο,    έηζη, ψζηε ε    λα είλαη αλαιπηηθή 

ζην    επηρεηξνχκε, πξνθεηκέλνπ λα πεηχρνπκε αλαιπηηθή ζπλέρηζε ηεο  , λα βξνχκε κηα 

αλαιπηηθή ζπλάξηεζε   ζην      κε ηνλ πεξηνξηζκφ φηη           φηαλ     . Σν 

εξψηεκα φκσο πνπ άκεζα πξνθχπηεη είλαη θαηά πφζν ε επέθηαζε απηή είλαη κνλαδηθή. Ζ 

απάληεζε δίλεηαη απφ ην ζεψξεκα πνπ παξαηίζεηαη ζηελ επφκελε ζειίδα. Πξνηνχ ην 
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παξαζέζνπκε, ππελζπκίδνπκε φηη θάζε αλνηθηφ θαη ζπλεθηηθφ ζχλνιν ηνπ   θαιείηαη ηόπνο, 

κηα θιαζηθή νξνινγία, ρξήζηκε γηα ηε δηαηχπσζε θαη απφδεημε ηνπ παξαθάησ ζεσξήκαηνο. 

Θεώξεκα 1 ( Μνλαδηθόηεηα αλαιπηηθήο επέθηαζεο) 

Έζησ νη ζπλαξηήζεηο        θαη        νη νπνίεο είλαη αλαιπηηθέο ζηνπο ηφπνπο   

θαη  , νη νπνίνη είλαη ηέηνηνη, ψζηε                 

Αλ ηζρχεη φηη           γηα θάζε       , ηφηε ε ζπλάξηεζε          κε ηχπν : 

      
           γηα      

           γηα       
  

είλαη αλαιπηηθή ζηνλ ηφπν     θαη είλαη ε κνλαδηθή αλαιπηηθή ζπλάξηεζε πνπ νξίδεηαη 

ζην      Έηζη, ιέκε φηη ε   είλαη κηα αλαιπηηθή ζπλέρηζε ηεο   (ή ηεο  ).   

  Ζ απφδεημε ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο βαζίδεηαη ζην ζεψξεκα πνπ ζπρλά 

αλαθέξεηαη θαη σο ε αξρή ηνπ ηαπηνηηζκνύ. Ζ απφδεημε ηεο αξρήο απηήο κπνξεί λα δνζεί κε 

ηε βνήζεηα άιισλ πξνθαηαξθηηθψλ ζεσξεκάησλ πνπ ζα παξνπζηαζηνχλ ζηε ζπλέρεηα σο 

ιήκκαηα θαη κπνξνχλ φια, λα βξεζνχλ ζην [14]. 

Λήκκα 1 

Έζησ ε αλαιπηηθή ζπλάξηεζε   ζην δίζθν                  κε          Αλ 

ππάξρεη 1-1 αθνινπζία ζεκείσλ ηνπ δίζθνπ απηνχ,        
  πνπ λα ζπγθιίλεη ζην ζεκείν    

θαη λα ηζρχεη φηη :         γηα θάζε   ℕ ,ηφηε ε   κεδελίδεηαη παληνχ ζην δίζθν 

          

     Απόδεημε 

Αθνχ ε ζπλάξηεζε   είλαη αλαιπηηθή ζην δίζθν         ππάξρεη αθνινπζία        
  

ηέηνηα, ψζηε : 

              
 

 

   

     ια κ  ε                       

Δπεηδή φκσο ε   είλαη ζπλερήο σο αλαιπηηθή απφ ην ζεώξεκα κεηαθνξάο ηζρχεη φηη : 

   
   

           
   

             

Δπνκέλσο,  

                  

θη έηζη, ε       γξάθεηαη :               
  

      Πξνθχπηεη ινηπφλ ε ζρέζε : 

    

    
             

   

 

   

              

Ζ αθνινπζία        
  έρεη ππνηεζεί 1-1, άξα αλ ζηε       ζέζνπκε         θαη πάξνπκε 

ην φξην γηα     θαη ζηα δχν κέιε ηεο, πξνθχπηεη : 
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Καη‘ απηφλ ηνλ ηξφπν κπνξνχκε επαγσγηθά λα δείμνπκε φηη γηα θάζε   ℕ ηζρχεη φηη : 

           
              

   

 

     

              

ζρέζε πνπ, κε παξφκνην κε πξηλ ηξφπν, δίλεη      γηα θάζε   ℕ θαη ζπλεπψο ιφγσ ηεο 

       φηη : 

         γηα θάζε             

 

Μηα γελίθεπζε ηνπ ιήκκαηνο 1 είλαη ην παξαθάησ ζεψξεκα, πνπ θαη απηφ δίλεηαη σο ιήκκα : 

Λήκκα 2 

Έζησ ε αλαιπηηθή ζπλάξηεζε   ζηνλ ηφπν  . Αλ ππάξρεη 1-1 αθνινπζία ζεκείσλ ηνπ  , 

       
  ηέηνηα, ψζηε λα ζπγθιίλεη ζην ζεκείν    θαη λα ηζρχεη φηη :         γηα θάζε 

  ℕ, ηφηε ε   κεδελίδεηαη παληνχ ζηνλ ηφπν     

 Αλ θαη ε απφδεημε ηνπ παξαπάλσ ιήκκαηνο δελ είλαη ηδηαίηεξα δχζθνιε δε ζα δνζεί 

θαζψο ρξεζηκνπνηεί θάπνηεο έζησ θαη ζηνηρεηψδεηο ηνπνινγηθέο ηδηφηεηεο ηνπ   θη έηζη 

ζεσξείηαη πσο μεθεχγεη απφ ηνπο ζηφρνπο ηνπ παξαξηήκαηνο, ην νπνίν έρεη πην πνιχ ξφιν 

εηζαγσγηθήο παξνπζίαζεο, παξά καζεκαηηθήο εκβάζπλζεο. Απηφ φκσο πνπ αμίδεη λα 

ζεκεηψζνπκε είλαη φηη, φπσο θαίλεηαη απφ ην ιήκκα 2 (θαζψο θπζηθά θαη ην ιήκκα 1), ε 

αλαιπηηθφηεηα κηαο κηγαδηθήο ζπλάξηεζεο είλαη κηα πνιύ ηζρπξή απαίηεζε.    

 Με ηε βνήζεηα ηνπ ιήκκαηνο 2 κπνξνχκε λα απνδείμνπκε πνιχ εχθνια ηελ αξρή ηνπ 

ηαπηνηηζκνχ, ηελ νπνία παξνπζηάδνπκε ακέζσο παξαθάησ δηαηππσκέλε σο ιήκκα. 

Λήκκα 3 (Αξρή ηνπ ηαπηνηηζκνύ) 

Γίλνληαη νη αλαιπηηθέο ζηνλ ηφπν   ζπλαξηήζεηο   θαη    Αλ ππάξρεη αθνινπζία ζεκείσλ 

ηνπ  ,        
  πνπ ζπγθιίλεη ζηνλ αξηζκφ      θαη γηα θάζε   ℕ  λα ηζρχεη  φηη : 

           , ηφηε           παληνχ ζηνλ    

     Απόδεημε 

Θεσξνχκε ηελ αλαιπηηθή ζπλάξηεζε ζηνλ ηφπν   κε ηχπν : 

              ,                  . 

Οη ζπλαξηήζεηο  ,   θαη   είλαη ζπλερείο σο αλαιπηηθέο ζηνλ  , νπφηε αλ ζρεκαηίζνπκε ηελ 

αθνινπζία             απηή ζπγθιίλεη ζην    Πξάγκαηη, απφ ην ζεψξεκα κεηαθνξάο 

έρνπκε δηαδνρηθά : 

   
   

      
   

         
   

                

αθνχ εμ‘ ππνζέζεσο ηζρχεη φηη             γηα θάζε   ℕ
   Λφγσ ζπλέρεηαο ηεο   

έπεηαη φηη : 
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ελψ ηαπηφρξνλα,  

                      

Απφ ηηο ζρέζεηο      ,        θαη ην ιήκκα 2 ζπκπεξαίλνπκε φηη         παληνχ ζηνλ     

θη επνκέλσο,            γηα θάζε       

  Ζ απφδεημε πιένλ ηνπ ζεσξήκαηνο 1 είλαη πξνθαλήο ζπλέπεηα ηνπ ιήκκαηνο 3, αξθεί 

λα παξαηεξήζνπκε φηη αλ ηα ζχλνια   θαη   είλαη ηφπνη, ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ηα ζχλνια  

    θαη      Παξ‘ φιε ηελ επθνιία ηεο ηελ παξαζέηνπκε γηα ιφγνπο πιεξφηεηαο : 

Απόδεημε (ηνπ ζεσξήκαηνο 1) 

Αθνχ νη ζπλαξηήζεηο   θαη   είλαη αλαιπηηθέο θαη ε   ζα είλαη αλαιπηηθή ζηνλ ηφπν      

Έζησ φηη ππάξρεη αλαιπηηθή ζπλάξηεζε   πνπ επεθηείλεη θη απηή αλαιπηηθά ηελ   ζηνλ ηφπν 

     Σφηε, εμ‘ νξηζκνχ, ηζρχεη : 

         ,                     

Δπεηδή ινηπφλ απηέο ηαπηίδνληαη ζηνλ ηφπν       ζχκθσλα κε ην ιήκκα 3 ζα 

ηαπηίδνληαη παληνχ ζηνλ     θη επνκέλσο ε h είλαη κνλαδηθή.  

 

Γ.2  θαη θιαδηθά ζεκεία 

 Έρνληαο πιένλ δηαηππψζεη θαη απνδείμεη ην ζεψξεκα 1, ην επφκελν βήκα είλαη λα 

αλαξσηεζνχκε αλ έρνληαο κηα αλαιπηηθή ζπλάξηεζε   ζε θάπνηνλ ηφπν   θαη έλαλ ηφπν  , 

ηέηνηνλ ψζηε      , ππάξρεη κνλόηηκε, αλαιπηηθή ζπλάξηεζε πνπ λα επεθηείλεη 

αλαιπηηθά ηελ   κέζσ θάπνηνπ θαηάιιεινπ δξφκνπ πνπ λα «ζπλδέεη» ηα   θαη  ;  

 Πξηλ φκσο απαληήζνπκε ζην παξαπάλσ εξψηεκα ζα δψζνπκε ηέζζεξεηο νξηζκνχο, ε 

εηζαγσγή ησλ νπνίσλ θχξην ζηφρν έρεη ηε ζπληνκία ζηε γξαθή θαζψο θαη ηε δηεπθφιπλζε 

ζηε δηαηχπσζε ησλ αλαγθαίσλ ζεσξεκάησλ πνπ αθνινπζνχλ. 

Οξηζκόο 1 

Έζησ ε αλαιπηηθή ζπλάξηεζε    ζην δίζθν     Ολνκάδνπκε ζπλαξηεζηαθό ζηνηρείν ην 

δεχγνο             

Οξηζκόο 2 

Έζησ ηα ζπλαξηεζηαθά ζηνηρεία            θαη           , φπνπ νη δίζθνη    θαη    είλαη 

ηεκλφκελνη. Λέκε φηη ε    απνηειεί άκεζε αλαιπηηθή ζπλέρηζε ηεο    απφ ην δίζθν    ζηνλ 

     φηαλ γηα θάζε         ηζρχεη φηη :              

 

Παξαηήξεζε 1: 

 χκθσλα κε ην ζεψξεκα 1, αλ ε ζπλάξηεζε    είλαη άκεζε αλαιπηηθή ζπλέρηζε ηεο 

   απφ ηνλ    ζηνλ      , ηφηε είλαη θαη ε κνλαδηθή ζπλάξηεζε πνπ επεθηείλεη αλαιπηηθά 
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ηελ    ζηνλ ηφπν        Απφ ηελ άιιε κεξηά, ε    είλαη ε κνλαδηθή αλαιπηηθή ζπλάξηεζε 

πνπ επεθηείλεη αλαιπηηθά ηελ    ζηνλ ηφπν       θαη απνηειεί ηελ άκεζε αλαιπηηθήο ηεο 

ζπλέρηζε ζηνλ ηφπν απηφ. 

Οξηζκόο 3 

Θεσξνχκε ην ζχλνιν                                        ην νπνίν είλαη κηα 

πεπεξαζκέλε ζπιινγή ζπλαξηεζηαθψλ ζηνηρείσλ. Σν   θαιείηαη αιπζίδα φηαλ γηα θάζε 

  ℕ κε        ηα ζπλαξηεζηαθά ζηνηρεία            θαη                είλαη άκεζεο 

αλαιπηηθέο ζπλερίζεηο ην έλα ηνπ άιινπ. 

Οξηζκόο 4 

Έζησ ην ζπλαξηεζηαθφ ζηνηρείν       θαη ε θακπχιε    Λέκε φηη ην       κπνξεί λα 

επεθηαζεί θαηά κήθνο ηεο θακπύιεο  , φηαλ ππάξρεη αιπζίδα ηέηνηα, ψζηε : 

1) ην ζπλαξηεζηαθφ ζηνηρείν       λα αλήθεη ζ‘ απηήλ 

θαη 

2) νπνηνδήπνηε ζεκείν ηεο θακπχιεο   λα αλήθνπλ ζην δίζθν θάπνηνπ ζπλαξηεζηαθνχ 

ζηνηρείνπ ηεο αιπζίδαο απηήο. 

 

ην ζρήκα Γ.1 δίλεηαη έλα επνπηηθφ παξάδεηγκα, ζην νπνίν πεξηιακβάλνληαη νη 

έλλνηεο πνπ νξίζηεθαλ πξνεγνπκέλσο κε ζηφρν ηελ επθνιφηεξε θαηαλφεζή ηνπο.   

  

 

ρήκα Γ.1 : ― Αιπζίδα αλαιπηηθψλ επεθηάζεσλ : απφ ην ζπλαξηεζηαθφ ζηνηρείν              θαηαιήγνπκε ζην 

ζπλαξηεζηαθφ ζηνηρείν           . ην ζρήκα ην ζχλνιν    είλαη ν ρξσκαηηζκέλνο αξηζηεξά θπθιηθφο δίζθνο, 

ελψ ην    είλαη ν ρξσκαηηζκέλνο θπθιηθφο δίζθνο ζηα δεμηά. Σα ζχλνια    ησλ ελδηάκεζσλ ζπλαξηεζηαθψλ 

ζηνηρείσλ            ,       παξηζηάλνληαη κε δηαθεθνκκέλεο γξακκέο. χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ 4, ην 

           επεθηείλεηαη αλαιπηηθά θαηά κήθνο ηεο θακπχιεο ηνπ ζρήκαηνο, ε νπνία ζεκεηψλεηαη κε έληνλν 

ρξψκα.‖ 

 

Με ηε βνήζεηα ησλ παξαπάλσ νξηζκψλ κπνξνχκε λα επαλαδηαηππψζνπκε (πην 

ηππηθά, αιιά ην ίδην νπζηαζηηθά) ην εξψηεκα πνπ ηέζεθε ζηελ αξρή ηεο παξαγξάθνπ σο 

εμήο: ― Γνζείζαο κηαο αιπζίδαο                                        κπνξνχκε λα 

νξίζνπκε πάληα κηα κνλφηηκε ζπλάξηεζε   ε νπνία λα είλαη αλαιπηηθή ζηνλ ηφπν    
 
   ; ‖ 

Ζ απάληεζε ζην εξψηεκα απηφ είλαη : ―φρη πάληα!‖ θαη ν πην θαηάιιεινο ηξφπνο γηα λα 

πεηζηεί θαλείο είλαη θάπνην αληηπαξάδεηγκα. Δπηιέρζεθε έλα απφ ηα πην θιαζηθά 
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αληηπαξαδείγκαηα, ην νπνίν είλαη επίζεο απηφ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηα [14] θαη [15] γηα λα 

ηεθκεξησζεί ε παξαπάλσ απάληεζε. 

Αληηπαξάδεηγκα : 

Έζησ ε ζπλάξηεζε          κε     θαη ζέινπκε λα θάλνπκε αλαιπηηθή επέθηαζε ηεο   

ζηνπο κηγαδηθνχο αξηζκνχο. Αλ ζεσξήζνπκε ηελ πνιηθή κνξθή ελφο κηγαδηθνχ αξηζκνχ  , 

δειαδή         γηα     θαη         , ηφηε έλαο ηξφπνο είλαη κέζσ ηεο ζρέζεο : 

                       , 

φπνπ ππνζέηνπκε φηη ε κεηαβιεηή   είλαη ζπλερήο πάλσ ζην δξφκν πνπ αθνινπζνχκε. 

Θεσξνχκε ινηπφλ ηελ αλαιπηηθή ζπλέρηζε ηεο   θαηά κήθνο ηεο θακπχιεο           , 

φπνπ           Αλ πάξνπκε ην κηγαδηθφ αξηζκφ           ην πξψην ζπλαξηεζηαθφ 

ζηνηρείν είλαη γηα     θαη έρεη        , ελψ ην ηειεπηαίν, έζησ φηη είλαη ην            

έρεη                       Γειαδή μεθηλψληαο απφ ην ζεκείν       ζην κηγαδηθφ 

επίπεδν κέζσ ηεο θακπχιεο           (γηα         , ζπλερέο) κε               

θαη επηζηξέςακε κε                 θη έηζη ζπκπεξαίλνπκε φηη δελ ππάξρεη κνλφηηκε 

αλαιπηηθή ζπλάξηεζε ηθαλή λα επεθηείλεη αλαιπηηθά ηελ          γηα      Δπνκέλσο, 

δε κπνξνχκε λα βξίζθνπκε πάληα κηα κνλφηηκε ζπλάξηεζε   ε νπνία λα είλαη αλαιπηηθή 

ζηνλ ηφπν    
 
    δεδνκέλεο κηαο αιπζίδαο                                           

 Σν παξαπάλσ θαηλφκελν παξαηεξείηαη αλ πάξνπκε κηα νπνηαδήπνηε θαη νζνδήπνηε 

κηθξή θακπχιε γχξσ απφ ην ζεκείν        Σν ζεκείν απηφ ιέκε φηη είλαη θιαδηθό ζεκείν ηεο 

ζπλάξηεζεο         ,        

Κιείλνπκε ην παξάξηεκα απηφ κε ηε δηαηχπσζε ελφο ζεσξήκαηνο, γλσζηφ θαη σο 

Θεώξεκα Μνλνδξνκίαο, ην νπνίν αλ θαη δχζθνιν λα απνδεηρζεί δίλεη κηα απάληεζε γηα ην 

πφηε κπνξνχκε φηη ε αλαιπηηθή ζπλέρηζε ελφο ζπλαξηεζηαθνχ ζηνηρείνπ είλαη κνλφηηκε 

ζπλάξηεζε. 

Θεώξεκα 2 ( Μνλνδξνκίαο) 

Αλ έλα ζπλαξηεζηαθφ ζηνηρείν κπνξεί λα επεθηαζεί θαηά κήθνο θάζε απιήο θακπχιεο κέζα 

ζε έλα απιφ ζπλεθηηθφ ρσξίν, ηφηε ε αλαιπηηθή ζπλέρηζε νδεγεί ζε κηα κνλφηηκε αλαιπηηθή 

ζπλάξηεζε. 

Παξαηήξεζε 2 : 

Σν παξαπάλσ ζεψξεκα αλ θαη ζεκαληηθφ δε καο πεξηγξάθεη έλα ζχληνκν ηξφπν γηα λα 

ζπκπεξάλνπκε αλ ε αλαιπηηθή επέθηαζε θάπνηνπ δνζκέλνπ ζπλαξηεζηαθνχ ζηνηρείνπ νδεγεί 

ζε κνλφηηκε αλαιπηηθή ζπλάξηεζε. Δληνχηνηο, καο ζθηαγξαθεί κε πνηνλ ηξφπν κπνξνχκε λα 

εμαθξηβψζνπκε φηη έλα ζπλαξηεζηαθφ ζηνηρείν πνπ επεθηείλεηαη αλαιπηηθά θαηαιήγεη θαη‘ 

αλάγθε ζε πιεηόηηκε ζπλάξηεζε. Πξάγκαηη, αλ βξνχκε έζησ θαη κία απιή θακπχιε (, φπσο ν 

κνλαδηαίνο θχθινο ηνπ αληηπαξαδείγκαηνο,) θαη δηαπηζηψζνπκε φηη ε ππφζεζε ηνπ 

ζεσξήκαηνο δελ ηθαλνπνηείηαη, ηφηε μέξνπκε φηη ε αλαιπηηθή επέθηαζε ηνπ αξρηθνχ 

ζπλαξηεζηαθνχ ζηνηρείνπ ζα δψζεη ζίγνπξα πιεηφηηκε ζπλάξηεζε. Πνιιέο θνξέο ζηελ πξάμε 

φηαλ εμεηάδνπκε θαηά πφζν κηα ζπλάξηεζε είλαη πιεηφηηκε θαη ζε θαηαθαηηθή πεξίπησζε 
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πνηα είλαη ηα θιαδηθά ηεο ζεκεία, βαζηδφκαζηε ζηελ εκπεηξία θαη ζε γλσζηά απνηειέζκαηα. 

Γηα παξάδεηγκα, ν πίλαθαο πνπ αθνινπζεί δίλεη θάπνηεο θιαζηθέο ηέηνηεο πεξηπηψζεηο. 

 

πλάξηεζε Κιαδηθά ζεκεία 

     

        ,  

        θαλέλα 

     
  

 

 

 

 
  

 

 ρήκα Γ.2: ― πλεζηζκέλεο πεξηπηψζεηο. Γίπια απφ ηηο πιεηφηηκεο ζπλαξηήζεηο παξαηίζεληαη θαη ηα θιαδηθά ηνπο 

ζεκεία ‖ 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Γ : “Οινθιεξσηηθέο Δμηζώζεηο” 

ην ηειεπηαίν παξάξηεκα ζα δνζνχλ ηα ζηνηρεία εθείλα ηεο ζεσξίαο Οινθιεξσηηθψλ 

Δμηζψζεσλ πνπ είλαη απαξαίηεηα γηα ηελ πιήξε θαηαλφεζε ησλ ζρεηηθψλ κε ηελ εξγαζία 

ζεκάησλ. ε θακία πεξίπησζε ν γεληθφο ηίηινο δελ πξέπεη λα παξαπιαλεί γηα ην πιήζνο ησλ 

δεηεκάησλ πνπ ζα πξαγκαηεπηνχκε ζηελ πνξεία ή ην βάζνο ζην νπνίν ζα θηάζνπκε, θαζψο 

νη ―Οινθιεξσηηθέο Δμηζψζεηο‖ απνηεινχλ έλα πινχζην θιάδν ησλ εθαξκνζκέλσλ 

καζεκαηηθψλ. ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ζα παξνπζηάζνπκε ζπλνπηηθά ην Θεψξεκα ηνπ Picard ή 

αιιηψο Κξηηήξην ηνπ Picard θαη πσο απηφ βξίζθεη εθαξκνγή ζηελ πεξίπησζε πνπ 

εμεηάδνπκε, δειαδή ζε κηα νινθιεξσηηθή εμίζσζε Fredholm πξψηνπ είδνπο. 

Γ.1 ύληνκε παξνπζίαζε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Picard 

 Όπσο αλαθέξεηαη θαη ζηελ [30] ην ζεψξεκα ηνπ Picard δίλεη ηηο ηθαλέο θαη αλαγθαίεο 

ζπλζήθεο, γηα ηηο νπνίεο ε εμίζσζε      είλαη επηιχζηκε (κε άγλσζην ηε ζπλάξηεζε  ), 

φπνπ   είλαη έλαο ζπκπαγήο θαη γξακκηθόο ηειεζηήο ζην ρψξν        , κε     ℝ, δειαδή 

ζην ρψξν ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ηα ηεηξάγσλά ηνπο είλαη νινθιεξψζηκεο ζπλαξηήζεηο ζε 

θάπνην πεπεξαζκέλν δηάζηεκα      . Πξνηνχ θαηαθχγνπκε ζηε δηαηχπσζε ηνπ ζεσξήκαηνο, 

ζα παξνπζηάζνπκε θάπνηα κεγέζε θαη νξνινγίεο πνπ θξίλνληαη απαξαίηεηα γηα ηελ 

θαηαλφεζή ηνπ. 

Οξηζκόο 1 

Ζ ηξηάδα            ιέγεηαη ηδηόκνξθν ζύζηεκα ηνπ ηειεζηή   φηαλ : 

1) νη κε αξλεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί είλαη    είλαη νη ηδηόκνξθεο ηηκέο ηνπ   

θαη 

2) νη ζπλαξηήζεηο    θαη    είλαη νη ηδηόκνξθεο ζπλαξηήζεηο  ηνπ   θαη είλαη ηέηνηεο, ψζηε 

- είλαη νξζνθαλνληθέο (αλά δχν) 

- θαη ηθαλνπνηνχλ ηηο ζρέζεηο  
                    
                     

 , φπνπ κε    ζπκβνιίδνπκε ην 

ζπκπιεξωκαηηθό πίλαθα ηνπ    

Παξαηήξεζε 1 :         

 Οη αξηζκνί    είλαη ζεηηθνί πξαγκαηηθνί θη απηφ γηαηί νη ηδηνηηκέο ηνπ ηειεζηή     

είλαη νη αξηζκνί   
   (βι. [27]). 

Παξαηήξεζε 2 :         

 Αλ ν πίλαθαο   είλαη θαλνληθόο (-ζηελ [30] παξνπζηάδεηαη ε δηεζλψο θαζηεξσκέλε 

νξνινγία normal-) δειαδή αλ ηζρχεη φηη        , ηφηε ην ηδηφκνξθν ζχζηεκα            

κπνξεί λα πξνζδηνξηζζεί απφ ην ραξαθηεξηζηηθό ζχζηεκα        , φπνπ κε    ζεκεηψλνπκε 

ηηο ηδηνηηκέο πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο νξζνθαλνληθέο ηδηνζπλαξηήζεηο   , ή ηζνδχλακα, 

                    

 Ζ έλλνηα ηεο νξζνθαλνληθφηεηαο ζην ρψξν         δίλεηαη κέζσ ηνπ νξηζκνχ ηνπ 
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εζωηεξηθνύ γηλνκέλνπ δχν ζπλαξηήζεσλ. Δδψ, ην εζσηεξηθφ γηλφκελν ησλ ζπλαξηήζεσλ   

θαη   ηνπ         ζπκβνιίδεηαη κε       θαη νξίδεηαη σο εμήο : 

           
 

 

                    

κε       λα ζπκβνιίδεη ην κηγαδηθφ ζπδπγή ηνπ       Έηζη, ην ζχλνιν ζπλαξηήζεσλ      

ηνπ         είλαη νξζνθαλνληθφ φηαλ γηα θάζε ηνπ     ℕ ηζρχεη : 

               
     αν    
     αν    

                

 

Έρνληαο παξνπζηάζεη ηνπο απαξαίηεηνπο νξηζκνχο κπνξνχκε πιένλ λα δηαηππψζνπκε ηππηθά 

ην Κξηηήξην ηνπ Picard.  

Θεώξεκα 1 (Κξηηήξην ηνπ Picard)  

Έζησ ε εμίζσζε : 

                , 

φπνπ   είλαη έλαο ζπκπαγήο θαη γξακκηθφο ηειεζηήο ζην ρψξν        , κε     ℝ θαη ε   

είλαη κηα ζπλάξηεζε ηνπ                 

 Αλ ε ηξηάδα            είλαη ην ηδηφκνξθν ζχζηεκα ηνπ  , ηφηε ε εμίζσζε       

έρεη ιχζε ζηνλ        , αλ θαη κφλνλ αλ, 

          
      

 

  
     

 

   

 

θαη 

                 γηα θάζε ζπλάξηεζε          , πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε        

Όηαλ ηθαλνπνηνχληαη νη ζπλζήθεο     θαη     , ε ιχζε ηεο       είλαη ε ζπλάξηεζε : 

   
 

  
         

 

   

              

 

Γ.2 Η νινθιεξσηηθή εμίζσζε θαηά ηελ εθαξκνγή ηεο MAS θαη ηεο ΔΙΔ 

 ηε γεληθή πεξίπησζε κηα νινθιεξσηηθή εμίζσζε ιέκε φηη είλαη ηχπνπ Fredholm 

πξψηνπ είδνπο, κε ππξήλα        θαη άγλσζην ηε ζπλάξηεζε     , φηαλ είλαη ηεο κνξθήο : 

           
 

 

                               

Έηζη, νη δχν νινθιεξσηηθέο εμηζψζεηο,( ε       γηα ηε MAS θαη ε       γηα ηελ ΔΗΔ,) πνπ 

εκθαλίδνληαη ζηελ εξγαζία απηή είλαη ηχπνπ Fredholm πξψηνπ είδνπο, ν ππξήλαο ησλ 
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νπνίσλ είλαη ν ίδηνο, ε ζπλάξηεζε   
   
                 

 Ο ππξήλαο απηφο εμαξηάηαη κφλν απφ ηε δηαθνξά           θαη είλαη   -

πεξηνδηθή ζπλάξηεζε ηνπ         , σο πξνο ηε κεηαβιεηή             (βι. θεθάιαην 

4) θη έηζη ρξεζηκνπνηήζακε ηνλ εμήο ζπκβνιηζκφ :   

               
   
                         

εκεηψλνπκε φηη ν   είλαη άξηηα ζπλάξηεζε ηεο κεηαβιεηήο   θη έηζη, ν ηειεζηήο   θαη ζηηο 

δχν πεξηπηψζεηο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

                   
 

  

                            

Δχθνια κπνξνχκε λα δνχκε φηη ν   είλαη θαλνληθφο. Παξ‘ φια απηά, ε ζρεηηθή απφδεημε δε 

βξίζθεηαη ζηε βηβιηνγξαθία. Έηζη, θξίλνπκε ζθφπηκν λα ηε ζπκπεξηιάβνπκε ζην παξάξηεκα 

απηφ, σο απφδεημε ηνπ παξαθάησ ζεσξήκαηνο : 

Θεώξεκα 2 

Ο νινθιεξσηηθφο ηειεζηήο πνπ νξίδεηαη ζηε       είλαη θαλνληθφο, δειαδή ηζρχεη :  

                       

Απόδεημε 

ηελ [36] απνδεηθλχεηαη φηη αλ ν νινθιεξσηηθφο ηειεζηήο        έρεη ππξήλα ηε ζπλάξηεζε 

       ηφηε ν    ζα έρεη ππξήλα ηε ζπλάξηεζε                  Δπνκέλσο, γηα λα δείμνπκε ηε 

       αξθεί λα δείμνπκε ηε ζρέζε : 

                        
 

  

                         
 

  

              

Δπεηδή φκσο γηα ηνλ ππξήλα πνπ κειεηάκε ηζρχεη : 

                                         

ην δεμί κέινο ηεο        γίλεηαη : 

                        
 

  

                         
 

  

                         
 

  

 

δειαδή απνδείρζεθε ην δεηνχκελν.   

  

Παξαηεξνχκε ηέινο φηη νη ηδηνζπλαξηήζεηο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ νινθιεξσηηθνχ ηειεζηή είλαη 

νη ζπλαξηήζεηο                . πλεπψο, νη ζεηξέο Fourier        θαη       πνπ 

απνηεινχλ ιχζεηο ησλ       θαη       είλαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα απηέο πνπ δίλνληαη απφ ην 

Θεψξεκα ηνπ Picard κέζσ ηεο ζρέζεο       γηα θαζεκία πεξίπησζε. Έηζη, ελψ ε δεχηεξε 

ζπγθιίλεη πάληα θαη ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε     ε πξψηε ηελ ηθαλνπνηεί κφλνλ φηαλ ηζρχεη ε 

αληζφηεηα            
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Κεθάιαην 8 :  Βηβιηνγξαθία 

ην ηειεπηαίν απηφ θεθάιαην δίλεηαη, θαηά ηα θαζηεξσκέλα, ε βηβιηνγξαθία πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηε ζπγγξαθή ηεο δηπισκαηηθήο απηήο εξγαζίαο.  
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