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0.1 Εισαγωγή

Ο σκοπός της διπλωματικής αυτής εργασίας είναι η μελέτη της μεθόδου των συζυγών

κλίσεων, και πιο συγκεκριμένα, των διάφορων αλγορίθμων της μεθόδου, η λεπτομερής

ανάλυση της καθώς και οι προρυθμιστές αυτής. Η μέθοδος συζυγών κλίσεων είναι

μια επαναληπτική διαδικασία εύρεσης του ελαχίστου μιας συνάρτησης και διαχωρίζεται

στη γραμμική και μη γραμμική εκδοχή της. Στη γραμμική εκδοχή, αντιμετωπίζεται το

πρόβλημα εντοπισμού ελαχίστου μιας τετραγωνικής μορφής κι αυτό είναι ισοδύναμο

με την επίλυση ενός γραμμικού συστήματος εξισώσεων, ο πίνακας του οποίου είναι

συμμετρικός και θετικά ορισμένος. Η μη γραμμική μορφή της μεθόδου αφορά γενικές

συναρτήσεις και υπάρχουν διάφορες μορφές αυτής, οι οποίες θα παρουσιαστούν και

θα αναλυθούν. Για την άρτια παρουσίαση της μεθόδου και των εννοιών της, δίνονται

αρχικά κάποιες βασικές έννοιες της βελτιστοποίησης γενικότερα καθώς και τα βασικά

στοιχεία και έννοιες των μεθόδων γραμμικής αναζήτησης, μέρος των οποίων αποτελεί

και η μέθοδος συζυγών κλίσεων. Πιο συγκεκριμένα, μελετούνται η λογική των με-

θόδων αυτών, κάποιες υλοποιήσεις τους, οι ιδιότητες σύγκλισης αλλά και ο ρυθμός

σύγκλισης αυτών. Αφού γίνει αυτό, ακολουθεί η γραμμική μέθοδος συζυγών κλίσε-

ων. Η παρουσίαση των κεντρικών εννοιών και θεωρημάτων της, η μελέτη του ρυθμού

σύγκλισης της μεθόδου και ορισμένα στοιχεία σχετικά με την προρύθμισή της. Εν

συνεχεία γίνεται παρουσίαση της μη γραμμικής εκδοχής της μεθόδου και των βασι-

κών διαφορών της με τη γραμμική. Το μεγαλύτερο τμήμα του κεφαλαίου αυτού αφορά

μία λεπτομερή μελέτη των ιδιοτήτων σύγκλισης δύο σημαντικών μορφών της μεθόδου

καθώς και ορισμένων παραλλαγών τους.
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Κεφάλαιο 1

Μέθοδοι Γραμμικής Αναζήτησης

1.1 Βασικές ΄Εννοιες Βελτιστοποίησης Χωρίς

Περιορισμούς

Πριν περάσουμε στην ανάλυση του βασικού περιεχομένου της εργασίας αυτής, οφε-

ίλει να γίνει μια παρουσίαση ορισμένων βασικών εννοιών της ευρύτερης επιστήμης στην

οποία υπόκειται η μέθοδος συζυγών κλίσεων που θα μελετηθεί, της βελτιστοποίησης

χωρίς περιορισμούς. Αντικείμενο της επιστήμης αυτής είναι η ελαχιστοποίηση μίας

συνάρτησης f πραγματικών μεταβλητών, οι τιμές των οποίων δεν περιορίζονται από

κανένα περιορισμό και η οποία καλείται αντικειμενική συνάρτηση. Αυτό μαθηματικά

μπορεί να εκφραστεί ως εξής

min
x
f(x)

Η μεταβλητή x ∈ Rn
είναι ένα πραγματικό διάνυσμα με n ≥ 1 συνιστώσες ή αλλιώς

ένας n× 1 πίνακας, οι οποίες συνιστώσες αποτελούν τις μεταβλητές και η f : Rn → R
είναι μία ομαλή συνάρτηση (δηλαδή έχει συνεχείς παραγώγους μέχρι όποια τάξη χρει-

άζεται). ΄Οταν μιλάει κάποιος για τη λύση του παραπάνω προβλήματος, εννοεί το σημείο

στο οποίο η f έχει την μικρότερη δυνατή τιμή. Σε ιδανική περίπτωση, η λύση αυτή

είναι το ολικό ελάχιστο της συνάρτησης, ο ορισμός του οποίου είναι

Ορισμός 1.1. ΄Ενα σημείο x∗ ονομάζεται ολικό ελάχιστο της f , εάν f(x∗) ≤ f(x),
για κάθε x.

όπου το x παίρνει τιμές σε όλο το πεδίο ορισμού προς μελέτη. Συνήθως δεν υπάρχει

γνώση της συνάρτησης σε ολικό επίπεδο, παρά μόνο σε τοπικό, όπως οι πιθανές τιμές

της ή και κάποιες από τις παραγώγους της σε συγκεκριμένα σημεία. Συνεπώς η εύρεση

ενός τοπικού ελαχίστου είναι περισσότερο εφικτή.

Ορισμός 1.2. ΄Ενα σύνολο N καλείται γειτονιά του σημείου x, εάν υπάρχει ανοιχτή

μπάλα κέντρου k κι ακτίνας r > 0, δηλαδή

Dr(k) = {x | ‖x− x∗‖ < r}

που να περιέχεται στο N .

3



ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΣΥΖΥΓΩΝ ΚΛΙΣΕΩΝ

Ο ορισμός του τοπικού ελαχίστου είναι

Ορισμός 1.3. ΄Ενα σημείο x∗ ονομάζεται τοπικό ελάχιστο της f , εάν υπάρχει κάποια

γειτονιά N του x∗ τέτοια ώστε f(x∗) ≤ f(x), για κάθε x ∈ N .

Είναι εμφανές όμως πως η συνθήκη αυτή μπορεί να ικανοποιείται για παραπάνω από ένα

σημεία, για αυτό και τα σημεία που την ικανοποιούν καλούνται αδύναμα τοπικά ελάχι-

στα. Αντίθετα, σημεία για τα οποία η τιμή της συνάρτησης είναι αυστηρώς μικρότερη

από την τιμή της για όλα τα υπόλοιπα, καλούνται αυστηρά τοπικά ελάχιστα. Δηλαδή

έχουν τον εξής ορισμό

Ορισμός 1.4. ΄Ενα σημείο x∗ ονομάζεται αυστηρό τοπικό ελάχιστο της f , εάν υ-

πάρχει κάποια γειτονιά N του x∗ τέτοια ώστε f(x∗) < f(x), για κάθε x ∈ N με

x 6= x∗.

Σχήμα 1.1: Παράδειγμα συνάρτησης με πολλαπλά τοπικά ελάχιστα.

Οι ορισμοί που δόθηκαν προσφέρουν κάποια ίδεα για το τι ενέργειες πρέπει να κάνει

κάποιος ώστε να εντοπίσει κάποιο τοπικό ελάχιστο. Παραδείγματος χάρη, θα μπορούσε,

για ένα σημείο x∗ να ελέγξει όλα τα σημεία σε κοντινή απόσταση (γειτονιά) από αυτό,

και να δει εάν σε κάποιο από αυτά η συνάρτηση παρουσιάζει μικρότερη τιμή. Παρ΄

όλα αυτά, όταν η συνάρτηση είναι ομαλή, δηλαδή έχει συνεχείς παραγώγους μέχρι

όποια τάξη χρειάζεται, υπάρχουν θεωρήματα που προσφέρουν εναλλακτικούς και πιο

αποτελεσματικούς τρόπους εντοπισμού τοπικών ελαχίστων. Ειδικότερα, η κεντρική

ιδέα των διάφορων θεωρημάτων βασίζεται στο ότι όταν η αντικειμενική συνάρτηση είναι

δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη, δύναται να εξαχθεί πληροφορία για το αν το σημείο

x∗ είναι σημείο τοπικού ελαχίστου εξετάζοντας μόνο τον Εσσιανό πίνακα ∇2f(x∗) και

την κλίση (gradient) ∇f(x∗). Υπενθυμίζεται πως, δοσμένης μίας συνάρτησης f n
μεταβλητών, ο Εσσιανός πίνακας είναι ενας n × n πίνακας με στοιχεία τις δεύτερες

παραγώγους της συνάρτησης f .

Πριν παρουσιαστούν τα εν λόγω θεωρήματα, οφείλει να δοθεί ένα πολύ βασικό εργα-

λείο, το οποίο παίζει κεντρικό ρόλο στην αναλύση και μελέτη των ελαχίστων ομαλών

συναρτήσεων.
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Θεώρημα 1.1 (Θεώρημα Taylor). (Theorem 2.1 από [1]) ΄Εστω συνεχώς παρα-
γωγίσιμη συνάρτηση f : Rn → R και διάνυσμα p ∈ Rn

. Τότε ισχύει

f(x+ p) = f(x) +∇f(x+ tp)Tp

για κάποιο t ∈ (0, 1). Επιπλέον, εάν η f είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη,
εφαρμόζοντας το ίδιο ανάπτυγμα ξανά, ισχύει η έκφραση

∇f(x+ p) = ∇f(x) +

∫ 1

0

∇2f(x+ tp)pdt

κι άρα

f(x+ p) = f(x) +∇f(x)Tp+
1

2
∇2f(x+ tp)p

Το πρώτο θεώρημα κάνει χρήση της πρώτης παραγώγου της συνάρτησης και μπορεί να

ονομαστεί αναγκαίες συνθήκες πρώτης τάξης.

Θεώρημα 1.2 (Theorem 2.2 από [1]). Εάν το x∗ είναι τοπικό ελάχιστο και η f
είναι συνεχώς διαφορίσιμη σε μία ανοιχτή γειτονιά του x∗, τότε ∇f(x∗) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω πως ∇f(x∗) 6= 0. Εάν οριστεί το διάνυσμα p = −∇f(x∗), τότε

εύκολα φαίνεται πως pT∇f(x∗) = −‖∇f(x∗)‖2 < 0. Εφόσον, κοντά στο x∗, η κλίση

∇f είναι συνεχής, υπάρχει βαθμωτό μέγεθος T > 0 τέτοιο ώστε

pT∇f(x∗ + tp) < 0, ∀t ∈ [0, T ]

Από το θεώρημα Taylor, για οποιοδήποτε t̄ ∈ (0, T ], ισχύει

f(x∗ + t̄p) = f(x∗) + t̄pT∇f(x∗ + tp), για κάποιο t ∈ (0, t̄)

Επομένως, f(x∗ + t̄p) < f(x∗), για κάθε t̄ ∈ (0, T ]. ΄Εχει άρα βρεθεί μια κατεύθυνση

που οδηγεί «μακριά» από το x∗, κατά μήκος της οποίας η f ελαττώνεται κι άρα το x∗

δεν είναι τοπικό ελάχιστο. Αυτό είναι άτοπο κι άρα ολοκληρώνεται η απόδειξη.

Αξίζει να σημειωθεί πως εάν ∇f(X∗) = 0, τότε το σημείο x∗ καλείται στάσιμο ση-

μείο. Προφανώς, κάθε σημείο τοπικού ελαχίστου είναι και στάσιμο σημείο. Πριν το

επόμενο θεώρημα, δίνεται ένας σημαντικός ορισμός που θα αξιοποιηθεί σε αυτό αλλά

και σε όλη την υπόλοιπη μελέτη της εργασίας.

Ορισμός 1.5. ΄Εστω πίνακας A. Τότε λέμε πως ο πίνακας A είναι θετικά ορισμένος

εάν xTAx > 0 για κάθε x 6= 0. Εάν ισχύει πως xTAx ≥ 0 για κάθε x, τότε ο A
καλείται θετικά ημιορισμένος.

Το δεύτερο θεώρημα που θα δοθεί αξιοποιεί πληροφορία σχετικά με την παράγωγο

δεύτερης τάξης και καλείται αναγκαίες συνθήκες δεύτερης τάξης.

Θεώρημα 1.3 (Theorem 2.3 από [1]). Εάν το x∗ είναι τοπικό ελάχιστο και οι
παράγωγοι δεύτερης τάξης ∇2f υπάρχουν και είναι συνεχείς σε μία ανοιχτή γειτονιά
του x∗, τότε ∇f(x∗) = 0 και ο πίνακας ∇2f(x∗) είναι θετικά ημιορισμένος.
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Απόδειξη. Από το θεώρημα 1.2 είναι γνωστό πως ∇f(x∗) = 0. ΄Εστω πως ο ∇2f(x∗)
δεν είναι θετικά ημιορισμένος. Τοτέ μπορεί να επιλεχθεί διάνυσμα p ώστε pT∇2f(x∗)p <
0 κι εφόσον οι παράγωγοι ∇2f είναι συνεχείς κοντά στο x∗, υπάρχει βαθμωτό T > 0
ώστε pT∇2f(x∗ + tp)p < 0 για κάθε t ∈ [0, T ].

Παίρνοντας ανάπτυγμα κατά Taylor γύρω από το x∗, για κάθε t̄ ∈ (0, T ] και για

κάποιο t ∈ (0, t̄) θα ισχύει

f(x∗ + t̄p) = f(x∗) + t̄pT∇f(x∗) +
1

2
t̄2pT∇2f(x∗ + tp)p < f(x∗)

Βρέθηκε ξανά μια κατεύθυνση απομάκρυνσης από το σημείο x∗ κατά μήκος της οποίας

η f μειώνεται κι άρα το σημείο x∗ δεν είναι τοπικό ελάχιστο. ΄Ατοπο, άρα ολοκληρώνεται

η απόδειξη.

Το τελευταίο θεώρημα δίνει τις λεγόμενες ικανές συνθήκες δεύτερης τάξης. Θέτει

κάποιες συνθήκες για τις παραγώγους της f , οι οποίες εάν ικανοποιούνται, τότε το

σημείο x∗ είναι σημείο τοπικού ελαχίστου.

Θεώρημα 1.4 (Theorem 2.4 από [1]). Υποθέστε πως οι παράγωγοι ∇2f είναι
συνεχείς σε μία ανοιχτή περιοχή του x∗, ότι ∇f(x∗) = 0 και πως ο πίνακας ∇2f(x∗)
είναι θετικά ορισμένος. Τότε το x∗ είναι αυστηρό σημείο ελαχίστου της f .

Απόδειξη. Επειδή οι δεύτερες παράγωγοι ∇2f είναι συνεχείς κι ο Εσσιανός πίνακας

θετικά ορισμένος στο x∗, μπορεί να επιλεχθεί ακτίνα r > 0 έτσι ώστε ο ∇2f(x)
να παραμείνει θετικά ορισμένος στην ανοιχτή μπάλα D = {z | ‖z − x∗‖ < r}. Για

οποιοδήποτε μη μηδενικό διάνυσμα p με ‖p‖ < r, ισχύει x∗ + p ∈ D κι άρα

f(x∗ + p) = f(x∗) + pT∇f(x∗) +
1

2
pT∇2f(z)p

= f(x∗) +
1

2
pT∇2f(z)p

όπου z = z+tp για κάποιο t ∈ (0, 1). Εφόσον z ∈ D, ο ∇f 2(2) είναι θετικά ορισμένος

κι άρα θα ισχύει pT∇2f(z)p > 0 κι άρα f(x∗+tp) > f(x∗), κάτι που δίνει το επιθυμητό

αποτέλεσμα.

Ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι ιδιότητες κυρτών συναρτήσεων όσον αφορά το κομμάτι

της εύρεσης ελαχίστου.

Ορισμός 1.6. ΄ΕστωK υποσύνολο ενός διανυσματικού χώρου. ΤοK καλείται κυρτό

σύνολο εάν για κάθε x, y ∈ K και 0 ≤ λ ≤ 1 ισχύει ότι λx+ (1− λ)y ∈ K.

Ο ορισμός αυτός μπορεί να ερμηνευθεί και ως το γεγονός πως αν ένα σύνολο είναι

κυρτό τότε θα περιέχεται μέσα σε αυτό και το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει οποια-

δήποτε δύο στοιχεία του συνόλου.

Ορισμός 1.7. Μία συνάρτηση f : A ⊂ Rn → R ονομάζεται κυρτή, εάν το πεδίο

ορισμού της είναι κυρτό σύνολο κι εάν για κάθε x, y ∈ A και λ ∈ [0, 1], ισχύει

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)
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Επιπλέον η f καλείται αυστηρά κυρτή έαν για κάθε x 6= y ∈ A και λ ∈ (0, 1) ισχύει

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y)

΄Εχοντας πλέον αυτούς τους ορισμούς, μπορεί να δοθεί ένα ακόμα σημαντικό θεώρημα.

Θεώρημα 1.5 (Theorem 2.4 από [1]). ΄Οταν η συνάρτηση f είναι κυρτή, ο-
ποιοδήποτε τοπικό ελάχιστο x∗ είναι ολικό ελάχιστο της f . Εάν επιπλέον η f είναι
παραγωγίσιμη, τότε οποιοδήποτε στάσιμο σημείο x∗ είναι ολικό ελάχιστο της f .

Απόδειξη. ΄Εστω πως το x∗ είναι τοπικό αλλά όχι ολικό ελάχιστο της f . Τότε μπορεί

να βρεθεί ένα σημείο z ∈ Rn
για το οποίο f(z) < f(x∗). Θεωρήστε το ευθύγραμμο

τμήμα που ενώνει το σημείο x∗ με το z, δηλαδή

x = λz + (1− λ)x∗, για κάποιο λ ∈ (0, 1]

Λόγω κυρτότητας της f , θα ισχύει

f(x) ≤ λf(z) + (1− λ)f(x∗) < f(x∗)

Οποιαδήποτε γειτονιά N του x∗ περιέχει ένα τμήμα του ευθύγραμμου τμήματος x =
λz+(1−λ)x∗, οπότε θα υπάρχουν πάντα σημεία x ∈ N στα οποία η τελευταία ανισότητα

ικανοποιείται. Συνεπώς, το x∗ δεν είναι τοπικό ελάχιστο κι αυτό είναι άτοπο.

Για το δεύτερο μέρος του θεωρήματος, έστω πως το x∗ δεν είναι ολικό ελάχιστο κι

έστω πως το z ορίζεται όπως και πριν. Τότε, λόγω κυρτότητας, θα είναι

∇f(x∗)T (z − x∗) =
d

dλ
f(x∗ + λ(z − x∗))|λ=0

= lim
λ↓0

f(x∗ + λ(z − x∗))− f(x∗)

λ

≤ lim
λ↓0

λf(z) + (1− λ)f(x∗)− f(x∗)

λ

= f(z)− f(x∗) < 0

Επομένως, ∇f(x∗) 6= 0 κι άρα το x∗ δεν είναι στάσιμο σημείο.

Είναι σημαντικό επιπλέον να δοθεί το θεώρημα μέσης τιμής, το οποίο θα αξιοποιηθεί

σε επόμενο κεφάλαιο.

Θεώρημα 1.6 (Θεώρημα Μέσης Τιμής). Δεδομένης μίας συνεχούς παραγωγίσιμης

συνάρτησης f : R→ R και δύο αριθμών a < b, υπάρχει κάποιο ξ ∈ (a, b) ώστε

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
⇒ f(b) = f(a) + f ′(ξ)(b− a)

Για μία συνάρτηση πολλών μεταβλητών f : Rn → R, το θεωρήμα δηλώνει πως για
οποιοδήποτε διάνυσμα p, ισχύει

f(x+ p) = f(x) +∇f(x+ ap)Tp

για κάποιο a ∈ (0, 1).

7



ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΣΥΖΥΓΩΝ ΚΛΙΣΕΩΝ

Τελειώνοντας την ενότητα αυτή, δίνεται μια συνοπτική εισαγωγή στο αντικείμενο με-

λέτης του παρόντος κεφαλαίου, τις μεθόδους γραμμικής αναζήτησης.

Οι μέθοδοι γραμμικής αναζήτησης αποτελούν μια στρατηγική μετακίνησης από το

τρέχων σημείο xk στο επόμενο, xk+1. Πιο συγκεκριμένα, ο αλγόριθμος της εκάστοτε

μεθόδου επιλέγει αρχικά μια διεύθυνση pk κι εν συνεχεία αναζητά κατά μήκος της

διεύθυνσης αυτής ένα σημείο xk+1 για το οποίο η συνάρτηση έχει χαμηλότερη τιμή απ΄

ότι για το προηγούμενο, δηλαδή f(xk+1) < f(xk). Σημειώνεται πως από εδώ και στο

εξής, η τιμή της συνάρτησης σε ένα σημείο xk μπορεί να εκφράζεται είτε f(xk) είτε fk.
Συνήθως ο αλγόριθμος γραμμικής αναζήτησης επιλέγει τη διεύθυνση pk έτσι ώστε να

είναι διεύθυνση κατάβασης. Αυτό επιτυγχάνεται όταν το διάνυσμα pk σχηματίζει γωνία

αυστηρά μικρότερη από 90°από τη διεύθυνση της πιο απότομης κατάβασης, −∇fk.
Αυτό μαθηματικά μπορεί να εκφραστεί χρησιμοποιώντας το εσωτερικό γινόμενο των

δύο διανυσμάτων, ως εξής

−∇fTk pk > 0⇒ ∇fTk pk < 0

Επιλέγοντας την κατεύθυνση pk με τέτοιο τρόπο, είναι βέβαιο πως η τιμή της συνάρ-

τησης θα μειωθεί εαν ο αλγόριθμος κινηθεί προς αυτή την κατεύθυνση. Το επόμενο

ερώτημα που τίθεται είναι, αφού επιλεχθεί η διεύθυνση pk, πόσο θα είναι το βήμα που

θα γίνει κατά μήκος της. Το μήκος αυτό του βήματος μπορεί να βρεθεί εφαρμόζοντας

δύο διαφορετικούς τρόπους αναζήτησης κι εδώ είναι που πρέπει να γίνει μια επιλογή.

1.2 Βασικά Στοιχεία Μεθόδων Γραμμικής Α-

ναζήτησης

΄Εστω αk ∈ R+
ένα θετικό βαθμωτό μέγεθος που δείχνει πόσο μεγάλο θα είναι το

βήμα. Τότε αν σε μία επανάληψη, ο αλγόριθμος βρίσκεται στο σημείο xk, τότε το

επόμενο σημείο μπορεί να εκφραστεί ως εξής

xk+1 = xk + αkpk (1.1)

Ιδανικά, βρίσκεται το ολικό ελάχιστο της αντικειμενικής συνάρτησης κατά μήκος της

διεύθυνσης pk. Ο πρώτος τρόπος ονομάζεται μέθοδος ακριβούς αναζήτησης και κάνει

ακριβώς αυτό. Η μέθοδος αναζητεί το σημείο εκείνο xk+1 που ελαχιστοποιεί ως προς

αk την παρακάτω μονοδιάστατη συνάρτηση

φ(α) = f(xk + αpk) (1.2)

κι επιλέγεται έτσι το βέλτιστο α. Παρ΄ όλα αυτά κάτι τέτοιο, αρκετές φορές είναι μία

κοστοβόρα διαδικασία, καθώς απαιτεί αρκετούς υπολογισμούς της συνάρτησης αλλά κι

ενδεχομένως της κλίσης (gradient) ∇f .

Ο δεύτερος τρόπος ονομάζεται μέθοδος μη ακριβούς αναζήτησης και αποτελεί μια πιο

πρακτική στρατηγική. Πλέον η μέθοδος δεν αναζητά το α που ελαχιστοποιεί την φ αλλά

εκείνο που πετυχαίνει ικανοποιητική μείωση στην τιμή της. Για να επιτευχθεί αυτό,

ο αλγόριθμος καλείται να δοκιμάσει μια σειρά τιμών για το μήκος βήματος α και να

σταματήσει όταν βρεθεί κάποιο που πληρεί συγκεκριμένα κριτήρια. Η πιο απλή συνθήκη

που μπορούμε να σκεφτούμε είναι η f(xk +αkpk) < f(xk). Αυτή η συνθήκη όμως δεν
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είναι αρκετή για να εξασφαλιστεί πως ο αλγόριθμος θα συγκλίνει στο ελάχιστο. Πρέπει

να χρησιμοποιηθεί κάποιο κριτήριο που να επιβάλλει επαρκή μείωση στην αντικειμενική

συνάρτηση.

Συνθήκες Wolfe

Μία απο τις πιο δημοφιλής συνθήκες διακοπής του αλγορίθμου αναζήτησης του α είναι

η παρακάτω κι είναι η συνθήκη που εξασφαλίζει την επαρκή μείωση της συνάρτησης

f(xk + αpk) ≤ f(xk) + c1α∇fTk pk, c1 ∈ (0, 1) (1.3)

κι ονομάζεται συνθήκη Armijo. Το δεξί μέλος της παραπάνω ανισότητας συμβολίζεται

κι ως l(α). Αναφέρθηκε πρωτύτερα πως το να ζητηθεί μόνο μείωση στην τιμή της

f δεν αρκεί. Αν κάποιος κοιτάξει προσεκτικά την (1.3) θα παρατηρήσει πως πλέον η

μείωση που απαιτείται είναι σε αναλογία με το α και την παράγωγο κατά κατεύθυνση

∇fTk pk, η οποία είναι αρνητική έτσι ώστε η pk να είναι κατεύθυνση κατάβασης για

την αντικειμενική συνάρτηση. Με άλλα λόγια, αν το α είναι μικρό τότε επιτρέπεται

στην συνάρτηση να έχει μικρή μείωση, ενώ αν είναι μεγάλο απαιτείται μεγαλύτερη

μείωση στην τιμή της. Επιπλέον, η μείωση που θα ζητηθεί από την αντικειμενική

συνάρτηση οφείλει να είναι σε συμφωνία με την τιμή της κατά κατεύθυνσης παραγώγου.

Πράγματι, αν η ∇fTk pk έχει υψηλή τιμή, δηλαδή αν η τοπική κλίση της συνάρτησης είναι

μεγάλη, τότε αναμένεται να υπάρχει μεγάλη μείωση στην f ενώ αν βρισκόμαστε σε μια

πιο επίπεδη περιοχή δεν θα ζητηθεί σημαντική μείωση στην τιμή της. Η σταθερά c1

παίρνει τιμές ανάμεσα στο 0 και στο 1 και κάνει την αναζήτηση πιο ευέλικτη, διότι

προσαρμόζοντας την τιμή της, δίνει τη δυνατότητα στον αλγόριθμο να είναι λιγότερο

ή περισσότερο αυστηρός στην επιλογή του α. Τα παραπάνω μπορούν να εκφραστούν

και υπό την εξής σκοπιά: η συνθήκη αυτή δεν αφήνει τον αλγόριθμο να κάνει μεγάλα

βήματα, εκτός κι αν αυτά δημιουργούν μεγάλη μείωση στην τιμή της συνάρτησης.

Η παραπάνω συνθήκη εξακολουθεί να μην είναι ικανοποιητική όμως. Δεν εξασφαλίζει

ότι ο αλγόριθμος θα έχει ικανοποιητική πρόοδο, διότι μπορεί σε κάθε επανάληψη να

επιλέγει πολύ μικρό α, δηλαδή να κάνει μικρά βήματα κι άρα να επιφέρει πολύ μικρές

αλλαγές στην τιμή της f . Αυτό μπορεί να συμβεί, γιατί για α = 0 η κλίση της

φ(a) = f(xk+αpk) είναι∇fT (xk)pk κι η κλίση της l, c1∇fTk pk. Αλλά επειδή c1 ∈ (0, 1),
η φ έχει πιο απότομη κλίση από την l στο 0. ΄Αρα για αρκετά μικρές τιμές του α η

συνθήκη (1.3) ικανοποιείται πάντα, αφού το γράφημα της f(xk + αpk) θα είναι κάτω

από αυτό της l.

Για να αποφευχθούν λοιπόν ως επιλογές του αλγορίθμου τέτοιες ακραία μικρές τιμές

του α, εισάγεται και μία δεύτερη σύνθηκη. Φυσικά, όπως και πριν το τι θεωρείται

μικρό α δεν μπορεί να είναι αυθαίρετο, αλλά σε σχέση με την κλίση της συνάρτησης

ή αλλιώς την παράγωγο κατά την κατεύθυνση pk. Η ιδέα είναι να απαιτήσουμε από

την κατά κατεύθυνση παράγωγο της f στο σημείο xk+1 να είναι αρκετά μεγαλύτερη

από αυτήν στο xk. Τα παραπάνω εκφράζονται με την εξής ανισότητα, που καλείται

συνθήκη καμπυλότητας

∇f(xk + αpk)
Tpk ≥ c2∇fTk pk, c2 ∈ (c1, 1) (1.4)

όπου το αριστερό μέλος της ανισότητας είναι η παράγωγος κατά την κατεύθυνση p της f
ή αλλιώς η παράγωγος της φ, φ′(αk) η οποία υπενθυμίζεται πως είναι αρνητικό μέγεθος
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εφόσον η pk είναι διεύθυνση κατάβασης και το δεξί είναι η παράγωγος της φ στο α = 0,
φ′(0). Για να δει κάποιος πως όντως η συνθήκη αυτή μπορεί να απαγορεύσει πολύ μικρές

τιμές του μήκους βήματος α, αρκεί να σκεφτεί ότι για τιμές του c2 κοντά στο 1, η αύξηση

που επιτρέπεται στην κλίση να έχει στο νέο σημείο σε σχέση με το προηγούμενο είναι

ελάχιστη, κάτι το οποίο είναι δυνατόν να επιτευχθεί για πολύ μικρά βήματα. Αντιθέτως,

παίρνοντας μικρότερες τιμές του c2, απαιτείται μεγαλύτερη αύξηση κι άρα ταυτόχρονα

αναμένεται και μεγαλύτερο μήκος βήματος α ώστε να πραγματοποιηθεί η άυξηση αυτή.

Ρυθμίζοντας λοιπόν το c2 μπορούμε να αποφασίσουμε ποσό περιθώριο θα υπάρχει στην

επιλογή του α. Για μεγαλύτερες τιμές του, απορρίπτονται μόνο τα υπερβολικά μικρά

α ενώ για πιο μικρές τιμές του ο αλγόριθμος είναι πολύ αυστηρός και δέχεται μόνο

μεγάλες τιμές για το α.

Αξίζει να σημειωθεί πως οι 2 παραπάνω συνθήκες είναι γνωστές συλλογικά ως συν-

θήκες Wolfe και συνήθως παρουσιάζονται μαζί ως εξής

f(xk + αpk) ≤ f(xk) + c1α∇fTk pk (1.5αʹ)

∇f(xk + αpk)
Tpk ≥ c2∇fTk pk (1.5βʹ)

με 0 < c1 < c2 < 1. Κάποιος μπορεί να τις ερμηνεύσει και ως δύο συνθήκες οι οποίες

παρέχουν στο α ένα άνω και κάτω φράγμα αντίστοιχα. Επειδή οι συνθήκες Wolfe είναι

πιθανό να επιλέξουν ένα α που ικανοποιεί τις συνθήκες αλλά βρίσκεται μακριά από

το ελάχιστο της φ, πολλές φορές χρησιμοποιούνται οι λεγόμενες ισχυρές συνθήκες

Wolfe. Πλέον το α οφείλει να ικανοποιεί τις παρακάτω εκφράσεις, όπου η πρώτη είναι

ίδια ακριβώς με την (1.3) κι η (1.4) έχει τροποποιηθεί

f(xk + αpk) ≤ f(xk) + c1α∇fTk pk (1.6αʹ)

|∇f(xk + αpk)
Tpk| ≤ c2|∇fTk pk| (1.6βʹ)

με 0 < c1 < c2 < 1. Η συνθήκη (1.6βʹ) αποτρέπει την παράγωγο φ′(a) από το να

να είναι πολύ θετική. Με άλλα λόγια, επιλέγονται μήκη βήματος που «φέρνουν» την

συνάρτηση φ κοντά σε στάσιμο σημείο. ΄Οσο μικρότερη η τιμή της παραμέτρου c2 τόσο

πιο κοντά η τιμή του δεξιού μέλους της ανίσωσης στο 0 κι άρα τόσο πιο κοντά η φ(α)
σε στάσιμο σημείο. Σημειώνεται πως η σχέση (1.6βʹ) μπορεί να γραφεί εναλλακτικά

ως

|∇f(xk + αpk)
Tpk| ≤ −c2∇fTk pk

Το παρακάτω λήμμα αποδεικνύει πως υπάρχει πάντοτε α που ικανοποιεί τις συνθήκες

Wolfe, αρκεί η f να είναι ομαλή και κάτω φραγμένη.

Λήμμα 1.1 (Lemma 3.1 από [1]). Υποθέτουμε πως η συνάρτηση f : Rn → R
είναι συνεχώς παραγωγίσιμη. ΄Εστω pk διεύθυνση κατάβασης στο xk κι έστω πως
η f είναι κάτω φραγμένη κατά μήκος της ημιευθείας {xk + αpk|α > 0}. Τότε εάν
0 < c1 < c2 < 1, υπάρχουν διαστήματα που εμπεριέχουν μήκη βήματος τα οποία
ικανοποιούν τις συνθήκες Wolfe και τις ισχυρές συνθήκες Wolfe (1.6).

Απόδειξη. Παρατηρούμε πως η φ(α) = f(xk + αpk) είναι κάτω φραγμένη για κάθε

α > 0 Εφόσον 0 < c1 < 1, η γραμμή l(α) = f(xk) + αc1∇fTk pk δεν είναι κάτω

φραγμένη και επομένως οφείλει να τέμνει τη γραφική παράσταση της φ τουλάχιστον
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μία φορά. ΄Εστω α′ > 0 η πιο μικρή τιμή του α για την οποία τέμνονται οι γραφικές

παραστάσεις, δηλαδή

f(xk + α′pk) = f(xk) + α′c1∇fTk pk (1.7)

Η συνθήκη (1.5αʹ) ισχύει εμφανώς για όλα τα μήκη βήματος μικρότερα του α′.

Σύμφωνα με το Θεώρημα Μέσης Τιμής, υπάρχει α′′ ∈ (0, α′), τέτοιο ώστε

f(xk + α′pk)− f(xk) = α′∇f(xk + α′′pk)
Tpk (1.8)

Συνδυάζοντας τις (1.7) και (1.8), έχουμε

∇f(xk + α′′pk)
Tpk = c1∇fTk pk > c2∇fTk pk (1.9)

αφού c1 < c2 και ∇fTk pk < 0. Επομένως, το α′′ ικανοποιεί της συνθήκες Wolfe
(1.5) και ισχύουν αυστηρά οι ανισότητες στις (1.5αʹ) και (1.5βʹ). Συνεπώς, λόγω της

υπόθεσης περί ομαλότητας της συνάρτησης, υπάρχει ένα διάστημα γύρω από το α′′ για
το οποίο οι συνθήκες Wolfe ικανοποιούνται. Επιπλέον, εφόσον ο όρος στο αριστερό

μέλος της (1.9) είναι αρνητικός, οι ισχυρές συνθήκες Wolfe (1.6) ικανοποιούνται στο

ίδιο διάστημα.

Μέθοδος οπισθοδρόμησης (Backtracking)

΄Οπως ήδη έχει αναφερθεί, η συνθήκη επαρκούς μείωσης (1.5αʹ) δεν είναι αρκετή για

να εξασφαλιστεί πως ο αλγόριθμος θα παρουσιάσει ικανοποιητική πρόοδο κατά μήκος

της επιλεγμένης διεύθυνσης. Παρ΄ όλα αυτά, αν για την επιλογή του α χρησιμοποιηθεί

μία μέθοδος που ονομάζεται οπισθοδρόμηση, η δεύτερη συνθήκη (1.5βʹ) μπορεί να

παραληφθεί και να αξιοποιηθεί μόνο η πρώτη ως συνθήκη τερματισμού του αλγορίθμου.

Η μέθοδος αυτή έχει ως εξής

Διάλεξε ᾱ, ρ ∈ (0, 1), c ∈ (0, 1) και θέσε α← ᾱ
΄Οσο f(xk + αpk) ≥ f(xk) + c1α∇fTk pk, επανέλαβε

α← ρα
Τέλος αλγορίθμου με αk = α.

Είναι δεδομένο πως κάποιο αποδεκτό α θα βρεθεί έπειτα από πεπερασμένο αριθμό

βημάτων, διότι τελικά το μήκος βήματος θα γίνει αρκετά μικρό ώστε να ικανοποιείται

η συνθήκη επαρκούς μείωσης (1.5αʹ). Επιπλέον, η συνθήκη επαρκούς καμπυλότητας

είναι δυνατό να μη χρησιμοποιηθεί για τον παρακάτω λόγο. Ο αλγόριθμος εξασφαλίζει

πως το α που θα επιλεχθεί θα είναι είτε η προκαθορισμένη τιμή ᾱ, είτε ένα αk που να

είναι όσο μικρό πρέπει ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη. ΄Ομως αυτό το μήκος βήματος

δεν μπορεί να είναι πολύ μικρό, αφού η αποδεκτή αυτή τιμή είναι μικρότερη κατά έναν

παράγοντα ρ ∈ (0, 1) από την προηγούμενη δοκιμαστική τιμή, η οποία απορρίφθηκε

λόγω του ότι δεν ικανοποιούσε την (1.5αʹ), δηλαδή ήταν πολύ μεγάλη.

1.3 Σύγλιση των μεθόδων γραμμικής αναζήτη-

σης

Για να υπάρχει ολική σύγκλιση μίας μεθόδου γραμμικής αναζήτησης, δεν αρκεί να

έχουμε άρτια επιλεγμένα μήκη βήματος αλλά και σωστά επιλεγμένες διευθύνσεις pk.
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Μία ιδιότητα - κλειδί της διεύθυνσης αναζήτησης είναι η γωνία θk ανάμεσα στην pk και

στη διεύθυνση της πιο απότομης κατάβασης, −∇fk, οριζόμενη ως εξής

cos θk =
−∇fTk pk
‖∇fk‖‖pk‖

(1.10)

Το θεώρημα που παρουσιάζεται παρακάτω, το οποίο προέρχεται από τον Zoutendijk,
έχει εκτεταμένες συνέπειες. Ποσοτικοποιεί την επίδραση ενός σωστά επιλεγμένου

μήκους βήματος και δείχνει πως η μέθοδος της πιο απότομης κατάβασης είναι ολικά

συγκλίνουσα. Επιπλέον, για διαφορετικούς αλγόριθμους, περιγράφει πόσο πολύ μπορεί

να αποκλίνει η pk από την κατεύθυνση της πιο απότομης κατάβασης και ταυτόχρονα ο

αλγόριθμος να παράγει μια ολικά συγκλίνουσα ακολουθία. Το αποτέλεσμα αυτό απο-

δεικνύεται για διάφορες συνθήκες τερματισμού της γραμμικής αναζήτησης, αλλά εδώ

θα χρησιμοποιηθούν οι συνθήκες Wolfe (1.5).

Θεώρημα 1.7 (Theorem 3.2 από [1]). Θεωρήστε οποιαδήποτε επαναληπτική μέθο-
δο της μορφής (1.1), όπου η pk είναι διεύθυνση κατάβασης, δηλαδή ∇fTk pk < 0 και το
αk ικανοποιεί τις συνθήκες Wolfe (1.5) για 0 < c1 < c2 < 1. Υποθέστε επιπλέον πως
η f είναι κάτω φραγμένη στο σύνολο Rn

και πως η f είναι συνεχώς διαφορίσιμη σε
ένα ανοιχτό σύνολο N που περιέχει το σύνολο

L = {x : f(x) ≤ f(x0)}

όπου x0 το αρχικό σημείο της μεθόδου. Επίσης θεωρήστε ότι η κλίση∇f είναι συνεχής
κατά Lipschitz στο N , δηλαδή υπάρχει σταθερά L > 0 τέτοια ώστε

‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ L‖x− y‖, ∀x, y ∈ N (1.11)

Τότε ∑
k≥0

cos2 θk ‖∇fk‖2 <∞ (1.12)

Απόδειξη. Από τις σχέσεις (1.1) και (1.5βʹ) προκύπτει πως

(∇fk+1 −∇fk)Tpk ≥ (c2 − 1)∇fTk pk

όπου το εκάστοτε σημείο xk ανήκει στο σύνολο L. Επίσης, η συνθήκη (1.11) συνε-

πάγεται πως

(∇fk+1 −∇fk)Tpk ≤ αkL‖pk‖2

Συνδυάζοντας αυτές τις δύο σχέσεις έχουμε το παρακάτω αποτέλεσμα

αk ≥
c2 − 1

L

∇fTk pk
‖pk‖2

Αντικαθιστώντας την ανισότητα αυτή στην πρώτη συνθήκη Wolfe (1.5αʹ) παίρνουμε

fk+1 ≤ fk − c1
1− c2

L

(∇fTk pk)2

‖pk‖2

Στην συνέχεια, χρησιμοποιώντας τον ορισμό (1.10), μπορούμε να γράψουμε την παρα-

πάνω ανισότητα ως εξής

fk+1 ≤ fk − c cos2 θk ‖∇f‖2

12
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όπου c = c1(1 − c2)/L. Παίρνοντας το άθροισμα της σχέσης αυτής για όλους τους

δείκτες μικρότερους ή ίσους του k, έχουμε την εξής σχέση

fk+1 ≤ f0 − c
k∑
j=0

cos2 θj ‖∇fj‖2
(1.13)

Εφόσον η f είναι κάτω φραγμένη, έχουμε ότι η ποσότητα f0 − fk+1, η οποία υπενθυ-

μίζεται πως είναι εναλλακτική γραφή της f(0)−f(xk+1), είναι μικρότερη από μια θετική

σταθερά, για όλα τα k. Συνεπώς, παίρνοντας όρια στην σχέση (1.13) λαμβάνομυε το

αποτέλεσμα
∞∑
k=0

cos2 θk ‖∇fk‖2 <∞

κι έτσι ολοκληρώνεται την απόδειξη.

Η ανισότητα (1.12) καλείται συνθήκη Zoutendijk. Οι υποθέσεις του Θεωρήματος

1.7 δεν είναι ιδιαίτερα περιοριστικές. Αν η συνάρτηση f δεν ήταν κάτω φραγμένη, το

πρόβλημα βελτιστοποίησης που αντιμετωπίζουμε δεν θα ήταν καλά ορισμένο. Επίσης

η συνέχεια κατά Lipschitz είναι μια υπόθεση που πολλές συνθήκες ομαλότητας που

χρησιμοποιούνται σε θεωρήματα τοπικής σύγκλισης συνεπάγονται, οι οποίες ικανο-

ποιούνται στην πράξη. Η συνθήκη Zoutendijk δίνει ότι

cos2 θk‖∇fk‖2 → 0 (1.14)

Αυτό το όριο μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να εξαχθούν αποτελέσματα ολικής σύγκλι-

σης για μεθόδους γραμμικής αναζήτησης.

Αν η μέθοδος επιλογής της διεύθυνσης pk εξασφαλίζει πως η γωνία της (1.10)

παραμένει μακριά από τις 90°, τότε υπάρχει θετική σταθερά δ τέτοια ώστε

cos θk ≥ δ > 0, ∀k (1.15)

κι αμέσως λαμβάνεται η εξής σχέση

lim
k→∞
‖∇fk‖ = 0 (1.16)

Με άλλα λόγια, μπορούμε να είμαστε βέβαιοι πως οι νόρμες των κλίσεων ‖∇fk‖ συ-

γκλίνουν στο 0, αρκεί οι διευθύνσεις αναζήτησης να μην πλησιάζουν την ορθογωνι-

ότητα με την κλίση ∇f .

Η έκφραση ολικά συγκλίνων χρησιμοποιείται για την περιγραφή αλγορίθμων για

τους οποίους η ιδιότητα (1.16) ικανοποιείται. Για επαναληπτικές μεθόδους της μορφής

(1.1), το όριο (1.16) είναι το πιο ισχυρό αποτέλεσμα ολικής σύγκλισης που μπορεί

να αποκτηθεί. Η σύγκλιση της μεθόδου σε σημείο ελαχίστου δε μπορεί να εγγυηθεί,

αλλά μόνο σε στάσιμο σημείο. Για να συμπεριληφθεί στα αποτελέσματα η σύγκλιση

σε σημείο τοπικού ελαχίστου θα πρέπει η διεύθυνση pk να ικανοποιεί επιπρόσθετους

περιορισμούς, αναφορικά, παραδείγματος χάρη, με τον Εσσιανό πίνακα ∇2fk.

Για ορισμένους αλγόριθμους, όπως η μέθοδος συζυγών κλίσεων που είναι το αντικε-

ίμενο της παρούσας μελέτης, δύναται να αποδειχθεί μόνο ένα πιο αδύναμο αποτέλεσμα

από την (1.16), η έκφραση

lim inf
k→∞

‖∇fk‖ = 0 (1.17)
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Δηλαδή, μπορούμε να δείξουμε ότι μόνο μια υπακολουθία των νορμών των κλίσεων

συγκλίνει στο 0, αντί για ολόκληρη την ακολουθία. Αυτό το αποτέλεσμα μπορεί επίσης

να αποδειχθεί κάνοντας χρήση της συνθήκης Zoutendijk (1.12). Σκιαγραφείται μια

απόδειξη με χρήση της εις άτοπον απαγωγής. Εάν υποτεθεί πως η σχέση (1.17) δεν

ισχύει, τότε οι κλίσεις δεν συγκλίνουν στο 0 κι άρα υπάρχει γ > 0 ώστε

‖∇fk‖ ≥ γ, ∀ αρκετά μεγάλο k (1.18)

Τότε από την (1.14) συμπεραίνουμε ότι

cos θk → 0 (1.19)

Με άλλα λόγια, ολόκληρη η ακολουθία {cos θk} συκλίνει στο 0. Επομένως, για να

αποδειχθεί η (1.17), αρκεί να δείξουμε ότι μια υποκολουθία cos θkj είναι φραγμένη

μακριά από το 0.

Εφαρμόζοντας την τεχνική απόδειξης που παρουσιάστηκε παραπάνω, μπορούμε να

δειχθεί η ολική σύγκλιση υπό το πρίσμα των σχέσεων (1.16) ή (1.17) για μια γενι-

κότερη κλάση αλγορίθμων. Θεωρήστε οποιονδήποτε αλγόριθμο για τον οποίον (a) η

αντικειμενική συνάρτηση παρουσιάζει μείωση έπειτα από κάθε επανάληψη, και (b) κάθε

ν-οστή επανάληψη γίνεται βήμα προς την κατεύθυνση της πιο απότομης κατάβασης,

με μήκος βήματος που ικανοποιεί τις συνθήκες Wolfe ή κάποια άλλη συνθήκη. Τότε,

εφόσον για την διεύθυνση πιο απότομης κατάβασης −∇f είναι cos θk = 1, είναι αληθής
η σχέση (1.17).

1.4 Ρυθμός Σύγκλισης

Θα μπορούσε κάποιος να σκεφτεί ότι η σχεδίαση αλγορίθμων με ευνοϊκές συνθήκες

σύγκλισης είναι κάτι απλό, αρκεί να υπάρχει προσοχή ώστε η διεύθυνση αναζήτησης

pk να μην πλησιάζει στην ορθογωνιότητα με το ∇fk ή πως γίνονται συχνά βήματα προς

τη κατεύθυνση −∇f . Παρ΄ όλα αυτά ενώ διαδικασίες που εγγυούνται ολική σύγκλιση

μπορεί να προξενήσουν αργό ρυθμό σύγκλισης ή να «χαλάσουν» ιδιότητες της εκάστοτε

μεθόδου.

Αν γνωρίζουμε ότι η επαναληπτική μέθοδος συγκλίνει, το επόμενο ερωτήμα είναι

πόσο γρήγορα. Αλγόριθμοι που πετυχαίνουν ταχεία σύγκλιση μπορεί ορισμένες φορές

να έρθουν σε σύγκρουση με τις προϋποθέσεις ολικής σύγκλισης, καθώς και το αντίθε-

το. Για παράδειγμα, η μέθοδος της πιο απότομης κατάβασης είναι ο πιο κλασσικός

αλγόριθμος που συγκλίνει ολικά, αλλά όπως θα δειχθεί στην συνέχεια είναι αρκετά

αργός. Πριν μελετήσουμε συνοπτικά το ρυθμό σύγκλισης της μεθόδου πιο απότομης

κατάβασης, αναφέρονται κάποια πράγματα σχετικά με τον ρυθμό σύγκλισης.

Ο ρυθμός σύγκλισης ενός επαναληπτικού αλγορίθμου είναι ένα μέτρο εκτίμησης

της ταχύτητας σύγκλισης και μπορούμε να πούμε ότι εκτιμάει την υπολογστική απο-

δοτικότητά του. ΄Ενας αποτελεσματικός τρόπος αξιολόγησης του, είναι η σύγκριση

ανάμεσα στην πρόοδο που παρουσιάζεται σε ένα βήμα του αλγορίθμου και στην πρόο-

δο που υπήρξε στο προηγούμενο βήμα. Πιο συγκεκριμένα, έστω μια ακολουθία {xk}
που συγκλίνει στο x∗. Τότε λέμε πως η ακολουθία έχει τάξη σύγκλισης r ≥ 1 με

παράγοντα γ, εάν υπάρχει k0 τέτοιο ώστε για κάθε k ≥ k0

‖xk+1 − x∗‖ ≤ γ‖xk − x∗‖r

14
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Αξίζει να σημειωθεί πως αν r = 1 και γ ∈ (0, 1), ο ρυθμός σύγκλισης λέγεται γραμ-

μικός, ενώ αν r = 2 τότε η σύγκλιση ονομάζεται τετραγωνική σύγκλιση. Τέλος, εάν

‖xk+1−x∗‖/‖xk−x∗‖r → 0, καθώς k →∞, ο ρυθμός σύγκλισης καλείται υπεργραμ-

μικός. Ακολουθεί μια πιο αναλυτική περιγραφή των ρυθμών σύγκλισης, έχοντας ως

αντικείμενο μελέτης την μέθοδο πιο απότομης κατάβασης.

Ρυθμός Σύγκλισης Της Μεθόδου Πιο Απότο-

μης Κατάβασης (Steepest Descent)

Θα μελετηθεί η ιδανική περίπτωση, όπου η αντικειμενική συνάρτηση είναι τετραγωνική

και η γραμμική αναζήτηση ακριβής. ΄Εστω

f(x) =
1

2
xTQx− bTx (1.20)

όπου ο Q είναι συμμετρικός (δηλαδή Q = QT
) και θετικά ορισμένος πίνακας και κατά

συνέπεια η f είναι κυρτή συνάρτηση. Η κλίση της f δίνεται από τον τύπο ∇f(x) =
Qx− b και το σημείο x που είναι η λύση της εξίσωσης ∇f(x) = 0⇒ Qx = b, δηλαδή
το σημείο ελαχίστου της f , συμβολίζεται x∗. Ως κατεύθυνση pk πλέον επιλέγεται η

−∇f , οπότε για τον υπολογισμό του μήκους βήματος αk αρκεί να παραγωγίσουμε ως

προς α την f(xk+1) = f(xk − α∇fk). Θέτοντας έπειτα την παράγωγο ίση με το 0,
λαμβάνεται η εξής σχέση για το μήκος του βήματος

αk =
∇fTk ∇fk
∇fTk Q∇fk

(1.21)

κι άρα

xk+1 = xk −
(
∇fTk ∇fk
∇fTk Q∇fk

)
∇fk (1.22)

Για να μπορέσει να γίνει ποσοτικοποίηση του ρυθμού σύγκλισης της μεθόδου, ορίζεται

η ενεργειακή νόρμα

‖x‖2
Q = xTQx

Κάνοντας χρήση της έκφρασης Qx∗ = b για το σημείο ελαχίστου x∗, αποδεικνύεται

πως

1

2
‖x− x∗‖2

Q = f(x)− f(x∗) (1.23)

Πράγματι

1

2
‖x− x∗‖2

Q =
1

2
(x− x∗)TQ(x− x∗)

=
1

2
(xTQx− bTx+ x∗TQx∗ − bTx∗)

=
1

2
xTQx− bTx+

1

2
x∗TQx∗

= f(x) +
1

2
x∗TQx∗

= f(x) + x∗TQx∗ − 1

2
x∗TQx∗

= f(x)− f(x∗)
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Σχήμα 1.2: Η μέθοδος της πιο απότομης κατάβασης.

Συνεπώς, η ενεργειακή νόρμα αντιπροσωπεύει την διαφορά ανάμεσα στην τρέχουσα τι-

μή της αντικειμενικής συνάρτησης, f(x), και στην βέλτιστη τιμή f(x∗). Συνδυάζοντας

την έκφραση (1.22) με την σχέση ∇fk = Q(xk − x∗), λαμβάνεται η παρακάτω ισότητα

‖xk+1 − x∗‖2
Q =

{
1− (∇fTk ∇fk)2

(∇fTk Q∇fk)(∇fTk Q−1∇fk)

}
‖xk − x∗‖2

Q (1.24)

Η απόδειξη της σχέσης αυτής έχει ως εξής. Χρησιμοποιώντας τις (1.22) και ∇fk =
Q(xk − x∗) αποδεικνύεται πως ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις

‖xk − x∗‖2
Q − ‖xk+1 − x∗‖2

Q =
(∇fTk ∇fk)2

∇fTk Q∇fk
και

‖xk − x∗‖2
Q = ∇fTKQ−1∇fk

Από αυτές τις δύο εκφράσεις, προκύπτει η (1.24).

Λόγω δύσκολης ερμηνείας του όρου στο δεξί μέλος της (1.24), είναι χρήσιμο το

παρακάτω θεώρημα, το οποίο πρακτικά φράσσει τη μείωση της f σε κάθε επανάλη-

ψη χρησιμοποιώντας τον δείκτη κατάστασης του πίνακα Q. Ως δείκτης κατάστασης

ορίζεται η ποσότητα

κ(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 = λn/λ1

Πρωτού παρουσιαστεί το θεώρημα, δίνεται ο ορισμός της ανισότητας Kantorovich, η

οποία θα αξιοποιηθεί στην απόδειξη του θεωρήματος και αποτελεί ένα φράγμα για το

δεξί μέλος της έκφρασης (1.24).

Λήμμα 1.2 (Ανισότητα Kantorovich). ΄Εστω Q ένας θετικά ορισμένος και συμμε-
τρικός πίνακας με ιδιοτιμές 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn. Τότε για οποιοδήποτε διάνυσμα
x ισχύει η ανισότητα Kantorovich

(xTx)2

(xTQx)(xTQ−1x)
≥ 4λ1λn

(λ1 + λn)2
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Θεώρημα 1.8 (βλ. Luenberger [8]). ΄Οταν η μέθοδος πιο απότομης κατάβασης με

ακριβή γραμμική αναζήτηση εφαρμοστεί στην αυστηρά κυρτή συνάρτηση f , η νόρμα
της σχέσης (1.23) ικανοποιεί την ανισότητα

‖xk+1 − x∗‖2
Q ≤

(
λn − λ1

λn + λ1

)2

‖xk − x∗‖2
Q (1.25)

όπου 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn οι ιδιοτιμές του πίνακα Q.

Απόδειξη. Λόγω της έκφρασης (1.24) και του λήμματος 1.2, έχουμε πως

‖xk+1 − x∗‖2
Q ≤

{
1− 4λ1λn

(λ1 + λn)2

}
‖xk − x∗‖2

Q =

(
λn − λ1

λn + λ1

)2

‖xk − x∗‖2
Q

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (1.23) και (1.25), μπορεί κάποιος να δει πως η σύγκλιση των

τιμών f(xk) στην ελάχιστη τιμή f(x∗) είναι γραμμική με παράγοντα [(λn − λ1)/(λn +
λ1)]2. Στην ειδική περίπτωση όπου όλες οι ιδιοτιμές του Q είναι ίσες, τότε η σύγκλιση

πετυχαίνεται σε μία επανάληψη.

Εκφράζοντας τη σχέση (1.25) συναρτήσει του δείκτη κατάστασης, είναι εμφανές πως

όσο πιο κοντά στο 1 βρίσκεται ο δείκτης, δηλαδή όσο πιο κοντά βρίσκονται οι δύο

ακραίες ιδιοτιμές του πίνακα Q, τόσο πιο γρήγορα επιτυγχάνεται η σύγκλιση.

Για γενικές μη γραμμικές συναρτήσεις, η συμπεριφορά της μεθόδου πιο απότομης κα-

τάβασης είναι ουσιαστικά η ίδια, κάτι που περιγράφει το επόμενο θεώρημα. Το μήκος

βήματος α θεωρείται πως είναι το ολικό ελάχιστο κατά μήκος της επιλεγμένης διεύθυν-

σης.

Θεώρημα 1.9 (Theorem 3.4 από [1]). ΄Εστω συνάρτηση f : Rn → R, η οποία
είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη και πως τα σημεία που παράγονται σε κάθε

επανάληψη της μεθόδου της πιο απότομης κατάβασης με ακριβή γραμμική αναζήτηση

συγκλίνουν σε ένα σημείο x∗ στο οποίο ο Εσσιανός πίνακας ∇2f(x∗) είναι θετικά
ορισμένος. Επίσης έστω ότι r είναι βαθμωτό μέγεθος για το οποίο ισχύει

r ∈
(
λn − λ1

λn + λ1

, 1

)
όπου λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn οι ιδιοτιμές του ∇2f(x∗). Τότε για k αρκετά μεγάλα, έχουμε

f(xk+1)− f(x∗) ≤ r2[f(xk)− f(x∗)]

Εάν για την εύρεη του μήκους βήματος χρησιμοποιηθεί μη ακριβής γραμμική αναζήτη-

ση, δεν αναμένεται να βελτιωθεί ο ρυθμός σύγκλισης. Κατά συνέπεια, το τελευταίο

θεώρημα συνεπάγεται πως ο ρυθμός σύγκλισης της μεθόδου πιο απότομης κατάβασης

μπορεί να είναι πολύ αργός, ακόμα και αν ο δείκτης κατάστασης του Εσσιανού πίνακα

είναι ικανοποιητικός.
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1.5 Αλγόριθμοι Επιλογής Μήκους Βήματος

Κατά τη διάρκεια αντιμετώπισης του προβλήματος ελαχιστοποίησης της μονοδιάστατης

συνάρτησης

φ(α) = f(xk + αpk) (1.26)

πρέπει να βρεθεί κάποιο μήκος βήματος αk που ικανοποιεί κάποια συνθήκη τερματισμού.

Η διεύθυνση pk θεωρείται ως διεύθυνση κατάβασης κι άρα η εκάστοτε αναζήτηση

μπορεί να περιοριστεί σε θετικά α. Εάν η f είναι κυρτή τετραγωνική συνάρτηση, έστω

f(x) = 1
2
xTQx− bTx, τότε το αk που ελαχιστοποιεί την f(xk +αkpk) κατά μήκος της

ημιευθείας xk + αkpk μπορεί να υπολογιστεί αναλυτικά ως εξής

αk = −∇f
T
k pk

pTkQpk
(1.27)

΄Ομως, για γενικές μη γραμμικές συναρτήσεις, μία βηματική διαδικασία είναι απαραίτητη

για την εύρεση του α. Η διαδικασία γραμμικής αναζήτησης είναι ιδιαίτερα σημαντική

διότι επηρεάζει σε μεγάλο βαθμό την αποτελεσματικότητα όλων των μη γραμμικών

μεθόδων βελτιστοποίησης. Τέτοιες μέθοδοι μπορούν να διαχωριστούν σε κατηγορίες

ανάλογα με το τι πληροφορία σχετικά με τη συνάρτηση χρησιμοποιούν. Αλγόριθμοι που

αξιοποιούν μόνο τις τιμές της συνάρτησης είναι συνήθως λιγότερο αποτελεσματικοί από

άλλους που μπορεί να αξιοποιούν διαθέσιμη πληροφορία για την κλίση, καθώς τέτοιου

είδους πληροφορία μας επιτρέπει να γνωρίζουμε αν κάποιο κατάλληλο αk έχει βρεθεί,

όπως αυτό καθορίζεται για παράδειγμα μέσα από τις συνθήκες Wolfe.

΄Ολες οι διαδικασίες γραμμικής αναζήτησης προϋποθέτουν την ύπαρξη ενός αρχικού

α0 και εν συνεχεία παράγουν μία ακολουθία {αi}. Οι διαδικασία αυτές έπειτα είτε

θα τερματίσουν όταν βρουν κατάλληλο μήκος βήματος είτε θα καταλήξουν στο συ-

μπέρασμα πως δεν υπάρχει κάποιο. Συνήθως αποτελούνται από δύο στάδια. Το πρώτο

βρίσκει ένα διάστημα [ā, b̄] που περιέχει αποδεκτά μήκη βήματος και ονομάζεται στάδιο

bracketing. Το δεύτερο σαρώνει αυτό το διάστημα μόνο, ώστε να επιλέξει το τελικό

αk κι ονομάζεται στάδιο επιλογής.

Αλγόριθμος Γραμμικής Αναζήτησης Για Τις Συν-

θήκες Wolfe

Ακολουθεί μία διαδικασία εύρεσης μήκους βήματος που ικανοποιεί τις ισχυρές συν-

θήκες Wolfe (1.6) για οποιεσδήποτε παραμέτρους c1, c2 ικανοποιούν τη σχέση 0 <
c1 < c2 < 1. Θεωρείται δεδομένο πως p είναι διεύθυνση κατάβασης και πως η f είναι

κάτω φραγμένη κατά μήκος της διεύθυνσης αυτής. Ο αλγόριθμος αποτελείται από τα

δύο στάδια που περιγράφηκαν νωρίτερα. Ξεκινάει με μία αρχική τιμή α1 και την αυ-

ξάνει έως ότου βρεί αποδεκτό μήκος βήματος ή μέχρι να βρει διάστημα που περιέχει τα

επιθυμητά μήκη βήματος. Στην περίπτωση που βρεθεί διάστημα, περνάει στο επόμενο

στάδιο, κατά το οποίο καλείται μία συνάρτηση που ονομάζεται zoom, η οποία μειώνει

συνεχώς το μέγεθος του διαστήματος έως ότου βρεθεί ένα αποδεκτό μήκος βήματος.

Παρουσιάζεται στη συνέχεια ο αλγόριθμος που περιγράφηκε. Η σχέση (1.6αʹ) ο-

νομάζεται όπως έχει ήδη ειπωθεί συνθήκη επαρκούς μείωσης και η (1.6βʹ) καλείται

συνθήκη καμπυλότητας. Επιπλέον, η παράμετρος αmax είναι ένα ανώτατο φράγμα για
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τις τιμές που μπορεί να πάρει το μήκος βήματος και α∗ το τελικό α που ικανοποιεί τις

ισχυρές συνθήκες Wolfe.

Αλγόριθμος 1.1

Θέτουμε α0 ← 0, επιλέγουμε αmax και α1 ∈ (0, αmax)
i← 1
Επανέλαβε

Υπολογισμός φ(αi)
Εάν φ(αi) > φ(0) + c1αiφ

′(0) ή [φ(αi) ≥ φ(αi−1) και i > 1]
α∗ ← zoom(αi−1, αi) και τέλος

Υπολογισμός φ′(αi)
Εάν |φ′(αi)| ≤ −c2φ

′(0)
Θέτουμε α∗ ← αi και τέλος

Εάν φ′(αi) ≥ 0
Θέτουμε α∗ ← zoom(αi, αi−1) και τέλος

Επιλέγουμε αi+1 ∈ (αi, αmax)
i← i+ 1

Τέλος του Επανέλαβε

΄Οταν μία από τις παρακάτω τρεις συνθήκες ισχύει, ο αλγόριθμος γνωρίζει πως το

διάστημα (αi−1, αi) περιέχει μήκη βήματος που ικανοποιούν τις ισχυρές συνθήκες W-
olfe:

1. Το αi παραβιάζει τη συνθήκη επαρκούς μείωσης

2. φ(αi) ≥ φ(αi−1)

3. φ′(αi) ≥ 0

Αν ο αλγόριθμος φτάσει στο τελευταίο βήμα, τότε βρίσκει με κάποιον τρόπο την ε-

πόμενη δοκιμαστική τιμή αi+1, όπως για παράδειγμα θέτοντας το αi+1 να είναι κάποια

σταθερά επί το αi.

Η συνάρτηση zoom που καλείται μέσα στον αλγόριθμο 1.1 έχει τη μορφή zo-
om(αlo, αhi) και είναι κι αυτή ένας αλγόριθμος. Τα ορίσματα της συνάρτησης αυτής

είναι τέτοια ώστε

(αʹ) Το διάστημα (αlo, αhi) περιέχει μήκη βήματος που ικανοποιούν τις ισχυρές συν-

θήκες Wolfe

(βʹ) Το αlo ανήκει στα α που έχουν ήδη παραχθεί και ικανοποιεί τη συνθήκη επαρκούς

μείωσης κι είναι αυτό που δίνει τη μικρότερη τιμή της συνάρτησης

(γʹ) Το αhi επιλέγεται έτσι ώστε φ
′(αlo)(αhi − αlo) < 0.

Σε κάθε επανάληψη, η zoom παράγει κάποιο αj μεταξύ αlo και αhi. Αν το αj ικανοποιεί
τις ισχυρές συνθήκες Wolfe, τότε τερματίζει ο αλγόριθμος και α∗ = αj. Αλλιώς,

αντικαθιστά ένα από τα δύο άκρα του διαστήματος με το αj με τέτοιο τρόπο ώστε οι

(α΄), (β΄) και (γ΄) να συνεχίσουν να ισχύουν. Αυτά παρουσιάζονται και στον ακόλουθο

αλγόριθμο που αποτελεί μια τυπική συνάρτηση zoom.
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Αλγόριθμος zoom

Επανέλαβε

Εύρεση δοκιμαστικού μήκους βήματος αj ανάμεσα σε αlo και αhi
Υπολογισμός φ(αj)
Εάν φ(αj) > φ(0) + c1αjφ

′(0) ή φ(αj) ≥ φ(αlo)
Θέτουμε αhi ← αj

Αλλιώς

Υπολογισμός φ′(αj)
Εάν |φ′(αj)| ≤ −c2φ

′(0)
Θέτουμε α∗ ← αj και τέλος

Εάν φ′(αj)(αhi − αlo) ≥ 0
Θέτουμε αhi ← αlo και τέλος

Θέτουμε αlo ← αj
Τέλος του Επανέλαβε

Μπορεί κανείς να δει πως, εάν αj ικανοποιεί την συνθήκη επαρκούς μείωσης και η

συνάρτηση φ(α) έχει χαμηλότερη τιμή για αυτό από ότι για το αlo, τότε το αlo τίθεται

ίσο με το αj για να συνεχίσει να είναι αληθής η συνθήκη (β΄). Εάν όμως αυτό οδηγήσει

σε παραβίαση της συνθήκης (γ΄), τότε για να αντιμετωπιστεί αυτό το πρόβλημα, το αhi
τίθεται ίσο με την παλιά τιμή του αlo.
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Κεφάλαιο 2

Γραμμική Μέθοδος Συζυγών

Κλίσεων

Η μέθοδος της πιο απότομης κατάβασης πολλές φορές καταλήγει να κάνει βήματα σε

διευθύνσεις προς τις οποίες κινήθηκε σε προηγούμενες επαναλήψεις, κάτι που δείχνει

οτι την πρώτη φορά που επιλέχθηκε μία τέτοια διεύθυνση, δεν επιλέχθηκε και το

κατάλληλο μέγεθος βήματος κατά μήκος αυτής. Μία ιδέα για να αποφευχθούν τέτοιες

περιπτώσεις και όταν επιλέγουμε μια κατεύθυνση να διαλέγουμε σωστά το αk, είναι

οι κατευθύνσεις p0, p1, . . . , pk−1 να είναι μεταξύ τους συζυγείς. Η μέθοδος συζυγών

κλίσεων προτάθηκε αρχικά από τους Hestenes και Stiefel ως μία επαναληπτική μέθοδος

για την επίλυση μεγάλων γραμμικών συστημάτων κι αυτή τους η χρήση είναι ο πρώτος

λόγος που μας ενδιαφέρει η μέθοδος και θα μελετηθεί σε αυτό το κεφάλαιο. Ο δεύτερος

είναι το γεγονός πως μπορεί να προσαρμοστεί ώστε να λύνει μη γραμμικά προβλήματα

βελτιστοποίησης, το οποίο θα μελετηθεί στο επόμενο κεφάλαιο.

Η γραμμική μέθοδος συζυγών κλίσεων είναι μία βηματική μέθοδος που επιλύει ένα

γραμμικό σύστημα εξισώσεων της μορφής

Ax = b (2.1)

όπου ο A είναι ένας n× n συμμετρικός και θετικά ορισμένος πίνακας. Η επίλυση του

γραμμικού συστήματος είναι ισοδύναμη με την ελαχιστοποίηση της παρακάτω τετρα-

γωνικής συνάρτησης

φ(x) =
1

2
xTAx− bTx (2.2)

Αυτή η ισοδυναμία επιτρέπει στη γραμμική μέθοδο συζυγών κλίσεων να θεωρηθεί είτε

ως ένας αλγόριθμος επίλυσης γραμμικών συστημάτων είτε ως μία τεχνική ελαχιστο-

ποίησης κυρτών τετραγωνικών συναρτήσεων.

Μία ποσότητα που θα χρησιμεύσει αρκετά στη συνέχεια είναι το υπόλοιπο

rk = Axk − b (2.3)

Μπορεί να θεωρηθεί ως ένα μέτρο του πόσο μακριά είμαστε από την τιμή του b και

είναι ίσο με την κλίση της συνάρτησης φ

∇φ(x) = Ax− b = r(x) (2.4)
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2.1 Μέθοδοι Συζυγών Κατευθύνσεων

΄Οπως αναφέρθηκε πρωτύτερα, οι κατεύθυνσεις κατά μήκος των οποίων κάνει βήματα

ο αλγόριθμος των συζυγών κλίσεων είναι συζυγείς. ΄Ενα σύνολο μη μηδενικών διανυ-

σμάτων p0, p1, . . . , pn−1 καλείται συζυγές ως προς τον συμμετρικό και θετικά ορισμένο

πίνακα A εάν

pTi Apj = 0, ∀i 6= j (2.5)

΄Οποιοδήποτε σύνολο διανυσμάτων ικανοποιεί αυτή τη σχέση αποτελείται από γραμμι-

κώς ανεξάρτητα διανύσματα, κάτι που αποδεικνύεται εύκολα. Πράγματι, έστω πως τα

διανύσματα p1, p2, . . . , pn είναι συζυγή ως προς τον A και γραμμικώς εξαρτημένα. Τότε

υπάρχουν αi, i = 1, . . . , n, όχι όλα μηδέν, ώστε

n∑
i=1

αipi = 0

Πολλαπλασιάζοντας τη σχέση αυτή με τον πίνακα A από αριστερά, προκύπτει ότι

A
n∑
i=1

αipi =
n∑
i=1

αiApi = 0

Παίρνοντας στη συνέχεια το εσωτερικό γινόμενο με το διάνυσμα pk, λόγω συζυγών

κατευθύνσεων η παραπάνω σχέση γίνεται

pk

n∑
i=1

αiApi = αkp
T
kApk = 0

κάτι το οποίο είναι άτοπο διότι ο πίνακας A είναι θετικά ορισμένος, δηλαδή pTkApk > 0.
Επομένως αk = 0 για κάθε k κι άρα τα διανύσματα είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Η σημασία των συζυγών κατευθύνσεων έγκειται στο γεγονός ότι αν έχουμε pi, i =
0, . . . , n − 1 κατευθύνσεις, τότε μπορούμε να ελαχιστοποιήσουμε την φ σε n βήματα,

ελαχιστοποιώντας την διαδοχικά κατά μήκος κάθε μίας από τις ξεχωριστές διευθύνσεις

pi, κάτι το οποίο θα δειχθεί στο επακόλουθο θεώρημα. ΄Εστω αρχικά μέθοδος συζυγών

κατευθύνσεων που ξεκινάει από το σημείο x0 ∈ Rn
και παράγει την ακολουθία νέων

σημείων {xk} σύμφωνα με την σχέση

xk+1 = xk + αkpk (2.6)

με {p0, p1, . . . , pn−1} να είναι σύνολο συζυγών κατευθύνσεων και αk το μήκος βήματος

που ελαχιστοποιεί την τετραγωνική συνάρτηση φ κατά μήκος της κατεύθυνσης xk+apk.
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Υπολογίζεται ως εξής

d

dα
φ(xk + αpk) = 0

φ′(xk + αpk)
Tpk = 0

r(xk + αpk)
Tpk = 0

[(A(xk + αpk))
T − bT ]pk = 0

(xTkA
T + αpTkA

T − bT )pk = 0

xTkApk + αpTkApk − bTpk = 0

(xTkA− bT )pk + αpTkApk = 0

(Axk − b)Tpk + αpTkApk = 0

rTk pk + αpTkApk = 0

κι άρα

α = − rTk pk
pTkApk

(2.7)

Επιπλέον, παρατίθεται ο ακόλουθος ορισμός ενός μαθηματικού αντικειμένου που θα

χρησιμεύσει.

Ορισμός 2.1. ΄Εστω ένας διανυσματικός χώρος V πάνω σε ένα σώμα K κι ένας

υπόχωρος S του V . Τότε ορίζουμε ως γραμμική θήκη του S και συμβολίζουμε με

span(S) το σύνολο όλων των γραμμικών συνδυασμών των διανυσμάτων του S.

span(S) =

{
k∑
i=1

λixi
∣∣k ∈ N, xi ∈ S, λi ∈ K

}
Επιπλέον, όταν span(S) = V , λέμε πως το σύνολο S παράγει το διανυσματικό χώρο V .

Θεώρημα 2.1 (Theorem 5.1 από [1]). Για οποιοδήποτε x0 ∈ Rn
, η ακολουθία

{xk} που παράγεται από των αλγόριθμο συζυγών κατευθύνσεων (2.6), (2.7) συγκλίνει

στη λύση x∗ του γραμμικού συστήματος (2.1) το πολύ σε n βήματα.

Απόδειξη. Εφόσον οι κατευθύνσεις pi, i = 0, . . . , n− 1, είναι γραμμικώς ανεξάρτητες,

παράγουν ολόκληρο το χώρο Rn
. Επομένως, δεδομένου ότι η διαφορά της λύσης x∗

και του σημείου x0 είναι διάνυσμα που ανήκει στον Rn
, μπορεί να γραφεί ως εξής

x∗ − x0 = λ0p0 + λ1p1 + · · ·+ λn−1pn−1

για κάποια βαθμωτά μεγέθη λk. Πολλαπλασιάζοντας αυτή την έκφραση από αριστερά

με pTkA και χρησιμοποιώντας την ιδιότητα (2.5), παίρνουμε

λk =
pTkA(x∗ − x0)

pTkApk
(2.8)

Αν δείξουμε πως αυτοί οι συντελεστές λk ταυτίζονται με τα μήκη βήματος που πα-

ράγονται από τον τύπο (2.7), θα έχουμε αποδείξει το θεώρημα. Αν το σημείο xk έχει

παραχθεί από τον αλγόριθμο (2.6), (2.7), τότε μπορεί να γραφεί ως

xk = x0 + α0p0 + α1p1 + · · ·+ αk−1pk−1
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Πολλαπλασιάζοντας την έκφραση αυτή από τα αριστερά με pTkA και αξιοποιώντας την

ιδιότητα (2.5), έχουμε

pTkA(xk − x0) = 0

κι άρα

pTkA(x∗ − x0) = pTkA(x∗ − xk) = pTK(b− Axk) = −pTk rk

Συγκρίνοντας τις (2.7) και (2.8) με βάση τη σχέση που μόλις δείξαμε, συνεπάγεται ότι

λk = αk, κι αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Η ιδιότητα της συζυγίας έχει μία απλή ερμηνεία. Εάν ο πίνακας A της σχέσης (2.2)

είναι διαγώνιος, οι ισοϋψείς καμπύλες της συνάρτησης φ είναι ελλείψεις, οι άξονες των

οποίων είναι ευθυγραμμισμένοι με τους άξονες του συστήματος συντεταγμένων, όπως

φαίνεται για παράδειγμα στο Σχήμα 2.1. Επίσης, αξίζει να σημειωθεί στο σημείο αυτό

πως οι άξονες των ελλείψεων αυτών εκτείνονται κατά μήκος των ιδιοδιανυσμάτων του

A. Το ελάχιστο μπορεί να βρεθεί σε αυτή την περίπτωση υλοποιώντας διαδοχικές

μονοδιάστατες ελαχιστοποιήσεις κατά μήκος διεύθυνσεων παράλληλων στους άξονες

του συστήματος συντεταγμένων e1, e2, . . . , en και συνεπώς τερματίζει σε n βήματα.

Σχήμα 2.1: Διαδοχικές ελαχιστοποιήσεις κατά μήκος κατευθύνσεων παράλληλων με

τους άξονες του συστήματος συντεταγμένων καταλήγουν στη λύση σε n επαναλήψεις.

Αντίθετα, αν ο πίνακας A δεν είναι διαγώνιος, τότε οι ισοϋψείς καμπύλες της φ είναι

και πάλι ελλείψεις, αλλά πλέον δεν είναι σίγουρο το ότι θα είναι ευθυγραμμισμένες

με τους άξονες του συστήματος συντεταγμένων. Η τακτική που ακολουθήθηκε πριν,

δηλαδή η διαδοχική ελαχιστοποίηση της συνάρτησης κατά μήκος των κατευθύνσεων

αυτών, δεν οδηγεί πλέον στην λύση σε n επαναλήψεις, κάτι που επιδεικνύεται στο

Σχήμα 2.2. Παρ΄ όλα αυτά, ο πίνακας A μπορεί να μετατραπεί σε διαγώνιο πίνακα κι

έπειτα να χρησιμοποιηθεί η προαναφερθείσα τακτική. Κάτι τέτοιο μπορεί να επιτευχθεί

ορίζοντας αρχικά νέες μεταβλητές x̂ ως

x̂ = S−1x (2.9)

24



ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΣΥΖΥΓΩΝ ΚΛΙΣΕΩΝ

Σχήμα 2.2: Διαδοχικές ελαχιστοποιήσεις κατά μήκος κατευθύνσεων παράλληλων με

τους άξονες του συστήματος συντεταγμένων δεν καταλήγουν στη λύση σε n επανα-
λήψεις, για μία γενική κυρτή συνάρτηση.

όπου S είναι n× n πίνακας με στήλες τις συζυγείς ως προς τον A διευθύνσεις pi.

S = [p0 p1 . . . pn−1]

Η τετραγωνική συνάρτηση τότε φ γίνεται

φ̂(x̂) = φ(Sx̂) =
1

2
x̂T (STAS)x̂− (ST b)T x̂

Λόγω της ιδιότητας (2.5) ο πίνακας STAS είναι διαγώνιος, επομένως η φ̂ μπορεί να

ελαχιστοποιηθεί έπειτα από n μονοδιάστατες ελαχιστοποιήσεις της κατά μήκος διευθύν-

σεων παράλληλων με τους άξονες του συστήματος συντεταγμένων. Λόγω της σχέσης

(2.9) η i-οστή διεύθυνση του νέου προβλήματος με μεταβλητές τις x̂ αντιστοιχεί στην

διεύθυνση pi του αρχικού. Επομένως η στρατηγική που εφαρμόζεται στην ελαχιστο-

ποίηση της φ̂ είναι ισοδύναμη με τον αλγόρυθμο συζυγών κατευθύνσεων. ΄Αρα, όπως

αποδείχθηκε και μέσω του Θεωρήματος 2.1, ο αλγόριθμος συγκλίνει στη λύση το πολύ

σε n βήματα.

Υπάρχει μια ακόμα ενδιαφέρουσα παρατήρηση που μπορεί να γίνει μέσα από το Σχήμα

2.1. ΄Οταν ο πίνακας A είναι διαγώνιος, κάθε μια ελαχιστοποίηση καθορίζει σωστά

μία από τις συνιστώσες της λύσης x∗. Με άλλα λόγια, έπειτα από k μονοδιάστατες

ελαχιστοποιήσεις, η τετραγωνική μορφή φ έχει ελαχιστοποιηθεί στον υπόχωρο που

παράγεται από τα e1, e2, . . . , ek. Το επόμενο θεώρημα αποδεικνύει ακριβώς αυτό στη

γενική περίπτωση όπου ο πίνακας A δεν είναι απαραίτητα διαγώνιος. Θα γίνει χρήση

της ακόλουθης σχέσης, η οποία προκύπτει από τις (2.3), (2.6)

rk+1 = rk + αkApk (2.10)

Θεώρημα 2.2 (Theorem 5.2 από [1]). ΄Εστω x0 ∈ Rn
ένα αρχικό σημείο κι έστω

πως η ακολουθία {xk} παράγεται από τον αλγόριθμο συζυγών κατευθύνσεων (2.6),
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(2.7). Τότε

rTk pi = 0, για i = 0, 1, . . . , k − 1 (2.11)

και το xk είναι το σημείο ελαχίστου της φ(x) = 1
2
xTAx− bTx, δεδομένου του συνόλου

{x | x = x0 + span{p0, p1, . . . , pk−1}} (2.12)

Απόδειξη. ΄Εστω x̃ που ανήκει στο σύνολο (2.12). Αρχικά θα δειχθεί πως αυτό ελα-

χιστοποιεί την φ αν και μόνο αν r(x̃)Tpi = 0, για κάθε ένα i = 0, 1, . . . , k − 1. ΄Εστω

h(λ) = φ(x0 + λ0p0 + · · ·+ λk−1pk−1), όπου λ = (λ0, λ1, . . . , λk−1)T . Η h(λ) είναι μία

αυστηρά κυρτή τετραγωνική συνάρτηση, άρα έχει μοναδικό σημείο ελαχίστου λ∗, το

οποίο ικανοποιεί τη σχέση

∂h(λ∗)

∂λi
= 0, i = 0, 1, . . . , k − 1

η οποία, λόγω του κανόνα της αλυσίδας γίνεται

∇φ(x0 + λ∗0p0 + · · ·+ λ∗k−1pk−1)Tpi = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1

Αξιοποιώντας τον ορισμό (2.4), συμπεραίνουμε πως για το σημείο ελαχίστου x̃ = x0 +
λ∗0p0 +λ∗1p1 + · · ·+λ∗k−1pk−1 του συνόλου (2.12), ισχύει r(x̃)Tpi = 0, όπως δηλώθηκε.

Τώρα, μέσω επαγωγής θα δειχθεί πως το xk ικανοποιεί την σχέση (2.11). Για k = 1,
εφόσον το σημείο x1 = x0 + α0p0 ελαχιστοποιεί την φ κατά μήκος της p0, θα ισχύει

rT1 p0 = 0. ΄Εστω τώρα η επαγωγική υπόθεση, δηλαδή rTk−1pi = 0 για i = 0, 1, . . . , k−2.
Από την (2.10) συνεπάγεται πως

rk = rk−1 + αk−1Apk−1

κι άρα

pTk−1rk = pTk−1rk−1 + αk−1p
T
k−1Apk−1 = 0

από τον ορισμό (2.7) για το αk−1. Ταυτόχρονα, για τα υπόλοιπα διανύσματα pi, i =
0, 1, . . . , k − 2, ισχύει

pTi rk = pTi rk−1 + αk−1p
T
i Apk−1 = 0

όπου pTi rk−1 = 0 λόγω της επαγωγικής υπόθεσης και pTi Apk−1 = 0 λόγω του ότι

τα διανύσματα pi είναι συζυγή μεταξύ τους. Αποδείχθηκε δηλαδή πως rTk pi = 0, για

i = 0, 1, . . . , k − 1 κι άρα ολοκληρώθηκε η απόδειξη.

Το ότι το τρέχων rk είναι ορθογώνιο σε όλες τις προηγούμενες διευθύνσεις, είναι μία

πολύ χρήσιμη ιδιότητα. ΄Εως τώρα η μελέτη αφορούσε γενικά τις μεθόδους συζυγών

διευθύνσεων, όποιες κι αν ήταν οι διευθύνσεις αυτές. Περνάμε λοιπόν στη (γραμμική)

μέθοδο συζυγών κλίσεων, μία μέθοδο συζυγών διευθύνσεων της οποίας τα pi έχουν
μια ιδιαίτερη ιδιότητα.
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2.2 Μέθοδος Συζυγών Κλίσεων

΄Εστω πως ο αλγόριθμος έχει φτάσει στο σημείο xk και πρέπει να αποφασίσει ποια θα

είναι η επόμενη διεύθυνση αναζήτησης, pk. Μιας και ο πρωταρχικός στόχος του είναι

να ελαχιστοποιήσει την συνάρτηση φ κατά μήκος της διεύθυνσης αυτής, μία εύλογη

επιλογή θα ήταν η διεύθυνση της πιο απότομης κατάβασης −∇φ ή λόγω της (2.4),

−rk. Γενικά όμως η κατεύθυνση αυτή δεν θα είναι συζυγής με τις προηγούμενες.

Είναι επιθυμητό λοιπόν να κινηθεί ο αλγόριθμος προς την γενική κατεύθυνση −rk,
αλλά να αλλαχτεί αυτή αρκετά ώστε η νέα κατεύθυνση pk να είναι συζυγής με τις

υπόλοιπες πριν από αυτή. Για να επιτευχθεί αυτό, η νέα διεύθυνση επιλέγεται να είναι

ένας γραμμικός συνδυασμός του −rk και της προηγούμενης διεύθυνσης αναζήτησης

pk−1, δηλαδή

pk = −rk + βkpk−1 (2.13)

με βk να είναι ένα βαθμωτό μέγεθος. Η ιδιαίτερη ιδιότητα της μεθόδου είναι πως,

στον υπολογισμό των pk χρησιμοποιεί μόνο την προηγόυμενη κατεύθυνση pk−1, κάτι

το οποίο συνεπάγεται μικρό αποθηκευτικό και υπολογιστικό κόστος.

Η τιμή του βk καθορίζεται από την απαραίτητη προϋπόθεση ότι τα διανύσματα pk και

pk−1 πρέπει να είναι συζυγή ως προς τον πίνακα A. Πολλαπλασίαζοντας την (2.13) από

αριστερά με pTk−1A και επιβάλλοντας την συνθήκη pTk−1Apk = 0 έχουμε

0 = −pTk−1Ark + βkp
T
k−1Apk−1

βk =
rTkApk−1

pTk−1Apk−1

(2.14)

Ως αρχική κατεύθυνση p0 επιλέγουμε την κατεύθυνση της πιο απότομης κατάβασης

στο αρχικό σημείο x0, δηλαδή την −∇f0 και εν συνεχεία πραγματοποιούμε διαδοχικές

μονοδιάστατες ελαχιστοποιήσεις κατά μήκος κάθε μίας διεύθυνσης.

΄Ενα σημαντικό αποτέλεσμα που πρέπει να αποδειχθεί, είναι ότι οι διευθύνσεις pi, i =
0, . . . , n− 1 είναι όντως συζυγείς μεταξύ τους. Αυτό λόγω του θεωρήματος 2.1 συνε-

πάγεται τερματισμό του αλγορίθμου σε n βήματα. Το επακόλουθο θεώρημα επιβεβαι-

ώνει αυτή την ιδιότητα και παρουσιάζει κάποιες άλλες. Πριν δοθεί, δίνεται ένας ορισμός

που θα χρησιμοποιηθεί

Ορισμός 2.2. Δεδομένου ενός αντιστρέψιμου πίνακα A, ο υπόχωρος Krylov βαθμού

k για το r0 ορίζεται ως

K(r0; k) = span{r0, Ar0, . . . , A
kr0} (2.15)

Θεώρημα 2.3 (Theorem 5.3 από [1]). ΄Εστω πως το k-οστό σημείο που παράγεται
από τον αλγόριθμο συζυγών κλίσεων δεν είναι η λύση x∗. Τότε, οι 4 ακόλουθες ιδιότητες
ισχύουν

rTk ri = 0, για i = 0, 1, . . . , k − 1 (2.16)

span{r0, r1, . . . , rk} = span{r0, Ar0, . . . , A
kr0} (2.17)

span{p0, p1, . . . , pk} = span{r0, Ar0, . . . , A
kr0} (2.18)

pTkApi = 0, για i = 0, 1, . . . , k − 1 (2.19)

Επομένως, η ακολουθία {xk} συγκλίνει στη λύση x∗ το πολύ σε n βήματα.
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Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με επαγωγή. Οι σχέσεις (2.17), (2.18) ισχύουν τετριμ-

μένα για k = 0, ενώ η (2.19) ισχύει εκ κατασκευής για k = 1. Υποθέτοντας πως οι

τρεις αυτές σχέσεις είναι αληθείς για κάποιο k (επαγωγική υπόθεση), θα δειχθεί πως

εξακολουθούν να είναι αληθείς για k + 1.

Για την (2.17) θα αποδειχθεί αρχικά πως το σύνολο στο αριστερό μέλος της περιέχεται

στο σύνολο στο δεξί. Λόγω της επαγωγικής υπόθεσης, οι (2.17), (2.18) δίνουν

rk ∈ span{r0, Ar0, . . . , A
kr0}

pk ∈ span{r0, Ar0, . . . , A
kr0}

και πολλαπλασιάζοντας τη δεύτερη εξ αυτών με A, γίνεται

Apk ∈ span{Ar0, . . . , A
k+1r0} (2.20)

Εφαρμόζοντας την (2.10), έχουμε

rk+1 ∈ span{r0, Ar0, . . . , A
k+1r0}

Ο συνδυασμός της έκφρασης αυτής με την επαγωγική υπόθεση της (2.17) συνεπάγεται

ότι

span{r0, r1, . . . , rk, rk+1} ⊂ span{r0, Ar0, . . . , A
k+1r0}

Για την απόδειξη της αντίστροφης έκφρασης, από την (2.18) συνεπάγεται πως

Ak+1r0 = A(Akr0) ∈ span{Ap0, Ap1, . . . , Apk}

Λόγω της (2.10), ισχύει πως Api = (ri+1 − ri)/αi για i = 0, 1, . . . , k, οπότε

Ak+1r0 ∈ span{r0, r1, . . . , rk+1}

Ο συνδυασμός της έκφρασης αυτής με την επαγωγική υπόθεση της (2.17) δίνει

span{r0, Ar0, . . . , A
k+1r0} ⊂ span{r0, r1, . . . , rk+1}

Συνεπώς, η έκφραση (2.17) είναι αληθής για k + 1.

Το ότι η (2.18) εξακολουθεί να ισχύει για k + 1 αποδεικνύεται χρησιμοποιώντας το

παρακάτω επιχείρημα

span{p0, p1, . . . , pk, pk+1}
= span{p0, p1, . . . , pk, rk+1} λόγω της (2.13)

= span{r0, Ar0, . . . , A
kr0, rk+1} λόγω της επαγωγικής υπόθεσης για την (2.18)

= span{r0, r1, . . . , rk, rk+1} λόγω της (2.17)

= span{r0, Ar0, . . . , A
k+1r0} λόγω της (2.17) για k+1

Στη συνέχεια, αποδεικνύεται η συνθήκη συζυγίας της (2.19) για k + 1. Πολλαπλα-

σιάζοντας την έκφραση (2.13) από αριστερά με Api, i = 0, 1, . . . , k, έχουμε

pTk+1Api = −rTk+1Api + βk+1p
T
kApi (2.21)

Από τον ορισμό (2.14) για το βk, το δεξί μέλος της (2.21) μηδενίζεται όταν i = k. Για

i ≤ k − 1 πρέπει να γίνουν ορισμένες παρατηρήσεις. Πρώτον, η επαγωγική υπόθεση
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για την (2.19) συνεπάγεται πως οι διευθύνσεις p0, p1, . . . , pk είναι συζυγείς, επομένως

εφαρμόζοντας το θεώρημα 2.2 συνεπάγεται πως

rTk+1pi = 0, για i = 0, 1, . . . , k (2.22)

Δεύτερον, εφαρμόζοντας επανειλημμένως την (2.18), βρίσκουμε πως για i = 0, 1, . . . , k−
1 ισχύει

Api ∈ Aspan{r0, Ar0, . . . , A
ir0} = span{Ar0, A

2r0, . . . , A
i+1r0}

⊂ span{p0, p1, . . . , pi+1} (2.23)

Συνδυάζοντας τις (2.22), (2.23), βγαίνει το συμπέρασμα πως

rTk+1Api = 0, για i = 0, 1, . . . , k − 1

΄Αρα ο πρώτος όρος του δεξιού μέλους της (2.21) μηδενίζεται για i = 0, 1, . . . , k−1 και

λόγω της επαγωγικής υπόθεσης για την (2.19), ο δεύτερος όρος επίσης μηδενίζεται,

συνεπώς pTk+1Api = 0, i = 0, 1, . . . , k. Επομένως, η απόδειξη μέσω επαγωγής για την

(2.19) ολοκληρώθηκε. Συνέπεια αυτού είναι πως οι διευθύνσεις που παράγονται από τη

μέθοδο συζυγών κλίσεων είναι πράγματι συζυγείς μεταξύ τους κι άρα από το θεώρημα

2.1, ο αλγόριθμος τερματίζει το πολύ σε n επαναλήψεις.

Η σχέση (2.16) αποδεικνύεται χωρίς τη χρήση επαγωγής. Εφόσον οι διευθύνσεις

είναι συζυγείς, από την (2.11) θα ισχύει rTk pi = 0, για όλα τα i = 0, 1, . . . , k − 1 και

για κάθε k = 1, 2, . . . , n− 1. Αναδιατάσσοντας την έκφραση (2.13) έχουμε

pi = −ri + βipi−1

έτσι ώστε ri ∈ span{pi, pi−1}, για όλα τα i = 0, 1, . . . , k − 1. ΄Αρα,

rTk ri = 0, για όλα τα i = 1, . . . , k − 1

Η απόδειξη ολοκληρώνεται παρατηρώντας ότι για k = 0, ισχύει rTk r0 = −rTk p0 = 0,
λόγω της (2.11) κι αφού ως p0 έχουμε ορίσει τη διεύθυνση πιο απότομης μείωσης στο

αρχικό σημείο, −∇φ(x0) = −r(x0) = −r0.

Αξίζει να σημειωθεί πως η απόδειξη βασίζεται στο γεγονός ότι η πρώτη διεύθυνση

p0 είναι η διεύθυνση της πιο απότομης καθόδου. Μάλιστα, το αποτέλεσμα δεν ισχύει

για άλλες επιλογές του p0.

Μία Πρακτική Μορφή Της Μεθόδου Συζυγών

Κλίσεων

Μπορούν να βρεθούν κάποιοι πιο οικονομικοί, υπό την έννοια του κόστους υπολογι-

σμού, τύποι για τα μεγέθη αk, βk+1 από αυτούς που ήδη έχουν αναφερθεί, αξιοποιώντας

τα αποτελέσματα των θεωρημάτων 2.2 και 2.3. Αρχικά, λόγω των (2.13) και (2.11), η

σχέση (2.7) για το αk μπορεί να αντικατασταθεί με την

αk = − rTk pk
pTkApk

= −−r
T
k rk + βkr

T
k pk−1

pTkApk

=
rTk rk
pTkApk
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Επιπλέον, λόγω της (2.10), αkApk = rk+1 − rk και χρησιμοποιώντας τις (2.13) και

(2.11), η σχέση για το βk+1 μπορεί να απλοποιηθεί ως εξής

βk+1 =
rTk+1Apk

pTkApk

=
pTkApk
rTk rk

rTk+1rk+1

pTkApk

=
rTk+1rk+1

rTk rk

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις που μόλις αποδείχθηκαν, ο αλγόριθμος των συζυγών

κλίσεων παίρνει την ακόλουθη μορφή.

Αλγόριθμος 2.1 - Μέθοδος Συζυγών Κλίσεων

Δοσμένο x0

Θέτουμε r0 ← Ax0 − b, p0 ← −r0, k ← 0
΄Οσο rk 6= 0, επανέλαβε

αk ←
rTk rk
pTkApk

(2.24αʹ)

xk+1 ← xk + αkpk (2.24βʹ)

rk+1 ← rk + αkApk (2.24γʹ)

βk+1 ←
rTk+1rk+1

rTk rk
(2.24δʹ)

pk+1 ← −rk+1 + βk+1pk (2.24εʹ)

k ← k + 1 (2.24ϛʹ)

Τέλος

Στο Σχήμα 2.3 παρουσιάζεται ένα παράδειγμα της σύγκλισης της μεθόδου στο σημείο

ελαχίστου. Αξίζει να σημειωθεί πως σε οποιοδήποτε σημείο του Αλγορίθμου 2.1, δεν

απαιτείται η γνώση των τιμών των x, r και p για παραπάνω από δύο προηγούμενες

επαναλήψεις. Οι σημαντικότεροι υπολογισμοί που πρέπει να γίνουν σε κάθε βήμα, είναι

ο υπολογισμός του γινομένου πίνακα και διανύσματος Apk, των εσωτερικών γινομένων

pTk (Apk) και rTk+1rk+1 και τρία αθροίσματα διανυσμάτων. Η μέθοδος συζυγών κλίσεων

συνιστάται για προβλήματα μεγάλης διάστασης. Σε αντίθετη περίπτωση, άλλες μέθοδοι

όπως η απαλοιφή Gauss ή η παραγοντοποίηση SVD είναι προτιμότερες, καθώς είναι

λιγότερο ευαίσθητες σε σφάλματα στρογγυλοποιήσης. Μία άλλη σημαντική ιδιότητα

της μεθόδου συζυγών κλίσεων είναι πως μερικές φορές πλησιάζει τη λύση γρήγορα,

όπως θα συζητηθεί στη συνέχεια.

2.3 Ρυθμός Σύγκλισης

΄Εχει αποδειχθεί πως για ακριβή αριθμητική κινητής υποδιαστολής, η μέθοδος συζυ-

γών κλίσεων θα τερματίσει φτάνοντας στη λύση το πολύ σε n επαναλήψεις. ΄Ομως,
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Σχήμα 2.3: Η μέθοδος των συζυγών κλίσεων.

ο ρυθμός σύγκλισης εξακολουθεί να είναι σημαντικός διότι στη σύγχρονη εποχή η

μέθοδος χρησιμοποιείται για προβλήματα τόσο μεγάλα που το να γίνουν n επαναλήψεις

δεν είναι πρακτικά εφαρμόσιμο. Συγκεριμένα, θα δειχθεί πως όταν η κατανομή των

ιδιοτιμών του A έχει κάποια ευνοϊκά χαρακτηρηστικά, η λύση θα επιτευχθεί σε πολύ

λιγότερες από n επαναλήψεις. Η μελέτη της ιδιότητας αυτής ξεκινάει από την εξέταση

του θεωρήματος 2.2 υπό διαφορετική σκοπιά και μέσω αυτού δείχνοντας ότι ο Αλ-

γόριθμος 2.1 είναι βέλτιστος. Από τις σχέσεις (2.18) και (2.24βʹ) έχουμε

xk+1 = x0 + α0p0 + · · ·+ αkpk

= x0 + γ0r0 + γ1Ar0 + · · ·+ γkA
kr0 (2.25)

για κάποια σταθερά γi.

΄Εστω P ∗k πολυώνυμο βαθμού k με συντελεστές γ0, γ1, . . . , γk. Το P ∗k μπορεί να πάρει

ως όρισμα ένα βαθμωτό μέγεθος ή έναν πίνακα. Παραδείγματος χάρη P ∗2 (µ) = 2µ2 + 1
ή P ∗2 (A) = 2A2 + I. Σε μία πιο γενική περίπτωση, το πολυώνυμο P ∗k με όρισμα τον

πίνακα A θα είναι

P ∗k (A) = γ0I + γ1A+ · · ·+ γkA
k

΄Αρα, η σχέση (2.25) μπορεί να εκφραστεί ως

xk+1 = x0 + P ∗k (A)r0 (2.26)

΄Εστω ο υπόχωρος Krylov K(r0; k) που ορίζεται από την (2.15). Θα δειχθεί πως

από όλες τις πιθανές μεθόδους, των οποίων τα k πρώτα βήματα είναι περιορισμένα στον

K(r0; k), ο Αλγόριθμος 2.1 είναι ο πιο αποτελεσματικός όσον αφορά την ελαχιστοπο-

ίηση της απόστασης από τη λύση έπειτα από k βήματα. Η εν λόγω απόσταση μετριέται

με τη βοήθεια της ενεργειακής νόρμας

‖z‖2
A = zTAz (2.27)

Χρησιμποιώντας τη νόρμα, τον ορισμό της φ (2.2) και το γεγονός ότι το x∗ ελαχιστο-
ποιεί την φ, εύκολα δείχνεται πως

1

2
‖x− x∗‖2

A =
1

2
(x− x∗)TA(x− x∗) = φ(x)− φ(x∗) (2.28)
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Λόγω του θεωρήματος 2.2 το xk+1 ελαχιστοποιεί την φ κι άρα την ‖x − x∗‖2
A στο

σύνολο x0 + span{p0, p1, . . . , pk}, το οποίο λόγω της (2.18) ταυτίζεται με το σύνολο

x0 + span{r0, Ar0, . . . , A
kr0}. Κατά συνέπεια, εξαιτίας της (2.26) το πολυώνυμο P ∗k

μπορεί να θεωρηθεί ως η λύση του προβλήματος

min
Pk

‖x0 + Pk(A)r0 − x∗‖A (2.29)

΄Ομως

r0 = Ax0 − b = Ax0 − Ax∗ = A(x0 − x∗)
κι άρα

xk+1 − x∗ = x0 + P ∗k (A)r0 − x∗ = [I + P ∗k (A)A](x0 − x∗) (2.30)

΄Εστω τώρα οι ιδιοτιμές 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn του πίνακα A και υ1, υ2, . . . , υn τα

ορθοκανονικά ιδιοδιανύσματα που τους αντιστοιχούν. Ο A μπορεί άρα να παραγοντο-

ποιηθεί ως εξής

A = UΛUT

όπου U ορθογώνιος πίνακας με στήλες τα ιδιοδιανύσματα υi και Λ διαγώνιος πίνακας

με στοιχεία τις ιδιοτιμές του A. Η παραπάνω σχέση μπορεί να αναλυθεί περαιτέρω.

΄Εστω διάνυσμα x n× 1, τότε

Ax = UΛUTx = UΛ

υ
T
1 x
...

υTnx

 = U

λ1υ
T
1 x
...

λnυ
T
nx


=

n∑
i=1

(λiυ
T
i x)υi

=
n∑
i=1

λiυiυ
T
i x

= (
n∑
i=1

λiυiυ
T
i )x

το οποίο συνεπάγεται

A =
n∑
i=1

λiυiυ
T
i

Εφόσον τα ιδιοδιανύσματα υi παράγουν ολόκληρο το χώρο Rn
, ισχύει η παρακάτω

σχέση

x0 − x∗ =
n∑
i=1

ξiυi (2.31)

για κάποιους συντελεστές ξi. Αν υi είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του πίνακα A, τότε είναι και

ιδιοδιάνυσμα του Pk(A) για οποιοδήποτε πολυώνυμο Pk. Στη συγκεκριμένη περίπτωση,

θα είναι

Pk(A)υi = Pk(λi)υi, i = 1, 2, . . . , n

Αντικαθιστώντας την (2.31) στην (2.30) έχουμε

xk+1 − x∗ =
n∑
i=1

[1 + λiP
∗
k (λi)]ξiυi
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Η ενεργειακή νόρμα που ορίστηκε πρωτύτερα μπορεί να γραφεί ως ‖z‖2
A = zTAz =∑n

i=1 λi(υ
T
i z)2

, επομένως

‖xk+1 − x∗‖2
A =

n∑
i=1

λi[1 + λiP
∗
k (λi)]

2ξ2
i (2.32)

Επιπλέον, επείδη όπως ειπώθηκε ήδη το πολυώνυμο P ∗k είναι το βέλτιστο όσον αφορά

την ενεργειακή νόρμα ‖ · ‖A, θα ισχύει

‖xk+1 − x∗‖2
A = min

Pk

n∑
i=1

λi[1 + λiPk(λi)]
2ξ2
i

≤ min
Pk

max
1≤i≤n

[1 + λiPk(λi)]
2

(
n∑
j=1

λjξ
2
j

)
= min

Pk

max
1≤i≤n

[1 + λiPk(λi)]
2‖x0 − x∗‖2

A (2.33)

όπου ‖x0 − x∗‖2
A =

∑n
j=1 λjξ

2
j .

Η σχέση (2.33) ποσοτικοποιεί τον ρυθμό σύγκλισης της μεθόδου συζυγών κλίσεων

εκτιμώντας την θετική και βαθμωτή ποσότητα

min
Pk

max
1≤i≤n

[1 + λiPk(λi)]
2

(2.34)

Με άλλα λόγια, αναζητείται το πολύωνυμο εκείνο, για το οποίο η παραπάνω έκφραση

είναι όσο το δυνατόν πιο μικρή. Πολλές φορές, είναι δυνατή η αναλυτική εύρεση του

πολυωνύμου αυτού και τότε η μέθοδος έχει ορισμένες ενδιαφέρουσες ιδιότητες. Το

θεώηρημα που ακολουθεί είναι ένα τέτοιο παράδειγμα.

Θεώρημα 2.4 (Theorem 5.4 από [1]). Εάν ο πίνακας A έχει μόνο r ξεχωριστές
μεταξύ τους ιδιοτιμές, τότε ο αλγόριθμος συζυγών κλίσεων θα τερματίσει, φτάνοντας

στη λύση, το πολύ σε r επαναλήψεις.

Απόδειξη. ΄Εστω πως οι ιδιοτιμές λ1, λ2, . . . , λn παίρνους τις r διακριτές τιμές τ1 <
τ2 < · · · < τr. Ορίζουμε το πολυώνυμο Qr(λ) ως εξής

Qr(λ) =
(−1)r

τ1τ2 · · · τr
(λ− τ1)(λ− τ2) · · · (λ− τr)

Για i = 1, 2, . . . , n είναι Qr(λi) = 0 και Qr(0) = 1. Συνεπώς, η έκφραση Qr(λ) − 1
μπορεί να θεωρηθεί πολυώνυμο βαθμού r με ρίζα στο λ = 0 κι άρα μέσω διαίρεσης

πολυωνύμων, η συνάρτηση

P̄r−1(λ) =
Qr(λ)− 1

λ

είναι πολυώνυμο βαθμού r − 1. Θέτωντας k = r − 1 στη σχέση (2.34), παίρνουμε

0 ≤ min
Pr−1

max
1≤i≤n

[1 + λiPr−1(λi)]
2 ≤ max

1≤i≤n
[1 + λiP̄r−1(λi)]

2 = max
1≤i≤n

Q2
r(λi) = 0

΄Αρα, η σταθερά ποσότητα της σχέσης (2.34) είναι 0 για k = r − 1. Αντικαθιστώντας

το αποτέλεσμα αυτό στη σχέση (2.33) έχουμε ‖xr−x∗‖2
A = 0 κι άρα xr = x∗, το οποίο

αποδεικνύει τον ισχυρισμό.
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Η επόμενη εκτιμήση ακολουθεί παρόμοια λογική και παρέχει ένα χρήσιμο χαρακτηρι-

σμό της συμπεριφοράς της μεθόδου συζυγών κλίσεων.

Θεώρημα 2.5 (Theorem 5.5 από [1]). Εάν ο A έχει ιδιοτιμές λ1 ≤ λ2 ≤ . . . λn,
έχουμε ότι

‖xk+1 − x∗‖2
A ≤

(
λn−k − λ1

λn−k + λ1

)2

‖x0 − x∗‖2
A (2.35)

Το θεώρημα αυτό προκύπτει από την (2.33). Πράγματι, επιλέγεται αρχικά πολυώνυμο

P̄k βαθμού k ώστε το πολύωνυμο Qk+1(λ) = 1 + λP̄k(λ) να έχει ρίζες τις k μεγα-

λύτερες ρίζες λn, λn−1, . . . , λn−k+1, καθώς και το μεσαίο σημείο ανάμεσα στις λ1 και

λn−k. Μπορεί να αποδειχθεί πως η μέγιστη τιμή που παίρνει το πολυώνυμο Qk+1 στις

εναπομείνασες ιδιοτιμές λ1, . . . , λn−k είναι ακριβώς (λn−k − λ1)/(λn−k + λ1).

Το θεώρημα 2.5 χρησιμεύει ιδιαίτερα στον παρακάτω τύπο προβλήματος. ΄Εστω πως

οι ιδιοτιμές του πίνακα A της μεθόδου βρίσκονται σε ομάδες (clusters), αντί να είναι

τυχαία κατανεμημένες μεταξύ των λ1 και λn.

Σχήμα 2.4: Δύο ομάδες (clusters) ιδιοτιμών.

΄Εστω πως ο πίνακας A έχει m μεγάλες ιδιοτιμές, με τις υπόλοιπες n−m συγκεντρω-

μένες γύρω από το 1. Ορίζοντας ε = λn−m − λ1, το θεώρημα 2.5 λέει πως έπειτα από

m+ 1 βήματα η μέθοδος θα δίνει μία καλή εκτίμηση της λύσης, διότι

‖xm+1 − x∗‖A ≈ ε‖x0 − x∗‖A

Επιπλέον, έαν οι ιδιοτιμές βρίσκονται σε r ομάδες, μπορεί να δειχθεί πως η μέθοδος

μπορεί να συγκλίνει προσεγγιστικά έπειτα από περίπου r βήματα (βλ. [7]).

Μία περισσότερο προσεγγιστική έκφραση για την σύγκλιση της μεθόδου μπορεί να

βρεθεί με βάση το δείκτη κατάστασης του πίνακα A

‖xk − x∗‖A ≤ 2

(√
κ(A)− 1√
κ(A) + 1

)k

‖x0 − x∗‖A (2.36)
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Το φράγμα αυτό είναι χρήσιμο σε περιπτώσεις όπου υπάρχει πληροφορία μόνο για

τις ακραίες ιδιοτιμές λ1 και λn του πίνακα A, διότι συχνά καταλήγει σε σημαντική

υπερεκτίμηση του σφάλματος.

2.4 Προρύθμιση

Η προρύθμιση είναι μία τεχνική βελτίωσης του δείκτη κατάστασης ενός πίνακα. Ου-

σιαστικά, μετασχηματίζοντας το γραμμικό σύστημα Ax = b βελτιώνεται η κατανομή

των ιδιοτιμών του A κι έτσι πετυχαίνεται μια ταχύτερη μέθοδος συζυγών κλίσεων.

Σημαντικό κομμάτι της διαδικασίας αυτής είναι η πραγματοποίηση μίας αλλαγής μετα-

βλητών από x σε x̂ με τη βοήθεια ενός αντιστρέψιμου πίνακα C ως εξής

x̂ = Cx (2.37)

Τότε, η τετραγωνική συνάρτηση φ της σχέσης (2.2) παίρνει αντίστοιχα την παρακάτω

μορφή, δεδομένου πως x = C−1x̂

φ̂(x̂) =
1

2
x̂T (C−TAC−1)x̂− (C−T b)T x̂ (2.38)

όπου C−T ο αντίστροφος του CT
. Η ελαχιστοποίηση της συνάρτησης φ είναι ισοδύναμη

με την επίλυση του γραμμικού συστήματος

C−TAC−1 = C−T b

Αν χρησιμοποιηθεί ο αλγόριθμος 2.1 για την επίλυση του προβλήματος αυτού, ο ρυθμός

σύγκλισης του θα εξαρτάται πλέον από τις ιδιοτιμές του πίνακα C−TAC−1
αντί για του

A. Ο πίνακας C επιλέγεται με τέτοιο τρόπο, ώστε οι ιδιοτιμές του C−TAC−1
να

ευνοούν την θεωρία σύγκλισης που παρουσιάστηκε. Παραδείγματος χάρη, επιλέγουμε

πίνακα C ώστε ο δείκτης κατάστασης του C−TAC−1
να είναι μικρότερος από αυτόν του

πίνακα A κι άρα η σταθερά στην σχέση (2.36) να είναι μικρότερη ή ώστε οι ιδιοτιμές του

C−TAC−1
να είναι συγκεντρωμένες σε ομάδες, όποτε οι επαναλήψεις που χρειάζονται

για να βρεθεί μια καλή προσέγγιση της λύσης δεν θα είναι πολύ περισσότερες από τον

αριθμό των ομάδων (clusters).

Ο μετασχηματισμός (2.37) δεν είναι ανάγκη να πραγματοποιηθεί αναλυτικά. Μπορεί

αντιθέτως να εφαρμοστεί ο αλγόριθμος 2.1 στο πρόβλημα (2.38) έχοντας ως μεταβλητές

τις x̂ και στη συνέχεια να αντιστραφούν οι μετασχηματισμοί, επιστρέφοντας έτσι στις

μεταβλητές x. Η διαδικασία αυτή περιγράφεται στον ακόλουθο αλγόριθμο, στον οποίο

αντί για χρήση του πίνακα C, γίνεται χρήση του πίνακα M = CTC, ο οποίος εκ

κατασκευής είναι συμμετρικός και θετικά ορισμένος.

Αλγόριθμος 2.2 - Προρυθμισμένη Μέθοδος Συζυγών

Κλίσεων

Δοσμένα x0 και προρυθμιστής M
Θέτουμε r0 ← Ax0 − b
Λύνουμε y0 = M−1r0

35



ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΣΥΖΥΓΩΝ ΚΛΙΣΕΩΝ

Θέτουμε p0 ← −y0, k ← 0
΄Οσο rk 6= 0, επανέλαβε

αk ←
rTk yk
pTkApk

(2.39αʹ)

xk+1 ← xk + αkpk (2.39βʹ)

rk+1 ← rk + αkApk (2.39γʹ)

Λύση του yk+1 = M−1rk+1 (2.39δʹ)

βk+1 ←
rTk+1yk+1

rTk yk
(2.39εʹ)

pk+1 ← −yk+1 + βk+1pk (2.39ϛʹ)

k ← k + 1 (2.39ζʹ)

Τέλος

Αν θέσουμε M = I, ο αλγόριθμος 2.2 ταυτίζεται με την τυπική μέθοδο και τον αλ-

γόριθμο 2.1.

Καμία στρατηγική προρύθμισης δεν είναι ιδανική για όλους τους τύπους πινάκων.

Η αποτελεσματικότητα ενός προρυθμιστή καθορίζεται συνήθως από το νέο δείκτη κα-

τάστασης κι από το κατά πόσο είναι ομαδοποιημένες οι νέες ιδιοτιμές. Ο στόχος είναι

να βρεθεί προρυθμιστής που προσεγγίζει τον πίνακα A αρκετά καλά και βελτιώνει την

σύγκλιση ώστε να αντισταθμίζεται το κόστος υπολογισμού του γινομένου M−1rk μία

φορά ανά επανάληψη. Διαισθητικά, κάποιος μπορεί να σκεφτεί την προρύθμιση ως μια

προσπάθεια μετατροπής των ισοϋψών καμπύλων της τετραγωνικής μορφής φ σε πιο

σφαιρικές, ώστε οι ιδιοτιμές της να έρθουν πιο κοντά μεταξύ τους.

Αποτελεσματικές στρατηγικές προρύθμισης έχουν βρεθεί για συγκεκριμένους τύπους

πινάκων, αλλά και στρατηγικές γενικότερης χρήσης. Η επιτυχία των τελευταίων ποι-

κίλει αρκετά από πρόβλημα σε πρόβλημα. Μία από τις πιο αποτελεσματικές τέτοιες

μεθόδους είναι η ατελής παραγοντοποίηση Cholesky. Η παραγοντοποίηση Cholesky
είναι μία τεχνική διάσπασης του πίνακα A στη μορφή A = LLT , όπου L είναι ένας

κάτω τριγωνικός πίνακας με θετικά τα στοιχεία της διαγωνίου του. Η ατελής παρα-

γοντοποίηση Cholesky ακολουθεί την ίδια λογική, αλλά αντί για εύρεση του πίνακα L
που αναφέρθηκε, ο πίνακας A προσεγγίζεται από το γινόμενο A ≈ L̃L̃T , όπου L̃ ένας

πίνακας περισσότερο αραιός από τον L. Επιλέγοντας C = L̃T , παίρνουμε M = L̃L̃T κι

άρα

C−TAC−1 = L̃−1AL̃−T ≈ I

το οποίο σημαίνει πως η κατανομή ιδιοτιμών του C−TAC−1
είναι εϋνοική. Το σύστημα

My = r δεν υπολογίζεται αναλυτικά. Αντίθετα, ο παράγοντας L̃ αποθηκεύεται και

το σύστημα λύνεται κάνοντας χρήση των μεθόδων εμπρός και πίσω αντικατάσταση.

Παρ΄ όλα αυτά, αυτή η μέθοδος δεν είναι πάντα αποτελεσματική, καθώς ο πίνακας που

προκύπτει ίσως να μην είναι (αρκετά) θετικά ορισμένος, δηλαδή το γινόμενο xTAx να

είναι σχεδόν μηδέν ή μηδέν, ή ίσως προκύψουν αριθμητικές αβεβαιότητες λόγω των

συνθηκών αραιότητας που επιβάλλονται στον L̃.
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2.5 Αριθμητική Επίδειξη Της Μεθόδου

Για να ελεγχτεί η αποτελεσματικότητα της γραμμικής μεθόδου συζυγών κλίσεων,

δοκιμάστηκε η επίδοσή της στην επίλυση του ακόλουθου προβλήματος.

Πρόβλημα: Να επιλυθεί το γραμμικό σύστημα
5 −1 0 . . . 0
−1 5 −1 . . . 0

0 −1 5
. . . 0

...
...

. . .
. . . −1

0 0 0 −1 5




x1

x2
...

x24999

x25000

 =


4
3
...

3
4

 (2.40)

Η επίλυση του συστήματος αυτού είναι ισοδύναμη με την ελαχιστοποίηση της τετρα-

γωνικής συνάρτησης

φ(x) =
1

2
xTAx− bTx (2.41)

όπου A ο 25000×25000 συμμετρικός και θετικά ορισμένος πίνακας στο αριστερό μέλος

της (2.40) και b το διάνυσμα στο δεξί της μέλος. Είναι ένα πρόβλημα που μπορεί να

λυθεί με χρήση της γραμμικής μεθόδου συζυγών κλίσεων και συγκεκριμένα με τον

αλγόριθμο 2.1. Ο αλγόριθμος υλοποιήθηκε στην προγραμματιστική γλώσσα Python.

Η λύση του συστήματος (2.40), ή αλλιώς το σημείο ελαχίστου της συνάρτησης (2.41)

είναι το διάνυσμα

x∗ =


1
1
...

1
1


Λόγω του θεωρήματος 2.1, αναμένεται πως για οποιοδήποτε αρχικό σημείο, η μέθοδος

θα συγκλίνει στην λύση x∗ το πολύ σε 25000 βήματα. Ο αλγόριθμος υλοποιήθηκε με

συνθήκη τερματισμού την

‖rk‖ ≤ 10−15

δηλαδή όταν lim ‖∇φk‖ = 0. Παίρνοντας ως αρχικό σημείο x0 το διάνυσμα (−0.5, . . . ,−0.5)
εκτελείται το πρόγραμμα όπως αναφέρεται στον αλγόριθμο 2.1.

Είναι αρκετά ενδιαφέρον το γεγονός πως η συνθήκη τερματισμού ικανοποιείται έπειτα

από μόλις 24 βήματα, βρίσκοντας με επιτυχία το σωστό σημείο ελαχίστου. Με άλλα

λόγια, η σύγκλιση επιτεύχθηκε σε πολύ λιγότερα από 25000 βήματα. Μάλιστα, φαίνεται

και από το διάγραμμα των νορμών των υπολοίπων ‖r‖ = ‖∇φ(x)‖ ανά επανάληψη,

Σχήμα 2.5, πως έπειτα από το πρώτο βήμα η κλίση μειώνεται αρκετά και έπειτα συνεχίζει

να πλησιάζει το 0 όλο και περισσότερο. Δίνεται η συμπεριφορά του ‖rk‖ και για

ορισμένες από τις επόμενες επαναλήψεις, όπου πλέον η μείωση που παρουσιάζει σε

κάθε βήμα είναι απειροστή. Είναι προφανές πως εάν το αρχικό σημείο ήταν περισσότερο

απομακρυσμένο από το σημείο ελαχίστου, θα χρειαζόντουσαν περισσότερα βήματα,

αλλά σε κάθε περίπτωση η σύγκλιση θα ήταν εφικτή, σύμφωνα με το θεώρημα 2.1.

Αξίζει επιπλέον να σημειωθεί πως ο πίνακας A έχει 27 ξεχωριστές ιδιοτιμές. Σύμφωνα

με το θεώρημα 2.4 ο αλγόριθμος θα πρέπει να τερματίσει το πολύ σε 27 επαναλήψεις.
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Σχήμα 2.5: Εξέλιξη νόρμας υπολοίπου ‖r‖ ανά επανάληψη.

Αυτό επιβεβαιώνεται, εφόσον όπως ειπώθηκε, ο αλγόριθμος τερματίζει έπειτα από 24
επαναλήψεις. Λόγω του ότι μετά το πρώτο βήμα η ποσότητα ‖rk‖ είναι πολύ κοντά

στο 0, παρουσίαζεται στο Σχήμα 2.6 η εξέλιξη του ‖rk‖ μετά την τρίτη επανάληψη.

Σχήμα 2.6: Εξέλιξη νόρμας υπολοίπου ‖r‖ από την τρίτη επανάληψη και μετά.
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Κεφάλαιο 3

Μη Γραμμική Μέθοδος Συζυγών

Κλίσεων

Η γραμμική μέθοδος συζυγών κλίσεων που παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 2, μπορεί
να θεωρηθεί ως μία μέθοδος ελαχιστοποίησης της κυρτής τετραγωνικής συνάρτησης

φ, της σχέσης (2.2). Παρ΄ όλα αυτά, η μέθοδος μπορεί να προσαρμοστεί με τέτοιο

τρόπο, ώστε να χρησιμοποιηθεί για την ελαχιστοποίηση γενικών κυρτών συναρτήσεων

και γενικών μη γραμμικών συναρτήσεων.

Η επέκταση της μεθόδου συζυγών κλίσεων για γενικές μη γραμμικές συναρτήσεις

μπορεί να πραγματοποιηθεί, εάν γίνουν κάποιες αλλαγές στον αλγόριθμο 2.1. Αρχικά,

το υπόλοιπο r τίθεται να είναι πάντα ίσο με την κλίση (gradient) της συνάρτησης,

δηλαδή rk = ∇fk. Επιπλέον, αντί για τη σχέση (2.24αʹ) για το μήκος βήματος αk,
η οποία προκύπτει ελαχιστοποιώντας την συνάρτηση φ κατά μήκος της εκάστοτε διε-

ύθυνσης pk, χρειάζεται να πραγματοποιηθεί μια γραμμική αναζήτηση που εντοπίζει ένα

προσεγγιστικό ελάχιστο της αντικειμενικής συνάρτησης f κατά μήκος της διεύθυνσης

pk. ’Οπως και στη γραμμική εκδοχή της μεθόδου, η διεύθυνση ορίζεται το −∇f στην

πρώτη επανάληψη κι ως ο γραμμικός συνδυασμός του αντίθετου της κλίσης και της

προηγούμενης διεύθυνσης αναζήτησης. Οι επαναλήψεις είναι συνεπώς της μορφής

pk =

{
−∇fk , για k = 1

−∇fk + βkpk−1 , για k ≥ 2
(3.1αʹ)

xk+1 = xk + αkpk (3.1βʹ)

όπου πλέον η πρώτη επανάληψη συμβαίνει για k = 1. Τέλος, στη μη γραμμική μέθοδο,

για την παράμετρο βk, έχουν προταθεί διάφορες εκφράσεις οι οποίες δεν δίνουν ισο-

δύναμα αποτελέσματα. Κάθε μία από αυτές αποτελεί βάση για διαφορετικές εκδοχές

της μη γραμμικής μεθόδου συζυγών κλίσεων. Κάποιες από τις πιο γνωστές εκφράσεις

για το βk είναι των Fletcher - Reeves (FR), Polak - Ribière (PR) και Hestenes - Stiefel
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(HS). Οι αντίστοιχες εκφράσεις είναι

βFRk =
∇fTk ∇fk
∇fTk−1∇fk−1

=
‖∇fk‖2

‖∇fk−1‖2
(3.2)

βPRk =
∇fTk (∇fk −∇fk−1)

‖∇fk−1‖2
(3.3)

βHSk =
∇fTk (∇fk −∇fk−1)

pTk−1(∇fk −∇fk−1)
(3.4)

Στη συνέχεια θα μελετηθούν αναλυτικά οι εκδοχές FR και PR της μεθόδου και θα

δωθεί ιδιαίτερη έμφαση στη σύγκλιση τους. Παρουσιάζονται πρώτα κάποια στοιχεία

που θα χρησιμεύσουν στα παρακάτω.

3.1 Βασικά Στοιχεία

Χρειάζεται αρχικά να διευκρινιστούν ορισμένα αποτελέσματα που είναι κρίσιμα για

την μετέπειτα μελέτη. Υπενθυμίζεται πως η κατεύθυνση αναζήτησης pk καλείται κα-

τεύθυνση κατάβασης εάν

∇fTk pk < 0

Χρήσιμο μέγεθος είναι επίσης η γωνία μεταξύ των −∇fk και pk

cos θk =
−∇fTk pk
‖∇fk‖‖pk‖

(3.5)

Θα χρησιμοποιήσουμε ιδιαίτερα δύο υποθέσεις τις οποίες ορίζουμε από τώρα

Υποθέσεις 3.1

1. Το σύνολο L = {x : f(x) ≤ f(x0)} είναι φραγμένο.

2. Σε κάποια γειτονιά N του L, η αντικειμενική συνάρτηση f είναι συνεχώς δια-

φορίσιμη και η κλίση της είναι συνεχής κατά Lipschitz, δηλαδή υπάρχει σταθερά

L > 0 τέτοια ώστε

‖∇f(x)−∇f(x̃)‖ ≤ L‖x− x̃‖, ∀x, x̄ ∈ N (3.6)

Οι υποθέσεις αυτές συνεπάγονται πως υπάρχει μία σταθερά γ̄ ώστε

‖∇f(x)‖ ≤ γ̄, ∀x ∈ L (3.7)

Σε αυτό το σημείο είναι σκόπιμο να γίνει μία υπενθύμιση των συνθηκών Wolfe που

ορίστηκαν στο πρώτο κεφάλαιο, τις οποίες υπενθυμίζεται πως ένα μήκος βήματος αk
οφείλει να ικανοποιεί ώστε να γίνει αποδεκτό κατά τη διάρκεια μιας μη ακριβούς γραμ-

μικής αναζήτησης

f(xk + αkpk) ≤ f(xk) + c1αk∇fTk pk (3.8)

∇f(xk + αpk)
Tpk ≥ c2∇fTk pk (3.9)
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με 0 < c1 < c2 < 1. Με αφορμή τις συνθήκες Wolfe, παρουσιάζεται μία πιο ιδανική

συνθήκη. Σύμφωνα με αυτή, ένα αk γίνεται αποδεκτό εάν

f(xk + αkpk) ≤ f(xk + α̂kpk) (3.10)

όπου α̂k είναι το μικρότερο θετικό στάσιμο σημείο της συνάρτησης f(xk + αpk). Α-

ξίζει να σημειωθεί πως τα αποτελέσματα του θεωρήματος 1.1 από το πρώτο κεφάλαιο,

ισχύουν κι όταν το αk ικανοποιεί την συνθήκη (3.10). Στο θεώρημα αυτό είχε αποδει-

χθεί πως αν οι υποθέσεις 3.1 ισχύουν και το μήκος βήματος ικανοποιεί τις συνθήκες

(3.8), (3.9) ή πλέον και την (3.10), τότε∑
k≥1

cos2 θk‖∇fk‖2 <∞ (3.11)

όπου η σχέση (3.11) καλείται συνθήκη Zoutendijk. Προτού γίνει λεπτομερής περιγρα-

φή κάποιων εκδοχών της μεθόδου και των ιδιοτήτων σύγκλισής τους, αναφέρονται πιο

αναλυτικά κάποιες γενικότερες ιδιότητες σύγκλισης των μεθόδων γραμμικής αναζήτη-

σης που δόθηκαν στο πρώτο κεφάλαιο και που χρησιμοποιούνται παρακάτω.

΄Εστω πως η γραμμική αναζήτηση είναι ακριβής, το οποίο σημαίνει ότι η εξίσωση

∇fTk pk−1 = 0 (3.12)

ικανοποιείται. Δεδομένου πως η pk−1 είναι διεύθυνση κατάβασης, από τις (3.1αʹ) και

(3.12) έχουμε πως

cos θk =
‖∇fk‖
‖pk‖

(3.13)

κι αυτό δείχνει πως και η pk είναι διεύθυνση κατάβασης αφού

−∇fkpk = cos θk‖∇fk‖‖pk‖
= ‖∇fk‖2 > 0

Με βάση τη σχέση (3.13), η συνθηκη Zoutendijk (3.11) συνεπάγεται, για pk 6= 0
φυσικά, ότι ∑

k≥1

‖∇fk‖4

‖pk‖2
<∞ (3.14)

Αν κάποιος μπορέσει να δείξει πως το κλάσμα ‖pk‖/‖∇fk‖ είναι φραγμένο, αυτό ση-

μαίνει πως το cos θk είναι φραγμένο μακριά από το 0, αφού

‖pk‖
‖∇fk‖

≤M ⇒ cos θk ≥
1

M
> 0

όπου M > 0. Τότε, η σχέση (3.14) συνεπάγεται ότι

lim
k→∞
‖∇fk‖ = 0 (3.15)

δηλαδή η μέθοδος θα είναι ολικά συγκλίνουσα. Για τυχαίες συναρτήσεις, είναι συνήθως

αδύνατο να φραχτεί η ποσότητα ‖pk‖/‖∇fk‖ και κατά συνέπεια μπορεί να παρθεί ένα

πιο «αδύναμο» αποτέλεσμα από την (3.15), δηλαδή

lim inf
k→∞

‖∇fk‖ = 0 (3.16)
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Η απόδειξη του αποτελέσματος αυτού γίνεται με εις άτοπον απαγωγή. ΄Εστω πως η

(3.16) δεν ισχύει. Αυτό σημαίνει πως οι νόρμες των κλίσεων ∇fk παραμένουν «μακριά»

από το 0 κι άρα υπάρχει γ > 0 τέτοιο ώστε

‖∇fk‖ ≥ γ, ∀k ≥ 1 (3.17)

΄Αρα η (3.14) δίνει ∑
k≥1

1

‖pk‖2
<∞ (3.18)

Κατά συνέπεια, η μέθοδος μπορεί να μη σύγκλινει μόνο εάν η ποσότητα ‖pk‖ τείνει

στο άπειρο αρκετά γρήγορα.

Η λογική που ακολουθείται για μεθόδους μη ακριβούς γραμμικής αναζήτησης είναι

όμοια, αρκεί να αποδειχθεί πως ικανοποιείται η σχέση

cos θk ≥ c
‖∇fk‖
‖pk‖

(3.19)

για κάποια θετική σταθερά c. Τότε η σχέση αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί στη θέση

της (3.13) ώστε να δώσει τη σχέση (3.14) και η υπόλοιπη απόδειξη γίνεται όπως και

στην περίπτωση των μεθόδων ακριβούς αναζήτησης.

Αξίζει να σημειωθεί πως ο Al-Baali [4] απέδειξε πως για τη μέθοδο FR ισχύει η

(3.19) εάν το μήκος βήματος ικανοποιεί τις ισχυρές συνθήκες Wolfe

f(xk + αkpk) ≤ f(xk) + c1αk∇fTk pk (3.20)

|∇f(xk + αkpk)
Tpk| ≤ −c2∇fTk pk (3.21)

με 0 < c1 < c2 < 1/2 κι άρα η (3.16) ισχύει για τη μέθοδο FR. Επιπλέον, δείχνοντας

πως η σχέση (3.19) είναι αληθής, η οποία λόγω της (3.13) είναι ισοδύναμη με την

∇fTk pk ≤ −c‖∇fk‖2 < 0 (3.22)

έδειξε πως η μέθοδος FR με τις ισχυρές συνθήκες Wolfe παράγει πάντα διευθύνσεις

κατάβασης, κάτι που θα αποδειχθεί αναλυτικά στη συνέχεια.

Η λογική που ακολουθήθηκε στα προηγούμενα χρησιμοποιείται για τη διαπίστωση της

ολικής σύγκλισης διαφόρων μεθόδων μη ακριβούς γραμμικής αναζήτησης. Αξιοποιείται

πολλές φορές η σχέση (3.22) η οποία καλείται συνθήκη επαρκούς μείωσης και είναι ένας

τρόπος επιβεβαίωσης ότι οι διευθύνσεις αναζήτησης θα είναι διευθύνσεις κατάβασης για

μεθόδους συζυγών κλίσεων. Πρώτα θα μελετηθούν η μέθοδος Fletcher-Reeves και

κάποιες μέθοδοι που σχετίζονται με αυτή.

3.2 Μέθοδος Fletcher - Reeves Και Μέθοδοι

Σχετικές Με Αυτή

Αναφέρθηκε νωρίτερα πως κάνοντας κάποιες αλλαγές στον αλγόριθμο 2.1, μπορούμε

να τον προσαρμόσουμε έτσι, ώστε να χρησιμοποιείται για γενικές μη γραμμικές συναρ-

τήσεις. Εφαρμόζοντας τις αλλαγές που προτάθηκαν, προκύπτει ο παρακάτω αλγόριθμος

για τη μέθοδο FR.
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Αλγόριθμος FR (Algorithm 5.4 από [1])

Δοσμένο x0

Υπολογισμός των f0 = f(x0), ∇f0 = ∇f(x0)
Θέτουμε p0 ← −∇f0, k ← 0
΄Οσο ∇fk 6= 0, επανέλαβε

Υπολογισμός του αk, xk+1 = xk + αkpk
Υπολογισμός του ∇fk+1

βFRk+1 ←
∇fTk+1∇fk+1

∇fTk ∇fk
(3.23αʹ)

pk+1 ← −∇fk+1 + βFRk+1pk (3.23βʹ)

k ← k + 1 (3.23γʹ)

Τέλος

΄Οπως έχει ήδη ειπωθεί, για τη μέθοδο FR θα δειχθεί πως η pk είναι διεύθυνση

κατάβασης όταν πρόκειται για μη ακριβείς μεθόδους όπου το αk ικανοποιεί τις (3.20),

(3.21). ΄Οταν η μέθοδος είναι ακριβής, παίρνοντας την (3.23βʹ) στο k-οστό βήμα και

πολλαπλασιάζοντας από τα αριστερά με ∇fk λαμβάνεται η σχέση

∇fTk pk = −‖∇fk‖2 + βFRk ∇fTk pk−1 = −‖∇fk‖2

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από τη σχέση (3.12). ΄Αρα∇fTk pk < 0 και συνεπώς

η pk είναι διεύθυνση κατάβασης.

Μελέτη Σύγκλισης

Είναι δυνατό να αποδειχθεί η ολική σύγκλισης της μεθόδου FR και μεθόδων που

σχετίζονται με αυτή. Λέγοντας «σχετίζονται», εννοούνται μέθοδοι των οποίων η πα-

ράμετρος βk είναι φραγμένη ως εξής

|βk| ≤ βFRk , k ≥ 2 (3.24)

΄Εστω λοιπόν μέθοδος, τα μήκη βήματος αk της οποίας ικανοποιούν τις ισχυρές συν-

θήκες Wolfe, (3.20) - (3.21) (c2 < 1/2). Τότε η μέθοδος πληρεί τις προϋποθέσεις του

θεωρήματος 1.1, διότι οι ισχυρές συνθήκες Wolfe συνεπάγονται τις συνθήκες Wolfe
(3.8), (3.9) κι άρα η (3.11) είναι αληθής. Το ακόλουθο λήμμα αποδεικνύει, μεταξύ

άλλων, τη συνθήκη επαρκούς μείωσης (3.22).

Λήμμα 3.1 (Lemma 3.1 από [2]). ΄Εστω πως οι υποθέσεις 3.1 ισχύουν. Θεωρήστε
μέθοδο της μορφής (3.1αʹ) - (3.1βʹ) με μήκος βήματος αk που ικανοποιεί τις ισχυρές
συνθήκες Wolfe (3.20) - (3.21) με 0 < c2 < 1/2 και με παράμετρο βk που ικανοποιεί
την σχέση (3.24). Τότε η μέθοδος παράγει διευθύνσεις κατάβασης pk, οι οποίες έχουν
την παρακάτω ιδιότητα

− 1

1− c2

≤ ∇f
T
k pk

‖∇fk‖2
≤ 2c2 − 1

1− c2

, k = 1, 2, . . . (3.25)
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Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει μέσω επαγωγής. Για k = 1, pk = −∇fk κι άρα ο

μεσαίος όρος της (3.25) είναι −1. Επιπλέον c2 ∈ (0, 1/2), οπότε ικανοποιούνται και οι

δύο ανισότητες στην (3.25). ΄Εστω τώρα πως η (3.25) είναι αληθής για τυχαίο k ≥ 1.
Τότε, επειδή

2c2 − 1

1− c2

< 0 (3.26)

θα ισχύει ∇fTk pk < 0. Από τις (3.1αʹ) και (3.2) έχουμε πως

∇fTk+1pk+1

‖∇fk+1‖2
= −1 + βk+1

∇fTk+1pk

‖∇fk+1‖2
= −1 +

βk+1

βFRk+1

∇fTk+1pk

‖∇fk‖2
(3.27)

Από τη δεύτερη ισχυρή συνθήκη Wolfe (3.21)

|βk+1∇fTk+1pk| ≤ −c2|βk+1|∇fTk pk

Η ανισότητα αυτή μαζί με την (3.27) δίνουν

−1 + c2
|βk+1|
βFRk+1

∇fTk pk
‖∇fk‖2

≤
∇fTk+1pk+1

‖∇fk+1‖2
≤ −1− c2

|βk+1|
βFRk+1

∇fTk pk
‖∇fk‖2

Συνεπώς, λόγω της επαγωγικής υπόθεσης, για τυχαίο k έχουμε πως

−1− |βk+1|
βFRk+1

c2

1− c2

≤
∇fTk+1pk+1

‖∇fk+1‖2
≤ −1 +

|βk+1|
βFRk+1

c2

1− c2

΄Ομως από την (3.24) |βk|/βFRk ≤ 1. Επομένως το δεξί μέλος της προηγούμενης

ανισότητας δίνει

−1 +
|βk+1|
βFRk+1

c2

1− c2

≤ −1 +
c2

1− c2

=
2c2 − 1

1− c2

Παρόμοια αναλύεται και το αριστερό μέλος. Οπότε η σχέση (3.25) ισχύει για k + 1 κι

έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη.

Πράγματι, το λήμμα αυτό έδειξε πως όλες οι διευθύνσεις είναι διευθύνσεις κατάβασης

και πως λόγω του άνω φράγματος στην (3.25) η συνθήκη επαρκούς μείωσης (3.22)

ικανοποιείται, αλλά έδωσε και κάποια άλλα αποτελέσματα. Πρώτον, τα φράγματα στην

(3.25) θέτουν κάποιο όριο στο πόσο γρήγορα μπορεί να μεγαλώσει η ποσότητα ‖pk‖.
Δεύτερον, από τις (3.5) και (3.25) εύκολα βλέπει κανείς πως θα υπάρχουν θετικές

σταθερές m1,m2 ώστε

m1
‖∇fk‖
‖pk‖

≤ cos θk ≤ m2
‖∇fk‖
‖pk‖

(3.28)

Η αξία της σχέσης (3.28) θα φανεί στη συνέχεια.

Θεώρημα 3.1 (Theorem 3.2 από [2]). ΄Εστω πως οι υποθέσεις 3.1 ισχύουν. Θε-
ωρήστε μέθοδο της μορφής (3.1αʹ) - (3.1βʹ) με μήκος βήματος αk που ικανοποιεί τις
ισχυρές συνθήκες Wolfe (3.20) - (3.21) με 0 < c1 < c2 < 1/2 και με παράμετρο βk
που ικανοποιεί την σχέση (3.24). Τότε

lim inf
k→∞

‖∇fk‖ = 0 (3.29)
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Απόδειξη. Από τη δεύτερη ισχυρή συνθήκη Wolfe (3.21) και το λήμμα 3.1 έχουμε πως

|∇fTk pk−1| ≤ −c2∇fTk−1pk−1 ≤
c2

1− c2

‖∇fk−1‖2
(3.30)

Από τις (3.1αʹ) και (3.24) συνεπάγεται ότι

‖pk‖2 ≤ ‖∇fk‖2 + 2|βk||∇fTk pk−1|+ β2
k‖pk−1‖2

≤ ‖∇fk‖2 +
2c2

1− c2

|βk|‖∇fk−1‖2 + β2
k‖pk−1‖2

≤
(

1 + c2

1− c2

)
‖∇fk‖2 + β2

k‖pk−1‖2

Ορίζοντας c3 = (1 + c2)/(1− c2) ≥ 1, εφαρμόζοντας την παραπάνω σχέση επανειλημ-

μένως και χρησιμοποιώντας την (3.24), λαμβάνεται το εξής αποτέλεσμα

‖pk‖2 ≤ c3‖∇fk‖2 + β2
k(c3‖∇fk−1‖2 + β2

k−1‖pk−2‖2)

≤ c3‖∇fk‖4

k∑
j=1

‖∇fj‖−2
(3.31)

΄Εστω τώρα πως η (3.29) δεν ισχύει, δηλαδή ‖∇fk‖ ≥ γ > 0, για κάθε k. Τότε λόγω

της (3.7), αυτό συνεπάγεται πως

‖pk‖2 ≤ c3γ̄
4

γ2
k (3.32)

Η σχέση αυτή συνεπάγεται πως∑
k≥1

1

‖pk‖2
≥ c4

∑
k≥1

1

k
(3.33)

όπου c4 θετική σταθερά. Επιπλέον, από την αριστερή ανισότητα της σχέσης (3.28) και

τη συνθήκη Zoutendijk (3.11), λαμβάνεται η (3.14). Εφόσον οι κλίσεις είναι φραγμένες

μακριά από το 0, η (3.14) συνεπάγεται πως∑
k≥1

1

‖pk‖2
<∞

Συνδυάζοντας την ανισότητα αυτή με την (3.33) έχουμε πως
∑

k≥1 1/k <∞, το οποίο

είναι άτοπο. ΄Αρα η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Η μέθοδος FR με μη ακριβή γραμμική αναζήτηση παρουσιάζει μια αδυναμία. Πολ-

λές φορές, ενώ ο αλγόριθμος βρίσκεται «μακριά» από τη λύση, αρχίζει να επιβραδύνει

αρκετά, υπό την έννοια ότι τα βήματα που κάνει είναι πολύ μικρά κι αυτή η διαδικα-

σία συνεχίζεται για μεγάλο αριθμό επαναλήψεων, εκτός εάν γίνει επανεκκίνηση της

μεθόδου, δηλαδή εάν τεθεί βk = 0, έτσι ώστε να πραγματοποιηθεί βήμα προς την διε-

ύθυνση της πιο απότομης καθόδου. Η συμπεριφορά αυτή παρατηρήθηκε πρώτα από τον

Powell. Η εξήγησή του αφορά ακριβείς και μη ακριβείς γραμμικές αναζητήσεις κι έχει

ως εξής. ΄Εστω πως στην επανάληψη k παράγεται μία ατυχής κατεύθυνση αναζήτησης

pk, δηλαδή μια κατεύθυνση που δημιουργεί γωνία σχεδόν 90° με τη διεύθυνση −∇fk
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κι άρα cos θk ≈ 0 όπου cos θk η γωνία που ορίζεται από την (3.5) κι έστω πως το μήκος

βήματος αk είναι πολύ μικρό, δηλαδή xk+1 ≈ xk. Τότε θα είναι ‖∇fk+1‖ ≈ ‖∇fk‖,
συνεπώς

βFRk+1 ≈ 1 (3.34)

Επίσης, λόγω της (3.28), εύκολα μπορεί κάποιος να δει πως ισχύει

‖∇fk+1‖ ≈ ‖∇fk‖ � ‖pk‖

Τότε από αυτή την προσέγγιση, την (3.34) και την (3.1αʹ) συμπεραίνεται πως

‖pk+1‖ ≈ ‖pk‖ � ‖∇fk+1‖

και λόγω της (3.28) θα είναι cos θk+1 ≈ 0. Συνεπώς, η ανάλυση που προηγήθηκε

μπορεί να γίνει ξανά από την αρχή, και ούτω καθεξής.

3.3 Μέθοδος Polak - Ribière και παραλλαγές

αυτής

Η μέθοδος Polak - Ribière (PR) είναι μια παραλλαγή της μεθόδου FR, στην οποία η

παράμετρος β, όπως αναφέρθηκε και στην αρχή του κεφαλαίου, δίνεται από τον τύπο

βPRk+1 =
∇fTk+1(∇fk+1 −∇fk)

‖∇fk‖2
(3.35)

Ο αλγόριθμος που προκύπτει αντικαθιστώντας στο αλγόριθμο FR την σχέση (3.23αʹ)

για το βk+1 με την (3.35), ονομάζεται Αλγόριθμος PR.

Γίνεται σε αυτό το σημείο μία σημαντική παρατήρηση που προκύπτει από το θεώρη-

μα 3.1 της προηγούμενης ενότητας. Το θεώρημα αυτό απέδειξε την ολική σύγκλιση

κάθε μεθόδου της οποίας η παράμετρος βk ικανοποιεί την ανισότητα |βk| ≤ βFRk . Το

αποτέλεσμα αυτό αποτελεί τη βάση για μία τροποποίηση της μεθόδου PR, ή οποία όχι

μόνο καταλήγει σε μέθοδο που είναι ολικά συγκλίνουσα, αλλά αποφεύγει και το βασικό

μειονέκτημα της FR που συζητήθηκε. Για κάθε k ≥ 2, έστω

βk =


−βFRk , εάν βPRk < −βFRk
βPRk , εάν |βPRk | ≤ βFRk
βFRk , εάν βPRk > βFRk

(3.36)

Τότε πράγματι, για οποιαδήποτε επιλογή της τιμής του βk από αυτές τις τρεις, η ανι-

σότητα (3.24) ικανοποιείται κι άρα μπορεί για αυτήν να γίνει η ανάλυση που περιγράφηκε

στην προηγούμενη ενότητα. Η μέθοδος αυτή καλείται Αλγόριθμος FR-PR.

Πριν μελετηθεί η σύγκλιση της μεθόδου και των παραλλαγών της, είναι σημαντικό

να τονιστεί η ανθεκτικότητα της μεθόδου PR στο πρόβλημα επιβράδυνσης που παρου-

σιάζει η μέθοδος FR. ΄Εστω πως η k-οστή επανάληψη παράγει μια «κακή» διεύθυνση

αναζήτησης. Στην περίπτωση της PR, εάν ∇fk+1 ≈ ∇fk, τότε από την (3.3) βPRk+1 ≈ 0.
Επιπλέον, από την (3.1αʹ) pk+1 ≈ −∇fk+1 κι άρα από (3.5), cos θk+1 ≈ 1. Με άλ-

λα λόγια, όταν ο αλγόριθμος PR κινηθεί προς μία «κακή» διεύθυνση, πραγματοποιεί
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μια επανεκκίνηση κάνοντας το επόμενο βήμα προς την κατεύθυνση της πιο απότομης

κατάβασης κι άρα ανακάμπτει από την συμπεριφορά αυτή. ΄Οσον αφορά τη μέθοδο

FR - PR, σε περίπτωση επιλογής ατυχούς διεύθυνσης, έχει ήδη ειπωθεί πως θα είναι

βFRk+1 ≈ 1 και βPRk+1 ≈ 0. Σύμφωνα με τη σχέση (3.36), η παράμετρος βk+1 θα τεθεί

ίση με βPRk+1, κι άρα σύμφωνα με τη λόγικη που μόλις παρουσιάστηκε, η ανεπιθύμητη

συμπεριφορά θα αποφευχθεί.

Πριν τη μελέτη της σύγκλισης των μεθόδους που αναφέρθηκαν στην ενότητα αυτή,

δίνεται ένα κριτήριο επανεκκίνησης από τον Powell [6]. Αν και το συγκεκριμένο κριτήριο

αναπτύχθηκε για την επιβεβαίωση της σύγκλισης της μεθόδου Beale, η οποία δεν θα

μελετηθεί εδώ, μπορεί να εφαρμοστεί και στη μέθοδο PR. Το κριτήριο αυτό λαμβάνει

υπόψιν του τη σχέση (2.16), δηλαδή πως οι κλίσεις rk είναι μεταξύ τους ορθογώνιες

όταν η f είναι τετραγωνική συνάρτηση. Ο Powell προτείνει συνεπώς επανεκκίνηση

όταν δύο διαδοχικές κλίσεις απέχουν πολύ από την μεταξύ τους ορθογωνιότητα, όπως

αυτό μετριέται από τη σχέση

|∇fTk ∇fk−1|
‖∇fk‖2

≥ ν

όπου ν μια μικρή θετική σταθερά, συνήθως ίση με 0.1. Από τις εκφράσεις (3.2) και

(3.3) για τις παραμέτρους βFRk , βPRk , έχουμε

βPRk = βFRk − ∇f
T
k ∇fk−1

‖∇fk−1‖2

κι άρα, εφαρμόζοντας το εν λόγω κριτήριο στη μέθοδο PR, μπορεί κάποιος να δει ότι

η επανεκκίνηση της μεθόδου δεν είναι απαραίτητη αρκεί να ισχύει η παρακάτω σχέση

βFRk − ν ≤ βPRk ≤ βFRk + ν

Είναι ένα δημοφιλές κριτήριο, διότι η συνθήκη επανεκκίνησης δεν βασίζεται σε κάποιον

αριθμό επαναλήψεων. Πολλά κριτήρια ζητούν επανεκκίνηση μεθόδων έπειτα από n
βήματα της μεθόδου, αλλά κάτι τέτοιο δεν είναι πάντα ουσιώδες. Αυτό διότι η μέθοδος

συζυγών κλίσεων χρησιμοποιείται για μεγάλα προβλήματα, στα οποία μία προσεγγιστι-

κή λύση μπορεί να βρεθεί σε λιγότερο από n βήματα. Επομένως μία συνθήκη που δεν

βασίζεται σε αριθμό επαναλήψεων, είναι περισσότερο αποτελεσματική.
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Μελέτη Σύγκλισης

Για γενικές μη κυρτές συναρτήσεις και τον αλγόριθμο PR, δηλαδή για παράμετρο β
που δίνεται από τη σχέση (3.35), δεν είναι δυνατό να αποδειχθεί παρόμοιο αποτέλεσμα

με αυτό του θεωρήματος 3.1. Μάλιστα, το επόμενο θεώρημα, η απόδειξη του οποίου

παραλείπεται, δείχνει πως η μέθοδος PR μπορεί να επαναλαμβάνεται επ΄ άπειρον χωρίς

να προσεγγίσει τη λύση, ακόμα και σε περίπτωση ακριβούς γραμμικής αναζήτησης.

Θεώρημα 3.2 (Theorem 5.8 από [1]). ΄Εστω η μέθοδος ακριβούς γραμμικής
αναζήτησης PR με παράμετρο β που δίνεται από την (3.35). Υπάρχει μία δύο φορές

συνεχώς παραγωγίσιμη αντικειμενική συνάρτηση f : R3 → R κι ένα αρχικό σημείο
x0 ∈ R3

, έτσι ώστε η ακολουθία των κλίσεων {‖∇fk‖} να είναι φραγμένη μακριά από
το μηδέν.

Η απόδειξη του θεωρήματος δίνεται από τον Powell, [5].

Η μελέτη της σύγκλισης θα περιοριστεί συνεπώς σε μεθόδους οι οποίες χαρακτη-

ρίζονται από μη αρνητικά βk ≥ 0 και μοιράζονται με τη μέθοδο PR μία κοινή ιδιότητα,

η οποία θα ονομαστεί Ιδιότητα (?).

Η ιδέα πίσω από τους περιορισμούς αυτούς, στηρίζεται στο θεώρημα που μόλις δόθηκε.

Το παράδειγμα του Powell προϋποθέτει πως κάποιες διαδοχικές κατευθύνσεις αναζήτη-

σης θα γίνουν σχεδόν αντίθετες, κάτι το οποίο μπορεί να επιτευχθεί, στη περίπτωση

ακριβούς γραμμικής αναζήτησης, όταν βk < 0. Θα δειχθεί συνεπώς η ολική σύγκλιση

μεθόδων που χαρακτηρίζονται από μη αρνητικά β, δηλαδή βk ≥ 0, οι οποίες σχετίζο-

νται με την PR λόγω του ότι μοιράζονται με αυτή, όπως αναφέρθηκε, μία κοινή ιδιότητα

καθώς και η σύγκλιση ορισμένων άλλων τυπικών παραλλαγών της μεθόδου.

΄Εστω λοιπόν μέθοδος με βk ≥ 0 για όλα τα k. Πέρα από το λόγο που μόλις ανα-

φέρθηκε, τα θετικά βk έχουν ένα ακόμη πλεονέκτημα: επιτρέπουν την εύκολη επιβολή

της συνθήκης επαρκούς μείωσης

∇fTk pk ≤ −c‖∇fk‖2
(3.37)

για κάποιο 0 < c ≤ 1 και k ≥ 1. Αξίζει να σημειωθεί πως σε αντίθεση με τη μέθοδο

FR, οι ισχυρές συνθήκες Wolfe (3.20) - (3.21) δεν εξασφαλίζουν πως θα ικανοποιείται

η συνθήκη επαρκούς μείωσης. Πράγματι, από την (3.1αʹ)

∇fTk pk = −‖∇fk‖2 + βk∇fTk pk−1 (3.38)

Σε μη ακριβή γραμμική αναζήτηση, εάν ο τελευταίος όρος είναι μη θετικός, δηλαδή

∇fTk pk−1 ≤ 0, τότε η (3.38) ικανοποιείται. Αντίθετα, εάν δεν ικανοποιείται, αυτό

σημαίνει πως∇fTk pk−1 > 0. ΄Ομως τότε, έχει βρεθεί διάστημα που περιέχει τη λύση του

μονοδιάστατου προβλήματος ελαχιστοποίησης. Επομένως είναι δυνατό να εφαρμοστεί

ένας αλγόριθμος γραμμικής αναζήτησης (βλ. ενότητα 1.5) για να μειωθεί η ποσότητα

|∇fTk pk−1| όσο χρειάζεται, ώστε να ικανοποιείται η (3.37).

Πριν δοθεί το βασικό αποτέλεσμα ολικής σύγκλισης, θα παρουσιαστούν κάποια άλλα

αποτελέσματα που θα αξιοποιηθούν στην απόδειξη του. Η εξαγωγή αυτών θα πραγμα-

τοποιηθεί υπό την προϋπόθεση πως ισχύει το αντίθετο, δηλαδή πως δεν υπάρχει ολική

σύγκλιση. ΄Εστω λοιπόν πως η ακολουθία των κλίσεων είναι φραγμένη «μακριά» από

το 0
‖∇fk‖ ≥ γ, ∀k ≥ 1 και για κάποιο γ > 0 (3.39)
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Για όλα τα παρακάτω δεν θα θεωρηθεί δεδομένη κάποια στρατηγική γραμμικής ανα-

ζήτησης. Υποθέτουμε μόνο πως οι ακόλουθες τρεις ιδιότητες ισχύουν:

1. ΄Ολα τα σημεία xk βρίσκονται εντός του συνόλου L των υποθέσεων 3.1

{xk} ⊂ L (3.40)

2. Η συνθήκη Zoutendijk (3.11) ικανοποιείται.

3. Η συνθήκη επαρκούς μείωσης (3.37) ικανοποιείται.

Αυτό είναι κάτι φυσιολογικό, διότι όπως είναι γνωστό, κατά τη διάρκεια επαναλήψεων

μιας μεθόδου που ικανοποιεί τις συνθήκες Wolfe ή την πιο ιδανική συνθήκη (3.10), η

συνθήκη Zoutendijk ικανοποιείται και η συνάρτηση ελαττώνεται σε κάθε βήμα, συνεπώς

ικανοποιείται και η (3.40). Επίσης, για μία ακριβή γραμμική αναζήτηση, η συνθήκη

επαρκούς μείωσης (3.37) ικανοποιείται πάντα διότι ∇fTk pk = −‖∇fk‖2
, ενώ σε μη

ακριβή περίπτωση, μπορεί να ικανοποιηθεί όπως αναφέρθηκε νωρίτερα.

Για την υπόλοιπη μελέτη θα θεωρηθεί πως η σύγκλιση δεν επιτυγχάνεται σε πεπερα-

σμένο αριθμό βημάτων, δηλαδή ∇fk 6= 0 για όλα τα k. Το πρώτο λήμμα δείχνει πως

οι κατευθύνσεις αναζήτησης μεταβάλλονται αργά κι ασυμπτωτικά στην περίπτωση που

ισχύει η (3.39).

Λήμμα 3.2 (Lemma 4.1 από [2]). ΄Εστω πως οι υποθέσεις 3.1 ικανοποιούνται. Θε-
ωρήστε μέθοδο της μορφής (3.1αʹ) - (3.1βʹ) με βk ≥ 0 και με τη γραμμική αναζήτηση
να ικανοποιεί τη συνθήκη Zoutendijk (3.11) και τη συνθήκη επαρκούς μείωσης (3.37).

Εάν η (3.39) είναι αληθής, τότε pk 6= 0 και∑
k≥2

‖uk − uk−1‖2 <∞ (3.41)

όπου uk := pk/‖pk‖.

Απόδειξη. Αρχικά, είναι βέβαιο πως pk 6= 0, γιατί αλλιώς λόγω της (3.37) θα ήταν

∇fk = 0. ΄Αρα το uk είναι καλώς ορισμένο. Είναι εμφανές πως πρόκεται για μοναδιαίο

διάνυσμα κατά τη διεύθυνση pk. Επίσης ορίζονται οι ποσότητες

rk :=
−∇fk
‖pk‖

και δk :=
βk‖pk−1‖
‖pk‖

(3.42)

Από τη σχέση (3.1αʹ) έχουμε για k ≥ 2

uk = rk + δkuk−1 (3.43)

΄Ομως ‖uk‖ = ‖uk−1‖ και σε συνδυασμό με την (3.43) λαμβάνεται η σχέση

‖rk‖ = ‖uk − δkuk−1‖ = ‖δkuk − uk−1‖ (3.44)

όπου η τελευταία ισότητα μπορεί να φανεί πως είναι αληθής αν υψωθούν στο τετράγωνο

και οι δύο πλευρές της. Τώρα, λόγω του ότι δk ≥ 0, της τριγωνικής ανισότητας

(‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, όπου x, y διανύσματα) και της (3.44) έχουμε

‖uk − uk−1‖ ≤ ‖(1 + δk)uk − (1 + δk)uk−1‖
≤ ‖uk − δkuk−1‖+ ‖δkuk − uk−1‖
= 2‖rk‖ (3.45)
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Συνδυάζοντας τις (3.5) για τη γωνία cos θk και (3.37) βλέπει κάποιος πως ικανοποιείται

η εξής ανισότητα

cos θk ≥ c
‖∇fk‖
‖pk‖

η οποία, μαζί με τη συνθήκη Zoutendijk (3.11) και την (3.42) δίνουν∑
k≥2

‖∇fk‖4

‖pk‖2
=
∑
k≥2

‖rk‖2‖∇fk‖2 <∞

Χρησιμοποιώντας την (3.39), η ανίσωση αυτή γίνεται∑
k≥2

‖rk‖2 <∞

η οποία λόγω της (3.45) ολοκληρώνει την απόδειξη.

Σημειώνεται πως η σχέση (3.41) δεν συνεπάγεται τη σύγκλιση της ακολουθίας {uk}.
Απλά δείχνει, όπως αναφέρθηκε, πως οι διευθύνσεις uk αλλάζουν με αργό ρυθμό κι

ασυμπτωτικά.

Η ανάλυση που έγινε στην αρχή της ενότητας σχετικά με την ανθεκτικότητα της

μεθόδου PR στο πρόβλημα επιβράδυνσης που παρουσιάζει η FR, τονίζει μία ιδιότητα

της PR: όταν το μήκος βήματος είναι μικρό, τότε το βPRk θα είναι μικρό. Η ιδιότητα

αυτή θα ονομαστεί Ιδιότητα ? και μπορεί να παρουσιαστεί ολοκληρωμένα ως εξής.

Ιδιότητα (?) (Property (?) από [2]). Θεωρήστε μέθοδο της μορφής (3.1αʹ) -

(3.1βʹ) κι έστω πως ισχύει

0 < γ ≤ ‖∇fk‖ ≤ γ̄ (3.46)

για όλα τα k ≥ 1. Υπό την προϋπόθεση αυτή, η μέθοδος θα έχει την Ιδιότητα (?) έαν
υπάρχουν σταθερές b > 1 και λ > 0, τέτοιες ώστε για όλα τα k να ισχύουν οι

|βk| ≤ b (3.47)

και

‖sk−1‖ ≤ λ⇒ |βk| ≤
1

2b
(3.48)

όπου sk−1 = xk − xk−1.

΄Οταν ισχύουν οι υποθέσεις 3.1, είναι εύκολο να δει κάποιος πως οι μέθοδοι PR
και HS έχουν την Ιδιότητα (?), όπου HS η μέθοδος Hestenes - Stiefel με παράμετρο

βHSk που δίνεται από τη σχέση (3.4). Αρχικά, για τη μέθοδο PR, χρησιμοποιώντας τις

σταθερές γ και γ̄ της (3.46), μπορούν να οριστούν τα b, λ ως εξής

b :=
2γ̄2

γ2
και λ :=

γ2

2Lγ̄b

όπου L η θετική σταθερά της σχέσης (3.6) των υποθέσεων 3.1. Επομένως, από τις

(3.35) και (3.46) έχουμε

|βPRk | ≤
(‖∇fk‖+ ‖∇fk−1‖)‖∇fk‖

‖∇fk−1‖2
≤ 2γ̄2

γ2
= b
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Επίσης, όταν ‖sk−1‖ ≤ λ, από την (3.6)

|βPRk | ≤
‖∇fk −∇fk−1‖‖∇fk‖

‖∇fk−1‖2
≤ Lλγ̄

γ2
=

1

2b
(3.49)

΄Οσον αφορά τη μέθοδο HS, θεωρείται δεδομένο πως ικανοποιούνται η συνθήκη επαρ-

κούς μείωσης (3.37) και η δεύτερη συνθήκη Wolfe (3.9). Τότε

pTk−1(∇fk −∇fk−1) = pTk−1∇fk − pTk−1∇fk−1

≥ −(1− c2)(∇fTk−1pk−1)

≥ (1− c2)c‖∇fk−1‖2

≥ (1− c2)cγ2

Συνδυάζοντας αυτή την ανισότητα με τη έκφραση (3.4) για την παράμετρο βHSk , λαμ-

βάνεται η σχέση

|βHSk | ≤
2γ̄2

(1− c2)cγ2
=: b

Εάν τώρα οριστεί η παράμετρος λ := (1− c2)cγ2/(2Lγ̄b), χρησιμοποιώντας τη σχέση

(3.6), βλέπουμε πως όταν ‖sk−1‖ ≤ λ θα ισχύει

|βHSk | ≤
Lλγ̄

(1− c2)cγ2
=

1

2b

Είναι εμφανές πως αν κάποιο βk έχει την Ιδιότητα (?), αμέσως μπορεί κάποιος να σκε-

φτεί κι άλλα βk που να την έχουν, παραδείγματος χάρη το |βk| και το β+
k = max{βk, 0}.

Το ακόλουθο λήμμα αποδεικνύει πως εάν η ακολουθία των κλίσεων είναι φραγμένη

«μακριά» από το 0 κι εάν η μέθοδος έχει την Ιδιότητα (?), τότε ένα μικρό ποσοστό των

μηκών βήματος δεν μπορούν να είναι πολύ μικρά. ΄Εστω N∗ το σύνολο των θετικών

ακέραιων αριθμών. Για λ > 0, ορίζουμε

Kλ := {i ∈ N∗ : i ≥ 2, ‖si−1‖ > λ}

να είναι το σύνολο των ακεραίων που αντιστοιχούν σε βήματα μεγαλύτερα από λ. Θα

χρησιμοποιηθούν επίσης σύνολα ∆ διαδοχικών επαναλήψεων, δηλαδή

Kλk,∆ := {i ∈ N∗ : k ≤ i ≤ k + ∆− 1, ‖si−1‖ > λ}

Τέλος, ορίζεται ο αριθμός των στοιχείων του συνόλου που μόλις ορίστηκε ως |Kλk,∆|
και οι τελεστές b·c, d·e, οι οποίοι πραγματοποιούν στρογγυλοποίηση προς τα κάτω και

προς τα πάνω αντίστοιχα.

Λήμμα 3.3 (Lemma 4.2 από [2]). ΄Εστω πως οι υποθέσεις 3.1 ικανοποιούνται. Θεω-
ρήστε μέθοδο της μορφής (3.1αʹ) - (3.1βʹ), με γραμμική αναζήτηση που ικανοποιεί την

(3.40), τη συνθήκη Zoutendijk (3.11) και τη συνθήκη επαρκούς μείωσης (3.37) και

υποθέστε πως η μέθοδος έχει την Ιδιότητα (?). ΄Εστω επίσης πως η συνθήκη (3.39)

είναι αληθής. Τότε υπάρχει λ > 0 ώστε για κάθε ∆ ∈ N∗ και για κάθε δείκτη k0, να

υπάρχει μεγαλύτερος δείκτης k ≥ k0 τέτοιος ώστε

|Kλk,∆| >
∆

2
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Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με εις άτοπον απαγωγή. ΄Εστω πως{
για οποιοδήποτε λ > 0, υπάρχει ∆ ∈ N∗ και k0 τέτοιο ώστε

για οποιοδήποτε k ≥ k0, ισχύει |Kλk,∆| ≥ ∆
2

(3.50)

Οι υποθέσεις 3.1 και οι εκφράσεις (3.39) και (3.40) συνεπάγονται την (3.46). Εφόσον

η Ιδιότητα (?) υπάρχει, υπάρχουν λ > 0 και b > 1 τέτοια ώστε η (3.47) και η (3.48)

ικανοποιούνται για όλα τα k. Για αυτό το λ, τα ∆ και k0 δίνονται από την (3.50). Για

οποιονδήποτε δείκτη l ≥ k0 + 1, έχουμε

‖pl‖2 ≤ (‖∇fl‖+ |βl|‖pl−1‖)2

≤ 2‖∇fl‖2 + 2β2
l ‖pl−1‖2

≤ 2γ̄2 + 2β2
l ‖pl−1‖2

όπου η δεύτερη ανισότητα προκύπτει από το γεγονός ότι για δύο βαθμωτά μεγέθη a, b
ισχύει 2ab ≤ a2 + b2 ⇒ (a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2

. Εφαρμόζοντας επανειλημμένως την

ανισότητα αυτή, η παραπάνω σχέση γίνεται

‖pl‖2 ≤ σ(1 + 2β2
l + 2β2

l 2β
2
l−1 + · · ·+ 2β2

l 2β
2
l−1 · · · 2β2

k0
) (3.51)

όπου το σ εξαρτάται από το ‖pk0−1‖ αλλά όχι από το δείκτη l. ΄Ενας τυχαίος όρος της

έκφρασης (3.51) έχει τη μορφή

2β2
l 2β

2
l−1 · · · 2β2

k (3.52)

όπου φυσικά

k0 ≤ k ≤ λ (3.53)

Στη συνέχεια, οι 2(l−k+ 1) όροι της (3.52) χωρίζονται σε ομάδες των 2∆ στοιχείων,

δηλαδή εάν N := b(l − k + 1)/∆c, τότε η (3.52) μπορεί να χωριστεί σε N ή N + 1
ομάδες ως εξής

(2β2
l1
· · · 2β2

k1
), · · · , (2β2

lN
· · · 2β2

kN
) (3.54)

και πιθανώς

(2β2
lN+1
· · · 2β2

k) (3.55)

όπου li = l− (i− 1)∆, για i = 1, . . . , N + 1 και ki = li+1 + 1, για i = 1, . . . , N . Λόγω

της (3.53), για i = 1, . . . , N ισχύει ki ≥ k0 κι άρα η (3.50) μπορεί να εφαρμοστεί για

k = ki. Συνεπώς έχουμε

pi := |Kλk,∆| ≤
∆

2
, i = 1, . . . , N (3.56)

Αυτό σημαίνει πως στο διάστημα [ki, ki+∆−1] υπάρχουν ακριβώς pi δείκτες j τέτοιοι

ώστε ‖sj−1‖ > λ, κι άρα υπάρχουν (∆ − pi) δείκτες τέτοιοι ώστε ‖sj−1‖ ≤ λ. Χρη-

σιμοποιώντας το αποτέλεσμα αυτό, την (3.47) και την (3.48), για έναν τυχαίο όρο της

(3.54) θα ισχύουν

2β2
li
· · · 2β2

ki
≤ 2∆b2pi

(
1

2b

)2(∆−pi)

= 2∆−2∆+2pib2pi−2∆+2pi

= (2b2)2pi−∆

≤ 1
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αφού λόγω της (3.56), 2pi −∆ ≤ 0 και 2b2 > 1. Κατά συνέπεια, κάθε ένας από τους

όρους της (3.54) είναι μικρότερος ή ίσος του 1 κι άρα το ίδιο ισχύει για το γινόμενο

τους. Για την τελευταία ομάδα που δίνεται από την έκφραση (3.55), χρησιμοποιώντας

την (3.47) λαμβάνουμε

(2β2
lN+1
· · · 2β2

k) < (2b2)∆

Αμέσως συμπεραίνεται πως κάθε όρος στο δεξί μέλος της (3.51) είναι φραγμένος από

την ποσότητα (2b2)∆
κι άρα

‖pl‖2 ≤ σ(l − k0 + 2) (3.57)

για θετική σταθερά σ ανεξάρτητη του l. Με άλλα λόγια, δείξαμε πως το ‖pl‖2
αυξάνεται

το πολύ γραμμικά. ΄Ομως, η σχέση (3.37) συνεπάγεται την

cos θk ≥ c‖∇fk‖/‖pk‖

και αξιοποιώντας τη συνθήκη Zoutendijk (3.11) θα ισχύει, σύμφωνα με την ανάλυση

της ενότητας 3.1, πως

γ4
∑
k≥1

1

‖pk‖2
≤
∑
k≥1

‖∇fk‖4

‖pk‖2
<∞

το οποίο είναι αντίθετο από το αποτέλεσμα της (3.57) κι άρα ολοκληρώνεται η απόδειξη.

Επιπλέον, δίνεται ο ορισμός μιας σημαντικής ανισότητας που θα χρησιμεύσει στο

επόμενο θεώρημα.

Ανισότητα Cauchy - Schwarz. ΄Εστω x, y διανύσματα. Τότε

|xTy| ≤ ‖x‖‖y‖

Είναι πλέον διαθέσιμες όλες οι γνώσεις που απαιτούνται για την απόδειξη του θεω-

ρήματος ολικής σύγκλισης.

Θεώρημα 3.3 (Theorem 4.3 από [2]). ΄Εστω πως οι υποθέσεις 3.1 ικανοποιούνται.
Θεωρήστε μέθοδο της μορφής (3.1αʹ) - (3.1βʹ) με τις ακόλουθες τρεις ιδιότητες:

1. βk ≥ 0, για όλα τα k.

2. Η γραμμική αναζήτηση ικανοποιεί τη σχέση (3.40), τη συνθήκη Zoutendijk
(3.11) και τη συνθήκη επαρκούς μείωσης (3.37).

3. Η Ιδιότητα (?) ικανοποιείται.

Τότε

lim inf
k→∞

‖∇fk‖ = 0

Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με εις άτοπον απαγωγή. ΄Εστω λοιπόν πως η έκφρα-

ση (3.39) είναι αληθής. Τότε τα αποτελέσματα των λημμάτων 3.2 και 3.3 ισχύουν.
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Ορίζοντας, όπως πριν, ui = pi/‖pi‖, έχουμε για δύο οποιουσδήποτε δείκτες l, k με

l ≥ k:

xl − xk−1 =
l∑

i=k

‖si−1‖ui−1

=
l∑

i=k

‖si−1‖uk−1 +
l∑

i=k

‖si−1‖(ui−1 − uk−1)

όπου si−1 = xi − xi−1. Παίρνοντας νόρμες και στα δύο μέλη της παραπάνω έκφρασης,

αυτή γίνεται

l∑
i=k

‖si−1‖ ≤ ‖xl − xk−1‖+
l∑

i=k

‖si−1‖‖ui−1 − uk−1‖

Λόγω της (3.40) και των υποθέσεων 3.1, είναι γνωστό πως η ακολουθία {xk} είναι

φραγμένη κι άρα υπάρχει μία θετική σταθερά B τέτοια ώστε ‖xk‖ ≤ B, για κάθε k ≥ 1.
Συνεπώς

l∑
i=k

‖si−1‖ ≤ 2B +
l∑

i=k

‖si−1‖‖ui−1 − uk−1‖ (3.58)

΄Εστω τώρα λ > 0 που δίνεται από το λήμμα 3.3. Ορίζουμε, σύμφωνα με τους συμβο-

λισμούς του λήμματος, ∆ := d8B/λe. Από το λήμμα 3.2, μπορεί να βρεθεί δείκτης k0

τέτοιος ώστε ∑
i≥k0

‖ui − ui−1‖2 ≤ 1

4∆
(3.59)

Για αυτό το ∆ κι αυτό το k0, το λήμμα 3.3 δίνει έναν δείκτη k ≥ k0 ώστε

|Kλk,∆| >
∆

2
(3.60)

Στη συνέχεια, για οποιονδήποτε δείκτη i ∈ [k, k+∆−1], λόγω της ανισότητας Cauchy
- Schwarz και της σχέσης (3.59), θα ισχύει

‖ui−1 − uk−1‖ ≤
i−1∑
j=k

‖uj − uj−1‖

≤ (i− k)1/2

(
i−1∑
j=k

‖uj − uj−1‖2

)1/2

≤ ∆1/2

(
1

4∆

)1/2

=
1

2

Χρησιμοποιώντας τη σχέση αυτή και την (3.60), η (3.58), για l = k + ∆− 1 δίνει

2B ≥ 1

2

k+∆−1∑
i=k

‖si−1‖ >
λ

2
|Kλk,∆| >

λ∆

4

Κατά συνέπεια, ∆ < 8B/λ, το οποίο είναι αντίθετο με τον ορισμό του ∆. Αυτό είναι

άτοπο, άρα ολοκληρώθηκε η απόδειξη.
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Το θεώρημα που μόλις αποδείχθηκε μπορεί να εφαρμοστεί στις μεθόδους PR και

HS, εφόσον αυτές έχουν την Ιδιότητα (?), αρκεί φυσικά τα βk να είναι μη αρνητικά.

Αυτή η ιδέα δίνει νόημα στις ακόλουθες εκφράσεις ως επιλογές του βk, όπου η πρώτη

προτάθηκε από τον Powell.

βk = max{βPRk , 0} (3.61)

βk = |βPRk | (3.62)

΄Ομοια ορίζονται εκφράσεις για τη μέθοδο HS. Ενδιαφέρον παρουσιάζει η παραλλαγή

της μεθόδου PR που προκύπτει από την (3.61) και ονομάζεται αλγόριθμος PR+
. Η

μέθοδος αυτή είναι φυσικά συγκλίνουσα, όπως ήδη ειπώθηκε. Παρουσιάζεται το εν

λόγω αποτέλεσμα για μη ακριβείς γραμμικές αναζητήσεις, ως συνέπεια όσων αποδε-

ίχθηκαν σε αυτή την ενότητα.

Παρατήρηση 3.1. ΄Εστω πως οι υποθέσεις 3.1 ικανοποιούνται. Θεωρήστε μέθοδο

της μορφής (3.1αʹ) - (3.1βʹ) με βk = max{βPRk , 0} και με γραμμική αναζήτηση που
ικανοποιεί τις συνθήκες Wolfe (3.8) - (3.9) και τη συνθήκη επαρκούς μείωσης (3.37).

Τότε

lim inf
k→∞

‖∇fk‖ = 0

Πριν τη λήξη της ενότητας αυτής, είναι σημαντικό να τονιστεί η σχέση ανάμεσα στο

κριτήριο επανεκκίνησης του Powell και στην έκφραση (3.61) για το βk, η οποία μπορεί

να θεωρηθεί κι ως μία διαδικασία επανεκκίνησης. Υπενθυμίζεται πως το κριτήριο του

Powell λέει πως η επανεκκίνηση δεν είναι απαραίτητη, αρκεί να ισχύει η παρακάτω

σχέση

|∇fTk ∇fk−1| ≤ ν‖∇fk‖2
(3.63)

όπου ν μια μικρή θετική σταθερά. Χρησιμοποιώντας την έκφραση (3.3) για το βPRk , η

συνθήκη βPRk ≥ 0 είναι ισοδύναμη με την

∇fTk ∇fk−1 ≤ ‖∇fk‖2

Με άλλα λόγια, η (3.61) μπορεί να θεωρηθεί κι ως ένα πιο «χαλαρό» κριτήριο επανεκ-

κίνησης από την (3.63). Γίνεται αμέσως κατανοητό πως, εάν ν ≤ 1, το αποτέλεσμα της

παρατήρησης 3.1 εφαρμόζεται και στη μέθοδο PR με το κριτήριο του Powell (3.63).

3.4 Αριθμητική Επίδειξη Των Μεθόδων

Η μη γραμμική μέθοδος συζυγών κλίσεων δοκιμάστηκε στην εύρεση του σημείου

ελαχίστου της συνάρτησης Rosenbrock

f(x, y) = (1− x)2 + 100(y − x2)2

η οποία παρουσιάζει ελάχιστο στο σημείο (1, 1). Ως αρχικό σημείο πάρθηκε το (−0.5, 1),
ενώ το αk σε κάθε επανάληψη υπολογιζόταν με τη βοήθεια ενός αλγορίθμου γραμμικής

αναζήτησης (βλ. ενότητα 1.5), ο οποίος εξασφάλιζε πως το επιλεγμένο μήκος βήματος

ικανοποιούσε τις ισχυρές συνθήκες Wolfe, με παραμέτρους c1 = 10−4
και c2 = 0.6.

55



ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΣΥΖΥΓΩΝ ΚΛΙΣΕΩΝ

Σχήμα 3.1: Εξέλιξη νόρμας υπολοίπου ‖r‖ ανά επανάληψη.

Η μέθοδος FR δοκιμάστηκε πρώτη και συγκλίνει, έπειτα από 74 επαναλήψεις, στο ση-

μείο x∗ = (0.99999815, 0.99999627). Παρατίθεται η εξέλιξη των νορμών των υπολοίπων-

κλίσεων. Για τα αποτελέσματα αυτά υλοποιήθηκε ο αλγόριθμος FR. Συνθήκη τερμα-

τισμού της μεθόδου ήταν η τιμή της νόρμας των κλίσεων-υπολοίπων και συγκεκριμένα

‖∇fk‖ ≤ 10−6

Για τις περίπου 32 πρώτες επαναλήψεις, η ποσότητα ‖∇fk‖ παρουσιάζει διακυμάνσεις
που όλο και ελαττώνονται, και στη συνέχεια συνεχίζει ομαλά με πάρα πολύ μικρές τιμές

έως ότου ικανοποιήσει τη συνθήκη διακοπής.

Η κλασσική μέθοδος PR, παρ΄ όλο που στην προηγηθείσα ανάλυση δεν αποδείχθη-

κε πως είναι πάντοτε ολικά συγκλίνουσα, στο συγκεκριμένο παράδειγμα λειτουργεί

επιτυχώς. Ειδικότερα, συγκλίνει στο σημείο x∗ = (1, 0.99999999) έπειτα από 15 επα-

ναλήψεις. Ως συνθήκη διακοπής του αλγορίθμου χρησιμοποιήθηκε η

‖∇fk‖ ≤ 10−7

Από το Σχήμα 3.2 φαίνεται πως η κατανομή των νορμών των υπολοίπων, μετά τις

πρώτες 4 επαναλήψεις αποκτά πολύ μικρές τιμές κι έχει περιορισμένες διακυμάνσεις,

έως ότου φτάσει στην επιθυμητή τιμή.

Τέλος, δοκιμάστηκε η επίδοση της μεθόδου FR-PR. Παρουσιάζει αλλά ελαφρώς

βελτιωμένη συμπεριφορά σε σχέση με τη μέθοδο FR. Ο αλγόριθμος λήγει μετά από 47

επαναλήψεις, καταλήγοντας στο σημείο x∗ = (0.99999999, 0.99999999), με συνθήκη

διακοπής

‖∇fk‖ ≤ 10−7

Στο Σχήμα 3.3 φαίνεται η συμπεριφορά των υπολοίπων για τη μέθοδο FR-PR. ΄Οπως

και στη μέθοδο FR ύπαρχουν ορισμένες διακυμάνσεις αρχικά αλλά όχι στον ίδιο βαθμό,

οι οποίες παύουν να εμφανίζονται έπειτα από περίπου 20 επαναλήψεις.
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Σχήμα 3.2: Εξέλιξη νόρμας υπολοίπου ‖r‖ ανά επανάληψη.

Σχήμα 3.3: Εξέλιξη νόρμας υπολοίπου ‖r‖ ανά επανάληψη.

Σε αυτό το πρόβλημα και για το συγκεκριμένο αρχικό σημείο, η πιο αποτελεσματική

επιλογή θα ήταν η μέθοδος PR μιας και συγκλίνει έπειτα από τον μικρότερο αριθμό

επαναλήψεων.

Δοκιμάστηκε επιπλέον ένας ακόμα τρόπος αντιμετώπισης του προβλήματος. Παίρνο-

ντας το ανάπτυγμα Taylor της συνάρτησης γύρω από το (1, 1) και κρατώντας όρους

έως και δεύτερης τάξης, προκύπτει η τετραγωνική προσέγγιση της συνάρτησης Rosen-
brock. Η συνάρτηση ήρθε στη τετραγωνική μορφή

φ(x) =
1

2

[
x1 x2

] [ 802 −400
−400 200

] [
x1

x2

]
−
[
402 −200

] [x1

x2

]
+ 101
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Σύμφωνα με τους συμβολισμούς του 2
ου

κεφαλαίου είναι

A =

[
802 −400
−400 200

]
και b =

[
402
−200

]
όπου ο A είναι συμμετρικός και θετικά ορισμένος. Η συνάρτηση αυτή παρουσιάζει

πράγματι ελάχιστο στο σημείο (1, 1). Υλοποιώντας τον αλγόριθμο 2.1 με αρχικό σημείο

(−0.5, 1), η μέθοδος τερματίζει στο σημείο x∗ = (1, 1) έπειτα από 2 επαναλήψεις με

συνθήκη διακοπής

‖∇fk‖ ≤ 10−15

58



Βιβλιογραφία

[1] Jorge Nocedal & Stephen J. Wright, Numerical Optimization, Second Edition,
Springer 2006.

[2] J. Gilbert & J. Nocedal, Global convergence properties of conjugate gradient
methods for optimization, SIAM Journal on Optimization, 2 (1992), pp. 21–42.

[3] Jonathan Richard Shewchuk, An Introduction to the Conjugate Gradient Method
Without the Agonizing Pain, Edition 11

4
, August 4 1994.

[4] M. Al-Baali, Descent property and global convergence of the Fletcher-Reeves me-
thod with inexact line search, IMA J. Numer. Anal., 5(1985), pp. 121-124.

[5] Nonconvex minimization calculations and the conjugate gradient method, in Le-
cture Notes in Mathematics 1066, Springer - Verlag, Berlin, 1984, pp. 122-141.

[6] Restart procedures for the conjugate gradient method, Math. Programming, 12
(1977), pp. 241-254.

[7] G. H. Golub and C. F. Van Loan, Matrix Computations, The Johns Hopkins
University Press, Baltimore, third ed., 1996

[8] Introduction to Linear and Nonlinear Programming, D. Luenberger, Addison
Wesley, second edition, 1984

59


