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Δςσαπιζηίερ 

Ζ παξνύζα εξγαζία πξαγκαηνπνηήζεθε ζην Δξγαζηήξην ηαηηθήο θαη Αληηζεηζκηθήο 

Σερλνινγίαο ηνπ Σνκέα Γνκνζηαηηθήο ηεο ρνιήο Πνιηηηθώλ Μεραληθώλ ζην Δζληθό 

Μεηζόβην Πνιπηερλείν, ππό ηελ επίβιεςε ηνπ Αλαπιεξσηή Καζεγεηή θ. Βεζζαξίσλ 

Παπαδόπνπινπ. 

Σνλ επραξηζηώ ζεξκά γηα ηελ θαζνδήγεζή ηνπ ζηελ επηινγή ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ 

ζέκαηνο, ζπλνιηθά γηα ηελ επίβιεςή ηνπ, ηηο ππνδείμεηο θαη ηηο ηδέεο ηνπ θαζόιε ηε 

δηάξθεηα ηεο εθπόλεζεο ηεο εξγαζίαο, θαζώο ήηαλ ε αθνξκή λα έξζσ ζε επαθή θαη 

βαζύηεξε ηξηβή κε ην αληηθείκελν ηεο Τπνινγηζηηθήο Μεραληθήο. 

Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ επίζεο, ηνλ ππνςήθην δηδάθηνξα Γηάλλε Καινγεξή γηα ηε 

κεγάιε βνήζεηά ηνπ, ηελ κεγάιε επηκνλή θαη δηάζεζε λα κε βνεζήζεη ηόζν ζε 

ζεσξεηηθό ππόβαζξν, όζν θαη ζην θνκκάηη  πξνγξακκαηηζκνύ ηνπ θώδηθα, ζπλνιηθά 

γηα ηε ζπλεξγαζία καδί ηνπ. 

Αθόκα, ζέισ λα επραξηζηήζσ ην Δξγαζηήξην Ναππεγηθήο Σερλνινγίαο θαη ηνλ 

ππνςήθην δηδάθηνξα Ζιία Μπηιάιε, γηα ηελ παξαρώξεζε ηεο ππνινγηζηηθήο ηνπ 

ππνδνκήο. 

Σέινο, ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηελ νηθνγέλεηα θαη ηνπο θίινπο κνπ. Σνπο είκαη 

επγλώκσλ γηα ηε ζηήξημή ηνπο θαηά ηε δηάξθεηα ησλ ζπνπδώλ κνπ θαη ηνπο 

ηειεπηαίνπο απηνύο κήλεο ηεο εθπόλεζεο ηεο δηπισκαηηθήο κνπ εξγαζίαο. 
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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 

ηελ παξνύζα Γηπισκαηηθή Δξγαζία, δηεξεπλάηαη ε πινπνίεζε ηνπ Δύξσζηνπ 

ρεδηαζκνύ – Robust Design ζηελ Βειηηζηνπνίεζε Σνπνινγίαο κε ηε ρξήζε 

Μνληέισλ Μεησκέλεο Σάμεο. ε πξώην ζηάδην, κειεηάηαη ε ρξήζε ηερληθώλ 

κεησκέλσλ κνληέισλ ζην πξόβιεκα ηεο Βειηηζηνπνίεζεο Σνπνινγίαο, πξηλ 

ζπλερίζνπκε ζην ζηνραζηηθό πξόβιεκα ηνπ Robust Design. 

Γηα ηελ επίιπζε ησλ θνξέσλ ζε Ζιεθηξνληθό Τπνινγηζηή, ρξεζηκνπνηείηαη ε 

Μέζνδνο Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ ζην πξόγξακκα Matlab, ιόγσ θαη ηεο ηθαλόηεηαο 

ηνπ πξνγξάκκαηνο γηα νπηηθή απεηθόληζε ησλ αξηζκεηηθώλ απνηειεζκάησλ. 

Σν πξόβιεκα ηεο Βειηηζηνπνίεζεο Σνπνινγίαο, ζπλαληάηαη ζε πνιιά πξνβιήκαηα 

ζρεδηαζκνύ γηα ηνλ κεραληθό, ζε πνιινύο ηνκείο ηεο παξαγσγήο, ζηηο θαηαζθεπέο 

θαη ηελ βηνκεραλία θαη ζε θαηαζθεπέο ή θνξείο θάζε θιίκαθαο. Σα ηδηαίηεξα 

πιενλεθηήκαηα ηνπ ζρεδηαζκνύ απηνύ αθνξνύλ ηελ κόξθσζε ηνπ θνξέα εμ’ 

νινθιήξνπ κε βάζε ηα κεγέζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θαη ηνπο πεξηνξηζκνύο 

θαη όρη απιά ηελ επηινγή ησλ θαηάιιεισλ κεγεζώλ ζε πθηζηάκελεο γεσκεηξίεο. 

Δδώ, θάλνπκε ρξήζε ηεο κεζόδνπ SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization). 

Ζ βειηηζηνπνίεζε πινπνηείηαη κε δηαδνρηθέο επηιύζεηο ηνπ θνξέα, ελώ ζε θάζε βήκα 

ππνινγίδνληαη νη λέεο παξάκεηξνη ηεο κεηαβιεηήο ζρεδηαζκνύ, εδώ είλαη ε ζρεηηθή 

ππθλόηεηα θάζε ζηνηρείνπ. Ζ εύξεζε ηνπ λένπ ζρεδηαζκνύ ζε θάζε βήκα, γίλεηαη κε 

ηελ κέζνδν Optimality Criteria θαη όρη κε κεζόδνπο καζεκαηηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ. 

ην παξαπάλσ πξόβιεκα, ιόγσ ησλ ζπλερώλ επηιύζεσλ ηνπ θνξέα, 

εθκεηαιιεπόκαζηε ηηο ηερληθέο ησλ Mνληέισλ Mεησκέλεο Tάμεο (Reduced Order 

Modelling). Οπζηαζηηθά, πξνβάιινληαο ην ζύζηεκα εμηζώζεσλ ηνπ πιήξνπο θνξέα 

ζε κία κεησκέλε βάζε πξνζεγγίδνπκε κε αθξίβεηα ηελ πξαγκαηηθή επίιπζε – πιήξε 

ιύζε ηνπ κνληέινπ θεξδίδνληαο σζηόζν ζε ππνινγηζηηθό θόζηνο, ην νπνίν είλαη 

κεγάιν αθόκα θαη γηα ηνπο ζπλεζηζκέλνπο θνξείο. 

Μειεηάκε ηηο κεζόδνπο θαηαζθεπήο ηεο κεησκέλεο βάζεο, είηε πξηλ ηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο κε ηηο κεζόδνπο POD – SVD, είηε κε ηελ θαηαζθεπή ηεο κεησκέλεο 

βάζεο θαηά ηελ επίιπζε, ελώ κε ηε δηαδηθαζία νξζνθαλνληθνπνίεζεο Gram-Schmidt 

πξνζεγγίδνπκε ηελ αλάγθε εκπινπηηζκνύ - ελεκέξσζεο ηεο κεησκέλεο βάζεο, όηαλ 

πιένλ ε ιύζε ηνπ κεησκέλνπ κνληέινπ δελ είλαη αθξηβήο. 

Αθξηβώο απηήλ ηελ ηαρύηεηα ζηελ επίιπζε ησλ κεησκέλσλ κνληέισλ 

εθκεηαιιεπόκαζηε γηα ηνλ Δύξσζην ρεδηαζκό – Robust Design, ζηνλ νπνίν εθηόο 

από ηηο δηαδνρηθέο επηιύζεηο ζηα βήκαηα ηηο βειηηζηνπνίεζεο, επηιύνπκε θαη δνθηκέο 

Monte Carlo γηα λα πξνζεγγίζνπκε ηηο αβεβαηόηεηεο ζην ζρεδηαζκό. ην πξόβιεκα 

Βειηηζηνπνίεζεο Σνπνινγίαο, ε έλλνηα ηνπ Δύξσζηνπ ρεδηαζκνύ αθνξά ηελ εύξεζε 

εθείλνπ ηνπ ζρεδηαζκνύ, ώζηε γηα κηα νξηζκέλε κεηαβνιή ησλ παξακέηξσλ ηνπ 

πξνβιήκαηνο λα κελ ππάξρεη ζεκαληηθή απόθιηζε ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. 

Ύζηεξα από ηελ αλάπηπμε ηνπ ζεσξεηηθνύ κέξνπο γηα θάζε έλα από ηα παξαπάλσ 

αληηθείκελα, παξνπζηάδεηαη ε πινπνίεζε ησλ κεζόδσλ ζε θώδηθα Matlab θαη ε 
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αλάπηπμε εθαξκνγώλ, ελόο πξνβόινπ θαη κίαο ακθηέξεηζηεο δνθνύ ηύπνπ γέθπξαο, 

πξνηνύ θαηαιήμνπκε ζηα ζπκπεξάζκαηα ηεο εξγαζίαο. 
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ABSTRACT 

In the present thesis, the implementation of Robust Design in Topology Optimization 

using Reduced Order Models is investigated. Firstly, we study the use of Reduced 

Order Modelling techniques in Topology Optimization, before we approach the 

Robust Design stochastic problem. 

For the static analysis of the structures on the computer, the Finite Element Method is 

used in Matlab, also due to the program’s capability to visualize the numerical results. 

The problem of Topology Optimization is found in many engineering design 

problems, in many areas of production, in construction and industry, in structures of 

any scale. The particular advantages of this design, relate to the fact that the whole 

formation of the structure is based on the contents of the objective function and the 

problem limitations and not just on the choice of the appropriate shape and size in 

existing geometries. 

In this thesis, we use the SIMP method (Solid Isotropic Material with Penalization). 

The optimization is implemented by sequential FEM analysis, while in each step the 

new parameters of the design variable, here the relative density of each element, are 

calculated. The update of the design at every step, is calculated by the Optimality 

Criteria method and not by mathematical programming methods. 

To the above problem, due to the repeated structure analysis, we can take advantage 

of the Reduced Order Modelling techniques. Essentially, by projecting the structure’s 

full equation system on a reduced basis, we precisely approach the real - complete 

solution of the full model and at the same time we are saving on computational cost, 

which is great even for usual structures. 

We study the methods of constructing the reduced basis, either before the problem’s 

solution, POD-SVD methods, or on the fly, during the optimization process, while 

with the Gram-Schmidt orthonormalization, we approach the need of enrichment - 

update of the reduced base, if the reduced model solution isn’t accurate enough. 

This reduction in computational cost due to the reduced models, is a strong advantage 

for implementing these techniques to the Robust Design problem, where except for 

the sequential optimization steps, we run a Monte Carlo simulation, as to approach the 

uncertainties. In Topology Optimization, the concept of Robust Design, is about 

finding that structure’s design, so that for a certain change in the problem’s 

parameters (uncertainty), there is no important variation in the structure’s behaviour. 

After developing the theoretical part for each one of the above objects, we present the 

methods’ implementation in Matlab code and also develop two case studies, one of a 

cantilever beam and one of a bridge type structure (MBB beam) , before we arrive at 

the conclusions of the study. 
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1. ΒΔΛΣΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΟΠΟΛΟΓΙΑ  

Σν πξόβιεκα ηεο βειηηζηνπνίεζεο νξίδεηαη σο πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ή 

κεγηζηνπνίεζεο κηαο ζπλάξηεζεο κίαο ή πνιιώλ κεηαβιεηώλ ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο, ε νπνία ππόθεηηαη ζε ζπγθεθξηκέλνπο πεξηνξηζκνύο. 

ηα πξνβιήκαηα κεραληθήο θαη ζηε Μειέηε ζηα έξγα Πνιηηηθνύ Μεραληθνύ ηελ 

έλλνηα ηεο βειηηζηνπνίεζεο ηελ ζπλαληάκε ζπλήζσο σο βειηηζηνπνίεζε κεγέζνπο-(a) 

ή ζρήκαηνο-(b). Όζνλ αθνξά, γηα παξάδεηγκα, ηελ εμνηθνλόκεζε ησλ δνκηθώλ 

πιηθώλ, δηαζηαζηνιόγεζε νπιηζκνύ ή δηαηνκώλ ζε κεηαιιηθέο θαηαζθεπέο 

(βειηηζηνπνίεζε κεγέζνπο – size optimization), ηε δηάηαμε θαη ηελ ηππηθή δηαηνκή 

ησλ κειώλ ελόο δηθηπώκαηνο (βειηηζηνπνίεζε ζρήκαηνο – shape optimization) θ.ά. 

 

 

Αμθιέπειζηη δοκόρ:  (a) Βεληιζηοποίηζη Μεγέθοςρ - (b) Βεληιζηοποίηζη σήμαηορ - (c) 

Βεληιζηοποίηζη Σοπολογίαρ 

 

Ζ βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο-(c) (topology optimization) είλαη κία καζεκαηηθή 

κέζνδνο πνπ βειηηζηνπνηεί ηε δηάηαμε ηνπ πιηθνύ ζε δεδνκέλν ρώξν ζρεδηαζκνύ 

(design domain). Σα θνξηία θαη νη νξηαθέο ζπλζήθεο είλαη δεδνκέλα, ελώ ν ζηόρνο 

είλαη ε κεγηζηνπνίεζε ηεο απόδνζεο ηεο θαηαζθεπήο, ειαρηζηνπνίεζε ηεο 

ελδνζηκόηεηαο ηνπ θνξέα, ζε έλα δεδνκέλν πνζνζηό ηνπ ρώξνπ ζρεδηαζκνύ, γηα 

ζπγθεθξηκέλν, δειαδή, όγθν ηεο θαηαζθεπήο. Ζ βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο είλαη 

έλα ηζρπξό εξγαιείν ζρεδηαζκνύ πνιιώλ πξνβιεκάησλ κεραληθήο θαη ζπλδέεη ηελ 

αλάιπζε κε πεπεξαζκέλα ζηνηρεία κε ηνλ καζεκαηηθό πξνγξακκαηηζκό. Οη βαζηθέο 

δηαθνξέο κεηαμύ ηεο βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο θαη ηεο βειηηζηνπνίεζεο ζρήκαηνο 

ή κεγέζνπο, νθείινληαη ζηελ δηαθνξεηηθή αξρηθή δηακόξθσζε αιιά θαη ζηελ επηινγή 

ησλ κεηαβιεηώλ. Οη δηαθνξέο απηέο κπνξεί λα νδεγήζνπλ ζε ζεκαληηθέο βειηηώζεηο 

ηεο δνκηθήο απόδνζεο ηνπ κνληέινπ, αθνύ ε βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο κνξθώλεη 

εμνινθιήξνπ ηνλ θνξέα, δελ βειηηζηνπνηεί απιά δηαηνκέο ή γεληθόηεξα κεγέζε ζε 

δεδνκέλε δηάηαμε. 
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Υξεζηκνπνηώληαο ηελ βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο, ν κεραληθόο κπνξεί λα ζπιιάβεη 

ηνλ ηδαληθό ζρεδηαζκό γηα ηηο δεδνκέλεο απαηηήζεηο θαη ηνπο πεξηνξηζκνύο. Έηζη, 

ζηελ αξρή ηεο δηαδηθαζίαο ζρεδηαζκνύ, απνθεύγνπκε αζηνρίεο σο πξνο ηε ζύιιεςε 

ηνπ γεληθνύ ζρεδηαζκνύ, κεηώλνπκε ην ρξόλν αλάπηπμήο ηνπ, ελώ βειηηώλεηαη ε 

απόδνζε ηεο δηάηαμήο καο. πρλά, ηα απνηειέζκαηα ηεο βειηηζηνπνίεζεο κπνξεί λα 

είλαη αξθεηά ζύλζεηα γηα λα πινπνηεζνύλ κε ζπκβαηηθέο κεζόδνπο, γη’ απηό θαη ν 

πξνηεηλόκελνο ζρεδηαζκόο κπνξεί λα πξνζαξκνζζεί γηα κεγαιύηεξε επθνιία ζηελ 

θαηαζθεπή. 

Ζ είζνδνο λέσλ ηερλνινγηώλ ζηελ παξαγσγή, καδί θαη κε ηηο πςειέο απαηηήζεηο γηα 

ηα ζύγρξνλα πξντόληα, θαζηζηνύλ ηελ βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο έλα ζύγρξνλν θαη 

απνδνηηθό εξγαιείν ζρεδηαζκνύ ζε πνιινύο θιάδνπο, ζηε Βηνκεραλία, ζηηο 

Καηαζθεπέο. Δίηε δειαδή κηιάκε γηα κεγαιύηεξεο θαηαζθεπέο ζε εξγνηάμηα, 

νηθνδνκηθά έξγα θαη κεηαιιηθνύο ζθειεηνύο, είηε γηα βηνκεραληθά πξντόληα, 

εμαξηήκαηα κηθξόηεξνπ κεγέζνπο, γηα κεγαιύηεξεο κεραλέο, αεξνζθάθε θ.ά. 

Αληίζηνηρα, ην εξεπλεηηθό έξγν δελ είλαη ηπραίν πνπ έρεη θαηαιήμεη ζε πνιιά 

εκπνξηθά πξνγξάκκαηα ζρεδηαζκνύ, ή όηη ηξνθνδνηεί ιύζεηο γηα πθηζηάκελα 

πξνβιήκαηα ζηελ παξαγσγή. 

 
Βεληιζηοποίηζη Σοπολογίαρ και ηελικόρ ζσεδιαζμόρ μησανολογικού εξαπηήμαηορ 

Σν πεδίν ηεο Τπνινγηζηηθήο Μεραληθήο, ε επίιπζε δειαδή πξνβιεκάησλ κεραληθήο 

ρξεζηκνπνηώληαο ππνινγηζηηθέο ηερληθέο, εθκεηαιιεπόκελνη ηηο δπλαηόηεηεο ηνπ 

ππνινγηζηή, δίλεη ηελ απάληεζε ζην πξόβιεκα ηεο βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο, 

ζπλνιηθά ζρεδόλ ζηα πξνβιήκαηα αλάιπζεο θαη ζρεδηαζκνύ/βειηηζηνπνίεζεο πνπ 

αθνξνύλ ηνλ κεραληθό. 

 
Βεληιζηοποίηζη Σοπολογίαρ ζε βάθπο γέθςπαρ 
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1.1 ΜΔΘΟΓΟ SIMP ΣΗΝ ΒΔΛΣΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΟΠΟΛΟΓΙΑ 

Μία ζπλήζεο πξνζέγγηζε ζην πξόβιεκα ηεο βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο, είλαη ε 

κέζνδνο SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization). Ζ κέζνδνο πξνβιέπεη ηε 

βέιηηζηε θαηαλνκή ηνπ πιηθνύ ζην δεδνκέλν ρώξν ζρεδηαζκνύ, γηα δνζκέλεο 

θνξηίζεηο, θαηαζθεπαζηηθνύο πεξηνξηζκνύο θαη απαηηήζεηο ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπ 

θνξέα. 

Ζ πξνζέγγηζε γίλεηαη κε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ρώξνπ ζρεδηαζκνύ ζε πιέγκα 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, ζε ηζνηξνπηθέο ζηεξεέο κηθξνδνκέο (isotropic solid 

microstructures). Ζ βειηηζηνπνίεζε ζρήκαηνο ζηελ πην γεληθή ηεο κνξθή, ζα ήηαλ ν 

πξνζδηνξηζκόο ηνπ: αλ ζε θάζε ζεκείν ηνπ ρώξνπ ζρεδηαζκνύ ππάξρεη πιηθό ή όρη, 

ζύκθσλα κε ηνλ Bendsoe (1989).  

Κάζε ζηνηρείν είλαη είηε «γεκάην» πιηθό, γηα ηηο πεξηνρέο εθείλεο πνπ απαηηνύλ πιηθό, 

είηε «άδεην», γηα ηηο πεξηνρέο πνπ αθαηξνύκε πιηθό, αληηπξνζσπεύνληαο ην θελό. Γηα 

θάζε ζηνηρείν, δειαδή, εθρσξείηαη ε ηηκή     , όπνπ απαηηείηαη πιηθό θαη ε ηηκή  

    , όπνπ ην πιηθό αθαηξείηαη. 

Ζ εηζαγσγή, σζηόζν, κηαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ηεο ζρεηηθήο 

ππθλόηεηαο, απνθεύγεη ηε δπαδηθή, on-off, θύζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Γηα θάζε 

ζηνηρείν, ε ηηκή ηεο ζρεηηθήο ππθλόηεηαο θπκαίλεηαη κεηαμύ κηα ειάρηζηεο ηηκήο 

     θαη ηεο κνλάδαο, πνπ επηηξέπεη ηελ ύπαξμε ελδηάκεζσλ ηηκώλ ζηα ζηνηρεία 

(πνξώδεο ζηνηρεία). Απηή ε ειάρηζηε ηηκή     , πξνζδίδεη αξηζκεηηθή ζηαζεξόηεηα 

ζηελ επίιπζε ηεο κεζόδνπ Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ. 

 
Βεληιζηοποίηζη Σοπολογίαρ θοπέα πποβόλος - Μέθοδορ SIMP 
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Οη ηδηόηεηεο ηνπ θάζε ζηνηρείνπ ηνπ ρώξνπ ζρεδηαζκνύ ζεσξνύληαη ζηαζεξέο, ελώ ε 

ζρεηηθή ππθλόηεηα ηνπ θάζε ζηνηρείνπ είλαη κεηαβιεηή. Σν κεηξών-δηάλπζκα   ησλ 

ζρεηηθώλ ππθλνηήησλ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ θνξέα είλαη δηαθξηηό, θαη απνηειεί ηε 

κεηαβιεηή ζρεδηαζκνύ ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Όπσο ε ζρεηηθή ππθλόηεηα ηνπ ζηνηρείνπ θπκαίλεηαη κε ζπλέρεηα ζην πιηθό, έηζη 

θπκαίλεηαη θαη ην Μέηξν Διαζηηθόηεηαο. Γηα θάζε ζηνηρείν  , ε ζρέζε κεηαμύ ηεο 

ζρεηηθήο ππθλόηεηαο ηνπ πιηθνύ ηνπ ζηνηρείνπ θαη ηνπ κέηξνπ ειαζηηθόηεηαο ηνπ 

ηζόηξνπνπ πιηθνύ   , δίλεηαη από ηνλ λόκν ηεο δύλακεο: 

 (  )    
    

 

(1) 

 

Ο παξάγνληαο ηεο πνηλήο   απνκεηώλεη ηελ ζπλεηζθνξά ησλ ζηνηρείσλ κε ηηο 

ελδηάκεζεο ηηκέο ζρεηηθήο ππθλόηεηαο, ζηελ ζπλνιηθή δπζθακςία ηνπ θνξέα. 

Καηεπζύλεη, έηζη, ηελ βειηηζηνπνίεζε ζε ιύζεηο κε ζηνηρεία είηε ζπκπαγή,       

είηε «θελά» ζηνηρεία,        . Αξηζκεηηθά πεηξάκαηα ππνδεηθλύνπλ σο θαηάιιειε 

ηηκή, ηελ ηηκή    . 

Ζ κείσζε ηνπ κέηξνπ ειαζηηθόηεηαο ηνπ ζηνηρείνπ νδεγεί ζηε κείσζε ηεο 

δπζθακςίαο ηνπ ζηνηρείνπ. ηε κέζνδν SIMP, ην νιηθό κεηξών δπζθακςίαο 

κεηαβάιιεηαη σο: 

     ( )  ∑,     (      

 

   

)  
 -   

 

(2) 
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Όπνπ   , ην κεηξών ζηηβαξόηεηαο ηνπ ζηνηρείνπ,      ε ειάρηζηε ηηκή ηεο ζρεηηθήο 

ππθλόηεηαο,   ν παξάγνληαο ηεο πνηλήο,   ν αξηζκόο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ρώξνπ 

ζρεδηζκνύ. 

Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ζπλήζσο αθνξά, ηε κεγηζηνπνίεζεο ηεο ζπλνιηθήο 

δπζθακςίαο ηνπ θνξέα ή ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο ελδνζηκόηεηαο γηα δεδνκέλν πνζό 

αθαίξεζεο πιηθνύ. 

Ζ ελδνζηκόηεηα (compliance) είλαη κέηξν ηεο ζπλνιηθήο επιπγηζίαο ή ειαζηηθόηεηαο 

ηεο θαηαζθεπήο, ην αληίζηξνθν ηεο δπζθακςίαο. Ζ ζπλνιηθή ελδνζηκόηεηα είλαη ην 

άζξνηζκα ηεο ειαζηηθήο-δπλακηθήο ελέξγεηαο γηα θάζε ζηνηρείν. Διαρηζηνπνίεζε ηεο 

ελδνζηκόηεηαο,  , ηζνδπλακεί κε κεγηζηνπνίεζε ηεο ζπλνιηθήο δπζθακςίαο. 

Σν πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο κε ηε κέζνδν SIMP, γηα ηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ηεο ελδνζηκόηεηαο ηνπ θνξέα, κπνξεί επνκέλσο λα δηαηππσζεί 

καζεκαηηθά, σο εμήο: 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
        ( )   

    ∑(  )
   

     

 

   

            

 
 ( )

  
  

    

          }
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 

Όπνπ   θαη   είλαη ηα θαζνιηθά δηαλύζκαηα κεηαθηλήζεσλ θαη δπλάκεσλ αληίζηνηρα, 

  ην θαζνιηθό κεηξών δπζθακςίαο ηνπ θνξέα,    θαη    ην δηάλπζκα κεηαθηλήζεσλ 

θαη ην κεηξών δπζθακςίαο ηνπ θάζε ζηνηρείνπ αληίζηνηρα. Σν   είλαη ην δηάλπζκα 

ησλ κεηαβιεηώλ ζρεδηαζκνύ,      έλα κε κεδεληθό κεηξών ειάρηζησλ ζρεηηθώλ 

ππθλνηήησλ,   είλαη ν αξηζκόο ησλ ζηνηρείσλ πνπ δηαθξηηνπνηνύλ ην ρώξν 

ζρεδηαζκνύ,   είλαη ε δύλακε ηεο πνηλήο (ζπλήζσο    ),  ( ) θαη    είλαη ν όγθνο 

ηνπ πιηθνύ ηνπ θνξέα θαη ν όγθνο ηνπ ρώξνπ ζρεδηαζκνύ αληίζηνηρα θαη   είλαη ην 

απαηηνύκελν θιάζκα ηνπ όγθνπ. 

Καηά ηε δηάξθεηα θάζε επαλάιεςεο, ν αιγόξηζκνο βειηηζηνπνίεζεο δηεμάγεη 

αλάιπζε επαηζζεζίαο γηα ηελ αμηνιόγεζε ηεο κεηαβνιήο ηεο θαηαλνκήο ηνπ πιηθνύ, 

σο πξνο ην δεηνύκελν ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. Μαζεκαηηθά, ε αλάιπζε 

επαηζζεζίαο εθθξάδεηαη σο ε παξάγσγνο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο πξνο ηηο 

ζρεηηθέο ππθλόηεηεο ζην πιηθό: 

  

   
   (  )

     
      (4) 
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ηελ αλάιπζε επαηζζεζίαο, ζηνηρεία ζηαζκηζκέλα κε κηθξή ηηκή ππθλόηεηαο, ράλνπλ 

ηε δνκηθή ζεκαζία ηνπο θαη απνθιείνληαη ζε πεξαηηέξσ επαλαιήςεηο. Δάλ 

ππνινγίζνπκε ηελ επαηζζεζία αλεμάξηεηα γηα θάζε ζηνηρείν θαη δελ πάξνπκε ππόςηλ 

ηε ζύλδεζε κεηαμύ ηνπο, κπνξεί λα νδεγεζνύκε ζε αζπλέρεηεο ηνπ πιηθνύ θαη όγθνπο 

απνθνκκέλνπο από ηελ θύξηα γεσκεηξία. Φαηλόκελν γλσζηό θαη σο «ζθαθηέξα». Γηα 

λα κεηώζνπκε ην θαηλόκελν θαη γηα λα επηβεβαηώζνπκε ηελ ύπαξμε ιύζεο, εηζάγνπκε 

κηα ηερληθή θηιηξαξίζκαηνο, ε νπνία ηξνπνπνηεί ην κεηξών επαηζζεζίαο. Απηή ε 

ηερληθή εθαξκόδεη κηα αθηίλα επηξξνήο γηα θάζε ζηνηρείν θαη ζπλππνινγίδεη ηηο 

επαηζζεζίεο θάζε ζεκείνπ εληόο ηεο αθηίλαο επηξξνήο.  

Σν κεηξών επαηζζεζίαο 
  

   
, κεηαβάιιεηαη σο εμήο: 

  

   

̂
 

 

  ∑  ̂ 
 
   

∑ ̂ 

 

   

  
  

   
  

(5) 

O ζπληειεζηήο ζπλέιημεο (convolution operator)  ̂  εθθξάδεηαη σο:  

 ̂           (   ),  *    |    (   )       +,          

 

(6) 

όπνπ ν όξνο     (   ) νξίδεηαη ε απόζηαζε κεηαμύ ηνπ θέληξνπ ηνπ ζηνηρείνπ   θαη 

ηνπ θέληξνπ ηνπ ζηνηρείνπ  . O ζπληειεζηήο ζπλέιημεο  ̂  είλαη κεδεληθόο εθηόο ηεο 

πεξηνρήο ηνπ θίιηξνπ θαη θζίλεη γξακκηθά ζε ζρέζε κε ηελ απόζηαζε από ην 

ζηνηρείν  .  

Σν πξόβιεκα ηεο βειηηζηνπνίεζεο κπνξεί λα ιπζεί κε δηάθνξεο πξνζεγγίζεηο, όπσο 

ηηο κεζόδνπο Optimality Criteria (OC) ή ηε κέζνδν θηλνύκελσλ αζπκπηώησλ. 

ηελ βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο ζηα πξνβιήκαηα κεραληθνύ, βαζηζκέλε ζηελ ηδέα 

ηεο νκνγελνπνίεζεο, ν αξηζκόο ησλ κεηαβιεηώλ ζρεδηαζκνύ είλαη αλάινγνο ηνπ 

αξηζκνύ ησλ ζηνηρείσλ ηεο δηαθξηηνπνίεζεο, εθόζνλ απαηηνύληαη πνιινί 

ππνινγηζκνί γηα ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, ηνπο πεξηνξηζκνύο θαη ηα παξάγσγά 

ηνπο. πλεπώο, ε ρξήζε κεζόδσλ καζεκαηηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ είλαη δύζρξεζηε 

όηαλ ζπλήζσο απαηηνύληαη εθαηνληάδεο πεπεξαζκέλα ζηνηρεία γηα ηελ επίιπζε ησλ 

κνληέισλ, επνκέλσο θαη πνιύ κεγάινο αξηζκόο κεηαβιεηώλ ζρεδηαζκνύ, θάλνληαο 

εθείλεο ηηο κεζόδνπο πιένλ ρξνλνβόξεο θαη ππνινγηζηηθά θνζηνβόξεο. 

Γη’ απηό ην ιόγν αλαπηύρζεθαλ νη Optimality Criteria (OC) κέζνδνη, σο ελαιιαθηηθή 

ζηηο κεζόδνπο καζεκαηηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ. Δίλαη έκκεζεο κέζνδνη 

βειηηζηνπνίεζεο, ζε αληίζεζε κε ηηο κεζόδνπο καζεκαηηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ πνπ 

επζέσο βειηηζηνπνηνύλ ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, νη νπνίεο ζηνρεύνπλ, 

δηαηζζεηηθά ή θαη πην απζηεξά, λα ηθαλνπνηήζνπλ έλα ζύλνιν θξηηεξίσλ ζρεηηθά κε 

ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. 

Δδώ ρξεζηκνπνηνύκε κέζνδν OC, ζηελ νπνία θαη εηζάγνπκε ηειηθά ην ηξνπνπνηεκέλν 

κεηξών επαηζζεζίαο. 
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Έλα ζρήκα εύξεζεο ηεο λέαο κεηαβιεηήο ζρεδηαζκνύ   πνπ ρξεζηκνπνηνύκε εδώ, 

είλαη ην εμήο: 

  
    

{
 
 
 

 
 
 
   (         )                           

     (         )

    
                 (         )      

     (      )

   (      )                                      (      )      
 

 

 

 

 

 

 

 

 

(7) 

Όπνπ,   είλαη έλα ζεηηθό νξηαθό βήκα (εδώ      ),      . Σν   ππνινγίδεηαη 

σο:  

   
 
  
   

 
  
   

 

 

 

 

(8) 

όπνπ   πνιιαπιαζηαζηεο Lagrange, πνπ ππνινγίδεηαη κε αιγόξηζκν δηρνηόκεζεο. 
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Γιάγπαμμα Ροήρ 1 – Απλή Βεληιζηοποίηζη Σοπολογίαρ με ηη μέθοδο SIMP 
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2. ΜΟΝΣΔΛΑ ΜΔΙΧΜΔΝΗ ΣΑΞΗ 

Μηα από ηηο πξνθιήζεηο ησλ ηειεπηαίσλ ρξόλσλ ζηελ βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο 

είλαη ε αληηκεηώπηζε πξνβιεκάησλ κεγάιεο θιίκαθαο, ηα νπνία ίζσο πεξηιακβάλνπλ 

αθόκα θαη εθαηνκκύξηα βαζκνύο ειεπζεξίαο. Μάιηζηα, κηιάκε γηα ηηο εμηζώζεηο 

ηζνξξνπίαο πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηελ θάζε θαηαζθεπή, πνπ επηιύνληαη ζε θάζε βήκα 

ηεο επαλάιεςεο ηεο βειηηζηνπνίεζεο. Ζ επίιπζε απηώλ ησλ εμηζώζεσλ, απνηειεί επί 

ηεο νπζίαο, ην κεγαιύηεξν ππνινγηζηηθό θόζηνο ζηελ δηαδηθαζία ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο. Γηα παξάδεηγκα, κε ηε κέζνδν SIMP, κε βάζε ηηο ζρεηηθέο 

ππθλόηεηεο ησλ ζηνηρείσλ θαη κεζόδνπο Optimality Criteria (OC), γηα έλα κεζαίαο 

θιίκαθαο πξόβιεκα 100.000 παξακέηξσλ ζρεδηαζκνύ, ήδε απηό ην ππνινγηζηηθό 

θόζηνο θηάλεη ην 90% ηνπ ζπλνιηθνύ, θαη ην πνζνζηό απμάλεη πεξαηηέξσ αλάινγα κε 

ην κέγεζνο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Έλαο ηξόπνο κείσζεο ηνπ ππνινγηζηηθνύ θόζηνπο ηνπ πξνβιήκαηνο, ν νπνίνο 

απνηειεί αληηθείκελν έξεπλαο ηα ηειεπηαία ρξόληα, είλαη ε ρξήζε κνληέισλ 

κεησκέλεο ηάμεο (Reduced Order Models – ROMs). Σα κνληέια κεησκέλεο ηάμεο 

παξέρνπλ κηα πξνζέγγηζε ηεο ιύζεο ηεο αθξηβνύο εμίζσζεο ηζνξξνπίαο κε 

δξακαηηθά κεησκέλν ππνινγηζηηθό θόζηνο θαη κπνξνύλ λα αληηθαηαζηήζνπλ ηελ 

αθξηβή ιύζε ζηηο επαλαιήςεηο ησλ βεκάησλ ηεο βειηηζηνπνίεζεο. 

Απηνί νη κέζνδνη έρνπλ θεξδίζεη ήδε ην ελδηαθέξνλ ζε δηάθνξνπο ηνκείο, είηε ζηελ 

αλάιπζε, είηε ζηελ βειηηζηνπνίεζε. πγθεθξηκέλν είδνο κνληέισλ κεησκέλεο ηάμεο, 

απνηεινύλ ηα κνληέια κεησκέλεο ηάμεο κέζσ πξνβνιήο (reduced order model by 

projection), ή αιιηώο κνληέια κεησκέλεο βάζεο (reduced basis model). ε απηέο ηηο 

πεξηπηώζεηο, νη εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο επηιύνληαη αιγεβξηθά κε πξνβνιή ζε 

ζπγθεθξηκέλε βάζε, ηελ νπνία θαηαζθεπάδνπκε από ιύζεηο – ζηηγκηόηππα ηνπ 

πιήξνπο θνξέα, θαη ε νπνία είλαη ζπλήζσο πνιύ κηθξόηεξσλ δηαζηάζεσλ ζε ζρέζε 

κε ην κέγεζνο ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ αξρηθώλ εμηζώζεσλ. 

Πξνθύπηεη έηζη, ην εξώηεκα ζρεηηθά κε ηελ θαηαζθεπή ηεο θαηάιιειεο βάζεο, ε 

νπνία πξέπεη λα πεξηέρεη όιε ηελ απαξαίηεηε πιεξνθνξία, ώζηε κε κηθξέο δηαζηάζεηο 

λα δίλεη όζν ην δπλαηόλ κηθξόηεξα ζθάικαηα. Να καο επηηξέπεη, δειαδή, λα 

εθκεηαιιεπηνύκε ην πιενλέθηεκα ησλ θαηά πνιύ ιηγόηεξσλ ππνινγηζκώλ θαη ηεο 

ηαρύηεηαο, ρσξίο λα ράλνπκε από ηελ αθξίβεηα ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπ θνξέα. 

Οη κέζνδνη θαηαζθεπήο ηεο θαηάιιειεο βάζεο αθνξνύλ νπζηαζηηθά ηελ 

παξαγνληνπνίεζε θαη αλάιπζε πηλάθσλ κε βάζε ηηο κεζόδνπο POD (Proper 

Orthogonal Decomposition) θαη SVD (Singular Value Decomposition). Πώο δειαδή, 

έρνληαο επηιέμεη ηελ βάζε ζηελ νπνία ζα πξνβάινπκε ηελ ιύζε-κεηξών, επηιύνπκε 

έλα θαηά πνιύ κηθξόηεξν ζύζηεκα εμηζώζεσλ θαη βξίζθνπκε ηελ πξνβνιή ηεο 

ιύζεο-κεηξών. Καηαιήγνπκε έηζη, κε αληηζηξνθή ηεο πξνβνιήο ζηελ πιήξε ιύζε, ε 

νπνία είλαη κηα πξνζέγγηζε ηεο πξαγκαηηθήο ιύζεο πνπ πξνθύπηεη από ηελ επίιπζε 

ηνπ πιήξνπο ζπζηήκαηνο εμηζώζεσλ. 
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2.1 REDUCED ORDER MODELLING ΣΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΣΗ 

ΒΔΛΣΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΟΠΟΛΟΓΙΑ 

ηα πξνβιήκαηα κεραληθνύ, ζηηο επηιύζεηο ησλ κνληέισλ Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ, 

άγλσζην πξνο επίιπζε είλαη ην δηάλπζκα ησλ κεηαθηλήζεσλ , -, κεγέζνπο ίζνπ κε ην 

πιήζνο ησλ βαζκώλ ειεπζεξίαο ηνπ πξνβιήκαηνο. Καηαιαβαίλνπκε δειαδή, πόζν 

απμάλεη ην ππνινγηζηηθό θόζηνο, όζν απμάλεη ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ θαη ησλ 

βαζκώλ ειεπζεξίαο. 

ηελ βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο, έρνπκε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο γηα θάζε βήκα 

ηεο βειηηζηνπνίεζεο. Μηιάκε γηα ηηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο ηεο κνξθήο: 

, -, -  , - 

 

(9) 

όπνπ ν κεγάινο ππνινγηζηηθόο θόξηνο αθνξά ηελ αληηζηξνθή ηνπ ζπζηήκαηνο 

εμηζώζεσλ. 

2.1.1 ΜΔΘΟΓΟ POD – SVD - ΑΝΑΛΤΖ Δ ΗΓΗΑΕΟΤΔ ΣΗΜΔ 

ηελ POD - SVD κέζνδν, επηιέγνπκε έλαλ αξηζκό κνληέισλ, γηα ηα νπνία 

θαζνξίδνληαη νη ηπραίεο παξάκεηξνη θαη επηιύνληαη ηα πιήξε ζπζηήκαηα ησλ 

εμηζώζεσλ,   βαζκώλ ειεπζεξίαο. Οη ιύζεηο - ζηηγκηόηππα    ησλ επηιύζεσλ απηώλ, 

κεηά θαη ηελ αλάιπζε ηδηνηηκώλ, κπνξνύλ λα ζπλζέζνπλ ηε βάζε , - ηνπ 

δηαλπζκαηηθνύ ρώξνπ ησλ ιύζεσλ. 

Θέινπκε λα επηιέμνπκε σζηόζν, δηαλύζκαηα πνπ ζρεκαηίδνπλ κηα, όζν ην δπλαηόλ, 

νξζνγσληθή βάζε, πνπ καο επηηξέπεη κηα αμηόπηζηε πξνζέγγηζε ηεο ιύζεο.  

Δάλ δειαδή,  , -    ,          - ε βάζε πνπ πινπνηνύκε από ηηο επηιύζεηο ηνπ 

πιήξνπο κνληέινπ, ππνινγίδνπκε ηηο ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηεο πξάμεο 

, -, - . Με ηαμηλόκεζε κε θζίλνπζα ζεηξά, κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε ηα 

ηδηνδηαλύζκαηα εθείλα, ηα νπνία είλαη θξίζηκα γηα ηελ αθξίβεηα ηεο ιύζεο θαη λα 

θξαηήζνπκε ηα πξώηα   θαηά θζίλνπζα ζεηξά, όπνπ   ην κέγεζνο ηεο κεησκέλεο 

βάζεο πνπ θαζνξίδεηαη από ηνλ κειεηεηή. 

Ζ λέα βάζε ζα απνηειείηαη από ηα θξίζηκα απηά ηδηνδηαλύζκαηα: 

, -    ,          - 

Μπνξνύκε έηζη, κε απηή, ή θαη όπνηα άιιε βάζε θαηαζθεπάζνπκε, λα ππνζέζνπκε, 

πσο όιεο νη ιύζεηο ζα βξίζθνληαη ζην δηαλπζκαηηθό ρώξν κε ηε βάζε , - πνπ 

ζπλζέηνπλ ηα    ηδηνδηαλύζκαηα: 

, -    , -   ,    -    

 

(10) 



20 

 

Γειαδή, θάζε ιύζε ηνπ πιήξνπο πξνβιήκαηνο είλαη γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ   

πξώησλ απηώλ επηιύζεσλ. 

Άξα, από ην πιήξεο ζύζηεκα κπνξεί λα πξνθύςεη αληηθαζηζηώληαο:  

, -, -,    -  , - ⇔ 

⇔ , - , -, -,    -  , -
 , -  ⇔ (11) 

⇔ ,    -   ,    -    ,    -    (12) 

Καηαιήγνληαο ζηηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο ηνπ κνληέινπ κεησκέλεο ηάμεο, όπνπ 

,    - ην κεηξών δπζθακςίαο ηνπ, ,    - ην δηάλπζκα εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ θαη 

,    - ην δηάλπζκα ησλ ιύζεσλ γηα ην κνληέιν κεησκέλεο ηάμεο. 

Δίλαη ζεκαληηθό λα θαηαιάβνπκε, γηαηί ε εμίζσζε (12), απνηειεί ην κνληέιν 

κεησκέλεο ηάμεο ηνπ αξρηθνύ πξνβιήκαηνο. Ζ επίιπζε ηεο εμίζσζεο (9), απαηηεί ηελ 

αληηζηξνθή ελόο κεγάινπ ζπζηήκαηνο εμηζώζεσλ κεγέζνπο  , ην κέγεζνο ηνπ 

κεηξώνπ δπζθακςίαο , -, ην νπνίν γηα κνληέια κεγάιεο θιίκαθαο κπνξεί κε επθνιία 

λα θηάζεη εθαηνκκύξηα. Από ηελ άιιε, ε επίιπζε ηνπ κνληέινπ κεησκέλεο ηάμεο ηεο 

εμίζσζεο (12), απαηηεί ηελ αληηζηξνθή ελόο πνιύ κηθξόηεξνπ ζπζηήκαηνο 

εμηζώζεσλ, κεγέζνπο  , ην κέγεζνο ηνπ κεηξώνπ δπζθακςίαο πνπ έρνπκε πξνβάιεη 

ζηε βάζε , - , -, -, πνπ ηζνύηαη κε ην κέγεζνο   ηεο κεησκέλεο βάζεο. Σππηθά 

   , εθόζνλ γηα θάπνηα ινγηθή αθξίβεηα, ην   δελ μεπεξλά ηηο κεξηθέο δεθάδεο, ή 

κπνξεί λα πεξηνξηζηεί θαη ζε πνιύ κηθξόηεξα κεγέζε. 

Σν πξόβιεκα πνπ έρνπκε πξνβάιιεη ζηε κεησκέλε βάζε, παξέρεη ηελ πξνζέγγηζε ηεο 

πξαγκαηηθήο ιύζεο: 

    , -,    - (13) 

Ζ αθξίβεηα ηεο ιύζεο κπνξεί λα κεηξεζεί κε ην ζθάικα: 

   
  

‖, -, -,    -  , -‖
 

‖ ‖ 
 

 

(14) 

Σν ζθάικα εθθξάδεηαη ζε ζρεηηθνύο όξνπο, κε ην ζθάικα ησλ δπλάκεσλ ζηνλ 

αξηζκεηή πξνο ην κεηξών ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ. Σν ζθάικα ησλ δπλάκεσλ 

ζηνλ αξηζκεηή,  είλαη ε δηαθνξά κεηαμύ ησλ εμσηεξηθώλ θνξηίσλ ηνπ κνληέινπ 

κεησκέλεο ηάμεο θαη ηνπ πξαγκαηηθνύ κεηξώνπ ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ. Δάλ ε 

πξνζέγγηζε     , -,    - ήηαλ αθξηβήο, ην ζθάικα ζα πξνέθππηε κεδεληθό, 

εθόζνλ ε αθξηβήο ιύζε ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε , -, -  , -. 

Παξαηεξνύκε, πσο εθόζνλ εθθξάδνπκε ην ζθάικα ζε όξνπο λόξκαο, δηαθνξεηηθνί 

ζπλδπαζκνί ηνπ ,    -, ζα κπνξνύζαλ ζεσξεηηθά λα νδεγήζνπλ ζηελ ίδηα ηηκή 

ζθάικαηνο. Παξόιαπηα, πξαθηηθά δελ πξνθύπηεη δήηεκα, θαζώο ε παξάκεηξνο 

,    - έρεη ηζρπξή θπζηθή ζεκαζία, πξνθύπηεη από ηελ επίιπζε θπζηθώλ εμηζώζεσλ 
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πνπ έρνπλ πξνβιεζεί. Έηζη, απνθεύγνληαη αξηζκεηηθέο αζηάζεηεο θαη ανξηζηίεο πνπ 

ζα κπνξνύζαλ λα εκθαληζηνύλ ζηε ρξήζε θαη ηνλ νξηζκό ηνπ ζθάικαηνο. 

ην παξαθάησ ζρήκα, αλαπαξίζηαηαη ε κέζνδνο POD - SVD γηα κέγεζνο βάζεο 

πξνβνιήο    . Σα δηαλύζκαηα - ιύζεηο    θαη    απνηεινύλ ηε βάζε ηνπ 

δηαλπζκαηηθνύ ρώξνπ, ζηνλ νπνίν αλήθεη ε πξνζέγγηζε     ηεο ιύζεο   . 
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Γιάγπαμμα Ροήρ 2 – Βεληιζηοποίηζη Σοπολογίαρ με σπήζη Μονηέλων Μειωμένηρ Σάξηρ – 

Μέθοδορ POD/SVD 
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2.1.2 ΚΑΣΑΚΔΤΖ ΒΑΖ ΚΑΣΑ ΣΖΝ ΔΠΗΛΤΖ 

ηελ πξνεγνύκελε κέζνδν, αληηκεησπίζακε ηελ θαηαζθεπή κνληέισλ κεησκέλεο 

ηάμεο, κε on-line/off-line πξνζέγγηζε. Γειαδή, ζηελ πξώηε, off-line, θάζε, 

επηιύνπκε ην πιήξεο κνληέιν γηα λα απνθηήζνπκε ηηο πξώηεο ιύζεηο ώζηε λα 

θαηαζθεπαζηεί ε βάζε ηεο πξνβνιήο θαη ζηελ δεύηεξε, on-line, θάζε, 

ρξεζηκνπνηνύκε ηε βάζε γηα ηελ επίιπζε ηνπ κνληέινπ κεησκέλεο ηάμεο. 

ην πξόβιεκα ηεο βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο, κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε 

κέζνδν θαηαζθεπήο ηεο βάζεο θαηά ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο, δειαδή από βήκα 

ζε βήκα, κεηά από θάζε επαλάιεςε. 

Θεσξνύκε   ην βήκα ηεο βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο, όπνπ έρνπλ ήδε ππνινγηζηεί   

δηαλύζκαηα κεηαηνπίζεσλ, έλα δηάλπζκα ζε θάζε επαλάιεςε, αληηζηξέθνληαο ηηο 

πιήξεηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο (9). Σα πξνεγνύκελα   δηαλύζκαηα, κπνξνύλ λα 

ζρεκαηίζνπλ κηα κεησκέλε βάζε, ε νπνία κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηηο παξαπάλσ 

κεζόδνπο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ δηαλύζκαηνο κεηαηνπίζεσλ ζηελ επόκελε 

επαλάιεςε ηεο βειηηζηνπνίεζεο. Έηζη, ζην βήκα    , ε πξνζέγγηζε ηνπ 

δηαλύζκαηνο κεηαηνπίζεσλ, ζα ππνινγηζηεί επηιύνληαο ην κνληέιν κεησκέλεο ηάμεο, 

πξνβάιινληαο ην ζύζηεκα εμηζώζεσλ ζηε βάζε πνπ έρνπκε ζρεκαηίζεη. Ζ ίδηα βάζε, 

ην ίδην κνληέιν κεησκέλεο ηάμεο, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα ηα ππόινηπα 

βήκαηα-επαλαιήςεηο ηεο βειηηζηνπνίεζεο. 

 Ζ κέζνδνο, ρξεζηκνπνηείηαη κε θαζνξηζκέλν από ηνλ κειεηεηή κέγεζνο ηεο 

κεησκέλεο βάζεο, εδώ ην ζπκβνιίδνπκε   . Ζ κεησκέλε βάζε ζρεκαηίδεηαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο πξώηεο    πιήξεηο επηιύζεηο ησλ βεκάησλ-επαλαιήςεσλ ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο. Γειαδή, ζε θάζε βήκα επηιύεηαη ην ζύζηεκα εμηζώζεσλ (12), θαη 

απνθηνύκε ην αληίζηνηρν δηάλπζκα κεηαηνπίζεσλ. Απηά ηα    δηαλύζκαηα-ιύζεηο, 

ζρεκαηίδνπλ ηνλ αξρηθό ππόρσξν ηεο κεησκέλεο βάζεο.  

Γηα λα ζρεκαηίζνπκε ηα δηαλύζκαηα ηεο βάζεο, ηα    δηαλύζκαηα-ιύζεηο πξέπεη λα 

γίλνπλ νξζνθαλνληθά. Υξεζηκνπνηνύκε ηελ Gram-Schmidt δηαδηθαζίαο 

νξζνθαλνληθνπνίεζεο. ην ζρήκα πνπ αθνινπζεί, ζρεκαηίδνπκε ηελ νξζνθαλνληθή 

βάζε ηνπ δηαλπζκαηηθνύ ρώξνπ πνπ νξίδνπλ ηα δηαλύζκαηα     θαη   . Ζ βάζε 

νξίδεηαη από ηα κνλαδηαία δηαλύζκαηα    θαη   .  

 

 

            (     ) 

   
  
‖  ‖

 

                  (     ) 

   
  
‖  ‖
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Με βάζε ηα παξαπάλσ, νξζνθαλνληθνπνηνύκε ηα    δηαλύζκαηα - ιύζεηο. Έηζη, 

θαλνληθνπνηνύκε ηελ πξώηε ιύζε   : 

   
  
‖  ‖

 

 

(15) 

Σα ππόινηπα δηαλύζκαηα βάζεο, ηα απνθηνύκε θάλνληαο Gram-Schmidt 

νξζνγσλνπνίεζε θαη έπεηηα θαλνληθνπνίεζε όπσο θαίλεηαη παξαθάησ: 

 ̃         ∑ ( 
          )   , γηα            (16) 

 

     
 ̃   

‖ ̃   ‖
 , γηα            

 

(17) 

 

Έηζη, εθόζνλ έρνπκε ζρεκαηίζεη ηελ κεησκέλε βάζε, ζα ηε ρξεζηκνπνηήζνπκε από 

εδώ θαη πέξα ζε θάζε επόκελν βήκα ηεο βειηηζηνπνίεζεο, αληηθαζηζηώληαο ηελ 

επίιπζε ησλ εμηζώζεσλ ηνπ πιήξνπο κνληέινπ. 

Να επηζεκάλνπκε πσο ε θαηαζθεπή ηεο κεησκέλεο βάζεο κε ηε ρξήζε ησλ 

πξνεγνπκέλσλ ππνινγηζκέλσλ ιύζεσλ πξνζδίδεη εγθπξόηεηα θαη γξήγνξε ζύγθιηζε 

ζηελ πξνζέγγηζε ηεο ιύζεο.  



25 

 

 
Γιάγπαμμα Ροήρ 3 –  Βεληιζηοποίηζη Σοπολογίαρ με σπήζη Μονηέλων Μειωμένηρ Σάξηρ – Καηαζκεςή 

Μειωμένηρ Βάζηρ καηά ηην επίλςζη 
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2.2 ΔΜΠΛΟΤΣΙΜΟ - ΔΝΗΜΔΡΧΗ ΣΗ ΒΑΗ ΠΡΟΒΟΛΗ 

Οη παξαπάλσ κέζνδνη θαηαζθεπήο ηεο βάζεο, είηε πξηλ, είηε θαηά ηελ επίιπζε, 

κπνξνύλ λα εθαξκόδνληαη, κέρξη ε αθξίβεηα πξνζέγγηζεο ηεο ιύζεο κε ηε ρξήζε 

κνληέινπ κεησκέλεο ηάμεο λα κελ επαξθεί, κε βάζε θάπνην όξην ζηελ ηηκή ηνπ 

ζθάικαηνο. 

Δάλ ε ηηκή ηνπ ζθάικαηνο     είλαη ρακειόηεξε από ην όξην   πνπ νξίδεη ν ρξήζηεο, 

ε βάζε ζεσξείηαη επαξθώο αθξηβήο. Δάλ πιεξείηαη δειαδή ην θξηηήξην, ε πξνζέγγηζε 

ηεο κεησκέλεο βάζεο ρξεζηκνπνηείηαη ζηε δηαδηθαζία ηεο βειηηζηνπνίεζεο ζαλ λα 

ήηαλ ε αθξηβήο ιύζε. 

Από ηε ζηηγκή πνπ ε επίιπζε κεησκέλεο ηάμεο δελ ηθαλνπνηεί ην θξηηήξην ηνπ 

ζθάικαηνο,      , ε κεησκέλε βάζε δελ ζεσξείηαη πιένλ αθξηβήο. 

Πξαγκαηνπνηνύκε κία λέα επίιπζε ηνπ πιήξνπο κνληέινπ, κε ηελ ιύζε πνπ 

πξνθύπηεη λα ρξεζηκνπνηείηαη θαη γηα ηνλ εκπινπηηζκό-ελεκέξσζε ηεο κεησκέλεο 

βάζεο. 

Γηα λα εκπινπηίζνπκε ηελ κεησκέλε βάζε   *       +, ε θαηλνύξηα ιύζε      

νξζνθαλνληθνπνηείηαη κε ηε δηαδηθαζία Gram-Schmidt, όπσο παξαπάλσ: 

 ̃         ∑(

 

   

       )   
 

(18) 

 

     
 ̃   

‖ ̃   ‖
 

 

(19) 

Να ζεκεηώζνπκε πσο ελώ ε κεησκέλε βάζε ρξεζηκνπνηεί ιύζεηο από πξνεγνύκελεο 

επαλαιήςεηο, νη λέεο ιύζεηο εκπινπηίδνπλ ηε βάζε κόλν αλ ε πξνζέγγηζε δελ είλαη 

πιένλ ηθαλνπνηεηηθή. Δπίζεο, ε θάζε λέα ιύζε, πξνζηίζεηαη κόλν κεηά από 

νξζνθαλνληθνπνίεζεο κέζσ ηεο δηαδηθαζίαο Gram-Schmidt. Πνπ ζεκαίλεη, πσο κόλν 

ην κέξνο ηεο ιύζεο πνπ είλαη νξζνγώλην ζηα πθηζηάκελα δηαλύζκαηα ηεο βάζεο, 

ελεκεξώλεη - εκπινπηίδεη πξαγκαηηθά ηε βάζε. 

Δάλ επηιέμνπκε λα εκπινπηίζνπκε ηε κεησκέλε βάζε κεγαιώλνληαο ηηο δηαζηάζεηο 

ηεο, θάζε λέα επίιπζε πξνζζέηεη κία επηπιένλ ζηήιε ζηε κεησκέλε βάζε. 

Δάλ επηιέμνπκε λα ελεκεξώζνπκε ηε κεησκέλε βάζε θξαηώληαο ζηαζεξέο ηηο 

δηαζηάζεηο, κε θάζε λέα επίιπζε αθαηξνύκε ηελ πξώηε - παιαηόηεξε ζηήιε ηεο 

κεησκέλεο βάζεο. 
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Γιάγπαμμα Ροήρ 4 – Δνημέπωζη - Δμπλοςηιζμόρ Μειωμένηρ Βάζηρ – Μέθοδορ POD/SVD 
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Γιάγπαμμα Ροήρ 5 – Δνημέπωζη - Δμπλοςηιζμόρ Μειωμένηρ Βάζηρ – Καηαζκεςή καηά 

ηην επίλςζη 
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3. ΔΤΡΧΣΟ ΥΔΓΙΑΜΟ - ROBUST DESIGN 

Ο ζρεδηαζκόο θαηαζθεπώλ από ηνλ κεραληθό-κειεηεηή ζα πξέπεη ζαθώο λα ιακβάλεη 

ππόςηλ ηελ επηξξνή ηνπ παξάγνληα ηεο αβεβαηόηεηαο. Ο ζρεδηαζκόο ζα πξέπεη λα 

είλαη απνδνηηθόο, αιιά θαη αμηόπηζηνο όηαλ κηιάκε γηα πεξηβάιινλ κε αβεβαηόηεηεο 

θαη ηπραίεο κεηαβνιέο. Οη δύν πξνζεγγίζεηο ζρεηηθά κε ηελ ηπραηόηεηα ζηε κεηαβνιή 

παξακέηξσλ ηνπ πξνβιήκαηνο, ζρεκαηηθά ρσξίδνληαη ζηελ Βειηηζηνπνίεζε κε βάζε 

ηελ αμηνπηζηία (Reliability-based optimization) θαη ζηνλ Δύξσζην ρεδηαζκό (Robust 

Design). 

Οη Reliability-based κέζνδνη βειηηζηνπνίεζεο πινπνηνύλ ηηο αβεβαηόηεηεο σο 

πηζαλόηεηεο αζηνρίαο, νη νπνίεο εθαξκόδνληαη σο επηπιένλ πεξηνξηζκνί ζην 

πξόβιεκα. ηελ βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο, νη πεξηνξηζκνί ιόγσ αβεβαηνηήησλ, 

θπξίσο κπνξεί λα αθνξνύλ ηε δπζθακςία ηνπ θνξέα, ηηο θύξηεο ηδηνζπρλόηεηεο θαη 

θξίζηκεο κεηαηνπίζεηο. 

Ζ έλλνηα ηνπ Robust Desig, πινπνηεί ηελ βειηηζηνπνίεζε ππό ηπρόλ αβεβαηόηεηεο 

ηνπ θπζηθνύ πξνβιήκαηνο, είηε απηέο αθνξνύλ ηηο ηδηόηεηεο θαη ηελ νκνηνκνξθία ηνπ 

πιηθνύ ή ησλ πιηθώλ, είηε αθνξνύλ ηα εμσηεξηθά εληαηηθά κεγέζε. Ο ζρεδηαζκόο 

εδώ, ζε αληίζεζε κε ηηο Reliability-based κεζόδνπο, δελ βξίζθεη κηα ιύζε πνπ δελ 

αζηνρεί κε βάζε ηνπο πεξηνξηζκνύο γηα ηηο πηζαλέο ηηκέο ησλ ζηνραζηηθώλ κεγεζώλ, 

αιιά κία ιύζε πνπ δελ επεξεάδεηαη από ηηο ηπραίεο κεηαβνιέο θαη αβεβαηόηεηεο. 

Γειαδή, ην κέηξν, ηελ θνξά, ηελ δηεύζπλζε, ην ζεκείν εθαξκνγήο ησλ εμσηεξηθώλ 

θνξηίσλ.  

 

Ζ έννοια ηος Δύπωζηος σεδιαζμού – Robust Design 

Σo Robust Design πξόβιεκα ζηελ βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο είλαη κία πξνζέγγηζε 

ώζηε λα αληηκεησπίδνληαη νη παξαπάλσ αβεβαηόηεηεο ηνπ θπζηθνύ πξνβιήκαηνο, 

εθθξάδνληαο ηελ επαηζζεζία ηεο ζηαηηθήο απόθξηζεο ζηηο δηαθπκάλζεηο ησλ κεγεζώλ 

ζε ζρέζε κε ηε κέζε ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. Δδώ, ε βειηηζηνπνίεζε ιακβάλεη 
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ππόςε ηα ζηαηηζηηθά κεγέζε, εθόζνλ ε βέιηηζηε ηνπνινγία, ε βέιηηζηε θαηαλνκή 

ηνπ πιηθνύ, κπνξεί νπζηαζηηθά λα θαηαιήγεη ζηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο ελδνζηκόηεηαο 

ηνπ θνξέα, ε νπνία σζηόζν ζαλ κέγεζνο ιόγσ ησλ ηπραίσλ παξακέηξσλ λα 

ραξαθηεξίδεηαη από κεγάιε ηππηθή απόθιηζε.  

Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, εδώ, εθθξάδεηαη κε βάζε ηε κέζε ηηκή θαη ηε 

δηαθύκαλζε ηεο ελδνζηκόηεηαο. Με απηή ηελ έλλνηα, ζέισ λα θαηαιήμσ ζε έλαλ 

ζρεδηαζκό κε κηθξή κέζε ηηκή, ε νπνία κπνξεί λα είλαη κεγαιύηεξε από έλα 

ληεηεξκηληζηηθό πξόβιεκα, σζηόζν θαη κε κηθξή δηαθύκαλζε. Θέισ δειαδή, λα 

θαηαιήμσ ζηε κνξθή ελόο θνξέα, πνπ γηα κηα κηθξή κεηαβνιή ησλ κεηαβιεηώλ 

κεγεζώλ,  δελ ζα έρσ ζεκαληηθή απόθιηζε ζηε ζπκπεξηθνξά, ζηελ ελδνζηκόηεηα ηνπ 

θνξέα, ζηα εληαηηθά κεγέζε πνπ ζα αλαπηπρζνύλ. 

Γη’ απηό ην ιόγν, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ζην πξόβιεκα ζρεδηαζκνύ, 

κεηαηξέπεηαη από ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο ελδνζηκόηεηαο, ζε ζπλάξηεζε κε 

ζηαηηζηηθά κεγέζε, εθθξάζεηο κέζεο ηηκήο θαη δηαθύκαλζεο ηεο ελδνζηκόηεηαο ηνπ 

θνξέα, γηα ηα δεδνκέλα κεηαβιεηά κεγέζε. 

Σν Robust Design πξόβιεκα, κε ηε κέζνδν SIMP, δηαηππώλεηαη σο εμήο: 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
        ( )   , -    √   , -

            

 ( )       ∑(  )
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          }
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

(20) 

Γηα ηελ πινπνίεζε ηνπ Δύξσζηνπ ρεδηαζκνύ – Robust Design θαη ηνλ ζηαηηζηηθώλ 

κεγεζώλ γηα ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, ζα επηιέμνπκε κηα πην brute-force θαη 

ππνινγηζηηθά θνζηνβόξα πξνζέγγηζε. 

Με βάζε απηή ηελ εμαηξεηηθά θνζηνβόξα πξνζέγγηζε ζα εμεηάζνπκε θαη ηε 

ζπλεηζθνξά ησλ Μνληέισλ Μεησκέλεο Σάμεο, ζε κία πξνζέγγηζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

πνπ ζα ήηαλ δύζθνιν λα επηηεπρζεί κε πιήξε κνληέια. 

Αξρηθά, επηιύνπκε ην πξόβιεκα ηεο απιήο Βειηηζηνπνίεζεο Σνπνινγίαο γηα έλαλ 

αξηζκό   δηαθνξεηηθώλ ζπλδπαζκώλ ηπραίσλ παξακέηξσλ, όπσο ε θνξά, ην κέγεζνο 

θαη ην ζεκείν εθαξκνγήο ησλ εμσηεξηθώλ θνξηίσλ. Καη ζηνπο   ζρεδηαζκνύο πνπ 

πξνθύπηνπλ, θάλνπκε ζηαηηθή επίιπζε κε   δηαθνξεηηθνύο ζπλδπαζκνύο ηπραίσλ 

παξακέηξσλ θαη γηα θάζε επίιπζε θξαηάκε ην κέγεζνο ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο πνπ καο ελδηαθέξεη. 
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Δδώ, εθόζνλ κειεηάκε ηελ ελδνζηκόηεηα ηνπ θνξέα, γηα θάζε επίιπζε 

Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ ζε θάζε έλαλ από ηνπο   ζρεδηαζκνύο, ππνινγίδνπκε ηελ 

ελδνζηκόηεηα γηα ηνλ θάζε ζπλδπαζκό παξακέηξσλ από ηνπο νπνίνπο πξνθύπηνπλ ηα 

ζηαηηζηηθά κεγέζε ηεο κέζεο ηηκή θαη ηεο δηαθύκαλζεο. Γηα θάζε ζρεδηαζκό, δειαδή, 

έρσ ηα κεγέζε ηεο κέζεο ηηκήο θαη ηεο δηαθύκαλζεο ηεο ελδνζηκόηεηαο ηνπ θνξέα. 

 

 

Γιάγπαμμα για ηον Robust Design ζσεδιαζμό 

Από εδώ πξνθύπηεη θαη ν ππνινγηζκόο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο όπσο ηελ 

νξίδνπκε ζην Robust Design πξόβιεκα (20), κε βάζε ηελ νπνία πξνθύπηεη θαη ν 

Δύξσζηνο ρεδηαζκόο ηνπ πξνβιήκαηνο. Γηα θάζε έλαλ από ηνπο θνξείο δειαδή, 

ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο κε βάζε ηα ζηαηηζηηθά κεγέζε 

ηεο ελδνζηκόηεηαο θαη γηα ηελ κηθξόηεξε ηηκή, πξνθύπηεη ν αληίζηνηρνο θνξέαο σο 

ιύζε ζην πξόβιεκα ηνπ Robust Design – Δύξσζηνπ ρεδηαζκνύ. 

Γηα ηε ζηαηηζηηθή επεμεξγαζία, πινπνηώ κε ηε κέζνδν Monte Carlo ηα παξαθάησ 

κεγέζε: 

Μέζε Σηκή: 

 , -     ̅  
∑   
 
   

 
 

 

(21) 

όπνπ    ε ελδνζηκόηεηα ηνπ θνξέα γηα θάζε κία από ηηο   επηιύζεηο, γηα θάζε θνξέα 

πνπ πξνθύπηεη γηα θάζε ζπλδπαζκό παξακέηξσλ. 

Γηαθύκαλζε: 

   , -      
∑ (    ̅)

  
   

   
 

 

(22) 
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Γιάγπαμμα Ροήρ 6 – Robust Design Βεληιζηοποίηζη Σοπολογίαρ 
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4. ΔΤΡΧΣΟ ΥΔΓΙΑΜΟ – ΒΔΛΣΙΣΟΠΟΙΗΗ 

ΣΟΠΟΛΟΓΙΑ ΜΔ ΥΡΗΗ ΜΟΝΣΔΛΧΝ ΜΔΙΧΜΔΝΗ ΣΑΞΗ 

ηα παξαπάλσ θεθάιαηα, αλαπηύρζεθαλ ζε έλα βαζκό ηα αληηθείκελα ηεο 

Βειηηζηνπνίεζεο Σνπνινγίαο (Κεθάλαιο 1), ε ρξήζε ησλ Μνληέισλ Μεησκέλεο 

Σάμεο ζε απηνύ ηνπ είδνπο ηελ Βειηηζηνπνίεζε (Κεθάλαιο 1) θαη ε έλλνηα – 

πινπνίεζε ηνπ Δύξσζηνπ ρεδηαζκνύ – Robust Design (Κεθάλαιο 1). 

Από ηελ πξνεγνύκελε κειέηε, γίλεηαη αληηιεπηό ην κεγάιν ππνινγηζηηθό θόζηνο ησλ 

επηιύζεσλ ησλ εμηζώζεσλ ηζνξξνπίαο (9), ηδηαίηεξα όηαλ πινπνηνύκε κεζόδνπο 

βειηηζηνπνίεζεο αιιά θαη ζρεδηαζκό πνπ ιακβάλεη ππόςηλ ηηο αβεβαηόηεηεο, κέζνδνη 

πνπ πεξηιακβάλνπλ δειαδή πνιιέο επαλαιεπηηθέο δηαδηθαζίεο επίιπζεο ηνπ θάζε 

θνξά δηαθνξεηηθνύ θνξέα, εηδηθά όζνλ αθνξά ηελ πξνζέγγηζε ηνπ Robust Design, κε 

πνιιέο επαλαιήςεηο ηεο κεζόδνπ Monte Carlo. 

Απάληεζε ζηηο ππνινγηζηηθά απαηηεηηθέο κεζόδνπο ζρεδηαζκνύ, κπνξνύλ λα δώζνπλ 

όπσο είδακε ηα Μνληέια Μεησκέλεο Σάμεο, ρσξίο λα πζηεξνύλ ζε αθξίβεηα. Παξόια 

απηά, ζηελ βηβιηνγξαθία δελ ππάξρεη εθηελήο έξεπλα ή δηεξεύλεζε γηα ηε ρξήζε 

απηώλ ησλ Μεησκέλσλ Μνληέισλ ζε εθαξκνγέο Robust Design ζηελ 

Βειηηζηνπνίεζε Σνπνινγίαο. Απηή ηελ δπλαηόηεηα ησλ Reduced Order Modelling 

ηερληθώλ ζα επηρεηξήζεη λα πξνζεγγίζεη ην ηειεπηαίν κέξνο ηεο παξνύζαο 

Γηπισκαηηθήο Δξγαζίαο, ρσξίο θπζηθά λα απνηειεί νινθιεξσκέλε ζεσξεηηθή-

πεηξακαηηθή έξεπλα. 

Ζ εηζαγσγή ησλ Μνληέισλ Μεησκέλεο Σάμεο ζα γίλεη ζην θνκκάηη, θπζηθά, ηεο 

δηαδηθαζίαο πνπ αθνξά ηελ επίιπζε ηεο κεζόδνπ Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ. Απηό 

ζεκαίλεη, πσο ζε θάζε επίιπζε ζηα βήκαηα ηεο βειηηζηνπνίεζεο, ρξεζηκνπνηνύκε ηηο 

κεζόδνπο πνπ αλαπηύμακε ζην Κεθάιαην 1.  

ην επόκελν θεθάιαην, ζα αλαπηύμνπκε ηνλ θώδηθα κε ηνλ νπνίν πινπνηνύκε ηελ 

επίιπζε κε κεησκέλα κνληέια ζε πεξηβάιινλ Matlab. ηελ παξνύζα εξγαζία, ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ κέζνδν θαηαζθεπήο θαη ελεκέξσζεο ηεο κεησκέλεο βάζεο 

θαηά ηελ επίιπζε, ιόγσ ηεο επθνιίαο θαηαζθεπήο αιιά θαη επεηδή ε βάζε 

θαηαζθεπάδεηαη εληόο ηεο βειηηζηνπνίεζεο, ρσξίο λα απαηηείηαη εθ ησλ πξνηέξσλ 

ππνινγηζκόο. 
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Γιάγπαμμα Ροήρ 7 – Robust Design Βεληιζηοποίηζη Σοπολογίαρ με σπήζη Μονηέλων 

Μειωμένηρ Σάξηρ
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5. ΔΚΣΔΛΔΗ Δ MATLAB 

Ζ επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ, γίλεηαη κε ηε ρξήζε ηνπ ινγηζκηθνύ Matlab (έθδνζε 

R2018a), κε ρξήζε ηεο Μεζόδνπ Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ. 

Σν ζώκα ηνπ θύξηνπ θώδηθα ηεο κεζόδνπ SIMP, πάλσ ζηνλ νπνίν βαζίδεηαη θαη ε 

πινπνίεζε ησλ κεζόδσλ θαηαζθεπήο κνληέισλ κεησκέλεο ηάμεο, αιιά θαη ε 

πινπνίεζε ηνπ Roust Design, έρεη ζηεξηρηεί ζηνλ θώδηθα ηεο βειηηζηνπνίεζεο 

ηνπνινγίαο πνπ αλαπηύζζεηαη από ηνλ O. Sigmund (A 99 line topology optimization 

code written in Matlab). 

Ζ δηαθξηηνπνίεζε ηνπ νξζνγσληθνύ ρώξνπ ζρεδηαζκνύ γίλεηαη κε πιέγκα 4-

θνκβηθώλ επίπεδσλ ηεηξαγσληθώλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, ησλ νπνίσλ 

θαζνξίδνπκε ηνλ αξηζκό θαηά νξηδόληηα θαη θαηαθόξπθε δηεύζπλζε. 

 
Σεηπακομβικό ηοισείο με 2 βαθμούρ ελεςθεπίαρ ζε κάθε κόμβο, με ηιρ ανηίζηοισερ 

ζςναπηήζειρ ζσήμαηορ 

 Ζ πξνζέγγηζε απηή, καο επηηξέπεη λα θαζνξίδνπκε γξήγνξα ηελ αθξίβεηα ηεο 

δηαθξηηνπνίεζεο, αλ θαη ην ππνινγηζηηθό θόζηνο, νη βαζκνί ειεπζεξίαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο, απμάλεηαη γξήγνξα ζε ζρέζε κε ηνλ αξηζκό ησλ ζηνηρείσλ. 

5.1 ΒΔΛΣΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΟΠΟΛΟΓΙΑ ΜΔ ΜΔΘΟΓΟ SIMP 

Σν θύξην πξόγξακκα, θαιείηαη από ηε ζπλάξηεζε: 

[x]=top(nelx,nely,volfrac,penal,rmin) 

Ζ ζπλάξηεζε επηζηξέθεη ην κεηξών [x] , δηαζηάζεσλ nely   nelx , κε ηελ ηηκή 

ηνπ θάζε θειηνύ λα αληηζηνηρεί ζηελ ηηκή ηεο ζρεηηθήο ππθλόηεηαο ηνπ θάζε 

ζηνηρείνπ ηνπ ρώξνπ ζρεδηαζκνύ. ηα νξίζκαηα, έρνπκε ηηο κεηαβιεηέο nelx θαη 

nely , πνπ είλαη ν αξηζκόο ησλ ζηνηρείσλ ζηελ νξηδόληηα θαη ηελ θαηαθόξπθε 

δηεύζπλζε αληίζηνηρα, volfrac  είλαη ην θιάζκα ηνπ όγθνπ, penal είλαη ε δύλακε 

ηεο πνηλήο θαη rmin ην κέγεζνο ηνπ θίιηξνπ (δηαηξεκέλν κε ην κέγεζνο ηνπ 

ζηνηρείνπ). Οη ππόινηπεο κεηαβιεηέο αιιά θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

πξνζδηνξίδνληαη θαη κπνξνύλ λα αιιάμνπλ ζηνλ θώδηθα ηνπ θύξηνπ πξνγξάκκαηνο. 

Γηα θάζε επαλάιεςε ηεο δηαδηθαζίαο βειηηζηνπνίεζεο, ν θώδηθαο δεκηνπξγεί κηα 

εηθόλα ηεο θαηαλνκήο ησλ ππθλνηήησλ. 
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Αθνινπζεί ην ζώκα ηνπ θύξηνπ θώδηθα: 

function [x]=top(nelx,nely,volfrac,penal,rmin); 

% INITIALIZE 

x(1:nely,1:nelx) = volfrac;  

loop = 0;  

change = 1.; 

% START ITERATION 

while change > 0.01 

  loop = loop + 1; 

  xold = x; 

% FE-ANALYSIS 

  [U]=FE(nelx,nely,x,penal); 

% OBJECTIVE FUNCTION AND SENSITIVITY ANALYSIS 

  [KE] = lk; 

  c = 0.; 

  for ely = 1:nely 

    for elx = 1:nelx 

      n1 = (nely+1)*(elx-1)+ely;  

      n2 = (nely+1)* elx   +ely; 

      Ue = U([2*n1-1;2*n1; 2*n2-1;2*n2; 2*n2+1;2*n2+2; 

2*n1+1;2*n1+2],1); 

      c = c + x(ely,elx)^penal*Ue'*KE*Ue; 

      dc(ely,elx) = -penal*x(ely,elx)^(penal-1)*Ue'*KE*Ue; 

    end 

  end 

% FILTERING OF SENSITIVITIES 

  [dc]   = check(nelx,nely,rmin,x,dc);     

% DESIGN UPDATE BY THE OPTIMALITY CRITERIA METHOD 

  [x]    = OC(nelx,nely,x,volfrac,dc);  

% PRINT RESULTS 

  change = max(max(abs(x-xold)));  

  disp([' It.: ' sprintf('%4i',loop) ' Obj.: ' sprintf('%10.4f',c) 

... 

       ' Vol.: ' sprintf('%6.3f',sum(sum(x))/(nelx*nely)) ... 

        ' ch.: ' sprintf('%6.3f',change )]) 

% PLOT DENSITIES   

  colormap(gray); imagesc(-x); axis equal; axis tight; axis 

off;pause(1e-6);  

end  

Σν θύξην πξόγξακκα μεθηλά δηαλέκνληαο νκνηόκνξθα ην πιηθό ζην ρώξν 

ζρεδηαζκνύ: 

x(1:nely,1:nelx) = volfrac 

Αξρηθνπνηώληαο θάπνηεο απαξαίηεηεο κεηαβιεηέο, ν θώδηθαο μεθηλά θαιώληαο ηελ 

ππνξνπηίλα ηεο επίιπζεο ησλ Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ, ε νπνία επηζηξέθεη ην 

δηάλπζκα κεηαθηλήζεσλ U :  

% FE-ANALYSIS 

[U]=FE(nelx,nely,x,penal); 

Δθόζνλ ην κεηξών δπζθακςίαο είλαη ίδην γηα όια ηα ζπκπαγή ζηνηρεία, ε ππνξνπηίλα 

ππνινγηζκνύ ηνπ θαιείηαη κόλν κία θνξά. ηε ζπλέρεηα, κε βξόγρν επαλάιεςεο 

πεξλώληαο όια ηα ζηνηρεία θαζνξίδνπκε ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θαη 

ην κεηξών επαηζζεζίαο  dc : 
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% OBJECTIVE FUNCTION AND SENSITIVITY ANALYSIS 

  [KE] = lk; 

  c = 0.; 

  for ely = 1:nely 

    for elx = 1:nelx 

      n1 = (nely+1)*(elx-1)+ely;  

      n2 = (nely+1)* elx   +ely; 

      Ue = U([2*n1-1;2*n1; 2*n2-1;2*n2; 2*n2+1;2*n2+2; 

2*n1+1;2*n1+2],1); 

      c = c + x(ely,elx)^penal*Ue'*KE*Ue; 

      dc(ely,elx) = -penal*x(ely,elx)^(penal-1)*Ue'*KE*Ue; 

    end 

  end  

Οη κεηαβιεηέο n1 θαη n2 αληηζηνηρνύλ ζηνπο επάλσ αξηζηεξά θαη δεμηά θόκβνπο ηνπ 

θάζε ζηνηρείνπ αληίζηνηρα, ζηνπο θαζνιηθνύο αξηζκνύο θόκβσλ θαη 

ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα εμάγνπκε ην δηάλπζκα κεηαθηλήζεσλ Ue ηνπ ζηνηρείνπ, από 

ην θαζνιηθό δηάλπζκα κεηαθηλήζεσλ U . 

Αθνινπζεί ε αλάιπζε επαηζζεζίαο, κε θιήζε ηεο ζπλάξηεζεο θίιηξνπ θαη ηεο 

κεζόδνπ Optimality Criteria: 

% FILTERING OF SENSITIVITIES 

  [dc]   = check(nelx,nely,rmin,x,dc);     

% DESIGN UPDATE BY THE OPTIMALITY CRITERIA METHOD 

  [x]    = OC(nelx,nely,x,volfrac,dc);   

Ζ ηηκή ηεο ελδνζηκόηεηαο θαη νη ππόινηπεο παξάκεηξνη ηππώλνληαη, ελώ θαη ε 

θαηαλνκή ηεο ππθλόηεηαο εκθαλίδεηαη ζε γξάθεκα: 

% PRINT RESULTS 

  change = max(max(abs(x-xold)));  

  disp([' It.: ' sprintf('%4i',loop) ' Obj.: ' sprintf('%10.4f',c) 

... 

       ' Vol.: ' sprintf('%6.3f',sum(sum(x))/(nelx*nely)) ... 

        ' ch.: ' sprintf('%6.3f',change )]) 

% PLOT DENSITIES   

  colormap(gray); imagesc(-x); axis equal; axis tight; axis 

off;pause(1e-6);   

Οη επαλαιήςεηο ηεο βειηηζηνπνίεζεο ζηακαηνύλ, εάλ ε κεηαβνιή ηεο παξακέηξνπ 

ζρεδηαζκνύ, change , είλαη κηθξόηεξε ελόο νξίνπ πνπ θαζνξίδεη ν κειεηεηήο, εδώ 

ηνπ 1% : 

change = max(max(abs(x-xold)));  

 

Ζ λέα κεηαβιεηή ζρεδηαζκνύ ππνινγίδεηαη από ηελ ππνξνπηίλα ηεο Optimality 

Criteria κεζόδνπ. Ξέξνληαο πσο ν όγθνο ηνπ πιηθνύ sum(sum(xnew))είλαη κηα 

κνλόηνλα θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηνπ πνιιαπιαζηαζηή Lagrange, ε ηηκή ηνπ 

πνιιαπιαζηαζηή Lagrange πνπ ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκό γηα ηνλ όγθν, κπνξεί λα 

βξεζεί κε αιγόξηζκν δηρνηόκεζεο. Ο αιγόξηζκνο δηρνηόκεζεο μεθηλά κε κία 

εθηίκεζε γηα ην θάησ όξην l1  θαη ην άλσ όξην l2 ηνπ πνιιαπιαζηαζηή. Σν 

δηάζηεκα κεηαμύ ησλ νξίσλ ζπλερώο δηρνηνκείηαη έσο όηνπ λα πιεξνί ην θξηηήξην 

ζύγθιηζεο: 
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%%%%%%%%%% OPTIMALITY CRITERIA UPDATE %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function [xnew]=OC(nelx,nely,x,volfrac,dc)   

l1 = 0; l2 = 100000; move = 0.2; 

while (l2-l1 > 1e-4) 

  lmid = 0.5*(l2+l1); 

  xnew = max(0.001,max(x-move,min(1.,min(x+move,x.*sqrt(-dc./lmid))))); 

  if sum(sum(xnew)) - volfrac*nelx*nely > 0; 

    l1 = lmid; 

  else 

    l2 = lmid; 

  end 

end 

 

Ο παξαθάησ θώδηθαο πινπνηεί ηελ εμίζσζε (5): 

  

   

̂
 

 

  ∑  ̂ 
 
   

∑ ̂ 

 

   

  
  

   
 

Παξαηεξνύκε, πσο δελ αλαδεηνύκε ηα ζηνηρεία νιόθιεξνπ ηνπ ρώξνπ ζρεδηαζκνύ, 

ώζηε λα βξνύκε ηα ζηνηρεία εληόο ηεο αθηίλαο rmin, αιιά κόλν εθείλα εληόο ελόο 

ηεηξαγώλνπ κε κήθνο πιεπξάο δύν θνξέο floor(rmin), γύξσ από ην ζηνηρείν πνπ 

εμεηάδνπκε.  Δπηιέγνληαο rmin κηθξόηεξν ηεο κνλάδαο, ην κεηξών επαηζζεζίαο 

πξνθύπηεη ίδην κε ην αξρηθό κεηξών, θαζηζηώληαο ηελ ηερληθή θηιηξαξίζκαηνο 

αλελεξγή: 

%%%%%%%%%% MESH-INDEPENDENCY FILTER %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function [dcn]=check(nelx,nely,rmin,x,dc) 

dcn=zeros(nely,nelx); 

for i = 1:nelx 

  for j = 1:nely 

    sum=0.0;  

    for k = max(i-floor(rmin),1):min(i+floor(rmin),nelx) 

      for l = max(j-floor(rmin),1):min(j+floor(rmin),nely) 

        fac = rmin-sqrt((i-k)^2+(j-l)^2); 

        sum = sum+max(0,fac); 

        dcn(j,i) = dcn(j,i) + max(0,fac)*x(l,k)*dc(l,k); 

      end 

    end 

    dcn(j,i) = dcn(j,i)/(x(j,i)*sum); 

  end 

end  

ηηο επόκελεο γξακκέο, εληόο ηεο ζπλάξηεζεο FE , αλαπηύζζεηαη ν θώδηθαο ηεο 

επίιπζεο ησλ Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ. Δδώ θάλνπκε ρξήζε ηεο εληνιήο sparse 

ηνπ Matlab.  

Σν θαζνιηθό κεηξών δπζθακςίαο ζρεκαηίδεηαη κε βξόγρν επαλάιεςεο γηα όια ηα 

ζηνηρεία, αλάινγα θαη κε ηελ ηηκή ηεο ζρεηηθήο ππθλόηεηαο ηνπ ζηνηρείνπ, πνπ ζην 

πξόβιεκά καο απνηειεί ηελ ηηκή ζρεδηαζκνύ. Όπσο θαη ζην θύξην πξόγξακκα, νη 

κεηαβιεηέο n1 θαη n2  αληηζηνηρίδνπλ ηνπο επάλσ αξηζηεξά θαη δεμηά θόκβνπο ηνπ 

θάζε ζηνηρείνπ αληίζηνηρα, ζηνπο θαζνιηθνύο αξηζκνύο θόκβσλ.  

Σα ζηνηρεία θαη νη θόκβνη, αξηζκνύληαη θαηά ζηήιε, από ηα αξηζηεξά ζηα δεμηά. 

Κάζε θόκβνο έρεη δύν βαζκνύο ειεπζεξίαο (νξηδόληηα θαη θαηαθόξπθα). 
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Σν δηάλπζκα ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ εηζάγεηαη ζηε κεηαβιεηή F , γηα ηνπο 

αληίζηνηρνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο. Οη ζηεξίμεηο ηνπ θνξέα εηζάγνληαη, απνθιείνληαο 

ηνπο δεζκεπκέλνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο από ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ. Ζ 

πινπνίεζε ζην Matlab γίλεηαη πνιύ απιά κε ηηο εληνιέο: 

U(freedofs,:) = K(freedofs,freedofs) \ F(freedofs,:);       

U(fixeddofs,:)= 0; 

Όπνπ ε κεηαβιεηή freedofs  ππνδειώλεη ηνπο κε δεζκεπκέλνπο βαζκνύο 

ειεπζεξίαο. Κπξίσο, καο είλαη αξθεηά απιό λα πξνζδηνξίζνπκε εμ’ αξρήο ηνπο 

δεζκεπκέλνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο (fixeddofs) θαη ζηε ζπλέρεηα, απηόκαηα 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ εληνιή setdiff ηνπ Matlab, λα βξνύκε ηνπο κε δεζκεπκέλνπο 

βαζκνύο ειεπζεξίαο. Ζ εληνιή πξνζδηνξίδεη ηνπο κε δεζκεπκέλνπο βαζκνύο 

ειεπζεξίαο, σο ηε δηαθνξά κεηαμύ ησλ ζπλνιηθώλ βαζκώλ ειεπζεξίαο ηνπο 

ζπζηήκαηνο θαη ησλ δεζκεπκέλσλ. 

%%%%%%%%%% FE-ANALYSIS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function [U]=FE(nelx,nely,x,penal) 

[KE] = lk;  

K = sparse(2*(nelx+1)*(nely+1), 2*(nelx+1)*(nely+1)); 

F = sparse(2*(nely+1)*(nelx+1),1); U = zeros(2*(nely+1)*(nelx+1),1); 

for elx = 1:nelx 

  for ely = 1:nely 

    n1 = (nely+1)*(elx-1)+ely;  

    n2 = (nely+1)* elx   +ely; 

    edof = [2*n1-1; 2*n1; 2*n2-1; 2*n2; 2*n2+1; 2*n2+2; 2*n1+1; 

2*n1+2]; 

    K(edof,edof) = K(edof,edof) + x(ely,elx)^penal*KE; 

  end 

end 

% DEFINE LOADS AND SUPPORTS (CANTILEVER) 

F(2*(nelx+1)*(nely+1),1)=-1; 

fixeddofs   = [1:2*(nely+1)]; 

alldofs     = [1:2*(nely+1)*(nelx+1)]; 

freedofs    = setdiff(alldofs,fixeddofs); 

% SOLVING 

U(freedofs,:) = K(freedofs,freedofs) \ F(freedofs,:);       

U(fixeddofs,:)= 0;  

 

Σν 8×8 κεηξών δπζθακςίαο ηνπ 4-θνκβηθνύ ζηνηρείνπ έρεη ππνινγηζηεί αλαιπηηθά. 

Σν κέηξν ειαζηηθόηεηαο θαη ν ιόγνο Poison, νξίδεηαη εληόο ηεο ζπλάξηεζεο: 

%%%%%%%%%% ELEMENT STIFFNESS MATRIX %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function [KE]=lk 

E = 1.;  

nu = 0.3; 

k=[ 1/2-nu/6   1/8+nu/8 -1/4-nu/12 -1/8+3*nu/8 ...  

   -1/4+nu/12 -1/8-nu/8  nu/6       1/8-3*nu/8]; 

KE = E/(1-nu^2)*[ k(1) k(2) k(3) k(4) k(5) k(6) k(7) k(8) 

                  k(2) k(1) k(8) k(7) k(6) k(5) k(4) k(3) 

                  k(3) k(8) k(1) k(6) k(7) k(4) k(5) k(2) 

                  k(4) k(7) k(6) k(1) k(8) k(3) k(2) k(5) 

                  k(5) k(6) k(7) k(8) k(1) k(2) k(3) k(4) 

                  k(6) k(5) k(4) k(3) k(2) k(1) k(8) k(7) 

                  k(7) k(4) k(5) k(2) k(3) k(8) k(1) k(6) 

                  k(8) k(3) k(2) k(5) k(4) k(7) k(6) k(1)];  
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5.2 REDUCED ORDER MODELLING – ΜΔΘΟΓΟ POD – SVD 

Γηα ηελ κέζνδν POD - SVD, αξρηθά, θαηαζθεπάδνπκε ηε κεησκέλε βάζε, ζηελ νπνία 

ζα πξνβάινπκε ην ζύζηεκα εμηζώζεσλ. 

Δπηιέγνπκε, γηα ηε βάζε, ηα δηαλύζκαηα κεηαθηλήζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ 

επίιπζε ηνπ απινύ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο πνπ είδακε πην πάλσ, γηα 

δηαδνρηθά πνζνζηά ηνπ όγθνπ ηνπ ρώξνπ ζρεδηαζκνύ, θαη έσο έλα νξηζκέλν βήκα ηεο 

δηαδηθαζίαο βειηηζηνπνίεζεο θάζε θνξά. Γειαδή, ε βάζε απνηειείηαη από ηα 

δηαλύζκαηα κεηαηνπίζεσλ πνπ πξνθύπηεη από ηελ επίιπζε ηνπ πιήξνπο 

πξνβιήκαηνο, γηα θάζε βήκα ζηελ βειηηζηνπνίεζε θαη γηα θάζε πνζνζηό ηνπ όγθνπ. 

Αξρηθά, θαινύκε ηελ ζπλάξηεζε top_PODBASE , ε νπνία πινπνηεί ηελ αξρηθή βάζε 

κε ηηο ιύζεηο - ζηηγκηόηππα γηα ηελ κέζνδν POD – SVD, ζηελ νπνία ζε επόκελν βήκα 

ζα πξαγκαηνπνηήζνπκε αλάιπζε ηδηνηηκώλ. Ζ θιήζε ηεο ζπλάξηεζεο γίλεηαη ηόζεο 

θνξέο όζα θαη ηα δηαθνξεηηθά πνζνζηά ηνπ όγθνπ ηνπ θνξέα. ε θάζε θιήζε, 

πξαγκαηνπνηείηαη ε δηαδηθαζία βειηηζηνπνίεζεο κέρξη ην βήκα εθείλν πνπ έρεη νξίζεη 

ν ρξήζηεο, κε ηε βάζε λα έρεη απμεζεί κε ηόζα δηαλύζκαηα κεηαηνπίζεσλ, όζα θαη ηα 

βήκαηα πνπ επηιύνληαη.  

for volfrac=0.1:0.05:0.8 

[V,s]=top_PODBASE(nelx,nely,volfrac,penal,rmin,N,V,s); 

end  

Ζ ζπλάξηεζε δέρεηαη σο νξίζκαηα ηηο κεηαβιεηέο nelx θαη nely , πνπ όπσο θαη 

πξνεγνπκέλσο είλαη ν αξηζκόο ησλ ζηνηρείσλ ζηελ νξηδόληηα θαη ηελ θαηαθόξπθε 

δηεύζπλζε αληίζηνηρα, volfrac είλαη ην θιάζκα ηνπ όγθνπ, penal είλαη ε δύλακε 

ηεο πνηλήο θαη rmin ην κέγεζνο ηνπ θίιηξνπ. Αθόκα, θαζνξίδνπκε ζηε κεηαβιεηή N 

ην βήκα κέρξη ην νπνίν ζα επηιύεηαη ε βειηηζηνπνίεζε, V  είλαη ε κεησκέλε βάζε ηελ 

νπνία θαηαζθεπάδεη ε ζπλάξηεζε θαη s  ν δείθηεο γηα ηελ πξνζζήθε ησλ ιύζεσλ ζηε 

βάζε. 

Ο θώδηθαο ηεο ζπλάξηεζεο πνπ θαηαζθεπάδεη ηε βάζε, ζηεξίδεηαη ζηνλ κεγαιύηεξν 

βαζκό ζηνλ θώδηθα ηεο απιήο βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο πνπ αλαπηύρζεθε ζηελ 

πξνεγνύκελε παξάγξαθν. Έρνπκε αιιάμεη ην θξηηήξην πνπ ηεξκαηίδεη ηε δηαδηθαζία, 

πνύ πιένλ δελ είλαη ε κεηαβνιή ηεο κεηαβιεηήο ζρεδηαζκνύ, αιιά ην βήκα πνπ 

νξίδεη ν ρξήζηεο: 
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function [V,s]=top_POD(nelx,nely,volfrac,penal,rmin,N,V,s) 

% INITIALIZE 

x(1:nely,1:nelx) = volfrac;  

loop = 0;  

change = 1.; 

% START ITERATION 

while loop < N 

  loop = loop + 1; 

  xold = x; 

% FE-ANALYSIS 

  [U,V,s]=FE(nelx,nely,x,penal,V,s);  

   

  . 

  . 

  . 

   

end  

Αθόκα, ε ππνξνπηίλα επίιπζεο ηεο κεζόδνπ Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ γηα ηνλ θνξέα 

επηζηξέθεη θαη δέρεηαη εθηόο από ην πθηζηάκελν νξίζκαηα θαη ηελ κεησκέλε βάζε 

καδί κε ηνλ δείθηε: 

%%%%%%%%%% FE-ANALYSIS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function [U,V,s]=FE(nelx,nely,x,penal,V,s) 

 

. 

. 

. 

 

% SOLVING 

U(freedofs,:) = K(freedofs,freedofs) \ F(freedofs,:);       

U(fixeddofs,:)= 0; 

s=s+1; V(:,s)=U(freedofs,:); 

end  

Ζ ζπλάξηεζε επηζηξέθεη ζην ηέινο θάζε θιήζεο ηελ ελεκεξσκέλε βάζε, αιιά θαη 

ηνλ δείθηε, ώζηε λα πξνρσξήζεη ζηηο επόκελεο επηιύζεηο. Μόιηο νινθιεξσζεί απηό 

ην πξώην βήκα πξνρσξάκε ζηελ αλάιπζε ηδηνηηκώλ. 

Ζ αλάιπζε ζηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο, πξαγκαηνπνηείηαη θαιώληαο ηε ζπλάξηεζε: 

[V]=SVD(V,N) 

Ζ ζπλάξηεζε δέρεηαη σο όξηζκα ηε κεησκέλε βάζε από ηελ πξνεγνύκελε δηαδηθαζία 

θαη ην επηζπκεηό κέγεζνο ηεο κεησκέλεο βάζεο, θαη ηελ επηζηξέθεη κε κηθξόηεξν 

κέγεζνο, απνηεινύκελε από ηδηνδηαλύζκαηα (eigenvectors). 

Ζ ζπλάξηεζε ππνινγίδεη ηηο ηδηνηηκέο (eigenvalues) θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνύ κεηξώσλ V*V', ηα νπνία θαη ηαμηλνκεί ζε θζίλνπζα ζεηξά κε βάζε 

ηηο ηδηνηηκέο. ην Matlab, ρξεζηκνπνηνύκε ηελ εληνιή eig(V*V'). Σειηθά, ε 

κεησκέλε βάζε πεξηέρεη ηα πξώηα Ν ηδηνδηαλύζκαηα, αλάινγα κε ην κέγεζνο ηεο 

βάζεο πνπ νξίδεη ν ρξήζηεο. 
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%%%%%EIGENVALUE ANALYSIS%%%%%%%%%%%%%%%% 

function [V]=SVD(V,Ν) 

[eigVec,EigVal]=eig(V*V'); 

[d,ind] = sort(diag(EigVal),'descend'); 

V = eigVec(:,ind); 

V = V(:,1:N); 

end  

Μεηά θαη από ηελ θιήζε ηεο ζπλάξηεζεο, έρνπκε πινπνηήζεη ηε βάζε ζηελ νπνία ζα 

πξνβάινπκε ην πιήξεο κνληέιν.  

Πξνρσξάκε ζηελ πινπνίεζε ηεο κεζόδνπ POD - SVD ζηελ βειηηζηνπνίεζε 

ηνπνινγίαο, θαιώληαο ηελ ζπλάξηεζε top_POD . Όπσο παξαηεξνύκε, εθηόο από ηνλ 

νξηζκό ησλ ζηνηρείσλ ηνπ θνξέα θαη ησλ παξακέηξσλ ηεο βειηηζηνπνίεζεο, πνπ είλαη 

ίδηα κε παξαπάλσ, ε ζπλάξηεζε δέρεηαη θαη ηε κεησκέλε βάζε V  πνπ έρνπκε 

θαηαζθεπάζεη. 

[x]=top_POD(nelx,nely,volfrac,penal,rmin,V); 

Καη εδώ, ν θώδηθαο ηεο ζπλάξηεζεο ζηεξίδεηαη ζηνλ κεγαιύηεξν βαζκό ζηνλ θώδηθα 

ηεο απιήο βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο, εθηόο θπζηθά από ην θνκκάηη ηεο επίιπζεο 

ηεο αλάιπζεο: 

%%%%%%%%%% FE-ANALYSIS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function [U]=FE(nelx,nely,x,penal,V) 

 

. 

. 

. 

 

%SOLVING POD 

    Kpod=V'*K(freedofs,freedofs)*V; 

    Fpod=V'*F(freedofs,:); 

    Upod = Kpod \ Fpod; 

    U(freedofs,:)=V*Upod; 

    U(fixeddofs,:)= 0; 

    e=norm((K(freedofs,freedofs)*V*Upod-

F(freedofs,:)),2)^2/norm(F(freedofs,:),2)^2 

end 

 

Όπσο αλαθέξακε ζην Κεθάιαην 3, εδώ επηιύνπκε ην κνληέιν κεησκέλεο ηάμεο, κε 

κεηξών δπζθακςίαο Kpod=V'*K(freedofs,freedofs)*V , ην δηάλπζκα εμσηεξηθώλ  

θνξηίσλ Fpod=V'*F(freedofs,:) , ππνινγίδνληαο κηα αμηόπηζηε πξνζέγγηζε 

V*Upod , ηεο πιήξνπο ιύζεο, κεηώλνληαο ζεκαληηθά ην ππνινγηζηηθό θόζηνο. Αθόκα, 

εληόο ηεο ππνξνπηίλαο ππνινγίδνπκε θαη ην ζθάικα ηεο πξνζέγγηζεο e , όπσο ην 

είρακε νξίζεη ζην Κεθάιαην 2. 

Παξαηεξνύκε, πσο ην κέγεζνο ηεο βάζεο, αλάινγα θαη κε ην όξην πνπ επηιέγνπκε, 

είλαη αξθεηά κεησκέλν. Παξόια απηά, ε επηινγή ηεο καο δίλεη κηα αξθεηά αμηόπηζηε 

πξνζέγγηζε, αθνύ ηα ηδηνδηαλύζκαηα ζρεκαηίδνπλ βάζε ζρεδόλ νξζνγσληθή.
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5.3 REDUCED ORDER MODELLING – ΜΔΘΟΓΟ POD - SVD ΚΑΙ 

ΔΝΗΜΔΡΧΗ Η ΔΜΠΛΟΤΣΙΜΟ ΒΑΗ ΚΑΣΑ ΣΗΝ ΔΠΙΛΤΗ 

Όπσο αλαθέξακε ζηελ παξάγξαθν 2.2, όηαλ πιένλ θξίλνπκε πσο ιόγσ ηεο αιιαγήο 

ηεο κεηαβιεηήο ζρεδηαζκνύ, άξα θαη ηεο κνξθήο ηνπ θνξέα, ε πξνζέγγηζή ηνπ 

κνληέινπ κεησκέλεο ηάμεο δελ είλαη αξθεηά αθξηβήο, πξέπεη λα πξνρσξήζνπκε ζε 

ελεκέξσζε ή εκπινπηηζκό ηεο κεησκέλεο βάζεο, ρξεζηκνπνηώληαο ηε ιύζε ηνπ 

πιήξνπο κνληέινπ. 

Ζ πξνζέγγηζε ηεο κεζόδνπ γίλεηαη κε βάζε ην ζθάικα ηνπ κνληέινπ κεησκέλεο 

ηάμεο πνπ ππνινγίδνπκε ζε θάζε επαλάιεςε. Δάλ ην ζθάικα μεπεξάζεη ην όξην πνπ 

έρεη ζέζεη ν ρξήζηεο, πξνρσξάκε ζε ελεκέξσζε ή εκπινπηηζκό ηεο βάζεο. 

Όζνλ αθνξά ηνλ θώδηθα, νη αιιαγέο ζε ζρέζε κε ηελ αξρηθή POD - SVD κέζνδν 

αθνξνύλ ηελ ππνξνπηίλα επίιπζεο ησλ Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ, ζπγθεθξηκέλα ην 

θνκκάηη πνπ γίλεηαη ε επίιπζε ηνπ κνληέινπ κεησκέλεο ηάμεο. 

Γειαδή, όπσο θαη ζηελ ζπλάξηεζε top_POD , έηζη θαη ζηε λέα ζπλάξηεζε όπνπ ζα 

γίλεηαη ν έιεγρνο ηνπ ζθάικαηνο θαη ν εκπινπηηζκόο, δίλνπκε σο νξίζκαηα καδί κε 

ηηο παξακέηξνπο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ηε κεησκέλε βάζε πνπ έρνπκε θαηαζθεπάζεη: 

[x]=top_POD_UPDATE(nelx,nely,volfrac,penal,rmin,V) 

Ζ δηαδηθαζία ηεο νξζνθαλνληθνπνίεζεο Gram-Schmidt, πινπνηείηαη κε ηελ 

παξαθάησ ζεηξά εληνιώλ, εθόζνλ ην ζθάικα μεπεξλά ηελ επηηξεπόκελε ηηκή: 

Uorth=U(freedofs,:)-V*(V'*U(freedofs,:)); 

Uupdate=Uorth/norm(Uorth);  

Ζ επίιπζε ηνπ πιήξνπο κνληέινπ γίλεηαη όπσο αθξηβώο ζε θάζε βήκα ηεο απιήο 

βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο. 

Δάλ επηιέμνπκε λα εκπινπηίζνπκε ηε κεησκέλε βάζε κεγαιώλνληαο ηηο δηαζηάζεηο 

ηεο, θάζε λέα επίιπζε πξνζζέηεη κία επηπιένλ ζηήιε ζηε κεησκέλε βάζε: 

V(:,size(V,2)+1)=Uupdate; 

 

Δάλ επηιέμνπκε λα ελεκεξώζνπκε ηε κεησκέλε βάζε θξαηώληαο ζηαζεξέο ηηο 

δηαζηάζεηο, κε θάζε λέα επίιπζε αθαηξνύκε ηελ πξώηε - παιαηόηεξε ζηήιε ηεο 

κεησκέλεο βάζεο: 

V(:,Ν+1)=Uupdate; V=V(:,2:(N+1));  
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%%%%%%%%%% FE-ANALYSIS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function [U,V,s]=FE(nelx,nely,x,penal,V,s,loop) 

 

. 

. 

. 

 

%SOLVING POD 

    Kpod=V'*K(freedofs,freedofs)*V; 

    Fpod=V'*F(freedofs,:); 

    Upod = Kpod \ Fpod; 

    U(freedofs,:)=V*Upod; 

    U(fixeddofs,:)= 0; 

    e=norm((K(freedofs,freedofs)*V*Upod-

F(freedofs,:)),2)^2/norm(F(freedofs,:),2)^2 

%ERROR CHECK AND BASIS UPDATE 

    if e > 0.05 

        U(freedofs,:) = K(freedofs,freedofs) \ F(freedofs,:);       

        U(fixeddofs,:)= 0; 

        Uorth=U(freedofs,:)-V*(V'*U(freedofs,:)); 

        Uupdate=Uorth/norm(Uorth); 

        V(:,size(V,2)+1)=Uupdate; 

    end 

end  
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5.4 REDUCED ORDER MODELLING – ΚΑΣΑΚΔΤΗ ΒΑΗ 

ΚΑΣΑ ΣΗΝ ΔΠΙΛΤΗ 

Ζ θαηαζθεπή ηεο κεησκέλεο βάζεο θαηά ηελ επίιπζε είλαη αξθεηά απνδνηηθή ζαλ 

κέζνδνο, αθνύ δελ αλαισλόκαζηε ζε ππνινγηζκνύο πξηλ ηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ηεο βειηηζηνπνίεζεο, ελώ θαη ε κεησκέλε βάζε θαηαζθεπάδεηαη εμ’ 

αξρήο από δηαλύζκαηα κεηαηνπίζεσλ πνπ απνηεινύλ πξαγκαηηθέο ιύζεηο ηνπ 

πιήξνπο κνληέινπ, δίλνληάο καο κία ζρεηηθά αθξηβήο πξνζέγγηζε ηεο ιύζεο. 

Ζ κέζνδνο πινπνηείηαη από ηελ ζπλάξηεζε onthefly , ελώ σο νξίζκαηα καδί κε ηηο 

παξακέηξνπο ηνπ πξνβιήκαηνο, δίλνπκε θαη ηνλ αξηζκό ησλ πιήξσλ επηιύζεσλ N , 

κε ηηο νπνίεο ζα ζρεκαηίζνπκε ηε κεησκέλε βάζε: 

[x]=onthefly(nelx,nely,volfrac_target,penal,rmin,N) 

Ο θώδηθαο ζε θάζε επίιπζε Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ ειέγρεη ηνλ αξηζκό ηεο 

επαλάιεςεο. Γηα ηηο πξώηεο N  επαλαιήςεηο κε νξζνθαλνληθνπνίεζε Gram-Schmidt 

δεκηνπξγνύκε ηε κεησκέλε βάζε, ηελ νπνία ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηηο ππόινηπεο 

επαλαιήςεηο κε ρξήζε κεησκέλσλ κνληέισλ: 

%%%%%%%%%% FE-ANALYSIS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function [U,V,s]=FE(nelx,nely,x,penal,loop,V,s,N) 

 

. 

. 

. 

 

%SOLVING 

if loop == 1 

    U(freedofs,:) = K(freedofs,freedofs) \ F(freedofs,:);       

    U(fixeddofs,:)= 0; 

    Unew=U(freedofs,:)/norm(U(freedofs,:)); 

    V(:,loop)=Unew; 

elseif loop <= N 

    U(freedofs,:) = K(freedofs,freedofs) \ F(freedofs,:);       

    U(fixeddofs,:)= 0; 

    Uorth=U(freedofs,:)-V*(V'*U(freedofs,:)); 

    Unew=Uorth/norm(Uorth); 

    V(:,loop)=Unew; 

else 

  %SOLVING POD 

    Kpod=V'*K(freedofs,freedofs)*V; 

    Fpod=V'*F(freedofs,:); 

    Upod = Kpod \ Fpod; 

    U(freedofs,:)=V*Upod; 

    U(fixeddofs,:)= 0; 

    e=norm((K(freedofs,freedofs)*V*Upod-

F(freedofs,:)),2)^2/norm(F(freedofs,:),2)^2; 

end 

end  
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5.5 REDUCED ORDER MODELLING – ΚΑΣΑΚΔΤΗ ΚΑΙ 

ΔΝΗΜΔΡΧΗ Ή ΔΜΠΛΟΤΣΙΜΟ ΒΑΗ ΚΑΣΑ ΣΗΝ ΔΠΙΛΤΗ 

Ζ πινπνίεζε ηεο κεζόδνπ βαζίδεηαη ζηελ πξνεγνύκελε δηαδηθαζία κε θαηαζθεπή ηεο 

βάζεο θαηά ηελ επίιπζε κε επηπιένλ έιεγρν ηνπ ζθάικαηνο θαη ελεκέξσζε ή 

εκπινπηηζκό ηεο κεησκέλεο βάζεο. 

Καινύκε ηε ζπλάξηεζε otf_UPDATE , ε νπνία δηαθέξεη κε ηελ απιή θαηαζθεπή ηεο 

κεησκέλεο βάζεο θαηά ηελ επίιπζε, κόλν ζηελ ππνξνπηίλα ηεο επίιπζεο ησλ 

Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ. Δθεί πξνζηίζεηαη ν έιεγρνο θαη ε ελεκέξσζε ή ν 

εκπινπηηζκόο ηεο βάζεο, εθόζνλ ην βήκα ηεο βειηηζηνπνίεζεο έρεη μεπεξάζεη ηνλ 

αξηζκό ησλ πιήξσλ επηιύζεσλ πνπ έρεη νξίζεη ν ρξήζηεο: 

%%%%%%%%%% FE-ANALYSIS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function [U,V,s]=FE(nelx,nely,x,penal,loop,V,s,N) 

 

. 

. 

. 

 

%SOLVING 

if loop == 1 

    U(freedofs,:) = K(freedofs,freedofs) \ F(freedofs,:);       

    U(fixeddofs,:)= 0; 

    Unew=U(freedofs,:)/norm(U(freedofs,:)); 

    V(:,loop)=Unew;  

elseif loop <= N 

    U(freedofs,:) = K(freedofs,freedofs) \ F(freedofs,:);       

    U(fixeddofs,:)= 0; 

    Uorth=U(freedofs,:)-V*(V'*U(freedofs,:)); 

    Unew=Uorth/norm(Uorth); 

    V(:,loop)=Unew;  

else 

  %SOLVING POD 

    Kpod=V'*K(freedofs,freedofs)*V; 

    Fpod=V'*F(freedofs,:); 

    Upod = Kpod \ Fpod; 

    U(freedofs,:)=V*Upod; 

    U(fixeddofs,:)= 0; 

    e=norm((K(freedofs,freedofs)*V*Upod-

F(freedofs,:)),2)^2/norm(F(freedofs,:),2)^2; 

  %ERROR CHECK AND BASIS UPDATE 

   if e > 0.05 

        U(freedofs,:) = K(freedofs,freedofs) \ F(freedofs,:);       

        U(fixeddofs,:)= 0; 

        Uorth=U(freedofs,:)-V*(V'*U(freedofs,:)); 

        Uupdate=Uorth/norm(Uorth); 

        V(:,size(V,2)+1)=Uupdate; 

   end 

end 

end  
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5.6 ΔΤΡΧΣΟ ΥΔΓΙΑΜΟ – ΒΔΛΣΙΣΟΠΟΙΗΗ 

ΣΟΠΟΛΟΓΙΑ 

Ο Δύξσζηνο ρεδηαζκόο ζηελ Βειηηζηνπνίεζε Σνπνινγίαο, όπσο αλαπηύζζεηαη 

παξαθάησ, πινπνηείηαη θαιώληαο κόλν κία ζπλάξηεζε, έρνληαο θαζνξίζεη από πξηλ 

ηα ηπραία κεηαβιεηά κεγέζε: 

clc; clear; 

%GENERATE RANDOM VARIABLES 

N=1000; 

%ANGLE UNIFORM BETWEEN +/- π/4 

r = (-pi/4)+(2*pi/4).*rand(N,1); 

%MAGNITUDE UNIFORM BETWEEN 0.5-1.5 

f = 0.5+(1.5-0.5).*rand(N,1); 

 

th(:,1)=r; 

th(:,2)=f; 

 

%ROBUST DESIGN START 

for i=1:N 

    [x(:,:,i),mean(i),var(i)]=robust(th,N,i); 

end 

 

%OBJECTIVE MINIMIZATION 

k=[1,3,5]; 

for i=1:3 

c(:,i)=mean+k(i)*sqrt(var); 

[cmin(i),ind(i)]=min(c(:,i)); 

xrob(:,:,i)=x(:,:,ind(i)); 

end 

 

% PRINT RESULTS 

  disp([' Obj.: ' sprintf('%10.4f',cmin)]) 

% PLOT DENSITIES   

for i=1:3 

  colormap(gray); imagesc(-xrob(:,:,i)); axis equal; axis tight; axis 

off;pause(1e-6); 

end  

Ζ ζπλάξηεζε robust δέρεηαη ηνπο ζπλδπαζκνύο ησλ ηπραίσλ παξακέηξσλ th, 

εθηειείηαη Ν θνξέο θαη επηζηξέθεη ηνλ βέιηηζην θάζε θνξά ζρεδηαζκό [x], καδί κε 

ηελ κέζε ηηκή θαη ηε δηαθύκαλζε ηεο ελδνζηκόηεηαο ηνπ θνξέα ζρεδηαζκνύ, mean 

θαη var αληίζηνηρα. 

ηε ζπλέρεηα, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ k ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο κε βάζε ηα ζηαηηζηηθά κεγέζε ηεο ελδνζηκόηεηαο, Δμ.(20), θαη γηα ηελ 

κηθξόηεξε ηηκή πξνθύπηεη ν αληίζηνηρνο θνξέαο πνπ έρεη πξνεγνπκέλσο ζρεδηαζηεί. 

Σέινο, ηππώλεηαη ε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θαη ν θνξέαο ζρεδηάδεηαη ζε 

γξάθεκα. 

Δληόο ηεο ζπλάξηεζεο robust, αξρηθά, νξίδνληαη νη δηαζηάζεηο ηνπ ρώξνπ 

ζρεδηαζκνύ. Πξνρσξάκε ζηελ απιή βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο (ζπλάξηεζε top) γηα 

ηνλ i ζπλδπαζκό ηπραίσλ παξακέηξσλ, κε ηνλ θνξέα πνπ πξνθύπηεη λα 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηηο N Monte Carlo επηιύζεηο κε ζπλδπαζκνύο ηπραίσλ 
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παξακέηξσλ, θαιώληαο ηε ζπλάξηεζε MonteCarloFEM θαη επηζηξέθνληαο ηηο ηηκέο 

ηεο κέζεο ηηκήο θαη ηε δηαθύκαλζε ηεο ελδνζηκόηεηαο γηα ηνλ παξαπάλσ θνξέα: 

function [x,mean,var]=robust(th,N,i) 

% i OPT WITH th(i) 

[x]=top(nelx,nely,0.3,3,1.2,th(i,:)); 

 

%MONTE CARLO FEM SOLUTION 

[mean,var]=MonteCarloFEM(nelx,nely,3,th,N,x); 

end  

ηελ ζπλάξηεζε ηεο απιήο βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο, έρνπκε πξνζαξκόζεη ηηο 

εμσηεξηθέο δπλάκεηο γηα ηελ επηβνιή ησλ κεγεζώλ: 

% INITIALIZE 

. 

. 

F=th(2); r=th(1); 

Fx=F*sin(r); Fy=F*cos(r);  

Γηα ηε ζπκκεηξηθόηεηα ηνπ θνξέα, ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ θώδηθα κε δύν loadcases γηα 

ζπκκεηξηθά θνξηία ζηελ ίδηα επίιπζε. Αξθεί λα αιιάμνπκε ην κέγεζνο ζηα 

δηαλύζκαηα εμσηεξηθώλ θνξηίζεσλ θαη ην δηάλπζκα κεηαηνπίζεσλ ζε δύν ζηήιεο: 

%%%%%%%%%% FE-ANALYSIS %%%%%%%%%%%%%%%%% 

. 

. 

F = sparse(2*(nely+1)*(nelx+1),2);  

U = zeros(2*(nely+1)*(nelx+1),2);  

Αθόκα, αιιάδνπκε θαη ηηο παξαθάησ ζεηξέο: 

% OBJECTIVE FUNCTION AND SENSITIVITY ANALYSIS 

. 

. 

 

dc(ely,elx)=0.; 

for i=1:2 

Ue = U([2*n1-1;2*n1; 2*n2-1;2*n2; 2*n2+1;2*n2+2; 2*n1+1;2*n1+2],i); 

c = c + x(ely,elx)^penal*Ue'*KE*Ue; 

dc(ely,elx) = dc(ely,elx) -penal*x(ely,elx)^(penal-1)*Ue'*KE*Ue; 

end 

 

Σέινο,  νξίδνπκε θαη ηα δηαλύζκαηα ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ δύν ζηειώλ γηα ηηο 

δύν loadcases: 

% DEFINE LOADS AND SUPPORTS (MBB BEAM) 

F(2*((nelx/2+1)*(nely+1)),1) = -Fy; 

F(2*((nelx/2+1)*(nely+1)),2) = -Fy; 

F(2*((nelx/2+1)*(nely+1))-1,1) = Fx; 

F(2*((nelx/2+1)*(nely+1))-1,2) = -Fx;  

Eληόο ηεο ζπλάξηεζεο γίλεηαη ε επίιπζε ηνπ θνξέα γηα ηνπο ηπραίνπο ζπλδπαζκνύο 

θόξηηζεο θαη ν ππνινγηζκόο ηεο κέζεο ηηκήο θαη ηεο δηαθύκαλζεο. Καιείηαη σο 

ππνξνπηίλα ε επίιπζε Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ θαη ν ππνινγηζκόο ηνπ κεηξώνπ 

δπζθακςίαο ηνπ θάζε ζηνηρείνπ: 
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function [M,V] = MonteCarloFEM(nelx,nely,penal,th,N,x) 

for i=1:N 

% FE-ANALYSIS 

 F=th(i,2); r=th(i,1); 

 Fx=F*sin(r); Fy=F*cos(r); 

 [U]=FE(nelx,nely,x,penal,Fx,Fy); 

% OBJECTIVE FUNCTION AND SENSITIVITY ANALYSIS 

  [KE] = lk; 

  c(i) = 0.; 

  for ely = 1:nely 

    for elx = 1:nelx 

      n1 = (nely+1)*(elx-1)+ely;  

      n2 = (nely+1)* elx   +ely; 

      Ue = U([2*n1-1;2*n1; 2*n2-1;2*n2; 2*n2+1;2*n2+2; 2*n1+1;2*n1+2],1); 

      c(i) = c(i) + x(ely,elx)^penal*Ue'*KE*Ue; 

    end 

  end 

end 

M=mean(c); 

V=var(c); 

end 
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5.7 ΔΤΡΧΣΟ ΥΔΓΙΑΜΟ – ΒΔΛΣΙΣΟΠΟΙΗΗ 

ΣΟΠΟΛΟΓΙΑ ΜΔ ΥΡΗΗ ΜΟΝΣΔΛΧΝ ΜΔΙΧΜΔΝΗ ΣΑΞΗ 

Ζ πινπνίεζε ηνπ Δύξσζηνπ ρεδηαζκνύ κε ρξήζε Μνληέισλ Μεησκέλεο Σάμεο 

βαζίδεηαη ζηνλ θώδηθα πνπ αλαπηύρζεθε ζηελ Παξάγξαθν 5.6, κε πξνζζήθε ησλ 

ηερληθώλ ηεο κεησκέλεο βάζεο. Όπσο αλαθέξακε ζην Κεθάιαην 4, θαηαζθεπάδνπκε 

θαη ελεκεξώλνπκε ή εκπινπηίδνπκε ηε κεησκέλε βάζε ησλ κνληέισλ θαηά ηελ 

επίιπζε ησλ βεκάησλ ηεο δηαδηθαζίαο επίιπζεο, ελώ θαη ζηελ Monte Carlo επίιπζε 

ησλ θνξέσλ επηιύνπκε ηα κεησκέλα κνληέια. 

Οη αιιαγέο αθνξνύλ αξρηθά ηε ζπλάξηεζε κε ηελ νπνία πξαγκαηνπνηνύκε ηε 

βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο, ε νπνία είλαη απηή πνύ παξνπζηάζηεθε ζηελ παξάγξαθν 

5.5, ελώ νη Monte Carlo επηιύζεηο, ρξεζηκνπνηνύλ ηε κεησκέλε βάζε όπσο 

θαηαζθεπάζηεθε από ηελ παξαπάλσ ζπλάξηεζε: 

function [x,mean,var]=robust(th,N,i) 

% i OPT WITH th(i) 

[x,V]=otf_UPDATE(nelx,nely,0.3,3,1.2,Nb,residual,th(i,:)); 

 

%2nd MONTE CARLO FEM SOLUTION 

[mean,var]=MonteCarloFEM(nelx,nely,3,th,N,x,V); 

end  

Έηζη, αληί ηεο ζπλάξηεζεο top πνπ θαινύκε ζηα πιήξε κνληέια ηνπ Δύξσζηνπ 

ρεδηαζκνύ, εδώ θαινύκε ηελ otf_UPDATE πνπ επηζηξέθεη καδί κε ηνλ ζρεδηαζκό 

ηνπ θνξέα θαη ηελ κεησκέλε βάζε πνπ θαηαζθεπάδεηαη θαη ελεκεξώλεηαη ή 

εκπινπηίδεηαη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο βειηηζηνπνίεζεο. 

Αληίζηνηρα, ζηελ ζπλάξηεζε ησλ Monte Carlo επηιύζεσλ, ρξεζηκνπνηνύκε ηα 

Μνληέια Μεησκέλεο ηάμεο ζην θνκκάηη ηεο επίιπζεο. Σν ππόινηπν θνκκάηη ηνπ 

θώδηθα παξακέλεη σο έρεη: 

%%%%%%%%%% FE-ANALYSIS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function [U]=FE(nelx,nely,x,penal,Fx,Fy,V) 

. 

. 

. 

% SOLVING 

    Kpod=V'*K(freedofs,freedofs)*V; 

    Fpod=V'*F(freedofs,:); 

    Upod = Kpod \ Fpod; 

    U(freedofs,:)=V*Upod; 

    U(fixeddofs,:)= 0; 

    e=norm((K(freedofs,freedofs)*V*Upod-

F(freedofs,:)),2)^2/norm(F(freedofs,:),2)^2; 

end  
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6. ΔΦΑΡΜΟΓΔ – CASE STUDIES 

Θα παξνπζηάζνπκε 2 εθαξκνγέο ησλ κεζόδσλ πνπ αλαιύζεθαλ ζηα παξαπάλσ 

θεθάιαηα, ηόζν ζεσξεηηθά όζν θαη ζηελ πινπνίεζή ηνπο ζε θώδηθα, βάζε ησλ 

νπνίσλ ζα θαηαιήμνπκε ζηα βαζηθά ζπκπεξάζκαηα. ηελ πξώηε εθαξκνγή, θάλνπκε 

ρξήζε ησλ ηερληθώλ ησλ Μνληέισλ Μεησκέλεο Σάμεο. ην δεύηεξν, καδί κε ηα 

Μνληέια Μεησκέλεο Σάμεο, πινπνηνύκε ηνλ Robust Design  - Δύξσζην ρεδηαζκό, 

αξρηθά επηιύνληαο ηα πιήξε κνληέια θαη ζηε ζπλέρεηα κε ηερληθέο κεησκέλεο βάζεο. 

6.1 ΠΡΟΒΟΛΟ 

ηελ πξώηε εθαξκνγή, ν ρώξνο ζρεδηαζκνύ είλαη έλαο παθησκέλνο πξόβνινο, 

πιέγκαηνο πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ δηαζηάζεσλ       θαη      βαζκώλ 

ειεπζεξίαο, κε κνλαδηαία θόξηηζε ζηνλ θάησ δεμηά θόκβν.  

 

 

 

Θα επηιύζνπκε ην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο κε ηε κέζνδν SIMP, γηα 

όγθν     ηνπ  ρώξνπ ζρεδηαζκνύ. Ζ ηηκή ηνπ ζπληειεζηή ηεο πνηλήο, όπσο 

αλαθέξακε ζηε ζεσξία είλαη     , ελώ  επηιέγνπκε ηελ αθηίλα ηνπ θίιηξνπ 

         . 

Γηα θάζε κέζνδν, κειεηάκε ηελ ηαρύηεηα επίιπζεο, ηα βήκαηα ηεο βειηηζηνπνίεζεο 

θαη ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ζην ηέινο ηεο βειηηζηνπνίεζεο. Γηα λα 

ζπγθξίλνπκε ηηο ηερληθέο ησλ Μνληέισλ Μεησκέλεο Σάμεο, επηιέγνπκε σο εθαξκνγή 

αλαθνξάο ηελ απιή επίιπζε ηεο βειηηζηνπνίεζεο κε ηελ κέζνδν SIMP θαη 

θαηαιήγνπκε ζε πνζνζηό επηηάρπλζεο ηεο αλάιπζεο ηνπ θνξέα, ζεκεηώλνπκε ηνλ 

αξηζκό ησλ πιήξσλ επηιύζεσλ, εθόζνλ ζα γίλεηαη ελεκέξσζε – εκπινπηηζκόο ηεο 

βάζεο, θαη ην ζθάικα ζηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. 
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Μειεηάκε θάζε κέζνδν γηα δηαθνξεηηθά όξηα επηηξεπόκελνπ ζθάικαηνο ζηελ 

επίιπζε ηνπ κεησκέλνπ κνληέινπ, γηα δηαθνξεηηθό κέγεζνο ηεο κεησκέλεο βάζεο 

αιιά θαη γηα δηαθνξεηηθή αξρηθή βάζε ζηελ POD – SVD κέζνδν. 

Γηα ηελ επηηάρπλζε ηεο αλάιπζεο ησλ Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ, παίξλνπκε ππόςηλ 

ην ρξόλν ηεο επίιπζεο ηνπ θάζε θνξά ζπζηήκαηνο εμηζώζεσλ ηζνξξνπίαο, είηε αθνξά 

ηα κεησκέλα κνληέια, είηε ηα πιήξε κνληέια όηαλ γίλεηαη ελεκέξσζε ηεο βάζεο. Γελ 

εμεηάδνπκε, δειαδή, ηνλ ζπλνιηθό ρξόλν εθηέιεζεο ηεο δηαδηθαζίαο 

βειηηζηνπνίεζεο. 

Γηα ηελ απόθιηζε από ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο παίξλνπκε ηνλ ηύπν: 

   ( )  
              

      
     

 

(23) 

 

6.1.1. ΒΕΛΣΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΟΠΟΛΟΓΙΑ – SIMP 

Σν πξόγξακκα θαιεί ηε ζπλάξηεζε  top  κε νξίζκαηα: 

[x]=top(64,40,0.4,3,1.2) 

Δληόο ηεο ππνξνπηίλαο επίιπζεο Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ, έρνπκε νξίζεη ηνπο 

δεζκεπκέλνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο θαη ην δηάλπζκα ησλ δπλάκεσλ:  

% DEFINE LOADS AND SUPPORTS (CANTILEVER) 

F(2*(nelx+1)*(nely+1),1)=-1; 

fixeddofs   = [1:2*(nely+1)];  

 

Ζ βειηηζηνπνίεζε νινθιεξώλεηαη ζηελ 63
ε
 επαλάιεςε κε ηελ ηηκή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, ηεο ελδνζηκόηεηαο, λα είλαη            . 

Παίξλνπκε θαη ηνλ ηειηθό βέιηηζην ζρεδηαζκό: 

 

Ο απσικόρ σώπορ ζσεδιαζμού και η λύζη ηηρ βεληιζηοποίηζηρ 
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6.1.2. ΜΕΘΟΔΟ POD - SVD 

Από ηελ επίιπζε κε ηε κέζνδν POD – SVD, παξαηεξνύκε πσο ε κόξθσζε ηνπ 

θνξέα απνθιίλεη ζεκαληηθά, ελώ ε ιύζε δελ αληαπνθξίλεηαη ζε θαηαζθεπάζηκν 

θνξέα. Δδώ, ε ρξήζε κεησκέλσλ κνληέισλ εθθπιίδεη ηε δηαδηθαζία βειηηζηνπνίεζεο. 

      

Απιζηεπά ο εκθςλιζμένορ θοπέαρ για     και      , δεξιά για      και      

 

πκπεξαίλνπκε, από ηα απνηειέζκαηα, πσο ε ελεκέξσζε – εκπινπηηζκόο ηεο 

κεησκέλεο βάζεο είλαη απαξαίηεηα γηα λα πξνζεγγίζνπκε ην πξόβιεκα κε ηε ρξήζε 

κεησκέλσλ κνληέισλ. 

6.1.3. ΚΑΣΑΚΕΤΗ  ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΒΑΗ ΚΑΣΑ ΣΗΝ ΕΠΙΛΤΗ 

ην ίδην ζπκπέξαζκα θαηαιήγνπκε θαηαζθεπάδνληαο ηε κεησκέλε βάζε θαηά ηελ 

επίιπζε ρσξίο ηελ ελεκέξσζε ή ηνλ εκπινπηηζκό ηεο κε επόκελεο πιήξεηο επηιύζεηο 

ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

      

Απιζηεπά ο εκθςλιζμένορ θοπέαρ για    , δεξιά για      
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Απιζηεπά ο εκθςλιζμένορ θοπέαρ για      , δεξιά για      

 

6.1.4. ΜΕΘΟΔΟ POD - SVD ΜΕ ΕΝΗΜΕΡΩΗ Ή ΕΜΠΛΟΤΣΙΜΟ ΒΑΗ 

ε κνξθή πίλαθα παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο επίιπζεο κε ηε κέζνδν POD 

– SVD κε ελεκέξσζε θαη κε εκπινπηηζκό ηεο κεησκέλεο βάζεο. 

Δμεηάζακε δύν πεξηπηώζεηο. ηελ πξώηε, ην νξζνθαλνληθνπνηεκέλν δηάλπζκα ηεο 

πιήξνπο ιύζεο πξνζηίζεηαη σο ζηήιε θαη εκπινπηίδεη ηε βάζε θαη ε αλάιπζε 

ζπλερίδεη κε απμεκέλν ην κέγεζνο ηεο κεησκέλεο βάζεο. ηε δεύηεξε, ε κεησκέλε 

βάζε ελεκεξώλεηαη κε ην κέγεζνο ηεο λα παξακέλεη ζηαζεξό. Πξνζζέηνπκε ηε λέα 

πιήξε ιύζε αιιά ε παιηόηεξε ζηήιε – δηάλπζκα δηαγξάθεηαη από ηε κεησκέλε βάζε. 

Αθόκα, εμεηάδνπκε ηελ επηξξνή ηνπ ηξόπνπ θαηαζθεπήο ηεο κεησκέλεο βάζεο. Ζ 

βάζε εδώ θαηαζθεπάδεηαη εθηόο ησλ βεκάησλ ηεο βειηηζηνπνίεζεο. 

Υξεζηκνπνηνύκε ηα   πξώηα δηαλύζκαηα – ιύζεηο από ηα   πξώηα βήκαηα ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο γηα δηαθνξεηηθά πνζνζηά όγθνπ ηνπ ρώξνπ ζρεδηαζκνύ. Απηά ηα 

δηαλύζκαηα ζπλζέηνπλ έλα κεηξών ζην νπνίν πξαγκαηνπνηνύκε αλάιπζε κε βάζε ηηο 

ηδηνηηκέο. Από ηε βάζε πνπ πξνθύπηεη, θξαηάκε γηα ην κεησκέλν κνληέιν ηηο πξώηεο 

  ζηήιεο. 

ηε ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ κεγέζνπο ηεο βάζεο    , 

επηιέγνπκε πνζνζηά ηνπ όγθνπ από     έσο     θαη αλά     θαη αλά    . Γηα ην 

επηηξεπόκελν ζθάικα, επηιέγνπκε δύν ηηκέο,       θαη       . 

ηνλ Πίλαθα 1, έρνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο βειηηζηνπνίεζεο γηα εκπινπηηζκό ηεο 

κεησκέλεο βάζεο. Δλώ ζηνλ Πίλαθα 2, ηα απνηειέζκαηα γηα ελεκέξσζε ηεο 

κεησκέλεο βάζεο, κε ην κέγεζόο ηεο λα παξακέλεη ζηαζεξό. 

Παξαηεξνύκε πσο γηα κεησκέλε βάζε πνπ απμάλεηαη θαη γηα       , ε 

βειηηζηνπνίεζε θαηαιήγεη ζε θνξέα δηαθνξεηηθήο κνξθήο από ην ζρεδηαζκό 

αλαθνξάο γηα ηηο ηηκέο     θαη      γηα θαηαζθεπή βάζεο κε θιάζκαηα όγθνπ 

από  0.1 έσο 0.9 αλά 0.1 . Σν ίδην ζπκβαίλεη θαη γηα       κε     , ζε κεησκέλε 

βάζε κε ζηαζεξό κέγεζνο γηα θιάζκαηα από  0.1 έσο 0.9 αλά 0.05 , ελώ θαη γηα απηήλ 

ηελ πεξίπησζε ν ζρεδηαζκόο ηνπ θνξέα νκνηάδεη ζηελ πξώηε παξαπάλσ επίιπζε.  
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 Απιζηεπά ο ζσεδιαζμόρ ηος θοπέα για       και     , δεξιά για       και     
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Πίνακαρ 1- Αποηελέζμαηα για εμπλοςηιζμό ηηρ μειωμένηρ βάζηρ, με ηο μέγεθόρ ηηρ να αςξάνεηαι. 

ΜΔΘΟΓΟ POD - SVD ΜΔ ΔΜΠΛΟΤΣΙΜΟ ΒΑΗ 

Καηαζκεςή απσικήρ βάζηρ με κλάζμα όγκος 0.1 έωρ 0.9 ανά 0.1       

  ε N t(s) Επιηάτσνζη Επαναλήυεις Πλήρεις Επιλύζεις Ανηικειμενικη Σσν. Σθάλμα Ανηικ. Σσν. 

SIMP - - 1,0551 - 63 63 56,0930 - 

  0,1 4 0,5461 -48,24% 63 33 56,3632 0,4817% 

  0,1 10 0,5192 -50,79% 63 32 55,7730 0,5705% 

  0,1 20 0,5485 -48,01% 63 32 56,1581 0,1161% 

  0,1 40 0,4778 -54,72% 63 30 56,1061 0,0234% 

  0,05 4 0,5754 -45,46% 63 33 56,1419 0,0872% 

  0,05 10 0,5656 -46,39% 63 33 56,1336 0,0724% 

  0,05 20 0,5927 -43,83% 63 33 56,1360 0,0767% 

  0,05 40 0,5649 -46,46% 63 32 56,0830 0,0178% 

         ΜΔΘΟΓΟ POD - SVD ΜΔ ΔΜΠΛΟΤΣΙΜΟ ΒΑΗ 

Καηαζκεςή απσικήρ βάζηρ με κλάζμα όγκος 0.1 έωρ 0.9 ανά 0.05       

  ε N t(s) Επιηάτσνζη Επαναλήυεις Πλήρεις Επιλύζεις Ανηικειμενική Σσν. Σθάλμα Ανηικ. Σσν. 

SIMP - - 1,0551 - 63 63 56,0930 - 

  0,1 4 0,5706 -45,92% 63 33 56,3900 0,5295% 

  0,1 10 0,5028 -52,35% 63 31 56,0573 0,0636% 

  0,1 20 0,6006 -43,08% 63 32 56,0739 0,0341% 

  0,1 40 0,5662 -46,34% 63 31 56,0648 0,0503% 

  0,05 4 0,5630 -46,64% 63 33 56,1323 0,0701% 

  0,05 10 0,5907 -44,01% 63 33 56,1317 0,0690% 

  0,05 20 0,5604 -46,89% 63 33 56,1289 0,0640% 

  0,05 40 0,5015 -52,47% 63 32 56,0728 0,0360% 
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Πίνακαρ 2 - Αποηελέζμαηα για ενημέπωζη ηηρ μειωμένηρ βάζη, με ηο μέγεθόρ ηηρ να παπαμένει ζηαθεπό. 

ΜΔΘΟΓΟ POD - SVD ΜΔ ΔΝΗΜΔΡΧΗ ΒΑΗ 

Καηαζκεςή απσικήρ βάζηρ με κλάζμα όγκος 0.1 έωρ 0.9 ανά 0.1       

  ε N t(s) Επιηάτσνζη Επαναλήυεις Πλήρεις Επιλύζεις Ανηικειμενική Σσν. Σθάλμα Ανηικ. Σσν. 

SIMP - - 1,0551 - 63 63 56,0930 - 

  0,1 4 0,9977 -5,44% 63 61 56,0668 0,0467% 

  0,1 10 0,9996 -5,26% 63 59 55,8010 0,5206% 

  0,1 20 0,8400 -20,39% 63 50 56,0968 0,0068% 

  0,1 40 0,5873 -44,34% 63 37 56,1727 0,1421% 

  0,05 4 1,0333 -2,07% 63 62 56,0815 0,0205% 

  0,05 10 1,0098 -4,29% 63 61 56,0826 0,0185% 

  0,05 20 0,8644 -18,07% 63 53 56,0571 0,0640% 

  0,05 40 0,6713 -36,38% 63 41 56,0830 0,0178% 

         ΜΔΘΟΓΟ POD - SVD ΜΔ ΔΝΗΜΔΡΧΗ ΒΑΗ 

Καηαζκεςή απσικήρ βάζηρ με κλάζμα όγκος 0.1 έωρ 0.9 ανά 0.05       

  ε N t(s) Επιηάτσνζη Επαναλήυεις Πλήρεις Επιλύζεις Ανηικειμενική Σσν. Σθάλμα Ανηικ. Σσν. 

SIMP - - 1,0551 - 63 63 56,0930 - 

  0,1 4 1,0436 -1,09% 63 61 56,0909 0,0037% 

  0,1 10 1,0317 -2,22% 63 58 56,0981 0,0091% 

  0,1 20 0,8382 -20,56% 63 48 56,1045 0,0205% 

  0,1 40 0,6541 -38,01% 63 38 56,0496 0,0774% 

  0,05 4 1,0530 -0,20% 63 62 56,0912 0,0032% 

  0,05 10 0,9947 -5,72% 63 61 56,0828 0,0182% 

  0,05 20 0,9185 -12,95% 63 54 56,0950 0,0036% 

  0,05 40 0,6710 -36,40% 63 41 56,0778 0,0271% 
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6.1.5. ΚΑΣΑΚΕΤΗ ΚΑΙ ΕΝΗΜΕΡΩΗ  Ή  ΕΜΠΛΟΤΣΙΜΟ ΜΕΙΩΜΕΝΗ 

ΒΑΗ ΚΑΣΑ ΣΗΝ ΕΠΙΛΤΗ 

ε κνξθή πίλαθα παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο επίιπζεο κε ηε κέζνδν 

θαηαζθεπήο θαη εκπινπηηζκνύ ηεο κεησκέλεο βάζεο θαηά ηελ επίιπζε. 

Δμεηάδνπκε δύν πεξηπηώζεηο όπσο θαη πξνεγνπκέλσο. ηελ πξώηε, ην 

νξζνθαλνληθνπνηεκέλν δηάλπζκα ηεο πιήξνπο ιύζεο πξνζηίζεηαη σο ζηήιε θαη 

εκπινπηίδεη ηε βάζε θαη ε αλάιπζε ζπλερίδεη κε απμεκέλν ην κέγεζνο ηεο κεησκέλεο 

βάζεο. ηε δεύηεξε, ε κεησκέλε βάζε ελεκεξώλεηαη κε ην κέγεζνο ηεο λα παξακέλεη 

ζηαζεξό. Πξνζζέηνπκε ηε λέα πιήξε ιύζε αιιά ε παιηόηεξε ζηήιε – δηάλπζκα 

δηαγξάθεηαη από ηε κεησκέλε βάζε. 

ηνλ Πίλαθα 3, έρνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο βειηηζηνπνίεζεο γηα εκπινπηηζκό ηεο 

κεησκέλεο βάζεο. Δλώ ζηνλ Πίλαθα 4, ηα απνηειέζκαηα γηα ελεκέξσζε ηεο 

κεησκέλεο βάζεο, κε ην κέγεζόο ηεο λα παξακέλεη ζηαζεξό. 
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Πίνακαρ 3 – Καηαζκεςή και εμπλοςηιζμόρ μειωμένηρ βάζηρ καηά ηην επίλςζη, ηο μέγεθορ ηηρ  μειωμένηρ βάζηρ αςξάνεηαι. 

 

 Πίνακαρ 4 - Καηαζκεςή και ενημέπωζη μειωμένηρ βάζηρ καηά ηην επίλςζη, μέγεθορ μειωμένηρ βάζηρ ζηαθεπό.

ΚΑΣΑΚΔΤΗ ΚΑΙ ΔΜΠΛΟΤΣΙΜΟ ΜΔΙΧΜΔΝΗ ΒΑΗ ΚΑΣΑ ΣΗΝ ΔΠΙΛΤΗ 

  ε N t(s) Επιηάτσνζη Επαναλήυεις Πλήρεις Επιλύζεις Ανηικειμενική Σσν. Σθάλμα Ανηικ. Σσν. 

SIMP - - 1,0551 - 63 63 56,0930 - 

  0,1 4 0,5156 -51,13% 63 32 56,0417 0,0915% 

  0,1 10 0,5156 -51,13% 63 32 56,0417 0,0915% 

  0,1 20 0,5338 -49,41% 63 33 56,0809 0,0216% 

  0,1 40 0,7906 -25,07% 63 45 56,0959 0,0052% 

  0,05 4 0,5259 -50,16% 63 34 56,1294 0,0649% 

  0,05 10 0,5259 -50,16% 63 34 56,1294 0,0649% 

  0,05 20 0,5259 -50,16% 63 34 56,1294 0,0649% 

  0,05 40 0,7713 -26,90% 63 45 56,0959 0,0052% 

ΚΑΣΑΚΔΤΗ ΚΑΙ ΔΝΗΜΔΡΧΗ ΜΔΙΧΜΔΝΗ ΒΑΗ ΚΑΣΑ ΣΗΝ ΔΠΙΛΤΗ 

  ε N t(s) Επιηάτσνζη Επαναλήυεις Πλήρεις Επιλύζεις Ανηικειμενική Σσν. Σθάλμα Ανηικ. Σσν. 

SIMP - - 1,0551 - 63 63 56,0930 - 

  0,1 4 1,0551 0,00% 63 63 56,0930 0,0000% 

  0,1 10 1,0551 0,00% 63 63 56,0930 0,0000% 

  0,1 20 0,8933 -15,34% 63 53 56,0259 0,1196% 

  0,1 40 0,8351 -20,85% 63 51 56,0443 0,0868% 

  0,05 4 1,0551 0,00% 63 63 56,0930 0,0000% 

  0,05 10 1,0551 0,00% 63 63 56,0930 0,0000% 

  0,05 20 0,9853 -6,62% 63 58 56,0952 0,0039% 

  0,05 40 0,9244 -12,39% 63 52 56,0927 0,0005% 
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6.2 ΑΜΦΙΔΡΔΙΣΗ ΓΟΚΟ 

ηελ δεύηεξε εθαξκνγή, ν ρώξνο ζρεδηαζκνύ είλαη κία ακθηέξεηζηε - ακθηαξζξσηή 

δνθόο, πιέγκαηνο ηεηξαγσληθώλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ δηαζηάζεσλ        θαη 

      βαζκώλ ειεπζεξίαο γηα ην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο θαη 

δηαζηάζεσλ       θαη      βαζκώλ ειεπζεξίαο γηα ην Robust Design πξόβιεκα, 

κε κνλαδηαία θόξηηζε ζηνλ κεζαίν θόκβν ηεο θάησ πιεπξάο. 

 

 

Θα επηιύζνπκε ην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο κε ηε κέζνδν SIMP γηα 

όγθν     ηνπ  ρώξνπ ζρεδηαζκνύ. Ζ ηηκή ηνπ ζπληειεζηή ηεο πνηλήο, όπσο 

αλαθέξακε ζηε ζεσξία, είλαη     ελώ  επηιέγνπκε ηελ αθηίλα ηνπ θίιηξνπ 

         , όπσο θαη ζηελ Δθαξκνγή 1. 

Καη εδώ, γηα θάζε κέζνδν, κειεηάκε ηελ ηαρύηεηα επίιπζεο, ηα βήκαηα ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο θαη ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ζην ηέινο ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο. Δπηιέγνπκε σο εθαξκνγή αλαθνξάο ηελ απιή επίιπζε ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο κε ηελ κέζνδν SIMP θαη θαηαιήγνπκε ζηα αληίζηνηρα ζπγθξηηηθά 

κεγέζε. 

Μειεηάκε θάζε κέζνδν γηα δηαθνξεηηθά όξηα επηηξεπόκελνπ ζθάικαηνο ζηελ 

επίιπζε ηνπ κεησκέλνπ κνληέινπ, γηα δηαθνξεηηθό κέγεζνο ηεο κεησκέλεο βάζεο, 

αιιά θαη γηα δηαθνξεηηθή αξρηθή βάζε ζηελ POD – SVD κέζνδν. 

Δηδηθά γηα ην Robust Design πξόβιεκα, ζπγθξίλνπκε ηε κέζνδν πνπ πεξηγξάςακε 

ζηελ Παξάγξαθν 1.1 θαη ηα αληίζηνηρα κεγέζε ηνπ ζρεδηαζκνύ, κε ηα αληίζηνηρα πνπ 

πξνθύπηνπλ κε ηε ρξήζε κεησκέλσλ κνληέισλ. 

Καη εδώ, γηα ηελ επηηάρπλζε ησλ επηιύζεσλ, δελ εμεηάδνπκε ηνλ ζπλνιηθό ρξόλν 

εθηέιεζεο ηεο δηαδηθαζίαο βειηηζηνπνίεζεο, αιιά ην ρξόλν ηεο επίιπζεο ηνπ θάζε 

θνξά ζπζηήκαηνο εμηζώζεσλ ηζνξξνπίαο. 

Ζ απόθιηζε από ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο δίλεηαη από ηελ εμίζσζε 

(23). 
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6.2.1. ΒΕΛΣΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΟΠΟΛΟΓΙΑ – SIMP 

Σν πξόγξακκα θαιεί ηε ζπλάξηεζε  top  κε νξίζκαηα: 

[x]=top(100,50,0.3,3,1.2) 

Δληόο ηεο ππνξνπηίλαο επίιπζεο Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ, έρνπκε νξίζεη ηνπο 

δεζκεπκέλνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο θαη ην δηάλπζκα ησλ δπλάκεσλ:  

% DEFINE LOADS AND SUPPORTS (FULL MBB BEAM) 

F(2*((nelx/2)*(nely+1)),1) = -1; 

fixeddofs = [(2*nely-1),(2*nely),2*(nelx+1)*(nely+1)-1, 

2*(nelx+1)*(nely+1)];  

 

Ζ βειηηζηνπνίεζε νινθιεξώλεηαη ζηελ 40
ε
 επαλάιεςε κε ηελ ηηκή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, ηεο ελδνζηκόηεηαο, λα είλαη            . 

Παίξλνπκε θαη ηνλ ηειηθό βέιηηζην ζρεδηαζκό: 

 

 

Ο απσικόρ σώπορ ζσεδιαζμού και η λύζη ηηρ βεληιζηοποίηζηρ 

 

6.2.2. ΜΕΘΟΔΟ POD – SVD 

Από ηα απνηειέζκαηα ζπκπεξαίλνπκε, όπσο θαη παξαπάλσ, πσο ε ελεκέξσζε – 

εκπινπηηζκόο ηεο κεησκέλεο βάζεο είλαη αλαγθαία γηα λα πξνζεγγίζνπκε ην 

πξόβιεκα κε ηε ρξήζε κεησκέλσλ κνληέισλ. 

 

   

Απιζηεπά ο εκθςλιζμένορ θοπέαρ για    , δεξιά για      
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Απιζηεπά ο εκθςλιζμένορ θοπέαρ για     , δεξιά για      

 

6.2.3. ΚΑΣΑΚΕΤΗ ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΒΑΗ ΚΑΣΑ ΣΗΝ ΕΠΙΛΤΗ 

ην ίδην ζπκπέξαζκα θαηαιήγνπκε θαηαζθεπάδνληαο ηε κεησκέλε βάζε θαηά ηελ 

επίιπζε ρσξίο ηελ ελεκέξσζε - εκπινπηηζκό ηεο κε επόκελεο πιήξεηο επηιύζεηο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. 

 

   

Απιζηεπά ο εκθςλιζμένορ θοπέαρ για    , δεξιά για      

 

 

  

Απιζηεπά ο εκθςλιζμένορ θοπέαρ για     , δεξιά για      

 

Παξαηεξνύκε πσο γηα      ν θνξέαο πνπ πξνθύπηεη δελ είλαη αθξηβώο 

εθθπιηζκέλνο, αιιά δηαθέξεη από ηνλ ζρεδηαζκό αλαθνξάο. Γηα ηελ αθξίβεηα, ην 

θαηαθόξπθν κέινο ηνπ θνξέα αλαθνξάο έρεη αληηθαηαζηαζεί από δύν θεθιηκέλα 

κέιε πνπ θαηαιήγνπλ ζην ζεκείν εθαξκνγήο ηεο θαηαθόξπθεο θόξηηζεο. Απηό ην 

θαηλόκελν ην παξαηεξνύκε θαη παξαθάησ, ζε αξθεηέο πεξηπηώζεηο ζηηο επηιύζεηο κε 

κεησκέλε βάζε πνπ ελεκεξώλεηαη - εκπινπηίδεηαη. 
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6.2.4. ΜΕΘΟΔΟ POD - SVD ΜΕ ΕΜΠΛΟΤΣΙΜΟ ΒΑΗ 

ε κνξθή πίλαθα παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο επίιπζεο κε ηε κέζνδν POD-

SVD κε εκπινπηηζκό ηεο κεησκέλεο βάζεο. 

Δδώ, ην νξζνθαλνληθνπνηεκέλν δηάλπζκα ηεο πιήξνπο ιύζεο πξνζηίζεηαη σο ζηήιε 

θαη εκπινπηίδεη ηε βάζε θαη ε αλάιπζε ζπλερίδεη κε απμεκέλν ην κέγεζνο ηεο 

κεησκέλεο βάζεο.  

Αθόκα, δελ εμεηάδνπκε ηελ επηξξνή ηνπ ηξόπνπ θαηαζθεπήο ηεο κεησκέλεο βάζεο, 

εθόζνλ από ηελ πξώηε εθαξκνγή πξνθύπηεη πσο αθόκα θαη αλ θαηαζθεπάζνπκε ηε 

κεησκέλε βάζε αλά   , νη επηιύζεηο ζρεδόλ ηαπηίδνληαη. ηε ζπγθεθξηκέλε 

εθαξκνγή, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ κεγέζνπο ηεο βάζεο    , επηιέγνπκε πνζνζηά 

ηνπ όγθνπ από     έσο     θαη αλά    . Γηα ην επηηξεπόκελν ζθάικα, 

επηιέγνπκε θαη εδώ ηηο ηηκέο,       θαη        . 

ηνλ Πίλαθα 5, έρνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο βειηηζηνπνίεζεο γηα κεησκέλε βάζε 

πνπ εκπινπηίδεηαη. Δδώ, δελ εμεηάδνπκε πάιη ηελ ελεκέξσζε ηεο κεησκέλεο βάζεο 

κε ζηαζεξό κέγεζνο, θαζώο όπσο είδακε ζηελ πξώηε εθαξκνγή δελ πεηπραίλνπκε 

ζαθή κείσζε ηνπ ππνινγηζηηθνύ θόζηνπο, εηδηθά γηα βάζεηο κηθξνύ κεγέζνπο  

Παξαηεξνύκε πσο ην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα ηνπνινγίαο είλαη αξθεηά επαίζζεην 

ζηε κόξθσζε-ζρεδηαζκό ηνπ ηειηθνύ θνξέα, ηδηαίηεξα όζνλ αθνξά ην θαηαθόξπθν 

κέινο ζηε δηεύζπλζε ηνπ θνξηίνπ. Με ηε κέζνδν POD – SVD θαη κε εκπινπηηζκό 

ηεο κεησκέλεο βάζεο, δελ θαηαθέξλνπκε λα πάξνπκε ην ππνινγηζκέλν ζρεδηαζκό 

αλαθνξάο ηεο βειηηζηνπνίεζεο ησλ πιήξσλ κνληέισλ. Οη θνξείο πνπ πξνθύπηνπλ 

κνηάδνπλ ζηελ πεξίπησζε πνπ παξαηεξήζεθε ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν γηα 

θαηαζθεπή ηεο κεησκέλεο βάζεο θαηά ηελ επίιπζε ρσξίο ηελ ελεκέξσζή ηεο γηα 

    , όπνπ ην θαηαθόξπθν κέινο αληηθαζίζηαηαη από δύν θεθιηκέλα κέιε. Δδώ, 

παξαηεξνύκε ζε όιεο ηηο επηιύζεηο, ζπλνιηθά ηέζζεξα θεθιηκέλα κέιε, αλά δύν 

ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα εθαξκνγήο ηεο δύλακεο ζην κέζνλ ηεο ακθηέξεηζηεο 

δνθνύ. 

Παξόια απηά, ν θνξέαο είλαη θαηαζθεπάζηκνο θαη αλ θαη ε απόθιηζε κε ηελ ηηκή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο είλαη ζρεηηθά κεγάιε εθόζνλ δελ θαηαιήγνπκε ζηνλ ίδην 

ζρεδηαζκό (παξαηεξνύκε απόθιηζε αθόκα θαη κεγαιύηεξε ηνπ      ), δελ 

απνθιείεηαη σο ιύζε ζην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο. 

  

Για        , ο θοπέαρ απιζηεπά για    , δεξιά για      
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Για        , ο θοπέαρ απιζηεπά για     , δεξιά για      

 

 

 

6.2.5. ΚΑΣΑΚΕΤΗ ΚΑΙ ΕΜΠΛΟΤΣΙΜΟ ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΒΑΗ ΚΑΣΑ ΣΗΝ 

ΕΠΙΛΤΗ 

ε κνξθή πίλαθα παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο επίιπζεο κε ηε κέζνδν 

θαηαζθεπήο θαη εκπινπηηζκνύ ηεο κεησκέλεο βάζεο θαηά ηελ επίιπζε. 

Καη εδώ, όπσο ζηελ παξάγξαθν 6.2.4 , εμεηάδνπκε κόλν ηελ πεξίπησζε 

εκπινπηηζκνύ ηεο κεησκέλεο βάζεο. 

ηνλ Πίλαθα 6, έρνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο βειηηζηνπνίεζεο γηα θαηαζθεπή θαη 

εκπινπηηζκό ηεο κεησκέλεο βάζεο θαηά ηελ επίιπζε. 

Παξαηεξνύκε πσο, ζε αληίζεζε κε ηελ POD – SVD κέζνδν, ν ζρεδηαζκόο πνπ 

πξνθύπηεη ηαπηίδεηαη κε ηνλ ζρεδηαζκό αλαθνξάο, αλ εμαηξέζνπκε ην κεησκέλν 

κνληέιν πνπ επηιύνπκε γηα        θαη    , όπνπ ζπλαληάκε ην θαηλόκελν πνπ 

αλαθέξζεθε ζηηο πην πάλσ παξαγξάθνπο. 
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Πίνακαρ 5 - Αποηελέζμαηα για ηη μέθοδο POD –SVD με εμπλοςηιζμό ηηρ μειωμένηρ βάζηρ. 

ΚΑΣΑΚΔΤΗ ΚΑΙ ΔΜΠΛΟΤΣΙΜΟ ΜΔΙΧΜΔΝΗ ΒΑΗ ΚΑΣΑ ΣΗΝ ΔΠΙΛΤΗ 

 ε N t(s) Επιηάτσνζη Επαναλήυεις Πλήρεις Επιλύζεις Ανηικειμενική Σσν. Σθάλμα Ανηικ. Σσν. 

SIMP - - 1,6194 - 40 40 14,5496 - 

  0,1 4 0,6684 -58,73% 40 17 14,6837 0,9217% 

  0,1 10 0,8215 -49,27% 40 20 14,5112 -0,2639% 

  0,1 20 1,0597 -34,56% 40 25 14,5281 -0,1478% 

  0,1 30 1,3444 -16,98% 40 31 14,5368 -0,0880% 

  0,05 4 0,8676 -46,42% 40 20 14,5636 0,0962% 

  0,05 10 0,9572 -40,89% 40 23 14,5557 0,0419% 

  0,05 20 1,1099 -31,46% 40 26 14,557 0,0509% 

  0,05 30 1,1099 -31,46% 40 26 14,557 0,0509% 

Πίνακαρ 6 - Καηαζκεςή και εμπλοςηιζμόρ μειωμένηρ βάζηρ καηά ηην επίλςζη, ηο μέγεθορ μειωμένηρ βάζηρ αςξάνεηαι 

ΜΔΘΟΓΟ POD - SVD ΜΔ ΔΜΠΛΟΤΣΙΜΟ ΒΑΗ 

Καηαζκεςή απσικήρ βάζηρ με κλάζμα όγκος 0.1 έωρ 0.9 ανά 0.1    

 ε N t(s) Επιηάτσνζη Επαναλήυεις Πλήρεις Επιλύζεις Ανηικειμενική Σσν. Σθάλμα Ανηικ. Σσν. 

SIMP - - 1,6194 - 40 40 14,5496 - 

  0,1 4 0,6602 -59,23% 40 16 14,6047 0,3787% 

  0,1 10 0,6569 -59,44% 40 15 14,5854 0,2461% 

  0,1 20 0,5164 -68,11% 40 13 14,5641 0,0997% 

  0,1 30 0,5643 -65,15% 40 13 14,6244 0,5141% 

  0,05 4 0,9380 -42,08% 40 18 14,6450 0,6557% 

  0,05 10 0,8407 -48,09% 40 18 14,5722 0,1553% 

  0,05 20 0,6570 -59,43% 40 16 14,6250 0,5182% 

  0,05 30 0,6447 -60,19% 40 16 14,5911 0,2852% 
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6.2.6. ΕΤΡΩΣΟ ΧΕΔΙΑΜΟ – ROBUST DESIGN 

Όπσο αλαθέξακε θαη εηζαγσγηθά, σο εθαξκνγή ζην πξόβιεκα ηνπ Έπξσζηνπ 

ρεδηαζκνύ – Robust Design ζηελ βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο, ζα εμεηάζνπκε ηνλ 

ζρεδηαζκό κίαο ακθηέξεηζηεο δνθνύ δηαζηάζεσλ      , κε ζηνραζηηθα-ηπραία 

κεγέζε ηε γσλία δηεύζπλζεο   θαη ην κέηξν   ηνπ ζπγθεληξσκέλνπ θνξηίνπ πνπ 

αζθείηαη ζην κέζνλ ηνπ θνξέα. 

Καη ηα δύν ζηνραζηηθά κεγέζε αθνινπζνύλ ηελ νκνηόκνξθε θαηαλνκή, ε γσλία   

εληόο ηνπ ( 
 

 
 
 

 
) θαη ε δύλακε   εληόο ηνπ (        ) .  

 

 

Παξόκνηα εθαξκνγή έρνπκε εληνπίζεη θαη ζηε βηβιηνγξαθία, κε ηελ νπνία 

ζπγθξίλνπκε-δηαζηαπξώλνπκε ηε ιύζε ηνπ ζρεδηαζκνύ. 

Ζ επίιπζε γίλεηαη όπσο πεξηγξάθεηαη ζην Κεθάιαην 3 θαη ζηελ Παξάγξαθν 5.6. Σν 

κέγεζνο ησλ Monte Carlo επηιύζεσλ επηιέγνπκε λα είλαη        δνθηκέο. 

Μεηά ηηο   επηιύζεηο, πξνθύπηεη θαη ν ζρεδηαζκόο ηνπ θνξέα θαη ν Δύξσζηνο 

ρεδηαζκόο νινθιεξώλεηαη. Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε έρεη ηηκέο:            

γηα    ,             γηα     θαη            γηα    . 

 

 
 

Καη γηα ηηο ηξείο ηηκέο ηνπ    , ν ζρεδηαζκόο ηνπ θνξέα είλαη ν ίδηνο. Χο απαηηνύκελν 

ρξόλν γηα ηελ νινθιήξσζε ηνπ ζρεδηαζκνύ ππνινγίδνπκε, όπσο θαη ζηηο παξαπάλσ 
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εθαξκνγέο, ην ρξόλν επίιπζεο ησλ εμηζώζεσλ από ηα πιήξε κνληέια θαη όρη 

ζπλνιηθά ην ρξόλν εθηέιεζεο ηεο δηαδηθαζίαο ηεο βειηηζηνπνίεζεο. Έηζη, ν ρξόλνο 

εθηέιεζεο πξνθύπηεη                 , πάλσ από 4.5 ώξεο. Δδώ εληνπίδεηαη θαη 

ην εμαηξεηηθά κεγάιν ππνινγηζηηθό θόζηνο ηνπ Δύξσζηνπ ρεδηαζκνύ, ιόγσ ησλ 

πνιιώλ δηαδνρηθώλ επαλαιήςεσλ, ηόζν ζηελ θαηαζθεπή ησλ κεκνλσκέλσλ θνξέσλ, 

ζηηο Monte Carlo επηιύζεηο, αιιά εληόο ηεο βειηηζηνπνίεζεο ηνπνινγίαο. 

Παξαηεξνύκε πσο ζην ληεηεξκηληζηηθό πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ην θαηαθόξπθν 

κέινο πξνζέδηδε κεγαιύηεξε δπζθακςία ζηελ θαηαθόξπθε δηεύζπλζε, ηε δηεύζπλζε 

ηνπ θνξηίνπ. Δδώ, ην θαηαθόξπθν κέινο κεηαηξέπεηαη ζε δύν θεθιηκέλα ζε θάζε 

πιεπξά. Δπηπιένλ, ζηνλ Δύξσζην ρεδηαζκό, ην ηπραίν θνξηίν κπνξεί λα έρεη θαη 

νξηδόληηα ζπληζηώζα, γεγνλόο πνπ εμεγεί ηελ εκθάληζε ηνπ νξηδόληηνπ κέινπο ζην 

θάησ κέξνο ηνπ θνξέα. 

 

6.2.7. ΕΤΡΩΣΟ ΧΕΔΙΑΜΟ – ROBUST DESIGN ΜΕ ΜΟΝΣΕΛΑ 

ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΣΑΞΗ 

Ζ ρξήζε ησλ Μνληέισλ Μεησκέλεο Σάμεο ζην παξαπάλσ πξόβιεκα πινπνηείηαη 

όπσο πεξηγξάθεηαη ζην Κεθάιαην 4 θαη ηελ Παξάγξαθν 5.7. 

Κξίλνληαο θαη από ηα απνηειέζκαηα ησλ πξνεγνύκελσλ εθαξκνγώλ πνπ 

παξνπζηάδνληαη ζηηο παξαγξάθνπο 6.1 έσο θαη 6.2.5, πνπ αθνξνύλ ηε ρξήζε 

κεησκέλσλ κνληέισλ ζε ληεηεξκηληζηηθά πξνβιήκαηα, από άπνςε εμνηθνλόκεζεο θαη 

αθξίβεηαο ζε ζρέζε κε ηα πιήξε κνληέια, επηιέγνπκε λα εηζάγνπκε ηελ ηερληθή 

θαηαζθεπήο θαη εκπινπηηζκνύ ηεο κεησκέλεο βάζεο θαηά ηελ επίιπζε. Γηα ηηο 

παξακέηξνπο ηνπ κεησκέλνπ κνληέινπ, επηιέγνπκε κέγεζνο βάζεο     , 

επηηξεπόκελε ηηκή ζθάικαηνο        , κε ην κέγεζνο ηεο βάζεο απμάλεηαη όζν 

πξνρσξάεη ν εκπινπηηζκόο ηεο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο επίιπζεο. 

Καηαιήγνπκε ζηνλ ίδην ζρεδηαζκό κε ηνλ ζρεδηαζκό αλαθνξάο, κε ηνλ απαηηνύκελν 

ρξόλν γηα ηελ νινθιήξσζε ηνπ ζρεδηαζκνύ λα πξνθύπηεη               , θαη 

ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο λα είλαη:           γηα    ,    

         γηα     θαη           γηα    . 
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Ο ζρεδηαζκόο ηαπηίδεηαη ζρεδόλ κε ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε πιήξε κνληέια, 

κε κία κηθξή αιιαγή θιίζεο ζηα εζσηεξηθά θεθιηκέλα κέιε, ε νπνία εμεγεί θαη ηελ 

απόθιηζε ζηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, όπσο ζα δνύκε παξαθάησ ηεο 

ηάμεο ηνπ 2%. 

Από ηα απνηειέζκαηα, παξαηεξνύκε αθόκα ην πνζνζηό ησλ πιήξσλ επηιύζεσλ ζην 

ζύλνιν ησλ βεκάησλ ηηο βειηηζηνπνίεζεο θαη γηα ηνπο θνξείο πνπ πξνθύπηνπλ από 

ηε βειηηζηνπνίεζε ηνπνινγίαο πξηλ ηηο Monte Carlo επηιύζεηο. ηηο Monte Carlo 

επηιύζεηο όπσο αλαθέξακε θαη παξαπάλσ γίλνληαη κόλν επηιύζεηο κε ρξήζε 

κεησκέλσλ κνληέισλ: 

                 

                      
( ) 

Πλήθορ Γιαδικαζιών 

σεδιαζμού 
Ποζοζηό 

Αθποιζηικό 

Ποζοζηό 

0-25 % 0 0,00% 0,00% 

25-50% 110 11,00% 11,00% 

50-60% 181 18,10% 29,10% 

60-70% 364 36,40% 65,50% 

70-75% 196 19,60% 85,10% 

>75% 149 14,90% 100,00% 

ύλνιν 1000 100,00% - 
 

Παξαηεξνύκε πσο πάλσ από ην 85% ησλ δηαδηθαζηώλ βειηηζηνπνίεζεο επηιύεη κε ηε 

ρξήζε κεησκέλσλ κνληέισλ έσο θαη ην 75% ησλ βεκάησλ ηνπ θάζε ζρεδηαζκνύ. 

Δλώ, ζην πνζνζηό ησλ πιήξσλ επηιύζεσλ κεηαμύ 60-70%, ζπγθεληξώλεηαη πάλσ από 

ην 1/3 ησλ δηαδηθαζηώλ ηεο βειηηζηνπνίεζεο. Μία ηέηνηα θαηαλνκή ζα πεξηκέλακε κε 

βάζε θαη ηηο αλαιύζεηο ζηηο παξαγξάθνπο 6.1.5 θαη 6.2.5. 

Αθόκα, παξαηεξνύκε ηελ απόθιηζε από ηελ ηηκήο ηεο Αληηθεηκεληθήο πλάξηεζεο 

γηα ηηο δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ    θαη ηελ εμνηθνλόκεζε εθηειέζηκνπ ρξόλνπ θαη 

ππνινγηζηηθνύ θόζηνπο: 

ROBUST DESIGN 

k = 1 3 5 

cmin 26,3253 44,6696 63,0139 

ttotal (s) 32264   

 

ROBUST DESIGN ΜΔ ΥΡΗΗ ΜΔΙΧΜΔΝΧΝ ΜΟΝΣΔΛΧΝ 

k = 1 3 5 

cmin 27,0222 45,6595 64,2968 

ttotal (s) 2308,5   

 

Γcmin 2,647% 2,216% 2,04% 

Γt -92,845%   
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7. ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

Αξρηθά, κπνξνύκε λα πνύκε πσο θαηαιήγνπκε ζε θάπνηεο δηαπηζηώζεηο, νη νπνίεο 

σζηόζν ζα πξέπεη λα πεξηνξηζηνύλ κε βάζε θαη ηα ζπγθεθξηκέλα δεδνκέλα ζηα νπνία 

πξαγκαηνπνηήζακε ηε δηεξεύλεζε. Γειαδή, ηα παξαθάησ ζπκπεξάζκαηα από ηελ 

αλάπηπμε ησλ εθαξκνγώλ ηζρύνπλ γηα ηνλ νξζνγώλην ρώξν ζρεδηαζκνύ πνπ νξίδνπκε 

θαζώο θαη γηα ηε ζπγθεθξηκέλε δηαθξηηνπνίεζε κε πιέγκα ηεηξαθνκβηθώλ ζηνηρείσλ 

κε δύν βαζκνύο ειεπζεξίαο ζε θάζε θόκβν έρνληαο παξάιιεια ππόςηλ πσο ηα 

ζηαηηθά γξακκηθά κνληέια πνπ επηιύζακε δελ μεπεξλνύλ ηνπο        βαζκνύο 

ειεπζεξίαο. 

Όζνλ αθνξά ηε ρξήζε Μνληέισλ Μεησκέλεο Σάμεο ζηε Βειηηζηνπνίεζε 

Σνπνινγίαο, κπνξνύκε λα θαηαιήμνπκε πσο: 

 ε γεληθέο γξακκέο, ε εμνηθνλόκεζε ηνπ ππνινγηζηηθνύ θόζηνπο, εάλ 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ θαηάιιειε κέζνδν, είλαη ζεκαληηθή θαη αγγίδεη αθόκα 

θαη ην     κείσζε ηνπ εθηειέζηκνπ ρξόλνπ, κε αξθεηά θαιή αθξίβεηα, κε 

απόθιηζε από ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ηεο ηάμεο ηνπ      

    . 

 ε απηνύ ηνπ είδνπο θαη κεγέζνπο θνξείο, ε ρξήζε κεησκέλσλ κνληέισλ ρσξίο 

ελεκέξσζε ηεο βάζεο εθθπιίδεη ηε δηαδηθαζία ηεο βειηηζηνπνίεζεο, νπόηε θαη ν 

εκπινπηηζκόο ηεο βάζεο κε λέεο πιήξεηο ιύζεηο θαζίζηαηαη απαξαίηεηνο. 

 ε απηνύ ηνπ είδνπο θαη κεγέζνπο θνξείο αληίζηνηρα, ε κέζνδνο κε θαηαζθεπή 

θαη εκπινπηηζκό ηεο κεησκέλεο βάζεο θαηά ηελ επίιπζε, είλαη ε πην 

ηθαλνπνηεηηθή – αμηόπηζηε. Παξαηεξνύκε πσο αθόκα θαη κε πνιύ κηθξό κέγεζνο 

κεησκέλεο βάζεο ,     ή     , ε πξνζέγγηζε είλαη πνιύ αθξηβήο,     

     , ελώ ην ππνινγηζηηθό θόζηνο ππνδηπιαζηάδεηαη (         ). 

 Γηα ηελ παξαπάλσ κέζνδν παξαηεξνύκε πσο αθόκα θαη κεηώλνληαο ηελ ηηκή ηνπ 

επηηξεπόκελνπ ζθάικαηνο, από     ζε     , πεηπραίλνπκε αθόκα κεγαιύηεξε 

αθξίβεηα,           , ρσξίο λα ράλνπκε ζεκαληηθά ζε εμνηθνλόκεζε ρξόλνπ 

(        ). 

 Ζ POD-SVD κέζνδνο, κε εκπινπηηζκό ηεο κεησκέλεο βάζεο, ππεξηεξεί ζε 

κείσζε ηνπ ππνινγηζηηθνύ θόζηνπο έλαληη ηεο θαηαζθεπήο θαηά ηελ επίιπζε 

κόλν ζηελ πεξίπησζε γηα κεγαιύηεξα κεγέζε βάζεσλ, π.ρ.     , πζηεξώληαο 

ζε αθξίβεηα,             αληί             ηεο θαηαζθεπήο θαηά ηελ 

επίιπζε, πξνθαλώο ρσξίο απηό λα θάλεη απαγνξεπηηθή ηε ρξήζε ηεο. 

 Γηα ηελ POD-SVD κέζνδν, κε εκπινπηηζκό ηεο κεησκέλεο βάζεο, παξαηεξνύκε 

αθόκα όηη ν ηξόπνο θαηαζθεπήο ηεο κεησκέλεο βάζεο, αθόκα θαη όηαλ 

δηπιαζηάδνπκε ηηο πιήξεηο επηιύζεηο αιιάδνληαο ην θιάζκα ηνπ όγθνπ, δελ 

ζπλεηζθέξεη νπζηαζηηθά ζηελ αθξίβεηα ηεο βάζεο ηνπ κεησκέλνπ κνληέινπ.  

 Γηα ηελ παξαπάλσ κέζνδν, παξαηεξνύκε επίζεο ηελ πηζαλόηεηα ν ζρεδηαζκόο λα 

δηαθέξεη από ηνλ ζρεδηαζκό ησλ πιήξσλ κνληέισλ, ρσξίο όκσο λα πξνθύπηνπλ 

εθθπιηζκέλνη – κε θαηαζθεπάζηκνη θνξείο. 
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 Σέινο, γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ελεκεξώλνπκε ηελ κεησκέλε βάζε δηαηεξώληαο 

ζηαζεξό ην κέγεζόο ηεο, δελ επηηπγράλεηαη ζεκαληηθή ππνινγηζηηθή 

εμνηθνλόκεζε, παξά κόλν γηα κεγάιν κέγεζνο ηεο βάζεο,     , έσο θαη 

(       ). 

 

Όζνλ αθνξά ην πξόβιεκα ηνπ Robust Design ζηε Βειηηζηνπνίεζε Σνπνινγίαο κε 

ρξήζε Μνληέισλ Μεησκέλεο Σάμεο, κπνξνύκε λα θαηαιήμνπκε πσο: 

 Με ηελ θαηάιιειε κέζνδν πνπ επηιέγνπκε κε βάζε ηηο εθαξκνγέο ησλ 

κεησκέλσλ κνληέισλ ζην ληεηεξκηληζηηθό πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο, 

εμνηθνλνκνύκε ζεκαληηθά ζε ππνινγηζηηθό θόζηνο (         ), κε ηελ 

πξνζέγγηζε λα είλαη αξθεηά αθξηβήο, κε απόθιηζε από ηελ ηηκή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ηεο ηάμεο ηνπ         . 

 Παξαηεξνύκε αθόκα, ην ζεκαληηθό ππνινγηζηηθό θόζηνο ηνπ Robust Design κε 

ηα πιήξε κνληέια, πνπ θάλεη ηελ επίιπζε ζε ζπκβαηηθά ππνινγηζηηθά 

ζπζηήκαηα ζρεδόλ απαγνξεπηηθή. 

 Ο θνξέαο ηνπ Robust Design, έρεη πνηνηηθά δηαθνξεηηθό ζρεδηαζκό ζε ζρέζε κε 

ηα ληεηεξκηληζηηθά κνληέια αλάινγα θαη κε ηα κεηαβιεηά κεγέζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 

 Από ηηο δηαδνρηθέο βειηηζηνπνηήζεηο γηα ηνπο δηαθνξεηηθνύο ζπλδπαζκνύο 

θνξηίζεσλ, βιέπνπκε πσο νη επηιύζεηο ζπκπεξηθέξνληαη όπσο ζηα 

ληεηεξκηληζηηθά κνληέια, κε πάλσ από ην 1/3 ησλ δηαδηθαζηώλ ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο λα ζπγθεληξώλεηαη ζε πνζνζηό κεηαμύ 60-70% γηα ηηο πιήξεηο 

επηιύζεηο. 

 

Πξνηάζεηο πξνο βαζύηεξε δηεξεύλεζε: 

 Γηα ην πξόβιεκα ηεο Βειηηζηνπνίεζεο Σνπνινγίαο κε ρξήζε κεησκέλσλ 

κνληέισλ, ζα κπνξνύζε λα γίλεη πεξαηηέξσ έξεπλα ζρεηηθά κε multi-scale 

πξνβιήκαηα ή θαη ηαπηόρξνλε ρξήζε δύν ή θαη πεξηζζόηεξσλ πιηθώλ ζηνλ ίδην 

θνξέα. 

 ρεηηθά κε ην Robust Design πξόβιεκα θαη ηνλ ηξόπν πξνζέγγηζεο ηεο επίιπζήο 

ηνπ, ζα κπνξνύζακε λα πξνηείλνπκε ηε ρξήζε ηνραζηηθώλ Πεπεξαζκέλσλ 

ηνηρείσλ ζην επίπεδν ηεο αλάιπζεο θαη ζε όηη αθνξά ηε δηαδηθαζία ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο, ηελ δηεξεύλεζε ηεο θαηαζθεπήο ζε θάζε βήκα ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο ηνπ κεηξώνπ επαηζζεζίαο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, 

ιακβάλνληαο ππόςηλ ηα ζηαηηζηηθά κεγέζε πνπ πξνθύπηνπλ κεηά από ηηο   

επαλαιήςεηο ηεο κεζόδνπ Monte Carlo, κέζνδνο πνπ εκπεξηέρεη απαηηεηηθή 

καζεκαηηθή αλάιπζε. 

 Αθόκα, θαη ζηα δύν πξνβιήκαηα κε ρξήζε ή ρσξίο ρξήζε κεησκέλσλ κνληέισλ, 

ζα κπνξνύζαλ λα δηεξεπλεζνύλ ιύζεηο κε κεζόδνπο αλειαζηηθήο – πιαζηηθήο 

αλάιπζεο ή θαη δπλακηθήο αλάιπζεο. Δδώ, πξνθύπηνπλ ελδηαθέξνληα 

εξσηήκαηα, όπσο ηη είδνπο κεηαβιεηά – ζηνραζηηθά κεγέζε ζα κπνξνύζακε λα 
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επηιέμνπκε ζην Robust Design πξόβιεκα. Ζ αληίζηνηρα γηα ηελ Βειηηζηνπνίεζε 

Σνπνινγίαο ζηελ πεξίπησζε ηεο δπλακηθήο αλάιπζεο, εάλ ζα κπνξνύζακε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ιύζεηο – ζηηγκηόηππα γηα δηαθνξεηηθέο ρξνληθέο ζηηγκέο γηα 

ηελ θαηαζθεπή ηεο κεησκέλεο βάζεο. 

 Δλδηαθέξνλ ζα παξνπζίαδε θαη ε επίιπζε ηνπ Robust Design πξνβιήκαηνο κε ηα 

κεηαβιεηά κεγέζε λα αλήθνπλ ζε θάπνηα ζπγθεθξηκέλε ζηαηηζηηθή θαηαλνκή ή 

έρνληαο σο κεηαβιεηή ηα ζεκεία εθαξκνγήο ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ. 

 Δπηηαθηηθή, ζε θάζε πεξίπησζε, είλαη ε αλάγθε βειηηζηνπνίεζεο ηνπ θώδηθα, 

ώζηε λα αμηνπνηνύληαη πιήξσο νη δπλαηόηεηεο ησλ κεησκέλσλ κνληέισλ. 
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