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Περίληψη 

Στα πλαίσια της παρούσας διπλωµατικής εργασίας εξετάζονται 3 αλγόριθµοι οµαδοποίησης- 
χωρισµού δεδοµένων σε συστάδες, καθώς επίσης και η αποτελεσµατικότητα της εφαρµογής τους σε 
ιατρικά δεδοµένα (ασθενείς µε καρκίνο του µαστού). Σκοπός της εφαρµογής των αλγορίθµων είναι 
η επιλογή εκείνου µε τα βέλτιστα αποτελέσµατα, καθώς επίσης και η απάντηση στο ερώτηµα για το 
εάν µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την πρόβλεψη του καρκίνου του µαστού. 

   Αρχικά γίνεται αναφορά σε 3 διαφορετικούς αλγόριθµους (K-means, Single Link, DBSCAN) και 
σε βασικές έννοιες όπως ο τρόπος λειτουργίας τους, η ορθότητα, οι διάφορες τεχνικές 
παραµετροποίησης, καθώς και η πολυπλοκότητα του χρόνου και του χώρου. Επιπλέον γίνεται 
αναφορά στα πλεονεκτήµατα αλλά και τα µειονεκτήµατα του καθενός έναντι των άλλων. 
Προκειµένου να µπορούν να συγκριθούν οι παραπάνω µέθοδοι, γίνεται αναφορά σε δείκτες 
αξιολόγησης, η εφαρµογή των οποίων πραγµατοποιήθηκε µε τη χρήση του λογισµικού πακέτου R.  

  Τέλος, ακολουθεί γραφική παρουσίαση δυσδιάστατων και πολυδιάστατων δεδοµένων καθώς και 
εφαρµογή των αλγορίθµων µε τη βοήθεια του λογισµικού πακέτου R. Πρέπει να σηµειωθεί ότι η 
διαδικασία βελτίωσης της διακριτικής ικανότητας των αλγορίθµων επιτυγχάνεται τόσο µε τη 
βοήθεια των προαναφερθέντων τεχνικών, όσο και µε δοκιµές και συνεχείς εκτελέσεις του 
αντίστοιχου λογισµικού, αφού  στόχος της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι η σύγκριση των 
αποτελεσµάτων κάτω από συνθήκες βέλτιστης παραµετροποίησης. 
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Abstract 

In the context of this thesis 3 clustering algorithms are examined as well as their effectiveness with 
the use of medical data (patients with breast cancer). Purpose of applying these algorithms is the 
choice of the one with the best results as well as the answer to the question of whether they can be 
used to predict breast cancer. 
  Initially reference is made to the 3 different algorithms (K - means, Single Link, DBSCAN) and to 
basic concepts such as how they function, correctness, various parameterization techniques as well 
as time and space complexity. In addition, the advantages and disadvantages of each one over the 
others are mentioned. In order to compare the above methods, reference is made to evaluation 
indicators implemented using the R package software. 
  Finally a graphical presentation of 2d, multivariate data and application of the algorithms is 
followed with the help of R package software. It should be noted that the process of improving the 
performance of the algorithms is achieved both with the help of the aforementioned techniques as 
well as with the testing and continuous execution of the respective software, since the aim of this 
thesis was to compare the results under optimal parameterization conditions. 
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Κεφάλαιο 1   

Εισαγωγή 

 Οι προηγµένες τεχνολογίες ανίχνευσης και αποθήκευσης καθώς και η δραµατική ανάπτυξη σε 
εφαρµογές όπως η αναζήτηση στο Internet, η ψηφιακή απεικόνιση και η επιτήρηση µέσω βίντεο, 
έχουν δηµιουργήσει σύνολα δεδοµένων µεγάλου όγκου και διάστασης. Τα περισσότερα από αυτά 
τα δεδοµένα αποθηκεύονται ψηφιακά σε ηλεκτρονικά µέσα, παρέχοντας έτσι τεράστιες 
δυνατότητες για την ανάπτυξη µεθόδων αυτόµατης ανάλυσης δεδοµένων, ταξινόµησης και 
ανάκτησης. Εκτός από την αύξηση του όγκου των δεδοµένων, αυξήθηκε επίσης η ποικιλία των 
διαθέσιµων δεδοµένων (κείµενο, εικόνα και βίντεο). Αυτή η αύξηση τόσο στον όγκο, όσο και στην 
ποικιλία των δεδοµένων, απαιτεί εξέλιξη στη µεθοδολογία για την αυτόµατη κατανόηση, 
επεξεργασία και συνοπτική παρουσίαση των δεδοµένων αυτών. 

 Η ανάλυση συστάδων επικρατεί σε οποιοδήποτε κλάδο που περιλαµβάνει την ανάλυση 
πολυπαραγοντικών δεδοµένων. Έχει διάφορους στόχους, που όλοι σχετίζονται µε την οµαδοποίηση 
ή την κατάτµηση µιας συλλογής αντικειµένων σε υποσύνολα ή "συστάδες", έτσι ώστε όσα 
βρίσκονται µέσα σε κάθε συστάδα να είναι πιο στενά συνδεδεµένα µεταξύ τους από τα αντικείµενα 
που αντιστοιχούν σε διαφορετικές συστάδες. Είναι γεγονός πώς είναι δύσκολο να απαριθµηθούν 
επακριβώς τα πολυάριθµα επιστηµονικά πεδία και οι εφαρµογές που έχουν χρησιµοποιήσει 
τεχνικές οµαδοποίησης. Για παράδειγµα, ο κατακερµατισµός της εικόνας, ένα σηµαντικό πρόβληµα 
στην όραση του υπολογιστή, µπορεί να διατυπωθεί ως πρόβληµα οµαδοποίησης (Frigui & 
Krishnapuram, 1999, Jain & Flynn, 1996, Shi & Malik, 2000). Αντίστοιχα, τα έγγραφα µπορούν να 
οµαδοποιηθούν (Iwayama & Tokunaga, 1995) για τη δηµιουργία τοπικών ιεραρχιών στοχεύοντας 
στην αποτελεσµατική πρόσβαση στις πληροφορίες (Sahami, 1998) ή στην ανάκτηση (Bhatia & 
Deogun, 1998). Η οµαδοποίηση χρησιµοποιείται επίσης για να κατηγοριοποιήσει τους πελάτες σε 
διαφορετικούς τύπους µε σκοπό το αποτελεσµατικό µάρκετινγκ (Arabie & Hubert, 1994). 
Οµαδοποιούνται επίσης οι υποχρεώσεις παροχής υπηρεσιών για τη διαχείριση και το σχεδιασµό 
του εργατικού δυναµικού (Hu et al. , 2007), καθώς και για τη µελέτη δεδοµένων γονιδιώµατος στη 
βιολογία (Baldi & Hatfield, 2002).  
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  Στα πλαίσια της παρούσας διπλωµατικής εργασίας εξετάζονται 3 αλγόριθµοι οµαδοποίησης- 
χωρισµού δεδοµένων σε συστάδες, καθώς επίσης και η αποτελεσµατικότητά της εφαρµογής τους σε 
ιατρικά δεδοµένα (ασθενείς µε καρκίνο του µαστού). Σκοπός της εφαρµογής των αλγορίθµων είναι 
η επιλογή εκείνου µε τα βέλτιστα αποτελέσµατα, καθώς επίσης και η απάντηση στο ερώτηµα για το 
εάν µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την αποτελεσµατική πρόβλεψη του καρκίνου του µαστού. 

    Προκειµένου να δωθούν απαντήσεις στα παραπάνω ερωτήµατα, αρχικά γίνεται αναφορά στους 3 
διαφορετικούς αλγόριθµους (K - means, Single Link, DBSCAN) που θα χρησιµοποιηθούν. 
Εξετάζονται οι µαθηµατικές τους ιδιότητες, πλεονεκτήµατα, µειονεκτήµατα, αλλά και η 
αλγοριθµική τους πολυπλοκότητα. Επιπλέον για να µπορούν να συγκριθούν οι παραπάνω µέθοδοι, 
γίνεται αναφορά σε δείκτες αξιολόγησης. Με βάση τα παραπάνω, ακολουθεί γραφική παρουσίαση 
των δεδοµένων και εφαρµογή των αλγορίθµων µε τη βοήθεια του λογισµικού πακέτου R, 
οδηγώντας µας στην εξαγωγή συµπερασµάτων.  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Κεφάλαιο 2 

2.1  Παρουσίαση Αλγορίθµου K means 

  Ο συµβατικός K-means αλγόριθµος είναι ένας από τους πιo χρησιµοποιηµένους αλγορίθµους για 
την ανάλυση συστάδων (συµπλεγµάτων, συγκροτηµάτων, clusters) ο οποίος περιγράφηκε για 
πρώτη φορά από τον Macqueen (1967). Σχεδιάστηκε προκειµένου να οµαδοποιεί αριθµητικά 
δεδοµένα, έτσι ώστε κάθε συστάδα να έχει ένα κέντρο το οποίο καλείται µέσος. Ο αλγόριθµος K-
means αποτελεί µέθοδο µη ιεραρχικής οµαδοποίησης σε συστάδες (Jain και Dubes, 1988). 
Αποτελεί βασική προΰπόθεση ότι ο αριθµός των συστάδων K θεωρείται γνωστός. 
 Υπάρχει µια συνάρτηση σφάλµατος σε αυτόν τον αλγόριθµο µε βάση την οποία για ένα δεδοµένο 
αρχικό σύνολο συστάδων K, επανατοποθετεί τα δεδοµένα στα πλησιέστερα συµπλέγµατα, και στη 
συνέχεια, επαναλαµβανόµενα αλλάζει το περιεχόµενο των συστάδων, έως ότου η συνάρτηση 
σφάλµατος δεν µεταβληθεί σηµαντικά ή το περιεχόµενο των συστάδων δεν αλλάζει πλέον. Ο 
συµβατικός αλγόριθµος K-means αναπτύχθηκε από τους Hartigan και Wong (1979). 

   Η συνάρτηση σφάλµατος ορίζεται ως εξής :  

                                                    ,                     (1)  

  
η οποία µετράει την απόσταση κάθε παρατήρησης από το µέσο    της συστάδας στην 
οποία ανήκει. Ο αλγόριθµος K-means ελαχιστοποιεί την    για δεδοµένο αριθµό Κ και διαµέριση  

 των n παρατηρήσεων  σε Κ συστάδες. Ο µέσος κάθε 
συµπλέγµατος ορίζεται ως εξής:  

                                     για     και       (2)  

Επιπλέον έχουµε :  
                          
                                                                 

και  
                                                  

       

fΣ(C ) :=
K

∑
k=1

nk

∑
i=1

m

∑
j=1

(xij − ̂zkj)2

̂zk (k = 1,...,K )
fΣ

C = (C1, . . . , CK) Π = [x1, . . . , xn]

̂zki :=
1

|Ck |

|Ck|

∑
l=1

xli i = 1,..,m k = 1,...,K

nk := |Ck | , Ck = [x1k, . . . , xnkk]

d(xi, xj) :=
m

∑
k=1

(xik − xjk)2
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είναι η ευκλείδεια απόσταση (παρατηρούµε ότι στην (1) δεν έχουµε την τετραγωνική ρίζα),  ενώ m 
o αριθµός των χαρακτηριστικών για κάθε παρατήρηση. Το πρόβληµα της εύρεσης µιας τέτοιας 
διαµέρισης C όλων των παρατηρήσεων σε K συστάδες, έχει αποδειχθεί ότι είναι NP-hard. Γι αυτό 
το λόγο, ο αλγόριθµος K-means αποτελεί έναν ευρετικό αλγόριθµο, ο οποίος µας δίνει καλές  (όχι 
απαραίτητα βέλτιστες) λύσεις σε αποδεκτό χρόνο. Μια γενική τεχνική αλγοριθµικού διαχωρισµού 
για αυτό το πρόβληµα µπορεί να δηλωθεί ως εξής: 

Βήµα 1.  Θέτουµε τον αριθµό Κ για το πλήθος των συστάδων ίσο µε έναν ακέραιο και επιλέγουµε 
το µέγιστο αριθµό επαναλήψεων. Επιπλέον, επιλέγουµε µε τυχαίο τρόπο µια αρχική διαµέριση και 
υπολογίζουµε τους µέσους µε βάση τη σχέση (2). 

Βήµα 2. Φτιάχνουµε µία νέα διαµέριση, τοποθετώντας κάθε παρατήρηση στη συστάδα µε το 
κοντινότερο µέσο, µε βάση πάντα την ευκλείδεια απόσταση. 

Βήµα 3.   Υπολογίζουµε τους νέους µέσους µέσω της σχέσης (2) και της νέας διαµέρισης. 

Βήµα 4.  Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 2 και 3 µέχρις ότου η συνάρτηση σφάλµατος (σχέση (1)) 
να µην βελτιώνεται - µειώνεται άλλο ή υπερβούµε το µέγιστο αριθµό επαναληψεων. 

Αλγόριθµος 2.1  K- means 
Δεδοµένα: Σύνολο των παρατηρήσεων Π, αριθµός συστάδων Κ, διαστάσεις m 
Αποτέλεσµα: Διαµέριση  ( ) του συνόλου Π  
{  είναι η i-οστή συστάδα } 
1: Έστω ( ) µια τυχαία αρχική διαµέριση του Π 
2: Επανάλαβε 
3:      Απόσταση παρατήρησης i απο το µέσο της συστάδας j 
4:          
5:       Τοποθέτησε την παρατήρηση i στη συστάδα  
6:       Υπολόγισε ξανά τους µέσους κάθε συστάδας  
7:  Μέχρι να µην συµβεί καµία αλλαγή στις συστάδες σε µία πλήρη επανάληψη 
8:  Επιστροφή του αποτελέσµατος, δηλαδή της διαµέρισης ( ) 

Τα βήµατα του παραπάνω αλγορίθµου µπορούµε να τα δούµε και µε τη βοήθεια της εικόνας 2.1 
που ακολουθεί: 

               

Εικόνα 2.1: Οµαδοποίηση δεδοµένων µέσω του αλγορίθµου K means                                     

C′�1, C′�2, . . . , C′�k
Ci

C1, C2, . . . , Ck

dij =
ni = argmin1⩽ j⩽Kdij

ni

C′�1, C′�2, . . . , C′�k
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Στο σχήµα (α) παρατηρούµε το πρώτο βήµα του αλγορίθµου, όπου οι παρατηρήσεις τοποθετούνται 
µε τυχαίο τρόπο στις συστάδες και στη συνέχεια βρίσκουµε του µέσους οι οποίοι συµβολίζονται µε 
ένα σταυρό. Στη συνέχεια στα σχήµατα (b), (c) υπολογίζονται οι αποστάσεις των παρατηρήσεων 
από τους µέσους και τοποθετούνται στη συστάδα µε την µικρότερη απόσταση από τον αντίστοιχο 
µέσο. Αφού γίνει αυτό υπολογίζονται οι καινούργιοι µέσοι. Τέλος, στο σχήµα (d) δεν θα έχουµε 
άλλη µετακίνηση παρατηρήσεων, εποµένως ο αλγόριθµος µας επιστρέφει την διαµέριση που 
βλέπουµε. 
  

Θεώρηµα.   Ο αλγόριθµος K means µειώνει µονοτονικά την ποσότητα    

Απόδειξη 

Συµβολίζουµε µε   τη συστάδα στην οποία έχει τοποθετηθεί η παρατήρηση  µετά απο t 

βήµατα και  η διαµέριση µετά απο t βήµατα. 
 

                       

                                                                                                                                       

Συνέπεια.  Ο αλγόριθµος K means σταµατάει µετά απο πεπερασµένο αριθµό βηµάτων 

Απόδειξη 

Δεδοµένου ότι όλες οι πιθανές διαµερίσεις των παρατηρήσεων είναι πεπερασµένου πλήθους , 

η φθίνουσα ακολουθία    έχει ένα πεπερασµένο αριθµό τιµών. 
Από το παραπάνω συµπεραίνουµε ότι υπάρχει t τέτοιο ώστε . Αν δεν υπήρχε η 
ακολουθία θα ήταν άπειρη, γεγονός που είναι άτοπο. Εποµένως έχουµε µία φθίνουσα ακολουθία 
πραγµατικών αριθµών, η οποία είναι κάτω φραγµένη από το 0 και έτσι θα συγκλίνει σύµφωνα µε 
γνωστό λήµµα της πραγµατικής ανάλυσης. Επιπλέον θα φτάσει στη σύγκλιση σε πεπερασµένο 
αριθµό βηµάτων, καθώς όλες οι δυνατές τιµές που µπορεί να πάρει είναι πεπερασµένες. 

                      

Παρατηρήσεις   

• Η παραπάνω συνέπεια µας λέει ότι ο αλγόριθµος συγκλίνει, όχι πόσο γρήγορα θα συγκλίνει 

καθώς έχουµε µόνο ένα εκθετικό φράγµα  για τον αριθµό των βηµάτων. Ο χρόνος 

σύγκλισης εξαρτάται απο την αρχική διαµέριση των παρατηρήσεων. 

fΣ(C )

A(t)
(xi)

xi

C(t)

fΣ(C(t)) ≥
K

∑
j=1

∑
xiεC (t)

j

| |xi, z(t)
A (t+1)

(xi)
| |2 ≥

K

∑
j=1

∑
xiεC (t)

j

| |xi, z(t+1) | |2 ≥ fΣ(C(t+1))

(n
k)

fΣ(C(t))tεR

fΣ(C(t)) = fΣ(C(t+1))

(n
k)
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• Η λύση που προκύπτει από τον αλγόριθµο αποτελεί τοπικό ελάχιστο και όχι απαραίτητα ολικό, 
καθώς εξαρτάται από την αρχική διαµέριση. Γι αυτό το λόγο θα ήταν χρήσιµο να τρέξουµε τον 
αλγόριθµο µερικές φορές και να διαλέξουµε την καλύτερη διαµέριση ως τελική απάντηση. 

Εικόνα 2.2: Ολικό ελάχιστο ένατι τοπικού ελαχίστου για Κ=3  

 Ανάλυση πολυπλοκότητας χρόνου και χώρου 
     

 Προκειµένου να δούµε πόσο χρόνο και χώρο απαιτεί ο αλγόριθµος θα κάνουµε χρήση του 
ψευδοκώδικα (αλγόριµος 2.1). Στο βήµα 1 έχουµε την αρχικοποίηση, ορίζοντας µία αρχική τυχαία 
διαµέριση. Η παραπάνω διαδικασία µπορεί να γίνει µε πολλούς τρόπους, αν θεωρήσουµε όµως ότι 
σε κάθε παρατήρηση αντιστοιχούµε τυχαία έναν αριθµό από το 1 έως το Κ, τότε θα έχουµε Ο(n), 
διότι η εύρεση ενός τυχαίου αριθµού απαιτεί Ο(1). Έστω ότι το βήµα 2 τρέχει I φορές. Επιπλέον, 
δεδοµένου ότι είµαστε στις m διαστάσεις, ο υπολογισµός της απόστασης µεταξύ 2 σηµείων απαιτεί 
m χρόνο και έτσι κάθε επανάληψη είναι πολυπλοκότητας O(Knm). Εποµένως, αν Ι ο αριθµός των 
επαναλήψεων, τότε η συνολική πολυπλοκότητα θα είναι Ο(IKnm). Το Ι είναι συχνά µικρό και 
συνήθως µπορούµε να το φράξουµε, καθώς οι περισσότερες αλλαγές συµβαίνουν στις πρώτες 
επαναλήψεις. Δεδοµένου ότι Κ και m είναι µικρότερα σε σχέση µε το πλήθος των παρατηρήσεων n, 
βλέπουµε ότι ο αλγόριθµος K means είναι γραµµικός στο πλήθος των παρατηρήσεων. Όσον αφορά 
τη χωρική πολυπλοκότητα, τα µόνα που αποθηκεύονται είναι οι παρατηρήσεις και οι µέσοι, 
εποµένως θα έχουµε O((n + K)m). Με βάση τις παραπάνω πολυπλοκότητες µπορούµε να 
συµπεράνουµε ότι ο αλγόριθµος K means είναι αρκετά αποδοτικός για µεγάλα σύνολα δεδοµένων.
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2.2 Πρόσθετα θέματα 

Επιλογή αρχικής διαµέρισης - αρχικών µέσων 
  
   
 Η αρχική διαµέριση των παρατηρήσεων µπορεί να επηρεάσει αισθητά το αποτέλεσµα του 
αλγορίθµου, καθώς µία κακή επιλογή των αρχικών µέσων µπορεί να µας οδηγήσει σε αποτέλεσµα 
που είναι τοπικό ελάχιστο και όχι ολικό (εικόνα 2.3)  




                             Εικόνα 2.3:  Κακή επιλογή των αρχικών µέσων για Κ=3


Με βάση τις εικόνες 2.1 και 2.3 βλέπουµε ότι στην πρώτη περίπτωση η τυχαία επιλογή µας έδωσε 
το σωστό αποτέλεσµα, εν αντιθέσει µε την δεύτερη περίπτωση όπου καταλήξαµε σε ένα τοπικό 
ελάχιστο. 

   Ένας απλός τρόπος αντιµετώπισης του παραπάνω προβλήµατος είναι να τρέξουµε τον αλγόριθµο 
πολλές φορές, έχοντας διαφορετική αρχικοποίηση κάθε φορά και στο τέλος να διαλέξουµε τη 
διαµέριση µε τη µικρότερη τιµή  . Η παραπάνω τεχνική αν και είναι σχετικά εύκολη µπορεί 
να µην δουλεύει πάντα, καθώς εξαρτάται από το σύνολο των παρατηρήσεων καθώς και τον αριθµό 
Κ για το πλήθος των συµπλεγµάτων. Παρακάτω µπορούµε να δούµε ένα παράδειγµα µη 
αποδοτικής λειγουργίας της παραπάνω µεθόδου. 

fΣ(C )
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                 Εικόνα 2.4:  2 ζεύγη µε συµπλέγµατα, µε 2 αρχικούς µέσους σε κάθε ζεύγος


   Με βάση την εικόνα 2.4 παρατηρούµε ότι επειδή τα συµπλέγµατα σε κάθε ζεύγος βρίσκονται πιο 
κοντά µεταξύ τους, άµα ξεκινήσουµε βάζοντας από 2 µέσους σε κάθε ζευγάρι θα καταλήξουµε στο 
ολικό ελάχιστο. Αυτό συµβαίνει ακόµα και αν οι αρχικοί µέσοι βρίσκονται στο ίδιο σύµπλεγµα σε 
κάθε ζεύγος. Αντίθετα, µια προσέγγιση όπως αυτή της εικόνας 2.5, όπου δηλαδή θα έχουµε ένα 
µέσο στο πρώτο ζεύγος και 3 στο άλλο, δεν θα καταλήξει στη βέλτιστη λύση αλλά σε ένα τοπικό 
ελάχιστο. Εποµένως παρατηρούµε ότι µια βέλτιστη διαµέριση θα προκύψει µόνο όταν σε κάθε 
ζεύγος έχουµε από 2 αρχικούς µέσους σε κάθε ζεύγος συµπλεγµάτων. Δυστυχώς καθώς το πλήθος 
των συµπλεγµάτων αυξάνεται, είναι πολύ πιθανό κάθε φορά που επιλέγουµε τυχαία τους αρχικούς 
µέσους να υπάρχει κάποιο ζευγάρι συµπλεγµάτων στο οποίο να έχουµε µόνο ένα µέσο. Συνεπώς, 
επειδή οι αποστάσεις µεταξύ των ζευγαριών είναι πολύ µεγαλύτερες από τις αποστάσεις µεταξύ 
των συµπλεγµάτων εντός κάθε ζεύγους, ο αλγόριθµος δεν θα µας επιστρέψει µία βέλτιστη 
διαµέριση, αλλά ένα τοπικό ελάχιστο.  

  Δεδοµένου ότι η παραπάνω µέθοδος ενδεχοµένως να µη µας δώσει καλά αποτελέσµατα, µια 
διαφορετική προσέγγιση θα ήταν να πάρουµε ένα δείγµα από το σύνολο των παρατηρήσεων και να 
παράξουµε µία διαµέρισή του χρησιµοποιώντας τεχνικές ιεραρχικής οµαδοποίησης. Στη συνέχεια, 
παίρνουµε τους µέσους των Κ συµπλεγµάτων και τους χρησιµοποιούµε σαν αρχικούς µέσους για 
τον αλγόριθµο K means. Η παραπάνω προσέγγιση συχνά λειτουργεί καλά αλλά είναι πρακτική 
µόνο όταν το µέγεθος του δείγµατος είναι σχετικά µικρό (καθώς οι τεχνικές ιεραρχικής 
οµαδοποίησης είναι αρκετά χρονοβόρες), και όταν ο αριθµός Κ για το πλήθος των συµπλεγµάτων 
είναι αρκετά µικρός, συγκριτικά µε το µέγεθος του δείγµατος. 
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                        Εικόνα 2.5:  2 ζεύγη µε συµπλέγµατα, µε 3 αρχικούς µέσους στο ένα ζεύγος 

  Μία εναλλακτική µέθοδος θα ήταν να επιλέξουµε τυχαία µία παρατήρηση ή να πάρουµε το µέσο 
όλων των παρατηρήσεων και να το θέσουµε ως ένα από τους αρχικούς µέσους. Στη συνέχεια, για 
κάθε επιλογή αρχικού µέσου διαλέγουµε εκείνο το σηµείο που έχει την µεγαλύτερη απόσταση απ’ 
όλους όσους έχουµε διαλέξει µέχρι στιγµής. Με αυτόν τον τρόπο οι αρχικοί µέσοι που θα έχουµε 
επιλέξει εκτός από το γεγονός ότι θα είναι τυχαίοι, θα είναι και σχετικά µακριά µεταξύ τους. Μια 
τέτοια προσέγγιση εκτός του ότι θα µπορούσε να µας οδηγήσει στο να επιλέξουµε ακραίες τιµές 
σαν αρχικούς µέσους, αποτελεί και µια αρκετά χρονοβόρα διαδικασία. Προκειµένου να το 
αποφύγουµε, επιλέγουµε ένα τυχαίο δείγµα για να πραγµατοποιήσουµε την παραπάνω διαδικασία. 
Δεδοµένου ότι οι ακραίες παρατηρήσεις θα είναι λίγες, η πιθανότητα να επιλεχθεί κάποια από 
αυτές στο τυχαίο δείγµα θα είναι αρκετά µικρή, σε αντίθεση µε το να επιλέξουµε παρατηρήσεις από 
κάθε πυκνή περιοχή. Επιπλέον, το µέγεθος του δείγµατος θα είναι συγκριτικά πιο µικρό από το 
σύνολο των παρατηρήσεων, µε αποτέλεσµα η διαδικασία να είναι λιγότερο χρονοβόρα.


Ακραίες τιµές 

  Επειδή µας ενδιαφέρει η ελαχιστοποίηση της ποσότητας  , η οποία έτσι όπως έχει οριστεί 
από τον τύπο (1) περιλαµβάνει την ευκλείδεια απόσταση, ακραίες παρατηρήσεις θα ασκούν µεγάλη 
επιρροή στην τελική διαµόρφωση των µέσων. Αρκετά συχνά κρίνεται αναγκαίος ο εντοπισµός 
τέτοιων παρατηρήσεων και η αφαίρεσή τους, πριν τρέξουµε τον αλγόριθµο. Παρ΄ όλα αυτά 

fΣ(C )
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υπάρχουν µερικές εφαρµογές στις οποίες οι ακραίες παρατηρήσεις δεν πρέπει να αφαιρεθούν, όπως 
στη συµπίεση δεδοµένων ή σε εφαµοργές σε οικονοµικά δεδοµένα (π.χ ασυνήθιστα κερδοφόροι 
πελάτες), όπου παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Για την αντιµετώπιση του παραπάνω 
ζητήµατος έχουν αναπτυχθεί τροποποιήσεις του αλγορίθµου K - means αλλά και άλλοι αλγόριθµοι 
(π.χ DBSCAN),  που αποδίδουν αρκετά καλά σε τέτοιες περιπτώσεις, λόγω της διαφορετικής 
λογικής στην οποία βασίσονται. 

Άδεια Συµπλέγµατα 

 Ένα από τα προβλήµατα του αλγορίθµου Κ means είναι ότι µπορεί να επιστραφούν άδεια 
συµπλέγµατα, όταν κατά τη διάρκεια της αρχικοποίησης δεν τοποθετηθεί καµία παρατήρηση σε 
κάποιο από τα συµπλέγµατα. Αυτό θα έχει ως αποτέλεσµα η ποσότητα  της διαµέρισης να 
είναι πιο µεγάλη απ΄ ότι χρειάζεται. Ένας τρόπος αντιµετώπισης του παραπάνω ζητήµατος θα ήταν 
να αντικαταστήσουµε το συγκεκριµένο αρχικό µέσο µε την παρατήρηση που βρίσκεται πιο µακριά 
απ όλους τους άλλους µέσους, µειώνοντας την ποσότητα  , αποκλείοντας µε αυτόν τον τρόπο 
την παρατήρηση που συνεισφέρει περισσότερο. Μία εναλλατική προσέγγιση θα αποτελούσε να 
επιλεχθεί ένα σηµείο από το σύµπλεγµα, που συνεισφέρει περισσότερο στην ποσότητα , 
χωρίζοντας έτσι το σύµπλεγµα σε 2 µέρη και µειώνοντας τη συνολική συνεισφορά. Η παραπάνω 
διαδικασία µπορεί να γίνει παραπάνω από µία φορές, αν τα αρχικά συµπλέγµατα που είναι άδεια 
είναι περισσότερα από ένα. 

2.3     Προσδιορισµός του αριθµού Κ  

 Βασική προϋπόθεση για να εκτελέσουµε τον αλγόριθµο k means αποτελεί ο προσδιορισµός του 
αριθµού των συµπλεγµάτων Κ, που θεωρούµε ότι υπάρχουν στα δεδοµένα µας. Το πρόβληµα της 
επιλογής του αριθµού των συµπλεγµάτων αποτελεί από µόνο του ένα αρκετά δύσκολο πρόβληµα. 
Στη συνέχεια θα αναφερθούµε σε µερικούς τρόπους εκτίµησης της παραπάνω ποσότητας. 

Μέθοδος του Αγκώνα ( Elbow method )  

  Μία πολύ βασική µέθοδος προσδιορισµού του αριθµού Κ για ένα σύνολο παρατηρήσεων αποτελεί 
η µέθοδος του αγκώνα. Η βασική ιδέα της µεθόδου είναι η εξής: Ξεκινάµε µε Κ=1 και συνεχώς το 

αυξάνουµε, αξιολογώντας παράλληλα τη διαµέριση που προκύπτει για κάθε διαφορετική τιµή του 
Κ. Προκειµένου να αξιολογήσουµε τα αποτελέσµατα για κάθε τιµή του Κ, θεωρούµε ως εσω-
συµπλεγµατική απόκλιση για κάθε σύµπλεγµα της διαµέρισης την ποσότητα:   

                                                     

       , 

fΣ(C )

fΣ(C )

fΣ(C )

W(Ck) = ∑
xi∈Ck

(xi − zk)2
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και συνολική εσω-συµπλεγµατική απόκλιση την ποσότητα: 

                                           (3). 

Η παραπάνω τιµή βλέπουµε ότι ταυτίζεται µε αυτήν της σχέσης (1), την οποία γνωρίζουµε ότι ο 
αλγόριθµος θέλει να ελαχιστοποιήσει. Όσο µικρότερη είναι η παραπάνω τιµή, τόσο καλύτερη είναι 
και η διαµέριση. Αν για κάποια τιµή του Κ η τιµή που προκύπτει από τη σχέση (3) µειωθεί 
δραµατικά, τότε αυτή θα είναι και η πραγµατική τιµή του Κ. Άν γράψουµε την παραπάνω 
διαδικασία µε µορφή ψευδοκώδικα θα έχουµε: 

Αλγόριθµος 2.2  Elbow method 

Δεδοµένα: Σύνολο των παρατηρήσεων Π, διαστάσεις m 
Αποτέλεσµα: Προτεινόµενο Κ   
1. Εφαρµογή του K-means για τιµές του Κ σε κάποιο διάστηµα π.χ. από 1 έως 15  

2. Για κάθε τιµή του Κ, υπολογισµός της ποσότητας WSS από τη σχέση (3)  

3. Σχεδιασµός γραφικής παράστασης WSS-Κ  

4.   Το σηµείο στην καµπύλη που κάνει απότοµη στροφή και µοιάζει µε αγκώνα συνήθως θεωρείται 
ένδειξη υποψήφιου αριθµού Κ για τον αριθµό των συµπλεγµάτων.  

 

 
                    
                                                    Εικόνα 2.6  Μέθοδος του Αγκώνα 

tot . withiness =
k

∑
k=1

W(Ck) =
k

∑
k=1

∑
xi∈Ck

(xi − zk)2
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Στην εικόνα 2.6 παρατηρούµε την ποσότητα WSS στον Υ άξονα, και τον αριθµό των 
συµπλεγµάτων Κ στον Χ άξονα. Με βάση το γράφηµα παρατηρούµε ότι µετά την τιµή K=3 
παρουσιάζεται σχετικά µικρή πτώση στην τιµή WSS, µε αποτέλεσµα να θεωρήσουµε ως αποδεκτή 
την τιµή Κ=3. Παρ’ όλη την πρακτικότητα της παραπάνω µεθόδου, είναι αρκετά πιθανό να 
υπάρχουν περιπτώσεις όπου το σηµείο επιλογής δεν είναι αρκετά εµφανές. 

                                                    Εικόνα 2.7  Μέθοδος του Αγκώνα  

Στην εικόνα 2.7 παρατηρούµε ότι το σηµείο επιλογής θα µπορούσε να είναι το Κ=4 αλλά και το 
Κ=5. Προκειµένου να αντιµετωπιστούν τέτοιες περιπτώσεις µπορούµε να εφαρµόσουµε άλλες 
τεχνικές, όπως θα δούµε στη συνέχεια. 

Average Silhouette µέθοδος 

  H µέθοδος Silhouette αποτελεί ένδειξη καλής διαµέρισης των παρατηρήσεων και µας παρέχει µια 
γραφική αναπαράσταση του πόσο καλά είναι τοποθετηµένη κάθε παρατήρηση στο σύµπλεγµα στο 
οποίο έχει τοποθετηθεί. Περιγράφεται για πρώτη φορά από το Peter J. Rousseeuw (1987). Στη 
συνέχεια οι Kaufman και Rousseeuw πρότειναν το δείκτη Silhouette, ως εκτιµήτρια του 
βελτιστού αριθµού συµπλεγµάτων Κ. Έχει αρκετές οµοιότητες µε τη Elbow method και σε µορφή 
ψευδοκώδικα θα είναι ως εξής:  
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Αλγόριθµος 2.3  Silhouette 

Δεδοµένα: Σύνολο των παρατηρήσεων Π , διαστάσεις m 
Αποτέλεσµα: Προτεινόµενο Κ 
1.  Εφαρµογή του K-means για τιµές του Κ σε κάποιο διάστηµα, π.χ. από 1 έως 10  
2.  Για κάθε τιµή του k υπολογίζουµε τη µέση silhouette των παρατηρήσεων (avg.sil)  
3.  Σχεδιασµός γραφικής παράστασης avg.sil-k  
4.  Το σηµείο στο οποίο εµφανίζεται µέγιστο θεωρείται ως ο ιδανικός αριθµός  
  συµπλεγµάτων Κ  

Για κάθε παρατήρηση i ο δείκτης αυτός υπολογίζεται ως εξής:  

                                                 , 

όπου a(i) η µέση απόσταση της i παρατήρησης από όλες τις παρατηρήσεις στο ίδιο σύµπλεγµα. 
Όσο πιο µικρή είναι η τιµή a(i), τόσο πιο καλά θεωρούµε ότι έχει τοποθετηθεί η παρατήρηση i. Στη 
συνέχεια ορίζουµε τη µέση ανοµοιοµορφία ενός σηµείου i µε ένα σύµπλεγµα , ως την µέση τιµή 
της απόστασης του i απ’ όλες τις παρατηρήσεις στο σύµπλεγµα . Υπολογίζουµε την παραπάνω 
τιµή για κάθε σύµπλεγµα στο οποίο δεν ανήκει η παρατήρηση i και ορίζουµε τη µικρότερη από 
αυτές ως b(i). Το σύµπλεγµα από το οποίο προέκυψε η τιµή b(i) ονοµάζεται γειτονικό του i. 
Επιπλέον ο συντελεστής s(i) παίρνει τιµές από το -1 µέχρι το 1, και όσο πιο κοντά στο 1 είναι, τόσο 
πιο καλά τοποθετηµένη είναι η παρατήρηση i. Αν η τιµή είναι κοντά στο -1 σηµαίνει ότι θα ήταν 
καλύτερο να είχε τοποθετηθεί στο γειτονικό σύµπλεγµα, ενώ για τιµές κοντά στο 0 σηµαίνει ότι η 
παρατήρηση βρίσκεται στο όριο µεταξύ συµπλεγµάτων. Εποµένως, υπολογίζοντας την τιµή αυτή 
για κάθε παρατήρηση και παίρνοντας τη µέση τιµή τους, προκύπτει η τιµή avg.sil, η οποία ανάλογα 
µε το πόσο κοντά στο 1 βρίσκεται µπορούµε να κρίνουµε αν η οµαδοποίηση που προέκυψε είναι 
καλή η όχι. Οι παραπάνω τιµές µπορούν να υπολογιστούν και µε τη χρήση άλλων µετρικών πέρα 
από την ευκλείδεια.  

 Στην εικόνα 2.8 βλέπουµε την τιµή avg.sil στον Υ άξονα για κάθε τιµή Κ του Χ άξονα και 
παρατηρούµε ότι για Κ=2, η διαµέριση που προέκυψε είναι καλύτερη από αυτήν για τις υπόλοιπες 
τιµές. Για Κ=2 έχουµε τη µεγαλύτερη τιµή avg.sil, και συνεπώς θα είναι και πιο κοντά στο 1 σε 
σχέση µε τις υπόλοιπες, γεγονός που αντιστοιχεί σε καλύτερη διαµέριση. 

s(i ) =
b(i ) − a(i )

ma x(a(i ), b(i ))
, − 1 ≤ s(i ) ≤ 1

Ck

Ck
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                                        Εικόνα 2.8  Silhouette µέθοδος

Gap Statistic μέθοδος 

   H Gap Statistic µέθοδος δηµοσιεύτηκε από τους Tibshirani, Walther και Hastie (2001) και µπορεί 
να εφαρµοστεί µε πολλές τεχνικές οµαδοποίησης των παρατηρήσεων. Δεδοµένου ότι αυξάνοντας 
τον αριθµό Κ είναι αναµενόµενο η τιµή W(C)  (σχέση 3) να µειώνεται, χρειαζόµαστε ένα δείκτη 
που να µας λέει πότε µία τέτοια µείωση είναι σηµαντική. Η µέθοδος αυτή συγκρίνει τη συνολική 
εσω-συµπλεγµατική απόκλιση για διαφορετικές τιµές του k µε τις αναµενόµενες τιµές τους υπό 
µηδενική κατανοµή αναφοράς των δεδοµένων (π.χ. οµοιόµορφη). Τα δεδοµένα αναφοράς 
παράγονται κάνοντας χρήση προσοµοίωσης Monte Carlo, δηµιουργώντας για κάθε µεταβλητή  n 
τιµές, µε βάση την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα  για κάθε i=1….m. Με 
βάση την παραπάνω διαδικασία παράγουµε Β δείγµατα, και στη συνέχεια για δεδοµένο Κ 
υπολογίζουµε την ποσότητα log[W(C)] µέσω της σχέσης (3) για το κάθε ένα και παίρνουµε τον 
µέσο όρο αυτών των ποσοτήτων. Συµβολίζοντας µε   την παραπάνω ποσότητα έχουµε 

την τιµή της συνάρτησης gap: 

                                              ,             (4) 

  
όπου το Κ βρίσκεται σε ένα διάστηµα και  αναφέρεται στις n αρχικές παρατηρήσεις που 
θέλουµε να οµαδοποιήσουµε. Η ιδανική τιµή για τον αριθµό των συµπλεγµάτων θα είναι  

xi

[min(xi), ma x (xi)]

logWunif (k)

Gap(k) = logWunif (k) + logW(k)

logW(k)
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αυτή που µεγιστοποιεί τη στατιστική συνάρτηση gap (σχέση 4). Αυτό σηµαίνει ότι για εκείνη τη 
τιµή του Κ η διαµέριση που προέκυψε διαφέρει αρκετά από αυτήν της οµοιόµορφης κατανοµής. Άν 
γράψουµε την παραπάνω διαδικασία µε µορφή ψευδοκώδικα θα έχουµε: 

 Αλγόριθµος 2.4  Gap Statistic 
 Δεδοµένα: Σύνολο των παρατηρήσεων Π , διαστάσεις m 
 Αποτέλεσµα: Προτεινόµενο Κ                         
1. Τοποθετούµε τις παρατηρήσεις σε συµπλέγµατα για διάφορες τιµές του k = 1,….,kmax και 

υπολογίζουµε την αντίστοιχη συνολική εσω-συµπλεγµατική απόκλιση W(k). 
2. Παράγουµε Β σύνολα δεδοµένων µε µία τυχαία οµοιόµορφη κατανοµή. Οµαδοποιούµε τα 
δεδοµένα αυτά σε συµπλέγµατα για κάθε µία από τιµές του k = 1,....,kmax και υπολογίζουµε την 

αντίστοιχη συνολική εσω-συµπλεγµατική απόκλιση Wkb.  

3. Έστω   , υπολογισµός της τυπικής απόκλισης                                                               

  και     

4. Επιλέγουµε τον µικρότερο αριθµό k για τον οποίο ισχύει: 

                                                       (5)  

                                              Εικόνα 2.9  Gap statistic µέθοδος 

w̄ =
1
B ∑

b

log(Wkb)

sd(k) = (1/b)∑
b

(log(Wkb) − w̄)2 sk = sd(k) × 1 + 1/B

Gap(k) ≥ Gap(k + 1) − sk+1
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Στην εικόνα 2.9 βλέπουµε τις τιµές της συνάρτησης Gap (σχέση 4) για διάφορες τιµές του Κ,  
όπου παρατηρούµε ότι η µικρότερη τιµή του Κ για την οποία ικανοποιείται η ανίσωση 5 είναι 
η Κ=4. Για τη δεδοµένη τιµή του Κ η διαφοροποίηση της διαµέρισης από την οµοιόµορφη 
κατανοµή είναι µεγαλύτερη σε σχέση µε την τιµή Κ=5. 

2.4     Γενίκευση Αλγορίθµου 

 Ο αλγόριθµος K-means όπως τον ορίσαµε πριν (αλγόριθµος 2.1), χρησιµοποιεί την έννοια της 
απόστασης ως ένα µέτρο οµοιότητας µεταξύ 2 παρατηρήσεων. Στην πραγµατικότητα ως απόσταση 
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε οποιαδήποτε συνάρτηση ικανοποιεί τις ιδιότητες µίας µετρικής, 
δεδοµένου ότι µπορούµε να αποδείξουµε ότι ο αλγόριθµος θα συγκλίνει, κάνοντας χρήση αυτής της 
συνάρτησης στο κριτήριο ελαχιστοποίησης. Μία συνάρτηση 

   θα καλείται µετρική αν ικανοποιεί τα εξής:  

•  

•  

•  

Η επιλογή της κατάλληλης µετρικής εξαρτάται από τη φύση των παρατηρήσεων και το πεδίο 
εφαρµογής τους. Παραδείγµατα µετρικών που χρησιµοποιούνται συχνά είναι: 

α)  Μετρική Minkowski     

   Η µετρική αυτή µετράει την απόσταση d µεταξύ 2 αντικειµένων x και y, συγκρίνοντας τις τιµές 
των m χαρακτηριστικών τους. Μπορεί να εφαρµοστεί σε συχνότητες, πιθανότητες και δυαδικές 
τιµές  

                                                       . 

Ειδικές περιπτώσεις της παραπάνω µετρικής αποτελεί  η Ευκλείδεια για q=2 και η Manhattan για 
q=1 

•  Manhattan Απόσταση  

                                                                                                    

•  Ευκλείδεια Απόσταση  

                                                         

d : ΠxΠ → ℝ
d(x, y) = 0 ⇔ x = y

d(x, y) = d(y, x)
d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

Lq

d(x, y) = Lq(x, y) = q
m

∑
i=1

(xi − yi)q

L1

d(x, y) = L1 =
m

∑
i=1

|xi − yi |

L2

d(x, y) = L2 =
m

∑
i=1

(xi − yi)2



28 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ K MEANS

 

β) Μετρική Cosine 

   Η   µετράει την οµοιότητα 2 αντικειµένων x και y, υπολογίζοντας το συνηµίτονο της 
γωνίας µεταξύ των χαρακτηριστικών τους διανυσµάτων στον . Παίρνει τιµές µεταξύ του -1 
(µεγαλύτερος βαθµός ανοµοιοµορφίας µε µεταξύ τους γωνία ) και 1 (µεγαλύτερος βαθµός 
οµοιοµορφίας µε µεταξύ τους γωνία ). Η παραπάνω µετρική µπορεί να εφαρµοστεί σε 
συχνότητες, πιθανότητες και δυαδικές τιµές 

                                                . 

γ) Απόκλιση του Bregman 

   Έστω   απείρως παραγωγίσιµη, κυρτή συνάρτηση, ορισµένη σε ένα κλειστό κυρτό 
σύνολο Ω. Η απόσταση Bregman που σχετίζεται µε την F για σηµεία p,q του Ω ορίζεται ως εξής: 

                                                

Η παραπάνω συνάρτηση έτσι όπως έχει οριστεί δεν ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες της µετρικής. Για 
δεδοµένες συναρτήσεις F προκύπτουν γνωστές µετρικές. Για παράδειγµα για  θα 
είναι η τετραγωνική ευκλείδεια απόσταση. Αποτελεί εποµένως µία γενικότερη κλάση συναρτήσεων 
οµοιότητας. Στην πραγµατικότητα εφαργογές του K means µε χρήση της Ευκλείδειας αλλά και της 
µετρικής cosine αποτελούν ειδικές περιπτώσεις ενός γενικότερου αλγορίθµου οµαδοποίησης, που 
βασίζονται στις αποκλίσεις του Bregman. 

   Στη συνέχεια έχοντας επιλέξει την κατάλληλη µετρική, θα πρέπει να τροποποιήσουµε ανάλογα 
την τιµή που θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε: 

                                        

                                                    ,          (6) 

όπου dist( ) η επιλεγµένη µετρική και  ο µέσος για την κάθε συστάδα, τη µορφή του οποίου 

µπορούµε να υπολογίσουµε µε µία καθαρά µαθηµατική διαδικασία. Απαιτώντας η ποσότητα (6) να 
είναι ελάχιστη, µπορούµε να λύσουµε ως προς  , προσδιορίζοντας την κατάλληλη τιµή για την 

οποία έχουµε ελαχιστοποίηση. Για παράδειγµα για την Ευκλείδεια απόσταση θα έχουµε :  

cos(x, y)
ℝm

180∘

0∘

sin(x, y) = cos(x, y) =
∑m

i=1 xi * yi

∑m
i=1 x2

i * ∑m
i=1 y2

i

F : Ω → ℝ

DF(p, q) = F(p) − F(q) − < ▽ F(q), p − q >

F(x) = | |x | |2

fΣ(C ) :=
K

∑
k=1

nk

∑
i=1

m

∑
j=1

dist (xij, ̂zkj)

̂zkj

̂zkj
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Με παρόµοιο τρόπο λειτουργούµε σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση άµα θεωρήσουµε κάποια άλλη 
µετρική αντί για την Ευκλείδεια. Δεδοµένου µετρικής, µέσου και αντικειµενικής συνάρτησης 
(σχέση 6) προκύπτει και µία διαφορετική υλοποίηση του αλγορίθµου, η οποία θα πρέπει να 
σιγουρευτούµε ότι συγκλίνει. 

       Πίνακας 2.1  K-means: Κοινές επιλογές µετρικής,µέσου και αντικειµενικής συνάρτησης


Στο πίνακα 2.1 παρατηρούµε ότι κάνοντας χρήση της µετρικής Manhattan ( ) ο µέσος που 
ελαχιστοποιεί τη σχέση 6 θα είναι η διάµεσος. Επιπλέον, οι µετρικές , cosine αποτελούν ειδικές 

περιπτώσεις της απόκλισης του Bregman, γεγονός που φαίνεται και από την κοινή µορφή του 
µέσου. 

∂fΣ
∂Ck

=
∂

∂Ck

K

∑
i=1

∑
xεCi

(zi − x)2 =
K

∑
i=1

∑
xεCi

∂
∂Ck

(zi − x)2 =

= ∑
xεCk

2 * (zk − xk) = 0 ⇒ nkzk = ∑
xεCk

xk ⇒ ̂zk =
1
nk ∑

xεCk

xk

Μετρική Μέσος Αντικειμενική Συνάρτηση

Διάµεσος

Μέση Τιµή 

cosine Μέση Τιµή 
Ελαχιστοποίηση αθροίσµατος 
της cosine απόστασης κάθε 
παρατήρησης από τον 
αντίστοιχο µέσο

Απόκλιση του Bregman Μέση Τιµή 
Ελαχιστοποίηση αθροίσµατος 
της απόκλισης του Bregman 
απόστασης κάθε παρατήρησης 
από τον αντίστοιχο µέσο

Ελαχιστοποίηση αθροίσµατος 
της  απόστασης κάθε 
παρατήρησης από τον 
αντίστοιχο µέσο

L1

Τετραγωνική Ευκλείδεια ( )L 2
2

Manhattan ( )L1

Ελαχιστοποίηση αθροίσµατος 
της  απόστασης κάθε 
παρατήρησης από τον 
αντίστοιχο µέσο

L 2
2

L1

L 2
2
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2.5  Πλεονεκτήµατα και Μειονεκτήµατα  

Πλεονεκτήµατα k-means 

 

• Απλότητα: Αποτελεί ένα αρκετά απλό αλγόριθµο τόσο στην κατανόηση, όσο και στην 
υλοποίηση, που µπορεί να χρησιµοποιηθεί για µεγάλη ποικιλία δεδοµένων. 

• Αποδοτικότητα: Λόγω της σχεδόν γραµµικής πολυπλοκότητάς του ως προς το σύνολο των 
παρατηρήσεων, είναι αρκετά αποδοτικός για µεγάλα σύνολα δεδοµένων, ακόµα και αν τρέχει 
πολλές φορές. 

• Σφαιρικά Συµπλέγµατα: Επιστρέφει αρκετά καλά αποτελέσµατα όταν η µορφή των 
συµπλεγµάτων είναι σφαιρική, δηλαδή τα χαρακτηριστικά των παρατηρήσεων εντός κάθε 
συµπλέγµατος έχουν κοινή διασπορά και είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους. Εν γένει τα συµπλέγµατα 
που θα παραχθούν θα είναι κυρτά σχήµατα, όπως για παράδειγµα η µπάλα στο τρισδιάστατο 
χώρο (Anderberg 1973), η µορφή των οποίων εξαρτάται από την µετρική που χρησιµοποιείται 
κάθε φορά. 

Μειονεκτήµατα k-means 

• Αριθµητικά Δεδοµένα: Ο απλός αλγόριθµος K means προϋποθέτει ότι τα χαρακτηριστικά των 
παρατηρήσεων θα είναι όλα ποσοτικές µεταβλητές προκειµένου να εφαρµοστεί κάποια από τις 
µετρικές ως µέτρο οµοιογένειας των παρατηρήσεων. 

• Τοπικό Ελάχιστο: Η διαµέριση που επιστρέφει αποτελεί τοπικό ελάχιστο και εξαρτάται από την 
αρχικοποίηση των συµπλεγµάτων. Διαφορετικά τρεξίµατα του αλγορίθµου επιστρέφουν 
διαφορετικά αποτελέσµατα, ενώ ιδιαίτερη σηµασία έχει και η σειρά µε την οποία έχουν 
αποθηκευτεί οι παρατηρήσεις. 

• Ακραίες Παρατηρήσεις - Μέγεθος Κλίµακας: Το αποτέλεσµα του αλγορίθµου επηρεάζεται 
αρκετά από ακραίες παρατηρήσεις, καθώς επίσης και από τη διαφορά στην κλίµακα των 
χαρακτηριστικών που έχει κάθε παρατήρηση. Αποτελεί λογικό συµπέρασµα ότι χαρακτηριστικά 
που παίρνουν µεγάλες τιµές, έχουν µεγαλύτερη επίδραση στην Ευκλείδεια µετρική. 

• Διαφορετικό µέγεθος,πυκνότητα και µη σφαιρικό σχήµα: Η ακρίβεια της διαµέρισης δεν είναι 
ιδιαίτερα καλή όταν τα συµπλέγµατα διαφέρουν σε µέγεθός, πυκνότητα αλλά και όταν έχουν 
σφαιρικό σχήµα. (εικόνες 2.10, 2.11, 2.12). 

• Πολυδιάστατα δεδοµένα: Η απόδοση του αλγορίθµου επηρεάζεται αρνητικά όταν το πλήθος 
των χαρακτηριστικών m για κάθε παρατήρηση είναι µεγάλο ( Keim, Hinneburg, 1999). 
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• Οµοιόµορφο αποτέλεσµα: Αρκετά συχνά τα συµπλέγµατα που προκύπτουν έχουν σχετικά 
οµοιόµορφο µέγεθος, ακόµα και για σύνολα παρατηρήσεων για τα οποία αυτό δεν ισχύει στη 
πραγµατικότητα. 

 

                   


                                   Εικόνα 2.10:  Συµπλέγµατα διαφορετικού µεγέθους 




Εικόνα 2.11:  Συµπλέγµατα διαφορετικής πυκνότητας 




                                   Εικόνα 2.12:  Συµπλέγµατα µη σφαιρικού σχήµατος  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Κεφάλαιο 3 

3.1  Hierarchical Clustering 

 Η τεχνική οµαδοποίησης, στην οποία θα γίνει αναφορά στο συγκεκριµένο κεφάλαιο, ανήκει στην 
ευρύτερη κατηγορία των ιεραρχικών αλγορίθµων, οι οποίοι παράγουν ιεραρχίες µε υποσύνολα του 
συνόλου των παρατηρήσεων. Οι παραπάνω αλγόριθµοι χωρίζονται σε 2 υποκατηγορίες: α) 
διαιρετικούς και β) συσσωρευτικούς. Μία διαιρετική µέθοδος ξεκινάει µε όλες τις παρατηρήσεις σε 
ένα σύµπλεγµα το οποίο σταδιακά µειώνεται σε µικρότερα κοµµάτια. Αντίθετα οι συσσωρευτικές 
τεχνικές ξεκινάνε µε κάθε παρατήρηση σε διαφορετικό σύµπλεγµα, και στη συνέχεια ενώνουν τα 2 
πιο κοντινά συµπλέγµατα σε ένα, µειώνοντας έτσι το συνολικό αριθµό σε n-1. Η παραπάνω 
διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρι όλες οι παρατηρήσεις να τοποθετηθούν σε ένα σύµπλεγµα. Οι 
ιεραρχικές µέθοδοι γενικά ορίζονται ως εξής: 

Ορισµός 3.1 Έστω  ένα σύνολο n παρατηρήσεων . Ένα σύνολο 
 από υποσύνολα του Π θα καλείται ιεραρχία του Π, εάν όλα τα σύνολα  

 είναι διαφορετικά και αν και για 2 οποιαδήποτε σύνολα  µε  
µπορεί να ισχύει µόνο ένα από τα ακόλουθα: 
                                                ή       ή    
Τα σύνολα στο    είναι γνωστά ως οι κλάσεις του Π. 



   


                        Εικόνα 3.1  Συσσωρευτική και διαιρετική ιεραρχική οµαδοποίηση


Π = [x1, . . . , xn]
S = (C1, C2, . . . , CK)
C1, C2, . . . , CK ⊑ Π Ck, Cl ⊑ Π Ck ≠ Cl

Ck ∩ Cl = Ø Ck ⊂ Cl Cl ⊂ Ck

S = (C1, C2, . . . , CK)

Συ
σσ
ω
ρε
υτ
ικ
ός

Δι
αι
ρε
τι
κό
ς
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3.2  Η µέθοδος Single-link 

   H Single-Link µέθοδος είναι µία από τις πιο απλές συσσωρευτικές ιεραρχικές µεθόδους. Εισήχθη 
για πρώτη φορά από τους Florek et al. (1951) και στη συνέχεια ανεξάρτητα από τους McQuitty 
(1957) και Sneath (1957). Προκειµένου να κατανοήσουµε την λειγουργία της µεθόδου, θα 
αναφερθούµε στους πίνακες εγγύτητας των παρατηρήσεων. Ο πίνακας εγγύτητας (Jain and Dubes, 
1988) είναι ένας πίνακας που περιέχει τους ζευγαρώδεις δείκτες εγγύτητας ενός συνόλου 
παρατηρήσεων. Ο δείκτης εγγύτητας µπορεί να αναφέρεται σε απόσταση µεταξύ 2 παρατηρήσεων 
µέσω κάποιας µετρικής, όπως έχει οριστεί σε προηγούµενη ενότητα. Επιπλέον µπορεί να είναι 
κάποια συνάρτηση οµοιότητας  η οποία ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες: 
1.  
2.    
3.    

Εποµένως, δεδοµένου ενός συνόλου παρατηρήσεων  ο πίνακας εγγύτητας 
ορίζεται ως εξής:  

                                                       (1)  

όπου f( , ) θα είναι είτε κάποια µετρική, είτε κάποια συνάρτηση οµοιότητας των παρατηρήσεων. 
Συνήθως ο παραπάνω πίνακας είναι συµµετρικός. 
   Ο αλγόριθµος Single-link δηµιουργεί ιεραρχίες παρατηρήσεων ξεκινώντας µε n συµπλέγµατα 
από 1 παρατήρηση στο κάθε ένα. Στη συνέχεια, βρίσκουµε τα 2 συµπλέγµατα τα οποία είναι πιο 
κοντά (όµοια) µεταξύ τους και τα ενώνουµε, µειώνοντας το συνολικό αριθµό των συµπλεγµάτων σε 
n-1. Η παραπάνω διαδικασία συνεχίζεται µέχρι όλες οι παρατηρήσεις να έχουν τοποθετηθεί σε ένα 
σύµπλεγµα. Παρατηρούµε ότι βασική διαδικασία είναι ο υπολογισµός της εγγύτητας µεταξύ 2 
συµπλεγµάτων, ο ορισµός της οποίας είναι αυτός που διαφοροποιεί τις διαφορετικές τεχνικές 
συσσωρευτικής ιεραρχικής οµαδοποίησης. Στη µέθοδο single-link η εγγύτητα µεταξύ 2 
συµπλεγµάτων  και  ορίζεται ως η ελάχιστη απόσταση-οµοιότητα των αντικειµένων των 

συµπλεγµάτων.  

                                         (2) , 

όπου f( ) η συνάρτηση του πίνακα εγγύτητας. Μέσω της παραπάνω σχέσης, υπολογίζονται οι 
αποστάσεις µεταξύ των συµπλεγµάτων σε κάθε βήµα του αλγορίθµου, κάνοντας την αντίστοιχη 
ενηµέρωση στον πίνακα εγγύτητας Μ (σχέση 1) µετά από κάθε συγχώνευση. 

s : ΠxΠ → ℝ
0 ≤ s(x, y) ≤ 1
s(x, x) = 1
s(x, y) = s(y, x)

Π = [x1, x2, . . . , xn]

M(Π) =

f (1,1) f (1,2) . . f (1,n)
f (2,1) . .

. . .. .
f (n ,1) f (n , n)

Ci Cj

d(Ci, Cj) = dmin(Ci, Cj) = minxεCi,yεCj f (x, y)
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                                 Εικόνα 3.2  Απόσταση µεταξύ 2 συµπλεγµάτων  

Η έννοια της απόστασης όπως ορίστηκε από τη σχέση (2) αποτελεί ειδική περίπτωση της σχέσης 
Lance-Williams για τον υπολογισµό της εγγύτητας µεταξύ συµπλεγµάτων. Με άλλα λόγια, αν η 
ένωση του Α και του Β µας κάνει το σύµπλεγµα R, η εγγύτητα του R µε ένα προϋπάρχον 
σύµπλεγµα Q δίνεται από τη σχέση: 

                       (3)  

   Αν στην παραπάνω σχέση θέσουµε  ,  ,  και   θα προκύψει: 

                          

                                    

Από τα παραπάνω προκύπτει πολύ εύκολα η απόσταση µεταξύ 2 συµπλεγµάτων, όπως ορίστηκε 
στη σχέση (2). Για διαφορετικές τιµές των παραµέτρων της σχέσης (3) προκύπτει µία εντελώς 
διαφορετική µέθοδος, καθώς βασίζεται σε διαφορετικό υπολογισµό της εγγύτητας. 

Αλγόριθµος 3.1 Single-link Hierarchical Clustering 
Δεδοµένα: Σύνολο των παρατηρήσεων   
Αποτέλεσµα: Ιεραρχία συµπλεγµάτων 
1. Για κάθε  επανάλαβε 
2.     όρισε ως σύµπλεγµα  
3. Έστω  
4. Όσο  κάνε 
5.      Για όλα τα ζευγάρια συµπλεγµάτων   επανάλαβε 
6.              υπολόγισε  
7.      Όρισε  
8.      Για   κάνε 
9.                όρισε  
10.                όρισε   
11.                όρισε   
12.  Τέλος 

d(R, Q) = αAd(A, Q) + αBd(B, Q) + βd(A, B) + γ |d(A, Q) − d(B, Q) |

αA = 0.5 αB = 0.5 β = 0 γ = − 0.5

d(R, Q) =
1
2

d(A, Q) +
1
2

d(B, Q) −
1
2

|d(A, Q) − d(B, Q) |

= min(d(A, Q), d(B, Q))

Π = (x1, x2, . . . , xn)

xiεΠ
Ci = (xi)

C = (C1, C2, . . . , Cn)
|C | ≠ 1

< Ci, Cj≠i > εCxC
d(Ci, Cj)

best (Ci, Cj) = ∀ < Ck≠i, Cl≠k, j > εCxC : [d(Ci, Cj) ≤ d(Ck, Cl)]
best (Ci, Cj)

Cij = Ci ∪ Cj
Cnew = C − (Ci, Cj)
C = Cnew ∪ Cij
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 Στον παραπάνω ψευδοκώδικα συνοψίζεται η διαδικασία του αλγορίθµου που αναφέραµε 
νωρίτερα. Παρατηρούµε ότι δεν προσδιορίζουµε τον αριθµό των συµπλεγµάτων όπως στον 
αλγόριθµο k means. Επιπλέον, έχει την ιδιότητα µονοτονίας, δηλαδή η ανοµοιογένεια µεταξύ 
συγχωνευµένων συµπλεγµάτων είναι µονότονη και αυξάνεται µε το επίπεδο της συγχώνευσης. 

Ανάλυση πολυπλοκότητας χρόνου και χώρου 

   Αρχικά θα αναλύσουµε την πολυπλοκότητα χώρου, που οφείλεται κυρίως στον πίνακα εγγύτητας 
και στα συµπλέγµατα σε κάθε βήµα του αλγορίθµου. Δεδοµένου ότι έχουµε n παρατηρήσεις και ότι 

ο πίνακας είναι συµµετρικός, θα έχει συνολικά    στοιχεία. Επιπλέον για την αποθήκευση των 

συµπλεγµάτων, αρχικά απαιτούνται n στοιχεία µε τον αριθµό τους να µειώνεται κατά 1 µέχρι να 
τερµατίσει ο αλγόριθµος. Εποµένως η συνολική πολυπλοκότητα χώρου είναι . 

   Για την ανάλυση της πολυπλοκότητας χρόνου θα θεωρήσουµε ότι για την αποθήκευση του 
πίνακα εγγύτητας γίνεται χρήση ενός πίνακα µε αποτέλεσµα η συµπλήρωση του, καθώς και η 
εύρεση του βέλτιστου ζεύγους να απαιτούν . Τα βήµατα 1,2 αποτελούν το στάδιο της 
αρχικοποίησης και είναι , καθώς το βήµα 1 πραγµατοποιείται n φορές. Επιπλέον, το βήµα 4 θα 
τρέξει n φορές καθώς ξεκινάµε µε n συµπλέγµατα, τα οποία σε κάθε βήµα του αλγόριθµου 
µειώνονται κατά 1 µέχρι όλες οι παρατηρήσεις να ανήκουν στο ίδιο σύµπλεγµα. Σύµφωνα µε τα 
παραπάνω η συνολική πολυπλοκότητα χρόνου θα είναι . Παρατηρούµε ότι η πολυπλοκότητα 
χώρου και χρόνου της ιεραρχικής οµαδοποίησης περιορίζει σηµαντικά το µέγεθος των συνόλων 
δεδοµένων που µπορούν να επεξεργαστούν, καθώς για πολύ µεγάλες τιµές του n ο αλγόριθµος θα 
απαιτεί πολύ χρόνο αλλά και πολύ χώρο. 

3.3  Τρόποι αναπαράστασης ιεραρχίας 

n-δέντρα 

  Μια ιεραρχική οµαδοποίηση αντιπροσωπεύεται γενικά από ένα διάγραµµα δέντρου. Συγκεκριµένα 
εάν  το σύνολο των παρατηρήσεων, τότε ένα n-δέντρο στο Π ορίζεται ώς ένα 
σύνολο Τ από υποσύνολα του Π, που ικανοποιούν τις παρακάτω ιδιότητες (Bobisud, 1972 
McMorris et al., 1983 Gordon, 1996):  
•  Π ε Τ 
•  Το κενό σύνολο Φ ε Τ 
•       

•  Εάν    τότε   ε                                                  
    
   
Στην εικόνα 3.1 βλέπουµε το παράδειγµα ενός n-δέντρου για 5 παρατηρήσεις. Οι εξωτερικοί 
κόµβοι ή αλλιώς τα φύλλα του δέντρου είναι οι αρχικές παρατηρήσεις του συνόλου  

1
2

n2

O(n2)

O(n2)
O(n)

O(n3)

Π = (x1, x2, . . . , xn)

(xi)εT ∀i = 1,2...,n
A, BεT A ∩ B (Φ, A, B)
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, ενώ οι εσωτερικοί κόµβοι είναι τα συµπλέγµατα που προκύπτουν από 
συγχωνεύσεις συµπλεγµάτων µικρότερου ύψους. Επιπλέον, παρατηρούµε ότι το σύνολο των 
εσωτερικών κόµβων είναι n-1, όσες δηλαδή και οι επαναλήψεις που τρέχει ο αλγόριθµος single-
link. 

Δενδρογράφηµα 

   Ο παραπάνω τρόπος αναπαράστασης δεν προσδίδει ιδιαίτερες πληροφορίες για τους εσωτερικούς 
κόµβους πέρα από το περιεχόµενό τους. Γι’ αυτό το λόγο, γίνεται χρήση των δενδρογραφηµάτων τα 
οποία αποτελούν δέντρα µε τιµές (Gordon, 1996). Ένα δενδρογράφηµα είναι ένα n-δέντρο, στο 
οποίο κάθε εσωτερικός κόµβος συσχετίζεται µε ένα ύψος που ικανοποιεί την ιδιότητα: 

                                                       

για κάθε υποσύνολο των παρατηρήσεων Α και Β, εάν , όπου  και  είναι τα ύψη 
των Α και Β αντίστοιχα. 

                      
                              Εικόνα 3.3  Δενδρογράφηµα συνόλου 5 παρατηρήσεων


  

 Η εικόνα 3.3 αποτελεί µία αναπαράσταση ενός δενδρογραφήµατος µε 5 παρατηρήσεις, όπου οι 
διακεκοµµένες γραµµές υποδεικνύουν τα ύψη των εσωτερικών κόµβων. Για κάθε ζεύγος 
παρατηρήσεων , έστω  το ύψος του µικρότερου εσωτερικού κόµβου στον οποίο ανήκει η 

, αλλά και η . Μικρή τιµή της ποσότητας  υποδεικνύει ότι οι παρατηρήσεις  και  βρέθηκαν 

στο ίδιο σύµπλεγµα σε σχετικά µικρό ύψος, γεγονός που συµβολίζει µεγάλη οµοιότητα µεταξύ των 
 και .


Π = (x1, x2, x3, x4, x5)

h(A) ≤ h(B) ⇔ A ⊆ B

A ∩ B ≠ Φ h(A) h(B)

(xi, xj) hij

xi xj hij xi xj

xi xj
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  Τα ύψη σε ένα δενδρογράφηµα ικανοποιούν την ακόλουθη υπερµετρική συνθήκη (Johnson, 
1967):  

                                                         

Στην πραγµατικότητα η παραπάνω συνθήκη είναι ικανή και αναγκαία για ένα δενδρογράφηµα 
(Gordon, 1987). Εναλλακτικά, αντί για τα ύψη στον κάθετο άξονα µπορεί να γίνει καταγραφή της 
τιµής της εγγύτητας, για την οποία πραγµατοποιείται κάθε µία από τις n-1 συγχωνεύσεις (εικόνα 
3.4). 

                           Εικόνα 3.4   Δενδρογράφηµα συνόλου 6 παρατηρήσεων 

 Στο δενδρογράφηµα της εικόνας 3.4 παρατηρούµε την ιδιότητα της µονοτονίας την οποία 
αναφέραµε νωρίτερα, ότι δηλαδή όσο πιο ψηλά βρισκόµαστε στο δέντρο, τόσο µεγαλύτερη είναι η 
ανοµοιογένεια µεταξύ συµπλεγµάτων που συγχωνεύονται. Παρατηρούµε ότι το παραπάνω 
γράφηµα παρέχει πληροφορίες τόσο για τη σειρά των συγχωνεύσεων, όσο και για την οµοιοµορφία 
µεταξύ των συµπλεγµάτων, όπως αυτή ορίζεται από τη σχέση 2. Ο ορισµός διαφορετικών τιµών 
στις παραµέτρους στη σχέση του Lance-Williams (σχέση 3) όπως και µικρές διαφοροποιήσεις στα 
δεδοµένα µπορούν να οδηγήσουν σε ένα τελείως διαφορετικό δενδρογράφηµα. Επιπλέον η µέθοδος 
single-link είναι αµετάβλητη υπό µονοτονικούς µετασχηµατισµούς (όπως ο λογαριθµικός 
µετασχηµατισµός) των αρχικών δεδοµένων (Johnson, 1967), γεγονός που σηµαίνει ότι το 
δενδρογράφηµα που απορρέει είναι το ίδιο. 


hij ≤ ma x (hik, hjk) ∀i, j, kε(1,2,...,n)
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3.4  Αξιολόγηση Ιεραρχίας 

Cophenetic Correlation 

  Ο παραπάνω αλγόριθµος δηµιουργεί ιεραρχίες συµπλεγµάτων για κάθε σύνολο δεδοµένων που 
δέχεται ως είσοδο, ακόµα και αν αυτό δεν έχει στη πραγµατικότητα δοµή ιεραρχίας. Εποµένως 
προκειµένου να γίνει αξιόλογηση του κατά πόσο το παραγόµενο δενδρογράφηµα ανταποκρίνεται 
στην πραγµατική δοµή των δεδοµένων, γίνεται χρήση της cophenetic correlation (Sokal και Rohlf). 
Έστω Τ το παραγόµενο δενδρογράφηµα ύστερα από τη χρήση του αλγορίθµου single-link σε ένα 
σύνολο παρατηρήσεων  και   η συνάρτηση για τον υπολογισµό του 

πίνακα εγγύτητας (σχέση 1). Επιπλέον, έστω  η εγγύτητα κατά την οποία οι παρατηρήσεις  

και  βρέθηκαν για πρώτη φορά στο ίδιο σύµπλεγµα στο δενδρογράφηµα (για παράδειγµα στην 

εικόνα 3.4 το ). Εάν  και  οι µέσες τιµές των  και  αντίστοιχα, τότε η 

ποσότητα cophenetic correlation δίνεται από τον παρακάτω τύπο: 

                                    (4)


  Η παραπάνω ποσότητα συνήθως παίρνει τιµές µεταξύ -1 και 1 (βέλτιστο αποτέλεσµα) και είναι 
ένα µέτρο για το πόσο πιστά ένα δενδρογράφηµα διατηρεί τις ζεύξεις µεταξύ των αρχικών µη 
τροποποιηµένων παρατηρήσεων. Οι διαγώνιες τιµές των f( ) ,t( ) αγνοούνται και λόγω της 
ιδιότητας συµµετρίας, η σύγκριση µπορεί να περιορίζεται στις τιµές κάτω της διαγωνίου. Επιπλέον, 
η παραπάνω ποσότητα (σχέση 4) χρησιµοποιείται αρκετά συχνά και για τη σύγκριση µεταξύ 
διαφόρων µεθόδων ιεραρχικής οµαδοποίησης, επιλέγοντας αυτή µε τη µεγαλύτερη τιµή. 

 Δείκτης Delta 

   Ένα δεύτερο µέτρο καλής προσαρµογής που ονοµάζεται δέλτα περιγράφεται από τον Mather 
(1976). Αυτά τα στατιστικά στοιχεία µετράνε τον βαθµό της στρέβλωσης και όχι τον βαθµό 
οµοιότητας (όπως και µε τον cophenetic correlation). Οι δύο συντελεστές δέλτα δίνονται από: 

                                                                      (5), 

όπου A είναι είτε 0.5 είτε 1 και οι τιµές κοντά στο µηδέν είναι οι επιθυµητές. 

Π = (x1, x2, . . . , xn) f (xi, xj)

t (xi, xj) xi

xj

t (x2, x6) = 0.5 f̄ t̄ f (xi, xj) t (xi, xj)

COPH =
∑i< j ( f (xi, xj) − f̄ )(t (xi, xj) − t̄ )

[∑i< j ( f (xi, xj) − f̄ )2][∑i< j (t (xi, xj) − t̄ )2]

ΔA =
∑N

j<k | f (xj, xk) − t(xj, xk) |
1
A

∑j<k t(xj, xk)
1
A

A
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3.5  Προσδιορισµός Διαµέρισης 
 
  Η πλειονότητα των µεθόδων διαµέρισης απαιτεί εκ των προτέρων καθορισµό του αριθµού των 
συστάδων (π.χ k means), εποµένως αυτές οι µέθοδοι θα πρέπει να χρησιµοποιούνται εφόσον 
έχουµε αποκτήσει προκαταρκτική εµπειρία µέσω κάποιων άλλων αναλύσεων των δεδοµένων. Παρ’ 
όλα αυτά στην περίπτωση της ιεραρχικής συσσώρευσης και του αλγορίθµου single-link, η γνώση 
του αριθµού των συµπλεγµάτων δεν είναι αναγκαίο να προσδιοριστεί εκ των προτέρων. Δεδοµένου 
του παραγόµενου δενδρογραφήµατος η τελική διαµέριση µπορεί να προσδιοριστεί φέρνοντας 
παράλληλη στον οριζόντιο άξονα σε ύψος που επιλέγουµε εµείς. Τα υποσύνολα που ενώνονται σε 
απόσταση κάτω από αυτήν την τιµή τοποθετούνται στο ίδιο σύµπλεγµα. Αντίθετα υποσύνολα που 
ενώνονται σε απόσταση µεγαλύτερη από αυτή την τιµή τοποθετούνται σε διαφορετικά 
συµπλέγµατα. Προφανώς διαφορετικά “κοψίµατα” του δέντρου µπορεί να αντιστοιχούν σε 
διαφορετικές διαµερίσεις του αρχικού συνόλου. 
 

                          Εικόνα 3.5  Δενδρογράφηµα συνόλου 17 παρατηρήσεων 
                             
   Για παράδειγµα στην εικόνα 3.5 παρατηρούµε το δενδρογράφηµα που προέκυψε σε ένα σύνολο 
17 παρατηρήσεων και την ευθεία που τέµνει τον κάθετο άξονα σε σηµείο πολύ κοντά στο 1. Ο 
αριθµός των συµπλεγµάτων που προκύπτει από αυτή την επιλογή θα είναι Κ=4, όπου τα µέλη του 
κάθε συµπλέγµατος θα είναι τα φύλλα των αντίστοιχων υποδέντρων. Αντίστοιχα µία επιλογή κοντά 
στο 1.5 θα είχε ως αποτέλεσµα 3 συµπλέγµατα, ενώ µία επιλογή στο 2 θα έδινε Κ=2. Η επιλογή του 
σηµείου τοµής οπτικά αρκετά συχνά είναι παραπλανητική και δεν οδηγεί σε βέλτιστη διαµέριση, 
γεγονός που κρίνει αναγκαία τη χρήση διαφόρων µεθόδων για τον προσδιορισµό του. Παρόλο που 
η σωστή απάντηση σε αυτό το πρόβληµα µπορεί να εξαρτηθεί από πολλούς παράγοντες, µπορούµε 
να υποθέσουµε µε ασφάλεια ότι o βέλτιστος διαχωρισµός είναι αυτός που παρέχει τις πιο συµπαγείς 
και µέγιστα διαχωρισµένες οµάδες.  
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  Την παραπάνω λογική υλοποιεί ο δείκτης Calin ́ski και Harabasz (1974) επίσης γνωστός και ως 
κριτήριο αναλογικής διασποράς (VRC). Λαµβάνοντας υπόψη ένα σύνολο n παρατηρήσεων 

  και µία διαµέριση µε k συµπλέγµατα, το VRC υπολογίζεται ως εξής: 

                                                         (6),  

όπου τα W και Β είναι οι πίνακες διασποράς εντός συµπλέγµατος και εκτός συµπλέγµατος 
αντίστοιχα : 

                                

όπου  είναι ο αριθµός των παρατηρήσεων στο i-οστό σύµπλεγµα,  είναι η l-οστή 
παρατήρηση σε αυτό το σύµπλεγµα,  ο δειγµατικός µέσος του i-οστού συµπλέγµατος και  ο 
δειγµατικός µέσος όλων των παρατηρήσεων. Λαµβάνοντας υπόψη τους παραπάνω τύπους, το ίχνος 
του Β είναι το άθροισµα των διακυµάνσεων µεταξύ συµπλεγµάτων, ενώ το ίχνος του W είναι το 
άθροισµα των διακυµάνσεων εντός συµπλεγµάτων. Μια καλή διαµέριση θα πρέπει να έχει υψηλές 
τιµές για το Β (που είναι µια ένδειξη για καλά διαχωρισµένα συµπλέγµατα), χαµηλές τιµές για το W 
(µια ένδειξη για συµπαγή συµπλέγµατα), έτσι ώστε όσο υψηλότερη είναι η ποιότητα του 
διαχωρισµού, τόσο µεγαλύτερη είναι η τιµή αυτού του λόγου.  
   Προκειµένου να βρούµε τη βέλτιστη τιµή του k, άρα και το σηµείο τοµής, υπολογίζουµε το VRC 
για έναν αριθµό διαφορετικών k (π.χ. από 2 έως 14) και διατηρούµε την τιµή εκείνη που οδηγεί 
στην υψηλότερη τιµή VRC. Επιπλέον, η µονότονη αύξηση του δείκτη VRC συναρτήσει του k, 
υποδηλώνει έλλειψη οποιασδήποτε δοµής οµάδας, ενώ αντίθετα η µονότονη µείωση υποδηλώνει 
δοµή ιεραρχίας. 

          Εικόνα 3.6  Διάγραµµα του δείκτη Calin ́ski και Harabasz για διάφορες τιµές του k 
             

Π = (x1, x2, . . . , xn)

VRCk =
t race(B)
t race(W )

x
n − k
k − 1

W =
k

∑
i=1

ni

∑
l=1

( ⃗x i(l ) − x̄i)( ⃗x i(l ) − x̄i)′� B =
k

∑
i=1

ni(x̄i − x̄)(x̄i − x̄)′�

ni ⃗xi (l )
x̄i x̄
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Ο εντοπισµός του βέλτιστου αριθµού k µπορεί να πραγµατοποιηθεί µέσω ενός διαγράµµατος VRC 
συναρτήσει του k. Στην εικόνα 3.6 βλέπουµε το διάγραµµα αυτό για ένα σύνολο παρατηρήσεων 
όπου ο βέλτιστος αριθµός επιτυγχάνεται για k=6, τέµνοντας εποµένως το δέντρο στο αντίστοιχο 
σηµείο ώστε να προκύψουν 6 συµπλέγµατα. 

3.6  Πλεονεκτήµατα και Μειονεκτήµατα 

Μειονεκτήµατα Single-link Hierarchical Clustering 

• Χρονική πολυπλοκότητα: 

 Σύµφωνα µε την ανάλυση που έγινε νωρίτερα είδαµε ότι η χρονική πολυπλοκότητα της µεθόδου 
είναι  που µε χρήση κατάλληλων δοµών µπορεί να µειωθεί σε , γεγονός που µπορεί να 
αποτελέσει απαγορευτικό παράγοντα, όταν το σύνολο των παρατηρήσεων είναι αρκετά µεγάλο. 

   

• Φαινόµενο της αλυσίδας:  

   Η µέθοδος single-link έχει ως µοναδική προϋπόθεση µόνο µία εγγύτητα  (όπου  και 

 ) να είναι ελάχιστη, προκειµένου τα 2 συµπλέγµατα G, H να θεωρούνται κοντά µεταξύ τους 

ανεξαρτήτως των υπόλοιπων παρατηρήσεων. Συνεπώς, θα έχει την τάση να συνδυάζει, σε σχετικά 
χαµηλές τιµές, παρατηρήσεις που συνδέονται µε µια σειρά στενών ενδιάµεσων παρατηρήσεων. Τα 
συµπλέγµατα που παράγονται µε τη µέθοδο single-link µπορούν να παραβιάσουν την ιδιότητα 
“συµπαγοποίησης", δηλαδή ότι όλες οι παρατηρήσεις µέσα σε κάθε σύµπλεγµα τείνουν να είναι 
παρόµοιες µεταξύ τους µε βάση τις παρεχόµενες εγγύτητες των παρατηρήσεων . Εάν 

ορίσουµε τη διάµετρο  µιας οµάδας παρατηρήσεων ως τη µεγαλύτερη εγγύτητα µεταξύ των 
µελών της 

                                                     , 

τότε η µέθοδος single-link µπορεί να παράγει συµπλέγµατα µε πολύ µεγάλες διαµέτρους. 

O(n3) O(n2)

f (xi, xj) xiεG

xjεH

f (xi, xj)
DG

DG = ma xi, jεG f (xi, xj)
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          Εικόνα 3.7  Διαµέριση παρατηρήσεων µε τη µέθοδο single-link και φαινόµενο αλυσίδας 

   Στην εικόνα 3.7 παρατηρούµε ένα παράδειγµα φαινοµένου της αλυσίδας, όπου η διαµέριση που 
προέκυψε µε τη µέθοδο single-link δεν είναι βέλτιστη διασπώντας το ένα από τα 2 φυσικά 
συµπλέγµατα. Γενικά επιµήκη σηµειακά σύννεφα αναγνωρίζονται, αλλά δεν είναι δυνατή η 
ανίχνευση συµπλεγµάτων που συνδέονται µε ενδιάµεσες παρατηρήσεις. Η εσωτερική συνοχή των 
συµπλεγµάτων είναι απολύτως αδιάφορη και ένα µικρό αρχικό σύµπλεγµα µπορεί εύκολα να 
προσελκύσει τις άλλες παρατηρήσεις µία προς µία στα στάδια οµαδοποίησης. Συνεπώς, είναι 
ευαίσθητη στο θόρυβο και τις ακραίες παρατηρήσεις. 


• Οι αποφάσεις συγχώνευσης είναι τελικές :  

   Όταν αποφασιστεί η συγχώνευση δύο συµπλεγµάτων δεν µπορεί να ανακληθεί αργότερα. Αυτή η 
προσέγγιση εµποδίζει ένα τοπικό κριτήριο βελτιστοποίησης να γίνει ένα κριτήριο συνολικής 
βελτιστοποίησης. Υπάρχουν ορισµένες τεχνικές που προσπαθούν να ξεπεράσουν τον περιορισµό 
του ότι οι συγχωνεύσεις είναι τελικές. Μια προσέγγιση επιχειρεί να διορθώσει την ιεραρχική 
οµαδοποίηση µετακινώντας κλαδιά του δέντρου, έτσι ώστε να βελτιωθεί η τιµή µιας αντικειµενικής 
συνάρτησης. Μια άλλη προσέγγιση χρησιµοποιεί τη µέθοδο k-means για τη δηµιουργία πολλών 
µικρών συµπλεγµάτων, και στη συνέχεια εκτελεί τη µέθοδο single-link χρησιµοποιώντας αυτά τα 
µικρά συµπλέγµατα ως σηµείο εκκίνησης. 
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Πλεονεκτήµατα Single-link Hierarchical Clustering 

• Απλή υλοποίηση και εφαρµοφή: 

 Η µέθοδος µπορεί να υλοποιηθεί αρκετά εύκολα και δεν προϋποθέτει τον προσδιορισµό του 
αριθµού των συµπλεγµάτων εκ των προτέρων. Επιπλέον, µπορεί να γίνει χρήση οποιασδήποτε 
συνάρτησης εγγύτητας κατά τον προσδιορισµό του αντίστοιχου πίνακα, ο οποίος αποτελεί και το 
µοναδικό όρισµα της µεθόδου. 

• Έλλειψη Τυχαιότητας: 

   Διαδοχικές εφαρµογές της µεθόδου χρησιµοποιώντας το ίδιο σύνολο παρατηρήσεων έχουν το ίδιο 
αποτέλεσµα. Τα βήµατα που ακολουθεί είναι συγκεκριµένα και δεν επηρεάζονται από κάποιον 
τυχαίο παράγοντα. 

• Δηµιουργία εµφωλευµένων συσχετίσεων: 

   Εκτός της τελικής διαµέρισης, εξετάζει και τις επιµέρους συσχετίσεις µεταξύ των παρατηρήσεων, 
γεγονός ιδιαίτερα σηµαντικό στη µελέτη παρατηρήσεων που σχετίζονται µε τοµείς που βρίσκονται 
υπό εξερεύνηση. 

• Καλή εφαρµογή στα µη ελλειπτικά συµπλέγµατα:  

   Ο αλγόριθµος single-link είναι ιδιαίτερα κατάλληλος για την αναγνώριση µη ελλειπτικών δοµών 
σε ένα σύνολο παρατηρήσεων, δεδοµένου ότι δεν υπάρχει έντονος θόρυβος έτσι ώστε να 
επηρεαστεί από το φαινόµενο της αλυσίδας. 

3.7  Single-link και ελάχιστα διασυνδετικό δέντρο 

  Για να παρουσιάσουµε τις λεπτοµέρειες ξεκινάµε µε µια σύντοµη εισαγωγή των MSTs και µε 
ορισµένους αποτελεσµατικούς αλγορίθµους για την εύρεση ενός MST. Tο δέντρο είναι µια έννοια 
στη θεωρία των γραφηµάτων. Ένα δέντρο είναι ένα συνδεδεµένο γράφηµα χωρίς κύκλους (Jain και 
Dubes, 1988). ST (spanning tree) είναι ένα δέντρο που περιέχει όλες τις κορυφές του γραφήµατος. 
Όταν κάθε ακµή σε ένα γράφηµα ζυγίζεται από την ανοµοιότητα µεταξύ των δύο κορυφών που 
συνδέει την άκρη, το βάρος ενός δέντρου είναι το άθροισµα βάρους των ακµών του δέντρου. Ένα 
MST ενός γραφήµατος G είναι ένα δέντρο που έχει ελάχιστο βάρος µεταξύ όλων των άλλων 
δέντρων του G. 
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  Έχουν αναπτυχθεί πολλοί αλγόριθµοι για την εύρεση ενός MST. Δύο δηµοφιλείς αλγόριθµοι για 
την εύρεση ενός MST έχουν αναπτυχθεί από τον Kruskal (1956) µε πολυπλοκότητα , 
και τον Prim (1957) µε πολυπλοκότητα . Στους αλγορίθµους αυτούς, οι ακµές 
ανήκουν σε ένα από τα δύο σύνολα Α και Β σε οποιοδήποτε στάδιο, όπου Α είναι το σύνολο που 
περιέχει τις ακµές που έχουν αντιστοιχιθεί στο MST, και το Β είναι το σύνολο ακµών που δεν έχουν 
εκχωρηθεί. Ο Prim πρότεινε έναν επαναληπτικό αλγόριθµο που ξεκινά µε οποιαδήποτε από τις 
δοσµένες κορυφές και αρχικά αποδίδει στο Α τη µικρότερο ακµή, ξεκινώντας από αυτή την 
κορυφή. Στη συνέχεια, ο αλγόριθµος συνεχίζει να εκχωρεί στο Α τη µικρότερη ακµή από το Β που 
συνδέει τουλάχιστον ένα τµήµα από το Α, χωρίς να σχηµατίζει κλειστό βρόχο µεταξύ των 
τµηµάτων που βρίσκονται ήδη στον Α. Ο αλγόριθµος θα σταµατήσει όταν υπάρχουν n - 1 ακµές 
στο Α. Το ελάχιστο διασυνδετικό δέντρο που δηµιουργείται από αυτούς τους αλγορίθµους µπορεί 
να µην είναι µοναδικό, εάν υπάρχουν ίσες ακµές ελάχιστου µήκους. 

   Εποµένως µε βάση τον πίνακα εγγύτητας µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα γράφηµα µε n 

κόµβους και    ακµές, όπου κάθε ακµή θα έχει ως βάρος την αντίστοιχη οµοιότητα 

, όπου  και  είναι οι δύο κόµβοι-παρατηρήσεις που συνδέει. Στη συνέχεια, (κάνοντας 

χρήση τη λίστα γειτνίασης για την αποθήκευση του γραφήµατος και το σωρό Fibonacci για την 
ουρά προτεραιότητας) εφαρµόζουµε τον αλγόριθµου του Prime και βρίσκουµε το ελάχιστο 
διασυνδετικό δένδρο µε χρονική πολυπλοκότητα . Εποµένως, η επιθυµητή διαµέριση 
προκύπτει διαγράφοντας όλες τις ακµές που έχουν βάρος µεγαλύτερο από την τιµή που έχουµε 
επιλέξει να κόψουµε το δέντρο (εικόνα 3.8). Οι συνεκτικές συνιστώσες του παραγόµενου 
γραφήµατος αποτελούν τα συµπλέγµατα της διαµέρισης των αρχικών παρατηρήσεων. 

     Εικόνα 3.8  α) Ελάχιστο διασυνδετικό δέντρο των παρατηρήσεων β) Παραγόµενη διαµέριση 

O(ElogE )
O(VlogV + E )

n(n − 1)
2

f (xi, xj) xi xj

O(n2)
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 Κεφάλαιο 4 

  4.1 Συµπλέγµατα µε βάση την πυκνότητα 

  Η αδυναµία πολλών αλγορίθµων οµαδοποίησης να διαχειριστούν ακραίες παρατηρήσεις καθώς 
και συµπλέγµατα διαφορετικού σχήµατος, οδήγησε στη δηµιουργία εναλλακτικών τεχνικών που 
βασίζονται στην έννοια της πυκνότητας. 

                                            Εικόνα 4.1: 3 διαφορετικά σύνολα παρατηρήσεων 

 Στην εικόνα 4.1 παρατηρούµε συµπλέγµατα διαφορετικής πυκνότητας, σχήµατος αλλά και 
παρατηρήσεις που δεν ανήκουν σε κάποιο σύµπλεγµα. Ο κύριος λόγος που µπορούµε να 
διακρίνουµε τα συµπλέγµατα και στις 3 περιπτώσεις είναι ότι εντός κάθε συµπλέγµατος η 
πυκνότητα των παρατηρήσεων είναι µεγαλύτερη σε σχέση µε αυτή που υπάρχει στα σηµεία µε τις 
ακραίες παρατηρήσεις. Παρόλο που δεν υπάρχουν τόσες προσεγγίσεις για τον ορισµό της 
πυκνότητας όπως υπάρχουν για τον ορισµό της οµοιότητας, υπάρχουν αρκετές διαφορετικές 
µέθοδοι.  
 Στη συνέχεια, προσπαθούµε να επισηµοποιήσουµε αυτή τη διαισθητική έννοια των 
"συµπλεγµάτων" και “θορύβου” µε τη βοήθεια µιας κεντρικής προσέγγισης της πυκνότητας, για 
ένα σύνολο παρατηρήσεων  κάποιου m-διαστάσεων χώρου S. Μια σηµαντική 
έννοια στους αλγόριθµους µε βάση την πυκνότητα είναι η Eps-γειτονιά µιας παρατήρησης x. Στη 
συνέχεια, η Eps-γειτονιά της x συµβολίζεται µε  και ορίζεται ως εξής. 

Ορισµός 4.1: (Eps-γειτονιά της παρατήρησης x)  H Eps-γειτονιά της παρατήρησης x αποτελεί το 
σύνολο:  
                                                       

όπου Π το σύνολο των παρατηρήσεων και  οποιαδήποτε µετρική συνάρτηση. 

Π = {x1, x2, . . . , xn}

NEps(x)

NEps(x) = {yεΠ : d(x, y) ≤ Eps}

d()
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Εικόνα 4.2:  Eps-γειτονιά για ευκλείδεια µετρική στον  

 Το σχήµα µιας γειτονιάς καθορίζεται από την επιλογή της µετρικής. Για παράδειγµα, όταν 
χρησιµοποιούµε τη Manhattan µετρική στο , το σχήµα της γειτονίας είναι ορθογώνιο, ενώ 
κάνοντας χρήση της Ευκλείδειας µετρικής θα έχει τη µορφή κύκλου στο (εικόνα 4.2). Με βάση 
τον παραπάνω ορισµό, µια αφελής προσέγγιση για κάθε παρατήρηση εντός κάποιου συµπλέγµατος 
θα ήταν να θεωρήσουµε ότι η Eps-γειτονία τους περιέχει κάποιο ελάχιστο αριθµό παρατηρήσεων. 
Παρόλα αυτά, η παραπάνω θεώρηση αποτυγχάνει γιατί υπάρχουν δύο είδη παρατηρήσεων σε ένα 
σύµπλεγµα: παρατηρήσεις εντός του συµπλέγµατος (κεντρικές παρατηρήσεις) και παρατηρήσεις 
στα σύνορα του συµπλέγµατος (συνοριακές παρατηρήσεις), όπως θα δούµε και στη συνέχεια. Σε 
γενικές γραµµές, η Eps-γειτονία µιας συνοριακής παρατήρησης x περιέχει σηµαντικά λιγότερες 
παρατηρήσεις σε σχέση µε τη γειτονία µιας κεντρικής παρατήρησης. Για την αντιµετώπιση του 
παραπάνω ζητήµατος πρέπει να ορίσουµε τους κύριους χαρακτηρισµούς των παρατηρήσεων. 

Κεντρικές παρατηρήσεις: Αυτές οι παρατηρήσεις βρίσκονται στο εσωτερικό ενός συµπλέγµατος 
που ορίζεται µε βάση την πυκνότητα. Μια παρατήρηση θεωρείται κεντρική παρατήρηση εάν ο 
αριθµός των παρατηρήσεων εντός µιας δεδοµένης γειτονιάς γύρω από τη παρατήρηση, όπως 
προσδιορίζεται από τη συνάρτηση απόστασης και τη παράµετρο αποστάσεως Eps, υπερβαίνει ένα 
ορισµένο κατώτατο όριο  (εικόνα 4.3 παρατήρηση Α για ) . Ισοδύναµα :   
                                           
                                               κεντρική παρατήρηση, 

 όπου  ο αριθµός των παρατηρήσεων στο  . 

Συνοριακές παρατηρήσεις: Μια συνοριακή παρατήρηση δεν είναι κεντρική παρατήρηση αλλά 
βρίσκεται στη γειτονιά κάποιας κεντρικής παρατήρησης (εικόνα 4.3 παρατήρηση B για ). 
Επιπλέον, µπορεί να βρίσκεται στη γειτονιά παραπάνω από µία κεντρικών παρατηρήσεων. 

Ακραίες παρατηρήσεις-θόρυβος: Ακραίες θα είναι οι παρατηρήσεις που δεν είναι ούτε 
συνοριακές αλλά ούτε κεντρικές (εικόνα 4.3 παρατήρηση C για ).  

ℝ2

ℝ2

ℝ2

Nmin Nmin = 7

|NEps(x) | ≥ Nmin ⇔ x

|NEps(x) | NEps(x)

Nmin = 7

Nmin = 7
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Εικόνα 4.3:  C: ακραία , B: συνοριακή , A: κεντρική παρατήρηση 

                      
   Ο χαρακτηρισµός των σηµείων είναι άµεσα συνδεδεµένος µε την επιλογή των τιµών για τις 
παραµέτρους Eps και  , οι οποίες είναι και οι βασικές παράµετροι της µεθόδου DBSCAN, 
όπως θα δούµε και στη συνέχεια. Μεγάλες τιµές της παραµέτρου Eps αλλά και µικρές τιµές της 

 εν γένει θα έχουν ως αποτέλεσµα πολλές παρατηρήσεις να θεωρούνται κεντρικές, ενώ 
αντίθετα µικρές τιµές της Eps και µεγάλες της  οδηγούν στο χαρακτηρισµό πολλών 
παρατηρήσεων ως θόρυβο. Επιπλέον, προκειµένου να ορίσουµε την έννοια του συµπλέγµατος θα 
έχουµε τους παρακάτω ορισµούς:  

Όρισµός 4.2: (Άµεσα πυκνά-προσβάσιµη ) Μία παρατήρηση x θα είναι άµεσα πυκνά-προσβάσιµη 
από µία παρατήρηση y (µε βάση κάποιο Eps και  ) εάν: 

      1.     

      2.       ( συνθήκη κεντρικής παρατήρησης )  

   Προφανώς η παραπάνω έννοια είναι συµµετρική για ζεύγη κεντρικών παρατηρήσεων, κάτι το 
οποίο δεν συµβαίνει όµως όταν µία απο τις 2 παρατηρήσεις δεν είναι κεντρική (εικόνα 4.3 
παρατηρήσεις Α και Β). 

Όρισµός 4.3: (Πυκνά-προσβάσιµη) Μία παρατήρηση x θα είναι πυκνά-προσβάσιµη από µία 
παρατήρηση y, εάν υπάρχει ακολουθία παρατηρήσεων   τέτοια ώστε κάθε  
να είναι άµεσα πυκνά-προσβάσιµη από τη  για κάθε  

Nmin

Nmin

Nmin

Nmin

xεNEps(y)

|NEps(y) | ≥ Nmin

x = x1, x2, . . . , xi = y xl

xl+1 l = 1,2,...,i − 1
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   Δεδοµένου ότι ο ορισµός 4.3 αποτελεί µία επέκταση του προηγούµενου, δεν θα είναι συµµετρική 
έννοια µε µοναδική εξαίρεση όταν κάθε  είναι κεντρική παρατήρηση. Παρ’ όλα αυτά θα ισχύει η 
µεταβατικότητα και για τις 2 παραπάνω έννοιες. 

Όρισµός 4.4: (Πυκνά-συνδεδεµένη) Δύο παρατηρήσεις x και y λέγεται ότι είναι πυκνά-
συνδεδεµένες σε σχέση µε Eps και Nmin, εάν υπάρχει µία παρατήρηση z τέτοια, ώστε τόσο η x όσο 
και η y είναι πυκνά-προσβάσιµες από τη z σε σχέση µε Eps και Nmin. 
 
 

      


         Εικόνα 4.4: (α) p πυκνά-προσβάσιµη απο q , (β) p,q πυκνά συνδεδεµένες  

 Με βάση τα παραπάνω, µπορούµε να καθορίσουµε την έννοια του συµπλέγµατος µέσω της 
έννοιας της πυκνότητας, ως ένα σύνολο παρατηρήσεων που είναι πυκνά συνδεδεµένο, το οποίο 
είναι µέγιστο ως προς την πυκνά-προσβασιµότητά του. Αντίστοιχα, θόρυβος είναι το σύνολο των 
παρατηρήσεων που δεν ανήκουν σε κάποιο σύµπλεγµα. Μαθηµατικά οι έννοιες αυτές ορίζονται ως 
εξής:  

Όρισµός 4.5: (Σύµπλεγµα) Εάν  το σύνολο των παρατηρήσεων, ένα µη κενό 
υποσύνολο C του Π,  θα καλείται σύµπλεγµα αν ικανοποιεί τις ακόλουθες προϋποθέσεις: 

   1.   , εάν  και y είναι πυκνά-προσβάσιµη από τη x δεδοµένου των Eps και                 
        , τότε  

   2.   , x και y είναι πυκνά-συνδεδεµένες δεδοµένου των Eps και                 
        , 

Όρισµός 4.6:(Θόρυβος) Εάν  είναι τα συµπλέγµατα του συνόλου 
 των παρατηρήσεων δεδοµένου των Eps και , θα ορίζεται ως θόρυβος το 

υποσύνολο  

Άµεση συνέπεια των ορισµών αυτών θα είναι η παρακάτω παρατήρηση:  

xl

Π = {x1, x2, . . . , xn}

∀x, yεΠ xεC
Nmin yεC

∀x, yεC
Nmin

C1, C2, . . . , Ck

Π = {x1, x2, . . . , xn} Nmin

N = {xεΠ |∀i : x ∉ Ci}
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Παρατήρηση:  Κάθε σύµπλεγµα θα πρέπει να περιέχει τουλάχιστον  παρατηρήσεις 

Απόδειξη 

   Εάν x µία παρατήρηση ενός συµπλέγµατος C, τότε θα πρέπει να είναι πυκνά-συνδεδεµένη µε τον 
εαυτό της µέσω κάποιας παρατήρησης y (µπορεί y=x). Εποµένως για να ισχύει αυτό θα πρέπει η y 
να είναι κεντρική παρατήρηση και η γειτονιά της θα πρέπει να έχει τουλάχιστον  παρατηρήσεις 
οι οποίες θα ανήκουν στο C. 
                                                                                                             

                                                                                                                                        

4.2  DBSCAN 

 To 1996 oι Martin Ester, Hans-Peter Kriegel, Jörg Sander και Xiaowei Xu πρότειναν έναν 
αλγόριθµο οµαδοποίησης µε βάση την πυκνότητα που ονοµάζεται DBSCAN (Density-Based 
Spatial Clustering of Applications with Noise). Ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί µια βοηθητική 
συνάρτηση µε όνοµα ExpandCluster. Το βασικό τµήµα του αλγορίθµου παίρνει τρεις παραµέτρους 
εισόδου: το σύνολο των παρατηρήσεων , την ακτίνα της γειτονιάς Eps και τον 
ελάχιστο αριθµό παρατηρήσεων εντός της κάθε γειτονιάς . Κάθε παρατήρηση έχει ένα 
χαρακτηριστικό που ονοµάζεται ClusterId, το οποίο αποθηκεύει το αναγνωριστικό του 
συµπλέγµατος και αρχικά είναι ίσο µε το ΑΤΑΞΙΝΟΜΗΤΟΣ. Πρώτον, ο αλγόριθµος δηµιουργεί 
µια ετικέτα για το πρώτο σύµπλεγµα που θα βρεθεί. Στη συνέχεια, οι παρατηρήσεις στο Π 
διαβάζονται. Η τιµή του χαρακτηριστικού ClusterId της πρώτης αναγνωσµένης παρατήρησης είναι 
ίση µε ΑΤΑΞΙΝΟΜΗΤΟΣ. Ενώ ο αλγόριθµος αναλύει κάθε παρατήρηση τη µία µετά την άλλη, 
είναι πιθανό τα χαρακτηριστικά ClusterId ορισµένων παρατηρήσεων να αλλάξουν πριν αναλυθούν 
αυτές οι παρατηρήσεις. Μια τέτοια περίπτωση µπορεί να συµβεί όταν µια παρατήρηση είναι πυκνά-
προσβάσιµη από µια κεντρική παρατήρηση που εξετάστηκε νωρίτερα. Τέτοιες παρατηρήσεις που 
είναι πυκνά προσβάσιµες θα ανατεθούν στο σύµπλεγµα µιας κεντρικής παρατήρησης και δεν θα 
αναλυθούν αργότερα. Εάν µία παρατήρηση p που αναλύεται επί του παρόντος δεν έχει ακόµη 
ταξινοµηθεί (η τιµή του χαρακτηριστικού του ClusterId είναι ίση µε το ΑΤΑΞΙΝΟΜΗΤΟΣ), τότε 
θα καλείται η λειτουργία ExpandCluster για αυτή την παρατήρηση. Εάν το p είναι κεντρική 
παρατήρηση, τότε όλες οι παρατηρήσεις στο  εκχωρούνται από τη συνάρτηση 

ExpandCluster στο σύµπλεγµα µε µια ετικέτα ίση µε την τρέχουσα ετικέτα συµπλέγµατος. Στη 
συνέχεια, δηµιουργείται µια νέα ετικέτα συµπλέγµατος από το DBSCAN. Διαφορετικά, εάν η p δεν 
είναι κεντρική παρατήρηση, το χαρακτηριστικό ClusterId της παρατήρησης p ορίζεται σε 
ΘΟΡΥΒΟΣ, πράγµα που σηµαίνει ότι θα αντιµετωπιστεί πειραµατικά ως θόρυβος. Μετά την 
ανάλυση όλων των παρατηρήσεων στο Π, το χαρακτηριστικό ClusterId κάθε παρατήρησης 
αποθηκεύει µια αντίστοιχη ετικέτα συµπλέγµατος ή η τιµή της είναι ίση µε ΘΟΡΥΒΟΣ. Με άλλα 
λόγια, το Π περιέχει µόνο σηµεία τα οποία έχουν εκχωρηθεί σε συγκεκριµένα συµπλέγµατα ή είναι 
θόρυβος.  

Nmin

Nmin

Π = {x1, x2, . . . , xn}
Nmin

NEps(p)
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   Η συνάρτηση ExpandCluster παίρνει πέντε παραµέτρους: Π το σύνολο των παρατηρήσεων, την 
παρατήρηση p που βρίσκεται υπό επεξεργασία, ClId την τρέχουσα τιµή του ClusterId, την ακτίνα 
της γειτονιάς Eps και MinPts, τον ελάχιστο αριθµό παρατηρήσεων στην γειτονιά που απαιτείται για 
να αποτελούν ένα σύµπλεγµα. Η λειτουργία ξεκινά µε τον υπολογισµό της γειτονιάς της 
παρατήρησης p. Αν το πλήθος των παρατηρήσεων της γειτονιάς   της p είναι µικρότερο από 

MinPts, τότε δεν είναι µια κεντρική παρατήρηση. Επιπλέον, η τιµή του χαρακτηριστικού του 
ClusterId ρυθµίζεται προσωρινά σε NOISE και το ExpandCluster αναφέρει την αποτυχία 
δηµιουργίας του συµπλέγµατος. Διαφορετικά, εάν ο αριθµός των παρατηρήσεων στην περιοχή 

 του p είναι επαρκής, η p αναγνωρίζεται ως κεντρική παρατήρηση. Εποµένως, όλες οι 

παρατηρήσεις που είναι πυκνά προσβάσιµες από τη p θα αποτελούν ένα σύµπλεγµα. Αφού 
προσδιορίσαµε τη γειτονιά της p, όλες οι παρατηρήσεις αυτής της γειτονιάς γίνονται µέλη του 
συµπλέγµατος που είναι ήδη υπο δηµιουργία (µια ClId ετικέτα αποδίδεται στα πεδία ClusterId 
αυτών των παρατηρήσεων). Η γειτονιά της παρατήρησης p (εκτός από τη p), αποθηκεύεται σε µία 
ουρά προτεραιότητας προκειµένου να εξεταστεί ποιές απο αυτές αποτελούν οριακές και ποιές 
κεντρικές παρατηρήσεις, επεκτείνοντας έτσι το σύµπλεγµα. Η γειτονιά κάθε παρατήρησης της 
ουράς που είναι κεντρική παρατήρηση θα προστεθεί εκ νέου στην ουρά, κάτι το οποίο δεν θα 
συµβεί µε τη γειτονιά των οριακών παρατηρήσεων. Οι παρατηρήσεις που ανήκουν στις γειτονιές 
των κεντρικών παρατηρήσεων της ουράς και έχουν ταξινοµηθεί νωρίτερα ως θόρυβος, τώρα 
αντιστοιχίζονται στο τρέχον σύµπλεγµα. 
Η παραπάνω διαδικασία µε µορφή ψευδοκώδικα θα είναι ως εξής: 

Αλγόριθµος 4.1  DBSCAN 
Δεδοµένα: Σύνολο των παρατηρήσεων Π ,ακτίνα Eps, ελ.αριθµός παρατηρήσεων  
Αποτέλεσµα: ClusterId η οποία εκχωρεί µια ετικέτα συµπλέγµατος σε κάθε παρατήρηση 
1. ClusterId = ετικέτα για το πρώτο σύµπλεγµα 
2. Για κάθε παρατήρηση p στο Π επανάλαβε 
3.     Εάν ( p.Clusterid = ΑΤΑΞΙΝΟΜΗΤΟΣ ) τότε 
4.          Εάν ExpandCluster(Π,p,ClusterId,Eps, ) τότε 
5.                 ClusterId = NextId(ClusterId) 
6.          τέλος  
7.     τέλος  
8. τέλος 
  
Συνάρτηση 4.1 ExpandCluster 
Δεδοµένα: Σύνολο Π ,ακτίνα Eps, ελ.αριθµός παρατηρήσεων , παρατήρηση p, τρέχον 
σύµπλεγµα ClId  
Αποτέλεσµα: Αληθής ή Ψευδής 
1. Σ (ουρά προτεραιότητας) =  
2. Εάν |Σ| <  τότε  
3.    p.Clusterid = ΘΟΡΥΒΟΣ 
4.    επέστρεψε Ψευδής 
5. αλλιώς 
6.    για κάθε q στο Σ επανάλαβε      // µαζί µε το p 

NEps(p)

NEps(p)

Nmin

Nmin

Nmin

NEps(p)
Nmin
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7.          q.ClusterId= ClId 
8.    τέλος 
9.    διάγραψε p από το Σ 
10.  Όσο |Σ| > 0 επανάλαβε 
11.        curPoint = πρώτη παρατήρηση στο Σ 
12.        Σ’ =  
13.        Εάν |Σ’| >=   τότε  
14.            Για κάθε q στο Σ’ επανάλαβε 
15.                  Εάν  ( q.ClusterId = ΑΤΑΞΙΝΟΜΗΤΟΣ ) τότε  
16.                           q.ClusterId = ClId  
17.                           πρόσθεσε q στο Σ 
18.                  Αλλίως εάν ( q.ClusterId = ΘΟΡΥΒΟΣ ) τότε 
19.                               q.ClusterId = ClId 
20.                  τέλος 
21.             τέλος 
22.        τέλος 
23.        διάγραψε curPoint από το Σ 
24.  τέλος 

 Παρατηρούµε ότι λόγω του γεγονότος ότι η γειτονιά της παρατήρησης p που µεταβιβάζεται ως 
παράµετρος της συνάρτησης ExpandCluster µπορεί να περιέχει παρατηρήσεις που έχουν 
ταξινοµηθεί νωρίτερα ως θόρυβος, ορισµένοι υπολογισµοί στη συνάρτηση ExpandCluster είναι 
περιττοί (Kryszkiewicz & Skonieczny, 2005). Αυτές οι παρατηρήσεις θα υποβληθούν εκ νέου σε 
επεξεργασία. Επιπλέον αξίζει να σηµειωθεί ότι οι οριακές παρατηρήσεις µπορεί να ανήκουν σε 
πολλά συµπλέγµατα. Παρόλο που ο αλγόριθµος DBSCAN εκχωρεί αυτές τις παρατηρήσεις µόνο σε 
ένα σύµπλεγµα, θα ήταν δυνατό να αλλάξει ο αλγόριθµος έτσι ώστε οι οριακές παρατηρήσεις να 
αντιστοιχίζονται σε όλα τα πιθανά συµπλέγµατα. Επιπλέον η συνάρτηση ExpandCluster 
επεξεργάζεται όλες τις παρατηρήσεις που περιέχονται στην ουρά. Κάθε µία από αυτές τις 
παρατηρήσεις αφαιρείται από την ουρά, αφού υποβληθεί σε επεξεργασία. Όταν η ουρά είναι άδεια 
(δηλαδή ελεγχθούν όλες οι παρατηρήσεις που βρέθηκαν), τότε η λειτουργία τελειώνει. 

           Εικόνες 4.5 - 4.10   Παράδειγµα Εφαµοργής του Αλγορίµου DBSCAN 

NEps(curPoint)
Nmin

Εικόνα 4.5 Η γειτονιά της πρώτης κεντρικής 
 παρατήρησης εισάγεται στο σύµπλεγµα  

Εικόνα 4.6 Η µεταγενέστερη αντιστοίχιση πυκνά 
προσβάσιµων παρατηρήσεων αποτελεί την πρώτη συστάδα. 
Το αρχικό σύνολο Σ καθορίζεται για το δεύτερο σύµπλεγµα 
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Ανάλυση πολυπλοκότητας χρόνου και χώρου 

   Η βασική χρονική πολυπλοκότητα του αλγόριθµου DBSCAN είναι O (n × χρόνος για να βρεθούν 
σηµεία στην γειτονιά  κάθε παρατήρησης p ), όπου n είναι ο αριθµός των παρατηρήσεων. 

Στη χειρότερη περίπτωση,αυτή η πολυπλοκότητα είναι  χρησιµοποιώντας τον πιο απλό τρόπο 
(ελέγχοντας απλώς την απόσταση όλων των άλλων n - 1 παρατηρήσεων στο Π) θεωρώντας πάντα 
ότι οι διαστάσεις των παρατηρήσεων είναι πολύ µικρότερες από τον αριθµό n. Υποστηρίζεται ότι η 
διαδικασία εύρεσης της γειτονιάς  µπορεί να γίνει µε πιο αποτελεσµατικό τρόπο µε χρήση 

 δέντρων µε πολυπλοκότητα , µε τη µέση πολυπλοκότητα του χρόνου λειτουργίας να  

NEps(p)
O(n2)

NEps(p)
R* O(logn)

Εικόνα 4.7 Το δεύτερο σύµπλεγµα φτάνει στο µέγιστο 
του µέγεθος. Το αρχικό σύνολο Σ καθορίζεται για το 
τρίτο σύµπλεγµα 

Εικόνα 4.8 Το τρίτο σύµπλεγµα φτάνει στο µέγιστο του 
µέγεθος. Το αρχικό σύνολο Σ καθορίζεται για το τέταρτο 
σύµπλεγµα 

Εικόνα 4.9 Το τελικό αποτέλεσµα οµαδοποίησης µε 
DBSCAN 
 


Εικόνα 4.10 Θόρυβος (κενές τελείες) 
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µπορεί να µειωθεί στο . Ο παραπάνω ισχυρισµός βασίζεται στο ότι το ύψος του δέντρου 
βρίσκεται στο O (log n), και µια αναζήτηση της γειτονιάς  πρέπει να διασχίσει µόνο ένα 

περιορισµένο αριθµό διαδροµών στο δέντρο (ειδικά για µικρά Eps). Ωστόσο, δεν υπάρχει 
θεωρητική εγγύηση ότι αυτό ισχύει, δεδοµένου ότι δεν µπορούµε να είµαστε βέβαιοι ότι κάθε 
αναζήτηση γειτονιάς θα διασχίσει ένα περιορισµένο αριθµό µονοπατιών στο δέντρο, ειδικά εάν η 
µεταβλητή Εps είναι µεγάλη. 
   Η απαίτηση χώρου του DBSCAN, ακόµη και για παρατηρήσεις µεγάλης διαστάσεως είναι O (n), 
επειδή για κάθε παρατήρηση αποθηκεύεται µόνο µία ετικέτα η οποία θα αναγράφει το σύµπλεγµα ή 
το ότι αποτελεί θόρυβος, αν δεν τοποθετηθεί σε κάποιο σύµπλεγµα. 

Ορθότητα αλγορίθµου 

  

   Η ορθότητα του αλγορίθµου DBSCAN αποδεικνύεται εύκολα µε βάση τα 2 παρακάτω λήµµατα, 
τα οποία αναφέρουν ότι δεδοµένου των παραµέτρων Eps και , µπορούµε να ανακαλύψουµε 
ένα σύµπλεγµα σε µια προσέγγιση δύο βηµάτων. Πρώτον επιλέγουµε µία αυθαίρετη παρατήρηση 
από το σύνολο των παρατηρήσεων Π, που ικανοποιεί την προϋπόθεση της κεντρικής παρατήρησης. 
Δεύτερον, βρίσκουµε όλα τα σηµεία που είναι πυκνά προσβάσιµα από το αρχικό σύνολο Σ. 

Λήµµα 4.1:  Έστω p µία παρατήρηση στο σύνολο Π µε . Τότε το σύνολο O όλων 

των πυκνά προσβάσιµων παρατηρήσεων από την p, δεδοµένου των παραµέτρων Eps και , θα 
αποτελεί ένα σύµπλεγµα. 

Λήµµα 4.2:  Έστω C ένα σύµπλεγµα δεδοµένου των παραµέτρων Eps και  και p οποιαδήποτε 
παρατήρηση στο C µε . Το σύνολο όλων των πυκνά προσβάσιµων 

παρατηρήσεων από την p, δεδοµένου των παραµέτρων Eps και , θα είναι ίσο µε το C. 

 Το λήµµα 4.2 µας εξασφαλίζει ότι οποιαδήποτε από τις κεντρικές παρατηρήσεις εντοπίσουµε 
πρώτα το σύµπλεγµα που θα προκύψει θα είναι το ίδιο, ενώ αντίστοιχα το λήµµα 4.1 εξασφαλίζει 
ότι ο εντοπισµός της αρχικής κεντρικής παρατήρησης και η εύρεση όλων των πυκνά προσβάσιµων 
παρατηρήσεων µέσω αυτής θα οδηγήσει στην εύρεση του συµπλέγµατος. 

4.3  Προσδιορισµός παραµέτρων  

  Η επιλογή των παραµέτρων Eps και  αποτελεί ένα από τα σηµαντικότερα ζητήµατα και 

πρέπει να διευθετηθεί πρωτού εφαρµοστεί ο αλγόριθµος DBSCAN, καθώς διαφορετικές τιµές των 
παραµέτρων µπορεί να οδηγήσουν σε εντελώς διαφορετικά αποτελέσµατα. Εν γένει, όπως έχει  

O(nlogn)
NEps(p)

Nmin

|NEps(p) | ≥ Nmin

Nmin

Nmin

|NEps(p) | ≥ Nmin

Nmin

Nmin
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αναφερθεί και νωρίτερα, µεγάλες τιµές της παραµέτρου Eps αλλά και µικρές τιµές της  θα 
έχουν ως αποτέλεσµα πολλές παρατηρήσεις να θεωρούνται κεντρικές, ενώ αντίθετα µικρές τιµές 
της Eps και µεγάλες της  οδηγούν στο χαρακτηρισµό πολλών παρατηρήσεων ως θόρυβο, 
έχοντας ως αποτέλεσµα την αδυναµία εντοπισµού συµπλεγµάτων τα οποία είναι σχετικά αραιά. 
   Μια βασική προσέγγιση για τον προσδιορισµό των παραµέτρων Eps και , είναι να δούµε τη 
συµπεριφορά της απόστασης κάθε παρατήρησης από τον k-οστό πλησιέστερο γείτονα της, τον 
οποίο θα ονοµάσουµε k-dist. Για τις παρατηρήσεις που ανήκουν σε κάποιο σύµπλεγµα η τιµή του 
k-dist θα είναι µικρή, εάν το k δεν είναι µεγαλύτερο από το µέγεθος του συµπλέγµατος. Σηµειώστε 
ότι θα υπάρξει κάποια διαφοροποίηση, ανάλογα µε την πυκνότητα του συµπλέγµατος και την 
τυχαία κατανοµή των παρατηρήσεων, αλλά κατά µέσο όρο το εύρος της µεταβολής δεν θα είναι 
τεράστιο, εάν οι πυκνότητες των συµπλεγµάτων δεν είναι ριζικά διαφορετικές. Ωστόσο, για 
παρατηρήσεις που δεν βρίσκονται σε σύµπλεγµα, όπως παρατηρήσεις θορύβου, το k-dist θα είναι 
σχετικά µεγάλο. Εποµένως, αν υπολογίσουµε το k-dist για όλες τις παρατηρήσεις για κάποιο k, τα 
ταξινοµήσουµε µε αυξανόµενη η φθίνουσα σειρά και στη συνέχεια σχεδιάσουµε τις ταξινοµηµένες 
τιµές, περιµένουµε να δούµε µια απότοµη αλλαγή στην τιµή του k-dist, που αντιστοιχεί σε µία τιµή 
για την παράµετρο Eps. Αν επιλέξουµε αυτή την απόσταση ως την παράµετρο Eps και πάρουµε την 
τιµή k ως την παράµετρο , τότε οι παρατηρήσεις για τις οποίες το k-dist είναι µικρότερο από το 
Eps θα επισηµαίνονται ως κεντρικές, ενώ οι υπόλοιπες θα επισηµαίνονται ως θόρυβος ή 
συνοριακές.  



 

              Εικόνες 4.11   Διάγραµµα 4-dist για ένα δυσδιάστατο σύνολο παρατηρήσεων


Nmin

Nmin

Nmin

Nmin
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   Ο εντοπισµός της µεταβολής µπορεί να γίνει µε τη βοήθεια ενός διαγράµµατος k-dist συναρτήσει 
κάθε παρατήρησης, όπως αυτό της εικόνας 4.11. Στην παραπάνω εικόνα παρατηρούµε ότι για 

 , η κατάλληλη τιµή της παραµέτρου Eps θα είναι γύρω στο 10. Η τιµή του Eps που 
καθορίζεται µε αυτόν τον τρόπο εξαρτάται από το k, αλλά δεν µεταβάλλεται δραµατικά καθώς τα k 
αλλάζουν. Εάν η τιµή του k είναι πολύ µικρή, τότε ακόµη και ένας µικρός αριθµός σηµείων που 
βρίσκονται κοντά στο σηµείο που είναι θόρυβος ή ακραίες τιµές, θα χαρακτηριστούν εσφαλµένα ως 
συστάδες. Εάν η τιµή του k είναι πολύ µεγάλη, τότε µικρές συστάδες (µεγέθους µικρότερες από k) 
είναι πιθανό να χαρακτηριστούν ως θόρυβος. Ο αρχικός αλγόριθµος DBSCAN χρησιµοποίησε µια 
τιµή k = 4, η οποία φαίνεται να είναι µια λογική τιµή για τα περισσότερα δυσδιάστατα σύνολα 
δεδοµένων. Για δεδοµένα 2 διαστάσεων συνήθως επιλέγεται η τιµή k=4, ενώ για µεγαλύτερες 
διαστάσεις θέτουµε k = m + 1, όπου m το σύνολο των χαρακτηριστικών κάθε παρατήρησης. 

4.4  Πλεονεκτήµατα και Μειονεκτήµατα 
 

Μειονεκτήµατα DBSCAN 

• Συµπλέγµατα διαφορετικής πυκνότητας:  

  Ο αλγόριθµος DBSCAN µπορεί να έχει προβλήµατα µε την πυκνότητα, εάν η πυκνότητα των 
συµπλεγµάτων διαφέρει αρκετά. Για παράδειγµα, στην εικόνα 4.12 έχουµε τέσσερα συµπλέγµατα 
ενσωµατωµένα στο θόρυβο τα οποία διαφοροποιούνται όσον αφορά την πυκνότητά τους. Η 
πυκνότητα των συµπλεγµάτων και των περιοχών θορύβου υποδεικνύεται από το διαφορετικό 
χρωµατισµός τους, θεωρώντας ως πιο πυκνές τις πιο σκούρες περιοχές. Ο θόρυβος γύρω από το 
ζευγάρι των πυκνότερων συµπλεγµάτων Α και Β έχει την ίδια πυκνότητα µε τα συµπλέγµατα C και 
D. Αν η τιµή της µεταβλητής Eps είναι αρκετά µεγάλη ώστε ο αλγόριθµος DBSCAN να βρει τα C 
και D ως συµπλέγµατα, τότε τα Α, Β και οι παρατηρήσεις που τους περιβάλλουν θα αποτελούν ένα 
µόνο σύµπλεγµα. 

               Εικόνα 4.12:  4 συµπλέγµατα διαφορετικής πυκνότητας ενσωµατωµένα σε θόρυβο 

Nmin = 4
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   Αν η τιµή της µεταβλητής Eps είναι αρκετά µικρή ώστε ο αλγόριθµος DBSCAN να βρει  τα Α και 
Β ως ξεχωριστά συµπλέγµατα και τις παρατηρήσεις που τα περιβάλλουν ως θόρυβο, τότε τα C και 
D και οι παρατηρήσεις που τα περιβάλλουν θα σηµειωθούν επίσης ως θόρυβος. 


• Δεν είναι εξ ολοκλήρου ντετερµινιστικός:  

   Οι συνοριακές παρατηρήσεις µπορούν να προσεγγιστούν από περισσότερα από ένα συµπλέγµατα 
και µπορούν να αποτελούν µέρος είτε ενός συµπλέγµατος είτε άλλου, ανάλογα µε τη σειρά που 
επεξεργάζονται οι παρατηρήσεις. Για τα περισσότερα σύνολα παρατηρήσεων, αυτή η κατάσταση 
δεν εµφανίζεται συχνά και έχει µικρή επίδραση στο αποτέλεσµα της οµαδοποίησης, καθώς τόσο 
στις κεντρικές παρατηρήσεις όσο και στις παρατηρήσεις θορύβου, ο αλγόριθµος DBSCAN είναι 
ντετερµινιστικός. 

• Χρονική πολυπλοκότητα:  

    Σύµφωνα µε την ανάλυση που έγινε νωρίτερα, είδαµε ότι η χρονική πολυπλοκότητα της µεθόδου 
είναι , γεγονός που µπορεί να αποτελέσει απαγορευτικό παράγοντα όταν το σύνολο των 
παρατηρήσεων είναι αρκετά µεγάλο.  

• Εξάρτηση από τη µετρική: 

  Η ποιότητα του DBSCAN εξαρτάται από τη µετρική που χρησιµοποιείται στην συνάρτηση 
Expandcluster για την εύρεση της περιοχής  κάθε παρατήρησης p. Η πιο συνηθισµένη 

µετρική που χρησιµοποιείται είναι η ευκλείδεια απόσταση. Ειδικά για παρατηρήσεις µεγάλης 
διαστάσεως, αυτή η µετρική µπορεί να καταστεί σχεδόν άχρηστη λόγω της αποκαλούµενης 
«κατάρας των διαστάσεων», καθιστώντας δύσκολη την εύρεση µιας κατάλληλης τιµής για την 
παράµετρο Eps. Αυτή η επίδραση, ωστόσο, υπάρχει και σε οποιοδήποτε άλλο αλγόριθµο που 
βασίζεται στην ευκλείδεια απόσταση. 

Πλεονεκτήµατα DBSCAN 

•  Εύρεση συµπλεγµάτων µε αυθαίρετα σχήµατα και µεγέθη: 

  Ο αλγόριθµος DBSCAN µπορεί να εντοπίσει συµπλέγµατα διαφόρων σχηµάτων, τα οποία δεν θα 
µπορούσε να διακρίνει π.χ. ο αλγόριθµος K means. Επιπλέον έχει τη δυνατότητα εντοπισµού 
συµπλεγµάτων που περιβάλονται από άλλα συµπλέγµατα χωρίς όµως να ακουµπάνε, αλλά και 
συµπλέγµατα ενσωµατωµένα µέσα σε θόρυβο (εικόνα 4.13). Συνεπώς, δεν τοποθετεί όλες τις 
παρατηρήσεις απαραίτητα σε κάποιο σύµπλεγµα, χαρακτηρίζοντας ως θόρυβο όσες δεν ανήκουν σε 

O(n2)

NEps(p)
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κάποιο σύµπλεγµα. Η παραπάνω έννοια ενδεχοµένως να βρίσκεται πιο κοντά στην πραγµατικότητα 
για συγκεκριµένες εφαρµογές, όπου απαιτείται ξεχωριστή µελέτη της συµπεριφοράς τέτοιων 
παρατηρήσεων. Σε αυτή την κατηγορία συνήθως ανήκουν και ακραίες παρατηρήσεις, οι οποίες δεν 
επηρεάζουν τη διαµόρφωση των υπολοίπων συµπλεγµάτων.  

• Απλότητα στην εφαρµογή: 

  Η εφαρµογή του αλγορίθµου δεν προαπαιτεί τη γνώση του αριθµού των συµπλεγµάτων παρά 
µόνο 2 µεταβλητών (Eps , ). Επιπλέον, η διάταξη των παρατηρήσεων δεν επηρεάζει το 
αποτέλεσµα όσον αφορά τις κεντρικές παρατηρήσεις και το θόρυβο, µε µικρές αποκλίσεις σπανίως 
ως προς τις συνοριακές. 

            

 Εικόνα 4.13:  Συµπλέγµατα που προέκυψαν από εφαρµογή του DBSCAN 

Nmin
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Κεφάλαιο 5 

 
5.1 Αξιολόγηση Συµπλεγµάτων 

  Η αξιολόγηση των παραγόµενων συµπλεγµάτων αποτελεί βασικό κοµµάτι της διαδικασίας 
διερεύνησης ενός συνόλου παρατηρήσεων. Κάθε αλγόριθµος οµαδοποίησης παράγει κάποια 
διαµέριση, ανεξάρτητα από το αν αυτή ανταποκρίνεται στην πραγµατικότητα, δηλαδή στην 
πραγµατική δοµή των παρατηρήσεων. Μία από τις εφαρµογές της παραπάνω αξιολόγησης αποτελεί 
και η σύγκριση διαφορετικών αλγορίθµων οµαδοποίησης, οι οποίοι εφαρµόζονται πάνω στο ίδιο 
σύνολο παρατηρήσεων. Παρόλο που είναι δυνατόν να αναπτυχθούν διάφορα αριθµητικά µέτρα για 
την εκτίµηση της εγκυρότητας των συµπλεγµάτων, υπάρχουν ορισµένες προκλήσεις. Πρώτον, ένα 
µέτρο της εγκυρότητας του συµπλέγµατος µπορεί να είναι αρκετά περιορισµένο στο πεδίο 
εφαρµογής του. Για παράδειγµα, οι περισσότερες εργασίες σχετικά µε τα µέτρα αξιολόγησης έχουν 
γίνει για τα δυσδιάστατα ή τρισδιάστατα χωρικά δεδοµένα. Δεύτερον, χρειαζόµαστε ένα πλαίσιο 
για την ερµηνεία κάθε µέτρου. Αν δηλαδή λάβουµε τιµή 10 για ένα µέτρο που αξιολογεί πόσο καλά 
οι ετικέτες συµπλέγµατος αντιστοιχούν σε ετικέτες κατηγορίας που παρέχονται εξωτερικά, θα 
πρέπει να είµαστε σε θέση να κρίνουµε αν αποτελεί καλή ή κακή τιµή. 


   Τα µέτρα αξιολόγησης ή οι δείκτες που εφαρµόζονται για να κρίνουν την εγκυρότητα ενός 
συµπλέγµατος, ταξινοµούνται παραδοσιακά στους παρακάτω τρεις τύπους: 


• Εσωτερικοί δείκτες: Μετράνε την καταλληλότητα µιας δοµής οµαδοποίησης, χωρίς να 
λαµβάνεται υπόψη κάποια εξωτερική πληροφόρηση. Τα µέτρα εγκυρότητας της οµαδοποίησης 
που ανήκουν σε αυτή τη κατηγορία, χωρίζονται συχνά σε δύο υποκατηγορίες: Μέτρα συνοχής 
συµπλέγµατος (συµπαγές, σφιχτό), τα οποία καθορίζουν πόσο στενά συσχετίζονται οι 
παρατηρήσεις σε ένα σύµπλεγµα, και µέτρα διαχωρισµού (αποµόνωσης) συµπλέγµατος, που 
καθορίζουν πόσο διακριτά ή καλά διαχωρισµένο είναι ένα σύµπλεγµα από άλλα συµπλέγµατα. 

• Εξωτερικοί δείκτες: Μετράνε τον βαθµό κατά τον οποίο η δοµή οµαδοποίησης που 
ανακαλύφθηκε από έναν αλγόριθµο συµπίπτει µε κάποια εξωτερική δοµή. Ένα παράδειγµα 
εξωτερικού δείκτη είναι η εντροπία, η οποία µετρά πόσο καλά οι ετικέτες συµπλέγµατος 
αντιστοιχούν σε εξωτερικά εφοδιασµένες ετικέτες κλάσης. Η ονοµασία τους προέρχεται από το 
γεγονός ότι χρησιµοποιούν πληροφορίες που δεν υπάρχουν στο σύνολο των παρατηρήσεων. 
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• Σχετικοί δείκτες αξιολόγησης:  Συγκρίνουν διαφορετικές οµαδοποιήσεις ή συµπλέγµατα. Ένα 
σχετικό µέτρο αξιολόγησης είναι ένας δείκτης εσωτερικός ή εξωτερικός, ο οποίος 
χρησιµοποιείται για σκοπούς σύγκρισης. Εποµένως τα σχετικά µέτρα δεν είναι στην 
πραγµατικότητα ένα ξεχωριστό είδος µέτρου αξιολόγησης, αλλά είναι µια συγκεκριµένη χρήση 
τέτοιων µέτρων. Παραδείγµατα τέτοιων εφαρµογών είδαµε στη περίπτωση του αλγορίθµου K 
means, όπου συγκρίναµε διαφορετικά αποτελέσµατα του αλγορίθµου για διάφορες τιµές της 
παραµέτρου k, διαλέγοντας εκείνη την τιµή µε το µικρότερο SSE. 

 Στη συνέχεια θα εστιάσουµε σε εξωτερικούς δείκτες αξιολόγησης, τους οποίους θα 
χρησιµοποιήσουµε προκειµένου να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα 3 διαφορετικών αλγορίθµων 
οµαδοποίησης. 

5.2  Εξωτερικοί δείκτες 

   Όταν έχουµε εξωτερικές πληροφορίες σχετικά µε τις παρατηρήσεις, είναι συνήθως µε την µορφή 
εξωτερικών ετικετών κλάσης για τις παρατηρήσεις. Στις περιπτώσεις αυτές, η συνήθης διαδικασία 
είναι να µετρηθεί ο βαθµός αντιστοιχίας µεταξύ των ετικετών συµπλέγµατος και των ετικετών 
κλάσης. Τα κίνητρα µιας τέτοιας ανάλυσης είναι η σύγκριση των διαφόρων αλγορίθµων 
οµαδοποίησης µε την πραγµατικότητα ή η αξιολόγηση του βαθµού στον οποίο µια διαδικασία 
χειρωνακτικής ταξινόµησης µπορεί να παραχθεί αυτόµατα µέσω κάποιου αλγορίθµου 
οµαδοποίησης. 
   Θεωρούµε δύο διαφορετικά είδη οµάδων. Η πρώτη αποτελείται από µέτρα όπως η εντροπία 
(entropy), η αγνότητα (purity) και το µέτρο F. Αυτά τα µέτρα αξιολογούν τον βαθµό κατά τον οποίο 
ένα σύµπλεγµα περιέχει παρατηρήσεις µιας κλάσης. Η δεύτερη οµάδα σχετίζεται µε τα µέτρα 
οµοιότητας για δυαδικά δεδοµένα, όπως το µέτρο Jaccard. Τα µέτρα αυτά αξιολογούν τον βαθµό 
κατά τον οποίο δύο παρατηρήσεις που βρίσκονται στην ίδια κλάση βρίσκονται και στο ίδιο 
σύµπλεγµα και αντίστροφα . Για λόγους ευκολίας, θα αναφερθούµε σε αυτές τις δύο οµάδες µέτρων 
ως προσανατολισµένη στην ταξινόµηση και προσανατολισµένη στην οµοιότητα αντίστοιχα. 

5.3  Προσανατολισµένοι στην ταξινόµηση  

  Στην κατηγορία αυτή ανήκουν δείκτες όπως η εντροπία (entropy), η αγνότητα (purity), η ακρίβεια 
(precision), η ανάκληση (recall) και το µέτρο F, τα οποία χρησιµοποιούνται συνήθως για την 
αξιολόγηση της απόδοσης ενός µοντέλου ταξινόµησης. Στην περίπτωση της ταξινόµησης, µετράµε 
τον βαθµό στον οποίο οι προβλεπόµενες ετικέτες κλάσης αντιστοιχούν σε πραγµατικές  



60 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: ΔΕΙΚΤΕΣ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ

ετικέτες κλάσης. Για τα προαναφερθέντα µέτρα, τίποτα θεµελιώδες δεν αλλάζει χρησιµοποιώντας 
ετικέτες συµπλέγµατος αντί για προβλεπόµενες ετικέτες κλάσης.


Entropy:  Ο βαθµός στον οποίο κάθε σύµπλεγµα αποτελείται από παρατηρήσεις µιας κλάσης. Για 
κάθε σύµπλεγµα υπολογίζεται αρχικά η κατανοµή των κλάσεων. Συγκεκριµένα για ένα σύµπλεγµα 
i, υπολογίζουµε την πιθανότητα ότι ένα µέλος του συµπλέγµατος i ανήκει στην κλάση j ως εξής : 

  , όπου  είναι ο αριθµός των παρατηρήσεων µέσα στο σύµπλεγµα i, και  είναι ο 

αριθµός των παρατηρήσεων της κλάσης j στο σύµπλεγµα i. Χρησιµοποιώντας την παραπάνω 
κατανοµή, η εντροπία κάθε συµπλέγµατος i υπολογίζεται ως εξής:

 


                                                     

όπου L ο αριθµός των κλάσεων. Η συνολική εντροπία για ένα σύνολο συµπλεγµάτων υπολογίζεται 
ως το άθροισµα από τις εντροπίες κάθε συµπλέγµατος, που σταθµίζονται από το µέγεθος κάθε 
συµπλέγµατος. Συγκεκριµένα η συνολική εντροπία θα υπολογίζεται από τον παρακάτω τύπο: 

                                                                

όπου Κ ο αριθµός των συµπλεγµάτων και n ο συνολικός αριθµός των παρατηρήσεων. 

Purity: Ένας άλλος δείκτης µέτρησης του βαθµού κατά τον οποίο ένα σύµπλεγµα περιέχει 
παρατηρήσεις µόνο από µία κλάση. Χρησιµοποιώντας την προηγούµενη ορολογία, η αγνότητα 
(purity) του συµπλέγµατος i  θα υπολογίζεται ως εξής:  

                                                 για       

ενώ η συνολική τιµή του δείκτη purity µιας διαµέρισης ως εξής : 

                                                            

Precision: Το µέγεθος του τµήµατος ενός συµπλέγµατος που αποτελείται από αντικείµενα 
συγκεκριµένης κλάσης. Η ακρίβεια του συµπλέγµατος i σε σχέση µε την κλάση j είναι: 

                                                     


pij =
nij
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Recall: Ο βαθµός στον οποίο ένα σύµπλεγµα περιέχει όλες τις παρατηρήσεις συγκεκριµένης 
κλάσης. Η ανάκληση (recall) του συµπλέγµατος i σε σχέση µε την κλάση j είναι: 

                                                            

όπου  είναι ο αριθµός των παρατηρήσεων στην κλάση j. 

Δείκτης F: Ένας συνδυασµός τόσο του precision, όσο και του δείκτη recall που µετρά τον βαθµό 
στον οποίο ένα σύµπλεγµα περιέχει µόνο παρατηρήσεις συγκεκριµένης κλάσης και όλες τις 
παρατηρήσεις αυτής της κλάσης. Το µέτρο F του συµπλέγµατος i σε σχέση µε την κλάση j είναι: 

                                        

5.4  Προσανατολισµένοι στην οµοιότητα 
 


  Οι δείκτες σε αυτή την κατηγορία βασίζονται στην αρχή ότι δύο παρατηρήσεις που βρίσκονται 
στο ίδιο σύµπλεγµα πρέπει να είναι στην ίδια κλάση και αντίστροφα. Προκειµένου να 
αναφερθούµε στους δείκτες αυτής της κατηγορίας ορίζουµε τους παρακάτω συµβολισµούς 
(Πίνακας 5.1) : 

 = αριθµός ζευγών παρατηρήσεων που έχουν διαφορετική κλάση και διαφορετικό σύµπλεγµα 
 = αριθµός ζευγών παρατηρήσεων που έχουν διαφορετική κλάση και το ίδιο σύµπλεγµα 
 = αριθµός ζευγών παρατηρήσεων που έχουν την ίδια κλάση και διαφορετικό σύµπλεγµα 
 = αριθµός ζευγών παρατηρήσεων που έχουν την ίδια κλάση και το ίδιο σύµπλεγµα 

recall(i, j ) =
nij

nj

nj

F(i, j ) =
2 × precision(i, j ) × recall(i, j )

precision(i, j ) + recall(i, j )

f00

f01

f10

f11

Πίνακας 5.1:  Πίνακας που προσδιορίζει εάν τα ζεύγη παρατηρήσεων είναι της ίδιας  κλάσης και 
του ίδιου συµπλέγµατος  

Same cluster Different cluster 

Same class

Different class

f10f11

f00f01
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Με βάση τους παραπάνω ορισµούς έχουµε τους εξής δείκτες:  

Δείκτης Rand: Ο δείκτης Rand υπολογίζει πόσο όµοια είναι η οµαδοποίηση που προέκυψε απο 
τον αλγόριθµο µε αυτή που µας έχει δοθεί. Ο παραπάνω δείκτης θα µπορούσε να θεωρηθεί και ως 
το ποσοστό των ορθών αποφάσεων που έχουν παραχθεί από τον αλγόριθµο. Υπολογίζεται ως εξής:  

                                                   

Ο παραπάνω δείκτης παίρνει τιµές στο διάστηµα [0,1],  µε τις τιµές κοντά στο 1 να συµβολίζουν 
µεγάλη οµοιότητα µεταξύ της διαµέρισης που προέκυψε από τον αλγόριθµο και της πραγµατικής 
οµαδοποίησης των παρατηρήσεων. Ένα θέµα του παραπάνω δείκτη είναι ότι τα  και  έχουν το 
ίδιο βάρος. Το παραπάνω µπορεί να αποτελέσει ένα µη επιθυµητό χαρακτηριστικό σε µερικές 
εφαρµογές οµαδοποίησης. 

Δείκτης Jacard: Ο δείκτης Jaccard χρησιµοποιείται για να ποσοτικοποιήσει την οµοιότητα µεταξύ 
δύο συνόλων, στην προκειµένη περίπτωση µεταξύ 2 οµαδοποιήσεων. Ο παραπάνω δείκτης παίρνει 
τιµές στο διάστηµα [0,1], µε τις τιµές κοντά στο 1 να συµβολίζουν µεγάλη οµοιότητα µεταξύ της 
διαµέρισης που προέκυψε από τον αλγόριθµο και της πραγµατικής οµαδοποίησης των 
παρατηρήσεων. Ο δείκτης Jaccard ορίζεται ως εξής:  

                                                    

Παρατηρούµε ότι στον υπολογισµό του παραπάνω δείκτη δεν λαµβάνεται καθόλου υπόψη η 
ποσότητα  . 

Δείκτης Fowlkes-Mallows: Ο δείκτης Fowlkes-Mallows υπολογίζει την οµοιότητα µεταξύ των 
συµπλεγµάτων που επιστρέφονται από τον αλγόριθµο οµαδοποίησης και της προκαθορισµένης 
οµαδοποίησης. Παίρνει τιµές στο διάστηµα [0,1], και όσο µεγαλύτερη είναι η τιµή του δείκτη 
Fowlkes-Mallows, τόσο πιο όµοια είναι τα παραπάνω. Μπορεί να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας 
τον ακόλουθο τύπο:   

                                                

 

Rand =
f00 + f11

f00 + f01 + f10 + f11

f00 f11

Jaccard =
f11

f01 + f10 + f11

f00

FM =
f11

f11 + f10
×

f11

f11 + f01
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Κεφάλαιο 6 

6.1  Παρουσίαση Δεδοµένων 

 Στην παρούσα ενότητα θα εφαρµόσουµε τους 3 αλγορίθµους οµαδοποίησης σε ένα σύνολο 
δεδοµένων, το οποίο αποτελείται από 2 µεταβλητές (X και Y) και 3000 παρατηρήσεις. Με 
δεδοµένο ότι περιοριζόµαστε στις 2 διαστάσεις, µπορούµε να αναπαραστήσουµε γραφικά το 
σύνολο δεδοµένων µας (εικόνα 6.1). 

            Εικόνα 6.1: Γραφική αναπαράσταση δεδοµένων σε 2 διαστάσεις  

   
  Από το παραπάνω γράφηµα καταλήγουµε στο ότι οι παρατηρήσεις µπορούν να χωριστούν σε 3 
συµπλέγµατα κυκλικού σχήµατος. Η διαπίστωση αυτή βοηθάει αρκετά στην επιλογή του αριθµού 
των συµπλεγµάτων Κ, και αναµένουµε οι διάφορες τεχνικές που έχουν αναφερθεί σε προηγούµενα 
κεφάλαια να µας οδηγήσουν σε παρόµοια συµπεράσµατα. Μια τέτοια παρατήρηση δεν θα ήταν 
εφικτή αν το σύνολο των δεδοµένων είχε παραπάνω από 2 µεταβλητές, και αυτό γιατί δεν θα 
επέτρεπε την απεικόνισή του στο επίπεδο.  
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6.2  Εφαρµογή αλγορίθµου Κ means  

   Βασική προΰπόθεση για την εφαρµογή του αλγορίθµου K means είναι η επιλογή του αριθµού Κ. 
Εφαρµόζοντας τις µεθόδους Elbow, Gap Statistic και Silhouette (εικόνες 6.2, 6.3, 6.4), 
παρατηρούµε ότι και οι 3 µέθοδοι προτείνουν ως βέλτιστο αριθµό το Κ = 3, κάτι το οποίο 
επιβεβαιώνει την αρχική µας παρατήρηση. 



Εικόνα 6.2: Η μέθοδος του Ακγώνα


Έχοντας σαφή εικόνα από την γραφική αναπαράσταση των δεδοµένων, παρατηρούµε ότι οι 3 
µέθοδοι Elbow, Gap Statistic και Silhouette έδωσαν ικανοποιητικά αποτελέσµατα  
ανταποκρινόµενα στην πραγµατικότητα, πράγµα που όµως δεν συµβαίνει απαραίτητα πάντα. 
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Εικόνα 6.3: Η µέθοδος Gap Statistic 

Εικόνα 6.4: Η µέθοδος Silhouette 
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Έχοντας επιλέξει τον αριθµό Κ µπορούµε πλέον να κάνουµε εφαρµογή του αλγορίθµου K means 
(Εικόνα 6.5). Βασιζόµενοι στο κυκλικό σχήµα των συµπλεγµάτων (εικόνα 6.1) επιλέγουµε την 
ευκλείδεια απόσταση. Επιπλέον, προκειµένου να αντιµετωπιστεί η τυχαιότητα της αρχικοποίησης, 
η οποία µπορεί να οδηγήσει σε τοπικό ακρότατο και όχι ολικό, πραγµατοποιούµε 20 
αρχικοποιήσεις των αρχικών µέσων, επιλέγοντας εκείνους µε την µικρότερη τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης.  

Εικόνα 6.5: Οµαδοποίηση µε τη µέθοδο K means 

Πίνακας 6.1: Αριθµητικοί µέσοι παραγόµενων συµπλεγµάτων µέσω του αλγορίθµου K means 

Σύµπλεγµα X Y

1 -1.21 -0.38

2 1.13 -1.04

3 0 1.16
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 Στον πίνακα 6.1 παρατηρούµε τους µέσους για τους οποίους η αντικειµενική συνάρτηση 
ελαχιστοποιείται. Με βάση τα αποτελέσµατα της διαµέρισης στην εικόνα 6.5, παρατηρούµε ότι µας 
δίνουν ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Ο αλγόριθµος K means ήταν σε θέση να εντοπίσει 
αποτελεσµατικά την ορθή διαµέριση του συνόλου των δεδοµένων, κάτι το οποίο οφείλεται σε 
µεγάλο βαθµό στην κυκλική µορφή των συµπλεγµάτων, αλλά και στην απουσία θορύβου. 

6.3  Εφαρµογή αλγορίθµου Single - Link 

 Με δεδοµένο ότι ο αλγόριθµος Single link δηµιουργεί µία ιεραρχία και όχι άµεσα οµαδοποίηση 
των δεδοµένων, θα πρέπει αρχικά να υπολογίσουµε τον δείκτη Calin ́ski και Harabas για κάθε τιµή 
Κ, επιλέγοντας εκείνο το Κ για το οποίο έχουµε µεγιστοποίηση του δείκτη. Στην εικόνα 6.6 
παρατηρούµε ότι η προτεινόµενη τιµή είναι η Κ = 3, κάτι το οποίο ταυτίζεται τόσο µε τα 
αποτελέσµατα των προηγούµενων µεθόδων ( Elbow, Gap Statistic,  Silhouette), όσο και µε την 
πραγµατικότητα. 



Εικόνα 6.6: Διάγραµµα του δείκτη Calin ́ski και Harabasz για διάφορες τιµές του k 
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 Η οµαδοποίηση που προκύπτει µε τη βοήθεια της µεθόδου Single link κάνοντας χρήση την 
ευκλείδεια απόσταση και την κατάλληλη τοµή στο παραγόµενο ιεραρχικό δέντρο, είναι ίδια µε 
αυτή της µεθόδου K means (εικόνα 6.7 , πίνακας 6.2). 

Εικόνα 6.7: Οµαδοποίηση µε τη µέθοδο Single - link 



Ο πίνακας 6.2 απεικονίζει πως κατανέµονται τα 3000 σηµεία στις 3 κλάσεις µε τις 2 µεθόδους (K 
means, Single link), µε µόνη διαφορά την διαφορετική αρίθµηση. Δεδοµένου ότι οι κατανοµές είναι 
ίδιες, το ίδιο θα ισχύει και για τους αντίστοιχους αριθµητικούς µέσους (πίνακας 6.1). 

Πίνακας 6.2: Κατανοµή σηµείων στις 3 κλάσεις µε τις µεθόδους K means και Single link 

Κλάση Κ means Single link

1 897 897

2 952 1151

3 1151 952
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6.4  Εφαρµογή αλγορίθµου DBSCAN 

 Βασική προΰπόθεση για την εφαρµογή του αλγορίθµου DBSCAN είναι ο προσδιορισµός των 
παραµέτρων  και . Δεδοµένου ότι βρισκόµαστε στις 2 διαστάσεις θεωρούµε  και 
σχεδιάζουµε το διάγραµµα 4-NN (εικόνα 6.8).


Εικόνα 6.8: Διάγραµµα 4-NN σε αύξουσα σειρά 

  Με βάση την εικόνα 6.8 παρατηρούµε την ενδεικτική τιµή για την παράµετρο  = 0.1. 
Μετά από την τιµή 0.1 οι αντίστοιχες αποστάσεις αρχίζουν να αυξάνονται αισθητά. Μέσω 
επαναλαµβανόµενων δοκιµών, παρατηρήθηκε ότι τα βέλτιστα αποτελέσµατα επιτεύχθηκαν για τις 
τιµές των παραµέτρων  και  = 0.17 (εικόνα 6.9). Ο αλγόριθµος κατάφερε να 
οµαδοποιήσει σωστά την πλειοψηφία των παρατηρήσεων, ορίζοντας ως θόρυβο τις παρατηρήσεις 
που είναι σχετικά πιο αποµακρυσµένες από το αντίστοιχο σύµπλεγµα. 

Eps Nmin Nmin = 4

Eps

Nmin = 4 Eps

Πίνακας 6.3: Οµαδοποίηση σηµείων µε τη µέθοδο DBSCAN 

0 1 2 3 4

31 883 1146 5 935
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Εικόνα 6.9: Οµαδοποίηση µε τη µέθοδο DBSCAN


  Με βάση την κατανοµή των παρατηρήσεων (πίνακας 6.3) καθώς και την εικόνα 6.9, παρατηρούµε 
ότι το σύµπλεγµα στο οποίο εµφανίστηκαν τα περισσότερα προβλήµατα είναι αυτό µε τον αριθµό 
4, όπου ο αλγόριθµος δεν κατάφερε να εντοπίσει 17 παρατηρήσεις σε σχέση µε τους αλγορίθµους 
Single link , K means. Αντίστοιχα, στο σύµπλεγµα 1 δεν κατάφερε να εντοπίσει 14 παρατηρήσεις, 
ενώ στο σύµπλεγµα 2 δεν εντοπίστηκαν 5 παρατηρήσεις. Παρατηρούµε ότι για το σύµπλεγµα 2, 
που είναι πιο “πυκνό”, ο αλγόριθµος DBSCAN δίνει καλύτερα αποτελέσµατα σε σχέση το 
σύµπλεγµα 4 που είναι πιο “αραιό”. Το παραπάνω αποτέλεσµα γνωρίζουµε ότι είναι ένα από τα 
µειονεκτήµατα του αλγορίθµου.  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Κεφάλαιο 7 

7.1 Παρουσίαση Παρατηρήσεων 

  Στην παρούσα ενότητα θα γίνει παρουσίαση των παρατηρήσεων (µε τη βοήθεια του στατιστικού 
πακέτου R) που αφορούν ασθενείς µε ή χωρίς καρκίνο του µαστού. Τα δεδοµένα αποτελούνται από 
10 ποσοτικές ανεξάρτητες µεταβλητές και 1 κατηγορική την οποία θα χρησιµοποιήσουµε για να 
ελέγξουµε την απόδοση των 3 αλγορίθµων. Οι ανεξάρτητες µεταβλητές αποτελούν 
ανθρωποµετρικά δεδοµένα και παράµετροι που µπορούν να συγκεντρωθούν µε µία απλή ανάλυση 
αίµατος. Για καλύτερη κατανόηση των αποτελεσµάτων, θα πραγµατοποιήσουµε µελέτη της δοµής 
των δεδοµένων µε τη βοήθεια διαφόρων γραφηµάτων. Τα δεδοµένα που θα χρησιµοποιήσουµε θα 
είναι της µορφής: 

Συνολικά έχουµε στη διάθεσή µας 116 παρατηρήσεις, από τις οποίες οι 64 είναι ασθενής µε 
καρκίνο του µαστού και 52 που αφορούν υγιείς περιπτώσεις, κάτι το οποίο µπορούµε να δούµε και 
από το επόµενο γράφηµα (εικόνα 7.1). 

      Εικόνα 7.1: Κατανοµή παρατηρήσεων στις 2 φυσικές κλάσεις 

Πίνακας 7.1:  Υποσύνολο ιατρικών δεδοµένων
Age    BMI Glucose Insulin  HOMA Leptin Adiponectin Resistin MCP.1 Class

48.0 23.5   70.0    2.71 0.467   8.81       9.70     8.00  417 Healthy

83.0 20.7 92.0 3.12 0.707 8.84 5.43 4.06 469 Healthy

82.0 23.1 91.0 4.50 1.01 17.9 22.4 9.28 555 Healthy

68.0 21.4 77.0 3.23 0.613 9.88 7.17 12.8 928 Healthy

86.0 21.1 92.0 3.55 0.805 6.70 4.82 10.6 774 Healthy

49.0 22.9 92.0 3.23 0,732 6.83 13.7 10.3 530 Healthy
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   Τα µεγέθη των 2 φυσικών συµπλεγµάτων είναι σχεδόν ίδια γεγονός αρκετά θετικό, καθώς απ ότι 
είδαµε στην ανάλυση του αλγορίθµου K means η απόδοση της µεθόδου επηρεάζεται όταν τα 
φυσικά συµπλέγµατα διαφέρουν σηµαντικά ως προς το µέγεθός τους. Επιπλέον οι κλίµακες των 
ποσοτικών µεταβλητών είναι διαφορετικές γεγονός που καλούµαστε να επιλύσουµε. Στη συνέχεια 
παρουσιάζουµε µερικά µέτρα θέσης για τις ποσοτικές µας µεταβλητές: 

 Παρατηρούµε ότι το εύρος των µεταβλητών Insulin,HOMA,Resistin,Adiponection και MCP.1 
είναι µεγάλο µε τη µέγιστη τιµή να υπερβαίνει αρκετά την αντίστοιχη διάµεσο γεγονός που 
αποτελεί µία αρχική ένδειξη ύπαρξης ακραίων τιµών για αυτές τις µεταβλητές. Στη συνέχεια στο 
παρακάτω διάγραµµα συνοψίζονται οι µεταξύ τους ανά 2 σχέσεις 

     Εικόνα 7.2:  Εκτίµηση κατανοµών, διαγράµµατα διασποράς και γραµµική συσχέτιση 

          Age      

 Min.      :  24.0  

 1st Qu. :  45.0  

 Median :  56.0  

 Mean    :  57.3  

 3rd Qu. :  71.0  

 Max.     :  89.0 

           BMI       

 Min.      :   18.37  

 1st Qu. :   22.97  

 Median :   27.66  

 Mean    :   27.58  

 3rd Qu. :   31.24  

 Max.     :   38.58 

       Glucose      

 Min.      :  60.00  

 1st Qu. :  85.75  

 Median :  92.00  

 Mean    :  97.79  

 3rd Qu. : 102.00  

 Max.     : 201.00 

          Insulin      

 Min.       :  2.432  

 1st Qu.  :  4.359  

 Median  :  5.925  

 Mean     :  10.012  

 3rd Qu.  :  11.189  

 Max.      :  58.460 

         HOMA        

 Min.      :  0.4674  

 1st Qu. :  0.9180  

 Median :  1.3809  

 Mean    :  2.6950  

 3rd Qu. :  2.8578  

 Max.     :  25.0503 

          Leptin      

 Min.      :  4.311  

 1st Qu. :  12.314  

 Median :  20.271  

 Mean    :  26.615  

 3rd Qu. :  37.378  

 Max.     :  90.280  

      Adiponectin    

 Min.      :  1.656  

 1st Qu. :  5.474  

 Median :  8.353  

 Mean    : 10.181  

 3rd Qu. : 11.816  

 Max.     : 38.040  

         Resistin     

 Min.      :   3.210  

 1st Qu. :   6.882  

 Median :  10.828  

 Mean    :  14.726  

 3rd Qu. :  17.755  

 Max.     :  82.100  

           MCP.1        

 Min. 	   :  45.84  

 1st Qu. :  269.98  

 Median :  471.32  

 Mean    :  534.65  

 3rd Qu. :  700.09  

 Max.     :  1698.44 
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 Το παραπάνω διάγραµµα (εικόνα 7.2) µας βοηθάει στο να εστιάσουµε τη προσοχή µας σε 
συγκεκριµένες µεταβλητές οι οποίες χρήζουν περαιτέρω διερεύνησης. Συγκεκριµένα παρατηρούµε 
ότι οι µεταβλητές Insulin και HOMA έχουν ισχυρά θετική γραµµική συσχέτιση, µε τον αντίστοιχο 
συντελεστή γραµµικής συσχέτισης να παίρνει την τιµή 0.932, καθώς επίσης και η µεταβλητή 
HOMA µε τη Glucose µε συντελεστή 0.696 . Με βάση τις παραπάνω παρατηρήσεις πάµε να 
εξετάσουµε γραφικά τη γραµµική συσχέτιση µεταξύ των µεταβλητών αυτων. 



         Εικόνα 7.3: Ευθεία ελαχίστων τετραγώνων για Glucose-HOMA και Insuling-HOMA 

  Κάνοντας προσαρµογή ευθείας µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων (εικόνα 7.3) παρατηρούµε 
ότι έχουµε καλύτερη προσαρµογή στο γράφηµα HOMA-Insulin το οποίο επαληθεύει την ισχυρή 
γραµµική εξάρτηση µεταξύ των 2 µεταβλητών. Η πληροφορία αυτή θα µας χρειαστεί στην τελική 
επιλογή των µεταβλητών που θα χρησιµοποιήσουµε στους 3 αλγορίθµους οµαδοποίησης, καθώς 
µας ενδιαφέρει να έχουµε όσο το δυνατό λιγότερες διαστάσεις χωρίς να χάνουµε πολύ σε 
πληροφορία. 
   Προκειµένου να εντοπίσουµε ποιές µεταβλητές είναι αυτές που διαφοροποιούν περισσότερο τις 2 
κλάσεις , πραγµατοποιούµε εκτίµηση των κατανοµών των µεταβλητών για κάθε κλάση ξεχωριστά, 
µε τη µέθοδο των πυρήνων χρησιµοποιώντας ως συνάρτηση πυρήνα τη γκαουσιανή κατανοµή. Τα 
αποτελέσµατα της παραπάνω εκτίµησης φαίνονται στο παρακάτω διάγραµµα (εικόνα 7.4). 
Παρατηρούµε ότι όσον αφορά τις µεταβλητές MCP.1, Leptin, Adiponectin δεν παρουσιάζεται 
κάποια έντονη διαφοροποίηση µεταξύ των 2 κλάσεων. Αντίθετα έντονες διαφοροποιήσεις 
υπάρχουν στις µεταβλητές Age, Glucose, Insulin, HOMA, Resistin και BMI. 
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              Εικόνα 7.4: Εκτίµηση κατανοµών κάθε µεταβλητής σε κάθε κλάση 

Για την ενίσχυση των παραπάνω συµπερασµάτων αλλά και τον εντοπισµό των µεταβλητών µε 
ακραίες παρατηρήσεις κατασκευάζουµε το θυκόγραµµα κάθε µεταβλητής για κάθε κλάση χωριστά 
(εικόνα 7.5): 



Εικόνα 7.5:  Θυκόγραµµα κάθε µεταβλητής σε κάθε κλάση 
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  Παρατηρούµε ότι σε όλες τις µεταβλητές εκτός των περιπτώσεων Age και BMI έχουµε ακραίες 
παρατηρήσεις, µε τις µεταβλητές Adiponectin,HOMA,Insulin,Resistin και Glucose να εµφανίζουν 
τις περισσότερες. Επιπλέον όσον αφορά τις µεταβλητές Insulin και Resistin υπάρχουν 
παρατηρήσεις οι οποίες θεωρούνται ακραίες για τη κλάση Healthy αλλά βρίσκονται εντός 1ου και 
3ου τεταρτηµόριου της κλάσης Patient γεγονός που ενδεχοµένως µπορεί να λειτουργήσει ως 
θόρυβος επηρεάζοντας την απόδοση του αλγορίθµου K means αλλά και του Single-link 
hierrarchical clustering. 

7.2  Μείωση Διαστάσεων 

  Παρατηρούµε ότι µερικές από τις µεταβλητές δεν συµβάλουν αρκετά στο διαχωρισµό µεταξύ των 

2 κλάσεων. Γι αυτό το λόγο αρχικά θα κάνουµε χρήση PCA προκειµένου να εντοπίσουµε 
µετασχηµατισµούς των αρχικών µας επεξηγηµατικών µεταβλητών και στη συνέχεια θα 
πραγµατοποιήσουµε µείωση των διαστάσεων του αρχικού συνόλου των παρατηρήσεων. 
Πραγµατοποιώντας µείωση των διαστάσεων πετυχαίνουµε να εκφράσουµε µεγάλο ποσοστό της 
αρχικής µεταβλητότητας χρησιµοποιώντας λιγότερες µεταβλητές, γεγονός αρκετά θετικό όσον 
αφορά τη χρονική πολυπλοκότητα των αλγορίθµων αλλά και την αποφυγή “δυσλειτουγίας” της 
Ευκλείδειας µετρικής στις πολλές διαστάσεις (curse of dimensionality). Εφαρµόζοντας PCA 
βρίσκουµε τις βασικές συνιστώσες (principal components) καθώς επίσης και το ποσοστό της 
µεταβλητότητας που εκφράζει η κάθε µία, το οποίο µπορούµε να δούµε στο επόµενο διάγραµµα 
(εικόνα 7.6):


                   Εικόνα 7.6: Ποσοστό µεταβλητότητας για κάθε βασική συνιστώσα 
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 Οι principal components είναι όσες και οι αρχικές µεταβλητές µας, παρατηρούµε όµως ότι η 
τελευταία εκφράζει πολύ µικρό ποσοστό της µεταβλητότητας (0.4%) ενώ η πρώτη εκφράζει ένα 
ποσοστό της τάξης 34%. 

 Παρατηρούµε ότι καµοία από αυτές δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί αποκλειστικά για τη περιγραφή 
των αρχικών παρατηρήσεων. Επιπλέον στο παρακάτω διάγραµµα (εικόνα 7.7) βλέπουµε τις 
προβολές των αρχικών µεταβλητών του συνόλου των παρατηρήσεων σε κάθε µία απο τις βασικές 
συνιστώσες που προέκυψαν µέσω της PCA. 

        Εικόνα 7.7: Προβολές στις κύριες συνιστώσες (Patient= Κόκκινο , Healthy= Μαύρο) 

Πίνακας 7.2:  Ποσοστό µεταβλητότητας που εκφράζεται από κάθε κύρια συνιστώσα

              PC1    PC2    PC3    PC4     PC5     PC6     PC7     PC8     PC9

Standard 
deviation

1.7489 1.2338 1.0805 1.0515 0.85002 0.81073 0.66449 0.54095 0.17894

Proportion of 
Variance 

0.3398 0.1691 0.1297 0.1229 0.08028 0.07303 0.04906 0.03251 0.00356

Cumulative 
Proportion

0.3398 0.5090 0.6387 0.7615 0.84184 0.91487 0.96393 0.99644 1.00000
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Δεδοµένου ότι δεν υπάρχει κάποια βασική συνιστώσα η οποία να εκφράζει αρκετά µεγάλο ποσοστό 
της µεταβλητότητας, παρατηρούµε ότι σε κανένα από αυτά δεν έχουµε σαφή διαχωρισµό των 2 
φυσικών συµπλεγµάτων. Προκειµένου εποµένως να αποφασίσουµε πόσες από αυτές θα επιλέξουµε 
για τον µετασχηµατισµό του αρχικού συνόλου δεδοµένων, παρατηρούµε ότι χρησιµοποιώντας τις 6 
πρώτες (εικόνα 7.8) θα έχουµε περιγραφή της µεταβλητότητας κατά 92% µειώνοντας τις 
διαστάσεις κατά 3. 

Εικόνα 7.8: Αθροιστικό ποσοστό έκφρασης της µεταβλητότητας  

 Στη συνέχεια κάνοντας χρήση του µετασχηµατισµού   όπου V ο πίνακας µε 
τα δεξιά ιδιάζουσα ιδιοδιανύσµτα της µεθόδου SVD θα προκύψει ένα σύνολο παρατηρήσεων µε 
λιγότερες επεξηγηµατικές µεταβλητές το οποίο θα χρησιµοποιήσουµε για τη περεταίρω ανάλυσή 
µας.


7.3  Εφαρµογή K-means 

  Βασική προΰπόθεση για την εφαρµογή του αλγορίθµου K means σε ένα σύνολο δεδοµένων είναι 
η γνώση του αριθµού των συµπλεγµάτων k. Συνεπώς προκειµένου να προσδιορίσουµε τη ποσότητα 
αυτή θα κάνουµε χρήση των 3 µεθόδων που αναφέραµε σε προηγούµενο κεφάλαιο (elbow method, 
silhouette method, gap statistic method) συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα. 

Υ116×6 = X116×9V9×6
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                                               Εικόνα 7.9: Αναπαράσταση ευκλείδειων αποστάσεων


   Αρχικά πραγµατοποιούµε µία γραφική αναπαράσταση των Ευκλείδειων αποστάσεων (εικόνα 7.9) 
µεταξύ των παρατηρήσεων, έχοντας πραγµατοποιήσει κανονικοποίηση των παρατηρήσεων έτσι 
ώστε τα αποτελέσµατα να µην επηρεάζονται από τις διαφορετικές κλίµακες της κάθε µεταβλητής. 
Παρατηρούµε ότι 4 υποσύνολα παρατηρήσεων βρίσκονται πιο κοντά µεταξύ τους, µε εντονότερο 
εκείνο που βρίσκεται κάτω αριστερά. Το παραπάνω γράφηµα αποτελεί µία πρώτη εικόνα των 
παρατηρήσεων µας και στη περίπτωση που τα 2 φυσικά συµπλέγµατα ήταν καλά διαχωρισµένα θα 
εµφάνιζε τον πραγµατικό αριθµό συµπλεγµάτων. Παρ όλα αυτά το γεγονός ότι 2 παρατηρήσεις 
βρίσκονται κοντά µεταξύ τους δεν σηµαίνει απαραίτητα ότι θα ανήκουν και στο ίδιο σύµπλεγµα, 
σύµφωνα πάντα µε τον αλγόριθµο K means καθώς οι αποστάσεις που µας ενδιαφέρουν στην 
προκειµένη περίπτωση είναι αποστάσεις από τον αντίστοιχο µέσο.


Elbow method 

  Κάνοντας εφαρµογή του Elbow method προκύπτει το παρακάτω γράφηµα (εικόνα 7.10) στο οποίο 
παρατηρούµε ότι η επιλογή του κατάλληλου σηµείου και εποµένως του αντίστοιχου αριθµού k δεν 
είναι µοναδική και ιδιαίτερα εµφανής. Συγκεκριµένα θα µπορούσε να επιλεγεί τόσο το k=6 όσο το 
k=7, καθώς παρατηρούµε ότι µετά από αυτά τα σηµεία η µείωση της τιµής του WSS είναι 
ελάχιστη. Ενδεικτικά θεωρούµε ως καταλληλότερη την τιµή k=6, καθώς αποτελεί µικρότερο 
αριθµό συµπλεγµάτων κάτι το οποίο εν γένει είναι προτιµότερο, θυσιάζοντας µόνο µία ελάχιστη 
αύξηση της τιµής WSS σε σχέση µε την περίπτωση k=7. Παρ΄ όλα αυτά παρατηρούµε ότι η τιµή 
αυτή απέχει από την πραγµατικότητα όπου έχουµε µόνο 2 οµάδες.  
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Average Silhouette Method 

 Στη προκειµένη περίπτωση (εικόνα 7.11) παρατηρούµε ότι για k=2 οι παρατηρήσεις είναι 
τοποθετηµένες κατά µέσο όρο καλύτερα σε σχέση µε τις διαµερίσεις που προέκυψαν για τις 
υπόλοιπες τιµές του k. Η µέθοδος αυτή είχε διαφορετικά αποτελέσµατα από την Elbow method, τα 
οποία όµως ανταποκρίνονται στη πραγµατική τιµή του αριθµού των συµπλεγµάτων. 

                                                    Εικόνα 7.11: Average Silhouette µέθοδος 

                                                            Εικόνα 7.10: Μέθοδος του Αγκώνα 
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Gap statistic method 

  Κάνοντας εφαρµογή της µεθόδου Gap Statistic (εικόνα 7.12) για B=500 προέκυψε ως ιδανική 
τιµή το k=1 εµφανίζοντας µία αύξουσα τάση για τις επόµενες τιµές του k. Η παραπάνω ένδειξη 
υποδηλώνει την υπάρξη µίας µόνο οµάδας κάτι το οποίο όµως δεν ανταποκρίνεται στην 
πραγµατικότητα αλλά ούτε και ταυτίζεται  µε τα αποτελέσµατα των προηγούµενων µεθόδων. 

        Εικόνα 7.12: Gap statistic µέθοδος 

  Συµπερασµατικά οι 3 µέθοδοι είχαν διαφοτερικά αποτελέσµατα µε την Average Silhouette Method 
να προσδιορίζει επακριβώς την πραγµατική τιµή του k. H εκ των προτέρων γνώση του αριθµού των 
συµπλεγµάτων βοηθάει στην αντιµετώπιση της διαφορετικότητας των αποτελεσµάτων, που 
προέκυψαν από τις 3 διαφορετικές µεθόδους. Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας 2 συµπλέγµατα 
κάνουµε χρήση του αλγορίθµου K means στα δεδοµένα µας. Προκειµένου να αντιµετωπιστεί η 
τυχαιότητα της αρχικοποίησης η οποία µπορεί να οδηγήσει σε τοπικό ακρότατο και όχι ολικό, 
πραγµατοποιούµε 20 αρχικοποιήσεις των αρχικών µέσων επιλέγοντας εκείνους µε την µικρότερη 
τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. Στους παρακάτω πίνακες βρίσκονται οι µέσοι των 
συµπλεγµάτων που προέκυψαν από την εφαρµογή του αλγορίθµου καθώς και οι πραγµατικές τιµές 
των µέσων. 
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 Παρατηρούµε ότι ο αλγόριθµος κατάφερε να διαφοροποιήσει τις κλάσεις όσον αφορά τις 
µεταβλητές Glucose,Insulin,HOMA,Resistin,MCP.1 χωρίς όµως απαραίτητα να προσεγγίσει τις 
πραγµατικές τιµές των µέσων. Οι µεταβλητές Glucose,Insulin,HOMA είναι αυτές µε το µεγαλύτερο 
βάρος στη δηµιουργία της πρώτης βασικής συνιστώσας η οποία εκφράζει το 34% της 
µεταβλητότητας των παρατηρήσεων. Όσον αφορά όµως τις µεταβλητές Age,BMI,Leptin ο 
αλγόριθµος απέδωσε µη ικανοποιητικά αντιστρέφοντας τις τιµές των µέσων για τις µεταβλητές Age 
και BMI οι οποίες έχουν µικρά βάρη στη δηµιουργία της πρώτης βασικής συνιστώσας. Στο 
παρακάτω γράφηµα (εικόνα 7.13) βλέπουµε µία γραφική απεικόνιση των συµπλεγµάτων (1= 
Healthy και 2= Patient)  που προέκυψαν µέσω του K means κάνοντας προβολή των παρατηρήσεων 
στις 2 πρώτες βασικές συνιστώσες οι οποίες εκφράζουν το 50,9% της µεταβλητότητας. 

                                                Εικόνα 7.13:  Συµπλέγµατα µέσω του αλγορίθµου Κ means 

Πίνακας 7.3:  Προβλεπόµενοι αριθµητικοί µέσοι µε τη µέθοδο Κ - means

Age BMI Glucose Insulin HOMA Leptin Adiponectin Resistin MCP.1

Healthy 56.64 25.19 90.27 6.080 1.377 16.66 11.07 11.28 462.8

Patient 58.42 31.65 110.6 16.69 4.933 43.52 8.664 20.59 656.7

Πίνακας 7.4:  Πραγµατικές τιµές των αριθµητικών µέσων κάθε συµπλέγµατος 

Age BMI Glucose Insulin HOMA Leptin Adiponectin Resistin MCP.1

Healthy 58.08 28.32 88.23 6.934 1.552 26.64 10.33 11.62 499.7

Patient 56.67 26.98 105.6 12.51 3.623 26.60 10.06 17.25 563.0
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  Η αξιολόγηση των παραπάνω αποτελεσµάτων θα πραγµατοποιηθεί µέσω του υπολογισµού των 
εξωτερικών κριτηρίων αξιολόγησης κάνοντας χρήση της πραγµατικής οµαδοποίησης των 
παρατηρήσεων και του παρακάτω πίνακα όπου διακρίνουµε τις τιµές  .


7.4  Εφαρµογή Single link hierarchical Clustering 

 Η εφαρµοφή του αλγορίθµου single link δεν προΰποθέτει τη γνώση του αριθµού των 
συµπλεγµάτων εκ των προτέρων. Εποµένως κάνοντας χρήση του πίνακα εγγύτητας που έχει 
υπολογιστεί µε χρήση της Ευκλείδειας µετρικής προκύπτει το εξής δενδρογράφηµα (εικόνα 7.14): 



                                   Εικόνα 7.14: Παραγόµενο δενδρογράφηµα του αλγορίθµου Single-link 

f00, f11, f10, f01

Πίνακας 7.5:  Πλήθος ορθών και λανθασµένων ταξινοµήσεων µε τη µέθοδο Κ - means

Actual Values

Predicted 
values 

Healthy Patient

Healthy 73

Patient 43

52 64 116

f00 = 28

f10 = 36

f01 = 15

f11 = 37
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  Με βάση το παραπάνω γράφηµα παρατηρούµε ότι το δέντρο δεν είναι ισορροπηµένο. Επιπλέον οι 
παρατηρήσεις 79 και 88 που βρίσκονται τέρµα δεξιά έχουν µεγάλη ανοµοιογένεια µε τις άλλες 
παρατηρήσεις. Προκειµένου να γίνει αξιόλογηση κατά πόσο το παραγόµενο δενδρογράφηµα 
ανταποκρίνεται στη πραγµατική δοµή των δεδοµένων γίνεται χρήση της cophenetic correlation η 
οποία όπως έχουµε δεί εκφράζει τη συσχέτιση µεταξύ της απόστασης κατά την οποία 2 
παρατηρήσεις βρέθηκαν στο ίδιο σύµπλεγµα µε τη µεταξύ τους απόστασης. Η τιµή του συντελεστή 
υπολογίστηκε 0.85 τιµή η οποία είναι αρκετά κοντά στο 1 γεγονός που δείχνει υψηλή συσχέτιση. 
Πρέπει να επιτευχθεί τιµή 0,75 ή µεγαλύτερη, προκειµένου να θεωρηθεί χρήσιµη η οµαδοποίηση. 
Επιπλέον οι αντίστοιχες τιµές των δεικτών δέλτα είναι  και  οι οποίες 
συνήθως χρησιµοποιούνται για σύγκριση ιεραρχικών δοµών µε βάση διαφορετικούς αλγορίθµους. 
Παρ΄ όλα αυτά ιδανικά θα θέλαµε να είναι κοντά στο 0 προκειµένου να είχαµε καλή προσαρµογή 
κάτι το οποίο δεν ισχύει. Δεδοµένου ότι το αποτέλεσµα του αλγορίθµου είναι µία ιεραρχία και όχι 
µία διαµέριση των παρατηρήσεων, θα πρέπει να “κόψουµε” το δέντρο στο κατάλληλο ύψος 
προκειµένου να προκύψουν 2 συµπλέγµατα. Από το παρακάτω δενδρογράφηµα (εικόνα 7.14) 
παρατηρούµε ότι αν φέρουµε κάθετη στην απόσταση 4.5 θα προκύψουν 2 συµπλέγµατα, 
χρησιµοποιώντας κόκκινο και πράσινο χρώµα αντίστοιχα. 

 

                   
                 Εικόνα 7.15: Παραγόµενα συµπλέγµατα( Κόκκινο = 1 , Πράσινο= 2) µε µέθοδο Single link 

  Παρατηρούµε ότι η διαµέριση που προέκυψε τοποθέτησε σχεδόν όλες τις παρατηρήσεις σε ένα 
σύµπλεγµα µε εξαίρεση τις 2 παρατηρήσεις που αναφέραµε προηγουµένως. Ο αλγόριθµος single - 
link γνωρίζουµε ότι µπορεί να επηρεαστεί από το φαινόµενο της  

Δ1 = 1.05 Δ0.5 = 1.07
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αλυσίδας, γεγονός που βλέπουµε να συµβαίνει και εδώ λόγο του ότι οι παρατηρήσεις των 2 
συµπλεγµάτων βρίσκονται κοντά µεταξύ τους, εκτός από τις 2 ακριανές παρατηρήσεις. 
  Δεδοµένου ότι ο αλγόριθµος απαιτεί µόνο 2 σηµεία να βρίσκονται κοντά µεταξύ τους έτσι ώστε  2 
συµπλέγµατα να συγχωνευθούν, οδηγούµαστε στην δηµιουργία ενός συµπλέγµατος µε αρκετά 
µεγάλη διάµετρο που περιέχει την πλειοψηφία των παρατηρήσεων. Προφανώς κάτι τέτοιο δεν είναι 
επιθυµητό καθώς δεν µας παρέχει καµοία διαφοροποίηση µεταξύ των 2 φυσικών συµπλεγµάτων. Η 
αφαίρεση αυτών των παρατηρήσεων δεν θα βελτίωνε τα αποτελέσµατα καθώς τη θέση τους θα 
έπαιρναν άλλες παρατηρήσεις. Στο παρακάτω γράφηµα (εικόνα 7.16) βλέπουµε µια γραφική 
απεικόνιση των 2 συµπλεγµάτων έχοντας κάνει προβολή στις 2 πρώτες βασικές συνιστώσες. 

                    
Εικόνα 7.16:  Προβολή παραγόµενων συµπλεγµάτων στις 2 πρώτες κύριες συνιστώσες 

Τα παραπάνω αποτελέσµατα συνοψίζονται και στο πίνακα που ακολουθεί, όπου βλέπουµε πως 
κατανέµονται οι παρατηρήσεις στα 2 συµπλέγµατα καθώς και τις πραγµατικές τους 
κατηγοροποιήσεις.


Πίνακας 7.6:  Πλήθος ορθών και λανθασµένων ταξινοµήσεων µε τη µέθοδο Single - link

Actual Values

Predicted 
values 

Healthy Patient

Healthy 114

Patient 2

52 64 116

f00 = 2

f10 = 62

f01 = 0

f11 = 52
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                                           Εικόνα 7.17:  Δείκτης Calin ́ski και Harabasz για κάθε k 

  Άµα θέλαµε να εκτιµήσουµε των αριθµό των συµπλεγµάτων πριν φέρουµε την αντίστοιχη κάθετο 
θα µπορούσαµε και εδώ να κάνουµε χρήση των 3 προηγούµενων µεθόδων (Elbow, Average 
Silhouette, Gap statistic). Επιπλέον για την εκτίµηση του αριθµού k µπορούµε να κάνουµε και 
χρήση του δείκτη Calin ́ ski και Harabasz παράγοντας το παραπάνω γράφηµα (εικόνα 7.17). Στη 
προκειµένου περίπτωση µεγάλες τιµές του δείκτη υποδηλώνουν καλή διαµέριση. Από το γράφηµα 
βλέπουµε ότι αυτό επιτυγχάνεται για την τιµή k=2 η οποία είναι και η πραγµατική τιµή για τον 
αριθµό των συµπλεγµάτων. Συνεπώς παρ΄ όλο που ο αλγόριθµος single - link δεν προΰποθέτει τη 
γνώση του αριθµού των συµπλεγµάτων, κάνοντας χρήση του δείκτη Calin ́ ski και Harabasz 
είµασταν σε θέση να το εντοπίσουµε. 

7.5  Εφαρµογή DBSCAN 

  Για την εφαµορφή του αλγορίθµου DBSCAN θα πρέπει να γίνει προσδιορισµός των παραµέτρων 
Eps και . Δεδοµένου ότι βρισκόµαστε σε πολυδιάστατα δεδοµένα (m=6) θεωρούµε  
και σχεδιάζουµε το γράφηµα 7-NN για κάθε παρατήρηση σε αύξουσα σειρά. Από το γράφηµα 
(εικόνα 7.18) παρατηρούµε ότι ενδεικτική τιµή αποτελει το Eps=3 καθώς από εκείνη την τιµή και 
µετά έχουµε απότοµη άνοδο των αποστάσεων. Εποµένως κάθε παρατήρηση που η απόσταση από 
τον 7o κοντινότερο γείτονα είναι µικρότερη η ίση του 3 θα θεωρηθεί κεντρική παρατήρηση, ενώ 
αντίστοιχα όλες οι υπόλοιπες θα αποτελούν οριακές παρατηρήσεις ή παρατηρήσεις θορύβου. Η 

Nmin Nmin = 7
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παραπάνω µεθοδολογία αποτελεί µια οπτική επιλογή της παραµέτρου Eps που µερικές φορές 
µπορεί να µην είναι και η καταλληλότερη όταν τα 2 φυσικά συµπλέγµατα διαφέρουν σηµαντικά ως 
προς την πυκνότητά τους. Προκειµένου εποµένως να αξιολογήσουµε αυτή την επιλογή των 
παραµέτρων εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο DBSCAN για  και  , τα αποτελέσµατα 
του οποίου µπορούµε να δούµε στο γράφηµα που ακολουθεί (εικόνα 7.19). Παρατηρούµε ότι για 
τις δεδοµένες επιλογές ο αλγόριθµος κατάφερε να εντοπίσει 1 σύµπλεγµα µε την πλειοψηφία όλων 
των παρατηρήσεων, τοποθετώντας ένα µικρό πλήθος παρατηρήσεων ως θόρυβο. Το αποτέλεσµα 
αυτό προφανώς δεν µας ικανοποιεί καθώς δεν έχει πραγµατοποιηθεί διαχωρισµός µεταξύ των 2 
κλάσεων. Χρησιµοποιώντας την επιπλέον πληροφορία που έχουµε στη διάθεση µας σχετικά µε την 
πραγµατική κατάταξη των παρατηρήσεων µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι για τις τιµές  
και  επιτυγχάνετε το µεγαλύτερο ποσοστό σωστής ταξινόµησης. 




Nmin = 7 Eps = 3

Nmin = 7
Eps = 1.9

Εικόνα 7.18: Γράφηµα 7-ΝΝ κάθε παρατήρησης

Εικόνα 7.19: Συµπλέγµατα DBSCAN για Nmin=7 ,Eps=3
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Συγκεκριµένα τα αποτελέσµατα του αλγορίθµου για τις τιµές αυτές θα είναι ως εξής: 

dbscan         Pts = 116      MinPts = 7    eps=1.9 
                     0                        1 
border          26                      17 
seed             0                        73 
total              26                      90 

  Και σε αυτή την περίπτωση ο αλγόριθµος κατάφερε να εντοπίσει ένα σύµπλεγµα µε συνολικά 90 
παρατηρήσεις από τις οποίες οι 73 αποτελούν κεντρικές και οι 17 συνοριακές. Επιπλέον έχει 
αξιολογήσει τις υπόλοιπες 26 ως θόρυβο. Προβάλλοντας τα αποτελέσµατα της οµαδοποίησης στις 
2 πρώτες κύριες διαστάσεις καθώς και την πραγµατική οµαδοποίηση των δεδοµένων (Εικόνα 7.20) 
παρατηρούµε ότι η κλάση που έχει προσπαθήσει να εντοπίσει ο αλγόριθµος είναι η Healthy (µπλέ 
χρώµα) ενώ αντίστοιχα έχει θεωρήσει ως θόρυβο µέρος της κλάσης Patient. Ο βαθµός κατά τον 
οποίο έχει επιτευχθεί η διαφοροποίηση των 2 κλάσεων θα ελεγχεί στη συνέχεια µε τη βοήθεια των 
µέτρων αξιολόγησης. 

               Εικόνα 7.20: Συµπλέγµατα DBSCAN για Nmin=7 ,Eps=1.9 και φυσικές κλάσεις 
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Παρόλο που ο αλγόριθµος DBSCAN δεν βασίζεται στη χρήση αριθµητικών µέσων, στους 
παρακάτω πίνακες βρίσκονται οι µέσοι των συµπλεγµάτων που προέκυψαν από την εφαρµογή του 
αλγορίθµου καθώς και οι πραγµατικές τιµές των µέσων: 

   Παρατηρούµε ότι ο αλγόριθµος K means πραγµατοποίησε καλύτερη προσέγγιση των αντίστοιχων 
αριθµητικών µέσων, γεγονός αναµενόµενο δεδοµένου της διαφορετικής φιλοσοφίας του 
αλγορίθµου DBSCAN. Επιπλέον στο παρακάτω πίνακα βλέπουµε τη δοµή των παραγόµενων 
συµπλεγµάτων µέσω του αλγορίθµου DBSCAN καθώς και τις αντίστοιχες τιµές  


   Ο αλγόριθµος κατάφερε να εντοπίσει 48 από τις 52 παρατηρήσεις της κλάσης Healthy και 22 από 
τις 64 της κλάσης Patient τις οποίες εντόπισε ως θόρυβο. Επιπλέον όσο περισσότερο αυξάνεται η 
τιµή της παραµέτρου Eps τόσο περισσότερες παρατηρήσεις εντάσσονται στη κλάση Healthy. Το 
παραπάνω οφείλεται στο γεγονός ότι ο αλγόριθµος DBSCAN µπορεί να έχει προβλήµατα µε την 
πυκνότητα εάν η πυκνότητα των συµπλεγµάτων διαφέρει αρκετά. Στη προκειµένη περίπτωση 
εποµένως θα µπορούσαµε να πούµε ότι η κλάση Healthy είναι πιο πυκνή σε σχέση µε τη κλάση 
Patient. Επιπλέον οι κλάσεις δεν είναι απoλύτως διαχωρίσιµες καθώς οι παρατηρήσεις της κλάσης 
Patient είναι πυκνά προσβάσιµες από κεντρικές παρατηρήσεις της κλάσης Healthy καθώς 
αυξάνουµε την τιµή της παραµέτρου Eps. 

Πίνακας 7.7:  Προβλεπόµενοι αριθµητικοί µέσοι µε τη µέθοδο DBSCAN

Age BMI Glucose Insulin HOMA Leptin Adiponectin Resistin MCP.1

Healthy 57.2 27.35 92.92 7.028 1.6305 23.527 9.209 12.792 484.68

Patient 57.65 28.40 114.7 20.343 6.3799 37.30 13.546 21.421 707.62

Πίνακας 7.8:  Πραγµατικές τιµές των αριθµητικών µέσων κάθε συµπλέγµατος 

Age BMI Glucose Insulin HOMA Leptin Adiponectin Resistin MCP.1

Healthy 58.08 28.32 88.23 6.934 1.552 26.64 10.33 11.62 499.7

Patient 56.67 26.98 105.6 12.51 3.623 26.60 10.06 17.25 563.0

f00, f11, f10, f01

Πίνακας 7.9:  Πλήθος ορθών και λανθασµένων ταξινοµήσεων µε τη µέθοδο DBSCAN

`` Actual Values

Predicted 
values 

Healthy Patient

Healthy 90

Patient 26

52 64 116

f00 = 22

f10 = 42

f01 = 4

f11 = 48
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7.6  Σύγκριση Αποτελεσμάτων 

  Η αξιολόγηση των παραπάνω αποτελεσµάτων θα πραγµατοποιηθεί µέσω του υπολογισµού των 
εξωτερικών κριτηρίων αξιολόγησης κάνοντας χρήση της πραγµατικής οµαδοποίησης των 
παρατηρήσεων και των τιµών  που προέκυψαν από τους αλγορίθµους K means και 
DBSCAN. Στη σύγκριση δεν θα συµπεριλάβουµε τα αποτελέσµατα του single link αλγορίθµου 
καθώς δεν κατάφερε να διαφοροποιήσει ικανοποιητικά τις 2 κλάσεις. Αρχικά θα εστιάσουµε την 
προσοχή µας στους δείκτες οι οποίοι είναι προσανατολισµένοι στην ταξινόµηση: 

Δείκτες προσανατολισµένοι στην ταξινόµηση 

 Η εντροπία αποτελεί µία ένδειξη του βαθµού στον οποίο κάθε σύµπλεγµα αποτελείται από 
παρατηρήσεις µιας κλάσης και παίρνει τιµές στο διάστηµα [0,1] , µε τιµές κοντά στο 0 να 
είναι πιο επιθυµητές. Με βάση τον παραπάνω πίνακα παρατηρούµε ότι ο αλγόριθµος 
DBSCAN είναι πιο αποτελεσµατικός όσον αφορά το συγκεκριµένο δείκτη, ιδιαίτερα όσον 
αφορά το σύµπλεγµα “Patient” όπου η αντίστοιχη τιµή του είναι αρκετά πιο µικρή από αυτή 
που προέκυψε από τον αλγόριθµο K means (Πίνακας 7.10). 
  Παρόµοια συµπεράσµατα έχουµε και µέσου του δείκτη  Purity, ο οποίος είναι ένας άλλος δείκτης 
µέτρησης του βαθµού κατά τον οποίο ένα σύµπλεγµα περιέχει παρατηρήσεις µόνο από µία 
κλάση παίρνοντας τιµές στο διάστηµα [0,1] , µε τιµές κοντά στο 1 να είναι πιο επιθυµητές. 
Και σε αυτή τη περίπτωση παρατηρούµε µεγάλη διαφοροποίηση όσον αφορά το δεύτερο 
σύµπλεγµα όπου η πλειοψηφία των παρατηρήσεων ανήκουν στη κλάση “Patient", έχοντας ως 
αποτέλεσµα µεγαλύτερες τιµές του δείκτη Purity. 

f00, f11, f10, f01

Πίνακας 7.10:  Δείκτες Entropy και Purity για Κ - means και DBSCAN

Κ means DBSCAN

Entropy Purity Entropy Purity

Healthy 0.9999 0.5070 0.9968 0.5333

Patient 0.9332 0.6510 0.6194 0.8462

Συνολικά 0.9751 0.5604 0.9122 0.6034
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   Στο παραπάνω πίνακα παρατηρούµε το δείκτη Precision, o οποίος αποτελεί ένδειξη του µεγέθους 
του τµήµατος ενός συµπλέγµατος που αποτελείται από αντικείµενα συγκεκριµένης κλάσης. 
Παρατηρούµε ότι ο αλγόριθµος DBSCAN είναι ελάχιστα πιο ακριβής όσον αφορά το πρώτο 
σύµπλεγµα, όπου το ποσοστό των παρατηρήσεων που ανήκουν στη κλάση “Healthy” έχει αυξηθεί 
ελάχιστα σε 53.3% έναντι 50.7% του αλγορίθµου K means. Αντίστοιχα το δεύτερο σύµπλεγµα 
µέσω του αλγορίθµου DBSCAN αποτελείται κατά 84.6% από παρατηρήσεις της κλάσης “Patient” , 
ποσοστό αισθητά καλύτερο από το 65.1% που προέκυψε µέσω του αλγορίθµου K means. Τιµές που 
προσεγγίζουν το µοναδιαίο πίνακα αποτελούν ιδανικές τιµές του παραπάνω δείκτη γεγονός που 
αντιστοιχεί σε υψηλή ακρίβεια και των 2 παραγόµενων συµπλεγµάτων. 


  Ο δείκτης Recall µετράει το βαθµό στον οποίο ένα σύµπλεγµα περιέχει όλες τις παρατηρήσεις 
συγκεκριµένης κλάσης. Παρατηρούµε ότι παρ όλο που η ακρίβεια του δεύτερου 
συµπλέγµατος που προέκυψε µέσω του αλγορίθου DBSCAN είναι αρκετά µεγάλη ως προς τη 
κλάση “Patient”, περιέχει µόνο το 34.4% των παρατηρήσεων της κλάσης αυτής. Επιπλέον το 
πρώτο σύµπλεγµα µέσω DBSCAN περιέχει σχεδόν όλες τις παρατηρήσεις της κλάσης 
“Healthy” ( 92.3%) και 65.6% της κλάσης “Patient”. Και σε αυτή τη περίπτωση επιθυµούµε οι 
τιµές του δείκτη Recall να προσεγγίζουν το µοναδιαίο πίνακα γεγονός που δεν επιτυγχάνεται 
για κανένα απο τους 2 αλγορίθµους. Η τιµή του δείκτη Recall του αλγορίθµου DBSCAN 
παρουσιάζει καλύτερη συµπεριφορά για τις τιµές Recall(1,1)= 0.923 και Recall(2,1)=0.077 
αλλά χειρότερη ως προς τι υπόλοιπες. Τα ποσοτά αυτά οφείλονται στο γεγονός ότι ο 
αλγόριθµος DBSCAN τοποθετεί 90 παρατηρήσεις στο πρώτο σύµπλεγµα σε αντίθεση µε τον  

Πίνακας 7.11:  Δείκτης Precision για Κ - means και DBSCAN

Κ means DBSCAN

Precision Precision

Healthy Patient Healthy Patient

Healthy 0.507 0.493 0.533 0.467

Patient 0.349 0.651 0.154 0.846

Πίνακας 7.12:  Δείκτης Recall για Κ - means και DBSCAN

Κ means DBSCAN

Recall Recall

Healthy Patient Healthy Patient

Healthy 0.7115 0.5625 0.923 0.656

Patient 0.2885 0.4375 0.077 0.344
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αλγόριθµο K means ο οποίος τοποθετεί 73 και στο ότι η ακρίβεια του δεύτερου συµπλέγµατος 
είναι αρκετά πιο µεγάλη από αυτή του αλγορίθµου K means. 

 Στο παραπάνω πίνακα παρατηρούµε το δείκτη F, o οποίος είναι ένας συνδυασµός τόσο του 
precision όσο και του δείκτη recall και µετρά τον βαθµό στον οποίο ένα σύµπλεγµα περιέχει µόνο 
παρατηρήσεις συγκεκριµένης κλάσης και όλες τις παρατηρήσεις αυτής της κλάσης. Τα 
αποτελέσµατα του δείκτη F επιβεβαιώνουν την υπεροχή του αλγορίθµου DBSCAN , κάτι το οποίο 
ήταν αναµενόµενο δεδοµένου ότι αποτελεί συνδιασµός των δεικτών Precision και Recall. 

Δείκτες προσανατολισµένοι στην οµοιότητα 

Οι δείκτες που ακολουθούν µετράνε την οµοιότητα των αποτελεσµάτων των 2 αλγορίθµων µε την 
πραγµατική οµαδοποίηση των παρατηρήσεων. 

 Με βάση το δείκτη Rand παρατηρούµε ότι το ποσοτό των ορθών αποφάσεων µέσω του 
αλγορίθµου DBSCAN είναι µεγαλύτερο (60.34 % έναντι 56.03%) µε αποτέλεσµα η διαµέριση 
µέσω αυτού του αλγορίθµου να βρίσκεται πιο κοντά στη πραγµατική οµαδοποίηση των 
παρατηρήσεων. Παρόµοια συµπεράσµατα έχουµε και µε τους δείκτες Jacard και Fowlkes-Mallows 
µε τις αντίστοιχες τιµές τους για τον αλγόριθµο DBSCAN να είναι µεγαλύτερες και πιο κοντά στη 
µονάδα. 
  Συνεπώς µε βάση τους παραπάνω δείκτες αξιολόγησης µπορούµε να αποφανθούµε πλέον ότι ο 
αλγόριθµος DBSCAN είναι αυτός µε τα καλύτερα αποτελέσµατα. Αντιθέτως, παρόλο που η 
ακρίβεια της µεθόδου για την κλάση Patient είναι αρκετά µεγάλη (0.846), τα υπόλοιπα 
αποτελέσµατα δεν είναι ιδιαίτερα ικανοποιητικά για την πρόβλεψη του καρκίνου του µαστού.  

Πίνακας 7.13:  Δείκτης F για Κ - means και DBSCAN

Κ means DBSCAN

Δείκτης F Δείκτης F

Healthy Patient Healthy Patient

Healthy 0.5921 0.5255 0.6758 0.5454

Patient 0.3159 0.5233 0.1026 0.4891

Πίνακας 7.14:  Δείκτες Rand, Jacard και FM για  Κ - means και DBSCAN

Rand Jacard Fowlkes-Mallows

  K means 0.5603 0.4205 0.6005

  DBSCAN 0.6034 0.5106 0.7017
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Κεφάλαιο 8 

Συµπεράσµατα  

  Στην παρούσα διπλωµατική εργασία διερευνήθηκαν 3 αλγόριθµοι οµαδοποίησης µηχανικής 
µάθησης (DBSCAN, K means, Single Link), συγκεκριµένα η απόδοσή τους σε ένα σύνολο 
ιατρικών δεδοµένων όπως επίσης και το αν µπορεί να χρησιµοποιηθεί κάποιος από αυτούς για την 
πρόβλεψη του καρκίνου του µαστού. Η βιβλιογραφική µελέτη που διεξήχθη στη παρούσα εργασία 
στόχευε στην απόκτηση περαιτέρω γνώσεων σχετικά µε τους αλγορίθµους όπως επίσης 
πλεονεκτηµάτων και µειονεκτήµατων του καθενός έναντι των υπολοίπων. Κατά τη διάρκεια της 
µελέτης µας χρησιµοποιήσαµε ετικετοποιηµένα δεδοµένα, προκειµένου να είµαστε σε θέση να 
µπορούµε να κρίνουµε για το αν η οµαδοποίηση είναι ακριβής µε σκοπό τη σύγκριση των 
αποτελεσµάτων των 3 µεθόδων. 
  Τα αποτελέσµατα από την εφαρµογή των 3 µεθόδων (DBSCAN, K means, Single Link) ήταν 
µεικτά. Ο αλγόριθµος K means πέτυχε βέλτιστα αποτελέσµατα στα δυσδιάστατα δεδοµένα, όπου η 
επιλογή του αριθµού k που προέκυψε από τις µεθόδους (Elbow, Gap Statistic και Silhouette) 
ταυτιζόταν µε την πραγµατικότητα. Παρόµοια αποτελέµατα προέκυψαν και από τον αλγόριθµο 
Single Link, ενώ ο αλγόριθµος DBSCAN δεν κατάφερε να εντοπίσει πλήρως τα 3 φυσικά 
συµπλέγµατα τοποθετώντας µερικές παρατηρήσεις ως θόρυβο. Αντιθέτως, τα αποτελέσµατα 
αντιστρέφονται στα πολυδιάστατα δεδοµένα όπου οι αλγόριθµοι Single Link και K means 
αποδίδουν χειρότερα σε σχέση µε τον αλγόριθµο DBSCAN, αδυνατώντας να παράξουν 
ικανοποιητική οµαδοποίηση των δεδοµένων. Σε αυτή την περίπτωση κάνοντας χρήση της 
πραγµατικής οµαδοποίησης τους, πραγµατοποιήθηκε σύγκριση των αποτελεσµάτων µε τη βοήθεια 
δεικτών αξιολόγησης. Αξίζει να σηµειωθεί πως ιδιαίτερη δυσκολία παρουσιάστηκε επίσης και στην 
επιλογή των παραµέτρων των µοντέλων, γεγονός στο οποίο βοήθησε η εκ των προτέρων γνώση τη 
πραγµατικής οµαδοποίησης.  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