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Περίληψη

Σε αυτή τη διπλωµατική εργασία παρουσιάζονται µερικές ϐασικές εφαρµογές της µη µε-
ταθετικής αρµονικής ανάλυσης στην ϑεωρία πιθανοτήτων. Πιο συγκεκριµένα το ϐασικό
κοµµάτι της εργασίας αυτής είναι η περιγραφή της (ϐασικής) ϑεωρίας αναπαραστάσεων
των συµπαγών οµάδων και η περιγραφή των ϐασικών ιδιοτήτων των οµάδων Lie. Ο
κεντρικός στόχος είναι µελετήσουµε το ϑεώρηµα Peter-Weyl το οποίο ϑα µας δώσει ένα
ακριβή τρόπο ορίσουµε το τον µετασχηµατισµό Fourier. Σχετικά µε τις οµάδες Lie ϑα
δούµε τις ϐασικές τους ιδιότητες και την σχέση τους µε τις άλγεβρες Lie µε σκοπό να
αποδείξουµε την ολοκληρωτική ϕόρµουλα του Weyl. Αφού δούµε µερικές ιδιότητες
των ηµιαπλών άλγεβρων Lie και την σχέση τους µε την ϑεωρία αναπαραστάσεων των
οµάδων Lie ϑα κοιτάξουµε τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier πάνω σε οµάδες
Lie µε σκοπό να δείξουµε µια γενίκευση του ϑεωρήµατος του Levy.
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Εισαγωγή

Σε αυτή τη διπλωµατική εργασία παρουσιάζονται µερικές ϐασικές εφαρµογές της µη
µεταθετικής αρµονικής ανάλυσης στην ϑεωρία πιθανοτήτων. Πιο συγκεκριµένα το ϐα-
σικό κοµµάτι της εργασίας αυτής είναι η περιγραφή της (ϐασικής) ϑεωρίας αναπαρα-
στάσεων των συµπαγών οµάδων Lie και η περιγραφή των συνεπειών της ϑεωρίας αυτής
στην ανάλυση πάνω σε οµάδες Lie. Ο κεντρικός στόχος είναι να αποδείξουµε την ο-
λοκληρωτική ϕόρµουλα του Weyl και µετά να την εφαρµόσουµε στην ϑεωρία τυχαίων
πινάκων. Επιπλέον ϑα χρησιµοποιήσουµε µια µη µεταθετική εκδοχή του µετασχηµα-
τισµού Fourier για την µελέτη τυχαιών περιπάτων πάνω στις οµάδες Lie.

Πιο συγκεκριµένα στο Κεφάλαιο 1 παρουσιάζουµε ϐασικά στοιχεία της ϑεωρίας ανα-
παραστάσεων συµπαγών τοπολογικών οµάδων. Η ϑεωρία αναπαραστάσεων ουσιαστικά
ασχολείται µε ΄γραµµικές΄ δράσεις οµάδων πάνω σε διανυσµατικούς χώρους. Αυτό ση-
µαίνει οτι ασχολείται µε όλους τους ΄τρόπους΄ που µπορούµε να δούµε µια οµάδα ως
µια οµάδα γραµµικών τελεστών. ΄Οταν έχουµε µια ΄συνεχή΄ οµάδα τότε αυτές οι α-
ναπαραστάσεις ϑα πρέπει να είναι συµβατές µε την τοπολογία, ϑα πρέπει δηλαδή να
ικανοποιούν µια συνθήκη συνέχειας. Οι αναπαραστάσεις που ϑα µελατήσουµε λέγο-
νατι µοναδιαίες αναπαραστάσεις. Μια τέτοια αναπαράσταση είναι ένας οµοµορφισµός
από την τοπολογική οµάδα στην οµάδα µοναδιαίων τελεστών πάνω σε ένα χώρο Hilbert.
Αυτή η κλάση αναπαραστάσεων συµπεριφέρεται ιδιαίτερα καλά και στην περίπτωση
των συµπαγών οµάδων (που ϑα επικεντωθούµε σε αυτήν την εργασία) ϑα δούµε οτι δεν
χάνουµε τίποτα αν επικετρωθούµε µόνο σε αυτές τις αναπαραστάσεις. Επιπλέον ϑα δο-
ύµε οτι υπάρχουν κάποιες αναπαραστάεις οι οποίες υπο µια έννοια είναι οι πιο απλές.
Αυτές οι αναπαραστάσεις λέγονται ανάγωγες αναπαραστάσεις και ϑα δούµε επιπλέον
οτι µε αυτές στην περιπτωση των συµπαγών οµάδων µπορούµε να κατασκευάσουµε
όλες τις υπόλοιπες αναπαραστάσεις της οµάδας. Αυτές οι αναπαραστάσεις µαζί µε την
λεγόµενη κανονική αναπαράσταση ϐρίσκονται στο κέντρο της ϑεωρίας και απουτελούν
τις πιο σηµαντικές αναπαραστάσεις µιας οµάδας.

΄Ενα από τα πιο ϐασικά προβλήµατα στην ϑεωρία των αναπαραστάσεων είναι η ανάλυση
του χώρου L

2(G,mG) (πάνω στον οποίο η οµάδα G δρα µέσω της κανονικής αναπα-
ϱάστασης) σε απλούς αναλλοίωτους υπόχωρους. Εδώ το mG είναι ένα πολύ συγκεκρι-
µένο µέτρο το µέτρο Haar. Θα δούµε πως αυτό το πρόβληµα έχει εµπνευστεί από
και είναι µια γενίκευση της κλασσικής ανάλυσης Fourier συναρτήσεων πάνω στον µο-
ναδιαίο κύκλο. Η λύση αυτού του προβλήµατος έχει πάρα πολλές εφαρµογές αφού
κατά µια έννοια µπορεί να µας δώσει µια (πιθανώς µη µεταθετική) εκδοχή του κλασσι-
κόυ µετασχηµατισµού Fourier συναρτήσεων που είναι ορισµένες πάνω στην οµάδα που
µελετάµε. Θα δούµε επίσης οτι στην περίπτωση των συµπαγών οµάδων το πρόβληµα
αυτό έχει λυθεί. Αυτό είναι ουσιαστικά το περιεχόµενο του ϑεωρήµατος Peter −Weyl.Το
ϑεώρηµα αυτό µας περιγράφει µε ακριβή τρόπο την άνάλυση΄ του χώρου L

2(G,mG)
σε αναλλοίωτους υπόχωρους που καθορίζονται από τις ανάγωγες αναπαραστάσεις της
G. Το ϑεώρηµα Peter − Weyl λοιπόν µας δίνει ένα τρόπο να ορίσουµε τον µετασχη-
µατισµό Fourier σε συµπαγείς οµάδες αλλά για να τον χρησιµοποιήσουµε στην πράξη
ϑα πρέπει πρώτα να ϐρούµε όλες τις ανάγωγες αναπαραστάσεις της οµάδας. ∆εν υ-
πάρχει όµως ένας γενικός τρόπος εύρεσης αυτών των αναπραστάσεων που να δουλεύει
για κάθε συµπαγή οµάδα. Συνήθως για να τις ϐρούµε δουλεύουµε κατά περίπτωση
ή περιοριζόµαστε σε κλάσεις οµάδων που έχουν επιπλέον δοµή που µπορεί να µας
ϐοηθήσει.
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Οι οµάδες στις οποίες ϑα επικεντρωθούµε σε αυτήν την διπλωµατική εργασία είναι οι
συµπάγεις οµάδες Lie. Η µελέτη των ιδιοτήτων τους είναι το κεντρίκο κοµµάτι του
δεύτερου κεφαλαίου. Οι οµάδες Lie είναι οµάδες οι οποίες εχούν και µία συµβατή
οµαλή δοµη. Πιο συγκεκριµένα µια οµαδα Lie είναι µια οµάλη πολλαπλότητα έτσι
ώστε οι πράξεις της οµαδας να είναι οµάλες συνάρτησεις. Οπότε υπάρχει µια αλλη-
λεπίδραση µετάξυ της αλγεβρικής δοµής της οµάδας και της αναλυτικής δοµής της
πολλαπλότητας και ϑα εκµεταλλευτούµε αυτήν την αλληλεπίδραση για να ϐγάλουµε
συµπεράσµατα σχετικά µε την δοµή των οµάδων Lie. Θα δούµε οτι σε κάθε οµάδα Lie
G µπορούµε να αντιστοιχήσουµε µια αλγεβρική δοµή που λέγεται άλγεβρα Lie της G.
Θα δούµε οτι υπάρχει µια αντιστοιχία µεταξύ οµοµορφισµών οµάδων Lie και οµοµορ-
ϕισµών µεταξύ των αντίστοιχων αλγεβρών Lie. Πιο συγκεκριµένα ένας οµοµορφισµός
ανάµεσα σε δυο οµάδες Lie επάγει έναν οµοµορφισµό ανάµεσα στις αντίστοιχες άλγε-
ϐρες Lie. Αντιστρόφως όταν οι οµάδες µας έχουν κάποιες καλές τοπολογικές ιδιότητες
κάθε οµοµορφισµός ανάµεσα στις άλγεβρες Lie επάγει ένα οµοµορφισµό ανάµεσα στις
οµάδες Lie. Χρησιµοποιώντας την γλώσσα της ϑεωρίας κατηγοριών και το ϑεώρηµα του
Ado αυτό σηµαίνει οτι η κατηγορία των αλγεβρών Lie και η κατηγορία των ΄καλών ο-
µάδων Lie είναι ισοδύναµες. ∆ιαισθητική αυτό σηµαίνει οτι η ϑεωρία των (πραγµατικών
ή µιγαδικών) αλγεβρών Lie είναι ΄ίδια΄µε την ϑεωρία των καλών οµάδων Lie. Αυτό είναι
ένα εξαιρετικά σηµαντικό αποτέλεσµα γιατί µπορούµε να µελετήσουµε την ϑεωρία ανα-
παραστάσεων των (συµπαγών) οµάδων Lie µελετώντας την ϑεωρία αναπαραστάσεων των
αντίστοιχων αλγεβρών Lie. Επιπλέον ϑα µελετήσουµε τις ιδιότητες µερικών εξαιρετικά
σηµαντικών απεικονίσεων όπως την adjoint αναπαράσταση, την απεικόνιση adjoint και
την εκθετική απεικόνιση. Τέλος σε αυτό το κεφάλαιο ϑα δούµε µερικές ιδιότητες των
δράσεων οµάδων Lie πάνω σε πολλαπλότητες. Τέλος µε όλη αυτή την πληροφορία στα
χέρια µας ϑα δείξουµε την ολοκληρωτική ϕόρµουλα του Weyl. Αυτή η ϕόρµουλα µας
δίνει µια ακριβή σχέση ανάµεσα στο ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης πάνω σε µια συµπα-
γή, συνεκτική οµάδα Lie και σε ένα αντίστοιχο ολοκλήρωµα πάνω από τον µεγιστικό
τόρο της οµάδας. ΄Οταν η συνάρτηση είναι συνάρτηση κλάσης αυτή η ϕόρµουλα πέρνει
µια ιδιαίτερα χρήσιµη µορφή.

Στο τρίτο κεφάλαιο έχει να κάνει µε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα την οµάδα SU (2).
Πιο συγκεκριµένα ϑα ϐρούµε όλες τις αντίστοιχες µοναδιαίες αναπαραστάσεις µε την
ϐοήθεια της ϑεωρίας του κεφαλάιου 2 και ϑα δείξουµε πως

Στο τέταρτο κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε την δοµή των αλγεβρών Lie. Αυτά τα αντικείµενα
µπορούν να οριστούν χωρίς καµία αναφορά σε οµάδες Lie και έχουν µια πολύ ΄περιο-
ϱιστική΄ αλγεβρική δοµή. Ο κεντρικός σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να δώσουµε
µια ιδέα πως η δοµή της άλγεβρας Lie µπορεί να ταξινοµήσει όλες τις αναπαραστάσεις
µιας οµάδας Lie. Πιο συγκεκριµένα ορίζουµε στην αρχή τους ϐασικόυς τύπους αλγε-
ϐρών Lie τις επιλύσιµες, τις µηδενοδύναµες και τις ηµιαπλές. Σε αυτή την εργασία ϑα
επικεντωθούµε στις ηµιαπλές άλγεβρες Lie. Πιο συγκεκριµένα ϑα δείξουµε οτι κάθε η-
µιαπλή άλγεβρα Lie έχει µια µεγιστική αβελιανή/µεταθετική υποάλγεβρα. Με αυτή την
υποάλγεβρα ϑα µπορέσουµε να ορίσουµε την ανάλυση ϱιζών (root decomposition) της
άλγεβρας. Μετά ϑα δούµε εν συντοµία πως αυτή η ανάλυση µπορεί να χαρακτηρήσει
απόλυτατην αντίστοιχη άλγεβρα και µετά ϑα δούµε πως ϑα µπορούσε να εφαρµοστε-
ί στην ϑεωρία αναπαραστάσεων παρουσιάζοντας το ϑεώρηµα του µεγιστικού ϐάρους.
Τέλος ϑα δούµε µια διαφορετική µορφή της ολοκληρωτικής ϕόρµουλας Weyl και δυο
πορίµατά της. Το δεύτερο, η λεγόµενη Weyl′s dimension formula ϑα µας δώσει µια
πολύ σηµαντική εκτίµηση για την διάσταση µιας ανάγωγης αναπαράστασης µιας συ-
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µπαγούς, συνεκτικής οµάδας Lie και αυτή η εκτίµση ϑα είναι πάρα πολύ χρήσιµη στο
τελευταίο κεφάλαιο.

Στο πέµπτο και τελευταίο κεφάλαιο επικεντωνόµαστε στις εφαρµογές της ϑεωρίας που
αναπτύχθηκε στα προηγούµενα κεφάλαια. Πιο συγκεκριµένα ϑα εξετάσουµε µερικές
εφαρµογές του µη µεταθετικού µετασχηµατισµού Fourier στην ϑεωρία πιθανοτήτων.
Θα δούµε µια γενίκευση του ϑεωρήµατος του Levy σχετικό µε την ασθενή σύγκλιση
µέτρων ορισµένων πάνω σε οµάδες Lie. Ακόµα ϑα δούµε και µερικές γενικές ιδιότητες
του µετασχηµατισµού Fourier συναρτήσεων. Τέλος ϑα µελετήσουµε πως η ¨οµαλή¨
συµπεριφορά µιας συνάρτησης επιρεάζει την συµπεριφορά του αντίστοιχου µετασχη-
µατισµού/σειράς Fourier.
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Κεφάλαιο 1

Θεωρία Αναπαραστάσεων

Η ϑεωρία αναπαραστάσεων ξεκίνησε κατά τα τέλη του δέκατου ένατου αιώνα και κατά
την διάρκεια του εικοστού έπαιξε ένα σηµαντικό ϱόλο στην ανάπτυξη ορισµένων τοµέων
των µαθηµατικών µέσω των εφαρµογών της (στην ϕυσική, στην µη αβελιανή αρµονική
ανάλυση, στην γεωµετρία (ταξινόµηση συµµετρικών χώρων), στην ϑεωρία αριθµών κ.α.).
Η ϐασική ιδέα της ϑεωρίας αυτής είναι να προσπαθήσουµε να ϐρούµε όλους τους
τρόπους που µπορούµε να δούµε µια οµάδα σαν µια οµάδα τελεστών. Ισοδύναµα η
ϐασική ιδέα είναι να µελετήσουµε όλες τις γραµµικες δράσεις µιας οµάδας πάνω σε
ένα διανυσµατικό χώρο µε σκοπό να λάβουµε πληροφορία για την οµάδα ή για κάποια
αντικείµενα σχετικά µε την οµάδα.

Θεωρείται ότι ΄δηµιουργήθηκε΄ από τον Frobenius στην προσπάθειά του να λύσει ένα
πρόβληµα που του έθεσε ο δάσκαλος του ο Dedekind. Η µελέτη τότε επικεντρωνόταν
σε πεπερασµένες οµάδες. Αργότερα καθώς η δοµή των τοπολογικών οµάδων γινόταν
όλο και πιο κατανοητή η µελέτη της ϑεωρίας αναπαραστάσεων επεκτάθηκε και στις
συµπαγείς τοπολογικες οµάδες. Οι µαθηµατικοί που είχαν κάνει µεγάλες προόδους
στο τοµέα αυτό ήταν οι Weyl, Peter, Haar, κ.α. Πιο συγκεκριµένα οι Haar και von
Newman απέδειξαν ανεξάρτητα µεταξύ τους την ύπαρξη ενός αναλλοίωτου µέτρου πάνω
σε µια τοπικά συµπαγής οµάδα. Το µετρό αυτό που πλέον λέγεται µέτρο Haar είναι
εξαιρετικά χρήσιµο και τα ϐασικά αποτελέσµατα της ϑεωρίας δεν ϑα µπορούσαν καν να
διατυπωθουν χωρίς αυτό. Στην συνεχεία κατά τα µέσα του εικοστού αιώνα εφόσον τα ϐα-
σικά αποτελέσµατα της ϑεωρίας αναπαραστάσεων συµπαγων οµάδων (ϑ. Peter −Weyl)
είχαν αποδειχθεί η προσοχή της έρευνας στράφηκε προς τις µη συµπαγείς οµάδες. Η
ϑεωρία εδώ είναι αρκετά πιο πολύπλοκη και για να έχουµε ικανοποιητικες απαντήσεις
σε ϐασικά ερωτήµατα ϑα πρέπει να περιοριστούµε σε ειδικές κατηγορίες οµάδων. Η
ϑεωρία αναπτύχθηκε στην αρχή κυρίως από τους Gelfand, Neimark κ.α. Ιδιαίτερα στην
περίπτωση των ηµι-απλών οµάδων Lie αναπτύχθηκε κατά το δεύτερο µισό του εικοστού
αιώνα µια πολύ ικανοποιητική ϑεωρία από τον Harish − Chandra. Εµείς δεν ϑα πα-
ϱουσιάσουµε στοιχεία αυτών των ϑεωριών. Το σχέδιο αυτού του καφαλαίου είναι το
εξής :

Αρχικά αναφέρουµε ϐασικά χαρακτηριστικά των τοπολογικών οµάδων και πιο συγκε-
κριµένα των τοπικά συµπαγών οµάδων και τις ιδιότητες του µέτρου Haar. Στην συ-
νεχεία ορίζουµε τι είναι µια αναπαράσταση µιας τέτοιας οµάδας και αναπτύσσουµε
λίγα ϐασικά αποτελέσµατα. Μετά ϑα περιοριστούµε στην περίπτωση των συµπαγων ο-
µάδων όπου υπάρχει µια αρκετά διαχειρισιµη ϑεωρία για τις αναπαραστάσεις τους και
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τέλος εξηγούµε γιατί αυτή η ϑεωρία αποτυγχάνει όταν η οµάδα είναι µη συµπαγής και
αναφέρουµε τι ϑα µπορούσαµε να κάνουµε σε αυτή την περίπτωση.

1.1 Τοπολογικές Οµάδες και µέτρο Haar

΄Οπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή η ϑεωρία αναπαραστάσεων αρχικά µελετούσε
πεπερασµένες οµάδες. ΄Οµως πολλές γνωστές και χρήσιµες οµάδες όχι µόνο δεν είναι
πεπερασµένες αλλά έχουν µια ΄συνεχή΄ δοµή. Σε αυστηρούς µαθηµατικούς όρους αυτό
σηµαίνει ότι η οµάδα διαθέτει µια τοπολογία συµβατή µε την αλγεβρική της δοµή. Πιο
συγκεκριµένα έχουµε τον ορισµό:

Ορισµός. Μια τοπολογική οµάδα G είναι ένας τοπολογικός χώρος που έχει δοµή οµάδας

έτσι ώστε η πράξη (g, h)→ gh
−1

είναι συνεχής.

Στον παραπάνω ορισµό προφανώς η πράξη (g, h)→ gh
−1 πέρνει στοιχεία του G ×G και

τα στέλνει στον G. Εδώ ο χώρος G × G εννοείται πως έχει την τοπολογία γινόµενο που
επάγει η τοπολογία της G. Αυτή η συνθήκη ΄συµβατότητας΄ ανάµεσα στην αλγεβρική
δοµή και στην τοπολογική δοµή της οµάδας µας δίνει αρκετή πληροφορία για τα ανοι-
κτά σύνολα της οµάδας. Για παράδειγµα έχουµε την παρακάτω πρόταση:

Πρόταση. ΄Εστω G τοπολογική οµάδα, g ∈ G και U ⊆ G ανοικτό σύνολο. Τότε τα σύνο-

λα gU, Ug και U
−1 = {h−1 : h ∈ U } είναι ανοικτά. Σαν συνέπεια κάθε ϐάση περιοχών

του µοναδιαίου στοιχείου της G επάγει µε ϕυσιολογικό τρόπο µια ϐάση περιοχών σε κάθε

g ∈ G.

Η απόδειξη είναι πολύ απλή αφού οι απεικονίσεις Rg : h → h · g, Lg : h → g · h (g ∈ G)
και Inv : h → h

−1 είναι οµοιοµορφισµοί. Υπάρχουν και άλλα παρόµοια αποτελέσµατα
που µας δίνουν επιπλέον πληροφορία για την τοπολογία µιας τοπολογικής οµάδας
αλλά ϑα τα ανφλερουµε όταν τα χρειαστούµε.

Στην εργασία αυτή ϑα ασχοληθούµε µε οµάδες που έχουν µια πολύ καλή τοπολογική
ιδιότητα. Πιο συγκεκριµένα ανακαλούµε πως ένας τοπολογικός χώρος λέγεται τόπι-
κα συµπαγής αν είναι Hausdorff και αν κάθε σηµείο του έχει µια συµπαγή περιοχή.
(Η υπόθεση του να είναι Hausdorff ο χώρος πολλές ϕορές δεν γίνεται αλλά είναι µια
αρκετά ϐολική υπόθεση γιατι µας δίνει αρκετούς διαφορετικούς χαρακτηρισµούς των
τοπικά συµπαγών χώρων). ΄Εχουµε λοιπόν τον εξής ορισµό:

Ορισµός. Μια τοπολογική οµάδα λέγεται τοπικά συµπαγής οµάδα αν είναι τοπικά συ-

µπαγής ως τοπολογικός χώρος. Ανάλογα ορίζουµε την έννοια της συµπαγούς οµάδας.

Επείδη ϑα ασχοληθούµε µόνο µε τοπικά συµπαγείς οµάδες πάντα ϑα εννοείται οτι
µιλάµε για τοπικά συµπαγείς οµάδες ακόµα και αν δεν το αναφέρουµε.

Παραδείγµατα. Σχεδόν κάθε οµάδα που εµφανίζεται στις εφαρµογές ή σε άλλους τοµείς
των µαθηµατικών είναι τοπικά συµπαγής. Για παράδειγµα όλες οι ακόλουθες οµάδες
είναι τοπικά συµπαγείς :
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Οι (R,+), (C×,·), (R/Z,+), οποιαδήποτε οµάδα πινάκων, κάθε πεπερασµένη οµάδα κ.α.
είναι τοπικά συµπαγής όπου κάθε οµάδα έχει την προφανή τοπολογία. Μερικά πιο
έξωτικά΄ παραδείγµατα τοπικά συµπαγών οµάδων είναι οι οµάδες Gal(Q̄), η προσθετική
οµάδα των p-αδικών αριθµών Qp και η οµάδα GLn(Qp).

Φυσικά υπάρχουν τοπολογικές οµάδες που δεν είναι τοπικά συµπαγείς. Για παράδειγ-
µα έστω V διανυσµατικός χώρος µε νόρµα άπειρης διάστασης. Τότε η (V,+) δεν µπορεί
να είναι τοπικά συµπαγής.

Οι τοπικά συµπαγείς οµάδες έχουν πολλές καλές ιδιότητες όπως για παράδειγµα κάθε
τοπικά συµπαγής υπο-οµάδα (µε την τοπολογία υποχώρου) είναι επιπλέον κλειστή. Με
διαφορά όµως η πιο σηµαντική ιδιότητα που έχουν οι τοπικά συµπαγείς οµάδες είναι
ότι διαθέτουν ένα αναλλοίωτο µέτρο. Πιο συγκεκριµένα ανB(G) είναι η Borel σ-άλγεβρα
της τοπικά συµπαγούς οµάδας G τότε ένα µέτρο µ ϑα λέγεται από δεξιά αναλλοίωτο

αν: ∀A ∈ B(G) και ∀g ∈ G έχουµε µ(A · g) = µ(A). Ανάλογα ϕυσικά µπορούµε να
ορίσουµε την έννοια του από αριστερά ανλλοίωτου µέτρου. Επιπλέον υπενθυµίζουµε
οτι ένα µέτρο Radon µ είναι ένα µέτρο Borel που πληρεί τις παρακάτω ιδιότητες :

• Είναι πεπερασµένο σε συµπαγή σύνολα.

• Για κάθε ανοικτό σύνολο E ⊆ G ανοικτό έχουµε: µ(E) = sup{µ(K) : K ⊆ E}.

• Για κάθε σύνολο Borel E έχουµε: µ(E) = inf {µ(U ) : U ⊇ E, Uανοικτό}.

Το εντυπωσιακό ϑεώρηµα που έχουµε είναι το εξής :

Θεώρηµα. ΄Εστω G µια τοπικά συµπαγής οµάδα. Τότε υπάρχει ένα από δεξιά αναλλο-

ίωτο, µη µηδενκό Radon µέτρο µ το οποίο είναι µοναδικό modulo µια πολλαπλασιαστική

σταθερά. ∆ηλαδή αν έχουµε ένα άλλο µέτρο Radon µ1 το οποίο είναι από δεξιά αναλλο-

ίωτο τότε ϑα υπάρχει µια σταθερά c τέτοια ώστε µ = c · µ1.

Αντίστοιχα υπάρχει ένα ανάλογο ϑεώρηµα για από αριστερά αναλλοίωτα µέτρα. Το
µέτρο του ϑεωρήµατος ονοµάζεται µέτρο Haar και συνήθως ϑα είναι κατανοητό από τα
περιεχόµενα αν το µέτρο αυτό είναι από δεξία ή από αριστερά αναλλοίωτο. Το µέτρο
Haar είναι πολύ ϐασικό στην ϑεωρία αναπαραστάσεων και έχει αρκετές σηµαντικές
ιδιότητες όπου µερικές από αυτές συνοψίζονται στην παρακάρω πρόταση:

Πρόταση. Αν G είναι τοπικά συµπαγής οµάδα και µ είναι ένα µέτρο Haar που είναι από

δεξιά αναλλοίωτο τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν f ∈ L1(µ) και f ≥ 0 τότε για κάθε g ∈ G έχουµε :∫
G

f (x · g)dµ(x) =

∫
G

f (x)dµ(x)

2. Η G είναι συµπαγής αν και µόνο αν µ(G) < +∞.

3. Πιο συγκεκριµένα αν η G είναι συµπαγής τότε το µ είναι και από αριστερά αναλλο-

ίωτο και επιπλέον για κάθε f ∈ L1(µ) έχουµε τις εξισώσεις :∫
G

f (g · x)dµ(x) =

∫
G

f (x)dµ(x)
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για κάθε g ∈ G και ∫
G

f (x−1)dµ(x) =

∫
G

f (x)dµ(x)

Απόδειξη. Για τον πρώτο ισχυρισµό πρώτα παρατηρούµε οτι ισχύει για απλές ολοκλη-
ϱώσιµες συναρτήσεις. Στην γενική περίπτωση πέρνουµε µια αύξουσα ακολουθία φn

απλών συναρτήσων που συγκλίνει στην f και φn ≤ f . Επειδή λοιπόν ο ισχυρισµός
ισχύει για απλές ολοκληρώσιµες συναρτήσεις και επειδή η f είναι ολοκληρώσιµη µια
εφαρµογή του ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης µας δίνει την γενική περίπτωση.

Για τον δεύτερο ισχυρισµό αν η G είναι συµπαγής αφού το µέτρο µ είναι πεπερασµένο
σε συµπαγή σύνολα έχουµε το αποτέλεσµα. Το αντίστροοφο είναι πιο δύσκολο να
αποδειχθεί και γι αυτό η απόδειξη παραλείπεται.

Για τον τρίτο ισχυρισµό πρώτα παρατηρούµε οτι για κάθε g ∈ G το µέτρο µg που ορίζεται
ως µg(A) = µ(g · A) είναι επίσης από δεξιά αναλλοίωτο. ΄Αρα από την µοναδικότητα
του µέτρου Haar ϑα υπάρχει ένας πραγαµατικός αριθµός ∆(g) τέτοιο ώστε µg = ∆(g)µ.
Συνεπώς για A = G και αφού η G είναι συµπαγής ϑα έχουµε µg(G) = ∆(g)µ(G) και
ισοδύναµα ∆(g) = 1. Αυτό προφανώς συνεπάγεται οτι το µ είναι και από αριστερά
αναλλοίωτο.

΄Εχοντας δείξει αυτό µπορούµε να δείξουµε τον τελευταίο µας ισχυρισµό. Αν Inv : h →
h
−1 τότε το push-forward µέτρο Inv∗µ (που ορίζεται ως Inv∗µ(A) = µ(A−1)) είναι από

δεξιά αναλλοίωτο (εδώ χρησιµοποιήσαµε το γεγονός οτι το µ είναι και από αριστερά
αναλλοίωτο). ΄Αρα ϑα υπάρχει ένας ϑετικός αριθµός c µε Inv∗µ = c · µ. ΄Οµως εφόσον
Inv ◦ Inv = IdG και (f ◦ k)∗µ = f∗(k∗µ) ϑα έχουµε οτι c2 = 1 ⇒ c = 1. ΄Αρα έχουµε
µ(A−1) = µ(A). Τώρα µε την ίδια µέθοδο που ακολουθήσαµε στο 1 µπορούµε να
δείξουµε οτι : ∫

G

f (x−1)dµ(x) =

∫
G

f (x)dµ(x)

για f ∈ L1(µ) και f ≥ 0. �

Φυσικά τα αποτελέσµατα 1) και 3) του ϑεωρήµατος ισχύουν για όλες τις f ∈ L1(µ).

Τώρα για κάθε p ∈ [1,+∞) ορίζουµε κατά τα γνωστά τους χώρους Lp(G, µ) = L
p(G).

Ο λόγος για τον τελευταίο συµβολισµό όπου παραλείπουµε να σηµειώσουµε το µέτρο
Haar είναι οτι πολύ απλά αν αλλάξουµε το µέτρο Haar τότε ϑα το αλλάξουµε κατά µια
πολλαπλασιαστική σταθερά και άρα οι αντίστοιχοι Lp χώροι ϑα είναι ισοµετρικοί.

Μια πολυ ϐασική παρατήρηση που πρέπει να κάνουµε εδώ είναι οτι ο χώρος Cc(G)
που αποτελείται από όλες τις συνεχείς συναρτήσεις πάνω στην G µε συµπαγή ϕορέα
εµφυτεύεται ως υπόχωρος σε κάθε Lp(G). Πιο συγκεκριµένα ο Cc(G) είναι πυκνός
υπόχωρος κάθε Lp(G). Φυσικά όταν η οµάδα είναι συµπαγής τα ίδια ισχύουν για τον
C(G) αφού οι δυο χώροι είναι ίσοι σε αυτή την περίπτωση.

1.2 Βασικές έννοιες της Θεωρίας Αναπαραστάσεων

Σε αυτή την υπο-ενότητα ϑα αναπτύξουµε µερικά ϐασικά στοιχεία της ϑεωρίας αναπα-
ϱαστάσεων τοπολογικών οµάδων µε σκοπό να καταλήξουµε στην απόδειξη του λήµµατος
του Schur. Θα αρχίσουµε µε µια συνοπτική παρουσίαση των ϐασικών ορισµών και µετά
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ϑα αποδείξουµε µερικές ϐασικές ιδιότητες αυτών των νέων αντικειµένων. Πρώτα ορίζου-
µε το τι είναι αναράσταση µιας οµάδας :

Ορισµός. ΄Εστω τοπικά συµπαγής οµάδα G και χώρος Banach V . ΄Ενας οµοµορφισµός

ρ : G → GL(V )1 τέτοιος ώστε η απεικόνιση (g, v) → ρ(g)v να είναι συνεχής λέγεται

αναπαράσταση της G. Αν ο V έχει πεπερασµένη διάσταση τότε λέµε οτι η ρ είναι πεπε-

ϱασµένης διάστασης και γράφουµε dimV = dimρ.

Οπότε διαισθητικά µια αναπαράσταση είναι ένας τρόπος να δούµε την οµάδα G σαν µια
οµάδα αυτοµορφισµών ενός χώρου Banach. Ισοδύναµα µια αναπαράσταση είναι µια
γραµµική δράση της G πάνω στον χώρο V και αυτή η δράση λαµβάνει υπ΄ όψιν της και
την τοπολογία της G (γιατί η ΄κίνηση΄ κάθε σηµείου πρέπει να είναι συνεχής). Γι αυτό
τον λόγο λοιπον συνήθως λέµε οτι η αναπαράσταση ρ είναι πάνω στον V ή οτι δρα πάνω
στον V . Μερικές ϕορές όταν ϑα ϑέλουµε να επισυµάνουµε τον χώρο στον οποίο δρα η
αναπαράσταση ϑα γράφουµε (ρ, V ).

Επείδη η κλάση των χώρων Banach είναι πολυ µεγάλη, γενική και δύσκολη στην δια-
χείριση ϑα ϑέλαµε να περιοριστούµε σε µια πιο καλή κατηγορία χώρων. Η κατηγορία
αυτή είναι η κλάση των χώρων Hilbert και σε αυτούς τους χώρους ορίζεται η παρακάτω
κατηγορία αναπαραστάσεων:

Ορισµός. ΄Εστω τοπικά συµπαγής οµάδα G και (ρ, V ) όπου V είναι χώρος Hilbert. Αν

(π(g)v|π(g)w) = (v|w) για κάθε v,w ∈ V τότε η π λέγεται µοναδιαία αναπαράσταση.

Σε αυτή την εργασία ϑα ασχοληθούµε ουσιαστικά µόνο µε µοναδιαίες αναπαραστάσεις.
Οι αναπαραστάσεις αυτές είναι οι πιο σηµαντικές γιατί έχουν καλές ιδιότητες (µερικές
από τις οποίες ϑα τις δούµε σε λίγο) και εµφανίζονται πάρα πολύ συχνά στις εφαρµο-
γές.

Τώρα που έχουµε το ϐασικό µας µαθηµατικό αντικείµενο εισαγάγουµε ένα τρόπο
σύγκρισης δυο αναπαραστάσεων:

Ορισµός. Αν (π1, V1), (π2, V2) είναι δυο αναπαραστάσεις της G και Φ : V1 → V2 ε-

ίναι γραµµικός συνεχής τελεστής µε Φ(π1(g)v) = π2(g)Φ(v) τότε ο Φ λέγεται µορφισµός

αναπαραστάσεων (intertwiner). Το σύνολο όλων των µορφισµών µεταξύ δυο αναπαρα-

στάσεων συµβολίζεται ως HomG(V1, V2) ή ως HomG(π1, π2).

΄Οταν Φ(π1(g)v) = π2(g)Φ(v) τότε λέµε οτι ο Φ σέβεται τις αντίστοιχες δράσεις. Είναι
ϕανερό οτι Φ ∈ HomG(π, π) αν και µόνο αν ο τελεστής Φ αντιµετατίθεται µε όλους τους
τελεστές π(g), g ∈ G. Επίσης αν ο Φ−1 υπάρχει και είναι συνεχής και ανήκει στον
HomG(π2, π1) τότε γράφουµε π1 ' π2 και λέµε οτι οι αναπαραστάσεις είναι ισόµορφες.
Η σχέση ' είναι µια σχέση ισοδυναµίας και άρα ϑέτουµε :

Ĝ = όλες οι κλάσεις ισοδυναµίας της '
1
T ∈ GL(V ) αν και µόνο αν είναι γραµµικός, συνεχής, 1-1 και επί µε συνεχή αντίστροφο.
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και Ĝf ⊆ Ĝ να είναι όλες οι κλάσεις ισοδυναµίας της ' που περιέχουν µόνο αναπαρα-
στάσεις πεπερασµένης διάστασης.

Είναι εύκολο να δούµε ότι η συλλογή όλων των αναπαραστάσεων µιας οµάδας µαζί
µε τους µορφισµούς µεταξύ τους σχηµατίζουν µια κατηγορία. Αυτή η παρατήρηση αν
και δεν ϑα αναλυθεί περισσότερο σε αυτή την εργασία αξίζει να αναφερθεί γιατί σε πιο
προχωρηµένες/αλγεβρικές µελέτες της ϑεωρίας παίζει πολύ σηµαντικό ϱόλο (π.χ. στην
λεγόµενη Tannaka-Krein δυϊκότητα για συµπαγείς οµάδες).

Τώρα που έχουµε ένα τρόπο σύγκρισης ϑα ϑέλαµε να ορίσουµε τις απλούστερες ανα-
παραστάσεις που ϑα µπορούσαµε να έχουµε. Πρώτα λέµε οτι ένας κλειστός χώρος W
είναι αναλλοίωτος υπόχωρος της αναπαράστασης π αν π(g)W ⊆ W για κάθε g ∈ G.
Συνήθως όταν αυτός ο χώρος δεν περιέχει άλλους αναλλοίωτους υποχώρους ϑα τον λέµε
ανάγωγο. ΄Εχουµε λοιπόν τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός. Μια αναπαράσταση π λέγεται ανάγωγη αν οι µόνοι αναλλοίωτοι υπόχωροι

είναι οι {0} και V .

Είναι ϕανερό ότι αν η αναπαράσταση π δεν είναι ανάγωγη καιW είναι ένας αναλλοίωτος
υπόχωρος τότε ο περιορισµός της π σε αυτόν τον χώρο2 ϑα µας δώσει µια καινούρια
αναπαράσταση της G. Αν ονοµάσουµε αυτήν την καινούργια αναπαράσταση π �W τότε
η π �W ϑα λέγεται υπο-αναπαράσταση της π. Οπότε αν η π δεν είναι ανάγωγη τότε δεν
ϑα είναι η απλή αναπαράσταση γιατί ϑα περιέχει µια άλλη, πιο ΄µικρή΄, αναπαράσταση.
Αντιθέτως οι ανάγωγες αναπαραστάσεις δεν ΄περιέχουν΄ καµεία άλλη αναπαράσταση και
κατά µια έννοια ϑα δούµε οτι αποτελούν τους ϑεµέλειους λίθους των αναπαραστάσεων
της οµάδας γιατί υπό κατάλληλες συνθήκες κάθε άλλη αναπαράσταση κατασκευάζεται
από ανάγωγες.

Γενικότερα αν π1 και π2 είναι δύο αναπαραστάσεις και Φ ∈ HomG(π1, π2) ένας 1-1 µορ-
ϕισµός ο οποίος δεν είναι κατ ανάγκη επί αλλά µε συνεχή αντίστροφο τότε πάλι ϑα λέµε
ότι η π1 είναι υπο-αναπαράσταση της π2. Παρατηρούµε ότι η κλειστότητα της εικόνας
του Φ ϑα είναι αναλλοίωτος υπόχωρος της π2. Αν επιπλέον περιορίσουµε την π2 στον
υπόχωρο αυτό τότε η αναπαράσταση που ϑα πάρουµε ϑα είναι ισόµορφη µε την π1.
΄Αρα µπορούµε να πούµε οτι π1 είναι υπο-αναπαράσταση της π2 αν η π2 ΄περιέχει΄ ένα
ισοµορφικό αντίγραφο της π1. Συνήθως σε αυτή την περίπτωση ϑα γράφουµε π1 ↪→ π2.

Παρατήρηση. Η π �W είναι ανάγωγη αναπαράσταση αν και µόνο αν οW είναι ανάγωγος
αναλλοίωτος υπόχωρος.

Τώρα πριν αρχίσουµε αποδείξεις ϐασικών αποτελεσµάτων ορίζουµε τις πιο ϐασικές α-
ναπαραστάσεις οι οποίες έχουν ένα κεντρικό ϱόλο στην ϑεωρία :

Ορισµός. Η δεξιά κανονική αναπαράσταση της G είναι η πG που δρα πάνω στον L
2(G)

και που ορίζεται ως ρG(g)f (x) = f (x · g) για κάθε g ∈ G και f ∈ L2(G). Ανάλογα

ορίζεται η αριστερή κανονική αναπαράσταση της G και συµβολίζεται ως λG (έχουµε

λG(g)f (x) = f (g−1 · x)).

2∆ηλαδή ο περιορισµός κάθε τελεστή π(g) στον χώρο W
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Παρατηρούµε οτι ο εκθέτης -1 στην αριστερή κανονική αναπαράσταση εµφανίζεται έτσι
ώστε η λG να είναι οµοµορφιµός ανάµεσα στην G και στην GL(L2(G)).

Οι κανονικές αναπαραστάσεις είναι εξαιρετικά ϐασικές. Ο λόγος είναι γιατί όπως ϑα
δούµε και πιο µέτα στην περίπτωση των συµπαγών οµάδων οι αναπαραστάσεις αυτές
είναι πολύ ΄µεγάλες΄. Πιο συγκεκριµένα η από δεξιά κανονική αναπαράσταση3, για
παράδειγµα, περιέχει όλες τις ανάγωγες, µοναδιαίες αναπαραστάσεις της G. Αυτό είναι
το ϑεώρηµα Peter-Weyl που ϑα δούµε πιο µέτα.

Με αυτούς τις έννοιες µπορούµε να διατυπώσουµε τον ϐασικό/αρχικό σκοπό της ϑεω-
ϱίας αναπαραστάσεων για µια συγκεκριµένη τοπικά συµπαγή οµάδα G:

1. Θέλουµε να ϐρούµε όλες τις ανάγωγες µοναδιαίες αναπαραστάσεις της G.

2. Θέλουµε να ϐρούµε πως η κανονική αναπαράσταση της G σπάει σαν ΄σύνθεση΄
ανάγωγων µοναδιαίων αναπαραστάσεων ή ισοδύναµα ϑέλουµε να αναλύσουµε τον
χώρο L2(G) ως ένα άθροισµα ανάγωγων υποχώρων.

Ο λόγος για να ϑέσουµε αυτά τα ερωτήµατα έρχονται από διάφορους τοµείς των µαθη-
µατικών. Για το 2) αυτό που έχουµε στο νου µας είναι το εξής :

΄Οταν έχουµε µια οµάδα G που δρα σε ένα οµοιογενή χώρο X τότε µπορούµε να ΄ση-
κώσουµε΄ ,κατά µία έννοια, την δράση σε µια αναπαράσταση της G πάνω σε ένα κατάλ-
ληλο χώρο συναρτήσεων του X. ΄Οταν ο X έχει και ένα ϐολικό αναλλοίωτο µέτρο m τότε
αυτός ο χώρος είναι ο L2(X, m) και η αντίστοιχη αναπαράσταση της G ορίζεται όπως η
κανονική αναπαράσταση. Αυτό που ϑέλουµε να κάνουµε τώρα είναι να ΄σπάσουµε΄ τον
χώρο L2(X, m) σε απλά κοµµάτια εκµεταλευόµενοι την δράση της G πάνω σε αυτόν τον
χώρο, εκµεταλευόµενοι δηλαδή την συµµετρία του X.

Το κλασσικό παράδειγµα είναι όταν η οµάδα είναι η R/Z και ο οµοιογενής χώρος είναι
πάλι η R/Z. Θα δούµε στην συνέχεια πως η λύση του 2) σε αυτή την περίπρωση δίνει
την κλασσική ανάλυση σε σειρά Fourier συναρτήσεων περιόδου 14. Επίσης ϑα σκια-
γραφήσουµε την λύση του 2) όταν η οµάδα ϑα είναι η οµάδα στροφών στον τρισδιάστατο
χώρο (η SO(3)) και ο οµοιογενής χώρος η σφαίρα ακτίνας 1.

1.3 Μερικά ϐασικά αποτελέσµατα

Κατ΄ αρχιν ας κάνουµε ένα σχόλιο για την συνθήκη συνέχειας που ικανοποιεί µια ανα-
παράσταση. Θα µπορούσε κάποιος να ϱώτησει γιατί απλά δεν απαιτήσαµε η απεικόνιση
ρ : G → GL(V ) να είναι συνεχής. Η απάντηση είναι απλή: Αν είχαµε υιοθετήσει αυτό
τον ορισµό τότε οµοµορφισµοί που ϑα περιµέναµε να είναι αναπαραστάσεις δεν είναι.
Πράγµατι ένα απλό παράδειγµα που αναφέρεται στο [5] είναι το ακόλουθο:

΄Εστω η συµπαγής και αβελιανή οµάδα R/Z και ο χώρος V = C(R/Z) µε την supremum
νόρµα. Προφανώς ο V είναι χώρος Banach και αν π είναι ο οµοµορφισµός R/Z →

3Εµείς ϑα ασχοληθούµε µόνο µε την από δεξιά κανονική αναπαράσταση (αν και όλη η ϑεωρία που
ϑα αναπτυχθεί γι΄ αυτήν µπορεί να αναπτυχθεί µε σχεδόν ίδιο τρόπο και για την λG ). Γι΄ αυτό τον λόγο
όποτε ϑα λέµε κανονική αναπαράσταση ϑα εννοούµε την ρG

4Οι συναρτήσεις πάνω στην R/Z είναι σε ένα προς ένα και επί αντιστοιχία µε περιοδικές συναρτήσεις
πάνω στον R περιόδου 1
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GL(V ) που ορίζεται όπως η από δεξιά κανονική αναπαράσταση τότε ο π δεν είναι συ-
νεχής (ενώ ϕυσικά ϑα περιµέναµε να είναι αναπαράσταση αφού δρα σε ένα πυκνό
υπόχωρο του L2(R/Z) ακριβώς όπως η κανονική).

Πράγµατι ας πάρουµε µια ft ∈ V που είναι µηδέν έξω από το [0, t]5 ϑετική, ≤ 1 εκτός
από το σηµείο t/2 όπου είναι =1 (έχουµε υποθέσει εδώ οτι 0 < t < 1/2). Προφανώς
η συνάρτηση αυτη έχει νόρµα 1. Τότε εφόσον οι π(t)ft και ft έχουν ξένους ϕορείς
µπορούµε να δούµε οτι :

‖π(t) − idV ‖ ≥ supx∈R/Z{ft(x + t) − ft(x)} = 1

και άρα ‖π(t) − idV ‖ ≥ 1 για t ∈ (0,1/2).

Γενικότερα όµως αν δώσουµε στοGL(V ) την ισχυρή τοπολογιά (strong operator topology)
τότε µια αναπαράσταση π είναι συνεχής ως προς αυτές τις τοπολογίες. Ισχύει και το
αντίστροφο µάλιστα δηλαδή αν ο οµοµορφισµός ρ : G → GL(V ) είναι συνεχής όπου ο
GL(V ) έχει την ισχυρή τοπολογιά τότε η ρ είναι αναπαράσταση.

Μια κάλη ιδιότητα που έχουν οι αναπαραστάσεις και η συνέπειά της ϑα µας ϕανεί
χρήσιµη αργότερα είναι η ακόλουθη:

Πρόταση. ΄Εστω (ρ,H) µια αναπαράσταση της G. Τότε η ρ είναι τοπικά ϕραγµένη

δηλαδή στέλνει συµπαγή υποσύνολα της G σε ϕραγµένα σύνολα.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι αρκετά απλή. Παρατηρούµε πρώτα οτι για κάθε v ∈ H
η απεικόνιση g → ρ(g)v από την G στον H είναι συνεχής. ΄Οταν λοιπόν K είναι ένα
συµπαγές υπο-σύνολο της G η οικογένεια τελεστών {ρ(g)}g∈K ϑα είναι κατά σηµείο
ϕραγµένη δηλαδή sup{||ρ(g)v|| : g ∈ K} < +∞ για κάθε v ∈ H . ΄Αρα από το ϑεώρηµα
Banach-Steinhaus ϑα έχουµε sup{||ρ(g)|| : g ∈ K} < +∞ ή ισοδύναµα το σύνολο ρ(K)
είναι ϕραγµένο. �

΄Ενα προφανές πόρισµα αυτής της πρότασης είναι οτι όταν η G είναι συµπαγής τότε
το ρ(G) είναι ϕραγµένο σύνολο. Συνεπώς ϑα υπάρχει M τέτοιο ώστε ‖ρ(g)‖ ≤ M και
συνεπώς εύκολα δείχνουµε οτι για κάθε g ∈ G:

1
M
≤ ‖ρ(g)‖ ≤ M

Τώρα δείχνουµε µια ισοδυναµία για την συνθήκη συνέχειας µιας αναπαράστασης που
ϑα µας ϕανεί χρήσιµη στο αµέσως επόµενο ϑεώρηµα:

Πρόταση. ΄Εστω G µια τοπολογική οµάδα και ρ : G → U (H)6 ένας οµοµορφισµός όπου

H είναι ένας χώρος Hilbert. Τότε η απεικόνιση (g, v) 7→ ρ(g)v είναι συνεχής αν και µόνο

αν ||ρ(g)v − v|| → 0 καθώς g → 1.

5Μπορούµε να αναπαραστήσουµε κάθε στοιχείο της R/Z µε ένα µοναδικό στοιχείο του [0,1)
6Το U (H) είναι το σύνολο όλων των µοναδιαίων τελεστών του H
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Απόδειξη. Προφανώς αν η απεικόνιση (g, v) 7→ ρ(g)v είναι συνεχής τότε ||ρ(g)v−v|| → 0
καθώς g → 1. Αντιστρόφως τώρα έστω ε > 0 και h ∈ G. Τότε ϑα υπάρχει περιοχή του
µοναδιαίου στοιχείου e ∈ G έστω η V τέτοια ώστε :

||ρ(g)v − v|| <
ε

2||ρ(h)||

Ακόµα αν w ∈ H τότε ϑα έχουµε:

||ρ(g)v − ρ(h)w|| ≤ ||ρ(h)|| · ||ρ(h−1
g)w −w|| + ||ρ(g)v − ρ(g)w||

΄Οµως αφού για κάθε g ∈ G έχουµε ρ(g) ∈ U (H) έχουµε:

||ρ(g)v − ρ(h)w|| ≤ ||ρ(h)|| · ||ρ(h−1
g)w −w|| + ||v −w|| < ε

για (g, v) ∈ V × B||·||(w, ε/2). ΄Αρα η (g, v) 7→ ρ(g)v είναι συνεχής. �

Είναι εύκολο να δούµε οτι αν, πιο γενικά, ο οµοµορφισµός ρ είναι ϕραγµένος (δηλαδή
αν το ρ(G) είναι ϕραγµένο σύνολο) τότε η παραπάνω πρόταση πάλι ισχύει.

Ανακαλούµε οτι οι αναπαραστάσεις αυτές ορίστηκαν από την δράση τους σε στοιχεία
του L2(G) κατά σηµείο οπότε ϑα πρέπει να εξετάσουµε οτι αν αλλάξουµε την συνάρτηση
σε ένα σύνολο µέτρου µηδέν δεν ϑα πάρουµε διαφορετικό αποτέλεσµα. Θα απόδείξου-
µε λοιπόν οτι οι κανονικές αναπαραστάσεις είναι καλά ορισµένες :

Θεώρηµα. Οι δεξιά και αριστερά κανονικές αναπαραστάσεις της G είναι καλά ορισµένες

µοναδιαίες αναπαραστάσεις.

Απόδειξη. Θα δουλέψουµε µόνο µε την δεξιά κανονική αναπαράσταση ρG. Η απόδειξη
για την αριστερή κανονική αναπαράσταση είναι όµοια. Αρχικά παρατηρούµε οτι η ρG
είναι καλά ορισµένη γιατί αν f = k σχεδόν παντού τότε ρG(g)f = ρG(g)k σχεδόν παντού
από τις ιδιότητες του µέτρου Haar. Επιπλέον πάλι από τις ιδιότητες του µέτρου Haar
ϑα έχουµε

||ρG(g)f ||2
L2 =

∫
G

|f (x · g)|2dµ(x) =

∫
G

|f (x)|2dµ(x) = ||f ||2
L2

και άρα ο ρG(g) είναι µοναδιαίος τελεστής για κάθε g ∈ G. Είναι αρκετά εύκολο να
επαληθεύσουµε οτι η ρ : G → GL(H) είναι οµοµορφισµός. ΄Αρα το µόνο που µας
µένει να εξετάσουµε είναι η συνέχεια της απεικόνισης (g, v) 7→ ρG(g)v ή ισοδύναµα να
αποδείξουµε οτι ||ρG(g)v − v|| → 0 καθώς g → 1. ΄Εστω φ ∈ Cc(G) ⊆ L2(G). Αν K =

supp(F ) (όπου F (x) = φ(x ·g)−φ(x)) τότε ϐλέπουµε τα παρακάτω: ρG(g)φ(x)→ φ(x) για
g → 1 και για κάθε x ∈ G (από την συνέχεια της φ), |φ(x · g)−φ(x)|2 ≤ 4||φ||2∞ και τέλος
αφού το K είναι συµπαγές έχουµε ||φ||∞ ∈ L2(K, µ). ΄Αρα το ϑεώρηµα της κυριαρχιµένης
σύγκλισης µπορεί να εφαρµοστεί και ϑα έχουµε ρG(g)φ → φ στον L2. Τώρα αφού ο
χώρος Cc(G) είναι πυκνός στον L2(G) για κάθε φ ∈ L2(G) υπάρχει φε ∈ Cc(G) τέτοιο
ώστε ||φ − φε||L2 < ε/4. Συνεπώς ϑα έχουµε:

||ρG(g)φ − φ||L2 ≤ ||ρG(g)φ − ρG(g)φε||L2 + ||ρG(g)φε − φε||L2 + ||φ − φε||L2 ⇒

||ρG(g)φ − φ||L2 ≤ ||ρG(g)φε − φε||L2 + 2||φ − φε||L2

Πέρνοντας το g αρκετά κοντά στο 1 έτσι ώστε να έχουµε:

||ρG(g)φε − φε||L2 < ε/2
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καταλήγουµε στο
||ρG(g)φ − φ||L2 < ε/2 + ε/2 = ε

΄Αρα η ρG είναι αναπαράσταση της G. �

Το ϑεώρηµα αυτό µπορεί να γενικευτεί. Αν X είναι οµοιογενής χώρος της G µε ένα
αναλλοίωτο (Radon) µέτρο m τότε ο µπορεί να δεχθεί οτι ο χώρος Cc(X) είναι πυκνός
υπόχωρος του L2(X) και τότε έχουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. ΄Εστω X ένας οµοιογενής χώρος της G. Οι δεξιά και αριστερά κανονικές

αναπαραστάσεις της G ως πρός τον X που ορίζονται ως

πG,X(g)f (x) = f (x · g)

και

λG,X(g)f (x) = f (g−1 · x)

για κάθε g ∈ G και f ∈ L2(G) είναι καλά ορισµένες µοναδιαίες αναπαραστάσεις.

Η απόδειξη αυτού του ϑεωρήµατος είναι ουσιαστικά η ίδια µε αυτήν του προηγούµε-
νου.

Θα αναφέρουµε τώρα δυο ϐασικούς τρόπους κατασκευής νέων αναπαραστάσεων από
παλιές. Για αρχή ϑα περιοριστούµε στις αναπαραστάσεις πεπερασµένης διάστασης
αλλά ο πρώτος τρόπος κατασκευής ϑα επεκταθεί σε απειροδιάστατες αναπαραστάσεις
και σε αυτή την περίπτωση ϑα ϕανεί πολυ χρήσιµος :

΄Εστω λοιπόν π1 και π2 δύο αναπαραστάσεις της G πεπερασµένης διάστασης που δρουν
πάνω στους χώρους V1 και V2 αντίστοιχα. Κατά τα γνωστά σχηµατίζουµε το ευθύ άθροι-
σµα V1⊕V2 και το τανυστικό γινόµενο V1⊗V2. Τότε οι π1 και π2 µπορούν να ΄συδυαστούν΄
και να επεκταθούν µε ϕυσιολογικό τρόπο σε αυτούς τους χώρους. Πιο συγκεκριµένα
έχουµε τις αναπαραστάσεις π1 ⊕ π2 που δρά πάνω στον V1 ⊕ V2 και ορίζεται ως :

π1 ⊕ π2(g)(v +w) = π1(g)v + π2(g)w

όπου v+w ∈ V1⊕V2. ΄Οµοια ορίζουµε την αναπαράσταση π1⊗π2 πάνω στον V1⊗V2. Πιο
συγκεκριµένα η π1⊗π2 καθορίζεται από την δράση της στα µονώνυµα του V1⊗V2:

π1 ⊗ π2(g)(v ⊗w) = π1(g)v ⊗ π1(g)w

όπου v ⊗w ∈ V1 ⊗ V2.

Είναι εύκολο να αποδείξουµε οτι οι π1 ⊕ π2 και π1 ⊗ π2 είναι όντως αναπαραστάσεις
της G. ΄Αλλα απλά παραδείγµατα τέτοιων κατασκευών περιλαµβάνουν την κατασκευή
της δυϊκής αναπαράστασης όπου ϐρίσκουµε µε ϕυσιολογικό τρόπο µια αναπαράσταση
πάνω στον δυϊκό χώρο του αρχικού χώρου, την κατασκευή πεπερασµένων συµµετρικών
δυνάµεων µιας αναπαράστασης όπου ϐρίσκουµε µια αναπαράσταση πάνω σε µια συµ-
µετρική δύναµη του αρχικού χώρου κ.α. Γενικότερα αξίζει να αναφέρουµε οτι µια καλή
ιδιότητα που έχουν οι αναπαραστάσεις πεπερασµένης διάστασης είναι η ακόλουθη:

∆ιαισθητικά µιλώντας αν έχουµε µια κατασκευή από την ϑεωρία της γραµµικής άλγε-
ϐρας (όπως η κατασκευή του δυϊκού χώρου ή του τανυστικού γινοµένου δύο γραµµικών
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χώρων) τότε αυτή η κατασκευή µπορεί να επεκταθεί κατά µια έννοια στις αναπαρα-
στάσεις πεπερασµένης διάστασης. Η ιδέα αυτή µπορεί να γίνει απόλυτα αυστηρή µε
την χρήση του ϕορµαλισµού της ϑεωρίας κατηγοριών.

Χρησιµοποιήσαµε εδώ αναπαραστάσεις πεπερασµένης διάστασης γιατί ορισµένες ϕορές
οι κατασκευές της γραµµικής άλγεβρας δεν γενικεύονται εύκολα για χώρους Banach.
Για παράδειγµα το τανυστικό γινόµενο δυο χώρων Banach µπορεί να κατασκευαστεί µε
δυο διαφορετικούς αλλά µη ισοδύναµους τρόπους. ΄Οµως ακόµα και όταν η κατασκευ-
ή ορίζεται εύκολα και για χώρους Banach για να µπορέσουµε να την επεκτείνουµε εν
γένει ϑα πρέπει να προσθέσουµε µερικούς περιορισµούς στην αρχική αναπαράσταση.
Για παράδειγµα την κατασκευή της δυϊκής αναπαράστασης µπορούµε να την κάνουµε
µόνο όταν η αρχική αναπαράσταση είναι ϕραγµένη (δηλαδή η εικόνα της είναι ϕραγ-
µένη)7. ΄Οταν όµως ο χώρος είναι Hilbert τα πράγµατα γίνονται πιο εύκολα και ιδίως αν
περιοριστούµε στις µοναδιαίες αναπαραστάσεις. Για παραδειγµα η κατασκευή της δυ-
ϊκής αναπαράστασης δουλεύει πάντα για µοναδιαίες αναπαραστάσεις γιατί προφανώς
είναι ϕραγµένες. ΄Ενα δεύτερο παράδειγµα είναι το ακόλουθο:

Αν έχουµε µια οικογένεια µοναδιαίων αναπαραστάσεων (πi ,Hi)i∈I τότε κατά τα γνωστά
κατασκευάζουµε τον χώρο ⊕̂i∈IHi. Τότε υπάρχει µια ϕυσιολογική επέκταση των (πi)i∈I
και ϑα έχουµε µια αναπαράσταση Π πάνω στον ⊕̂i∈IHi που ορίζεται ως :

Π(g)v =
∑
i∈I

πi(g)vi

για κάθε v =
∑
i∈I vi ∈ ⊕̂i∈IHi. Είναι σχετικά εύκολο να δείξουµε οτι η Π είναι όντως µια

µοναδιαία αναπαράσταση. Συνήθως γράφουµε Π = ⊕̂i∈Iπi.

΄Αρα για µια οικογένεια µοναδιαίων αναπαραστάσεων (πi)i∈I µπορέσαµε να τις αθρο-
ίσουµε και να ϕτιάξουµε µια καινούργια αναπαράσταση που, όπως είναι εύκολο να
δούµε, περιέχει κάθε µία από τις πi ως υπο-αναπαραστάσεις. Επίσης είναι ϕανερό ότι
κάθε άλλη αναπαράσταση που περιέχει τις (πi)i∈I ϑα περιέχει και την ⊕̂i∈Iπi.

Με αυτές τις έννοιες ένα εύλογο ερώτηµα γεννιέται. Πως συνδέονται οι έννοιες της
αναγωγιµότητας µιας αναπαράστασης και η έννοια του αθροίσµατος αναπαραστάσε-
ων ;

Προφανώς όταν η αναπαράσταση π είναι το ευθύ άθροισµα ⊕̂i∈Iπi τότε δεν ϑα είναι
ανάγωγη. Αντιστρόφως τώρα ας υποθέσουµε ότι η π είναι µοναδιαία. Τότε ϑα έχει ένα
µη τετριµµένο αναλλοίωτο υπόχωρο έστω τον V . Επειδή η π είναι µοναδιαία εύκολα
ϐλέπουµε ότι και το ορθογώνιο συµπλήρωµα V⊥ είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος. ΄Αρα
ϑα έχουµε Hπ = V ⊕ V⊥ και συνεπώς η π είναι το ευθύ άθροισµα π �V ⊕π �V⊥ όπου οι
π �V και π �V⊥ είναι ο περιορισµός της π στους χώρους V και V⊥ αντίστοιχα. ΄Αρα µια
µοναδιαία αναπαράσταση δεν είναι ανάγωγη αν και µόνο γράφεται σαν άθροισµα δυο
αναπαραστάσεων.

Είναι ϕανερό ότι η παραπάνω διαδικασία µπορεί να συνεχιστεί. Αν η π �V δεν είναι
ανάγωγη τότε ϑα υπάρχει µη τετριµµένος αναλλοίωτος υπόχωρος του V έστω ο W και
προφανώς αυτός ο χώρος ϑα είναι αναλλοίωτος κάτω από την π και άρα ϑα έχουµε
π = π �W ⊕π �W⊥ ⊕π �V⊥ κ.ο.κ. ΄Οταν ο αρχικός χώρος έχει πεπερασµένη διάσταση

7∆εν δείχνουµε αυτό το αποτέλεσµα γιατί δεν αναφέραµε καν τον ορισµό της δυϊκής αναπαράστασης.
Περισσότερες πληροφορίες υπάρχουν στα [1],[5]
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η διαδικασία αυτή πρέπει να σταµατά σε κάποιο ϐήµα και συνεπώς ϑα έχουµε το
παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. ΄Εστω µια αναπαράσταση π πεπερασµένης διάστασης. Τότε

π = ⊕m
i=1ρi

για κάποιο m ∈ N και για κάποιες ανάγωγες (υπο-) αναπαραστάσεις ρi.

Στην γενική περίπτωση το παραπάνω ϑεώρηµα δεν ισχύει ακόµα και αν επιτρέψουµε
το άθροισµα να είναι άπειρο. Θα δούµε ένα τέτοιο παράδειγµα αναπαράστασης όταν
ϑα µιλήσουµε για την ϑεωρία αναπαραστάσεων σε µη συµπαγείς οµάδες. Παρόλα
αυτά όταν επιτρέψουµε στο άθροισµα να είναι άπειρο (δηλαδή αν πάρουµε το ευθύ
άθροισµα Hilbert) το ϑεώρηµα ισχύει για συµπαγείς οµάδες και αυτό είναι ένα πόρισµα
του ϑεωρήµατος Peter-Weyl.

Παρατήρηση. Είπαµε πριν ότι ένα από τα ϐασικά προβλήµατα της ϑεωρίας αναπαρα-
στάσεων είναι η διάσπαση του χώρου L2(G) σε απλά κοµµάτια. ΄Εχοντας τώρα ορίσει
τις κατάλληλες κατασκευές µπορούµε να δώσουµε µια πιθανή ερµηνεία του τι µπορεί
να σηµαίνει αυτό µε αυστηρούς µαθηµατικούς όρους.

Μια αρχική προσπάθεια διάσπασης του L2(G) σε απλά κοµµάτια ϑα ήταν να προσπα-
ϑήσουµε να τον εκφράσουµε ως L2(G) = ⊕̂i∈IHi όπου οι (Hi)i∈I είναι µια οικογένεια
αναλλοίωτων ανάγωγων υποχώρων της ρG. Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να γράψου-
µε την αναπαράσταση ρG ως ρG ' ⊕̂i∈Iπi όπου οι π είναι ανάγωγες αναπαραστάσεις ή
ισοδύναµα ρG = ⊕̂i∈Iρi όπου οι ρi είναι ανάγωγες υποαναπαραστάσεις της ρG.

∆είχνουµε τώρα ένα πάρα πολύ σηµαντικό λήµµα το οποίο οφείλεται στον Schur:

Λήµµα του Schur. Αν η G είναι τοπολογική οµάδα και π1, π2 δυο ανάγωγες µονα-

διαίες µη-ισόµορφες αναπαραστάσεις της G τότε HomG(π1, π2) = 0. Ακόµα έχουµε

HomG(π1, π1) = C · idH1.

Πριν την απόδειξη αξίζει να αναφέρουµε οτι αν οι αναπαραστάσεις π1 και π2 είναι
πεπερασµένης διάστασης τότε το λήµµα αυτό ϑα ήταν τετριµµένο γιατί ο πυρήνας και
η εικόνα ενός τελεστή Φ ∈ HomG(π1, π2) είναι αναλλοίωτοι υπόχωροι των π1 και π2

αντίστοιχα. Για το δεύτερο µέρος αν j είναι µια ιδιοτιµή του τελεστή Φ ∈ HomG(π1, π1)
τότε Φ − j · idH1 = 0 8 γιατί Φ − j · idH1 ∈ HomG(π1, π1) και όπως είπαµε ο πυρήνας είναι
αναλλοίωτος υπόχωρος.

Η απόδειξη στην γενική περίπτωση δεν είναι τόσο απλή αλλά η ϕιλοσοφία µένει ίδια
για τον δεύτερο ισχυρισµό: ϑα χρησιµοποιήσουµε κάποια εκδοχή του ϕασµατικού
ϑεωρήµατος για να ϐρούµε ένα αναλλοίωτο υπόχωρο και να καταλήξουµε µε αυτόν σε
άτοπο.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε πρώτα τον δεύτερο ισχυρισµό του λήµµατος. ΄Εστω λοιπόν
Φ ∈ HomG(π1, π1). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε οτι ο Φ

είναι αυτοσυζυγής (γιατί µπορούµε να γράψουµε Φ = A + i · B όπου οι A και B είναι
αυτοσυζυγείς και στοιχεία του HomG(π1, π1)). Θέτουµε ωςAΦ την κλειστή υπο-άλγεβρα
της End(H1) που παράγεται από τα Φ και Φ∗. Τότε από το ϑεώρηµα αναπαράστασης

8Φυσικά ο H1 είναι ο χώρος που δρα η π1
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Gelfand η άλγεβρα αυτή είναι ισοµορφική µε την C(σ(Φ)) όπου σ(Φ) είναι το ϕάσµα του
τελεστή Φ. Πιο συγκεκριµένα υπάρχει ένας ισοµορφισµός *-αλγεβρών T : C(σ(Φ)) →
AΦ που είναι επιπλέον και ισοµετρία.

Αν λοιπόν ο Φ δεν είναι πολλαπλάσιο του idH1 τότε το σ(Φ) ϑα περιέχει τουλάχιστον δυο
στοιχεία λ1, λ2 ∈ σ(Φ). Υπενθυµίζουµε ακόµα οτι το σύνολο σ(Φ) ⊆ C είναι συµπαγές.
΄Αρα αν U1 είναι µια ανοικτή περιοχή του λ1 που δεν περιέχει το λ2 τότε ϑα υπάρχει
µια f ∈ C(σ(Φ)) που είναι µηδέν στο U1 αλλά όχι ταυτοτικά µηδέν. Μέσω του ισοµορ-
ϕισµού T ορίζεται ένας τελεστής T (f ) ∈ AΦ. Η ϐασική παρατήρηση είναι ότι ο χώρος
T (f )H1 είναι αναλλοίωτος και το ίδιο ισχύει και για την κλειστότητά του. Πράγµατι ο
τελεστής T (f ) είναι το όριο τελεστών της µορφής P(Φ,Φ∗) όπου το P είναι πολυώνυµο
δυο µεταβλητών µε συντελεστές στον C. Είναι ϕανερό οτι κάθε τελεστής P(Φ,Φ∗) αντι-
µετατίθεται µε όλους τους τελεστές π1(g) και άρα και ο τελεστής T (f ) ϑα αντιµετατίθεται
µε τους τελεστές π1(g). Αυτό έχει σαν συνέπεια οτι ο χώρος T (f )H1 και συνεπώς ο χώρος
W = clH1(T (f )H1) είναι αναλλοίωτος. Αφού λοιπόν η π1 είναι ανάγωγη ϑα πρέπει να
έχουµε οτι W = H1. ΄Οµως αν πάρουµε τώρα µια h ∈ C(σ(Φ)) µε h µε τον ϕορέα να
είναι υποσύνολο του U1 τότε είναι ϕανερό οτι ϑα έχουµε T (h)T (f )H1 = T (hf )H1 = {0}
(γιατί h · f = 0). ΄Αρα T (h)H1 = {0} ενώ h . 0 κάτι που δεν µπορεί να ισχύει. Φτάσαµε
σε παράδοξο γιατί υποθέσαµε οτι το σ(Φ) είχε τουλάχιστον δυο στοιχεία. Συνεπώς ϑα
πρέπει να υπάρχει ένα λ ∈ C µε Φ = λ · idH1 και άρα HomG(π1, π1) = C · idH1.

Τώρα ο δεύτερος ισχυρισµός αποδεικνύεται πολύ εύκολα. ΄Εστω Φ ∈ HomG(π1, π2) µε
Φ , 0 και Φ∗ : H2 → H1 ο συζυγής του Φ. Εύκολα µπορούµε να δούµε οτι και
ο Φ∗ σέβεται την δράση της G και συνεπώς Φ∗ ∈ HomG(π2, π1). Τότε µπορούµε να
εφαρµόσουµε το παραπάνω αποτέλεσµα στον τελεστή Φ∗Φ ∈ HomG(π1, π1). ΄Αρα ϑα
υπάρχει ένας c ∈ C µε Φ∗Φ = c · idH1. Αυτό συνεπάγεται οτι

||Φv||2 = c · ||v||2

και άρα ο 1
c
Φ είναι ισοµετρία ⇒ ο Φ−1 υπάρχει και εύκολα ϐλέπουµε οτι ανήκει στον

HomG(π2, π1). ΄Αρα π1 ' π2, άτοπο και συνεπώς HomG(π1, π2) = 0.

�

Το λήµµα του Schur ουσιαστικά µας λέει ότι αν έχουµε δύο διαφορετικές (µη ισόµορφες
δηλαδή) ανάγωγες αναπαραστάσεις τότε αυτές δεν ΄συγκρίνονται΄. Επιπλέον µας λέει
ότι οι αυτοµορφισµοί µιας ανάγωγης αναπαράστασης έχουν µια απλή µορφή.

Αυτό το αποτέλεσµα έχει πολλά χρήσιµα πορίσµατα. Για παράδειγµα µπορούµε εύκο-
λα να δούµε οτι :

Πόρισµα. ΄Εστω π µια αναπαράσταση και V ,W δυο αναλλοίωτοι και ανάγωγοι υπόχω-

ϱοί της. Αν π �V και π �W οι περιορισµοί της π στους αντίστοισχους χώρους τότε είτε

π �V= π �W ή V ⊥ W

Η απόδειξη είναι απλή αν παρατηρήσουµε οτι η προβολή από τον V στον W είναι
στοιχείο του HomG(π �V , π �W ). Οπότε κατά µια έννοια οι ανάγωγες αναπαραστάσεις
της π είναι ορθογώνιες µεταξύ τους.

Το πιο σηµαντικό πόρισµα του λήµµατος του Schur είναι το ακόλουθο:
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Πόρισµα. Κάθε ανάγωγη µοναδιαία αναπαράσταση µιας αβελιανής οµάδας είναι µονο-

διάστατη.

Αναφέρουµε πρώτα οτι αν µια αναπαράσταση (π,H) είναι µονοδιάστατη τότε είναι προ-
ϕανές ότι π(g) = λ(g)idH όπου λ είναι ένας οµοµορφισµός από την G στο C×. Είναι
εύκολο να δούµε πως η π είναι µοναδιαία αν το λ(g) έχει µέτρο 1 για κάθε g ∈ G.

Απόδειξη. ΄Εστω π αναπαράσταση της G και h ∈ G. Τότε ο τελεστής π(h) αντιµετατίθεται
µε όλους τους τελεστές π(g) µε g ∈ G γιατί η οµάδα είναι αβελιανή. Συνεπώς ϑα
έχουµε π(h) ∈ HomG(π, π). ΄Αρα από το λήµµα του Schur ϑα υπάρχει c ∈ C µε π(h) =

c · idH όπου ϕυσικά ο H είναι ο χώρος που δρά η π. Αυτό µας δείχνει οτι η π είναι
µονοδιάστατη.

�

Με αυτό το πόρισµα µπορούµε να ϐρούµε όλες τις µοναδιαίες ανάγωγες αναπαρα-
στάσεις του R:

Πρόταση. ΄Ολες οι ανάγωγες µοναδιαίες αναπαραστάσεις του R είναι οι εξείς :

χξ (t) = e
iξt (1.1)

για κάθε ξ ∈ R.

Απόδειξη. ΄Εστω χ µια µοναδιαία ανάγωγη αναπαράσταση του R. Από το παραπάνω
πόρισµα µπορούµε να δούµε αυτήν την αναπαράσταση ως ένα συνεχή οµοµορφισµό
R→ C×. Θέτουµε :

Ψ(x) =

∫
x

0
χ(t)dt

Η συνάρτηση αυτή είναι προφανώς καλά ορισµένη και παραγωγίσιµη. Παρατηρούµε
ακόµα οτι η Ψ δεν µπορεί να είναι ταυτοτικά µηδέν (γιατί το ίδιο ϑα ίσχυε και για την
παράγωγό της). ΄Εστω λοιπόν ένα t0 µε Ψ(t0) , 0. Τότε εύκολα επαληθεύεται οτι :

χ(x) =
Ψ(x + t0) − Ψ(x)

Ψ(t0)

΄Αρα η χ είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση. Χρησιµοποιώντας τώρα τον ορίσµο της παρα-
γώγου ϐρίσκουµε οτι το χ ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση:

χ
′(x) = χ

′(0)χ(x)

µε χ(0) = 1. ΄Αρα χξ (t) = e
At για A = χ

′(0). Αφού πρέπει |χ(t)| = 1 για κάθε t ϑα
έχουµε A = iξ για κάποιο ξ ∈ R. Τέλος αντιστρόφως ϐλέπουµε οτι κάθε συνάρτηση της
µορφής (1) είναι µια µοναδιαία αναπαράσταση του R. �

Επειδή για ξ = 2πm όπουm ∈ Z η αντίστοιχη αναπαράσταση είναι συνάρτηση περιόδου
1 ϑα έχουµε µια επαγώµενη συνάρτηση στην συµπαγή οµάδα R/Z. Αυτή η επαγώµενη
συνάρτηση ϑα είναι µια µοναδιαία αναπαράσταση της R/Z. Οπότε παίρνουµε µια
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οικογένεια από ανάγωγες αναπαραστάσεις της R/Z και όταν αναπαραστήσουµε κάθε
σηµείο της R/Z από ένα t ∈ [0,1) αυτές έχουν την µορφή:

χm(t) = e
2πimt

όπου t + Z ∈ R/Z και m ∈ Z. Μάλιστα είναι εύκολο να δούµε οτι αυτές είναι και οι
µόνες ανάγωγες µοναδιαίες αναπαραστάσεις της R/Z.

1.4 Συµπαγείς οµάδες

Σε αυτήν την ενότητα ϑα παρουσιάσουµε το πιο ϐασικό ϑεώρηµα της ϑεωρίας αναπαρα-
στάσεων συµπαγών οµάδων, το ϑεώρηµα Peter-Weyl. Αν και δεν ϑα το αποδείξουµε εδώ
ϑα αποδείξουµε µερικά ϑεωρήµατα που χρησιµοποιούνται µε πολύ ουσιαστικό τρόπο
στην απόδειξη του ϑεωρήµατος Peter-Weyl.

Πρώτα αποδεικνύουµε ένα ϑεώρηµα που δείχνει πόσο καλά συµπεριφέρονται οι ανα-
παραστάσεις µιας συµπαγούς οµάδας :

Πρόταση. ΄Οταν η G είναι συµπαγής και η (π,H) είναι µια αναπαράσταση σε ένα χώρο

Hilbert τότε η π είναι µοναδιαία αναπαράσταση ως προς ένα άλλο ισοδύναµο εσωτερικό

γινόµενο.

Απόδειξη. Αφού η οµάδα είναι συµπαγής πέρνουµε ένα µέτρο Haar µ ολικής µάζας
1 (µ(G) = 1)). Ακόµα ξέρουµε οτι ϑα υπάρχει ένας αριθµός M τέτοιος ώστε 1/M ≤
||π(g)|| ≤ M. Τώρα ϑέτουµε :

(v|w)π =

∫
G

(π(g)v|π(g)w)dµ(g)

Είναι αρκέτα εύκολο να ελέγξουµε οτι το (−|−)π είναι εσωτερικό γινόµενο. Μάλιστα
οτι οι τελεστές π(g) διατηρούν το (−|−)π (εδώ το γεγονός οτι το µέτρο είναι από δεξιά
αναλλοίωτο παίζει σηµαντικό ϱόλο) και συνεπώς οι τελεστές π(g) είναι µοναδιαίοι ως
προς αυτό το εσωτερικό γινόµενο.

Θα δείξουµε τώρα οτι η νόρµα που επάγει το νέο εσωτερικό γινόµενο είναι ισοδύναµη
µε την νόρµα που επάγει το ¨παλιό¨ εσωτερικό γινόµενο. Παρατηρούµε πρώτα οτι

1
M
||v|| =

1
M
||π(g−1)π(g)v|| ≤

1
M
M ||π(g)v|| = ||π(g)v||

΄Αρα για κάθε g ∈ G ϑα έχουµε:
1
M
||v|| ≤ ||π(g)v|| ≤ M ||v|| ⇒

1
M2 ||v||

2 ≤ (π(g)v, π(g)v) ≤ M2||v||2

και ολοκληρώνοντας αυτήν την ανίσωση πέρνουµε:
1
M2 ||v||

2 ≤ (v, v)π ≤ M2||v||2

΄Αρα η νόρµα ||v||π =
√

(v, v)π είναι ισοδύναµη µε την αρχική νόρµα.

�
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Η τεχνική που χρησιµοποιήθηκε στην απόδειξη (δηλαδή όταν πήραµε τον ΄µέσο όρο΄
του εσωτερικού γινοµένου για να ϕτιάξουµε ένα αναλλοίωτο) είναι αρκετά σηµαντική.
Η ϐασική ιδέα της είναι η εξής : ΄Οταν ϑέλουµε να κατασκευάσουµε ένα αντικείµενο
ενός συγκεκριµένου τύπου (π.χ. ένα εσωτερικό γινόµενο ή µια µετρική) το οποίο ε-
ίναι άναλλοίωτο΄ κάτω από την δράση µιας συµπαγούς οµάδας (µε ολικό όγκο=1) τότε
µπορούµε να πάρουµε το ολοκληρώσουµε ως προς το µέτρο Haar. Μετά δείχνουµε οτι
το καίνουργιο αντικείµενο είναι του ίδιου τύπου (π.χ. είναι πάλι εσωτερικό γινόµενο
ή µετρική) και τότε το αντικείµενο αυτό ϑα είναι αναλλοίωτο κάτω από την δράση της
οµάδας.

Παρατήρηση. Από το λήµµα του Schur το εσωτερικό γινόµενο που µας δίνει το παρα-
πάνω ϑεώρηµα είναι µοναδικό modulo µια πολλαπλασιαστική σταθερά.

Τώρα ορίζουµε µια ϐασίκη κατηγορία συναρτήσεων που η χρήση τους στην απόδειξη
του ϑεωρήµατος Peter-Weyl είναι πάρα πολύ σηµαντική:

Ορισµός. ΄Εστω (π,H) µια αναπαράσταση της G και λ ∈ H∗, w ∈ H . Τότε ορίζουµε την

συνάρτηση:

fv,λ(g) = λ(π(g)v)

Συναρτήσεις πάνω στην G αυτής της µορφής λέγονται matrix coefficients της π.

Προφανώς αν ο H είναι χώρος Hilbert τότε ∃w ∈ H µε fv,λ(g) = (π(g)v|w). Σε αυτή την
περίπτωση ϑα γράφουµε fv,w αντί για fv,λ.

Παρατήρηση. Ο λόγος γι αυτό το όνοµα αυτών των συναρτήσεων είναι ο εξής :

Αν η π είναι πεπερασµένης διάστασης µοναδιαία αναπαράσταση τότε επιλέγοντας µια
ϐάση του χώρου που δρα έστω την (ej)mj=1 µπορούµε κατά τα γνωστά να απεικονίσουµε
κάθε τελεστή π(g) ως ένα πίνακα m ×m. Τα αντίστοιχα matrix coefficients fei ,ej ϑα είναι
ακριβώς οι συντελεστές (coefficients) του πίνακα αυτού.

Είναι προφανές οτι τα matrix coefficients µιας αναπαράστασης είναι συνεχείς συναρ-
τήσεις. Πιο συγκεκριµένα όταν η οµάδα είναι συµπαγής τότε είναι τετραγωνικά ο-
λοκληρώσιµες συναρτήσεις. Αυτή η παρατήρηση ουσιαστικά µας δίνει το παρακάρω
ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. Αν π είναι µοναδιαία αναπαράσταση της G, ανάγωγη και πεπερασµένης δι-

άστασης τότε είναι ύπο-αναπαράσταση της κανονικής.

Απόδειξη. ΄Εστω H ο χώρος που δρα η π και έστω w ∈ H , w , 0. Ορίζουµε την
απεικόνιση:

Φw : v 7→ fv,w

Τότε είναι ϕανερό οτι ο Φw είναι ένας γραµµικός συνεχής τελεστής από τον χώρο H
στον χώρο L2(G). Μάλιστα ισχύει Φw ∈ HomG(π, ρG). Πράγµατι έχουµε:

ρG(h)fv,w(g) = fv,w(g · h) = (π(g)π(h)v|w) = Φw(π(h)v)
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Τώρα από το λήµµα του Schur εφόσον ο Φw δεν είναι ταυτοτικά µηδέν (γιατί Φw(w)(1) =

fw,w(1) = ||w||2 , 0) ϑα πρέπει να είναι ένα προς ένα. Επιπλέον αφού dim(H) < +∞

η εικόνα Φw(H) είναι κλειστή στον L2(G) και προφανώς είναι αναλλοίωτη υπό την ρG.
΄Αρα ϑα έχουµε π ↪→ ρG. �

Από αυτό το ϑεώρηµα αυτό ϐλέπουµε οτι η κανονική αναπαράσταση της G είναι όντως
µια αρκετά µεγάλη αναπαράσταση µιας και περιέχει όλες τις ανάγωγες µοναδιαίες
αναπαραστάσεις.

Επιπλέον το παραπάνω ϑεώρηµα δείχνει οτι κάθε matrix coefficient περιέχεται σε ένα
αναλλοίωτο υπόχωρο της κανονικής αναπαράστασης. Πιο συγκεκριµένα έστω π µια
µοναδιαία ανάγωγη αναπαράσταση. Τότε ο η κλειστότητα του χώρου που παράγουν τα
matrix coefficients της π ϑα είναι αναλλοίωτος χώρος της ρG. Ακόµα πιο συγκεκριµένα
για σταθερό w ∈ H ο χώρος που παράγεται από τις (fv,w)v∈H ϑα είναι πεπερασµένης
διάστασης, αναλλοίωτος και η ρG δρά σε αυτόν τον χώρο ΄όπως΄ η π. Αυτό δείχνει οτι
από την ορθογωνιότητα των ανάγωγων υπόαναπαραστάσεων οτι τα matrix coefficients
που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ανάγωγες µοναδιαίες αναπαραστάσεις της G είναι
ορθογώνια µεταξύ τους (ως στοιχεία του L2(G)).

Τώρα αν ϑέσουµε ως Vπ,w τον χώρο που παράγεται από τις (fv,w)v∈H τότε µπορεί να
δειχθεί οτι ο µέγιστος αριθµός των ΄ ουσιαστικά διαφορετικών΄ χώρων (δηλαδή γραµµικά
ανεξάρτητων µεταξύ τους) που µπορούµε να πάρουµε κάθως αφήνουµε το w να αλλάζει
είναι ακριβώς dimπ. Συνεπώς ο χώρος που παράγεται από matrix coefficients της π ϑα
έχει διάσταση (dimπ)2. Συµβολίζουµε αυτόν τον χώρο µε M([π]).9.

Οπότε έχουµε µια οικογένεια χώρων (M([π])[π]∈Ĝf όπου είναι κάθετοι µεταξύ τους και
συνεπώς µπορούµε να σχηµατίσουµε το ⊕̂[π]∈ĜfM([π]). ∆εν ξέρουµε ϕυσικά αν ο χώρος
αυτός µας δίνει όλο τον L2(G) ούτε και την έσωτερική δοµή΄ των M([π]) (µε ποιό τρόπο
δηλαδή σπάει σε άθροισµα Hilbert πιο µικρών ανάγωγων υπόχωρων). Την απάντηση
σε αυτά τα ερωτήµατα µας την δίνει το ϑεώρηµα Peter-Weyl:

Θεώρηµα Peter-Weyl. Εστω G µια συµπαγής τοπολογική οµάδα µε ολικό µέτρο Haar
m(G) = 1. Τοτε

L
2(G) = ⊕̂[π]∈ĜfM([π])

όπου M([π]) είναι αναλλοίωτος χώρος υπό την κανονική αναπαράσταση και ισοµορ-
ϕικός µε το άθροισµα Hilbert dim(π) χώρων µε την ιδιότητα οτι η ρ δρά σε κάθε ένα
από αυτούς οπώς η π (δηλαδή η ρ όταν περιόριστεί σε οποιονδήποτε από αυτούς τους
χώρους ϑα είναι ισοµορφική µε την π).

Το ϑεώρηµα Peter-Weyl δηλαδή λύνει το δεύτερο ϐασικό πρόβληµα της ϑεωρίας ανα-
παραστάσεων: την ανάλυση του L2(G) σε απλά κοµµάτια.

Το ϑεώρηµα αυτό έχει πάρα πολλές εφαρµογές και ακόµα πιο σηµαντικά πορίσµατα.
Για παράδειγµα όταν η οµάδα είναι η R/Z η εφαρµογή του ϑεωρήµατος Peter-Weyl ϑα
µας δώσει την κλασσική ανάλυση σε σείρα Fourier περιοδικών συναρτήσεων:

9Βάλαµε την κλάση ισοµορφίας της π στον συµβολισµό γιατί κάθε άλλη αναπαράσταση ισοµορφική
µε την π ϑα ΄παράγει΄ τον ίδιο χώρο
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Στην προηγούµενη ενότητα ϐρήκαµε όλες τις ανάγωγες µοναδιαίες αναπαραστάσεις της
R/Z. Υπενθυµίζουµε οτι αυτές ήταν οι :

χm(t) = e
2πimt

όπου t + Z ∈ R/Z και m ∈ Z. Τότε ϑα έχουµε:

L
2(R/Z) = ⊕̂m∈ZC · χm

΄Αρα αν F ∈ L2(R/Z) τότε ϑα υπάρχουν αριθµοί am έστι ώστε :

F =
∑
m∈Z

amχm ⇒

F (t) =
∑
m∈Z

ame
2πimt

στον L2. Αν και η ανάλυση Fourier ασχολείται και µε πιο προχωρηµένα ϑέµατα του-
λάχιστον ένα ϐασικό της κοµµάτι όπως η ανάλυση σε σειρά Fourier και η ανάλυση του
L

2(R/Z) µπορεί να ερµηνευτεί ως ένα αντικείµενο της ϑεωρίας αναπαραστάσεων.

Θα κοιτάξουµε τώρα µερικά ϐασικά πορίσµατα του ϑεωρήµατος Peter-Weyl. Με δια-
ϕορά το πιο σηµαντικό είναι το ακόλουθο:

Θεώρηµα. Κάθε µοναδιαία αναπαράσταση της G είναι το Hilbert ευθύ άθροισµα µονα-

διαίων ανάγωγων αναπαραστάσεων.

΄Αρα κάθε αναπαράσταση αναλύεται σε πιο απλές. Το ϑεώρηµα δείχνει µε αυστηρούς
όρους αυτό που είχαµε πει στην πρώτη ενότητα οτι δηλαδή οι ανάγωγες µοναδιαίες ανα-
παραστάσεις είναι τα ϐασικοί λίθοι µε τις οποίες χτίζουµε όλες τις υπόλοιπες µοναδιαίες
αναπαραστάσεις.

Επιπλέον έχουµε:

Θεώρηµα. Κάθε µοναδιαία ανάγωγη αναπαράσταση της G είναι πεπερασµένης διάστα-

σης.

Αυτό το ϑεώρηµα µας δίνει µια άλλη σηµαντική συνέπεια του ϑεωρήµατος Peter-
Weyl:

Γενικά αν µια αναπαράσταση π της G είναι πεπερασµένης διάστασης τότε µπορούµε να
ορίσουµε την απεικόνιση χπ(g) = Tr(π(g)). Η απεικόνιση αυτή λέγεται χαρακτήρας της
π. Οι χαρακτήρες είναι πάρα πολύ χρήσιµοι στην ανάλυση των αναπαραστάσεων πεπε-
ϱασµένης διάστασης και εφόσον από το ϑεώρηµα Peter-Weyl όλες οι ανάγωγες µοναδια-
ίες αναπαραστάσεις µιας συµπαγούς οµάδας έχουν πεπερασµένη διάσταση µπορούµε
να ορίσουµε χαρακτήρες για κάθε τέτοια αναπαράσταση. Ενδεικτικά αναφέρουµε ένα
αποτέλεσµα, χωρίς απόδειξη, για να αναδείξουµε την δύναµή των χαρακτήρων:
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Πρόταση. ΄Εστω π αναπαράσταση της G πεπερασµένης διάστασης. Τότε∫
G

|χπ(g)|2dm(g) = 1

αν και µόνο αν η π είναι ανάγωγη.

Τέλος αναφέρουµε µια πιο αναλυτική µορφή του ϑεωρήµατος Peter-Weyl:

Θεώρηµα. Για κάθε π ∈ Ĝ και (ei)
dim(π)
i=1 ορθοκανονική ϐάση του H ορίζουµε τις απει-

κονίσεις φπ,i,j = (π(g)ei |ej). Τότε οι (φπ,i,j)π∈Ĝ είναι µια ορθοκανονική ϐάση του L
2(G).

Ακόµα αν ορίσουµε τον τελεστή π(f ) =
∫
G
f (g)π(g)dm(g) για κάθε f ∈ L2(G) τότε έχουµε

την ταυτότητα Parseval-Plancerel:

‖f ‖2
L2(G) =

∑
π∈Ĝ

dim(π)‖π(f )‖HS

.

Η νόρµα ‖ − ‖HS είναι η νόρµα Hilbert-Schmidt του τελεστή π(f ). Ο τελεστής T =∫
G
f (g)π(g)dm(g) ορίζεται µε το λεγόµενο ασθενές ολοκλήρωµα. Πιο συγκεκριµένα ο

τελεστής αυτός είναι ο µοναδικός τελεστής για τον οποίο ισχύει :

(Tv|w) =

∫
G

f (g)(π(g)v|w)dm(g)

Μπορεί να δειχθεί οτι ο T υπάρχει αν f ∈ L1(G). Με λίγο διαφορετικό συµβολισµό ϑα
δούµε στο τελευταίο κεφάλαιο οτι η π(f ) καθώς το π διατρέχει το Ĝ µπορεί να ϑεωρηθεί
ως ένας µετασχηµατισµός Fourier της f .

Αφού λοιπόν λύσαµε το πρόβληµα ανάλυσης του L2(G) σε απλά κοµµάτια για να έχουµε
πλήρη εικόνα για µια οµάδα ϑα πρέπει να ϐρούµε όλες τις µοναδιαίες ανάγωγες ανα-
παραστάσεις της. Αυτό είναι πολύ πιο δύσκολο και δεν υπάρχει µια γενική διαδιακασία
που να µας ϐρίσκει όλες αυτές τις αναπαραστάσεις. Για συγκεκριµένες κατηγορίες ο-
µάδων όµως, όπως για συµπαγείς οµάδες Lie, η γενική λύση αυτού του προβλήµατος
είναι δυνατή.

Κλείνουµε τώρα την ενότητα αυτή µε µία εφαρµογή που δείχνει το πόσο µη τετριµµένη
είναι η διαδικασία εύρεσης των ανάγωγων µοναδιαίων αναπαραστάσεων:

Εφαρµογή: Η οµάδα SO(3) και η δράση του στην S
2
.

Σκιαγραφούµε εδω την ανάλυση της δράσης της SO(3) πάνω στην σφαίρα και δείχνουµε
πως η εφαρµογή του ϑεωρήµατος Peter-Weyl και λίγη ϑεωρία οµάδων Lie µπορούν να
µας δώσουν µε ϕυσιολογικό τρόπο τις επιφανειακές αρµονικές Ym

n
και να δειξουν οτι

αυτές οι συναρτήσεις αποτελούν µια ορθοκανονική ϐάση για τον L2(S2). Επειδή γενικά
υπάρχουν πολλές τεχνικές δυσκολίες σε αυτή την ανάλυση (και γενικότερα στην ϑεωρία
αναπαραστάσεων οµάδων Lie) ϑα παραλείψουµε αρκετές µη-τετριµµένες λεπτοµέρειες
µερικές από τις οποίες ϑα λυθούν στο επόµενο κεφάλαιο (πλήρεις αναλύσεις την ο-
µάδας υπάρχουν στα [1],[5],[7]. Εδώ ακολουθήσαµε την παρουσίαση του [7]). Κατά
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τα γνώστα η οµάδα SO(3) είναι το σύνολο όλων των περιστροφών γύρω από ένα συγκε-
κριµένο άξονα στο R3. Προφανώς η σφαίρα είναι ένα SO(3)-αναλλοίωτο υποσύνολο.
Για την ακρίβεια η σφαίρα S2 είναι οµοιογενής χώρος του SO(3). Μάλιστα η σφαίρα
έχει και ένα µέτρο Radon το οποίο είναι SO(3)-αναλλοίωτο. Το µέτρο αυτό είναι το
γνωστό επιφανειακό µέτρο και σε ¨τοπικές συντεταγµένες¨ έχει την µορφή sinθdθdφ.
Επίσης όπως έχουµε αναφέρει και πιο πριν µπορούµε να ¨σηκώσουµε¨ την δράση αυτή
από την σφαίρα S2 στο χώρο συναρτήσεων C(S2) και κατά επέκταση στον L2(S2) ( όπου
το µέτρο εδώ είναι το επιφανειακό µέτρο). Τώρα ϑέλουµε να αναλύσουµε την κανο-
νική αναπαράσταση της SO(3) πάνω στον L2(S2) και ϑα το κάνουµε χρησιµοποιώντας
τους λεγόµενους απειροστούς τελεστές (infinitesimal operators). ΄Εστω τα στοιχεία του
SO(3):

gω,0,0 = Περιστροφή µε άξονα συµµετρίας τον άξονα x και κατά γωνία ω

g0,ω,0 = Περιστροφή µε άξονα συµµετρίας τον άξονα y και κατά γωνία ω

g0,0,ω = Περιστροφή µε άξονα συµµετρίας τον άξονα z και κατά γωνία ω

Κάθε ένα από αυτά τα στοιχεία δρούνε πάνω στο L2(S2). Γενικότερα αν έχουµε f : R3 →

R τότε :
f (g−1

ω,0,0 · (x, y, z)) = f (x, ycosω + zsinω,−ysinω + zcosω)

Οµοίως έχουµε παρόµοιους τύπους και για τα άλλα δυο στοιχεία. ΄Οταν περιοριστο-
ύµε στον χώρο C∞(R3) µπορούµε να ορίσουµε τον λεγόµενο απειροστό τελεστή που
αντιστοιχεί στο gω,0,0:

L1 =
d

dω
(ρSO(3)(gω,0,0))|ω=0 = z

∂

∂y
− y

∂

∂z

Παρόµοια έχουµε οτι :

L2 =
d

dω
(ρSO(3)(g0,ω,0))|ω=0 = x

∂

∂z
− z

∂

∂x

L3 =
d

dω
(ρSO(3)(g0,0,ω))|ω=0 = y

∂

∂x
− x

∂

∂y

Αυτοί οι τελεστές δρούνε µε τον προφανή τρόπο πάνω στον C∞(R3) όµως αφού ϑέλουµε
να περιοριστούµε στην σφαίρα τότε πρέπει να χρησιµοποιήσουµε σφαιρικές συντεταγ-
µένες. Τότε οι τελεστές µας έχουν την µορφή:

L1 = sinφ
∂

∂θ
+ cotθcosφ

∂

∂φ

L2 = −cosφ
∂

∂θ
+ cotθsinφ

∂

∂φ

L3 = −
∂

∂θ

Για να πετύχουµε απλούστερους υπολογισµούς ορίζουµε :

L
+ = L1 + i · L2 = e

iφ(−i
∂

∂θ
+ cotθ

∂

∂φ
)

L
+− = L1 − i · L2 = e

−iφ(i
∂

∂θ
+ cotθ

∂

∂φ
)
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Με µερικούς υπολογισµούς παίρνουµε και οτι [L+
, L
−] = −2i · L3. Αναφέρουµε ξανά

οτι οι τέλεστες δρουν στον C∞(S2) (ο οποίος είναι κι αυτός πυκνός στον L2(S2)) µε τον
προφανή τρόπο. Τέλος είναι ϕανερό οτι κάθε αναλλοίωτος χώρος της ρSO(3) πρέπει να
είναι αναλλοίωτος χώρος και των τελεστών L+, L− και L3 .

Τώρα χρησιµοποιούµε αυτούς τους τελεστές για να προσδιορίσουµε τους ελάχιστους
αναλλοίωτους υποχώρους του L

2(S2). ΄Εστω οτι f ∈ C∞(S2). Αυτές οι συναρτήσεις
µπορούν να γραφούν ως

∑
n∈Z gn(θ)einφ και αν f . 0 τότε για κάποιο m ∈ Z έχουµε

gm . 0. Τότε αποδεικνύεται οτι ο ελάχιστος αναλλοίωτος υπόχωρος που περιέχει την
f τότε πρέπει να περιέχει και κάποια gm(θ)eimφ (ϕυσικά µε gm . 0). Πιο απλά λοιπόν
ϑα υποθέσουµε οτι f = gm(θ)eimφ. Ακόµα µπορεί να δειχθεί οτι οι τελεστές L+, L−

µετασχηµατίζουν µια συνάρτηση της µορφής k(θ)eimφ σε µια συνάρτηση της µορφής
k1(θ)ei(m+1)φ και k2(θ)ei(m−1)φ αντίστοιχα. ΄Αρα αν Xf είναι ο ελάχιστος αναλλοίωτος
χώρος που περιέχει την f τότε αναγκαστικά ϑα περιέχει και τις συναρτήσεις :

ψn(θ, φ) = gn(θ)einφ

όπου n ∈ {. . . , m − 1, m,m + 1 . . . }. Από το ϑεώρηµα Peter-Weyl ξέρουµε οτι ο χώρος
Xf πρέπει να είναι πεπερασµένης διάστασης και εφόσον οι συναρτήσεις (einφ)n∈Z είναι
γραµµικά ανεξάρτητες ϐλέπουµε οτι πρέπει να υπάρχει ένα λ+ και ένα λ− τέτοια ώστε
L

+
ψλ+

= 0 και L−ψλ− = 0. Πρωτά παρατηρούµε οτι ψλ+
(θ, φ) = C(eiφsinθ)λ+ για κάποιο

C ∈ R. Μετά κατασκευάζουµε µε επαναλαµβανόµενη εφαρµογή του τελεστή L
− µια

ακολούθια ψλ+−1, ψλ+−2, · · · . Από την εξίσωση [L+
, L
−] = −2i · L3 και µε µια επαγωγή

µπορούµε να δούµε οτι :
L
−
ψλ+−k−1 ∝ ψλ+−k

΄Εστω λοιπόν (ψn) η ακολουθία που κατασκευάζουµε. Τότε για κάθε n ϑα υπάρχουν
αριθµοί an, bn τέτοιοι ώστε :

L
+
ψn = −ianψn+1

L
−
ψn+1 = −ibnψn

΄Οµως χρησιµοποιώντας την σχέση L
−
L

+
ψn = −ianbnψn µπορούµε χωρίς ϐλάβη της

γενικότητας να πάρουµε an = bn. Συνεπώς για όλα τα n < λ+ ϑα έχουµε από την σχέση
[L+

, L
−] = −2i · L3:

−a2
n−1 + a2

n
= −2n

Αυτή η εξίσωση ισχύει και για n = λ+ (aλ+
= 0). Τώρα µπορούµε να δούµε οτι

an =
√

(λ+ − n + 1)(λ+ − n)

για κάθε n ∈ {−λ+, . . . , λ+}. Οπότε L−ψ−λ+
= 0 ⇒ λ− = −λ+. ΄Αρα ϑα έχουµε για κάθε

λ ∈ N µια συλλογή από συναρτήσεις (Y n

λ
)λ
n=−λ. Για να έχουµε ένα καλύτερο συµβολισµό

γράφουµε
ψn(θ, φ) = Y

n

λ
(θ, φ)

Μπορεί να δειχθεί οτι αυτές οι συναρτήσεις είναι οι γνωστές επιφανειακές αρµονικές.
Επίσης εύκολα από τις ιδιότητες των απειροστών τελεστών µπορούµε να αποδείξουµε οτι
οι συναρτήσεις αυτές είναι κάθετες στον L2(S2). Πιο συγκεκριµένα οι (ψn)λ

n=−λ παράγουν
για κάθε λ ένα χώρο X2λ+1 διάστασης 2λ+ 1 και για διαφορετικά λ οι αντίστοιχοι χώροι
είναι κάθετοι µεταξύ τους.

Συνεπώς ϐρήκαµε χώρους ελάχιστης διάστασης που είναι αναλλοίωτοι κλειστοί υπόχω-
ϱοι των τελεστών L+, L− και L3 και άρα κλειστοί αναλλοίωτοι υπόχωροι των L1, L2 και
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L3. Από την ϑεωρία οµάδων Lie ϑα δούµε οτι αναγκαστικά οι χώροι αυτοί ϑα είναι και
αναλλοίωτοι υπόχωροι της αρχικής αναπαράστασης ρSO(3). Αυτό γιατί η οµάδα SO(3)
είναι µια (συνεκτική) συµπαγής οµάδα Lie και κάθε αναπαράσταση µιας οµάδας Lie
µας δίνει, παίρνοντας την παράγωγο στο µοναδιαίο στοιχείο, µια αναπαράσταση της
αντίστοιχης άλγεβρας Lie πιθανότατα σε ένα µικρότερο χώρο. Μπορεί να αποδειχθεί οτι
οι κλειστοί αναλλοίωτοι υπόχωροι της επαγώµενης αναπαράστασης της άλγεβρας Lie ε-
ίναι και αναλλοίωτοι υπόχωροι της αρχικής αναπαράστασης. Εδώ οι τελεστές L1, L2 και
L3 καθορίζουν την αντίστοιχη αναπαράσταση της άλγεβρας Lie της SO(3) και συνεπώς
οι χώροι X2λ+1 είναι κλειστοί αναλλοίωτοι υπόχωροι της επαγώµενης αναπαράστασης
άλγεβρας Lie της SO(3). ΄Αρα οι X2λ+1 είναι αναλλοίωτοι υπόχωροι της ρSO(3).

Οπότε ϐρήκαµε µια οικογένεια αναλλοίωτων και ανάγωγων υποχώρων (X2λ+1)λ∈N και
µάλιστα οποιοσδήποτε άλλος αναλλοίωτος ανάγωγος υπόχωρος ϑα είναι της µορφής
X2m+1 για κάποιο m. Αυτό είναι πιο δύσκολο να δεχθεί και έχει να κάνει µε την
γενική ϑεωρία αναπαραστάσεων των οµάδων Lie και πιο συγκεκριµένα µε την ϑεωρία
αναπαραστάσεων της SU (2). Θα την δούµε αυτή στην συνέχεια. Συνεπώς ϑα έχουµε
από το ϑεώρηµα Peter-Weyl:

L
2(S2) = ⊕̂λ∈NX2λ+1

Αυτό το παράδειγµα δείχνει έστω και µε λίγη µαθηµατική ακρίβεια πως µπορούµε
να χρησιµποιήσουµε την δοµή των οµάδων Lie (οι οποίες ϑα οριστούν στο επόµενο
κεφάλαιο) για να κατασκευάσουµε/ταξινοµήσουµε τις αναπαραστάσεις τους. Η ιδέα
είναι να ¨παραγωγίσουµε¨ την αναπαράσταση έτσι ώστε να πάρουµε µια αναπαράσταση
µιας άλλης αλγεβρικής δοµής η οποία είναι πιο περιοριστική από την αρχική οµάδα.
Στην ορολογία της ϑεωρίας λέµε οτι περνάµε στην αντίστοιχη άλγεβρα Lie και µελετάµε
τις αναπαραστάσεις της αντίστοιχης άλγεβρας. Μετά το Ϲήτηµα είναι κατά ποσο όλες οι
αναπαραστάσεις της άλγεβρας καθορίζουν τις αναπαραστάσεις της οµάδας. Αυτό είναι
λίγο πιο λεπτό Ϲήτηµα και ϑα δούµε οτι εξαρτάται από τις τοπολογικές ιδιότητες της
οµάδας.

1.5 Μη-συµπαγείς οµάδες

Παρουσιάζουµε σε αυτήν την ενότητα ορίσµενους λόγους γιατί η ϑεωριά σε µη συµπα-
γείς οµάδες έχει µεγάλες διαφορές από την ϑεωρία για συµπαγείς οµάδες καθώς και
ορισµένες ιδέες τις ϑεωρίας αυτης.

Για µη συµπαγείς οµάδες η ϑεωρία είναι αρκετά πιο πολύπλοκη. Για παράδειγµα όταν
η οµάδα είναι µη συµπαγής τότε µπορεί να έχει µια µοναδιαία αναπαράσταση που δεν
είναι αναγωγή άλλα δεν περιέχει καµιά ανάγωγη µοναδιαία αναπαράσταση. Ακόµα
χειρότερα αυτή η αναπαράσταση µπορεί να είναι η κανονική αναπαράσταση.

Πράγµατι αν πάρουµε τον R τότε ξέρουµε ότι οι µοναδιαίες ανάγωγες αναπαραστάσεις
είναι οι

χξ (t) = e
iξt

όπου ξ ∈ R. Τότε αν η κανονική αναπαράσταση περιείχε µια από αυτές ϑα έπρεπε να
περιέχει και όλα ταmatrix coefficients τους που αναγκαστικά σηµαίνει ότι η απεικόνιση
e
iξt είναι ολοκληρώσιµη, άτοπο.
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Οπότε το ϑεώρηµα Peter-Weyl δεν ισχύει στην περίπτωση των µη συµπαγών οµάδων.
Ακόµα µια συνέπεια της µη-συµπάγειας είναι οτι µπορεί να έχουµε ανάγωγες µονα-
διαίες αναπαραστάσεις µε άπειρη διάσταση (π.χ. η οµάδα SL2(R) έχει τέτοιες αναπα-
ϱαστάσεις). Επιπλέον ούτε τα matrix coefficients µιας αναπαράστασης είναι αναγκαία
στον L2(G). Για την ακρίβεια ϑα ανήκουν στον L2(G) αν και µόνο αν η αναπαράσταση
περιέχεται στην κανονική.

Συνεπώς σχεδόν τίποτα από την περίπτωση των συµπαγών οµάδων δεν µεταφέρεται
στην περίπτωση των µη-συµπαγών. Εντούτοις ο µετασχηµατισµός Fourier µπορεί να
µας δώσει µια ιδέα για το τι µπορεί να ισχύει σε αυτή την περίπτωση.

Πράγµατι αγνοόντας τις τεχνικές συνθήκες ϐλέπουµε οτι για κάθε στοιχείο του L2(R)
έχουµε:

f (ξ ) =

∫
R

f̂ (ξ )eiξtdξ

Μπορόυµε να σκεφτόµαστε οτι µε αυτό τον τύπο εκφράζουµε την f σε ένα ΄συνεχές΄
άθροισµα και οτι αυτή η σχέση εκφράζει µια πιο γενική ανάλυση του χώρου L

2(R).
Πιο συγκεκριµένα η ιδέα τώρα είναι οτι µπορούµε να εκφράσουµε τον L2(R) σαν ένα
συνεχές άθροισµα Hilbert απλών χώρων:

L
2(G) =

∫
R

Hξdξ

Ο τεχνικός ορισµός του συνεχούς αθροίσµατος Hlbert δεν ϑα δωθεί εδώ αλλά η ϐασική
του ιδέα είναι :

΄Οταν έχουµε µια οικογένεια χώρων Hilbert που παραµετρικοποιείται από ένα χώρο
µέρου τότε µπορόυµε να συνδυάσουµε όλους τους χώρους αυτούς σε έναν νέο χώρο
Hilbert έτσι το εσωτερικό του γινόµενο να είναι ένα ολοκλήρωµα πάνω από τα εσωτερικά
γινόµενα ων αρχικών χώρων (ϕυσικά ϑα χρειαστεί να κάνουµε κάποιες επιπρόσθετες
συµβάσεις). Η κατασκευή αυτή όπως και µε το διακριτό άθροισµα µπορεί να οριστεί και
για µοναδιαίες αναπαραστάσεις. ∆ηλαδή κάτω από κατάλληλες συνθήκες ϑα µπορούµε
να έχουµε ένα συνεχές άθροισµα Hilbert µοναδιαίων αναπαραστάσεων πάνω σε ένα
συνεχές άθροισµα χώρων.

Το γενικό µας πρόβληµα λοιπόν είναι να γράψουµε για µια µη-συµπαγή οµάδα τον
χώρο L2(G) σαν ένα συνεχές άθροισµα Hilbert χώρων που δρούν ανάγωγες µοναδιαίες
αναπαραστάσεις. Θέλουµε δηλαδή µια ΄συνεχή΄ εκδοχή του ϑεωρήµατος Peter-Weyl
και αν το κάνουµε αυτό η περίπτωση του µετασχηµατισµού Fourier ϑα είναι µια είδική
εφαρµογή αυτού του ϑεωρήµατος.

Αν η οµάδα πληρεί κάποιες συγκεκριµένες συνθήκες ένα τέτοιο ϑεώρηµα υπάρχει :

Θεώρηµα. ΄Εστω µια τοπικά συµπαγής οµάδα G µε αριθµήσιµη ϐάση και T µια µοναδια-

ία αναπαράσταση πάνω σε ένα διαχωρίσιµο χώρο Hilbert. Τότε η T µπορεί να γραφτεί

ως

∫
X
Txdm(x) όπου οι Tx είναι ανάγωγες µοναδιαίες αναπαραστάσεις που παραµετρικο-

ποιούνται από ένα χώρο µέτρου.

Η µελέτη όµως δεν τελειώνει εδώ. Πρώτον αναφέρουµε οτι για αβελιανές οµάδες η
υπάρχει µια πολύ πιο άµεση γενίκευση του µετασχηµατισµού Fourier που πάλι µας
δίνει µια ΄συνεχής΄ ανάλυση της κανονικής αναπαράστασης. Αυτή η ϑεωρία λέγεται
δυϊκότητα Pontryagin.
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Από την άλλη ακόµα και αν καταφέρουµε να αναλύσουµε την κανονική αναπαράστα-
ση σε ένα συνεχές άθροισµα ανάγωγων για µερικές οµάδες σε αυτήν την ανάλυση δεν
εµφανίζονται όλες οι ανάγωγες µοναδιαίες αναπαραστάσεις. Η µελέτη αυτών των ανα-
παραστάσεων καθώς και άλλων σχετικών εννοιών έγινε µε συστηµατικό τρόπο κατά το
δεύτερο µισό του εικοστού αιώνα στην περίπτωση των ηµι-απλών οµάδων Lie.

28



Κεφάλαιο 2

Οµάδες Lie

2.1 Βασικοί Ορισµοί και ΄Εννοιες

΄Οπως αναφέραµε και στην εισαγωγή οι οµάδες Lie συνδυάζουν την οµαλή δοµή µιας
πολλαπλότητας µε την αλγεβρική δοµή µιας οµάδας. Πιο αυστηρά:

Ορισµός. Μια οµάδα Lie G είναι µια οµάδα η οποία είναι οµαλή πολλαπλότητα τέτοια

ώστε η απεικόνιση (x, y) → x · y−1
από την πολλαπλότητα G × G στην G είναι οµαλή.

Σε αυτή την περίπτωση συνήθως λέµε οτι η οµαλή δοµή είναι συµβατή µε την δοµή της

οµάδας.

Ακόµα όταν η πολλαπλότητα είναι µιγαδική πολλαπλότητα και η παραπάνω απεικόνιση
είναι αναλυτική τότε µπορούµε να µιλάµε για µιγαδικές οµάδες Lie.

Σε αυτή την εργασία όποτε λέµε οµαλή πολλαπλότητα/απεικόνιση εννοούµε οτι η πολ-
λαπλότητα/απεικόνιση είναι κλάσης C∞. Εδώ δηµιουργείται ένα λεπτό Ϲήτηµα. Φαίνε-
ται οτι κάλιστα ϑα µπορούσαµε να ορίσουµε οµάδες Lie οι οποίες σαν πολλαπλότητες να
είναι κλάσης Ck και ίδιας κλάσης να είναι και η αντίστοιχη απεικόνιση (x, y)→ x · y−1.
Παρ΄ όλα αυτά µπορεί να δειχθεί οτι αυτό δεν χρειάζεται να το κάνουµε. Πράγµατι υ-
πάρχει το λεγόµενο ϑεώρηµα Gleason-Montgomery-Zippin που µας λέει οτι µπορούµε
να κατασκευάσουµε µια µοναδική C∞ δοµή σε µια οµάδα Lie κλάσης C0 η οποία είναι
΄συµβατή΄ µε την αλγεβρική δοµή της οµάδας. Πιο ισχυρά υπάρχει µοναδική αναλυτική
δοµή που κάνει την C1 οµάδα Lie µια αναλυτική πολλαπλότητα έτσι ώστε η αλγεβρική
δοµή να είναι συµβατή µε την αναλυτική. Αυτό το ϑεώρηµα έιναι πολύ δύσκολο να
δειχθεί και δεν ϑα ασχοληθούµε µε αυτό σε αυτή την διπλωµατική εργασία.

Ουσιαστικά κάθε ΄καλή΄ τοπολογική οµάδα που είναι χρήσιµη στα µαθηµατικά και στις
εφαρµογές είναι οµάδα Lie. Για παράδειγµα οι οµάδες (R,+), (R∗, ·), (C,+), SLn(R),
GLn(R) είναι όλες οµάδες Lie.

Οι οµάδες Lie είναι προφανώς τοπικά συµπαγείς τοπολογικές οµάδες και συνεπώς
κληρονοµούν όλες τις ΄καλές΄ ιδιότητες αυτών των οµάδων. Για παράδειγµα όλες οι
οµάδες Lie έχουν ένα µέτρο Haar και συνεπώς όλη η γενική ϑεωρία του κεφαλαίου
1 µπορεί να χρησιµοποιηθεί. Μάλιστα οι οµάδες Lie έχουν πιο εύχριστη τοπολογία
και µπορούµε να δείξουµε πιο πολύπλοκα ϑεωρήµατα (για παράδειγµα µπορούµε να
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δείξουµε ένα ανάλογο του ϑεωρήµατος ανοιχτής απεικόνισης).

Θα δείξουµε οτι σε κάθε οµάδα Lie µπορούµε να αντιστοιχήσουµε µια άλγεβρα Lie.
Πριν το δείξουµε αυτό έχουµε πρώτα µερικούς ορισµούς.

Ορισµός. Μια άλγεβρα Lie είναι ένα Ϲεύγος (V, [, ]) όπου V είναι ένας διανυσµατικός

χώρος και [, ] : V×V → V είναι µια διγραµµική αντισυµµετρική απεικόνιση που ικανοποιεί

την ταυτότητα του Jacobi:

[X, [Y, Z ]] + [Y, [Z, X ]] + [Z, [X, Y ]] = 0∀X, Y, Z ∈ V (2.1)

Η απεικόνιση [, ] λέγεται Lie braket.

Συνήθως ο διανυσµατικόςς χώρος V είναι πάνω από το R. ΄Οταν είναι µιγαδικός διανυ-
σµατικός χώρος τότε ϑα λέµε οτι η αντίστοιχη άλγβρα είναι µια µιγαδική άλγεβρα Lie.
Προφανώς µπορούµε να ορίσουµε άλγεβρες Lie πάνω από οποιοδήποτε σώµα αλλά δεν
ϑα ασχοληθούµε µε τέτοιες περιπτώσεις. Το πιο προφανές παράδειγµα µιας άλγεβρας
Lie είναι το σύνολο όλων των n × n πινάκων µε στοιχέια από ένα σώµα K η οποία συµ-
ϐολίζεται ως gln(K). Το Lie braket αυτής της άλγεβρας δίνεται από τον µεταθέτη των
πινάκων:

[A, B] = A · B − B · A (2.2)

Είναι Ϲήτηµα απλών αλγεβρικών πράξεων να επαληθεύσουµε την ταυτότητα του Jacobi.
Γενικότερα αν A είναι µια προσετερεστική άλγεβρα τότε µαζί µε το Lie braket που
ορίζεται στην (2.2) ϑα είναι µια άλγεβρα Lie.

Συνεχίζουµε τώρα µε την εισαγωγή ορολογίας :

Ορισµός. ΄Εστω G µια οµάδα Lie και X µια πολλαπλότητα πάνω στην οποία η οµάδα G

δρα. Θα λέµε οτι αυτή η δράση είναι οµαλή αν η απεικόνιση (g, x)→ g · x από την G ×X

στην X είναι οµαλή.

Εναλλακτικά µπορούµε να πούµε οτι ο οµοµορφισµός α : G → Diff (X) είναι µια δράση
οµάδας Lie αν η απεικόνιση (g, x)→ α(g)(x) είναι οµαλή.

Ορισµός. ΄Εστω G, H δυο οµάδες Lie. Μια συνάρτηση φ : G → H ϑα λέγεται οτι είναι

οµοµορφισµός οµάδων Lie αν είναι οµοµορφισµός οµάδων και αν είναι οµαλή απεικόνιση.

Για παράδειγµα η απεικόνιση x → e
2πix είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων Lie ανάµεσα

στις οµάδες R και S1. ΄Οταν έχουµε H = GLn(R) τότε λέµε οτι η φ είναι µια αναπαράστα-
ση της G. Ακόµα όταν H = U (n) ϑα λέµε οτι η φ είναι µια µοναδιαία αναπαράσταση της
G. Ουσιαστικά οτι είπαµε για τις αναπαραστάσεις πεπερασµένης διάστασης ισχύουν κι
εδώ αρκεί να απαιτήσουµε και ο αντίστοιχος οµοµορφισµός να είναι οµαλός. Σε αυτή
την εργασία ϑα ασχοληθούµε µόνο µε αναπαραστάσεις οµάδων Lie πεπερασµένης δι-
άστασης γιατί η οµαλότητα ενός οµοµορφισµού όταν η H είναι ¨απειροδιάστατη¨ είναι
ένα λεπτό Ϲήτηµα. Υπάρχει και η ανάλογη έννοια και στις άλγεβρες Lie:
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Ορισµός. ΄Εστω g και h δυο άλγεβρες Lie. Τότε µια γραµµική απεικόνιση T : g→ h είναι

ένας οµοµορφισµός αλγεβρών Lie αν ∀X, Y ∈ g έχουµε :

[Tx, Ty] = T [x, y]

Είναι ϕανερό οτι ο πυρήνας και η εικόνα της T είναι υποάλγερβες Lie των g και h α-
ντίστοιχα. ΄Οταν h = gln(K) όπου K = R,C τότε λέµε οτι η Τ έιναι µια αναπαράσταση της
g. Είναι ϕανερό οτι όλες οι σχετικές έννοιες από την ϑεωρία αναπαραστάσεων οµάδων
µπορούν να οριστούν ανάλογα και για αναπαραστάσεις αλγεβρών Lie. ΄Αρα µπορούµε
να µιλάµε για αναλλοίωτους υπόχωρους µιας αναπαράστασης µιας άλγβερας Lie, για
ανάγωγες αναπαραστάσεις, για ύποαναπαραστάσεις κτλ.

2.1.1 Οµάδες Lie και η σχέση µε τις ΄Αλγεβρες Lie

Τώρα επιστρέφουµε στην ϑεωρία. Θα δείξουµε πως µπορούµε να πάρουµε µια άλγεβρα
Lie από µια οµάδα Lie. Παρατηρούµε πρώτα οτι οι απεικονίσεις Lg, Rg που ορίστηκαν
στο κεφάλαιο 1 είναι διαφοροµορφισµοί. Συνεπώς µπορούν να χρησιµοποιηθούν για
να σπρώξουν (push forward) οποιοδήποτε τανυστικό πεδίο. Πιο γενικά µπορούµε να
χρησιµοποιήσουµε αυτές τις απεικονίσεις για να ορίσουµε µια δράση της οµάδας G
πάνω στο Γ(E) οποιασδήποτε διανυσµατικής δεσµίδας (vector bundle) E → G αλλά για
λόγους απλότητας ας υποθέσουµε οτι E = TG. Τότε για κάθε g ∈ G και για ξ ∈ TG
µπορούµε να ορίσουµε:

g · ξ = d(Lg)∗(ξ )

και τελείως ανάλογα:
ξ · g = d(Rg)∗(ξ )

Μπορούµε εύκολα να δούµε οτι η πρώτη εξίσωση ορίζει µια οµαλή (από αριστερά)
δράση της οµάδας G πάνω στην εφαπτοµενική δεσµίδα (tangent bundle) TG. Ανάλο-
γο αποτέλεσµα ισχύει και για την δράση που ορίζεται και από την δεύτερη εξίσωση.
Ορίζουµε τώρα για κάθε διανυσµατικό πεδίο X ∈ Γ(TG) και για κάθε p ∈ G:

(g · X )p = g · Xp

Θα λέµε οτι το πεδίο είναι αναλλοίωτο αν έχουµε g·X = X για κάθε g ∈ G. Με άλλα λόγια
το X είναι από αριστερά αναλλοίωτο αν και µόνο αν (g ·X )h = Xg·h. Ανάλογα µπορούµε
να ορίσουµε από δεξιά αναλλοίωτα διανυσµατικά πεδία. Γενικότερα όταν έχουµε µια
δράση µιας οµάδας Lie τότε, εν γένει, µπρούµε να µιλάµε για αντικείµενα τα οποία
είναι αναλλοίωτα κάτω από αυτή την δράση. Η µελέτη αυτών των αντικειµένων µπορεί
να µας δώσει πληροφορία για την ίδια την δράση ή µπορεί και να είναι αντικείµενα
που αξίζουν να αναλυθούν από µόνα τους. Υπάρχουν στην ϑεωρία δυο τρόποι να
κατακευάζουµε αναλλοίωτα αντικείµενα. Τον πρώτο τον είδαµε στο κεφάλαιο 1 και
δουλεύει όταν η οµάδα είναι συµπαγής. Η ϐασική ιδέα της είναι να ¨ολοκληρώσουµε¨
ένα ¨γενικό¨ αντικείµενο καθώς κινείται υπό την δράση της οµάδας. Η δεύτερη είναι
λίγο πιο περιορισµένη αλλά χρησιµοποίει την οµαλή δοµή της οµάδας Lie.

΄Εστω G µια οµάδα Lie και ένας τανυστής Α τύπου (r, s) ορισµένος πάνω στον διανυ-
σµατικό χώρο TeG όπου e είναι το µοναδιαίο στοιχείο της οµάδας. Τότε µπορούµε να
¨σπρώξουµε¨ χρησιµοποίωντας την δράση της οµάδας στην αντίστοιχη διανυσµατική
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δεσµίδα και να κατασκευάσουµε ένα τανυστικό πεδίο τύπου (r, s). Σχεδόν εξ΄ ορισµού
το πεδίο αυτό ϑα είναι αναλλοίωτο υπό την δράση της οµάδας.

Το πιο σηµαντικό παράδειγµα αυτής της κατασκευής το έχουµε όταν πάρουµε ένα
τανυστή τύπου (0,1) δηλαδή ένα διάνυσµα του χώρου TeG:

΄Εχουµε δηλαδή το ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. Αν G είναι µια οµάδα Lie τότε ο χώρος TeG είναι ισοµορφικός µε τον χώρο

των από αριστερά αναλλοίωτων διανυσµατικών πεδίων της G. Ο χώρος αυτός είναι µια

άλγεβρα Lie και µάλιστα υποάλγεβρα της Γ(TG). Ανάλογα TeG είναι ισοµορφικός µε τον

χώρο όλων των δεξιά αναλλοίωτων διανυσµατικών πεδίων.

Το δεύτερο κοµµάτι αυτού του ϑεωρήµατος είναι µια απλή εφαρµογή γνωστών ϑε-
ωρηµάτων από την διαφορική γεωµετρία. Το Lie braket της Γ(TG) δίνεται από τον
¨µεταθέτη¨ δυο διανυσµατικών πεδίων :

[X, Y ]f (p) = X (Yf )(p) − Y (Xf )(p)

Από εδώ και πέρα ϑα ταυτοποιούµε τον χώρο TeG µε τον χώρο των από αριστερά αναλλο-
ίωτων διανυσµατικών πεδίων (ή µε τον χώρο των από δεξιά αναλλοίωτων διανυσµατικών
πεδίων. Αυτό ϑα γίνει σε ένα συγκεκριµένο σηµείο για να έχουµε απλούστερο συµβο-
λισµό και ϑα δούµε πως αυτές οι δυο ταυτοποιήσεις είναι κατά µια έννοια ισοδύναµες)
Χρησιµοποιώντας αυτή την ταυτοποίηση µπορούµε να δώσουµε στον εφαπρόµενο χώρο
την δοµή µιας άλγεβρας Lie. ΄Αρα σε κάθε οµάδα Lie µπορούµε να αντιστοιχήσουµε
µια άλγεβρα Lie. Συνήθως όταν η οµάδα συµβολίζεται µε ένα κεφαλαίο γράµµα (π.χ.
G,H, K...) η αντίστοιχη άλγεβρα ϑα συµβολίζεται µε το αντίστοιχο πεζό γράµµα (g,h,
k...).

Αυτός ο ορισµός της άλγεβρας Lie µιας αντίστοιχης οµάδας Lie χρησιµοποιεί αρκετά
πράγµατα από την διαφορική γεωµετρία και δεν είναι και τόσο προφανές γιατί η άλ-
γεβρα είναι χρήσιµη για την ανάλυση της δοµής της οµάδας. Γι΄ αυτό τον λόγο ϑα
δώσουµε και µια δεύτερη κατασκευή της άλγεβρας Lie µιας οµάδας Lie. Η δεύτερη
κατασκευή δεν χρησιµοποιεί τόσο πολύ την ϑεωρία της διαφορικής γεωµςτρίας και ε-
ίναι πιο δύσκολο να δειχθεί οτι η κατασκευή είναι ισοδύναµη µε τον πρώτο ορισµό της
άλεβρας. Αυτά τα δυο ϑέµατα ϑα λυθούν αργότερα όταν ϑα µελετήσουµε την εκθετι-
κή συνάρτηση. Στα ϑετικά της δεύτερης κατασκευής συγκαταλέγεται το γεγονός οτι
χρησιµοποιεί την δοµή της οµάδας λίγο πιο ουσιαστικά:

΄Εστω G µια οµάδα Lie και (U, φ) µια περιοχή συντεταγµένων γύρω από το µοναδιαίο
στοιχείο e ∈ G και V ⊆ U . Μπορούµε να υποθέσουµε οτι V · V ⊆ U και V−1 ⊆ U .
Θα συµβολίζουµε µε x̄ την απεικόνιση του x ∈ V σε τοπικές συντεταγµένες (δηλαδή
το στοιχείο φ(x)). Τότε για κάθε x, y ∈ V χρησιµοποιόντας το ανάπτυγµα Taylor και
υποθέτοντας χωρίς ϐλάβη της γενικότητας οτι φ(e) = 0 έχουµε:

x · y = x̄ + ȳ + α(x̄ , ȳ) + ...

όπου α είναι µια διγραµµική µορφή από τον Rn στο Rn (όπου ϕυσικά n είναι η διάσταση
της οµάδας) και οι τελείες υποδηλώνουν όρους µεγαλύτερης τάξης (≥ 3). Στην περίτωση
που η οµάδα δεν είναι µεταθετική αυτό το ανάπτυγµα µας λέει οτι η µη-µεταθετικότητα
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της οµάδας εµφανίζεατι στους µη γραµµικούς όρους (τάξης ≥ 2). Στο επίπεδο της
οµάδας ένα από τα αντικείµενα που υπολογίζει την µη-µεταθετικότητα της οµάδας
είναι ο µεταθέτης δυο στοιχείων. Αν (x, y) = x · y · x−1 · y−1 τότε παρατηρούµε οτι ϑα
έχουµε y · x = (y, x) · x · y και άρα:

(x, y) = γ(x̄ , ȳ) + ...

όπου γ(x̄ , ȳ) = α(x̄ , ȳ) − α(ȳ, x̄). Τώρα στο εφαπτόµενο χώρο ορίζουµε :

[ξ, η] = γ(ξ̄ , η̄)

όπου ξ, η ∈ TeG και όπου συµβολίζουµε µε ξ̄ τις συντεταγµένες του εφαπτόµενου δια-
νύσµατος ξ που επάγονται από τις συντεταγµένες (U, φ).

Προφανώς πριν πούµε οτιδήποτε σχετικά µε αυτό το αντικείµενο πρέπει να δείξουµε
οτι είναι ανεξάρτητο από την επιλογή συντεταγµένων. ΄Εστω (V, ψ) µια δεύτερη περιοχή
συντεταγµένων γύρω από το e µε ψ(e) = 0 τέτοιο ώστε U∩V , ∅. Τότε συµβολίζουµε µε ξ
τις συντεταγµένες του εφαπτόµενου διανύσµατος ξ που επάγονται από τις συντεταγµένες
(V, ψ) (αντίστοιχα και για τις συντεταγµένες σηµείων της G. Τότε οι δυο αναπαραστάσεις
σε τοπικές συντεταγµένες συνδέονται από την σχέση:

ξ̄ = C · ξ

όπου C είναι ο Ιακωβιανός πίνακας της απεικόνισης φ ◦ ψ−1. Επιπλέον για x αρκετά
κοντά στο e ϑα έχουµε:

x̄ = C · x + ...

Από αυτές τις δυο παρατηρήσεις είναι εύκολο να δούµε οτι :

(x, y) = C
−1 · γ(C · x, C · y) + ...

και οτι :
[ξ, η] = C

−1 · γ(C · ξ , C · η)

όπου εδώ το [ξ, η] συµβολίζει το bracket όπως ορίστηκε στο παλιό σύστηµα συντεταγ-
µένων. Αυτές οι δυο εξισώσεις δείχνουν οτι το bracket έτσι όπως ορίζεται από το πρώτο
σύστηµα συντεταγµένων και από το δεύτερο είναι ίσα και συνεπώς το bracket είναι καλά
ορισµένο.

Είναι προφανές οτι το bracket που ορίσαµε είναι διγραµµικό και αντί-συµµετρικό. Θα
δούµε οτι ικανοποιεί και την ταυτότητα του Jacobi και άρα δίνει στον χώρο TeG =

g την δοµή µιας άλγεβρας Lie. Παρατηρούµε οτι από την προσεταιριστικότητα του
πολλαπλασισµού στην G ϑα πρέπει να έχουµε οτι :

α(x, α(y, z)) = α(α(x, y), z) (2.3)

Αφού [x, y] = α(x, y) − α(y, x) (όπου έχουµε παραλήψει τις παύλες που υποδηλώνουν
αναπαράσταση σε τοπικές συντεταγµένες για χάρη της απλότητας του συβολισµού)
ϐλέπουµε οτι :

[[x, y], z] = α([x, y], z) − α(z, [x, y])⇒

[[x, y], z] = α(α(x, y) − α(y, x), z) − α(z, α(x, y) − α(y, x)⇒
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[[x, y], z] = α(x, α(y, z)) − α(z, α(x, y)) + α(z, α(y, x)) − α(y, α(x, z))

όπου για την τελευταία εξίσωση χρησιµοποιήσαµε την εξίσωση 4). Εκτελώντας την ίδια
διαδικασία και για τους όρους [[y, z], x] και [[z, x], y] και προσθέτοντας τις αντίστοιχες
εκφράσεις καταλήγουµε στο :

[[x, y], z] + [[y, z, x]] + [[z, x], y] = 0

που είναι η ταυτότητα του Jacobi.

Θα δούµε επίσης οτι αυτή η άλγεβρα είναι ίδια µε την άλγεβρα που πέρνουµε όταν την
ϐλέπουµε ως τον χώρο όλων των από δεξιά αναλλοίωτων διανυσµατικών πεδίων. Αυτό το
αποτέλεσµα είναι λίγο πιο δύσκολο και ϑα το δείξουµε όταν µιλήσουµε για την εκθετική
συνάρτηση.

΄Αρα όπως είδαµε σε κάθε οµάδα Lie µπορούµε να αντιστοιχήσουµε µια άλγεβρα Lie.
Αυτός ο τρόπος αντιστοίχησης είναι ¨φυσιολογικός¨ µε την έννοια οτι διάφορες κατα-
σκευές και δίαφορα αντικείµενα πάνω στην οµάδα Lie µπορούν να µεταφραστούν σε
κατασκευές και αντικείµενα πάνω στην αντίστοιχη οµάδα Lie. Το πιο τυπικό (και µαθη-
µατικά αυστηρό) παράδειγµα αυτής της ϕιλοσοφίας παρουσιάζεται από το παρακάτω,
εξεραιτικά σηµαντικό ϑεώρηµα.

Θεώρηµα. ΄Εστω G, H δυο οµάδες Lie και φ : G → H ένας οµοµορφισµός οµαδών Lie.

Τότε η παράγωγος στο e, dφe : g→ h είναι ένας οµοµορφισµός αλγεβρών Lie.

Απόδειξη. Το µόνο που χρειάζεται να δείξουµε είναι οτι η dφe διατηρεί το Lie bracket.
Αν (x, y) συµβολίζει το µεταθέτη των στοιχείων x.y τότε αφού το φ είναι οµοµορφισµός
ϑα έχουµε:

φ((x, y)) = (φ(x), φ(y))

Αν πάρουµε περιοχές συντεταγµένων γύρω από τα eG και eH , εκφράσουµε την παρα-
πάνω εξίσωση σε τοπικές συντεταγµένες και αναπτύξουµε και τις δυο πλευρές σε σειρά
Taylor ϑα έχουµε:

φ((x, y)) = C · γG(x̄ , ȳ) + ...

όπου C είναι ο Ιακωβιανός πίνακας του φ στις τοπικές συντεταγµένες και το γG έχει
την ίδια έννοια όπως και πιο πάνω. Την έκφραση αυτή την πήραµε από την αριστερή
πλευρά της παραπάνω εξίσωσης χρησιµοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας. Από την
δεξιά πλευρά έχουµε:

(φ(x), φ(y)) = γH(C · x̄ , C · ȳ) + ...

και συνεπώς ϑα έχουµε οτι για κάθε X, Y ∈ g:

[C · X, C · Y ] = C[X, Y ]

Που δείχνει οτι η dφe είναι οµοορφισµός αλγεβρών Lie.
�

Μάλιστα µπορεί να δειχθεί οτι αν η οµάδα G είναι συνεκτική (και άρα και δρόµο-
συνεκτική) τότε η παράγωγος ενός οµοµορφισµού οµαδών Lie φ : G → H στο e καθο-
ϱίζει πλήρως τον οµοµορφισµό. Πράγµατι έχουµε το ϑεώρηµα:
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Θεώρηµα. ΄Εστω G µια οµάδα συνεκτική οµάδα Lie και φ : G → H ένας οµοµορφισµός

οµαδών Lie. Τότε η φ καθορίζεται πλήρως από τον αντίστοιχο οµοµορφισµό των αλγεβρών

Lie.

Απόδειξη. ΄Εστω f = dφe. Θα δείξουµε πως µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την f για
να ανακατασκευάσουµε τη φ.

΄Εστω g ∈ G. Ενώνουµε το µοναδιαίο στοιχείο e µε το g µέσω ενός οµαλού µονοπατιού
έστω το g(t). Τότε ϑα ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση:1

d

dt
g(t) = X (t) · g(t)

όπου X (t) είναι ένα οµαλό µονοπάτι στην άλγεβρα Lie g. Τότε ϑα έχουµε από τον
κανόνα της αλυσίδας :

d

dt
h(t) = φ(X (t)) · h(t)

όπου h(t) = φ(g(t)). Αυτή είναι µια διαφορική εξίσωση για το h(t) και µαζί µε την
αρχική συνθήκη h(0) = e καθορίζει µε µοναδικό τρόπο το h(t) και κατά συνέπεια και
το φ(g) = h(1).

�

Υπάρχει και µια πιο ισχυρή εκδοχή αυτού του ϑεωρήµατος δεδοµένου οτι η οµάδα G
είναι απλά συνεκτική. Πιο συγκεκριµένα έχουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. ΄Εστω G, H δυο οµάδες Lie µε την G να είναι απλά συνεκτική. Ακόµα έστω

ψ : g → h ένας οµοµορφισµός των αντίστοιχων αλγεβρών Lie. Τότε υπάρχει µοναδικός

οµοµρφισµός οµαδών Lie φ : G → H τέτοιος ώστε dφe = ψ

Θα αποδείξουµε αυτό το ϑεώρηµα στην επόµενη ενότητα όπου ϑα µιλήσουµε για την
εκθετική συνάρτηση.

2.2 Η εκθετική συνάρτηση

Τώρα ϑα ασχοληθούµε µε την ϱοή που ορίζεται από ένα από αριστερά αναλλοίωτο
διανυσµατικό πεδίο. Αυτό το αντικείµενο ϑα µας οδηγήσει σε ένα από τα πιο σηµαντικά
αντικείµενα στην ϑεωρία των οµάδων Lie την εκθετική συνάρτηση.

΄Εστω X ένα στοιχείο της άλγεβρας Lie της οµάδας G, όπου το ϐλέπουµε ως ένα από αρι-
στερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο και έστω Φ(−,−) η ϱοή που ορίζει. Ανακαλούµε
ότι η Φ(−, g) είναι η µοναδική λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών:

d

dt
(γ(t)) = Xγ(t)

µε γ(0) = g. Για ένα από αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο είναι εύκολο να
δούµε οτι η ϱοή του ορίζεται για κάθε t ∈ R ή ισοδύναµα να δούµε οτι κάθε από
αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο είναι πλήρες. Πράγµατι αρκεί να δείξουµε

1Οι λύσεις αυτής της εξίσωσης µπορούν να οριστούν όσο ορίζεται και το g(t)
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οτι κάθε λύση του παραπάνω προβλήµατος αρχικών τιµών ορίζεται σε ένα διάστηµα
συγκεκριµένου µήκους. Αυτό δείχνει οτι το διανυσµατικό πεδίο είναι πλήρες.

Ας ϑέσουµε g = e και έστω Io το διάστηµα στο οποίο ορίζεται η αντίστοιχη λύση. Αν
Φ(−, g) = G(−) είναι η λύση που ξεκινάει από το g τότε η g−1Φ(−, g) είναι µια λύση του
προβλήµατος που ξεκινάει από το e. Πράγµατι :

d

dt
(G(t)) =

d

dt
(g−1Φ(t, g)) = d(Lg−1)Φ(t,g)(XΦ(t,g)) = Xg−1Φ(t,g)

όπου χρησιµοποιήσαµε τον κανόνα της αλυσίδας και το γεγονός οτι το διανυσµατι-
κό πεδίο είναι αναλλοίωτο από δεξιά. Αφού έχουµε G(0) = e η G(t) λύνει όντως το
πρόβληµα µε αρχική τιµή το g = e. Αυτό συνεπάγεται οτι η Φ(−, g) ορίζεται σε ένα
διάστηµα που περίεχει το Io και άρα κάθε ολοκληρωτική καµπύλη του X µπορεί να
οριστεί σε ένα fixed διάστηµα. Με τυπικά επιχειρήµατα που χρησιµοποιούν την µο-
ναδικότητα/ύπαρξη λύσης και το αποτέλεσµα που µόλις δείξαµε µπορεί να δειχθεί οτι
αυτό συνεπάγεται οτι το X είναι ένα πλήρες διανυσµατικό πεδίο.

Μάλιστα η απόδειξη αυτή µας δείνει κάτι παραπάνω. Αν Φ(−, e) είναι η ολοκληρωτική
καµπύλη που ξεκινάει από το e τότε ϑα έχουµε για κάθε t ∈ R, g ∈ G:

Φ(t, g) = gΦ(t, e)

Τώρα έχουµε όλα τα συστατικά για να ορίσουµε την εκθετική συνάρτηση:

Ορισµός. Αν G είναι µια οµάδα Lie τότε ορίζουµε την απεικόνιση exp : g → G ως

exp(X ) = ΦX (1, e)

Είναι εύκολο να δούµε οτι κάθε ολοκληρωτική καµπύλη του X είναι της µορφής
g · exp(t · X ) 2. Επιπλέον είναι εύκολο να δούµε οτι αν ορίζαµε την exp ως ΦX ′(1, e)
όπου τώρα ϐλέπουµε το X ως ένα από δεξιά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο τότε ϑα κα-
ταλήγαµε στην ίδια συνάρτηση (γενικά οι ολοκληρωτικές καµπύλες που ξεκινάνε από
το e και είναι εφαπτόµενες στα αναλλοίωτα πεδία X και X ′ είναι ίδιες) Ακόµα έχουµε
το ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. Η εκθετική συνάρτηση έχει τις εξής ιδιότητες :

1. ∀g ∈ G η ολοκληρωτική καµπύλη του Χ που ξεκινάει από το g είναι της µορφής

g · exp(t · X ).

2. ∀X ∈ g και ∀t, s ∈ R έχουµε exp((t + s)X ) = exp(tX )exp(sX ).

3. Η εκθετική απεικόνιση είναι οµαλή. Πιο συγκεκριµένα έχουµε d(exp)e = idg

4. Αν φ : G → H είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων Lie τότε φ(exp(X )) = exp(dφe(X )).

Απόδειξη. Το 1 είναι µια απλή εφαρµογή του κανόνα της αλυσίδας. Το 2 επάγεται από
τις γενικές ιδιότητες των ϱοών διανυσµατικών πεδίων. Για το 3 έχουµε:

2Αυτό ισχύει γενικά. Αν Χ είναι ένα πλήρες διανυσµατικό πεδίο τότε µε µια εφαρµογή του κανόνα της
αλυσίδας έχουµε ΦX (t, p) = ΦtX (1, p)
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Θεωρούµε την πολλαπλότητα G × g και ορίζουµε το (οµαλό) διανυσµατικό πεδίο Zg =

(Xg,0). Προφανώς οι ολοκληρωτικές καµπύλες του πεδίου που αρχίζουν στο (e, X ) είναι
της µορφής t → (exp(tX ), X ). Επειδή οι ολοκληρωτικές καµπύλες εξαρτόνται οµαλά
από τα αρχικά δεδοµένα καταλήγουµε οτι η εκθετική συνάρτηση X → exp(X ) πρέπει
να είναι οµαλή. Τέλος έχουµε οτι εξ΄ ορισµού:

d(exp)e(X ) =
d

dt
(exp(tX ))|t=0

Που συνεπάγεται οτι d(exp)e = idg.

Για το 4 παρατηρούµε οτι αν ψ είναι µια ολοκληρωτική καµπύλη του X ∈ g που ξεκινάει
από το e τότε το φ ◦ψ είναι η ολοκληρωτική καµπύλη του dφe(X ) ∈ h που ξεκινάει από
το e1 ∈ H. Πράγµατι εαν έχουµε οτι d

dt
ψ(t0) = Xψ(t0) τότε από τον κανόνα της αλυσίδας :

d

dt
(φ ◦ ψ)(t0) = dφψ(t0)(

d

dt
ψ(t0)) = dφψ(t0)(ψ(t0) · X )

και άρα:
d

dt
(φ ◦ ψ)(t0) = dφψ(t0)(d(Lφ(t0))e(X )) = d(φ ◦ Lψ(t0))e(X )⇒

d

dt
(φ ◦ ψ)(t0) = d(Lφ◦ψ(t0) ◦ φ)e(X ) = d(Lφ◦ψ(t0))e(dφe(X )) = (φ ◦ ψ)(t0) · dφe(X )

΄Οπου στο τελευταίο ϐήµα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός οτι φ(e) = φ(ψ(0)) = e1. ΄Αρα
αφού η φ ◦ ψ(t) = φ(exp(tX )) είναι ολοκληρωτική καµπύλη του dφe(X ) ϑα έχουµε ότι
φ(exp(tX )) = exp(tdφe(X )) και για t = 1 καταλήγουµε στο 4.

�

Γιατί όµως αυτή η απεικόνιση λέγεται εκθετική; Υπάρχουν διάφοροι λόγοι που µπορούν
να εξηγήσουν αυτή την ορολογία. Ο πιο κλασσικός είναι ο ακόλουθος :

Ως γνωστόν η οµάδα πρσθετική οµάδα του R είναι µια οµάδα Lie. Σε αυτή την περίπτω-
ση η εκθετική συνάρτηση όπως την ορίσαµε εδώ είναι η γνωστή εκθετική συνάρτηση
x → e

x όπου έχουµε κατά τα γνωστά ταυτοποιήσει τον εφαπτόµενο χώρο T1R µε τον
ίδιο τον R. Πιο γενικά αν πάρουµε την οµάδα GLn(R) τότε η αντίστοιχη απεικόνιση
ταυτίζεται µε το γνωστό εκθετικό ενός πίνακα.

Η δεύτερη δικαιολόγηση έχει να κάνει µε την δράση της G πάνω στην εφαπτόµενη
δέσµη TG. Πιο συγκεκριµένα ας ϑυµηθούµε οτι µπορούµε να δούµε ένα στοιχείο
της άλγεβρας Lie g σαν ένα από δεξία αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο (µέχρι τώρα το
ϐλέπαµε ως ένα από αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο). Αν λοιπόν φ(t) είναι η
ολοκληρωτική καµπύλη αυτού του πεδίου που ξεκινάει από το e ∈ G τότε ϑα έχουµε
την διαφοτική εξίσωση:

d

dt
(φ(t)) = Xφ(t) = X · φ(t)

όπου στην πρώτη ισότητα ϐλέπουµε το Χ ως ένα αναλλοίωτο από τα δεξιά διανυσµατικό
πεδίο και στην δεύτερη ισότητα έχουµε χρησιµοποιήσει τον ορίσµο αυτού του πεδίου
και ϐλέπουµε το Χ ως ένα στοιχείο της g. Παρατηρούµε οτι αυτή η διαφορική εξίσωση
είναι τυπικά ίδια µε την εξίσωση που ικανοποεί µια εκθετική συνάρτηση. Επειδή η
λύση της παραπάνω εξίσωσης µε την αρχική συνθήκη φ(0) = e είναι επίσης και µια
ολοκληρωτική καµπύλη του Χ όταν το ϐλέπουµε ως ένα από αριστερά αναλλοίωτο
διανυσµατικό πεδίο ϐλέπουµε οτι η exp ικανοποιεί µια διαφορική εξίσωση όµοια µε
µια που ικανοποιεί και µια συνήθης εκθετική συνάρτηση.
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Από το 3) του παραπάνω ϑεωρήµατος και από το ϑεώρηµα της αντίστροφης συνάρτησης
ϐλέπουµε οτι υπάρχουν ανοικτές περιοχές U και V των 0 ∈ g και e ∈ G αντίστοιχα όπου
η απεικόνιση exp : U → V είναι διαφοροµορφισµός. ΄Αρα µπορούµε να χρησιµοποι-
ήσουµε την εκθετική συνάρτηση για να επάγουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων γύρω
από τπ e που είναι συµβατό µε την διαφορική δοµή της οµάδας G. Αυτό το σύστηµα
συντεταγµένων λέγεται κανονικό και οι αντίστοιχες συντεατγµένες κανονικές συντεταγ-
µένες. Θα τις χρησιµοποιήσουµε για να ϐρούµε µια τοπική έκφραση του exp(x)exp(y):
Επιλέγουµε τις περιοχές U, V όπως και πριν. Τότε το Ϲεύγος (V, exp−1) είναι µια περιο-
χή συντεταγµένων γύρω από το e. Θεωρούµε επίσης και µια περιοχή του 0 έστω την V1

τέτοια ώστε exp(V1) · exp(V1) ⊆ V . Τότε για κάθε x, y ∈ V1 ϑα έχουµε:

exp(x)exp(y) = exp(v(x, y))

όπου v : V1×V1 → U είναι µια οµαλή συνάρτηση. Είναι προφανές οτι αυτή η συνάρτηση
είναι η αναπαράσταση του γινοµένου exp(x)exp(y) σε κανονικές συντεταγµένες. Με
άλλα λόγια :

exp(x)exp(y) = v(x, y)

Παρατηρούµε οτι έχουµε v(t1x, t2y) = (t1 + t2)v(x, x) και v(0, x) = v(x,0) = x. Με ένα
ανάπτυγµα Taylor ϑα έχουµε:

v(x, y) = x + y + v2(x, y) + ...

όπου v2 είναι µια διγραµµική µορφή µε τιµές στο g και οι τελείες είναι για όρους τάξης
≥ 3. Επειδή v(x, y) = 2x συγκρίνοντας τους όρους δεύτερης τάξης καταλήγουµε οτι
v2(x, x) = 0 και άρα η v2 είναι αντισυµµετρική. Επειδή έχουµε:

exp(x)exp(y) = x + y + v2(x, y) + ...

καταλήγουµε οτι v2(x, y) = 2 · [x, y] και άρα:

exp(x)exp(y) = exp(x + y +
1
2

[x, y] + R(x, y))

όπου το R(x, y) είναι το υπόλοιπο στο ανάπτυγµα Taylor της v και είναι ϐαθµού 3. Μια
άλλη µορφή αυτής της ταυτότητας είναι :

exp(tX )exp(tY ) = exp(tX + tY +
t
2

2
[X, Y ] + O(t3))

Αυτή η ταυτότητα είναι πολύ χρήσιµη και ϑα την χρειαστούµε αργότερα. Για παράδειγ-
µα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να δείξουµε οτι :

(exp(
t

n
X )exp(

t

n
Y ))n → exp(t(X + Y ))

καθώς n → +∞. Η απόδειξη αυτού του ορίου είναι µια απλή εφαρµογή της παραπάνω
ταυτότητας.

Ακόµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να δώσει µια δεύτερη απόδειξη του γεγονότος οτι
ένας οµοµορφισµός οµάδων Lie επάγει ένα οµοµορφισµό στις αντίστοιχες άλγβερες Lie.
Πράγµατι έστω φ : G → H ένας οµοµορφισµός οµαδών Lie. Τότε ϑα έχουµε:

φ(exp(x)exp(y)) = φ(exp(x))φ(exp(y)) = exp(dφe(x))exp(dφe(y))
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Εφαρµόζουµε την παραπάνω ταυτότητα και στα δυο µέλη της ισότητας. Τότε ϑα έχου-
µε :

φ(exp(x + y +
1
2

[x, y] + ...)) = exp(dφe(x) + dφe(y) +
1
2

[dφe(x), dφe(y)] + ...)

και άρα:

exp(dφe(x) +dφe(y) +
1
2
dφe([x, y]) + ...) = exp(dφe(x) +dφe(y) +

1
2

[dφe(x), dφe(y)] + ...)

Τώρα επλέγοντας τα x, y αρκετά κοντά στο 0 ∈ g έτσι ώστε η εκθετική συνάρτηση να
είναι 1-1 και συκρίνοντας τους όρους όµοιας τάξης ϑα έχουµε ότι :

dφe([x, y]) = [dφe(x), dφe(y)]

για κάθε x, y αρκετά κοντά στο 0. Οι συναρτήσεις και στα δυο µέλη της ισότητας
είναι διγραµµικές και ταυτίζονται σε µια ανοικτή περιοχή του 0. Αυτό συνεπάγεται οτι
ταυτίζονται σε όλο τον χώρο και άρα:

dφe([x, y]) = [dφe(x), dφe(y)]

για κάθε x, y ∈ g και συνεπώς η απεικόνιση dφe : g → h είναι ένας οµοµορφισµός
αλγεβρών Lie.

Ακόµα αυτή η ταυτότητα µπορεί να εφαρµοστεί για να δείξει την ακόλουθη ισότη-
τα :

exp(−tX )exp(−tY )exp(tX )exp(tY ) = exp(t2[X, Y ] + O(t3))

Αυτή η εξίσωση µας δίνει ένα πολύ σηµαντικό συµπέρασµα:

Αν X, Y είναι δυο αναλλοίωτα διανυσµατικά πεδία τότε η καµπύλη:

t → exp(−
√
tX )exp(−

√
tY )exp(

√
tX )exp(

√
tY )

έχει εφαπτόµενο διάνυσµα στο e το [X, Y ].

Με αυτή την παρατήρηση µπορούµε επιτέλους να δείξουµε οτι ο ορισµός του Lie bracket
χρησιµοποιώντας τοπικές συντεταγµένες και ο ορισµός του χρησιµοποιώντας το ϕυσιο-
λογικό Lie bracket των από αριστερά αναλλοίωτων διανυσµατικών πεδίων είναι ισο-
δύναµοι. Για το επόµενο ϑεώρηµα το Lie bracket [-,-] ϑα το καταλαβαίνουµε µε τον
τοπικό ορισµό. Ακόµα για να αποφύγουµε πιθανόν µπερδέµατα ϑα συµβολίζουµε το
από αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο που αντιστοιχεί στο X ως FX :

Θεώρηµα. Για κάθε X, Y ∈ g έχουµε [FX , FY ] = F[X,Y ]

Απόδειξη. Από την προηγούµενη παρατήρηση έχουµε οτι για κάθε f ∈ C∞(G) και για
κάθε p ∈ G:

[FX , FY ]f (p) = limt→0
f (p · exp(−

√
tX )exp(−

√
tY )exp(

√
tX )exp(

√
tY )) − f (p)

t
⇒
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[FX , FY ]f (p) = limt→0
f (p · exp(t · [X, Y ] + ...)) − f (p)

t

όπου οι τελείες υποδηλώνουν όρους µεγαλύτερης τάξης. ΄Αρα το όριο στο δεξί µέλος
πρέπει να είναι ίσο µε το όριο limt→0

f (p·exp(t·[X,Y ]))−f (p)
t

= F[X,Y ] και άρα [FX , FY ] = F[X,Y ].
�

Το παραπάνω ϑεώρηµα µας λέει το ακόλουθο: Αν (ḡ, [, ]) είναι η άλγεβρα Lie όλων των
από αριστερά αναλλοίωτων διανυσµατικών πεδίων µε το ϕυσιολογικό Lie bracket και
αν (g, [, ]1) είναι η άλγεβρα Lie όπου g = TeG και το Lie bracket είναι αυτό που ορίσαµε
χρησιµοποιώντας τοπικές συντεταγµένες τότε η απεικόνιση X → FX από την g στην ḡ
είναι ένας ισοµορφισµός αλγεβρών Lie. (είχαµε δείξει στην προηγούµενη ενότητα οτι
αυτή η απεικόνιση είναι ισοµορφισµός διανυσµτικών χώρων. Το ϑεώρηµα δείχνει οτι
διατηρεί και το Lie bracket).

Τέλος είµαστε έτοιµοι να δείξουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα που διατυπώθηκε στην προη-
γούµενη ενότητα:

Θεώρηµα. ΄Εστω G, H δυο οµάδες Lie µε την G να είναι συνεκτική και απλά συνεκτική.

Ακόµα έστω ψ : g → h ένας οµοµορφισµός των αντίστοιχων αλγεβρών Lie. Τότε υπάρχει

µοναδικός οµοµρφισµός οµαδών Lie φ : G → H τέτοιος ώστε dφe = ψ

Απόδειξη. Η ιδέα είναι ίδια µε την ιδέα της απόδειξης της πιο ειδικής εκδοχής αυτού του
ϑεωρήµατος. Αρχικά παρατηρούµε οτι αφού ένας οµοµορφιµός οµαδών Lie καθορίζεται
απόλυτα από την παράγωγο στο e όταν το πεδίο τιµών είναι συνεκτικό. ΄Αρα αρκεί να
δείξουµε οτι υπάρχει ένας οµοµορφισµός µε την ιδιότητα που ϑέλουµε.

΄Εστω λοιόν g ∈ G. Ενώνουµε το eG µε το g µέσω ενός οµαλού µονοπατιού g(t), t ∈ [0,1].
Κατά τα γνωστά ϑα έχουµε ένα αντίστοιχο µονοπάτι στην g έστω το ξ (t) τέτοιο ώστε :

dg

dt
(t) = ξ (t) · g(t)

Θεωρούµε ακόλουθη διαφορική εξίσωση στην οµάδα H:

dh

dt
(t) = ψ(ξ (t)) · h(t)

µε h(0) = e. Τότε ϑα ϑέσουµε φ(g) = h(1) και αυτός ϑα είναι ο οµοµορφισµός που
ψάχνουµε.

Πρώτα απ΄ όλα πρέπει να δείξουµε οτι η φ είναι καλά ορισµένη. Για να το δείξουµε
αυτό έχουµε πρώτα το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα. ΄Εστω I
2 = {(s, t) ∈ R2

/0 ≤ s, t ≤ 1} και µια οµαλή απεικόνιση g : I2 → G. Αν

έχουµε τα ξ : I2 → g και η : I2 → g που ορίζονται από τις εξισώσεις :

∂g

∂t
(t, s) = ξ (t, s) · g(t, s)

∂g

∂s
(t, s) = η(t, s) · g(t, s)
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τότε έχουµε :

∂η

∂t
(t, s) −

∂ξ

∂s
(t, s) = [ξ (t, s), η(t, s)]

.

Απόδειξη. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε οτι η g(t, s) αρχίζει
από το e δηλαδή οτι g(t0, s0) = e. Τότε µπορούµε να πάρουµε µια περιοχή συντεταγ-
µένων γύρω από το e που να στέλνει το e στο 0 και ϑα έχουµε:

∂ḡ

∂t
(t, s) = ξ̄ (t, s) + α(ξ̄ (t, s), ḡ(t, s)) + ...

∂ḡ

∂s
(t, s) = η̄(t, s) + α(η̄(t, s), ḡ(t, s)) + ...

Παραγωγίζοντας την πρώτη εξίσωση ως προς s και την δεύτερη ως προς t ϑα έχουµε
οτι :

∂ḡ

∂s∂t
(t0, s0) =

∂ξ̄

∂s
(t0, s0) + α(ξ̄ (t0, s0), η̄(t0, s0)) + ...

∂ḡ

∂t∂s
(t0, s0) =

∂η̄

∂t
(t0, s0) + α(η̄(t0, s0), ξ̄ (t0, s0)) + ...

Αφαιρώντας κατά µέλη ϑα έχουµε:

∂η̄

∂t
(t0, s0) −

∂ξ̄

∂s
(t0, s0) = γ(ξ̄ (t0, s0), η̄(t0, s0)) = [ξ (t0, s0), η(t0, s0)]

�

Επιστέφουµε τώρα στην απόδειξη του ϑεωρήµατος. ΄Εστω g0, g1 δύο οµαλά µονοπάτια
που ενώνουν το e µε το g. Επίσης έστω h0 και h1 τα αντίστοιχα µονοπάτια στην H. Ο
στόχος µας είναι να δείξουµε οτι h0(1) = h1(1). Αφού η G είναι απλά συνεκτική η g0

µπορεί να παραµορφωθεί οµαλά έτσι ώστε να ταυτίζεται µε την g1. Πιο συγκεκριµένα
αν g(t, s) είναι µια οµαλή οµοτοπία ανάµεσα σε αυτά τα µονοπάτια τότε ϑα έχουµε τα
ακόλουθα:

1. g(0, s) = e και g(1, s) = g.

2. g(t,0) = g0(t) και g(t,1) = g1(t).

3. Αν έχουµε ∂g

∂t
(t, s) = ξ (t, s) · g(t, s) και ∂g

∂s
(t, s) = η(t, s) · g(t, s) τότε ϑα έχουµε

η(0, s) = η(1, s) = 0.

Τώρα ας δούµε την διαφορική εξίσωση πάνω στην οµάδα H ως προς t (µε το s ως µια
παράµετρο):

∂h

∂t
(t, s) = ψ(ξ (t, s)) · h(t, s)

µε αρχική τιµή h(0, s) = e. Είναι προφανές οτι ϑα έχουµε h0(t) = h(t,0) και h1(t) =

h(t,1). Επίσης ϑεωρούµε και την εξίσωση:

∂h

∂s
(t, s) = ζ (t, s) · h(t, s)

Θέλουµε να δείξουµε οτι ζ (t, s) = ψ(η(t, s)) το οποίο συνεπάγεται οτι ζ (1, s) = 0 που
συνεπάγεται οτι η απεικόνιση h(1, s) είναι σταθερή και άρα οτι h0(1) = h1(1).
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Από το προηγούµενο λήµµα έχουµε:

∂ζ

∂t
(t, s) =

∂(ψ ◦ ξ )
∂s

(t, s) + [ψ(ξ (t, s)), ζ (t, s)]

µε ζ (0, s) = 0. Η παραπάνω διαφορική εξίσωση ως προς t ορίζει το ζ (t, s) απολύτως.
΄Οµως παρατηρούµε οτι :

∂η

∂t
(t, s) −

∂ξ

∂s
(t, s) = [ξ (t, s), η(t, s)]

Εφαρµόζοντας την ψ και στις δυο πλευρές αυτής της εξίσωσης ϐλέπουµε οτι η ψ(η(t, s))
ικανοποιεί την ίδια διαφορική εξίσωση µε την ζ (t, s) και την ίδια αρχική συνθήκη. ΄Αρα
πρέπει να είναι ίσα και άρα η φ(g) = h(1) είναι καλά ορισµένη.

Τώρα ϑα δείξουµε οτι η απεικόνιση φ : G → H είναι οµοµορφισµός οµάδων. ΄Εστω
g1(t) και g2(t) δυο οµαλά µονοπάτια που ενώνουν το e µε τα g1, g2 αντίστοιχα. Τότε για
µια κατάλληλη επιλογή των g1, g2 το µονοπάτι που ορίζεται ώς :

g(t) = g2(2t)

για 0 ≤ t ≤ 1/2 και
g(t) = g1(2t − 1)g2

για 1/2 ≤ t ≤ 1 είναι ένα οµαλό µονοπάτι που συνδέει το e µε το g1g2. Τα αντίστοιχα
µονοπάτια στην άλγεβρα g ξ1(t) (για το g1(t)), ξ2(t) (για το g2(t)) και ξ (t) (για το g(t))
συνδέονται από την σχέση:

ξ (t) = 2ξ2(t)

για 0 ≤ t ≤ 1/2 και
ξ (t) = 2ξ1(2t − 1)

για 1/2 ≤ t ≤ 1. Τότε τα αντίστοιχα µονοπάτια στην H ϑα συνδέονται µέσω της σχέσης

h(t) = h2(2t)

για 0 ≤ t ≤ 1/2 και
h(t) = h1(2t − 1)h2(t)

για 1/2 ≤ t ≤ 1. Αυτό συνεπάγεται οτι φ(g1g2) = h(1) = h1(1)h2(1) = φ(g1)φ(g2)

Τέλος η απεικόνιση φ : G → H είναι οµαλή. Παρατηρούµε οτι από τον τρόπο κατα-
σκευής έχουµε οτι :

φ(exp(x)) = exp(ψ(x))

Αυτό δείχνει οτι η φ είναι οµαλή σε µια περιοχή του e και άρα είναι οµαλή συνάρτηση3.
Τώρα αφού είναι οµοµορφισµός οµάδων Lie πρέπει να έχουµε:

exp(dφe(x)) = exp(ψ(x))

Αυτό δείχνει οτι dφe = ψ �

3Αυτό είναι µια ειδική ιδιότητα των οµοµορφισµών: Αν ένας οµοµορφισµός είναι οµαλός σε µια
περιοχή ενός σηµείου τότε είναι οµαλός σε κάθε σηµείο.
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2.3 Η αναπαράσταση adjoint και η adjoint απεικόνι-

ση

Σε αυτή την ενότητα ϑα µιλήσουµε εν συντοµία για άλλες δυο πολύ ϐασικές απεικο-
νίσεις πάνω σε µία οµάδα Lie:

Ορισµός. ΄Εστω G µια οµάδα Lie. Τότε η adjoint αναπαράσταση της G ορίζεται ως

Ad : G → GL(g), Ad(g)X = g ·X · g−1
. Η απεικόνιση adjoint ορίζεται ως ad : g→ gl() ως

ad(X )(Y ) = [X, Y ].

Τα δυο αυτά αντικείµενα είναι στενά συνδεδεµένα. Πρώτα παρατηρουµε οτι η Ad είναι
µια αναπαράσταση της οµάδας G. Είναι απλά Ϲήτηµα υπολογισµών να επαληθεύσει
όλες τις αναγκαίες συνθήκες για να το δούµε αυτό. Αν η G είναι και συµπαγής τότε
µε το τρικ που συζητήθηκε στο πρώτο κεφάλαιο µπορούµε να ϐρούµε ένα εσωτερικό
γινόµενο στην g το οποίο είναι Ad−αναλλοίωτο και η αντίστοιχη αναπαράσταση µονα-
διαία. Αυτό ϑα µας ϕανεί χρήσιµο αργότερα. ΄Οσον αφορά την ad από την ταυτότητα
του Jacobi είναι ϕανερό οτι είναι µια αναπαράσταση της g. ΄Οµως αφού η άλγεβρα Lie
της GL(g) είναι η gl(g) έχουµε και ένα άλλο τρόπο να δούµε οτι η ad είναι αναπαράστα-
ση της g:

Θεώρηµα. Η απεικόνιση Ad είναι µια αναπαράσταση της οµάδας G στον χώρο g και

µάλιστα έχουµε d(Ad)e = ad.

Απόδειξη. Αν Cg(h) = ghg
−1 τότε έχουµε Ad(g) = d(Cg)e. ΄Αρα από τον κανόνα της

αλυσίδας έχουµε:

Ad(gh) = d(Cgh)e = d(Cg ◦ Ch)e = d(Cg)e ◦ d(Ch)e

και άρα η (προφανώς) οµαλή συνάρτηση Ad είναι οµοµορφισµός ανάµεσα στις οµάδες
Lie G και GL(g) και συνεπώς µια αναπαράσταση της G.

Τώρα έχουµε οτι για κάθε X ∈ g:

Ad(g)(X ) =
d

dt
(gexp(tX )g−1)|t=0

Για να υπολογίσουµε το d(Ad)e µπορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να υποθέσουµε
οτι g = exp(Y ) για κάποιο Y ∈ g. Τότε ϑα έχουµε οτι :

Ad(exp(Y )) =
d

dt
(exp(Y )exp(tX )exp(Y )−1)|t=0 ⇒

Ad(exp(Y )) = b
′(0)

όπου b(t) = exp
−1(expYexp(tX )exp(−Y )) (το t εδώ είναι αρκετά µικρό) όπου χρησιµο-

ποιήσαµε την ταυτότητα exp(Y )−1 = exp(−Y ) και το γεγονός οτι η exp είναι διαφορο-
µορφισµός σε µια γειτονιά του 0 ∈ g. Για µικρά |t | ϑα έχουµε οτι :

b(t) = exp
−1(exp(Y + tX +

1
2

[Y, tX ] + ...)exp(−Y ))⇒
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b(t) = exp
−1(exp(Y + tX +

1
2

[Y, tX ] − Y −
1
2

[Y + tX,−Y ] + ...))⇒

b(t) = tX + t[X, Y ] + ...

΄Αρα έχουµε οτι :
Ad(exp(Y ))X = b

′(0) = X + [Y, X ] + ...

και συνεπώς d(Ad)e(X ) = ad(X ).
�

2.4 Υποοµάδες Lie και Βασικά Θεωρήµατα

Σε αυτή την ενότητα ϑα µελετήσουµε τις ιδιότητες των υποοµάδων Lie. Η παρουσίαση
µας ϑα ϐασίζεται γύρω από την απόδειξη των παρακάτω ϑεωρηµάτων που αποτελούν
την ουσία της ϑεωρίας των υποοµάδων Lie:

1. Θα δείξουµε οτι µια υποοµάδα Lie είναι οµάδα Lie και η αντίστοιχη άλγεβρα Lie
είναι υποάλγεβρα της άλγεβρας Lie της ΄µεγαλύτερης΄ οµάδας

2. Θα δείξουµε οτι για κάθε υποάλγεβρα Lie υπάρχει µια συνεκτική υποοµάδα Lie
που αντιστοίχει σε αυτήν την άλγεβρα.

3. Θα δείξουµε οτι η εικόνα µιας οµάδας Lie µέσω ενός οµοµορφισµού οµάδων Lie
είναι υποοµάδα Lie. Ακόµα ϑα δείξουµε οτι η αντίστροφη εικόνα µιας υποοµάδας
Lie είναι υποοµάδα Lie.

Πρώτα ξεκινάµε µε τον ορισµό της υποοµάδας Lie:

Ορισµός. ΄Εστω µια οµάδα Lie G και H µια υποοµάδα της G (όπου την ϐλέπουµε ως µια

αφηρηµένη οµάδα). Τότε η H είναι υποοµάδα Lie της G αν είναι υποπολλαπλότητα της

G και αν είναι τοπολογική οµάδα µε τις πράξεις που κληρονοµούνται από την G.

Αυτός είναι ένας λεπτός ορισµός. Προφανώς ϑέλουµε µια υποµάδα Lie να είναι υπο-
πολλαπλότητα της G και να είναι και υποοµάδα της G. Το πρόβληµα είναι ότι µια
υποπολλαπλότητα δεν έχει πάντα την τοπολογία που επάγεται από την µεγαλύτερη
πολλαπλότητα4. Σαν συνέπεια µιας και ϑέλουµε µια υποοµάδα Lie να είναι οµάδα Lie
µε τις πράξεις της G πρέπει να απαιτήσουµε η H να είναι µια τοπολογική οµάδα ως
προς την δικιά της τοπολογίας.

Αυτό το Ϲήτηµα δεν ϑα εµφανιζόταν αν κοιτούσαµε µόνο εµβυθισµένες υποπολλαπλότη-
τες. Οπότε γιατί δεν το κάνουµε αυτό ; Υπάρχουν διάφοροι (τεχνικοί) λόγοι αλλά ο πιο
απλός είναι οτι έτσι αποκλείουµε πολλές υποοµάδες που ϑα ϑέλαµε να είναι υποοµάδες
Lie αλλά δεν είναι εµβυθισµένες υποπολλαπλότητες. Για παράδειγµα έστω η απεικόνι-
ση φ : t → (e2παit

, e
2π�it) από την προσθετική οµάδα Lie R στην οµάδα Lie S

1 × S1.
Αυτή η απεικόνιση είναι ένας οµοµορφιµός οµάδων Lie και σαν συνέπεια ϑα ϑέλαµε να
πούµε οτι η A = φ(R) είναι µια υποοµάδα Lie της S1 × S1. ΄Οµως εκτός της περίπτωσης
όπου α

�
∈ Q το σύνολο A δεν είναι µια εµβυθισµένη υποπολλαπλότητα. Μάλιστα µπορεί

να δειχθεί οτι αν α

�
< Q το A είναι πυκνό στο S1 × S1.

4Το κλασσικό παράδειγµα είναι µια οµαλή καµπύλη στον R2 που τέµνεται µια ϕορά µε τον εαυτό της.
Ο χώρος αυτός είναι υποπολλαπλότητα του R2 αλλά δεν έχει την τοπολογία που επάγεται από τον R2
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Τώρα ϑα δείξουµε οτι µια υποµάδα Lie είναι όντως µια οµάδα Lie. Πρέπει πρώτα να
δείξουµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα. ΄Εστω f : V → M µια οµαλή απεικόνιση και S µια υποπολλαπλότητα της M

τέτοια ώστε f (V ) ⊆ S. Τότε αν η απεικόνιση f : V → S είναι συνεχής τότε είναι και οµαλή.

Απόδειξη. ΄Εστω p ∈ V . Τότε αφού f (p) ∈ S υπάρχει µια περιοχή συντεταγµένων (U, y)
στην M γύρω από το f (p) έτσι ώστε το σύνολο:

N = {n ∈ U/yj(n) = 0, j = m + 1, ..., dim(M)}

όπου m = dim(S) µαζί µε τον περιοσµό των yj (j = 1, ..., dim(S)) στο N να αποτελεί ένα
σύστηµα συντεταγµένων της S γύρω από το f (p).

Αλλά αφού η f είναι συνεχής από το V στο S ϑα υπάρχει µια περιοχή του p έστω η
W τέτοια ώστε f (W ) ⊆ N . Μπορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να υποθέσουµε
οτι η W είναι µια περιοχή συντεταγµένων και h : W → Rdim(V ) να είναι οι τοπικές
συντεταγµένες στο W . Επειδή οι απεικονίσεις yj ◦ f είναι οµαλές (από υπόθεση) και
αφού έχουµε yj ◦ f (a) = 0 για j = 1, ..., dim(S) και για a ∈ W έχουµε οτι σε τοπικές
συντεταγµένες η f : V → S έχει την µορφή:

(y ◦ f ◦ h−1)(a) = (y1(f (h−1(a))), y2(f (h−1(a))), ..., ym(f (h−1(a))),0, ...,0)

Αυτό συνεπάγεται οτι η f : V → S είναι οµαλή.
�

Με αυτό το ϑεώρηµα µπορούµε να δείξουµε οτι µια υποοµάδα Lie όπως τις ορίσαµε
είναι όντως οµάδες Lie. Πράγµατι η απεικόνιση (x, y) → x · y−1 είναι οµαλή από την
G×G στην G. Επειδή µια υποοµάδα Lie H είναι υποπολλαπλότητα της G η απεικόνιση
(x, y) → x · y−1 είναι οµαλή από την H × H στην H και η εικόνα της περιέχεται στην
H (γιατί η H είναι υποοµάδα της G). Ακόµα αφού η H είναι και τοπολογική οµάδα
ως προς την τοπολογία της η απεικόνιση (x, y) → x · y−1 είναι συνεχής από την H × H
στην H. ΄Αρα από το προηγούµενο λήµµα είναι και οµαλή και άρα η H είναι οµάδα
Lie.

Αφού λοιπόν µια υποοµάδα Lie H της G είναι και οµάδα Lie η απεικόνιση iH : H → G,
h ∈ H → iH(h) = h ∈ G είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων Lie. Κατά συνέπεια η α-
πεικόνιση d(iH)e : h → g είναι ένας οµοµορφισµός αλγεβρών Lie και επειδή η H είναι
υποπολλαπλότητα είναι και 1-1. ΄Αρα η h µπορεί να ϑεωρηθεί ως µια υποάλγεβρα της
g και έχουµε δείξει το ακόλουθο:

Θεώρηµα. Αν G είναι µια οµάδα Lie και H είναι µια υποοµάδα Lie της G τότε η άλγεβρα

Lie h της H είναι υποάλγεβρα της g. Μάλιστα ϑα έχουµε :

h = {X ∈ g/η απεικόνιση t 7→ exp(tX ) είναι ένα συνεχές µονοπάτι στην H }

Απόδειξη. ΄Εχουµε οτι iH(expH(X )) = exp(d(iH)e(X )) για κάθε X ∈ h όπου expH , expG
υποδηώνουν τις εκθετικές συναρτήσεις στις οµάδες H και G αντίστοιχα. Αυτή η εξίσωση
µας δείχνει οτι :

expH(X ) = expG(X )
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΄Αρα για όλα τα X ∈ h ϑα έχουµε exp(tX ) ∈ H και η απεικόνιση t 7→ exp(tX ) είναι
ένα συνεχές µονοπάτι στην H (για την ακρίβεια είναι και οµαλό). Αντιστρόφως τώρα αν
η απεικόνιση t 7→ exp(tX ) είναι ένα συνεχές µονοπάτι στην H τότε από το παραπάνω
λήµµα ϑα είναι και οµαλό. ΄Αρα ϑα έχουµε X = d

dt
(exp(tX ))|t=0 ∈ h και άρα:

h = {X ∈ g/η απεικόνιση t 7→ exp(tX ) είναι ένα συνεχές µονοπάτι στην H }

�

Στην συνέχεια ϑα δείξουµε µια πιο ακριβή περιγραφή της άλγεβρας Lie µιας υποοµάδας
Lie. Επίσης ϑα δείξουµε το αντίστροφο του παραπάνω ϑεωρήµατος δηαλδή οτι σε κάθε
υποάλγεβρα Lie αντιστοιχεί µια µοναδική συνεκτική υποοµάδα Lie. Προς το παρόν ϑα
αποδείξουµε ένα πολυ ισχυρό ϑεώρηµα που µας λέει οτι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα
για µια υποοµάδα H της οµάδας Lie G:

1. Η οµάδα H είναι κλειστό υποσύνολο της G.

2. Η οµάδα H είναι µια εµβυθισµένη υποπολλαπλότητα της G.

3. Η H είναι µια κλειστή υποοµάδα Lie της G.

Η ισοδυναµία αυτών των προτάσων συνήθως αναφέρεται στην ϐιβλιογραφία ως το ϑε-
ώρηµα της κλειστής οµάδας. Πριν αρχίσουµε την απόδειξη έχουµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα. ΄Εστω G µια οµάδα Lie και h1, h2 δυο υπόχωροι της g τέτοιοι ώστε g = h1 ⊕ h2.

Τότε υπάρχουν ανοικτές περιοχές U1 ⊆ h1, U2 ⊆ h2 του 0 τέτοιες ώστε η απεικόνιση

F : U1 × U2 → G, (X, Y ) 7→ exp(X )exp(Y ) να είναι ένας διαφοροµορφιµός στην εικόνα

του.

Απόδειξη. Επιλέγουµε (Xi)i=1,...,r µια ϐάση του h1 και (Xi)i=r+1,...,n µια ϐάση του h2 όπου
ϕυσικά n = dim(g) = dim(G). Τότε προφανώς η (Xi)i=1,...,n είναι µια ϐάση της g.
Με αυτή την ϐάση µπορούµε να ορίσουµε µια κανονική περιοχή συντεταγµένων γύρω
από το e. ΄Εστω λοιπόν (ti)i=1,...,n οι κανονικές συντεταγµένες του στοιχείου exp(x1X1 +

...xrXr)exp(xr+1Xr+1 + ...+xnXn). Τότε ϑα υπάρχουν οµαλές συναρτήσεις φi τέτοιες ώστε :

ti = φi(x1, ..., xn)

Είναι εύκολο να δούµε οτι ο πίνακας ∂(φ1,...,φn)
∂(x1,...,xn) είναι ο ταυτοτικός στο σηµείο x1 = x2 =

... = xn = 0. Παρατηρούµε ακόµα οτι η απεικόνιση (x1, ..., xn) 7→ (φ1(x1, ..., xn), ..., φ(x1, ..., xn))
είναι η έκφραση του F σε τοπικές συντεταγµένες. Η παραπάνω παρατήρηση δείχνει οτι
το dF(0,0) είναι αντιστρέψιµο και άρα από το ϑεώρηµα αντίστροφης απεικόνισης έχουµε
το λήµµα.

�

Με αυτό το λήµµα ϑα αποδείξουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. ΄Εστω G µια οµάδα Lie και H µια κλειστή υποοµάδα Lie της G. Τότε η H

είναι εµβυθισµένη υποπολλαπλότητα της G.
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Απόδειξη. ΄Εστω µια ανοικτή περιοχή U του 0 ∈ g τέτοια ώστε η exp|U να είναι διαφο-
ϱοµορφισµός. Θα δείξουµε οτι µπορούµε να επιλέξουµε αυτή την περιοχή έτσι ώστε :

exp(U ∩ h) = exp(U ) ∩ H

Αυτό ϑα µας δώσει τοπικές συντεταγµένες στην H που λέγονται slice coordinates που
ϑα δείχνουν οτι η H είναι µια εµβυθισµένη πολλαπλότητα.

Από τον χαρακτηρισµό της h που δώσαµε πιο πάνω ϐλέπουµε οτι πρέπει να έχουµε:

exp(U ∩ h) ⊆ exp(U ) ∩ H

Θα επιλέξουµε το U τέτοιο ώστε exp(U ) ∩H ⊆ exp(U ∩ h). Ας υποθέσουµε οτι αυτό δεν
είναι δυνατόν.

΄Εστω h2 διανυσµατικός υπόχωρος της g τέτοιο ώστε g = h⊕ h2. Τότε από το λήµµα που
δείξαµε πιο πριν ϑα έχουµε οτι η απεικόνιση F : h⊕h2 → G (X, Y ) 7→ exp(X )exp(Y ) είναι
ένας διαφοροµορφισµός από µια ανοικτή περιοχή γινόµενο του (0,0) σε µια ανοικτή
περιοχή του e ∈ G. Επιλέγουµε λοιπόν µια περιοχή U0 του 0 ∈ g και µια περιοχή Ū0

του (0,0) ∈ h ⊕ h2 τέτοιες ώστε οι exp|U0 και F |Ū0 να είναι διαφοροµορφισµοί.

Τώρα επιλέγουµε µια αριθµήσιµη ϐάση περιοχών (Ui) του 0 ∈ g. Μπορούµε να υπο-
ϑέσουµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας οτι Ui ⊆ U0. Τότε ϑέτουµε Vi = exp(Vi) και
Ūi = F

−1(Vi). Με µια κατάλληλη επιλογή των Ui µπορούµε να δουµε οτι τα Vi και Ūi
αποτελούν ϐάσεις περιοχών των e ∈ G και (0,0) ∈ h ⊕ h2 αντίστοιχα.

Επειδή έχουµε υποθέσει οτι δεν ισχύει οτι exp(U )∩H ⊆ exp(U ∩ h) για οποιοδήποτε U
ϑα πρέπει να υπάρχει ένα hi ∈ exp(Ui) ∩ H τέτοιο ώστε hi < exp(Ui ∩ h). Τότε όµως ϑα
υπάρχει ένα Zi ∈ exp(Ui) τέτοι ώστε :

hi = exp(Zi)

και εφόσον exp(Ui) = F (Ūi) (από τον ορισµό των Ūi ) ϑα έχουµε:

hi = exp(Xi)exp(Yi)

για κάποια (Xi , Yi) ∈ F (Ūi). Παρατηρούµε οτι πρέπει να έχουµε οτι Yi , 0. Αυτό
γιατί αν ήταν τότε exp(Zi) = exp(Xi) και αφού η exp|U0 είναι διαφοροµορφισµός έχουµε
Xi = Zi ⇒ Zi ∈ h⇒ hi ∈ exp(Ui ∩ h) που είναι άτοπο.

Παρόλα αυτά παρατηρούµε οτι αφού τα Ūi είναι µια ϐάση περιοχών του (0,0) έχουµε
οτι Yi → 0 καθώς i → ∞. Ακόµα παρατηρούµε:

exp(Yi) = exp(Xi)−1
hi ∈ H

Τώρα ϑα δείξουµε οτι µε µια κατάλληλη κανονικοποίηση των Yi ϑα έχουµε Yi → Y , 0.
Γι αυτό το συγκεκριµένο Y ϑα δείξουµε οτι exp(tY ) ∈ H το οποίο συνεπάγεται οτι
Y ∈ h⇒ Y ∈ h ∩ h2 άτοπο και άρα ϑα υπάρχει µια περιοχή του 0 αρκετά µικρή τέτοια
ώστε exp(U ) ∩ H ⊆ exp(U ∩ h).

Ας επιλέξουµε µια νόρµα ||− || για τον h2 και ας ϑέσουµε ci = ||Yi ||. Τότε ci → 0 και c−1
i
Yi

ανήκουν στην µοναδιαία µπάλα που ορίζεται από την αντίστοιχη νόρµα. Το σύνολο ατυό
είναι συµπαγές και άρα περνώντας σε µια υποακολουθία ϑα έχουµε c−1

Yi → Y , 0.
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Τώρα για κάθε t ∈ R επιλέγουµε ni ∈ Z τέτοιο ώστε :

|ni −
t

ci

| ≤ 1⇒

|nici − t | ≤ ci

και άρα nici → t. Τώρα έχουµε οτι :

niYi = nici(c−1
i
Yi)→ tY

και άρα exp(niYi) → exp(tY ). ΄Οµως αφού exp(Yi)ni = exp(niYi) και αφού η H είναι
κλειστή ϑα έχουµε οτι exp(tY ) ∈ H ∀t ∈ R και από τις παρατηρήσεις πιο πάνω αυτό
είναι άτοπο. ΄Αρα δείξαµε οτι υπάρχει µια ανοικτή περιοχή του 0 τέτοια ώστε :

exp(U ∩ h) = exp(U ) ∩ H

Τέλος ας επιλέξουµε ένα γραµµικό ισοµορφισµό T : g→ Rn όπου ϕυσικά n = dim(G) =

dim(g). Το T µπορούµε να το επιλέξουµε να είναι τέτοιο ώστε T (h) = Rk όπου k =

dim(H) = dim(h). Τότε η απεικόνιση f = T ◦ exp−1 : exp(U ) → Rn είναι οµαλή και
ορίζει τοπικές συντεταγµένες γύρω από το e. Ακόµα έχουµε:

f (exp(U ) ∩ H) = T (U ∩ h)

και συνεπώς έχουµε οτι το Ϲεύγος (exp(U ) ∩H, f ) είναι ένα σύστηµα τοπικών συντεταγ-
µένων στο H το οποίο το πέρνουµε ϑέτοντας τις τελευταίες n − k συντεταγµένες ίσες µε
το 0. ΄Αρα είναι slice coordinates. Τώρα µεταφέροντας αυτό το σύστηµα συντεταγµένων
σε κάθε άλλο σηµείο του H χρησιµοποιώντας τις απεικονίσεις Lg, g ∈ H οι οποίες είναι
διαφοροµορφισµοί ϑα έχουµε οτι f ◦ Lg−1 είναι slice coordinates γύρω από το σηµείο
g ∈ H5 και συνεπώς η H είναι εµβυθισµένη πολλαπλότητα.

�

Ευτυχώς το αντίστροφο αυτού του ϑεωρήµατος είναι πιο απλό να το δείξουµε :

Θεώρηµα. ΄Εστω G µια οµάδα Lie και H µια υποοµάδα η οποία είναι και εµβυθισµένη

πολλαπλότητα. Τότε η H είναι µια κλειστή υποοµάδα Lie της G.

Απόδειξη. Εφόσον η H είναι εµβυθισµένη πολλαπλότητα η απεικόνιση (x, y) → x · y−1

είναι οµαλή όταν περιοριστεί στο υποσύνολο H × H. Ακόµα, πάλι αφού η H είναι
εµβυθισµένη πολλαπλότητα ϐλέπουµε οτι η παραπάνω απεικόνιση ως απεικόνιση από
το H × H στην H είναι οµαλή και άρα η H είναι υποοµάδα Lie.

Θα δείξουµε τώρα οτι η H είναι κλειστή. ΄Εστω (hi) ⊆ H µια ακολουθία στην H που
συγκλίνει στο g ∈ G. Θα δείξουµε οτι g ∈ H. ΄Εστω λοιπόν U µια περιοχή συντεταγµένων
γύρω από το e τέτοια ώστε το H ∩ U να είναι µια περιοχή slice coordinates. Ακόµα
επιλέγουµε µια περιοχή τέτοια ώστε W ⊆ U .

5Αυτό µπορεί να γίνει γιατί Lg(exp(U ) ∩ H) = Lg(exp(U )) ∩ H
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Τότε ϑα υπάρχει µια τρίτη περιοχή τέτοια ώστε µ(V ×V ) ⊆ W όπου µ(g1, g2) = g
−1
1 g2 ⇒

g
−1
1 g2 ∈ W όταν g1, g2 ∈ V . Τώρα παρατηρούµε οτι για όλα εκτός από ένα πεπερασµένο

πλήθος όρων ϑα έχουµε g−1
hi ∈ V και άρα:

h
−1
j
hi = (g−1

hj)−1(g−1
hi) ∈ W ⊆ U ⇒

h
−1
j
hi ∈ H ∩ U

και άρα για j σταθερό και για i → ∞ έχουµε οτι h−1
j
g ∈ W ⊆ U και άρα h−1

j
g ∈ H ∩ U .

Εφόσον το H ∩ U είναι ένα slice set είναι κλειστό στο U και άρα έχουµε h−1
j
g ∈ H ⇒

g ∈ H.
�

Τέλος έχουµε το τελευταίο κοµµάτι :

Θεώρηµα. Αν H είναι µια εµβυθισµένη οµάδα Lie τότε είναι κλειστό υποσύνολο της G.

Απόδειξη. Είναι προφανές οτι η κλειστότητα H είναι υποοµάδα της G και η H είναι
υποοµάδα της H. Πιο συγκεκριµένα η H είναι αναλλοίωτη κάτω από την δράση της
H (πολλαπλασιασµός από αριστερά µε στοιχεία της H). Αφού η H είναι εµβυθισµένη
πολλαπλότητα της G ϐλέπουµε οτι είναι ανοικτό σύνολο του H. Επειδή ο πολλαπλα-
σιασµός από αριστερά είναι συνεχής ϐλέπουµε οτι το σύνολο xH είναι επίσης ανοικτό
στο H. Ακόµα αφού έχουµε

HH = tx,exH

΄Αρα το H πρέπει να είναι και κλειστό στο H που συνεπάγεται ϕυσικά οτι είναι κλειστό
σύνολο.

�

Τέλος το τελευταίο µεγάλο ϑεώρηµα που έχουµε είναι το ακόλουθο. Ας σηµειωθεί οτι
έχουµε αποδείξει οτι αν G είναι µια οµάδα Lie και H είναι µια υποοµάδα Lie τότε η h
είναι υποάλγεβρα της άλγεβρας Lie g. Το ακόλουθο ϑεώρηµα µας είναι το αντίστροφο
αυτού του αποτελέσµατος :

Θεώρηµα. ΄Εστω G µια οµάδα Lie και h µια υποάλγεβρα Lie της g. Τότε υπάρχει µια

µοναδική συνεκτική υποοµάδα Lie H µε άλγεβρα Lie την h.

Με αυτό το ϑεώρηµα σχεδόν ολοκληρώνεται η µελέτη της αντιστοιχίας οµάδων Lie µε
άλγεβρες Lie. ΄Εχουµε δείξει οτι σε µια οµάδα Lie µπορούµε να αντισοιχήσουµε µια
άλγεβρα Lie. Σχεδόν αντιστρόφως έχουµε οτι για µια υποάλγεβρα Lie µπορούµε να
ϐρούµε µια υποοµάδα Lie που να έχει ως άλγεβρα Lie την αρχική µας άλγεβρα.

Γενικότερα είναι γνωστό οτι µια άγεβρα Lie (ως αφηρηµένο αλγεβρικό αντικείµενο)
είναι µια άλγεβρα Lie µιας οµάδας Lie και µάλιστα όταν η οµάδα αυτή είναι συνεκτική
και απλά συνεκτική τότε είναι και µοναδική (αυτό είναι εύκολο να το δούµε γιάτι,
όπως έχουµε δείξει ένας οµοµορφισµός οµάδων Lie που µε πεδίο τιµών µια συνεκτική,
απλά συνεκτική οµάδα προέρχεται από ένα οµοµορφισµό των αντίστοιχων αλγεβρών Lie
και αντίστροφα). Από το παραπάνω ϑεώρηµα ϐλέπουµε πως µια καλή ιδέα για να το
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δείξουµε αυτό είναι να εµφυτεύσουµε µια άλγεβρα Lie g ως µια υποάλγεβρα Lie µιας
άλγεβρας Lie που ξέρουµε οτι αντιστοιχεί σε µια οµάδα Lie και τότε από το παραπάνω
ϑεώρηµα ϑα πάρουµε µια οµάδα Lie που να αντιστοιχεί στην g. Για να το κάνουµε
αυτό όµως ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα του Ado που µας λέει οτι κάθε
άλγεβρα Lie είναι ισοµορφική µε µια υποάλγεβρα της gl(V ) για κάποιο διανυσµατικό
χώρο V πεπερασµένης διάστασης (η οποία ϕυσικά αντιστοιχεί στην οµάδα Lie GL(V )).
Το ϑεώρηµα αυτό είναι όµως πάρα πολύ δύσκολο να δειχθείι και δεν ϑα το καλύψουµε
εδώ.

2.4.1 ∆ράσεις Οµάδων Lie και ϐασικά ϑεωρήµατα

Τώρα ϑα πουµε µερικά πράγµατα για τις ϐασικές ιδιότητες των δράσεων οµάδων Lie.
Πρώτα πρέπει να παρατηρήσουµε οτι δεν µας ενδιαφέρουν οι γενικές δράσεις µιας ο-
µάδας Lie πάνω σε αυθαίρετους χώρους. Αντιθέτως ϑα κοιτάξουµε εκείνες τις δράσεις
όπου συνδυάζουν την αναλυτική δοµή της οµάδας :

Ορισµός. ΄Εστω Μ µια οµαλή πολλαπλότητα και G µια οµάδα Lie. Τότε ϑα λέµε οτι

η G δρά οµαλά πάνω στην πολλαπλότητα M αν δρα πάνω στην M ως οµάδα και αν η

απεικόνιση (g, x)→ g · x είναι µια οµαλή απεικόνιση.

Εφόσον στην διπλωµατική αυτή δεν ϑα ασχοληθούµε µε άλλα είδη δράσεων όταν λέµε
οτι µια οµάδα Lie δρά πάνω σε µια πολλαπλότητα ϑα εννοείεται οτι η δράση είναι
οµαλή. Εφόσον εξακολουθούµε να µιλάµε για δράσεις οµάδων όλες οι αντίστοιχες
έννοιες από την ϑεωρία των δράσων οµάδων έχουν νόηµα σε αυτό το πλαίσιο. Το
κεντρικό αντικείµενο αυτής της ενότητας είναι να δειχθεί οτι πολλά από τα ϐασικά
αντικείµενα της ϑεωρίας των δράσεων οµάδων είναι πολλαπλότητες όταν έχουµε µια
δράση µιας οµάδας Lie.

Για παράδειγµα έστω οτι η οµάδα Lie G δρα πάνω σε µια πολλαπλότητα Μ και έστω η
οµάδα Gm που σταθεροποιεί ένα σηµείο της M δηλαδή:

Gm = {g ∈ G/g ·m = m}

Είναι προφανές οτι η Gm είναι όντως οµάδα. Παρατηρούµε ακόµα οτι είναι και ένα
κλειστό σύνολο. Πράγµατι αν φm : G → M, g 7→ g ·m τότε ϐλέπουµε οτι Gm = φ

−1
m

(m).
Επείδη η φm είναι οµαλή ϐλέπουµε οτι η Gm είναι όντως κλειστή και άρα από το ϑεώρη-
µα της κλειστής υποοµάδας που αποδείχθηκε στην προηγούµενη ενότητα η Gm είναι
µια κλειστή υποοµάδα Lie της G. Μάλιστα είναι και εµβυθισµένη πολλαπλότητα.

Αυτό που είναι πιο δύσκολο να δειχθεί είναι οτι η τροχιά ενός σηµείουm καθώς κινείται
υπό την δράση της οµάδας είναι µια υποπολλαπλότητα της M και µάλιστα διαφοροµορ-
ϕική µε το σύνολο όλων των συµπλόκων της Gm, G/Gm6. Για αρχή έχουµε το ακόλουθο
αποτέλεσµα:

Θεώρηµα. ΄Εστω G µια οµάδα Lie που δρά πάνω σε µια πολλαπλότητα M. Τότε για

κάθε m ∈ M η τροχία G ·m είναι µια υποπολλαπλότητα της M.

6Αυτό το σύνολο δεν είναι καθόλου προφανές οτι έιναι οµαλή πολλπλότητα. Θα το δείξουµε αυτό
παρακάτω
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Το παραπάνω ϑεωρήµα ϐασίζεται στο παρακάτω, πιο γενικό ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. ΄ΕστωG µια οµάδα Lie καιH µια κλειστή υποοµάδα Lie τηςG. Τότε το σύνολο

G/H µε την τοπολογία γινόµενο που επάγεται από την ϕυσιολογική προβολή πH : g 7→ gH

είναι µια οµαλή πολλαπλότητα τέτοια ώστε η πH είναι οµαλή και η g(hH) = (gh)H είναι

µια οµαλή δράση της οµάδας G πάνω στην G/H.

Το κεντρικό µέλος της απόδειξης περιέχεται στο παρακάτω λήµµα:

Λήµµα. Αν G, H είναι όπως στο παραπάνω ϑεώρηµα ορίζουµε τον χώρο m ως g = h ⊕m.

Τότε υπάρχει µια περιοχή U του 0 ∈ m τέτοια ώστε exp|U είναι οµοιοµορφιµός µε ανοι-

κτή εικόνα. Ακόµα η πH : G → G/H απεικονίζει το exp(U ) σε µια ανοικτή περιοχή του

H ∈ G/H.

Απόδειξη. Ξέρουµε οτι ϑα υπάρχει µια περιοχή του (0,0) ∈ h ⊕ m έστω η U1 × U2

τέτοια ώστε να απεικονίζεται ¨διαφοροµορφικά¨ µέσω της απεικόνισης F : (A, B) 7→
exp(A)exp(B). Εφόσον το H είναι κλειστό και άρα εµβυθισµένη πολλαπλότητα έχει την
τοπολογία που επάγεται από το G και άρα υπάρχει µια V ⊆ G ανοικτή περιοχή του e
τέτοια ώστε V ∩H = exp(U1). Επιλέγουµε τώρα µια περιοχή του 0 ∈ m, V ⊆ U2 έτσι ώστε
exp(U )exp(−U ) ⊆ V . Σε αυτή την περιοχή η exp|U : U → exp(U ) είναι οµοιοµορφιµός.

Τώρα παρατηρούµε οτι στο σύνολο exp(U ) η απεικόνιση φH : G → G/H είναι 1-
1. Πράγµατι αν πH(expX ) = πH(expX1) τότε πρέπει να έχουµε οτι exp(−X1)exp(X ) ∈
H ∩ V = exp(U1) και άρα ∃Z ∈ U1 τέτοιο ώστε exp(X ) = exp(X1)exp(Z ). Αλλά αφού η
απεικόνιση F είναι διαφοροµορφισµός όταν περιοριστεί στο U1 × U2 ϑα έχουµε Z = 0
και άρα X1 = X , άτοπο. ΄Αρα η πH |exp(U ) είναι 1-1 και αφού το G/H έχει την τοπολογία
πηλίκο ϑα είναι και οµοιοµορφισµός. Ακόµα έχουµε

πH(exp(U )exp(U1)) = πH(exp(U ))

και αφού το exp(U )exp(U1) είναι ανοικτό και αφού η πH είναι µια ανοικτή απεικόνιση
ϐλέπουµε οτι η πH |exp(U ) έχει ανοικτή εικόνα που περιέχει το H ∈ G/H.

�

Με αυτό το λήµµα η απόδειξη του ϑεωρήµατος γίνεται αρκετά απλή. Πράγµατι µπορο-
ύµε να χρησιµποιήσουµε την περιοχή U που µας δίνει το ϑέωρηµα και την ϕυσιολογική
προβολή πH για να δώσουµε τοπικές συντεταγµένες σε µια περιοχή του H ∈ G/H και
µετά να µεταφέρουµε αυτή την περιοχή συντεταγµένων σε οποιοδήποτε άλλο σηµείο.
Πιο αυστηρά ϑα έχουµε: ΄Εστω X1, ..., Xr µια ϐάση της m. Τότε για κάθε g ∈ G η
απεικόνιση:

πH(gexp(x1X1 + ... + xrXr)) 7→ (x1, ..., xr)

είναι ένας οµοιοµορφισµός από το g ·πH(expU ) σε ένα ανοικτό υποσύνολο του Rr . Είναι
εύκολο να δούµε οτι αυτές οι απεικονίσεις ορίζουν ένα άτλαντα που ορίζει µια οµαλή
δοµή στην G/H.

Επιπλέον είναι γνώστο οτι η G δρά πάνω G/H ως g(hH) = (gh)H. Θα δείξουµε αυτή
η δράση είναι και οµαλή. Αν A : G × G → G, (g, x) → gx = A(g, x) και B : (g, hH) 7→
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(gh)H τότε έχουµε την ακόλουθη εξίσωση: B|G×π(expU ) = πH ◦A ◦ (idG ◦πH)−1 που δείχνει
οτι η Β είναι οµαλή και άρα η δράση της G πάνω στην G/H είναι οµαλή.

Αυτό το ϑεώρηµα µπορεί να χρησιµοποιήθει για να δώσει µια γρήγορη απόδειξη οτι
η τροχιά ενός σηµείου είναι πολλαπλότητα. Πράγµατι έχουµε δείξει οτι η οµάδα που
σταθεροποιεί το m, Gm είναι κλειστή υποοµάδα και άρα η G/Gm είναι µια οµαλή
πολλαπλότητα και η απεικόνιση φ̄m : G/Gm → G · m είναι 1-1 και συνεχής από την
G/Gm στην M . ΄Αρα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε αυτή την απεικόνιση για να
δώσουµε στην G · m µια τοπολογία η οποία ϑα κάνει την τροχιά οµοιοµορφική µε
την G/Gm και ϑα κληρονοµεί και την οµαλή δοµή της G/Gm η οποία ϑα είναι και
¨µικρότερη¨ η οποία ϑα κάνει την φ̄m οµαλή. Η κατασκευή αυτή είναι απολύτως όµοια
µε την κατασκευή της τοπολογίας πηλίκου.

Αν η υποοµάδα Lie H είναι κανονική υποοµάδα τότε η G/H έχει την δοµή οµάδας.
Από τον ορισµό της δράσης της G πάνω στην G/H και από το προηγούµενο ϑεώρηµα
ϐλέπουµε οτι η G/H είναι οµάδα Lie. Μάλιστα η αντίστοιχη προβολή πH γίνεται ένας
οµοµορφισµός οµάδων Lie. Αν εφαρµόσουµε το παραπάνω ϑεώρηµα και αυτή την πε-
ϱίπτωση στην περίπτωση που H = Ker(φ) όπου φ : G → K είναι ένας οµοµορφισµός
οµάδων Lie ϑα καταλήξουµε στο λεγόµενο πρώτο ϑεώρηµα ισοµορφισµών. Πιο συγκε-
κριµένα έχουµε το αποτέλεσµα:

Θεώρηµα. ΄Εστω G, H δυο οµάδες Lie και φ : G → H ένας οµοµορφισµός οµάδων

Lie. Τότε το σύνολο G/Ker(φ) είναι οµάδα Lie και η απεικόνιση φ̄ : G/Ker(φ) → H,

gKer(φ) 7→ φ(g) είναι οµοµορφισµός οµάδων Lie και µάλιστα είναι ισοµορφισµός των

οµάδων Lie G/Ker(φ) και φ(G).

Τέλος ίσως ϑα αναρωτιώµασταν αν ο χώρος όλων των τροχιών µιας δράσης µιας οµάδας
Lie είναι µια οµαλή πολλαπλότητα. Αυτό δεν ισχύει γενικά γιατί µπορεί για παράδειγµα
µια τροχιά να είναι πυκνή στον χώρο και έτσι ο χώρος των τροχιών µε την ϕυσιολογική
τοπολογία πηλίκο να µην είναι καν Hausdorff . Παρόλα αυτά υπάρχει µια ειδική κα-
τηγορία δράσεων στην οποία τέτοιες παθογένειες δεν συµβαίνουν :

Ορισµός. Μια δράση µιας οµάδας G σε ένα σύνολο M λέγεται κανονική δράση αν η

απεικόνιση A : G × M → M × M , (g, x) → (x, gx) είναι κανονική απεικόνιση, δηλαδή η

αντίστροφη εικόνα κάθε συµπαγούς συνόλου του M ×M είναι συµπαγής.

Επειδή δεν ϑα τα χρειαστούµε στη υπόλοιπη εργασία απλά αναφέρουµε οτι όταν η
δράση είναι κανονική τότε οι τροχιές είναι εµβυθισµένες πολλαπλότητες. Αυτό µπορεί
να το δει κανείς χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα σταθερού ϐαθµού (όπου είναι ϕανερό
οτι η απεικόνιση φm : g 7→ g ·m είναι σε αυτή την περίπτωση κανονική και γενικά συ-
νάρτηση σταθερού ϐαθµού). Τέλος αναφέρουµε οτι για κανονικές δράσεις ο χώρος των
τροχιών είναι µια οµαλή πολλαπλότητα. Πιο συγκεκριµένα διατυπώνουµε τα ακόλουθα
ϑεωρήµατα χωρίς απόδειξη :

Θεώρηµα. Αν G είναι µια οµάδα Lie που δρά κανονικά πάνω στην πολλαπλότητα M

τότε για κάθε m ∈ M η τροχιά G ·m είναι εµβυθισµένη πολλαπλότητα της M.
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Θεώρηµα. Αν G είναι µια οµάδα Lie που δρά κανονικά πάνω σε µια πολλαπλότητα M

έτσι ώστε Gm = {1} για κάθε m ∈ M7
τότε ο χώρος όλων των τροχιών :

M/G = {G ·m/m ∈ M}

µε την τοπολογία πηλίκο είναι µια οµαλή πολλαπλότητα.

2.5 Μεγιστικοί Τόροι και η Ολοκληρωτική Φόρµουλα

του Weyl

Ο σκοπός αυτής της υποενότητας είναι να εξηγήσει µερικά χαρακτηριστικά της γεω-
µετρίας µιας συµπαγούς οµάδας Lie και να δούµε τι συνέπειες έχει για την άλγεβρα
των οµάδων Lie. Πιο συγκεκριµένα αφού σκιαγραφήσουµε µερικές ιδιότητες της γε-
ωµετρίας Riemann σε µια συµπαγή οµάδα Lie και ϑα την χρησιµοποιήσουµε για να
δείξουµε µερικά πολύ ϐασικά ϑεωρήµατα σχετικά µε την εκθετική συνάρτηση και για
να δείξουµε µερικές ϐασικές ιδιότητες για την µεγιστική αβελιανή υποµάδα µιας ο-
µάδας Lie. Αυτές τις ιδιότητες ϑα τις χρησιµοποιήσουµε για να ορίσουµε την οµάδα
Weyl µιας οµάδας Lie και µιας και έχουµε όλα τα αναγκαία συστατικά ϑα αποδείξουµε
την ολοκληρωτική ϕόρµουλα τουWeyl και ϑα δούµε µερικές συγκεκριµένες εφαρµογές
της.

Πρώτα ϑέλουµε να µιλήσουµε για αβελιανές οµάδες Lie. Πιο συγκεκριµένα έχουµε τον
ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός. Μια συµπαγής αβελιανή, συνεκτική οµάδα Lie λέγεται τόρος.

Ακόµα µια άλγεβρα Lie λέγεται αβελιανή αν ∀X, Y ∈ g έχουµε [X, Y ] = 0. Είναι προ-
ϕανές οτι κάθε αβελιανή άλγεβρα Lie είναι ισοµορφική µε την τετριµµένη άλγεβρα Lie
Rn για κάποιο n. Ακόµα υπάρχει µια άµεση σχέση ανάµεσα στις αβελιανές οµάδες Lie
και στις αβελιανές άλγεβρες Lie:

Πρόταση. Μια οµάδα Lie, G είναι αβελιανή τότε και η αντίστοιχη άλγεβρα Lie g είναι

αβελιανή.

Απόδειξη. Πράγµατι ϐλέπουµε οτι η απεικόνιση Cg : h 7→ ghg
−1 είναι ταυτοτική όταν η

οµάδα είναι αβελιανή και άρα η adjoint αναπαράσταση της G είναι η τετριµµένη. Αυτό
συνεπάγεται οτι d(Ad)e(X )(Y ) = 0, ∀X, Y ∈ g καο άρα [X, Y ] = ad(X )(Y ) = 0. �

Μάλιστα έχουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα που είναι κάτι σαν ένα µερικό αντίστροφο της
παραπάνω πρότασης :

Πρόταση. ΄Εστω G µια οµάδα Lie και X, Y ∈ g τέτοια ώστε [X, Y ] = 0. Τότε exp(X +Y ) =

exp(X )exp(Y ) = exp(Y )exp(X ).
7Σε αυτή την περίπτωση λέµε οτι η δράση είναι ελεύθερη.
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Απόδειξη. Πρώτα παρατηρούµε οτι Ad(exp(tX ))Y = Y . Πράγµατι έχουµε οτι :

Ad(exp(tX ))Y =
d

ds
(exp(tX )exp(sY )exp(−tX ))|s=0 ⇒

Ad(exp(tX ))Y =
d

ds
(exp(tX + sY + 0 + O(s2))exp(−tX ))|s=0 ⇒

Ad(exp(tX ))Y =
d

ds
(exp(tX + sY − tX + 0 + O(s2)))|s=0 =

d

ds
(exp(sY + O(s2)))|s=0 = Y

όπου σε κάθε ϐήµα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός οτι [X, Y ] = 0. Είναι ϕανερό ο-
τι αυτό συνεπάγεται οτι exp(tX )exp(sY )exp(−tX ) = exp(sY ) και άρα όντως έχουµε
exp(X )exp(Y ) = exp(Y )exp(X ). Εναλλακτικά ϑα µπορούσαµε να το δούµε αυτό παρα-
τηρώντας οτι Ad(exp(tX )) = exp(t · ad(X )). Το εκθετικό στο δεξί µέλος της εξίσωσσης
είναι το κανονικό εκθετικό ενός γραµµικού τελεστή: exp(X ) =

∑∞
n=0

t
n

n!ad(X )n. Αν εφρ-
µόσουµε τον τελεστή αυτό στο Y µόνο ο πρώτος όρος της σειράς ϑα επιβιώσει και άρα
ϑα έχουµε Ad(exptX )(Y ) = Y

Για το άλλο σκέλος του ϑεωρήµατος ϑα ϑεωρήσουµε την ¨επιφάνεια¨ q(t, s) = exp(tX )exp(sY ).
Είναι εύκολο να δούµε οτι :

d

dt
(q(t, t))|t=t0 = exp(t0X )Yexp(t0Y ) + exp(t0Y )Xexp(t0X )

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός οτι τα exp(tX ), exp(sY ) αντιµετατίθενται και τον
κανόνα του γινοµένου για οµάδες Lie που µπορεί να δειχθεί µε απλές πράξεις. Η
παραπάνω εξίσωση µας λέει οτι :

d

dt
(q(t, t))|t=t0 = (X + Y )exp(t0X )exp(t0Y )

και άρα η q(t, t) είναι µια ολοκληρωτική καµπύλη του X + Y που ξεκινάει από το e.
Αυτό συνεπάγεται οτι exp(X + Y ) = exp(X )exp(Y ).

�

Σχετικά µε τους τόρους τώρα παρατηρούµε οτι η οµάδα S1 = {z ∈ C/|z| = 1} είναι µια
τέτοια οµάδα. Η οµάδα αυτή είναι ισοµορφική µε την R/Z. Το ακόλουθο ϑεώρηµα µας
λέει οτι ουσιαστικά αυτή είναι και το µοναδικό είδος τόρου που µπορούµε να έχουµε:

Πρόταση. ΄Εστω T ένας τόρος και t η αντίστοιχη άλγεβρα Lie. Τότε η εκθετική απεικόνι-

ση exp : t→ T είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων και µάλιστα T = (R/Z)dim(T )
.

Απόδειξη. Είναι προφανές από την προηγούµενη πρόταση οτι η εκθετική απεικόνιση
είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων από την προσθετική οµάδα της t στην T . Μάλιστα
είναι οµοµορφισµός οµάδων Lie. Για να δείξουµε το δεύτερο σκέλος ϑα χρειαστούµε το
ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα. Αν µια οµάδα Lie G είναι συνεκτική τότε η exp(g) παράγει την οµάδα G.
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Για να δείξουµε αυτό το λήµµα αρκεί να παρατηρήσουµε οτι το σύνολο exp(g) περιέχει
µια ανοικτή περιοχή του e. Ακόµα αν U είναι αυτή η περιοχή τότε ϑα έχουµε G =

∪∞
n=1U

n. Πράγµατι το σύνολο V = ∪∞
n=1U

n είναι ανοικτό και V ⊆ G. Ας υποθέσουµε
οτι ∃g ∈ G έτσι ώστε g < V . ΄Εστω γ(t) µια συνεχής καµπύλη που ενώνει το e µε το
g. Επειδή η γ είναι συνεχής και το V είναι ανοικτό ϑα υπάρχει t0 ∈ (0,1] τέτοιο ώστε
γ(t) ∈ V , ∀t < t0. Αλλά επειδή η γ είναι συνεχής ϑα υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για
|t − t0| < δ ϑα έχουµε γ(t0) ∈ γ(t)V ⇒ γ(t) ∈ γ(t0)V−1 όπου t < t0. ΄Οµως τότε ϑα έχουµε
οτι γ(t) ∈ U k για κάποιο k ∈ N. Αυτό συνεπάγεται οτι γ(t0) ∈ U k+1, άτοπο. Αυτό δέιχνει
ότι G = ∪∞

n=1U
n και σαν συνέπεια και το λήµµα

Τώρα αν η οµάδα είναι αβελιανή από αυτό το λήµµα ϐλέπουµε οτι η exp(t) είναι µια
υποοµάδα της T που παράγει την T και άρα η εκθετική συνάρτηση είναι επί. Τώρα
αφού η exp είναι τοπικός διαφοροµορφισµός ϑα έχουµε οτι ϑα υπάρχει ένα διακριτό
σύνολο τέτοιο ώστε Λ = Ker(exp). Αυτό συνεπάγεται οτι t/Λ ' T . Αφού η Λ είναι µια
διακριτή υποοµάδα της t ' Rn και αφού η t/Λ πρέπει να είναι συµπαγής ϐλέπουµε οτι
t/Λ ' (R/Z)n.

�

΄Οπως έχουµε δείξει σε προηγούµενο κεφάλαιο όλες οι ανάγωγες µοναδιαίες αναπαρα-
στάσεις της R/Z έχουν την µορφή t 7→ e

2πikt όπου k ∈ Z. Πιο γενικά είναι εύκολο να
δούµε οτι όλες οι µοναδιαίες, ανάγωγες αναπαραστάσεις της οµάδας (R/Z)r έχουν την
µορφή:

(x1, ...xr) 7→ e
2πi(

∑
r

j=1 kjxj)

όπου (k1, ...kr) ∈ Zr

Εδώ ϑα ϑέλαµε να αναλύσουµε µια παρατήρηση η οποία δεν έχει αναφερθεί µέχρι στιγ-
µής. Μέχρι στιγµής έχουµε ασχοληθεί µόνο µε αναπαραστάσεις µιας οµάδας πάνω σε
µιγαδικούς χώρους. Ο λόγος που ϑεωρούµε µιγαδικούς διανυσµατικούς χώρους είναι
οτι η ϑεωρία των πραγµατικών αναπαραστάσεων παρουσιάζει αρχικά µερικές δυσκολίες
για τον απλό λόγο οτι δεν µπορούµε να διαγωνοποήσουµε ένα τελεστή αν ο χώρος είναι
πραγµατικός. Για παράδειγµα ϑα έχουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. ΄Εστω T = (R/Z)r και φ µια πραγµατική ανάγωγη αναπαράσταση της T . Τότε

αν η φ δεν είναι τετριµµένη τότε έχει διάσταση 2 και έχει την ακόλουθη µορφή:

(x1, ..., xr) 7→
(
cos(2π

∑
kixi) sin(2π

∑
kixi)

−sin(2π
∑
kixi) cos(2π

∑
kixi)

)
Απόδειξη. Είναι ϕανερό οτι αυτή η αναπαράσταση είναι ανάγωγη. Πράγµατι αν δεν
ήταν ϑα ¨έσπαγε¨ ως άθροισµα µονοδιάστατων αναπαραστάσεων που αναγκαστικά ϑα
είχαν την µορφή (x1, ...xr) 7→ e

2πi(
∑
r

j=1 kjxj) που είναι µιγαδικές αναπαραστάσεις που είναι
άτοπο. ΄Αρα οι αναπαραστάσεις της παραπάνω µορφής είναι ανάγωγες, πραγµατικές
αναπαραστάσεις της T . Αντιστρόφως παρατηρούµε οτι κάθε αναπαράσταση της µορ-
ϕής (x1, ...xr) 7→ e

2πi(
∑
r

j=1 kjxj) µπορεί να γραφτεί ως µια πραγµατική αναπαράσταση 2
διαστάσεων ως:

(x1, ..., xr) 7→
(
cos(2π

∑
kixi) sin(2π

∑
kixi)

−sin(2π
∑
kixi) cos(2π

∑
kixi)

)
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Αυτό συνεπάγεται οτι µια πραγµατική ανάγωγη αναπαράσταση αναγκαστικά πρέπει να
έχει διάσταση 2 και ως συνέπεια να έχει αυτή την µορφή.

�

Με άλλα λόγια αν ϑεωρήσουµε ¨πραγµατικές¨ αναπαραστάσεις τότε το ϑεώρηµα του
Schur δεν ισχύει. Το πρόβληµα αυτό µπορεί να λυθεί µε ένα απλό τρόπο: απλά
µιγαδικοποιούµε τον χώρο στον οποίο δρά η οµάδα και αναλύουµε την αντίστοιχη
αναπαράσταση. Μετά προσπαθούµε να δούµε πως η πληροφορία που έχουµε πάρει
µπορεί να ¨αντιστραφεί¨ και να αναλύσουµε την αρχική µας αναπαράσταση. ΄Ενα
παρόµοιο κόλπο µπορεί να εφαρµοστεί και στην περίπτωση τωη άλγεβρών Lie όπως ϑα
δούµε και στο αντίστοιχο κεφάλαιο.

Θεώρηµα. ΄Εστω G µια συµπαγής οµάδα Lie και H µια κλειστή αβελιανή υποοµάδα της

G. Τότε το συνεκτικό µέλος (connected component) του e στην H είναι ένας τόρος.

Απόδειξη. ΄Εστω U µια περιοχή του e τέτοια ώστε η exp : U → exp(U ) να είναι διαφο-
ϱοµορφισµός. Θα δείξουµε πρώτα το λήµµα:

Λήµµα. Αν X ∈ h και Y ∈ U και αν exp(Y ) ∈ H τότε [X, Y ] = 0

Η απόδειξη του λήµµατος είναι απλή αν παρατηρήσουµε οτι τα exp(tX ) και exp(Y )
αντιµετατίθενται και άρα ϑα έχουµε exp(Y ) = exp(Ad(exp(tX )Y )) 8. Αυτό συνεπάγεται
οτι Ad(exp(tX ))Y = Y και άρα ad(X )(Y ) = [X, Y ] = 0.

Επιστρέφοντας τώρα στην απόδειξη του ϑεωρήµατος παρατηρούµε πρώτα οτι η H είναι
µια εµβυθισµένη οµάδα Lie και η άλγεβρα Lie που της αντιστοιχεί περιγράφεται ως :

h = {Y ∈ g/exp(tY ) ∈ H∀t ∈ R}

Με το παραπάνω λήµµα είναι εύκολο να δούµε οτι η h είναι αβελιανή. Τότε αφού η
G είναι συµπαγής η H είναι επίσης συµπαγής και άρα το connected component του e
στην H είναι µια συµπαγής, συνεκτική αβελιανή οµάδα Lie και άρα ένας τόρος.

�

Τώρα παρατηρούµε οτι κάθε συµπαγής οµάδα Lie, G περιέχει ένα µεγιστικό τόρο.
Πράγµατι περιέχει µια συµπαγής, συνεκτική υποοµάδα την {e}. Αν δεν είναι µεγιστική
τότε ϑα υπάρχει µια αλυσίδα τόρων T1 ⊂ T2 ⊂ T3 ⊂ ... Ti , Tj. ΄Οµως αφού οι οµάδες
είναι συνεκτικές και η exp επί σε αυτές τις οµάδες παρατηρούµε οτι dim(Ti) < dim(Tj)
για i < j. Αυτό δείχνει οτι η παραπάνω αλυσίδα έχει πεπερασµένο µήκος και άρα ϑα
πρέπει να υπάρχει ένας µεγιστικός τόρος. Συνεπώς δείξαµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. Μια συµπαγής οµάδα Lie περιέχει ένα µεγιστικό τόρο. Αυτό δεν ισχύει ανα-

γκαία αν η οµάδα δεν είναι συµπαγής.

Για την δεύτερη παρατήρηση του ϑεωρήµατος αρκεί να παρατηρήσουµε οτι η προσθε-
τική οµάδα Lie, Rn δεν περιέχει συµπαγείς υποοµάδες.

8Γενικά έχουµε exp(tX )expYexp(−tX ) = exp(Ad(exp(tX ))Y )
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Τώρα είµαστε έτοιµοι να ορίσουµε την οµάδα τουWeyl που αντιστοιχεί σε ένα µεγιστικό
τόρο. Υπενθυµίζουµε οτι :

NG(T ) = {g ∈ G|g · T · g−1 = T }

Παρατηρούµε οτι η NG(T ) είναι µια κλειστή υποοµάδα Lie της G που περιέχει την T ως
υποοµάδα Lie. Μάλιστα από τον ορισµό του NG(T ) έχουµε οτι η T είναι µια κανονική
υποοµάδα του NG(T ).

Ορισµός. ΄Εστω G µια συµπαγής οµάδα Lie και T ένας µεγιστικός τόρος. Η οµάδα

W (T ) = NG(T )/T ονοµάζεται οµάδα Weyl της G ως πρός την T .

Θέλουµε να δούµε µερικές ϐασικές ιδιότητες της οµάδας Weyl αλλά πρώτα ϑα χρεια-
στούµε το παρακάτω λήµµα:

Λήµµα. Αν T = (R/Z)n τότε έχουµε Aut(T ) =' GLn(Z) (ως οµάδες). Ακόµα αν µια συνε-

κτική οµάδα δρα µε συνεχή τρόπο πάνω στην T τότε η δράση είναι σταθερή.

Απόδειξη. Παρατηρούµε οτι αν φ ∈ Aut(T ) τότε η φ επάγει ένα οµοµορφιµό αλγεβρών
Lie πάνω στην t έστω τον M ο οποίος είναι αντιστρέψιµος και φ(expX ) = exp(M · X ).
Κατά συνέπεια η M αφήνει το ker(exp) αναλλοίωτο και ταυτίζοντας το t µε το R µε
τέτοιο τρόπο έτσι ώστε το ker(exp) να ταυτίζεται µε το Zn ϐλέπουµε οτι η M διατηρεί
το Zn που σηµαίνει οτι M ∈ GLn(Z). Αντιστρόφως αν M ∈ GLn(Zn) τότε η απεικόνιση
tmodZn ∈ T 7→ M · tmodZn ανήκει στο Aut(T ).

Για το δεύτερο κοµµάτι παρατηρούµε οτι µια συνεχής δράση µιας οµάδας H πάνω
στην T αποτελείται από έναν οµοµορφισµό φ : H → Aut(T ) έτσι ώστε η απεικόνιση
(h, t) 7→ φ(h)t είναι συνεχής. Επειδή η Aut(T ) πρέπει να έχει την διακριτή τοπολογία
που επάγεται από την GLn(Z) και επειδή η H είναι συνεκτική ϐλέπουµε οτι η φ πρέπει
να είναι σταθερή.

�

Τώρα έχουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. ΄Εστω G µια συµπαγής οµάδα Lie και T ένας µεγιστικός τόρος. Τότε η ο-

µάδα Weyl WG(T ) ως προς την T είναι µια πεπερασµένη οµάδα. Ακόµα το connected

component του ē ∈ NG(T ) ταυτίζεται µε το T .

Απόδειξη. Από τον ορισµό του NG(T ) είναι προφανές οτι η NG(T ) δρα στην T µέσω της
απεικόνισης t 7→ gtg

−1 όπου g ∈ NG(T ). Αφού η Aut(T ) είναι διακριτή το connected
component, V του e στο NG(T ) (που είναι υποοµάδα του NG(T )) δρα µε µε τετριµµένο
τρόπο στο T και άρα κάθε n ∈ V µετατίθεται µε το T . Τώρα έστω Y ∈ στην άλγεβρα Lie
του V ( που είναι οµάδα Lie γιατί είναι κλειστό στο NG(T )). Τότε exp(tY ) ∈ V , ∀t ∈ R.
Από τις προηγούµενες παρατηρήσεις µας ϑα έχουµε οτι η exp(R · Y ) · T ϑα είναι µια
αβελιανή οµάδα και η κλειστότητά της ϑα είναι ένας τόρος που ϑα περιέχει την T και
άρα ϑα ισούται µε την T γιατι είναι µεγιστική. Αυτό συνεπάγεται οτι exp(RY ) ⊆ T .
Αυτό ισχύει για κάθε Y στην άλγεβρα Lie του V . Αφού η εκθετική συνάρτηση είναι
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τοπικός διαφοροµορφισµός η T ϑα περιέχει µια ανοικτή περιοχή του e στο V . Αυτό
συνεπάγεται οτι T = V . Τώρα η οµάδα W (T ) = NG(T )/T είναι συµπαγής γιατί η NG(T )
είναι συµπαγής και διακριτή γιατί έχουµε ¨διαιρέσει¨ µε το connected component του
e. ΄Αρα η οµάδα πρέπει να είναι πεπερασµένη.

�

΄Εχουµε ακόµα και το ακόλουθο αποτέλεσµα το οποίο ϑα µας είναι χρήσιµο για την
διατύπωση της ϕόρµουλας του Weyl:

Πρόταση. ΄Εστω G µια συνεκτική, συµπαγής οµάδα Lie και T ένας µεγιστικός τόρος.

Τότε η οµάδα Ad(T ) δρα πάνω στη g (δηλαδή είναι µια αναπαράσταση της T ). Μάλιστα

κάθε στοιχείο της g που µένει αναλλοίωτο κάτω από την δράση της Ad(T ) ανήκει στην t.

Ακόµα ϑα έχουµε g = t ⊕ p όπου p είναι αναλλοίωτος υπόχωρος της Ad(T ). Τέλος κάτω

από τη δράση της Ad(T ) ο χώρος αναλύεται ως το ευθύ άθροισµα ανάγωγων αναλλοίω-

των υπόχωρων διαστάσεως 2.

Παρατηρούµε οτι η πρόταση αυτή συνεπάγεται οτι ο αριθµός dim(G) − dim(T ) είναι
άρτιος αριθµός.

Απόδειξη. Αν για ένα διάνυσµα X ∈ g έχουµε Ad(t)X = X , ∀t ∈ T τότε ϐλέπουµε οτι το
exp(sX ) µετατίθεται µε κάθε t ∈ T . ΄Αρα η κλειστότητα της οµάδας που παράγεται από
τα exp(sX ), s ∈ R και την T είναι συµπαγής και περιέχει την T . Αυτό συνεπάγεται οτι
exp(sX ) ∈ T , ∀s ∈ R και άρα X ∈ t.

Για το δεύτερο σκέλος παρατηρούµε οτι αφού η οµάδα G είναι συµπαγής η άλγεβρα
Lie έχει ένα εσωτερικό γινόµενο έστω το (−, |−) που είναι αναλλοίωτο υπο το Ad(G)
(ουσιαστικά κάνουµε την adjoint αναπαράσταση µοναδιαία όπως έχουµε περιγράψει
στο πρώτο κεφάλαιο). Με αυτό το εσωτερικό γινόµενο έχουµε το ευθύ άθροισµα g = t⊕p

όπου ο p είναι κάθετος στον χώρο t. Παρατηρούµε οτι για κάθε t ∈ T ο τελεστής Ad(t)
δρα ως ο ταυτοτικός τελεστής στον t. ΄Αρα ϑα έχουµε για κάθε ξ0 ∈ t και ξ1 ∈ p:

(ξ0|Ad(t)ξ1) = (Ad(t)ξ0|Ad(t)ξ1) = (ξ0, ξ1) = 0

και άρα Ad(t)ξ1 ∈ p που σηµαίνει οτι ο χώρος p είναι αναλλοίωτος κάτω από την δράση
της Ad(T ). Τώρα αφού ο p περιέχει κανένα διάνυσµα που να διατηρήται από την
δράση της Ad(T ) η αντίστοιχη, πραγµατική αναπαράσταση της T πάνω στον p είναι
µη τετριµµένη. ΄Αρα 9 σπάει ως το άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων της T που
όπως έχουµε εξηγήσει είναι διαστάσεως 2. Κατά συνέπεια και ο χώρος p σπάει ως το
άθροισµα αναλλοίωτων υπόχωρων διάστασης 2.

�

Ο ϐασικός µας σκοπός για να δείξουµε την ϕόρµουλα του Weyl είναι να δείξουµε
οτι ένας µεγιστικός τόρος µιας συµπαγούς, συνεκτικής οµαδας Lie είναι ουσιαστικά
µοναδικός µε την έννοια οτι µπορούµε να πάρουµε οποιοδήποτε άλλο τόρο µε συζηγία
µε ένα στοιχείο της οµάδας. Για να το δείξουµε αυτό πρέπει να µιλήσουµε, συνοπτικά,

9Αφού η αναπαράσταση είναι µοναδιαία είναι και ηµιαπλή. Το ϑεώρηµα που έχουµε δείξει που
λέει οτι κάθε ηµιαπλή αναπαράσταση σπάει ως άθροισµα ανάγωγων αναπαραστάσεων ισχύει και για
πραγµατικές αναπαραστάσεις
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για την γεωµετρία µιας συµπαγούς οµάδας Lie. Ουσιαστικά οι παρατηρήσεις µας
και κυρίως η ¨γεωµετρία¨ που ϑα δώσουµε σε µια οµάδα Lie αναλύουν το εσώτερικό
γινόµενο που ορίστηκε στην παραπάνω απόδειξη και το ¨σπρώχνουν¨ σε οποιοδήποτε
άλλο εφαπτόµενο χώρο για να πάρουµε µια καλή Ριµαννεια µετρική. Υπενθυµίζουµε
εν συντοµία την γενική ιδέα αυτής της διαδικασίας :

΄Οπως έχουµε αναφέρει η G δρα στον εαυτό της µε πολλαπλασιασµό από αριστερά.
΄Οταν πάρουµε την παράγωγο του µετασχηµατισµού ¨πολλαπλασιασµός από αριστερά¨
πέρνουµε µια δράση της οµάδας G πάνω στην εφαπτόµενη δέσµη TG. ΄Εχουµε χρησι-
µοποιήσει αυτή την δράση πολλές ϕορές. Γενικότερα η δράση αυτή µπορεί να επεκταθεί
σε οποιαδήποτε διανυσµατική δέσµη που µπορεί να κατασκευαστεί από την TG. Για
παράδειγµα έχουµε µια δράση της G πάνω στο δυϊκή εφαπτόµενη δέσµη T ∗G. Αυτή η
δράση µπορεί να µεταφερθεί στα αντίστοιχα πεδία της διανυσµατικής δέσµης. Για πα-
ϱάδειγµα αν ω είναι µια γραµµική διαφορική µορφή τότε ορίζουµε g·ω(X )(p) = ω(g·Xp)
όπου X ∈ Γ(TG). Με αυτό τον τρόπο µπορούµε να ϑεωρήσουµε αναλλοίωτα από αριστε-
ϱά πεδία. Αν κοιτάµε τανυστικά πεδία τότε µπορούµε, για παράδειγµα να επιλέξουµε
ένα τανυστή στο g και να τον σπρώξουµε µέσω πολλαπλασιασµού από αριστερά σε κάθε
άλλο εφαπτόµενο χώρο. Αυτή η διαδικασία ϑα µας δώσει ένα τανυστικό πεδίο ίδιου
τύπου µε τον αρχικό τανυστή το οποίο ϑα είναι αναλλοίωτο από αριστερά.

Μια σηµαντική περίπτωση της παραπάνω ιδέας είναι όταν πάρουµε ένα εσωτερικό γι-
νόµενο πάνω στην g. Τότε σπρώχνουµε αυτή την µετρική σε κάθε άλλο εφαπτόµενο
χώρο και ϕτιάχνουµε µια µετρική Riemann που είναι αναλλοίωτο υπό τον πολλαπλα-
σιασµό από αριστερά. Τώρα αν η οµάδα είναι συµπαγής µπορούµε να επιλέξουµε το
εσωτερικό γινόµενο έτσι ώστε να είναι και Ad−αναλλοίωτο. Ο πολλαπλασιασµός από
δεξιά µε g σπρώχνει το εσωτερικό γινόµενο της g στον ίδιο χώρο TgG αλλά είναι εύκολο
να δούµε οτι τα δυο αντίστοιχα εσωτερικά γινόµενα διαφέρουν κατά ένα Ad(g) εφόσον
λοιπόν επιλέξουµε ένα Ad−αναλλοίωτο εσωτερικό γινόµενο στην g ϑα πάρουµε µια µε-
τρική Riemann που είναι αναλλοίωτη και από πολλαπλασιασµό από δεξιά. Πρέπει να
παρατηρήσουµε οτι µε αυτή την µετρική Riemann οι απεικονίσεις Lg, Rg είναι ισοµε-
τρίες.

Επειδή δεν ϑα αναπτύξουµε αναλυτικά σε αυτή την εργασία την ϑεωρία της γεωµετρίας
Riemann απλά αναφέρουµε δυο αποτελέσµατα τα οποία χρειαζόµαστε. Για αποδείξεις
ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να κοιτάξει το [10]:

Θεώρηµα. Αν G είναι µια συµπαγής οµάδα Lie τότε οι γεωδισιακές της Ad-αναλλοίωτης

µετρικής Riemann που περιγράφτηκε πιο πάνω είναι της µορφής t 7→ g · exp(tX ) για

κάποιο X ∈ g.

Ακόµα ϑα χρησιµοποιήσουµε µια ειδική περίπτωση του λεγόµενου ϑεωρήµατος Hopf -
Rinow:

Θεώρηµα. Αν M είναι µια συµπαγής, συνεκτική πολλαπλότητα Riemann τότε για κάθε

x, y ∈ M υπάρχει γεωδιασιακή γ : [0,1]→ M τέτοια ώστε γ(0) = x και γ(1) = y.

Αυτό έχει σαν µια προφανή συνέπεια το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα:
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Θεώρηµα. Αν G είναι µια συµπαγής, συνεκτική οµάδα Lie τότε η εκθετική απεικόνιση

exp : g→ G είναι επί.

Για την απόδειξη απλά χρησιµοποιούµε το παραπάνω ϑεώρηµα για να ενώσουµε το e
µε το g µε µια γεωδισιακή και µετά παρατηρούµε οτι αυτή η καµπύλη έχει την µορφή
t 7→ exp(tX ) και άρα exp(X ) = g.

Τώρα είµαστε έτοιµοι να δείξουµε τα ϐασικά µας ϑεωρήµατα:

Θεώρηµα. ΄Εστω G µια συνεκτική, συµπαγής οµάδα Lie και T ένας µεγιστικός τόρος της

G. Τότε για κάθε g ∈ G υπάρχει k ∈ G τέτοιο ώστε g ∈ kTk−1
. Με άλλα λόγια το g είναι

συζηγές µε ένα στοιχείο της T .

Απόδειξη. ΄Εστω t0 ∈ T ένα στοιχείο που η κλειστότητα της οµάδας που παράγει στην T
είναι η ίδια η T . Λέµε τότε οτι το t0 είναι ένας τοπολογικός γεννήτορας της T 10. Τώρα
επιλέγουµε ένα X ∈ g και H0 ∈ t έτσι ώστε να έχουµε exp(X ) = g και exp(H0) = t0.
Επιλέγουµε ξανά ένα Ad-αναλλοίωτο εσωτερικό γινόµενο στην g. Τότε ϑα έχουµε:

(Ad(exptY ))X |Ad(exp(tY )Z ) = (X, Z )

για κάθε t. Παραγωγίζοντας ϑα έχουµε οτι :

(ad(Y )(X )|Z ) = −(X |ad(Y )(Z ))⇒

([Y, X ]|Z ) = −(X |[Y, Z ])

Τώρα αφού ηG είναι συνεχής ας επιλέξουµε ένα k ∈ G έτσι ώστε η ποσότητα (X |Ad(k)H0)
να είναι µέγιστη. Είναι προφανές οτι αν H = Ad(k)H0 τότε το exp(H) είναι ένας τοπολο-
γικός γεννήτορας της οµάδας kTk−1 η οποία είναι µεγιστικός τόρος. Τώρα παρατηρούµε
οτι για κάθε Y ∈ g η απεικόνιση t 7→ (X |Ad(exp(tY )H)) µεγιστοποιήται στο t = 0. ΄Αρα
ϑα έχουµε:

d

dt
(X |Ad(exp(tY )H))|t=0 = 0⇒

(X |[Y,H]) = 0⇒ (X |[H, Y ]) = 0⇒

([H,X ]|Y ) = 0

Αυτό ισχύει για κάθε Y ∈ g και άρα ϑα έχουµε οτι [H,X ] = 0. Κατά τα γνωστά
αυτό συνεπάγεται οτι το exp(H) µετατίθεται µε το exp(tX ) και αφού το exp(H) είναι
τοπολογικός γεννήτορας της KTk−1 το exp(tX ) µετατίθεται µε την kTk−1. ΄Οµως όπως
έχουµε δείξει και σε προηγούµενες αποδείξεις αυτόσυνεπάγεται οτι exp(tX ) ∈ kTk−1

για κάθε t και άρα g ∈ kTk−1.
�

΄Ενα σηµαντικό πόρισµα αυτού του ϑεωρήµατος είναι το ακόλουθο αποτέλεσµα:

10Τέτοια στοιχεία πάντα υπάρχουν. Για παράδειγµα αν T = (R/Z)n τότε µπορούµε να πάρουµε ένα
t = (t1, ..., tn)modZn τέτοιο ώστε τα 1, t1, ...tn να είναι γραµµικώς ανεξάρτητα πάνω από το Q.0
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Θεώρηµα. Αν G είναι µια συµπαγής, συννεκτική οµάδα Lie και T0, T1 δυο µεγιστικοί

τόροι. Τότε υπάρχει k ∈ G τέτοιο ώστε T1 = kT0k
−1

.

Για την απόδειξη εφαρµόζουµε απλά το παραπάνω ϑεώρηµα στον τοπολογικό γεννήτορα
της T1.

Τώρα είµαστε έτοιµοι να αποδείξουµε την ϕόρουλα του Weyl. Η ιδέα αυτής της ϕόρ-
µουλας είναι πολύ απλή. Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα
µιας συνάρτησης πάνω από µια συνεκτική, συµπαγή οµάδα Lie. Ας υποθέσουµε ακόµα
οτι αυτή η συνάρτηση είναι αναλλοίωτη κάτω από την απεικόνιση g 7→ kgk

−1, δηλαδή
είναι συνάρτηση κλάσεως. Τότε διαισθητικά υποψιαζόµαστε οτι ίσως ϑα µπορούσαµε
να στείλουµε κάθε g σε ένα µεγιστικό τόρο µέσω αυτής της απεικόνισης. Αυτό γίνεται
για κάθε g όπως µόλις δείξαµε. Τώρα ϑα ϑέλαµε να δείξουµε οτι αυτή η διαδιακσία
ορίζει µια ¨καλή¨ αλλαγή µεταβλητών στο ολοκήρωµα και άρα ίσως ϑα µπορούσαµε
να συσχετίσουµε το αρχικό ολοκλήρωµα που ϑέλουµε να υπολογίσουµε µε ένα άλλο
το οποίο έιναι πάνω από ένα µεγιστικό τόρο το οποίο είναι ένα προφανώς πιο απλό
ολοκλήρωµα. Αυτή είναι η διαισθητική ιδέα της ϕόρµουλας του Weyl. Πιο αυστηρά
ϑα γράψουµε το

∫
G
f (g)dg ως ένα ολοκλήρωµα πάνω από το G/T ×T όπου ο όρος µέσα

στο ολοκλήρωµα δεν ϑα έχει καµία G/T × T εξάρτηση. Πιο συγκεκριµένα ϑα έχουµε
το ακόλουθο αποτέλεσµα:

Θεώρηµα. ΄Εστω G µια συνεκτική, συµπαγής οµάδα Lie και T ένας µεγιστικός τόρος.

΄Εστω οτι έχουµε g = t ⊕ p όπως είχε δειχθεί σε προηγούµενο ϑεώρηµα. Ακόµα έστω f

µια συνάρτηση κλάσης και dg, dt τα µέτρα πιθανότητας Haar των G και T αντίστοιχα.

Τέλος έστω W (T ) η οµάδα Weyl της G ως προς την T . Τότε έχουµε :∫
G

f (g)dg =
1

|W (T )|

∫
T

f (t)det((Ad(t−1) − idp)|p)dt

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε την ακόλουθη ταυτότητα που ισχύει για γενικές το-
πικά συµπαγείς οµάδες :∫

G

f (g)dg =

∫
G/H

∫
H

f (gh)dµH(h)dµG/H(gH)

Ακόµα ϑα χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα:∫
M

f
∗
a = deg(f )

∫
N

a

όπου f : M → N είναι µια απεικόνιση πεπερασµένη κάλυψης (covering map) µεταξύ
δυο κατευθυνόµενων (orientable) πολλαπλοτήτων, a είναι ένα στοιχείο όγκου (volume
form) στην N και deg(f ) ∈ N. Αν η απεικόνιση είναι ϐαθµού n (n − fold covering map)
και διατηρεί τον προσανατολισµό τότε ϑα έχουµε deg(f ) = n.

Θεωρούµε τον χώρο X = G/T . Τότε από ϑεώρηµα που δείξαµε στην πρώτη ενότητα
σχετικό µε τα µέτρα σε χώρους µας λέει οτι ο χώρος X έχει ένα από αριστερά αναλλοίωτο
µέτρο dX ολικού όγκου 1. Ορίζουµε τώρα την απεικόνιση:

Φ : X × T → G, (xT, t) 7→ xtx
−1
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Τώρα επιλέγουµε µια ϐάση της g έστω την (Xi)i=1,...,n έτσι ώστε η (Xi)i=1,...r να είναι µια
ϐάση της t και (Xi)i=r+1,...,n να είναι µια ϐάση της p. Με αυτή την ϐάση κατά τα γνωστά
ορίζουµε τις κανονικές συντεταγµένες σε µια περιοχή του e. Είναι εύκολο να δούµε οτι
ως προς αυτές τις συντεταγµένες οι εκθετικές απεικονίσεις exp : g→ G και exp : t→ T

έχουν ως Ιακωβιανό πίνακα στο 0 τον ταυτοτικό πίνακα.

Για την απόδειξη ϑα πρέπει να υπολογίσουµε την Ιακωβιανή της απεικόνισης Φ και
το deg(Φ). Υπενθυµίζουµε οτι η Ιακωβιανή det(Φ) δίνεται από την εξίσωση Φ∗(dg) =

|det(Φ)|da όπου da είναι η κανονική µορφή όγκου που επάγεται από τα G/T , T .
Επιλέγουµε τώρα µια περιοχή U του 0 στο p έτσι ώστε η περιοχή xexp(U )T να είναι
µια περιοχή συντεταγµένων γύρω από το xT όπως περιγράφτηκε στην προηγούµενη
ενότητα. Αν ακόµα V είναι µια περιοχή του 0 στη t έτσι ώστε η texp(V ) να είναι µια
περιοχή συντεταγµένων στο T γύρω από το t ∈ T . Τότε το σύνολο xexp(U ) × texp(V ) ⊆
X × T είναι µια περιοχή συντεταγµένων γύρω από το (xT, t) ∈ X . Οι συντεταγµένες
σε αυτό το σύνολο δίνονται από την αντίστροφη της απεικόνισης (ξ1, ξ2) ∈ U × V 7→
(xexp(ξ1)T, texp(ξ2)) ∈ X × T . Είναι ϕενερό οτι σε αυτές τις συντεταγµένες η Φ έχει την
ακόλοθη µορφή:

(ξ1, ξ2) 7→ xexp(ξ1)texp(ξ2)exp(−ξ1)x−1

Μπορούµε να πολλαπλασιάσουµε την Φ από αριστερά µε t−1
x
−1 και από δεξιά µε x. Η

απεικόνιση που ϑα πάρουµε ϑα έχει ίδια Ιακωβιανή µε την Φ γιατί αυτοί οι πολλαπλα-
σιασµοί διατηρούν το µέτρο Haar της G (που ϕυσικά επάγεται από την Ad−αναλλοίωτη
µετρική Riemann ως ένας όγκος Riemann). Οπότε ϑα πρέπει να υπολογίσουµε την
Ιακωβιανή της απεικόνισης :

(ξ1, ξ2) 7→ t
−1
exp(ξ1)texp(ξ2)exp(ξ1) = exp(Ad(t−1)ξ1)exp(ξ2)exp(ξ1)

Τώρα ταυτίζοντας τον χώρο p × t µε τον p ⊕ t = g ϐλέπουµε οτι η παράγωγος/διαφορικό
αυτής της απεικόνισης είναι η :

ξ1 + ξ2 7→ Ad(t−1)ξ1 − ξ1 + ξ2

΄Αρα η Ιακωβιανή που ψάχνουµε που είναι η ορίζουσα της παραπάνω γραµµικής απει-
κόνισης είναι ίση µε det((Ad(t−1) − idp)|p). Τέλος ϑα υπολογίσουµε το deg(Φ). ΄Εχουµε
το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα. ΄Εστω t ∈ T ένας τοπολογικός γεννήτορας της T . Τότε το Φ−1(t) αποτελείται από

ακριβώς |W (T )| στοιχεία. Ακόµα η ποσότητα det((Ad(t−1) − idp)|p) είναι ϑετική.

Για να δείξουµε το πρώτο µέλος αυτού του λήµµατος παρατηρούµε οτι :

Φ(xT, s) = t ⇒ xsx
−1 = t ⇒ xTx

−1 ⊆ T ⇒ x ∈ N(T )

΄Αρα έχουµε οτι Φ−1(t) = {(xT, x−1
tx)/x ∈ N(T )}. Με αυτή την αναπαράσταση ϑα µε-

τρίσουµε τα στοιχεία αυτού του συνόλου. ΄Εχουµε οτι αν g1 ∈ g2T τότε ϑα υπάρχει ένα
s ∈ T µε g2 = sg1 και αυτό συνεπάγεται οτι :

g
−1
1 tg1 = g

−1
2 tg2
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΄Αρα δυο στοιχεία στο Φ−1(t) είναι διαφορετικά αν και µόνο αν οι πρώτες ¨συντεταγµένες¨
τους είναι ίδιες. Αυτό συνεπάγεται οτι το σύνολο αυτό έχει [N(T ) : T ] = |W (T )| στοιχεία.

Για το δεύτερο σκέλος του λήµµατος παρατηρούµε οτι η (Ad(t−1)− idp)|p δεν έχει πραγ-
µατικές ιδιοτιµές. Πράγµατι αν είχε επειδή έχουµε επιλέξει ένα Ad−αναλλοίωτο ε-
σωτερικό γινόµενο στην g η Ad(t−1 είναι µια ορθογώνια απεικόνιση και άρα αν έχει
πραγµατικές ιδιοτιµές ϑα ήταν οι 1,−1. Αυτό ϑα συνεπάγεται οτι ϑα υπάρχει κάποιο
X ∈ p διάφορο του 0 για το οποίο ϑα ίσχυε οτι Ad(t)X = X και αφού το t είναι τοπολο-
γικός γεννήτορας της T καταλήγουµε σε άτοπο.

Τώρα µπορούµε από τις δυο πρώτες ολοκληρωτικές ταυτότητες και από τις παρατη-
ϱήσεις µας ϐλέπουµε οτι µε µια αλλαγή µεταβλητών (ϑέτοντας g = Φ(xT, s)) ϑα έχουµε
την ολοκληρωτική ταυτότητα του Weyl

�

Θα δούµε µια παρόµοια ϕόρµουλα στο επόµενο κεφάλαιο όταν ϑα έχουµε µιλήσει για
την ϑεωρία των ϱιζών µιας άλγεβρας Lie. Εκεί η ϕόρµουλα τουWeyl πέρνει µια ελαφρώς
διαφορετική µορφή όπου ουσιαστικά εκφράζουµε την ποσότητα det((Ad(t−1)− idp)|p) µε
ένα διαφορετικό τρόπο χρησιµοποιώντας την ϑεωρία των ϱιζών της αντίστοιχης άλγεβρας
Lie. Αυτή η µορφή ϑα µπορέσει πιο εύκολα να οδηγήσει σε δυο άλλες σηµαντικές
ϕόρµουλες τις οποίες ϑα τις δούµε στο επόµενο κεφάλαιο.

2.6 Η Universal Enveloping Algebra µιας άλγεβρας Lie

Σε αυτή την ενότητα πριν αρχίσουµε να ϐλέπουµε τις άλγεβρες Lie µε περισσότερη
λεπτοµέρεια ϑα δούµε µερικές πολυ ϐασικές ιδιότητες ενός πολύ σηµαντικού αντικει-
µένου που µπορεί να κατασκευαστεί από µια άλγεβρα Lie. Το αντικείµενο αυτό είναι
µια προσεταιριστική άλγεβρα που περιέχει σαν υπόχωρο την αρχική άλγεβρα Lie και
κατά µια έννοια είναι και η µικρότερη προσεταιριστική άλγεβρα που την περιέχει ως
υπόχωρο. Πριν δούµε την ακριβή κατασκευή πρέπει πρώτα να δούµε την έννοια της
τανυστικής άλγεβρας ενός διανυσµατικού χώρου:

Ορισµός. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από κάποιο σώµα F . Η τανυστική

άλγεβρα του V είναι το σύνολο T (V ) = ⊕∞
i=0V

⊗k
όπου V

⊗k = V ⊗ ... ⊗ V (k ϕορές)
11

. Το

σύνολο αυτό είναι µια άλγεβρα πάνω από το σώµα F µε την πράξη πολλαπλασιασµού

που ορίζεται στους απλούς τανυστές ως εξής :

v1 ⊗ ... ⊗ vr ·w1 ⊗ ... ⊗wn = v1 ⊗ ... ⊗ vr ⊗w1 ⊗ ... ⊗wn

Είναι εύκολο να δούµε οτι η T (V ) είναι όντως µια άλγεβρα. Μάλιστα η T (V ) περι-
έχει τον αρχικό διανυσµατικό χώρο. Τώρα ας υποθέσουµε οτι κατασασκευάζουµε την
τανυστική άλγεβρα µιας άλγεβρας Lie g. Ο σκοπός µας είναι να ϐρούµε µια προσε-
ταισιστική άλγεβρα που ϑα περιέχει µε κάποια έννοια την g ως µια υποάλγεβρα Lie

(υπενθυµίζουµε οτι µια προσεταιτιριστική άλγεβρα είναι και άλγεβρα Lie πέρνοντας τον
µεταθέτη ως το Lie braket). ΄Εχουµε ήδη µια προσεταιριστική άλγεβρα που περίεχει
την g αλλά µπορεί να µην έχουµε: [X, Y ] = X ⊗ Y − Y ⊗ X όπου X, Y ∈ g. Μπορούµε
όµως να εξαναγκάσουµε αυτή την ταυτότητα να ισχύει πέρνοντας το ιδεώδες I(g) που

11Ακόµα έχουµε την σύµβαση οτι V⊗k = F όταν k = 0
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παράγεται από τα ΄σφάλµατα΄ X ⊗Y −Y ⊗X − [X, Y ] και ΄διαιρώντας΄ µε αυτό το ιδεώδες
να πάρουµε την άλγεβρα T (g)/I(g) = U(g). Η προσεταιριστική άλγεβρα αυτή λέγεται
universal enveloping algebra της g.

Η άλγεβρα αυτή ΄περιέχει΄ την g ως υποάλγεβρα Lie. Πράγµατι αν π είναι η ϕυσιολογική
προβολή της T (g) στην U(g) τότε εξ΄ ορισµού η απεικόνιση π|g ϑα είναι ένας οµοµορφι-
σµός αλγεβρών Lie όπου ϐλεπουµε την U(g) κατά τα γνωστά ως µια άλγεβρα Lie. Θα
συµβολίζουµε αυτό τον οµοµορφισµό ως p. Αξίζει να αναφερθεί οτι η p δεν είναι κατ΄
ανάγκη 1-1.

ΗU(g) έχει την ακόλουθη οικουµενική ιδιότητα που µας λέει οτι είναι και η µικρότερη
προσεταριστική άλγεβρα που περιέχει την g ως υποάλγεβρα Lie:

Πρόταση. ΄Εστω A µια προσεταιριστική άλγεβρα και φ : g → A ένας οµοµορφισµός

αλγεβρών Lie. Τότε υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός προσεταιριστικών αλγεβρών φ̄ :
U(g)→ A τέτοιος ώστε φ = φ̄ ◦ p.

Αυτή η οικουµενική ιδιότητα έχει την σηµαντική συνέπεια οτι η ϑεωρία/δοµή των α-
ναπαραστάσεων της άλγεβρας Lie g είναι ισοδύναµη µε αυτή της άλγεβρας U(g). Πιο
συγκεκριµένα αν (V, ρ) είναι µια αναπαράσταση της g τόυε µπορούµε να έπεκτείνουµε΄
την αναπαράσταση αυτή σε µια αναπαράσταση ρ̄ της U(g) µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε να
έχουµε ρ(X ) = ρ̄(p(X )). Μάλιστα ένας υπόχωρος του V ϑα είναι g-αναλλοίωτος αν και
µόνο αν είναιU(g)-αναλλοίωτος. Αυτό µας λέει οτι η ρ είναι µια ανάγωγη αναπαράστα-
ση της g αν και µόνο αν για κάθε u ∈ V έχουµε U(g) · u = V αν u , 0.

Τώρα αν ϑέλουµε να ϐρούµε µια ϐάση της U(g). Επιλέγουµε µια ϐάση της g έστω την
X1, ..., Xn. Αν M = (m1, ..., mn) όπου mj ∈ N τότε ορίζουµε το στοιχείο XM ∈ U(g) ως
X
M = X

m1
1 ...X

mn
n . ΄Εχουµε τώρα το ακόλουθο αποτέλεσµα:

Πρόταση. Το σύνολο όλων των στοιχείων της µορφής X
M

αποτελεί µια ϐάση της U(g).

Αυτό το ϑεώρηµα αναφέρεται στην ϐιβλιογραφία ως το ϑεώρηµα Poincare-Birkhoff -Witt.
Αυτό το ϑεώρηµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να επεκτείνουµε ένα αυτοµορφισµό της
g σε ένα αυτοµορφισµό της U(g). Αυτό γίνεται ϐλέποντας πως πρέπει ένας αυτοµορφι-
σµός να δρα στα στοιχεία της µορφής XM .

Η universal enveloping algebra µιας άλγεβρας Lie g έχει και µια αναλυτική ερµηνεία
αν κοιτάξουµε µια οµάδα Lie G η οποία αντιστοιχεί στην g. Πράγµατι έστω ο ακόλου-
ϑος χώρος C∞(G,K) όπου K = R ή C. Σε αναλογία µε την περίπτωση των οµαλών
συναρτήσεων πάνω σε διανυσµατικούς χώρους πεπερασµένης διάστασης µπορούµε να
ορίσουµε διαφορικούς τελεστές πάνω σε στοιχεία του παραπάνω χώρου. Εµείς ενδια-
ϕερόµαστε στην περίπτωση των από αριστερά αναλλοίωτων διαφορικών τελεστών :

Ορισµός. Αν G µια οµάδα Lie τότε ένας από αριστερά αναλλοίωτος διαφορικός τελεστής

στην G είναι ένας γραµµικός τελεστής D : C∞(G,K)→ C
∞(G,K) έτσι ώστε :

• Αν g ∈ G και U είναι µια περιοχή συντεταγµένων γύρω από το g µε {x1
, ...x

n} το
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αντίστοιχο σύστηµα συντετατγµένων τότε για κάθε f ∈ C∞(G,K) ϑα έχουµε :

Df |U =
∑

αi1,...in

∂
i1+...+in

∂x
i1
1 ...∂x

in
n

f

όπου αi1,...in ∈ C
∞(U, K).

• Για κάθε g ∈ G ϑα έχουµε οτι D ◦ Lg = Lg ◦ D.

Συµβολίζουµε το σύνολο όλων των από αριστερά αναλλοίωτων διαφορικών τελεστών

πάνω στην G ως D(G).

Αναφέρουµε οτι ο ορισµός αυτός χωρίς την συνθήκη 2 ϐγάζει νόηµα και στην περίπτω-
ση όπου η G είναι απλά µια οµαλή πολλαλότητα και άρα η έννοια του διαφορικού
τελεστή µπορεί να τεθεί πιο γενικά. Αν όµως ϑέλουµε να µιλήσουµε για από αριστερά
αναλλοίωτους διαφορικούς τελεστές τότε αναγκαστικά πρέπει να έχουµε και µια δράση
µιας οµάδας Lie.

Είναι προφανές οτι τα διανυσµατικά πεδία είναι διαφορικοί τελεστές και συνεπώς τα α-
πό αριστερά αναλλοίωτα διανυσµατικα ανήκουν στην D(G). Μάλιστα µπορεί να δειχθεί
οτι η άλγεβραπου παράγεται από όλα τα από αριστερά αναλλοίωτα διανυσµατικά πεδία
είναι η άλγεβρα D(G). Αν ϑυµηθούµε οτι το σύνολο όλων των από αριστερά αναλλοίωτων
διανυσµατικών πεδίων πάνω στην G µπορεί να ταυτιστεί µε την αντίστοιχη άλγεβρα Lie
g ϐλέπουµε οτι g ⊂ D(G). Ακόµα είναι εύκολο να δούµε οτι η D(G) είναι µια προσεται-
ϱιστική άλγεβρα και άρα ϑα έχουµε ένα οµοµορφισµό αλγεβρών s : U(g)→ D(G). Για
την ακρίβεια έχουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. Η universal enveloping algebra U(g) της g είναι ϕυσιολογικά ισοµορφική µε

την D(G).

Το ϑεώρηµα αυτό µπορεί να δειχθεί µε την χρήση της λεγόµενης ϕόρµουλας του Taylor
για συναρτήσεις πάνω στην G. ΄Εστω για αρχή µια οµαλή συνάρτηση f ∈ C∞(G) και ένα
X ∈ g. Τότε ϑα έχουµε οτι Xf (g) = d

dt
f (gexp(tX ))|t=0 όπου εδώ ϐλέπουµε το X ως ένα

από αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο. ΄Αρα ϑα έχουµε οτι :

Xf (gexp(uX )) =
d

dt
f (gexp(uX )exp(tX ))|t=0 =

d

du
f (gexp(uX ))|u=0

Η συνάρτηση Xf είναι οµαλή και µπορούµε να ϑεωρήσουµε το X2
f . Γενικά µπορούµε

(µε επαγωγή) να δείξουµε οτι :

X
n
f (gexp(uX )) =

d
n

dun
f (gexp(uX ))|u=0

Τώρα ας υποθέσουµε οτι η f είναι αναλυτική σε µια περιοχή κανονικών συντεταγµένων
γύρω από το g. Αυτό σηµαίνει οτι ϑα υπάρχει µια περιοχή του 0 ∈ g έστω η V έτσι ώστε
για κάθε X ∈ V ϑα έχουµε:

f (gexpX ) = P(x1
, ..., x

n)

όπου η P : V → K είναι αναλυτική συνάρτηση και οι x1
, ..., x

n είναι οι συντεταγµένες
του X ως προς µια ϐάση της g. Μπορούµε να επιλέξουµε την περιοχή V έτσι ώστε να
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είναι κυρτή και άρα για t ∈ [0,1] ϑα έχουµε:

f (gexp(tX )) = P(tx1
, ..., tx

n) =

∞∑
m=0

1
m!
amt

m

Από αυτή την εξίσωση µπορούµε να δούµε οτι am = X
m
f (g) και αυτό δείχνει οτι :

f (gexpX ) =

∞∑
m=0

1
m!
X
n
f (g)

Αυτή η ταυτότητα είναι ένα ανάλογο της ϕόρµουλας του Taylor για άναλυτικές΄ συ-
ναρτήσεις πάνω στην οµάδα G. Αξίζει να αναφερθεί οτι για κατάλληλες επιλογές της
συνάρτησης f η ϕόρµουλα Taylor µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να δείξουµε µε δια-
ϕορετικό τρόπο τις ταυτότητες :

exp(tX )exp(tY ) = exp(t(X + Y ) +
t
2

2
[X, Y ] + O(t3))

exp(tX )exp(tY )exp(−tX ) = exp(tY + t2[X, Y ] + O(t3))

όπου το O(t3) υποδηλώνει µια συνάρτηση έτσι ώστε η 1
t3
O(t3) είναι αναλυτική και ϕραγ-

µένη κοντά στο 0. Περισσότερες λεπτοµέρειες υπάρχουν στο [].

Τώρα µπορούµε να δείξουµε οτι οι άλγεβρες U(g) και D(G) είναι ισοµορφικές. Αν
X1, ..., Xn είναι µια ϐάση της g τότε ορίζουµε το στοιχείο X (t) =

∑
n

i=1 tiXi όπου t =

(t1, ..., tn). Αν δούµε τώρα το X (t) ως ένα στοιχείο τηςU(g) τότε για κάθεM = (m1, ..., mn) ∈
Nn µπορούµε να σχηµατίσουµε το στοιχείο X (t)|M |/|(|M |)! όπου ϕυσικά |M | = m1 + ...mn.
Αφού το X (t) γράφεται ως ένα άθροισµα µπορούµε να αναπτύξουµε το X (t)|M |/(|M |)! και
να οµαδοποιήσουµε τους όρους του tN = t

k1
1 ...t

kn
n όπου N = (k1, ...kn). Θέτουµε λοιπόν

X (M) τον συντελεστή του tM . Είναι ϕανερό οτι X (M) ∈ D(G).

Είναι έυκολο να δούµε οτι από την ϕόρµουλα Taylor ϑα έχουµε οτι για αρκετά µικρά
t:

f (gexp(X (t))) =
∑ 1

m!
X (t)nf (g)⇒

f (gexp(X (t))) =
∑
M

t
M
X (M)f (g)

όπου αναπτύξαµε την δύναµη X (t)n και οµαδοποιήσαµε τους όρους tM . Αν συκρίνουµε
τώρα αυτή την ισότηταµε το κλασσικό ανάπτυγµα Taylor της συνάρτησης F (t1, ...tn) =

f (gexp(X (t))) ϐλέπουµε οτι :

X (M)f (g) =
1

m1!...mn!
∂
|M |

∂t
m1
1 ...∂t

mn
n

f (gexp(X (t)))|t1=...tn=0 ⇒

Από αυτή την ισότητα ϐλέπουµε άµεσα οτι τα X (M) παράγουν το D(G) και είναι και
γραµµικά ανεξάρτητα. Ακόµα είναι εύκολο να δούµε οτι µέσω του οµοµορφιµού
s : U(g)→ D(G) που ορίστηκε πιο πάνω τα XM απεικονίζονται στα X (M). Αυτό σηµαίνει
οτι οι U(g) και D(G) είναι ισοµορφικές. Τέλος αναφέρουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα
που µας χαρακτηρίζει την οµαλότητα χαµηλότερης τάξης συναρτήσεων πάνω στην G
ανάλογα µε το πως ”απλά” στοιχεία της U(g):
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Θεώρηµα. Αν G είναι µια συνεκτική οµάδα Lie και p ∈ N τότε f ∈ Cp(G) αν και µόνο αν

για κάθε X1, ..., Xp ∈ g η συνάρτηση g 7→ X1X2...Xpf (g) είναι καλά ορισµένη και συνεχής.

Σαν ένα χρήσιµο πόρισµα της πρότασης αυτής έχουµε οτι τα matrix − coefficients µιας
αναπαράστασης είναι οµαλές συναρτήσεις. Πιο συγκεκριµένα:

Πόρισµα. Αν G είναι µια συνεκτική οµάδα Lie και π είναι µια αναπαράσταση πεπερα-

σµένης διάστασης πάνω σε ένα χώρο Vπ τότε οι συναρτήσεις της µορφής g 7→ (π(g)v|w)
όπου v,w ∈ Vπ είναι οµαλή για κάθε v,w ∈ V .

Απόδειξη. Αν f (g) = (π(g)v,w) τότε για κάθε X1, ..., Xn ∈ g ϑα έχουµε οτι :

X1, ..., Xnf (g) =
∂
n

∂u1...∂un
(π(gexp(u1X1))...π(gexp(unXn))v|w)|u1=...un=0 ⇒

X1, ..., Xnf (g) = (π(g)dπ(X1)...dπ(Xn)v|w)

που δείχνει ϕυσικά οτι η g 7→ X1...Xnf (g) είναι καλά ορισµένη και συνεχής. Αυτό ισχύει
για κάθε n και άρα από την παραπάνω πρόταση ϑα έχουµε οτι η f είναι οµαλή. �

Παρατηρούµε ακόµα οτι από το ϑεώρηµα Peter −Weyl όταν η οµάδα G είναι και συ-
µπαγής ϑα έχουµε οτι κάθε matrix − coefficient µιας ανάγωγης αναπαράστασης της G
είναι οµαλή συνάρτηση.

2.6.1 Ο τελεστής Laplace − Beltrami

Τώρα ϑέλουµε να µελετήσουµε ένα αντικείµενο τηςU(g) το οποίο ϑα µας είναι χρήσιµο
στην µελέτη του µετασχηµατισµού Fourier σε οµάδες Lie. Γενικά όπως δείξαµε πιο
πάνω ϐοηθά να σκεφτόµαστε τα στοιχεία της U(g) ως γραµµικούς τελεστές ορισµένους
πάνω στο C∞(G). Ο πιο κλασσικός/γνωστός τέτοιος τελεστής στη γεωµετρία είναι ο
λεγόµενος Laplace − Beltrami τελεστής. Εδώ ϑα δώσουµε µια κατασκευή του τελεστή
αυτού για οµάδες Lie:

΄Εστω λοιπόν µια µετρική Riemann ρ πάνω σε µια οµάδα Lie G. Ας ϑεωρήσουµε οτι
αυτή η µετρική είναι και από αριστερά αναλλοίωτη. ΄Οπως έχουµε περιγράψει πολλές
ϕορές µέχρι τώρα µπορούµε να πάρουµε µια τέτοια µετρική επιλέγοντας ένα εσωτερικό
γινόµενο στη g και µεαταφέροντάς το στους υπόλοιπους εφαπτόµενους χώρους µέσω
των απεικονίσεων Lg. Αν τώρα X1, ..., Xn είναι µια ϐάση της g τότε µπορούµε να ορίσουµε
τον πίνακα R µε στοιχεία ρi,j = ρ(Xi , Xj). Είναι έυκολο να δούµε οτι ο R είναι ϑετικά
ορισµένος και αντιστρέψιµος. ΄Αρα ϑα έχουµε τον πίνακα R−1 = (ρi,j)i,j. Τώρα ορίζουµε
την ποσότητα:

∆L =

n∑
i,j=1

ρ
i,j
XiXj

Προφανώς ∆L ∈ U(g). Ακόµα αν ϑεωρήσουµε το διάνυσµα X = (X1, ..., Xn) ∈ gn τότε
µπορούµε να γράχουµε τον παραπάνω ορισµό ως ∆L = X

T
R
−1
X . Επιπλέον παρατηρο-

ύµε οτι αν η ϐάση της g είναι ορθοκανονική τότε ϑα έχουµε ∆L =
∑
n

i=1 X
2
i
.
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Ο ορισµός που δώσαµε είναι κατά µια έννοια ”τοπικός” και δεν είναι απόλυτα προφα-
νές οτι µια άλλη επιλογή ϐάσης ϑα µας δώσει τον ίδιο τελεστή. ΄Εχουµε το ακόλουθο
ϑεώρηµα, όµως, που µας λέει ακριβώς αυτό :

Πρόταση. Ο τελεστής Laplace − Beltrami είναι ανεξάρτητος από την αρχική επιλογή

ϐάσης της g.

Απόδειξη. ΄Εστω X1, ..., Xn και Y1, ..., Yn δυο διαφορετικές ϐάσεις της g και ∆L , ∆′
L
οι α-

ντίστοιχοι τελεστές που ορίζουν. Στον χώρο gn ϑα υπάρχει ένας αντιτρέψιµος µετασσχη-
µατισµός A = (ai,j)i,j έτσι ώστε Y = A · X όπου ϕυσικά Y = (Y1, ..., Yn), X = (X1, ..., Xn).
Ακόµα ας ϑεωρήσουµε τα στοιχεία του πίνακα S si,j = ρ(Yi , Yj). Τότε ϑα έχουµε:

si,j =

n∑
m,k=1

ρ(ai,mXm , aj,kXk) =
∑
m,k

ai,mρm,kaj,k

και άρα ϐλέπουµε οτι S = ARA
T . Συνεπώς:

∆′
L

= Y
T
S
−1
Y = X

T
A
T (AT )−1

R
−1
A
−1
AX = X

T
R
−1
X = ∆L

�

Τώρα ϑα δούµε µερικές ϐασικές ”άλγεβρικές” ιδιότητες που έχει ο τελεστής Laplace −
Beltrami ως στοιχείο της άλγεβρας U(g).

Θεώρηµα. Αν G είναι µια συµπαγής οµάδα Lie µε µια Ad-αναλλοίωτη µετρική ρ, και ∆L

είναι ο αντίστοιχος τελεστής Laplace − Beltrami τότε ϑα έχουµε τα ακόλουθα:

• Για κάθε g ∈ G έχουµε Ad(g)∆L = ∆L .

• ∆L ∈ Z (g) όπου Z (g) είναι το κέντρο της άλγεβρας U(g).

• Ο τελεστής ∆L είναι από δεξία και απο αριστερά αναλλοίωτος δηλαδή Lg∆L = ∆LLg

και Rg∆L = ∆LRg για κάθε g ∈ G.

Απόδειξη. Για το πρώτο παρατηρούµε οτι η Ad(g) είναι ένας γραµµικός τελεστής πάνω
στην g και άρα επεκτείνεται στην U(g). Αν λοιπόν έχουµε µια ϐάση X1, ..., Xn επειδή
ο Ad(g) είναι αντιστρέψιµος τα Yi = Ad(g)Xi ϑα αποτελούν µια ϐάση της g. ΄Αρα ϑα
έχουµε:

Ad(g)∆L =
∑
i,j

ρ
i,j(Xi , Xj)(Ad(g)Xi)(Ad(g)Xj)

όπου έχουµε γράψει ρi,j(Xi , Xj) αντί για rhoi,j για να επισηµάνουµε την εξάρτηση από
τα Xi. Επειδή όµως το εσωτερικό γινόµενο είναι Ad−αναλλοίωτο ϑα έχουµε ρi,j(Xi , Xj) =

rho
i,j(Ad(g)Xi , Ad(g)Xj) = ρ

i,j(Yi , Yj) και συνεπώς:

Ad(g)∆L =
∑
i,j

ρ
i,j(Yi , Yj)(Ad(g)Xi)(Ad(g)Xj) =

∑
i,j

ρ
i,j(Yi , Yj)YiYj = ∆L

Για το δεύτερο τώρα αν έχουµε t ∈ R και X ∈ g τότε :

∆L = Ad(exp(tX ))∆L = e
tad(X )∆L
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Παραγωγίζοντας αυτή τη ισότητα ϑα έχουµε ad(X )∆L = 0 που µας δίνει οτι ∆L ∈ Z (g).
Για το τρίτο αποτέλεσµα επειδή ∆L ∈ U(g) είναι ϕανερό οτι το ∆L είναι από αριστερά
αναλλοίωτο. Τώρα επειδή η ρ είναι Ad−αναλλοίωτη ϑα έχουµε οτι :

ρe(Xe, Ye) = ρe(Ad(g−1)Xe, Ad(g−1)Ye) = ρe(g−1 · Xe · g, g
−1 · Ye · g) = ρe(Xg−1 · g, Yg−1 · g)

Αυτό συνεπάγεται από οτι ο τελεστής ∆L είναι και από δεξιά αναλλοίωτος.
�

Αν έχουµε τώρα µια αναπαράσταση πεπερασµένης διάστασης της συµπαγούς οµάδας
G (µε την Ad−αναλλοίωτη µετρική ρ), έστω την π τότε µπορούµε να µεταφέρουµε τον
τελεστή Laplace − Beltrami στον καινούργιο χώρο ως εξής :

Αν επιλέξουµε µια ορθοκανονική ϐάση X1, ..., Xn της g τότε ορίζουµε τον λεγόµενο
τελεστή Casimir:

Ωπ =

n∑
i=1

dπ(Xi)2

Είναι ϕανερό οτι ο Ωπ είναι ένας dim(π)×dim(π) πίνακας. Μάλιστα µιας και η dπ είναι
µια αναπαράσταση της g τότε ο Ωπ είναι η εικόνα του ∆L µέσω της µοναδικής επέκτασης
της dπ στην άλγεβρα U(g). Ο τελεστής Casimir έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

Θεώρηµα. Αν π είναι µια µη τετριµµένη µοναδιαία αναπαράσταση πεπερασµένης διάστα-

σης της συµπαγούς και συνεκτικής οµάδας G τότε ο πίνακας Ωπ είναι ερµιτιανός και ο

πίνακας −Ωπ αυστηρά ϑετικά ορισµένος. Ακόµα αν η π είναι ανάγωγη τότε ϑα υπάρχει

ένα kπ ≥ 0 έτσι ώστε Ωπ = −kπ idVπ όπου Vπ είναι ο χώρος πάνω στον οποίο η π δρά.

Απόδειξη. Επειδή η π είναι µια µοναδιαία αναπαράσταστη ο πίνακας dπ(X ) ϑα είναι
αντι-ερµιτιανός για κάθε X ∈ g. ΄Αρα ο πίνακας dπ(X )2 ϑα είναι ερµιτιανός και το ίδιο
ϑα ισχύει και για τον Ωπ. Ακόµα µε αυτές τις παρατηρήσεις µπορούµε να δούµε οτι :

(Ωπv|v) = −

n∑
i=1

||dπ(Xi)v||2 < 0

και άρα ο −Ωπ είναι αυστηρά ϑετικά ορισµένος.

Για το τελευταίο κοµµάτο τώρα µιας και ο ∆L είναι στο κέντρο της άλγεβρας U(g)
ϐλέπουµε οτι για κάθε X ∈ g:

dπ(X )Ωπ = Ωπdπ(X )

και άρα προφανώς dπ(X )nΩπ = Ωπdπ(X )n. Αυτό συνεπάγεται οτι :

e
dπ(X )Ωπ = Ωπe

dπ(X ) ⇒

π(exp(X ))Ωπ = Ωππ(exp(X ))

Αυτό συνεπάγεται οτι :
π(g)Ωπ = Ωππ(g)

για κάθε g ∈ G µιας και η G είναι συµπαγής και συνεκτική και άρα η εκθετική
συνάρτηση exp είναι επί. Αυτό όµως δείχνει οτι ο πίνακας Ωπ είναι ένας αυτοµορφισµός
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της ανάγωγης αναπαράστασης π και άρα από το λήµµα του Schur ϑα έχουµε οτι ο Ωπ

ϑα είναι ένα πολλαπλάσιο του ταυτοτικού πίνακα. Επειδή όµως ο −Ωπ είναι ϑετικά
ορισµένος η πολλαπλασιαστική σταθερά ϑα είναι αρνητική.

�

Το σύνολο {kπ |π ∈ Ĝ}12 λέγεται ϕάσµα Casimir και είναι αρκετά χρήσιµο στη µελέτη
των αναλυτικών ιδιοτήτων του ∆L τις οποίες ϑα δούµε εν συντοµία πριν προχωρήσουµε
στο επόµενο κεφάλαιο και ϑα µας ϕανούν χρήσιµες αργότερα. Επειδή είµαστε, λοιπόν,
σε µια συµπαγή οµάδα Lie µπορεί να δειχθεί οτι ο χώρος C(G) είναι πυκνός στον χώρο
L

2(G) (µε την συνήθη τοπολογία). Οπότε µιας και ο ∆L είναι ένας διαφορικός τελεστής
µπορούµε να τον δούµε ως ένα πυκνά ορισµένο, µη ϕραγµένο τελεστή πάνω στον χώρο
L

2(G). Αυτός ο τελεστής έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

Θεώρηµα. Αν G είναι µια συµπαγής, συνεκτική οµάδα Lie τότε ο τελεστής Laplace −

Beltrami ∆L έχει είναι συµµετρικός στο χώρο L
2(G) και ο τελεστής −∆L είναι ϑετικά

ορισµένος στον L
2(G). Ακόµα αν πi,j, 1 ≤ i, j ≤ dim(π) είναι τα matrix − coefficients µιας

ανάγωγης αναπαράστασης τότε ϑα έχουµε :

∆Lπi,j = −kππi,j

Απόδειξη. Το πρώτο σκέλος του ϑεωρήµατος ϐγαίνει εύκολα αν παρατηρήσουµε οτι αν
X ∈ g τότε µπορούµε να δούµε το Q ως ένα διαφορικό τελεστή και κατά συνέπεια ως ένα
πυκνά ορισµένο, µη ϕραγµένο γραµµικό τελεστή πάνω στον L2(G). Αυτός ο τελεστής
είναι αντισυµµετρικός. Πράγµατι ϑα έχουµε οτι :∫

G

Xf (g)dg =
d

dt

∫
G

f (gexp(tX ))dg =
d

dt

∫
G

f (g)dg = 0

και από τον κανόνα του γινοµένου ϐλέπουµε οτι :

(Xf |g) = −(f |Xg)

όπου (−|−) είναι το γνωστό εσωτερικό γινόµενο στον L2(G). Από τον ορισµό τώρα του ∆L

είναι προφανές οτι ο ∆L είναι συµµετρικός. Ακόµα για να δούµε οτι ο ∆L είναι ϑετικά
ορισµένος στον L2(G) αρκεί να παρατηρήσουµε οτι :

(∆Lf, f ) = −

n∑
i=1

||Xif ||
2
L2 ≤ 0

Τέλος ϑέλουµε να δείξουµε οτι τα matrix − coefficients µιας ανάγωγης, µοναδιαίας
αναπαράστασης είναι ιδιοσυναρτήσεις του ∆L . Ξέρουµε οτι τα matrix − coefficients

είναι οµαλές συναρτήσεις οπότε το ∆Lπi,j ϐγάζει νόηµα. Θα έχουµε:

∆Lπi,j(g) =

n∑
k=1

d
2

dt2
πi,j(gexp(tXK))|t=0

12Είναι προφανές οτι το kπ εξαρτάται µόνο από την κλάσση ισοδυναµίας του π και όχι από τον αντι-
πρόσωπο.
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΄Οµως όπως έχουµε πει τα matrix − coefficients είναι οι συντελεστές του πίνακα π(−)
ως προς µια ϐάση του Vπ. Επειδή ο π είναι οµοµορφισµός οµάδων ϑα έχουµε σαν
συνέπεια :

∆Lπi,j(g) =

dim(π)∑
m=1

πi,m(g)
n∑
k=1

d
2

dt2
πm,j(exp(tXk))|t=0 ⇒

∆Lπi,j(g) =

dim(π)∑
m=1

πi,m(g)
n∑
k=1

dπ(Xk)2 =

dim(π)∑
m=1

πi,m(g)(Ωπ)m,j

Επειδή όµως η π είναι ανάγωγη από την προηγούµενη πρόταση ϑα έχουµε:

∆Lπi,j(g) = −kπ

dim(π)∑
m=1

πi,m(g)δm,j = −kππi,j(g)

�

Τέλος ϑα ϑέλαµε να πούµε λίγα λόγια για την ϕασµατική ϑεωρία του ∆L . Επειδή όπως
είπαµε ο τελεστής αυτός είναι µη ϕραγµένος πάνω στον L2(G) η ϑεωρία είναι λίγο πιο
πολύπλοκη και οπότε δεν ϑα µπούµε σε πολλές λεπτοµέρειες. Απλά αναφέρουµε οτι
αν έχουµε µια συνεχή συνάρτηση F : R → R τότε µπορούµε να ορίσουµε τον εν γένει
µη ϕραγµένο τελεστή F (∆L) ως εξής :

F (∆L) =
∑
π∈Ĝ

F (−kπ)Prπ

όπου Prπ είναι η προβολή στο χώρο που παράγουν ταmatrix−coefficients της π (δηλαδή
στον χώρο M([π]) που αναφέρεται στο ϑεώρηµα Peter − Weyl. Το πεδίο του τελεστή
αυτού ϑα είναι ο χώρος :

Dom(F (∆L)) = {f ∈ L2(G)|
∑
π∈Ĝ

|F (−kπ)|2||Prπf ||2L2 < ∞}

Παρτηρούµε οτι ο τελεστής αυτός είναι ϕραγµένος αν η F είναι ϕραγµένη στο (−∞,0).
Ακόµα µπορούµε να δούµε οτι ο F (∆L) αντιµετατίθεται µε κάθε X ∈ g εφόσον ϕυσικά
C(G) ⊂ Dom(F (∆L)). Θα χρησιµοποιήσουµε στο τελευαίο κεφάλαιο µια ειδική περίτωση
τελεστές που ορίζονται µε τον τρόπο που µόλις περιγράψαµε για να µελετήσουµε την
σχέση µεταξύ την οµαλότητα µιας συνάρτησης µε την ασυµπτωτική συµπεριφορά των
αντίστοιχων συντελεστών Fourier.
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Κεφάλαιο 3

Παράδειγµα: SU (2)

Σε αυτήν την ενότητα ϑα µελετήσουµε συστηµατικά την οµάδα SU (2) και ϑα µιλήσουµε
συνοπτικά για την σχέση της µε την οµάδα SO(3). Για την ακρίβεια ϑα ταξινοµήσουµε
όλες τις αναπαραστάσεις της οµάδας SU (2). Πιο συγκεκριµένα η SU (2) είναι η οικου-
µενική κάλυψη (universal cover) της SO(3) και κατά συνέπεια οι αναπαραστάσεις της
SO(3) µπορούν να ϐρεθούν αφού ϐρούµε πρώτα όλες τις ανάγωγες αναπαραστάσεις της
SU (2). Επειδή η SU (2) είναι µια απλά συνεκτική οµάδα Lie η ϑεωρία των αναπαρα-
στάσεών της είναι ισοδύναµη µε αυτή της αντίστοιχης άλγεβρας Lie.

Υπενθυµίζουµε οτι :
SU (2) = {A ∈ SL2(C)|A∗A = I2}

Από αυτόν τον ορισµό είναι εύκολο να δούµε οτι SU (2) είναι µια κλειστή υποοµάδα
της οµάδας Lie GL2(C) και άρα είναι µια οµάδα Lie µε µια άλγεβρα Lie που περιέχεται
στην gl2(C). Αξίζει να αναφέρουµε οτι η SU (2) και κατά συνέπεια η αντίστοιχη άλγεβρα
Lie su(2) είναι µια πραγµατική οµάδα Lie (αντίστοιχα είναι µια πραγµατική άλγεβρα
Lie). Αυτό γιατί η SU (2) δεν είναι µιγαδική πολλαπλότητα αφού όπως ϑα δούµε έχει
διάσταση 3. Αυτό µπορούµε να το δούµε από τον ακριβή υπολογισµό της su(2):

su(2) = {A ∈ gl2(C)|A = −A∗και tr(A) = 0}

΄Αρα η su(2) αποτελείται από όλους τους 2 × 2 αντιερµιτιανούς πίνακες µε ίχνος 0 και
άρα έχει διάσταση 3. ΄Αρα και η SU (n) έχει διάσταση 3 και συνεπώς δεν µπορεί να είναι
µιγαδική πολλαπλότητα.

Την παραπάνω έκφραση για την άλγεβρα Lie µπορούµε να την ϐρούµε ως εξής :

Αν A ∈ su(2) τότε exp(tA)(exp(tA))∗ = exp(tA)exp(tA∗) = I2 για κάθε t. Παραγωγίζοντας
αυτή την ισότητα στο t = 0 ϐλέπουµε οτι A = −A∗. Ακόµα αφού πρέπει να έχουµε
det(exp(tA)) = 1 και αφού det(exp(tA)) = e

tr(A) 1 ϐλέπουµε οτι πρέπει να έχουµε
tr(A) = 0. Αντιστρόφως τώρα αν A είναι ένας αντιερµιτιανός πίνακας µε ίχνος 0 τότε
ϑα έχουµε οτι det(exp(tA)) = 1 και ακόµα exp(tA) ∈ SU (2). ΄Αρα ϑα έχουµε οτι
A ∈ su(2).

1Η εκθετική συνάρτηση σε οµάδες Lie που περιέχονται στην GLn είναι η συνήθης εκθετική συνάρτηση
πινάκων.
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Αναφέρουµε ακόµα οτι αυτός ο υπολογισµός είναι γενικός. Αν su(n) είναι η άλγεβρα
Lie της οµάδας SU (n) τότε έχουµε:

su(n) = {A ∈ gln(C)|A = −A∗και tr(A) = 0}

Αν τώρα sl(2,C) είναι η άλγεβρα Lie της µιγαδικής οµάδας SL2(C) τότε µπορούµε να
δούµε οτι η sl(2,C) είναι η µιγαδικοποίηση της su(2). Αυτή η παρατήρηση ϑα µας
είναι πολύ χρήσιµη στη συνέχεια και ϑα δούµε αργότερα την πολύ στενή σχέση των
αναπαραστάσεων αυτών των δυο αλγεβρών.

Ας δούµε τώρα µια ϐάση της su(2). Μπορούµε να δούµε µε ένα απλό υπολογισµό οτι
ένα γενικό στοιχείο της su(2) είναι της µορφής:

A =

(
ia x + iy

−x + iy −ia

)
Από αυτό µπορούµε εύκολα να δούµε οτι µια ϐάση της su(2) αποτελείται από τα στοι-
χεία :

L0 =
i

2

(
1 0
−1 0

)
, L1 =

i

2

(
0 1
1 0

)
, L2 =

i

2

(
0 i

−i 0

)
Ακόµα είναι εύκολο να επαληθεύσουµε τις ακόλουθες ταυτότητες :

[L0, L1] = L2, [L2, L0] = L1, [L1, L2] = L0

Εναλλακτικά ορίζουµε τους ακόλουθους πίνακες που στην ϐιβλιογραφία ϕυσικής ανα-
ϕέρονται ως raising και lowering operators:

L
+ = −L2 − iL1, L

− = L2 − iL1

Παρατηρούµε οτι αυτά τα δυο στοιχεία δεν είναι πλέον στοιχεία του su(2) αλλά του
sl2(C). Μαζί µε το στοιχείο L3 = iL0 αποτελούν µια ϐάση της sl2(C). Σε αυτή τη
περίπτωση ϑα έχουµε τα ακόλουθα Lie brakets:

[L+
, L3] = L

+
, [L3, L

−] = L
−
και [L−, L+] = 2L3

Με την ϐάση της sl2(C) που µόλις κατασκευάσαµε είναι ϕανερό οτι ότι πληροφορία
πάρουµε για την sl2(C µπορούµε άµεσα να την µεταφέρουµε στην su(2) µιας και, για
παράδειγµα L1 = 1

−2i (L
+ + L−). Οπότε ϑα επικεντρωθούµε στην ϑεωρία των αναπαρα-

στάσεων της sl2(C).

΄Εστω λοιπόν ξ µια αναπαράσταση πεπερασµένης διάστασης στον χώρο V της sl2(C) και
ας ϑέσουµε E3 = ξ (L3), E+ = ξ (L+) και E− = ξ (L−). ΄Εχουµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα. Αν u ∈ V είναι ένα ιδιοδιάνυσµα της E3 µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λ ∈ C τότε ϑα

έχουµε :

E3E+u = (λ − 1)E+u, E3E−u = (λ + 1)E−u

Για την απόδειξη αρκεί να χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις :

[E+, E3] = E+, [E3, E−] = E− [E−, E+] = 2E3

που ισχύουν γιατί η ξ είναι οµοµορφιµός αλγεβρών Lie. Τώρα έχουµε το ακόλουθο
ϐασικό ϑεώρηµα:
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Θεώρηµα. Κάθε µη τετριµµένη ανάγωγη αναπαράσταση της άλγεβρας sl2(C) δρά πάνω

σε ένα χώρο Vm δίαστασηςm +1. Ακόµα αν E3, E+, E− είναι όπως και πριν τότε µπορούµε

να επιλέξουµε µια ϐάση του Vm , την {u0, ..., um} έτσι ώστε να έχουµε :

E3 =
1
2

(m − 2k)uk, E+uk = uk+1, E− = k(m − k + 1)uk−1

Αυτό το ϑεώρηµα µας δίνει µια πλήρη ταξινόµηση των ανάγωγων αναπαραστάσεων της
sl2(C) και µάλιστα µας λέει αυτές απαριθµούνται από τους αριθµούς 2l + 1 όπου l ∈ N
ή l = m

2 όπου m ∈ N.

Απόδειξη. ΄Εστω ξ µια ανάγωγη µη τετριµµένη αναπαράσταση της sl2(C) πάνω στον
χώρο V . Ξέρουµε οτι η E3 έχει τουλάχιστον µια ιδιοτιµή και ένα αντίστοιχο ιδιοδι-
άνυσµα. Επιλέγουµε λοιπόν την ιδιοτιµή j µε µέγιστο πραγµατικό µέρος και u0 ένα
αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα. Από το προηγούµενο λήµµα παρατηρούµε οτι πρέπει να
έχουµε E−u0 = 0. Ακόµα ας ϑέσουµε uk = E

k

+u0. Τότε τα uk είναι ιδιοδιανύσµατα του
E3 µε αντίστοιχη ιδιοτιµή j − k. Επειδή ο διανυσµατικός χώρος V είναι πεπερασµένης
διάστασης ϐλέπουµε οτι ϑα πρέπει να υπάρχει ένα m ∈ N έτσι ώστε um+1 = 0. Οπότε
καταλήγουµε µε µια συλλογή γραµµικώς ανεξάρτητων διανυσµάτων {u0, ..., um}. ΄Εστω
τώρα W ο χώρος που παράγουν αυτά τα διανύσµατα. Είναι προφανές οτι ο W είναι
αναλλοίωτος υπό τα E3, E+. Θα δείξουµε οτι είναι και αναλλοίωτος και υπό το E−. ΄Εστω
λοιπόν ο πίνακας :

C = E
2
3 +

1
2

(E+E− + E−E+)

Είναι εύκολο να δούµε χρησιµοποιωντας τις ΄µεταθετικές΄ σχέσεις ανάµεσα στα E3, E+, E−

οτι :
C = E+E− + E3(E3 + 1) = E−E+ + E3(E3 − 1)

Με αυτές τις σχέσεις ϐλέπουµε οτι Cu0 = j(j + 1)u0 και οτι η C µετατίθεται µε την E+.
Αυτό µε την σειρά του δείχνει οτι C|W = j(j + 1)id.

Τώρα αφού E−E+ = C − E3(E3 − 1) ϐλέπουµε οτι στο uk−1 ϑα έχουµε:

E−uk = j(j + 1)uk−1 − (j − k)(j − k − 1)uk−1

Αυτό δείχνει οτι ο W είναι και E−-αναλλοίωτος και άρα είναι και sl2(C)-αναλλοίωτος.
Επειδή η ξ είναι ανάγωγη ϐλέπουµε οτι W = V .

Παρατηρούµε τώρα οτι η {u0, ...um} είναι µια ϐάση του V . ΄Εχουµε ήδη δείξει οτι
E3uk = (j − k)uk, E+uk = uk+1 και E−uk = k(2j − k + 1)uk−1 και άρα αρκεί να δείξουµε
οτι 2j = m. Παρατηρούµε οτι Cum = E3(E3 − 1)um και άρα:

j(j + 1) = (j −m)(j −m − 1)

Η µοναδική ϑετική λυση αυτής της εξίσωσης ως προς m είναι m = 2j και άρα τα
E3, E−, E+ δρούν πάνω στη ϐάση µε τον τρόπο που ϑέλουµε.

�

Οπότε αν έχουµε µια ανάγωγη αναπαράσταση της sl2(C) από αυτό το ϑεώρηµα ξέρουµε
ακριβώς πως συµπεριφέρεται. Παρόλα αυτά ϑα ϑέλαµε να έχουµε και ένα τρόπο κατα-
σκευής των αναπαραστάσεων αυτών και ακριβώς αυτός είναι ο σκοπός µας τώρα. Για
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να µπορέσουµε να κατασκευάσουµε τις αναπαραστάσεις αυτές ϑα στραφούµε στην µη
συµπαγή οµάδα SL2(C). ΄Οπως έχουµε αναφέρει η άλγεβρα Lie αυτής της οµάδας είναι
η sl2(C). Επιπλέον αυτή η οµάδα είναι και απλά συνεκτική και συνεπώς οι ϑεωρίες
αναπαραστάσεων αυτών των δυο αντικειµένων είναι σχεδόν ίδιες. Λέµε σχεδόν γιατί η
SL2(C) δεν είναι συµπαγής και άρα ϑα έχει και απειροδιάστατες ανάγωγες µοναδιαίες
αναπαραστάσεις και δεν έχουµε µιλήσει (και ούτε ϑα πούµε) για αντίστοιχες απειροδι-
άστατες αναπαραστάσεις αλγεβρών Lie. Στις πεπερασµένες διαστάσεις όµως έχουµε µια
αντιστοιχία µεταξύ ανάγωγων αναπαραστάσεων αυτών των δυο αντικειµένων και όπως
ϑα δούµε µεταξύ των ανάγωγων αναπαραστάσεων της SU (2).

Θα κατασκευάσουµε λοιπόν µια συλλογή SL2(C)-αναπαραστάσεων πm για κάθε m ∈ N.
΄Εστω ο χώρος Pm ο χώρος όλων των οµογενών πολυωνύµων σε δυο µεταβλητές x, y
ϐαθµού m

2. Είναι εύκολο να δούµε οτι τα στοιχεία x
j
y
m−j µε j = 0,1, ..., m είναι

µια ϐάση του Pm και άρα έχουµε dim(Pm) = m + 1. Τώρα για f ∈ Pm και για

g =

(
a b

c d

)
∈ SL2(C) ορίζουµε :

(πm(g)f )(x, y) = f (
(
a b

c d

)T
·

(
x

y

)
) = f (ax + cy, bx + dy)

και κατά σύµβαση ϑέτουµε π0 να είναι η τετριµµένη αναπαράσταση. Γενικά είναι ϑέµα
απλών πράξεων να επαληθεύσουµε οτι η π είναι µια αναπαράσταση της SL2(C). Μιας
και SU (2) ⊂ SL2(C) η πm όταν περιοριστεί στο SU (2) ϑα είναι µια αναπαράσταση
της SU (2). Ακόµα από την συµπάγεια αυτής της οµάδας µπορούµε να ϐρούµε ένα
εσωτερικό γινόµενο στον Pm έτσι ώστε η πm να είναι µοναδιαία όταν περιοριστεί στην
SU (2).

Θα υπολογίσουµε τώρα την αντίστοιχη αναπαράσταση της sl2(C). Υπενθυµίζουµε οτι
αυτή ορίζεται µε τον παρακάτω τύπο:

dπm(ξ )F =
d

dt
π(exp(tξ ))F

Είναι προφανές οτι αρκεί να υπολογίσουµε τα dπm(L3), dπm(L+), dπm(L−). Παρατηρο-
ύµε οτι :

g+(t) = exp(tL+) =

(
1 t

0 1

)
g−(t) = exp(tL−) =

(
1 0
t 1

)
g3(t) = exp(tL3) =

(
e
− t2 0
0 e

t

2

)
Από αυτό και τον κανόνα της αλυσίδας ϐλέπουµε οτι για κάθε f ∈ Pm ϑα έχουµε:

dπm(L3)f =
1
2

(y
∂f

∂y
− x

∂f

∂x
)

dπm(L−)f = y
∂f

∂x

2Κατά σύµβαση ϑέτουµε P0 = C
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dπm(L+)f = x
∂f

∂y

Τώρα αν εφαρµόσουµε αυτές τις ταυτότητες στα στοιχεία της ϐάσης fj = x
j
y
m−j ϑα δούµε

οτι :
dπm(L3)fj =

1
2

(m − 2j)fj, dπm(L−)fj = jfj−1, dπm(L+)fj = (m − j)fj+1

Θεώρηµα. Κάθε ανάγωγη αναπαράσταση πεπερασµένης διάστασης της sls(C) είναι ισο-

δύναµη µε κάποια από τις dπm.

Απόδειξη. Από το προηγούµενο ϑεώρηµα αν ξ είναι µια ανάγωγη αναπαράσταση πε-
περαασµένης διάστασης της sl2(C) δρα σε ένα χώρο Vm διάστασης m + 1 και υπάρχει
µια ϐάση όπου οι σχέσεις που περιγράφονται πιο πάνω ισχύουν. Για m = 0 η πρόταση
είναι προφανής. Θα κατασκευάσουµε έναν αντιστρέψιµο τελεστή Am : Vm → Pm τέτοιο
ώστε Amξm(X ) = dπm(X )Am. Αν {u0, ..., um} είναι η προαναφερθείσα κατάλληλη ϐάση
του Vm και αν ορίσουµε τους αριθµούς γm

k
= m(m − 1)...(m − k + 1) µε γm0 = 1 τότε

µπορούµε να ορίσουµε τον αντιστρέψιµο τελεστή Am µέσω της δράσης του πάνω στην
{u0, ..., um} ως Amuk = γ

m

k
fk. Είναι εύκολο να δούµε οτι Amξm(X ) = dπm(X )Am (ακόµα

πιο απλά αρκεί να το επαληθεύσουµε στην περίπτωση X = L3, L
+
, L

+) και άρα η ξ είναι
ισοµορφική ως αναπαράσταση µε την dπm.

�

Τώρα που ϐρήκαµε όλες τις ανάγωγες αναπαραστάσεις της sl2(C) ϑα χρησιµοποιήσου-
µε το γεγονός οτι η sl2(C) είναι η µιγαδικοποίηση της su(2) για να πάρουµε όλες τις
ανάγωγες αναπαραστάσεις της οµάδας SU (2).

Θεώρηµα. Κάθε ανάγωγη αναπαράσταση της SU (2) είναι ισοµορφική µε την πm για

κάποιο m ∈ N.

Απόδειξη. ΄Εστω λοιπόν µια ανάγωγη αναπαράσταση ρ της SU (2) πάνω σε κάποιον χώρο
V . Ξέρουµε οτι η dρ είναι µια ανάγωγη αναπαράσταση της su(2) γιατί όπως αποδείξαµε
σε προηγούµενη ενότητα αν ένας G-αναλλοίωτος χώρος είναι και g-αναλλοίωτος χώρος
και αντίστροφα. Πιο γενικά επειδή:

sl2(C) = su(2) ⊕ i · su(2)

έχουµε οτι η dρ µπορεί να επεκταθεί µε µοναδικό τρόπο σε µια αναπαράσταση της
sl2(C) και µάλιστα είναι εύκολο να δούµε οτι αυτή η επέκταση πρέπει να είναι και α-
νάγωγη (αυτό γιατί sl2(C)-αναλλοίωτοι χώροι ϑα είναι και su(2)-αναλλοίωτοι χώροι). ΄Α-
ϱα ϑα υπάρχει ένας Tm : V → Pm γραµµικός και αντιστρέψιµος τελεστής µε Tmdρ(X )T−1

m
=

dπm(X ) για κάθε X ∈ sl2(C). Περιορίζοντας το X στο su(2) ϐλέπουµε οτι ϑα έχουµε
Tmρ(exp(X )) = πm(exp(X ))Tm. Επειδή η exp είναι επί (ή επειδή η exp είναι ένας το-
πικός ισοµορφισµός και µια συνεκτική οµάδα Lie παράγεται από µια περιοχή του e)
αυτό δείχνει οτι Tmρ(g) = πm(g)Tm για κάθε g ∈ SU (2) και άρα οι δυο αναπαραστάσεις
είναι ισοµορφικές.

�
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Τώρα πριν δούµε την σχέση αυτού του ϑεωρήµατος µε την ϑεωρία αναπαραστάσεων
της SO(3) ας υπολογίσουµε όλους τους χαρακτήρες και τα matrix coefficients των
αναπαραστάσεων αυτών.

Ξεκινάµε µε τους χαρακτήρες. Επειδή η SU (2) είναι συµπαγής οµάδα Lie από τα
αποτελέσµατα της προηγούµενης ενότητας ϑα έχει ένα µεγιστικό τόρο και µάλιστα αν
επιλέξουµε ένα τόρο κάθε στοιχείο της SU (2) ϑα είναι συζυγές µε ένα στοιχείο του
τόρου. Αυτό έχει σαν συνέπεια οτι αρκεί να υπολογίσουµε τους χαρακτήρες πάνω
από ένα µεγιστικό τόρο της SU (2) µιας και οι χαρακτήρες είναι αναλλοίωτοι υπο την
απεικόνιση g 7→ hgh

−1. Είναι εύκολο να δούµε οτι ένας µεγιστικός τόρος της SU (2)
είναι ο :

T = {g ∈ SU (2)|g =

(
z 0
0 z

−1

)
, z ∈ S1}

ή ισοδύναµα:

T = {g ∈ SU (2)|g = t(θ) =

(
e
iθ 0
0 e

−iθ

)
, θ ∈ [0,2π)}

Είναι ϕανερό οτι για j = 0,1, ..., m:

πm(t(θ))fj = e
i(2j−m)θ

fj

΄Αρα ϑα έχουµε xm(g) = tr(πm(g)) = tr(πm(t(θ))) =
∑
m

j=0 e
i(2j−m)θ και άρα:

xm(g) =
sin((m + 1)θ)

sinθ
, θ ∈ [0, π]

Τώρα ϑα ϐρούµε τα matrix coefficients των πm. Αν f ∈ Pm τότε ϑα υπάρχει µια F τέτοιο
ώστε f (x, y) = y

m
F ( x

y
). Είναι ϕανερό οτι f (z,1) = F (z) και οτι :

πm(
(
a b

c d

)
)F (z) = (bz + d)mF (

az + c

bz + d
)

για κάθε
(
a b

c d

)
∈ SL2(C). Τώρα αν zj = x

l−j όπου l = m

2 και j = −l,−l + 1, , ..., l − 1, l.

Τα matrix coefficients πm(g)j,k ορίζονται από την εξίσωση:

πm(g)zk =

l∑
j=−l

πm(g)j,kzj

Από την ϕόρµουλα Taylor µπορούµε να δούµε οτι :

πm(g)j,k =
1

(l − j)!
d
l−j

dzl−j
(bz + d)l+k(az + c)l−k |z=0

όπου
(
a b

c d

)
∈ SU (2). Θα κάνουµε τώρα µια αλλαγή µεταβλητής ϑέτοντας u = bz + d

και v = az + c. Αφού au − bv = 1 ϑέτοντας t = au και αλλάζοντας την παράγωγο
στην παραπάνω εξίσωση να είναι ως προς την µεταβλητή t µετά από κάποιες πράξεις
ϐλέπουµε οτι :

πm(
(
a b

c d

)
)j,k =

(−1)l−k

(l − j)!
a
−(j+k)

b
k−j d

l−j

dt l−j
t
l+k(1 − t)l−k |t=ab ⇒

77



πm(
(
a b

c d

)
)j,k =

(−1)l−k

(l − j)!
a
−(j+k)

b
k−j
P
l

j.k
(ab)

όπου P l
j.k

είναι τα λεγόµενα πολυώνυµα Jacobi. Ακόµα παρατηρούµε οτι οι χαρακτήρες
των αναπαραστάσεων αυτών είναι ουσιαστικά τα πολυώνυµα Chebyshev. Πιο συγκεκρι-
µένα xm(t(θ)) = Gm(cosθ) όπου Gm είναι το m−οστό πολυώνυµο Chebyshev. ΄Αρα δυο
πολύ σηµαντικές κατηγορίες ειδικών συναρτήσεων από την κλασσική ανάλυση εµφα-
νίζονται εδώ ως οι χαρακτήρες ή τα matrix coefficients ανάγωγων αναπαραστάσεων µιας
πολύ συγκεκριµένης οµάδας Lie. Αυτό είναι γενικό ϕαινόµενο. Μπορεί να δειχθεί οτι
οι περισσότερες ειδικές συναρτήσεις/πολυώνυµα µπορούν να ερµηνευτούν ως οι χαρα-
κτήρες ή τα matrix coefficients ανάγωγων αναπαραστάσεων των κλασσικών οµάδων Lie.
Μάλιστα πολλές γνωστές ταυτότητες µπορούν να δειχθούν µε πιο ΄φυσιολογικό τρόπο΄
µε αυτή την ερµηνεία χρηιµοποιώντας την δοµή της ϑεωρίας των αναπαραστάσεων. Για
περισσότερες πληροφορίες αναφέρουµε το [].

Τώρα γυρνάµε στην ϑεωρία των αναπαραστάεων της SU (2). Κάποιος ϑα µπορούσε να
αναρωτηθεί πως ϑα υποψιαζόµασταν να χρησιµοποιήσουµε την οµάδα SL2(C) και την
αντίστοιχη άλγεβρα sl2(C) για να µελετήσουµε την (πραγµατική) οµάδα SU (2). Η α-
πάντηση έρχεται µε το ακόλουθο απλό ϑεώρηµα που µερικές ϕορές αναφέρεται στην
ϐιβλιογραφία ως Weyl′s unitary trick:

Θεώρηµα. Οι ακόλουθες ”ϑεωρίες” αναπαραστάσεων είναι ισοδύναµες µε την έννοια οτι

κάθε αναπαράσταση ενός είδους οδηγεί σε µια αναπαράσταση ενός άλλου µε τέτοιο τρόπο

έτσι ώστε οι αντίστοιχες αναπαραστάσεις να έχουν τους ίδιους αναλλοίωτους υπόχωρους

και έτσι ώστε ισοδύναµες αναπαραστάσεις να οδηγούν σε ισοδύναµες αναπαραστάσεις :

1. Η ϑεωρία των οµαλών αναπαραστάσεων πεπερασµένης διάστασης της SL2(R).

2. Η ϑεωρία των οµαλών αναπαραστάσεων πεπερασµένης διάστασης της SU2.

3. Η ϑεωρία των ολόµορφων αναπαραστάσεων της SL2(C).

4. Η ϑεωρία των αναπαραστάσεων της sl2(R).

5. Η ϑεωρία των αναπαραστάσεων της su(2).

6. Η ϑεωρία των µιγαδικών (µε την έννοια οτι η αναπαράσταση είναι ως C−γραµµική

ως γραµµική συνάρτηση) αναπαραστάσεων της sl2(C).

Αυτό το αποτέλεσµα µπορεί να γραφτεί και πιο αυστηρά µε την γλώσσα της ϑεωρίας
των κατηγοριών. Συνοπτικά µιλώντας για κάθε οµάδα µπορούµε να ϕτιάξουµε µια
κατηγορία µε αντικείµενα τις αναπαραστάσεις της οµάδας και µορφισµούς µεταξύ των
αντικειµένων τους µορφιµούς που σέβονται τις αντίστοιχες δράσεις. Προφανώς το ίδιο
µπορούµε να κάνουµε και για αναπαστάσεις αλγεβρών. Τότε το παραπάνω ϑεώρηµα
µας λέει ουσιαστικά οτι οι κατηγορίες που κατασκευάζονται από τις οµάδες/άλγεβρες
που αναφέρονται στα 1)-6) είναι ισοδύναµες κατηγορίες.

Τώρα κοιτάµε την ϑεωρία αναπαραστάσεων της οµάδας SO(3). Ουσιαστικά έχουµε ϐρεί
ήδη όλες τις ανάγωγες αναπαραστάσεις τις απλά πρέπει να δικαιολογήσουµε µε λίγα
λόγια οτι όντως αυτές είναι όλες. Η οµάδα αυτή δεν είναι απλά συνεκτική και σαν συ-
νέπεια δεν αρκεί να κοιτάξουµε µόνο τις αναπαραστάσεις της άλγεβρας so(3) = su(2).
Μπορεί να δειχθεί όµως οτι υπάρχει ένας οµοµορφισµός οµάδων Lie από την SU (2) στην
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SO(3) ο οποίος είναι τοπικός διαφοροµορφιµός. Μάλιστα µπορεί να δειχθεί οτι ο οµο-
µορφιµός είναι επί και η αντίστροφη εικόνα κάθε στοιχείου του SO(3) περιέχει ακριβώς
δυο στοιχεία. Με άλλα λόγια η SU (2) είναι µια διπλή κάλυψη της SO(3). Με αυτό το
γεγονός µπορεί να δειχθεί οτι η SO(3) σχεδόν τις ίδιες ανάγωγες αναπαραστάσεις µε
την SU (2). Πιο συγκεκριµένα οι πm µε m άρτιο αποτελούν όλες τις ανάγωγες αναπα-
ϱαστάσεις της SO(3). Αυτές οι αναπαραστάσεις µπορούν να κατασκευαστούν και ως οι
δράσεις της SO(3) πάνω στο χώρο των οµογενών πολυωνύµων σε τρείς µεταβλητές.
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Κεφάλαιο 4

΄Αλγεβρες Lie

4.1 ΄Αλγεβρες Lie

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα εµβαθύνουµε στην µελέτη των αλγεβρών Lie. Ο σκοπός αυ-
τού του κεφαλαίου είναι να δειχθεί οτι κάθε άγεβρα Lie έχει µια µεγιστική αβελιανή
υποάλγεβρα. Αυτή η υποάλγεβρα ϑα µας ϐοηθήσει για να δείξουµε της ολοκληρωτική
ϕόρµουλα του Weyl. Ακόµα ϐοηθάει στην ανάλυση της δοµής µιας άλγεβρας Lie. Πιο
συγκεκριµένα ϑα επικεντρωθούµε στις ηµιαπλές άλγεβρες Lie. Αυτές είναι οι άλγεβρες
που υπόκεινται σε τεχνικές όπου τις ταξινοµούν πλήρως. Πιο συγκεκριµένα υπάρχουν
τρια είδη αλγεβρών Lie οι µηδενοδήναµες, οι επιλύσιµες και οι ηµιαπλές. Οι ηµιαπλές
άλγεβρες Lie είναι και οι µόνες για τις οποίες υπάρχει και µια ταξινόµηση. Για τις µη-
δενοδύναµες µπορεί να ¨δειχθεί¨ οτι δεν µπορούν να ταξινοµήθούν. Οπότε ουσιαστικά
οι ηµιαπλές άλγεβρες Lie είναι οι καλά συµπεριφερόµενες άλγεβρες Lie.

΄Ενα από τα πιο σηµαντικά αποτελέσµατα που ϑα χρησιµοποιήσουµε πολύ σε αυτό το
κεφάλαιο είναι η κανονική µορφή Jordan όπου ϑα την διατυπώσουµε σε ϐολική µορφή
πιο κάτω. Επειδή αυτή η µορφή δουλεύει όταν είµαστε σε ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα
στην αρχή ϑα επικεντωθούµε στις µιγαδικές άλγεβρες Lie. Αυτό δεν αποτελεί πολύ
µεγάλο πρόβληµα ακόµα και αν πολλές άλγεβρες Lie (που αντιστοιχούν σε οµάδες Lie)
είναι πραγµατικές. Για να εφαρµόσουµε την ϑεωρία που ϑα αναπτυχθεί για µιγαδικές
άλγεβρες Lie σε µια πραγµατική άλγεβρα Lie µπορούµε να την µιγαδικοποιήσουµε
(complexify) και να αναλύσουµε την αντίστοιχη µιγαδική άλγεβρα Lie. Μετά ϑα πρέπει
να αντιστρέψουµε την διαδικασία και να δούµε τι πληροφορία µπορούµε να πάρουµε
για την αρχική άλγεβρα. Θα δούµε αυτή την διαδιακασία για συµπαγείς άλγβερες Lie
(που µπορούµε να σκεφ΄τοµαστε οτι είναι οι άλγεβρες Lie που αντιστοιχούν σε συµπα-
γείς οµάδες Lie). Επειδή ετσι κι αλλιώς οι άλγεβρες Lie που µας ενδιαφέρουν είναι
πραγµατικές όταν ϑέλουµε να αποδείξουµε ένα ϑεώρηµα που ισχύει συγκεκριµένα για
µιγαδικές άλγεβρες Lie ϑα αναφέρουµε πάντα οτι ασχολούµαστε µε µιγαδικές άλγεβρες
Lie. ΄Οταν το αναφέρουµε (και λέµε απλά ¨άλγεβρες Lie) ϑα εννοούµε οτι δεν έχουµε
περιορισµούς πάνω στο σώµα (ϑα µπορούµε να είµαστε πάνω από το R ή το C)

Πρόταση. ΄Εστω Z ένας n × n µε µιγαδικά στοιχεία. Τότε υπάρχουν µοναδικοί πίνακες

S, N µε S ηµιαπλό και N µηδενοδήναµο όπου SN = NS και Z = S+N . Επιπλέον p(Z ) = S

για κάποιο πολυώνυµο µε p(0) = 0.
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Υπενθυµίζουµε οτι ένας ηµιαπλός πίνακας είναι απλά ένας διαγωνοποιήσιµος πίνκας
και ένας µηδενοδήναµος πίνακας M είναι τέτοιος ώστε Mk = 0 για κάποιο k ∈ N. Το
παραπάνω αποτέλεσµα είναι ένα κλασσικό αποτέλεσµα της γραµµικής άλγεβρας και γι΄
αυτό η απόδειξή του παραλείπεται.

Ακόµα έχουµε την ακόλουθη ορολογία :

Ορισµός. ΄Εστω g µια άλεβρα Lie και h µια υποάλγεβρα Lie της g. Τότε η h είναι ένα

ιδεώδες της g αν ∀Y ∈ g και ∀X ∈ h έχουµε [Y, X ] ∈ h. Μια άλγεβρα Lie λέγεται απλή

αν δεν είναι Αβελιανή και αν δεν περιέχει µη τετριµµένα ιδεώδη. Τέλος µια άλγεβρα Lie

λέγεται ηµιαπλή αν είναι το ευθύ άθροισµα απλών αλγεβρών Lie.

Ακόµα ένα δεύτερο σηµαντικό είδος αλγεβρών Lie είναι οι µηδενοδύναµες άλγεβρες Lie.
Αυτές είναι οι άλγεβρες Lie για τις οποίες για κάθε στοιχείο τους Χ έχουµε ad(X )k = 0
για κάποιο k. Με άλλα λόγια µια άλγεβρα Lie είναι µηδενοδύναµη αν και µόνο αν τα
ad(X ) είναι µηδενοδύναµα για κάθε X στην άλγεβρα.

Είναι έυκολο να δούµε το παρακάτω λήµµα:

Λήµµα. Αν g είναι µια ηµιαπλή άλγεβρα Lie τότε η ανάλυσή της σε απλές άλγεβρες Lie

είναι µοναδική modulo µια µετάθεση των όρων του αθροίσµατος.

Ακόµα έχουµε ένα αρκετά χρήσιµο κριτήριο που µας λέει πότε µια άλγεβρα Lie είναι
ηµιαπλή. Πρώτα ορίζουµε την ακόλουθη διγραµµική µορφή:

B(X, Y ) = tr(ad(X )ad(Y ))

Αυτή η διγραµµική µορφή είναι συµµετρική και λέγεται µορφή Killing. Είναι εξαιρε-
τικά σηµαντική στην ϑεωρία αλγεβρών Lie όπως ϑα δούµε και στην συνέχεια. Τέλος
υπενθυµίζουµε οτι µια διγραµµική µορφή λέγεται µη εκφυλισµένη αν το B(X, Y ) = 0,
∀X ∈ g συνεπάγεται οτι Y = 0.

Θεώρηµα. Μια άλγεβρα Lie g είναι ηµιαπλή αν και µόνο αν η µορφή Killing είναι µη

εκφυλισµένη.

Μια σηµαντική ιδιότητα της µορφής Killing είναι οτι είναι αναλλοίωτη κάτω από αυ-
τοµορφισµούς της g. Πράγµατι αν A είναι ένας αυτοµορφισµός της g τότε ϑα έχουµε
οτι B(A · X, A · Y ) = B(X, Y ). Αυτό ϕαίνεται εύκολα αν παρατηρήσουµε οτι ad(A ·
X ) = Aad(X )A−1. Με αυτή την παρατήρηση µπορούµε να δούµε οτι B(Y, [X, Z ]) =

−B([X, Y ], Z ). Γενικότερα αν D : g → g είναι µια γραµµική απεικόνιση πάνω στην
g τότε ϑα λέµε οτι είναι µια παραγώγιση αν ισχύει οτι D[X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ],
∀X, Y ∈ g. Τότε ϑα έχουµε οτι

B(DX, Y ) = −B(X,DY )

Προφανώς για κάθε X ∈ g η ad(X ) είναι µια παραγώγιση στην g. Το επόµενο λήµµα
µας λέει οτι όλες οι παραγωγίσεις πάνω στην g είναι αυτής της µορφής:
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Λήµµα. Αν D είναι µια παραγώγιση πάνω στην g τότε D = ad(X ) για κάποιο X ∈ g.

Απόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση f (Z ) = tr(D ◦ ad(Z )). Η f είναι ένα γραµµικό
συναρτησιακό πάνω στην g. Αφού η µορφή Killing, B είναι µη εκφυλισµένη ϑα υπάρχει
ένα X ∈ g τέτοιο ώστε f (Z ) = B(X, Z ). Με απλές αλγεβρικές πράξεις µπορούµε να δούµε
οτι για κάθε Z ∈ g: B(DY, Z ) = f ([Y, Z ]) = B(X, [Y, Z ]) = −B([Y, X ], Z ) = B([X, Y ], Z )
και άρα ϑα έχουµε DY = [X, Y ]⇒ D = ad(X ).

�

Ακόµα έχουµε την ακόλουθη χρήσιµη πρόταση:

Πρόταση. ΄Εστω g µια ηµιαπλή, µιγαδική άλγεβρα Lie και έστω X ∈ g. Ακόµα έστω

ad(X ) = S + N η ανάλυση του πίνακα ad(X ) σε ηµιαπλά και µηδενοδήναµα κοµµάτια.

Τότε υπάρχουν Xs, Xn ∈ g τέτοια ώστε ad(Xs) = S και ad(Xn) = N .

Απόδειξη. Για c ∈ C ορίζουµε τον χώρο

gc = {Z ∈ g|(ad(X ) − c · idg)kZ = 0, για κάποιο n ∈ N}

Από γενική γραµµική άλγεβρα οι χώροι αυτοί (όσοι δεν είναι οι µηδενικοί) είναι ¨ορ-
ϑογώνιοι¨ ανά δυο και παράγουν όλο τον χώρο. Ακόµα από την κατασκευή του S

παρατηρούµε οτι στον gc , 0 έχουµε S = c · idg. Ακόµα παρατηρούµε οτι [gd, gc] ⊆ gd+c.
Αυτό µπορούµε να το δούµε από την ταυτότητα:

(ad(X ) − (c + d) · idg)k[Z,W ] =
∑(

k

r

)
[(ad(X ) − c · idg)rZ, (ad(X ) − d · idg)k−rW ]

Αυτό δείχνει οτι η S είναι µια παραγώγιση στην g και άρα από το παραπάνω λήµµα
έχουµε οτι S = ad(Xs). Αυτό συνεπάγεται οτι N = ad(Xn) για κάποιο Xn.

�

Τώρα έχουµε όλα τα απαραίτητα αποτελέσµατα για να µιλησουµε για τις υποάλγεβρες
Cartan. Πρώτα όµως ϑέλουµε να εξηγήσουµε µια ακολουθία συλλογισµών για το πως
κάποιος ϑα κατέληγε να µελετήσει υποάλγεβρες Cartan. ΄Εστω λοιπόν g µια άλγεβρα
Lie και έστω X1, ..., Xn µια ϐάση αυτής της άλγεβρας. Τότε ϑα υπάρχουν σταθερές ck

ij
οι

οποίες λέγονται σταθερές δοµής έτσι ώστε να έχουµε:

[Xi , Xj] =

n∑
k=1

c
k

ij
Xk

Ουσιαστικά έχουµε εκφράσει το [Xi , Xj] στην αρχική µας ϐάση. Είναι εύκολο να πει-
στούµε οτι κάθε ερώτηση που µπορούµε να διατυπώσουµε για τις άλγεβρες Lie µπορεί
να διατυπωθεί χρησιµοποιώντας τις σταθερές δοµής ως προς µια ϐάση. Για παράδειγ-
µα δυο άλγεβρες Lie είναι ισοµορφικές αν και µόνο αν δέχονται ϐάσεις που ορίζουν
ίδιες σταθερές δοµής. ΄Αρα αν ϑέλουµε να µελετήσουµε συστηµατικά την δοµή µιας
άλγεβρας Lie µπορούµε να κάνουµε µια έξυπνη επιλογή ϐάσης που να µας απλοποιεί
πολύ τις ποσότητες [Xi , Xj]. Πως µπορούµε να το κάνουµε αυτό όµως. Θα µπορούσαµε
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να επιλέξουµε µερικά Xi , Xj έτσι ώστε να έχουµε [Xi , Xj] = 0. Ακόµα για να απλοποι-
ήσουµε ακόµα περισσότερο την Ϲωή µας ϑα µπορούσαµε να επιλέξουµε τέτοια Xi έτσι
ώστε η ad(Xi) = [Xi ,−] να είναι µια ηµιαπλά απεικόνιση. Αυτά τα στοιχεία µε αυτές
τις ιδιότητες ϑα παράγουν µια υποάλγεβρα Lie. Τότε για να είµαστε και πιο αποδοτικοί
µπορούµε να επιλέξουµε µια µεγιστική υποάλγεβρα µε αυτές τις ιδιότητες. Αυτές οι
άλγεβρες είναι οι άλγεβρες Cartan:

Ορισµός. ΄Εστω µια ηµιαπλή µιγαδική άλγεβρα Lie g. Μια υποάλγεβρα h ⊆ g λέγεται

υποάλγεβρα Cartan αν είναι µια µεγιστική αβελιανή υποάλγεβρα έτσι ώστε η ad(X ) να

είναι ηµιαπλή για κάθε X ∈ h.

Ο σκοπός µας είναι ϕυσικά να δείξουµε οτι οι υποάλγεβρες Cartan υπάρχουν. Κατά την
απόδειξη ϑα χρησιµοποιήσουµε µε ουσιαστικό τρόπο το γεγονός οτι η g είναι ηµιαπλή
και αυτός είναι και ο λόγος που επικεντωνόµαστε σε αυτού του είδους άλγεβρες.

Πρώτα ϑα χρειαστούµε λίγη ορολογία. Παρατηρούµε οτι υπάρχουν ¨πολυωνιµικές¨
συναρτήσεις πάνω στην g, Dk τέτοιες ώστε να έχουµε:

det(ad(X ) − t · idg) =
∑

t
k
Dk(X )

Προφανώς δεν ϑα είναι όλες οι Dk ταυτοτικά ίσες µε το µηδέν. ΄Εστω λοιπόν m ο
µικρότερος ακέραιος τέτοιος ώστε Dm να µην είναι ταυτοτικά ίσο µε το µηδέν. Τώρα
για ένα X ∈ g λέµε οτι το X είναι ένα κανονικό στοιχείο της g αν και µόνο αν D(X )m ,
0.

Ακόµα για κάθε X ∈ g ορίζουµε τον χώρο:

g
X = {Y ∈ g|ad(X )kY = 0για κάποιο k ∈ N}

Με αυτό τον χώρο µπορούµε να δούµε την έννοια του κανονικού στοιχείου λίγο διαφο-
ϱετικά. Αν X ∈ g τότε κατά τα γνωστά ϑα έχουµε:

g = gX ⊕i g(X, ai)

όπου ϕυσικά ϑα έχουµε g(X, ai) = {Z |(ad(X ) − ai · idg)k = 0για κάποιο k ∈ N} µε ai ∈ C.
Τότε ένα στοιχείο X είναι κανονικό αν και µόνο αν

dimg
X = min{dimgY |Y ∈ g}

΄Εχουµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα. ΄Εστω g µια ηµιαπλή, µιγαδική άλεβρα Lie και έστω X ένα κανονικό στοιχείο

της g. Τότε η άλγεβρα gX είναι µηδενοδύναµη άλγεβρα Lie.

Απόδειξη. Θεωρούµε την ανάλυση ad(X ) = ad(Xs)+ad(Xn) όπως στο παραπάνω λήµµα.
Τότε ϑα έχουµε g = g0 ⊕i gai όπου ϕυσικά g0 είναι ο ιδιόχωρος της µηδενικής ιδιοτιµής
του ad(Xs) και gai είναι ο ιδιόχωρος της ιδιοτιµής ai του ad(Xs). Είναι έυκολο να δούµε
οτι ϑα έχουµε g0 = gX . ΄Εστω τώρα οτι g′ = ⊕igai . Τότε έιναι προφανές οτι η ad(Xs) είναι
αντιστρέψιµη στο g′. Αν τώρα Z ∈ gX τότε η ad(Z ) αντιµετατίθεται µε την ad(Xs) και
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άρα ϑα έχουµε ad(Z )(g′) ⊆ g′. Τώρα το σύνολο των Z ∈ gX για τα οποία η ad(Z )|g′ είναι
1-1 είναι δίαφορο του κενού και πιο συγκεκριµένα είναι πυκνό στην gX . Επειδή τώρα
το X είναι κανονικό γι αυτό το πυκνό σύνολο ϑα πρέπει να έχουµε οτι ad(Z )mU = 0
για κάθε U ∈ gX και για Ζ σε αυτό το πυκνό σύνολο. Από αυτό πέρνουµε οτι η gX είναι
µηδενοδύναµη.

�

Τώρα µπορούµε να δείξουµε το ϐασικό µας ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. Αν X είναι ένα κανονικό στοιχείο της ηµιαπλής, µιγαδικής άλγεβρας Lie g

τότε η gX είναι µια υποάλγεβρα Cartan της g.

Απόδειξη. ΄Οπως και στο προηγούµενο λήµµα έστω οτι g = g0⊕igai όπου ϕυσικά g0 = gX .
Θα δείξουµε οτι αν ai , −aj τότε B(gai , gaj) = (0). Πράγµατι αν Z ∈ gai και U ∈ gaj τότε
από τα προηγούµενα έχουµε οτι ad(Z )ad(U )(gak ) ⊆ gai+aj+ak . Αυτό συνεπάγεται οτι
tr(ad(Z )ad(U ) = 0 και άρα οι χώροι gai και gaj είναι όντως B−ορθογώνιοι. Αυτό δείχνει
πιο συγκεκριµένα οτι η µορφή Killing B είναι µη εκφυλισµένη στον χώρο gX . Ακόµα
αφού η gX είναι µηδενοδύναµη από το ϑεώρηµα του Engels ϑα έχουµε οτι ϑα υπάρχει
µια ϐάση της gX τέτοια ώστε κάθε ad(Z ) µε Z ∈ gX να είναι άνω τριγωνικός πίνακας.
΄Αρα αν έχουµε οτι Z ∈ [gX , gX ] τότε η ad(Z ) ϑα είναι άνω τριγωνικός πίνακας µε µηδέν
πάνω στην διαγώνιο. Αυτό συνεπάγεται οτι για κάθε W ∈ gX ϑα έχουµε οτι B(Z,W ) = 0
και αφού η B είναι µη εκφυλισµένη ϑα έχουµε οτι Z = 0. Αυτό ϕυσικά δείχνει οτι η
gX είναι αβελιανή. Από τον ορισµό αυτής της άλγεβρας είναι προφανές οτι είναι και
µεγιστική.

Θα δείξουµε τώρα οτι το ad(Z ) είναι ηµιαπλό. Αν έχουµε ad(Z ) = ad(Zs) + ad(Zn)
όπως σε προηγούµενο λήµµα τότε αρκεί να δείξουµε οτι ad(Zn) = 0. Παρατηρούµε οτι
[Z, Xs] = 0. Αυτό συνεπάγεταται οτι Zs, Zn ∈ gX . Μάλιστα ϑα έχουµε οτι το ad(Zn) ϑα
είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας µε µηδέν στη διαγώνιο και άρα ad(Zn) = 0.

�

Τώρα αν g είναι µια ηµιαπλή, µιγαδική άλγεβρα Lie και h µια υποάλγεβρα Cartan τότε
οι τελεστές ad(X ) µε X ∈ h έχουν µια από κοινού διαγωνοποίηση. Αυτό σηµαίνει οτι
έχουν ακριβώς τα ίδια ιδιοδιανύσµατα. ΄Αρα αν X είναι ένα τέτοιο ιδιοδιάνυσµα τότε ϑα
υπάρχει ένα λ ∈ h∗ τέτοιο ώστε :

ad(H)X = λ(H)X,∀H ∈ h

Πιο γενικά µπορούµε να ορίσουµε τους χώρους :

gλ = {X ∈ g|ad(H)X = λ(H)X,∀H ∈ h}

Και ϑέτουµε ακόµα:
∆ = {λ ∈ h∗|λ , 0 και gλ , (0)}

Ο χώρος αυτός αυτός λέγεται χώρος ϱιζών (root space) της g ως προς την h. Θέλουµε να
αναλύσουµε τις ιδιότητες αυτών των αντικειµένων. Πρώτα έχουµε το ακόλουθο λήµµα:
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Λήµµα. Για κάθε λ ∈ ∆ έχουµε B(h, gλ) = (0). Πιο γενικά όταν α , −� έχουµε

B(gα, g�) = (0). Ακόµα αν α ∈ ∆ τότε −α ∈ ∆.

Απόδειξη. Αν X ∈ gα και Y ∈ g� τότε για κάθεH ∈ h έχουµε B(ad(H)X, Y ) = α(H)B(X, Y )
και B(X, ad(H)Y ) = �(H)B(X, Y ). Επειδή η µορφή Killing είναι ad−αναλλοίωτη για την
παραγώγιση ad πάνω στην g ϑα έχουµε οτι α(H)B(X, Y ) = −�(H)B(X, Y ). ΄Αρα αν
α , −� έχουµε B(X, Y ) = 0. Το δεύτερο σκέλος είναι προφανές.

�

Παρατηρούµε οτι αφού η g είναι ηµιαπλή ϑα έχουµε οτι η µορφή Killing B ϑα είναι µη
εκφυλισµένη. Πιο συγκεκριµένα έχουµε δείξει οτι η µορφή Killing είναι µη εκφυλι-
σµένη στην h και άρα για κάθε α ∈ ∆ ϑα υπάρχει έναHα ∈ h τέτοιο ώστε α(H) = B(H,Hα).
΄Εχουµε τώρα το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα. Αν X ∈ gα και Y ∈ g−α τότε ϑα έχουµε [X, Y ] = B(X, Y )Hα.

Απόδειξη. Παρατηρούµε οτι έχουµε [gα, g�] ⊆ gα+�. ΄Αρα έχουµε οτι [X, Y ] ∈ h. Για
H ∈ h ϑα έχουµε B([X, Y ], H) = α(H)B(X, Y ) και άρα έχουµε [X, Y ] = B(X, Y )Hα.

�

Το παραπάνω λήµµα µας λέει οτι η µορφή Killing επάγει µια µη εκφυλισµένη δι-
γραµµική µορφή πάνω στην gα × g−α. Θα δούµε την σηµαντική εφαρµογή αυτής της
παρατήρησης µετά το παρακάτω, ϐασικό, ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. Αν g είναι µια ηµιαπλή άλγεβρα Lie και h µια υποάλγεβρα Cartan. Τότε

έχουµε :

1. Αν α ∈ ∆ τότε dimgα = 1.

2. ΄Εστω ο χώρος hR = ⊕α∈∆RHα. Τότε ο hR παράγει τον (µιγαδικό) διανυσµατικό χώρο

h. Ακόµα η µορφή Killing είναι πραγµατική και ϑετικά ορισµένη διγραµµική µορφή

στην hR και h = hR ⊕ i · hR (i =
√
−1).

3. Αν α, � ∈ ∆ τότε 2 �(Hα)
α(Hα) = −s− r όπου s, r ∈ Z είναι τέτοια ώστε � + (r − 1)α, � + (s+

1)α < ∆ αλλά � + tα ∈ ∆ για κάθε ακέραιο r ≤ t ≤ s.

4. Αν έχουµε οτι Xα ∈ gα, X−α ∈ g−α και X� ∈ g� τότε έχουµε

[X−α, [Xα, X�]] =
s(1 − r)

2
α(Hα)B(Xα, X−α)X�

5. Αν α + � , 0, µε α, � ∈ ∆ τότε [gα, g�] = gα+�.

6. Αν α ∈ ∆ τότε οι µόνες ϱίζες που είναι παράλληλες ως προς το α είναι τα α,0,−α.

Για την απόδειξη ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να κοιτάξει το [] ή το []. Η
απόδειξη είναι αρκετά απλή αλλά µακροσκελής και ο σκοπός είναι να δώσουµε µια
γενική ιδέα των ιδιοτήτων και της χρησιµότητας των συστηµάτων ϱιζών.
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Μπορούµε να επιλέξουµε µια ϐάση για κάθε gα. Από το παραπάνω ϑεώρηµα αρκεί
να επιλέξουµε ένα µη µηδενικό στοιχείο Eα ∈ gα. ΄Οπως αναφέραµε το όλο σκεπτικό
είναι να κάνουµε µια έξυπνη επιλογή ϐάσης. Μπορούµε να επιλέξουµε Eα ∈ gα και
E−α ∈ g−α τέτοιο ώστε να έχουµε B(Eα, E−α) = 1. Με αυτή την επιλογή ϑα έχουµε
οτι [Eα, E−α] = Hα. Πιο γενικά ϑα έχουµε οτι [Eα, E�] = Nα,�Eα+� όταν α + � ∈ ∆ και
[Eα, E�] = 0 αν α + � , 0 και α + � < ∆. Τώρα αν πάρουµε ένα υποσύνολο S ⊆ ∆

και πάρουµε το σύνολο S̄ ⊆ ∆ το οποίο αποτελείται από τις ϱίζες της µορφής ±α και
±(α + �) όπου α, � ∈ S τότε ϑα πάρουµε µε ανάλογο τρόπο σταθερές Nα,� µε α + � ∈ S̄.
΄Ετσι ϑα πάρουµε µια ϐάση η οποία από την κατασκευή της ϑα έχει αρκετά απλές στα-
ϑερές δοµής δεδοµένου οτι γνωρίζουµε το σύστηµα ϱιζών ∆. Για την ακρίβεια έχουµε
το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. ΄Εστω g και g1 δυο ηµιαπλές, µιγαδικές άλγβερες Lie και h, h1 οι υποάλγεβρες

Cartan των g και g1. Ακόµα ας ϑεωρήσουµε τα αντίστοιχα συστήµατα ϱιζών ∆, ∆1 και

τους χώρους hR = ⊕α∈∆RHα και (h1)R = ⊕α∈∆1RH
1
α
. Τότε τα ∆, ∆1 µπορούν να ϑεωρηθούν

ως υποσύνολα των h∗R και (h1)∗R (οι δυϊκοί χώροι αυτών των πραγµατικών διανυσµατικών

χώρων). Αν τώρα φ είναι µια R−γραµµική, 1-1 απεικόνιση από το hR στην (h1)R τέτοια

ώστε η συζυγής απεικόνιση να στέλνει το ∆ στο ∆1 τότε υπάρχει µοναδική επέκταση φ̄ της

φ έτσι ώστε η φ̄ : g→ g1 να είναι ένας ισοµορφιµός αλγεβρών Lie.

Οπότε ουσιαστικά το σύστηµα των ϱιζών καθορίζει µονοσήµαντα την άλγεβρα Lie. Αν
λοιπόν ϑέλουµε να ταξινοµήσουµε τις (απλές) άλγεβρες Lie τότε ένα τρόπος είναι να
µελετήσουµε και να ταξινοµήσουµε τα συστήµατα ϱιζών τους. Η µελέτη των συτηµάτων
ϱιζών είναι αρκετά πολύπλοκη και αναπτυγµένη και απλά αναφέρουµε οτι αυτή η
δουλειά/ταξινόµηση έχει γίνει.

4.2 Εφαρµοφή στη ϑεωρία αναπαραστάσεων

Τώρα ϑα δούµε την σχέση της ϑεωρίας που αναπτύχθηκε πιο πάνω µε την ϑεωρία α-
ναπαραστάσεων των οµάδων Lie. Θα υποθέσουµε οτι έχουµε µια συµπαγή οµάδα Lie
G µε αντίστοιχη άλγεβρα Lie g η οποία είναι εφοδιασµένη µε ένα Ad-αναλλοίωτο ε-
σωτερικό γινόµενο. Από δυϊκότητα ϑα έχουµε και ένα εσωετρικό γινόµενο στο g∗ και
ϑα χρησιµοποιούµε το ίδιο σύµβολο γι αυτά. Αν ϑέλουµε να ϐρούµε όλες τις ανάγωγες
αναπαραστάσεις της G τότε από το ϑεώρηµα Peter-Weyl µπορούµε να επικεντρωθούµε
στην περίπτωση αναπαραστάσεων πεπερασµένης διάστασης. ΄Εστω λοιπόν µια οµαλή
αναπαράσταση π της G πάνω στον χώρο V µε dim(V ) ≥ 0. Υπευθυµίζουµε οτι αυτό
σηµαίνει οτι η απεικόνιση (g, v) → π(g)v είναι οµαλή. Ακόµα χωρίς ϐλάβη της γενι-
κότητας µπορούµε να υποθέσουµε οτι η αναπαράσταση αυτή είναι µοναδιαία ως προς
κάποιο κατάλληλο εσωτερικό γινόµενο. Αφού π : G → GL(V ) και αφού η GL(V ) είναι
οµάδα Lie ϑα έχουµε κατά τα γνωστά µια αντίστοιχη αναπαράσταση dπ : g → gl(V ).
Αυτή η αναπαράσταση ορίζεται από την παρακάτω εξίσωση:

dπ(ξ )v =
d

dt
π(exp(tξ ))v|t=0

Μπορούµε εύκολα να δούµε οτι αν η π είναι µοναδιαία τότε για κάθε ξ ∈ g ο πίνακας
dπ(ξ ) είναι αντισυµµετρικός. ΄Αρα ϑα έχουµε οτι οι ιδιοτιµές του πίνακα ϑα είναι
γνησίως ϕανταστικές. Αν τώρα πάρουµε µια µεγιστική αβελιανή άλγεβρα της g έστω την
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h τότε κατά τα γνωστά οι πίνακες dπ(ξ ) µε ξ ∈ h ϑα διαγωνοποιούνται ταυτόχρονα και
άρα ϑα υπάρχει ένας αντιστρέψιµος πίνακας Q τέτοιος ώστε :

Qdπ(ξ )Q−1 = diag(iλ1(ξ ), iλ2(ξ ), ..., iλn(ξ ))

όπου n = dimπ και όπου τα λj ∈ h
∗ είναι (πραγµατικά) συναρτησιακά. Τα διαφορε-

τικά λ όνοµάζονται ϐάρη (weights) της αντίστοιχης αναπαράστασης. Ανάλογα µε την
περίπτωση των ϱιζών όταν λ είναι ένα ϐάρος τότε ορίζουµε τον χώρο:

Vλ = {X ∈ V |dπ(ξ )X = iλ(ξ )X∀ξ ∈ h}

Μπορούµε να δούµε οτι V = ⊕Vλ. Παρατηρούµε ακόµα οτι το σύστηµα ϱιζών µιας
οµάδας Lie είναι ουσιαστικά τα ϐάρη που αντιστοιχούν στην adjoint αναπαράσταση.
Πιο ειδικά υπάρχει µια στενή σχέση ανάµεσα στα ϐάρη µιας αναπαράστασης και στο
σύστηµα ϱιζών :

Θεώρηµα. Αν π είναι µια αναπαράσταση της οµάδας Lie G, λ είναι ένα ϐάρος της α-

ναπαράστασης και α είναι µια ϱίζα της g τότε είτε λ+α = 0 ή το λ+α είναι ένα ϐάρος της π.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι αρκετά απλή. Αν v ∈ Vλ και Y ∈ gα τοτε για κάθε ξ ∈ h ϑα
έχουµε οτι :

dπ(ξ )dπ(Y )v = dπ(Y )dπ(H)v + dπ([ξ, Y ])v →

dπ(ξ )dπ(Y )v = i(λ(ξ ) + α(ξ ))dπ(Y )v

΄Αρα είτε λ + α = 0 ή λ + α είναι ένα ϐάρος της π.
�

Τώρα αν έχουµε µια αναπαράσταση ρ τότε µπορούµε να πάρουµε µια διαφορετική
περιγραφή για τα αντίστοιχα ϐάρη. ΄Εστω το σύνολο:

I = {X ∈ h| exp(2πX ) = e}

Μπορεί να δειχθεί οτι αυτό το σύνολο είναι ένα δικτυωτό (lattice) της h. Αυτό σηµαίνει οτι
είναι µια προσθετική υποοµάδα της h, παράγει την h ως διανυσµατικό χώρο και υπάρχει
µια περιοχή V ⊂ h του 0 έτσι ώστε να έχουµε V ∩ I = {0}. Η σηµαντική ιδιότητα των
δικτυωτών είναι οτι µπορούµε να ϐρούµε ένα σύνολο {v1, ..., vd} ⊂ t τέτοιο ώστε κάθε
στοιχείο του δικτυώτου να εκφράζεται ως l =

∑
d

i=1 nivi όπου ni ∈ Z. Κάθε στοιχείο
δηλαδή του δικτυωτού µπορεί να αναπαρασταθεί από µια πεπερασµένη ακολουθία
ακεραίων. Αν ορίσουµε τώρα το δυϊκό δικτυωτό :

I∗ = {λ ∈ h∗| λ(X ) ∈ Z ∀X ∈ I}

ϑα έχουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. Αν G είναι µια συµπαγής, συνεκτική, οµάδα Lie, ρ είναι µια αναπαράσταση

πεπερασµένης διάστασης της G και λ είναι ένα ϐάρος της ρ τότε λ ∈ I∗.
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Απόδειξη. ΄Εστω X ∈ I. Τότε ϑα έχουµε ρ(exp(2πX )) = id. Αυτό συνεπάγεται οτι
exp(2πdρ(X )) = id. ΄Αρα ϑα έχουµε:

exp(2πQdρ(X )Q−1) = Qexp(2πdρ(X ))Q−1 = id ⇒

exp(2πi · diag(λ1(X ), ..., λdim(ρ)(X ))) = id

Αυτό συνεπάγεται οτι λi(X ) ∈ Z και άρα λi ∈ I∗.
�

Τώρα γυρνάµε στο σύστηµα ϱιζών µιας οµάδας Lie και ϑα δούµε πως µπορούµε να δο-
ύµε την οµάδαWeyl και την ολοκληρωτική ϕόρµουλα τουWeyl µε ένα λίγο διαφορετικό
τρόπο. ΄Εστω ∆ ένα σύστηµα ϱιζών µιας ηµιαπλής άλγεβρας Lie g. Τότε µπορούµε να
πάρουµε ένα στοιχείο v ∈ h έτσι ώστε :

∆ ∩ {α ∈ h∗| α(v) = 0} = ∅

Γεωµετρικά αυτό σηµαίνει οτι πέρνουµε ένα υπερεπίπεδο στο h∗ έτσι ώστε να µην πε-
ϱιέχει καµία από τις ϱίζες. Κατά συνέπεια κάποιες ϱίζες ϑα ϐρίκονταο ”πάνω” από το
υπερεπίπεδο και κάποιες κάτω από αυτό. Πιο συγκεκριµένα το επίπεδο αυτό διαχωρίζει
το ∆ στα σύνολα:

∆+ = {α ∈ ∆| α(v) > 0} και

∆− = {α ∈ ∆| α(v) < 0}

Θα έχουµε ∆ = ∆+∪∆−. Τα στοιχεία του συνόλου ∆+ λέγονται ϑετικές ϱίζες και αντίστοι-
χα στοιχεία του ∆− λέγονται αρνητικές ϱίζες. Μπορούµε τώρα να ϐρούµε ένα σύνολο
∆0 ⊂ ∆+ το ϑα αποτελεί µια ϐάση του h∗ και έτσι ώστε κάθε άλλη ϱίζα να εκφράζεται ώς
γραµµικός συνδυασµός στοιχείων του ∆0 µε ακέραιους συντελεστές. Τα στοιχεία του
∆0 λέγονται απλές/θεµελειώδεις ϱίζες. Αυτό το σύνολο έχει ϐασικό ϱόλο στην απόδειξη
στην παρακάτω σηµαντική πρόταση που αναφέρεατι στην ϐιβλιογραφία ως το ϑεώρηµα
του µεγιστικού ϐάρους.

Θεώρηµα. ΄Εστω π µια ανάγωγη αναπαράσταση της οµάδας Lie G. Τότε υπάρχει ένα

ϐάρος λ τέτοιο ώστε κάθε άλλο ϐάρος της π είναι της µορφής :

µ = λ −
∑
α∈∆0

nαα

όπου nα είναι ένας ϑετικός ακέραιος. Επιπλέον υπάρχει τουλάχιστον ένα nα διάφορο του

µηδενός.

Απόδειξη. Θα σκιαγραφήσουµε την απόδειξη αυτού του ϑεωρήµατος. Για περισσότερες
λεπτοµέρειες ϐλέπε τα [] και []. Επιλέγουµε το ϐάρος λ µε την µεγαλύτερη νόρµα
(που επάγεται από ένα συγκεκριµένο εσωτερικό γινόµενο) µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε
(λ|α) ≥ 0 για κάθε α ∈ ∆0. ΄Εστω τώρα µ ∈ h∗. Ας υποθέσουµε οτι το µ έχει την µορφή
λ +

∑
α∈∆0 nαα µε nα ≥ 0 και ακόµα οτι υπάρχει τουλάχιστον ένα nα > 0. Τότε έχουµε:

||µ||2 = ||λ||2 + 2
∑
α∈∆0

nα(λ|α) + ||
∑
α∈∆0

nαα||
2
> ||λ||2
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που συνεπάγεται οτι το µ δεν είναι ϐάρος της π.

Τώρα έστω v ∈ Vλ. Τώρα µπορούµε να επεκτείνουµε την αναπαράσταση dπ σε µια
ανάγωγη αναπαράσταση της άλγεβραςU(g). Ο υπόχωροςU(g)v είναι προφανώςU(g)-
αναλλοίωτος και άρα ϑα έχουµε V = U(g) όπου ο V είναι ο χώρος στον οποίο η G δρά.
Από το ϑεώρηµα Poincare-Birkhoff -Witt µπορεί να δειχθεί οτι η ϐάση της U(g) αποτε-
λείται από στοιχεία της µορφής Em1

−α1
E
m2
−α2
...E

mk

−αk
H
n1
1 H

n2
2 ...H

nr
r E

p1
α1E

p2
α2 ...E

pk

αk
όπου H1, ..., Hr

είναι µια ϐάση της h. Τότε η δράση του Ep1
α1E

p2
α2 ...E

pk

αk
πάνω στο v ∈ Vλ(= ο ιδιόχωρος του

λ) ϑα µας µας δώσει την ιδιοτιµή λ+
∑
k

j=1 pjαj. Πιο αυστηρά ϑα έχουµε για κάθε H ∈ h:

dπ(H)dπ(Ep1
α1
E
p2
α2
...E

pk

αk
)v = i(λ(H) +

k∑
j=1

pjαj(H))v

άλλα όπως είδαµε το λ +
∑
k

j=1 pjαj δεν µπορεί να είναι ϐάρος της π. Επειδή τώρα η
δράση του Hn1

1 H
n2
2 ...H

nr
r αφήνει το Vλ αναλλοίωτο ϐλέπουµε τελίκα οτι το ”τελευταίο”

κοµµάτι της ϐάσης ϑα µας δίνει :

dπ(H)dπ(Em1
−α1
E
m2
−α2
...E

mk

−αk
)v = i(λ(H) −

k∑
j=1

mjαj(H))v

Αφού όπως είπαµε V = U(g)v αυτό συνεπάγεται οτι τα ϐάρη της π πρέπει να έχουν την
µορφή που είπαµε.

�

Τώρα σχετικά µε το λ που ορίσαµε στην παραπάνω πρόταση. Αυτό το ϐάρος λέγεται
µεγιστικό ϐάρος της αναπαράστασης και µπορεί να δειχθεί οτι dim(Vλ) = 1. Είναι
έυκολο να δούµε οτι τα ϐάρη είναι αναλλοίωτα υπό µορφισµούς αναπαραστάσεων και
ως συνέπεια µπορούµε να ταυτίσουµε το Ĝ µε τον χώρο όλων των µεγιστικών ϐαρών
όλων των ανάγωγων αναπαραστάσεων της G. Αν και αυτό δεν ϕαίνεται να λεέι πολ-
λά το σηµατνικό είναι οτι από τη δοµή των ϐαρών µιας αναπαράστασης (σχηµατίζουν
µια lattice) µπορούµε να αναπραστίσουµε κάθε στοιχείο του Ĝ µε µια πεπεαραµένη
ακολουθία ακεράιων.

Με αυτά τα νέα αντικείµενα µπορούµε να δούµε και την οµάδαWeyl µε ένα διαφορετικό
τρόπο. Ας ϑεωρήσουµε ένα τόρο T της ηµιαπλής οµάδας G και την αντίστοιχη οµάδα
Weyl W = N(T )/T . Τότε µπορούµε να δούµε οτι η W δρά πάνω στο σύστηµα ϱιζών
της G. Πράγµατι όπως είχαµε πει και στο κεφάλαιο [] για κάθε w ∈ W της µορφής
w = nT για κάποιο n ∈ N(T ) τότε το στοιχείο ntn−1 εξαρτάται µόνο από το w και άρα
η απεικόνιση t 7→ w · t := ntn

−1 είναι καλά ορισµένη. Συνήθως απεικονίζουµε την
απεικόνιση αυτή ως w(t) = wtw

−1 := ntn
−1. Μπορούµε τώρα να σηκώσουµε την δράση

αυτή στην άλγεβρα h µέσω της απεικόνισης exp η οποία είναι επί του T . Με άλλα λόγια
ορίζουµε το w(X ) από την εξίσωση w(exp(X )) = exp(w(X )). Μπορεί να δειχθεί οτι αυτή
η δράση είναι καλά ορισµένη. Μάλιστα µπορούµε να µεταφέρουµε αυτή την δράση στο
h∗ µε τον προφανή τόπο: w(α)(X ) = α(w(X )). Κατά συνέπεια η οµάδα Weyl δρά πάνω
σύστηµα ϱιζών της G. Μπορεί να δειχθεί οτι η δράση αυτή στέλνει ϱίζες σε ϱίζες. Για
την ακρίβεια αν ϑεωρήσουµε την οµάδα που παράγεται από τις απεικονίσεις :

sα(�) = � − 2
(α, �)
(α, α)

α
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τότε αυτή η οµάδα ϑα είναι ισοµορφική µε την W . Για την ακρίβεια η δράση της W
πάνω στις ϱίζες ϑα είναι η ίδια µε την δράση αυτής της οµάδας.

Μια άλλη σηµαντική έννοια είναι αυτή τωνWeyl chambers. Αυτά τα αντικείµενα έχουν
ένα πολύ απλό γεωµετρικό ορισµό: Αν ϑεωρήσουµε τα υπερεπίπεδα:

Yα = {� ∈ h∗| (α, �) = 0}

τότε ϑα έχουµε το σύνολο h−∪α∈∆Yα. Αυτό το σύνολο είναι η ξένη ένωση κυρτών ανοικτών
συνόλων και τα συνεκτικά του κοµµάτια λέγονταιWeyl chambers και µπορεί να δειχθεί
οτι η οµάδα Weyl µεταθέτει αυτά τα κοµµάτια. Αν πάρουµε τώρα την κλειστότητα
ενός συγκεκριµένου Weyl chamber τότε ϑα λέµε κάθε ϐάρος που ανήκει σε αυτό το
σύνολο κυρίαρχο ϐάρος και τον αντίστοιχο Weyl chamber κυρίαρχο Weyl chamber.
Η επιλογή αυτή δεν είναι και τόσο αυθαίρετη όπως ϕαίνεται µιας και όπως είπαµε η
οµάδα Weyl µεταθέτει τους Weyl chambers. Μπορεί να δειχθεί οτι για κάθε κυρίαρχο
ϐάρος λ υπάρχει µια µοναδική αναπαράσταση της G µε µεγιστικό ϐάρος το λ. Υπάρχει
µια αντιστοιχία µεταξύ των µεγιστικών ϐαρών και των κυρίαρχων ϐαρών και άρα ϑα
µπορούµε να ταυτίσουµε τα σύνολα Ĝ, D, C ∩ I∗.

Με όλη αυτή την ορολογία µπορούµε να δούµε µια διαφορετική εκδοχή της ολοκλη-
ϱωτικής ϕόρµουλας του Weyl η οποία ϑα µας οδηγήσει στην ϕόρµουλα του Weyl για
τους χαρακτήρες και την λεγόµενη Weyl dimension formula.

Για κάθε α ∈ h∗ ορίζουµε την απεικόνιση:

Aα(X ) =
∑
w∈W

(−1)we2πiw(α(X ))

όπου έχουµε ϑέσει (−1)w = 1 αν το w είναι το γινόµενο, άρτιο στο πλήθος, των sα και
(−1)w = −1 διαφορετικά. ΄Οταν έχουµε α = 1

2

∑
�∈∆ � := ρ τότε A2

ρ
µπορεί να οριστεί πάνω

στον αντίστοιχο τόρο T µέσω της εξίσωσης A2
ρ
(exp(X )) = (Aρ(X ))2. Αυτή η ”επέκταση”

ϑα µας δώσει ένα οµοµορφισµό από την T στο C. Τώρα η ολοκληρωτική ϕόρµουλα του
Weyl ϑα έχει την παρακάτω µορφή:

Θεώρηµα. Αν G είναι µια συµπαγής, συνεκτική, οµάδα Lie και T είναι ένας µεγιστικός

τόρος της G τότε έχουµε : ∫
G

f (g)dg =
1
|W |

∫
T

f (t)A2
ρ
(t)dt

για κάθε µετρήσιµη κεντρική συνάρτηση.

Με αυτή την νέα µορφή της ολοκληρωτικής ϕόρµουλας µπορούµε να την εφαρµόσουµε
σε χαρακτήρες µιας ανάγωγης αναπαράστασης της G. Επειδή όως είπαµε ταυτίζουµε
τις ανάγωγες αναπαραστάσεις µε τα µεγιστικά τους ϐάρη ϑα γράφουµε χλ αντί για χπ.
Ακόµα παρατηρούµε οτιι από το ϑεώρηµα του µεγιστικού τόρου που αποδείξαµε σε
προηγούµενη ενότητα οτι ένας χαρακτήρας καθορίζεται απολύτως από τις τιµές του
πάνω σε ένα µεγιστικό τόρο. Πιο συγκεκριµένα ο χαρακτήρας καθορίζεται από τις τι-
µές του πάνω στα σηµεία που ανήκουν σε ένα µοναδικό τόρο (τα λεγόµενα κανονικά
στοιχεία). Θα έχουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:
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Θεώρηµα. Αν χλ είναι ένας χαρακτήρας µιας ανάγωγης αναπαράστασης της G µε µεγι-

στικό ϐάρος λ τότε ϑα έχουµε :

χλ(g) =
Aλ+ρ(g)
Aρ(g)

για κάθε κανονικό στοιχείο g ∈ G.

Επειδή τώρα χπ(e) = dim(π) πέρνοντας το όριο g → e στην παραπάνω ϕόρµουλα και
υπολογίζοντας την έκφραση στην δεξιά πλευρά ϐλέπουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα που
στη ϐιβλιογραφία αναφέρεται ως Weyl′s dimension formula:

Θεώρηµα. Αν π είναι µια ανάγωγη αναπαράσταση της G µε µεγιστικό ϐάρος λ τότε ϑα

έχουµε :

dλ := dim(π) =

∏
α∈∆+

(α, λ + ρ)∏
α∈∆+

(α, ρ)

Με αυτό το ϑεώρηµα µπορούµε να δούµε µια πολύ σηµαντική εκτίµηση της διάστασης
µιας ανάγωγης αναπαράστασης. Αυτή η εκτίµηση ϑα είναι το ϐασικό µας εργαλείο όταν
ϑα αρχίσουµε να µιλάµε για την σύγκλιση σειρών Fourier συναρτήσεων:

Θεώρηµα. Αν G είναι µια οµάδα Lie και πλ είναι µια ανάγωγη αναπαράσταση της G µε

µεγιστικό ϐάρος λ τότε ϑα έχουµε :

dλ ≤ C|λ|
|∆+ |

Απόδειξη. ΄Εχουµε από την dimension formula:

dλ := dim(π) =

∏
α∈∆+

(α, λ + ρ)∏
α∈∆+

(α, ρ)

Επειδή το λ1 + α είναι ϐάρος της π για κάθε ϐάρος λ1 της π και α ϱίζα της G (όπως
έχουµε δείξει) και επειδή |λ + 2ρ| ≥ |λ + ρ| (γιατί (λ, ρ) > 0) ϑα έχουµε οτι :

|λ + ρ| ≤ |λ|

΄Αρα από την ανισότητα Cauchy − Schwarz την οποία την εφαρµόζουµε στον αριθµιτή
της παραπάνω έκφρασης ϑα έχουµε το Ϲητούµενο αποτέλεσµα.

�

Τέλος ϑα πόυµε λίγα λόγια για τον τελεστή Laplace − Beltrami και πως η ϑεωρία των
ϱιζών µας ϐοηθάει σε αυτή την περίπτωση. Αν επιλέξουµε λοιπόν µια ορθοκανονική
ϐάση T1, ..., Tr στο h και τότε ο τελεστής Laplace − Beltrami µπορεί να δειχθεί οτι ϑα
γράφεται ως εξής :

∆L =

r∑
j=1

T
2
j

+
∑
α∈∆+

EαE−α + E−αEα ⇒

∆L =

r∑
j=1

T
2
j

+
∑
α∈∆+

2E−αEα + iHα
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Το σηµαντικό αποτέλεσµα εδώ ϑα είναι µια εκτίµηση της νόρµας |kλ| όπου ϕυσικά
kλ ϑα είναι το στοιχείο του ϕάσµατος Casimir που αντιστοιχεί στην ανάγωγη αναπα-
ϱάσταση πλ µε µεγιστικό ϐάρος λ. Πιο συγκεκριµένα ϑα έχουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. Για κάθε µεγιστικό ϐάρος λ ∈ D ϑα έχουµε :

kλ = |λ + ρ|2 − |ρ|2

όπου ρ = 1
2

∑
α∈∆+

α. Θα έχουµε ακόµα και την εκτίµηση:

|λ|2 ≤ kλ ≤ C(1 + |λ|2)

για κάποια σταθερά C.

Απόδειξη. Ο τελεστής Casimir που ϑα αντιστοιχεί στην αναπαράσταση πλ ϑα είναι :

Ωλ =

r∑
j=1

dπλ(Tj)2 +
∑
α∈∆+

(2dπλ(E−α)dπλ(Eα) + idπλ(Hα))

Τώρα επιλέγοντας ένα v ∈ Vλ µη µηδενικό και παρατηρόντας οτι λ + α = 0 για κάθε
α ∈ ∆+ και οτι Ωλv = −kλv ϑα καταλήξουµε στην εξίσωση:

−kλv =

r∑
j=1

λ
2(Tj)v +

∑
α∈∆+

λ(Hα)v

΄Οµως επειδή η ϐάση T1, ..., Tr είναι ορθοκανονική ϑα έχουµε
∑
r

j=1 λ
2(Tj) = |λ|2 και για

κάθε α ϑα έχουµε λ(Hα) = (λ, α) από δυϊκότητα και συνεπώς:

kλ = |λ|2 + 2(λ, ρ)⇒

kλ = |λ + ρ|2 − |ρ|2

Η εκτίµηση τώρα είναι ϐγαίνει εύκολα από την ανισότητα Cauchy − Schwarz και από
το γεγονός οτι (λ, ρ) ≥ 0.

�
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Κεφάλαιο 5

Βασικά στοιχεία της Ανάλυσης σε

οµάδες Lie

5.1 Βασικά στοιχεία του µετασχηµατισµού Fourier

Σε αυτή το κεφάλαιο ϑα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα Peter-Weyl και την ϑεωρία
των ϱιζών/βαρών που (επιγραµµατικά αναπτύχθηκε) σε προηγούµενα κεφάλαια για να
µελετήσουµε µερικά στοιχεία της ανάλυσης σε συµπαγείς οµάδες Lie. Πολλά από αυ-
τά που ϑα πούµε ισχύουν και στην περίπτωση των γενικών συµπαγών οµάδων αλλά
δεν ϑα µιλήσουµε σε τέτοια γενικότητα. Θα µελετήσουµε κυρίως τον µη µεταθετικό
µετασχηµατισµό Fourier, τις ιδιότητές του και πως µπορεί να µας ϐοηθήσει να µελε-
τήσουµε άλλα αντικείµενα πάνω σε οµάδες Lie. Το ϐασικό αποτελέσµα που ϑέλουµε να
δείξουµε σε αυτή την ενότητα είναι µια γενίκευση του ϑεωρήµατος του Levy καθώς και
ένα ϑεώρηµα που µας δίνει πληροφορία για την ασυµπτωτική συµπεριφορά τυχαίων
περιπάτων σε µια συµπαγή οµάδα Lie. Η παρουσίασή µας ϐασίζεται κυρίως στο [9]. Σε
όλο αυτό το κεφάλαιο υποθέτουµε οτι η G είναι µια συµπαγής, συνεκτική οµάδα Lie
εφοδιασµένη µε µια ” Ad-αναλλοίωτη ” µετρική Riemann.

Υπενθυµίζουµε οτι στον χώροMn(C) µπορούµε να ορίσουµε την λεγόµενη νόρµαHilbert-
Schmidt ως εξής :

||A||HS =
√
tr(AA∗)

Αυτή η νόρµα προέρχεται από το εσωτερικό γινόµενο (A, B)HS = tr(AB∗). Τώρα αν
G είναι µια συµπαγής οµάδα Lie τότε ορίζουµε την Ĝ ακριβώς όπως και στο πρώτο
κεφάλαιο και ϑέτουµε :

M(Ĝ) = ∪π∈ĜMdim(π)(C)

και λέµε οτι µια απεικόνιση F : Ĝ → M(Ĝ) είναι συµβιβαστή αν και µόνο αν F (π) ∈
Mdim(π)(C) για κάθε π ∈ Ĝ. Με τις προφανείς πράξεις είναι ϕανερό οτι ο χώρος L(Ĝ)
όλων των συµβιβαστών απεικονίσεων είναι ένας διανυσµατικός χώρος. Πάνω σε αυτό
τον χώρο µπορούµε να ορίσουµε:

|||F |||22 =
∑
π∈Ĝ

dim(π)||F (π)||2
HS

Θα ϑέλαµε η ||| − |||2 να είναι µια νόρµα στον L(Ĝ) αλλά υπάρχουν συµβιβαστές απει-
κονίσεις για τις οποίες το παραπάνω άθροισµα αποκλείνει. Γι΄ αυτό το λόγο ϑεωρούµε
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το υπόχωρο:
H2(Ĝ) = {F ∈ L(Ĝ)/|||F |||2 < ∞}

Ο χώρος αυτός είναι ένας χώρος Banach µε την νόρµα ||| − |||2. Ακόµα καλύτερα είναι
ένας χώρος Hilbert και η νόρµα αυτή επάγεται από το εσωτερικό γινόµενο :

((F, G)) =
∑
π∈Ĝ

dim(π)(F (π), G(π))HS

Μπορούµε να γενικεύσουµε αυτούς τους χώρους µε τον ”κλασσικό” τρόπο:

Hp(Ĝ) = {F ∈ L(Ĝ)/|||F |||p < ∞}

όπου p ∈ [1,∞) και :
|||F |||p = (

∑
π∈Ĝ

dim(π)tr(F (π)∗F (π))
p

2 )
1
p

Πάλι οHp(Ĝ) είναι ένας χώρος Banach µε την νόρµα |||−|||p. Οι χώροι αυτοι εισαγάγονται
έτσι ώστε να µπορέσουµε να γενικέυσουµε κλασσικά ϑεωρήµατα της ανάλυσης Fourier.
Ορίζουµε τώρα τον µεταχηµατισµό Fourier µιας συνάρτησης f ∈ L1(G):

f̂ (π) =

∫
G

π(g−1)f (g)dg

όπου π ∈ Ĝ. Είναι ϕανερό οτι η απεικόνιση f̂ : Ĝ → M(Ĝ) είναι συµβιβαστή. Ακόµα
αν επιλέξουµε µια ϐάση του χώρου στον οποίο δρά η π ϑα έχουµε οτι η f̂ (π) είναι ένας
dim(π) × dim(π) πίνακας µε στοιχεία :

f̂ (π)i,j =

∫
G

π(g−1)i,jf (g)dg

Αυτή η ισότητα δείχνει κιόλας οτι η f̂ είναι καλά ορισµένη. Είναι εύκολο να δούµε
οτι έχουµε ||f̂ (π)|| ≤ ||f ||1 όπου || − || είναι η γνωστή νόρµα τελεστή. Ακόµα έχουµε
τις ισότητες ˆRgf (π) = π(g)f̂ (π) και ˆLgf (π) = f̂ (π)π(g)∗. Αυτές οι δυο ισότητες είναι η
γενίκευση των ανάλογων ταυτοτήτων για τον κλασσικό µετασχηµατισµό Fourier.

Για την ακρίβεια όπως είχαµε αναφέρει και στο πρώτο κεφάλαιο το πλαίσιο αυτό είναι
µια απευθείας γενίκευση του κλασσικού µετασχηµατισµού Fourier. Αν πάρουµε την
οµάδα R/2πZ = S

1 τότε αυτή είναι µια συµπαγής οµάδα Lie. Είδαµε οτι όλες οι
ανάγωγες αναπαραστάσεις της οµάδας αυτής είναι οι πn(t) = e

int για t ∈ S1 και τότε ο
µετασχηµατισµός Fourier µιας συνάρτησης ϑα είναι f̂ : Z→ C που ορίζεται ως

f̂ (n) =

∫
R/2πZ

f (t)eint
dt

2π

Τώρα είναι εύκολο να δούµε οτι η αεπικόνιση F : L1(G) → L(Ĝ), F (f ) = f̂ είναι
γραµµική. Αφού η G είναι συµπαγής L2(G) ⊆ L1(G) και συνεπώς µπορούµε να πε-
ϱιορίσουµε την F στον L2(G). Το επόµενο ϑεώρηµα µας δείχνει πως µπορούµε να
ανακατασκευάσουµε την f ∈ L2(G) από την f̂ :
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Θεώρηµα. Αν G είναι µια συµπαγής οµάδα Lie και f ∈ L2(G) τότε ϑα έχουµε :

f =
∑
π∈Ĝ

dim(π)tr(f̂ (π)π)

στον L
2(G)1. Ακόµα η απεικόνιση F : L2(G) → H2(Ĝ) είναι µια ισοµετρία και µάλιστα

ισχύει η ταυτότητα του Parseval − Plancherel:∫
G

f1(g)f2(g)dg =
∑
π∈Ĝ

dim(π)(f̂1(π), f̂2(π))HS

Η απόδειξη αυτού του ϑεωρήµατος είναι µια απλή εφαρµογή των αποτελεσµάτων µας
από την ϑεωρία Peter-Weyl και από την ϑεωρία χώρων Hilbert. Μάλιστα το δεύτερο
σκέλος του ϑεωρήµατος υπάρχει στην πρώτη ενότητα απλά τώρα µε διαφοτετικό συµ-
ϐολισµό.

Πολλά από τα ϑεωρήµατα της ανάλυσης Fourier µπορούν να επεκταθούν µε κατάλληλες
τροποποιήσεις σε αυτό το πιο γενικό πλαίσιο. Για παράδειγµα έχουµε την ακόλουθη
ανισότητα που γενικέυει την ανισότητα Hausdorff -Young:

Πρόταση. Αν f ∈ Lp(G) µε p ∈ [1,2] τότε f̂ ∈ Hq(Ĝ) όπου q ο συζυγής του p
2
και µάλιστα

|||f̂ |||q ≤ ||f ||p

5.2 Μετασχηµατισµοί Fourier µέτρων πιθανότητας

Μπορούµε ακόµα να ορίσουµε µετασχηµατισµούς Fourier µέτρων πιθανότητας πάνω
στην οµάδα Lie. Πρώτα ας ορίσουµε την συνέληξη δυο µέτρων Borel πάνω σε µια συ-
µπαγή οµάδα Lie:

Ορισµός. Αν G είναι µια συµπαγής οµάδα Lie και µ1, µ2 δυο µέτρα πιθανότητας πάνω

στην άλγεβρα Borel της G τότε ορίζουµε την αριστερή συνέληξη µ1 ∗L µ2 ως το µοναδικό

µέτρο πιθανότητας για το οποίο ισχύει :∫
G

f (g)d(µ1 ∗L µ2)(g) =

∫
G

∫
G

f (gh)dµ1(g)dµ2(h), ∀f ∈ Cc(G)

Ανάλογα ορίζουµε και την από δεξιά συνέληξη µ1 ∗R µ2.

Είναι εύκολο να δούµε οτι αν X1, X2 είναι δυο τυχαίες µεταβλητές µε τιµές στο G και µε
κατανοµή µ1 και µ2 αντίστοιχα τότε το X1X2 ϑα είναι µια τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή
την µ1 ∗L µ2. Πιο συγκεκριµένα έχουµε την ταυτότητα:

µ1 ∗ µ2(B) =

∫
G

∫
G

1B(gh)dµ1(g)dµ2(h) =

∫
G

µ1(Bh−1)dµ2(h)

1∆ηλαδή σχεδόν παντού ως προς το µέτρο Haar
2∆ηλαδή 1

p
+ 1

q
= 1

95



Αυτή η ερµηνεία µας δείχνει οτι µ1 ∗L µ2 = µ2 ∗R µ1. Επειδή εδώ ϑα ασχοληθούµε µόνο
µε από αριστερά συνελήξεις µέτρων ϑα γράφουµε απλά µ1 ∗ µ2.

Θα ϑεωρήσουµε ακόµα και το σύνολο όλων των κανονικών Borel µέτρων πιθανότητας
πάνω στην οµάδα G, P(G). Επειδή η συνέληξη έχει την προσεταιριστική ιδιότητα η
(P(G), ∗) είναι µια (γενικά µη µεταθετική) ηµιοµάδα. Κατά τα γνωστά µπορούµε να
δώσουµε στο χώρο αυτό την ασθενή τοπολογία και όταν η G είναι συµπαγής από το
ϑεώρηµα Banach − Alaoglu η P(G) ϑα είναι επίσης συµπαγής. Ακόµα µπορούµε να
ορίσουµε τους ακόλουθους σηµαντικούς υπόχωρους :

Ps(G) = {µ ∈ P(G)/µ(A) = µ(A−1)∀A ∈ B(G)}

Pc(G) = {µ ∈ P(G)/µ(A) = µ(gAg−1),∀g ∈ G και A ∈ B(G)}

Τα στοιχεία του Ps(G) λέγονται συµµετρικά µέτρα πιθανότητας και τα στοιχεία του
Pc(G) λέγονται κεντρικά µέτρα πιθανότητας. Θα δούµε οτι οι ιδιότητες αυτές αντικατο-
πτρίζονται στον µετασχηµατισµό Fourier αυτών των µέτρων.

Τώρα είµαστε έτοιµοι να µιλήσουµε για το µετασχηµατισµό Fourier µέτρων πιθανότη-
τας ή για να χρησιµοποιήσουµε και την γλώσσα της ϑεωρίας των πιθανοτήτων για την
χαρακτηριστική συνάρτηση ένος µέτρου πιθανότητας :

Ορισµός. Αν G είναι µια οµάδα Lie και µ ∈ P(G) τότε ορίζουµε την χαρακτηριστική

συνάρτηση της µ να είναι η µ̂ : Ĝ →M(Ĝ) ως:

µ̂(π) =

∫
G

π(g−1)dµ(g)

Ο ορισµός που δίνουµε εδώ είναι λίγο διαφορετικός από αυτόν που χρησιµοποιείται
στην ϑεωρία πιθανοτήτων αλλά είναι σε συµφωνία µε αυτόν που είναι διαδεδοµένος
στην ανάλυση και είναι και µια ”ακριβής” γενίκευση του µετασχηµατισµού Fourier

συναρτήσεων µε την έννοια οτι αν το µέτρο µ έχει πυκνότητα ως προς ένα µέτρο Haar
τότε ϑα έχουµε οτι µ̂(π) = f̂ (π) όπου f είναι η πυκνότητα της µ.

Επειδή υποθέτουµε οτι η οµάδα είναι συµπαγής για κάθε π ∈ Ĝ η µ̂(π) ϑα είναι κατά
τα γνωστά ένας dim(π) × dim(π) πίνακας µε στοιχεία :

µ̂(π)i,j =

∫
G

π(g−1)i,jdµ(g)

όπου π(−)i,j τα matrix coefficients της π.

Ο µετασχηµατισµός Fourier ενός µέτρου πιθανότητας έχει σχεδόν τις ίδιες ιδιότητες µε
τον ”κανονικό” µετασχηµατισµό Fourier:

Θεώρηµα. Αν G είναι µια συµπαγής οµάδα Lie και µ1, µ2 ∈ P(G) τότε ϑα έχουµε :

1. Αν π0 είναι η τετριµµένη αναπαράσταση τότε µ̂1(π0) = 1.

2. Για κάθε π ∈ Ĝ ϑα έχουµε ̂µ1 ∗ µ2(π) = µ̂2(π)µ̂1(π).

3. Αν || − || δηλώνει την νόρµα τελεστή που επάγεται από τον χώρο στον οποίο δρά η

π ∈ Ĝ τότε ||µ1(π)|| ≤ 1.
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4. Αν µ
∗
είναι το µέτρο που ορίζεται από την ισότητα µ

∗(A) = µ(A−1) τότε ϑα έχουµε οτι

µ̂
∗
1(π) = µ̂1(π)∗.

Απόδειξη. Το 1) είναι προφανές. Για το 2) ϑα έχουµε:

̂µ1 ∗ µ2(π)i,j =

∫
G

∫
G

π(g)i,j(h−1
g
−1)dµ1(g)dµ2(h)⇒

̂µ1 ∗ µ2(π)i,j =

dim(π)∑
k=1

∫
G

π(h−1)i,kdµ2(h)
∫
G

π(g−1)k,jdµ1(g)⇒

̂µ1 ∗ µ2(π)i,j = (µ̂2(π)µ̂1(π))i,j

που ϕυσικά σηµαίνει οτι ̂µ1 ∗ µ2(π) = µ̂2(π)µ̂1(π).

Το 3) είναι µια απλή εφαρµογή της ανισότητας ||
∫
G
A(x)fdµ(x)|| ≤

∫
G
||A(x)f ||dµ(x) όπου

x 7→ A(x) είναι µια µετρήσιµη απεικονιση σε ένα χώρο τελεστών που δρούν πάνω σε
ένα χώρο Banach και f είναι ένα στοιχείο του χώρου αυτού.

Για το 4) ϑα έχουµε:

µ̂
∗
1(π) =

∫
G

π(g−1)dµ̂1(g) =

∫
G

π(g)dµ1(g)⇒

µ̂
∗
1(π) =

∫
G

π(g−1)∗dµ1(g) = (
∫
G

π(g−1)dµ1(g))∗ ⇒

µ̂
∗
1(π) = µ̂1(π)∗

�

Από αυτό το ϑεώρηµα και από το λήµµα του Schur µπορούµε να δούµε το ακόλουθο
αποτέλεσµα:

Πόρισµα. Αν µ είναι ένα µέτρο πιθανότητας στο G τότε είναι συµµετρικό αν και µόνο

αν η µ̂(π) είναι αυτοσυζυγής για κάθε π ∈ Ĝ. Ακόµα η µ είναι κεντρικό αν και µόνο αν

µ̂(π) = cπ idVπ για κάθε π ∈ Ĝ, όπου Vπ είναι ο χώρος στον οποίο δρα η π και cpi ∈ C.

Από το αποτέλεσµα αυτό ϐλέπουµε οτι ένα µέτρο πιθανότητας είναι συµµετρικό και
κεντρικό αν τα cπ είναι πραγµατικοί αριθµοί.

Τώρα ϑα δείξουµε οτι ο µετασχηµατισµός Fourier στα µέτρα πιθανότητας είναι 1-1:

Θεώρηµα. Αν µ1, µ2 ∈ P(G) µε µ̂1(π) = µ̂2(π) για κάθε π ∈ Ĝ τότε µ1 = µ2.

Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα Peter-Weyl ξέρουµε οτι τα matrix-coefficients όλων των των
ανάγωγων αναπαραστάσεων της G είναι ένας πυκνός υπόχωρος του C(G) µε την sup
νόρµα. ΄Αρα για f ∈ C(G) και για ϸ > 0 ϑα έχουµε οτι :

supg∈G |f (g) −
∑
π∈Ĝ0

dim(π)∑
i,j=1

a
(π)
i,j
π(g)i,j| < ϸ

97



για κάποια a(π)
i,j
∈ C και για κάποιο Ĝ0 ⊂ Ĝ, πεπερασµένο. Από αυτή την ανισότητα ϑα

έχουµε:

|

∫
G

f (g)dµ1(g) −
∑
π∈Ĝ0

dim(π)∑
i,j=1

a
(π)
i,j
µ̂(π)i,j| < ϸ

Θα έχουµε µια ίδια ανισότητα και για το µ2. ΄Οµως επειδή µ̂1 = µ̂2 ϑα έχουµε οτι :

|

∫
G

f (g)dµ1(g) −
∫
G

f (g)dµ2(g)| < 2ϸ,∀ϸ > 0

και άρα
∫
G
f (g)dµ1(g) =

∫
G
f (g)dµ2(g). Επειδή αυτό ισχύει για κάθε f ∈ C(G) από το

ϑεώρηµα αναπαράστασης του Riesz έχουµε οτι µ1 = µ2.
�

Μια άµεση συνέπεια αυτού του ϑεωρήµατος είναι οτι µ1 ∗ µ2 = µ2 ∗ µ1 αν και µόνο αν
µ̂1(π)µ̂2(π) = µ̂2(π)µ̂1(π) για κάθε π ∈ Ĝ.

Τώρα ϑα δείξουµε το λεγόµενο ϑεώρηµα σύγκλισης του Levy για µέτρα πιθανότητας σε
µια οµάδα Lie. Ξεκινάµε µε µια απλή εκδοχή του:

Θεώρηµα. Αν (µn)n∈N είναι µια ακολουθία µέτρων πιθανότητας στο P(G) τότε τα µn συ-

γκλίνουν ασθενώς σε ένα µέτρο πιθνότητας µ αν και µόνο αν µ̂n(π)i,j → µ̂(π)i,j καθώς

n → ∞, για κάθε π ∈ Ĝ και 1 ≤ i, j ≤ dim(π).

Απόδειξη. Είναι αρκετά εύκολο να δούµε οτι αν µn →w µ τότε µ̂n(π)i,j → µ̂(π)i,j, µιας
και οι π(g)i,j είναι συνεχής συναρτήσεις και η G συµπαγής.

Αντιστρόφως τώρα ας υποθέσουµε οτι µ̂n(π)i,j → µ̂(π)i,j. Τότε όπως και στην απόδειξη
του προηγούµενου ϑεωρήµατος ϑα έχουµε:

|

∫
G

f (g)dµn(g) −
∑
π∈Ĝ0

dim(π)∑
i,j=1

a
(π)
i,j
µ̂n(π)i,j| < ϸ

για κάθε n ∈ N. Ακόµα:

|

∫
G

f (g)dµ(g) −
∑
π∈Ĝ0

dim(π)∑
i,j=1

a
(π)
i,j
µ̂(π)i,j| < ϸ

Αν ϑέσουµε τώρα C =
∑
π∈Ĝ0

∑
dim(π)
i,j=1 |a

(π)
i,j
| τότε ϑα υπάρχει ένα N0 έτσι ώστε να έχουµε:

|µ̂n(π) − µ̂(π)| <
ϸ

C
,∀n ≥ N0

Συνδυάζοντας αυτές τις εκτιµήσεις ϑα έχουµε:

|

∫
G

f (g)dµn(g) −
∫
G

f (g)dµ(g)| < 3ϸ

για κάθε n ≥ N0. ΄Αρα τα µn συγκλίνουν ασθενώς στο µ.
�
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Ουσιαστικά αυτό το ϑεώρηµα στην γλώσσα της ϑεωρίας πιθανοτήτων µας λέει οτι αν
ϑέλουµε να δείξουµε οτι µια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών Xn µε τιµές στην G τείνει
κατά κατανοµή σε στην X τότε αρκεί να δείξουµε οτι οι ”χαρακτηριστικές” συναρτήσεις
των Xn τείνουν στην χαρακτηριστική συνάρτηση της X .

Υπάρχει και µια πιο ισχυρή εκδοχή αυτού του ϑεωρήµατος η οποία κατα µια έννοια
είναι και πιο κατσκευαστική:

Θεώρηµα. Αν µn είναι µια ακολουθία µέτρων πιθανότητας στο P(G) και Y : Ĝ →M(Ĝ)
είναι µια συµβιβαστή απεικόνιση τέτοια ώστε µ̂n(π) → Y (π) καθώς n → ∞ και για κάθε

π ∈ Ĝ τότε ϑα υπάρχει µέτρο πιθανότητας µ ∈ P(G) τέτοιο ώστε µ̂(π) = Y (π) και µn →w µ.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι σχεδόν ίδια µε την προηγούµενη µόνο που πρέπει να
κάνουµε µερικές αλλαγές. Με τον συµβολισµό λοιπόν της προηγούµενης απόδειξης
ϑα έχουµε µια ανισότητα της µορφής:

supg∈G |f (g) −
∑
π∈Ĝ0

dim(π)∑
i,j=1

a
(π,m)
i,j

(f )π(g)i,j| <
1

2m

Αν και δεν το έχουµε γράψει και το Ĝ0 εξαρτάται από το m ∈ N. Κατά τα γνωστά ϑα
έχουµε οτι για κάθε n ∈ N:

|

∫
G

f (g)dµn(g) −
∑
π∈Ĝ0

dim(π)∑
i,j=1

a
(π,m)
i,j

(f )µ̂n(π)i,j| <
1

2m

Για κάθε ϸ > 0 και για αρκετά µεγάλο n είναι εύκολο να δούµε οτι για κάθε m:

|

∫
G

f (g)dµn(g) −
∑
π∈Ĝ0

dim(π)∑
i,j=1

a
(π,m)
i,j

(f )Y (π)i,j| <
1

2m
+ ϸ

Αυτή η ανισότητα µας δείχνει οτι η ακολουθία Γm(f ) =
∑
π∈Ĝ0

∑
dim(π)
i,j=1 a

(π,m)
i,j

(f )Y (π)i,j
είναι Cauchy και άρα συγκλίνει σε ένα µιγαδικό αριθµό Γ(f ). Πάλι από την παραπάνω
ανισότητα ϐλέπουµε οτι :

Γ(f ) = lim
n→∞

∫
G

f (g)dµn(g)

Αυτή η ισότητα δείχνει οτι η απεικόνιση f 7→ Γ(f ) είναι γραµµική, ϑετική3 και Γ(1) = 1.
΄Αρα απο το ϑεώρηµα αναπαράστασης του Riesz ϑα υπάρχει ένα µ ∈ P(G) τέτοιο ώστε :

Γ(f ) =

∫
G

f (g)dµ(g)

για κάθε f ∈ C(G). Αυτό δείχνει οτι τα µn συγκλίνουν ασθενώς στο µ. Ακόµα επειδή
µ̂n(π)→ Y (π) και επειδή ο µετασχηµατισµός Fourier είναι 1-1 έχουµε µ̂(π) = Y (π) για
κάθε π ∈ Ĝ.

�

3∆ηλαδή Γ(f ) ≥ 0 όταν f ≥ 0.
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Πριν επιστρέψουµε στην µελέτη των µετασχηµατισµών Fourier συναρτήσεων πάνω στην
G ϑα δούµε µερικές πολύ ϐασικές ιδιότητες των τυχαίων περιπάτων πάνω σε συµπαγείς
οµάδες Lie. Το αρχικό µας Ϲήτηµα είναι πως ορίζουµε τους τυχαίους περιπάτους πάνω
σε οµάδες Lie. Μπορούµε για αρχή να επιλέξουµε ένα X1 ∈ G που ϑα έχει µια κατανοµή
µ και το πρώτο µας ϐήµα πάνω στην G ϑα είναι S1 = X2. Μετά µπορούµε να επιλέξουµε
ένα X2 ∈ G που ακολουθεί την κατανοµή µ και να είναι ανεξάρτητο του X1. Σαν δεύτερο
ϐήµα ϑα έχουµε το S2 = X1X2. Γενικά συνεχίζοντας µε αυτό τον τρόπο ορίζουµε µια
ακολουθία τυχαίων µεταβλητών (Sn)n∈N πάνω στο G η οποία είναι ο τυχαίος περίπατος
που παράγεται από την αρχική κατανοµή µ.

Το κεντρικό ϑέµα στην ϑεωρία των τυχαίων περιπάτων είναι η µελέτη της ασυµπτωτικής
συµπεριφοράς της κατανοµής της ακολουθίας Sn. Είναι εύκολο να δούµε οτι η κατα-
νοµή της Sn είναι η µ ∗µ ∗ ...∗µ (n ϕορές). Την κατανοµή αυτή ϑα την συµβολίζουµε ως
µ
∗(n). Ο σκοπός λοιπον της ϑεωρίας είναι να κατανοηθεί το όριο ( ως προς την ασθενή

τοπολογία) limn→∞ µ
∗(n). Αν το όριο αυτό υπάρχει και είναι ίσο µε το µ1 ∈ P(G) τότε είναι

εύκολο να δούµε οτι µ1 ∗ µ1 = µ1. Μπορεί να δειχθεί οτι η ιδιότητα αυτή αναγκάζει το
µ1 να έχει µια ειδική µορφή, πιο συγκεκριµένα µ1 = mH όπου mH είναι το µέτρο µιας
κλειστής υποοµάδας της G. ΄Αρα πρέπει να δούµε πότε το όριο αυτό υπάρχει. Πριν
δούµε δυο σχετικά ϑεωρήµατα ας δούµε λίγη ορολογία :

Ορισµός. ΄Ενα µέτρο µ ∈ P(G) λέγεται απεριοδικό αν και µόνο αν το supp(µ) δεν περι-

έχεται σε κανένα σύµπλοκο καµίας κλειστής, κανονικής υποοµάδας της G.

Ο λόγος που εισάγουµε αυτή την έννοια προέρχεται από το ακόλουθο ϑεώρηµα που δεν
το δείχνουµε εδώ αλλά µια απόδειξη υπάρχει στο []:

Θεώρηµα. Αν µ ∈ P(G) τότε το limn→∞ µ
∗(n)

υπάρχει αν και µόνο αν το supp(µ) δεν

περιέχεται σε κανένα σύµπλοκο καµίας γνήσιας κανονικής, κλεστής υποοµάδας της K

όπου K είναι η κλειστή οµάδα που παράγεται από το supp(µ).

Το ϐασικό ϑεώρηµα που ϑέλουµε να δείξουµε είναι το ακόλουθο:

Θεώρηµα. Αν µ ∈ P(G) είναι απεριοδικό τότε η ακολουθία µ
∗(n)

συγκλίνει ασθενώς στο

Haar µέτρο πιθανότητας.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε οτι limn→∞µ̂
n(π) = 0 για κάθε µη τετριµµένη αναπαράστα-

ση π ∈ Ĝ. Αυτό ισοδυναµεί µε το να δείξουµε οτι όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα µ̂(π) έχουν
µέτρο αυστηρά µικρότερο από 1 για κάθα µητετριµµένο π ∈ Ĝ. Ξέρουµε οτι όλες οι
ιδιοτιµές του µ̂(π) είναι ≤ 1. Τώρα έστω λ µια ιδιοτιµή της µ̂(π). Τότε ϑα υπάρχει ένας
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µοναδιαίος πίνακας Uπ πάνω στον χώρο Vπ έτσι ώστε :

Uπµ̂(π)U−1
π

=



λ 0 . . . 0
0
.

. Dπ

.

0


όπου Dπ είναι ένας (dim(π) − 1) × (dim(π) − 1) πίνακας. Ακόµα ϑα έχουµε:

λ = (Uπµ̂(π)U−1
π

)1,1 =

∫
G

(Uππ(g−1)U−1
π

)1,1dg

και αν |λ| = 1 τότε (Uππ(g−1)U−1
π

)1,1 = λ για κάθε g ∈ G τέτοιο ώστε g−1 ∈ supp(µ). Ας
υποθέσουµε τώρα οτι λ = 1. Τότε το supp(µ) ϑα περιέχεται στο σύνολο:

H = {g ∈ G| Uππ(g−1)U−1
π

=



1 0 . . . 0
0
.

. Eπ(g)

.

0


}

όπου Eπ(g) είναι ένας (dim(π) − 1) × (dim(π) − 1) πίνακας. Είναι έυκολο να δούµε
οτι το H είναι µια κλειστή υποοµάδα της G και H , G. Αφού το µ είναι απεριοδικό
καταλήγουµε σε άτοπο.

Πιο γενικά ας υποθέσουµε οτι λ = e
iθ για κάποιο θ ∈ R/2πZ. ΄Οπως και πριν ϑα

έχουµε eiθ = (Uπµ̂(π)U−1
π

)1,1 =
∫
G

(Uππ(g−1)U−1
π

)1,1dg για κάποιο µοναδιαίο πίνακα Uπ
και ακόµα:

supp(µ) ⊆ H1 = {g ∈ G| Uππ(g−1)U−1
π

=



e
iθ 0 . . . 0
0
.

. Fπ(g)

.

0


}

Τώρα έστω ένα g0 έτσι ώστε να έχουµε (U ′
π
π(g−1

0 )U ′
π

−1)1,1 = e
iθ. Εύκολα µπορούµε να

δούµε οτι H1 = g0H και καταλήγουµε σε άτοπο µιας και το µ είναι απεριοδικό.

�

5.3 Σύγκλιση σειρών Fourier και οµαλότητα

Τώρα ϑα γυρίσουµε στην µελέτη των µετασχηµατισµών Fourier συναρτήσεων πάνω σε
µια οµάδα Lie και ϑα δούµε πως η αναλυτική δοµή της οµάδας ϑα µας ϐοηθήσει στη
µελέτη αυτού του αντικειµένου. Ο ϐασικός µας στόχος ϑα είναι να δούµε περιεκτικά
πως η ”οµαλότητα” της συνάρτησης αντανακλάται στον µετασχηµατισµό Fourier. ΄Ενα
από τα αποτελέσµατά αυτής της µορφής είναι το ακόλουθο:
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Πρόταση. Αν G είναι µια συµπαγής οµάδα Lie και f ∈ C(G) τότε η σειρά Fourier της f

συγκλίνει οµοιόµορφα στην f .

΄Οπως αναφέραµε και στο κεφάλαιο 3 ο τελεστής Laplace − Beltrami ϑα µας ϕανεί ι-
διαίτερα χρήσιµος εδώ. Το ϐασικό ϑεώρηµα που ϑα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια
είναι το εξής :

Θεώρηµα. Αν F είναι µια συνεχής συνάρτηση πάνω στο R και f ∈ Dom(F (∆L)) τότε για

κάθε π ∈ Ĝ ϑα έχουµε :

̂(F (∆L)f )(π) = F (−kπ)f̂ (π)

Απόδειξη. Για κάθε π ∈ Ĝ ϑα έχουµε:

̂F (∆L)f (π)i,j =

∫
G

∑
ρ∈Ĝ

F (−kρ)Prρf (g)πi,j(g−1)dg

Από το ϑεώρηµα του Fubini ϑα έχουµε οτι :

̂F (∆L)f (π)i,j =
∑
ρ∈Ĝ

F (−kρ)
∫
G

Prρf (g)πi,j(g−1)dg ⇒

̂F (∆L)f (π)i,j =
∑
ρ∈Ĝ

F (−kρ(Prρf |πj,i)⇒

̂F (∆L)f (π)i,j =
∑
ρ∈Ĝ

F (−kρ(f |Prρπj,i)⇒

̂F (∆L)f (π)i,j = F (−kπ)(f |πj,i) = F (−kπ)f̂ (π)i,j
�

Το σηµαντικό αποτέλεσµα εδώ έρχεται όταν εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα αυτό στην πε-
ϱίπτωση F (x) = x

p για κάποιο p ∈ N. Σε αυτή τη περίπτωση είναι εύκολο να δούµε
οτι C2p(G) ⊆ Dom(∆p

L
) και άρα το παραπάνω ϑεώρηµα εφαρµόζεται στη περίπτωση µιας

f ∈ C2p και ϑα έχουµε την ακόλουθη ισότητα:

f̂ (π) = (−1)pk−p
π

∆̂
p

L
f (π)

όπου η π είναι µη τετριµµένη (που συνεπάγεται οτι kπ , 0).

Τώρα στην περίπτωση µιας συµπαγούς οµάδας Lie µπορούµε να παραµετρικοποιήσου-
µε το Ĝ µε τα κυρίαρχα ϐάρη της G. ΄Εστω D αυτό το σύνολο (όλων των κυρίαρχων
ϐαρών). Τότε µπορούµε να γράψουµε τον µετασχηµατισµό Fourier µιας συνάρτησης
ως µια συνάρτηση πάνω στο D. Τότε ϑα έχουµε την ταυτότητα:∑

π∈Ĝ

dim(π)tr(f̂ (π)π) =
∑
λ∈D

dλtr(f̂ (λ)πλ)

Ακόµα από την εκτίµηση που πήραµε για το ϕάσµα Casimir στο προηγούµενο κεφάλαιο
ϑα έχουµε και την ακόλουθη σηµαντική ανισότητα:

||f̂ (λ)||HS ≤ |λ|−2p||∆̂
p

L
f (λ)||HS

Το ϐασικό ϑεώρηµα που ϑέλουµε να δείξουµε είναι το ακόλουθο:
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Θεώρηµα. ΄Εστω f ∈ C(G), r ο ϐαθµός της G και m = |∆+| όπου ∆ είναι ένα συστηµα

ϱιζών της G. Τότε η αντίστοιχη σειρά Fourier
∑
λ∈D dλ|λ|

α
tr(M(λ)πλ) συγκλίνει απόλυτα

και οµοιόµορφα αν µια από τις ακόλουθες συνθήκες ισχύουν :

• ||f̂ (λ)||HS = O(|λ|−s) καθώς |λ| → ∞ όπου s > r + 3m
2 .

• f ∈ C2p(G,C) όπου p ∈ N µε 4p > d.

Το πρώτο σκέλος αυτού του ϑεωρήµατος είναι άµεση συνέπεια της παρακάτω πρότασης :

Πρόταση. Αν (M(λ), λ ∈ D) είναι µια οικογένεια συµβατών πινάκων τέτοια ώστε ||M(λ)||HS =

O(|λ|−s) καθώς |λ| → ∞ όπου s > 0. Αν τώρα s > α + r + 3m
2 για α > 0 τότε οι σειρά∑

λ∈D dλ|λ|
α
tr(M(λ)πλ) συγκλίνει απόλυτα και οµοιόµορφα.

Για να δείξουµε αυτή την πρόταση καθώς και το παραπάνω ϑεώρηµα ϑα πρέπει να µε-
λετήσουµε ένα άλλο αντικείµενο το οποίο µιµείται την κλασσική συνάρτηση Ϲήτα από
την ϑεωρία αριθµών. Πρώτα λίγα προκαταρτικά αποτελέσµατα:

Πρόταση. ΄Εστω η σειρά Dirichlet D(s) =
∑∞
n=1

an

ns
µε s ∈ C, an ∈ N. Αν

∑
k≤n ak = O(na)

µε a > 0 τότε η D(s) συγκλίνει απόλυτα για Re(s) > a.

Ακόµα έχουµε το ακόλουθο ”πολυδιάστατο” αποτέλεσµα σχετικά:

Πρόταση. Η σειρά
∑
n∈Nr−{0}

1
(n2

1+...+n2
r )s συγκλίνει απόλυτα για Re(s) > r

2 .

Τώρα ϑα ορίσουµε την λεγόµενη συνάρτηση Ϲήτα Sugiura. Αυτή όπως είπαµε εµπνέεται
από την συνάρτηση Ϲήτα. Για την ακρίβεια είναι ακριβώς η ίδια συνάρτηση µόνο που
αντί να αθροίζουµε πάνω από το N αθροίζουµε πάνω από όλα τα µη µηδενικά κυρίαρχα
ϐάρη µιας συµπαγούς οµάδας Lie:

ζG(s) =
∑
λ∈D0

1
|λ|2s

όπου s ∈ C και D0 είναι το σύνολο όλων των µη µηδενικών κυρίαρχων ϐαρών της G.
Από τις παραπάνω προτάσεις το ακόλουθο αποτέλεσµα είναι άµεσο:

Θεώρηµα. Αν G είναι µια συµπαγής οµάδα Lie και r είναι ο ϐαθµός της τότε η αντίστοιχη

συνάρτηση Ϲήτα Sugiura συγκλίνει απόλυτα για Re(s) > r

2 .

Απόδειξη. Παρατηρούµε οτι αρκεί να δείξουµε οτι η σειρά
∑
λ∈I∗0
|λ|−2s συγκλίνει για

Re(s) > r

2 όπου I∗ είναι το δίκτυο των ϐαρών της G και I∗0 = I∗ − {0}. ΄Εστω λοιπόν
{λ1, ..., λr} µια ”ϐάση” του I∗. ΄Οπως έχουµε πει αυτό σηµαίνει οτι τα διανύσµατα αυτά
αποτελούν µια ϐάση του h∗ και οτι για κάθε λ ∈ I∗ ϑα έχουµε οτι λ =

∑
r

=1 niλi όπου
ni ∈ Z. Τότε µε αυτή τη ϐάση µπορούµε να ορίσουµ ένα νέο εσωτερικό γινόµενο ως :

< x, y >=

r∑
i=1

xiyi

103



όπου xi , yi είναι οι συντεταγµένες των x, y ως προς την ϐάση {λ1, ..., λr}. Αυτό το εσω-
ετρικό γινόµενο ϑα ορίζει µια νέα νόρµα πάνω στο h∗ η οποία ϑα είναι αναγκαστικά
ισοδύναµη µε την αρχική Ad−αναλλοίωτη νόρµα. Τότε ϑα υπάρχουν σταθερές c, C έτσι
ώστε να έχουµε:

c

r∑
i=1

n
2
i
≤ |λ|2 ≤ C

r∑
i=1

n
2
i

όπου λ ∈ I∗0. Αυτό σηµαίνει οτι :

C

∑
N∈Zr−{0}

1
(n2

1 + ... + n2
r
)s
≤

∑
λ∈I∗0

|λ|−2s ≤ c
∑

N∈Zr−{0}

1
(n2

1 + ... + n2
r
)s

Συνεπώς η σειρά
∑
λ∈I∗0
|λ|−2s ϑα συγκλίνει για Re(s) > r

2 .
�

Τώρα είµαστε έτοιµοι να αποδείξουµε την παραπάνω πρόταση. Παρατηρούµε πρώτα
οτι αν U είναι µια µοναδιαία αναπαράσταση και X είναι ένας n × n πίνακας τότε ϑα
έχουµε την ανισότητα:

|tr(UX )| <
√
n||X ||HS

Τώρα αν έχουµε την ”σειρά Fourier ”
∑
λ∈D dλ|λ|

α |tr(M(λ)πλ(g)| τότε µε αυτή την εκτι-
µήση και από την εκτίµηση που πήραµε στο κεφάλαιο 4 για την dλ| ϑα έχουµε την
παρακάτω ανισότητα:∑

λ∈D

dλ|λ|
α |tr(M(λ)πλ(g)| ≤ C

3
2

∑
λ∈D

|λ|α+ 3m
2 ||M(λ)||HS

Επειδή τώρα έχουµε ||M(λ)||HS = O(|λ|−s) όταν |λ| → ∞ ϑα έχουµε:∑
λ∈D

dλ|λ|
α |tr(M(λ)πλ(g)| ≤ K

∑
|λ|>|λ0 |

|λ|α−s+
3m
2

όπου m = |∆+|. Τώρα επειδή s > α + 3m
2 + r από την παραπάνω πρόταση η σειρά στο

δεξί µέλος συγκλίνει και άρα η σειρά Fourier συγκλίνει απόλυτα.

Τώρα η πρόταση µας δίνει αυτόµατα το αποτέλεσµα οτι η σειρά Fourier µιας συνάρτησης
f ∈ C(G) συγκλίνει απόλυτα και οµοιόµορφα αν αντίστοιχοι ”συντελεστές” Fourier της
f πέφτουν ως O(|λ|−s) (µε άλλα λόγια ||f̂ (λ)||HS = O(|λ|−s)) µε s > r + 3m

2 .

Τώρα σχετικά µε το δεύτερο σκέλος της πρότασης ϑα έχουµε:∑
λ∈D0

dλ|tr(f̂ (λ)πλ(g))| ≤
∑
λ∈D0

d

3
2
λ
||f̂ (λ)||HS ⇒

∑
λ∈D0

dλ|tr(f̂ (λ)πλ(g))| ≤
∑
λ∈D0

d

3
2
λ
|λ|−2p||∆̂Lf (λ)||HS

Από την ανισότητα Cauchy − Schwarz ϑα έχουµε οτι :∑
λ∈D0

dλ|tr(f̂ (λ)πλ(g))| ≤ (
∑
λ∈D0

d
2
λ
|λ|−4p)

1
2 (

∑
λ∈D0

dλ||∆̂Lf (λ)||2
HS

)
1
2 ⇒

∑
λ∈D0

dλ|tr(f̂ (λ)πλ(g))| ≤ (
∑
λ∈D0

d
2
λ
|λ|−4p)

1
2 ||∆

p

L
f ||L2
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Χρησιµοποιώντας πάλι την εκτίµηση για την διάσταση µιας ανάγωγης αναπαράστα-
σης ϑα έχουµε οτι το άθροισµα στο δεξί µέλος της παραπάνω ανίσωσης ϕράσεται από
το :

M

∑
λ∈D0

|λ|2m−4p

όπου όπως και πρίν m = |∆+| και Μ είναι µια ϑετική σταθερά. ΄Οµως για 4p > 2m + r

η σειρά αυτή συγκλίνει και το ίδιο ϑα ισχεύει και για την σειρά
∑
λ∈D0 dλ|tr(f̂ (λ)πλ(g))|.

΄Αρα η σειρά Fourier µιας συνάρτησης f ∈ C2p συγκλίνει απόλυτα και οµοιόµορφα
ως προς το g. Σαν συνέπεια έχουµε οτι µια σειρά Fourier µιας οµαλής συνάρτησης
συγκλίνει απόλυτα και οµοιόµορφα.

Αυτό το αποτέλεσµα είναι ένα ϕανερό ανάλογο του αποτελέσµατος για σειρές Fourier
περιοδικών συναρτήσεων. Γενικότερα όπως ξέρουµε υπάρχει µια άµεσση σχέση ανάµε-
σα στην οµαλότητα µιας περιοδικής συνάρτησης και στην ασυµπτωτική συµπεριφορά
των συντελεστών Fourier. Αυτό το αποτέλεσµα ϑέλουµε τώρα να γενικεύσουµε στην
περίπτωση των σειρών Fourier συναρτήσεων πάνω σε µια συµπαγή οµάδα Lie. Πρώτα
έχουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα:

Θεώρηµα. Αν G είναι µια συµπαγής οµάδα Lie, ∆0 το σύνολο των µη µηδενικών µεγι-

στικών ϐαρών της G και πλ µια µοναδιαία ανάγωγη αναπαράσταση της G µε µεγιστικό

ϐάρος λ ∈ ∆0 τότε ϑα έχουµε για κάθε X ∈ g:

||dπλ(X )||2
HS
≤ C|λ||∆+ |+2||X ||2

Απόδειξη. Αν έχουµε ένα µεγιστικό τόρο T της G µε αντίστοιχη άλγεβρα Lie h. Αν X ∈ g
τότε υπάρχει Y ∈ h και g ∈ G τέτοια ώστε gexp(X )g−1 = exp(Y ). Αυτό συνεπάγεται οτι
Ad(g)X = Y και επειδή έχουµε επιλέξει ένα Ad-αναλλοιωτο εσωτερτικό γινόµενο στη g
ϐλέπουµε οτι ||Y || = ||X ||. Ακόµα µπορούµε να δούµε οτι ||dπλ(X )||HS = ||dπλ(Y )||HS για
κάθε λ ∈ D. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε την ανισότητα µόνο για X ∈ h.

Αν λοιπόν {λ1, ..., λdim(πλ)} είναι τα ϐάρη της π τότε ϑα έχουµε οτι max1≤i≤dim(π) |λi | = |λ|.
Από το γεγονός οτι τα

√
−1λi(X ) είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα dπλ(X ) ϑα έχουµε οτι :

||dπλ(X )||2
HS

=

dim(πλ)∑
i=1

λ
2
i
(X ) ≤

dim(πλ)∑
i=1

|λi |
2||X ||2 ≤ dim(πλ)|λ|2|||X ||2

Η ανισότητα που ϑέλουµε ϐγαίνει από την εκτίµηση dim(πλ) = O(|λ||∆+ |) που δείξαµε
στο κεφάλαιο 4.

�

Τώρα είµαστε έτοιµοι να δείξουµε την ϐασική πρόταση που ϑέλουµε:

Θεώρηµα. Αν f ∈ C(G) τότε η f είναι οµαλή συνάρτηση αν και µόνο αν ||f̂ (λ)||HS =

o(|λ|−p) για κάθε p ∈ N.

Με άλλα λόγια η συνάρτηση f είναι οµαλή αν οι συντελεστές Fourier ϕθίνουν γρήγορα
προς το 0 για λ → ∞.
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Απόδειξη. Αν f ∈ C(G) και X ∈ g. Θα δείξουµε οτι αν ||f̂ (λ)||HS = o(|λ|−p) τότε το
Xf υπάρχει και είναι συνεσής συνάρτηση. Επειδή η f είναι συνεχής η σειρά Fourier
συγκλίνει κατά σηµείο απόλυτα και ισούται µε την f . ΄Αρα ϑα έχουµε:

f (gexp(tX )) =
∑
λ∈D

dλtr(f̂ (λ)πλ(gexp(tX )))

Τώρα αν πάρουµε την παράγωγο στο δεξί µέλος αυτής της εξίσωσης ϑα καταλήξουµε
στη σειρά

∑
λ∈D dλtr(f̂ (λ)πλ(gexp(t0X ))dπλ(X )). Από τις εκτιµήσεις που έχουµε δείξει

µέχρι τώρα ϐλέπουµε οτι η απόλυτη τιµή αυτής της σειράς ϕράσεται από την ποσότητα:

M ||X ||
∑
λ∈D

dλ|λ|
m+2

2 ||f̂ (λ)||HS

όπου m = |∆+| για κάποια σταθερά M. Αφού τώρα ||f̂ (λ)||HS = o(|λ|−p) για κάθε p ∈ N
όταν πάρουµε το p αρκετά µεγάλο ϑα δούµε οτι αυτό το άνω ϕράγµα συγλίνει και άρα η
αρχική σειρά

∑
λ∈D dλtr(f̂ (λ)πλ(gexp(t0X ))dπλ(X )) ϑα συκλίνει απόλυτα και οµοιόµορ-

ϕα ως πρός τις µεταβλητές g και t0. Τώρα από το ϑεώρηµα µέσης τιµής µπορούµε να
ϐρούµε ένα θ ∈ (0, t) τέτοιο ώστε :

f (gexp(tX )) − f (g)
t

=
∑
λ∈D

dλtr(f̂ (λ)πλ(gexp(θX ))dπλ(X ))

Τώρα για t → 0 ϑα έχουµε θ → 0 και από το ϑεώρηµα της κυριαρχηµένης σύγκλισης
ϑα έχουµε το οτι η Xf υπάρχει και είναι µια συνεχής συνάρτηση και πιο συγκεκριµένα:

Xf (g) =
∑
λ∈D

dλtr(f̂ (λ)πλ(X )dπλ(X ))

Επαγωγικά τώρα µπορούµε να δείξουµε οτι αν ||f̂ (λ)||HS = o(|λ|−p) για κάθε p ∈ N τότε
για κάθε X1, ...Xn ∈ g η συνάρτηση X1X2...Xnf είναι συνεχής πάνω στην G. Αυτό δείχνει
οτι η f είναι οµαλή.

Αντιστρόφως τώρα αν έχουµε f ∈ C2p(G) τότε επειδή όπως έχουµε δείξει C2p(G) ⊂
Dom(∆p

L
) ϑα έχουµε:

||∆
p

L
f ||2 =

∑
λ∈D

dλ||∆̂
p

L
f (λ)||2

HS

΄Οµως επειδή dλ → ∞ καθώς |λ| → ∞ ϑα πρέπει να έχουµε οτι ||∆̂p

L
f (λ)||HS → 0 για

|λ| → ∞. Επειδή όµως: ||f̂ (λ)||HS ≤ |λ|−2p||∆̂
p

L
f (λ)||HS ϑα έχουµε το αποτέλεσµα που

ϑέλουµε.
�

Τώρα ακριβώς όπως και στην περίπτωση του κλασσικού µετασχηµατισµού Fourier µπο-
ϱούµε να ορίσουµε τον χώρο των συµβατών συναρτήσεων πάνω στο D οι οποίες ϕθίνουν
γρήγορα στο 0 ως το σύνολο όλων των συµβατών συναρτήσεων F : D →M(Ĝ) έτσι ώστε
για κάθε p ∈ N:

lim|λ|→∞|λ|
p||F (λ)||HS = 0

Συµβολίζουµε τον χώρο αυτό ως S(G). Με αυτά που έχουµε δείξει είναι σχετικά εύκολο
να δούµε οτι ο µετασχηµατισµός Fourier F : f 7→ f̂ είναι ένας γραµµικός ισοµορφισµός
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από τον C∞(G) στον S(G). Εδώ ϐλέπουµε τους χώρους απλά σαςν αλγεβρικά αντικε-
ίµενα χωρίς καµία τοπολογία. Παρόλα αυτά υπάρχει και ένα πιο ισχυρό αποτέλεσµα.
Μπορούµε να εφοδιάσουµε τον χώρο C∞(G) µε την τοπολογία που επάγεται από τις ηµι-
νόρµες ||f ||U = supg∈G |Uf (g)| όπου U ∈ U(g) και τον χώρο S(G) µε την τοπολογία που
επάγεται από τις ηµι-νόρµες supλ∈D |λ|s||F (λ)||HS για s ≥ 0. Με αύτες τις τοπολογίες οι
χώροι C∞(G) και S(G) γίνονται τοπικά κυρτοί τοπολογικοί χώροι και µπορεί να δειχθεί
οτι ο µετασχηµατισµός Fourier F είναι ένας ισοµορφισµός τοπολογικών χώρων.
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