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Περίληψη

Η εξάπλωση της χρήσης ανανεώσιμων πηγών ενέργειας οδήγησε στη δημιουργία μικρών

αυτόνομων συστημάτων ηλεκτρικής ενέργειας τα οποία δύνανται να συνδυάζουν φωτοβολτα-

ϊκά συστήματα, μικρές ανεμογεννήτριες, ντιζελογεννήτριες κ.α. Η ανάγκη διαμοιρασμού της

ισχύος μεταξύ των γεννητριών σε τέτοια συστήματα οδήγησε στην ανάπτυξη κατανεμημένων

αλγορίθμων επίτευξης συμφωνίας ώστε ο διαμοιρασμός ισχύος να γίνεται απουσία κεντρικού

κόμβου συλλογής πληροφορίας.

Στην παρούσα διπλωματική εργασία μελετώνται δύο κατανεμημένοι αλγόριθμοι διακριτού

χρόνου που έχουν στόχο τον διαμοιρασμό ενεργού ισχύος σε ένα νησιδοποιημένο μικροσύστη-

μα με επίτευξη συμφωνίας στο επίπεδο φόρτισης των γεννητριών. Ο ένας αλγόριθμος αφορά

την περίπτωση που το σύστημα δεν εμφανίζει καθυστερήσεις και ο άλλος την περίπτωση που

γνωρίζουμε τη μέγιστη επιτρεπτή καθυστέρηση μεταξύ ενός ζεύγους γεννητριών. Η επίτευ-

ξη κοινού επιπέδου φόρτισης είναι επιθυμητή ώστε καμία γεννήτρια του συστήματος να μην

λειτουργεί στα άκρα του επιτρεπτού εύρους ισχύος της όπου η λειτουργία της γίνεται πιο

επιβαρυντική τόσο οικονομικά, όσο και για την μηχανική υγεία της γεννήτριας.

Προτείνονται δύο αλγόριθμοι επίτευξης συμφωνίας και εξάγονται ικανές συνθήκες για

τις σχεδιαστικές παραμέτρους ώστε ο αλγόριθμος να συγκλίνει και στις δύο περιπτώσεις.

Η συμπεριφορά των δύο συστημάτων προσομοιώνεται μέσω του περιβάλλοντος Matlab και

αξιολογείται η ποιότητα της επιλογής των παραμέτρων.

Λέξεις Κλειδιά

Νησιδοποιημένα μικροσυστήματα, αλγόριθμοι επίτευξης συμφωνίας, διαμοιρασμός ισχύος,

πολυπρακτορικά δίκτυα, χρονικές καθυστερήσεις επικοινωνίας, αλγόριθμος ελεύθερος αρχι-

κοποίησης
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Abstract

Small autonomous energy systems that combine solar panels, small wind turbines,

diesel generators and other generators are common nowadays due to the widespread use

of renewable energy sources. Distributed consensus algorithms were developed in order

to be able to allocate power for such systems without the need for a central node that

gathers all the information.

In this diploma thesis we study two distributed discrete-time algorithms which can

allocate the active power among the generators in an islanded microgrid while achieving

a common charging level. The cases with and without time delays in the information

exchange between the generators are studied separately. A common charging level is

desired in order to ensure that the generators do not operate towards the edge of their

power range. Such an operation point is far from the most economically efficient one and

will accelerate the mechanical wear of the generator.

We propose two consensus algorithms and we derive sufficient conditions for the desi-

gner parameters in order for the algorithms to converge. A detailed stability analysis is

provided for both cases. Simulation results are also presented that verify our theoretical

conclusions.

Keywords

Islanded microgrids, consenus algorithms, resource allocation, multi-agent systems,

communication time delays, initialization-free algorithm
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η διαφαινόμενη έλλειψη του απαιτούμενου πετρελαίου για την διατήρηση και αύξηση της

βιομηχανικής παραγωγής που παρατηρήθηκε στα τέλη του εικοστού αιώνα, έστρεψε την προ-

σοχή σε διεθνές επίπεδο, στην εξέλιξη και διείσδυση των Ανανεώσιμων Πηγών Ενέργειας στα

ηλεκτρικά δίκτυα πολλών χωρών. Στο ακόλουθο γράφημα παρουσιάζεται η ποσοστιαία ανάλυ-

ση της ηλεκτρικής παραγωγής στην Ελλάδα για τα έτη 2004 και 2016 όπως παρουσιάστηκε

απο τον ΑΔΜΗΕ στην μελέτη επάρκειας 2017-2027.

Σχήμα 1.1: Ποσοστιαία ανάλυση της ηλεκτρικής παραγωγής στην Ελλάδα για τα έτη 2004

και 2016

Η διείσδυση των Α.Π.Ε. και ιδιαίτερα των φωτοβολταϊκών συστημάτων οδήγησε στην

εξέλιξη της δομής του ηλεκτρικου δικτύου όπου η παραγωγή δεν είναι πλέον συγκεντρωμένη

σε λίγες μονάδες παραγωγής, αλλά είναι διεσπαρμένη σε επίπεδο οικιακών καταναλωτών. Το

ηλεκτρικό δίκτυο μπορεί λοιπόν να γίνει αντιληπτό ως ένα πολυπρακτορικό σύστημα όπου

κάθε καταναλωτής λογίζεται ταυτόχρονα ως εν δυνάμει παραγωγός.

Ορισμός 1.1. Ως πολυπρακτορικά συστήματα ορίζουμε τα συστήματα αυτά που αποτελούνται

απο αλληλεπιδρούσες ανεξάρτητες οντότητες που είτε κατέχουν διαφορετική πληροφορία είτε

έχουν αποκλίνοντα συμφέροντα είτε και τα δύο. [67]

15
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΄Ενα πολυπρακτορικό σύστημα αποτελούμενο απο παραγωγούς-καταναλωτές ονομάζεται

μικροδίκτυο. ΄Ενα μικροδίκτυο αποτελείται απο ένα σύνολο πηγών και φορτίων τα οποία μπο-

ρούν να λειτουργούν είτε εντός ενός ευρύτερου δικτύου είτε σε νησιδοποιημένη λειτουργία

δηλαδή απομονωμένα απο το υπόλοιπο δίκτυο. Η δυνατότητα ύπαρξης νησιδοποιημένων μι-

κροδικτύων γεννά την ανάγκη διαμοιρασμού της ενεργού ισχύος απο τις ίδιες τις γεννήτριες

σε πραγματικό χρόνο (δυνατότητα plug and play) έτσι ώστε να γίνεται η βέλτιστη αξιοποίηση

της διαθέσιμης ενέργειας που παράγεται ταυτόχρονα με την ικανοποιητική εξυπηρέτηση των

φορτίων.

Μερικές απο τις παραμέτρους που χρησιμοποιούνται για την αξιολόγηση της ποιότητας

του δικτύου είναι οι ακόλουθες:

� Η διατήρηση της συχνότητας του ρεύματος εντος ενός εύρους γύρω απο την τιμή ανα-

φοράς

� Η διατήρηση της τάσης σε κάθε κόμβο του δικτύου σε ένα εύρος γύρω απο την τιμή

αναφοράς

� Ο διαμοιρασμός του φορτίου μεταξύ των γεννητριών ώστε αυτές να λειτουργούν σε

παρόμοιο επίπεδο φόρτισης

� Η ελαχιστοποίηση του κόστους παραγωγής της ενέργειας

� Η αδιάλλειπτη κατα το δυνατόν εξυπηρέτηση των φορτίων

� Η ελαχιστοποίηση των απωλειών του συστήματος

Οι τέσσερεις πρώτοι στόχοι μπορούν να προσεγγιστούν με χρήση αλγορίθμων επίτευ-

ξης συμφωνίας (consensus) οι οποίοι βασίζονται στην ανταλλαγή πληροφορίας μεταξύ των

γειτόνων με σκοπό όλοι οι πράκτορες να αποκτήσουν κοινή τιμή για κάποια μεταβλητή τους.

Οι αλγόριθμοι που έχουν χρησιμοποιηθεί για το διαμοιρασμό της ισχύος σε ηλεκτρικά

δίκτυα όσον αφορά την οργάνωση της πληροφορίας μπορούν να ομαδοποιηθούν στις ακόλουθες

κατηγορίες:

1. Συγκεντρωτικοί αλγοριθμοι όπου όλη η πληροφορία για την κατάσταση του συστήματος

συγκεντρώνεται σε έναν κόμβο που την επεξεργάζεται και παίρνει αποφάσεις τις οποίες

στέλνει στους υπόλοιπους κόμβους του συστήματος

2. Αποκεντρωμένοι αλγόριθμοι όπου υπάρχουν περισσότεροι απο ένας κόμβοι που συγκε-

ντρώνουν και επεξεργάζονται πληροφορίες και έπειτα διαμοιράζουν τις αποφάσεις στους

ακολούθούς τους

3. Κατανεμημένοι αλγόριθμοι όπου δεν υπάρχει συγκέντρωση πληροφορίας αλλά κάθε κόμ-

βος αποφασίζει για τον εαυτό του χρησιμοποιώντας κάποιες πληροφορίες απο τους γει-

τονικούς του κόμβους
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Σχήμα 1.2: Σχηματική αναπαράσταση των συγκεντρωτικών αποκεντρωμένων και κατανεμη-

μένων αλγορίθμων

1.1 Συγγενικές εργασίες

Η χρήση αλγορίθμων επίτευξης συμφωνίας για τον διαμοιρασμό ισχύος σε ηλεκτρικά

δίκτυα αρχίζει να γίνεται δημοφιλής στις αρχές του 2000. Σε κάποιες χώρες συντάσσονται τότε

οδηγοί προς τους Ηλεκτρολόγους Μηχανικούς για την διαχείριση των ηλεκτρικών δικτύων

διεσπαρμένης παραγωγής ως πολυπρακτορικά δίκτυα, τονίζοντας ότι η προσέγγιση αυτή υπερ-

τερεί στον τομέα της ασφάλειας και της χρήσης πόρων [2],[3],[5],[6],[7],[8],[10],[20],[33],[49],

[68], [69], [70], [71].

Εργασίες οικονομικού διαμοιρασμού ισχύος

Οι περισσότερες εφαρμογές των αλγορίθμων επίτευξης συμφωνίας σε μικροδίκτυα αφο-

ρούν στην κατανομή ισχύος με κριτήριο το μικρότερο οικονομικό κόστος, δηλαδή η επίτευξη

συμφωνίας πραγματοποιείται στην οριακή τιμή του συστήματος (incremental cost,IC)[9], [14],

[16], [17], [21], [32],[34], [35], [39],[48],[50], [51], [56]. Μία διαφορετική προσέγγιση προτε-

ίνεται στο [18] όπου γίνεται χρήση ενισχυτικής μάθησης (Reinforcement Learning) για την

επίτευξη συμφωνίας.Οι Chen, Feng [36] δημιούργησαν ενα ολοκληρωμένο αλγόριθμο για τη

ρύθμιση τάσης, συχνότητας και ενεργού ισχύος.

Οι Xu, Li [31] πραγματοποίησαν μία ανάλυση σύγκλισης βασισμένη στις ιδιοτιμές του

πίνακα του αλγορίθμου. Οι He, Xing, Zhao, Huang [62] λαμβάνουν υπόψιν εκτός απο τον

περιορισμό ισχύος εξόδου, και τον περιορισμό στην ταχύτητα αλλαγής της ισχύος (ramp

rate).Οι Huang, Liu, Li, Zhang [63] διερευνούν τη μέγιστη καθυστέρηση που επιδέχεται

ο αλγόριθμος τους, ενω στην [46] δίνεται έμφαση στο να μην χρειάζεται αρχικοποίηση ο

αλγόριθμος και να αποδειχθεί σύγκλιση παρουσία κορεσμού κατάστασης.

Εργασίες επίτευξης κοινού επιπέδου φόρτισης

Μια άλλη ερευνητική περιοχή επικεντρώνεται στο κοινό επίπεδο φόρτισης των γεννητριών,

μία ιδιότητα που γίνεται σημαντική σε μικρότερου μεγέθους δίκτυα.[12],[23],[25],[28],[30],[42],

[47],[55]. Οι Meng, Wang, Liu [41] αντιμετωπίζουν τον περιορισμό στην ποσότητα ανταλλασ-

σόμενης πληροφορίας ενώ οι Ding, Han, Zhang [58] δημιουργούν έναν αλγόριθμο χειρισμού

γεγονότων. Η εργασία αυτή αποτελεί τη βάση για την παρούσα εργασία. Τέλος η περίπτωση

της ύπαρξης χρονικών καθυστερήσεων αντιμετωπίζεται στις [43],[44].
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Εργασίες διερεύνησης χρονικών καθυστερήσεων

Τέλος θα αναφερθούμε σε άρθρα που εστιάζουν στην αντιμετώπιση των χρονικών καθυ-

στερήσεων [45],[54],[57], Η μέγιστη χρονική καθυστέρηση σε αλγορίθμους consensus μέσου

όρου ερευνάται απο τους Olfati-Saber, Murray [1], [4] στις αρχές του 2000. Οι Wen, Duan,

Yu, Chen [19] αντιμετωπίζουν το πρόβλημα της διακοπτόμενης επικοινωνίας, ενώ οι Lv, Wu,

Dou, Hu [37] δημιουργούν έναν αλγόριθμο πρωτεύοντος, δευτερεύοντος και τριτέυοντος ε-

λέγχου συχνότητας ωστόσο δεν αίρουν τον περιορισμό της γνώσης της αρχικής κατάστασης.

Η ιδέα της ανταλλαγής ισχύος ανάμεσα σε διασυνδεδεμένα μικροσυστήματα συνεχούς και ε-

ναλλασσόμενης τάσης με ύπαρξη καθυστερήσεων παρουσιάζεται στο [53]. Η ανάγκη να είναι

γνωστός ο μέγιστος χρόνος σύγκλισης του συστήματος αντιμετωπίζεται στις [52], [59].

΄Αλλες εργασίες

Οι αλγόριθμοι επίτευξης συμφωνίας έχουν χρησιμοποιηθεί ακόμα για τον διαμοιρασμό

αέργου ισχύος [11],[22],[40], για την ρύθμιση τάσης [13],[24],[26],[38],[61],[67], για την στα-

θεροποίηση της συχνότητας [27],[29] για την αποβολή φορτίου [15] και την αγορά ενέργειας

[72].

1.2 Αντικείμενο της διπλωματικής

Στην παρούσα διπλωματική εργασία μελετώνται οι προϋποθέσεις για την επίτευξη συμφω-

νίας στο επίπεδο φόρτισης σε ένα πολυπρακτορικό δίκτυο γεννητριών μεταβαλλόμενης τοπο-

λογίας (switching graphs) με χρήση αλγορίθμου διακριτού χρόνου, με ανθεκτικότητα στην

ύπαρξη καθυστερήσεων επικοινωνίας ενώ τηρείται το ισοζύγιο ισχύος.

Υποθέτουμε οτι το δίκτυο αποτελείται απο n πράκτορες οι οποίοι έχουν συνδεδεμένο

φορτίο Pli και παράγουν στιγμιαία ισχύ Prefi . Για τον κάθε πράκτορα είναι γνωστή η μέγιστη

και η ελάχιστη ισχύς που μπορεί να παράξει τις οποίες ορίζουμε Pmini και Pmaxi αντίστοιχα.

Ορισμός 1.2. Ορίζουμε mi το επίπεδο φόρτισης της γεννήτριας σύμφωνα με τη σχέση :

mi =
Prefi − Pmini

Pmaxi − Pmini

(1.1)

Στόχος είναι η εύρεση των προϋποθέσεων ώστε οι γεννήτριες να μοιράζουν την ενεργό

ισχύ έχοντας κοινό επίπεδο φόρτισης και εξυπηρετώντας το ισοζύγιο ισχύος παρά την ύπαρξη

χρονικών καθυστερήσεων επικοινωνίας.

1.3 Συνεισφορά

Για την επίτευξη του παραπάνω στόχου ακολουθήθηκε η εξής διαδικασία:

1. Μελετήθηκαν νησιδοποιημένα μικροσυστήματα διαμοιρασμού ενεργού ισχύος με ύπαρξη

καθυστερήσεων επικοινωνίας.



1.4 Οργάνωση του τόμου 19

2. Δημιουργήθηκαν δύο αλγόριθμοι επίτευξης συμφωνίας, ένας για το πρόβλημα χωρίς

καθυστερήσεις και ένας για το πρόβλημα με καθυστερήσεις.

3. Υπολογίστηκαν και στις δύο περιπτώσεις ικανές συνθήκες επιλογής των σχεδιαστικών

παραμέτρων που εξασφαλίζουν την σύγκλιση του αλγορίθμου. Στην κατεύθυνση αυτή

χρησιμοποιήθηκαν νέες ιδέες για την ανάλυση των ισοδύναμων χαρακτηριστικών πο-

λυωνύμων με χρήση διαταραγμένων διαγραμμάτων Nyquist.

4. Με εκτεταμένες προσομοιώσεις επαληθεύτηκε η ισχύς των ικανών συνθηκών επιλογής

των παραμέτρων και αξιολογήθηκε η ποιότητα των αλγορίθμων (ταχύτητα σύγκλισης,

ομαλότητα μεταβατικού σταδίου κ.λ.π.).

1.4 Οργάνωση του τόμου

Μετά το πρώτο κεφάλαιο που είναι εισαγωγικό και περιλαμβάνει τις συγγενικές εργασίες

που έχουν γίνει πάνω στο θέμα με παρόμοιο αντικείμενο ακολουθεί το δεύτερο κεφάλαιο στο

οποίο περιλαμβάνονται κάποιες βασικές θεωρητικές γνώσεις που βοηθούν στην κατανόηση

των αποδείξεων για τις προϋποθέσεις σύγκλισης. Το τρίτο κεφάλαιο αφιερώνεται στην διερε-

ύνηση ευστάθειας του αλγόρίθμου χωρίς καθυστερήσεις επικοινωνίας ενώ ακολουθείται απο

το τέταρτο κεφάλαιο στο οποίο γίνεται προσομοίωση αυτού. Στο πέμπτο κεφάλαιο μελετάται

ο αλγόριθμος με ύπαρξη χρονικών καθυστερήσεων και ακολουθεί στο έκτο κεφάλαιο η α-

ξιολόγηση του. Τέλος το έβδομο κεφάλαιο αναφέρεται σε γενικά συμπεράσματα και πιθανές

μελλοντικές βελτιώσεις και γενικεύσεις των αλγορίθμων.





Κεφάλαιο 2

Θεωρητικό υπόβαθρο

2.1 Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο αναπτύσσεται το θεωρητικό υπόβαθρο που θα βοηθήσει στην κατα-

νόηση του προβλήματος και των αποδείξεων που περιλαμβάνονται στη διπλωματική. Αρχικά

παρατίθενται στοιχεία απο την αλγεβρική θεωρία των γράφων έπειτα απο την ανάλυση ευ-

στάθειας με χρήση διαγράμματος απόκρισης συχνότητας και τέλος παρουσιάζονται συνοπτικά

τα επίπεδα ελέγχου συχνότητας και τάσης για συστήματα ηλεκτρικής ενέργειας.

2.2 Αλγεβρική θεωρία γράφων

΄Ενα δίκτυο n πρακτόρων αποτελείται απο δύο επίπεδα, το φυσικό επίπεδο όπου γίνεται η

ανταλλαγή ισχύος και το επίπεδο επικοινωνίας στο οποίο γίνεται η ανταλλαγή πληροφορίας.

Στο συγκεκριμένο πρόβλημα υποθέτουμε ότι τα δύο δίκτυα είναι ίδια και αποτελούν το μη

κατευθυντικό γράφο G = (V,E), όπου V = {1, 2, ..., n} είναι το σύνολο των κόμβων και
E ⊆ V × V είναι το σύνολο των ακμών του γράφου. Ο κόμβος j ονομάζεται γείτονας του

κόμβου i αν η ακμή eij = (i, j) ανήκει στο σύνολο E. Σε ένα μη κατευθυντικό γράφο, η ύπαρξη

της ακμής eij υπονοεί την ύπαρξη της ακμής eji. Το σύνολό των κόμβων που είναι γείτονες του

κόμβου i ονομάζεται γειτονιά του κόμβου i και συμβολίζεται ως NG(i). Διαδρομή του γράφου

μεταξύ των κόμβων i, j ονομάζεται κάθε σύνολο συνεχόμενων ακμών (i, k), (k, l), ..., (m, j)

που ενώνει τους κόμβους (i, j). ΄Ενας μη κατευθυντικός γράφος ονομάζεται συνεκτικός αν

κάθε ζεύγος κόμβων του ενώνεται με κάποια διαδρομή.

Οι αλγόριθμοι επίτευξης συμφωνίας (consensus algorithms) χρησιμοποιούνται έτσι ώστε

μία ομάδα πρακτόρων να φτάσει σε κοινή τιμή για μία μεταβλητή, ανταλλάσσοντας πληροφορία

τόσο μεταξύ των γειτόνων όσο και με το περιβάλλον.

Η ανταλλαγή πληροφορίας μεταξύ των κόμβων σε ένα σύστημα διακριτού χρόνου μοντελο-

ποιείται απο τον στοχαστικό πίνακα A. ΄Ενας στοχαστικός πίνακας έχει την ιδιότητα ότι όλα

τα στοιχεία του ανήκουν στο διάστημα [0, 1] και το άθροισμά των στοιχείων του κατά γραμμή

είναι μονάδα. Αν ο πίνακας A είναι διπλά στοχαστικός το ίδιο ισχύει και για το άθροισμα

κατά στήλες. Οι στοχαστικοί πίνακες χρησιμοποιήθηκαν απο τον Andrey Markov για να

περιγράψουν τις μεταβάσεις μίας Μαρκοβιανής αλυσίδας [66].
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Για παράδειγμα, αν το διάνυσμα-στήλη y(k) περιλαμβάνει τις τιμές των κόμβων για κάποια

μεταβλητή τη χρονική στιγμή k, τότε αν εφαρμόσουμε ένα απλό αλγόριθμο επίτευξης συμ-

φωνίας, μετά την ανταλλαγή πληροφορίας τη χρονική στιγμή k + 1 το διάνυσμα y γίνεται:

y(k + 1) = Ay(k). Συνεπώς κατα την χρήση του στοχαστικού πίνακα A για την μοντελο-

ποίηση της ανταλλαγής πληροφορίας, τα στοιχεία aij αντιπροσωπεύουν την ποσότητα πληρο-

φορίας που χρησιμοποιεί ο πράκτορας i απο τον πράκτορα j για να υπολογίσει την τιμή του

την επόμενη χρονική στιγμή. Για τον πίνακα A = [aij ] ∈ Rn×n όπου aij ∈ [0, 1] υποθέτουμε

οτι ισχύει το εξής:

aij =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
∈ (0, 1), αν i = j

0, αν eij /∈ E

∈ (0, 1), αν eij ∈ E

(2.1)

Ο πίνακας A έχει την ιδιότητα ότι το άθροισμα των στοιχείων του κατά γραμμή είναι

μονάδα. Η ιδιότητα αυτή εκφράζεται με τη μορφή πινάκων με τον ακόλουθο τρόπο:

A1 = 1 (2.2)

όπου 1 = [1, 1, . . . , 1]T .

΄Επειδη ο γράφος είναι μη κατευθυντικός ισχύει επίσης οτι: aij = aji και 1TA = 1T . Οι

παραπάνω σχέσεις σημαίνουν ακόμα ότι ο πίνακας A έχει μία ιδιοτιμή στη μονάδα. Αποδει-

κνύεται ότι αν ο γράφος είναι συνεκτικός, ο αντίστοιχος στοχαστικός πίνακας έχει μοναδική

ιδιοτιμή στη μονάδα και όλες οι υπόλοιπες ιδιοτιμές του είναι στο εσωτερικό του μοναδιαίου

κύκλου. Αυτό έχει σαν συνέπεια ότι:

lim
k→∞

y(k) = lim
k→∞

Aky(0) = 1

∑n
i=1 yi(0)

n

δηλαδή όλα τα στοιχεία του y(k) συγκλίνουν στη μέση τιμή των αρχικών τιμών τους [65].

2.2.1 Θεώρημα Rayleigh

Θεώρημα 2.1. ΄Εστω ο πίνακας A που είναι συμμετρικός και πραγματικός και έχει διατε-

ταγμένες ιδιοτιμές μ1 ≤ μ2 ≤ ... ≤ μn που αντιστοιχούν στα ιδιοδιανύσματα p1, ...,pn. Τότε

για κάποιους ακεραίους 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ n, στον υπόχωρο που δημιουργείται απο την

επιλογή των ιδιοδιανυσμάτων M = span{pi1 , ...,pik}, το πηλίκο pHAp
pHp

φράσσεται απο την

ελάχιστη και την μέγιστη ιδιοτιμή των οποίων τα ιδιοδιανύσματα βρίσκονται στον υποχώρο,

δηλαδή: μi1 ≤ pHAp
pHp

≤ μik , [73].



2.3 Ανάλυση ευστάθειας συστημάτων διακριτού χρόνου με χρήση διαγράμματος απόκρισης
συχνοτήτων 23

2.3 Ανάλυση ευστάθειας συστημάτων διακριτού χρόνου

με χρήση διαγράμματος απόκρισης συχνοτήτων

Για την ανάλυση μας θα χρειαστούμε κάποια γεωμετρικά κριτήρια που να εξασφαλίζουν

ότι οι ρίζες ενός πολυωνύμου P (λ) = anλ
n+an−1λ

n−1+ ...+a1λ+a0 βρίσκονται εντός του

μοναδιαίου κύκλου.

Ισχύει το παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 2.2. Σύμφωνα με την αρχή ορίσματος του Cauchy, αν C είναι μια απλή κλειστή

καμπύλη στο μιγαδικό επίπεδο και το πολυώνυμο P (λ) είναι αναλυτική συνάρτηση εντός της

C, τότε καθώς η μεταβλητή λ διαγράφει την καμπύλη C, η αλλαγή φάσης του P (λ) ισούται

με 2πZ όπου Z είναι το πλήθος των ριζών του P εντός της καμπύλης.

Εφαρμόζοντας την αρχή του ορίσματος για την καμπύλη λ = ejθ, θ ∈ [0, 2π], είναι φανερό

ότι για να δείξουμε ότι οι ρίζες του πολυωνύμου βρίσκονται στο εσωτερικό του μοναδιαίου

κύκλου, θα πρέπει το γράφημα της P (ejθ) να περικυκλώνει την αρχή των αξόνων ακριβώς

n φορές [64]. Το γράφημα P (ejθ) ονομάζεται γράφημα απόκρισης συχνοτήτων και χρησιμο-

ποιήθηκε απο τον Harry Nyquist για τον καθορισμό της δυνατότητας σταθεροποίησης ενός

συστήματος μέσω της ανάδρασης.

2.4 Συστήματα διαμοιρασμού ισχύος

΄Ελεγχος συχνότητας και τάσης

Σε ένα σύστημα διαμοιρασμού ισχύος είναι πολύ σημαντικό να γίνεται ρύθμιση της συ-

χνότητας του δικτύου σε ένα αποδεκτό εύρος γύρω απο την τιμή αναφοράς. Στην Ελλάδα η

συχνότητα του δικτύου είναι 50 Hz. Η ρύθμιση της συχνότητας στα περισσότερα διασυνδεδε-

μένα συστήματα γίνεται σε τρία στάδια.

Πρωτεύων έλεγχος

Στο πρωτεύον στάδιο, όταν διαταραχτεί η μόνιμη κατάσταση του συστήματος, είτε με προ-

σθήκη είτε με αφαίρεση φορτίου, οι γεννήτριες βάσης απορροφούν άμεσα αυτήν την αλλαγή

μέσω της κινητικής τους ενέργειας. Αν το φορτίο αυξηθεί, οι γεννήτριες βάσης προσθέτουν

ηλεκτρική ενέργεια στο σύστημα την οποία αφαιρούν απο την κινητική τους ενέργεια μειώνο-

ντας την ταχύτητα τους και αντίστροφα. Στην βιβλιογραφία αυτός ο τύπος ελέγχου, που

συμβαίνει σε δευτερόλεπτα ονομάζεται Droop Control και περιγράφεται απο την ακόλουθη

σχέση:

wi = wni − siPi (2.3)

όπου wi είναι η συχνότητα της γεννήτριας μετά το στάδιο του πρωτεύοντος ελέγχου, wni

είναι η συχνότητα αναφοράς της γεννήτριας, Pi η ενεργός ισχύς της γεννήτριας και si ο

συντελεστής του πρωτεύοντος ελέγχου.
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Με τον ίδιο τρόπο, όταν αλλάξει η άεργος ισχύς που απαιτείται απο το σύστημα, οι γεν-

νήτριες προσφέρουν την παραπάνω άεργο ισχύ μειώνοντας την τάση του κόμβου εξόδου τους

και αντίστροφα. Ο έλεγχος αυτός περιγράφεται απο την ακόλουθη σχέση:

Vi = Vni − tiQi (2.4)

όπου Vi είναι η τάση στον κόμβο εξόδου της γεννήτριας μετά τον πρωτεύοντα έλεγχο, Vni

είναι η τάση αναφοράς του κόμβου εξόδου, Qi είναι η άεργος ισχύς της γεννήτριας και ti ο

συντελεστής του πρωτεύοντος ελέγχου.

Δευτερεύων έλεγχος

΄Οταν το σύστημα ισορροπήσει στο νέο σημείο, όπου η συχνότητα είναι διαφορετική απο

τη συχνότητα αναφοράς, εφαρμόζεται ο δευτερεύων έλεγχος συχνότητας που έχει σκοπό να

επαναφέρει τη συχνότητα στην τιμή αναφοράς. Η επαναφορά πραγματοποιείται αλλάζοντας την

συνολική ποσότητα παραγόμενης ισχύος είτε δίνοντας εντολή σε κάποιες γεννήτριες να αλ-

λάξουν την ισχύ εξόδου τους, είτε προσθαφαιρώντας γεννήτριες στο σύστημα. Ο αλγόριθμος

που αναπτύσσουμε έχει στόχο να υπολογίσει την απαιτούμενη ισχύ εξόδου κάθε γεννήτριας

ώστε να εκπληρείται το ισοζύγιο ισχύος στην συχνότητα αναφοράς.

Τριτεύων έλεγχος

Ο τριτεύων έλεγχος της ενεργού ισχύος είναι πιο μακροπρόθεσμος και έγκειται στην επι-

λογή προσθήκης η αφαίρεσης γεννητριών ή στην αλλαγή του φορτίου που αυτές αναλαμβάνουν

με κριτήριο την ελαχιστοποίηση του οικονομικού κόστους για την παραγωγή της ενέργειας,

τον προγραμματισμό συντηρήσεων κ.α..

Ισοζύγιο ισχύος και επίπεδο φόρτισης γεννητριών

Ισοζύγιο ισχύος

Ο βασικότερο στόχος ύπαρξης των συστημάτων διαμοιρασμού ισχύος είναι η κατά το

δυνατόν πλήρης εξυπηρέτηση των φορτίων ανα πάσα στιγμή. Η συνολική παραγόμενη ισχύς

θα πρέπει να ισούται με το σύνολο των φορτίων και επίσης να καλύπτει τις όποιες απώλειες του

δικτύου. Για χάριν απλότητος υποθέτουμε ότι οι απώλειες του δικτύου μοντελοποιούνται ως

ένα ποσοστό a επί του φορτίου(συνήθως 5-7%). Επομένως το ισοζύγιο ισχυος αποτυπώνεται

στην ακόλουθη σχέση:

1TPref = (1 + a)1TPl (2.5)

Επίπεδο φόρτισης γεννητριών

Σε μια συγκεκριμένη χρονική στιγμή k, όπου το συνδεδεμένο φορτίο είναι Pli και οι

μέγιστες και ελάχιστες ισχύες των γεννητριών είναι Pmaxi και Pmini αντιστοιχα, το κοινό

επιθυμητό επίπεδο φόρτισης των γεννητριών είναι :
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md =
(1 + a)

∑n
i=1 Pli −

∑n
i=1 Pmini∑n

i=1 Pmaxi −
∑n

i=1 Pmini

(2.6)

Αν κάθε γεννήτρια γνώριζε την τιμή md, τότε η ισχύς εξόδου της θα ήταν: Prefi =

md(Pmaxi−Pmini)+Pmini . Επειδή σκοπός της εργασίας είναι η δημιουργία ενός κατανεμημένου

αλγορίθμου, ορίζουμε το επίπεδο φόρτισης κάθε γεννήτριας ως mi. Επομένως η ισχύς εξόδου

κάθε γεννήτριας ισούται με:

Prefi = mi(Pmaxi − Pmini) + Pmini (2.7)

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό της ισχύος εξόδου, το σύνολο της παραγόμενης ισχύος

όταν όλες οι γεννήτριες έχουν αποκτήσει το κοινό επίπεδο φόρτισης md είναι:

n∑
i=1

Prefi =

n∑
i=1

(md(Pmaxi − Pmini) + Pmini)

=
(1 + a)

∑n
i=1 Pli −

∑n
i=1 Pmini∑n

i=1 Pmaxi −
∑n

i=1 Pmini

n∑
i=1

((Pmaxi − Pmini) + Pmini)

= (1 + a)

n∑
i=1

Pli −
n∑

i=1

Pmini +
n∑

i=1

Pmini = (1 + a)
n∑

i=1

Pli

(2.8)

Επομένως το ισοζύγιο ισχύος εκπληρείται όταν όλες οι γεννήτριες αποκτήσουν το κοινό

επίπεδο φόρτισης md. Τα όρια ισχύος της γεννήτριας i τηρούνται αν το επίπεδο φόρτισης mi

λαμβάνει τιμές στο διάστημα mi ∈ [0, 1].





Κεφάλαιο 3

Δευτερεύων κατανεμημένος έλεγχος με κοινό ε-

πίπεδο φόρτισης χωρίς χρονικές καθυστερήσεις

επικοινωνίας

3.1 Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο διατυπώνεται ο προτεινόμενος αλγόριθμος για την επίλυση του προ-

βλήματος που θα αντιμετωπίσει η διπλωματική και παρατίθενται οι σχετικές μαθηματικές απο-

δείξεις.

3.2 Προτεινόμενος αλγόριθμος

΄Εστω οτι υπάρχει ένα πολυπρακτορικό σύστημα διαμοιρασμού ισχύος με n πράκτορες

και ο i-οστος πράκτορας έχει συνδεδεμένο φορτίο Pli ∈ R+ και όρια παραγωγής ισχύος

Pmaxi ∈ R+ και Pmini ∈ R+ αντίστοιχα (i = 1, 2, . . . , n). Η ανταλλαγή πληροφορίας μεταξύ

των πρακτόρων ορίζεται απο τον πίνακα γειτνίασης A = [aij ]
n
i,j=1, ο οποίος είναι συμμετρικός

και το άθροισμα κάθε γραμμής και στήλης του ισούται με τη μονάδα.

Αρχικά θα γίνει μελέτη του προτεινόμενου αλγορίθμου χωρίς να ληφθουν υπόψιν οι χρο-

νικές καθυστερήσεις. Για τον διαμοιρασμό ενεργού ισχύος με κοινό επίπεδο φόρτισης προτε-

ίνεται ο ακόλουθος αλγόριθμος επίτευξης συμφωνίας:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

mi(k + 1) =
∑

j∈NG(i)

n1aijmj(k) + n1aiimi(k)− n2(Pmaxi − Pmini)mi(k)−

−
∑

j∈NG(i)

n3aijzj(k)− n3aiizi(k) + n2[(1 + a)Pli − Pmini ]

zi(k + 1) = zi(k)−
∑

j∈NG(i)

n4aijmj(k) + n4(1− aii)mi(k), (1 ≤ i ≤ n)

(3.1αʹ)

(3.1βʹ)

όπουmi(k) είναι το επίπεδο φόρτισης της i γεννήτριας την χρονική στιγμή k, ενώ η μεταβλητή

zi(k) είναι βοηθητική και εμφανίζεται επειδή ο αλγόριθμος επίτευξης συμφωνίας είναι δευτέρου

βαθμού.

27
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Αξίζει να σημειωθεί οτι ο αλγόριθμος είναι κατανεμημένος, δηλαδή η i γεννήτρια για

να υπολογίσει τα mi(k + 1), zi(k + 1) χρησιμοποιεί τα mi(k), zi(k), Pmaxi , Pmini , Pli και τα

mj(k), zj(k) των γειτόνων της (j ∈ NG(i)).

Οι μεταβλητές n1, n2, n3 και n4 επηρεάζουν τόσο την ευστάθεια όσο και την ταχύτητα

σύγκλισης του αλγορίθμου. Θα υπολογιστούν περιοχές τιμών για τις παραμέτρους αυτές ώστε

ο αλγόριθμος να συγκλίνει σε κοινό επίπεδο φόρτισης και να εξυπηρετεί το ισοζύγιο ισχύος.

Αν ορίσουμε τα m(k) = [m1(k), . . . ,mn(k)]
T , z(k) = [z1(k), . . . , zn(k)]

T , Pl ∈ Rn×1,

Pmax = diag{Pmax1 , . . . , Pmaxn} ∈ Rn×n, Pmin = diag{Pmin1 , . . . , Pminn} ∈ Rn×n τότε ο

αλγόριθμος μπορεί να γραφεί στην παρακάτω διανυσματική μορφή:[
m(k + 1)

z(k + 1)

]
︸ ︷︷ ︸

x(k+1)

=

[
n1A− n2(Pmax −Pmin) −n3A

n4(I−A) I

]
︸ ︷︷ ︸

S

[
m(k)

z(k)

]
︸ ︷︷ ︸

x(k)

+

[
n2((1 + a)Pl −Pmin1)

O

]
︸ ︷︷ ︸

T

(3.2)

όπου x(k) ∈ R2n×1 και x(k + 1) ∈ R2n×1 είναι το διάνυσμα κατάστασης στην τρέχουσα και

επόμενη χρονική στιγμή και S ∈ R2n×2n , T ∈ R2n×1 είναι οι πίνακες που μοντελοποιούν τον

αλγόριθμο.

Η σχέση ανανέωσης της μεταβλητής z(k) είναι:

z(k + 1) = n4(I−A)m(k) + z(k).

Παρατηρούμε ότι αν η παραπάνω σχέση πολλαπλασιαστεί απο αριστερά με το διάνυσμα 1T

λαμβάνουμε την εξίσωση:

1T z(k + 1) = n41
T (1−A)m(k) + 1T z(k)

Αφού 1TA = 1T ισοδύναμα έχουμε ότι:

1T z(k + 1) = 1T z(k). (3.3)

Από την εξ. (3.3) συμπεραίνουμε ότι το άθροισμα των μεταβλητών zi παραμένει σταθερό σε

κάθε χρονική στιγμή k. Επομένως αν επιλέξουμε αρχικά z(0) = 0 τότε 1T z(k) = 0, ∀k ∈ N.

Σημείωση 1. Επειδή θέλουμε ο αλγόριθμος να έχει την δυνατότητα plug and play δηλαδή

να διαχειρίζεται τις αλλαγές στο δίκτυο χωρίς να χρειάζεται να γίνει εκ νέου υπολογισμός με-

ταβλητών (initialization-free algorithm), θα πρέπει να εξασφαλιστεί ότι το άθροισμα
∑n

i=1 zi

παραμένει μηδέν και μετά απο κάποια αλλαγή στο δίκτυο. Το πρόβλημα αυτό αντιμετωπίζε-

ται μεταβάλλοντας τις τιμές των βοηθητικών μεταβλητών zj γειτόνων της γεννήτριας που

αποχωρεί. Περισσότερες λεπτομέρειες θα δοθούν στη συνέχεια.

3.2.1 Εύρεση σημείου ισορροπίας

΄Εστω ότι το (3.2) βρίσκεται σε σημείο ισορροπίας όπου ισχύει: m(k + 1) = m(k) = m∗

και z(k + 1) = z(k) = z∗. Τότε θα πρέπει να ισχύει ότι:

m∗ = (n1A− n2(Pmax −Pmin))m
∗ − n3Az∗ + n2((1 + a)Pl −Pmin1) (3.4αʹ)

(I−A)m∗ = 0 (3.4βʹ)
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Η σχέση (I − A)m∗ = 0 επαληθεύεται είτε όταν m∗ = 0, η οποία λύση απορρίπτεται γιατι

τότε δεν επαληθεύεται η σχέση (3.4αʹ) είτε όταν m∗ = md1 για κάποια τιμή του md ∈ R.

Στην περίπτωση αυτή, η σχέση επαληθέυεται επειδή η λ1 = 1 είναι ιδιοτιμή του πίνακα A

με αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα το v1 = 1. Με την παραδοχή ότι m∗ = md1, η εξίσωση (3.4αʹ)

γίνεται:

md1 = n1Amd1− n2(Pmax −Pmin)md1− n3Az∗+n2((1 + a)Pl −Pmin1). (3.5)

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά και τα δύο μέλη της παραπάνω εξίσωσης με το διάνυσμα 1T

και λαμβάνοντας υπόψη ότι 1TA = 1T και 1T z = 0 καταλήγουμε στην

md1
T1 = n1md1

T1− n21
T (Pmax −Pmin)md1+ n21

T ((1 + a)Pl −Pmin1) (3.6)

Συνεπώς το κοινό επίπεδο φόρτισης θα είναι:

md =
n21

T ((1 + a)Pl −Pmin1)

n21T (Pmax −Pmin)1+ (1− n1)1T1
. (3.7)

Λόγω της σχέσης (3.7) για να συγκλίνει ο αλγόριθμος στην επιθυμητή τιμή (2.6) που ικανο-

ποιεί το ισοζύγιο ισχύος θα πρέπει να ισχύει ότι n1 = 1. Επομένως οι βαθμοί ελευθερίας για

να επηρεάστει η ευστάθεια και η ταχύτητα σύγκλισης είναι οι υπόλοιποι τρείς n2, n3, n4.

Υποθέτοντας ότι ο πίνακας γειτνίασης A είναι αντιστρέψιμος, μέσω της σχέσης (3.4αʹ),

υπολογίζεται η τιμή του διανύσματος z∗ στο σημείο ισορροπίας:

z∗ =
n2

n3
A−1((1 + a)Pl −Pmin1− (Pmax −Pmin)md1). (3.8)

Είναι γνωστό ότι ο πίνακας A, έχει μία ιδιοτιμή στη μονάδα και τις υπόλοιπες ιδιοτι-

μές του εντός του μοναδιαίου κύκλου. Για να μπορεί να αντιστραφεί θα πρέπει να μην

έχει καμία μηδενική ιδιοτιμή. Σύμφωνα με το θεώρημα των κύκλων του Gershgorin κάθε

ιδιοτιμή του πίνακα A βρίσκεται εντός τουλαχιστον ενός απο τους κύκλους Di(aii, Ri) :=

{λ ∈ C : ‖λ − aii‖ ≤ Ri}, i ∈ {1, .., n} ,όπου η ακτίνα του κύκλου δίνεται απο τη σχέση:
Ri =

∑
j �=i ‖aij‖, i ∈ {1, .., n}. Επομένως αν aii > 0.5, i ∈ {1, .., n} τότε 0 < λi(A) και ο

πίνακας A μπορεί να αντιστραφεί.

Επαληθεύτηκε λοιπόν ότι ο αλγόριθμος (3.2) έχει μοναδικό σημείο ισορροπίας που οδηγεί

στην επίτευξη κοινού επιπέδου φόρτισης md το οποίο ικανοποιεί το ισόζυγιο ισχύος.

3.2.2 Προϋπόθεση για σθεναρότητα του αλγορίθμου σε μεταβολές
της τοπολογίας του δικτύου

Με βάση τα παραπάνω, στο σημείο ισορροπίας οι μεταβλητές z συγκλίνουν σε τιμές διάφο-

ρες του μηδενός οι οποίες έχουν μηδενικό άθροισμα. Αν συμβεί κάποια μεταβολή στο δίκτυο

(προσθαφαίρεση γεννήτριας ή μεταβολή του φορτίου) πρέπει να εξασφαλιστεί οτι το άθροισμα∑n
i=1 zi παραμένει μηδενικό. Η μεταβολή του φορτίου δεν επηρεάζει το παραπάνω άθροισμα

ούτε και η προσθήκη κάποιας γεννήτριας η οποία προηγουμένως δεν ήταν ενεργή στο δίκτυο
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καθώς προσφέρει μηδέν στο άθροισμα των στοιχείων του διανύσματος z (εισάγεται με αρχική

τιμή μηδέν).

Αν όμως μια γεννήτρια που ήταν ενεργή στο δίκτυο, γίνει ανενεργή τότε το άθροισμα των

στοιχείων του z που έχουν απομείνει δεν θα είναι μηδέν. Για το λόγο αυτό προτείνεται ο

παρακάτω αλγόριθμος επανατοποθέτησης τιμών του z:

Αν, την χρονική στιγμή T , μία γεννήτρια με δείκτη i που ήταν ενεργή στο δίκτυο, γίνει

ανενεργή τότε διερευνά (με αυξανόμενο δείκτη) ποιά απο τις γεννήτριες με τις οποίες γειτνιάζει

θα παραμείνει ενεργή στο δίκτυο και μετά τη χρονική στιγμή T (έστω η γεννήτρια με δείκτη

j) και της μεταφέρει (αθροίζει) την τιμή της μεταβλητής της zi(T ), δηλαδή:

znewj (T ) = zoldj (T ) + zoldi (T ) (3.9)

znewi (T ) = 0 (3.10)

3.2.3 Υπολογισμός χαρακτηριστικού πολυωνύμου

Γνωρίζοντας το σημείο ισορροπίας, ο αλγόριθμος μπορεί να γραφτεί ως προς τα διανύσματα

σφάλματος: m̃ = m(k + 1)−m∗, z̃ = z(k + 1)− z∗. Μετά απο απλές μαθηματικές πράξεις
προκύπτει λοιπόν το εξής σύστημα:[

m̃(k + 1)

z̃(k + 1)

]
︸ ︷︷ ︸

x̃(k+1)

=

[
A− n2(Pmax −Pmin) −n3A

n4(I−A) I

]
︸ ︷︷ ︸

S

[
m̃(k)

z̃(k)

]
︸ ︷︷ ︸

x̃(k)

(3.11)

Η λύση της (3.11) για κάποια αρχική στιγμή k0 είναι: x̃(k) = Sk−k0 x̃(k0) επομένως θα

πρέπει να διερευνηθούν οι προϋποθέσεις ώστε να ισχύει limk→∞ Sk−k0 x̃(k0) = 0. Αρχικά

θα υπολογίσουμε τις ιδιοτιμές του πίνακα S οι οποίες για κάποιο (δεξί) ιδιοδιάνυσμα v1 =

[uT1 , u
T
2 ]

T επαληθεύουν την ακόλουθη σχέση:[
A− n2(Pmax −Pmin) −n3A

n4(I−A) I

][
u1

u2

]
= q

[
u1

u2

]
(3.12)

Ισοδύναμα ισχύει το ακόλουθο ζεύγος εξισώσεων:

{
(A− n2(Pmax −Pmin))u1 − n3Au2 = qu1

n4(I−A)u1 + u2 = qu2

(3.13αʹ)

(3.13βʹ)

Αν q = 1: Απο τη σχέση (3.13βʹ) προκύπτει ότι n4(I−A)u1 = 0 δηλαδή u1 = c11 για

κάποια τιμή c1 ∈ C τέτοια ώστε το διάνυσμα v1 να είναι κανονικοποιημένο. Αντικαθιστώντας

την τιμή αυτή του u1 στη σχέση (3.13αʹ), η τιμή του u2 όταν q = 1 είναι:

u2 = −c1
n2

n3
A−1(Pmax −Pmin)1 (3.14)

Επομένως ο S έχει μια ιδιοτιμή q1 = 1 με δεξί ιδιοδιάνυσμα

v1 =

[
c11

−c1
n2
n3
A−1(Pmax −Pmin)1

]
(3.15)
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Θα υπολογίσουμε λοιπόν με τον ίδιο τρόπο και το αριστερό ιδιοδιάνυσμα wT
1 = [uT

3 ,u
T
4 ]

της ιδιοτιμής q1 = 1 μέσα απο τη σχέση:

[
uT
3 ,u

T
4

] [A− n2(Pmax −Pmin) −n3A

n4(I−A) I

]
=
[
uT
3 ,u

T
4

]
(3.16)

Με απλές μαθηματικές πράξεις καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι wT
1 = [�T ,1T ]. Από

την παραπάνω ανάλυση είναι φανερό ότι η γεωμετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιμής q = 1

είναι ένα. Για τον υπολογισμό του Sk−k0 θα πρέπει όμως να εξετάσουμε και την αλγεβρική

πολλαπλότητα αυτής της ιδιοτιμής. Από την μορφή του πίνακα S − I2n παρατηρούμε ότι η

τάξη του είναι 2n− 1 και επομένως η q = 1 είναι απλή ιδιοτιμή του S.

Αν q �= 1: Στην περίπτωση αυτή απο τη σχέση (3.13βʹ) βρίσκουμε ότι u2 = n4(I−A)u1

1−q

και αντικαθιστώντας στη σχέση (3.13αʹ) προκύπτει ότι:

[(1− q)(A− n2(Pmax −Pmin))− q(1− q)I− n3n4A(I−A)]︸ ︷︷ ︸
R

u1 = 0 (3.17)

Για την περίπτωση όπου u1 = c21 για κάποια τιμή c2 ∈ C, αντικαθιστώντας στην εξίσωση

(3.17) και χρησιμοποιώντας τη σχέση A1 = 1 καταλήγουμε στην εξίσωση:

(q(q − 1)I+ (q − 1)(n2(Pmax −Pmin)− I))u1 = � (3.18)

Λόγω της υπόθεσης ότι q �= 1 στην περίπτωση που το διάνυσμα (Pmax − Pmin)1 έχει όλα

του τα στοιχεία ίδια, δηλαδή αν ισχύει (Pmax −Pmin)1 = dp1 για κάποια τιμή dp > 0, τότε

ο πίνακας S έχει ως ιδιοτιμή του την τιμή που δίνεται απο την εξίσωση:

(q + n2dp− 1)1 = 0 (3.19)

δηλαδή q2 = 1− n2dp.

Για να συγκλίνει το σύστημα θα πρέπει η ιδιοτιμή αυτή να ανήκει στο (−1, 1) δηλαδή:

{
1− n2dp < 1

1− n2dp > −1

(3.20αʹ)

(3.20βʹ)

Οι δύο ανισότητες συνδυάζονται στην ακόλουθη διπλή ανισότητα:

0 < n2dp < 2 (3.21)

Επειδή ισχύει ότι dp ≤ maxi(Pmaxi − Pmini) τότε αρκεί να ισχύει η απαίτηση:

0 < n2 <
2

maxi(Pmaxi − Pmini)
(3.22)

Για τις υπόλοιπες ιδιοτιμές q �= 1 που επαληθεύουν την εξίσωση (3.17), ο πίνακας R έχει

τουλάχιστον μία μηδενική ιδιοτιμή, επομένως μπορεί να βρεθεί διάνυσμα p ∈ Cn×1 με ||p|| = 1

για το οποίο ισχύει η ακόλουθη εξίσωση:

pH((1− q)(A− qI)− n2(1− q)(Pmax −Pmin) + n3n4A(I−A))p = 0 (3.23)
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όπου pH ο συζυγής ανάστροφος του p.

Ισοδύναμα:

q2 + q(n2p
H(Pmax −Pmin)p− 1− pHAp)+

pHAp− n2p
H(Pmax−Pmin)p+ n3n4p

HA(I−A)p = 0
(3.24)

Θα αποδειχθεί στην συνέχεια ότι οι ρίζες της (3.24) βρίσκονται εντός του μοναδιαίου

κύκλου αν οι παράμετροι n2, n3, n4 επιλεγούν κατάλληλα. Πριν απο αυτό όμως θα δείξουμε

ότι η ύπαρξη μίας ιδιοτιμής στη μονάδα δεν επηρεάζει τη σύγκλιση του συστήματος στο σημείο

ισορροπίας.

Αν οι ιδιοτιμές του πίνακα S είναι q1 = 1, q2, ..., q2n και κάθε ιδιοτιμή qi έχει δεξί ιδιοδι-

άνυσμα vi και αριστερό ιδιοδιάνυσμα wi τότε χρησιμοποιώντας την κανονική μορφή Jordan

ισχύει ότι:

S =
[
v1 · · · v2n

] [ q1 01×(2n−1)

0(2n−1)×1 D

]⎡⎢⎢⎣
wT

1
...

wT
2n

⎤
⎥⎥⎦

= q1v1w
T
1 +

[
v2, ...,v2n

]
D

⎡
⎢⎣w

T
2

...

wT
2n

⎤
⎥⎦ (3.25)

όπου ο πίνακας D είναι ο block διαγώνιος πίνακας που εμπεριέχει τα Jordan blocks που

αντιστοιχούν σε όλες τις ιδιοτιμές του S εκτός της μονάδας οι οποίες επαληθεύουν την εξίσωση

(3.24). Από την (3.25) ο πνακας Sk−k0 έχει τη μορφή

Sk−k0 =
[
v1 · · · v2n

] [ 1 01×(2n−1)

0(2n−1)×1 Dk−k0

]⎡⎢⎢⎣
wT

1
...

wT
2n

⎤
⎥⎥⎦

= v1w
T
1 +

[
v2, ...,v2n

]
Dk−k0

⎡
⎢⎣w

T
2

...

wT
2n

⎤
⎥⎦ (3.26)

Με την παραδοχή ότι οι ιδιοτιμές q2, ..., q2n έχουν μέτρο μικρότερο της μονάδος τότε στην

μόνιμη κατάσταση limk→∞Dk−k0 = 0 για κάποιο k0 ∈ N και το διάνυσμα x(k) προσεγγίζει

την τιμή:

lim
k→∞

x(k) = lim
k→∞

x̃(k) + x∗ = lim
k→∞

Sk−k0 x̃(k0) + x∗

= v1w
T
1 x̃(k0) + lim

k→∞

[
v2, ...,v2n

]
Dk−k0

⎡
⎢⎣w

T
2

...

wT
2n

⎤
⎥⎦ x̃(0) + x∗

= v1w
T
1

[
m(k0)−m∗

z(k0)− z∗

]
+ x∗ = v11

T
n (z(k0)− z∗) + x∗

(3.27)



3.2 Προτεινόμενος αλγόριθμος 33

΄Εχουμε δείξει ότι το άθροισμα των στοιχείων του z είναι μηδενικό για κάθε χρονική στιγμή

επομένως και για το σημείο ισορροπίας. Συνεπώς, αν οι υπόλοιπες ιδιοτιμές του πίνακα S έχουν

μέτρο μικρότερο της μονάδος, τότε το σύστημα συγκλίνει στο μοναδικό σημείο ισορροπίας

του. Στη συνέχεια θα αναλύσουμε την σχέση (3.24) για να βρεθούν οι προϋποθέσεις ώστε

||qi|| < 1∀i ∈ {2, ..., 2n}.

3.2.4 ΄Ορια επιλογής των σχεδιαστικών παραμέτρων

Σκοπός της ανάλυσης που ακολουθεί είναι να βρεθούν οι ικανές συνθηκές των συντελε-

στών του τριωνύμου (3.24) που περιέχουν τα κέρδη n2, n3, n4 ώστε να ισχύει ||q|| < 1 αν

q �= 1 και p �= c1 ∀c ∈ C. Αν σε τριώνυμο z2 + az + b = 0 εφαρμόσουμε τον διγραμμικό

μετασχηματισμό z = s+1
s−1 τότε προκύπτει ότι s

2(1 + a+ b) + s(2(1− b)) + 1(1− a+ b) = 0.

Ο μετασχηματισμός απεικονίζει την περιοχή {z ∈ C : |z| < 1} (εσωτερικό του μοναδιαίου
κύκλου) στο z-επίπεδο, στην περιοχή {s ∈ C : Re(s) < 0} στο s-επίπεδο. Επομένως σύμ-

φωνα με το κριτήριο ευστάθειας των Routh-Hurwitz οι συντελεστές του τριωνύμου του s θα

πρέπει να είναι ομόσημοι, δηλαδή: ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
1 + a+ b > 0

1− b > 0

1− a+ b > 0

(3.28)

Η περίπτωση να είναι και οι τρεις όροι αρνητικοί οδηγεί σε κενό σύνολο επομένως παραλείπεται.

Εφαρμόζοντας τα παραπάνω στην σχέση (3.24) προκύπτει η ακόλουθη ομάδα ανισώσεων οι

οποίες αν ικανοποιούνται τότε ισχύει ||q|| < 1

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
n3n4p

HA(I−A)p > 0

1− pHAp+ n2p
H(Pmax −Pmin)p− n3n4p

HA(I−A)p > 0

2(1 + pHAp− n2p
H(Pmax −Pmin)p) + n3n4p

HA(I−A)p > 0

(3.29αʹ)

(3.29βʹ)

(3.29γʹ)

Ισοδύναμα έχουμε

{
n3n4p

HA(I−A)p > 0

− 1 < pHAp− n2p
H(Pmax −Pmin)p+ n3n4p

HA(I−A)p < 1

(3.30αʹ)

(3.30βʹ)

Στην συνέχεια θα θέσουμε δύο απαιτήσεις οι οποίες αν πληρούνται τότε πληρούνται και

οι (3.30) κατι που αποδεικνύεται εύκολα με απλές πράξεις ανισοτήτων.

{
0 < n3n4p

HA(I−A)p < 1− a

− 1 < pHAp− n2p
H(Pmax −Pmin)p < a

(3.31αʹ)

(3.31βʹ)
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Η παράμετρος a ∈ (−1, 1) είναι μια σχεδιαστική παράμετρος που χρησιμοποιείται για

να επηρεάσει την ταχύτητα σύγκλισης του αλγορίθμου. Μία μικρότερη τιμή a οδηγεί σε

γρηγορότερη σύγκλιση όπως θα φανεί στο κεφάλαιο των προσομοιώσεων που ακολουθεί,

ωστόσο το σύστημα ορίζει μια ελάχιστη τιμή για την παράμετρο a που πρέπει να τηρηθεί όπως

θα εξηγήσουμε στην συνέχεια.

Οριακές τιμές γινομένου n3n4

΄Εστω ότι λ1 ≤ ... ≤ λn−1 < λn = 1 είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα γειτνίασης A. Τότε για

τα αντίστοιχα ιδιοδιάνυσματα ūi ισχύει η σχέση: Aūi = λiūi, i ∈ {1, 2, . . . , n} και επίσης για
τους πίνακες Ak = A ∗A ∗ ... ∗A︸ ︷︷ ︸

k−times

ίσχύει ότι Akūi = λk
i ūi, i ∈ {1, 2, . . . , n}. Τότε για τις

ιδιοτιμές του πίνακα A(I−A) προκύπτει ότι:

A(I−A)ūi = Aūi −A2ūi = λiūi − λ2
i ūi = λi(1− λi)ūi (3.32)

Επομένως οι ri = λi(1 − λi), i = {1, 2, . . . , n} είναι οι ζητούμενες ιδιοτιμές του πίνακα
A(I−A) και χρησιμοποιώντας το θεώρημα 2.1 για το πηλίκο pH(A(I−A))p

pHp
με pHp = 1 ισχύει

ότι:

min
i∈{1,2,...,n}

λi(1− λi) ≤ pH(A(I−A))p ≤ max
i∈{1,2,...,n}

λi(1− λi) (3.33)

Επειδή έχουμε εξαιρέσει την περίπτωση το διάνυσμα p να είναι πολλαπλάσιο του 1 τότε η

έκφραση pH(A(I−A))p δεν μπορεί να γίνει ποτέ μηδέν για λi = 1. Συνεπώς για 0 < λi < 1

ο όρος pH(A(I−A))p φράσσεται απο τις τιμές:

0 < pH(A(I−A))p ≤ 0.25 (3.34)

Συνδυάζοντας τις (3.31αʹ) και (3.34) προκύπτει ότι τα όρια επιλογής του γινομένου n3n4

είναι τα ακόλουθα:

0 < n3n4 < 4(1− a) (3.35)

Οριακές τιμές n2

Για την εύρεση των ορίων του n2 θα χρησιμοποιηθεί η σχέση (3.31βʹ) η οποία επαναλαμ-

βάνεται για ευκολία ακολούθως:

−1 < xH(A− n2(Pmax −Pmin))x < a (3.36)

Η παραπάνω απαίτηση ισοδυναμεί με το να περιοριστούν οι ιδιοτιμές του πίνακα M =

A− n2(Pmax −Pmin) στο διάστημα (−1, a). Για τα στοιχεία του πίνακα M ισχύουν οι εξής

σχέσεις:

{
mii = aii − n2(Pmaxi − Pmini)

mij = aij

(3.37αʹ)

(3.37βʹ)
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Σύμφωνα με το θεώρημα του Gershgorin οι ιδιοτιμές του πίνακα M ανήκουν τουλάχιστον

σε έναν απο τους δίσκους D(mii, Ri) ,όπου η ακτίνα του κύκλου δίνεται απο τη σχέση:

Ri =
∑

i �=j mij =
∑

i �=j aij = 1−aii. Επειδή οM είναι συμετρικός όλες οι ιδιοτιμές του είναι

πραγματικές. Συνεπώς οι ιδιοτιμές του πίνακα M ανήκουν στο διάστημα (−1, a) αν ισχύουν

οι ακόλουθες δύο απαιτήσεις: {
mii +Ri < a

mii −Ri > −1

(3.38αʹ)

(3.38βʹ)

Ισοδύναμα {
aii − n2(Pmaxi − Pmini) + 1− aii < a

aii − n2(Pmaxi − Pmini)− 1 + aii > −1

(3.39αʹ)

(3.39βʹ)

που τελικά δίνει
1− a

mini(Pmaxi − Pmini)
< n2 <

2aii
maxi(Pmaxi − Pmini)

(3.40)

Παρατηρούμε ότι επειδή a < 1 και aii < 1 τότε η τήρηση των απαιτήσεων (3.40) συνεπάγε-

ται αυτόματα την τήρηση των απαιτήσεων (3.22). Το μόνο που απομένει πριν προχωρήσουμε

στην αξιολόγηση του αλγορίθμου μέσω προσομοιώσεων είναι ο καθορισμός του τρόπου με

τον οποίο υπολογίζονται τα στοιχεία του πίνακα γειτνίασης A και η τιμή της μεταβλητής n2.

Τα στοιχεία του πίνακα A ορίζονται ως ακολούθως:

aij =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
1−∑j �=i aij , αν i = j

0, αν eij /∈ E

1
h , αν eij ∈ E

(3.41)

Για να συγκλίνει ο αλγόριθμος κάθε γεννήτρια θα πρέπει να συνδέεται τουλάχιστον με μία

ακόμα γεννήτρια άρα τα διαγώνια στοιχεία του A ανήκουν στο διάστημα: 1 − n−1
h ≤ aii ≤

1 − 1
h . Αρκεί επομένως η μεταβλητή n2 να ανήκει στο διάστημα : 1−a

mini(Pmaxi−Pmini
) < n2 <

2(1−n−1
h

)

maxi(Pmaxi−Pmini
) το οποίο είναι μή κενό αν ισχύει:

a > 1− mini(Pmaxi − Pmini)

maxi(Pmaxi − Pmini)
2(1− n− 1

h
) (3.42)

Επειδή κατα τον υπολογισμό της μόνιμης κατάστασης καταλήξαμε στην απαίτηση aii > 0.5

τότε λαμβάνουμε την σχέση:

0.5 < 1− n− 1

h
≤ aii −→ h > 2(n− 1) (3.43)

Κάθε αλγόριθμος επίτευξης συμφωνίας συγκλίνει γρηγορότερα όταν τα μη διαγώνια στοι-

χεία του πίνακα γειτνίασης είναι μεγαλύτερα, επομένως διαλέγουμε h = 2k(n − 1) συνεπώς

ισχύει ότι:

a = 1− mini(Pmaxi − Pmini)

maxi(Pmaxi − Pmini)
2(1− 1

2k
)

για κάποια μεταβλητή k > 1. Καθώς η μεταβλητή k αυξάνει, η τιμή της μεταβλήτης a μειώνεται

και η τιμή των n3, n4 αυξάνει οδηγώντας σε αύξηση της ταχύτητας σύγκλισης του αλγορίθμου.
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΄Οταν η μεταβλητή k ξεπεράσει την βέλτιστη τίμή της, τότε επειδή τα μη διαγώνια στοιχεία

του πίνακα A γίνονται πολύ μικρά η ταχύτητα σύγκλισης του αλγορίθμου μειώνεται.

Επομένως υπάρχει η βέλτιστη τιμή της μεταβλήτης k ώστε ο αλγόριθμος να συγκλίνει

με την μέγιστη ταχύτητα. Στην παρούσα εργασία δεν θα διερευνηθεί ο τρόπος εύρεσης της

βέλτιστης αυτής τιμής, ωστόσο στο κεφάλαιο που ακολουθεί θα αναδειχθεί η σημασία της

μέσω προσομοιώσεων.

Για τον υπολογισμό των διαφόρων παραμέτρων των προσομοιώσεων ο σχεδιαστής ή η

σχεδιάστρια του συστήματος διαλέγει αρχικά την παράμετρο k που ορίζει πόσο απέχει το

σύστημα απο τις οριακές τιμές hmin, amin. ΄Επειτα προκύπτει η τιμή της παραμέτρου a και

διαλέγουμε n2 =
1−a

mini(Pmaxi−Pmini
) , n3 = n4 = 2

√
(1− a).



Κεφάλαιο 4

Μελέτη προσομοίωσης αλγορίθμου χωρίς

χρονικές καθυστερήσεις

4.1 Εισαγωγή

Η προσομοίωση της λειτουργίας του αλγορίθμου έγινε σε περιβάλλον Matlab. Θεωρούμε

ένα τυχαίο αριθμό γεννητριών n οι οποίες επικοινωνούν με ένα τυχαίο αλλά σταθερό δίκτυο

επικοινωνίας και εχουν τυχαία όρια παραγωγής ενεργού ισχύος Pmini ∈ [10, 15]×106, Pmaxi ∈
[25, 30] × 106 αντίστοιχα. Η προσομοίωση αποτελείται από τρεις χρονικές περιόδους ίσης

διάρκειας οι οποίες χωρίζονται από δύο στιγμές μεταβολής (switching points). Σε κάθε

switching point αλλάζουν με τυχαίο τρόπο τόσο το υποσύνολο των γεννητριών που είναι

ενεργές, όσο και τα φορτία στους κόμβους κάθε γεννήτριας (Pli ∈ [10, 30] × 106). Μεταξύ

δύο switching points ο αριθμός των ενεργών γεννητριών και τα φορτία παραμένουν σταθερά.

Οι ικανές συνθήκες τις οποίες υπολογίσαμε οδηγούν το συνεκτικό υποσύνολο των ενεργών

γεννητριών του γράφου G σε σύγκλιση στο επιθυμητό κοινό επίπεδο φόρτισης. Οι τιμές των

μεταβλητών n2, n3, n4, h υπολογίζονται για την χειρότερη δυνατή περίπτωση όπου όλες οι

γεννήτριες που αποτελούν το δίκτυο είναι ταυτόχρονα ενεργές. Οι τιμές αυτές δίνονται στις

γεννήτριες πριν την έναρξη της πρώτης χρονικής περιόδου και μένουν σταθερές παρά τις

αλλαγές στο δίκτυο.

Στον πίνακα (4.1) περιλαμβάνονται οι παράμετροι του συστήματος των οποίων την επίδραση

της μεταβολής θα μελετήσουμε. Αρχικά θα δείξουμε ότι υπάρχουν επιλογές για τις τιμές

των παραμέτρων n2, n3, n4 που οδηγούν το σύστημα είτε σε ευστάθεια είτε σε αστάθεια.

Στη συνέχεια, σε κάθε υποενότητα θα μελετάται ξεχωριστά η επίδραση κάθε παραμέτρου,

είτε ακολουθείται ο τρόπος επιλογής παραμέτρων του τρίτου κεφαλαίου είτε όχι. Τέλος θα

δείξουμε ότι επειδή οι συνθήκες που εξήχθησαν είναι ικανές αλλά όχι αναγκαίες, ακόμα και

για επιλογή παραμέτρων που παραβιάζουν τις συνθήκες αυτές ο αλγόριθμος είναι δυνατόν να

συγκλίνει.

37
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Παράμετροι συστήματος

Σύμβολο Επεξήγηση

n Πλήθος γεννήτριων που συμμετέχουν στο δίκτυο

a ΄Ανω φράγμα των ιδιοτιμών του πίνακα A− n2(Pmax −Pmin)

h Αντίστροφο του μεγέθους των μη διαγώνιων στοιχείων του πίνακα A

k Ελέγχει την απόσταση απο την ελάχιστη τιμή του h, h = khmin

g Λόγος του μικρότερου προς το μεγαλύτερο εύρος ισχύος των γεννητριών
min(Pmaxi−Pmini

)

max(Pmaxi−Pmini
)

n2 Μεταφέρει την πληροφορία του πόσο απέχει το σύστημα απο την επίλυση

του ισοζυγίου ισχύος

n3, n4 Μεταφέρουν την πληροφορία του πόσο απέχει το σύστημα απο την επίλυση

του consensus

Πίνακας 4.1: Πίνακας παραμέτρων των οποίων η επίδραση της μεταβολής θα εξεταστεί
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4.2 Αποτελέσματα προσομοιώσεων

4.2.1 Επίδραση των n2, n3, n4 στην σύγκλιση των mi

Στην περίπτωση που οι παράμετροι επιλέγονται σύμφωνα με τις ικανές συνθήκες το σύστη-

μα συγκλίνει σε κοινό επίπεδο φόρτισης που ταυτίζεται με αυτό που επιλύει το ισοζύγιο ισχύος

(οριζόντια μπλε γραμμή). Για τις γεννήτριες που είναι ανενεργές σε κάθε χρονική περίοδο θε-

ωρούμε mi = 0, zi = 0.

Τιμές παραμέτρων

g = 0.6 a = 0.28 h = 35 k = 1.25

n = 15 n2 = 6× 10−8 n3 = 1.6971 n4 = 1.6971
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Charging level of generators

Σχήμα 4.1: Σύγκλιση του συστήματος-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για n2 = n2max
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Σχήμα 4.2: Σύγκλιση του συστήματος-Βοηθητική μεταβλητή z για n2 = n2max
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Για το ίδιο πλήθος γεννητριών και για επιλογή n2 με τιμή μεγαλύτερη απο την μέγιστη

επιτρεπτή (n2 = 1.68n2max) το σύστημα αδυνατεί να συγκλίνει.

Τιμές παραμέτρων

g = 0.55 a = 0.34 h = 35 k = 1.25

n = 15 n2 = 1.008× 10−7 n3 = 1.6248 n4 = 1.6248
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Σχήμα 4.3: Αδυναμία σύγκλισης του συστήματος-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για n2 >

n2max

0 50 100 150 200 250 300
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1
Auxiliary variable z

Σχήμα 4.4: Αδυναμία σύγκλισης του συστήματος-Βοηθητική μεταβλητή z για n2 > n2max
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4.2.2 Επίδραση μεταβολής του πλήθους γεννητριών n

Ξεκινάμε την μέλετη της επίδρασης του πλήθους των γεννητριών με την οριακή περίπτωση

όπου n = 2. Στην περίπτωση αυτή στα switching points αλλάζουν τα φορτία στους κόμ-

βους των γεννητριών αλλά όχι οι γεννήτριες που αποτελούν το δίκτυο. Συνεχίζουμε με τις

προσομοιώσεις για n = 10, 30, 150.

Τιμές παραμέτρων

g = 0.6875 a = −0.0313 h = 4 k = 2

n = 2 n2 = 9.375× 10−8 n3 = 2.0310 n4 = 2.0310
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Σχήμα 4.5: Επίδραση μεταβολής πλήθους γεννητριών-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για n = 2
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Σχήμα 4.6: Επίδραση μεταβολής πλήθους γεννητριών-Βοηθητική μεταβλητή z για n = 2
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.55 a = 0.175 h = 52 k = 2

n = 10 n2 = 7.5× 10−8 n3 = 1.8166 n4 = 1.8166

0 50 100 150 200 250 300
−0.5

0

0.5

1

1.5

2
Charging level of generators

Σχήμα 4.7: Επίδραση μεταβολής πλήθους γεννητριών-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για n =

10
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Σχήμα 4.8: Επίδραση μεταβολής πλήθους γεννητριών-Βοηθητική μεταβλητή z για n = 10
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.5 a = 0.25 h = 160 k = 2

n = 30 n2 = 7.5× 10−8 n3 = 1.7321 n4 = 1.7321
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Σχήμα 4.9: Επίδραση μεταβολής πλήθους γεννητριών-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για n =

30
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Σχήμα 4.10: Επίδραση μεταβολής πλήθους γεννητριών-Βοηθητική μεταβλητή z για n = 30
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.5 a = 0.25 h = 640 k = 2

n = 150 n2 = 7.5× 10−8 n3 = 1.7321 n4 = 1.7321
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Σχήμα 4.11: Επίδραση μεταβολής πλήθους γεννητριών-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για n =

150
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Σχήμα 4.12: Επίδραση μεταβολής πλήθους γεννητριών-Βοηθητική μεταβλητή z για n = 150

Παρατηρούμε ότι με την μέθοδο επιλογής μεταβλητών που έχει περιγραφεί, ο χρόνος απο-

κατάστασης της επίτευξης συμφωνίας σταματά να αυξάνεται για μεγάλο πλήθος γεννητριών,

ενώ όπως αναμένεται ο αλγόριθμος είναι γρηγορότερος για μικρότερο πλήθος γεννητριών.
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4.2.3 Επίδραση μεταβολής του άνω φράγματος των ιδιοτιμών του
πίνακα A− n2(Pmax −Pmin)

Για την μελέτη επίδρασης της a προσομοιώνουμε το σύστημα για n = 15 και για τέσσερεις

τιμές της a απο την ελάχιστη τιμή της που δίνεται απο την (3.42) εως το άνω φράγμα a < 1.

Τιμές παραμέτρων

g = 0.6111 a = 0.0833 h = 56 k = 2

n = 15 n2 = 8.33× 10−8 n3 = 1.9149 n4 = 1.9149
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Σχήμα 4.13: Επίδραση μεταβολής φράγματος ιδιοτιμών-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για a =

0.0833
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Σχήμα 4.14: Επίδραση μεταβολής φράγματος ιδιοτιμών-Βοηθητική μεταβλητή z για a =

0.0833
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.55 a = 0.725 h = 56 k = 2

n = 15 n2 = 2.5× 10−8 n3 = 1.0488 n4 = 1.0488
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Σχήμα 4.15: Επίδραση μεταβολής φράγματος ιδιοτιμών-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για a =

0.725
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Σχήμα 4.16: Επίδραση μεταβολής φράγματος ιδιοτιμών-Βοηθητική μεταβλητή z για a = 0.725
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.55 a = 0.95 h = 56 k = 2

n = 15 n2 = 4.5455× 10−9 n3 = 0.4472 n4 = 0.4472
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Σχήμα 4.17: Επίδραση μεταβολής φράγματος ιδιοτιμών-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για a =

0.95
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Σχήμα 4.18: Επίδραση μεταβολής φράγματος ιδιοτιμών-Βοηθητική μεταβλητή z για a = 0.95
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.6111 a = 0.99 h = 56 k = 2

n = 15 n2 = 9.091× 10−10 n3 = 0.2 n4 = 0.2
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Σχήμα 4.19: Επίδραση μεταβολής φράγματος ιδιοτιμών-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για a =

0.99
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Σχήμα 4.20: Επίδραση μεταβολής φράγματος ιδιοτιμών-Βοηθητική μεταβλητή z για a = 0.99

Παρατηρούμε ότι καθώς το άνω φράγμα των ιδιοτιμών του A − n2(Pmax − Pmin) α-

πομακρύνεται απο την ελάχιστη και προσεγγίζει την μέγιστη τιμή του, τότε οι μεταβλητές

n2, n3, n4 μικραίνουν και το σύστημα συγκλίνει πολύ πιο αργά στην μόνιμη τιμή του. Ακόμα

το μεταβατικό στάδιο γίνεται πολύ πιο ομαλό και το overshoot σχεδόν εξαφανίζεται.
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4.2.4 Επίδραση μεταβολής μη διαγώνιων στοιχείων του πίνακα A

Για την μελέτη επίδρασης της μεταβλητής 1/h πραγματοποιούμε τέσσερεις προσομοιώσεις

για k = 1, 1.25, 2, 5. Στο τέλος του τρίτου κεφαλαίου προβλέψαμε ότι υπάρχει τιμή k > 1 για

την οποία η ταχύτητα σύγκλισης είναι η μέγιστη δυνατή.

Τιμές παραμέτρων

g = 0.5 a = 0.5 h = 28 k = 1

n = 15 n2 = 5× 10−8 n3 = 1.4142 n4 = 1.4142
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Σχήμα 4.21: Επίδραση μεταβολής των μη διαγώνιων στοιχείων για k = 1
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Σχήμα 4.22: Επίδραση μεταβολής των μη διαγώνιων στοιχείων για k = 1
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.6842 a = 0.1789 h = 35 k = 1.25

n = 15 n2 = 6.3158× 10−8 n3 = 1.8122 n4 = 1.8122
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Σχήμα 4.23: Επίδραση μεταβολής των μη διαγώνιων στοιχείων-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών

για k = 1.25
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Σχήμα 4.24: Επίδραση μεταβολής των μη διαγώνιων στοιχείων για k = 1.25
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.6316 a = 0.0526 h = 56 k = 2

n = 15 n2 = 7.8947× 10−8 n3 = 1.9467 n4 = 1.9467
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Σχήμα 4.25: Επίδραση μεταβολής των μη διαγώνιων στοιχείων για k = 2
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Σχήμα 4.26: Επίδραση μεταβολής των μη διαγώνιων στοιχείων για k = 2
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.5882 a = −0.0588 h = 140 k = 5

n = 15 n2 = 1.0588× 10−7 n3 = 2.058 n4 = 2.058
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Σχήμα 4.27: Επίδραση μεταβολής των μη διαγώνιων στοιχείων για k = 5
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Σχήμα 4.28: Επίδραση μεταβολής των μη διαγώνιων στοιχείων για k = 5

Φαίνεται λοιπόν ότι καθώς η μεταβλητή k αυξάνει, τα μη διαγώνια στοιχεία του πίνακα

A μικραίνουν κάνοντας τον αλγόριθμο πιο αργό ενώ οι μεταβλητές n3, n4 αυξάνουν και η

μεταβλητή a μικραίνει κάνοντας τον αλγόριθμο πιο γρήγορο. ΄Ετσι για το σύστημα που φαίνεται

παραπάνω η τιμή h = 1.25hmin οδηγεί σε γρηγορότερη σύγκλιση απο τις τιμές h = hmin, h =

2hmin, h = 5hmin. Ωστόσο η βελτίωση αυτή είναι οριακή καθώς οι δύο παραπάνω επιδράσεις

φαίνεται να είναι ισοδύναμες και να αλληλοεξουδετερώνονται.



4.2 Αποτελέσματα προσομοιώσεων 53

4.2.5 Επίδραση μεταβολής του λόγου ελάχιστου προς μέγιστο εύρος
ισχύος g

Για τη μελέτη επίδρασης της μεταβλητής g πραγματοποιούμε τέσσερεις προσομοιώσεις.

Για να αποκτήσει το σύστημα κάποια επιθυμητή τιμή g, μετά την τυχαία επιλογή των ορίων

Pmaxi , Pmini θέτουμε το μέγιστο Pmaxi σε τιμή τέτοια ώστε να ισχύει gmax(Pmaxi−Pmini) =

min(Pmaxi − Pmini). Η g λαμβάνει τις τιμές g = 0.1, 0.33, 0.66, 1.

Τιμές παραμέτρων

g = 0.1 a = 0.9 h = 28 k = 1

n = 15 n2 = 10× 10−8 n3 = 0.6325 n4 = 0.6325
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Σχήμα 4.29: Επίδραση μεταβολής του λόγου g-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για g = 0.1
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Σχήμα 4.30: Επίδραση μεταβολής του λόγου g-Βοηθητική μεταβλητή z για g = 0.1
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.333 a = 0.667 h = 28 k = 1

n = 15 n2 = 3.0303× 10−8 n3 = 1.1547 n4 = 1.1547
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Σχήμα 4.31: Επίδραση μεταβολής του λόγου g-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για g = 0.33
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Σχήμα 4.32: Επίδραση μεταβολής του λόγου g-Βοηθητική μεταβλητή z για g = 0.33
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.6676 a = 0.3324 h = 28 k = 1

n = 15 n2 = 6.089× 10−8 n3 = 1.6342 n4 = 1.6342
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Σχήμα 4.33: Επίδραση μεταβολής του λόγου g-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για g = 0.66
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Σχήμα 4.34: Επίδραση μεταβολής του λόγου g-Βοηθητική μεταβλητή z για g = 0.66
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Τιμές παραμέτρων

g = 1 a = 0 h = 28 k = 1

n = 15 n2 = 13.33× 10−8 n3 = 2 n4 = 2
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Σχήμα 4.35: Επίδραση μεταβολής του λόγου g-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για g = 1
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Σχήμα 4.36: Επίδραση μεταβολής του λόγου g-Βοηθητική μεταβλητή z για g = 1

Καθώς η μεταβλητή g αυξάνει, οι μεταβλητές n3, n4 αυξάνονται ενώ η μεταβλητή a μει-

ώνεται και η μεταβλητή h μένει σταθερή. Συνεπώς η ταχύτητα σύγκλισης του αλγορίθμου

αυξάνει.



4.2 Αποτελέσματα προσομοιώσεων 57

4.2.6 Σύγκλιση αλγορίθμου όταν παραβιάζονται οι ικανές συνθήκες

Τιμές παραμέτρων

g = 0.55 a = 0.34 h = 35 k = 1.25

n = 15 n2 = 2.4× 10−8 n3 = 1.6248 n4 = 1.6248
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Σχήμα 4.37: Επίδραση παραβίασης ικανής συνθήκης n2-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για

n2 = 2.4× 10−8

0 50 100 150 200 250 300
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Auxiliary variable z

Σχήμα 4.38: Επίδραση παραβίασης ικανής συνθήκης n2-Βοηθητική μεταβλητή z για n2 =

2.4× 10−8

Στο παραπάνω παράδειγμα η μεταβλητή n2 είναι τέτοια ώστε ο πίνακας A − n2(Pmax −
Pmin+n3n4A(I−A)) να έχει μέγιστη ιδιοτιμή 1.1724 δηλαδή παραβιάζεται η συνθήκη (3.30),

ωστόσο ο αλγόριθμος συγκλίνει κανονικά.





Κεφάλαιο 5

Δευτερεύων κατανεμημένος έλεγχος με κοινό ε-

πίπεδο φόρτισης και χρονικές καθυστερήσεις ε-

πικοινωνίας

5.1 Γενίκευση αλγορίθμου ώστε να συμπεριληφθεί η

ύπαρξη καθυστερήσεων

΄Εστω ότι το δίκτυο επικοινωνίας των γεννητριών είναι δυνατό να εμφανίζει καθυστερήσεις.

Ανα δύο οι γεννήτριες i, j λόγω απόστασης και ποιότητας δικτύου εμφανίζουν καθυστέρηση

dij ∈ {0, ..., d} η οποία είναι σταθερή για κάθε χρονική στιγμή. Υποθέτοντας ότι η καθυ-
στέρηση για κάθε ζεύγος γεννητριών είναι η μέγιστη των dij , dji οι σχέσεις ανανέωσης των

μεταβλητών mi(k + 1), zi(k + 1) είναι οι ακόλουθες:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

mi(k + 1) =
∑

j∈NG(i)

n1aijmj(k − dij) + n1aiimi(k)− n2(Pmaxi − Pmini)mi(k)−

−
∑

j∈NG(i)

n3aijzj(k − dij)− n3aiizi(k) + n2[(1 + a)Pli − Pmini ]

zi(k + 1) =zi(k)−
∑

j∈NG(i)

n4aijmj(k − dij) + n4(1− aii)mi(k), (1 ≤ i ≤ n)

(5.1αʹ)

(5.1βʹ)

Θεωρώντας οτι ο πίνακας Ak, ∀k ∈ {0, 1, ..., d} περιέχει τα στοιχεία aij του πίνακα A

για τα οποία οι γεννήτριες i, j εμφανίζουν καθυστέρηση k = max(dij , dji), ο αλγόριθμος

επίτευξης συμφωνίας αναπαρίσταται με χρήση πινάκων ως εξής:

xd(k + 1) = Sd1xd(k) +T (5.2)

59
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καθυστερήσεις επικοινωνίας

Sd1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n1A0 − n2(Pmax −Pmin) −n3A0 n1A1 −n3A1 ... n1Ad −n3Ad

n4(I−A0) I −n4A1 � ... −n4Ad �

I � � � ... � �

� I � � ... � �

... ... ... ... ... ... ...

� � � � ... � �

� � � � ... � �

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.3)

xd(k) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

m(k)

z(k)

m(k − 1)

z(k − 1)

...

m(k − d)

z(k − d)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,T =

[
n2((1 + a)Pl −Pmin1)

�

]
(5.4)

5.1.1 Εύρεση σημείου ισορροπίας

΄Εστω ότι το σύστημα φτάνει σε σημείο ισορροπίας όπου ισχύει m(k+1) = m(k) = ... =

m(k − d) = m∗ και z(k + 1) = z(k) = ... = z(k − d) = z∗. Τότε προκύπτει το ακόλουθο
ζεύγος εξισώσεων:

m∗ =n1A0m
∗ − n2(Pmax −Pmin)m

∗ − n3A0z
∗ + n2((1 + a)Pl −Pmin1)+

n1A1m
∗ + ...+ n1Adm

∗ − n3A1z
∗ − ...− n3Adz

∗
(5.5αʹ)

(I−A)m∗ = � (5.5βʹ)

Η σχέση (5.5βʹ) αποδεικνύει ότι το σύστημα με καθυστερήσεις στην μόνιμη κατάσταση

φτάνει σε επίτευξη συμφωνίας μεταξύ των mi, i ∈ {1, ..., n}. Στη συνέχεια με την χρήση της
επαγωγικής μεθόδου θα αποδειχθεί ότι η σχέση 1T z(k + 1) = 1T z(k) παύει να ισχύει σε

αυτόν τον αλγόριθμο. Αν z(0) = � και m(0) = �:

z(1) = n4(I−A0)m(0) + z(0) = �

z(2) = n4(I−A0)m(1) + z(1)− n4A1m(0) = n4(I−A0)m(1) �= �

(5.6)

Επειδή δεν ισχύει η ιδιότητα 1T (I −A0) = 0 παύει να ισχύει ότι 1T z(2) = 0. Συνεχίζει

ωστόσο να ισχύει ότι: 1T (I −A0) = 1T (A1 +A2 + ... +Ad). Η σχέση υπολογισμού του

αθροίσματος των στοιχείων του διανύσματος z είναι η ακόλουθη:

1T z(k+1) = 1T z(k)+n41
Tm(k)−n41

TA0m(k)−n41
TA1m(k−1)−...−n41

TAdm(k−d)

(5.7)
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Επομένως η ιδιότητα 1T z(k + 1) = 1T z(k) αρχίζει να ισχύει μετά την επίτευξη του

consensus για d στιγμές, δηλαδή αφού m(k) = m(k − 1) = ... = m(k − d) = m′
d1. ΄Εστω

ότι το εν λόγω άθροισμα συγκλίνει στην τιμή 1T z = f . Μέσω της σχέσης (5.7) και της

υπόθεσης οτι το consensus έχει επιτευχθεί τουλάχιστον για d στιγμές και άρα ισχύει 1T z∗ = f

λαμβάνουμε ότι:

m∗ = n1A0m
∗ − n2(Pmax−Pmin)m

∗ − n3A0z
∗ + n2((1 + a)Pl −Pmin1)+

n1A1m
∗ + ...+ n1Adm

∗ − n3A1z
∗ − ...− n3Adz

∗ (5.8)

Η παραπάνω σχέση αθροίζοντας τις συνιστώσες Ai του πίνακα A και πολλαπλασιάζοντας

απο αριστερά και τα δύο μέλη με το διάνυσμα 1T , γίνεται:

1Tm′
d1 = 1Tn1Am′

d1− 1Tn2(Pmax −Pmin)m
′
d1− 1Tn3Az∗+

n21
T (Pl(1 + a) +Pmin1)

(5.9)

Λόγω της σχέσης 1TA = 1T και θέτοντας ξανά ότι n1 = 1 καταλήγουμε στο συμπέρασμα

ότι το γενικευμένο σύστημα με καθύστερήσεις στο μοναδικό σημείο ισορροπίας του πλησιάζει

το κοινό επίπεδο φόρτισης:

m′
d =

n21
T (Pl(1 + a) +Pmin1)− n3f

n21T (Pmax −Pmin)1
(5.10)

Απο την εξίσωση (5.10) συνεπάγεται ότι το κοινό επίπεδο φόρτισης στο οποίο συγκλίνουν

οι γεννήτριες είναι μικρότερο του επιθυμητού λόγω της ύπαρξης καθυστερήσεων. Επειδή το

πρόβλημα δημιουργείται απο τη σχέση (5.1βʹ) τροποποιούμε τη σχέση αυτή με τον εξής τρόπο:

zi(k + 1) = zi(k)−
∑

j∈NG(i)

n4aijmj(k − d) + n4(1− aii)mi(k − d), (1 ≤ i ≤ n) (5.11)

Επιπρόσθετα στην σχέση (5.1αʹ) κάνουμε μια αντίστοιχη τροποποίηση:

mi(k + 1) =
∑

j∈NG(i)

aijmj(k − dij) + aiimi(k)− n2(Pmaxi − Pmini)mi(k)−

−
∑

j∈NG(i)

n3aijzj(k − d)− n3aiizi(k − d) + n2[(1 + a)Pli − Pmini ]

(5.12)

Η δεύτερη αυτή τροποποίηση έχει σκοπό να απλοποιήσει τις απαιτούμενες μαθηματικές πράξεις.

Και οι δύο τροποποιήσεις μπορούν να γίνουν αν κάθε γεννήτρια καθυστερεί να χρησιμοποιήσει

την πληροφορία που λαμβάνει απο τους γείτονές της κατά τον απαιτούμενο αριθμό δειγμάτων.
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5.2 Τροποποίηση αλγορίθμου για την εύρεση του

επιθυμητού σημείου ισορροπίας

Ο τροποποιημένος αλγόριθμος εκφρασμένος με την βοήθεια πινάκων, έχει την μορφή:

xd(k + 1) = Sd2xd(k) +T (5.13)

Sd2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(A0 − n2(Pmax −Pmin)) � A1 � ... Ad −n3A

� I � � ... n4(I−A) �

I � � � ... � �

� I � � ... � �

... ... ... ... ... ... ...

� � � � ... � �

� � � � ... � �

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.14)

Διαφορετικά, ο παραπάνω αλγόριθμος εκφράζεται με το ακόλουθο ζεύγος σχέσεων, η οποία

μορφή επιτρέπει την εύρεση του σημείου ισορροπίας.

m(k + 1) =A0 − n2(Pmax −Pmin)m(k) +A1m(k − 1) + ...

...+Adm(k − d) + n2((1 + a)Pl −Pmin1)− n3Az(k − d)

(5.15αʹ)

z(k + 1) = z(k) + n4(I−A)m(k − d) (5.15βʹ)

Η σχέση (5.15βʹ) πολλαπλασιαζόμενη με τον πίνακα 1T απο αριστερά δίνει το ακόλουθο απο-

τέλεσμα:

1T z(k + 1) =1T z(k) + n41
T (I−A)m(k − d)

=1T z(k) + n41
T (I− I)m(k − d) = 1T z(k)

(5.16)

Επομένως ο τροποποιημένος αλγόριθμος διατηρεί το άθροισμα των μεταβλητών z το οποίο

μπορούμε να θέσουμε ως μηδέν μέσω της αρχικοποίησης. Για να διατηρείται το άθροισμα

μηδενικό φροντίζουμε ώστε όταν κάποια γεννήτρια πρόκειται να αφαιρεθεί απο το δίκτυο να

μεταφέρει τη μεταβλητή z της σε κάποια γειτονική γεννήτρια η οποία θα παραμείνει στο δίκτυο.

Λόγω των καθυστερήσεων η μεταφορά των z θα αφορά d χρονικές στιγμές πριν την αφαίρεση

της γεννήτριας, δηλαδή:

{
znewj (T − d : T ) = zoldj (T − d : T ) + zoldi (T − d : T )

znewi (T − d : T ) = 0

(5.17αʹ)

(5.17βʹ)
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5.2.1 Εύρεση σημείου ισορροπίας

΄Οπως και στην περίπτωση του προηγούμενου αλγορίθμου με ύπαρξη χρονικών καθυστε-

ρήσεων για την εύρεση των τιμών στο σημείο ισορροπίας υποθέτουμε ότιm(k+1) = m(k) =

... = m(k − d) = m∗ και z(k + 1) = z(k) = ... = z(k − d) = z∗. Τότε λαμβάνουμε τις
ακόλουθες σχέσεις:

m∗ = (A0 − n2(Pmax −Pmin))m
∗ +A1m

∗ + ...+Adm
∗+

+ n2((1 + a)Pl −Pmin1)− n3Az∗
(5.18αʹ)

z∗ = z∗ + n4(I−A)m∗ (5.18βʹ)

΄Η ισοδύναμα:

m∗ = (A− n2(Pmax −Pmin))m
∗ + n2((1 + a)Pl −Pmin ∗ 1)− n3Az∗ (5.19αʹ)

n4(I−A)m∗ = 0 (5.19βʹ)

Η σχέση (5.19βʹ) σημαίνει ότι το σύστημα στο μοναδικό σημείο ισορροπίας του επιτυγ-

χάνει την επίλυση του consensus του οποίου η τιμή βρίσκεται μέσω της επίλυσης της (5.19αʹ)

πολλαπλασιαζόμενης απο αριστερά με το διάνυσμα 1T .

1Tm∗ = 1T (A− n2(Pmax −Pmin))m
∗ + n21

T ((1 + a)Pl −Pmin1)− n31
TAz∗ (5.20)

Επειδή ισχύουν οι σχέσεις 1TA = 1T και 1T z = 0 το κοινό επίπεδο φόρτισης στο σημείο

ισορροπίας του τροποποιημένου αλγορίθμου είναι:

md =
1T ((1 + a)Pl −Pmin1)

1T ((Pmax −Pmin))1
(5.21)

Σύμφωνα με την παραπάνω ανάλυση, ο τροποποιημένος αλγόριθμος επιλύει το πρόβλημα

επίτευξης συμφωνίας με τον περιορισμό της τήρησης του ισοζυγίου ισχύος. Στη συνέχεια θα

βρεθούν ικανές συνθήκες για την σύγκλιση του αλγορίθμου. Πριν προχωρήσουμε σε αυτό θα

βρούμε την τιμή του διανύσματος z στο σημείο ισορροπίας. Απο την (5.19βʹ) βρίσκουμε ότι:

z∗ =
n2

n3
A−1(((1 + a)Pl −Pmin ∗ 1)− (Pmax −Pmin)md1) (5.22)

5.2.2 Υπολογισμός χαρακτηριστικού πολυωνύμου

΄Οπως και στο τρίτο κεφάλαιο, μπορούμε να γράψουμε το σύστημα ως προς τις μεταβλητές

σφάλματος m̃ = m(k + 1) − m∗, z̃ = z(k + 1) − z∗ όπου ο σταθερός όρος του αλγορίθ-
μου απαλείφεται και ισχύει x̃d(k + 1) = Sd2 x̃d(k). Η λύση της αναδρομικής αυτής σχέσης

εκφρασμένη σε κλειστή μορφή και με την υπόθεση ότι η αρχική στιγμή είναι η k0 είναι:

x̃d(k) = Sk−k0
d2

x̃d(k0) (5.23)

΄Εστω οτι το ζεύγος q ∈ C, v ∈ C2n(d+1)×1 αποτελεί ζεύγος ιδιοτιμής και δεξιού ιδιο-

διανύσματος για τον πίνακα Sd2 και έστω οτι αναλύουμε το διάνυσμα v στις συνιστώσες του

v = [u1u2...u2(d+1)]
T με ui ∈ Cn×1 (i = 1, 2, . . . , 2(d+ 1)).
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Τότε απο την σχέση Sd2v = qv λαμβάνουμε τις ακόλουθες απαιτήσεις:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u1 = qu3

u2 = qu4

...

u2d = qu2(d+1)

u2 + n4(I−A)u2d+1 = qu2

(A0 − n2(Pmax −Pmin))u1+

+A1u3 + ...+Adu2d+1 − n3Au2(d+1) = qu1

(5.24αʹ)

(5.24βʹ)

(5.24γʹ)

(5.24δʹ)

(5.24εʹ)

(5.24ϛʹ)

Οι πρώτες 2d σχέσεις γράφονται συνοπτικα ως:

{
u1 = qu3 = q2u5 = ... = qdu2d+1

u2 = qu4 = q2u6 = ... = qdu2(d+1)

(5.25αʹ)

(5.25βʹ)

Λόγω των σχέσεων (5.25αʹ) και (5.25βʹ), οι σχέσεις (5.24εʹ) και (5.24ϛʹ) γίνονται:

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
qdu2(d+1) + n4(I−A)u2d+1 = qd+1u2(d+1)

(A0 − n2(Pmax −Pmin))q
du2d+1 +A1q

d−1u2d+1 + ...

...+Adu2d+1 − n3Au2(d+1) = qd+1u2d+1

(5.26αʹ)

(5.26βʹ)

Αν q = 1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u1 = u3 = u5 = ... = u2d+1

u2 = u4 = u6 = ... = u2(d+1)

n4(I−A)u2d+1 = 0

(A− n2(Pmax −Pmin))u2d+1 − n3Au2(d+1) = u2d+1

(5.27αʹ)

(5.27βʹ)

(5.27γʹ)

(5.27δʹ)

Απο τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει ότι u2d+1 = c31 για κάποιο c3 ∈ C και u2(d+1) =

−c3
n2
n3
A−1(Pmax − Pmin)1. Η μεταβλητή c3 έχει τιμή τέτοια ώστε ||v|| = 1. Επομένως το

σύστημα εμφανίζει ιδιοτιμή στη μονάδα με αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα:

v =

[
c31

T − c3

(
n2

n3
A−1(Pmax −Pmin)1

)T

...c31
T − c3

(
n2

n3
A−1(Pmax −Pmin)1

)T
]T

(5.28)

Από την παραπάνω ανάλυση είναι φανερό ότι η γεωμετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιμής q = 1

είναι ένα. Για τον υπολογισμό του Sk−k0
d2

θα πρέπει όμως να εξετάσουμε και την αλγεβρική

πολλαπλότητα αυτής της ιδιοτιμής. Από την μορφή του πίνακα Sd2 − I2n(d+1) παρατηρούμε

ότι η τάξη του είναι 2n(d+ 1)− 1 και επομένως η q = 1 είναι απλή ιδιοτιμή του Sd2 .
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Αν q = 0 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u1 = u3 = u5 = ... = u2d+1 = �

u2 = u4 = u6 = ... = u2d = �

n4(I−A)u2d+1 = �

Adu2d+1 − n3Au2(d+1) = �

(5.29αʹ)

(5.29βʹ)

(5.29γʹ)

(5.29δʹ)

Απο την (5.29γʹ) προκύπτει ότι u2d+1 = c41 για κάποιο c4 ∈ C ενώ από την (5.29δʹ) έχουμε

ότι u2(d+1) = (c4/n3)A
−1Ad1. Επομένως το σύστημα εμφανίζει ιδιοτιμή στο μηδέν με

αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα v = [�T�T , ..., (c4/n3)(A
−1Ad1)

T ]T .

Αν q �= 0 και q �= 1 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
u1 = qu3 = q2u5 = ... = qdu2d+1

u2 = qu4 = q2u6 = ... = qdu2(d+1)

u2(d+1) =
n4(I−A)u2d+1

qd(q − 1)

(5.30αʹ)

(5.30βʹ)

(5.30γʹ)

Για την εύρεση των ιδιοτιμών του Sd2 συνδυάζουμε τις σχέσεις (5.26βʹ) και (5.30γʹ) και

λαμβάνουμε:

[q2d+1(q − 1)I− q2d(q − 1)(A0−n2(Pmax −Pmin))− q2d−1(q − 1)A1 − ...

− ...− qd(q − 1)Ad + n3n4A(I−A)]u2d+1 = �

(5.31)

Επειδή το διάνυσμα u2d+1 είναι μη μηδενικό, η παραπάνω σχέση ισοδυναμεί με την απαίτηση

το αντίστοιχο πολυώνυμο πινάκων να έχει μηδενική ορίζουσα επομένως υπάρχει διάνυσμα

p ∈ Cn×1 : ||p|| = 1 για το οποίο ισχύει:

pH [(q − 1)(q2d+1I− q2d(A0 − n2(Pmax −Pmin))− q2d−1A1 − ...− qdAd)+

+ n3n4A(I−A)]p = 0
(5.32)

Αν στο παραπάνω πολυώνυμο θέσουμε p = (1/
√
n)1 ο σταθερός όρος μηδενίζεται λόγω της

ιδιότητας του A. Επειδή έχουμε υποθέσει ότι q �= 0 και q �= 1, πιθανές ιδιοτιμές του πίνακα

Sd2 δίνονται απο τη σχέση:

qd+1 = qd
1H(A0 − n2(Pmax −Pmin)1

n
+ qd−11

HA11

n
+ ...+

1HAd1

n

Αν η παραπάνω εξίσωση έχει ρίζες με μέτρο μεγαλύτερο της μονάδας τότε ισχυει η ανίσωση:

||qd+1|| ≤ ||qd+1||
(∣∣∣∣1H(A0 − n2(Pmax −Pmin)1

n

∣∣∣∣+
∣∣∣∣1HA11

n

∣∣∣∣+ ...+

∣∣∣∣1HAd1

n

∣∣∣∣
)

Για να ισχύει η παραπάνω ανίσωση θα πρέπει να ισχύει ότι
∣∣∣1H(A0−n2(Pmax−Pmin)1

n

∣∣∣ +∣∣∣1HA11
n

∣∣∣ + ... +
∣∣∣1HAd1

n

∣∣∣ ≥ 1. ΄Οπως θα δέιξουμε στη συνέχεια υπάρχει η απαίτηση 0 ≤
|pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp| <

√
2
2 ∀ p ∈ Cn×1 συνεπώς οδηγούμαστε σε

άτοπο. ΄Αρα για p = (1/
√
n)1 το πολυώνυμο δίνει ρίζες εντός του μοναδιαίου κύκλου. Στη

συνέχεια θα θεωρούμε ότι p �= (1/
√
n)1.



66
Κεφάλαιο 5. Δευτερεύων κατανεμημένος έλεγχος με κοινό επίπεδο φόρτισης και χρονικές

καθυστερήσεις επικοινωνίας

Πριν προχωρήσουμε στην ανάλυση του πολυωνύμου θα δείξουμε ότι η ιδιοτιμή του πίνακα

Sd2 στη μονάδα δεν εμποδίζει τη σύγκλιση του συστήματος. Υποθέτωντας ότι ο πίνακας Sd2

έχει τις q1 = 1, ..., q2nd ιδιοτιμές με αντίστοιχα δεξιά ιδιοδιανύσματα vi, i ∈ {1, ..., 2nd} και
αντίστοιχα αριστερά ιδιοδιανύσματα wi, i ∈ {1, ..., 2nd} τότε στην κανονική μορφή Jordan ο

πίνακας γράφεται στη μορφή:

Sd2 =
[
v1 · · · v2nd

] [ q1 01×(2nd−1)

0(2nd−1)×1 Dd2

]⎡⎢⎢⎣
wT

1
...

wT
2nd

⎤
⎥⎥⎦

= q1v1w
T
1 +

[
v2, ...,v2nd

]
Dd2

⎡
⎢⎣ wT

2

...

wT
2nd

⎤
⎥⎦ (5.33)

όπου ο πίνακας Dd2 είναι ο block διαγώνιος πίνακας που εμπεριέχει τα Jordan blocks που

αντιστοιχούν σε όλες τις ιδιοτιμές του Sd2 εκτός της μονάδας οι οποίες επαληθεύουν την

εξίσωση (5.31). Από την (5.33) ο πνακας Sk
d2
έχει τη μορφή:

Sk
d2 =

[
v1 · · · v2nd

] [ 1 01×(2nd−1)

0(2nd−1)×1 Dk
d2

] [
w1 . . . w2nd

]T
(5.34)

= v1w
T
1 +

[
v2, ...,v2nd

]
Dk

d2

[
w2 . . . w2nd

]T
Με την παραδοχή ότι οι ιδιοτιμές q2, ..., q2nd έχουν μέτρο μικρότερο της μονάδος τότε στην

μόνιμη κατάσταση limk→∞Dk−k0
d2

= 0 για κάποιο k0 ∈ N και το διάνυσμα xd(k) προσεγγίζει

την τιμή:

lim
k→∞

xd(k) = lim
k→∞

x̃d(k) + x∗
d = lim

k→∞
Sk−k0
d2

x̃d(k0) + x∗
d

= v1w
T
1 x̃d(k0) + lim

k→∞

[
v2, ...,v2nd

]
Dk−k0

d2

⎡
⎢⎣ wT

2

...

wT
2nd

⎤
⎥⎦ x̃d(k0) + x∗

d

= v1w
T
1

[
(m(k0)−m∗)T (z(k0)− z∗)T . . . (m(k0)−m∗)T (z(k0)− z∗)T

]T
+ x∗

d

(5.35)

Επιλύοντας την σχέση wT
1 Sd2 = wT

1 βρίσκουμε ότι για τις επιμέρους συνιστώσες του αριστε-

ρού ιδιοδιανύσματος της ιδιοτιμής q1 = 1 ισχύουν οι σχέσεις:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uT
3 = uT

1 (I− (A0 − n2(Pmax −Pmin)))

uT
5 = uT

1 (I− (A0 − n2(Pmax −Pmin))−A1)

...

uT
2d+1 = uT

1 (I− (A0 − n2(Pmax −Pmin))−A1 − ...−Ad−1)

n4u
T
2 (I−A) = uT

1 (I− (A0 − n2(Pmax −Pmin))−A1 − ...−Ad)

(5.36αʹ)

(5.36βʹ)

(5.36γʹ)

(5.36δʹ)

(5.36εʹ)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uT
4 = �

T

uT
6 = �

T

...

uT
2d+2 = n3u

T
1 A

uT
2d+2 = �

T

(5.37αʹ)

(5.37βʹ)

(5.37γʹ)

(5.37δʹ)

(5.37εʹ)

Απο τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει ότι uT
1 A = �

T δηλαδή uT
1 = �

T . Επομένως

απο τις υπόλοιπες σχέσεις προκύπτει ότι όλες οι συνιστώσες του διανύσματος είναι μηδενικές

εκτός της u2 για την οποία ισχύει: n4u
T
2 (I − A) = �, δηλαδή uT

2 = 1T . Εφαρμόζοντας τα

παραπάνω στη σχέση (5.35) βρίσκουμε ότι:

lim
k→∞

xd(k) =

= v1w
T
1

[
(m(k0)−m∗)T (z(k0)− z∗)T . . . (m(k0)−m∗)T (z(k0)− z∗)T

]T
+ x∗

d

= v11
T (z(k0)− z∗) + x∗

d = x∗
d

Επαληθεύτηκε λοιπόν ότι αν όλες οι υπόλοιπες ιδιοτιμές του πίνακα Sd2 εκτός της μονάδας

που δίνονται απο τη σχέση (5.32) έχουν μέτρο μικρότερο της μονάδος, τότε το σύστημα συ-

γκλίνει στο μοναδικό σημείο ισορροπίας του που είναι το επιθυμητό. ΄Οπως και στο τρίτο

κεφάλαιο καλούμαστε να βρούμε τις προϋποθέσεις για τους συντελεστές του αλγεβρικού πο-

λυωνύμου ώστε οι ρίζες του να είναι εντός του μοναδιαίου κύκλου.

Αν δεν είχαμε κάνει την τροποποίηση της σχέσης (5.1αʹ) στο τέλος της προηγούμενης

ενότητας τότε ο αλγόριθμος θα περιγραφόταν απο τους πίνακες:

xd(k + 1) = Sd3xd(k) +T (5.39)

Sd3 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A0 − n2(Pmax −Pmin) −n3A0 A1 −n3A1 ... Ad −n3Ad

� I � � ... n4(I−A) �

I � � � ... � �

� I � � ... � �

... ... ... ... ... ... ...

� � � � ... � �

� � � � ... � �

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(5.40)

Το πολυώνυμο που αντιστοιχεί στο παραπάνω σύστημα είναι το :

(q − 1)q2d+1 − (q − 1)q2dpH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p−
(q − 1)q2d−1pHA1p− ...− (q − 1)qdpHAdp+

+ n3n4q
dpHA0(I−A)p+ ...+ n3n4p

HAd(I−A)p = 0

(5.41)

Στην επόμενη ενότητα θα γίνει σαφές οτι η ανάλυση ευστάθειας που ακολουθεί σχετίζεται

άμεσα με την υπόθεση ότι οι μεταβλητές n3, n4 εμφανίζονται μόνο στον σταθερό όρο του πο-

λυωνύμου (5.32) που είναι ανεξάρτητο της μεταβλητής q κάτι που δεν ισχύει για το πολυώνυμο

(5.41).
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5.2.3 Ανάλυση χαρακτηριστικού πολυωνύμου με χρήση διάγραμμα-
τος απόκρισης συχνότητας

Θεωρούμε οτι το πολυώνυμο (5.32) που θα αναλυθεί αποτελείται απο τρεις συνιστώσες. Η

πρώτη συνιστώσα F1(q) = (q−1)q2d+1 έχει απόκριση που δεν εξαρτάται απο τις παραμέτρους

του συστήματος. Η δεύτερη συνιστώσα F2(q) = −pH(q − 1)(q2d(A0 − n2(Pmax −Pmin)) +

q2d−1A1 + ...+ qdAd)p εξαρτάται απο τους πίνακες Ai,Pmax −Pmin και την παράμετρο n2.

Η τρίτη συνιστώσα είναι ο σταθερός όρος F3 = pHn3n4A(I − A)p και είναι πραγματικός

αριθμός.

Θα αναλύσουμε την απόκριση συχνότητας του πολυωνύμου (F1+F2)(e
jθ) ως την απόκριση

του πολυωνύμου F1(e
jθ) διαταραγμένου κατά F2(e

jθ). Θα βρούμε ένα διάστημα (−K, 0) για

κάποιον θετικό πραγματικό αριθμόK ώστε όλα τα πιθανά διαγράμματα F1+F2 για οποιοδήποτε

p και για οποιεσδήποτε παραμέτρους συστήματος να περικυκλώνουν 2d+2 φορές το διάστημα

(−K, 0). Αν το διάστημα (−K + pHn3n4A(I −A)p,pHn3n4A(I −A)p) περιλάμβάνει το

μηδέν, δηλαδή αν 0 < pHn3n4A(I−A)p < K, τότε το πολυώνυμο (5.32) έχει τις ρίζες του

εντός του μοναδιαίου κύκλου.

Χαρακτηριστικά διαγράμματος απόκρισης συχνότητας του F1(q)

Το πολυώνυμο F1 έχει 2d+ 1 ρίζες στο μηδέν και μία ρίζα στη μονάδα. Αντικαθιστούμε

q = cos(θ) + sin(θ)j ώστε να διαχωρίσουμε το πραγματικό και το φανταστικό κομμάτι του

διαγράμματος.

F1(e
jθ) = cos((2d+ 2)θ)− cos((2d+ 1)θ) + sin((2d+ 2)θ)j − sin((2d+ 1)θ)j

= 2 sin

(
θ

2

)(
− sin

(
(4d+ 3)θ

2

)
+ cos

(
(4d+ 3)θ

2

)
j

) (5.42)

Το μέτρο του διαγράμματος (Re(F1), Im(F1)) είναι |2 sin( θ2)| επομένως το διάγραμμα για
θ ∈ [0, 2π] πραγματοποιεί 2d + 2 περιστροφές ανθωρολογιακά γύρω απο το μηδέν αρχικά

με αύξον μέτρο (πρώτες d + 1 περιστροφές) και έπειτα με φθίνον μέτρο (επόμενες d + 1

περιστροφές). Τα παραπάνω αποτυπώνονται στο γράφημα (5.1) για κάποιο τυχαίο d.

Παρατηρούμε ακόμα ότι ισχύει:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 sin

(
(2π − θ)

2

)
= 2 sin

(
θ

2

)

sin

(
(4d+ 3)(2π − θ)

2

)
= sin

(
(4d+ 3)θ

2

)

cos

(
(4d+ 3)(2π − θ)

2

)
= − cos

(
(4d+ 3)θ

2

)

(5.43αʹ)

(5.43βʹ)

(5.43γʹ)

Συνολικά F1(e
j(2π−θ)) = F1(e

jθ)∗ δηλαδή για συμμετρικές γωνίες ως προς το π, το

διάγραμμα περνά απο συζυγή μιγαδικά σημεία, συνεπώς για την ανάλυση που θα ακολουθήσει

είναι επαρκές να μελετήσουμε τις γωνίες θ = [0, π].
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Σχήμα 5.1: Διάγραμμα απόκρισης συχνότητας και μέτρο αυτού για το πολυώνυμο F1 για

d = 3

Για να βρούμε το διάστημα (−K, 0) το οποίο περικυκλώνεται πλήρως απο το διάγραμμα

F1+F2 αρχικά θα βρούμε το πρώτο σημείο για το οποίο μηδενίζεται το φανταστικό μέρος του

F1(e
jθ). Τα σημεία μηδενισμού του Im(F1) δίνονται απο τη σχέση:

2 sin

(
θ

2

)
cos

(
(4d+ 3)θ

2

)
j = 0, θ ∈ [0, 2π] δηλαδή

sin

(
θ

2

)
= 0 ή cos

(
(4d+ 3)θ

2

)
= 0, θ ∈ [0, 2π]

(5.44)

Ισοδύναμα οι γωνίες μηδενισμού του φανταστικού μέρους είναι:

θ = 0 ή θ = 2π ή θ =
2kπ + π

4d+ 3
, k ∈ {0, 1.., 4d+ 2} (5.45)

Οι γωνίες αυτές (εκφρασμένες σε μοίρες) αποτυπώνονται με τις κάθετες πράσινες γραμμές στο

διάγραμμα του μέτρου του Nyquist. Ο πρώτος μηδενισμός του Im(F1) συμβαίνει στην γωνία
π

4d+3 . Υποθέτουμε οτι επειδή το διάγραμμα F1 +F2 αποτελεί διαταραγμένη εκδοχή του F1, ο

πρώτος μηδενισμός του F1 +F2 συμβαίνει στην γωνία θ0 ∈ ( π
4d+3 −Δθ, π

4d+3 +Δθ) το οποίο

ονομάζουμε διάστημα IΔθ. Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε το μέγεθος Δθ το οποίο είναι εξ

ορισμού θετικό. Επίσης υποθέτουμε ότι Δθ ≤ π
4d+3 ώστε το διάστημα που θα προκύψει να

περιέχει μόνο μία γωνία μηδενισμού του Im(F1).
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Εύρεση του γωνιακού εύρους στο οποίο συμβαίνει ο πρώτος μηδενισμός

του φανταστικού μέρους του F1 + F2

Η εξίσωση του πολυωνύμου F1 + F2 ως προς την γωνία θ είναι η ακόλουθη:

(F1 + F2)(e
jθ) = 2 sin

(
θ

2

)(
− sin

(
(4d+ 3)θ

2

)
+

+pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p sin

(
(4d+ 1)θ

2

)
+ ...+ pHAdp sin

(
(2d+ 1)θ

2

))
+

+ 2 sin

(
θ

2

)(
cos

(
(4d+ 3)θ

2

)
−

−pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p cos

(
(4d+ 1)θ

2

)
− pHAdp cos

(
(2d+ 1)θ

2

))
j

(5.46)

Επειδή οι αντίστοιχοι πίνακες είναι συμμετρικοί και πραγματικοί, τα πλάτη των συνημιτόνων

pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p, ...,p
HAdp είναι πραγματικοί αριθμοι. Για το σημείο τομής με

τον πραγματικό άξονα ισχύει ότι Im((F1 + F2)(e
jθ0)) = 0 επομένως απο την έκφραση για το

φαντάστικό μέρος της εξίσωσης (5.46) ισχύει η σχέση:

2 sin

(
θ0
2

)(
cos

(
(4d+ 3)θ0

2

)
− pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p cos

(
(4d+ 1)θ0

2

)
− ...

...− pHAdp cos

(
(2d+ 1)θ0

2

))
= 0, θ0 ∈ IΔθ

Επειδή υποθέσαμε ότι Δθ ≤ π
4d+3 τότε ο μηδενισμός του φανταστικού μέρους δεν οφείλε-

ται στον όρο 2 sin
(
θ0
2

)
αλλά στην παρένθεση που ακολουθεί την οποία ονομάζουμε Q(θ0).

΄Εχουμε λοιπόν οτι στο σημείο μηδενισμού του φανταστικού μέρους της F1 + F2 ισχύει η

σχέση:

Q(θ0) = cos

(
(4d+ 3)θ0

2

)
− pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p cos

(
(4d+ 1)θ0

2

)
− ...

...− pHAdp cos

(
(2d+ 1)θ0

2

)
= 0, θ0 ∈ IΔθ

Φράσσοντας κάποιους από τους όρους στην παραπάνω έκφραση σύμφωνα με τη σχέση

−|pHAip| ≤ pHAip ≤ |pHAip| προκύπτουν οι ακόλουθες ανισώσεις:⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
0 = Q(θ0) ≤ cos

(
(4d+ 3)θ0

2

)
+ |pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp|

0 = Q(θ0) ≥ cos

(
(4d+ 3)θ0

2

)
− |pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p| − ...− |pHAdp|

Οι δύο προηγούμενες σχέσεις συνδυάζονται στην ακόλουθη διπλή ανίσωση:

−|pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p| − ...− |pHAdp| ≤ − cos

(
(4d+ 3)θ0

2

)
≤

|pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp|
(5.48)
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Το όρισμα του συνημιτόνου είναι (4d+3)θ0
2 το οποίο ανήκει στο συμμετρικό διάστημα(

π
2 − (4d+3)Δθ

2 , π2 + (4d+3)Δθ
2

)
δηλαδή είναι υποσύνολο του (0, π) συνεπώς η συνάρτηση του

συνημιτόνου είναι φθίνουσα. Ισχύει λοιπόν ότι:

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

− sin

(
(4d+ 3)Δθ

2

)
= − cos

(
π

2
− (4d+ 3)Δθ

2

)
≤ − cos

(
(4d+ 3)θ0

2

)

− cos

(
(4d+ 3)θ0

2

)
≤ − cos

(
π

2
+

(4d+ 3)Δθ

2

)
= sin

(
(4d+ 3)Δθ

2

) (5.49αʹ)

(5.49βʹ)

Λόγω της (5.49), η διπλή ανίσωση (5.48) οδηγεί στο κοινό συμπέρασμα ότι:

sin

(
(4d+ 3)Δθ

2

)
≤ |pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp| (5.50)

Θεωρούμε ότι ισχύει ο περιορισμός |pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp| ≤ 1

επομένως μπορούμε να εφαρμόσουμε την συνάρτηση του αντίστροφου ημιτόνου στην παραπάνω

ανίσωση. Επειδή το αντίστροφο ημίτονο είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο διάστημα

[−1,+1] με πεδίο τιμών [−π/2, π/2] τότε η ανίσωση διατηρεί την φορά της. Τελικά το εύρος

γωνίας Δθ ισούται με:

Δθ =
2

4d+ 3
sin−1

(|pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp|
) ≤ π

4d+ 3
(5.51)

Σχήμα 5.2: Πραγματικό και φανταστικό μέρος του διαγράμματος Nyquist του F1 + F2 με

θ ∈ [0, π/4]

Στο γράφημα (5.2) αποτυπώνεται η εξέλιξη του πραγματικού και φανταστικού μέρους του

διαγράμματος απόκρισης συχνότητας της F1 +F2 με τις συνεχόμενες γραμμές για τις πρώτες

45 μοίρες. Αντίστοιχα το γράφημα της F1 αποτυπώνεται με τις διακεκομμένες γραμμές. Οι

κάθετες πράσινες γραμμές ορίζουν στο γωνιακό εύρος IΔθ και παρατηρούμε ότι σε αυτό το

διάστημα το πραγματικό μέρος των διαγραμμάτων είναι αρνητικό και το φανταστικό μέρος των

διαγραμμάτων αλλάζει για πρώτη φορά πρόσημο.
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Υπολογισμός υποψήφιου διαστήματος (−K, 0)

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε για το παραπάνω διάστημα ένα άνω φράγμα G ώστε να

ισχύει Re((F1 + F2)(e
jθ0)) ≤ G < 0 ∀ θ0 ∈ IΔθ. Η έκφραση για το πραγματικό μέρος του

διαγράμματος F1 + F2 είναι η ακόλουθη:

Re((F1 + F2)(e
jθ0)) = 2 sin

(
θ0
2

)(
− sin

(
(4d+ 3)θ0

2

)
+

+pH(A0 −n2(Pmax −Pmin))p sin

(
(4d+ 1)θ0

2

)
+ ...

...+ pHAdp sin

(
(2d+ 1)θ0

2

))
, θ0 ∈ IΔθ

(5.52)

Ο πρώτος όρος 2 sin
(
θ0
2

)
είναι αύξουσα συνάρτηση στο διάστημα που ανήκει η θ0 ∈ IΔθ.

Επειδή θα διαλέξουμε n2 ώστε να ισχύει Re(F1 + F2(e
jθ0)) < 0 τότε στο άνω φράγμα G θα

χρησιμοποιηθεί η ελάχιστη τιμή του 2 sin
(
θ0
2

)
για την μικρότερη γωνία θ0 δηλαδή:

2 sin

(
θ0
2

)
≥ 2 sin

(
1

4d+ 3

(
π

2
− (4d+ 3)Δθ

2

))
(5.53)

Ο δεύτερος όρος − sin
(
(4d+3)θ0

2

)
κινείται σε διάστημα συμμετρικό ως προς την γωνία π/2

το οποίο είναι υποσύνολο του [0, π]. Στο διάστημα αυτό η συνάρτηση − sin
(
(4d+3)θ0

2

)
είναι

αρνητική και κυρτή επομένως η μέγιστη τιμή της εμφανίζεται στα άκρα του διαστήματος της

θ0. Δηλαδή:

− sin

(
(4d+ 3)θ0

2

)
≤ − sin

(
(4d+ 3)

2

(
π

4d+ 3
±Δθ

))

= − sin

(
π

2
± (4d+ 3)Δθ

2

)

= − sin
(π
2

)
cos

(
±(4d+ 3)Δθ

2

)

= − cos

(
±(4d+ 3)Δθ

2

)

= − cos

(
(4d+ 3)Δθ

2

)

(5.54)

Οι επόμενοι όροι εκτός απο τον τελευταίο pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p sin
(
(4d+1)θ0

2

)
, ...

...,pHAd−1p sin
(
(2d+3)θ0

2

)
φράσσονται απλά απο την μέγιστη τιμή του ημιτόνου και την

απόλυτη τιμή του πλάτους τους, δηλάδή:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p sin

(
(4d+ 1)θ0

2

)
≤ |pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|

...

pHAd−1p sin

(
(2d+ 3)θ0

2

)
≤ |pHAd−1p|
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Τέλος για τον όρο pHAdp sin
(
(2d+1)θ0

2

)
παρατηρούμε ότι το όρισμα του ανήκει στο ακόλουθο

διάστημα:

0 ≤ (2d+ 1)θ0
2

≤ (2d+ 1)π

(4d+ 3)2
+

(2d+ 1)Δθ

2

≤ (2d+ 1)π

(4d+ 3)2
+

(2d+ 1)π

(4d+ 3)2

≤ (2d+ 1)π

(4d+ 3)
≤ π

2

(5.56)

Δηλαδή το όρισμα του ημιτόνου ανήκει στο διάστημα [0, π/2] επομένως το ημίτονο είναι

αύξουσα συνάρτηση. Ισχύει λοιπόν ότι :

pHAdp sin

(
(2d+ 1)θ0

2

)
≤ |pHAdp| sin

(
(2d+ 1)

4d+ 3

(
π

2
+

(4d+ 3)Δθ

2

))
(5.57)

Συνδυάζοντας τα παραπάνω όρια απο τις εξισώσεις (5.53),(5.54),(5.55),(5.57) το άνω

φράγμα για το πραγματικό μέρος της F1 + F2 όταν συμβαίνει ο πρώτος μηδενισμός του φα-

νταστικού μέρους είναι:

G = 2 sin

(
1

4d+ 3

(π
2

−(4d+ 3)Δθ

2

))(
− cos

(
(4d+ 3)Δθ

2

)
+

+|pH(A0 −n2(Pmax −Pmin))p|+ ...

...+ |pHAdp| sin
(
(2d+ 1)

4d+ 3

(
π

2
+

(4d+ 3)Δθ

2

))) (5.58)

Στη συνέχεια θα βρούμε τις τιμές των |pH(A0 − n2(Pmax − Pmin))p|, ..., |pHAdp| για
τις οποίες G < 0 και για αυτές τις τιμές θα βρούμε ένα άνω φράγμα της G το οποίο είναι

ανεξάρτητο τόσο απο τις παραμέτρους του συστήματος όσο και απο το κανονικοποιημένο

διάνυσμα p.

Ζητούμε επομένως G < 0 ή ισοδύναμα απο την (5.58):

− cos

(
(4d+ 3)Δθ

2

)
+ |pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...

...+ |pHAdp| sin
(
(2d+ 1)

4d+ 3

(
π

2
+

(4d+ 3)Δθ

2

))
< 0

(5.59)

Επομένως αρκεί:

− cos

(
(4d+ 3)Δθ

2

)
+ |pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp| < 0 (5.60)

Λόγω της (5.51), καταλήγουμε στην σχέση:

− cos
(
sin−1

(|pH(A0 −n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp|
))

+

|pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp| < 0
(5.61)
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Σχήμα 5.3: Γραφική παράσταση αντίστροφου ημιτόνου και αντίστροφου συνημιτόνου στο

διάστημα [0,1]

Και τελικά:

cos
(
sin−1

(|pH(A0 −n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp|
))

>

> |pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp|
(5.62)

Το όρισμα του αντίστροφου ημιτόνου είναι θετικό, επομένως το όρισμα του συνημιτόνου

ανήκει στο διάστημα [0, π/2] όπου το συνημίτονο είναι φθίνουσα συνάρτηση όπως και το

αντίστροφο συνημίτονο. Εφάρμοζοντας την συνάρτηση του αντίστροφου συνημιτόνου η α-

νίσωση αλλάζει φορά και έχουμε ότι:

sin−1
(|pH(A0− n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp|

)
<

< cos−1
(|pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp|

) (5.63)

Η συνάρτηση του αντίστροφου ημιτόνου είναι άυξουσα στο διάστημα [0, 1] και τέμνεται με την

συνάρτηση του αντίστροφου συνημιτόνου στο σημείο (
√
2
2 , π4 ). Επειδή και οι δύο συναρτήσεις

είναι μονότονες τότε το σημείο τομής τους είναι μοναδικό όπως φαίνεται και στο γράφημα

(5.3).

Επομένως το διάστημα ευστάθειας για το σύστημα που μελετούμε είναι :

0 ≤ |pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp| <
√
2

2
(5.64)

Για να είναι ευχερέστερη η ανάγνωση του κειμένου στη συνέχεια ορίζουμε τις μεταβλητές:

z0 := |pH(A0−n2(Pmax−Pmin))p| ∈ [0,
√
2
2 ], ..., zd := |pHAdp| ∈ [0,

√
2
2 ]. Οι όροι z0, ..., zd

επειδή ισχύει η σχέση λmin(A) ≤ pHAp ≤ λmax(A) για κάθε συμμετρικό και πραγματικό

πίνακα A και κάθε διάνυσμα p μέτρου ||p|| = 1, φράσσονται απο την μέγιστη κατ΄ απόλυτη

τιμή ιδιοτιμή τους.
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Οι πίνακεςA1, ...,Ad έχουν μηδενική διαγώνιο και είναι συμμετρικοί. Αν υποθέσουμε όπως

και στο τρίτο κεφάλαιο ότι τα μη διαγώνια στοιχεία του πίνακα A ισούνται με aij = 1
h αν i �= j

και οι i, j συνδέονται, τότε εφαρμόζοντας το θεώρημα δίσκων του Gershgorin για τους πίνακες

A1, ...,Ad έχουμε ότι:

0− ki
h

≤ pHAip ≤ 0 +
ki
h

−→ |pHAip| ≤ ki
h

(5.65)

όπου η μεταβλητή ki αντιστοιχεί στο μέγιστο πλήθος ανά γραμμή μη μηδενικών, μη διαγώνιων

στοιχείων του πίνακα Ai.

Αν επιλέξω κατάλληλο n2 ώστε να ισχύει z0 ≤ b και επίσης b + k1+...kd
h <

√
2
2 τότε ο

περιορισμός (5.64) εκπληρώνεται αυτόματα. Θεωρώντας επομένως ότι z0 ∈ [0, b], zi ∈ [0, ki/h]

για i = 1, 2, . . . , d θα υπολογίσουμε τις παραγώγους της G(z0, .., zd) ώστε να βρούμε το άνω

φράγμα της που είναι τελικά ανεξάρτητο απο τις παραμέτρους του συστήματος.

Η συνάρτηση G έχει τη μορφή:

G = 2 sin

(
1

4d+ 3

(π
2
− sin−1 (z0 + ...+ zd)

))[
− cos

(
sin−1 (z0 + ...+ zd)

)
+

+z0 + ...+ zd sin

(
(2d+ 1)

4d+ 3

(π
2
+ sin−1 (z0 + ...+ zd)

))] (5.66)

Λόγω της μορφής τηςG θα χρειαστεί να εφαρμόσουμε τον κανόνα της αλυσίδας για τον όρο

sin−1 (z0 + ...+ zd). Αν θέσουμε sin−1 (z0 + ...+ zd) = Z τότε z0+ ...+zd = sin(Z). Παρα-

γωγίζοντας ως προς zi έχουμε 1 = cos(Z)(∂Z/∂zi) ή ισοδύναμα ∂(sin−1 (z0 + ...+ zd))/∂zi

= 1/ cos(sin−1 (z0 + ...+ zd)), ∀i ∈ {0, .., d}. Με βάση αυτή τη σχέση, οι πρώτες μερικές
παράγωγοι της G για τις μεταβλητές z0...zd−1 είναι:

∂G

∂zi
= − 2

4d+ 3

cos
(

1
4d+3

(
π
2 + sin−1 (z0 + ...+ zd)

))
cos(sin−1 (z0 + ...+ zd))

H1+

H2

(
z0 + ...+ zd

cos(sin−1 (z0 + ...+ zd))
+ 1

)
∀i ∈ {0, .., d− 1}

(5.67)

με: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

H1 = − cos
(
sin−1( z0 + ...+ zd)) + z0 + ...

...+ zd sin

(
(2d+ 1)

4d+ 3

(π
2
+ sin−1 (z0 + ...+ zd)

))
< 0

H2 = 2 sin

(
1

4d+ 3

(
π

2
+

(4d+ 3)Δθ

2

))
≥ 0

Η συνάρτηση H1 είναι αρνητική εξ ορισμού του διαστήματος ευστάθειας και ισχύει ότι

cos(sin−1 (z0 + ...+ zd)) ≥ 0 στο διάστημα ευστάθειας επομένως αν δείξουμε ότι το συνη-

μίτονο cos
(

1
4d+3

(
π
2 + sin−1 (z0 + ...+ zd)

))
είναι θετικό τότε οι πρώτες μερικοί παράγωγοι

της G για z0, .., zd−1 είναι θετικές.

Λόγω της σχέσης (5.64) ισχύει ότι 0 ≤ sin−1 (z0 + ...+ zd) < π
4 δηλαδή η γωνία

π
2 +

sin−1 (z0 + ...+ zd) ανήκει στο διάστημα
[
2π
4 , 3π4

)
. Επομένως το όρισμα του συνημιτόνου

ανήκει στο διάστημα:
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0 ≤ 1

4d+ 3

(π
2
+ sin−1 (z0 + ...+ zd)

)
≤ π

2
∀d ∈ {0...∞} (5.69)

Στο διάστημα αυτό ισχύει ότι cos
(

1
4d+3

(
π
2 + sin−1 (z0 + ...+ zd)

)) ≥ 0 άρα οι μερικές

παράγωγοι ∂G
∂zi
είναι θετικές ∀z0, .., zd−1. Τέλος υπολογίζουμε την

∂G
∂zd

που ισούται με:

∂G

∂zd
=− 2

4d+ 3

cos
(

1
4d+3

(
π
2 + sin−1 (z0 + ...+ zd)

))
cos(sin−1 (z0 + ...+ zd))

H1+

+H2

(
z0 + ...+ zd

cos(sin−1 (z0 + ...+ zd))
+ sin

(
2d+ 1

4d+ 3

(π
2
+ sin−1 (z0 + ...+ zd)

)))

+H2

⎛
⎝zd

2d+ 1

4d+ 3

cos
(
2d+1
4d+3

(
π
2 + sin−1 (z0 + ...+ zd)

))
cos(sin−1 (z0 + ...+ zd))

⎞
⎠

(5.70)

΄Οπως δείξαμε νωρίτερα, το όρισμα 2d+1
4d+3

(
π
2 + sin−1 (z0 + ...+ zd)

)
ανήκει στο υποσύνολο

[0, π/2] και κατά συνέπεια η μερική παράγωγος ∂G
∂zd

είναι θετική. Επομένως, στο πεδίο ορισμού

Ω := [0, b] × [0, k1/h] × · · · × [0, kd/h] η G είναι αύξουσα ως προς όλα τα ορίσματα της και

θα έχει μέγιστο max(z0,z1,...,zd)∈ΩG(z0, z1, ..., zd) = G(b, k1/h, ...kd/h).

Συμπερασματικά αποδείχθηκε ότι το σήμειο (G(b, k1/h, ...kd/h), 0) είναι στον αρνητικό

ημιάξονα αν 0 < b+ (k1 + . . .+ kd)/h <
√
2
2 και βρίσκεται δεξιότερα του πραγματικού μέρους

του διαγράμματος (F1+F2)(e
jθ) για το θ που συμβαίνει ο πρώτος μηδενισμός του φανταστικού

μέρους του F1+F2. Επομένως το διάστημα (G(b, k1/h, ...kd/h), 0) είναι κατάλληλο υποψήφιο

διάστημα (−K, 0) που περικυκλώνεται πλήρως απο το διάγραμμα F1 + F2.

Απόδειξη για την πλήρη περικύκλωση του υποψήφιου διαστήματος απο το

διάγραμμα F1 + F2

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη θα πρέπει ακόμα να δείξουμε ότι όλα τα σημεία τομής του

F1 + F2 με τον πραγματικό άξονα για θ = 2kπ+π
4d+3 , k ∈ {1, 2, ..., 4d+ 2} βρίσκονται εκτός του

διαστήματος (G(z0, ..., zd), 0) ⊇ (G(b, k1/h, ...kd/h), 0). Αρχικά θα δείξουμε ότι το διάγραμμα

F1+F2, για γωνίες συμμετρικές ως προς τη γωνία π περνά απο συζυγή μιγαδικά σημεία. ΄Οπως

δείξαμε προηγουμένως ισχύουν οι σχέσεις:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 sin

(
(2π − θ)

2

)
= 2 sin

(
θ

2

)

sin

(
(4d+ 3)(2π − θ)

2

)
= sin

(
(4d+ 3)θ

2

)

cos

(
(4d+ 3)(2π − θ)

2

)
= − cos

(
(4d+ 3)θ

2

)

(5.71αʹ)

(5.71βʹ)

(5.71γʹ)
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Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι ισχύουν ανάλογες σχέσεις για τους υπόλοιπους

όρους της F1 + F2(e
j(2π−θ))⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cos

(
(4d+ 1)(2π − θ)

2

)
= cos

(
(4d+ 1)π − (4d+ 1)θ

2

)
= − cos

(
(4d+ 1)θ

2

)
...

cos

(
(2d+ 1)(2π − θ)

2

)
= cos

(
(2d+ 1)π − (2d+ 1)θ

2

)
= − cos

(
(2d+ 1)θ

2

)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sin

(
(4d+ 1)(2π − θ)

2

)
= sin

(
(4d+ 1)π − (4d+ 1)θ

2

)
= sin

(
(4d+ 1)θ

2

)
...

sin

(
(2d+ 1)(2π − θ)

2

)
= sin

(
(2d+ 1)π − (2d+ 1)θ

2

)
= sin

(
(2d+ 1)θ

2

)
Ισχύει επομένως ότι (F1+F2)(e

j(2π−θ)) = ((F1+F2)(e
jθ))∗ και άρα αρκεί να μελετήσουμε

τα σημεία τομής με τον πραγματικό άξονα για k = {1, 2, ..., 2d + 1}. ΄Εστω οτι για το

σύστημα F1+F2 ο μηδενισμός του φανταστικού μέρους που αντιστοιχεί στον k− μηδενισμό του
συστήματος F1 συμβαίνει στην γωνία θk ∈ (2kπ+π

4d+3 −Δθk,
2kπ+π
4d+3 +Δθk) k ∈ {1, 2, ..., 2d+1}.

Με τα ίδια επιχειρήματα που υπολογίσαμε τη μέγιστη τιμή της γωνίαςΔθ υπολογίζουμε ότι

το άνω όριο της γωνίαςΔθk είναιΔθk = 2 sin−1 (z0 + ...+ zd) /(4d+3). Εντός του διαστήμα-

τος ευστάθειας ισχύει ότι sin−1 (z0 + ...+ zd) ∈ [
0, π4

)
επομένως θk ∈

[
2kπ+π

2
4d+3 ,

2kπ+ 3π
2

4d+3

)
δηλαδή τα διαστήματα θk είναι ξένα μεταξύ τους.

Υπενθυμίζουμε την έκφραση για το πραγματικό μέρος του διαγράμματος F1 + F2:

Re((F1 + F2)(e
jθk)) = 2 sin

(
θk
2

)(
− sin

(
(4d+ 3)θk

2

)
+

+pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p sin

(
(4d+ 1)θk

2

)
+ ...+ pHAdp sin

(
(2d+ 1)θk

2

))
(5.74)

Η συνάρτηση sin
(
θk
2

)
για Δθk = 2 sin−1(z0+...+zd)

4d+3 , k = {1..2d} είναι αύξουσα επειδή:

θk
2

≤ 2kπ + 3π
2

2(4d+ 3)
=

kπ + 3π
4

4d+ 3
≤ 2d+ 3

4

4d+ 3
π ≤ π

2
(5.75)

.

Για k = 2d + 1 το διάστημα που ανήκει η γωνία θ2d+1

2 είναι το
(
4d+3− 1

2
2(4d+3) π,

4d+3+ 1
2

2(4d+3) π
)
ή

ισοδύναμα θ2d+1

2 ∈
(
π
2 − π

4(4d+3) ,
π
2 + π

4(4d+3)

)
. Στο διάστημα αυτό η συνάρτηση του ημιτόνου

είναι κοίλη και συμμετρική γύρω απο το κέντρο του διαστήματος, άρα:

cos

(
π

4(4d+ 3)

)
≤ sin

(
θ2d+1

2

)
≤ 1 (5.76)

Το όρισμα του όρου − sin
(
(4d+3)θk

2

)
ανήκει στο διάστημα (kπ + π

4 , kπ + 3π
4 ). Για τις

ζυγές τιμές του k το ημίτονο αυτό είναι αρνητικό ενώ για τις μονές τιμές του k το ημίτονο

είναι θετικό. Οι οριακές τιμές του όρου είναι λοιπόν:
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⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
−1 ≤ − sin

(
(4d+ 3)θk

2

)
≤ − cos

(
(4d+ 3)Δθk

2

)
≤ 0, k = {0, 2, ..., 2d}

0 ≤ cos

(
(4d+ 3)Δθk

2

)
≤ − sin

(
(4d+ 3)θk

2

)
≤ 1, k = {1, 3, ..., 2d+ 1}

(5.77αʹ)

(5.77βʹ)

Οι όροι pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p sin
(
(4d+1)θ0

2

)
, ...,pHAd−1p sin

(
(2d+3)θ0

2

)
φράσ-

σονται ξανά απο τις ακραίες τιμές του ημιτόνου και την απόλυτη τιμή του πλάτους τους δηλαδή

επιπρόσθετα των σχέσεων (5.55) ισχύουν ακόμα οι σχέσεις:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p sin

(
(4d+ 1)θ0

2

)
≥ −z0

...

pHAd−1p sin

(
(2d+ 3)θ0

2

)
≥ −zd

(5.78αʹ)

(5.78βʹ)

Το όρισμα του ημιτόνου sin
(
(2d+1)θk

2

)
ανήκει σύμφωνα με τα προηγούμενα στο διάστημα(

(2d+1)
(4d+3)

(
kπ + π

4

)
, (2d+1)
(4d+3)

(
kπ + 3π

4

))
. Για τις διάφορες τιμές των d, k θα διερευνήσουμε τα

όρια αυτού του διαστήματος για να εξάγουμε πληροφορίες προσήμου, μονοτονίας ή κυρτότητας

για τον όρο sin
(
(2d+1)θk

2

)
.

΄Ανω όριο:

(2d+ 1)

(4d+ 3)

(
kπ +

3π

4

)
=

(2d+ 1.5− 0.5)

(4d+ 3)

(
kπ +

3π

4

)

=
1

2

(
kπ +

3π

4

)
− 1

2(4d+ 3)

(
kπ +

3π

4

)
k≥1−−→

≤ 1

2

(
kπ +

3π

4

)
− 1

2(4d+ 3)

(
π +

3π

4

)
d=∞−−−→

≤ kπ

2
+

3π

8

(5.79)

Κάτω όριο:

(2d+ 1)

(4d+ 3)

(
kπ +

π

4

)
=

(2d+ 1.5− 0.5)

(4d+ 3)

(
kπ +

π

4

)
=

1

2

(
kπ +

π

4

)
− 1

2(4d+ 3)

(
kπ +

π

4

)
k≤2d+1−−−−−→

≥ 1

2

(
kπ +

π

4

)
− 1

2(4d+ 3)

(
(2d+ 1)π +

π

4

)
≥ kπ

2
+

π

8
− π(2d+ 1)

2(4d+ 3)
− π

8(4d+ 3)

≥ kπ

2
+

π

8
− π(4(2d+ 1) + 1)

8(4d+ 3)

d=1−−→

≥ kπ

2
+

π

8
− 13π

56

≥ kπ

2
− π

8

(5.80)



5.2 Τροποποίηση αλγορίθμου για την εύρεση του επιθυμητού σημείου ισορροπίας 79

Επομένως για τις διάφορες τιμές του k μπορούμε να εξάγουμε τα ακόλουθα συμπεράσματα

για την συνάρτηση sin
(
(2d+1)θk

2

)
:

� Για k = 0, 4, 8...

(2d+ 1)θk
2

∈
(
2nπ − π

8
, 2nπ +

3π

8

)
, n ∈ �

άρα η συνάρτηση είναι αύξουσα

� Για k = 1, 5, 9...

(2d+ 1)θk
2

∈
(
2nπ +

3π

8
, 2nπ +

7π

8

)
, n ∈ �

άρα η συνάρτηση είναι κοίλη και θετική

� Για k = 2, 6, 10...

(2d+ 1)θk
2

∈
(
2nπ +

7π

8
, 2nπ +

11π

8

)
, n ∈ �

άρα η συνάρτηση είναι φθίνουσα

� Για k = 3, 7, 11...

(2d+ 1)θk
2

∈
(
2nπ +

11π

8
, 2nπ +

15π

8

)
, n ∈ �

άρα η συνάρτηση είναι κυρτή και αρνητική

Συνδυάζοντας τις παραπάνω πληροφορίες φτάνουμε στα εξής συμπεράσματα για τα σημεία

τομής του διαγράμματος F1 + F2 με τον πραγματικό άξονα:

Για k = 1, 3, 5, ..:

Re((F1 + F2)(e
jθk)) ≥ sin

(
2kπ + π

4d+ 3
−Δθk

)

×
(
cos

(
(4d+ 3)Δθk

2

)
− z0 − ...− zd−1 − zd

) (5.81)

Τα σημεία αυτά είναι στον θετικό ημιάξονα αν ισχύει:⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
cos

(
(4d+ 3)Δθk

2

)
− z0 − ...− zd−1 − zd > 0

cos
(
sin−1 (z0 + ... +zd)) > z0 + ...+ zd

sin−1 (z0 + ...+ zd) < cos−1 (z0 + ...+ zd)

(5.82αʹ)

(5.82βʹ)

(5.82γʹ)

Η τελευταία σχέση ταυτίζεται με την (5.63) επομένως ισχύει πάντα λόγω της απαίτησης

(5.64). Δηλαδή για όλο το διάστημα της ευστάθειας ισχύει ότι τα σημεία τομής με τον

πραγματικό άξονα είναι στον θετικό ημιάξονα για k = 1, 3, .., 2d+ 1.
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Για k = 0, 4, 8, ..:

Re((F1 + F2)(e
jθk)) ≤ sin

(
θk
2

)(
− cos

(
(4d+ 3)Δθk

2

)
+

+z0 + ...+ zd sin

(
(2d+ 1)θk

2

)) (5.83)

Αν ισχύει ότι sin
(
(2d+1)θk

2

)
≤ sin

(
2d+1
4d+3

(
π
2 + sin−1 (z0 + ...zd)

))
τότε:

z0 + ...+ zd−1 + zd sin

(
(2d+ 1)θk

2

)
≤

≤ z0 + ...+zd−1 + zd sin

(
2d+ 1

4d+ 3

(π
2
+ sin−1 (z0 + ...zd)

))

αφού zd ≥ 0. Οι όροι cos
(
(4d+3)Δθk

2

)
και cos

(
(4d+3)Δθ0

2

)
είναι ίσοι επειδή οι γωνίες Δθk

και Δθ0 ταυτίζονται. Ισχυεί λοιπόν ότι:

− cos

(
(4d+ 3)Δθk

2

)
+

d−1∑
i=0

zi + zd sin

(
(2d+ 1)θk

2

)

≤ − cos

(
(4d+ 3)Δθ0

2

)
+

d−1∑
i=0

zi + zd sin

(
2d+ 1

4d+ 3

(π
2
+ sin−1 (z0 + ...zd)

))
= H1

Η H1 είναι αρνητική απο τον ορισμό της περιοχής ευστάθειας (5.64). Επειδή τα διαστήματα

της θk είναι ξένα μεταξύ τους και η συνάρτηση sin
(
θ
2

)
είναι αύξουσα για τα k που μελετάμε,

ισχύει ότι sin
(
θk
2

)
> sin

(
θ0
2

)
≥ 0.

Επομένως αρκεί να ισχύει ότι sin
(
(2d+1)θk

2

)
≤ sin

(
2d+1
4d+3

(
π
2 + sin−1 (z0 + ...zd)

))
για να

είναι τα σημεία (Re((F1+F2)(e
jθk)), 0) αριστερότερα του (G(z0, z1, . . . , zd), 0). Το άνω όριο

του sin
(
(2d+1)θk

2

)
είναι:

sin

(
(2d+ 1)θk

2

)
≤ sin

(
2d+ 1

4d+ 3

(
2kπ + π

2
+ sin−1 (z0 + ...zd)

))

≤ sin

(
2d+ 1

4d+ 3

(π
2
+ sin−1 (z0 + ...zd)

)
+

(
2d+ 1

4d+ 3

)
kπ

)

≤ sin

(
2d+ 1

4d+ 3

(π
2
+ sin−1 (z0 + ...zd)

)
+

kπ

2
− kπ

2(4d+ 3)

) (5.84)

Ο όρος kπ
2 επειδή το k αποτελεί πολλαπλάσιο του τέσσερα είναι πολλαπλάσιο του 2π και

άρα απαλείφεται απο το όρισμα του ημιτόνου. Επομένως επειδή όπως δείξαμε παραπάνω για

k = 0, 4, 8, .. το ημίτονο είναι αύξουσα συνάρτηση, ισχύει ότι:

sin

(
(2d+ 1)θk

2

)
≤ sin

(
2d+ 1

4d+ 3

(π
2
+ sin−1 (z0 + ...zd)

)
− kπ

2(4d+ 3)

)

≤ sin

(
2d+ 1

4d+ 3

(π
2
+ sin−1 (z0 + ...zd)

)) (5.85)



5.2 Τροποποίηση αλγορίθμου για την εύρεση του επιθυμητού σημείου ισορροπίας 81

Αποδείχτηκε λοιπόν ότι για k = 4, 8, ... τα σημεία (Re((F1 + F2)(e
jθk)), 0) είναι αριστε-

ρότερα του (G(z0, z1, . . . , zd), 0).

Για k = 2, 6, 10, ..:

Στην περίπτωση αυτή, όπως δείξαμε προηγουμένως, το ημίτονο sin
(
(2d+1)θk

2

)
ανήκει στο

διάστημα
(
2nπ + 7π

8 , 2nπ + 11π
8

)
και είναι φθίνουσα συνάρτηση άρα η μέγιστη τιμή που μπορεί

να λάβει είναι:

sin

(
(2d+ 1)θk

2

)
≤ sin

(
7π

8

)
= 0.3827 (5.86)

Αντίστοιχα το ημίτονο sin
(
2d+1
4d+3

(
π
2 + sin−1 (z0 + ...zd)

))
λαμβάνει την ελάχιστη τιμή του

όταν το αντίστροφο ημίτονο είναι μηδενικό και d = 1 δηλαδή:

sin

(
2d+ 1

4d+ 3

(π
2
+ sin−1 (z0 + ...+ zd)

))
≥ sin

(
3

7

(π
2

))
= 0.6235 (5.87)

Συνεπώς για k = 2, 6, ... ισχύει ότι sin
(
(2d+1)θk

2

)
≤ sin

(
2d+1
4d+3

(
π
2 + sin−1 (z0 + ...zd)

))
επομένως τα σημεία (Re(F1 + F2(e

jθk)), 0) είναι αριστερότερα του (G(z0, z1, . . . , zd), 0). Ο-

λοκληρώθηκε ετσι η απόδειξη ότι το διάστημα (G(z0, ..., zd), 0) περικυκλώνεται πλήρως απο

το διάγραμμα της F1 + F2.

Σχήμα 5.4: Διάγραμμα απόκρισης συχνότητας των F1 και F1 + F2 για d = 3

Στο διάγραμμα (5.4) με το μπλε χρώμα αποτυπώνεται το διάγραμμα F1+F2 και με κόκκινο

χρώμα το διάγραμμα F1. Φαίνεται λοιπόν ότι το πρώτο σημείο τομής του F1 + F2 με τον

πραγματικό άξονα είναι δεξιότερα απο αυτό του διαγράμματος F1 και το σημείο (G, 0) (με το

πράσινο χρώμα) βρίσκεται ακόμα δεξιότερα.

Αν ο όρος F3 ανήκει στο διάστημα (0,−G(b, k1/h, ..., kd/h)) τότε το συνόλικο διάγραμμα

F1 + F2 + F3 περικυκλώνει ανθωρολογιακά την αρχή των αξόνων ισάριθμες φορές με τον

βαθμό του, δηλαδή οι ρίζες του πολυωνύμου (5.32) βρίσκονται εντός του μοναδιαίου κύκλου.

Από αυτή την απαίτηση θα εξάγουμε τον περιορισμό για την επιλογή των n3, n4. Ακόμη απο

τον περιορισμό 0 < |pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp| <
√
2
2 θα υπολογίσουμε

τις αναγκαίες συνθήκες για το n2 ώστε το διάστημα επιλογής των n3, n4 να είναι μη κενό.
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5.2.4 ΄Ορια επιλογής των σχεδιαστικών παραμέτρων

΄Εστω ότι −b ≤ pH(A0−n2(Pmax−Pmin))p ≤ b. Ο πίνακας A0−n2(Pmax−Pmin) έχει

διαγώνια στοιχεία που ισούνται με aii−n2(Pmaxi −Pmini) και το άθροισμα των μη διαγώνιων

στοιχείων του κατα γραμμή φράσσεται απο τον όρο k0
h σε αντιστοιχία με τους πίνακες Ai.

Επόμενως εφαρμόζοντας το θεώρημα δίσκων για τον πίνακαA0−n2(Pmax−Pmin) λαμβάνουμε

τις σχέσεις: ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
aii − n2(Pmaxi − Pmini) +

k0
h

≤ b

aii − n2(Pmaxi − Pmini)−
k0
h

≥ −b

(5.88αʹ)

(5.88βʹ)

Επειδή min(Pmaxi −Pmini) ≤ Pmaxi −Pmini ≤ max(Pmaxi −Pmini) και όπως δείξαμε στο

τρίτο κεφάλαιο 1− n−1
h ≤ aii ≤ 1− 1

h αρκεί το n2 να ικανοποιεί τις ανισότητες:

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
n2(Pmaxi − Pmini) ≥ n2min(Pmaxi − Pmini) ≥ 1− 1

h
− b+

k0
h

≥ aii − b+
k0
h

n2(Pmaxi − Pmini) ≤ n2max(Pmaxi − Pmini) ≤ 1− n− 1

h
+ b− k0

h
≤ aii + b− k0

h

ή ισοδύναμα
1− 1

h − b+ k0
h

min(Pmaxi − Pmini)
≤ n2 ≤

1− n−1
h + b− k0

h

max(Pmaxi − Pmini)
(5.90)

Η μεταβλητή n2 μπορεί να υπολογιστεί αν το διάστημα που υπολογίσαμε είναι μη κενό

δηλαδή:

1− 1

h
− b+

k0
h

≤ min(Pmaxi − Pmini)

max(Pmaxi − Pmini)

(
1− n− 1

h
+ b− k0

h

)
(5.91)

Προς διευκόλυνση της ανάγνωσης ορίζουμε την μεταβλητή g =
min(Pmaxi−Pmini

)

max(Pmaxi−Pmini
) η οποία

είναι ενδεικτική της ποικιλίας των γεννητριών που μπορεί να διαχειριστεί ο αλγόριθμος για

κάποιο συγκεκριμένο σύστημα. Μικρότερη τιμή του g σημαίνει ότι υπάρχει μεγαλύτερη ελευ-

θερία στο ταίριασμα γεννητριών διαφορετικών μεγεθών. Λύνουμε την ανίσωση (5.91) ως προς

την παράμετρο b:

b ≥
1− 1

h + k0
h − g

(
1− n−1

h − k0
h

)
1 + g

= bmin
(5.92)

Λόγω του περιορισμού |pH(A0 − n2(Pmax −Pmin))p|+ ...+ |pHAdp| <
√
2
2 και επειδή

υποθέσαμε ότι |pHAip| ≤ ki
h η μεταβλητή b φράσσεται άνω απο το μέγεθος bmax =

√
2
2 −

k1+...kd
h . Η μεταβλητή b μπορεί να υπολογιστεί αν bmin ≤ bmax όπου η απαίτηση αυτή οδηγεί

σε μια ελάχιστη τιμή για την μεταβλητή g δηλαδή:

g ≥ 1−
√
2
2 − 1

h + k0+...kd
h

1 +
√
2
2 − n−1

h − k0+...kd
h

(5.93)
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Τέλος λύνουμε την ανίσωση (5.93) ως προς την μεταβλητή h για να βρούμε την ελάχιστη

τιμή της που αντίστοιχει στην μέγιστη τιμή των μη διαγώνιων στοιχείων του πίνακα A.

h ≥ g(n− 1)− 1 + (g + 1)(k0 + ...+ kd)

g
(
1 +

√
2
2

)
− 1 +

√
2
2

= hmin (5.94)

Η μεταβλητή h είναι ένας θετικός αριθμός επομένως για να είναι καλά ορισμένη θα πρέπει

να ισχύει οτι g
(
1 +

√
2
2

)
− 1 +

√
2
2 > 0 δηλαδή η απόλυτη ελάχιστη τιμή της g ανεξαρτήτως

συστήματος είναι μεγαλύτερη του
1−

√
2

2

1+
√

2
2

που είναι περίπου 0.1716.

Ακόμα η απαίτηση που είχαμε θέσει ήδη απο το τρίτο κεφάλαιο για τα διαγώνια στοιχεία

τουA, aii > 0.5 θέτει ένα κάτω φράγμα για τη μεταβλητή h που είναι h ≥ 2(n−1). Επομένως

αν 2(n−1) > hmin διαλέγουμε h = 2k(n−1) διαφορετικά διαλέγουμε h = khmin, k > 1 γιατί

στο όριο k = 1 το διάστημα που μπορούμε να τοποθετήσουμε τα n3, n4 σχεδόν εκφυλίζεται

στο σημείο μηδέν.

Αφού έχουμε διαλέξει τις τιμές για τις μεταβλητές h, n2 υπολογίζουμε την τιμή των μετα-

βλητών n3, n4. Ο μόνος περιορισμός που τις περιλαμβάνει είναι ο :

0 < n3n4p
HA(I−A)p ≤ n3n40.25 ≤ −G(b, k1/h, ..., kd/h) (5.95)

Παρατηρούμε ότι επειδή η ανάλυση γίνεται για p �= (1/
√
n)1 σύμφωνα με το θεώρημα 2.1

η ελάχιστη τιμή του όρου n3n4p
HA(I −A)p είναι η ελάχιστη γνησίως θετική του ιδιοτιμή.

Για απλούστευση θεωρούμε ότι 0 < n3 = n4 άρα το άνω όριο της μεταβλητής n3 δίνεται απο

τη σχέση: n2
3 ≤ −4G(b, k1/h, ..., kd/h). Τελικά υπολογίζουμε το όριο για τη μεταβλητή n3

ως:

n2
3 ≤ 8 sin

(
1

4d+ 3

(π
2
− θ̄
))[

− cos
(
θ̄
)
+

+b+
k1 + ...+ kd−1

h
+

kd
h

sin

(
2d+ 1

4d+ 3

(π
2
+ θ̄
))] (5.96)

Στην παραπάνω σχέση θέσαμε ότι θ̄ = sin−1
(
b+ k1+...+kd

h

)
για βελτίωση της αναγνω-

σιμότητας. Στο κεφάλαιο των προσομοιώσεων θα μελετήσουμε την ισχύ των παραπάνω α-

ναγκαίων συνθηκών που εξήγαμε και ακόμα θα μελετήσουμε την επίδραση των τιμών των

μεταβλητών στην ταχύτητα σύγκλισης του αλγορίθμου.





Κεφάλαιο 6

Μελέτη προσομοίωσης αλγορίθμου με

χρονικές καθυστερήσεις

6.1 Εισαγωγή

Στην περίπτωση ύπαρξης χρονικών καθυστερήσεων επικοινωνίας η επίδραση των παρα-

μέτρων που μελετήθηκε νωρίτερα στο Κεφάλαιο 4 παραμένει σε μεγάλο βαθμό η ίδια. Το

δίκτυο αποτελείται απο n γεννήτριες που έχουν όρια παραγωγής ισχύος Pmini ∈ [10, 15] ×
106, Pmaxi ∈ [25, 30]× 106 αντίστοιχα. Η προσομοίωση διαρκεί τρεις χρονικές περιόδους ίσης

διάρκειας που χωρίζονται απο δύο σημεία μεταβολής (switching points). Σε κάθε switching

point αλλάζουν με τυχαίο τρόπο τόσο το υποσύνολο των γεννητριών που είναι ενεργές, όσο

και τα φορτία στους κόμβους κάθε γεννήτριας (Pli ∈ [10, 30]× 106). ΄Οταν κάθε χρονική πε-

ρίοδος ολοκληρώνεται κάθε γεννήτρια που πρόκειται να αποχωρήσει απο το δίκτυο, μεταφέρει

τη μετάβλητη της z για τις d προηγούμενες χρονικές στιγμές σε κάποια γειτονική γεννήτρια

που πρόκειται να παραμείνει ενεργή ώστε ο αλγόριθμος να συγκλίνει στην επιθυμητή τιμή.

Οι τιμές των μεταβλητών n2, n3, n4, h υπολογίζονται για την χειρότερη δυνατή περίπτωση

όπου όλες οι γεννήτριες είναι ταυτόχρονα ενεργές στο δίκτυο. Οι τιμές τους μπορούν είτε να

δίνονται στις γεννήτριες στην αρχή της προσομοίωσης, πριν την έναρξη της πρώτης χρονικής

περιόδου είτε να υπολογίζονται τοπικά χρησιμοποιώντας προσυμφωνημένα άνω φράγματα στον

αριθμό των γειτόνων και μένουν σταθερές παρά τις αλλαγές στο δίκτυο. ΄Οπως δείξαμε στο

προηγούμενο κεφάλαιο ο σχεδιαστής ή η σχεδιάστρια του συστήματος διαλέγει την παράμετρο

h από όπου προκύπτει η τιμή της παραμέτρου b και από αυτή υπολογίζονται οι τιμές των

n2, n3, n4. Στον πίνακα (6.1) περιλαμβάνονται οι παράμετροι του συστήματος των οποίων την

επίδραση της μεταβολής θα μελετήσουμε.

Η διαφορά με την περίπτωση που δεν υπάρχουν καθυστερήσεις έγκειται στις μεταβλη-

τές h, n3, n4, g. Η μεταβλητή h εμφανίζει δύο κάτω φράγματα, ενώ το όριο για τις τιμές

n3, n4 περιέχει εκτός απο την μεταβλητή b, τις μεταβλητές h, d. Η παράμετρος g έχει κάτω

φράγμα μεγαλύτερο του μηδενός. Επομένως θα εξετάσουμε την επίδραση της μεταβολής των

παραμέτρων h, d, b, g. Θα επιβεβαιώσουμε την επίδραση των n2, n3, n4 στην σύγκλιση του

αλγορίθμου. Τέλος θα δείξουμε ότι επειδή οι συνθήκες που εξήχθησαν είναι ικανές αλλά όχι

αναγκαίες, δηλαδή ακόμα και για επιλογή παραμέτρων που παραβιάζουν τις συνθήκες αυτές ο

αλγόριθμος είναι δυνατόν να συγκλίνει.
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Παράμετροι συστήματος

Σύμβολο Επεξήγηση

n Πλήθος γεννήτριων που συμμετέχουν στο δίκτυο

d Η μέγιστη καθυστέρηση μεταξύ δύο γεννητριών σε πλήθος δειγμάτων

b ΄Ανω φράγμα των ιδιοτιμών του πίνακα A0 − n2(Pmax −Pmin)

h Αντίστροφο του μεγέθους των μη διαγώνιων στοιχείων του πίνακα A

k Ελέγχει την απόσταση απο την ελάχιστη τιμή του h, h = khmin

g Λόγος του μικρότερου προς το μεγαλύτερο εύρος ισχύος των γεννητριών
min(Pmaxi−Pmini

)

max(Pmaxi−Pmini
)

n2 Μεταφέρει την πληροφορία του πόσο απέχει το σύστημα απο την επίλυση

του ισοζυγίου ισχύος

n3, n4 Μεταφέρουν την πληροφορία του πόσο απέχει το σύστημα απο την επίλυση

του consensus

Πίνακας 6.1: Πίνακας παραμέτρων των οποίων η επίδραση της μεταβολής θα εξεταστεί παρου-

σία καθυστερήσεων
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6.2 Αποτελέσματα προσομοιώσεων

6.2.1 Επίδραση n2, n3, n4 στη σύγκλιση των mi

Στην περίπτωση που οι παράμετροι επιλέγονται σύμφωνα με τις ικανές συνθήκες το σύστη-

μα συγκλίνει σε κοινό επίπεδο φόρτισης που ταυτίζεται με αυτό που επιλύει το ισοζύγιο ισχύος

(οριζόντια μπλε γραμμή). Για τις γεννήτριες που είναι ανενεργές σε κάθε χρονική περίοδο θε-

ωρούμε mi = 0, zi = 0.

Τιμές παραμέτρων

g = 0.5263 b = 0.3746 h = 64.9221 k = 1.5

n = 15 n2 = 6.0998× 10−8 n3 = 0.3608 d = 3

0 2000 4000 6000 8000 10000
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Charging level of generators

Σχήμα 6.1: Σύγκλιση του συστήματος-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για n2 = n2max
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Σχήμα 6.2: Σύγκλιση του συστήματος-Βοηθητική μεταβλητή z για n2 = n2max
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Για το ίδιο πλήθος γεννητριών και για επιλογή n2 με τιμή μεγαλύτερη απο την μέγιστη

επιτρεπτή το σύστημα αδυνατεί να συγλίνει επομένως η ύπαρξη των ικανών συνθηκών είναι

απαραίτητη.

Τιμές παραμέτρων

g = 0.55 b = 0.3639 h = 58.7447 k = 1.5

n = 15 n2 = 9.4268× 10−8 n3 = 0.3677 d = 3
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Σχήμα 6.3: Αδυναμία σύγκλισης του συστήματος-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για n2 >

n2max
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Σχήμα 6.4: Αδυναμία σύγκλισης του συστήματος-Βοηθητική μεταβλητή z για n2 > n2max
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6.2.2 Επίδραση μεταβολής της μέγιστης καθυστέρησης d

Για την μελέτη της επίδρασης της μέγιστης καθυστέρησης d προσομοιώνουμε το σύστημα

υποθέτοντας ότι η καθυστέρηση επικοινωνίας μεταξύ δύο γεννητριών επιλέγεται τυχαία απο το

διάστημα {0, ..., d} και μένει σταθερή. Ακολουθούν οι προσομοιώσεις για d = 3, 10, 30, 100.

Τιμές παραμέτρων

g = 0.55 b = 0.3455 h = 78.3263 k = 2

n = 15 n2 = 5.8338× 10−8 n3 = 0.4589 d = 3
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Σχήμα 6.5: Επίδραση μεταβολής μέγιστης καθυστέρησης-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για

d = 3
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Σχήμα 6.6: Επίδραση μεταβολής μέγιστης καθυστέρησης-Βοηθητική μεταβλητή z για d = 3
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.6316 b = 0.2788 h = 90.6147 k = 2

n = 15 n2 = 5.9176× 10−8 n3 = 0.2912 d = 10
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Σχήμα 6.7: Επίδραση μεταβολής μέγιστης καθυστέρησης-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για

d = 10
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Σχήμα 6.8: Επίδραση μεταβολής μέγιστης καθυστέρησης-Βοηθητική μεταβλητή z για d = 10



6.2 Αποτελέσματα προσομοιώσεων 91

Τιμές παραμέτρων

g = 0.5 b = 0.353 h = 203.3317 k = 2

n = 15 n2 = 6.4208× 10−8 n3 = 0.1492 d = 30
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Σχήμα 6.9: Επίδραση μεταβολής μέγιστης καθυστέρησης-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για

d = 30
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Σχήμα 6.10: Επίδραση μεταβολής μέγιστης καθυστέρησης-Βοηθητική μεταβλητή z για d = 30
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.6667 b = 0.2249 h = 201.1411 k = 2

n = 15 n2 = 6.4181× 10−8 n3 = 0.0978 d = 100
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Σχήμα 6.11: Επίδραση μεταβολής μέγιστης καθυστέρησης-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για

d = 100
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Σχήμα 6.12: Επίδραση μεταβολής μέγιστης καθυστέρησης-Βοηθητική μεταβλητή z για d =

100

΄Οπως ήταν αναμενόμενο, η αύξηση της μέγιστης καθυστέρησης d οδηγεί σε αύξηση της

μεταβλητής h και μείωση των μεταβλητών n3, n4 όπου και οι δύο μεταβολές μειώνουν την

ταχύτητα σύγκλισης του αλγορίθμου. Παρατηρούμε ότι hmin ≤ g(n−1)−1+(g+1)min(n,d+1)

g
(
1+

√
2

2

)
−1+

√
2
2

επειδή το άθροισμα των ki φράσσεται αφενος απο το πλήθος των πινάκων Ai και αφετέρου

απο το μέγιστο πλήθος μη διαγώνιων στοιχείων του πίνακα A που είναι n2 − n. Επομένως η

αύξηση του h λόγω αύξησης του d σταματάει να υφίσταται για μεγάλα d.
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6.2.3 Επίδραση μεταβολής του άνω φράγματος ιδιοτιμών του πίνακα
A0 − n2(Pmax −Pmin)

Αν η μεταβλητή h επιλεγεί απο τη σχέση (5.94) το άνω και κάτω φράγμα της μεταβλητής

b ταυτίζονται. Επιλέγοντας k = 2 προσομοιώνουμε το σύστημα για d = 3 και τιμές της

μεταβλητής b = bmin, bmin + 0.66(bmax − bmin), bmin + 0.95(bmax − bmin), bmax.

Τιμές παραμέτρων

g = 0.6471 b = 0.2911 h = 76.6723 k = 2

n = 15 n2 = 6.4442× 10−8 n3 = 0.5053 d = 3
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Σχήμα 6.13: Επίδραση μεταβολής μέγιστης ιδιοτιμής b-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για b =

bmin
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Σχήμα 6.14: Επίδραση μεταβολής μέγιστης ιδιοτιμής b-Βοηθητική μεταβλητή z για b = bmin
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.55 b = 0.4789 h = 107.1182 k = 2

n = 15 n2 = 4.7369× 10−8 n3 = 0.2561 d = 3
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Σχήμα 6.15: Επίδραση μεταβολής μέγιστης ιδιοτιμής b-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για b =

bmin + 0.66× (bmax − bmin)
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Σχήμα 6.16: Επίδραση μεταβολής μέγιστης ιδιοτιμής b-Βοηθητική μεταβλητή z για b = bmin+

0.66× (bmax − bmin)
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.55 b = 0.5403 h = 83.1249 k = 2

n = 15 n2 = 4.0698× 10−8 n3 = 0.1055 d = 3
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Σχήμα 6.17: Επίδραση μεταβολής μέγιστης ιδιοτιμής b-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για b =

bmin + 0.95× (bmax − bmin)
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Σχήμα 6.18: Επίδραση μεταβολής μέγιστης ιδιοτιμής b-Βοηθητική μεταβλητή z για b = bmin+

0.95× (bmax − bmin)



96 Κεφάλαιο 6. Μελέτη προσομοίωσης αλγορίθμου με χρονικές καθυστερήσεις

Τιμές παραμέτρων

g = 0.667 b = 0.5336 h = 74.9349 k = 2

n = 15 n2 = 3.8865× 10−8 n3 = 0.0494 d = 3
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Σχήμα 6.19: Επίδραση μεταβολής μέγιστης ιδιοτιμής b-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για b =

bmax
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Σχήμα 6.20: Επίδραση μεταβολής μέγιστης ιδιοτιμής b-Βοηθητική μεταβλητή z για b = bmax

΄Οπως αναμενόταν η αύξηση του άνω φράγματος των ιδιοτιμών του πίνακα A0−n2(Pmax−
Pmin) οδηγεί σε μικρότερα n2, n3, n4 γεγονός που επιβραδύνει την σύγκλιση του αλγορίθμου.
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6.2.4 Επίδραση μεταβολής του λόγου ελάχιστου προς μέγιστο εύρος
ισχύος g

Σε αντίθεση με την περίπτωση όπου d = 0 η μεταβλητή g έχει κάτω φράγμα ίσο με
1−

√
2
2

1+
√

2
2

.

Για να αποκτήσει το σύστημα κάποια επιθυμητή τιμή g, μετά την τυχαία επιλογή των ορίων

Pmaxi , Pmini θέτουμε το μέγιστο Pmaxi σε τιμή τέτοια ώστε να ισχύει gmax(Pmaxi−Pmini) =

min(Pmaxi − Pmini). Η g λαμβάνει τις τιμές g = 0.1818, 0.2, 0.33, 0.5789.

Τιμές παραμέτρων

g = 0.1818 b = 0.6933 h = 2339 k = 2

n = 15 n2 = 2.7782× 10−8 n3 = 0.0797 d = 3
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Σχήμα 6.21: Επίδραση μεταβολής λόγου g-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για g = 0.1818
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Σχήμα 6.22: Επίδραση μεταβολής λόγου g-Βοηθητική μεταβλητή z για g = 0.1818
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.2 b = 0.6697 h = 816.0214 k = 2

n = 15 n2 = 3.3027× 10−8 n3 = 0.1327 d = 3
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Σχήμα 6.23: Επίδραση μεταβολής λόγου g-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για g = 0.20
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Σχήμα 6.24: Επίδραση μεταβολής λόγου g-Βοηθητική μεταβλητή z για g = 0.20
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.3333 b = 0.6697 h = 181.066 k = 2

n = 15 n2 = 4.3572× 10−8 n3 = 0.3118 d = 3
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Σχήμα 6.25: Επίδραση μεταβολής λόγου g-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για g = 0.33
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Σχήμα 6.26: Επίδραση μεταβολής λόγου g-Βοηθητική μεταβλητή z για g = 0.33
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.5789 b = 0.3258 h = 93.0887 k = 2

n = 15 n2 = 6.1295× 10−8 n3 = 0.4723 d = 3

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
x 104

−0.5

0

0.5

1

1.5

2
Charging level of generators

Σχήμα 6.27: Επίδραση μεταβολής λόγου g-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για g = 0.5789
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Σχήμα 6.28: Επίδραση μεταβολής λόγου g-Βοηθητική μεταβλητή z για g = 0.5789

Παρατηρούμε ότι παρόλο που η θεωρητική ελάχιστη τιμή της μεταβλητής g είναι
1−

√
2

2

1+
√
2

2

ο

αλγόριθμος συγκλίνει πάρα πολύ αργά για τιμές g < 0.2 επομένως ο αλγόριθμος αυτός δεν

είναι κατάλληλος για συστήματα που εμφανίζουνmax(Pmaxi−Pmini) > 5max(Pmaxi−Pmini).

Καθώς η μεταβλητή g αυξάνεται οι μεταβλητές n2, n3, n4 αυξάνονται ενώ οι μεταβλητές h, b

μειώνονται συμβάλλοντας στην αύξηση της ταχύτητας σύγκλισης του αλγορίθμου.
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6.2.5 Επίδραση μεταβολής μη διαγώνιων στοιχείων του πίνακα A

Για την μελέτη επίδρασης αυτής της μεταβλητής, υποθέτουμε ότι η μεταβλητή k που

ελέγχει το πόσο απέχει η μεταβλητή h απο την ελάχιστη τιμή της (για οποιοδήποτε απο τα

δύο κάτω φράγματα χρησιμοποιείται) λαμβάνει τις τιμές k = 1, 1.5, 2, 5. Καθώς η μεταβλητή

k αυξάνει, τα όρια της μεταβλητής b απομακρύνονται και διαλέγουμε b = bmin.

Τιμές παραμέτρων

g = 0.5 b = 0.4653 h = 45.4821 k = 1

n = 15 n2 = 5.5673× 10−8 n3 = 0.0634 d = 3
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Σχήμα 6.29: Επίδραση μεταβολής μη διαγώνιων στοιχείων 1
hmin

-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών

για k = 1
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Σχήμα 6.30: Επίδραση μεταβολής μη διαγώνιων στοιχείων 1
hmin

-Βοηθητική μεταβλητή z για

k = 1
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.5 b = 0.4026 h = 45.4821 k = 1.5

n = 15 n2 = 5.9745× 10−8 n3 = 0.3487 d = 3
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Σχήμα 6.31: Επίδραση μεταβολής μη διαγώνιων στοιχείων 1
1.5hmin

-Επίπεδο φόρτισης γεννη-

τριών για k = 1.5
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Σχήμα 6.32: Επίδραση μεταβολής μη διαγώνιων στοιχείων 1
1.5hmin

-Βοηθητική μεταβλητή z για

k = 1.5
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.5556 b = 0.3386 h = 101.3646 k = 2

n = 15 n2 = 6.6144× 10−8 n3 = 0.4625 d = 3
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Σχήμα 6.33: Επίδραση μεταβολής μη διαγώνιων στοιχείων 1
2hmin

-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών

για k = 2
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Σχήμα 6.34: Επίδραση μεταβολής μη διαγώνιων στοιχείων 1
2hmin

-Βοηθητική μεταβλητή z για

k = 2
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.5 b = 0.3609 h = 254.1647 k = 5

n = 15 n2 = 6.4699× 10−8 n3 = 0.5580 d = 3
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Σχήμα 6.35: Επίδραση μεταβολής μη διαγώνιων στοιχείων 1
5hmin

-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών

για k = 5
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Σχήμα 6.36: Επίδραση μεταβολής μη διαγώνιων στοιχείων 1
5hmin

-Βοηθητική μεταβλητή z για

k = 5

Επομένως όπως και στην περίπτωση χωρίς καθυστερήσεις, η αύξηση της h αρχικά βελτι-

ώνει την συμπεριφορά του αλγορίθμου δίνοντας χώρο στα n3, n4 να αυξηθούν και στη συνέχεια

η ταχύτητα μικραίνει ξανά επειδή τα μη διαγώνια στοιχεία aij γίνονται πολύ μικρά. Η βέλτιστη

τιμή για τις παραπάνω τιμές d = 3, n = 15 είναι περίπου h = 1.5hmin.
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6.2.6 Σύγκλιση αλγορίθμου όταν παραβιάζονται οι ικανές συνθήκες

Τιμές παραμέτρων

g = 0.5789 b = 0.3454 h = 69.8165 k = 1.5

n = 15 n2 = 8.9258× 10−8 n3 = 0.3809 d = 3
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Σχήμα 6.37: Επίδραση παραβίασης ικανής συνθήκης για τις ιδιοτιμές του A0 − n2(Pmax −
Pmin)-Επίπεδο φόρτισης γεννητριών για n2 = 8.9258× 10−8
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Σχήμα 6.38: Επίδραση παραβίασης ικανής συνθήκης για τις ιδιοτιμές του A0 − n2(Pmax −
Pmin)-Βοηθητική μεταβλητή z για n2 = 8.9258× 10−8

Στην περίπτωση αυτή διαλέγουμε τη μετάβλητη n2 ώστε ο πίνακας A0−n2(Pmax−Pmin)

να εμφανίζει μέγιστη ιδιοτιμή 1.4281 που είναι μεγαλύτερη απο την επιλεγμένη τιμή b = 0.3454.

Ο αλγόριθμος συγκλίνει και μάλιστα με αποδεκτή ταχύτητα.
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Τιμές παραμέτρων

g = 0.6316 b = 0.3367 h = 52.3783 k = 1.5

n = 15 n2 = 5.5278× 10−8 n3 = 0.5972 d = 3
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Σχήμα 6.39: Επίδραση παραβίασης ικανής συνθήκης για τις n3, n4-Επίπεδο φόρτισης γεννη-

τριών για n3 = 1.5× n3min
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Σχήμα 6.40: Επίδραση παραβίασης ικανής συνθήκης για τις n3, n4-Βοηθητική μεταβλητή z

για n3 = 1.5× n3min

Στην περίπτωση αυτή διαλέγουμε τη μετάβλητη n3 ώστε να παραβιάζεται η συνθήκη (5.96).

Για το συγκεκριμένο n3 το σύστημα συγκλίνει και μάλιστα γρηγορότερα απ΄ ότι αν είχε τηρηθεί

η συνθήκη καθώς μεγαλύτερες τιμές n3, n4 επιταχύνουν την σύγκλιση σε όλες τις μέχρι τώρα

προσομοιώσεις.
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Επίλογος

Στο παρόν κεφάλαιο θα συνοψίσουμε τα αποτελέσματα που εξήχθησαν ως τώρα και θα

αξιολογήσουμε αφενός την συνολική συνεισφορά της διπλωματικής και αφετέρου τα προβλήμα-

τα που παρουσιάζει. Στη συνέχεια θα προτείνουμε δρόμους προς διερεύνηση για να λυθούν

τα προβλήματα αυτά και ιδέες για μελλοντικές επεκτάσεις και γενικεύσεις των αλγορίθμων.

7.1 Σύνοψη και συμπεράσματα

Στην παρούσα εργασία μελετήθηκαν νησιδοποιημένα μικροσυστήματα που επικοινωνούν με

μη κατευθυντικό συνεκτικό γράφο στα οποία ο στόχος ήταν να γίνει διαμοιρασμός της ενεργού

ισχύος με κοινό επίπεδο φόρτισης των γεννητριών λαμβάνοντας υπόψιν ότι οι γεννήτριες είναι

δυνατό να εμφανίζουν ανα δύο μέγιστη χρονική καθυστέρηση επικοίνωνίας ίση με d.

Για την εξαγωγή των ικανών συνθηκών σύγκλισης όταν d = 0 χρησιμοποιήθηκε το κρι-

τήριο Routh Hurwitz σε συνδυασμό με το θεώρημα δίσκων του Gershgorin αφού πρώτα

υπολογίσαμε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του συστήματος. Καταλήξαμε έτσι σε ένα εύρος

τιμών για την παράμετρο n2 , ένα εύρος τιμών για το γινόμενο των μεταβλητών n3n4 και μία

μέγιστη τιμή για τα μη διαγώνια στοιχεία του πίνακα γειτνίασης A.

Στην περίπτωση όπου d > 0 το κριτήριο Routh Hurwitz ήταν ιδιαίτερα περίπλοκο να

εφαρμοστεί λόγω αύξησης του βαθμού του χαρακτηριστικού πολυωνύμου, επομένως απο-

δείξαμε την σύγκλιση του αλγορίθμου με εφαρμογή της αρχής του ορίσματος του Cauchy

στο διάγραμμα απόκρισης συχνότητας του συστήματος. Καθορίσαμε λοιπόν ένα εύρος τιμών

για την μεταβλητή n2, ένα εύρος τιμών για το γινόμενο των μεταβλητών n3n4 και δύο άνω

φράγματα για τα μη διαγώνια στοιχεία του πίνακα γειτνίασης A. Ακόμα στην περίπτωση αυτή

καθορίσαμε ένα κάτω φράγμα της μεταβλητής g =
min(Pmaxi−Pmini

)

max(Pmaxi−Pmini
) που περιορίζει την ποικιλία

των γεννητριών που μπορεί να περιέχει το σύστημα.

Μέσω προσομοίωσης στο περιβάλλον Matlab επιβεβαιώσαμε την ισχύ των προηγούμενων

συνθηκών και προσεγγίσαμε τις βέλτιστες τιμές των παραμέτρων για την μεγιστοποίηση της

ταχύτητας σύγκλισης.
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7.2 Μελλοντικές επεκτάσεις

Στη συνέχεια θα αναφέρουμε τις κατευθύνσεις προς τις οποίες θα μπορούσε να κινηθεί

μελλοντική έρευνα για να εξελιχθεί ο παρών αλγόριθμος:

� Διερεύνηση της σύγκλισης του αλγορίθμου στην περίπτωση τροποποίησης του (με

χρήση projection π.χ.[46]) ώστε η ισχύς εξόδου των γεννητριών να μην ξεπερνά τα

όρια του σχεδιαστή της γεννήτριας.

� Υπολογισμός της ταχύτητας σύγκλισης του αλγορίθμου συναρτήσει των παραμέτρων

του συστήματος σε κλειστή μορφή, πιθανώς με χρήση συναρτήσεων Lyapunov.

� Τροποποίηση του αλγορίθμου ώστε να επιτρέπει μεγαλύτερη ποικιλία εύρους ισχύων (g)

στο δίκτυο και άρα την εφαρμογή του αλγορίθμου σε μεγαλύτερα συστήματα.

� Εύρεση καλύτερου άνω φράγματος της G που θα επιτρέπει στις μεταβλητές n3, n4 να

λάβουν μεγαλύτερες τιμές για ίδιες τιμές των άλλων παραμέτρων.

� Τροποποίηση του αλγορίθμου ώστε να μπορεί να εφαρμοστεί σε γράφους που δεν είναι

συνεκτικοί αλλά μπορούν να χωριστούν σε συνεκτικούς υπο-γράφους. Για να γίνει αυτό

θα πρέπει να εξασφαλιστεί με κατανεμημένο τρόπο ότι το άθροισμα των στοιχείων του

διανύσματος z είναι μηδενικό για όλους τους υπο-γράφους.

� Για την περίπτωση d > 0, εξαγωγή ικανών συνθηκών για τον λιγότερο απλοποιημένο

αλγόριθμο (5.41). Για να γίνει αυτό αντί να αποδειχθεί η σχέση:

0 < pHn3n4A(I−A)p < K

θα πρέπει να αποδειχθεί ισοδύναμα ότι:

||pH(cos(dθ) + sin(dθ)j)n3n4A0(I−A)p+ ...

...+ pHn3n4Ad(I−A)p− C|| ≤ R ≤ ||(F1 + F2)(e
jθ)− C||, θ ∈ IΔθ

δηλαδή θα πρέπει να βρεθεί ένας κύκλος κέντρου C και ακτίνας R ο οποίος να περικυ-

κλώνεται πλήρως απο το διάγραμμα της F1 + F2 και οι μεταβλητές n3, n4 να επιλεγούν

έτσι ώστε η έκφραση pH(cos(dθ)+sin(dθ)j)n3n4A0(I−A)p+...+pHn3n4Ad(I−A)p

να βρίσκεται εντός του κύκλου.
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Γλωσσάριο

Ελληνικός όρος Αγγλικός όρος
Αλγόριθμος ελεύθερος αρχικοποίησης Initialization-free algorithm

Αλγόριθμος επίτευξης συμφωνίας Consensus algorithm

Αλγόριθμος χειρισμού γεγονότων Event trigger algorithm

Απόκριση συχνότητας Frequency response

Αρχή ορίσματος του Cauchy Cauchy’s argument principle

Ενισχυτική μάθηση Reinforcement learning

Επίπεδο φόρτισης γεννήτριας Charging level of generator

Θεώρημα δίσκων του Gershgorin Gershgorin’s circle theorem

Ισοζύγιο ισχύος Power balance

Κατανεμημένος αλγόριθμος Distributed algorithm

Μεταβαλλόμενος γράφος Switching graph

Νησιδοποιημένο μικροσύστημα Islanded microsystem

Οριακή τιμή συστήματος Incremental cost of system

Πολυπρακτορικό δίκτυο Multiagent system

Στιγμή μεταβολής Switching point

Συνεκτικός γράφος Connected graph

Υπερακόντιση Overshoot
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