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Περίληψη

Η διπλωματική αυτή εργασία πραγματεύεται το θεωρητικό υπόβαθρο των προβλημάτων

βελτιστοποίησης με περιορισμούς, στο οποίο στηρίζονται οι τεχνικές επίλυσής τους.

Στην συνέχεια, παρουσιάζονται κάποιοι υπολογισμοί που γίνονται με την βοήθεια του

μαθηματικού πακέτου Matlab και των μεθόδων Active Set και Interior-point.

Στην εργασία παρουσιάζονται αρχικά, όλες οι βασικές μαθηματικές έννοιες που είναι

χρήσιμες για την κατανόηση της θεωρίας αλλά και για την επίλυση των προβλημάτων.

Στην συνέχεια, αναπτύσσονται οι τεχνικές επίλυσης αυτού του τύπου προβλημάτων,

οι οποίες βασίζονται στις συνθήκες του θεωρήματος των Karush - Kuhn - Tucker.
΄Επειτα, εξετάζονται οι προϋποθέσεις που πρέπει να καλύπτουν οι περιορισμοί ενός

προβλήματος βελτιστοποίησης, προκειμένου ένα σημείο να αποτελεί λύση του, αλλά και

η προσέγγιση της λύσης αυτής να γίνεται γρήγορα μέσα στην εφικτή περιοχή. Τέλος,

παρουσιάζεται ο αλγόριθμος της μεθόδου Active Set και η υλοποίησή του στο Matlab,
ενώ μέσα από την επίλυση παραδειγμάτων επιβεβαιώνεται η σωστή λειτουργία του και

γίνεται σύγκριση των αποτελεσμάτων του με αυτά του αλγορίθμου Interior-point.
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Abstract

This diploma thesis is related to the theoretical setting of the constrained optmi-
zation, in which problem solving techniques are based. Also some calculations are
presented, with the help of the mathematical package Matlab and the methods A-
ctive Set and Interior-point.

Initially, in this diploma thesis, the mathematical background is presented, which is
necessary for the comprehension of the theory and for the problem solving. Later
on, solving techniques for this type of problems are discussed, which are based on
the theorem of Karush - Kuhn - Tucker. Moreover, the constraint qualifications
are examined, which ensure that a point is the solution of a problem and that the
approximation of this solution is made by taking big steps inside the feasible region.
Finally, the algorithm of the Active Set method and its corresponding code in Matlab
are presented, while the optimization algorithm is assessed through some examples
and compared to the Interior-point one.
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Κεφάλαιο 1

Βασικές ΄Εννοιες

Η βελτιστοποίηση προβλημάτων είναι μία διαδικασία, την οποία για να υλοποιήσου-

με θα πρέπει αρχικά να εντοπίσουμε το αντικείμενο που πρέπει να μελετηθεί. Αυτό

το αντικείμενο μπορεί να είναι το κέρδος κάποιας επιχείρησης, ο χρόνος παραγωγής

κάποιου προϊόντος ή κάποιο μέγεθος ή και συνδυασμός μεγεθών, τα οποία μπορούν

να αναπαρασταθούν με ένα νούμερο ή να ποσοτικοποιηθούν. Ο σκοπός της μελέτης,

εξαρτάται από κάποια χαρακτηριστικά του συστήματος στο οποίο ανήκει, τα οποία

καλούνται μεταβλητές ή παράμετροι του συστήματος. Στόχος της βελτιστοποίησης

είναι να βρεθούν οι τιμές των μεταβλητών, για τις οποίες το αντικείμενο της μελέτης

βελτιστοποιείται. Πολλές φορές, οι μεταβλητές του συστήματος πρέπει να καλύπτουν

κάποιες προϋποθέσεις, τους περιορισμούς του συστήματος. Τέτοιοι περιορισμοί μπορεί

να δημιουργηθούν λόγω της φύσης των μεταβλητών, για παράδειγμα το φορτίο ενός

ηλεκτρονίου πρέπει να είναι αρνητικό, ή λόγω της φύσης του συστήματος, για πα-

ράδειγμα η ημερομηνία παράδοσης κάποιου έργου.

Η διαδικασία εύρεσης του αντικειμένου μελέτης, των μεταβλητών και των περιορισμών

του συστήματος καλείται μαθηματική μοντελοποίηση του προβλήματος. Η δημιουργία

ενός κατάλληλου μοντέλου είναι το πρώτο βήμα και το πιο σημαντικό στην διαδικασία

της βελτιστοποίησης. Εάν το μοντέλο είναι πολύ απλό, δηλαδή κάνει χρήση μερικών

μόνο παραμέτρων του συστήματος, τότε είναι πιθανό να μην δώσει χρήσιμα αποτε-

λέσματα για τον σκοπό της μελέτης. Από την άλλη, βέβαια, εάν το μοντέλο είναι

ιδιαίτερα πολύπλοκο, είναι πολύ πιθανό να μην μπορεί να λυθεί.

Από την στιγμή που το μοντέλο έχει διαμορφωθεί, μπορεί να χρησιμοποιηθεί ένας αλ-

γόριθμος βελτιστοποίησης, μέσω ενός υπολογιστή, ώστε να βρεθεί η λύση του. Ο

αλγόριθμος βελτιστοποίησης δεν είναι ενιαίος για όλα τα προβλήματα, αλλά συνήθως

γίνεται χρήση ενός συνδυασμού αλγορίθμων, οι οποίοι έχουν σχεδιαστεί για να επι-

λύουν συγκεκριμένα στάδια του προβλήματος. Η επιλογή του καταλληλότερου αλγο-

ρίθμου είναι στα χέρια αυτού που κάνει την εκάστοτε μελέτη και είναι πολύ σημαντική,

καθώς καθορίζει αρχικά εάν μπορεί να βρεθεί η λύση και έπειτα εάν το πρόβλημα μπορεί

να λυθεί γρήγορα ή αργα.

Αφού ένας αλγόριθμος βελτιστοποίησης εφαρμοστεί στο πρόβλημα, μπορούμε να δια-

πιστώσουμε εάν πέτυχε τον στόχο του, δηλαδή αν βρήκε λύση στο πρόβλημα. Η λύση

αυτή που μας επέδειξε ο αλγόριθμος, ισχύει για τις παραμέτρους του συστηματος που

ορίσαμε κατά την μοντελοποίηση του προβλήματος. Ωστόσο, συχνά ενδιαφερόμαστε
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16 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

να γνωρίζουμε τι επιπτώσεις θα είχε στην λύση του προβλήματος μία τυχόν αλλαγή

στο σύστημα ή στα δεδομένα. Αυτή η μέθοδος, κατά την οποία προσδιορίζεται η ευαι-

σθησία της λύσης σε μεταβολές των παραμέτρων του συστήματος, ονομάζεται ανάλυση

ευαισθησίας (sensitivity analysis).

1.1 Μαθηματική μοντελοποίηση

Από μαθηματικής άποψης, βελτιστοποίηση προβλημάτων θεωρείται η διαδικασία εύρε-

σης της βέλτιστης λύσης ενός προβλήματος. Το πρόβλημα αυτό είναι η ελαχιστοποίηση

ή η μεγιστοποίηση της αντικειμενικής συνάρτησης, δηλαδή της μαθηματικής έκφρασης

του σκοπού της μελέτης, μέσα σε ένα σύνολο περιορισμών.

Οι βασικοί συμβολισμοί που θα χρησιμοποιηθούν είναι οι εξής:

• x το διάνυσμα των μεταβλητών ή αλλιώς παραμέτρων (variables)

• x∗ η λύση του προβλήματος, δηλαδή το διάνυσμα των μεταβλητών που επιλύει το

πρόβλημα

• f η αντικειμενική συνάρτηση (objective function), δηλαδή η συνάρτηση του δια-

νύσματος x, της οποίας αναζητούμε το ελάχιστο ή το μεγιστο

• ci οι περιορισμοί (constraints), δηλαδή συναρτήσεις του διανύσματος x, οι οποίες
δημιουργούνται από τις ισότητες (equalities) ή τις ανισότητες (inequalities) που

το άγνωστο διάνυσμα x πρέπει να ικανοποιεί

• E το σύνολο που περιέχει τους δείκτες των ισοτικών περιορισμών

• I το σύνολο που περιέχει τους δείκτες των ανισοτικών περιορισμών

• U το εφικτό σύνολο (feasible set), δηλαδή το σύνολο των x που ικανοποιούν

τους περιορισμούς, τα στοιχεία του οποίου ονομάζονται εφικτά σημεία (feasible
points).

Σύμφωνα με τους παραπάνω συμβολισμούς, το γενικό πρόβλημα ελαχιστοποίησης με

περιορισμούς για συναρτήσεις f, ci : Ω ⊂ Rn −→ R, S ⊂ Ω γράφεται ως εξής:

Να βρεθεί x∗ ∈ U τέτοιο ώστε f(x∗) = min
x∈U

f(x), (1.1)

όπου U = {x ∈ S | ci (x) = 0, i ∈ E , ci (x) ≥ 0, i ∈ I}.

Παράδειγμα 1.1.1. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = (x1 − 2)2 + (x2 − 1)2
την οποία

θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε υπό τους περιορισμούς x2
1 − x2 ≤ 0 και x1 + x2 ≤ 2,

τότε το πρόβλημα γράφεται στην μορφή (1.1) ως εξής:

min
x∈U

(x1 − 2)2 + (x2 − 1)2, με E = ∅, I = {1, 2}

και U = {x =

[
x1

x2

]
∈ R2 : −x2

1 + x2 ≥ 0,−x1 − x2 + 2 ≥ 0}.
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Παράδειγμα 1.1.2. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 την οποία θέλουμε

να ελαχιστοποιήσουμε υπό τους περιορισμούς x1 + x2 + x3 ≥ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 και
x3 ≥ 0, τότε το πρόβλημα γράφεται στην μορφή (1.1) ως εξής:

min
x∈U

x2
1 + x2

2 + x2
3, με E = ∅, I = {1, 2, 3, 4}

και U = {x =

x1

x2

x3

 ∈ R3 : x1 + x2 + x3 − 1 ≥ 0, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0},

όπου το εφικτό σύνολο του προβλήματος σχηματίζει ένα πολύεδρο.

Παράδειγμα 1.1.3. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = −x1 − x2 − 2x3 + 5 την οποία
θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε υπό τους περιορισμούς x2

1 + x2 = 1, x1 + x2 + x3 = 1
και x2 ≥ 0, τότε το πρόβλημα γράφεται στην μορφή (1.1) ως εξής:

min
x∈U

− x1 − x2 − 2x3 + 5, με E = {1, 2}, I = {1}

και U = {x =

x1

x2

x3

 ∈ R3 : x2
1 + x2 − 1 = 0, x1 + x2 + x3 − 1 = 0, x2 ≥ 0}.

Ορισμός 1.1. ΄Εστω συνάρτηση f : S ⊂ Rn −→ R. Το x∗ είναι σημείο ολικού
ελαχίστου ή σημείο ελαχίστου της f στο S εάν:

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ S.

Αντίστοιχα, το x∗ είναι σημείο ολικού μεγίστου ή σημείο μεγίστου της f στο S εάν:

f(x∗) ≥ f(x), ∀x ∈ S.

Ορισμός 1.2. ΄Εστω συνάρτηση f : S ⊂ Rn −→ R. Το x∗ είναι σημείο τοπικού
ελαχίστου της f στο S εάν:

∃ δ > 0 τέτοιο ώστε f(x∗) ≤ f(x),∀x ∈ S με ‖x− x∗‖ < δ.

Αντίστοιχα, το x∗ είναι σημείο τοπικού μεγίστου της f στο S εάν:

∃ δ > 0 τέτοιο ώστε f(x∗) ≥ f(x),∀x ∈ S με ‖x− x∗‖ < δ.

Παρατηρήσεις

1. Αν το x∗ είναι σημείο ολικού ελαχίστου (μεγίστου) της f, τότε είναι και σημείο

τοπικού ελαχίστου (μεγίστου).

2. ΄Ενα σημείο x∗ είναι σημείο μεγίστου (ολικό ή τοπικό) της f αν και μόνο αν είναι

σημείο ελαχίστου (ολικό ή τοπικό) της −f.
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1.2 Βελτιστοποίηση προβλημάτων με περιορισμο-

ύς και χωρίς περιορισμούς

Τα προβλήματα της μορφής (1.1) χωρίζονται σε διάφορες κατηγορίες, ανάλογα με την

μορφή των αντικειμένων που τα απαρτίζουν. ΄Ενα βασικό στοιχείο για την κατηγοριο-

ποίησή τους είναι η ύπαρξη ή όχι περιορισμών.

Προβλήματα χωρίς περιορισμούς

Σε αυτή την κατηγορία προβλημάτων ψάχνουμε το ελάχιστο ή το μέγιστο της συνάρ-

τησης f, με τα σύνολα E = I = ∅. Σε μερικές περιπτώσεις, ακόμη και στα προβλήματα

με περιορισμούς, οι περιορισμοί μπορούν να απαλειφθούν εάν δεν επηρεάζουν την λύση

του προβλήματος. Ωστόσο, ένας ακόμη τρόπος για την απαλοιφή τους, είναι μέσω της

συνάρτησης ποινής και της μεθόδου των ποινών, όπου η λύση ενός προβλήματος βελ-

τιστοποίησης με περιορισμούς ανάγεται σε λύση μιας ακολουθίας προβλημάτων χωρίς

περιορισμούς.

Προβλήματα με περιορισμούς

Τα προβλήματα με περιορισμούς δημιουργούνται από μοντέλα στα οποία οι περιορισμοί

παίζουν πολύ σημαντικό ρόλο στην λυση του προβλήματος, για παράδειγμα οι οικο-

νομικοί περιορισμοί μιας επιχείρησης σε ένα πρόβλημα ελαχιστοποίησης του κόστους.

Αυτοί οι περιορισμοί μπορεί να είναι από μία απλή ανίσωση, μία γραμμική εξίσωση ή

ακόμη και πιο περίπλοκες μαθηματικές εκφράσεις των μεταβλητών.

΄Οταν η αντικειμενική συνάρτηση f και οι περιορισμοί ci είναι γραμμικές συναρτήσεις ως

προς x, τότε είναι πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού. Τέτοιου είδους προβλήματα

πραγματεύονται αρκετά συχνά οι επιχειρήσεις. Ωστόσο, υπάρχουν και τα προβλήματα

μη γραμμικού προγραμματισμού, στα οποία τουλάχιστον ένας από τους περιορισμούς

ή η αντικειμενική συνάρτηση, είναι μη γραμμικές συναρτήσεις του x.

Στα πλαίσια αυτής της διπλωματικής θα ασχοληθούμε κατά κύριο λόγο με προβλήματα

ελαχιστοποίησης με περιορισμούς και συγκεκριμένα μη γραμμικού προγραμματισμού.

1.3 Πίνακες

Στα πλαίσια αυτής της διπλωματικής ασχολούμαστε μόνο με διανύσματα και πίνακες,

των οποίων τα στοιχεία είναι πραγματικοί αριθμοί. Τον χώρο των διανυσμάτων μήκους

n τον συμβολίζουμε με Rn
και τον χώρο των πινάκων διαστάσεων m × n τον συμ-

βολίζουμε με Rm×n
. Τα στοιχεία ενός διανύσματος x ∈ Rn

τα συμβολίζουμε με

xi, i = 1, 2, . . . , n. Αντίστοιχα, τα στοιχεία ενός πίνακα A ∈ Rm×n
τα συμβολίζου-

με με aij, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Ορισμός 1.3. ΄Ενας πίνακας A ∈ Rm×n
του οποίου ο αριθμός των γραμμών ισούται

με τον αριθμό των στηλών, δηλαδή m = n, λέγεται τετραγωνικός πίνακας.

Ορισμός 1.4. ΄Εστω ένας τετραγωνικός πίνακας A ∈ Rn×n
. Τα στοιχεία aij, με

i = j, ορίζουν την κύρια διαγώνιο του πίνακα.
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Ορισμός 1.5. ΄Ενας τετραγωνικός πίνακας A ∈ Rn×n
λέγεται άνω τριγωνικός εάν

όλα τα στοιχεία του που βρίσκονται κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι 0, δηλαδή aij = 0,
με i > j.

Αντίστοιχα, ο πίνακας A λέγεται κάτω τριγωνικός εάν όλα τα στοιχεία του που βρίσκο-
νται πάνω από την κύρια διαγώνιο είναι 0, δηλαδή aij = 0, με i < j.

Ορισμός 1.6. ΄Εστω τετραγωνικός πίνακας A ∈ Rn×n
. Ο πίνακας που προκύπτει με

εναλλαγή μεταξύ των γραμμών και των στηλών του λέγεται ανάστροφος πίνακας του

A και συμβολίζεται με AT , δηλαδή AT = (aji) ∈ Rn×n
.

Ορισμός 1.7. ΄Ενας τετραγωνικός πίνακας A ∈ Rn×n
λέγεται συμμετρικός εάν

AT = A, δηλαδή εάν aij = aji για κάθε i, j = 1, 2, . . . , n.

Αντίστοιχα, ο πίνακας A λέγεται αντισυμμετρικός εάν AT = −A, δηλαδή εάν aij =
−aji για κάθε i, j = 1, 2, . . . , n.

Ορισμός 1.8. Ο πίνακας In ∈ Rn×n
, με:

In =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...

0 0 · · · 1


λέγεται μοναδιαίος πίνακας.

Ορισμός 1.9. ΄Ενας τετραγωνικός πίνακας A ∈ Rn×n
λέμε ότι είναι αντιστρέψιμος,

εάν υπάρχει πίνακας B τέτοιος ώστε:

AB = BA = In.

Τότε ο πίνακας B καλείται αντίστροφος του A και γράφουμε B = A−1
.

Ορισμός 1.10 (βλ. [1], Κεφάλαιο 14, Ορισμός 14.3.1 (β), σελ. 426). ΄Ενας τετρα-

γωνικός πίνακας A ∈ Rn×n
λέγεται ορθογώνιος εάν ικανοποιεί τις ισότητες:

AAT = ATA = In ή ισοδύναμα AT = A−1.

Ορισμός 1.11 (βλ. [1], Κεφάλαιο 15, Ορισμός 15.5.1 (i), σελ. 468). ΄Ενας τετρα-

γωνικός πίνακας A ∈ Rn×n
λέγεται θετικά ημιορισμένος ή θετικός, αν xTAx ≥ 0, για

κάθε x ∈ Rn
.

Αντίστοιχα, ο πίνακας A ∈ Rn×n
λέγεται θετικά ορισμένος, αν xTAx > 0, για κάθε

x ∈ Rn, x 6= 0.

Ορισμός 1.12 (βλ. [1], Κεφάλαιο 11, Ορισμός 11.1.1 (β), σελ. 300). ΄Εστω ένας

τετραγωνικός πίνακας A ∈ Kn×n
, όπου K = R ή C. ΄Ενα διάνυσμα q ∈ Kn − {0}

λέγεται ιδιοδιάνυσμα του πίνακα A, αν ικανοποιεί την εξίσωση:

Aq = λq,

για κάποιο λ ∈ K. Τότε το λ αυτό, λέγεται ιδιοτιμή του πίνακα A.
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Ορισμός 1.13 (βλ. [2], Κεφάλαιο 3, Ορισμός, σελ. 111). ΄Εστω ένας τετραγωνικός

πίνακας A ∈ Rn×n
. Ορίζουμε την φασματική ακτίνα ρ(A) του A ως το μέγιστο των

απολύτων τιμών των ιδιοτιμών του πίνακα A.

Παρατηρήσεις

1. ΄Ενας πίνακας An×n είναι αντιστρέψιμος εάν λi 6= 0, ∀i = 1, . . . , n.

2. ΄Ενας πίνακας An×n είναι θετικά ημιορισμένος αν και μόνο αν οι ιδιοτιμές του είναι

λi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n.

3. ΄Ενας πίνακας An×n είναι θετικά ορισμένος αν και μόνο αν οι ιδιοτιμές του είναι

λi > 0, ∀i = 1, . . . , n.

1.4 Υπόχωροι

Ορισμός 1.14 (βλ. [3], Κεφάλαιο 1, Ορισμός 1.2, σελ. 8). ΄Εστω ο Ευκλείδειος

χώρος Rn
. ΄Ενα μη κενό S ⊂ Rn

είναι υπόχωρος του Rn
αν για κάθε x, y ∈ S και

λ ∈ R ισχύει x+ y ∈ S και λx ∈ S.

Παραδείγματα υποχώρων

1. Για κάθε χώρο Rn
, οι Rn

και {0} είναι προφανώς υπόχωροί του.

2. Οι υπόχωροι του R2
είναι:

(i) Ο μηδενικός υπόχωρος {0}.
(ii) Οι ευθείες που περνάνε από το 0.

(iii) Ο ίδιος ο R2
.

3. Για κάθε σύνολο διανυσμάτων ai ∈ Rn, i = 1, 2, . . . ,m, το σύνολο:

S = {w ∈ Rn | aTi w = 0, i = 1, 2, . . . ,m}

είναι υπόχωρος του Rn
.

Ορισμός 1.15 (βλ.[3], Κεφάλαιο 1, Ορισμός 1.6, σελ. 10). ΄Ενα πεπερασμένο υπο-

σύνολο {x1, . . . , xn} του Rn
λέγεται γραμμικά ανεξάρτητο αν για κάθε λ1, . . . , λn ∈ R

τέτοια ώστε λ1x1 + . . .+ λnxn = 0 έχουμε ότι λ1 = . . . = λn = 0.

Αντίστοιχα, ένα πεπερασμένο υποσύνολο {x1, . . . , xn} του Rn
λέγεται γραμμικά εξαρ-

τημένο αν υπάρχουν λ1, . . . , λn ∈ R όχι όλα ίσα με μηδέν, τέτοια ώστε λ1x1 + . . . +
λnxn = 0.

Ορισμός 1.16 (βλ.[3], Κεφάλαιο 1, Ορισμός 1.6, σελ. 10). ΄Ενα S ⊂ Rn
λέγεται

γραμμικά ανεξάρτητο αν κάθε πεπερασμένο υποσύνολό του είναι γραμμικά ανεξάρτητο.

Αντίστοιχα, το S λέγεται γραμμικά εξαρτημένο αν έχει τουλάχιστον ένα γραμμικά
εξαρτημένο πεπερασμένο υποσύνολο.
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Ορισμός 1.17 (βλ. [1], Κεφάλαιο 8, Ορισμός, σελ. 197). ΄Εστω ένας διανυσματι-

κός χώρος V και ένα S ⊂ V . Το σύνολο των γραμμικών συνδυασμών μεταξύ των
στοιχείων του S είναι υπόχωρος του V και λέγεται γραμμική θήκη του S. Δηλαδή το
σύνολο:

< S >=

{
n∑
i=1

λixi | λi ∈ R, xi ∈ S, i = 1, . . . , n, n ∈ N

}
.

Ορισμός 1.18 (βλ. [1], Κεφάλαιο 8, Ορισμός, σελ. 197). ΄Εστω ένας διανυσματικός

χώρος V και ένα S ⊂ V . Αν < S >= V , δηλαδή εάν:

v = λ1x1 + . . .+ λnxn, για κάθε v ∈ V, xi ∈ S, λi ∈ R, i = 1, . . . , n

λέμε ότι το σύνολο S παράγει τον χώρο V .

Ορισμός 1.19 (βλ. [1], Κεφάλαιο 8, Ορισμός 8.4.1, σελ. 203). ΄Εστω ένας δια-

νυσματικός χώρος V και ένα S ⊂ V . Αν τα στοιχεία του συνόλου S είναι γραμμικά
ανεξάρτητα μεταξύ τους και το S παράγει τον χώρο V , τότε λέμε ότι το S είναι βάση
του V .

Ορισμός 1.20 (βλ. [1], Κεφάλαιο 13, Παράδειγμα 1, σελ. 386). ΄Εστω διανύσματα

x, y ∈ Rn
. Το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων είναι:

xTy =
n∑
i=1

xiyi.

Ορισμός 1.21 (βλ. [1], Κεφάλαιο 10, Ορισμός, σελ. 279-280). ΄Εστω πίνακας

A ∈ Rm×n
. Το μέγιστο πλήθος των γραμμικά ανεξάρτητων στηλών του λέγεται βαθ-

μός στηλών του πίνακα A.

Αντίστοιχα, το μέγιστο πλήθος των γραμμικά ανεξάρτητων γραμμών του πίνακα A
λέγεται βαθμός γραμμών του πίνακα A.

Ορισμός 1.22 (βλ. [1], Κεφάλαιο 10, Ορισμός 10.2.1 (α), σελ. 280). ΄Εστω πίνακας

A ∈ Rm×n
. Βαθμός ή τάξη του πίνακα A λέγεται το μέγιστο πλήθος των γραμμικά

ανεξάρτητων στηλών του ή ισοδύναμα το μέγιστο πλήθος των γραμμικά ανεξάρτητων

γραμμών του και συμβολίζεται με rank(A).

Ορισμός 1.23 (βλ. [2], Κεφάλαιο 3, Ορισμός, σελ. 77). ΄Εστω πίνακας A ∈ Rm×n
.

Ο πίνακας A λέγεται πλήρους τάξης όταν ισχύει rank(A) = min{m,n}.
Ορισμός 1.24 (βλ. [2], Κεφάλαιο 3, Ορισμός, σελ. 77). ΄Εστω πίνακας A ∈ Rm×n

.

Ο πίνακας A λέγεται πλήρους τάξης ως προς τις γραμμές του όταν ισχύει rank(A) =
m.

Αντίστοιχα, ο A λέγεται πλήρους τάξης ως προς τις στήλες του όταν ισχύει rank(A) =
n.

Ορισμός 1.25 (βλ. [1], Κεφάλαιο 10, Ορισμός 10.4.1 (iv), σελ. 285). ΄Εστω πίνακας

A ∈ Rm×n
. Το σύνολο των λύσεων του ομογενούς γραμμικού συστηματος AX = 0

που συμβολίζεται Null(A) ή ker(A), είναι διανυσματικός υπόχωρος του Rn
και λέγεται

μηδενοχώρος ή πυρήνας του A. Δηλαδή το σύνολο:

Null(A) = {X ∈ Rn | AX = 0}.
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1.5 Νόρμες

Ορισμός 1.26. ΄Εστω X διανυσματικός χώρος. Νόρμα λέγεται μία απεικόνιση ‖·‖ :
X −→ R αν ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες:

(i) ‖x‖ ≥ 0, για κάθε x ∈ X

(ii) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

(iii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖, για κάθε x ∈ X και λ ∈ R

(iv) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, για κάθε x, y ∈ X

Παραδείγματα νορμών διανυσμάτων

Για κάθε διάνυσμα x ∈ Rn
, ορίζουμε τις παρακάτω νόρμες:

1. Η 1-νόρμα: ‖x‖1 =
∑n

i=1 |xi|

2. Η Ευκλείδεια νόρμα: ‖x‖2 =

(∑n
i=1 x

2
i

) 1
2

= (xTx)
1
2

3. Η p−νόρμα: ‖x‖p =

(∑n
i=1 |xi|p

) 1
p

= (xTx)
1
p

4. Η νόρμα άπειρο: ‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi|

Οι παραπάνω νόρμες μετράνε κατά μία έννοια το μήκος ενός διανύσματος και είναι

ισοδύναμες καθώς ισχύει:

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n‖x‖∞, ‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞.

Ορισμός 1.27. ΄Εστω X ⊂ Rn
, x ∈ X και M ∈ R,M > 0. Ορίζουμε τα σύνολα:

(i) Ανοιχτή μπάλα κέντρου x και ακτίνας M

B(x,M) = {y ∈ X | ‖x− y‖ < M}.

(ii) Κλειστή μπάλα κέντρου x και ακτίνας M

B[x,M ] = {y ∈ X | ‖x− y‖ ≤M}.

(iii) Σφαίρα κέντρου x και ακτίνας M

S(x,M) = {y ∈ X | ‖x− y‖ = M}.

Ορισμός 1.28 (βλ. [4], Κεφάλαιο 1, Ορισμός, σελ. 4). Η ανισότητα Cauchy-
Schwarz για κάθε x, y ∈ Rn

είναι:

|xTy| ≤ ‖x‖2‖y‖2
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Ορισμός 1.29 (βλ. [2], Κεφάλαιο 3, Ορισμός, σελ. 129). ΄Εστω μία νόρμα ‖ · ‖
στον Rn

, πίνακας A ∈ Rn×n
και x ∈ Rn

. Ορίζουμε την φυσική νόρμα του πίνακα A
ως την απεικόνιση:

‖ · ‖ : Rn×n −→ R, ‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

.

Παραδείγματα νορμών πινάκων

Για κάθε πίνακα A ∈ Rn×n
, ορίζουμε τις παρακάτω νόρμες:

1. Η 1-νόρμα: ‖A‖1 = maxj=1,...,n

∑n
i=1 |aij|.

2. Η Ευκλείδεια νόρμα: ‖A‖2 = [ρ(ATA)]
1
2 .

Για την οποία ισχύει η ιδιότητα: ‖AB‖2 ≤ ‖A‖2 ‖B‖2.

Εάν ο πίνακας Α είναι συμμετρικός και θετικά ορισμένος, τότε ισχύει: ‖A‖2 = ρ(A).

3. Η p−νόρμα: ‖A‖p = [ρ(ATA)]
1
p .

4. Η νόρμα άπειρο: ‖A‖∞ = maxi=1,...,n

∑n
j=1 |aij|.

1.6 Κυρτότητα

Η έννοια της κυρτότητας εφαρμόζεται και σε σύνολα και σε συναρτήσεις και είναι πολύ

σημαντική για την βελτιστοποίηση προβλημάτων.

Ορισμός 1.30. ΄Εστω σύνολο S ⊂ Rn
. Το S είναι κυρτό εάν:

ax + (1− a)y ∈ S,∀ x, y ∈ S, a ∈ [0, 1].

Παραδείγματα κυρτών συνόλων

1. Για κάθε x ∈ S, το μονοσύνολο {x} είναι κυρτό.

2. ΄Ενα A ⊂ R είναι κυρτό αν και μόνο αν είναι διάστημα ανοιχτό ή κλειστό.

3. Αν x, y ∈ R2
με x 6= y, είναι γνωστό ότι το παρακάτω σύνολο ταυτίζεται με το

ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα σημεία x, y :

[x, y ] = {ax + (1− a)y : a ∈ [0, 1]}.

4. Το σύνολο {x ∈ Rn : ‖x‖2 ≤ 1}, δηλαδή η κλειστή μοναδιαία μπάλα του Rn
, είναι

κυρτό υποσύνολο του Rn
.
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Σχήμα 1.1: Κυρτή συνάρτηση (αριστερά) και κοίλη συνάρτηση (δεξιά)

Ορισμός 1.31. ΄Εστω συνάρτηση f : S ⊂ Rn −→ R. Η f είναι κυρτή συνάρτηση
εάν το S είναι κυρτό και:

f [ax+ (1− a)y] ≤ af(x) + (1− a)f(y),∀ x, y ∈ S, a ∈ [0, 1].

Αντίστοιχα, η f είναι κοίλη συνάρτηση εάν η −f είναι κυρτή ή ισοδύναμα εάν το S
είναι κυρτό και:

f [ax+ (1− a)y] ≥ af(x) + (1− a)f(y),∀ x, y ∈ S, a ∈ [0, 1].

Παραδείγματα κυρτών συναρτήσεων

1. Η γραμμική συνάρτηση f(x) = cTx+ a, για κάθε διάνυσμα c ∈ Rn
και a ∈ R.

2. Η τετραγωνική συνάρτηση f(x) = xTHx, όπου H είναι ένας συμμετρικός θετικά

ημιορισμένος πίνακας.

Ορισμός 1.32. Η συνάρτηση f είναι αυστηρά κυρτή συνάρτηση εάν:

f [ax+ (1− a)y] < af(x) + (1− a)f(y),∀ x, y ∈ S,με x 6= y και a ∈ (0, 1).

Ορισμός 1.33 (βλ. [5], Κεφάλαιο 6, Ορισμός, σελ. 129-130). ΄Εστω συνάρτηση f :
S ⊂ Rn −→ R. Η f είναι σχεδόν κυρτή συνάρτηση εάν:

f [ax+ (1− a)y] ≤ max {f(x), f(y)},∀ x, y ∈ S, a ∈ [0, 1].

Αντίστοιχα, η f είναι αυστηρά σχεδόν κυρτή συνάρτηση εάν:

f [ax+ (1− a)y] < max {f(x), f(y)},∀ x, y ∈ S,με f(x) 6= f(y) και a ∈ (0, 1).

Παρατηρήσεις

1. Αν η f είναι κυρτή, τότε είναι προφανώς σχεδόν κυρτή.

2. Αν η f είναι αύξουσα ή φθίνουσα, τότε είναι σχεδόν κυρτή.

3. Αν η f είναι φθίνουσα για x ≤ x0 και αύξουσα για x ≥ x0, για κάποιο x0 ∈ S, τότε
είναι σχεδόν κυρτή.

4. Στην πράξη, μία συναρτηση f είναι κυρτή και σχεδόν κυρτή κατά τμήματα.



1.7. ΠΙΕΣΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ, ΣΥΝΕΧΕΙΑ, ΣΥΜΠΑ-ΓΕΙΑ 25

1.7 Πιεστικές συναρτήσεις, συνέχεια, συμπά-

γεια

Ορισμός 1.34. ΄Εστω ‖·‖ μία νόρμα στο Rn
. ΄Ενα συνολο S ⊂ Rn

λέγεται φραγμένο

αν υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε:

‖x‖ ≤M, για x ∈ S.

Ορισμός 1.35 (βλ. [6], Κεφάλαιο 1, Ορισμός, σελ. 26). Μία συνεχής συνάρτηση f
: S ⊂ Rn −→ R, με S μη φραγμένο, λέγεται πιεστική (στο S) αν:

f(x)→ +∞, όταν ‖x‖ → +∞, για x ∈ S.

Παράδειγμα 1.7.1. Η συνάρτηση f(x, y) = x2 + y2
είναι πιεστική καθώς:

f(z) = ‖z‖2 → +∞, όταν ‖z‖ → +∞.

Ορισμός 1.36. ΄Ενα συνολο S ⊂ Rn
λέγεται ανοιχτό, αν για κάθε x ∈ S υπάρχει δ

> 0 τέτοιο ώστε:

y ∈ S, για ‖y − x‖ < δ.

Ορισμός 1.37. ΄Ενα συνολο S ⊂ Rn
λέγεται κλειστό, αν το συμπλήρωμά του Sc είναι

ανοιχτό.

Υπενθύμιση

΄Ενα συνολο S ⊂ Rn
είναι κλειστό αν και μόνο αν περιέχει το όριο κάθε συγκλίνουσας

ακολουθίας στοιχείων του S.

Ορισμός 1.38 (βλ. [7], Κεφάλαιο 2, Ορισμός 2.5-1, σελ. 77). ΄Ενα συνολο S ⊂ Rn

λέγεται συμπαγές, αν κάθε ακολουθία στοιχείων του S περιέχει μία υπακολουθία που
συγκλίνει σε ένα στοιχείο του S.

Υπενθύμιση

Σε χώρους πεπερασμένων διαστάσεων, ένα συνολο S ⊂ Rn
είναι συμπαγές αν και μόνο

αν είναι κλειστό και φραγμένο.

Ορισμός 1.39. Μία συνάρτηση f : S ⊂ Rn −→ R είναι συνεχής στο x0 ∈ S αν:

lim
x→x0

f(x) = f(x0), για x ∈ S.

Επίσης, μία συνάρτηση f : S ⊂ Rn −→ R είναι συνεχής στο S αν είναι συνεχής σε
κάθε σημείο του S.
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1.8 Παράγωγοι συναρτήσεων

Ορισμός 1.40 (βλ. [8], Κεφάλαιο 5, Ορισμός, σελ. 198). Η συνάρτηση f : Ω ⊂
Rn −→ R λέγεται παραγωγίσιμη στο σημείο x ∈ Ω αν ισχύει:

f(x+ h)− f(x) = v(x)Th+ ε(h)‖h‖

όπου v(x) ∈ Rn
και ε(h)→ 0 όταν ‖h‖ → 0.

Ορισμός 1.41. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο x ∈ S ⊂ Ω,
τότε λέμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο S.

Παρατηρήσεις

1. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x ∈ Ω, τότε είναι συνεχής στο x ∈ Ω.

2. Η ύπαρξη μερικών παραγώγων της f συνεχών στο σημείο x μόνο, δεν εξασφαλίζει

την παραγωγισιμότητα της f στο x.

3. Αν η f : Ω −→ R έχει μερικές παραγώγους μέχρι και την τάξη m συνεχείς στο Ω,

τότε γράφουμε f ∈ Cm(Ω).

4. ΄Εστω V ⊂ Ω ανοιχτό σύνολο. Αν f ∈ C1(V ), τότε η f είναι παραγωγίσιμη στο V .

Ορισμός 1.42. ΄Εστω Ω ⊂ Rn
ένα ανοιχτό σύνολο. Αν η συνάρτηση f : Ω −→ R

έχει μερικές παραγώγους πρώτης τάξης στο σημείο x ∈ Ω, τότε ορίζουμε ως κλίση
(gradient) της f στο x να είναι:

∇f(x) =



∂f
∂x1

(x)

∂f
∂x2

(x)

...

...

...
∂f
∂xn

(x)


.

Ορισμός 1.43 (βλ. [4], Κεφάλαιο 4, Ορισμός 3.1, σελ. 116-117). ΄Εστω f : S ⊂
Rn −→ R μία συνάρτηση και x ∈ S, h ∈ Rn

. Αν x + ah ∈ S,∀a 6= 0 αρκετά μικρό
και το όριο:

δf(x, h) = lim
a→0

f(x+ ah)− f(x)

a
υπάρχει,

τότε καλείται παράγωγος της f στο σημείο x κατά την κατεύθυνση του h.

Ορισμός 1.44. ΄Εστω f : S ⊂ Rn −→ R μία συνάρτηση και x ∈ S, h ∈ Rn
. Αν

x+ ah ∈ S,∀a 6= 0 αρκετά μικρό και το όριο:

δ+f(x, h) = lim
a→0
a>0

f(x+ ah)− f(x)

a
υπάρχει,

τότε καλείται παράγωγος της f στο σημείο x θετικά κατά την κατεύθυνση του h.
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Παρατηρήσεις

1. Αν η συνάρτηση f : Ω −→ R είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x ∈ Ω και Ω ανοιχτό,

τότε οι παράγωγοι δf(x, h) και δ+f(x, h) υπάρχουν στο σημείο x για κάθε h ∈ Rn

και ισχύει:

δ+f(x, h) = δf(x, h) = ∇f(x)Th.

2. ΄Εστω f παραγωγίσιμη στο x ∈ Ω ⊂ Rn
με Ω ανοιχτό και h ∈ Rn

με ‖h‖2 = 1,
τότε από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έχουμε ότι:

|δf(x, h)| = |∇f(x)Th| ≤ ‖∇f(x)‖2‖h‖2 = ‖∇f(x)‖2.

΄Εστω το μοναδιαίο διάνυσμα u :=
∇f(x)

‖∇f(x)‖2

, τότε:

δf(x, u) = ∇f(x)Tu = ∇f(x)T
∇f(x)

‖∇f(x)‖2

= ∇f(x)T∇f(x)
1

‖∇f(x)‖2

=
‖∇f(x)‖2

2

‖∇f(x)‖2

= ‖∇f(x)‖2.

Επομένως, για κάθε μοναδιαίο διάνυσμα h ∈ Rn
έχουμε:

δf(x, h) ≤ δf(x, u) = ‖∇f(x)‖2.

Δηλαδή η κατεύθυνση u του ∇f(x) είναι αυτή κατά την οποία η f έχει τον μεγα-

λύτερο ρυθμό αύξησης δf(x, h) κοντά στο σημείο x.

Ορισμός 1.45 (βλ. [4], Κεφάλαιο 4, Ορισμός, σελ. 144). Αν η συνάρτηση f :
Ω −→ R έχει μερικές παραγώγους δεύτερης τάξης:

∂2f

∂xi∂xj
(x), i, j = 1, . . . , n

στο σημείο x ∈ Ω, ορίζουμε τον Εσσιανό πίνακα της f στο x ως:

∇2f(x) = fxx(x) =


∂2f

∂x1∂x1
(x) · · · ∂2f

∂x1∂xn
(x)

∂2f
∂x2∂x1

(x) · · · ∂2f
∂x2∂xn

(x)
...

∂2f
∂xn∂x1

(x) · · · ∂2f
∂xn∂xn

(x)

 .

Παρατηρήσεις

1. Αν f ∈ C2
, τότε f ∈ C1

.

2. Αν f ∈ C2
, τότε ο πίνακας fxx(x) είναι συμμετρικός για κάθε x ∈ Ω.
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1.9 Συνθήκες για την ύπαρξη ελαχίστου

Θεώρημα 1.1 (βλ. [8], Κεφάλαιο 5, Θεώρημα 3, σελ. 197). ΄Εστω συνάρτηση f : S
⊂ Rn −→ R, με το σύνολο S κυρτό και την f κυρτή. Το x∗ ∈ S είναι σημείο ολικού
ελαχίστου της f στο S, αν και μόνο αν είναι σημείο τοπικού ελαχίστου της f στο S.

Απόδειξη. ΄Εστω x∗ ∈ S σημείο τοπικού ελαχίστου της f, ∀ x ∈ S. Αφού το S είναι

κυρτό, από τον ορισμό έχουμε:

ax+ (1− a)x∗ = x∗ + a(x− x∗) ∈ S,∀ a ∈ (0, 1). (1)

Αφού η f είναι κυρτή, από τον ορισμό έχουμε:

f [ax+ (1− a)x∗] ≤ af(x) + (1− a)f(x∗) = f(x∗) + a[f(x)− f(x∗)]. (2)

Επειδή a 6= 0 και x∗ τοπικό ελάχιστο, από τον ορισμό έχουμε:

∃ δ > 0 τέτοιο ώστε f(x∗) ≤ f(y),∀ y ∈ S με ‖y − x∗‖ < δ. (3)

Επομένως, για κατάλληλο a από την (1): y = x∗ + a(x− x∗) ∈ S.
΄Αρα απο την (3):

‖x∗ − [x∗ + a(x− x∗)]‖ ≤ |a| ‖x− x∗‖ < δ

και

f(y) = f [x∗ + a(x− x∗)] ≥ f(x∗).

Επομένως:

f(x∗) ≤ f [x∗ + a(x− x∗)] = f [ax+ (1− a)x∗]
(2)

≤ f(x∗) + a[f(x)− f(x∗)]

=⇒ 0 ≤ a[f(x)− f(x∗)]
a>0
=⇒ 0 ≤ f(x)− f(x∗) =⇒ f(x∗) ≤ f(x),∀x ∈ S.

Επομένως, το x∗ είναι σημείο ολικού ελαχίστου της f στο S.

Θεώρημα 1.2 (βλ. [8], Κεφάλαιο 5, Θεώρημα 4, σελ. 198). ΄Εστω συνάρτηση f : S
⊂ Rn −→ R, με το σύνολο S κυρτό και την f αυστηρά κυρτή. Τότε η f έχει το πολύ
ένα σημείο ελαχίστου.

Απόδειξη. ΄Εστω x∗1, x
∗
2 ∈ S σημεία ελαχίστου της f, ∀ x ∈ S, με x∗1 6= x∗2. Αφού το

S είναι κυρτό, για a = 1
2
από τον ορισμό έχουμε:

1

2
x∗1 + (1− 1

2
) x∗2 =

1

2
x∗1 +

1

2
x∗2 ∈ S.

Αφού η f είναι αυστηρά κυρτή, για a = 1
2
από τον ορισμό έχουμε:

f(
1

2
x∗1 +

1

2
x∗2) <

1

2
f(x∗1) +

1

2
f(x∗2) ≤ 1

2
f(x∗1) +

1

2
f(x∗1) = f(x∗1)

=⇒ f(
1

2
x∗1 +

1

2
x∗2) < f(x∗1).

Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού το x∗1 είναι σημείο ελαχίστου της f στο S. ΄Αρα, η f έχει

το πολύ ένα σημείο ελαχίστου.
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Θεώρημα 1.3 (βλ. [8], Κεφάλαιο 5, Θεώρημα 1, σελ. 197). ΄Εστω f : S ⊂ Rn −→
R μία συνάρτηση συνεχής στο μη κενό, συμπαγές σύνολο S. Τότε η f έχει τουλάχιστον
ένα σημείο ελαχίστου στο S.

Παράδειγμα 1.9.1. ΄Εστω η γραμμική συνάρτηση f : S ⊂ Rn −→ R, με f(x) =
cTx + a, c ∈ Rn, a ∈ R και S = {y ∈ Rn : ‖x − y‖ ≤ r}, δηλαδή η κλειστή μπάλα
κέντρου x και ακτίνας r. Θα δείξουμε ότι η f έχει τουλάχιστον ένα σημείο ελαχίστου
στο S.

Παρατηρούμε ότι το σύνολο S είναι προφανώς κλειστό. Θα δείξουμε ότι το S είναι
φραγμένο. Πράγματι, για κάθε y ∈ S υπάρχει x ∈ S ⊂ Rn

και r > 0 τέτοιο ώστε να
ισχύει ‖y−x‖ ≤ r. ΄Αρα, από τον ορισμό του φραγμένου συνόλου το S είναι φραγμένο.
Επομένως, αφού το S είναι κλειστό και φραγμένο, τότε είναι συμπαγές.

Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο S ως γραμμική. Επομένως, από το Θεώρημα 1.3 η
f έχει τουλάχιστον ένα σημείο ελαχίστου στο S.

Θεώρημα 1.4 (βλ. [8], Κεφάλαιο 5, Θεώρημα 2, σελ. 197). ΄Εστω S ⊂ Rn
ένα μη

κενό, κλειστό και μη φραγμένο σύνολο, και f : S ⊂ Rn −→ R μία συνάρτηση συνεχής
και πιεστική. Τότε η f έχει τουλάχιστον ένα σημείο ελαχίστου στο S.

Απόδειξη. ΄Εστω x0 ∈ S. Επειδή η f είναι πιεστική, ∃ r > 0 τέτοιο ώστε:

f(x) > f(x0), για ‖x‖ > r, x ∈ S.

΄Εστω S0 = {x ∈ S : ‖x‖ ≤ r} = S ∩ {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ r}. Αφού το S και το

{x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ r} είναι κλειστά σύνολα, τότε και το S0 θα είναι κλειστό και φραγ-

μένο ως υποσύνολο του Rn
. Επομένως, το S0 είναι συμπαγές σύνολο.

Η ελαχιστοποίηση της f στο S ισοδυναμεί, τότε, με την ελαχιστοποίηση της f στο S0.

Επομένως, από το Θεώρημα 1.3 έχουμε ότι η f θα έχει τουλάχιστον ένα σημείο ελα-

χίστου στο S0.

Παράδειγμα 1.9.2. ΄Εστω η τετραγωνική συνάρτηση f : S ⊂ Rn −→ R, με
f(x) = xTHx, όπου H είναι ένας συμμετρικός θετικά ορισμένος πίνακας και S =
{x = [x1, x2, . . . , xn]T ∈ Rn : x1, x2, . . . , xn ≥ 0}. Θα δείξουμε ότι η f έχει τουλάχι-
στον ένα σημείο ελαχίστου στο S.

Το σύνολο S είναι κλειστό. Πράγματι, το συμπληρωματικό σύνολο του S, Sc = Rn\S =
{x = [x1, x2, . . . , xn]T ∈ Rn : x1, x2, . . . , xn < 0} είναι ανοιχτό, καθώς για κάθε x ∈ Sc
υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε ‖x− 0‖ < δ. Επομένως, το σύνολο S είναι κλειστό.

Το σύνολο S είναι μη φραγμένο. Πράγματι, θα δείξουμε ότι δεν υπάρχει ανοιχτή μπάλα
που να το περιέχει. ΄Εστω ότι υπάρχει r > 0 τέτοιο ώστε S ⊆ B(0, r). ΄Εστω, επίσης,
z ∈ S με z = [z1, . . . , zn]T = [r + 1, . . . , r + 1]T . Τότε έχουμε:

‖z − 0‖ =
√

(r + 1)2 + . . .+ (r + 1)2

=
√
n(r + 1)2

=
√
n|r + 1| > r,∀r > 0

=⇒ z /∈ B(0, r),∀r > 0.



30 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

΄Ομως, το z ∈ S,∀r > 0, άρα S * B(0, r),∀r > 0. Επομένως, το S δεν περιέχεται σε
καμία ανοιχτή μπάλα και άρα είναι μη φραγμένο.

Η συνάρτηση f είναι πιεστική στο S. Πράγματι, έστω S0 = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1} ⊂ Rn
.

Το σύνολο S0 είναι κλειστό και φραγμένο και καθώς η f είναι συνεχής, τότε από το
Θεώρημα 1.3 η f θα έχει τουλάχιστον ένα σημείο ελαχίστου στο S0. ΄Εστω x

∗ ∈ S0.

Θέτουμε a = f(x∗) = (x∗)THx∗ > 0, αφού ο πίνακας H είναι θετικά ορισμένος. Τότε,
για κάθε x ∈ Rn

για τα οποία ισχύει ‖x‖ = 1, έχουμε ότι f(x) ≥ a.

΄Εστω τυχαίο x ∈ Rn, x 6= 0. Τότε:

f(x) = xTHx =

(
x

‖x‖

)T
H

(
x

‖x‖

)
‖x‖2 ≥ a‖x‖2 =⇒ f(x) ≥ a‖x‖2.

Θα δείξουμε ότι η συνάρτηση a‖x‖2
είναι πιεστική στο Rn

. Πράγματι:

lim a‖x‖2 = +∞, καθώς ‖x‖ → +∞.

΄Αρα, από την παραπάνω ανισότητα και η συνάρτηση f είναι πιεστική στο Rn
. Επομένως,

από το Θεώρημα 1.4 η f έχει τουλάχιστον ένα σημείο ελαχίστου στο S.

Θεώρημα 1.5 (Μέσης Τιμής, βλ. [8], Κεφάλαιο 5, Θεώρημα 5, σελ. 200). ΄Εστω

συνάρτηση f : Ω ⊂ Rn −→ R. Αν x+ ah ∈ Ω, για κάθε a ∈ [0, 1], η f είναι συνεχής
σε κάθε σημείο x+ ah, a ∈ [0, 1] και παράγωγίσιμη σε κάθε σημείο x+ ah, a ∈ (0, 1),
τότε υπάρχει t ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε:

f(x+ h) = f(x) +∇f(x+ th)Th.

Θεώρημα 1.6 (Θεώρημα Taylor, βλ. [8], Κεφάλαιο 5, Θεώρημα 6, σελ. 200). ΄Εστω

συνάρτηση f : Ω ⊂ Rn −→ R, f ∈ C2
. Αν x + ah ∈ Ω, για κάθε a ∈ [0, 1], τότε

υπάρχει t ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε:

f(x+ h) = f(x) +∇f(x)Th+
1

2
hTfxx(x+ th)h.

Επιπλέον, για ‖h‖ αρκετά μικρό, έχουμε ότι x+ h ∈ Ω και:

f(x+ h) = f(x) +∇f(x)Th+
1

2
hTfxx(x)h+ ε(h)‖h‖2,

όπου ε(h)→ 0, όταν ‖h‖ → 0.

Θεώρημα 1.7 (Αναγκαία Συνθήκη Πρώτης Τάξης, βλ. [8], Κεφάλαιο 5, Θεώρημα

7, σελ. 200). ΄Εστω συνάρτηση f : S ⊂ Rn −→ R, με S κυρτό και x∗ ∈ S. Αν η
παράγωγος δ+f(x∗, x − x∗) υπάρχει για κάθε x ∈ S και το x∗ είναι σημείο τοπικού ή
ολικού ελαχίστου της f στο S, τότε ισχύει η συνθήκη:

δ+f(x∗, x− x∗) ≥ 0, για κάθε x ∈ S. (1.2)

Αν επιπλέον S ⊂ Ω, Ω ανοιχτό, f : Ω −→ R και η f είναι παραγωγίσιμη στο x∗, τότε
η συνθήκη (1.2) γράφεται:

∇f(x∗)T (x− x∗) ≥ 0, για κάθε x ∈ S. (1.3)
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Απόδειξη. Αν το x∗ είναι σημείο τοπικού ελαχίστου της f στο S, επειδή το S είναι

κυρτό τότε: y = ax + (1 − a)x∗ ∈ S,∀x ∈ S, a ∈ [0, 1]. Επομένως, αν a ∈ (0, 1)
αρκετά μικρό, από τον ορισμό του τοπικού ελαχίστου υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε:

f(y) = f [ax+ (1− a)x∗] = f [x∗ + a(x− x∗)] ≥ f(x∗)

με ‖y − x∗‖ = ‖x∗ + a(x− x∗)− x∗‖ = |a|‖x− x∗‖ = a‖x− x∗‖ < δ.
΄Αρα

lim
a→0
a>0

f [x∗ + a(x− x∗)]− f(x∗)

a
≥ 0

δηλαδή

δ+f(x∗, x− x∗) ≥ 0, για κάθε x ∈ S.

Αν το x∗ είναι ολικό ελάχιστο, τότε είναι και τοπικό ελάχιστο επομένως η απόδειξη

ισχύει.

Με τις πρόσθετες υποθέσεις του θεωρήματος η συνθήκη αυτή γράφεται:

∇f(x∗)T (x− x∗) ≥ 0, για κάθε x ∈ S.

Παρατηρήσεις

1. Αν ο χώρος S είναι κατάλληλος ή πιο γενικά αν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε:

x ∈ S και ‖x− x∗‖ < δ ⇒ x′ = x∗ + (x∗ − x) ∈ S,

δηλαδή αν το S είναι συμμετρικό ως προς το x∗, κοντά στο x∗, τότε για x = x′ η
συνθήκη (1.3) από το Θεώρημα 1.7 ισοδυναμεί με την:

∇f(x∗)T (x− x∗) = 0, για κάθε x ∈ S.

2. Αν S = Rn
ή πιο γενικά αν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε:

‖x− x∗‖ < δ ⇒ x ∈ S,

δηλαδή αν x ∈ S για x κοντά στο x∗, τότε η συνθήκη (1.3) από το Θεώρημα 1.7

ισοδυναμεί με την:

∇f(x∗) = 0. (1.4)

Θεώρημα 1.8 (Ικανή Συνθήκη Πρώτης Τάξης, βλ. [8], Κεφάλαιο 5, Θεώρημα 8,

σελ. 202). ΄Εστω συνάρτηση f : S ⊂ Rn −→ R, με S κυρτό και x∗ ∈ S. Αν η
παράγωγος δ+f(x∗, x−x∗) υπάρχει για κάθε x ∈ S και αν η f είναι κυρτή στο S, τότε
η αναγκαία συνθήκη (1.2) από το Θεώρημα 1.7 είναι ικανή και αναγκαία για να είναι το

x∗ σημείο ελαχίστου της f στο S.

Απόδειξη. Αν η f είναι κυρτή στο S, τότε για x ∈ S και a ∈ (0, 1) αφού το S κυρτό

έχουμε:

ax+ (1− a)x∗ = x∗ + a(x− x∗) ∈ S.
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Επομένως

f [ax+ (1− a)x∗] = f [x∗ + a(x− x∗)] ≤ f(x∗) + a[f(x)− f(x∗)]

=⇒ f [x∗ + a(x− x∗)]− f(x∗) ≤ a[f(x)− f(x∗)]

=⇒ f [x∗ + a(x− x∗)]− f(x∗)

a
≤ f(x)− f(x∗),

άρα

lim
a→0
a>0

f [x∗ + a(x− x∗)]− f(x∗)

a
= δ+f(x∗, x− x∗) ≤ f(x)− f(x∗),

που δείχνει ότι η αναγκαία συνθήκη (1.2) είναι και ικανή για να είναι το x∗ σημείο

ελαχίστου της f στο S.

Ορισμός 1.46. ΄Ενα σημείο x∗ καλείται στάσιμο σημείο εάν ∇f(x∗) = 0.

Παρατήρηση

Αν S = Rn
ή πιο γενικά αν ένα σύνολο ικανοποιεί την συνθήκη (1.4), τότε από την

(1.4) και το Θεώρημα 1.7 κάθε τοπικό ελάχιστο πρέπει να είναι στάσιμο σημείο.

Θεώρημα 1.9 (Αναγκαία Συνθήκη Δεύτερης Τάξης, βλ. [9], Κεφάλαιο 2, Θεώρημα

2.3, σελ. 15). Εαν το σημείο x∗ είναι τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης f : Ω ⊂
Rn −→ R και ο Εσσιανός πίνακας ∇2f υπάρχει και είναι συνεχής κοντά στο x∗, τότε
∇f(x∗) = 0 και ο ∇2f(x∗) είναι θετικά ημιορισμένος.

Απόδειξη. Από την συνθήκη (1.4) και το Θεώρημα 1.7 ξέρουμε ότι ∇f(x∗) = 0.
Υποθέτουμε ότι ο ∇2f(x∗) δεν είναι θετικά ημιορισμένος. Διαλέγουμε ένα διάνυσμα

h για το οποίο ισχύει: hT∇2f(x∗)h < 0 και επειδή ∇2f είναι συνεχής κοντά στο x∗,
υπάρχει T > 0 τέτοιο ώστε:

hT∇2f(x∗ + th)h < 0, ∀t ∈ [0, T ].

Από το Θεώρημα Taylor υπάρχει t̄ ∈ (0, T ] και t ∈ (0, t̄) τέτοια ωστε:

f(x∗ + t̄h) = f(x∗) + t̄hT∇f(x∗) +
1

2
t̄2hT∇2f(x∗ + th)h < f(x∗).

΄Αρα το x∗ δεν είναι τοπικό ελάχιστο. ΄Ατοπο, επομένως ο ∇2f(x∗) είναι θετικά ημιο-

ρισμένος.

Θεώρημα 1.10 (Ικανή Συνθήκη Δεύτερης Τάξης, βλ. [8], Κεφάλαιο 5, Θεώρημα 9,

σελ. 203). ΄Εστω συνάρτηση f : Ω ⊂ Rn −→ R, x∗ ∈ Ω, f ∈ C2
κοντά στο x∗. Αν

∇f(x∗) = 0 και ο Εσσιανός πίνακας ∇2f(x∗) είναι θετικά ορισμένος, τότε το x∗ είναι
σημείο τοπικού ελαχίστου της f στο Ω.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα Taylor, για ‖h‖ αρκετά μικρό και h 6= 0, έχουμε ότι

x+ h ∈ Ω και:

f(x∗ + h)− f(x∗) =
1

2
‖h‖2[uT∇2f(x∗)u+ ε(h)],
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όπου u =
h

‖h‖
και ε(h)→ 0, όταν ‖h‖ → 0.

Η συνάρτηση u −→ uT∇2f(x∗)u είναι συνεχής στο συμπαγές σύνολο S = {u : ‖u‖ =
1}.

Επομένως, από το Θεώρημα 1.3 υπάρχει ū ∈ S με ūT∇2f(x∗)ū = c > 0, για u ∈ S,
αφού ο πίνακας ∇2f(x∗) είναι θετικά ορισμένος. ΄Αρα:

x∗ + h ∈ Ω και f(x∗ + h)− f(x∗) > 0,

για ‖h‖ αρκετά μικρό, h 6= 0, που δείχνει ότι το x∗ είναι σημείο τοπικού ελαχίστου της

f στο Ω.

Σημείωση

Δοσμένων δύο μη αρνητικών ακολουθιών {tk} και {nk}, θα χρησιμοποιούμε τους

συμβολισμούς o(·) και O(·) όταν:

• Η ακολουθία

{
nk
tk

}
→ 0, για k → 0, τότε γράφουμε nk = o(tk).

• Υπάρχει C > 0 τέτοιο ώστε να ισχύει |nk| ≤ C|tk|, τότε γράφουμε nk = O(tk).

1.10 Αλγόριθμοι βελτιστοποίησης

Στην πράξη πολλές φορές δεν είναι δυνατή η εύρεση της λύσης ενός προβλήματος υπο-

λογιστικά, καθώς οι συναρτήσεις από τις οποίες αποτελείται μπορεί να είναι ιδιαίτερα

πολύπλοκες. Για τον λόγο αυτό χρησιμοποιούμε προσεγγιστικές μεθόδους, δηλαδή

επαναληπτικούς αλγορίθμους που προσεγγίζουν την λύση. Η επίλυση ξεκινάει με μία

τιμή της μεταβλητής x, όπου μέσα από αναδρομικούς τύπους, παράγονται προσεγγίσεις

της λύσης x∗ σε κάθε επανάληψη, μέχρι ο αλγόριθμος να τερματίσει με την καλύτερη

προσέγγιση της λύσης του προβλήματος. Ο κάθε αλγόριθμος χρησιμοποιεί διαφορε-

τικές τεχνικές για να πηγαίνει από την μία επανάληψη στην άλλη και τελικά για την

προσέγγιση της λύσης. Κάποιες από αυτές τις τεχνικές, κάνουν χρήση των τιμών

της αντικειμενικής συνάρτησης f , των περιορισμών ci καθώς και των παραγώγων των

συναρτήσεων αυτών. Κάποιοι αλγόριθμοι χρησιμοποιούν τα δεδομένα από όλες τις

επαναλήψεις, ενώ κάποιοι άλλοι μόνο της τελευταίας. Σε κάθε περίπτωση, όμως, οι

αλγόριθμοι πρέπει να έχουν τα εξής χαρακτηριστικά:

• Ευρωστία (Robustness). Να μπορούν να εφαρμόζονται σε ένα μεγάλο εύρος

προβλημάτων της τάξης τους, για διάφορες αρχικές τιμές.

• Αποδοτικότητα (Efficiency). Οι απαιτήσεις τους σε υπολογιστικούς πόρους,

δηλαδή ο απαιτούμενος χρόνος εκτέλεσης και ο απαιτούμενος χώρος αποθήκευ-

σης, να είναι μικρές.

• Ακρίβεια (Accuracy). Η προσέγγιση της λύσης να είναι όσο το δυνατόν πιο

ακριβής, χωρίς να είναι υπερβολικά ευαίσθητοι στα σφάλματα των δεδομένων και

στα σφάλματα στρογγύλευσης που προκύπτουν από την εισαγωγή του αλγορίθ-

μου στον υπολογιστή.
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Μερικές φορές δεν είναι εφικτό ένας αλγόριθμος να έχει και τα τρία χαρακτηριστικά

ταυτόχρονα, καθώς είναι πιθανό να έρχονται σε σύγκρουση. Για παράδειγμα, μπορε-

ί ένας αλγόριθμος να έχει ένα μεγάλο εύρος εφαρμογής, αλλά για αυτόν τον λόγο

να απαιτεί αρκετό χρόνο εκτέλεσης. Στην βελτιστοποίηση, τα πλεονεκτήματα και τα

μειονεκτήματα του κάθε αλγορίθμου εξετάζονται πολύ προσεκτικά ώστε να γίνει και η

βέλτιστη επιλογή για το εκάστοτε πρόβλημα.

Βιβλιογραφικές αναφορές

Η εισαγωγή του Κεφαλαίου 1 βασίστηκε στην εισαγωγή του Κεφαλαίου 1 του βιβλίου

Numerical Optimization [βλ. [9], Κεφάλαιο 1, σελ. 2].

Ενότητα 1.1: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στο Κεφάλαιο Μέθοδοι Βελτιστοποίησης

του βιβλίου Εισαγωγή στην Αριθμητική Ανάλυση [βλ. [8], Κεφάλαιο 5, σελ. 197, 203],

στην ενότητα Mathematical Formulation του βιβλίου Numerical Optimization [βλ.

[9], Κεφάλαιο 1, σελ. 2-4], καθώς επίσης και στην ενότητα Εισαγωγή - Ορισμοί, του

Κεφαλαίου Ακρότατα, του βιβλίου Ανάλυση ΙΙ [βλ. [4], Κεφάλαιο 6, σελ. 226].

Ενότητα 1.2: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στην ενότητα Constrained and Uncon-
strained Optimization του βιβλίου Numerical Optimization [βλ. [9], Κεφάλαιο 1, σελ.

6].

Ενότητα 1.3: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στις υποενότητες The Spectrum και Posi-
tive Definite and Nonnegative Definite Matrices του βιβλίου Matrix Algebra: Theory,
Computations and Applications in Statistics [βλ. [2], Κεφάλαιο 3, σελ. 111, 124],

καθώς επίσης και στις ενότητες Βασικοί Ορισμοί, Οι Πράξεις στο Σύνολο των μ×ν
Πινάκων, Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα, Ορθομοναδιαίοι και Ορθογώνιοι Πίνακες, και

Θετικά Ορισμένες Τετραγωνικές Μορφές του βιβλίου Γραμμική ΄Αλγεβρα και Αναλυ-

τική Γεωμετρία [βλ. [1], Κεφάλαια 2, 11, 14, 15, σελ. 18, 22-25, 300, 426, 468].

Ενότητα 1.4: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στην ενότητα Ορισμός Διανυσματικού

Χώρου από τις Σημειώσεις Παραδόσεων Συναρτησιακής Ανάλυσης [βλ. [3], Κεφάλαιο

1, σελ. 8-10], στην ενότητα Matrix Rank and the Inverse of a Full Rank Matrix
του βιβλίου Matrix Algebra: Theory, Computations and Applications in Statistics
[βλ. [2], Κεφάλαιο 3, σελ. 76-78], καθώς επίσης και στα Κεφάλαια Διανυσματικοί

Χώροι, Βαθμός Γραμμικής Απεικόνισης και Πίνακα, και Χώροι Εσωτερικού Γινομένου

του βιβλίου Γραμμική ΄Αλγεβρα και Αναλυτική Γεωμετρία [βλ. [1], Κεφάλαια 8, 10, 13,

σελ. 195, 197, 203, 279-280, 285, 386].

Ενότητα 1.5: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στην ενότητα Matrix Norms του βιβλίου

Matrix Algebra: Theory, Computations and Applications in Statistics [βλ. [2], Κε-

φάλαιο 3, σελ. 128-134], στις ενότητες Ορισμός και Παραδείγματα, και Μπάλες και

Σφαίρες σε Χώρους με Νόρμα από τις Σημειώσεις Παραδόσεων Συναρτησιακής Α-

νάλυσης [βλ. [3], Κεφάλαιο 2, σελ. 19-20], καθώς επίσης και στις ενότητες Βασικές

΄Εννοιες και η Τοπολογία του Rn
του βιβλίου Ανάλυση ΙΙ [βλ. [4], Κεφάλαιο 1, σελ.

3-5, 8-9].
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Ενότητα 1.6: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στην ενότητα Convex Functions του βι-

βλίου The Mathematics of Nonlinear Programming [βλ. [6], Κεφάλαιο 2, σελ. 45-57],

στην ενότητα Κυρτά Σύνολα από τις Σημειώσεις Παραδόσεων Συναρτησιακής Ανάλυ-

σης [βλ. [3], Κεφάλαιο 1, σελ. 17], καθώς επίσης και στις ενότητες Κυρτές Συναρτήσεις

και Συναρτήσεις Χρησιμότητας του βιβλίου Θέματα Ανάλυσης και Θεωρία Γενικής Ι-

σορροπίας στην Οικονομία [βλ. [5], Κεφάλαια 2,6, σελ. 37-38, 129-130].

Ενότητα 1.7: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στο Κεφάλαιο Μέθοδοι Βελτιστοποίησης

του βιβλίου Εισαγωγή στην Αριθμητική Ανάλυση [βλ. [8], Κεφάλαιο 5, σελ. 195-203],

στις ενότητες Η Τοπολογία του Rn
, Συμπαγή Σύνολα και Συνέχεια του βιβλίου Ανάλυ-

ση ΙΙ [βλ. [4], Κεφάλαια 1,2, σελ. 9, 13-14, 18, 41], στην ενότητα Coercive Functions
and Global Minimizers του βιβλίου The Mathematics of Nonlinear Programming [βλ.

[6], Κεφάλαιο 1, σελ. 25-28], στο Παράρτημα Topology of the Euclidean Space Rn

του βιβλίου Numerical Optimization [βλ. [9], Παράρτημα Α, σελ. 620-621], καθώς

επίσης και στις ενότητες Open Set, Closed Set, Neighborhood, Completeness και Co-
mpactness and Finite Dimension του βιβλίου Introductory Functional Analysis with
Applications [βλ. [7], Κεφάλαια 1,2, σελ. 18, 30, 77].

Ενότητα 1.8: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στο Κεφάλαιο Μέθοδοι Βελτιστοποίησης

του βιβλίου Εισαγωγή στην Αριθμητική Ανάλυση [βλ. [8], Κεφάλαιο 5, σελ. 195-203],

στο Κεφάλαιο Διαφορίσιμες Συναρτήσεις του βιβλίου Ανάλυση ΙΙ [βλ. [4], Κεφάλαιο

4, σελ. 105-121, 144, 158-159], στο Κεφάλαιο Διαφορισιμότητα Συνάρτησης Πολλών

Μεταβλητών του βιβλίου Μαθηματική Ανάλυση ΙΙ [βλ. [10], Κεφάλαιο 4, σελ. 111-

121], στο Κεφάλαιο Παράγωγος Συνάρτησης του βιβλίου Μαθηματική Ανάλυση Ι [βλ.

[11], Κεφάλαιο 6, σελ. 314-321], καθώς επίσης και στο Παράρτημα Derivatives και

Directional Derivatives του βιβλίου Numerical Optimization [βλ. [9], Παράρτημα Α,

σελ. 625-629].

Ενότητα 1.9: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στο Κεφάλαιο Μέθοδοι Βελτιστοποίησης

του βιβλίου Εισαγωγή στην Αριθμητική Ανάλυση [βλ. [8], Κεφάλαιο 5, σελ. 195-203],

στην ενότητα Ακρότατα Συνάρτησης του βιβλίου Μαθηματική Ανάλυση ΙΙ [βλ. [10],

Κεφάλαιο 7, σελ. 402-403], καθώς επίσης και στην ενότητα What Is a Solution? του

βιβλίου Numerical Optimization [βλ. [9], Κεφάλαιο 2, σελ. 12-17].

Ενότητα 1.10: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στην ενότητα Optimization Algorithms
του βιβλίου Numerical Optimization [βλ. [9], Κεφάλαιο 1, σελ. 8-9].
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Κεφάλαιο 2

Βελτιστοποίηση Προβλημάτων με

Περιορισμούς

Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με την ελαχιστοποίηση συναρτήσεων υπό κάποιους

περιορισμούς των μεταβλητών τους. ΄Οπως αναφέραμε και στο Κεφάλαιο 1, το γενικό

πρόβλημα ελαχιστοποίησης με περιορισμούς, το οποίο θα εξετάζουμε από εδώ και πέρα

είναι το εξής:

Να βρεθεί x∗ ∈ U τέτοιο ώστε f(x∗) = min
x∈U

f(x) (2.1)

όπου f, ci : Ω ⊂ Rn −→ R, S ⊂ Ω

και U = {x ∈ S : ci (x) = 0, i ∈ E , ci(x) ≥ 0, i ∈ I}

Στο γενικό πρόβλημα (2.1), όπως ορίστηκαν στο Κεφάλαιο 1, καλούμε f την αντικειμε-

νική συνάρτηση, ci, i ∈ E τους περιορισμούς ισότητες (equality constraints), ci, i ∈ I
τους περιορισμούς ανισότητες (inequality constraints) και U το εφικτό σύνολο (feasible
set), το οποίο περιέχει όλα τα εφικτά σημεία (feasible points). Επίσης, καλούμε εφικτή

περιοχή (feasible region) του προβλήματος το χωρίο του γραφήματος που σχηματίζεται

από τους περιορισμούς και είναι το σύνολο όλων των εφικτών σημείων.

Σε αυτό το κεφάλαιο θα εξάγουμε μαθηματικούς τύπους για τις λύσεις του προβλήμα-

τος (2.1) και τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούν. ΄Οπως στο Κεφάλαιο 1, θα

παρουσιάσουμε δύο ειδών συνθήκες, που αφορούν στην εξασφάλιση της λύσης του

προβλήματος. Τις αναγκαίες συνθήκες, τις οποίες πρέπει να ικανοποιεί κάθε λύση του

προβλήματος και τις ικανές συνθήκες, οι οποίες αν ικανοποιούνται σε ένα σημείο x∗

τότε αυτό το σημείο είναι λύση του προβλήματος.

Υπενθυμίζουμε ότι στο γενικό προβλημα ελαχιστοποίησης χωρίς περιορισμούς οι συν-

θήκες ήταν οι εξής:

• Οι αναγκαίες συνθήκες: Τα τοπικά ελάχιστα έχουν ∇f(x∗) = 0 και ο ∇2f(x∗)
είναι θετικά ημιορισμένος.

• Οι ικανές συνθήκες: Κάθε σημείο x∗, για το οποίο ισχύει ∇f(x∗) = 0 και ο

∇2f(x∗) είναι θετικά ορισμένος, είναι τοπικό ελάχιστο της f .

37
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2.1 Τοπική και ολική λύση

Η εύρεση ολικής λύσης σε ένα πρόβλημα, είναι μία δύσκολη διαδικασία και στα προ-

βλήματα χωρίς περιορισμούς και σε εκείνα με περιορισμούς. Ωστόσο, η ύπαρξη περιο-

ρισμών διευκολύνει μερικές φορές την κατάσταση, καθώς μέσω του εφικτού συνόλου,

μπορούν να εξαιρεθούν σημεία τοπικού ελαχίστου, εφόσον αυτά δεν ικανοποιούν τους

περιορισμούς, αλλά και να βρεθεί το ολικό ελάχιστο, από τα εναπομείναντα σημεία.

Από την άλλη, μερικές φορές οι περιορισμοί μπορεί και να δυσκολέψουν την επίλυση

του προβλήματος.

Παράδειγμα 2.1.1. ΄Εχουμε το εξής πρόβλημα (Σχήμα 2.1):

min (x2 + 100)2 + 0.01x2
1, υπό τον περιορισμό x2 − cosx1 ≥ 0.

Χωρίς τον περιορισμό, το πρόβλημα έχει μοναδική λύση την (0,−100)T . Με τον
περιορισμό, υπάρχουν τοπικά ελάχιστα της μορφής:

x(k) = (kπ,−1)T , για k = ±1,±3,±5, . . .

Σχήμα 2.1: Πρόβλημα με πολλά τοπικά ελάχιστα

Ορισμός 2.1. ΄Ενα διάνυσμα x∗ είναι τοπική λύση του προβλήματος (2.1) εάν x∗ ∈ U
και υπάρχει περιοχή N του x∗ τέτοια ώστε f(x) ≥ f(x∗), για κάθε x ∈ N ∩ U .
Ορισμός 2.2 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός, σελ. 306). ΄Ενα διάνυσμα x∗ είναι
αυστηρά τοπική λύση εάν x∗ ∈ U και υπάρχει περιοχή N του x∗ τέτοια ώστε f(x) >
f(x∗), για κάθε x ∈ N ∩ U με x 6= x∗.

Ορισμός 2.3 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός, σελ. 306). ΄Ενα σημείο x∗ είναι
απομονωμένη τοπική λύση εάν x∗ ∈ U και υπάρχει περιοχή N του x∗ τέτοια ώστε το
x∗ να είναι η μόνη τοπική λύση στο σύνολο N ∩ U .
Παρατήρηση

Κάθε απομονωμένη τοπική λύση είναι προφανώς αυστηρά τοπική λύση, όμως το α-

ντίστροφο δεν ισχύει.

Ορισμός 2.4 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός, σελ. 320). Η συνάρτηση Lagrange
του προβλήματος (2.1) σε κάποιο σημείο x ∈ U ορίζεται ως:

L(x, λ) = f(x)−
∑
i∈E∪I

λici(x),

όπου το διάνυσμα λ ∈ Rn
είναι το διάνυσμα των πολλαπλασιαστών Lagrange, με την

συνιστώσα λi του διανύσματος να είναι ο πολλαπλασιαστής Lagrange που αντιστοιχεί
στον περιορισμό ci(x).
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Ορισμός 2.5 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός, σελ. 321). Ορίζουμε ως κλίση της

συνάρτησης Lagrange να είναι:

∇xL(x, λ) = ∇f(x)−
∑
i∈E∪I

λi∇ci(x).

Ορισμός 2.6 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός, σελ. 308). Σε ένα εφικτό σημείο x,
ο ανισοτικός περιορισμός για i ∈ I ονομάζεται ενεργός εάν ικανοποιείται ως ισότητα,
δηλαδή εάν ισχύει ci(x) = 0.

Αντίστοιχα, ονομάζεται ανενεργός εάν ικανοποιείται ως καθαρή ανισότητα, δηλαδή εάν

ισχύει ci(x) > 0.

Ορισμός 2.7 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός 12.1, σελ. 308). Το σύνολο A(x),
σε κάθε εφικτό σημείο x, ονομάζεται ενεργό σύνολο (active set), εάν αποτελείται από
τους δείκτες των ισοτικών περιορισμών του συνόλου E και από αυτούς των ανισοτικών
περιορισμών του συνόλου I για τους οποίους ισχύει ci(x) = 0. Δηλαδή το σύνολο:

A(x) = E ∪ {i ∈ I : ci(x) = 0}.

2.2 Λείες συναρτήσεις

Ορισμός 2.8 (βλ. [4], Κεφάλαιο 3, Ορισμός, σελ. 73). Μία συνάρτηση f : (a, b) −→
R ονομάζεται λεία συνάρτηση εάν είναι συνεχώς παραγωγίσιμη και f ′(t) 6= 0 για κάθε
t ∈ (a, b).

Μία διανυσματική συνάρτηση f : Rn −→ R είναι λεία συνάρτηση εάν κάθε συνιστώσα
της είναι συνεχώς παραγωγίσιμη και όλες οι παράγωγοι

dfi
dt
6= 0, i = 1, . . . , n.

Η αντικειμενική συνάρτηση καθώς και οι περιορισμοί είναι σημαντικό να είναι λείες

συναρτήσεις για τον χαρακτηρισμό των λύσεων. Αυτό το χαρακτηριστικό εξασφαλίζει

ότι αυτές οι συναρτήσεις συμπεριφέρονται ομαλά και λόγω αυτού, ο αλγόριθμος μπορεί

να εξάγει αποτελέσματα προς την σωστή κατεύθυνση.

Οι συναρτήσεις που δεν είναι λείες, εμφανίζουν στα γραφήματά τους σημεία ασυνέχειας

ή γωνίες στην καμπύλη τους, όπου η παράγωγος δεν υπάρχει. Πολλές φορές παρατηρο-

ύμε ότι το γράφημα της εφικτής περιοχής ενός προβλήματος με περιορισμούς, περιέχει

πολλά τέτοια σημεία, δηλαδή σημεία που δημιουργούν γωνίες. Ωστόσο, αυτό δεν ση-

μαίνει ότι οι συναρτήσεις των περιορισμών, που δημιουργούν αυτή την περιοχή, δεν

είναι λείες συναρτήσεις. Επομένως, οι καμπύλες που δημιουργούν τα σύνορα ενός

προβλήματος και οι οποίες δεν είναι λείες, δημιουργούνται συνήθως από συναρτήσεις

περιορισμών οι οποίες είναι λείες.

Παράδειγμα 2.2.1. ΄Εχουμε τον εξής περιορισμό:

‖x‖1 = |x1|+ |x2| ≤ 1 =⇒



x1 + x2 ≤ 1, όταν x1, x2 ≥ 0

x1 − x2 ≤ 1, όταν x1 ≥ 0, x2 ≤ 0

−x1 + x2 ≤ 1, όταν x1 ≤ 0, x2 ≥ 0

−x1 − x2 ≤ 1, όταν x1, x2 ≤ 0

(2.2)
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Η εφικτή περιοχή των παραπάνω περιορισμών μπορεί να απεικονιστεί με έναν ρόμβο

στον R2
(Σχήμα 2.2), όπου καθένας από τους τέσσερις περιορισμούς αναπαριστά μία

ακμή του.

Σχήμα 2.2: Μία εφικτή περιοχή με μη λεία σύνορα μπορεί να αναπαρασταθεί από λείες

συναρτήσεις

Παρατήρηση

Γενικά, οι περιορισμοί επιλέγονται έτσι ώστε ο κάθενας τους να αναπαριστά μία λεία

πλευρά του συνόρου U .

Ωστόσο, μερικές φορές προβλήματα χωρίς περιορισμούς των οποίων η αντικειμενική

συνάρτηση δεν είναι λεία, μπορούν να επαναδιατυπωθούν ως προβλήματα λείων συναρ-

τήσεων με περιορισμούς.

Παράδειγμα 2.2.2. ΄Εστω το πρόβλημα χωρίς περιορισμούς:

min f(x), όπου f(x) = max(x2, x). (2.3)

Η παραπάνω συνάρτηση στα σημεία x = 0, x = 1 δεν είναι παραγωγίσιμη και το
πρόβλημα έχει λύση την x∗ = 0.

Με μερικούς μετασχηματισμούς το πρόβλημα (2.3) γίνεται ένα πρόβλημα λείων συ-

ναρτήσεων με περιορισμούς:

min t, υπό τους περιορισμούς

{
t ≥ x

t ≥ x2
. (2.4)

Παρατηρήσεις

1. Μετασχηματισμοί της μορφής (2.2) και (2.4) χρησιμοποιούνται συχνά σε προβλήμα-

τα όπου η f είναι το max κάποιων συναρτήσεων και όταν είναι ίση με την ‖ · ‖1 ή

την ‖ · ‖∞ μιας διανυσματικής συνάρτησης.
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2. Στα Παραδείγματα 2.2.1 και 2.2.2 οι περιορισμοί των προβλημάτων βρίσκονται σε δια-

φορετική μορφή από αυτή που παρουσιάστηκε στο γενικό πρόβλημα (2.1). Ωστόσο,

είναι προφανές ότι οποιασδήποτε μορφής περιορισμοί μπορούν να εκφραστούν στην

επιθυμητή.

2.3 Παραδείγματα

Για να μπορέσουμε να παρουσιάσουμε τις βασικές αρχές για τον χαρακτηρισμό των

λύσεων, θα δουλέψουμε πάνω σε μερικά απλά παραδείγματα.

2.3.1 Πρόβλημα με έναν περιορισμό ισότητα

Παράδειγμα 2.3.1. ΄Εστω το πρόβλημα:

minx1 + x2, υπό τον περιορισμό x2
1 + x2

2 − 2 = 0. (2.5)

Σύμφωνα με το πρόβλημα (2.1) έχουμε:

f(x) = x1 + x2, E = {1}, I = ∅ και c1(x) = x2
1 + x2

2 − 2.

Το εφικτό σύνολο αυτού του προβλήματος είναι:

U = {x =

[
x1

x2

]
∈ R2 : x2

1 + x2
2 − 2 = 0},

δηλαδή ο κύκλος κέντρου Ο(0,0) και ακτίνας
√

2 (Σχήμα 2.3 το σύνορο και όχι το
εσωτερικό του).

Από το Σχήμα 2.3 παρατηρούμε ότι η λύση του είναι x∗ = (−1,−1)T , καθώς για αυτή
την τιμή η αντικειμενική συνάρτηση παίρνει την ελάχιστη τιμή της με f(x∗) = −2.

Παρατηρήσεις

1. Από κάθε σημείο του κύκλου (Σχήμα 2.3), μπορούμε να βρούμε μία διεύθυνση

μετακίνησης έτσι ώστε να παραμένουμε πάνω στην εφικτή περιοχή, δηλαδή πάνω

στον κύκλο, ενώ ταυτόχρονα μειώνεται η συνάρτηση f . Για παράδειγμα, από το

σημείο x = (
√

2, 0)T , οποιαδήποτε μετακίνηση δεξιόστροφα και πάνω στον κύκλο,

θα επιφέρει το επιθυμητό αποτέλεσμα.

2. Από το Σχήμα 2.3 παρατηρούμε ότι στην λύση x∗, οι κλίσεις:

∇f(x∗) =

[
1

1

]
και ∇c1(x∗) =

[
−2

−2

]

είναι συγγραμμικά διανύσματα. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει λ∗1 ∈ R, στην περίπτωση

αυτή λ∗1 = −1

2
, τέτοιο ώστε:

∇f(x∗) = λ∗1∇c1(x∗). (2.6)
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Σχήμα 2.3: Το πρόβλημα (2.5), όπου φαίνεται η κλίση της f(x) και του c1(x) σε

διάφορα εφικτά σημεία

3. Ο παραπάνω τύπος (2.6) προκύπτει και από το Θεώρημα Taylor αν εφαρμοστεί

στην αντικειμενική συνάρτηση f(x) και στον περιορισμό c1(x). Σύμφωνα με αυτό,

για να παραμείνουμε στην εφικτή περιοχή του προβλήματος θεωρούμε βήμα s > 0,
κατάλληλα μικρό, έτσι ώστε να ισχύει: c1(x + s) = 0. Τότε από τον τύπο Taylor
έχουμε:

0 = c1(x+ s) ≈ c1(x) +∇c1(x)T s
c1(x)=0

= ∇c1(x)T s.

Επομένως, για να παραμείνουμε στην εφικτή περιοχή πρέπει το βήμα s να ικανοποιεί

την:

∇c1(x)T s = 0. (2.7)

Αντίστοιχα, εάν θέλουμε το βήμα s να προκαλέσει μείωση στην f , θα πρέπει f(x+
s)− f(x) < 0. Τότε από τον τύπο Taylor έχουμε:

0 > f(x+ s)− f(x) ≈ f(x) +∇f(x)T s− f(x).

΄Αρα:

∇f(x)T s < 0. (2.8)

Για να υπάρχει τέτοιο βήμα s το οποίο να ικανοποιεί τις συνθήκες (2.7) και (2.8),

θα πρέπει να υπάρχει κάποια διεύθυνση d, θα μπορούσαμε να επιλέξουμε d =
s

‖s‖
ώστε η νόρμα του d να είναι 1, τέτοια ώστε:

∇c1(x)Td = 0 και ∇f(x)Td < 0. (2.9)
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Εάν δεν υπάρχει τέτοια διεύθυνση, που να ικανοποιεί τις συνθήκες (2.9), τότε είναι

πιθανό να μην μπορεί να βρεθεί βήμα s, που να ικανοποιεί τις συνθήκες (2.7) και

(2.8). Στην περίπτωση αυτή, η λύση x∗ θα είναι τοπική λύση του προβλήματος.

Παρατηρούμε ότι η μόνη περίπτωση όπου κάποια διεύθυνση d μπορεί να ικανοποιεί

τις συνθήκες (2.9), είναι μόνο όταν τα διανύσματα ∇f(x) και ∇c1(x) δεν είναι

συγγραμμικά. Αυτό, σύμφωνα με την Παρατήρηση 2 σημαίνει ότι δεν πρέπει να

ισχύει η συνθήκη ∇f(x) = λ1∇c1(x), για κάποιο λ1 ∈ R. Επομένως, εάν τα

διανύσματα δεν είναι συγγραμμικά, τότε θέτοντας:

d =
d̄

‖d̄‖
, όπου d̄ = −

(
I − ∇c1(x)∇c1(x)T

‖∇c1(x)‖2

)
∇f(x),

εύκολα διαπιστώνουμε ότι αυτο το d ικανοποιεί τις συνθήκες (2.9).

Πράγματι:

∇c1(x)Td = ∇c1(x)T
d̄

‖d̄‖

= ∇c1(x)T

−

(
I − ∇c1(x)∇c1(x)T

‖∇c1(x)‖2

)
∇f(x)

‖d̄‖

=

−∇c1(x)T∇f(x) +∇c1(x)T
∇c1(x)∇c1(x)T

‖∇c1(x)‖2
∇f(x)

‖d̄‖

=
−∇c1(x)T∇f(x) +∇c1(x)T∇f(x)

‖d̄‖
= 0.

Επίσης:

∇f(x)Td = ∇f(x)T
d̄

‖d̄‖

= ∇f(x)T

−

(
I − ∇c1(x)∇c1(x)T

‖∇c1(x)‖2

)
∇f(x)

‖d̄‖

=

−∇f(x)T∇f(x) +∇f(x)T
∇c1(x)∇c1(x)T

‖∇c1(x)‖2
∇f(x)

‖d̄‖

=
−‖∇f(x)‖2‖∇c1(x)‖2 +∇f(x)T∇c1(x)∇c1(x)T∇f(x)

‖d̄‖‖∇c1(x)‖2

=
−‖∇f(x)‖2‖∇c1(x)‖2 + (∇f(x)T∇c1(x))2

‖d̄‖‖∇c1(x)‖2

< 0.
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Η τελευταία ανισότητα προκύπτει από την ανισότητα Cauchy-Schwarz ως εξής:

∇f(x)T∇c1(x) ≤ ‖∇f(x)‖‖∇c1(x)‖

=⇒ (∇f(x)T∇c1(x))2 ≤ ‖∇f(x)‖2‖∇c1(x)‖2.

Καθώς, όμως, τα διανύσματα δεν είναι συγγραμμικά, δηλαδή η σχέση ∇f(x) =
λ1∇c1(x), δεν ισχύει για κάποιο λ1 ∈ R, έχουμε ότι:

(∇f(x)T∇c1(x))2 < ‖∇f(x)‖2‖∇c1(x)‖2.

4. Από τον Ορισμό 2.5 της κλίσης της συνάρτησης Lagrange, παρατηρούμε ότι η συν-

θήκη (2.6) μπορεί ισοδύναμα να γραφτεί ως:

∇xL(x∗, λ∗1) = 0, (2.10)

όπου x∗ η λύση του προβλήματος και λ∗1 ∈ R ο πολλαπλασιαστής Lagrange του

περιορισμού c1(x).

Από το παραπάνω συμπεραίνουμε ότι για να βρούμε την λύση του προβλήματος (2.5)

πρέπει να εξετάσουμε τα στάσιμα σημεία της συνάρτησης Lagrange.

5. Παρόλο που η συνθήκη (2.6) ή ισοδύναμα η (2.10) φαίνεται να είναι αναγκαία συν-

θήκη για την εύρεση της βέλτιστης λύσης του προβλήματος (2.5), είναι εμφανές

ότι δεν είναι και ικανή. Για παράδειγμα, η συνθήκη (2.6) ικανοποιείται και στο

σημείο x = (1, 1)T με λ1 = 1
2
. Ωστόσο, το σημείο αυτό δεν αποτελεί λύση του

προβλήματος, καθώς μεγιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση.

2.3.2 Πρόβλημα με έναν περιορισμό ανισότητα

Παράδειγμα 2.3.2. ΄Εστω το πρόβλημα:

minx1 + x2, υπό τον περιορισμό 2− x2
1 − x2

2 ≥ 0. (2.11)

Σύμφωνα με το πρόβλημα (2.1) έχουμε:

f(x) = x1 + x2, E = ∅, I = {1} και c1(x) = 2− x2
1 − x2

2.

Το εφικτό σύνολο αυτού του προβλήματος είναι:

U = {x =

[
x1

x2

]
∈ R2 : 2− x2

1 − x2
2 ≥ 0},

δηλαδή ο κύκλος κέντρου Ο(0,0) και ακτίνας
√

2, το σύνορο και το εσωτερικό του
(Σχήμα 2.4).

Η λύση του είναι: x∗ = (−1,−1)T και η συνθήκη (2.6) ισχύει για λ∗1 = 1
2
.
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Σχήμα 2.4: Το πρόβλημα (2.11), όπου φαίνονται οι διευθύνσεις του βήματος s από δύο

εφικτά σημεία x, στα οποία ο περιορισμός είναι ενεργός και ανενεργός αντίστοιχα

Παρατηρήσεις

1. Από το Σχήμα 2.4 παρατηρούμε ότι το διάνυσμα της κλίσης του περιορισμού c1(x)
από οποιοδήποτε σημείο πάνω στο σύνορο, έχει κατεύθυνση προς το εσωτερικό της

εφικτής περιοχής, δηλαδή του κύκλου.

2. ΄Οπως και στο προηγούμενο παράδειγμα, από το Θεώρημα Taylor υποθέτουμε ότι

ένα εφικτό σημείο x δεν είναι η βέλτιστη λύση εάν μπορούμε να βρούμε ένα βήμα

s > 0, κατάλληλα μικρό, με το οποίο να παραμένουμε στην εφικτή περιοχή αλλά

ταυτόχρονα να προκαλεί μείωση στην f .

Δηλαδή εάν θέλουμε το βήμα s να προκαλέσει μείωση στην f , θα πρέπει, όπως και

προηγουμένως, να ισχύει:

0 > f(x+ s)− f(x) ≈ ∇f(x)T s =⇒ ∇f(x)T s < 0. (2.12)

Αντίστοιχα, για να παραμείνουμε στην εφικτή περιοχή πρέπει να ισχύει:

0 ≤ c1(x+ s) ≈ c1(x) +∇c1(x)T s.

Επομένως, για να παραμείνουμε στην εφικτή περιοχή πρέπει το βήμα s να ικανοποιεί

την:

c1(x) +∇c1(x)T s ≥ 0. (2.13)

Για να βρούμε εάν υπάρχει τέτοιο βήμα s το οποίο να ικανοποιεί τις συνθήκες (2.12)

και (2.13), θεωρούμε δύο περιπτώσεις:



46 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΜΕ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ

• Περίπτωση 1. ΄Εστω ότι το εφικτό σημείο x βρίσκεται εντός του κύκλου

(Σχήμα 2.4), έτσι ώστε να ικανοποιείται η αυστηρή ανισότητα του περιορισμού

c1(x) > 0. Τότε, κάθε διάνυσμα του βήματος s ικανοποιεί την συνθήκη (2.13),

υπό την προϋπόθεση να είναι κατάλληλα μικρό. Πράγματι, εφόσον ∇f(x) 6= 0,
μπορούμε να βρούμε βήμα s που να ικανοποιεί τις συνθήκες (2.12) και (2.13)

εάν θέσουμε:

s = −a∇f(x), όπου a ∈ R, a > 0, κατάλληλα μικρό.

Πράγματι, για την συνθήκη (2.12) έχουμε:

∇f(x)T s = ∇f(x)T (−a∇f(x))

= −a∇f(x)T∇f(x)

= −a‖∇f(x)‖2
2

< 0, καθώς a > 0.

Αντίστοιχα, για την συνθήκη (2.13) έχουμε:

c1(x) +∇c1(x)T s = c1(x) +∇c1(x)T (−a∇f(x))

= c1(x)− a∇c1(x)T∇f(x)

C−S
≥ c1(x)− a‖∇f(x)‖‖∇c1(x)‖.

Αν ∇c1(x) = 0, τότε:

c1(x) +∇c1(x)T s
C−S
≥ c1(x)− a‖∇f(x)‖‖∇c1(x)‖

= c1(x)− 0

= c1(x)

> 0.

Αν ∇c1(x) 6= 0, τότε θέτουμε a =
c1(x)

‖∇f(x)‖‖∇c1(x)‖
> 0, αφού c1(x) > 0

και ∇f(x),∇c1(x) 6= 0. Τότε η παραπάνω σχέση γίνεται:

c1(x) +∇c1(x)T s
C−S
≥ c1(x)− a‖∇f(x)‖‖∇c1(x)‖

≥ c1(x)− c1(x)

‖∇f(x)‖‖∇c1(x)‖
‖∇f(x)‖‖∇c1(x)‖

= 0

=⇒ c1(x) +∇c1(x)T s ≥ 0.

Επομένως, και στις δύο περιπτώσεις παραμένουμε στην εφικτή περιοχή. Ω-

στόσο, το παραπάνω βήμα s δεν ικανοποιεί τις απαραίτητες συνθήκες όταν

∇f(x) = 0.

• Περίπτωση 2. ΄Εστω ότι το εφικτό σημείο x βρίσκεται πάνω στον κύκλο

(Σχήμα 2.4), έτσι ώστε να ικανοποιείται η ισότητα του περιορισμού c1(x) = 0.
Τότε οι συνθήκες (2.12) και (2.13) γίνονται:

∇f(x)T s < 0 και ∇c1(x)T s ≥ 0.
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Η πρώτη συνθήκη ορίζει ένα ανοιχτό ημιεπίπεδο και η δεύτερη ένα κλειστό

ημιεπίπεδο (Σχήμα 2.5). Από το σχήμα παρατηρούμε ότι ο χώρος ανάμεσα

στα δύο ημιεπίπεδα είναι κενός μόνο όταν τα διανύσματα ∇f(x) και ∇c1(x)
είναι συγγραμμικά και ομόρροπα, δηλαδή όταν:

∇f(x) = λ1∇c1(x), για κάποιο λ1 ≥ 0.

Σχήμα 2.5: Η διεύθυνση d που ικανοποιεί και τις δύο συνθήκες (2.12) και (2.13),

βρίσκεται ανάμεσα από ένα ανοιχτό και ένα κλειστό ημιεπίπεδο, δηλαδή οποιοδήποτε d
μέσα στον κώνο έχει το επιθυμητό αποτέλεσμα

3. ΄Οταν υπάρχει ο περιορισμός ανισότητας το πρόσημο του αντίστοιχου πολλαπλασια-

στή Lagrange έχει σημασία, καθώς αν λ1 < 0 τότε τα δύο διανύσματα θα είναι

αντίρροπα και έτσι δεν θα ικανοποιούνται οι συνθήκες (2.12) και (2.13).

4. ΄Οπως και στο προηγούμενο παράδειγμα, Από τον Ορισμό 2.5 της κλίσης της συνάρ-

τησης Lagrange, παρατηρούμε ότι οι συνθήκες των περιπτώσεων 1. και 2. μπορούν

ισοδύναμα να γραφτούν ως:

∇xL(x∗, λ∗1) = 0, για κάποιο λ∗1 ≥ 0, (2.14)

όπου x∗ στάσιμο σημείο της συνάρτησης Lagrange και λ∗1 ∈ R ο πολλαπλασιαστής

Lagrange του περιορισμού c1(x).

Καθώς επίσης:

λ∗1c1(x∗) = 0. (2.15)

5. Η συνθήκη (2.15) ονομάζεται συνθήκη συμπληρωματικότητας (complementarity
condition) και εξασφαλίζει ότι ο πολλαπλασιαστής Lagrange λ1 είναι αυστηρά θε-

τικός μόνο όταν ο αντίστοιχος περιορισμός c1(x) είναι ενεργός και μηδέν όταν ο

περιορισμός είναι ανενεργός.
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2.3.3 Πρόβλημα με δύο περιορισμούς ανισότητες

Παράδειγμα 2.3.3. ΄Εστω το πρόβλημα:

minx1 + x2, υπό τους περιορισμούς
2− x2

1 − x2
2 ≥ 0,

x2 ≥ 0.
(2.16)

Σύμφωνα με το πρόβλημα (2.1) έχουμε:

f(x) = x1 + x2, E = ∅, I = {1, 2} και c1(x) = 2− x2
1 − x2

2, c2(x) = x2.

Το εφικτό σύνολο αυτού του προβλήματος είναι:

U = {x =

[
x1

x2

]
∈ R2 : 2− x2

1 − x2
2 ≥ 0, x2 ≥ 0},

δηλαδή ο μισός δίσκος κέντρου Ο(0,0) και ακτίνας
√

2 (Σχήμα 2.6).

Η λύση του είναι: x∗ = (−
√

2, 0)T στην οποία και οι δύο περιορισμοί είναι ενεργοί.

Σχήμα 2.6: Το πρόβλημα (2.16), όπου φαίνεται η κλίση των ενεργών περιορισμών και

της αντικειμενικής συνάρτησης στην λύση του προβλήματος

Παρατηρήσεις

1. ΄Οπως και στα παραδείγματα 2.3.1 και 2.3.2, θεωρούμε διεύθυνση d η οποία να

ικανοποιεί τις συνθήκες:

∇ci(x)Td ≥ 0, για i ∈ I = {1, 2} και ∇f(x)Td < 0. (2.17)

Ωστόσο, από το Σχήμα 2.6 παρατηρούμε ότι δεν μπορεί να υπάρξει τέτοια διεύθυνση

όταν x = (−
√

2, 0)T . Πράγματι, οι συνθήκες∇ci(x)Td ≥ 0, για i = 1, 2, ικανοποιο-
ύνται μόνο όταν η διεύθυνση d βρίσκεται μέσα στο τεταρτημόριο που δημιουργείται

από τα διανύσματα ∇c1(x) και ∇c2(x) και είναι εμφανές ότι κάθε διεύθυνση d στο

τεταρτημόριο αυτό ικανοποιεί την συνθήκη ∇f(x)Td ≥ 0.
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2. Η συνάρτηση Lagrange για το πρόβλημα (2.16) είναι:

L(x, λ) = f(x)− λ1c1(x)− λ2c2(x),

όπου λ = (λ1, λ2)T είναι το διάνυσμα των πολλαπλασιαστών Lagrange των αντίστοι-

χων περιορισμών.

Η αντίστοιχη συνθήκη (2.14) του προβλήματος (2.16) είναι:

∇xL(x∗, λ∗) = 0, για κάποιο λ∗ ≥ 0, (2.18)

όπου η ανισότητα λ∗ ≥ 0 σημαίνει ότι και οι δύο συνιστώσες του διανύσματος λ∗

πρέπει να είναι μη αρνητικές.

Η αντίστοιχη συνθήκη συμπληρωματικότητας (2.15) του προβλήματος (2.16) είναι:

λ∗1c1(x∗) = 0 και λ∗2c2(x∗) = 0. (2.19)

Επομένως, για x∗ = (−
√

2, 0)T έχουμε:

∇f(x∗) =

[
1
1

]
,∇c1(x∗) =

[
2
√

2
0

]
,∇c2(x∗) =

[
0
1

]
.

΄Αρα εύκολα διαπιστώνουμε ότι η συνθήκη (2.18) ισχύει όταν λ∗ =

[
1

2
√

2

1

]
.

Παρατηρούμε ότι και οι δύο συνιστώσες του διανύσματος λ∗ είναι θετικές για να

ικανοποιείται η συνθήκη (2.18).

3. Θεωρούμε εφικτό σημείο x = (
√

2, 0)T το οποίο δεν αποτελεί λύση του προβλήμα-

τος (2.16). Σε αυτό το σημείο και οι δύο περιορισμοί είναι ενεργοί (Σχήμα 2.7).

Είναι εύκολο να βρούμε διανύσματα d τα οποία να ικανοποιούν την συνθήκη (2.17).

΄Ενα τέτοιο διάνυσμα είναι το d = (−1, 0)T . Για αυτό το σημείο x η συνθήκη

∇xL(x, λ) = 0 ικανοποιείται μόνο όταν λ = (− 1
2
√

2
, 1)T . Ωστόσο, η μία συνιστώσα

του διανύσματος λ είναι αρνητική, επομένως η συνθήκη (2.18) δεν ικανοποιείται στο

σημείο αυτό.

4. Θεωρούμε ένα άλλο εφικτό σημείο x = (1, 0)T το οποίο επίσης δεν αποτελεί λύση

του προβλήματος (2.16). Σε αυτό το σημείο μόνο ο περιορισμός c2 είναι ενερ-

γός. Εφόσον κάθε μικρό βήμα s από αυτό το σημείο θα ικανοποιεί την συνθήκη

c1(x+ s) > 0, θα εξετάσουμε μόνο την συμπεριφορά του περιορισμού c2 και της α-

ντικειμενικής συνάρτησης για να κρίνουμε εάν το s αποτελεί ένα εφικτό βήμα. ΄Οπως

και στα προηγούμενα παραδείγματα, θεωρούμε διεύθυνση d η οποία να ικανοποιεί

τις συνθήκες:

∇c2(x)Td ≥ 0 και ∇f(x)Td < 0. (2.20)

Αφού:

∇f(x) =

[
1
1

]
,∇c2(x) =

[
0
1

]
,
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Σχήμα 2.7: Το πρόβλημα (2.16), όπου φαίνεται η κλίση των ενεργών περιορισμών και

της αντικειμενικής συνάρτησης σε ένα εφικτό σημείο

εύκολα διαπιστώνουμε ότι το διάνυσμα d =

(
− 1

2
,
1

4

)T
ικανοποιεί τις συνθήκες

(2.20).

Ωστόσο, αφού c1(x) > 0 για αυτό το σημείο x, τότε από την συνθήκη (2.19) έχουμε

ότι λ1 = 0. Επόμενως, για να ικανοποιείται η συνθήκη ∇xL(x, λ) = 0, ψάχνουμε
λ2 τέτοιο ώστε: ∇f(x) − λ2∇c2(x) = 0. ΄Ομως, δεν υπάρχει τέτοιο λ2, και άρα η

συνθήκη δεν ικανοποιείται.

2.4 Εφαπτόμενος κώνος και προϋποθέσεις πε-

ριορισμών

Στην προηγούμενη ενότητα αναλύσαμε το κατά πόσο είναι εφικτό με ένα βήμα s να απο-

μακρυνθούμε από ένα εφικτό σημείο παραμένοντας, παράλληλα, στην εφικτή περιοχή,

εξετάζοντας την πρώτη παράγωγο της αντικειμενικής συνάρτησης και των περιορισμών.

Για την ανάλυση αυτή, χρησιμοποιήθηκε ο τύπος Taylor πρώτης τάξης σε κάθε μία από

αυτές τις συναρτήσεις, με σκοπό την εύρεση συνθηκών που πρέπει να ικανοποιεί το

βήμα s. Αυτή η προσέγγιση έχει νόημα μόνο όταν οι παραγώμενες συνθήκες ορίζουν

γεωμετρικά μία εφικτή περιοχή κοντά στο σημείο x που εξετάζεται. Εάν η εφικτή πε-

ριοχή που βρέθηκε κοντά στο x διαφέρει από την εφικτή περιοχή του προβλήματος, για

παράδειγμα εάν ορίζει ένα επίπεδο σε σχέση με το μεμονωμένο σημείο που ορίζει το

εφικτό σύνολο του προβλήματος, τότε οι παραγώμενες συνθήκες είναι πιθανό να μην

δώσουν χρήσιμα αποτελέσματα για την λύση του προβλήματος. Σε αυτή την περίπτωση,

θα χρειαστεί να γίνουν υποθέσεις για τους περιορισμούς που είναι ενεργοί στο σημείο

x, έτσι ώστε οι δύο εφικτές περιοχές να είναι παρόμοιες κόντα στο x. Τέτοιου είδους

υποθέσεις είναι οι προϋποθέσεις που πρέπει να ικανοποιούν οι περιορισμοί, προκειμένου

να εξασφαλιστεί η σχέση του συνόλου των περιορισμών U με την εφικτή περιοχή κοντά

στην λύση του προβλήματος x∗.
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Ορισμός 2.9 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός, σελ. 316). ΄Εστω ένα εφικτό σημείο

x. Ορίζουμε την ακολουθία {zk}, k ∈ N να είναι η εφικτή ακολουθία (feasible sequence)
που συγκλίνει στο x, όταν:

zk ∈ U ,∀k ∈ N και zk → x.

Ορισμός 2.10 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός, σελ. 316). ΄Ενα σημείο x∗ είναι
τοπική λύση του προβλήματος (2.1) εάν για κάθε εφικτή ακολουθία {zk} που συγκλίνει
στο x∗ ισχύει:

f(zk) ≥ f(x∗), για κάθε k ∈ N.

Ορισμός 2.11 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός, σελ. 316). Ορίζουμε ως εφαπτομένη,

την περιοριστική διεύθυνση (limiting direction) μίας εφικτής ακολουθίας.

Ορισμός 2.12 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός 12.2, σελ. 316). Ορίζουμε ως

εφαπτομένη (ή εφαπτόμενο διάνυσμα) του συνόλου U στο σημείο x, ένα διάνυσμα d
για το οποίο ισχύει:

lim
k→∞

zk − x
tk

= d,

όπου {zk} μία εφικτή ακολουθία που συγκλίνει στο x και {tk} μία ακολουθία θετικών
αριθμών με tk → 0.

Το σύνολο όλων των εφαπτομένων του U στο σημείο x∗ καλείται εφαπτόμενος κώνος
και συμβολίζεται με TU(x∗).

Παρατήρηση

Ο εφαπτόμενος κώνος είναι ένας κώνος σύμφωνα με τον ορισμό:

Ορίζουμε ως κώνο ένα σύνολο F εάν για κάθε x ∈ F ισχύει:

x ∈ F =⇒ ax ∈ F ,∀a > 0.

Πράγματι, αν d είναι ένα εφαπτόμενο διάνυσμα με τις αντίστοιχες ακολουθίες να είναι

{zk} και {tk}, τότε αντικαθιστώντας κάθε tk με a−1tk, για κάποιο a > 0, έχουμε

ότι ad ∈ TU(x∗). Επίσης, 0 ∈ TU(x), αν θέσουμε zk ≡ x στον ορισμό της εφικτής

ακολουθίας.

Ορισμός 2.13 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός 12.3, σελ. 316). ΄Εστω ένα εφικτό

σημείο x και το ενεργό σύνολο A(x). Ορίζουμε το σύνολο των γραμμικοποιημένων
εφικτών διευθύνσεων (linearized feasible directions) F(x) να είναι:

F(x) = {d | dT∇ci(x) = 0,∀i ∈ E , dT∇ci(x) ≥ 0, ∀i ∈ A(x) ∩ I}.

Παρατηρήσεις

1. ΄Οπως και στον εφαπτόμενο κώνο είναι εύκολο να αποδείξουμε ότι το σύνολο F(x)
είναι πράγματι ένας κώνος, σύμφωνα με τον ορισμό του κώνου που δώσαμε προη-

γουμένως.

2. Ο ορισμός του εφαπτόμενου κώνου δεν βασίζεται στην αλγεβρική έκφραση του

συνόλου U , παρά μόνο στην γεωμετρική του ερμηνεία.
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3. Το σύνολο των γραμμικοποιημένων εφικτών διευθύνσεων F(x) εξαρτάται από τον

ορισμό των περιορισμών ci, i ∈ E ∪ I.

Παράδειγμα 2.4.1 (Παράδειγμα 2.3.1. αναθεωρημένο). ΄Εστω το πρόβλημα (2.5),

όπου το εφικτό του σύνολο είναι ο κύκλος κέντρου O(0, 0) και ακτίνας
√

2. Στο Σχήμα
2.8 φαίνεται κοντά στο εφικτό σημείο x = (−

√
2, 0)T , μία εφικτή ακολουθία η οποία

συγκλίνει στο x. Η ακολουθία αυτή είναι:

zk =

−
√

2− 1

k2

−1

k

 .
Επιλέγοντας tk = ‖zk−x‖, βρίσκουμε ότι το διάνυσμα d = (0,−1)T είναι εφαπτόμενο.

Σχήμα 2.8: Το πρόβλημα (2.5), όπου φαίνεται η κλίση του περιορισμού και της αντι-

κειμενικής συνάρτησης και η εφικτή ακολουθία

Η αντικειμενική συνάρτηση f(x) = x1 + x2 αυξάνεται καθώς κινούμαστε πάνω στην

ακολουθία zk. Πράγματι: f(zk+1) > f(zk),∀k = 2, 3, . . . και f(zk) < f(x),∀k =
2, 3, . . .. Επομένως, το x δεν μπορεί να είναι λύση του προβλήματος.

Μία ακόμη εφικτή ακολουθία είναι εκείνη που συγκλίνει στο x = (−
√

2, 0)T από την
αντίθετη φορά. Η ακολουθία αυτή είναι:

zk =

−
√

2− 1

k2

1

k

 .
Η εφαπτομένη αυτής της ακολουθίας είναι η d = (0, a)T και η αντικειμενική συνάρτη-
ση μειώνεται καθώς κινούμαστε πάνω στην ακολουθία αυτή. Επομένως, ο εφαπτόμενος
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κώνος στο σημείο x = (−
√

2, 0)T είναι {(0, d2)T |d2 ∈ R}.

Από τον Ορισμό 2.13. έχουμε ότι ένα d = (d1, d2)T ∈ F(x) εάν:

0 = ∇c1(x)Td =
[
2x1 2x2

] [d1

d2

]
= −2

√
2d1.

Επομένως, F(x) = {(0, d2)T |d2 ∈ R}. Παρατηρούμε ότι σε αυτή την περίπτωση ισχύει
TU(x) = F(x).

Παρατήρηση

Τα δύο σύνολα TU(x) και F(x) δεν είναι πάντα ίσα.

Παράδειγμα 2.4.2. ΄Εστω ότι το εφικτό σύνολο του προηγούμενου προβλήματος

ήταν διαφορετικό. Δηλαδή:

U = {x =

[
x1

x2

]
∈ R2 : c1(x) = 0}, όπου c1(x) = (x2

1 + x2
2 − 2)2.

Τότε ένα διάνυσμα d = (d1, d2)T ∈ F(x) εάν:

0 = ∇c1(x)Td =
[
4(x2

1 + x2
2 − 2)x1 4(x2

1 + x2
2 − 2)x2

] [d1

d2

]
=
[
0 0

] [d1

d2

]
.

Το οποίο ισχύει για κάθε (d1, d2)T ∈ R2
. Επομένως, θα είναι F(x) = R2

και έτσι, για

αυτό το εφικτό σύνολο, ο εφαπτόμενος κώνος και το σύνολο των γραμμικοποιημένων

εφικτών διευθύνσεων είναι διαφορετικά μεταξύ τους.

Παράδειγμα 2.4.3 (Παράδειγμα 2.3.2. αναθεωρημένο). ΄Εστω το πρόβλημα (2.11)

με αντικειμενική συνάρτηση την f(x) = x1+x2 και περιορισμό τον c1(x) = 2−x2
1−x2

2,

όπου το εφικτό του σύνολο είναι ο κύκλος κέντρου O(0, 0) και ακτίνας
√

2, το σύνορο
και το εσωτερικό του, και η λύση του προβλήματος είναι x∗ = (−1,−1)T .

Στο Σχήμα 2.9 φαίνονται κοντά στο εφικτό σημείο x = (−
√

2, 0)T , οι διάφορες εφικτές
ακολουθίες που συγκλίνουν στο x, οι οποίες είναι άπειρες και είναι δύο ειδών, αυτές που
είναι κατά μήκος μιας ευθείας και εκείνες που είναι κατά μήκος μιας καμπύλης στο

εσωτερικό του κύκλου.

Οι ακολουθίες του προηγούμενου παραδείγματος:

zk =

[
−
√

2− 1
k2

− 1
k

]
και zk =

[
−
√

2− 1
k2

1
k

]
,

είναι εφικτές και σε αυτό το πρόβλημα. Επομένως, οι εφικτές ακολουθίες στο σημείο

x = (−
√

2, 0)T , που βρίσκονται κατά μήκος μίας ευθείας στο εσωτερικό του, έχουν την
εξής μορφή:

zk =

[
−
√

2
0

]
+

1

k
w, όπου w =

[
w1

w2

]
είναι κάθε διάνυσμα με w1 > 0.
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Σχήμα 2.9: Το πρόβλημα (2.11), όπου φαίνονται εφικτές ακολουθίες σε ένα εφικτό

σημείο

Το σημείο zk είναι εφικτό εάν:

‖zk‖ ≤
√

2 =⇒
(
−
√

2 +
w1

k

)2

+

(
w2

k

)2

≤ 2.

Η παραπάνω συνθήκη ισχύει όταν k ≥ w2
1 + w2

2

2
√

2w1

.

Επομένως, ο εφαπτόμενος κώνος στο σημείο x = (−
√

2, 0)T είναι:

{(w1, w2)T |w1 ≥ 0}.

Για το πρόβλημα (2.11), από τον Ορισμό 2.13. έχουμε ότι ένα d = (d1, d2)T ∈ F(x)
εάν:

0 ≤ ∇c1(x)Td =
[
−2x1 −2x2

] [d1

d2

]
= 2
√

2d1.

Επομένως, F(x) = {(d1, d2)T |d1 ≥ 0}. Παρατηρούμε ότι σε αυτή την περίπτωση
ισχύει TU(x) = F(x).

Παρατήρηση

Οι προϋποθέσεις που πρέπει να ικανοποιούν οι περιορισμοί είναι συνθήκες οι οποίες

εξασφαλίζουν ότι τα δύο σύνολα, TU(x) και F(x), είναι παρόμοια. Ειδικότερα, στις

περισσότερες περιπτώσεις, αυτά τα σύνολα θα ταυτίζονται. ΄Οπως προαναφέραμε, το

σύνολο F(x) κατασκευάζεται μέσω της γραμμικοποίησης του συνόλου U στο εφικτό

σημείο x, ενώ το σύνολο TU(x) αποτελεί την γεωμετρική του έκφραση.

Παράδειγμα 2.4.4. ΄Εστω ένα πρόβλημα με τους εξής περιορισμούς:

c1(x) = 1− x2
1 − (x2 − 1)2 ≥ 0 και c2(x) = −x2 ≥ 0. (2.21)

Από το Σχήμα 2.10 παρατηρούμε ότι το εφικτό σύνολο των παραπάνω περιορισμών είναι

το σημείο U = {(0, 0)T}. Για το σημείο x = (0, 0)T είναι προφανές ότι ο εφαπτόμενος
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κώνος είναι TU(x) = {(0, 0)T}, καθώς όλες οι εφικτές ακολουθίες που συγκλίνουν στο
x πρέπει να είναι zk = x = (0, 0)T , για κάθε k ∈ N. Αντίστοιχα, το σύνολο των
γραμμικοποιημένων εφικτών διευθύνσεων είναι το F(x) = {(d1, 0)T |d1 ∈ R}, δηλαδή
όλος ο οριζόντιος άξονας.

Παρατήρηση

Στο παραπάνω πρόβλημα παρατηρούμε ότι το σύνολο F(x) δεν εκφράζει την γεωμετρία

του εφικτού συνόλου U . Επομένως, τα δύο σύνολα TU(x) και F(x) δεν ταυτίζονται

και άρα οι προϋποθέσεις των περιορισμών δεν ικανοποιούνται.

Ορισμός 2.14 (LICQ, βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός 12.4, σελ. 320). ΄Εστω ένα

σημείο x και το ενεργό σύνολο A(x). Λέμε ότι η προϋπόθεση της γραμμικής ανε-
ξαρτησίας των περιορισμών (Linear Independence Constraint Qualification (LICQ))
ικανοποιείται, εάν το σύνολο που περιέχει τις κλίσεις των ενεργών περιορισμών, δηλαδή

το σύνολο:

{∇ci(x), i ∈ A(x)},

είναι γραμμικά ανεξάρτητο.

Παρατηρήσεις

1. Παρατηρούμε ότι η παραπάνω προϋπόθεση δεν ικανοποιείται στα Παραδείγματα

2.4.2. και 2.4.4.

2. Γενικά εάν η προϋπόθεση LICQ ικανοποιείται, τότε οι κλίσεις όλων των ενεργών

περιορισμών είναι διάφορες του μηδενός.

Σχήμα 2.10: Το πρόβλημα (2.21), όπου φαίνεται το εφικτό σύνολο να είναι το σημείο

τομής ενός κύκλου και μιας ευθείας
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2.5 Αναγκαίες συνθήκες πρώτης τάξης

Οι αναγκαίες συνθήκες που θα παρουσιαστούν στο επόμενο θεώρημα καλούνται πρώτης

τάξης, καθώς περιλαμβάνουν τις κλίσεις της αντικειμενικής συνάρτησης και των περιο-

ρισμών. Επομένως, μέσω των παραγώγων πρώτης τάξης των συναρτήσεων αυτών,

ορίζουμε τις αναγκαίες συνθήκες προκειμένου ένα σημείο να είναι τοπικό ελάχιστο της

αντικειμενικής συνάρτησης.

Θεώρημα 2.1 (Αναγκαίες Συνθήκες Πρώτης Τάξης, βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Θεώρημα

12.1, σελ. 321). ΄Εστω ότι το x∗ είναι τοπική λύση του γενικού προβλήματος (2.1),
οι συναρτήσεις f και ci είναι συνεχώς παραγωγίσιμες συναρτήσεις και η προϋπόθεση
LICQ ικανοποιείται στο x∗. Τότε υπάρχει ένα διάνυσμα πολλαπλασιαστών Lagrange λ∗,
με συνιστώσες λ∗i , i ∈ E ∪I, τέτοιο ώστε οι παρακάτω συνθήκες να ικανοποιούνται στο
(x∗, λ∗):

∇xL(x∗, λ∗) = 0 (2.22)

ci(x
∗) = 0, για κάθε i ∈ E (2.23)

ci(x
∗) ≥ 0, για κάθε i ∈ I (2.24)

λ∗i ≥ 0, για κάθε i ∈ I (2.25)

λ∗i ci(x
∗) = 0, για κάθε i ∈ E ∪ I. (2.26)

Οι συνθήκες (2.22) έως και (2.26) είναι γνωστές ως συνθήκες Karush-Kuhn-Tucker
ή KKT. Οι συνθήκες (2.26) λέγονται συνθήκες συμπληρωματικότητας (complementa-
rity conditions).

Παρατηρήσεις

1. Οι συνθήκες συμπληρωματικότητας (2.26) εξασφαλίζουν ότι είτε ο περιορισμός

ci(x
∗) είναι ενεργός, είτε λ∗i = 0, είτε και τα δύο.

2. Οι πολλαπλασιαστές Lagrange, που αντιστοιχούν σε ανενεργούς περιορισμούς, είναι

ίσοι με μηδέν. Επομένως, εάν αφαιρέσουμε τους όρους για αυτούς τους δείκτες

i /∈ A(x∗), τότε η συνθήκη (2.22) γίνεται:

0 = ∇xL(x∗, λ∗) = ∇f(x∗)−
∑

i∈A(x∗)

λ∗i∇ci(x∗). (2.27)

Ορισμός 2.15 (Αυστηρή Συμπληρωματικότητα, βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός

12.5, σελ. 321). ΄Εστω ότι το x∗ είναι τοπική λύση του γενικού προβλήματος (2.1)
και ένα διάνυσμα λ∗ ικανοποιεί τις συνθήκες KKT. Λέμε ότι η συνθήκη αυστηρής
συμπληρωματικότητας (strict complementarity condition) ικανοποιείται εάν ακριβώς
ένα από τα λ∗i και ci(x

∗) είναι μηδέν, για κάθε i ∈ I. Δηλαδή εάν ισχύει:

λ∗i > 0, ∀ i ∈ I ∩ A(x∗).

Παρατηρήσεις

1. ΄Οταν η συνθήκη αυστηρής συμπληρωματικότητας ικανοποιείται, τότε συνήθως ε-

ίναι πιο εύκολο για τους αλγορίθμους να βρουν το ενεργό σύνολο A(x∗) και να

συγκλίνουν πιο γρήγορα στην λύση x∗.
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2. Για ένα πρόβλημα της μορφής (2.1) με λύση x∗, μπορεί να υπάρχουν πολλά δια-

νύσματα λ∗ που να ικανοποιούν τις συνθήκες KKT. Ωστόσο, όταν η προϋπόθεση

LICQ ικανοποιείται το βέλτιστο διάνυσμα λ∗ είναι μοναδικό.

Παράδειγμα 2.5.1. ΄Εστω το πρόβλημα:

min
x

(
x1 −

3

2

)2

+

(
x2 −

1

2

)4

,

υπό τους περιορισμούς


−x1 − x2 + 1 ≥ 0

−x1 + x2 + 1 ≥ 0

x1 − x2 + 1 ≥ 0

x1 + x2 + 1 ≥ 0

. (2.28)

Από το Σχήμα 2.11, παρατηρούμε ότι η λύση του προβλήματος είναι η x∗ = (1, 0)T ,
στην οποία οι δύο πρώτοι περιορισμοί του προβλήματος είναι ενεργοί. Επομένως έχουμε:

∇f(x) =

[
2
(
x1 − 3

2

)
4
(
x2 − 1

2

)3

]
,∇c1(x) =

[
−1
−1

]
,∇c2(x) =

[
−1

1

]
.

΄Αρα:

∇f(x∗) =

[
−1
−1

2

]
,∇c1(x∗) =

[
−1
−1

]
,∇c2(x∗) =

[
−1

1

]
.

Τότε από την πρώτη συνθήκη ΚΚΤ έχουμε:

0 = ∇xL(x∗, λ∗) = ∇f(x∗)− λ∗1∇c1(x∗)− λ∗2∇c2(x∗)

=⇒ 0 =

[
−1
−1

2

]
− λ∗1

[
−1
−1

]
− λ∗2

[
−1

1

]
=⇒

{
λ∗1 + λ∗2 − 1 = 0

λ∗1 − λ∗2 − 1
2

= 0

=⇒ λ∗1 =
3

4
και λ∗2 =

1

4
.

Επομένως, οι συνθήκες ΚΚΤ ικανοποιούνται όταν:

λ∗ =

(
3

4
,
1

4
, 0, 0

)T
.

2.6 Αναγκαίες συνθήκες πρώτης τάξης: Η α-

πόδειξη

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε την απόδειξη του Θεωρήματος 2.1. ή αλλιώς

Karush-Kuhn-Tucker. Για να μπορέσουμε να αποδείξουμε το θεώρημα, θα πρέπει

πρώτα να αναλύσουμε κάποια χρήσιμα αποτελέσματα τα οποία είναι βασικά για την

ολοκλήρωση της απόδειξης αλλά και για την βελτιστοποίηση γενικότερα.
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Σχήμα 2.11: Το πρόβλημα (2.28), όπου φαίνονται οι περιορισμοί και η λύση του προ-

βλήματος στο (1, 0)T

2.6.1 Σχέση εφαπτόμενου κώνου και συνόλου εφικτών

διευθύνσεων πρώτης τάξης

Κάνοντας χρήση της προϋπόθεσης LICQ, θα συσχετίσουμε τον εφαπτόμενο κώνο

TU(x) με το σύνολο των εφικτών διευθύνσεων πρώτης τάξης F(x). Στην παρακάτω

απόδειξη καθώς και στα επόμενα αποτελέσματα, θα συμβολίζουμε μεA(x∗)T τον πίνακα

που έχει ως γραμμές τις κλίσεις των ενεργών περιορισμών στην βέλτιστη λύση. Δηλαδή

το σύνολο:

A(x∗)T = {∇ci(x∗)}, όπου i ∈ A(x∗) και A(x∗) το ενεργό σύνολο.

Λήμμα 2.1 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Λήμμα 12.2, σελ. 323). ΄Εστω ένα εφικτό σημείο

x∗. Τότε ισχύουν:

(i) TU(x∗) ⊂ F(x∗).

(ii) Εάν η προϋπόθεση LICQ ικανοποιείται στο x∗, τότε TU(x∗) = F(x∗).

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι όλοι οι περιορισμοί ci(x), i =
1, 2, . . . ,m είναι ενεργοί στο x∗.

(i) =⇒ ΄Εστω {zk} και {tk} ακολουθίες που ικανοποιούν την ισότητα:

lim
k→∞

zk − x
tk

= d, με tk > 0 για κάθε k ∈ N. (2.29)

Τότε από τον ορισμό έχουμε:

zk = x∗ + tkd+ o(tk).
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Αφού ci(zk) = 0, για i ∈ E , από τον τύπο Taylor έχουμε:

0 =
1

tk
ci(zk)

=
1

tk
[ci(x

∗) + tk∇ci(x∗)Td+ o(tk)]

= ∇ci(x∗)Td+
o(tk)

tk
.

Στο παραπάνω, παίρνοντας όριο με k → ∞, ο τελευταίος όρος εξαφανίζεται και έτσι

έχουμε το ζητούμενο:

∇ci(x∗)Td = 0.

Αντίστοιχα για τους ενεργούς ανισοτικούς περιορισμούς, όπου i ∈ A(x∗)∩I, έχουμε:

0 ≤ 1

tk
ci(zk)

=
1

tk
[ci(x

∗) + tk∇ci(x∗)Td+ o(tk)]

= ∇ci(x∗)Td+
o(tk)

tk
.

Παίρνοντας όριο με k →∞, ο τελευταίος όρος εξαφανίζεται και έτσι έχουμε το ζητο-

ύμενο:

∇ci(x∗)Td ≥ 0.

(ii) =⇒ Για την απόδειξη αυτού, κάνουμε χρήση του Θεωρήματος Α΄.1 (βλ. Παράρ-

τημα Α΄.1). Αρχικά, εφόσον η προϋπόθεση LICQ ικανοποιείται, από τον ορισμό της

έχουμε ότι ο πίνακας Am×n(x∗)T των κλίσεων των ενεργών περιορισμών είναι πλήρους

τάξης m. ΄Εστω Z ένας πίνακας του οποίου οι στήλες είναι βάση του μηδενοχώρου

του πίνακα A(x∗)T . Τότε:

Z ∈ Rn×(n−m), Z είναι πλήρους τάξης ως προς τις στήλες του ,A(x∗)TZ = 0.

Επιλέγουμε d ∈ F(x∗) και υποθέτουμε ότι η {tk}∞k=0 είναι μια ακολουθία θετικών

αριθμών τέτοια ώστε lim
k→∞

tk = 0. Ορίζουμε το παραμετρικό σύστημα εξισώσεων R :

Rn × R→ Rn
ως εξής:

R(z, t) =

[
c(z)− tA(x∗)d

ZT (z − x∗ − td)

]
=

[
0

0

]
. (2.30)

Απαιτούμε η λύση z = zk του παραπάνω συστήματος, για μικρό t = tk > 0, να δίνει

μία εφικτή ακολουθία η οποια να συγκλίνει στο x∗ και να ικανοποιεί την ισότητα (2.29).

Αφού A(x∗) = {∇ci(x∗)}i∈A(x∗), τότε για t = 0 και z = x∗ ο Ιακωβιανός πίνακας του

συστήματος R είναι:

∇zR(x∗, 0) =

[
A(x∗)

ZT

]
,
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ο οποίος είναι αντιστρέψιμος λόγω της κατασκευής του Z. ΄Ετσι, σύμφωνα με το Θε-

ώρημα Α΄.1 (Θεώρημα Πεπλεγμένων Συναρτήσεων), το σύστημα (2.30) έχει μοναδική

λύση zk για κάθε tk αρκετά μικρό. Επίσης, από το σύστημα (2.30) και από τον ορισμό

του συνόλου των εφικτών διευθύνσεων πρώτης τάξης έχουμε:

i ∈ E =⇒ ci(zk) = tk∇ci(x∗)Td = 0,

i ∈ A(x∗) ∩ I =⇒ ci(zk) = tk∇ci(x∗)Td ≥ 0,

έτσι ώστε η zk να είναι εφικτή.

Θα αποδείξουμε ότι η ισότητα (2.29) ικανοποιείται για αυτη την {zk}. Αφού R(zk, tk) =
0, για κάθε k ∈ N, από το Θεώρημα Taylor έχουμε:

0 = R(zk, tk) =

[
c(zk)− tkA(x∗)d

ZT (zk − x∗ − tkd)

]

=

[
A(x∗)(zk − x∗) + o(‖zk − x∗‖)− tkA(x∗)d

ZT (zk − x∗ − tkd)

]

=

[
A(x∗)

ZT

]
(zk − x∗ − tkd) + o(‖zk − x∗‖).

Διαιρώντας το παραπάνω με tk και χρησιμοποιώντας την αντιστρεψιμότητα του πίνακα,

έχουμε:

zk − x∗

tk
= d+ o

(
‖zk − x∗‖

tk

)
.

Επομένως, η (2.29) ικανοποιείται για x = x∗, οπότε d ∈ TU(x∗) για ένα αυθαίρετο

d ∈ F(x∗) και έτσι έχουμε το ζητούμενο.

2.6.2 Μία θεμελιώδης αναγκαία συνθήκη

Από τον Ορισμό 2.10. είδαμε ότι ένα x∗ είναι τοπική λύση του γενικού προβλήματος

(2.1), εάν για κάθε εφικτή ακολουθία που συγκλίνει στο σημείο αυτο ισχύει ότι f(zk) ≥
f(x∗),∀k ∈ N. Στο παρακάτω θεώρημα θα δούμε ότι εάν μια τέτοια ακολουθία υπάρχει,

τότε το γινόμενο των περιοριστικών της διευθύνσεων d με την κλίση της αντικειμενικής

συνάρτησης είναι μη αρνητικό.

Θεώρημα 2.2 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Θεώρημα 12.3, σελ. 325). ΄Εστω x∗ μία τοπική
λύση του γενικού προβλήματος (2.1). Τότε:

∇f(x∗)Td ≥ 0, για κάθε d ∈ TU(x∗).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει εφαπτομένη d τέτοια ώστε να ισχύει ∇f(x∗)Td < 0.
΄Εστω επίσης {zk} και {tk} ακολουθίες που να ικανοποιούν τον Ορισμό 2.12 για αυτό

το d, δηλαδή:

lim
k→∞

zk − x
tk

= d, με tk → 0 για κάθε k ∈ N.
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Τότε αφού

zk = x∗ + tkd+ o(tk),

έχουμε ότι:

f(zk) = f(x∗) + (zk − x∗)T∇f(x∗) + o(‖zk − x∗‖)

= f(x∗) + tkd
T∇f(x∗) + o(tk).

Καθώς ισχύει ∇f(x∗)Td = dT∇f(x∗) < 0, ο τελευταίος όρος τελικά εξαφανίζεται και

έχουμε:

f(zk) < f(x∗) +
1

2
tkd

T∇f(x∗), για κάθε k αρκετά μεγάλο.

΄Εστω ανοιχτή περιοχή κοντά στο x∗. Τότε διαλέγοντας ένα k αρκετά μεγάλο έτσι

ώστε η {zk} να βρίσκεται μέσα σε αυτή την περιοχή, έχουμε μία μικρότερη τιμή της

αντικειμενικής συνάρτησης f . Τότε το x∗ δεν είναι τοπική λύση του προβλήματος.

Αυτό όμως είναι άτοπο, άρα έχουμε το ζητούμενο.

Παρατήρηση

Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος δεν ισχύει πάντα. Δηλαδή εάν ισχύει

∇f(x∗)Td ≥ 0, για κάθε d ∈ TU(x∗), το x∗ δεν είναι απαραίτητα τοπική λύση του

προβλήματος (2.1).

Παράδειγμα 2.6.1. ΄Εστω το πρόβλημα:

minx2, υπό τον περιορισμό x2 ≥ −x2
1. (2.31)

Από το Σχήμα 2.12, παρατηρούμε ότι στο εφικτό σημείο x = (0, 0)T , ενώ προφανώς δεν
είναι λύση του προβλήματος, οι περιοριστικές διευθύνσεις d των εφικτών ακολουθιών
στο σημείο αυτό πρέπει να έχουν d2 ≥ 0, έτσι ώστε ∇f(x∗)Td = d2 ≥ 0. Το σημείο
(a,−a2)T , με a > 0, δίνει μικρότερη τιμή στην αντικειμενική συνάρτηση από το
x = (0, 0)T και μπορεί να φτάσει οσοδήποτε κοντά του, για a κατάλληλα μικρό.

2.6.3 Το λήμμα του Farkas

΄Ενα σημαντικό βήμα για την απόδειξη του Θεωρηματος ΚΚΤ είναι το Λήμμα του

Farkas. Στο Λήμμα αυτό αναφέρεται ένας κώνος K με τον εξής ορισμό:

K = {By + Cw | y ≥ 0}, (2.32)

όπου B, C είναι πίνακες διάστασης n×m και n× p αντίστοιχα, y, w είναι διανύσμα-

τα κατάλληλων διαστάσεων και ο συμβολισμός y ≥ 0 σημαίνει ότι yi ≥ 0, για κάθε

i = 1, . . . ,m.

Δεδομένου ενός διανύσματος g ∈ Rn
, το Λήμμα του Farkas αποδεικνύει ότι μία από τις

δύο περιπτώσεις μπορεί να ισχύει. Είτε g ∈ K, είτε υπάρχει διάνυσμα d ∈ Rn
το οποίο

ορίζει ένα υπερεπίπεδο που τα διαχωρίζει. Οι δύο αυτές περιπτώσεις απεικονίζονται

στο Σχήμα 2.13 με τον πίνακα B να έχει τρεις στήλες, τον C κενό, n = 2 και το d να

είναι ένα επίπεδο στον Rn
που διαχωρίζει το διάνυσμα g από τον κώνο K.
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Σχήμα 2.12: Το πρόβλημα (2.31), όπου φαίνονται οι διάφορες περιοριστικές διευθύνσεις

των εφικτών ακολουθιών στο σημείο (0, 0)T

Λήμμα 2.2 (Λήμμα του Farkas, βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Λήμμα 12.4, σελ. 327). ΄Εστω

κώνος K της μορφής (2.32). Δεδομένου ενός διανύσματος g ∈ Rn
, μπορεί να ισχύει

ένα από τα παρακάτω:

(i) g ∈ K.

(ii) Υπάρχει d ∈ Rn
τέτοιο ώστε:

gTd < 0, BTd ≥ 0, CTd = 0,

όπου BTd ≥ 0 με κάθε συνιστώσα του παραγόμενου διανύσματος BTd να είναι
μη αρνητική.

Απόδειξη. Αρχικά θα αποδείξουμε ότι τα (i), (ii) δεν μπορούν να ισχύουν ταυτόχρονα.

Εάν g ∈ K, τότε υπάρχουν διανύσματα y ≥ 0 και w τέτοια ώστε:

g = By + Cw.

Εάν επίσης υπάρχει ένα διάνυσμα d για το οποίο να ισχύουν:

gTd < 0, BTd ≥ 0, CTd = 0,

τότε έχουμε:

0 > dTg = dTBy + dTCw = (BTd)Ty + (CTd)Tw ≥ 0,

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει από τα CTd = 0, BTd ≥ 0 και y ≥ 0. Επο-

μένως, τα (i), (ii) δεν μπορούν να ισχύουν ταυτόχρονα.

Στην συνέχεια θα αποδείξουμε ότι ισχύει ένα από τα (i), (ii). Πιο συγκεκριμένα, πως

κατασκευάζουμε ένα διάνυσμα d με τις ιδιότητες που περιγράφονται στο (ii) καθώς
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Σχήμα 2.13: Το Λήμμα του Farkas, όπου φαίνονται οι δύο περιπτώσεις g ∈ K (αριστε-

ρά) ή υπάρχει ένα υπερεπίπεδο που τα διαχωρίζει (δεξιά)

g /∈ K. Για αυτή την απόδειξη θα χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι το K είναι κλει-

στό σύνολο (βλ. Λήμμα Α΄.1 - Παράρτημα Α΄.2).

΄Εστω διάνυσμα ŝ ∈ K του οποίου η απόσταση από το g είναι μικρή. Αφού το K
είναι κλειστό, το ŝ είναι καλά ορισμένο και είναι η λύση του παρακάτω προβλήματος

βελτιστοποίησης:

min ‖s− g‖2
2, υπό τον περιορισμό s ∈ K.

Αφού ŝ ∈ K και K κώνος, τότε aŝ ∈ K για κάποιο a ∈ R, a ≥ 0. Καθώς το ‖aŝ−g‖2
2

ελαχιστοποιείται για a = 1, έχουμε:

d

da
‖aŝ− g‖2

2

∣∣∣∣
a=1

= 0 =⇒ (−2ŝTg + 2tŝT ŝ)

∣∣∣∣
a=1

= 0 (2.33)

=⇒ ŝT (ŝ− g) = 0. (2.34)

΄Εστω s τυχαίο διάνυσμα που ανήκει στο K. Αφού K είναι κυρτό σύνολο, έχουμε:

‖ŝ+ θ(s− ŝ)− g‖2
2 ≥ ‖ŝ− g‖2

2, για κάθε θ ∈ [0, 1].

Επομένως:

(ŝ+ θ(s− ŝ)− g)T (ŝ+ θ(s− ŝ)− g)− (ŝ− g)T (ŝ− g) ≥ 0

=⇒ ((ŝ− g)T + θ(s− ŝ)T )((ŝ− g) + θ(s− ŝ))− (ŝ− g)T (ŝ− g) ≥ 0

=⇒ θ(s− ŝ)T (ŝ− g) + θ(ŝ− g)T (s− ŝ) + θ2(s− ŝ)T (s− ŝ) ≥ 0

=⇒ θ(s− ŝ)T (ŝ− g) + θ(s− ŝ)T (ŝ− g) + θ2(s− ŝ)T (s− ŝ) ≥ 0.

Τότε:

2θ(s− ŝ)T (ŝ− g) + θ2‖s− ŝ‖2
2 ≥ 0.

Διαιρώντας το παραπάνω με θ και παίρνοντας όριο για θ → 0 έχουμε ότι (s− ŝ)T (ŝ−
g) ≥ 0. Τότε από την (2.34) έχουμε:

sT (ŝ− g) ≥ 0, για κάθε s ∈ K. (2.35)
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Απαιτούμε το διάνυσμα d = ŝ− g να ικανοποιεί τις συνθήκες:

gTd < 0, BTd ≥ 0, CTd = 0.

Το d 6= 0 αφού g /∈ K. Τότε από την (2.34) έχουμε:

dTg = dT (ŝ− d) = (ŝ− g)T ŝ− dTd = −‖d‖2
2 < 0,

έτσι ώστε το d να ικανοποιεί την gTd < 0.

Από την (2.35) έχουμε ότι dT s ≥ 0, για κάθε s ∈ K, έτσι ώστε:

dT (By + Cw) ≥ 0, για κάθε y ≥ 0 και w.

Θέτοντας y = 0 έχουμε ότι (CTd)Tw ≥ 0, για κάθε w, το οποίο ισχύει μόνο όταν

CTd = 0. Θέτοντας w = 0 έχουμε ότι (BTd)Ty ≥ 0, για κάθε y ≥ 0, το οποίο ισχύει

μόνο όταν BTd ≥ 0. Επομένως, το d ικανοποιεί όλες τις συνθήκες.

Παρατήρηση

΄Εστω κώνος N που ορίζεται ως εξής:

N =

{ ∑
i∈A(x∗)

λi∇ci(x∗), λi ≥ 0, ∀i ∈ A(x∗) ∩ I

}
.

Εφαρμόζοντας το Λήμμα 2.2 (Λήμμα του Farkas) στον κώνο N και θέτοντας g =
∇f(x∗), ένα από τα δύο μπορεί να ισχύει:

(i)

∇f(x∗) =
∑

i∈A(x∗)

λi∇ci(x∗) = A(x∗)Tλ∗, λi ≥ 0, ∀i ∈ A(x∗) ∩ I (2.36)

(ii) Υπάρχει διεύθυνση d τέτοια ώστε:

dT∇f(x∗) < 0 και d ∈ F(x∗),

όπου F(x∗) = {d | dT∇ci(x∗) = 0,∀i ∈ E , dT∇ci(x∗) ≥ 0,∀i ∈ A(x∗) ∩ I} το

σύνολο των γραμμικοποιημένων εφικτών διευθύνσεων.

2.6.4 Απόδειξη Θεωρήματος Karush-Kuhn-Tucker

Συνδυάζοντας τα Λήμματα 2.1 και 2.2 έχουμε τις συνθήκες KKT που περιγράφονται

στο Θεώρημα 2.1 (Θεώρημα Karush-Kuhn-Tucker). ΄Ετσι καταλήγουμε στο τελευταίο

κομμάτι της απόδειξης.

΄Εστω εφικτό σημείο x∗ ∈ Rn
στο οποίο ικανοποιείται η προϋπόθεση LICQ. Από το

Θεώρημα 2.1 έχουμε ότι αν το σημείο x∗ είναι τοπική λύση του γενικού προβλήματος

(2.1), τότε υπάρχει διάνυσμα λ∗ ∈ Rm
, με λ∗i ∈ R,∀i = 1, . . . ,m, το οποίο ικανοποιεί
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τις συνθήκες (2.22) έως και (2.26) (συνθήκες KKT ). Αρχικά θα δείξουμε ότι υπάρ-

χουν πολλαπλασιαστές λi, i ∈ A(x∗) τέτοιοι ώστε η (2.36) να ικανοποιείται.

Από το Θεώρημα 2.2 έχουμε ότι dT∇f(x∗) ≥ 0, για κάθε διάνυσμα εφαπτομένων

d ∈ TU(x∗). Από το Λήμμα 2.1, αφού η προϋπόθεση LICQ ικανοποιείται, έχουμε ότι

TU(x∗) = F(x∗). Επομένως:

dT∇f(x∗) ≥ 0, ∀d ∈ F(x∗).

Τότε από το Λήμμα 2.2 υπάρχει διάνυσμα λ που να ικανοποιεί την (2.36). Ορίζουμε

διάνυσμα λ∗, ως εξής:

λ∗i =

{
λi, ∀i ∈ A(x∗)

0, ∀i ∈ I\A(x∗)
. (2.37)

Θα αποδείξουμε ότι αυτό το λ∗ με την τοπική λύση x∗ ικανοποιούν τις συνθήκες KKT :

• Η συνθήκη (2.22) προκύπτει από την συνθήκη (2.36) και τους Ορισμούς 2.4 της

συνάρτησης Lagrange και (2.37) του διανύσματος λ∗.

• Καθώς το x∗ είναι εφικτό σημείο, οι συνθήκες (2.23) και (2.24) ικανοποιούνται.

• Από την συνθήκη (2.36) έχουμε ότι λ∗i ≥ 0, ∀i ∈ A(x∗) ∩ I. Από τον Ορισμό

(2.37) του διανύσματος λ∗ έχουμε ότι λ∗i = 0, ∀i ∈ I\A(x∗). Επομένως, λ∗i ≥
0,∀i ∈ I και έτσι η συνθήκη (2.25) ικανοποιείται.

• ΄Εχουμε ότι ci(x
∗) = 0, ∀i ∈ A(x∗) ∩ I και λ∗i = 0, ∀i ∈ I\A(x∗). Επομένως,

λ∗i ci(x
∗) = 0, ∀i ∈ I και έτσι η συνθήκη (2.26) ικανοποιείται.

2.7 Συνθήκες δεύτερης τάξης

Στην προηγούμενη ενότητα αναλύσαμε τις αναγκαίες συνθήκες πρώτης τάξης, τις συν-

θήκες KKT , όπου σύμφωνα με αυτές είδαμε πως συνδέονται οι κλισεις της αντικειμε-

νικής συνάρτησης και των περιορισμών σε μία λύση x∗. ΄Οταν αυτές ικανοποιούνται,

η μετακίνηση πάνω σε οποιοδήποτε διάνυσμα w ∈ F(x∗) είτε αυξάνει την τιμή της

πρώτης τάξεως προσέγγισης, δηλαδή wT∇f(x∗) > 0, είτε κρατάει σταθερή την τιμή

της, δηλαδή wT∇f(x∗) = 0.

Σε αυτή την ενότητα θα δούμε πως επηρεάζουν οι δευτέρας τάξεως παράγωγοι της

αντικειμενικής συνάρτησης και των περιορισμών, τις αναγκαίες συνθήκες. Για τις διευ-

θύνσεις w ∈ F(x∗), για τις οποίες ισχύει wT∇f(x∗) = 0, δεν μπορούμε να αποφαν-

θούμε εάν μία μετακίνηση πάνω σε αυτές θα προκαλέσει αύξηση ή μείωση στην τιμή

της αντικειμενικής συνάρτησης χρησιμοποιώντας μόνο τις παραγώγους πρώτης τάξης,

και για τον λόγο αυτό θα εξετάσουμε και τις παραγώγους δεύτερης τάξης. ΄Ετσι, οι

συνθήκες δεύτερης τάξης εξετάζουν τους όρους των παραγώγων δεύτερης τάξης στις

σειρές Taylor της αντικειμενικής συνάρτησης και των περιορισμών, για να λύσουν το

πρόβλημα της αύξησης ή της μείωσης της f . Ειδικότερα, οι συνθήκες δεύτερης τάξης

εξετάζουν την καμπυλότητα της συνάρτησης Lagrange στις κρίσιμες διευθύνσεις, δη-

λαδή στις διευθύνσεις w ∈ F(x∗), για τις οποίες ισχύει wT∇f(x∗) = 0.
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Σε αυτη την ενότητα καθώς γίνεται χρήση των παραγώγων δεύτερης τάξης, χρεια-

ζόμαστε κάποιες επιπλέον προϋποθέσεις για τις συναρτήσεις f και ci. Επομένως, για

αυτή την ενότητα υποθέτουμε ότι οι συναρτήσεις f και ci, i ∈ E ∪ I, είναι δύο φορές

συνεχώς παραγωγίσιμες.

Ορισμός 2.16 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός, σελ. 330). ΄Εστω ένα διάνυσμα

πολλαπλασιαστών Lagrange λ∗ το οποίο ικανοποιεί τις συνθήκες KKT . Ορίζουμε τον
κρίσιμο κώνο C(x∗, λ∗) να είναι το σύνολο:

C(x∗, λ∗) = {w ∈ F(x∗) | ∇ci(x∗)Tw = 0, ∀i ∈ A(x∗) ∩ I με λ∗i > 0},

όπου F(x∗) = {w | wT∇ci(x∗) = 0,∀i ∈ E , wT∇ci(x∗) ≥ 0, ∀i ∈ A(x∗)∩I} το σύνολο
των γραμμικοποιημένων εφικτών διευθύνσεων και A(x∗) = E ∪ {i ∈ I : ci(x

∗) = 0}
το ενεργό σύνολο στο x∗.

Ορισμός 2.17 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός, σελ. 330). ΄Ενα διάνυσμα w ανήκει
στον κώνο C(x∗, λ∗) εάν:

w ∈ C(x∗, λ∗)⇔


∇ci(x∗)Tw = 0, ∀i ∈ E

∇ci(x∗)Tw = 0, ∀i ∈ A(x∗) ∩ I με λ∗i > 0

∇ci(x∗)Tw ≥ 0, ∀i ∈ A(x∗) ∩ I με λ∗i = 0.

Παρατήρηση

Από τον παραπάνω Ορισμό και από το γεγονός ότι λ∗i = 0, για όλους τους ανενεργούς

περιορισμούς με δείκτες i ∈ I\A(x∗), έχουμε ότι:

w ∈ C(x∗, λ∗) =⇒ λ∗i∇ci(x∗)Tw = 0, ∀i ∈ E ∪ I.

Επομένως, από την συνθήκη KKT (2.22) και τον Ορισμό 2.4 της συνάρτησης La-
grange, έχουμε ότι:

w ∈ C(x∗, λ∗) =⇒ wT∇f(x∗) =
∑
i∈E∪I

λ∗iw
T∇ci(x∗) = 0.

Επομένως, ο κρίσιμος κώνος C(x∗, λ∗) αποτελείται από τις διευθύνσεις του συνόλου

F(x∗), για τις οποίες δεν μπορούμε να αποφανθούμε από τις παραγώγους πρώτης τάξης

εάν προκαλούν αύξηση ή μείωση στην τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης.

Παράδειγμα 2.7.1. ΄Εστω το πρόβλημα:

minx1, υπό τους περιορισμούς x2 ≥ 0, 1− (x1 − 1)2 − x2
2 ≥ 0. (2.38)

Από το Σχήμα 2.14, παρατηρούμε ότι η λύση του προβλήματος είναι x∗ = (0, 0)T και
το ενεργό σύνολο στο σημείο αυτό είναι A(x∗) = {1, 2}. Το βέλτιστο διάνυσμα των
πολλαπλασιαστών Lagrange για την λύση αυτή είναι λ∗ = (0, 0.5)T . Η προϋπόθεση
LICQ ικανοποιείται, καθώς στο σημείο x∗ οι κλίσεις των ενεργών περιορισμών είναι
∇c1(x∗) = (0, 1)T και ∇c2(x∗) = (2, 0)T , επομένως το διάνυσμα λ∗ είναι μοναδικό.
Τότε το σύνολο των γραμμικοποιημένων εφικτών διευθύνσεων είναι F(x∗) = {d | d ≥
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0}. Αφού λ∗1 = 0 και ο c1(x∗) είναι ενεργός ανισοτικός περιορισμός, τότε από τον
Ορισμό 2.17 έχουμε ότι:

w ∈ C(x∗, λ∗)⇔ ∇c1(x∗)Tw ≥ 0 =⇒
[
0 1

] [w1

w2

]
≥ 0 =⇒ w2 ≥ 0.

΄Αρα ο κρίσιμος κώνος είναι: C(x∗, λ∗) =

{[
0 w2

]T |w2 ≥ 0

}
.

Σχήμα 2.14: Το πρόβλημα (2.38), όπου φαίνονται τα σύνολα F(x∗) και C(x∗, λ∗)

Στην συνέχεια θα αποδείξουμε δύο θεωρήματα τα οποία παρουσιάζουν τις ικανές και

αναγκαίες συνθήκες, έτσι ώστε κάποιο x∗ να είναι τοπική λύση του γενικού προβλήμα-

τος. Αυτά τα θεωρήματα εξετάζουν την καμπυλότητα της συνάρτησης Lagrange, μέσω
του Εσσιανού της πίνακα, στις κρίσιμες διευθύνσεις, δηλαδή σε αυτές που ανήκουν

στον κρίσιμο κώνο.

Θεώρημα 2.3 (Αναγκαίες Συνθήκες Δεύτερης Τάξης, βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Θε-

ώρημα 12.5, σελ. 332). ΄Εστω x∗ η τοπική λύση του γενικού προβλήματος (2.1) και ότι
η προϋπόθεση LICQ ικανοποιείται. ΄Εστω επίσης λ∗ το διάνυσμα των πολλαπλασιαστών
Lagrange που ικανοποιεί τις συνθήκες KKT . Τότε:

wT∇2
xxL(x∗, λ∗)w ≥ 0, για κάθε w ∈ C(x∗, λ∗). (2.39)

Απόδειξη. Αφού το x∗ είναι τοπική λύση του προβλήματος (2.1), τότε για κάθε εφικτή

ακολουθία {zk} που συγκλίνει στο x∗, πρέπει να ισχύει f(zk) ≥ f(x∗), για κάθε k
αρκετά μεγάλο. Θα κατασκευάσουμε μία εφικτή ακολουθία της οποίας η περιοριστική

διεύθυνση είναι η w, και θα δείξουμε ότι η συνθήκη f(zk) ≥ f(x∗) οδηγεί στην συν-

θήκη (2.39).

Χρησιμοποιώντας την τεχνική με την οποία αποδείξαμε το Λήμμα 2.1, καθώς και το

γεγονός ότι w ∈ C(x∗, λ∗) ⊂ F(x∗), επιλέγουμε ακολουθία {tk}, με tk ∈ R,∀k ∈ N
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για να κατασκευάσουμε μία εφικτή ακολουθία {zk} που συγκλίνει στο x∗ τέτοια ώστε:

lim
k→∞

zk − x∗

tk
= w.

Το παραπάνω μπορεί να γραφτεί και ως:

zk − x∗ = tkw + o(tk). (2.40)

Λόγω της κατασκευής της ακολουθίας {zk} και από τις συνθήκες της απόδειξης του

Λήμματος 2.1:

i ∈ E =⇒ ci(zk) = tk∇ci(x∗)Td = 0,

i ∈ A(x∗) ∩ I =⇒ ci(zk) = tk∇ci(x∗)Td ≥ 0,

έχουμε ότι:

ci(zk) = tk∇ci(x∗)Tw, ∀i ∈ A(x∗). (2.41)

Από τον Ορισμό 2.17 είδαμε ότι:

w ∈ C(x∗, λ∗) =⇒ λ∗i∇ci(x∗)Tw = 0, ∀i ∈ E ∪ I.

Από το παραπάνω και από την (2.41), η συνάρτηση Lagrange γίνεται:

L(zk, λ
∗) = f(zk)−

∑
i∈E∪I

λ∗i ci(zk)

= f(zk)− tk
∑

i∈A(x∗)

λ∗i∇ci(x∗)Tw

= f(zk).

Χρησιμοποιώντας τον τύπο Taylor και την συνέχεια των Εσσιανών πινάκων ∇2f και

∇2ci, i ∈ E ∪ I, μπορούμε να βρουμε μία προσέγγιση της συνάρτησης L(zk, λ
∗) κοντά

στο x∗. ΄Ετσι έχουμε:

L(zk, λ
∗) = L(x∗, λ∗) + (zk − x∗)T∇xL(x∗, λ∗)

+
1

2
(zk − x∗)T∇2

xxL(x∗, λ∗)(zk − x∗) + o(‖zk − x∗‖2). (2.42)

Από την συνθήκη συμπληρωματικότητας (2.26) έχουμε ότι:

L(x∗, λ∗) = f(x∗). (2.43)

Από τις συνθήκες (2.22) και (2.40) η συνθήκη (2.42) γράφεται ως εξής:

L(zk, λ
∗) = f(x∗) +

1

2
t2kw

T∇2
xxL(x∗, λ∗) + o(t2k). (2.44)

Λόγω της (2.43) αντικαθιστώντας στην (2.44) έχουμε:

f(zk) = f(x∗) +
1

2
t2kw

T∇2
xxL(x∗, λ∗)w + o(t2k). (2.45)

Εάν wT∇2
xxL(x∗, λ∗)w < 0, τότε από την (2.45) θα είχαμε ότι f(zk) < f(x∗), για κάθε

k αρκετά μεγάλο, το οποίο είναι άτοπο, καθώς τότε το x∗ δεν θα ήταν τοπική λύση του

προβλήματος (2.1). Επομένως, η συνθήκη (2.39) ισχύει.
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Θεώρημα 2.4 (Ικανές Συνθήκες Δεύτερης Τάξης, βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Θεώρημα

12.6, σελ. 333). ΄Εστω ότι για κάποιο εφικτό σημείο x∗ ∈ Rn
υπάρχει ένα διάνυσμα

πολλαπλασιαστών Lagrange λ∗ που ικανοποιεί τις συνθήκες KKT . ΄Εστω επίσης:

wT∇2
xxL(x∗, λ∗)w > 0, για κάθε w ∈ C(x∗, λ∗), w 6= 0. (2.46)

Τότε το x∗ είναι αυστηρά τοπική λύση του γενικού προβλήματος (2.1).

Απόδειξη. Ορίζουμε το σύνολο C̄ = {d ∈ C(x∗, λ∗) | ‖d‖ = 1}, το οποίο είναι ενα

συμπαγές υποσύνολο του C(x∗, λ∗), τότε από την συνθήκη (2.46) το ελάχιστο της

dT∇2
xxL(x∗, λ∗)d, σε αυτό το σύνολο, είναι ένας θετικός αριθμός έστω σ. Αφού το

σύνολο C(x∗, λ∗) είναι κώνος, έχουμε ότι το
w
‖w‖ ∈ C̄ αν και μόνο αν w ∈ C(x∗, λ∗), w 6=

0. Επομένως, από την συνθήκη (2.46):

wT∇2
xxL(x∗, λ∗)w ≥ σ‖w‖2, για κάθε w ∈ C(x∗, λ∗), σ > 0.

Θα δείξουμε ότι το x∗ είναι αυστηρά τοπική λύση του γενικού προβλήματος (2.1),

δείχνοντας ότι για κάθε εφικτή ακολουθία {zk} που συγκλίνει στο x∗, ισχύει f(zk) ≥
f(x∗) + σ

4
‖zk − x∗‖2

, για κάθε k αρκετά μεγάλο. ΄Εστω ότι δεν ισχύει. Τότε υπάρχει

ακολουθία {zk} που συγκλίνει στο x∗ για την οποία ισχύει:

f(zk) < f(x∗) +
σ

4
‖zk − x∗‖2, για κάθε k αρκετά μεγάλο. (2.47)

Τότε, μπορούμε να βρούμε μία περιοριστική διεύθυνση d τέτοια ώστε:

lim
k→∞

zk − x∗

‖zk − x∗‖
= d. (2.48)

Από το Λήμμα 2.1 (i) και τον ορισμό του συνόλου των εφικτών διευθύνσεων F(x∗)
έχουμε ότι d ∈ F(x∗). Από τον ορισμό της συνάρτησης Lagrange και το γεγονός ότι

λ∗i ≥ 0, ci(zk) ≥ 0,∀i ∈ I και ci(zk) = 0, ∀i ∈ E , έχουμε ότι:

L(zk, λ
∗) = f(zk)−

∑
i∈A(x∗)

λ∗i ci(zk) ≤ f(zk), (2.49)

καθώς η προσέγγιση της συνάρτησης Lagrange, μέσω του τύπου Taylor, από την

απόδειξη του Θεωρήματος 2.3:

L(zk, λ
∗) = f(x∗) +

1

2
t2kw

T∇2
xxL(x∗, λ∗) + o(t2k)

συνεχίζει να ισχύει.

Εάν d /∈ C(x∗, λ∗), θα υπήρχε ένας δείκτης j ∈ A(x∗) ∩ I τέτοιος ώστε η αυστηρή

ανισότητα:

λ∗j∇cj(x∗)Td > 0 (2.50)

να ικανοποιείται, καθώς για τους υπόλοιπους δείκτες i ∈ A(x∗) να ισχύει:

λ∗i∇ci(x∗)Td ≥ 0.
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Από το Θεώρημα Taylor και την (2.48) για αυτό τον δείκτη j έχουμε ότι:

λ∗jcj(zk) = λ∗jcj(x
∗) + λ∗j∇cj(x∗)T (zk − x∗) + o(‖zk − x∗‖)

= ‖zk − x∗‖λ∗j∇cj(x∗)Td+ o(‖zk − x∗‖).

Επομένως, από την (2.49) έχουμε ότι:

L(zk, λ
∗) = f(zk)−

∑
i∈A(x∗)

λ∗i ci(zk)

≤ f(zk)− λ∗jcj(zk)

≤ f(zk)− ‖zk − x∗‖λ∗j∇cj(x∗)Td+ o(‖zk − x∗‖).

Από την προσέγγιση της συνάρτησης Lagrange μέσω του τύπου Taylor έχουμε ότι:

L(zk, λ
∗) = f(x∗) +O(‖zk − x∗‖2).

Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες συνθήκες έχουμε:

f(zk) ≥ f(x∗) + ‖zk − x∗‖λ∗j∇cj(x∗)Td+ o(‖zk − x∗‖).

Από την (2.50), η παραπάνω ανισότητα με την (2.47) δεν συμφωνούν. Επομένως, κα-

ταλήγουμε ότι d ∈ C(x∗, λ∗) και έτσι dT∇2
xxL(x∗, λ∗)d ≥ σ.

Συνδυάζοντας την προσέγγιση της συνάρτησης Lagrange μέσω του τύπου Taylor με

την (2.49) και την (2.48) έχουμε:

f(zk) ≥ f(x∗) + 1
2
(zk − x∗)T∇2

xxL(x∗, λ∗)(zk − x∗) + o(‖zk − x∗‖2)

= f(x∗) + 1
2
dT∇2

xxL(x∗, λ∗)d‖zk − x∗‖2 + o(‖zk − x∗‖2)

≥ f(x∗) + σ
2
‖zk − x∗‖2 + o(‖zk − x∗‖2).

Το οποίο είναι άτοπο λόγω της (2.47). Επομένως, κάθε εφικτή ακολουθία {zk} που

συγκλίνει στο x∗ πρέπει να ικανοποιεί την f(zk) ≥ f(x∗) + σ
4
‖zk − x∗‖2

, για κάθε k
αρκετά μεγάλο, έτσι ώστε το x∗ να είναι αυστηρά τοπική λύση.

Παράδειγμα 2.7.2. ΄Εστω το πρόβλημα (2.11) του Παραδείγματος 2.3.2:

minx1 + x2, υπό τον περιορισμό 2− x2
1 − x2

2 ≥ 0,

δηλαδή f(x) = x1 + x2, c1(x) = 2− x2
1 − x2

2, E = ∅, I = {1}.

Η συνάρτηση Lagrange του προβλήματος είναι:

L(x, λ) = (x1 + x2)− λ1(2− x2
1 − x2

2).

Είναι εύκολο να δείξουμε ότι οι συνθήκες KKT ικανοποιούνται για λ∗1 = 1
2
και x∗ =

(−1,−1)T .
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Ο Εσσιανός πίνακας της συνάρτησης Lagrange σε αυτό το σημείο είναι:

∇xxL(x∗, λ∗) =

[
2λ∗1 0

0 2λ∗1

]
=

[
1 0

0 1

]
.

Ο παραπάνω πίνακας είναι θετικά ορισμένος, επομένως, ικανοποιεί τις συνθήκες του

Θεωρήματος 2.4, δηλαδή τις Ικανές Συνθήκες Δεύτερης Τάξης. ΄Ετσι, το σημείο

x∗ = (−1,−1)T είναι αυστηρά τοπική λύση του προβλήματος (2.11).

Παράδειγμα 2.7.3. ΄Εστω το πρόβλημα:

min−0.1(x1 − 4)2 + x2
2, υπό τον περιορισμό x2

1 + x2
2 − 1 ≥ 0, (2.51)

όπου το εφικτό σύνολο είναι το εξωτερικό του μοναδιαίου κύκλου. Η αντικειμενική

συνάρτηση του προβλήματος δεν είναι κυρτή και δεν είναι κάτω φραγμένη μέσα στην

εφικτή περιοχή, καθώς παίρνοντας την εφικτή ακολουθία:[
10

0

]
,

[
20

0

]
,

[
30

0

]
,

[
40

0

]
,

η f(x) συγκλίνει στο −∞. Επομένως, το πρόβλημα δεν έχει ολική λύση, αν και μπορο-
ύμε να βρούμε μία αυστηρά τοπική λύση στο σύνορο της εφικτής περιοχής. Θα βρούμε

αυτή την λύση μέσω των συνθηκώνKKT και των Ικανών Συνθηκών Δεύτερης Τάξης
του Θεωρήματος 2.4.

Η συνάρτηση Lagrange του προβλήματος (2.51) είναι:

L(x, λ) = (−0.1(x1 − 4)2 + x2
2)− λ1(x2

1 + x2
2 − 1).

Τότε έχουμε:

∇xL(x, λ) =

[
−0.2(x1 − 4)− 2λ1x1

2x2 − 2λ1x2

]
,

∇2
xxL(x, λ) =

[
−0.2− 2λ1 0

0 2− 2λ1

]
. (2.52)

Το σημείο x∗ = (1, 0)T ικανοποιεί τις συνθήκες KKT με λ∗1 = 0.3 και ενεργό σύνολο
το A(x∗) = {1}. Για να δουμε εάν οι Ικανές Συνθήκες Δεύτερης Τάξης ικανοποιούνται
σε αυτό το σημείο έχουμε:

∇c1(x∗) =

[
2
0

]
.

Επομένως:

w ∈ C(x∗, λ∗)⇔ ∇c1(x∗)Tw = 0 =⇒
[
2 0

] [w1

w2

]
= 0 =⇒

{
w1 = 0
w2 ∈ R.

΄Αρα ο κρίσιμος κώνος είναι:

C(x∗, λ∗) = {(0, w2)T | w2 ∈ R}.
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΄Ετσι, από την (2.52) για κάθε w ∈ C(x∗, λ∗) με w 6= 0 και w2 6= 0 έχουμε:

wT∇2
xxL(x∗, λ∗)w =

[
0 w2

] [−0.4 0
0 1.4

] [
0
w2

]
= 1.4w2

2 > 0.

Επομένως, οι Ικανές Συνθήκες Δεύτερης Τάξης ικανοποιούνται και έτσι το σημείο

x∗ = (1, 0)T είναι αυστηρά τοπική λύση του προβλήματος (2.51).

2.8 ΄Αλλες προϋποθέσεις περιορισμών

Σε αυτή την ενότητα θα δούμε κάποιες ακόμα προϋποθέσεις που πρέπει να ικανοποιούν

οι περιορισμοί εκτός από αυτές που είδαμε στις ενότητες 2.4 και 2.5, που ήταν η προ-

ϋπόθεση LICQ και η συνθήκη αυστηρής συμπληρωματικότητας. Οι συνθηκες αυτές

εξασφάλιζαν ότι η γραμμική προσέγγιση του εφικτού συνόλου U αποτυπώνει το σχήμα

της εφικτής περιοχής κόντα στο x∗.

Μία περίπτωση κατά την οποία το σύνολο των γραμμικοποιημένων εφικτών διευθύν-

σεων F(x∗) είναι μία επαρκής αναπαράσταση του εφικτού συνόλου, είναι όταν όλοι οι

ενεργοί περιορισμοί είναι γραμμικές συναρτήσεις. Δηλαδή:

ci(x) = aTi x+ bi, για κάποιο ai ∈ Rn
και bi ∈ R. (2.53)

Λήμμα 2.3 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Λήμμα 12.7, σελ. 338). ΄Εστω εφικτό σημείο

x∗ ∈ U και ότι όλοι οι ενεργοί περιορισμοί ci(x), με i ∈ A(x∗), είναι γραμμικές
συναρτήσεις. Τότε F(x∗) = TU(x∗).

Απόδειξη. Από το Λήμμα 2.1 (i) έχουμε ότι TU(x∗) ⊂ F(x∗). Για να δείξουμε ότι

F(x∗) ⊂ TU(x∗), επιλέγουμε αυθαίρετο w ∈ F(x∗) και θα δείξουμε ότι w ∈ TU(x∗).

Από τον ορισμό του συνόλου των εφικτών διευθύνσεων F(x∗) και την μορφή των

περιορισμών (2.53) έχουμε:

F(x∗) =

{
d |

aTi d = 0, ∀i ∈ E
aTi d ≥ 0,∀i ∈ A(x) ∩ I

}
.

Υπάρχει t̄ ∈ R, t̄ > 0, τέτοιο ώστε οι ανενεργοί περιορισμοί να παραμένουν ανενεργοί

στο σημείο x∗ + tw, για κάθε t ∈ [0, t̄]. Δηλαδή:

ci(x
∗ + tw) > 0, ∀i ∈ I\A(x∗) και t ∈ [0, t̄].

Ορίζουμε ακολουθία {zk} ως εξής:

zk = x∗ +
t̄

k
w, ∀k = 1, 2, . . . .

Αφού aTi w ≥ 0 για κάθε i ∈ I ∩ A(x∗) έχουμε:

ci(zk) = ci(zk)− ci(x∗) = aTi (zk − x∗) =
t̄

k
aTi w ≥ 0, ∀i ∈ I ∩ A(x∗),
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έτσι ώστε η {zk} να είναι εφικτή ως προς τους ενεργούς περιορισμούς ci, με i ∈ I ∩
A(x∗). Με αυτό το t̄, η {zk} είναι επίσης εφικτή ως προς τους ανενεργούς περιορισμούς

ci, με i ∈ I\A(x∗) και είναι εύκολο να δείξουμε ότι ci(zk) = 0 για τους περιορισμούς

ci, με i ∈ E . Επομένως, η {zk} είναι εφικτή για κάθε k = 1, 2 . . .. Επίσης έχουμε:

zk − x∗
t̄

k

) =

t̄

k
w

t̄

k

= w,

έτσι ώστε το w να είναι περιοριστική διεύθυνση της {zk}. Επομένως, w ∈ TU(x∗) και

άρα F(x∗) = TU(x∗).

Παρατηρήσεις

1. Το Λήμμα 2.3 είναι μία εκδοχή του Λήμματος 2.1, για την περίπτωση όπου οι πε-

ριορισμοί είναι γραμμικές συναρτήσεις.

2. Από το παραπάνω, συμπεραίνουμε ότι η περίπτωση όπου οι περιορισμοί είναι γραμμι-

κές συναρτήσεις, είναι μία πιθανή προϋπόθεση που θα μπορούσαν να ικανοποιούν οι

περιορισμοί. Η προϋπόθεση αυτή, δεν είναι πιο ασθενής από την προϋπόθεση LICQ,

ωστόσο υπάρχουν περιπτώσεις όπου η μία ικανοποιείται ενώ η άλλη όχι.

Ορισμός 2.18 (MFCQ, βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός 12.6, σελ. 339). Λέμε ότι η

προϋπόθεση για τους περιορισμούςMangasarian-Fromovitz (Mangasarian - Fromovitz
Constraint Qualification (MFCQ)) ικανοποιείται εάν υπάρχει διάνυσμα w ∈ Rn

τέτοιο

ώστε:

∇ci(x∗)Tw = 0,∀i ∈ E ,
∇ci(x∗)Tw > 0,∀i ∈ A(x∗) ∩ I,

και το σύνολο των κλίσεων των ισοτικών περιορισμών {∇ci(x∗), i ∈ E} είναι γραμμικά
ανεξάρτητο.

Παρατηρήσεις

1. Η παραπάνω προϋπόθεση είναι μία γενίκευση της προϋπόθεσης LICQ.

2. Η προϋπόθεση MFCQ είναι πιο ασθενής από την προϋπόθεση LICQ. Εάν η LICQ
ικανοποιείται, τότε το σύστημα:

∇ci(x∗)Tw = 0,∀i ∈ E ,
∇ci(x∗)Tw = 1,∀i ∈ A(x∗) ∩ I,

έχει λύση w και οι κλίσεις των ενεργών περιορισμών είναι πίνακες πλήρους τάξης.

Επομένως, μπορούμε να επιλέξουμε το w του Ορισμού 2.18 να είναι αυτή η λύση.

Από την άλλη, είναι εύκολο να κατασκευάσουμε παραδείγματα στα οποία να ικανο-

ποιείται η προϋπόθεση MFCQ και όχι η LICQ.

3. Μία μορφή των Αναγκαίων Συνθηκών Πρώτης Τάξης, από το Θεώρημα 2.1, στην

οποία η προϋπόθεση LICQ της υπόθεσης αντικαθίσταται από την MFCQ, μπορεί

να αποδειχθεί. Η προϋπόθεση MFCQ δίνει μια ιδιότητα, η οποία είναι ισοδύναμη

με το ότι το σύνολο των διανυσμάτων των πολλαπλασιαστών Lagrange λ∗, που

ικανοποιούν τις συνθήκες KKT , είναι φραγμένο. Στην περίπτωση όπου η LICQ
ικανοποιείται, το σύνολο αυτό είναι εξ΄ ορισμού φραγμένο, καθώς το διάνυσμα λ∗

που ικανοποιεί τις KKT είναι μοναδικό.
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4. Οι προϋποθέσεις των περιορισμών είναι ικανές συνθήκες προκειμένου η γραμμι-

κή προσέγγιση να είναι επαρκής, και όχι αναγκαίες. Για παράδειγμα, εάν έχουμε

τους περιορισμούς x2 ≥ −x2
1 και x2 ≤ x2

1 και το εφικτό σημείο x∗ = (0, 0)T ,
καμία προϋπόθεση δεν ικανοποιείται. Ωστόσο, η γραμμική προσέγγιση F(x∗) =
{(w1, 0)T |w1 ∈ R} απεικονίζει την γεωμετρία του εφικτού συνόλου κοντά στο x∗.

2.9 Δυϊκότητα

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζονται κάποια κομμάτια της δυϊκης θεωρίας για τον μη

γραμμικό προγραμματισμό. Η θεωρία αυτή έχει χρησιμοποιηθεί για την κατασκευή

κάποιων πολύ σημαντικών αλγορίθμων βελτιστοποίησης και εφαρμόζεται σε διάφορα

είδη βελτιστοποίησης όπως στην γραμμική (linear otimization), στην συνδυαστική

(discrete otimization), στην οποία οι μεταβλητές μπορούν να πάρουν μόνο διακριτές

τιμές, και στην κυρτή μη λεία (convex nonsmooth otimization).

Η δυϊκή θεωρία μας δείχνει πως κατασκευάζουμε ένα δεύτερο πρόβλημα βελτιστο-

ποίησης, ισοδύναμο με το πρώτο, από τις συναρτήσεις και τα δεδομένα του πρώτου

προβλήματος. Το δεύτερο αυτό πρόβλημα ονομάζεται δυϊκό πρόβλημα και το αρχικό

ονομάζεται πρωτεύον πρόβλημα. Μέσω του δυϊκού προβλήματος, έχουν κατασκευα-

στεί αλγόριθμοι για την επίλυση του πρωτεύοντος και σε μερικές περιπτώσεις, το δυϊκό

πρόβλημα μπορεί να είναι πιο εύκολα επιλύσιμο από το πρωτεύον ή να δίνει χαμηλότερα

φράγματα για την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης για το πρωτεύον πρόβλημα.

Τα κομμάτια που παρουσιάζονται σε αυτή την ενότητα επικεντρώνονται μόνο στην ειδι-

κή περίπτωση του γενικού προβλήματος (2.1), όπου δεν υπάρχουν ισοτικοί περιορισμοί,

και η αντικειμενική συνάρτηση f μαζί με τους ανισοτικούς περιορισμούς με αρνητικό

πρόσημο −ci είναι κυρτές συναρτήσεις. ΄Εστω ότι υπάρχουν m στο πλήθος ανισοτι-

κοί περιορισμοί. Θεωρούμε το πρωτεύον πρόβλημα ως το γενικό πρόβλημα (2.1) που

γράφεται ως εξής:

min
x∈Rn

f(x), υπό τον περιορισμό c(x) ≥ 0, (2.54)

όπου c(x) = (c1(x), c2(x), . . . , cm(x))T και ci(x) ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m οι ανισοτικοί

περιορισμοί. Η συνάρτηση Lagrange του πρωτεύοντος προβλήματος (2.54) είναι:

L(x, λ) = f(x)− λT c(x),

όπου λ ∈ Rm
το διάνυσμα πολλαπλασιαστών Lagrange.

Ορισμός 2.19 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός, σελ. 344). Ορίζουμε την δυϊκή αντι-

κειμενική συνάρτηση, δηλαδή την αντικειμενική συνάρτηση του δυϊκού προβλήματος,

να είναι q : Rn −→ R:
q(λ) = inf

x
L(x, λ). (2.55)

Παρατηρήσεις

1. Σε πολλά προβλήματα, για κάποιες τιμές του λ, το μέγιστο κάτω φράγμα της συ-

νάρτησης Lagrange είναι −∞.
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2. Ο υπολογισμός του μέγιστου κάτω φράγματος στην (2.55) απαιτεί την εύρεση του

ολικού ελαχίστου της συνάρτησης L(·, λ) για το δοσμένο λ, το οποίο μπορεί να

είναι πολύ δύσκολο. Ωστόσο, όταν οι συναρτήσεις f και −ci είναι κυρτές και λ ≥ 0,
η συνάρτηση L(·, λ) είναι και αυτή κυρτή. Σε αυτή την περίπτωση, έχουμε δείξει

ότι κάθε τοπικό ελάχιστο είναι και ολικό ελάχιστο, οπότε ο υπολογισμός του q(λ)
είναι πιο εύκολος.

Ορισμός 2.20. Ορίζουμε το πεδίο ορισμού της αντικειμενικής συνάρτησης του δυ-

ϊκού προβλήματος να είναι οι τιμές του λ για τις οποίες η αντικειμενική συνάρτηση
είναι πεπερασμένη, δηλαδή το σύνολο:

D = {λ | q(λ) > −∞}. (2.56)

Ορισμός 2.21 (Δυϊκό Πρόβλημα). Το δυϊκό πρόβλημα του πρωτεύοντος προβλήμα-

τος (2.54) είναι το εξής:

max
λ∈Rn

q(λ), υπό τον περιορισμό λ ≥ 0. (2.57)

Παράδειγμα 2.9.1. ΄Εστω το πρόβλημα:

min
(x1,x2)

0.5(x2
1 + x2

2), υπό τον περιορισμό x1 − 1 ≥ 0. (2.58)

Η συνάρτηση Lagrange του προβλήματος είναι:

L(x1, x2, λ1) = 0.5(x2
1 + x2

2)− λ1(x1 − 1).

Εάν κρατήσουμε σταθερό το λ1 η συνάρτηση Lagrange είναι μία κυρτή συνάρτηση
των (x1, x2)T . Επομένως, το μέγιστο κάτω φράγμα της επιτυγχάνεται όταν οι μερικές
παράγωγοι ως προς x1 και x2 είναι μηδέν. Δηλαδή όταν:

∇L(x1, x2, λ1) =

[
x1 − λ1

x2

]
= 0 =⇒

{
x1 − λ1 = 0

x2 = 0
.

Αντικαθιστώντας τις τιμές των x1 και x2 στην συνάρτηση Lagrange έχουμε ότι η δυϊκή
αντικειμενική συνάρτηση του προβλήματος είναι:

q(λ1) = 0.5(λ2
1 + 0)− λ1(λ1 − 1) = −0.5λ2

1 + λ1.

Επομένως, το δυϊκό πρόβλημα του (2.58) είναι:

max
λ1≥0

− 0.5λ2
1 + λ1,

του οποίου προφανώς η λύση είναι λ1 = 1.

Παρατηρήσεις

1. Στο παράδειγμα αυτό παρατηρούμε ότι το λ1 = 1 είναι βέλτιστος πολλαπλασιαστής

Lagrange για το πρωτεύον πρόβλημα (2.58) αλλά και λύση για το δυϊκό του. Επίσης,

η βέλτιστη τιμή και των δύο προβλημάτων είναι 0.5.

2. Στην δυϊκή λύση λ1 = 1, το μέγιστο κάτω φράγμα inf L(x1, x2, λ1) επιτυγχάνεται

στο σημείο (x1, x2) = (1, 0)T , το οποίο είναι η λύση του πρωτεύοντος προβλήματος

(2.58).
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Θεώρημα 2.5 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Θεώρημα 12.10, σελ. 345). Η δυϊκή αντικει-

μενική συνάρτηση q (2.55) είναι κοίλη και το πεδίο ορισμού της D (2.56) είναι κυρτό
σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω λ0, λ1 ∈ Rm
, x ∈ Rn

και a ∈ [0, 1]. Τότε:

L(x, (1− a)λ0 + aλ1) = (1− a)L(x, λ0) + aL(x, λ1).

Παίρνοντας το infimum και στα δύο μέλη της ισότητας έχουμε ότι:

inf L(x, (1− a)λ0 + aλ1) = inf[(1− a)L(x, λ0) + aL(x, λ1)]

≥ (1− a) inf L(x, λ0) + a inf L(x, λ1).

Από τον ορισμό της δυϊκής αντικειμενικής συνάρτησης έχουμε:

q((1− a)λ0 + aλ1) ≥ (1− a)q(λ0) + aq(λ1).

Επομένως, η q είναι κοίλη.

Εάν λ0, λ1 ∈ D τότε από την παραπάνω και τον ορισμό του συνόλου D έχουμε ότι:

q((1− a)λ0 + aλ1) ≥ −∞ =⇒ (1− a)λ0 + aλ1 ∈ D.

Επομένως, το D είναι κυρτό σύνολο.

Θεώρημα 2.6 (Ασθενής Δυϊκότητα, βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Θεώρημα 12.11, σελ.

345). Για κάθε εφικτό σημείο x̄ του πρωτεύοντος προβλήματος (2.54) και για κάθε
λ̄ ≥ 0, έχουμε ότι:

q(λ̄) ≤ f(x̄).

Απόδειξη. Αφού λ̄ ≥ 0 και c(x̄) ≥ 0 έχουμε:

q(λ̄) = inf
x
f(x)− λ̄T c(x) ≤ f(x̄)− λ̄T c(x̄) ≤ f(x̄).

Παρατήρηση

Από το Θεώρημα 2.6 παρατηρούμε ότι η βέλτιστη τιμή του δυϊκού προβλήματος (2.57)

δίνει ένα χαμηλότερο φράγμα για την βέλτιστη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης του

πρωτεύοντος προβλήματος (2.54).

Θεώρημα 2.7 (Αναγκαίες Συνθήκες Πρώτης Τάξης). Οι συνθήκες KKT για το
πρωτεύον πρόβλημα (2.54) είναι:

∇xL(x̄, λ̄) = ∇f(x̄)−∇c(x̄)λ̄ = 0, (2.59)

c(x̄) ≥ 0, (2.60)

λ̄ ≥ 0, (2.61)

λ̄ici(x̄) = 0,∀i = 1, 2, . . . ,m, (2.62)

όπου ∇c(x) = [∇c1(x),∇c2(x), . . . ,∇cm(x)] είναι ένας n×m πίνακας.
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Θεώρημα 2.8 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Θεώρημα 12.12, σελ. 346). ΄Εστω x̄ λύση του
πρωτεύοντος προβλήματος (2.54) και η f μαζί με τους περιορισμούς−ci, i = 1, 2, . . . ,m
είναι κυρτές συναρτήσεις στο Rn

και παραγωγίσιμες στο x̄. Τότε κάθε λ̄ για το οποίο
το ζεύγος (x̄, λ̄) ικανοποιεί τις συνθήκες KKT (2.59) έως (2.62), είναι λύση του δυϊκού
προβλήματος (2.57).

Απόδειξη. ΄Εστω ζεύγος (x̄, λ̄) που ικανοποιεί τις συνθήκες KKT (2.59) έως (2.62).

Αφού λ̄ ≥ 0, η συνάρτηση L(·, λ̄) είναι κυρτή και παραγωγίσιμη. Επομένως, από την

πρώτη συνθήκη KKT (2.59), για κάθε x έχουμε:

L(x, λ̄) ≥ L(x̄, λ̄) +∇xL(x̄, λ̄)T (x− x̄) = L(x̄, λ̄).

Επομενως, από την συνθήκη KKT (2.62), η δυϊκή αντικειμενική συνάρτηση είναι:

q(λ̄) = inf
x
L(x, λ̄) = L(x̄, λ̄) = f(x̄)− λ̄T c(x̄) = f(x̄).

΄Ομως, από το Θεώρημα 2.6 έχουμε ότι q(λ) ≤ f(x̄) για κάθε λ ≥ 0. Επομένως, αφού

q(λ̄) = f(x̄) το λ̄ θα είναι λύση του δυϊκού προβλήματος (2.57).

Παρατήρηση

Εάν οι συναρτήσεις είναι συνεχώς παραγωγίσιμες και μία προϋπόθεση όπως η LICQ
ικανοποιείται στο x̄, τότε από το Θεώρημα 2.1 των Αναγκαίων Συνθηκών Πρωτης

Τάξης είναι σίγουρη η ύπαρξη ενός βέλτιστου πολλαπλασιαστή Lagrange.

Θεώρημα 2.9 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Θεώρημα 12.13, σελ. 347). ΄Εστω f και
−ci, i = 1, 2, . . . ,m κυρτές και συνεχώς παραγωγίσμες συναρτήσεις στο Rn

. ΄Εστω x̄
λύση του πρωτεύοντος προβλήματος (2.54), στο οποίο η προϋπόθεση LICQ ικανοποιε-

ίται. ΄Εστω ότι το λ̂ είναι λύση του δυϊκού προβλήματος (2.57) και ότι το μέγιστο κάτω

φράγμα inf
x
L(x, λ̂) επιτυγχάνεται στο x̂. ΄Εστω επίσης ότι η L(·, λ̂) είναι αυστηρά

κυρτή συνάρτηση. Τότε x̄ = x̂, δηλαδή το x̂ είναι η μοναδική λύση του πρωτεύοντος

προβλήματος (2.54), και f(x̄) = L(x̂, λ̂).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ισχύει x̄ 6= x̂. Από το Θεώρημα 2.1 (Αναγκαίες Συνθήκες Πρώτης

Τάξης), καθώς η προϋπόθεση LICQ ικανοποιείται, υπάρχει λ̄ που να ικανοποιεί τις

συνθήκες KKT (2.59) έως (2.62). Επομένως, από το Θεώρημα 2.8, το λ̄ αυτό είναι

και λύση του δυϊκού προβλήματος (2.57), έτσι ώστε:

L(x̄, λ̄) = q(λ̄) = q(λ̂) = L(x̂, λ̂).

Επειδή το x̂ είναι σημείο τοπικού ελαχίστου της L(x, λ̂), από το Θεώρημα 1.7 (Αναγκαία

Συνθήκη Πρώτης Τάξης) και την Παρατήρηση 2. (συνθήκη (1.4)) γνωρίζουμε ότι

∇xL(x̂, λ̂) = 0. Επίσης, αφού η L(·, λ̂) είναι αυστηρά κυρτή συνάρτηση έχουμε ότι:

L(x̄, λ̂)− L(x̂, λ̂) > ∇xL(x̂, λ̂)T (x̄− x̂) = 0.

Επομένως, από τα προηγούμενα και την συνθήκη KKT (2.62) έχουμε:

L(x̄, λ̂) > L(x̂, λ̂) = L(x̄, λ̄)

=⇒ f(x̄)− λ̂T c(x̄) > f(x̂)− λ̂T c(x̂) = f(x̄)− λ̄T c(x̄)

=⇒ −λ̂T c(x̄) > −λ̄T c(x̄) = 0.

΄Ομως λ̂ ≥ 0 ως λύση του δυϊκού προβλήματος και c(x̄) ≥ 0 από την συνθήκη KKT
(2.60), άρα καταλήγουμε σε άτοπο και επομένως x̄ = x̂.
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Παρατήρηση

Η συνθήκη του Θεωρήματος 2.9 ότι η L(·, λ̂) πρέπει να είναι αυστηρά κυρτή, ισχύει

είτε αν η συνάρτηση f είναι αυστηρά κυρτή, είτε αν οι περιορισμοί ci είναι αυστηρά

κυρτοί για κάποιο i = 1, 2, . . . ,m με λ̂i > 0.

Ορισμός 2.22 (Wolfe Δυϊκό Πρόβλημα, βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Ορισμός, σελ. 347).

Το Wolfe δυϊκό πρόβλημα του πρωτεύοντος προβλήματος (2.54) είναι το εξής:

max
x,λ
L(x, λ), υπό τους περιορισμούς ∇xL(x, λ) = 0, λ ≥ 0. (2.63)

Θεώρημα 2.10 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Θεώρημα 12.14, σελ. 347). ΄Εστω f και
−ci, i = 1, 2, . . . ,m κυρτές και συνεχώς παραγωγίσμες συναρτήσεις στο Rn

. ΄Εστω,

επίσης, το ζεύγος (x̄, λ̄) λύση του πρωτεύοντος προβλήματος (2.54) στο οποίο η προ-
ϋπόθεση LICQ ικανοποιείται. Τότε το (x̄, λ̄) είναι λύση του Wolfe δυϊκού προβλήματος
(2.63).

Απόδειξη. Από τις συνθήκες KKT (2.59) έως (2.62), έχουμε ότι το (x̄, λ̄) ικανοποιεί

τους περιορισμούς του Wolfe δυϊκού προβλήματος και ότι L(x̄, λ̄) = f(x̄). Αφού L(·, λ)
κυρτή, τότε για κάθε ζεύγος (x, λ) που ικανοποιεί τους περιορισμούς του Wolfe δυϊκού

προβλήματος, έχουμε ότι:

L(x̄, λ̄) = f(x̄)

≥ f(x̄)− λT c(x̄)

= L(x̄, λ)

≥ L(x, λ) +∇xL(x, λ)T (x̄− x)

= L(x, λ).

Επομένως, το (x̄, λ̄) μεγιστοποιεί την συνάρτηση L υπό τους περιορισμούς του Wolfe
δυϊκού προβλήματος και άρα είναι λύση του (2.63).

Παράδειγμα 2.9.2 (Γραμμικός Προγραμματισμός). Μία ειδική περίπτωση του W-
olfe δυϊκού προβλήματος (2.63) είναι το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού:

min cTx, υπό τον περιορισμό Ax− b ≥ 0. (2.64)

Η δυϊκή αντικειμενική συνάρτηση του (2.64) είναι:

q(λ) = inf
x

[cTx− λT (Ax− b)] = inf
x

[(c− ATλ)Tx+ bTλ].

Εάν c − ATλ 6= 0, τότε το μέγιστο κάτω φράγμα είναι προφανώς −∞ (θέτοντας το x
ως ένα μεγάλο αρνητικό πολλαπλάσιο του −(c−ATλ), το q γίνεται αυθαίρετα μεγάλο
και αρνητικό).

Εάν c− ATλ = 0, τότε q(λ) = inf
x

[bTλ] = bTλ.

΄Επομένως, για την μεγιστοποίηση της q, μπορούμε να απορρίψουμε τα λ για την
περίπτωση όπου c − ATλ 6= 0, καθώς είναι προφανές ότι το μέγιστο δεν μπορεί να
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επιτευχθεί σε ένα σημείο λ για το οποίο q(λ) = −∞. Επομένως, το δυϊκό πρόβλημα
(2.57) μπορεί να γραφτεί ως:

max
λ

bTλ, υπό τους περιορισμούς ATλ = c, λ ≥ 0. (2.65)

Το Wolfe δυϊκό πρόβλημα του (2.64) είναι:

max
λ

cTx− λT (Ax− b), υπό τους περιορισμούς ATλ = c, λ ≥ 0.

Εάν στην δυϊκή αντικειμενική συνάρτηση του (2.64) αντικαταστήσουμε το ATλ− c =
0, τότε καταλήγουμε στο πρόβλημα (2.65) πάλι.

Παρατήρηση

Για κάποιους πίνακες A, το δυϊκό πρόβλημα (2.65) μπορεί να είναι πιο εύκολα επιλύσιμο

από ότι το πρωτεύον πρόβλημα (2.64).

Παράδειγμα 2.9.3 (Κυρτός Τετραγωνικός Προγραμματισμός). ΄Εστω το πρόβλη-

μα:

min
1

2
xTGx+ cTx, υπό τον περιορισμό Ax− b ≥ 0, (2.66)

όπου G ένας συμμετρικός θετικά ορισμένος πίνακας. Η δυϊκή αντικειμενική συνάρτη-
ση του προβλήματος (2.66) είναι:

q(λ) = inf
x
L(x, λ) = inf

x

1

2
xTGx+ cTx− λT (Ax− b).

Αφού οG είναι θετικά ορισμένος πίνακας και η L(·, λ) είναι αυστηρά κυρτή τετραγωνική
συνάρτηση, το μέγιστο κάτω φράγμα επιτυγχάνεται όταν ∇xL(x, λ) = 0, δηλαδή όταν:

Gx+ c− ATλ = 0. (2.67)

Αντικαθιστώντας το x στην δυϊκή αντικειμενική συνάρτηση έχουμε:

q(λ) = −1

2
(ATλ− c)TG−1(ATλ− c)T + bTλ.

Επομένως, το Wolfe δυϊκό πρόβλημα (2.63) με τον περιορισμό (2.67) γράφεται ως
εξής:

max
(x,λ)

1

2
xTGx+ cTx− λT (Ax− b), (2.68)

υπό τους περιορισμούς Gx+ c− ATλ = 0, λ ≥ 0.

Για να είναι πιο εμφανές ότι η αντικειμενική συνάρτηση είναι κοίλη, μπορούμε χρη-

σιμοποιώντας τον περιορισμό (2.67) να αντικαταστήσουμε στην αντικειμενική το (c−
ATλ)Tx = −xTGx, και έτσι έχουμε το δυϊκό πρόβλημα:

max
(x,λ)

− 1

2
xTGx+ λT b, (2.69)

υπό τους περιορισμούς Gx+ c− ATλ = 0, λ ≥ 0.

Παρατήρηση

Το Wolfe δυϊκό πρόβλημα προϋποθέτει μόνο ότι ο πίνακας G είναι θετικά ημιορισμένος.
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Βιβλιογραφικές αναφορές

Το Κεφάλαιο 2 βασίστηκε στο Κεφάλαιο 12 του βιβλίου Numerical Optimization [βλ.

[9], Κεφάλαιο 12, σελ. 304-349], καθώς επίσης και στο Λεξικό Μαθηματικών ΄Ορων

[βλ. [12]].

Ενότητα 2.2: Για την ενότητα αυτή, επιπλέον, αντλήθηκαν στοιχεία από το βιβλίο

Ανάλυση ΙΙ [βλ. [4], Κεφάλαιο 3, σελ. 73].

Ενότητα 2.9: Για την ενότητα αυτή και συγκεκριμένα για το Wolfe δυϊκό πρόβλημα,

αντλήθηκαν στοιχεία και από το άρθρο A Duality Theorem for Nonlinear Program-
ming [βλ. [13]].



Κεφάλαιο 3

Εφαρμογές Βελτιστοποίησης σε

Μαθηματικά Προβλήματα

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναλύσουμε τις διαφορές που υπάρχουν ανάμεσα σε διαφορε-

τικές μεθόδους που χρησιμοποιούνται στην επίλυση του γενικού προβλήματος βελτι-

στοποίησης με περιορισμούς, όπως αυτό ορίστηκε στο Κεφάλαιο 2. Δηλαδή, για λείες

συναρτήσεις f, ci : Ω ⊂ Rn −→ R, S ⊂ Ω και πεπερασμένα σύνολα E και I των δει-

κτών των ισοτικών και ανισοτικών περιορισμών αντίστοιχα, έχουμε το εξής πρόβλημα:

Να βρεθεί x∗ ∈ U τέτοιο ώστε f(x∗) = min
x∈U

f(x), (3.1)

όπου U = {x ∈ S : ci (x) = 0, i ∈ E , ci(x) ≥ 0, i ∈ I}.

Στο Κεφάλαιο 2, αναλύσαμε την θεωρία των συνθηκών που χαρακτηρίζουν τις λύσεις

του παραπάνω γενικού προβλήματος καθώς και τις προϋποθέσεις που πρέπει να ικα-

νοποιούν οι περιορισμοί του. Σε αυτό το κεφάλαιο, θα δούμε μέσα από παραδείγματα

πως αυτή η θεωρία υλοποιείται μέσα από συγκεκριμένους αλγορίθμους. Η βασική λει-

τουργία των αλγορίθμων είναι η παραγωγή μίας ακολουθίας προσεγγίσεων της λύσης

x∗, μέσω της επανάληψης κάποιων βημάτων, η οποία ιδανικά συγκλίνει στην λύση. Ω-

στόσο, υπάρχουν και αλγόριθμοι οι οποίοι εκτός από την ακολουθία των προσεγγίσεων

αυτών, παράγουν και μία ακολουθία των πολλαπλασιαστών Lagrange που σχετίζονται

με τους περιορισμούς του δοσμένου προβλήματος. Οι αλγόριθμοι που θα εξετάσουμε

σε αυτό το κεφάλαιο, βρίσκουν μόνο τοπικές λύσεις του προβλήματος (3.1).

3.1 Μέθοδος Ενεργού Συνόλου (Active Set)

Μία από τις βασικές δυσκολίες στην επίλυση των προβλημάτων μη γραμμικού προγραμ-

ματισμού είναι ο προσδιορισμός εκείνων των περιορισμών που είναι ενεργοί στην λύση

του προβλήματος. ΄Ενας τρόπος για να γίνει αυτό, που είναι και η βασική αρχή των

μεθόδων του ενεργού συνόλου, είναι η επιλογή τυχαίων περιορισμών που υποθέτουμε

ότι ικανοποιούνται ως ισότητες στην λύση. Αυτή η τεχνική βασίζεται στο γεγονός

ότι ένα πρόβλημα μη γραμμικού προγραμματισμού με περιορισμούς ισότητες είναι πιο

εύκολα επιλύσιμο από ότι ένα πρόβλημα με ανισότητες.

Ορισμός 3.1 (βλ. [9], Κεφάλαιο 15, Ορισμός, σελ. 424). Η υπόθεση του βέλτιστου

ενεργού συνόλου καλείται σύνολο εργασίας και συμβολίζεται με W .

81
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Αφού ορίσουμε το σύνολο εργασίας W , επιλύουμε το πρόβλημα στο οποίο οι περιο-

ρισμοί που ανήκουν στο σύνολο W επιβάλλονται ως ισότητες, ενώ εκείνοι που δεν

ανήκουν σε αυτό αγνοούνται. Στην συνέχεια, ψάχνουμε να βρούμε εάν υπάρχει δι-

άνυσμα πολλαπλασιαστών Lagrange λ το οποίο να ικανοποιεί τις συθήκες KKT , με

την λύση x∗ που βρήκαμε για αυτό το W . Εάν υπάρχει τέτοιο λ, τότε το x∗ που

βρήκαμε αποτελεί τοπική λύση του προβλήματος (3.1). Εάν δεν υπάρχει τέτοιο λ, τότε
επιλέγουμε ένα διαφορετικό σύνολο W και επαναλαμβάνουμε την διαδικασία.

Αλγόριθμος 3.1. (Μέθοδος Ενεργού Συνόλου, βλ. [14], Κεφάλαιο 10, Αλγόριθ-

μος, σελ. 241)

Επίλεξε αρχικό σημείο x0

W0 = {i ∈ I : Aix
0 = bi}

k ← 0
΄Οσο ένα κριτήριο σύγκλισης δεν ικανοποιείται επανάλαβε

Υπολόγισε την βέλτιστη λύση yk του προβλήματος

min
1

2
xTQx+ cTx+ d,

υπό τους περιορισμούς Aix = bi, ∀i ∈ Wk

Αν yk 6= xk τότε
Αν yk είναι εφικτό σημείο τότε

tk = 1
αλλιώς

tk = min

{
bi − Aixk

Ai(yk − xk)
: i /∈ Wk, − Ai(yk − xk) > 0

}
Τέλος αν

xk+1 = xk + tk(y
k − xk)

Wk+1 = Wk ∪ {i /∈ Wk : Aix
k+1 = bi}

k ← k + 1
αλλιώς

Υπολόγισε τους πολλαπλασιαστές Lagrange λk που αντιστοιχούν στην

λύση yk

Αν λk ≥ 0 τότε
Σταμάτησε και επίστρεψε xk

αλλιώς

xk+1 = xk

λkj = min
i∈Wk

λki

Wk+1 = Wk \ {j}
k ← k + 1

Τέλος αν

Τέλος αν

Τέλος επανάληψης
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Ο παραπάνω αλγόριθμος είναι σχεδιασμένος ειδικά για τα προβλήματα με τετραγωνικές

συναρτήσεις, δηλαδή συναρτήσεις της μορφής f(x) =
1

2
xTQx+ cTx+ d, όπου Q είναι

ένας θετικά ορισμένος πίνακας, c ένα διάνυσμα και d ένας σταθερός όρος, και οι περιο-

ρισμοί είναι γραμμικές συναρτήσεις. Το αρχικό σύνολο εργασίας που χρησιμοποιείται

αποτελείται από εκείνους τους περιορισμούς που είναι ενεργοί στο αρχικό σημείο x0
.

Για τον κώδικα Matlab της μεθόδου βλ. Παράρτημα Β΄.1.

3.2 Παραδείγματα

3.2.1 Πρόβλημα με τρεις περιορισμούς ανισότητες

Για την επιβεβαίωση της σωστής λειτουργίας του κώδικα θα συγκρίνουμε την θεωρητι-

κή λύση με εκείνη που προκύπτει από τον αλγόριθμο, μέσω ενός απλού παραδείγματος

Τετραγωνικού Προγραμματισμού. Αρχικά, με τις συνθήκες KKT του Θεωρήματος 2.1

θα βρούμε το σημείο στο οποίο η συνάρτηση λαμβάνει την ελάχιστη τιμή της σύμφωνα

με τους περιορισμούς, καθώς και τους αντίστοιχους πολλαπλασιαστές Lagrange. ΄Ε-

πειτα με την μέθοδο του Ενεργού Συνόλου θα επιβεβαιώσουμε αυτά τα αποτελέσματα

με την χρήση του μαθηματικού πακέτου Matlab.

Παράδειγμα 3.2.1 (βλ. [9], Κεφάλαιο 16, ΄Ασκηση 16.1, σελ. 492). ΄Εστω το

πρόβλημα:

min 2x1 + 3x2 + 4x2
1 + 2x1x2 + x2

2, υπό τους περιορισμούς

x1 − x2 ≥ 0,

x1 + x2 ≤ 4,

x1 ≤ 3.

(3.2)

Επομένως, για το πρόβλημα (3.2) έχουμε ότι η αντικειμενική συνάρτηση είναι:

f(x) = 2x1 + 3x2 + 4x2
1 + 2x1x2 + x2

2, με E = ∅, I = {1, 2, 3}

και οι περιορισμοί: c1(x) = x1 − x2, c2(x) = 4− x1 − x2, c3(x) = 3− x1.

΄Αρα, οι κλίσεις των συναρτήσεων αυτών είναι:

∇f(x) =

[
2 + 8x1 + 2x2

3 + 2x1 + 2x2

]
,∇c1(x) =

[
1

−1

]
,∇c2(x) =

[
−1

−1

]
,∇c3(x) =

[
−1

0

]
.

Σύμφωνα με τις συνθήκες KKT έχουμε να λύσουμε το εξής σύστημα:

∇f(x)− λ1∇c1(x)− λ2∇c2(x)− λ3∇c3(x) = 0,

λi ≥ 0, για κάθε i ∈ I

λ∗i ci(x
∗) = 0, για κάθε i ∈ I.
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Επομένως το σύστημα:[
2 + 8x1 + 2x2

3 + 2x1 + 2x2

]
− λ1

[
1

−1

]
− λ2

[
−1

−1

]
− λ3

[
−1

0

]
= 0, (3.3)

λ1, λ2, λ3 ≥ 0, (3.4)

λ1(x1 − x2) = 0, (3.5)

λ2(4− x1 − x2) = 0, (3.6)

λ3(3− x1) = 0. (3.7)

Επιλύοντας το παραπάνω σύστημα, διαπιστώνουμε ότι για λ1 = λ2 = λ3 = 0 η αντικει-
μενική συνάρτηση λαμβάνει την ελάχιστη τιμή της. ΄Ετσι, από την συνθήκη (3.3) για

αυτούς τους πολλαπλασιαστές Lagrange έχουμε ότι η βέλτιστη λύση του προβλήματος
είναι: {

8x1 + 2x2 + 2 = 0

2x1 + 2x2 + 3 = 0
=⇒

{
x1 =

1

6

x2 = −5

3

=⇒ x∗ =


1

6

−5

3

 ,
με την αντίστοιχη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης f(x∗) = −7

3
.

Θα επιλύσουμε το πρόβλημα (3.2) με την μέθοδο active set που παρουσιάστηκε στην
Ενότητα 3.1. Αρχικά ξαναγράφουμε το πρόβλημα έτσι ώστε όλοι οι περιορισμοί να είναι

της μορφής Ax ≥ b. Τότε εχουμε:

min 2x1 + 3x2 + 4x2
1 + 2x1x2 + x2

2, υπό τους περιορισμούς

x1 − x2 ≥ 0,

−x1 − x2 ≥ −4,

−x1 ≥ −3.

Ο πίνακας Q και c της συνάρτησης f είναι:

Q =

[
8 2

2 2

]
, c =

[
2

3

]
.

Ο πίνακας των συντελεστών των γραμμικων περιορισμών και των σταθερών όρων είναι:

A =

 1 −1

−1 −1

−1 0

 , b =

 0

−4

−3

 .
Επιλέγουμε ως αρχικό σημείο το x0 = (0, 0)T , το οποίο είναι εύκολο να διαπιστώσουμε
ότι ανήκει στο εφικτό σύνολο.

Από το Σχήμα 3.1, παρατηρούμε ότι ο αλγόριθμος active set μετά από 3 επαναλήψεις
συγκλίνει σε ένα σημείο. Το τοπικό ελάχιστο που υπολογίζει το Matlab είναι το σημείο

x∗ = (0.1667,−1, 6667)T =

(
1

6
,−5

3

)T
, με την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης
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στο σημείο αυτό να είναι f(x∗) = −2.3333 = −7

3
και το βέλτιστο διάνυσμα πολλαπλα-

σιαστών Lagrange να είναι το λ∗ = (0, 0, 0).

΄Ετσι, λοιπόν, διαπιστώνουμε ότι τα αποτελέσματα του αλγορίθμου είναι ίδια με εκείνα

της θεωρητικής επίλυσης, επιβεβαιώνοντας την σωστή λειτουργία του κώδικα.

Σχήμα 3.1: Το πρόβλημα (3.2), όπου φαίνονται τα αποτελέσματα της μεθόδου active
set

3.2.2 Πρόβλημα με πέντε περιορισμούς ανισότητες

Για την αξιολόγηση του αλγορίθμου που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 3.1 θα επι-

λύσουμε ένα παράδειγμα Τετραγωνικού Προγραμματισμού με την μέθοδο του Ενεργού

Συνόλου και στην συνέχεια θα συγκρίνουμε τα αποτελέσματα που θα προκύψουν με

εκείνα του solver fmincon στο Matlab.

Στην Ενότητα 1.10 είδαμε τα χαρακτηριστικά που πρέπει να έχουν οι αλγόριθμοι που

χρησιμοποιούμε για την επίλυση προβλημάτων βελτιστοποίησης. Ωστόσο, θα δούμε

ότι δεν έχουν όλοι αλγόριθμοι τα ίδια χαρακτηριστικά και δεν χρησιμοποιούνται όλοι

στα ίδια προβλήματα.

Τα προβλήματα χωρίζονται σε διάφορες κατηγορίες, ανάλογα τις συναρτήσεις από τις

οποίες αποτελούνται. ΄Ετσι, λοιπόν, το κάθε πρόβλημα επιλύεται με έναν διαφορετικό

solver, χρησιμοποιώντας ο καθένας τους διαφορετικούς αλγορίθμους του Matlab.
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Παράδειγμα 3.2.2 (βλ. [9], Κεφάλαιο 16, Παράδειγμα 16.4, σελ. 475). ΄Εστω το

πρόβλημα:

min (x1 − 1)2 + (x2 − 2.5)2, υπό τους περιορισμούς

x1 − 2x2 ≥ −2,

−x1 − 2x2 ≥ −6,

−x1 + 2x2 ≥ −2,

x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0.

(3.8)

Επομένως, για το πρόβλημα (3.8) έχουμε ότι η αντικειμενική συνάρτηση είναι:

f(x) = (x1 − 1)2 + (x2 − 2.5)2, με E = ∅, I = {1, 2, 3, 4, 5}

και οι περιορισμοί:

c1(x) = x1 − 2x2 + 2, c2(x) = −x1 − 2x2 + 6, c3(x) = −x1 + 2x2 + 2,

c4(x) = x1, c5(x) = x2.

Θα επιλύσουμε το πρόβλημα (3.8) με τον solver fmincon στο Matlab. Αρχικά, ξανα-
γράφουμε το πρόβλημα έτσι ώστε όλοι οι περιορισμοί να είναι της μορφής Ax ≤ b.
Τότε έχουμε:

min (x1 − 1)2 + (x2 − 2.5)2, υπό τους περιορισμούς

−x1 + 2x2 ≤ 2,

x1 + 2x2 ≤ 6,

x1 − 2x2 ≤ 2,

−x1 ≤ 0,

−x2 ≤ 0.

Ο πίνακας των συντελεστών των γραμμικων περιορισμών και των σταθερών όρων είναι:

A =



−1 2

1 2

1 −2

−1 0

0 −1


, b =



2

6

2

0

0


.

Επιλέγουμε ως αρχικό σημείο το x0 = (2, 0)T , το οποίο είναι εύκολο να διαπιστώσουμε
ότι ανήκει στο εφικτό σύνολο.

Από το Σχήμα 3.2, παρατηρούμε ότι ο αλγόριθμος interior-point μετά από 9 επανα-
λήψεις συγκλίνει σε ένα σημείο. Το τοπικό ελάχιστο που υπολογίζει το Matlab είναι το
σημείο x∗ = (1.4, 1.7)T , με την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης στο σημείο αυτό
να είναι f(x∗) = 0.8 και το βέλτιστο διάνυσμα πολλαπλασιαστών Lagrange να είναι το
λ∗ = (0.8, 0, 0, 0, 0).
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Θα επιλύσουμε το πρόβλημα (3.8) με την μέθοδο active set στο Matlab. Αρχικά,

ξαναγράφουμε την συνάρτηση f έτσι ώστε να είναι στην μορφή f(x) =
1

2
xTQx +

cTx + d, καθώς οι περιορισμοί του προβλήματος βρίσκονται ήδη στην μορφή Ax ≥ b.
Τότε έχουμε:

f(x) = (x1−1)2+(x2−2.5)2 = x2
1−2x1+1+x2

2−5x2+6.25 = x2
1+x2

2−2x1−5x2+7.25

Ο πίνακας Q και c της συνάρτησης f είναι:

Q =

[
2 0

0 2

]
, c =

[
−2

−5

]
.

Ο πίνακας των συντελεστών των γραμμικων περιορισμών και των σταθερών όρων είναι:

A =



1 −2

−1 −2

−1 2

1 0

0 1


, b =



−2

−6

−2

0

0


.

Επιλέγουμε πάλι ως αρχικό σημείο το x0 = (2, 0)T .

Από το Σχήμα 3.3, παρατηρούμε ότι ο αλγόριθμος active set μετά από 5 επαναλήψεις
συγκλίνει σε ένα σημείο. Το τοπικό ελάχιστο που υπολογίζει το Matlab είναι το ση-
μείο x∗ = (1.4, 1.7)T , με την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης στο σημείο αυτό
να είναι f(x∗) = 0.8 και το βέλτιστο διάνυσμα πολλαπλασιαστών Lagrange να είναι το
λ∗ = (0.8, 0, 0, 0, 0). Επομένως, οι δύο αλγόριθμοι δίνουν τα ίδια αποτελέσματα.

Από το Σχήμα 3.2 και 3.3 παρατηρούμε ότι ο αλγόριθμος interior-point έχει μικρότερη
ταχύτητα σύγκλισης στην βέλτιστη λύση σε σχέση με τον active set, καθώς ο πρώτος
εκτελεί 9 επαναλήψεις ενώ ο δεύτερος 5 για να βρεί το x∗. Αυτό συμβαίνει διότι ο
δεύτερος αλγόριθμος χρησιμοποιεί πιο μεγάλο βήμα στην προσέγγιση της λύσης το

οποίο αυξάνει την ταχύτητά του.

Ωστόσο, ο interior-point σε σχέση με τον active set έχει πιο μεγάλη αποδοτικότητα.
Αυτό συμβαίνει διότι η πρώτη μέθοδος απαιτεί λιγότερους υπολογιστικούς πόρους από

τον υπολογιστή, καθώς εκτελεί λιγότερες πράξεις μέσα σε μία επανάληψη.
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Σχήμα 3.2: Το πρόβλημα (3.8), όπου φαίνονται τα αποτελέσματα του solver fmincon
με την χρήση του αλγορίθμου interior point
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Σχήμα 3.3: Το πρόβλημα (3.8), όπου φαίνονται τα αποτελέσματα της μεθόδου active
set

Βιβλιογραφικές αναφορές

Το Κεφάλαιο 3 βασίστηκε στο Κεφάλαιο Quadratic Programming του βιβλίου Nume-
rical Optimization [βλ. [9], Κεφάλαιο 16, σελ. 467-478, 480-485, 492], καθώς επίσης

και στην ενότητα Active Set Methods του βιβλίου Practical Methods of Optimization
[βλ. [14], Κεφάλαιο 10, σελ. 240-245].

Ενότητα 3.1: Για την ενότητα αυτή, επιπλέον, αντλήθηκαν στοιχεία από το Κε-

φάλαιο Fundamentals of Constrained Algorithms του βιβλίου Numerical Optimiza-
tion [βλ. [9], Κεφάλαιο 15, σελ. 421-426].
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Παράρτημα Αʹ

Αʹ.1 Πεπλεγμένες συναρτήσεις (Implicit functi-

ons)

Ορισμός Αʹ.1 (Πραγματική Πεπλεγμένη Συνάρτηση, βλ. [4], Κεφάλαιο 5, Ορισμός

4.1, σελ. 197). Θεωρούμε την πραγματική συνάρτηση h : A ⊆ Rn × R −→ R, n + 1
μεταβλητών. Η συνάρτηση:

z : U ⊆ Rn −→ R, U ανοιχτό,

θα λέμε ότι είναι υπό πεπλεγμένη μορφή ή ότι είναι πεπλεγμένη συνάρτηση στην

εξίσωση h(x1, x2, . . . , xn, y) = 0, αν για κάθε (x1, x2, . . . , xn) ∈ U ισχύουν:

i) (x1, x2, . . . , xn, z(x1, x2, . . . , xn)) ∈ A,

ii) h(x1, x2, . . . , xn, z(x1, x2, . . . , xn)) = 0.

Ορισμός Αʹ.2 (Διανυσματική Πεπλεγμένη Συνάρτηση, βλ. [4], Κεφάλαιο 5, Ορι-

σμός, σελ. 205). Θεωρούμε την διανυσματική συνάρτηση h : A ⊆ Rn × Rm −→ Rm
.

Η συνάρτηση:

z : U ⊆ Rn −→ Rm, U ανοιχτό,

θα λέμε ότι είναι υπό πεπλεγμένη μορφή ή ότι είναι πεπλεγμένη συνάρτηση στην ε-

ξίσωση h(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = 0, αν για κάθε (x1, x2, . . . , xn) ∈ U ισχύουν:

i) (x1, x2, . . . , xn, z1(x1, x2, . . . , xn), . . . , zm(x1, x2, . . . , xn)) ∈ A,

ii) h(x1, x2, . . . , xn, z1(x1, x2, . . . , xn), . . . , zm(x1, x2, . . . , xn)) = 0.

Θεώρημα Αʹ.1 (Θεώρημα Πεπλεγμένων Συναρτήσεων, βλ. [9], Παράρτημα Α, Θε-

ώρημα Α.2, σελ. 631). ΄Εστω συνάρτηση h : Rn × Rm −→ Rn
τέτοια ώστε να ικανο-

ποιούνται οι συνθήκες:

(i) h(z∗, 0) = 0, για κάποιο z∗ ∈ Rn
,

(ii) η h(·, ·) είναι συνεχώς παραγωγίσιμη σε μια περιοχή του (z∗, 0),

(iii) ο πίνακας ∇zh(z, t) είναι αντιστρέψιμος στο σημείο (z, t) = (z∗, 0), δηλαδή
∇zh(z, t) 6= 0 στο (z, t) = (z∗, 0).

Τότε:
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1. υπάρχουν ανοιχτές περιοχές Nz ⊂ Rn
και Nt ⊂ Rm

, των σημείων z∗ και 0 αντίστοι-
χα, έτσι ώστε να ορίζεται μονοσήμαντα η συνεχής συνάρτηση:

z(t) : Nt −→ Nz,

με τις ιδιότητες:

z∗ = z(0) και h(z(t), t) = 0, για κάθε t ∈ Nt,

2. η συνάρτηση h είναι p φορές συνεχώς παραγωγίσιμη ως προς z(t) και t, για κάποιο
p > 0,

3. η συνάρτηση z(t) είναι p φορές συνεχώς παραγωγίσιμη ως προς t και ισχύει η σχεση

∇z(t) = −∇th(z(t), t)[∇zh(z(t), t)]−1, για κάθε t ∈ Nt.

Παρατήρηση

Το Θεώρημα Α΄.1 χρησιμοποιείται συχνά σε παραμετρικά συστήματα γραμμικών εξι-

σώσεων, όπου το z είναι η λύση του:

M(t)z = g(t),

όπουM(·) ∈ Rn×n
μεM(0) αντιστρέψιμος πίνακας και g(·) ∈ Rn

. Για να εφαρμόσουμε

το Θεώρημα ορίζουμε:

h(z, t) = M(t)z − g(t).

Εάν M(·) και g(·) είναι συνεχώς παραγωγίσιμες σε κάποια περιοχή του 0, τότε από το

θεώρημα έχουμε ότι η z(t) = M(t)−1g(t) είναι συνεχής συνάρτηση του t σε κάποια

περιοχή του 0.

Αʹ.2 Κλειστά σύνολα

Ορισμός Αʹ.3 (Πληθικότητα). Η πληθικότητα ή πληθάριθμος ενός πεπερασμένου

συνόλου είναι ένας φυσικός αριθμός, που αντιπροσωπεύει τον αριθμό των στοιχείων του.

Το παρακάτω Λήμμα χρησιμοποιείται στην απόδειξη του Λήμματος 2.2 (Λήμμα του

Φάρκα) προκειμένου να διασφαλιστεί ότι η λύση του προβλήματος βελτιστοποίησης:

min ‖s− g‖2
2, υπό τον περιορισμό s ∈ K,

είναι καλά ορισμένη.

Λήμμα Αʹ.1 (βλ. [9], Κεφάλαιο 12, Λήμμα 12.15, σελ. 350). Ορίζουμε το σύνολο N
ως εξής:

N = {By + Ct | y ≥ 0},

όπου B και C πίνακες διαστάσεων n × m και n × p αντίστοιχα και y, t διανύσματα
κατάλληλων διαστάσεων. Το σύνολο αυτό είναι κλειστό.
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Απόδειξη. Διαχωρίζοντας το διάνυσμα t σε θετικά και αρνητικά στοιχεία, έχουμε:

N =

{[
B C −C

]  yt+
t−

 ∣∣∣∣∣
 yt+
t−

 ≥ 0

}
.

Επομένως, χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι το σύνολο N γράφεται ως

εξής:

N = {By | y ≥ 0}.
΄Εστω ότι ο B είναι n × m διαστάσεων. Αρχικά θα δείξουμε ότι για κάθε s ∈ N ,

μπορούμε να γράψουμε s = BIyI με yI ≥ 0, όπου I ⊂ {1, 2, . . . ,m}, BI είναι ο

υποπίνακας-I στήλη του B, ο οποίος είναι πλήρους τάξης ως προς τις στήλες του, και

ο I έχει την ελάχιστη δυνατή πληθικότητα.

΄Εστω ότι K ⊂ {1, 2, . . . ,m} είναι ένα σύνολο δεικτών με την ελάχιστη δυνατή πληθι-

κότητα, τέτοιο ώστε:

s = BKyK , με yK ≥ 0,

με τις στήλες του BK να είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Εφόσον το K είναι το ελάχιστο,

το yK δεν έχει μηδενικά στοιχεία. Τότε υπάρχει διάνυσμα w 6= 0 τέτοιο ώστε BKw = 0.
Αφού s = BK(yK + τw) για κάθε τ , μπορούμε να αυξήσουμε ή να μειώσουμε το τ από

το 0, μέχρι ένα ή περισσότερα στοιχεία του yK + τw να γίνουν μηδέν, ενώ τα υπόλοιπα

να παραμείνουν θετικά. Ορίζουμε το K̄ ως το σύνολο που περιέχει τους δείκτες του

K που αντιστοιχούν σε μη μηδενικά στοιχεία του yK + τw και το ȳK̄ ως το διάνυσμα

των αυστηρά θετικών στοιχείων του yK + τw. Τότε έχουμε:

s = BK̄ ȳK̄ και ȳK̄ ≥ 0,

το οποίο είναι άτοπο καθώς το K είναι το σύνολο με την ελάχιστη δυνατή πληθικότητα

που να έχει αυτή την ιδιότητα.

΄Εστω ακολουθία {sk} με sk ∈ N , για κάθε k, και sk → s. Θα αποδείξουμε το Λήμμα

δείχνοντας ότι s ∈ N . Από την προηγούμενη παράγραφο, για κάθε k μπορούμε να

γράψουμε:

sk = BIky
k
Ik
, με ykIk ≥ 0,

όπου Ik είναι το σύνολο με την ελάχιστη δυνατή πληθικότητα και οι στήλες του BIk

είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Αφού οι πιθανές επιλογές του συνόλου δεικτών Ik είναι

πεπερασμένες, τουλάχιστον ένα σύνολο δεικτών εμφανίζεται στην ακολουθία. Δια-

λέγοντας κατάλληλο σύνολο I, μπορούμε να πάρουμε μία υπακολουθία Ik και χωρίς

βλάβη της γενικότητας να υποθέσουμε ότι Ik ≡ I, για κάθε k. Τότε:

sk = AIy
k
I , με ykI ≥ 0 και AI πλήρους τάξης ως προς τις στήλες του.

Από το τελευταίο έχουμε ότι το ATI AI είναι αντιστρέψιμο, έτσι ώστε το ykI να ορίζεται

μονοσήμαντα ως:

ykI = (ATI AI)
−1ATI s

k, k = 0, 1, 2, . . .

Παίρνοντας όρια και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι sk → s, έχουμε:

ykI → yI
ορισ.

= (ATI AI)
−1ATI s,

και επίσης yI ≥ 0, αφού ykI ≥ 0 για κάθε k. Επομένως, s = BIyI με yI ≥ 0 και άρα

s ∈ N .
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Αʹ.3 Παραγοντοποίηση QR

Η παραγοντοποίηση πινάκων είναι μία σημαντική διαδικασία τόσο στον σχεδιασμό αλ-

γορίθμων όσο και στην ανάλυση προβλημάτων. Μία τέτοια παραγοντοποίηση είναι η

QR. Για την παραγοντοποιήση ενός πραγματικού m × n,m ≥ n πίνακα A, χρησιμο-

ποιούμε τους μετασχηματισμούς Householder για να βρούμε πίνακες Q και R, τέτοιους

ώστε A = QR. Ο πίνακας Q ∈ Rm×m
είναι ορθογώνιος και ο πίνακας R ∈ Rm×n

είναι

άνω τριγωνικός.

Μετασχηματισμοί Householder

Ο αλγόριθμος είναι ο εξής:

1. ΄Εστω a1 η πρώτη στήλη του A. Υπολογίζουμε διάνυσμα u = a1 ± ae1, όπου

a = ‖a1‖2. Το πρόσημο στο διάνυσμα u επιλέγεται να είναι το αντίθετο του πρώτου

στοιχείου του a1.

2. Θέτουμε v =
u

‖u‖2

και υπολογίζουμε τον πίνακα Q1 = Im − 2vvT , όπου ο Im είναι

ο μοναδιαίος πίνακας m τάξης. Ο Q1 έχει την ιδιότητα:

Q1A =


a ∗ · · · ∗
0
... Ã
0

 .
3. Επαναλαμβάνουμε τα βήματα (1) και (2) στον πίνακα Ã ∈ R(m−1)×(n−1)

και έτσι

έχουμε έναν ορθογώνιο πίνακα Q̃2 ∈ R(m−1)×(m−1)
. Τότε ο Q2 ορίζεται ως εξής:

Q2 =

Im−1 0

0 Q̃2

 ∈ Rm×m.

4. Μετά από t = min{m− 1, n} βήματα έχουμε τον πίνακα R = Qt · · ·Q2Q1A και τον

πίνακα Q = QT
1Q

T
2 · · ·QT

t .

Βιβλιογραφικές αναφορές

Παράρτημα Α΄.1: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στην ενότητα Τα Θεωρήματα Πε-

πλεγμένων Συναρτήσεων του βιβλίου Ανάλυση ΙΙ [βλ. [4], Κεφάλαιο 5, σελ. 196-210],

καθώς επίσης και στο Παράρτημα Implicit Function Theorem του βιβλίου Numerical
Optimization [βλ. [9], Παράρτημα Α, σελ. 630-631].

Παράρτημα Α΄.2: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στο Λήμμα 12.15 του βιβλίου Nume-
rical Optimization [βλ. [9], Κεφάλαιο 12, σελ. 350-351].

Παράρτημα Α΄.3: Η ενότητα αυτη βασίστηκε στις ενότητες Householder Tran-
sformations και Householder Reflections to Form the QR Factorization του βιβλίου
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Matrix Algebra: Theory, Computations, and Applications in Statistics [βλ. [2], Κε-

φάλαιο 5, σελ. 180-181, 188-191].
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Παράρτημα Βʹ

Βʹ.1 Μέθοδος Ενεργού Συνόλου στο Matlab

Σχήμα Βʹ.1: Κώδικας Matlab Αλγορίθμου 3.1
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Σχήμα Βʹ.2: Κώδικας Matlab Αλγορίθμου 3.1
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Σχήμα Βʹ.3: Κώδικας Matlab Αλγορίθμου 3.1
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Βιβλιογραφικές αναφορές

Παράρτημα Β΄.1: Η ενότητα αυτή βασίστηκε στο βιβλίο MATLAB Optimization
Techniques [βλ. [17]] και στο βιβλίο Numerical Optimization [βλ. [9], Κεφάλαιο 16,

σελ. 451].
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