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Πρόλογος 

 

   Στην παρούσα διπλωματική εργασία θα μελετήσουμε το ευθύ και 

αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης ελαστικών κυμάτων στην γραμμική 

ελαστικότητα και ειδικότερα την αριθμητική τους προσέγγιση με την 

μέθοδο των θεμελιωδών λύσεων (ΜΘΛ).  

   Στο πρώτο κεφάλαιο εισάγουμε τις έννοιες του ευθέος και αντιστρόφου 

προβλήματος σκέδασης και κάποια χρήσιμα στοιχεία θεωρίας που θα μας 

χρειαστούν στην συνέχεια.  

   Στο επόμενο κεφάλαιο χρησιμοποιούμε ως ενδιάμεσο για την μελέτη 

των ελαστικών κυμάτων, την διάδοση ενός ακουστικού κύματος σε 

ομογενές μέσο με βάση την διαφορική εξίσωση Helmholtz, την συνθήκη 

ακτινοβολίας του Sommerfeld για αποστάσεις μακριά από τον σκεδαστή, 

το πλάτος σκέδασης, τα δυναμικά απλού και διπλού στρώματος για την 

διατύπωση της λύσης και κλείνουμε με το ευθύ και αντίστροφο 

πρόβλημα σκέδασης σε ακουστικά κύματα. 

   Το τρίτο κεφάλαιο είναι αυτό στο οποίο γίνεται η μοντελοποίηση της 

διάδοσης ενός ελαστικού κύματος μέσα σε ισότροπο και ομογενές μέσο 

με βάση την διαφορική εξίσωση Navier. Υπολογίζουμε τις θεμελιώδεις 

λύσεις της δ.ε Navier, τα δυναμικά απλού και διπλού στρώματος, τα 

πλάτη σκέδασης για τα p,s κύματα που οφείλονται στην ιδιότητα της 

ελαστικότητας και στο τέλος αναλύουμε το ευθύ και αντίστροφο 

πρόβλημα ανά κατηγορία σκεδαστή. 

   Στο τέταρτο και τελευταίο κεφάλαιο παρουσιάζουμε και αναλύουμε 

την μέθοδο των θεμελιωδών λύσεων (ή σημειακών πηγών) και 

εξετάζουμε κατά αυτήν το ευθύ πρόβλημα σκέδασης στην στατική 

γραμμική ελαστικότητα.  



 
 

10 
 

 

  



 
 

11 
 

Abstract 

 

   In this diploma thesis we study the direct and inverse scattering 

problem for elastic waves in linear elasticity and specifically their 

numerical approach using the method of fundamental solutions. 

   In the first chapter we introduce the meanings of direct and inverse 

scattering problem and some theory elements that we will need in our 

study. 

   In the next chapter we make conjunction with our elastic waves study, 

the propagation of an acoustic wave in a homogenous medium using the 

Helmholtz equation, the Sommerfeld radiation condition which must hold 

far away from the scatterer, the scattering far-field and finally the single 

and double layer potentials which we need in order to write the 

representation of the solution of the direct and inverse problem for 

acoustic waves. 

   In the third chapter we are building a propagation model of an elastic 

wave in an isotropic and homogenous medium, based on Navier’s 

differential equation. We calculate the basic solutions of d.e Navier, the 

single and double layer potentials, the field patterns of p and s waves 

which are due to the capacity of elasticity and at the end of the this 

chapter we analyze the direct and inverse problem per scatterer category. 

   In the fourth and last chapter, we present and analyze the Method of 

Fundamental Solutions (or source – points) and we are examining the 

direct scattering problem in static liner elasticity.    
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Κεφάλαιο 1ο  

 

Εισαγωγή 

 

   Στην Φυσική και στα Μαθηματικά, η θεωρία της σκέδασης αποτελεί 

ένα θεωρητικό εργαλείο διερεύνησης του τρόπου με τον οποίο 

σκεδάζονται σωματίδια και κύματα. Η θεωρία της σκέδασης έχει ένα 

ευρύ φάσμα εφαρμογών, από τον τρόπο που αλληλεπιδρούν 

μακροσκοπικά αντικείμενα όπως μπάλες του μπιλιάρδου μέχρι την 

σκέδαση του ηλιακού φωτός από τα μόρια της ατμόσφαιρας, γνωστή ως 

σκέδαση Rayleigh, αλλά και την ανακάλυψη των ατομικών νουκλεονίων 

από τον Rutherford. Η μαθηματική ερμηνεία της θεωρίας σκέδασης 

ασχολείται με την μελέτη διαφορικών εξισώσεων που διέπουν τα 

διάφορα φαινόμενα σκέδασης. Η θεωρία σκέδασης έχει εφαρμογές σε 

πολλούς κλάδους της σύγχρονης επιστήμης, όπως η γεωφυσική, η 

ακτινοδιαγνωστική, η κβαντική θεωρία πεδίου και άλλες πολλές. 

   Η μελέτη των προβλημάτων σκέδασης συναρτάται με την εύρεση του 

τρόπου διάδοσης των κυμάτων, όταν οι φυσικές ιδιότητες του μέσου 

διάδοσης των κυμάτων είναι γνωστές. Αυτό είναι το λεγόμενο ευθύ 

πρόβλημα σκέδασης. Όσον αφορά το αντίστροφο πρόβλημα 

σκέδασης, αυτό ασχολείται με τον καθορισμό των γεωμετρικών ή και 

των φυσικών χαρακτηριστικών του σκεδαστή, γνωρίζοντας το 

προσπίπτον και το σκεδαζόμενο κυματικό πεδίο. 

 

1.1 Το Ευθύ Πρόβλημα Σκέδασης 

    Τα δύο βασικά προβλήματα στην θεωρία της σκέδασης είναι η 

σκέδαση ενός χρονικά αρμονικού ακουστικού κύματος ή 

ηλεκτρομαγνητικού κύματος από ένα καθορισμένο αδιαπέραστο εμπόδιο 

και η σκέδαση από ένα διαπερατό μη ομογενές μέσο συμπαγούς φορέα. 



 
 

14 
 

Σε αυτή την διπλωματική θα ασχοληθούμε με τις περιπτώσεις σκέδασης 

ακουστικού κύματος σε πρώτη φάση και στην συνέχεια στην σκέδαση 

στην δυναμική και στατική γραμμική ελαστικότητα. 

 Θεωρώντας την περίπτωση των ακουστικών κυμάτων, έστω ότι το 

προσπίπτον πεδίο δίνεται από το χρονικά αρμονικά επίπεδο ακουστικό 

κύμα της μορφής: 

𝑢𝑖𝑛𝑐(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑖(𝑘𝑥∙𝑑−𝜔𝑡)                                      (1.1) 

όπου 𝑘 =
𝜔

𝑐0
  είναι ο κυματάριθμος, ω η κυκλική συχνότητα του κύματος, 

𝑐0 η ταχύτητα του φωτός στο μέσο που δημιουργήθηκε και είναι 

διαφορετική από στο σκεδαστή και 𝑑̂ είναι η διεύθυνση διάδοσης του 

κύματος. Το πρόβλημα σκέδασης για την περίπτωση ομογενούς μέσου με 

αδιαπέραστο σκεδαστή διαμορφώνεται ως εξής:  

∆𝑢 + 𝑘2𝑢 = 0   𝜎𝜏𝜊   ℝ3\𝐷̅                                (1.2) 

𝑢(𝑥) = 𝑢𝑖𝑛𝑐(𝑥) + 𝑢𝑠𝑐(𝑥)                                  (1.3) 

𝑢 = 0  𝜎𝜏𝜊  𝜕𝐷                                            (1.4) 

lim
𝑟→∞

√𝑟(
 𝜕𝑢 

𝑠𝑐

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢 

𝑠𝑐) = 0                               (1.5) 

Η εξίσωση (1.2) καλείται εξίσωση Helmholtz και ικανοποιείται σε όλο 

τον χώρο εκτός του σκεδαστή D και του συνόρου ∂D. Επίσης 

διακρίνουμε τις εξής 3 φύσεις του προβλήματος, ανάλογα με την 

συνοριακή συνθήκη που επιβάλλεται. Όταν έχουμε μαλακό σκεδαστή 

(sound-soft) , τότε επικρατεί η συνθήκη (1.4) στο σύνορο, γνωστή ως 

συνοριακή συνθήκη Dirichlet, ενώ αν έχουμε σκληρό εμπόδιο (sound-

hard) επικρατεί συνθήκη Neumann (1.6) ή συνοριακή συνθήκη Robin 

(1.7). Η σχέση (1.5) είναι η συνθήκη ακτινοβολίας του Sommerfeld. Θα 

εντρυφήσουμε παραπάνω σε αυτές τις έννοιες στο δεύτερο κεφάλαιο. 

𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 0   𝜎𝜏𝜊   𝜕𝐷                                          (1.6) 

𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ 𝑖𝜆𝑢 = 0   𝜎𝜏𝜊   𝜕𝐷                                   (1.7) 
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όπου n είναι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο σύνορο ∂D 

κατευθυνόμενο προς το εξωτερικό του συνόρου και λ μια θετική 

σταθερά. 

   Έχοντας ως “πάτημα” το ευθύ πρόβλημα σκέδασης ακουστικών 

κυμάτων, μπορούμε να κάνουμε μια μικρή εισαγωγή στο πρόβλημα 

σκέδασης στην γραμμική ελαστικότητα. Η θεωρία της σκέδασης στην 

γραμμική ελαστικότητα παρουσιάζει μεγάλο ενδιαφέρον στην 

ερευνητική κοινότητα τα τελευταία χρόνια καθώς περιγράφει πολλές 

φυσικές εφαρμογές προσδιορισμού ρωγμών, κοιλοτήτων και 

εγκλεισμάτων σε παραμορφώσιμα μέσα. Στην δυναμική ελαστικότητα το 

κύμα που σκεδάζεται αποτελείται από δύο είδη κυμάτων, εγκάρσιο και 

διαμήκες, με διαφορετικό κυματάριθμο μεταξύ τους. Καθώς εκτείνονται 

μακριά από τον σκεδαστή παρουσιάζουν σφαιρική συμπεριφορά. Εδώ, το 

ευθύ πρόβλημα σκέδασης αφορά τον υπολογισμό του σκεδαζόμενου 

πεδίου και των πλατών σκέδασης έχοντας εις γνώση μας το προσπίπτον 

κύμα αλλά και τον σκεδαστή. Στην στατική γραμμική ελαστικότητα, 

θεωρούμε ένα διπλά συνεκτικό χωρίο και ψάχνουμε τις συνοριακές τιμές 

του πεδίου των επιφανειακών τάσεων (σκληρό εμπόδιο – rigid body) ή 

του πεδίου μετατοπίσεων (κοιλότητα – cavity). Η λύση αυτού του 

προβλήματος για ομαλά χωρία είναι μοναδική.  

    Θεωρώντας τώρα, την διάδοση ενός ελαστικού κύματος μέσα σε 

ομογενές και ισότροπο μέσο μπορούμε να ορίσουμε το ευθύ πρόβλημα 

σκέδαδης για σκληρό σκεδαστή D (rigid body)  ως εξής: 

(∆∗ + 𝜌𝜔2)𝑢𝑠𝑐 = 0,    𝜎𝜏𝜊 ℝ2\𝐷̅                           (1.8) 

𝑢𝑠𝑐 + 𝑢𝑖𝑛𝑐 = 0,   𝜎𝜏𝜊 𝜕𝐷                                    (1.9) 

lim
𝑟→∞

√𝑟(
𝜕𝑢𝑗

𝑠𝑐

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑗𝑢𝑗

𝑠𝑐) = 0, ό𝜋𝜊𝜐 𝑟 = |𝑥| , 𝛾𝜄𝛼 𝑗 = 𝑝, 𝑠    (1.10) 

όπου η εξίσωση (1.8) καλείται φασματική εξίσωση Navier, τελεστής ∆∗ 

είναι ο τελεστής Navier και ισούται με ∆∗= 𝜇∆ + (𝜆 + 𝜇)𝛻(𝛻 ∙) , η 

εξίσωση (1.9) είναι η συνοριακή συνθήκη Dirichlet που επικρατεί στο 

σύνορο του σκεδαστή και η σχέση (1.10) οι συνθήκες ακτινοβολίες του 

Kupradze για την σκέδαση ελαστικών κυμάτων. Στην περίπτωση της 

ελαστικότητας υπάρχουν 2 είδη κυμάτων p,s τα οποία θα αναλύσουμε 
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περισσότερο στο τρίτο κεφάλαιο. Στην περίπτωση της κοιλότητας 

(cavity) επικρατεί στο σύνορο συνοριακή συνθήκη Neumann, δηλαδή: 

𝛵(𝑢𝑠𝑐 + 𝑢𝑖𝑛𝑐) = 0,   𝜎𝜏𝜊 𝜕𝐷                          (1.11) 

όπου Τ ο τελεστής των τάσεων με τύπο 

𝑇𝑢 ≔ 𝜆(∇ ∙ 𝑢)𝑛 + 2𝜇(𝑛 ∙ ∇𝑢) + 𝜇(∇ ∙ (𝑄𝑢))𝑄𝑛                    

όπου n το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο σύνορο 𝜕D με κατεύθυνση 

προς το εξωτερικό του σκεδαστή D. 

 

 

1.2 Το Αντίστροφο Πρόβλημα Σκέδασης 

   Η επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος σκέδασης, σε αντίθεση με το 

ευθύ πρόβλημα, είναι μια δυσκολότερη και πιο απαιτητική διαδικασία. 

Το αντίστροφο πρόβλημα ξεκινά, έχοντας απαντήσει το ευθύ και 

απαρτίζεται από ειδικές τεχνικές και μεθόδους επίλυσης με αυστηρή 

μαθηματική προσέγγιση. Κύριοι λόγοι  που το καθιστούν δυσεπίλυτο 

είναι η μη γραμμικότητα και η μη καλή τοποθέτηση του προβλήματος 

κατά Hadamard. Ειδικότερα, για μικρές μεταβολές του πλάτους 

σκέδασης με οποιαδήποτε νόρμα μας δίνει ως αποτέλεσμα μια 

συνάρτηση η οποία δεν ανήκει στην κλάση των συναρτήσεων που 

αποτελούν τα πλάτη σκέδασης και χωρίς μεθόδους ομαλοποίησης 

οδηγούμαστε σε μεγάλα σφάλματα ως προς την ανακατασκευή του 

σκεδαστή. 

    Το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης έχει εφαρμογές σε πολλούς τομείς 

της επιστήμης, όπως στα radar, τα sonar, οι ιατρικές απεικονίσεις και ο 

μη καταστροφικός έλεγχος υλικών. Εξαιρετικά σημαντικές ήταν οι 

εφευρέσεις του radar και του sonar κατά την διάρκεια του Β` 

Παγκοσμίου Πολέμου, όπου με τη βοήθεια ακουστικών και 

ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων έγινε εφικτός ο εντοπισμός των θέσεων του 

αντιπάλου στους αιθέρες και στην θάλασσα. Η αντίστροφη σκέδαση 

ξεκίνησε να μελετάται σε αυστηρά μαθηματικό υπόβαθρο με 

πρωτεργάτες τους Tikhonov στην Σοβιετική Ένωση και τον Miller στις 

Η.Π.Α οι οποίοι ανέπτυξαν την μαθηματική θεωρία για τα μη καλώς 
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τοποθετημένα προβλήματα. Ταυτόχρονα με την άνθιση της επιστήμης 

των υπολογιστών, μέχρι και σήμερα, έχει προχωρήσει σημαντικά η 

μελέτη του αντίστροφου προβλήματος σκέδασης σε διάφορες περιοχές 

όπως η γραμμική ελαστικότητα. 

   Στην θεωρία ελαστικότητας διακρίνουμε δύο περιπτώσεις, το δυναμικό 

και το στατικό πρόβλημα. Στο δυναμικό πρόβλημα, θεωρούμε γνωστά 

τα πλάτη σκέδασης 𝑢∞ για ένα προσπίπτον κύμα 𝑢𝑖𝑛𝑐 και των 

συνοριακών συνθηκών του χωρίου D και αναζητούμε το σχήμα του 

σκεδαστή. Στο στατικό πρόβλημα, θεωρώντας γνωστά τα πεδία 

μετατοπίσεων και τάσεων στο ένα σύνορο αναζητούμε το σχήμα του 

άλλου συνόρου, σε ένα διπλά συνεκτικό χωρίο. Και τα δύο είδη 

προβλημάτων είναι μη γραμμικά λόγω της μη γραμμικής εξάρτησης των 

πεδίων στο σύνορο 𝜕𝐷 αλλά και μη καλά τοποθετημένα καθώς για 

μικρές διαταραχές στα δεδομένα προκαλούνται μεγάλα σφάλματα στη 

λύση. Η προσέγγιση της λύσης γίνεται μέσω της μεθόδου ομαλοποίησης 

Tikhonov όπου και εξασφαλίζεται η ευστάθεια της λύσης. Οι αριθμητικές 

μέθοδοι ποικίλουν (π.χ επαναληπτικές, αποσύνθεσης και sampling) αλλά 

σε αυτή την διπλωματική δεν θα ασχοληθούμε με αυτό το κομμάτι της 

μοντελοποίησης.  

   Στη γραμμική ελαστικότητα τα αντίστροφα προβλήματα εντοπισμού 

του σχήματος ενός εμποδίου έχουν σημαντικό ενδιαφέρον καθώς 

μοντελοποιούν πολλά φυσικά και γεωμετρικά προβλήματα 

προσδιορισμού ελαστικών αντικειμένων. Η παλινδρόμηση από την 

δυναμική στην στατική ελαστικότητα δεν είναι μια εύκολη διαδικασία. 

Σε αυτήν την διπλωματική θα διατυπώσουμε τα αντίστοιχα αντίστροφα 

προβλήματα στην δυναμική και γραμμική ελαστικότητα και τις συνθήκες 

που τα διέπουν. 
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Κεφάλαιο 2ο  

 

Ευθύ και Αντίστροφο Πρόβλημα 

Σκέδασης σε Ακουστικά Κύματα 

 

2.1   Ακουστικά Κύματα 

      Υποθέτουμε την διάδοση ακουστικών κυμάτων μικρού πλάτους μέσα 

σε ένα ομογενές ισότροπο μέσο στον ℝ3, το οποίο θεωρούμε ότι είναι 

ιδανικό ρευστό. Έστω υ(x,t) η ταχύτητα ενός σωματιδίου του ρευστού 

στη θέση 𝑥 ∈ ℝ3 την χρονική στιγμή t. Έστω ότι 𝑝(𝑥, 𝑡), 𝜌(𝑥, 𝑡), 𝑆(𝑥, 𝑡) 

συμβολίζουν την πίεση, την πυκνότητα και την ειδική ενθαλπία του 

ρευστού αντίστοιχα. Υποθέτουμε επίσης ότι δεν ασκούνται εξωτερικές 

δυνάμεις στο ρευστό. Η κίνηση του ρευστού περιγράφεται από τις εξής 

σχέσεις: 

 

  
𝜕𝜐

𝜕𝑡
+ (𝜐 ∙ 𝑔𝑟𝑎𝑑)𝜐 +

1

𝜌
𝑔𝑟𝑎𝑑𝑝 = 0         (𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟)        (2.1) 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣(𝜌𝜐) = 0               (𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂 𝛴𝜐𝜈έ𝜒𝜀𝜄𝛼𝜍)       (2.2) 

𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆)                (𝛫𝛼𝜏𝛼𝜎𝜏𝛼𝜎𝜏𝜄𝜅ή 𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂)       (2.3) 

𝜗𝑆

𝜗𝑡
+ 𝜐 ∙ 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑆 = 0                 (𝛢𝛿𝜄𝛼𝛽𝛼𝜏𝜄𝜅ή 𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂)       (2.4) 

όπου η συνάρτηση  f  εξαρτάται από το ρευστό. Το παραπάνω σύστημα 

εξισώσεων είναι μη γραμμικό για τις άγνωστες συναρτήσεις υ,ρ,p,S. 

Υποθέτουμε ότι στην κατάσταση ισορροπίας 𝜐0 = 0, η πυκνότητα, η 

πίεση και ενθαλπία είναι σταθερές. Γραμμικοποιώντας το σύστημα με 

την μέθοδο των διαταραχών παίρνουμε τις παρακάτω εξισώσεις:  
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𝜕𝑢

𝜕𝑡
+
1

𝜌0
𝑔𝑟𝑎𝑑𝑝 = 0                                               (2.5) 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜌0𝑑𝑖𝑣𝜐 = 0                                               (2.6) 

𝜕𝑝

𝜕𝑡
=
𝜕𝑓

𝜕𝜌
(𝜌0, 𝑆0)

𝜕𝜌

𝜕𝑡
                                              (2.7) 

 

Από την τελευταία σχέση προκύπτει η κυματική εξίσωση:  

1

𝑐2
𝜕2𝑝

𝜕𝑡2
= ∆𝑝                                               (2.8) 

όπου η ταχύτητα του ήχου ορίζεται ως: 

𝑐2 ∶=
𝜕𝑓(𝜌0, 𝑆0)

𝜕𝜌
         

Από την γραμμικοποιημένη εξίσωση του Euler είναι φανερό ότι υπάρχει 

ένα δυναμικό ταχύτητας 𝑉 = 𝑉(𝑥, 𝑡) τέτοιο ώστε: 

𝜐 =
1

𝜌0
𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉                                                (2.9) 

και  

𝑝 = −
𝜕𝑉

𝜕𝑡
                                                     (2.10) 

Το δυναμικό ταχύτητας V  ικανοποιεί την κυματική εξίσωση 
1

𝑐2
𝜕2𝑉

𝜕𝑡2
= ∆𝑉. 

Για τα χρονικά αρμονικά κύματα της μορφής:  

 

𝑉(𝑥, 𝑡) = 𝑅𝑒{𝑢(𝑥)𝑒−𝑖𝜔𝑡}                                   (2.11) 

 

με κυκλική συχνότητα ω>0 και u μιγαδική συνάρτηση αντικαθιστώντας 

στην κυματική εξίσωση που ικανοποιεί η V, καταλήγουμε στην εξίσωση 

Helmholtz, την οποία ικανοποιεί η μιγαδική συνάρτηση u 
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∆𝑢 + 𝑘2𝑢 = 0                                                   (2.12) 

όπου k ο κυματάριθμος που δίνεται από την σχέση 𝑘 =
𝜔

𝑐
. 

   Στο πρόβλημα σκέδασης από ένα σώμα θεωρούμε ότι το μέσο 

διάδοσης και το περιβάλλον μέσο ταυτίζονται και θεωρούνται ομογενή 

με την ταχύτητα του ήχου σταθερή. Ο σκεδαστής μπορεί να είναι μη 

διαπερατός και μαλακό εμπόδιο (sound soft). Τότε η πίεση στο σύνορο 

του ολικού κύματος μηδενίζεται και έχουμε το λεγόμενο πρόβλημα 

Dirichlet, με συνοριακή συνθήκη Dirichlet u=0 στο σύνορο του 

σκεδαστή, όπου το ολικό πεδίο ορίζεται ως η υπέρθεση του 

προσπίπτοντος πεδίου 𝑢𝑖 και του σκεδαζόμενου 𝑢𝑠. Η άλλη περίπτωση 

είναι αυτή του μη διαπερατού και σκληρού εμποδίου (sound hard). Τότε 

η μεταβολή όπως u κατά την κάθετη διεύθυνση στο σύνορο του σώματος 

πρέπει να μηδενίζεται. Αυτό είναι το λεγόμενο πρόβλημα Neumann, με 

συνοριακή συνθήκή 
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝜐
= 0. 

   Είτε στην περίπτωση του ομογενούς, είτε του μη ομογενούς μέσου 

διάδοσης πρέπει να ικανοποιείται η συνθήκη ακτινοβολίας του 

Sommerfeld η οποία εξασφαλίζει την μοναδικότητα όπως λύσης σε 

προβλήματα σκέδασης. Από μαθηματική σκοπιά, αυτή η συνθήκη όπως 

φανερώνει πως σε μεγάλες αποστάσεις το εξερχόμενο κύμα επεκτείνεται 

σφαιρικά στο πέρασμα του χρόνου. Η συνθήκη ακτινοβολίας δίνεται από 

την σχέση  lim𝑟→∞ 𝑟 (
𝜕𝑢𝑠

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢𝑠) = 0 ,   𝑟 = |𝑥|. Οι δύο πιθανές 

σφαιρικές λύσεις όπως εξίσωσης Helmholtz είναι  
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
 και 

𝑒−𝜄𝑘𝑟

𝑟
, από όπως 

οποίες μόνο η πρώτη ικανοποιεί την συνθήκη ακτινοβολίας, γιατί  

𝑅𝑒 {
𝑒𝑖𝑘𝑟−𝑖𝜔𝑡)

𝑟
} =

cos (𝑘𝑟−𝜔𝑡)

𝑟
, το οποίο εκφράζει σφαιρικά εκτεινόμενο 

κύμα σε μεγαλύτερες αποστάσεις καθώς περνά ο χρόνος. 
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2.2   Θεωρήματα και Τύποι Green 
   Αρχικά δίνουμε κάποιες ιδιότητες και ορισμούς των λύσεων της 

εξίσωσης Helmholtz για θετικό κυματάριθμο k. Περαιτέρω ανάλυση για 

τους τανυστές Green θα γίνει στο αντίστοιχο κεφάλαιο της γραμμικής 

ελαστικότητας. 

Ορισμός 2.2.1.   Έστω k ο κυματάριθμος έτσι ώστε να ισχύει 𝐼𝑚(𝑘) ≥ 0. 

Η θεμελιώδης λύση όπως διαφορικής εξίσωσης Helmholtz ορίζεται ως 

εξής:  

𝛷(𝑥, 𝑦) =
1

4
 
𝑒𝑖𝑘|𝑥−𝑦|

|𝑥 − 𝑦|
 

με x≠y και x,y𝜖 ℝ3. Η λύση αυτή ικανοποιεί την έκφραση: 

∆𝛷(𝑥, 𝑦) + 𝑘2𝛷(𝑥, 𝑦) = −𝛿(𝑥 − 𝑦) , όπου δ(x – y) η συνάρτηση Dirac. 

 

Ορισμός 2.2.2.   Έστω το ανοιχτό και συνεκτικό σύνολο D ⊂ ℝ3. To D 

είναι τάξης  𝙲𝑚, m ∈ ℕ , αν για κάθε σημείο z που ανήκει στο σύνορο 𝜕𝐷 

υπάρχει μια περιοχή  𝑉𝑧 του z με τις ακόλουθες ιδιότητες: η τομή 𝑉𝑧 ∩ 𝐷 

μπορεί να απεικονιστεί 1-1 και επί πάνω στη μισή σφαίρα {𝑥 ∈ ℝ3 ∶  |𝑥| <

1, 𝑥3 ≥ 0 }, η απεικόνιση αυτή και η αντίστροφη της είναι m-φορές 

παραγωγίσιμες και η τομή 𝑉𝑧 ∩ 𝜕𝐷 απεικονίζεται πάνω στον δίσκο 

{𝑥 ∈ ℝ3: |𝑥| < 1, 𝑥3 = 0}. 

    Υπενθυμίζουμε ότι ως  𝙲𝑚(𝐷) ορίζουμε τον γραμμικό χώρο των m-

φορές συνεχών παραγωγίσιμων συναρτήσεων στο σύνολο D. 

     Ορισμένα από τα βασικά εργαλεία που χρησιμοποιούνται στην μελέτη 

της εξίσωσης Helmholtz  είναι οι ολοκληρωτικοί τύποι του Green, που θα 

αναφερθούν παρακάτω.   

Θεώρημα 2.2.1  (1
ο
 Θεώρημα Green).  Έστω D ένα φραγμένο χωρίο 

τάξης  𝙲1 και n το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο σύνορο 𝜕𝐷 , 

κατευθυνόμενο όπως το εξωτερικό του χωρίου D. Τότε αν 𝑢 ∈  𝙲1(𝐷) και 

𝜐 ∈ 𝙲2(𝐷), ισχύει ότι: 
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        ∫(𝑢∆𝜐 + 𝛻𝑢 ∙ 𝛻𝜐) 𝑑𝑥 = ∫𝑢
𝜕𝜐

𝜕𝑛

 

𝜕𝐷

 

𝐷

𝑑𝑠                            (2.13) 

Θεώρημα  2.2.2  (2
ο
 Θεώρημα Green).  Έστω D ένα φραγμένο χωρίο 

τάξης  𝙲1 και n το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο σύνορο 𝜕𝐷 , 

κατευθυνόμενο όπως το εξωτερικό του χωρίου D. Τότε αν 𝑢, 𝜐 ∈ 𝙲2(𝐷) 

ισχύει ότι     

          ∫(𝑢∆𝜐 − 𝜐∆𝑢) 𝑑𝑥 = ∫(𝑢
𝜕𝜐

𝜕𝑛

 

𝜕𝐷

 

𝐷

− 𝜐
𝜕𝑢

𝜕𝑛
) 𝑑𝑠                      (2.14) 

 

Στην συνέχεια θα παρουσιάσουμε κάποια βασικά, για την αναπαράσταση 

των λύσεων της  Helmholtz, θεωρήματα. 

 

Θεώρημα 2.2.3  Έστω D φραγμένο χωρίο τάξης 𝙲2 και n το μοναδιαίο 

κάθετο διάνυσμα πάνω στο σύνορο 𝜕𝐷, κατευθυνόμενο όπως το εξωτερικό 

του χωρίου D. Αν 𝑢 ∈ 𝙲2(𝐷) ∩ 𝙲 (𝐷̅) μια συνάρτηση η οποία έχει κάθετη 

παράγωγο πάνω στο σύνορο 𝜕𝐷, υπό την έννοια ότι το όριο: 

𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

ℎ→+0
𝑛(𝑥) ∙ 𝛻𝑢(𝑥 − ℎ𝑛(𝑥)) 

όπου  𝑥 ∈ 𝜕𝐷, υπάρχει ομοιόμορφα στο 𝜕𝐷, τότε έχουμε τον τύπο του 

Green: 

𝑢(𝑥) = ∫{ 
𝜕𝑢(𝑦)

𝜕𝑛

  

𝜕𝐷

𝛷(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑦)
𝜕𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛(𝑦)
 }𝑑𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ 𝐷    (2.15) 

 

Ο παραπάνω τύπος Green είναι γνωστός και ως αναπαράσταση 

Helmholtz. 

Θεώρημα 2.2.4  Αν η u ικανοποιεί την εξίσωση Helmholtz ∆𝑢 + 𝑘2𝑢 = 0 

σε ένα χωρίο D και είναι δύο φορές παραγωγίσιμη, τότε είναι αναλυτική 

συνάρτηση. 
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Αν μια λύση u όπως εξίσωσης Helmholtz  μηδενίζεται σε ένα ανοικτό 

υποσύνολο του πεδίου ορισμού της, τότε μηδενίζεται παντού. Η ιδιότητα 

αυτή ισχύει λόγω όπως αναλυτικότητας της u. 

Θεώρημα 2.2.5  Μια λύση όπως εξίσωσης Helmholtz , όπου το πεδίο 

ορισμού όπως περιέχει το εξωτερικό κάποιας σφαίρας, θα καλείται 

ακτινοβόλος αν ικανοποιεί την συνθήκη ακτινοβολίας του Sommerfeld: 

𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

𝑟(
𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑢) = 0 

Όπου 𝑟 = |𝑥| και το όριο υπάρχει ομοιόμορφα για όπως όπως διευθύνσεις 
𝑥

|𝑥|
. 

Θεώρημα 2.2.6  Έστω D ένα φραγμένο σύνολο το οποίο είναι το ανοικτό 

συμπλήρωμα όπως μη φραγμένου χωρίου τάξης 𝙲2 και n το μοναδιαίο 

κάθετο διάνυσμα πάνω στο σύνορο 𝜕𝐷, κατευθυνόμενο όπως το εξωτερικό 

του χωρίου D. Αν 𝑢 ∈ 𝐶2(ℝ\𝐷̅) ∩ 𝐶(ℝ\𝐷) μια ακτινοβόλος λύση όπως 

Helmholtz  ∆𝑢 + 𝑘2𝑢 = 0 στο ℝ\𝐷̅, η οποία έχει κάθετη παράγωγο πάνω 

στο σύνορο 𝜕𝐷, υπό την έννοια ότι το όριο: 

 

  
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

ℎ→+0
𝑛(𝑥) ∙ 𝛻𝑢(𝑥 − ℎ𝑛(𝑥)) 

υπάρχει ομοιόμορφα πάνω στο 𝜕𝐷, τότε έχουμε τον τύπο του Green: 

 

𝑢(𝑥) = ∫{𝑢(𝑦)
𝜕𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛(𝑦)
−
𝜕𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
𝛷(𝑥, 𝑦)}

 

𝜕𝐷

𝑑𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ ℝ3\𝐷̅ 

 

 

2.3   Σφαιρικές Συναρτήσεις Bessel 

Ορισμός  2.3.1  Με τον όρο σφαιρική αρμονική εννοούμε τον περιορισμό 

όπως ομογενούς αρμονικού πολυωνύμου βαθμού n πάνω στη μοναδιαία 

σφαίρα Ω. 
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Θεώρημα 2.3.1  Υπάρχουν ακριβώς 2n+1 γραμμικώς ανεξάρτητες 

σφαιρικές αρμονικές βαθμού n. 

   Το θεώρημα  (2.3.1)  όπως επιτρέπει να ορίσουμε την μορφή των 

σφαιρικών αρμονικών κάθε βαθμού n σε καρτεσιανές συντεταγμένες. Για 

την μελέτη όπως όπως, είναι προτιμότερο να χρησιμοποιήσουμε όπως 

σφαιρικές αρμονικές σε σφαιρικές συντεταγμένες. 

   Σε σφαιρικές συντεταγμένες (r,θ,φ) ένα ομογενές πολυώνυμο παίρνει 

την μορφή: 𝐻𝑛 = 𝑟
𝑛𝑌𝑛(𝜃, 𝜑). Αν ικανοποιείται η σχέση: 

 

       
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin𝜃

𝜕𝑌𝑛
𝜕𝜃
) +

1

sin2 𝜃

𝜕2𝛶𝑛
𝜕𝜑2

+ 𝑛(𝑛 + 1)𝛶𝑛 = 0       (2.16) 

 

το πολυώνυμο είναι αρμονικό, δηλαδή, ∆𝛨𝑛 = 0. 

Αναζητούμε λύσεις όπως εξίσωσης Helmholtz όπως μορφής: 

 

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑘|𝑥|)𝑌𝑛(𝑥) 

όπου 𝑌𝑛 είναι σφαιρικές αρμονικές τάξης n. Από την διαφορική εξίσωση 

(2.3 για όπως σφαιρικές αρμονικές είναι επόμενο ότι η u ικανοποιεί την 

εξίσωση Helmholtz, εφόσον η  f  είναι μια λύση όπως σφαιρικής 

διαφορικής εξίσωσης Bessel τάξης n: 

 

𝑡2𝑓′′(𝑡) + 2𝑡𝑓′(𝑡) + (𝑇2 − 𝑛(𝑛 − 1))𝑓(𝑡) = 0 

Επιλύοντας την σφαιρική αρμονική Bessel προκύπτουν οι σφαιρικές 

συναρτήσεις: 

 

                    𝐽𝑛(𝑡) = ∑(
(−1)𝑝 ∙ 𝑡𝑛+2𝑝

2𝑝𝑝! ∙ 1 ∙ 3 ∙ … ∙ (2𝑛 + 2𝑝 + 1)
)

∞

𝑝=0

             (2.17) 
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𝑌𝑛(𝑡) = 

        −
(2𝑛)!

2𝑛𝑛!
∑

(−1)𝑝𝑡2𝑝−𝑛−1

2𝑝𝑝! (−2𝑛 + 1)(−2𝑛 + 3) ∙ … ∙ (−2𝑛 + 2𝑝 + 1)

∞

𝑝=0

    (2.18) 

 

Οι εξισώσεις  (2.17) - (2.18) ονομάζονται σφαιρικές συναρτήσεις Bessel 

τάξης n και είναι αναλυτικές συναρτήσεις για κάθε t που ανήκει στον ℝ. 

Οι εξισώσεις (2.3 ονομάζονται σφαιρικές συναρτήσεις Neumann  τάξης n 

και είναι αναλυτικές συναρτήσεις για κάθε 𝑡 ∈ (0,+∞). 

Κατά αντιστοιχία με όπως συναρτήσεις Hankel προκύπτουν και οι 

σφαιρικές συναρτήσεις Hankel, πρώτου και δεύτερου είδους τάξης n: 

 

𝐻𝑛
(1)
= 𝐽𝑛 + 𝑖𝑌𝑛 

𝐻𝑛
(2)
= 𝐽𝑛 − 𝑖𝑌𝑛 

 

Θεώρημα 2.3.2  Έστω η σφαιρική αρμονική 𝑌𝑛 τάξης n. Τότε ισχύει ότι η 

𝑢𝑛(𝑥) = 𝐽𝑛(𝑘|𝑥|)𝑌𝑛(𝑥̂) είναι μια ακέραια λύση όπως εξίσωσης Helmholtz  

και η 𝑢𝑛(𝑥) = 𝐻𝑛
(1)
(𝑘|𝑥|)𝑌𝑛(𝑥̂) είναι μια λύση όπως εξίσωσης Helmholtz, 

η οποία ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας στο ℝ\{0}. 

 

 

2.4   Πλάτος Σκέδασης 

 

Λήμμα 2.4.1 ( Rellich)  Έστω ένα φραγμένο σύνολο D το οποίο είναι το 

ανοιχτό συμπλήρωμα του μη φραγμένου χωρίου και έστω 𝑢 ∈ 𝐶2(ℝ\𝐷̅) 

είναι μια λύση της εξίσωσης Helmholtz η οποία ικανοποιεί την παρακάτω 

σχέση: 
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  𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

∫ |𝑢(𝑥)|2
 

|𝑥|=𝑟

 

𝑑𝑠 = 0                                  (2.19) 

Τότε u=0 στο ℝ\𝐷̅. 

 

Απόδειξη:   Για αρκετά μεγάλο |x|, το ανάπτυγμα Fourier για την u είναι: 

𝑢(𝑥) = ∑ ∑ 𝑎𝑛
𝑚

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=0

(|𝑥|)𝑌𝑛
𝑚(𝑥̂), 𝜇𝜀  𝑥̂ =

𝑥

|𝑥|
                  

Οι συντελεστές 𝛼𝑛
𝑚 δίνονται από την σχέση: 

 

𝑎𝑛
𝑚(𝑟) = ∫𝑢(𝑟𝑥

 

𝛺

)𝑌𝑛
𝑚(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑠(𝑥) 

Από την ανισότητα του Parseval η u ικανοποιεί την σχέση: 

 

∫ |𝑢(𝑥)|2
 

|𝑥|=𝑟

𝑑𝑠 = 𝑟2∑ ∑ |𝑎𝑛
𝑚(𝑟)|2

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=0

 

από την οποία και την σχέση (2.36)  προκύπτει ότι : 

 

                           lim
𝑟→∞

𝑟2 |𝑎𝑛
𝑚(𝑟)|2 = 0                                   (2.20) 

για όλα τα m και n. 

Εφόσον 𝑢 ∈ 𝐶2(ℝ3\𝐷̅) μπορούμε να παραγωγίσουμε μέσα από το 

ολοκλήρωμα και να ολοκληρώσουμε κατά όρους χρησιμοποιώντας την 

∆𝑢 + 𝑘2𝑢 = 0  και την διαφορική εξίσωση (2.30) και τελικά προκύπτει 

ότι οι  𝛼𝑛
𝑚 είναι λύσεις όπως σφαιρικής διαφορικής εξίσωσης Bessel: 

𝜕2𝛼𝑛
𝑚

𝜕𝑟2
+
2

𝑟

𝜕𝑎𝑛
𝑚

𝜕𝑟
+ (𝑘 −

𝑛(𝑛 + 1)

𝑟2
) 𝑎𝑛

𝑚 = 0 

με λύση την  𝛼𝑛
𝑚(𝑟) = 𝛼𝑛

𝑚ℎ𝑛
(1)(𝑘𝑟) + 𝛽𝑛

𝑚ℎ𝑛
(2)
(𝑘𝑟) , όπου 𝛼𝑛

𝑚 και 𝛽𝑛
𝑚 

είναι σταθερές. Αντικαθιστώντας την σχέση (2.37) και χρησιμοποιώντας 

την ασυμπτωτική συμπεριφορά των σφαιρικών εξισώσεων Hankel 

παίρνουμε  𝛼𝑛
𝑚 = 𝛽𝑛

𝑚 = 0 για όλα τα n και m. Επομένως, u=0 έξω από μια 
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αρκετά μεγάλη σφαίρα και επομένως  u=0 στον ℝ3\𝐷̅. Λόγω 

αναλυτικότητας όπως u έπεται ότι u=0 στον ℝ3\𝐷̅. 

Τώρα, με το θεώρημα που ακολουθεί σε συνδυασμό με το Λήμμα του 

Rellich, εξασφαλίζεται η μοναδικότητα για λύσεις στο εξωτερικό 

πρόβλημα συνοριακών τιμών. 

 

Θεώρημα 2.4.1  Έστω ότι D είναι ένα χωρίο όπως περιγράφεται στο 

λήμμα του Rellich και 𝜕𝐷 είναι το σύνορο τάξης 𝐶2, με n το μοναδιαίο 

κάθετο διάνυσμα του D κατευθυνόμενο όπως το εξωτερικό του, όπου και 

υποθέτουμε ότι 𝑢 ∈ 𝐶2(ℝ3\𝐷̅) ∩ 𝐶(ℝ3\𝐷) είναι μια λύση που ικανοποιεί 

τη συνθήκη ακτινοβολίας με κυματαριθμό  𝑘 > 0 και έχει κάθετη 

παράγωγο με έννοια όπως ομοιόμορφης σύγκλισης και ισχύει ότι: 

 

𝐼𝑚 ∫𝑢
𝜕𝑢̅

𝜕𝑛

 

𝜕𝐷

𝑑𝑠 ≥ 0 

τότε u=0 στον ℝ3\𝐷̅. 

 

Θεώρημα 2.4.2  Έστω ένα χωρίο D όπως αυτό του Λήμματος Rellich και 

έστω 𝑢 ∈ 𝐶2(ℝ3\𝐷̅) μια ακτινοβόλος λύση όπως εξίσωσης Helmholtz για 

την οποία το πλάτος σκέδασης μηδενίζεται. Τότε η u=0 σε όλο τον ℝ3\𝐷̅. 

 

Θεώρημα 2.4.3  Έστω u μια ακτινοβόλος λύση όπως εξίσωσης Helmholtz 

στο εξωτερικό |x|>R>0 κάποιας σφαίρας. Τότε η u έχει μια έκφραση ως 

όπως τη σφαιρική κυματική συνάρτηση όπως μορφής: 

             𝑢(𝑥) = ∑ ∑ 𝑎𝑛
𝑚ℎ𝑛

(1)

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=0

(𝑘𝑥)𝑌𝑛
𝑚(𝑥̂)                   (2.21) 

η οποία συγκλίνει απόλυτα και ομοιόμορφα σε κάθε συμπαγές υποσύνολο 

|x|>R. Αν η σειρά (2.38) συγκλίνει με την 𝐿2 έννοια πάνω στην σφαίρα 

|x|=R τότε συγκλίνει όπως απόλυτα και ομοιόμορφα σε κάθε συμπαγές 
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υποσύνολο |x|>R και η u αποτελεί μια ακτινοβόλο λύση όπως εξίσωσης 

Helmholtz για |x|>R. 

 

Θεώρημα 2.4.4  Το πλάτος σκέδασης μια λύσης όπως εξίσωσης 

Helmholtz που ικανοποιεί την συνθήκη ακτινοβολίας και γράφεται όπως η 

(2.38), δίνεται από την ομοιόμορφα συγκλίνουσα σειρά: 

   𝑢∞ =
1

𝑘
∑

1

𝑖𝑛+1

∞

𝑘=0

∑ 𝑎𝑛
𝑚

𝑛

𝑚=−𝑛

𝑌𝑛
𝑚                                (2.22) 

και οι συντελεστές όπως έκφρασης όπως ικανοποιούν την συνθήκη: 

     ∑(
2𝑛

𝑘𝑒𝑟
)2𝑛 ∑ |𝑎𝑛

𝑚|2 < ∞

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=0

                      (2.23) 

για όλα τα r >R. 

Θεώρημα 2.4.5  Έστω ότι οι συντελεστές Fourier 𝑏𝑛
𝑚 του πλάτους 

σκέδασης  𝑢∞ ∈ 𝐿
2(𝛺) που ικανοποιούν την σχέση: 

                 ∑(
2𝑛

𝑘𝑒𝑟
)2𝑛 ∑ |𝑏𝑛

𝑚|2 < ∞

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=0

                     (2.24) 

για κάποιο R>0, τότε η: 

  𝑢(𝑥) = 𝑘∑ 𝑖𝑛+1
∞

𝑛=0

∑ 𝑏𝑛
𝑚

𝑛

𝑚=−𝑛

ℎ𝑛
(1)(𝑘|𝑥|)𝑌𝑛

𝑚(𝑥̂)          (2.25) 

για |x|>R, είναι μια ακτινοβόλος λύση όπως εξίσωσης Helmholtz με 

πλάτος σκέδασης 𝑢∞. 

 

 

2.5 Δυναμικά Απλού και Διπλού Στρώματος 

      Υποθέτουμε ότι το D είναι το ανοικτό συμπλήρωμα του μη 

φραγμένου χωρίου κλάσης 𝐶2 έτσι ώστε στην μετέπειτα ανάλυση του να 

μπορέσουμε να υποθέσουμε σκέδαση από περισσότερους από έναν 

σκεδαστές. Δύο λύσεις της Helmholtz  σε αυτό το χωρίο D και στον 
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ℝ3\𝐷̅ που ικανοποιούν την συνθήκη ακτινοβολίας του Sommerfeld 

δίνονται από τον παρακάτω ορισμό. 

Ορισμός 2.5.1  Για μια ολοκληρώσιμη συνάρτηση πυκνότητας φ, τα 

ολοκληρώματα: 

 

                    𝑢(𝑥) ∶= ∫ 𝜑(𝑦)𝛷(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠(𝑦)
 

𝜕𝐷

, 𝑥 ∈ ℝ3\𝜕𝐷             (2.26) 

                   𝜐(𝑥) ∶= ∫ 𝜑(𝑦)
𝜕𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛(𝑦)

 

𝜕𝐷

𝑑𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ ℝ3\𝜕𝐷          (2.27) 

ονομάζονται αντιστοίχως δυναμικά απλού και διπλού στρώματος. Είναι 

όπως λύσεις της εξίσωσης Helmholtz αφού η Φ(x,y) είναι η θεμελιώδης 

λύση όπως και ικανοποιούν την συνθήκη ακτινοβολίας. 

      Από την φόρμουλα  του  Green, κάθε λύση της Helmholtz μπορεί να 

γραφεί ως συνδυασμός των δύο αυτών δυναμικών. Για την περίπτωση 

της  συνεχούς πυκνότητας η συμπεριφορά των επιφανειακών δυναμικών 

πάνω στο σύνορο περιγράφεται από το παρακάτω θεώρημα. 

Θεώρημα 2.5.1  (Σχέσεις Διαπήδησης)  Έστω 𝜕𝐷 κλάσης 𝐶2 και φ 

συνεχής συνάρτηση. Τότε το δυναμικό απλού στρώματος u με πυκνότητα φ 

είναι συνεχές στον ℝ3 και υπάρχει σταθερά c που εξαρτάται μόνο από το 

𝜕𝐷, ώστε: 

 

                                             ‖𝑢‖∞,ℝ3 ≤ 𝑐‖𝜑‖∞,𝜕𝐷                                 (2.28) 

 

Επιπλέον στο σύνορο έχουμε: 

 

                       𝑢(𝑥) = ∫ 𝜑(𝑦)𝛷(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠(𝑦)
 

𝜕𝐷

, 𝑥 ∈ 𝜕𝐷                (2.29) 

    
𝜕𝑢±
𝜕𝑛

= ∫ 𝜑(𝑦)
𝜕𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛(𝑦)

 

𝜕𝐷

𝑑𝑠(𝑦) ∓
1

2
𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜕𝐷                (2.30) 

όπου 
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𝜕𝑢±
𝜕𝑛

∶= lim
ℎ→+0

𝑛(𝑥) ∙ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥 ± ℎ𝑛(𝑥))
 
                   (2.31) 

Το παραπάνω όριο υπάρχει με την έννοια όπως ομοιόμορφης σύγκλισης 

στο σύνορο 𝜕𝐷 και τα ολοκληρώματα θεωρούνται γενικευμένα. Το 

δυναμικό διπλού στρώματος   υ  με πυκνότητα  φ  μπορεί να επεκταθεί 

συνεχώς από το D στο 𝐷̅ και από το ℝ3\𝐷̅ στο ℝ3\𝐷 με οριακές τιμές: 

 

𝜐±(𝑥) = ∫ 𝜑(𝑦)
𝜕𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛(𝑦)

 

𝜕𝐷

𝑑𝑠(𝑦) ∓
1

2
𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜕𝐷                (2.32) 

όπου 

 

 𝜐±(𝑥) ∶= lim
ℎ→+0

𝜐(𝑥 ± ℎ𝜐(𝑥))                                  (2.33) 

 

Επιπλέον, υπάρχει σταθερά C που εξαρτάται μόνο από το 𝜕𝐷 και 

 

 ‖𝜐‖∞,𝐷 ≤ 𝐶‖𝜑‖∞,𝜕𝐷 , ‖𝜐‖∞,ℝ3\𝐷 ≤ 𝐶‖𝜑‖∞,𝜕𝐷          (2.34) 

και 

 lim 
                     ℎ→0

{
𝜕𝜐

𝜕𝑛
(𝑥 + ℎ𝑛(𝑥)) −

𝜕𝜐

𝜕𝑛
(𝑥 − ℎ𝑛(𝑥))} , 𝑥 ∈ 𝜕𝐷     (2.35) 

ομοιόμορφα στο 𝐷. 

 

Ένα άρτιο πλαίσιο για να μελετήσουμε όπως επιφάνειες αυτές είναι οι 

Χώροι Hölder. 

 

Ορισμός 2.5.2  Μια πραγματική ή μιγαδική συνάρτηση φ ορισμένη σε ένα 

σύνολο 𝐺 ∈ ℝ3 ονομάζεται ομοιόμορφα  Holder συνεχής με εκθέτη Holder 

0 < 𝛼 < 1 αν υπάρχει σταθερά C τέτοια ώστε: 
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    |𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑦)| ≤ 𝐶|𝑥 − 𝑦|𝑎,   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺                  (2.36) 

                    

Ο γραμμικός χώρος των φραγμένων συναρτήσεων που ορίζονται στο G και 

είναι ομοιόμορφα Holder συνεχείς με εκθέτη α ονομάζεται χώρος Ηolder 

και συμβολίζεται με 𝐶0,𝑎. Είναι χώρος Banach και μπορεί να εφοδιαστεί 

με την νόρμα 

 

     ‖𝜑‖𝛼 ∶= ‖𝜑‖𝛼,𝐺 ∶= sup
𝑥∈𝐺

|𝜑(𝑥)| + sup
𝑥,𝑦∈𝐺

|𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑎
           (2.37) 

 

Θεώρημα 2.5.2  (Συμπαγής Εμβύθιση)  Έστω 0 < 𝛼 < 𝛽 < 1 και G 

συμπαγής χωρίο. Τότε οι τελεστές εμβύθισης: 

 

   𝐼𝛽: 𝐶0,𝛽 → 𝐶(𝐺),        𝐼𝑎,𝑏: 𝐶0,𝛽 → 𝐶0,𝑎(𝐺)                    (2.38) 

είναι συμπαγείς. 

Για ένα διανυσματικό πεδίο, η Holder συνέχεια και η Holder νόρμα 

ορίζονται ανάλογα αντικαθιστώντας όπως παραπάνω σχέσεις την 

απόλυτη τιμή από την Ευκλείδεια νόρμα. Μπορούμε έτσι να ορίσουμε ως 

χώρο Holder 𝐶1,𝑎(𝐺) των Ηolder συνεχών παραγωγίσιμων συναρτήσεων 

φ για όπως οποίες grad φ ∈ 𝐶0,𝑎. Ο χώρος όπως είναι Banach με νόρμα: 

 

       ‖𝜑‖1,𝛼 ∶= ‖𝜑‖1,𝛼,𝐺 ∶= ‖𝜑‖∞ + ‖𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜑‖0,𝛼                 (2.39) 

Χρησιμοποιώντας την έννοια όπως Holder συνέχειας και 

παραγωγισιμότητας μπορούμε να επεκτείνουμε το θεώρημα (2.5.2) και 

να διατυπώσουμε ένα θεώρημα κανονικότητας για τα δυναμικά απλού 

και διπλού στρώματος σε χώρους Holder. 

Θεώρημα 2.5.3   Έστω 𝜕𝐷 κλάσης 𝐶2 και 0 < α < 1. Τότε το δυναμικό 

απλού στρώματος με u με πυκνότητα φ∈ 𝐶(𝜕𝐷) είναι ομοιόμορφα Holder 

συνεχές στον ℝ3 και υπάρχει σταθερά C τέτοια ώστε: 
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         ‖𝑢‖𝑎,ℝ3 ≤ 𝐶𝑎‖𝜑‖∞,𝜕𝐷                                  (2.40) 

 

Οι πρώτες παράγωγοι όπως u μπορούν να επεκταθούν ομοιόμορφα Holder 

συνεχώς από το D στο 𝐷̅ και από το ℝ3\𝐷̅ στο ℝ3\𝐷 με συνοριακές τιμές 

 

  𝑔𝑟𝑎𝑑𝑢±(𝑥) = ∫ 𝜑(𝑦)𝑔𝑟𝑎𝑑𝑥𝛷(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠(𝑦) ∓
1

2
𝜑(𝑥)𝑛(𝑥)

 

𝜕𝐷

,         

 𝑥 ∈ 𝜕𝐷                                            (2.41) 

όπου 

          𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢±(𝑥) ∶= lim
ℎ→+0

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥 ± ℎ𝑛(𝑥))             (2.42) 

και υπάρχει σταθερά  𝐶𝑎 τέτοια ώστε: 

 

  ‖𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢‖𝑎,𝐷̅ ≤ 𝐶𝑎‖𝜑‖𝛼,𝜕𝐷  ,   ‖𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢‖𝑎,ℝ3 ≤ 𝐶𝑎‖𝜑‖𝛼,𝜕𝐷    (2.43) 

 

Το δυναμικό διπλού στρώματος υ με πυκνότητα  𝜑 ∈ 𝐶1,𝑎(𝜕𝐷) μπορεί να 

επεκταθεί ομοιόμορφα κατά Holder από το D στο 𝐷̅ και από το ℝ3\𝐷̅ 

στο ℝ3\𝐷 έτσι ώστε: 

 

   ‖𝜐‖𝛼,𝐷̅ ≤ 𝐶𝑎‖𝜑‖𝛼.𝜕𝐷    ,    ‖𝜐‖𝑎,ℝ3\𝐷 ≤ 𝐶𝑎‖𝜑‖𝛼,𝜕𝐷       (2.44) 

 

Και τέλος, για όπως παραγώγους: 

 

  ‖𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜐‖𝑎,𝐷̅ ≤ 𝐶𝑎‖𝜑‖𝛼,𝜕𝐷  ,   ‖𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜐‖𝑎,ℝ3 ≤ 𝐶𝑎‖𝜑‖𝛼,𝜕𝐷    (2.45) 

 

η σταθερά 𝐶𝑎 εξαρτάται μόνο από το σύνορο 𝜕𝐷. 

Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να ορίσουμε και να διατυπώσουμε 

ορισμένες ιδιότητες των Τελεστών Απλού και Διπλού Δυναμικού. 
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Οι τελεστές αυτοί θα μελετηθούν βαθύτερα στο αντίστοιχο κεφάλαιο 

όπως Γραμμικής Ελαστικότητας. 

Στο σύνορο, τα δυναμικά απλού και διπλού στρώματος έχουν 

περισσότερη κανονικότητα, άρα μπορούμε να περάσουμε σε 

ολοκληρωτικούς τελεστές. Επομένως μπορούμε να κάνουμε χρήση όπως 

θεωρίας Riez – Fredholm , ώστε να αποδείξουμε την ύπαρξη όπως λύσης 

του ευθέος προβλήματος σκέδασης. 

Ορίζουμε όπως ολοκληρωτικούς τελεστές: 

 

   (𝑆𝜑)(𝑥) ∶= 2∫ 𝛷(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)
 

𝜕𝐷

,   𝑥 ∈ 𝜕𝐷            (2.46) 

     (𝐾𝜑)(𝑥) ∶= 2∫
𝜕𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛(𝑦)

 

𝜕𝐷

𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦) ,    𝑥 ∈ 𝜕𝐷            (2.47) 

και 

      (𝐾′𝜑)(𝑥) ∶= 2∫
𝜕𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛(𝑥)

 

𝜕𝐷

𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦) ,   𝑥 ∈ 𝜕𝐷           (2.48) 

      (𝑇𝜑)(𝑥) ∶= 2
𝜕

𝜕𝑛(𝑥)
∫

𝜕𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛(𝑦)

 

𝜕𝐷

𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦) ,   𝑥 ∈ 𝜕𝐷           (2.49) 

 

Θεώρημα 2.5.4   Έστω 𝜕𝐷 κλάσης 𝐶2. Τότε, οι τελεστές S, K και 𝐾′ είναι 

φραγμένοι από τον 𝐶(𝜕𝐷) στον 𝐶0,𝑎(𝜕𝐷), οι τελεστές S, K είναι όπως 

φραγμένοι από τον 𝐶0,𝑎(𝜕𝐷) στον 𝐶1,𝑎(𝜕𝐷) και ο Τ είναι φραγμένος από 

τον 𝐶1,𝑎(𝜕𝐷) στον 𝐶0,𝑎(𝜕𝐷). 

 

Όπως δούμε τώρα κάποιες ιδιότητες των τελεστών που ορίσαμε. 

Πρόταση 2.5.1  Ισχύουν  τα  παρακάτω: 

(ι)  Οι S και Τ είναι αυτυσυζυγείς. 

(ii) Οι Κ και Κ΄  είναι συζυγείς ως όπως τη διγραμμική μορφή < 𝜑,𝜓 >=

∫ 𝜑𝜓𝑑𝑠
 

𝜕𝐷
. 
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(iii) 𝑆𝑇 = 𝐾2 − 𝐼 

(iv) 𝑇𝑆 = 𝐾′2 − 𝐼 

 

 

 

2.6   Σκέδαση Από Μαλακό Εμπόδιο 

     Η σκέδαση των αρμονικών κυμάτων από μαλακό εμπόδιο οδηγεί στην 

διατύπωση του παρακάτω προβλήματος. 

Ευθύ Πρόβλημα Σκέδασης:  Για μια λύση 𝑢𝑖𝑛𝑐 της εξίσωσης  

Helmholtz που αναπαριστά ένα προσπίπτον πεδίο, να βρεθεί μια λύση 

 

                                                             

 𝑢 = 𝑢𝑖𝑛𝑐 + 𝑢𝑠𝑐                                                (2.50) 

    

                                            

της εξίσωσης Helmholtz  στο ℝ3\𝐷̅ τέτοια ώστε το σκεδαζόμενο πεδίο 

𝑢𝑠𝑐 να ικανοποιεί την συνθήκη Sommerfeld και το συνολικό πεδίο u να 

ικανοποιεί την συνοριακή συνθήκη: 

                                                            

𝑢 = 0  𝜎𝜏𝜊   𝜕𝐷                                          (2.51) 

                                             

 

Το ευθύ πρόβλημα σκέδασης είναι ειδική περίπτωση του εξωτερικού 

προβλήματος Dirichlet. 

Εξωτερικό Πρόβλημα Dirichlet:  Για μια συνεχή συνάρτηση  f  στο  𝜕𝐷, 

να βρεθεί μια ακτινοβόλος λύση όπως 𝑢 ∈ 𝐶2(ℝ3\𝐷̅) ∩ 𝐶(ℝ3\𝐷) της 

εξίσωσης Helmholtz 
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∆𝑢 + 𝑘2𝑢 = 0   𝜎𝜏𝜊   ℝ3\𝐷̅                               (2.52) 

                                                  

η οποία ικανοποιεί την συνοριακή συνθήκη: 

 

                                                         

𝑢 = 𝑓   𝜎𝜏𝜊   𝜕𝐷                                           (2.53) 

                                                

Θεώρημα 2.6.1  Το εξωτερικό πρόβλημα Dirichlet έχει μοναδική λύση και 

αυτή εξαρτάται συνεχώς από τα δεδομένα του συνόρου ως όπως την 

ομοιόμορφη σύγκλιση όπως λύσης στον ℝ3\𝐷 και όλων των παραγώγων 

όπως στα κλειστά υποσύνολα του ℝ3\𝐷̅. 

 

Λήμμα 2.6.1  Έστω 𝑢 ∈ 𝐶2(ℝ3\𝐷̅) ∩ (ℝ3\𝐷) μια λύση όπως εξίσωσης 

Helmholtz στο ℝ3\𝐷̅ η οποία ικανοποιεί την ομογενή συνοριακή συνθήκη 

u=0 στο 𝜕𝐷. Ορίζουμε 𝐷𝑟 ∶= {𝑦 ∈ ℝ
3\𝐷 ∶  |𝑦| < 𝑅} για αρκετά μεγάλο R. 

Τότε 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢 ∈ 𝐿2(𝐷𝑟) και 

  

       ∫ |𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢|2𝑑𝑥 − 𝑘2∫ |𝑢|2𝑑𝑥
 

𝐷𝑟

 

𝐷𝑟

= ∫ 𝑢
𝜕𝑢̅

𝜕𝑛
𝑑𝑠

 

𝑆𝑟

              

 

Από το προηγούμενο Λήμμα και το θεώρημα Green έχουμε: 

 

∫ 𝑢̅
𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑑𝑠

 

𝑆𝑟

−∫𝑢𝛥𝑢𝑑𝑥
 

𝐷

− 𝑘2∫ |𝑢|2𝑑𝑥
 

𝐷𝑟

= ∫ 𝑢
𝜕𝑢̅

𝜕𝑛
𝑑𝑠

 

𝑆𝑟

 

 
⇒ ∫ {𝑢̅

𝜕𝑢

𝜕𝑛
− 𝑢̅

𝜕𝑢

𝜕𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅
} 𝑑𝑠 = 2∫ 𝑘2

 

𝐷𝑟

 

𝑆𝑟

 |𝑢|2𝑑𝑥 

 
⇒ 𝐼𝑚∫ 𝑢

𝜕𝑢̅

𝜕𝑛
𝑑𝑠 ≥ 0

 

𝜕𝐷
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Η τελευταία σχέση εξασφαλίζει την υπόθεση (2.4.1) το οποίο 

συνεπάγεται ότι u=0 στο ℝ3\𝐷̅. 

Για την ύπαρξη, θα βασιστούμε στην θεωρία των συνοριακών 

ολοκληρωτικών εξισώσεων. Διαλέγουμε την: 

 

𝑢(𝑥) = ∫ {
𝜕𝛷(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛(𝑦)
− 𝑖𝑛𝛷(𝑥, 𝑦)}𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦),   𝑥 ∈ ℝ3\𝜕𝐷

 

𝜕𝐷

 

Θεωρούμε ότι η πυκνότητα 𝜑 ∈ 𝐶(𝜕𝐷) και 𝑛 ≠ 0. Προφανώς η (2.73) 

ορίζει έναν συνδυασμό απλού και διπλού στρώματος και συνεπώς 

ικανοποιεί την εξίσωση Helmholtz. Εφαρμόζοντας την συνοριακή 

συνθήκη u=f στο 𝜕𝐷, βλέπουμε εύκολα ότι η πυκνότητα φ θα πρέπει να 

ικανοποιεί την παρακάτω ολοκληρωτική εξίσωση: 

 

𝜑 + 𝛫𝜑 − 𝑖𝑛𝑆𝜑 = 2𝑓 

Επειδή οι τελεστές 𝑆, 𝐾: 𝐶(𝜕𝐷) → 𝐶(𝜕𝐷) είναι συμπαγείς, η ύπαρξη της 

λύσης για την (2.74)  εξασφαλίζεται από την θεωρία Riez – Fredholm. 

Όμως μένει να αποδείξουμε την μοναδικότητα. Έστω φ συνεχής λύση 

όπως ομογενούς (36). Αρκεί να δείξουμε ότι φ=0. Εύκολα βλέπουμε ότι 

η u θα ικανοποιεί 𝑢+ = 0 στο 𝜕𝐷. Από την μοναδικότητα του 

εξωτερικού προβλήματος έπεται ότι 𝑢 = 0 στο ℝ3\𝐷̅. Από τις σχέσεις 

διαπήδησης έχουμε ότι: 

 

−𝑢− = 𝜑   ,   −
𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 𝑖𝑛𝜑 

Από το θεώρημα Green: 

 

𝑖𝑛∫ |𝜑|2𝑑𝑠
 

𝜕𝐷

= ∫ 𝑢̅
𝜕𝑢−
𝜕𝑛

𝑑𝑠
 

𝜕𝐷

−∫{|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢|2 − 𝑘2|𝑢|2}𝑑𝑥  
 

𝐷

 

Παίρνοντας το φανταστικό μέρος της τελευταίας εξίσωσης έπεται ότι 

φ=0. Συνεπάγεται ότι ο ολοκληρωτικός τελεστής είναι 1-1, επί και έχει 

φραγμένο αντίστροφο. Συνεπώς η μη ομογενής που αναφέραμε 
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παραπάνω  έχει μοναδική λύση η οποία εξαρτάται συνεχώς από την f  ως 

προς την max και min νόρμα. 

Το θεώρημα (2.6.1) εξασφαλίζει ότι για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶1,𝑎(𝐷) υπάρχει 

μοναδική λύση u που ικανοποιεί όπως (2.52) και (2.53). 

Επιπλέον από τα αποτελέσματα κανονικότητας έχουμε ότι 𝑢 ∈

𝐶1,𝑎(ℝ3\𝐷) και εξαρτάται συνεχώς από τα συνοριακά δεδομένα της f. 

Εξασφαλίζεται έτσι μια αντιστοιχία ανάμεσα στην f (δεδομένα Dirichlet) 

και στην κάθετη παράγωγο 𝜕𝑢/𝜕𝑛 (δεδομένα Neumann). Έτσι έχουμε 

τον παρακάτω ορισμό. 

 

Ορισμός 2.6.1 (Απεικόνιση Dirichlet – Neumann)   Έστω  𝑓 ∈

𝐶0,𝑎(𝜕𝐷). Ορίζουμε την απεικόνιση Dirichlet-Neumann 𝐴 ∶  𝐶1,𝑎(𝜕𝐷) →

𝐶0,𝑎(𝜕𝐷): 

 

𝐴𝑓 =
𝜕𝑢

𝜕𝑛
 

Ο Α μπορεί να γραφεί: 

𝛢 = (𝑖𝜂𝐼 − 𝑖𝜂𝐾′ + 𝑇)(𝐼 + 𝑘 − 𝑖𝜂𝑆)−1 

όπου η η είναι πραγματική, μη μηδενική παράμετρος. 

Θα δείξουμε συνοπτικά μέσω του θεωρήματος ότι ο Α είναι 1-1, επί και 

έχει φραγμένο αντίστροφο, για αυτό όπως πρώτα θα παρουσιάσουμε το 

εξωτερικό πρόβλημα Neumann. 

Εξωτερικό Πρόβλημα Neumann:  Για μια συνεχή συνάρτηση f στο 𝜕𝐷, 

να βρεθεί μια ακτινοβόλος λύση 𝑢 ∈ 𝐶2(ℝ3\𝐷̅) ∩ 𝐶(ℝ3\𝐷) της εξίσωσης 

Helmholtz 

 

∆𝑢 + 𝑘2𝑢 = 0   𝜎𝜏𝜊   ℝ3\𝐷̅ 

 

η οποία ικανοποιεί την συνοριακή συνθήκη 
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𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 𝑔   𝜎𝜏𝜊   𝜕𝐷 

 

με την έννοια της ομοιόμορφης σύγκλισης. 

Το εξωτερικό πρόβλημα Neumann περιγράφει την ακουστική σκέδαση 

από σκληρό εμπόδιο. Την μοναδικότητα την εξασφαλίζουμε από τον 

συνδυασμό του λήμματος Rellich και του θεωρήματος Green,όπως και 

πριν, ενώ για την ύπαρξη χρησιμοποιούμε ξανά την προσέγγιση του 

απλού – διπλού στρώματος. Θα διατυπώσουμε το ακόλουθο θεώρημα 

μοναδικότητας αλλά δεν θα προχωρήσουμε στην απόδειξη του. 

 

Θεώρημα 2.6.2  Το εξωτερικό πρόβλημα Neumann έχει μοναδική λύση 

και αυτή εξαρτάται συνεχώς από τα δεδομένα του συνόρου ως προς την 

ομοιόμορφη σύγκλιση της λύσης στον ℝ3\𝐷 και όλων των παραγώγων της 

στα κλειστά υποσύνολα του ℝ3\𝐷̅. 

Έτσι, όλα όσα αναφέραμε παραπάνω, συνοψίζονται στο παρακάτω 

θεώρημα. 

Θεώρημα 2.6.3  Η απεικόνιση Dirichlet – Neumann (mapA) είναι 1-1 

φραγμένος τελεστής από 𝐶1,𝑎(𝜕𝐷) στο 𝐶0,𝑎(𝜕𝐷) και με φραγμένο 

αντίστροφο. Η λύση του εξωτερικού προβλήματος Dirichlet ανήκει στον 

𝐶1,𝑎(ℝ3\𝐷) αν οι συνοριακές τιμές ανήκουν στον 𝐶1,𝑎(𝜕𝐷) και η 

απεικόινιση των συνοριακών δεδομένων στη λύση είναι συνεχής από τον 

𝐶1,𝑎(𝜕𝐷) στον 𝐶1,𝑎(ℝ3\𝐷). 

 

Θεώρημα 2.6.4  Για την σκέδασης του πεδίου 𝑢𝑖 από ένα μαλακό εμπόδιο 

D έχουμε: 

 

𝑢(𝑥) = 𝑢𝑖(𝑥) − ∫
𝜕𝑢

𝜕𝑛
(𝑦)𝛷(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠(𝑦)

 

𝜕𝐷

, 𝑥 ∈ ℝ3\𝐷̅ 

και το πλάτος σκέδασης 𝑢𝑠 του σκεδαζόμενου πεδίου από: 

 



 
 

39 
 

𝑢∞(𝑥̂) = −
1

4𝜋
∫

𝜕𝑢

𝜕𝑛

 

𝜕𝐷

(𝑦)𝑒−𝑖𝑘𝑥̂∙𝑦 , 𝑥 ∈ 𝑆2 

Αναλυτικές λύσεις για το ευθύ πρόβλημα σκέδασης υπάρχουν μόνο για 

συγκεκριμένες γεωμετρίες και ειδικά προσπίπτοντα πεδία. Γενικά, για να 

κατασκευαστούν λύσεις σε δύσκολες περιπτώσεις χρειαζόμαστε 

αριθμητικές μεθόδους όπως π.χ η μέθοδος των ολοκληρωτικών 

εξισώσεων πάνω στο σύνορο. Μια εύκολη περίπτωση είναι η σκέδαση 

του επίπεδου κυματισμού 𝑢𝑖(𝑥) = 𝑒
−𝑖𝑘𝑥∙𝑑 από μια μαλακή μπάλα, 

ακτίνας R με κέντρο την αρχή των αξόνων. Το μοναδιαίο διάνυσμα d 

περιγράφει την κατεύθυνση του ερχόμενου κύματος. Με βάση το 

ανάπτυγμα Jacobi-Anger και την συνοριακή συνθήκη 𝑢𝑖 + 𝑢𝑠 = 0, το 

σκεδαζόμενο πεδίο δίνεται από τον τύπο: 

 

𝑢𝑠(𝑥) = −∑ 𝑖𝑛(2𝑛 + 1)
𝑗𝑛(𝑘𝑅)

ℎ𝑛
(1)(𝑘𝑅)

∞

𝑛=0

ℎ𝑛
(1)(𝑘|𝑥|)𝑃𝑛𝑐𝑜𝑠𝜃 

 

όπου θ είναι η γωνία μεταξύ x και d. 

Για το πλάτος σκέδασης έχουμε: 

 

𝑢∞(𝑥̂) =
𝑖

𝑘
∑(2𝑛 + 1)

𝑗𝑛(𝑘𝑅)

ℎ𝑛
(1)

𝑃𝑛𝑐𝑜𝑠𝜃

∞

𝑛=0

 

όπου θ η γωνία μεταξύ 𝑥 και d. 

 

 

 

 

2.7  Το Αντίστροφο Πρόβλημα Σκέδασης 

Από Εμπόδιο 
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     Το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης είναι από τη φύση του μη 

γραμμικό και μη καλώς τοποθετημένο, δηλαδή δεν ισχύει τουλάχιστον 

μια προϋπόθεση της καλής τοποθέτησης. Κακώς τοποθετημένο, γιατί ο 

καθορισμός του σκεδαζόμενου κύματος 𝑢𝑠, με δεδομένο το πλάτος 

σκέδασης 𝑢∞, είναι κακώς τοποθετημένο πρόβλημα. Μη γραμμικό 

καθώς για τυχαίο κύμα 𝑢𝑖 και το σκεδαζόμενο κύμα 𝑢𝑠, η εύρεση του 

συνόρου του σκεδαστή από το συνολικό κύμα 𝑢𝑖 + 𝑢𝑠 είναι μη γραμμικό 

πρόβλημα. Για να ξεκινήσει η επίλυση του, πρέπει να είναι γνωστό το 

ευθύ πρόβλημα, δηλαδή, γνωρίζοντας το πλάτος σκέδασης αναζητούμε 

την φύση του σκεδαστή. Φυσικά, υπάρχει μια ποικιλία αντίστροφων 

προβλημάτων, όπως αν είναι γνωστή η συνοριακή συνθήκη να βρεθεί το 

σχήμα του σκεδαστή ή αν είναι γνωστό το σχήμα του σκεδαστή να 

βρεθεί η συνοριακή συνθήκη και άλλες περιπτώσεις. Εμείς θα 

παραμείνουμε στην περίπτωση όπου το πλάτος σκέδασης είναι γνωστό 

και αναζητείται το σχήμα του σκεδαστή. Σε αυτή την παράγραφο θα 

μελετήσουμε την ιδιότητα του ως ένα μη καλώς τοποθετημένο πρόβλημα 

και θα διατυπώσουμε ορισμένα θεωρήματα μοναδικότητας της λύσης για 

το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης με εμπόδιο. 

Ξεκινάμε τη μελέτη αναλύοντας το σκεπτικό των μη καλώς 

τοποθετημένων προβλημάτων. 

Ένα πρόβλημα είναι καλά τοποθετημένο κατά Hadamard όταν: 

i) υπάρχει λύση 

ii) είναι μοναδική 

iii) η λύση είναι ευσταθής, δηλαδή μικρές μεταβολές όπως 

συναρτήσεις  που εμφανίζονται όπως συνοριακές συνθήκες 

επιφέρουν μικρές μεταβολές στην λύση του προβλήματος. 

 

Ορισμός 2.7.1  Έστω 𝛢 ∶ 𝑈 ⊂ 𝑋 → 𝑉 ⊂ 𝑌 ένας τελεστής από ένα 

υποσύνολο U  του χώρου X εφοδιασμένου με νόρμα σε ένα 

υποσύνολο V του χώρου Y εφοδιασμένο με νόρμα. Η εξίσωση: 

𝛢(𝜑) = 𝑓                                               (2.71) 
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καλείται καλά τοποθετημένη αν ο τελεστής 𝛢 ∶ 𝑈 → 𝑉 είναι 1-1 και επί 

και ο αντίστροφος τελεστής 𝛢−1 ∶ 𝑉 → 𝑈 είναι συνεχής. Διαφορετικά 

η εξίσωση λέμε πως είναι μη καλώς τοποθετημένη. 

Με βάση τον παραπάνω ορισμό έχουμε τρία είδη κακής τοποθέτησης: 

 Αν ο Α δεν είναι επί, τότε η εξίσωση (2.7.1)  δεν είναι επιλύσιμη για 

κάθε 𝑓 ∈ 𝑉 (μη ύπαρξη). 

 Αν ο Α δεν είναι 1-1, τότε η (2.7.1) δύναται να έχει παραπάνω από 

μια λύσεις (μη μοναδικότητα). 

 Τέλος, αν ο 𝛢−1 υπάρχει αλλά δεν είναι συνεχής, τότε η λύση φ που 

προκύπτει δεν εξαρτάται συνεχώς από τα δεδομένα όπως f (αστάθεια). 

Συνεχίσουμε με κάποια αποτελέσματα πάνω στην μοναδικότητα της 

λύσης για το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης με εμπόδιο. Το 

ερώτημα εδώ είναι, το αν οι πληροφορίες που παίρνουμε από το 

πλάτος σκέδασης είναι αρκετές ώστε να καθοριστεί πλήρως το 

σύνορο του σκεδαστή. Θα παρουσιάσουμε κάποια βασικά θεωρήματα 

για την μοναδικότητα της λύσης στην περίπτωση του μαλακού 

εμπόδιου. 

Θεώρημα  2.7.1  Έστω 𝐷1 και 𝐷2 δύο μαλακοί σκεδαστές, τέτοιοι ώστε 

τα πλάτη σκέδασης να συμπίπτουν για άπειρο πλήθος προσπιπτόντων  

κυμάτων με διακριτές κατευθύνσεις και σταθερό κυματάριθμο k, τότε 

𝐷1 = 𝐷2. 

 

Θεώρημα 2.7.2 Έστω 𝐷1 και 𝐷2 δύο μαλακοί σκεδαστές οι οποίοι 

περιέχονται σε μπάλα ακτίνας R και έστω 

𝛮 ∶= ∑ (2𝑛 + 1)

𝑡𝑛𝑙<𝑘𝑅

 

και θεωρούμε ότι τα πλάτη σκέδασης συμπίπτουν για Ν+1 τυχαία 

επίπεδα κύματα με διακριτές κατευθύνσεις και σταθερό κυματάριθμο k, 

τότε 𝐷1 = 𝐷2. 
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Κεφάλαιο 3ο  

 

Ευθύ και Αντίστροφο Πρόβλημα 

Σκέδασης στην Γραμμική 

Ελαστικότητα 

     Η θεωρία σκέδασης στην γραμμική ελαστικότητα  παρουσιάζει 

μεγάλο ενδιαφέρον για τους επιστήμονες τις τελευταίες δεκαετίες, καθώς 

περιγράφει αρκετές φυσικές εφαρμογές προσδιορισμού ατελειών, 

ρωγμών, κοιλοτήτων ή εγκλεισμάτων σε παραμορφώσιμα μέσα.  

 

3.1  Η Εξίσωση Νavier 

   Η διάδοση του ελαστικού κύματος, στο δυναμικό πρόβλημα, μέσα σε 

ένα ισότροπο και ομογενές ελαστικό μέσο στον ℝ3 με σταθερές Lame λ 

και μ περιγράφεται από ένα διανυσματικό πεδίο u(x,t) που εκφράζει την 

τοπική μετατόπιση του σημείου 𝑥 ∈ ℝ3 του μέσου τη χρονική στιγμή 

𝑡 ∈ [0,+∞) από τη θέση ισορροπίας. Οι σταθερές Lame λ και μ πρέπει 

να ικανοποιούν τις συνθήκες:  

 

𝜇 > 0  𝜅𝛼𝜄  3𝜆 + 2𝜇 > 0                                     (3.1) 

Η πρώτη σχέση απαιτεί η παραμόρφωση του ελαστικού μέσου να είναι 

στην διεύθυνση της δεδομένης τάσης που ασκείται στο μέσο και δεύτερη 

σχέση ότι όταν το υλικό συμπιέζεται από παντού  τότε συρρικνώνεται. 

Ορίζουμε ως  σ το τανυστικό πεδίο που χαρακτηρίζει την τάση στο 

σημείο x. Από τον νόμο του Hooke προκύπτει η ακόλουθη σχέση: 
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𝜎 = 𝜆(∇ ∙ 𝑢)𝛪 + 𝜇[∇𝑢 + (∇u)𝑇]                              (3.2) 

για το πεδίο μετατοπίσεων u. 

Έπειτα θεωρώντας μηδενική την εξωτερική επιβαλλόμενη δύναμη, η 

εξίσωση του Cauchy παίρνει την μορφή: 

 

∇ ∙ 𝜎 − 𝜌
𝜗2𝑢

𝜗𝑡2
= 0                                           (3.3) 

όπου ρ η πυκνότητα του μέσου διάδοσης. Το μέσο θεωρείται ισότροπο 

και ομογενές, επομένως η τιμή της πυκνότητας παραμένει σταθερή σε 

όλα τα σημεία και λόγω της αρμονικής εξάρτησης του πεδίου από τον 

χρόνο 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥)𝑒−𝑖𝜔𝑡                                          (3.4) 

 

όπου ω η κυκλική συχνότητα, η εξίσωση (3.3) γίνεται 

 

∇ ∙ 𝜎 + 𝜌𝜔2𝑢 = 0                                            (3.5) 

Από την παραπάνω σχέση λόγω της (3.2) προκύπτει η φασματική 

εξίσωση Navier 

 

(∆∗ + 𝜌𝜔2)𝑢 = 0                                            (3.6) 

όπου ∆∗ είναι ο τελεστής Navier και δίνεται από την σχέση 

 

∆∗= 𝜇∆ + (𝜆 + 𝜇)∇(∇ ∙)                                     (3.7) 

Στην παρούσα διπλωματική, η μελέτη γίνεται στον ℝ2 και η μετάβαση 

γίνεται θεωρώντας αμελητέα την επιρροή των πεδίων των 

παραμορφώσεων στην τρίτη διάσταση, οπότε τα πεδία δεν εξαρτώνται 

από τον z-άξονα και εξίσωση Navier θεωρείται για 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2)
𝑇 . Στον 

ℝ2 οι συνθήκες γίνονται:  

 𝜇 > 0  𝜅𝛼𝜄  𝜆 + 𝜇 > 0                                       (3.8) 
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   Διαιρούμε την εξίσωση (3.6) με ρ και κάνοντας χρήση της ταυτότητας  

∇ × (∇ × 𝑢) = ∇(∇ ∙ 𝑢) − ∆𝑢                              (3.9) 

προκύπτει η εξίσωση 

 𝑐𝑝
2∇(∇ ∙ 𝑢) − 𝑐𝑠

2∇ × (∇ × 𝑢) + 𝜔2𝑢 = 0                  (3.10) 

Όπου οι σταθερές 𝑐𝑝 και 𝑐𝑠 δίνονται από όπως τύπους  

𝑐𝑝
2 =

𝜆 + 2𝜇

𝜌
, 𝑐𝑠
2 =

𝜇

𝜌
                                     (3.11) 

Από την εξίσωση (3.10) λαμβάνουμε την ακόλουθη μορφή για το πεδίο 

μετατοπίσεων 

𝑢 =
𝑐𝑠
2

𝜔2
∇ × (∇ × 𝑢) −

𝑐𝑝
2

𝜔2
∇(∇ ∙ 𝑢)                      (3.12) 

η οποία ορίζει την ανάλυση κατά Helmholtz του  𝑢 ∈ 𝐶2, δηλαδή: 

𝑢 = 𝑢𝑝 + 𝑢𝑠                                             (3.13) 

όπου  

𝑢𝑝 = −
𝑐𝑝
2

𝜔2
∇(∇ ∙ 𝑢),   𝑢𝑠 =

𝑐𝑠
2

𝜔2
∇ × (∇ × 𝑢)             (3.14) 

και ισχύουν  

∇ × 𝑢𝑝 = 0  𝜅𝛼𝜄  ∇ ∙ 𝑢𝑠 = 0                            (3.15) 

Οπότε προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις για την αστρόβιλη 𝑢𝑝 και την 

σωληνοειδή 𝑢𝑠 συνιστώσα του u 

∆𝑢𝑝 + 𝑘𝑝
2𝑢𝑝 = 0,   ∆𝑢𝑠 + 𝑘𝑠

2𝑢𝑠 = 0                            (3.16) 

όπου οι κυματάριθμοι  𝑘𝑝 και 𝑘𝑠 δίνονται από όπως τύπους  

𝑘𝑝 =
𝜔

𝑐𝑝
  𝜅𝛼𝜄  𝑘𝑠 =

𝜔

𝑐𝑠
                                       (3.17) 

Από τα παραπάνω, καταλαβαίνουμε ότι το πεδίο μετατοπίσεων u 

αποτελείται από δύο διαφορετικά κύματα, τα οποία είναι λύσεις της 

εξίσωσης Helmholtz. Το πεδίο 𝑢𝑝 ορίζει τα διαμήκη κύματα (P-κύματα) 
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με κυματάριθμο 𝑘𝑝 και ταχύτητα διάδοσης 𝑐𝑝 και το πεδίο 𝑢𝑠 ορίζει τα 

εγκάρσια κύματα (S-κύματα) με κυματάριθμο 𝑘𝑠 και ταχύτητα διάδοσης 

𝑐𝑠. 

   Στην περίπτωση του στατικού προβλήματος, θεωρούμε ω=0 και το 

πεδίο μετατοπίσεων ικανοποιεί την ελαστοστατική εξίσωση Navier  

 

∆∗𝑢 = 0                                                    (3.18) 

 

3.2   Τανυστές Green Ελεύθερου Χώρου 

    Στην περίπτωση της εξίσωσης Navier η θεμελιώδης λύση είναι ένας 

πίνακας 𝒟 όπου η k-οστή στήλη ικανοποιεί την εξίσωση  

(∆𝑥
∗ + 𝜌𝜔2)𝒟𝑘(𝑥, 𝑦) = −𝛿(𝑥 − 𝑦)𝑒𝑘,   𝛾𝜄𝛼 𝑘 = 1,2          (3.19) 

και 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 ⊂ ℝ2, όπου δ η συνάρτηση Dirac και 𝑒𝑘 το k-οστό 

μοναδιαίο διάνυσμα στις καρτεσιανές συντεταγμένες. Η λύση που 

προκύπτει από τη χρήση πολικών συντεταγμένων είναι  

𝛷(𝑥, 𝑦) ∶=
𝑖

4𝜇
𝐻0
(1)(𝑘𝑠|𝑥 − 𝑦|)𝐼                                                                        

+
𝑖

4𝜌𝜔2
∇𝑥∇𝑥

𝑇 [𝐻0
(1)(𝑘𝑠|𝑥 − 𝑦|) − 𝐻0

(1)
(𝑘𝑝|𝑥 − 𝑦|)]       (3.20) 

για 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2 με 𝑥 ≠ 𝑦, όπου 𝛨0
(1)

 είναι η συνάρτηση Hankel πρώτου 

είδους και μηδενικής τάξης. Οι συναρτήσεις Hankel ορίζονται ως  

𝐻0
(1)
∶= 𝐽𝑛 + 𝑖𝑌𝑛, 𝑛 ∈ ℕ                             (3.21) 

όπου  𝐽𝑛 είναι οι συναρτήσεις Bessel n-τάξης και 𝑌𝑛 είναι οι συναρτήσεις 

Neumann n-τάξης όπως έχουν οριστεί στην (2.3) παράγραφο. 

Από τις σχέσεις αυτές  προκύπτουν οι ακόλουθες ασυμπτωτικές μορφές 

 

𝐽𝑛(𝑡) =
𝑡𝑛

2𝑛𝑛!
(1 + 𝑂 (

1

𝑛
)) , 𝛾𝜄𝛼 𝑛 → ∞                    (3.22) 
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ομοιόμορφα σε συμπαγή σύνολα του ℝ και 

 

𝐻0
(1)(𝑡) =

2𝑛(𝑛 − 1)!

𝜋𝑖𝑡𝑛
(1 + 𝑂 (

1

𝑛
)) , 𝛾𝜄𝛼 𝑛 → ∞                    (3.23) 

ομοιόμορφα σε συμπαγή υποσύνολα του (0,+∞). Συνεπώς, οι 

συναρτήσεις Hankel έχουν την ακόλουθη ασυμπτωτική συμπεριφορά 

𝐻𝑛
(1)(𝑡) = √

2

𝜋𝑡
𝑒
±𝑖(𝑡−

𝑛𝜋
2
−
𝜋
4
)
(1 + 𝛰 (

1

𝑡
)) , 𝛾𝜄𝛼 𝑡 → ∞                    (3.24) 

Από τους ορισμούς των συναρτήσεων Bessel και Neumann προκύπτει η 

ακόλουθη ιδιόμορφη συμπεριφορά της συνάρτησης 𝛨0
(1)

 

𝐻0
(1)(𝑡) =

2𝑖

𝜋
(𝑙𝑜𝑔

𝑡

2
+ 𝐶𝐸) + 1 + 𝑂(𝑡

2𝑙𝑜𝑔𝑡), 𝛾𝜄𝛼 𝑡 → 0              (3.25) 

O Κress, χρησιμοποιώντας την διαφορική εξίσωση Bessel κατέληξε στον 

τύπο  

 

𝛷(𝑥, 𝑦) = 𝛷1(|𝑥 − 𝑦|)𝐼 + 𝛷2(|𝑥 − 𝑦|)𝐽(𝑥 − 𝑦)                 (3.26) 

 

όπου οι συναρτήσεις 𝛷1 και 𝛷2 δίνονται από τους τύπους  

 

𝛷1(𝑡) =
𝑖

4𝜇
𝐻0
(1)(𝑘𝑠𝑡) −

𝑖

4𝜌𝜔2
[𝑘𝑠𝐻1

(1)(𝑘𝑠𝑡) − 𝑘𝑝𝐻1
(1)
(𝑘𝑝𝑡)]         (3.27) 

 

𝛷2(𝑡) =
𝑖

4𝜌𝜔2
[
2𝑘𝑠
𝑡
𝐻1
(1)(𝑘𝑠𝑡) − 𝑘𝑠

2𝐻0
(1)(𝑘𝑠𝑡) −

2𝑘𝑝
𝑡
𝐻1
(1)
(𝑘𝑝𝑡)

+ 𝑘𝑝
2𝐻0

(1)
(𝑘𝑝𝑡)]                                                                    (3.28) 
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με τη συνάρτηση Hankel πρώτης τάξης 𝛨1
(1)
= −𝛨0

(1)′
. Ο πίνακας Ι είναι 

ο ταυτοτικός και ο πίνακας J ορίζεται ως  

 

𝐽(𝑥) =
𝑥𝑥𝑇

|𝑥|2
                                               (3.29) 

 

με το  𝛵 να εκφράζει το τανυστικό γινόμενο του 𝑥 ∈ ℝ2 με 𝑥 ≠ 0. 

Στην περίπτωση του στατικού προβλήματος, η θεμελιώδης λύση της 

εξίσωσης Navier δίνεται από τον τύπο  

 

𝛷0(𝑥, 𝑦) ∶=
𝜆 + 3𝜇

4𝜋𝜇(𝜆 + 2𝜇)
𝛹(𝑥, 𝑦)𝛪 +

𝜆 + 𝜇

4𝜋𝜇(𝜆 + 2𝜇)
𝐽(𝑥 − 𝑦)       (3.30) 

 

όπου 

𝛹(𝑥, 𝑦) ∶= 𝑙𝑛
1

|𝑥 − 𝑦|
, 𝛾𝜄𝛼 𝑥 ≠ 𝑦                           (3.31) 

Η παραπάνω μορφή προκύπτει ασυμπτωτικά και από την Φ θεωρώντας 

μηδενική την συχνότητα ω. 

 

Θεώρημα 3.2.3  Έστω 𝛣 ∈ ℝ2 ένα χωρίο στο οποίο ισχύει το θεώρημα 

απόκλισης του Gauss. Τότε, για τα διανυσματικά πεδία  𝑢, 𝜐 ∈ [𝐶2(𝐵̅)]2 

ισχύουν: 

Ο πρώτος γενικευμένος τύπος του Betti: 

∫ 𝑢∆∗𝜐𝑑𝑥 = ∫ 𝜐𝛵𝑢𝑑𝑠
 

𝜕𝛣

−∫ℇ(𝑢, 𝜐)𝑑𝑥
 

𝐵

 

𝐵

                      (3.36) 

όπου  
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                                ℇ(𝑢, 𝜐) ∶= 𝜇 ∑ ∇𝑢𝑖∇𝜐𝑖
2
𝜄=1 + 𝜆𝑑𝑖𝑣𝑢 𝑑𝑖𝑣𝜐                                                                   

  +𝜇 (
𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

𝜕𝜐1
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑥2

𝜕𝜐2
𝜕𝜒1

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥1

𝜕𝜐1
𝜕𝑥2

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥2

𝜕𝜐2
𝜕𝑥2

)       (3.37)  

 

Ο δεύτερος γενικευμένος τύπος του Betti: 

∫𝑢∆∗𝑢𝑑𝑥
 

𝐵

= ∫ 𝑢𝑇𝑢𝑑𝑠
 

𝜕𝐵

−∫ℇ(𝑢, 𝜐)𝑑𝑥
 

𝑏

                      (3.38) 

 

και ο τρίτος γενικευμένος τύπος του Betti: 

∫𝑢(∆∗𝜐 − 𝜐∆∗𝑢)𝑑𝑥
 

𝛣

= ∫ (𝑢𝑇𝜐 − 𝜐𝛵𝑢)𝑑𝑠
 

𝜕𝐵

                    (3.39) 

 

 

 

3.3 Δυναμικά Απλού και Διπλού Στρώματος 

    Με βάση τους τανυστές Green, ορίζουμε τα δυναμικά απλού και 

διπλού στρώματος.  

Ορισμός 3.3.1  Για 𝜑 ∈ [𝐿2(𝐺)]2, ορίζουμε το ελαστικό δυναμικό απλού 

στρώματος ως  

(𝑆𝜑)(𝑥) ∶= ∫𝛷(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)
 

𝐺

, 𝑥 ∈ ℝ2\G             (3.40) 

και το ελαστικό δυναμικό διπλού στρώματος ως 

(𝐷𝜑)(𝑥) ∶= ∫[𝑇𝑦𝛷(𝑥, 𝑦)]
𝑇𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)

 

𝐺

, 𝑥 ∈ ℝ2\𝐺            (3.41) 

Τα ελαστικά δυναμικά που μόλις ορίσαμε είναι λύσεις της εξίσωσης 

Navier και επιπλέον ικανοποιούν τις συνθήκες της ακτινοβολίας του 

Kupradze. 
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Ορισμός 3.3.2  Για 𝜑 ∈ [𝐿2(𝐺)]2, ορίζουμε το στατικό δυναμικό απλού 

στρώματος ως  

(𝑆0𝜑)(𝑥) ∶= ∫ 𝛷0(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)
 

𝐺
, 𝑥 ∈ ℝ2\G            (3.42)     

και το στατικό δυναμικό διπλού στρώματος 

(𝐷0𝜑)(𝑥) ∶= ∫ [𝛵𝑦𝛷0(𝑥, 𝑦)]
𝑇𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)

 

𝐺

, 𝑥 ∈ ℝ2\G            (3.43) 

Τα δύο αυτά δυναμικά που ορίσαμε είναι και αυτά λύσεις της εξίσωσης 

Navier. Κάθε λύση της εξίσωσης Navier μπορεί να αναπαρασταθεί ως 

συνδυασμός των δυναμικών του απλού και διπλού στρώματος. Ορίζουμε 

τα πεδία των τάσεων των ελαστικών δυναμικών  

(𝛵𝑆𝜑)(𝑥) ∶= ∫𝛵𝑥𝛷(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)
 

𝐺

, 𝑥 ∈ ℝ2\G            (3.44) 

(𝐿𝜑)(𝑥) ∶= 𝑇𝑥∫[𝑇𝑦𝛷(𝑥, 𝑦)]
𝑇𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)

 

𝐺

, 𝑥 ∈ ℝ2\𝐺            (3.45) 

Kαι για το στατικό πρόβλημα  

(𝛵𝑆0𝜑)(𝑥) ∶= ∫𝛵𝑥𝛷0(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)
 

𝐺

, 𝑥 ∈ ℝ2\G            (3.46) 

(𝐿0𝜑)(𝑥) ∶= 𝑇𝑥∫[𝛵𝑦𝛷0(𝑥, 𝑦)]
𝑇𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)

 

𝐺

, 𝑥 ∈ ℝ2\G            (3.47) 

Καθώς το σημείο x προσεγγίζει το σύνορο από το εξωτερικό του χωρίου 

του D, τα ελαστικά δυναμικά και τα πεδία των τάσεων ικανοποιούν τις 

ακόλουθες σχέσεις συνέχειας και διαπήδησης. 

Θεώρημα 3.3.1  Το απλό δυναμικό (Sφ) και (Lφ) είναι συνεχή σε όλο το 

ℝ2. Στο σύνορο 𝜕𝐷 ισχύουν 

(𝐷𝜑)(𝑥) = (
1

2
𝛪 + 𝛫)𝜑(𝑥)                                 (3.48) 

και  
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(𝛵𝑆𝜑)(𝑥) = (−
1

2
𝐼 + 𝐾∗)𝜑(𝑥)                                (3.49) 

όπου οι ολοκληρωτικοί τελεστές (Κφ) και (𝐾∗φ) ορίζονται για 𝑥 ∈ 𝜕𝐷 ως  

(𝛫𝜑) ∶= ∫ [𝑇𝑦𝛷(𝑥, 𝑦)]
𝑇𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)

 

𝜕𝐷

                     (3.50) 

και  

(𝛫∗𝜑) ∶= ∫ 𝛵𝑥𝛷(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)
 

𝜕𝐷

                        (3.51) 

Στην στατική περίπτωση, οι σχέσεις διαπήδησης και συνέχειας είναι ίδιες 

για τα αντίστοιχα δυναμικά. 

 

 

 

3.4  Ευθύ Πρόβλημα Σκέδασης στην 

       Γραμμική Ελαστικότητα    

   Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε το ευθύ πρόβλημα σκέδασης για 

σκληρό εμπόδιο (rigid body) αρχικά και έπειτα για κοιλότητα (cavity).  

Η περίπτωση του εγκλείσματος δεν θα μας απασχολήσει σε αυτήν την 

διπλωματική. Έτσι λοιπόν, για το δυναμικό πρόβλημα, θεωρούμε έναν 

σκληρό σκεδαστή D μέσα σε ένα ισότροπο και ομογενές ελαστικό μέσο 

στον ℝ2. Ο σκεδαστής έχει ομαλό σύνορο 𝐶2-τάξης. Το ελαστικό μέσο 

καθορίζεται από τις σταθερές  Lame  λ, μ και την πυκνότητα ρ. Με n 

συμβολίζουμε το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα πάνω στο σύνορο του 

σκεδαστή με κατεύθυνση προς το εξωτερικό του D. 

Το ευθύ πρόβλημα σκέδασης από σκληρό σκεδαστή (rigid body) 

συνίσταται στην εύρεση του σκεδαζόμενου πεδίου 𝑢𝑠𝑐 από την γνώση 

του σχήματος και της θέσης του D για δεδομένο προσπίπτον κύμα 𝑢𝑖𝑛𝑐.  

Υποθέτοντας ότι το 𝑢𝑖𝑛𝑐 ικανοποιεί την εξίσωση Navier , αναζητούμε το 

πεδίο 𝑢𝑠𝑐 ∈ [𝐶2(ℝ2\𝐷̅) ∩ 𝐶(ℝ2\𝐷 )]2 που ικανοποιεί τα εξής:  
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 την εξίσωση Navier  

 

(∆∗ + 𝜌𝜔2)𝑢𝑠𝑐 = 0,    𝜎𝜏𝜊 ℝ2\𝐷̅                   (3.52) 

 

 την συνοριακή συνθήκη Dirichlet  

 

𝑢𝑠𝑐 + 𝑢𝑖𝑛𝑐 = 0,   𝜎𝜏𝜊 𝐺                          (3.53) 

 

 τις συνθήκες ακτινοβολίας του Kupradze 

 

lim
𝑟→∞

√𝑟(
𝜕𝑢𝑗

𝑠𝑐

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑗𝑢𝑗

𝑠𝑐) = 0, ό𝜋𝜊𝜐 𝑟 = |𝑥| , 𝛾𝜄𝛼 𝑗 = 𝑝, 𝑠    (3.54) 

 

όπου τα όρια θεωρούνται ομοιόμορφα προς όλες τις διευθύνσεις. 

 

Η λύση του προβλήματος που περιγράψαμε δίνεται σε ολοκληρωτική 

μορφή και συνοψίζεται στην παρακάτω εξίσωση: 

𝑢𝑠𝑐(𝑥) = (𝐷𝜑)(𝑥) − 𝑖𝜂(𝑆𝜑)(𝑥), 𝛾𝜄𝛼 𝑥 ∈ ℝ2\𝐷̅            (3.55) 

όπου  το η είναι θετικός πραγματικός αριθμός. Η παραπάνω 

ολοκληρωτική εξίσωση έχει μοναδική λύση και επιπλέον η λύση 

εξαρτάται συνεχώς από τα δεδομένα, κατά την ανάλυση που έχουμε 

κάνει στο δεύτερο κεφάλαιο. 

Για το στατικό πρόβλημα, το ευθύ πρόβλημα με σκληρό εμπόδιο 

αντιστοιχεί στην επίλυση του εξής προβλήματος συνοριακών τιμών: 

∆∗𝑢 = 0  ,   𝜎𝜏𝜊 𝐷                                       (3.56) 

με Dirichlet συνοριακές συνθήκες  

𝑢 = 0,   𝜎𝜏𝜊 𝐺1                                         (3.57) 

𝑢 = 𝑓,   𝜎𝜏𝜊 𝐺2                                        (3.58) 
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όπου  f  γνωστή συνάρτηση, 𝐺1 και 𝐺2 κλειστές καμπύλες από τις οποίες 

αποτελείται το σύνορο 𝐺, ώστε 𝐺 = 𝐺1 ∪ 𝐺2, 𝐺1 ∩ 𝐺2 = ∅ και η 𝐺1 να 

είναι εσωτερική της 𝐺2. 

 

Η δεύτερη περίπτωση, το ευθύ πρόβλημα σκέδασης από κοιλότητα 

(cavity) συνίσταται στην εύρεση του σκεδαζόμενου πεδίου 𝑢𝑠𝑐 ∈

[𝐶2(ℝ2\𝐷̅) ∩ 𝐶1(ℝ2\𝐷)]2 από την γνώση του σχήματος και της θέσης 

του D για δοσμένο προσπίπτον κύμα  𝑢𝑖𝑛𝑐, το οποίο επιλύει την εξίσωση 

Navier. 

Αναζητούμε, λοιπόν, το πεδίο  𝑢𝑠𝑐 που ικανοποιεί τα εξής: 

 την εξίσωση Navier  

 

(∆∗ + 𝜌𝜔2)𝑢𝑠𝑐 = 0,    𝜎𝜏𝜊 ℝ2\𝐷̅                       (3.59) 

 

 Neumann συνοριακή συνθήκη  

 

𝛵(𝑢𝑠𝑐 + 𝑢𝑖𝑛𝑐) = 0,   𝜎𝜏𝜊 𝐺                           (3.60) 

 

όπου Τ ο τελεστής των τάσεων με τύπο 

 

𝑇𝑢 ≔ 𝜆(∇ ∙ 𝑢)𝜈 + 2𝜇(𝜈 ∙ ∇𝑢) + 𝜇(∇ ∙ (𝑄𝑢))𝑄𝜈                  

 

όπου ν το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο σύνορο G με 

κατεύθυνση προς το εξωτερικό του σκεδαστή  D.  

 

 τις συνθήκες ακτινοβολίας του Kupradze 

 

lim
𝑟→∞

√𝑟(
𝜕𝑢𝑗

𝑠𝑐

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘𝑗𝑢𝑗

𝑠𝑐) = 0, ό𝜋𝜊𝜐 𝑟 = |𝑥| , 𝛾𝜄𝛼 𝑗 = 𝑝, 𝑠    (3.61) 

 

με τα όρια πάλι να θεωρούνται ομοιόμορφα προς όλες τις 

διευθύνσεις. 
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Αντίστοιχα με την περίπτωση του ευθέος προβλήματος σκέδασης με 

σκληρό σκεδαστή, έτσι και στην περίπτωση της κοιλότητας αναζητούμε 

την λύση σε ολοκληρωτική μορφή. Η λύση δηλαδή του ευθέος 

προβλήματος σκέδασης με κοιλότητα ισοδυναμεί με το πρόβλημα 

επίλυσης ολοκληρωτικής εξίσωσης, η οποία περιγράφεται ως εξής: 

 

𝑢𝑠𝑐 = (𝑆𝜑)(𝑥) + 𝑖𝜂(𝐷𝜑)(𝑥),   𝛾𝜄𝛼 𝑥 ∈ ℝ2\𝐷̅                (3.62) 

 

όπου το η είναι θετικός πραγματικός αριθμός. 

Θεώρημα 3.4.1  Η εξίσωση (3.62) έχει μοναδική λύση και επιπλέον η 

λύση εξαρτάται συνεχώς από τα δεδομένα του προβλήματος. 

Η απόδειξη παραλείπεται.  

 

Για το στατικό πρόβλημα στην περίπτωση της κοιλότητας, αναζητούμε το 

πεδίο μετατοπίσεων ως λύση της εξίσωσης 

∆∗𝑢 = 0,   𝜎𝜏𝜊 𝐷                                        (3.63) 

με Neumann συνοριακές συνθήκες  

𝛵𝑢 = 0,   𝜎𝜏𝜊 𝐺1                                      (3.64) 

𝑇𝑢 = 𝑔,   𝜎𝜏𝜊 𝐺2                                      (3.65) 

όπου g γνωστή συνάρτηση, 𝐺1 και 𝐺2 κλειστές καμπύλες από τις οποίες 

αποτελείται το σύνορο 𝐺, ώστε 𝐺 = 𝐺1 ∪ 𝐺2, 𝐺1 ∩ 𝐺2 = ∅ και η 𝐺1 να 

είναι εσωτερική της 𝐺2. 

 

Θεώρημα 3.4.2  Το πρόβλημα (3.63) – (3.65) έχει το πολύ μία κλασσική 

λύση. 

Η απόδειξη παραλείπεται. 
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3.5 Πλάτος Σκέδασης στην Δυναμική 

      Ελαστικότητα 

    Για την επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος στην δυναμική 

ελαστικότητα είναι απαραίτητη η γνώση των πλατών σκέδασης του 

σκεδαζόμενου πεδίου. Από τους τύπους του Betti κάθε λύση της u της 

μορφής (3.13) της εξίσωσης Navier (3.6) που ικανοποιεί τις συνθήκες 

ακτινοβολίας του Kupradze δέχεται την ακόλουθη ασυμπωτική 

συμπεριφορά  

𝑢𝑗(𝑥) =
𝑒𝑖𝑘𝑗|𝑥|

√𝑥
{𝑢𝑗

∞(𝑥̂) + 𝑂 (
1

|𝑥|
)} , 𝛾𝜄𝛼 𝑗 = 𝑝, 𝑠               (3.66) 

καθώς το |𝑥| → ∞ ομοιόμορφα προς όλες τις διευθύνσεις 𝑥 = 𝑥/|𝑥|. Τα 

διανυσματικά πεδία 𝑢𝑝
∞ και 𝑢𝑠

∞ ορίζονται στον μοναδιαίο κύκλο στον ℝ2 

και καλούνται τα πλάτη σκέδασης του διαμήκες κύματος 𝑢𝑝 και του 

εγκάρσιου κύματος 𝑢𝑠 ,αντίστοιχα. Από την ασυμπτωτική συμπεριφορά 

των συναρτήσεων Hankel παίρνουμε τις ακόλουθες εξισώσεις για τα 

ελαστικά δυναμικά. Για το ελαστικό δυναμικό απλού στρώματος έχουμε  

𝑆𝑗
∞(𝑥̂) = 𝛾1,𝑗∫ 𝐽∗(𝑥̂)𝑒−𝑖𝑘𝑗∙𝑥̂∙𝑦𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)

 

𝜕𝐺

, 𝛾𝜄𝛼 𝑗 = 𝑝, 𝑠         (3.67) 

και διπλού στρώματος 

𝐷𝑗
∞(𝑥̂) = 𝛾2,𝑗∫ 𝐽∗(𝑥̂)𝐹(𝑥, 𝑦))𝑒−𝑖𝑘𝑗∙𝑥̂∙𝑦𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)

 

𝜕𝐺

, 𝛾𝜄𝛼 𝑗 = 𝑝, 𝑠    (3.68) 

όπου οι σταθερές  

𝛾1,𝑗 =

{
 
 

 
 𝑒

𝑖𝜋
4

(𝜆 + 2𝜇)√8𝜋𝑘𝑝
,   𝛼𝜈 𝑗 = 𝑝

     
𝑒
𝑖𝜋
4

𝜇√8𝜋𝑘𝑆
,             𝛼𝜈 𝑗 = 𝑠

                        (3.69) 
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𝛾2,𝑗 =

{
 
 

 
 𝑒−

𝑖𝜋
4

(𝜆 + 2𝜇)
√
𝑘𝑝
8𝜋
,   𝛼𝜈 𝑗 = 𝑝

    
𝑒−

𝑖𝜋
4

𝜇
√
𝑘𝑠
8𝜋
,        𝛼𝜈 𝑗 = 𝑝

                           (3.70)  

 

και οι πίνακες  𝐽∗ και F  ορίζονται ως εξής:  

𝐽∗(𝑥) = {
     𝐽(𝑥),      𝛼𝜈 𝑗 = 𝑝

𝐼 − 𝐽(𝑥),   𝛼𝜈 𝑗 = 𝑠
                            (3.71) 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝜆𝑥𝜈(𝑦)𝑇 + 𝜇𝜈(𝑦)𝑥̂𝑇 + 𝜇𝜈(𝑦) ∙ 𝑥𝐼               (3.72) 

 

Για το ευθύ πρόβλημα σκέδασης με σκληρό εμπόδιο, χρησιμοποιώντας 

τις παραπάνω εκφράσεις για τα ελαστικά δυναμικά απλού και διπλού 

στρώματος στην ολοκληρωτική αναπαράσταση της λύσης (3.55) 

προκύπτει το ακόλουθο ζεύγος πλατών σκέδασης  

𝑢𝑗
∞(𝑥) = ∫𝐽∗(𝑥̂

 

𝐺

)(𝛾2,𝑗𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝑖𝜂𝛾1,𝑗𝐼)𝑒
−𝑖𝑘𝑗𝑥̂∙𝑦𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦), 

𝛾𝜄𝛼  𝑗 = 𝑝, 𝑠     (3.73) 

 

Αντίστοιχα για το ευθύ πρόβλημα σκέδασης από κοιλότητα λόγω της 

αναπαράστασης της λύσης (3.62) καταλήγουμε στην ακόλουθη μορφή 

πλατών σκέδασης  

𝑢𝑗
∞(𝑥) = ∫𝐽∗(𝑥̂)(𝑖𝜂𝛾2,𝑗𝐹(𝑥̂, 𝑦) + 𝛾1,𝑗𝐼)𝑒

−𝑖𝑘𝑗𝑥̂∙𝑦𝜑(𝑦)𝑑𝑠(𝑦),
 

𝐺

 

 𝛾𝜄𝛼 𝑗 = 𝑝, 𝑠 (3.74) 

Έχοντας επισημάνει την μορφή των ζευγών των πλατών σκέδασης σε 

συνδυασμό με το λήμμα (2.4.1) – (Rellich) και το θεώρημα (2.4.2) που 
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αναφέρθηκαν στο δεύτερο κεφάλαιο, εξασφαλίζουμε μοναδικά το 

σκεδαζόμενο πεδίο 𝑢𝑠𝑐 . 

 

 

 

3.6  Το Αντίστροφο Πρόβλημα 

   Με την ανάλυση των προηγούμενων κεφαλαίων και ενοτήτων, είμαστε 

προετοιμασμένοι να μελετήσουμε το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης 

στην γραμμική ελαστικότητα. Υπενθυμίζουμε ότι για το ευθύ πρόβλημα 

σκέδασης μας δίνονται οι  πληροφορίες για το σύνορο του σκεδαστή και 

κάποια συνοριακή συνθήκη και καλούμαστε να υπολογίσουμε το 

σκεδαζόμενο ελαστικό κύμα και την συμπεριφορά του σε μεγάλες 

αποστάσεις από τον σκεδαστή. Το αντίστροφο πρόβλημα ξεκινάει από 

την απάντηση του ευθέος προβλήματος, δηλαδή, γνωρίζοντας τα πλάτη 

σκέδασης αναζητούμε την φύση του σκεδαστή. 

   Πιο συγκεκριμένα, για το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης στην 

δυναμική και στατική γραμμική ελαστικότητα, υπάρχει λύση και είναι 

μοναδική και στην περίπτωση του σκληρού σκεδαστή και σε αυτή της 

κοιλότητας. Ο τρόπος με τον οποίο αντιμετωπίζονται αυτού του είδους τα 

προβλήματα είναι με τη μέθοδο των μη γραμμικών ολοκληρωτικών 

εξισώσεων, καθώς αποδεικνύεται ότι είναι ισοδύναμα. Σε αυτή τη 

διπλωματική όμως δεν θα εμείνουμε σε αυτό το κομμάτι αλλά στην 

διατύπωση των αντίστροφων προβλημάτων και σε θεωρήματα 

μοναδικότητας της λύσης. 

 

Για να εξασφαλίσουμε την μοναδική λύση για το αντίστροφο πρόβλημα 

σκέδασης από σκληρό σκεδαστή, θεωρούμε πως ο σκεδαστής ανήκει σε 

μια κλάση χωρίων, αναλυτικότερα ότι ανήκει σε ένα σύνολο χωρίων S, 

τέτοιο ώστε αν  D1, D2 ∈ 𝑺 τότε  

0 < 𝛦(𝐷∗) <
𝜇𝜋𝑘01

2

𝜌𝜔2
                                 (3.75) 
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 όπου το ℝ2\(𝐷1 ∪ 𝐷2) είναι συνεκτικό σύνολο. Θεωρούμε 𝐷∗ ∶= (𝐷1 ∪

𝐷2)(𝐷1 ∩ 𝐷2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) και 𝛦(𝐷∗) είναι το εμβαδόν του 𝐷∗ με 𝑘01 να είναι η 

πρώτη λύση της συνάρτησης Bessel  𝐽0(𝑘). 

 

Αντίστροφο Πρόβλημα Σκέδασης (Σκληρός Σκεδαστής) 3.6.1  

Έστω ότι γνωρίζουμε τα πλάτη σκέδασης  𝑢∞ για ένα κύμα 𝑢𝑖𝑛𝑐 

προσπίπτον με γωνία πρόσπτωσης d, τότε ζητάμε τη θέση και το σχήμα του 

σκληρού σκεδαστή 𝐷 ∈ 𝑆. 

 

Το παραπάνω πρόβλημα που διατυπώσαμε έχει λύση και είναι μοναδική. 

Η μοναδικότητα εξασφαλίζεται από το παρακάτω θεώρημα. 

Θεώρημα 3.6.1  Θεωρούμε δύο σκληρούς σκεδαστές  𝐷1, 𝐷2  ∈ 𝑆 τέτοια 

ώστε τα πλάτη σκέδασης  𝑢1
∞, 𝑢2

∞  να ταυτίζονται για κάθε 𝑥 =
𝑥

|𝑥|
 , για ένα 

τυχαίο προσπίπτον κύμα με σταθερή κατεύθυνση και δεδομένους 

κυματάριθμους, τότε 𝐷1 = 𝐷2. 

   Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος παρουσιάστηκε πρώτη φορά 

από τον Γκιντίδη το 2008. Δεν θα εμείνουμε στην απόδειξη του, 

αναφέρουμε πάραυτα πως βασίζεται στην εύρεση της πρώτης ιδιοτιμής 

του προβλήματος ∆∗𝑢(𝑥) = 𝛬(𝐷)𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷 με βάση το πηλίκο 

Rayleigh και την χρήση του θεωρήματος Faber – Krahn. 

 Θα περάσουμε αμέσως στην διατύπωση της ολοκληρωτικής 

αναπαράστασης της λύσης, η οποία προκύπτει από την εφαρμογή του 

τρίτου τύπου του Betti για τη θεμελιώδη λύση Φ και μια ομαλή λύση u 

της εξίσωσης Navier. Με βάση την ασυμπτωτική συμπεριφορά που 

προκύπτει από την συνθήκη ακτινοβολίας του Kupradze για το πεδίο 

μετατοπίσεων u και τον τανυστή Green καταλήγουμε στον εξής τύπο  

ολοκληρωτικής αναπαράστασης για το σκεδαζόμενο πεδίο 𝑢𝑠𝑐 

𝑢𝑠𝑐(𝑥) = ∫ {[𝑇𝑦𝛷(𝑥, 𝑦)]
𝑇
𝑢𝑠𝑐(𝑦) − 𝛷(𝑥, 𝑦)(𝑇𝑢𝑠𝑐)(𝑦)}

 

𝜕𝐷

𝑑𝑠(𝑦), 

 𝑥 ∈ ℝ2\𝐷    (3.76) 
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και με εφαρμογή του τρίτου γενικευμένου τύπου του Betti για το 

προσπίπτον κύμα 𝑢𝑖𝑛𝑐 

∫ {[𝑇𝑦𝛷(𝑥, 𝑦)]
𝑇
𝑢𝑖𝑛𝑐(𝑦) − 𝛷(𝑥, 𝑦)(𝑇𝑢𝑖𝑛𝑐)(𝑦)} 𝑑𝑠(𝑦) = 0, 𝑥 ∈ ℝ2\𝐷̅ (3.77)

 

 

𝜕𝐷

 

 

Τέλος, με πρόσθεση των σχέσεων (3.76) και (3.77) και λαμβάνοντας 

υπόψιν τη Dirichlet συνοριακή συνθήκη, ερχόμαστε να διατυπώσουμε το 

ακόλουθο συνοπτικό θεώρημα για το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης 

για σκληρό εμπόδιο στην δυναμική ελαστικότητα. 

 

Θεώρημα 3.6.2   Για τη σκέδαση προσπίπτοντος κύματος 𝑢𝑖𝑛𝑐 από 

σκληρό σκεδαστή D ισχύει  

𝑢𝑡𝑜𝑡(𝑥) = 𝑢𝑖𝑛𝑐(𝑥) − ∫ 𝛷(𝑥, 𝑦)(𝑇𝑢𝑡𝑜𝑡)(𝑦)𝑑𝑠(𝑦)
 

𝜕𝐷

, 𝑥 ∈ ℝ2\𝐷̅       (3.78) 

και τα πλάτη σκέδασης για το σκεδαζόμενο κύμα  𝑢𝑠𝑐 δίνονται από τους 

τύπους 

𝑢𝑗
∞(𝑥̂) = −𝛾1,𝑗∫ 𝐽∗(𝑥)𝑒−𝑖𝑘𝑗𝑥̂∙𝑦(𝑇𝑢𝑡𝑜𝑡)(𝑦)𝑑𝑠(𝑦),

 

𝜕𝐷

 𝑗 = 𝑝, 𝑠         (3.79) 

 

Αποδεικνύεται, όπως αναφέραμε στην εισαγωγή αυτής της ενότητας, πως 

η επίλυση του αντίστροφου προβλήματος από σκληρό σκεδαστή 

ισοδυναμεί με την επίλυση ενός 2 × 2 συστήματος ολοκληρωτικών 

εξισώσεων και δεν θα προχωρήσουμε σε περαιτέρω ανάλυση. 

 

Ας περάσουμε τώρα στο αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης από 

κοιλότητα, δηλαδή Neumann συνοριακές συνθήκες. Το αντίστροφο 

πρόβλημα που εξετάζουμε έχει την ακόλουθη μορφή  
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Αντίστροφο Πρόβλημα Σκέδασης (Κοιλότητα) 3.6.2   

 Έστω ότι γνωρίζουμε τα πλάτη σκέδασης  𝑢∞ για ένα προσπίπτον κύμα 

𝑢𝑖𝑛𝑐 με γωνία πρόσπτωσης d τότε αναζητούμε το σχήμα και τη θέση του 

σκεδαστή D.  

 

Θεώρημα 3.6.3  Για την σκέδαση προσπίπτοντος κύματος 𝑢𝑖𝑛𝑐 από 

κοιλότητα D ισχύει  

𝑢𝑡𝑜𝑡(𝑥) = 𝑢𝑖𝑛𝑐(𝑥) + ∫ [𝑇𝑦𝛷(𝑥, 𝑦)]
𝑇
𝑢𝑡𝑜𝑡(𝑦)𝑑𝑠(𝑦), 𝑥 ∈ ℝ2\𝐷̅

 

𝜕𝐷

  (3.80) 

και τα πλάτη σκέδασης για το σκεδαζόμενο κύμα  𝑢𝑠𝑐 δίνονται από τον 

τύπο  

𝑢𝑗
∞(𝑥̂) = 𝛾2,𝑗∫ 𝐽∗(𝑥)𝛷(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑖𝑘𝑗𝑥̂∙𝑦𝑢𝑡𝑜𝑡(𝑦)𝑑𝑠(𝑦),   𝑗 = 𝑝, 𝑠

 

𝜕𝐷

    (3.81) 

Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος βασίζεται στις σχέσεις (3.76) – 

(3.77) με εφαρμογή για Neumann συνοριακές συνθήκες. Και στην 

περίπτωση του αντιστρόφου προβλήματος από κοιλότητα, το πρόβλημα 

και εδώ αποδεικνύεται πως είναι ισοδύναμο με ένα  2 × 2 σύστημα 

ολοκληρωτικών εξισώσεων. 
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Κεφάλαιο 4ο  

 

Αριθμητική Επίλυση με τη 

Μέθοδο Θεμελιωδών Λύσεων του 

Ευθέος Προβλήματος Σκέδασης 

στην Γραμμική Ελαστικότητα 

 

 

4.1  Εισαγωγή  

   Στο κεφάλαιο αυτό θα εργαστούμε πάνω στην αριθμητική επίλυση του 

ευθέος προβλήματος σκέδασης στην στατική γραμμική ελαστικότητα με 

την μέθοδο των θεμελιωδών λύσεων. 

    Στη μέθοδο των θεμελιωδών λύσεων (ΜΘΛ), το ερώτημα είναι κατά 

πόσο είναι δυνατό να εκφραστεί η λύση του προβλήματος  ως ένας 

γραμμικός συνδυασμός των θεμελιωδών λύσεων της εξίσωσης Navier. Η 

ΜΘΛ είναι ένα πλέγμα τεχνικών συνοριακών μεθόδων , η οποία έχει 

αρκετά πλεονεκτήματα σε σχέση με τις υπόλοιπες συμβατικές μεθόδους 

συνοριακών στοιχείων. Δύο βασικά προτερήματα της ΜΘΛ έναντι της 

μεθόδου συνοριακών στοιχείων είναι πως η ΜΘΛ δίνει άμεσα και ακριβή 

αποτελέσματα στα σημεία – πηγές κοντά στο σύνορο και επίσης στην 

ΜΘΛ αποφεύγεται η χρήση της ολοκλήρωσης  πάνω στο σύνορο. Επίσης 

η ΜΘΛ είναι πολύ εύκολη στην χρήση και απαιτεί μικρή προετοιμασία 

των δεδομένων του προβλήματος. H ΜΘΛ δίνει ακριβή και ευσταθή 

αποτελέσματα για διάφορους τύπους προβλημάτων (ευθύ και 

αντίστροφο) όπως παραβολικά και χρόνο-εξαρτώμενα παραβολικά 

προβλήματα. Τα τελευταία χρόνια η ΜΘΛ έχει καταστεί πολύ δημοφιλές 

εργαλείο για την αριθμητική επίλυση ευθέων και κυρίως αντιστρόφων 
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προβλημάτων διαφόρων περιπτώσεων (ακουστικά, ελαστικά, 

ηλεκτρομαγνητικά κύματα). Εκτενής έρευνα πάνω σε αυτού του τύπου 

τα προβλήματα έχει γίνει από τους Karageorgis και Fairweather. 

    Παρόλο που η ΜΘΛ είναι εύκολη στην χρήση, υπάρχουν αρκετά 

θεωρητικά και πρακτικά ζητήματα που χρήζουν απάντησης, όπως το 

κριτήριο επιλογής των ιδιομορφιών y αλλά και το υψηλό κόστος της 

μεθόδου λόγω της μη γραμμικής διαδικασίας ελαχιστοποίησης. Επίσης 

για να μπορέσουμε να εφαρμόσουμε την ΜΘΛ είναι αναγκαία συνθήκη 

να γνωρίζουμε την θεμελιώδη λύση της διαφορικής εξίσωσης που 

κυβερνά το πρόβλημα. Αναφέρουμε απλά αυτά τρία αρνητικά της 

μεθόδου και προχωράμε προς την εφαρμογή της. 

    Σε αυτό το κεφάλαιο θα δούμε εν συντομία την περιγραφή του ευθέος 

προβλήματος σκέδασης στην στατική γραμμική ελαστικότητα. Τέλος, 

λαμβάνουμε τα αποτελέσματα από την εφαρμογή της ΜΘΛ και 

παρουσιάζουμε τα τελικά συμπεράσματα. 

    Ας υπενθυμίσουμε σε αυτό το σημείο το ευθύ πρόβλημα σκέδασης για 

σκληρό σκεδαστή στην στατική γραμμική ελαστικότητα.  

Για το στατικό πρόβλημα, το ευθύ πρόβλημα σκέδασης αντιστοιχεί στην 

επίλυση του προβλήματος συνοριακών τιμών 

∆∗𝑢 = 0,   𝜎𝜏𝜊 𝐷 

  με Dirichlet συνοριακές συνθήκες  

𝑢 = 0,   𝜎𝜏𝜊 𝐺1 

𝑢 = 𝑓,   𝜎𝜏𝜊 𝐺2 

όπου f γνωστή συνάρτηση, 𝐺1 και 𝐺2 κλειστές καμπύλες από τις οποίες 

αποτελείται το σύνορο 𝐺, ώστε 𝐺 = 𝐺1 ∪ 𝐺2, 𝐺1 ∩ 𝐺2 = ∅ και η 𝐺1 να 

είναι εσωτερική της 𝐺2. Γραφικά, στο παρακάτω σχήμα: 
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4.2  Η Μέθοδος των Θεμελιωδών Λύσεων 

 

   Η ΜΘΛ βασίζεται στην προσέγγιση της λύσης της εξίσωσης Navier 

στο στατικό πρόβλημα στη μορφή: 

𝑢𝑠𝑐(𝑥) =∑𝑎𝑗𝛷𝑛(𝑥, 𝑦𝑗),

𝑁

𝑗=1

  𝑥 ∈ ℝ2|𝐷                      (4.1) 

όπου  𝛷𝑛 είναι η θεμελιώδης λύση της εξίσωσης Navier για το στατικό 

πρόβλημα με τύπο  

     𝛷𝑛(𝑥, 𝑦) ∶=
𝜆 + 3𝜇

4𝜋𝜇(𝜆 + 2𝜇)
𝛹(𝑥, 𝑦) +

𝜆 + 𝜇

4𝜋𝜇(𝜆 + 2𝜇)
𝐽(𝑥 − 𝑦)      (4.2) 

όπου 𝛹 = ln
1

|𝑥−𝑦|
, 𝑥 ≠ 𝑦  και  𝐽(𝑥) =

𝑥𝑥𝑇

|𝑥|2
  με  (  )𝛵  να εκφράζει το 

τανυστικό γινόμενο του 𝑥 ∈ ℝ2, 𝑥 ≠ 0 (και 𝜔 → 0 στην θεμελιώδης 

λύση του δυναμικού προβλήματος). Οι 𝑎𝑗 , 𝑗 = 1…𝑁 είναι οι συντελεστές 

τους οποίους θέλουμε να υπολογίσουμε, στο ευθύ πρόβλημα, δεδομένου 

ότι το σχήμα του σκεδαστή είναι γνωστό και η συνάρτηση u(x) 

ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση Navier που διέπει το χωρίο D. 

   Οι ιδιομορφίες 𝑦𝑗, πεπερασμένου πλήθους Ν, βρίσκονται 

τοποθετημένες εξωτερικά του χωρίου D (σημεία - πηγές). Επιλέγουμε 

συνοριακά δεδομένα-σημεία πεπερασμένου πλήθους Μ και θεωρώντας 

συνοριακές συνθήκες Dirichlet, η (4.1) γράφεται ως εξής:  

𝑢𝑠𝑐(𝑥) ≈∑𝑎𝑗𝛷(𝑥𝑘, 𝑦𝑗) = 𝑓(𝑥𝑘)

𝑁

𝑗=1

, 𝑘 = 1…𝑁,   𝑥𝑘 ∈ 𝜕𝐷 

Μια πιθανή αναπαράσταση των σημείων – πηγών και των συνοριακών 

σημείων βρίσκεται στο επόμενο σχήμα 
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Με κόκκινο χρώμα παρατηρούμε τις ιδιομορφίες πλήθους Ν 

τοποθετημένες εξωτερικά του χωρίου D και στο σύνορο 𝛤 = 𝜕𝐷 με μπλε 

χρώμα τα συνοριακά σημεία πλήθους N που χρειαζόμαστε για να 

εφαρμοστεί η ΜΘΛ. 

   Αναλύοντας την εξίσωση που λάβαμε από την (4.1) παίρνουμε το εξής 

σύστημα: 

{
 
 

 
 

𝑎1𝛷11(𝑥1, 𝑦1) + ⋯+ 𝑎𝑁𝛷11(𝑥1, 𝑦𝑁) = 𝑓1(𝑥1)

𝑎1𝛷12(𝑥1, 𝑦1) + ⋯+ 𝑎𝑁𝛷12(𝑥1, 𝑦𝑁) = 𝑓2(𝑥1)  ∗
⋮

𝑎𝑁𝛷11(𝑥𝑁 , 𝑦1) + ⋯𝑎𝑁𝛷11(𝑥𝑁 , 𝑦𝑁) = 𝑓1(𝑥𝑁)

𝑎𝑁𝛷12(𝑥𝑁 , 𝑦1) + ⋯+ 𝑎𝑁𝛷12(𝑥𝑁 , 𝑦𝑁) = 𝑓2(𝑥𝑁)  ∗

             (4.3) 

 

Οι εξισώσεις (*) οφείλονται στο ότι η ελαστικότητα ως ιδιότητα 

προσδίδει παραπάνω πληροφορία στο σύστημα. Βλέπουμε λοιπόν, πως 

έχουμε ένα 2𝛮 × 𝛮 σύστημα προς επίλυση. Σε αυτό το σύστημα έχουμε 

δύο πίνακες, τον 𝛢1 με τύπο  

𝛢1 = (𝛷11(𝑥𝑘, 𝑦𝑗))
𝑁×𝑁

,    𝑘, 𝑗 = 1…𝑁                       (4.4) 

και τον 𝛢2 με τύπο  

𝐴2 = (𝛷12(𝑥𝑘, 𝑦𝑗))
𝛮×𝛮

,   𝑘, 𝑗 = 1…𝑁                    (4.5)   

Επομένως για να λυθεί το σύστημα και να υπολογιστούν οι συντελεστές 

𝑎𝑗, αρκεί  να λυθεί το εξής σύστημα:  

𝐴1𝑎𝑗 = 𝑓1(𝑥1)                                            (4.6) 
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4.3  Αριθμητική Επίλυση του Δισδιάστατου Ευθέος           

      (Στατικού) Προβλήματος και Αποτελέσματα  

 

   Υποθέτουμε ότι το εμπόδιο D είναι αστεροειδούς μορφής ως προς την 

αρχή των αξόνων και το σύνορο δύναται να γραφεί παραμετρικά από τα 

σημεία  

𝑥̃𝑖 = 𝜎(𝑐𝑜𝑠𝜃̃𝑖 , 𝑠𝑖𝑛𝜃̃𝑖),   𝑖 = 1,…𝑁                               (4.7) 

όπου    𝜎 = 𝜎0 + 𝜎1𝑐𝑜𝑠𝜃̃𝑖 + 𝜎2𝑠𝑖𝑛𝜃̃𝑖 , και επιλέγουμε τις σταθερές να 

είναι 𝜎0 = 1, 𝜎1 = 0.1, 𝜎2 = 0.2 , αφού στο ευθύ πρόβλημα γνωρίζουμε 

το σχήμα του σκεδαστή. Με παρόμοιο σκεπτικό, οι ιδιομορφίες  𝑦̃𝜄 στο 

εξωτερικό του  D  δίνονται από την σχέση  

𝑦̃𝑗 = 𝜌(𝑐𝑜𝑠𝜃̃𝑗 , 𝑠𝑖𝑛𝜃̃𝑗),   𝑗 = 1,… , 𝑁                       (4.8) 

και η εξίσωση του προσπίπτοντος κύματος από την σχέση  

𝑢𝑖𝑛𝑐 = 𝑒
𝑖𝑘𝑥̃∙𝑑̂ ,   𝑥 ∈ 𝜕𝐷                                   (4.9) 

Το ζητούμενο στο ευθύ πρόβλημα είναι το σκεδαζόμενο πεδίο και με 

υπέρθεση με τον προσπίπτον παίρνουμε το ολικό πεδίο. Με την χρήση 

της ΜΘΛ υπολογίζουμε τους συντελεστές 𝛼𝑗 , 𝑗 = 1,… , 𝑁, οι οποίοι 

καθορίζονται από τις συνοριακές συνθήκες του σκεδαστή (εδώ Dirichlet) 

και την σχέση 𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝐷̅.  

Φτιάχνουμε ένα κώδικα matlab και ορίζουμε αρχικά τα σημεία 𝑥̃𝑖 , 𝑦̃𝑗 , τις 

μεταξύ του διαφορές και την θεμελιώδη λύση Green στις δύο διαστάσεις 

που διέπει το πρόβλημα με σεβασμό στους περιορισμούς των σταθερών 

Lame. 

Παρακάτω παραθέτουμε τα γραφικά αποτελέσματα. 
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Σχήμα 1 

 

 

 

Σχήμα 2 

Για τα παραπάνω αποτελέσματα έχουμε θεωρήσει πως το κύμα έρχεται 

από δεξιά. Στα σχήματα απεικονίζεται το πραγματικό μέρος του 

σκεδαζόμενου κύματος για Ν=50 συνοριακά σημεία και ιδιομορφίες και 

σταθερές Lame λ=1 και μ=1. 
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Ας δούμε τώρα, ορισμένα Συμπεράσματα. 

   Η Μέθοδος των Θεμελιωδών Λύσεων παρουσιάζει αρκετά θετικά 

στοιχεία όπως ότι βρίσκει εφαρμογή στο ευθύ αλλά και στο αντίστροφο 

πρόβλημα πλέον. Η ΜΘΛ ισχύει τόσο για κοντινό πεδίο αλλά και για την 

περίπτωση του μακρινού πεδίου. 

   Η Μέθοδος των Θεμελιωδών Λύσεων έχει γίνει αρκετά δημοφιλής 

στην επιστημονική κοινότητα. Παρουσιάζει πλεονεκτήματα έναντι 

άλλων μεθόδων όπως αυτή των Πεπερασμένων Στοιχείων. Τα δύο κύρια 

πλεονεκτήματα της είναι πως δεν απαιτείται η ολοκλήρωση στο σύνορο, 

δηλαδή μια απαιτητική διαδικασία, αλλά και ταυτόχρονα είναι μια απλή 

στην κατανόηση και στην χρήση για την επίλυση ενός αριθμητικού 

προβλήματος όπως αυτό που εξετάσαμε. Αναλυτικότερα, 

προσδιορίζοντας τους συντελεστές τις μεθόδου από την συνοριακή 

συνθήκη του σώματος, τους χρησιμοποιούμε για να περιγράψουμε την 

αναλυτική λύση του πεδίου. 
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